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Introduction

Enjeux du transport

Le transport dans une chaîne logistique peut représenter jusqu'à 30% des coûts, et ces
coûts ne cessent d'augmenter ces dernières années à cause notamment des productions
en juste-à-temps et de la mondialisation des échanges. Par exemple, d'après la fédération
nationale des transports routiers, les coûts du transport routier ont augmenté de plus de
7% en 2008 par rapport à 2007. La réduction des coûts s'est opérée sur la production
et le stock au détriment du transport. L'optimisation du maillon transport d'une chaîne
logistique est donc une source de réduction non négligeable de coûts et de pollutions.
Limiter les pollutions et réduire toutes les nuisances faites à l'environnement est un enjeu
majeur. En e�et, réduire son impact carbone est intéressant non seulement �nancièrement
mais également pour l'image de marque d'une entreprise.

En avril 2010, un nuage de cendres volcaniques venu d'Islande et se propageant sur le
ciel européen oblige plus d'une vingtaine de pays à fermer tout ou partie de leur espace
aérien. Seuls moins de 10 000 vols sur 30 000 prévus ont pu être opérés lors de la "journée
noire" du samedi 17 avril 2010. L'association internationale du transport aérien (IATA)
estime à plus de 200 millions de dollars par jour le coût de ces perturbations pour les
compagnies aériennes. Gérer au mieux la reprise du tra�c et rapatrier rapidement les pas-
sagers bloqués sont donc des priorités pour limiter les conséquences de telles perturbations.

Voici deux exemples qui montrent les enjeux de l'optimisation dans le domaine du
transport. Le contexte économique étant caractérisé par une concurrence féroce, des marges
réduites et une complexité croissante des décisions de gestion, la Recherche Opérationnelle
devient souvent un outil d'aide à la décision indispensable pour améliorer la performance
des entreprises et notamment de leurs chaînes logistiques. Nous nous plaçons dans ce
contexte, et abordons ces problèmes avec un regard d'aideur à la décision fondé sur les
techniques et outils de Recherche Opérationnelle.

Deux problèmes de transport

Dans cette thèse nous nous intéressons à deux applications industrielles particulières
dans le domaine du transport. La première concerne le transport de fret, la seconde le
transport aérien de passagers.
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Introduction

La première application est un problème de conception de réseau de service avec gestion
de véhicules pour un transport de fret. Notre positionnement est celui d'un transporteur
avec consolidation. Le problème de transport de fret étudié est issu d'une collaboration
industrielle antérieure entre le laboratoire G-SCOP et un industriel. Le but est d'appor-
ter une aide à la décision pour le transporteur en répondant aux questions suivantes :
Quelles demandes accepter totalement, partiellement ou refuser ? Comment acheminer les
marchandises à travers les réseaux physiques et de services ? Sur quels parcours doit-on
fournir le service ? Quel type de service doit-on utiliser ? A quelle fréquence doit-on o�rir le
service et selon quels horaires ? Le but est d'obtenir un plan de transport qui maximise le
pro�t du transporteur, tout en s'assurant qu'un certain nombre de contraintes spéci�ques
à l'application industrielle soit véri�é (quotas d'utilisation des véhicules, fenêtre de temps,
cyclage des véhicules, ...).
Dans un premier temps, des travaux [Teypaz, 2008] ont été réalisés pour répondre à la
question : "Quelle serait la �otte idéale pour maximiser les pro�ts ?", et pour proposer le
plan de transport correspondant. Ces travaux ont fait l'objet d'un article publié [Teypaz
et al., 2010].
La nouvelle contrainte forte que nous considérons est que le transporteur a une �otte �xée.
Une réponse au problème consiste alors à déterminer un ensemble de plannings (itinéraires,
horaires et opérations de transport e�ectuées � chargement et déchargement) pour les vé-
hicules et pour la période de plani�cation considérée. Ces plannings doivent être choisis
de sorte que le transporteur maximise son pro�t et doivent respecter les contraintes spéci-
�ques suivantes. D'une part, le transporteur plani�e un transport régulier, il souhaite donc
répéter les plannings à l'identique d'une période sur l'autre. Il faut donc assurer que la
plani�cation faite sur une seule période permette qu'une rotation des véhicules s'opère de
période en période a�n de réduire au maximum le voyage à vide des véhicules. D'autre part,
le transporteur souhaite utiliser ses véhicules de manière équitable, il faut donc garantir
qu'en �n de période aucun véhicule ne soit ni sous- ni sur-exploité. Plus précisément, le
temps d'utilisation d'un véhicule est borné par des quotas minimum et maximum.

Dans la littérature on fait référence à ce problème avec le terme "Conception de réseau
de service avec gestion de ressources", Service Network Design with Asset management [An-
dersen et al., 2009b].

La seconde application concerne la gestion de perturbation dans le domaine aérien. Il
s'agit du sujet du challenge ROADEF'2009. Cette année là le sujet était proposé par Ama-
deus 1 et concernait la gestion de perturbations dans le domaine aérien 2. Il s'agit, en cas
de perturbations a�ectant le plan de vol initial d'une compagnie aérienne, de reconstruire
ce plan de vol à l'intérieur d'une période de recouvrement en réa�ectant de façon simul-
tanée la �otte d'appareils et les passagers. Il s'agit de trouver des solutions performantes
permettant d'absorber la perturbation en un temps minimum et, de fait, d'en minimiser
l'impact.

1. http://www.amadeus.com/

2. http://challenge.roadef.org/2009/index.fr.htm
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Dans le cadre du challenge, on connaît le programme de vol initial prévu, conçu a�n
d'optimiser les revenus générés et qui respecte les contraintes opérationnelles et de main-
tenance. On envisage di�érentes perturbations extérieures se traduisant par des retards
ou des annulations de vols, des indisponibilités d'appareils ou des réduction des capacités
aéroportuaires de décollage et d'atterrissage. De façon traditionnelle, dans de tels cas, les
ressources sont réa�ectées au cours d'un processus séquentiel selon l'ordre hiérarchique
naturel : �otte d'appareils, équipages, passagers. Cependant, une modi�cation du plan de
vol entraîne souvent une impossibilité de correspondance pour un équipage ou un ensemble
de passagers. Idéalement, il faudrait réa�ecter toutes les ressources simultanément. Le but
du challenge est de réa�ecter de façon simultanée deux de ces ressources : les passagers
et la �otte d'appareils. Il faut donc reconstruire un plan de vol à l'intérieur d'une période
de recouvrement et minimiser non seulement les coûts opérationnels (liés principalement
aux appareils), mais aussi le désagrément subi par les passagers. Les contraintes sur les
appareils, notamment les contraintes de maintenance conjointement avec les contraintes de
capacité aéroportuaire rendent le problème riche et di�cile à résoudre.

Le sujet est particulièrement novateur, ardu et di�cile à formaliser. L'objectif est de
fournir un programme qui résout ce problème en moins de 10 minutes !

Méthodologie générale

Les deux problèmes que nous étudions contiennent une dimension temporelle forte.
Dans les deux cas, il faut établir des plannings avec des horaires précis. De plus, il faut
synchroniser les di�érents véhicules pour permettre des opérations de transbordements
de marchandises, ou pour garantir les correspondances des passagers. De ce fait, il est
nécessaire d'inclure le temps de façon explicite dans les modèles. On se place alors tra-
ditionnellement dans un réseau espace-temps (voir �gure 1). Chaque n÷ud de ce réseau

C

D

B

T
er

m
in

au
x

1 2 3 4 5 6 T

une période

Temps

A

Figure 1 � Réseau espace-temps.
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Introduction

correspond à un terminal à un horaire donné. Les arcs du réseau correspondent à des arcs
de services (vols) potentiels avec horaires intégrés.

Nos deux problèmes industriels ont une structure commune représentée dans la �gure 2.
Il s'agit de faire transiter un �ot, soit de passagers, soit de marchandises, via un réseau
de transport comportant une dimension temporelle. Dans les deux cas les connexions du
réseau de transport sont à opérer par des véhicules du transporteur. On retrouve donc
deux �ux dans un réseau espace-temps :

� les �ux de passagers ou de marchandises,
� les �ux de véhicules qui permettent de dé�nir les plans de transport ou les rotations
des véhicules.

Dans les deux cas, ces �ux (multi�ots) sont liés par une contrainte forçante ou liante: rien
ni personne ne peut transiter via un trajet non opéré. De plus, le �ot de marchandises et de
personnes est limité par la capacité des véhicules. Un certain nombre de contraintes plus
spéci�ques sur les véhicules ou les passagers/marchandises viennent compléter ces modèles.
Les fonctions d'optimisation sont di�érentes mais, dans les deux cas, il s'agit de fonction
de coût concave, faites d'une combinaison de coûts �xes et de coûts variables linéaires.

position en fin de période

sous−contraintes

contraintes spécifiques :

contraintes liantes

Optimiser
Fonction objectif

flot de véhicules

flot de marchandises/passagers

contraintes

contraintes

contraintes spécifiques :

classes de confort

périssable, retard maximal

nombre de correspondances

...

...

 par ex. : capacité en volume

maintenances, indisponibilites

quotas d’utilisation

temps de reengagement

par ex. : capacité des véhicules

cout conceptioncout routage

Figure 2 � Schéma de modélisation générique des deux problèmes.

Plan de travail et contributions

Le présent travail se découpe en trois parties, qui correspondent à di�érents niveaux
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d'abstraction. Dans un premier temps, nous nous intéressons à des problèmes combina-
toires purs. Ensuite, nous étudions di�érentes modélisations et résolutions du problème de
conception de réseau de service avec gestion de véhicules. Pour �nir, nous présentons le
travail réalisé pour répondre au challenge ROADEF'2009 sur la gestion de perturbation
dans le domaine aérien.

Première partie

La première partie est consacrée à l'étude de problèmes fondamentaux. Nous y présen-
tons quelques sous-problèmes combinatoires de nos problèmes industriels.

Dans le premier chapitre, nous abordons les problèmes de �ot dans les réseaux et plus
particulièrement le problème de transport classique de la littérature. Etant donnée une
quantité d'un produit uniforme disponible à m origines, des demandes de ce produit à n
destinations, et la connaissance des coûts de transport origine-destination, le problème de
transport consiste à trouver une solution d'expédition qui satisfait toutes les demandes et
à moindre coût. Dans un premier temps, nous supposons que les coûts de transport sont
linéaires. Dans ce cas trouver la solution optimale du problème de transport est équivalent
à résoudre un problème de �ot, il s'agit d'un problème facile.
Mais, il se peut qu'augmenter les quantités des o�res et des demandes permette de réduire
les coûts de transport ! Il s'agit du paradoxe de transport, i.e. le réseau n'est pas bien
équilibré. L'étude et la caractérisation des réseaux bien équilibrés, ainsi qu'une méthode
polynomiale de levée du paradoxe sont des extensions étudiées dans ce chapitre. Les pro-
blèmes étudiés dans ce cadre sont polynomiaux.

Le second chapitre rassemble les résultats concernant la complexité de quelques pro-
blèmes combinatoires. Nous commençons par étudier la complexité engendrée par les coûts
�xes. Pour cela nous considérons le problème de transport avec un coût �xe constant iden-
tique sur toutes les liaisons de transport. Nous démontrons que ce problème est équivalent
à trouver un arbre de degré de dégénérescence maximal et qu'il est NP-di�cile. Nous
démontrons que ce problème reste NP-di�cile même lorsqu'une grande partie de la com-
binatoire sous-jacente est donnée. Ce résultat nouveau a fait l'objet d'un article soumis à
Mathematical and Computer Modelling. Pour �nir, nous étudions la complexité engendrée
par quelques contraintes spéci�ques aux applications industrielles : contraintes de rotations
de véhicules et contraintes de quotas d'utilisation. Nous interprétons ces problèmes comme
des problèmes de partitionnement de graphes. Nous démontrons que dans la plupart des
cas ces problèmes sont NP-di�ciles et exhibons quelques problèmes dont la complexité
est encore inconnue.

Deuxième partie

Cette partie porte sur le problème de conception de réseau de service.

En guise d'introduction, le troisième chapitre présente notre problème de conception
de réseau de service pour le transport de fret. Nous démontrons qu'il s'agit d'un problème
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au moins NP-di�cile. Finalement nous donnons un aperçu de la littérature, nous citons
en particulier les travaux de Crainic et al. et de Barnhart et al. sur le sujet.

Le quatrième chapitre est dédié à l'étude de di�érentes formulations en programme li-
néaire en nombres entiers de notre problème. Ces modèles sont des modèles de conception
de réseau de service avec gestion de �otte. Ils comportent deux types de variables : les
variables de service et les variables pour le �ot de marchandises.
Les variables de services dé�nissent le parcours des véhicules sur le réseau. On peut les
dé�nir soit directement sur les arcs du réseau espace-temps, soit sur les parcours potentiels
des véhicules. Ces parcours sont des chemins, morceaux de cycles, dans le réseau espace-
temps de longueurs égales à la longueur de la période.
De même les variables concernant les trajets des marchandises à travers le réseau peuvent
être formulées sur les arcs du réseau espace-temps, ou bien sur les chemins potentiels des
marchandises de leur origine à leur destination. Dans les deux cas ces variables corres-
pondent à la quantité de marchandises qui transite via le réseau.
Ces di�érents choix nous amènent à quatre modélisations di�érentes selon que les variables
de service sont exprimées sur les arcs ou les parcours (morceaux de cycles), et selon que
les variables concernant le �ot de marchandises sont exprimées sur les arcs ou les chemins.
Les quatre formulations arc-arc, cycle-arc, arc-chemin et cycle-chemin du problème ont
toutes la même structure générale, représentée dans le diagramme de la �gure 2.
Ces quatre modélisations sont implémentées et comparées expérimentalement sur des jeux
de petites instances générées à partir d'un générateur d'instances. Pour ces instances, les
morceaux de cycle et les chemins pour les marchandises sont tous calculés a priori. Nous
faisons ressortir la dominance des modèles à base de cycles, et démontrons également cette
dominance analytiquement.

Le chapitre cinq propose une ébauche d'algorithme à base de génération de colonnes
pour résoudre des instances de plus grande taille. Nous proposons une heuristique simple à
base de génération de colonnes. Sa performance est estimée sur les petites instances pour
lesquelles nous connaissons les solutions optimales. Des tests permettent de cerner la limite
de l'heuristique.

Troisième partie

Cette dernière partie présente le travail que j'ai réalisé avec trois autres doctorants du
laboratoire G-SCOP pour répondre au challenge ROADEF'2009 proposé par la société
Amadeus qui portait sur la gestion de perturbation dans le domaine aérien, challenge
auquel nous avons remporté le deuxième prix de la catégorie Junior et cinquième au clas-
sement général.

Le chapitre six est introductif. Nous présentons le problème industriel de gestion de
perturbation, décrivons une instance du problème et les solutions attendues. Notre état de
l'art traite des problèmes de recouvrement d'une seule ressource, ou de plusieurs ressources
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(ce qui est le cas du challenge). Nous proposons également une revue des méthodes utilisées
par les autres équipes �nalistes.

Le septième chapitre porte sur notre approche de résolution. Les instances à résoudre
sont de grande taille (1000 vols, 85 avions, passagers) et le problème comporte un grand
nombre de contraintes spéci�ques. Dans le cadre du challenge, ce qui importe, c'est de
parvenir à proposer des solutions réalisables de bonne qualité en moins de 10 minutes de
temps de calcul sur un ordinateur de bureau. Nous proposons une approche heuristique
fondée sur une décomposition du problème. En premier lieu, nous calculons un nouveau
plan de vols proche du plan de vol initial. Ce calcul est réalisé par morceaux. On traite
d'un nombre limité d'avions à chaque fois, et on reconstruit un plan de vols pour ces avions
en résolvant un modèle de multi�ot dans un réseau (les arcs du réseau correspondent aux
vols) avec contraintes additionnelles. En priorité, on détermine les rotations des appareils
ayant une maintenance, avec si besoin création de vols. Ensuite, dans une seconde étape,
on réaccommode les passagers sur le nouveau plan de vols, en résolvant un problème de
multi�ot. Les di�érents modèles en nombre entiers sont résolus directement par IBM ILOG
Cplex.

Le huitième et dernier chapitre donne les résultats numériques obtenus après une lé-
gère modi�cation de notre code qui garantit la réalisabilité des solutions pour tous les
jeux d'instance. Cette modi�cation nous aurait permis d'atteindre la première place de la
catégorie junior et d'être troisième au classement général.
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Première partie

Flot, transport, réseaux - quelques

problèmes combinatoires

Le but de cette première partie est d'étudier des aspects théoriques de quelques pro-
blèmes fondamentaux, sous-problèmes au c÷ur de nos problèmes industriels. Il s'agit des
sous-problèmes les plus simpli�és possibles mais qui sont déjà d'une très grande richesse
d'un point de vue combinatoire. Nous nous intéressons à deux axes de recherche.
D'une part, dans le chapitre 1, nous étudions les problèmes polynomiaux de �ots dans les
réseaux de distribution. En particulier nous étudions le problème de transport, cas spé-
ci�que du problème de �ot. Nous proposons quelques extensions, notamment autour du
paradoxe de transport. Nous modélisons également un problème de repositionnement de
véhicules via un �ot dans un réseau.
D'autre part, dans le chapitre 2, nous étudions la complexité de sous-problèmes. Ce cha-
pitre vise notamment à comprendre d'où vient la di�culté des problèmes. Ainsi, Nous nous
intéressons au problème de transport avec coût �xe, pour montrer que dans le cas le plus
simple ce problème est déjà di�cile. Nous discutons également de la di�culté engendrée
par les contraintes pratiques de cyclage de véhicules.

Les résultats concernant le problème de transport ont été soumis �n 2009 dans le
journal international Mathematical and Computer Modelling. On y retrouve la dé�nition
du problème de transport (section 1.1) et du problème de transport avec coût �xe. Une des
contributions majeures est l'étude de la complexité du problème de transport avec coût �xe
(section 2.1). Dans cet article apparaît également une note sur le paradoxe de transport
(section 1.2).





Chapitre 1

Problèmes dans les réseaux
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Ce chapitre a pour objet l'étude des problèmes de distribution dans les réseaux. Dans la
section 1.1, nous présentons le problème général de �ot dans un réseau de distribution, ainsi
que deux cas particuliers : le problème de �ot de coût minimal dans un réseau avec coûts
linéaires et le problème de transport. Dans la section 1.2, nous dé�nissons et caractérisons
les réseaux bien équilibrés. Cette partie est illustrée avec des problèmes de transport à
coût linéaire. Finalement, en section 1.3, nous proposons une modélisation d'un problème
pratique sous forme de �ot dans un réseau. Ceci illustre la puissance des modèles de �ot.

1.1 Problèmes de �ots dans les réseaux

Les problèmes de �ot font partie des problèmes les plus fondamentaux dans les réseaux.
Il s'agit de faire transiter à moindre coût une marchandise dans un réseau a�n de satisfaire
des demandes à certains terminaux à partir d'o�res disponibles à d'autres terminaux. Pour
plus de détails, des exemples d'applications, et une étude approfondie des problèmes de
�ot on renvoie le lecteur au livre [Ahuja et al., 1993].

Nous commençons par présenter un modèle général de problème de �ot sur un réseau
quelconque avec une structure de coût quelconque (section 1.1.1). Puis nous présentons
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deux cas particuliers, le problème de �ot à coût minimal (section 1.1.2) et le problème de
transport (section 1.1.3).

1.1.1 Problème de �ot général

On se place dans un réseau R constitué par un ensemble N de n÷uds et un ensemble
A d'arcs. Ce réseau est modélisé par le graphe orienté G = (N,A). Pour un n÷ud i ∈ N ,
on note δ+(i) l'ensemble de ces successeurs, δ+(i) = {j ∈ N |(i, j) ∈ A}. De même on note,
δ−(j) l'ensemble des prédecesseurs d'un n÷ud j ∈ N , δ−(j) = {i ∈ N |(i, j) ∈ A}.
On considère la distribution d'un seul produit sur R. Chaque n÷ud de ce réseau est éti-
queté par ai, la quantité de produit disponible au n÷ud i ∈ N . L'ensemble des n÷uds N
est partitionné en trois sous-ensembles S, T et D :
S est l'ensemble des n÷uds sources (usines, production) et ai > 0 pour i ∈ S,
T est l'ensemble des n÷uds de transfert ou transbordement (transhipment) ai = 0 pour
i ∈ T ,
D est l'ensemble des n÷uds destinations (client, demandes) ai < 0 pour i ∈ D.

On suppose que les o�res et demandes sont équilibrées, i.e.
∑

i∈S∪T∪D
ai = 0. Les arcs du

réseau peuvent avoir une capacité uij . On note xij les variables de �ots. Les coûts de trans-
port entre deux n÷uds peuvent être linéaires CVij , �xes CFij , ou décrits par une fonction
plus complexe, généralement concave, C(xij).
Le but est de déterminer les quantités xij à transporter sur chaque route (i, j) pour satis-
faire toutes les demandes de transport à moindre coût. Le problème de "�ot" du réseau
de distribution R, noté R(a,C), se modélise sous la forme du programme mathématique
décrit en �gure 1.1.

Minimiser :
∑
ij∈A

C(xij), (1.1)

s.c. ∑
j∈δ+(i)

xij −
∑

j∈δ−(i)

xji = ai, ∀i ∈ N, (1.2)

0 ≤ xij(≤ uij), ∀(ij) ∈ A. (1.3)

Figure 1.1 � Modèle mathématique du problème de �ot dans un réseau de distribution.

La contrainte 1.2 est une écriture compacte de la contrainte de conservation du �ot au
niveau des n÷uds du réseau. Le cas échéant on retrouve la contrainte de capacité sur les
arcs (deuxième partie de la contrainte 1.3).

Ce modèle est très général. La di�culté et la nature du problème dépendent de deux
paramètres : le réseau et la fonction coût. Si la fonction coût est linéaire, on retrouve le
problème linéaire de �ot de coût minimal (section 1.1.2) dans un réseau. Si le graphe est
biparti, il s'agit d'un problème de transport (section 1.1.3). Si la fonction coût comporte
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une partie �xe et une partie variable linéaire, on a un problème de conception de réseau
(section 3.3.4).

1.1.2 Problème de �ot de coût minimal

Le problème de �ot de coût minimal, est le cas de �ot le plus simple : �ot d'un seul
produit avec des coûts de transport linéaires. Une extension de ce problème simple est
présentée dans la section 1.2. La puissance des modèles de �ots de coût minimal est illustrée
dans la section 1.3.
Le problème de �ot à coût minimal se modélise sous la forme du programme linéaire donné
�gure 1.2.

Minimiser :
∑
ij∈A

CVijxij , (1.4)

s.c. ∑
j∈δ+(i)

xij −
∑

j∈δ−(i)

xji = ai, ∀i ∈ N, (1.5)

0 ≤ xij(≤ uij), ∀(ij) ∈ A. (1.6)

Figure 1.2 � Modèle mathématique linéaire du problème de �ot de coût minimal.

Ce modèle (�gure 1.2) est un programme linéaire : la fonction objectif et les contraintes
sont linéaires. Le problème de �ot de coût minimal est polynomial. Il reste polynomial même
si l'on demande d'avoir une solution entière lorsque toutes les données (o�res, demandes,
capacités) sont entières. Plus précisément, la matrice de ce programme linéaire est totale-
ment unimodulaire, par conséquent toutes les solutions de base sont entières ( [Schrijver,
1998]). C'est une des raisons pour lesquelles les modèles de �ot sont très utilisés.

Si l'on considère le transport de plusieurs produits avec des coûts linéaires sur le réseau
R avec capacité, on a alors un problème de multi�ot (multicommodity network �ow pro-
blem). Dans ce cas on introduit un indice supplémentaire k pour di�érencier les di�érentes
marchandises. Ce problème sera présenté dans la section 3.3.2. La limitation de la capacité
sur les arcs lie les di�érentes marchandises entre elles, et rend le problème di�cile si l'on
souhaite avoir un �ot entier.

1.1.3 Problème de transport

Si l'on se place dans le cas particulier du graphe biparti complet ayant pour sommets
S ∪ D on est alors dans le cas du problème de transport, transportation problem (TP).
Traditionnellement on note dans ce cas a = {a1, a2, · · · , am}, ai ≥ 0 les o�res, et b =

{b1, b2, · · · , bn}, bj ≥ 0, les demandes. L'équilibre entre o�re et demande s'écrit
m∑
i=1

ai =
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n∑
j=1

bj . Si C désigne la fonction coût, on note T P(a, b, C) une instance du problème de

transport. Un réseau de ce cas particulier est représenté �gure 1.3, la formulation du
problème est donnée �gure 1.4.

1

2

i

m

n

j

2

1

C(xij)

am

b1

b2

bj

bn

sources destinations

a2

ai

a1

Figure 1.3 � Graphe biparti complet
du TP.

Minimiser :
∑
ij∈A

C(xij), (1.7)

s.c.
n∑
j=1

xij = ai, ∀i = 1..m, (1.8)

m∑
i=1

xij = bj , ∀j = 1..n, (1.9)

0 ≤ xij(≤ uij), ∀i, j. (1.10)

Figure 1.4 � Modélisation du TP linéaire.

Le problème de transport avec coûts linéaires a été formulé par [Hitchcock, 1941]. En
1951, [Dantzig, 1951] donne la formulation standard en programme linéaire et applique
l'algorithme du simplexe. Dès lors, le problème de transport est largement présenté dans
de nombreux livres de Recherche Opérationnelle.

Remarque : Étant donné que les o�res et les demandes sont équilibrées (
m∑
i=1

ai =

n∑
j=1

bj) une des contraintes est redondante. Une solution de base contient donc m+ n− 1

variables.

Proposition 1.1.1. Si la fonction coût est concave, alors il existe une solution de base qui
est optimale. Cette solution est un arbre. Plus précisément, à chaque X solution réalisable
de TP , on associe un graphe biparti Gx dé�ni comme suit : Gx contient l'arc (i, j) si et
seulement si xij > 0. On a alors une équivalence entre X est une arête du polytope de TP
et Gx est une forêt. Si X est non dégénérée alors Gx est un arbre, sinon on peut relier la
forêt Gx par des variables de base à valeur zéro pour obtenir un arbre dégénéré.

Dé�nition. Une solution du TP est dégénérée si au moins une variable de base a la valeur
zéro.

Dans l'exemple �gure 1.5, nous nous familiarisons avec la notation de tableau de trans-
port, transportation tableau. Un tableau décrit de façon synthétique les o�res, les demandes
et une solution d'un problème de transport. Pour l'instance donnée, nous donnons trois
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solutions di�érentes. Ces solutions sont des arbres. La première est non dégénérée, la
deuxième a une dégénérescence, la dernière a deux dégénérescences.

Exemple.

O�re a = (4, 3, 5, 5)
Demande b = (4, 3, 6, 4)
bj → 4 3 6 4
ai 4 3 1
↓ 3 3

5 5
5 1 3 1

4 3 6 4
4 4 0
3 3
5 5
5 3 1 1

4 3 6 4
4 4 0
3 3 0
5 5
5 1 4

Figure 1.5 � Problème de transport et solution avec zéro, une et deux dégénérescences.

La nature et la complexité du problème de transport dépendent du type de la fonction
coût. Dans le cas d'une fonction linéaire, le problème de transport est un problème de �ot
de coût minimal dans un graphe biparti. Ce problème sera source de nombreux exemples
illustratifs dans la section 1.2. Dans la section 2.1, nous étudions le cas particulier du
problème de transport avec coût �xe. Nous verrons que même dans le cas le plus simple
possible (un coût �xe constant identique sur tous les arcs) ce problème est déjà di�cile
(NP-di�cile).

1.2 Réseau bien équilibré et paradoxe de transport

On se place dans le cas le plus simple du problème de �ot de coût min. C'est le problème
du réseau de distributionR(a,C), avec C fonction coût linéaire. La modélisation sous forme
de programme linéaire est rappelée ci-dessous. On note F (a,C) la valeur de la fonction
objectif. Pour faciliter la lecture, la fonction coût linéaire C correspond à une matrice des
coûts C, dont on note cij les coe�cients.

Minimiser :
∑
ij∈A

cijxij , (1.11)

s.c. ∑
j∈δ+(i)

xij −
∑

j∈δ−(i)

xji = ai, ∀i ∈ N, (1.12)

0 ≤ xij(≤ uij), ∀(ij) ∈ A. (1.13)

Ce problème est polynomial. Le réseau étant �xe, on peut cependant se demander si
le réseau est bien équilibré (well-balanced network) autrement dit si les "bonnes quantités
sont au bon endroit". L'augmentation de certaines productions et de certaines demandes
ne pourrait-elle pas permettre de réduire les coûts de transport? Ce phénomène appelé
paradoxe de transport, oumore-for-less paradox, est l'objet de cette section. Le paradoxe de
transport est dé�ni formellement dans la section 1.2.1. Une caractérisation des réseaux bien
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équilibrés est donnée dans la section 1.2.2. Finalement, la section 1.2.3 apporte l'éclairage
de la dualité sur les réseaux bien équilibrés. Les exemples illustratifs sont pris dans la classe
des problèmes de transport.

1.2.1 Dé�nition d'un réseau bien équilibré

Dé�nition. Soit a = (ai), i ∈ S∪T ∪D tel que
∑

i∈S∪T∪D ai = 0 et C = (cij) (matrice des
coûts) une instance du problème de réseau de distribution avec coût linéaire noté R(a,C).
F (a,C) est le coût d'une solution optimale. Soit a′ = (a′i) tel que ∀i ∈ S∪D, |a′i| ≥ |ai| vé-
ri�ant

∑
i

a′i = 0 une nouvelle instance du problème de réseau de distribution noté R(a′, C)

sur le même réseau avec les mêmes coûts.
Si ce nouveau problème a une solution optimale de moindre coût que le problème initial, i.e
F (a,C) > F (a′, C) alors on dit que le réseau de distribution R(a,C) n'est pas bien équili-
bré. Plus précisément on est en situation de paradoxe aussi appelé more-for-less paradox :
on transporte plus et c'est moins cher !

Exemple. Nous présentons ici (�gure 1.6) l'exemple de [Deineko et al., 2003] pris dans
le cadre du cas particulier du problème de transport avec coûts linéaires. Le réseau
sous-jacent est un graphe biparti complet.
o�re a = (0, 1, 1)
demande b = (1, 1, 0)

coûts de transport : C =

 1 2 4
2 1 2
4 2 1



solution optimale :

1 1 0
0
1 1
1 1

coût =4.

paradoxe :
a′ = (1, 1, 1),
b′ = (1, 1, 1).

1 1 1
1 1
1 1
1 1

coût = 3.

Figure 1.6 � Un exemple de matrice de coût, de demandes et d'o�res qui produisent une
situation de paradoxe de transport.

Dans l'exemple �gure 1.6, l'augmentation des quantités transportées permet une ré-
duction des coûts. On satisfait toutes les demandes et on transporte plus et c'est moins
cher ! C'est le paradoxe de transport.

Remarque. Les n÷uds de transhipment, peuvent être vus comme des n÷uds d'o�re (avec
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1.2 Réseau bien équilibré et paradoxe de transport

o�re nulle), ou comme des n÷uds de demandes (avec demande nulle). Par soucis de clarté,
les n÷uds de transhipments sont des n÷uds à part, sur lesquels il ne peut y avoir ni o�re,
ni demande, et on demande que a′i = 0, ∀i ∈ T .

Il n'est pas facile de savoir à qui attribuer la découverte du paradoxe ni quand elle a
été faite. La plupart des articles citent à [Charnes et Klingman, 1971] et [Szwarc, 1971]
comme étant les premiers articles sur le sujet. Mais selon [Deineko et al., 2003] le paradoxe
de transport était déjà utilisé par Alison Doig dans les examens de la London School of
Economics vers 1959 (sans publication sur le sujet). Ce paradoxe de transport est étudié
sur le point théorique dans [Charnes et Klingman, 1971] et [Charnes et al., 1987]. [Robb,
1990] donne une explication intuitive de l'apparition du paradoxe.

C'est la structure des matrices de coût qui engendre la situation de paradoxe. La
question de savoir si le problème de transport T P(a,b,C) produit le paradoxe a été trai-
tée dans la littérature aussi bien du point de vue théorique que du point de vue algo-
rithmique [Charnes et Klingman, 1971, Finke, 1981, Finke, 1983]. Les expériences faites
par [Finke, 1978] montrent que la situation de paradoxe est plutôt fréquente. Il génère des
instances aléatoire du problème de transport de taille 100× 100, et montre qu'en moyenne
la levée des situation de paradoxe permet une réduction des coûts de 18.6% en moyenne,
avec 20.6% de surplus de marchandises transportées.

La question plus générale traitée dans [Deineko et al., 2003] est de savoir si une matrice
de coût C peut engendrer une situation de paradoxe. Plus précisément, on dit que la matrice
C ne peut pas engendrer de situation de paradoxe (immune against the paradox ), si, quelles
que soient les o�res a et demandes b, le problème T P(a,b,C) ne produit pas de paradoxe.
De telles matrices de coûts sont caractérisées par un critère assez simple dans [Deineko
et al., 2003]. Ce critère est énoncé dans le théorème 1.2.1.

Théorème 1.2.1. La matrice C des coûts origine-destination ne peut jamais engendrer de
paradoxe, si et seulement si, pour toutes origines q, s et pour toutes destinations r, t avec
q 6= s et r 6= t l'inégalité suivante est véri�ée :

cqt + csr ≥ cqr

Cette condition est plutôt restrictive, ce qui con�rme le fait que la situation de paradoxe
est fréquente [Finke, 1978].

1.2.2 Une caractérisation

Le but de cette section est de caractériser les réseaux bien équilibrés.

Dé�nition. Deux problèmes d'optimisation sont équivalents s'il y a bijection entre leurs
solutions admissibles qui préserve l'optimalité.

On considère le problème de réseau de distribution R(a,C) avec F (a,C) pour valeur
à l'optimum. Soit R′ le réseau construit à partir de R en ajoutant des connexions retours
destination vers source (i, j), i ∈ D, j ∈ S, de capacité in�nie uij =∞ et de coût cij = 0.
On note x′ij les variables de �ux sur R′. On dé�nit alors les deux problèmes suivants :
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� problème P(a′,C) : trouver le meilleur surplus a′ qui minimise le coût F (a′, C)
pour le problème de réseau de distribution R(a′, C).

� problème P ′(a,C) : trouver le �ot de coût minimal pour le problème du réseau de
distribution R′(a,C), on note F ′(a,C) la valeur à l'optimum.

Théorème 1.2.2. Les problèmes P(a′, C) et P ′(a,C) sont équivalents et ont la même
valeur à l'optimum F (a′, C) = F ′(a,C).

Démonstration. Soit x′ une solution admissible de P ′(a,C) de valeur F ′(a,C). On construit
un surplus a′ de la façon suivante : pour toute source i ∈ S, a′i = ai +

∑
j∈δ−(i)

x′ji, pour

toute destination j ∈ D, a′j = aj +
∑

i∈δ+(j)

x′ji et pour les n÷uds de transbordement i ∈ T ,

a′i = 0 . Ceci dé�nit P(a′, C) qui a pour solution optimale xij = x′ij +x′ji de coût F (a′, C).
Cette transformation dé�nit une injection de l'ensemble des solutions de P ′(a,C) dans
l'ensemble des solutions de P(a′, C) et par construction les valeurs à l'optimum sont les
mêmes F (a′, C) = F ′(a,C).

Réciproquement, soit a′ solution de P(a′, C).|a′| ≥ |a| composante par composante et
l'inégalité est stricte pour au moins une composante. On souhaite construire une solution
de P(a′, C). On considère alors le supplément a′− a et on se place dans le réseau restreint
construit sur les n÷uds véri�ants |a′ − a| > 0. On échange alors origine et destination et
on obtient un nouveau problème de transport. La solution est un arbre, on la note xj,i.
Dans le réseau R′, on �xe les variables de retour de la façon suivante, x′ji = xji sur les
n÷uds du réseau restreint dé�ni précédemment et x′ji = 0 sinon. On complète cette solution
par x′ij = xij solution du problème de transport initial sur R. On obtient ainsi une solution
optimale dans R′. Cette transformation dé�nit une injection de l'ensemble des solutions
de P(a′, C) dans l'ensemble des solutions de P ′(a,C) et par construction les valeurs à
l'optimum sont les mêmes F (a′, C) = F ′(a,C).

Corollaire. En situation de paradoxe, une fois un paradoxe levé par augmentation des
quantités transportées, on obtient, par construction, une solution dégénérée.

Théorème 1.2.3. Le réseau de distributionR(a,C) n'est pas bien équilibré, si et seulement
si pour toute solution optimale dans le réseau étendu R′(a,C) il existe un �ux retour non
nul, i.e. qu'il existe d ∈ D et s ∈ S tels que x′d,s > 0.

Démonstration. On raisonne par contraposition. Le réseau R(a,C) est bien équilibré si, et
seulement si, F (a′, C) = F (a,C) ce qui équivaut à l'existence d'une solution dans R′(a)
avec x′d,s = 0,∀d ∈ D, ∀s ∈ S (on prend x′ij = xij dans R et x′d,s = 0,∀d ∈ D, ∀s ∈ S).

Exemple. On considère le cas particulier du problème de transport T P(a, b, C), avec a, b,
et C donnés ci-après. On donne la solution optimale de ce problème, ainsi que la solution
optimale dans le réseau avec �ux retour. Celle-ci met en évidence une situation de paradoxe.
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1.2 Réseau bien équilibré et paradoxe de transport

O�res a = (6, 6, 6)
Demandes b = (4, 5, 4, 5)

Matrice des coûts : C =

 3 6 1 5
7 9 2 7
2 4 2 1



Solution optimale :

4 5 4 5
6 4 2
6 2 4
6 1 5

coût = 59

Solution optimale dans réseau
avec �ux retour :
(�ot négatif si �ux retour)

4 5 4 5
6 4 2
6 6
6 3 −2 5

coût = 53

Meilleure solution avec surplus :
a′ = (6, 6, 8)
b′ = (4, 5, 6, 5)

4 5 6 5
6 4 2 0 0
6 0 0 6 0
8 0 3 0 5

coût = 53

Une solution du problème de
transport avec surplus :
(solution dégénérée)

4 5 6 5
6 4 2 0
6 6
8 3 5

coût = 53

Figure 1.7 � Un exemple de situation de paradoxe de transport levé via �ux retour.

1.2.3 Critère de dualité

Dans cette sous-section, on présente une condition nécessaire pour l'apparition du pa-
radoxe, cette condition étant exprimée à l'aide des variables duales. L'étude se place au
niveau du réseau, comme dans [Finke, 1981].
On note ui les variables duales, le problème dual du problème R(a,C) est écrit �gure 1.8. Il
s'agit en réalité de la formulation duale qui utilise le théorème des écarts complémentaires
et non du dual "direct".
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Chapitre 1. Problèmes dans les réseaux

Maximiser :
∑

i∈S∪D
uiai, (1.14)

s.c.

ui − uj ≤ cij , pour les xij = 0 (hors base),i ∈ S, j ∈ D, (1.15)

(ui − uj ≥ cij , pour les xij = uij (à capacité)), (1.16)

ui − uj = cij , pour les autres arcs (ij) (dans la base), (1.17)

ui ∈ R. (1.18)

Figure 1.8 � Problème dual du problème R(a,C).

La contrainte (1.16) est à prendre en compte si les arcs ont une capacité uij .

Théorème 1.2.4. Soit xij solution-arbre optimale dans R(a,C),

1. Si la di�érence de potentiel ud− us ≤ 0 pour tous les couples (s, d) ∈ S ×D, alors le
réseau R(a,C) est bien équilibré.

2. Une condition nécessaire pour être en situation de paradoxe est que la di�érence de
potentiel ud − us > 0 pour un certain couple (s, d).

3. Dans le cas particulier d'une solution-arbre non dégénérée la condition ud − us > 0
pour un certain couple (s, d) est nécessaire et su�sante pour avoir une situation de
paradoxe.

Démonstration. 1. Si ud − us ≤ 0 = cds alors la solution dans R(a,C) reste optimale
pour R′.

2. Ce point est la contraposée du premier point.

3. Si ud − us > 0 pour un certain couple (s, d), on continue les itérations par l'al-
gorithme du simplexe dans les réseaux avec (d, s) pour pivot. Sans dégénérescence
l'amélioration est stricte, donc il y a paradoxe.

Dans la suite nous présentons deux exemples illustratifs du point (2) du théorème 1.2.4.
Dans les deux cas on a a�aire à un problème dégénéré qui véri�e la condition nécessaire
ud−us > 0 pour un certain couple (s, d). Dans le premier cas (�gure 1.9), on a une situation
de paradoxe bien que le problème soit dégénéré. Dans le second (�gure 1.10) la dégénéres-
cence est mal placée et empêche une réduction de coût stricte, il n'y a pas paradoxe. La
condition nécessaire (2), n'est donc pas une condition su�sante pour être en situation de
paradoxe.

Exemple. On peut avoir une solution dégénérée et avoir paradoxe.

Pour le problème de transport on note comme d'habitude les variables duales uj = −vj
pour j ∈ D. La condition (2) du théorème 1.2.4 s'écrit alors −vd − us > 0, ce qui est
équivalent à vd + us < 0.
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1.2 Réseau bien équilibré et paradoxe de transport

O�re a = (10, 6, 15, 4)
Demande b = (5, 14, 10, 6)

Matrice des coûts C =


5 8 7 6
6 10 5 5
7 15 3 16
15 21 8 18



solution optimale,
et variables duales :

v1 = 5 v2 = 8 v3 = −4 v4 = 3
5 14 10 6

u1 = 0 10 10
u2 = 2 6 0 6
u3 = 7 15 5 4 6
u4 = 9 4 4

coût = 255

Meilleure solution avec sur-
plus :
a′ = (14, 6, 15, 4)
b′ = (5, 14, 14, 6)

5 14 14 6
14 14
6 0 6
15 5 0 10
4 4

coût = 239

Figure 1.9 � Un exemple de problème de transport dégénéré avec situation de paradoxe
de transport.

Exemple. On peut avoir us + vd < 0 sans pour autant pouvoir avoir une

réduction de coût stricte.
O�re a = (7, 10)
Demande b = (7, 10)

Matrice des coûts C =
(

5 15
16 6

)

Solution optimale
v1 = −10 v2 = 0

7 10
u1 = −5 7 7
u2 = 6 10 0 10

coût = 95

u1 + v2 = −5 < 0
Solution optimale
dans réseaux avec
�ux retour

v1 = −10 v2 = 0
7 10

u1 = −5 7 7 −0
u2 = 6 10 10

coût = 95
Pas de gain
strict.

u1 + v2 = −5 < 0, mais pas de situation de paradoxe.

Figure 1.10 � Un exemple de problème de transport dégénéré qui véri�e la condition (2)
mais sans paradoxe.
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Chapitre 1. Problèmes dans les réseaux

1.3 Réseau et changement d'outils

Dans cette dernière section, nous allons modéliser un problème de repositionnement de
véhicules via un modèle de �ot. Puis nous lions ce problème au problème de changement
d'outils. Le problème étudie n'a pas de lien direct avec les applications industrielles, il
s'agit d'une étude théorique annexe.

En �n d'année, les wagons de trains se retrouvent dispatchés sur la France (40000
gares), et des wagons sont disponibles dans di�érentes villes. Certains de ces wagons vont
devoir être déplacés a�n de satisfaire les besoins en wagons pour la première semaine de
l'année suivante. Puis de nouveaux déplacements auront lieu pour satisfaire les demandes
de la deuxième semaine...
La situation initiale est donc une distribution de wagons donnée sur un réseau à l'instant
t. A l'instant t+ 1 on doit satisfaire des nouvelles demandes en wagons. Pour cela, on doit
déplacer certains wagons et on obtient une nouvelle distribution. De même à t+ 2, on a de
nouvelles demandes ... Dans un premier temps, on suppose connaître toutes les demandes
futures.
Les coûts de repositionnement sont soit uniformes (les déplacements coûtent tous le même
tarif), soit non uniformes. On note cij le coût de déplacement d'un wagon de la gare i à
la gare j. Le but est de déplacer les wagons de sorte à minimiser la somme des coûts de
déplacement sur l'ensemble des périodes.
Exemple :

A B C D E

wagons disponibles 4 2 5 6 2
demande période t 0 4 8 1 1
demande période t+ 1 1 2 3 2 0
demande période t+ 2 2 2 3 4 2

Dans l'exemple ci-dessus, 4 wagons sont entreposés dans la ville A, 2 dans la ville B, 5 dans
la ville C, ... ; ces wagons vont devoir être déplacés a�n de satisfaire les besoins futurs. Pour
la période suivante la ville A n'a besoin d'aucun wagon, la ville B a besoin de 4 wagons,
la ville C de 8, ...
Dans la �gure ci-dessous on présente un exemple des déplacements possibles (avec 14 dé-
placements) qui permet de satisfaire les demandes. Pour chaque sommet, à chaque période
on note le nombre de wagons étant garés à ce sommet à coté du nom du sommet. Les �èches
en trait plein indiquent les wagons qui sont déplacés. Les traits en pointillés, indiquent que
les autres wagons ne bougent pas.
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période t+1 période t+2période t

Figure 1.11 � Un exemple des déplacements possibles.

Étant donné des coûts de déplacement, uniformes ou non uniformes, on cherche à trou-
ver le meilleur déplacement des wagons sur l'ensemble des périodes de sorte à minimiser le
coût global des déplacements sur l'ensemble des périodes.

Remarque : Dans le cas particulier où l'inégalité triangulaire est véri�ée par les coûts,
la solution qui minimise l'ensemble des coûts de déplacement minimise aussi le nombre de
déplacements.

1.3.1 Modélisation �ot borné

Le problème peut être modélisé sous forme de �ot borné (capacité et borne inférieure
sur les arcs), directed �ow with bounds. Résoudre le problème revient à trouver le �ot
maximal de coût minimal dans un graphe sans cycles. Il s'agit donc d'un problème poly-
nomialcirculation problem). La construction de ce graphe ainsi que les capacités et bornes
inférieures sur le �ot sur les di�érents arcs sont présentées sur l'exemple �gure 1.12.
Exemple.
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Figure 1.12 � Graphe directed �ow with bounds.
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Chapitre 1. Problèmes dans les réseaux

De façon générale, le réseau construit est constitué d'une source s, d'un puit p, et de plu-
sieurs niveaux de sommets. Pour le premier niveau, on a une copie des di�érentes gares A,
B, ...
Ce premier niveau correspond à la con�guration initiale, i.e. aux wagons disponibles dans
les di�érentes gares. Pour garantir la bonne con�guration initiale, chacun des sommets A,
B, ... sont reliés à la source s par un arc de coût nul et de capacité égale à leur disponibilité.
Ces arcs sont les seuls du réseau à être limités en capacité, dans un �ot maximum ils vont
donc être saturés ce qui donne le bon nombre de wagons disponibles initialement.
Les niveaux suivant correspondent aux di�érentes périodes. Pour chacun de ces niveaux
on a deux copies des di�érentes gares, une qui correspond aux arrivées A1, B1,... et une
A′1, B

′
1,... qui correspond aux départs. De sorte à satisfaire les besoins à chaque période on

force un �ot minimal, égal à la demande, entre ces deux copies de sommets.
Entre deux niveaux, on a un graphe biparti complet avec des arcs (i′τ , jτ+1) de capacité
in�nie et de coût cij . Ces arcs permettent le déplacement des wagons au coût correspon-
dant, en particulier un wagon peut rester sur place à un coût nul.
Les sommets de départ du dernier niveau sont reliés au puit par des arcs de coût nul et de
capacité in�nie.

Remarques : Dans certains cas particuliers on retrouve le problème de transport.
� Une seule période. Dans le cas le plus simple, on a ai wagons disponibles dans les
villes i sources (i ∈ S), et des demandes de bj = −aj wagons pour les destinations j
(j ∈ D). Si de plus la demande ne se répète pas dans le temps (une seule période),
on est dans le cas classique du problème de transport. Le problème se résout alors
de façon polynomiale comme �ot maximal de coût min.

� O�re et demande équilibrées à chaque période. Si l'o�re et toutes les de-
mandes sont équilibrées, i.e qu'à chaque instant la somme de toutes les demandes est
égale à l'o�re initiale, alors il n'y a pas d'interférence entre les di�érentes périodes.
En e�et, l'avenir n'intervient pas dans les choix de déplacement puisque à chaque
période aucun wagon ne reste libre. Ce problème revient à résoudre des problèmes de
transport les uns à la suite des autres, on peut formuler le problème sous forme de �ot
maximal à coût minimal dans un réseau avec capacité, ces capacités correspondent
aux demandes.

1.3.2 Cas particulier du changement d'outils

Dans cette section, nous présentons le problème de changement d'outils, et proposons
une interprétation du problème de repositionnement de wagons comme problème de chan-
gement d'outils dans certains cas particuliers.

Présentation générale du problème de changement d'outils. Le problème de chan-
gement d'outils apparaît dans des systèmes de production utilisant des machines à com-
mandes numériques (NC-machines) pour la fabrication de di�érentes pièces [Privault et

24



1.3 Réseau et changement d'outils

Finke, 1993]. Ces NC-machines sont �exibles : elles sont munies d'un dispositif automa-
tique de changement d'outils. Les m outils correspondant à la machine sont disponibles,
d'une part dans un magasin d'outils de capacité k, et d'autre part dans une aire de sto-
ckage contenant les outils restant. On souhaite usiner une séquence de n pièces sur cette
machine. Pour l'usinage d'une pièce, tous les outils nécessaires doivent se trouver dans le
magasin d'outils. Certains outils vont devoir sortir du réservoir et être insérés dans le ma-
gasin, et si le magasin est plein, les outils non utilisés devront retourner dans le réservoir.
Ces opérations de changement d'outils ont un coût, le but étant de minimiser l'ensemble
des coûts de changement d'outils pour l'usinage de la séquence de pièces.

Ce problème peut également s'interpréter comme un problème d'allocation de mémoire,
modélisé, en informatique, par le problème de k-serveur [Privault et Finke, 2000]. Ce pro-
blème apparaît sur des systèmes à 2 niveaux de mémoire : un ordinateur a des informations
stockées surm pages de mémoires, k de ces pages sont à accès rapide (fast-access), les autres
sont à accès lent (slow-access). Exécuter un programme nécessite l'accès à une séquence
de n pages. Si une page i demandée est dans la mémoire slow-access, il faut l'échanger
avec une page j se trouvant dans la mémoire fast-access avant de pouvoir avoir accès à ses
données. Un tel échange à un coût de cij , le but est de minimiser le coût total des échanges
de pages nécessaires à l'exécution du programme. Ici les pages correspondent aux outils, la
mémoire fast-access correspond au magasin d'outils, et les pièces à usiner correspondent
aux n pages du programme. Une seule page est demandée à la fois (c'est le problème de
paging), on peut l'étendre à plusieurs pages demandée à la fois (k-server problem with bulk
request).

Interprétation de notre problème comme problème de changement d'outils.

On considère la cas particulier des o�res et demandes booléennes (unitaires ou nulles).
Dans ce cas le problème de repositionnement se ramène au problème de changement d'ou-
tils.
L'ensemble des outils disponibles correspond à l'ensemble des gares. Le magasin d'outils
est composé par les villes qui ont un wagon disponible, déplacer un wagon d'une ville i
vers une ville j correspond à faire entrer j dans le magasin d'outils et à ôter i, cette action
a un coût cij . Chaque période correspond à l'usinage d'une pièce.

Exemple. On considère le problème de déplacement de wagons avec o�res et demandes
booléennes suivant :

A B C D E

wagons disponibles 1 0 0 1 1
demande période t 0 1 1 0 0
demande période t+ 1 0 0 0 0 1
demande période t+ 2 0 1 0 1 0

En termes de changements d'outils le problème s'interprète de la façon suivante. On
dispose en tout de 5 outils, A, B, ..., E mais le magasin d'outils est de capacité 3. Au
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Chapitre 1. Problèmes dans les réseaux

départ ce magasin est rempli avec une certaine con�guration initiale A, D, E. Les pièces
à usiner et les outils nécessaires à leur usinage sont :

Pièces outils nécessaires
1 B, C
2 E
3 B, D

On peut traduire ce problème dans le réseau construit précédemment, cette interprétation
est donnée �gure 1.13. Pour plus de lisibilité, les sommets correspondant aux outils qui
doivent être dans la magasin sont grisés. La seule di�érence par rapport au réseau précédent
est que le �ot n'est pas seulement contraint inférieurement sur les arcs horizontaux, mais
que sa valeur est �xée. Une alternative sur ces arcs horizontaux pour lesquels le �ot est
�xé à 1 est de limiter la capacité à 1, et de mettre un coût négatif de très grande valeur
absolue sur ces arcs a�n de "forçer" la saturation de ces arcs.
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Figure 1.13 � Graphe directed �ow with bounds dans le cas particulier du changement
d'outils.

Notre formulation comme un problème de �ot maximal à coût minimal est de taille
O(MN), où N est le nombre de périodes (correspond au nombre de pièces) et M est le
nombre de gares (correspondant au nombre total d'outils disponibles).
Une autre formulation du problème de changement d'outils comme un problème de �ot
maximal à coût minimal dans un réseau sans cycles est proposée dans [Privault et Finke,
1993]. Cette formulation est en O(N2), où N est le nombre de pièces à usiner.

Le problème de changement d'outils est une partie d'un problème plus général de
gestion d'outils. Celui-ci a deux aspects : c'est d'abord un problème d'ordonnancement, il
faut trouver un ordre d'usinage des pièces ; puis il faut trouver la séquence des changements
d'outils. Ces deux problèmes ne sont pas indépendants. Le problème général, comportant
les deux aspects, est le problème dit on-line. Il est NP-complet, même dans le cas le plus
simple d'un magasin d'outils de capacité 2 [Crama et al., 1994]. L'aspect ordonnancement
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1.3 Réseau et changement d'outils

n'a pas de sens pour notre problème puisque les périodes ne sont pas interchangeables.
Notre problème est o�-line.

Coûts véri�ant l'inégalité triangulaire. On suppose de plus que les coûts de dépla-
cements véri�ent l'inégalité triangulaire. Les seuls déplacements possibles sont alors vers
les villes de demande. Ainsi les seuls arcs du réseaux sont les arcs horizontaux (le wagon
reste sur place), et les arcs d'origines A′i et ayant pour destination les Aj de la période
suivante qui demandent un wagon. Ceci est représenté dans la �gure 1.14.
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Figure 1.14 � Graphe directed �ow with bounds simpli�é dans le cas particulier de coûts
véri�ant l'inégalité triangulaire.

Coûts uniformes. On suppose de plus que les coûts de déplacement sont uniformes. On
a donc pour tout couple (i, j) de villes : cij = 0 si i = j et cij = 1 si i 6= j. Le problème
revient alors au problème de changement d'outils avec coût uniforme (�gure 1.15). Dans ce
cas minimiser les coûts de déplacement revient à minimiser le nombre de déplacements. Le
problème se résout à l'optimum en utilisant la règle KTNS (Keep Tool Needed Soonest). Si
cette règle s'énonce simplement, la preuve de son optimalité n'est pas aisée [Crama et al.,
1994], [Tang et Denardo, 1988]. On va montrer qu'avec le �ot maximal de coût minimal
dans notre réseau on retrouve la règle KTNS.
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Figure 1.15 � Graphe directed �ow with bounds dans le cas particulier du changement
d'outils avec coûts uniformes.

Une solution de �ot maximum, avec une valeur de �ot égale à f , est un ensemble de
f chemins sommets disjoints de s à p. La somme C des coûts de ces chemins est égale
au nombre total de changements. Dans la �gure 1.16, on représente une solution, les cases
les plus foncées représentant les demandes, les cases légèrement grisées correspondant aux
wagons qui restent sur place. A chaque période, exactement f cases sont grisées claires
ou foncées. On a ainsi, à chaque instant, la distribution des wagons sur le réseau. Dans le
cas de l'exemple f = 3, et la solution est de coût exactement 3, en e�et elle comporte 3
changements (arcs non horizontaux).
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Figure 1.16 � Solution directed �ow with bounds dans le cas particulier du changement
d'outils avec coûts uniformes.

Ce premier chapitre nous a ainsi permis de nous familiariser avec les problèmes de
�ots et d'en étudier quelques extensions. Ces problèmes sont a priori indépendant de nos
applications industrielles, mais ils concerne des problèmes de �ot, notion au c÷ur de ces
problèmes. En premier lieu, nous avons étudié des problèmes polynomiaux concernant le
paradoxe de transport. Dans un second temps, nous avons montré comment un problème
a priori complexe de repositionnement de véhicules pouvait se modéliser comme problème
de changement d'outils.
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Chapitre 2

Complexité de quelques problèmes

combinatoires fondamentaux
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Dans ce chapitre on étudie la complexité de quelques problèmes combinatoires fon-
damentaux, sous problèmes très épurés de nos applications industrielles. On étudie la
complexité du problème de transport avec coût �xe, et de ce même problème lorsqu'une
partie de la combinatoire sous-jacente est connue. On reformule également les contraintes
spéci�ques du problème de transport de fret comme des problèmes de décomposition de
graphes et on analyse leur complexité.

2.1 Coût �xe et dégénérescence

Nous étudions ici la complexité de problèmes de transport avec coût �xe. Les problèmes
sont présentés dans la section 2.1.1. Dans la section 2.1.2, on se familiarise davantage avec
la notion de dégénérescence. En particulier, on rappelle et prouve une caractérisation de
l'existence de dégénérescence avec des sous-sommes à égalité. Ceci nous permet de démon-
trer que le problème d'existence d'une dégénérescence estNP-complet. Le résultat nouveau
est que le problème de trouver le plus grand degré de dégénérescence estNP-di�cile, même
lorsque toutes les sous-sommes à égalité sont connues. Ce résultat est démontré dans la
section 2.1.3. Cette preuve utilise notamment les problèmes de stable maximal et de set-
packing. C'est une des contributions théoriques majeures de cette thèse. Cette section a
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Chapitre 2. Complexité de quelques problèmes combinatoires fondamentaux

fait l'objet d'un article soumis �n 2009 dans le journal international Mathematical and
Computer Modelling.

2.1.1 Problèmes de transport avec coût �xe (FCTP)

En général, dans un problème de transport, en plus d'un coût linéaire dépendant de la
quantité transportée, il faut payer un coût �xe pour l'ouverture de chaque liaison. On a
alors un problème de transport avec coût �xe �xed charge transportation problem (FCTP).
Pour obtenir la formulation de ce problème, il faut ajouter le coût �xe dans la modéli-
sation du problème de transport linéaire. Comme pour le cas purement linéaire on note
a = {a1, a2, · · · , am} les o�res et b = {b1, b2, · · · , bn} les demandes de transport. Les coûts
de transport ont une part variable CVij et une partie �xe CFij . xij désigne la variable
de �ot et on introduit les variables binaires yij qui déterminent les liaisons ouvertes. La
modélisation MIP est donnée dans la �gure 2.1. L'objectif est de trouver le meilleur com-

Minimiser :
m∑
i=1

n∑
j=1

CVijxij +
m∑
i=1

n∑
j=1

CFij · yij , (2.1)

s.c.
n∑
j=1

xij = ai, ∀i = 1..m, (2.2)

m∑
i=1

xij = bj , ∀j = 1..n, (2.3)

xij ≤Myij , i.e. yij =
{

0 si xij = 0,
1 si xij > 0,

∀i, j, (2.4)

xij ≥ 0, ∀i, j, (2.5)

yij ∈ {0, 1} ∀i, j. (2.6)

Figure 2.1 � Formulation MIP pour le FCTP.

promis entre coûts �xes d'ouverture de liaison et coûts variables de transport. La nouvelle
contrainte (2.4) permet de garantir que les liaisons sur lesquelles du �ot transite sont ou-
vertes. Pour écrire cette contrainte on utilise un nombre réel M su�samment grand.

Le problème de transport avec coût �xe apparaît pour la première fois dans la littérature
dans [Hirsch et Danzig, 1954]. [Balinski, 1961] proposent un algorithme dual de résolution
et [Hirsch et Danzig, 1968] donnent une heuristique simple de résolution. Le problème
de transport avec coût �xe est connu comme étant NP-di�cile. [Guisewite et Pardalos,
1990] étend ce résultat à tous les problèmes de �ots de coût minimal avec une fonction
coût concave. La plupart des méthodes de Recherche Opérationnelle ont été appliquées
pour résoudre le FCTP. La littérature autour du FCTP est donc très riche [Sharma, 1977].
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2.1 Coût �xe et dégénérescence

De plus, de nombreuses applications notamment en transport, distribution, ordonnance-
ment et en localisation se modélisent via un FCTP. Pour plus de détails, et une revue de
la littérature plus avancée, nous invitons le lecteur à consulter [Adlakha et Kowalski, 2003].

Dé�nition. Le problème de transport avec coût �xe constant (pure constant �xed charge
transportation problem) dit pur FCTP est le cas le plus simple d'un problème de transport
avec coût �xe mais sans coût linéaire ; de plus le coût �xe est le même sur toutes les routes
du réseau.

Un exemple pratique est le transport de matières très précieuses, pour lesquelles le
coût de transport ne dépend pas de la quantité. La modélisation en MIP du problème de
transport avec coût �xe constant est donnée �gure 2.2. On note CF le coût �xe, identique
sur toutes les arcs du réseau de transport.

Minimiser :
m∑
i=1

n∑
j=1

CF · yij , (2.7)

s.t.
n∑
j=1

xij = ai, ∀i = 1..m, (2.8)

m∑
i=1

xij = bj , ∀j = 1..n, (2.9)

xij ≤Myij , ∀i, j, (2.10)

xij ≥ 0, ∀i, j, (2.11)

yij ∈ {0, 1} ∀i, j. (2.12)

Figure 2.2 � Formulation MIP du pur FCTP.

Dans ce cas, minimiser les coûts de transport revient à minimiser le nombre de liaisons
ouvertes ce qui équivaut à avoir le nombre maximal d'arcs sur lesquels le �ot de transport
est nul. Il s'agit donc de trouver une solution de base de degré de dégénérescence maximal.
La fonction coût étant concave, les solutions de base sont des arbres. Ainsi, résoudre le pur
FCTP revient à trouver l'arbre de plus grand degré de dégénérescence. Commençons par
traiter le cas d'une dégénérescence !

2.1.2 Dégénérescence dans le FCTP

Tout d'abord, dans la �gure 2.3, nous redonnons l'exemple d'un problème de transport
avec zéro, une ou deux dégénérescences.
Le but de cette section est de caractériser les dégénérescences, et d'étudier la complexité du
problème d'existence d'une dégénérescence. Ces résultats sont déjà connus, mais n'ayant
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Chapitre 2. Complexité de quelques problèmes combinatoires fondamentaux

pas trouvé de référence dans la littérature, nous les redémontrons ici.

Exemple. O�re a = (4, 3, 5, 5)
Demande b = (4, 3, 6, 4)
Coût �xe identique sur toutes les liaisons (coût �xe constant).
bj → 4 3 6 4
ai 4 3 1
↓ 3 3

5 5
5 1 3 1

4 3 6 4
4 4 0
3 3
5 5
5 3 1 1

4 3 6 4
4 4 0
3 3 0
5 5
5 1 4

Figure 2.3 � Problème de transport et solution avec zéro, une et deux dégénérescences.

Proposition 2.1.1. On considère le problème de transport avec coût �xe constant dé�ni
par a = {a1, a2, · · · , am} et b = {b1, b2, · · · , bn}.
L'existence d'une dégénérescence est équivalent à l'existence de deux sous-ensembles propres
non-vides S ⊂ {a1, a2, · · · , am} et T ⊂ {b1, b2, · · · , bn} tels que

∑
ai∈S

ai =
∑
bj∈T

bj . On dit

que l'on a une sous-somme à égalité.

Démonstration. � Supposons qu'il existe deux sous-ensembles propres non-vides S ⊂
{a1, a2, · · · , am} et T ⊂ {b1, b2, · · · , bn} tels que

∑
ai∈S ai =

∑
bj∈T bj . Soit S̄ et T̄

les ensembles complémentaires respectivement de S et T . On a alors
∑

ai∈S̄ ai =∑
bj∈T̄ bj .

On peut donc décomposer le problème de transport initial en deux sous-problèmes
de transport. Une solution de base de chacun de ces problèmes est un arbre. On relie
ces deux arbres par une dégénérescence (�gure 2.4), et on obtient ainsi une solution
dégénérée du problème de transport initial.

T T̄
S arbre1 −− 0

|
S̄ arbre2

Figure 2.4 � Deux arbres réliés par une dégénérescence.

� Réciproquement, si il existe une dégénérescence, alors on peut décomposer le pro-
blème de transport initial en deux sous-problèmes de transport.

Proposition 2.1.2. Le problème de décision �Existe-t-il une dégénérescence ?� dans le
FCTP est NP-complet.

Démonstration. On réduit le problème de bipartition connu comme étant NP-complet
vers le problème d'existence de sous-sommes à égalité qui est, d'après la proposition 2.1.1
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2.1 Coût �xe et dégénérescence

équivalent au problème d'existence de dégénérescence. Les deux problèmes impliqués sont
les suivants.
Problème Dégénérescence :
Instance : Deux ensembles �nis d'entiers positifs non nuls {a1, a2, · · · , am}; {b1, b2, · · · , bn}
tels que

∑m
i=1 ai =

∑n
j=1 bj .

Question : Existe-t-il deux sous-ensembles propres non-vides S ⊂ {a1, a2, · · · , am} et
T ⊂ {b1, b2, · · · , bn} tels que les sommes de leurs éléments sont les mêmes (i.e.

∑
ai∈S ai =∑

bj∈T bj) ?

Problème Partition :
Instance : Un ensemble �ni d'entiers positifs non nuls {u1, u2, · · · , uN} dont la somme
des éléments est paire

∑N
i=1 ui = 2D.

Question : Existe-t-il un sous-ensemble S ⊂ {u1, u2, · · · , uN} dont la somme des éléments
est exactement égale à D (

∑
ui∈S ui = D) ?

Soit {u1, u2, · · · , uN} ; ui > 0;
N∑
i=1

ui = 2D; une instance du problème Partition. Nous

construisons une instance de Dégénérescence de la façon suivante : a1 = u1, · · · , aN =
uN et b1 = D, b2 = D. Cette construction est polynomiale.

� Si Dégénérescence a une solution, alors il existe S ⊂ {a1, a2, · · · , aN} et T ⊂
{b1, b2} tels que

∑
ai∈S ai =

∑
bj∈T bj . Comme T est un sous-ensemble propre non-

vide, on a soit T = {b1} soit T = {b2}. Et, dans les deux cas,
∑

bj∈T bj = D. On
a donc S ⊂ {a1, a2, · · · , aN} tel que

∑
ai∈S ai = D. Donc, par dé�nition S est une

solution de Partition.
� Réciproquement, soit S ⊂ {u1, u2, · · · , uN} une solution de Partition. On a alors∑

ui∈S ui = D, et les deux sous-ensembles S et T = {b1} forment une solution de
Dégénérescence.

On a montré que Partition se réduisait polynomialement en Dégénérescence. Par
conséquent le problème Dégénérescence est un problème NP-complet.
On a démontré que le problème de transport à coût �xe est un problème NP-di�cile.

2.1.3 Plus grand degré de dégénérescence dans le FCTP

Dé�nition. Le plus grand degré de dégénérescence plus un est égal à N si il existe une
sous-partition de taille N {S1, · · · , SN} de {a1, a2, · · · , am} (Sk non vide) qui véri�e la
propriété suivante : pour chaque Sk, il existe un ensemble Tl ⊂ {b1, b2, · · · , bn} tel que∑

ai∈Sk
ai =

∑
bj∈Tl

bj .

On a vu que trouver une sous-somme à égalité (i.e. une dégénérescence) est déjà un
problème NP-di�cile. Cette section a pour but d'identi�er l'origine de cette complexité.
La di�culté est-elle seulement due à la di�culté de trouver les sous-sommes

à égalité ? Pour répondre à cette question, nous étudions la complexité du problème de
trouver le plus grand degré de dégénérescence lorsque toutes les sous-sommes à égalité sont
connues.
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Dé�nition. On considère deux sous-ensembles propres non vides S ⊂ {a1, a2, · · · , am}
et T ⊂ {b1, b2, · · · , bn}. On dit que la sous-somme à égalité

∑
ai∈S ai =

∑
bj∈T bj est une

sous-somme élémentaire si il n'existe pas deux sous-ensembles S′ et T ′, sous-ensembles
respectivement de S et de T , qui produisent une sous-somme à égalité. En d'autres termes,
il n'existe pas de sous-somme à égalité plus petite sur les mêmes éléments.

Dans la suite de cette section, nous analysons la complexité du problème de trouver le
plus grand degré de dégénérescence lorsque toutes les sous-sommes élémentaires à égalité
sont connues.

Exemple. Le problème de transport support reste le même que dans l'exemple précé-
dent. Les o�res et demandes sont données par a = {4, 3, 53, 54} 1 et b = {41, 3, 6, 44}. Nous
supposons que toutes les sous-sommes élémentaires à égalité sont connues, celles-ci sont
données dans la �gure 2.5.

Sk Tl Vi = Sk ∪ Tl
S1 = {4} 4 T1 41 V1 = {4, 41}

T2 44 V2 = {4, 44}
S2 3 T3 3 V3 = {3, 3}
S3 3 + 53 T4 41 + 44 V4 = {3, 53, 41, 44}
S4 3 + 54 V5 = {3, 54, 41, 44}
S5 4 + 53 T5 3 + 6 V6 = {4, 53, 3, 6}
S6 4 + 54 V7 = {4, 54, 3, 6}
S7 53 + 54 T6 6 + 41 V8 = {53, 54, 6, 41}

T7 6 + 44 V9 = {53, 54, 6, 44}

Figure 2.5 � Liste de toutes les sous-sommes élémentaires à égalité.

Dans cet exemple, trouver l'arbre de plus grand degré de dégénérescence revient à trou-
ver le plus grand nombre d'ensembles disjoints Vi qui forment une partition de {a1, a2, a3, a4

, b1, b2, b3, b4}. C'est une instance du problème de Set-Packing, qui est en général un pro-
blème NP-complet. Cependant, cette instance est très particulière et structurée, il faut
donc étudier la complexité du problème de Set-Packing dans ce cas particulier.

Dé�nition. On dé�nit un graphe G = (V,E). Chaque sommet correspond à un couple
(S, T ) dé�nissant une sous-somme élémentaire à égalité. Une arête relie (S, T ) et (S′, T ′) si
et seulement si S ∩S′ 6= ∅ ou T ∩T ′ 6= ∅. On note {V1, · · · , Vp} la collection des ensembles

1. A�n de di�érencier les o�res et les demandes qui ont la même valeur (même nombre entier), nous
avons indexé ces nombres par leur position dans le tableau de transport.
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2.1 Coût �xe et dégénérescence

Vi égal à l'union S ∪ T de la paire (S, T ) correspondante. G est le graphe d'intersection de
la collection {V1, · · · , Vp}.

On peut aussi remarquer qu'une solution de Set-Packing est un stable maximal (maxi-
mal stable set) dans le graphe d'intersection de la famille des ensembles Vi. Dans la �gure 2.6
on a représenté le graphe d'intersection de la famille des ensembles V1, · · · , V9. Les trois
ensembles {V1, V3, V9} dé�nissent un stable maximal dans ce graphe, et sont aussi une
solution de Set-Packing.

V1

V9

V8

V6

V7

V5

V3

V4

V2

Figure 2.6 � Graphe lien dégénérescence et stable.

Nous allons maintenant établir de façon plus générale la relation entre les problèmes
de degré maximal de dégénérescence, de set-packing et de stable max.

Proposition 2.1.3. On considère un problème de transport avec coût �xe constant dé�ni
par a = {a1, a2, · · · , am} et b = {b1, b2, · · · , bn}. On suppose que toutes les sous-sommes
élémentaires à égalité sont connues, elles sont données via les ensembles V1, · · · , Vp. Les
trois problèmes suivants sont équivalents :

� Trouver un stable maximal dans le graphe G, graphe d'intersection de la collection
{V1, · · · , Vp}.

� Trouver une solution de base arbre du problème de transport avec coût �xe constant
qui peut être décomposée en un maximum de sous-arbres disjoints. C'est à dire,
trouver le nombre maximal d'ensembles Vi disjoints qui forment une partition de
{a1, a2, · · · , am, b1, b2,
· · · , bn}.

� Trouver une solution de base arbre du problème de transport avec coût �xe constant
de degré de dégénérescence maximal.

35
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Démonstration. Chaque dégénérescence correspond à une partition en sous-arbres (propo-
sition 2.1.1). Par conséquent, décomposer en le plus grand nombre de sous-arbres disjoints
est équivalent à trouver le plus grand degré de dégénérescence. Il reste à montrer qu'un
stable maximal dans le grapheG correspond à une décomposition de {a1, a2, · · · , am, b1, b2, · · · , bn}
en le maximum de sous-arbres disjoints. Pour cela il su�t de montrer qu'un stable maximal
dans le graphe G couvre tous les ai et bj .
Soit M un stable maximal, chaque ai et bj est couvert au plus une fois par M . Sup-
posons qu'il reste des ai et bj non couverts. Alors les complémentaires Ā et B̄ des en-
sembles A = {ai couverts} et B = {bj couverts} sont non vides et

∑
A ai =

∑
B bj et∑

Ā ai =
∑

B̄ bj . Donc on a au moins un arbre de plus et M peut être augmenté par au
moins un sommet, ce qui contredit sa maximalité. Par conséquent, M couvre nécessaire-
ment tous les ai et bj . On a ainsi montré que les éléments d'un stable maximal forment
une partition de {a1, a2, · · · , am, b1, b2, · · · , bn}.

Le problème de trouver un stable maximal est NP-di�cile en général. Ce problème
reste-t-il di�cile dans le graphe G qui a une structure très particulière ?

Théorème 2.1.1. On considère un problème de transport avec coût �xe constant dé�ni
par a = {a1, a2, · · · , am} et b = {b1, b2, · · · , bn}. On suppose que toutes les sous-sommes
élémentaires à égalité sont données. Alors, trouver la solution optimale du problème de
transport avec coût �xe constant (i.e. trouver l'arbre de degré de dégénérescence maximal)
est un problème NP-di�cile.

Démonstration. La réduction est comme suit : on réduit d'abord Max-Stable à Set-
Packing. Puis on étend cette réduction et on réduit Max-Stable à Set-Packing cor-

respondant à un problème de transport équilibré. Comme les problèmes Set-
Packing correspondant à un problème de transport équilibré et Degré de
dégénérescence sont équivalents, cette dernière réduction prouvera que le problème
Degré de dégénérescence est NP-di�cile.

Les quatre problèmes impliqués dans cette preuve sont les suivants.
Problème Degré de dégénérescence :
Instance : Deux ensembles a = {a1, a2, · · · , am} et b = {b1, b2, · · · , bn} d'entiers positifs
tels que

∑m
i=1 ai =

∑n
j=1 bj et un entier positif N .

Question : Existe-t-il deux partitions, {S1, · · · , SN} partition de {a1, a2, · · · , am} et
{T1, · · · , TN} partition {b1, b2, · · · , bn}, toutes deux de taille N , telles que pour tout k =
1..N ,

∑
ai∈Sk

ai =
∑

bj∈Tk
bj?

Problème Max-Stable :
Instance : G = (V,E) un graphe et N un entier positif.
Question : Existe-t-il un stable dans le graphe G de taille au moins N ?

Problème Set-Packing :
Instance : Une collection C d'ensembles �nis et un entier K, K < |C|.
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Question : Existe-t-il K ensembles deux à deux disjoints dans la collection C ?

Problème Set-Packing correspondant à un problème de transport équilibré :
Instance : V = {V1, · · · , Vp} la collection des ensembles dé�nissant toutes les sous-sommes
élémentaires à égalité d'un problème de transport donné. Un entier positif K, K < |V|.
Question : La collection V contient-elle K ensembles deux à deux disjoints ?

Reduction de Max-Stable à Set-Packing.
Soit G = (V,E) un graphe et N un entier, une instance de Max-Stable. Nous voulons
construire une instance de Set-Packing. Sans perte de généralité on peut supposer que
G est connexe. On construit |V | = n di�érents ensembles V1, · · · , Vn de la façon suivante :
on numérote les sommets de V de 1 à n. On considère toutes les arêtes de G dans un ordre
quelconque. La lieme arête relie deux sommets, disons i et j, on ajoute alors l'entier 2l−1 à
chacun des ensembles Vi et Vj .

Exemple. Soit G un graphe. Nous allons construire une collection d'ensembles dont le
graphe d'intersection est G.

C4

C1 C2 C3

Figure 2.7 � Graphe d'intersection de
la collection.

Vi éléments
V1 20, 21

V2 20, 22, 23

V3 22

V4 21, 23

Figure 2.8 � Une collection possible.

La construction commence par balayer toutes les arêtes du graphe G, et construit
autant d'ensembles qu'il y a de sommets dans G.
Une arête relie C1 et C2, on ajoute l'élément 20 dans V1 et V2.
Une arête relie C1 et C4, on ajoute l'élément 21 dans V1 et V4.
Une arête relie C2 et C3, on ajoute l'élément 22 dans V2 et V3.
Une arête relie C2 et C4, on ajoute l'élément 23 dans V2 et V4.

Le graphe G est identique au graphe d'intersection de la collection {V1, · · · , Vk}. Un
stable dans ce graphe correspond exactement à une collection de sous-ensembles disjoints.
Donc, G contient un stable de taille N si et seulement si il existe N sous-ensembles disjoints
dans la collection {V1, · · · , Vk}.

Nous étendons maintenant cette réduction au problème de Set-Packing correspon-
dant à un problème de transport équilibré.
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Réduction deMax-Stable à Set-Packing correspondant à un problème

de transport équilibré. Soit G = (V,E) une instance de Max-Stable. Sans
perte de généralité, on peut supposer que G ne contient pas de sommet isolé. Nous allons
construire une instance de Set-Packing correspondant à un problème de trans-

port équilibré.

Dans un premier temps, nous expliquons le mécanisme de construction sur un exemple.
Ensuite nous donnerons la construction générale.

Exemple. Nous allons construire un problème de transport à partir du graphe G de la
�gure 2.7. La construction commence par balayer toutes les arêtes du graphe G.
Une arête relie C1 et C2, on ajoute l'élément 20 dans les ensembles S1 et S2.
Une arête relie C1 et C4, on ajoute l'élément 21 dans les ensembles S1 et S4.
Une arête relie C2 et C3, on ajoute l'élément 22 dans les ensembles S2 et S3.
Une arête relie C2 et C4, on ajoute l'élément 23 dans les ensembles S2 et S4.
On dé�nit a1 = 20, a2 = 21, a3 = 22, a4 = 23. Pour l = 1..4 on dé�nit chaque en-
semble Tl comme le singleton composé du seul élément bl =

∑
ai∈Sl

ai. Ce qui donne
b1 = 3, b2 = 13, b3 = 4, b4 = 10.
Ensuite, a�n d'obtenir un problème de transport équilibré, il faut dé�nir un élément sup-
plémentaire a5 = 24− 1 = 15. Pour �nir la construction, et décrire toutes les sous-sommes
élémentaires à égalité, on ajoute tous les ensembles Si contenant a5 et les Ti correspon-
dants à la collection. Comme par hypothèse toutes les sous-sommes à égalité sont connues,
ces nouveaux sous-ensembles le sont également. Les ensembles Vi sont alors dé�nis par
Vi = Si ∪ Ti.

Vi Si Ti
V1 20, 21 20 + 21 = 3
V2 20, 22, 23 20 + 22 + 23 = 13
V3 22 4
V4 21, 23 10

V5 20, a5 3, 13
V6 21, a5 4, 13
V7 23, a5 10, 13

Dans le cas général, le mécanisme de la construction est identique. On numérote les
sommets du graphe G de 1 à k. On considère toutes les arêtes de G dans un ordre arbitraire.
La leme arête relie deux sommets, disons i et j, on ajoute alors l'élément al = 2l−1 dans
les deux ensembles Vi et Vj .
On dé�nit a1 = 20, a2 = 21, · · · , ak = 2k−1 et ak+1 = 2k−1; et bj =

∑
Sj
ai pour j = 1 · · · k.

On ajoute alors tous les ensembles Vi contenant ak+1 ainsi que les Si et Ti correspondants,
par hypothèse ceux-ci sont connus.

Lemme 1. Pour i = 1..k, chaque ai apparaît exactement deux fois dans les ensembles
S1, · · · , Sk, et {a1, · · · , ak+1}, {b1, · · · , bk} dé�nissent un problème de transport équilibré.

Démonstration. Ce lemme est une conséquence directe de la construction et du fait qu'au-
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cun des ensembles S1, · · · , Sk n'est isolé.

Lemme 2. Les paires (S1, T1), · · · , (Sk, Tk) sont les seules qui dé�nissent des sous-sommes
à égalité ne contenant pas ak+1.

Démonstration. Par unicité de la décomposition en base 2, chaque bj (j = 1..k) se décom-
pose de façon unique avec les ai, (i = 1..k).

Nous allons démontrer que le problème de transport dé�ni précédemment a un degré de
dégénérescence égal à K si et seulement si le graphe G contient un stable de taille K.

� Supposons que le problème de transport a un degré de dégénérescence égal à K.
Alors il existe K + 1 arbres disjoints, i.e K + 1 sous-sommes élémentaires à éga-
lité indépendantes. Au plus une de ces sous-sommes contient ak+1. Le cas échéant,
on enlève cette sous-somme, il reste alors au moins K sous-sommes élémentaires à
égalité indépendantes qui correspondent à un choix de K ensembles dans la collec-
tion {V1, · · · , Vk}. Sinon, on a directement un choix de K + 1 ensembles dans la
collection {V1, · · · , Vk}. Dans les deux cas, ces K ou K + 1 ensembles de la collec-
tion {V1, · · · , Vk} correspondent à un stable de taille au moins K dans le graphe de
départ.

� Réciproquement, supposons qu'il existe un stable de taille au moins K dans le graphe
G. Alors les K ensembles Vi correspondants sont disjoints. Il reste à trouver un
K + 1eme ensemble.

ak+1 +
∑

ainon couverts,i=1..k

ai =
∑

bjnon couverts,j=1..k

bj

Si cette somme a égalité est élémentaire, elle nous donne un K + 1eme ensemble.
Sinon, une de ses sous-sommes élémentaire nous donne ce K + 1eme ensemble.

On a donc bien une réduction de Max-Stable vers Set-Packing correspondant à

un problème de transport équilibré. On a donc démontré, que même si l'on connaît
toutes les sous-sommes élémentaires à égalité, le problème Degré de dégénérescence
reste NP-di�cile.

2.2 Complexité due aux contraintes spéci�ques de gestion de

véhicules

Dans cette section nous étudions la complexité due aux contraintes spéci�ques de ges-
tion de véhicules du problème de conception de réseau de service pour le transport de
fret. Ces contraintes sont d'une part la rotation des véhicules sur un nombre limité de
périodes, et d'autre part l'équilibrage des charges entre véhicules. Ces deux problèmes s'in-
terprètent comme des problèmes combinatoires de décomposition de graphe. Dans la suite,
nous établissons cette interprétation et analysons la complexité de ces problèmes.
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2.2.1 Rotation de véhicules : un problème de décomposition de graphe

Une caractéristique de nombreux problèmes de transport est le "cyclage" des véhicules
par rapport à un terminal d'origine. Ce cyclage est souhaité par les transporteurs pour
des raisons de maintenance des véhicules. Ainsi, le transporteur veut que chaque véhicule
repasse régulièrement par son terminal d'origine. Plus précisément, le temps entre deux
passages d'un véhicule à son terminal d'origine doit être limité par un nombre de périodes,
noté N . Dans le cas de plani�cation de transport régulier, le transporteur fait sa plani-
�cation sur une seule période. Cette plani�cation est alors répétée sur une succession de
périodes à l'identique, avec éventuellement des échanges de véhicules mais en aucun cas
des changements de type de véhicule. Dans ces conditions, peut-on garantir que la taille
des cycles �naux des véhicules est bornée par N ?

Plutôt que de regarder le graphe des morceaux de cycle dans le réseau espace-temps
on regarde ces morceaux de cycles dans le réseau physique sous-jacent (cf �gure 2.9(a) et
�gure 2.9(b))

A

C

D

B

1 2 3 4 5 6 T

(a) Réseau de transport espace-temps.

A

C

D

B

(b) Graphe des arcs de trans-
port dans le réseau physique.

Figure 2.9 � Cycle dans le réseau espace-temps et dans le réseau physique.

On se place dans le graphe réduit (graphe du réseau physique, �gure 2.9(b)). On sup-
pose que chaque composante fortement connexe de ce graphe forme un graphe eulérien.
Chacune de ces composantes comporte un parcours. Le graphe est donc bien décomposable
en parcours (circuits). Dans ce graphe, un circuit d'au plus N arcs correspond au cyclage
d'un véhicule sur un nombre de période inférieur à N . On veut que tous les véhicules
cyclent en au plus N périodes. Cela revient à demander, une décomposition du graphe en
circuits, de sorte que chaque circuit soit de longueur inférieure à N . On veut donc trouver
une partition A = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ap des arcs A du graphe tel que maxi=1···p|Ai| ≤ N .
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Pour s'en assurer, il su�t que

min
A=A1∪A2∪···∪Ap

partition en circuits

max
i=1···p

|Ai| ≤ N

Mais la détermination de ce nombre est-elle un problème facile ? Est-il possible de garantir
cette inégalité avec des contraintes linéaires ?

De façon plus formelle, nous voulons connaître la complexité du problème suivant :
Problème Décomposition en circuits :
Instance : G graphe orienté eulérien, N un entier.
Question : Existe-t-il une partition des arcs de G en circuits de longueur au plus N ?

Exemple : Dans le cas particulier où N = 4, on souhaite savoir si le graphe G est
arc-décomposable en les graphes représentés �gure 2.10.

Figure 2.10 � Les cycles simples d'au plus 4 arcs

Dans la littérature, certains problèmes de décomposition de graphe ont déjà été étudiés
dans le cas de graphes non orientés. Le problème très général de décomposition d'un graphe
G en sous-graphes isomorphes à un graphe H donné est NP-complet, dès lors que H a plus
de 3 arêtes [Dor et Tarsi, 1997]. On note ce problème, H-Décomposition. Ce résultat a été
conjecturé par Holyer dans [Holyer, 1981], qui l'a d'abord démontré dans le cas particulier
de la décomposition en sous-graphes isomorphes à Kn, avec n entier n ≥ 3.

Théorème 2.2.1 (d'Holyer). Etant donné un entier n ≥ 3, le problème de décomposition
(partition des arêtes) d'un graphe G en sous-graphes isomorphes à Kn est NP-complet.

Corollaire. Le problème de décomposition (partition des arêtes) d'un graphe en cycles
Cn de longueur n est un problème NP-complet.

Le problème de décomposition en cycles reste NP-complet si le graphe est eulérien. Il
faut voir si ce problème reste NP-complet dans le cas orienté.
Nous a�rmons que la preuve du théorème d'Holyer [Holyer, 1981] peut être étendue au cas
orienté. En quelques mots, la preuve du théorème d'Holyer [Holyer, 1981] est une réduction
à partir de 3-SAT. Le premier graphe construit correspond à un pavage du plan par des
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triangles, et on peut orienter le premier triangle dans le sens direct et orienter toutes les
copies de ce triangle de la même façon. Dans un deuxième temps di�érentes copies de ces
graphes sont recollées entre-elles. Ces recollages respectent l'orientation donnée. On peut
donc étendre trivialement la preuve du théorème d'Holyer au cas orienté.
Ainsi le problème de partition des arcs d'un graphe en circuits de longueur donnée est
NP-complet. La réduction montre alors également que le problème Décomposition en

circuits est NP-complet.

Dans le cas n = 3, la NP-complétude du problème de décomposition des arêtes (arcs)
d'un (di)graphe en cycles (circuit) de longueur 3 (triangles) est une conséquence du résultat
plus ancien de la NP-complétude du problème de exact-cover with 3-sets [Karp, 1972].

2.2.2 De la complexité de l'équilibrage des charges entre véhicules

Supposons que toutes les liaisons de transport à opérer sont déjà choisies. Elles sont les
arcs d'un graphe. Il faut alors assigner des véhicules à ces liaisons, chaque véhicules opérant
un certain nombre de liaisons, pour former un chemin dans le graphe. Equilibrer la charge
entre les véhicules peut se reformuler sous la forme d'un problème de graphe consistant
à partitionner l'ensemble des arcs en un ensemble de chemins arcs disjoints véri�ant des
contraintes de longueur (minimum et maximum).
Plus formellement, cela revient à décomposer un graphe en chemins de longueurs bornées
entre a et b. C'est le problème suivant.
Problème (a, b)-Décomposition :
Instance : G = (V,E) graphe orienté pondéré (chaque e ∈ E a un poids ce), a, b ∈ N.
Question : Existe-t-il une décomposition des arêtes de G en chemins Ci tels que ∀i, a ≤∑

e∈Ci
ce ≤ b ?

Dans le cas général, la complexité de ce problème reste encore un problème ouvert,
aussi bien dans le cas orienté que dans le ca non orienté. Certains cas particuliers ont
été démontrés polynomiaux ou NP-complet dans [Teypaz et Rapine, 2008]. Ceux-ci sont
précisés dans la proposition 2.2.1. La preuve et plus de références sur le sujet sont données
dans le rapport de recherche [Teypaz et Rapine, 2008] et la thèse [Teypaz, 2008].

Proposition 2.2.1. Le problème (a, b)-Décomposition est un problème polynomial (de la
classe P) dans les cas suivants [Teypaz et Rapine, 2008] :

� a ≤ 2 et b ≥ a ;
� a ≥ 3 et le graphe est un arbre ou est eulérien.

Ce problème est NP-complet dans les cas suivants :
� a = b = 3 même dans le cas d'un graphe biparti ;
� a ≥ 3 et b > a (conjecture).

Le dernier point de ce théorème n'est pas encore démontré. La complexité du problème
(a, b)-Décomposition lorsque a ≥ 3 et b > a, est encore un problème ouvert. [Teypaz et
Rapine, 2008] ont conjecturé que ce problème était NP-complet.

42



Synthèse

Dans cette première partie, nous avons étudié quelques problèmes combinatoires sous-
jacents aux deux problèmes industriels.

Nous avons d'abord analysé des modèles de �ot dans les réseaux de distribution. Ces
modèles permettent notamment de caractériser le paradoxe de transport, et de modéliser
un problème pratique de repositionnement de véhicules.

Dans un deuxième temps, nous nous sommes intéressés à la complexité de problèmes
combinatoires. Le premier problème est autour du coût �xe. Même dans le cas d'un coût
�xe identique sur tous les arcs d'un réseau, le problème de transport est déjà un problème
di�cile. L'une des contributions théoriques majeures de cette thèse, a été de montrer que
ce problème reste di�cile, même lorsque une partie de la combinatoire sous-jacente est
connue.
Les deux autres problèmes soulevés sont des problèmes de partition des arcs d'un graphe.
Là encore, nous avons démontré leur NP-complétude dans la plupart des cas.
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Deuxième partie

Conception de réseau de service pour

le transport de fret

Dans cette partie nous présentons le travail de recherche réalisé sur un problème de
conception d'un réseau de service avec gestion de �otte. Ce problème modélise un pro-
blème industriel de transport de fret.

Les caractéristiques de ce problème sont détaillées dans le chapitre 3. Dans le chapitre 4,
nous présentons di�érentes formulations MIP du problème et les comparons analytique-
ment et expérimentalement sur de petites instances. Finallement, dans le chapitre 5, nous
ébauchons un algorithme à base de génération de colonnes capable de résoudre le problème
pour de plus grandes instances. Nous évaluons la qualité de cette algorithme selon di�é-
rentes approximations. Pour faciliter la lecture, l'ensemble des notations et paramètres du
problèmes sont récapitulés dans l'annexe A.

Le chapitre 4 de cette troisième partie, qui présente une étude comparative de di�érentes
formulations a fait l'objet d'une publication en tant que chapitre d'ouvrage en collaboration
avec Teodor Gabriel Crainic [Schrenk et al., 2010].





Chapitre 3

Conception de réseau de service pour

le transport de fret
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Ce problème est issu d'une collaboration entre le laboratoire G-SCOP et un industriel
du domaine du transport de fret. Pour des raisons de con�dentialité, nous ne mentionnerons
ni le nom de cet industriel, ni le secteur de transport concerné. Une première réponse a été
apportée à l'industriel dans [Teypaz, 2008]. Il s'agissait alors de déterminer une meilleure
plani�cation d'opérations régulières de transport, sans limitation a priori des ressources
(nombre de véhicules), en fonction d'un marché régulier constitué d'un ensemble de de-
mandes de transport répétitives. Ces demandes pouvant, selon leur rentabilité, être soit
rejetées, soit partiellement ou totalement satisfaites. La réponse apportée fournit non seule-
ment la �otte de véhicule idéale pour répondre au marché, mais aussi le plan de transport
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pour o�rir un service régulier. Ce plan de transport dé�nit à la fois les routes empruntées
par les véhicules et leurs horaires et les opérations de chargement et de déchargement du
fret transporté. Ce problème est modélisé via un modèle linéaire en nombres entiers, et
résolu par une heuristique. Cette modélisation ainsi que l'heuristique de résolution et les
résultats sont publiés dans [Teypaz et al., 2010]. Ma part de travail dans cet article se
situe principalement au niveau des tests de performance de l'heuristique proposée et im-
plémentée par Nicolas Teypaz.

Le but de notre étude se trouve dans la continuité de ce problème : on suppose dé-
sormais que le transporteur a une �otte prédé�nie. Il faut alors faire au mieux avec cette
�otte. Notre problème se situe à l'interface entre la plani�cation tactique et la plani�ca-
tion opérationnelle. C'est un problème de conception de réseaux de service avec gestion de
�otte, Service Network Design with Asset Management. Un service est dé�ni comme étant
un trajet spéci�que (d'un terminal de départ vers un terminal d'arrivée) à des horaires
spéci�ques. Les décisions à prendre pour concevoir le réseau de service concernent à la fois
les véhicules et les marchandises. Elles ont pour but de répondre aux questions suivantes :

� Quels sont les itinéraires et les horaires des services ?
� Quels véhicules opèrent ces services ?
� Quelles demandes de transport accepter totalement, partiellement ou refuser ?
� Comment les marchandises transitent-elles dans ce réseau de services ?
Le but est d'obtenir un plan de transport qui maximise le pro�t du transporteur (re-

venu moins coûts de transport), tout en s'assurant qu'un certain nombre de contraintes
spéci�ques à l'application industrielle soient véri�ées (quotas d'utilisation des véhicules,
fenêtres de temps, cyclage des véhicules, ...).

3.1 Description du problème

Cette partie a pour objet la description des principales caractéristiques du problème.
Le but est d'apporter une aide à la décision pour un transporteur a�n de déterminer un
ensemble de plannings des véhicules de sa �otte en vue de répondre le mieux possible à
des demandes de transport.

Un exemple illustratif complet est donné au �l de cette description. Un exemple de
solution est proposé dans la section 3.1.4.

3.1.1 Données

� Réseau : Le problème de transport est dé�ni sur un réseau physique (�gure 3.1)
composé de terminaux (ports, gares ferroviaires, aéroports ou entrepôts) que l'on
modélise par un graphe complet orienté G′ = (N ′, A′). Les connexions possibles
(voies maritimes, chemins de fer, voies aériennes ou routes) sont les arcs de ce réseau,
un arc (i′j′) ∈ A′ représentant un service potentiel entre les terminaux i′ et j′. Une
fonction de distance euclidienne d′ : A′ → R+ (qui respecte l'inégalité triangulaire)
est donnée sur ce réseau, d′(i′, j′) représentant la distance entre les deux terminaux
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i′ et j′. Pour plus de lisibilité on peut représenter les distances dans une matrices des
distances (�gure 3.2).

Exemple. Un réseau physique de 4 terminaux.

C
D

A
B

Figure 3.1 � Réseau physique de
transport.

A B C D
A 0 200 300 450
B 200 0 150 300
C 300 150 0 200
D 450 300 200 0

Figure 3.2 � Matrice des distances.

La dimension temporelle est dé�nie par un horizon de plani�cation aussi appelé pé-
riode. Prendre en compte la gestion des véhicules et la construction de leurs tournées
nécessitent d'introduire le temps dans ce réseau en dé�nissant un réseau espace-
temps. Pour ce faire, la période de plani�cation est discrétisée en intervalles {1, .., T}.
Le réseau espace-temps est modélisé par le graphe G = (N,A), dans lequel les n÷uds
correspondent à des copies des n÷uds du réseau physique, une copie par intervalle
de temps. A un n÷ud i du réseau espace-temps correspond donc un terminal Ni et
une période Ti. Les n÷uds sont reliés par deux types d'arcs : d'une part les services
potentiels entre di�érents terminaux avec implicitement leurs horaires, d'autre part
on ajoute des arcs d'attente sur place ou arcs de stationnement (holding arcs). Un
certain nombre de contraintes temporelles sont directement intégrées dans ce réseau
(contraintes de couvre-feu, temps de trajet entre deux terminaux, ...), ce qui limite le
nombre d'arcs du réseau. Un exemple de réseau espace-temps, construit en ajoutant
une dimension temporelle au réseau physique de la �gure 3.1, est représenté dans la
�gure 3.3, les arcs horizontaux correspondant à des arcs d'attente.

Exemple. Réseaux espace-temps avec services potentiels.

� Demandes de transport : Le transporteur peut satisfaire globalement ou partielle-
ment des demandes de transport (marchandises) origine-destination. Les demandes
sont périodiques, i.e. répétées à l'identique de période en période (plani�cation d'un
service régulier pour le transport de marchandises). La demande de transport pério-
dique k est dé�nie par son terminal d'origine ok, son terminal de destination dk, sa
quantité (tonnage) wk et le revenu engendré P k par le transport d'une unité de cette
demande. On note K l'ensemble des demandes.
Exemple. Demandes de transport.

� Flotte de véhicules : Pour transporter le fret, le transporteur dispose d'une �otte
prédé�nie, limitée et hétérogène V de véhicules. Ces véhicules sont classés selon leur
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Figure 3.3 � Réseau espace-temps.

demande k origine ok destination dk quantité wk revenu P k

1 A B 80 40
2 B C 40 30
3 C D 130 40
4 B D 120 10
5 D C 150 20
6 D A 70 20
7 D B 60 10
8 B A 60 60

Table 3.1 � Demandes de transport.

type. On désigne par Vtype l'ensemble des véhicules de type type, ainsi V = ∪typeVtype.
Nous supposons que les véhicules sont répartis sur le réseau comme souhaité au
début de l'horizon de plani�cation. La capacité de chaque véhicule v ∈ V dépend
de la distance à parcourir, elle est donnée par la fonction uv : A′ → R+. Pour
plus de lisibilité, on note uijv la capacité du véhicule v entre Ni et Nj . On connait
la vitesse moyenne des véhicules, identique pour tous les véhicules du même type
vitesse(type) et on note tv(i′, j′) le temps de trajet du véhicule v pour aller du
terminal i′ au terminal j′, pour faciliter la lecture on note tijv le temps de trajet
entre les terminaux Ni et Nj . On note τ le temps de réengagement, commun à tous
les véhicules. Ce temps (environ 1 heure) est nécessaire pour réaliser les opérations
de chargement et de déchargement du fret ainsi que le réapprovisionnement éventuel
en carburant.

Exemple. Dans notre exemple nous considérons une �otte homogène (un seul type)
de deux véhicules.
VM#1 VehiculeMoyen 100t 100km/h

VM#2 VehiculeMoyen 100t 100km/h

Ces véhicules sont de type VehiculeMoyen, leur capacité est de 100 unités, et leur
vitesse moyenne de 100km/h
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3.1.2 Contraintes

� Satisfaction des demandes : Si le transporteur accepte partiellement ou totalement
une demande, il s'engage à transporter la même quantité de cette demande à chaque
période. De plus, chaque livraison doit avoir lieu dans la même période que la col-
lecte correspondante. A�n d'améliorer ses béné�ces, il a la possibilité de consolider
les �ux de marchandises via des opérations de transbordement, à condition de ne pas
dépasser la capacité des véhicules. La fraction de demande satisfaite peut aussi être
divisée pour être transportée par di�érents véhicules.

� Plani�cation périodique : Le plan de transport calculé sur une période doit pouvoir
être répété de période en période sur un ensemble de périodes aussi appelé saison.
Pour se faire, il faut qu'au début de chaque période les véhicules soient répartis de
façon analogue ; c'est-à-dire qu'on retrouve le même nombre de véhicules du même
type dans chaque terminal au début et à la �n de la période de plani�cation (=
début période suivante). Les véhicules peuvent ensuite se remplacer sur leurs routes.
Cette rotation des véhicules est illustrée �gure 3.4. On a représenté les routes de deux
véhicules sur une période. Sur la période suivante ces deux véhicules s'échangeront
leurs routes et ainsi de suite. Dans le cadre de notre application, le temps avant lequel
un véhicule retrouve sa route initiale est borné par un nombre N de périodes. En
pratique les véhicules cyclent rarement sur plus de 3 à 4 périodes.
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Figure 3.4 � Réseau espace-temps et rotation de deux véhicules.

� Quota d'utilisation des véhicules : La deuxième contrainte spéci�que sur les véhi-
cules est que ceux-ci doivent être utilisés de façon équitable : sur une saison aucun
des véhicules utilisés ne doit être ni sous-exploité ni sur-exploité. Dans notre cas,
cette contrainte se traduit par le fait que si un véhicule est utilisé, alors son temps
d'utilisation global sur une saison doit être compris entre deux bornes. Autrement
dit les véhicules doivent respecter des quotas d'utilisation minimum et maximum
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d'heures d'utilisation saisonnière. Ces quotas ont été ramenés à des quotas par pé-
riode de plani�cation. Ainsi, la longueur, en temps de parcours, du chemin opéré
par le véhicule v pendant une période est bornée inférieurement par Quotav,min et
supérieurement par Quotav,max. Ceci est une condition su�sante pour que, au �nal,
les quotas d'utilisation annuels soient respectés, cette condition est trop forte par
rapport aux contraintes industrielles, mais est quand même satisfaisante du point de
vue de la qualité des solutions obtenues.

3.1.3 Fonction d'optimisation

La fonction d'optimisation intègre des paramètres liés aux coûts et gains induits par
le plan de transport. Le but est de maximiser le pro�t du transporteur, dé�ni comme
la di�érence entre d'une part ses revenus, et d'autre part les coûts �xes et variables de
transport.

Les coûts de transport sont de deux types : un coût �xe pour l'ouverture d'un service
de transport (coût du personnel, coût de manutention et coût en carburant) et un coût
variable linéaire selon le tonnage de marchandises à bord. Une recette est engrangée par
le transporteur pour chaque unité de fret transportée jusqu'à sa destination. La valeur de
cette recette dépend de la marchandise. Ainsi, le transporteur doit faire un arbitrage entre
coûts de transport et recettes pour maximiser son pro�t.

� Coûts �xes : Le coût �xe d'ouverture d'un service entre les terminaux i′ et j′ avec le
véhicule v est CFv(i′, j′).

� Coûts variables : On suppose que le coût variable de transport pour un véhicule v sur
l'arc (i′j′) est linéaire par rapport à la quantité transportée w. On note CVv(i′, j′) le
coût variable unitaire de transport entre i′ et j′ avec le véhicule v.

Etant donné que ces coûts sont les mêmes pour tous les véhicules de même type et indé-
pendants des heures de départ, on étend ces fonctions coût au réseau espace-temps, le coût
entre deux n÷uds i et j étant égal à celui entre les n÷uds physiques correspondant. On
note alors, pour plus de lisibilité CFijv et CVijv le coût �xe et le coût variable unitaire
entre les terminaux Ni et Nj avec le véhicule v.

� Revenus : La satisfaction d'une unité de demande k engendre un revenu P k.

Le but de cette étude est d'apporter une aide à la décision pour le transporteur. L'idée
est de lui proposer une plani�cation sur une période, plani�cation qu'il pourra ensuite
répéter sur toutes les périodes d'une saison. Sur une période, il faut à la fois déterminer un
ensemble de plannings (itinéraires et horaires) des véhicules de sa �otte, mais aussi décrire
les demandes acceptées totalement ou partiellement et leur trajet à bord des véhicules.
Cette plani�cation devra garantir un maximum de pro�t pour le transporteur.

3.1.4 Solution

Une solution du problème est composée d'un ensemble de plannings pour les véhicules
de la �otte du transporteur et des itinéraires décrivant le transport des marchandises
choisies. La �gure 3.5 représente les plannings des deux véhicules de la �otte, on peut lire
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les routes et horaires des véhicules, qui sont écrit formellement à gauche de la �gure 3.5.
Les trajets et horaires de transport des marchandises sont représentés dans la �gure 3.6.
On retrouve les deux routes, et sur chacune des �èches correspondant à un service on a
détaillé les marchandises à bord (quantité et numéro de la demande en exposant). A gauche
de la �gure 3.6, on retrouve le détail des itinéraires des marchandises avec notamment les
demandes de transport non satisfaites, partiellement satisfaites, ou satisfaites en plusieurs
morceaux. Les deux dernières lignes concernent la marchandise n°8. Elles signi�ent que 100
unités de la demande 8 sont transportées en empruntant le service 2 puis le service 8, et
que 10 unités de la demande 8 sont réjétées.

Exemple. Solution : services opérés par les véhicules.

1 A B t1 t2 VM#1

2 B D t3 t4 VM#1

3 D B t4 t5 VM#1

4 B C t5 t6 VM#1

5 C D t6 t7 VM#1

6 D C t1 t2 VM#2

7 C D t2 t3 VM#2

8 D A t4 t6 VM#2
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Figure 3.5 � Plannings solutions pour les deux véhicules.

Cette solution respecte l'ensemble des contraintes du problème, elle satisfera le trans-
porteur si elle engendre le pro�t le plus élevé possible, c'est-à-dire si elle réalise le meilleur
compromis entre le pro�t engendré par la satisfaction de demandes et les coûts �xes et
variables de transport des demandes satisfaites. Selon les calculs du tableau 3.2, ce pro�t
s'élève à +11 680.

Coûts �xes

coûts �xe d'ouverture des 8 services : 8 ∗ 300 −2 400
Coûts variables quantité*distance*prix
80 ∗ 200 ∗ 0.020 + 100 ∗ 300 ∗ 0.020 + ...+ 100 ∗ 450 ∗ 0.020 −5 120
Revenu quantité*revenu unitaire
satisfaction des demandes 80 ∗ 30 + ...+ 100 ∗ 60 +19 200
Pro�t +11 680

Table 3.2 � Pro�t de la solution pour le transporteur.
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Exemple. Solution : itinéraires des marchandises.

1 80 1

2 40 4

3 90 5

3 40 7

3 10 4 5

4 110 rejeté

5 50 3 4

5 100 6

6 70 rejeté

7 50 3

7 10 rejeté

8 100 2 8

8 10 rejeté
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A B
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Figure 3.6 � Marchandises transportées via les deux routes.

3.2 Complexité du problème

Le but de cette section est d'analyser la complexité du problème de conception de
réseau de service avec gestion de �otte pour le transport de fret. Nous démontrons que
notre problème de transport de fret est très di�cile. Cette section étant technique, nous
conseillons au lecteur qui n'est pas familier avec la notion de NP-complétude de passer di-
rectement à la lecture de la section suivante. Le problème de décision dont nous analysons
la complexité est écrit ci-après de façon condensée avec un rappel des notations essentielles.

Problème Conception de réseau de transport avec gestion de flotte :
Instance :

� Un réseau physique comportant n terminaux, représenté par un graphe complet G′ =
(N ′, A′). Une fonction de distance euclidienne d′ : A′ → R+.

� La durée DureeP de l'horizon de plani�cation i.e de la période, et un nombre total
de périodes NombreP (égal au nombre de périodes constituant une saison).

� Un ensemble de demandes origine-destination K, répétées sur chaque période, et
pour chaque demande k ∈ K : son origine ok ∈ N ′, sa destination dk ∈ N ′, la
quantité wk à transporter et la recette P k engendrée par le transport d'une unité de
marchandise.

� Une �otte de véhicules V de di�érents types Vtype et pour tout type type, un nombre
|Vtype| de véhicules de ce type ; la capacité de ces véhicules, uv : A′ → R+ ; leur vitesse
moyenne vitesse(type) et un temps maximal de cyclage de N périodes. Le coût de
transport (comportant la partie �xe et partie variable) Coutv(i, j, w) qui représente
le coût de transport de w unités de marchandises du terminal i au terminal j à bord
du véhicule v.

� Un nombre réel P .
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But : Trouver un plan de transport (véhicules + marchandises), qui maximise le pro�t
du transporteur, i.e. le revenu engendré par les demandes satisfaites moins les coûts de
transport.
Question : Existe-t-il un plan de transport de pro�t au moins égal à P?

3.2.1 Un problème NP ?

Avant tout, pour étudier la complexité du problème de Conception de réseau de

transport avec gestion de flotte, il faut déterminer si ce problème appartient à la
classe NP, classe des problèmes non déterministes polynomiaux.
Savoir si le problème est ou non dans NP, n'est pas si simple. Naïvement, le raisonne-
ment est le suivant. Une solution du problème de conception de réseau de service contient
un ensemble de plannings pour les véhicules. Pour s'assurer que ces plannings véri�ent
bien les contraintes du problème, il est nécessaire de les parcourir. Il faut donc par-
courir tous les services. Cette véri�cation, peut se faire en temps polynomial par rap-
port à la taille de l'instance, uniquement si le nombre total de services est polynomiale-
ment borné. Un exemple de borne sur le nombre de service opérés par un véhicule v est
DureeP ∗vitesse(v)/min{d′(i′, j′)|(i′, j′) ∈ A′}. La conclusion serait alors que, dans le cas
général, le problème étudié n'est pas dans la classe NP.
Cependant, il existe peut être une représentation compacte de la solution, qui permette de
véri�er en temps polynomial la faisabilité d'une solution. Un exemple de problème d'or-
donnancement ayant une telle représentation compacte est donné dans [Brauner et al.,
2007].
On ne sait donc pas si le problème étudié est ou non NP.

3.2.2 Un problème au moins NP-di�cile

Dans la suite nous allons démontrer que ce problème est plus di�cile que tout problème
de la classe NP. Pour ce faire nous allons faire une réduction du problème de Plus court
chemin hamiltonien entre s et t vers notre problème.

Problème Plus court chemin hamiltonien entre s et t :
Instance : G = (V,E) graphe, s, t ∈ V deux sommets, d : E → R+ une fonction distance,
un nombre réel L.
But : Trouver le plus court chemin hamiltonien de s à t.
Question : Existe-t-il un chemin hamiltonien de s à t de longueur inférieure ou égale à
L?
Ce problème est équivalent au problème du voyageur de commerce, et est, de ce fait NP-
di�cile. Ce problème reste NP-di�cile lorsque le graphe G est complet, et lorsque la
fonction d véri�e l'inégalité triangulaire.

Théorème 3.2.1. Le problème de décision correspondant à Conception de réseau de
transport avec gestion de flotte est au moins NP-complet.

Démonstration. Réduction à partir du problème Plus court chemin hamiltonien
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entre s et t

Soit G = (V,E) un graphe complet, V = {v1, v2, . . . , vn}, et d : E → R+ une fonction
distance véri�ant l'inégalité triangulaire une instance du problème Plus court chemin

hamiltonien entre s et t.
Nous construisons une instance du problème Conception de réseau de transport

avec gestion de flotte de la façon suivante.

� Le graphe G′ = (N ′, A′) avec N ′ = V ∪ {v0}, et A′ = E ∪ {(v0, vi)|vi ∈ V }
� la fonction distance d′ : A′ → R+, identique à d sur E et d′(v0, vi) =

∑
e∈E d(e) = D

pour i = 1, . . . , n.
� La durée d'une période DureeP = 1, et on considère NombreP = 2 périodes.
� n demandes K = {k1, . . . , kn} répétées à chacune des deux périodes et pour tout
j = 1, . . . , n,
� okj = v0,
� dkj = vj ,
� wkj = 1,
� P kj = M très grand (M > n ∗

∑
e′∈E′ Cout1(e′)).

� Un seul type de véhicule type = 1, et un seul véhicule de ce type |V1| = 1.
� la capacité du véhicule u1 : E → R+ fonction constante égale à n,
� le coût de transport de q unités entre i et j : Cout1(i, j, q) = d((i, j)) pour tout

(i, j) ∈ E,
� la vitesse du véhicule vitesse(1) = 3 ∗D,
� un temps de cyclage de N = 1 période.

� Un nombre réel P = nM − (L+ 2D).
L'idée générale de cette instance est d'avoir un véhicule assez rapide pour être capable
de partir de v0, de visiter au moins une fois tous les sommets et de revenir à v0, sans
pour autant être retourné à v0 entre-temps, et tout cela en moins d'une unité de temps
(=durée d'une période). On note que dans le cadre de cette preuve le temps n'est pas
discrétisé, cette discrétisation ne faisant pas partie intégrante du problème dont on analyse
la complexité. Le temps de cyclage N = 1 période assure que le véhicule retourne à v0 à
la �n de sa tournée. La preuve formelle suit.

Les �gures 3.7 et 3.8 permettent de visualiser les graphes des di�érentes instances.

d(v1, v3)

d(v1, v2)

d(v2, v3)

v3

v1 v2

Figure 3.7 � Graphe G, instance de
plus court chemin hamiltonien.

v0

d(v1, v2)

v3

v1 v2

d(v1, v3)

D

D

D

d(v2, v3)

Figure 3.8 � Graphe G′, instance de
conception de réseau de transport avec

gestion de �otte.

56



3.2 Complexité du problème

On remarque que toutes les demandes peuvent être satisfaites dans la période par un
véhicule qui part du dépôt et qui retourne au dépôt (longueur plan de transport ≤ 3 ∗D,
et vitesse véhicule = 3 ∗D). On remarque également, que dans toute solution admissible,
le véhicule passe au plus une fois par v0.
Le prix de toute commande étant supérieur à la longueur de n'importe quel cycle de G′ pas-
sant par v0, toutes les demandes sont satisfaites dans une solution optimale qui maximise le
pro�t. Donc toute solution optimale passe par tous les sommets. Le pro�t engendré par une
telle solution est nM−(d(Π)+2D) où Π est le plan de transport restreint à G = G′−{v0}.

Montrons qu'il existe une solution de plus court chemin hamiltonien de lon-
gueur inférieure ou égale à L si et seulement si il existe une solution de conception
de réseau de transport avec gestion de flotte de pro�t supérieur ou égal à
P = nM − (L+ 2D).

Supposons qu'il existe une solution de plus court chemin hamiltonien Π de lon-
gueur inférieure ou égale à L. Alors le cycle v0Πv0 est de longueur inférieure ou égale à
L+ 2D, son coût est donc également inférieur ou égal à L+ 2D. Par conséquent, il dé�nit
un planning qui engendre un pro�t supérieur ou égal à P = nM − (L+ 2D).

Réciproquement, supposons qu'il existe une solution (un cycle) Γ de conception de

réseau de transport avec gestion de flotte, de pro�t supérieur à C = nM − (L+
2D). Disons que Γ passe exactement une fois par v0 (obligé) et par un nombre t d'autres
sommets. On a donc tM −d(Γ) ≥ nM − (L+ 2D), donc d(Γ) ≤ L+ 2D. On peut supposer
que Γ passe par v1, v2, . . . , vt et qu'il existe un chemin Π tel que Γ = (v0Πvtv0).
Le cycle Γ′ = (v0Πvtvt+1 . . . vn−1vnv0) a un pro�t supérieur à Γ. Donc nM − d(Γ′) ≥
tM − d(Γ) ≥ nM − (L+ 2D), d'où d(Γ′) ≤ d(Γ) ≤ L+ 2D.
Il reste à transformer Γ′ en un cycle hamiltonien sans augmenter sa longueur. Supposons
que Γ′ passe plusieurs fois par le même sommet v, i.e. qu'il existe des chemins Π1,Π2,Π3

et des sommets w1, . . . , w4 ∈ V tels que Γ′ = (v0Π1w1vw2Π2w3vw4Π3v0).
Si w1 = w2, alors on remplace w1vw2 par w1 dans Γ′. Si w1 6= w2, alors on remplace w1vw2

par w1w2 dans Γ′, cette transformation est représentée dans la �gure 3.9. Dans les deux
cas, grâce à l'inégalité triangulaire, on n'augmente pas la longueur du cycle.

57



Chapitre 3. Conception de réseau de service pour le transport de fret
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Figure 3.9 � Réduction du nombre d'occurrence d'un sommet v 6= v0 dans la solution du
problème de conception de réseau de transport avec gestion de flotte.

Ainsi, on peut transformer Γ′ en un cycle hamiltonien de longueur inférieure ou égale à
L+ 2D. En ôtant v0 de ce cycle cela dé�nit donc un chemin hamiltonien de G de longueur
inférieure ou égale à L.

Ceci prouve que problème de conception de réseau de transport avec gestion
de flotte est au moins NP-complet.

3.2.3 Complexité théorique et pratique due aux contraintes spéci�ques

Dans la première partie de cette thèse, nous avons démontré que 3 di�érents problèmes,
sous-problèmes du problème industriel de conception de réseau de service avec gestion de
�otte, étaient di�cile.

Le premier problème concerne le problème de transport avec coût �xe. Dès lors que
le problème comporte une part de design avec coût �xe associé, le problème devient di�cile.

Le second problème concerne la rotation des véhicules. Nous avons vu que ce problème
pouvait se ramener à un problème de décomposition d'un graphe en circuits de longueur
bornée et qu'il s'agissait d'un problème di�cile. Cependant, en pratique la contrainte
ne devrait pas poser trop de problèmes. En e�et, le nombre de terminaux dans lesquels
il y a initialement des véhicules majore la longueur des cycles. Ainsi, si les véhicules sont
initialement positionnés dans deux terminaux, les cycles seront au plus de longueur deux.
Il se peut aussi qu'on ne génère que des cycles de longueur 1, auquel cas la contrainte sur
la longueur des cycles est automatiquement véri�ée. A priori pour des instances avec une
période longue (une semaine ou plus) cette restriction ne devrait pas trop dégrader les
solutions. Par contre, dans le cas du transport express où la période est de seulement 1
jour, n'autoriser que des cycles sur un jour interdit certaines destinations. En e�et, certains
trajets aller-retour ne peuvent pas être réalisés en une journée.

58



3.3 Etat de l'art

Le troisième problème s'attache à l'équilibrage des charges entre véhicules. Là encore,
le problème se modélise comme un problème de décomposition de graphe, cette fois-ci il
s'agit d'une décomposition en chaînes de longueur bornée. Bien qu'il s'agissent de pro-
blème en théorie di�cile, l'équilibrage des charges entre véhicules s'intègre directement
dans les modèles. Dans une formulation chemin, on ne générera que les chemins véri�ant
des contraintes de longueur (minimum et maximum). Ceci limite par ailleurs le nombre de
chemin, c'est donc une contrainte appréciée pour ce type de formulations.

3.3 Etat de l'art

Nous aborderons deux points dans cet état de l'art. Dans un premier temps, nous
décrivons un ensemble de problèmes issus des systèmes de transport de marchandises,
et organisons ces problèmes selon les di�érents niveaux de plani�cation. Les activités et
systèmes de transport sont riches et variés, et nous illustrons cette richesse du point de vue
de la Recherche Opérationnelle. Dans un second temps, nous faisons un état de l'art plus
approfondi et spéci�que des problèmes de conception de réseau et de conception de réseau
de service.

3.3.1 Systèmes de transport de marchandises

[Crainic et Semet, 2005] dé�nit un système de transport de marchandises comme étant
un système qui permet l'acheminement de biens (ou de services) entre les lieux de pro-
duction et de consommation. Des exemples classiques de tels systèmes sont : le transport
international et multimodal de conteneurs, le transport de fret par rail ou par camion, les
systèmes de courrier express et régulier, la collecte d'ordure ménagère... Parmi ces systèmes,
on distingue le transport de marchandises longue distance (comme le fret long courrier), et
les activités de collecte et distribution s'e�ectuant généralement à l'échelle locale (comme
la city logistics).
Comme pour le transport de passagers, les services sont de deux types.

� Le transport "porte-à-porte" (Truckload s'il s'agit de transport par camions), se
rapproche du taxi avec lequel on a plani�é à l'avance son trajet. Un véhicule (convoi,
service) est consacré à la demande d'un seul client. On retrouve par exemple le
camionnage en charge pleine, le transport express de marchandises.

� Le transport avec consolidation, qui se rapproche du transport en commun. Les
charges de plusieurs clients sont regroupées, consolidées, et transitent ensemble à
bord des mêmes véhicules (même convoi). On retrouve le transport par rail, les lignes
régulières de bateau, le Less-Than-Truckload motor carriers.

L'objectif du paragraphe suivant et de décrire le transport avec consolidation.

Transport avec consolidation. Un véhicule prend en charge des demandes de di�é-
rents clients. En général, le transporteur s'organise et propose un service régulier, il doit
décider quelles routes, quelles fréquences de services, et quels plannings mettre en place.
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Les transporteurs de marchandises consolidées sont organisés sous la forme de réseaux en
étoile dit hub-and-spoke, illustrés �gure 3.10.

routes principales

routes secondaires

collectes et livraisons

Figure 3.10 � Réseau hub-and-spoke.

L'avantage principal est que ce type de réseau favorise les économies d'échelles. Des
�ux plus importants sont triés et groupés dans les terminaux (hubs), et sont acheminés
vers d'autres terminaux via des services à grande fréquence et grande capacité. Par contre,
les itinéraires sont souvent plus longs et le coût et temps des opérations dans les terminaux
peuvent aussi être pénalisant. De plus, les risques de pertes et de dégradations des colis
sont plus importants.
Les terminaux jouent ainsi un rôle central et essentiel dans les systèmes avec consolidation :
ils permettent de trier les marchandises, de consolider le fret via des opérations de trans-
bordement, de regrouper les véhicules en convois, de réarranger et modi�er ces convois.
Ceci nécessite donc une multitude d'équipements spéci�ques, et engendre un grand nombre
de problèmes de gestion.
Les systèmes avec consolidation permettent, à condition d'une bonne plani�cation, d'une
bonne mise en oeuvre de cette plani�cation et d'une gestion e�cace des opérations, no-
tamment dans les terminaux, de réduire les coûts pour le client et pour le transporteur. Ils
o�rent également des solutions moins polluantes, le prix à payer étant une réduction de la
�exibilité pour le client, qui ne sera satisfait que si la qualité de service promise (délais,
�abilité, ...) est respectée. Du côté du transporteur, des méthodes pour plani�er et diriger
les opérations sont essentielles, leur e�cacité conditionnant le pro�t du transporteur.
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Niveaux de plani�cation. On retrouve les trois niveaux de plani�cation selon la clas-
si�cation de [Crainic et Laporte, 1997].

Niveau stratégique. Associé à la plani�cation à long terme, il s'agit en général de
construire l'infrastructure physique du système. On y compte notamment les pro-
blèmes suivants :
� localisation de terminaux (plateforme multimodale, gare de fret, plateforme de
crossdocking, ...) ;

� équipement des plateformes (type et quantité de grues) ;
� construction de lignes (routes, lignes de chemin de fer) supplémentaires ;
� destruction, désa�ection de certaines infrastructures.

Niveau tactique. Associé à la plani�cation à moyen terme, il s'agit en général de la
gestion et du contrôle optimal des ressources, routes et planning. Un des points clé
à ce niveau est de garantir la satisfaction de la compagnie en termes de qualité de
service o�erte à ses clients et en termes économiques. Le principal problème de la
plani�cation tactique est la conception de réseau de service. A ce niveau, on apporte
des réponses à des questions telles que :
� Sur quelles routes doit-on o�rir un service ?
� Quel type de service (mode) utiliser ?
� A quelle fréquence doit-on o�rir le service et selon quels horaires ?
� Comment faire transiter les marchandises via les réseaux physiques et de service ?
� Comment répartir la charge sur les di�érents terminaux du système ?
La plani�cation tactique produit un plan de transport qui garantit la qualité de ser-
vice requise pour les clients et une utilisation e�cace des ressources a�n d'assurer les
meilleurs pro�ts pour le transporteur. Ainsi, les décisions prises au niveau tactique
concernent principalement : la sélection des services à o�rir et leur fréquence (ou
horaire), la distribution du transport des demandes sur ces services, les politiques
au niveau des terminaux (formation de convois, politique de consolidation, ...) et les
politiques de repositionnement à vide.

Niveau opérationnel. Associé aux opérations, les problèmes opérationnels sont sous une
forte in�uence du temps. Il s'agit en général de la gestion et du contrôle dynamique
des ressources, des routes, des plannings. On retrouve les problèmes suivants.
� Problèmes dans le transport de fret maritime par conteneurs : ordonnancement des
grues d'un port, a�ectation et ordonnancement des arrimages, gestion de l'espace
de stockage.

� Problèmes de tournées de véhicules, ou vehicle routing problem décrit dans la sec-
tion 3.3.3.

Notre problème de conception de réseaux de service pour le transport de fret se si-
tue principalement au niveau tactique. Il intègre également quelques composantes plus
opérationnelles, notamment la construction d'horaires pour les routes des véhicules. Les
problèmes fondamentaux du domaine du transport apparaissent comme sous-problèmes :
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� les multi-�ots multicommodity �ow problem,
� les problèmes de tournées de véhicules vehicle routing problem,
� la conception de réseau.

Dans la suite, nous proposons une revue de la littérature de ces problèmes et du problème
de conception de réseau de service. Puis, nous replaçons notre problème par rapport à ceux
de la littérature.

3.3.2 Flot multicommodités

Dans un réseau déjà conçu, avec des capacités sur les arcs, le problème résiduel est de
faire transiter les demandes sur ce réseau. C'est un problème de �ot multicommodités ou
multicommodity �ow. Dans le cas d'une seule marchandise, avec éventuellement plusieurs
origines et destinations, le problème est le problème de �ot. Ce problème est polynomial,
même si l'on demande l'intégralité des variables de �ots. Dès lors qu'il y a au moins deux
marchandises, demander l'intégralité des variables de �ot rend le problème NP-complet,
cf. [Even et al., 1976]. [Assad, 1978] et [Ahuja et al., 1993] proposent deux états de
l'art incluant les modèles classiques et des méthodes de résolution pour les problèmes de
multi�ots.

Nous donnons ci-après une formulation classique du problème de multi�ot sur un réseau
avec capacité, avec les variables de �ot sur les arcs.

On note G = (N,A) le réseau, l'arc (ij) ayant la capacité uij . Chaque demande k ∈ K
doit être transportées de son origine ok à sa destination dk en quantité wk. Les coûts de
transport sont linéaires, on note CV k

ij le coût de transport d'une unité de la demande k sur
l'arc (ij). On introduit les variables de �ot xkij qui représentent la quantité de marchandise
k transportée sur l'arc (ij).

Formulation arc du problème de multi�ot avec capacité.

Minimiser :
∑
k∈K

∑
ij∈A

CV k
ijx

k
ij , (3.1)

sous contraintes

�ot de marchandises :∑
j∈N

xkij −
∑
j∈N

xkji =


wk si i = ok,
−wk si i = dk, ∀i ∈ N, ∀k ∈ K,

0 sinon,
(3.2)

contraintes de capacité :∑
k∈K

xkij ≤ uij ∀(ij) ∈ A, (3.3)

espace des variables :

xkij ≥ 0, ∀(ij) ∈ A, ∀k ∈ K. (3.4)

L'objectif 3.1 est la minimisation des coûts de transport. Les contraintes 3.2 sont les
contraintes de conservation du �ot et de satisfaction des demandes. Le respect des capacités
des arcs est garanti par la contrainte 3.3.
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Les travaux sur la résolution e�cace du problème de �ot multicommodités ou sur des
variantes adaptées pour des applications ainsi que des travaux plus théoriques à ce sujet
sont encore très nombreux ces dernières années. On compte déjà plus de 1000 articles
référencés par Google Scholar publiés entre 2007 et 2010.

3.3.3 Tournées de véhicules

Le problème de tournée de véhicules, vehicle routing problem, est à l'interface entre
les niveaux de plani�cation tactique et opérationnel. Ce problème classique d'optimisation
combinatoire est une généralisation du problème de voyageur de commerce. Il est très
largement étudié, notamment du fait de son grand nombre d'applications. Ce problème est
dé�ni selon [Ahuja et al., 1993] comme suit. Etant donnés :

� un réseau dé�ni par le graphe orienté G = (N,A) ;
� une �otte de véhicules V domiciliés à un dépôt commun d ∈ N ;
� un ensemble de sites clients j avec chacun une demande (besoin d'être visités) ;
� le coût �xe CFij pour aller du site i au site j.

Il s'agit de déterminer un ensemble de tournées pour livrer tous les clients avec un coût
minimal. On s'intéresse ainsi principalement aux trajets (tournées) des véhicules, les trajets
des marchandises sont implicites.

Les variantes de ce problème sont nombreuses. En voici quelques unes : tournées de
véhicules avec capacités, avec contraintes de longueur, avec fenêtres de temps, avec �otte
hétérogène, avec livraisons fractionnées, avec collectes et livraisons. Un état de l'art complet
sur les types de modèles et les méthodes exactes et approchées de résolution est donné
dans [Toth et Vigo, 2002] et [Laporte, 1992]. Les problèmes de tournées de véhicules forment
une famille très riche de problèmes, pour la plupart NP-di�cile.

Les formulations sous forme de programmes linéaires en nombres entiers sont nom-
breuses. Nous donnons une formulation arc du problème classique de tournées de véhicules
sans capacité. Pour cela, on introduit les variables binaires yijv, yijv = 1 si la tournée du
véhicule v va de i à j en empruntant l'arc (ij).

Formulation arc du problème de tournée de véhicules sans capacité.

Minimiser :
∑
v∈V

∑
ij∈A

CFijyijv, (3.5)
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sous contraintes

contraintes de tournées :∑
j∈δ+(d)

ydjv = 1, ∀v ∈ V, (3.6)

∑
i∈δ−(d)

yidv = 1, ∀v ∈ V, (3.7)

∑
i∈δ−(j)

∑
v∈V

yijv = 1, ∀v ∈ V, ∀j ∈ N, (3.8)

contraintes d'élimination des sous-tours :∑
i∈S

∑
j∈S

yijv ≤ |S| − 1, ∀v ∈ V, ∀S ⊂ N, 2 ≤ |S| ≤ |N | − 2, (3.9)

espace des variables :

yijv ∈ {0, 1}, ∀(ij) ∈ A. (3.10)

Les contraintes (3.6) et (3.7) assurent que chaque véhicule fasse une tournée qui com-
mence et termine au depôt. La contrainte (3.8) assure la visite de chaque client par exac-
tement une unique tournée. La contrainte (3.9) garantit la connexité des tournées en em-
pêchant la formation de sous-tours.

3.3.4 Conception de réseau

Les problèmes de conception de réseau (network design) sont très riches et sont omni-
présents dans les applications aussi bien en plani�cation de réseaux de télécommunications
que de transports. En général, il s'agit de faire transiter des �ux (marchandises, personnes,
informations, signaux) en utilisant des équipements déjà installés et en installant éven-
tuellement de nouveaux équipements. Il faut alors payer non seulement pour le transit du
�ot, mais aussi pour utiliser ou installer un équipement. L'objectif est de minimiser le coût
total (coût de conception + coût de routage) tout en o�rant une solution ayant la qualité
de service requise.

En d'autre termes, le problème revient à sélectionner un sous-ensemble de connexions
qui permettent de minimiser la somme des coûts linéaires de routage et des coûts �xes
de conception. De façon générique, les problèmes de conception de réseaux sont des pro-
blèmes de graphes [Feremans et al., 2003] : il faut identi�er un sous-graphe optimal d'un
certain graphe, en respectant des contraintes. De nombreux problèmes de graphes sont des
problèmes particuliers de network design. Dans [Feremans et al., 2003] on retrouve notam-
ment les problèmes de graphe tels que le couplage parfait de coût min, la clique couvrante
minimale, l'arbre couvrant de poids minimal ou l'arbre de Steiner, tous modélisés sous
forme de problèmes de conception de réseau. Les problèmes de conception de réseaux sont
NP-di�ciles [Magnanti et Wong, 1984], comme en particulier l'arbre couvrant de poids
minimal. Dans la �gure 3.11, on a représenté un réseau orienté et un choix de design sur
ce réseau.
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origine ok
marchandise k

destination d k

demande w k

cout de design CFij

ij
k

demande de transport

terminaux du reseau, transhipment possible

connexions potentielles

cout de routage CV

arcs selectionnes

i

j

Figure 3.11 � Conception de réseau.

Des revues de la littérature ainsi que des exemples variés d'applications sont présentés
dans les articles [Magnanti et Wong, 1984], [Minoux, 1989] ainsi que dans le chapitre
13 de l'ouvrage [Ahuja et al., 1993]. Une synthèse de littérature annotée est proposée
dans [Balakrishnan et al., 1997]. Comme pour les problèmes de tournées de véhicules, on
compte une large variétée de problèmes classiques de conception de réseau. On distingue
principalement deux grandes classes de problèmes de conception de réseau : la conception
de réseau sans capacité sur les arcs (uncapacitated) et la conception de réseau avec capacité
(capacitated).

Des algorithmes de résolution très e�caces ont été développés pour des problèmes de
conception de réseau sans capacité sur les arcs uncapacitated network design. En particu-
lier, [Balakrishnan et al., 1989] propose une approche de dual ascent permettant d'obtenir
rapidement des bornes inférieures à 1-4% de l'optimum. Cette approche est à la base
d'heuristiques performantes pour le résolution d'instances de taille réelles de problèmes de
camionage Less-than-Truckload.
Les problèmes de conception de réseau avec capacité sur les arcs capacitated network de-
sign sont nettement plus di�ciles à résoudre. La di�culté majeure réside dans le calcul de
bonnes bornes. Un état de l'art sur ces problèmes se trouve dans [Gendron et al., 1998],
qui propose également une approche par relaxation lagrangienne. Un cas particulier du
problème de conception de réseau avec capacité est le problème de network loading. Le
but est d'installer sur chacun des arcs un certain nombre d'infrastructures (par exemple
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des câbles) qui ont une certaine capacité. Ces capacités sont en général particulières, mul-
tiples les unes des autres. Ces problèmes particuliers sont, là encore, bien traités dans la
littérature, aussi bien par des approches polyédrales [Magnanti et al., 1995] que par une
heuristique de type tabou [Berger et al., 2000].

Formellement le problème de conception de réseau orienté avec capacité est dé�ni
comme suit. Le réseau est modélisé par un graphe orienté G = (N,A). Un ensemble K de
demandes doit être satisfait, chaque demande k ∈ K doit être transportée en quantité wk

de son origine ok à destination dk. Les coûts de transports sont linéaires, on note CV k
ij > 0

le coût unitaire de transport de la marchandise k sur l'arc (ij). On note CFij le coût �xe
d'ouverture de l'arc (ij), ce coût est à payer dès lors que l'arc (ij) est utilisé. On note uij la
capacité de l'arc (ij). L'objectif est de minimiser la somme des coûts variables de routage
du �ot et des coûts �xes de design.

Nous présentons une modélisation MIP du problème de conception de réseau avec ca-
pacité et coût �xe. Pour cette formulation, nous utilisons des variables de �ot xkij ≥ 0 qui
décrivent le transport de la marchandise k sur l'arc (ij). Nous introduisons également des
variables binaires de design yij qui déterminent les connexions ouvertes.

Formulation arc-arc du problème de conception de réseau avec capacité.

Minimiser :
∑
ij∈A

CFijyij +
∑
k∈K

∑
ij∈A

CV k
ijx

k
ij (3.11)

sous contraintes

�ot de marchandises :∑
j∈N

xkij −
∑
j∈N

xkji =


wk si i = ok,
−wk si i = dk, ∀i ∈ N, ∀k ∈ K,

0 sinon,
(3.12)

contraintes liantes :∑
k∈K

xkij ≤ uijyij ∀(ij) ∈ A, (3.13)

espace des variables :

xkij ≥ 0, ∀(ij) ∈ A, ∀k ∈ K, (3.14)

yij ∈ {0, 1}, ∀(ij) ∈ A. (3.15)

On retrouve les contraintes de �ot (3.12). Le rôle de la contrainte (3.13) est double.
C'est non seulement la contrainte de capacité mais surtout une contrainte forçante et
liante : aucune marchandise ne peut transiter via un arc qui n'est pas ouvert. La fonction
objectif (3.11) vise à trouver le meilleur compromis entre coût �xe de design du réseau et
coût variable linéaire de transport.
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3.3.5 Conception de réseau de service

La spéci�cité supplémentaire dans la conception de réseau de service service network
design est que des ressources (véhicules) doivent être a�ectées lors de la conception du
réseau. Pour qu'un arc soit ouvert, il faut opérer cet arc avec un véhicule. Ceci implique de
nouvelles contraintes. En particulier, dans la conception de réseau de service le choix des
arcs opérés doit permettre de dé�nir des routes pour les véhicules. Pour cela, on demande
un équilibre entre le nombre de véhicules qui arrivent à un n÷ud et le nombre qui repartent
de ce n÷ud, c'est la contrainte dite de design balance.

La �gure 3.12 reprend le même réseau orienté que pour la conception de réseau, mais
cette fois ci on a représenté un design de réseau de service. Comparé au réseau conçu
�gure 3.11, le réseau de service �gure 3.12 comporte plus d'arcs. Cette solution est plus
chère mais elle intègre déjà la gestion des véhicules, en intégrant des repositionnement qui
s'avéreraient encore plus coûteux dans une gestion a posteriori. On remarque notamment
que le réseau conçu est modi�é : l'arc (oki) choisi dans la conception de réseau ne l'est plus
dans le réseau de service.

origine ok
marchandise k

destination d k

demande w k

demande de transport

terminaux du reseau, transhipment possible

arcs selectionnes

connexions potentielles

ijv
k

ij

cout de design CF
cout de routage CV

i

j

Figure 3.12 � Conception de réseau de service.

Dé�nition. Un service est dé�ni comme étant un trajet spéci�que (d'un terminal de
départ vers un terminal d'arrivée) à des horaires spéci�ques (où avec une certaine fréquence)
avec une certaine qualité de service (classe de confort par exemple).

La conception de réseau de service vise ainsi à apporter une aide à la décision en
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répondant notamment aux questions suivantes :
� Quels sont les services (trajets et horaires/fréquences) ouverts ?
� Quels véhicules (avec quelle capacité) doivent être utilisés pour opérer ces services ?
� Comment faire transiter les demandes à travers le réseau de service en assurant le
niveau de qualité de service requis (délais, �abilité, ...) ?

� Quelles sont les meilleures stratégies de repositionnement des véhicules pour satisfaire
les futures demandes ?

Une vue globale de la conception de réseau de service ainsi qu'un état de l'art sont
donnés dans [Crainic, 2000] qui place clairement ce problème comme étant le problème
majeur de la plani�cation tactique. La conception de réseau de service est classiquement
utilisée pour résoudre des problèmes de transport de fret avec consolidation : par train
[Barnhart et al., 2000], par avion [Barnhart et al., 2002,Jaillet et al., 1996] et aussi par
camion [Farvolden et Powell, 1994]. Un des problèmes classiques de conception de réseau
de service est le transport express de colis ou lettres comme par exemple UPS [Kim, 1997],
ou Deutsche Post AG [Irnich, 2002]. Un état de l'art récent est proposé par [Wieberneit,
2008].

Nous présentons une modélisation MIP du problème de conception de réseau de service
avec capacité et coût �xe. On reprend les notations du problème de conception de réseau.
On introduit un ensemble de ressources (véhicules) V , chaque ressource v ∈ V a une ca-
pacité uv. Les variables de �ot restent xkij ≥ 0. Un indice supplémentaire, indiquant la
ressource a�ectée au service, est ajouté aux variables binaires de design. Ainsi la variable
binaire yijv indique si le service (ij) est opéré par la ressource v.

Formulation arc-arc du problème de conception de réseau de service.

Minimiser :
∑
ij∈A

CFijvyijv +
∑
k∈K

∑
ij∈A

CV k
ijx

k
ij , (3.16)

sous contraintes

�ot de marchandises :∑
j∈N

xkij −
∑
j∈N

xkji =


wk si i = ok,
−wk si i = dk, ∀i ∈ N, ∀k ∈ K,

0 sinon,
(3.17)

contraintes liantes :∑
k∈K

xkij ≤
∑
v∈V

uvyijv, ∀(ij) ∈ A, (3.18)

contraintes de design balance :∑
v∈V

∑
j∈N

yijv −
∑
v∈V

∑
j∈N

yjiv = 0, ∀i ∈ N, (3.19)

espace des variables :

xkij ≥ 0, ∀(ij) ∈ A, ∀k ∈ K, (3.20)

yijv ∈ {0, 1}, ∀(ij) ∈ A, ∀v ∈ V. (3.21)
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La fonction objectif (3.16) et les contraintes (3.17) et (3.18) sont inchangées par rapport
au modèle de conception de réseau. La nouvelle contrainte (3.19) est la contrainte de design
balance, contrainte qui di�érencie la conception de réseau de service de la conception
de réseau. Cette contrainte oblige un nombre égal de véhicules qui entrent et sortent de
chaque terminal dans le réseau. Ces contraintes ont été utilisées dans les modèles pour une
conception d'un réseau de service pour un transport express de fret par voie aérienne dans
[Barnhart et Schneur, 1996] et [Barnhart et al., 2002], par la route [Farvolden et Powell,
1994] et pour une application de service de transport de passagers par ferry dans [Lai et
Lo, 2004,Wang et Lo, 2008].

3.3.6 Positionnement de notre problème de transport de fret

Notre problème de conception de réseau de service pour le transport de fret est clai-
rement un problème de conception de réseau de service. Cependant, il comporte quelques
spéci�cités supplémentaires. La première spéci�cité concerne la gestion des véhicules. Pour
permettre une plani�cation régulière, le plan de transport calculé sur une période doit
pouvoir être répété de période en période. Pour ce faire, il faut qu'au début de chaque pé-
riode les véhicules soient répartis de façon analogue. C'est-à-dire qu'on retrouve le même
nombre de véhicules du même type dans chaque terminal au début et à la �n de la période
de plani�cation, i.e. le début de la période suivante. Ce n'est pas nécessairement le même
véhicule qui doit être au même endroit, les véhicules pouvant alterner d'une période à la
suivante. Dans le cadre de notre application, le temps avant lequel un véhicule retrouve
sa route initiale est borné par un nombre N de périodes. En pratique les véhicules cyclent
rarement sur plus de 3 à 4 périodes. [Chou et al., 2003] donnent un exemple de rotation
des véhicules pour le transport maritime, et [Yan et al., 2005] pour le transport aérien.
Cela se produit rarement pour le transport routier. En particulier, le problème comporte
explicitement une dimension temporelle. Cette gestion supplémentaire des véhicules dé�nit
le problème de conception de réseau avec gestion de ressources service network design with
asset management [Andersen et al., 2009b,Pedersen et al., 2007,Andersen et al., 2009a].
Notre problème s'inscrit dans ce cadre.

La seconde contrainte spéci�que sur les véhicules est que ceux-ci doivent être utilisés
de façon équitable : à la �n d'une saison aucun véhicule ne doit être ni sous- ni sur-
exploité. La longueur du chemin opéré par le véhicule v pendant une période est bornée
inférieurement par QuotaMinv et supérieurement par QuotaMaxv. Dans la littérature sur
les problèmes de tournées de véhicules, cette contrainte est appelée la contrainte de temps
ou de distance [Laporte, 1992].

La structure de coût est classique, un coût variable linéaire avec le �ux de produits
et un coût �xe d'ouverture de service. La spéci�cité réside dans le fait que l'on cherche
à maximiser un pro�t, et non à seulement minimiser le coût. Une recette est engrangée
par le transporteur pour chaque unité de fret transportée jusqu'à sa destination. Ainsi, le
transporteur doit faire un arbitrage entre coûts de transport et recettes pour maximiser
son pro�t, il doit donc satisfaire les demandes les plus "rentables" pour lui, et rejeter
partiellement ou totalement certaines demandes. Il y a donc là une décision supplémentaire
à prendre. Cette caractéristique, de satisfaire ou non une demande, est connue comme
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price collecting ou orienteering tour problem, elle a été intégrée par [Feillet et al., 2005]
et [Archetti et al., 2008] dans di�érents problèmes de tournées de véhicules.
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Le but de ce chapitre est de présenter et de comparer quatre formulations en pro-
gramme linéaire en nombre entiers mixte (MIP) du problème de conception de réseau de
service avec gestion de �otte. Cette étude comparative est similaire à celle de [Andersen
et al., 2009b]. Nous nous focalisons sur quatre formulations, qui combinent les di�érentes
représentations des variables de conception du réseau et des variables de �ot. Les variables
de décision concernant la conception du réseau portent soit sur les arcs de ce réseau soit
sur des chemins potentiels pour les véhicules. Dans [Andersen et al., 2009b] ces chemins
sont des cycles sur une période, pour nous ce sont des chemins de longueur une période,
morceaux d'un cycle sur plusieurs périodes. Les variables de �ot sont soit des variables
arcs, soit des variables chemins. Nous comparons expérimentalement ces modèles, ce qui
nous permet de valider mais aussi de nuancer les résultats de [Andersen et al., 2009b]
quant à la qualité de la formulation à base de morceaux de cycles. De plus, nous proposons
une preuve mathématique qui valide le fait que la relaxation linéaire des formulations fon-
dées sur les cycles donnent une meilleure borne que la relaxation linéaire des formulations
correspondantes fondées sur des variables arcs.
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Ce chapitre constitue une de nos contributions majeures sur les problèmes de conception
de réseau de service avec gestion de �otte. Les résultats concernant la comparaison des
modèles arc-arc et cycle-arc sont intégralement publiés [Schrenk et al., 2010] dans le
chapitre d'un n° spécial d'articles invités en l'honneur de Catherine Roucairol.

4.1 Quatre formulations du problème

Dans cette section on présente quatre formulations di�érentes de notre problème de
transport. Ce sont les formulations de conception de réseau de service avec gestion de
�otte proposées par [Andersen et al., 2009b] et adaptées à notre problème. Pour ces
formulations, les variables de conception du réseau (�ot de véhicules) sont représentées
soit sur les arcs du réseau espace-temps, soit sur des chemins (ou plus exactement sur des
morceaux de cycle) de ce réseau. Les variables de �ot de marchandises sont dé�nies soit
sur les arcs du réseau, ce qui permet notamment d'intégrer facilement le transbordement,
soit sur des chemins de ce réseau. Les quatre formulations ainsi obtenues sont arc-arc,
cycle-arc, arc-chemin, cycle-chemin.

Les successeurs et prédécesseurs d'un n÷ud dépendent du type de véhicule considéré.
Dans le réseau espace-temps G = (N,A) correspondant au véhicule v, étant donné un
n÷ud i ∈ V , on note δ+

v (i) = {j ∈ N : (ij) ∈ A} et δ−v (i) = {j ∈ N : (ji) ∈ A}
respectivement, l'ensemble de ses successeurs et de ses prédécesseurs. On note également
bkijv = min{uijv, wk}, le minimum entre la capacité du véhicule v pour l'arc de service (ij)
et la quantité totale de la demande k.

4.1.1 Formulation arc-arc

La variable binaire yijv indique si l'arc de service (ij) est opéré par le véhicule v. Ces
variables dé�nissent le réseau de service, elles font le choix des routes pour les véhicules. La
variable binaire δv indique si oui ou non le véhicule v est utilisé. Le �ot de marchandises est
représenté par les variables x : xkijv correspond à la quantité de marchandise de la demande
k chargée à bord du véhicule v entre les n÷uds i et j du réseau espace-temps. La variable
zk représente la quantité totale de marchandise de type k transportée sur une période de
plani�cation, i.e. la quantité de demande k qui est satisfaite. La formulation arc-arc s'écrit
alors comme suit.

Maximiser : +
∑
k∈K

P k · zk −
∑
v∈V

∑
(ij)∈A

∑
k∈K

CVijv · xkijv

−
∑
v∈V

∑
(ij)∈A

CFijv · yijv, (4.1)
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sous contraintes

�ot de marchandises :∑
v∈V

∑
j∈δ+v (i)

xkijv −
∑
v∈V

∑
j∈δ−v (i)

xkjiv = 0, ∀k ∈ K,∀i ∈ N, Ni 6= oketNi 6= dk, (4.2)

∑
v∈V

∑
i∈N,Ni=ok

∑
j∈δ+v (i)

xkijv −
∑
v∈V

∑
i∈N,Ni=ok

∑
j∈δ−v (i)

xkjiv = zk, ∀k ∈ K, (4.3)

∑
v∈V

∑
i∈N,Ni=dk

∑
j∈δ+v (i)

xkijv −
∑
v∈V

∑
i∈N,Ni=dk

∑
j∈δ−v (i)

xkjiv = −zk, ∀k ∈ K, (4.4)

�ot de véhicules :∑
j∈δ+v (i)

yijv −
∑

j∈δ−v (i)

yjiv = 0, ∀i ∈ N, Ti 6= 1, ∀v ∈ V, (4.5)

∑
v∈Vtype

∑
j∈δ+v (i)

yijv −
∑

v∈Vtype

∑
j∈δ−v (i)

yjiv = 0, ∀i ∈ N, Ti = 1, ∀type, (4.6)

∑
(i,j)∈A :Ti≤t<Tj

yijv − δv ≤ 0, ∀t ∈ T, ∀v ∈ V, (4.7)

contraintes liantes de capacité :∑
k∈K

xkijv − uijvyijv ≤ 0, ∀(ij) ∈ A, ∀v ∈ V, (4.8)

xkijv − bkijvyijv ≤ 0, ∀(ij) ∈ A, ∀v ∈ V, ∀k ∈ K, (4.9)

contraintes spéci�ques :

QuotaMinv · δv ≤
∑

(ij)∈A;Ni 6=Nj

yijvtijv ≤ QuotaMaxv · δv, ∀v ∈ V, (4.10)

variables :

xkijv ≥ 0, ∀(ij) ∈ A, ∀v ∈ V, ∀k ∈ K, (4.11)

zk ∈
[
0..wk

]
, ∀k ∈ K, (4.12)

yijv ∈ {0, 1}, ∀(ij) ∈ A, ∀v ∈ V, (4.13)

δv ∈ {0, 1}, ∀v ∈ V. (4.14)

La fonction objectif (4.1) maximise le pro�t i.e. le revenu engendré par le transport
auquel on soustrait les coûts de transport variables (�ots) et �xes (coûts d'ouverture d'un
service).

Les contraintes (4.2)-(4.4) sont les contraintes de �ot sur les marchandises. Elles per-
mettent le transbordement : une marchandise peut changer de véhicule. Cependant, elles
n'autorisent pas de stockage temporaire d'une marchandise dans un terminal en dehors
d'un véhicule.

Les contraintes (4.5) et (4.6) sont des contraintes de design balance. Toutes deux visent
à équilibrer les départs et arrivées dans les terminaux. La première permet de dé�nir les
routes des véhicules à l'intérieur de la période de plani�cation. Elle force l'équilibre entre
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les arrivées et les départs des véhicules. Alors que la deuxième se focalise sur les routes des
véhicules aux extrémités de la période. Ensemble elles permettent de générer implicitement
des cycles pour les véhicules sur une ou plusieurs périodes. La contrainte (4.7) garantit
qu'un véhicule utilisé opère au plus un service à la fois.

La contrainte (4.8) est la contrainte forçante : du �ot ne peut circuler sur une liaison
que si un véhicule l'opère. Cette contrainte, qui lie les deux �ots, assure également le
respect des capacités des véhicules sur les arcs opérés. La contrainte (4.9) est redondante.
On l'introduit néanmoins pour obtenir une formulation dont la relaxation linéaire est plus
forte. En e�et, cette contrainte permet d'améliorer nettement la qualité de la relaxation
linéaire comme le montrent [Crainic et al., 2001] ainsi que nos résultats expérimentaux en
section 4.2. Finalement, la contrainte (4.10) assure que les quotas d'utilisations (temps de
trajet minimal et maximal) soient respectés pour les véhicules utilisés. Les contraintes de
type des variables sont données de (4.11) à (4.13). En particulier, la variable binaire (4.14)
permet de décider si un véhicule est utilisé ou non.

4.1.2 Formulation cycle-arc

Dans cette deuxième formulation, on dé�nit les variables de conception non plus sur
les arcs du réseau, mais sur des chemins potentiels pour les véhicules. Ces chemins sont des
morceaux de cycles. On introduit les variables binaires gpv où gpv vaut 1 si le morceau de
cycle p est opéré par le véhicule v, 0 sinon. Les morceaux de cycles potentiels dépendent
du type de véhicule, pour plus de lisibilité, on note Pv l'ensemble des morceaux de cycles
possibles pour le véhicule v. Dans la �gure 4.1, on a représenté trois chemins potentiels
pour un véhicule. Il y en a beaucoup d'autres. On note rpij le paramètre qui est égal à 1 si
l'arc (ij) est dans le cycle p, 0 sinon.
Pour plus de lisibilité, on étend la fonction coût �xe aux chemins : CF pv est le coût �xe
d'ouverture du chemin p par le véhicule v, c'est la somme des coûts �xes des arcs composant
ce chemins.
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Figure 4.1 � Morceaux de cycles possibles pour un véhicule dans le réseau espace-temps
correspondant.
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La formulation cycle-arc du problème s'écrit alors comme suit.

Maximiser : +
∑
k∈K

P k · zk −
∑
v∈V

∑
(ij)∈A

∑
k∈K

CVijv · xkijv

−
∑
v∈V

∑
p∈Pv

CF pv · gpv , (4.15)

sous contraintes

�ot de marchandises, identique à (4.2), (4.3) et (4.4) :∑
v∈V

∑
j∈δ+v (i)

xkijv −
∑
v∈V

∑
j∈δ−v (i)

xkjiv = 0, ∀k ∈ K,∀i ∈ N, Ni 6= oketNi 6= dk, (4.16)

∑
v∈V

∑
i∈N,Ni=ok

∑
j∈δ+v (i)

xkijv −
∑
v∈V

∑
i∈N,Ni=ok

∑
j∈δ−v (i)

xkjiv = zk, ∀k ∈ K, (4.17)

∑
v∈V

∑
i∈N,Ni=dk

∑
j∈δ+v (i)

xkijv −
∑
v∈V

∑
i∈N,Ni=dk

∑
j∈δ−v (i)

xkjiv = −zk, ∀k ∈ K, (4.18)

�ot de véhicules :∑
p∈Pv

gpv ≤ 1, ∀v ∈ V, (4.19)

∑
v∈Vtype

∑
p∈Pv

∑
j∈δ+v (i)

gpvr
p
ij −

∑
v∈Vtype

∑
p∈Pv

∑
j∈δ−v (i′)

gpvr
p
i′j = 0, ∀i ∈ N, Ti = 1,

i′ = (Ni, T ), ∀type, (4.20)

contraintes liantes de capacité :∑
k∈K

xkijv −
∑
p∈Pv

uijvr
p
ijg

p
v ≤ 0, ∀(ij) ∈ A, v ∈ V, (4.21)

xkijv −
∑
p∈Pv

bkijvr
p
ijg

p
v ≤ 0, ∀(ij) ∈ A, ∀k ∈ K, ∀v ∈ V, (4.22)

contraintes spéci�ques :

QuotaMinv ≤
∑
p∈Pv

∑
(ij)∈A;Ni 6=Nj

gpvr
p
ijtijv ≤ QuotaMaxv, ∀v ∈ V, (4.23)

variables :

xkijv ≥ 0, ∀(ij) ∈ A, ∀v ∈ V, ∀k ∈ K, (4.24)

zk ∈
[
0..wk

]
, ∀k ∈ K, (4.25)

gpv ∈ {0, 1}, ∀v ∈ V,∀p ∈ Pv. (4.26)

Dans (4.15) on retrouve donc l'écriture de la fonction objectif qui maximise le pro�t.
Les contraintes décrivant le �ot de marchandises (4.16)-(4.18) sont inchangées par rapport
à la formulation arc-arc (4.2)-(4.4). Le �ot de véhicules est dé�ni de façon implicite via
les variables chemin g et la contrainte (4.19) assure qu'un véhicule n'opère pas plus d'un
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Chapitre 4. Etude comparée de di�érentes formulations

chemin sur une période. La rotation des véhicules correspond à la contrainte (4.20).
Comme pour la formulation arc-arc, on retrouve les contraintes liantes et les contraintes
de capacité faibles (4.21) et fortes (4.22). Finalement, on retrouve la contrainte de quotas
d'utilisation (4.23). En pratique, cette contrainte ne concernant que les cycles, elle est
directement incluse dans la génération des morceaux de cycle pour les véhicules. Ceci
permet de réduire le nombre de contraintes, mais surtout cela limite le nombre de chemins
potentiels à envisager et réduit d'autant le nombre de variables binaires.

4.1.3 Formulation arc-chemin

Les écritures ci-dessus sont des écritures "arcs" pour le �ot de marchandises, on peut les
transformer en écritures "chemins". On note alors hklv le �ot de marchandise k empruntant
le chemin l opéré par le véhicule v. Lkv est l'ensemble des chemins pour le produit k avec
le véhicule v.

Dans cette formulation le transbordement n'est pas pris en compte. Un chemin est
opéré par un seul véhicule, il est nécessaire de mettre v en indice des chemins pour pouvoir
gérer les véhicules et calculer la fonction objectif. Les formulations avec variables chemins
ne sont donc pas équivalentes à leurs homologues avec variables arcs, puisque le transbor-
dement n'est pas permis. Nous avons quand même fait le choix de présenter ces modèles et
d'analyser leur qualité, ils peuvent notamment permettre de gérer des fenêtres de temps,
contraintes souvent au c÷ur des problèmes pratiques.

Les variables de �ot sont indicées par des chemins. Il faut aussi un indice correspondant
au véhicule. On note hklv la quantité de la marchandise k qui emprunte le chemin l avec
le véhicule v. On note Lkv , l'ensemble des chemins qui permettent de transporter la mar-
chandise de son origine (ok, t = 0) à sa destination (dk, t = T ) dans le réseau espace-temps
du véhicule v. De plus, comme précédemment, on introduit la variable zk qui représente la
fraction de la demande k satisfaite.

Dans la �gure 4.2 on donne un exemple de di�érents chemins possibles pour une mar-
chandise. Ces chemins vont de l'origine de la marchandise à sa destination et transitent
éventuellement par d'autres terminaux.

T
er

m
in

au
x

����

����

1 2 3 4

B

A

C

k

ok

d

Temps

Figure 4.2 � 4 chemins parmi les 6 possibles pour la marchandise k : A→ C.
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Le modèle arc-chemin s'écrit comme suit.

Maximiser : +
∑
k∈K

P k · zk −
∑
v∈V

∑
k∈K

∑
l∈Lk

v

CV l · hklv

−
∑
v∈V

∑
(ij)∈A

CFijv · yijv, (4.27)

sous contraintes

�ot de marchandises :∑
v∈V

∑
l∈Lk

v

hklv = zk, ∀k ∈ K, (4.28)

contraintes liantes de capacité :∑
k∈K

∑
l∈Lk

v

aklijh
kl
v − uijvyijv ≤ 0, ∀(ij) ∈ A, ∀v ∈ V, (4.29)

∑
l∈Lk

v

aklijh
kl
v − bkijvyijv ≤ 0, ∀(ij) ∈ A, ∀k ∈ K, ∀v ∈ V, (4.30)

�ot de véhicules, identique à (4.5), (4.6) et (4.7) :∑
j∈δ+v (i)

yijv −
∑

j∈δ−v (i)

yjiv = 0, ∀i ∈ N, Ti 6= 1, ∀v ∈ V, (4.31)

∑
v∈Vtype

∑
j∈δ+v (i)

yijv −
∑

v∈Vtype

∑
j∈δ−v (i)

yjiv = 0, ∀i ∈ N, Ti = 1, ∀type, (4.32)

∑
(i,j)∈A :Ti≤t<Tj

yijv − δv ≤ 0, ∀t ∈ T, ∀v ∈ V, (4.33)

contraintes spéci�ques, identique à (4.10) :

QuotaMinv · δv ≤
∑

(ij)∈A;Ni 6=Nj

yijvtijv ≤ QuotaMaxv · δv, ∀v ∈ V, (4.34)

variables :

hklv ≥ 0 ∀k ∈ K, ∀l ∈ Lkv , ∀v ∈ V, (4.35)

zk ∈
[
0..wk

]
, ∀k ∈ K, (4.36)

yijv ∈ {0, 1}, ∀(ij) ∈ A, ∀v ∈ V, (4.37)

δv ∈ {0, 1}, ∀v ∈ V. (4.38)

Dans (4.27) on retrouve l'écriture de la fonction objectif qui maximise le pro�t. La
contrainte (4.28) permet de dé�nir la quantité totale de chaque demande qui est satisfaite,
elle remplace les contraintes de �ot qui sont implicites dans la formulation chemin. Les
contraintes concernant les véhicules (4.31)-(4.34) sont identiques à (4.5)-(4.10). On retrouve
les contraintes liantes et les contraintes de capacité faibles (4.29) et fortes (4.30).
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4.1.4 Formulation cycle-chemin

Comme précédemment, la variable binaire gpv vaut 1 si le cycle p est assuré par le
véhicule v, 0 sinon. On note rpij le paramètre égal à 1 si l'arc (ij) est dans le cycle p, 0
sinon.
hklv est la quantité de marchandise k transportée à bord du véhicule v sur le chemin l. La
formulation cycle-chemin s'écrit comme suit.

Maximiser : +
∑
k∈K

P k · zk −
∑
v∈V

∑
k∈K

∑
l∈Lk

v

CV l · hklv

−
∑
v∈V

∑
p∈Pv

CF pv · gpv , (4.39)

sous contraintes

�ot de marchandises, identique à (4.28) :∑
v∈V

∑
l∈Lk

v

hklv = zk, ∀k ∈ K, (4.40)

contraintes liantes de capacité :∑
k∈K

∑
l∈Lk

v

aklijh
kl
v −

∑
p∈Pv

uijvr
p
ijg

p
v ≤ 0, ∀(ij) ∈ A, ∀v ∈ V, (4.41)

∑
l∈Lk

v

aklijh
kl
v −

∑
p∈Pv

bkijvr
p
ijg

p
v ≤ 0, ∀(ij) ∈ A, ∀k ∈ K, ∀v ∈ V, (4.42)

�ot de véhicules, identique à (4.19) et (4.20) :∑
p∈Pv

gpv ≤ 1, ∀type, (4.43)

∑
v∈Vtype

∑
p∈Pv

∑
j∈δ+v (i)

gpvr
p
ij −

∑
v∈Vtype

∑
p∈Pv

∑
j∈δ−v (i′)

gpvr
p
i′j = 0, ∀i ∈ N, Ti = 1,

i′ = (Ni, T ), ∀type, (4.44)

contraintes spéci�ques, identique à (4.23) :

QuotaMinv ≤
∑

(ij)∈A;Ni 6=Nj

gpvr
p
ijtijv ≤ QuotaMaxv, ∀v ∈ V, (4.45)

variables :

hklv ≥ 0 ∀k ∈ K, ∀l ∈ Lkv , ∀v ∈ V, (4.46)

zk ∈
[
0..wk

]
, ∀k ∈ K, (4.47)

gpv ∈ {0, 1}, ∀p ∈ Pv. (4.48)

Le modèle cycle-chemin est une combinaison des modèles cycle-arc et arc-chemin. La
fonction objectif (4.39) maximise le pro�t. La satisfaction éventuellement partielle des
demandes est donnée dans (4.40). Les contraintes (4.41) et (4.42) sont les contraintes de
capacité faibles et fortes. La taille de la �otte est respectée grâce à (4.43). La contrainte
(4.44) assure le cyclage des véhicules.
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4.2 Comparaison théorique des formulations

4.2.1 Taille des formulations

Le premier aspect pour comparer les formulations est leur taille détaillée dans le ta-
bleau 4.1. Cela permet au moins d'identi�er les tailles d'instances limites pour que les
modèles puissent être chargés en mémoire. En dehors des contraintes de capacité fortes, le
nombre de contraintes est assez faible. Quant aux variables binaires, elles sont en nombre
exponentiel dans les formulations à base de cycles.

arc-arc cycle-arc arc-chemin cycle-chemin
nb variables �ot marchandises |A||V ||K| |A||V ||K| |K||V ||Lkv | |K||V ||Lkv |

nb variables satisfaction demande |K| |K| |K| |K|
nb variables binaires �ot véhicules |A||V | |type||Ptype| |A||V | |type||Ptype|

nb contraintes taille �otte |V ||T | |V | |V ||T | |V |
nb contraintes �ot véhicule |N | - |N | -

nb contraintes rotation véhicules n = |N ′| n = |N ′| n = |N ′| n = |N ′|
nb contraintes quotas |V | - |V | -

nb contraintes �ot marchandises |N ||K| |N ||K| |K| |K|
nb contraintes capacité faibles |A||V | |A||V | |A||V | |A||V |
nb contraintes capacité fortes |A||V ||K| |A||V ||K| |A||V ||K| |A||V ||K|

Table 4.1 � Comparaison de la taille des modèles arc-arc, cycle-arc, arc-chemin et
cycle-chemin.

Exemple du problème n5k15v3t5 :

Les instances de type n5k15v3t5 comportent n = 5 terminaux, |K| = 15 demandes, |V | = 3
véhicules du même type, sur une période T discrétisée en |T | = 5 intervalles de temps. Le
réseau espace-temps contient donc |N | = n ∗ |T | = 5 ∗ 5 = 25 n÷uds. Si l'on suppose qu'un
véhicule peut se rendre d'un terminal à n'importe quel autre en un intervalle de temps,
alors le nombre d'arcs dans le réseau espace-temps est |A| = n∗n∗(|T |−1) = 5∗5∗4 = 80.
Le nombre maximal de cycles pour les véhicules, en ignorant les contraintes spéci�ques de
quota et les temps de réengagement, est n|T | = 3 125. Les résultats expérimentaux montrent
qu'en moyenne, en intégrant ces contraintes, le nombre de morceaux de cycles à considérer
pour ces instances n'est plus que |Ptype| ≈ 500.

Le nombre maximal de chemin pour une marchandise k à bord du véhicule v est de
l'ordre de n|T |−2 = 125.

Dans le tableau 4.2, un ordre de grandeur des modèles pour ce type d'instance est donné.
Ce tableau permet de mettre en évidence le grand nombre de contraintes de capacité fortes
ainsi que le plus grand nombre de variables binaires pour le modèle à base de cycles.
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arc-arc cycle-arc arc-chemin cycle-chemin
nb variables continues 3 215 3 215 5 640 5 640

nb variables binaires (design) 160 500 160 500
nb contraintes 482 467 303 263

nb contraintes capacité fortes 2 400 2 400 2 400 2 400

Table 4.2 � Comparaison de la taille des formulations arc-arc, cycle-arc, arc-chemin et
cycle-chemin pour une instance de type n5k15v3t4.

4.2.2 Comparaison théorique des formulations

Théorème 4.2.1. Les modèles avec variables de design à base de cycles ont des relaxa-
tions linéaires plus fortes que leurs équivalents avec variables de design à base d'arc. Plus
précisément :

� La relaxation linéaire du modèle cycle-arc o�re une meilleure borne supérieure (pro-
blème de maximisation) que la relaxation linéaire du modèle arc-arc.

� La relaxation linéaire du modèle cycle-chemin o�re une meilleure borne supérieure
(problème de maximisation) que la relaxation linéaire du modèle arc-chemin.

Preuve : Nous démontrons le premier point du théorème. La preuve du second point
est identique.
- On note PaaLP (respectivement PcaLP ) le polyèdre dé�ni par les contraintes du modèle
arc-arc (respectivement cycle-arc), avec les variables relaxées linéairement.
Il faut montrer que l'on peut transformer toute solution (x, z, g) ∈ PcaLP en une solution
(x, z, y, δ) ∈ PaaLP et que les fonctions objectifs correspondantes véri�ent l'inégalité ob-
jectif caLP ≤ objectif aaLP. Pour cela, on construit une application a�ne T , telle que
T (PcaLP ) ⊆ PaaLP .

Soit (x, z, g) ∈ PcaLP , on dé�nit T par T (x, z, g) = (x, z, y, δ) où x et z sont inchangées
et

yijv =
∑
p∈Pv

gpvr
p
ij

δv =
∑
p∈Pv

gpv

Dans la suite nous montrons que T , qui est une application a�ne par dé�nition, est à
images dans PaaLP . Pour cela, il faut démontrer que l'élément (x, z, y, δ) image par T de
(x, z, g) véri�e toutes les contraintes de la relaxation linéaire du modèle arc-arc. Au cours
de la démonstration, on utilise bien entendu le fait que (x, z, g) véri�e toutes les contraintes
de la relaxation linéaire du modèle cycle-arc.

� Espace des variables.
Comme 0 ≤

∑
p∈Pv

gpv ≤ 1, on a bien 0 ≤ yijv ≤ 1 et 0 ≤ δv ≤ 1.
� Contraintes �ot de marchandises.
Ces contraintes sont automatiquement véri�ées puisque dans les deux solutions les
variables concernant les marchandises, x et z, sont identiques.
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� Contraintes cycles de véhicules.

∑
j∈δ+v (i)

yijv −
∑

j∈δ−v (i)

yjiv =
∑

j∈δ+v (i)

∑
p∈Pv

gpvr
p
ij −

∑
j∈δ−v (i)

∑
p∈Pv

gpvr
p
ij

=
∑
p∈Pv

gpv (
∑

j∈δ+v (i)

rpij −
∑

j∈δv−(i)

rpij)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

∑
(i,j)∈A :Ti≤t<Tj

yijv =
∑

(i,j)∈A :Ti≤t<Tj

∑
p∈Pv

gpvr
p
ij

=
∑
p∈Pv

gpv
∑

(i,j)∈A :Ti≤t<Tj

rpij︸ ︷︷ ︸
≤1

≤
∑
p∈Pv

gpv = δv.

� Contraintes de capacité faibles et fortes.

∑
k∈K

xkijv − uijvyijv =
∑
k∈K

xkijv − uijv
∑
p∈Pv

gpvr
p
ij

=
∑
k∈K

xkijv −
∑
p∈Pv

uijvg
p
vr
p
ij

≤ 0.

On démontre de même que si (x, z, g) véri�e les contraintes de capacité fortes alors
son image les véri�e également.

� Contraintes de quotas pour un véhicule utilisé.

∑
(ij)∈A;Ni 6=Nj

yijvtijv =
∑

(ij)∈A;Ni 6=Nj

∑
p∈Pv

gpvr
p
ijtijv

=
∑
p∈Pv

∑
(ij)∈A;Ni 6=Nj

tijvr
p
ijg

p
v

∈ [QuotaMinv;QuotaMaxv].

Il ne reste plus qu'à comparer la valeur des fonctions objectifs. Les coûts et pro�ts
relatifs aux marchandises sont identiques puisque dans les deux solutions les variables
concernant les marchandises x et z sont identiques. On va donc comparer les coûts �xes
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d'ouverture de services.∑
v∈V

∑
(ij)∈A

CFijvyijv =
∑
v∈V

∑
(ij)∈A

CFijv
∑
p∈Pv

gpvr
p
ij

=
∑
v∈V

∑
p∈Pv

(
∑

(ij)∈A

CFijvr
p
ij)︸ ︷︷ ︸

=CF p
v

gpv

=
∑
v∈V

∑
p∈Pv

CF pv g
p
v .

Les deux fonctions objectifs ont la même valeur.
On a démontré que T dé�nit bien une application a�ne T : PcaLP −→ PaaLP , qui conserve
la valeur objectif des solutions. D'une façon imagée, si les espaces de dé�nition étaient les
mêmes, le polyèdre PcaLP serait inclus dans le polyèdre PaaLP .

Les modèles exacts arc-arc et cycle-arc d'une part, arc-chemin et cycle-chemin d'autre
part, ayant la même valeur à l'optimum, ce théorème prouve uniquement que le gap entre
une solution de la relaxation linéaire et une solution exacte est plus faible pour les mo-
dèles à base de cycle par rapport à leur équivalent à base d'arcs. Cependant, ce théorème
ne donne aucune mesure de cette "domination". Les résultats expérimentaux con�rment
le fait que les formulations à base de morceaux de cycle sont meilleures, de plus ils per-
mettent de mesurer les gaps respectifs des di�érents modèles. Par ailleurs, pour mettre en
valeur l'intérêt d'introduire les contraintes de capacité fortes dans nos formulations, nous
détaillons les résultats expérimentaux obtenus pour la version faible et la version forte de
chacun des quatres modèles.

4.3 Comparaison expérimentale des modèles

Le but de notre étude expérimentale est de comparer la qualité des quatre formulations,
à la fois en terme de qualité des relaxations linéaires et en temps de résolution. Nous
donnons les résultats pour les versions faibles et fortes des formulations.

4.3.1 Instances

Nous avons développé un générateur d'instances en commun avec Nicolas Teypaz. Nous
avons généré di�érents jeux d'instances sur 5 terminaux, avec une �otte �xe et homogène
composée de 2, 3 ou 4 véhicules et une période de temps divisée en 4 intervalles. Les
matrices de coûts �xes et variables sont données. Les matrices de demandes sont de quatre
physionomies distinctes.

1. 10 demandes origine-destination aléatoirement réparties dans la matrice des de-
mandes.

2. 10 demandes origine-destination regroupées autour d'un pôle d'attractivité (hub).

3. 15 demandes origine-destination aléatoirement réparties dans la matrice des de-
mandes.
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4. 20 demandes origine-destination qui remplissent entièrement la matrice des demandes.

La taille des demandes suit quatre répartitions possibles : demandes grandes, moyennes,
petites et minuscules. Pour les demandes minuscules, toutes les demandes sont de taille
inférieure à la capacité des véhicules alors que pour les petites demandes, quelques de-
mandes peuvent dépasser cette capacité. Pour les moyennes (resp. grandes) demandes la
majorité des demandes est de taille proche (resp. largement supérieure) de la capacité des
véhicules. Si l'on considère une �otte homogène avec des véhicules de capacité 100, la taille
des demandes suit les repartitions données dans le tableau 4.3.

wk 1-30 30-90 90-150 150-250 250-800

Demandes Minuscules 50% 50% 0% 0% 0%
Demandes faibles 40% 40% 10% 5% 5%

Demandes moyennes 5% 20% 50% 20% 5%
Demandes fortes 5% 5% 10% 40% 40%

Table 4.3 � Répartition des demandes.

On obtient ainsi 48 pro�ls d'instances (4 physionomies de demandes, 4 types de de-
mandes, et 3 �ottes de véhicules). Pour chacun de ces pro�ls, nous avons généré 3 instances.

4.3.2 Résultats sur nos instances

Les résultats présentés sont des moyennes des résultats obtenus sur 3 instances par
pro�l.
Les modèles ont été implémentés en Visual C++ et résolus avec ILOG Cplex 10.2 sur un
ordinateur de bureau doté d'un processeur Intel Pentium 4 à 2.6GHz avec 1.5Go de RAM.
Pour les modèles fondés sur des variables cycles pour les véhicules, tous les morceaux de
cycles sont générés par un algorithme de parcours en profondeur, puis seuls les morceaux
admissibles (respectant les quotas et le temps de réengagement) sont conservés et utilisés
dans la construction du modèle. Cette génération est très rapide sur ces petites instances.
De même, tous les chemins possible origine-destination pour le transport des marchandises
sont générés par un algorithme de parcours en profondeur.

Le tableau 4.4 donne le temps de résolution moyen des versions faibles et fortes des
quatre modèles. C'est le temps de résolution requis par Cplex pour obtenir une solution
optimale entière. Le temps de calcul est limité à 1h (3 600 secondes). Le tableau 4.5 donne
les valeurs du gap entre la relaxation linéaire et la solution exacte, ce gap est dé�ni par la
formule suivante :

gap =
(valeur RL− valeur exacte)

valeur exacte
.

Ces gaps permettent de mesurer la qualité des relaxations linéaires des quatre modèles,
et d'évaluer l'impact des contraintes de capacité fortes. Pour plus de lisibilité nous ne dé-
taillons pas les résultats obtenus sur les 48 pro�ls d'instances, mais présentons les moyennes
des résultats obtenus en faisant des moyennes sur di�érentes caractéristiques : taille des
demandes, nombre de véhicules et nombre de demandes.
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arc-arc arc-arc cycle-arc cycle-arc arc-che arc-che cycle-che cycle-che
Pb faible fort faible fort faible fort faible fort

temps temps temps temps temps temps temps temps
Moyenne 315 311 269 155 464 539 335 229
Gd 59 52 11 13 79 76 13 16
Mo 320 273 131 138 392 574 132 161
Pt 546 580 622 390 773 801 678 609
Min 336 337 309 78 611 706 516 128
v2 7 6 10 12 9 12 13 17
v3 96 110 152 111 203 288 216 126
v4 843 816 643 341 1180 1317 775 542
k10 273 268 213 110 354 419 64 31
k15 283 292 171 155 382 466 181 136
k20 524 556 477 256 766 850 570 457

Table 4.4 � Temps de résolution (en secondes).

D'une manière générale les résultats reportés dans ces tableaux mettent en avant la
qualité des formulations à base de morceaux de cycles qui garantissent à la fois un meilleur
gap (gain d'environ 4% par rapport aux modèles sur les arcs), et un temps de calcul plus
court. Ceci valide donc expérimentalement la dominance des modèles à base de cycle sur
les modèles à base d'arcs donnée dans le théorème 4.2.1 On voit également que le "gap"
entre ces deux types de formulations est important.

Les résultats con�rment également la mauvaise qualité de la borne obtenue par la
relaxation linéaire du modèle arc-arc sans les contraintes de capacité forte, avec un gap
de plus de 10% en moyenne. Ceci contribue à un temps de résolution plus long pour
obtenir une solution entière à cause d'un grand nombre de n÷uds à explorer dans l'arbre
de Branch&Bound.

Les contraintes de capacité fortes améliorent elles aussi de près de 4% les relaxations
linéaires pour les quatre modèles. Elles permettent d'accélérer nettement le temps de réso-
lution pour le modèle cycle-arc (temps divisé par 2). Le gain pour le modèle cycle-chemin
est encore conséquent (temps divisé par 3). Par contre elles n'améliorent pas le temps de ré-
solution pour le modèle arc-arc : le nombre de n÷uds explorés est plus petit, mais le temps
passé à chaque n÷ud est plus important à cause du plus grand nombre de contraintes. Le
gain lié aux contraintes de capacité fortes est d'autant plus important que les demandes
sont de plus petite taille. Pire, le temps de résolution est augmenté pour le modèle arc-
chemin.
Ces contraintes ont un net intérêt sur ces petites instances, cependant, leur nombre aug-
mentant très rapidement avec la taille des instances, elles alourdissent trop les modèles
sur de plus grandes instances et saturent vite la mémoire ralentissant l'exploration des
n÷uds de l'arbre de branchement. Une alternative est alors d'ajouter dynamiquement les
contraintes de capacité fortes violées, à condition qu'il soit facile de les identi�er.

Notons que le temps de résolution augmente considérablement lorsque le nombre de
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arc-arc arc-arc cycle-arc cycle-arc arc-che arc-che cycle-che cycle-che
Pb faible fort faible fort faible fort faible fort

gap gap gap gap gap gap gap gap
Moyenne 10,1 6,3 6,2 2,8 10,4 6,5 7,0 3,0
Gd 7,5 6,6 3,5 2,7 7,5 6,7 3,5 2,7
Mo 11,3 9,0 6,4 4,4 11,6 9,2 6,4 4,4
Pt 11,2 6,0 10,0 2,8 11,5 6,3 10,0 2,8
Min 10,5 3,3 8,3 2,3 11,0 3,8 8,3 2,3
v2 11,5 6,4 8,0 3,3 11,7 6,6 8,1 3,5
v3 10,2 6,6 6,2 3,1 10,4 6,8 6,3 3,3
v4 8,7 5,8 4,4 2,1 9,1 6,1 6,7 2,3
k10 8,8 5,4 5,6 2,6 9,2 5,5 7,0 2,7
k15 12,8 8,8 6,6 3,4 13 8,9 6,6 3,5
k20 9,6 5,3 7,0 2,7 10,2 5,9 7,5 3,2

Table 4.5 � Gap (en %) des di�érentes formulations.

véhicules augmente. Ceci est dû, d'une part à l'augmentation du nombre de variables
binaires, et d'autre part à l'augmentation du nombre de symétries dans le problème. Ce
temps augmente également, lorsque le nombre de demandes augmente. La formulation
cycle-arc a plus de variables binaires, mais sa résolution est presque toujours plus rapide
du fait du meilleur gap. Cette tendance s'inverse notamment pour les instances avec des
demandes grandes et moyennes pour lesquelles le modèle cycle-arc n'apporte pas une grande
amélioration du gap.

Parmi les instances testées, il apparaît dans le tableau 4.4 que ce sont les instances avec
des petites demandes qui nécessitent le plus de temps de calcul. Cela est lié à la di�culté
des problèmes qui contiennent un mélange d'objets de petite et de grande taille, comme
pour les problèmes de packing ou de cutting, voir [Cung et al., 2000].

Nos tests nous ont également permis d'obtenir les résultats suivants. Le temps de réso-
lution de la relaxation linéaire, de quelques secondes pour le modèle faible, est nettement
augmenté pour le modèle fort (multiplié en moyenne par 6) du fait du très grand nombre
de contraintes de capacité fortes. Ceci n'a pas d'impact sur ces petites instances, mais peut
devenir gênant pour des instances de plus grande taille. De plus, la taille en mémoire des
modèles augmente considérablement en ajoutant les contraintes fortes, ce qui limite d'au-
tant plus la taille des instances pour lesquelles on peut obtenir la valeur de la relaxation
linéaire.

La comparaison de la moyenne des résultats sur 6 pro�ls avec hub et 6 pro�ls sans hub,
indique un gain en terme de temps de résolution (10% plus rapide) pour des demandes
structurées autour de hub, aussi bien pour la relaxation linéaire que pour la résolution
exacte.
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Ce chapitre a pour objectif d'établir une première base algorithmique pour la résolution
e�cace du problème de transport de fret avec �otte �xée sur de grandes instances. Vrai-
semblablement, les techniques à favoriser pour résoudre de grandes instances sont à base
de génération de colonnes. Nous allons donc esquisser un algorithme simple de génération
de colonnes, et proposer une étude comparative entre di�érentes stratégies. Nous verrons
sur quels paramètres on peut jouer pour garder un bon compromis entre temps de calcul,
qualité de la solution et taille d'instance.

Dans la section 5.1, nous rappelons brièvement ce qu'est la génération de colonnes et
son fonctionnement. Dans la section 5.2, nous explicitons la génération de colonnes adaptée
à notre problème (écriture des problèmes maître et esclave). Finalement, dans la section 5.3
nous présentons les premiers résultats numériques.
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5.1 La génération de colonnes

La génération de colonnes est une technique sophistiquée de résolution exacte de pro-
blèmes linéaires de grande taille [Lubbecke et Desrosiers, 2005], comportant un nombre
exponentiel de variables. Ces formulations sont en général obtenues via des décomposi-
tions de Dantzig et Wolfe [Dantzig et Wolfe, 1960]. Traditionnellement, on rappelle que la
première publication sur la génération de colonnes [Gilmore et Gomory, 1963] est sur le
problème de cutting stock.

L'idée centrale est que les programmes linéaires de grande taille ont trop de variables
(ou colonnes) pour qu'on puisse les représenter toutes de manière explicite. A l'optimum,
la plupart des variables sont hors base et, très souvent, la plupart d'entre elles sont nulles
(les autres à leur borne sup), c'est-à-dire que seul un (petit) sous-ensemble de variables
doit être pris en compte pour résoudre le problème. Reste donc à déterminer ces bonnes
colonnes.

La génération de colonnes permet ainsi de résoudre des programmes linéaires (PL)
(section 5.1.1). On peut également l'adapter et l'insérer dans un algorithme de branchement
pour résoudre des programmes linéaires en nombres entiers (PLNE) (section 5.1.2).

5.1.1 Principe pour résoudre un PL

On souhaite résoudre un programme linéaire qui comporte un grand nombre de va-
riables/colonnes : c'est le problème dit problème maître (MP). En général, on considère
une formulation avec des variables complexes : pattern, chemins, ... selon les problèmes
traités, obtenue à partir d'une décomposition de Dantzig-Wolfe. On suppose que ce pro-
blème consiste à maximiser une certaine fonction objectif.
On commence par choisir un sous-ensemble restreint de variables pour construire un pro-
blème maître restreint (RMP) de préférence facile à résoudre et qui admet une solution
réalisable. La résolution de ce problème maître restreint permet d'obtenir les premières
valeurs des variables duales associées aux contraintes de ce problème maître. On résout
alors un sous-problème, appelé problème esclave (SP), qui vise à chercher des nouvelles
colonnes de coût réduit positif (problème de maximisation), ce coût réduit est calculé en
utilisant les valeurs des variables duales obtenues à l'étape précédente. Il s'agit de générer
des nouvelles variables (nouveaux patterns, nouveaux chemins, ...) permettant d'améliorer
la solution courante. Ce sous-problème est en général un problème di�cile équivalent à
un problème de plus court chemin contraint. Ces nouvelles colonnes sont alors ajoutées
au problème maître restreint, la fonction objectif et les contraintes sont mises à jour en
conséquence.
On itère alors ce processus, jusqu'à ce qu'il n'existe plus de colonne améliorante, i.e. qu'il
n'existe pas de nouvelle colonne de coût réduit positif. La génération de colonnes est alors
terminée, et la solution du problème maître restreint est optimale. C'est la solution opti-
male du problème maître complet. Le processus de génération de colonnes est détaillé dans
la �gure 5.1.

En pratique, la génération de colonnes peut s'avérer très performante [Lubbecke et
Desrosiers, 2005], mais elle n'o�re pas de garantie ni sur le nombre de colonnes à ajouter,
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 PL MP

STOP

ajouter ces colonnes

au RMP

valeurs duales du RMP

(algo d’approx)
resoudre SP

existe−il
colonnes cout reduit >0

Yes

No

Price

PL RMP

Figure 5.1 � Algorithme de génération de colonnes pour résoudre un programme linéaire
de maximisation.

ni sur la rapidité de résolution. Des problèmes de convergences sont couramment rencontrés,
notamment dus au fait qu'en début du processus de génération de colonnes, le problème
maître comporte peu de colonnes et son problème dual est peu contraint, et les variables
duales sont très instables. Ces problèmes de stabilité et de terminaison sont couramment
rencontrés en pratique.

La génération de colonnes est source de nombreuses heuristiques pour la résolution de
problèmes de très grande taille. On peut très simplement, limiter le nombre de colonnes
générées, arrêter la génération si les x dernières nouvelles colonnes n'ont pas amélioré
signi�cativement la solution courante, ...

5.1.2 Principe pour résoudre un PLNE

La génération de colonnes ne permet que de résoudre des programmes linéaires. Pour
résoudre un PLNE, il faut, à chaque n÷ud de l'arborescence de Branch&Bound, résoudre
le PL correspondant. Dans un tel n÷ud, on a �xé certaines variables à des valeurs entières,
les autres variables libres sont réelles. La �gure 5.2 donne le schéma général de résolution
par l'algorithme correspondant appelé Branch&Price : à chaque étape, soit on �xe une
variable à une valeur entière (et on explore alors les di�érentes branches de l'arborescence
de branchement), soit on génère des nouvelles colonnes. La solution optimale est obtenue
lorsque la solution de la relaxation linéaire du problème maître restreint avec un certain
nombre de variables �xées, est entière.

A�n d'accélérer le processus de branchement, il faut conjointement trouver de bonnes
bornes (bornes inférieures pour un problème de maximisation) de la valeur objective op-
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Branch
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au RMP
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colonnes cout reduit >0
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Yes

No

No

Yes

Price

Figure 5.2 � Algorithme de Branch&Price pour résoudre un PLNE par génération de
colonnes.

timale. Cela permet d'éviter l'exploration de branches entières, et limite grandement le
nombre de n÷uds à considérer. Ces bornes peuvent notamment être obtenues par des
heuristiques. On retrouve dans la littérature de nombreuses heuristiques fondées sur des
algorithmes de Branch&Price.

5.2 Algorithme de génération de colonnes

Dans cette section, nous nous intéressons à la génération de colonnes appliquée à notre
problème de conception de réseau de service pour le transport de fret. Nous présentons ici
les modèles maître et esclave pour la génération de colonnes à la fois pour les variables
cycles pour les véhicules et pour les variables chemins pour les marchandises. Nous nous
focalisons uniquement sur la génération de colonnes pour la formulation cycle-chemin car
on peut facilement en extraire les modèles pour les formulations cycle-arc et arc-chemin.
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5.2.1 Problème maître restreint

Le problème maître restreint est la relaxation linéaire du modèle en programmation
linéaire mixte avec variables cycles pour les véhicules et variables chemins pour les mar-
chandises. Le problème maître restreint ne considère qu'un nombre restreint de variables
cycle et chemin : on travaille sur un sous-ensemble de variables.
Problème maître cycle-chemin

Maximiser : +
∑
k∈K

P k · zk −
∑
v∈V

∑
k∈K

∑
l∈Lk

v

CV l · hklv

−
∑
v∈V

∑
p∈Pv

CF pv · gpv , (5.1)

sous contraintes ∑
v∈V

∑
l∈Lk

v

hklv = zk, ∀k ∈ K, → σk (5.2)

∑
k∈K

∑
l∈Lk

v

aklijh
kl
v −

∑
p∈Pv

uijvr
p
ijg

p
v ≤ 0, ∀(ij) ∈ A, ∀v ∈ V, → ηijv (5.3)

∑
l∈Lk

v

aklijh
kl
v −

∑
p∈Pv

bkijvr
p
ijg

p
v ≤ 0, ∀(ij) ∈ A, ∀k ∈ K, ∀v ∈ V, → ρkijv (5.4)

∑
p∈Pv

gpv ≤ 1, ∀type, → αtype (5.5)∑
v∈Vtype

∑
j∈δ+(i)

gpvr
p
ij −

∑
v∈Vtype

∑
j∈δ−(i′)

gpvr
p
i′j = 0,

∀i ∈ N |Ti = 1 i′ = (Ni, T ) , ∀type, → θitype (5.6)

hklv ≥ 0 ∀k ∈ K, ∀l ∈ Lkv , ∀v ∈ V, (5.7)

zk ∈
[
0..wk

]
, ∀k ∈ K, (5.8)

gpv ∈ [0..1] , ∀p ∈ Pv. (5.9)

La contrainte de quotas qui assure que le temps d'utilisation du véhicule v est comprise
entre deux bornes (QuotaMinv et QuotaMaxv) est directement incluse dans la génération
des cycles.

On associe les variables duales αtype, σk, ηijv, ρkijv et θitype aux contraintes (5.2) - (5.6).
Après résolution du problème maître restreint, les variables duales sont transférées pour
générer des morceaux de cycle et des chemins de coûts réduits positifs. Pour la génération de
chemins pour les marchandises, il y a un sous-problème par couple marchandise-véhicule.
Pour la génération de morceau de cycle, il y a un sous-problème par type de véhicule.
Lorsque l'on génère simultanément cycles et chemins on peut adopter di�érentes stratégies
quant aux pricing comme par exemple ne générer des cycles qu'une fois sur dix et sinon
que des chemins.
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5.2.2 Sous-problème de génération de cycles pour les véhicules

On cherche des cycles de coût réduit positif, pour les intégrer dans le problème maître
restreint, a�n d'en améliorer l'objectif. Le sous-problème détermine un morceau de cycle
de coût réduit maximal. Si celui-ci est positif, ce morceau de cycle est ajouté au maître. Il
faut résoudre un sous-problème par véhicule v.
Nous présentons deux modèles. Le premier se limite à générer des véritables cycles sur une
période, en �n de période le cycle retourne à son terminal de départ. Dans le second, on
envisage la rotation des véhicules sur plusieurs périodes.

Problème esclave de génération de cycles sur une seule période

Maximiser : αv −
∑
v∈V

∑
(ij)∈A

CFijvyijv −
∑
v∈V

∑
(ij)∈A

uijvηijvyijv , (5.10)

sous contraintes ∑
(i,j)∈A:Ti≤t<Tj

yijv ≤ 1, ∀t ∈ T, (5.11)

∑
j∈δ+(i)

yijv −
∑

j∈δ−(i)

yjiv = 0, ∀i ∈ N |Ti 6= 1, Ti 6= T, (5.12)

∑
j∈δ+(i)

yijv −
∑

j∈δ−(i′)

yji′v = 0, ∀i ∈ N |Ti = 1, i′ = (Ni, T ), (5.13)

QuotaMinv ≤
∑

(ij)∈A;Ni 6=Nj

yijvtijv ≤ QuotaMaxv, (5.14)

yijv ∈ {0, 1}, ∀(ij) ∈ A. (5.15)

La fonction objectif (5.10) correspond au coût réduit d'une colonne pour le véhicule
v. Les contraintes permettent de dé�nir un cycle pour le véhicule v. On a introduit la
contrainte (5.13) pour forcer que ce cycle soit de longueur une période, de ce fait on n'a
pas besoin des contraintes de cyclage dans le problème maître, ni la composante corres-
pondante dans le calcul du coût réduit. Le cycle véri�e les contraintes de quotas (5.14).

Problème esclave de génération cycles avec rotation des véhicules

On a toujours un esclave par véhicule v, type est le type du véhicule v. Le but est de trouver
des morceaux de cycles qui respectent les contraintes des véhicules, et qui améliorent la
solution courante (coût réduit positif).

Maximiser : αv −
∑
v∈V

∑
(ij)∈A

CFijvyijv −
∑
v∈V

∑
(ij)∈A

uijvηijvyijv

+
∑

i∈N |Ti=1

∑
j∈δ+(i)

θi,typeyijv −
∑

i∈N |Ti=T

∑
j∈δ−(i)

θi,typeyjiv, (5.16)
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sous contraintes ∑
(i,j)∈A:Ti≤t<Tj

yijv ≤ 1, ∀t ∈ T, (5.17)

∑
j∈δ+(i)

yijv −
∑

j∈δ−(i)

yjiv = 0, ∀i ∈ N |Ti 6= 1, Ti 6= T, (5.18)

QuotaMinv ≤
∑

(ij)∈A;Ni 6=Nj

yijvtijv ≤ QuotaMaxv, (5.19)

yijv ∈ {0, 1}, ∀(ij) ∈ A. (5.20)

Les deux derniers termes de la fonction objectif (5.16) correspondent à la composante
du coût réduit induit par les variables duales (θ) des contraintes de cyclage des véhicules.
Les contraintes (5.17)-(5.19) permettent de dé�nir un morceau de cycle pour le véhicule v.

5.2.3 Sous-problème de génération de chemins pour les marchandises

Pour chaque marchandise k, on a un sous-problème de génération de chemin. Le but
est de trouver un chemin de coût réduit positif. On note akijv la variable binaire qui vaut 1
si la marchandise k transite à bord du véhicule v sur le tronçon (ij).

Maximiser : −σk −
∑
v∈V

∑
(ij)∈A

(CV k
ijv + ηijv + ρkijv)a

k
ijv, (5.21)

sous contraintes

∑
j∈δ+(i)

∑
v∈V

akijv −
∑
v∈V

∑
j∈δ−(i)

akjiv =


+1 si i = ok,
−1 si i = dk,
0 sinon,

∀i ∈ N, (5.22)

akijv ∈ {0, 1}, ∀(ij) ∈ A, ∀v ∈ V, (5.23)

Ce programme linéaire en nombre entiers permet de trouver des chemins pour le transport
d'une marchandise k depuis son origine jusqu'à sa destination. Après résolution, le chemin
trouvé l ∈ Lkv est dé�ni par l = {(ij)|akijv = 1}. Son coût réduit est donné par la fonction
objectif.

5.3 Résultats numériques

Nous avons implémenté di�érents algorithmes de génération de colonnes pour résoudre
la relaxation linéaire des modèles faibles de notre problème de conception de réseau de
service avec gestion des véhicules. A chaque étapes de la génération de colonnes, les sous
problèmes, problèmes esclaves sont résolus directement par PLNE avec Cplex. Une fois
la relaxation linéaire résolue, nous résolvons directement avec Cplex 10.2 le PLNE initial
avec les colonnes générées à la racine. Nous n'avons donc pas implémenté d'algorithme de
Branch&Price. Nous avons lancé des tests sur les modèles (en version faible) suivants :
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� modèle cycle-arc avec cycle sur une période
� modèle cycle-arc
� modèle arc-chemin
� modèle cycle-chemin

Dans ces tests on résout les mêmes petites instances que dans le chapitre précédent. Le
but est d'avoir une première idée sur la performance d'un algorithme de génération de
colonnes, et de mesurer la perte en terme de pro�t de certaines limitations et le gain en
terme de temps de calcul. Que perd-on si on ne fait pas un Branch&Price, mais que l'on
génère uniquement des colonnes à la racine ? Quelle perte si la rotation des véhicules est
limitée à une rotation sur une période ?

On mesure également le nombre de colonnes générées. Les colonnes sont ajoutées au
pool de colonnes, mais à chaque itération on recharge complètement le modèle, l'ajout n'est
pas du tout optimisé.

Pro�l Tps ca Tps ca Tps ca Tps ca Obj ca Obj ca Nb Col Nb Col
GenCol GenCol GenCol faible GenCol GenCol GenCol

RL cycles1p exact perte cycles1p GenCol cycles1p
moyenne 11,2 2,9 3,9 268,5 2,4% 8,5% 19,0 10,5
gd 3,9 2,6 1,7 11,2 0,6% 8,3% 17,0 7,8
mo 4,9 2,2 8,3 131,2 1,5% 7,8% 13,1 9,6
pt 28,0 3,8 3,6 622,3 5,7% 8,0% 26,2 15,1
min 7,8 2,8 2,2 309,4 2,5% 11,4% 19,7 9,3
v2 2,8 2,0 1,6 10,3 2,6% 6,5% 19,5 11,1
v3 6,2 2,9 2,7 151,8 1,3% 7,0% 19,0 10,3
v4 24,5 3,7 7,5 643,45 3,3% 11,4% 18,5 10,0
k10 4,2 2,5 2,2 213,9 3,7% 9,8% 20,2 11,5
k15 8,3 2,1 7,7 170,9 1,2% 9,1% 13,2 8,4
k20 27,8 4,3 7,5 477,4 1,5% 6,4% 22,2 10,5

Table 5.1 � Temps de résolution (en secondes) et gap entre relaxation linéaire et
solution exacte en %.

Dans le tableau 5.1, on donne les résultats sur les modèles cycle-arc faibles. La première
colonne donne le temps de résolution du modèle cycle-arc faible exact, avec génération
de colonnes uniquement pour la résolution de la relaxation linéaire, dont le temps est
donné en deuxième colonne, puis résolution directe du PLNE sur les colonnes générées.
La troisième colonne donne le temps de résolution du modèle cycle-arc avec génération
de cycles, lorsqu'on se limite à des morceaux de cycles qui sont de véritables cycles sur
une période. Dans la colonne suivante on retrouve les résultats de la résolution exacte du
modèle cycle-arc avec génération a priori de tous les morceaux de cycles. Les deux colonnes
suivantes donnent la perte relative en terme de valeur objectif des heuristiques à base de
génération de colonnes. Les deux dernières colonnes précisent le nombre moyen de colonnes
générées.
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L'algorithme heuristique à base de génération de colonne est en moyenne 24 fois plus
rapide, on ne génère qu'une vingtaine de colonnes. Si on limite les colonnes aux cycles sur
une seule période, le temps de calcul est encore divisé par 3 avec seulement la génération
d'une dizaine de colonnes. Ce gain en temps est plus ou moins net selon la taille des
demandes.

Comme on ne fait pas un Branch&Price complet, mais que les colonnes sont uniquement
générées à la racine, on a une perte en objectif, cette perte est de 2,4% en moyenne.
Si l'on se restreint aux cycles sur une seule période (pas de rotation entre les véhicules),
la perte en objectif est en moyenne de 8,5%, et peut atteindre jusqu'à 20% sur certaines
instances, la rotation de véhicules est donc une composante essentielle dans la maximisation
du pro�t.

Le tableau 5.2 donne les résultats pour l'heuristique de génération de colonne sur le
modèle arc-chemin.

Tps Tps Obj Nb Col
Pro�l ap ap faible ap ap

GenCol exact GenCol GenCol
moyenne 120,8 463,9 3,2% 249
gd 30,3 79,2 0,34% 384
mo 243,8 392,4 2,1% 280
pt 159,3 773,3 5,9% 159
min 79,71 610,5 7,4% 172
v2 4,0 9,0 2,8% 176
v3 17,2 202,5 1,98% 246
v4 341,2 1180 4,7% 324
k10 110,8 353,5 3,5% 192
k15 143,0 382,0 2,6% 323
k20 138,6 766,3 3,6% 290

Table 5.2 � Temps de résolution (en secondes) et gap entre relaxation linéaire et
solution exacte en %.

L'algorithme heuristique à base de génération de colonne est en moyenne 4 fois plus
rapide, on génère près de 250 colonnes. Comme on ne fait pas un Branch&Price complet,
mais que les colonnes sont uniquement générées à la racine, on a une perte en objectif,
cette perte est d'environ 3% en moyenne.

Le tableau 5.3 donne les résultats pour l'heuristique de génération de colonne sur le
modèle cycle-chemin.
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Tps Tps Obj Nb Col
Pro�l cp cp faible cp cp

GenCol exact GenCol GenCol
moyenne 6,95 334,7 3,3% 273
gd 5,47 13,2 0,36% 320
mo 5,82 132,4 2,2% 280
pt 8,9 677,6 6,1% 270
min 7,6 515,8 8,1% 225
v2 4,3 12,9 5,2% 203
v3 6,5 216,2 2,9% 275
v4 10,1 775 2,4% 343
k10 5,5 294,2 2,9 253
k15 6,3 290,1 4,5 290
k20 10,6 460,5 3,3 334

Table 5.3 � Temps de résolution (en secondes) et gap entre relaxation linéaire et
solution exacte en %.

L'algorithme à base de génération de colonnes est très rapide, la perte en terme de
fonction objectif de notre heuristique est de 3,3% en moyenne, mais peut atteindre plus de
8% lorsque les demandes sont toutes de très petite taille.

Parmi les di�érentes heuristiques à base de génération de colonnes, celles fondées sur
des formulations cycle sont à retenir : le temps de résolution est faible et la qualité des
solutions obtenue est bonne. Le modèle arc-chemin est peu intéressant. En revanche le mo-
dèle cycle-chemin est très prometteur pour les instances de plus grande taille, par contre il
n'intègre pas le transbordement. On retiendra également, que le cyclage des véhicules est
essentiel pour garantir un bon pro�t.

5.4 Résolution d'instances industrielles

La partenaire industriel pour lequel le problème de conception de réseau de service
avait été résolu, souhaitait résoudre deux types d'instances. Des instances de type transport
express avec des matrices de demandes pleines sur un réseau comportant peu de terminaux.
Une instance typique de transport express comporte 7 terminaux, 40 demandes et se situe
sur une période de temps de 1 jour. Les autres instances sont des instances sur un grand
réseau comportant entre une vingtaine et une quarantaine de terminaux, avec des matrices
de demandes très creuses (taux de remplissage entre 10% et 20%), sur une période de
temps de quelques jours. Par opposition aux instances express, ces instances sont de type
transport lent. Nous avons donc menés des tests supplémentaires, pour savoir si l'utilisation
de nos heuristiques est prometteuse sur ces deux types d'instances.
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5.4.1 Instances de type transport express

Le tableau 5.4 donne les résultats des heuristiques de génération de colonnes sur les
modèles cycle-arc et cycle-chemin sur des instances de type transport express. On retrouve
le temps de résolution pour l'heuristique de génération de toutes les colonnes à la racine puis
résolution directe par Cplex limitée à 1 heure sur les deux modèles. On donne également
le nombre de colonnes générées ainsi que le gap de Cplex.

Tps Tps Tps Tps Gap Nb Gap Nb
Pro�l cp cp ca ca Cplex Col Cplex Col

GenColRL GenCol GenColRL GenCol cp cp ca ca
n7 v3 k20 t4 55 58 206 664 0 1 126 0 245
n7 v3 k20 t8 2 489 3 744 22 263 27 454 2.2% 2 130 6.6% 1 661
n7 v3 k40 t4 87 98 949 1 020 0% 1 324 0 321
n7 v3 k40 t8 641 1 329 - - 0 3 373 - -
n7 v6 k20 t4 160 2 966 374 4 081 0 1 739 3.9% 232
n7 v6 k20 t8 4 635 9 326 7 846 12 654 1.4% 2 836 2.3% 615
n7 v6 k40 t4 198 1 829 681 4 218 4.5% 1 926 3.5% 258
n7 v6 k40 t8 3 616 7 898 - - 6.2% 3 254 - -

Table 5.4 � Temps de résolution (en secondes) et gap de Cplex pour les heuristiques à
base de génération de colonnes.

Le nombre d'intervalles de temps, i.e. la discrétisation du temps a une très forte in-
�uence sur le temps de résolution. Ainsi la résolution de la relaxation linéaire du modèle
cycle-arc avec plus de 8 périodes de temps n'est pas réalisée en moins de quelques heures
(ce qui correspond entre autre aux cases vides). Le modèle cycle-chemin est très promet-
teur, une optimisation du code et davantage de �nesse dans le processus de génération de
colonnes permettraient sans doute de résoudre très e�cacement des instances industrielles
de type transport express.

5.4.2 Instances de type transport lent

Pour évaluer les limites des heuristiques de génération de colonnes sur les modèles
à base de cycles nous avons mené quelques tests complémentaires sur des plus grandes
instances de type transport lent. Nous avons généré des instances de taille croissante ; ces
instances comportent entre 14 et 42 terminaux, une �otte de 8 à 16 véhicules, entre 80 et
240 demandes, et une période de temps de 2 jours discrétisés en 16 intervalles ou de 4 jours
discrétisés en 24 intervalles.

Pour résoudre ces instances à l'aide de MIP, l'essentiel est de trouver le bon compromis
entre nombres de contraintes et nombres de variables. A�n de limiter au maximum le
nombre de contraintes nous choisissons la modélisation cycle-chemin (version faible). Nous
avons implémenté l'heuristique grossière qui consiste à stopper la génération de colonnes
après un nombre �xe de colonnes générées sur le modèle cycle-chemin. Ceci limite donc
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le nombre de variables considérées. Dans nos tests nous avons limité ce nombre à 5000
colonnes. Nous avons résolu la relaxation linéaire du modèle cycle-chemin puis le modèle
exact avec ces colonnes. Le tableau 5.5 donne les résultats qualitatifs.

n14 v8 k80 t16 solution de bonne qualité
n21 v10 k120 t16 solution acceptable
n28 v12 k160 t24 quelques instances résolues
n35 v14 k200 t24 pas de solution
n42 v16 k240 t24 problème de mémoire saturée

Table 5.5 � Generation de colonnes limitée à 5000 colonnes sur des grandes instances.

Notre heuristique permet de résoudre les plus petites instances de type transport lent en
un temps raisonnable. Cependant les solutions obtenues ne sont pas de très bonne qualité.
Sur les plus grandes instances qui comportent plus de 35 terminaux, on ne parvient pas à
obtenir de solution réalisable et le modèle sature rapidement la mémoire.

Pour parvenir à résoudre ces plus grandes instances, une des heuristiques envisageables
serait de résoudre, dans un premier temps, le problème sans la dimension temporelle puis
de réinsérer le temps. Une exemple d'une telle heuristique est donnée dans [Teypaz, 2008],
il faudrait l'adapter au cas de la �otte �xée.
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Synthèse

Dans cette partie, nous avons étudié un problème de conception de réseau avec ges-
tion de �otte. Nous avons d'abord comparé quatre formulations MIP du problème, deux
avec transbordement, deux sans. Pour deux d'entre-elles, les variables de conception sont
exprimées sur les arcs, alors que, pour deux autres, elles sont exprimées sur des chemins
(morceaux de cycles) potentiels des véhicules. Notre étude expérimentale sur de petites
instances montre que les formulations à base de cycles o�rent non seulement des bien
meilleure relaxation linéaire, mais que leur temps de calcul est également réduit. Ce ré-
sultat est con�rmé par une étude théorique de comparaison des relaxations linéaires des
modèles.

Malheureusement, la taille des problèmes résolus dans cette étude se limite à 5 ter-
minaux, 20 demandes, 4 véhicules et une discrétisation en 4 intervalles de temps. Pour
des instances de taille plus grande, la génération exhaustive de tous les chemins potentiels
engendre très rapidement des modèles qui ne tiennent plus en mémoire. Ces modèles ne
peuvent donc pas être résolus directement pour les instances réelles qui comportent des
dizaines de terminaux, des centaines de demandes, une dizaine de véhicules et surtout une
discrétisation de la période en 10 à 50 intervalles de temps.
A�n de proposer des solutions à notre problème industriel avec �otte �xée sur de telles
instances, un algorithme de génération de colonnes semble prometteur. Nous avons déjà
proposé une esquisse d'un tel algorithme, et évalué la qualité de certaines heuristiques en-
visageables. Cependant pour résoudre des instances de taille réelles, des contraintes addi-
tionnelles comme par exemple des fenêtres de temps permettant de limiter la combinatoire,
ainsi qu'un pas de discrétisation du temps bien choisi seront sans doute nécessaire.
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Troisième partie

Gestion de perturbation dans le

milieu aérien

Dans cette partie nous présentons le travail réalisé pour le challenge ROADEF'2009,
challenge auquel j'ai participé avec trois autres doctorants et ex-doctorants du laboratoire
G-SCOP entre février 2008 et février 2009.
Le sujet était proposé par la société Amadeus 1 et concerne la gestion de perturbations dans
le domaine aérien. Le but du challenge est de proposer et d'implémenter en quelques mois
un algorithme qui parvient à calculer les meilleures solutions possibles sur des instances
fournies par l'industriel.
Les caractéristiques du problème de gestion de perturbation sont détaillées dans le cha-
pitre 6, notre approche de résolution est présentée dans le chapitre 7. Finalement, le cha-
pitre 8 donne les résultats numériques obtenus. Pour faciliter la lecture, l'ensemble des
notations et paramètres du problèmes sont récapitulés dans l'annexe B.

1. http://www.amadeus.com/





Chapitre 6

Gestion de perturbation dans le

milieu aérien

Sommaire

6.1 Description du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

6.1.1 Données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

6.1.2 Contraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

6.1.3 Fonction d'optimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

6.1.4 Structure d'une solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

6.2 Etat de l'art . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

6.2.1 Plani�cation dans le domaine aérien : processus et modèles . . . 116

6.2.2 Recouvrement d'une seule ressource . . . . . . . . . . . . . . . . 120

6.2.3 Recouvrement intégrant plusieurs ressources . . . . . . . . . . . . 121

6.3 Les méthodes proposées par les �nalistes . . . . . . . . . . . . . 122

Les compagnies aériennes commerciales opèrent leurs vols selon un programme de vols
publié, optimisé du point de vue des revenus engendrés. Ce programme de vols est, en
général, calculé plusieurs mois à l'avance grâce à des logiciels puissants fondés sur des mé-
thodes et outils d'optimisation, notamment de Recherche Opérationnelle. Cependant, des
événements extérieurs, tels des pannes mécaniques, une grève du personnel, des conditions
météorologiques défavorables, des problèmes techniques ou opérationnels, perturbent ré-
gulièrement le bon déroulement de ce programme. Les compagnies aériennes doivent alors
trouver des solutions performantes qui minimisent l'impact des perturbations c'est-à-dire
qui minimisent le surcoût pour la compagnie aérienne et qui permettent de revenir rapide-
ment au programme de vol initialement prévu. Cette replani�cation très complexe devant
être faite en seulement quelques minutes, les logiciels actuels ne produisent pas encore de
solutions satisfaisantes gérant toutes, ou partie des ressources (appareils, équipages, pas-
sagers, opérations au sol (gestion des bagages, service de restauration), allocation des slots
(créneau horaire dédié et alloué pour un aéronef).

De façon traditionnelle, comme lors de leur première a�ectation, les ressources sont
réa�ectées au cours d'un processus séquentiel selon l'ordre hiérarchique : �otte d'appareils,
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équipages, opérations au sol, et passagers. Un bref aperçu de ce contexte est donné dans
la section 6.2.1. Les problèmes simpli�és de réa�ectation concernant une seule ressource
ont été largement traités dans la littérature, un certain nombre de travaux sont présentés
dans l'état de l'art section 6.2.2. Une réa�ectation des appareils de la �otte, qui modi�e le
programme de vols initial, risque de conduire à une impossibilité de correspondance pour
un équipage ou un ensemble de passagers. De ce fait, une meilleure optimisation de la
réa�ectation des ressources ne peut se faire uniquement avec des décisions au niveau local
et ne concernant qu'une seule ressource. Il est nécessaire d'intégrer les di�érents niveaux de
décision. Les travaux dans ce contexte sont en pleine croissance, une étude bibliographique
en donne un aperçu dans la section 6.2.3. Le sujet du challenge s'inscrit dans ce courant.
Sa spéci�cité est de chercher, en cas de perturbations, à réa�ecter de façon simultanée la
�otte d'appareils et les passagers.

6.1 Description du problème

Cette section a pour objet la description des principales caractéristiques du problème.
Pour plus de détails concernant les données, les coûts, les contraintes et les instances mises
à disposition le lecteur est invité à lire le sujet complet du challenge [Palpant et al., 2008].
Le but du challenge est d'absorber le plus rapidement possible les perturbations a�ectant un
programme de vols. Le programme de vols initialement prévu, doit pouvoir être réappliqué,
sans aucune modi�cation supplémentaire, après une période de temps donnée, appelée
période de recouvrement. Ainsi, pour absorber la perturbation, il faut générer un nouveau
programme de vols pour la période dé�nie par la période de recouvrement. Il s'agit donc
de déterminer la rotation de chacun des appareils de la �otte et la réaccommodation des
passagers sur les vols opérés. Le temps de calcul pour obtenir une telle solution est limité
à 10 minutes sur un ordinateur de bureau standard.

La description du problème ne se veut pas trop technique, l'essentiel étant de se fami-
liariser avec le problème et de bien noter les contraintes prises en compte pour ce challenge.
Nous ne décrivons donc pas ici la syntaxe complexe et variée de tous les �chiers d'entrée.
Cependant, un bon nombre d'information est nécessaire soit à la description même d'une
instance, soit au calcul du coût d'une solution. Un exemple illustratif complet est donné
au �l de cette description. Un exemple de solution est proposé dans la section 6.1.4.

6.1.1 Données

Une instance du problème contient les informations concernant les aéroports, les appa-
reils, les passagers et les vols sur une période englobant la période de recouvrement dé�nie
par ses dates et heures de début et �n.

Exemple. La période de recouvrement débute le 03/01/09 à 12:00 et se termine le
04/01/09 à 04:00. Le plan de vols est donné entre le 03/01/09 à 08:00 et le 04/01/09 à
04:00.

Une instance contient également le descriptif des perturbations ainsi que les paramètres
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et coûts nécessaires au calcul du coût d'une solution. Plus précisément, une instance du
problème contient les données suivantes :

� Aéroports et capacités aéroportuaires : Chaque aéroport est associé à des capacités
de décollage et atterrissage par créneau horaire [H,H + 1[.

Exemple. Aéroports avec capacité de décollage et d'atterrissage par cré-

neau horaire

AMS 1 1 00:00 00:00

CDG 1 1 00:00 06:00 4 4 06:00 22:00 0 1 22:00 00:00

IST 0 0 00:00 06:00 2 2 06:00 00:00

JFK 1 2 00:00 04:00 3 3 04:00 00:00

LHR 3 4 00:00 05:00 6 6 05:00 23:00 3 4 23:00 00:00

NCE 0 0 00:00 05:00 3 3 05:00 22:00 1 2 22:00 00:00

La ligne correspondant à l'aéroport CDG signi�e que l'aéroport Charles de Gaulle est
limité à 1 décollage et 1 atterrissage par créneau horaire entre 00:00 et 06:00 (cré-
neaux [00:00, 01:00]; [01:00, 02:00]; ...; [05:00, 06:00]), 4 décollages et
4 atterrissages par créneau horaire entre 06:00 et 22:00, aucun décollage ne peut
avoir lieu entre 22:00 et 00:00 et un seul atterrissage par créneau horaire est autorisé
sur cette tranche horaire.

La distance entre deux aéroports est le temps de vol nominal inter-aéroportuaire,
le type de vol (domestique (D), continental (C) ou intercontinental (I)) dépend de
ces aéroports. On peut noter que bon nombre de vols opérés, ont un temps de vol
légèrement inférieur à ce temps de vol nominal du fait, par exemple, de la vitesse de
l'appareil qui l'opère. La distance correspond en fait à la distance maximale que l'on
peut retrouver dans le plan de vols.

Exemple. Distance et type de vol

AMS NCE 120 C

CDG NCE 90 C

CDG IST 200 I

LHR JFK 446 I

Un vol entre Amsterdam (AMS) et Nice (NCE) dure au plus 120 minutes, il s'agit
d'un vol de type continental.

� Appareils et maintenance : La �otte est constituée par l'ensemble des appareils qu'une
compagnie aérienne opère. Chaque appareil est dé�ni par un numéro de série unique,
un modèle (Boeing 747, A320, ...) et une con�guration de sièges, c'est-à-dire la ré-
partition des sièges dans chaque cabine (First/Business/Economic). Les temps de
réengagements sont communs à tous les appareils du même modèle, ils correspondent
au temps minimum de préparation de l'appareil pour un nouveau vol : désembar-
quement/embarquement des passagers et de leurs bagages, nettoyage de l'appareil,
changement éventuel d'équipage... Des sous-ensembles d'appareils possédant des ca-
ractéristiques communes sont regroupés au sein de familles (par exemple les modèles
A318, A319, A320, et A321 constituent la famille "AirbusSmall").
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On connait les appareils qui doivent subir une maintenance ainsi que le potentiel de
vol restant de chaque appareil avant maintenance.

Exemple. Appareils et maintenance

A320#1 A320 AirbusSmall 0/20/160 2000.0 40 LHR

A320#2 A320 AirbusSmall 0/20/160 2000.0 40 LHR

A321#4 A321 AirbusSmall 10/10/160 2000.0 40 NCE

B767#5 B767 BoeingSmall 10/20/170 2000.0 40 CDG maintenance à CDG du 03/01/09

à 16:00 au 04/01/09 à 03:30, 180 minutes au plus d'heures de vols restantes

avant le début de la maintenance.

La description des caractéristiques de l'appareil Airbus A320#1 se lit comme suit :
l'appareil comporte 0 place en cabine First, 20 places en cabine Business et 160
places en Economic. Une heure de vol coûte 2000e. Le temps de réengagement est
de 40 minutes. Par défaut l'appareil est positionné à Londres Heathrow en début
de période, et cet appareil n'a pas de maintenance prévue pendant la période de
recouvrement.

Position des appareils à la �n de la période de recouvrement : le nombre d'appareils
de chaque type (modèle et con�guration) requis à chaque aéroport à la �n de la
période de recouvrement est également donné en entrée.

Exemple. Positionnement des avions à la �n de la période de recouvre-

ment

CDG A320 0/20/160 2 B767 10/20/170 1

JFK A320 0/20/160 1

En �n de période, à l'aéroport Charles de Gaulle, on doit avoir au moins 2 A320 de
con�guration de sièges 0/20/160 et au moins 1 B767 avec la con�guration 10/20/170,
sous peine de pénalités.

� Vols et rotations : L'ensemble des vols réalisés par la compagnie aérienne, aussi ap-
pelé, programme de vols ou plan de vols est connu sur la période de recouvrement.
Chaque vol est dé�ni de façon unique par son numéro de vol, les aéroports de dé-
part et d'arrivée, les dates et horaires de départ et d'arrivée. On appelle rotation la
séquence des vols alloués à un appareil.

Exemple. Vols et rotations des avions

1 NCE LHR 11:30 13:15 03/01/09 A320#1

2 LHR JFK 18:00 01:26+1 03/01/09 A320#1

3 NCE CDG 08:30 10:00 03/01/09 A320#2

4 CDG LHR 11:55 12:55 03/01/09 A320#2

5 LHR CDG 13:35 14:35 03/01/09 A320#2

6 CDG IST 15:15 18:35 03/01/09 A320#2

7 IST CDG 19:35 22:55 03/01/09 A320#2

8 NCE CDG 13:20 14:50 03/01/09 A321#4
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9 CDG LHR 21:30 22:30 03/01/09 A321#4

10 LHR CDG 23:10 00:10+1 03/01/09 A321#4

11 AMS NCE 09:00 11:00 03/01/09 B767#5

12 NCE CDG 12:20 13:50 03/01/09 B767#5

Le vol numéro 2 part le 03/01/09 à 18:00 de Londres Heathrow et arrive le lendemain
à 01:26 à New York. Il est opéré par l'appareil A320#1.
La �gure 6.1 représente la rotation de l'appareil A320#2 entre 08h00 et 00h00. L'ap-
pareil A320#2 opère les vols numéro 3,4,5,6 et 7. On peut noter qu'un intervalle
horaire, correspondant au moins au temps de réengagement de l'appareil, sépare
deux vols successifs.

16 20 00

A320#2
CDG IST

3 4 5
IST

6
CDG

7
CDG

CDG

CDG

NCE

LHR

LHR

08 12

Figure 6.1 � La rotation de l'A320#2 entre 08h00 et 00h00.

Le programme de vols complet est représenté �gure 6.2. Une barre grise plus �ne
matérialise la période de maintenance de l'appareil B767#5. Les vols représentés au-
delà de la �n de la période de recouvrement illustrent la reprise du programme de
vols initialement prévu.
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Figure 6.2 � Programme de vols initialement prévu.

Dans le challenge, des "vols" particuliers, dits vols de proximité sont ajoutés pour
modéliser les acheminements par transport en communs (non aérien). Ces "vols"
additionnels sont opérés par des appareils dédiés et ne sont pas modi�ables. Ils cor-
respondent typiquement au trajet d'une navette qui relie régulièrement les aéroports
parisiens Charles de Gaulle et Paris Orly. Leur prise en compte permet d'élargir la
complexité et la combinatoire du problème, notamment en ce qui concerne les cor-
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respondances à Paris.
Par souci de clarté, nous ignorons dans ce rapport les vols dits vols multi-tronçons.
Il s'agit en fait de vols avec escale. L'avantage est de réduire légèrement le temps de
préparation de l'avion entre ces deux vols, appelé alors temps de transit.
Il est à noter qu'usuellement la plupart des vols sont répétés avec le même numéro
de jour en jour.

� Itinéraires : Les passagers e�ectuent des réservations sur les vols proposés par la com-
pagnie aérienne. Les itinéraires regroupent les passagers ayant e�ectués les mêmes
réservations. Une réservation est dé�nie par un numéro de réservation unique, le ca-
ractère aller ou retour du voyage, le nombre de passagers concernés par la réservation,
le prix moyen payé par passager et la description de l'itinéraire, composé d'un ou de
plusieurs vols à des dates précises, associé chacun à une cabine (�rst (F), business
(B) ou economic (E)).

Exemple. Passagers et itinéraires

1 A 284.21 120 1 03/01/09 E

2 A 451.50 10 1 03/01/09 B

3 A 1423.20 84 2 03/01/09 E

4 R 1752.50 15 2 03/01/09 B

5 R 1845.00 25 1 03/01/09 E 2 03/01/09 E

6 A 1510.10 14 4 03/01/09 E 2 03/01/09 E

7 A 852.50 55 5 03/01/09 E 6 03/01/09 E

8 A 758.30 25 8 03/01/09 E 6 03/01/09 E

9 R 812.00 22 12 03/01/09 B 6 03/01/09 E

...
Par souci de lisibilité, on ne liste ici qu'une partie des passagers. Les passagers iden-
ti�és par le numéro de réservation 7, sont en voyage aller, ils sont 55 sur cette même
réservation, et ont payé en moyenne 852.50 euros pour leur billet. Ils voyagent à bord
des vols 5 puis 6 du 03/01/09 et sont en classe économique sur ces deux vols.
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Figure 6.3 � Représentation des correspondances.
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Ces di�érents passagers lient certains vols via des correspondances. Par exemple, les
passagers de la réservation numéro 5, lient les vols 1 et 2. Cela signi�e qu'un retard
sur le vol 1, peut nécessiter un retard sur le vol 2 pour attendre les passagers en
correspondance. Ou alors il faut proposer un itinéraire alternatif ou au pire annuler
le voyage de ces passagers. Les liens entre les vols engendrés par les correspondances
des passagers sont représentés par des �èches dans la �gure 6.3.

Ces données décrivent le plan de vols initialement prévu, optimisé du point de vue des
revenus de la compagnie aérienne.

Perturbations Le but du challenge est de gérer les impacts résultant d'une perturbation
sur le plan de vols. On envisage les perturbations suivantes :

� Vols perturbés on envisage le retard ou l'annulation de vols. Un retard peut être dû à
l'attente d'un passager ou d'un équipage en correspondance, ou bien à un problème
opérationnel au sol. L'annulation de vol est en général due à un problème technique
ou opérationnel de plus grande importance.

� Chaque appareil perturbé correspond à l'indisponibilité de l'appareil pour une pé-
riode déterminée. Aucun vol ne peut lui être a�ecté pendant toute la période de son
indisponibilité.

� Les perturbations aéroportuaires correspondent à des réductions éventuelles des ca-
pacités de décollage et d'atterrissage des aéroports. Ce cas de �gure apparaît typi-
quement en cas de condition météorologique défavorable (brouillard), ou de grève du
personnel. Ceci a notamment été le cas lorsque le nuage de fumée dû à l'éruption
d'un volcan en Islande a paralysé une grande partie du tra�c aérien européen. La
fermeture d'aéroport n'a pas uniquement des conséquences locales, elle entraîne éga-
lement des indisponibilités d'appareils (ceux-ci n'ayant pas le droit de décoller), et
des perturbations de vols en cascade.

Exemple. Perturbations sur le plan de vols initialement prévu.

Retard et annulation de vols

4 03/01/09 330

11 03/01/09 -1

Le vol numéro 4 est retardé de 330 minutes, et le vol numéro 11 est annulé.
Pas de perturbations sur les appareils

Perturbations sur les aéroports

LHR 03/01/09 23:00 04/01/09 00:00 0 0

Aucun décollage ni atterrissage ne peut avoir lieu à Londres Heathrow entre 23:00 et 00:00
le 03/01/09.

Ces perturbations impactent un certain nombre de vols et de passagers, compromettant
notamment certaines correspondances. Pour représenter ces impacts on a entouré les vols
perturbés ainsi que les correspondances a�ectées (�èches) dans la �gure 6.4.

Le but du challenge est de proposer et d'implémenter un algorithme de résolution qui
génère un nouveau programme de vols pour la période dé�nie par la période de recouvre-
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Figure 6.4 � Impact des pertubations.

ment ainsi que des nouveaux itinéraires pour les passagers. Ce nouveau plan de vols doit
respecter un certains nombre de contraintes décrites dans la section 6.1.2. Cette solution
doit minimiser les surcoûts induits aussi bien du point de vue opérationnel que du point
de vue des passagers. Une description de ces surcoûts est donnée dans la section 6.1.3.

6.1.2 Contraintes

Contraintes inviolables. Les appareils, aéroports, itinéraires et rotations sont soumis
à des contraintes. Celle-ci sont inviolables : le non respect d'une de ces contraintes rend la
solution irréalisable.

Contraintes sur les appareils. � Maintenance et indisponibilité : la contrainte de main-
tenance oblige un avion d'être positionné dans un aéroport indiqué à la date �xée
pour sa maintenance, et de le "clouer au sol" dans cet aéroport pour toute la durée
de la maintenance. De plus, le nombre d'heures de vol entre le début de la période
de recouvrement et le début de la maintenance est limité.
Un avion indisponible doit rester cloué au sol, peu importe dans quel aéroport,
pendant toute sa période d'indisponibilité.

� Capacité des cabines : pour chaque vol, le nombre de passagers voyageant dans
chacune des cabines ne doit pas excéder la capacité, en nombre de sièges, de cette
cabine.

� Changement d'avion : un changement d'avion pour l'opération d'un vol ne peut
se faire qu'à l'intérieur de la même famille d'appareils. Les équipages étant in-
terchangeables sur des appareils de la même famille, cette contrainte facilite leur
a�ectation sur le nouveau plan de vols (la rotation et l'a�ectation des équipages
ne sont pas pour autant intégrés dans notre problème).

� Temps minimum de réengagement : deux vols consécutifs sur une rotation donnée
doivent être espacés par un temps correspondant au temps minimum de réengage-
ment de l'appareil opérant ces vols.
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Contraintes aéroportuaires. � Les capacités aéroportuaires imposent une limite sur le
nombre de décollages et d'atterrissages possibles par créneau horaire à chaque aéro-
port. Cette contrainte crée une dépendance entre les rotations des di�érents avions,
et compte parmi les contraintes di�ciles du problème. On peut cependant noter
que l'on ignore les capacités de stationnement dans les aéroports, ainsi que bon
nombre d'autres limitations aéroportuaires (disponibilité des portes, du personnel
au sol, ...).

Contraintes sur les rotations. � Contrainte liée à la période de recouvrement : Tout
vol étant déjà arrivé ou encore en cours au début de la période de recouvrement
ne peut absolument pas être modi�é. En particulier même un vol dont le départ
est initialement prévu avant le début de la période de recouvrement, qui suite à
un retard se trouve dans la période de recouvrement ne peut être modi�é.

Contraintes passagers. Ces contraintes concernent les passagers dont l'itinéraire a été
modi�é. Si elles ne peuvent pas toutes être satisfaites, le voyage des passagers cor-
respondant doit être annulé.
� Le temps minimum de correspondance doit être respecté pour tous les itinéraires
passagers : deux vols consécutifs sur un itinéraire donné doivent être espacés d'au
moins 30 minutes à l'aéroport de correspondance.

� Les passagers doivent être réaccommodés en conservant l'origine et la destination
de leur itinéraire initial.

� Les itinéraires de remplacement ne doivent pas débuter avant l'heure de départ du
premier vol de l'itinéraire initial.

� Le retard global maximal à l'arrivée à la destination �nale d'un itinéraire ne doit
pas excéder 18 heures pour un vol domestique ou continental et 36 heures pour un
vol intercontinental. Cette contrainte s'applique à tous les passagers exceptés ceux
qui sont en correspondance (ayant déjà débuté leur voyage au début de la période
de recouvrement) ou ceux étant sur un itinéraire retour.

Toute violation de l'une de ces contraintes produit une solution irréalisable.
Bon nombre de contraintes paraissent assez naturelles et une simple propagation de retard
avec, si nécessaire, des annulations de vols, su�t à les satisfaire. En pratique, c'est la
combinaison entre les contraintes de maintenance et les capacités aéroportuaires qui est la
plus di�cile à satisfaire.

Contrainte avec pénalités de violation. Le positionnement des appareils à la �n de la
période de recouvrement est la seule contrainte violable, sa violation impliquant une péna-
lité intégrée dans le terme coûts de mauvais positionnement de la fonction d'optimisation.
Ces coûts sont décrits dans la section 6.1.3.
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D'autres contraintes, comme par exemple, la réaccommodation prioritaire des passagers en
correspondance ou ceux étant sur un itinéraire retour est impliquée par les coûts d'annula-
tion de ces di�érents passagers. Le non respect de cette priorité n'altère pas la réalisabilité
de la solution, mais a�ecte seulement son coût.

6.1.3 Fonction d'optimisation

La fonction d'optimisation intègre des paramètres liés aux coûts ou gains induits par
le nouveau programme de vols, des pénalités en cas de non-respect des contraintes de
positionnement des appareils à la �n de la période de recouvrement ainsi qu'une mesure
de la désutilité (notion expliquée ci-après) des passagers. Le but étant de minimiser une
somme pondérée de ces di�érentes composantes.

Les coûts opérationnels incluent tous les frais associés à la réalisation d'un vol : ils
sont estimés en fonction de l'appareil et du nombre d'heures de vol. Les coûts de retard
et d'annulation pour les passagers sont inspirés de la réglementation européenne : 15 euros
pour boissons et repas, 60 euros pour une nuit d'hôtel, leur attribution dépend du retard
subi et de la durée initiale du trajet des passagers. En cas d'annulation, la compagnie
aérienne doit rembourser le prix du billet, et apporter une compensation �nancière variable
selon la durée initiale du trajet.

La désutilité d'un passager modélise le ressenti passager, indépendamment des compen-
sations légales mentionnées ci-dessus. La désutilité, di�cilement mesurable, est ramenée
à une valeur en euros. Elle est divisée en deux parties : le coût de retard et le coût de
déclassement. Le coût de retard est modélisé comme une fonction linéaire du retard global
à l'arrivée avec un coe�cient qui dépend du type d'itinéraire (type du vol le plus long
emprunté par l'itinéraire) et de la cabine de référence de l'itinéraire (cabine de réserva-
tion la plus élevée des vols de l'itinéraire). Le coût de déclassement est appliqué en cas de
déclassement sur un ou plusieurs tronçons de l'itinéraire.

Les coûts de mauvais positionnement des appareils à la �n de la période de recouvrement
dépendent de la nature de la violation : violation de la con�guration, du modèle ou de la
famille de l'appareil requis.

Exemple. Nous ne détaillons pas ici tous les coûts, mais nous donnons un ordre de gran-
deur pour chacun d'eux.

� Coûts opérationnels :
� coûts d'exploitation de l'appareil : 2 000e par heure de vol, récupérés en cas d'an-
nulation d'un vol, à payer pour créer un vol.

� remboursement du billet en cas d'annulation : entre 284e et 1 845e par passager.
� compensation �nancière légale en cas de retard : 15e pour boissons et repas,
60e pour une nuit d'hôtel par passager.

� compensation �nancière légale en cas d'annulation : entre 200e et 600e par pas-
sager selon la durée initiale du trajet.

� Mesure de la désutilité des passagers :
� coût de retard (désutilité) : 0.33e par minute de retard pour un passager en classe
Eco sur un vol domestique.
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� coût d'annulation (désutilité) : entre 350e et 3 000e sur un vol Aller, entre 1 000e et
9 000e sur un vol Retour.

� coût de déclassement : entre 100e et 750e.
� Coût de mauvais positionnement des appareils :
� entre 1 000e et 20 000e selon la nature de la violation.

Il est clair qu'annuler le voyage d'un passager coûte très cher, et ce d'autant plus qu'il
est en voyage retour, sur un trajet long et en classe de confort élevée. Dans tous les cas,
un retard, même très important, coûte beaucoup moins cher qu'une annulation.

6.1.4 Structure d'une solution

Une solution du problème est composée d'un nouveau programme de vols et de nou-
veaux itinéraires pour l'ensemble des passagers. Elle reprend l'intégralité des informations
disponibles dans les �chiers d'entrées des rotations et itinéraires en y incluant les modi�-
cations requises pour répondre aux perturbations ainsi que d'éventuels nouveaux vols et
de nouveaux itinéraires. Le nouveau programme de vols résulte d'un certain nombre de
décisions quant aux vols du programme initial : annulations et retards intentionnels, chan-
gement d'appareils au sein de la même famille et créations éventuelles de nouveaux vols. Les
nouveaux itinéraires peuvent, quant à eux, résulter d'annulations et retards intentionnels,
de changements de vols en respectant l'origine et la destination initiale, de déclassements
et surclassements éventuels.
L'objectif est de trouver une solution qui engendre un coût le moins élevé possible pour la
compagnie aérienne. On cherche donc une solution qui réalise le meilleur compromis entre
le nouveau plan de vols, son impact sur les passagers et son impact sur la reprise normale
des opérations après la �n de la période de recouvrement.

Exemple. Solution sans gestion de la perturbation, simple propagation des re-

tards.

Sans gestion "intelligente", la perturbation entraîne retards et annulations en cascades et
peut même produire une solution irréalisable, notamment si un appareil ne peut pas être
amené à temps à son aéroport de maintenance. La �gure 6.5 représente le plan de vols que
l'on obtient en propageant les retards et annulations, et en annulant le vol 7 qui déborde
au delà de la période de recouvrement. Ce plan de vols est réalisable, mais de nombreux
voyages de passagers doivent être annulés, soit à cause d'une annulation de vol, soit à cause
d'une correspondance qui ne peut plus être réalisée. Cette solution coûterait donc très cher
à la compagnie aérienne.

Exemple. Solution pour le recouvrement des perturbations.

A�n d'absorber, au moins partiellement, le retard en cascade subi par les vols succédant
au vol 4, on échange partiellement les rotations des appareils A320#2 et A321#4. On
retarde les vols 2, 6 et 7 pour permettre la correspondance des passagers retardés. Le vol
10 est, quant à lui, retardé pour cause de capacités aéroportuaires insu�santes. L'appareil
B767#5 n'étant pas arrivé à l'aéroport de départ du vol 12, celui-ci est annulé.
Le nouveau programme de vol est représenté �gure 6.6, il est également donné de façon
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Figure 6.5 � Solution avec propagation des retards.

explicite. La réaccommodation des passagers est détaillée, de nombreux passagers sont
retardés mais un seul voit son voyage annulé. Cette solution coûte donc beaucoup moins
cher à la compagnie aérienne que la solution précédente. Nous détaillons une partie de son
coût ci-après.
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Figure 6.6 � Solution pour un meilleur recouvrement possible des pertubations.

Solution : vols et rotations des avions.

1 NCE LHR 11:30 13:15 03/01/09 A320#1

2 LHR JFK 18:55 02:21+1 03/01/09 A320#1 (vol retardé de 55 minutes)
3 NCE CDG 08:30 10:00 03/01/09 A320#2

4 CDG LHR 17:25 18:25 03/01/09 A320#2 (vol retardé de 330 minutes)
5 LHR CDG 19:05 20:05 03/01/09 A320#2 (vol retardé de 330 minutes)
6 CDG IST 20:35 23:55 03/01/09 A321#4 (changement d'appareil et retard 320 minutes)
7 IST CDG 00:35 03:55 03/01/09 A321#4 (changement d'appareil et retard 300 minutes)
8 NCE CDG 13:20 14:50 03/01/09 A321#4

9 CDG LHR 21:30 22:30 03/01/09 A320#2 (changement d'appareil)
10 LHR CDG 00:00+1 01:00+1 03/01/09 A320#2 (changement d'appareil et retard 50 mi-
nutes)
11 AMS NCE 09:00 11:00 03/01/09 cancelled (vol annulé)
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12 NCE CDG 12:20 13:50 03/01/09 cancelled (vol annulé)

Solution : réaccommodation des passagers.

1 A 284.21 120 1 03/01/09 E

2 A 451.50 10 1 03/01/09 B

3 A 1423.20 84 2 03/01/09 E (retard 55 minutes)
4 R 1752.50 15 2 03/01/09 B (retard 55 minutes)
5 R 1845.00 25 1 03/01/09 E 2 03/01/09 E (retard 55 minutes)
6 A 1510.10 14 4 03/01/09 E 2 03/01/09 E (retard 55 minutes)
7 A 852.50 55 5 03/01/09 E 6 03/01/09 E (retard 320 minutes)
8 A 758.30 159 8 03/01/09 E 6 03/01/09 E (retard 320 minutes)
9 R 812.00 10 8 03/01/09 B 6 03/01/09 B (changement 1er vol et retard 320 min)
9 R 812.00 10 8 03/01/09 F 6 03/01/09 F (surclassement et retard 320 min)
9 R 812.00 1 8 03/01/09 E 6 03/01/09 E (déclassement et retard 320 min)
9 R 812.00 1 cancelled (voyage annulé) ...

Coût pour la compagnie aérienne Dans le tableau 6.1, on a détaillé le coût de la
solution décrite ci-dessus.

Coût opérationnel

exploitation appareil annulation vols 11 et 12 : 2 000e * 3.5h -7 000.00
remboursement billet annulation passager 9A +812.00
compensation �nancière 9A trajet initial 4h50 +600.00
Coût désutilité

retard légal repas 9RD +15.00
retard légal hotel 9RD +60.00
retard désutilité 9RD business, intercontinental 1e/min * 320min +320.00
annulation désutilité 9A business, intercontinental, retour +6 000.00
déclassement 9RD déclassement B→ E, intercontinental +300.00
Coût repositionnement

mauvais positionnement aucun +0.00

Table 6.1 � Coût de la solution en considérant les appareils et seulement un passager
annulé et un passager retardé et déclassé.

Pour plus de lisibilité, on ne détaille ici que les coûts concernant les deux derniers
passagers de la réservation 9 : l'un est déclassé et retardé de 320 minutes, l'autre voit son
voyage annulé. On notera ces passagers respectivement 9RD et 9A. Ces passagers sont sur
un vol intercontinental, en voyage retour et leur cabine de référence est business. On ne
calcule pas le coût engendré par le retard des autres passagers de la réservation 9, ni par
les passagers des réservations 3 à 8.
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6.2 Etat de l'art

Le but de cet état de l'art est double. Il vise, d'une part, à placer le contexte du domaine
aérien, à présenter le processus de plani�cation des compagnies aériennes commerciales et à
citer quelques travaux essentiels de la Recherche Opérationnelle dans ce domaine. D'autre
part, il rassemble une partie des travaux récents concernant la gestion de perturbation.
Pour connaître les dernières avancées et applications de la Recherche Opérationnelle dans
l'industrie des compagnies aérienne, nous invitons le lecteur à consulter le site internet
de l'AGIFORS Airline Group of the International Federation of Operationnal Research
Societies 1. L'AGIFORS est une des sociétés qui montre le lien fort entre la Recherche
Opérationnelle et le domaine aérien.

C'est dès le début des années 50 qu'Air France a mis en place un service de Recherche
Opérationnelle [Roy, 2006]. Cependant, étant donnée la puissance des "ordinateurs" de
l'époque, une grande partie des travaux d'optimisation, notamment pour la gestion de
perturbation, se faisait manuellement. Cette tradition est encore bien ancrée. La Recherche
Opérationnelle est utilisée comme un outil d'aide à la décision : elle propose des solutions
permettant à la compagnie d'être la plus performante possible dans l'utilisation de ses
ressources, mais c'est le centre de contrôle des opérations qui prend les décisions.

6.2.1 Plani�cation dans le domaine aérien : processus et modèles

Processus de plani�cation. La mise au point des programmes de vols nécessite à la
fois beaucoup d'anticipation et de nombreux réajustements et ra�nements. De manière
générale, la plani�cation suit un ordre séquentiel : la priorité est aux appareils qui consti-
tuent la première richesse d'une compagnie aérienne (c'est son outil de production). En
second lieu on gère les équipages, et �nalement les passagers.

Le schéma �gure 6.7 donne une vision globale de cette plani�cation. Il permet de
replacer les di�érentes étapes de la plani�cation aussi bien dans le temps que dans les
niveaux de plani�cation et même dans leur impact sur le revenue management.

En amont, un premier ensemble de vols est déterminé en se fondant notamment sur les
prévisions de la demande passager. On assigne ensuite des types d'avions à ces vols, puis on
établit la rotation des avions avec respect des maintenances. On construit alors la rotation
des équipages ainsi que les plannings des équipages. Finalement, on a�ecte les passagers
sur les vols opérés et on construit tous les plannings opérationnels (a�ectation des avions
aux portes, ...). Ces di�érentes étapes se déroulent séquentiellement mais ne sont bien
entendu pas indépendantes. Un certain nombre de liens sont représentés �gure 6.7. Dans
le cas idéal, les vols e�ectifs suivent ce planning optimisé. Mais, en cas de perturbation
majeure a�ectant signi�cativement plusieurs vols, le calcul d'une solution de recouvrement
nécessite de reconsidérer les décisions faites aux trois niveaux de plani�cations. Le but est
alors clairement de "limiter la casse", en minimisant au maximum les conséquences des
perturbations.

Dans le cadre du challenge, nous nous intéressons exclusivement à la construction du

1. http://www.agifors.org
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Figure 6.7 � Processus de plani�cation dans le domaine aérien.

nouveau plan de vols et à la réa�ectation des passagers. Nous présentons ici les modèles
couramment utilisés pour construire les rotations des avions lors de la phase de plani�ca-
tion. Ces modèles peuvent, bien entendu, être adaptés pour reconstruire ces rotations en
cas de perturbation. Nous citons également quelques articles fondamentaux traitant d'une
ou de plusieurs étapes de la plani�cation.

Modèles de réseaux. Dans les problèmes de plani�cation du domaine aérien, les mo-
dèles d'optimisation sont principalement fondés sur deux types de réseau selon que les
actions (vols) sont représentées par les n÷uds ou par les arcs du réseau. Nous illustrons les
di�érents réseaux classiquement utilisés avec pour exemple simple les rotations des avions
A320#2 et A321#4.

� Le connection network, ou réseau des connexions (�gure 6.8) a pour but de repré-
senter les di�érentes possibilités pour construire les rotations des avions. Les n÷uds
de ce réseau correspondent aux di�érents vols (tronçons), un arc joint deux n÷uds
s'il est possible d'enchaîner les vols correspondant avec le même appareil (respect
du temps de réengagement et même aéroport intermédiaire). On ajoute des n÷uds
qui indiquent la position des appareils au début et à la �n de la période de temps
considérée, et on connecte ces n÷uds aux n÷uds précédents si le vol est possible à
partir de cette position initiale (respectivement vers cette position �nale).
Pour l'exemple on se limite aux rotations des appareils A320#2 et A321#4 entre
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08:00 le 03/01/09 et 01:00 le lendemain.

Exemple. 3 NCE CDG 08:30 10:00 03/01/09 A320#2

4 CDG LHR 11:55 12:55 03/01/09 A320#2

5 LHR CDG 13:35 14:35 03/01/09 A320#2

6 CDG IST 15:15 18:35 03/01/09 A320#2

7 IST CDG 19:35 22:55 03/01/09 A320#2

8 NCE CDG 13:20 14:50 03/01/09 A321#4

9 CDG LHR 21:30 22:30 03/01/09 A321#4

10 LHR CDG 23:10 00:10+1 03/01/09 A321#4

NCE

4

8 10

6

5

3

7

9

IST

CDG

LHR

NCE

IST

CDG

LHR

Figure 6.8 � Réseau des connexions. La rotation de l'appareil A320#2 correspond au
chemin NCE-3-4-5-6-7-CDG. La rotation de l'appareil A321#4 correspond au chemin

NCE-8-9-10-CDG.

Un chemin dans ce réseau correspond à un morceau de rotation. Les maintenances
peuvent s'intégrer dans ce réseau, par exemple en considérant la maintenance comme
un vol �ctif. On voit toutefois que le nombre de chemins possibles est important, et
ce nombre augmente d'autant plus que la fenêtre de temps se rallonge.

� Le time line network (�gure 6.9) a une structure de réseau espace-temps. Il permet
de représenter les di�érents vols et horaires de façon plus explicite que le réseau des
connexions.

Les n÷uds de ce réseau correspondent aux di�érents couples (aéroport de départ,
heure de départ) et (aéroport d'arrivée, heure d'arrivée) des di�érents vols. Un arc
dans ce réseau représente soit un vol réalisable entre deux aéroports à des horaires
donnés, soit une attente dans un même aéroport. De même que pour le réseau de
connexions, un chemin dans ce réseau correspond à un morceau de rotation. Les
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Figure 6.9 � Réseau time line network.

maintenances s'intègrent par exemple en incluant le temps de la maintenance dans
le temps de parcours du vol la précédant.

� Le time band network a lui aussi une structure de réseau espace-temps. C'est l'adap-
tation du time line network pour gérer d'éventuelles perturbations. Ce réseau est
construit de façon dynamique lors d'une perturbation. Les n÷uds de ce réseau cor-
respondent aux n÷uds d'un réseau espace-temps agrégés par bande de temps (bande
de 30 minutes par exemple). On ajoute à ces n÷uds des n÷uds puits à la �n de la
période de recouvrement. Chaque n÷ud est labellisé par l'heure de disponibilité d'un
appareil dans ce n÷ud. Un vol prévu est représenté par un arc dans ce réseau. Cet
arc est dupliqué sur tous les n÷uds futurs à partir desquels ce vol est potentielle-
ment réalisable (dans lesquels un appareil est disponible et à partir desquels le vol
arrive bien avant la �n de la période de recouvrement). On construit ainsi des arcs
parallèles.
Un �ot dans ce réseau donne une solution de recouvrement : les arcs initiaux qui
n'ont pas de �ot correspondent aux vols annulés, les arcs dupliqués ayant du �ot
correspondent à des vols retardés.
Le modèle que nous proposons pour résoudre notre problème est en partie inspiré de
ce type de réseau.

Travaux existants. Nous citons ici quelques articles essentiels concernant la plani�ca-
tion dans le domaine aérien. Les travaux dans ce domaine traitent en général d'un seul ou
de deux des problèmes apparaissant aux di�érents niveaux de plani�cation.

Les problèmes de construction des rotations des appareils et d'a�ectation des �ottes
sont traités dans [Clarke et al., 1997] (relaxation lagrangienne) et [Barnhart et al., 1998]
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(Branch-and-Price).
Les problèmes de gestion des équipages, crew pairing et crew assignment, sont en gé-

néral modélisés sous la forme de problème de partitionnement et de recouvrement. Les
méthodes de résolution exploitent donc cette structure. Nous ne citons ici que [Ho�man et
Padberg, 1993] qui propose un algorithme de Branch-and-Cut pour résoudre le problème
de plani�cation pour les équipages.
Ce problème a aussi été résolu simultanément avec la construction des rotations d'appareils
dans [Cordeau et al., 2001]. Ce travail constitue une première vraie intégration de �otte
d'appareils et équipages, la résolution est fondée sur une décomposition de Benders.

La construction de plani�cations robustes est elle aussi en vogue. L'idée est d'intégrer
dans le planning la possibilité d'absorber des perturbations ou au moins de faciliter le
recouvrement des perturbations. Dans la pratique, cette robustesse est largement intégrée
dans les plannings pour des "petites perturbations" (pour absorber par exemple un retard
de 10 minutes) ; cependant face à des perturbations plus importantes l'optimisation reste
nécessaire. Nous présentons ici quelques travaux, notamment ceux qui nous ont inspirés
pour modéliser et résoudre le problème du challenge. Une revue de la littérature plus com-
plète sur les problèmes de gestion de perturbation est réalisée dans [Clausen et al., 2009].
On distingue les travaux qui ne traitent que d'une seule ressource et ceux qui, comme pour
le challenge, a�chent la volonté d'un recouvrement intégrant simultanément plusieurs res-
sources.

6.2.2 Recouvrement d'une seule ressource

Pour la gestion des perturbations dans le domaine aérien, les problèmes académiques
traités dans la littérature sont souvent des versions très simpli�ées des problèmes réels
du terrain. En e�et, la plupart des travaux ne s'intéressent qu'à une seule ressource et
les passagers sont rarement considérés [Kohl et al., 2007]. La littérature traite de fa-
çon souvent séparée les principaux sous-problèmes de gestion de perturbations (disruption
management) : réa�ectation des appareils, réa�ectation des équipages et (plus rarement)
réaccommodation des passagers.

Une grande part des travaux de gestion de perturbation porte sur le recouvrement des
appareils. En e�et, c'est la ressource la plus chère et la plus rare pour une compagnie
aérienne. Le problème de recouvrement des appareils, ou aircraft recovery problem a été
largement étudié dans les quinze dernières années, et bon nombre de techniques de Re-
cherche Opérationnelle ont été appliquées. Les di�érents problèmes de recouvrement des
appareils di�èrent par les contraintes prises en compte ou non (couvre-feu d'aéroports,
capacités aéroportuaires, type de perturbation, prise en compte des maintenances, ...) et
par les fonctions d'optimisation choisies (minimiser le retard total, minimiser le nombre de
vols annulés, ...).
[Jarrah et al., 1993] modélisent le problème de recouvrement des appareils avec deux mo-
dèles de �ot. Le premier a pour objectif de minimiser les coûts de retard des vols, alors
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que dans le second, l'objectif est de minimiser les coûts d'annulation des vols. Ce travail a
ensuite été repris en intégrant les deux critères. Les modèles à base de multi�ot [Anders-
son, 2001,Andersson et Värbrand, 2004] sont aussi couramment utilisés, mais l'impact de
la solution de recouvrement sur les passagers est ignoré.

On retrouve bien entendu les techniques de recherche locale [Love et al., 2002], l'utilisa-
tion de metaheuristiques [Andersson, 2006] ainsi que la génération de colonnes [Rosenberger
et al., 2003].

Le problème de recouvrement des équipages est également largement étudié. Ce pro-
blème est encore plus complexe que le précédent du fait du nombre d'équipages (�ight
crew et cabin crew) et des nombreuses règles, contraintes, législations et préférences per-
sonnelles à prendre en compte. Nous référons le lecteur intéressé à ce problème à l'état de
l'art présenté dans [Clausen et al., 2009].

Très peu de travaux portent sur le problème de recouvrement des passagers seuls [Let-
tovsky, 1997]. En e�et, une fois que toutes les décisions concernant les appareils et les vols
sont prises, et que le planning de recouvrement est calculé, la réa�ectation des passagers
est un "simple" multi�ot. Par contre, comme nous le verrons dans la prochaine section,
certains problèmes de recouvrement intégrant plusieurs ressources intègrent aussi les passa-
gers. Cependant, la plupart du temps cette intégration reste implicite : elle est uniquement
fondée sur une approximation des coûts de retard.

6.2.3 Recouvrement intégrant plusieurs ressources

L'intégration de plusieurs ressources dans le recouvrement a, la première fois, été trai-
tée par [Teodorovi¢ et Stojkovi¢, 1995]. Il s'agit du recouvrement intégré des appareils et
des équipages avec les contraintes de maintenance. D'autres travaux concernant le recou-
vrement intégré des appareils et des équipages sont ceux de Stokjovic et Soumis. On ne
cite ici que [Stojkovi¢ et Soumis, 2001].
La thèse de [Lettovsky, 1997] propose un modèle linéaire mixte intégrant les trois ressources
principales : appareils, équipages et passagers. Le problème est décomposé en trois sous-
problèmes, un par ressource, et ces trois parties sont contrôlées par un problème maître.
La technique de résolution utilise des décompositions de Benders mais l'implémentation ne
reste que partielle.

Dans leurs travaux, [Klincewicz et Rosenwein, 1995] adaptent le plan de vols ainsi
que la rotation des appareils a�n de faire face à une demande variable de la part des
passagers. C'est en quelque sorte un problème de recouvrement appareils/passagers. Ni
les maintenances, ni les équipages ne sont intégrés dans ce problème. La résolution utilise
des modèles à base de �ot pour générer une nouvelle a�ectation des appareils. [Bratu
et Barnhart, 2006] a pour objectif premier le recouvrement des passagers, mais intègre
également des contraintes concernant les appareils et les équipages. C'est un des premier
travaux qui place véritablement les passagers au c÷ur du recouvrement.
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6.3 Les méthodes proposées par les �nalistes

Les méthodes proposées par les di�érentes équipes participantes sont des méthodes
heuristiques résolvant le problème en le décomposant en plusieurs étapes et utilisant une
grande variété d'approches. Nous présentons ici brièvement les méthodes utilisées par les
8 autres équipes �nalistes. Pour plus de détails, le lecteur est invité à consulter les actes
de la conférence ROADEF 2009. Les schémas généraux de résolution se répartissent en
algorithmes purement gloutons, méthodes de descente avec redémarrage, recuit simulé,
méthodes hybrides de programmation linéaire en nombres entiers et de recherche locale,
méthodes de génération de colonnes. Les algorithmes élémentaires de �ots et de chemins
optimaux sont largement utilisés. De nombreuses solutions intègrent une procédure d'amé-
lioration, en général elle vise à réaccommoder des passagers en créant de nouveaux vols
selon les besoins.

Voici brièvement les méthodes de résolution utilisées par 9 équipes �nalistes (dont la
notre). Les méthodes sont données dans l'ordre du classement du challenge.

1. Une méthode de recherche à grand voisinage - S. Bisaillon, J.-F. Cordeau, G.
Laporte et F. Pasin - Montréal.
La méthode de recherche à grand voisinage est une approche itérative qui exploite
au maximum le temps imparti, chaque itération se décompose en trois phases.

(a) Une phase de construction d'une solution initiale avec respect des maintenances
par suppressions et réinsertions de séquences de vols. La solution viole éven-
tuellement les capacités aéroportuaires, les modi�cations sur les itinéraires sont
gérées simultanément (annulations, retards). Ceci est fait avec un ordre aléatoire
sur les avions, ordre modi�é à chaque itération.

(b) Une phase de réparation de la solution pour satisfaire les contraintes de capacités
aéroportuaires par annulation de vols et des itinéraires correspondant, ceci est
fait avec le même ordre que l'étape précédente.

(c) Une phase d'amélioration locale : insertions de vols, décalages de vols, et algo-
rithme de plus court chemin pour réaccommoder passagers.

2. Stratégie d'oscillation - S. Hana�, C. Wilbaut, R. Mansi et F. Clautiaux - Lille.
La première étape est de construire une solution initiale en relaxant les contraintes de
capacité des cabines et des aéroports mais qui satisfait les contraintes dures de main-
tenance. La solution obtenue est alors améliorée en alternant des phases constructives
et destructives. L'amélioration est obtenue en ajoutant et supprimant itérativement
des routes et des itinéraires. Pour �nir, une phase de post-optimisation permet de
créer des vols pour réaccommoder les derniers passagers.

3. Statistical Analysis of Propagation of Incidents (SAPI) - R. Acuna-Agost, P.
Michelon, D. Feillet et S. Gueye - Avignon.
La méthode SAPI a été développée initialement pour résoudre le problème de ré-
ordonnancement de plan de circulation ferroviaire en cas d'incidents. La méthode a
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été adaptée et appliquée au problème de gestion de perturbation dans le domaine
aérien. Le problème est modélisé intégralement via un MIP comportant deux multi-
�ots (un sur les appareils, un concernant les passagers). Ce modèle est de très grande
taille (taille du réseau, nombre de vols, nombre de passagers), et ne peut être résolu
directement avec Cplex. La méthode SAPI consiste à utiliser un modèle statistique
pour évaluer la probabilité qu'un vol soit a�ecté par les perturbations et ainsi pou-
voir diminuer la complexité du problème en �xant les variables selon ces probabilités.

4. La méthode TUe - C. Eggermont, M. Firat, C. Hurkens et M. Modelski - Eindho-
ven.
L'approche est fondée sur une décomposition du problème, chaque étape améliore un
aspect de la solution. Les di�érentes étapes sont résolues de façon séquentielle.

(a) Réparation de la continuité dans les rotations des avions.

(b) Respect des maintenances (en priorité) conjointement aux capacités aéropor-
tuaires.

(c) Retard supplémentaires sur vols pour garantir plus de correspondances aux
passagers.

(d) Réaccommodation �nale des passagers.

5. Notre approche - J. Darlay, L.-P. Kronek, S. Schrenk, L. Zaourar - Grenoble.
En quelques mots, nous avons décomposé le problème en deux grandes étapes résolues
de façon séquentielle.

(a) Calcul d'un nouveau plan de vols proche du plan de vol initial. Le plan de vols
est calculé par morceaux. On traite d'un nombre limité d'avions à chaque fois,
et on reconstruit un plan de vols pour ces avions en résolvant un modèle de
multi�ot dans un réseau (arc=vols) avec contraintes additionnelles. En priorité,
on détermine les rotations des appareils ayant une maintenance, avec si besoin
création de vols.

(b) Réaccommodation des passagers sur le nouveau plan de vols, en résolvant un
problème de multi�ot.

6. Un recuit simulé - J. Peekstok et E. Kuipers - Pays-Bas.
On commence par construire une solution initiale, non réalisable. On cherche ensuite
par recherche locale à améliorer cette solution et à la rendre réalisable, pour ce faire les
contraintes violées entraînent des pénalités dans la fonction objectif. Les mouvements
considérés dans la recherche locale sont :
� avancer/retarder un vol, changer l'appareil qui opère un vol, modi�er un vol dans
l'itinéraire d'un passager,

� suppression/création de vols pour obtenir solution réalisable,
� ajout/suppression/modi�cation d'un vol dans l'itinéraire d'un passager.
Finalement, on applique une phase d'amélioration qui consiste à créer des vols et à
réaccommoder les passagers, ceci en boucle.
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7. La méthode NCF - N. Jozefowiez, C. Mancel et F. Mora-Camino - Toulouse.
Il s'agit d'une approche heuristique à trois phases. La première phase génère une
solution réalisable après avoir considéré séquentiellement toutes les perturbations du
problème. La solution est composée d'un ensemble de rotations d'avions qui res-
pecte toutes les contraintes y compris les maintenances prévues. A la �n de cette
étape, certains itinéraires peuvent avoir été annulés à cause des perturbations. Une
deuxième phase améliore la solution courante en faisant intervenir di�érents modules
de modi�cation des rotations et réaccommodation de passagers. La partie clé de cette
phase est l'insertion de séquences de vols réalisables a�n d'acheminer les passagers à
leurs destinations �nales. La troisième phase consiste à créer de nouveaux vols pour
minimiser des pénalités en cas de non-respect des contraintes de positionnement des
appareils à la �n de la période de recouvrement.

8. La méthode australienne - S. Dickson, O.Smith et W. Li - Melbourne.
La méthode développée est un processus à deux phases fondé sur un découpage
appareils/passagers.

(a) La première phase s'attache à réa�ecter les appareils, de changer l'horaire ou
d'annuler des vols en vue de minimiser les perturbations sur les itinéraires de
passagers. Cette étape est réalisée en résolvant un MIP dans un réseau des
connexions (n÷uds = vols), avec en particulier des variables de connexions entre
vols et des variables continues pour les retards de vols. Pour limiter sa taille le
modèle est paramétré, on peut ainsi limiter le retard maximal, limiter le temps
possible au sol entre 2 vols connectés, ...

(b) La seconde phase optimise les itinéraires des passagers par rapport au plan de
vols �xé dans la première phase. Elle est fondée sur la résolution d'un multi�ot
dont l'objectif est de maximiser la valeur des itinéraires transitant à travers le
réseau des vols opérés après la première phase.

9. Une génération de colonnes dans un réseau spéci�que - N. Eggenberg et M.
Salani - Lausanne.
La méthode a initialement été développée pour créer des plannings robustes, elle
est adaptée et appliquée au problème de gestion de perturbation dans le domaine
aérien. Il s'agit d'un algorithme à base de génération de colonnes qui résout un
modèle MIP spéci�que visant à chercher la meilleure solution de recouvrement. Le
problème maître consiste à optimiser l'utilisation des appareils et minimiser le nombre
de vols annulés. Le problème esclave vise à proposer d'autres alternatives pour le
recouvrement (génération de nouvelles routes pour les avions (rotations) via un plus
court chemin contraint). Une fois ce maître résolu, les passagers sont réaccommodés
par ordre de priorité via un modèle de �ot.

Le tableau 6.2 classi�e les méthodes utilisées par les 9 équipes �nalistes. On retrouve
dans la plupart des méthodes une décomposition du problème. Les approches fondées sur
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ces décompositions sont de deux types. On a d'abord les approches séquentielles dans
lesquelles, on résout un étape de la décomposition à la fois et on enchaîne sur l'étape
suivante. Par opposition à ces méthodes directes, on a les méthodes itératives qui consistent
à resoudre le problème en calculant successivement des solutions de meilleure qualité à
partir d'une solution initiale. Dans les méthodes itératives, on revient donc sur ses choix.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Méthode

MIP × × × ×
Recherche locale × × × × ×
Décomposition

itérative × × × ×
séquentielle × × × ×
Solveur ? × × × × ×

Table 6.2 � Approches de résolution des di�érents �nalistes.

Toutes les équipes ont noté la di�culté des contraintes de maintenance. De manière
générale, les méthodes exploitent au maximum les plannings initiaux, les vols sont décalés
dans le temps ou annulés, et en général de nouveaux vols sont créés pour satisfaire les
contraintes de maintenance et éventuellement en post-optimisation.
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Notre approche de résolution
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Le but de ce chapitre est de présenter notre heuristique de résolution. Nous proposons
un algorithme constructif, qui produit un nouveau programme de vols réalisable ainsi
qu'une réaccommodation des passagers, et qui vise à minimiser les coûts opérationnels et
fonctionnels. Notre algorithme utilise principalement des modèles de �ots, ceux-ci ont été
présentés dans la partie I.

Nous rappelons que dans le contexte du challenge, il a fallu trouver une méthode de
résolution e�cace qui résoud des instances de grande taille en moins de 10 minutes. De plus,
il a fallu implémenter et fournir un programme en quelques mois seulement. La méthode
de résolution n'est pas très sophistiquée, mais elle a le mérite de nous avoir permis d'être
classés 5ème parmi les 25 équipes en lice. En e�et, lors de cette compétition en temps
limité, proposer une approche originale et l'implémenter "from scratch" est quasi mission
impossible.

7.1 Structure de l'algorithme de résolution

Notre approche est fondée sur la décomposition du problème en deux étapes. La pre-
mière traite des rotations des avions, alors que la seconde s'intéresse à la réaccommodation
des passagers.
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A�n de construire des solutions de bonne qualité, les deux étapes s'inspirent au maxi-
mum du planning initial. La solution imite au mieux le planning non perturbé, ce qui limite
les coûts opérationnels et fonctionnels.
Les algorithmes utilisés dans les deux étapes sont simples, ce sont des algorithmes fondés
sur des �ots dans des réseaux. La qualité des résultats obtenus re�ète encore une fois le
grand potentiel de ces modèles. De plus, toutes les contraintes peuvent être directement
intégrées dans ces algorithmes de construction pour obtenir directement une solution réa-
lisable.

Le schéma général de l'algorithme de résolution est donné dans la �gure 7.1.

reaccomodation des passagers sur les itinéraires

Nouveau Plan de Vols

Reaccomodation des passagers

décomposition en paquets

créations de vols pour les maintenances

construction du plan de vols paquets par paquets

Calcul des itinéraires alternatifs pour chacun des passagers

Figure 7.1 � Algorithme de résolution.

Dans les prochaines sections nous détaillons chacune des étapes. Nous rappelons qu'a�n
de faciliter la lecture, toutes les notations sont récapitulées dans l'annexe B.

7.2 Construction d'un nouveau plan de vols

Dans un premier temps, on intègre les perturbations dans le plan de vols initial en
retardant les vols qui sont retardés et en annulant les vols annulés. Nous identi�ons ensuite
tous les vols �xes : il s'agit des vols dont l'heure de départ était prévue avant le début de
la période de recouvrement dans le planning initial. Même si après un retard imposé par
une perturbation ces vols se retrouvent dans la période de recouvrement, ils ne peuvent
pas être modi�és. On ne peut ni retarder, ni annuler, ni changer l'appareil qui opère un vol
�xe. On peut dors et déjà ôter les capacités aéroportuaires utilisées par ces vols. Il n'y a
plus aucune marge de man÷uvre sur ces vols, dans la suite on s'intéresse donc uniquement
aux vols non �xes.

Nous allons alors réa�ecter les avions à ces vols non �xes, et construire ainsi un nou-
veau plan de vols. La solution qui consiste à annuler tous les vols non �xes respecte toutes
les contraintes, sauf éventuellement les contraintes de maintenances. Dans des cas simples,
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l'utilisation des vols non �xes su�t à amener les avions à leur maintenance. Pour des ins-
tances plus complexes, il faut créer de nouveaux vols pour amener les avions à leur aéroport
de maintenance. Plus de détails à ce sujet sont donnés dans la section 7.2.3.

Pour des raisons à la fois techniques et de temps de calcul, la construction du nouveau
plan de vols ne se fait pas simultanément sur toutes les ressources. Nous avons décomposé
le problème en reconstruisant le plan de vols sur des plus petits paquets, un paquet étant
composé d'un certain nombre d'avions et d'un certains nombre de rotations à faire opérer
par ces avions. Cette décomposition est présentée dans la section 7.2.2. La reconstruction
du plan de vols sur un paquet utilise une méthode générique qui est présentée dans la
section 7.2.1.

7.2.1 Schéma général et modélisation

La réa�ectation des appareils aux vols est faite en utilisant un méthode générique, qui
réassigne des appareils à des vols en respectant les contraintes liées aux appareils. Elle
produit une solution qui sera a priori de faible coût. Plus précisément la méthode traite le
problème suivant.

Entrées : � une fenêtre de temps débutant au temps 0 et �nissant au temps TE ;
� un ensemble K d'avions ayant tous le même temps de réengagement (τk pour
k ∈ K) et de la même famille (du même modèle par exemple), avec pour chaque
avion k son aéroport de disponibilité ADk et son heure de disponibilité TDk ;

� un ensemble F de vols (rotations) à assigner aux avions, pour chaque vol f on
connaît l'aéroport de départ ADf , l'aéroport d'arrivée AAf , l'heure initiale de
départ TDf et l'heure initiale d'arrivée TAf ;

� un ensemble D de retards possibles pour retarder davantage certaines rotations ;
� une fonction coût ckfd donnant le coût d'a�ecter l'avion k au vol f retardé de d
minutes. Et la fonction coût cf donnant le coût d'annulation du vol f .

Contraintes : � respecter les temps de réengagement des appareils,
� respecter les maintenances et le nombre maximal d'heures de vol autorisé avant
maintenance de l'avion k, noté MaxFlightHoursk ;

� ne pas utiliser un avion indisponible (perturbation indisponibilité d'appareil) ;
� respecter les capacités de décollage et d'atterrissage des aéroports.

Sortie : un plan de vols respectant toutes les contraintes et minimisant le coût total de
réa�ectation plus le coût d'annulation.

Nous avons formalisé ce problème via un programme linéaire à variables entières fondé
sur un modèle de multi�ot. Ceci nous permet à la fois d'exploiter la structure de réseau,
et d'intégrer des contraintes spéci�ques liées à l'application.

Le temps est intégré dans le réseau via un réseau espace-temps. Le problème est repré-
senté, avec une discrétisation du temps dans la �gure 7.2. Le pas de la discrétisation du
temps, ∆t, est un des paramètres �exibles : trop grand on perd en performance, trop petit
la taille des modèles explose.
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: vols initiaux (avec retards propagés)

: arcs de stationnement

: avion disponible

19h00

18h00

17h00

16h00

15h00

14h00

13h00

12h00

11h00

10h00

NCE CDG GNV BLN

cout
cout

cout de repositionnement

: maintenance de l’avion noir

: noeud puit

: vols retardés (avec retards additionnels)

: arrivée de l’avion

Début période de recouvrement

Fin période de recouvrement

Figure 7.2 � Représentation graphique de la réa�ectation des appareils.

Le réseau espace-temps est enrichi par di�érents n÷uds spéci�ques. Il comporte les
n÷uds suivants.

1. N÷uds classiques : la majorité de n÷uds correspondent à un aéroport spéci�que à
un temps donné.

2. N÷uds de disponibilité des avions : chaque avion est disponible à un certain aéroport
à un instant de la période de recouvrement donné.

3. N÷uds d'arrivée des avions : des noeuds puits spéci�ques pour que les avions concer-
nés respectent des contraintes de maintenance. Dans l'exemple de la �gure 7.2, l'avion
noir doit être à son aéroport de maintenance CDG au plus tard à 15h00.

4. N÷ud puits : Un n÷ud est ajouté à la �n de la période de recouvrement, c'est un
aéroport arti�ciel de destination des avions qui garantit que les avions ne sont plus
en vols à la �n de la période.

Les arcs du réseau lient les di�érents n÷uds. Ces arcs sont de di�érentes natures.

1. Arcs de vols : Les vols prévus sont représentés par des arcs reliant l'aéroport de
départ à l'horaire de départ à l'aéroport d'arrivée à l'horaire d'arrivée plus le temps
de réengagement. Les temps de réengagement sont inclus dans le temps de vol, ainsi
deux vols peuvent se succéder.

2. Arcs de stationnements : Les arcs de stationnements (arcs verticaux) correspondent
à l'attente d'avions dans un aéroport pendant un certain temps. Le �ot sur un tel
arc est le nombre d'avions stationnés à un aéroport. Dans notre problème, ces arcs
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ne sont pas limités en capacité. De plus le stationnement n'induit ni de coût ni de
revenus supplémentaires.

3. Arcs de retards : Les arcs de retard re�ètent la stratégie de retards supplémentaires.
Ce sont des arcs parallèles aux arcs de vols, vols correspondants à ces mêmes vols
retardés des délais potentiels issus de D. Dans l'exemple, on a envisagé un seul retard
supplémentaire de 1 heure.

Le problème de la réa�ectation des appareils revient à calculer un �ot de coût minimal
avec contraintes additionnelles dans ce réseau espace-temps.
La fonction objectif consiste à minimiser les coûts induits par les vols annulés cf , et les
coûts résultant de l'opération d'un vol avec un retard ou un appareil di�érent de l'appareil
initial ckfd.

Les variables de décisions, toutes binaires, sont les suivantes :

� xkfd = 1 si l'avion k opère le vol f avec un retard de d minutes.

� Xf = 1 si le vol f est annulé (opéré par aucun appareil).

� ykit = 1 si l'avion k reste stationné dans l'aéroport i entre les temps t et t+ ∆t.

Le modèle à résoudre s'écrit comme suit.

Minimiser :
∑
k∈K

f∈F,d∈D

ckfdx
k
fd + cfXf , (7.1)

Les contraintes (7.3) et (7.4) sont les contraintes classiques de conservation du �ot

et conditions aux n÷uds sources et puits. La contrainte (7.2) garantit qu'un vol est opéré
au plus une fois, soit à l'heure soit avec un retard.

∑
k∈K

∑
d∈D

TAf +d≤TE

xkfd ≤ 1, ∀f ∈ F, (7.2)

∑
f∈F, d∈D
AAf =j

TAf +d=t−τk

xkfd + ykj,t−∆t
−

∑
f∈F, d∈D
ADf =j

TDf +d=t

xkfd − ykj,t =
{
−1 si j = ADk,
0 sinon,

∀j ∈ A,
∀k ∈ K,
∀t ≤ TE − τk,

(7.3)

∑
k∈K

∑
t∈T
t≤τk

∑
f∈F, d∈D
AAf =j

TAf +d=TE−τk+t

xkfd +
∑
k∈K

ykf,TE−∆t
≥ |K|, (7.4)

Les contraintes de capacité aéroportuaire (7.5) et (7.6) lient di�érents n÷uds et vols.
Si la capacité à un aéroport est limitée, il faut choisir certains vols et en annuler d'autres.
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Ces contraintes liantes renforcent la di�culté de résolution du problème.∑
k∈K

∑
f∈F, d∈D
ADf =i

h≤TDf +d<h+1

xkfd ≤ CapTakeOff [i, h], ∀i ∈ A, ∀h ∈ H, (7.5)

∑
k∈K

∑
f∈F, d∈D
AAf =j

h≤TAf +d<h+1

xkfd ≤ CapLanding [j, h], ∀j ∈ A, ∀h ∈ H, (7.6)

Les contraintes de maintenance (7.7) et (7.8) sont de deux types. La première garantit
qu'un avion soit dans l'aéroport de sa maintenance pendant toute la durée de celle-ci. La
seconde limite le temps de vol dont un avion dispose avant de se rendre à sa maintenance.
Les contraintes d'indisponibilités (7.9) forcent un avion indisponible à rester cloué au
sol pendant tout le temps de son indisponibilité, aucun vol ne peut être a�ecté à un avion
indisponible.

yk
AM kt

= 1, ∀k ∈ KM , ∀t ∈ [TMB ; TME ], (7.7)∑
f∈F, d∈D

TAf +d≤TMBk

(
TAf − TDf

)
xkfd ≤ MaxFlightHoursk, ∀k ∈ KM , (7.8)

∑
i∈A

ykit = 1, ∀k ∈ KU ,∀t ∈ [TUB ; TUE ], (7.9)

Toutes les variables sont binaires.

xkfd ∈ {0, 1}, ∀k ∈ K, ∀f ∈ F, ∀d ∈ D, (7.10)

Xf = 1−
∑
k∈K,
d∈D

xkfd ∈ {0, 1}, ∀f ∈ F, (7.11)

ykjt ∈ {0, 1}, ∀k ∈ K, ∀j ∈ A, ∀t ∈ T. (7.12)

Du fait notamment de la décomposition du temps, ce modèle est très vite amené à être
de très grande taille. Ceci compromet non seulement sa résolution rapide, mais même son
chargement en mémoire.

La plus petite instance, notée A01 comporte |A| = 35 aéroports, |K| = 85 avions,
608 vols dont 400 sont non �xes, sur une période de 16 heures, soit 192 intervalles de
temps de 5 minutes. Le nombre de retards additionnels dépend de la politique de retard.
Au minimum, on autorise aucun retard additionnel, i.e. seulement le retard de 0 minutes.
En pratique on utilise entre 1 et 20 retards additionnels. Dans le tableau 7.1, un ordre
de grandeur de la taille du modèle de réa�ectation des appareils pour ce type d'instance
est donné. Ce tableau permet de mettre en évidence le grand nombre de contraintes et
de variables binaires. Le modèle comporte surtout des contraintes de �ot qu'il faut écrire
à chaque n÷ud du réseau espace-temps. La discrétisation du temps fait donc exploser la
taille du modèle.

Concevoir et implémenter ce modèle en C++ a été une de mes tâches dans le challenge.
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7.2 Construction d'un nouveau plan de vols

tous les modèles les A320 les A320 pas de retard
10 retards possibles 10 retards possibles 1 retard possible

vols non �xes 400 vols 100 vols 100 vols

variables binaires 340 000 85 000 8 500
contraintes 550 000 550 000 550 000

Table 7.1 � Taille du modèle pour di�érentes politiques de retard.

7.2.2 Décomposition en paquets.

Une instance comporte entre 608 et 2844 rotations et entre 85 et 255 avions. Le chan-
gement d'un avion qui opère un vol ne peut se faire que dans la même famille. Nous avons
donc décomposé la construction du plan de rotation, famille par famille d'appareils. Ceci
permet notamment de respecter la contrainte de changement d'avion.

Cette première décomposition n'est pas su�sante pour toutes les instances. La famille
AirbusSmall contient encore beaucoup d'avions (jusqu'à 144 pour une instance). Nous
décomposons donc plus �nement la construction du plan de rotation par modèle d'appareils.
Ceci présente un avantage : tous les avions d'un même modèle ont le même temps de
réengagement, on peut donc facilement l'intégrer au temps de vols, indépendamment de
l'avion qui opérera le vol. Cela simpli�e l'implémentation.

Malheureusement, certains modèles comportant beaucoup d'avions, produisent encore
des programmes mathématiques trop grands (il y a 60 appareils du modèle A320 dans
l'instance B10, ces avions opèrant près de 2 000 vols). Notre algorithme ne peut produire
de réa�ectation pour tous les avions d'un tel modèle pris d'un bloc en moins de 1 minute, ce
qui compromet l'obtention d'une solution �nale en moins de 10 minutes. Nous proposons
donc une décomposition plus �ne, en prenant des sous-ensembles d'appareils de même
modèle et les rotations correspondantes pour constituer un paquet. En pratique, nous
avons fait des tests sur les instances fournies pour trouver le bon compromis entre temps
de résolution et taille des paquets. Cela a été ma seconde tâche dans le challenge.

On réa�ecte alors de façon séquentielle les appareils aux vols, paquet par paquet. Les
paquets sont ordonnés : on traite en priorité ceux qui comportent des avions ayant des
maintenances, i.e. des contraintes inviolables. En e�et, c'est dans ces paquets que la réaf-
fectation des avions est la plus délicate et risque de produire une solution non réalisable.
Traiter ces paquets en priorité permet de disposer encore de capacités aéroportuaires, no-
tamment pour atterrir à l'aéroport de maintenance. On ajoute quelques nouveaux vols
dans ces paquets, créés spéci�quement pour pouvoir amener rapidement un avion à son
aéroport de maintenance. Plus de détails sur ces vols sont donnés dans la section suivante.

7.2.3 Création de nouveaux vols pour les maintenances.

Considérons un paquet qui comporte au moins un avion nécessitant une maintenance.
Les vols de ce paquet permettaient, avant perturbation, d'amener les avions à leur aéroport
de maintenance. Cependant, du fait des perturbations, notamment des retards ou des
annulations de ces vols et des réductions de capacités aéroportuaires, il se peut que l'on ne
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puisse pas amener un avion à sa maintenance avec seulement les vols du paquet. On ajoute
donc de nouveaux vols, créés spéci�quement pour amener ces avions à leur aéroport de
maintenance. En théorie, le choix de ces vols est sans doute un problème di�cile. En e�et,
il faut jongler avec les capacités aéroportuaires encore disponibles, le temps de vol encore
disponible, la distance maximale franchissable (ou rayon d'action) de l'appareil et surtout
arriver à temps à l'aéroport de la maintenance. Avec un peu de malice, on peut construire
des instances, qui atteignent les limites d'heuristiques simples de créations de vols pour les
maintenances.

La �gure 7.3 donne un exemple de rotation d'un avion qui a une maintenance. Le plan
de vols de cet appareil est perturbé par de très fortes réductions de capacités aéroportuaires
dans certains aéroports.

20

A320#6
LHR

AMS

AMS

12

LHR

LHR

CDG

un seul décollage possible de LHR

entre 13h et 14h

dans la journée

aucun autre décollage de LHR

un seul atterrissage possible à CDG

entre 19h et 20h

dans la journée

aucun autre atterrissage à CDG

16

Figure 7.3 � Plan de vols initial et perturbation.

Pour amener l'avion à sa maintenance, les faibles capacité aéroportuaires rendent im-
possible la création d'un vol direct de l'aéroport de disponibilité LHR vers l'aéroport de
maintenance CDG. Une solution pour amener l'avion à sa maintenance, est de le faire
transiter par un troisième aéroport. Cette solution est présentée dans la �gure 7.4.

12 16

A320#6

20

LHR

CDG

NCE

NCE

Figure 7.4 � Création de vols pour amener un avion à sa maintenance.

Nous avons proposé un algorithme (algorithme 7.1) simple de création de vols pour se
rendre aux maintenances. Le principe de cet algorithme est de créer des vols directs et des
vols avec une escale de leur aéroport de disponibilité vers l'aéroport de maintenance.
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7.2 Construction d'un nouveau plan de vols

Algorithme 7.1 : Creation de nouveaux vols pour les maintenances avec zéro ou
une escale.
pour avion k avec maintenance (k ∈ KM) faire1

Calculer ADk et TDk;2

Lire AM k , TMBk et MaxFlightHoursk;3

�n4

si Dist(ADk,AM k) ≤ MaxDistk et qu'il y a capacité aéroportuaire encore5

disponible) alors

créer un vol direct de ADk à AM k le plus tôt possible et arrivant avant le début6

de la maintenance TMBk ;
sinon7

pour aéroports a ∈ A faire8

créer (si possible) un vol direct f de ADk à a le plus tôt possible;9

créer (si possible) un vol direct f ′ de a à AM k dès que possible après f ;10

�n11

�n12

7.2.4 Coûts de réa�ectation

La fonction coût est dé�nie de sorte à ce que le plan de vols obtenu reste proche du plan
de vols initial. Les passagers pourront alors être réa�ectés à priori sans trop de changement,
ce qui limitera leur désagrément. La précision de cette fonction coût est donc fondamentale
pour la qualité des solutions �nale. Cette fonction intègre à la fois des coûts opérationnels
et des coûts fonctionnels.

Le coût d'annulation cf du vol f est égal au coût d'annulation de tous les passagers
initialement à bord de ce vol. Ce coût est composé du coût des billets payés par les passagers
à rembourser, des coûts de compensation �nancière et des coûts de pénalité.

Le coût ckfd de réa�ecter l'avion k au vol f retardé de d minutes est composé de deux
parties. D'une part, le changement de l'avion opérant le vol peut entraîner un changement
de con�guration et de ce fait des déclassements voire des annulations si le nouvel avion est
plus petit. Ces conséquences sont intégrées dans la fonction coût. D'autre part, la fonction
coût contient les coûts de retard.

Idéalement, la fonction coût devrait également prendre en compte l'impact qu'une
perturbation a sur les correspondances. En e�et, en pratique, les passagers avec corres-
pondances engendrent une grande part des revenus. Cependant, n'ayant pas trouvé d'ap-
proximation linéaire satisfaisante de ces coûts, nous ne les avons pas intégrés dans notre
formulation.
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7.3 Réaccommodation des passagers

Le but de la deuxième étape de l'algorithme est de réaccommoder les passagers sur les
vols �nalement opérés. Pour cela nous commençons par calculer un ensemble d'itinéraires
alternatifs pour chacun des passagers. La réaccommodation se fait par le calcul d'un �ot
de coût minimal avec contraintes de capacité. Pour cela nous avons choisi une formulation
chemin du problème de �ot.

7.3.1 Itinéraires alternatifs pour la réaccommodation

Pour chaque passager p on calcule un ensemble Qp d'itinéraires alternatifs. Chacun
de ces itinéraires respecte les contraintes de réaccommodation : un itinéraire alternatif a
la même origine et la même destination que l'itinéraire initial, l'heure de départ est pos-
térieure à l'heure de départ initiale, le retard à l'arrivée n'excède pas le retard maximal
MaxDelayPassengerp. La classe de confort (F/B/E) est intégrée dans ces itinéraires, on en-
visage toutes les combinaisons de classes possibles sur les di�érents tronçons d'un itinéraire,
cela multiplie le nombre d'itinéraire par 3 pour chaque tronçon. Lors de la construction de
ces itinéraires alternatifs, on calcule également le coût Cpq de réaccommoder le passager p
sur l'itinéraire alternatif q. Ce coût est composé des coûts de déclassement, des coûts de
retard et des coûts de désagréments.
La génération des itinéraires alternatifs pour les passagers, ainsi que celle des coûts corres-
pondants, sont donnés par l'algorithme 7.2.

Algorithme 7.2 : Calcul des di�érents itinéraires possibles pour les passagers.

pour passagers p in P faire1

Lire ADp, AAp, TDp, TAp et les aéroports d'escales;2

Calculer des itinéraires alternatifs de ADp à AAp (recherche en profondeur);3

A�ecter toutes les combinaisons de classes possibles à ces itinéraires;4

Calculer les coûts Cpq ;5

Ajouter ces itinéraires à Qp;6

pour aéroport a ∈ A, a hub faire7

Calculer des itinéraires alternatifs de ADp à AAp via le hub a;8

A�ecter toutes les combinaisons de classes possibles à ces itinéraires;9

Calculer les coûts Cpq ;10

Ajouter ces itinéraires à Qp;11

�n12

�n13

Dans notre étude, nous avons générés ces itinéraires une fois pour toute. L'ensemble de
ces itinéraires est alors utilisé pour réaccommoder les passagers, c'est la base des variables
chemin du problème de �ot présenté dans le paragraphe suivant.
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7.3.2 Modélisation

Nous présentons dans cette section le MIP de �ot en formulation chemins, qui modélise
le problème de réaccommodation des passagers sur les vols opérés.
La variable entière zpq correspond au nombre de passagers de la réservation p, réaccom-
modés sur l'itinéraire q. Le coût de cette réaccommodation est noté Cpq . Le nombre total
de passagers de la réservation p est note np. Si un passager de la réservation p n'est pas
réaccommodé, il voit son voyage annulé. Le coût d'une telle annulation est noté CCp.
On note δkclfq le booléen qui vaut 1 si le vol f opéré par l'avion k en classe de confort cl

est dans l'itinéraire q. capk(cl) est le nombre de siège (capacité) de l'avion k en classe de
confort cl.

Le modèle linéaire en nombres entiers à résoudre est le suivant.

Minimiser :
∑
p∈P

∑
q∈Qp

Cpq z
p
q +

∑
p

CC p
(
np −

∑
p∈Qp

zpq

)
, (7.13)

s.c. ∑
p∈P

∑
q∈Qp

δkclfq z
p
q ≤ capk(cl), ∀f ∈ F, ∀cl ∈ CL, (7.14)

∑
q∈Qp

zpq ≤ np, ∀p ∈ P, (7.15)

zpq ∈ N. (7.16)

La fonction objectif (7.13) comporte deux termes, le premier concerne les coûts de
réaccommodation des passagers, le second les coûts liés à l'annulation des passagers non
réaccomodés. La contrainte (7.14) assure que la capacité de l'avion k est respectée, et
ce dans chaque classe de confort. Le nombre total de passagers d'une réservation p réac-
commodés est limité par le nombre initial des passagers de p grâce à la contrainte (7.15).
Toutes les autres contraintes sont déjà incluses dans la génération des itinéraires alternatifs.

En théorie, si l'on génère tous les itinéraires alternatifs possibles, la résolution de ce
modèle nous donne la réaccommodation optimale des passagers sur les vols opérés. En
pratique, nous avons fait le choix de ne générer que de bons candidats pour ces itinéraires.
Il serait plus performant d'utiliser un algorithme à base de génération de colonnes, qui
génère dynamiquement de bons nouveaux itinéraires selon les besoins. Mais de toute façon,
la qualité de la solution obtenue après la réaccommodation des passagers dépend des vols
opérés après la première étape de l'algorithme de résolution. Il faudrait donc pouvoir revenir
sur ces choix lors de la réa�ectation des passagers, a�n d'améliorer davantage le plan de
vols par rapport aux besoins des passagers.
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Résultats expérimentaux
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Dans ce chapitre, nous présentons nos résultats numériques. Ces résultats sont améliorés
par rapport au programme fourni pour le challenge. En e�et, en améliorant légèrement
notre code, après la �n du challenge, nous avons réussi à obtenir des solutions réalisables
sur toutes les instances.

Le challenge s'est déroulé en deux phases. Une première phase de quali�cation, entre
février 2008 et septembre 2008, dans laquelle 29 équipes se sont lancées. Ces équipes se
partagent en deux catégories : la catégorie junior avec des équipes qui comportent au plus
un docteur et la catégorie senior avec des équipes avec au moins deux docteurs plus ou
moins expérimentés. Quatorze pays des Pays-Bas à l'Australie, en passant par le Québec
étaient représentés. A la �n des quali�cations, en Septembre 2008, notre équipe a terminé
première de la catégorie junior et quatrième au classement général sur les instances d'une
base A "facile". Au total 11 équipes (7 de la catégorie senior et 4 de la catégorie Junior)
ont été quali�ées et ont continué leur travail sur la base B "plus di�cile" jusqu'en février
2009. Les résultats �naux ont été annoncés le 11 février 2009 lors du congrès annuel de la
ROADEF, qui cette année là se déroulait à Nancy. Notre équipe a été classée deuxième de
la catégorie junior et cinquième au classement général.

8.1 Instances

Lors du challenge, la société Amadeus a fourni trois jeux d'instances au fur et à mesure
de l'avancée du challenge.

� le premier jeu d'instances (Base A), disponible dès le début du challenge utilisé pour
arbitrer la sélection des candidats pour la �nale ;

� le deuxième jeu d'instances (Base B) disponible à l'issue de la phase de quali�cation ;
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� les derniers jeux d'instances (Bases XA, XB et X ) divulgués après l'annonce des
résultats �naux.

vols appareils itinéraires passagers
jeu A et XA 600 85 2 000 36 000

1 200 4 000 100 000
jeu B et XB 2 500 251 11 500 250 000
jeu X 6 500 600 30 000 700 000

Table 8.1 � Taille des instances.

Dans cette section, nous présentons nos résultats numériques obtenus sur ces jeux d'ins-
tances. Un ordre de grandeur de la taille des instances dans les di�érents jeux est donné
dans le tableau 8.1. Les instances X01 à X04 sont des instances de très grande taille qui
n'ont pas été prises en compte pour le classement (un seul programme a proposé des
solutions réalisables sur ces instances). Le classement �nal des candidats aux challenge
ROADEF'2009 a été fait sur les instances B, XA et XB (18 instances di�érentes). Ces
instances comportent 2844 rotations opérée par 255 avions et environ 11, 000 itinéraires
qui correspondent à plus de 200, 000 passagers. Pour chacune de ces instances, on disposait
de 10 minutes de temps de calcul sur un ordinateur avec un processeur AMD Turion64x2
possédant 2Go de RAM. Les systèmes d'exploitation supportés sont Windows XP Profes-
sional SP2 (32 bits) et Fedora 9 (64 bits). Nous avons opté pour Windows XP Professional
SP2 (32 bits).

8.2 Temps de calcul

Le tableau 8.2 donne les temps de calcul de chacune des deux parties de notre algo-
rithme. Pour chacune des instances, on donne le temps de calcul nécessaire à la construction
du nouveau plan de vols dans la colonne Avions, et le temps nécessaire pour la réaccom-
modation des passagers dans la colonne Passagers. La dernière colonne donne le temps de
calcul total (en secondes) nécessaire à l'obtention de notre solution. Les temps de charge-
ment en mémoire des instances, et d'écriture de la solution dans les �chiers sorties sont
négligeables (moins de quelques secondes).
D'après les temps du tableau 8.2, environ 20% du temps de calcul est utilisé pour recons-
truire un nouveau plan de vols, et 80% est utilisé pour la réaccommodation des passagers.
A l'inverse, sur des instances de petite taille, comme XA01 et XA03 , la réaccommodation
des passagers nécessite moins de 10 secondes de temps de calcul et c'est la reconstruction
du plan de vols qui prend relativement plus de temps. Ceci s'explique par la taille des
modèles MIP utilisés dans chacune des fonctions. La construction du plan de vols résout
plusieurs petit MIP, alors que la réaccommodation des passagers ne résout qu'un seul et
gros PLNE. Pour de petites instances ce dernier programme reste lui aussi de petite taille.
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Instance Avions(%) Passagers (%) Temps total (s)
B01 17,71 82,29 336,985
B02 19,68 80,32 302,641
B03 18,17 81,83 329,109
B04 18,25 81,75 322,672
B05 19,89 80,11 465,578
B06 19,49 80,51 367,188
B07 19,95 80,05 357,782
B08 18,04 81,96 393,594
B09 17,44 82,56 406,203
B10 19,38 80,62 483,141
XA01 93,07 6,93 18,032
XA02 29,74 70,26 219,000
XA03 93,21 6,79 18,656
XA04 26,68 73,32 191,781
XB01 18,51 81,49 320,750
XB02 19,9 80,1 466,797
XB03 20,11 79,89 353,875
XB04 19,82 80,18 475,250

Table 8.2 � Détails des temps de calcul.

8.3 Qualité des solutions obtenues

Le tableau 8.3 présente les résultats obtenus sur les instances utilisées pour le classe-
ment. Les colonnes Meilleure et Pire correspondent au coût de la meilleure (resp. pire)
solution parmi l'ensemble des solution des participants. La colonne Résultat correspond au
coût de la solution obtenue par notre programme. Le classement est e�ectué sur la base
du score normalisé, présenté dans la dernière colonne. Ce score est obtenu par le calcul
suivant :

Score =
Pire−Resultat
P ire−Meilleure

Une modi�cation mineure du code délivré pour le challenge nous a permis d'obtenir
des solutions réalisables sur toutes les instances. Pour cela nous avons simplement ajouté
une nouvelle contrainte dans le modèle de réa�ectation des avions, sans changer les autres
parties du code. Cette nouvelle version nous permet d'avoir un score normalisé moyen
de 87%. La contrainte ajoutée permet le gestion des vols qui changent de jours du fait
d'un retard trop important. Notre algorithme a donc le mérite de produire des solutions
réalisables et de bonne qualité en moins de 10 minutes. Ceci illustre encore une fois la
puissance des techniques simples à bas de �ots et multi�ots. La simplicité de la méthode
la rend très �exible : si besoin, il est facile d'intégrer de nouvelles contraintes.
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Instance Meilleure Pire Résultat Score
B01 971 182,50 43 169 547,75 2 480 629,85 0,96
B02 1 220 708,30 31 420 941,20 5 741 677,20 0,85
B03 1 007 565,70 47 509 155,15 2 579 411,00 0,97
B04 1 101 394,80 46 400 734,65 2 575 466,95 0,97
B05 9 653 780,05 94 278 109,15 29 235 529,65 0,77
B06 3 218 000,10 66 101 253,95 8 323 534,40 0,92
B07 5 039 744,20 56 785 261,80 16 318 727,85 0,78
B08 3 509 318,00 62 391 786,00 8 211 402,55 0,92
B09 3 967 344,70 68 668 311,00 10 101 024,65 0,91
B10 34 523 605,00 124 900 519,50 66 458 200,35 0,65
XA01 116 195,20 7 486 622,70 264 756,30 0,98
XA02 1 475 322,10 38 313 615,30 3 582 627,75 0,94
XA03 285 287,05 10 092 302,00 604 065,45 0,97
XA04 4 112 262,60 13 937 165,80 10 487 502,00 0,35
XB01 1 352 823,05 105 894 332,10 3 156 666,95 0,98
XB02 11 297 822,20 200 281 943,50 29 259 788,40 0,90
XB03 6 463 354,30 135 863 963,60 12 609 345,75 0,95
XB04 34 331 225,80 240 102 702,80 63 522 137,85 0,86
Moyenne 0,87

Table 8.3 � Résultats numériques.

Le tableau 8.4 donne le classement �nale des diférentes équipes �nalistes. La version
de notre code donnée pour le challenge nous classait cinquième au classement général,
deuxième de la catégorie junior, avec le score normalisé moyen de 70, 62% dû à quelques
solutions non réalisables. La légère modi�cation du code, qui nous permet d'obtenir des
solutions réalisables sur toutes les instances nous classerait troisième au classement général
et premier junior !

Equipe Catégorie Rang Score Moyen
(rang dans la catégorie) (%)

Bisaillon, Cordeau, Laporte, Pasin Senior 1(1) 95,90
Hana�, Wilbaut, Mansi, Clautiaux Senior 2(2) 92,73
Darlay, Kronek, Schrenk, Zaourar Junior 3(1) 87,00
Acuna-Agost, Michelon, Feillet, Gueye Senior 3(3) 74,26
Eggermont, Firat, Hurkens, Modelski Junior 4(1) 72,01
Darlay, Kronek, Schrenk, Zaourar Junior 5(2) 70,62
Peekstok, Kuipers Senior 6(4) 70,31
Jozefowiez, Mancel, Mora-Camino Senior 7(5) 64,02
Dickson, Smith, Li Junior 8(3) 42,02
Eggenberg, Salani Junior 9(4) 20,48

Table 8.4 � Classement �nal.
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Synthèse

Dans cette troisième partie, nous avons étudié le problème de gestion de perturbation
dans le domaine aérien, sujet du challenge ROADEF'2009. Nous avons d'abord proposé
une présentation illustrée du problème. Nous avons replacé le problème dans le contexte
de la plani�cation dans le domaine aérien et présenté un état de l'art. En raison de la taille
des instances et du temps de calcul restreint de 10 minutes, nous avons proposé et implé-
menté une heuristique à deux phases pour résoudre le problème. Chacune de ces phases
est modélisée via un modèle de multi�ot avec contraintes dans un réseau, respectivement
avec un modèle à base d'arcs ou de chemins.

Nous avons tenté de relever le dé� posé en résolvant séquentiellement ces modèles de
multi�ot avec contraintes en utilisant un solver de MIP. Notre méthode construit ainsi di-
rectement une solution réalisable et optimisée. Simple, rapide, et �exible, notre algorithme
nous a permis d'atteindre la deuxième place dans la catégorie junior. Ceci illustre encore
une fois le potentiel des méthodes de �ot.

La première place de la catégorie junior n'est pas passée loin... et notre méthode pourrait
être encore améliorée, à la fois en temps et en qualité. En e�et, un algorithme de génération
de colonnes pour la réaccommodation des passagers permettrait de manipuler seulement
les itinéraires utiles dans le modèle chemin. Une deuxième amélioration, non moindre, mais
plus di�cile à mettre en place, serait d'avoir une boucle de retour de la réaccommodation
des passagers a�n d'améliorer progressivement la solution.
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Conclusions et perspectives

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à deux problèmes industriels dans le
domaine du transport. Le premier est un problème de conception de réseau de service avec
gestion de ressources pour un transport de fret. Le second est le problème de gestion de
perturbation dans le domaine aérien, sujet du challenge ROADEF'2009. Dans les deux
cas, il s'agit de problèmes pratiques di�ciles qui comportent des contraintes complexes
non standard. Nos contributions ont porté sur trois thèmes de Recherche Opérationnelle :
combinatoire, modélisation et résolution.

Dans la première partie, nous avons étudié la complexité de problèmes combinatoires
purs, sous-problèmes au c÷ur de nos problèmes industriels. Nous avons d'abord étudié les
problèmes polynomiaux de �ots dans les réseaux de distribution et plus particulièrement le
problème de transport de base. Nous avons proposé quelques extensions, notamment autour
du paradoxe de transport, et caractérisé les réseaux bien équilibrés. Puis nous avons étudié
la complexité de sous-problèmes pour comprendre d'où vient la di�culté des problèmes.
Une de nos contributions majeures a été de démontrer que, même dans le cas le plus simple
le problème de transport de base avec coût �xe est déjà di�cile. Nous avons également mis
en évidence la di�culté engendrée par les contraintes pratiques de gestion des véhicules.
Ces problèmes s'interprètent comme des problèmes de graphes, certains d'entre-eux sont
encore ouverts à ce jour, comme notamment le problème de partitionnement des arcs d'un
graphe en chemin de longueur comprise entre a ≥ 3 et b > a.

La deuxième partie, c÷ur de cette thèse, était consacrée au problème de conception d'un
réseau de service avec gestion de �otte modélisant un problème industriel de plani�cation
d'un service régulier de transport de fret. Des �ux de marchandises doivent être déplacés sur
un réseau physique (route, chemin de fer, réseau maritime, réseau aérien) en mobilisant
les véhicules d'une �otte donnée. Nous avons présenté di�érentes formulations MIP du
problème. En e�et, les décisions concernant les trajets des véhicules peuvent être prises
soit au niveau des arcs du réseau, soit directement sur des chemins morceaux d'un cycle
d'un véhicule. De même, les variables déterminant le �ot des marchandises peuvent être
dé�nies sur des arcs ou des chemins du réseau. Nous avons ainsi obtenu 4 formulations :
arc-arc, cycle-arc, arc-chemin, cycle-chemin. Nous les avons comparé analytiquement et
expérimentalement sur de petites instances. Il ressort de notre étude que les formulations
à base de cycles sont très prometteuses, elles procurent des relaxations linéaires de bonne
qualité. A la �n de cette deuxième partie, nous avons ébauché un algorithme à base de
génération de colonnes capable de résoudre le problème pour de plus grandes instances.
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Conclusions et perspectives

Nous avons également présenté quelques tests préliminaires pour évaluer le potentiel d'un
tel algorithme ainsi que ses limites. Une perspective naturelle serait d'implémenter de
façon performante des heuristiques à base de génération de colonnes pour résoudre des
instances réelles. Des contraintes industrielles supplémentaires, telles des fenêtres de temps
sur les collectes et livraisons permettraient de limiter la combinatoire dans le processus
de génération des colonnes. Le pas de discrétisation du temps, est alors également un
paramètre à contrôler, trop petit il fait exploser la taille des modèles, trop grand il ne
permet pas d'envisager su�sament de services et entraîne beaucoup de temps mort.

En�n, la dernière partie présente le travail réalisé pour répondre au challenge ROA-
DEF'2009, challenge auquel j'ai participé avec trois autres doctorants et ex-doctorants
du laboratoire G-SCOP entre février 2008 et février 2009. Le sujet proposé par la société
Amadeus concerne la gestion de perturbations dans le domaine aérien. J'ai présenté notre
approche de résolution qui reconstruit des solutions respectant toutes les contraintes et de
bonne qualité en résolvant des modèles de multi�ot avec contraintes additionnelles. Notre
méthode a permis d'implémenter rapidement une heuristique ad hoc e�cace dans le cadre
des conditions du challenge. On peut la voir comme une méthode qui construit une pre-
mière solution. Grâce à notre travail nous avons réussi à remporter la deuxième place de
la catégorie junior ! Une piste d'amélioration possible serait la remise en cause, après la
réaccommodation des passagers, des choix e�ectués dans la reconstruction du plan de vols.
Il faudrait donc insérer notre heuristique dans un processus itératif plus complexe.

C'est ainsi que nous avons contribué à améliorer la compréhension, la modélisation et la
résolution de problèmes industriels complexes. La recherche de solutions encore meilleures
nous réservera sûrement de belles surprises.
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A Notations pour le problème de

conception de réseau de service

Ensembles:

N = ensemble des n÷uds du réseau espace temps, indexé par i ou j. Pour i ∈ N , on note
i = (Ni, Ti), Ni est le n÷uds du réseau physique, Ti est le temps.
A = ensemble des arcs de services.
K = ensemble des demandes de transport (marchandises), indexé par k.
V = ensemble de tous les véhicules, indexé par v.
Vtype = ensemble des véhicules de type type.
Pv = ensemble des chemins, morceaux de cycles, potentiels pour le véhicule v.

Données et paramètres:

T = date de �n de période de plani�cation.
τ = temps de réengagement des véhicules k.
tijv = temps de trajet entre les n÷uds i et j du réseau espace temps.
CVijv = coût variable d'opérer le service (ij) avec le véhicule v.
CFijv = coût �xe d'ouverture du service (ij) avec le véhicule v.
CF pv = coût �xe d'ouverture de la route p avec le véhicule v.
P k = pro�t unitaire pour la satisfaction d'une unité de demande k.

ok, dk = terminal d'origine, respectivement de destination de la demande k.
wk = quantité totale de la demande k.

QuotaMinv, QuotaMaxv = temps d'utilisation minimal et maximal du véhicule v, si
il est utilisé.
uijv = capacité du véhicule v lorsqu'il opère le service (ij).

rpij = 1 si l'arc (ij) est dans le chemin p, 0 sinon. bkijv = min{uijv, wk} .

Variables:

δv = 1 si le véhicule v est utilisé.
xkijv = quantité de marchandise de la demande k qui transite à bord du véhicule v sur (ij)
aux horaires correspondants.
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Annexe A

zk = quantité totale de la demande k satisfaite sur une période de plani�cation.

yijv = 1 si le véhicule v opère le service (ij).
gpv = 1 si le véhicule v opère le chemin p.

variables duales αtype, σk, ηijv, ρkijv et θii′type.
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B Notations pour le problème de

gestion de perturbation dans le

milieu aérien

Ensembles:

A = ensemble des aéroports, indexé par i ou j.
K = ensemble des avions, indexé par k. KM (respectivement KU) est le sous-ensemble
des avions ayant une maintenance (respectivement une indisponibilité).
F = ensemble des vols, indexé par f .
D = ensemble de tout les retards additionnels possibles, indexé par d.
H = ensemble de toutes les heures, indexé par h.
T = ensemble de tous les instants (temps discrétisé en minutes) commençant au temps 0,
�nissant au temps TE (�n de la période de recouvrement), indexé par t.
P = ensemble de tous les itinéraires des passagers (agrégés), indexé par p.
CL = ensemble des di�érentes classes de confort business (B), �rst (F) et economic (E),
indexé par cl.
Qp = ensemble de tous les itinéraires alternatifs pour réaccommoder un passager de l'iti-
néraire p, indexé par q.

Données et paramètres:

∆t = pas de discrétisation du temps (par exemple 5 minutes).
τk = temps de réengagement de l'avion k.
ckfd = coût d'opérer le vol f avec l'avion k et un retard supplémentaire de d minutes.
cf = coût d'annulation du vol f .
capk(cl) = nombre de siège (capacité) de l'avion k en classe de confort cl.

ADf , AAf , ADp, AAp, ADk, AAk = aéroports de départ et d'arrivée du vol f , des passa-
gers de l'itinéraires p, et de l'avion k respectivement.
TDf , TAf , TDp, TAp = heure de départ et d'arrivée du vol f et des passagers de l'itiné-
raire p respectivement.

CapTakeOff [i, h] = nombre maximal de décollages à partir de l'aéroport i dans l'inter-
valle horaire [h, h+ 1[.
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Annexe B

CapLanding [j, h] = nombre maximal d'atterrissages à l'aéroport j dans l'intervalle horaire
[h, h+ 1[.

TMBk, TMEk = temps de début et de �n de la maintenance de l'avion k.
AM k = aéroport de maintenance de l'avion k.
MaxFlightHoursk = nombre maximal d'heures de vols avant le début de la maintenance
pour l'avion k.
TUBk, TUEk = temps de début et de �n de l'indisponibilité de l'avion k.

np = nombre de passagers de l'itinéraire p.
MaxDelayPassengerp = retard maximal à l'arrivée autorisé pour les passagers de l'itiné-
raire p.
Cpq = coût pour la réaccommodation d'un passager de l'itinéraire p sur l'itinéraire q.
CC p = coût d'annulation du voyage d'un passager de l'itinéraire p.
δkclfq = 1 si le vol f opéré par l'avion k dans la classe de confort cl est dans l'itinéraire q.

Variables de décision :

xkfd = 1 si l'avion k opère le vol f avec un retard de d minutes.
Xf = 1 si le vol f est annulé.
ykit = 1 si l'avion k reste stationné à l'aéroport i entre les temps t et t+ ∆t.
zpq = nombre de passagers de l'itinéraire p réaccommodés sur l'itinéraire q.
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Titre : Contributions à la conception de réseau de service en transport.

Résumé : Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à deux problèmes industriels
dans le domaine du transport. Le premier est un problème de conception de réseau de ser-
vice avec gestion de ressources pour un transport régulier de fret. Le second est le problème
de gestion de perturbation dans le domaine aérien, sujet du challenge ROADEF'2009. Dans
les deux cas, il s'agit de problèmes pratiques di�ciles qui comportent des contraintes com-
plexes non standard. Le dé� est d'autant plus marqué que les instances à résoudre sont de
grandes tailles et que les problèmes comportent une dimension temporelle forte.
Nous avons analysé la complexité des problèmes en étudiant la complexité de problèmes
combinatoires purs, sous-problèmes au c÷ur de nos problèmes industriels. Nous présen-
tons di�érentes formulations MIP du problème de conception d'un réseau de service avec
gestion de �otte. Il ressort de notre étude que les formulations à base de cycles pour les
véhicules sont très prometteuses. Finalement, nous présentons notre contribution au chal-
lenge ROADEF'2009. Nous proposons une méthode de résolution rapide, basée sur une
décomposition, permettant de trouver de bonnes solutions à un problème industriel com-
plexe en temps limité.
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Title: Contributions to the design of transportation service network.

Abstract: In this thesis, we focused on two industrial problems in the �eld of trans-
portation. The �rst is a service network design problem with asset management for regular
freight transport. The second is the disruption management problem for commercial avia-
tion from challenge ROADEF'2009. In both cases, we deal with di�cult practical problems
involving complex non standard constraints. The di�culty is even more pronounced that
the instances to be solved are large scale and that the problems have an inherent time
dimension.
We have analyzed the complexity of the problems by studying the complexity of pure
combinatorial problems, sub-problems at the heart of our industrial problems. We have
presented di�erent MIP formulations of the service network design with asset management
problem. It appears from our study that the formulations based on cycle variables for the
vehicles are very promising. Finally, we have presented our contribution to challenge ROA-
DEF'2009 proposing a fast solving method based on decomposition to �nd good solutions
to a complex industrial problem within limited computational time.

Keywords: Service network design with asset management, Disruption management for
commercial aviation, Complexity analysis, MIP, Transportation and Logistics, Operations
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