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INTRODUCTION
L'objet de 
ette thèse est l'étude des G-�brés prin
ipaux au-dessus d'une
ourbe 
omplexe proje
tive 
onnexe lisse C et de leur espa
e de modules MC(G),où G est un groupe algébrique. Une attention toute parti
ulière est portée au 
asoù le groupe G est le groupe de Lie ex
eptionnel G2.Les espa
es de modules - où le terme � module � est, i
i, synonyme de � pa-ramètre � - peuvent être pensés 
omme des solutions géométriques à des pro-blèmes de 
lassi�
ation géométrique. Ce sont des ensembles d'objets dé�nis pardes 
onditions géométriques parti
ulières. Dans le 
as des �brés ve
toriels, on�xe par exemple les données suivantes : le rang, le degré ou le déterminant des�brés. Une illustration d'espa
e de modules est la Grassmannienne Gr(r, n) dessous-espa
es ve
toriels de dimension r d'un espa
e ve
toriel de dimension n. Lesespa
es de modules interviennent dans di�érentes bran
hes des mathématiques :en géométrie algébrique (dont les idées-
lefs ont été introduites par D. Mum-ford [MS72℄), dans la théorie de jauge, dans 
elle de Tei
hmüller, dans le pro-gramme de Langlands géométrique et en physique théorique. Par l'intermédiairedes espa
es de modules, 
es domaines ont beau
oup à apprendre les uns desautres, 
omme le montre l'impa
t de la théorie 
onforme des 
hamps en géomé-trie algébrique. L'établissement ré
ent de la formule de Verlinde pour les G-�brésprin
ipaux sur les 
ourbes algébriques en est une illustration 
on
rète.Un problème souvent di�
ile est de munir les espa
es de modules d'une stru
-ture de variété algébrique et de les � 
ompa
ti�er �. I
i, nous étudions un espa
ede modules bien pré
is : 
elui des G2-�brés prin
ipaux sur une 
ourbe 
omplexeproje
tive 
onnexe lisse, munis de la relation d'équivalen
e de Seshadri, appeléeS-équivalen
e. De plus, a�n d'avoir un espa
e de modules 
omplet, nous nousrestreignons aux G-�brés prin
ipaux semistables.



xiv INTRODUCTIONA�n de justi�er l'utilisation de 
ette notion de semistabilité, introduisons toutd'abord les espa
es de modules de �brés ve
toriels, dont l'étude a, 
hronologi-quement, pré
édé 
elle des G-�brés prin
ipaux. Dans tout 
e qui suit, la lettre Cdésigne une 
ourbe 
omplexe proje
tive 
onnexe lisse de genre au moins 2.Lors de l'étude et de la 
lassi�
ation des �brés ve
toriels, le rang et le degrése sont révélés être des invariants topologiques. Néanmoins, il s'est avéré que lafamille des �brés ve
toriels de rang et de degré �xés ne peut être paramétrée parune variété algébrique. En revan
he, la sous-famille des �brés ve
toriels de ranget de degré �xés, quotients d'un �bré ve
toriel donné, l'est. Quelle 
ara
téristiquepertinente doit-on imposer à un ensemble de �brés ve
toriels pour aboutir à unefamille bornée ? D. Mumford et C.S. Seshadri ont répondu à 
ette questiondans les années 1960. A�n de paramétrer les �brés ve
toriels, ils ont introduitles notions de semistabilité et de stabilité [Ses67℄, provenant de la théorie desinvariants topologiques de D. Mumford. Ces notions sont dé�nies 
omme suit.On appelle pente d'un �bré le nombre rationnel égal au quotient de son degrépar son rang. Un �bré ve
toriel sur une 
ourbe C est dit semistable si sa penteest supérieure ou égale à 
elle de 
ha
un de ses sous-�brés ve
toriels propres.La stabilité, quant à elle, n'est autre que la réplique de 
ette propriété ave
 uneinégalité stri
te.Leur but était de donner une stru
ture de variété algébrique à l'espa
e de mo-dules M(r, d) des 
lasses d'isomorphismes de �brés ve
toriels semistables de ranget de degré �xés. Par là, ils ont 
onsidérablement 
lari�é l'étude des �brés ve
to-riels. Par ailleurs, l'étude des �brés ve
toriels non semistables peut être ramenéeà 
elle des �brés ve
toriels semistables via la �ltration de Harder-Narasimhan,
onstituée de quotients su

essifs de �brés ve
toriels semistables. Cela a d'autantplus motivé l'attention portée à la notion de semistabilité. En outre, en 
onsi-dérant la notion de semistabilité, C.S. Seshadri a, le premier, observé que la
atégorie des �brés ve
toriels semistables de même pente est abélienne.En 1976, A. Ramanathan s'est intéressé dans sa thèse, non pas aux �brésve
toriels, mais aux G-�brés prin
ipaux et à la 
onstru
tion de l'espa
e de mo-dules de G-�brés prin
ipaux semistables. De ré
ents arti
les 
omme 
eux deA. Kapustin et E. Witten [KW07℄, R. Donagi et T. Pantev [DP06℄ etN. Hit
hin [Hit06℄ illustrent la ri
hesse de la géométrie des G-�brés prin
ipauxet de la notion de semistabilité.Pour les G-�brés prin
ipaux, la semistabilité se dé�nit de la façon suivante :Dé�nition. � Un G-�bré prin
ipalE est dit semistable (resp. stable) si le degré
deg(σ∗TE/P ) est positif ou nul (resp. stri
tement positif) pour tout sous-groupeparabolique maximal P de G et toute rédu
tion σ à E/P , où TE/P est le �brétangent le long des �bres de la proje
tion naturelle E/P → C.



INTRODUCTION xvLa notion de semistabilité est alors équivalente pour un GLn-�bré prin
ipal etson �bré ve
toriel asso
ié.Au sein des algèbres de Lie 
omplexes, de dimension �nie et simples, on dé-note les algèbres 
lassiques et les algèbres ex
eptionnelles. Les premières sont
sl(n + 1,C), so(2n + 1,C), sp(n,C) et so(2n,C) (respe
tivement asso
iées auxsystèmes de ra
ines An, Bn, Cn et Dn) et les algèbres ex
eptionnelles g2, f4, e6, e7et e8, les indi
es signalant le rang des algèbres de Lie. Cette 
lassi�
ation remonteà 
elle des algèbres de Lie simples 
omplexes par W. Killing et É. Cartande 1884. Le groupe de Lie ex
eptionnel G2 est le groupe 
onnexe, simplement
onnexe d'algèbre de Lie g2. Parmi les groupes de Lie ex
eptionnels, 
e dernierapparaît remarquable pour plusieurs raisons. Évoquons-en deux. D'une part, legroupe de Lie G2 est su�samment petit pour être étudié ave
 pré
ision, 
e quiest bien plus déli
at pour les groupes de Lie E7 ou E8 par exemple. En e�et,la dimension du groupe G2 est 14, alors que 
elles des groupes E7 et E8 sontrespe
tivement 133 et 248 ! D'autre part, le groupe G2 peut être 
onstruit viadi�érentes appro
hes ; 
ette diversité de points de vue lui 
onfère une granderi
hesse.À l'époque deW. Killing et de É. Cartan, l'existen
e des algèbres de Lie ex-
eptionnelles était enveloppée de mystère, puisqu'elles n'apparaissaient pas reliéesà des groupes 
onnus 
omme l'étaient les algèbres de Lie 
lassiques, 
orrespon-dantes aux groupes SOn(C), Spn(C) et SLn(C). Cependant, en 1914, É. Cartan�t le lien entre l'algèbre des o
taves de Cayley et le groupe G2 : 
e groupe serévèle être le groupe des automorphismes des o
taves de Cayley.Notre travail débute par la des
ription des o
taves de Cayley et la dé�nitiondu groupe G2 Nous examinons ensuite la notion de semistabilité dans le 
adre de
G2-�brés prin
ipaux ainsi que 
elle de leur espa
e de modules. En dernier lieu,une appli
ation de la formule de Verlinde à l'espa
e de Verlinde de niveau 1 pourle groupe G2 est proposée.Le Chapitre 1 porte un intérêt parti
ulier à l'algèbre des o
taves de Cayley OCet au groupe de Lie G2. Une étude approfondie de 
ette algèbre est menée a�n depouvoir établir un éventail de propriétés sur le groupe G2 qui est dé�ni à partirde OC. Ces propriétés étaient 
onnues dans la littérature mais sans for
ément delien entre elles, que 
e soit par leur appro
he (dé�nition du groupe G2) ou bienleurs notations, d'où la intérêt de 
ette synthèse.L'algèbre OC est l'algèbre de division normée 
omplexe de plus grande dimen-sion parmi les quatre existantes :

RC ⊂ CC ⊂ HC ⊂ OC.Alors que l'algèbre des quaternions HC a sus
ité un grand intérêt dès sa dé
ou-verte (W.R. Hamilton lui a 
onsa
ré la plus grande partie de ses re
her
hes),



xvi INTRODUCTIONles o
taves de Cayley, elles, sont bien moins 
onnues. Cela est 
ertainement dûau fait que 
ette algèbre, non 
ommutative, n'est pas non plus asso
iative. Dé-
ouvertes séparément par J. Graves et A. Cayley dans les années 1840, leso
taves de Cayley sont demeurées dans l'ombre jusqu'au moment où É. Cartana dé
rit la trialité (symétrie entre ve
teurs et spineurs dans un espa
e eu
lidiende dimension 8). Ces o
taves interviennent aussi en mé
anique quantique ave
les travaux de C. Jordan, C. Neumann et E.P. Wigner, ave
 un su

ès tou-tefois restreint. Ré
emment, on a réalisé qu'elles expliquent quelques 
urieuses
ara
téristiques en théorie des 
ordes.Le point de départ de 
e 
hapitre est la dé�nition du groupe G2 proposée parÉ. Cartan. Le groupe G2 est dé
rit 
omme l'ensemble des automorphismes de
OC, 
'est-à-dire 
omme l'ensemble des appli
ations linéaires inversibles dé�niessur les o
taves de Cayley qui 
ommutent ave
 la multipli
ation. Or, il s'avèreque tout automorphisme des o
taves de Cayley est entièrement déterminé parson a
tion sur l'hyperplan V des o
taves de Cayley imaginaires pures. Le groupe
G2 peut don
 être traité 
omme un sous-groupe du groupe linéaire de dimension
7, et il ressort que le groupe G2 est un sous-groupe du groupe spé
ial orthogonal
SO7.Par ailleurs, en vue de dis
uter de la notion de semistabilité des G2-�brés prin-
ipaux, nous mettons en exergue les deux sous-groupes paraboliques maximauxde G2, ainsi que leur sous-groupe de Levi. Cette analyse est menée 
onjointementà 
elle du groupe SO7 a�n d'étudier les extensions de G2-�brés prin
ipaux augroupe de stru
ture SO7 dans le Chapitre 3.Être le groupe des automorphismes des o
taves de Cayley n'est pas la seuledé�nition utilisée pour dé�nir le groupe G2, et le lien entre les di�érentes dé�ni-tions équivalentes n'est pas élémentaire. Le groupe G2 peut aussi être déterminéà partir d'une forme trilinéaire alternée non-dégénérée sur l'espa
e ve
toriel V.D'autre part, le système de ra
ines de l'algèbre de Lie ex
eptionnelle simple deplus petite dimension présentée par W. Killing, É. Cartan et F. Engel audébut du XIXe siè
le n'est autre que l'algèbre de Lie asso
iée au groupe 
onnexe
G2. L'équivalen
e de 
es trois points de vue est e�e
tuée au 
ours de 
e premier
hapitre.En�n, dans la 
lassi�
ation de A. Borel et J. De Siebenthal [BDS49℄, lesdeux sous-groupes de G2, maximaux pour l'ordre donné par l'in
lusion, parmi
eux 
onnexes et de rang maximal, sont le groupe spé
ial linéaire SL3 et le groupespé
ial orthogonal SO4. Une in
lusion de 
ha
un de 
es deux groupes dans G2est proposée et utilisée au Chapitre 3Au Chapitre 2, le groupe G2 est étudié via des formes trilinéaires alternées surl'espa
e ve
toriel V des o
taves de Cayley imaginaires pures. Alors que l'étudedes 2-formes non-dégénérées donnait lieu à la géométrie symple
tique, F. Engels'est intéressé à l'étude de la géométrie résultant des formes trilinéaires alternées



INTRODUCTION xviiet publia, en 1900, deux arti
les reliant une forme quadratique à une forme trili-néaire alternée. Cela a permis de dé�nir la notion de non-dégénéres
en
e pour uneforme trilinéaire alternée : une forme trilinéaire alternée est dite non-dégénéréesi la forme quadratique qui lui est asso
iée par 
e biais est non-dégénérée. Cetravail a abouti à la dé�nition de G2 traitée dans 
e 
hapitre : à 
onjugaisonprès, 
e groupe est la 
omposante 
onnexe de l'identité du stabilisateur d'uneforme trilinéaire alternée non-dégénérée. Le groupe G2 peut don
 être dé�ni, à
onjugaison près, par n'importe quelle forme non-dégénérée. Cela explique lesdiverses dé�nitions que l'on peut ren
ontrer dans la littérature.L'essentiel du 
hapitre est 
onsa
ré à la 
ara
térisation de l'appli
ation Φ quirelie une forme quadratique à une forme trilinéaire alternée, puis à l'étude desformes trilinéaires non-dégénérées. Ce
i nous permet d'aboutir au résultat sui-vant :Théorème A. � L'ensemble des formes trilinéaires alternées dégénérées dé�-nies sur l'espa
e ve
toriel V des o
taves de Cayley imaginaires pures 
oïn
ide ave
la troisième variété des sé
antes Sec(3)(Gr(3, 7)) de la Grassmannienne Gr(3, 7).L'équation dé�nissant le premier ensemble est, à un s
alaire près, le 
ube de
elle dé�nissant le se
ond.L'hypersurfa
e Sec(3)(Gr(3, 7)) a été abordée dans l'arti
le de H. Abo, G. Ot-taviani et C. Peterson [AOP09℄. Par ailleurs, dans l'arti
le de M. Sato etT. Kimura [SK77℄, le degré du polyn�me invariant relatif est déterminé, ainsique le fait que les équations des hypersurfa
es irrédu
tibles du lieu singulierde l'espa
e Λ3V∗ sont, à un s
alaire près, multiples de 
e polyn�me homogène.Cependant, le lieu des zéros de 
et invariant relatif n'y est pas identi�é. Nousa�nons 
es résultats en prouvant que l'invariant relatif n'est autre que le poly-n�me dé
rivant la troisième variété des sé
antes Sec(3)(Gr(3, 7)) (à un s
alaireprès). En�n, suite à 
e théorème, nous retrouvons deux résultats 
onnus, regrou-pés dans les 
orollaires suivants. Le premier 
ara
térise les orbites des formestrilinéaires non-dégénérées et le se
ond relie leurs stabilisateurs.Corollaire B. � L'orbite d'une forme trilinéaire alternée sur V, sous l'a
tiondu groupe GL7, est dense dans l'espa
e Λ3V∗ si et seulement si la forme trilinéaireest non-dégénérée.Corollaire C. � Les formes trilinéaires alternées non-dégénérées dé�nies sur
V ont des stabilisateurs, sous l'a
tion de SL7, 
onjugués :

∀ ω1, ω2 ∈ Λ3V∗, non-dégénérées , ∃g0 ∈ SL7 tel que
Stab(ω1) ∩ SL7 = g0 · [Stab(ω2) ∩ SL7] · g−1

0 .D'après le Corollaire C, le groupe G2 peut don
 être dé�ni, à 
onjugaison près,par n'importe quelle forme trilinéaire alternée non-dégénérée



xviii INTRODUCTIONAprès 
ette mise en pla
e de propriétés sur le groupe G2, le Chapitre 3 est
onsa
ré à l'analyse des G2-�brés prin
ipaux et de l'espa
e de modules des G2-�brés prin
ipaux semistables. Via le Corollaire C, les G2-�brés prin
ipaux sontdé
rits par la donnée d'un �bré ve
toriel, de rang 7 et de déterminant trivial,muni d'une forme trilinéaire alternée non-dégénérée.Dans 
ette partie, nous rappelons les dé�nitions de rédu
tion et d'extensionde groupe de stru
ture de G-�brés prin
ipaux, 
onsistant à relier deux G-�brésprin
ipaux asso
iés à deux groupes de stru
ture di�érents. On peut aussi asso
ierà un G-�bré prin
ipal un �bré ve
toriel, en 
onsidérant une extension de groupede stru
ture au groupe GLn. Dans le 
as du groupe G2, nous évoquons les rédu
-tions de G2-�brés prin
ipaux aux deux sous-groupes 
ités pré
édemment : SL3et SO4. Si l'on 
onsidère un SL3-�bré prin
ipal E, son extension au groupe destru
ture G2 et le �bré ve
toriel V asso
ié qui est de rang 7, alors il vient :
V = W ⊕W ∗ ⊕OCoù W est le �bré ve
toriel de rang 3 asso
ié à E et où OC est le �bré en droitestrivial sur C. Con
ernant le sous-groupe SO4, nous asso
ions à deux SL2-�brésprin
ipaux E et F un SO4-�bré prin
ipal, un G2-�bré prin
ipal et un �bré ve
-toriel V de rang 7. La relation entre �brés ve
toriels est alors la suivante :

V = M⊗N ⊕ End0(N)lorsque M et N désignent les �brés ve
toriels de rang 2 asso
iés respe
tivementà E et à F . Ces deux des
riptions sont utilisées pour l'analyse de la stabilité d'un
G2-�bré prin
ipal.Pour 
ertains groupes algébriques G, un G-�bré prin
ipal est semistable si etseulement si son �bré ve
toriel asso
ié l'est. Pour le groupe spé
ial linéaire SLn,
e résultat est trivial. Par ailleurs, 
ette équivalen
e est valide pour le groupeorthogonal On et le groupe G2. S. Ramanathan [Ram96℄ l'a prouvée pourle premier groupe et la démonstration 
on
ernant le se
ond groupe est le sujetde l'arti
le de S. Subramanian [Sub99℄. Une question naturelle se pose : 
ettepropriété est-elle maintenue si l'on rempla
e la 
ondition de semistabilité par 
ellede stabilité ? Nous examinons 
e point dans le 
adre des G2-�brés prin
ipaux.Cette étude est en partie réalisée grâ
e à l'analyse des SL3-rédu
tions et des SO4-rédu
tions que peut admettre un G2-�bré prin
ipal. Alors que la stabilité d'un�bré ve
toriel asso
ié à un G2-�bré prin
ipal implique 
elle du G2-�bré prin
ipal,l'impli
ation ré
iproque n'est pas automatique. En e�et, nous exhibons un �bréve
toriel stri
tement semistable, 
'est-à-dire semistable mais non stable, asso
iéà un G2-�bré prin
ipal stable. Nous établissons les deux théorèmes suivants :Théorème D. � Soit P un G2-�bré prin
ipal sur une 
ourbe C. Si P est stableet s'il n'admet pas de rédu
tion de groupe de stru
ture au groupe SL3, alors le�bré ve
toriel de rang 7 qui lui est asso
ié est stable.



INTRODUCTION xixThéorème E. � Soit P un G2-�bré prin
ipal sur une 
ourbe C. Si P est un
G2-�bré prin
ipal régulièrement stable, alors le �bré ve
toriel de rang 7 qui luiest asso
ié est stable.On rappelle qu'un G-�bré prin
ipal est dit régulièrement stable s'il est stableet que son groupe d'automorphismes est le plus petit possible, 
'est-à-dire s'il estisomorphe au 
entre du groupe G. Il serait intéressant de savoir si le SO7-�bréprin
ipal obtenu par extension de groupe de stru
ture d'un G2-�bré prin
ipalrégulièrement stable est aussi régulièrement stable.L'intérêt de la notion de stabilité régulière dans le théorème pré
édent nousamène à étudier le lieu régulièrement stable de l'espa
e de modules MC(G2) :Théorème F. � Le lieu régulièrement stable de l'espa
e de modules MC(G2)
oïn
ide ave
 son lieu lisse.Cette propriété est un 
as parti
ulier du ré
ent résultat théorique de I. Biswaset N. Hoffmann [BH10℄ valable pour tout groupe algébrique rédu
tif 
omplexe
onnexe. Cependant, nous a�nons 
e résultat dans le 
as de l'espa
e de modules
MC(G2) et obtenons une des
ription détaillée de son lieu singulier :Théorème G. � Le lieu singulier MC,sing(G2) de l'espa
e de modules MC(G2)est :

MC,sing(G2) = i (MC(SL3)) ∪ j (MC(SO4))où les morphismes i et j sont donnés par extension de groupe de stru
ture :
i : MC(SL3) → MC(G2),
j : MC(SL2) × MC(SL2) → MC(G2).Ce lieu singulier possède ainsi trois 
omposantes 
onnexes :

i (MC(SL3)) , j
(
M+

C(SO4)
) et j

(
M−

C(SO4)
)
.En�n, alors que l'on s'est fondé sur les o
taves de Cayley pour dé�nir le groupe

G2, il s'avère que l'analyse de la stabilité des G2-�brés prin
ipaux révèle unepropriété sur 
ette algèbre. À la suite de la démonstration du théorème pré
édent,nous obtenons le résultat suivant :Théorème H. � Notons ω0 la forme trilinéaire alternée non-dégénérée sur l'es-pa
e V, dé�nie en 1.2.4, et H l'hyperplan de la Grassmannienne isotrope Griso(3, 7)
onstitué des 3-plans isotropes engendrés par trois ve
teurs x, y et z de V tels que
ω0(x, y, z) s'annule.L'hyperplan H est 
ontenu dans le lieu d'asso
iativité de l'algèbre des o
tavesde Cayley : si [x ∧ y ∧ z] ∈ H alors (xy)z = x(yz).Le quatrième et dernier 
hapitre est 
onsa
ré à l'appli
ation de la formulede Verlinde aux 
hamps de modules des G2-�brés prin
ipaux et aux espa
esde Verlinde de niveau 1 pour le groupe G2, 
'est-à-dire les espa
es des se
tions



xx INTRODUCTIONglobalesH0(MC(G2),LG2) sur une 
ourbe C, où LG2 est le �bré en droites amplegénérateur du groupe de Pi
ard du 
hamp de modules MC(G2). Le théorèmesuivant est établi :Théorème I. � Soit une 
ourbe C de genre au moins 2. Le morphisme donnépar extension de groupe de stru
ture
i : MC(SL3) → MC(G2)induit, par image inverse, une appli
ation linéaire Υ entre les espa
es de Verlindesuivants :

Υ : H0(MC(G2),LG2) → H0(MC(SL3),LSL3)+où H0(MC(SL3),LSL3)+ désigne le sous-espa
e propre de H0(MC(SL3),LSL3),asso
ié à la valeur propre 1, pour l'involution naturelle dont il est muni.L'appli
ation linéaire Υ possède les propriétés suivantes :(1) l'appli
ation Υ est surje
tive lorsque la 
ourbe C est sans thêta-
onstantee�e
tive.(2) l'appli
ation Υ est un isomorphisme lorsque la 
ourbe C est de genre 2.En dernier lieu, nous étudions l'appli
ation linéaire Ψ dé�nie 
omme suit. Lemorphisme donné par extension de groupe de stru
ture entre espa
es de Verlinde
j : MC(SL2) ×MC(SL2) → MC(G2)induit, par image inverse, l'appli
ation linéaire

Ψ : H0(MC(G2),LG2) →
[
H0(MC(SL2),LSL2) ⊗H0(MC(SL2),L⊗3

SL2
)
]
0où [H0(MC(SL2),LSL2) ⊗H0(MC(SL2),L⊗3

SL2
)
]
0
désigne l'ensemble des se
-tions invariantes sous le groupe JC[2] 
onstitué des éléments de la Ja
obienne

Pic0(C) dits de 2-torsion.Pour des 
ourbes générales de petit genre, nous montrons le théorème suivant :Théorème J. � Sur une 
ourbe C de genre 2 ou non-hyperelliptique de genre
3, ou bien de genre 4 sans thêta-
onstante e�e
tive, l'appli
ation Ψ est un iso-morphisme.Il est naturel de penser que 
e résultat peut être généralisé en genre supérieur.Ce
i est par ailleurs 
orroboré par une étude dimensionnelle des espa
es ve
-toriels H0(MC(G2),LG2) et [H0(MC(SL2),LSL2) ⊗H0(MC(SL2),L⊗3

SL2
)
]
0
engenre élevé. Pour le moment, nous ne pouvons faire sans la 
onje
ture de nor-malité 
ubique. On dit qu'une 
ourbe C véri�e la normalité 
ubique lorsquel'appli
ation naturelle suivante est surje
tive :

Sym3H0(MC(SL2),LSL2) → H0(MC(SL2),L⊗3
SL2

).Nous énonçons le résultat :



INTRODUCTION xxiThéorème K. � Pour une 
ourbe C de genre au moins 2, sans thêta-
onstantee�e
tive et véri�ant la normalité 
ubique, l'appli
ation Ψ est un isomorphisme.Une page de notations, ré
apitulant les 
onventions utilisées dans toute la suitede 
e texte, pré
ède le Chapitre 1. Le le
teur trouvera en �n de manus
rit deuxannexes, dont une reprenant l'ensemble des bases de l'espa
e ve
toriel V utiliséesave
 les tables de multipli
ation 
orrespondantes, une table des �gures, un indexet une bibliographie.





NOTATIONS
Dans toute 
ette thèse, C désigne le 
orps des nombres 
omplexes et O l'algèbre deo
taves de Cayley.La lettre G désigne un groupe algébrique 
onnexe et rédu
tif sur C et la lettre Cune 
ourbe 
omplexe proje
tive, 
onnexe et lisse, de genre au moins 2.A�n de disso
ier un espa
e ve
toriel d'un �bré ve
toriel ou prin
ipal, on a pris gardeà utiliser des notations en 
ara
tères dits 
alligraphiques pour les espa
es ve
torielset simplement le mode mathématique pour les �brés. Par exemple, alors que V in-dique l'espa
e ve
toriel des o
taves de Cayley imaginaires pures, E indique un G-�bréprin
ipal.En�n, MC(G) est l'espa
e de modules des 
lasses d'équivalen
e G-�brés prin
ipauxsemistables sur C (à isomorphisme près) et MC(G) le 
hamp de modules des G-�brésprin
ipaux. Là en
ore, on di�éren
ie espa
e de modules et 
hamp de modules par les
ara
tères romans d'une part et 
alligraphiques d'autre part.





CHAPITRE 1NOTATIONS ET RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES
Nous allons i
i présenter le groupe de Lie ex
eptionnel G2, plusieurs de sesdé�nitions équivalentes ainsi que son algèbre de Lie. Ce 
hapitre est une synthèse(non exhaustive) de 
onnaissan
es déjà établies au sujet du groupe G2.La première dé�nition que nous utilisons est 
elle proposée par É. Cartanoù le groupe G2 apparaît 
omme le groupe des automorphismes de l'algèbre deso
taves de Cayley. C'est pourquoi nous 
onsa
rons le début de 
e 
hapitre auxo
taves de Cayley puis nous présentons di�érentes appro
hes du groupe G2 ave
,entre autres, une des
ription de ses sous-groupes paraboliques maximaux utilesau 
hapitre 3.1.1. L'algèbre des o
taves de CayleyPour tout 
e paragraphe, nous renvoyons le le
teur aux deux référen
es sui-vantes : [Bae02℄ et [Ada96℄. Les démonstrations des di�érentes propriétés propo-sées i
i di�èrent, la plupart du temps, de 
elles indiquées dans les deux référen
espré
édentes mais la majorité des résultats s'y trouve.Soient OR la R-algèbre des o
taves de Cayley et OC = OR ⊗ C la C-algèbredes o
taves de Cayley obtenue en 
omplexi�ant OR. Ces deux algèbres sontrespe
tivement isomorphes à R8 et C8.L'algèbre de o
taves de Cayley 
omplexe est parfois désignée par le symbole

C ou notée tout simplement O. Cette dernière 
onvention d'é
riture sera 
elleutilisée dans toute la suite de 
et é
rit.Notons (1, e1, . . . e7) la base 
anonique de O en temps que C-espa
e ve
toriel et
V le sous-espa
e ve
toriel de O engendré par e1, . . . , e7. Toute o
tave de Cayleyest somme de sa � partie s
alaire � et de sa � partie imaginaire pure �, selon ladé
omposition suivante :

O = C⊕ V.



2 CHAPITRE 1. NOTATIONS ET RÉSULTATS PRÉLIMINAIRESPar la suite et par analogie au langage asso
ié aux nombres 
omplexes, on ap-pellera � partie réelle � et sa � partie imaginaire � 
es deux parties. Les o
tavesde Cayley appartenant à V sont dites imaginaires purs.La loi de multipli
ation de l'algèbre O est donnée par le diagramme de Fano(voir Figure Fig. 1), moyen mnémote
hnique pour 
onnaître la table de multi-pli
ation dans O. Les règles de 
al
ul sont les suivantes :

e1

e3

e4

e6

e2

e5

e7Fig. 1. Diagramme de Fano(1) 1 est l'élément neutre pour la multipli
ation,(2) ∀i ∈ {1, . . . , 7}, e2i = −1,(3) si le triplet (ei, ej , ek) est 
onstitué de trois éléments situés sur une mêmeligne du diagramme 
i-dessus (
er
le, médiane ou 
oté), ordonné selon le sensde la �è
he, alors on a eiej = ek et toutes les équations qui en dé
oulent parpermutation, en tenant 
ompte de la signature de la permutation.Par exemple, pour le triplet (e1, e2, e3), e1e2 = e3 et e2e1 = −e3, e2e3 = e1 ;pour le triplet (e1, e4, e7), e1e4 = e7. Ainsi, pour 
haque i, j ∈ {1, . . . , 7}, eiej =

−ejei. L'algèbre O se révèle alors être ni 
ommutative, ni asso
iative. La non-
ommutativité se traduit par le fait que eiej = −ejei pour deux ve
teurs ima-ginaires purs distin
ts de la base 
anonique. Par ailleurs, si l'on 
onsidère trois



1.2. LE GROUPE DE LIE G2 3ve
teurs de la base 
anonique ei, ej, ek, imaginaires purs, deux à deux distin
tset n'étant pas reliés sur le diagramme de Fano, alors on a la relation suivante :
(eiej)ek = −ei(ejek), 
e qui montre la non-asso
iativité de O.L'algèbre O est munie d'une appli
ation tra
e Tr :

∀ z ∈ O, T r(z) :=
1

2
(z + z) := Re(z)où z est le 
onjugué de z dé�ni par z = x− y si z = x + y est la dé
ompositionde z selon O = C⊕ V.Remarque 1.1.1. � Le sous-espa
e ve
toriel V n'est autre que l'ensemble deséléments de O de tra
e nulle, 
e qui justi�e la notation parfois employée V = C0.Remarque 1.1.2. � ∀y ∈ V, y = −y.L'algèbre O est aussi une algèbre normée, 
'est-à-dire munie d'une � norme �multipli
ative :

∀ z ∈ O, ||z|| := zzÀ 
ette norme, on asso
ie le produit s
alaire 
anonique B :
∀ x, y ∈ O, B(x, y) =< x, y >=

1

2
(xy + yx) = Tr(xy) = Re(xy),
orrespondant à la forme quadratique Q = I :

∀ x = x0 +

7∑

i=1

xi ei, Q(x) = B(x, x) = Re(xx) =

7∑

i=0

x2
i . (1)Dans la suite, on désignera par la lettre Q la forme quadratique 
anonique sur

O ou bien sa restri
tion à V, selon le 
ontexte.1.2. Le groupe de Lie G2Ce paragraphe a pour visée la dé�nition et la des
ription du groupe de Lie G2,introduit notamment par C. Chevalley dans son traité en trois volumes surles groupes de Lie [Che55℄.Dé�nition 1.2.1. � Le groupe de Lie ex
eptionnel G2 est dé�ni 
omme étantle groupe des automorphismes de O, noté Aut(O).Ce groupe de Lie est simple. Il s'agit du groupe de Lie de plus petite dimensionparmi les 
inq groupes de Lie simples ex
eptionnels : G2, F4, E6, E7 et E8
(1).

(1)Le 
hi�re en indi
e indique le rang du groupe.Les dimensions de 
es groupes ex
eptionnels sont respe
tivement 14, 52, 78, 133 et 248.



4 CHAPITRE 1. NOTATIONS ET RÉSULTATS PRÉLIMINAIRESCommençons par faire quatre remarques 
onsé
utives à la dé�nition pré
é-dente :Remarque 1.2.2. � (1) Tout élément de G2 envoie un s
alaire (
'est-à-direun élément de C, où O = C⊕V) sur lui-même et une o
tave imaginaire pure surun élément imaginaire pure. D'où l'égalité :
∀ g ∈ G2, g(V) = V.(2) Tout élément du groupe G2 
ommute à la 
onjugaison.(3) Tout élément du groupe G2 préserve le produit s
alaire 
anonique sur O.Démonstration. � Soit Ψ̃ ∈ G2.(1) Comme Ψ̃ est un automorphisme, Ψ̃(1) = Ψ̃(1 · 1) = Ψ̃(1)2 don
 Ψ̃(1) = 1.Soit ei un ve
teur de la base 
anonique pour i ∈ {1, . . . , 7}. Notons Ψ̃(ei) = zet z = x + y sa dé
omposition en partie réelle et imaginaire. Alors, d'une part,

z2 = Ψ̃(ei)Ψ̃(ei) = Ψ̃(e2i ) = −1 ∈ C et, d'autre part, z2 = (x2 + y2) + 2xy, quiest la dé
omposition en partie réelle et imaginaire de z2 vu que y2 = −||y||2 ∈
C. Don
 xy = 0. Si y = 0, on aurait Ψ̃(ei) = x = Ψ̃(x), 
e qui 
ontrediraitl'inje
tivité de Ψ̃. D'où x = 0 et Ψ̃(ei) ∈ V.Les éléments de G2 étant des isomorphismes, on a bien l'égalité annon
ée.(2) Soit z = x+ y ∈ C⊕ V.

Ψ̃(z) = Ψ̃(x− y) = x− Ψ̃(y),et Ψ̃(z) = x+ Ψ̃(y) = x− Ψ̃(y)
ar Ψ̃(y) appartient à V d'après (1) de la Remarque 1.2.2. Ainsi, Ψ(z) = Ψ(z).(3) Soit z ∈ O.
||Ψ̃(z)||2 = Ψ̃(z)Ψ̃(z),

= Ψ̃(z)Ψ̃(z) d'après (2) de la Remarque 1.2.2,
= Ψ̃(zz) = zz = ||z||2 
ar zz ∈ C.Ainsi, lorsqu'on prendra en 
onsidération un 
ertain Ψ̃ ∈ G2, on regarderaindi�éremment Ψ̃ ∈ GL8 ou sa restri
tion à V : Ψ̃|V ∈ GL7, qui, par abus denotation, seront souvent notés identiquement.On 
her
he à donner divers points de vue de 
e groupe G2 et don
 d'en expli-
iter d'autres dé�nitions équivalentes. Pour 
ela, introduisons la forme trilinéairesuivante.



1.2. LE GROUPE DE LIE G2 5Dé�nition 1.2.3. � Dé�nissons la forme trilinéaire ω0 sur O suivante :
∀ x, y, z ∈ O, ω0(x, y, z) = Re ((xy)z) ,D'après la Remarque 1.1.2, la restri
tion de la forme trilinéaire ω0 à l'espa
eve
toriel V des o
taves de Cayley véri�e :
∀ x, y, z ∈ V, ω0(x, y, z) = −Re ((xy)z) .La restri
tion de ω0 à V est une forme trilinéaire alternée. En e�et, si l'on 
onsi-dère x, y et z trois éléments de V et si l'on note xy = s + t la dé
omposition enpartie réelle et imaginaire du produit xy, alors yx = s− t. Ainsi,

Re((xy)z) = Re((s+ t)z = Re(tz),et Re((yx)z) = Re((s− t)z) = −Re(tz),don
 ω0(x, y, z) = −ω0(y, x, z).On peut montrer pareillement que pour trois éléments x, y, z de V, on a
ω0(x, y, z) = −ω0(x, z, y).Ainsi, sur V, ω0 est une forme trilinéaire alternée ; elle appartient don
 à Λ3V.Dé�nition 1.2.4. � Dé�nissons ω0, appartenant à Λ3V, la forme trilinéairealternée dé�nie par :

∀ x, y, z ∈ V, ω0(x, y, z) = −Re((xy)z).Remarque 1.2.5. � La forme trilinéaire ω0 sur O n'est pas alternée à 
ausedes o
taves de Cayley réelles qui 
ommutent ave
 toute autre o
tave. Cependant,la forme trilinéaire ω0 sur V, elle, est bien alternée.Au Chapitre 2, on asso
ie à une forme trilinéaire alternée sur V une formequadratique de la manière suivante :Dé�nition 1.2.6. � Soit l'appli
ation rationnelle Φ suivante :
Φ : P(Λ3V∗) //______ P(Sym2V∗)

[ω] 7−→ [Qω]où Bω, la forme bilinéaire symétrique asso
iée à la forme quadratique Qω, estdé�nie par :
∀ x, y ∈ V, Bω(x, y) = ω(x, ·, ·) ∧ ω(y, ·, ·)∧ ω(·, ·, ·).Le fait que Qω est bien une forme quadratique quel que soit ω ∈ Λ3V∗ estjusti�é au paragraphe 2.2. D'après le Lemme 2.2.5, la forme quadratique Q0 qui



6 CHAPITRE 1. NOTATIONS ET RÉSULTATS PRÉLIMINAIRESest asso
iée à la forme trilinéaire alternée ω0 dé�nie sur V est proportionnelle àla forme quadratique 
anonique sur V. Plus pré
isément, on a Q0 = 6Q.Remarque 1.2.7. � La forme trilinéaire ω0 sur V est alors dite non-dégénéréeselon la dé�nition 2.2.3 puisque la forme quadratique Q0 qui lui est asso
iée estnon-dégénérée. La notion de forme trilinéaire alternée non-dégénérée sur V estl'objet du Chapitre 2 et y sera don
 développée en 
onséquen
e.Le groupe linéaire GL7 agit sur Λ3V∗ et sur Sym2V∗ de la manière suivante :
∀ g ∈ GL7, ∀ ω ∈ Λ3V∗, ∀ β ∈ Sym2V∗, ∀ x, y, z ∈ V :

g · ω(x, y, z) = ω (g−1(x), g−1(y), g−1(z)) ,et g · β(x, y) = β(g−1(x), g−1(y)).Notons Stab(ω0) le stabilisateur de ω0 sous l'a
tion de GL7 :
Stab(ω0) = {g ∈ GL7 | g · ω0 = ω0}.Lorsque g appartient à 
e stabilisateur, on dit que g préserve ω0.Lemme 1.2.8. � Pour tout g ∈ GL7, et pour tout ω ∈ Λ3V ∗,

g · Bω = det(g) Bg·ωDémonstration. � Notons
fi1,...,ik := fi1 ∧ · · · ∧ fik .Soient g ∈ GL7, ω ∈ Λ3V ∗ et x, y ∈ V . Le 
al
ul de Bg·ω(x, y) fait intervenir desproduits extérieurs de la forme suivante :

g · f1,2,3(x, ·, ·) ∧ g · f4,5,6(y, ·, ·) ∧ g · f7,8,9où les fi ∈ V ∗. Cependant,
g · f1,2,3(x, ·, ·) ∧ g · f4,5,6(y, ·, ·) ∧ g · f7,8,9

= [f1(g
−1(x)) g · f2,3 − f2(g

−1(x)) g · f1,3 + f3(g
−1(x)) g · f1,2]

∧ [f4(g
−1(y)) g · f5,6 − f5(g

−1(y)) g · f4,6 + f6(g
−1(y)) g · f4,5]

∧ g · f7,8,9.Or, le premier terme est :
f1(g

−1(x)) g · f2,3 ∧ f4(g
−1(y)) g · f5,6 ∧ g · f7,8,9

= f1(g
−1(x))f4(g

−1(y)) g · f2,3 ∧ g · f5,6 ∧ g · f7,8,9,

= f1(g
−1(x))f4(g

−1(y)) g · f2,3,5,6,7,8,9,

= det(g−1)f1(g
−1(x))f4(g

−1(y))f2,3,5,6,7,8,9.
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g · f1,2,3(x, ·, ·) ∧ g · f4,5,6(y, ·, ·) ∧ g · f7,8,9

= det(g−1) [f1(g
−1(x)) f2,3 − f2(g

−1(x)) f1,3 + f3(g
−1(x)) f1,2]

∧ [f4(g
−1(y)) f5,6 − f5(g

−1(y)) f4,6 + f6(g
−1(y)) f4,5]

∧ f7,8,9.Et ainsi :
Bg·ω(x, y) = det(g−1) Bω[g−1(x), g−1(y)],

Bg·ω(x, y) = det(g−1) g · Bω(x, y),soit g ·Bω(x, y) = det(g) Bg·ω(x, y).Lemme 1.2.9. � Si g ∈ Stab(ω0) ∩ SL7, alors g préserve B.Démonstration. � Soit g ∈ SL7 tel que g · ω0 = ω0. D'après le Lemme 1.2.8,
g · Bω0 = (det g)Bg·ω0 = Bg·ω0 = Bω0et 
omme Bω0 = 6B, on a

g · B = Bdon
 g préserve B.Le théorème suivant montre que le groupe G2 peut être 
onsidéré 
ommel'interse
tion du stabilisateur de la forme trilinéaire alternée ω0 ave
 SL7.Théorème 1.2.10. � L'image du groupe G2 dans GL7(C), par l'appli
ation derestri
tion à V, 
oïn
ide ave
 Stab(ω0) ∩ SL7 :
G2 ≃ Stab(ω0) ∩ SL7. (2)Démonstration. � Soit Ψ̃ ∈ G2. D'après (1) de la Remarque 1.2.2, Ψ̃ ∈ G2 estentièrement déterminée par sa restri
tion à V. Considérons don


Ψ := Ψ̃|Vla restri
tion de Ψ̃ à V. Montrons que Ψ ∈ Stab(ω0) ∩ SL7.Comme G2 est un groupe, l'inverse Ψ̃−1 de Ψ̃ appartient aussi à G2. Soient
x, y, z ∈ V.

Ψ · ω0(x, y, z) = −Re ((Ψ−1(x)Ψ−1(y))Ψ−1(z)) ,

= −Re
((

Ψ̃−1(xy)
)

Ψ−1(z)
)
,

= −Re
((

Ψ̃−1 ((xy)z)
))

,

= −Re ((xy)z) d'après (1) de la Remarque 1.2.2,
Ψ · ω0(x, y, z) = ω0(x, y, z).
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Ψ préserve ω0. (3)Or, par (3) de la Remarque 1.2.2, Ψ préserve B :

Ψ · B = B. (4)Mais, d'après le Lemme 1.2.8, Ψ ·B = (det Ψ)B, 
e qui impose det Ψ = 1. Ainsi :
G2 ⊂ Stab(ω0) ∩ SL7.Inversement, il su�t de montrer que le prolongement par l'identité sur C de
haque g ∈ Stab(ω0) ∩ SL7 est un automorphisme de O. Soit g ∈ SL7 véri�ant

g ·ω0 = ω0. On note g̃ son prolongement à O véri�ant g̃|C = id. D'après le Lemme1.2.9, g̃−1 préserve ω0. En e�et, pour tous x, y, z appartenant à V,
g−1 · ω0(x, y, z) = ω0(x, y, z),et pour tout λ ∈ C et pour tous x, y ∈ V, on a

g̃−1 · ω0(λ, x, y) = ω0[g̃(λ), g̃(x), g̃(y)] = ω0[λ, g̃(x), g̃(y)],

= −Re [[λg̃(x)]g̃(y)] = −Re [[g̃(λx)]g̃(y)] = B(g(λx), g(y)),

= B(λx, y) = −Re[(λx)(y)] d'après le Lemme 1.2.9,
= ω0(λ, x, y).En�n, pour tous λ, µ ∈ C et pour tout x ∈ V,

g̃−1 · ω0(λ, µ, x) = ω[λ, µ, g̃(x)] = −Re [(λµ)g̃(x)] = −λµRe [g̃(x)] ,

= 0 = ω0(λ, µ, x)En 
on
lusion,
g̃−1 · ω0 = ω0.Pour montrer que g̃ est un automorphisme de O, il su�t de montrer que pourtous i, j ∈ {1, . . . , 7}, on a :

g̃(eiej) = g̃(ei)g̃(ej). (5)Nous allons utiliser les deux propriétés suivantes véri�ées par g :(1) g̃−1 préserve B don

∀x, y, z ∈ O, Re [g̃(x)g̃(y)] = Re(xy),(2) g̃−1 préserve ω0 don


∀x, y, z ∈ O, Re [[g̃(x)g̃(y)] g̃(z)] = Re [(xy) z] .



1.2. LE GROUPE DE LIE G2 9Soit z ∈ V et soient deux éléments distin
ts i, j ∈ {1, . . . , 7}. Comme i 6= j,
eiej appartient à V. On a :

Re [[g(ei)g(ej)] g(z)] = Re [(eiej) z] d'après (2),
= Re [(g(eiej)) g(z)] d'après (1),don
 Re [[g(ei)g(ej) − g(eiej)] g(z)] = 0.Comme g(z) par
ourt tous les éléments de V lorsque z varie, on a :

Im [g(ei)g(ej) − g(eiej)] = 0.Pour montrer l'égalité (5), il reste à 
omparer les parties réelles de g(ei)g(ej) etde g(eiej). D'après (1) de la Remarque 1.2.2, g(eiej) ∈ V, don
 sa partie réelleest nulle. Étudions la partie réelle Re [g(ei)g(ej)]. D'après (1),
Re [g(ei)g(ej)] = Re(eiej) = 0,don
 g(ei)g(ej) et g(eiej) ayant même parties réelles et même parties imaginaires,sont égaux.Dans le 
as où i = j, e2i = −1 et g̃(e2i ) = −1. D'après (1) et (2), ∀z ∈ V,

Re [(g̃(ei)
2) g̃(z)] = Re[(e2i )z] = Re(−z) = 0,et Re[g̃(e2i )g̃(z)] = Re[−g̃(z)] = 0.Don
 Im [g̃(ei)

2] = 0 = Im[g̃(e2i )]. Regardons les parties réelles : d'après (1),
Re[g̃(ei)

2] = Re(e2i ) = −1 = Re[g̃(e2i )]. Don
, g̃(ei)
2 = g̃(e2i ).Ainsi, ∀g ∈ Stab(ω0) ∩ SL7, ∀x, y ∈ O, g̃(xy) = g̃(x)g̃(y), soit :

∀g ∈ Stab(ω0) ∩ SL7, g̃ ∈ G2où g̃ est le prolongement de g par l'identité sur C. Don
 Stab(ω0) ∩ SL7 ⊂ G2et, don
 :
G2 ≃ Stab(ω0) ∩ SL7.

A�nons le lien entre Stab(ω0) et G2. Pour 
ela, nous allons établir les lemmessuivants :Lemme 1.2.11. � Soit G un groupe de Lie semisimple 
onnexe et g son algèbrede Lie. Considérons la représentation adjointe :
Ψ : G −→ Aut(g)

g 7→ d(Cg)



10 CHAPITRE 1. NOTATIONS ET RÉSULTATS PRÉLIMINAIRESoù Aut(g) désigne les automorphismes de g et d(Cg) la di�érentielle de l'appli-
ation Cg de 
onjugaison par g :
Cg : G −→ G

h 7→ ghg−1.Alors(1) Z(G) ≃ ker(Ψ),(2) Im(Ψ) ≃ Aut◦(g), où Aut◦(g) est la 
omposante 
onnexe de l'identité de
Aut(g),(3) coker(Ψ) est isomorphe au groupe des automorphismes du diagramme deDynkin de g, noté Aut(Dynkin(g)).Ainsi la suite suivante est exa
te :

1 → Z(G) → G→ Aut(g) → Aut(Dynkin(g)) → 1et G/Z(G) ≃ Aut◦(g)Démonstration. � La preuve 
omplète fait l'objet de la Proposition D.40 del'appendi
e D de [FH91℄. Nous ne montrons i
i que le point (1) du lemme. Soit
G un groupe de Lie 
onnexe et Ψ l'appli
ation dé�nie dans le lemme. Si g ∈ Z(G)alors Cg = id don
 d(Cg) = id ; par 
onséquent g ∈ ker(Ψ). Inversement, soit g ∈
ker(Ψ). Expli
itons le 
entralisateur de {g} : ZG({g}) = {h ∈ G | ghg−1 = h}.On a ZG({g}) = {h ∈ G | Cg(h) = h} don
 T0(ZG({g})) = {X ∈ g | d(Cg)X =

X} = g puisque d(Cg) = id. Ainsi, ZG({g}) est un sous-groupe fermé de Gqui a même algèbre de Lie que G. Comme G est 
onnexe, ZG({g}) = G (voirle premier Théorème du 
hapitre 5, �13.1 de [Hum75℄) ; 
e qui montre que
∀h ∈ G, hg = gh, don
 que g ∈ Z(G).Nous allons utiliser 
e lemme appliqué au groupe de Lie simple G2. Pour 
ela,nous avons besoin de prouver sa 
onnexité et d'étudier son 
entre Z(G2).Retournons don
 un moment à l'étude des o
taves de Cayley, dé
rite dans[Bae02℄.Si l'on 
onsidère b1 ∈ V tel que b21 = −1, alors b1 engendre une sous-algèbre de
O isomorphe à CC. Si l'on 
onsidère deux éléments de V de 
arré (−1) qui anti-
ommutent, alors ils engendrent une sous-algèbre de O isomorphe au 
omplexi�édes quaternions HC. En�n, si l'on 
onsidère b1, b2 et b3 trois éléments de V de
arré (−1) qui sont tels que, pris deux à deux, ils anti-
ommutent et tels que
(b1b2)b3 = −b3(b1b2), alors ils engendrent l'algèbre O.Un tel triplet est dit triplet basique. Par exemple, (e1, e2, e4) est un triplet ba-sique et 
haque triplet (ei, ej, ek) 
onstitué de trois ve
teurs de la base 
anoniquede V, non alignés sur le diagramme de Fano, est un triplet basique.



1.2. LE GROUPE DE LIE G2 11Interprétons géométriquement 
ette notion de triplet basique. Soient b1, b2 ∈ Vtels que b2i = −1 et b1b2 = −b2b1.Notons S6 := {x ∈ V | ‖x‖2 = 1}. Alors
< b1, b2 >= −Re(b1b2) = −1

2
(b1b2 + b2b1) = 0et ‖b1‖2 = −Re(b21) = 1 = ‖b2‖2 .Don
 b1, b2 ∈ S6 et b1 et b2 sont orthogonaux.D'où la dé�nition suivante :Dé�nition 1.2.12. � Un triplet (b1, b2, b3) ∈ V3 est appelé triplet basique siet seulement si(1) ∀i ∈ {1, 2, 3}, bi ∈ S6,(2) les ve
teurs bi sont deux à deux orthogonaux,(3) les deux ve
teurs b1b2 et b3 sont orthogonaux.L'algèbre engendrée par un triplet basique est l'algèbre O tout entière.Par exemple, le triplet (e1, e2, e4) est un triplet basique mais le triplet (e1, e2, e3)ne l'est pas. En e�et, e1e2 = e3 
e qui 
ontredit la troisième assertion de ladé�nition.À tout triplet basique (x, y, z), on peut asso
ier la base de O suivante :

(1, x, y, xy, z, (xy)z, yz, xz)qui suit les même règles de multipli
ations (à un ordre près) que 
elles indiquéespar le diagramme de Fano pour la base :
(1, e1, . . . , e7).Le produit de deux éléments parmi {x, y, xy, z, (xy)z, yz, xz)} est don
 un élé-ment de {x, y, xy, z, zx, zy, z(xy)}.Le groupe G2 des automorphismes de O est en bije
tion ave
 l'ensemble T destriplets basiques. Par voir 
ela, on �xe un triplet basique, par exemple (e1, e2, e4).À un élément g de G2, on asso
ié l'image, notée (x, y, z) du triplet basique

(e1, e2, e4). Ce nouveau triplet est aussi un triplet basique. En e�et, on a parexemple
x2 = (g(e1))

2 = g(e1
2) = g(−1) = −1et < x, y > = −Re(xy) = −1
2
(xy + yx) = −1

2
(g(e1)g(e2) + g(e2)g(e1)) ,

= −1
2
(g(e1e2 + e2e1)) = 0et toutes les autres relations s'obtiennent de la même manière. Ainsi, à un au-tomorphisme de O, on asso
ie un triplet basique. Inversement, soit un triplet



12 CHAPITRE 1. NOTATIONS ET RÉSULTATS PRÉLIMINAIRESbasique(x, y, z). On dé�nit l'appli
ation linéaire g suivante. La base (1, e1, . . . , e7)s'é
rit 
omme suit : (1, e1, e2, e1e2, e4, (e1e2)e4), e2e4, e1e4) en fon
tion de (e1, e2, e4).Posons 



g(e1) = x,

g(e2) = y,

g(e4) = z,

g(eiej) = g(ei)g(ej) pour e1e2, e1e4 et e2e4,
g[(e1e2)e4] = (xy)z.L'appli
ation linéaire g est un isomorphisme de O puisque 〈x, y, z〉 = O. De plus,

g est un automorphisme de O 
ar, pour tout 
hoix a, b de deux éléments parmi
{e1, e2, e1e2, e4, (e1e2)e4), e2e4, e1e4}, on a g(ab) = g(a)g(b) d'après la similaritédes tables de multipli
ation des algèbres engendrées par e1, e2 et e4 et x, y et z.Par 
ette 
orrespondan
e, il existe un et un seul automorphisme asso
ié à untriplet basique.Lemme 1.2.13. � Le groupe G2 est 
onnexe.Démonstration. � I
i, et 
e sera l'unique o

urren
e du groupe réel (G2)R

:=

Aut(OR), nous allons montrer que T et don
 (G2)R
(étant isomorphe à T), estun groupe (
ompa
t) et 
onnexe. Le groupe 
omplexe G2 sera don
 lui-aussi
onnexe.L'ensemble S6 est 
onnexe(2).Soit A := {(x, y) ∈ (S6)

2 | < x, y >= 0} muni de la proje
tion sur lapremière 
oordonnée. L'ensemble A est une �ltration sur la base S6 de �bre
Fx0 = {y ∈ S6 | < x0, y >= 0} en x0. Pour tout x0 ∈ S6, Fx0 , étant l'interse
tionde S6 ave
 un hyperplan, est isomorphe à S5, don
 
onnexe. La base S6 et 
haque�bre étant 
onnexe, l'ensemble A est lui-même 
onnexe.On 
onsidère
T = {(x, y, z) ∈ (S6)

3 | (x, y) ∈ A et xz = −zx, yz = −zy et (xy)z = −z(xy)},muni de la proje
tion sur les deux premières 
oordonnées. Alors, T est une�ltration sur la base A, de �bre F(x0,y0) := {z ∈ S6 | x0z = −zx0, y0z =

(2)En e�et, on 
onsidère l'appli
ation suivante :
f : SO7 −→ S6

M 7→ M(e1).L'appli
ation f est 
ontinue ; SO7 étant 
onnexe, Im(f) est 
onnexe. Or, f est surje
tive. En e�et,pour tout x ∈ S6, on peut trouver sept ve
teurs ui tels que (u1, . . . , u7) = (x, u2, . . . , u7) soit une baseorthonormée de V. Notons P l'appli
ation linéaire véri�ant ∀i ∈ {1, . . . , 7}, P (ei) = ui. En 
e 
as,
P ∈ O7 et, quitte à rempla
er u7 en −u7, on peut supposer que P ∈ SO7. On a alors f(P ) = P (e1) = x,d'où la surje
tivité de f . Ce
i montre la 
onnexité de S6. Par le même raisonnement, étant donné quetous les ensembles SO(n,C) sont 
onnexes pour n > 1, toutes les sphères Sn sont 
onnexes pour n > 1.
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−zy0 et (x0y0)z = −z(x0y0)} en (x0, y0). Pour tout (x0, y0) ∈ A, les trois équa-tions dé�nissant F(x0,y0) dé
rivent 
ha
une un hyperplan distin
t. Vu que l'in-terse
tion d'une sphère Sn ave
 un hyperplan est isomorphe à une sphère detype Sn−1, 
haque �bre F(x0,y0) est isomorphe à S3. Chaque �bre F(x0,y0) est don

onnexe, la base A étant 
onnexe, T est aussi 
onnexe.Ainsi, G2 est 
onnexe.Regardons à présent le 
entre de G2.Lemme 1.2.14. � Le 
entre Z(G2) est réduit à l'identité.Démonstration. � (3) Soit g ∈ Z(G2). Par dé�nition, g 
ommute ave
 toutélément de G2. Considérons en parti
ulier h ∈ G2 tel que h(e1) = e1. On a
g(e1) = g(h(e1)) = h(g(e1)) don
 g(e1) ∈ ker(h− I). Ainsi,

g(e1) ∈ ∩h∈G2 | h(e1)=e1
ker(h− I).Prenons deux tels éléments h1, h2 ∈ G2 dé�nis 
omme suit : h1 laisse stable e1 etpermute e2 et e4 ; il s'agit don
 de l'automorphisme qui envoie le triplet basique

(e1, e2, e4) sur le triplet basique (e1, e4, e2) ; h2 laisse stable e1 et permute e2 et e5 ;il s'agit don
 de l'automorphisme qui envoie le triplet basique (e1, e2, e5) sur le tri-plet basique (e1, e5, e2). Ainsi, d'une part (h1(e1), . . . , h1(e7)) = (e1, e4, e7, e2,−e5,−e6, e3)et d'autre part (h2(e1), . . . , h2(e7)) = (e1, e5, e6,−e4, e2, e3,−e7). Leurs sous-espa
espropres asso
iés à la valeur propre 1 sont
ker(h1 − I) = 〈e1, e2 + e4, e3 + e7〉et ker(h2 − I) = 〈e1, e2 + e5, e3 + e6〉.Comme ker(h1 − I) ∩ ker(h2 − I) = vect{e1}, g(e1) ∈ vect{e1}. Don
, ∃λ1 ∈

C/ g(e1) = λ1e1. D'après l'équation (4) de la démonstration du Théorème 1.2.10,
g préserve la norme, don
 λ1 = ±1. Il en est de même pour tous les autres ve
teurs
ei de V :

∀i ∈ {1, . . . , 7}, ∃λi ∈ {±1}/ g(ei) = λiei.Fixons i ∈ {2, . . . , 7}. On peut trouver j ∈ {1, . . . , 7}/ (e1, ei, ej) soit un tripletbasique. Pour 
ela, il su�t de prendre ej tel que les trois ve
teurs e1, ei, ej nesoient pas alignés sur le diagramme de Fano. Soit l'automorphisme h qui envoiele triplet basique (e1, ei, ej) sur le triplet basique (ei, e1, ej). On a :
λ1e1 = g(e1) = g(h(ei)) = h(g(ei)) = h(λiei) = λih(ei) = λie1,
e qui prouve que λ1 = λi. Ainsi, l'automorphisme g n'est autre qu'une homo-thétie de rapport 1 ou −1. En�n, d'après le Théorème 1.2.10, le déterminant de

(3)Une autre démonstration dire
te est proposée dans [Yok09℄.
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tion g̃ de g à V est égal à 1. Si g = λI ave
 λ2 = 1, det(g̃) = λ7 = λ = 1,don
 g = I. De 
ette façon, Z(G2) = {id}.Nous sommes en mesure d'établir le lemme suivant :Lemme 1.2.15. � Le groupe Stab(ω0) est isomorphe à G2 × Z/3Z.Démonstration. � L'idée de 
ette preuve provient de l'arti
le [SK77℄.Soit G := Stab(ω0) et G◦ la 
omposante 
onnexe de l'identité de G. Les troisgroupes G, G◦ et G2 ont pour algèbre de Lie l'algèbre g2 (
ette algèbre est dé
riteau paragraphe 1.3). Le groupe G2 est un sous-groupe fermé et 
onnexe de G, don

G2 est un sous-groupe fermé de G◦. Comme G◦ est 
onnexe et que G2 et G◦ ontmême algèbre de Lie, on a

G2 = G◦.Étudions l'appli
ation suivante :
Ψ : G −→ Aut(g2)

g 7→ d(Cg),où Cg est la 
onjugaison par g :
Cg : G −→ G

h 7→ ghg−1.On note Ψ0 la restri
tion de Ψ à G◦. D'après le Lemme 1.2.11 appliqué à G◦,
omme Z(G◦) = Z(G2) = {id}, on a :
1 −→ G◦ Ψ0−→ Aut(g2) −→ Aut(Dynkin(g2)) −→ 1.Or, Aut(Dynkin(g2)) = {id} puisque que g2 possède deux ra
ines simples : une
ourte α1 et une longue α2 (voir paragraphe 4.1.1 au 
hapitre 4) et que les auto-morphismes du diagramme de Dynkin permutent les ra
ines simples en 
onser-vant leur norme. Don
,

Aut(g2) ≃ Aut◦(g2).Par 
onséquent, Ψ0 réalise un isomorphisme entre G◦ et Aut◦(g2) et Ψ : G →
Aut◦(g2) est surje
tive. La suite exa
te

1 −→ G◦ −→ G
π−→ G/G◦ −→ 1est s
indée. On a l'isomorphisme suivant :

f : G ≃ G◦ ×G/G◦

g 7→ (Ψ(g), π(g)).É�e
tivement, si g ∈ ker(f) alors π(g) = id, don
 g ∈ G◦. Mais alors Ψ(g) =

Ψ0(g) = id et 
omme Ψ0 est un isomorphisme, on a bien que g = id. Par ailleurs,
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◦) ∈ G◦ × G/G◦. On 
onsidère g1 ∈ G◦ tel que Ψ0(g1) = Ψ−1(h)g0(un tel g1 ∈ G◦ existe puisque Ψ0 est surje
tive). Alors,

f(hg1) = (Ψ(hg1), hg1G
◦) = (Ψ(h)Ψ0(g1), hG

◦) = (Ψ(h)Ψ−1(h)g0, hG
◦) = (g0, hG

◦).Ainsi, f est bien surje
tive.Dé
rivons G/G◦. L'appli
ation
ker(Ψ) −→ G/G◦

g 7→ gG◦est un isomorphisme. En e�et, ker(Ψ) ∩ G◦ = {id}, 
e qui prouve l'inje
tivité ;en 
e qui 
on
erne la surje
tivité, il su�t de voir que quelque soit l'élément gG◦de G/G◦, gG◦ est l'image de gg0 ∈ ker(Ψ) où g0 est l'élément de G◦ véri�ant
Ψ(g0) = Ψ(g)−1. Montrons que tout élément de ker(Ψ) 
ommute ave
 
haqueélément de G◦. Soit k ∈ ker(Ψ) et g0 ∈ G◦. Comme G◦ est un sous-groupedistingué de G, kg0k

−1 ∈ G◦.
Ψ0(kg0k

−1) = Ψ(k)Ψ0(g0)Ψ(k−1) = Ψ0(g0).Les deux éléments de G◦, g0 et kg0k
−1, ayant la même image par l'isomorphisme

Ψ0, sont égaux. Par suite, ker(Ψ) est in
lus dans le 
entralisateur de G◦. Considé-rons la représentation irrédu
tible G2 → GL(7) et k ∈ ker(Ψ). D'après 
e qu'onvient de voir, k est une appli
ation linéaire non nulle qui 
ommute ave
 tous leséléments de G◦ = G2. En appliquant le Lemme de S
hur (voir le Corollaire 4.9de [Kna02℄), on obtient que k est une homothétie. Soit h une homothétie de Gde rapport λ.
h ∈ G = Stab(ω0) ⇔ ∀x, y, z ∈ O, h · ω0(x, y, z) = ω0(x, y, z),

⇔ ∀x, y, z ∈ O, ω0(λ
−1x, λ−1y, λ−1z) = λ−3ω0(x, y, z),

⇔ λ3 = 1.Ainsi, G/G◦ ≃ ker(Ψ) ≃ Z/3Z. En regroupant les résultats pré
édents, ilvient :
G ≃ G2 × Z/3Z.1.3. Des
ription expli
ite de l'algèbre de Lie g2 du groupe G21.3.1. Des
ription de l'algèbre de Lie g2 via ω0. � Dans la 
lassi�
ationdes algèbres de Lie 
omplexes simples, réalisée par W.Killing et E.Cartan à la�n du du XIXe siè
le, deux 
atégories d'algèbres de Lie simples apparaissent :d'une part, les algèbres de Lie dites de type 
lassique : An, Bn, Cn et Dn, d'autrepart les 
inq algèbres de Lie dites ex
eptionnelles : g2, f4, e6, e7 et e8.
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i analyser l'algèbre de Lie g2 du groupe G2, dont la simpli
itéest démontrée, en autres, dans [Yok09℄.Par dé�nition, g2 = Tid(G2). Comme nous avons établi l'in
lusion G2 ⊂ SO7,l'étude de g2 sera faite en relation ave
 
elle de l'algèbre de Lie so7 de SO7.D'après le Lemme 2.2.5, la forme quadratique asso
iée à ω0 par l'appli
ation
Φ est Q0 = 6Q = 6I. Le groupe SO7(Q0) est :

SO7(Q0) = {g ∈ SL7 | tgQ0g = Q0} = {g ∈ SL7 | tgg = I} = SO7.Son algèbre de Lie est :
so7(Q0) = {X ∈ End7 | tXQ0 +Q0X = 0} = {X ∈ End7 | tX +X = 0} = so7.Il s'agit des matri
es antisymétriques.Via Q0 (et B0 la forme bilinéaire asso
iée), les deux espa
es ve
toriels Λ2V et
so7 sont isomorphes ; 
'est 
e qui est expli
ité dans le lemme suivant.Lemme 1.3.1. � L'appli
ation suivante, dé�nie par linéarité, est un isomor-phisme(4) :

Λ2V −→ so7

a ∧ b 7→ B0(b, ·)a− B0(a, ·)b.Démonstration. � Considérons l'élément ei ∧ ej (i < j) de la base 
anonique de
Λ2V . Son image par l'appli
ation pré
édente est Ei,j−Ej,i (où Ei,j est un élémentde la base 
anonique des matri
es). Ainsi, l'image de l'appli
ation pré
édente estbien 
ontenue dans so7 et est, de plus, surje
tive. Cette appli
ation est don
 bienun isomorphisme puisque dim (Λ2V) = (7

2) = 21 = dim(so7).Notons (φ1, . . . , φ7) la base 
anonique duale de V∗.Dé�nition 1.3.2. � Notons Lω0 l'appli
ation linéaire suivante :Lω0 : Λ2V −→ V∗ (6)
a ∧ b 7→ ω0(a, b, ·) = −Re[(ab)·].Soient ei, ej deux ve
teurs distin
ts de {e1, . . . , e7}.Lω0(ei ∧ ej) = −Re [(eiej)·] .Or, ∃k ∈ {1, . . . , 7} / eiej = ek ou − ek. Ainsi,Lω0(ei ∧ ej) =

{
φk si eiej = ek

−φk si eiej = −ek.

(4)Cette 
onstru
tion est standard et vraie en toute dimension.
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∑

i<j λij ei ∧ ej :Lω0(A) = (λ2,3 + λ4,7 + λ5,6) φ1

+ (−λ1,3 + λ4,6 − λ5,7) φ2

+ (λ1,2 + λ4,5 + λ6,7) φ3

+ (−λ1,7 − λ2,6 − λ3,5) φ4

+ (−λ1,6 + λ2,7 + λ3,4) φ5

+ (λ1,5 + λ2,4 − λ3,7) φ6

+ (λ1,4 − λ2,5 + λ3,6) φ7,soit Lω0(A) =
7∑

k=1

Λk(A)φkoù ∀k ∈ {1, . . . , 7}, Λk(A) =
∑

a<b/eaeb=ek
λij −

∑
a<b/eaeb=−ek

λij.Considérons X = (xij) un élément de so7. D'après le Lemme 1.3.1, so7 et Λ2Vsont isomorphes. On a alors :Lω0(X) =
7∑

k=1

Λk(X)φk où Λk(X) =
∑

a,b/eaeb=ek

xab (7)Relions X · ω0 et Lω0(X).Lemme 1.3.3. � Soient ei, ej , ek trois ve
teurs deux à deux distin
ts parmi
{e1, . . . , e7}.(1) si ei, ej , ek sont reliés sur le diagramme de Fano, alors

X · ω0(ei, ej, ek) = 0,(2) si ei, ej, ek ne sont pas reliés sur le diagramme de Fano, notons em le seulve
teur de {e1, . . . , e7} non aligné à deux ve
teurs de {ei, ej, ek} sur le diagrammede Fano. Alors
X · ω0(ei, ej, ek) = ±Λm(X).Démonstration. � Montrons le point (1). Considérons une 
ombinaison de troisve
teurs {ei, ej, ek} 
onstituée de trois ve
teurs alignés sur le diagramme de Fano.On peut supposer que eiej = ek.

X · ω0(ei, ej , ek) = ω0(Xei, ej , ek) + ω0(ei, Xej, ek) + ω(0(ei, ej, Xek),

= −Re [[(Xei)ej ]ek] − Re [[ei(Xej)])ek] − Re [(eiej)(Xek)]]Or, −Re [[(Xei)ej ]ek] est égal à la k-ième 
oordonnée du produit (Xei)ej.
(Xei)ej = (

∑7
n=1 xnien)ej = (xiiei +

∑
n 6=i xnien)ej,

= xiiek + v où φk(v) = 0
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ar eiej = ek. D'où :
−Re [[(Xei)ej ]ek] = xii.Mais puisque X est antisymétrique, xii = 0. Il en va de même pour les deuxautres termes de X · ω0(ei, ej, ek). Ainsi,
X · ω0(ei, ej , ek) = 0.Montrons le point (2). On 
onsidère désormais une 
ombinaison {ei, ej, ek}
onstituée de trois ve
teurs non alignés sur le diagramme de Fano. Il existe unseul ve
teur de {e1, . . . , e7} non obtenu 
omme produit de deux éléments de

{ei, ej, ek}. C'est le seul ve
teur qui n'est pas qui n'est pas relié à deux élémentsde {ei, ej, ek} sur le diagramme de Fano. Notons em 
e ve
teur. Or, le produit dedeux ve
teurs distin
ts de la base 
anonique de V est égal, au signe près, à unautre ve
teur de la base de V. Traitons le 
as suivant :
∃ {p, q, r} ⊂ {1, . . . , 7}\{i, j, k,m} tel que eiej = ep,

eiek = eq,

ejek = er.Les ve
teurs ep, eq, er sont distin
ts de ±em par dé�nition de em. On a alors
eier ∈ {±em}. En e�et, em /∈ {eiej , eiek, eiep, eieq, eiem} ou leurs opposés etpuisque la multipli
ation à gau
he par ei sur l'ensemble {ej, ek, ep, eq, er, em} est,au signe près, une permutation des termes, em ou −em doit être égal à eier.Si eier = em, alors epek = (eiej)ek = −(ejek)ei 
ar ei, ej, ek ne sont pas alignés(
f point (3) des règles de 
al
uls dans les o
taves de Cayley du paragraphe1.1). D'où epek = erei = em. De même, ejeq = em. D'après (7), Lω0(X) =∑7

k=1 Λk(X)φk où Λm(X) =
∑

a,b/eaeb=em
xab. Or, il n'existe que trois 
ouplesde ve
teurs de la base 
anonique tels que que leur produit soit em. Ce sont les
ouples (ea, eb) tels que ea, eb, em sont alignés et bien ordonnés sur le diagrammede Fano. Les 
al
uls pré
édents ont exhibés 
es trois 
ouples puisque :

erei = epeq = ejeq = em.Don

Λm(X) = xir + xkp + xqj .Si erei = −em, on obtient Λm = xri +xpk +xjq = −(xir +xkp +xqj). Par ailleurs,
al
ulons X ·ω0(ei, ejek). Le premier terme −Re [[(Xei)ej ]ek] est égal à la k-ième
oordonnée de (Xei)ej . Puisque erej = ek, on a
(Xei)ej =

(∑7
n=1 xnien

)
ej ,

= xriek + v où φk(v) = 0.Ainsi, − Re [[(Xei)ej ]ek] = xri.
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X · ω0(ei, ejek) = −Re [[(Xei)ej]ek] − Re [[ei(Xej)])ek] − Re [(eiej)(Xek)]] ,

= xri + xpk + xjq.Ainsi,
X · ω0(ei, ejek) = ±Λm(X).D'après l'équation (4) du Théorème 1.2.10, g2 ⊂ so7 et par le Théorème 1.2.10,

g2 = Lie(G2) = Lie(Stab(ω0) ∩ SL7) = Lie(Stab(ω0)) = {X ∈ so7 | X · ω0 = 0}où X · ω0(x, y, z) = ω0(Xx, y, z) + ω0(x,Xy, z) + ω0(x, y,Xz) pour x, y, z ∈ V.Montrons le résultat suivant :Théorème 1.3.4. �
ker (Lω0) = g2.Démonstration. � Soit X ∈ so7, Lω0(X) =

∑7
k=1 Λk(X)φk.

X ∈ ker (Lω0)

⇔ Λ1(X) = · · · = Λ7(X) = 0,

⇔ ∀ {ei, ej, ek} ⊂ {e1, . . . , e7}, X · ω0(ei, ej, ek) = 0 d'après le Lemme 1.3.3,
⇔ X · ω0 = 0,

⇔ X ∈ g2.Ainsi, nous avons deux des
riptions de l'algèbre de Lie de G2. Premièrement,
omme G2 = Aut(O),
G2 = {g ∈ GL8 | ∀x, y ∈ O, g(xy) = g(x)g(y)}.D'où :

g2 = Lie(G2) = {X ∈ End8 | ∀x, y ∈ O, X(xy) = xX(y) +X(x)y},
g2 = Der(O),où Der(O) est l'algèbre de Lie des dérivations(5) de O.Par ailleurs,

g2 = {X ∈ End7 | X · ω0 = 0}.

(5)En e�et, si X ∈ End8 véri�e (exp tX)(xy) = ((exp tD)x)((exp tX)y),∀ t ∈ R, alors, en di�éren
iantpar rapport à t et en faisant tendre t vers 0, on obtient X(xy) = (Xx)y + x(Xy). Inversement, si
X ∈ End8 véri�e X(xy) = (Xx)y+x(Xy) pour tous x et y dans O, alors il n'est pas di�
ile de véri�erque α = exp(tX) satisfait α(xy) = (αx)(αy) pour tous x et y dans O (voir [Yok09℄).
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g2 = Der(O) = {X ∈ End7 | X · ω0 = 0}.Notons (Ai,j)16i<j67 la base de so7 où Ai,j = Ei,j − Ej,i. D'après le Théo-rème 1.3.4, on peut maintenant donner un exemple d'une base expli
ite de g2 :

((BX)i)i∈{1,...,14} ave
 :
(BX)1 = A1,2 − A6,7, et (BX)8 = A2,5 + A3,6,

(BX)2 = A1,3 − A5,7, (BX)9 = A2,6 −A1,7,

(BX)3 = A1,4 − A3,6, (BX)10 = A3,4 −A2,7,

(BX)4 = A1,5 + A3,7, (BX)11 = A3,5 −A1,7,

(BX)5 = A1,6 + A2,7, (BX)12 = A4,5 −A6,7,

(BX)6 = A2,3 − A4,7, (BX)13 = A4,6 + A5,7,

(BX)7 = A2,4 + A3,7, (BX)14 = A5,6 −A4,7.1.3.2. Des
ription du système des ra
ines de l'algèbre de Lie so7 dugroupe SO7 et de l'algèbre de Lie g2 du groupe G2. � Lors de la démons-tration du Théorème 1.2.10 (équation (4)), nous avons établi que G2 ⊂ SO7 etdon
 qu'il en est de même de leurs algèbres de Lie.Nous allons faire l'étude des algèbres de Lie so7 et g2 
onjointement. Aprèsavoir étudié une sous-algèbre de Cartan hso7 de so7, nous re
her
herons une al-gèbre de Cartan hg2 ⊂ hso7 de g2. Puis, nous établirons les ra
ines de so7 (etdes ve
teurs propres asso
iés) en 
hoisissant un ordre sur 
es ra
ines à l'aided'un élément de hg2 . Ce 
hoix aura l'intérêt suivant : la restri
tion d'une ra
inepositive (resp. simple) de so7 à hg2 sera une ra
ine positive (resp. simple) de g2.L'étude des sous-groupes paraboliques maximaux qui suit s'en trouvera fa
ilitée.Soit Q̃ la matri
e suivante :
Q̃ =




0 I3 0

I3 0 0

0 0 1


 , où I3 désigne la matri
e identité d'ordre 3.L'algèbre de Lie de SO7(Q̃) est

so7(Q̃) = {Y ∈ End7 | tY Q̃+ Q̃Y = 0}et 
elle de SO7 est
so7 = {X ∈ End7 | tX +X = 0}.Ces deux algèbres sont 
onjuguées :

Y ∈ so7(Q̃) ⇔ X := P0,1Y P
−1
0,1 ∈ so7
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où P0,1 :=

√
2

2




0 1 0 0 1 0 0

1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0

0 −i 0 0 i 0 0

−i 0 0 i 0 0 0

0 0 −i 0 0 i 0

0 0 0 0 0 0
√

2




véri�ant tP0,1P0,1 = Q̃. Notons yile ve
teur ayant pour 
oordonnées la i-ème 
olonne de la matri
e inversible P0,1.La famille (y1, . . . , y7) est alors une base de V. Appelons B0 et B1 les deux basesde V suivantes :
B0 := (e1, . . . , e7)

B1 := (y1, . . . , y7).La matri
e P0,1 est la matri
e de 
hangement de base de la base B0 à la base B1.Si un endomorphisme s'exprime dans la base de B0 par la matri
eX appartenantà so7, alors il s'exprime par la matri
e Y dans la base B1 ave
 Y = P−1
0,1XP0,1appartenant à so7(Q̃).La base B1 est telle que la forme quadratique 
anonique s'y exprime via lamatri
e Q̃. Ainsi, 〈y1, y2, y3〉 et 〈y4, y5, y6〉 sont deux sous-espa
es ve
toriels iso-tropes et le ve
teur y7 est unitaire et orthogonal à 
ha
un des autres ve
teurs yi.Le 
hoix de la base B1 a été fait dans le but d'obtenir la matri
e Q̃ dont l'algèbrede Lie so7(Q̃) est plus simple à traiter que l'algèbre de Lie so7.L'étude de l'algèbre de Lie so7(Q̃) est détaillée dans les 
hapitres 18 et 19 de[FH91℄. Il en ressort que so7(Q̃) possède neuf ra
ines positives dont trois simpleset que la dimension de ses sous-algèbres de Cartan est trois.Suivant les notations de [FH91℄, posons

h
so7( eQ) := 〈H1, H2, H3〉 où Hi = Ei,i −E3+i,3+iave
 Ei,j désignant la matri
e (de taille 7∗7 i
i) ave
 des 
oe�
ients nuls partout,sauf à l'interse
tion de la ligne i et de la 
olonne j, où le 
oe�
ient vaut 1. C'estune sous-algèbre de Cartan de so7(Q̃). Notons

∀ k ∈ {1, 2, 3}, Nk := P0,1HkP
−1
0,1 .Les trois éléments N1 = iA2,5, N2 = iA1,4 et N3 = iA3,6 appartiennent à so7 etengendrent une sous-algèbre de Cartan de so7, notée hso7 . Étudions l'interse
tion

hso7 ∩ g2. D'après le Théorème 1.3.4,
x1N1 + x2N2 + x3N3 ∈ hso7 ∩ g2

⇔ x1A2,5 + x2A1,4 + x3A3,6 ∈ g2

⇔ −x1 + x2 + x3 = 0.
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A := N1 +N2 = i(A1,4 + A2,5) = i(BX3 +BX8),et B := N1 +N3 = i(A2,5 + A3,6) = iBX8.Alors, hso7

∩ g2 = 〈A,B〉. Éxaminons {X ∈ g2 | ∀ H ∈ hso7
∩ g2, ad(H)(X) =

[H,X] = HX −XH = 0}. Cet ensemble est égal à l'interse
tion des noyaux de
ad(A) et de ad(B). Or,

ker(ad(A)) = 〈BX3, BX8, BX1 +BX1 +BX12〉,
ker(ad(B)) = 〈BX3, BX8, BX6 +BX14, BX9 +BX11〉.Ainsi, ker(ad(A)) ∩ ker(ad(B)) = 〈BX3, BX8〉 = 〈A,B〉 = hso7

∩ g2. Don

{X ∈ g2 | ∀ H ∈ hso7 ∩ g2, ad(H)(X) = 0} = hso7 ∩ g2.Ce
i montre que hso7 ∩ g2 est une sous-algèbre de Cartan de g2, qui sera notée

hg2 par la suite. Toutes les sous-algèbres de Cartan de g2 sont don
 de dimensiondeux.Remarque 1.3.5. � L'interse
tion de g2 ave
 une sous-algèbre de Cartan de
so7 n'est pas for
ément une sous-algèbre de Cartan de g2. Il faut que 
ette inter-se
tion soit de dimension égale à 2 pour obtenir 
e résultat.Maintenant que nous avons identi�é l'algèbre de Cartan hg2 de g2 ave
 laquellenous allons travailler, nous allons dé
rire l'algèbre de Lie so7. Cette algèbre pos-sède 18 ra
ines au total, 9 positives et leurs opposés. Parmi les ra
ines positives,il y en a 3 simples. Nous allons ordonner les ra
ines de so7 en ra
ines positiveset en ra
ines négatives à l'aide de l'élément

N0 := 2A+B = 3N1 + 2N2 +N3 ∈ hg2 ⊂ hso7.Une ra
ine β de so7 sera dite positive (resp. négative) si β(N0) > 0 (resp.
β(N0) < 0).Les ve
teurs propres de so7 que nous étudierons sont les 18 ve
teurs suivants :
X := P01Y P01

−1 où Y est l'un des ve
teurs suivants : Xi,j, Yi,j, Zi,j, Ui,j et Vi ave

Xi,j = Ei,j −E3+j,3+i ∀ i 6= j ∈ {1, 2, 3},
Yi,j = Ei,3+j −Ej,3+i, Zi,j = E3+i,j −E3+j,i ∀ i < j ∈ {1, 2, 3},
Ui = Ei,7 − E7,3+i, Vi = E3+i,7 −E7,i ∀ i ∈ {1, 2, 3}
onformément aux notations du Chapitre 18 de [FH91℄. On les notera XXi,j :=

P01Xi,jP01
−1, Y Yi,j := P01Yi,jP01

−1, ZZi,j := P01Zi,jP01
−1, UUi := P01UiP01

−1 et
V Vi := P01ViP01

−1.L'évaluation en N0 donne la 
lassi�
ation suivante : XX1,2, XX2,3, UU3, UU2,
XX1,3, Y Y2,3, UU1, Y Y1,3, Y Y1,2 sont asso
iés à des ra
ines positives, XX2,1,
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XX3,2, V V3, V V2, XX3,1, ZZ2,3, V V1, ZZ1,3, ZZ1,2 sont asso
iés à des ra
inesnégatives. A�n de simpli�er les notations, nous é
rirons respe
tivement Y1, . . . , Y9les pré
édents ve
teurs propres asso
iés à une ra
ine positive et Y−1, . . . , Y−9 
euxasso
iés à une ra
ine négative (suivant l'ordre où ils ont été é
rits 
i-dessus).En notant

C := N1,les ve
teurs A,B et C forment une base de l'algèbre de Cartan hso7 . Pour tout jappartenant à {±1, . . . ,±9}, on asso
ie au ve
teur propre Yj asso
ié à une ra
ine
βj de so7 le triplet (βj(A), βj(B), βj(C)). Ainsi,

(β1, Y1 = XX1,2) → (0, 1, 1), (β−1, Y−1 = XX2,1) → (0,−1,−1),

(β2, Y2 = XX2,3) → (1,−1, 0), (β−2, Y−2 = XX3,2) → (−1, 1, 0),

(β3, Y3 = UU3) → (0, 1, 0), (β−3, Y−3 = V V3) → (0,−1, 0),

(β4, Y4 = UU2) → (1, 0, 0), (β−4, Y−4 = V V2) → (−1, 0, 0),

(β5, Y5 = XX1,3) → (1, 0, 1), (β−5, Y−5 = XX3,1) → (−1, 0,−1),

(β6, Y6 = Y Y2,3) → (1, 1, 0), (β−6, Y−6 = ZZ2,3) → (−1,−1, 0),

(β7, Y7 = UU1) → (1, 1, 1), (β−7, Y−7 = V V1) → (−1,−1,−1),

(β8, Y8 = Y Y1,3) → (1, 2, 1), (β−8, Y−8 = ZZ1,3) → (−1,−2,−1),

(β9, Y9 = Y Y1,2) → (2, 1, 0), (β−9, Y−9 = ZZ1,2) → (−2,−1, 0).(8)On remarque les relations suivantes :
β4 = β2 + β3,

β5 = β1 + β2,

β6 = β2 + 2β3,

β7 = β1 + β2 + β3,

β8 = β1 + β2 + 2β3,

β9 = β1 + 2β2 + 2β3.Don
, 
ha
une des ra
ines positives s'exprime 
omme 
ombinaison linéaire à 
oef-�
ients positifs de β1, β2 et β3. Ces dernières sont don
 les trois ra
ines simples de
so7 (pour l'ordre qui a été 
hoisi sur les ra
ines). En notant R+ := {β1, . . . , β9}l'ensemble des ra
ines positives et (so7)β le sous-espa
e propre de so7 de di-mension 1 asso
ié à une ra
ine β, on a, pour tout j ∈ {1, . . . , 9}, (so7)βj

=

C Yj, (so7)β−j
= C Y−j et
so7 = hso7 ⊕

(⊕
β∈R+

(so7)β

)
⊕
(⊕

β∈R+
(so7)−β

)
.



24 CHAPITRE 1. NOTATIONS ET RÉSULTATS PRÉLIMINAIRESPour étudier maintenant l'algèbre g2, sous-algèbre de so7, nous allons étudierla restri
tion β de 
haque ra
ine positive β de so7 à hg2 = 〈A,B〉. On a
α1 := β1 = β3 = (0, 1) (expression dans la base duale de (A,B)),

α2 := β2 = (1,−1),

α3 := β4 = β5 = (1, 0),

α4 := β6 = β7 = (1, 1),

α5 := β8 = (1, 2),

α6 := β9 = (2, 1).Ces six éléments sont des ra
ines de l'algèbre de Lie g2. Comme la dimensionde g2 est 14 et que 
elle de hg2 est 2, le système de ra
ines de g2 possède 6ra
ines positives et 6 ra
ines négatives. En utilisant toujours le même élément
N0 ∈ hg2 pour ordonner les ra
ines de g2, il ressort que α1, . . . , α6 sont les sixra
ines positives de g2 ; leurs opposés sont les ra
ines négatives de g2.Par ailleurs,

α3 = α1 + α2,

α4 = 2α1 + α2,

α5 = 3α1 + α2,

α6 = 3α1 + 2α2.Don
, 
omme les ra
ines α3, . . . , α6 s'expriment 
omme 
ombinaisons linéaires à
oe�
ients positifs des ra
ines α1 et α2 et que, par ailleurs, 
es deux dernièresra
ines ne peuvent s'é
rire 
omme 
ombinaison linéaire à 
oe�
ients positifs desautres ra
ines positives, les ra
ines simples de g2 sont α1 et α2.Le système de ra
ines de g2 est représenté sur la Figure 4.1.1.1 au 
hapitre 4.Les relations exprimées dans les équations 
i-dessus peuvent être synthétiséesdans le tableau suivant : sur la première ligne, apparaissent les ra
ines positivesde g2 et sur la se
onde, les ra
ines positives de so7 ; on ins
rit une ra
ine β de
so7 dans la 
ase en-dessous de la ra
ine α de g2 si β|hg2

= β = α.Ra
ines positives de g2 α1 α2 α3 α4 α5 α6Ra
ines positives de so7 β1,β3 β2 β4, β5 β6, β7 β8 β9De la sorte, 
haque ra
ine positive de so7 a pour restri
tion à hg2 une ra
inepositive de g2 et 
haque ra
ine simple β1, β2 et β3 de so7 a pour restri
tion à hg2une ra
ine simple α1 et α2 de g2.Remarque 1.3.6. � Cette 
orrespondan
e entre les ra
ines positives des deuxalgèbres de Lie (et 
elle entre leurs ra
ines simples) n'est ni 
onstamment établieni fortuite : elle vient du 
hoix de l'élément N0 appartenant à hg2 = hso7 ∩ g2.
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itement des ve
teurs propres asso
iés aux ra
ines de g2,on pro
ède de la manière suivante : pour tout i ∈ {±1, . . . ,±6}, on 
her
heun ve
teur Xi appartenant à g2 sous la forme d'une 
ombinaison linéaire desve
teurs propres de so7 asso
iés aux valeurs propres β telles que la restri
tion de
β à hg2 soit égale à αi. Chaque ve
teur Xi ainsi obtenu sera un ve
teur proprede g2 asso
ié à la ra
ine αi. Dé�nissons ainsi les ve
teurs suivants satisfaisant les
onditions pré
édentes :

X1 := Y1 + i
√

2Y3, et X−1 := Y−1 + i
√

2Y−3,

X2 := Y2, X−2 := Y−2,

X3 := Y5 − i
√

2Y4, X−3 := Y−5 − i
√

2Y−4,

X4 := Y6 − i
√

2Y7, X−4 := Y−6 + i
√

2Y−7,

X5 := Y8, X−5 := Y−8,

X6 := Y9, X−6 := Y−9.

(9)En notant ∆+ := {α1, . . . , α6} l'ensemble des ra
ines positives de g2 et (g2)α lesous-espa
e propre de g2 de dimension 1 asso
ié à la ra
ine α, on a, pour tout
i ∈ {1, . . . , 6}, (g2)αi

= CXi, (g2)α−i
= CX−i et don


g2 = hg2 ⊕
(⊕

α∈∆+
(g2)α

)
⊕
(⊕

α∈∆+
(g2)−α

) (10)ave
 hg2 = 〈A,B〉.
1.4. Des
ription des sous-groupes paraboliques maximaux de SO7 et

G21.4.1. Nous sommes maintenant en mesure d'expli
iter les sous-groupes para-boliques maximaux de SO7 et de G2 ainsi que leurs sous-algèbres paraboliquesmaximales asso
iées. Commençons par expli
iter les sous-algèbres paraboliquesmaximales de so7. Notons bso7 := hso7 ⊕
⊕

β∈R+(so7)β la sous-algèbre de Borelde so7 asso
iée au système de ra
ines que nous venons d'établir. L'algèbre deLie so7 possède 3 sous-algèbres paraboliques maximales. Chaque sous-algèbreparabolique maximale p̃ 
orrespond à une ra
ine simple β et est dé�nie par :
p̃j := bso7 ⊕

⊕

γ∈Γ

(so7)−γoù Γ est l'ensemble des ra
ines positivement engendrées par les ra
ines simplesde so7 di�érentes de β. Notons p̃i la sous-algèbre parabolique maximale de so7
orrespondant à la ra
ine simple βi. Les ra
ines positives de so7 qui ne font pasintervenir β1 sont {β2, β3, β4, β6}, 
elles qui ne font pas intervenir β2 sont {β1, β3}



26 CHAPITRE 1. NOTATIONS ET RÉSULTATS PRÉLIMINAIRESet, en�n, 
elles qui ne font pas intervenir β3 sont {β1, β2, β5}. On a don
 :
p̃1 = bso7 ⊕ (so7)−β2 ⊕ (so7)−β3 ⊕ (so7)−β4 ⊕ (so7)−β6 ,

p̃2 = bso7 ⊕ (so7)−β1 ⊕ (so7)−β3,

p̃3 = bso7 ⊕ (so7)−β1 ⊕ (so7)−β2 ⊕ (so7)−β5.Ainsi, la dimension de p̃1 est 12 + 4 = 16, 
elle de p̃2 est 12 + 2 = 14 et 
elle de
p̃3 est 12 + 3 = 15 et

Y ∈ p̃1 ⇔ Y ∈ so7et P−1
0,1 Y P0,1 est de la forme 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0

0

0

0

0

0

∗




,

Y ∈ p̃2 ⇔ Y ∈ so7et P−1
0,1 Y P0,1 est de la forme 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

∗




,

Y ∈ p̃3 ⇔ Y ∈ so7et P−1
0,1 Y P0,1 est de la forme 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

∗




.

Ainsi,
p̃1 = so7 ∩ Stab(〈y1〉),
p̃2 = so7 ∩ Stab(〈y1, y2〉),
p̃3 = so7 ∩ Stab(〈y1, y2, y3〉)
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teurs y1, y2 et y3 sont les trois premiers ve
teurs de la base B1 dé�nieau début du paragraphe pré
édent.Pour i ∈ {1, 2, 3}, notons P̃i le sous-groupe parabolique maximal de SO7 d'al-gèbre de Lie p̃i.De même, on obtient
P̃1 = SO7 ∩ Stab(〈y1〉),
P̃2 = SO7 ∩ Stab(〈y1, y2〉),
P̃3 = SO7 ∩ Stab(〈y1, y2, y3〉).L'algèbre de Lie g2 possède, elle, deux sous-algèbres paraboliques maximales :

p1 
orrespondant à α1 et p2 
orrespondant à α2. Posons bg2 = hg2 ⊕
⊕

α∈∆+(g2)αla sous-algèbre de Borel de g2 asso
iée au système de ra
ines de g2 établi auparagraphe pré
édent.
p1 = bg2 ⊕ (g2)−α2 , (11)
p2 = bg2 ⊕ (g2)−α1 . (12)Ces deux sous-algèbres paraboliques maximales sont de dimension 9.Re
her
hons les interse
tions des sous-algèbres paraboliques maximales p̃i de

so7 ave
 g2. Notons P1 et P2 les deux sous-groupes paraboliques maximaux de G2d'algèbre de Lie p1, respe
tivement p2. D'après le 
hoix des algèbres de Cartan
hso7 et hg2 = hso7 ∩ g2 et la 
orrespondan
e entre ra
ines positives de so7 et de
g2, nous avons bg2 = bso7 ∩ g2.

X−2 ∈ p̃1 ∩ p̃3,

X−1 ∈ p̃2.La sous-algèbre p1 étant égale à bg2 ⊕ (g2)−α2 , nous avons p1 ⊂
(
p̃1 ∩ p̃3 ∩ g2

)et la sous-algèbre p2 étant égale à bg2 ⊕ (g2)−α1 , nous avons p2 ⊂ p̃2 ∩ g2. Cesdernières in
lusions s'avèrent être des égalités puisque si
X = λ1A + λ2B +

6∑

i=1

piXi +
6∑

j=1

qjX−j ∈ g2,alors
X = λ1A + λ2B + p1(Y1 + i

√
2Y3) + q1(Y−1 + i

√
2Y−3)

+ p2Y2 + q2Y−2

+ p3(Y5 − i
√

2Y4) + q3(Y−5 − i
√

2Y−4)

+ p4(Y6 − i
√

2Y7) + q4(Y−6 + i
√

2Y−7)

+ p5Y8 + q5Y−8

+ p6Y9 + q6Y−9.
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X ∈ g2 ∩ p̃1 ⇒ q1 = q3 = q4 = q5 = q6 = 0,

X ∈ g2 ∩ p̃3 ⇒ q1 = q3 = q4 = q5 = q6 = 0,

X ∈ g2 ∩ p̃2 ⇒ q2 = q3 = q4 = q5 = q6 = 0,soit
X ∈ g2 ∩ p̃1 ⇒ X ∈ p1,

X ∈ g2 ∩ p̃3 ⇒ X ∈ p1,

X ∈ g2 ∩ p̃2 ⇒ X ∈ p2.En résumé,
g2 ∩ p̃1 = g2 ∩ p̃3 = p1,

g2 ∩ p̃2 = p2.Au niveau des sous-groupes paraboliques 
orrespondants, nous avons :
P1 = G2 ∩ Stab(〈y1〉) = G2 ∩ Stab(〈y1, y2, y3〉),
P2 = G2 ∩ Stab(〈y1, y2〉).où P1 et P2 sont les deux sous-groupes paraboliques maximaux de G2 d'algèbrede Lie p1, respe
tivement p2.1.4.2. Sous-groupe de Levi des sous-groupes paraboliques maximauxde G2. � Nous allons aborder à présent la des
ription des sous-groupes deLevi des sous-groupes paraboliques maximaux de G2. Suite à l'identi�
ation desdeux sous-algèbres p1 et p2, réalisée pré
édemment, nous allons dé
rire deuxplongements

GL2
∼= Li →֒ G2 pour i ∈ {1, 2},où L1 et L2 sont les deux sous-groupes de Levi de G2.1.4.2.1. Sous-groupe de Levi L1 du sous-groupe parabolique maximal P1 de G2.� Considérons la base B2 de V qui suit :

B2 := (y2, y3, y4, y5, y6, y1, y7). (13)Notons
W := 〈y2, y3, y4〉. (14)Ce sous-espa
e W est un sous-espa
e isotrope de dimension 3 de V. Notons

P0,2 la matri
e de passage de la base B0 à la base B2.Utilisons la forme quadratique non-dégénérée Q pour mettre en éviden
e unisomorphisme entre V et V∗ :
V ∼= V∗ (15)
x 7→ x∗ = B(x, ·) = −Re(x ·).
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−Re(y5y2) = 1 et −Re(y5y3) = −Re(y5y4) = 0,

−Re(y6y3) = 1 et −Re(y6y2) = −Re(y6y4) = 0,

−Re(y1y2) = −Re(y1y3) = 0,le triplet (y5∗, y6∗, y1∗) peut être 
onsidéré 
omme la base duale de (y2, y3, y4).On notera
W ∗ = 〈y5, y6, y1〉.Par ailleurs, ∀ i ∈ {1, . . . , 6}, −Re(y7yi) = 0. Une dé
omposition de V suivantla base B2 est don
 la suivante :

V = W ⊕W ∗ ⊥
⊕ C y7. (16)Nous allons, à présent, établir l'in
lusion SL3 →֒ G2 en vue de montrer par lasuite l'in
lusion re
her
hée au niveau du sous-groupe de Levi.Pour 
ela, nous allons étudier la table de multipli
ation de deux élémentsde V (selon la dé
omposition pré
édente) puisque nous allons devoir véri�er siles matri
es que nous allons 
onstruire sont bien des éléments de G2, soit desautomorphismes de O.La table de multipli
ation dans V, exprimée à l'aide des ve
teurs de la base

B2, est la suivante :
ր y2 y3 y4 y5 y6 y1 y7

y2 0 −
√

2y1

√
2y6 −1 + iy7 0 0 −iy2

y3

√
2y1 0 −

√
2y5 0 −1 + iy7 0 −iy3

y4 −
√

2y6

√
2y5 0 0 0 −1 + iy7 −iy4

y5 −1 − iy7 0 0 0 −
√

2y4

√
2y3 iy5

y6 0 −1 − iy7 0
√

2y4 0 −
√

2y2 iy6

y1 0 0 −1 − iy7 −
√

2y3

√
2y2 0 iy1

y7 iy2 iy3 iy4 −iy5 −iy6 −iy1 −1(17)
Remarque 1.4.1. � La table du produit s
alaire dans la base B2 est la sui-vante :

< x, y > W W ∗ Cy7

W 0 I3 0

W ∗ I3 0 0

Cy7 0 0 1

(18)
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< x, y > W W ∗ Cy7

W 0 I3 0

W ∗ I3 0 0

Cy7 0 0 1Ainsi, pour tous ve
teurs x et y de V sous la forme x = u + u∗ + λy7 et y =

v + v∗ + µy7 ave
 u, v ∈W , u∗, v∗ ∈W ∗ et λ, µ ∈ C, on a
< x, y > = < u∗, v > + < v∗, u > +λµ,et < x, x > = 2 < u∗, u > +λ2.Soient x = u + u∗ + λy7 et y = v + v∗ + µy7 deux éléments de V dé
omposésselon l'é
riture pré
édente : u, v ∈ W , u∗, v∗ ∈ W ∗ et λ, µ ∈ C. Leur produits'é
rit alors de la manière suivante :

xy v v∗ µy7

u u · v (−1 + iy7)v∗(u) −iµu
u∗ (−1 − iy7)u∗(v) u∗ · v∗ iµu∗
λy7 iλv −iλv∗ −λµLe lieu d'appartenan
e du produit des deux éléments x et y de V est le suivant :

xy v v∗ µy7

u ∈W ∗ ∈ 〈1, y7〉 ∈W

u∗ ∈ 〈1, y7〉 ∈W ∈W ∗

λy7 ∈W ∈W ∗ ∈ 〈1〉Dé�nissons l'appli
ation suivante de SL3 dans G2 :
i : SL3 →֒ G2

B 7→ P0,2RBP
−1
0,2

(19)ave

RB :=




B 0 0

0 tB−1 0

0 0 1


et où tB−1 = Com(B) puisque det(B) = 1.Véri�ons que l'image du morphisme i est bien in
luse dans G2. SoitB = (bi,j) ∈

SL3 et 
onsidérons les deux éléments de V suivants : u = y2 et v = y3.
RB(uv) = −

√
2RB(y1),

= −
√

2 [(b2,1b3,2 − b3,1b2,2)y5 + (b3,1b1,2 − b1,1b3,2)y6 + (b1,1b2,2 − b2,1b1,2)y1] .Et
RB(y2) = b1,1y2 + b2,1y3 + b3,1y4

RB(y3) = b1,2y2 + b2,2y3 + b3,2y4
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RB(y2)RB(y3) = b1,1b1,2y2y2 + b1,1b2,2y2y3 + b1,1b3,2y2y4

+b2,1b1,2y3y2 + b2,1b2,2y3y3 + b2,1b3,2y3y4

+b3,1b1,2y4y2 + b3,1b2,2y4y3 + b3,1b3,2y4y4,

= b1,1b2,2(−
√

2y1) + b1,1b3,2(
√

2y6)

+b2,1b1,2(
√

2y1) + b2,1b3,2(−
√

2y5)

+b3,1b1,2(−
√

2y6) + b3,1b2,2(
√

2y5),

= −
√

2[(b2,1b3,2 − b3,1b2,2)y5 + (b3,1b1,2 − b1,1b3,2)y6

+(b1,1b2,2 − b2,1b1,2)y1].Ainsi
RB(y2y3) = RB(y2)RB(y3).Et l'on peut véri�er de la même manière 
e résultat pour tous u, v ∈W :

∀u, v ∈W, RB(uv) = RB(u)RB(v).Pareillement,
∀u∗, v∗ ∈W ∗, RB(u∗v∗) = RB(u∗)RB(v∗).En outre, pour tout u ∈W , on a

RB(uy7) = RB(−iu) = −iRB(u)et RB(u)RB(y7) = RB(u)y7 = −iRB(u)d'après le tableau d'appartenan
e 
i-dessus. D'où
RB(uy7) = RB(u)RB(y7) ∀u ∈W,et, de même, RB(y7u) = RB(y7)RB(u) ∀u ∈W.Nous avons les deux résultats analogues pour tout v∗ ∈W ∗. Il ne reste plus qu'àétudier le produit de deux éléments de W et de W ∗ pour voir que la matri
e RBreprésente bien un automorphisme de V. Prenons le 
as de u ∈ W et v∗ ∈W ∗.

RB(uv∗) = RB[v∗(u)(−1 + iy7)],

= v∗(u)(−1 + iy7),

RB(u)RB(v∗) = B(u) tB−1(v∗) = (−1 + iy7)
tB−1(v∗)[B(u)],

= (−1 + iy7)v∗(u),puisque B−1, en tant que matri
e inversible peut être 
onsidérée 
omme matri
ede 
hangement de base dans W et tB−1 le 
hangement de base 
orrespondantsur W ∗. Par 
e 
hangement de base, le ve
teur u est transformé en Bu et laforme linéaire v∗ est transformée en tB−1v∗, , 
e qui donne tB−1(v∗)(Bu) = v∗(u)(évaluation d'une même forme linéaire sur un même ve
teur, exprimés dans deuxbases di�érentes). Ainsi,
RB(uv∗) = RB(u)RB(v∗) ∀ (u, v∗) ∈ W ×W ∗
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RB(v∗u) = RB(v∗)RB(u) ∀ (u, v∗) ∈W ×W ∗.La matri
eRB représente bien un automorphisme de V et 
e
i pour toutB ∈ SL3.Ainsi, le morphisme i est bien une in
lusion de SL3 dans G2.Maintenant que 
ette in
lusion i est établie, 
onsidérons l'appli
ation suivantede GL2 dans G2 :

GL2 →֒ SL3
i→֒ G2

A 7→ SA :=

(
A 0

0 δ−1

)
7→ MA := P0,2RSA

P−1
0,2ave


RSA
=




SA 0 0

0 tSA
−1 0

0 0 1


et où δ est le déterminant de la matri
e A. La matri
e RSA

est exprimée dansla base B2 ; la matri
e MA représente un isomorphisme de V, noté ϕA, que l'onpeut prolonger par l'identité sur C pour obtenir un isomorphisme des o
taves deCayley. D'après 
e qui pré
ède, 
omme SA appartient bien à SL3, la matri
eMAest bien un élément de G2, pour tout A ∈ GL2.Notons L1 := {MA | A ∈ GL2} le sous-groupe de G2 ainsi obtenu. D'aprèsla sixième 
olonne de 
haque matri
e RSA
, on voit que RSA

(y1) est 
olinéaire auve
teur y1. Ainsi, il en est de même pour 
haque matri
e MA ∈ L1 : le sous-groupe L1 est don
 in
lus dans le stabilisateur de 〈y1〉. Il est aussi in
lus dans lestabilisateur du plan 〈y2, y3〉 de part la forme des matri
es SA, don
 L1 est in
lusdans le stabilisateur du 3-plan 〈y1, y2, y3〉 :
L1 ⊂ P1 ⊂ P̃1 ∩ P̃3.Tout 
omme GL2, auquel il est isomorphe, le sous-groupe L1 est rédu
tif et dedimension 4.Or, tout sous-groupe de Levi de P1 est de dimension 4, puisque son algèbre deLie est

l1 := hg2 ⊕ g2(α2) ⊕ g2(−α2).Ainsi, on peut en déduire que le sous-groupe L1 est un sous-groupe de Levi dusous-groupe parabolique maximal P1 de G2.Remarque 1.4.2. � Cette étude peut se faire à l'aide de n'importe quel sous-espa
eW1 de dimension 3, isotrope, véri�ant le fait que l'appli
ation ω0 restreinteà Λ3W1 soit un isomorphisme ave
 C et non l'appli
ation nulle, 
e qui est le 
as
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√

2y1y4) =

−
√

2 6= 0.En e�et, de tels sous-espa
es sont tous 
onjugués dans G2.Démonstration. � Commençons par lemme suivant :Lemme 1.4.3. � Soit ω0 : Λ3V → C la forme trilinéaire alternée sur l'espa
eve
toriel V dé�nie en 1.2.4. Soit Griso(3,V) la Grassmannienne isotrope paramé-trant les sous-espa
es isotropes de dimension 3 de V et Ω l'ouvert Griso(3,V)\H,où H désigne le lieu des éléments W ′ de Griso(3,V) pour lesquels ω0|Λ3W ′ :

Λ3W ′ → C est l'appli
ation nulle. Alors
Ω ≃ G2/SL3et, quelque soit W ′ appartenant à Ω, on a

ObG2(W
′) = Ω,où ObG2(W

′) désigne l'orbite de W ′ sous l'a
tion de G2.Démonstration. � Soit W ′ un 3-plan isotrope de Ω et notons (a, b, c) une basede W ′. Montrons que l'interse
tion G2 ∩ Stab(W ′) est isomorphe à SL3(W
′).Via ω0, il existe une dé
omposition 
anonique de l'espa
e ve
toriel V de lamanière suivante :

V ≃ W ′ ⊕ (W ′)∗
⊥
⊕ Cy7.En e�et, Λ2W ′ et (W ′)∗ sont isomorphes via l'appli
ation L1 dé�nie 
i-après et

W ′ et (W ′)∗ sont alors des sous-espa
es de V en somme dire
te. Pour dé�nir L1,on 
onsidère l'appli
ation
Lω0 : Λ2V → V∗

a ∧ b 7→ ω0(a, b, ·) = −Re[(ab)·].dé�nie en (6) du paragraphe 1.3.1 puis L1 la 
omposition de Lω0 ave
 la restri
tionà (W ′)∗. L'image L1(Λ
2W ′) est alors isomorphe à (W ′)∗, puisque Λ2W ′ et (W ′)∗sont de même dimension et que l'appli
ation L1 est inje
tive(6).Montrons queW ′ et (W ′)∗ sont en somme dire
te. En utilisant Lω0 et l'isomor-phisme 
anonique entre V et V∗ (donné par la forme quadratique non-dégénérée),on peut voir les éléments de Λ2V 
omme des éléments de V. Considérons alorsle sous-espa
e W ′ + Λ2W ′, noté W ′ + (W ′)∗. Les deux espa
es W ′ et Λ2W ′ sontalors en somme dire
te. En e�et, tout élément x de Λ2W ′ ∩W ′ est orthogonal à

(6)L'inje
tivité résultant de l'hypothèse : � ω0|Λ3W ′ est un isomorphisme �. Si αb∧c+βa∧c+γa∧b estun élément de Λ2W ′ tel que son image par L1 est nulle, alors αω0(b, c, x)+βω0(a, c, x)+γω0(b, c, x) = 0pour tout x de W ; 
e qui impose α = β = γ = 0 via les évaluations en x = a, x = b et x = c 
ar
ω0(a, b, c) 6= 0.
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haque élément deW ′ puisqueW ′ est isotrope. En évaluant la forme quadratiqueentre x et 
ha
un des trois ve
teurs a, b et c formant une base de W ′, on aboutità x = 0 (toujours en utilisant le fait que ω0|Λ3W ′ est un isomorphisme). Ainsi,on notera la somme d'espa
es ve
toriels W ′ + (W ′)∗ 
omme une somme dire
te :
W ′ ⊕ (W ′)∗(7).La restri
tion de la forme quadratique à W ′ ⊕ (W ′)∗ est non-dégénérée. Ene�et, une base de W ∗ est (bc, ac, ab). Notons λ := ω0(y2, y3, y4). Le 
al
ul de laforme bilinéaire en a et bc vaut < a, bc >= −Re[a(bc)] = ±ω0(a, b, c) = ±λ et
< b, bc >= −±ω0(b, b, c) = 0. Ainsi, la forme quadratique restreinte àW⊕W ∗ =

〈a, b, c, bc, ac, ab〉 est de la forme :
Q|W⊕W ∗ =

(
0 A

A 0

) où A =




λ 0 0

0 λ 0

0 0 λ


 ave
 λ = ω0(a, b, c) 6= 0Ainsi, 
ette forme quadratique est bien non-dégénérée sur W ⊕W ∗On peut don
 
onsidérer la droite ve
torielle orthogonale à W ′ ⊕ (W ′)∗ etobtenir une dé
omposition de V de la façon suivante :

V = W ′ ⊕ (W ′)∗
⊥
⊕ C.Grâ
e à 
ette dé
omposition expli
ite de V, montrons que G2 ∩ Stab(W ′) estisomorphe à SL3(W

′). Soit g un élément de G2 appartenant au stabilisateur
Stab(W ′). La matri
e de g dans la dé
omposition de V indiquée 
i-dessus est dela forme :

M(g) =




A 0 0

0 B 0

0 0 λ


puisque W ′⊕ (W ′)∗ et Cd sont orthogonaux et que g préserve Λ2W ′ don
 (W ′)∗.Par ailleurs, 
omme g est un élément de G2, g préserve ω0. Or la restri
tion de

ω0 à Λ3W ′ est un isomorphisme puisque W ′ appartient à Ω. Don
 la restri
tionde g à W ′ est de déterminant trivial : det(A) = 1(8). On a bien
Stab(W ′) ∩G2 ⊂ SL(W ′). (20)Pour prouver l'isomorphisme entre Stab(W ′)∩G2 et SL(W ′), regardons leursdimensions. L'ensemble Griso(3,V) ≃ SO7/P̃3 est lisse et 
onnexe (
ar SO7 l'est).Ainsi, il est irrédu
tible et de dimension 6. L'ouvert Ω l'est don
 aussi. Puisque

G2 est 
onnexe, l'orbite ObG2(W ) l'est don
 aussi et est don
 in
luse dans Ω.
(7)Cette somme n'est pas une somme orthogonale.
(8)Par ailleurs, la matri
e B est entièrement déterminée par les 
oe�
ients de la matri
e A ; le 
oe�
ient
λ est aussi déterminé par le fait que M(g) est de déterminant trivial.



1.4. DESCRIPTION DES SOUS-GROUPES PARABOLIQUES MAXIMAUX DE SO7 ET G2 35L'orbite ObG2(W ) est de dimension au plus 6 et le stabilisateur Stab(W ′) ∩ G2est de dimension 8 au minimum. Comme il est in
lus dans SL(W ′), sa dimensionest en fait égale à 8, 
omme SL(W ′). D'après (20) et d'après la 
onnexité de
SL(W ′), on en déduit

Stab(W ′) ∩G2 = SL(W ′).De 
e fait,
G2/SL(W ′) = G2/Stab(W ′) = ObG2(W

′). (21)L'orbite ObG2(W
′) est dense dans Ω (puisqu'il ne peut être 
ontenu dans unfermé propre de par sa dimension) et est d'intérieur non vide.Ces deux derniers résultats sont vrais pour n'importe quel 3-plan de Ω. Par
onséquent, deux orbites ObG2(W1) et ObG2(W2) de deux éléments W1 et W2 de

Ω se ren
ontrent ; elles sont, dès lors, égales. Ce
i montre que
∀ W ′ ∈ Ω, ObG2(W

′) = Ω. (22)En regroupant les résultats (21)et (22), il vient : quel que soit W ′ appartenant à
Ω,

Ω = G2/SL3 = ObG2(W
′).

1.4.2.2. Sous-groupe de Levi L2 du sous-groupe parabolique maximal P2 de G2.� On 
onsidère 
ette fois la base de V suivante :
B3 := (y1, y2, y4, y5, y3, y6, y7) (23)et le plan W2 :

W2 := 〈y1, y2〉.Via l'isomorphisme entre V et son dual donné par Q (voir (15)), (y4∗, y5∗) peutêtre 
onsidéré 
omme la base duale de (y1, y2). Notons
W2

∗ = 〈y4, y5〉.Nous allons 
ara
tériser la table de multipli
ation de V après avoir interprété lesous-espa
e engendré par y3, y6 et y7.
y1y3 = 0, y1y6 =

√
2y2, y1y7 = iy1,

y2y3 = −
√

2y1, y2y6 = 0, y2y7 = −iy2.
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ation à droite par y3 (resp. y6, y7) peut être vue 
omme un endomor-phisme de tra
e nulle sur W2. Nous avons l'isomorphisme suivant :
〈y3, y6, y7〉 ∼= End0(W2)

y3 7→ −
√

2

(
0 1

0 0

)

y6 7→
√

2

(
0 0

1 0

)

y7 7→ i

(
1 0

0 −1

)où les matri
es des endomorphismes sont exprimées dans la base 〈y1, y2〉 de W2.Ainsi,
V = W2 ⊕W ∗

2 ⊕ End0(W2). (24)La table de multipli
ation, exprimée selon la base B3, est la suivante :
ր y1 y2 y4 y5 y3 y6 y7

y1 0 0 −1 − iy7 −
√

2y3 0
√

2y2 iy1

y2 0 0
√

2y6 −1 + iy7 −
√

2y1 0 −iy2

y4 −1 + iy7 −
√

2y6 0 0
√

2y5 0 −iy4

y5

√
2y3 −1 − iy7 0 0 0 −

√
2y4 iy5

y3 0
√

2y1 −
√

2y5 0 0 −1 + iy7 −iy3

y6 −
√

2y2 0 0
√

2y4 −1 − iy7 0 iy6

y7 −iy1 iy2 iy4 −iy5 iy3 −iy6 −1La table de multipli
ation peut être alors interprétée de la suivante : soient
x = u + u∗ + Φu et y = v + v∗ + Φv deux éléments de V dé
omposés selonl'é
riture 
i-dessus, leur produit xy est égal à

ր v v∗ Φv

u 0 2B(u) ⊗B−1(v∗) Φv(u)

u∗ −2u∗ ⊗ v 0 −u∗ ◦ Φv

Φu −Φu(v) v∗ ◦ Φu Φu ◦ Φvoù
B : W2 → W ∗

2

y1 7→ y5

y2 7→ −y4.
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e selon la dé
omposition (24) de V :
ր v v∗ Φv

u 0 ∈ C⊕ End0(W2) ∈W2

u∗ ∈ C⊕ End0(W2) 0 ∈W ∗
2

Φu ∈ W2 ∈W ∗
2 ∈ C⊕ End0(W2)On 
onsidère l'appli
ation suivante :

GL2 →֒ G2

A 7→ NA := P0,3TAP
−1
0,3 ave
 TA :=




A 0 0

0 tA−1 0

0 0 rA


où rA est la matri
e de l'endomorphisme induit par l'isomorphisme entre V et

V∗ et l'appli
ation qui a un élément Φ de End0(W2) asso
ie l'élément AΦA−1 deEnd0(W2). La matri
e TA est exprimée dans la base B3. La matri
eNA représenteun isomorphisme de V, noté φA, que l'on peut prolonger par l'identité sur C pourobtenir un isomorphisme des o
taves de Cayley. Véri�ons que φA est bien unautomorphisme de V. Soient x = u+ u∗ + Φu et y = v + v∗ + Φv deux élémentsde V dé
omposé selon (24).
xy = (Φv(u) − Φu(v)) + (v∗ ◦ Φu − u∗ ◦ (v))

+(2B(u) ⊗ B−1(v∗) − 2u∗ ⊗ v + Φu ◦ Φv),

φA(xy) = A[Φv(u) − Φu(v)] + tA−1[v∗ ◦ Φu − u∗ ◦ (v)]

+A[2B(u) ⊗B−1(v∗) − 2u∗ ⊗ v + Φu ◦ Φv]A
−1.D'autre part,

φA(x)φA(y) = (Au+ tA
−1
u∗ + AΦuA

−1)(Av + tA
−1
v∗ + AΦvA

−1),

= (AΦvA
−1(Au) −AΦuA

−1(Av))

+(tA−1v∗ ◦ AΦuA
−1 − tA−1u∗ ◦ AΦvA

−1)

+(2B(Au) ⊗B−1(tA−1v∗) − 2 tA−1u∗ ⊗ Av + AΦuA
−1AΦvA

−1),

= (AΦv(u) − AΦu(v)) + (tA−1v∗ ◦ AΦuA
−1 − tA

−1
u∗ ◦ AΦvA

−1)

+(2B(Au) ⊗B−1(tA
−1
v∗) − 2 tA

−1
u∗ ⊗ Av + AΦuΦvA

−1).Pour montrer l'égalité φA(xy) = φA(x)φA(y), il su�t don
 de voir que
A[2B(u) ⊗ B−1(v∗) − 2u∗ ⊗ v]A−1 = 2B(Au) ⊗ B−1(tA

−1
v∗) − 2 tA

−1
u∗ ⊗Av.Tout d'abord, on peut voir que A(u∗ ⊗ v)A−1 est l'expression de l'appli
ationlinéaire u∗ ⊗ v de W2, après le 
hangement de base de matri
e de passage A−1.Ce 
hangement de base transforme un ve
teur v en Av et une forme linéaire u∗en tA−1u∗. L'appli
ation linéaire u∗ ⊗ v est don
 transformée en tA−1u∗ ⊗ Av.Ainsi, A(u∗ ⊗ v)A−1 = tA−1u∗ ⊗ Av.
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hangement de base lié à la matri
e de passage
A−1, on a

A(B(u) ⊗ B−1(v∗))A
−1 = tA−1B(u) ⊗ AB−1(v∗),

= tA−1BA−1(Au) ⊗AB−1 tA(tA
−1
v∗).Or,

∀M ∈ GL2,
tMBM = det(M)B, (25)d'où

A(B(u) ⊗ B−1(v∗))A
−1 = det(A−1)B(Au) ⊗ det(A)B−1(tA−1v∗),

= B(Au) ⊗ B−1(tA−1v∗).Ce qui a
hève la démonstration :
∀x, y ∈ V, φA(xy) = φA(x)φA(y).De même que pré
édemment, l'endomorphisme φA est bien un automorphimede V ; il 
orrespond don
 à un élément de G2.Notons L2 := {NA | A ∈ GL2} le sous-groupe de G2 ainsi obtenu. Ce sous-groupe étant in
lus dans le stabilisateur de 〈y1, y2〉, nous avons

L2 ⊂ P2 ⊂ P̃2.Tout 
omme GL2, auquel il est isomorphe, le sous-groupe L2 est rédu
tif et dedimension 4.Or, tout sous-groupe de Levi de P2 est de dimension 4, puisque son algèbre deLie est
l2 := hg2 ⊕ g2(α1) ⊕ g2(−α1).Ainsi, on peut en déduire que le sous-groupe L2 est un sous-groupe de Levi dusous-groupe parabolique maximal P2 de G2.

1.5. Des
ription des sous-groupes 
onnexes de rang maximal et maxi-maux pour l'ordre donné par l'in
lusion, du groupe de Lie G2D'après la 
lassi�
ation faite dans [BDS49℄, le groupe de Lie G2 possède, à
onjugaison près, 2 sous-groupes 
onnexes de rang maximal et maximaux pourl'ordre donné par l'in
lusion : SL3 et SO4, ayant respe
tivement pour diagrammesde Dynkin A2 et A1 ×A1. Nous allons expli
iter 
i-dessous deux in
lusions :
i : SL3 →֒ G2,

j : SO4 →֒ G2.
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lusion de SL3 dans le groupe de Lie G2. � Via l'in
lusionsuivante dé�nie au paragraphe 1.4.2.1, le groupe SL3 apparaît 
omme un sous-groupe de G2 :
i : SL3 →֒ G2

B 7→ P0,2RBP
−1
0,2

(26)ave

RB :=




B 0 0

0 tB−1 0

0 0 1


et où P0,2 est la matri
e de 
hangement de base de la base B0 à la base B2.1.5.2. In
lusion de SO4 dans le groupe de Lie G2. � Considérons labase B3 introduite en (23). L'espa
e ve
toriel V 
onstitué des o
taves de Cayleyimaginaires pures peut être vu 
omme la somme dire
te orthogonale suivante :

V = C4
⊥
⊕ C3ave


C4 = M∗ ⊗N,

C3 = End0(N)où M et N sont des espa
es ve
toriels de dimension 2. La 
orrespondan
e(9) estla suivante :
C4 −→ M∗ ⊗N et C3 −→ End0(N)

y1 7→ K1 =
√

2 m∗
1 ⊗ n1 y3 7→ T3 = −

√
2 n∗

2 ⊗ n1

y2 7→ K2 =
√

2 m∗
1 ⊗ n2 y6 7→ T6 =

√
2 n∗

1 ⊗ n2

y4 7→ K4 =
√

2 m∗
2 ⊗ n2 y7 7→ T7 = i n∗

1 ⊗ n1 − i n∗
2 ⊗ n2

y5 7→ K5 = −
√

2 m∗
2 ⊗ n1

(27)où (m∗
1, m

∗
2) et (n1, n2) sont des bases de M∗ et de N .La table de multipli
ation, exprimée selon la base B3, est la suivante :

ր y1 y2 y4 y5 y3 y6 y7

y1 0 0 −1 − iy7 −
√

2y3 0
√

2y2 iy1

y2 0 0
√

2y6 −1 + iy7 −
√

2y1 0 −iy2

y4 −1 + iy7 −
√

2y6 0 0
√

2y5 0 −iy4

y5

√
2y3 −1 − iy7 0 0 0 −

√
2y4 iy5

y3 0
√

2y1 −
√

2y5 0 0 −1 + iy7 −iy3

y6 −
√

2y2 0 0
√

2y4 −1 − iy7 0 iy6

y7 −iy1 iy2 iy4 −iy5 iy3 −iy6 −1

(9)la 
orrespondan
e entre C3 et End0(N) est 
elle utilisée au paragraphe 1.4.2.2.
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alaire de deux éléments x et y de V étant
< x, y >= −Re(xy),il su�t de 
onsidérer l'opposé de la partie réelle du tableau pré
édent pour obtenirla table du produit s
alaire, exprimée dans la base B3 :

< x, y > M∗ ⊗N End0(N)

M∗ ⊗N
0 I2
I2 0

0

End0(N) 0

0 1 0

1 0 0

0 0 1

(28)Les deux espa
es M∗ ⊗ N et End0 sont bien orthogonaux. Le produit s
alaireusuel sur M2(C), qui, à deux matri
es A et B de M2(C), asso
ie
< A,B > = 1

2
[det(A+B) − det(A) − det(B)] ,soit < A,A > = det(A),
on
orde bien, sur M∗ ⊗ N , d'une part, et End0(N), d'autre part, ave
 le pro-duit s
alaire indiqué 
i-dessus, via la 
orrespondan
e indiquée en (27). Ainsi, leproduit s
alaire des deux éléments y1 et y4 de M∗ ⊗ N est égal à l'expressionpré
édente pour les matri
es K1 et K4 :

< y1, y4 > = 1,et < K1, K4 > = 1
2

( √
2 0

0
√

2
−

√
2 0

0 0
− 0 0

0
√

2

)
= 1,et le produit s
alaire de y3 et y6 de End0(N) 
orrespond à l'expression de <

T3, T6 > :
< y3, y6 > = 1,et < T3, T6 > = 1

2

(
0 −

√
2√

2 0
− 0 −

√
2

0 0
− 0 0√

2 0

)
= 1.En tenant 
ompte que les deux sous-espa
es M∗ ⊗ N et End0(N) sont orthogo-naux, on a, pour tout ve
teur y de V se dé
omposant sous la forme y = K + Toù K ∈M∗ ⊗N et T ∈ End0(N),

< y, y >=< K,K > + < T, T >= det(K) + det(T ).A�n de pouvoir dé�nir une matri
e appartenant à G2, ensemble des automor-phismes de O, dé
rivons le lieu d'appartenan
e du produit de deux éléments de
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V.

ր M∗ ⊗N End0(N)

M∗ ⊗N End(N) M∗ ⊗N

End0(N) M∗ ⊗N End(N)Pour interpréter la table de multipli
ation pré
édente, dé�nissons deux endo-morphismes. Munissons M de la base (m1, m2), duale de la base (m∗
1, m

∗
2) et N∗de la base (n∗

1, n
∗
2), duale de la base (n1, n2) prise sur N . L'ensemble des homo-morphismes Hom(M∗,M) est isomorphe àM⊗M . Considérons Λ2M in
lus dans

M⊗M , et en parti
ulier l'élément m1∧m2 asso
ié à l'élémentm1∧m2−m2∧m1de M ⊗M . L'homomorphime de M∗ dans M , noté S, relié à 
et élément, asso
ie
m2 à m∗

1 et −m1 à m∗
2 :

S(m∗
1) = m1 ∗ (m1)m2 −m∗

1(m2)m1 = m2,

S(m∗
2) = m2 ∗ (m1)m2 −m∗

2(m2)m1 = −m1Sa matri
e dans les bases (m∗
1, m

∗
2) et (m1, m2) est
(

0 −1

1 0

)De même, dé�nissons l'homomorphisme T de N dans N∗, asso
ié à l'élément
n∗

1 ∧ n∗
2. Sa matri
e dans les bases (n1, n2) et (n∗

1, n
∗
2) est(

0 −1

1 0

)La table de multipli
ation est alors la suivante :
ր m∗ ⊗ n ∈M∗ ⊗N φ ∈ End0(N)

α∗ ⊗ β ∈M∗ ⊗N α∗(Sm∗) Tβ ⊗ n α∗ ⊗ φ(β)

ψ ∈ End0(N) −m∗ ⊗ ψ(n) ψ ◦ φVéri�ons que les deux tables 
oïn
ident. Expli
itons le 
al
ul pour quatreexemples, un dans 
ha
une des quatre 
ases du tableau pré
édent :
y2 · y4 =

√
2y6 = 2 n∗

1 ⊗ n2,et (
√

2 m∗
1 ⊗ n2) · (

√
2 m∗

2 ⊗ n2) = 2 m∗
1(Sm

∗
2)Tn2 ⊗ n2,

= 2 m∗
1(−m1)(−n∗

1) ⊗ n2 = 2 n∗
1 ⊗ n2,don
 y2 · y4 = (

√
2 m∗

1 ⊗ n2) · (
√

2 m2 ⊗ n2).De même,
y2 · y3 = −

√
2y1 = −2 m∗

1 ⊗ n1,et (
√

2 m∗
1 ⊗ n2) · T3 =

√
2 m∗

1 ⊗ T3(n2) = −2 m∗
1 ⊗ n1,don
 y2 · y3 = (

√
2 m∗

1 ⊗ n2) · T3.
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y6 · y5 =

√
2y4 = 2 m∗

2 ⊗ n2,et T6 · (−
√

2 m∗
2 ⊗ n1) = −(−

√
2)m∗

2 ⊗ T6(n1) = 2 m∗
2 ⊗ n2,don
 y6 · y5 = T6 · (−

√
2 m∗

2 ⊗ n1).Pour 
e qui de la multipli
ation entre deux éléments de End0(N), la véri�
ationa déjà été faite au paragraphe 1.4.2.2.Nous sommes don
 en mesure de dé�nir une in
lusion du groupe SO4 dans legroupe G2. Le groupe SO4 est isomorphe au quotient
SO4 ≃ (SL2 × SL2)/{e,−e}où e = (I2, I2) ∈ SL2 × SL2, via ρ la représentation du groupe SL2 × SL2suivante(10) :

ρ : SL2 × SL2 −→ Hom(M∗ ⊗N)

(A,B) 7−→ A∗ ⊗B = A⊗ Boù M et N sont des espa
es ve
toriels 
omplexes de dimension 2, M∗⊗N est dedimension 4, M∗ ⊗N est muni de la forme bilinéraire symétrique non-dégénéréesuivante :
∀ X, Y ∈M∗ ⊗N, < X, Y > = 1

2
[det(X + Y ) − det(X) − det(Y )] ,

∀ X ∈M∗ ⊗N, < X,X > = det(X)et
(A⊗ B)(m∗ × n) = Am∗ ⊗ Bn.L'image de ρ est SO4, son noyau est {e,−e} = {(I2, I2), (−I2,−I2)}. Ainsi,

(SL2 × SL2)/ ker(ρ) = (SL2 × SL2)/{e,−e} ≃ SO4.Dé�nissons l'appli
ation suivante :
SL2 × SL2 −→ G2

(A,B) 7−→ KA,B = P0,3LA,BP
−1
0,3où P0,3 représente la matri
e de 
hangement de base de la base B0 à la base B3et où

LA,B =

(
A⊗ B 0

0 Conj(B)

) et Conj(B) : End0(N) → End0(N)

φ 7→ BφB−1.

(10)L'isomorphisme entre SO4 et (SL2 × SL2)/{e,−e} peut aussi s'obtenir via l'appli
ation suivante :
SL2 × SL2 −→ End(M2(C))

(A, B) 7−→ (X 7→ AXB−1)où End(M2(C)) est muni de la forme bilinéaire symétrique non-dégénérée provenant du déterminant.



1.5. DESCRIPTION DE DEUX SOUS-GROUPES CONNEXES DE RANG MAXIMAL DE G2 43Notons ΨA,B l'endomorphisme de V ayant pour matri
e KA,B dans la base B0.Cet endomorphisme a pour matri
e la matri
e LA,B dans la B3. Or,
det(LA,B) = det(A⊗ B) det(Conj(B)) = 1 ∗ 1 = 1don
 ΨA,B est en fait un isomorphisme de V. On prolonge ΨA,B par l'identité sur

C pour obtenir un isomorphisme de O.Véri�ons que ΨA,B est bien d'un automorphisme de V.Soient α∗ ⊗ β et m∗ ⊗ n deux éléments de M∗ ⊗ N . Leurs images par ΨA,Bsont :
ΨA,B(α∗ ⊗ β) = Aα∗ ⊗Bβ,

ΨA,B(m∗ ⊗ n) = Am∗ ⊗ Bn,don

ΨA,B(α∗ ⊗ β) · ΨA,B(m∗ ⊗ n) = (Aα∗)(SAm∗) TBβ ⊗Bn. (29)Par ailleurs,

(α∗ ⊗ β) · (m∗ ⊗ n) = α∗(Sm∗) Tβ ⊗ n ∈ End(N),don

ΨA,B[(α∗ ⊗ β) · (m∗ ⊗ n)] = α∗(Sm∗) B(Tβ ⊗ n)B−1. (30)Il faut 
omparer (29) et (30). D'après (25), pour tout A ∈ SL2,

tASA = det(A)S = Sdon

(Aα∗)(SAm∗) = (Aα∗)((tA)−1Sm∗) = (Aα∗)((tA)−1SA−1)(Am∗).Si l'on 
onsidère le 
hangement de base surM∗ de matri
e de 
hangement de base

A−1 dans la base (m∗
1, m

∗
2) deM∗, alors les ve
teurs α∗ et m∗ sont respe
tivementtransformés en les ve
teurs Aα∗ et Am∗, et l'appli
ation S est transformée en

(tA)−1SA−1. Ainsi,
α∗(Sm∗) = (tAα∗)((tA)−1SA−1)(Am∗).De même, un 
hangement de base de N de matri
e de 
hangement de base B−1dans la base (n1, n2) de N transforme le ve
teur n en Bn, la forme linéaire Tβen tB−1Tβ et l'endomorphisme φ de End(N) en BφB−1. Ainsi

TBβ ⊗ Bn = tB−1Tβ ⊗Bn d'après l'équation (25),
= B(Tβ ⊗ n)B−1



44 CHAPITRE 1. NOTATIONS ET RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES(il s'agit de l'endomorphisme Tβ⊗n de N après 
hangement de base B−1). Ainsi,
(Aα∗)(SAm∗) TBβ ⊗ Bn = α∗(Sm∗) B(Tβ ⊗ n)B−1,

⇔ ΨA,B(α∗ ⊗ β) · ΨA,B(m∗ ⊗ n) = ΨA,B[(α∗ ⊗ β) · (m∗ ⊗ n)].Considérons m∗ ⊗ n de M∗ ⊗N et φ de End0(N).
ΨA,B(m∗ ⊗ n) = Am∗ ⊗ Bn,

ΨA,B(φ) = BφB−1,don

ΨA,B(m∗ ⊗ n) · ΨA,B(φ) = Am∗ ⊗ (BφB−1)(Bn),

= Am∗ ⊗Bφn. (31)Or,
(m∗ ⊗ n) · φ = m∗ ⊗ φ(n) ∈M∗ ⊗N,don
 ΨA,B[(m∗ ⊗ n) · φ] = Am∗ ⊗Bφn. (32)Les expressions (31) et (32) sont identiques don


ΨA,B(m∗ ⊗ n) · ΨA,B(φ) = ΨA,B[(m∗ ⊗ n) · φ].La véri�
ation 
on
ernant le produit d'un élément de End0(N) par un élémentde M∗ ⊗ N est identique et 
elle 
on
ernant le produit de deux éléments de
End0(N) a déjà été faite au paragraphe 1.4.2.2.L'isomorphisme ΨA,B est don
 bien un automorphisme de V ; ΨA,B est bien unélément de G2.Par ailleurs, l'image de (A,B) de SL2×SL2 est identique à 
elle de (−A,−B).L'appli
ation de SL2 ×SL2 dans G2 passe don
 au quotient et on dé�nit l'in
lu-sion j suivante :

j : SO4 →֒ G2

(A,B) 7→ KA,B = P0,3LA,BP
−1
0,3 (33)où

LA,B =

(
A⊗ B 0

0 Conj(B)

)ave
 Conj(B) la 
onjugaison par B dans End0(N) et où P0,3 représente la matri
ede 
hangement de base de la base B0 à la base B3.



CHAPITRE 2ÉTUDE DES FORMES TRILINÉAIRES ALTERNÉESSUR C7 DÉGÉNÉRÉES
Nous avons vu au Théorème 1.2.10 que le groupe G2 est 
onstitué des élémentsde déterminant trivial du stabilisateur Stab(ω0) où ω0 est une forme trilinéaire al-ternée sur le sous-espa
e ve
toriel de dimension 7 des o
taves de Cayley 
onstituédes éléments imaginaires purs.Au sens de la dé�nition 2.2.1, la forme trilinéaire alternée ω0 est dite non-dégénérée. A�n de 
onnaître toutes les formes trilinéaires alternées sur V non-dégénérées, nous allons 
ara
tériser i
i l'espa
e 
omplémentaire : le lieu des formestrilinéaires alternées sur V dégénérées.Pour 
ela, 
ommençons par dé�nir diverses notations ainsi qu'une appli
ation

Φ asso
iant une forme quadratique à une forme trilinéaire alternée.2.1. Grassmanniennes, plongement de Plü
ker et variétés des sé
antesSoit V le C−espa
e ve
toriel de dimension 7 
onstitué des o
taves de Cayleyimaginaires pures et V∗ son espa
e dual. On note Gr(3,V∗) l'ensemble des sous-espa
es ve
toriels de V∗ de dimension 3 et Gr(3,V∗) →֒ P(Λ3V∗) le plongementde Plü
ker qui, à un sous-espa
e ve
toriel W ⊂ V∗ de dimension 3, engendrépar trois éléments f1, f2, f3 de V∗, asso
ie [f1 ∧ f2 ∧ f3] ∈ P(Λ3V∗). Selon les
as, on 
onsidérera un élément de Gr(3,V∗) 
omme une sous-espa
e ve
torielde dimension 3 ou bien 
omme un point de P(Λ3V∗). On 
onsidère aussi lesvariétés des sé
antes de Gr(3,V∗) : la k-ième variété des sé
antes de Gr(3,V∗),notée Sec(k)(Gr(3,V∗)), est l'adhéren
e, dans P(Λ3V∗), de la réunion de tous lessous-espa
es proje
tifs Pk−1 engendrés par k points linéairement indépendants de
Gr(3,V∗). Par exemple, la première variété des sé
antes est Sec(1)(Gr(3,V∗)) =

Gr(3,V∗) et la deuxième est
Sec(2)(Gr(3,V∗)) =

⋃
〈p, q〉



46 CHAPITRE 2. ÉTUDE DES FORMES TRILINÉAIRES ALTERNÉES SUR C7 DÉGÉNÉRÉESpour p, q par
ourant Gr(3,V∗), où 〈p, q〉 désigne la droite proje
tive passant par
p et q.Remarque 2.1.1. � La troisième variété des sé
antes Sec(3)(Gr(3,V∗)) auraune importan
e parti
ulière dans notre étude.2.2. Appli
ation rationnelle Φ et propriétésAu début du XXe siè
le, après que l'étude des 2-formes non-dégénérées ait étémenée (donnant lieu à la géométrie symple
tique et à la dé�nition du groupede Lie Sp(n,C)), F. Engel s'est intéressé à la géométrie résultant des formestrilinéaires alternées. En 1900, il publie deux arti
les [Enga℄ et [Engb℄ où il relieune forme quadratique à une forme trilinéaire alternée. C'est 
e que nous allonsprésenter dans 
e qui suit, munis de notations modernes.Rappelons la dé�nition déjà usité au paragraphe 1.1, qui asso
ie à une formetrilinéaire alternée sur V une forme quadratique :Dé�nition 2.2.1. � Soit l'appli
ation rationnelle Φ suivante :

Φ : P(Λ3V∗) //______ P(Sym2V∗)

[ω] 7−→ [Qω]où Bω, la forme bilinéaire symétrique asso
iée à la forme quadratique Qω, estdé�nie par :
∀ x, y ∈ V, Bω(x, y) = ω(x, ·, ·) ∧ ω(y, ·, ·)∧ ω(·, ·, ·).On note parfois ix(ω) := ω(x, ·, ·), 
e qui aboutit à l'é
riture suivante :

∀ x, y ∈ V, Bω(x, y) = ix(ω) ∧ iy(ω) ∧ ω(·, ·, ·).Remarque 2.2.2. � (1) Pour tous x, y ∈ V et tout ω ∈ Λ3V∗, Bω(x, y)appartient à Λ7V∗ qui est isomorphe à C don
 Bω(x, y) est bien un nombre
omplexe.(2) Soit ω ∈ Λ3V∗. L'appli
ation bilinéaire Bω 
orrespondante est bien sy-métrique puisque deux formes alternées d'ordre 2, ix(ω) et iy(ω), 
ommutenttoujours.(3) Pour tout λ ∈ C∗ et pour tous x, y ∈ V, Bλω(x, y) = λ3Bω(x, y) don
, si
Qω 6= 0, [Qλω] = [Qω]. L'appli
ation rationnelle Φ est don
 bien dé�nie entre lesespa
es proje
tifs et est de degré 3.



2.2. APPLICATION RATIONNELLE Φ ET PROPRIÉTÉS 47Dé�nition 2.2.3. � Soit ω ∈ Λ3V∗. Lorsque la forme quadratique Qω asso
iéeà ω par Φ est non-dégénérée (resp. dégénérée), la forme trilinéaire alternée ω estdite non-dégénérée (resp. dégénérée).Comme, pour tout ω ∈ Λ3V∗ et pour tout λ ∈ C∗, Bλω = λ3Bω, les formestrilinéaires alternées ω et λω sont simultanément dégénérées (ou simultanémentnon-dégénérées). Les notions � dégénérée �et � non-dégénérée �passe don
 auproje
tif :Dé�nition 2.2.4. � Un point p ∈ P(Λ3V∗) sera dit non-dégénéré (resp. dé-généré) si un de 
es représentant ω ∈ Λ3V∗ l'est.
2.2.1. Cal
ul de Φ(ω0). � Traitons l'exemple de la forme trilinéaire ω0 dé�nieen 1.2.4. Nous allons, dans un premier temps, expli
iter ω0 puis, dans un se
ondtemps, 
al
uler son image par l'appli
ation Φ.En 
onservant les notations (φ1, . . . , φ7) pour la base de V∗, duale de la base
(e1, . . . , e7) de V, et en notant

φi,j,k := φi ∧ φj ∧ φk,l'expression de ω0 dans la base de Λ3V∗ est :
ω0 =

∑

i<j<k

λi,j,k φi,j,koù λi,j,k = ω0(ei, ej, ek) = −Re[(eiej)ek]. Si ei, ej, ek ne sont pas alignés sur lediagramme de Fano, 
'est-à-dire si eiej 6= ±ek, alors (eiej)ek est une o
tave deCayley purement imaginaire et don
 λi,j,k = 0. Ainsi, le s
alaire λi,j,k est non nuluniquement si le triplet (i, j, k) est l'un des 7 suivants : (1, 2, 3), (1, 4, 7), (1, 5, 6),
(2, 4, 6), (2, 5, 7), (3, 4, 5) ou (3, 6, 7). On obtient

λ1,2,3 = −Re[(e1e2)e3] = −Re(e23) = 1,

λ1,4,7 = −Re[(e1e4)e7] = −Re(e27) = 1,

λ1,5,6 = −Re[(e1e5)e6] = −Re(e26) = 1,

λ2,4,6 = −Re[(e2e4)e6] = −Re(e26) = 1,

λ2,5,7 = −Re[(e2e5)e7] = −Re(−e27) = −1,

λ3,4,5 = −Re[(e3e4)e5] = −Re(e25) = 1,

λ3,6,7 = −Re[(e3e6)e7] = −Re(e27) = 1.



48 CHAPITRE 2. ÉTUDE DES FORMES TRILINÉAIRES ALTERNÉES SUR C7 DÉGÉNÉRÉESAinsi, l'expression(1) de ω0 dans la base de Λ3V∗ est :
ω0 = φ1,2,3 + φ1,4,7 + φ1,5,6 + φ2,4,6 − φ2,5,7 + φ3,4,5 + φ3,6,7. (34)Nous sommes désormais en mesure de 
al
uler la forme bilinéaire Bω0 asso
iéeà ω0.Lemme 2.2.5. � La forme quadratique sur Qω0 asso
iée à la forme trilinéaire

ω0 dé�nie en 1.2.4 est
Qω0 = 6Qoù Q est la forme quadratique 
anonique sur V dé�nie en (1).Ainsi, ω0 est non-dégénérée. Par la suite, on notera
Q0 = Qω0 .Démonstration. � Pour déterminer Bω0, il su�t de 
al
uler Bω0(ei, ej), pour

ei, ej par
ourant la base 
anonique. Commençons par le 
al
ul de Bω0(e1, e2).D'après l'expression de ω0 dans l'équation (34), on a
ω0(e1, ·, ·) = φ2,3 + φ4,7 + φ5,6,

ω0(e2, ·, ·) = −φ1,3 + φ4,6 − φ5,7,

ω0(e1, ·, ·) ∧ ω0(e2, ·, ·) = φ2,3,4,6 − φ2,3,5,7 − φ4,7,1,3 − φ5,6,1,3,don

Bω0(e1, e2) = (φ2,3,4,6 − φ2,3,5,7 − φ4,7,1,3 − φ5,6,1,3) ∧ ω0(·, ·, ·),
Bω0(e1, e2) = (φ2,3,4,6 − φ2,3,5,7 − φ4,7,1,3 − φ5,6,1,3)

∧(φ1,2,3 + φ1,4,7 + φ1,5,6 + φ2,4,6 − φ2,5,7 + φ3,4,5 + φ3,6,7),

Bω0(e1, e2) = 0.De même,
ω0(e3, ·, ·) = φ1,2 + φ4,5 + φ6,7,

ω0(e1, ·, ·) ∧ ω0(e3, ·, ·) = φ2,3,4,5 + φ2,3,6,7 + φ4,7,1,2 + φ5,6,1,2,don
, 
ette fois en
ore,
Bω0(e1, e3) = (φ2,3,4,5 + φ2,3,6,7 + φ4,7,1,2 + φ5,6,1,2) ∧ ω0(·, ·, ·),
Bω0(e1, e3) = (φ2,3,4,5 + φ2,3,6,7 + φ4,7,1,2 + φ5,6,1,2)

∧(φ1,2,3 + φ1,4,7 + φ1,5,6 + φ2,4,6 − φ2,5,7 + φ3,4,5 + φ3,6,7),

Bω0(e1, e3) = 0.

(1)L'expression de ω0 dépend fortement de diagramme de Fano utilisé au départ (Fig 1). I
i, 
ediagramme à été 
hoisi 
omme indiqué sur la Figure Fig 1 
ar la multipli
ation qui en dé
oule dé�nitbien l'algèbre des o
taves de Cayley et une telle multipli
ation a été utile lors du �1.3.



2.2. APPLICATION RATIONNELLE Φ ET PROPRIÉTÉS 49En fait, si i 6= j, Bω0(ei, ej) = 0. (35)Cal
ulons maintenant Q0(e1) :
ω0(e1, ·, ·) = φ2,3 + φ4,7 + φ5,6,

ω0(e1, ·, ·) ∧ ω0(e1, ·, ·) = 2(φ2,3,4,7 + φ2,3,5,6 − φ4,7,5,6),

ω0(e1, ·, ·) ∧ ω0(e1, ·, ·) ∧ ω0(·, ·, ·) = 2(φ2,3,4,7,1,5,6 + φ2,3,5,6,1,4,7 + φ4,7,5,6,1,2,3),

Q0(e1) = 6.Le 
al
ul de Q0(e2) est identique :
ω0(e2, ·, ·) = −φ1,3 + φ4,6 − φ5,7,

ω0(e2, ·, ·) ∧ ω0(e2, ·, ·) = 2(−φ1,3,4,6 + φ1,3,5,7 − φ4,6,5,7),

ω0(e2, ·, ·) ∧ ω0(e2, ·, ·) ∧ ω0(·, ·, ·) = 2(φ1,3,4,6,2,5,7 + φ1,3,5,7,2,4,6 − φ4,6,5,7,1,2,3),

Q0(e2) = 6.Les 
inq autres 
al
uls sont similaires et aboutissent au même résultat :
∀ i ∈ {1, . . . , 7}, Q0(ei) = 6. (36)Ainsi, de par (35) et (36) :

Q0 = 6Q.2.2.2. Propriétés de l'appli
ation rationnelle Φ. � Nous allons 
ara
té-riser l'appli
ation rationnelle Φ, mais, auparavant, pré
isons le vo
abulaire pourun 
ertain type d'éléments de la variété des sé
antes Sec(3)(Gr(3,V∗)) qui appa-raîtront dans le pro
hain Théorème.Dé�nition 2.2.6. � Soient W1,W2 et W3 trois sous-espa
es ve
toriels de V∗de dimension 3 et [ωi] = [ai ∧ bi ∧ ci] pour i ∈ {1, 2, 3} les trois éléments de
Gr(3,V∗) 
orrespondants. Un élément [ω] = [ω1 + ω2 + ω3] de Sec(3)(Gr(3,V∗))est dit en position générale si les deux 
onditions suivantes sont véri�ées :(i) Wi ∩Wj = {0} pour tous i, j distin
ts,(ii) dim(Zj,k) = 2 pour tout {i, j, k} = {1, 2, 3}, où

Z i,j := (Wi ⊕Wj) ∩Wk(on impose don
 que 
es dimensions soient les plus petites possibles), soit
Wi +Wj +Wk = V∗.L'ensemble PG := {[ω] ∈ Sec(3)(Gr(3,V∗)) | [ω] est en position générale} estun ouvert dense de Sec(3)(Gr(3,V∗)), par irrédu
tibilité de Sec(3)(Gr(3,V∗)).



50 CHAPITRE 2. ÉTUDE DES FORMES TRILINÉAIRES ALTERNÉES SUR C7 DÉGÉNÉRÉESLemme 2.2.7. � Soit un élément [ω] = [ω1 + ω2 + ω3] de Sec(3)(Gr(3,V∗)) enposition générale 
orrespondant à trois points p1 = [ω1], p2 = [ω2] et p3 = [ω3] de
Gr(3,V∗). Alors, les points pi ne sont pas alignés et 〈p1, p2, p3〉 est de dimension
2.Démonstration. � Soit un élément [ω] de Sec(3)(Gr(3,V∗)) en position générale,dé�ni par trois sous-espa
es ve
toriels de dimension 3 de V∗ : W1,W2 et W3.D'après la 
ondition (i) de la Dé�nition 2.2.6, 
omme Z i,j ⊂ Wk pour tout
{i, j, k} = {1, 2, 3}, on a :

∀ {i, j, k} = {1, 2, 3}, Z i,j ∩ Z i,k = {0}Les sous-espa
es Z i,j sont deux à deux en somme dire
te.Les trois points ne sont pas alignés dans Gr(3,V∗) ⊂ P(Λ3V∗) et forment unplan. En e�et, le lemme suivant indique une 
ondition véri�ée par trois points
q1, q2, q3 de Gr(3,V∗) alignés dans Gr(3,V∗) ⊂ P(Λ3V∗).Lemme 2.2.8. � Soient trois points de Gr(3,V∗) ⊂ P(Λ3V∗), deux à deux dis-tin
ts, 
orrespondant respe
tivement aux trois sous-espa
es ve
toriels W1, W2,
W3 de V∗. Si 
es trois points sont alignés, alors l'interse
tion W1 ∩W2 ∩W3 estde dimension 2.Démonstration. � Si les points q1, q2, q3 de Gr(3,V∗), deux à deux distin
ts,sont alignés, alors il existe trois bases respe
tives (ai, bi, ci) des trois 3-plans Wi
orrespondant, véri�ant la 
ondition suivante :

a1 ∧ b1 ∧ c1 = a2 ∧ b2 ∧ c2 + a3 ∧ b3 ∧ c3.Il existe un ve
teur f1 ∈ W1 tel que f1 /∈ W2 et f1 /∈ W3. Si 
e n'était pasle 
as, tout élément f de W1 appartiendrait à W2 ou à W3. Comme pour tout
f ∈W1, f ∧ a1 ∧ b1 ∧ c1 = 0, on aurait

∀ f ∈ W1, f ∧ a2 ∧ b2 ∧ c2 + f ∧ a3 ∧ b3 ∧ c3 = 0.Or, 
omme l'un des deux fa
teurs serait nul, l'autre le serait aussi. On auraitalors ∀ f ∈W1, f ∈W2 ∩W3, don
 W1 ⊂W2 ∩W3 et W1 = W2 = W3 ; 
e qui estimpossible vu qu'on 
onsidère trois points qi distin
ts.Comme f1 ∧ a1 ∧ b1 ∧ c1 = 0, on obtient
f1 ∧ a2 ∧ b2 ∧ c2 = −f1 ∧ a3 ∧ b3 ∧ c3 6= 0.Ainsi,

[f1 ∧ a2 ∧ b2 ∧ c2] = [f1 ∧ a3 ∧ b3 ∧ c3] ∈ P(Λ4V∗).D'où X := 〈f1, a2, b2, c2〉 = 〈f1, a3, b3, c3〉 désigne un même sous-espa
e ve
torielde dimension 4. Comme W2 et W3 sont tous les deux in
lus dans X, W2 ∩W3
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tement 2 puisque il s'agitde deux 3-plans distin
ts. Soit P = W2 ∩W3 
e plan.
∀p ∈ P, p ∧ a1 ∧ b1 ∧ c1 = p ∧ a2 ∧ b2 ∧ c2 + p ∧ a3 ∧ b3 ∧ c3 = 0.Don
 le plan P est aussi in
lus dans W1, et �nalement P = W1 ∩ W2 ∩ W3.L'interse
tion des trois 3-plans Wi asso
iés à trois points qi alignés deux à deuxdistin
ts est un plan.Dans le 
as de 3-plans dé�nissant [ω] en position générale, les 3-plans Wi étanten somme dire
te deux à deux, leur interse
tion ne peut être un plan et les troispoints asso
iés ne don
 sont pas alignés. Ils engendrent bien un plan.Étudions à présent les 
ara
téristiques de l'appli
ation Φ dé�nie en 2.2.1.Théorème 2.2.9. � (1) L'appli
ation rationnelle Φ est donnée par un sys-tème linéaire |L|, de dimension linéaire 28, de polyn�mes homogènes 
ubiquessur l'espa
e de Plü
ker P(Λ3(V∗)) ≃ P(C35),(2) le lieu ex
eptionnel de Φ :

Exc(Φ) = {[ω] ∈ P(Λ3(V∗)) | Φ(ω) = Qω = 0}
ontient Sec(2)(Gr(3,V∗)),(3) la restri
tion de Φ à la variété des sé
antes Sec(3)(Gr(3,V∗)) peut êtredé
rite de la manière suivante. Soient W1,W2,W3 trois sous-espa
es ve
torielsde V∗ de dimension 3 véri�ant les 
onditions (i) et (ii) de la Dé�nition 2.2.6 et
[ωi] les trois points de la Grassmannienne Gr(3,V∗) 
orrespondants.L'appli
ation Φ 
ontra
te le plan {[αω1 +βω2 +γω3] | α, β, γ ∈ C∗} en un seulpoint [Q123] de P(Sym2V∗), dépendant uniquement de W1,W2 et W3. Cette formequadratique Q123, dé�nie à un s
alaire près, est de rang 4 et elle est 
ara
tériséepar les trois propriétés suivantes :(a) le rang de Q123 est 4 et son noyau :

kerQ123 := {x ∈ V | B123(x, y) = 0 ∀ y ∈ V}où B123 est la forme bilinéaire asso
iée à Q123, est le sous-espa
e ve
toriel Π⊥ave

Π = Z1,2 + Z1,3 + Z2,3 et Π⊥ = {v ∈ V | ∀f ∈ Π, f(v) = 0} ⊂ V; (37)(b) la forme quadratique Q123 
ontient les trois

(Z i,j)
⊥

= {v ∈ V | ∀f ∈ Z i,j, f(v) = 0},
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'est-à-dire :
Q123|(Zi,j)⊥ = 0, ∀i 6= j.Démonstration. � (1) Voir (3) de la Remarque 2.2.2, ave
 dim(Sym2V∗) = 28et dim(Λ3V∗) = 35.(2) Soient f1, . . . f6 ∈ V∗. Considérons [ω1] = [f1,2,3] ∈ Sec(1)(Gr(3,V∗)). Pourtous x, y de V, on a :

f1,2,3(x, ·, ·) ∧ f1,2,3(y, ·, ·)
= [f1(x)f2,3 − f2(x)f1,3 + f3(x)f1,2] ∧ [f1(y)f2,3 − f2(y)f1,3 + f3(y)f1,2] ,

= 0.
ar 
haque terme fait apparaître deux fois un même fa
teur. Don
, à fortiori,
∀x, y de V :

Bω1(x, y) = f1,2,3(x, ·, ·) ∧ f1,2,3(y, ·, ·) ∧ f1,2,3(·, ·, ·) = 0.Ainsi, par linéarité, Qω est nulle pour tout élément ω de la première variétédes sé
antes Sec(1)(Gr(3,V∗)) ; i.e. ω appartient au lieu ex
eptionnel Exc(Φ) del'appli
ation Φ.Considérons maintenant [ω2] = [f1,2,3 +f4,5,6] dans Sec(2)(Gr(3,V∗)). Pour tous
x, y appartenant à V, on a :
Bω2(x, y) = [f1(x)f2,3 − f2(x)f1,3 + f3(x)f1,2 + f4(x)f5,6 − f5(x)f4,6 + f6(x)f4,5]

∧[f1(y)f2,3 − f2(y)f1,3 + f3(y)f1,2 + f4(y)f5,6 − f5(y)f4,6 + f6(y)f4,5]

∧(f1,2,3 + f4,5,6),

= 0
ar, là en
ore, 
haque terme fait apparaître deux fois un même fa
teur fi parmi
f1, . . . , f6. Ainsi, pour tous fi de V∗,si ω = f1,2,3 + f4,5,6 alors Qω = 0.L'ouvert U = {[f1,2,3 + f4,5,6] | fi ∈ V∗} de Sec(2)(Gr(3,V∗)) est don
 in
lusdans le fermé Exc(Φ). Comme Sec(2)(Gr(3,V∗)) est irrédu
tible, on a U =

Sec(2)(Gr(3,V∗) ⊂ Exc(Φ). Tout élément de la deuxième variété des sé
antes
Sec(2)(Gr(3,V∗)) appartient au lieu ex
eptionnel de l'appli
ation Φ.(3) Considérons trois sous-espa
es ve
toriels de V∗ de dimension 3 véri�ant lesdeux 
onditions (i) et (ii) de la Dé�nition 2.2.6. Cher
hons tout d'abord une baseparti
ulière de V∗ dans laquelle peuvent s'exprimer les sous-espa
es ve
torielsWi.



2.2. APPLICATION RATIONNELLE Φ ET PROPRIÉTÉS 53Soit une base (f, g) du plan Z1,2 où Z1,2 = W3 ∩ (W1 ⊕W2) :
f = f1 + f2 ∈ (W1 ⊕W2) ∩W3,

g = g1 + g2 ∈ (W1 ⊕W2) ∩W3où fi, gi ∈ Wi. La famille (f1, g1) d'éléments de W1 est libre 
ar, dans le 
as
ontraire, une 
ombinaison linéaire non nulle de f et de g serait égale à une
ombinaison linéaire de f2 et de g2. Il y aurait alors un élément non nul dans
W2 ∩W3. Ce qui 
ontredirait la 
ondition (ii) de la Dé�nition 2.2.6.Il en est de même pour la famille (f2, g2). Nous pouvons ainsi renommer lesve
teurs :

ϕ1 = f1 = f − f2 ∈ W1 ∩ (W2 ⊕W3) = Z2,3,

ϕ2 = g1 = g − g2 ∈ W1 ∩ (W2 ⊕W3) = Z2,3,

ϕ3 = f2 = f − f1 ∈ W2 ∩ (W1 ⊕W3) = Z1,3,

ϕ4 = g2 = g − g1 ∈ W2 ∩ (W1 ⊕W3) = Z1,3et
Z2,3 = 〈ϕ1, ϕ2〉,
Z1,3 = 〈ϕ3, ϕ4〉.Les deux familles (ϕ1, ϕ2) et (ϕ3, ϕ4) forment respe
tivement une base de Z2,3 et

Z1,3 et 
es quatre ve
teurs sont linéairement indépendants puisqueW1 etW2 sonten somme dire
te, par (i) de la Dé�nition 2.2.6. Complétons 
es deux familles endes bases de W1 et de W2 :
W1 = 〈ϕ1, ϕ2, ϕ5〉 et W2 = 〈ϕ3, ϕ4, ϕ6〉où (ϕ1, . . . , ϕ6) est une famille libre d'après (i) de la Dé�nition 2.2.6. Ave
 
esnotations, les deux ve
teurs f = ϕ1+ϕ3 et g = ϕ2+ϕ4 deW3 étant indépendants,nous avons :

W3 = 〈ϕ1 + ϕ3, ϕ2 + ϕ4, z〉où l'élément z de V∗ est tel que (ϕ1, . . . , ϕ6, z) est une famille libre puisque W3n'est pas in
lus dans W1 ⊕W2 d'après la 
ondition (ii) de la Dé�nition 2.2.6. Ennotant z = ϕ7, la famille (ϕ1, . . . , ϕ7) forme une base de V∗. On peut �nalementé
rire :
W1 = 〈ϕ1, ϕ2, ϕ5〉,
W2 = 〈ϕ3, ϕ4, ϕ6〉,
W3 = 〈ϕ1 + ϕ3, ϕ2 + ϕ4, ϕ7〉. (38)
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Z2,3 = 〈ϕ1, ϕ2〉,
Z1,3 = 〈ϕ3, ϕ4〉,
Z1,2 = 〈ϕ1 + ϕ3, ϕ2 + ϕ4〉.et

Π := Z1,2 + Z1,3 + Z2,3,

= Z1,2 ⊕ Z1,3 = Z1,2 ⊕ Z2,3 = Z1,3 ⊕ Z2,3,

= 〈ϕ1, . . . , ϕ4〉. (39)Le sous-espa
e ve
toriel Π est don
 de dimension 4.D'après la des
ription de la base (ϕ1, . . . , ϕ7) de V∗ et les trois relations ins-
rites en (38), pour 
haque forme trilinéaire alternée ω dé�nie par les trois sous-espa
es ve
toriels Wi, il existe trois 
omplexes non nuls α, β et γ tels que :
ω = αϕ1,2,5 + β ϕ3,4,6 + γ (ϕ1 + ϕ3) ∧ (ϕ2 + ϕ4) ∧ ϕ7. (40)Notons (v1, . . . , v7) la base de V, duale de la base (ϕ1, . . . , ϕ7) de V∗, Qω la formequadratique asso
iée par Φ à ω et Bω la forme bilinéaire asso
iée à Qω.(a) Comme Π = 〈ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4〉, on a Π⊥ = 〈v5, v6, v7〉. Montrons que Π⊥est in
lus dans le noyau de la forme bilinéaire Bω. D'après (40), pour tout

x ∈ V, on a :
ω(x, ·, ·) = α (ϕ1(x)ϕ2,5 − ϕ2(x)ϕ1,5 + ϕ5(x)ϕ1,2)

+β (ϕ3(x)ϕ4,6 − ϕ4(x)ϕ3,6 + ϕ6(x)ϕ3,4)

+γ [(ϕ1 + ϕ3)(x)(ϕ2 + ϕ4) ∧ ϕ7 − (ϕ2 + ϕ4)(x)(ϕ1 + ϕ3) ∧ ϕ7

+ϕ7(x)(ϕ1 + ϕ3) ∧ (ϕ2 + ϕ4)]. (41)Considérons y = v5. Par dé�nition, on a ϕi(v5) = 0 pour tout i 6= 5. Don
,d'après (41), ω(v5, ·, ·) = αϕ1,2. Ainsi,
ω(v5, ·, ·) ∧ ω(·, ·, ·) = αβ ϕ1,2,3,4,6 + αγ ϕ1,2,3,4,7.Le terme ϕ1,2,3,4 apparaît dans les deux fa
teurs de la somme pré
édente, don
,vu que 
ha
un des termes de ω(x, ·, ·) fait apparaître au moins une fois unfa
teur ϕi parmi {ϕ1, . . . , ϕ4} et que, pour 
haque i ∈ {1, . . . , 4}, ϕ1,2,3,4∧ϕi =

0, on a :
∀ x ∈ V, ω(x, ·, ·) ∧ ω(v5, ·, ·) ∧ ω(·, ·, ·) = 0,soit ∀ x ∈ V, Bω(x, v5) = 0.
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∀ x ∈ V, Bω(x, v6) = 0.En 
e qui 
on
erne y = v7, on a :

ω(v7, ·, ·) = γ (ϕ1 + ϕ3) ∧ (ϕ2 + ϕ4),

= γ (ϕ1,2 + ϕ1,4 − ϕ2,3 + ϕ3,4),et ω(v7, ·, ·) ∧ ω(·, ·, ·) = α (β ϕ1,2,3,4,6 + γ ϕ1,2,3,4,7 + γ ϕ1,4,3,2,7 − γ ϕ2,3,1,4,7

+αϕ3,4,1,2,5 + γ ϕ3,4,1,2,7),

= αϕ1,2,3,4 ∧ (αϕ5 + β ϕ6).Comme pré
édemment, le terme ϕ1,2,3,4 apparaît dans les deux fa
teurs de
ω(v7, ·, ·). On a don
 aussi :

∀ x ∈ V, Bω(x, v7) = 0.D'où �nalement :
∀ x ∈ V, ∀ y ∈ Π⊥, Bω(x, y) = 0.Ainsi, Π⊥ est 
ontenu dans le noyau de la forme quadratique Qω.Nous allons établir que Π⊥ est égal au noyau de Qω, mais pour 
ela nous né-
essitons une des
ription plus poussée de 
ette forme quadratique, notammentle point (3b).(b) Intéressons-nous à Bω sur 
haque (Z i,j)

⊥. Étudions Z2,3 = 〈ϕ1, ϕ2〉 parexemple. On a (Z2,3)
⊥

= 〈v3, v4, v5, v6, v7〉. Comme Z2,3 est in
lus dans Π,
Π⊥ = 〈v5, v6, v7〉 est in
lus dans (Z2,3)

⊥, nous avons notamment :
∀ x ∈ (Z2,3)

⊥
, ∀i ∈ {5, 6, 7}, Bω(vi, x) = 0.Il reste à 
al
uler Bω(x, y) pour x, y ∈ {v3, v4}.

ω(v3, ·, ·) = ϕ4,6 + (ϕ2 + ϕ4) ∧ ϕ7 = ϕ4,6 + ϕ2,7 + ϕ4,7,

ω(v4, ·, ·) = −ϕ3,6 − (ϕ1 + ϕ3) ∧ ϕ7 = −ϕ3,6 + ϕ1,7 − ϕ3,7.Don

ω(v3, ·, ·) ∧ ω(v3, ·, ·) = (ϕ4,6 + ϕ2,7 + ϕ4,7) ∧ (ϕ4,6 + ϕ2,7 + ϕ4,7),

= ϕ4,6,2,7 + ϕ2,7,4,6 = 2ϕ2,4,6,7,et Bω(v3, v3) = 2ϕ2,4,6,7 ∧ [ϕ1,2,5 + ϕ3,4,6

+(ϕ1 + ϕ3) ∧ (ϕ2 + ϕ4) ∧ ϕ7],

= 0.
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ω(v3, ·, ·) ∧ ω(v4, ·, ·) = (ϕ4,6 + ϕ2,7 + ϕ4,7) ∧ (−ϕ3,6 + ϕ1,7 − ϕ3,7),

= −ϕ4,6,1,7 − ϕ4,6,3,7 − ϕ2,7,3,6 − ϕ4,7,3,6,

= −ϕ1,4,6,7 − ϕ2,3,6,7,et Bω(v3, v4) = (−ϕ1,4,6,7 − ϕ2,3,6,7) ∧ [ϕ1,2,5 + ϕ3,4,6

+(ϕ1 + ϕ3) ∧ (ϕ2 + ϕ4) ∧ ϕ7],

= 0.En�n,
ω(v4, ·, ·) ∧ ω(v4, ·, ·) = (−ϕ3,6 + ϕ1,7 − ϕ3,7) ∧ (−ϕ3,6 + ϕ1,7 − ϕ3,7),

= 2ϕ1,3,6,7,et Bω(v4, v4) = 2ϕ1,3,6,7 ∧ [ϕ1,2,5 + ϕ3,4,6

+(ϕ1 + ϕ3) ∧ (ϕ2 + ϕ4) ∧ ϕ7],

= 0.On a don
 bien
∀ x, y ∈ (Z2,3)

⊥
, Bω(x, y) = 0,soit Bω |(Z2,3)⊥ = 0.Il en est exa
tement de même sur (Z1,2)
⊥ et (Z1,3)

⊥.Montrons que Qω est 
ara
térisée, à un s
alaire près, par le fait d'être nonidentiquement nulle, le fait que Π⊥ ⊂ kerQω et par la 
ondition (3b) du Théorème2.2.9.Le sous-espa
e Π⊥ = 〈v5, v6, v7〉 étant in
lus dans le noyau de Qω d'après(3a), il reste à étudier Qω sur le sous-espa
e ve
toriel W := 〈v1, . . . , v4〉. Comme
Qω |(Zi,j)⊥ = 0 et que (Z2,3)

⊥∩W = 〈v3, v4〉 et (Z1,3)
⊥∩W = 〈v1, v2〉, l'expressionmatri
ielle de la restri
tion Bω |W de Bω à W muni de la base (v1, . . . , v4) est dela forme :

Bω |W =

(
0 ∗
∗ 0

)
. (42)Par ailleurs, (Z1,2)

⊥ ∩W = 〈v1 − v3, v2 − v4〉. D'après (3b),
Qω(v1 − v3) = Bω(v1, v1) − 2Bω(v1, v3) + Bω(v3, v3) = 0.Or, Qω(v1) = Qω(v3) = 0 d'après (42), don
 Bωa(v1, v3) = 0. De même, Qω(v2 −

v4) = 0 implique Bω(v2, v4) = 0. De plus,
Qω(v1 − v3 + v2 − v4) = 0,don
 −2Bω(v1, v4) − 2Bω(v2, v3) = 0,don
 Bω(v1, v4) = −Bω(v2, v3).
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e de Bω |W dans la base (v1, . . . , v4) est la suivante :
Bω |W =




0 0 0 λ

0 0 −λ 0

0 λ 0 0

−λ 0 0 0


pour un 
ertain λ ∈ C∗.D'où �nalement :

[Qω] =




0 0 0 1 0 0 0

0 0 −1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0




.

Cette matri
e étant indépendante des 
oe�
ients α, β et γ, tout le plan {[ω] =

[αϕ1,2,5 + β ϕ3,4,6 + γ (ϕ1 +ϕ3)∧ (ϕ2 +ϕ4)∧ϕ7 | α, β, γ ∈ C∗} est bien 
ontra
tépar Φ en un seul point de P(Sym2V∗), noté [Q123] :
∀ ω = αϕ1,2,5 + β ϕ3,4,6 + γ (ϕ1 + ϕ3) ∧ (ϕ2 + ϕ4) ∧ ϕ7, [Qω] = [Q123].D'après l'expression matri
ielle pré
édente, Q123 est de rang 4 et son lieu singu-lier, i.e. son noyau, est kerQ123 = Π⊥. Elle 
ontient trois sous-espa
es ve
torielsparti
uliers : les trois sous-espa
es (Z i,j)⊥ ; 
'est-à-dire

Q123|(Zi,j)⊥ = 0, ∀ i, j deux à deux distin
ts.Les deux 
onditions (3a) et (3b) du Théorème 2.2.9 dé�nissent bien Q123 à uns
alaire près.Remarque 2.2.10. � Considérons [ω] en position générale, dé�nie par trois
3-plans Wi et notons Z i,j := (Wi ⊕ Wj) ∩ Wk. Alors, les restri
tions à Z1,2des deux proje
tions 
anoniques de l'espa
e W1 ⊕W2 sur W2 et sur W1, notéesrespe
tivement α et β :

α : Z1,2 −→ W2,

β : Z1,2 −→ W1sont des isomorphismes de Z1,2 dans Z1,3 pour α (respe
tivement de Z1,2 dans
Z2,3 pour β). De plus, si l'on note γ la restri
tion à Z2,3 de la proje
tion 
anoniquede W2 ⊕W3 sur W2, on a : α = −γ ◦ β.
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es Z i,j sont 
anoniquement isomorphes.Démonstration. � En 
onservant les notations de la démonstrations du théo-rème 2.2.9, α(ϕ1 + ϕ3) = ϕ3 et α(ϕ2 + ϕ4) = ϕ4 don
 α(Z1,2) = Z1,3. De même,
β(ϕ1 +ϕ3) = ϕ1 et β(ϕ2 +ϕ4) = ϕ2 don
 β(Z1,2) = Z2,3. Ainsi, α et β sont biendes isomorphismes. Par ailleurs, γ◦β(ϕ1+ϕ3) = γ(ϕ3) = γ[(ϕ1+ϕ3)−ϕ1] = −ϕ1et γ ◦ β(ϕ2 + ϕ4) = γ(ϕ2) = γ[(ϕ2 + ϕ4) − ϕ4] = −ϕ4. Don
 γ ◦ β = −α.Remarque 2.2.11. � Soit [ω] en position générale, ave
 les notations W1, W2,
W3, Z i,j et Π du Théorème 2.2.9. Nous avons vu que les deux 
onditions (3a) et(3b) dé�nissaient [Qω] = [Q123].Plus géométriquement, [Q123] ∈ P(Sym2V∗) est 
ara
térisée par son lieu sin-gulier : Π⊥, par le fait que sa restri
tion à [Q123] ∈ P(Sym2(V/Π⊥)∗) 
ontient lestrois droites proje
tives P((Z i,j)

⊥
/Π⊥

)
⊂ P(V/Π⊥) ne s'interse
tant pas deuxà deux (
'est-à-dire que la restri
tion de Q123 à V/Π⊥ est nulle) et par le faitqu'elle n'est pas identiquement nulle.Démonstration. � En 
onservant les notations de la démonstrations du théo-rème 2.2.9, nous avons :

(Z1,3)
⊥
/Π⊥ = 〈v1, v2〉,

(Z2,3)
⊥
/Π⊥ = 〈v3, v4〉,

(Z1,2)
⊥
/Π⊥ = 〈v1 − v3, v2 − v4〉.Don
 les trois droites proje
tives P((Z i,j)

⊥
/Π⊥

) ne s'interse
tent pas deux àdeux. Or, il n'existe qu'une seule telle quadrique dans P3, d'après le lemme sui-vant :Lemme 2.2.12. � Il n'existe qu'une seule quadrique non nulle dans P3 
onte-nant trois droites proje
tives ne s'interse
tant pas deux à deux. De plus, 
ettequadrique est lisse.Démonstration. � Parmi les quadriques non nulles de P3, seules 
elles de rang 4peuvent 
ontenir trois droites proje
tives qui ne s'interse
tent pas deux à deux.En e�et, les quadriques non nulles de P3 peuvent être 
lassées par leur rang :
1, 2, 3 ou 4.Considérons la quadrique Q1 de rang 1 d'équation x2 = 0. Toute droite pro-je
tive 
ontenue dans Q1 
orrespond à un plan ve
toriel d'équation

{
x = 0,

by + cz + dt = 0.
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tives 
ontenues dans Q1, ne s'interse
tant pas, 
orrespondentdon
 à deux hyperplans ve
toriels de C3 dont l'interse
tion 
ontient une droiteve
torielle. Ainsi, la quadrique Q1 ne peut 
ontenir deux droites proje
tives (età fortiori trois droites proje
tives) ne s'interse
tant pas.Considérons la quadrique Q2 de rang 2 d'équation xy = 0. Toute droite pro-je
tive 
ontenue dans Q2 
orrespond à un plan ve
toriel d'équation
{

x = 0,

by + cz + dt = 0.
ou bien { y = 0,

ax+ cz + dt = 0.Si l'on 
onsidère trois droites proje
tives 
ontenues dans Q2, deux d'entre ellessont for
ément simultanément du premier type ou bien du se
ond type. Commepré
édemment, 
es deux droites ne peuvent être d'interse
tion non réduite à {0}.En�n, 
onsidérons la quadrique Q3 de rang 3 d'équation xy+z2 = 0. Étudionsl'équation d'un plan ve
toriel 
orrespondant à une droite proje
tive D 
ontenuedans la quadrique Q3. Soit{
ax+ by + cz + dt = 0,

a′x+ b′y + c′z + d′t = 0.Le fait que D soit 
ontenue dans Q3 impose la nullité des 
oe�
ients d et d′. Ene�et, si 
es deux 
oe�
ients étaient non nuls, quitte à faire un 
hangement devariables, l'équation ve
torielle de D serait de la forme :
{
t = x,

t = y.Or 
ette droite proje
tive n'ai pas 
ontenue dans Q3. De même, si un seul de 
esdeux 
oe�
ients était nul, quitte à faire un 
hangement de variables, l'équationve
torielle de D serait de la forme :{
t = x,

0 = y.
ou bien { t = x,

0 = x.
⇔
{
x = 0,

t = 0.Cette droite proje
tive n'ai pas non plus 
ontenue dans Q3.Ainsi, les équations ve
torielles d'une droite proje
tive 
ontenue dans Q3 nefont intervenir que les 
oordonnées x, y et z. Tous les points de 
oordonnées
(0, 0, 0, t), où t varie dans C, appartiennent don
 à une telle droite. Ainsi, Q3 nepeut 
ontenir deux ni trois droites proje
tives ne s'interse
tant pas deux à deux.Comme toute quadrique de P3 de rang 1, 2 ou 3 peut se ramener à une desquadriques Qi étudiées, via un 
hangement de 
oordonnées, il vient que, parmiles quadriques non nulles de P3, seules 
elles de rang 4 peuvent 
ontenir troisdroites proje
tives qui ne s'interse
tent pas deux à deux.



60 CHAPITRE 2. ÉTUDE DES FORMES TRILINÉAIRES ALTERNÉES SUR C7 DÉGÉNÉRÉESSoient D1, D2 et D3 trois droites proje
tives de P3 ne s'interse
tant pas deuxà deux. Considérons l'appli
ation suivante :
f : H0(P3,O(2)) −→ ⊕3

i=1H
0(Di,O(2))

Q 7−→ [resD1(Q), resD2(Q), resD3(Q)]où resDi
(Q) est la restri
tion de Q à la droite Di. Comme les deux dimensions

dim(H0(P3,O(2))) et dim(⊕3
i=1H

0(Di, O(2))) sont respe
tivement égales à 10 età 9, le noyau K := ker(f) est de dimension au moins égale à 1. Si la dimension de
K était supérieure ou égale à 2, alors K ∩{det = 0} 6= {0} serait au moins de di-mension 1. Mais alors on aurait une forme quadratique singulière qui s'annuleraitsur les trois droites ; 
e qui est impossible d'après la remarque initiale. Ainsi, lenoyau de f est de dimension 1 : il n'existe don
 bien qu'une seule quadrique dans
P3 
ontenant trois droites proje
tives ne s'interse
tant pas deux à deux. De plus,d'après 
e qui pré
ède, 
ette quadrique est de rang 4, don
 lisse et irrédu
tible.
Pour simpli�er l'é
riture, on notera Gr(3, 7) à la pla
e de Gr(3,V∗).Corollaire 2.2.13 (du Théorème 2.2.9). � Chaque élément [ω] de la troi-sième variété des sé
antes Sec(3)(Gr(3, 7)) est dégénéré, 
'est-à-dire si [ω] appar-tient à Sec(3)(Gr(3, 7)) alors le déterminant de la forme quadratique asso
iée Qωest nul.Démonstration. � Soit PG l'ouvert de Sec(3)(Gr(3, 7)) 
onstitué des élémentsen position générale, 
'est-à-dire véri�ant la 
ondition de la Dé�nition 2.2.6.D'après (3a) du Théorème 2.2.9, pour tout [ω] ∈ PG, le rang de la forme qua-dratique Qω est 4. L'ouvert PG est don
 in
lus dans l'ensemble F := {[ω] ∈

Sec(3)(Gr(3, 7)) | rang(Qω) 6 4} qui est un fermé de Sec(3)(Gr(3, 7)) 
ar l'ap-pli
ation rang ◦ Φ qui à ω ∈ Λ3V∗ asso
ie le rang de Qω est semi-
ontinueinférieurement. Ainsi, l'adhéren
e PG de PG dans Sec(3)(Gr(3, 7)) est in
lusedans F . Or, PG = Sec(3)(Gr(3, 7)) par irrédu
tibilité de Sec(3)(Gr(3, 7)) d'où
∀ [ω] ∈ Sec(3)(Gr(3, 7)), [ω] est dégénéré.Pour étudier l'ensemble des [ω] de P(Λ3V∗) dégénérés, nous allons dé
rirel'équation, notée D, de la 
omposée de l'appli
ation Φ et du déterminant det(Φ)pour ω ∈ Λ3V∗. Notons

∆ := {[ω] ∈ P(Λ3V∗) | det(Qω) = 0}.
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es d'ordre 7 est de degré 7 et que l'appli
a-tion Φ est de degré 3 (voir (3) de la Remarque 2.2.2), D est de degré 21. D'aprèsle Corollaire 2.2.13, Sec(3)(Gr(3, 7)) est in
luse dans ∆. En 1931, J.A. S
hou-ten [S
h31℄ a étudié Gr(3, 7) et A. Las
oux [Las81℄ a dé
rit Sec(3)(Gr(3, 7))
omme étant une hypersurfa
e de P(Λ3V∗) de degré 7.Théorème 2.2.14. � L'ensemble ∆ = {[ω] ∈ P(Λ3V∗) | det(Qω) = 0} et latroisième variété des sé
antes Sec(3)(Gr(3, 7)) de Gr(3, 7) 
oïn
ident. En notant
D l'équation de ∆ et P7 
elle de Sec(3)(Gr(3, 7)), il vient :

D = λP7
3,où P7 est un polyn�me homogène de degré 7 et λ ∈ C∗.Démonstration. � D'après la démonstration du Corollaire 2.2.13, P7 divise Dave
 une multipli
ité supérieure ou égale à 3. En e�et, pour tout [ω] appartenantà Sec(3)(Gr(3, 7)), le rang de Qω est inférieur ou égal à 4 ; tous les mineurs d'ordre

5 et 6 sont don
 nuls. Or, pour une matri
e M = (M1, . . . ,M7) où Mi représentela i-ème 
olonne de de M , la di�érentielle de l'appli
ation déterminant en M
al
ulée en H = (H1, . . . , H7) est
d(M1,...,M7)(H1, . . . , H7) =

7∑

i=1

det(M1, . . . ,Mi−1, Hi,Mi+1, . . . ,M7).Si tous les mineurs d'ordre 6 de M sont nuls, la di�érentielle de l'appli
ationdéterminant en M est identiquement nulle et si de plus tous les mineurs d'ordre
5 de M sont nuls, les dérivées partielles d'ordre 2 de l'appli
ation déterminanten M le sont aussi. Ainsi, D = QP n

7 , où n est un entier supérieur ou égal à 3 et
Q ∈ C[X]. Or, le degré de P7 est 7 d'après [Las81℄. Ainsi la seule possibilité est
n = 3 et Q ∈ C∗, soit

D = λP 3
7 ,où λ ∈ C∗.Les éléments de Sec(3)(Gr(3, 7)) 
orrespondent bien aux formes trilinéaires dé-générées, 
'est-à-dire aux formes trilinéaires ω telles que la forme quadratique

Qω asso
iée par Φ à ω est de déterminant nul.L'hypersurfa
e Sec(3)(Gr(3, 7)) a été abordée dans l'arti
le [AOP09℄ par unedes
ription du 
ube de P7 ave
 det(Ψω) = 2P 3
7 , où Ψω : Λ2C7 → Λ5C7 estl'opérateur de multipli
ation par ω ∈ Λ3C7 �xée.Par ailleurs, dans l'arti
le de [SK77℄, il est établi que le degré du polyn�meinvariant relatif de Λ3V (voir preuve du Lemme 2.2.15) est égal à 7 et que les équa-tions des hypersurfa
es irrédu
tibles du lieu singulier de Λ3V∗ sont des multiples
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e polyn�me homogène, à une 
onstante près. Cependant, le lieu des zéros de
et invariant relatif n'y est pas identi�é. Nous allons voir dans le lemme suivantque l'invariant relatif n'est autre que le polyn�me P7 dé
rivant Sec(3)(Gr(3, 7))(à une 
onstante près).Lemme 2.2.15. � Soit l'a
tion 
anonique de GL7 sur Λ3V∗. Il n'existe qu'uneseule orbite dense sous l'a
tion de GL7. Pour ω ∈ Λ3V∗, les deux 
onditionssuivantes sont équivalentes :(1) le point [ω] de P(Λ3V) appartient à Sec(3)(Gr(3,V∗)),(2) l'orbite ObGL7(ω) = {g · ω | g ∈ GL7} n'est pas dense dans Λ3V∗.Démonstration. � Notons ρ la représentation 
anonique sur Λ3V∗. D'après laProposition 8 au �5 de [SK77℄, le triplet (GL7, ρ,Λ
3V∗) est un espa
e ve
torielpréhomogène régulier possédant un invariant relatif f . Ainsi, il existe ω1 ∈ Λ3V∗telle que son orbite sous GL7 soit dense (don
 ouverte). Comme l'espa
e ve
toriel

Λ3V∗ est irrédu
tible et que deux orbites denses sont ouvertes, deux orbites densess'interse
tent et sont don
 égales : il n'y a don
 bien qu'une seule orbite densesous l'a
tion de GL7.Par ailleurs, le fermé de Zariski de Λ3V∗, noté S et appelé lieu singulier, dé-�ni 
omme étant le 
omplémentaire de 
ette orbite ouverte, est de 
odimension
1 et irrédu
tible (voir [SK77℄). Cette hypersurfa
e est le lieu d'annulation del'invariant relatif f qui est un polyn�me homogène irrédu
tible de degré 7.Soit ω un élément de Λ3V∗ tel que [ω] appartienne à Sec(3)(Gr(3,V∗)). Sonorbite est in
luse dans l'hypersurfa
e de Λ3V∗ 
orrespondant à Sec(3)(Gr(3,V∗)),puisque si g ∈ GL7 et ω = ω1+ω2+ω3, alors g ·ω = g ·ω1+g ·ω2+g ·ω3 et [g ·ω] ∈
Sec(3)(Gr(3,V∗)). Comme 
ette orbite est in
luse dans un fermé propre, elle nepeut être dense et don
 ω appartient au lieu singulier S de Λ3V∗. L'hypersurfa
e
{ω ∈ Λ3V∗ | [ω] ∈ Sec(3)(Gr(3,V∗))} est don
 in
luse dans S. Par la proposition
12 de �4 de [SK77℄, le polyn�me P7 est, à une 
onstante près, un multiple de f ,où P7 est le polyn�me irrédu
tible dé
rivant Sec(3)(Gr(3,V∗)). Comme 
es deuxpolyn�mes ont même degré, il sont (à une 
onstante multipli
ative près) égaux.D'où :

P(S) = Sec(3)(Gr(3,V∗)).Corollaire 2.2.16. � Pour ω appartenant à Λ3V∗, les trois propriétés sui-vantes sont équivalentes :(1) la forme trilinéaire ω est non-dégénérée, 
'est-à-dire detQω 6= 0,(2) l'orbite de ω sous l'a
tion de GL7 est dense dans Λ3V∗,



2.2. APPLICATION RATIONNELLE Φ ET PROPRIÉTÉS 63(3) le point [ω] de P(Λ3V∗) n'appartient pas à Sec(3)(Gr(3,V∗)).Corollaire 2.2.17. � Considérons deux formes trilinéaires alternées ω1 et ω2,non-dégénérées de Λ3V∗. Leurs stabilisateurs sous l'a
tion de SL7 : Stab(ωi)∩SL7sont alors 
onjugués(2).Le groupe de Lie G2 peut don
 être dé�ni, à 
onjugaison près(3), 
omme lestabilisateur sous l'a
tion de SL7, de n'importe quelle forme trilinéaire alternéenon-dégénérée de Λ3V∗.Démonstration. � Soient ω1 et ω2 deux éléments de Λ3V∗ non-dégénérés. Lesorbites ObSL7(ω1) et ObSL7(ω2) sont denses don
 égales d'après le Lemme 2.2.15.Il existe don
 g0 ∈ SL7 tel que g0 · ω1 = ω2. Notons St1 = Stab(ω1) ∩ SL7 et
St2 = Stab(ω2)∩SL7 les stabilisateurs sous SL7 de ω1 et de ω2. Alors, pour tout
g ∈ St1, 
omme g · ω1 = ω1, on a g0gg

−1
0 · ω2 = ω2 don
 g0St1g

−1
0 ⊂ St2. L'autrein
lusion s'obtient de la même manière, d'où

g0St1g
−1
0 = St2.D'après le Théorème 1.2.10, le groupe de Lie G2 est le stabilisateur sous SL7 dela forme trilinéaire alternée non-dégénérée ω0. Il peut être dé�ni, à 
onjugaisonprès, par n'importe quelle autre forme trilinéaire alternée non-dégénérée.Corollaire 2.2.18. � Le quotient SL7/G2 est isomorphe à l'orbite, sous l'a
-tion de SL7, de n'importe quelle forme trilinéaire alternée non-dégénérée, don
est isomorphe à l'ouvert dense de Λ3V∗ :

∀ ω ∈ Λ3V∗ non-dégénérée, SL7/G2 ≃ ObSL7(ω).Démonstration. � D'après le 
orollaire pré
édent, le groupe G2 est isomorpheau stabilisateur StabSL7(ω) pour n'importe quelle forme trilinéaire alternée non-dégénérée. Ainsi, pour tout ω de Λ3V∗ non-dégénérée,
SL7/G2 ≃ SL7/StabSL7(ω) ≃ ObSL7(ω).Remarque 2.2.19. � Le fait que les stabilisateurs de deux formes trilinéairesalternées non-dégénérées de Λ3V∗ soient 
onjugués est indiqué dans [SK77℄, (8)�5Proposition 8 où (GL7,Λ

3V) apparaît 
omme une espa
e préhomogène.La proposition 22.12 de [FH91℄ énon
e que le groupe G2 peut être dé�ni àpartir de n'importe quelle forme trilinéaire alternée générale.
(2)par un élément de SL7.
(3)par un élément de GL7.





CHAPITRE 3ÉTUDE DES G2-FIBRÉS PRINCIPAUX ET DE LANOTION DE (SEMI)-STABILTÉ
Suite aux dé�nitions du groupe de Lie ex
eptionnel simple G2 énon
ées pré
é-demment, nous 
onsa
rons 
e nouveau 
hapitre à l'étude des G2-�brés prin
ipauxet à l'espa
e de modules de G2-�brés prin
ipaux semistables. Nous 
ommençonspar rappeler la dé�nition de la notion de G-�bré prin
ipal sur une 
ourbe pro-je
tive 
onnexe lisse où G est un groupe algébrique, de la notion de rédu
tionet d'extension de groupe de stru
ture ainsi que les notion de semistabilité et destabilité pour un G-�bré-prin
ipal. Un étude des G2-�brés prin
ipaux est menéeen fon
tion des rédu
tions aux sous-groupes SL3 et SO4 que peuvent admettreles G2-�brés prin
ipaux. De plus, l'espa
e de modules MC(G2) 
onstitué des G2-�brés prin
ipaux semistable est analysé, ave
 une des
ription expli
ite de sonlieu singulier.

3.1. Dé�nitions générales relatives aux G-�brés prin
ipauxNotation 1. � Dans 
e qui suit, G et H désignent des groupes algébriques
onnexes rédu
tifs sur C et X une variété proje
tive, 
onnexe, lisse.Dé�nition 3.1.1. � UnG-�bré prin
ipal de groupe de stru
tureG au-dessusde la base X est la donnée d'une variété E et d'un morphisme π : E → X telsque la variété E soit munie d'une G-a
tion à droite libre et transitive sur 
haque�bre et que π soit G-équivariant (X étant munie de l'a
tion triviale). De plus,on impose que π soit lo
alement trivial pour la topologie étale de X, 
'est-à-dire qu'il existe {Uα}α un re
ouvrement étale de X et des isomorphismes detrivialisations Φα : π−1(Uα)
∼→ Uα × G tels que pr1 ◦ Φα = π|π−1(Uα), 
'est-à dire



66 CHAPITRE 3. ÉTUDE DES G2-FIBRÉS PRINCIPAUXque le diagramme suivant 
ommute :
π−1(Uα)

Φα - Uα ×G

Uα

�

pr
1π

-et où Φα 
ommute ave
 l'a
tion de G, soit si Φα(e) = (x, h) ave
 π(e) = x alors,pour tout g ∈ G, Φα(e · g) = (x, hg).Si π : E → X est un G-�bré prin
ipal, alors π(e · g) = π(e) · g pour tout g ∈ Get tout e ∈ E et 
haque �bre Ex = π−1(x) pour x appartenant à X est stablesous l'a
tion de G. De plus, pour tout e1, e2 appartenant à une même �bre, ilexiste un et un seul élément g de G tel que e1 · g = e2. Pour 
haque �bre, via le
hoix d'un élément dedans, le groupe G est alors isomorphe à 
ette �bre.Pour tout x appartenant à Uα ∩ Uβ , on a
Φβ ◦ Φ−1

α (x, g) = (x,Ψβα(x, g))ave
 ψβα(x, ·) : G→ G. De plus, Ψβα véri�e : Ψβα(x, gh) = Ψβα(x, g)h pour tous
g, h de G. En prenant g = 1G le neutre du groupe G, on obtient Ψβα(x, h) =

Ψβα(x, 1G)h pour tout h ∈ G ; on peut don
 
onsidérer que le morphisme Ψβαn'est autre que la multipli
ation à gau
he par l'élément Ψβα(x, 1G). On simpli�eles notations en é
rivant g 7→ Ψβα(x)g 
ette multipli
ation. Comme pour les�brés ve
toriels, on est amené à dé�nir les fon
tions de transition d'un G-�bréprin
ipal :
Ψβα : Uα ∩ Uβ → G.Ces fon
tions de transitions véri�ent en parti
uliers les relations de 
o
y
les.Par la suite, on désignera un G-�bré prin
ipal par (E, π) ou par π : E → Xou bien tout simplement par E lorsque le 
ontexte est 
lair. Par ailleurs, on estparfois amené à pré
iser le groupe de stru
ture 
omme 
e
i : EG pour un G-�bréprin
ipal.Dé�nition 3.1.2. � Soient π : E → X et π′

: F → X
′ deux G-�brés prin
i-paux. Unmorphisme de G-�brés prin
ipaux entre E et F est un morphisme

ϕ : E → F qui 
ommute ave
 l'a
tion de G sur E et sur F :
∀ e ∈ E, ∀ g ∈ G, ϕ(e · g) = ϕ(e) · g.Lorsque les bases X et X ′ sont identiques et que π′ ◦ ϕ = π, ϕ est appeléisomorphisme de G-�brés prin
ipaux. Si, de plus, E = F , ϕ est appelé auto-morphisme de G-�bré prin
ipal.
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ipal, on note AutG(E) ou Aut(E) le groupe formé desautomorphismes de E.Dé�nition 3.1.3. � Soit π : E → X un G-�bré prin
ipal et Y une variétéquasi-proje
tive munie d'une G-a
tion à gau
he. On appelle �bré asso
ié à Yle �bré π : E(Y ) → X ave
 E(Y ) = E
G
× Y := (E × Y )/G où l'a
tion de G sur

E × Y est la suivante :
g · (e, y) = (e · g, g−1 · y)et π = E(Y ) → X asso
ie à (e, y) l'élément π(e).Soit E est un G-�bré prin
ipal. Chaque �bre de E(Y ) est isomorphe à Y .Lorsque Y est égal à G, muni de l'a
tion de 
onjugaison, le �bré asso
ié estappelé �bré adjoint Ad(E) :

Ad(E) := E
G
× G.Lorsque Y est un espa
e ve
toriel V muni d'une représentation de G, 
'est-à-dire d'un homomorphisme ρ : G→ GL(V ), on dé�nit le �bré asso
ié à E : E(V ).Chaque �bre de E(V ) étant isomorphe à V , E(V ) est bien un �bré ve
toriel derang égal à la dimension de V : les fon
tions de transitions de E(V ) sont lesfon
tions de transition {Ψβα} du �bré prin
ipal E. Il est à noter en parti
ulierque Ψβα(x) appartient à G pour tout x de Uα ∩ Uβ.En parti
ulier, lorsque G est un groupe de Lie, son algèbre de Lie, Lie(G), estun espa
e ve
toriel ; on note

ad(E) = E
G
× Lie(G)le �bré ve
toriel 
orrespondant, appelé aussi �bré adjoint ad(E).Exemple 3.1.4. � Nous donnons i
i la stru
ture de quelques �brés ve
torielsprovenant de G-�brés prin
ipaux où G est un groupe 
lassique (groupe algébriquea�ne) :� Se donner un GLr-�bré prin
ipal 
orrespond exa
tement à la donnée du�bré ve
toriel de rang r asso
ié (tous deux uniquement dé�nis, à isomor-phismes près, par leurs fon
tions de transition),� Soient H un sous-groupe de GLr et EH un H-�bré prin
ipal. Notons

EGLr
= E(GLr) le GLr-�bré prin
ipal asso
ié à EH et V = EGLr

(Cr) le�bré ve
toriel asso
ié à EGLr
. Alors EH(Cr) et V sont deux �brés ve
torielsisomorphes et les fon
tions de transitions de V sont des éléments du sous-groupe H ,� Un SLr-�bré prin
ipal 
orrespond à un �bré ve
toriel de rang r muni d'undéterminant trivial,
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ipaux 
orrespondent aux �brés ve
toriels V de rang rmuni d'une forme quadratique non-dégénérée q : V → OX (qui peut être vu
omme un isomorphisme de �brés ve
toriels V ∼→ V ∗).Dé�nition 3.1.5. � Soit π : E → X un G-�bré prin
ipal. Une se
tion de Eest un morphisme σ : X → E tel que π ◦ σ = idX .Un �bré prin
ipal peut ne pas admettre de se
tion.Remarque 3.1.6. � Soit π : E → X un G-�bré prin
ipal et Y une variétéquasi-proje
tive munie d'une G-a
tion à gau
he. Se donner une se
tion σ : X →
E(Y ) est équivalent à se donner un morphisme s : E → Y véri�ant s(e · g) =

g−1 · s(e) et σ(x) = (e, s(e)) pour tout x ∈ X et tout e ∈ E tel que π(e) = x.Démonstration. � Soit σ : X → E(Y ) véri�ant π ◦ σ = idX . Soit x ∈ X. Ona σ(x) = (e, y) = (e · g, g−1 · y) pour tout g ∈ G, e ∈ Ex. Posons s(e) = ytel que σ(x) = (e, y). Le morphisme s : E → Y est bien dé�ni 
ar si (e0, y0)est un représentant de σ(x) et e1 ∈ Ex alors il existe un et un seul g1 ∈ Gtel que e0 · g1 = e1 et σ(x) = (e0, y0) = (e0 · g1, g
−1
1 · y0) = (e1, g

−1
1 y0) et don


s(e1) = g−1
1 · y0. De plus, s véri�e bien la 
ondition s(e · g) = g−1 · s(e).Inversement, soit un morphisme s : E → Y véri�ant la 
ondition s(e · g) =

g−1 · s(e) pour tout g ∈ G et tout e ∈ E. On dé�nit σ : X → E(Y ) de la manièresuivante : soit e ∈ Ex, on pose σ(x) = (e, s(e)). Ce morphisme est bien dé�ni
ar si e1 et e2 appartiennent à une même �bre Ex, alors il existe g ∈ G tel que
e1 · g = e2 et (e2, s(e2)) = (e1 · g, s(e1 · g)) = (e1 · g, g−1 · s(e1)) = (e1, s(e1)).Dé�nition 3.1.7. � Soit ρ : H → G un homomorphisme de groupe et E un H-�bré prin
ipal. Le G-�bré prin
ipal asso
ié E(G) (où H agit G par multipli
ationà gau
he via ρ) est naturellement muni d'une stru
ture deG-�bré prin
ipal. CeG-�bré prin
ipal, noté ρ∗(E), est appelé une extension de groupe de stru
turedu H-�bré prin
ipal E.Dé�nition 3.1.8. � Soit ρ : H → G un homomorphisme de groupe et E un
H-�bré prin
ipal et F un G-�bré prin
ipal tels qu'il existe un isomorphisme de
G-�brés prin
ipaux Φ : E(G) → F . On dit alors que (E,Φ) est une rédu
tionde groupe de stru
ture du �bré F au groupe H .On omet parfois de stipuler l'isomorphisme Φ et on dit alors que E est obtenuà partir de F par rédu
tion de groupe de stru
ture et que E est une H-rédu
tionde F .
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tions (E1,Φ1) et (E2,Φ2) d'un G-�bré prin
ipal F sont diteséquivalentes s'il existe un isomorphisme de H-�brés prin
ipaux Ψ : E1 → E2 telque Φ2 ◦ Ψ ◦ Φ1 : F → F soit un automorphisme de G-�bré prin
ipal.Remarque 3.1.9. � Soit E un G-�bré prin
ipal et ρ : H → G un homomor-phisme de groupe inje
tif. Il y a une 
orrespondan
e entre les H-rédu
tions de
E et les se
tions de E(G/H).Démonstration. � Pour voir 
ette 
orrespondan
e, on identi�e E(G/H) et E/Hde la manière suivante. À (e, g) appartenant à E(G/H), on asso
ie e · g appar-tenant à E/H . Cette appli
ation est bien dé�nie 
ar tout autre représentant de
(e, g) est de la forme (e · g1, g

−1
1 g) où g1 ∈ G et que e · g1g

−1
1 g = e · g, et 
'est unisomorphisme.À une se
tion σ : X → E(G/H) ≃ E/H , on asso
ie le H-�bré prin
ipal Fsuivant :

F := σ∗E - E

X
?

σ- E/H ≃ E(G/H).
?Comme E → E/H est un H-�bré prin
ipal, le �bré F hérite de la même stru
-ture. Par ailleurs, F est une H-rédu
tion de E 
omme le montre l'isomorphismede G-�brés prin
ipaux suivant :

Ψ : F (G) → E

((x, e), g) 7→ e · g.Le morphisme Ψ est bien dé�ni puisque, pour tout h ∈ H , Ψ(((x, e) · h, h−1g)) =

e · hh−1g = e · g, et Ψ est bien G-équivariant puisque Ψ(((x, e), g)) · g1) =

Ψ(((x, e), gg1)) = e · gg1 = Ψ(((x, e), g)) · g1 don
 Ψ est bien un isomorphisme de
G-�brés prin
ipaux.Inversement, soit F une H-rédu
tion de E. Par dé�nition, il existe Ψ : F (G) →
E un G-isomorphisme de �brés prin
ipaux. On dé�nit la se
tion σ : X →
E(G/H) asso
iée à F de la manière suivante : soit x appartenant à X, on 
onsi-dère un élément f de la �bre Fx, puis l'élément (f, 1G) de F (G) ≃ E et on pose
σ(x) = [(f, 1G)]H (élément de E/H ≃ E(G/H)). Cette se
tion est bien dé�-nie 
ar deux éléments f1 et f2 d'une même �bre Fx sont reliés par un élément
h ∈ H véri�ant f1h = f2 et don
 (f2, 1G) = (f1h, 1G) = (f1, h) = (f1, 1G) · h, soit
[(f2, 1G)]H = [(f1, 1G)]H .



70 CHAPITRE 3. ÉTUDE DES G2-FIBRÉS PRINCIPAUXRemarque 3.1.10. � D'après les Remarques 3.1.6 et 3.1.9, se donner une H-rédu
tion de groupe de stru
ture d'un G-�bré prin
ipal E équivaut à se donnerun morphisme G-équivariant s : E → G/H satisfaisant la 
ondition s(e · g) =

g−1 · s(e).Si E est un G-�bré prin
ipal, les rédu
tions de groupe de stru
ture de Eà un sous-groupe H de G sont en bije
tion ave
 les se
tions au-dessus de labase X asso
iées au �bré E/H = E
G
× E/H . Deux se
tions 
orrespondent à desrédu
tions isomorphiques si et seulement si elles di�èrent d'un G-automorphismede E.Nous utiliserons 
ette remarque notamment dans le 
adre de l'étude de la(semi)-stabilité (notion mettant en s
ène des rédu
tions de groupe de stru
tureaux sous-groupes paraboliques maximaux d'un groupe de Lie).Exemple 3.1.11. � Se donner un G2-�bré prin
ipal sur une 
ourbe C est équi-valent à la donnée d'un �bré ve
toriel de rang 7 muni d'une forme trilinéairealternée non-dégénérée.En e�et, soit PG2 un G2-�bré prin
ipal et R := PG2(GL7) le GL7-�bré prin
ipalasso
ié. Par dé�nition, le �bré R admet une rédu
tion à G2, soit une se
tion

σ : C → GL7/G2. Considérons
C

σ→ GL7/G2 ։ GL7/(G2 × Z/3Z).Par le Lemme 1.2.15, G2 × Z/3Z est isomorphe à StabGL7(ω0). Ainsi,
GL7/(G2 × Z/3Z) ≃ GL7/StabGL7(ω0) ≃ OrbGL7(ω0).Par ailleurs, le Corollaire 2.2.16 a�rme que l'orbiteOrbGL7(ω0) de ω0 sous l'a
tionde GL7 est l'ensemble de toutes les formes trilinéaires alternées non-dégénérées.Ainsi, PG2 
orrespond bien à un �bré ve
toriel de rang 7 muni d'une formetrilinéaire alternée non-dégénérée.3.2. Notion de (semi)-stabilité pour les G-�brés prin
ipaux3.2.1.Notation 2. � Dans tout 
e qui suit, C désigne une 
ourbe algébrique proje
-tive, 
onnexe et lisse sur C.L'ensemble des 
lasses d'isomorphismes de �brés ve
toriels de rang et de de-gré �xés ne peut être paramétré par une variété algébrique. Il en est de mêmepour les G-�brés prin
ipaux au-dessus d'une 
ourbe. A�n de 
ontourner 
e pro-blème, la notion de (semi)-stabilité a été introduite. Con
ernant les �brés ve
-toriels, l'existen
e d'une �ltration de Harder-Narasimhan (faisant apparaître de
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essifs �brés ve
toriels quotients, semistables, de pente dé
roissante) permetde réduire l'étude des �brés ve
toriels à 
elle de �brés semistables. Par ailleurs,la 
atégorie des �brés ve
toriels semistables de pente donnée est une 
atégorieabélienne. Une autre �ltration souvent utilisée est la �ltration de Jordan-Hölderqui asso
ie à un �bré ve
toriel semistable une graduation de �brés quotientsstables de même pente. Comme dans le 
as de l'étude des �brés ve
toriels, lanotion de semistabilité pour les �brés prin
ipaux est 
ru
iale. Le problème de la
lassi�
ation des G-�brés prin
ipaux sur une 
ourbe a été traité dans la thèse deA. Ramanathan [Ram96℄.Dé�nition 3.2.1 (Semistabilité d'un G-�bré prin
ipal - Critère de Ra-manathan)Un G-�bré prin
ipal E au-dessus de la base C est dit semistable (respe
ti-vement stable) si pour tout sous-groupe P parabolique maximal de G et pourtoute rédu
tion de groupe de stru
ture σ : C → E/P , l'inégalité suivante estvéri�ée :
deg(σ∗TE/P ) > 0(respe
tivement deg(σ∗TE/P ) > 0) où TE/P est le �bré tangent le long des �bresde la proje
tion naturelle E/P → C, 
'est-à-dire que si l'on 
onsidère E → E/P
omme un P -�bré prin
ipal, TE/P est le �bré ve
toriel

TE/P := E(g/p) = (E × (g/p)) /Pau-dessus de E/P asso
ié à E 
onsidéré 
omme un P -�bré prin
ipal au-dessusde la base E/P , et où g et p sont les algèbres de Lie de G et de P et où P agitsur g/p par la représentation adjointe.Dé�nition 3.2.2. � Un G-�bré prin
ipal est dit stri
tement semistable s'ilest semistable mais non stable.Notation 3. � SoitG un groupe algébrique 
onnexe rédu
tif. La variété MC(G)désigne l'espa
e de modules des 
lasses d'équivalen
e de G-�brés prin
ipaux se-mistables sur C (à isomorphisme près) et Mst
C(G) l'espa
e de modules des G-�brésprin
ipaux stables sur C (à isomorphisme près).D'après la dé�nition de semistabilité et de stabilité au niveau des G-�brésprin
ipaux, il s'en suit qu'un GLr-�bré prin
ipal est semistable (resp. stable) si etseulement si le �bré ve
toriel de rang r asso
ié est semistable (resp. stable). C'est
e qui est énon
é par le Lemme 3.2.7. Avant de démontrer 
e lemme, rappelons ladé�nition de (semi)-stabilité au niveau des �brés ve
toriels (
ritère de Mumford).



72 CHAPITRE 3. ÉTUDE DES G2-FIBRÉS PRINCIPAUXDé�nition 3.2.3. � La pente d'un �bré ve
toriel V (ou d'un fais
eau 
ohé-rent) au-dessus d'une 
ourbe C est le nombre rationnel suivant :
µ(V ) =

deg(V )

rg(V )où deg V est le degré de V et rg(V ) est son rang.Dé�nition 3.2.4. � Un �bré ve
toriel V est dit semistable (resp. stable) sipour tout sous-fais
eau propre 
ohérent F de V , l'inégalité suivante est véri�ée :
µ(F ) 6 µ(V )(resp. µ(F ) < µ(V )).Cette dé�nition peut être réduite à l'énon
é équivalent suivant :Dé�nition 3.2.5 (Semistabilité d'un �bré ve
toriel - Critère de Mum-ford)Un �bré ve
toriel V est dit semistable (resp. stable) si pour tout sous-�bréve
toriel propre F de V , l'inégalité suivante est véri�ée :
µ(F ) 6 µ(V )(resp. µ(F ) < µ(V )).Soit V un �bré ve
toriel et Q un �bré quotient de V . Alors il existe F unsous-�bré de V tel que Q = V/F . Les degrés de 
es �brés véri�ant la relationadditive suivante : deg V = degF + degQ, on a la relation suivante :

µ(V )rg(V ) = µ(F )rg(F ) + µ(Q)rg(Q).Comme rg(V ) = rg(F )+rg(Q), si V est semistable, on a µ(Q) > µ(V ) et 
e pourtout �bré ve
toriel quotient Q de V . Ainsi, la dé�nition suivante est équivalenteà la Dé�nition 3.2.5.Dé�nition 3.2.6. � Un �bré ve
toriel V est dit semistable (resp. stable) sipour tout �bré ve
toriel quotient propre Q de V , l'inégalité suivante est véri�ée :
µ(Q) > µ(V )(resp. µ(Q) > µ(V )).Démonstration de l'équivalen
e des Dé�nitions 3.2.4 et 3.2.5Soit V un �bré ve
toriel. Tout sous-�bré ve
toriel de V est à fortiori un sous-fais
eau 
ohérent. Inversement, par saturation, tout sous-fais
eau F de V propreet 
ohérent, est in
lus dans un sous-�bré ve
toriel de V de même rang et de pentesupérieure ou égale à 
elle de F (voir 5.3 de [LP97℄).



3.2. NOTION DE (SEMI)-STABILITÉ POUR LES G-FIBRÉS PRINCIPAUX 73Lemme 3.2.7. � Les notions de semistabilité (resp. stabilité) sont équivalentespour un GLr-�bré prin
ipal et son �bré ve
toriel de rang r asso
ié.Démonstration. � Nous montrons i
i que les 
onditions de semistabilité d'un
GLr-�bré prin
ipal (
ritère de Ramanathan) et de son �bré ve
toriel asso
ié (
ri-tère de Mumford) sont équivalentes. Le 
as de la stabilité se traite en remplaçantles inégalités larges par des inégalités stri
tes.Les sous-groupes paraboliques maximaux du groupe GLr sont 
onjugués à l'undes (r − 1) sous-groupes suivants :
Pm :=

{
M =

(
A B

0 C

)
| M ∈ GLr et A ∈ GLm

} pour m ∈ {1, . . . , r − 1}.Il s'agit des stabilisateurs de m-plans, pour m variant de 1 à (r − 1).Considérons E un GLr-�bré prin
ipal de base C, V = E(Cr) le �bré ve
torielde rang r asso
ié et P = Pm un des sous-groupes paraboliques maximaux de GLr
ités 
i-dessous. Soit σ : C → E/P une rédu
tion de groupe de stru
ture de E à
P (notons EP le P -�bré prin
ipal 
orrespondant) et M le sous-�bré ve
toriel de
V asso
ié 
orrespondant à 
ette rédu
tion : M = EP

P
× Cr.Lemme 3.2.8. � On a l'isomorphisme suivant :

σ∗TE/P ≃M∗ ⊗ (V/M).Démonstration. � Par dé�nition, TE/P = E
P
× (g/p) où E → E/P est vu 
ommeun P -�bré prin
ipal au-dessus de la base E/P , où g = End(Cr) est l'algèbre deLie de G = GLr et où p (algèbre de Lie de P ) est 
onstituée des éléments de gqui stabilisent les m premiers ve
teurs de la base 
anonique.L'espa
e ve
toriel g/p est isomorphe à Hom(Cm,Cr/Cm) = (Cm)∗ ⊗ (Cr/Cm)don


TE/P = E
P
× (g/p),

TE/P = E
P
× [(Cm)∗ ⊗ (Cr/Cm)] ,

TE/P =

[
E

P
× (Cm)∗

]
⊗
[
E

P
× (Cr/Cm)

]
,don
 σ∗(TE/P ) = M∗ ⊗ V/M.Supposons que V soit un �bré ve
toriel semistable. Soit σ : C → E/P unerédu
tion de groupe de stru
ture de E à P où P est un sous-groupe paraboliquemaximal de GLr. Le sous-groupe P est le stabilisateur d'un sous-espa
e ve
toriel

Vm de Cr de dimension m, pour un 
ertain m appartenant à {1, . . . , r − 1} et
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orrespond au drapeau
0 ⊂ Vm ⊂ Cr.Notons F le �bré ve
toriel F := σ∗E(Vm) où E → E/P est 
onsidéré 
ommeun P -�bré prin
ipal. Ce �bré ve
toriel apparaît dans le diagramme 
ommutatifsuivant :

F = σ∗E(Vm) - E
P
× Vm = E(Vm)

C
?

σ - E/P.
?Le �bré F est un sous-�bré ve
toriel de rangm de V . D'après le lemme pré
édent,

σ∗TE/P et F ∗ ⊗ (V/F ) sont isomorphes don

deg(σ∗TE/P ) = deg(F ∗ ⊗ V/F ),

= deg(F ∗)rg(V/F ) + deg(V/F )rg(F ∗),

= −µ(F )rg(F )rg(V/F ) + µ(V/F )rg(V/F )rg(F ),

= [µ(V/F ) − µ(F )]rg(F )rg(V/F ). (43)Or, 
omme V est supposé semistable, on a µ(F ) 6 µ(V ) 6 µ(V/F ) ; d'où
deg(σ∗TE/P ) > 0.Ainsi, E est bien semistable en tant que �bré prin
ipal.Inversement, supposons que E soit un �bré prin
ipal semistable. Chaque sous-�bré ve
toriel F de V est de la forme F = σ∗E(Vm) où σ : C → E/P est unerédu
tion de groupe de stru
ture à un sous-groupe parabolique maximal P de

GLr, 
orrespondant au drapeau 0 ⊂ Vm ⊂ Cr où Vm est un sous-espa
e ve
torielde dimension m. Comme pré
édemment, σ∗TE/P et F ∗⊗V/F sont isomorphes et
deg(σ∗TE/P ) est positif ou nul puisque E est un �bré prin
ipal semistable. Ainsi,par le 
al
ul (43), on obtient

µ(F ) 6 µ(V ).Le �bré ve
toriel V est bien semistable.Les notions de semistabilité (et de stabilité) au niveau de G-�brés prin
ipauxétant parfois ramenée à l'étude de la semistabilité (et de la stabilité) de �brésve
toriels, énonçons la proposition suivante, utile lors de la 
ara
térisation demorphismes entre �brés ve
toriels semistables :
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toriels sur une 
ourbe al-gébrique C 
onnexe lisse proje
tive. Si Hom(V,W ) 6= 0, alors
µ(V ) 6 µ(W ).Si V et W sont deux �brés stables, de même pente, alors tout morphisme f :

V →W non nul est un isomorphisme.Démonstration. � Voir la Proposition 5.3.3 de [LP97℄.Corollaire 3.2.10. � Soit V un �bré ve
toriel stable sur une 
ourbe algébrique
C 
onnexe lisse proje
tive. Les seuls endomorphismes de V sont les homothéties.On dit alors que V est simple.Démonstration. � Voir le Corollaire 5.3.4 de [LP97℄.Énonçons en
ore un lemme relié à la (semi)-stabilité de �bré ve
toriel.Lemme 3.2.11. � Soient V un �bré ve
toriel (semi)-stable et L un �bré endroites. Alors V ⊗ L est (semi)-stable.Démonstration. � Supposons V semistable. La pente de V ⊗ L est égale à

µ(V ⊗ L) = rg(L) deg(V )+rg(V ) deg(L)
rg(V ⊗L)

,

= µ(V ) + deg(E).Soit W un sous-�bré ve
toriel de V ⊗ L. Le �bré ve
toriel W ⊗ L∗ est un sous�bré ve
toriel de V don
, par semistabilité de V ,
µ(W ⊗ L∗) = µ(W ) − deg(L) 6 µ(V ),soit µ(W ) 6 µ(V ) + deg(L) = µ(V ⊗ L).Ainsi, V ⊗ L est bien semistable. Le 
as de la stabilité est similaire, il su�t derempla
er les inégalités larges en inégalités stri
tes.3.2.2. Voi
i trois 
as où le Lemme 3.2.7 est véri�é, dans le 
as de la semistabilité,pour des sous-groupes du groupe GLr.� Soit E un SLr-�bré prin
ipal. Le SLr-�bré prin
ipal E est semistable(resp. stable) si et seulement si E(Cr) est un �bré ve
toriel semistable (resp.stable),� Soit G = Or, le groupe orthogonal d'ordre r, et E un Or-�bré prin
ipal.Le �bré prin
ipal E est alors appelé �bré prin
ipal orthogonal Le �bréve
toriel asso
ié E(Cr) est autodual, sa pente µ(E(Cr)) est don
 nulle. Ainsi,un Or-�bré prin
ipal E est semistable si et seulement si la pente de 
haquesous-�bré isotrope F de E(Cr) véri�e

µ(F ) 6 µ(E(Cr)) = 0



76 CHAPITRE 3. ÉTUDE DES G2-FIBRÉS PRINCIPAUX(voir Remarque 3.1 de [Ram96℄).En fait, il y a équivalen
e entre la semistabilité en tant que Or-�bré prin-
ipal et du �bré ve
toriel E(Cr) de rang r asso
ié ([Ram81℄),� Soit PG2 un G2-�bré prin
ipal et V = E(C7) le �bré ve
toriel asso
ié àla représentation irrédu
tible de dimension 7 de G2. Alors E est un G2-�bréprin
ipal semistable si et seulement si V est un �bré ve
toriel semistable.Cette équivalen
e fait l'objet de la Proposition 3.3.1 du � 3.3.2 
onsa
ré àl'étude des G2-�brés prin
ipaux.Dans le 
as où le groupe de Lie G est quel
onque, A. Ramanathan a prouvéqu'un G-�bré prin
ipal E est semistable si et seulement si son �bré adjoint
ad(E) = E

G
× g l'est (voir [Ram96℄). Cette dernière reformulation de la dé�ni-tion de semistabilité des �brés prin
ipaux en lien ave
 la notion de semistabilitéau niveau des �brés ve
toriels suggère de mettre en éviden
e l'existen
e d'espa
esde modules au niveau de �brés prin
ipaux à partir de 
elle d'espa
es de modulesde �brés ve
toriels. C'est 
e qui a été fait par A. Ramanathan au 
ours de sathèse ([Ram96℄).Toute la suite de 
e 
hapitre est 
onsa
rée l'étude de G-�brés prin
ipauxlorsque le groupe G est égal à G2.3.3. Étude de rédu
tions de G2-�brés prin
ipauxLes premiers énon
és de 
e paragraphe 
on
ernent les notions de semistabiltéet de stabilité d'un G2-�bré prin
ipal et de son SO7-�bré prin
ipal asso
ié. Nousmontrons qu'un G2-�bré prin
ipal est semistable si et seulement si son SO7-�bré prin
ipal asso
ié l'est aussi. Par 
ontre, lorsque'on s'intéresse à la notionde stabilité, une telle équivalen
e n'est plus valable. Cependant, nous verronsdans quels 
as l'équivalen
e pour la notion de stabilité est maintenue. Ensuite,nous nous intéressons à l'espa
e de modules MC(G2) des 
lasses d'équivalen
ede G2-�brés prin
ipaux semistables (à isomorphisme près) sur une 
ourbe Calgébrique lisse, proje
tive et 
onnexe. Pour 
ela, une étude minutieuse des G2-�brés prin
ipaux admettant une rédu
tion aux sous-groupes SL3 et SO4 (les deuxseuls sous-groupes de G2, 
onnexes, de rang maximal, maximaux pour l'ordredonné par l'in
lusion) y est menée.Un G2-�bré prin
ipal est entièrement déterminé par la donnée d'un �bré ve
to-riel de rang 7, de déterminant trivial, muni de la forme trilinéaire non-dégénérée

ω0 puisque (voir la 
ara
térisation des rédu
tions dans l'exemple 3.1.11).



3.3. ÉTUDE DE RÉDUCTIONS DE G2-FIBRÉS PRINCIPAUX 773.3.1. Étude de la (semi)-stabilité d'un G2-�bré prin
ipal et de son
SO7-�bré prin
ipal asso
ié. � Nous allons 
onsidérer i
i des G2-�brés prin-
ipaux et leurs �brés ve
toriels asso
iés à la représentation irrédu
tible de di-mension 7 de G2. Les �brés ve
toriels qui apparaissent i
i sont alors des �brésde rang 7, de déterminant trivial, munis d'une forme quadratique non-dégénérée(puisqueG2 est in
lus dans SO7) et d'une forme trilinéaire alternée non-dégénérée(G2 étant vu 
omme les éléments de déterminant 1 du stabilisateur d'une formetrilinéaire alternée non-dégénérée). On prendra par la suite G2 = Stab(ω0)∩SL7et ω0 sera la forme trilinéaire alternée non-dégénérée sur le �bré ve
toriel asso
iéà un G2-�bré prin
ipal.Proposition 3.3.1. � Soit PG2 un G2-�bré prin
ipal et V = PG2(C

7) le �bréve
toriel asso
ié à la représentation irrédu
tible de dimension 7 de G2. Alors,
PG2 est un G2-�bré prin
ipal semistable si et seulement si V est un �bré ve
torielsemistable.Démonstration. � Cette démonstration fait l'objet de l'arti
le [Sub99℄.D'après le Théorème 1.2.10, on 
onsidère G2 
omme un sous-groupe de SO7.Soit PG2 un G2-�bré prin
ipal et V = PG2(C

7) le �bré ve
toriel asso
ié. Legroupe G2 étant in
lus dans O7, le �bré ve
toriel V est autodual ; son degré estdon
 nul :
deg(V ) = 0. (44)Au paragraphe 1.4, il est établi que les deux sous-groupes paraboliques maxi-maux de G2 sont P1 = P̃1∩G2 et P2 = P̃2∩G2, où P̃1 et P̃2 sont les sous-groupesparaboliques maximaux de SO7, 
orrespondant aux stabilisateurs d'une droiteisotrope et d'un plan isotrope. Le sous-groupe P̃3 est le sous-groupe paraboliquemaximal de SO7, stabilisateur d'un 3-plan isotrope.Citons trois résultats démontrés dans [Sub99℄ : Soient V la représentationirrédu
tible de dimension 7 de V par le groupeG2. On note P(V) l'espa
e proje
tifdes droites ve
torielles de V, Λi(V) la i-ème puissan
e extérieure de V, Γ01 et Γ20les représentations respe
tivement adjointe et de plus haut poids 2ω1 du groupe

G2 (voir [FH91℄, � 22.3).Lemme 3.3.2. � Selon les notations pré
édentes, il vient :
G2/P1 = SO7/P̃1 ⊂ P(V), (45)
G2/P2 =

(
SO7/P̃2

)
∩ P(Γ01) ⊂ P(Λ2V), (46)

G2/P1 =
(
SO7/P̃3

)
∩ P(Γ20) ⊂ P(Λ3V). (47)



78 CHAPITRE 3. ÉTUDE DES G2-FIBRÉS PRINCIPAUXLemme 3.3.3. � Si V est un �bré ve
toriel sur une 
ourbe C algébrique, pro-je
tive, 
onnexe et lisse, alors l'ensemble des degrés des sous-�brés ve
toriels de
V est majoré.Démonstration. � D'après la démonstration du Lemme 5.4.1 de [LP97℄, il su�td'étudier le 
as C = P1. Soit V un �bré ve
toriel sur P1. D'après le Théorème deBirkho�-Grothendie
k (voir 4.4 de [Sab02℄), si le rang de V est r, il existe uneunique suite dé
roissante d'entiers relatifs (ai)i∈{1,...,r} telle que

V ≃ OP1(a1) ⊕ · · · ⊕ OP1(ar).Nous allons don
 en fait 
onsidérer uniquement le 
as
V = OP1(a1) ⊕ · · · ⊕ OP1(ar).Soit W un sous-�bré ve
toriel de V . Notons n le rang de W .Étudions le 
as où W est un �bré en droites. Notons

πj : W → OP1(aj)la proje
tion sur le j-ème fa
teur de V . Il existe un i tel que le morphisme
πi : W → OP1(ai) est non nul. D'après le Lemme 3.2.9, les �brés en droites Wet OP1(ai) étant semistables, la pente µ(W ) est inférieure ou égale à la pente
µ(OP1(ai)). Ainsi,

deg(W ) 6 deg(OP1(ai)) = ai 6 max
j

{aj}.Si le rang de W est n, alors n est majoré par le rang de V . Le déterminant
det(W ) = ΛnW de W est un sous-�bré en droites de ΛnV . Or,

ΛnV = Λn(OP1(a1) ⊕ · · · ⊕ OP1(ar)),

= OP1(b1) ⊕ · · · ⊕ OP1(bk))où 
haque OP1(bi) est de la forme
OP1(bi) = OP1(ai1) ⊗ · · · ⊗ OP1(ain).Ainsi, d'après l'étude des sous-�brés en droites qui vient d'être faite,
deg(W ) = deg(det(W )) 6 max

j
{bj}.Finalement, en notant M l'entier maximum obtenu 
omme produit de k élé-ments ai distin
ts, pour k variant de 1 à r, on a

deg(W ) 6 M.
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ipal PG2 implique 
elle du �bréve
toriel V . Raisonnons par l'absurde. Si PG2 est un G2-�bré prin
ipal semistablesur C tel que V ne soit pas semistable. D'après le Lemme 3.3.3, l'ensemble desdegrés des sous-�brés ve
toriel de V est majoré et don
 l'ensemble des pentes dessous-�brés ve
toriels propres de V l'est aussi. Considérons don
 W un sous-�bréve
toriel de V de pente maximale :
µ(W ) = µmax(V ) := max {µ(U) | U sous-�bré ve
toriel propre de V } .Ce sous-�bré ve
toriel est semistable par 
onstru
tion, vu que tout sous-�bréve
toriel propre de W est un sous-�bré ve
toriel propre de V . Par ailleurs, lapente de W est stri
tement positive puisque V , de pente nulle d'après (44) etnon semistable, possède un sous-�bré ve
toriel de pente stri
tement positive.Puisque G2 est un sous-groupe de SO7, le �bré ve
toriel V , asso
ié au G2-�bréprin
ipal PG2 , est muni d'une forme quadratique non dégénérée. Ce qui donneun isomorphisme entre V et son dual V ∗. Le morphisme

W →֒ V
∼→ V ∗ ։ W ∗est alors identiquement nul. En e�et, il s'agit d'un morphisme entre deux sous-�brés ve
toriels W et W ∗ semistables ave
 µ(W ) est stri
tement supérieure à

µ(W ∗) puisque µ(W ) est stri
tement positive et que les pentes µ(W ) et µ(W ∗)sont opposées. Ainsi, d'après la Proposition 3.2.9, 
e morphisme est nul. Ainsi,
W est 
ontenu dans le noyau du morphisme V →W ∗, don
 W est 
ontenu dans
W⊥, le sous-�bré orthogonal à W pour la forme quadratique sur V indiquée 
i-dessus. Ce
i montre que le sous-�bré W est isotrope et son rang ne peut don
être autre que 1, 2 ou 3.Nous allons voir qu'au
un de 
es trois 
as n'est possible, vu que l'existen
e d'untel sous-�bré ve
toriel entraînerait 
elle d'une Pi-rédu
tion de PG2 (Pi ∈ {P1, P2})en 
ontradi
tion ave
 la semistabilité du G2-�bré prin
ipal PG2.(1) Cas où le rang de W est 1.SiW est un sous-�bré en droites de V , il dé�nit alors une se
tion σ̃ : C → P(V ).Puisque W est isotrope et que P̃1 est le stabilisateur d'une droite isotrope, 
ettese
tion se fa
torise à travers PG2(SO7/P̃1) = PG2

G2×
(
SO7/P̃1

) :
PG2(SO7/P̃1) ⊂ - P(V )

C

6

σ̃

-



80 CHAPITRE 3. ÉTUDE DES G2-FIBRÉS PRINCIPAUXOr, d'après (45), SO7/P̃1 = G2/P1 ; d'où l'existen
e d'une se
tion
σ : C → PG2(G2/P1) = PG2/P1.Par ailleurs, il existe un entier stri
tement positif m tel que le �bré tangent

TPG2
/P1 soit égal à OP(V )(1)⊗m. Ainsi,

deg(σ∗TPG2
/P1

) = deg(σ̃∗OP(V )(1)⊗m) = m deg(W ∗) = −m deg(W ),don
 deg(σ∗TPG2
/P1

) est stri
tement négatif, 
e qui 
ontredirait le fait que PG2est un G2-�bré semistable.(2) Cas où le rang de W est 2.Dans 
e 
as, le �bré en droites det(W ) = Λ2W est un sous-�bré en droites de
Λ2V et dé�nit une se
tion de σ̃ : C → P(Λ2V ). La dé
omposition

Λ2V = V⊕ Γ01,indiquée en �22.3 de [FH91℄, induit la dé
omposition suivante :
Λ2V = Λ2PG2(V) = PG2(Λ

2V),

= PG2(V) ⊕ PG2(Γ01),

= V ⊕ PG2(Γ01)où PG2(Γ01) = PG2

G2× Γ01. Or,
µ(det(W )) = deg(W ) = rg(W )µ(W ) = 2µ(W ) > µ(W ) = µmax(V ),don
 l'image de det(W ) dans V ne peut être autre que le �bré ve
toriel nul.Ainsi, det(W ) est in
lus dans PG2(Γ01). En prenant en 
ompte le fait que West isotrope, la se
tion σ̃ se fa
torise �nalement de la manière suivante :

PG2(SO7/P̃2) ∩ PG2(Γ01) ⊂ - P(Λ2V )

C

6

σ̃

-

Or, d'après (46), (SO7/P̃2

)
∩ P(Γ01) = G2/P2 ; d'où l'existen
e d'une se
tion

σ : C → PG2(G2/P2) = PG2/P2.Par ailleurs, il existe un entier stri
tement positif m tel que le �bré tangent
TPG2

/P2
soit égal à OP(Λ2V )(1)⊗m. Ainsi

deg(σ∗TPG2
/P2

) = deg(σ∗OP(Λ2V )(1)⊗m) = m deg(W ∗) = −m deg(W ),soit deg(σ∗TPG2
/P2

) < 0,
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e qui 
ontredirait là-aussi le fait que PG2 est un G2-�bré semistable.(3) Cas où le rang de W est 3.Dans 
e 
as, le �bré en droites det(W ) = Λ3W est un sous-�bré de Λ3V etdé�nit une se
tion de σ̃ : C → P(Λ3V ). La dé
omposition
Λ3V = V⊕ Γ20 ⊕ 1,indiquée en �22.3 de [FH91℄, induit la dé
omposition suivante :

Λ3V = V ⊕ PG2(Γ20) ⊕OCoù PG2(Γ20) = PG2

G2× Γ20. Or,
µ(det(W )) = deg(W ) = µ(W )rg(W ) = 3µ(W ) > µ(W ) = µmax(V ),don
 le morphisme det(W ) → V est nul. Par ailleurs, la proje
tion du �bré endroite det(W ) dans OC est soit nulle soit égale à OC . Or,

µ(det(W )) > µ(OC) = 0don
 le morphisme det(W ) → OC est aussi nul.Ainsi, det(W ) est in
lus dans PG2(Γ20). En prenant en 
ompte le fait que West isotrope, la se
tion σ̃ se fa
torise �nalement de la manière suivante :
PG2(SO7/P̃3) ∩ PG2(Γ20) ⊂ - P(Λ3V )

C

6

σ̃

-

Or, d'après (46), (SO7/P̃3

)
∩ P(Γ20) = G2/P1 ; d'où l'existen
e d'une se
tion

σ : C → PG2(G2/P1) = PG2/P1.Par ailleurs, il existe un entier stri
tement positif m tel que le �bré tangent
TPG2

/P1 soit égal à OP(PG2
(Γ20))(1)⊗m. Ainsi,

deg(σ∗TPG2
/P1

) = deg(σ̃∗OP(PG2
(Γ20))(1)⊗m) = m deg(W ∗) = −m deg(W ),don
 deg(σ∗TPG2

/P1
) est stri
tement négatif, 
e qui 
ontredirait une fois en
orele fait que PG2 est un G2-�bré semistable.Ainsi, la semistabilité du G2-�bré prin
ipal PG2 implique 
elle du �bré ve
toriel

V .Inversement, supposons que V soit un �bré ve
toriel semistable. Soit une ré-du
tion E1 de PG2 au sous-groupe P1 de G2, 
orrespondant à la se
tion σ1 : C →
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PG2/P1. Le sous-�bré en droites L := E1(C

7) de V est un sous-�bré en droitesisotrope (puisque P1 est in
lus dans P̃1, stabilisateur d'une droite isotrope). Ilexiste un entier m stri
tement positif tel que
det(TPG2

/P1
) = OP(V )(1)⊗mdon


deg(σ∗
1TPG2

/P1
) = m deg(σ∗

1OP(V )(1)) = m deg(L∗),

= −m deg(L).Or, V étant semistable et de degré nul par (44), le degré de L est négatif ou nul.Ainsi,
deg(σ∗

1TPG2
/P1

) > 0.Considérons à présent une rédu
tion E2 de PG2 au sous-groupe P2 de G2, 
orres-pondant à la se
tion σ2 : C → PG2/P2. D'après (46),
PG2(G2/P2) ⊂ PG2(SO7/P̃2) ⊂ P(Λ2V)don
 le sous-�bré M := E2(C

7) de V est un sous-�bré isotrope, de rang 2 de V .De même que pré
édemment, il existe un entier m stri
tement positif tel que
det(TPG2

/P2) = OP(Λ2V )(1)⊗mdon

deg(σ∗

2TPG2
/P2) = m deg(σ∗

2OP(Λ2V )(1)) = m deg(M∗),

= −m deg(M).Le degré de M étant négatif ou nul,
deg(σ∗

2TPG2
/P2) > 0.Ainsi, toute rédu
tion de PG2 à un sous-groupe parabolique maximal Pi de G2asso
ié à la se
tion σ : C → PG2/Pi véri�e

deg(σ∗TPG2
/Pi

) > 0.Le G2-�bré prin
ipal PG2 est bien semistable. Par suite, si V est un �bré ve
torielsemistable, alors PG2 est à fortiori un G2-�bré prin
ipal semistable.Remarque 3.3.4. � La proposition pré
édente devient fausse si l'on rempla
e� semistable �par � stable �. En e�et, il existe des G2-�brés prin
ipaux stablestels que le �bré ve
toriel de rang 7 asso
ié ne soit pas stable, mais stri
tementsemistable.Par exemple, prenons F → C un SL3-�bré prin
ipal stable, PG2 = F (G2) le
G2-�bré prin
ipal asso
ié et V = PG2(C

7) le �bré ve
toriel asso
ié. Alors, on ala dé
omposition en somme dire
te
V = U ⊕ U∗ ⊕OC
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SL3× C3 est un sous-�bré ve
toriel de V et, d'après la Proposition3.3.15, PG2 est un G2-�bré prin
ipal stable. Or, le �bré ve
toriel V et ses sous-�brés ve
toriels U , U∗ et OC sont de degré (et don
 de pente) nul. Ainsi, le �bréve
toriel V n'est pas pas stable.Rappelons i
i le résultat de S. Ramanan 
on
ernant la semistabilité des �brésprin
ipaux orthogonaux :Proposition 3.3.5 ([Ram81℄). � Un �bré prin
ipal orthogonal est semistablesi et seulement si son �bré ve
toriel asso
ié est semistable. Il est stable si etseulement si son �bré ve
toriel est somme dire
te de �brés ve
toriels stables mu-tuellement non isomorphes.En utilisant l'in
lusion de G2 dans O7, nous pouvons asso
ié à un G2-�bréprin
ipal son O7-�bré prin
ipal 
orrespondant et les résultats pré
édemment 
i-tés 
on
ernant la semistabilité de G2-�brés prin
ipaux se regroupent dans laproposition suivante :Proposition 3.3.6. � Soit PG2 un G2-�bré prin
ipal. Les trois assertions sui-vantes sont équivalentes :(1) le G2-�bré prin
ipal PG2 est semistable,(2) le �bré prin
ipal orthogonal PG2(O7) asso
ié à PG2 est semistable,(3) le �bré ve
toriel PG2(C

7) asso
ié à PG2 est semistable.Lemme 3.3.7. � Soit PG2 un G2-�bré prin
ipal et V le �bré ve
toriel asso
ié.Si V est stable alors PG2 est stable.Démonstration. � Soit PG2 un G2-�bré prin
ipal et V son �bré ve
toriel asso
ié.Pour montrer que la stabilité de V induit 
elle de PG2, il su�t de reprendre lapreuve pré
édente ave
 des inégalités stri
tes. Les 
onditions, imposées par la sta-bilité du �bré ve
toriel V , sur le degré de tous les sous-�brés ve
toriels, impose,en parti
ulier, des 
onditions sur 
elui des sous-�brés ve
toriels isotropes (asso-
iés à des rédu
tions aux sous-groupes paraboliques maximaux de G2). Ainsi, lastabilité de V entraîne 
elle de PG2.La ré
iproque du lemme pré
édent n'est pas toujours véri�ée. La remarque3.3.4 montre qu'il existe des G2-�brés prin
ipaux stables tels que le SO7-�bréprin
ipal asso
ié ne soit pas stable. La proposition suivante montre que l'exemplede la Remarque 3.3.4 (exhibant un 
as où le G2-�bré prin
ipal admet une SL3-rédu
tion) est le seul 
as où le SO7-�bré prin
ipal asso
ié est stri
tement semis-table.



84 CHAPITRE 3. ÉTUDE DES G2-FIBRÉS PRINCIPAUXThéorème 3.3.8. � Soit PG2 un G2-�bré prin
ipal sur une 
ourbe C et RSO7 le
SO7-�bré prin
ipal 
orrespondant. Supposons que PG2 soit stable. Alors RSO7 estsemistable et s'il est stri
tement semistable alors PG2 admet une SL3-rédu
tion.Démonstration. � Soit PG2 un G2-�bré prin
ipal stable sur une 
ourbe C , RSO7le SO7-�bré prin
ipal 
orrespondant et V le �bré ve
toriel asso
ié. La semistabi-lité de RSO7 se déduit de la Proposition 3.3.1. Supposons que RSO7 soit stri
te-ment semistable, don
 que V ne soit pas stable (voir Proposition 3.3.5). Il existealors un sous-�bré ve
toriel S de V qui soit isotrope et de degré nul. Par isotro-pie, le rang de S est soit 1, soit 2, soit 3. On rappelle que l'on note P̃1, P̃2 et P̃3les sous-groupes paraboliques maximaux de SO7 et P1 et P2 
eux de G2.(1) Cas où le rang de S est 1 :Si S est un sous-�bré en droites de V , isotrope et degré nul, alors il 
orrespondà une se
tion σ :

σ : C → PG2(SO7/P̃1).Or, d'après l'équation (45) du Lemme 3.3.2,
SO7/P̃1 ≃ G2/P1don
 la se
tion σ est en fait

σ : C → PG2(G2/P1).Ainsi, S 
orrespond à une rédu
tion de PG2 au sous-groupe parabolique maximal
P1 et S est de degré nul ; 
e qui 
ontredit la stabilité de PG2 . Ainsi, un tel sous-�bré en droites de V (isotrope, de degré nul) ne peut exister.(2) Cas où le rang de S est 2 :Si S est de rang 2, son déterminant, det(S) = Λ2S, est in
lus dans Λ2V . Or, Λ2Vse dé
ompose de la manière suivante :

Λ2V = V ⊕ PG2(Γ01)(voir [FH91℄ �22.3). Notons pr la proje
tion de Λ2V dans V :
pr : Λ2V = V ⊕ PG2(Γ01) ։ V.Dé�nissons un morphismeG2-équivariant entre Λ2V et V . À deux se
tions lo
ales

x et y de V , on peut asso
ier à x ∧ y la se
tion de V ∗ suivante : ω0(x, y, ·) ∈ V ∗.Par l'isomorphisme entre V et V ∗, issu de la forme quadratique non dégénérée, onasso
ie à x ∈ V la forme linéaire B(x, ·) = −Re(x·) (où B est la forme bilinéaireasso
iée). Ainsi , à l'élément x∧y de Λ2V , on peut asso
ier l'élément ω0(x, y, ·) =

−Re[(xy)·] de V ∗ puis l'élément xy de V . Il s'agit i
i de la 
onstru
tion utiliséedans la preuve du Lemme 1.4.3. Par le lemme de S
hur, la proje
tion pr n'est
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ation pré
édente (à un 
oe�
ient près). À une se
tion lo
ale
x ∧ y de Λ2V , on asso
ie :

pr(x ∧ y) = xy.L'image du déterminant det(S) par proje
tion pr est soit nulle, soit de rang 1.Lorsque l'image de det(S) par la proje
tion pr est un �bré en droites alors 
e�bré est de degré 0. En e�et, si pr(det(S)) est un sous-�bré en droites de V alorsson degré est négatif ou nul 
ar V est un �bré ve
toriel semistable de degré 0 et
pr(det(S)), étant un quotient du �bré en droites det(S), lui aussi de degré 0, estde degré positif ou nul ; don
 si pr(det(S)) est un �bré en droites, il est de degrénul. (a) Si l'image de det(S) par proje
tion pr est nulle, alors det(S) est enfait 
ontenu dans PG2(Γ01). La se
tion σ : C → PG2(SO7/P̃2) ⊂ P(Λ2V ),dé�nissant le �bré ve
toriel S, se fa
torise don
 de la manière suivante :

σ : C → PG2(SO7/P̃2) ∩ P(PG2(Γ01)).Mais, d'après l'équation (46) du Lemme 3.3.2 :
G2/P2 =

(
SO7/P̃2

)
∩ P(Γ01),la se
tion σ est en fait :

σ : C → PG2(G2/P2).Ce
i dé�nirait une rédu
tion de PG2 au sous-groupe parabolique maximal P2de G2, de degré 0 ; 
e qui est impossible d'après la stabilité de PG2 .(b) Si l'image de det(S) par proje
tion pr est un �bré en droites de V dedegré 0, 
onsidérons l'ouvert
Ω = Griso(3,V)\Hoù V = V est l'espa
e ve
toriel des o
taves de Cayley imaginaires pures,

Griso(3,V) est la Grassmannienne isotrope paramétrisant les sous-espa
es iso-tropes de dimension 3 de V et H est l'hyperplan H = {[W] = [x ∧ y ∧ z] ∈
Griso(3,V) | ω0(x, y, z) = 0}. Cet ouvert avait été introduit lors du Lemme1.4.3, où il a été démontré que Ω est l'orbite de n'importe quel élément de Ωsous l'a
tion de G2. Cet ouvert de Griso(3,V) est de dimension 6.Lemme 3.3.9. � Il existe un ouvert Ω′ de Griso(2,V) tel que pour tout planisotrope [Π] appartenant à Ω′, il existe un 3-plan isotrope [W] ∈ Ω tel que
Π ⊂ W.



86 CHAPITRE 3. ÉTUDE DES G2-FIBRÉS PRINCIPAUXDémonstration. � Considérons la variété d'in
iden
e I in
lus dans l'espa
e
Griso(2,V) × Griso(3,V) telle que

I = {([Π], [W]) ∈ Griso(2,V) × Griso(3,V) | Π ⊂ W}.Notons pr1 et pr2 les proje
tions de I respe
tivement sur Griso(2,V) et sur
Griso(3,V). La variété I est de dimension 8 puisque Griso(2,V) est de dimension
7 et que 
haque �bre de pr1 est de dimension 1 (ou bien 
ar Griso(3,V) est dedimension 6 et que 
haque �bre de pr2 est de dimension 2). Notons ΩI =

pr−1
2 (Ω) l'image inverse de Ω par pr2. Cet ensemble ΩI est un ouvert de I, dedimension 8 et son image par pr1 est don
 de dimension 7, dans Griso(2,V)qui est aussi de dimension 7. Ainsi, pr1(ΩI) 
ontient un ouvert de Griso(2,V),dense dans Griso(2,V). En notant Ω′ 
et ouvert, il vient

∀ Π ∈ Ω′, ∃ W ∈ Ω tel que Π ⊂ W.Considérons un 3-plan parti
ulierW2,3,4 donné par des se
tions lo
ales y2, y3, y4 :
W2,3,4 = [y2 ∧ y3 ∧ y4]où les yi suivent les mêmes règles de 
al
uls que la multipli
ation indiquéeau tableau (83) de l'Annexe A). Comme ω0(y2, y3, y4) = −Re[(y2y3)y4] =

+
√

2 Re(y1y4) = −
√

2, don
 ω0(y2, y3, y4) est non nul, le 3-plan isotrope W2,3,4est bien un élément de Ω. Regardons l'image d'un 2-plan de W2,3,4 par laproje
tion pr :
Λ2W2,3,4 → V

y2 ∧ y3 7→ y2y3 = −
√

2y1,

y2 ∧ y4 7→ y2y4 =
√

2y6,

y3 ∧ y4 7→ y3y4 = −
√

2y5.Notons W1,5,6 le 3-plan engendré par y1, y5 et y6. Ce 3-plan est isotrope d'aprèsla matri
e de la forme quadratique dans la base B2, tableau (83) de l'AnnexeA. D'après les 
al
uls 
i-dessus, tout élément de x∧ y dé�nissant un 2-plan de
W2,3,4 s'envoie par la proje
tion pr sur un élément du 3-plan isotrope W1,5,6.L'image de x∧y, pour 〈x, y〉 dé�nissant un 2-plan de W2,3,4, est don
 à fortioriisotrope.De manière plus générale, pour tout 2-plan isotrope [Π] de l'ouvert Ω′ duLemme 3.3.9, il existe un 3-plan [W] de Ω 
ontenant Π. Or, Ω est (en par-ti
ulier) égal à l'orbite du 3-plan isotrope W2,3,4, don
 il existe un élément gappartenant à G2 tel que g · W2,3,4 = W. Le 2-plan Π est don
 l'image par
g d'un 2-plan de W2,3,4. Ainsi, il existe deux se
tions lo
ales x et y de W2,3,4



3.3. ÉTUDE DE RÉDUCTIONS DE G2-FIBRÉS PRINCIPAUX 87telles que [Π] = [g(x) ∧ g(y)]. L'image par la proje
tion pr de g(x) ∧ g(y) est
g(x)g(y) = g(xy) (puisque g est un automorphisme). Or, xy est une se
tionisotrope puisque xy = pr(x∧ y) appartient à W1,5,6. La se
tion g(xy) est aussiisotrope (
ar g préserve le produit s
alaire).De là, l'image pr(det(S)) par la proje
tion pr : Λ2V → V est un �bréen droites isotrope, de degré 0 pour tout sous-�bré ve
toriel S de V tel que
S = PG2(Π) où Π un 2-plan isotrope ave
 [Π] appartenant à l'ouvert Ω′ ettel que pr(det(S)) est non nulle. Ainsi, l'ouvert Ω′ de la Grassmannienne
Griso(2,V) est 
ontenant dans l'image inverse par pr de la quadrique du lieud'isotropie de V . Cette quadrique étant fermée, son image ré
iproque par prl'est aussi et 
ontient don
 l'adhéren
e de l'ouvert Ω′. Or, la Grassmannienne
Griso(2,V) est irrédu
tible don
 l'ouvert Ω′ est un ouvert dense dans Griso(2,V).En 
on
lusion, l'image pr(det(S)) par la proje
tion pr : Λ2V → V est un �bréen droites isotrope, de degré 0 pour tout sous-�bré ve
toriel S de V tel que
S = PG2(Π) où Π appartient Griso(2,V) et tel que pr(det(S)) est non nulle.Or, V ne possède au
un sous-�bré en droites isotrope de degré 0 d'aprèsl'étude du 
as (1). Don
 il ne peut y avoir de sous-�bré ve
toriel S de V ,isotrope, de rang 2, de degré 0 lorsque S = PG2(Π) ave
 [Π] appartient à
Griso(2,V), tel que pr(det(S)) 6= 0.(3) Cas où le rang de S est 3 :Si S est de rang 3, son déterminant, det(S) = Λ3S, est in
lus dans Λ3V . Or,d'après [FH91℄ �22.3,

Λ3V = OC ⊕ V ⊕ PG2(Γ20).Les deux proje
tions de Λ3V sur OC et sur V sont, par le Lemme de S
hur lessuivantes (à un 
oe�
ient de proportionnalité près) :
pr1 : Λ3V −→ OC

x ∧ y ∧ z 7→ ω0(x, y, z),et pr2 : Λ3V −→ V

x ∧ y ∧ z 7→ x ∧ y ∧ z ∧ ω∗
0

(48)où x, y et z sont des se
tions lo
ales de V , ω∗
0 est l'élément de Λ3V 
orrespondantà ω0 de Λ3V ∗ et x ∧ y ∧ z ∧ ω∗

0 appartient à Λ6V ≃ V ∗ ≃ V .(a) Si S est tel que pr1(det(S)) est non nul, alors le morphisme pr1|det(S)entre les deux �brés en droites de même pente, det(S) et OC , est en fait unisomorphisme :
det(S) ≃ OC .Ainsi, le sous-�bré ve
toriel S provient en fait d'une SL3-rédu
tion de PG2 .
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tion du morphisme pr1 à det(S) est identiquement nulle,
'est-à-dire si pour toutes se
tions lo
ales x, y et z telles que S = PG2(W) où
W = 〈x, y, z〉 est un 3-plan isotrope alors ω0(x, y, z) = 0 (soit W ∈ H), alors
det(S) est in
lus dans V ⊕PG2(Γ20). Dans 
e 
as-là, regardons la proje
tion de
det(S) sur V . Étudions le 
as parti
ulier où les se
tions lo
ales sont y1, y2 et
y3, véri�ant les même règles de 
al
uls que les ve
teurs de la base B1 (tableau(78) de l'Annexe A). On a bien

ω0(y1, y2, y3) = −Re[(y1y2)y3] = 0.De plus, d'après (34),
ω0 = φ1,2,3 + φ1,4,7 + φ1,5,6 + φ2,4,6 − φ2,5,7 + φ3,4,5 + φ3,6,7,don
 ω∗

0 = e1,2,3 + e1,4,7 + e1,5,6 + e2,4,6 − e2,5,7 + e3,4,5 + e3,6,7où (ei)i est la base B0 de V, issue du diagramme de Fano, (φi)i est sa baseduale et ei,j,k = ei ∧ ej ∧ ek. On a
y1 ∧ y2 ∧ y3

=
√

2
4

(e2 − ie5) ∧ (e1 − ie4) ∧ (e3 − ie6),

=
√

2
4

(e2,1,3 − ie2,1,6 − ie2,4,3 − e2,4,6 − ie5,1,3 − e5,1,6 − e5,4,3 + ie5,4,6).Ainsi,
pr2(y1 ∧ y2 ∧ y3)

= y1 ∧ y2 ∧ y3 ∧ ω∗
0,

=
√

2
4

(e2,1,3 − ie2,1,6 − ie2,4,3 − e2,4,6 − ie5,1,3 − e5,1,6 − e5,4,3 + ie5,4,6)

∧(e1,2,3 + e1,4,7 + e1,5,6 + e2,4,6 − e2,5,7 + e3,4,5 + e3,6,7),

=
√

2
4

(−ie2,1,6,3,4,5 − ie2,4,3,1,5,6 − ie5,1,3,2,4,6 + ie5,4,6,1,2,3,

= − i
√

2
4

(e1,2,3,4,5,6 + e1,2,3,4,5,6 − e1,2,3,4,5,6 − e1,2,3,4,5,6),

= 0.Dans 
e 
as parti
ulier, pr2(det(S)) = 0 et don
 le déterminant det(S) estin
lus dans PG2(Γ20).Montrons que, pour tout autre 3-plan isotrope W tel que [W] est in
lusdans H (
'est-à-dire tel que [W] = [x∧ y ∧ z] ave
 ω0(x, y, z) = 0), il existe unélément g de G2 tel que [W] = [g · y1 ∧ y2 ∧ y3]. Conformément aux notationspré
édentes, on notera par la suite
yi,j,k = yi ∧ yj ∧ yk.Soit la représentation de G2 suivante :
ρ : G2 → GL(Λ3V )

g 7→ g
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 g · yi,j,k = gyi ∧ gyj ∧ gyk et
ρy1,2,3 : G2 → GL(Λ3V )

g 7→ g · y1,2,3.Considérons le morphisme :
Φ : G2

ρy1,2,3−→ Λ3V −→ P(Λ3V)

g 7→ g · y1,2,3 7→ [g · y1,2,3].L'image de ρy1,2,3 est l'orbite OrbG2(y1,2,3) de y1,2,3 sous l'a
tion de G2. L'imagede Φ est l'orbite OrbG2([y1,2,3]) de [y1,2,3] sous l'a
tion de G2. Cette orbite est
ontenue dans l'hyperplan H puisque, pour tout g ∈ G2, on a
ω0(gy1, gy2, gy3) = g−1 · ω0(y1, y2, y3) = ω0(y1, y2, y3) = 0,
ar G2 est in
lus dans le stabilisateur de ω0 (Théorème 1.2.10).Nous allons montrer que l'orbite OrbG2([y1,2,3]) est égale à H . Pour 
ela,nous allons montrer que OrbG2([y1,2,3]) est à la fois un ouvert et un fermé de

H et que H est 
onnexe.La 
onnexité H se démontre 
omme suit. Étant donnée la suite exa
te
0 → OY (−1) → OY → OH → 0,où Y est l'espa
e homogène Y := Griso(3,V) = SO7/P̃3 et H est vu 
omme undiviseur sur Y , il vient la suite exa
te de 
ohomologie suivante :

H0(Y,OY (−1)) → H0(Y,OY ) → H0(Y,OH) → H1(Y,OY (−1)).Or, h0(Y,OY (−1)) est nulle et, par le théorème de Borel-Weil-Bott, la dimen-sion h1(Y,OY (−1)) est aussi nulle 
ar Y = Griso(3,V) est l'espa
e homogène
SO7/P̃3.Ainsi,H0(Y,OH) est isomorpheH0(Y,OY ), 
'est-à-dire à C. Comme h0(Y,OH)est le nombre de 
omposantes 
onnexes de H , on a bien : H 
onnexe.Montrons à présent que OrbG2([y1,2,3]) est un ouvert de H . L'appli
ationtangente deρ en l'identité à ρ est :

deρ : g2 → Ty1,2,3(OrbG2(y1,2,3))

X 7→ X · y1,2,3 = (Xy1) ∧ y2 ∧ y3 + y1 ∧ (Xy2) ∧ y3

+ y1 ∧ y2 ∧ (Xy3).Cette appli
ation linéaire est surje
tive et son image n'est autre que l'orbitede y1,2,3 sous l'a
tion de l'algèbre de Lie g2. Le 
al
ul des images X · y1,2,3 pourles 14 ve
teurs {A,B,X±1, . . . , X±6, } qui engendrent g2 (voir (9)) montre quel'orbite g2 ·y1,2,3 = {X ·y1,2,3 | X ∈ g2} est de dimension 6. En e�et, l'expression
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es A,B,X±1, . . . , X±6 dans la base B1 = (y1, . . . , y7) est la suivante :
A = E1,1 −E4,4 + E2,2 −E5,5,

X1 = E1,2 −E5,4 + i
√

2E3,7 − i
√

2E7,6,

X2 = E2,3 −E6,5,

X3 = E1,3 −E6,4 − i
√

2E2,7 + i
√

2E7,5,

X4 = E2,6 −E3,4 − i
√

2E1,7 + i
√

2E7,4,

X5 = E1,6 −E3,4,

X6 = E1,5 −E2,4,et
B = E1,1 − E4,4 + E3,3 − E6,6,

X−1 = E2,1 − E4,5 + i
√

2E6,7 − i
√

2E7,3,

X−2 = E3,2 − E5,6,

X−3 = E3,1 − E4,6 − i
√

2E5,7 + i
√

2E7,2,

X−4 = E5,3 − E6,2 + i
√

2E4,7 − i
√

2E7,1,

X−5 = E4,3 − E6,1,

X−6 = E4,2 − E5,1.Le 
al
ul de X · y1,2,3, pour les 14 ve
teurs pré
édents, est don
 le suivant :
A · y1,2,3 = 2y1,2,3 et B · y1,2,3 = 2y1,2,3,

X1 · y1,2,3 = 0, X−1 · y1,2,3 = y1,2,7,

X2 · y1,2,3 = 0, X−2 · y1,2,3 = 0,

X3 · y1,2,3 = 0, X−3 · y1,2,3 = −i
√

2y1,3,7,

X4 · y1,2,3 = 0, X−4 · y1,2,3 = −
√

2y2,3,7 + y1,3,6 + y1,2,5,

X5 · y1,2,3 = 0, X−5 · y1,2,3 = −y2,3,6 + y1,2,4,

X6 · y1,2,3 = 0, X−6 · y1,2,3 = −y2,3,6 − y1,3,4.

(49)
Ainsi, g2 · y1,2,3 est de dimension 6. L'espa
e tangent Ty1,2,3(OrbG2(y1,2,3)) estdon
 de dimension 6 et son image dans P(Λ3V) est de dimension 5. Or, l'hy-perplan H de la Griso(3,V) (qui est de dimension 6) est aussi de dimension 5.L'image du morphisme Φ est don
 in
luse dans H et est de même dimension.Par ailleurs,H est irrédu
tible. En e�et, le groupe de Pi
ard Pic(Griso(3,V))est isomorphe à Z et l'hyperplan H de Griso(3,V)) 
orrespond à 1 dans 
etisomorphisme. L'hyperplan H ne peut don
 pas être rédu
tible 
ar 1 n'est pasdivisible dans Z.Comme H est irrédu
tible et l'image du morphisme Φ, in
luse dans H , estde même dimension que H , l'image du morphisme Φ 
ontient don
 un ouvertde H . L'orbite OrbG2([y1,2,3]) est don
 dense dans H : 
'est la seule orbitedense.



3.3. ÉTUDE DE RÉDUCTIONS DE G2-FIBRÉS PRINCIPAUX 91En outre, l'image de Φ est un fermé de H . En e�et, l'image de Φ est l'or-bite OrbG2([y1,2,3]). Elle est isomorphe au quotient de G2 par le stabilisateur
StabG2([y1,2,3]). Si l'on montre que 
e stabilisateur est un sous-groupe para-bolique P de G2, l'orbite 
onsidérée sera don
 un espa
e homogène G2/P de
P(Λ3V), don
 un fermé de H . Étudions don
 le stabilisateur StabG2([y1,2,3]).D'après (49), X1, . . . , X6 sont in
lus dans le noyau de l'appli
ation tangente
deρ. Don
, le sous-groupe deG2 engendré par exp(X1), . . . , exp(X6) est 
ontenudans le stabilisateur de y1,2,3, et, à fortiori, dans le stabilisateur de [y1,2,3]. Parailleurs, 
omme deρ(A)(y1,2,3) = 2y1,2,3, il vient :

ρ(exp(A))y1,2,3 = exp(deρ)(A)y1,2,3,

= e2y1,2,3,et ρ(exp(B))y1,2,3 = e2y1,2,3,don
 Φ(exp(A)) = Φ(exp(B)) = [y1,2,3].Ainsi, exp(A) et exp(B) appartiennent aussi au stabilisateur de [y1,2,3]. Fi-nalement, le sous-groupe engendré par exp(A), exp(B), exp(X1), . . . , exp(X6)est in
lus dans StabG2([y1,2,3]). Ce stabilisateur est don
 un sous-groupe pa-rabolique de G2 puisqu'il 
ontient un sous-groupe de Borel(1). De là, l'orbite
OrbG2([y1,2,3]) = G2/StabG2([y1,2,3]) est une variété proje
tive algébrique. Ils'agit don
 d'un fermé de H .Ainsi, l'orbite OrbG2([y1,2,3]) est un fermé de H 
ontenant un ouvert de H .L'adhéren
e de OrbG2([y1,2,3]) est don
 égale à OrbG2([y1,2,3]) et à H . Ainsi,l'orbite OrbG2([y1,2,3]) est égale à H . Tout élément [x ∧ y ∧ z] de H , il existeun élément g de G2 tel que [x ∧ y ∧ z] = [g · y1,2,3].Considérons un sous-�bré S de V de rang 3, isotrope tel que pr1(S) = 0,
'est-à-dire tel que S = PG2(W) où W = 〈x, y, z〉 et où x, y et z sont desse
tions lo
ales véri�ant ω0(x, y, z) = 0, 
'est-à-direW appartient àH . D'après
e qui pré
ède, il existe g appartenant à G2 tel que [x∧y∧z] = [g ·y1,2,3], don
il existe λ ∈ C∗ tel que x ∧ y ∧ z = λ g · y1,2,3. L'image de S par la proje
tion

(1)Le stabilisateur de [y1,2,3] est le sous-groupe parabolique maximal P1 asso
ié à la sous-algèbreparabolique maximale p1 engendré par{A, B, X1, . . . , X6, X−2} (voir (11))
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pr2 est lo
alement donnée par

pr2(S) = x ∧ y ∧ z ∧ ω∗
0,

= λ g · y1,2,3 ∧ ω∗
0,

= λ g · (y1,2,3 ∧ g−1 · ω∗
0),

= λ g · (y1,2,3 ∧ (g−1 · ω0)
∗),

= λ g · (y1,2,3 ∧ ω∗
0) 
ar g préserve ω0,

= λ g · 0,
pr2(S) = 0Ainsi, pour tout sous-�bré S de V , de rang 3, isotrope, de degré 0, tel quel'image de det(S) par la proje
tion pr1 est nulle, véri�e :

det(S) →֒ PG2(Γ20).Ainsi, la se
tion σ asso
iée à un tel �bré S se fa
torise de la manière suivante :
σ : C → PG2(SO7/P̃3) ∩ P(PG2(Γ20)).Or, de par l'équation (47) du Lemme 3.3.2, on a

G2/P1 =
(
SO7/P̃3

)
∩ P(Γ20).D'où l'é
riture de la se
tion σ sous la forme :

σ : C → PG2(G2/P1).Il s'agit don
 d'une se
tion asso
iée à un rédu
tion au sous-groupe parabo-lique P1 de G2. La stabilité de PG2 en temps que G2-�bré prin
ipal s'oppose àl'existen
e d'un tel sous-�bré S de degré 0.Ainsi, la seule possibilité pour que le �bré ve
toriel V , asso
ié au G2-�bréprin
ipal PG2 , admette un sous-�bré ve
toriel S isotrope, de degré 0 est que PG2admette une SL3-rédu
tion.En utilisant la notion de � stabilité régulière �, nous allons pouvoir donner un
as où la stabilité d'un G2-�bré prin
ipal entraîne 
elle du SO7-�bré asso
ié.Dé�nition 3.3.10. � Un G-�bré prin
ipal E est dit régulièrement stablelorsque E est stable et que
AutG(E) ≃ Z(G)où AutG(E) est le groupe des automorphismes du G-�bré prin
ipal E et Z(G)désigne le 
entre de G.Remarque 3.3.11. � Le 
entre Z(G) d'un groupe G est toujours in
lus dansles automorphismes d'un G-�bré prin
ipal E : à un élément g0 du 
entre Z(G),
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ie la multipli
ation à droite par g0 qui est un automorphisme de E (lefait que g0 soit un élément du 
entre de G garantie la G-équivarian
e exigée).Mais il se peut qu'il existe d'autres automorphismes ne provenant pas de lamultipli
ation par un élément du 
entre.Un G-�bré prin
ipal est régulièrement stable lorsque que son groupe d'auto-morphismes est le plus petit possible.Théorème 3.3.12 (Corollaire du Théorème 3.3.8). � Soit PG2 un G2-�bréprin
ipal et RSO7 le SO7-�bré prin
ipal 
orrespondant. Si PG2 est régulièrementstable alors RSO7 est stable.Démonstration. � Si PG2 est un G2-�bré prin
ipal régulièrement stable alors ilest stable et son groupe d'automorphismes est trivial. D'après le Théorème 3.3.8,la seule manière pour que le SO7-�bré prin
ipal RSO7 ne soit pas stable est que
PG2 admette une SL3-rédu
tion. Or, si PG2 est stable et si PG2 = E(G2) où Eest un SL3-�bré prin
ipal alors E est stable (voir plus loin la Proposition 3.3.15)et le groupe d'automorphismes de PG2 ne serait pas trivial, d'après le Lemme3.3.16. Ainsi, si PG2 est régulièrement stable alors RSO7 est stable.La proposition suivante donne une nouvelle 
ara
téristique du lieuH 
onstituédes 3-plans isotropes de l'espa
e des o
taves imaginaires pures engendré par troisve
teurs x, y et z tels que ω0(x, y, z) = 0.Théorème 3.3.13. � L'hyperplan H de la Grassmannienne Griso(3,V), 
onsti-tué des 3-plans isotropes [x ∧ y ∧ z] tels que ω0(x, y, z) = 0, est 
ontenu dans lelieu d'asso
iativité de o
taves de Cayley :si [x ∧ y ∧ z] ∈ H alors (xy)z = x(yz).Démonstration. � D'après la démonstration de Théorème 3.3.8, l'hyperplan Hest 
ontenu dans le noyau du morphisme pr2 : Λ3V → V dé
rit en (48), où V estl'espa
e ve
toriel 
onstitué des o
taves de Cayley imaginaires pures. Or, par lelemme de S
hur, le morphisme pr2 : Λ3V → V est, à un 
oe�
ient près, égal aumorphisme G2-équivariant δ : Λ3V → V suivant(2) : pour a∧ b∧ c appartenant à
Λ3V

δ(a ∧ b ∧ c) := [a, b, c] = (ab)c− a(bc).Le morphisme δ est bien dé�ni puisque si ei, ej et ek sont trois éléments de labase B0 des o
taves de Cayley alors δ(ei ∧ ej ∧ ek) = −δ(ej ∧ ei ∧ ek) et il est de
(2)On peut véri�er que

pr2(y1 ∧ y2 ∧ y3) = 0,et δ(y1 ∧ y2 ∧ y3) = (y1y2)y3 − y1(y2y3) = 0 +
√

2y1y1 = 0



94 CHAPITRE 3. ÉTUDE DES G2-FIBRÉS PRINCIPAUXmême des autres permutations des trois éléments ei, ej, ek en faisant apparaîtrela signature de la permutation(3). L'algèbre de o
taves de Cayley est ainsi ditealternative (voir [Ada96℄).Le morphisme δ, parfois appelé asso
iateur, mesure le défaut d'asso
iativitéentre trois éléments de V. D'après la démonstration du Théorème 3.3.8, H estin
lus dans le noyau de la proje
tion pr2, don
 est in
lus dans le noyau du mor-phisme δ. Ainsi, pour x, y, z appartenant à V,si [x ∧ y ∧ z] ∈ H alors δ(x, y, z) = 0,i.e. si [x ∧ y ∧ z] ∈ H alors (xy)z = x(yz).3.3.2. Étude des G2-�brés prin
ipaux admettant une rédu
tion. �D'après la Proposition 3.3.1, si PG2 est un G2-�bré prin
ipal et V = PG2(C
7) son�bré ve
toriel asso
ié, alors PG2 est semistable si et seulement si V est semistable.A�n d'étudier le lieu stable des espa
es de modules des G2-�brés prin
ipaux,établissons quelques propriétés, 
on
ernant notamment les G2-�brés prin
ipauxadmettant une rédu
tion à un des sous-groupes de G2 
onnexes, de rang maximal,maximaux pour l'ordre donné par l'in
lusion : SL3 ou SO4 (voir paragraphe 1.5).3.3.2.1. Étude de G2-�brés prin
ipaux admettant une SL3-rédu
tion. � Cettese
tion est 
onsa
ré aux G2-�brés prin
ipaux admettant une rédu
tion au groupesimplement 
onnexe SL3.Lemme 3.3.14. � Soient E un SL3-�bré prin
ipal sur une 
ourbe C, PG2 =

E(G2) = E
SL3× G2 le G2-�bré prin
ipal asso
ié à E et W = E(C3) le �bréve
toriel de rang 3 asso
ié à E et V = PG2(C

7) le �bré ve
toriel de rang 7et
y1 ∧ y2 ∧ y4 =

√
2

2
(e2,4,5 − ie1,2,5) Λ3V,

pr2(y1 ∧ y2 ∧ y4) ≃
√

2
2

(e2,3,4,5,6,7 + ie1,2,3,5,6,7) ∈ Λ6V,don
 pr2(y1 ∧ y2 ∧ y4) ≃
√

2
2

(e∗1 − ie∗4) = y∗
2 ∈ V∗,

≃ y2 ∈ V,et δ(y1 ∧ y2 ∧ y4) = (y1y2)y4 − y1(y2y4) = 0 − 2y2 = −2y2,don
 δ(y1 ∧ y2 ∧ y4) = −2 pr2(y1 ∧ y2 ∧ y4),et
y1 ∧ y2 ∧ y5 =

√
2

2
(e1,4,5 − ie1,2,4) Λ3V,

pr2(y1 ∧ y2 ∧ y4) ≃
√

2
2

(e1,3,4,5,6,7 + ie1,2,3,4,6,7) ∈ Λ6V,don
 pr2(y1 ∧ y2 ∧ y4) ≃ −
√

2
2

(e∗2 − ie∗5) = −y∗
1 ∈ V∗,

≃ −y1 ∈ V,et δ(y1 ∧ y2 ∧ y5) = (y1y2)y5 − y1(y2y5) = 0 − y1(−1 + iy7) = 2y1,don
 δ(y1 ∧ y2 ∧ y5) = −2 pr2(y1 ∧ y2 ∧ y5).Le 
oe�
ient de proportionnalité entre pr2 et δ est don
 égale à (−2).
(3)Voir 1.1.9 de [Yok09℄
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ié à PG2. Alors
V = W ⊕W ∗ ⊕OC . (50)Démonstration. � Sous l'a
tion de SL3, C7 se dé
ompose don
 de la manièresuivante en 
omposantes irrédu
tibles :
C7 = W ⊕W∗ ⊕ Coù W (et W∗) est un sous-espa
e ve
toriel isotrope de dimension 3 (voir des
rip-tion de W dans l'équation (16)). Ainsi, ave
 les notations de l'énon
é, le �bréve
toriel V = PG2

G2× C7 = E
SL3× C7 est

V = E
SL3× (W ⊕W∗ ⊕ C)

V = (E
SL3× W) ⊕ (E

SL3× W∗) ⊕ (E
SL3× C)

V = W ⊕W ∗ ⊕OC ,où W = E(W) = E
SL3× W est un sous-�bré ve
toriel de V , isotrope de rang 3.Il se peut qu'une SL3-rédu
tion d'un G2-�bré prin
ipal soit donnée par unsous-�bré ve
toriel W ′ de V de rang 3, de déterminant trivial, où V est le �bréve
toriel asso
ié au G2-�bré prin
ipal en question. Expli
itons 
omment obtenirune dé
omposition de V 
omme 
elle 
i-dessus lorsque W ′ appartient à l'espa
e

Ω dé�ni en au Lemme 1.4.3, 
'est-à-dire W ′ isotrope et tel que ω0|Λ3W est unisomorphisme. Il su�t de reprendre 
e qui a été fait dans la preuve du Lemme1.4.3 : on 
onsidère W ′ puis Λ2W ′ qui s'avère être isomorphe à (W ′)∗ via unmorphisme dé�ni à partir de ω0 (isomorphisme noté L1 au Lemme 1.4.3). Cesdeux espa
es sont alors en somme dire
te et la forme quadratique sur W ′⊕(W ′)∗est non-dégénérée. En faisant apparaître le �bré en droites orthogonal de W ′ ⊕
(W ′)∗, on obtient la dé
omposition :

V = W ′ ⊕ (W ′)∗
⊥
⊕ OC .Proposition 3.3.15. � Soient E un SL3-�bré prin
ipal et PG2 = E(G2) le G2-�bré prin
ipal asso
ié à E. Alors E est stable si et seulement si PG2 est stable.Démonstration. � Considérons E un SL3-�bré prin
ipal au-dessus de la 
ourbe

C, PG2 = E(G2) le G2-�bré prin
ipal 
orrespondant et V = PG2(C
7) = PG2

G2×
C7 = E

SL3× C7 le �bré ve
toriel asso
ié à PG2 .



96 CHAPITRE 3. ÉTUDE DES G2-FIBRÉS PRINCIPAUXLe groupe SL3 est vu i
i 
omme un sous-groupe de G2, lui-même in
lus dans
SO7 de la manière suivante :

SL3 −→ SO7

A 7→




A 0 0

0 tA−1 0

0 0 1


 .D'après le Lemme 3.3.14, le �bré ve
toriel V = PG2(C

7) est de la forme
V = W ⊕W ∗ ⊕OCoù W = E

SL3× W est un sous-�bré ve
toriel de V , isotrope de rang 3.Les sous-groupes paraboliques maximaux du groupe G2 (P1 et P2) et 
eux de
SO7 (P̃1, P̃2 et P̃3) sont dé
rits au paragraphe 1.4.Supposons que E soit stable. D'après le paragraphe 3.2.2, le �bré ve
toriel West aussi stable. Raisonnons par l'absurde : si PG2 n'était pas stable, il posséderaitune rédu
tion σ : C → PG2/P à un sous-groupe parabolique maximal P de G2telle que le degré de σ∗TPG2

/P serait négatif ou nul.Supposons qu'une telle rédu
tion existe pour le sous-groupe P = P1. D'aprèsl'équation (45),
G2/P1 = SO7/P̃1.Ainsi

σ : C −→ PG2/P1 = PG2(G2/P1) = PG2(SO7/P̃1).De par la démonstration de la Proposition 3.3.1, 
ette rédu
tion 
orrespond àun �bré en droites isotrope L de V = W ⊕W ∗ ⊕ OC et il existe un entier mstri
tement positif tel que
deg(σ∗TPG2

/P1
) = m deg(L∗).La 
ondition � deg(σ∗TPG2

/P1
) > 0 � équivaut à la 
ondition � deg(L) 6 0 �.Considérons les trois proje
tions suivantes :

pr1 := L →֒W ⊕W ∗ ⊕OC →W,

pr2 := L →֒W ⊕W ∗ ⊕OC →W ∗,

pr3 := L →֒W ⊕W ∗ ⊕OC → OC .L'un de 
es trois morphismes n'est pas identiquement nul. Or, pr1 : L → West un morphisme entre deux �brés ve
toriels stables : L et W (L est stable
ar 
'est un �bré en droites). Or, la pente de W est nulle 
ar son degré estnul. En e�et, W est le �bré ve
toriel asso
ié au SL3-�bré E. Si pr1 n'est pasidentiquement nul, on devrait avoir µ(L) inférieure ou égale à µ(W ) d'aprèsla Proposition 3.2.9. Ainsi, on devrait avoir deg(L) négatif ou nul. Ainsi, la



3.3. ÉTUDE DE RÉDUCTIONS DE G2-FIBRÉS PRINCIPAUX 97seule solution possible est d'avoir deg(L) = 0. Mais alors, le morphisme pr1serait un morphisme entre deux �brés ve
toriels stables de même pente, don
un isomorphisme d'après la Proposition 3.2.9. Or, les rangs de L et de W étantdi�érents, on ne peut avoir un tel isomorphisme. Il en va de même pour le 
asoù pr2 est non identiquement nul, puisque µ(W ∗) = −µ(W ) = 0. En�n, si l'onsuppose que pr3 est non identiquement nul, vu que µ(OC) = 0, on aboutit aufait que pr3 : L → OC serait un isomorphisme. Or, le �bré en droites L estisotrope alors que OC est muni d'une forme quadratique non dégénérée, 
e qui
ontredit l'existen
e de 
et isomorphisme. Le G2-�bré prin
ipal PG2 ne peut don
pas posséder de rédu
tion au groupe P1.Supposons maintenant que la rédu
tion de PG2 ave
 deg(σ∗TPG2
/P ) négatif ounul 
on
erne une rédu
tion au sous-groupe parabolique maximal P2 de G2. Cettefois-
i, il n'y a pas d'isomorphisme entre G2/P2 et SO7/P̃2 mais seulement unein
lusion (voir équation (46)). Considérons le sous-�bré ve
toriel isotrope de V ,de rang 2, noté M , dé�nit par σ :

PG2(G2/P2) - PG2(SO7/P̃2)

C

σ

6 -

Comme pré
édemment, le degré de σ∗TPG2
/P2 étant égal à m deg(W ∗) où m estun entier stri
tement positif. On suppose don
 i
i que le degré deM est positif ounul (don
 µ(M) > 0). Ce sous-�bré M est un �bré ve
toriel stable. En e�et, toutsous-�bré propre L de M est un �bré en droites isotrope, 
orrespondant don
à une P̃1-rédu
tion du SO7-�bré asso
ié à PG2 , don
 
orrespondant à une P1-rédu
tion de PG2 
ar G2/P1 = SO7/P̃1. Don
, d'après le paragraphe pré
édent,le degré de L est stri
tement négatif. En 
onsidérant les trois proje
tions :

pr1 := M →֒ W ⊕W ∗ ⊕OC → W,

pr2 := M →֒ W ⊕W ∗ ⊕OC → W ∗,

pr3 := M →֒ W ⊕W ∗ ⊕OC → OCdont l'une (au moins), notée pri, ne doit pas être identiquement nulle, on obtientque µ(M) doit être négative ou nulle vu que µ(W ) = µ(W ∗) = µ(OC) = 0.Ainsi, la pente de M est nulle. Le morphisme non nul pri entre deux �brésstables de même pente devrait être un isomorphisme. Or, 
omme le rang de Mest 2 et que 
eux de W,W ∗ et OC sont respe
tivement égaux à 3, 3 et 1. Au
unedes trois proje
tions pré
édentes ne peut être un isomorphisme, 
e qui 
ontreditl'hypothèse. Le G2-�bré prin
ipal PG2 ne peut don
 pas posséder de rédu
tion au
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on
lusion, si E est un SL3-�bré stable alors PG2 = E(G2) l'estaussi.Inversement, supposons que PG2 = E(G2) soit stable. Les sous-groupes para-boliques maximaux de SL3 sont
Q1 =








∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0 ∗





 ∩ SL3 et Q2 =








∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗





 ∩ SL3.Ces sous-groupes sont naturellement in
lus dans les sous-groupes paraboliquesmaximaux de G2 :

Q1 ⊂ P1 et Q2 ⊂ P2.Supposons qu'il existe σ : C → E/Qi = E
SL3× (SL3/Qi) une rédu
tion de E à unsous-groupe parabolique maximal Qi pour i ∈ {1, 2} telle que deg σ∗TE/Qi

soitnégatif ou nul. Considérons la Pi-rédu
tion de PG2 dé�nie par σ̃ : C → PG2/Piave

σ̃ : C

σ−→ E
SL3× (SL3/Qi) −→ E

SL3× (G2/Pi) ≃ PG2(G2/Pi).Alors, il existe deux entiers m et m̃ stri
tement positifs tel que
deg σ∗TE/Qi

= mO(1)|P(ΛiV ),

deg σ̃∗TPG2
/Pi

= m̃O(1)|P(ΛiV ),Ainsi, si le degré deg σ∗TE/Qi
est négatif ou nul, alors le degré deg σ̃∗TPG2

/Pil'est aussi. Ce qui dé�nirait une Pi-rédu
tion de PG2 
ontredisant l'hypothèse destabilité du G2-�bré prin
ipal PG2. Ainsi, si PG2 est un G2-�bré prin
ipal stablealors E est un SL3-�bré prin
ipal stable.Expli
itons les groupes d'automorphismes de G2-�brés prin
ipaux admettantune SL3-rédu
tion stable.Lemme 3.3.16. � Soit E est un SL3-�bré prin
ipal stable sur une 
ourbe C.Son groupe d'automorphismes AutSL3(E) est isomorphe à Z/3Z.Soit P le G2-�bré prin
ipal asso
ié à E :
P = E(G2).Si le �bré ve
toriel W = E(C3) asso
ié à E n'est pas autodual, 
'est-à-dire si Wn'est pas isomorphe à son dual W ∗, alors le groupe d'automorphismes AutG2(P )est isomorphe à Z/3Z :

AutG2(P ) ≃ Z/3Z.Si le �bré ve
toriel W est autodual, alors
AutG2(P ) = Σ3



3.3. ÉTUDE DE RÉDUCTIONS DE G2-FIBRÉS PRINCIPAUX 99où Σ3 désigne le groupe symétrique d'ordre 3.Démonstration. � Soit E un SL3-�bré prin
ipal stable sur une 
ourbe C et
P = E(G2) le G2-�bré prin
ipal asso
ié. Notons W = E(C3) le �bré ve
toriel derang 3 asso
ié à E et V = P (C7) = W ⊕W ∗ ⊕ OC le �bré ve
toriel de rang 7asso
ié à P . Par le paragraphe 3.2.2, W est stable.Soit ϕ : E → E un automorphisme de E et ϕ̃ : W → W l'isomorphismede �bré ve
toriel 
orrespondant. D'après le Corollaire 3.2.10, W étant stable, ϕ̃est une homothétie. Notons λ le rapport de 
ette homothétie. Le déterminant
det(ϕ̃) est trivial puisque ϕ est une automorphisme du SL3-�bré prin
ipal E, 
equi impose �nalement que λ3 = 1. Inversement, toute homothétie dont le 
ubedu rapport égal à 1 est bien un SL3-automorphisme de E. D'où

AutSL3(E) ≃ Z/3Z.Considérons maintenant ϕ : P → P un automorphisme du G2-�bré prin
ipal
P , ainsi que ϕ̃ : V → V l'isomorphisme du �bré ve
toriel V 
orrespondant. Surun ouvert de trivialisation de V , pour i ∈ {1, . . . , 7}, notons yi des se
tions lo
ales
onstantes véri�ant la stru
ture de l'algèbre de Cayley V dé
rite au �1.4.2.1 : labase B = {y2, y3, y4, y5, y6, y1, y7} a les propriétés de la base B2 expli
itée en (13)et 
orrespond à une dé
omposition de V sous la forme W ⊕W ∗⊕OC . Notons lamatri
e asso
iée à ϕ̃ dans la base B de la manière suivante :

Matϕ̃ =




A B K

C D L

G H J


Les morphismes G : W → OC , H : W ∗ → OC , K : OC → W et L : OC → W ∗sont nuls puisque les �brés ve
toriels W , W ∗ et OC sont tous stables, de degrés

0 mais que le rang de W (et 
elui de W ∗) est di�érent de 
elui de OC et que toutmorphisme non nul entre W et OC serait un isomorphisme. De plus, A : W →Wétant un endomorphisme de W , il s'agit d'une homothétie, d'après le Corollaire3.2.10 . Il en est de même pour D : W ∗ → W ∗. Par ailleurs, tout morphismenon nul entre W et W ∗ est un isomorphime d'après la Proposition 3.2.9 . Si Wn'est pas autodual, 
'est-à-dire s'il n'existe pas d'isomorphisme entre W et W ∗,alors C : W → W ∗ et B : W ∗ → W sont nuls. Par 
ontre, si W est autodual,
'est-à-dire s'il existe un isomorphisme Φ : W → W ∗, alors tout morphisme
f : W → W ∗ est tel que la 
omposée Φ−1 ◦ f : W →W est une homothétie, soit
f est isomorphe à Φ à une homothétie près. En parti
ulier, la transposée de Φest égale à γΦ pour un 
ertain γ ∈ C∗. Or,

Φ =t (tΦ) =t (γΦ) = γtΦ = γ2Φ,
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 γ appartient à {±1}. Ainsi, tΦ = Φ ou tΦ = −Φ. La se
onde solutionn'étant pas possible en dimension impaire pour un isomorphisme, il vient :
tΦ = Φ.De même, tout morphisme entre deW ∗ dansW est de la forme βΦ−1 pour β ∈ C.Aussi, lorsque W n'est pas autodual, la matri
e de Matϕ̃ est de la forme :

Matϕ̃ =




λI3 0 0

0 µI3 0

0 0 ν


 où λ, µ et ν ∈ CLorsque W est autodual, ave
 Φ : W

∼→ W ∗, la matri
e de Matϕ̃ est de la forme :
Matϕ̃ =




λI3 βΦ−1 0

αΦ µI3 0

0 0 ν


 où α, β, λ, µ et ν ∈ CLa forme quadratique dans la base B est la suivante

Q̃ =




0 1 0

1 0 0

0 0 1


 .Le fait que Matϕ̃ appartienne à G2, don
 à SO7, impose alors les 
onditionssuivantes :

tMatϕ̃ Q̃ Matϕ̃ = Q̃,

⇔





2λαΦ ≡ 0,

2µβ tΦ−1 ≡ 0,

ν2 = 1,

det(Matϕ̃) = ν(λ3µ3 − α3β3) = 1soit
(α, β, λ, µ, ν) =

{
(0, 0, λ, µ, ν) si λ 6= 0, ave
 ν(λµ)3 = 1 et ν2 = 1,

(α, β, 0, 0, ν) si α 6= 0, ave
 ν(αβ)3 = −1 et ν2 = 1.Il faut en
ore véri�er que la matri
e Matϕ̃ est bien 
elle d'un automorphisme de
V. Entre autre, il faut que ϕ(y2y5) soit égal à ϕ(y2)ϕ(y5) et que ϕ(y2y3) soit égalà ϕ(y2)ϕ(y3). D'après le table de multipli
ation (??), y2y5 est égal à −1 + iy7 et
y2y3 est égal à −

√
2y1.Dans le 
as où (α, β, λ, µ, ν) = (0, 0, λ, µ, ν), on a

{
ϕ(y2y5) = ϕ(−1 + iy7) = −1 + νy7,

ϕ(y2)ϕ(y5) = (λy2)(µy5) = λµy2y5 = λµ(−1 + y7),
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e qui impose λµ = 1 et ν = 1, soit µ = λ−1 et ν = 1. De plus, on a
{

ϕ(y2y3) = ϕ(−
√

2y1) = −
√

2µy1 = −
√

2λ−1y1,

ϕ(y2)ϕ(y3) = (λy2)(λy3) = λ2y2y3 = −
√

2λ2y1,don
 λ3 = 1. Ainsi, dans le 
as où λ est non nul, on a
(α, β, λ, µ, ν) = (0, 0, λ, λ−1, 1) ave
 λ3 = 1.Un raisonnement analogue(4) pour le 
as (α, β, λ, µ, ν) = (α, β, 0, 0, ν) aboutit aurésultat suivant : {

αβ = 1,

α3 = 1Ainsi, dans le 
as où α est non nul, on a
(α, β, λ, µ, ν) = (α, α−1, 0, 0,−1) ave
 α3 = 1.Inversement, si λ et α sont de 
ube égale à 1, les ensembles (α, β, λ, µ, ν) =

(0, 0, λ, λ−1, 1) et (α, β, λ, µ, ν) = (α, α−1, 0, 0,−1) 
orrespondent bien à des au-tomorphismes de V .En résumé, si W n'est pas autodual, Matϕ̃ est de la forme :
Matϕ̃ =




λI3 0 0

0 λ−1I3 0

0 0 1


 où λ ∈ µ3où µ3 désigne le groupe des ra
ines troisième de l'unité. Si W est autodual, ave


Φ : W
∼→W ∗, Matϕ̃ est de la forme :

Matϕ̃ =




λI3 0 0

0 λ−1I3 0

0 0 1


 ou Matϕ̃ =




0 (αΦ)−1 0

αΦ 0 0

0 0 −1


ave
 λ et α appartenant au groupe µ3. Ainsi, AutG2(P ) est isomorphe à µ2⋊µ3 ≃

Σ3 et on a la suite exa
te suivante :
1 → µ3 → Σ3 ≃ AutG2(P ) → µ2 → 1.3.3.2.2. Étude de G2-�brés prin
ipaux admettant une SO4-rédu
tion. � Cettese
tion est 
onsa
rée aux G2-�brés prin
ipaux admettant une SO4-rédu
tion.Alors que le groupe SL3 est simplement 
onnexe, le groupe SO4, lui, ne l'est pas.L'étude pré
édente et 
elle-
i seront don
 être légèrement di�érente.

(4)Les 
al
uls sont un peu plus fastidieux que lors du pré
édent 
as, vu qu'il faut 
onsidérer uneexpression plus 
omplexe pour l'expression matri
ielle de Φ, mais, en tenant 
ompte que 
ette matri
eest symétrique, l'étude de y2y5 et 
elle de y2y3 sont su�santes.
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e de modules MC(SO4) est l'union de deux 
omposantes 
onnexes :
MC(SO4) = M+

C(SO4) ∪ M−
C(SO4)où M+

C(SO4) est la 
omposante 
onnexe de MC(SO4) 
ontenant le SO4-�brétrivial. En e�et, pour un groupe algébrique semisimple, les 
omposantes 
onnexesde MC(G) sont en bije
tion ave
 le groupe fondamental π1(G). Ainsi, 
omme
π1(SO4) = Z/2Z, MC(SO4) a bien deux 
omposantes 
onnexes.Par ailleurs, 
omme SO4 est un quotient du produit SL2 × SL2, nous allons,dans un premier temps, dé
rire les H-�brés prin
ipaux lorsque H = G×G′, puisregarder M+

C(SO4) et M−
C(SO4).3.3.2.2.1. Des
ription des H-�brés prin
ipaux lorsque H = G×G′. �Lemme 3.3.17. � Soient G et G′ deux groupes 
onnexes rédu
tifs algébriquessur C, E un G-�bré prin
ipal sur C et F un G′-�bré prin
ipal sur C. On note

E× F le (G × G′)-�bré prin
ipal apparaissant dans le diagramme 
ommutatifsuivant :
E × F - F

E
?

- C.
?Alors, E et F sont semistables (resp. stables) si et seulement si E × F l'est.Démonstration. � Le raisonnement étant identique pour le 
as de la semistabi-lité et 
elui de la stabilité, nous n'expli
itons i
i que 
elui de la semistabilité.Les sous-groupes paraboliques maximaux de G×G′ sont de la forme P ×G′ ou

G×P ′ où P et P ′ sont respe
tivement des sous-groupes paraboliques maximauxde G et de G′. En e�et, l'ensemble des ra
ines simples de l'algèbre de Lie de
G×G′ est l'union des ra
ines simples de Lie(G) et Lie(G′).Supposons E et F semistables. Étudions une rédu
tion de E × F au sous-groupe parabolique P × G′ par exemple, 
orrespondant à une se
tion σ : C →
(E × F )/(P ×G′). Alors,

T(E×F )/(P×G′) ≃ TE/P ⊕ TF/G′ ≃ TE/P .La semistabilté de E entraîne
deg(σ∗T(E×F )/(P×G′)) > 0.Si l'on prend en 
ompte une rédu
tion à G × P ′, la semistabilité de F entraînela positivité deg(σ̃∗T(E×F )/(P×G′)) où σ̃ est la se
tion σ̃ : C → (E × F )/(G× P ′)
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orrespondante à 
ette rédu
tion. Ainsi, le (G × G′)-�bré prin
ipal E × F estsemistable.Pareillement, la semistabilité de E × F implique, de même, 
elle de E et 
ellede F .3.3.2.2.2. Étude des espa
es de modules M+
C(SO4) et de M−

C(SO4). �Lemme 3.3.18. � En utilisant l'isomorphisme SO4 ≃ (SL2 × SL2)/{e,−e}pour e = (id, id), on a la surje
tion suivante :
MC(SL2) × MC(SL2) ։ M+

C(SO4)

(E,F ) 7→ E × Foù E × F est le SO4-�bré prin
ipal provenant du (SL2 × SL2)-�bré prin
ipal
E × F où 
haque �bre de E × F est quotientée par {e,−e}.Démonstration. � Notons G = SO4 et G̃ = SL2 × SL2 le revêtement universelde SO4. La suite exa
te

1 → π1(G) → G̃→ G→ 1induit la suite exa
te en 
ohomologie non abélienne suivante :
H1(C, G̃) → H1(C,G) → H2(C, π1(G))où G est le fais
eau de groupe des morphismes à valeurs dans G. Or,
H2(C, π1(G)) = H2(C,Z/2Z)) = Z/2Zpuisque la suite exa
te

0 → Z
×2−→ Z −→ Z/2Z→ 0donne la suite suivante :

H2(C,Z) → H2(C,Z) → H2(C,Z/2Z) → H3(C,Z).Or, H2(C,Z) = Z et H3(C,Z) = 0 don
 H2(C,Z/2Z) = Z/2Z. On peut monterque l'appli
ation
H1(C,G) → H2(C, π1(G)) = Z/2Z
orrespond à l'invariant de Stiefel-Whitney :

MC(G) −→ Z/2Z

E 7→ la deuxième 
lasse de Stiefel-Whitney de E.Vu que 0G a pour image 0 par 
ette appli
ation, toute la partie 
onnexe M+
C(G)s'envoie sur la 
onstante 0 de Z/2Z, 
e qui montre la surje
tivité de MC(G̃) vers

M+
C(G).
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Pour établir une surje
tion ave
 la se
onde 
omposante M−

C(SO4), �xons L un�bré en droites sur C de degré impair, notons
MC(2, L) = {E | E est un �bré ve
toriel de rang 2 sur C tel que det(E) ≃ L}.Lemme 3.3.19. � L'appli
ation :

MC(2, L) × MC(2, L) ։ M−
C(SO4)

(E,F ) 7→ Hom(E,F )est surje
tive.Dans tout 
e qui suit, l'étude des PG2-�brés prin
ipaux admettant une SO4-rédu
tion se fera sur M+
C(SO4), l'analyse sur M−

C(SO4) étant similaire.3.3.2.2.3. Lien entre la (semi)-stabilité d'un SO4-�bré et de son extension entemps que G2-�bré prin
ipal ; 
al
uls de groupe d'automorphismes. � À un SO4-�bré prin
ipal de M+
C(SO4), on peut don
 asso
ier deux SL2-�brés prin
ipaux,à un �bré en droites de 2-torsion(5) près, et inversement.Utilisons les notation suivantes. On 
onsidère PG2 un G2-�bré prin
ipal, exten-sion du SO4-�bré prin
ipal E × F de M+

C(SO4) où E et F sont deux SL2-�brésprin
ipaux. Notons
M = E(C7),

N = F (C7)les �brés ve
toriels asso
iés à E et à F . Ces deux �brés ve
toriels sont de rang 2et il y a équivalen
e entre la stabilité de E (resp. F ) et 
elle de M (resp. N). Parailleurs, nous allons être amener à 
onsidérer les deux �brés ve
toriels suivants :
M∗ ⊗N et End0(N).Le premier est de rang 4 et le se
ond de rang 3. Le degré deM∗⊗N est nul ainsique 
elui de End0(N), puisque

OC ⊕ End0(N) = End(N)et que OC et End(N) sont 
ha
un de degré nul.Lorsque les �brés ve
toriels M et N sont stables don
 semistables, les �brésve
toriels M∗ ⊗ N et N∗ ⊗ N = End(N) sont aussi semistables, 
ar le produittensoriel de deux �brés ve
toriels semistables de degré 0 est aussi semistable de
(5)Un �bré en droites L sur une 
ourbe C est dit de 2-torsion lorsque

L ⊗ L = L⊗2 ≃ OC ,
'est-à-dire losrqu'il est autodual.



3.3. ÉTUDE DE RÉDUCTIONS DE G2-FIBRÉS PRINCIPAUX 105degré 0 (voir Lemme 3.2 de [Bal09℄) ; End0(N) est alors aussi un �bré ve
torielsemistable.Étudions la notion de (semi)-stabilité pour un SO4-�bré prin
ipal E × F de
M+

C(SO4) où E et F sont deux SL2-�brés prin
ipaux.Lemme 3.3.20. � Soit E × F un SO4-�bré prin
ipal de M+
C(SO4) où E et Fsont deux SL2-�brés prin
ipaux. Alors, E × F est (semi)-stable si et seulementsi E et F sont (semi)-stables.Démonstration. � La notion de (semi)-stabilité d'un G-�bré prin
ipal reposesur l'étude des sous-groupes paraboliques maximaux du groupe G. Nous allonsmontrer que les sous-groupes paraboliques maximaux du groupe SL2 ×SL2 sonten 
orrespondan
e ave
 
eux de SO4. Posons

G̃ = SL2 × SL2 et G = SO4.Soit la surje
tion :
φ : G̃ ։ G.D'après le Corollaire C de 21.3 de [Hum75℄, l'image par φ de tout sous-groupeparabolique maximal de G̃ est un sous-groupe parabolique maximal de G. In-versement, soit B un sous-groupe de Borel de G et B̃ son image inverse par

φ. Considérons le sous-groupe N = {e,−e} (où e = (1, 1)) in
lus dans B̃. Cesous-groupe est distingué et résoluble. Par dé�nition de φ, le quotient B̃/N estégal à B qui est résoluble, don
, d'après le Lemme 17.3 de [Hum75℄, B̃ est aussirésoluble. Par ailleurs, il est maximal parmi les groupes résolubles don
 B̃ est unsous-groupe de Borel de G̃. Ainsi, l'image inverse d'un sous-groupe paraboliquemaximal de G est un sous-groupe parabolique maximal de G̃.Il y a don
 une 
orrespondan
e entre les sous-groupes paraboliques maximauxde SO4 et 
eux de SL2×SL2. D'autre part, 
omme les sous-groupes paraboliquesmaximaux de SL2×SL2 sont de la forme P ×SL2 ou SL2×P où P est un sous-groupe parabolique maximal de SL2. Les sous-groupes paraboliques maximauxde SL2 × SL2 sont eux même en bije
tion ave
 les sous-groupes paraboliquesmaximaux des deux groupes SL2.Ainsi, le SO4-�bré prin
ipal E × F est (semi)-stable si et seulement si les deux
SL2-�brés prin
ipaux E et F sont (semi)-stables.À deux SL2-�brés prin
ipaux, on peut asso
ier un SO4-�bré prin
ipal et un
G2-�bré prin
ipal par extension de groupe de stru
ture. Les deux propositionssuivantes établissent le lien entre la stabilité des SL2-�brés prin
ipaux et 
elledu G2-�bré prin
ipal 
orrespondant.



106 CHAPITRE 3. ÉTUDE DES G2-FIBRÉS PRINCIPAUXLemme 3.3.21. � Soient E et F deux SL2-�brés prin
ipaux et E × F le SO4-�bré prin
ipal 
orrespondant (voir Lemme 3.3.18). Notons M = E(C2) le �bréve
toriel asso
ié à E, N 
elui asso
ié à F et V = PG2(C
7) le �bré ve
toriel asso
iéà PG2. Alors, M∗ ⊗N est le �bré ve
toriel asso
ié à E × F et

V = M∗ ⊗N
⊥
⊕ End0(N). (51)Démonstration. � Au paragraphe 1.5.2, l'espa
e ve
toriel V des imaginairespures des o
taves de Cayley a été dé
rit via la somme dire
te suivante :

V = C4
⊥
⊕ C3ave


C4 = M
∗ ⊗ N,

C3 = End0(N),où M et N sont isomorphes à C2, M
∗ ⊗ N et End0(N) sont orthogonaux etmunis de la forme quadratique donnée par le déterminant. Le groupe SO4 agitsur M

∗ ⊗N par :
SO4 → (E × F )(C4) = M∗ ⊗N

(A,B) 7→ A⊗B.Le groupe SO4 agit sur End0(N) par 
onjugaison. Ainsi,
V = M∗ ⊗N

⊥
⊕ End0(N).Proposition 3.3.22. � Soit PG2 = (E × F )(G2) le G2-�bré prin
ipal obtenupar extension du SO4-�bré prin
ipal E × F où E et F sont des SL2-�brés prin-
ipaux. Si PG2 est stable alors E × F est stable, 
e qui est équivalent au fait que

E et F sont stables.Démonstration. � Soit PG2 = (E × F )(G2) un G2-�bré prin
ipal ave
 E et Fdes SL2-�brés prin
ipaux. Supposons PG2 stable.Considérons P le sous-groupe parabolique maximal de SL2 :
P =

{
M =

(
∗ ∗
0 ∗

)
| M ∈ SL2

}
.Rappelons l'in
lusion j de SO4 dans G2, dé�nie en (33) :

j : SO4 →֒ G2

(A,B) 7→ KA,B = P0,3LA,BP
−1
0,3 (52)
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e :
LA,B =

(
A⊗ B 0

0 Conj(B)

)exprimée dans la base B3 = (y1, y2, y4, y5, y3, y6, y7). L'identi�
ation faite en (27)entre 〈y1, y2, y4, y5〉 et M
∗ ⊗N est la suivante (M et N désignant des C-espa
esve
toriels de dimension 2) :
C4 −→ M∗ ⊗N

y1 7→ K1 =
√

2 m∗
1 ⊗ n1

y2 7→ K2 =
√

2 m∗
1 ⊗ n2

y4 7→ K4 =
√

2 m∗
2 ⊗ n2

y5 7→ K5 = −
√

2 m∗
2 ⊗ n1ave
 (m∗

1, m
∗
2) et (n1, n2) des bases de M et N.L'image de P × SL2 par le morphisme j est égale à Stab(〈y1, y2〉) ∩ j(SO4)(
ar tout élément de A de P stabilise m∗

1) et 
elle de SL2 × P par j est égale à
Stab(〈y1, y5〉)∩j(SO4) (
ar tout élément deB de P stabilise n1). Ainsi, j(P × SL2)est égale à P2∩ j(SO4), où P2 est le sous-groupe parabolique maximal de G2 égalau stabilisateur du sous-espa
e ve
toriel isotrope 〈y1, y2〉. Par ailleurs, 
omme
〈y1, y5〉 est un plan isotrope de V, le stabilisateur Stab(〈y1, y5〉)∩G2 est 
onjuguéà P2 sous l'a
tion de G2. Notons P2 
e 
onjugué. Ainsi :

SO4/(P × SL2) →֒ G2/P2,

SO4/(SL2 × P ) →֒ G2/P2.Soit une P -rédu
tion de E, 
orrespondant à la se
tion σ : C → E(SL2/P ).Or,
E(SL2/P ) ⊂ (E × F )(SO4/(P × SL2) ⊂ PG2(G2/P2) ⊂ Pk.À partir de σ, dé�nissons la se
tion σ̃ : C → PG2(G2/P2). Il existe deux entiersstri
tement positifs p et q tels que TE/P = OPk(1)⊗p et TPG2

/P2
= OPk(1)⊗q don


deg(σ∗TE/P ) =
p

q
deg(σ∗TPG2

/P2
).Comme PG2 est stable, le se
ond membre de l'égalité pré
édente est stri
tementpositif, il en est de même du membre de droite : le SL2-�bré prin
ipal E est don
stable.Il en est de même pour le SL2-�bré prin
ipal F .Notation 4. � Considérons PG2 un G2-�bré prin
ipal obtenu par extensiond'un SO4-�bré prin
ipal E × F ave
 E et F deux SL2-�brés prin
ipaux et M et
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N les �brés ve
toriels asso
iés à E et à F . Nous désignerons par le symbole �les 
onditions simultanément véri�ées suivantes :� les SL2-�brés prin
ipaux E et F sont stables,� le 
ouple de (M,N) n'est pas de la forme (π∗(L), π∗(L)),� le 
ouple de (M,N) n'est pas de la forme (π∗(L

⊗3), π∗(L))pour L un �bré en droites sur la 
ourbe X̃ asso
iée à un �bré en droites π : B → Cde 2-torsion, où la 
ourbe π : X̃ → C est le revêtement étale de degré 2 asso
iéà π : B → C, ave
 π∗(B) = O eX (tel que pour tout t ∈ C, π−1(t) = {x,−x}où les éléments x et (−x) de B sont les seuls véri�ant f(x ⊗ x) = (t, 1)) ave
 fl'isomorphisme f : B ⊗B ≃ OC .Proposition 3.3.23. � Soient deux SL2-�brés prin
ipaux E et F stables surune 
ourbe C. Soit PG2 le G2-�bré prin
ipal, extension du SO4-�bré prin
ipal
E × F (voir Lemme 3.3.18).Si les 
onditions �, dé�nies en Notation 4, sont véri�ées, alors le G2-�bréprin
ipal PG2 est stable.Démonstration. � SoitE et F deux SL2-�brés prin
ipaux sur C, stables. Notons
E × F le SO4-�bré prin
ipal 
orrespondant à E et F par le Lemme 3.3.18 et
PG2 le G2-�bré prin
ipal obtenu par extension de E × F au groupe G2. Notons
M = E(C2) et N = F (C2) leurs �brés ve
toriels asso
iés. Par le Lemme 3.3.17,le (SL2 × SL2)-�bré prin
ipal E × F est stable et le SO4-�bré prin
ipal E × Fl'est aussi d'après le Lemme 3.3.20. Considérons la représentation de groupe

ρ : SL2 × SL2 → GL(C4)

(A,B) 7→ tA⊗ Bet 
elle induite par ρ sur le quotient SO4. Le �bré ve
toriel (E × F )(C4) est alorsisomorphe à (E×F )(C4), soit à M∗⊗N . Vu que E × F est un SO4-�bré stable,le �bré ve
toriel M∗ ⊗ N ne possède pas sous-�bré ve
toriel isotrope de degré
0. De la même manière, le �bré ve
toriel N∗ ⊗ N = End(N) n'admet pas desous-�bré ve
toriel isotrope de degré 0.Notons V = PG2(C

7) le �bré ve
toriel asso
ié à PG2 . Par (51),
V = M∗ ⊗N

⊥
⊕ End0(N).Les �brés ve
toriels M et N étant stables, don
 semistables, de degré 0, les�brés ve
toriels M∗ ⊗ N et N∗ ⊗ N = End(N) le sont aussi, 
ar le produittensoriel de deux �brés ve
toriels semistables de degré 0 est aussi semistablede degré 0 (voir Lemme 3.2 de [Bal09℄). D'après la dé
omposition End(N) =

OC ⊕ End0(N), End0(N) est un sous-�bré ve
toriel de rang 3, de degré 0 ; il estdon
 aussi semistable. Le �bré ve
toriel V , somme dire
te de deux �brés ve
toriels



3.3. ÉTUDE DE RÉDUCTIONS DE G2-FIBRÉS PRINCIPAUX 109semistables de pente nulle, est aussi semistable de degré 0 (voir Corollaire 7 de[Ses82℄).Ainsi, d'après la Proposition 3.3.1, le G2-�bré prin
ipal PG2 est semistable. Le
G2-�bré prin
ipal PG2 est don
 stable si le �bré ve
toriel V ne possède au
unsous-�bré ve
toriel de rang 1 ou de rang 2, isotrope, de degré 0 (
orrespondantrespe
tivement à une P1-rédu
tion ou à une P2-rédu
tion de PG2).Si V possède un sous-�bré en droites, noté W1, isotrope de degré 0 :

W1 →֒ V = M∗ ⊗N
⊥
⊕ End0(N).Considérons

Φ1 : W1 →֒ M∗ ⊗N
⊥
⊕ End0(N)

pr1−→M∗ ⊗N,

Φ2 : W1 →֒ M∗ ⊗N
⊥
⊕ End0(N)

pr2−→ End0(N)où pr1 et pr2 sont les proje
tions pr1 : V → M∗ ⊗ N et pr2 : V → End0(N).Les morphismes Φ1 et Φ2 ne sont pas identiquement nuls 
ar sinon W1 serait unsous-�bré en droites isotrope de degré 0 de M∗ ⊗ N ou de End0(N), 
e qui estimpossible d'après la remarque pré
édente.Portons tout d'abord notre attention sur le morphisme non nul Φ2 : W1 →
End0(N). L'existen
e de 
e morphisme non nul implique que W1 n'est pas iso-morphe à OC , puisque tout morphisme de OC vers End0(N) 
orrespond à unmorphisme de N dans N , de tra
e nulle. Or, N étant stable, 
e morphisme estune homothétie. En prenant en 
ompte la nullité de la tra
e, il ne peut s'agir quedu morphisme nul.En tensorisant W1

Φ2→ End0(N) →֒ N∗ ⊗ N de part et d'autre par W ∗
1 , onobtient le morphisme non nul suivant

OC = W1 ⊗W ∗
1 −→ N∗ ⊗ (N ⊗W ∗

1 ) = Hom(N,N ⊗W ∗
1 ).D'où l'existen
e d'un morphisme non nul, noté ϕ2, de N dans N⊗W ∗

1 . Or, N estun �bré ve
toriel stable don
 N⊗W ∗
1 l'est aussi d'après le Lemme 3.2.11. D'aprèsla Proposition 3.2.9, ϕ2 : N → N ⊗W ∗

1 est un isomorphisme. En 
onsidérant ledéterminant det(N) de N , qui est trivial vu que N est un �bré ve
toriel asso
iéà un SL2-�bré prin
ipal, l'isomorphisme pré
édent montre que
OC = det(N)

∼→ Λ2(N ⊗W ∗
1 ) ≃ det(N) ⊗ (W ∗

1 ⊗W ∗
1 ),don
 W ∗

1 ⊗W ∗
1 ≃ OC ,soit W1 ⊗W1 ≃ OC ,

W1 ≃ W ∗
1Ainsi, W1 est autodual, i.e. de 2-torsion.
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ouvrement
y
lique non rami�é au-dessus d'une variété 
omplète C de groupe de Galois
G et si N est un �bré ve
toriel sur C simple (
'est-à-dire sans automorphismesautre que des homothéties) tel que N ⊗ Lχ ≃ N pour tout 
ara
tère χ ∈ Ĝ où
Ĝ désigne le groupe dual de Pontryagin asso
ié au groupe de Galois G de C :
Ĝ = Hom(G,C∗) et Lχ désigne le �bré en droite asso
ié au 
ara
tère χ, alors Nest l'image dire
te d'un �bré ve
toriel sur X̃. Or, par stabilité du �bré prin
ipal
E, le �bré ve
toriel N est simple. Le groupe de Galois G de C est au groupeabélien �ni Z/2Z, don
 Ĝ est aussi égal à Z/2Z. Les �brés Lχ pour χ ∈ Z/2Zsont i
i OC et W1. L'isomorphisme entre N et N ⊗W1 implique don
 l'existen
ed'un �bré en droites L sur la 
ourbe X̃ asso
iée à W1 tel que

N ≃ π∗(L),où π : X̃ → C désigne i
i la 
ourbe asso
iée à W1 (N étant de rang 2 et π dedegré 2, L est bien un �bré en droites).Un raisonnement analogue 
on
ernant le morphisme non nul Φ1 montre que
M est isomorphe à N⊗W1, qui est lui-même isomorphe à N . Vu que N ≃ π∗(L),nous aboutissons à

M ≃ N ≃ π∗(L).Ainsi, si E et F véri�ent l'hypothèse du théorème, V n'admet au
un sous-�bréen droites isotrope de degré nul. Or, sous 
ette hypothèse, V n'admet pas nonplus de �bré ve
toriel de rang 2, isotrope, de degré nul. En e�et, s'il existe W2 untel sous-�bré de V , alors 
e �bré est semistable, puisque sa pente est nulle et quetout sous-�bré ve
toriel de W2, étant un sous-�bré de V , est de pente négativeou nulle. Ce �bré W2 est même stable 
ar tout sous-�bré en droites de W2,étant isotrope de par l'isotropie de W2, ne peut être de degré nul, puisque V ne
ontient au
un sous-�bré en droites isotrope de degré nul. Comme pré
édemment,les morphismes
Φ1 : W2 →֒ M∗ ⊗N

⊥
⊕ End0(N)

pr1−→ M∗ ⊗N,et Φ2 : W2 →֒ M∗ ⊗N
⊥
⊕ End0(N)

pr2−→ End0(N)ne sont pas identiquement nuls. Considérons le morphisme Φ2. L'image Φ2(W2)est de rang 1 ou 2. Or, Φ2(W2) ne peut être un �bré en droites de End0(N) puisque
Φ2(W2) serait alors un quotient propre du �bré ve
toriel stable W2 de degré 0don
 aurait un degré stri
tement positif, 
e qui 
ontredirait la semistabilité de
End0(N). Ainsi, le rang de Φ2(W2) est 2. Alors, Φ2(W2) est de degré 0. Les �brésve
toriels W2 et Φ2(W2) sont isomorphes.
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te
1 → Φ2(W2) → End0(N) → Q→ 1, (53)

Q est de rang 1, de degré 0. En dualisant la suite pré
édente, nous obtenons
1 → Q∗ → End0(N),soit un morphisme non nul entre Q∗ et End0(N) où Q∗ est un �bré en droitesde degré 0. On retombe dans la même situation que dans l'étude des sous-�brésen droites isotropes de degré nul. Ainsi, Q est autodual et il existe un �bréen droites L sur la 
ourbe X̃ asso
iée à Q tel que N soit isomorphe à π∗(L).Or, OC ⊕ End0(N) = N∗ ⊗ N . En utilisant la formule de proje
tion, donnantl'isomorphisme suivant

π∗(F) ⊗ G = π∗(F ⊗ π∗(G))pour F et G deux fais
eaux lo
alement libres, on obtient
N∗ ⊗N = π∗(L

∗) ⊗ π∗(L),

≃ π∗(L
∗ ⊗ π∗π∗(L)),

≃ π∗(L
∗ ⊗ (L⊕ σ∗(L)) où σ est l'involution sur X̃,

≃ π∗(O eX ⊕ L∗ ⊗ L∗) 
ar σ∗(L) = L∗(6),

≃ π∗(O eX) ⊕ π∗(L
⊗(−2)),

≃ OC ⊕Q⊕ π∗(L
⊗2),

OC ⊕ End0(N) ≃ OC

⊥
⊕ Q

⊥
⊕ π∗(L

⊗2),Ainsi,
End0(N) ≃ Q

⊥
⊕ π∗(L

⊗2). (54)La suite exa
te (53) devient
1 → Φ2(W2) → Q⊕ π∗(L

⊗2) → Q→ 1
e qui impose
W2 ≃ Φ2(W2) ≃ π∗(L

⊗2).L'étude du morphisme non nul Φ1 : W1 →M∗⊗N aboutit à : Φ1(W2) est de rang
2, de degré 0 et W2 et Φ1(W2) sont isomorphes. Le morphisme Φ1 peut don
 êtrevu 
omme un morphisme non nul entre W2 ≃ π∗(L

⊗2) et M∗⊗N ≃M∗⊗π∗(L).Don
 Hom(π∗(L
⊗2),M∗⊗π∗(L)) est non nul. Or, la formule d'adjon
tion énon
e

(6)En e�et,
L ⊗ σ∗(L) = π∗(Nm(L)) = π∗(Q) = O eXdon
 σ∗(L) = L∗.
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Hom(F , π∗(G)) ≃ Hom(π∗(F),G).Ainsi,

Hom(π∗(L
⊗2),M∗ ⊗ π∗(L)) ≃ Hom(π∗(L

⊗2), π∗(L⊗ π∗(M
∗))),

≃ Hom(π∗π∗(L
⊗2), L⊗ π∗(M

∗))),

≃ Hom(L⊗2 ⊕ σ∗(L⊗2), L⊗ π∗(M
∗))),

≃ Hom(L⊗2 ⊕ (L⊗2)
∗
, L⊗ π∗(M

∗)))(la première équivalen
e s'obtient par proje
tion, la se
onde par adjon
tion). Ilexiste don
 un morphisme non nul entre L⊗2 ⊕ (L⊗2)
∗ et L⊗ π∗(M

∗). S'il existeun morphisme non nul entre L⊗2 et L⊗π∗(M
∗), soit un morphisme non nul entre

L et π∗(M
∗), alors, par proje
tion, il existe un morphisme non nul entre π∗(L) et

M . Ce
i implique que les �brés ve
toriels N et M sont isomorphes tous les deuxisomorphes à π∗(L). S'il existe un morphisme non nul entre (L⊗2)
∗ et L⊗π∗(M

∗),soit un morphisme non nul entre (L⊗3)
∗ et π∗(M

∗), alors, par proje
tion, il existeun morphisme non nul entre π∗(L
⊗3) etM , qui est en fait un isomorphisme. Dans
e 
as, N est isomorphe à π∗(L) et M à π∗(L

⊗3) .Ainsi, si (M,N) n'est isomorphe ni à (π∗(L), π∗(L)), ni à (π∗(L
⊗3), π∗(L)) où

L un �bré en droites sur la 
ourbe X̃ asso
iée à un �bré en droites de 2-torsionalors le �bré ve
toriel V , asso
ié à PG2, ne possède au
un sous-�bré isotrope, dedegré 0, de rang 1 ou de rang 2. Ainsi, le SO7-�bré prin
ipal PG2(SO7), asso
ié à
PG2, ne possède au
une rédu
tion au sous-groupe parabolique P̃1 ou P̃2 de SO7qui soit asso
iée à un sous-�bré ve
toriel de V isotrope, de degré 0. D'après leséquations (45) et (46) retrans
rites 
i-dessous :

G2/P1 = SO7/P̃1,

G2/P2 =
(
SO7/P̃2

)
∩ P(Γ01),où P1 et P2 désignent les deux sous-groupes paraboliques maximaux de G2, le�bré prin
ipal PG2 ne possède au
une rédu
tion à P1 ou à P2 qui soit asso
iéeà un sous-�bré ve
toriel de V isotrope de degré nul. Par 
onséquent, le G2-�bréprin
ipal PG2 est stable.Remarque 3.3.24. � La restri
tion faite dans la proposition pré
édente, 
'est-à-dire la 
ondition � (et parti
ulièrement les 
onditions sur le 
ouple (M,N)) estné
essaire 
ar, en toute généralité, il existe des G2-�brés prin
ipaux stri
tementsemistables, provenant de deux SL2-�brés prin
ipaux stables. Expli
itons unexemple dans le 
as où M et N , les �brés ve
toriels asso
iés aux SL2-�brés
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ipaux E et F , sont isomorphes à π∗(L) pour L un �bré en droites sur la
ourbe X̃ asso
iée à un �bré en droites de 2-torsion.Soit W est un �bré en droites sur C, non isomorphe à OC , véri�ant W ⊗W =

OC . Le degré de W est don
 nul. Considérons L un �bré en droites sur la 
ourbe
X̃ asso
iée àW , général, appartenant à Nm−1(W ) où Nm : Pic(X̃) → Pic(C) estl'appli
ation norme, et le �bré ve
toriel π∗(L) (selon les notations pré
édentes),de rang 2. Soient M = N = π∗(L). Le déterminant de M = π∗(L) est trivial 
ar

det(M) = det(π∗(L)) = Nm(L) ⊗W = W ⊗W = OC ,d'après la formule de [BNR89℄ �4 :
det(π∗(ξ)) = Nm(ξ) ⊗ det(π∗(O eX)) = Nm(ξ) ⊗ det(OC ⊕W )et det(OC ⊕W ) = Λ2(OC ⊕W ) = OC ⊗W = W . Par ailleurs, M = π∗(L) eststable 
ar L est pris général. Posons E et F deux SL2-�brés prin
ipaux égaux au

SL2-�bré prin
ipal 
orrespondant au �bré ve
toriel π∗(L). Ce SL2-�bré prin
ipal
E (et don
 F ) est don
 stable. D'après l'équation (54), on a

End0(N) ≃ W
⊥
⊕ π∗(L

⊗2)et M∗ ⊗N = N∗ ⊗N = OC

⊥
⊕ End0(N) = OC

⊥
⊕W

⊥
⊕ π∗(L

⊗2).Don

V = OC

⊥
⊕ W

⊥
⊕ π∗(L

⊗2)
⊥
⊕W

⊥
⊕ π∗(L

⊗2).Par ailleurs, l'in
lusion de W dans V = OC

⊥
⊕ W

⊥
⊕ π∗(L

⊗2)
⊥
⊕ W

⊥
⊕ π∗(L

⊗2) seréduit à l'in
lusion
W →֒ W

⊥
⊕W
ar toutes les proje
tions de W vers OC ou π∗(L

⊗2) sont nuls pour des 
ritèresde stabilité. L'in
lusion de W dans V est don
 de la forme :
iW : W →֒ W

⊥
⊕W

w 7→ λw + µw.Les deux o

urren
es de W dans V étant orthogonales, la forme quadratique yest diagonale et s'y exprime à l'aide de deux 
onstantes 
omplexes α et β :
∀ x+ y ∈W

⊥
⊕ W ⊂ V, q(x+ y) = αx2 + βy2.Ainsi,

∀ w ∈W ⊂ W
⊥
⊕W ⊂ V, q(w) = αλ2w2 + βµ2w2 = (αλ2 + βµ2)w2.
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hoisissant les paramètres λ et µ pour que αλ2 + βµ2 = 0, on obtient
∀ w ∈W ⊂ V, q(w) = 0,don
 le sous-�bré en droites W de V est isotrope. On a bien 
onstruit un sous-�bré en droites de V isotrope et de degré nul, 
e qui montre que V n'est passtable en temps que SO7-�bré prin
ipal et que PG2 n'est pas stable en tant que

G2-�bré prin
ipal.Remarque 3.3.25. � Le 
as (M,N) = (π∗(L
⊗3), π∗(L)), pour un �bré endroites L sur la 
ourbe X̃ asso
iée à un �bré en droites de 2-torsion, a été é
artédans la proposition pré
édente. Il reste à être étudier 
e 
as plus en détail pourvoir s'il est légitime ou non d'é
arter 
ette possibilité.Notation 5. � Considérons PG2 un G2-�bré prin
ipal obtenu par extensiond'un SO4-�bré prin
ipal E × F ave
 E et F deux SL2-�brés prin
ipaux et M et

N les �brés ve
torilels asso
iés à E et à F . Nous désignerons par le symbole ⋆les 
onditions simultanément véri�ées suivantes :� les SL2-�brés prin
ipaux E et F sont stables,� ni M ni N ne sont de la forme π∗(L) pour L un �bré en droites sur la
ourbe X̃ asso
iée à un �bré en droites π : B → C de 2-torsion, où la 
ourbe
π : X̃ → C est le revêtement étale de degré 2 asso
ié à B (voir Proposition3.3.23),� le �bré ve
toriel M n'est pas isomorphe à N ⊗ K pour K un �bré endroites de 2-torsion.Lemme 3.3.26. � Soient E et F deux SL2-�brés prin
ipaux, de �brés ve
to-riels asso
iés M et N respe
tivement. Les �brés ve
toriels M∗ ⊗ N et End0(N)sont semistables. De plus, si les 
onditions ⋆, dé�nies dans Notation 5, sontvéri�ées, alors les �brés ve
toriels M∗ ⊗N et End0(N) sont stables.Démonstration. � Si End0(N) est stri
tement semistable, 
'est-à-dire s'il pos-sède un sous-�bré propre de degré 0, 
e sous-�bré est de rang 1 ou de rang 2. Pardualité, vu que End0(N) est autodual, il su�t d'étudier le 
as d'un sous-�bré endroites de degré 0. Si il existe W un sous-�bré en droites End0(N) de degré 0alors il existe un morphisme non nul entre les deux �brés ve
toriels stables N et

N ⊗W ∗. À l'instar de la preuve de la Proposition 3.3.23, il existe un �bré endroites L sur la 
ourbe X̃ asso
iée à W , tel que π∗(L) soit isomorphe à N .Étudions le 
as où M∗ ⊗ N est stri
tement semistable. Si M∗ ⊗ N possèdeun sous-�bré en droite de degré 0, noté K, alors il existe un morphisme non nulentre M et N ⊗K∗. Le �bré en droites K est alors autodual (i.e. de 2-torsion)
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ar M et N sont 
ha
un de déterminant trivial. Ainsi, il existe un morphismenon nul entre M et N ⊗K. Par stabilité, M et N ⊗K sont isomorphes.SiM∗⊗N possède un sous-�bré ve
toriel de rang 2 de degré 0, noté W2, alors
e sous-�bré est non isotrope 
ar E × F est un SO4-�bré prin
ipal stable (E et
F étant stables). Par ailleurs, on peut supposer que W2 est stable 
ar sinon W2posséderait un sous-�bré en droites de degré 0. Ce 
as rentrerait dans le 
adre del'étude pré
édente. Le forme bilinéaire sur M∗ ⊗N restreinte à W2 est non nulle
arW2 est non isotrope. Il s'agit don
 d'un isomorphisme entreW2 etW ∗

2 , vu que
W2 (et don
 W ∗

2 ) est supposé stable. Le �bré W2, muni d'une forme quadratiquenon dégénérée, est orthogonal, de rang 2 et de degré 0 et peut don
 s'é
rire sousla forme :
W2 = π∗(L)pour un �bré en droites L sur la 
ourbe X̃ asso
iée à un �bré en droites B de

2-torsion sur C. En dualisant π∗(L) →֒ M∗ ⊗N , il vient M∗ ⊗N →֒ π∗(L
∗). Paradjon
tion, il existe un morphisme non nul entre π∗(M∗ ⊗N) et L∗, 
'est à dire,en dualisant à nouveau, un morphisme non nul entre L et π∗(M∗)⊗π∗(N). D'oùl'existen
e d'un morphisme Ψ non nul :

Ψ : π∗(M) → π∗(N) ⊗ L∗. (55)É�e
tuons une disjon
tion des 
as :� Si π∗(M) (ou π∗(N)) est stri
tement semistable, alors M est de la forme
M = π∗(K) pour un K un �bré en droites sur une 
ourbe asso
iée à un �bréen droites de 2-torsion sur C.� Si π∗(M) et π∗(N) sont stables, alors le morphismeΨ est un isomorphisme.Puisque π∗(M) et π∗(N) sont de déterminant trivial, le �bré en droites L estde 2-torsion : L∗ est isomorphe à L. En faisant agir σ∗ sur les �brés ve
toriels
π∗(M) et π∗(N) ⊗ L, où σ est l'involution 
anonique de X̃, on obtient :

π∗(M) ≃ π∗(N) ⊗ σ∗(L) (56)puisque σ∗(π∗(M)) = π∗(M) et σ∗(π∗(N)) = π∗(N). D'après (55) et (56), ilvient
π∗(N) ≃ π∗(N) ⊗ L⊗ σ∗(L),

≃ π∗(N) ⊗ π∗(Nm(L)),

≃ π∗(N ⊗ Nm(L)).En prenant l'image dire
te par π∗, on a :
N ⊕ (N ⊗ B) ≃ (N ⊗ Nm(L)) ⊕ (N ⊗ Nm(L) ⊗ B)



116 CHAPITRE 3. ÉTUDE DES G2-FIBRÉS PRINCIPAUXLes quatre �brés N,N ⊗ B,N ⊗ Nm(L) et N ⊗ Nm(L) ⊗ B étant stables,on a :
N = N ⊗ Nm(L),ou N = N ⊗ Nm(L) ⊗ B.Si Nm(L) = L ⊗ σ∗(L) = O eX , alors σ∗(L) = L et L est de la forme

π∗(Λ) pour Λ un �bré en droites sur une 
ourbe asso
iée à un �bré endroites de 2-torsion. L'isomorphisme entre π∗(M) et π∗(N) ⊗ π∗(Λ) induitun isomorphisme entre M et N ⊗ Λ.Si Nm(L) n'est pas isomorphe à O eX , alors le fait que N soit isomorphe à
N ⊗Nm(L) implique que N est de la forme π∗(Λ) pour Λ un �bré en droitessur une 
ourbe asso
iée à un �bré en droites de 2-torsion.Dans les 
onditions ⋆, les �brés ve
torielsM∗⊗N et End0(N) sont don
 stables.Lemme 3.3.27. � Soit PG2 le G2-�bré prin
ipal obtenu par extension d'un

SO4-�bré prin
ipal E × F tel que E et F soient deux SL2-�brés prin
ipauxstables.Alors, les groupes d'automorphismes de E et de F sont isomorphes à Z/2Z :
AutSL2(E) = AutSL2(F ) = Z/2Z.De plus, sous les 
onditions ⋆, dé�nies dans Notation 5, le groupe d'automor-phismes de PG2 est isomorphe à Z/2Z :

AutG2(PG2) = Z/2Z.Démonstration. � Soient E et F deux SL2-�brés prin
ipaux stables sur une
ourbe C et PG2 le G2-�bré prin
ipal obtenu par extension du SO4-�bré prin
ipal
E × F . Notons M , N et V les �brés ve
toriels asso
iés respe
tivement à E, F et
PG2. Tout automorphisme ϕ de E induit un isomorphisme ϕ̃ du �bré ve
toriel
M asso
ié à E. D'après le Corollaire 3.2.10, 
omme M est stable, ϕ̃ est unehomothétie. Vu que det(ϕ̃) est trivial, le rapport de 
ette homothétie doit êtrede 
arré égal à 1 (le rang de M étant égal à 2). Ainsi,

AutSL2(E) = AutSL2(F ) = Z/2Z.Considérons maintenant un automorphisme Ψ de PG2 et Ψ̃ l'isomorphisme de
V asso
ié. D'après le Lemme 3.3.21,

V = M∗ ⊗N ⊕ End0(N). (57)Notons
MΨ̃ =

(
α δ

γ β

)
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e de Ψ̃, exprimée sur un ouvert de trivialisation, dans une base adaptéeà la dé
omposition de V exprimée dans l'équation (57).Dans les 
onditions ⋆, il ne peut y avoir de morphisme non nul entre les �brésve
toriels M∗ ⊗N et End0(N) 
ar ils sont tous les deux stables, de même pentemais de rang di�érent(Proposition 3.2.9).Ainsi, γ : M∗⊗N → End0(N) et δ : End0(N) → M∗⊗N sont nuls. La matri
e
MΨ̃ est don
 de la forme :

MΨ̃ =

(
α 0

0 β

)
.Comme les �brés ve
toriels M∗ ⊗N et End0(N) sont stables, les morphismes αet β sont des homothéties. De plus, 
es �brés étant orthogonaux, il faut que αet β soient des morphismes orthogonaux. Notons Q1 et Q2 les restri
tions de laforme quadratique Q̃ (voir (28)). Notons λ et µ les rapports des homothéties α et

β. Il faut que tαQ1α = Q1, soit λ2Q1 = Q1, 
e qui impose λ appartient {±1}. Demême, µ appartient à {±1}. Le fait que le déterminant de MΨ̃ est trivial impose
µ = 1 
ar det(MΨ̃) = λ4µ3 = µ.Dans les 
onditions ⋆, les seuls automorphismes de PG2 sont don
 asso
iésaux matri
es :

MΨ̃ =

(
1 0

0 1

) ou MΨ̃ =

(
−1 0

0 1

)
.Le groupe d'automorphismes de PG2 est don
 bien isomorphe à Z/2Z.3.4. Propriétés relatives à l'espa
e de modules MC(G2)3.4.1.Notation 6. � Dans 
e qui suit, le lettre G désigne un groupe algébrique a�ne,
onnexe et semisimple et C une 
ourbe algébrique proje
tive, 
onnexe et lisse sur

C. On note MC(G) l'espa
e de modules des G-�brés prin
ipaux semistables surune 
ourbe C et l'on va s'intéresser tout parti
ulièrement à l'espa
e de modules
MC(G2).Proposition 3.4.1 (Ramanathan). � Soit E → C un G-�bré prin
ipal stableoù G est semisimple. Alors, l'ensemble des automorphismes de E est �ni.Démonstration. � Soit E un G- �bré prin
ipal stable sur une 
ourbe C ave
 Gsemisimple. Fixons une représentation ρ de G :

ρ : G →֒ GL(V )
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e ve
toriel sur lequelG agit et où ρ est prise �dèle et irrédu
tible.D'après la Proposition 2.11 de [Bal09℄,
Aut(E) = H0(C,Ad(E)) = H0(C,E

G
× G)où G agit sur lui-même par 
onjugaison. La représentation ρ : G →֒ GL(V )induit le morphisme inje
tif suivant

E
G
× G →֒ E

G
× GL(V ) →֒ E

G
× End(V ),d'où

Aut(E) →֒ H0(C,E
G
× End(V )) = H0(C,End(E(V ))).Selon les notations utilisées en �3 de [Ram75℄, posons

C = {λρ(g) | λ ∈ C∗, g ∈ G} le 
�ne au-dessus de la représentation ρ,
A = {σ ∈ H0(C,End(E(V )) | σ(C) ⊂ E(C)} ⊂ H0(C,End(E(V ))).Alors, Aut(E) est 
ontenu dans A. Par la Proposition 3.1 de [Ram75℄, E étantstable, l'image P(A) de A dans PH0(C,End(E(V ))) n'interse
te pas l'hypersur-fa
e du lieu d'annulation de la fon
tion déterminant dans H0(C,End(E(V ))). Cesous-ensemble est don
 �ni. L'image I de Aut(E) dans PH0(C,End(E(V ))) estdon
 �nie. Considérons la suite exa
te

Aut(E) → I → 1. (58)Cher
hons le noyau de 
ette suite exa
te. Tout automorphisme γ : E → E telque le morphisme γ̃ : E(V ) → E(V ) soit la multipli
ation par un s
alaire nonnul λ sur V est lui-aussi l'homothétie λid. En e�et, γ̃ : E(V ) → E(V ) est dé�ni
omme suit : pour tout (e, v) de E(V ), on pose γ̃((e, v) = (γ(e), v). Fixons e ∈ E.Il existe g ∈ G tel que γ(e) = e · g. L'image de (e, v) par γ̃ est (e · g, v) = (e, gv).Si gv = λv pour tout v ∈ V , on obtient bien g = λid. Et 
e
i est vrai pour tout
e de E. Ainsi, le noyau de la suite exa
te de l'équation (58) est don
 G∩C∗. Ona la suite exa
te suivante :

1 → G ∩ C∗ → Aut(E) → I → 1.Ainsi, Aut(E) est une extension de I par G ∩ C∗. Or, G ∩ C∗ est in
lus dans le
entre Z(G) de G qui est �ni 
ar G est semisimple. Les deux ensembles G ∩ C∗et I étant �nis, Aut(E) l'est aussi.Rappelons deux dé�nitions intervenant dans le pro
hain théorème.Dé�nition 3.4.2. � Un élément g d'un groupe algébrique G est dit semi-simple s'il existe une représentation �dèle ρ : G →֒ GL(V ) telle que ρ(g) soitdiagonalisable.



3.4. PROPRIÉTÉS RELATIVES À L'ESPACE DE MODULES MC(G2) 119Remarque 3.4.3. � Soit un élément g d'un groupe algébrique G. S'il existeune représentation �dèle ρ de G telle que ρ(g) soit diagonalisable, alors pourtoute autre représentation �dèle ρ̃ de G, ρ̃(g) est diagonalisable.Dé�nition 3.4.4. � Le 
entralisateur d'un élément g d'un groupe algébrique
G, noté Cg, est 
onstitué des éléments qui 
ommutent ave
 g :

Cg = {h ∈ G | hg = gh}.Exemple 3.4.5. � Le 
entralisateur d'un élément z de 
entre ZG d'un groupe
G est le groupe G entier, tout autre 
entralisateur est un sous-groupe stri
tementin
lus dans le groupe G.Rappelons la dé�nition suivante 
on
ernant le groupe des automorphismesd'un G-�bré prin
ipal :Dé�nition 3.4.6. � Un G-�bré prin
ipal E est dit régulièrement stablelorsque E est stable et que

AutG(E) ≃ Z(G)où AutG(E) est le groupe des automorphismes du G-�bré prin
ipal E et Z(G)désigne le 
entre de G.Théorème 3.4.7. � Soit E → C un G-�bré prin
ipal. Supposons que E soitun G-�bré prin
ipal stable, non régulièrement stable. Alors, il existe un élément
g appartenant à G tel que g soit semisimple et tel que E admette une rédu
tionau 
entralisateur Cg. De plus, 
e 
entralisateur est de rang maximal, 
'est-à-direégal au rang de G et si G est simplement 
onnexe, alors 
e 
entralisateur est
onnexe.Démonstration. � Soit π : E → C un G-�bré prin
ipal stable tel que le 
entre
ZG de G soit stri
tement in
lus dans Aut(E). Considérons γ : E → E apparte-nant à Aut(E)\ZG.Comme γ n'est pas la multipli
ation par un élément de ZG, il existe e0 de Etel que son image γ(e0) n'appartienne pas à {e0 ·z | z ∈ ZG}. Ainsi, γ(e0) = e0 ·g0où g0 n'est pas un élément du 
entre ZG. Notons x0 le point de la 
ourbe C telque π(e0) = x0.Comme Aut(E) est �ni d'après la Proposition 3.4.1, γ est d'ordre �ni. Il existedon
 un entier n ∈ N tel que γn = id. Comme γn = id, il vient e0 = γn(e0) =

e0 · g0
n don
 g0

n = 1G ; l'élément g0 est d'ordre �ni. Il est don
 diagonalisablepuisqu'il est annulé par le polyn�me Xn − 1 à ra
ines simples. Cet élément estdon
 bien semisimple.
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ipal E admet une rédu
tion au sous-groupe Cg0 ,qui un sous-groupe stri
te de G d'après l'exemple 3.4.5 puisque g0 n'est pasun élément de ZG. Pour dé�nir une telle rédu
tion, il su�t de pouvoir dé�nirune se
tion de C dans E/Cg0. Considérons un ouvert de trivialisation U ⊂ C
ontenant le point x0. Pour 
haque point (x, 1G) de U × G, il existe un unique
g ∈ G tel que γ((x, 1G)) = (x, g) = (x, 1G) · g. Ainsi, à l'automorphisme γ
orrespond le morphisme suivant :

γ̃ : U → G

x 7→ g tel que γ((x, 1G)) = (x, g).Nous allons montrer que tous les éléments de l'image de γ̃ sont 
onjugués deuxà deux. Le groupe G étant a�ne, notons
G = Spec(A)où A est une algèbre de type �ni. Le groupe G agit sur A par 
onjugaison etnous avons le diagramme 
ommutatif suivant :

U eγ- G = Spec(A)

Spec(AG)

π

??

Φ
U

-où AG = {a ∈ A | ∀ g ∈ G, a · g = a} est l'ensemble des invariants de A sousl'a
tion de G et où π est le morphisme 
anonique asso
ié à l'in
lusion AG →֒ A.Le s
héma a�ne Spec(AG) est un bon quotient Spec(A)//G (voir l'Exemple (a)de 14.2 de [LP97℄ ou le Lemme 2.13 de [Dré04℄). Re
ollons l'ensemble desmorphismes ΦU pour dé�nir un morphisme sur la 
ourbe C qui est réunion desouverts de trivialisation :
Φ : C → Spec(AG).La 
ourbe C étant propre, l'image Φ(C) de C l'est aussi. Or, Φ(C) est un sous-ensemble de l'espa
e a�ne Spec(AG), don
 il s'agit d'un ensemble dis
ret. Deplus, C et don
 Φ(C) étant 
onnexes, l'image Φ(C) est en fait réduit à un seulpoint, noté y. Ainsi, tous les éléments γ̃(x) pour x ∈ U appartiennent à π−1(y).Or, π−1(y) est 
onstitué de plusieurs orbites dont une seule seulement est fermée(voir Théorème 2.16 de [Dré04℄). Par ailleurs, l'élément g0 = γ̃(x0) étant semi-simple, son orbite par l'a
tion de 
onjugaison est fermée. En e�et, l'orbite, sousl'a
tion de 
onjugaison, d'un élément g de G diagonalisable est l'interse
tion des
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OrbG(g) = {M ∈ G | Pmin(g)(M) = 0} ∩ {M ∈ G | Pcar(M) − Pcar(g) = 0}où Pmin(g) est le polyn�me minimal de g et Pcar(M) son polyn�me 
ara
téris-tique et Pcar(g) le polyn�me 
ara
téristique de g. Ainsi, l'élément g0 appartientà l'unique orbite fermée de π−1(y). Il en est de même pour 
haque autre élé-ment γ̃(x) pour x ∈ U . Chaque orbite étant une 
lasse de 
onjugaison, tous leséléments γ̃(x) pour x ∈ U sont don
 
onjugués :

∀ x1 ∈ U , ∃ g1 ∈ G tel que γ̃(x1) = g1g0g
−1
1 . (59)Nous sommes à présent en mesure de dé�nir la rédu
tion re
her
hée. Nous allonsdé�nir une se
tion σ au dessus de l'ouvert U . Soit x1 ∈ U . L'image de (x1, 1G)par γ est (x1, γ̃(x1)). Or, d'après (59), il existe g1 ∈ G tel que γ̃(x1) = g1g0g

−1
1 .Notons e1 = (x1, g1). L'image de e1 par γ est :

γ(e1) = γ((x1, 1G) · g1) = γ((x1, 1G)) · g1,

= (x1, g1g0g
−1
1 ) · g1,

= (x1, g1g0),

= e1 · g0.Ainsi, au-dessus de tout élément x1 de U , il existe un élément e1 appartenant à
U×G tel que γ(e1) = e1 ·g0. À 
haque élément x1 de U , on asso
ie un élément duquotient E/Cg0 de la manière suivante : posons σ(x1) = e1 où e1 est un élémentà la �bre au-dessus de x1 véri�ant γ(e1) = e1 · g0. La se
tion σ est bien dé�nie.En e�et, 
onsidérons deux éléments e1 et e2 appartenant à la �bre d'un élément
x de U �xé et véri�ant γ(e1) = e1 · g0 et γ(e2) = e2 · g0. Notons h l'élément de Gtel que e2 = e1 · h. On a

γ(e2) = e2 · g0,

⇔ γ(e1 · h) = (e1 · h) · g0,

⇔ e1 · g0h = e1 · hg0,Don
 g0h = hg0.L'élément h appartient à la 
lasse de 
onjugaison de g0, e1 = e2. Les deux élé-ments e1 et e2 représentent le même élément dans E/Cg0. Don
, la se
tion σ estbien dé�nie. On étend 
ette dé�nition pour obtenir une se
tion de C à E/Cg0,
e qui fournit une rédu
tion de E au sous-groupe Cg0 où g0 est un élément semi-simple de G.D'après le Théorème de �2.2 de [Hum95℄, le 
entralisateur Cg0 de g0 est ré-du
tif et de rang maximal. Et, de part le Théorème de �2.11 de [Hum95℄, si Gest simplement 
onnexe, Cg0 est 
onnexe.
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ipal E admet bien une rédu
tion au 
entralisateur Cg0 d'un élé-ment semisimple où Cg0 est un sous-groupe rédu
tif (
onnexe si G est simplement
onnexe) et de rang maximal Cg0.3.4.2.Théorème 3.4.8. � Soit [PG2 ] un point de MC(G2) où PG2 soit un G2-�bréprin
ipal sur une 
ourbe algébrique C de genre g supérieur ou égal à 2. L'équi-valen
e suivante est véri�ée :
PG2 est régulièrement stable ⇔ [PG2 ] est un point lisse de MC(G2).Démonstration. � Soit PG2 un G2-�bré prin
ipal sur une 
ourbe C de genre gsupérieur ou égal à 2.Supposons que PG2 est régulièrement stable. D'après le Lemme 1.2.14

AutG2(PG2) = Z(G2) = {Id}.Pour savoir si [PG2 ] est un point lisse de MC(G2), on s'intéresse au bon quotient :
H1(C, ad(PG2))//AutG2(PG2)où ad(PG2) = PG2

G2× g2 est le �bré adjoint de PG2 . Le point [PG2 ] est un pointlisse de MC(G2) si et seulement si 
e bon quotient est lisse. Or, le groupe desautomorphismes de PG2 est i
i trivial don
 le bon quotient pré
édent n'est autreque l'espa
e ve
toriel H1(C, ad(PG2)), qui est lisse. Ainsi, [PG2] est un point lissede MC(G2).Inversement, 
omme dans 
haque 
lasse de S-équivalen
e, il existe un repré-sentant polystable, supposons PG2 soit polystable. Si PG2 n'est pas régulièrementstable, alors soit il est non stable, soit il est stable mais de groupe d'automor-phismes non trivial.Dans le premier 
as, PG2, polystable et non stable, admet une rédu
tion àun sous-groupe de Levi (sous-groupe rédu
tif 
onnexe de rang 2, isomorphe à
GL2 d'après 1.4.2.1 et 1.4.2.2). Ce sous-groupe de Levi est in
lus dans l'un desdeux sous-groupes rédu
tifs 
onnexes de rang maximal, maximaux pour l'ordrede l'in
lusion : SL3 et SO4 (voir 
lassi�
ation de [BDS49℄), 
orrespondant res-pe
tivement aux diagrammes de Dynkin A2 et A1×A1. Par extension, PG2 admetune rédu
tion à SL3 ou à SO4.Dans le se
ond 
as (PG2 stable, non régulièrement stable), le G2-�bré prin
ipal
PG2 possède une H-rédu
tion pour H appartenant à {SL3, SO4}. En e�et, depar le Théorème 3.4.7, G2 étant un groupe de Lie simple et simplement 
onnexe(voir Théorème 1.9.3. de [Yok09℄), PG2 possède une Cg-rédu
tion où Cg est unsous-groupe 
onnexe de rang maximal de G2. Ainsi, le groupe Cg est in
lus dans



3.4. PROPRIÉTÉS RELATIVES À L'ESPACE DE MODULES MC(G2) 123l'un des deux groupes, SL3 ou SO4. Ainsi, par extension de groupe de stru
turede 
ette Cg-rédu
tion, le G2-�bré prin
ipal PG2 possède une rédu
tion de groupede stru
ture à SL3 ou à SO4.Ainsi, si PG2 ne soit pas régulièrement stable, PG2 admet une rédu
tion à SL3ou à SO4.On s'intéresse au bon quotient
H1(C, ad(PG2))//AutG2(PG2).Il s'agit de montrer que 
e bon quotient est singulier lorsque PG2 ne soit pasrégulièrement stable. D'après le Lemme 2.13 de [Dré04℄, si l'on note
Spec(A) = H1(C, ad(PG2)),on a l'isomorphisme suivant :

H1(C, ad(PG2))//AutG2(PG2) ≃ Spec(AAutG2
(PG2

))où AAutG2
(PG2

)) désigne l'algèbre des éléments de A invariants sous l'a
tion dugroupe AutG2(PG2).Étudions séparément le 
as où PG2 admet une rédu
tion à SL3 et le 
as où
PG2 admet une rédu
tion à SO4.(1) Cas où PG2 possède une SL3-rédu
tion.Supposons que PG2 soit stable. S'il existe un SL3-�bré prin
ipal E qui soit une
SL3-rédu
tion de PG2 , alors, vu que PG2 est pris stable, le SL3-�bré prin
ipal El'est aussi, d'après la Proposition 3.3.15. L'a
tion de SL3 sur C7 dé
ompose C7en trois 
omposantes irrédu
tibles :

C7 = C3 ⊕ (C3)∗ ⊕ Cd'où l'expression du �bré ve
toriel asso
ié à PG2 :
V = PG2(C

7) = PG2

G2× C7,

= E
SL3× C7,

= W ⊕W ∗ ⊕OC .où W = E
SL3× C3 est le �bré ve
toriel asso
ié au SL3-�bré prin
ipal E. A�n dedis
uter du 
ara
tère lisse ou singulier du point [PG2], étudions le �bré adjoint

ad(PG2) = PG2(g2). Pour 
ela, expli
itons la dé
omposition en 
omposantes ir-rédu
tibles de l'algèbre de Lie g2 sous l'a
tion de sl3. D'après le 
hapitre 22 de[FH91℄,
g2 = C3 ⊕ (C3)∗ ⊕ End0(C

3).
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ad(PG2) = PG2

G2× g2,

= E
SL3× g2,

ad(PG2) = W ⊕W ∗ ⊕ End0(W ). (60)Le SL3-�bré prin
ipal E étant stable, son groupe d'automorphismes est iso-morphe à Z/3Z et le groupe d'automorphisme de PG2 l'est aussi dans la 
as oùle �bré ve
toriel W n'est pas autodual, d'après le Lemme 3.3.16. Plaçons-nousdans 
e 
as :
AutG2(PG2) ≃ Z/3Z.Notons

d = h1(C,W ).Par le Théorème de Riemann-Ro
h, en notant g est le genre de la 
ourbe C,
h0(C,W ) − h1(C,W ) = deg(W ) + rg(W )(1 − g) = 3(1 − g)et

h0(C,End0(W )) − h1(C,End0(W )) = deg(End0(W )) + rg(End0(W ))(1 − g),

= 8(1 − g).Or, h0(C,W ) = dim(Γ(C,W )) = 0 et h0(C,End0(W )) = 0. En e�et, s'il existaitune se
tion globale non nulle de W , elle 
orrespondrait à un morphisme de OCvers W . Or, 
es deux �brés ve
toriels étant stables de degré 0, 
e morphismeserait un isomorphisme, 
e qui est impossible vu que OC est de rang 1 alors que
W est de rang 3. Par ailleurs, toute se
tion globale de End0(W ) 
orrespond à unmorphisme de W vers W , qui est une homothétie de tra
e nulle, 
ar W est un�bré ve
toriel stable don
 simple. Don
, la seule se
tion globale de End0(W ) estla se
tion nulle. Ainsi,

d := h1(C,W ) = 3(g − 1),

l := h1(C,End0(W )) = 8(g − 1).Les entiers d et l sont stri
tement supérieurs à 1 dès que g est supérieur ou égalà 2.Une pseudo-ré�exion d'un espa
e ve
toriel est un endomorphisme de 
et es-pa
e ve
toriel dont le noyau est de 
odimension 1. Nous allons voir si le grouped'automorphismes AutG2(PG2), agissant sur H1(C, ad(PG2)), est engendré pardes pseudo-ré�exions. Considérons la dé
omposition :
H1(C, ad(PG2)) = H1(C,W ⊕W ∗ ⊕ End0(W )),

= H1(C,W ) ⊕H1(C,W ∗) ⊕H1(C,End0(W )).



3.4. PROPRIÉTÉS RELATIVES À L'ESPACE DE MODULES MC(G2) 125Par le Lemme 3.3.16, en notantMλ la matri
e de l'automorphisme de V asso
iée à
λ ∈ µ3,Mλ agit par multipli
ation par λ sur H1(C,W ), par λ−1 surH1(C,W ∗) etagit trivialement sur H1(C,End0(W )). Ainsi, pour tout élément λ de µ3 di�érentde 1, Mλ n'est pas une pseudo-ré�exion puisque les dimensions h1(C,W )) et
h1(C,W ∗)) sont égales à d, stri
tement supérieur à 1 quand g est supérieur ouégal à 2. Don
 AutG2(PG2), agissant sur H1(C, ad(PG2)), n'est pas engendré pardes pseudo-ré�exions.Posons

C [H1(C,W )] = C[Xi]i∈{1,...,d},

C [H1(C,W ∗)] = C[Yj]j∈{1,...,d},

C [H1(C,End0(W ))] = C[Zm]m∈{1,...,l}.Il vient
C
[
H1(C, ad(PG2))

]
= C

[
H1(C,W ⊕W ∗ ⊕ End0(W ))

]
= C[Xi, Yj, Zm]où i, j ∈ {1, . . . , d} et m ∈ {1, . . . , l}. L'automorphisme de PG2 , agissant parmultipli
ation par λ, où λ appartient µ3, sur W se traduit, sur ad(PG2) = W ⊕

W ∗ ⊕End0(W ), par la multipli
ation par λ−1 sur W ∗ et par l'a
tion triviale sur
End0(W ). Ainsi,

C
[
H1(C, ad(PG2))

]AutG2
(PG2

)
= C[H1(C, ad(PG2))]

µ3 ,

= C[XiXjXk, YiYjYk, XiYj, Zm] (61)où i, j, k ∈ {1, . . . , d} et m ∈ {1, . . . , l}. En notant H1(C, ad(PG2)) = Spec(A),la surje
tion naturelle
Ψ : A2d+l = Spec(A) ։ Spec(A)//AutG2(PG2) = Spec

(
AAutG2

(PG2
)
)
⊂ An(où n = C3

d + A2
d + d+ l)) équivaut à l'in
lusion AAutG2

(PG2
) →֒ A, soit

C[XiXjXk, YiYjYk, XiYj, Zm] →֒ C[Xi, Yj, Zm]où i, j, k ∈ {1, . . . , d} et m ∈ {1, . . . , l}. Par le Théorème de Luna sur les sli
esétales (voir [Dré04℄, �7.4), il vient que [PG2 ] est un point singulier de MC(G2si et seulement si Ψ(A2d+l) est singulière au point 0 de An puisque les anneauxlo
aux 
orrespondant sont isomorphes.Notons S = C[Xi, Yj, Zm]{i,j,m} et R = C[XiXjXk, YiYjYk, XiYj, Zm]{i,j,k,m}la sous-algèbre de S formée des éléments invariants par le groupe AutG2(PG2).D'après 
e qui pré
ède, AutG2(PG2), agissant surH1(C, ad(PG2)), n'est pas engen-dré par des pseudo-ré�exions. Ainsi, d'après le Théorème de Chevalley-Shephard-Todd (voir Théorème 4, 
hapitre V, �5 de [Bou68℄), R n'est pas une C-algèbregraduée (libre) de polyn�mes. Or, il y a équivalen
e entre le fait que l'algèbre Rsoit une algèbre de polyn�mes et le fait que le point 0 soit un point lisse (admis).
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i, l'algèbre R n'étant pas polyn�miale, le point [PG2 ] est un point singulier de
MC(G2).Ainsi, lorsque PG2 est un G2-�bré prin
ipal stable, non régulièrement stable,admettant une SL3-rédu
tion E telle que le �bré ve
toriel M = E(C3) n'estpas autodual, alors [PG2] est un point singulier de l'espa
e de modules MC(G2).L'ouvert MC(G2) 
onstitué des points [PG2 ] ave
 PG2 = E(G2) où E est un SL3-�bré prin
ipal stable tel que M := E(C3) n'est pas autodual, est 
ontenu dansle lieu lieu singulier de MC(G2). Or, le lieu singulier étant un fermé, il 
ontientdon
 aussi l'adhéren
e de 
et ouvert.(2) Cas où PG2 possède une SO4-rédu
tion, notée G. Supposons que PG2 soitstable. � Si PG2 est obtenu par extension de groupe de stru
ture d'un élément Ptel que [P ] appartient à M+

C(SO4), alors, par la surje
tivité de MC(SL2) ×
MC(SL2) ։ M+

C(SO4) indiquée au Lemme 3.3.18, il existe deux SL2-�brésprin
ipaux E et F tels que PG2 = E × F . D'après la proposition 3.3.22,
E et F sont stables puisque PG2 est supposé stable. Supposons par ailleursque les 
onditions ⋆, dé�nies dans en Notation 5, soient véri�ées. Par leLemme 3.3.27, leurs groupes d'automorphismes sont isomorphes à Z/2Z etsi les �brés ve
toriels asso
iés à E et à F ne sont pas isomorphes, le grouped'automorphismes de PG2 est aussi isomorphe à Z/2Z. D'après le Lemme3.3.21, le �bré ve
toriel V asso
ié à PG2 est

V = M∗ ⊗N ⊕ End0(N)où M = E(C2) = E(M) et N = F (C2) = F (N) sont les �brés ve
torielsasso
iés à E et à F .A�n de dis
uter du 
ara
tère lisse ou singulier du point [PG2], étudions le�bré adjoint ad(PG2) = PG2(g2). Pour 
ela, expli
itons la dé
omposition en
omposantes irrédu
tibles de l'algèbre de Lie g2 sous l'a
tion de so4.Le système de ra
ines de so4 est D2 et 
elui de sl2 ⊕ sl2 est A1 ×A1, don
,au niveau des algèbres de Lie, on a bien :
so4 = sl2 ⊕ sl2.L'algèbre de Lie g2 se dé
ompose sous la forme suivante

g2 = (sl2)α1
⊕ (sl2)α6

⊕ Vα5 . (62)où (sl2)α1 ,(sl2)α6 et (sl2)α1 ⊕ (sl2)α6 sont des sous-algèbres de Lie de g2 et
Vα5 est un sous-espa
e ve
toriel de g2, où les notations utilisées sont les
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(sl2)α1 = 〈Hα1〉 ⊕ (g2)α1 ⊕ (g2)−α1,

(sl2)α6 = 〈Hα6〉 ⊕ (g2)α6 ⊕ (g2)−α6,

Vα5 =
⊕

α∈{±α2,...,±α5}(g2)αet Hαi
= [Xi, X−i], Xi et X−i générant respe
tivement (g2)αi

et (g2)−αi
(voir(10)). Les sous-algèbres de Lie (sl2)α1 et (sl2)α6 sont toutes les deux iso-morphes à sl2 et elles sont en somme dire
te 
ar les ve
teurs Hα1 , Hα6 , X1, X6et X−6 véri�ent

[Hα1 , X6] = [Hα6 , X1] = 0,et [X1, X6] = [X1, X−6] = 0(les deux ra
ines α1 et α6 ont été judi
ieusement 
hoisies dans 
e but(7)). Le
al
ul de [Hα1 , X6], par exemple, est le suivant :
Hα1 = [X1, X−1],

= P0,1(E1,1 + E5,5 + 2E3,3 −E2,2 − E4,4 − 2E6,6)P
−1
0,1 ,

X6 = P0,1(E1,5 −E2,4)P
−1
0,1 ,don
 [Hα1 , X6] = P0,1(E1,5 + E2,4 − (E1,5 + E2,4))P

−1
0,1 = 0.On 
onsidère la représentation π de so4 = (sl2)α1

⊕ (sl2)α6
sur g2 
ommerestri
tion de la représentation adjointe :

π : (sl2)α1
⊕ (sl2)α6

→ End(g2).L'équation (62) n'est autre que la dé
omposition de l'algèbre de Lie g2 ensous-espa
es ve
toriels 
orrespondant à la dé
omposition de la représentation
π en représentations irrédu
tibles. En e�et, tous les 
ro
hets de Lie [X1, Xk],
[X−1, Xk], [X6, Xk] et [X−6, Xk] appartiennent à Vα5 pour k ∈ {±2, . . . ,±5}.Don
 Vα5 est bien un sous-espa
e ve
toriel stable de 
ette représentation. Ilest de plus irrédu
tible 
ar en retran
hant à la ra
ine α5 les ra
ines α1 ou
α6 une ou plusieurs fois, on par
oure toutes les ra
ines de {α±2, . . . , α±5}.Notons π5 la représentation irrédu
tible de (sl2)α1

⊕ (sl2)α6
sur Vα5 , asso
iéeà π :

π5 : (sl2)α1
⊕ (sl2)α6

→ End(Vα5).Le ve
teur asso
ié au plus haut poids de la représentation π5 est l'uniqueve
teur (à homothétie près) véri�ant
[X,X1] = [X,X6] = 0

(7)Tout autre 
hoix de deux ra
ines αi et αj parmi les ra
ines positives de g2 n'aurait pas véri�ésimultanément [Xi, Xj ] = [Xi, X−j ] = [Hαi
, Xj ] = [Hαj

, Xi] = 0
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teurs propres asso
iés aux ra
ines positives de
so4 = (sl2)α1

⊕ (sl2)α6
. Le ve
teur re
her
hé est X5. Le plus haut poids de lareprésentation Vα5 est don
 α5 (
e qui justi�e les notations utilisées).Cara
térisons la représentation Vα5 , en 
omparaison ave
 une représenta-tion de Sym3(C2) ⊗C2. d'après le Lemme 3.4.9 
i-après, les représentations

π5 et ρ (dé�nies lors du lemme) sont isomorphe :
π5 : (sl2)α1

⊕ (sl2)α6
→ End(Vα5)

ρ : sl2 ⊕ sl2 → End(Sym3(A) ⊗ B).En posant A = N et B = M
∗, la représentation π : sl2 ⊕ sl2 → g2 aboutit àla dé
omposition suivante de l'algèbre de Lie g2 :

g2 = (sl2)α1 ⊕ (sl2)α6 ⊕ (Sym3N) ⊗M∗où sl2⊕sl2 agit sur (sl2)α1 ,(sl2)α6 et (Sym3N)⊗M∗ de manière irrédu
tible.Le �bré adjoint ad(PG2) = PG2(g2) s'é
rit don
 :
ad(PG2) = End0(M

∗) ⊕ End0(N) ⊕ (Sym3N) ⊗M∗. (63)Par le Théorème de Riemann-Ro
h, en notant g est le genre de la 
ourbe C,pour tout �bré ve
torielW sur la 
ourbe C, on a :
h0(C,W ) − h1(C,W ) = deg(W )) + rg(W )(1 − g).En appliquant 
ette formule aux �brés ve
toriels End0(M

∗),End0(N) et
(Sym3N) ⊗M∗, il vient :

h0(C,End0(M
∗)) − h1(C,End0(M

∗)) = 3(1 − g),

h0(C,End0(N)) − h1(C,End0(N)) = 3(1 − g),et h0(C, (Sym3N) ⊗M∗) − h1(C, (Sym3N) ⊗M∗) = 8(1 − g).Or, 
omme pré
édemment, h0(C,End0(M
∗)) et h0(C,End0(N)) sont nuls 
ar

M∗ et N sont des �brés ve
toriels stables. Les entiers d et l, dé�nis 
ommesuit :
d := h1(C,End0(M

∗)) = h1(C,End0(N)) = 3(g − 1),

l := h1(C, (Sym3N) ⊗M∗) = 8(g − 1) + h0(C, (Sym3N) ⊗M∗),sont stri
tement supérieurs à 1 dès que g est supérieur ou égal à 2.



3.4. PROPRIÉTÉS RELATIVES À L'ESPACE DE MODULES MC(G2) 129Montrons que le groupe d'automorphismes AutG2(PG2), agissant sur l'es-pa
e H1(C, ad(PG2)) n'est pas engendré par des pseudo-ré�exions. Considé-rons la dé
omposition :
H1(C, ad(PG2)) = H1(C,End0(M

∗) ⊕ End0(N) ⊕ (Sym3N) ⊗M∗),

= H1(C,End0(M
∗)) ⊕H1(C,End0(N))

⊕H1(C, (Sym3N) ⊗M∗).D'après le Lemme 3.3.27, 
haque automorphisme de PG2 induit un iso-morphisme du �bré ve
toriel V = M∗ ⊗N ⊕ End0(N) de la forme suivanteayant pour matri
e, dans une base adaptée à la dé
omposition pré
édente,
M(1) =

(
1 0

0 1

) ou M(−1) =

(
−1 0

0 1

)
. (64)L'automorphisme de G2 asso
ié àM(1) agit trivialement sur ad(PG2). D'autrepart, le (SL2 × SL2)-automorphisme de (M∗, N), agissant par multipli
a-tion par λ = −1 surM∗ et trivialement sur N induit l'automorphisme de G2asso
ié à M(−1). Cet automorphisme agit trivialement sur End0(M

∗) et sur
End0(N) et agit trivialement sur Sym3N et par multipli
ation par λ = −1sur M∗ don
 agit par multipli
ation par λ = −1 sur (Sym3N) ⊗M∗. L'au-tomorphisme asso
ié à M(−1) agit don
 de manière triviale sur End0(M

∗) etsur End0(N) et par multipli
ation par λ = −1 sur (Sym3N)⊗M∗. Ainsi, legroupe AutG2(PG2) agissant sur H1(C, ad(PG2)) est 
onstitué du morphismeidentité et du morphisme qui agit trivialement sur H1(C,End0(M
∗)) et sur

H1(C,End0(N)) et par multipli
ation par (−1) sur H1(C, (Sym3N) ⊗M∗).Comme la dimension l de H1(C, (Sym3N)⊗M∗) est stri
tement supérieureà 1 quand g est supérieur ou égal à 2, le groupe AutG2(PG2), agissant sur
H1(C, ad(PG2)), n'est pas engendré par des pseudo-ré�exions.Posons

C [H1(C,End0(M
∗))] = C[Xi]i∈{1,...,d},

C [H1(C,End0(N))] = C[Yj]j∈{1,...,d},

C
[
H1(C, (Sym3N) ⊗M∗)

]
= C[Zm]m∈{1,...,l}.Il vient

C
[
H1(C, ad(PG2))

]
= C[Xi, Yj, Zm]où i, j ∈ {1, . . . , d} et m ∈ {1, . . . , l}, et d'après 
e qui pré
ède,

C [H1(C, ad(PG2))]
AutG2

(PG2
)

= C[H1(C, ad(PG2))]
µ2 ,

= C[Xi, Yj, ZmZn]



130 CHAPITRE 3. ÉTUDE DES G2-FIBRÉS PRINCIPAUXoù i, j ∈ {1, . . . , d} et m,n ∈ {1, . . . , l}. En notant H1(C, ad(PG2)) =

Spec(A) = A2d+l, la surje
tion naturelle
Ψ : Spec(A) ։ Spec(A)//AutG2(PG2) = Spec

(
AAutG2

(PG2
)
)
⊂ A2d+léquivaut à l'in
lusion AAutG2

(PG2
) →֒ A, soit

C[Xi, Yj, ZmZn] →֒ C[Xi, Yj, Zm]où i, j ∈ {1, . . . , d} et m,n ∈ {1, . . . , l}. Par le Théorème de Luna sur lessli
es étales (voir [Dré04℄, �7.4), il vient que [PG2 ] est un point singulier de
MC(G2) si et seulement si Ψ(A2d+l) est singulière au point 0 de A2d+l.Notons S = C[Xi, Yj, Zm]{i,j,m} et R = C[Xi, Yj, ZmZn]{i,j,m,n} la sous-algèbre de S formée des éléments invariants par le groupe AutG2(V ). Parle Théorème de Chevalley-Shephard-Todd (voir Théorème 4, 
hapitre V,�5 de [Bou68℄), le groupe AutG2(V ) n'étant pas engendré par des pseudo-ré�exions, l'algèbre R n'est pas une C-algèbre graduée (libre) de polyn�mes.Don
 0 est un point singulier de A2d+l Par suite, [PG2 ] est un point singulierde MC(G2).Ainsi, si PG2 est G2-�bré prin
ipal stable, non régulièrement stable admet-tant une SO4-rédu
tion à un élément de M+(SO4) véri�ant les 
onditions
⋆ dé�nies en Notation 5 , alors [PG2] est un point singulier de M(G2).� Si PG2 est obtenu par extension de groupe de stru
ture d'un élément Ptel que [P ] appartient à M−(SO4), l'étude est similaire. Si PG2 appartient àun 
ertain ouvert de MC(G2) et si PG2 n'est pas régulièrement stable alors
[PG2 ] est un point singulier de M(G2).Ainsi, en regroupant les résultats pré
édents, si PG2 est un G2-�bré prin
ipalappartenant soit à l'ouvert de MC(G2) 
onstitué des points [PG2] ave
 PG2 =

E(G2) où E est un SL3-�bré prin
ipal stable tel que M := E(C3) n'est pasautodual, soit à l'ouvert de MC(G2) 
onstitué des points [PG2 ] ave
 PG2 nonrégulièrement stable, admettant une SO4-rédu
tion à un élément de M+(SO4)véri�ant les 
onditions ⋆ dé�nies en Notation 5, ou à un 
ertain ouvert de
MC(G2) 
onstitué des points [PG2 ] ave
 PG2 non régulièrement stable, admettantune SO4-rédu
tion à un élément de M−(SO4), alors [PG2] est un point singulierde M(G2).Ainsi, le lieu singulier de M(G2), qui est un fermé, 
ontient l'adhéren
e de
es ouverts. Au �nal, si PG2 n'est pas régulièrement stable alors [PG2 ] est unpoint singulier de M(G2). Don
, le lieu lisse de M(G2) est 
ontenu dans le lieurégulièrement stable.Il y a don
 équivalen
e entre le lieu lisse et le lieu régulièrement stable.
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i l'énon
é et la démonstration du Lemme 3.4.9, utilisé dans la démonstra-tion pré
édente.Lemme 3.4.9. � En reprenant les notations de la démonstration pré
édente,les représentations π5 et ρ sont isomorphes où
π5 : (sl2)α1

⊕ (sl2)α6
→ End(Vα5)

ρ : sl2 ⊕ sl2 → End(Sym3(A) ⊗ B).ave
, A et B deux C-espa
es ve
toriels de dimension 2, et, pour g = g1 + g2 de
sl2 ⊕ sl2 et aiajak ⊗ b de Sym3(A) ⊗ B :

ρ(aiajak ⊗ b) = ρ1(g1)(aiajak) ⊗ b ⊕ aiajak ⊗ ρ(−1)(g2)(b).et ρ1 est la représentation de sl2 sur Sym3(A) induit par la représentation ρ1 de
sl2 sur A de plus haut poids 1, et ρ−1 la représentation de sl2 sur B de plus hautpoids −1.Démonstration. � Considérons la représentation adjointe de l'algèbre de Lie
sl2 ⊕ sl2. La dé
omposition de sl2 ⊕ sl2 en sous-algèbre de Cartan et en espa
espropres pour l'a
tion adjointe est la suivante :

sl2 ⊕ sl2 = 〈h1, h2〉 ⊕ 〈e1〉 ⊕ 〈f1〉 ⊕ 〈e2〉 ⊕ 〈f2〉où
h1 = (h, 0) , e1 = (e, 0) , f1 = (f, 0) ,et h2 = (0, h) , e2 = (0, e) , f2 = (0, f) ,où

h =

(
1 0

0 −1

)
, e =

(
0 1

0 0

)
, f =

(
0 0

1 0

)(voir [Kna02℄, �I.1). La sous-algèbre 〈h1, h2〉 est la sous-algèbre de Cartan de
sl2 ⊕ sl2. Les ve
teurs ra
ines asso
iés aux ra
ines positives sont e1 et e2.Notons

A = 〈a1, a2〉 et B = 〈b1, b2〉deux C-espa
es ve
toriels de dimension 2 et
ρ1 : sl2 → End(A),

X 7→ X
et ρ(−1) : sl2 → End(B),

X 7→ −Xles représentations irrédu
tibles de A et de B de poids dominant 1 et (−1)(uniques à isomorphisme équivariant près). On note ρ1 la représentation sl2 →
End(Sym3(A)) déduite de ρ1 : pour tout g ∈ sl2 et aiajak ∈ Sym3(A),

ρ1(g1)(aiajak) = ρ1(g1)(ai)ajak + aiρ1(g1)(aj)ak + aiajρ1(g1)(ak).



132 CHAPITRE 3. ÉTUDE DES G2-FIBRÉS PRINCIPAUXÉtudions la représentation :
ρ : sl2 ⊕ sl2 → End(Sym3(A) ⊗B)véri�ant, pour g = g1 + g2 ∈ sl2 ⊕ sl2 et aiajak ⊗ b ∈ Sym3(A) ⊗B :

ρ(aiajak ⊗ b) = ρ1(g1)(aiajak) ⊗ b ⊕ aiajak ⊗ ρ(−1)(g2)(b).On rappelle que les ra
ines de sl2 sont h∗ et (−h∗) si h désigne le générateur dela sous-algèbre de Cartan de sl2 dé
rit 
i-dessus. Les poids de la représentation
ρ sont obtenus en sommant trois poids de la représentation ρ1 et un poids del'a
tion de ρ(−1) (les poids des représentations ρ1 et ρ(−1) étant opposés). Ainsi,les 8 poids de la représentation ρ sont

{3h∗1 + h∗2, h
∗
1 + h∗2,−h∗1 + h∗2,−3h∗1 + h∗2,

3h∗1 − h∗2, h
∗
1 − h∗2,−h∗1 − h∗2,−3h∗1 − h∗2}.Les 8 ve
teurs propres asso
iés à 
es poids sont de la forme

aiajak ⊗ blave
 i, j, k, l appartenant à {1, 2}. Notons Xλ le ve
teur
Xλ = a1a1a1 ⊗ b1.Sous l'a
tion de sl2 ⊕ sl2, tous les ve
teurs propres sont obtenus à partir de Xλ,don
 la représentation ρ est irrédu
tible. Par ailleurs,

ρ(e1)(Xλ) = ρ(e, 0)(Xλ) = ρ1(e)(a1a1a1) ⊗ b1 + 0 = 0,et ρ(e2)(Xλ) = ρ(0, e)(Xλ) = 0 + a1a1a1 ⊗ ρ(−1)(e)(b1) = 0.Ainsi, le ve
teur Xλ = a1a1a1 ⊗ b1 est le ve
teur de plus haut poids de la repré-sentation ρ. Cal
ulons le poids λ asso
ié au ve
teur Xλ, qui est le plus haut poidsde 
ette représentation. Le ve
teur propre Xλ est asso
ié au poids λ := 3h∗1 − h∗2puisque
ρ(h1)(Xλ) = ρ(h, 0)(Xλ) = ρ1(h)(a1a1a1) ⊗ b1 + a1a1a1 ⊗ ρ(−1)(0)(b1),

= 3a1a1a1 ⊗ b1 + 0,

= 3Xλ,et ρ(h2)(Xλ) = ρ(0, h)(Xλ) = ρ1(0)(a1a1a1) ⊗ b1 + a1a1a1 ⊗ ρ(−1)(h)(b1),

= 0 + a1a1a1 ⊗ (−b1),
= −Xλ.Ainsi, la représentation ρ est une représentation irrédu
tible Vλ de sl2 ⊕ sl2 deplus haut poids λ ave

λ = 3h∗1 − h∗2.D'un autre 
oté, la représentation irrédu
tible π5 a pour plus haut poids α5.



3.4. PROPRIÉTÉS RELATIVES À L'ESPACE DE MODULES MC(G2) 133Les deux représentations ρ et π5 sur deux représentations irrédu
tibles de l'al-gèbre de Lie 
omplexe semisimple sl2⊕sl2. A�n de savoir si elles sont isomorphes,il su�t de 
omparer leur plus haut poids. Le plus haut poids de la représentation
ρ est 3h∗1 − h∗2. Par ailleurs, la représentation π5 a pour plus haut poids la formelinéaire α5. D'après le 
al
ul des 
ro
hets de Lie [Hαi

, X5], égaux à α5(Hαi
)X5,pour i ∈ {1, 6}, l'évaluation de α5 sur la sous-algèbre de Cartan 〈Hα1 , Hα6〉 de

sl2 ⊕ sl2 est :
α5(Hα1) = 3,

α5(Hα6) = −1.Don
, α5 est égal à 3H∗
α1

−H∗
α6
.Ainsi, en identi�ant les deux algèbres de Cartan 〈h1, h2〉 et 〈Hα1 , Hα6〉 de lamanière suivante :

〈h1, h2〉 −→ 〈Hα1 , Hα6〉
h1 7→ Hα1

h2 7→ Hα6les deux représentations irrédu
tibles ρ et π5 sont isomorphes.Remarque 3.4.10. � Le résultat du Théorème 3.4.8 est un 
as parti
ulier duCorollaire 3.6 de [BH10℄. Ce dernier énon
e le fait suivant :Théorème 3.4.11 (Biswas-Ho�mann). � Soit G un groupe algébrique li-néaire 
onnexe rédu
tif sur C. Le lieu lisse de MG est 
onstitué des points [E]de MG tels que E est un G-�bré prin
ipal régulièrement stable.Cependant, le lieu singulier y est dé
rit de manière théorique. Nous verrons,dans le Théorème 3.4.12, une des
ription détaillée du lieu singulier de l'espa
ede modules MC(G2).3.4.3. L'objet de 
e paragraphe est l'étude du lieu lisse (ou, de manière équi-valente, du lieu singulier) de l'espa
e de modules MC(G2). Pour une 
ourbe al-gébrique lisse, proje
tive, 
onnexe C de genre égal à 0, 
et espa
e de module estréduit à un point : il est par 
onséquent entièrement lisse.Au paragraphe 1.5 (équations (26) et (33)), il a été mis en éviden
e les deuxin
lusions suivantes :
i : SL3 →֒ G2,

j : SO4 →֒ G2.



134 CHAPITRE 3. ÉTUDE DES G2-FIBRÉS PRINCIPAUXElles induisent deux morphismes au niveau des espa
es de modules (morphismesd'extension de groupe de stru
ture)(8) :
i : MC(SL3) → MC(G2)

j : MC(SO4) → MC(G2)
(65)Théorème 3.4.12. � Le lieu singulier de l'espa
e de modules MC(G2) 
onstituédes 
lasses d'isomorphismes des G2-�brés prin
ipaux semistables sur une 
ourbealgébrique lisse, proje
tive, 
onnexe de genre au moins 2 est :

MC,sing(G2) = i (MC(SL3)) ∪ j (MC(SO4)) .Le lieu singulier de l'espa
e de modules MC(G2) possède ainsi trois 
omposantes
onnexes :
i (MC(SL3)) , j

(
M+

C(SO4)
) et j

(
M−

C(SO4)
)
.Démonstration. � D'après le Théorème 3.4.8, le lieu singulier de l'espa
e demodules MC(G2) est le lieu non régulièrement stable de MC(G2). Ainsi, il est
onstitué des G2-�brés prin
ipaux stri
tement semistables et des G2-�brés prin-
ipaux stables dont le groupe d'automorphismes n'est pas trivial. Tout G2-�bréprin
ipal tel que [PG2] est un point singulier admet don
 une rédu
tion à l'un desdeux groupes suivants : SL3 ou SO4. En e�et, si l'on 
onsidère un G2-�bré prin-
ipal polystable stri
tement semistable 
ontenue dans la 
lasse de S-équivalen
e

[PG2] alors il admet une rédu
tion à un sous-groupe de Levi et 
e sous-groupe estin
lus dans l'un de deux groupes pré
édemment 
ités (voir paragraphe 1.4.2)(9).Par ailleurs, 
ette a�rmation dans le 
as d'un G2-�bré prin
ipal stable de grouped'automorphismes non trivial est l'objet du Théorème 3.4.7. Ainsi,
MC,sing(G2) ⊂ i (MC(SL3)) ∪ j (MC(SO4)) .Inversement, si E est un SL3-�bré prin
ipal stable alors PG2 , le G2-�bré prin-
ipal obtenu par extension de groupe de stru
ture de E, est stable d'après l'équi-valen
e énon
ée à la Proposition 3.3.15. Par ailleurs, le groupe d'automorphismesde PG2 est isomorphe à Z/3Z si E(C3) n'est pas autodual (voir Lemme 3.3.16)don
 n'est pas trivial. Par le Théorème 3.4.8, [PG2 ] est un point singulier de

MC(G2).
(8)Les in
lusions i : SL3 →֒ G2 et j : SO4 →֒ G2 ne sont pas uniques. En revan
he, les morphismes
orrespondantes entre espa
es de modules ne dépendent pas du 
hoix des in
lusions au niveau desgroupes. En e�et, si l'on 
onsidère E un SL3-�bré prin
ipal et deux in
lusions i1 et i2 de SL3 dans
G2, alors le G2-�bré prin
ipal asso
ié à E via l'in
lusion i1 est isomorphe au G2-�bré prin
ipal obtenuà partir de E via l'in
lusion i2. Ainsi, dans l'espa
e de modules MC(G2), il s'agit bien du même point.Le morphisme i : MC(SL3) →֒ MC(G2) est don
 bien dé�nie au niveau des espa
es de modules. Il enest de même pour j : MC(SO4) →֒ MC(G2).
(9)Ce résultat est parti
ulier au groupe G2.
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ipal tel que [E×F ] appartient à M+
C(SO4) etsi les 
onditions ouvertes � et ⋆ sont véri�ées, alors le G2-�bré prin
ipal obtenupar extension de groupe de stru
ture est stable et son groupe d'automorphismesest isomorphe à Z/2Z (voir Proposition 3.3.23 et Lemme 3.3.27). Don
, le pointde MC(G2) 
orrespondant à 
e G2-�bré prin
ipal est un point singulier.Un travail similaire peut être réalisé sur un ouvert U de M−

C(SO4).Notons U1 l'ouvert de MC(G2) 
onstitué des points [PG2 ] ave
 PG2 = E(G2)où E est un SL3-�bré prin
ipal stable tel que M := E(C3) n'est pas autodual et
U2 
elui 
onstitué des points [PG2 ] ave
 PG2 = (E × F )(G2) où E et F sont deux
SL2-�brés prin
ipaux stables véri�ant les 
onditions � et les 
onditions ⋆.Les ouverts U1, U2 et U sont 
ontenus dans le lieu singulier de l'espa
e demodules MC(G2). Or, MC(G2) est un fermé. Don
, l'adhéren
e de 
es ouverts esten
ore 
ontenue dans le lieu singulier de MC(G2). Finalement, nous aboutissonsà

MC,sing(G2) = i (MC(SL3)) ∪ j (MC(SO4)) .3.4.4. Considérons les espa
es de modules MC(G2) et MC(SO7) et le morphismed'extension :
γ : MC(G2) −→ MC(SO7).La représentation de G2 sur l'espa
e ve
toriel Λ3V donne lieu à la dé
omposi-tion suivante :

Λ3V = C⊕ V ⊕ Γ20(voir [FH91℄, � 22.3).Proposition 3.4.13. � Sur l'ouvert non vide UN de l'espa
e de modules MC(G2)
onstitué des G2-�brés prin
ipaux PG2 tels que les �brés ve
toriels asso
iés PG2(V)et PG2(Γ20) sont stables :
UN = {[PG2 ] ∈ MC(G2) | PG2(V) et PG2(Γ20) sont stables},le morphisme γ est inje
tif.Démonstration. � Pour un G2-�bré prin
ipal PG2 tel que [PG2] appartient àl'ouvert UN, la dimension de l'espa
e des se
tions globales de PG2(Λ

3V) est :
h0(C, PG2(Λ

3V)) = h0(C,OC) ⊕ h0(C, PG2(V)) ⊕ h0(C, PG2(Γ20)),

= 1
ar h0(C, PG2(V)) et h0(C, PG2(Γ20)) sont nuls de par l'hypothèse de stabilité.Ainsi, toutes les formes trilinéaires alternées de PG2(Λ
3V) sont égales, à un s
a-laire près.
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ipal est équivalent à se donner un �bré ve
torielde rang 7, de déterminant trivial, muni d'une forme trilinéaire non-dégénérée.Ainsi, si deux éléments de MC(G2) ont la même image par le morphisme γ alorsils 
oïn
ident.Il reste à voir que 
et ouvert UN n'est pas vide. Cela dé
oule des résultatsde [BPS06℄ suivants. D'une part, pour un groupe G semisimple et une 
ourbe
X proje
tive lisse, il existe un G-�bré prin
ipal stable ayant une monodromieégale à G. D'autre part, si PG est un G-�bré prin
ipal stable de monodromieégal à G et si G → GL(Cn) est une représentation irrédu
tible, alors le �bréve
toriel asso
ié PG(Cn) est stable. Pour le 
as du groupe de Lie simple G = G2,en appliquant 
es deux résultats aux deux représentations irrédu
tibles V et Γ20,on aboutit à l'existen
e d'un G2-�bré prin
ipal stable tel que les �brés ve
toriels
PG2(V) et PG2(Γ20) sont stables. Ainsi, l'ouvert UN n'est don
 pas vide.Remarque 3.4.14. � Nous venons de démontrer que l'ouvert UN n'est pas vide.Cependant, on ne sait pas le dé
rire.Soit U1 l'ouvert de MC(G2) 
onstitué des points [PG2 ] tels que PG2 = E(G2) où
E est un SL3-�bré prin
ipal stable muni d'un �bré ve
toriel asso
ié non autodual.Notons γ1 la restri
tion du morphisme γ à l'ouvert U1 de MC(G2) :

γ1 : U1 → MC(SO7).Proposition 3.4.15. � La di�érentielle du morphisme γ1 : U1 → MC(SO7) estinje
tive.Démonstration. � Considérons
γ1 : U1 → MC(SO7)

[E(G2)] 7→ [RSO7]où RSO7 est le SO7-�bré prin
ipal asso
ié au G2-�bré prin
ipal E(G2).Soit E un SL3-�bré prin
ipal. On note PG2 = E(G2) et RSO7 = E(SO7) les
G2-�bré prin
ipal et SO7-�bré prin
ipal asso
iés, et V = E(V) le �bré ve
torielde rang 7 asso
ié. On suppose que E est stable et que M = E(C3) n'est pasautodual.Montrons que

H1(C, ad(PG2))//AutG2(PG2) −→ H1(C, ad(RSO7))//AutSO7(RSO7)est inje
tif, 
e qui revient à montrer que
C[H1(C, ad(RSO7))]

AutSO7
(RSO7

) −→ C[H1(C, ad(PG2))]
AutG2

(PG2
)est surje
tif.



3.4. PROPRIÉTÉS RELATIVES À L'ESPACE DE MODULES MC(G2) 137D'après le Lemme 3.3.14, le �bré ve
toriel V s'exprime de la manière suivante :
V = M ⊕M∗ ⊕OCet par le Lemme 3.3.16, le groupe desG2-automorphismes de PG2, AutG2(PG2), estisomorphe à Z/3Z. Étudions le groupe d'automorphismes du SO7-�bré prin
ipal

RSO7. Si Ψ est un SO7-automorphisme de RSO7 et Ψ̃ l'isomorphime de V qui endé
oule, alors, lo
alement, Ψ̃ s'exprime matri
iellement, dans une base adaptéeà la dé
omposition de V pré
édente, par :
MeΨ =




λ 0 0

0 µ 0

0 0 ν


où λ et µ sont des homothéties. En e�et, puisque M et M∗ sont stables (don
simples) et non isomorphes. Par ailleurs, l'appartenan
e de MeΨ à SO7 impose

λµ = 1 et det(MeΨ) = (λµ)3ν = ν = 1. Ainsi,
MeΨ =




λ 0 0

0 λ−1 0

0 0 1


 .Le groupe des SO7-automorphismes de RSO7 est don
 isomorphe à C∗.Exprimons les �brés adjoints ad(PG2) et ad(RSO7). Le �bré adjoint ad(PG2)est isomorphe à

ad(PG2) ≃M ⊕M∗ ⊕ End0(M)(voir équation (60)). L'algèbre C [H1(C, ad(PG2))] est
C
[
H1(C, ad(PG2))

]
= C[Xi, Yj, Zm]où

C [H1(C,M)] = C[Xi],

C [H1(C,M∗)] = C[Yj ],

C [H1(C,End0(M))] = C[Zm].D'après (61), l'algèbre des invariants de C [H1(C, ad(PG2))] sous l'a
tion dugroupe d�automorphismes AutG2(PG2) est
C
[
H1(C, ad(PG2))

]AutG2
(PG2

)
= C[XiXjXk, YiYjYk, XiYj, Zm].



138 CHAPITRE 3. ÉTUDE DES G2-FIBRÉS PRINCIPAUXD'autre part, le �bré adjoint ad(RSO7) est :
ad(RSO7) = RSO7(so7) = PG2(so7),

= PG2(Λ
2C7),

= Λ2V,

= Λ2(M ⊕M∗ ⊕OC),

= M ⊕M∗ ⊕ Λ2M ⊕ Λ2M∗ ⊕ End(M),

= M ⊕M∗ ⊕ Λ2M ⊕ Λ2M∗ ⊕ End0(M) ⊕OC .Notons C[H1(C, ad(RSO7))] = C[Ai, Bj , Sk, Tl, Cm] où
C [H1(C,M)] = C[Ai],

C [H1(C,M∗)] = C[Bj],

C [H1(C,Λ2M)] = C[Sk],

C [H1(C,Λ2M∗)] = C[Tl],

C [H1(C,M∗ ⊗M)] = C[Cm].Il vient :
C[H1(C, ad(RSO7))]

AutSO7
(RSO7

)
= C[AiBj, SkTl, AiAjTl, BiBjSk, Cm]L'étude de l'in
lusion de l'algèbre de Lie g2 dans so7 présenté en Annexe Bmontre que l'in
lusion de H1(C, ad(PG2)) dans H1(C, ad(RSO7)) se fait de lamanière suivante :

H1(C, ad(PG2)) −→ H1(C, ad(RSO7))

H1(C,M) 7→ 2
√

2 H1(C,M) +i
√

2 H1(C,Λ2M∗),

H1(C,M∗) 7→ α H1(C,M∗) +β H1(C,Λ2M),

H1(C,End0(M)) 7→ H1(C,End0(M)).Ainsi,
C[H1(C, ad(RSO7))] −→ C [H1(C, ad(PG2))]

A 7→ X

B 7→ Y

S 7→ Y

T 7→ X

C 7→ Z



3.4. PROPRIÉTÉS RELATIVES À L'ESPACE DE MODULES MC(G2) 139(les indi
es ont été volontairement omis pour soulager l'é
riture). Don

C[H1(C, ad(RSO7))]

AutSO7
(RSO7

) −→ C [H1(C, ad(PG2))]
AutG2

(PG2
)

AB 7→ XY

ST 7→ XY

AAT 7→ XXX

BBS 7→ Y Y Y

C 7→ Z.Par 
onséquent, le morphisme pré
édent est surje
tif, 
e qui montre l'inje
tivitéde H1(C, ad(PG2)) dans H1(C, ad(RSO7)).Soit U2 l'ouvert de MC(G2) 
onstitué des points [PG2 ] ave
 PG2 = (E × F )(G2)où E et F sont deux SL2-�brés prin
ipaux stables véri�ant les 
onditions ouvertes
� et ⋆. Notons γ2 la restri
tion du morphisme γ à l'ouvert U2 de MC(G2) :

γ2 : U2 → MC(SO7).Proposition 3.4.16. � La di�érentielle du morphisme γ2 : U2 → MC(SO7) estinje
tive.Rappel. � Deux SL2-�brés prin
ipaux E et F véri�ent les 
onditions � et les
onditions ⋆ si les 
onditions suivantes sont simultanément véri�ées :� les SL2-�brés prin
ipaux E et F sont stables,� ni M ni N ne sont de la forme π∗(L), pour L un �bré en droites sur la
ourbe X̃ asso
iée à un �bré en droites π : B → C de 2-torsion, où la 
ourbe
π : X̃ → C est le revêtement étale de degré 2 asso
ié à B (voir Proposition3.3.23),� le �bré ve
toriel M n'est pas isomorphe à N ⊗ K pour K un �bré endroites de 2-torsion sur C.où M et N sont les �brés ve
toriels à E et F .Démonstration. � La démonstration est en tous points similaire à 
elle de laProposition 3.4.15.Il serait intéressant d'obtenir un ouvert non vide sur lequel le morphisme γ :

MC(G2) → MC(SO7) est un plongement.





CHAPITRE 4UTILISATION DES FORMULES DE VERLINDE
Le but de 
e 
hapitre est d'expli
iter un lien entre di�érents espa
es de laforme H0(MC(G),Li) sur une 
ourbe proje
tive, lisse, 
onnexe où MC(G) le
hamp de modules des G-�brés prin
ipaux semistables sur C, ave
 une attentionparti
ulière portée à l'espa
e H0(MC(G2),Li) asso
ié au groupe G2.Dans tout 
e 
hapitre, la lettre C désigne une 
ourbe C proje
tive, 
onnexe,et lisse de genre g.

4.1. Utilisation de la formule de Verlinde pour le 
al
ul de h0(MC(G),Li
G)pour G = G2, SL2 ou SL3 et di�érents entiers iSoient G un groupe de Lie 
omplexe simple et simplement 
onnexe et MC(G)le 
hamp des modules des G-�brés prin
ipaux stables sur C. Alors MC(G) estmuni naturellement d'un �bré en droites 
anonique L : le �bré déterminant. Lesformules de Verlinde prédisent la dimension de h0(MC(G),Li), pour i par
ourantles entiers stri
tement positif.Proposition 4.1.1 (Formule de Verlinde). � Soient un groupe de Lie G d'al-gèbre de Lie g de type 
lassique ou de type G2, L le �bré en droites 
anoniquedont est muni naturellement MC(G) et i un entier stri
tement positif. L'entier

h0(MC(G),Li) est donné par la relation suivante :
h0(MC(G),Li) = (#Ti)

g−1
∑

µ∈Pi

∏

α∈∆+

[
2 sin

(
π〈α, µ+ ρ〉
i+ g∗

)]2−2g

.



142 CHAPITRE 4. UTILISATION DES FORMULES DE VERLINDEoù
#Ti = (i+ g∗)rg(g)#(P/Q)#(Q/Qlg), où rg(g) désigne le rang de g,

P est le réseau des poids,
Q est le réseau des ra
ines,
Qlg est le réseau des ra
ines longues,
ρ = 1

2

∑
αj∈∆+

αj,

Pi = {poids dominants µ | 〈µ, θ〉 ≤ i},
θ est la ra
ine positive maximale,

∆+ = {ra
ines positives de g}
g∗ est le nombre de Coxeter dual du groupe G.Démonstration. � Voir [OW96℄ et [Sor96℄.4.1.1. Cal
ul de h0(MC(G2),Li

G2
) pour i = 1 et 2. �4.1.1.1. G2 et son système de ra
ines. � Le système de ra
ines de G2 possèdesix ra
ines positives α1, . . . , α6, dont deux ra
ines simples α1 et α2.

α2

α1

α4 α5

α6

α3

Fig. 1. Système de ra
ines de G2



4.1. CALCULS DE h0(MC(G),Li
G

) VIA LA FORMULE DE VERLINDE 143L'angle formé entre 
es deux dernières ra
ines est de 5π/6 et leurs normesvéri�ent la relation suivante : ‖α2‖ =
√

3 ‖α1‖. Les autres ra
ines positives dé-
oulent des deux ra
ines simples via les relations suivantes : α3 = α1 + α2, α4 =

2α1 + α2, α5 = 3α1 + α2 et α6 = 3α1 + 2α2. De plus, ‖α1‖ = ‖α3‖ = ‖α5‖ et
‖α2‖ = ‖α4‖ = ‖α6‖. La ra
ine positive maximale est θ = α6. On normalise laforme de Killing pour obtenir 〈θ, θ〉 = 〈α6, α6〉 = 2. Notons ‖α1‖2 = 〈α1, α1〉 =

x2, on a alors 2 = 〈α2, α2〉 = 3x2 ; 
e qui impose x =
√

2/3. Ainsi, on a :
〈α1, α1〉 = 2/3,

〈α1, α2〉 = ‖α1‖ ‖α2‖ cos(5π/6) = −1,

〈α2, α2〉 = 2.4.1.1.2. Cal
ul expli
ite h0(MC(G2),Li
G2

) pour i = 1 et 2 via la formule deVerlinde. � Les 
onstantes apparaissant dans la formule de Verlinde pour G =

G2, i = 1 et i = 2 sont les suivantes :
g∗ = 4,

rg(g2) = 2,

#T1 = (1 + 4)2 × 1 × 3 = 75,

#T2 = (2 + 4)2 × 1 × 3 = 108,

ρ = 5α1 + 3α2,

θ = α6 = 3α1 + 2α2,

Pi = {µ = k1̟1 + k2̟2 | kj ∈ N et 〈µ, θ〉 ≤ i}où ̟1 = α4 et ̟2 = α6 sont les deux poids fondamentaux de g2.4.1.1.2.1. Cal
ul de h0(MC(G2),LG2). �Proposition 4.1.2. �
h0(MC(G2),LG2) =

(
5 +

√
5

2

)g−1

+

(
5 −

√
5

2

)g−1

. (66)Exemple 4.1.3. � Pour une 
ourbe de genre 2, on obtient
h0(MC(G2),LG2) = 5. (67)Le reste de 
e paragraphe 
onstitue la démonstration de 
ette proposition.Dé
rivons l'ensemble P1 qui apparaît dans la formule de Verlinde pourG = G2.Le premier poids fondamental est ̟1 = 2α1 + α2, le se
ond est ̟2 = 3α1 + 2α2.

〈̟1, θ〉 = 〈2α1 + α2, 3α1 + 2α2〉 = 6〈α1, α1〉 + 7〈α1, α2〉 + 2〈α2, α2〉,
= 4 − 7 + 4 = 1,

〈̟2, θ〉 = 〈α6, α6〉 = 〈θ, θ〉 = 2.



144 CHAPITRE 4. UTILISATION DES FORMULES DE VERLINDEAinsi, P1 = {0, ̟1}.Cal
ulons 〈αi, µ+ ρ〉 pour µ = 0 et µ = ̟1 et i variant de 1 à 6. Pour µ = 0,on a :
〈α1, ρ〉 = 5〈α1, α1〉 + 3〈α1, α2〉 = 5 × 2/3 − 3 = 1/3,

〈α2, ρ〉 = 5〈α1, α2〉 + 3〈α2, α2〉 = −5 + 6 = 1,

〈α3, ρ〉 = 〈α1 + α2, ρ〉 = 1/3 + 1 = 4/3,

〈α4, ρ〉 = 〈α3 + α1, ρ〉 = 4/3 + 1/3 = 5/3,

〈α5, ρ〉 = 〈α4 + α1, ρ〉 = 5/3 + 1/3 = 2,

〈α6, ρ〉 = 〈α5 + α2, ρ〉 = 2 + 1 = 3.Par ailleurs, pour µ = ̟1, on a µ+ ρ = 7α1 + 4α2 ; d'où :
〈α1, ̟1 + ρ〉 = 7〈α1, α1〉 + 4〈α1, α2〉 = 7 × 2/3 − 4 = 2/3,

〈α2, ̟1 + ρ〉 = 7〈α1, α2〉 + 4〈α2, α2〉 = −7 + 8 = 1,

〈α3, ̟1 + ρ〉 = 〈α1 + α2, ̟1 + ρ〉 = 2/3 + 1 = 5/3,

〈α4, ̟1 + ρ〉 = 〈α3 + α1, ̟1 + ρ〉 = 5/3 + 2/3 = 7/3,

〈α5, ̟1 + ρ〉 = 〈α4 + α1, ̟1 + ρ〉 = 7/3 + 2/3 = 3,

〈α6, ̟1 + ρ〉 = 〈α5 + α2, ̟1 + ρ〉 = 3 + 1 = 4.L'appli
ation de la formule de Verlinde donne :
h0(MC(G2),LG2) =

(
75
212

)g−1
[ [

sin
(

π
15

)
sin
(

π
5

)
sin
(

4π
15

)
sin
(

π
3

)
sin
(

2π
5

)
sin
(

3π
5

)]2(1−g)

+
[
sin
(

2π
15

)
sin
(

π
5

)
sin
(

π
3

)
sin
(

7π
15

)
sin
(

3π
5

)
sin
(

4π
5

)]2(1−g)
]
,

h0(MC(G2),LG2) =
(

212

75

)1−g [ [
3
4
sin2

(
π
15

)
sin2

(
4π
15

)
sin2

(
π
5

)
sin4

(
2π
5

)]1−g

+
[

3
4
sin2

(
2π
15

)
sin2

(
7π
5

)
sin2

(
2π
5

)
sin4

(
π
5

)]1−g
]
,

h0(MC(G2),LG2) =
(

210

25

)1−g [ [
sin2

(
π
15

)
sin2

(
4π
15

)
sin2

(
π
5

)
sin4

(
2π
5

)]1−g

+
[
sin2

(
2π
15

)
sin2

(
7π
5

)
sin2

(
2π
5

)
sin4

(
π
5

)]1−g
]
.Pour 
onnaître la valeur exa
te de h0(MC(G2),LG2), il faut évaluer les valeurssuivantes : sin2

(
π
5

), sin2
(

2π
5

), sin2
(

π
15

)
sin2

(
4π
15

) et sin2
(

2π
15

)
sin2

(
7π
15

).Commençons par l'évaluation de sin2
(

π
5

) et sin2
(

2π
5

). Pour 
ela, on utilise laformule de Moivre suivante :
[
cos
(π

5

)
+ i sin

(π
5

)]5
= exp (iπ) = −1.En 
onsidérant les parties imaginaires de deux membres, on obtient :

5 cos4
(

π
5

)
sin
(

π
5

)
− 10 cos2

(
π
5

)
sin3

(
π
5

)
+ sin5

(
π
5

)
= 0,et 5 cos4

(
π
5

)
− 10 cos2

(
π
5

)
sin2

(
π
5

)
+ sin4

(
π
5

)
= 0.
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) VIA LA FORMULE DE VERLINDE 145En posant X = sin2
(

π
5

), on a :
5(1 −X)2 − 10(1 −X)X +X2 = 16X2 − 20X + 5 = 0,soit X = 5−
√

5
8

. Don

{

sin2
(

π
5

)
= 5−

√
5

8
,

sin2
(

2π
5

)
= 4 sin2

(
π
5

)
cos2

(
π
5

)
= 4

(
5−

√
5

8

)(
3+

√
5

8

)
= 5+

√
5

8
.

(68)Il vient{
sin4

(
π
5

)
= 1

26

(
5 −

√
5
)2

= 1
26

(
25 − 10

√
5 + 5

)
= 5

25 (3 −
√

5),

sin4
(

2π
5

)
= 1

26

(
5 +

√
5
)2

= 1
26

(
25 + 10

√
5 + 5

)
= 5

25 (3 +
√

5).
(69)Cal
ulons maintenant sin

(
π
15

)
sin
(

4π
5

). La soustra
tion des deux formules tri-gonométriques suivantes :
cos(a− b) = cos a cos b+ sin a sin b,

cos(a+ b) = cos a cos b− sin a sin bdonne
2 sin a sin b = cos(a− b) − cos(a + b). (70)Ainsi,

2 sin
(

π
15

)
sin
(

4π
5

)
= cos

(
3π
15

)
− cos

(
5π
15

)
= cos

(
π
5

)
− cos

(
π
3

)
,

= cos
(

π
5

)
− 1

2
.Il reste à évaluer A := cos

(
π
5

). On sait que A2 = 1 − sin2
(

π
5

)
= 1 −

(
5−

√
5

8

)
=

3+
√

5
8

. Cher
hons A sous la forme suivante : A = 1
2
(x+ y

√
5) où x, y ∈ Q\{0}.

A2 = 3+
√

5
8

⇔ 2x2 + 10y2 + 4xy
√

5 = 3 +
√

5

⇔ 2x2 + 10y2 = 3 et 4xy
√

5 =
√

5

⇔ y = 1
4x

et x4 − 3
2
x2 + 5

16
= 0.Notons X = x2 et 
onsidérons l'équation (E) := X2− 3

2
X+ 5

16
= 0. Les solutionsde (E) sont X = 1

4
et X = 5

4
.Si x2 = X = 1

4
alors (x, y) = (1

2
, 1

2
) ou (x, y) = (−1

2
,−1

2
), don
 A est égal à :

A = 1
2
(x+ y

√
5) = 1

4
(1 +

√
5),ou A = 1

2
(x+ y

√
5) = −1

4
(1 +

√
5).Or A = cos

(
π
5

)
> 0. Don
, la solution −1

4
(1 +

√
5) n'est pas valide.



146 CHAPITRE 4. UTILISATION DES FORMULES DE VERLINDESi x2 = X = 1
4
, on obtient (x, y) = (

√
5

2
, 1

2
√

5
) ou (x, y) = (−

√
5

2
,− 1

2
√

5
), don
 Aest égal à

A = 1
2
(x+ y

√
5) =

√
5

4
+ 1

4
√

5
= 1

4
(1 +

√
5),ou A = 1

2
(x+ y

√
5) = −

√
5

4
− 1

4
√

5
= −1

4
(1 +

√
5).Pour la même raison, la se
onde solution ne 
onvient pas. Les deux 
as abou-tissent don
 à la même solution. D'où :

cos
(π

5

)
=

1

4

(
1 +

√
5
)
.Ainsi :

sin
(

π
15

)
sin
(

4π
15

)
= 1

2

(
cos π

5
− 1

2

)
= 1

8
(−1 +

√
5),

sin2
(

π
15

)
sin2

(
4π
15

)
= 1

26 (−1 +
√

5)2 = 1
25 (3 −

√
5).

(71)E�e
tuons le même raisonnement pour 
al
uler sin2
(

2π
15

)
sin2

(
7π
15

). D'après (70),on a :
2 sin

(
2π
15

)
sin
(

7π
15

)
= cos

(
9π
15

)
− cos

(
5π
15

)
== cos

(
3π
5

)
− cos

(
π
3

)
,

= − cos
(

2π
5

)
− 1

2
.Il reste à 
al
uler B := cos

(
2π
5

). Comme B2 = 1−sin2
(

2π
5

)
= 3−

√
5

8
, on re
her
he

B sous la forme suivante : B = 1
2
(x+ y

√
5) où x, y ∈ Q\{0}.

B2 = 3−
√

5
8

⇔ y = − 1
4x

et x4 − 3
2
x2 + 5

16
= 0.Comme pré
édemment, il y a deux 
hoix possibles pour x2 : 1

4
et 5

4
. Ce qui donne,au �nal, les deux 
hoix suivants pour B :

B =
1

4
(1 −

√
5) ou B =

1

4
(−1 +

√
5).Comme B = cos

(
2π
5

)
> 0, on obtient :

cos

(
2π

5

)
=

1

4

(
−1 +

√
5
)
.Ainsi :

sin
(

2π
15

)
sin
(

7π
15

)
= −1

2

(
cos
(

2π
5

)
+ 1

2

)
= −1

8
(1 +

√
5),

sin2
(

π
15

)
sin2

(
4π
15

)
= 1

26 (1 +
√

5)2 = 1
25 (3 +

√
5).

(72)
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) VIA LA FORMULE DE VERLINDE 147Nous sommes désormais en mesure de 
al
uler h0(MC(G2),LG2). D'après (68),(69), (71) et (72), on a :
h0(MC(G2),LG2) =

(
210

25

)1−g [ [
sin2

(
π
15

)
sin2

(
4π
15

)
sin2

(
π
5

)
sin4

(
2π
5

)]1−g

+
[
sin2

(
2π
15

)
sin2

(
7π
5

)
sin2

(
2π
5

)
sin4

(
π
5

)]1−g
]

=
[(

210

25

) (
1
25

) (
3 −

√
5
) (

5−
√

5
23

) (
5
25

) (
3 +

√
5
)]1−g

+
[(

210

25

) (
1
25

) (
3 +

√
5
) (

5+
√

5
23

) (
5
25

) (
3 −

√
5
)]1−g

=
(

5−
√

5
10

)1−g

+
(

5+
√

5
10

)1−g

=
(

10
5−

√
5

)g−1

+
(

10
5−

√
5

)g−1

=
(

10(5+
√

5)
20

)g−1

+
(

10(5−
√

5)
20

)g−1

=
(

5+
√

5
2

)g−1

+
(

5−
√

5
2

)g−1

.Ainsi,
h0(MC(G2),LG2) =

(
5 +

√
5

2

)g−1

+

(
5 −

√
5

2

)g−1

.4.1.1.2.2. Cal
ul de h0(MC(G2),L2
G2

). � Dans la formule de Verlinde pour
G = G2, 
al
ulons à présent P2 .

〈̟1, θ〉 = 〈2α1 + α2, 3α1 + 2α2〉 = 6〈α1, α1〉 + 7〈α1, α2〉 + 2〈α2, α2〉,
= 6 × 2/3 − 7 + 4 = 1,

〈̟2, θ〉 = 〈α6, α6〉 = 〈θ, θ〉 = 2.Ainsi, P2 = {0, ̟1, 2̟1, ̟2}. Les 
al
uls 
orrespondant à µ = 0 et à µ = ̟1 ontété faits pré
édemment. En 
e qui 
on
erne µ = 2̟1, on a 2̟1 + ρ = 9α1 + 5α2.
〈α1, 2̟1 + ρ〉 = 9〈α1, α1〉 + 5〈α1, α2〉 = 9 × 2/3 − 5 = 1,

〈α2, 2̟1 + ρ〉 = 9〈α1, α2〉 + 5〈α2, α2〉 = −9 + 5 × 2 = 1,

〈α3, 2̟1 + ρ〉 = 2,

〈α4, 2̟1 + ρ〉 = 3,

〈α5, 2̟1 + ρ〉 = 4,

〈α6, 2̟1 + ρ〉 = 5.
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e qui 
on
erne µ = ̟2, on a ̟2 + ρ = 8α1 + 5α2.
〈α1, ̟2 + ρ〉 = 8〈α1, α1〉 + 5〈α1, α2〉 = 8 × 2/3 − 5 = 1/3,

〈α2, ̟2 + ρ〉 = 8〈α1, α2〉 + 5〈α2, α2〉 = −8 + 5 × 2 = 2,

〈α3, ̟2 + ρ〉 = 7/3,

〈α4, ̟2 + ρ〉 = 8/3,

〈α5, ̟2 + ρ〉 = 3,

〈α6, ̟2 + ρ〉 = 5.L'appli
ation de la formule de Verlinde donne :
h0(MC(G2),L2

G2
) = (108

212 )g−1
[ [

sin( π
18

) sin(π
6
) sin(2π

9
) sin(5π

18
) sin(π

3
) sin(π

2
)
]2(1−g)

+
[
sin(π

9
) sin(π

6
) sin(5π

18
) sin(7π

18
) sin(π

2
) sin(2π

3
)
]2(1−g)

+
[
sin(π

6
) sin(π

6
) sin(π

3
) sin(π

2
) sin(2π

3
) sin(5π

6
)
]2(1−g)

+
[
sin( π

18
) sin(π

3
) sin(7π

18
) sin(4π

9
) sin(π

2
) sin(5π

6
)
]2(1−g)

]
,

h0(MC(G2),L2
G2

) = (108
212 )g−1

[ [√
3

4
sin( π

18
) sin(2π

9
) sin(5π

18
)
]2(1−g)

+
[√

3
4

sin(π
9
) sin(5π

18
) sin(7π

18
)
]2(1−g)

+
(

3
32

)2(1−g)

+
[√

3
4

sin( π
18

) sin(7π
18

) sin(4π
9

)
]2(1−g) ]

.L'évaluation sur Maple de h0(MC(G2),L2
G2

) pour g = 2 aboutit à h0(MC(G2),L2
G2

)est égale à 30.

4.1.2. Cal
ul de h0(MC(SL2),Li
SL2

) pour i = 1 et 3. � Le groupe de Lie
SL2 
orrespond à l'algèbre de Lie 
lassique de type A1. Son système de ra
inesest de dimension 1 et ne possède qu'une ra
ine positive, notée α.

•oo // αSystème de ra
ines de SL2, de type A1.Les 
onstantes apparaissant dans la formule de Verlinde, pour le 
as du groupe
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SL2 et les entiers i = 1 et i = 3, sont les suivantes :

g∗ = 2,

rg(sl2) = 1,

#T1 = (1 + 2)1 × 2 × 1 = 6,

#T3 = (3 + 2)1 × 2 × 1 = 10,

ρ = 1
2
α,

θ = α,

Pi = {µ = k̟1 | k ∈ N et 〈µ, θ〉 ≤ i}où ̟1 = 1
2
α est le poids fondamental de sl2.4.1.2.1. Cal
ul de h0(MC(SL2),LSL2). �Lemme 4.1.4. �

h0(MC(SL2),LSL2) = 2g. (73)Démonstration. � Le produit s
alaire 〈̟1, θ〉 est le suivant :
〈̟1, θ〉 = 〈1

2
α, α〉 =

1

2
× 2 = 1.Ainsi, l'ensemble P1 = {0, ω1}. En appliquant la formule de Verlinde, il vient :

h0(MC(SL2),LSL2) = (6)g−1
[
(2 sin(π

3
))2−2g + (2 sin(2π

3
))2−2g

]
,

= 2(6)g−1(
√

3)2−2g,

= 26
3

g−1
= 2gd'où

h0(MC(SL2),LSL2) = 2g.4.1.2.2. Cal
ul de h0(MC(SL2),L⊗3
SL2

). �Lemme 4.1.5. �
h0(MC(SL2),L⊗3

SL2
) = 2g



(

5 +
√

5

2

)g−1

+

(
5 −

√
5

2

)g−1

 . (74)Démonstration. � D'après le 
al
ul du produit s
alaire 〈̟1, θ〉, l'ensemble P3est égal à {0, ̟1, 2̟1, 3̟1}, où P3 est l'ensemble de poids dominants µ = k̟1ave
 k ∈ N et 〈µ, θ〉 ≤ 3.
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ulons 〈α, µ+ ρ〉 pour 
haque µ appartenant à P3.
〈α, ρ〉 = 1

2
〈α, α〉 = 1,

〈α,̟1 + ρ〉 = 〈α, α〉 = 2,

〈α, 2̟1 + ρ〉 = 3
2
〈α, α〉 = 3,

〈α, 3̟1 + ρ〉 = 2〈α, α〉 = 4.Ainsi,
h0(MC(SL2),L⊗3

SL2
)

= (10)g−1(2)2−2g
[[

sin
(

π
5

)]2−2g
+
[
sin
(

2π
5

)]2−2g
+
[
sin
(

3π
5

)]2−2g
+
[
sin
(

4π
5

)]2−2g
]
,

=
(

5
2

)g−1
[
2
[
sin2

(
π
5

)]1−g
+ 2

[
sin2

(
2π
5

)]1−g
]
.D'après (68), l'expression de h0(MC(SL2),L⊗3

SL2
) est la suivante :

h0(MC(SL2),L⊗3
SL2

) = 2
(

5
2

)g−1
((

8
5−

√
5

)g−1

+
(

8
5+

√
5

)g−1
)
,

= 2
(

5
2

)g−1

[(
8(5+

√
5)

20

)g−1

+
(

8(5−
√

5)
20

)g−1
]
,

= 2
(

5
2

)g−1 (4
5

)g−1
[(

5+
√

5
2

)g−1

+
(

5−
√

5
2

)g−1
]
,

= 2g

[(
5+

√
5

2

)g−1

+
(

5−
√

5
2

)g−1
]
.Ainsi,

h0(MC(SL2),L⊗3
SL2

) = 2g



(

5 +
√

5

2

)g−1

+

(
5 −

√
5

2

)g−1

 .

4.1.3. Comparaison de h0(MC(G2),LG2) et de h0(MC(SL2),L⊗3
SL2

). �Nous sommes en mesure d'établir le lien entre la dimension de H0 (MC(G2),LG2)et 
elle de H0(MC(SL2),L⊗3
SL2

).Lemme 4.1.6. � Sur une 
ourbe proje
tive, lisse, 
onnexe C de genre g, nousavons l'égalité suivante
2gh0 (MC(G2),LG2) = h0(MC(SL2),L⊗3

SL2
). (75)Démonstration. � La 
omparaison des expressions (66) et (74) aboutit dire
te-ment au résultat.
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) 1514.2. Surje
tivités et isomorphismes entre di�érents H0(MC(G),Li
G)Notons KC le �bré 
anonique sur C, de degré (2g − 2) et Picg−1(C) le groupede Pi
ard paramétrant les 
lasses d'isomorphismes de �brés en droites sur C, dedegré (g − 1).Nous avons été amené à étudier des morphismes f : MC(G) → MC(G1)entre 
hamps de modules, où G est un sous-groupe d'un groupe de Lie G1. Detels morphismes induisent, par image inverse, une appli
ation linéaire entre lesespa
es de Verlinde : H0(MC(G1),LG1) et H0(MC(G), f ∗(LG1)). La propositionsuivante énon
e le lien entre l'image inverse du �bré déterminant sur MC(G1)lorsque G1 = SLn et le �bré générateur ample de Pic(H0(MC(G)).Proposition 4.2.1 (Proposition-Dé�nition). � Soient G un groupe de Liesimple, simplement 
onnexe et ρ : G→ SLn une représentation de G dans SLn.Notons identiquement l'appli
ation induite au niveau des 
hamps de modules :

ρ : MC(G) → MC(SLn).Notons DSLn
le �bré déterminant, générateur de Pic(MC(SLn)) et LG le �bréen droites ample générateur de Pic(MC(G)) :

Pic(MC(SLn)) = 〈DSLn
〉 · Z,

Pic(MC(G)) = 〈LG〉 · Z.Alors
ρ∗(DSLn

) = L⊗d(ρ)
Goù d(ρ) est un nombre entier naturel, appelé indi
e de Dynkin, dépendant dugroupe G et de la représentation ρ.Une table de référen
e des indi
es de Dynkin est donnée dans [LS97℄.Démonstration. � Voir [KNR94℄ et [LS97℄.Introduisons à présent la notion de thêta-
ara
téristique :Dé�nition 4.2.2. � Soit C une 
ourbe proje
tive, lisse, 
onnexe, de genre gsupérieur ou égal à 2. Une thêta-
ara
téristique est un élément κ de Picg−1(C)véri�ant :

κ⊗ κ = KC .Une thêta-
ara
téristique κ de Θ(C) est dite paire (resp. impaire) lorsque
h0(C, κ) est pair (resp. lorsque h0(C, κ) est impair). On note Θ(C) l'ensemble desthêta-
ara
téristiques et Θpaire(C) l'ensemble des thêta-
ara
téristiques paires :

Θ(C) = {κ ∈ Picg−1(C) | κ⊗ κ = KC},
Θpaire(C) = {κ ∈ Θ(C) | h0(C, κ) est pair}.
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ourbe C est dite sans thêta-
onstante e�e
tive lorsque h0(C, κ) = 0pour tout κ appartenant à Θ(C)paire.Le 
ardinal de Θ(C) est égal à 22g, 
elui de Θpaire(C) est 2g−1(2g + 1). Toute
ourbe de genre 2 est sans thêta-
onstante e�e
tive, de même qu'une 
ourbegénérale de genre supérieur ou égal à 3.Pour toute thêta-
ara
téristique κ paire, on dé�nit le 
hamp de modules sui-vant, in
lus dans MC(SO7) :
∆κ = {[P ] ∈ M+

C(SO7) | h0(C, P (C7) ⊗ κ) > 0}  MC(SO7).(voir [Bea06℄). Pour toute thêta-
ara
téristique κ paire, ∆κ est un diviseur deCartier et détermine, à un s
alaire près, une se
tion de H0(M+
C(SO7),LSO7).Ainsi, 
haque ∆κ peut don
 être vu 
omme un élément du système linéaire

PH0(M+
C(SO7),LSO7).Par la suite, nous 
onsidérons le morphisme :

ρ0 : MC(G2) → MC(SO7)

[PG2 ] 7→ [PG2(SO7)],ainsi que l'image inverse ρ∗0(∆κ) appartenant à H0(MC(G2),LG2), pour ∆κ ap-partenant à MC(SO7).On appelleG2-fon
tion thêta généralisée un élément de l'espa
e de Verlinde
H0(MC(G2),LG2).4.2.1. Restri
tion des G2-fon
tions thêta généralisées au 
hamps desmodules MC(SL3). � Dans 
ette partie, nous allons dé�nir une appli
ation
Υ entre les espa
es de se
tion globalesH0(MC(G2),LG2) et H0(MC(SL3),LSL3)et en étudier ses propriétés.Dé�nition 4.2.3. � Soit C une 
ourbe proje
tive, lisse, 
onnexe, de genre su-périeur ou égal à 2. Le morphisme donné par extension du groupe de stru
ture

i : MC(SL3) → MC(G2)induit, par image inverse, une appli
ation linéaire Υ entre les espa
es de Verlindesuivants :
Υ : H0(MC(G2),LG2) → H0(MC(SL3),LSL3)+où H0(MC(SL3),LSL3)+ désigne le sous-espa
e propre de H0(MC(SL3),LSL3),asso
ié à la valeur propre 1, pour l'involution naturelle dont il est muni, asso
iantà E, appartenant à MC(SL3), son dual E∗.Démonstration. � Montrons que le morphisme Υ tel qu'il a été é
rit 
i-dessusest bien dé�ni.
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) 153Il faut, d'une part, véri�er que i∗(LG2) = LSL3 et, d'autre part, 
ontr�ler quel'image de Υ est bien 
ontenue dans H0(MC(SL3),LSL3)+.Pour aboutir à i∗(LG2) = LSL3, étudions le diagramme suivant :
MC(G2)

ρ1 - MC(SL7)

MC(SL3)

i

6

ρ3- MC(SL3) ×MC(SL3)

ρ2

6

où
ρ1 asso
ie à [PG2 ] ∈ MC(G2) l'élément [PG2(SL7)],

ρ2 asso
ie à [(E,F )] ∈ MC(SL3) ×M(SL3) l'élément [E ⊕ F ⊕OC ],

ρ3 asso
ie à [E] ∈ MC(SL3) l'élément [(E,E∗)],

i asso
ie à [E] ∈ MC(SL3) l'élément [E(G2)](pour la dé�nition de i, voir (65)).D'après la Proposition 2.6 de [LS97℄, pourG = G2, SLn = SL7 et ρ = ρ1 = ̟1la représentation irrédu
tible de plus haut poids ̟1, l'indi
e de Dynkin d(ρ1) estégal à 2. Par 
onséquent,
ρ∗1(DSL7) = L⊗2

G2
.Pour ρ2 et ρ3, on a :

ρ∗2(DSL7) = LSL3 ⊠ LSL3,et ρ∗3(ρ
∗
2(DSL7)) = L⊗2

SL3
.On rappelle que l'élément λ ⊠ µ de MC(X1 × X2) est λ ⊠ µ = pr∗1(λ) ⊗ pr∗2(µ)lorsque λ ∈ Pic(MC(X1)), µ ∈ Pic(MC(X2)) et pr1 et pr2 sont les deux proje
-tions de X1 ×X2 sur X1 et sur X2.Ainsi, 
omme ρ2 ◦ ρ3 = ρ1 ◦ i, il vient

(ρ2 ◦ ρ3)
∗(DSL7)) = (ρ1 ◦ i)∗(DSL7),

L⊗2
SL3

= i∗(ρ∗1(DSL7)) = i∗(L⊗2
G2

),don
 LSL3 = i∗(LG2)
ar Pic(MC(SL3)), étant isomorphe à Z, il n'existe qu'un seul élément de 
arré�xé : si L ∈ Pic(MC(SL3)) véri�e L⊗2 = Lm
SL3

alors L = Lk
SL3

ave
 k = m
2
.L'appli
ation Υ est don
 bien dé�nie entre les espa
es H0(MC(G2),LG2) et

H0(MC(SL3),LSL3). Il s'agit maintenant de montrer que l'image de Υ est 
onte-nue dans H0(MC(SL3),LSL3)+.



154 CHAPITRE 4. UTILISATION DES FORMULES DE VERLINDELe morphisme i est σ-invariant, où σ est l'involution de MC(SL3) qui à [E]de MC(SL3) asso
ie [E∗]. En e�et, si [E] appartient à MC(SL3) alors les deux
G2-�brés prin
ipaux E(G2) et E∗(G2) sont isomorphes. Ce
i repose sur le faitsuivant. Il existe un automorphisme extérieur α : SL3 → SL3, restri
tion d'unautomorphisme intérieur Cg0 de G2, où Cg0 est la 
onjugaison par l'élément g0 de
G2 (l'existen
e d'une tel élément g0 sera dé
rite par la suite). Cet automorphismeextérieur α é
hange les deux représentations fondamentales, asso
iées d'une partà ̟1 sur C3 et d'autre part à ̟2 sur Λ2C3 = (C3)∗. L'automorphisme α induitl'automorphisme α̃ entre l'espa
e de modules MC(SL3), qui fait 
orrespondre à
E son �bré dual : Λ2E = E∗. Considérons le diagramme 
ommutatif suivant :

SL3
⊂ - G2

SL3

α

?
⊂ - G2

Cg0

?Ce diagramme induit le diagramme suivant au niveau des espa
es de modules :
MC(SL3) ⊂ - MC(G2)

MC(SL3)

eα

?
⊂ - MC(G2)

gCg0

?Le morphisme C̃g0 : MC(G2) → MC(G2) est l'identité puisque Cg0 est un auto-morphisme intérieur de G2. Ainsi, pour tout [E] appartenant à MC(SL3),
E∗(G2) = α̃(E) ≃ C̃g0(E(G2)) = E(G2).Don
, i(σ(E)) est isomorphe à i(E) pour tout [E] appartenant à MC(SL3) : lemorphisme i est σ-invariant.Il reste à montrer l'existen
e d'un élément g0 appartenant à G2 tel que larestri
tion de la 
onjugaison Cg0 à SL3 soit un automorphisme extérieur de SL3.Pour 
ela, il su�t de 
onsidérer un élément g0 de G2\SL3 qui appartienne aunormalisateurNG2(SL3) de SL3 dans G2 (où NG2(SL3) = {g ∈ G2 | g(SL3)g

−1 =

SL3}) et de 
onsidérer l'automorphisme de G2 donné par la 
onjugaison Cg0 par
et élément. Véri�ons qu'un tel élément existe et que la restri
tion de Cg0 à SL3est bien un automorphisme de SL3. Un tore maximal de T de SL3 est aussi untore maximal de G2 puisque la dimension d'une algèbre de Cartan de sl3 et 
elled'une algèbre de Cartan de g2 sont toute deux égale à 2. Le groupe de Weyl
W (SL3), égal au quotient NSL3(T )/T est in
lus dans le groupe de Weyl W (G2),
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) 155égal au quotient NG2(T )/T . Le sous-groupe W (SL3) est d'indi
e 2 dans W (G2).Il existe don
 bien un élément g0 dans G2 tel que [g0] ∈ W (G2)\W (SL3). Dans
e 
as, g0 n'appartient pas à SL3. Par ailleurs, l'algèbre de Lie sl3 
orrespond àla sous algèbre de Cartan de g2 ainsi qu'aux sous-espa
es asso
iés aux ra
ineslongues. Tout élément du groupe de Weyl W (G2), préservant la forme de Killingsur g2, préserve sl3. Ainsi, la 
onjugaison Cg0 préserve SL3 puisque SL3 estengendré par exp(sl3) et que pour tout élément eX de SL3 où X ∈ sl3, on a
Cg0(e

X) = g0e
Xg−1

0 = eAdg0 (X) ∈ SL3.Via l'involution σ, le 
hamp de modulesMC(SL3) est dé
ompose en deux sous-espa
es : l'espa
e propre H0(MC(SL3),LSL3)+, asso
ié à la valeur propre 1 etl'espa
e propre H0(MC(SL3),LSL3)−. Le fait Υ soit σ-invariant implique que 
esdeux espa
es propres sont stables. L'image ré
iproque σ∗(i∗(LG2)) est isomorpheà σ∗(LSL3) = LSL3 = i∗(LG2). Ainsi, i∗(LG2) appartient à H0(MC(SL3),LSL3)+.L'image de Υ est don
 bien entièrement 
ontenue H0(MC(SL3),LSL3)+.Théorème 4.2.4. � L'appli
ation linéaire Υ entre espa
es de Verlinde dé�nie
i-dessus :
Υ : H0(MC(G2),LG2) → H0(MC(SL3),LSL3)+.possède les propriétés suivantes :(1) l'appli
ation Υ est surje
tive lorsque C est sans thêta-
onstante e�e
tive.(2) l'appli
ation Υ est un isomorphime lorsque la 
ourbe C est de genre 2.Avant d'aller plus avant, établissons un lemme 
on
ernant la dimension del'espa
e H0(MC(SL3),LSL3)+, utile à la preuve du théorème énon
é.Lemme 4.2.5. � Sur une 
ourbe C de genre g, la dimension de l'espa
e deVerlinde H0(MC(SL3),LSL3)+ est :

h0(MC(SL3),LSL3)+ =
3g + 1

2
. (76)Démonstration. � Notons Θ = {L ∈ Picg−1(C) | h0(C,L) > 0} et 
onsidéronsl'appli
ation naturelle :

ϕ : H0(MC(SL3),LSL3)
∗ ∼−→ H0(Picg−1(C), 3Θ)ainsi que l'appli
ation entre espa
es proje
tifs 
orrespondante :

P(ϕ) : PH0(MC(SL3),LSL3)
∗ ∼−→ PH0(Picg−1(C), 3Θ),

P(ϕ) : |LSL3|∗
∼−→ |3Θ|.D'après le Théorème 3 de [BNR89℄, l'appli
ation suivante :

ϕ : H0(MC(SL3),LSL3)
∗ ∼→ H0(Picg−1(C), 3Θ)



156 CHAPITRE 4. UTILISATION DES FORMULES DE VERLINDEest un isomorphisme. De plus, l'isomorphisme ϕ est équivariant vis-à-vis des invo-lutions dont sont munis respe
tivementH0(MC(SL3),LSL3)
∗ etH0(Picg−1(C), 3Θ)à savoir l'involution E 7→ E∗ sur H0(MC(SL3),LSL3)

∗ et l'involution L 7→
KC ⊗ L−1 sur H0(Picg−1(C), 3Θ). De par l'équivarian
e de ϕ, les 
omposantes
(+) et (−) de part et d'autre se 
orrespondent :

|LSL3|∗+
∼−→ |3Θ|+,

PH0(MC(SL3),LSL3)
∗
+

∼−→ PH0(Picg−1(C), 3Θ)+Ainsi,
dim(H0(MC(SL3),LSL3)+) = dim(H0(Picg−1(C), 3Θ)+) =

3g + 1

2
.

Démonstration du Théorème 4.2.4. � (1) Démontrons la surje
tivité de l'ap-pli
ation Υ pour une 
ourbe C est sans thêta-
onstante e�e
tive. Utilisons pour
ela les thêta-
ara
téristiques introduites en début de paragraphe. Soit κ unethêta-
ara
téristique. Dé�nissons l'élément Hκ de PH0(MC(SL3),LSL3)+ de lafaçon suivante :
Hκ = {E ∈ MC(SL3) | h0(C,E ⊗ κ) > 0}.On note parfois HSL3

κ lorsque l'on veut pré
iser le groupe de stru
ture de l'espa
ede modules dans lequel vit l'élément Hκ.Notons ρ l'appli
ation entre 
hamps de modules suivante(1) :
ρ : MC(SL3) → M+

C(SL7)

[E] 7→ [E(SL7)]Le Lemme 3.3.14 a�rme que le �bré ve
toriel V asso
ié à un SL3-�bré prin
ipal
E est

V = E ⊕ E∗ ⊕OC .Pour une théta-
ara
téristique κ, le pull-ba
k ρ∗(∆κ) est don

ρ∗(∆κ) = {[E] ∈ MC(SL3) | h0(C,E ⊕E∗ ⊕OC) ⊗ κ) > 0}.

(1)Selon les notations pré
édentes, ρ = ρ1 ◦ i.
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ourbe C est sans thêta-
onstante e�e
tive, h0(C, κ)est nul pour toute thêta-
ara
téristique paire. Ainsi, lorsque C est sans thêta-
onstante e�e
tive et que κ est une thêta-
ara
téristique paire :
ρ∗(∆κ) = {[E] ∈ MC(SL3) | h0(C,E ⊕E∗ ⊕OC) ⊗ κ) > 0},

= {[E] ∈ MC(SL3) | h0(C,E ⊗ κ) + h0(C,E∗ ⊗ κ) + h0(C, κ) > 0},
= {[E] ∈ MC(SL3) | h0(C,E ⊗ κ) + h0(C,E∗ ⊗ κ) > 0},
= {[E] ∈ MC(SL3) | 2h0(C,E ⊗ κ) > 0} par la dualité de Serre,
= 2Hκ.Par là, ρ∗(∆κ) et Hκ sont ensemblistement égaux. Par ailleurs, 
omme O(Hκ)et O(ρ∗(∆κ)) sont tous les deux égaux au générateur LSL3 du groupe de Pi
ard

Pic(MC(SL3)), il y a aussi égalité entre les diviseurs ; on utilisera
Hκ = ρ∗(∆κ).Montrons que l'ensemble des Hκ pour κ ∈ Θpaire(C) engendre l'espa
e deVerlinde H0(MC(SL3),LSL3)+. Le Théorème de [BNR89℄ énon
e l'isomorphesuivant, pour une 
ourbe C sans thêta-
onstante e�e
tive :

H0(MC(SL3),LSL3)
∗ ∼→ H0(Picg−1(C), 3Θ)soit |3Θ|∗ isomorphe à PH0(MC(SL3),LSL3) Cet isomorphisme respe
tant lesparties (+) et (−), il vient

H0(MC(SL3),LSL3)
∗
+

∼→ H0(Picg−1(C), 3Θ)+,et PH0(MC(SL3),LSL3)+
∼→ PH0(Picg−1(C), 3Θ)∗+.L'image de Hκ par 
et isomorphisme est ϕ3Θ(κ) où ϕ3Θ est l'appli
ation natu-relle :

ϕ : Picg−1(C) 99K | 3Θ |∗+ = PH0(Picg−1(C), 3Θ)∗+.Ainsi, l'ensemble des Hκ pour κ ∈ Θpaire(C) engendre H0(MC(SL3),LSL3)+ siet seulement si l'ensemble des ϕ3Θ(κ) pour κ ∈ Θpaire(C) engendre | 3Θ |∗+.Notons ϕ4Θ l'appli
ation naturelle :
ϕ4Θ : Picg−1(C) 99K |4Θ|∗+ainsi que le diagramme suivant :

|4Θ|∗+

Picg−1(C)
ϕ3Θ-

ϕ 4Θ

-

|3Θ|∗+
?
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lusion de H0(C, 3Θ)+ dans H0(C, 4Θ)+ :
H0(C, 3Θ)+ →֒ H0(C, 4Θ)+

D 7→ D + Θimplique une surje
tion entre leurs espa
es duaux :
H0(C, 4Θ)∗+ ։ H0(C, 3Θ)∗+,ainsi qu'une surje
tion entre les espa
es proje
tifs des espa
es duaux :
PH0(C, 4Θ)∗+ ։ PH0(C, 3Θ)∗+.Par la surje
tion PH0(Picg−1(C), 4Θ)∗+ ։ PH0(C, 3Θ)∗+, tout élément de l'espa
e

PH0(Picg−1(C), 3Θ)∗+ est l'image d'un élément de l'espa
e PH0(Picg−1(C), 4Θ)∗+.Par ailleurs, d'après [KPS09℄, lorsque C est sans thêta-
onstante e�e
tive,l'ensemble des ϕ4Θ(κ) pour κ appartenant à Θpaire(C) est une base de |4Θ|∗+puisque le nombre de thêta-
ara
téristiques paires, d+ = 2g−1(2g + 1) (voir[Bea91℄), est égal à la dimension linéaire du système |4Θ|∗+. Ainsi, les d+ thêta-
ara
téristiques paires ne sont pas 
ontenus dans un hyperplan de |4Θ|∗+ ; l'enve-loppe linéaire des thêta-
ara
téristiques paires est don
 bien |4Θ|∗+. Tout élémentde PH0(Picg−1(C), 3Θ)∗+ appartient à l'ensemble engendré par les Hκ pour κ ap-partenant à Θpaire(C).Comme 
haque élément Hκ est égal à ρ∗(∆κ) pour une thêta-
ara
téristiquepaire, l'ensemble {Υ(ρ∗1(∆κ))}κ∈Θpaire(C) engendre PH0(Picg−1(C), 3Θ)∗+. L'appli-
ation Υ de H0(MC(G2),LG2) dans H0(MC(SL3),LSL3)+ est don
 bien surje
-tive lorsque la 
ourbe de base C est sans thêta-
onstante e�e
tive.(2) Pour établir la se
onde assertion, il su�t d'établir l'égalité entre les dimen-sions de H0(MC(G2),LG2) et de H0(MC(SL3),LSL3)+. En e�et, lorsque le genrede C est égal à 2, la 
ourbe C est sans thêta-
onstante e�e
tive don
, d'après 1,
Υ est surje
tive. D'après (67), h0(MC(G2),LG2) est égal à 5 quand le genre dela 
ourbe C est 2. Par ailleurs, d'après l'équation (76) appliquée au 
as g = 2, ilvient :

h0(MC(SL3),LSL3)+ =
32 + 1

2
= 5.Les dimensions de H0(MC(G2),LG2) et de H0(MC(SL3),LSL3)+ sont égalesdon
 Υ est un isomorphisme lorsque le genre g de la 
ourbe C est égal à 2.4.2.2. Restri
tion des G2-fon
tions thêta généralisées au 
hamps desmodules MC(SL2)×MC(SL2). � Dé�nissons une appli
ation Ψ entre les es-pa
esH0(MC(G2),LG2) et les espa
esH0(MC(SL2),LSL2)⊗H0(MC(SL2),L⊗3

SL2
)et étudions-en quelques propriétés.
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ourbe proje
tive, lisse, 
onnexe, de genre gau moins 2. Le morphisme donné par extension du groupe de stru
ture
j : MC(SL2) ×MC(SL2) → MC(G2)induit, par image inverse, une appli
ation linéaire Ψ entre les espa
es de Verlindesuivants :

Ψ : H0(MC(G2),LG2) →
[
H0(MC(SL2),LSL2) ⊗H0(MC(SL2),L⊗3

SL2
)
]
0où [H0(MC(SL2),LSL2) ⊗H0(MC(SL2),L⊗3

SL2
)
]
0
désigne l'ensemble des se
-tions invariantes sous le groupe JC[2] 
onstitué des éléments de la Ja
obienne

Jac(C) dits de 2-torsion(2).Démonstration. � Considérons le diagramme suivant :
MC(G2)

ρ1 - MC(SL7)

MC(SL2) ×MC(SL2)

j

6

(f1,f2)- MC(SL4) ×MC(SL3)

ρ4

6

où
ρ1 asso
ie à [PG2 ] ∈ MC(G2) l'élément [PG2(SL7)],

ρ4 asso
ie à [(A,B)] ∈ MC(SL4) ×MC(SL3) l'élément [A⊕ B],

f1 asso
ie à [(M,N)] ∈ MC(SL2) ×MC(SL2) l'élément [M ⊗N ],

f2 asso
ie à [(M,N)] ∈ MC(SL2) ×MC(SL2) l'élément [End0(N)],

j asso
ie à [(E,F )] ∈ MC(SL2) ×MC(SL2) l'élément [(E × F )(G2)](pour la dé�nition de j : voir Lemme 3.3.18 pour la dé�nition de E × F et l'équa-tion (65) pour la dé�nition de j).Notons DSL7 le �bré déterminant de MC(SL7).En notant pri (i = 1, 2) les proje
tions de LSL2 × LSL2 sur 
ha
un des deuxfa
teurs, on a
f ∗

1 (LSL4) = pr∗1(LSL2)
⊗2 ⊗ pr∗2(LSL2)

⊗2 = L⊗2
SL2

⊠ L⊗2
SL2et, [Bea91℄ et d'après le tableau B de [Sor00℄,

f ∗
2 (LSL3) = pr∗1(OC) ⊗ pr∗2(LSL2)

⊗4,

(2)La Ja
obienne Jac(C) est, par dé�nition, le groupe de Pi
ard Pic0(C).Un élément α appartenant à
Jac(C) est dit de 2-torsion lorsque α ⊗ α = OC
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ar f2 est relié à la représentation adjointe de SL2 (dAd = 2r+2 = 4 pour r = 1).D'où
ρ∗4(D) = LSL4 ⊠ LSL3,don
 j∗(L⊗2

G2
) = (f1, f2)

∗(LSL4 ⊠ LSL3),

= f1(LSL4) ⊗ f ∗
2 (LSL3),

= [pr∗1(LSL2)
⊗2 ⊗ pr∗2(LSL2)

⊗2] ⊗ [pr1(OC) ⊗ pr∗2(LSL2)
⊗4],

= pr∗1(LSL2)
⊗2 ⊗ pr∗2(LSL2)

×2 ⊗ pr∗2(LSL2)
⊗4,

j∗(L⊗2
G2

) = pr∗1(LSL2)
⊗2 ⊗ pr∗2(LSL2)

⊗6,soit j∗(LG2) = pr∗1(LSL2) ⊗ pr∗2(LSL2)
⊗3.Ainsi,

j∗(LG2) = LSL2 ⊠ L⊗3
SL2Le morphisme Ψ est don
 bien dé�ni de l'espa
e H0(MC(G2),LG2) vers l'espa
e

H0(MC(SL2),LSL2) ⊗H0(MC(SL2),L⊗3
SL2

).Par ailleurs, le morphisme j : MSL2 ×MSL2 → MG2 est invariant par JC[2].En e�et, si ([E], [F ]) appartient à MSL2 ×MSL2 et si α appartient à JC[2] alorsalors le SL7-�bré prin
ipal 
orrespondant à (E ⊗ α, F ⊗ α) par j est
(E ⊗ α) ⊗ (F ⊗ α) ⊕ End0(F ⊗ α)

= E ⊗ F ⊗ α⊗ α⊕ End0(F ⊗ α),

= E ⊗ F ⊕ End0(F ).Or, E⊗F ⊕End0(F ) est le SL7-�bré prin
ipal 
orrespondant à (E,F ). L'imagede Ψ est 
ontenue dans [H0(MC(SL2),LSL2) ⊗H0(MC(SL2),L⊗3
SL2

)]0.L'égalité des dimensions des espa
es de départ et d'arrivée de l'appli
ation Ψva nous permettre d'examiner plus en détail 
ette appli
ation.Lemme 4.2.7. � Les dimensions de [H0(MC(SL2),LSL2) ⊗H0(MC(SL2),L⊗3
SL2

)
]
0et H0(MC(G2),LG2) sont égales.Démonstration. � L'égalité entre 
es dimensions se montre de la façon suivante :

dim(
[
H0(MC(SL2),LSL2) ⊗H0(MC(SL2),L⊗3

SL2
)
]
0
)

= 1
22g

[
h0(MC(SL2),LSL2) × h0(MC(SL2),L⊗3

SL2
)
] 
ar | JC[2] | = 22g,

= 1
22g × 2g × 2gh0(MC(G2),LG2) d'après (73) et (75),

= h0(MC(G2),LG2).Il y a bien égalité des dimensions de [H0(MC(SL2),LSL2) ⊗H0(MC(SL2),L⊗3
SL2

)
]
0et de H0(MC(G2),LG2).Les deux résultats suivants se fondent sur la 
onje
ture de la normalité 
ubique.Son énon
é est le suivant :
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ture 4.2.8. � Pour une 
ourbe C générale, l'appli
ation
η : Sym3H0(MC(SL2),LSL2) → H0(MC(SL2),L⊗3

SL2
)est une surje
tion.Lorsque l'appli
ation η est surje
tive, on dit que la 
ourbe C véri�e la nor-malité 
ubique.Exemple 4.2.9. � La normalité 
ubique est véri�ée pour une 
ourbe C estde genre 2, de genre 3 non-hyperelliptique ou de genre 4 sans thêta-
onstantee�e
tive.Démonstration. � En genre 2, MC(SL2) est isomorphe à P3 et LSL2 à O(1)(voir [NR75℄). Pour une 
ourbe C non-hyperelliptique de genre 3, il s'agit del'étude de la quartique de Coble (voir [NR87℄). La normalité 
ubique est vraiedans 
es deux 
as. Pour une 
ourbe générale C de genre 4 et sans thêta-
onstantee�e
tive, la normalité 
ubique est l'objet du Théorème 4.1 de [OP99℄.Remarque 4.2.10. � L'étude des équivalents en genre élevé des dimensionsde Sym3H0(MC(SL2),LSL2) et de H0(MC(SL2),L⊗3

SL2
) 
orrobore la 
onje
turede la normalité 
ubique. En e�et, la dimension de Sym3H0(MC(SL2),LSL2) estégale à (2g+2

3

), équivalant à 8g

6
quand g est grand.La dimension de H0(MC(SL2),L⊗3

SL2
), quant à elle, est inférieure à 8g−1

6
.La 
onje
ture de normalité 
ubique a pour 
onséquen
es les deux faits sui-vants :Proposition 4.2.11. � Pour une 
ourbe C de genre au moins 2, sans thêta-
onstante e�e
tive et véri�ant la normalité 
ubique,(1) l'appli
ation Ψ est un isomorphisme,(2) l'espa
e de Verlinde H0(MC(G2),LG2) est linéairement engendré par lesdiviseurs ρ∗0(∆κ) pour κ variant parmi les thêta-
ara
téristiques paires, où ρ0 estle morphisme d'extension

ρ0 : MC(G2) → MC(SO7).Démonstration. � Pour montrer le point (1), il su�t de démontrer la surje
tivitéde l'appli
ation Ψ. En e�et, par le Lemme 4.2.7, les dimensions des deux espa
esve
toriels [H0(MC(SL2),LSL2) ⊗H0(MC(SL2),L⊗3
SL2

)
]
0
et H0(MC(G2),LG2)sont égales.Notons V l'espa
e H0(MC(SL2),LSL2).
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le [Bea91℄, on asso
ie à 
haque thêta-
ara
téristique paire unélément de H0(MC(SL2),L⊗2
SL2

) et un élément de V ⊗ V : la se
tion dκ de
H0(MC(SL2),L⊗2

SL2
) d'une part et l'élément ξκ de V⊗V d'autre part. Les se
tions

dκ sont dé�nies à partir de sous-variétés réduites Dκ de l'espa
e de modules des�brés ve
toriels semistables de rang 2, de déterminant trivial. Les sous-variétés
Dκ sont formées des 
lasses de �brés S pour lesquels H0(C,End0(S) ⊗ κ) n'estpas nul. Il s'avère que l'ensemble des se
tions dκ pour κ variant dans Θpaire(C)est un base de H0(MC(SL2),L⊗2

SL2
) (voir [Bea91℄, Théorème 1.2).Considérons les appli
ations ρ∗0 et β suivantes :

ρ∗0 : H0(M+
C(SO7),LSO7) −→ H0(MC(G2),LG2)et β : [V ⊗ V ⊗H0(MC(SL2),L⊗2

SL2
)]0 −→ [V ⊗H0(MC(SL2),L⊗3

SL2
]0.Pour une thêta-
ara
téristique paire, l'image Ψ(ρ∗0(∆κ)) est égale à β(ξκ ⊗ dκ).En e�et, le morphisme Ψ est induit par le morphisme :

j : MC(SL2) ×MC(SL2) → MC(G2)

(E,F ) 7→ End0(E) ⊕ Hom(E,F ).Le pull-ba
k Ψ(ρ∗0(∆κ)) est don
 la somme de deux diviseurs :
∆1 = {(E,F ) ∈ MC(SL2) ×MC(SL2) | h0(C,End0(E) ⊗ κ) > 0},
∆2 = {(E,F ) ∈ MC(SL2) ×MC(SL2) | h0(C,Hom(E,F ) ⊗ κ > 0}.Or, O(∆1) = OC ⊠ L⊗2 et O(∆2) = L ⊠ L (voir [Bea91℄) et plus pré
isément

∆1 = Zéros(dκ) et ∆2 = Zéros(ξκ).De plus, si la 
ourbe C est de genre au moins 2 sans théta-
onstante e�e
tive,alors il existe une bije
tion entre Sym2V et H0(MC(SL2),L⊗2
SL2

). Dans [Bea88℄,il est montré que le morphisme de multipli
ation
ϕ∗

0 : Sym2V −→ H0(MC(SL2),L⊗2
SL2

)

ξκ 7→ dκest un isomorphisme. On identi�e Sym2V à l'espa
e invariant de V ⊗ V sousl'involution a ⊗ b 7→ b ⊗ a. L'espa
e ve
toriel [V ⊗ V ⊗ H0(MC(SL2),L⊗2
SL2

)]0est alors engendré par l'ensemble des ξκ ⊗ dκ lorsque κ varie parmi les thêta-
ara
téristiques paires (lemme admis). Ainsi, il su�t de montrer la surje
tivitéde β pour obtenir 
elle de l'appli
ation Ψ.
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V ⊗H0(MC(SL2),L⊗2

SL2
) - H0(MC(SL2),L⊗3

SL2
)

V ⊗ V ⊗ V

6

- Sym3V.

η

6

Sous l'hypothèse de normalité 
ubique, η est surje
tive, impliquant la surje
tivité
V ⊗ H0(MC(SL2),L⊗2

SL2
) → H0(MC(SL2),L⊗3

SL2
). Par restri
tion aux se
tionsinvariantes sous l'a
tion de JC[2], β se trouve être aussi surje
tive.L'appli
ation Ψ est don
 un isomorphime.Le point (2) est une 
onséquen
e du point (1). Chaque κ paire est telle que

ρ∗0(∆κ) a pour image, par Ψ, ξκ ⊗ dκ. Comme l'ensemble des {ξκ ⊗ dκ}κ paireengendre l'espa
e [V ⊗ V ⊗H0(MC(SL2),L⊗2
SL2

)], l'ensemble des {ρ∗0(∆κ)}κ paireengendre H0(MC(G2),LG2).Théorème 4.2.12. � L'appli
ation linéaire Ψ entre les espa
es de Verlinde
H0(MC(G2),LG2) et [H0(MC(SL2),LSL2) ⊗H0(MC(SL2),L⊗3

SL2
)
]
0
est un iso-morphisme lorsque la 
ourbe C est de genre 2, lorsque C est une 
ourbe de genre

3 non-hyperelliptique sans thêta-
onstante e�e
tive ou que C est de genre 4 sansthêta-
onstante e�e
tive.Démonstration. � Pour 
ha
un des 
as 
ités dans le Théorème 4.2.12, la nor-malité 
ubique est véri�ée (voir Exemple 4.2.9). Ce théorème dé
oule don
 dupoint (1) de la Proposition 4.2.11.L'étude 
on
ernant l'espa
e de modules MC(SO4)
− n'a pas été réalisée i
imais elle serait intéressante.





ANNEXE ATABLES DE MULTIPLICATION DANS V DANSDIFFÉRENTES BASES
Au 
hapitre 1, nous avons fait intervenir di�érentes bases de V, le sous-espa
eve
toriel de O 
onstitué des o
taves de Cayley imaginaires pures. Nous rassem-blons i
i les di�érentes tables de multipli
ation asso
iée aux bases B0,B1,B2 et

B3.Nous rappelons que la base B0 est la base 
anonique de V ave
 les règlesde multipli
ation indiquées sur le diagramme de Fano Fig. 1. La base B1 estobtenue à partir de la base B0 via le 
hangement de base donné par la matri
e
P0,1 :=

√
2

2




0 1 0 0 1 0 0

1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0

0 −i 0 0 i 0 0

−i 0 0 i 0 0 0

0 0 −i 0 0 i 0

0 0 0 0 0 0
√

2




.

Les bases B2 et B3 sont 
onstituées des même ve
teurs que la base B1, 
lassésdans un ordre di�éremment.



166 ANNEXE A. TABLES DE MULTIPLICATION DANS V DANS DIFFÉRENTES BASES(1) Dans la base B0 = (e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7), la table de multipli
ation, dé-
rite sur le diagramme de Fano Fig. 1) est la suivante :
ր e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 −1 e3 −e2 e7 e6 −e5 −e4
e2 −e3 −1 e1 e6 −e7 −e4 −e5
e3 e2 −e1 −1 e5 −e4 e7 −e6
e4 −e7 −e6 −e5 −1 e3 e2 e1
e5 −e6 e7 e4 −e3 −1 e1 −e2
e6 e5 e4 −e7 −e2 −e1 −1 e3
e7 e4 −e5 e6 −e1 e2 −e3 −1

(77)
(2) Dans la base B1 = (y1, y2, y3, y4, y5, y6, y7), la table de multipli
ation est lasuivante :
ր y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7

y1 0 0 0 −1 − iy7 −
√

2y3

√
2y2 iy1

y2 0 0 −
√

2y1

√
2y6 −1 + iy7 0 −iy2

y3 0
√

2y1 0 −
√

2y5 0 −1 + iy7 −iy3

y4 −1 + iy7 −
√

2y6

√
2y5 0 0 0 −iy4

y5

√
2y3 −1 − iy7 0 0 0 −

√
2y4 iy5

y6 −
√

2y2 0 −1 − iy7 0
√

2y4 0 iy6

y7 −iy1 iy2 iy3 iy4 −iy5 −iy6 −1 (78)(3) Dans la base B2 = (y2, y3, y4, y5, y6, y1, y7), la table de multipli
ation est lasuivante :
ր y2 y3 y4 y5 y6 y1 y7

y2 0 −
√

2y1

√
2y6 −1 + iy7 0 0 −iy2

y3

√
2y1 0 −

√
2y5 0 −1 + iy7 0 −iy3

y4 −
√

2y6

√
2y5 0 0 0 −1 + iy7 −iy4

y5 −1 − iy7 0 0 0 −
√

2y4

√
2y3 iy5

y6 0 −1 − iy7 0
√

2y4 0 −
√

2y2 iy6

y1 0 0 −1 − iy7 −
√

2y3

√
2y2 0 iy1

y7 iy2 iy3 iy4 −iy5 −iy6 −iy1 −1(79)



ANNEXE A. TABLES DE MULTIPLICATION DANS V DANS DIFFÉRENTES BASES 167(4) Dans la base B3 = (y1, y2, y4, y5, y3, y6, y7), la table de multipli
ation est lasuivante :
ր y1 y2 y4 y5 y3 y6 y7

y1 0 0 −1 − iy7 −
√

2y3 0
√

2y2 iy1

y2 0 0
√

2y6 −1 + iy7 −
√

2y1 0 −iy2

y4 −1 + iy7 −
√

2y6 0 0
√

2y5 0 −iy4

y5

√
2y3 −1 − iy7 0 0 0 −

√
2y4 iy5

y3 0
√

2y1 −
√

2y5 0 0 −1 + iy7 −iy3

y6 −
√

2y2 0 0
√

2y4 −1 − iy7 0 iy6

y7 −iy1 iy2 iy4 −iy5 iy3 −iy6 −1(80)La forme quadratique Q sur V est asso
iée à la forme bilinéaire suivante :
∀ x, y ∈ V, B(x, y) =< x, y >= −Re(xy).Ainsi, pour obtenir l'expression de la matri
e de la forme quadratique dans 
ha-
une des bases pré
édentes, il su�t de 
onsidérer l'opposé de la partie réelle deséléments obtenus dans les tableaux 
i-dessus.(1) Dans la base B0 = (e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7),
Q =




1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1




= (I7) . (81)
(2) Dans la base B1 = (y1, y2, y3, y4, y5, y6, y7) :

Q̃ =




0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1




=




0 I2 0

I2 0 0

0 0 1


 . (82)
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Q̃2 =




0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1




=




0 I2 0

I2 0 0

0 0 1


 . (83)

(4) Dans la base B3 = (y1, y2, y4, y5, y3, y6, y7) :
Q̃3 =




0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1




. (84)



ANNEXE BINCLUSION DE L'ALGÈBRE DE LIE g2 DANSL'ALGÈBRE DE LIE so7

L'algèbre de Lie g2 est la somme dire
te de trois sous-espa
es ve
toriels stablessous l'a
tion de l'algèbre de Lie sl3. Il s'agit de la dé
omposition de g2 en 
om-posantes irrédu
tibles sous l'a
tion de sl3. Dans le 
hapitre 22 de [FH91℄, 
ettedé
omposition est expli
ite :
g2 = W ⊕ W∗ ⊕ End0(W)ave


W = 〈X4, X−1, X−3〉,
W∗ = 〈X−4, X1, X3〉,

End0(W) = 〈A,B,X2, X5, X6, X−2, X−5, X−6〉et où les ve
teurs A,B,X±1, . . . , X±6 sont les ve
teurs introduits en (9). L'objetde 
ette annexe est de montrer 
ha
une de 
es 
omposantes est in
luse dansl'algèbre de Lie so7 
ontenant g2.On peut remarquer que End0(W) regroupe les ve
teurs de la sous-algèbre deCartan de g2, ainsi que les ve
teurs asso
iés aux ra
ines longues. Le sous-ensemble
W est, quand à lui, engendré par des ve
teurs asso
iés à trois ra
ines 
ourtes,formant un triangle équilatéral sur le diagramme du système de ra
ines de G2.Il en va de même pour le sous-espa
e W∗, ave
 les trois autres ra
ines 
ourtes.D'après le Lemme 1.3.1, l'algèbre so7 est isomorphe à Λ2V pour V l'espa
e ve
to-riel de dimension 7 
onstitué par les o
taves de Cayley imaginaires pures. Notons

W0 = 〈y1, y5, y6〉
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α2

α1

α4 α5

α6

α3

Fig. 1. Dé
omposition de g2 en 
omposantes irrédu
tibles sous l'a
tion de sl3

le sous-espa
e ve
toriel isotrope de V engendré par les ve
teurs y1, y5 et y6 de labase B1 de V. L'espa
e dual de W0 est W∗
0 = 〈y2, y3, y4〉. Ainsi,

V = W0 ⊕W∗
0 ⊕Cy7,et so7 ≃ Λ2V ≃ Λ2W0 ⊕ Λ2W∗

0 ⊕ Hom(W0,Cy7) ⊕ Hom(W∗
0 ,Cy7)

⊕Hom(W∗
0 ,W0),don
 so7 ≃ Λ2W0 ⊕ Λ2W∗

0 ⊕W0 ⊕W∗
0 ⊕ Hom(W∗

0 ,W0).Notons
Φ : g2 →֒ so7l'in
lusion de g2 dans so7. Regardons l'image par Φ de A,B,X±1, . . . , X±5 etX±6.On rappelle que les 
orrespondan
es utilisées dans la suite sont les suivantes :



ANNEXE B. INCLUSION DE L'ALGÈBRE DE LIE g2 DANS L'ALGÈBRE DE LIE so7 171� isomorphisme entre V et V∗, provenant de la forme quadratique non dé-générée sur V :
V ∼→ V∗

y5 7→ y2, et y2 7→ y5, et y7 7→ y7,

y6 7→ y3, y3 7→ y6,

y1 7→ y4, y4 7→ y1.� isomorphisme entre Λ2V, V∗ et V :
Λ2V → V∗ → V
x ∧ y 7→ −Re[(xy)·] 7→ xy.Étudions l'image de W par l'appli
ation Φ, en 
ommençant par l'étude de X4.D'après (9), l'expression de la matri
eX4 (exprimée dans la base B1 = (y1, . . . , y7))est :

X4 = E2,6 − E3,5 −
√

2E1,7 + i
√

2E7,4.La matri
e X4 représente l'automorphisme envoyant le ve
teur y4 sur i√2y7, y5sur−y3, y6 sur y2, y7 sur−√
2y1 et tous les autres ve
teurs de base B1 sur 0. Ainsi,

X4 
orrespond à la somme de deux éléments dans Λ2V : un élément de W0 et unélément de Hom(W∗
0 ,W0). Le fait d'asso
ier à y4 le ve
teur i√2y7 
orrespond àl'élément i√2y∗4 = i
√

2y1 de W0 ≃ Hom(W∗
0 ,Cy7). De même, le fait d'asso
ierà y5 et y6 les ve
teurs −y3 et y2 
orrespond à l'élément −y∗5 ⊗ y3 + y∗6 ⊗ y2 =

−y2 ⊗ y3 + y3 ⊗ y2 de W∗
0 ⊗ W∗

0 ≃ Hom(W0,W∗
0 ). Il s'agit don
 de l'élément

y3 ∧ y2 de Λ2W∗
0 , 
orrespondant à l'élément y3y2 =

√
2y1 de W0. En résumé, X4
orrespond i

√
2y1 de W0 ≃ Hom(W∗

0 ,Cy7) et à √
2y1 de Λ2W∗

0 ≃ W0. Ainsi,
on
ernant l'in
lusion de g2 dans so7, il vient
Φ : g2 →֒ Λ2W0 ⊕ Λ2W∗

0 ⊕ W0 ⊕ W∗
0 ⊕ Hom(W∗

0 ,W0)

X4 7→ 0 +
√

2y1 + i
√

2y1 + 0 + 0En réitérant 
ette démar
he pour les ve
teurs X−1 et X−3, on obtient les résultatssuivants sur W :
Φ : W →֒ Λ2W0 ⊕ Λ2W∗

0 ⊕ W0 ⊕ W∗
0 ⊕ Hom(W∗

0 ,W0)

X4 7→ 0 +
√

2y1 + i
√

2y1 + 0 + 0,

X−1 7→ 0 +
√

2y6 + i
√

2y6 + 0 + 0,

X−3 7→ 0 +
√

2y5 + i
√

2y5 + 0 + 0.
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Φ : W∗ →֒ Λ2W0 ⊕ Λ2W∗

0 ⊕ W0 ⊕ W∗
0 ⊕ Hom(W∗

0 ,W0)

X−4 7→
√

2y4 + 0 + 0 + i
√

2y4 + 0,

X1 7→
√

2y3 + 0 + 0 + i
√

2y3 + 0,

X3 7→
√

2y2 + 0 + 0 + i
√

2y2 + 0.Et sur End0(W) = 〈A,B,X2, X5, X6, X−2, X−5, X−6〉, il vient
Φ : End0(W) →֒ Λ2W0 ⊕ Λ2W∗

0 ⊕W0 ⊕W∗
0 ⊕ Hom(W∗

0 ,W0)

A 7→ 0 + y5 ⊗ y2 − y1 ⊗ y4,

B 7→ 0 + y6 ⊗ y2 − y1 ⊗ y4,

X2 7→ 0 + y6 ⊗ y2,

X5 7→ 0 + −y1 ⊗ y3,

X6 7→ 0 + −y6 ⊗ y2,

X5 7→ 0 + y5 ⊗ y3,

X−2 7→ 0 + y6 ⊗ y4,

X−6 7→ 0 + y5 ⊗ y4.En 
on
lusion, nous pouvons voir que lorsque l'on 
onsidère l'algèbre de Lie
g2 
omme somme dire
te de sous-espa
es 
orrespondants aux représentationsirrédu
tibles sous l'a
tion de sl3 :

g2 = W ⊕ W∗ ⊕ End0(W)l'in
lusion de g2 dans so7 se fait de la manière suivante :
g2 →֒ so7 ≃ Λ2V ≃ Λ2W0 ⊕ Λ2W∗

0 ⊕W0 ⊕W∗
0 ⊕ Hom(W∗

0 ,W0)

W →֒ Λ2W∗
0 ⊕W0

W∗ →֒ Λ2W0 ⊕W∗
0

End0(W) →֒ Hom(W∗
0 ,W0)lorsque

V = W0 ⊕W∗
0 ⊕ Cy7,

W0 = 〈y1, y5, y6〉,
W∗

0 = 〈y4, y2, y3〉.
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RÉSUMÉL'objet de 
ette thèse est l'étude de l'espa
e de modules des G2-�brés prin
i-paux sur une 
ourbe 
omplexe proje
tive 
onnexe lisse, où G2 désigne le groupede Lie ex
eptionnel de plus petit rang. Le groupe G2 est 
ara
térisé via trois ap-pro
hes di�érentes, la première étant 
elle où G2 est dé�ni 
omme le groupe desautomorphismes de l'algèbre 
omplexe des o
taves de Cayley. Les di�érentes ré-du
tions et extensions que peut admettre un G2-�bré prin
ipal sont étudiées ainsique la relation entre la stabilité d'un G2-�bré prin
ipal et 
elle du �bré ve
torielqui lui est asso
ié. L'espa
e de modules des G2-�brés prin
ipaux semistables estanalysé. Nous obtenons notamment une 
ara
térisation de son lieu lisse, une dé-
omposition expli
ite de son lieu singulier en trois 
omposantes 
onnexes et uneanalyse de l'espa
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