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INTRODUCTION

[’objet de cette thése est ’étude des G-fibrés principaux au-dessus d’une
courbe complexe projective connexe lisse C' et de leur espace de modules M (G),
ou G est un groupe algébrique. Une attention toute particuliére est portée au cas
ot le groupe G est le groupe de Lie exceptionnel Gj.

Les espaces de modules - ot le terme « module » est, ici, synonyme de « pa-
ramétre » - peuvent étre pensés comme des solutions géométriques a des pro-
blémes de classification géométrique. Ce sont des ensembles d’objets définis par
des conditions géométriques particuliéres. Dans le cas des fibrés vectoriels, on
fixe par exemple les données suivantes : le rang, le degré ou le déterminant des
fibrés. Une illustration d’espace de modules est la Grassmannienne Gr(r,n) des
sous-espaces vectoriels de dimension r d’un espace vectoriel de dimension n. Les
espaces de modules interviennent dans différentes branches des mathématiques :
en géométrie algébrique (dont les idées-clefs ont été introduites par D. MuMm-
FORD |[MS72]), dans la théorie de jauge, dans celle de Teichmiiller, dans le pro-
gramme de Langlands géométrique et en physique théorique. Par I'intermédiaire
des espaces de modules, ces domaines ont beaucoup a apprendre les uns des
autres, comme le montre I'impact de la théorie conforme des champs en géomé-
trie algébrique. [’établissement récent de la formule de Verlinde pour les G-fibrés
principaux sur les courbes algébriques en est une illustration concréte.

Un probléme souvent difficile est de munir les espaces de modules d’une struc-
ture de variété algébrique et de les « compactifier ». Ici, nous étudions un espace
de modules bien précis : celui des G,-fibrés principaux sur une courbe complexe
projective connexe lisse, munis de la relation d’équivalence de Seshadri, appelée
S-équivalence. De plus, afin d’avoir un espace de modules complet, nous nous
restreignons aux G-fibrés principaux semistables.
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Afin de justifier I'utilisation de cette notion de semistabilité, introduisons tout
d’abord les espaces de modules de fibrés vectoriels, dont 1’étude a, chronologi-
quement, précédé celle des G-fibrés principaux. Dans tout ce qui suit, la lettre C'
désigne une courbe complexe projective connexe lisse de genre au moins 2.

Lors de I’étude et de la classification des fibrés vectoriels, le rang et le degré
se sont révélés étre des invariants topologiques. Néanmoins, il s’est avéré que la
famille des fibrés vectoriels de rang et de degré fixés ne peut étre paramétrée par
une variété algébrique. En revanche, la sous-famille des fibrés vectoriels de rang
et de degré fixés, quotients d’un fibré vectoriel donné, ’est. Quelle caractéristique
pertinente doit-on imposer & un ensemble de fibrés vectoriels pour aboutir & une
famille bornée ? D. MUMFORD et C.S. SESHADRI ont répondu a cette question
dans les années 1960. Afin de paramétrer les fibrés vectoriels, ils ont introduit
les notions de semistabilité et de stabilité [Ses67], provenant de la théorie des
invariants topologiques de D. MUMFORD. Ces notions sont définies comme suit.
On appelle pente d’un fibré le nombre rationnel égal au quotient de son degré
par son rang. Un fibré vectoriel sur une courbe C' est dit semistable si sa pente
est supérieure ou égale a celle de chacun de ses sous-fibrés vectoriels propres.
La stabilité, quant a elle, n’est autre que la réplique de cette propriété avec une
inégalité stricte.

Leur but était de donner une structure de variété algébrique a ’espace de mo-
dules M(r, d) des classes d’isomorphismes de fibrés vectoriels semistables de rang
et de degré fixés. Par 1a, ils ont considérablement clarifié I’étude des fibrés vecto-
riels. Par ailleurs, ’étude des fibrés vectoriels non semistables peut étre ramenée
a celle des fibrés vectoriels semistables via la filtration de Harder-Narasimhan,
constituée de quotients successifs de fibrés vectoriels semistables. Cela a d’autant
plus motivé I'attention portée a la notion de semistabilité. En outre, en consi-
dérant la notion de semistabilité, C.S. SESHADRI a, le premier, observé que la
catégorie des fibrés vectoriels semistables de méme pente est abélienne.

En 1976, A. RAMANATHAN s’est intéressé dans sa thése, non pas aux fibrés
vectoriels, mais aux G-fibrés principaux et a la construction de ’espace de mo-
dules de G-fibrés principaux semistables. De récents articles comme ceux de
A. KAPUSTIN et E. WITTEN [KWO07|, R. DONAGI et T. PANTEV [DP06] et
N. HiTcHIN [Hit06] illustrent la richesse de la géométrie des G-fibrés principaux
et de la notion de semistabilité.

Pour les G-fibrés principaux, la semistabilité se définit de la facon suivante :

Définition. — Un G-fibré principal E est dit semistable (resp. stable) si le degré
deg(c*Tg/p) est positif ou nul (resp. strictement positif) pour tout sous-groupe
parabolique maximal P de G et toute réduction o & E/P, out Tg/p est le fibré
tangent le long des fibres de la projection naturelle E/P — C.
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La notion de semistabilité est alors équivalente pour un G L, -fibré principal et
son fibré vectoriel associé.

Au sein des algébres de Lie complexes, de dimension finie et simples, on dé-
note les algebres classiques et les algébres exceptionnelles. Les premiéres sont
sl(n+ 1,C), so(2n + 1,C), sp(n,C) et s0(2n,C) (respectivement associées aux
systémes de racines A, B, C, et D,,) et les algébres exceptionnelles go, 4, ¢, €7
et eg, les indices signalant le rang des algébres de Lie. Cette classification remonte
a celle des algébres de Lie simples complexes par W. KILLING et E. CARTAN
de 1884. Le groupe de Lie exceptionnel GG, est le groupe connexe, simplement
connexe d’algébre de Lie go. Parmi les groupes de Lie exceptionnels, ce dernier
apparait remarquable pour plusieurs raisons. Evoquons-en deux. D’une part, le
groupe de Lie G5 est suffisamment petit pour étre étudié avec précision, ce qui
est bien plus délicat pour les groupes de Lie E; ou Eg par exemple. En effet,
la dimension du groupe G, est 14, alors que celles des groupes E7; et Eg sont
respectivement 133 et 248! D’autre part, le groupe G5 peut étre construit via
différentes approches; cette diversité de points de vue lui confére une grande
richesse.

A I'époque de W. KILLING et de E. CARTAN, I’existence des algébres de Lie ex-
ceptionnelles était enveloppée de mystére, puisqu’elles n’apparaissaient pas reliées
a des groupes connus comme 1’étaient les algébres de Lie classiques, correspon-
dantes aux groupes SO,,(C), Sp,(C) et SL,(C). Cependant, en 1914, E. CARTAN
fit le lien entre l'algébre des octaves de Cayley et le groupe Gy : ce groupe se
révele étre le groupe des automorphismes des octaves de Cayley.

Notre travail débute par la description des octaves de Cayley et la définition
du groupe Gy Nous examinons ensuite la notion de semistabilité dans le cadre de
Go-fibrés principaux ainsi que celle de leur espace de modules. En dernier lieu,
une application de la formule de Verlinde a ’espace de Verlinde de niveau 1 pour
le groupe G5 est proposée.

Le Chapitre 1 porte un intérét particulier a ’algébre des octaves de Cayley O¢
et au groupe de Lie G5. Une étude approfondie de cette algébre est menée afin de
pouvoir établir un éventail de propriétés sur le groupe G5 qui est défini a partir
de Oc¢. Ces propriétés étaient connues dans la littérature mais sans forcément de
lien entre elles, que ce soit par leur approche (définition du groupe Gs) ou bien
leurs notations, d’ou la intérét de cette synthése.

L’algébre O¢ est 'algébre de division normée complexe de plus grande dimen-
sion parmi les quatre existantes :

Re € Ce € He € Oc.

Alors que 'algébre des quaternions H¢ a suscité un grand intérét dés sa décou-
verte (W.R. HAMILTON lui a consacré la plus grande partie de ses recherches),
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les octaves de Cayley, elles, sont bien moins connues. Cela est certainement di
au fait que cette algébre, non commutative, n’est pas non plus associative. Dé-
couvertes séparément par J. GRAVES et A. CAYLEY dans les années 1840, les
octaves de Cayley sont demeurées dans 'ombre jusqu’au moment ot E. CARTAN
a décrit la trialité (symétrie entre vecteurs et spineurs dans un espace euclidien
de dimension 8). Ces octaves interviennent aussi en mécanique quantique avec
les travaux de C. JORDAN, C. NEUMANN et E.P. WIGNER, avec un succes tou-
tefois restreint. Récemment, on a réalisé qu’elles expliquent quelques curieuses
caractéristiques en théorie des cordes.

Le point de départ de ce chapitre est la définition du groupe Gy proposée par
E. CARTAN. Le groupe G5 est décrit comme l’ensemble des automorphismes de
Oc, c’est-a-dire comme I’ensemble des applications linéaires inversibles définies
sur les octaves de Cayley qui commutent avec la multiplication. Or, il s’avére
que tout automorphisme des octaves de Cayley est entiérement déterminé par
son action sur I’hyperplan V des octaves de Cayley imaginaires pures. Le groupe
G5 peut donc étre traité comme un sous-groupe du groupe linéaire de dimension
7, et il ressort que le groupe G5 est un sous-groupe du groupe spécial orthogonal
SO;.

Par ailleurs, en vue de discuter de la notion de semistabilité des Ga-fibrés prin-
cipaux, nous mettons en exergue les deux sous-groupes paraboliques maximaux
de GG, ainsi que leur sous-groupe de Levi. Cette analyse est menée conjointement
a celle du groupe SO afin d’étudier les extensions de Ga-fibrés principaux au
groupe de structure SO; dans le Chapitre 3.

Etre le groupe des automorphismes des octaves de Cayley n’est pas la seule
définition utilisée pour définir le groupe Go, et le lien entre les différentes défini-
tions équivalentes n’est pas élémentaire. Le groupe G5 peut aussi étre déterminé
a partir d’'une forme trilinéaire alternée non-dégénérée sur ’espace vectoriel V.
D’autre part, le systéme de racines de 1’algebre de Lie exceptionnelle simple de
plus petite dimension présentée par W. KILLING, E. CARTAN et F. ENGEL au
début du XIX® siécle n’est autre que 1’algebre de Lie associée au groupe connexe
GG5. L’équivalence de ces trois points de vue est effectuée au cours de ce premier
chapitre.

Enfin, dans la classification de A. BOREL et J. DE SIEBENTHAL [BDS49|, les
deux sous-groupes de (G5, maximaux pour 'ordre donné par l'inclusion, parmi
ceux connexes et de rang maximal, sont le groupe spécial linéaire S L3 et le groupe
spécial orthogonal SO,. Une inclusion de chacun de ces deux groupes dans Gs
est proposée et utilisée au Chapitre 3

Au Chapitre 2, le groupe G5 est étudié via des formes trilinéaires alternées sur
I’espace vectoriel V des octaves de Cayley imaginaires pures. Alors que 1’étude
des 2-formes non-dégénérées donnait lieu a la géométrie symplectique, F. ENGEL
s’est intéressé a I'étude de la géométrie résultant des formes trilinéaires alternées
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et publia, en 1900, deux articles reliant une forme quadratique & une forme trili-
néaire alternée. Cela a permis de définir la notion de non-dégénérescence pour une
forme trilinéaire alternée : une forme trilinéaire alternée est dite non-dégénérée
si la forme quadratique qui lui est associée par ce biais est non-dégénérée. Ce
travail a abouti & la définition de G5 traitée dans ce chapitre : a4 conjugaison
pres, ce groupe est la composante connexe de l'identité du stabilisateur d’une
forme trilinéaire alternée non-dégénérée. Le groupe G5 peut donc étre défini, a
conjugaison pres, par n'importe quelle forme non-dégénérée. Cela explique les
diverses définitions que 'on peut rencontrer dans la littérature.

L’essentiel du chapitre est consacré a la caractérisation de 'application ® qui
relie une forme quadratique & une forme trilinéaire alternée, puis a 1’étude des
formes trilinéaires non-dégénérées. Ceci nous permet d’aboutir au résultat sui-
vant :

Théoréme A. — L’ensemble des formes trilinéaires alternées dégénérées défi-
nies sur [’espace vectoriel V des octaves de Cayley imaginaires pures coincide avec
la. troisieme variété des sécantes Sec® (Gr(3,7)) de la Grassmannienne Cr(3,7).

L’équation définissant le premier ensemble est, a un scalaire pres, le cube de
celle définissant le second.

L’hypersurface Sec® (Gr(3,7)) a été abordée dans I’article de H. Ao, G. OT-
TAVIANI et C. PETERSON [AOPO09|. Par ailleurs, dans 'article de M. SATO et
T. KiMURA [SKT77], le degré du polynome invariant relatif est déterminé, ainsi
que le fait que les équations des hypersurfaces irréductibles du lieu singulier
de I'espace A3V* sont, & un scalaire prés, multiples de ce polynéme homogéne.
Cependant, le lieu des zéros de cet invariant relatif n’y est pas identifié. Nous
affinons ces résultats en prouvant que I'invariant relatif n’est autre que le poly-
nome décrivant la troisieme variété des sécantes Sec® (Gr(3,7)) (& un scalaire
prés). Enfin, suite a ce théoréme, nous retrouvons deux résultats connus, regrou-
pés dans les corollaires suivants. Le premier caractérise les orbites des formes
trilinéaires non-dégénérées et le second relie leurs stabilisateurs.

Corollaire B. — L’orbite d’une forme trilinéaire alternée sur V, sous l’action
du groupe G Ly, est dense dans 'espace A3V* si et seulement si la forme trilinéaire
est non-dégénéree.

Corollaire C. — Les formes trilinéaires alternées non-dégénérées définies sur
V ont des stabilisateurs, sous l’action de SLy, conjugués :
YV wi,wy € A3V*, non-dégénérées , gy € SLT tel que
Stab(wl) N SL7 =4do [St&b(a@) N SL7] . gal

D’aprés le Corollaire C, le groupe G5 peut donc étre défini, & conjugaison pres,
par n’importe quelle forme trilinéaire alternée non-dégénérée
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Aprés cette mise en place de propriétés sur le groupe (G5, le Chapitre 3 est
consacré a 'analyse des Go-fibrés principaux et de I'espace de modules des Go-
fibrés principaux semistables. Via le Corollaire C, les Go-fibrés principaux sont
décrits par la donnée d’'un fibré vectoriel, de rang 7 et de déterminant trivial,
muni d’une forme trilinéaire alternée non-dégénérée.

Dans cette partie, nous rappelons les définitions de réduction et d’extension
de groupe de structure de G-fibrés principaux, consistant a relier deux G-fibrés
principaux associés a deux groupes de structure différents. On peut aussi associer
a un G-fibré principal un fibré vectoriel, en considérant une extension de groupe
de structure au groupe GL,,. Dans le cas du groupe G5, nous évoquons les réduc-
tions de G-fibrés principaux aux deux sous-groupes cités précédemment : S
et SOy. Si I'on considére un SLs-fibré principal E, son extension au groupe de
structure G et le fibré vectoriel V' associé qui est de rang 7, alors il vient :

V=WaeW" ®Oc

ou W est le fibré vectoriel de rang 3 associé & E et ou O¢ est le fibré en droites
trivial sur C'. Concernant le sous-groupe SOy, nous associons a deux S Lo-fibrés
principaux F et F' un SO4-fibré principal, un Gs-fibré principal et un fibré vec-
toriel V' de rang 7. La relation entre fibrés vectoriels est alors la suivante :

V = M®N @ Endy(N)

lorsque M et N désignent les fibrés vectoriels de rang 2 associés respectivement
a E et a I'. Ces deux descriptions sont utilisées pour ’analyse de la stabilité d’un
Go-fibré principal.

Pour certains groupes algébriques GG, un G-fibré principal est semistable si et
seulement si son fibré vectoriel associé ’est. Pour le groupe spécial linéaire SL,,
ce résultat est trivial. Par ailleurs, cette équivalence est valide pour le groupe
orthogonal O,, et le groupe Gy. S. RAMANATHAN [Ram96| I’a prouvée pour
le premier groupe et la démonstration concernant le second groupe est le sujet
de l'article de S. SUBRAMANIAN [Sub99|. Une question naturelle se pose : cette
propriété est-elle maintenue si I’on remplace la condition de semistabilité par celle
de stabilité 7 Nous examinons ce point dans le cadre des G,-fibrés principaux.
Cette étude est en partie réalisée grace a l'analyse des S Ls-réductions et des SO,4-
réductions que peut admettre un Go-fibré principal. Alors que la stabilité d’un
fibré vectoriel associé & un Go-fibré principal implique celle du Gs-fibré principal,
I'implication réciproque n’est pas automatique. En effet, nous exhibons un fibré
vectoriel strictement semistable, c’est-a-dire semistable mais non stable, associé
a un G-fibré principal stable. Nous établissons les deux théorémes suivants :

Théoréeme D. — Soit P un Go-fibré principal sur une courbe C'. Si P est stable
et s’il n’admet pas de réduction de groupe de structure au groupe SLs, alors le
fibré vectoriel de rang 7 qui lui est associé est stable.



INTRODUCTION xix

Théoréeme E. — Soit P un Go-fibré principal sur une courbe C'. St P est un
Go-fibré principal régulierement stable, alors le fibré vectoriel de rang 7 qui lui
est associé est stable.

On rappelle qu'un G-fibré principal est dit réguliérement stable s’il est stable
et que son groupe d’automorphismes est le plus petit possible, c’est-a-dire s’il est
isomorphe au centre du groupe G. Il serait intéressant de savoir si le SOz-fibré
principal obtenu par extension de groupe de structure d’un G,-fibré principal
réguliérement stable est aussi réguliéerement stable.

L’intérét de la notion de stabilité réguliére dans le théoréme précédent nous
ameéne & étudier le lieu réguliérement stable de I'espace de modules M (Gs) :

Théoréme F. — Le lieu régulierement stable de l’espace de modules Mq(G3)
coincide avec son lieu lisse.

Cette propriété est un cas particulier du récent résultat théorique de I. BISWAS
et N. HOFFMANN [BH10| valable pour tout groupe algébrique réductif complexe
connexe. Cependant, nous affinons ce résultat dans le cas de ’espace de modules
Mc(G2) et obtenons une description détaillée de son lieu singulier :

Théoréeme G. — Le lieu singulier Mc ging(G2) de Uespace de modules M (G3)
est :

Mesing(G2) = 1(Mc(SLs)) U j(Mc(S04))
ot les morphismes i et j sont donnés par extension de groupe de structure :

i: Mc(SL3) — Me(Gy),
j: Mc<SL2)XMc<SL2) — Mc<Gg)

Ce lieu singulier posséde ainsi trois composantes connexes :
i (Mo(SLy)) ,j (M5(SO04)) et j (Ma(SO4)) -

Enfin, alors que I’on s’est fondé sur les octaves de Cayley pour définir le groupe
G, il s’avére que l'analyse de la stabilité des Go-fibrés principaux révéle une
propriété sur cette algébre. A la suite de la démonstration du théoréme précédent,
nous obtenons le résultat suivant :

Théoréeme H. — Notons wy la forme trilinéaire alternée non-dégénérée sur [’es-
pace V, définie en 1.2.4, et H Uhyperplan de la Grassmannienne isotrope Gr'*°(3,7)
constitué des 3-plans isotropes engendrés par trois vecteurs x,y et z de V tels que
wo(z,y, z) s’annule.
L’hyperplan H est contenu dans le lieu d’associativité de [’algébre des octaves
de Cayley :
si[t NyAzl € H alors (zy)z = z(yz).

Le quatriéme et dernier chapitre est consacré a D'application de la formule
de Verlinde aux champs de modules des Gs-fibrés principaux et aux espaces
de Verlinde de niveau 1 pour le groupe G, c’est-a-dire les espaces des sections
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globales HY(M¢(Gs), Lg,) sur une courbe C, on L, est le fibré en droites ample
générateur du groupe de Picard du champ de modules M (Gy). Le théoréme
suivant, est établi :

Théoréeme I. — Soit une courbe C' de genre au moins 2. Le morphisme donné
par extension de groupe de structure

i: Mc(SLg) — Mc(Gg)

induit, par image inverse, une application linéaire T entre les espaces de Verlinde
suivants :
T : H'Mc(Gy), La,) — H (Me(SLs), Lsr,)+
ot HY(Mc(SL3), Lsr,)+ désigne le sous-espace propre de H*(Mc(SLs), Lsr,),
associ€ a la valeur propre 1, pour linvolution naturelle dont il est muni.
L’application linéaire T posséde les propriétés suivantes :

(1) Uapplication Y est surjective lorsque la courbe C' est sans théta-constante
effective.

(2) Uapplication Y est un isomorphisme lorsque la courbe C' est de genre 2.

En dernier lieu, nous étudions ’application linéaire W définie comme suit. Le
morphisme donné par extension de groupe de structure entre espaces de Verlinde

j : MC(SLQ) X MC(SLQ) — MC(GQ)
induit, par image inverse, ’application linéaire
U HY(Mo(Ga), La,) — [HY(Mc(SLy), Ls,) @ H'(Me(SLy), £57,)]

ot [H'(Mc(SLs), Lsr,) © H'(Ma(SLs), £5},)], désigne Pensemble des sec-
tions invariantes sous le groupe JC|2] constitué des éléments de la Jacobienne
Pic’(C) dits de 2-torsion.

Pour des courbes générales de petit genre, nous montrons le théoréme suivant :

Théoréeme J. — Sur une courbe C' de genre 2 ou non-hyperelliptique de genre
3, ou bien de genre 4 sans théta-constante effective, 'application V est un iso-
morphisme.

Il est naturel de penser que ce résultat peut étre généralisé en genre supérieur.
Ceci est par ailleurs corroboré par une étude dimensionnelle des espaces vec-
toriels H'(M¢(Ga), Le,) et [HY(Ma(SLy), Lsr,) © H'(Me(SLy), L5},)], en
genre élevé. Pour le moment, nous ne pouvons faire sans la conjecture de nor-
malité cubique. On dit qu'une courbe C' vérifie la normalité cubique lorsque
I’application naturelle suivante est surjective :

Sym*H*(Mc(SLa), Lsr,) — H(Mc(SLs), L37,)-

Nous énoncons le résultat :
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Théoréeme K. — Pour une courbe C' de genre au moins 2, sans théta-constante
effective et vérifiant la normalité cubique, application ¥ est un isomorphisme.

Une page de notations, récapitulant les conventions utilisées dans toute la suite
de ce texte, préceéde le Chapitre 1. Le lecteur trouvera en fin de manuscrit deux
annexes, dont une reprenant I’ensemble des bases de ’espace vectoriel V utilisées
avec les tables de multiplication correspondantes, une table des figures, un index
et une bibliographie.






NOTATIONS

Dans toute cette thése, C désigne le corps des nombres complexes et O 1’algébre de
octaves de Cayley.

La lettre G désigne un groupe algébrique connexe et réductif sur C et la lettre C'
une courbe complexe projective, connexe et lisse, de genre au moins 2.

Afin de dissocier un espace vectoriel d’un fibré vectoriel ou principal, on a pris garde
a utiliser des notations en caractéres dits calligraphiques pour les espaces vectoriels
et simplement le mode mathématique pour les fibrés. Par exemple, alors que V in-
dique 'espace vectoriel des octaves de Cayley imaginaires pures, F indique un G-fibré
principal.

Enfin, Mc(G) est 'espace de modules des classes d’équivalence G-fibrés principaux
semistables sur C' (& isomorphisme pres) et Mc(G) le champ de modules des G-fibrés
principaux. La encore, on différencie espace de modules et champ de modules par les
caractéres romans d’une part et calligraphiques d’autre part.






CHAPITRE 1

NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

Nous allons ici présenter le groupe de Lie exceptionnel G5, plusieurs de ses
définitions équivalentes ainsi que son algébre de Lie. Ce chapitre est une synthése
(non exhaustive) de connaissances déja établies au sujet du groupe Gbs.

La premiére définition que nous utilisons est celle proposée par E. CARTAN
ol le groupe G5 apparait comme le groupe des automorphismes de 1’algébre des
octaves de Cayley. C’est pourquoi nous consacrons le début de ce chapitre aux
octaves de Cayley puis nous présentons différentes approches du groupe G, avec,
entre autres, une description de ses sous-groupes paraboliques maximaux utiles
au chapitre 3.

1.1. L’algébre des octaves de Cayley

Pour tout ce paragraphe, nous renvoyons le lecteur aux deux références sui-
vantes : [Bae02| et [Ada96]|. Les démonstrations des différentes propriétés propo-
sées ici different, la plupart du temps, de celles indiquées dans les deux références
précédentes mais la majorité des résultats s’y trouve.

Soient O la R-algébre des octaves de Cayley et Oc = Or ® C la C-algébre
des octaves de Cayley obtenue en complexifiant OQg. Ces deux algébres sont
respectivement isomorphes a R et C8.

L’algebre de octaves de Cayley complexe est parfois désignée par le symbole
¢ ou notée tout simplement . Cette derniére convention d’écriture sera celle
utilisée dans toute la suite de cet écrit.

Notons (1, e, ...e7) la base canonique de O en temps que C-espace vectoriel et
V le sous-espace vectoriel de @ engendré par ey, ..., e;. Toute octave de Cayley
est somme de sa « partie scalaire » et de sa « partie imaginaire pure », selon la
décomposition suivante :

O=CoV.
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Par la suite et par analogie au langage associé aux nombres complexes, on ap-
pellera « partie réelle » et sa « partie imaginaire » ces deux parties. Les octaves
de Cayley appartenant & V sont dites imaginaires purs.

La loi de multiplication de I’algébre O est donnée par le diagramme de Fano
(voir Figure F1G. 1), moyen mnémotechnique pour connaitre la table de multi-
plication dans Q. Les régles de calcul sont les suivantes :

er

F1a. 1. Diagramme de Fano

(1) 1 est I’élément neutre pour la multiplication,

(2) Vie{l,...,7}, e =—1,

(3) si le triplet (e;,ej, ex) est constitué de trois éléments situés sur une méme
ligne du diagramme ci-dessus (cercle, médiane ou coté), ordonné selon le sens
de la fleche, alors on a e;e; = e et toutes les équations qui en découlent par
permutation, en tenant compte de la signature de la permutation.

Par exemple, pour le triplet (ej, ey, e3), e1ea = e3 et ege; = —ez, exe3 = €7
pour le triplet (eq, eq,€7), e1e4 = e7. Ainsi, pour chaque i,j € {1,...,7}, e;e; =
—eje;. L'algébre @ se révele alors étre ni commutative, ni associative. La non-
commutativité se traduit par le fait que e;e; = —eje; pour deux vecteurs ima-
ginaires purs distincts de la base canonique. Par ailleurs, si 'on considére trois
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vecteurs de la base canonique e;, ¢;, e, imaginaires purs, deux a deux distincts
et n’étant pas reliés sur le diagramme de Fano, alors on a la relation suivante :
(eie;)er, = —ei(ejer), ce qui montre la non-associativité de O.

L’algébre @ est munie d’une application trace T :

VzeO,Tr(z):= %(2 +Z) := Re(2)

ol Z est le conjugué de z défini par Z = x — y si 2 = x + y est la décomposition
de z selon O =C @ V.

Remarque 1.1.1. — Le sous-espace vectoriel V) n’est autre que I'ensemble des
éléments de O de trace nulle, ce qui justifie la notation parfois employée V = &,.

Remarque 1.1.2. — Yy eV, = —y.

L’algébre O est aussi une algébre normée, c’est-a-dire munie d’'une « norme »
multiplicative :
VzeQ, ||z|| := =22

A cette norme, on associe le produit scalaire canonique B :
1
Va,y €0, Blzy)=<wzy>=;y+yz) =Tr(y) = Re(zp),
correspondant a la forme quadratique Q) =1 :

Va=uzy+ le ei, Q(zr)= B(x,z) = Re(zT) = Zazf (1)

=1
Dans la suite, on désignera par la lettre () la forme quadratique canonique sur
O ou bien sa restriction a V, selon le contexte.

1.2. Le groupe de Lie G,

Ce paragraphe a pour visée la définition et la description du groupe de Lie G,
introduit notamment par C. CHEVALLEY dans son traité en trois volumes sur
les groupes de Lie [Cheb5].

Définition 1.2.1. — Le groupe de Lie exceptionnel Gg est défini comme étant
le groupe des automorphismes de @, noté Aut(Q).

Ce groupe de Lie est simple. Il s’agit du groupe de Lie de plus petite dimension
parmi les cinq groupes de Lie simples exceptionnels : G, Fy, Fg, E;7 et Eg™).

(W Le chiffre en indice indique le rang du groupe.
Les dimensions de ces groupes exceptionnels sont respectivement 14, 52, 78, 133 et 248.
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Commencons par faire quatre remarques consécutives a la définition précé-
dente :

Remarque 1.2.2. — (1) Tout élément de G5 envoie un scalaire (c¢’est-a-dire
un élément de C, ou @ = C@ V) sur lui-méme et une octave imaginaire pure sur
un élément imaginaire pure. D’ou 1'égalité :

YV g€ Gy, g(V) =V.
(2) Tout élément du groupe G5 commute & la conjugaison.

(3) Tout élément du groupe G5 préserve le produit scalaire canonique sur Q.

Démonstration. — Soit ¥ € Go.
(1) Comme ¥ est un automorphisme, (1) = ¥(1-1) = ¥(1)2 donc (1) = 1.

Soit ¢; un vecteur de la base canonique pour i € {1,...,7}. Notons ¥(¢;) = 2
et z = x 4+ y sa décomposition en partie réelle et imaginaire. Alors, d’une part,

2?2 = U(e;)V(e;) = ¥(e?) = —1 € C et, d’autre part, 22 = (2% + y?) + 22y, qui

(2
est la décomposition en partie réelle et imaginaire de 2% vu que y? = —||y||> €

C. Donc zy = 0. Si y = 0, on aurait ¥(e;) = = = ¥(z), ce qui contredirait
I'injectivité de W. D’otu z = 0 et ¥(e;) € V.
Les éléments de G étant des isomorphismes, on a bien I'égalité annoncée.
(2) Soit z=z+yecCaV.
V(E) = Uw—y)=z-T(y),
et W(z) = xz+¥(y)=2—V(y)
car U(y) appartient a V d’aprés (1) de la Remarque 1.2.2. Ainsi, ¥(z) = U(2).
(3) Soit z € O.

19(z)|]? =

W(2)¥(2),
= U(z)¥(z) daprés (2) de la Remarque 1.2.2,
U(2z) = 2z = ||z||* car 2z € C.

O

Ainsi, lorsqu’on prendra en considération un certain U e G5, on regardera
indiffsremment ¥ € G Lg ou sa restriction a V : ‘qu € G Ly, qui, par abus de
notation, seront souvent notés identiquement.

On cherche & donner divers points de vue de ce groupe Gs et donc d’en expli-
citer d’autres définitions équivalentes. Pour cela, introduisons la forme trilinéaire
suivante.
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Définition 1.2.3. — Définissons la forme trilinéaire wy sur O suivante :

D’aprés la Remarque 1.1.2, la restriction de la forme trilinéaire wy a 1’espace
vectoriel V des octaves de Cayley vérifie :

v T,Y,z € Va WO(xvyvz) = —Re((ZL'y)Z) .

La restriction de wy a V est une forme trilinéaire alternée. En effet, si I’on consi-
dére z,y et z trois éléments de V et si I'on note zy = s + ¢ la décomposition en
partie réelle et imaginaire du produit zy, alors yx = s — t. Ainsi,

Re((zy)z) = Re((s+t)z = Re(tz),
et  Re((yx)z) = Re((s—1t)z) = —Re(tz),
donc  wyo(z,y,2) = —woly,z,2).

On peut montrer pareillement que pour trois éléments x,y, z de V, on a
wol(z,y, 2) = —wo(x, 2,y).
Ainsi, sur V, wy est une forme trilinéaire alternée; elle appartient donc a A3V.
Définition 1.2.4. — Définissons wy, appartenant a A®V, la forme trilinéaire
alternée définie par :
V%Z%Z € Va WQ(ZE,y,Z) - —Re((ZL‘y)Z)
Remarque 1.2.5. — La forme trilinéaire wy sur Q@ n’est pas alternée a cause

des octaves de Cayley réelles qui commutent avec toute autre octave. Cependant,
la forme trilinéaire wy sur V, elle, est bien alternée.

Au Chapitre 2, on associe a une forme trilinéaire alternée sur V une forme
quadratique de la maniére suivante :

Définition 1.2.6. — Soit 'application rationnelle ® suivante :
O P(AV) - - - - - > P(Sym*V*)
w] — [Q.]

ou B,, la forme bilinéaire symétrique associée a la forme quadratique @, est
définie par :

vxayeva Bw(xay):w(xaa)/\w(yaa)/\w(aa)

Le fait que Q. est bien une forme quadratique quel que soit w € A3V* est
justifié au paragraphe 2.2. D’aprés le Lemme 2.2.5, la forme quadratique )y qui
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est associée a la forme trilinéaire alternée wy définie sur )V est proportionnelle a
la forme quadratique canonique sur V. Plus précisément, on a Qg = 6(Q).

Remarque 1.2.7. — La forme trilinéaire wy sur V est alors dite non-dégénérée
selon la définition 2.2.3 puisque la forme quadratique )y qui lui est associée est
non-dégénérée. La notion de forme trilinéaire alternée non-dégénérée sur V est
I’objet du Chapitre 2 et y sera donc développée en conséquence.

Le groupe linéaire G'L; agit sur A3V* et sur Sym?V* de la maniére suivante :
VgeGL;, YweANV,V3eSym*V, Vae,yze)V:

g w@y,z) = wlg '(x),97' (Y, 9 '(2),
et g-Bz.y) = Blg(x),97' ()
Notons Stab(wyg) le stabilisateur de wy sous I'action de G L7 :
Stab(wy) ={g € GL7 | g wo = wp}.

Lorsque g appartient a ce stabilisateur, on dit que g préserve wy.

Lemme 1.2.8. — Pour tout g € GLy, et pour tout w € A3V*,
g- B, =det(g) By

Démonstration. — Notons

firoin =L Ao A fi

Soient g € GL7, w € A3V* et z,y € V. Le calcul de By, (x,y) fait intervenir des
produits extérieurs de la forme suivante :

g- f1,2,3(x7 ) ) A g- f475,6(y7 K ) A g- f7,8,9
ot les f; € V*. Cependant,

g fr2s(@, - )ANG- fase(y. ) Ng- frso

= [filg™H(®) g+ faz — folg™ (@) g~ fiz + fs(g™'(2)) g+ fro]
ANfalg™ W) g+ fos — fs(g7 (W) 9+ fas + folg7" () 9+ fas]
N g- frse-

Or, le premier terme est :

filg™ (@) g- fas A fa(g7 (W) 9~ fs6 N g~ frso
filg ' (@) falg™ (W) - fos NG fss NG+ frso,
filg 1(95))f4( ( ) g- f2,3,5.6,7.8,95
det(g~") filg™ (@) fa(97 ' (¥)) fas 56789

(9~
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Donc
g- f123( €, -, )/\g f456(y7 7') /\g ' f7,8,9
= det(g™") [fi(g7' (@) faz — folg () frs + fa(g7 (@) frz]
A fa(g7HY)) s — fs(g7(y)) fas + folg™ ' (y) fas]
N frs9-
Et ainsi :
Byo(z,y) = det(¢g™") Bulg™(x),97 (y)],
Byu(z,y) = det(¢g™") g- Bu(z,y),
soit Bu(z,y) = det(g) Byu(z,y)
!
Lemme 1.2.9. — Si g € Stab(wy) N SLz, alors g préserve B.
Démonstration. — Soit g € SL; tel que g - wy = wy. D’apreés le Lemme 1.2.8,
g Bu, = (det g) Byw, = By, = Buy
et comme B,, =65, on a
g-B=10B
donc g préserve B. O

Le théoréme suivant montre que le groupe G5 peut étre considéré comme
I'intersection du stabilisateur de la forme trilinéaire alternée wy avec SLs.

Théoréme 1.2.10. — L’image du groupe Gy dans GL7(C), par lapplication de
restriction a V, coincide avec Stab(wy) N SL7 :
G2 >~ Stab(wo) N SL7 (2)
Démonstration. — Soit W € Go. D’aprés (1) de la Remarque 1.2.2, U € Gy est
entiérement déterminée par sa restriction a ). Considérons donc
V.= E’W
la restriction de ¥ a V. Montrons que ¥ € Stab(wg) N SLx.

Comme G5 est un groupe, l'inverse ULl de U appartient aussi a GGo. Soient
x,y,z € V.

V-wo(z,y,2) = —Re((¥~ 1($ y) ¥ H(2)),
— —Re( (T4 (z)),
= —Re( (U
= —Re((zy)z) d apres ( ) de la Remarque 1.2.2,

\I,'WO(xayaz) = W0<5L’7yaz)-
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Ainsi,
U préserve wy. (3)
Or, par (3) de la Remarque 1.2.2, W préserve B :
v.B=B. (4)
Mais, d’apreés le Lemme 1.2.8, U - B = (det V) B, ce qui impose det ¥ = 1. Ainsi :
G C Stab(wg) N SL;.

Inversement, il suffit de montrer que le prolongement par l'identité sur C de
chaque g € Stab(wy) N SL; est un automorphisme de Q. Soit g € SL; vérifiant
g-wo = wo. On note g son prolongement & O vérifiant gic = id. D’aprés le Lemme
1.2.9, g1 préserve wy. En effet, pour tous x, v, z appartenant a V,

gil : w0($7 Y, Z) - wO(:E) Y, Z)a

et pour tout A € C et pour tous x,y € V, on a
5_1 ' wo()‘v Z, y) = Wo[?j(}\), 5(1’), ?j(yﬂ = wo[)\, ?j('r)v §<y)]7

= —Re[[Ag(@)lg(y)] = — Re[[g(A2)]g(y)] = B(g(Az), 9(y)),
= B(\x,y) = — Re[(Az)(y)] d’aprés le Lemme 1.2.9,

= w0<)\7 z, y)
Enfin, pour tous A, u € C et pour tout z € V,
’gil ’ UJ()()\, s ZL‘) = W[)\, Mag(x)] = —Re [(Au)ﬁ(x)] = _)‘lu Re [g(l‘)] )
= 0= WO()‘nua ZL‘)

En conclusion,

g_1 - Wy = Wy-
Pour montrer que g est un automorphisme de Q, il suffit de montrer que pour
tousi,j € {1,...,7},ona:

gleie;) = glei)g(e;). (5)
Nous allons utiliser les deux propriétés suivantes vérifiées par g :

(1) g=! préserve B donc
Vr,y,z2 € O, Relg(x)g(y)] = Re(zy),

(2) g~ préserve wy donc

Vr,y,z2 €0, Re[[g(x)g(y)]g(2)] = Re[(zy) 2] .
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Soit z € V et soient deux éléments distincts 4,5 € {1,...,7}. Comme i # j,
e;e; appartient a V. On a :

Re[[g(ei)g(e;)] 9(2)] = Re[(ese;) 2] d’apres (2),
= Re[(g(eie;)) g(2)]  dapres (1),
donc Re[[g(ei)g(e;) — g(eie;)] g(2)] = 0.

Comme g(z) parcourt tous les éléments de V lorsque z varie, on a :

Imlg(e:)g(e;) — gleie;)] = 0.
Pour montrer I'égalité (5), il reste & comparer les parties réelles de g(e;)g(e;) et
de g(e;e;). D’aprés (1) de la Remarque 1.2.2, g(e;e;) € V, donc sa partie réelle
est nulle. Etudions la partie réelle Re [g(e;)g(e;)]. D’aprés (1),

Re[g(ei)g(e;)] = Re(ese;) = 0,
donc g(e;)g(e;) et g(e;e;) ayant méme parties réelles et méme parties imaginaires,
sont égaux.
Dans le cas ou i = j, €2 = —1 et g(e?) = —1. D’aprés (1) et (2), Vz € V,
Re[(g(e:)?) 9(2)] = Re[(€})2] = Re(—2) = 0,
et Re[g(e})g(2)] = Re[-g(z)] = 0.
Donc Im [g(e;)?] = 0 = Im[g(e?)]. Regardons les parties réelles : d’aprés (1),
Re[g(e:)’] = Re(e) = —1 = Re[g(e7)]. Donc, g(e;)* = g(e7).
Ainsi, Vg € Stab(wg) N SL7,Vz,y € O, g(zy) = g(z)g(y), soit :
Vg € Stab(wg) N SL7, g € G

ou g est le prolongement de g par identité sur C. Donc Stab(wy) N SL; C G
et, donc :
G2 >~ St&b(a)o) N SL7

Affinons le lien entre Stab(wy) et G. Pour cela, nous allons établir les lemmes
suivants :

Lemme 1.2.11. — Soit G un groupe de Lie semisimple conneze et g son algébre
de Lie. Considérons la représentation adjointe :

UV: G — Aut(g)
g = d(Cy)
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o Aut(g) désigne les automorphismes de g et d(Cy) la différentielle de 'appli-
cation Cy de conjugaison par g :

C,: G — G
h +~— ghg™ '

Alors

(1) Z(G) ~ ker(V),

(2) Im(¥) ~ Aut®(g), ou Aut®(g) est la composante connexe de l'identité de
Aut(g),

(3) coker(W) est isomorphe au groupe des automorphismes du diagramme de
Dynkin de g, noté Aut(Dynkin(g)).
Ainsi la suite suivante est exacte :

1 — Z(G) - G — Aut(g) — Aut(Dynkin(g)) — 1

et G/Z(G) ~ Aut’(g)

Démonstration. — La preuve compléte fait 'objet de la Proposition D.40 de
I'appendice D de [FH91]|. Nous ne montrons ici que le point (1) du lemme. Soit
G un groupe de Lie connexe et ¥ I'application définie dans le lemme. Si g € Z(G)
alors C, = id donc d(C,) = id ; par conséquent g € ker(V). Inversement, soit g €
ker(W). Explicitons le centralisateur de {g} : Zg({g}) = {h € G | ghg™! = h}.
On a Za({g}) = {h € G | Cy(h) = h} donc To(Za({g})) = {X € g | d(Cy)X =
X} = g puisque d(C,) = id. Ainsi, Zz({g}) est un sous-groupe fermé de G
qui a méme algebre de Lie que G. Comme G est connexe, Z;({g}) = G (voir
le premier Théoréme du chapitre 5, §13.1 de [Hum?75|); ce qui montre que
Vh € G, hg = gh, donc que g € Z(G). O

Nous allons utiliser ce lemme appliqué au groupe de Lie simple G5. Pour cela,
nous avons besoin de prouver sa connexité et d’étudier son centre Z(Gs).

Retournons donc un moment a I’étude des octaves de Cayley, décrite dans
[Bae02].

Si l'on considére by € V tel que b? = —1, alors b; engendre une sous-algébre de
O isomorphe & C¢. Si l'on considére deux éléments de V de carré (—1) qui anti-
commutent, alors ils engendrent une sous-algébre de O isomorphe au complexifié
des quaternions H¢. Enfin, si 'on considére by, by et bs trois éléments de V de
carré (—1) qui sont tels que, pris deux a deux, ils anti-commutent et tels que
(b1b2)bs = —b3(b1bs), alors ils engendrent ’algeébre Q.

Un tel triplet est dit triplet basique. Par exemple, (eq, €2, e4) est un triplet ba-
sique et chaque triplet (e;, €;, e;) constitué de trois vecteurs de la base canonique
de V, non alignés sur le diagramme de Fano, est un triplet basique.
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Interprétons géométriquement cette notion de triplet basique. Soient by, by € V
tels que bz2 =—1let blbg = —bgbl.
Notons S%:= {z € V| ||z|* = 1}. Alors

1
< bl, b2 >= — Re(blbg) = —§(blbg -+ bgbl) =0

et [|by]* = = Re(b?) = 1 = |[ba]*.
Donc by, by € S% et by et by sont orthogonaux.
D’ou la définition suivante :

Définition 1.2.12. — Un triplet (by, by, b3) € V2 est appelé triplet basique si
et seulement si

(1) Vi € {1,2,3}, b; € S°,
(2) les vecteurs b; sont deux a deux orthogonaux,
(3) les deux vecteurs byby et by sont orthogonaux.

L’algebre engendrée par un triplet basique est l'algebre O tout entiére.

Par exemple, le triplet (eq, ea, €4) est un triplet basique mais le triplet (eq, es, e3)
ne l'est pas. En effet, e;ea = e3 ce qui contredit la troisiéme assertion de la
définition.

A tout triplet basique (x,y, z), on peut associer la base de O suivante :

(]‘7 x? y7 xy7 Z7 (xy)z’ yz7 xz)
qui suit les méme régles de multiplications (a4 un ordre prés) que celles indiquées
par le diagramme de Fano pour la base :

(]_,61, ey 67).

Le produit de deux éléments parmi {z,y, zy, z, (zy)z,yz,x2)} est donc un élé-
ment de {x,y,zy, 2, zz, 2y, z(zy) }.

Le groupe G5 des automorphismes de O est en bijection avec I’ensemble T des
triplets basiques. Par voir cela, on fixe un triplet basique, par exemple (eq, e, e4).
A un élément g de Gy, on associé I'image, notée (x,7,z) du triplet basique
(e1,e9,6e4). Ce nouveau triplet est aussi un triplet basique. En effet, on a par
exemple

x? = (g9(e1))? = g(er?) = g(—1) = —1
et <w,y> = —Re(ry) = —5(zy+yr) = —3 (9(er)g(ea) + gle)g(er)),
= —3(g(erez + eze1)) =0
et toutes les autres relations s’obtiennent de la méme maniére. Ainsi, a un au-
tomorphisme de O, on associe un triplet basique. Inversement, soit un triplet
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basique(z, y, z). On définit Papplication linéaire g suivante. La base (1,e1, ..., e7)
s’écrit comme suit : (1, e1, e, €162, €4, (€162)€4), €2e4, €1€4) en fonction de (eq, ez, €4).
Posons
g 61) =,
g(e2) =y,
z

[’application linéaire g est un isomorphisme de @ puisque (z,y, z) = Q. De plus,
g est un automorphisme de O car, pour tout choix a,b de deux éléments parmi
{e1, €9, €169, €4, (e162)€4), €2€4, €164}, On a g(ab) = g(a)g(b) d’aprés la similarité
des tables de multiplication des algébres engendrées par ey, es et e4 et x,y et z.

Par cette correspondance, il existe un et un seul automorphisme associé a un
triplet basique.

Lemme 1.2.13. — Le groupe G5 est connexe.

Démonstration. — Ici, et ce sera 'unique occurrence du groupe réel (Gy)p =
Aut(Og), nous allons montrer que T et donc (G2)p (étant isomorphe a T), est
un groupe (compact) et connexe. Le groupe complexe G5 sera donc lui-aussi
connexe.

L’ensemble S est connexe(®.

Soit A := {(z,y) € (S9? | < x,y >= 0} muni de la projection sur la
premiére coordonnée. L’ensemble A est une filtration sur la base S® de fibre
F,, ={y € S%| < zy,y >= 0} en x¢. Pour tout =y € S%, F,,, étant I'intersection
de S% avec un hyperplan, est isomorphe a S°, donc connexe. La base S° et chaque
fibre étant connexe, ’ensemble A est lui-méme connexe.

On considére

T ={(z,y,2) € (56)3 | (x,y) € Aet xz = —zx, yz = —zy et (zvy)z = —z(zy)},

muni de la projection sur les deux premiéres coordonnées. Alors, T est une
filtration sur la base A, de fibre Fiy ) = {z € S° | 2oz = —zx0, Yoz =

) En effet, on considére I'application suivante :

f: SO; — S°
M = M(el).

L’application f est continue; SO7 étant connexe, Im(f) est connexe. Or, f est surjective. En effet,
pour tout x € S® on peut trouver sept vecteurs u; tels que (u1,...,ur) = (x,us,...,ur) soit une base
orthonormée de V. Notons P Dapplication linéaire vérifiant Vi € {1,...,7}, P(e;) = u;. En ce cas,
P € Oy et, quitte a remplacer u7 en —uy7, on peut supposer que P € SO7. On a alors f(P) = P(e1) = x,
d’ott la surjectivité de f. Ceci montre la connexité de S°. Par le méme raisonnement, étant donné que
tous les ensembles SO(n, C) sont connexes pour n > 1, toutes les sphéres S™ sont connexes pour n > 1.
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—210 et (zoyo)z = —z(xoyo)} en (zo,yo). Pour tout (zo,yo) € A, les trois équa-
tions définissant F{,, ) décrivent chacune un hyperplan distinct. Vu que l'in-
tersection d’une sphére S™ avec un hyperplan est isomorphe & une sphére de
type S"~1, chaque fibre F;, ) est isomorphe a S®. Chaque fibre Fi,, ,.) est donc
connexe, la base A étant connexe, T est aussi connexe.

Ainsi, G5 est connexe. O

Regardons a présent le centre de G.
Lemme 1.2.14. — Le centre Z(G3) est réduit a 'identité.

Démonstration. — &) Soit g € Z(Gy). Par définition, g commute avec tout
élément de (5. Considérons en particulier h € Gy tel que h(e;) = e;. On a
g(e1) = g(h(e1)) = h(g(e1)) donc g(ey) € ker(h — I). Ainsi,

g<€1) € Nheas | h(e1)=e1 ker<h - [)

Prenons deux tels éléments hq, ho € (G5 définis comme suit : h; laisse stable e; et
permute e et ey ; il s’agit donc de 'automorphisme qui envoie le triplet basique

(e1, €9, e4) sur le triplet basique (eq, ey, €3) ; ho laisse stable e; et permute es et ej ;

il s’agit donc de I'automorphisme qui envoie le triplet basique (ey, ey, €5) sur le tri-

plet basique (e, es5, €2). Ainsi, d'une part (hi(e1), ..., hi(er)) = (e1, eq, €7, €2, —€5, —€g, €3)
et d’autre part (ha(ey), ..., ha(er)) = (e1, es, €6, —€4, €2, €3, —€7). Leurs sous-espaces
propres associés a la valeur propre 1 sont

ker(hy —I) = (e1,es+ eq,e3+ €7)
et ker(hy —1) = (e1,es+e5,e3+ eg).
Comme ker(h; — I) Nker(hy — I) = vect{e1}, g(e1) € vect{e;}. Donc, I\ €
C/ g(e1) = Aey. D’aprés 'équation (4) de la démonstration du Théoréme 1.2.10,
g préserve la norme, donc A\; = +1. Il en est de méme pour tous les autres vecteurs
e; de V :
Vie{l,...,7}, In € {£1}/ gle;) = Nes.

Fixons ¢ € {2,...,7}. On peut trouver j € {1,...,7}/ (e1, e;, €;) soit un triplet
basique. Pour cela, il suffit de prendre e; tel que les trois vecteurs ey, e;, e; ne
soient pas alignés sur le diagramme de Fano. Soit I’automorphisme h qui envoie
le triplet basique (eq,e;, ;) sur le triplet basique (e;, e, €;). On a :

Arer = g(er) = g(h(ei)) = h(g(ei)) = h(Aie;) = Aih(ei) = ey,

ce qui prouve que A; = J);. Ainsi, 'automorphisme ¢ n’est autre qu'une homo-
thétie de rapport 1 ou —1. Enfin, d’aprés le Théoréme 1.2.10, le déterminant de

(®)Une autre démonstration directe est proposée dans [Yok09].
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la restriction g de g & V est égal A 1. Si g = Al avec A2 =1, det(g) = A" =\ =1,
donc g = I. De cette facon, Z(Gsy) = {id}.

Nous sommes en mesure d’établir le lemme suivant :
Lemme 1.2.15. — Le groupe Stab(wy) est isomorphe & Gy X Z/3Z.

Démonstration. — L’idée de cette preuve provient de 'article [SK77|.

Soit G := Stab(wyp) et G° la composante connexe de 'identité de G. Les trois
groupes GG, G° et G ont pour algebre de Lie I'algébre g, (cette algébre est décrite
au paragraphe 1.3). Le groupe G5 est un sous-groupe fermé et connexe de GG, donc
(G5 est un sous-groupe fermé de G°. Comme G° est connexe et que G5 et G° ont
méme algébre de Lie, on a

Gy = G°.

Etudions Papplication suivante :

U: G — Aut(gs)
g = d(Cg)7
ou C, est la conjugaison par g :

c,: G — G
h +— ghg™ '
On note ¥y la restriction de W a G°. D’aprés le Lemme 1.2.11 appliqué a G°,
comme Z(G°) = Z(Gs) = {id}, on a :

1 — G° 2% Aut(gs) — Aut(Dynkin(gs)) — 1.

Or, Aut(Dynkin(g,)) = {id} puisque que g, posséde deux racines simples : une
courte v et une longue ay (voir paragraphe 4.1.1 au chapitre 4) et que les auto-
morphismes du diagramme de Dynkin permutent les racines simples en conser-
vant leur norme. Donc,

Aut(gs) ~ Aut®(gs).
Par conséquent, W, réalise un isomorphisme entre G° et Aut®(gs) et ¥ : G —
Aut®(gs) est surjective. La suite exacte

1 —G — G5 G/IG°—1
est scindée. On a I'isomorphisme suivant :
f: G ~ G°xG/G°
g = (¥(g),7(9))-

Effectivement, si g € ker(f) alors 7(g) = id, donc g € G°. Mais alors ¥(g) =
Uo(g) = id et comme ¥ est un isomorphisme, on a bien que g = id. Par ailleurs,
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soit (go, hG°) € G° x G/G°. On considére g; € G° tel que ¥o(g;) = ¥1(h)go
(un tel g; € G° existe puisque ¥y est surjective). Alors,

f(hgy) = (U(hg1), hg:G®) = (¥ (h)Wo(g1), hG®) = (¥ (h)¥ " (h)go, hG®) = (go, hG®).

Alinsi, f est bien surjective.
Décrivons G /G°. L’application

ker(V) — G/G°
g — gG°
est un isomorphisme. En effet, ker(¥) N G° = {id}, ce qui prouve l'injectivité;
en ce qui concerne la surjectivité, il suffit de voir que quelque soit I’élément gG°
de G/G°, gG° est 'image de ggy € ker(V¥) ou gy est I’élément de G° vérifiant
U(go) = U(g)"". Montrons que tout éléement de ker(¥) commute avec chaque

élément de G°. Soit k € ker(V) et go € G°. Comme G° est un sous-groupe
distingué de G, kgok—' € G°.

Wo(kgok™") = W(k)Uo(go)W(k™") = Wo(go)-

Les deux éléments de G°, go et kgok™!, ayant la méme image par I'isomorphisme
Uy, sont égaux. Par suite, ker(¥) est inclus dans le centralisateur de G°. Considé-
rons la représentation irréductible Go — GL(7) et k € ker(¥). D’aprés ce qu’on
vient de voir, k est une application linéaire non nulle qui commute avec tous les
éléments de G° = G,. En appliquant le Lemme de Schur (voir le Corollaire 4.9
de [Kna02]), on obtient que k est une homothétie. Soit A une homothétie de G
de rapport A.

h € G = Stab(wy) < Vz,y,z €0, h-wo(z,y, z) = wo(x,y, 2),
<~ anyaz S (O)u w0<)‘_1x7 A_1y7 )‘_12) = A_ng(x,y,Z),
& A3 =1

Ainsi, G/G° ~ ker(V¥) ~ 7Z/37Z. En regroupant les résultats précédents, il
vient :

G~ GQ X Z/3Z
]
1.3. Description explicite de I’algébre de Lie g, du groupe G,
1.3.1. Description de P’algébre de Lie g, via wy. — Dans la classification

des algébres de Lie complexes simples, réalisée par W.Killing et E.Cartan a la
fin du du XIX® siécle, deux catégories d’algébres de Lie simples apparaissent :
d’une part, les algébres de Lie dites de type classique : A, B,,, C,, et D,,, d’autre
part les cinq algébres de Lie dites exceptionnelles : go, 4, €5, €7 €t es.
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Nous allons ici analyser ’algébre de Lie go du groupe G5, dont la simplicité
est démontrée, en autres, dans [Yok09)].
Par définition, go = T;4(G2). Comme nous avons établi 'inclusion Gy C SOz,
I’étude de g, sera faite en relation avec celle de I'algébre de Lie so; de SOx.
D’apreés le Lemme 2.2.5, la forme quadratique associée a wy par 'application
® est Qp = 6Q = 61. Le groupe SO7(Qy) est :
SO07(Qo) = {9 € SL7 | 'gQog = Qo} = {g € SLy | 'gg =1} = SOx.

Son algébre de Lie est :
507(Qp) = {X € End; | XQo+ QoX =0} = {X € End; | 'X + X =0} = so5.

Il s’agit des matrices antisymétriques.
Via Qo (et By la forme bilinéaire associée), les deux espaces vectoriels A2V et
s507 sont isomorphes; c’est ce qui est explicité dans le lemme suivant.

Lemme 1.3.1. — L’application suivante, définie par linéarité, est un isomor-
phisme® :

AV — so;

aNb +—  By(b,-)a— By(a,-)b.

Démonstration. — Considérons I'élément e; Ae; (i < j) de la base canonique de
A2V . Son image par I'application précédente est E; ;—E;; (ot E; ; est un élément
de la base canonique des matrices). Ainsi, I'image de I"application précédente est
bien contenue dans so; et est, de plus, surjective. Cette application est donc bien
un isomorphisme puisque dim (A?V) = (I) = 21 = dim(so7). O

Notons (¢4, ..., ¢7) la base canonique duale de V*.

Définition 1.3.2. — Notons L, 'application linéaire suivante :
L, : AV — V* (6)
aNb— wy(a,b,-) = —Re[(ab)-].

Soient e;, e; deux vecteurs distincts de {ey,...,er}.
Luy (e Aej) = —Rel(eie;)] .
Or,3dk e {1,...,7} / e;e; = e, ou — ej. Ainsi,

Or Sl ee; = e
L, (e; Ne;) = L
wl(€i A ej) { —¢r slee; = —ey.

() Cette construction est standard et vraie en toute dimension.
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D’ousi A = Zi<j >\ij e; N\ €j -
L, (A) = (A2 + A7+ Xs6) 1
+ (A3 + A — As7) D2
+ (M2 + a5+ Asr) ®3
+ (A7 —Aoe — A35) P4
+ (=M +Aor+ A34) @5
+ (As+Aoa — A7) o6
+ (Mg — o5+ A36) o7,
soit -
Loy(A) =) Ar(A)gy

k=1

ou Vk € {17 T 7}7 Ak(A) = Za<b/eaeb=ek )\ij - Za<b/eaeb=fek )\l]
Considérons X = (z;;) un élément de so;. D’aprés le Lemme 1.3.1, so7 et A?V
sont isomorphes. On a alors :

7
X)=> M(X)pp  oit A(X)= D aa (7)

a,b/eaep=ey

Relions X - wy et Ly, (X).

Lemme 1.3.3. — Soient e;,¢j, ¢y, trois vecteurs deur a deux distincts parmi
{61, PN 67}.
(1) sie;, ej, e, sont reliés sur le diagramme de Fano, alors

X -wo(e;, e, ex,) =0,

(2) sie;, e, e, ne sont pas reliés sur le diagramme de Fano, notons e, le seul

vecteur de {eq, ..., ez} non aligné a deur vecteurs de {e;, e;, e} sur le diagramme
de Fano. Alors
X -woles, e, ex) = £A,(X).

Démonstration. — Montrons le point (1). Considérons une combinaison de trois
vecteurs {e;, e;, e; } constituée de trois vecteurs alignés sur le diagramme de Fano.
On peut supposer que e;ej = ej.
X -wolei,ej,er) = wo(Xes,ej,er) +woler, Xej,er) +wlole, e, Xek),
= —Re[[(Xeiejler] — Reflei(Xej)])ex] — Re(eie;)(Xep)]]
Or, —Re[[(Xe;)e;]ex] est égal a la k-iéme coordonnée du produit (Xe;)e;

(Xede; = (Xnoy Tnien)ej = (Tii€i + 3,4 Tni€n)e;,
= xuep+v ougp(v) =0
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car e;ej = eg. D'ot :

—Re[[(Xei)ejlen] = .
Mais puisque X est antisymétrique, x; = 0. Il en va de méme pour les deux
autres termes de X - wy(e;, €j, ;). Ainsi,

X -wole;, e, e,) = 0.

Montrons le point (2). On considére désormais une combinaison {e;,e;, ey}
constituée de trois vecteurs non alignés sur le diagramme de Fano. Il existe un
seul vecteur de {ey,...,e7} non obtenu comme produit de deux éléments de
{ei, ej,e,}. Clest le seul vecteur qui n’est pas qui n’est pas relié & deux éléments
de {e;, e;, e;} sur le diagramme de Fano. Notons e, ce vecteur. Or, le produit de
deux vecteurs distincts de la base canonique de V est égal, au signe prés, a un
autre vecteur de la base de V. Traitons le cas suivant :

I{p,q.r} C{L,...,7T}\{i,5,k,m} tel que ee; =e,,
€i€r = €q,
ejer = €.
Les vecteurs e, e,, e, sont distincts de +e,, par définition de e,. On a alors
e;e, € {ten}. En effet, e, ¢ {eie;, eier, eiep, eieq, €6} ou leurs opposés et
puisque la multiplication a gauche par e; sur 'ensemble {e;, ex, €,, €4, €, €, } est,
au signe pres, une permutation des termes, e, ou —e,, doit étre égal a e;e,.

Si eje, = e, alors eyer, = (e;e5)er = —(ejex)e; car e;, e;, e, ne sont pas alignés
(cf point (3) des régles de calculs dans les octaves de Cayley du paragraphe
1.1). D’ou epey, = e.6; = €,. De méme, eje, = e,. D'aprés (7), L, (X) =

S A (X) by oit Ay (X) = D ab/eacy—em Tab- OT, il n'existe que trois couples
de vecteurs de la base canonique tels que que leur produit soit e,,. Ce sont les
couples (e, €p) tels que e, ey, €, sont alignés et bien ordonnés sur le diagramme
de Fano. Les calculs précédents ont exhibés ces trois couples puisque :

€€ = €peq = €j€q = Epy.
Donc

A (X) = 4 + 2pp + 245
Si ere; = —ep, on obtient A, = x,; + xpr + i, = — (24 + xpp + 245). Par ailleurs,
calculons X -wy(e;, ejex). Le premier terme — Re [[(Xe;)ej]er] est égal a la k-iéme
coordonnée de (Xe;)e;. Puisque e,e; = e, on a

(Xee; = (Xt Tnien) €,

= x.ep+ U ou ¢r(v) = 0.
Ainsi, —Rel[(Xe)ejlex] = .
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De méme, on obtient — Re [[e;(Xe;)])er] = xj, et —Re[(ese;)(Xer)]] = zpr. D'ott
X -wole,ejer) = —Re[[(Xeiejler] — Re[lei(Xej)])er] — Re[(eie;)(Xe)]],
= Ty + Tpg + Tjq-
Alinsi,
X - wo(ei,ejek) = :l:Am(X)
[
D’aprés 'équation (4) du Théoréme 1.2.10, go C so7 et par le Théoréme 1.2.10,
g = Lie(Gy) = Lie(Stab(wgy) N SL7) = Lie(Stab(wy)) = {X € s07; | X -wo =0}
ou X -wol(z,y,2) =wo(Xx,y, 2) + wo(z, Xy, 2) + wo(x,y, X2) pour z,y,z € V.

Montrons le résultat suivant :

Théoréeme 1.3.4. —
ker (L,,) = go.

Démonstration. — Soit X € s07, Ly (X) = 31 _, Ap(X) .
X € ker (Ly,)

& MX)=--=A/(X) =0,

& Vde,ej et C{er,...,er}, X -wolei,ej,ep) =0 d’aprés le Lemme 1.3.3,
< X -wy=0,

s X e go.

O

Ainsi, nous avons deux descriptions de I'algébre de Lie de G5. Premiérement,
comme Gy = Aut(0),

Gy ={g€GLs | Yo,y € O, g(zy) = g(x)g(y)}-
D’ou :
go = Lie(Gs) = {X € Endg | Yo,y € O, X(zy) = 2 X (y) + X(x)y},
g2 = Der(0),

oit Der(Q) est I'algébre de Lie des dérivations® de O.
Par ailleurs,
QQZ{XEEHd7 |Xw0:0}

®)En effet, si X € Endg vérifie (exptX)(zy) = ((exptD)z)((exptX)y),¥ t € R, alors, en différenciant
par rapport a ¢ et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient X (zy) = (Xz)y + x(Xy). Inversement, si
X € Endg vérifie X (zy) = (Xz)y +x(Xy) pour tous x et y dans O, alors il n’est pas difficile de vérifier
que a = exp(tX) satisfait a(zy) = (ax)(ay) pour tous z et y dans O (voir [Yok09]).
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Ainsi,
g2 = Der(0) = {X € End; | X -wy = 0}.
Notons (A4;;)1<i<j<7 la base de sor o A;; = E;; — E;;. D’aprés le Théo-
réeme 1.3.4, on peut maintenant donner un exemple d’une base explicite de gs :
((BX)i)iE{l,...,M} avec :

(BX)1 = Ai2— Asr, et (BX)s Ags + Az,
(BX)y = Aiz3—Asq, (BX)y = Ags— Arg,
(BX)3s = Ais— Asg, (BX)w = Ass— Ay,
(BX)y = A5+ Asg, (BX)11 = Ass—Aig,
(BX)s = Aie+ Agr, (BX)12 = Ays— Asr,
(BX)s = Ayz— Aug, (BX)13 = Aus+ Asz,
(BX)7 = Ass+ Asg, (BX)1y = Asg— Aur.

1.3.2. Description du systéme des racines de ’algébre de Lie so; du
groupe SO; et de D’algébre de Lie g, du groupe G,. — Lors de la démons-
tration du Théoréme 1.2.10 (équation (4)), nous avons établi que Gy C SO7 et
donc qu’il en est de méme de leurs algébres de Lie.

Nous allons faire I’étude des algébres de Lie so; et go conjointement. Aprés
avoir étudié une sous-algébre de Cartan h,, de so;, nous rechercherons une al-
gebre de Cartan by, C bgo, de go. Puis, nous établirons les racines de so7 (et
des vecteurs propres associés) en choisissant un ordre sur ces racines a l'aide
d’un élément de bg,. Ce choix aura l'intérét suivant : la restriction d’une racine
positive (resp. simple) de so; & by, sera une racine positive (resp. simple) de go.
[’étude des sous-groupes paraboliques maximaux qui suit s’en trouvera facilitée.

Soit @ la matrice suivante :

0130
@ = | I3]0 |0 |, ou /3 désigne la matrice identité d’ordre 3.
0011

L’algebre de Lie de SO7(Q) est
507(Q) = {Y € End; | 'YQ + QY = 0}

et celle de SO est
so; = {X € End; | X + X = 0}.

Ces deux algébres sont conjuguées :

Y €507(Q) & X := Py Y P, €507
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0 1 o0lo10]|o0
1 0 01 00]|0
0 0 1|00 1]0

ot Py =20 — 0[]0 ¢ 0] 0 | vérifiant “Py, Py, = Q. Notons y,
—i 0 0]i 00]0
0 0 —i|0 0 i|0
0 0 000 0[V2

le vecteur ayant pour coordonnées la i-éme colonne de la matrice inversible F ;.
La famille (yi, ..., yr) est alors une base de V. Appelons B et B les deux bases
de V suivantes :

By = (e1,...,er)

By = (Y1,-..,Y7)-
La matrice P ; est la matrice de changement de base de la base B, a la base B;.
Si un endomorphisme s’exprime dans la base de B par la matrice X appartenant
a s07, alors il s’exprime par la matrice Y dans la base B, avec Y = POTIIXPOJ
appartenant a so7(Q).

La base B, est telle que la forme quadratique canonique s’y exprime via la
matrice @ Ainsi, (y1,y2,y3) et (ya, ys, Ys) sont deux sous-espaces vectoriels iso-
tropes et le vecteur y; est unitaire et orthogonal a chacun des autres vecteurs ;.
Le choix de la base B, a été fait dans le but d’obtenir la matrice @ dont I’algébre
de Lie 507(©) est plus simple a traiter que 'algébre de Lie so7.

L’étude de I'algebre de Lie s07(Q) est détaillée dans les chapitres 18 et 19 de
[FHO1]. Il en ressort que so07(Q) posséde neuf racines positives dont trois simples
et que la dimension de ses sous-algébres de Cartan est trois.

Suivant les notations de [FH91]|, posons

bsw(@) 1= (Hy, Hy, H3) ot Hy = Ei; — E3y344

avec E; ; désignant la matrice (de taille 77 ici) avec des coefficients nuls partout,
sauf a 'intersection de la ligne i et de la colonne 7, ot le coefficient vaut 1. C’est
une sous-algébre de Cartan de s07(Q). Notons

Vke {1,2,3}, Nk = PO,IHkP&ll.

Les trois éléments Ny = A5, No = 1Ay 4 et N3 = 1Az appartiennent a so; et
engendrent une sous-algébre de Cartan de so7, notée b,,,. Etudions l'intersection
Bso, M g2. D’apres le Théoréeme 1.3.4,

T1 Ny + 29 Noy + 23N3 € o, N go
x1Ass + 1oA1 4 + 23A36 € go

<~
& —x1 + 29+ 23 =0.
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Notons
A = N1 -+ N2 == Z'(A174 + A275) = Z(BXg + BXg),
et B = N1 + N3 = Z'(A275 + A3,6) = ZBXg

Alors, e, Ngo = (A, B). Examinons {X € gy | V H € beo, Ngo, ad(H)(X) =
[H,X] = HX — XH = 0}. Cet ensemble est égal a l'intersection des noyaux de
ad(A) et de ad(B). Or,

ker(ad(A)) = <BX3, BXg, BX1 + BX1 + BX12>,
ker(ad(B)) = <BX3, BXg, BX6 + BX14, BXg + BX11>.

Ainsi, ker(ad(A)) Nker(ad(B)) = (BX3, BXg) = (A, B) = b, N go. Donc
{X €92 |V HEbheo, Ngo, ad(H)(X) =0} = oo, N go.

Ceci montre que hg,, N go est une sous-algebre de Cartan de go, qui sera notée
by, par la suite. Toutes les sous-algebres de Cartan de gy sont donc de dimension
deux.

Remarque 1.3.5. — L’intersection de g, avec une sous-algébre de Cartan de
s07 n’est pas forcément une sous-algebre de Cartan de go. Il faut que cette inter-
section soit de dimension égale & 2 pour obtenir ce résultat.

Maintenant que nous avons identifié I'algébre de Cartan by, de go avec laquelle
nous allons travailler, nous allons décrire I'algébre de Lie so0;. Cette algébre pos-
seéde 18 racines au total, 9 positives et leurs opposés. Parmi les racines positives,
il y en a 3 simples. Nous allons ordonner les racines de so; en racines positives
et en racines négatives a 1’aide de 1’élément

Ny :=2A+ B =3N; +2Ny+ N3 € by, C beo,.

Une racine 3 de so; sera dite positive (resp. négative) si G(Ny) > 0 (resp.
ﬁ(NQ) < O)

Les vecteurs propres de so7; que nous étudierons sont les 18 vecteurs suivants :
X := PpY Py ' ouY est 'un des vecteurs suivants : Xi;, Y, Zi;, Ui j et Vi avec

Xij = Eij— Esijsw Vi#j5€e{1,2,3},
Yii = Eisz+j— Ejsvi Zij = FEs;—FEs Vi<je{l,23},
Us = FEir— Er3, Vi = Esur— B Vie{l,23}

conformément aux notations du Chapitre 18 de [FH91|. On les notera X X, ; :=
P01Xz‘,jP01_1, YY;; = P01Yz‘,jP01_1, 275 = POIZi,jP01_17 UU; := PyU; Py " et
VV; = Py ViPy "

L’évaluation en Ny donne la classification suivante : X X o, X Xo 3, UUs, UUs,
X X3, YY53, UUp, YY)3, YY) sont associés a des racines positives, X Xs,
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X X390, VVa, VVo, X X351, ZZy3, VVi, ZZ1 3, ZZ, 5 sont associés a des racines

négatives. Afin de simplifier les notations, nous écrirons respectivement Y7, ..., Yy

les précédents vecteurs propres associés a une racine positiveet Y_q, ..., Y_g ceux

associés a une racine négative (suivant ’ordre ou ils ont été écrits ci-dessus).
En notant

C = Ny,
les vecteurs A, B et C' forment une base de I'algébre de Cartan b,,.. Pour tout j
appartenant a {£1,...,£9}, on associe au vecteur propre Y; associé a une racine
ﬁj de 507 le trlplet (ﬁ](A), ﬁ](B),ﬁ](C)) AiHSi,
(61, Y1=XX12) — (0,1,1), (B-1,Y-1=XXs51) — (0,—-1,-1),
(B2, Yo = XX53) — (1,-1,0), (B-2,Y 0= XX352) — (—1,1,0),
(ﬁfﬂa)/?, - UU3) - (0’170)’ (ﬁ—3aY—3 - VVE%) - (O,—I,O),
(B, Ya=UUy) —  (1,0,0), By, Yy =VV) — (=1,0,0),
(ﬁ5,Y}, :XXLg) — (1,0,1), (6_5,}/_5 :XX371) — ( 1,0,—1),
(Bs,Ye =YYo3) —  (1,1,0), (B6,Y_6=ZZ23) — (=1,-1,0),
(ﬁ% Y, = UUl) - (1’ L, 1)’ (ﬁ—% Y ;= V‘/l) - ( I 1 _1)7
(Bs, Ya=YY13) — (1,2,1), (B8, Y s=Z22Z13) — (—1,-2,-1),
(ﬁg, YE) = YYVLQ) - (2, ]_, 0), (ﬁ_g, Y_g = ZZLQ) - ( 2 —]_, 0)

(8)

On remarque les relations suivantes :

By = [a+ s

fs = [+ P

B = [+ 20s,

Br = i+ Pa+ B3,
B = [+ P2+ 203,

By = B1+ 202+ 20s.

Donc, chacune des racines positives s’exprime comme combinaison linéaire a coef-
ficients positifs de 31, 35 et (5. Ces derniéres sont donc les trois racines simples de

507 (pour l'ordre qui a été choisi sur les racines). En notant Rt := {fy,..., G}
I’ensemble des racines positives et (507)6 le sous-espace propre de so; de di-
mension 1 associé & une racine 3, on a, pour tout j € {1""79}’<5°7>6j =

CYj, (s07)5 , = CY_; et

507 = oo, & (€D, (s07)5) & (D), (507)5)
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Pour étudier maintenant l'algébre go, sous-algébre de so7, nous allons étudier
la restriction § de chaque racine positive 3 de so7 4 hy, = (A, B). On a

a, = (=03 =(0,1) (expression dans la base duale de (4, B)),
o = f=(1,-1),

az = fi=55=(1,0),

ay = P =0r=(1,1),

a; = Ps=(1,2),

ag = f[o=(2,1).

Ces six éléments sont des racines de ’algébre de Lie go. Comme la dimension
de gy est 14 et que celle de by, est 2, le systéme de racines de g, posséde 6
racines positives et 6 racines négatives. En utilisant toujours le méme élément
Ny € by, pour ordonner les racines de go, il ressort que ay,..., oz sont les six
racines positives de g ; leurs opposés sont les racines négatives de go.

Par ailleurs,

a3 = Q1 + aQy,
a, = 200 4+ ao,
5 = 30[1 + Q9
Qg = 30[1 -+ 20[2.
Donc, comme les racines as, . .., ag s’expriment comme combinaisons linéaires a

coefficients positifs des racines oy et s et que, par ailleurs, ces deux derniéres
racines ne peuvent s’écrire comme combinaison linéaire a coefficients positifs des
autres racines positives, les racines simples de g, sont «ay et as.

Le systéme de racines de g est représenté sur la Figure 4.1.1.1 au chapitre 4.

Les relations exprimées dans les équations ci-dessus peuvent étre synthétisées
dans le tableau suivant : sur la premiére ligne, apparaissent les racines positives
de go et sur la seconde, les racines positives de so07; on inscrit une racine § de
s07 dans la case en-dessous de la racine a de gy si S, = B =a.

Racines positives de go a; |ag| a3 oy | as | ag
Racines positives de so7 | 81,83 | B2 | 4,05 | G5, 57 | Bs | Bo

De la sorte, chaque racine positive de so7 a pour restriction a by, une racine
positive de gy et chaque racine simple 3y, 3, et 33 de so; a pour restriction a bg,
une racine simple a; et as de go.

Remarque 1.3.6. — Cette correspondance entre les racines positives des deux
algebres de Lie (et celle entre leurs racines simples) n’est ni constamment établie
ni fortuite : elle vient du choix de I’élément Ny appartenant a bg, = heo, M go.
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Pour trouver explicitement des vecteurs propres associés aux racines de go,
on procéde de la maniére suivante : pour tout ¢ € {£1,...,+6}, on cherche
un vecteur X; appartenant a gs sous la forme d’une combinaison linéaire des
vecteurs propres de so; associés aux valeurs propres 3 telles que la restriction de
B a by, soit égale a o;. Chaque vecteur X; ainsi obtenu sera un vecteur propre
de g, associé a la racine «;. Définissons ainsi les vecteurs suivants satisfaisant les
conditions précédentes :

X; = Vi +iV2Ys, et X o= Y. +iV2Y.s,
Xy = Y, X o = Yoo
X5 = Y5 —iV2Y), X_5 = Y. ;—iV2Y,, (9)
Xy = Y5—iV2Ys, X 4 = Y +iV2Y.q,
X5 = Ys, X5 = Yy,
X = Yo, X = Yo
En notant A* := {ay,..., s} 'ensemble des racines positives de g, et (g2),, le

sous-espace propre de go de dimension 1 associé a la racine «, on a, pour tout
i€{l,...,6} (g2), =CX; (g2), =CX_;etdonc

0 =be® (@ (@) e (@, . ) ) (10)

avec hg, = (A4, B).

1.4. Description des sous-groupes paraboliques maximaux de SO; et
Go

1.4.1. Nous sommes maintenant en mesure d’expliciter les sous-groupes para-
boliques maximaux de SO; et de G5 ainsi que leurs sous-algébres paraboliques
maximales associées. Commencons par expliciter les sous-algébres paraboliques
maximales de so;. Notons bgy. := hgo, & @ﬁem (s07)s la sous-algébre de Borel
de so; associée au systéme de racines que nous venons d’établir. L’algébre de
Lie so; posséde 3 sous-algebres paraboliques maximales. Chaque sous-algébre
parabolique maximale p correspond & une racine simple 3 et est définie par :

p; = boo, @ @(507),7
yeTl’
ou I' est 'ensemble des racines positivement engendrées par les racines simples
de so; différentes de 3. Notons p; la sous-algébre parabolique maximale de so;
correspondant a la racine simple [3;. Les racines positives de so; qui ne font pas
intervenir 3; sont {32, s, B4, Bs}, celles qui ne font pas intervenir 35 sont {31, O3}
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et, enfin, celles qui ne font pas intervenir 3 sont {1, F, O5}. On a donc :

ﬁ:l = bso, @ (507)—52 D (507)—63 @ (507)—54 @ (507)—@57

}12 = bso7 S (507)—51 D (507)—ﬁ37

ps = boo, @ (507)—51 D (507)—62 @ (507)—55'
Ainsi, la dimension de p; est 12 +4 = 16, celle de py est 12 4+ 2 = 14 et celle de
p3est 12+ 3 =15 et

Yep & YEso
% ok k% %k %

et POTfYPO,l est de la forme

S OO OO Of*

Yep, & Y Csoy

et Py{Y Py est de la forme

S OO O O ¥ ¥
S OO O O ¥ ¥

Y eps & Y €soy

* ¥ %
* X% %
*

et POTfYPO,l est de la forme

O O O O ¥ ¥ ¥
O O O O % ¥ ¥
S O O O ¥*x ¥ X

Ainsi,

Bi — sorNStab({y)),

ps = 507N Stab((y1,y2)),
ps = so07 N Stab({y1,y2,ys3))
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ol les vecteurs yi, yo et ys sont les trois premiers vecteurs de la base B; définie
au début du paragraphe précédent.

Pour i € {1, 2,3}, notons P le sous-groupe parabolique maximal de SO; d’al-
gébre de Lie p;.

De méme, on obtient

Pi = SO;NStab({y1)),
EE = SO; N Stab((y1,y2)),
Py = SO;NStab({y1,y2,y3)).

L’algébre de Lie go posséde, elle, deux sous-algebres paraboliques maximales :
py correspondant a o et py correspondant a . Posons by, = bg, © @ ca+(82)a
la sous-algébre de Borel de g, associée au systéme de racines de g, établi au
paragraphe précédent.

p1 = bg2 ) (92)7027 (11)
p2 - bg2 ) (g2>*a1' (12)

Ces deux sous-algébres paraboliques maximales sont de dimension 9.

Recherchons les intersections des sous-algébres paraboliques maximales p; de
s07 avec go. Notons P et P, les deux sous-groupes paraboliques maximaux de Gy
d’algébre de Lie pq, respectivement py. D’apreés le choix des algébres de Cartan
Bso, €t Bg, = Beo, M g2 et la correspondance entre racines positives de so7 et de
g2, nous avons by, = by, N go.

X5 € pinps,
X1 € po
La sous-algebre p; étant égale & bg, & (g2)—a,, nous avons p; C (p1 N ps N gs)
et la sous-algébre py étant égale & by, @ (g2)_a,, nOUS avons Py C P N go. Ces
derniéres inclusions s’avérent étre des égalités puisque si

6 6
X = )\1A+)\QB+ZPZXZ+Z(]]X_] € go,

i=1 j=1

alors

X = MA+XMB + p(V+ivV2Ys) + (Yo +iv2Y )
+ Y + @Yo
+ ps(Ys—iv2Ys) + gs(Yos —iv2Y )
+ pa(Yo —iv2Y7) + qu(Yoe+iv2Y_)
+ psYs + ¢Y-sg
+ peYo + q6Y 9.
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D’ou
XegnNp = a=@=qu=q=q=0,
XemnNp = =@ =qu=0q=q=20,
XepnNp = G=¢=a0u=2q¢ 6 =0,
soit

Xegnp = Xep,
Xegnps = Xe€p,
XegnNp = XEp.
En résumé,
g2 NP1 = g2 NP3 = P,
g2 NP2 = Pa.
Au niveau des sous-groupes paraboliques correspondants, nous avons :
P, = Gy N Stab({y1)) = Go N Stab({y1, y2,Y3)),
Py, = Gy N Stab({(y1, y2))-

ou P; et P, sont les deux sous-groupes paraboliques maximaux de G5 d’algébre
de Lie pq, respectivement po.

1.4.2. Sous-groupe de Levi des sous-groupes paraboliques maximaux
de G5. — Nous allons aborder a présent la description des sous-groupes de
Levi des sous-groupes paraboliques maximaux de G,. Suite a l'identification des
deux sous-algébres p; et py, réalisée précédemment, nous allons décrire deux
plongements

GLy =2 L; — Gy pouri € {1,2},
ou Ly et Ly sont les deux sous-groupes de Levi de Gb.

1.4.2.1. Sous-groupe de Levi Ly du sous-groupe parabolique mazximal Py de Gs.
— Considérons la base B, de V qui suit :

%2 = <y2ay37y47y5ay67y17y7)' (13)
Notons

W = (Yo, Y3, Ya)- (14)

Ce sous-espace W est un sous-espace isotrope de dimension 3 de V. Notons
Py 2 la matrice de passage de la base B, a la base Bs.

Utilisons la forme quadratique non-dégénérée () pour mettre en évidence un
isomorphisme entre V et V* :

y =V (15)
r — x,= B(z,:) = —Re(z").
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Comme
—Re(ysy) = 1 et  —Re(ysys) = —Re(ysys) =0,
—Re(ysys) = 1 et —Re(ysy2) = —Re(ysys) =0,
- Re(ylyz) = - Re(@/l@kﬁ) =0,

le triplet (ys.,, Ye., Y1.) peut étre considéré comme la base duale de (yo,ys3, ya4).
On notera

W = <y57 Yo, yl)

Par ailleurs, Vi € {1,...,6}, —Re(y;y;) = 0. Une décomposition de V suivant
la base B, est donc la suivante :

1
V=WaW*a®Cy. (16)

Nous allons, & présent, établir I'inclusion SL3s < (5 en vue de montrer par la
suite l'inclusion recherchée au niveau du sous-groupe de Levi.

Pour cela, nous allons étudier la table de multiplication de deux éléments
de V (selon la décomposition précédente) puisque nous allons devoir vérifier si
les matrices que nous allons construire sont bien des éléments de G5, soit des
automorphismes de Q.

La table de multiplication dans V, exprimée a 'aide des vecteurs de la base
By, est la suivante :

v o | o | ws Yo v || v ]
Ya 0 —V2y | V2 || —1+iys 0 0 —iys
ys | V2 0 —V2ys 0 | —1+iy:| 0 —iys
ya | V26 | V25 0 0 0 | =14y || —iva
ys | -1 —dyz | 0 0 0 —V2s | V2 | iys
Ys 0 —1 —ayr 0 V2y, 0 —V2y | iys
Y 0 0 —1—iyr | —V2y | V2 0 i
Ly || iy iys iy | —iys | —iye | - | -1
(17)
Remarque 1.4.1. — La table du produit scalaire dans la base B, est la sui-
vante :
<xz,y>|W]|W*| Cy;
w 0| I3 0
w I3 0 0 (18)
Cy7 0 0 1
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<z,y>|W Cyr
W 0| I3 0
W Is| 0 0
Cyr 0] 0 1
Ainsi, pour tous vecteurs z et y de V sous la forme z = u + u, + A\y7 et y =
v+ v, + py7 avec u,v € W, u* 0t € W et A\, u e C, on a

KXY > = < U, 0>+ < Uy, U > FAU,
et <z, x> = 2<u,u>+\

Soient © = u 4 uy, + A\y7 et y = v + v, + py; deux éléments de V décomposés
selon I’écriture précédente : u,v € W, u*,v* € W* et \,u € C. Leur produit
s’écrit alors de la maniére suivante :

Ty v Vs [y
u u-v (=1 +yr)vi(u) | —ipu
Us | (=1 = dyr)us(v) Uy * Vs U
Y7 IAU —IAV, — A\l
Le lieu d’appartenance du produit des deux éléments x et y de V est le suivant :
Y v Vs Y7
ul| eW* | e(lyyy | eW
us | € (lyr) | eW |eW*
Ayr | €W e W* | e (1)
Définissons ’application suivante de SL3 dans G :
IZSLg '—>G2 B (19)
B — PO,ZRBPQQ
avec
B 0 |0
Rp = 0|!B~!
0 0 |1

et ot !B~! = Com(B) puisque det(B) = 1.
Vérifions que I'image du morphisme i est bien incluse dans G,. Soit B = (b; ;) €
SLj et considérons les deux éléments de )V suivants : u = y, et v = ys.

Rp(uw) = —V2Rp(y1),
= —\/§ [(b2,153,2 - 53,152,2)195 + (53,151,2 - 51,153,2)196 =+ (51,152,2 - 52,151,2)191] .
Et
bi1y2 + ba1ys + b3 1ya
b12y2 + b22y3 + 03294
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d’ou
Rp(y2)Rp(ys) = b11b12yays + b11bo2yoys + b1,1b3 29204
+02,1b12y3Y2 + 02,102 2Y3Y3 + 02,163 2y3Y4
+03,101 2y4y2 + 3,102 2Y4Y3 + 03,103 2y4y4,
= 51,152,2(—\/§y1) + b1,1bg,2(\/§y6)
+bz,1bl,2(\/§y1) + 52,153,2(—\/5%)
+b3,1b1,2(—\/§y6) + 53,152,2(\/5%),
= —V/2[(ba,1b32 — b31b22)ys + (b3 11,2 — b1,1b3.2)Ys
+(b1,152,2 — 52,151,2)?/1]-
Ainsi
Rp(y2y3) = Re(y2) Rp(ys)-
Et I'on peut vérifier de la méme maniére ce résultat pour tous u,v € W :

Vu,v e W, Rg(uv) = Rg(u)Rg(v).
Pareillement,
Vi, ve € W*, Rp(uwvy) = Rp(us) Rp(vy).
En outre, pour tout v € W, on a
RB(uy7) = RB(—ZU) = —ZRB(’LL)
et Rp(u)Rp(yr) = Rp(w)y; = —iRp(u)

d’apreés le tableau d’appartenance ci-dessus. D’oi

Rp(uy;) = Rp(wRp(y:) VueW,
et, de méme, Rp(yru) = Rp(yr)Rp(u) Yue W.

Nous avons les deux résultats analogues pour tout v, € W*. Il ne reste plus qu’a
étudier le produit de deux éléments de W et de WW* pour voir que la matrice Rp
représente bien un automorphisme de V. Prenons le cas de u € W et v, € W*.

Rp(uv.) = Rplvi(u)(—=1+1iy7)],
= v (u)(—=1+iy;),
Rp(u)Rp(v.) = B(u) 'B~'(v.) = (=1 +iyr) "B~ (v.)[B(w)],
(=1 + 1y7)vs(u),

puisque B!, en tant que matrice inversible peut étre considérée comme matrice
de changement de base dans W et !B~! le changement de base correspondant
sur W*. Par ce changement de base, le vecteur u est transformé en Bu et la
forme linéaire v, est transformée en B~1v,, , ce qui donne 'B~!(v,)(Bu) = v.(u)
(évaluation d’'une méme forme linéaire sur un méme vecteur, exprimés dans deux
bases différentes). Ainsi,

Rp(uvy) = Rp(u)Rp(vy) VY (u,v.) € W x W*
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et, par des arguments similaires,
Rp(viu) = Rp(vi)Rp(u) YV (u,v.) € W x W™,

La matrice Rp représente bien un automorphisme de V et ceci pour tout B € SLs.
Alinsi, le morphisme i est bien une inclusion de SL3 dans Gs.

Maintenant que cette inclusion i est établie, considérons ’application suivante
de GLy dans Gy :

i

GL, — SLs — G
A 0 71
A — Sy= 05 = My = P0,2RSAP0,2
avec
Sal 0 o
Rs,=| 0 [!'S4 |0
0 o |1

et olt § est le déterminant de la matrice A. La matrice Rg, est exprimée dans
la base B, ; la matrice M4 représente un isomorphisme de V, noté ¢4, que 1'on
peut prolonger par I'identité sur C pour obtenir un isomorphisme des octaves de
Cayley. D’apreés ce qui précede, comme S, appartient bien & SL3, la matrice M4
est bien un élément de G4, pour tout A € GLs.

Notons L; := {M4 | A € GLy} le sous-groupe de G5 ainsi obtenu. D’aprés
la sixiéme colonne de chaque matrice Rg,, on voit que Rg,(y1) est colinéaire au
vecteur y;. Ainsi, il en est de méme pour chaque matrice M, € Ly : le sous-
groupe L; est donc inclus dans le stabilisateur de (y;). Il est aussi inclus dans le
stabilisateur du plan (ys, y3) de part la forme des matrices Sa, donc L; est inclus
dans le stabilisateur du 3-plan (yi, ya, ys) :

L, C P C PN P

Tout comme G Lo, auquel il est isomorphe, le sous-groupe L; est réductif et de
dimension 4.
Or, tout sous-groupe de Levi de P; est de dimension 4, puisque son algébre de
Lie est
1 :=Dg, B 92(0s) P 92(—a)-
Ainsi, on peut en déduire que le sous-groupe L; est un sous-groupe de Levi du
sous-groupe parabolique maximal P; de Gs.

Remarque 1.4.2. — Cette étude peut se faire a I'aide de n’importe quel sous-
espace W7 de dimension 3, isotrope, vérifiant le fait que ’application wq restreinte
a A3 soit un isomorphisme avec C et non I'application nulle, ce qui est le cas
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pour W = (ya, y3, ya) v que wo(ya, ¥, ya) = — Re[(yay3)ya] = — Re(—v2y194) =
—V/2 # 0.

En effet, de tels sous-espaces sont tous conjugués dans Gs.
Démonstration. — Commengons par lemme suivant :

Lemme 1.4.3. — Soit wy : A3V — C la forme trilinéaire alternée sur [’espace
vectoriel V définie en 1.2.4. Soit Gr**°(3,V) la Grassmannienne isotrope paramé-
trant les sous-espaces isotropes de dimension 3 de V et Q louvert Gr**°(3, V)\ H,
ot H désigne le lieu des éléments W' de Gr'*°(3,V) pour lesquels WolABW -
A3W' — C est Uapplication nulle. Alors

O~ Gy/SLs
et, quelque soit W' appartenant a €, on a
Obg, (W) = @,
ot Obg, (W) désigne l'orbite de W' sous ’action de Gs.

Démonstration. — Soit W’ un 3-plan isotrope de €2 et notons (a, b, c) une base
de W’. Montrons que 'intersection G5 N Stab(IV’) est isomorphe & SLs(1V’).

Via wy, il existe une décomposition canonique de l'espace vectoriel V de la
maniére suivante : .

VW o (W) @ Cyr.
En effet, AT’ et (W’)* sont isomorphes via application L; définie ci-aprés et
W' et (W’')* sont alors des sous-espaces de V en somme directe. Pour définir L,
on considére 'application
Ly, : A2V — V¥
aNb — wy(a,b,-) =—Re[(ab)].

définie en (6) du paragraphe 1.3.1 puis L; la composition de L, avec la restriction
a (W")*. L’image L;(A*W’) est alors isomorphe & (W')*, puisque A*W' et (W')*
sont de méme dimension et que Papplication L, est injective®.

Montrons que W’ et (W’)* sont en somme directe. En utilisant L, et I'isomor-
phisme canonique entre V et V* (donné par la forme quadratique non-dégénérée),
on peut voir les éléments de A%V comme des éléments de V. Considérons alors
le sous-espace W’ + A?W', noté W’ + (W')*. Les deux espaces W’ et ATV’ sont
alors en somme directe. En effet, tout élément z de AW’ N’ est orthogonal &

(G)L’injectivité résultant de 'hypothése : « wo|psy+ est un isomorphisme ». Si abAc+BaAc+yaAb est
un élément de AW’ tel que son image par L; est nulle, alors awo (b, ¢, )4 Bwo(a, ¢, ) +ywo (b, ¢, ) = 0
pour tout = de W ; ce qui impose a = 3 = v = 0 via les évaluations en z = a,z = b et x = ¢ car
wo(a, b, c) # 0.
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chaque élément de W' puisque W' est isotrope. En évaluant la forme quadratique
entre = et chacun des trois vecteurs a, b et ¢ formant une base de W/, on aboutit
a x = 0 (toujours en utilisant le fait que woxsy~ est un isomorphisme). Ainsi,
on notera la somme d’espaces vectoriels W’ + (W’)* comme une somme directe :
W' (W/)*(7).

La restriction de la forme quadratique & W’ & (W’)* est non-dégénérée. En
effet, une base de W* est (bc, ac,ab). Notons \ := wy(y2, Y3, y4). Le calcul de la
forme bilinéaire en a et be vaut < a,bc >= — Re[a(bc)] = £wy(a,b,c) = £ et
< b,bc >= —+wy(b, b, c) = 0. Ainsi, la forme quadratique restreinte & W o W* =
(a,b, c,be,ac, ab) est de la forme :

0l A A0 O
Qwew: = ot A= 0 X 0 | avec A =wp(a,b,c) #0
Al0 00 A

Alinsi, cette forme quadratique est bien non-dégénérée sur W @ W*
On peut donc considérer la droite vectorielle orthogonale & W' @ (W')* et
obtenir une décomposition de V de la facon suivante :

L
v=wWae W) aocC.

Gréce a cette décomposition explicite de V, montrons que Gy N Stab(WW') est

isomorphe & SL3z(W'). Soit ¢ un élément de G5 appartenant au stabilisateur

Stab(W’). La matrice de g dans la décomposition de V indiquée ci-dessus est de
la forme :

Al 010
M(g)=1| 0|B|0
010 1A

puisque W’ @& (W’)* et Cd sont orthogonaux et que g préserve AW’ donc (W')*.
Par ailleurs, comme ¢ est un élément de G, g préserve wy. Or la restriction de
wo & AW est un isomorphisme puisque W’ appartient & 2. Donc la restriction
de g & W' est de déterminant trivial : det(A) = 1®. On a bien

Stab(W’') N Gy © SL(W?). (20)

Pour prouver l'isomorphisme entre Stab(W') NGy et SL(W'), regardons leurs
dimensions. L’ensemble Gr**°(3, V) ~ SO,/ Py est lisse et connexe (car SO D'est).
Ainsi, il est irréductible et de dimension 6. L’ouvert €2 ’est donc aussi. Puisque
G est connexe, l'orbite Obg, (W) 'est donc aussi et est donc incluse dans €.

(M Cette somme n’est pas une somme orthogonale.
(®)Par ailleurs, la matrice B est entiérement déterminée par les coefficients de la matrice A ; le coefficient
X est aussi déterminé par le fait que M(g) est de déterminant trivial.
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L’orbite Obg, (W) est de dimension au plus 6 et le stabilisateur Stab(W’) N G
est de dimension 8 au minimum. Comme il est inclus dans SL(W’), sa dimension
est en fait égale a 8, comme SL(W’). D’aprés (20) et d’aprés la connexité de
SL(W'), on en déduit
Stab(W') NGy = SL(W').
De ce fait,
Go/SL(W') = Go/Stab(W') = Obg, (W'). (21)

[’orbite Obg,(W') est dense dans € (puisqu’il ne peut étre contenu dans un
fermé propre de par sa dimension) et est d’intérieur non vide.

Ces deux derniers résultats sont vrais pour n’importe quel 3-plan de €. Par
conséquent, deux orbites Obg, (W;) et Obg, (Ws) de deux éléments Wi et Wy de
Q) se rencontrent ; elles sont, dés lors, égales. Ceci montre que

VI €Q, Obg, (W) =Q. (22)
En regroupant les résultats (21)et (22), il vient : quel que soit W’ appartenant &

Q,
Q = Gy/SLy = Obg, (W').

1.4.2.2. Sous-groupe de Levi Lo du sous-groupe parabolique mazximal Py de Gs.
— On consideére cette fois la base de V suivante :
%3 = <y17y27y4ay57y3uy6ay7> (23)

et le plan W :
W i= (y1,92)-

Via l'isomorphisme entre V et son dual donné par @ (voir (15)), (4., ys,) peut
étre considéré comme la base duale de (y,y2). Notons

Wo" = (ya, ys)-
Nous allons caractériser la table de multiplication de V' apres avoir interprété le

sous-espace engendré par ys, ys et yr.

y1y3 = 0, Y16 = V2, Yiyr = iy,
Yays = —V/ 241, Yoy = 0, Yoy = —iya.
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La multiplication & droite par ys (resp. yg, y7) peut étre vue comme un endomor-
phisme de trace nulle sur W5. Nous avons I'isomorphisme suivant :

<y3, Ys, y7) = Endo(W2)
01
Ys —\/§< 00 )
0 0
Yo — \/§< 10 )
- ; 1 0
Y 0 —1

ou les matrices des endomorphismes sont exprimées dans la base (y;,y2) de Ws.
Ainsi,

V =Wy & W5 & Endg(Ws). (24)
La table de multiplication, exprimée selon la base 83, est la suivante :
1 w L we ow s s v oy
1 0 0 —1 —iyy —\/53/3 0 \/§y2 1Y
w2 0 0 V2yo | —Ltiy | —V2y 0 |-y
ya || =1 +iyr | —V2y6 0 0 V25 0 | —its
ys | V2ys [ -l—iyr| O 0 0 —V2ys | iys
Ys 0 Voy | —V2ys 0 0 —1 +iy7 | —iys
Yo | —V2ys 0 0 V2y, | —1—iy; 0 Yo
yr ||~ Y Y4 —1Ys Y3 —1Ys —1
La table de multiplication peut étre alors interprétée de la suivante : soient

r=u+u" + P, et y = v+ v+ P, deux éléments de V décomposés selon
I’écriture ci-dessus, leur produit xy est égal a

ou

/! v Vs P,
u 0 2B(u) @ B~ (v*) | @,(u)
Uy | —2Uy QU 0 —u, o P,
o, | —Du(v) vy 0 O, b, 0P,
B: W, — W5
Yy — Y
Y2 — —Ys
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D’ou le tableau d’appartenance selon la décomposition (24) de V :

/ (% Vx (I)v
u 0 eC @& El’ldo(WQ) € W2
u, | €CP Endo(Wz) 0 € Wz*
(I)u € W2 € W2* eC D El’ldo(WQ)
On considére 'application suivante :
GL2 — G2
Al 0 0
A Ny=PysTaFy3 avecTh:=| 0] 'A] 0
0 0 TA

37

ou r4 est la matrice de 'endomorphisme induit par I'isomorphisme entre )V et
V* et lapplication qui a un élément ® de Endg(W3) associe I’élément APA~! de
Endg(W5). La matrice Ty est exprimée dans la base 283. La matrice N4 représente
un isomorphisme de V, noté ¢4, que I’on peut prolonger par I'identité sur C pour
obtenir un isomorphisme des octaves de Cayley. Vérifions que ¢4 est bien un
automorphisme de V. Soient x = u + u, + ¢, et y = v + v, + P, deux éléments
de V décomposé selon (24).

Pa(zy)

D’autre part,
Pa(x)pa(y)

= (@) -
+(2B(u) ®
=A@, (u)

+AR2B(

ry

u

(Au+ A" uy + AD, A~

©,(v) + (Vs 0 Py — w0 (v))
® B (v,) — 2u, @ v+ ®, 0 D),
©u(0)] + AT v 0 Dy — w0 (V)]

® B (v,) —2u, @v+ P, 0P, )AL

D(Av + A 0, + AD, AL,

(AD, A~

H(Au)

— AP, A™

F(tA T, 0 AD A

— A, 0 AD A

H(Av))

Y

Pour montrer 1'égalité ¢ 4(xy)

+(2B(Au) ® B~
Ad,(v)) +

(A(I)v (u) -
+(2B(Au) © B

1(tA_1U*) -9

(tA v, 0 AP, A
AT ,) — 214w, @ Av+ AD,D,ATY).

= pa(x)pa(y), il suffit donc de voir que
A[2B(u) ® B~ (v,) — 2u, ® v]A™' = 2B(Au) @ B~ (*A”

1

A M, @ Av + AD,ATTAD, A~
—tA N, 0 ADL A

Y

Vy) — 2 tA_lu* ® Av.

Tout d’abord, on peut voir que A(u, ® v)A~! est I'expression de 1’application
linéaire u, ® v de W, aprés le changement de base de matrice de passage A~
Ce changement de base transforme un vecteur v en Av et une forme linéaire wu,
en ‘A~ u,. L’application linéaire u, ® v est donc transformée en *A~1u, ® Av.

Ainsi, A(u, @ v)A™! =

tA 1, @ Av.

ok
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Ensuite, en utilisant toujours le changement de base lié a la matrice de passage
A7' ona

A(B(u) ® B~ (v,))A™t = 'A7'B(u) ® AB ! (v,),
= 'A'BAY(Au) @ ABTA(TAT ).
Or,
VM € GLy,! MBM = det(M)B, (25)
d’ou
A(B(u) ® B~ Y(v,))A™1 = det(A™Y)B(Au) ® det(A)B~(*tA~1v,),
B(Au) @ B~Y(*A~1,).

Ce qui achéve la démonstration :

Vo,yeV, oa(zy) = dalr)daly).

De méme que précédemment, I’endomorphisme ¢4 est bien un automorphime
de V; il correspond donc a un élément de Gs.

Notons Ly := {Na | A € GLy} le sous-groupe de Go ainsi obtenu. Ce sous-
groupe étant inclus dans le stabilisateur de (y;,y2), nous avons

L,C P, C P

Tout comme G Lo, auquel il est isomorphe, le sous-groupe Ly est réductif et de
dimension 4.
Or, tout sous-groupe de Levi de P, est de dimension 4, puisque son algébre de
Lie est
[y := g, ® 92(0;) D 92(—ay)-
Alinsi, on peut en déduire que le sous-groupe Lo est un sous-groupe de Levi du
sous-groupe parabolique maximal P, de GS.

1.5. Description des sous-groupes connexes de rang maximal et maxi-
maux pour ’ordre donné par 1’inclusion, du groupe de Lie G,

D’aprés la classification faite dans [BDS49], le groupe de Lie G5 posséde, a
conjugaison prés, 2 sous-groupes connexes de rang maximal et maximaux pour
I’ordre donné par I'inclusion : S L3z et SOy, ayant respectivement pour diagrammes
de Dynkin Ay et A; x A;. Nous allons expliciter ci-dessous deux inclusions :

iZSLg — GQ,
jiSO4 — GQ.
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1.5.1. Inclusion de SL3 dans le groupe de Lie Gy;. — Via l'inclusion
suivante définie au paragraphe 1.4.2.1, le groupe SL3 apparait comme un sous-
groupe de Gy :

iZSLg '—>G2

B  PyRePy (26)
avec
Bl 0 |0
Rp := 0|'B7 1|0
0] o |1

et ot P est la matrice de changement de base de la base 2B, a la base B,.

1.5.2. Inclusion de SO, dans le groupe de Lie G;. — Considérons la
base B3 introduite en (23). L’espace vectoriel V constitué des octaves de Cayley
imaginaires pures peut étre vu comme la somme directe orthogonale suivante :

1
y==Cc'ocC?
avec
C*=M"® N,
C3 = Endo(N)

ot M et N sont des espaces vectoriels de dimension 2. La correspondance® est
la suivante :

C* — M*®N et C3> — Endg(N)

vy — K =v2mion ys — Ty=—V2n3en

Yo — Ky =+v2m{@ny ys +— T5=+2ni@ny

Y — Ky =+v2mi@mn, yr — Tr=ini®n —ind®ny
ys — Ks=—V2miomn

ou (m},m3) et (ny,ny) sont des bases de M* et de N.
La table de multiplication, exprimée selon la base B3, est la suivante :

Ll ow ] v v v | ws ] v | oy |
U1 0 0 —1—iyr | —V2ys 0 V2ys | iy
Ys 0 0 V2ys | —1+iyr | —V2u 0 —iy
ya | =1 +iyr | —V2ys 0 0 V2y; 0 —iys
ys | V2ys | —1—iys 0 0 0 —V2ys | iys
ys 0 V2 | =25 0 0 | —1+iyr | —iys
s | —V2ys 0 0 V2ys | —1—iy:[ O e
yr |~ 1Yo 1Ya —Ys Y3 —1Ys —1

®]a correspondance entre C® et Endo(N) est celle utilisée au paragraphe 1.4.2.2.

(27)
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Le produit scalaire de deux éléments x et y de V' étant
< x,y >= — Re(zy),

il suffit de considérer ’opposé de la partie réelle du tableau précédent pour obtenir
la table du produit scalaire, exprimée dans la base B3 :

<xz,y>|M*®N | Endg(N)
M*@N Li 0
I 0 (28)
0]1]0
Endy(N) 0 110
0]0]1

Les deux espaces M* ® N et Endj sont bien orthogonaux. Le produit scalaire
usuel sur My(C), qui, a deux matrices A et B de My(C), associe

<A,B> = 1[det(A+ B)— det(A) — det(B)],
soit < A,A> = det(A),
concorde bien, sur M* ® N, d’une part, et Endg(N), d’autre part, avec le pro-
duit scalaire indiqué ci-dessus, via la correspondance indiquée en (27). Ainsi, le

produit scalaire des deux éléments y; et y, de M* ® N est égal a 'expression
précédente pour les matrices K et Ky :

<y,ys> = 1,

et <K, Ky> = %(

V2 0 v2 0| _Jo 0 N _,
0\/5_00_0\/5)_’

et le produit scalaire de y3 et ys de Endy(V) correspond a 'expression de <
Tg, T(; >

<ys,¥e > = 1

0 0 O

En tenant compte que les deux sous-espaces M* ®@ N et Endy(N) sont orthogo-
naux, on a, pour tout vecteur y de V se décomposant sous la forme y = K + T
ou K € M*® N et T € Endy(N),

<y,y>=< K, K >+ <T,T >= det(K) + det(T).

V2| [0 —v3
0 0 O

Afin de pouvoir définir une matrice appartenant a Gy, ensemble des automor-
phismes de O, décrivons le lieu d’appartenance du produit de deux éléments de
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Ve M*® N | Endg(N)
M*® N | End(N) | M*®@ N
Endg(N) | M* @ N | End(N)

Pour interpréter la table de multiplication précédente, définissons deux endo-
morphismes. Munissons M de la base (m;, ms), duale de la base (m}, m3) et N*
de la base (n},n}), duale de la base (n;,ny) prise sur N. L’ensemble des homo-
morphismes Hom(M*, M) est isomorphe & M @ M. Considérons A?M inclus dans
M ® M, et en particulier I’élément m Amoy associé a I'élément mq Amg —mo Ay
de M ® M. I’homomorphime de M* dans M, noté S, relié a cet élément, associe
me a mj et —my a mj :

S(m’{) = My * (ml)mg - mik(mQ)ml = My,
S(m3z) = mgx (mi)my — msy(my)my = —my

Sa matrice dans les bases (mj, m3) et (my, ms) est

0 —1

1 0
De méme, définissons I’lhomomorphisme 7" de N dans N*, associé a 1’élément
nj A nk. Sa matrice dans les bases (n1,ny) et (nj, ni) est

(1)

La table de multiplication est alors la suivante :

/ m*®@ne M*®@N | ¢ € Endy(N)
a*RBEMR@N| a*(Sm*)TH®n | o ®@¢(P)
¥ € Endy(N) —m* ® (n) Yoo

Vérifions que les deux tables coincident. Explicitons le calcul pour quatre
exemples, un dans chacune des quatre cases du tableau précédent :

Y2-ys = V245 =2 nj @ ny,
et (V2mi®mny) - (V2mi®@ny) = 2mi(Sm})Thy ® ny,
= 2mi(—my)(—n7) @ ny = 2 n} @ no,
donc vrys = (V2mi@n)- (V2 ma®ny).

De méme,

ya-ys = —V2y = —2mj®ny,
et (V2mi®ny)-Ts V2 mi @ Ts(ny) = —2 m: @ ny,
donc v2-ys = (V2mi@n,)- T
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Et
Yo Ys = V2ys=2mj®mny,
et Te-(—V2mi@n) = —(—V2)mi®Ts(ny) =2 m} @ ny,
donc ve-ys = To- (—v2mj@ny).

Pour ce qui de la multiplication entre deux éléments de Endy(V), la vérification
a déja été faite au paragraphe 1.4.2.2.

Nous sommes donc en mesure de définir une inclusion du groupe SO, dans le
groupe (5. Le groupe SOy est isomorphe au quotient

SOy ~ (SLy x SLs)/{e, —e}

ou e = (Iy,I5) € SLy x SLo, via p la représentation du groupe SLy x SLs

suivante? :
p:SLyx SLy — Hom(M*® N)

(A,B) — A*@B=A®B
ou M et N sont des espaces vectoriels complexes de dimension 2, M* ® N est de
dimension 4, M* ® N est muni de la forme bilinéraire symétrique non-dégénérée
suivante :
VX,Ye M*®N, <X)Y> = Llldet(X+Y)—det(X)—det(Y)],
VXeM"®N, <X X> det(X)

et
(A® B)(m* xn) = Am"* ® Bn.
L’image de p est SOy, son noyau est {e, —e} = {(lz, [2), (— 12, —I2)}. Ainsi,
(SLy x SLy)/ ker(p) = (SLy x SLy)/{e, —e} ~ SO,.
Définissons 'application suivante :
SLQ X SL2 — GQ
(A, B) [ — KA,B = P073LA7BP0_731
ou Fp 3 représente la matrice de changement de base de la base B a la base B3
et ou
A®B| 0 Conj(B) : Endy(N) — Endg(N)
LA B = " et 1
0 ‘ Conj(B) ¢ — B¢B™l.

(1091 isomorphisme entre SO, et (SL2 x SL2)/{e, —e} peut aussi s'obtenir via Papplication suivante :

SL2 X SLQ e End(Mg((C))
(A,B) — (X~ AXB™)

ot End(M2(C)) est muni de la forme bilinéaire symétrique non-dégénérée provenant du déterminant.



1.5. DESCRIPTION DE DEUX SOUS-GROUPES CONNEXES DE RANG MAXIMAL DE G, 43

Notons W4 g I'endomorphisme de V ayant pour matrice K4 5 dans la base B.
Cet endomorphisme a pour matrice la matrice L4 g dans la ®B3. Or,

det(Lap) = det(A® B)det(Conj(B)) =1%x1=1

donc W4 g est en fait un isomorphisme de V. On prolonge ¥ 4 5 par I'identité sur
C pour obtenir un isomorphisme de Q.

Vérifions que W4 g est bien d'un automorphisme de V.

Soient o ® B et m* ® n deux éléments de M* ® N. Leurs images par U4 p
sont :

Vapla*®@p) = Aa™ @ Bf,
Vyp(m*®@n) = Am*® Bn,
donc
Uap(a®®pP) Vap(m" @n) = (Aa")(SAm*) TBG @ Bn. (29)
Par ailleurs,
(@ @) (m"®@n)=a"(Sm") TB@n € End(N),
donc
Vasll@ ®8)-(m*@n)] = o(Sm") B(TB®n)B™". (30)
Il faut comparer (29) et (30). D’aprés (25), pour tout A € S Lo,
PASA = det(A)S = S
donc
(Aa*)(SAmM*) = (Aa®)((*A)1Sm*) = (Aa*)((*A) T SA™ ) (Am*).

Sil'on considére le changement de base sur M* de matrice de changement de base
A~! dans la base (m}, m3) de M*, alors les vecteurs o* et m* sont respectivement
transformés en les vecteurs Aa™* et Am*, et 'application S est transformée en

(*A)"LSAL Ainsi,
a*(Sm*) = ("Aa)((FA)TSATH (Am™).
De méme, un changement de base de N de matrice de changement de base B~!
dans la base (ny,n2) de N transforme le vecteur n en Bn, la forme linéaire 73
en 'B7'T3 et I'endomorphisme ¢ de End(N) en B¢B~!. Ainsi
TBS® Bn = 'B7'T3® Bn d’apres Péquation (25),
= B(Tf®n)B™!
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(il s’agit de 'endomorphisme T3®n de N aprés changement de base B~1). Ainsi,
(Aa*)(SAm*) TBB® Bn = o*(Sm*) B(TB®n)B™!,
& Uap@a*®@P) - Vyap(m* @n) = Vyugplla*®pF)- (m*@n).
Considérons m* @ n de M* ® N et ¢ de Endo(N).
Uyp(m* ®@n) = Am*® Bn,
Uap(¢) = BoB™,
donc
Wyp(m* @n)-Uap(p) = Am* @ (BoB~")(Bn),
= Am" ® Bo¢n. (31)

(m"®@n)-¢ = m"@¢(n) € M*®N,
donc Uy p[(m*®@n)-¢] = Am* ® Bon. (32)
Les expressions (31) et (32) sont identiques donc

Uyp(m* @n) - Vap(p) =Yap[(m" @n)- ¢l

La vérification concernant le produit d’un élément de Endy(/N) par un élément
de M* ® N est identique et celle concernant le produit de deux éléments de
Endo(N) a déja été faite au paragraphe 1.4.2.2.

L’isomorphisme ¥ 4 p est donc bien un automorphisme de V; W4 p est bien un
élément de Gs.

Par ailleurs, I'image de (A, B) de SLy x SLy est identique a celle de (—A, —B).
L’application de SLs x SLy dans G5 passe donc au quotient et on définit 'inclu-
sion j suivante :

j: 504 — GQ

(A,B) — Kap= Po,sLA,BPngl (33)
ou
;o _(A®B| 0
B 0 ‘ Conj(B)

avec Conj(B) la conjugaison par B dans Endy (V) et ou P, 3 représente la matrice
de changement de base de la base B, a la base Bs;.



CHAPITRE 2

ETUDE DES FORMES TRILINEAIRES ALTERNEES
SUR C” DEGENEREES

Nous avons vu au Théoréme 1.2.10 que le groupe G5 est constitué des éléments
de déterminant trivial du stabilisateur Stab(wg) ott wy est une forme trilinéaire al-
ternée sur le sous-espace vectoriel de dimension 7 des octaves de Cayley constitué
des éléments imaginaires purs.

Au sens de la définition 2.2.1, la forme trilinéaire alternée wy est dite non-
dégénérée. Afin de connaitre toutes les formes trilinéaires alternées sur V non-
dégénérées, nous allons caractériser ici I’espace complémentaire : le lieu des formes
trilinéaires alternées sur V dégénérées.

Pour cela, commencons par définir diverses notations ainsi qu’une application
® associant une forme quadratique & une forme trilinéaire alternée.

2.1. Grassmanniennes, plongement de Pliicker et variétés des sécantes

Soit V le C—espace vectoriel de dimension 7 constitué des octaves de Cayley
imaginaires pures et V* son espace dual. On note Gr(3,V*) ’ensemble des sous-
espaces vectoriels de V* de dimension 3 et Gr(3,V*) — P(A3V*) le plongement
de Pliicker qui, a un sous-espace vectoriel W C V* de dimension 3, engendré
par trois éléments fi, fo, f3 de V*, associe [fi A fo A f3] € P(A3V*). Selon les
cas, on considérera un élément de Gr(3,V*) comme une sous-espace vectoriel
de dimension 3 ou bien comme un point de P(A*V*). On considére aussi les
variétés des sécantes de Gr(3,V*) : la k-iéme variété des sécantes de Gr(3,V*),
notée Sec® (Gr(3,V*)), est 'adhérence, dans P(A3V*), de la réunion de tous les
sous-espaces projectifs P*~! engendrés par k points linéairement indépendants de
Cr(3,V*). Par exemple, la premiére variété des sécantes est Sec')(Gr(3,V*)) =
Gr(3,V*) et la deuxiéme est

Sec® (Gr(3, V")) = U<p7 q)
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pour p, g parcourant Gr(3,V*), ou (p, q) désigne la droite projective passant par
p et q.

Remarque 2.1.1. — La troisiéme variété des sécantes Sec® (Gr(3,V*)) aura
une importance particuliéere dans notre étude.

2.2. Application rationnelle ® et propriétés

Au début du XX°€ siécle, aprés que 1’étude des 2-formes non-dégénérées ait été
menée (donnant lieu a la géométrie symplectique et a la définition du groupe
de Lie Sp(n,C)), F. ENGEL s’est intéressé a la géométrie résultant des formes
trilinéaires alternées. En 1900, il publie deux articles [Enga] et [Engb| ot il relie
une forme quadratique & une forme trilinéaire alternée. C’est ce que nous allons
présenter dans ce qui suit, munis de notations modernes.

Rappelons la définition déja usité au paragraphe 1.1, qui associe a une forme
trilinéaire alternée sur ¥V une forme quadratique :

Définition 2.2.1. — Soit 'application rationnelle ® suivante :
PPNV - — - — - > P(Sym?*V*)
w] — [Qu]

ou B,, la forme bilinéaire symétrique associée a la forme quadratique @), est
définie par :

vxuyevu Bw<flf,y):W(I‘,',')/\W(]J,',')/\W(',',').
On note parfois i, (w) := w(z, -, ), ce qui aboutit & I’écriture suivante :

Vaz,yeV, By(r,y)=i(w)Aiy(w) Aw(,-,").

Remarque 2.2.2. — (1) Pour tous z,y € V et tout w € A3V*, B,(z,y)
appartient & ATV* qui est isomorphe a C donc B,(x,y) est bien un nombre
complexe.

(2) Soit w € A3V*. L’application bilinéaire B, correspondante est bien sy-
métrique puisque deux formes alternées d’ordre 2, i,(w) et i,(w), commutent
toujours.

(3) Pour tout A € C* et pour tous z,y € V, By,(z,y) = A*B,(x,y) donc, si
Qu # 0, [Qx.] = [Qu]. Lapplication rationnelle ® est donc bien définie entre les
espaces projectifs et est de degré 3.
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Définition 2.2.3. — Soit w € A*V*. Lorsque la forme quadratique @Q,, associée
a w par @ est non-dégénérée (resp. dégénérée), la forme trilinéaire alternée w est
dite non-dégénérée (resp. dégénérée).

Comme, pour tout w € A3V* et pour tout A € C*, By, = A3B,, les formes
trilinéaires alternées w et Aw sont simultanément dégénérées (ou simultanément
non-dégénérées). Les notions « dégénérée »et « non-dégénérée »passe donc au
projectif :

Définition 2.2.4. — Un point p € P(A3V*) sera dit non-dégénéré (resp. dé-
généré) si un de ces représentant w € A3V* Pest.

2.2.1. Calcul de ®(wj). — Traitons I'exemple de la forme trilinéaire wy définie
en 1.2.4. Nous allons, dans un premier temps, expliciter wy puis, dans un second
temps, calculer son image par I'application ®.

En conservant les notations (¢, ..., ¢7) pour la base de V*, duale de la base
(e1,...,e7) de V, et en notant

Gijk = i N & N\ @,
I'expression de wy dans la base de A3V* est :

Wo = Z Aijok Pijok

i<j<k

ol A jx = wolei,ej,ex) = —Re[(eje;)ex]. Si e, e;, e, ne sont pas alignés sur le
diagramme de Fano, c’est-a-dire si e;e; # ey, alors (e;e;)e, est une octave de
Cayley purement imaginaire et donc \; ;; = 0. Ainsi, le scalaire A, ; ; est non nul
uniquement, si le triplet (7, j, k) est 'un des 7 suivants : (1,2, 3), (1,4,7), (1,5,6),
(2,4,6), (2,5,7), (3,4,5) ou (3,6,7). On obtient

Ma2s = —Rel[(erea)es] =  —Re(ed) = 1,
Ma7r = —Rel[(eres)er] =  —Re(e?) = 1,
Mse = —Rel[(eres)es] =  —Re(ed) = 1,
Aoss = —Rel[(eses)es] =  —Re(ed) = 1,
Aos7 = —Re[(eses)er] = —Re(—e?) = —1,
Asas = —Re[(eses)es] =  —Re(e?) = 1,
Asgr = —Rel(eseg)er] =  —Re(ed) = 1.
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Ainsi, ’expression de wy dans la base de A3V* est :

Wo = G123+ Q147+ G156+ Poaae — Pa57 + G345+ P36.7- (34)

Nous sommes désormais en mesure de calculer la forme bilinéaire B, associée
a wo-

Lemme 2.2.5. — La forme quadratique sur @, associée a la forme trilinéaire
wqo définie en 1.2.4 est

Qwo = 6@
ot Q est la forme quadratique canonique sur V définie en (1).
Ainsi, wy est non-dégénérée. Par la suite, on notera

QO = Qwo .

Démonstration. — Pour déterminer B,,, il suffit de calculer B, (e;,e;), pour
e;,e; parcourant la base canonique. Commencons par le calcul de B, (e, €s3).
D’aprés I'expression de wy dans I’équation (34), on a

woler, ) = Pog+ daz+ d56,
wo(es, -, ) —P13+ a6 — P57,
WO(ela ) ) A u10(62, * ) = ¢2,3,4,6 - ¢2,3,5,7 - ¢4,7,1,3 - ¢5,6,1,3,

donc

Bwo (61, 62) = (¢2,3,4,6 - <Z52,3,5,7 - <Z54,7,1,3 - ¢5,6,1,3) A Wo(', ) ')7
Bwo (61, 62) = (¢2,3,4,6 - <Z52,3,5,7 - <Z54,7,1,3 - ¢5,6,1,3)

N123+ Gra7+ G156 + G246 — P27 + G345 + G367),
Bwo(el, 62) = 0

De méme,

woles, ,:) = ¢r12+ a5+ Por,
woler, ) Awoles, ) = 2345+ G2367+ Gar12+ Ps56.1.2,

donc, cette fois encore,

By, (e1,e3) = (d2345+ P2367+ Pari2+ d5612) Nwol(s,-,-),
By, (e1,e3) = (92345 + P2367+ Ga712+ 0561,2)

N123+ Pra7+ G156 + D246 — G257+ G345 + 0367),
Bwo(el, 63) = 0

mL’expression de wo dépend fortement de diagramme de Fano utilisé au départ (Fia 1). Ici, ce
diagramme & été choisi comme indiqué sur la Figure F1a 1 car la multiplication qui en découle définit
bien lalgébre des octaves de Cayley et une telle multiplication a été utile lors du §1.3.
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En fait,
sii#j, DBul(ei,ej)=0. (35)
Calculons maintenant Qo(ey) :
P23+ Pa7+ P56,
2(b2347 + P2356 — Pa756);

= 2(P2347156 1+ 02356147+ P1756123);
6.

wO(ela KR
wO(ela K ) A WO(ela KR
WO(ela K ) A WO(ela K ) A wO('a Tyt

Qoler
Le calcul de Qg(ez) est identique :

— O

) = —013+ Pue— P57,

u10(62, ) ) A u10(62, " ) = 2(_¢1,3,4,6 + 6251,3,5,7 - ¢4,6,5,7),

wo(€a, -, ) Awolez, ) Awol(-, ) = 2(P1346257 + 01357246 — P16571.23),
)

QQ(GQ = 6
Les cinq autres calculs sont similaires et aboutissent au méme résultat :
Vie{l,...,7}, Qole;) = 6. (36)
Ainsi, de par (35) et (36) :
Qo = 60
O
2.2.2. Propriétés de 'application rationnelle ®. — Nous allons caracté-

riser I’application rationnelle ®, mais, auparavant, précisons le vocabulaire pour
un certain type d’éléments de la variété des sécantes Sec(g)(Gr(S, V*)) qui appa-
raitront dans le prochain Théoréme.

Définition 2.2.6. — Soient W1, Wy et W3 trois sous-espaces vectoriels de V*
de dimension 3 et [w;] = [a; A b; A ¢;] pour i € {1,2,3} les trois éléments de
Cr(3,V*) correspondants. Un élément [w] = [wy + wy + ws] de Sec® (Gr(3,V*))
est dit en position générale si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) W;nW; = {0} pour tous i, j distincts,
(ii) dim(Z7*) = 2 pour tout {7, j,k} = {1,2,3}, ol
ZH .= (Wi @ W;) N Wy
(on impose donc que ces dimensions soient les plus petites possibles), soit
Wi +W; + W, =V".

Iensemble PG := {[w] € Sec® (Gr(3,V*)) | [w] est en position générale} est
un ouvert dense de Sec®® (Gr(3,V*)), par irréductibilité de Sec® (Gr(3, V*)).
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Lemme 2.2.7. — Soit un élément [w] = [w) + wa + ws] de Sec® (Gr(3,V*)) en
position générale correspondant & trois points p1 = [wi], pa = [wa] et p3 = [ws] de
Gr(3,V*). Alors, les points p; ne sont pas alignés et (py, pa, p3) est de dimension
2.

Démonstration. — Soit un élément [w] de Sec® (Gr(3,V*)) en position générale,
défini par trois sous-espaces vectoriels de dimension 3 de V* : Wy, Wy et Wis.
D’aprés la condition (i) de la Définition 2.2.6, comme Z% C W, pour tout
{i,j,k} ={1,2,3},on a :

v {i, 5.k} ={1,2,3}, Z"nz"* ={0}

Les sous-espaces Z*/ sont deux a deux en somme directe.

Les trois points ne sont pas alignés dans Gr(3,V*) C P(A3V*) et forment un
plan. En effet, le lemme suivant indique une condition vérifiée par trois points
01, G2, q3 de Gr(3,V*) alignés dans Gr(3,V*) C P(A3V*).

Lemme 2.2.8. — Soient trois points de Gr(3,V*) C P(A*V*), deuz o deux dis-
tincts, correspondant respectivement aux trois sous-espaces vectoriels Wy, Ws,
W3 de V*. Si ces trois points sont alignés, alors l'intersection W1 N Wy N W3 est
de dimension 2.

Démonstration. — Si les points qi,qa, g3 de Gr(3,V*), deux a deux distincts,
sont alignés, alors il existe trois bases respectives (a;, b;, ¢;) des trois 3-plans W
correspondant, vérifiant la condition suivante :

al/\bl/\cl:ag/\bgA02+a3/\bg/\03.
Il existe un vecteur f; € Wi tel que f; ¢ Wy et fi ¢ Ws. Si ce n’était pas

le cas, tout élément f de W, appartiendrait a W5 ou a W3. Comme pour tout
feWy, fAa ANby Acy =0, on aurait
\V/fEWh fA&QAbQACQ+an3Ab3A03:0.
Or, comme 'un des deux facteurs serait nul, 'autre le serait aussi. On aurait
alors V f € Wy, f € WonN W3, donec Wy C Won W3 et Wy = Wy = Wjy; ce qui est
impossible vu qu’on considére trois points ¢; distincts.
Comme f; Aay Aby Ac; =0, on obtient

fl/\a2/\b2/\02 = —fl/\CLg/\bg/\Cg§£0.
Ainsi,
[fl N a9 A bz A CQ] = [fl N as A bg A 03] € P(A4V*)

D’ou X := (f1,a2,b2,c2) = (f1,as, bz, c3) désigne un méme sous-espace vectoriel
de dimension 4. Comme Wy et W3 sont tous les deux inclus dans X, Wy N W3
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est de dimension au moins 3+ 3 — 4 = 2, et méme exactement 2 puisque il s’agit
de deux 3-plans distincts. Soit P = W5 N W3 ce plan.
Vpe P, pANaiANbiANci=pANasANbyANco+pAasN\NbsAcg=D0.

Donc le plan P est aussi inclus dans Wy, et finalement P = W; N Wy N Wi,
L’intersection des trois 3-plans W; associés & trois points ¢; alignés deux a deux
distincts est un plan. O

Dans le cas de 3-plans définissant |[w] en position générale, les 3-plans W; étant
en somme directe deux a deux, leur intersection ne peut étre un plan et les trois
points associés ne donc sont pas alignés. Ils engendrent bien un plan. O

Etudions & présent les caractéristiques de I’application ® définie en 2.2.1.

Théoréme 2.2.9. — (1) L’application rationnelle ® est donnée par un sys-
téeme linéaire |L|, de dimension linéaire 28, de polynomes homogénes cubiques

sur l’espace de Pliicker P(A?(V*)) ~ P(C*),
(2) le lieu exceptionnel de ® :
Bzc(®) = {[w] € P(A*(V")) | (w) = Qu = 0}
contient Sec® (Gr(3, V")),
(3) la restriction de ® & la variété des sécantes Sec® (Gr(3,V*)) peut étre
décrite de la maniére suivante. Sotent W1, Wy, W3 trois sous-espaces vectoriels

de V* de dimension 3 vérifiant les conditions (i) et (ii) de la Définition 2.2.6 et
[wi] les trois points de la Grassmannienne Gr(3,V*) correspondants.

L’application ® contracte le plan {[awy + Pws +yws] | «, 5,7 € C*} en un seul
point [Q123] de P(Sym?V*), dépendant uniquement de Wy, Wy et Wy. Cette forme
quadratique Q123, définie a un scalaire pres, est de rang 4 et elle est caractérisée
par les trois propriétés suivantes :

(a) le rang de Q193 est 4 et son noyau :
ker Q123 = {.T € V | Bug(ﬂf,]J) =0 V Yy c V}

ol Biog est la forme bilinéaire associée ¢ Qqa3, est le sous-espace vectoriel T1+
avec

M=27"2+24+ 7% e N-={veV|Vfecll flv)=0} CcV; (37
(b) la forme quadratique Q123 contient les trois

(79 ={v eV |Vfe 249, f(v) =0},



52 CHAPITRE 2. ETUDE DES FORMES TRILINEAIRES ALTERNEES SUR C7 DEGENEREES

c’est-a-dire :

Démonstration. — (1) Voir (3) de la Remarque 2.2.2, avec dim(Sym?®V*) = 28
et dim(A*V*) = 35.

(2) Soient fi,...fs € V*. Considérons [w] = [f123] € SecM(Cr(3,V*)). Pour
tous x,y de V, on a :

froa(@, ) A fias(y, )
= [fi(@)foz — fo(x) fiz + fa(@) fro] A Lfi(W) fos — fo(y) frs + f3(y) fral,
= 0.

car chaque terme fait apparaitre deux fois un méme facteur. Donc, & fortiori,
Vr,y de V:

B, (r,y) = fias(m, ) A fi23(y, ) A fizs(,- ) =0.

Ainsi, par linéarité, ), est nulle pour tout élément w de la premiére variété
des sécantes Sec”) (Gr(3,V*)); i.e. w appartient au lieu exceptionnel Exc(®) de
I’application P.

Considérons maintenant [ws] = [f1.2.5+ fi5.6) dans Sec® (Gr(3, V*)). Pour tous
x,1y appartenant & V, on a :

B, (v,y) = [fi(2)fos — fa(x) frz + f3(x) fro + fa(w) f56 — f5(2) fae + f6(T) fas)]
AW fas = oY) frs + fs(W) fro + fa(y) fse — [5(y) fae + fo(y) fa5]
A fr23 + fis6),
=0
car, la encore, chaque terme fait apparaitre deux fois un méme facteur f; parmi
fi,--., fe- Ainsi, pour tous f; de V*,

si. w=fia3+ fase alors Q,=0.
Louvert U = {[fios + fisel | fi € V*} de Sec®(Gr(3,V*)) est donc inclus
dans le fermé Ezc(®). Comme Sec® (Gr(3,V*)) est irréductible, on a U =
Sec®(Gr(3,V*) € Exc(®). Tout élément de la deuxiéme variété des sécantes
Sec(Gr(3, V*)) appartient au lieu exceptionnel de Iapplication ®.

(3) Considérons trois sous-espaces vectoriels de V* de dimension 3 vérifiant les
deux conditions (i) et (ii) de la Définition 2.2.6. Cherchons tout d’abord une base
particuliére de V* dans laquelle peuvent s’exprimer les sous-espaces vectoriels ;.
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Soit une base (f,g) du plan Z? ou Z'2 = Wy N (W) & Wh) :
f=h+f € WieW,)NnWs,
g=g91+g9 € WidWy)NW;

ou fi,g; € W;. La famille (f;,¢g;) d’éléments de W; est libre car, dans le cas
contraire, une combinaison linéaire non nulle de f et de g serait égale a une
combinaison linéaire de f, et de go. Il y aurait alors un élément non nul dans
Wy N Ws. Ce qui contredirait la condition (ii) de la Définition 2.2.6.

Il en est de méme pour la famille (f3, g2). Nous pouvons ainsi renommer les

vecteurs :
or=fi=f—fo € Win(Wyd W)= 2Z%3
90229129—92 E Wlﬁ(WQEBW3):Z23
=fo=f—fi € Won (W, dW;3) =21
pa=g=9g—g € Wen (W, @Wg):213
et
Z273 = <9017 ()02>7
ZLS - <§03a 904>

Les deux familles (o1, ©2) et (¢3, @4) forment respectivement une base de Z22 et
Z13 et ces quatre vecteurs sont linéairement indépendants puisque W et W5 sont
en somme directe, par (i) de la Définition 2.2.6. Complétons ces deux familles en
des bases de W, et de W, :

Wi = (¢1, 02, ¢5) et Wa = (3, ¢4, Pe6)

ou (¢1,...,ps) est une famille libre d’aprés (i) de la Définition 2.2.6. Avec ces
notations, les deux vecteurs f = p1+p3 et g = pa+@4 de W3 étant indépendants,
nous avons :
W5 = (p1+ @3, 02 + ¢4, 2)

ou I’élément z de V* est tel que (¢4, ..., pq, 2) est une famille libre puisque Wj
n’est pas inclus dans Wy @ Wy d’aprés la condition (ii) de la Définition 2.2.6. En
notant z = ¢r, la famille (py, ..., p7) forme une base de V*. On peut finalement
écrire :

Wi = (p1,92,¢5),
W2 = <9037 P4, SOG>7
W5 = (p1+ 3,92 + @a, 07). (38)
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Il vient que :
7% = {p1,02),
AR (©3,04),
ZV2 = (p1+ @3, 02+ @a).

et
M = zZY24 718 4 728
— Zl2g 718 = 712 q 728 = 713 g 728,
= {Q1,--.,04). (39)

Le sous-espace vectoriel II est donc de dimension 4.

D’aprés la description de la base (¢1,...,¢7) de V* et les trois relations ins-
crites en (38), pour chaque forme trilinéaire alternée w définie par les trois sous-
espaces vectoriels W;, il existe trois complexes non nuls «, 3 et v tels que :

w = apias+ Bpsaet (014 03) A (@2 +@a) A pr. (40)

Notons (vy, ..., v;7) la base de V, duale de la base (¢, ..., p7) de V*, @, la forme
quadratique associée par ® & w et B, la forme bilinéaire associée a ().

(a) Comme II = (1, o, 03, p4), on a [I+ = (vs, v6, v7). Montrons que IT+
est inclus dans le noyau de la forme bilinéaire B,. D’aprés (40), pour tout
reV,ona:

w(T,- ) = a(pi(z)p2s — @2(T)p15 + ©5(T)p12)

+8 (p3(2)pa6 — pa(2) 3,6 + po()P3.4)

+7 [(p1 + @3) (@) (@2 + 1) A7 — (02 + a) (2) (1 + 3) A7

+o7(2) (01 + 3) A (02 + @a)].
(41)

Considérons y = vs. Par définition, on a p;(vs) = 0 pour tout ¢ # 5. Donc,
d’aprés (41), w(vs, -, -) = a1 2. Ainsi,

w(vs, ) Aw(s, ) = aBpiasa6 + ay Y1347
Le terme ¢ 2 3 4 apparait dans les deux facteurs de la somme précédente, donc,
vu que chacun des termes de w(z,-,-) fait apparaitre au moins une fois un

facteur ¢; parmi {1, ..., 4} et que, pour chaque i € {1,...,4}, 1234Np; =
0,on a:

VeV, w, ) Aw(s, ) Aw(, ) = 0,
soit  Vaze, B,(z,v5) = 0.
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Il en va de méme pour y = vg :
VaxeV, B,(x,v)=0.
En ce qui concerne y = v7, on a :

w(vr, ) = 7(e1+p3) A(p2+ a),
=7 (P12 + P14 — P23+ P34),
et w(vr, ) Aw(, ) = a(Bviasas +7Pr2847 +7 014327 =V P23147
+opsanos+ Y P341.27),
= apiaza N (aps + ).
Comme précédemment, le terme ;234 apparait dans les deux facteurs de
w(v7,+,+). On a donc aussi :

VzeV, B,(r,v7)=0.
D’ou finalement :
VeeV, Vyelt, B,(zy)=0.

Ainsi, IT* est contenu dans le noyau de la forme quadratique Q...

Nous allons établir que IT* est égal au noyau de @, mais pour cela nous né-
cessitons une description plus poussée de cette forme quadratique, notamment
le point (3b).

(b) Intéressons-nous & B, sur chaque (Z%9)". Btudions Z23 = (¢y, ©5) par
exemple. On a (Z2%)" = (vs, v4, vs, vg, v7). Comme Z23 est inclus dans II,
I+ = (vs, v6, v7) est inclus dans (Z%%)", nous avons notamment :

Ve (2% Vie (56,7}, By(v,z)=0.
Il reste a calculer B, (x,y) pour z,y € {vs,v4}.
w(vs, -, ") = a6+ (P2 +w1) Npr = a6+ P27+ Qar,
WV, ) = —p36 — (1 +@3) N1 = —@36+ Y17 — Par.
Donc
w(vs, ) Aw(vs, -, -) = (Yae+ P27+ @ar) A (Pae+ P27+ Par),
Pa6.2,7+ P2746 = 202467,
et B,(v3,v3) = 2¢pa467 A [0125+ P346
(01 + 03) A (@2 + @) A @],
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D’autre part,

w(vs, -, ) Aw(vg, -, ) = (Pas+ Y27+ 0ar) N (=36 + 017 — ©37),
= —©46,1,7 — P4,6,3,7 — $2,7.3,6 — $4,7,3,65
= —P146,7 — ¥2,3,6,75

et B,(vs,v4) = (—p1467 — P2367) N [P125 + ©346
(01 4+ @3) A (92 + 1) A 1],
= 0.
Enfin,
w(vg, -, ) Aw(vg, ) = (=36 + 17— @37) N (=36 + 017 — ©3.7),
= 201367
et Bo(vg,v4) = 201367 N [P125 + @346
+(01 4 @3) A (02 + @4) A 7],
= 0.
On a donc bien
Va,ye (22", B,(ry) = O,
SOlt Bw‘(ZQ,S)J‘ - 0

11 en est exactement de méme sur (Z2)" et (Z13)".

Montrons que (), est caractérisée, a un scalaire prés, par le fait d’étre non
identiquement nulle, le fait que I C ker Q,, et par la condition (3b) du Théoréme
2.2.9.

Le sous-espace It = (vs,v5,v7) étant inclus dans le noyau de @, d’aprés
(3a), il reste a étudier @, sur le sous-espace vectoriel W := (vy, ..., v4). Comme
Qu(ziay+ = 0 et que (Z23Y AW = (vs,v4) et (Z3)"NW = (vy, vy), Pexpression
matricielle de la restriction By, de B, & W muni de la base (vi,...,v4) est de

la forme :
0 =*

Par ailleurs, (Z'2)" N W = (v; — v3,vs — vy). D’apreés (3b),

Qw(U1 - U3) = Bw<U17 U1) - QBW(UM Us) + Bw(U:a, Us) =0.
Or, Q. (v1) = Q,(v3) = 0 d’aprés (42), donc B,a(vy,v3) = 0. De méme, Q,(vs —
vy) = 0 implique B,,(vq, v4) = 0. De plus,

Qu(vy —v3 +vy—1y) = 0,
donc  —2B,(vi,v4) — 2B, (ve,v3) = 0,
donc B,(v1,v4) = —By(vg,v3).
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Ainsi, 'expression de la matrice de B, dans la base (vy, ..., v4) est la suivante :
0 0 0 A
0 0 =X 0
Baw =19 X 0 o
-2 0 0 O

pour un certain A\ € C*.

D’ou finalement :

000 0 1000
00 -10000
01 0 0000

Q.J=|-10 0 0000
000 0 0000
000 0 0000
000 0 0000

Cette matrice étant indépendante des coefficients «, 3 et ~, tout le plan {[w] =

[ @195+ B@saet+y(01+9ws) A(pa+ps) Apr | o, 8,7 € C*} est bien contracté
par ® en un seul point de P(Sym?V*), noté [Qa3] :

Vw=apias+Besas+7(01+3) A (02 + 1) Apr, [Qu] = [Q123].

D’apreés I'expression matricielle précédente, Q123 est de rang 4 et son lieu singu-
lier, i.e. son noyau, est ker Q123 = II*. Elle contient trois sous-espaces vectoriels
particuliers : les trois sous-espaces (Z%)+; c’est-a-dire

(Q123)(zi5)r =0, V1, j deux a deux distincts.

Les deux conditions (3a) et (3b) du Théoréme 2.2.9 définissent bien (123 &4 un
scalaire pres.
U

Remarque 2.2.10. — Considérons [w] en position générale, définie par trois
3-plans W; et notons Z" = (W; & W;) N Wy. Alors, les restrictions a Z'?
des deux projections canoniques de ’espace W7 @& Wy sur Wy et sur W7y, notées
respectivement « et (3 :

a: 72— W,

B:z2%2 — W
sont des isomorphismes de Z? dans Z13 pour a (respectivement de Z'? dans
Z%3 pour ). De plus, si I'on note v la restriction & Z?3 de la projection canonique
de Wy ® W3 sur Wy, ona:a=—vyo/f.
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Ainsi, les trois espaces Z%/ sont canoniquement isomorphes.

Démonstration. — En conservant les notations de la démonstrations du théo-
réme 2.2.9, a(p1 + ¢3) = @3 et a(ps + p4) = @4 donc a(Z1?) = Z13. De méme,
Bo1+p3) = @1 et B+ @4) = @y done B(Z12) = Z*3. Ainsi, a et (3 sont bien
des isomorphismes. Par ailleurs, yo 5(¢1+¢3) = v(p3) = Y[(p1+p3) —p1] = —p1
et 7o B(p2 + 1) = v(p2) = V[(¢2 + 1) — 4] = —ps. Donc yo 3 = —a. O

Remarque 2.2.11. — Soit [w] en position générale, avec les notations Wy, Wy,
Wi, Z%7 et TI du Théoréme 2.2.9. Nous avons vu que les deux conditions (3a) et
(3b) définissaient [Q,] = [@123].

Plus géométriquement, [Q1o3] € P(Sym*V*) est caractérisée par son lieu sin-
gulier : TI*, par le fait que sa restriction a [Q193] € P(Sym?(V/II+)*) contient les

trois droites projectives P <(Zi’j)L/Hl> C P(V/II*) ne s’intersectant pas deux

a deux (c’est-a-dire que la restriction de Q3 & V/II+ est nulle) et par le fait
qu’elle n’est pas identiquement nulle.

Démonstration. — En conservant les notations de la démonstrations du théo-
réme 2.2.9, nous avons :

(Zl’zl’)i/ﬂL = (v1,09),
(ZQ’?’)l/HL = (vs, ),
(Z82)7 /T = {(v) — v3,v9 — v4).

Donc les trois droites projectives P ((Zivj)l/HL) ne s’intersectent pas deux a

deux. Or, il n’existe qu’une seule telle quadrique dans P3, d’aprés le lemme sui-
vant :

Lemme 2.2.12. — Il nexiste qu’une seule quadrique non nulle dans P conte-
nant trois droites projectives ne s’intersectant pas deuzr a deuzx. De plus, cette
quadrique est lisse.

Démonstration. — Parmi les quadriques non nulles de P3, seules celles de rang 4
peuvent contenir trois droites projectives qui ne s’intersectent pas deux a deux.
En effet, les quadriques non nulles de P? peuvent étre classées par leur rang :
1,2,3 ou 4.
Considérons la quadrique @; de rang 1 d’équation 22 = 0. Toute droite pro-
jective contenue dans ()1 correspond a un plan vectoriel d’équation

x 0,
by +cz+dt = 0.
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Deux droites projectives contenues dans ()1, ne s’intersectant pas, correspondent
donc a deux hyperplans vectoriels de C* dont 'intersection contient une droite
vectorielle. Ainsi, la quadrique @ ne peut contenir deux droites projectives (et
a fortiori trois droites projectives) ne s’intersectant pas.

Considérons la quadrique )2 de rang 2 d’équation xy = 0. Toute droite pro-
jective contenue dans (o correspond a un plan vectoriel d’équation

T 7 Gu bien Y 0
by +cz+dt = 0. ar +cz+dt = 0.

Si ’on considére trois droites projectives contenues dans (), deux d’entre elles
sont forcément simultanément du premier type ou bien du second type. Comme
précédemment, ces deux droites ne peuvent étre d’intersection non réduite a {0}.

Enfin, considérons la quadrique Q3 de rang 3 d’équation zy+ 2> = 0. Etudions
I’équation d’un plan vectoriel correspondant & une droite projective D contenue
dans la quadrique )3. Soit

ar +by+cz+dt = 0,
dr+by+dz+dt = 0.
Le fait que D soit contenue dans (3 impose la nullité des coefficients d et d’. En
effet, si ces deux coefficients étaient non nuls, quitte & faire un changement de
variables, ’équation vectorielle de D serait de la forme :

t = =,
t = y.

Or cette droite projective n’ai pas contenue dans (J3. De méme, si un seul de ces
deux coefficients était nul, quitte a faire un changement de variables, I’équation
vectorielle de D serait de la forme :

t = =, . t = =z, z = 0,
{0 _— O“blen{o = . @{ t = 0.
Cette droite projective n’ai pas non plus contenue dans ().

Alinsi, les équations vectorielles d’'une droite projective contenue dans ()3 ne
font intervenir que les coordonnées x,y et z. Tous les points de coordonnées
(0,0,0,t), ou t varie dans C, appartiennent donc & une telle droite. Ainsi, ()3 ne
peut contenir deux ni trois droites projectives ne s’intersectant pas deux a deux.

Comme toute quadrique de P? de rang 1,2 ou 3 peut se ramener a une des
quadriques ; étudiées, via un changement de coordonnées, il vient que, parmi

les quadriques non nulles de P3, seules celles de rang 4 peuvent contenir trois
droites projectives qui ne s’intersectent pas deux a deux.
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Soient D;, Dy et Ds trois droites projectives de P2 ne s’intersectant pas deux
a deux. Considérons I’application suivante :

frHY(P?,0Q2)) — &L H(Di,0(2))
Q — [reSDl (Q)’ I'eSp, (Q)> IeSp, (Q)]

ou resp,(Q) est la restriction de @ a la droite D;. Comme les deux dimensions
dim(H°(P%,0(2))) et dim(®3_, H(D;,0(2))) sont respectivement égales a 10 et
a9, le noyau K := ker(f) est de dimension au moins égale a 1. Si la dimension de
K était supérieure ou égale a 2, alors K N{det = 0} # {0} serait au moins de di-
mension 1. Mais alors on aurait une forme quadratique singuliére qui s’annulerait
sur les trois droites; ce qui est impossible d’aprés la remarque initiale. Ainsi, le
noyau de f est de dimension 1 : il n’existe donc bien qu’une seule quadrique dans
IP3 contenant trois droites projectives ne s’intersectant pas deux a deux. De plus,
d’aprés ce qui précede, cette quadrique est de rang 4, donc lisse et irréductible.

Pour simplifier I'écriture, on notera Gr(3,7) a la place de Gr(3, V*).

Corollaire 2.2.13 (du Théoréme 2.2.9). — Chaque élément [w] de la troi-
sieme variété des sécantes Sec® (Gr(3,7)) est dégénéré, c’est-a-dire si [w] appar-
tient & Sec® (Gr(3,7)) alors le déterminant de la forme quadratique associée Q,,
est nul.

Démonstration. — Soit PG 'ouvert de Sec® (Gr(3,7)) constitué des éléments
en position générale, c’est-a-dire vérifiant la condition de la Définition 2.2.6.
D’aprés (3a) du Théoréeme 2.2.9, pour tout [w] € PG, le rang de la forme qua-
dratique @, est 4. L’ouvert PG est donc inclus dans I'ensemble F' := {[w] €
Sec® (Gr(3,7)) | rang(Q.,) < 4} qui est un fermé de Sec® (Gr(3,7)) car Pap-
plication rang o ® qui & w € A3V* associe le rang de (), est semi-continue
inférieurement. Ainsi, 'adhérence PG de PG dans Sec®(Gr(3,7)) est incluse
dans F. Or, PG = Sec® (Gr(3,7)) par irréductibilité de Sec®(Gr(3,7)) d’ou

V [w] € Sec® (Gr(3,7)), [w] est dégénére.
U

Pour étudier I'ensemble des [w] de P(A3V*) dégénérés, nous allons décrire
I’équation, notée D, de la composée de I'application ® et du déterminant det(P)
pour w € A3V*. Notons

A = {w] € P(A*V*) | det(Q,,) = 0}.
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Comme le déterminant sur les matrices d’ordre 7 est de degré 7 et que ’applica-
tion @ est de degré 3 (voir (3) de la Remarque 2.2.2), D est de degré 21. D’aprés
le Corollaire 2.2.13, Sec®(Gr(3,7)) est incluse dans A. En 1931, J.A. SCHOU-
TEN [Sch31| a étudié Gr(3,7) et A. LAscoux [Las81| a décrit Sec® (Gr(3,7))
comme étant une hypersurface de P(A3V*) de degré 7.

Théoréeme 2.2.14. — L’ensemble A = {[w] € P(A*V*) | det(Q,) = 0} et la
troisieme variété des sécantes Sec® (Gr(3,7)) de Gr(3,7) coincident. En notant
D Déquation de A et P; celle de Sec® (Gr(3,7)), il vient :

D = \P?,

ot Py est un polyndome homogéne de degré 7 et A € C*.

Démonstration. — D’aprés la démonstration du Corollaire 2.2.13, P, divise D
avec une multiplicité supérieure ou égale a 3. En effet, pour tout [w] appartenant
a Sec® (Gr(3,7)), le rang de Q,, est inférieur ou égal a 4 ; tous les mineurs d’ordre
5 et 6 sont donc nuls. Or, pour une matrice M = (M, ..., Mz) ou M; représente
la i-éme colonne de de M, la différentielle de I'application déterminant en M
calculée en H = (Hy,..., H7) est

7
d(Ml,...,M7)(H1a .. .,H7) = Zdet(Ml, ey Mi—laHia MZ’+1, ey M7)
i=1

Si tous les mineurs d’ordre 6 de M sont nuls, la différentielle de I'application
déterminant en M est identiquement nulle et si de plus tous les mineurs d’ordre
5 de M sont nuls, les dérivées partielles d’ordre 2 de I'application déterminant
en M le sont aussi. Ainsi, D = QF7, ol n est un entier supérieur ou égal a 3 et
Q € C[X]. Or, le degré de P; est 7 d’aprés [Las81|. Ainsi la seule possibilité est
n =3 et Q € C*, soit
D = \P2,

ou A € C*.

Les éléments de Sec® (Gr(3,7)) correspondent bien aux formes trilinéaires dé-
générées, c’est-a-dire aux formes trilinéaires w telles que la forme quadratique
Q. associée par ® a w est de déterminant nul. O

L’hypersurface Sec® (Gr(3,7)) a été abordée dans I'article [AOP09] par une
description du cube de P; avec det(¥,) = 2P2, on ¥, : A’C" — ASC” est
I'opérateur de multiplication par w € A3C” fixée.

Par ailleurs, dans I'article de [SKT77], il est établi que le degré du polynome
invariant relatif de A®V (voir preuve du Lemme 2.2.15) est égal & 7 et que les équa-
tions des hypersurfaces irréductibles du lieu singulier de A*V* sont des multiples
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de ce polynome homogéne, & une constante prés. Cependant, le lieu des zéros de
cet invariant relatif n’y est pas identifié. Nous allons voir dans le lemme suivant
que Pinvariant relatif n’est autre que le polynome P; décrivant Sec'®(Gr(3,7))
(A une constante prés).

Lemme 2.2.15. — Soit laction canonique de G Ly sur A3V*. Il n’existe qu’une
seule orbite dense sous l'action de GL;. Pour w € A3V*, les deux conditions
sutvantes sont équivalentes :

(1) le point [w] de P(A®V) appartient i Sec® (Gr(3,V*)),
(2) lorbite Obgr,(w) ={g-w | g € GL7} nest pas dense dans A>V*.

Démonstration. — Notons p la représentation canonique sur A3V*. D’aprés la
Proposition 8 au §5 de [SK77], le triplet (G Lz, p, A*V*) est un espace vectoriel
préhomogéne régulier possédant un invariant relatif f. Ainsi, il existe w, € A3V*
telle que son orbite sous G L7 soit dense (donc ouverte). Comme 'espace vectoriel
A3V* est irréductible et que deux orbites denses sont ouvertes, deux orbites denses
s’'intersectent et sont donc égales : il n’y a donc bien qu’une seule orbite dense
sous l'action de G L.

Par ailleurs, le fermé de Zariski de A3V*, noté S et appelé lieu singulier, dé-
fini comme étant le complémentaire de cette orbite ouverte, est de codimension
1 et irréductible (voir [SK77]). Cette hypersurface est le lieu d’annulation de
I'invariant relatif f qui est un polyndme homogéne irréductible de degré 7.

Soit w un élément de A3V* tel que [w] appartienne a Sec®(Gr(3,V*)). Son
orbite est incluse dans I’hypersurface de A3V* correspondant a Sec(?’)(Gr(?), V),
puisque si g € GL7 et w = w1 +wa+ws, alors g-w = g-w1+g-watg-wset [g-w] €
Sec®(Gr(3,V*)). Comme cette orbite est incluse dans un fermé propre, elle ne
peut étre dense et donc w appartient au lieu singulier S de A3V*. L’hypersurface
{we A*V* | [w] € Sec®(Gr(3,V*))} est donc incluse dans S. Par la proposition
12 de §4 de [SKT77], le polynome P; est, & une constante prés, un multiple de f,
ol P; est le polynome irréductible décrivant Sec® (Gr(3, V*)). Comme ces deux
polynomes ont méme degré, il sont (& une constante multiplicative prés) égaux.
D’ou :

P(S) = Sec® (Gr(3, V*)).
O

Corollaire 2.2.16. — Pour w appartenant o AN3V*, les trois propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(1) la forme trilinéaire w est non-dégénérée, c’est-a-dire det Q,, # 0,

(2) Lorbite de w sous l'action de GLy est dense dans A*V*,
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(3) le point [w] de P(A*V*) n’appartient pas & Sec'™ (CGr(3, V*)).

Corollaire 2.2.17. — Considérons deux formes trilinéaires alternées wy et ws,
non-dégénérées de N3V*. Leurs stabilisateurs sous 'action de S Ly : Stab(w;)NS Ly
sont alors conjugués®.

Le groupe de Lie Gy peut donc étre défini, & conjugaison preés®, comme le
stabilisateur sous 'action de SLy, de n’importe quelle forme trilinéaire alternée
non-dégénérée de AN3V*.

Démonstration. — Soient w; et wo deux éléments de A3V* non-dégénérés. Les
orbites Obgy,,(w1) et Obgr.(ws) sont denses donc égales d’apres le Lemme 2.2.15.
Il existe donc go € SL7 tel que g - w; = wy. Notons St; = Stab(wy) N SL; et
Sty = Stab(wy) NS L7 les stabilisateurs sous S L7 de wy et de wy. Alors, pour tout
g € Sti, comme g -w; = wy, On a goggy ' - Wy = wy done goStigy "t C Sty. L'autre
inclusion s’obtient de la méme maniére, d’ou

goStigy ' = Sta.

D’aprés le Théoréme 1.2.10, le groupe de Lie G5 est le stabilisateur sous SL; de
la forme trilinéaire alternée non-dégénérée wy. Il peut étre défini, a conjugaison
prés, par n’importe quelle autre forme trilinéaire alternée non-dégénérée. O

Corollaire 2.2.18. — Le quotient SL;/Gy est isomorphe a l'orbite, sous ’ac-
tion de SLz7, de n’importe quelle forme trilinéaire alternée non-dégénérée, donc
est isomorphe a louvert dense de A3V* :

V w € A*V* non-dégénérée, SL7/Gy ~ Obsy,(w).

Démonstration. — D’aprés le corollaire précédent, le groupe G4 est isomorphe
au stabilisateur Stabgy.(w) pour n’'importe quelle forme trilinéaire alternée non-
dégénérée. Ainsi, pour tout w de A3V* non-dégénérée,

SL7/G2 ~ SL7/StabSL7(w) ~ ObSL7(w).
U

Remarque 2.2.19. — Le fait que les stabilisateurs de deux formes trilinéaires
alternées non-dégénérées de A3V* soient conjugués est indiqué dans [SK77], (8)§5
Proposition 8 ou (GL7, A3V) apparait comme une espace préhomogéne.

La proposition 22.12 de [FH91| énonce que le groupe Gy peut étre défini a
partir de n’importe quelle forme trilinéaire alternée générale.

(Q)par un élément de SL~.
®)par un élément de G L.






CHAPITRE 3

ETUDE DES G.,-FIBRES PRINCIPAUX ET DE LA
NOTION DE (SEMI)-STABILTE

Suite aux définitions du groupe de Lie exceptionnel simple G5 énoncées précé-
demment, nous consacrons ce nouveau chapitre a I’étude des Go-fibrés principaux
et a ’espace de modules de G>-fibrés principaux semistables. Nous commencons
par rappeler la définition de la notion de G-fibré principal sur une courbe pro-
jective connexe lisse ot G est un groupe algébrique, de la notion de réduction
et d’extension de groupe de structure ainsi que les notion de semistabilité et de
stabilité pour un G-fibré-principal. Un étude des GGo-fibrés principaux est menée
en fonction des réductions aux sous-groupes SLs et SO, que peuvent admettre
les G-fibrés principaux. De plus, I'espace de modules M (Gy) constitué des G-
fibrés principaux semistable est analysé, avec une description explicite de son
lieu singulier.

3.1. Définitions générales relatives aux G-fibrés principaux

Notation 1. — Dans ce qui suit, G et H désignent des groupes algébriques
connexes réductifs sur C et X une variété projective, connexe, lisse.

Définition 3.1.1. — Un G-fibré principal de groupe de structure GG au-dessus
de la base X est la donnée d’une variété E et d'un morphisme 7 : £ — X tels
que la variété E soit munie d’une G-action a droite libre et transitive sur chaque
fibre et que 7 soit G-équivariant (X étant munie de 'action triviale). De plus,
on impose que 7 soit localement trivial pour la topologie étale de X, c’est-a-
dire qu'il existe {U,}, un recouvrement étale de X et des isomorphismes de
trivialisations @, : 71 (Uy) = Uy X G tels que pry o Py = mjr-1(y,), est-a dire
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que le diagramme suivant commute :

7T_1<ua)

Do

U, x G

et ou ¢, commute avec l'action de G, soit si ®,(e) = (2, h) avec 7(e) = x alors,
pour tout g € G, ®,(e- g) = (z, hg).

Sim: E — X est un G-fibré principal, alors w(e- g) = m(e) - g pour tout g € G
et tout e € F et chaque fibre E, = 7~ !(x) pour z appartenant a X est stable
sous l'action de G. De plus, pour tout e, e, appartenant a une méme fibre, il
existe un et un seul élément g de G tel que e; - ¢ = ey. Pour chaque fibre, via le
choix d’un élément dedans, le groupe G est alors isomorphe a cette fibre.

Pour tout x appartenant a U, NUg, on a

®50 @, (2,9) = (z, ¥pa(2,9))

avec Ygq(z,-) : G — G. De plus, U, vérifie : Wg,(z, gh) = Vs, (z, g)h pour tous
g,h de G. En prenant g = 1 le neutre du groupe G, on obtient Wg,(z,h) =
Va2, 1g)h pour tout h € G; on peut donc considérer que le morphisme g,
n’est autre que la multiplication a gauche par I'élément Vg, (x, 1¢). On simplifie
les notations en écrivant g — Wg,(x)g cette multiplication. Comme pour les
fibrés vectoriels, on est amené a définir les fonctions de transition d’un G-fibré
principal :
Wge : Uy NUg — G

Ces fonctions de transitions vérifient en particuliers les relations de cocycles.

Par la suite, on désignera un G-fibré principal par (F,7) ou par 7 : £ — X
ou bien tout simplement par E lorsque le contexte est clair. Par ailleurs, on est,
parfois amené a préciser le groupe de structure comme ceci : Fg pour un G-fibré
principal.

Définition 3.1.2. — Soient 7 : E — X et 7 : F — X deux G-fibrés princi-
paux. Un morphisme de G-fibrés principaux entre F et F' est un morphisme
¢ ' — F qui commute avec 'action de G sur F et sur F :

VecE, VgeG, yle-g)=¢p(e)-g.

Lorsque les bases X et X sont identiques et que © o ¢ = m, ¢ est appelé
isomorphisme de G-fibrés principaux. Si, de plus, £ = I, ¢ est appelé auto-
morphisme de G-fibré principal.
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Pour E un G-fibré principal, on note Autg(E) ou Aut(F) le groupe formé des
automorphismes de F.

Définition 3.1.3. — Soit m : E — X un G-fibré principal et Y une variété
quasi-projective munie d’une G-action a gauche. On appelle fibré associé a Y

e
le fibré 7: E(Y) — X avec E(Y) = E X Y := (F xY)/G ou l'action de G sur

E XY est la suivante :

1

g-(e,y)=1(e 9,9 -y)

et T = E(Y) — X associe a (e,y) I’élément m(e).
Soit E est un G-fibré principal. Chaque fibre de E(Y) est isomorphe & Y.
Lorsque Y est égal a G, muni de ’action de conjugaison, le fibré associé est
appelé fibré adjoint Ad(F) :

Ad(E) = E % G.

Lorsque Y est un espace vectoriel V' muni d’une représentation de GG, ¢’est-a-
dire d’'un homomorphisme p : G — GL(V'), on définit le fibré associ¢ a E : E(V).
Chaque fibre de E(V) étant isomorphe a V', E(V) est bien un fibré vectoriel de
rang égal a la dimension de V' : les fonctions de transitions de E(V') sont les
fonctions de transition {Wg,} du fibré principal E. Il est a noter en particulier
que g, (x) appart