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SOMMAIRE

Le theme de cette these est 'estimation non-paramétrique, en particulier I’étude des
performances théoriques de 'estimation de fonctions de régression, une partie importante
d’un des domaines mathématiques connue sous le nom de statistiqgue mathématique.

Une partie de cette these est rédigée en anglais, car ce sont des preprints ou des articles
soumis. Les chapitres 1 et 2 sont quant a eux rédigés en francais. C’est pourquoi nous avons
fait précéder chaque chapitre d'un court résumé en francgais.

Ce manuscrit est organisé comme suit :

— Le chapitre 1 est une introduction aux modeles de régression, aux criteres de perfor-
mance en vigueur et aux méthodes adaptatives avec sélection de fenétres.

— Dans le chapitre 2, le lecteur peut trouver les principaux résultats de cette these pour
deux nouveaux types d’estimateurs. Notons qu'un lecteur non-spécialiste du domaine
aura recours au chapitre 1 pour sa compréhension.

Nous proposons aussi quelques perspectives a ce travail. Notamment, une liste d’une
quinzaine de probléemes ouverts est donnée a la fin de ce chapitre.

— Les chapitres 3 et 4 traitent de I’estimation bayésienne.

— Le chapitre 5 introduit I'estimateur de Huber et quelques résultats sur ses perfor-
mances.

Les résultats théoriques sont accompagnés d’expériences numériques. En particulier, on
pourra comparer les estimateurs bayésien et de Huber avec les estimateurs linéaires.

Les chapitres 3 a 5 peuvent étre lus indépendamment des autres (ce qui est a l'origine de
quelques répétitions). Il reste néanmoins quelques liens (limités aux outils probabilistes et
a des résultats techniques communs). Nous avons fait tout notre possible pour uniformiser
nos notations, que nous définissons avant le chapitre 3 et qui sont redéfinies ensuite pour
chaque chapitre.

La version électronique de cette these (a télécharger sur la page web de 'auteur :
http ://www.latp.univ-mrs.fr/~chichign/doku.php ?id=acceuil) comprend des liens hyper-
ref qui permettent de se retrouver au chapitre, a la section, a la formule ou a la citation
en un simple clic sur la référence. Nous incitons le lecteur a 1'utiliser pour une recherche
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bibliographique ou un résultat technique, bien que la version papier reste la plus agréable a
lire.
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Chapitre 1

Régression Non-Paramétrique

Nous présentons, dans ce chapitre introductif, les modeles de régression non-paramétriques
que nous étudions. Nous introduirons ’approche localement paramétrique, le risque mini-
max et la notion d’adaptation. Les estimateurs, utilisés dans cette these, sont présentés
dans la section 1.3. Une partie importante de I'introduction est consacrée a une présentation
détaillée de la méthode dite de Lepski (voir Section 1.5.2).

1.1 Objet de la These

Dans cette these, nous étudions un domaine de la statistique mathématique : [’estima-
tion non-paramétrique. Ceci consiste a estimer des fonctions (objets de dimensions infinies)
a partir d’observations “bruitées”. Ce genre d’approche s’est considérablement développé
ces dernieres années dans le monde scientifique. L’imagerie (médicale ou astronomique),
Iétude du génome (puces a ADN en grande dimension) ou encore les problemes inverses
(physique des matériaux, tomographie en imagerie médicale, etc.) ont recours a I’estimation
non-paramétrique. Les statistiques ont un attrait particulier du fait qu’elles utilisent des
théories mathématiques pour modéliser des problemes réels. En particulier, I'introduction,
de la notion d’aléa (en anglais : random) dans les observations, permet au statisticien de
construire des méthodes d’estimation “fiables” en théorie.

La modélisation de probleme se fait de la maniere suivante. On dispose d’'un nombre n
de données, notées Y = (Y1,Ys, ..., Y;,) € R", issues d'une expérience réelle. On modélise les
observations en utilisant deux théories mathématiques, ’analyse fonctionnelle et les proba-
bilités. On peut décomposer les observations Y de la fagon suivante :

Y; = f(X;) + “bruit”, i=1,...,n, X;€R?

que l'on appele modéle additif, out f est une fonction “réguliere” & d variables de R? —
R. Nous supposerons pour toute cette these que la fonction f est dans un certain espace
fonctionnel noté F3 de dimension infinie ol 3 est un parametre de régularité.
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On suppose également que nos observations sont dégradées par un aléa inconnu que
nous modélisons par une variable aléatoire comme nous le voyons souvent en statistique
(voir Section 1.2).

A partir de ce modele mathématique, on veut résoudre le probleme suivant : Estimer ou
reconstruire la fonction f & partir des observations (Y1, Ys, ..., ¥;,). Pour cela nous développons
des outils mathématiques adéquats. Dans les modeles additifs, comme le modele gaussien, des
méthodes d’estimation ont été largement développées depuis un demi-siecle et sont devenus
un outil courant de l'estimation non-paramétrique : estimateurs a noyau (voir Rosenblatt
[1956], Parzen [1962], Nadaraya [1964], Watson [1964] et Borovkov [1987]) ou plus récemment
la décomposition en bases d’ondelettes (Donoho, Johnstone, Kerkyacharian, et Picard [1995]
et Hardle, Kerkyacharian, Picard, et Tsybakov [1998]).

I1 est bien connu que les estimateurs linéaires (par rapport aux observations, voir Définition
4) ne sont pas robustes (non-sensibles aux valeurs extrémes, en anglais outliers). Par exem-
ple, si le bruit est une variable aléatoire de Cauchy (sans moment d’ordre 1), ces estimateurs
sont inefficaces (Voir Exemple 1.1).

Si les observations admettent un moment d’ordre deux (EY? < o0), on sait, d’apres
le théoreme central limite, que la moyenne empirique converge (en probabilité) vers son
espérance a la vitesse 1/y/n. Ainsi, les estimateurs linéaires ne feront jamais mieux que cette
vitesse. Ce qui implique que les estimateurs linéaires ne sont pas optimaux pour certains
modeles (voir Exemple 1.1 et Section 1.2).

L’utilisation du phénomene de Stein [1981] repose sur le fait que le bruit est gaussien. En
effet, Stein [1981] met au évidence la contraction de Stein dans le modele de suites gaussi-
ennes qui n’est valable seulement si le bruit est gaussien ou sous-gaussien. Bien que l'esti-
mateur de James/Stein soit "meilleur” que la moyenne empirique, ces proprietés théoriques
sont valables seulement dans le cas Gaussien.

L’adaptation, en estimation non-paramétrique, est aussi tres ”gourmande” en bruit
gaussien, notamment pour 'obtention d’inégalités exponentielles de concentration. Par ex-
emple pour 'estimateur a noyau, ceci est nécessaire (voir Section 1.5).

Exemple 1. Dans le cas paramétrique, on peut trouver des modeles dans lesquels les
estimateurs linéaires ne sont pas optimaux. Par exemple, si les observations suivent une loi
uniforme continue sur Uintervalle [0, 0], Y; ~ Ujgg), @ = 1,...,n, alors la moyenne empirique
notée Y permet d’estimer § > 0 avec la vitesse 1/y/n,
= n~1/2 1oy 2
2Y —— 6, en probabilité.
n—oo

On peut construire un estimateur plus rapide dans ce modele,
-1

maxY; —— 6, en probabilité,
3 n—ro0

un estimateur non-linéaire qui atteint la vitesse 1/n. Nous étudions certains modeles avec
cette particularité dans le cas non-paramétrique et nous développons un estimateur bayésien
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non-linéaire. Celui-ci nous permet d’atteindre les vitesses de convergence optimales (Voir
Définition de I'optimalité, Section 1.4).

Exemple 2. On regarde maintenant le modele de Cauchy, pour lequel, beaucoup d’estima-
teurs ont échoué, notamment les estimateurs linéaires. On prend les variables Y; = 0+C;, i =
1, ...,n avec C; une variable de Cauchy (Définition 1.2.4). Il est facile de voir que la moyenne
empirique Y n’est pas convergente. Dans ce cas, on utilise la médiane empirique Med(Y) et
sa normalité asymptotique (voir par exemple Brown, Cai, et Zhou [2008]). Ainsi, la médiane
empirique converge vers 6 a la vitesse 1/y/n,

n—1/2 a1

Med(Y) —— 6, en probabilité.

n—oo
Pour le cas non-paramétrique, nous proposons un estimateur fondé sur cette idée que nous
appelons estimateur de Huber.

Nous venons de présenter deux exemples ou les estimateurs linéaires ne sont pas efficaces
(voir inutilisables). Ces remarques motivent le travail de cette these avec I'introduction de
nouveaux estimateurs non-linéaires.

Dans cette these, nous développons de nouveaux estimateurs localement paramétriques
capables (sous certaines conditions) de s’adapter aux différents bruits (gaussien, Cauchy,
etc.) et a la forme du modele (additif ou multiplicatif). Ainsi, nous présentons deux types
d’estimateurs : estimateur bayésien et estimateur de Huber. Nous montrons que pour différents
modeles de régression, ces estimateurs sont optimaux au sens minimaxz (Définition 8) sur les
espaces de Hélder isotropes (Définition 1).

La notion d’adaptation, introduite depuis une vingtaine d’années, est un point incon-
tournable en estimation non-paramétrique (Stone [1982] et Efromovich et Pinsker [1984]).
Nous proposons plusieurs procédures adaptatives reposant sur la méthode dite de Lepski
pour le choix de la fenétre. Ces procédures permettent aux estimateurs considérés d’attein-
dre des vitesses de convergences adaptatives optimales en un certain sens (voir Section 4.3).
L’utilisation de la méthode dite de Lepski est fréquente dans cette these. De ce fait, nous
présentons dans ce chapitre, I'idée de la méthode ainsi que les conditions suffisantes a la
mise en oeuvre de la procédure.

L’intérét de l'estimation dépasse largement le cadre pratique et algorithmique. Il y a
un vrai intérét a développer des procédures qui sont optimales en théorie et de pouvoir les
utiliser dans différents domaines d’applications. Ainsi, les performances théoriques de nos
estimateurs adaptatifs reposent sur le controle des grandes déviations. Ce controle peut étre
obtenu par des inégalités de type inégalités de concentration pour les processus empiriques
qui ont été tres développées, entre autres par Talagrand [1995,1996a,1996b], Ledoux [1997],
Birgé et Massart [1998],

Massart [2000, 2007], Bousquet [2002], Boucheron, Bousquet, et Lugosi [2004], Golubev et
Spokoiny [2009] et Goldenshluger et Lepski [2009b], du fait de leur nécessité.
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1.2 Modeles de Régression et Espaces Fonctionnels

Dans cette section, nous présentons les espaces fonctionnels utilisés (espaces de Holder),
ainsi que les différents modeles de régression étudiés dans cette these. Dans un premier
temps, nous parlerons du modele de régression générale , et différents exemples de celui-ci,
comme la régression additive avec densité inconnue, la régression gaussienne, la régression «
et la régression avec bruit multiplicatif uniforme. Un rapide survol est donné sur les modeles
des statistiques non-paramétriques en fin de section.

1.2.1 Espaces de Holder Isotropes

Tout au long de ce manuscrit, nous travaillerons exclusivement avec les espaces de Holder
isotropes, i.e. la fonction de régression inconnue est supposée a plusieurs variables avec la
méme régularité holderienne dans chaque direction (par rapport a chaque variable).

Pour tout (pi, ..., ps) € N¢ nous notons p'= (py, ..., pa) et |p] = p1 + ... + pa.

Définition 1. Soient 5 >0, L >0, M >0, d € N* et | 8] le plus grand entier strictement
inférieur a . La classe de Holder isotrope Hy(8, L, M) est l’ensemble des fonctions f :
[0,1]¢ — R ayant sur [0,1]? toutes ses dérivées d’ordre | 3] et telles que Vx,y € [0,1]¢

18]

0P f(x
D B P
m=0 |5y *€0:1]4 Ty 0%y
A7 f () 7 f(y)

< Lz -yl v p = 18]

oxht - - - Oty B oyt - - - Oyl

La théorie Minimax repose essentiellement sur le fait que la fonction a estimer est dans un
espace fonctionnnel, ici Hy(S, L, M). Les résultats minimax présentés dans la suite peuvent
étre étendus aux espaces anisotropes. Mais nous verrons dans la section 2.4 que les méthodes
adaptatives ne sont pas congues pour les espaces anisotropes dans le cas ou I'estimateur est
non-linéaire.

Pour étudier les modeles de régression inhomogene de Poisson et de régression mul-

tiplicative uniforme, une contrainte supplémentaire doit étre rajoutée sur le support de
f € Hd(ﬁaLaMMLU ou

HL(8, L, M, 4) = {f SHAB.LM) : inf f(r) > A} )

Remarque 1. Cette hypothése est suffisante pour l'utilisation de l’estimateur bayésien pour
les régressions inhomogene de Poisson et multiplicative uniforme, celle-ci est purement
théorique (nécessaire) et n'est pas justifiée en pratique. Si on prend la régression multi-
plicative uniforme (définie dans la section 1.2.7), et si f admet des points de nullité, alors

16
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Y; = 0. Avec cette observation, il est difficile de dire si cela est du a la fonction ou au bruit
(qui a une probabilité non-négligeable d’étre proche de 0). Pour la régression inhomogéne de
Poisson, le parameétre de la loi de Poisson est toujours positif. Ainsi en pratique, on prendra
A proche de 0 pour minimiser cette restriction. Sans cette restriction, le probleme est ouvert.

La classe des fonctions de Holder est incluse dans les espaces de Besov qui sont souvent
utilisés dans 'approche maxiset ou avec les estimateurs par ondelettes (Autin [2004]). Nous
donnons la définition de ces espaces ci-dessous.

Les espaces de Besov Multidimensionnels. Nous rappelons la définition des espaces
de Besov pour les fonctions unidimensionnelles et quelques inclusions avec les espaces de
Holder et Sobolev. On définit les espaces de Besov, dans le cas de fonctions de [0, 1]¢ dans
R. 1l faut pour cela caratériser le module de continuité d’une fonction f de L ([O, 1]d). Pour
tout x dans [0, 1]¢, notons A, f(x) = f(x — h) — f(z), et pour tout entier u, on note l'itérée
AYf = Apo---0Ayf. On définit alors le u® module de continuité pour la norme p (avec
p € [1,00]) et pour tout ¢t > 0 de la maniere suivante

1/p
WP(f,t) = sup / |A}f(x)|Pdx ,
llnll2<t Juh

ot J,p ={x €[0,1]4 z +uh € [0,1]%} et ||.|2 est la norme £y sur R%

Définition 2. Soient p € [1,00], q € [1,00],s €]0,00[ et u = [s] (ou [s] est le plus petit
entier strictement plus grand que s). On dit qu’une fonction f appartenant Lp([O, l]d) est
dans Uespace de Besov B3 ,([0,1]7), quand yep(f) < o0 ot

/000 (t_swp(f, t))q%, sil1<qg< oo,
7qu(f) =

sup [t7°wP(f, )], siq=00.
t

On note By (L) une boule de Besov de rayon L, munie de la norme :

1z, = 1l + Yepa (F)-

Les espaces de Besov constituent une tres grande famille de fonctions. En particulier,
rappelons que l'espace de Sobolev S* correspond précisément a I'espace B, et 'espace de
Holder Hy(s, L) (avec 0 < s ¢ N) a I'espace B3, (L) ol L est le rayon de la boule de Besov.
Ces espaces sont tres utilisés dans ’approche par ondelettes. En effet, il est possible de
définir les espaces de Besov a partir des coefficients dans la base d’ondelettes (voir Hardle,
Kerkyacharian, Picard, et Tsybakov [1998]). Pour plus de détails sur ces espaces, on se
référera aux travaux de Bergh et Lofstrom [1976], Peetre [1976], Meyer [1992] ou DeVore et
Lorentz [1993].
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1.2. MODELES DE REGRESSION ET ESPACES FONCTIONNELSM. CHICHIGNOUD

1.2.2 Reégression Générale

Dans notre modele, on observe les couples de variables aléatoires indépendantes (X7, Y7)
s ooy (X0, Yy) notées
(1.2.1) Z, = (Xi,Y3),_,

Y
)

ou X; est un vecteur dit de variables explicatives (appelé design) qui détermine la distribution
de l'observation Y;. Le vecteur X; € [0, 1]¢ de dimension d peut étre vu comme une variable
temporelle ou spatiale et Y; € R l'observation au point X;. Notre modele suppose que les
valeurs X; peuvent étre aléatoires ou fixées et que la distribution de chaque Y; est déterminée
par un parametre f; qui peut dépendre de la position X;, f; = f(X;). Dans beaucoup
de cas, la paramétrisation naturelle est choisie de la fagon suivante f; = E(Yi|XZ~) (E est
Iespérance mathématique). On note g(., f;) la densité sur R de 'observation Y; par rapport
a la mesure de Lebesgue. Pour la régression additive, nous considererons le design aléatoire
de loi uniforme sur [0, 1]%. Le probléeme d’estimation est de reconstruire la fonction f en tout
point y. Ce modele que nous appelons Régression générale, sera traité dans le Chapitre 3.

Un estimateur dit bayésien est construit pour ce modele tres général. Nous verrons que
sous certaines conditions (voir hypotheses 3), cet estimateur atteint les vitesses de conver-
gence adaptatives optimales. Dans cette these, cette approche introduite par Has minskii et
Ibragimov [1981], pour 'estimation paramétrique, est généralisée a I’adaptation. Certains
modeles, ou la densité g des observations est discontinue, sont étudiés.

1.2.3 Régression Additive

Dans ce modele, on observe les couples de variables aléatoires indépendantes (X;,Y;);
qui vérifient ’équation :

(1.2.2) Y; = f(XZ) + fi, 1= 1, N,

ol le bruit est une variable aléatoire de densité ge(.). X; est le design aléatoire de loi uniforme
sur [0,1]¢ et X; est indépendant de &;. La fonction de régression f est supposée appartenir
a une boule de Holder Hy(3, L, M'). Nous supposerons vérifiées les hypotheses suivantes :
Hypotheses 1.

1. g¢ est paire,

2. g¢(0) > A >0,

3. ge est continue en 0.
Remarque 2. La symétrie du bruit (hypothése 1.1) est une supposition assez faible. En

général, on suppose que les effets du bruit sont les mémes a gauche et a droite de la médiane
qui vaut 0. Notons qu’un grand nombre de densités, utilisées dans cette thése, vérifient cette
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hypothese. Les deux autres hypothéses sont nécessaires pour controler les grandes déviations
de Uestimateur de Huber (voir Chapitre 5). Elles permettent aussi de vérifier [’assertion
sutvante. Avec ces hypothéses, on peut voir que & admet une médiane théorique unique égale
a0, i.e. 0 est unique solution de l’équation P(§ < x) = 1/2. Noter qu’il existe de nombreuz
modeles classiques vérifiant ces hypothéses (Régressions gaussienne, de Cauchy et ). On
peut remarquer que la régression additive est un cas particulier de la régression générale. En

effet, il suffit de prendre g(., f(X,)) = ge(. — f(X0))-

L’étude de ce modele nécessite la construction d’un estimateur fondé sur l'idée de la
médiane (estimateur de Huber, voir Chapitre 5). En particulier, nous développons une
procédure adaptative dans le cas ou la régularité de la fonction cible est inconnue.

Hall et Jones [1990] ont utilisé une méthode de Validation croisée (voir Tsybakov [2008])
sur une famille d’estimateurs robustes pour obtenir des résultats adaptatifs avec le risque
L. Peu apres, Hérdle et Tsybakov [1992] ont étandu ce résultat, avec une méthode de Plug-
in (introduit par Woodroofe [1970]), pour des fonctions de contrast plus générales, avec un
choix aléatoire local de la fenétre, mais seulement des résuultats de normalité asymptotique
sont donnés.

L’adaptation dans la régression additive a fait I’'objet d’un autre travail. En effet, Brown,
Cai, et Zhou [2008] utilisent la normalité asymptotique de la médiane pour approximer ce
modele par le modele gaussien avec une méthode de médiane par blocs. Une étape in-
termédiaire est de projeter les nouvelles observations dans une base d’ondelettes. Ensuite,
la méthode de Stein par blocs (voir Cai [1999]) est utilisée pour 'adaptation en estimation
globale. En revanche, cette approche nécessite des hypotheses plus fortes que les hypotheses
1 qui sont suffisantes pour I'utilisation de I’estimateur de Huber.

Plus récemment, Reiss, Rozenholc, et Cuenod [2009] utilise la méthode de Lepski pour
développer un estimateur de Huber adaptatif dans le modele additif. Les résultats obtenus
sont pour Iestimation ponctuelle mais pour les fonctions localement constante (i.e. § < 1).

Dans la suite, nous présentons plusieurs cas particuliers ou les estimateurs bayésien et de
Huber peuvent étre utilisés. En effet nous vérifions dans le cas de la régression gaussienne,
si nos estimateurs sont applicables. Pour le bruit de Cauchy, l'estimateur de Huber est
tout désigné pour estimer la fonction de régression (voir Chapitre 5). Nous présentons des
modeles peu connus dans la littérature (voir Régressions « et multiplicative uniforme). Nous
utilisons 'estimateur bayésien dans le cadre du modele inhomogene de Poisson (tres utilisé
en imagerie, voir notamment Polzehl et Spokoiny [2006] et Katkovnik et Spokoiny [2008]).
Ici la vitesse de convergence est la méme que pour le modele gaussien (qui peut étre obtenu
avec un estimateur linéaire). Les régressions, dites « et multiplicative uniforme, sont de tres
bons exemples dans lesquels la vitesse de convergence devient meilleure que la vitesse des
estimateurs linéaires. Pour plus de détails, voir Section 2.1.4.
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1.2.4 Régression Gaussienne et de Cauchy

Les régressions gaussienne ou de Cauchy sont des cas particuliers de la régression additive
ou la densité g¢(.) prend respectivement les formes suivantes

2

_ x
Densité gaussienne :  g¢(z) = 27r02) 172 exp {_ﬁ} , o0>0,
o

Densité de Cauchy : ge(x) =

(
1
— a > 0.
T

a? 4+ 22’
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(a) Fonction de régression. (b) Régression Gaussienne (c) Régression de Cauchy.

FIGURE 1.1 — Observations dans les régressions gaussiennes et de cauchy.

Néanmoins, elles suscitent un intérét particulier. En effet le bruit gaussien est utilisé de
facon systématique dans le domaine des statistiques et le bruit de Cauchy est une variable
aléatoire sans moment d’ordre 1. Pour le bruit gaussien, on peut trouver une multitude
d’articles qui I’étudient. Citons deux livres de Nemirovski [2000] et Tsybakov [2008] pour
une introduction a ce modele et aux méthodes classiques d’estimation non-paramétrique.
Nous introduisons ce modele standard pour vérifier que les estimateurs développés dans
cette these fonctionnent correctement dans ce modele classique (voir Chapitres 3 et 5).

L’estimateur de Huber est particulierement bien adapté aux bruits dont les densités sont
a queues lourdes (par exemple bruit de Cauchy, voir Chapitre 5). On peut constater une
différence notable, entre les bruits gaussien et de Cauchy, dans la figure 1.1. En effet pour le

bruit de Cauchy, on constate un nombre plus important de wvaleurs extrémes. Ceci explique
I'inefficacité des estimateurs linéaires pour ce bruit.

1.2.5 Régression Inhomogene de Poisson

Considérons la régression générale, cette fois avec la particularité que les observations
sont discretes Y; € N. Nous supposons que Y; suit une loi de Poisson de parametre f(X;)
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(Y; ~ P(f(X;))). On écrit la densité

k
f(X5)
g(k,f(XZ)):]P)f(Y;:k):%GXP{—]C(XZ)}, k€N> feHd(ﬁvLanA)'
Les points du design (X;)e1,.. » sont déterministes et sans perte de généralité nous supposons
qu’ils sont répartis de maniere uniforme sur la grille suivante :

(1.2.3) Xie {1/ om0V =1, n.

Remarquons la restriction de f & l'espace Hy(8, L, M, A), cette restriction (f = A) est
retrouvée dans la régression multiplicative uniforme. Ce modele est tres utilisé en imagerie,
en particulier pour modéliser la photométrie des appareils photo numérique. On le trouve
aussi en tomographie, il modélise la résonance magnétique des positons utilisée pour obtenir
des IRM d’une ou plusieurs parties du corps humain.

Les travaux de Anscombe [1948] permettent de passer approximativement de la régression
de Poisson a la gaussienne par une transformation des observations par la fonction z —

2y/x + 3/8. Dans la figure 1.2, nous donnons des exemples de densités de Poisson et un
échantillon d’observations simulé a partir d’une fonction de régression.

t=1
——t=4
K t=10

. . . . . . . .
Y . R 0 01 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1

B RPN . =SS, T B =S

2 4 6 8 10 12 14 16 18 2

(a) Densités d’une loi de Poisson de parametre ¢. (b) Observations de Poisson.

FIGURE 1.2 — Densité de la loi de Poisson de parametre £ > 0 et observations.
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Image Originale. Bruit de Poisson. Bruit Gaussien.

FIGURE 1.3 — Illustration d’images issues d’observations de Poisson (zoomer sur la version
numérique).

1.2.6 Reégression «

Le modele de régression « est le suivant

ou ¢ a pour densité g,(x) = C(a)exp {—|z|*} avec 0 < @ < 1/2. C(«) est une constante
choisie pour que g, soit bien une densité. Ici le design X; est choisi comme dans (1.2.3)
et f € Hy(B,L,M). La particularité de ce modele est que pour v < 1/2 la vitesse de
convergence change en fonction de a (voir Chapitre 3).

La figure 1.4 présente les observations de ce modele pour aw = 1/4. On constate qu'il y a
un tres grand nombre d’observations éloignées de la fonction de régression f. Mais un petit
nombre est tres proche de f (a comparer avec la figure 1.1), cela nous donne une information
tres précieuse qui peut se vérifier en théorie a travers de meilleures vitesses de convergence.
En effet, nous verrons que 'estimateur bayésien est plus rapide (au sens des vitesses de
convergence) que les estimateurs linéaires (voir Sections 2.1 et 3.4.3).

Nous donnons la figure 1.5 pour illustrer ce comportement. En effet, la queue de dis-
tribution ne joue pas un role majeur entre les densités. Le comportement de la densité, a
mettre en avant, est la concentration du bruit au voisinage de 0. Le voisinage de la gaussi-
enne (on parle de U'intervalle [—3, 3]) est assez large, tandis que le voisinage de g, est plus
concentré autour de 0 (on constate un pic en 0 de la fonction g,). Donc bien que la queue
de distribution gaussienne soit la plus faible, le comportement autour de 0, handicape cette
loi. Nous avons aussi fait apparaitre la loi de Cauchy qui a le méme comportement que la
gaussienne au voisinage de 0, mais une queue de distribution lourde.

Dans la figure 1.5, nous avons choisi les parametres de chaque densité, pour que toutes
soient égales a 1 au point 0. Ceci est utilisé comme critére de comparaison de la dispersion
(ou la variance, mais n’existe pas pour la loi de Cauchy) de chaque densité.
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(a) Régression Gaussienne. (b) Régression a.

FI1GURE 1.4 — Comparaison entre des observations gaussiennes et des observations issues de

la régression a pour av = 1/4.
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FIGURE 1.5 — Densités gaussienne, de Cauchy et o, o = 1/4
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1.2.7 Régression Multiplicative Uniforme

Soit I'expérience statistique générée par les observations Z,, = (X;, Yi)i=1..n, n € N*, on
(X;,Y;) satisfont a ’équation

ou f € Hy(B, L, M, A). Les variables aléatoires (U;)e1,.., sont supposées indépendantes et
uniformément distribuées sur [0,1]. Le design X; est choisi comme dans (1.2.3). Ce modele
est étudié dans le chapitre 4 pour lequel on utilise I'estimateur bayésien pour estimer la
fonction de régression. Ce type de modele peut étre utilisé dans le cadre des modeles de
frontiere développés par Simar et Wilson [2000]. Outre le cadre pratique, il est intéressant
de voir que les estimateurs linéaires sont inefficaces dans ce modele (voir Section 2).

Nous verrons que pour ce modele, la vitesse de convergence minimax est tres rapide. Elle
est meilleure que toutes celles des modeles précédents. Visuellement, on peut le constater
a I'aide de la figure 1.6. En effet, toutes les observations sont en dessous de la fonction de
régression f. Et on voit distinctement apparaitre la fonction cible, en regardant le maximum
par morceaux des observations. L’estimateur bayésien sera, dans ce modele, beaucoup plus
rapide que les estimateurs linéaires (Voir Sections 2.1 et 3.4.4).

FIGURE 1.6 — Observations d’une fonction bruitée avec un bruit multiplicatif uniforme.

24



M. CHICHIGNOUDI.2. MODELES DE REGRESSION ET ESPACES FONCTIONNELS

Autres Modeles. On peut citer d’autres modeles des statistiques non-paramétriques : le
modele du bruit blanc et les problemes inverses. Le modele de bruit blanc gaussien est défini
par I'équation différentielle stochastique :

g
dY, = f(t)dt + %th, t € RY,

ou f est la fonction a estimer & partir des observations (Y;);cga, Wy est un champ Brownien
sur R? (Processus de Wiener), o > 0 et n € N*. Le modele de bruit blanc gaussien joue
un role important en Statistiques (voir Has'minskii et Ibragimov [1981]). L’avantage de ce
modele est qu’il est simple a utiliser et qu’il approche d’autres modeles statistiques, en
particulier la régression gaussienne (Brown et Low [1996] et Nussbaum [1996]).

Pour ce modele, les estimateurs a noyau sont utilisés pour 'adaptation (voir les travaux
les plus récents de Kerkyacharian, Lepski, et Picard [2001], Klutchnikoff [2005], Goldensh-
luger et Lepski [2008], Goldenshluger et Lepski [2009a).

Les problemes inverses sont le résultat de 1’équation suivante :

7

ou A est un opérateur linéaire défini sur un espace fonctionnel. L’heuristique de ce modele
est que 'on observe indirectement la fonction cible, a travers une transformation de celle-
ci, par l'opérateur A connu mais pas forcément inversible. Les problemes inverses sont tres
connus pour leurs applications en pratique (équation de la chaleur, tomographie aux rayons
X, etc.). Depuis ces dix derniéres années, de nombreuses méthodes ont été développées pour
I'estimation adaptative de la fonction f (voir par exemple Cavalier et Tsybakov [2002] et
Cavalier, Golubev, Picard, et Tsybakov [2002]). Par exemple, la méthode de Stein par blocs
est fréquemment utilisée. Le modele est projeté dans une base et on obtient le modele de
suite gaussienne. On observe alors les coefficients de la fonction f, multipliés par les valeurs
singulieres de 'opérateur A, auxquels on ajoute un bruit gaussien. Une autre méthode,
développée pour les problemes inverses tres mal posés (I'opérateur A n’est pas inversible),
est appelée enveloppe du risque et introduite par Cavalier et Golubev [2006], Cavalier [2008]
et Marteau [2009].

dY, = Af(t)dt + —dW,, tecR?
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1.3 Approche Localement Paramétrique

Dans cette section, nous présentons I’approche localement paramétrique (en anglais : local
parametric fitting). Plus précisemment, nous traitons ’approche polynomiale locale qui nous
permet d’approximer localement la fonction f par un polynome noté fy lui-méme inconnu.
Ensuite, nous proposons deux estimateurs permettant d’estimer les coefficients du polynome
d’approximation fy. Cette technique est appelée Méthode des polynomes locaux, elle a été
utilisée pour la premiere fois par Katkovnik [1985] (pour plus de détails voir Tsybakov
[2008]). Notons que, en pratique, le degré du polynéme d’approximation est choisi assez
petit (degré = 0,1 ou encore 2), ceci est di au temps de calculs qui est exponentiellement
grand par rapport au nombre de coefficients a estimer.

L’approche localement paramétrique ne s’arréte pas qu’aux polynomes. On peut imag-
iner approximer la fonction f par tout autre objet paramétrique. Par exemple, on peut
décomposer f dans une base orthogonale ou 'on ne gardera qu’un nombre fini de coeffi-
cients.

Méthode des Polyndémes Locaux. On se place dans le modele de régression générale
défini dans (1.2.1). Soit f € Hy(5,L, M) avec L,M > 0 et 8 € [0,b] ou b € N* peut étre
choisi arbitrairement grand (b est la régularité maximale des fonctions que I'on étudie). Soit

(1.3.1) Vi(y) = {Xi € @) (v — h/2,y;+ h/2] N[O, 1]d} :

un voisinage de y tel que Vi (y) C [0,1]%, ot est h € (0,1) un scalaire donné. Soit
b
m+d—1
1.3.2 D, = .
(13.2) =3 (")

Soit K(2), Vz € R? le vecteur de dimension D, des polynémes du type suivant :

d
KT(Z): (Hz]?j’ (p17"'apd)ENd: O§p1++pd§b)7

Jj=1

ol le signe T représente la fonction tranposition. Ensuite, pour tout ¢t € R? ou t' =
(tplw7pd, (P1y-pa) ENY: 0<pr+ -+ +pg < b), on définit le polynome local

(1.3.3) filz) = 'K (x - y) Iy, (2), «€[0,1]%

ou I est la fonction indicatrice. Notons que f;(y) = o, o. Introduisons I'ensemble des coef-
ficients

(1.3.4) O(M)={teR": |t|; <M} cCR™,

26



M. CHICHIGNOUD 1.3. APPROCHE LOCALEMENT PARAMETRIQUE

ott ||.|]; est la norme ¢; sur RPt. Remarquons que pour tout f € Hy(3, L, M)

0 =0(f,y,h) €O(M): sup |f(z)— fo(z)| < Ldn”.

€V (y)

FIGURE 1.7 — Illustration d’'une approximation locale d’une fonction (ligne) par une droite
ou un polynome d’ordre 1 (pointillé)).

Le polynome local fy peut étre vu comme une approximation localement paramétrique
de la fonction de régression f sur le voisinage Vj(h). Par exemple, on peut choisir pour fy
le polynome de Taylor de la fonction f au point y (voir Figure 1.7).

Comme nous 'avons précisé en début de chapitre, la restriction aux polynomes locaux
n’est pas nécessaire, si I’on trouve un autre objet paramétrique capable d’approcher la fonc-
tion cible (par exemple, une décomposition en base d’ondelettes a coefficients finis).

L’idée principale est que si h est choisi suffisament petit, les observations originales (1.2.1)
sont bien approximées par le modele paramétrique ); de densité g(., fo(X;)) dans lequel, sous
certaines conditions sur g(.), les estimateurs de Huber et bayésien sont optimaux au sens des
vitesses de convergences. Dans la suite nous présentons les estimateurs qui nous permettent
d’estimer 6, en rappelant pour commencer, la définition d'un estimateur.

Définition 3. On dit que f est un estimateur si f() = f(, Zn) est une fonction mesurable
des observations.

Définition 4. On dit que f est un estimateur linéaire si il existe K : [0,1]¢ x [0,1]* — R

telle que :
d

F) =Y K(Xiy)Y:, VfeHyB,L), Vyelo1"

i=1

On peut trouver cette définition dans les notes de Nemirovski [2000].
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Définition 5. On appelle f; estimateur par polynomes locaux si 0 est solution du probleme
de minimisation suivant :

min E(Zn, ft) ,

teO(M)

ou {(.,.) est un critére a choisir.

Dans cette these, on rencontre les criteres bayésien, des moindres carrés, des valeurs
absolues et de Huber (voir ci-dessous).

1.3.1 Estimateur Bayésien

Considérons, dans cette section, le modele de régression générale définie dans la section
1.2.2 et soit Ey = EY} I'espérance mathématique par rapport a la loi de probabilité Py = P
des observations Z,,. Définissons la pseudo vraisemblance

(1.3.5) Ln(t,2)= ] o(vi fi(Xy), teo(M),

Xi€Vi(y)

et le critere bayésien
(1.3.6) Ta(t) = / It —ull [Ln(u 2)]Y" du, € O(M).
e (M)

ol m est une constante positive choisie dans la suite (voir Hypotheses 1, Chapitre 3).
Soit #(h) la solution du probléeme de minimisation suivant :

1.3. )(h) = i
(1.3.7) 0(h) argterg%rﬂlﬂm(t),

ol |||l est la norme ¢; sur RP». Lestimateur localement bayésien f(y) de f(y) est défini
maintenant comme f*(y) = HAOV_,,O(h).

Nous constatons que la vraisemblance joue le role de la loi a priori sur le parametre a
estimer. Il est possible de rajouter un autre a priorisur le parametre. En effet, on a ’habitude
de voir (Has'minskii et Ibragimov [1981]) un critere de la forme [ |[¢—ul|; Ly (u)g(uw)du ot q(.)
est une densité sur O(M) (dans notre cas ¢(.) = 1). Dans 'approche bayésienne, le but est
de choisir de fagon optimale cette densité. Ici, nous nous intéressons seulement au probleme
d’optimalité des vitesses de convergence. On remarque aussi que la vraisemblance est élevée
a la puissance 1/m (m est a choisir). C’est une nouvelle fagon de considérer I'estimateur de
type bayésien, traditionnellement m = 1. Le choix de m permet d’affaiblir les hypotheses
sur la densité g(.) et d’avoir une meilleure compréhension de la démonstration. Dans le
chapitre 4 nous prenons m = 1, en revanche dans le chapitre 3 nous considérons m a choisir
(par exemple m = 2 pour la régression gaussienne). Le chapitre 4 est un cas particulier du
chapitre 3 du point de vue des modeles, mais les démonstrations sont plus complexes dans
le chapitre 4 car m = 1 est mal ajusté.
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Le choix de la fonction de perte, ici la norme ¢, n’est pas restrictif. Ceci nous permet
d’améliorer les constantes de majoration du risque. On peut prendre notamment la norme
{5 qui permet de donner une forme explicite de 0 pour 'estimation paramétrique unidimen-
sionnelle (Has'minskii et Ibragimov [1981]) :

1/m
é(h) _ f@(M)u [Lh(u’zn)l/m du
f@(M) [Ln(v, 2,)] ™ dv

Cet estimateur est aussi connu sous le nom d’estimateur de Pitman (voir Has'minskii et
Ibragimov [1981]). Cette version de l'estimateur bayésien donne un estimateur linéaire pour
la régression gaussienne. Mais cela ne dépend pas de la norme ¢, utilisée ici. En effet la
forme de l'estimateur bayésien dépend directement de la densité ¢(.,.) des observations
et non de la fonction de perte utilisée pour sa construction. Notons que cette méthode est
similaire a une approche localement paramétrique établie a partir d’estimateurs du maximum
de vraisemblance récemment développés par Polzehl et Spokoiny [2006] et Katkovnik et
Spokoiny [2008] pour les modéles statistiques réquliers.

Le principal avantage de ce nouvel estimateur bayésien, est qu’il atteint la vitesse de con-
vergence optimale du modele. Par exemple, pour les régressions gaussienne et multiplicative
uniforme, notre estimateur atteint respectivement les vitesses minimax (voir Définition 8)

__B __bB_ N . . ..
n 25+d et n~ F+d sous les hypotheses 3. Nous pouvons dire que l'estimateur bayésien con-
currence (fait mieux ou aussi bien que) les estimateurs linéaires dans certains modeles (voir
Section 2.1).

Estimateur du Maximum de Vraisemblance

Il est tres important de se poser la question suivante : existe-t-il d’autres estimateurs
optimaux comme l’estimateur bayésien ?

La réponse a cette question est positive. En effet, I’exemple le plus connu est I’estimateur
du maximum de vraisemblance. Cet estimateur concurrence les estimateurs linéaires au
meéme titre que 'estimateur bayésien. On peut expliquer ce phénomene par le fait que ces
deux estimateurs utilisent I'information contenue dans la vraisemblance du modele et donc
sont capables d’améliorer la vitesse. Définissons cet estimateur

th
_ L, (t. Z,
() arg max, n(t Z,)

Dans le cas paramétrique, si 'on considere le modele Y; ~ Ujg g, © = 1, ..., n, I'estimateur du
maximum de vraisemblance correspondant est max;—; ., Y;. Comme cet estimateur est basé
sur le maximum des observations, donc non-linéaire, il est possible d’améliorer la vitesse de
convergence. Ainsi, l'estimateur max;—; _,Y; converge vers 6 a la vitesse 1/n contre 1/y/n
pour les estimateurs linéaires.
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On peut généraliser cette approche au cas non-paramétrique en utilisant comme esti-
mateur maxy,ecv,y) ¥; (estimateur localement constant). Il semble tres difficile de pouvoir
généraliser cette approche pour un estimateur localement polynomial d’ordre D, quelconque.

Un autre probleme est qu'’il faut supposer une hypothese supplémentaire (par rapport a
I'estimateur bayésien) de continuité sur la vraisemblance. Has'minskii et Ibragimov [1981]
(voir Chapitre 1, Section 5, Théoreme 5.1) supposent cette hypothese pour l'estimation
paramétrique. Mais jusqu’a présent, on ne trouve pas dans la littérature une extension de
I'estimateur du maximum de vraisemblance local comme nous I’avons fait pour ’estimateur
bayésien dans le probleme non-paramétrique.

Polzehl et Spokoiny [2006] utilisent l’estimateur du maximum de vraisemblance dans
les modéles de famille exponentielles dans le cadre localement paramétrique (fonctions lo-
calement constantes). Les auteurs donnent des résultats trés généraux sur ces modeles en
supposant l'existence de l'information de Fisher (modéle régulier). Mais les vitesses de con-
vergences ne sont pas améliorées et restent les mémes que pour les estimateurs linéaires.

Ainsi, pour la régression multiplicative uniforme non-paramétrique, il n’est pas prouvé
que l'on peut utiliser 'estimateur du maximum de vraisemblance et cela semble un objectif
difficile.

Comme on vient de le voir, les raisons de 1'utilisation de 'estimateur bayésien (préféré a
I'estimateur du maximum de vraisemblance) sont essentiellement techniques.

1.3.2 Estimateur de Huber

On se place, dans cette section, dans le cadre de la régression additive avec la densité ge
inconnue definie dans (1.2.2), Nous supposons vraies les hypotheses 1 sur la densité g¢. Nous
introduisons une variante de 'estimateur de la médiane, plus communément appelé estima-
teur de Huber, développé pour I'estimation non-paramétrique par Tsybakov [1982a, 1982b,
1983, 1986] et Hardle et Tsybakov [1988, 1992]. Ce dernier donne une regle de sélection locale
pour la fenétre basée sur la méthode Plug-in avec des résultats en normalité asymptotique.
Un peu plus tot Hall et Jones [1990] propose d’utiliser la validation croisée pour le risque
Ly. Plus récemment, Reiss, Rozenhole, et Cuenod [2009] ont développé I'adaptation d’es-
timateurs robustes, en particulier le critere de Huber mais seulement pour les estimateurs
localement constants. Considérons la fonction de Huber,

22 1
(1.3.8) Qz) = ) Iioj<1 + | |2] = 5 I2>1,
ou I est la fonction indicatrice.
Définissons le critére de Huber
y N 1 <
(1.3.9) i (t) = 1 (t, 2,) = — Z Q(Y; — £i(X2) Lix,eviton

=1
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Fonction Carrée 22. Fonction Valeur Absolue |z|. Fonction de Huber Q(z).

Dérivée Carrée 2z. Dérivée Valeur Absolue Sign(z). Dérivée de Huber Q'(z).

F1GURE 1.8 — Courbes des fonctions carré, valeur absolue, de Huber et leurs dérivées.

On introduit le critere de Huber qui allie les propriétés pratiques (robustesse) du critere
(1 et les propriétés théoriques du critere ¢y (dérivabilité). On parle d’estimateur robuste si
I'estimateur en question n’est pas sensible aux valeurs extrémes, (voir Rousseeuw et Leroy
[1987] et Huber et Ronchetti [2009]).

Ce critere fait partie de la famille des criteres par polynomes locauz. Par exemple, on peut
utiliser le critere o appelée moindres carrés (Q(z) = 22, voir Tsybakov [2008], Chapitre 1),
ou bien le critere ¢1 appelé valeurs absolues (Q(z) = |z|).

Le critere /5, qui donne un estimateur fondé sur la moyenne, est beaucoup plus sensible
aux valeurs extrémes (voir Figure 1.8, la dérivée de la fonction carrée). En pratique, quand
on cherche un estimateur robuste, on utilise le critere ¢; qui conduit a une estimateur fondé
sur la médiane. Mais en estimation non-paramétrique, cela pose un probleme car la fonction
valeur absolue n’est pas dérivable en 0 (voir Figure 1.8). L’avantage de la fonction de Huber
est que sa dérivée est continue sur R, tandis que la dérivée de la fonction valeur absolue
n’est pas continue en 0 (voir Figure 1.8). On peut voir dans le chapitre 5, que le controle des
grandes déviations (Proposition 7) est démontré a 1’aide d’un argument de chainage, celui-ci
nécessite la continuité de la dérivée de la fonction @) utilisée dans le critere.

Soit A(h) la solution du probleme de minimisation suivant :

1.3.1 O(h) = in i (t).
(1.3.10) (h) arg min 1 (t)
L estimateur de Huber local f'(y) de f(y) est défini comme f(y) = by o(h).
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La fonction de Huber a été introduite par Huber [1964,1981] dans I'idée de développer
des estimateurs robustes par rapport aux valeurs extrémes. Cette idée a été reprise en pra-
tique par Petrus [1999] pour la régression gaussienne dans le cadre de la reconstruction
d’'images, et par Chang et Guo [2005] dans le modele paramétrique gaussien pour l’esti-
mation du positionnement par satellite. Nous proposons dans le chaptire 5 de démontrer
les performances statistiques de cet estimateur. En outre, nous démontrons que la vitesse

8
de convergence atteinte est n~ 2+ pour toute densité g. vérifiant les hypotheses 1. Tsy-
bakov [1982a] a démontré que cette vitesse est minimax pour le risque en probabilité avec
la condition suivante sur ge.

dpe >0, vg >0 : /gg(u)lnM
R 9e(

du < p,v?,
u+v) =P

pour tout |v| < vg. Cette condition n’est autre qu'un controle de la distance de Kullback entre
les deux probabilités (Voir Tsybakov [2008], Chapitre 2). On peut montrer que les densités
gaussienne et de cauchy vérifient cette condition. Mais par exemple, pour la régression
(v < 1/2), cette condition n’est pas vérifiée.

Un cadre plus général est développé par Arias-Castro et Donoho [2009] pour les médianes
locales itérées, justement plébiscitée pour leur capacité a traiter les sauts, et pas uniquement
les zones homogenes. Leurs résultats sont aussi de type minimax pour des fonctions locale-
ment Lipschitz (dans le cadre unidimensionnel et bidimensionnel). Arias-Castro et Donoho
[2009] montrent que le risque est du méme ordre de grandeur pour les méthodes par moyennes
locales ou par médianes locales dans le cadre régulier (fonctions globalement lipschitziennes).
En revanche, si la fonction cible est discontinue et si les courbes régulieres sont suffisamment
séparées, ils montrent qu'une double itération de la méthode par médianes locales permet
de diminuer la vitesse du risque par rapport au cas par moyennes ou médianes locales. Ce
dernier article motive le fait que le critere ¢; est plus performant que le critére /5, notamment
quand celui-ci échoue (par exemple, fonctions discontinues ou bruit sans moment).

Notons que la fonction de Huber utilise deux régimes, l'un reposant sur le critere ¢,
et Iautre sur le cirtere /5. En effet, on constate que le critere ¢y traite les petits résidus
(sur l'intervalle [—1,1]) et le critere ¢; les résidus plus importants notamment les valeurs
extrémes. La norme ¢; permet d’obtenir un estimateur plus robuste (que les estimateurs
linéaires par exemple). L’utilisation du critere /5 au voisinage de 0 implique que la dérivée
de la fonction de Huber existe et est C° en 0. Ce dernier point est nécessaire pour controler
les grandes déviations (Proposition 7) de l'estimateur de Huber. Mais, on peut utiliser le
critére f5 sur n’importe quel intervalle [— K, K] ou K est un parametre de transition entre
les deux normes. En effet, il est facile d’observer que les résultats théoriques sont vérifiés
pour toute constante K > 0. En pratique le probleme du choix de cette constante est un
probleme ouvert.

L’avantage, de cette approche, est que I'on peut estimer la fonction de régression dans
le modele de régression additive avec densité inconnue, i.e. I’estimateur de Huber ne dépend
pas de la densité g¢ du bruit.
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Dans le chapitre 2 (Section 2.2), nous proposons un estimateur de Huber adaptatif, con-
struit a l'aide de la méthode de Lepski. Cette méthode nécessite un nouveau type d’inégalité
de concentration de cet estimateur, développé dans le chapitre 5.

1.4 Mesure de ’Erreur

Apres avoir développé les méthodes de construction d’estimateurs, on veut désormais
choisir celui qui se sera le plus performant dans un modele donné. Pour cela, il nous faut
introduire des outils mathématiques permettant d’évaluer la performance des estimateurs et
de les comparer pour choisir le meilleur. L’approche minimaz est le premier outil développé
(voir Stone [1980], Has'minskii et Ibragimov [1981] et Stone [1982]) dans ce sens pour 'esti-
mation non-paramétrique. Pour 'adaptation, nous parlerons d’adaptation au sens minimax
(voir Efromovich et Pinsker [1984], Lepski [1990]). Ces deux notions sont présentées dans
les sections suivantes et sont utilisées tout au long de cette these. Notons qu’'un paragraphe
est consacré a ’approche oracle et aux inégalités oracle.

1.4.1 Approche Minimax Ponctuelle

Pour mesurer les performances des procédures d’estimation sur ’espace Hy (8, L, M), on
utilise I'approche minimaz. Fixons les parametres de l'espace 5, L, M > 0.

Rappelons que E; = E7 est I'espérance mathématique par rapport a la loi de proba-
bilité Py = P% des observations Z, satisfaisant le modele de régression générale (1.2.2).
Premiérement nous définissons le risque maximal sur Hy(3, L, M) correspondant a l’esti-
mation de la fonction f en un point donné y € [0,1]%. On parlera d’estimation ponctuelle.
Deuxiemement, on définit le risque minimax, et enfin les notions, de vitesse de convergence
minimax et estimateurs minimax, sont données.

Soit f un estimateur construit a partir des observations Z,, et choisi de fagon arbitraire.

Définition 6. Soit ¢ > 0, on appelle risque mazimal de Uestimateur f sur Hy(B8, L, M) la
quantité suivante

Roo[f Ha(B, L, M) = sup  Ef|f(y) — f(y)|"

En général, on s’intéresse a la vitesse de convergence 1, vers 0 du risque maximal d’un
estimateur f , nous cherchons un estimateur qui atteint la “meilleure” vitesse de convergence
pour le risque maximal. Remarquons que cette vitesse sera donnée pour la pire fonction a
estimer dans la classe de Holder Hy(8, L, M), cette approche est souvent considérée comme
pessimiste, mais elle est nécessaire lorsque 'on suppose que la fonction f appartient a un
espace fonctionnel. Il est bon de noter que le risque maximal est utilisé dans cette these avec
la semi-norme ponctuelle. [’avantage principale de ce risque est de choisir de facon locale la
fenétre d’estimation. Donc on aura un estimateur qui s’adapte localement a la régularité de
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la fonction f a estimer. Les résultats de type borne supérieure pour ce risque sont souvent les
plus techniques a établir, il est possible d’obtenir le risque “global” en norme L, en intégrant
le risque “ponctuel” et en utilisant le théoreme de Fubini.

Définition 7. On appelle risque minimax sur Hy(S, L, M) la quantité suivante

Rn,q [Hd(ﬁ7 L7 M)j| = H}f Rn,q [fa Hd(ﬂa L7 M)]a

ou inf est pris sur l'ensemble des estimateurs (fonctions mesurables des observations).

Cette quantité peut étre décrite de la fagon suivante : “on mesure de maniere théorique

le risque du meilleur estimateur possible pour la pire fonction a estimer dans une boule de
Holder”.

Définition 8. La suite de normalisations 1, (5) est appelée vitesse de convergence minimaz
et l'estimateur [ est dit minimazx (asymptotiquement minimaz) si

lim inf v, (8) Rug[f, Ha(B, L, M)] > 0;
limsup 1, *(8) Rug[f. Ha(B, L, M)] < o0.

n—oo

Pour un modele donné, notre but est de construire I’estimateur minimax (celui qui atteint
la vitesse minimax). Techniquement, il nous faut montrer une borne supérieure du risque
maximal et une borne inférieure pour le risque minimax. Ces deux bornes doivent étre égales
a constante pres. Pour la borne inférieure, de nombreuses techniques ont été mises en place,
on renvoie le lecteur au livre de T'sybakov [2008] pour une présentation de ces méthodes. Plus
récemment, dans larticle Chichignoud [2010a] (Chapitre 4, Section 4.2), nous utilisons le
critére introduit par Klutchnikoff [2005] pour obtenir la borne inférieure du risque minimax
(voir Chapitre 4). Pour les bornes supérieures, la forme de I'estimateur en question et des
techniques classiques sont utilisées comme la décomposition biais-variance.

Dans la majorité des cas, les estimateurs minimax dépendent des parametres de régularité
Bet L, ( f = f@ ). En pratique, le probleme est que les parametres de régularité 3, L ne
sont pas connus par le statisticien. De plus, ces parametres ne peuvent pas étre estimés au
préalable a l'inverse de la borne supérieure M. Dans ce sens, I'adaptation a été développée
dans les années 90 par Efromovich et Pinsker [1984], Lepski [1990], Donoho et Johnstone
[1994], Barron, Birgé, et Massart [1999], etc. Ces méthodes permettent de construire des
estimateurs qui ne dépendent pas de la régularité de la fonction cible et qui ont une “bonne”
performance.

Approche Maxiset. Plus récemment, la notion de maxiset a été introduite par Kerky-
acharian et Picard [2002] et largement développée par Autin [2006], Autin, Picard, et
Rivoirard [2006] et Autin [2008]. Cette approche est complémentaire aux motivations énoncées
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dans ce paragraphe. Etant donnés un estimateur f et une vitesse de convergence ¢, 'idée
est de chercher I'espace fonctionnel le plus grand possible sur lequel f atteint la vitesse @,,.
Cette notion est beaucoup moins pessimiste que le risque minimax puisqu’'un estimateur
n’est plus défini par “la plus mauvaise” performance sur un espace préalablement fixé, mais
par I’ensemble des fonctions pouvant étre estimées par f a la vitesse ,,. Cette approche peut
étre utilisée pour une large gamme de modeles. Cette approche, qui peut étre intéressante
pour les praticiens, dans le sens ou elle exhibe les fonctions ”bien estimées” (a vitesse choisie)
par un estimateur choisi. L’inconvénient est que deux estimateurs ne sont pas toujours com-
parables si leurs maxisets ne sont pas emboités (par exemple, seuillage par blocs et seuillage
par arbre).

1.4.2 Approche Minimax Adaptative

Dans cette section, nous présentons les contraintes de I’adaptation et les résultats atten-
dus. Le but de 'adaptation au sens minimax est de choisir un estimateur f * qui ne dépend
pas de 3, L et qui atteint la “meilleure” vitesse de convergence pour tout 3, L. Nous verrons
qu’il est souvent nécessaire de payer un prix pour ’adaptation, c’est-a-dire que 1’on peut
construire un estimateur qui ne dépend pas de 3, L mais qui atteint seulement la vitesse ?
minimax pénalisée. La question que ’'on se pose naturellement est la suivante : Existe-t-il un
estimateur f * qui ne dépend pas de 3, L et qui atteint la vitesse minimax ,, 7 Pour les risques
L, la réponse a cette question est positive, voir Efromovich et Pinsker [1984], Lepski [1991],
Donoho, Johnstone, Kerkyacharian, et Picard [1995], Lepski, Mammen, et Spokoiny [1997],
Goldenshluger et Nemirovski [1997], Juditsky [1997] et Goldenshluger et Lepski [2008]. Pour
le risque ponctuel, le prix a payer n’est pas nul, Lepski [1990,1992a,1992b], Brown et Low
[1996], Spokoiny [1996], Lepski et Spokoiny [1997], Tsybakov [1998], Klutchnikoff [2005],
Chichignoud [2010a,2010b,2010c|. En général, le prix a payer est une puissance de Inn.

Définition 9. On appelle {¢%(8)} 5 ;, une famille de normalisations indexée par les parametres

de réqularité. On dit que l’estimateur f* est -adaptatif si et seulement si VB, L on a

tim sup (11,(3)) ™" R [£*, Ha(8, L, M)] < oo.

Remarquons que la vitesse de convergence ne dépend pas de L. C’est en effet souvent
le cas : la constante de Lipschitz intervient de fagon polynomiale dans les constantes de la
borne supérieure.

La recherche de la meilleure famille de normalisations (celle qui tend le plus vite vers 0)
est une priorité. L’optimalité de ces familles a été étudiée par Lepski [1992a], Lepski [1992b],
Lepski et Spokoiny [1997], Tsybakov [1998], Klutchnikoff [2005] et Chichignoud [2010a]. Pour
obtenir les bornes supérieures, le recours a des inégalités de concentration exponentielles est
nécessaire (voir Section 1.5). On renvoie le lecteur au livre de Massart [2007] sur les inégalités
maximales et de concentration. Rappelons que notre estimateur f * est adaptatif pour la pire
fonction dans la boule de Holder. Ce point de vue est souvent considéré comme pessimiste.
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Approche Oracle. 1l est possible de construire des méthodes adaptatives a toutes fonc-
tions dans un espace de Hilbert H. Etant données une méthode f et une famille d’estimateurs
A, une inégalité du type :

Efllf — fI* < (1+ pn) }gEf“f_ fI?+ T, VfeH,

et p, > 0 est appelée inégalité oracle.
On appelle oracle 'estimateur fo = argming., Eyf|f — f1]?. Connaissant la fonction f,

fo correspond au meilleur estimateur possible dans la famille A. T}, est un terme résiduel a
controler.

Dans de nombreuses situations, une inégalité oracle est un tres bon moyen d’obtenir
des résultats d’adaptation au sens minimax, i.e. en utilisant le fait que l'oracle dans la
famille est un estimateur minimax (résultat & démontrer au préalable), on peut montrer
que 'estimateur f est adaptatif optimal (atteint la vitesse minimax et ne dépend pas de la
régularité de l'espace considéré). Noter qu’en général ceci est possible seulement dans le cas
de l'estimation globale (en norme L,), les inégalités d’oracle pour la semi-norme ponctuelle
n’apparaissent pas dans la littérature, notamment pour leur différence (prix a payer pour
I'adaptation) avec la norme L,. Ce type de résultat est cependant beaucoup plus fort, il est
établi sans aucune restriction sur la fonction f. Par ailleurs, une inégalité oracle présente
un caractere non-asymptotique dans la mesure ou elle permet de comparer les performances
d’une méthode a un estimateur “idéal” fo, et ce, quelque soit le nombre d’observations.

L’estimation en grande dimension est aussi tres étudiée aujourd’hui. En outre, la notion
de parcimonie (en anglais : sparsity) est systématiquement utilisée pour obtenir des résultats
du type inégalités oracle (voir par exemple, Bunea, Tsybakov, et Wegkamp [2007]).

Dans cette these, les résultats présentés sont asymptotiques par souci de présentation.
Néanmoins, au vu des preuves, il est possible d’obtenir des résultats non-asymptotiques,
c’est-a-dire que notre borne supérieure sera composée de la vitesse 2, plus un reste 7,,. En
général, on choisit n assez grand pour que le reste soit négligeable. Nous verrons dans la
section 1.5.2 que la méthode de Lepski n’a nullement un caractere asymptotique.

Pour l'approche oracle, rappelons que la norme ||.|| est une norme L,. Il est souvent
difficile d’obtenir des inégalités oracle avec une semi-norme ponctuelle. Seuls les travaux
de Plancade [2008], sur l'estimation de la densité du bruit dans le modele de régression
homoscédastique, vont dans ce sens. Nos résultats sont tous donnés avec le risque ponctuel.
Nous verrons que la principale difficulté est d’obtenir un controle des grandes déviations
avec la semi-norme ponctuelle.

1.5 Adaptation

Cette partie contient un panorama sur les méthodes adaptatives développées ces vingt
dernieres années. Nous utilisons, dans cette these, la méthode de Lepski pour ’adaptation.
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Une section y est consacrée pour présenter 1'idée générale et les conditions nécessaires a
I’application de la méthode.

1.5.1 Généralités

Une des premieres méthodes adaptatives a été développée par Lepski [1990]. Nous la
présentons dans la section 1.5.2. On citera, sans plus de détails, une autre approche possi-
ble pour 'adaptation, les méthodes dites d’agrégation d’estimateurs (voir notamment Ne-
mirovski [2000], Rigollet et Tsybakov [2007] et Lecué et Mendelson [2009]). Dans la suite,
nous présentons deux méthodes d’adaptation tres populaires : le seuillage par ondelettes et
la sélection de modéles

Seuillage par ondelettes. Suite a la création des ondelettes par Meyer [1992], les premieres
méthodes adaptatives fondées sur les ondelettes sont apparues sous I'impulsion de Donoho

et Johnstone [1994] et Donoho, Johnstone, Kerkyacharian, et Picard [1995]. L’idée est de

projeter la fonction de régression dans une base d’ondelettes et d’estimer les coefficients.

On procede par un seuillage (déterministe ou aléatoire) des coefficients pour ne retenir que

les plus grands coefficients a savoir ceux qui contiennent l'information. D’un point de vue

maxiset, les méthodes de seuillage par arbre ou par blocs ont été jugées tres performantes

par Autin [2004]. En particulier, leur maxiset contient les espaces de Besov.

Sélection de modeles. On souhaite construire une procédure établie a partir des obser-
vations (V;); qui permet de choisir un estimateur parmi la collection {f,, : m € M} ot fp,
est un minimiseur de v, sur S,,, {S,, : m € M} une collection de modeles. L’objectif est de
choisir un estimateur dont le risque est aussi proche que possible de celui de 'oracle. Pour
faire ce choix, on procede par pénalisation. On choisit ’estimateur adaptatif fm tel que

m = arg min [’yn (fm) + pen(m)] 5

ol Y,(.) est un contraste empirique et pen(m) est une pénalité a choisir. Les premiers
résultats obtenus par critere pénalisé sont dus a Akaike [1973] pour l'estimation de den-
sité par vraisemblance pénalisée et a Mallows [1973] pour 'estimation de la fonction de
régression dans un cadre gaussien. Pour la pénalité pen,,.(m) = D, ou D,, est la di-
mension de S,,, Akaike a obtenu le critere AIC et, pour la pénalité penyiows(M) = 20Dy,
le critere s’appelle C), de Mallows. Birgé et Massart [2001] ont montré que ces criteéres sont
asymptotiquement optimaux a condition que la taille de M ne soit pas trop grande. Dans un
cadre non-asymptotique, Birgé et Massart [2001] ont introduit des pénalités plus générales
que celle de Mallows

2
penpm = C 02D, <1 + \/2Lm) , meM,
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ouC > 1let {Lm m € /\/1} une collection de poids positifs. Birgé et Massart ont obtenu un
controle sur le risque de f quelque soit la taille de la collection de modeles. La construction de
leur procédure se base sur des résultats de concentration de la mesure gaussienne. La qualité
d’une procédure de sélection de modele correspond a sa capacité a choisir un estimateur f
parmi une collection { fm : m € M} qui ait un risque faible. Afin d’évaluer cette qualité,
on peut considérer les inégalités de type oracle pour valider théoriquement la qualité de
Destimateur f. Il nous faut donc établir des inégalités de la forme

E/l(f, f) < K inf { inf I(f, f) —l—pen(m)} +R, Vf,

meM | f'€Sm

ou [(.,.) est une fonction de perte, K est une constante universelle et R un terme de reste.
En général, la fonction de perte est celle des moindres carrées ou la divergence de Kullback-
Leibler. Le principal avantage est qu’elle n’impose aucune restriction sur la fonction a estimer
f. En pratique, cette méthode pose la question du choix de la constante C, qui est une
constante de régularité.

Plus récemment, les travaux de Cavalier et Golubev [2006] et Marteau [2009] utilisent une
méthode dite d’enveloppe du risque, fondée sur la sélection de modeles, pour les problemes
inverses tres mal-posés.

1.5.2 Choix de la Fenétre : Méthode de Lepski

Comme nous 'avons vu, les méthodes utilisant une fenétre fixe ne peuvent rendre compte
de la géométrie (ou de régularité) de la fonction. Une amélioration possible est alors de
choisir le voisinage de maniere locale, en s’appuyant sur les données observées. L’idée de
ce type d’approche est de sélectionner le voisinage le plus pertinent possible a partir des
observations. Cette idée bien connue sous le nom de méthode dite de Lepski (Lepski [1990])
permet de sélectionner la fenétre de fagcon adaptative parmi une grille, cette méthode repose
sur la comparaison d’estimateurs appartenant a une grille finie. Cette opération est souvent
tres chere en complexité de calcul.

Chronologie. La premiere procédure adaptative fut donnée par Efromovich et Pinsker
[1984]. Stone [1982] avait posé, sans la résoudre, la question de I'existence d’'un estimateur
ne dépendant pas de la régularité de la fonction cible. Lepski [1990] donna une nouvelle
procédure qui portera plus tard son nom. Il construit un estimateur adaptatif pour choisir
la régularité de Holder dans le modele du bruit blanc gaussien pour I'estimation ponctuelle.
Il démontra qu’il n’existe pas d’estimateur adaptatif efficace. En effet, il est fréquent de
payer un prix VIne~! pour 'adaptation. C’est-a-dire que 'on ne peut pas faire mieux que
la vitesse (esqrtln 5’1)%.

Dans l'article Lepski [1991], une procédure plus générale est donnée pour n’importe quel
type d’estimateurs d’une fonction. On peut trouver dans cet article les conditions suffisantes
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pour obtenir un estimateur adaptatif efficace pour le risque L,. Dans les deux articles Lepski
[1992a,1992b], on peut trouver des exemples ou il n’existe pas d’estimateurs efficaces. Cela
dépend généralement de la fonction de perte utilisée dans le risque (norme L, semi-norme
ponctuelle ou encore norme infinie). Ces trois articles traitent entre autres le modele du
bruit blanc, d’estimateurs a noyau et d’estimateurs par polynomes locaux.

Plusieurs articles ont ensuite utilisé la méthode de Lepski pour ’adaptation et ont con-
tribué a I’amélioration de celle-ci. Un choix de la fenétre est proposé dans Lepski, Mammen,
et Spokoiny [1997] pour les estimateurs a noyau. Ils obtiennent sur les espaces de Besov les
vitesses adaptatives efficaces, qui étaient déja connues par Donoho, Johnstone, Kerkyachar-
ian, et Picard [1995] avec les ondelettes. A noter que dans cet article, le choix de la fenétre
est fait avec une méthode ponctuelle et les vitesses sont obtenues en norme L,,.

La régression gaussienne a design fixe a fait I'objet d’un article de Goldenshluger et
Nemirovski [1997], ou I'estimateur des polynomes locaux est utilisé avec le risque ponctuel
et L, sur les espaces de Sobolev. Spokoiny [1998] a étudié les fonctions discontinues et
propose une méthode adaptative reposant sur 'idée de Lepski.

Lepski et Levit [1999] et Kerkyacharian, Lepski, et Picard [2001] proposent des méthodes
adaptatives pour les fonctions anisotropes. La nouveauté est dans le caractere multidi-
mensionnel de la fenétre d’estimation, avec l'introduction d’un estimateur artificiel dans
la procédure de Lepski. On note la présence d’inégalités oracle dans Kerkyacharian, Lepski,
et Picard [2001] avec le risque L,. Citons les travaux de Klutchnikoff [2005] sur I’estimation
ponctuelle de fonctions de Holder anisotropes. Plus récemment, ’article de Goldenshluger et
Lepski [2008] donne une procédure s’appuyant sur l'idée de Lepski pour un large choix d’es-
timateurs linéaires sans condition sur le modele (régression gaussienne, bruit blanc gaussien
et modele de densité). Goldenshluger et Lepski [2009a] donnent une procédure qui permet
d’obtenir des inégalités oracle sur une tres large famille d’estimateurs linéaires.

Il est possible d’utiliser la regle de Lepski pour les méthodes de seuillage des coefficients
d’ondelettes. En effet, Autin [2004] a mis en place une procédure dite procédure hard tree, qui
utilise la regle de Lepski pour choisir les coefficients a seuiller dans ’arbre. Dans le modele
du bruit blanc gaussien, cette méthode permet d’avoir un maxiset plus important que pour
les méthodes de seuillage classiques.

La méthode de Lepski a aussi été utilisée pour les problemes inverses. L’article de Mathé
[2006] est une tres bonne description de la méthode dans le cas des problemes inverses
déterministes et aléatoires. Plus récemment, on peut citer une nouvelle procédure de test
introduite par Spokoiny et Vial [2009] pour les problemes inverses.

En pratique, on retrouve souvent la regle de Lepski du fait de son implémentation as-
sez simple, malgré le cout important de la complexité. En effet, il est nécessaire de calculer
tous les estimateurs dans la famille que nous considérons. Les travaux de Polzehl et Spokoiny
[2000,2003] ont considéré la méthode de Lepski pour le débruitage d’images. L’estimateur du
maximum de vraisemblance local est utilisé pour ’adaptation dans les modeles dits réguliers
dans les articles de Polzehl et Spokoiny [2006] et Katkovnik et Spokoiny [2008], notamment
pour les modeles poissonniens adaptés aux images. Dans le méme temps, Katkovnik [1999] et,

39



1.5. ADAPTATION M. CHICHIGNOUD

par la suite Astola, Egiazarian, et Katkovnik [2002] et Astola, Egiazarian, Foi, et Katkovnik
[2010], donnent une tres bonne illustration de comment utiliser la regle de Lepski en pratique.
Par exemple, ils introduisent une nouvelle interprétation de cette méthode que Katkovnik
[1999] nomme ICI (en anglais : Intersection of Confidence Intervals) et utilisent des voisi-
nages anisotropes circulaires, ce qui améliore le débruitage de I'image. Cette méthode, ex-
plicitée plus loin, permet de réduire considérablement la complexité de la méthode tout en
gardant ces bonnes propriétés théoriques.

FIGURE 1.9 — Illustration de l'effet poivre et sel sur une image traitée avec la méthode de
Kervrann et Boulanger [2006] (voir par exemple le coin en bas a droite)

Kervrann et Boulanger [2006] ont utilisé la méthode de Lepski pour le choix de la zone
de recherche pour les Moyennes Non Locales (en anglais : Non-Local Means ou encore NL-
Means, voir Buades, Coll, et Morel [2005]). Ces articles mettent en avant un inconvénient, en
pratique, de la méthode : I'image obtenue apres traitement a une tendance a étre dégradée
par un bruit de type poivre et sel (Figure 1.9). Ceci est du a la procédure, qui avec une prob-
abilité faible, s’arréte trop tot (voir Description). Pour combler cette défaillance, I'utilisation
de filtres médians est souvent préférée a celle des filtres linéaires (voir Astola, Egiazarian,
Foi, et Katkovnik [2010]).

L’idée de cette section est de comprendre comment on peut utiliser la méthode de Lep-
ski, donner les idées de la preuve, étayées par quelques calculs, et expliquer les conditions
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suffisantes a rassembler pour garantir la performance de la procédure.

Description. Comme nous ’avons précisé ci-dessus, 'approche développée par Lepski
[1991] est congue pour l'adaptation au sens minimax. On peut cependant développer une
approche oracle (voir Goldenshluger et Lepski [2009a]). Dans cette partie, nous considérons
la régression généralisée définie dans la section 1.2.2 et I'estimateur localement paramétrique
f(y) = 0o....0(h) tel que )
0(h) = arg terg%% (t, 2,),

ou d(.,.) est un contraste empirique. Par exemple, 4(.,.) peut étre le critéere des moindres
carrés ou bien le critere bayésien (1.3.7) ou encore le critere de Huber (1.3.9). Rappelons que
f appartient & une boule de Holder Hy(f3, L) (voir Définition 1), ou 5 et L sont inconnus
pour le statisticien.

Supposons que nous connaissons déja la vitesse minimax que nous noterons ¥, () =

nfﬁ, 1 < v < 2. Nous verrons que, dans le modele de régression gaussienne, la vitesse
est ¥,2(0) et dans le modele de régression multiplicative uniforme la vitesse est 1,1(3)
(voir Section 3.4). Nous supposons aussi connue la construction de 'estimateur minimax
noté jgh(@ ) ott h(f3, L) est 'argument qui permet d’équilibrer le biais et la variance de notre
estimateur que I'on peut écrire comme la solution du probleme de minimisation suivant :

_1

(1.5.1) h(B,L) = (Lvn)_Tid = argrlllnigl Ldh’ + (nh®) 7.
>

L’estimateur fh(,g’L) dépend explicitement de §, L a travers la fenétre h(/3, L). Choisir la
régularité de fagon adaptative revient alors a choisir la fenétre. La procédure que nous
présentons est celle développée par Lepski, Mammen, et Spokoiny [1997] que I'on appelle
abusivement méthode de Lepski. Cette procédure a été donnée spécialement pour le choix de
la fenétre, et donc pour les estimateurs localement paramétriques. Néanmoins, 1'idée peut
étre utilisée dans un autre contexte. Spokoiny et Vial [2009] utilisent le principe de Lepski
pour les problemes inverses. Leur estimateur est la somme successive des coefficients bruitées
de la fonction cible. Cet estimateur s’arréte au N-ieme coefficient. La question est de savoir
a quel rang s’arréter. Les auteurs développent une méthode pour tester si 'on peut passer
au rang supérieur ou non. Ceci est fait a partir de 'idée de Lepski [1990].

L’idée de 'adaptation est la suivante : on dispose d'une famille d’estimateurs { f h} ,
heHn

ouH, C [0,1] tel que h(8, L) € H,. Cette famille contient un oracle, ici 'estimateur minimax
fn(s,r)- Nous supposons inconnues les quantités § et L, et on admet connaitre I'information
supplémentaire que 5 €]0,b] et L > 0 ou b € N* est connu. Pour la contante L, aucune
restriction n’est imposée, en effet, son role est minimisé dans le choix de la fenétre, du fait
qu’elle n’intervient pas dans la vitesse de convergence.

Notons H,, = [hmin, Pmax] OU Amin < Amax sont a choisir pour que h(g,L) € H,. La
procédure de Lepski commence par la construction d’une grille sur l'ensemble H, des
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fenétres, soit
(1.5.2) hie =2 hpax, £=0,..., Kk,
ou k,, est le plus grand entier tel que hy, € H,. Soit

(15.3) F={iD) = ), k=0.... .k},

la grille construit sur notre famille d’estimateurs localement paramétriques.

Objectif. Le but de l'adaptation est de choisir un estimateur j‘g(i“) € F ou k est une
fonction mesurable des observations Z,. Une fois la procédure établie, il nous faut vérifier
que notre estimateur est bien adaptatif (voir Définition 9). C’est-a-dire qu’il atteint simul-
tanément sur chaque espace Hy(3, L) la vitesse ¢2(3), V3 € [0,b[. Notons que cette famille
de normalisations doit étre optimale (voir par exemple Chapitre 4). On peut écrire la vitesse
adaptative de la facon suivante :

B
Un(B) = (™' pu(B)) ¥,

ou p,(B) est un terme dit de pénalité ou de prixz a payer pour 'adaptation. En général,
pour l'estimation ponctuelle, on choisit la pénalité égale a [1 +(b—p)n n} 1 (voir Lep-
ski [1990,1992a,1992b], Brown et Low [1996], Spokoiny [1996], Lepski et Spokoiny [1997],
Tsybakov [1998], Klutchnikoff [2005], Chichignoud [2010a,2010b,2010c]), la description de
la procédure permettra d’expliquer ce choix. En norme L,, la pénalité est souvent égale a
1 (voir Efromovich et Pinsker [1984], Lepski [1991], Donoho, Johnstone, Kerkyacharian, et
Picard [1995], Lepski, Mammen, et Spokoiny [1997], Goldenshluger et Nemirovski [1997],
Juditsky [1997] et Goldenshluger et Lepski [2008]).

Regle de sélection pour deux fenétres.

Pour commencer considérons la méthode dans le cas simple du choix entre deux estima-
teurs. Notons les f) = fM 0 < hy <1let f® = fh hy < hy < 1, on est dans le cas ou
Card(F) = 2. On dispose de I'information supplémentaire : “un des deux estimateurs est
minimax sur Hy(3, L)” par construction de F. Nous allons construire une procédure pour
choisir un estimateur parmi les deux pour atteindre la vitesse adaptative. Soit la regle de
sélection suivante :

f@, [fD(y) - [ y)| < Cop(h)
=
FO 1 Oy) = [P (y)] > Coy(ha)
Nous appelons écart-type o, = (nhd)fl/w et écart-type pénalisé o,(h) = pen, xo(h) avec
pen,;, une pénalisation a choisir en fonction du probleme. C' est une constante que 'on peut

voir comme un parametre de seuillage de la méthode. Nous choisirons celle-ci plus tard.
Nous pouvons garantir la performance de notre estimateur par le résultat suivant.
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Proposition 1. Pour tout 3, L € [0,b[xR, on a

sup  Ef|f*(y) — f(y)] < (2e1 + c2)¥h(B) + Rn,
feHq(B,L)

ou ¢y, ¢y sont des constantes positives et R, est un terme de reste que ['on définira dans la
suite.

Avec ce proposition, 'estimateur f* atteint la vitesse ¢ (5) pour tout 3, L € [0,b[xR,.

_1
Idée de la preuve. Soit h*(3,L) = (pL"T(i) " 1a fenétre minimax pénalisée. Dans ce
paragraphe, nous expliquons comment fonctionnne la méthode de Lepski. On peut compren-

dre comment choisir la vitesse pénalisée, la constante C' et la variance pénalisée.

ler cas : f (1) est minimax pénalisé, c’est-a-dire que h; = hP(3, L). Définissons 1'événement
A= {179 - fOW)| < Coplh) }.

1) Si A€ est réalisé alors la regle de sélection donne f* = f () (1a regle a choisi le bon
estimateur). Comme f*) est minimax, on a

Ef|f*(y) — f)|Lae < Ef|fVy) — ()| < vl (B).

2) Si A est réalisé alors f* = f@ (ici la procédure s'est trompée d’estimateur), nous
allons regarder quelle est la perte diie a cette erreur.

Er|*(y) — FW)|La = Ef| 7P () — F(y)|La < Ef|f@(y) — FOW) L4 + Ef|FD(y) — F(y)|La.

Sous I'événement A, le premier terme est controlé par C o,(hy) et comme FO est minimax,
il existe une constante ¢, telle que

f ) — f(y)‘]IA < Cop(h) + b (B).

Nous pouvons montrer que si pen,g ) = pn(B) alors il existe une constante ¢, telle que

Ey

Up<h1> = Up(hp(ﬁ>L)) < (),

ainsi on obtient avec les deux inégalités ci-dessus.

Ef|f*(y) — f(y)|La < (1 + c2) ¥E(B).

2eme cas : f® est minimax pénalisé (he = hP(B,L)). Dans ce cas, la probabilité que
I’événement A€ se réalise est faible.
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1) Si A est réalisé¢ alors f* = f@ (la procédure donne le bon estimateur). Ainsi
Eflf*(y) = FW)La < Ef|fP(y) = f(9)] < crvhi(B).

2) Si A€ est réalisé alors la regle de sélection donne f* = f (1) (la procédure s’est trompée).
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

E/|F )~ F@lLe < (B0 - s)) " By (a7,

Le premier facteur (risque de l’estimateur f (1) tend vers 0 (car c’est un estimateur de la
fonction f avec une mauvaise fenétre) mais pas a la bonne vitesse. Il est facile de montrer
que ce facteur est néanmoins borné par une constante K. Dans certains exemples, on peut
le calculer explicitement et connaitre sa vitesse. Le second terme /Py {A¢} va compenser la
perte. Nous pouvons donner une condition suffisante pour que la regle de sélection a deux
fenétres fonctionne. S’il existe une constante c3, une pénalité pen,, une constante C' et une
contante a = a(C) > 1 telles que peny, s 1) = pn(B) et

(1.5.4) (pf {\fm(y) — Oy >C a,,(hl)})l/2 < e

Alors d’apres les cas traités ci-dessus, on a

W) = )| < Qe+ e)yh(B) + Kesn™®, VB, L € [0,b[xR,.

ou R, = Kczn™® est le terme de reste. Le proposition 1 est démontré.

Ey

Nous pouvons donner un schéma qui permet de controler la probabilité (1.5.4). Rappelons
que nous sommes dans le cas ot hy < hy = hP(f3, L), et que hy < hy = 0,(h1) > 0,(hs) si
pen,, est décroissante en h. On peut écrire

Pr{[fV0) - fal)| > o)} < Pf{ 9w - 1)) > %apau)}

2
- S r {10 - 1wl > § o)}

j=1,2

Py {\f(.y) _jo)|s < ap<h1>}

Controler la probabilité (1.5.4) revient a controler les grandes déviations de l'estimateur
f (), Une grande partie de cette these est consacrée & la recherche de ce contréle pour les
estimateurs non-linéaires (voir Sections 2.1.3 et 2.2.2). Dans la suite, un exemple de controle
des grandes déviations est donné pour l'estimateur de la moyenne locale dans le modele
de la régression gaussienne. La décomposition biais-variance joue un role particulierement
important, notamment sur le fait que le biais soit croissant et que la variance soit décroissante
en h.
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Grandes déviations : Moyenne locale. Considérons les observations Z, dans le cadre
de la régression gaussienne avec design fixe uniforme comme définie dans la section 1.2.4. Sup-
posons que nh® € N* pour simplifier les écritures et définissons ’estimateur de la moyenne
locale :

: 1
fr=—g X Y YheDI]

Xi€Vi(y)

Dans ce cas, 'estimation de la fonction f revient a approximer celle-ci par une constante
sur un voisinage. Ici, nous prendrons b = 1, si § €]0,1], les fonctions f € H(S, L) sont
approchées par des polynomes de degré nul.

On est en présence d'un estimateur linéaire. Dans cette exemple la décomposition biais-
variance est immédiate.

F0) ~ F@)| <L + | 3 6, & ~N(,0%),
Xi€Vh(y)

Supposons ici que la fenétre h < hP(, L). Ainsi, par croissance du biais, décroissance de la
variance et compromis biais-variance, on a

(1.5.5) Ldh® < Ld(h?(8, L))" = 0, (h*(8, L)) < o,(h).

On obtient

2
Xi€Vh(y)

Pf{\f"(y)—f(y)b%op(h)}SIPf ‘# S g s 20m

Dans le cas gaussien v = 2 ainsi il existe une constante ¢ = c5(c?) > 0 telle que

Py hd Z)§i> 5 op(h) Scwxp{—( 5 penh)}.

X»L‘EVh(y

Cette inégalité s’obtient en intégrant la probabilité. Si nous choisissons la pénalité pen, =

,/1+ln}“"%,ona

Py {{fh(y) — fy)| > gap(h)} < 5 (hTZ”>_()2 .

Si I'on choisit ki, hyg, telles que hpqh ™t > n, on obtient le résultat avec C' = 2,/ % + 2.
|
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Nous venons de voir que la méthode de Lepski repose sur des inégalités exponentielles
de concentration, qui permettent de controler les grandes déviations. Ceci a été une diffi-
culté importante qu’il a fallu surmonter dans cette these, notamment pour les estimateurs
non-linéaires. Regardons maintenant la regle de sélection générale pour une grille finie d’es-
timateurs f®.

Regle de Sélection Générale

Reconsidérons la famille des estimateurs F. Nous pouvons maintenant donner la procédure
de Lepski établie & partir de la regle de sélection & deux fenétres. On prend f*(y) = f*)(y),
ot f*)(y) est sélectionné dans F suivant la régle suivante :

(1.5.6) fczinf{krzo,_kn: [fB ) = fOy)| < Cop(h), l=kz+1,k_n},

ot k,, est définie dans (1.5.2), 0,k, = 0, ..., k, et la constante C est & choisir comme dans le
cas précédent. Pour des exemples, on peut regarder les sections 2.1 et 2.2. k,, et F sont définis
respectivement par (1.5.2) et (1.5.3). Notons que la fenétre h; est une fonction décroissante
en [ et la variance pénalisée o,(h;) est croissante en .

Interprétation de la regle de Lepski

La regle de Lepski peut étre expliquée par la description suivante. Considérons les fenétres
0 < Amin < hy, < ... < hg = hpay, on en déduit V'inclusion ) # Vi, ) C ... C Vi, (y). Dans
ce cas, la variance de notre estimateur f(k) est croissante Var(f(k)) < Var (f(k“)), k =
1,...,k, —1. En d’autres termes, le bias est en général décroissant quand le voisinage diminue
Vi, (y). La méthode de Lepski peut étre interprétée comme une procédure de tests multiples
ou I'hypothese, que f est une polynome sur V3, (y), qui est testé contre le fait que 'écart
entre les estimateurs est important. Notons cette hypothese Hy(k) : fH\th w = Vi, ()2 ou
0 est la suite des coefficients des polynomes de Taylor.

Supposons Hy(k,) est vraie, nous testons successivement si Hy(k — 1) is acceptable a
condition que I'hypothese Hy(l) soit vérifiée pour tout [ > k. Une fois le test de Ho(k — 1)
rejeté, nous choisissons 'estimateur f(k) correspondant a la derniere hypothese. Le point
principal est donc de bien définir les tests d’acceptation pour Ho(k — 1) : la méthode de
Lepski accepte Ho(k — 1) si I'événement | f*=1(y) — fO(y)| < CS,(1) est vrai pour tout
[ >k — 1 avec des valeurs de seuillage C'S,, (1) appropriées. Cette quantité C'S,(l) peut étre
vu comme |'écart-type pénalisé de fl a une constante C-pres.

Implémentation de la regle de Lepski

Soit A;; = {|f(j) (y) — fo (y)’ < Cap(hl)}. Pour I'implémentation, on constate qu’il est

nécessaire de calculer tous les estimateurs f ) de la grille F. Ceci donne la regle suivante :
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. 5 . 0(]) . 154 2 ) ;e s
on dit qu'un estimateur fV) est admissible si 'événement ;o\ Aj; est réalisé.

1. On commence par vérifier si l’estimateur f’(o) est admissible, ,

2. st il est admissible, on choisit f* = f(o), sinon on passe au suivant f(l).

3. on s’arréte au premier instant ot U'estimateur f(j) est admissible et tous les précédents
FO . fU=D ne le sont pas. Ainsi, on prend f* = fU) ot j = k est la plus petite des
valeurs admissibles.

Dong, des le début de l'algorithme, pour vérifier que f ) est admissible ou non, on
construit tous les estimateurs de la grille F.

Pour contourner ce probleme, on peut utiliser I'implémentation de Katkovnik [1999] avec
les ICI (en anglais : Intersection of Confidence Intervals), qui ne nécessite pas de calculer
tous les estimateurs ) de la grille F. La régle ICI est la suivante :

Implémentation des ICI

1. Classons par odre croissant les fenétres hy, < hyx,—1 < ... < hy < hg.

2. Considérons les intersections des intervalles de confiance I; = g:kn D; pour j €
{k,,k, —1,...,1,0}, avec

D= |f9(y) - Cg;, fO(y) + Og|

gj = Std (fo(j)(y)) est l’écart-type de ]g(j)(y).
3. Soit j* Uentier tel que pour tout j > j* on a Z; # 0, T+ # 0 et T+ = (. Ainsi,
Vestimateur adaptatif est f07) (y).

Une illustration des ICI est donnée par la figure 1.10. On constate que si j diminue,
alors I'écart-type associé ¢; diminue. Ainsi, les intervalles de confiance diminuent quand j
diminue. L’idée générale, cachée derriere les ICI, est que I'estimation du biais est plus petite,
a constante pres, que la variance tant que les intersections sont non-vides. La regle s’arréte
quand l'estimation du biais et la variance sont proches.

La figure 1.11 permet de constater quelle fenétre la méthode a choisie. La fenétre hy_;
est trop petit, elle n’est pas optimale, nous pouvons encore ’agrandir. On passe a la fenétre
supérieure, on voit que celle-ci convient. La fenétre hy_3 est trop grande et implique que
Ty_3 est vide.

Si f () est un estimateur & noyau avec un noyau K, écart-type G; peut facilement étre
calculé par ¢||Kp, ||z (norme ¢y du noyau, s est 'écart-type du bruit). Dans les autres cas, on
peut remplacer g; par o,(h;).

Asymptotiquement, on peut démontrer que I'estimateur ICI-adaptatif est proche de f*,
f U (y) =~ f*(y) (voir Goldenshluger et Nemirovski [1997]). Pour les calculs théoriques, nous
utiliserons l'estimateur f* choisi par la regle de Lepski. En pratique, nous utiliserons f @)
I’estimateur choisi par la regle des ICI.
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4

® Dk—3 T fi-3

hy hy—1 hx—o = h" hy—3

FIGURE 1.10 — [lustration de la régle ICI développée par Katkovnik [1999] (f] = fU)(y) et
h* = hj+ ).

N S

>

FIGURE 1.11 — Choix de la fenétre h* = h;+ en tracant la fonction cible (exemple ou la
fonction est localement constante).

Comme nous venons de le voir, l'interprétation de la méthode de Lepski par les tests
statistiques et son implémentation tres simple par la méthode ICI ont fait le succes de cette
méthode.

Nous pouvons démontrer que 'estimateur f* est adaptatif.
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Proposition 2. Pour tout 3, L € [0,b[xR, on a

sup  E¢[f*(y) — f(y)| < (Cct + )vn(B) + T,
fEH4(B,L)

ou cj,cy sont des constantes positives et T,, est un terme de reste que l'on définira dans la
prevve.

Dans la procédure (1.5.6), on peut remplacer C' par une constante C’ telle que C’ > C.
Le résultat du Proposition 2 reste vrai en remplagant C' par C’ dans la borne supérieure
(voir Preuve).

Idée de la preuve. Soit 'entier x défini de la fagon suivante.
2 " hax < BP(B, L) < 27" R
On a aussi

Ef| fP) — F)] < Ef|FP) — F@) | Tiey + Ef|F P ) = FO)| T
(1.5.7) = Ri(f) + Ra(f).

Premierement, nous controlons R;. Ainsi
0w = 1) < 7P~ FOW]+1790) 1)
La définition de k entraine que
O @) = 1O W)L, < Cop(h).

Par définition de k, ’estimateur f (®) est le plus proche de l'estimateur minimax pénalisé dans
la grille F. I est facile de démontrer qu’il existe une constante ¢ telle que o, (h.) < ¢jy?(B)
et une constante c; telle que

Ef| /() - F)] < Gu”(8).
Dot By(f) < (Cef + c5)u(8).

Maintenant, il nous faut borner R,. Appliquons I'inégalité de Cauchy-Schwarz

Ry(f) = iJEf\f(’“’(y)—f(y)\f[,;:k,g}

< ST (BN ) - f@)[7) PRk = k)
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Remarquons que I'indice k est aléatoire, nous le controlons a 1’aide de la somme qui rend 1’in-
dexation déterminisme. Cela va nous permettre d’utiliser un controle des grandes déviations
pour l'estimateur en question. Car si le parametre [ de 'estimateur localement polynomial
f®) est aléatoire (choisi & partir des données), alors cet estimateur n’est plus localement
paramétrique. Ainsi le controle des grandes déviations est plus difficile a obtenir. Par exem-
ple, les inégalités de concentration dit de Bernstein ou de Berstein (que 1'on peut trouver
dans Boucheron, Bousquet, et Lugosi [2004]) peuvent étre utilisées pour les estimateurs
linéaires seulement si la fenétre est déterministe. Notons que pour tout & > k + 1 et par
définition de & (1.5.6)

{k =k} = Ui { /40 0) — fO0)] > Cop(h)
Notons que o, (hy) est strictement croissant en I, donc,
{e=#k} < {|f*0) - f)] > 27Coy () |
U Uk {[F00) = f@)] > 27 Cop(m) } |
On arrive a l'inégalité suivante : pour tout k > x4+ 1
Brl=k) < P{|f* V) - f5)] > 27 Cop (i) |

+ 3P {I700) - £y)| > 27 Coy () }

1>k
A ce moment de la preuve, nous pouvons donner une hypothese pour finir la démonstration.

Hypotheses 2. Pour tout k > k, il existe une constante c; telle que

P, {‘f(k)(y) - f(y)‘ > 2_100p(hk)} < cjexp {— <C ; G penhk) } )

Dans cette these, nous prendrons la pénalité pen, = (1 + In [hmaxhgl])l/ T = (1 +

kln 2) Y7 Avec I’hypothese précédente, nous controlons

—k) < c;exp{— (C;CZY(/{;— 1)1112},

_ak i
ou ¢ = cj Z;:S’ exp {— (CQC“) [1In 2}. Ainsi, il est facile de controler le risque suivant. Il

existe une constante cj telle que

(Ey

>

Py (

FO ) = F))? < o (h).
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On obtient ce résultat en intégrant la probabilité de I’hypothese 2. D’ou

Rao(f) < 3" ciop (i) V/ exp {—% (C 3 Cjt)V (k — 1)1n2} .

k>k

Avec le choix de C' = 2(2d)'/7 + ¢;, on obtient

1 . /3 1 1/C—-c\"
RQ(f)ng:—WZcm/c_S(l—l—kan) Mexp{—§< 5 4) (k—1)1n2}.

(nhﬁlax) k>0

Avec cette inégalité, ’assertion du proposition est démontrée.

La recherche, du controle des grandes déviations, est une partie technique mais indispens-
able pour démontrer les résultats d’adaptation. Cette these consacre une partie importante
a la recherche de ce type d’inégalités notamment pour les estimateurs non-linéaires. De
nombreux papiers sont consacrés a ces résultats dans le but de 'adaptation (voir notam-
ment Talagrand [1994], Ledoux [1997], Massart [2000, 2007], Boucheron, Bousquet, et Lugosi
[2004] et Goldenshluger et Lepski [2009b]).

Nous insistons sur le fait que le biais et la variance de notre estimateur doivent étre respec-
tivement croissant et décroissante (voir ’équation (1.5.5)). Pour les fonctions anisotropes,
le biais n’est pas monotone. Dans ce sens, les articles de Kerkyacharian, Lepski, et Picard
[2001], Klutchnikoff [2005], Goldenshluger et Lepski [2008] et Goldenshluger et Lepski [2009a]
utilisent une méthode s’appuyant sur une comparaison des biais. La notion d’emboitement
est inévitable. En effet il est nécessaire de trouver un ordre sur ’ensemble des fenétres pour
que la variance soit monotone. En général, pour l'approche localement paramétrique, le
nombre d’observations appartenant a Vj,(y) augmente quand la fenétre augmente, d’ou la
diminution de la variance.

Dans cette procédure, nous avions un “point d’appui”, f (%) ’estimateur minimax pénalisé,
qui est notre oracle. Ainsi, la méthode de Lepski peut donner des inégalités oracle (voir Gold-
enshluger et Lepski [2009a]), mais cela demande des résultats un peu plus techniques (bornes
uniformes de fonctions aléatoires, voir Goldenshluger et Lepski [2009b]).

La méthode de Lepski (Lepski, Mammen, et Spokoiny [1997]) nous a permis de con-
struire des estimateurs bayésien et de Huber adaptatifs optimauz. Nous présentons dans le
chapitre suivant les résultats obtenus dans cette these notamment grace a cette méthode.
Dans la section 2.3, la performance de cette méthode est évaluée (par rapport a l'oracle).
Une illustration de la calibration de la constante C' est aussi présentée.
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Chapitre 2

Résultats et Perspectives

Apres avoir défini les modeles, les nouvelles méthodes d’estimation et la procédure adap-
tative, nous présentons les différents théoremes qui mesurent les performances des estima-
teurs proposés. D’un point vue minimax dans un premier temps, nous développons ensuite
des procédures adaptatives basée sur 1'idée de Lepski. Comme nous l'avons déja souligné
ci-dessus, nos résultats sont déduits du controle des grandes déviations de nos différents
estimateurs. Ces inégalités font 1’objet de sous-sections pour chaque méthode d’estimation,
et peuvent étre étudiées de facon indépendante des autres résultats. En fin de paragraphe,
nous parlerons des suites a donner a ces travaux, ainsi que des problemes ouverts.

2.1 Approche Bayésienne

Nous donnons les résultats obtenus pour l'estimateur bayésien dans le modele de la
régression générale. Tout d’abord nous précisons quelques hypotheses : la vitesse de conver-

gence minimax est supposée connue @, ~(5) = n~ 7% sur les espaces de Holder Hy (3, L), ou
1 <7 < 2 est une constante qui dépend de la densité g(.,.) des observations. Une propriété
remarquable de I'estimateur bayésien est qu’il s’adapte a la densité du modele pour étre
optimal au sens des vitesses de convergence minimax. Comme tout estimateur localement
paramétrique, le choix de la fenétre est primordial pour construire un estimateur qui ne
dépend pas de la fonction a estimer. Nous proposons une procédure adaptative pour le choix
de la fenétre, basée sur I'idée de Lepski, qui construit un estimateur adaptatif optimal. Nous
verrons quelques exemples d’optimalité pour certains modeles (section 4.3). Comme nous
I’avons vu dans la section 1.5.2, le controle des grandes déviations pour I'estimateur bayésien
indexé par h doit étre obtenu pour tout h. Ici, I'estimateur bayésien n’est pas linéaire et on
ne connait pas sa forme explicite. Nous utiliserons le fait qu’il minimise un critere partic-
ulier pour controler les grandes déviations. Une fois les résultats énoncés pour le modele de
régression générale, nous étudions quelques exemples comme la régression gaussienne et la
régression inhomogene de Poisson avec la vitesse ¢, 2(8) , la régression o avec ¢, 1424(5) et
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la régression multiplicative uniforme avec ¢, 1(3).

Nous proposons une procédure adaptative pour 'estimateur bayésien. Cette procédure
permet un choix a partir des observations de la fenétre d’estimation (en anglais : bandwidth).
Les résultats obtenus sont de type minimax adaptatifs pour le risque ponctuel. En partic-
ulier notre estimateur adaptatif atteint la vitesse ¢, ,(3), V5 €]0, b], nous verrons plusieurs
modeles dans lesquels cette vitesse est optimale. Notons toutefois que ’adaptation pour
I’approche bayésienne est déja apparue, par exemple dans les travaux de Ghosal, Lember,
et Van der Vaart [2008] et Van der Vaart et Van Zanten [2009].

2.1.1 Recherche de la Vitesse Minimax

Rappelons le cadre dans lequel on travaille.
1. Le modele est celui de la régression générale défini dans (1.2.2) avec une densité g(.,.),
2. feHyp, L, M) (Définition 1),
3. on utilise 'estimateur bayésien f défini dans (1.3.7), avec la constante m a choisir qui
correspond a l'inverse de la puissance du rapport de vraisemblance,
4. on suppose que la vitesse minimax est connue et égale a ¢, (8) = n~ 7R avec ~y
connue.

Pour obtenir la borne supérieure du risque maximal (Définition 6), nous avons besoin des
hypotheses suivantes. Pour cela , on introduit les notations suivantes. Pour tout 6 € ©(M),

soit U,, = N}, [G) (M) — 0}. Donnons aussi N}, = (nhd)lm ou~vy > 1et Vu € U, le pseudo
rapport de vraisemblance
Ly(0+uN; " Z,)

(0 2,)

(2.1.1) Zono(u) =

Soit H,,n > 1 le sous-intervalle suivant de (0, 1).

(2'1‘2) My = [hmina hmax] v hmin = (ln n)«,dﬁn—l/d? Pax = (lnn)fﬁ .

Dans la suite, nous considérons seulement les valeurs de h appartenant a H,. Soit fy(x),
avec 0 € @(Z\/[ ), le polynome local d’approximation de f sur Vj,(y) et soit b, 1'erreur d’ap-
proximation correspondante, i.e.

(2.1.3) b= sup |fo(z)— f(z)|.

€V (y)
Finalement, définissons NV'(h) = (b, x N;)" et
(2.1.4) En=exp{N(h)}.

Soit le sous-intervalle 'y C @(M) tel que fFa du =67, § > 0.
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Hypotheses 3. On suppose qu’il existe plusieurs constantes 7,m > 0 et
1, 2, 3, Cp, Cy, 81, 89 > 0 telles que pour tout n > 1, f € Hy(B,L, M), 0 € @(M) et
heH,, ona

1. / Ef [1 — Z711/6m<u)i| du < Cl 5}515Db+7’, Yo < S1,
T's ’ +
2. Efzjl{mu) < Cy E2 exp{—cs |ull]}, YueU,: |luly > sy N(h).

ot ay = max(a,0), a € R,

Remarque 3. On suppose aussi connues les constantes ¢z, ss, T, m and vy, l’existence des

autres constantes est suffisante. Notons que le processus Zn,g(.) n’est pas toujours défini, par

exemple si la mesure de probabilité IP’fQ+ - n’est pas absolument continue par rapport a Py, .
Ui,

Dans ce cas, le probleme est ouvert.

Par le passé, Has'minskii et Ibragimov [1981] ont énoncé des hypotheses similaires pour
les modeles paramétriques. Ils utilisent I'estimateur bayésien [ ||t — u||L(u)du mais sans la
puissance 1/m. Ainsi, les hypotheses ci-dessus sont plus faibles que celles de Has'minskii
et Ibragimov [1981] et Chichignoud [2010a] (voir Chapitre 4). Ces hypotheses sont données
par Chichignoud [2010b] (Chapitre 3). La continuité du processus Z,¢(.), et donc de la
vraisemblance, n’est pas nécessaire pour ’approche bayésienne. En revanche, Z,, ¢ est défini
comme le rapport de deux mesures de probabilités, il est donc nécessaire que IF’fgﬂN;l soit

absolument continue par rapport a Pr. Le prochain théoreme montre qu’avec un choix
judicieux de la fenétre h, I’'estimateur bayésien local est optimal d’'un point de vue minimax

sur les espaces de Holder. Posons h = (L”’n)fﬁ et soit f*(y) = 0A07..,,0 (k) donné par (1.3.4),
(1.3.6) et (1.3.7) avec h = h.

Théoreme 1. Soient 5 > 0, L > 0 et M > 0 fizées. Supposons que les hypothéses 3 sont
vérifiées. Alors, il existe une constante C, telle que pour tout n € N* satisfaisant Nj > 1,

90;1%(5)Rn,q fﬁ<y)7Hd(67 L7M) S C*, Vq Z 1

Remarque 4. Sous les hypotheses 3, nous savons construire un estimateur minimazx. Nous
verrons dans les sections 2.1.4 et 3.4 dans quels modeles ces hypothéses sont vérifiées. Les
estimateurs de type bayésien ou de Pitman ont été introduits dans le livre de Has minskii et
Ibragimov [1981] pour lestimation paramétrique, dans le but d’atteindre la vitesse optimale
pour différents modéles o la vitesse varie. Dans la preuve (section 3.5), la constante C, est
exprimée de fagcon explicite. Notons que la borne inférieure n’est pas calculée car nous avons
supposé la vitesse minimax connue. Dans les exemples (section 2.1.4), les bornes inférieures
du risque minimax sont calculées.
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2.1.2 Procédure Adaptative

Cette section est vouée a 'estimation adaptative sur la collection de classes
{]H[d(ﬁ, LM )} . Nous n’allons pas imposer de restriction sur les valeurs possibles de

[l

L, M. En effet, L, M joue un role secondaire en intervenant dans les constantes, a l'inverse
de 5 qui a une influence sur la vitesse. Nous supposerons que § € (0,b], ol b, est un entier
choisi arbitrairement a priori. Notons aussi que la constante M peut étre estimée par un
estimateur non nécessairement optimal (voir Chichignoud [2010a] ou Chapitre 4, Section
4.3). En revanche, il n’existe aucune méthode capable d’estimer [ et L.

Soit @ la famille de normalisations suivante :

¢"vv(5):(w)wﬂd, pna(B) = |1+

n

v(b—B) 5
b d(prd | o PE (0,0].

On remarque que ¢,(b) = @,~(b) et p,~(5) ~ (lnn)% pour tout 5 # b. On con-
state une perte dans la vitesse adaptative. Ceci est en général toujours vrai pour l'esti-
mation ponctuelle (voir notamment Lepski [1990], Tsybakov [1998], Klutchnikoff [2005] et
Chichignoud [2010a]). Nous verrons que cette perte est nécessaire pour controler les grandes
déviations pour I'estimateur bayésien local.

Construction de I’estimateur ®-adaptatif. Comme mentionné dans la section 1.5.2,
la construction de notre procédure d’estimation comprend deux étapes. Premierement, nous
définissons la famille des estimateurs bayésiens locaux. Ensuite, s’appuyant sur la méthode
de Lepski, nous proposons une sélection adaptative pour cette famille.

lere étape : Collection d’estimateurs bayésiens locauzr. Posons

he =2 hnax, k=0,... Ky,
ou k,, est le plus grand entier tel que hy, € H, défini dans (2.1.2). Soit
F={79() =bo...olh), k=0, Xk},
ot fy,._o(hy) est donné par (1.3.4), (1.3.6) et (1.3.7) avec h = hy.

2¢me étape : Sélection parmi la collection F.  On pose f*(y) = f®(y), ot f®)(y) est

sélectionné dans F avec la regle de décision suivante :
(2.1.5) ko = inf {k; 0K, : [Py - fO)| <CS.(1), 1=F+ 1,kn'} .

Ici, on a utilisé les notations suivantes, pour ¢ > 1 :

27+ dQ))> " s=

c3y (1/\7’Db_1

1
-

14+1In2
n ()"

(21.6) C= <s’g v
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Théoreme 2. Soit b > 0 fizé. Supposons que les hypotheses 3 soient vérifiées, alors pour
tout B € (0,0], L>0, M >0etqg>1

~

limsup ¢, % (8)Rnq | f*(y), Ha(B, L, M) | < .
n—oo
Remarque 5. Ce théoreme correspond au théoréeme 5 dans le chapitre 3. L’assertion de ce
théoreme montre que l’estimateur proposé f* (y) est ®-adaptatif. Cela implique que la famille
de normalisations ® est admissible. Par exemple, nous pouvons démontrer [’optimalité de
O dans la régression multiplicative uniforme avec le critére de Klutchnikoff [2005] (voir
Section 4.6). Nous avons choisi d’écrire le théoréme de fagon asymptotique pour simplifier la
présentation, au vue de la preuve (section 3.5) nous pourrions écrire la borne supérieure sous
la forme ¢, + R, comme présentée dans la section 1.5.2. La connaissance des constantes
S9, 7Y, €3 est nécessaire pour construire la constante C' intervenant dans la procédure. En
pratique, on peut calibrer la constante C' sur des jeuxr de données et ainsi €viter ce probleme.

2.1.3 Grandes Déviations

Nous avions précisé dans la section 1.5.2 que le controle des grandes déviations est indis-
pensable pour obtenir 'adaptation. Ainsi, nous avons pu établir un nouveau type d’inégalités
exponentielles. Il existe €y, wy, we et w3 des constantes positives. Pour tout n > 1, h € H,

et f € Hy(B,L, M), alors Ve > gq x N'(h)
By (Nl £9) = FW)] = €) < wn&i? exp {—wse},

ol I'estimateur bayésien f*(y) est donné par (1.3.4), (1.3.6) et (1.3.7). Ce résultat est énoncé
dans la proposition 3, la preuve est disponible dans la section 3.5.4. La nouveauté ici est la
puissance 7 dans I'exponentielle. En effet la puissance conditionne la vitesse ¢, (3) (voir
aussi Has'minskii et Ibragimov [1981]). A noter aussi I'apparition du terme &, = exp{b, N}, }.
Ce terme peut éventuellement tendre vers l'infini si le nombre d’observations augmente.
Pour le controler, nous utiliserons le compromis biais-variance, i.e. N'(h) = by N, < Ldh? x

1/~ . .. . .
(nhd) / , nous pouvons voir ce terme comme le rapport biais/variance. Pour l'estimateur
minimax, la borne supérieure du risque s’obtient par intégration de cette probabilité.

Dans la suite, nous donnons quelques idées essentielles de la preuve. Notamment comment
utiliser les hypotheses 3 et le critere bayésien.

Idée de la preuve. La définition de é(h) et @ =0(f,y,h) les coefficients du polynome de
Taylor associé a f, impliquent que Ve > 0

Py (Nh|fh(y) - f(y)‘ > 5) < Py (Nh‘éo(h) — 90| > 6)
(2.1.7) < P, (NhHé(h) —0||, > g).
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Quelques remarques sont a faire. Premiérement, par définition on a ¢ € ©(M). Rappelons
que O(h) minimise 7, défini par (1.3.6) et donc, 'inclusion suivante est vraie si #(h) € ©(M).

(2.1.8) {NhHé(h) —0||, > g} c { inf  ma(t) < 7rh(0)}.

Npl[t=0]l1>e

En outre,
m(t) = Nh_l/@HNh(t—u)Hl[Lh(u,Zn)]l/mdu

- N,;Db—l/U INW(t = 6) — ully [La (6 +uN; Y, 2] du

— NP [Lu(6, 2)] / INL(t = 0) — ull, Zy" (u)du.

n

D'otu, 7, = Ny, (é(h) — 6) est le minimiseur de

wle)= [ lls=ulp

et on obtient avec (2.1.7) et (2.1.8) pour tout € > 0

Zyl" (u)

- du,
Zi{em(v)dv

(2.1.9) P, {HNh(é(h) —9)

> 6} < ]Pf{ inf x,(s) < Xn(O)}-

lIslli>e

Soient v > 0 et 0 < r < ¢/3 deux parametres a choisir, apres quelques minorations et
majorations de y,(.), on obtient

Py {Xn(O) — inf x,(s) > 0} < 2P {/ HquZ,IL/;@(u)du > ry/4}
UnN(|Jull1>7)

lIsll1>e
+2P {/ Zylh/;q’(v)dv < 1//2} .
Un

En utilisant 'inégalité de Markov, le premier terme peut étre controlé par une inégalité
exponentielle avec I’hypothese 3.2. L’hypothese 3.1 est utilisée pour controler le deuxieme
terme en retranchant UZ:L{ o (0) dans 'inégalité. Ainsi, le controle des grandes déviations avec
la puissance v est obtenu pour I'estimateur bayésien dans le modele de régression générale.
Plus de détails sont donnés dans la preuve 3.5.4 de la proposition 3.

2.1.4 Exemples de Modeles avec des Vitesses Différentes

Dans cette partie, nous précisons les modeles de régression (gaussienne, inhomogene de
Poisson, a et multiplicative uniforme) ot les hypotheses 3 sont vérifiées. Pour chaque modele,
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M. CHICHIGNOUD 2.1. APPROCHE BAYESIENNE

on construit un estimateur bayésien local minimaz. A I'aide de la procédure adaptative, nous
donnons un estimateur bayésien adaptatif optimal pour chaque modele.

Nous nous intéressons a trouver des modeles dans lequels les estimateurs linéaires ne sont
pas optimaux (au sens minimax et adaptation minimax). Par exemple, dans les régressions
« et multiplicative uniforme, les vitesses minimax sont respectivement ¢, 1424(8) et ¢n1(5)
et donc bien meilleures que ¢, 2(3) la vitesse des estimateurs linéaires. Nous pouvons dire
que la famille des estimateurs bayésiens indexés par la fenétre est plus “riche” que celle des
estimateurs linéaires.

Nous ne précisons pas encore, a ce stade, comment vérifier les hypotheses 3. Ce travail
est présenté dans la section 3.4. Les démonstrations doivent étre faites a la “main”, i.e. pour
une densité g(.,.) donnée, on doit rechercher les constantes qui vérifient les hypotheses 3.

Régression Gaussienne. La régression gaussienne est tres connue en statistiques non-
paramétriques. Beaucoup d’estimateurs linéaires ont déja été développés et sont optimaux.
On veut vérifier que notre estimateur bayésien fait aussi bien que les estimateurs linéaires
dans ce cadre tres classique. Rappelons le modele additif gaussien

Y;:f(Xl)_'_fzv fiNN(Ova2>7 7;:17"'7”7

ou f e H(B,L, M) et o > 0. Ici la densité des observations s’écrit

(.- f(Xi))2 }
202 )

g(, F(X0) = ge(. — F(X0)) = (2m0%) " exp {—

On peut vérifier les hypotheses 3 avec v = 2. Ainsi, I'estimateur bayésien local atteint les
vitesses minimax ¢, 2(5) = n"E ot adaptative ¢, 2(f) pénalisée (voir Théroreme 6) avec
un vInn qui est optimale pour la régression gaussienne. Le choix des fenétres minimax et
adaptatives est donné respectivement dans les sections 2.1.1 et 2.1.2.

Régression Inhomogene de Poisson. Nous sommes ici dans le cas discret, avec une
densité
k
[/ (X5)]

gk, f(X:)) =Py(Yi = k) = “=—exp{~f(Xi)}, keN, feHys L MA).

Dans ce cadre, on peut dire que Y; ~ 73( f (XZ)) Les hypotheses 3 sont vérifiés avec v = 2

(Lemma 2). Ainsi, l'estimateur bayésien local atteint les vitesses minimax ¢, 2(8) = "7
et adaptative ¢, o(3) pénalisée avec un v/Inn (Théroréme 7). Les choix des fenétres minimax
et adaptatives sont données respectivement dans les sections 2.1.1 et 2.1.2. Les vitesses de
convergence sont les mémes que celles de la régression gaussienne. Ce qui est naturel par
équivalence asymptotique entre ces deux modeles (voir Anscombe [1948]).
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Régression a. La régression « justifie la construction de I'estimateur bayésien. En effet,
la vitesse de convergence dépend de « et s’améliore dés que a < 1/2. Rappelons le modele

}/l:f<XZ>+EZa izl,...,n,

ou ¢ a pour densité g,(x) = C(a)exp {—|z|*} avec 0 < a < 1/2. C(«) est une constante
choisie pour que g, soit bien une densité. Ici le design X; est déterministe uniformément
réparti sur [0,1]¢ et f € Hy(B, L, M).

____ B

Nous démontrons que l'estimateur bayésien atteint la vitesse @, 1494(8) = n~ G205+

si I'on connait . La procédure adaptative, donnée dans la section 2.1.2, permet de con-
struire un estimateur bayésien adaptatif qui atteint la vitesse ¢y, 1424(03) pénalisée avec un

(ln n)ﬁ On remarque que pour a < 1/2, on a la vitesse de convergence ¢, 1424(5) <
©n2(f8). Ainsi, dans ce modele, 'estimateur bayésien est “meilleur” (converge plus vite) que
les estimateurs linéaires.

Has'minskii et Ibragimov [1981] démontrent, dans le cas paramétrique, que pour o > 1/2
la vitesse est n~1/2 et pour a = 1/2 on a la vitesse (n In n)_l/Q. Donc 1/2 est la frontiere avec

la “pire” vitesse ¢, (). On remarque que si @ = 0 alors ¢, 1124(8) = ¢n1(8) ot v, 1(B)
est apparemment la “meilleure” vitesse que I'on peut atteindre en estimation.

Régression Multiplicative Uniforme. Le modele est
Y;:f(XZ)XUZ, 1=1,...,n,

ou f € Hy(B, L, M, A). Les variables aléatoires (U, );c1...n sont supposées indépendantes et
uniformément distribuées sur [0, 1] et les points du design (X;);e1.. ., sont déterministes.
L’étude de ce modele est I'objet du chapitre 4. L’approche bayésienne développée ne
peut pas s’appliquer directement. Premierement, nous avons construit deux estimateurs A
et M de A et de M, et introduit 'estimateur bayésien construit sur ’ensemble des coeffi-
cients aléatoires. Deuxiemement, le processus Z, ¢ n’est pas toujours défini (les mesures de
probabilité ne sont pas absolument continues). Il nous a fallu choisir de fagon judicieuse le

polynome d’approximation fp avec la condition fy = f.

Ainsi nous prouvons que la vitesse minimax est ¢,1(8) = A (Théoreme 10) et
que notre estimateur bayésien est minimax (voir Théoreme 11, Section 4.2). Dans le cadre
adaptatif, nous donnons une procédure plus spécifique que celle présentée ci-dessus, qui
nous permet de trouver un estimateur ¢, ;(f)-adaptatif (Théoreme 14) ou la pénalité est
en Inn. Nous démontrons a l'aide du critére de Klutchnikoff [2005] que cette famille de
normalisations est adaptative optimale (voir Théoreme 13). On rappelle qu’il y a toujours
un prix a payer pour I’adaptation en estimation ponctuelle.

On rappelle que pour utiliser I'estimateur bayésien, les hypotheses 3 doivent étre vérifiées,
en particulier pour les exemples ci-dessus. On peut trouver plus de détails dans la section
3.4 (Chapitre 3).
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2.2 Critere de Huber

Cette partie présente un estimateur “robuste” (peu sensibles aux valeurs extrémes, en
anglais outliers) de type M-estimateur que nous appelons estimateur de Huber. Comme nous
I’avons vu dans la section précédente, I’estimateur bayésien recherche la vitesse optimale pour
un modele donné. L’inconvénient de ’approche bayésienne est qu’il faut supposer connue la
densité des observations ¢g(., .) pour vérifier les hypotheses 3. Nous proposons un estimateur
qui ne dépend pas de la densité g. des observations (avec g¢ vérifiant les hypotheses 1). En
revanche, l'estimateur de Huber n’est pas toujours optimal (par exemple régression o ou
régression additive uniforme).

Rappelons dans quel cadre on travaille.

1. Le modele est celui de la régression additive avec design aléatoire (indépendant du
bruit) défini dans la section 1.2.3 avec une densité g¢(.) vérifiant les hypotheses 1,

Y;:f(Xl)+€w izl)"'ana

2. feHyp, L, M) (Définition 1),
3. on utilise I'estimateur de Huber f défini dans (1.3.10),

4. on ne regarde pas le point de vue minimax dans ce paragraphe, mais plutot la vitesse
du risque maximal (Définition 6) de notre estimateur de Huber.

L’adaptation dans la régression additive a déja fait I’'objet d'un travail. En effet, Brown,
Cai, et Zhou [2008] utilisent la normalité asymptotique de la médiane pour approximer
ce modele par le modele gaussien avec une méthode de médiane par blocs. Une étape in-
termédiaire est de projeter les nouvelles observations dans une base d’ondelettes. Ensuite,
la méthode de Stein par blocs (voir Stein [1981] et Cai [1999]) est utilisée pour 'adaptation.
En revanche, cette approche nécessite des hypotheses plus fortes que les hypotheses 1 qui
sont suffisantes pour I'utilisation de ’estimateur de Huber.

Tsybakov [1982a, 1982b, 1983, 1986] fut le premier a introduire l'idée de Huber [1981]
pour 'estimation non-paramétrique locale et plus généralement pour ’estimation robuste.

2.2.1 Adaptation

Grace au critere de Huber, on démontre que notre estimateur f est ¢, 2(5)-adaptatif sur

la collection des espaces de Holder isotropes {Hd(ﬁ L, M )}ﬁ pour l’estimation ponctuelle.
L

)

Pour l'estimateur de Huber, citons les papiers de Hall et Jones [1990] et Hardle et Tsy-
bakov [1992], avec les méthodes adaptatives de validation croisée et de Plug-in. Reiss, Rozen-
hole, et Cuenod [2009] développe un estimateur adaptatif pour les fonction localement con-
stantes. Dans la suite, nous proposons une généralisation de cette approche a toutes fonctions
qui peuvent étre, localement, approchées par un objet paramétrique.
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2.2. CRITERE DE HUBER M. CHICHIGNOUD

Nous supposons que 3 €]0,b] (b est la borne supérieure de la régularité) et aucune
restriction sur les constantes L et M. Soit @ la famille de normalisations suivantes :

T _ 1/2
o) = () )= (14 e 2] L se ]

On remarque que ¢,(b) = ¢,(b) et pa(3) ~ ((b — B)ln n)1/2 pour tout 5 # b. Il est facile
de démontrer que cette famille de normalisations est adaptative optimale sous le critere de
Klutchnikoff [2005] pour la régression gaussienne.

Construction de 'estimateur ®-adaptatif. Premierement, nous déterminons la famille
des estimateurs de Huber locauz. Ensuite, basée sur la méthode de Lepski, nous proposons
une regle de sélection dans cette famille a partir des données.

On prend f* Iestimateur défini par (1.3.4), (1.3.9) et (1.3.10). Ainsi, on définit la famille
des estimateurs de Huber locaux F. Posons Pmax = n" T et

hie =2 hax, £=0,..., Kk,

b
ou k,, est le plus grand entier tel que hy, > hpin = n~ Y n@@d p. Soit

%

(2.2.1) ]::{f(k)(y)zéo ,,,,, o(hw). k:O,...,kn}.

On pose f* (y) = f(’;)(y), ol f(’%)(y) est sélectionné A partir de F avec la régle de sélection
suivante :

(2.2.2) l%zinf{k:o,kn: 7P y) — FO)| < CSa(1), l:k+1,kn}.

Avec les notations suivantes :

1/2
1+17In2

(2.2.3) C =2 DyW4AB\rd, S,(l) = Ol

ou A > 0 est la plus petite des valeurs propres de la matrice du design définie dans le lemme
13 et Dy est le nombre de dérivées partielles d’ordre plus petit ou égal a b (1.3.2).

Théoreme 3. Soit b > 0. Alors, pour toute densité ge(.) vérifiant les hypothéses 1, pour
tout B € (0,0], L>0, M >0etr>1

limsup 67,5(8) R | f*(9), Ha(8, L, M) < oo.

n—0o0
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Remarque 6. Ce théoréme correspond au théoreme 5 dans le chapitre 3. La constante
M sert a la construction de 'ensemble des coefficients ©(M) (1.3.10), on peut remplacer
M par Inn ou estimer avec une méthode de médiane locale. La constante A dépend de
f_ll ge(2)dz (voir Prewve du lemme 13), inconnue en pratique, mais on peut l'estimer a
laide de l'estimateur

PO _
= — E I Y. — f(X,
G n - [ 1,1}( i f( 1))7

ot f est un estimateur de f (par exemple lestimateur de la médiane locale). Il est facile de
voir par construction que G estime la quantité Pr(—-1<¢<1)= fjl ge(2)dz. Une solution,
tres utilisée en pratique, est de calibrer la constante C' avec un jeu de données.

Ce résultat est valable dans le modéle de régression additive sous les hypotheses 1, en
particulier lestimateur de Huber adaptatif f*(y) atteint la vitesse ¢y, 2(3) pour les régressions
gaussienne, de Cauchy, régression « et additive uniforme.

Comme pour l’approche bayésienne, nous donnons le résultat sous forme asymptotique.
Nous pouvons une nouvelle fois préciser que la borne supérieure peut s’écrire comme la
vitesse plus un reste (voir Section 5.4).

Maintenant, nous allons nous intéresser a controler les grandes déviations de ’estimateur

de Huber.

2.2.2 Grandes Déviations

Nous expliquons ici comment obtenir le controle des grandes déviations avec ’estimateur
de Huber. Les idées de la preuve reposent sur la différentielle du critere de Huber en ¢, du
processus limite de celle-ci (M-estimation) et d’'un argument de chainage combiné avec
I'inégalité de Bernstein (Boucheron, Bousquet, et Lugosi [2004]). Tout d’abord, énongons le
résultat.

Pour tout n € N*, h € H,,, f € Hy(3, L, M), alors Ve > Dy £o(h)/v/X on a

2
<a\/XD,;1 - so(h)>
84 smsVAD

Y

Py (Nalf"() = F)] = <) < Dexp

ou gg(h) = (1 V by, Nh). Notons que ce résultat est conditionné par un événement dont
son complémentaire a une probabilité exponentiellement petite de se réaliser (pour plus de
précisions, voir Section 5.4).

Idée de la preuve. Posons la dérivée de la fonction de Huber (1.3.8)
(2.2.4) q(z) = Q’(z) = ]1]17_’_00[(2) — ]I]_oov_l[(z) +z ]I[_Ll](z), z € R.
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Il est facile de voir que cette fonction est continue et bornée par 1. Notons Dy (.) la différentielle
du critere de Huber my,(.) défini par (1.3.9). Remarquons que chaque coordonnée de Dy, (.)
est une somme de variables aléatoires bornées et Dy, (6(h)) = (0, ...,0) (¢ est continue). Soit

~ s . = AptN; !
Dy(.) = E;Dy(.), I'idée principale de cette preuve repose sur le fait que Dy, (t) — Dy (t)

-1
en probabilité uniformément en ¢, alors on a 6(h) % 6 ou 6 € ©(M) est 'unique solu-
tion de Dp(0) = 0 et Ay, est le terme de biais est vaut environ LhS. C’est 'idée générale de
la m-estimation : regarder si le processus limite admet comme solution le parametre que ’'on
cherche a estimer (voir par exemple le livre de Van de Geer [2000]). Pour obtenir la bonne
vitesse de convergence, il suffit d’utiliser les shémas classiques du compromis du biais Lhf
et de la variance 1/sqrtnh?. On donne le diagramme suivant qui résume ces explications
(Figure 2.1).

Ay + Nh_l
Dy (1) >  Dy(t)

Solution
D, =0

S~olution
D, =0

v
0 >
Ah—l—Nh_l

v
G

FIGURE 2.1 — Illustration des principe des M-estimateurs

La définition de (h) et 0 = 0(f,y, h) les coefficients du développement de Taylor im-
pliquent que Ve > Dy go(h)/v/A

Pr (Nl () — FW)| =) < Py (Naldo(h) — 60| > ¢)
< Py (Nuv/Dofi() 0], > ¢)
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En démontrant que la jacobienne de Dj,(.) est inversible, on peut écrire (Lemme 13) que

VD,
VA

Maintenant, rappelons que Dj, (é(h)) = (0,...,0) et Dy(8) = (0,...,0) et

P, (Nh|fh(y) I > 5) <P, (Nh HDh(é(h)) - Dh(Q)H2 > g> .

| Du(0) = Da@)| = [ a0m))|| = | a@)) = Di(n) |, < sup)HDh(t)—f)h(t)H .

2 2 teo(M 2
> e
2

En utilisant un argument de chainage et 1'inégalité de Bernstein (voir Lemme 15), on obtient
le résultat

Py (Nh|fvh(y) — fly)] = 8) < P (Nh\/?tes&% HDh(t) - f)h(t)‘

2
(5 )\Db_l — Ah)
8+ eVaD,!

(2.2.5) Py (Nil () = f(9)] 2 ) < Texp

Pour plus de détails, regarder la proposition 7 dans la section 5.4. On peut voir Dy, (t) —D, (t)
comme une somme de variable aléatoires indépendantes et bornées » " | W,(X;, &) (proces-
sus empirique). Deux nombreux outils ont été développés ces quinze dernieres années et
peuvent remplacer 'utilisation d’un argument de chainage et d’une inégalité de concentra-
tion classique.

2.2.3 Inégalités Maximales pour les processus empiriques

Cette sous-section a pour but de présenter la notion de processus empirique et les
inégalités de concentration du maxima de ces processus que l'on peut trouver dans la
littérature. Ces inégalités sont tres utilisées en statistique mathématique notamment pour
I'adaptation (Voir 'exemple ci-dessus). Elles sont couramment appelées inégalités mazimales
(en anglais : mazimal inequalities).

Posons les notations pour définir un processus empirique. Soit G une classe de fonc-
tions bornées de Q2 — R ou (2,4, P) est un espace de probabilité et E désigne I'espérance
mathématique par rapport a IP. Notons 71, ..., Z,, une suite de variables aléatoires indépendantes
a valeurs dans €. On appelle processus empirique y ., g(Z;) et maxima d’un processus em-

pirique Z = sup,eq Yoy |9(Zi) — Eg(Z;)|.

Inégalité de Talagrand :
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Pour la premiere fois, Talagrand [1994, 1995, 1996a, 1996b] donne des inégalités de
concentration pour le maxima d’un processus empirique. Soient b > 0 tel que ||g|| < b pour
tout g € G et v =Esup,eg > i, g*(Z;), alors pour tout réel positif

2

P(Z 2 E[Z] + =) < KGXP{‘m}’

ou ¢y, ¢y et K sont des constantes universelles.
On peut remarquer que si G est restreint a une seule fonction, alors on obtient ["inégalité
de Bernstein

P (Z 9(Z:) = Eg(Z;)| > $> < 2exp {—2(1}_?—;/3)} :

Dans ce cas, les constantes correspondantes c; et co sont connues explicitement. L’inégalité
de Talagrand permet de prouver I’existence d’inégalités exponentielles, mais pose le probleme
de la connaissance des constantes. En effet, les procédures adaptatives contiennent des
parametres qui, une fois optimisés, dépendent des constantes c¢; et ¢y (Voir le parametre
C' dans la procédure de Lepski). De plus, il n’est pas toujours évident de calculer 'espérance
de E[Z] (pour plus de détails, voir Massart [2007], Chapitre 6). En fait, cela demande 1'utili-
sation d’un argument de chainage et donc du calcul de I’entropie de I'espace G considéré.

Inégalité de Massart 1 :

Pour résoudre les problemes que pose l'inégalité de Talagrand, Ledoux [1997] propose
une démonstration de cette inégalité, en utilisant des inégalités d’entropie sur des mesures
produit. Puis Massart [2000] donne une inégalité de type Bennett avec des constantes con-
nues. On peut toujours écrire une inégalité de type Bennett comme une inégalité de type
Bernstein qui est souvent priviliegée pour I'adaptation. Soit o2 = SUPgeg D iy Var (g(Zi)),
alors pour tous réels strictement positifs z et ¢

P(Z = (1+¢)E[Z] + ) < exp {_2(m2 fﬁ(e)bx)} ’

ot k =4 et k(e) = 2.5+ 327
La connaissance des constantes est tres importante pour 'adaptation. Le probleme, qui
vient ensuite, est 'optimisation de ces constantes (les plus petites possibles).

Inégalité de Bousquet :

Contrairement a I'inégalité de Massart 1, Bousquet [2002] montre que ’on peut obtenir
les constantes optimales (comme dans I'inégalité de Bernstein) avec des variables aléatoires
Zy, ..., Zy indépendantes et identiquement distribuées. Supposons que sup ¢ ||9[/c < 1, alors
pour tout x > 0

P(Z > E[Z] + 1) < exp{—m}.
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Méme avec les constantes optimales, il reste un probleme de taille a résoudre : le calcul
ou la majoration de E[Z] (I'espérance du maxima de la somme de variables aléatoires
indépendantes et bornées). On peut utiliser un résultat disponible dans le livre de Van der
Vaart et Wellner [1996] pour les processus (X;);er dit sub-gaussiens quand ils vérifient

P(|Xs — X >x) < Zexp{—x2/2d2(s,t)}, s, teT, x>0,

ou d(-,-) est une semi-métrique sur 7'. Dans le chapitre 2 (Empirical processes), Section 2
(Mazimal inequalies), corollaire 2.2.8, on y trouve une majoration de I’espérance du maxima
du processus &; : pour ty € T fixé arbitrairement, on a

E sup | X;| §E|Xt0|+K/ VInN(r/2,d)dr,
0

teT

pour K une constante universelle et N (r, d) est le nombre minimal de boules de rayon r (avec
la semi-métrique d) nécessaire pour recouvrir 'espace T'. In N(r/2,d) est appelée entropie
de I'espace T'.

La démonstration de ce corollaire nécessite I'utilisation d’un argument de chainage et
donc le calcul de I'entropie de l'espace considéré. Mais ici, la constante K est inconnue.
Ceci pose encore le probleme de 'adaptation dans lequel les parametres des procédures
adaptatives doivent étre connues. Dans ce sens, Massart [2007] développa des inégalités
maximales qui nécessitent seulement le calcul de ’entropie.

Inégalité de Massart 2 :

On peut trouver dans le livre de Massart [2007] au Chapitre 6 (Mazimal Inequalities), Sec-
tion 6.2 (Function-indezed empirical processes), des inégalités exponentielles pour le maxima
de processus empiriques (somme de variables aléatoires indépendantes et bornées). Nous ex-
pliquerons dans la suite que si le supremum du processus empirique » ., Wi (X, &;) est indéxé
en t alors il est nécessaire que Wj(+,-) soit continue en t. Ainsi, le résultat énoncé par Mas-
sart [2007] dans le corollaire 6.9 se présente comme suit. L’auteur introduit la fonction H(0)
comme l'entropie de G avec une notion de Bracketing (un peu plus rafinée que Ientropie
habituelle). Soit 0 = sup g > i Eg*(Z;) et b = sup g ||9]/, alors, pour tout e €]0, 1] et

x>0
1’2
P(Z>E+1)< _
(2 =z +$)—eXp{ 2(1+6€)2n02+4bx/3}’

ou pour une constante absolue kK = 27

E= g\/ﬁ/oa VH(u)V ndu+ 2(b/3 + 0)H(o)

Ici tout le travail a été fait, en particulier la majoration de EZ par E qui contient 'intégrale
de I'entropie avec les contantes connues.
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Revenons au cas de l'estimateur de Huber, avec le maxima du processus empirique
SUPeq D Wi(Xi, &) (© = O(M) est un compact de RP*) on Wy(z,2) = ¢(z + f(z) —
ft(x)) (x—gy) Lrev,(y), €t ¢ est la dérivée de la fonction de Huber definie dans (1.3.8). Comme
nous l'avons précisé ci-dessus, le calcul de 'entropie sur I'espace G = Wg = {W =W, :te
@} est assez difficile voir impossible. Ainsi, il est souvent choisi de se ramener a l’entropie
de 'espace © qui est plus facile a calculer. Ceci nécessite la continuité de W, en t et donc
de la continuité de la fonction ¢ (dérivée de Huber) dans notre exemple a nous.

L’inégalité de Massart 2 convient parfaitement pour le controle des grandes déviations de
I'estimateur de Huber. Mais dans notre démonstration (Chapitre 5, Preuve de la proposition
7), nous avons choisi de faire les calculs a la main avec I'utilisation d’un argument de chainage
et 'inégalité de Bernstein (I'inégalité de Hoeffding est suffisante si le design est déterministe).
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2.3 Expériences numériques

Dans cette section, nous donnons quelques résultats pratiques (avec le logiciel Matlab)
pour toutes les méthodes développées. Nos simulations sont effectuées sur 3 fonctions fi, fo

et f3.

——————

,
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’
N s

L L L MRS L L L L L L L L L L L L L L L ' L L L L
a 0.1 02 03 04 05 06 07 08 08 1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 08 1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 08 1
x x x

FIGURE 2.2 — Fonctions utilisées pour nos simulations.

Notre étude se limite aux fonctions unidimensionnelles. En fait, les comportements, que
I’on peut observer sur les fonctions isotropes a plusieurs variables, sont semblables a ceux
observés sur les trois fonctions ci-dessus.

Rappelons que notre estimateur est un polynome dont on estime les coefficients. Pour
des raisons de complexité, nous nous limiterons aux polynomes de degré 1, i.e. que nous
n’étudierons que les fonctions f € Hy(5, L, M) avec § < 2.

Nous testons nos estimateurs dans les différents modeles étudiés dans cette these. Pour
chacun d’entre eux, nous allons comparer les estimateurs bayésiens et de Huber avec leurs
oracles.

Définition 10. L’estimateur f*(y) = fh(y) est appelé oracle de la famille {fh(y)} si
h>0

bt = argminEy| fu(y) — £(y)].
h* est appelée fenétre oracle.

Notons que pour chaque point y, on y associe un oracle. L’oracle peut étre interprété
comme le meilleur estimateur dans la famille connaissant la fonction f.
Nous présentons les résultats de la fagon suivante : nous calculons les rapports

_ Elf5) — 1)l () = fiy) — )]
Es|f5f (y) — f(y)] Es|fi (v) — f()|

ol f3(y) et f3 (y) sont respectivement les oracles des familles d’estimateurs bayésiens { f h(y)}

T*

h>0
et de Huber { fh(y)} . h}, et hj; sont respectivement les fenétres adaptatives des estima-
h>0

teurs bayésien et de Huber, données par les procédures (2.1.5) et (2.2.2). L’espérance de la
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fonction de perte est approchée par une méthode de Monte-Carlo avec T' = 10000 itérations.
On construit la suite finie d’éléments yy, 4o, ..., ¥, uniformément répartis sur U'intervalle [0, 1].
On appelle oracle bayésien / estimateur bayésien et oracle de Huber / estimateur de Huber
les rapports suivants :

L I R
B = ;ZTB(yj)v g = ;ZTH(?/J)
j=1 j=1

Nous choisirons v = 200 pour I'implémentation. Ces rapports permettent d’évaluer la qualité
des procédures adaptatives que nous avons introduit dans cette these (voir Sections 2.1 et
2.2). Rappelons que ces procédures contiennent un parametre de seuillage, noté C' (voir
(2.2.3) et (2.1.6)). Nous proposons un choix théorique connu de ce parametre, mais en
pratique, on peut le choisir de fagon optimale. La figure 2.3 illustre le choix optimal de ce
parametre. En effet, il suffit de le calibrer par rapport a un jeu de données ou de fonctions
fantomes pour calculer 'oracle et regarder la distance qui sépare notre estimateur a cet
oracle.

14+
n
/\3
33 0.6
3 .
-
HE I
S(w |
| %
a5 |
<a) I
|
|
|
l
: | >
0 Copt:1-23 10

Constante C'

FIGURE 2.3 — Illustration de la calibration de la constante C a travers un jeu de données
connu. Ici, le modele est celui de la régression gaussienne (avec la fonction fi), avec n = 1000
observations. Nous itérons T = 10000 séries d’observations pour approximer l’espérance du
risque. La fenétre de 'estimateur bayésien adaptatif est choisie avec la procédure donnée
dans la section 2.1. Nous avons remarquer que le Cy, est cinq a dix fois plus grand que le

Copt-

70



M. CHICHIGNOUD 2.3. EXPERIENCES NUMERIQUES

Nous constatons ici une nette différence entre le risque de notre estimateur et celui de
loracle (avec un rapport légérement supérieur a 1/2). Ceci met en évidence les points faibles
de I'approche adaptative au sens minimax et de 'estimation ponctuelle (prix a payer). En
effet, Nous aimerions que notre rapport r* soit le plus proche possible de 1, au minimum en
Copt- Une perspective serait d’utiliser une méthode adaptative pour obtenir des inégalités
oracle (Voir Section 2.4).

Nous donnons aussi, quand cela est possible, les rapports oracle linéaire / estimateur
bayésien et oracle linéaire / estimateur de Huber, notés rj et r;,, ou loracle Linéaire
est celui d'une famille d’estimateurs & noyau classique (noyau d’Epanechnikov). Cela nous
permet de comparer la qualité des nouveaux estimateurs, développés dans cette these, avec
les plus classiques comme les estimateurs linéaires.

Rappelons que la complexité des estimateurs bayésien et de Huber est plus grande que
celle des estimateurs linéaires. Pour le critere de Huber qui est convexe, cela peut se faire
avec une méthode de descendte du gradient. En revenche, le critere bayésien n’est pas du
tout évident a minimiser surtout si la densité des observations est discontinue. Ceci est
le point faible de ces nouveux estimateurs (non explicites). En revanche, avec le méme
d’observations, 'estimateur bayésien est plus rapide dans certains cas, ce qui entraine un
besoin moins important en observations. En pratique, la construction d’observations peut
cotiter cher en temps et en argent. Un autre aspect est de considérer les modeles ou les
estimateurs linéaires ne sont pas consistants (par exemple, modele de Cauchy). Ainsi, nous
pouvons utiliser ’estimateur de Huber pour construire un estimateur au moins consistant.

Légende. Pour chaque modele, nous illustrons nos simulations en tracant les courbes 77,
5, 1 g et 75y en fonction de n (jusqu'a n = 10000). Ceci est effectué pour chaque fonction
de régression f1, fo et f3. Dans le méme temps, nous calculons la probabilité P (h* < h+)
pour chaque estimateur adaptatif. Cette probabilité correspond aux grandes déviations de
I’estimateur en question. Le choix du parametre de seuillage C' est fait de fagon optimale
(voir Figure 2.3) et est donné pour chaque modele.

Régression Gaussienne

On peut voir sur la figure 2.4 que l'oracle bayésien fait aussi ”bien” que 'oracle linéaire.
Ce qui confirme les résultats théoriques obtenus pour ce modele (voir Section 2.1.4). A
une constante pres, les deux estimateurs ont la méme vitesse ¢, ». La famille d’estimateurs
bayésiens est donc aussi “riche” que celle des estimateurs linéaires.

On constate sur cette illustration (Figure 2.5) que le risque de I'estimateur adaptatif est
deux fois plus grand que celui de l'oracle. Ceci est classique en estimation ponctuelle du
fait du priz a payer (In'?n) pour Padaptation (Voir Théoreme 2). Il faudrait prendre un
nombre d’observations n > 10000 (bien plus grand que 10000) pour voir le rapport tendre
vers 1. Ce phénomene s’explique en particulier par le fait que les grandes déviations sont
environ égales & 4%.
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FIGURE 2.5 — Rapport oracle bayésien / bayésien adaptatif : C,p = 1.2 and ]P(ﬁ < h*) ~
0.0411 (modele gaussien).
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FIGURE 2.6 — Rapport oracle Linéaire / oracle Huber (modeéle gaussien).

De méme que l'oracle bayésien, l'oracle de Huber fait aussi bien que l'oracle linéaire

(Figure 2.6). Nous signalons que le rapport est légerement en-dessous de 1 (plutot 0.9). Ceci
est dii aux constants de la borne supérieure pour 'estimateur de Huber. Cette constante
est en effet plus grande que celle que 'on peut obtenir pour un estimateur linéaire. Ce
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phénomene se retrouve entre la médiane et la moyenne empirique.
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FIGURE 2.7 — Rapport oracle Huber / Huber adaptatif : Cpp = 1.2 and ]P’(ﬁ < h*) ~ (0.065
(modele gaussien).

Nous constatons le méme effet que dans le cas précédent. L’estimateur adaptatif de Huber
est deux fois moins bon que l'oracle de Huber (Figure 2.7). Comme cette remarque a déja
été faite pour l'estimateur bayésien adaptatif, nous pensons que cela est dii au modele avec
des grandes déviations égales a 6.5%. La forme de 'estimateur en question ne joue aucun
role, nous mettrons en avant la sensibilité de la méthode de Lepski par rapport au modele.
Nous verrons dans la suite d’autres modeles ou les valeurs des rapports oracle / estimateur
adaptatif changent.

Régression Inhomogene de Poisson
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FIGURE 2.8 — Rapport oracle linéaire / oracle bayésien (Modele de Poisson).
Le modele de Poisson est asymptotiquement équivalent au modele gaussien (voir Anscombe
[1948]). De ce fait, on retrouve les mémes caractéristiques que le modele gaussien. L’oracle

bayésien est aussi bon que l'oracle linéaire (Figure 2.8). Le rapport oracle bayésien / bayésien
adaptatif vaut environ 1/2 avec P(h < h*) ~ 0.0480 (Figure 2.9).
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FIGURE 2.9 — Rapport oracle bayésien / bayésien adaptatif : Cop = 1.2 and P(ih < h*) o~
0.0480 (Modele de Poisson).
Régression a = 1/4

Nous avons choisi pour nos simulations a = 1/4.

Efficacité

I I T S - )

Efficacité

I O I - - )
Efficacité

I I - - )

i L H I L i L H I i L H i L i L H I i L H i L i L H I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8OO0 9000 10000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 BO00 9000 10000 0 1000 2000 3000 4000 6000 GOOD 7000 6OOO 9000 10000
n n n

* * *
TLB,f TLB,f TLB,fs

FIGURE 2.10 — Rapport oracle linéaire / oracle bayésien (modele «).

Comme nous I’avons vu dans la section 2.1.4, la vitesse atteinte par I'estimateur bayésien
est ¢, 1.5. Elle est donc meilleure que la vitesse des estimateurs linéaires ¢,, 2. Nous constatons
ce phénomene sur les simulations du rapport oracle linéaire / oracle bayésien (Figure 2.10).
Ici, le rapport peut atteindre la valeur de 10 pour n = 10000, i.e que 'oracle bayésien est
dix fois plus rapide que 'oracle linéaire.

L’étude de la performance de la méthode adapatative (méthode de Lepski) pour la
régression a, révele que celle-ci est assez faible. En effet, le rapport oracle bayésien / bayésien
adaptatif est quasiment égal a 0.1 (Figure 2.11). Ce qui veut dire que le risque de I’estima-
teur adapatif est 10 fois moins bon que celui de 'oracle. On l'explique par le fait que les
grandes déviations sont relativement élevées (par rapport aux modeles précédents, égales
a 17%). Ce modele comporte un certain nombre de valeurs extrémes qui peut nous laisser
penser que celles-ci mettent a mal la méthode de Lepski. En effet, nous avons mentionné
dans la section 1.5.2 que cette méthode s’arréte trop tot en précence de valeurs extrémes.
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FIGURE 2.11 — Rapport oracle bayésien / bayésien adaptatif :

0.1703 (modele «).

Régression Multiplicative Uniforme
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FIGURE 2.12 — Rapport oracle linéaire / oracle bayésien (modele multiplicatif uniforme).

Dans cette illustration (Figure 2.12), on constate un net avantage pour 'oracle bayésien.
En effet, pour la fonction f, le rapport oracle linéaire / oracle bayésien atteint 250. Ensuite,
pour les fonctions irrégulieres fs et fs, nous avons des valeurs qui sont de l'ordre de 10° et
108. Remarquons que pour la fonction f3, nous nous sommes arrété & n = 3000, & cause
des valeurs trop petites du risque de l'oracle bayésien que le logiciel Matlab arrondit a 0.
Deux remarques permettent d’expliquer les bonnes performances de I'estimateur bayésien.
Premierement, la vitesse atteinte ¢, ; est meilleure que ¢, 2. Deuxiemement, pour les fonc-
tions irrégulieres, I'estimateur bayésien est plus performant pour 'estimation au voisinage
des points de discontinuité, tandis que l’estimateur linéaire devient tres mauvais pour ce

genre de fonctions.
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FIGURE 2.13 — Rapport oracle bayésien / bayésien adaptatif : Cop = 2 and ]P’(fl < h*) ~ 0
(modele multiplicatif uniforme).

En constatant que l'estimateur adaptatif fait aussi bien que son oracle (Figure 2.13),
nous pouvons souligner une nouvelle fois la robustesse de notre estimateur, car les grandes
déviations sont nulles. Ce dernier modele souligne une nouvelle fois, I'intérét de trouver
la vitesse optimale et I'estimateur qui l'atteigne. Dans ce sens, I'estimateur bayésien joue
pleinement son role.

Régression de Cauchy

Pour le modele de Cauchy, il n’est pas possible de construire les estimateurs linéaires,
du fait qu’ils ne sont pas consistants. Nous donnons, pour évaluer la performance de notre
estimateur de Huber, le risque de 'estimateur adaptatif en moyenne pour les trois fonctions
(n = 10000) :
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FIGURE 2.14 — Rapport oracle de Huber / Huber adaptatif : Cpp = 3 and P(iL < h*) ~ 4.7%
(modele de Cauchy).
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Ceci est une bonne performance si on prend en compte les constantes de la borne
supérieure et la vitesse qui vaut environ 1/4/10000 = 1072 pour les fonctions discontin-
ues.

Pour la partie adaptation, nous constatons que le rapport oracle de Huber / Huber
adaptatif vaut 0.6 pour les trois fonctions (Figure 2.14). Nous soulignons le caractére robuste
de lestimateur de Huber qui, malgré un bruit de Cauchy (avec un grand nombre de valeurs
extrémes), rend stable la procédure de Lepski avec seulement P(ﬂ < h*) ~ 0.047%.
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2.4 Perspectives

Nous avons présenté dans cette these deux nouvelles méthodes d’estimation : 'une qui
recherche la vitesse optimale (bayésienne) et l'autre qui est robuste et qui ne dépend pas
de la densité du bruit (Huber). Nous donnons, dans la suite, une quinzaine de problémes
ouverts relatifs a ces deux approches.

2.4.1 Approche Bayésienne

1. L’approche bayésienne est déduite des travaux de Has'minskii et Ibragimov [1981]
pour les modeles paramétriques. Nous avons insisté sur le fait que le processus Z,,4(.)
(rapport de vraisemblance) doit vérifier les hypotheses 3. Mais en réalité, on peut
prendre n’importe quel processus qui vérifie ces hypotheses. Par exemple, dans le
modele de la régression additive uniforme définie par

Yi=f(Xi)+ U, U ~U 1y, t=1,...,n,

Avec ce modele, nous ne pouvons pas définir le processus Z,(.) car les mesures de
probabilité ne sont absolument pas continues.

Probléme Ouvert 1. Choisir un processus Z,, , qui vérifie les hypotheses 3 et
qui permet de démontrer que ’estimateur bayésien atteint la vitesse minimax

n_ B+td pour la régression additive uniforme ci-dessus. Ensuite, montrer que
Pestimateur bayésien adaptatif atteint la vitesse ¢y, .

2. Pour le modele multiplicatif uniforme, nous avons émis des hypotheses supplémentaires
0 < A< f < M. La borne supérieure de la fonction f est une hypothese classique. En
revanche, 'hypothese de positivité de celle-ci est absolument nécessaire pour ’approche
bayésienne mais non justifiée.

Probleme Ouvert 2. Pour le modele de régression multiplicatif uniforme,
affaiblir ’hypothése de positivité de la fonction f a estimer, i.e. supposer seule-
ment que || fllo < 00.

3. Nous pensons que 1'on peut atteindre la vitesse n_% pour tout modele ou la densité
des observations admet un nombre fini de points de discontinuité. Cela a déja été
démontré dans le cas paramétrique par Has'minskii et Ibragimov [1981] (Chapitre 5,
Section 1).

Probléeme Ouvert 3. Soit le modéle de régression générale (voir 1.2.2), ou
la densité g admet un nombre fini de points de discontinuité. Démontrer que
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__B . . .. . \
la vitesse n~ B+d est atteinte par ’estimateur bayésien, i.e. que les hypothéses
3 sont vérifiées avec v = 1.

4. Dans cette these, nous avons supposé une hypothese d’indépendance des observations,
mais celle-ci n’est pas nécessaire. On pourra alors traiter des modeles avec des obser-
vations dépendantes.

Probleme Ouvert 4. Utiliser l’approche bayésienne développée dans cette
these pour des modeéles ot les observations ne sont pas indépendantes (par
exemple, faiblement dépendantes).

5. L’étude des modeles hétéroscedastiques (i.e. la variance n’est pas constante, Y; =
f(Xi) + o(X;)&) est une perspective intéressante. Nous pensons que l'estimateur
bayésien peut étre appliqué a ce genre de modeles.

Probleme Ouvert 5. Peut-on utiliser [’estimateur bayésien dans des modeéles
hétéroscedastiques ?

6. Dans notre travail, nous nous sommes restreints aux espaces isotropes. Cela est di a

I’adaptation et a la méthode de Lepski. Il est possible d’atteindre la vitesse n_ﬁ (B
est la moyenne harmonique) sur les espaces de Holder anisotropes avec Iestimateur
bayésien dans le modele de régression générale. En revanche, pour l'adaptation sur
ces espaces, la méthode développée par Kerkyacharian, Lepski, et Picard [2001] ne
convient pas pour les estimateurs non-linéaires.

Probleme Ouvert 6. Existe-t-il une méthode adaptative capable d’estimer
de fagon optimale (atteindre la vitesse ¢, (5)) les fonctions anisotropes avec
I’estimateur bayésien ?

7. Le point de vue minimax adaptatif est souvent vu comme pessimiste. La recherche
d’inégalités de type oracle permet d’éliminer ce probleme.

Probleme Ouvert 7. Obtenir des inégalités oracle pour la famille des esti-
mateurs bayésiens indéxés par la fenétre. Par exemple, ’approche de Golden-
shluger et Lepski [2009a] peut convenir pour l’étude des fonctions isotropes.

8. Les hypotheses 3 sont suffisantes pour montrer que ’estimateur bayésien est adaptatif
et optimal (dans certains modeles). La question peut se formuler comme suit.
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9.

10.

11.

Probleme Ouvert 8. Fuxiste-t-il des hypothéeses nécessaires pour montrer que
P’estimateur bayésien est adaptatif optimal ? Plus généralement, peut-on trouver
les hypothéses nécessaires pour l'existence d’un estimateur adaptatif optimal ?

Nous avons montré que I’estimateur bayésien atteignait la vitesse ¢, 4 pour la régression
générale sous les hypotheses 3. De fagon générale, il n’est pas prouvé que cette vitesse
est optimale. On peut seulement montrer son optimalité modele par modele. Une per-
spective est de le démontrer pour n’importe quel modele.

Probléeme Ouvert 9. Démontrer, avec le critére de Klutchnikoff [2005], que
la vitesse ¢, ~ est optimale pour tout modele sous les hypotheses 3.

Un autre probleme ouvert est celui des hypotheses. Nous constatons que les conditions
sur la densité g(.,.) se font a travers les hypotheses 3 sur le rapport de vraisemblance
Znp. Nous aimerions trouver les conditions nécessaires sur la densité (a 'aide de la
distance d'Hellinger) pour construire un estimateur bayésien adaptatif optimal.

Probleme Ouvert 10. Peut-on donner des hypotheses sur la densité g qui
impliquent les hypotheses 3 ¢

L’approche bayésienne consiste a mettre une loi a priori sur le parametre a estimer.
Dans ce cas, le critere bayésien devient [ ||t —ul|d,(u)du, ot d,(u) remplace la vraisem-

blance (Lh(u))l/m utilisée dans cette these. Il est possible de démontrer nos résultats
pour n’importe quel a priori d,(u) sous les hypotheses 3.

Probleme Ouvert 11. Remplacer Z, ¢ par un a priori et donner une méthode
pour choisir l'a priori optimal sous les hypothéses 3 (voir par exemple Ghosal,
Lember, et Van der Vaart [2008] et Van der Vaart et Van Zanten [2009]).

2.4.2 Critere de Huber

L’approche de Huber est nouvelle pour I'adapatation. Seuls les résultats de Reiss, Rozen-
hole, et Cuenod [2009] traitent du sujet pour l'estimateur localement constant et non locale-
ment polynomial avec un degré quelconque.

1.

Pour cette approche, nous nous sommes aussi restreints aux espaces isotropes. En
effet, les approches développées par Kerkyacharian, Lepski, et Picard [2001], Golden-
shluger et Lepski [2008] et Goldenshluger et Lepski [2009a] ne conviennent pas pour
les estimateurs non-linéaires (on ne peut pas comparer les biais avec des estimateurs
non-linéaires). Nous avons espoir de trouver de nouvelles méthodes qui permettent de
traiter les fonctions anisotropes. La recherche d’inégalités oracle est aussi une perspec-
tive.
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Probleme Ouvert 12. FEuxiste-t-il une méthode adaptative pour obtenir des
wmégalités oracle pour les fonctions anisotropes avec la famille des estimateurs
de Huber indéxés par la fenétre ?

2. Comme pour 'approche bayésienne, nous pensons pouvoir utiliser I’approche de Huber
pour les modeles hétéroscedastiques. En effet, le controle des grandes déviations repose
sur l'inégalité de Bernstein qui peut étre établie dans le cas hétéroscedastique. En
revanche, 'indépendance des observations est absolument nécessaire pour utiliser cet
estimateur.

Probléme Ouvert 13. Peut-on utiliser l'estimateur de Huber dans des modéles
hétéroscedastiques ?

3. Nous pensons aussi que les hypotheses 1 peuvent étre affaiblies. Notamment, il serait
intéressant d’étudier le probleme ouvert suivant.

Probleme Ouvert 14. Peut-on obtenir les mémes résultats avec ’approche
de Huber avec seulement [’hypothése de symétrie du bruit 2 Dans le cas ou le
bruit est symétrique et g(0) = 0, peut-on trouver une vitesse de convergence
meilleure que celle obtenue jusqu’ici par lestimateur de Huber ¢ (I'information
de Fisher est égale a l'infinie).

4. Il est important de prouver que la vitesse ¢, (atteinte par estimateur de Huber),
est optimale. Par exemple, pour le bruit gaussien ou de Cauchy, il est possible de le
démontrer (avec les travaux de Klutchnikoff [2005], dans le cas minimax voir Tsybakov

[2008], Chapitre 2). En revanche, dans le modele du bruit additif uniforme, cette vitesse
8
n’est pas optimale, car déja dans le cas minimax, on a n~ #+d.

Probleme Ouvert 15. A l'aide des travauz de Klutchnikoff [2005], donner les
conditions nécessaires sur ge, pour que la vitesse adaptative ¢, o soit optimale.

5. Remarquons que la fonction de Huber mélange la norme ¢; et la norme /5. La norme ¢,
est la pour controler les valeurs extrémes (cela utilise les avantages de la médiane) et la
norme {5 est utilisée autour de 0 pour rendre le critere continu dans son comportement.
La taille du voisinage autour de 0 ou est utilisée la norme ¢; peut étre changée (dans
notre cas, la taille est égale a 1). Cela ne change rien en théorie mais en pratique, ce
voisinage est a calibrer. Les estimateurs robustes sont de plus en plus demandés en
imagerie pour leur stabilité (voir Arias-Castro et Donoho [2009] ou Astola, Egiazarian,
Foi, et Katkovnik [2010]). Développer cette approche pour l'imagerie (ou d’autres
domaines) est une perspective intéressante.
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Probleme Ouvert 16. En pratique, est-ce que la taille du voisinage, de la
norme £y dans le critére de Huber, améliore la performance ?

6. Au vue des preuves du chapitre 5, il est possible d’utiliser d’autre critere que celui de
Huber.

Probleme Ouvert 17. Trouver les conditions nécessaires sur le critére (par
exemple, convexité, dérivée bornée, etc.) pour construire un estimateur adap-

tatif qui atteigne la vitesse ¢ o dans le modéle de régression additive (voir
Section 1.2.3).
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Chapter 3

General Locally Bayesian Approach

Ce chapitre traite du modele de régression générale présenté dans la section 1.2. Nous
développons un estimateur Bayésien déja présenté en section 1.3.1. Le contenu de ce chapitre
peut étre trouvé dans l'article de Chichignoud [2010b], qui généralise le chapitre 4 et 'article
de Chichignoud [2010a]. Sous certaines hypotheses 1 sur la densité du modele, nous mon-
trerons que notre estimateur Bayésien est optimal au sens minimax et minimax adaptatif
(voir sections 3.2 et 3.3). Dans la section 3.4 nous présentons des exemples de modeles de
régression, nous donnons en particulier les preuves qui permettent de vérifier les hypotheses 1
pour ces exemples et ainsi établir les vitesses de convergences minimax pour chaque modele.
Le contenu de ce chapitre généralise les résultats du chapitre 4. Les résultats de ce chapitre
permettent de conclure le fait suivant : la famille des estimateurs Bayésiens est plus “riche”
que les estimateurs linéaires.

3.1 Introduction

Let statistical experiment
&, = {0, xR]", B", B, feF}, neN,

be generated by independent random observations

(3.1.1) 2, = (X, Yi)i=1,.n;

where the d-dimensional vector X; € [0,1]? can be viewed as a location in time or space
and Y; as the “observation at X,;”.Here f : [0,1]% — R is unknown function and we are
interested in estimating f at a given point y € [0, 1]¢ from observation Z,,.

The design points (X;)e1,..» are deterministic and without loss of generality, we will

assume that 4
Xie{l/nl/d,Z/nl/d,...,l} , i=1,...,n.
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The design can be considered random and the proof is the same. But, we choose the
deterministic design to simplify the notation.

Our model assumes that the values X; are given and a distribution g¢(., f;) of each Y;
is determined by a parameter f;, which may depend on the location X;, f; = f(X;). The
estimation problem is to reconstruct f(y) from the data Z,,. Let us illustrate this set-up by
few special cases.

1. Gaussian regression. Let Z; = (X;,Y;) with X; € [0,1] and Y; € R obeying the
regression equation Y; = f(X;) 4+ & with a regression function f and i.i.d. Gaussian
errors & ~ N(0,1).

2. Inhomogeneous Poisson regression. Here the observation is discrete Y; € N and X; €
[0,1]? is deterministic. The law of probability of Y; can be written

k
[/ (X))

glk, f) = PV = 1) = L exp (X0}, kN,

This is the Poisson distribution with parameter f(X;). The goal is to estimate the
function f at a given point y.
3. « Regression Let 0 < a < 1/2 and Z; = (X;,Y;) satisfied the regression equation Y; =
f(X;) + € where (¢;); are i.i.d. random variables of density g(z) = C(a)e ", x € R.
4. Multiplicative uniform regression. Here Z; = (X;,Y;) satisfied the regression equation

Y; = f(X;) x U; where U, NZ/{[O 1}.

Along this thesis, the unknown function f is supposed to be smooth, in particular, it
belongs to the Holder ball of isotropic functions § = Hy(3, L, M) (see Definition 11 below).
Here g > 0 is the smoothness of f, M is the upper bound of f and its partial derivatives
and L > 0 is Lipshitz constant. We assume that we know the minimax rate of convergence
(See Definition 12) given by the sequence

(3.1.2) Pny(B) = n_%,

where the parameter +y is known and depend on the function g(.). For example, if Z,, satisfied
the gaussian regression then v = 2 and if Z,, satisfied the multiplicative uniform regression
then v = 1.

Minimax estimation. The first part of this chapter is devoted to the minimax over
Hy(B, L, M) estimation. This means, in particular, that the parameters §, L and M are
supposed to be known a priori. We propose the estimator being optimal in minimax sense
(see Definition 12), i.e. the estimator attaining the normalising sequence (3.1.2). To con-
struct the minimax estimator we use so-called locally bayesian estimation construction which
consists in the following. Let

Vi(y) = {z =1,.,n: X;€[0,1]"N @ ly; — h/2,y; + h/2] } :

J=1
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be the neighborhood around y, where h € (0,1) be a given scalar. Fix b > 0 (without loss
of generality we will assume that b is integer) and let

b
m-+d—1
D, = .
=3 (")

Let K(2),z € R? be the Dj-dimensional vector of polynomials of the following type (the
sign T below means the transposition):

d
K'(z) = (Hzfj, (p1,...,pa) € N*: 0§p1+---+pd§b>.

J=1

For any t € RP» we define the local polynomial

(3.1.3) file) = 'K (x ; y) Iy, (z), € [0,1]%

where I denotes the indicator function. The local polynomial f; can be viewed as an ap-
proximation of the regression function f inside of the neighborhood V,(h). Introduce the
following subset of R

(3.1.4) O(M)={teR”: |t <M},

where ||.[|; is f;-norm on R”. For any ¢ = 1, ...,n remark that g(., f(X;)) is the density
of the observation Y;. Let E; = E} be the mathematical expectation with respect to the
probability law Py = P} of the observation Z,. Consider the pseudo likelihood ratio

(3.1.5) Ly(t,2,)= [ o(vifi(xy), teo(M),
Xi€Vi(y)
Set also
(3.1.6) wh@):/ It —ully [Ln(w2)]" du, € ©(M).
o (M)

where m is a positive constant chosen in Assumptions 1. Let 6(h) be the solution of the
following minimization problem:

(3.1.7) 0(h) = arg min ,(t).

teO (M)

We note that similar locally parametric approach based on maximum likelihood esti-
mators was recently proposed in Polzehl and Spokoiny [2006] and Katkovnik and Spokoiny
[2008] for reqular statistical models.

87



3.1. INTRODUCTION M. CHICHIGNOUD

As we see our construction contains an extra-parameter h to be chosen. To make this
choice, we use quite standard arguments. First, we note that in view of f € Hy(5, L, M)

0 =0(f,y,h) €O(M): sup |f(z)— fo(z)| < Ldn”.

z€Vh(y)

Thus, if h is chosen sufficiently small our original observation (3.1.1) is well approximated
inside of V;(y) by the “parametric” observation ); with the density g(. — fp(X;)) in which

the bayesian estimator 0 is rate-optimal (See Theorem 4).
Finally, h, (3, L) is chosen as the solution of the following minimization problem

(3.1.8) N, '+ Ldn® — min

and we show that corresponding estimator (%) (y) is minimax for f(y) on Hgy(3, L, M) if
£ < b. Since the parameter b > 0 can be chosen on arbitrary way, the proposed estimator
is minimax for any given value of the parameter 5 > 0.

Adaptive estimation. The second part of this chapter is devoted to the adaptive minimax
estimation over collection of isotropic functional classes. To our knowledge, the problem
of optimal adaptive estimation in the general regression, with no-linear estimators, is not
studied in the literature.

Well-known drawback of minimax approach is the dependence of the minimax estimator
on the parameters describing functional class on which the maximal risk is determined. In
particular, the locally bayesian estimator f"(-) depends obviously on the parameter M via
the solution of the minimization problem (3.1.7). Moreover, h, (3, L) optimally chosen in
view of (3.1.8) depends explicitly on 5 and L. To overcome this drawback the minimax
adaptive approach was proposed (see Lepski [1990], Lepski [1991], Lepski, Mammen, and
Spokoiny [1997]). The first question arising in the adaptation (reduced to the problem at
hand) can be formulated as follows.

Does there ezist an estimator which would be minimax on Hy(B, L, M) simultaneously
for all values of 8, L and M belonging to some given subset of R ¢

In section 3.3, we determine that the answer on this question is negative, that is typical
for the estimation of the function at a given point (Lepski and Spokoiny [1997]). This
answer can be reformulated in the following manner: the family of rates of convergence
{(pnﬁ(ﬁ), b e R*Jr} is unattainable for the problem under consideration.

Thus, we need to find another family of normalizations for maximal risk which would be
attainable and, moreover, optimal in view of some criterion of optimality. Nowadays, the
most developed criterion of optimality is due to Klutchnikoff [2005].

We can show that the family of normalizations, being optimal in several models (gaussian
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v = 2, uniform v = 1 or « regression v = 1 + 2a/) in view of this criterion, is

- (b - ) g
P = MY e T "

(B19)  6us(B) = (p—“)) ,

n

whenever 5 €]0,b]. The factor p,, ., can be considered as price to pay for adaptation (Lepski
[1990]).

The most important step in proving the optimality of the family (3.1.9) is to find an
estimator, called adaptive, which attains the optimal family of normalizations. Obviously,
we seek an estimator whose construction is parameter-free, i.e. independent of g and L. In
order to explain our estimation procedure, let us make several remarks.

First, we note that the role of the constants 3, L in the construction of the minimax
estimator is quite different. Indeed, the constant M is used in order to determine the set
© (M) needed for the construction of the locally bayesian estimator, see (3.1.6) and (3.1.7).
However, this set does not dependent on the localisation parameter h > 0, in other words,
the quantity M is not involved in the selection of optimal size of the local neighborhood
given by (3.1.8). Contrary to that, the constants /3, L are used for the derivation of the
optimal size of the local neighborhood (3.1.8), but they are not involved in the construction
of the collection of locally bayesian estimators { i h > O}.

In order to select an “optimal” estimator from the family { fh, h > O} we use general
adaptation scheme due to Lepski [1990,1992a]. Lepski’s procedure is typically applied to
the selection from the collection of linear estimator (kernel estimators, locally polynomial
estimator, etc.). In the present paper, we apply this method to a very complicated family of
non-linear estimators, obtained by the use of bayesian approach on the random parameter
set. It required, in particular, to establish the exponential inequality for the deviation of
locally bayesian estimator from the parameter to be estimated (Proposition 3). It generalizes
the inequality proved for the parametric model (Has'minskii and Ibragimov [1981]). This
results seems to be new.

3.2 Minimax Estimation

In this section we present a upper bound concerning minimax estimation. First, we
establish lower bound for minimax risk defined on Hy(3, L, M) for any 3, L and M. For any

(p1, ..., pa) € N¢ we denote p'= (p1, ..., pa) and |p] = py + ... + pa.

Definition 11. Fiz >0, L > 0 and M > 0 and let | 3] be the largest integer strictly less
than 3. The isotropic Holder class Hy(3, L, M) is the set of functions f :[0,1]¢ — R having
on [0,1]¢ all partial derivatives of order | 3| and such that Vx,y € [0, 1]¢
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17
sup _OMf(x) < M
axpl . axpd
m=0 |5l=m x€[0,1]4 1 d
P f(z) P f(y) 5-18) ,
oo oy agr| = LllemyhT VA =18

Maximal and Minimax Risk on Hy(5, L, M). To measure the performance of estima-
tion procedures on Hy (5, L, M) we will use minimax approach.

First, we define the maximal risk on Hy(3, L, M) corresponding to the estimation of the
function f at a given point y € [0, 1]¢.
Let f be an arbitrary estimator built from the observation Z,. Let Vg > 0

Rug[f Ha(B,L, M) = sup  Ef|f(y)— fy)|"
fe€H(B,L,M)

The quantity R, , [f, Hy(5, L, M)] is called mazimal risk of the estimator f on Hy(B, L, M)
and the minimaz risk on Hy(5, L, M) is defined as

R o[Ha(B, L, M)] = n%f Ry f.Ha(B, L, M)],

where inf is taken over the set of all estimators.

Definition 12. The normalising sequence ¢y, is called minimaz rate of convergence and the
estimator f is called minimax (asymptotically minimazx) if
liminf ¢, 7 Ry, [f, Ha(B, L, M, A)] 0;

n—o0

limsup ), ? R, , [f, Ha(B, L, M, A)}

n—o0

>
< 0Q.

We remember that the first assumption of this chapter is that ¢, , defined in (3.1.2) is
the minimaz rate of convergence. To obtain the upper bound of minimax risk, we need to
the following assumptions.

Let us introduce the following notations. For any 6 € ©(M), let U, = N, [©(M) —6].
Put also N, = Ny(y) = (nhd) Y7 where ~>1and Vu € U,

Ly(0+uN, " Z,)
Ly (0, Z,)

Let H,,n > 1 be the following subinterval of (0, 1).
(322) Hn = [hmina hmaX] ) hmin = (hl n)mnil/da hmax = (11'1 n>_ﬁ .
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Later on we will consider only the values of h belonging to H,. Let fq(x), with 6 € @(M),
be the local polynomial approximation of f inside V}(y) and let b, be the corresponding
approximation error, i.e.

(3.2.3) by = sup |fo(z) — f(z)].
reVi(y)

Put finally N'(h) = (b, x Nj)” and define

(3.2.4) En = exp{N(h)}.

Let the subset I's C © (M) such that fra du = 6P, § > 0.

Assumptions 1. We suppose that it exists several constants 7,m > 0 and
1, Co, c3, C1, Co, 51, so > 0 such that for any ¥n > 1, f € Hy(5,L, M), 0 € @(M) and
h € H,, we have

1. /r E; [1 = Zi{gn(u)}+du < Oy EOPTT. V8 < sy,
s
2. EfZ:L{gn(u) < Cy &7 exp{—cs |lull]}, YueU,: |lully > ss N(h).

where a; = max(a,0), a € R. We also assume the acknowledgement of constants cz, $o, T, m
and 7.

The next theorem shows how to construct the minimax estimator basing on locally
_ _ 1 — A~ _
bayesian approach. Put h = ([ﬂn) Bt and let f(y) = 6. o(h) is given by (3.1.4),
(3.1.6) and (3.1.7) with h = h.

Theorem 4. Let 3 > 0, L > 0 and M > 0 be fixed. Assume that Assumptions 1 are verified.
Then it exists the constant C, such that for any n € N* satisfying Nj > 1,

Gl (B) g | F(y) HalB, L, M)| < C., Vg > 1.

3.3 Adaptive Rule

This section is devoted to the adaptive estimation over the collection of the classes
{Hd(ﬁ , L, M )} . We will not impose any restriction on possible values of L, M, but we
/8’L7M

will assume that § € (0,b], where b, as previously, is an arbitrary a priori chosen integer.
Let @ be the following family of normalizations:

pnﬁ(ﬂ)

m<ﬁ>=(—)”ﬂ”, pua(B) = 14 100 %

G ans gt o el

We remark that ¢, ,(b) = ¢n,(b) and p,,(8) ~ (In n)% for any 5 # b.

n
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Construction of ¢-Adaptive Estimator. As it was already mentioned in Introduction
the construction of our estimation procedure consists of two steps. First, we define the
family of locally bayesian estimators. Next, based on Lepski’s method, we propose data-
driven selection from this family.

First step: Collection of locally bayesian estimators. Put

hy = 2_khmaxa k= 07 o 7kn7

where k,, is largest integer such that hy, € H,, defined in (3.2.2). Set

,,,,,

Second step: Data-driven, selection from the collection F. We put f*(y) = f®)(y), where

f (k) (y) is selected from F in accordance with the rule:

(3.3.1) ki = inf {k; 0.k, |fP) - fOw)| <8, (1), 1=F+ 1,kn'} .

Here we have used the following notation.

1
R S R

n(hl)d

22’Y+1(27 + 2dq)> ¥ S (l) B

3.3.2 C=1\|s]V
( ) (82 c3y (1 A TDb_l)

Theorem 5. Let b > 0 be fired. Assume that Assumptions 1 are verified, then for any
g€ (0,0, L>0, M>0andqg>1

limsup 6% (8) R | £(4), Ha(3, L, M) < oc.

n—oo

Remark 7. The assertion of the theorem means that the proposed estimator f*(y) 15 P-
adaptive. It implies in particular that the family of normalizations ® is admissible. For
example (Section 4.6), we can state the optimality of ® in view of Klutchnikoff criterion.

3.4 Applications

In this section, we show how the upper bounds of Theorems 4 and 5 can be used for the
derivation of minimax and adaptive minimax results for different additive models of type
3.1.1. In particular, in following sections, we consider four particular problems:

1. g(. — f;) is the normal distribution N (0, 1),
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2. gk, fi) =Py (Yi = k) = LS exp {—f(X))}, keN,

3. g(x,fl):C(a)eXp{—‘:L'—fJ }7 $€R7
4. g(., fi) is the uniform distribution on [0, f;].

Our goal here is to show how the assumption on ¢(.) leads to bayesian estimators with
optimal statistical properties. Note that in each particular case for adaptation, the bayesian
estimators are obtained by the same selection rule presented in Section 3.3. Here, we always
assume that the unknown f € Hy(8, L, M).

3.4.1 Gaussian Regression

Consider the model 3.1.1 with g(z, f;) = (\/271')_1 exp{—(z — f)?/2}, we obtain the
following model:

(3.4.1) Y= f(X)+6& i=1..,n.

According to Tsybakov [2008], it is well-known that the minimax rate is n_wﬂﬁ, thus here
we take 7 = 2. By definition (3.2.1) the process Z, ¢ can be formulate like

Zno(u) =[] exp {—2_1(3/% - f9+uNh_1(Xi))2 +271(Y; - fG(Xi>)2}

X;€Vy(h)

Put A, (h) the smallest eigenvalue of the matrix

wan = S (S 7 (5 i),

which is completely determined by the design points and by the number of observations. We
will prove that it exists A > 0, such that \,(h) > X for any n > 1 and any h € [hmin, hmax]
(see Lemma 9 in Chapter 4). Let us give the following lemma which verified Assumptions 1
on Zn,g.

Lemma 1. For any f € Hy(B8,L,M), n>1, h € H,, 0 € O(M)
1 / By [1- 25 w)]| du <2672 ¥ <1,
[0,6]Pb ' +

Dy (h 8
2. B;Z,/5 (u >§exp{‘b1—6() Huuf}, Vue Uy lul > N(h).

~ DyA,(h)

The proof is given in Appendix. We use the adaptive bayesian estimator noted f{"(y) and
developed in Section 3.3 with model 3.4.1, by identification we take constants v = 2, 7 =
2, m=2, s =8D; '\ (h), cz = 274Dy A\, (h).
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Theorem 6. Let b > 0 be fized, then for any 5 € (0,b], L >0, M >0 and ¢ > 1

limsup 6,4(8) R | /7 (1), Ba(8, L, M) < o0,
n—oo

Remark 8. The proof of the theorem is omitted; it is a straightforward consequence of

Theorem 5 and Lemma 1. We can deduced the minimax result to take b = [ and remark

that ¢n2(b) = @n2(b). With Klutchnikoff criterion, we can prove that {¢n2(8)} 50y

adaptive optimal for the Gaussian regression and the pointwise estimation (See Klutchnikoff

[2005]).

3.4.2 Inhomogeous Poisson Regression

Consider the model 3.1.1 with g(k, f;) = P;(V; = k) = U exp {— (X))}, k€N
Assume that f € H(B,L,M, A), M > A >0, where

H(B,L,M,A):{fGH(B,L,M): inf f(x)ZA}

z€[0,1]¢

By definition (3.2.1) the process Z, ¢ can be formulate like

Fanr (X" L2
ang(u) = H 1+ W exp {_fuN}jl (Xz)} s Nh = (nh ) .
Xi€V, (h) o

Put A,(h) given in the previous section. Let us give the following lemma which verified
Assumptions 1 on Z, . Let us introduce the following notation

(3.4.3) O(A M) ={teR: 2t, o— |t > A |t <M}.

.....

Lemma 2. For any f € Hy(B,L, M), n > ng, h € H,, 0 € @(A,M)

21 M 124
L/ By [1- 200w du<([ZT0 TR0 v <,
[0,6]Pb ’ + 2A

An(h)A 4M?
8M? An(h)
Here, U, = Nh(@(A,M) — 9).

2. Enyll{;(u) < elexp {— ||u||%} , YueU,: ||uli > N (R).

The proof is given in Appendix. Remark that this result is given for n > ng, this do not
change the final result which is asymptotic. We use the adaptive bayesian estimator noted
fz* (y) and developed in Section 3.3, by identification we take constants v =2, 7 = 0.5, m =
2, 89 = AM?X;1(Rh), c5 = 273M 2\, (h) A.
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Theorem 7. Let b > 0 be fized, then for any 5 € (0,b], L >0, M > A >0 and q>1

limsup 6, 5(8) Bug | 5 (4), Ba(B, L, M, 4)] < o0.

n—oo

Remark 9. The proof of the theorem is omitted; it is a straightforward consequence of
Theorem 5 and Lemma 2. We can deduced the minimax result to take b = [ and remark
that ¢n2(b) = n2(b). A good exercice is to prove that {¢n2(B)} ey i adaptive optimal
for the Poisson regression and the pointwise estimation (See Klutchnikoff [2005]). In this
case, the constant cs depends explicitly of A, M, unknown in practice. We can construct
no-optimal estimators of A, M to choose the constant C in the Lepski’s procedure. Few
examples of estimators are given for the multiplicative uniform regression (Chapter /).

3.4.3 « Regression
We call a regression the following model

where ¢; has for density g.(x) = C(a)exp {—|z|*} with 0 < o < 1/2. C(«) is a constant
chosen so that g, density is well. Here the design X; is deterministic uniform on [0, 1]¢ and
f € Hd(ﬁvLaM)

- B
In this model, we want to achieve the rate of convergence n~ @+22)5+d (given by Has'minskii
and Ibragimov [1981] in the parametric estimation). Thus, we take v = 1+2«. By definition
(3.2.1) the process Z, ¢ can be formulate like

Zn,&(u) = H exp{_’}/;_f9+uN;1(Xi)|a+ ‘}/;_fa(Xz)’a}
X;€Vy(h)

Put A, (h) given in Section 3.4.1. Let us give the following lemma which verified Assumptions
lon Z,g.

Lemma 3. For any f € Hy(B, L, M), it ezists ¢y, C, ng such that for n > ng, h € H,,
6 € O(M), we have

L / By [1- 203)] du<cepstren ws<,
0.0 R

1+C (o)

2. EpZ,)5(u) < X exp {—cs [ul{}, Vu € Uy,

1
where cz = A\, (h)2°* C(a)(1 + 2a) ' exp {—E(QM)“}.
The proof is given in Appendix. Remark that we do not know values of ¢y, C, it is
not necessary to construct the adaptive estimator. We use the adaptive bayesian estimator

noted f3(y) and developed in Section 3.3 with model 3.4.4.
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Theorem 8. Let b > 0 be fized, then for any 5 € (0,b], L >0, M >0 and ¢ > 1

lim sup ¢;7({+2a</3)Rn,q [f; (y)7 Hd(/87 L7 M)] < 0

n—o0

Remark 10. The proof of the theorem 1is omitted, it is a straightforward consequence of
Theorem 5 and Lemma 3. The optimality of ¢n 14+24(5) is not proved, it is a open problem.
Here Lemma 3 s given with n > ng, it will not be a problem because Theorem § is a
asymptotic result. We can construct the minimax estimator with Theorem 4, because in the
case minimaz, the term &, (in Assumptions 1) is a constant for h = h.

3.4.4 Multiplicative Uniform Regression

We consider the following model:

where (U;); is a sequence independent identically distributed of uniform law on [0, 1]. ThlS

chapter 4 is devoted to the study of this model. So, we can find the minimax rate n~ ﬁ+d
thus, here we take v = 1. The proof of Assumptions 1 is a consequence of Lemma 8 in
Chapter 4 and we give the following lemma

Lemma 4. For any f € Hy(B LMA) n>1,h€Hn,9€@(A,M)

1./ E[ Z2( } du < 5Db+1, v < 1,
0.5 +

2. EsZ); (u) < Sl/AeXp{ \uul}, Yu € Ny (O(A, M) —6).

18MD

where

Zool) = _Jo(Xi) ,
X;€Vy(h) fG—HLNh_l(Xi) {Y<f9+ Ny (Xi)}

This case requires us to several restrictions on the function f. Indeed, we assume that
f=2A>0(f € Hyp,L, M, A)) and the polynomial approximation is constructed with
the constraint fy = f. We find a lot of details in Chapter 4, in particular this lemma is a
consequence of Lemma 8.

We use the adaptive bayesian estimator noted f;‘ (y) and developed in Section 3.3 with

model 3.4.5. By identification, we take constants y =1, 7=1, m =2, s9 =0, c3 = 127\}}317.

Theorem 9. Let b > 0 be fized, then for any 5 € (0,b], L >0, M >0 and ¢ > 1

limsup 6,,% (8) R | £ (), Ha(8, L, M, 4)| < o0

n—0o0
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Remark 11. The proof of the theorem is omitted, it is a straightforward consequence of
Theorem 5 and Lemma 4. With Klutchnikoff criterion, we can prove that {¢n1(8)} 5104 15

adaptive optimal for the multiplicative uniform regression and the pointwise estimation (See
Theorem 13 in Chapter /).

3.5 Proofs of Main Results

In this section we give the proofs of Theorems 4 and 5.

3.5.1 Auxiliary Results: Large Deviations

For the sequel we fixe, for any h > 0 satisfying (3.2.2) and f € Hy(5,L, M), 0 =
0(f,y.h) = {0z: pPe N¢: 0<|p] <b} such that b, < Ldh” and § € ©(M). For example,
we can take 6 the coefficients of expansion Taylor series.

The next proposition is the milestone for all results proved in the paper. Introduce the
following notations wy = ¢1271 V ¢y,

+oo
Wy = 16 CQ/ (Z + 1>€_C3Z7d2 + 4\/ Cl, W3 = 632_27_1 (1 AN DL) s
0 b

where C', Cs, c1, ¢9, co, c3 are defined in section 3.2. Put

o™ f(y)

D1 Pa | *
Oxi* -+ 0z

(3.5.1) M(f)y=> >

m=0 p1+...+pa=m

The following agreement will be used in the sequel: if the function f and m > 1 be such
that 0™ f does not exist we will put formally 0™ f = 0 in the definition of M(f).

1/~
Proposition 3. Let g = 4 55 V <c§1227+1 (M Aln 31)+> . For anyn > 1, h € H,, and
any f such that M(f) < oo, then Ve > g9 N'(h)

Py (Nl /() = F(9)] = £) < er& exp {—wne},

where f(y) is given by (3.1.4), (3.1.6) and (3.1.7) and s1, so are defined in Assumptions 1
in Section 5.2.

The proof of this proposition is given in section 3.5.4.
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3.5.2 Proof of Theorem 4

By integration of the inequality of Proposition 3, we obtain for any n > 1, h € H,, and
any f such that M(f) < oo

I:q\/(UJQ —(.«)380/2):|

(3.5.2) Ef|f"(y) — f(y)]? < &, N, 9,

where C, = 2¢( + 43’}‘;1 sup, o [17 " exp{—wsn"/2}]. By definition of h = (Ln)_ﬁ € H,, we
have o
Ldnh""* =d, N 9= Lwsvagl (B).

Using (3.5.2) and last equalities, we obtain for any f € Hy(8, L, M)
Ef‘fﬁ(y) _ f(y)\q S Cq ed[q\/(wz—w360/2)] L% @%’7(5).

Theorem 4 is proved. ]

3.5.3 Proof of Theorem 5

We start the proof with formulating some auxiliary results whose proofs are given in
Appendix 3.6. Define J; = wy and

1
L [eAn(a)] 7 ]
h* = [ﬁjn)] , €< (2J1) 7.
and let the integer x be defined as follows.
(3.5.3) 2 Dpax < BF < 27" R

Lemma 5. For any f € Hy(B, L, M) and any k > k + 1

]{,‘—1) 2"/4:\/2(1(1

IP’(]% = k:) < Jyexp {Jln(h*)“”m“d} 9~ ( ,
_2y+2dg L
where Jy = wq (1 —2 ) .

Proof of Theorem 5. Note that h* € H,, and h; € H,,,l =0, ..., k,. The definition of h*
and « in (3.5.3) implies that by integration of the inequality obtained in Proposition 3 with
h = hy, we obtain:

2

(1+k1n2)

(3:54) g f) = f)|" < Corgg—— Vb 25,
hy
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q +oo
where C, = 2 (1V Cl/v)q (ﬂgo V 1) (1 +quw; / (n+ 1)‘1_16_“’3’776177). We also have
0

w3

By |F9) - )" A
< Ef|fPW) = F@)]"Tice + B FP W) = F0)] "L
(3.5.5) =Ry (f) + Ra(f)-

First, we control R;. Obviously

o

FO@) = f@)] < |FP@) = 99|+ |9 4) - fy)]-

The definition of & yields

~ 7

FR@) = FO W)L, < Csalk),  salk) = (1+kIn2)5 N, 7,

4y + 4dg\ "
where C' = (wglu) . In view of (3.5.4) we also get
g

B[ £ (y) = f()]" < Cysalr).

Noting that the right hand side of the obtain inequality is independent of f and taking into
account the definition of x and h* we obtain

(3.5.6) limsup sup ¢, 4B)Ri(f) < 0.

n—00 fEHd(B)L’M)

Now let us bounded from above Ry. Applying Cauchy-Schwarz inequality we have in view
of Lemma 5

Ro(f) = iEflf(’“)(w—f<y>|qf[,;:k,a]

k>kK
< N EAFP@) ~ F)) Pk = k)
k>k
(35.7) = AW Y (B F ) - Fy)[) P20,

k>kK

where we have put A(h*) = Joexp { Jin(h*)"’*}. We obtain from (3.5.4) and (3.5.7)

(3.5.8) Ro(f) < J3 N, exp {Jyn(h*)PT},
where de ,
Jo=Jy 25 Gy (14 sln2)v27.
s>0
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It remains to note that the definition of A* implies that

limsup ¢, 7(8)N,, ¢ exp {Jin(h*)PH} < oo

n—oo

and that the right hand side of (3.5.8) is independent of f. Thus, we have

limsup  sup ¢, (B)Ra(f) < oo.

n—oo  feHq(8,L,M)

that yields together with (3.5.5) and (3.5.6)

FP () = fy)|" < oo.

limsup sup ¢, %(B)E;
n—oo  feHy(8,L,M)

3.5.4 Proof of Proposition 3

Auxiliary Lemmas. Set for any a > 0

Q. = / il 227 (u)es
Unnr{ ulli>a}

where U, := N,(© — ), © defined in (3.1.4) and Z,¢ defined in (3.2.1). Remember that
v > 0 is the constant which defined the minimaxz rate of convergence ¢, and depends on
the density g(.).

Lemma 6. For any f such that M(f) < oo and h € H,, if the assumption (1) is verified,
then

1
P; {/ ZY (u)du < 55”} <20, €167, Y5 €]0,1A M),

Lemma 7. For allh € H,, and any f such that M(f) < oo, if the assumption 1.2 is verified,
then for any a > so N'(h)

Ef{@a} S 202 a 5}32 Il 67030ﬂ7

where sy s defined in Section 5.2 and
+oo
I, = / (z 4 1)e =" dz
0

This lemmas are proved in section 3.6.
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Proof of Proposition 3. The definition of f(h) and 0 = 0(f,y, k) implies Ve > 0

Py (Nal f' ) = )] 2 ) < By (Nafdo(h) 6] 2 <)

(3.5.9) Py (Nallor) - 0], > ).

IN

Let us do some remarks. First, by definition we have # € ©(M). Remind also that (h)

minimizes 7, defined in (3.1.6) and, therefore, the following inclusion holds since é(h) € 6.

(3.5.10) {NhHé(h) —0||, > g} c { inf  ma(t) < whw)}.

Ny [t—0]l1>e

Moreover,

mt) = N,;l/@||Nh(t—u)||1[Lh(u,zn)}”’"du

_ Nh—Db—I/U INu(t = 6) —ull, [La(6 +uN; ", 2,)]Y™ du

1/m

= N2 [L4(6, 2,)] INL(t = 0) — ull, Zy" (u)du.

Un
Hence, 7, = N}, (é(h) — ) is the minimizer of

ZMm ()

n,o
Xn($) = /Un ||8 — quzn(u)du, zn(u) = fUn Ziy/em(v)dv’

and we obtain from (3.5.9) and (3.5.10) for any € > 0

(3.5.11) P, {HNh(é(h) - e)Hl > g} < Pf{ inf yn(s) < Xn(())}.

lIslli>e

Let 0 < r < /3, a number whose will be done later. We have

Xn(0) < 7‘/ Zn(u)du +/ ||w||1 20 (u)du.
UnN(|lull1<r) UnN(|lulli>7)

Note also that

nt oo = i [ (sl = lhull ) ()
UnN(J|ul[1<r)

l[sll1>e lIslli>e

> (e— 7”)/ zn(u)du.
UnN([[ull1<7)

101



3.5. PROOFS OF MAIN RESULTS M. CHICHIGNOUD

It yields in particular

Xn(0) — inf x,(s) < —(e — 27")/ Zn(u)du +/ || w125 (u)du.
UnO(llufli<r) UnO(|lulli>7)

lslli>e

Thus, Vr € (0,¢/3)

Py {Xn(o) — inf ya(s) > 0}

l[sll1>e

<Py {/ |ul|12n(w)du > (e — 27’)/ zn(u)du}
UnO(||ull1>7) UnN([Jull1<r)

<P, {/ lulls 20 (w)du > 7“/2}
UnN((lull1>7)
(3.5.12) +Py {(6 - 27’)/ Zn(u)du < r/2} .
UnN(JJull1<7)

We note that the second term in (3.5.12) can be to control by the first one whenever 0 <
r < ¢/3. Indeed, putting U, (r) = U, N (||u|l; > r) we get

P {(5 - 2T)/ zZn(u)du < r/Q}
Un(lull <)
<Py {7“/ Z:L/Qm(v)dv—r/ ZM () du < z/ Z,ll/gm(v)dv}
U Un(r) 2y, ™
<P Zl/m r 1/m
<Pr<r f (u)du > 3 Z (v)dv
Un(r) n

<P, {/ ul|s 20 (1) e > r/Q} |
Un(r)

The last inequality and (3.5.12) yield

P, {xn(()) ~inf () > 0} < 9P, {/Un(r) lulls 20 (1)t > r/2} |

lIslli>e

Let v > 0 the parameter whose choice will be done later, then by definition of 2, and the
last inequality, we obtain

S||1>€ Un(T) ’

(3.5.13) +2P; {/ ZM" (w)dv < y/2}.

102



M. CHICHIGNOUD 3.6. APPENDIX

In view of Lemma 7 and the Markov inequality, choosing r = /4 > s, we get

(3.5.14) Pf {/ HquZi’/g”(u)du > g_y} < 802 I 522 1 67632*2757'
UnN(||ul|1>e/4) 16

Applying Lemma 6, we have for v < M

(3.5.15) P, {/ Zi{g”(v)dv < 1//2} <20, 5,?1/’3%7
Un
In view of (3.5.13), (3.5.15), we establish that
Py {xn(o) o i”nf> Xn(s) > o} < 16Co; E2 v e 7 L AC) ENEN YT,

—c32 21y

Choosing v = ¢ , we obtain

2= 271, ~
]P)f {Xn(O) — inf Xn(s) > 0} S 1602]1 5;132 6_0327277157 + 401 8216763 D, °© .

l[sll1>e

The assertion of the theorem follows now from (3.5.9), (3.5.13) and the definitions of
Wi, W2, Ws. |

3.6 Appendix

In this part, we consider nh? € N*, in order to simplify the proofs.

Proof of Lemma 1. 1. By definition of model 3.4.1, we have Yu € U,

Zno(u) = H eXP{—%( i — fnghfl(Xi))Q

X:€Vih(y)

1 2
+ §(Yz - fe(Xz‘)) } :
Let us give the notation
1 2 1 2
S= Y 1 S (X)) = (Y= fo(X0)"
Xi€Vi(y)
Applying 1 —e™” < p, p € R and Cauchy-Schwarz inequality, we obtain for any u : |Jul|; <1
Ef(1- Zif;(u))+ = Ej(1—e7) o o[ (%)

Ey (3) Ijp+o0] (5)

<
< 28 |ul3.
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Using the last inequality and define T's = [0, §]P¢, we establish

/ E; [1 ~ Z}/;(u)] du < 28,6702 W5 < 1.
0.6] ’ +

2. Using Ee* = e*'/2, with e ~ N(0,1) and \ € R, we have

(3.6.1) EZyg(u) = exp{ — Z vt Z fuN (F(X:) — fo( X))

X th( X GVh
Remark that fuNh—l<Xi) < |lull1 N, £(XG) — fo(Xi) < by and
Z fu N_ - UTM’ﬂh( )
Xi€Vh(y)

In view of Lemma 9 in Chapter 4, 3\ > 0 such that A\, (h) > X and u' M, (y)u > A\, (h)u " u.
Applying (3.6.1), we have

An(h
22 0) < exp { =22l + P |
By equivalence between the ¢;-norm and f;-norm, we obtain

IN

exp{ Do ( )|| ||1}, Ve Uyl > 5N )

Proof of Lemma 2. 1. Remember that we have Vu € U,, = N, (@ (A, M) — 9)

Zno(w) = 1] (1 + fug )

Y;
- (X , N, = hd 1/2‘
X;€Vy(h) fe(Xz) ) GXp{ fUNh ( )} h (n )

Using the Cauchy-Schwarz inequality, we obtain for u € U,, : |Jull; <1

1/2 1/2
(3.6.2) Ef(1- 2/ (), < (Ef|1 - 1/2(u)\2> _ (Ef(l + Znglu) — 225{92(@)) .
It is easy to show that for n > ng

A+N(h)

EZ, o(u) < 1
fZnp(u) <1+ T

ells-
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So, using (3.6.2) we have

1/2
o) m0-250), < (P 20525 w) )

It remains to calculate the term

1/2 fun 1 (Xi e
Bz w) = ] Ef< W())) exp { ~foy 1 (X0)/2}

Xi€Vi(y)

Wk (X k/2
— H Z@ (1—|—fuf6h(—)é))> exp{—f(Xi)—%fuNhl(Xi)}

Xi€Vi(y) k=0
1/2

(3.6.4) = H exp § —f(Xi) — §fuNh_1(Xi) + f(X)) (1 +

Xi€Vi(y)

fo(Xi)

Using the Taylor expansion series, for n > ny we get

1+AW4&>”{ﬁ1ﬁW (X)) 1 EM4X02+O Fanr (X0
fo(Xi) N 2 fo(Xi) 4\ fo(Xi) fo(Xi) 7

where O(p?) 220 0. Applying last equality and (3.6.4), we have

E;Z)s(u) = exp{ lfuN (X 4)f( ) f( i) 1 . (Xi)f(Xi) 2
' Xiel\_/{(y) 2 X 4 ( f@(Xi))

N>

(3.6.5) + f(X;) O

Using the inequality 1 —e™” < p, p >0, (3.6.3), (3.6.4) and (3.6.5), we have for n > ny,

24+ M4+ 2A
By (1- 205w, < /T a ull? we 0.0, s<

By integration,the first assertion of the lemma is proved.
2. Using (3.6.5) we have for n > ng and Vu € U, : ||ull; > %N(h), in view of Lemma

9 in Chapter 4,
An(h)A
EfZl/Q( )SeleXp{ e H ||1}

where A\, (h) is defined in Section 3.4. [
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Proof of Lemma 3. Remember that we have Yu € U,, = N}, (@ (M) — 0)

Ly(0+uN," Z,)
Lh (67 Zn)

= H exp

XiEVy(h)

Znﬁ (u) =

AT V= fo(X)[7, N = (nh?) T,

It is easy to see that for m > 1

. I el e
Ef 1/ H / exp{—gw—bi—vﬂ +E|y_bz| _|y| }7

Xi€Vh(y)

where b; = fp(X;)— f(X;) and v; = f, N (X;). Remark that if we choose the approximation
polynomial fy such that f, = f (for construction, see Chapter 4), then b; > 0, Vi. Without
loss of generality we choose v; > 0. Introduce

1 1
Gn(v) — / C(a) exp{——w—b—vw e - |y|a}, 230, b>0.
R m m

We will prove that G,,(v) < 1 — Tiv'** for m > 1. Indeed, we use standard schema such
that

(3.6.6) Gm(v) = G (0) + / g, (0)do.

It remains to prove that G/ (0) < —T»0**. For it, we decompose the function G, of the
following way

Gm(v) = /Umc(a)exp{—%(y—v)“+%y“—<y+b)°‘}dy
+/0U0(a)exp{—%(v—y)“r%y“—(yﬂ%)“}dy
+ [ c@en -ty s Lnr - o a
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The derivative of G,,, can be formulate like

|

|
—~
4
+
S

G (v) = —C(a)exp {i’: 14 1 o(a) exp {% - b)a}

Q

SR

N
+ [ e <y—v>a1exp{—

<
<

|
Q

(@)

o

Q
2

o
Sle 3|2
=

|
Nayg

—b

- /__bC(Oé (v—y)*"exp {—%(v —y)*+

o0

~—

39

(3.6.7) G (v) = /UOO C(a)azalexp{—%za} {exp{%(z—i—v)a - (z—i—v+b)°‘}

+b m

(3.6.8) + /vm C(oz)%za*1 exp {—%z“} [exp {%(z +0)* = (z+v+ b)a}
—exp{i(z—u)a -zt b)° } i
(3.6.9) . /O Cla) %2 exp {—%za} [exp {%@ F0) — (24t b)a}

v 1 . _1 1
/ C(a)gza‘lexp{——za} <b——m (0—2+0)" — 2 (z+v+b)“+0(b2a)) dz
0 m m m
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The second term (3.6.8) can be bounded by (14 C(a))%%". We note that the first term is
the integral of a negative function, so we can increase it by

2v+b o B
/ C(O‘)gzalexp{—iza} <_m 1(Z—U—b)a—m 1(Z+v+b)a+0(v2°‘)> dz
v m m

+b m m

2v+b 1 -1
< — / C(a)gza’l exp {——z"‘} m—(Zz)adz + O(v™)
vtb m m m

-1 1
< —p?e 202 C(a)m 5— exp {——Ua} :
m m
S0 we obtain

, e m—1 1.\ o
G,(v) <2(1+ C(a)) — —2°72C(a) - exp{—av }vz,

Using (3.6.6), the last inequality implies that Vm > 1

(3610) g (v) < 1+2(1+O(a))m_2a—20(a)m—_16Xp _lva |U|1+2a
o = (1+ a)m? (14 2a)m? m ’

with G,,(0) = 1. We can also show that it exists positive constants T3, Ty such that

(3.6.11) Gi(v) < 14 TyloM2* + Tyo)' T, v eR.

1. Let us prove the first assumption,

1 1/2 1/2
W ‘Lh (Q,Zn) — Lh (9 +U,Zn)

Ep(1— Z)5(u), <Es1- Z)3 ()| = By

Let us note pu(z, f) = [1y,ev, ) 9o (24, f(X;)), where z € R™. By integration and Cauchy-
Schwarz inequality, we obtain that

Dbn (l’, f)
pi*(x, fs)

1/2 1/2 2 pi (. f) 1/2
Dy (I7f9+uN};1) — Dy (x,fe)‘ dx /Rnhd m dl’) .

1/2

Py ($,f9+uN,j1) _p;/Q(%fe) dr

Bi(-20w), < [

(3.6.12) < ( /R

Introduce
2 _
H (Pf€+1L N;l ’ ]P)fg) - /Rnhd

1/2

1/2 2
Dy, (xvfemzv;l)_ph (x>f9> dr,
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where H(.,.) is the Hellinger distance between probability measures. More details are given
in Tsybakov [2008] (Chapter 2). Remark that Py, is a product measure Py, = ®Xi€V;L(y)P§fe
where ]P’ife = P4, (x,) the probability law of ;. By property of Hellinger distance, we obtain

1 . .
2 o ~ g2 7 )
(3.6.13) big (Pf9+uN_l,1Pfe) =2(1- ] (1 - 5H (IP MN_l,IPfe)) ,

X:€Vi(y)

where

2 7 7 _
H (Pf9+uN_17Pfe> = /R
-/

Has'minskii and Ibragimov [1981] showed that g, possess singularities of order 2« for a <
1/2. In particular they gave the following result on g,:

2

Y

90" (2 = forunr (X0) = 9% (2 = fo(X0)

2
0 (x = o (X)) = gi/(@)| do, i s Xi € Vify)

(3.6.14) /|gcly/2(x —n) — X% ‘ dz=0(n""), n—0.
R

For more details, see Has'minskii and Ibragimov [1981] (Chapter 6, section 1, Theorem 1.1).
Using (3.6.12), (3.6.13) and 3.6.14, then it exists a constant C such that for n > ny

1/2
(3.6.15) Er(1- 25 w), <Cluli™? (/R de> .

nhd ph (1:, f@)
In order to show the assumption 1.1, it remains to prove the following assertion

/2
i (, f) 1 « {T3+T4 1+2a}
(3.6.16) (/Rnhd (e ) (o o) da:) Sexpy o N (h) .

For it, we note that

/R pi (. f H Ql

nhd Dp, (iL‘ f9 XieVi(y

So, applying (3.6.11) with v = —b;, we obtain (3.6.16). Using (3.6.15), the first assertion of
the lemma is proved.
2. Using (3.6.10) with m = 2 and v = u;, we obtain

L+Ca) 2074 () Z [fu(X0)| 2

E;Z)(u) <e
120 (W) < exp 2(1+«) (1+2a)exp {1(2 nhd

X EVh
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” Xz 1+2a ” Xz 2
Remark that Z % > Z M and

d 1-2«
X.EVh(y) xievi Mllully

S (X)) =u Moy u.

X:€Vi(y)

In view of Lemma 9 (in Chapter 4) and last inequality, we have

1/2 1+ C(a) An(h)2°7* C(a) 1+2a
Eon,e (u) < exp {m/\[(h)} X €xXp {—(1 +20) exp {%(QM)Q} l|ully } )

where A, (h) is defined in Section 3.4. [

Proof of Lemma 5. Note that for any k > x + 1 and by definition of k (3.3.1)
{k =k} = U {|F* D) - FOW)] > Su0 -
Note that S, () is monotonically increasing in [ and, therefore,
{fh=r} < {/% D) - )| > 27 suk - 1)}
0o {1790) - )l > 2750}

We come to the following inequality: for any k > x + 1

Pr(k=k) < Pf{

P () = F)] > 278k — 1)}
(3.6.17) +3 P 1F0W) - Fw)| > 2750}

1>k

Note that the definition of S, (I) yields

22712+ 4 2dq) g 1/
N, = | s + .
hy Sn(l) (82 V o (1 A TDb_l) [1 In (hmax/hl)]

Thus, applying Proposition 3 with J; = Ldw, and € = Ny, S, (1), we obtain VI > k — 1

Pr{|/90) — )| > 2750} < i /Bl

2y+2dg

(3.6.18) = wi&P2
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Note that by, < Ld h and h; < h, < h* since f € Hy(3, L, M) and, therefore,
(3.6.19) N (b)) < Ldn(h)?™ < Ldn(h*)"™ VI >k—1.

Here we have also used that k > x + 1. We obtain from (3.6.17), (3.6.18) and (3.6.19) that
k>k+1

k‘—l) 2'\/«:2dq

Ps(k=k) < Jyexp { Jin(h*)"**+?} 27 :

_ 2y+2dg ) -1

where Jy = wq (1—2 k! [ |
Proof of Lemma 6. Applying Markov inequality, Fubini theorem and assumption 1.1
1/m 1 Dy
Py Zyg (u)du < 5(5 .G
m 1
= IEDf {/ (Z'rlL/@ (U) — l)du < ——5Db, }
Is ’ 2
1/m 1 D
<Py (1-2/, (u))+du>—5 b
U5 ’ 2
< 25Db/ Es(1- Zi’/gn(u))eru
Ts
<2C4&;67.
|
Proof of Lemma 7. Applying the assumption 1.2 we obtain
B [ bz wde< s [ e (-elull)du
UnN([lull1>a) UnN(l[ull1>a)
Simplifying the last inequality, we have
+oo
Er{Q.} <205 a &2 exp {—cgcﬂ}/ (z+ 1) exp{—c3z"} dz.
0
|
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Chapter 4

Locally Bayesian Approach for
Multiplicative Uniform Regression

Ce chapitre correspond a I'article Chichignoud [2010a]. Dans cet article, nous présentons
I’estimateur Bayésien sous une forme différente que celle dans le chapitre précédent. La
démonstration des grandes déviations est plus complexe et longue que dans le chapitre
précédent. Pour le lecteur ce chapitre contient la preuve des hypotheses 1 pour le modele de
régression avec un bruit multiplicatif uniforme (Voir lemme 8) , ainsi que la borne inférieure
du risque minimax (Section 4.2) et 'optimalité de la vitesse adaptative (Section 4.3) pour
ce modele.

4.1 Introduction

Let statistical experiment be generated by the couples of observations Y™ = (X, Y;)i—1..n,n €
N* where (X}, Y;) satisfies the equation

Here f :[0,1]? — R is unknown function and we are interested in estimating f at a given
point y € [0, 1]? from observation Y (.
The random variables (noise) (U;)ie1,...n are supposed to be independent and uniformly
distributed on [0, 1].
The design points (X;);e1
assume that

.....

» are deterministic and without loss of generality we will

.....

Xie {/mMh om0V =1, n.
Along the paper the unknown function f is supposed to be smooth, in particular, it belongs
to the Holder ball of functions Hy(8, L, M) (see Definition 13 below). Here § > 0 is the
smoothness of f, M is the upper bound of f and its partial derivatives and L > 0 is Lipschitz
constant.
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Moreover, we will consider only the functions f separated away from zero by some
positive constant. Thus, from now on we will suppose that there exists 0 < A < M such
that f € Hy(B, L, M, A), where

Hy(B8, L, M, A) = {g € Hy(B,L, M) : inf g(z)> A}.

z€[0,1]¢

Motivation. The multiplicative regression model is quite popular in various domains of
applications, in particular, in volatility estimation Hérlde and Tsybakov [1997] or in noise
speckle imaging Aubert and Aujol [2008]. Another source of the interest to multiplicative
regression is so-called nonparametric frontier model (see Simar and Wilson [2000]), where
the reconstruction of the regression function f can be viewed as the estimation a production
set P. Indeed, Y; < f(X;), Vi, and, therefore, the estimation of f is reduced to finding the
upper boundary of P. In this context one can also cite Korostelév and Tsybakov [1993]
dealing with the estimation of function’s support.

The theoretical interest to the multiplicative regression model (4.1.1) with discontinuous
noise is dictated by the following fact. The typical approach to the study of the models
with multiplicative noise consists in their transformation into the model with an additive
noise and in the application, after that, the linear smoothing technique, based on standard
methods like kernel smoothing, local polynomials etc. Let us illustrate the latter approach
by the consideration of one of the most popular non-parametric model namely multiplicative
gaussian regression

Here &,1=1,...,n arei.i.d. standard gaussian random variables and the goal is to estimate
the variance o?(-).

Putting ¥/ = Y2 and n; = & — 1 one can transform the model (4.1.2) into the het-

(2
eroscedastic additive regression:

(4.1.3) Y/ =o*(Xy) +*(X)mi, i=1,...,n,

)

where, obviously, En;, = 0. Applying any of the linear methods mentioned above to the
estimation of %(+) one can construct an estimator whose estimation accuracy is given by

n~ 7% and which is optimal in minimax sense (See Definition 14). The latter result is
proved under assumptions on o?(-) which are similar to the assumption imposed on the
function f(-). In particular, 8 denotes the regularity of the function ¢?(-). The same result
can be obtained for any noise variables & with known, continuously differentiable density,
possessing sufficiently many moments.

The situation changes dramatically when one considers the noise with discontinuous
distribution density. Although, the transformation of the original multiplicative model to
the additive one is still possible, in particular, the model (4.1.1) can be rewritten as

Y/: f(Xl>+f(Xl>77,, Y;-/:QY;', 7; :2’2111— 1, 1= 1,...,n,

1
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the linear methods are not optimal anymore. As it is proved in Theorem 10 the optimal

accuracy is given by n_%. To achieve this rate the non-linear estimation procedure, based
on locally bayesian approach, is proposed in Section 4.2.

The interesting feature of the model is that the uniform distribution leads to an im-
proved estimation rate, it is always the case with a discontinuous density of the noise (see
Has'minskii and Ibragimov [1981], Chapter 6). The parameter of a uniform [0, #] distribu-
tion is easier to estimate. Indeed, it is well known that we can use the maximum likelihood
estimator based on the maximum of observations (nonlinear). For instance, if f is known
to be Lipshitz (3, then its approximation by a constant function in an hypercube of length
h gives a bias of order d h?, and the constant can be estimated at the order 1/nh¢, because
there are nh? observations in the interval. The latter improved rate (improved over 1/ Vnhd
as usual) leads to an optimal bandwidth of h = k() = n~ A , and hence estimation rate

n_% , faster than usual. Typically, in any model, it is possible to improve the rate of
convergence if the Fisher information is not finite.

In regular statistical models, the locally maximum likelihood approach is ideal (see
Has'minskii and Ibragimov [1981] Chapter 1, Section 5 and recently Polzehl and Spokoiny
[2006], Katkovnik and Spokoiny [2008]). But when the density of observations is discontinu-
ous, an bayesian approach is often preferred (see Has'minskii and Ibragimov [1981], Chapter
1, Section 5). The study of local maximum likelihood estimator for model (4.1.1) stays an
open problem.

Recently several approaches to the selection from the family of linear estimators were pro-
posed, see for instance Goldenshluger and Lepski [2008], Goldenshluger and Lepski [2009a],
Juditsky, Lepski, and Tsybakov [2009] and the references therein. These technologies are
used in the construction of data-driven (adaptive) procedures and they are heavily based
on the linearity property. As we already mentioned the locally bayesian estimators are
non-linear and in Section 4.3 we propose the selection rule from this family. It requires, in
particular, to develop new non-asymptotical exponential inequalities, which may have an
independent interest.

Minimax estimation. The first part of the paper is devoted to the minimax over Hy(3, L, M, A)
estimation. This means, in particular, that the parameters 3, L, M and A are supposed to

be known a priori. We find the minimaz rate of convergence (4.1.4) on Hy(p5, L, M, A) and
propose the estimator being optimal in minimax sense (see Definition 14). Our first result

in this direction consists in establishing a lower bound for maximal risk on Hy(53, L, M, A).

We show that for any § € R, the minimax rate of convergence is bounded from below by

the sequence

(4.1.4) on(B) = n" .

Next, we propose the minimax estimator, i.e. the estimator attaining the normalizing
sequence (4.1.4). To construct the minimax estimator we use so-called locally bayesian
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estimation construction which consists in the following. Let
d
j=1

be the neighborhood around y such that Vj,(y) C [0, 1]¢, where h € (0,1) is a given scalar.
Fix an integer number b > 0 and let

Let 7Db = {p: (pla'-'apd) D Di € Na 0 S |p| S b}7 |p| :p1+'“+pd7 we define the local
polynomial

(4.1.5) filz) = Y4, (x;y)p]lvh(y)(a:), reRL t=(t, : pe Py,

PEPy

where 2z = 2" .- 28 for 2z = (z,..., 2z4) and I denotes the indicator function. The local
polynomial f; can be viewed as an approximation of the regression function f inside of
the neighborhood Vj, and D, the number of coefficients of this polynomial. Introduce the
following subset of R

(4.1.6) O(A M) ={teR™: 26 o— |t = A, |t| <M},

.....

where ||.||; is l;-norm on R”». ©(A, M) can be viewed as the set of coefficients ¢ such that
A< fi(x) < M for all t € ©(A, M) and for all z in the neighbourhood V},(y). Consider the
pseudo likelihood ratio

Ly(t, Y™) = H [ft(Xi)}_l]I[th(Xi)}(Y;)’ te O(A,M).

i: X €V (y)

Set also

(4.1.7) Wh(t):/ 1t —ully Ly (u, Y™ )du, te€O(A,M).
O(A,M)

Let O(h) be the solution of the following minimization problem:

(4.1.8) 0(h) = argteg(lir’lM) ().

The locally bayesian estimator f*(y) of f(y) is defined now as f*(y) = bo.... o(h). Note that
this local approach allows to estimate successive derivatives of function f. In this paper,
only the estimation of f at a given point is studied.
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We note that similar locally parametric approach based on maximum likelihood esti-
mators was recently proposed in Polzehl and Spokoiny [2006] and Katkovnik and Spokoiny
[2008] for reqular statistical models.

As we see our construction contains an extra-parameter h to be chosen. To make this
choice we use quite standard arguments. First, we note that in view of f € Hy(3, L, M, A)

0 =0(f,y,h) € O(A,M) :  sup |f(z)— fo(x)| < LK.
z€Vh(y)
For example, fy can be chosen like the Taylor polynomial (defined in (4.5.2)). With the
property of isotropic Holder functions (see Definition 13), the last assertion is trivial. Thus,
if i is chosen sufficiently small our original model (4.1.1) is well approximated inside of V},(y)
by the ”parametric” model

Vi=fo(X)) x U;, i=1,...,nh% nh®ec N

in which the bayesian estimator 0 is rate-optimal (See Theorem 11).

It is worth mentioning that the analysis of the deviation of (X;,Y;);=1, nne from y (nh®)
is not simple. Namely here requirements 0 < A < f(x) < M,Vx € [0,1]¢, are used.
This assumption, which seems not to be necessary, allows us to make the presentation of
basic ideas clear and to simplify routine computations (see also Remark 12). Without this
assumption, the problem is open.

Finally, h, (3, L) is chosen as the solution of the following minimization problem

(4.1.9) (nh)~' + Lh® — min

and we show that corresponding estimator f"#(%%)(y) is minimax for f(y) on Hy(8, L, M, A)
if § < b. Since the parameter b > 0 can be chosen in arbitrary way, the proposed estimator
is minimax for any given value of the parameter g > 0.

Adaptive estimation. The second part of the paper is devoted to the adaptive minimax
estimation over collection of isotropic functional classes in the model (4.1.1). At our knowl-
edge, the problem of adaptive estimation in the multiplicative regression with the noise,
having discontinuous density, is not studied in the literature.

Well-known drawback of minimax approach is the dependence of the minimax estimator
on the parameters describing functional class on which the maximal risk is determined.
In particular, the locally bayesian estimator f"(-) depends obviously on the parameters A
and M via the solution of the minimization problem (4.1.8). Moreover h, (8, L) optimally
chosen in view of (4.1.9) depends explicitly on 5 and L. To overcome this drawback the
minimax adaptive approach was proposed (see Lepski [1990],Lepski [1991],Lepski, Mammen,
and Spokoiny [1997]). The first question arising in the adaptation (reduced to the problem
at hand) can be formulated as follows.
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Does there exist an estimator which would be minimazx on H(B, L, M, A) simultaneously
for all values of 8, L, A and M belonging to some given subset of R% ?

In section 4.3, we show that the answer to this question is negative, that is typical for the
estimation of the function at a given point Lepski and Spokoiny [1997]. This answer can be
reformulated in the following manner: the family of rates of convergence {¢,(8), 8 € R%}
is unattainable for the problem under consideration.

Thus, we need to find another family of normalizations for maximal risk which would be
attainable and, moreover, optimal in view of some criterion of optimality. Nowadays, the
most developed criterion of optimality is due to Klutchnikoff Klutchnikoff [2005].

We show that the family of normalizations, being optimal in view of this criterion, is
i
pn(B) ) 7F en(5)
4.1.10 On(B) = <—) , o(B) =1 +ln< ,
(4110 () = (22 (5) ol

whenever 3 €]0,b]. The factor p, can be considered as price to pay for adaptation Lepski
[1990].

The most important step in proving the optimality of the family (4.1.10) is to find an
estimator, called adaptive, which attains the optimal family of normalizations. Obviously,
we seek an estimator whose construction is parameter-free, i.e. independent of 3, L, A and
M. In order to explain our estimation procedure let us make several remarks.

First we note that the role of the constants A, M and 3, L in the construction of the
minimax estimator is quite different. Indeed, the constants A, M are used in order to
determine the set @(A, M ) needed for the construction of the locally bayesian estimator,
see (4.1.7) and (4.1.8). However, this set does not depend on the localization parameter
h > 0, in other words, the quantities A and M are not involved in the selection of optimal
size of the local neighborhood given by (4.1.9). Contrary to that, the constants /3, L are
used for the derivation of the optimal size of the local neighborhood (4.1.9), but they are
not involved in the construction of the collection of locally bayesian estimators { fh, h > O}.

Next remark explains how to replace the unknown quantities A and M in the definition
of @(A, M ) Our first simple observation consists in the following: the estimator f=(%L)
remains minimax if we replace @(A, M) in (4.1.7) and (4.1.8) by @(fl, M) with any 0 < A <
Aand M < M < oo. It follows from obvious inclusion Hy(83, L, A, M) C Hy(8, L, A, M).
The next observation is less trivial and it follows from Proposition 4. Put hy.. = n~ %2 and
define for any function f

o™ f(y)

P1 Pd | °
Oxy* -+ 0z

(4.1.11) A(f)= _ inf )f(m), M=) >

2EVimax (¥ m=0p1+...+pg=m

The following agreement will be used in the sequel: if the function f and m > 1 be such
that 0™ f does not exist we will put formally 0™ f = 0 in the definition of M(f).
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Then, f"(*) remains minimax if we replace ©(A4, M) in (4.1.7) by
O(A(f), M(f)). It remains to note that contrary to the quantities A and M the functionals
A(f) and M(f) can be consistently estimated from the observation (4.1.1) and let A and
M be the corresponding estimators. The idea now is to determine the collection of locally
bayesian estimators {fh, h > 0} by replacing @(A, M) in (4.1.7) and (4.1.8) by the random

parameter set © which is defined as follows.
6— {t R 2t o — |Itlh = 27'A, ||t], < 4M} .

In this context it is important to emphasize that the estimators A and M are built from the
same observation which is used for the construction of the family { " h > 0}.

Contrary to all saying above, the constants 5 and L cannot be estimated consistently. In
order to select an "optimal” estimator from the family { fh Jh > O} we use general adaptation
scheme due to Lepski Lepski [1990], Lepski [1992a]. To the best of our knowledge it is the
first time when this method is applied in the statistical model with multiplicative noise
and discontinuous distribution. Moreover, except already mentioned papers Polzehl and
Spokoiny [2006] and Katkovnik and Spokoiny [2008], Lepski’s procedure is typically applied
to the selection from the collection of linear estimators (kernel estimators, locally polynomial
estimator, etc.). In the present paper we apply this method to very complicated family of
nonlinear estimators, obtained by the use of bayesian approach on the random parameter
set. It required, in particular, to establish the exponential inequality for the deviation of
locally bayesian estimator from the parameter to be estimated (Proposition 4). It generalizes
the inequality proved for the parametric model Has'minskii and Ibragimov [1981] (Chapter
1, Section 5). This result seems to be new.

Simulations. The interest to the multiplicative models is explained by their popularity in
the image processing, for example, SAR images Réfrégier [2002]. If the model is parametric
then the use of the maximum likelihood estimator is rather standard at least if the likelihood
is convex Bhattachar and Sundareshan [2000]. In the present paper we adopt the local para-
metric approximation to a purely non parametric model. As it proved, this strategy leads
to the theoretically optimal statistical decisions. But the minimax as well as the minimax
adaptive approach are asymptotical and it seems natural to check how proposed estimators
work for reasonable sample size. In the simulation study, we test the bayesian estimator in
the parametric and nonparametric cases. We show that the adaptive estimator approaches

the oracle estimator. The oracle estimator is selected from the family { fh, h > 0} under

the hypothesis f that is known. We show that the bayesian estimator performs well starting
with n > 100.

This paper is organized as follows. In Section 4.2 we present the results concerning
minimax estimation and Section 4.3 is devoted to the adaptive estimation. The simulations
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are given in Section 4.4. The proofs of main results are proved in Section 4.5 (upper bounds)
and section 4.6 (lower bounds). Auxiliary lemmas are postponed to Appendix (Section 4.7)
contains the proofs of technical results.

4.2 Minimax estimation on isotropic Holder class

In this section we present several results concerning minimax estimation. First, we
establish lower bound for minimax risk defined on Hy(f3, L, M, A) for any 3, L, M and A.

For any (p1, ..., pq) € N® we denote p = (p1, ..., pa) and |p| = p1 + ... + pa.

Definition 13. Fiz >0, L > 0 and M > 0 and let | 5] be the largest integer strictly less
than B. The isotropic Holder class Hy(3, L, M) is the set of functions f : [0,1]¢ — R having
on [0,1]% all partial derivatives of order | 3| and such that Vx,y € [0,1]¢

18]

SY

m=0 [p|=m z€[0,1]¢

Wf)  IPf(y)
ozt - -oxht oyt - - oyl

alp\f(aj)

p1 Pd
Oxy* -+ 0z

IN

M,

< Lllz—ylh]"", Vol = 18).

This definition implies that if f € Hy(8, L, M, A), then A < A(f) and M(f) < M,
where Hy(5, L, M, A) is defined in the beginning of this paper. A(f) and M (f) are defined
in (4.1.11).

Maximal and minimax risk on Hy(3, L, M, A). To measure the performance of esti-
mation procedures on Hy(3, L, M, A) we will use minimax approach.
Let E; = E? be the mathematical expectation with respect to the probability law of

the observation Y™ satisfying (4.1.1). We define first the maximal risk on Hgy(3, L, M, A)
corresponding to the estimation of the function f at a given point y € [0, 1]¢.

Let f be an arbitrary estimator built from the observation Y. Let Vg > 0

R f, Ha(B, L, M, A)] = . Ef|f(y) — f(y)|"

The quantity R, , [f, Hy (5, L, M, A)] is called mazimal risk of the estimator f on Hy(3, L, M, A)
and the minimax risk on Hy(B, L, M, A) is defined as

Rn,q [Hd(ﬂa La M7 A)} = H}f Rn,q [fa Hd(ﬂa L7 M7 A)] )
where inf is taken over the set of all estimators.
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Definition 14. The normalizing sequence v, is called minimaz rate of convergence (MRT)
and the estimator f is called minimaz (asymptotically minimazx) if

liminf ¢ Ry, o[ f, Ha(B, L, M, A)] > 0;
n—oo
limsup@bgqqu[f,]l-]ld(ﬁ,L,M,A)] < 00.

n—oo

Theorem 10. For any >0, L >0, M >0, A>0,g>1andd>1

lim inf ;9(8) Ry g [Ha(8, L, M, A)] >0, n(8) = n 554,

n—oo

Remark 12. The obtained result shows that on Hd(ﬁ,L, M, A) the minimax rate of con-
8

vergence cannot be faster than n~ 5. In view of the obvious inclusion Hy(5, L, M, A) C

Hy(B, L, M) the minimazx rate of convergence on an isotropic Holder class is also bounded

from below by n~ 7+d.

The next theorem shows how to construct the minimax estimator basing on locally

-----

and (4.1.8) with h = h.

Theorem 11. Let >0, L >0, M >0 and A > 0 be fixed. Then there exists the constant
C, such that for any n € N* satisfying nh® > (LBJ + 1)d

@ (8) oy | F(y), HaB, L, M, A)| £ C*, Wg = 1.

The explicit form of C* is given in the proof.

Remark 13. We deduce from Theorems 10 and 11 that the estimator fh(y) 1S minimax on
Hq(B8, L, M, A).

4.3 Adaptive estimation on isotropic Holder classes

This section is devoted to the adaptive estimation over the collection of the classes

{Hd(ﬁ L, M, A)} . We will not impose any restriction on possible values of L, M, A,
B,L,M,A
but we will assume that 5 € (0,b], where b, as previously, is an arbitrary a priori chosen

integer.

We start with formulating the result showing that there is no optimally adaptive estima-
tor (here we follow the terminology introduced in Lepski [1991], Lepski [1992a]). It means
that there is no an estimator which would be minimax simultaneously for several values of
parameter § even if all other parameters L, M and A are supposed to be fixed. This result
does not require any restriction on [ as well.
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Theorem 12. For any subset of RT\ {0} noted B such that card(B) > 2, for any py, P2 € B
and any L >0, M >0, A>0

lim inf inf [cp,;q(ﬂl) R, (f, Hy(B1, L, M, A))

n—oo f
5 ?(60) R HaB L, M, 4))] = o
where inf is taken over all possible estimators.

The assertion of Theorem 12 can be considerably specified if B = (0,b]. To do that we
will need the following definition. Let ¥ = {4,(8)} (9, e a given family of normalizations.

Definition 15. The family V is called admissible if there exist an estimator fn such that
for some L >0, M >0 and A >0

(4.3.1) lim sup ¢, 9(8) Rnq(f, Ha(B, L, M, A)) < 00, VY5 € (0,].

n—oo

The estimator fn satisfying (4.5.1) is called V-attainable. The estimator fn 15 called V-
adaptive if (/.3.1) holds for any L >0, M >0 and A > 0.

Note that the result proved in Theorem 12 means that the family of rates of convergence
{©n(8)} ge(0 1s not admissible. Let ® be the following family of normalizations:

Pn(B) = (pnflﬁ))ﬁid, pn(B)=1+1In (Z’;((ﬁ))) B € (0,0].

We remark that ¢, (b) = ¢,(b) and p,(8) ~ Inn for any 5 # b.

Theorem 13. Let ¥ = {¢n(5)}ﬂe(o,b} be an arbitrary admissible family of normalizations.
L For any o € (0,0] such that ¢, (c) # @n(a), there exists an admissible family {v,(8)} 5c oy

for which
lim v, (), (a) = 0.

n

n—oo
I1. If there exists v € (0,b) such that
(43.2) lim 4, (7)¢," () =0,

then necessarily

[0 (S5 =0 we o
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Several remarks are in order.

1. We note that if the family of normalizations ¢ is admissible, i.e. one can construct
d-attainable estimator, then ® is in an optimal family of normalizations in view of
Kluchnikoff criterion Klutchnikoff [2005]. It follows from the second assertion of the
theorem. We note however that a ®-attainable estimator may depend on L > 0, M > 0
and A > 0, and, therefore, this estimator have only theoretical interest. In the next
section we construct ®-adaptive estimator, which is, by its definition, fully parameter-
free. Moreover, this estimator obviously proves that ® is admissible, and, therefore,
optimal as it was mentioned above.

2. The assertions of Theorem 13 allows us to give rather simple interpretation of Kluchnikoff
criterion. Indeed, the first assertion, which is easily deduced from Theorem 12, shows
that any admissible family of normalizations can be improved by another admissible
family at any given point o € (0,b] except maybe one. In particular, it concerns
the family @ if it is admissible. On the other hand, the second assertion of the the-
orem shows that there is no admissible family which would outperform the family
¢ at two points. Moreover, in view of (b), ®-adaptive (attainable) estimator, if ex-
ists, has the same precision on Hy(5, L, M, A), f < =, as any V-adaptive(attainable)
estimator whenever W satisfies (4.3.2). Additionally, (a) implies that the gain in
the precision provided by W-adaptive (attainable) estimator on Hy(y, L, M, A) leads
automatically to much more losses on Hy(8, L, M, A) for any 5 > ~ with respect
to the precision provided by ®-adaptive(attainable) estimator. We conclude that
d-adaptive(attainable) estimator outperforms any W-adaptive(attainable) estimator
whenever U satisfies (4.3.2). It remains to note that any admissible family not satis-
fying (4.3.2) is asymptotically equivalent to ®.

Construction of ®-adaptive estimator. As it was already mentioned in Introduction
the construction of our estimation procedure consists of several steps. First, we determine
the set ©, built from observation, which is used after that in order to define the family of
locally bayesian estimators. Next, based on Lepski’s method (see Lepski [1991] and Lepski,
Mammen, and Spokoiny [1997]), we propose data-driven selection from this family.

First step: Determination of parameter set. Put hpax = n~ 5 and let § be the solution
of the following minimization problem.

(4.3.3) inf i {QY,- —t K" (‘i — y)} 2 s Vinax(¥) = Vi (9)

teRPs
1:X;€Vimax (y) max

where the Dj-dimensional vector K(z) = (27 : p € P) and the sign T below means the
transposition. Thus, € is the local least squared estimator and its explicit expression is given
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by

7] . Xi—y Xi—vy T
4.3.4 =2 KT K 2(Y)] Y.
( ) ¢ . Z ( hmax ) ( hmax ) [’C (y):| ’
VXiEVmax(y)
where Y = (Y1,...,Y,) and K,(y) = [KT <M> Ly () (XZ)} is the design matrix.
max i=1,..m
Put

Sp = p1l...pg! hIP! ép, Ip] < 0.

max

Introduce the following quantities
(4.3.5) A=bdoo, M=,

and define the random parameter set as follows.

.....

(4.3.6) 6= {t eRP: 2t o — [tlh > 274, [|t] < 4M}.

Second step: Collection of locally bayesian estimators. Put

(4.3.7) () = /Ht—quLh(u,Y(”))du;
(S
(4.3.8) 0*(h) = argmin,(t).
te®

The family of locally bayesian estimator F is defined now as follows.

(4.3.9) F={1") = 5.0, h € (0,

-----

Third step: Data-driven selection from the collection F. Put

Bie =2 " hiax, k=0, ...k,

b
where k,, is smallest integer such that hy, > hy, = Ind@+d n~ Y4 Set

~

Fr= {f"“’(y) =0 (), k=0,... ,kn},

-----

We put f*(y) = f®(y), where f®)(y) is selected from F* in accordance with the rule:

(4.3.10) k= inf{k =0k |fP@) - fOm)| < MS. (1), 1=F+ 1,kn}.
Here we have used the following notations.

1+17In2

(4.3.11) Sa(l) = 432D} (32qd + 16) A, (l) W
n\hy

L 1=0,1,....k,,
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and \,(h) is the smallest eigenvalue of the matrix

1 ¢ Xi—y Xi—y
(4.3.12) Munly) = 5 Y KT ( . ) K ( . ) Iy, () (X3),
=1

which is completely determined by the design points and by the number of observations.
We will prove that there exists a nonnegative real A, such that A,(h) > X for any n > 1 and
any h € [hmin, hmax} (see Lemma 9).

Theorem 14. Let an integer number b > 0 be fized. Then for any B € (0,b], L > 0, M >
0,A>0andqg>1

lim sup ¢, %(8) Ry, 4 [f* (y), Hq(B, L, M, A)] < 00.

n—oo

Remark 14. The assertion of the theorem means that the proposed estimator f*(y) 15 -
adaptive. It implies in particular that the family of normalizations ® is admissible. This,
together with Theorem 13 allows us to state the optimality of ® in view of Kluchnikoff
criterion (see Klutchnikoff [2005]).

4.4 Simulation study

We will consider the case d = 1. The data are simulated accordingly to the model (4.1.1),
where we use the following functions (Figure 4.1).

35 35

3 3

25 25

2

15

1

05 1 1 1 1 05 1 1 1 1
0 02 04 0.6 08 1 0 02 04 08 08 1

Figure 4.1:

Here fi(z) = cos(2mx) + 2, fa(z) = 2.0 p<1y3 + Llj1/3<a<ays) + 3.0 2/3<4 and f3(z) =
cos(2rx) + 2 + 0.3 sin(197x)

To construct the family of estimators we use the linear approximation (b = 2), i.e. within
the neighbourhoods of the given size h, the locally bayesian estimator has the form

fh(l’> = é() + élx, T € [0, 1]
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We define the ideal (oracle) value of the parameter A = h(f) as the minimizer of the risk:

inf Ef|f"(y) - f(y)|.

h =
arg hell/n,1]

To compute it we apply Monte-Carlo simulations (10000 repetitions). Our first objective
is to compare the risk provided by the "oracle” estimator fh() and whose provided by
the adaptive estimator from Section 4.3. Figure 4.2 shows the deviation of the adaptive
estimator from the function to be estimated. In several points, for example in y = 1/2, we
remark so-called over-smoothing phenomenon, inherent to any adaptive estimator.

a5 35 T T T T 35

s

1 1 o5

— ==~ gstimator

05 — 1 048
— ==+ estimator
|

' L L L L L L
0 02 04 08 08 1 0 02 04 08 [3:) 1 i} 02 04 08 08 1

———- gslimator

Figure 4.2:

Oracle-adaptive ratio. We compute the risks of the oracle and the adaptive estimator
in 100 points of the interval (0,1). The next tabular presents the mean value of the ratio
oracle risk/adaptive risk calculated for the functions fi, f2, f3 and n = 100, 1000.

n = 100 n = 1000
function || adaptive | oracle- adaptive | oracle-
risk adaptive risk adaptive
ratio ratio
fi 0.13 0.84 0.03 0.85
fa 0.3 0.71 0.1 0.75
f3 0.28 0.65 0.2 0.68

Figure 4.3 presents the
observations n.

Adaptation versus parametric estimation.

"oracle risk/adaptive risk” ratio as the function of the number of

We consider the function f; (figure 4.4),

which is linear inside the neighborhood of size h, = 1/8 around point 1/2 and simulate
n = 1000 observations in accordance with the model (4.1.1). Using only the observations
corresponding to the interval [3/8,5/8] we construct the bayesian estimator f!/8(1/2).
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Efficiency for T, Efficiency far f, Efficiency far T,

efficiency

: i L H H i L H H i L ;
o 200 400 B00 00 1000 [u] 200 400 E00 800 1000 o 200 400 &00 ao0 1000
observations observations observations

Figure 4.3:

Figure 4.4:

It is important to emphasize that this estimator is efficient Has’minskii and Ibragimov
[1981] since the model is parametric. Our objective now is to compare the risk of our adaptive
estimator with the risk provided by the estimator f 1/8(1/2). We also try to understand how
far is the localization parameter h;, inherent to the construction of our adaptive estimator,
from the true value 1/8. We compute the risk of each estimator via Monte-Carlo method
with 10000 repetitions. For each repetition the procedure select the adaptive bandwidth
h;j ), 7 =1,...,10000. We confirm once again the over-smoothing phenomenon since

hY ~0.1405 > h, = 01250, j = 1,...,10000.

Note however that the adaptive procedure selects the neighborhood of the size which is quite
close to the true one. We also compute the risks of both estimators: ”bayesian risk”=0.0206
and "adaptive risk=0.0308". We conclude that the estimation accuracy provided by our
adaptive procedure is quite satisfactory.
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4.5 Proofs of main results: upper bounds

Let H,,n > 1 be the following subinterval of (0, 1).

(4.5.1) T (b+1)v(1nn>@ ( ) )M

nt/d Inn

Later on we will consider only the values of h belonging to H,. We begin by stating the
control of large deviations which is necessary to prove minimax and adaptive results.

4.5.1 Auxiliary results

Introduce the following notations. For any h > 0 satisfying (4.5.1) put w = w(f,y, h) =
{wp i pE Pb}, where wy = wp,_ o = f(y) and

_ alp\f(y) hlpl )
P ooy plpa T

(4.5.2)

Remind the agreement which we follow in the present paper: if the function f and vector p
are such that 9! f does not exist we put w, = 0.

Let f,(z), given by (4.1.5), be the local polynomial approximation of f inside V},(y) and
let by, be the corresponding approximation error, i.e.

(4.5.3) b= sup |fu(z)— f(z)].

z€V(y)

It is easy to show that b, < Ldh” by definition of w in (4.5.2). Put finally the bias-variance
ratio and an other term which are necessary for the interpretation of the following results.

14 6D;)N,
(4.5.4) Ny = by x nh®,  E(h) = exp {W} :
Introduce the random events G, = {|JA\A4 — M(f)| < M(f)/2} and G4 = {‘fl —A(f)] <

A(f)/2} and put G = G;; NG 4 where A and M are defined in (4.3.5) in Section 4.3. Recall
that A, (h) (defined in Section 4.3) is the smallest eigenvalue of the matrix

1 ¢ Xi—vy Xi—vy
M) = s ST (K ) 1 (F ) i (60,
i=1

and K (z) is the Dy-dimensional vector of the monomials 2P, p € P,

The next proposition is the milestone for all results proved in the paper.
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Proposition 4. For any h satisfying (4.5.1) and any f such that A(f) > 0 and M(f) < oo,
then Ve > 0

By (uh17"0) - 500 2 2 G) < BAW). MU EMexp{ - i

432M(f) D}

where fh(y) e F defined in (4.3.9). The explicit expression of the function B(-,-) is given
in the beginning of the proof of the proposition.

In seeking this type of result (control of large deviations), the new point is to control
the term &(h) which can be very large compared to the normalization (nh?)~!. It is a
consequence that the bayesian estimator is non-linear. The bias-variance ratio N} (defined
in (4.5.4)), which appears in £(h), allows to obtain similar results with linear estimators
(including the choice of the bandwidth).

The next proposition provides us with upper bound for the risk of a locally bayesian
estimator.

Proposition 5. For anyn € N*, h € H,, and any f € Hy(5,L, M, A), then I\ > 0 does
not depend of n such that:

1V LdnhP*d

q
T } , gL

E, |/ (y) — ()" < C [

where

=2 (amasem) oot

4.5.2 Proof of Proposition 4

Before beginning this proof, we introduce several notations which simplify understanding
and we state Lemma 8. The knowledge of the likelihood L; is not directly involved in the
proof of Proposition 1, but only in the proof of Lemma 8. In fact, the proof of Proposition
4 requires only Lemma 8 and using the bayesian estimator with the local non-parametric
approach. For it, we use standard arguments like Markov inequality or the following inclusion

{nhd‘

where 6*(h) minimizes 7, defined in (4.3.7).

0*(h) — 0|, > g} C { inf  7,(t) < frh(())}.

nhd||t—0|1>¢

Set for z > 0,u > 0 and v > 0 Define finally for any u > 0,v > 0

Az
. —1 * —_
(4.5.5) B(u,v) = iglo) 16e(1V Dyu™")S*(v) [B. + 6] exp { 4321}D§} ;

129



4.5. PROOFS OF MAIN RESULTS: UPPER BOUNDS M. CHICHIGNOUD

D
where B, = zPv+! 4 2P0(22 + 2) 2 +6+ D, (sz + (22 + 2);1), A > 0 is described in

Lemma 9 and does not depend of n, and

150 oy - OB =)

3 c(v) = exp { — (54vD}) 1.
ey e { = Eenh )

Auxiliary Lemma. Introduce the vector 8 = 6(f,y,h) = {Hp i peE 771,}, where

(4.5.7) 0o = 0o,...0 = wo + b, b =wy, [p|#0,

.....

where w is the coefficients of Taylor polynomial defined in (4.5.2). The definition of by,
implies obviously

(4.5.8) fox) = [f(x), VaeVi(y).

This trivial inequality will be extensively exploited in the sequel.

Let U, = {u € R : u=nh'(t —0), t € O(A(f)/4,9M(f))}. For any u € U,, put the
process
Lo (0 + (nh?) =, Y)
Ly (0, Y ™)
Note that in view of (4.5.8), the event Y; < fp(X;) is always realized, because the multiplica-
tive noise belongs to [0, 1], therefore V; < f(X;) < fo(X;). By definition of Ly, the process
Zp 9 can be written as follows

Zhﬂ(U) =

(4.5.9) Zno(w) =[] f9+u’jf}fd )( )H[mgmu(nhdrl(xi)}’

0 X EVh
Lemma 8. For any f € Hy(5,L, M, A) and h € H,

1. sup ur = us|[ 7 Ef| Zno(ur) — Zno(us)| < Ca,

u1,u2€Un

2. Eerll{;(u) < e_gh(”"”l), Yu € Uy,

oPe
3. ]P)f {/ Zh,g(u)du < T} < 2Ch5, Vo > 0.
[0,5]7®

u € U,.

where

A(R)a N
1I8M(f)Dy  A(f)

An(h) is the smallest eigenvalue of the matriz My, (y) defined in (4.5.12).

Cr=8(1V DyA™!(f)) exp {1+ Nu/A(f)},  gnla) =

The knowledge of the likelihood occurs only in the proof of previous lemma.
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Proof of Proposition 4. This proof is based on a result, already known in nonparametric
estimation, given by Has'minskii and Ibragimov [1981] in their book (Chapter 1, Section 5,
Theorem 5.2). We begin by stating two assertions which will prove in the first and second
parts of this proof. Finally, we conclude easily with these two assertions and the Markov
inequality. Let us introduce a new process zj, which is the renormalized process Zj, 4.

Zh g<u> ~
p— ) n
zn(u) = —fUn o (0)d0 ueU

where U, = nh? (é — 6) where the set O is defined in (4.3.6). Remind that 0 = 0(f,y, h) is
defined in (4.5.7).
Assertion 1. For any e > 0, and for all v such that 0 < r < /3, we assume

P, (nhd\f"(y) ~fy)| = 5’G> = 2b (/

Un(r)

,
l|lu||12n(uw)du > §,G) .

The proof of Assertion 1 use the definition of the process z, and the following inclusion

{nhdHé*(h) — 0|, > 5} C { inf  7,(t) < frh(e)}.

nhd||t—0|1>e

where 0*(h) minimizes 7, defined in (4.3.7).

Assertion 2. For all h € H,, and any f such that A(f) >0 and M(f) < oo, then for any
a>0

Ey

i ex —L nla
/Unﬂ{llu||1>a} w125 () duﬂg] < aX* (M(f)) Ba Cn p{ 6Dbg ( )}a

where gy (.) is defined in Lemma 8.

This assertion requires Markov inequality and Lemma 8.

First step: Proof of Assertion 1.
The definition of 6*(h) and 0 = 6(f,y, h) implies Ve > 0

Py (nh| ")~ FW)] 2 6,G) < Py (wh|05(0) — 6o = 2,G)
(4.5.10) < P (nhd}é*(h)—eulzg,a).

Some remarks are in order. First, it is easily seen that 6 € ©(A(f),3M(f)). Therefore, if

the event G holds then # € ©. Remind also that é*(hz minimizes 7, defined in (4.3.7) and,
therefore, the following inclusion holds since 6*(h) € ©.

(4.5.11) {(nhd} 6*(h) — 6|, > 5) N G} c {( inf  (t) < frh(e)) mG}.

nhe|[t—0||1 >e
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Moreover,
wa(t) = (nh%)~! /e [nh(t — w)]|, Ln(u, Y ™) du

= (nh%)~ Pt /U [nh(t = 0) —ul|, Ln(0 + u(nh®) ™", V™) du

= (nh®) P 1L,(0,Y™) /U [nh(t — ) — ul|, Zno(u)du.
Hence, 7, = nh®(6*(h) — 6) is the minimizer o;

9= [, o=l

and we obtain from (4.5.10) and (4.5.11) for any € > 0
(4.5.12) Py (||nhd(é*(h) -9, > 5,G> <P < 1an>8><n( s) < XH(O),G) :
Let 0 < r < /3, be a number whose choice will be done later. We have

Xn(0) < r/ zh(u)du+/ || w||12n (uw)du.
UnN(llull1<r) UnN([lull1>r)

Note also that

nt ol 2 [ (Ishs = ) )
UnN(llull1<r)

lIslli>e lIs|li>e
> (- T’)/ zp(u)du.
T ([lull1<r)
It yields in particular

Xn(o)_ inf Xn( )

lIsll1>e

< —(e— 27’)[ zn(u)du + / w125 (w)du.
nO(flull1<r) UnN([lull1>7)
Thus, Vr € (0,¢/3)

Py (Xn(o) — inf x,(s) > O,G)

llsll1>e

<P (/ Iy 2 (w)du > (e — 27“)/ zp(u)du, G)
UnO(|Jul[1>7) UnO(|full1<r)

<P, ( / 2w > r/w)
Un(Jlufl1>r)
(4.5.13) +P; ((5 — 2r)/ zp(u)du < r/2, G) :
T 0(||ull1 <r)
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We note that the second term in (4.5.13) can be control by the first one whenever 0 < r <
/3. Indeed, putting U, (r) = U, N (u € RP> : ||ull; > r) we get

P, ((5 — 27’)[ zn(u)du < r/2, G)
UnN(llull1<r)
S Pf <T/ Zhvg(v)dv — 7“/ Zhﬁ(u)du < g/ Zhjg(l))d’v, G)
n Un(r) An

=Py (7"/ Zpp()du > Z/ Zh,e(v)dU,G)
On(r) 2 Jo,
<P </ llu||l1zn(w)du > r/2, G) )
Uy (r)

The last inequality together with (4.5.10), (4.5.12) and (4.5.13) yields

Second step: Proof of Assertion 2.
Put U,(a) = U, N(u € RP : Jjul|; > a) for all a > 0 and T, = U, (v + 1) \ U,(v) for any
v > a. Introduce the following notations.

7,
= .
IU /v ;Zh,@(U)dU, Qv fUn Zh’g(u)du

We divide the set T, into T7% nonintersecting parts Ay, Ao, ..., App, such that

TP

To=J4a,  AnA =0Vl
j=1
The integer number 7" will be chosen later. Let u; be the point arbitrary chosen in the set

Ai- Then
S, = /Z w; ) du.
ZZ: N no(u:)

In fact, we seek to approach the process Z, with a process in steps S,,. Obviously I, = / du
Ty
and we get for any o > 0

IN

P (S, > 0) P, (miax Z,;/;(ui)\/l;_u > ﬁ)
< DB (25 w) > (1) Va).
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Note that the number of summands on the right-hand side of the last inequality is equal to
TP». Applying Markov inequality and Lemma 8.2, we obtain

(4.5.15) P;(S, > 0) < TP\/Tyo /2

In view of to Lemma 8.1,

Ef‘SU _Iv| < Z/A Ef|Zh,0(U) - Zh,e(uz‘)|du < ChZ/A- |u — w1 du.

Note that each summand does not exceed (UT‘l)DbJrl and, therefore,
(4.5.16) Ef|S, — To| < o™ HiT
One has

Py (Z, > 20) < Py(S, > o) + P4(|S, — T, > o).
Using (4.5.15), (4.5.16) and applying Markov inequality, we get
(4.5.17) Pi(Z, > 20) < TP /Tyo 29 4 P iT—1o-
Note A = {fUn Zng(u)du < —} Since Q, < 1 we obtain for any § > 0 and o > 0

E;Q, = Ef[QuIs+ Qulzs00ac + Qulz,<20ac]
< Py (/ Zno(u)du < %Db) + Py (IU > 20) + 45 Peg.
Using to Lemma 8.3 and the inequality (4.5.17), we have
ErQ, <2Chd + TP \/f‘_va_lme_gh(“) + CpuPr T o7 4 45 Do,

Choosing T' = Lexp{ 51, In (v )}J +1,0=exp {_3_1%),,%(“)} and
d = exp {—ﬁgh(a)}, we obtain

= 1
EfQU S |:2Ch + 2Db \/ FU + Ch'UDbJrl + 4:| exXp {—Wgh(a)} .
b

= Dy
Simplest algebra shows that /I", < (2U + 2) 2 we get

D, 1
(4.5.18) E/Q, < [vP*+22(20+2)7 +6]C, exp{ GDggh( )},
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Note that if the event G is realized then U,(r) C Uy,(r) and U, (a) = Uj Tarj- We obtain
in view of (4.5.18)

Mg

Ef[ lullizn(u) Ig du < > (a+j+1)EfQay;
(lull>a)

7=0

= S (M(f) aBaCy exp {—GLDggh(a)}.

D

D
where we have put B, = a”**1 + 2P (2a + Z)Tb +6+ D, <an + (2a + 2);_1>.

Third step: Conclusion.
In view of Assertion 2, choosing r = ¢/4 we get

Ly an(e/4)

€
(4.5.19) Ef[ l|lullr2n(u) Ig du < 1 S (M(f)) BejaCa e 7%
UnN(llulli>e/4)

Using the Markov inequality, we have in view of (4.5.19)

Ly gn(e/4)

€
([ Jull(u)du > 5, G) < 25 (M() Biya o
UnO(llulli>e/4)

The assertion of Pro follows now from the last inequality, Assertion 1 and the definitions of
Ch, gn(-) and the function B(-,-). i

4.5.3 Proof of Proposition 5

To prove the proposition it suffice to integrate the inequality obtained in Proposition 4
and to use the following lemma which will be extensively exploited in the sequel.

Lemma 9. There exists A > 0 such that Vn > 1 and Vh € ‘H,,, we have
An(h) >

where A\, (h) is the smallest eigenvalue of the matrix

Xi—y
Mon(y) hdZKT < )K< 3 )HVh(y)(Xi)7

and K(z) is the Dy-dimensional vector of the monomials 2P, p € P.
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Proof of Proposition 5. In order to simplify the proof, let us introduce the following
constants

(14 6D3) A

(4520) C1 = W)D%’ Cy = 432M—(f)Dg

By definition of A(f), M(f), B(.,.) respectively in (4.1.11), (4.5.5) and A, M, we have the
following inequality ’B(A( f),M(f )) < B(A, M). By integration of Proposition 4 and using
Lemma 9, we get for any ¢ > 1 and f € Hy(5, L, M, A)

| f"(y) = f()|"Ia

= [ (170 - 560 2 0.6) dn
=ty [ (1) - )] 2 .6

L,
= nty | [y
0

(4.5.21) < (nh?)~1

In seeking this type of result (Control of the risk), the new point is to control the term E(h)
which can be very large compared to the rate (nh?)~!. It is a consequence that the bayesian
estimator is non-linear. The bias-variance ratio N}, (defined in (4.5.4)), which appears in
E(h), allows to obtain similar results with linear estimators.

By calculation of the integral in (4.5.21), b, and N, respectively defined in (4.5.3) and
(4.5.4), the assertion of Proposition 5 is proved.

4.5.4 Proof of Theorem 11
By definition of h = (Ln)_ﬁ, we have
(4.5.22) LdnhP*i =d, (nh?)1 = L% (B).

We take M = M and A = A (known in minimax case), by definition of fin (4.1.7), (4.1.8),
therefore Proposition 5 can be obtained by replacing f by f. Indeed the event G, defined
in Section 4.5.1, is not necessary when the set of coefficients ©(A, M), in the definition of
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[ (see (4.1.6)), is not random. In this case, the reasoning of proofs of Propositions 4 and
5 remains true for the estimator f, then Proposition 5 can be applied for the estimator f
with same constants. Using (4.5.22), we obtain

Eg| /" (y) — f(y)|" < C d Ll (B).

where A is defined in the Lemma 5 in Section 4.5.3. The theorem 11 is proved.

4.5.5 Proof of Theorem 14

This Proof is based on the Lepski scheme developed by Lepski [1991] and adapted for
the bandwidth selection by Lepski, Mammen, and Spokoiny [1997]. We start the proof with
formulating auxiliary Lemmas whose proofs are given in Appendix (Section 4.7). Define

Jy = Ld(1 + 6D2)/6A(f)D? and

. e+ (b—p)Inn) Fra 1A qdJ;?
"= n LT Br B

and let the integer x be defined as follows.
(4.5.23) 2 " hpax < h* < 27" B
The definitions of h* and k (4.5.23) imply the following Lemmas.

Lemma 10.

(B+d)AAqdJ)
B+d—1)(Ld)"

Lemma 11. For any f € Hy(B, L, M, A) and any k > k + 1

where C_'q = C’;

Pf (];’ =k, G) < JQ%(A, M) exp {Jln(h*)ﬁ-i'd}2—(k—1)(8qd+4)’
where Jo = (1 — 27 Bad+4))=1,

Lemma 12. There exists a universal constant ¥ > 0 such that

b
Antb+d
lim sup sup expl ————— ¢ P¢(G°) = 0.
n—0o ey (,L,M,A) 16M > Dj (@)
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Proof of Theorem 14. We decompose the risk as follows

B /) - Fw)| T A
<Ef| P W) = )| Ticne + B[ fP0W) = F®)| s o
(4.5.24) = Ri(f) + Ra(f)

First we control R;. Obviously

~

FO @) = )| < 1P @) - F99)] + [79) - ).

Note that the realization of the event G implies M < 3M(f)/2. This together with the
definition of k yields

FO) = 1O < Conlr),  su(k) = (1+kIn2)"(nhf) ™,

where C' = 288M DA~ (32qd + 16). In view of Lemma 10 we also get

Es [/ (y) = F()]" < Cysnlr).

Noting that the right hand side of the obtain inequality is independent of f and taking into
account the definition of k and h* we obtain

(4.5.25) lim sup sup o, (B)R1(f) < o0.

n
n—oo  feHq(B,L,A,M)

Now let us bounded from above R,. Applying Cauchy-Schwartz inequality we have in view
of Lemma 11

B = S EN0) - 10, g
k>k
< ST EFP@) - Fw) )Pk = k.G
k>k
(4.5.26) _ A(h*) Z (Ef‘f(k)(y) . f(y)fq) 1/22—(k—1)(4qd+2)7

k>kK

where we have put A(h*) = JoB(A, M) exp {Jin(h*)?*4}. We obtain from Lemma 10 and
(4.5.26)

(4.5.27) Ry(f) < Ty (nhih) ™ exp { Jin(h*)**},

max

where
Js = JL,B(A, M) 2"94+2 02142 Z(l + 51 2)99-3sda—2,

s>0
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It remains to note that the definition of A* implies that
lim sup ¢, () (nhd . )% exp {Jln(h*)md} < 00

n—oo

and that the right hand side of (4.5.27) is independent of f. Thus,we have

lim sup sup ¢, (B)Ra([f) < o0.
n—oo  feHy(8,L,A,M)

that yields together with (4.5.24) and (4.5.25)

lim sup sup ¢;q(5)Ef‘f(k)(y) — ()|l < oo
n—oo  feHy(8,L,A,M)

To get the assertion of the theorem it suffices to show that

(4.5.28) limsup  sup ¢ 7(B)Es | F P (y) - £()|"Tor < oo

n—oo  feHq(B,L,A,M)

Note that f(i“)(y) < 4M in view of (4.3.6). Note also that the local least square estimator o
is linear function of observation Y™ and, moreover 0 <Y; < M,i = 1,...,n. This together
with the definition of M, (expression (4.3.5)) allows us to state that there exist 0 < J; < +00
such that ‘f(i“)(y) — f(y)| < JuM. Here we also have taken into account that ||f||s < M.
Finally we obtain )
By f9(y) — F()| e < J§ MIPL{GEY,

and (4.5.28) follows now from Lemma 11. ]

4.6 Proofs of lower bounds

The proofs of Theorems 10 and 13 are based on the following proposition.
Put ¢,(v) = [”_1(1 +(b—7) lnn)] ﬁ, v € (0,0] and let

RO(Fo) = swp By [6,%()lfly) - F0)7]

feHa(a,L,M,A)

v sup By [0, 1(8)|fy) - ()Y

fely(8,L,M,A)
where v > 0 and a, 8 € (0, b]2.
Proposition 6. Let ¥ be admissible family of normalizations such that

wn(a)/¢n(a) m 0.

Then, for any 0 <v < (f—a)/(B+ 1)(a+1)
liminf inf RY(f v) > 0.

n—oo f

The proof is given in section 4.6.3.
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4.6.1 Proof of Theorem 10

Using the proposition 6 for § = «, we have to choose v = 0 and one gets

qu[Hd(ﬂaLaM?A)} = Ri:”(f‘,())

= sup Ef [n_anl‘f(y) — f(y)ﬂ >0, Vf.
FEH (a,L,M,A)

4.6.2 Proof of Theorem 13

L. To proof of the first assertion of the theorem it suffices to consider the family {v,.(8)} 5¢ 0 4
where v, () = p,(a) and v, () = 1 for any 8 # «. The corresponding attainable estimator
is the estimator being minimax on Hy(«, L, M, A).

ITI. Let us consider the family {¢,(5)} sejo,p» Which is admissible in view of Theorem 14.
First, we note that v = b is not possible since ¢,,(b) = ¢, (b) the minimax rate of convergence
on Hd<b, L, M, A)

Thus we assume that v satisfying (4.3.2) belongs to ¢ €]0,b[. Let f‘l’ be a W(™-attainable
estimator. Since ¢, (a)/¢n(a) = 0,n — oo in view of (4.3.2) then obviously

limsup sup By [6,7(7)| /" (y) - FW)|'] =0,

n—0oo fEHd(’YvL:MvA)

Therefore, applying Proposition 6 with v = 0 we have for any g < ~

A

limsup sup By |6, 1(8)[f*(y) — f)]'] > 0.

n—oo  feHq(B,L,M,A)

We conclude that necessarily ¥,,(8) 2 ¢,(8) for any 8 < 7.
Moreover for any > + applying Proposition 6 with an arbitrary 0 < v < (8 —~v)/(8 +
1)(y + 1) we obtain that

Un(B) Z 1 on(B), B> 1.

It remains to note that the form of rate of convergence proved in Theorem 10 implies that

$n(7)/Un(7) = 0 ([mn]#) ,

140



M. CHICHIGNOUD 4.6. PROOFS OF LOWER BOUNDS

4.6.3 Proof of Proposition 6

Let s¢ > 0 the parameter whose choice will be done later. Put

B <%1—|—(ﬁ—a)lnn>a+d‘

n

Later on without loss of generality we will assume that L > 1.
Consider the functions: fo =1 and

fix) =1— (L —1)s5¢,(a)F <x1 ; N ; yd) . rel0,1)"

Here F is a compactly supported positive function belonging to Hy(«, 1, M, A) such that
F(0) =1 = max, F(z).
It is easily seen that f; € Hy(«, L, M, A). Therefore, we have

RO(F0) = Bo|n 6, (8)(F(y) = V)| +Ex |6 (@) (Fv) — fily)
> Eo|n 6, (8)(Fy) — V)| +Ex |or (@) (Fy) — 1) + 2

q

q

Y

where z = (L — 1)%&L+1F(O). Set

=6 @) - fw). =m0 e (1—")

$n(B) n
_ __B-a
where ¢ = (CESCESIE We get
RY(f,v) > Eo‘%j\‘q +]E1‘Z — 5\|q
ol .
> BofsnA[Txszyoy + Erlz = A3

z q < q

(4.6.1) 2 Eofong | Tas sy + Bl 5 Tsicepoy-

Noting that f; < fy, since F is positive, and putting ¢, (Y(")) = ]I{|5\|>z/2} we obtain

- aT” X, Jf1(X1) J1(Xn)
RO(f,v) > o Z—M/ / cn(x)dxy ... dx,
0 0

" 20 [[im, fi(X0)
4 1 f1(X1) f1(Xn)
We have

n

[Ta00) = T1(1- @ nertmonor (F52))

=1

- nh
(4.6.3) > (1 —(L— 1)%T+d¢n(a)> > o~ (L= ~(L-1)x(f~a)
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We obtain in view of (4.6.2) and (4.6.3)

R(Q)(f7v) > ggz_ze(Ll)%n(Ll)%(,Ba)

1 f1(X1) J1(Xn)
X cp(x)dxy ... dx,
Vel Y T

24 1 /fl(Xl) /fl(Xn) . ( )d p
—|———n — Cp\T)aTy ... ATy,
20 [T_; f1(X3) Jo 0

24 —(L—1)3, —(L—1)%(B—«
25(1/\936( Ve~ (EmL)(Bme))

Case 1: f = a. Choosing » = 1, and noting that ¢, = 1 and [[}_, f1(X;) > e E7V we
deduce from (4.6.2) that yields:

~ L—1)
inf RO (f,v) > ue_(L_l) > 0.
i 24
Case 2: > «a. Put
—v) =1, 1
o Alo=v) >0, t= L 1 ' 0

1L -DE-a)
This choice provides us with the following bound

gle~ (LD =(L=Dx(B=e) (1 4 (B — a)Inn) P~ E-Drpale=s)=(L-1)x(3—0)

> (14 (8~ a)lnn) e Bt Npt > ol

This yields
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4.7 Appendix

Proof of Lemma 8 Later on without loss generality we will suppose that nh? € N*.
In order to simplify understanding of this proof, we note the approximation polynomial
AZ = f9+u(nhd)*1 (Xz), 1= ]_, o, for all u € Un.

1. Note that for v € U,
(4.7.1) EZio(w) <[] A a,
i X, EVh f( )
This result is the consequence of the definition of Zj, y in (4.5.9) and the following calculation
A
fF(Xa)

In (4.7.1), the second inequality is obtained with classical inequality 1 + p < e”, p € R and
recall that fy(z) > f(z).

A A FOD\
II so5= 1 (“ 7% )S p{bn X nh%/A)}

i X; €V (y) i X; €V (y)

Eflyicay =Py (Vi < A) =14

Case 1: If ||u; — usl|; > 1, the inequality (4.7.1) allows to get

Ef|Zh,0(U1) - Zh,9<u2)‘ <E;Zno(ur) +EfZpo(us) < 26N AD ||y — g5

Case 2: Assume now that ||u; — ug|l; < 1 and introduce the random events
Fro= {Vi=1,....n: ;<A ANALYL,
F = {Vi=1,....n: ;<A VA }
N{3i: Y, >A NA},
Fy = {3i:Vi>A, VAL
We have used the following notations: a A b = min(a, b) and a V b = max(a,b), a,b € R. For
any (uy,uz) € U2, we have

Et|Zno(ur) = Znolus)| = Ef| Zno(ur) — Zno(us)| Iy
+E¢| Zno(u1) — Zno(u2)| Limy + Ef| Zno(w1) — Zno(uz)| Iipy
- ICl + ICQ + K:g.

The following bound will be extensively exploited in the sequel.

fo(@) > 2000 — ||v]l1 > 0.25A(f), Vv € O(A(f)/4,9M(f)), x € [0,1]%
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Control of ;.

A Ai
(4.7.2) ko= 11 - I ZHPdn)
X EVi(y) T U i XGeVi(y) T U2
and
. . Al N A
4.7.3 P, Fit = Ply, <A ANA 1 < — Tz,
( ) f{ 1} ' H f{ —‘Am 'Au2}—l H f(XZ)
i X; €V (y) it X;€Vh(y)
Therefore,
i A A i
i:XiGVh(y) u1 u2 i Xievh(y) f< 7«)
Al N A
( ) = € eXp ' Z n.AZ \/AZ
it X;€Vi(y) ! 2

Remember that | A}, — A% | < (nh?)~|u; —us; and A} > A(f)/4. Let us give the following
calculation with inequality of finite increments

(nh) ™ Mjuy — ugl|y

Al NAL

AL NAL

| : :
. Al VAL

=—|lnA, ANA, —InA, VA |>-

Using last inequalities, (4.7.2), (4.7.3), (4.7.4) and the well known inequality 1 — e < p,
we have

1
K, < meNh/A(f)Hul — U
Control of 3. Put

B o= {Vi=1,...,n: ;<A VA }
V{Vi=1,...n: Y, <A, AALY
— G\F.

and define

G = {Xi € Va(y) : Aiq \/Aiz < f(Xl)} g
G = {XieVily): A, NA, < f(X0)}.
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Note that F; C G and, therefore,

o< ] %(M{G} P{F})

it X;€Vi(y)
-] A ( T Al VAL 1 AZl/\AZQ)
i Xi€Vi(y) Azl A AZ? i: X;€G1 F(Xi) i: X;€G2 f(X5)

The definition of Gy implies

0 g 1 11

it X3 €Vh(y) it X;€G2 u2 i X, 692

Since G C Go, |lug — uzll; < 1 and |fu(x)| < ||ull1, Vo € [0,1]¢, Yu € U,, using the last
inequality, we obtain

Al A VAL
ICQ S H ( % 1)
it Xi€Vi(y f( 2 Xiegy Fu ! A

< 4Dbel+Nh/A f)||u1 — ug||1/A(f).

It remains to note that K3 = 0 and the first assertion of the lemma is proved with the

bounds of K; and Ks.

2. For any u € U, since the random variables (Y;); are independent we have,

Efzjl,/;(u) - H j“ Pr{Y; <AL}

i X5 €Vh(y) v
For any i, we have
Al b, (v < AT} = Ay {M A } - Az f(X5) \/A;
A, A, f(X3) VAW AL AL

Remind that in view of (4.5.8) fy(x) > f(x) and 0 < fy(x) < 3M(f) for = € Vj,(y).
Moreover, for u € U, = nh*(O(A(f)/4,9M(f)) —0) , 0 < forumna-1(z) < IM(f).
Thus for all i : X; € Vi(y),

Aj ; Ai VA VAL A A — ALY
a, D= A < [m m]< {1 9M(f)} |
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The last inequality implies

1/2 Al | fugmnay—1 (X3)]
SRR | >\/1_ 91 ()

ZXEVh

1
4.7 < Nu/A) - - E (X,
i: X; €V (y)

It remains to show

(4.7.6) S A] 2 A0

i X, €V (y)

Let us remember that v = (u,, p € Py) (where P, is defined in (4.1.5)). First, we get from
the definition of f,

fulz)=u K" (x;y) =K (x;y) u', Vael0,1]°

o (5]

Assume u # 0 and put v = u/||u||;. Noting that |f,(z)] <1, Va €[0,1]¢, we have

and, therefore,

LD SITCOEE .S

i X; €V (y) it X;€Vi(y)

i: X;€Vi(y)
1
>_ T
= hd ”K( h >'|f”
’LXGV}L
1 i~ Y T
~ Nlullinhd ( ) ( h )“
zXGVh

1 1 Xi—y Xi—y
> — T .
- “nhdZK(h)K(h)“

[elly i X;€Vi(y)

The bound (4.7.6) follows now from Lemma 9. The assertion of the lemma follows from
(4.7.5) and (4.7.6).

3. In view of Lemma 8.1, we have

(477) Ef|Zh79(u) — Zh’g(O)‘ < Ch||u||1, u € U,.
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Taking into account that Z,4(0) = 1 we obtain applying (4.7.7), Fubini’s theorem and

Markov inequality
) 0 1
]P)f {/ .- / Zhﬂ(v)dv < —5Db}
0 0 2

=P {/06 o /06 (Znp(v) = Zyp(0))dv < —%51%}
<Py {/06 ' "/06 | Zno(v) = Zp(0)|dv > %5Db}

1) 8
S 25_Db/ . / Elehyg(U) - Zhﬁ(O)‘dU
0 0
< 2Ch6

Proof of Lemma 9 First step: M,,(y) is a nonnegative positive matric.
Let H,,n > 1 is defined in (4.5.1). First, we prove that

(4.7.8) inf A\,(h) >0, Vn>1.
heHn

Suppose that 3ny > 1, hy,, € My, such that Ay, (hy, ) = 0. Recall that f;(z) = tK(h ™' (z—y))
for all + € RP» and note that V7 € RP»

' M ()™ = ! Z T K" Xizy 2
iy nhd | B,

LT XiEthl (y

- Y 20

n . XiEthl (y)

Since A, (hm) is the smallest eigenvalue of the matrix M, (y) the assumption Ay, (hm) =
0 implies that there exist 7* belonging to the unit sphere of R such that

Y [Er =0

n . XZEthl (y)

It obviously implies that f.-(X;) = 0 for all X; € V}, (y). It remains to note that nhi >

(b+ 1)d since h,,, € H, and to apply the result obtained in Nemirovski [2000] (page 20). It
yields 7% = 0 and the obtained contradiction proves (4.7.8).

—
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Second step: Mo (y) 2= M.
Let Ag be the smallest eigenvalue of the matrix

./\/l:/ K'(z) K(z) dv
1/2,1/2)¢

whose general term is given by

+
My, H/I P, 0 < ol gl <.
2

Let us prove that
(4.7.9) lim sup sup |)\ )\0‘ = 0.

n—oo hEHn

Put m = n'/? and without loss of generality we will assume that m is integer. Remind that
the general term of the matrix M,,;(y) is given by

a0, = e S ()"

it X;€Vy(y) g=1

where X;, =i;/mforall j=1,...,dand X; = (Xil,...,Xid). We get

VAN
‘H
IS
VR
>
Q.
~
3
+
2

1 i;+1 xj/m—yj pj+a;
s X [ (5) e

It yields by change of variables that

d 1 d g
2 ] ) 1 X . y PjTq;
Pitdi g, < i )
jl_[l/—é—?(nhd)‘lx] R ‘~X-€ZV( 1_[1( h )
1. Ag hy)-]
d_ r3+2(nh?) _—
(4.7.10) < H/1 2 d,
j=17"3

Note that nh?® > lnﬁ(n) for any h € H,,. This together with (4.7.10) yields

(Mo (y)) =0, 0<]|pl,lql <0

lim sup sup
n—oo  hEHn

- Mp,q

p.q
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The last result obviously imply (4.7.9).

Third step: Conclusion.
First we show that A\ > 0. Indeed, V7 € R

7T Mr = / [fT(x)}zdx > 0.
(-1/2,1/2]¢

Since ) is smallest eigenvalue of the matrix M the assumption A\g = 0 would imply that
there exists 7* belonging to the unit sphere of R”» such that f,» = 0. Since f,- is a
polynomial the last identity is possible if and only if 7% = 0. The obtained contradiction
shows that \g > 0.

Next, note that in view of (4.7.9) there exists ng such that Vn > ng and Vh € H,,
An(h) > XNo/2.

On the other hand in view of (4.7.8) min, <y, infrex, An(h) > 0. It remains to define
A >0 as

A = min (min inf A\,(h), )\0/2> .

n<ng heHn

Proof of Lemma 10 Remind that hy < h, < h* by definition of hy, h* and k (see
(4.5.23)). Using Proposition 5 with h = hg, it yields

Bg+d\ ¢
E|f90) - f)|"le < C <M>

d
nhy,

*\B+d\ 4
(4.7.11) < C*(lvmn(h) > .

q d
nh

The control of n(h*)?*4 requires the following calculation.

*\ B+d b_B _
(4.7.12) n(h*)P*d <1+ EWIICET) Inn = p,(6)

where p, (/) is the price to pay for adaptation defined in (4.1.10). By definition of hy, we
have

max hmax
1+xkIn2 = 1+1In I >1+1In .
b—p 1
> 14— Inn———1 14+(b—0)1 .
= T era@ra " g e+ (b= p)nn)]
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Using the classical inequality In(1 + ) < x and ¢ < 1/(5 4 d)(b + d), we obtain with the
last inequality

d—1
(4.7.13) ﬁ—i_—pn(ﬂ) <1+xkn2<1+kln2,Vk > k.
p+d
According to (4.7.11),(4.7.12) and (4.7.13), Lemma 10 is proved. ]

Proof of Lemma 11 Note that for any k > x + 1 and by definition of k (4.3.10)
(k= k} = Ui { |10 () = fO)| > 318,10 }

Note that S, (1) is monotonically increasing in [ and, therefore,

=k} < {7V - f@)| > 27 WS,k - 1)}
U b {170) = )] > 271018, } ]

Taking into account that the event G implies the realization of the event M > M(f)/2 > A/2
we come to the following inequality: for any & > x + 1

P(k=k G) < P{|f*Vy) - f)]>4"M(f) Sk 1), G}

(4.7.14) + Y P{IFO0) — )] > 47 M) Sa(0), G

1>k
Note that the definition of S, (I) yields
nh S, (1) > 432D3(32qd + 16)A"" (A) [1 4 In (hanax/P1)].

Thus, applying Proposition 4 and Lemma 9 with J; = Ld(1 4+ 6D?)/6A(f)D} and ¢ =
TN () [1+ 10 (hias/1)], we obtain VI > k — 1

P{I/O) — F(u)] > (M(N)/4) SulD), G} < BAM)E () [/ 1]
(4.7.15) = B(A, M)E(hy)2~!Bad+D),
Note that by, < thlﬂ since f € Hy(5, L, A, M) and, therefore,
(4.7.16)  N(h) < Ldn(h)?™ < Ldn(h,)?™ < Ldn(h*)*™, VI > k — 1.

Here we have also used that k > k + 1. We obtain from (4.7.14), (4.7.15) and (4.7.16) that
k>rk+1

P(k =k, G) < JyB(A, M) exp { Jyn(h*)P 4} 2= (h-Bad ),
where Jy = (1 — 2~ Bad+4))—1, |
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Proof of Lemma 12 Put for any p € P,

hd—\lﬂ

max _ Xz -
WEG) = et P25 KT0) Mo, () 6 (5

hmax

Nhmax

> I[Vmax (y) (Xz) Y

and note that 6, = 3¢, 2V; WP (y).
The model (4.1.1) can be rewritten as 2Y; = f(X;) + f(X;)(2U; — 1). Thus, putting
F(X) = (f(XZ>)Z 1 V(X> = (f(Xi)(QUi - ]'))i:l n and

..........

D(f)Z(%,p€P>

we obtain
M =M ()| <16 =Dl < |VFX) =Df)ll, + [V VX)), -

Here V is Dy, x n-matrix of general term V,; = W2 (y) and ||.||; is the ¢;-norm. Let us prove
that

(4.7.17) Py {INT = M(f)] > M()/2} gexp{—%;g}.

In view of the result proved in Héarlde, Hart, Marron, and Tsybakov [1992] and Tsybakov
[2008] there exist 1,15 > 0 such that

IV F(X)-D(f)|, < hh

max )

sup [Wii(y)] < —5—, pePs

i,z max

Remind that hpax —— 0 and, therefore, Ing such that 191h!;;)£ﬁ J < M(f)/4 for any n > ny.
Note that ng can be chosen independent on f since M(f)/4 > A/4. Thus, we get

Py {INE— M(f)| > M(f)/2}

M(f)
< _ P N
< E Py E F(X)QU; — HWPE.(y)| > 1D,
peN: 0<|p|<B X;€l0,1]¢
P
Noting that | F(X)QU—1)WPE (y )‘ < M(f)—— i , applying Hoeffding inequality Boucheron,

Bousquet, and Lugosi [2004] and the last 1nequahty, we obtain

E E U _ M/’p N/
]P)f ? 2 1) () > 1 .
peNd: 0<|p|<B X;€l0,1]¢
4 7 18 < D hd ax = D ——nb+d
(4.7.18) bexp{ %m g} S D7 (-
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Therefore (4.7.17) is proved. Since |f(y) — A(f)| < Ldh2, . < A(f)/4 for n > ng one has

Py {|A— A > A(f)/2} <Py {INL = M(f)| > A(f)/4]

Repeating previous calculations we obtain

. oo [AG) et
P {lA- A > A2} < Dy P{ 16[M<f>]%9%D2}

b

Ant+d
4.7.19 < D SR
(4.7.19) = beXp{ 16M0§D§}

Since P (G°) < Py (Gf@) + Py (G§\4) the assertion of the lemma follows from (4.7.18) and
(4.7.19). "
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Chapter 5

Huber Estimation

Ce chapitre correspond a I'article Chichignoud [2010¢]. L’estimateur de Huber est défini
pour la premiere fois dans le cas non-paramétrique. Une caractéristique importante de cet
estimateur est sa robustesse. En effet, nous démontrons que I'estimateur de Huber estime
la fonction de régression dans le modele de régression additive (défini par (1.2.2)) pour
toute densité g¢ vérifiant les hypotheses 1. Si les parametres de régularité 5, L sont connus,
I'estimateur atteint la vitesse ¢, 2(8). Pour 'adaptation, la vitesse atteinte est ¢, 2(3). Le
critére de Huber s’appuye sur I'idée de la médiane (norme /;) et la moyenne (norme ¢5) au
voisinage de 0, ce qui permet d’avoir un comportement plus continu que pour le critere ¢;.
De plus, celui-ci adopte un comportement robuste. Nous accordons une importance toute
particuliere a la proposition 7 qui est un résultat sur les grandes déviations de I'estimation
de Huber.

5.1 Introduction

Let statistical experiment is generated by the observation Z(™ = (Xi,Yi)iz1,.m,n € N¥,
where (X, Y;) satisfies the equation

(5.1.1) Vi=f(X)+& i=1,...,n

Here f : [0,1]? — R is unknown function and we are interested in estimating f at a given
point y € [0, 1]? from observation Z™,

The random variables (noise) (&;)ic1,...» are supposed to be independent and identically
distributed of law £ of unknown density g¢(.) with respect to the Lebesgue’s measure R.

The design points (X;)e1,.., are random, independent and uniformly distributed on
[0, 1]¢. The random vector (X;);c1._ ., is independent of (£;)ic1. n-

Along the paper, the unknown function f is supposed to be smooth, in particular, it
belongs to the Holder ball of functions Hy(3, L, M) (see Definition 16 below). Here § > 0
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is the smoothness of f, M is the upper bound of f and its partial derivatives and L > 0 is
Lipschitz constant.

The main goal is to estimate f at a given point y € [0,1]%, for it, we assume following
conditions on the unknown density g of the noise.

Assumptions 2.
1. g¢ is symmetric,
2. ge(0) > A >0,

3. ge is continuous in 0.

Remark that we do not need the existence of the mean for the noise. We suppose in the
first assumption that the noise is symmetric. It is reasonable in practice. The other both
assumptions imply that it exits an unique theoretical median equals 0 of the noise. i.e. 0 is
the unique solution of the equation P(§ < 0) = 1/2.

Motivation. In this paper, we deal with robust nonparametric estimation, in particular
the idea of the median. We search an estimator which is not sensitive to outliers. It is
well-known that the median is more robust than average (see Rousseceuw and Leroy [1987]
or Huber and Ronchetti [2009]). In imaging, people use more and more of median filters to
reconstruct images (Astola, Egiazarian, Foi, and Katkovnik [2010]).

This idea has also used by Arias-Castro and Donoho [2009]. The robustness of the
median is studied for estimation of the no-continuous functions, the authors developed a
new method so-Called Two-scale median filte to improve the minimax rate of convergence.

The asymptotic normality of the median is used by Brown, Cai, and Zhou [2008] to
approximate the regression model by the wavelet sequence data and use BlockJS wavelet
(see Stein [1981] et Cai [1999]) for adaptation. But their conditions on the density g¢ are
stronger than Assumptions 2 and only unidimensional functions are studied. Another new
point is studied in this paper : the random design of uniform law on a compact of R, It is
the first time where a estimator, which does not depend on the density g, is studied from
the initial observations.

The principle of the median falls within the framework of M-estimation Van de Geer
[2000]. Indeed, it is well-known that the median is the solution to the problem of mini-
mization of absolute values. The main problem is the discontinuity absolutes values of the
derivative at 0. In this sense, Huber developed the so-Called Huber function Huber [1964,
1981] for the estimation. This theory has been widely taken up by Rousseeuw [1984] in
parametric models.

Today, many areas of applications use the Huber function in relative GPS positioning
Chang and Guo [2005] or imaging Petrus [1999]. In nonparametric estimation, the Huber
approach is introduced by Tsybakov [1982a, 1982b, 1983, 1986] and Hérdle and Tsybakov
[1988, 1992]. Hall and Jones [1990] and Hérdle and Tsybakov [1992] used respectively the
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Cross Validation and Plug-in method for the Lo-risk and pointwise asymptotic normality.
Only, Reiss, Rozenhole, and Cuenod [2009] proposed the adaptation for the pointwise risk
over locally almost constant functions (i.e. 8 <1).

Recently, several approaches of the selection from the family of linear estimators were
proposed, see for instance Goldenshluger and Lepski [2009a, 2009b] and Juditsky, Lepski, and
Tsybakov [2009] and the references therein. These technologies are used in the construction
of data-driven (adaptive) procedures and they are heavily based on the linearity property.
As we already mentioned, the locally Huber estimators are completely non-linear and in
Section 5.3 we propose the selection rule from this family. It requires, in particular, to
develop new non-asymptotical exponential inequalities, which may have an independent
interest (Proposition 7).

We propose a method of estimation based on the idea of median estimator with the
Huber function (5.1.6). Actually, we use a locally parametric method, we approximate the
function f by a polynomial fy on a neighborhood V,(h) of size h? and we estimate the
coefficients 6 by the Huber estimator (5.1.7). We study the maximal risk on the isotropic
Holder spaces and we develop an adaptive procedure based on the Lepski’s method for the
pointwise estimation.

A possible result of this work is the study of estimating anisotropic functions. Indeed,
the methods developed by Kerkyacharian, Lepski, and Picard [2001], Klutchnikoff [2005]
and Goldenshluger and Lepski [2008,2009a] are based on the linear properties and they do
not agree to these estimators. Another perspective is looking for an oracle inequality for the
family of Huber estimators indexed by the bandwidth.

Huber estimation and maximal risk. The first part of the paper is devoted to estimate
over Hy(, L, M) estimation, in particular, when the parameters 3, L, M and A are supposed
to be known a priori. We find the rate of convergence (5.1.2) on Hy(8, L, M) and propose
the estimator with a deterministic choice of h, (5, L) which achieves the rate (5.1.2). We
show that for any 8 € R, the rate of convergence is bounded from below by the sequence

(5.1.2) on(B) = n" T,

We note that (5.1.2) is the rate of linear estimators. But it is not necessarily optimal
according to the density of the noise. For example, if £ is an uniform random variable, it is

well-known that the minimax rate is n_%. In the Gaussian model, we have the same rate
n_l’ﬁ’ﬁ which is minimax.

To construct our estimator, we use so-called local Huber estimation which consists in the
following. Let

Vily) = ® [y; — h/2,y; + /2],

Jj=1
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be the neighborhood around y such that V;,(y) C [0,1]%, where h € (0,1) be a given scalar.
Fix b > 0 (without loss of generality we will assume that b is integer) and let

(5.1.3) DM=§;<m;j;1)

Let K(z2), 2 € R? be the Dj-dimensional vector of polynomials of the following type (the
sign T below means the transposition):

d
K'(z) = (Hz?j, (p1,...,pq) € N*: O§p1+---+pd§b).

=1

For any t € RP» we define the local polynomial

(5.1.4) filz) = t'K <x;y) HVh(y)(x)7 x € [O’l]d’

where I denotes the indicator function. The local polynomial f; can be viewed as an approx-
imation of the regression function f inside of the neighborhood V},. Introduce the following
subset of R

(5.1.5) O(M)={teR™: |t|; <M},

where ||.||; is ¢;-norm on RP*. Consider the Huber function,

2
(5.1.6) Q(Z) = % H|Z‘§1 + (|Z| — %) ]I‘Z|>1,

where I denotes the indicator function. Put the Huber criterion
N . . 1 —
(517) mh(t) = mh(t, Z( )) = W ZQ ()/z - ft(Xz)) H{XiEVh(y)}
i=1

Let 0(h) be the solution of the following minimization problem :

v

(5.1.8) g(h) = arg te%%?/[) mp(t).

-----

similar locally parametric approach based on maximum likelihood estimators was recently
proposed in Katkovnik and Spokoiny [2008] for reqular statistical models or based on bayesian
estimators was recently proposed in Chichignoud [2010a] for non-linear models.
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As we see, our construction contains an extra-parameter h to be chosen. To make this
choice, we use quite standard arguments. First, we note that in view of f € Hy(5, L, M)

30 =0(f,y,h) € @(M) : sup ‘f(.CE) —fg(.il?)’ < Ldh”.
)

zeVy(y

Thus, if h is chosen sufficiently small our original model (5.1.1) is well approximated inside
of Vi (y) by the “parametric” model

yZ:fG(Xz)+§Z7 Zl:lw"aNh? Nh: (nhd)l/Qa

in which the Huber estimator 0 is achieves the rate N, ' (See Theorem 15).
Finally, h, (3, L) is chosen as the solution of the following minimization problem

(5.1.9) N, '+ Ldh? — min.

and we show that corresponding estimator f»(%:L)(y) achieves (5.1.2) for f(y) on Hy(3, L, M).
For the upper bounds (maximal risk and adaptation), we establish majoration of probability:

Py (17°0) - 10| 2 5 ) < Crexo {-ozAfBg}.

With Bernstein inequality, the well known point is Be. For adaptation, € can be large
n—oo

(VInn), in general, the term B = B, is such that B,vInn —— 0.

Adaptive estimation. The second part of the paper is devoted to the adaptive minimax
estimation over collection of isotropic functional classes in the model (5.1.1). To our knowl-
edge, the problem of adaptive estimation, with Huber estimator in pointwise estimation, is
not study in the literature. As we mentioned above we consider only the case 8 € (0,b] and
L € [l,, "] will be studied.

Well-known disadvantage of maximal approach is the dependence of the estimator on
the parameters describing functional class on which the maximal risk is determined. In
particular, h, (3, L) optimally chosen in view of (5.1.9) depends explicitly on g and L.
To overcome this drawback, the maximal adaptive approach was proposed by Lepski [1990,
1991] and Lepski, Mammen, and Spokoiny [1997]. The first question arising in the adaptation
(reduced to the problem at hand) can be formulated as follows.

Does there ezist an estimator which would be minimaz on H(5, L, M) simultaneously for
all values of B and L belonging to some given set B C [R+ \ ()] X [R+ \ O] 7

We can show that the answer of this question is negative, that is typical for the estimation
of the function at a given point Lepski and Spokoiny [1997]. This answer can be reformulated
in the following manner: the family of rates of convergence {gpn(ﬁ L), (B,L) € ‘B} is
unattainable for the problem under consideration.
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Thus, we need to find another family of normalizations for maximal risk which would be
attainable and, moreover, optimal in view of some criterion of optimality. Nowadays, the
most developed criterion of optimality is due to Klutchnikoff [2005] in the Gaussian model.

The most important step is to find an estimator, called adaptive, which attains this
family of normalizations:

(5.1.10) bu(6.L) = (M)ﬁﬁ*

n

1/2
with p,(8,L) = (1 + % In n) . The factor p, can be considered as price to pay

for adaptation Lepski [1990].

In the present paper, we construct such estimator using general adaptation scheme due
to Lepski, Mammen, and Spokoiny [1997] (so-called Lepski’s method). To our knowledge, it
is the first time that this method is applied with Huber estimator and in the statistical model
with the unknown density of the noise. However, the limitation concerning the consideration
of isotropic classes of functions is also due to the use of Lepski’s procedure. It seems that to
be able to treat the adaptation over the scale of anisotropic classes, another scheme should
be applied Kerkyacharian, Lepski, and Picard [2001], Klutchnikoff [2005] and Goldenshluger
and Lepski [2008]. For the model (5.1.1) this problem is still open.

This paper is organized as follows. In Section 5.2 we present the results concerning
maximal risk and Section 5.3 is devoted to the adaptive estimation. The proofs of main
results are given in Section 5.4 (upper bound), technical lemmas are postponed to Appendix.

5.2 Maximal Risk on Hy,(3, L, M)

In this section, we present several results concerning Maximal risk. We propose the
estimator which is bounded the maximal risk on this class of functions under some additional
restrictions imposed on these parameters. For any (p1, ..., ps) € N? we denote 7 = (p1, ..., pa)

and |p] = p1 + ... + pa-

Definition 16. Fixz f >0, L > 0, M > 0 and let | 3] be the largest integer strictly less than
3. The isotropic Holder class Hy(3, L, M) is the set of functions f : [0,1]¢ — R having on
0,1]¢ all partial derivatives of order | 3| and such that Vzx,y € [0, 1]¢

18]

Y s

m=0 ‘ﬁl:m Q?E[O,l]d

Mf)  If(y)
ot - 0xht Oyt - Oyhe

o7 f ()

P1 Pd

IN

M,

< Llle—yl]”™, v|p = 18],
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To measure the performance of estimation procedures on Hy(3, L) we will use maximal
approach.

Let E; = E} be the mathematical expectation with respect to the probability law of

the observation Z(™ satisfying (5.1.1). Firstly, we define the maximal risk on Hgy(3, L)
corresponding to the estimation of the function f at a given point y € [0, 1]¢.

Let f, be an arbitrary estimator built from the observation Z(™. Set Vr > 0

Roo[fu Ha(B. D) = sup  Eg|fuly) — f(y)]"-
feHy(8,L)

The quantity R, , [fn, Hy(8, L)} is called mazimal risk of the estimator f, on Hy(6, L).

Upper bound for maximal risk. Let us start with the construction of our estimator
based on local Huber estimation.

Let
(5.2.1) h= (L) 7, j=1,...,d

The next theorem shows how to construct the estimator basing on locally Huber approach

.....

with A = h.

Theorem 15. Let 8 > 0, L > 0 and M > 0 be fized. Then for any density ge¢ verified
Assumptions 2, we have

limsup ¢,," () Ry.r [fh(y),Hd(B,L,M) < oo, Vr>1,
n—oo
Remark 15. We can see that, asymptotically, the rate of convergence of risk is p,(5). We

can show in some models that n_%% is minimax (gaussian and Cauchy models, Tsybakov
[2008]).  Tsybakov [1982a] showed lower bounds for minimaz probability risk over Holder
classes with the additive model (5.1.1). But if g¢ is the density of uniform random variable,

__B_ . . . . .
then the minimax rate is n~ 5+d, so our Huber estimator is not optimal in this sense. The
advantage of this approach is that we do not assume knowledge of the density ge, only a few
conditions (see Assumptions 2), we talk “robust estimation”.

5.3 Bandwidth Selector of Huber Estimator

This section is devoted to the adaptive estimation over the collection of the classes

{Hd(ﬁ , L, M )} , we suppose M known. We will not impose any restriction on possible
B,L
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value of L, but we will assume that 8 € (0, b], where b, as previously, is an arbitrary a priori
chosen integer.

We start with formulating the remark showing that there is not optimally adaptive
estimator (here we follow the terminology introduced in Lepski [1990, 1992a, 1992b]). It
means that there is not an estimator which would be minimax simultaneously for several
values of parameter [ even if L is supposed to be fixed. This result does not require any
restriction on f as well. Let U = {4, (8)} ¢ Pe a given family of normalizations.

Definition 17. The family V is called admissible if there exists an estimator fn such that
for some L, M >0

(5.3.1) lim sup ;" (8) Ry (fu, Ha(B, L, M)) < 00, VB € (0,b].

n—oo

The estimator fn satisfying (5.5.1) is called V-attainable. The estimator fn 15 called -
adaptive if (5.3.1) holds for any L > 0 and M > 0.

Remark 16. Note that the family of rates of convergence {wn(m}ﬂe(o,b] is not admissible.
We can show this assertion with Lepski and Spokoiny [1997] in Gaussian model.

Let & be the following family of normalizations:

pulB)) 7 2(b— ) v
o) = (Z2) T = (14 gy in) e

We remark that ¢,,(b) = ¢,(b) and p,(8) ~ VInn for any 8 # b.
Remark 17. We can show that this family ® is adaptive optimal using Klutchnikoff’s Cri-
terion Klutchnikoff [2005] in Gaussian model.

Construction of ¢-adaptive estimator. As it was already mentioned in Introduction,
the construction of our estimation procedure consists of several steps. First, we determine
family of locally Huber estimators. Next, based on so-called Lepski’s method, we propose
data-driven selection from this family.

We take f7 the estimator given by (5.1.5), (5.1.7) and (5.1.8), so the family of locally
bayesian estimator F is defined now as follows. Put Amax = n~®F and

hk = 27khmaxa k= 07 o 7kn7
where k,, is the largest integer such that hy, > hmin = n~ lnd(25+d> n. Set
(5.3.2) F={i9(y) = o...olh), k=0, X}
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We put f*(y) = f(’%) (y), where f(f“) (y) is selected from F in accordance with the rule:

(5.3.3) /%:inf{k:o,kn: 7B (y) — FO®)| < CS.(0), l:k+1,kn}.

Here we have used the following notations.

D} 4V B

1/2

1 +11n2
R S A .

n(hl)d

where A > 0 is a constant defined in Lemma 13 and D defined in (5.1.3).

Theorem 16. Let b > 0,M > 0 be fized. Then, for any density g¢ verified Assumptions 2,
for any B € (0,b], L >0 andr >1

limsup ¢,," (8) Ry.» [f* (y), Hq(B, L, M)] < 0.

n—oo

Remark 18. The assertion of the theorem means that the proposed estimator f*(y) s -
adaptive. It implies in particular that the family of normalizations ® is admissible.

Remark 19. Remark that M is involved in construction of the set of coefficients ©(M), for
example we can replace M by Inn. The constant A depends on g¢(0) and ||g¢|| (see Proof
of Lemma 13), unknown in practice, but we can calibrate the constant C'.

5.4 Proofs of Main Results: Upper Bounds

Let H,,n > 1 be the following subinterval of (0, 1).

(5.4.1) o (lnn)clt’ ( 1 )Qbid

nl/d Inn

Later on, we will consider only the values of h belonging to H,,. Put also N, = (nhd) 12,

5.4.1 Auxiliary Results: Large Deviations for M-estimators

and

ol B
/W) “pd!,pENd:O<|ﬁ|§b.

0. —
Poooyr oy pal

Remind the agreement which we follow in the present paper: if the function f and vector p’
be such that 0P f does not exist we put 5 = 0.
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Let fy(x), given by (5.1.4), be the local polynomial approximation of f inside V},(y) and
let by, be the corresponding approximation error, i.e.

by, := sup |f9(1‘) — f(x)}

x€VR(y)

Introduce for any function f

(5.4.2) M(fH)=> >

m=0 p1+...+pg=m

o™ f(y)

P1 Pa | °

The following agreement will be used in the sequel: if the function f and m > 1 be such
that 0™ f does not exist, we will put formally 0™ f = 0 in the definition of M(f).
Put

(5.4.3) q(z) = Q'(2) = 1 4oo[(2) = [)moo—1((2) + 2 [1211y(2), 2z €R,

where @' is the derivative of Huber function @ defined in (5.1.6). Set S, = {g€ N*: |q] < b}
and for any ¢ € O(M) define the so-called partial derivative of Huber criterion

- Py,

(5.4.4)  DP(t) = atﬁ(t) = —ndeq(Yi—ft(Xi)) (

where 27 = ataht Vo e [0, 1]¢. Put the exzpectation of partial derivative of Huber criterion:

Xi—vy

p
) Ix,ev,(n), D€ S,

e = By D)
1 (x - y)ﬁ /+<>o —1+fo(2)~ f ()
= —— ge(z)dz — ge(2)dz
ht Jy,m \ b 1+(0)~f (@) o0
L+ fi(2)—f (@)
(5.4.5) + / (z = fil@) + f(2)ge(2)dz | dz, [FES,
~1+fu(@) =1 (2)

We decompose €7 in two parts: E(t) = DP(t) + AP(t), where

D) = —— (x;y)ﬁ{/l+oog§(z+ftg(m))dz—/_lgg(z—l—fte(l‘))dz

h Jv,ny o0

(5.4.6) +/ Zgg(Z+ ft_g(I))dZ:| de, pesS,.

1

and to simplify we note

(5.4.7) AZ(t) = EL(t) - D), P S
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Ap(t) = (Ag(t));esb and Dp(t) = (Dg(t));esb are respectively so-called bias term and

determanistic criterion. Finally, let us define the partial derivative of deterministic criterion
by the following notation

.l 8"7'Dﬁt 1 T — p+q  pl o
(5.4.8)  VPit) = 91D, () = —d/ ( y) / 9e (2 + fimo(2))dz dz, P.7€S;.
atq’ h Vh(y) h —1

We call Jacobian matriz of deterministic criterion

(5.4.9) Ip(t) = (vz,j@(t))

P,qeS?

The main property of the matrix Jp(.) is that it exists a neighborhood V of 6 does not
depend on n such that Jp(.) is invertible on V (see Lemma 13). The next proposition is the
milestone for all results proved in the paper.

Put the random sets for any h,z > 0
(5.4.10)  G" = {0(h) € B(0,2)}, B(0,z) ={tcO(M): |[t—0|<z}.

Proposition 7. For any n € N*, h € H,, f such that M(f) < oo and § > 0 such that
B(0,6) CV, then Ve > Dy eo(h)/VX we have

2
(a\/XD,;l - so(h)>
8+ eVAD,!

Py (Nl w) ~ f0)] 2 &, GF) < Dexp

)

where eo(h) = (1V by, Ny,), M) defined in (5.1.5), (5.1.7), (5.1.8), X is a positive constant
defined in Lemma 13 and X' s defined in Lemma 15.

The next proposition provides us with upper bound for the risk of a locally Huber
estimator. Put
(5.4.11)
+o00 2
1+/ (D "V +1)"Lexp{ — 7 dn|, r>1.
0 8(1+n+LVAD; ")

_ D
2

C,
Proposition 8. For any n € N*, h € H,,, 6 > 0 such that 8(0,6) CV and f such that
M(f) < oo, then

Ef|f"(y) = )| Ten < Crep(h) N7y 7> 1.
The proof of this proposition is elementary by integration of Proposition 7.
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5.4.2 Proof of Proposition 7

Auxiliary lemmas. We give the following lemma concerning deterministic criterion.
Lemma 13. For any ge verified Assumptions 2, then

1. Jp(0) is positive definite matriz.

2. 0 is unique solution of Dy(.) = (0,...,0).

3. Yh € H,, it exists a neighborhood V of 6, which does not depend on n, such that

16— 0]l < 2772 || D1 (8) — Di ()

. fev,
2
where A = infz.,, Az, g is the smallest eigenvalue of matriz Jp (é)TJD (é) and ||.||2 is
the ly-norm on RP».

The proof is given in Appendix. Let us give a lemma which allows to control the bias
term.

Lemma 14. For any h € H,, and f such that M(f) < oo, we have
‘NZ(M <bn, PESytEy,
where ||| s the sup-norm

The next result allows to control the large deviations of partial derivatives of Huber
criterion.

Lemma 15. For any f such that M(f) < oo and h € H,, , we have Vz > (1 V by, Nh)

. R — by Ni )2
Dﬁ(t)—Dﬁ(t)‘ > z) < Eexp{—m}, pES,

8—|—ﬁz

Py | Ny sup
tee(M)

where X is defined in the proof.

The proof (given in Appendix) is based on a chaining argument and Bernstein inequality.
It is required that the Huber criterion is C*.

Lemma 16. For any f € Hy(B,L, M), § > 0 such that B(0,0) CV andn € N*, h € H,
such that

by < 0 N, > 2\/Db’ s — it ||Dh(t)|\2’
2V Dy 0 teO(M\B0.5) 2
then
h 2
P, [(GM] < DX exp{ — s 7
PG < Dy p{ 1Dy (8 1 4525/ (3v/Dy))

where (G?)C is the additional event of G, V defined in Lemma 13.
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Proof of Proposition 7. Remark that [?h(é) = (0,...,0) where Dy(.) = (Dp( ))pESb

defined in (5.4.4). The main idea of this proof is that if Dj(t) NN En(t) in probability
n—oo

o Nt
uniformly in ¢ then we have #(h) — 6. This is the idea of M-estimation Van de Geer

n—oo

[2000]. The definition of @(h) and 6 = O(f,y, k) implies that Ve > Dyv/A go(h)

Py (Nl ) — fw)] 2, GE) < By (Nuldo(h) —0o] > <, Gb)

< P (thuém) —0||, > e, Gf;) .

Under the event G? we have é(h) € V, according Lemma 13 we obtain that

. D N
By (Nil () = f)| = = GE) <Py (N2 || D (6(0) = Du(0)] 2 =)
(M7~ )] 2 e, 68) < By (3 Y22 [Du(E00) - Do), 2 ¢
Remember that Dy, (6) = 0 and Dy, (é(h)) = 0. Using the last inequality, we get

), >g>

p v 8\/_
< ZPf(Nh sup \D S HOIE Db)

7S, teO(M)

%(

By (Nl — Fl 22 6) < 2y (M2 Da(an) - Du

Applying Lemma 15 with z = ey/A/D, and last inequality, finally we have the assertion of
Proposition 7

2
(s\/XDb—l - 50(h))
8+ eVAD!

Py (Nlf"() = F)] > = G) < Dexp

5.4.3 Proof of Theorem 15

By definition of & = (L2n) 777, we have by N}, = d, N = L%QOZ(B). So we obtain
that the term g (l_z) defined in Proposition 7 can be written as g (]_l) =d. We get

(5.4.12) Ef|f(y) = f@)] =B |f"(w) = F )| T +Eg| F(y) — f(y)\r]l(Gg)c-
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The right hand side is controlled by Lemma 16. Indeed, we can use the Cauchy-Schwarz
inequality,

1/2

B 70~ S Ty < (BAP W) — 1) "B {(GD)°})

. nhds:
(5.4.13) < (2M)"DyX exp {_4Db 5+ im /5(3 Nos) } :

Using Proposition 8, (5.4.12) and (5.4.13), we obtain

—z r — rd hd%2
Eo|J'w) — f@)[Tg < Crd L7360, (8) + (2M)" Dy exp {‘wb CESPHTEN oy } |

By passing to the limit in n, the theorem 15 is proved. [

5.4.4 Proof of Theorem 16

We start the proof with formulating some auxiliary results whose proofs are given in
Appendix. Define J; = v/A/D;, and

9 _1
* Cpn(ﬁ> 2ptd —2
h* = |:L2d2n:| s c < (2J1) .

and let the integer x be defined as follows.

(5.4.14) 2 " hax < BF < 27" R

Lemma 17. For any f € Hy(B,L, M, A) and any k > k+ 1
Py (k = k,G*) < Jp 272k,

where Jo = Dy X (1 + (1 —2724) 1),

Proof of Theorem 16. This proof is based on the scheme due to Lepski, Mammen, and
Spokoiny [1997]. The definition of 2* and  (5.4.14) implies that

1 In2
co() < DYEERE s
¥

where g¢(.) defined in Propostion 7. Last inequality yields

(5.4.15) Ef 9 ) — )] < CDINTRSI(R), V> k.
5
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To get this result we have applied Proposition 8 with h = h;,. We also have
Ef| f®(y) — F)|
= E|f D) - F)I',, o0+ B FO ) - Fw)|'T
Fk) (4} — .
+E; [ f P (y) — fw)] H(Gg,;)
(5.4.16) = Ri(f) + Ra(f) + Rs(f).

~ }L];
k>k,G

First we control R;. Obviously
[ PW) = f)]" <27 fP0) = FOW[ + 277 7)) - fw)]”
The definition of & yields

[FPy) = FOT_ e < O7Si(k),

k<k,Gy
In view of (5.4.15) and definitions of h, and h*, we also get

B[ F) = FWIT_, i < C-DIATS (1),

Noting that the right hand side of the obtain inequality is independent of f and taking into
account the definition of k and h* we obtain

(5.4.17) limsup  sup ¢, (B)Ri(f) < 0.

n—0o0 fEHd(57L7A7M)

Now, let us bounded from above Ry. Applying Cauchy-Schwarz inequality we have in view
of Lemma 17

ky,
Bolf) = D Bgl ) — )] T
k=k

B g o 1/2 R
< Z(Ef\ﬂ“(y)—ﬂy)\ T ) Bk =k G}

k>k
1/2
(5.4.18) = VBY (Ef‘f o ()T hk> o—(k—1)rd
k>kK

We obtain from (5.4.15) and (5.4.18)

T 2'rd
(5.4.19) Ry(f) < N, " x Dy—2———= Ch, 2y D (14 k2)/727re,

(\/_) s>0
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It remains to note that the right hand side of (5.4.19) is independent of f. Thus, we have

lim sup sup ¢, (B)Ra(f) < oo.
n—oo  feHy(B,L,A,M)

that yields together with (5.4.16) and (5.4.17)

lim sup sup gbgr(ﬁ)Ef‘f(k)(y) — f(y)‘r]Ith < 0.
n—oo  feHy(8,L,A,M) 5

To get the assertion of the theorem it suffices to show that

(5.4.20) lim sup sup ¢;T(/B)Ef|f(f€)(y) — f(y)r]I hpye < 00.
n—oo  feHa(B,L,A,M) (%)

Note that |f(’;) (y)| < M by definition. This allows us to state that }f(’%) (y) — f(y)| < 2M.
Here we also have taken into account that || f||.c < M.
Finally we obtain

Ry(f) <2 M'PA{(G5*) ).

and (5.4.20) follows now from Lemma 16. ]
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5.5 Appendix

Proof of lemma 13. 1) Remember that for any g, 7 € S?

. 1 T —y P+q  pl 1 L
Vo) = —d/ / ge(2)dz do = / ¢ (2) dz/ L 2Pt .
he Jvuwy \ 1 -1 -1 [-1.4]

So we can write that

1

Jp(0) = /_ ge(2)dz /[_1 1]dK(33) K" (x) dz.

According to Assumptions 2, we have that f_ll Je (z)dz > (0. Now we show that

I

}d K(x) K" (z) dz is symmetric definite matrix, indeed for any 7 € RP»\0

7' K () KT (2) de T = K (2)] dz > 0.
/[;,;} /[;,;] | |

As ¢' is almost continuous everywhere and by definition of Jp(.) in (5.4.9), it exists a
neighborhood of # noted V such that the matrix Jp («9) is invertible for all § € V.

2) With Assumptions 2, in particular that g is even, by definition of D), in (5.4.6) we
have that Dy (#) = 0. According to 1), the function D), is locally invertible around 6, so
Dy (#) = 0 is unique solution on V. Then, we can see that each partial derivative (5.4.8) is
positive, thus 6 is the unique solution of Dy(.) = (0,...,0) on R,

3) We can write the following equalities, for any 0 € V then 30 € V such that D, (5) —
Dy(0) = Jp(0) (0 — ) and

1D (0) = Du(O)[3 = (60— 0) ' Jn(9) Tn(0) (6 - 0).

It is elementary to show that Jp (é)TJ D (9_) is definite positive matrix if Jp (9_) is invertible.
Indeed, for 7 € RP»\0 such that

7T Ip(8) Jp(B)r =0= Jp(f)T=0=7=0,
it is a contradiction. Thus with 1)
(5.5.1) 1D4(8) = Du(@)]l2 > VA6 =02, G €V,

where A\ = infzcy, Ay and A is the smallest eigenvalue of matrix Jp (@)TJD (@) It follows
that A > 0. |
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Proof of lemma 14. By definition of D? (5.4.6) and &7 (5.4.5), AP (5.4.7) can be written

as
, 1 z—y\? | o) —Ltfi(2) = f(x)
A1) = () [ [ e | gc(2)-

h® v, ) @) f( £ o(a)

1+ fe(x)—f(x)
n / (z = ful@) + £(2)) ge(2)d2

+fi—o(x)

~14+fi_o (@)
+/ (z = fulz) + f(2))ge(2)dz
—1+fe(z)—f(z)

I+ fi—o()
+ / (f(x) - fe(l’))gf(z)dZ] da.

1+ fi—g (=)
With simple calculations, we bound the bias term

AT ()] < b,

Proof of lemma 15. First, let us bound the following term for any p' € S,

Di(t) - )| + s [Afw)
te® (M)

sup
teO(M)

9

te@(M)

Di(t) = Df(n)] < sup

where £7 and A? are respectively defined in (5.4.5) and (5.4.7). In view of Lemma 14, we
get

Di(t) - Di(t)] < sup | Df(t) - (1) + b

(5.5.2) sup ‘
te®(M)

te®(M) ’

Note the function L(.) = Df() - 8}’?(.). To show the assertion of the lemma, we use a
chaining argument on L(.). Remember that ©(M) is a compact of RP¢. Let t, € O(M)

fixed and for any [ € N* put I'; a a~'-net on ©(M) where the constant a = exp {641”71462}.

Introduce the following notations

UO(t) = to, ul(t) = arguingl ||U - t”l? l e N".

The chaining argument rests on the following decomposition:

(5.5.3) L(t) = L(to) + i L(w(t)) — L(w-1(t)), VteO(M).
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Using (5.5.2) and (5.5.3), we obtain

Pf <Nh sup ’L(t)| 2 z — bh Nh>
tcO(M)

te®(M)

(5.5.4) <Py (]L(to)\ + sup Z |L(w(t)) = L(w-1(t))| > Nih — bh> :

We can control the second term as follows.

oo

sup Z | L (w(t L(w-1(1)] < Z sup |L(u) — L(v)|,
oot = \T:—eqf\l\ e

where I'g = {to}.Using (5.5.4) and last inequality, we get

Pf (Nh sup |L<t)’ Z z — bh Nh>
teO(M)

< Py (Nn [L(to)] > 2/2 — by, Ni/2)

o0

(5.5.5) +P; [ N,Y  sup  |L(u) = L(v)| > 2/2 — by N,/2
=1 u,vel X' _q
lu—v]1 <o~

We define the function Wj(x, z) = Nih q(z+ f(z) = fi(z)) (’”—;y)p Izev, (y), then the process
Np, L(.) can be written as an empirical process (sum of independent zero-mean random
variables)

(5.5.6) Ny L(t) = anwt(xi,gi) —EWi(Xi,&), teO(M)

At a fixed point tq, we can use classical exponential inequalities for empirical process. If the
design is deterministic, Hoeffding inequality is sufficient. But the random design requires
the Bernstein inequality (see Boucheron, Bousquet, and Lugosi [2004], for example) which
takes into account the variance of random variables. By definition of W;(.,.) (in (5.5.6)), we
have

(5.5.7) STEWAXLE) <L W)l < 1/Nk,
=1

where ||.||oo is the sup-norm.
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For the first term of (5.5.5), we use Bernstein inequality. Indeed, we are in the presence
of independent random variables bounded by 1/N}, (see definition of D7 in (5.4.4)) and with
finite variance (see 5.5.7), then

(5.5.8) Pf(Nh\D5<to)—€5<to>)2z/2—thh/2)szexp{— (= = b No): }

8 + 57 (2 — bn Ny)
Secondly, in view of (5.5.5), we write the probability with the following form,

[e.o]

P, th sup ’L(u)—L(v)‘ > z/2 — by, Ni/2
=1
u—vl||1<a™

<> Y IP’f<Nh%ZQ|L(u)—L(v)|22/2—thh/2).

=1 w,wel X'y _q
[u—v[1<a™t

Recall that
Ny [L(u) ZW Xi,&) = Wo(Xi, &) — Ep (X3, &) = W (X1, 6)]

then we have a sum of independent centred random variables with finite variance and
bounded. The main property of Huber function is that its derivative ¢ is Lipshitz, then
we have the following assertions.

(5.5.9)

ZEf (X0, &) = Wo(X0, &) < lu =} Wl ) = Wals Ml < llu = vl /Na,

Using Bernstein inequality and last inequalities, we obtain

o0

P; thwi?xprl |L(u) — L(v)| > 2/2 — by Ny/2
=1 " -1
lu—vlj1<a~!

= 36w — vl (2 — by, Ny)?
<2 -
<2y, ) eXp{ T 8llu— ol + 5a (2 — by Na)

=1 u,wel xTy_q
lu—vlj1<a~?

36 a! (z — by, Nh)
5.5.10 <2 (Ty) #(T —
( ) Z # l -1 exp{ 7{_4[4 8 + %}L( bh Nh)

where #(I';) is the cardinal of I';. Recall that min;g ;‘—4 =1,2>(1Vb, N, and X =
24250 #(I) #(T-) exp{—ﬁ;ff} < o0, using (5.5.4), (5.5.5), (5.5.8) and the last
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inequality, we have

Py | Ny sup
tee(M)

DP(t) —Ef(t)) > z) < Eexp{—w}.

8+m2

The lemma is proved. |

Proof of Lemma 16. Remember that the event (GQ)C can be written as (G

B(6,6)} and 0(h) and 6 are respectively the unique solutions of equations Dh(
Dy (0) = 0. We can remark the following inclusion

DS

{é<h>¢6<e,5>}g{ sup ||Dh<t>—Dh<t>||2z%a}.

tcO(M)\B(6,5)

Dy (t
where 35 = inf w
te©(M)\B(0,5) 2

depend on n. Applying the last inclusion, we obtain

. In view of Lemma 13, s is strictly positive and does not

Pt < yoes (g, 900 —ofi0]> 22)

s, M)\B(6,5)
The assumptions on n, h in Lemma 16 allow to show that

N5

> (1V b, Ny).
2Dy = (Vo )
Using Lemma 15, we have
nh?s?
P ((G1)) < DyX exp{ — 0 .
7 ((G5)) < Dy p{ 4D, (8+4%5/(3\/E,))}
The lemma is proved. |

Proof of Lemma 17. Note that for any k > x + 1 and by definition of & (5.3.3)

{k =k} = U {75V 0) - JOW)] > € S0}

Note that S, (1) is monotonically increasing in [ and, therefore,
{k=k} C {|f(k_1)(y) — fy)| > 27'C Sk — 1)}
Ulue {170 - f@)| > 27 C 8.0}
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We come to the following inequality: for any k£ > x + 1
P(k=kGpr) < P{/“ D) - f)] >27C Sulk - 1),G5}

(5.5.11) +Z]P>{}f<l>(y> ~ fy)] >27'C sna),af;k}.

1>k

Note that the definition of .S, (1) yields
1/2
Nhl Sn(l) Z |:1 + In (hmax/hl)} .
Thus, applying Proposition 7 with € = C[l +In (hmax/hl)} 1/2, we obtain VI > k — 1

P{If”)(y)—ﬂy)\ >27'C Sn<l),G§’“} < DpX I/ )
(5.5.12) = DXy 272l

Here, we have also used that k > xk+ 1. We obtain from (5.5.11) and (5.5.12) that k > k+1
P (k =k, Gjt) < 2720,

where Jo = DX (1 + (1 —272r4)~1). ]
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Résumé

On se place dans le cadre de l'estimation non paramétrique dans le modele de régression. Dans un
premier temps, on dispose des observations Y dont la densité g est connue et dépend d’une fonction de
régression f(X) inconnue. Dans cette these, cette fonction est supposée réguliere, i.e. appartenant a une
boule de Holder. Le but est d’estimer la fonction f & un point y (estimation ponctuelle). Pour cela, nous
développons un estimateur local de type bayésien, construit a partir de la densité g des observations. Nous
proposons une procédure adaptative s’appuyant sur la méthode de Lepski, qui permet de construire un
estimateur adaptatif choisi dans la famille des estimateurs bayésiens locales indexés par la fenétre. Sous
certaines hypotheses suffisantes sur la densité g, notre estimateur atteint la vitesse adaptative optimale
(en un certain sens). En outre, nous constatons que dans certains modeles, lestimateur bayésien est plus
performant que les estimateurs linéaires.

Ensuite, une autre approche est considérée. Nous nous plagons dans le modele de régression additive, ou
la densité du bruit est inconnue, mais supposée symétrique. Dans ce cadre, nous développons un estimateur
dit de Huber reposant sur l'idée de la médiane. Cet estimateur permet d’estimer la fonction de régression,
quelque soit la densité du bruit additif (par exemple, densité gaussienne ou densité de Cauchy). Avec
la méthode de Lepski, nous sélectionnons un estimateur qui atteint la vitesse adaptative classique des

estimateurs linéaires sur les espaces de Holder.

Mots Clés : Approche Bayésienne Locale, Critere de Huber, Estimation Robuste, Méthode de Lepski,
Adaptation Minimax, Régression Multiplicative, Sélection de la Fenétre, Vitesses Adaptatives Optimales.

Abstract

We work in the context of nonparametric estimation in the regression model. Firstly, we consider
observations Y where the density g is known and depends on a regression function f(X) unknown. In this
thesis, this function is assumed regular, i.e. belonging to a Holder ball. The goal is to estimate the function
f to a point y (pointwise estimation). For it, we develop a local bayesian estimator, constructed from the
density g of the observations. We propose an adaptive procedure based on the Lepski’s method, which
allows to construct an adaptive estimator chosen from the family of local bayesian estimators indexed by
the bandwidth. Under some sufficient assumptions on the density g, our estimator achieves the adaptive
optimal rate (in a particular sense). In addition, we remark that, in some models, the bayesian estimator is
more efficient than linear estimators.

Secondly, another approach is considered. We consider the additive regression model, where the density
of the noise is unknown and assumed to be symmetric. In this framework, we develop the so-called Huber
estimator based on the idea of the median (¢; criterion). This estimator allows to estimate the regression
function, for any density of the additive noise (for example : Gaussian density or Cauchy density). With the
Lepski’s method, we select an estimator that achieves the rate of conventional adaptive linear estimators on

Holder spaces without depends on the symmetric density of the noise.

Keywords : Bandwidth Selector, Adaptive Optimal Rate, Huber Criterion, Lepski’s Method, Local

Bayesian Fitting, Minimax Adaptation, Multiplicative Regression, Robust Estimation.

AMS 2000 subject classification: 62G08, 62G20.
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