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INTRODUCTION

La physique est un pont entre deux mondes, une jonction, une synapse entre le réel et 1’abstrait. Loin
de se réduire a une simple étude de phénomenes, c’est la multiplicité des approches qui fait la force et la
richesse de la physique moderne. Peu a peu se tisse une toile, un réseau entre une étonnante diversité de
concepts que 1’on croyait jadis isolés. Ainsi, s’il est permis de douter que la théorie des cordes décrira un
jour les quatre forces fondamentales unifiées, nul ne peut ignorer son apport considérable au développe-
ment des théories conformes, elles-mémes au centre de 1’étude des systemes de matiere condensée. Et
son lien profond avec les théories de jauge constitue une promesse, 1’indice incontestable d’une structure

complexe englobant les théories quantiques des champs, de particules, de cordes, de membranes,...

C’est dans cette perspective que se place notre étude des modeles de matrices. Initialement développés
pour modéliser les niveaux énergétiques des noyaux atomiques lourds, ces modeles se sont vu attribuer
un role central dans divers domaines de la physique. En quelques décennies, les modeles de matrices sont
devenus un outil formidable, permettant 1’étude des théories de jauge, de cordes, et méme des modeles

statistiques sur réseau comme le montre notre récent travail sur le modele O(n).

L’étude des conditions de bord n’est pas un probleme récent en mathématique, et ’on y trouve attaché
les plus grand noms : "Probleme de Cauchy", "Conditions de Von Neumann, de Dirichlet", “Théorie
de Sturm-Liouville”,... Toutefois, avec 1’apparition des D-branes en théorie des cordes dans les années
quatre-vingt-dix, les problémes de bord ont subi un regain d’intérét parmis les théoriciens. L’ objet central
que constituent les conditions de bord conformes fut introduit dix ans plus tot par J. Cardy pour étudier les
phénomenes critiques de surface des modeles statistiques. Pourtant, encore aujourd’hui, de nombreuses
questions restent sans réponse, notamment en ce qui concerne la délicate évolution de ces conditions de

bord sous 1’effet de la renormalisation.

Etudier les conditions de bords des modeles statistiques en utilisant une gravité discrete. L’ idée pourrait
sembler absurde au profane... Pourtant, I’énorme apport de symétrie prodigué par la covariance discrete
rend ces systemes intégrables. Depuis les balbutiements des matrices aléatoires, on sait que celles-ci peu-
vent décrire un systeme statistique sur un réseau aléatoire, les fluctuations du réseau s’identifiant aux fluc-
tuations quantiques du modele. Dans la limite continue, ce réseau dynamique devient une variété soumise
aux effets de la gravité quantique, pendant continu des fluctuations du réseau. La description de la théorie
continue est assurée, dans la jauge conforme, par la "gravité de Liouville" : un champ de type gaz de
Coulomb, “la matiere”, est couplé au champ de Liouville qui rend compte des fluctuations de la métrique.
La suprématie du modele de matrice est la possibilité d’y prendre explicitement la limite continue, chose
encore irréalisable avec la théorie sur le réseau "plat". L’autre force du modele est de pouvoir passer du
réseau plat au réseau dynamique, et du systeme gravitationnel a la théorie "nue" en utilisant les relations
de KPZ [KPZ88]. On définit ainsi un algorithme des plus efficaces : placer le modele statistique sur un

réseau aléatoire, introduire le modele de matrice qui le décrit, prendre sa limite continue, étudier la théorie
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couplée a la gravité et enfin transposer les résultats obtenus aux théories conformes habituelles, limites

continues du modele sur le réseau plat.

C’est cette approche systématique que 1’on a choisi d’employer pour 1’étude du modele O(n). Si I’on
se doutait déja que les opérateurs de bords pouvaient €tre déterminés grace au modele de matrice, la pos-
sibilité d’étudier les phénomenes critiques de surface est un fait nouveau. Plus précisément, nous avons
montré que le diagramme de phase décrivant les comportements de bulk comme de bord se transposait a la
théorie couplée a la gravité. D’autres résultats primordiaux concernant I’évolution des conditions de bords
entre les différentes phases ont aussi été obtenus. Ces résultats n’avaient été dérivés que partiellement par

les méthodes plus conventionnelles, ou intervient une grande part de simulations numériques.

Le probleme étudié en deuxieme partie de cette these est plus ambitieux encore. Il s’agit de décrire
la formation d’un trou noir en théorie des cordes de facon non-perturbative. On sait, notamment grace
aux modeles de matrices, que les théories des cordes ne sont valables que perturbativement autour d’une
configuration de champ et d’espace-temps donnée. On considere donc généralement la propagation et
I’interaction des cordes dans un espace temps minkowskien "vide", ou dans une géométrie courbe, par
exemple a proximité d’un trou noir. Il existe toutefois en dimension deux, une description indépendante
du background considéré : la mécanique quantique matricielle. Plusieurs conjectures, étayées par des
résultats partiels, laissent a penser que ce modele de matrice pourrait étre la description non-perturbative
qui interpole entre le background plat et celui de trou noir. Sans nul doute, la compréhension a deux
dimensions de ce Graal des cordistes ouvrirait la voie a des approches non-perturbatives plus élaborées en

dimension supérieure dans lesquelles la description matricielle fait malheureusement défaut.

Plus spécifiquement, le trou noir de signature lorentzienne est supposé formé par la condensation de
cordes longues dans I’espace-temps plat. Ces cordes ouvertes, de longueur infinie et repliées sur elles-
mémes, sont I’équivalent des vortex de la théorie euclidienne. Dans nos travaux, nous avons cherché a
préciser la relation entre ces objets et certains secteurs du modele de matrice. Nous avons ainsi identifié
au premier ordre les coefficients de diffusion de deux cordes longues obtenus en utilisant les approches
continues et matricielles. Ce résultat prometteur semble pouvoir s’étendre a un nombre arbitraire de cordes

longues.

Cette these s’articule donc autour de deux thémes : les opérateurs de bord du modele O(n) matriciel
et I’étude des cordes longues de la mécanique quantique matricielle. Afin de mieux appréhender les ré-
sultats de la limite continue, les deux premiers chapitres sont une breve introduction, I'un a la théorie
de Liouville avec bord, I’autre a la quantification DDK de la gravité bidimensionnelle [Dav88, DK8&9].
Nous présenterons en particulier les relations de boundary ground ring, limite continue des équations de
boucles qui sont 1’objet essentiel de la technique matricielle. Nous y verrons aussi comment transposer

les résultats gravitationnels a la théorie conforme “plate”. Dans un troisieme chapitre, nous détaillerons le



comportement critique du modele O(n) sur réseau, avec un intérét particulier pour les conditions de bords
anisotropiques JS et DJS récemment introduites [JSO8b, DJS10]. Le quatrieme chapitre est le coeur de
la premiere partie, on y présente le modele matriciel O(n) ainsi que la méthode développée pour 1’étude
des conditions de bord. Enfin, nous adapterons notre méthode aux modeles RSOS décrits dans la limite

continue par un modele minimal unitaire, et discuterons les extensions possibles aux modeles ADE.

La seconde partie est plus restreinte, elle ne comporte que deux chapitres. Le premier rappelle la déf-
inition de la théorie des cordes a deux dimensions, et présente les résultats du calcul des corrélateurs
dans la théorie continue. Le second chapitre détaille la mécanique quantique matricielle, en se concen-
trant sur 1’approche chirale particulierement adaptée aux calculs d’amplitudes de diffusion. Dans ces deux

chapitres, on se focalisera principalement sur les amplitudes de cordes longues.
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Introduction

La théorie de Liouville est fascinante a bien des égards. Tout d’abord, c’est I’une des rares théories con-
formes “exactement solubles”, dans le sens ou les fonctions a deux et trois points, ainsi que les constantes
de structure, peuvent tre déterminées. Outre quelques extensions supersymétriques de cette théorie, et en
dehors du gaz de Coulomb, seul le modele Wess-Zumino-Witten H; posséde des propriétés analogues.
L’ étude peut étre prolongée sur le disque et I’on peut y déterminer les fonctions de corrélation des opéra-
teurs de bord. Par ailleurs, et contrairement aux théories conformes rationnelles, cette théorie est non
compacte, les états de bulk et de bord appartiennent a des séries continues de représentations de 1’algebre

de Virasoro.

L’ autre atout de cette théorie est la profusion des applications possibles. Nous 1’utiliserons principale-
ment dans le contexte de la limite continue du modele O(n) matriciel, afin d’interpréter la dépendance des
corrélateurs critiques en les constantes cosmologiques. Dans la seconde partie de cette these, nous verrons
que le champ de Liouville joue un rdle fondamental pour la théorie lorentzienne des cordes bidimension-
nelles puisqu’il décrit la dimension spatiale de I’espace cible. Mais on le retrouve aussi dans la description
du background du dilaton linéaire des cordes critiques ou il correspond a la coordonnée radiale des es-
paces de type AdS. Enfin, trés récemment, L. Alday, D. Gaiotto et Y. Taschikawa ont découvert un lien
tres intéressant entre les blocs conformes de la théorie de Liouville et la fonction de partition de Nekrasov
comptant les instantons de la théorie de jauge U(1) Ny = 2 [AGT10].

Bien que similaire au gaz de Coulomb par certains de ses aspects, la théorie de Liouville peut se révéler
assez subtile et il n’est pas question d’en offrir ici une revue détaillée. Au contraire, nous nous attarderons
sur certains points spécifiques dans le but de mieux cerner les résultats du modele de matrice. Dans le bulk,
nous nous concentrerons principalement sur la fonction a trois points établie simultanément par H. Dorn et
H.-J. Otto [DO9Y%4] et A.B. et Al.B. Zamolodchikov [ZZ96]. Celle-ci nous permettra d’introduire plusieurs
concepts importants, tel que la dualité b — 1/b, le role joué par les poles des corrélateurs ou encore
la présence d’un coefficient de réflexion. Mais c’est I’étude de la théorie sur le bord qui nous intéresse
réellement. Celle-ci, initiée par 1’article de V. Fateev et A. B. et Al. B. Zamolodchikov [FZZ00], permet
non seulement de faire le lien entre corrélateurs matriciels et gravitationnels, mais aussi d’interpréter
les équations de boucles du modele de matrice dans le contexte de la gravitation. C’est pourquoi nous
consacrons une section a la méthode d’obtention des corrélateurs utilisant les opérateurs dégénérés. Dans

le chapitre suivant dédié a la gravité quantique, cette méthode prendra le nom de Boundary Ground Ring
ou BGR.

Pour de plus amples détails sur la théorie de Liouville, nous invitons le lecteur a se reporter aux
excellentes notes et revues sur le sujet. Citons simplement ici les articles de N. Seiberg [Sei90], P. Ginsparg
et G. Moore [GM93], et plus récemment J. Teschner [TesO1] et Y. Nakayama [Nak04].
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1 Théorie du champ de Liouville dans le bulk

1.1 Définition et propriétés élémentaires

La théorie du champ de Liouville est une théorie conforme a deux dimension, définie sur une surface >
qui sera appelée feuille d’univers. Son action est celle d’un gaz de Coulomb de charge complexe —i() € C

a laquelle on a ajouté un potentiel exponentiel !+ :

1 R
SL= - / Vidz [gabamabqﬁ + QR + dmpe®? (I-1)
T Js

En raison du rdle joué par le terme exponentiel en gravité quantique, on appelle la constante 1, constante
cosmologique. Le parametre sans dimension b est lui dénommé constante de couplage de Liouville. On
se situera principalement dans le régime de faible couplage ou b est réel et satisfait 0 < b < 1. La limite
b — 1 qui sera utile pour la corde bidimensionnelle doit étre prise avec précaution a cause de certaines
divergences qui requierent une régularisation [AIOS]. Nous verrons que le domaine b > 1 est singulier,

mais peut étre relié dans une certaine mesure a la théorie de constante de couplage 1/b.

On s’intéresse a la théorie définie sur une sphere. Cette sphere est paramétrisée par le plan projectif

complexe, et I’on concentre le terme de courbure a I’infini, obtenant I’action
1 _
S; = — / d*z 20004 + 27 pe”], (I1-2)
a7 Js
avec le comportement asymptotique suivant pour le champ classique,

o(z,2) ~ —Qlog (22) + O(1) pour |z| — oc. (I-3)

TRANSFORMATION CONFORME

La transformation conforme du champ de Liouville est héritée de son rdle joué en gravité bidimen-
sionnelle. Dans ce contexte, le champ ¢ correspond au facteur conforme de la métrique fluctuante g% =
€294 La transformation sous difféomorphismes z — w(z) de la métrique g* se traduit sur le champ de

Liouville par
2

dw

1
¢ — ¢+ —log
dz

26 (-4

1. Lathéorie du gaz de Coulomb est brievement exposée en appendice A du chapitre II, on pourra aussi se rapporter au livre

de P. Di Francesco, P. Mathieu et D. Sénéchal [DMS97].
2. Dans ce chapite, nous emprunterons les conventions de [FZZ00].
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Il existe donc une grande différence avec la transformation conforme du boson libre. Celle-ci est a I’ origine
de la relation non triviale entre la charge des opérateurs et leur impulsion. Le terme exponentiel de 1’action
est naturellement invariant, en revanche la partie associée a la courbure n’est invariante classiquement que
si I’on suppose () = 1/b.

TENSEUR ENERGIE-IMPULSION

On s’intéresse ensuite au tenseur d’énergie-impulsion, identique a celui du gaz de Coulomb,

T(z) = —: 0¢0¢ : +Q0*p, T.- =0,

_ o _ (I-5)
T(2) = —:000¢ : +Q0%*p, Ts, =0,

ol la notation : ¢0d¢ : désigne le produit régularisé d’opérateurs, il sera sous-entendu par la suite a chaque
fois que deux opérateurs sont pris au méme point. > Les modes du tenseur énergie-impulsion satisfont donc

I’algebre de Virasoro de charge centrale

cL =14 6Q7%, (I-6)

et puisque 1’on considere un parametre b réel, la charge centrale est bornée inférieurement, c;, > 25. Cette
borne de la charge centrale est a 1I’origine de la restriction c;; < 1 sur la charge centrale de la théorie de

matiere que 1’on peut coupler a la gravité bidimensionnelle. Nous y reviendrons au chapitre suivant.

OPERATEURS DE BULK

On remarque que la théorie de Liouville possede un certain nombre de caractéristiques identiques a
celle du gaz de Coulomb. Cela provient du fait qu’il est souvent possible de négliger le potentiel lorsque
I’on s’intéresse a des phénomenes a courte distance. Ainsi, dans le développement en produit d’opérateurs
OPE, on peut associer aux contractions le propagateur du champ libre. On montre alors que les opérateurs

de vertex V,, = ¢2*? sont des champs primaires de poids conforme
ho = he = a(Q — ). (I-7)

Les opérateurs V,, et V_, possedent donc la méme dimension conforme A, = h, + h,*, nous verrons
qu’ils sont en fait proportionnels. Le cas v = @)/2 est dégénéré et I’on peut introduire I’opérateur Ug /o =
¢e?? qui interviendra dans I’action de la gravité couplée A une matiere c;; = 1 (chapitre VI).

3. 1l existe une différence subtile entre le produit régularisé et le produit normal-ordonné habituel défini lors de la quantifi-

cation canonique. Les deux produits ne coincident que dans la limite ot I’interaction disparait [TesO1].
4. Tl'y aici une l1égeré différence de notation avec [FZZ00] : A,, = 2a(Q —«). Cette notation est préférable pour le couplage

avec le gaz de Coulomb.
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SYMETRIE QUANTIQUE

Pour que la théorie soit invariante conforme au niveau quantique, il est nécessaire que 1’opérateur V,
qui perturbe I’action du gaz de Coulomb se transforme comme un opérateur primaire de dimension (1, 1).

On en déduit une relation importante entre la charge de background et le paramétre de Liouville

Q=b+¢. (1-8)

Il y a donc une correction par rapport a I’invariance conforme classique qui imposait () = 1/b. La trans-

formation conforme du champ ¢ doit elle aussi étre modifiée,

Q
2

2

o=+ -9

dz

d
log ’_w

De maniere générale, nous verrons que la théorie posséde une symétrie quantique b — 1/b qui est brisée

au niveau classique.

DIMENSION DES CORRELATEURS

La charge de background est associée a la brisure de la symétrie U(1) du boson libre par le terme de

courbure. Sous I’effet d’une translation ¢ — ¢ + p, la variation de I’action du champ gaussien vaut

0Sa = p%/ Vid*z R = pQx, (I-10)
b

ou y = 2— 2h est la caractéristique d’Euler de la variété 3, de genre h = 0 pour la sphere. On peut utiliser
I’invariance de la mesure gaussienne du champ ¢ sous la translation ¢ — ¢ — 2% log 1 afin d’extraire la
dépendance en la constante cosmologique x des corrélateurs,

Qx

(Vai (21, 21) - -+ Vi, (2, 2”»# =g RN (Vai(21,21) -+ Vo, (2, 2")>u=1 (I-11)

ou le terme proportionnel a la caractéristique d’Euler provient de la variation de I’action gaussienne dérivée
précédemment (I-10). Cette formule permet d’associer une dimension d’échelle aux corrélateurs, ce qui se
révelera extrémement utile par la suite. Par convention, la constante cosmologique étant associée a 1’aire

de la variété, on lui affecte la dimension [;] = 2. On en déduit la dimension des corrélateurs de bulk,

(Vo1 20) - Vi (o 2] = 2 = 23 @-12)

%

5. Une démonstration plus rigoureuse de cette formule fait intervenir la quantification canonique du champ de Liouville et
la décomposition en mode L,,, L,, de T'. On s’apercoit alors que les modes L,, et L,, ne satisfont une algebre de Virasoro que
siQ = b+ 1/b (IGM93] et références incluses).
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1.2 Fonction a trois points (DOZZ)

Un chapitre important de la théorie de Liouville a été écrit par H. Dorn, H.-J. Otto, A.B. et Al.B.
Zamolodchikov avec le calcul de la fonction a trois points [DO94, ZZ96],

(Vay (21, 21) Vo, (22, Z2) Vg (23, Z3)) = |212]7%|223] " |231| 2 C (v, @2, ) (I-13)

ouy = A, — Ay, — Aa,, €t 72,773 sont obtenus par cyclicité. Si I’on pose = 0, la fonction a trois
points est simplement la continuation analytique de la formule du gaz de Coulomb a une charge com-
plexe [DF85]. La complication majeure vient du fait que I’on ne peut traiter le potentiel perturbativement,
comme le montre la relation I-11. En réalité, ce traitement est possible dans le cas ou la charge est con-
servée [GLI1],

1
s:%—gzaiezﬁ (1-14)

Cette relation peut €tre interprétée comme une condition de couche de masse [Pol91],[DK91], elle cor-
respond donc aux poéles de la fonction de corrélation. Le résidu de ces pdles dépend de 4+ comme une
puissance entiere et s’identifie aux termes du développement du potentiel calculés en champ libre [ZZ96]

(=p)"

Res s~ a,—q-mC (a1, g, a3) = o

/d2u1 te d2un <Va1 (Zl)vaz (22)Va3 (23)%(71’1) o ‘/b<un)> ’Zai:Q—nb
(I-15)

Cette propriété analytique permet d’obtenir la formule DOZZ,

T/(0)Y (20) T (2a2) T (203)

T(—bs)Y (1 + ay — az)T (s + az — a)T(az + a3 — az)’
(1-16)

Ici, y(z) = I'(x)/T'(1 — z) et Y(z) est une fonction spéciale dont les propriétés sont détaillées dans

C(a17 a9, 063) = 7T/’L,)/<b2)b2_2b2i| )

I’appendice A. En plus des pdles prévus pour s € Z*, on trouve les deux séries > o; = @ — Sy, et

Z Q; = QQ + Sm,n pour

Smn = % +nb, (m,n) €Lt x Z* (1-17)

Les résidus de ces pdles sont associés a des fonctions de corrélation du gaz de Coulomb écrantés par
les opérateurs de vertex intégrés Vj et V) /p, ce qui met en lumiere la symétrie sous-jacente au niveau

quantique : b — 1/b et u — [ avec

_ b 1/b

(r(1/6%))° = (mp(67) " (1-18)
Cette symétrie n’est évidemment pas une symétrie de 1’action I-1. Cependant, au lieu de perturber le
champ libre avec le terme 1V}, il est a priori possible de considérer [LV% puisque les deux opérateurs ont la
méme dimension (1, 1). Nous verrons plus loin que la description quasi-classique impose le choix b < 1

(borne de Seiberg).
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COEFFICIENT DE REFLEXION

La fonction C'(aq, aio, r3) est bien entendu cyclique en «;. Par ailleurs, elle satisfait aussi la propriété

de réflexion

C(Q — ar,az,a3) = D(Q — a1)C(ay, az, a3) 1-19)
avec le coefficient de réflexion
1 2y (@-20)/6  Y(20b —b?) N )
D(a) =2 (ﬂ”fy(b )) 7(2 — 2@/6 T 1/52)’ D(Oz)D(Q Oz) =1. (I1-20)

Dans la limite semi-classique, et pour des états physiques, ce coefficient décrit la réflexion d’une onde
plane par le potentiel de Liouville. Il permet aussi de relier les opérateurs de dimension A, par Vy_, =
D(Q — «)V,. En théorie des cordes a deux dimensions, ce coefficient donne essentiellement 1I’amplitude

de diffusion d’un tachyon par le potentiel de Liouville.

FONCTION A DEUX POINTS

La fonction a deux points s’obtient a partir de la fonction a trois points dans la limite a3 — 0 [DO94].
Il y apparait une divergence ayant pour origine la symétrie résiduelle de la sphere a deux points fixés. On
la régularise en divisant par le volume du groupe de symétrie ce qui donne une fonction d imposant la

conservation de la charge :

<v0t1 (21’ Zl)voo (22’ 22)> - |Zl - 'Z?l_QAOt1 (5a1,a2D(a1) + 5111,@—&2) (1'21)

1.3 Etats et opérateurs

Une des subtilités de la théorie de Liouville réside dans la correspondance entre états et opérateurs.
Nous nous contenterons ici d’une approche rudimentaire, de plus amples détails sont donnés en appendice

B, et pour une discussion exhaustive on peut se reporter a la revue [TesO1].

ENERGIE ET IMPULSION

On étudie bien souvent les états d’une théorie en se placant sur un cylindre de longueur infinie de
coordonnées log z = t + 10. La rotation de Wick ¢ — ¢7 mene a la théorie Lorentzienne. En raison de la
transformation particuliere du champ de Liouville, la relation entre la charge d’un opérateur de vertex V/,

et la valeur propre P de I’opérateur d’impulsion s’écrit

0= % LiP (1-22)
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ETATS NORMALISABLES

Utilisant I’approche du mini-superespace, on montre que les états physiques de la théorie doivent avoir
une impulsion réelle, autrement la fonction d’onde associée n’est pas normalisable. On a donc bien plus
d’opérateurs primaires que d’états physiques. Toutefois, on ne peut évincer ces opérateurs surnumeéraires

car ils jouent un role en gravité quantique. Il faut donc revoir la correspondance entre états et opérateurs.

On associe aux états physiques | P > de fonction d’onde normalisable des opérateurs non locaux, ap-
pelés aussi macroscopiques en référence a leur comportement dans la limite semi-classique. Les opérateurs
locaux, ou microscopiques, satisfont la borne de Seiberg Re o < /2 et sont associés a des fonctions
d’ondes non-normalisables. Remarquons que, grice a la relation entre V,, et Vy_,, le choix de la borne
de Seiberg est toujours possible ¢. Nous verrons qu’il est équivalent au choix de la racine de 1’équation de

KPZ. Pour les états physiques, nous prendrons P > (.

Les opérateurs apparaissant dans le cadre des modeles de matrice satisfont P € :R. Nous utiliserons
alors la convention o(P) = ) /2 — P. Nour reviendrons sur ce point au chapitre suivant.

CHOIXb <1

Imposer la borne de Seiberg v < )/2 a ’opérateur V}, présent dans 1’action équivaut a choisir b < 1.
Le choix opposé b > 1 correspond a un opérateur non local qui conduit a la création de bébés univers qui
font exploser la feuille d’univers (figure I.1). Il est possible de réaliser ce cas dans un modele de matrice en
ajustant un parametre couplé aux attouchements de la feuille d’univers [Kle95]. Dans le chapitre suivant,
nous définirons la fonction d’onde 2 aire fixée Z|A]. La dépendance en I’aire se factorise naturellement et
permet de définir la susceptibilité de la corde 7y, par Z[A] = A3 Z]1]. Les valeurs de 7, pour b < 1 et
1/b > 1 sont reliés par

’Ystr(b )

’Ystr(w - 1‘

Par la suite, nous écarterons les valeurs b > 1, mais un phénomene analogue va se produire sur le bord.

Ysur(1/b) = (1-23)

2 Théorie du champ de Liouville sur le bord

Avec le role de plus en plus important des bords dans les théories de corde est venue la nécessité de
développer la théorie de Liouville sur des variétés possedant un bord. Les articles fondateurs de V. Fateev,
A. Zamolodchikov et Al Zamolodchikov [FZZ00] et J. Teschner [Tes00] introduisent et étudient 1’action
de Liouville sur un disque, avec un terme de bord. Dans le contexte de la théorie des cordes non critiques,

6. Comme nous le verrons au chapitre VI, dans le cas o = /2 le choix de 1’opérateur est plus subtil.
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FIGURE I.1 — Pour b > 1, la feuille d’univers explose en bébés univers.

ce terme de bord, allié¢ a des conditions de type Neumann pour le champ de matiere, est appelé brane FZZT
(ou D1-brane dans le cas bidimensionnel du chapitre VI).

Il est possible d’introduire un autre type de conditions de bord [ZZ01], correspondant classique-
ment a faire tendre le champ ¢ vers I’infini sur le bord, de maniere a décrire un espace de type plan
de Lobachevsky (ou pseudo-sphére) par la métrique g% = €?*%4,,. On obtient alors des états de bord
paramétrisés par deux indices entiers (m, n), et qui peuvent se décomposer sur les états FZZT. En théorie
des cordes, on parle alors de branes ZZ (ou D0-brane en deux dimensions). Nous n’utiliserons pas ces

conditions de bord par la suite.

2.1 Action et opérateurs de bord

Les conditions de bords invariantes conformes sont introduites par un terme de bord dans 1’action,
comprenant un terme de courbure intrinseque K ainsi qu’un potentiel associé a la constante de couplage
1 appelée constante cosmologique de bord qui paramétrise les conditions de bord “FZZT” :

1 ~
SPB = = [ dgg/t (QK n 27T,uBeb¢> (1-24)
21 Jos

ou x désigne la coordonnée curviligne sur le bord 0X.. Remarquons que si la variété 3. posseéde plusieurs
bords, il faut introduire une constante cosmologique et une action de bord pour chacun d’eux. On se ramen-
era par invariance conforme a 1’étude sur le demi-plan complexe supérieur UHP, envoyant de nouveau la
charge a I’infini. Les équations du mouvement classique sur le bord sont i(0 — 9)¢ = 2w ugbe®®, et I'on

retrouve les conditions aux bords de Neumann dans la limite g — 0.
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FIGURE 1.2 — Un disque dont le bord se retouche décrit par le terme de bord dual.

CONDITION DE BORD DUALE

Les opérateurs de bord primaires sont les opérateurs de vertex Bg(x) = e#*@) _ils ont pour dimension
conforme Ay = [3(Q — (). L’invariance conforme au niveau quantique impose la dimension un pour
I’ opérateur intervenant dans 1’ action de bord. On a donc la possibilité de choisir 1’opérateur By (x) = e**(@)

comme dans I-24, ou bien I’opérateur conjugué

1

S(B) _ =
L 27'(' )

g/ (Qf( + 2m136"*1¢>. (1-25)
Par analogie avec le bulk, on interprete cette action comme décrivant un bord qui se touche lui-méme un
nombre infini de fois (figure 1.2). A ce bord sera associée une dimension fractale [iz] = 1/6% > 1, en
contraste avec le bord présent dans 1’action 1-24 de dimension 5] = 1. Ces deux types de bords sont
réalisés dans la limite continue du modele de matrice. On peut toutefois ramener I’étude du bord dual a

celle du bord I-24, et nous ne considererons que ce dernier dans la suite de ce chapitre.

OPERATEURS DE BORD

Les opérateurs de bord Bg(x) ne sont pas uniquement caractérisés par leur dimension, ils dépendent
aussi des constantes cosmologiques des bords qui leur sont adjacents. Il est commode de paramétriser ces

constantes par

o
sin (7b=2)

14

Sin (767 cosh (mbs), fig(s) =

pp(s) = cosh (7s/b). (I-26)

Ainsi, on désignera 1’opérateur de bord inséré entre deux bords de constantes cosmologiques iz, (s1) et
1B, (82) par ** B;?. Cette paramétrisation possede une coupure sur | — oo, —/j1/ sin mb?] qui apparait
naturellement dans le cadre des modeles de matrice.
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DIMENSION DES CORRELATEURS

Utilisant la méme invariance U (1) du champ ¢, il est possible de généraliser la formule I-11 donnant
la dépendance des corrélateurs en la constante cosmologique au cas des opérateurs de bord :

<Va1 c VB2 Bﬁi}) = (X235 =3 Bj)/%p(uél/u, . ,MQBm/M)' (1-27)

La caractéristique d’Euler vaut x = 1 pour le disque. On peut de nouveau définir une dimension portant
sur la dépendance en g,

b b

%

2 1
(Vo Voo "By o0 Bi)] = S5 = 2 0= 3 05 (1-28)
J

La dépendance de la fonction F dans le ratio /% implique une dimension [up] = 1, et ’on montre de

méme que [fig] = 1/b%.

2.2 Corrélateurs

Dans le cadre des modeles matriciels, 1’expression des fonctions de corrélation impliquant des opéra-
teurs de bord nous intéresse particulierement car elles apparaissent dans la limite continue. Nous retrou-
verons en particulier la fonction a deux points sur le bord lors de I’étude du modele O(n) au chapitre
Iv.

FONCTION A UN POINT DANS LE BULK

Nulle sur la sphere, la fonction a un point sur le disque a été dérivée dans [FZZ00] en utilisant la
méthode des opérateurs dégénérés explicitée dans la section suivante,

U(alps)

(Va(2)) = P (1-29)

L’expression de U dépend de la charge de 1’opérateur et de la constante cosmologique de bord pi5(s),

2 —1/b

2
Ulalis) = ZA@/ (b(20 b)) T ( :

- 1) cosh ((2a — Q)ms), (I-30)
avec la constante A = muy(b?). Cette expression est compatible avec la relation entre les opérateurs de
vertex conjugués V,, et Vi_, car elle satisfait U(«) = U(Q — «)D(a). On peut aussi interpréter U («)
comme la fonction d’onde des états de bord FZZT |5 >. Comme dans le bulk, il faut poser & = Q) /2+i P,
et les états physiques ont une impulsion P positive réelle.
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FONCTION A DEUX POINTS SUR LE BORD

L’expression du propagateur sur le bord provient elle aussi de I’article [FZZ00],

_ d<5‘51752).

(" Bg*(x) *B;"(0)) = 2255 (I-31)

Le coefficient d est une fonction double sinus dans les parametres de bord s; o,

2\ —iP/b G(—2iP) T gt [e 2Pt cos st cos sot 20 P
d = (A 2-26 > _ —/ — 1-32
(Bls,s2) = (Ab G(2ip) 7 ¢ | smhetsmnee ¢ |) 052

—0o0

avec § = (/2 + i P, et I’on consultera I’appendice A pour I’expression de la fonction spéciale G. Cette

expression satisfait une relation de réflexion

d(ﬁ‘slwg?)d(Q - ﬂlSl,SQ) =1L (1'33)

AUTRES CORRELATEURS

Les corrélateur a deux points bulk - bord et a trois points sur le bord ont été dérivés respectivement par
K. Hosomichi [HosO1], et B. Ponsot et J. Teschner [PT02],
R(a, f]s)
|z — z|Ra=B8 |2 — z|228’

0(517 B, 53\51, 52, 83)

<SzBﬁi3(x1) 8335821 (952) SIBB? ($3)> = ‘x12|A1+A2—A3|x23|A2+A3—A1|x31’A3+A1—A2'

(Va(2)Bgs(x)) =
(1-34)

Les expressions générales pour R et c étant relativement complexes, et inutiles dans le cadre de cette these,

nous ne les donnons pas ici.

3 Obtention des corrélateurs

Une méthode extrémement puissante pour le calcul des corrélateurs de la théorie de Liouville a été
mise au point par J. Teschner sur la fonction a trois points de bulk [Tes95] puis reprise dans [FZZ00] pour

le calcul des corrélateurs de bord. Celle-ci fait intervenir les opérateurs dégénérés d’impulsion (de charge)

/T 1—7r b 42
PT,S_§<E+sb>, Qe =t +(1=5)3, (rs) €Z*, (1-35)

Utilisant astucieusement la troncature du produit d’opérateurs et I’équation différentielle portant sur I’ opéra-

teur de vertex V; , il est possible d’obtenir une équation sur les corrélateurs, parfois dénommée équation
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BPZ [BPZ84]. Nous verrons que cette équation est en relation avec les équations de boucle du modele de

matrice dans la limite continue.

Dans le bulk, on utilise préférentiellement les opérateurs dégénérés les plus simples Vi = e et
-1 . s < . . . . . P . e ros
Va1 = €7 %, Ceux-ci obéissent A une équation au niveau deux qui se traduit par une équation différen-

tielle du second ordre,
(Lo — 6T L2 | Viger)p =0, [T(2) + 6T20°] Vg1 /5 = 0. (1-36)

Le développement du produit de ces opérateurs avec un opérateur de vertex arbitraire V,, ne contient que
deux modules,
Vgt oVo = [Vasotr o] + [Vaceti)o] - (I-37)

Nous verrons comment 1’ utiliser a bon escient dans 1’exemple suivant.

3.1 Propagateur du bulk sur la sphere

Le corrélateur le plus simple est sans conteste le propagateur de bulk sur la sphere, il est proposé
comme exemple dans [FZZ00]. Nous reproduisons ici ce raisonnement afin de donner une idée de 1’utili-
sation des opérateurs dégénérés. Partons du produit d’un opérateur par I’opérateur dégénéré V_ /o,

VoeaVa = Co(@) [Vaspz] +C(a) [Varop] - Cal@) = (Va(0)Vop (Vo axes(0)),  (I-38)

ol Cy () désigne naturellement les constantes de structures. Une remarque importante s’impose : dans
les deux cas la somme des charges vérifie la condition I-14, on peut donc traiter perturbativement le
potentiel de Liouville. Le coefficient C', vérifie s = 0, il n’a donc pas besoin de charge d’écran et I’on
peut simplement prendre le résultat du gaz de Coulomb C';, = 1. En revanche, pour C'_, on trouve s = 1,
il faut donc écranter une fois a 1’aide du potentiel de Liouville,

C (a) = —p / P2 (Va(O)Vogy2(DVa(2) Vig—amya(00)) (1-39)
L’expression de ce corrélateur est connue et fait intervenir la fonction ~(z),
2bar — 1 — b2
C (a) = —H7_2(ba ) (1-40)

7(=b%)  7(2ba)

Maintenant que les coefficients C'y sont déterminés, utilisons le produit d’opérateurs a I’intérieur du

corrélateur auxiliaire
<Va(21)va+b/2(2’2)v—h/2(2)> (I-41)

Dans la limite z — z1, le développement 1-38 nous donne deux termes mais la conservation de la charge

day .0, annule celui qui est proportionnel a C'; . Le corrélateur se réduit donc a

<Va(Zl)va+[,/2(22)v_b/2(2)> ~ C_ (Oé)‘Z — 21‘26(6270[) <Va+h/2(21)va+b/2(22)> + descendants. (1-42)
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De méme, dans la limite z — 2, le terme proportionnel a C'_ s’annule et I’on trouve
(Va(21)Varo2(22)Voppa(2)) ~ Cy(a + b/2)|z — 25T (V,,(21) Vi (22)) + descendants.  (1-43)

Regroupant les deux équations précédentes, on en déduit I’équation de translation (shift equation) sur la

charge du corrélateur,

D(a) = C_(a)D(a+ b/2). (1-44)

Cette relation, avec la symétrie b — 1/b, caractérise entierement le corrélateur D(«). Elle peut étre résolue
en utilisant une transformée de Fourier. Enfin, notons que I’exemple présenté ici est un cas tres simple car
la dépendance dans les coordonnées est fixée par la symétrie conforme, il n’est donc pas nécessaire de

faire intervenir les blocs conformes dans 1’ OPE.

3.2 Sur le disque

Sur le disque, en particulier pour le calcul des fonctions a deux et trois points sur le bord, on utilise les
opérateurs dégénérés SBi'b /2 €t SBill /20" L’introduction de I’ opérateur SBi'b /2 e peut se faire qu’entre des
bords satisfaisant la condition

s—s =2ib ou s+ s = +ib. (1-45)
Une relation similaire existe pour I’opérateur SBill /20" On voit ici apparaitre une nouvelle complexité dans

le cas des corrélateurs de bord : les relations de translation font intervenir non seulement I’impulsion des

corrélateurs, mais aussi les parametres de bord. Ainsi, par exemple pour la fonction a deux points,

Y2 2ixT(1 — 268)
(2 + b2 — 2b03)

sinh (7bsy) d(5 + b/2]s1, s9)
(I-46)

Il est aussi possible d’utiliser les opérateurs SBi'b et SBfl /b qui ont I’avantage de pouvoir étre introduits

d(ﬁ|81 + ib,Sg) — d(6|31 — b, 32) = (W,y(__lubz))

entre deux conditions de bord identiques s = s’ [FZZ00].

FONCTION A TROIS POINTS

Les relations de translation de la fonction a trois points sont particulierement utiles lors de 1’étude
des opérateurs de bord JS/JS ou DJS/DJS [Bou09]. Elles permettent de valider I’étude matricielle en

montrant sa cohérence avec la description continue donnée par le gravité de Liouville. Ces relations sont
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les suivantes [PT02, BHKMO08]’,

T(1+26P, —t)
I'(26P,

b .
c (51,52 - 5,53 | 51, 52,53 :I:zb)

F1+2bpl F(1+2bpg—t) (61|82,83ilb)
F1+2BP1+2[]P2—t) (t)d(ﬁl—i-ngg,Sg)

)
W <61 02,55 | 51,32,53) (1-47)
(( ) 6(61+27627ﬁ3 ‘ 81,82,83>

avec t = % +b6(P,+ P, + P;) et B; = Q/2 — P,. La différence entre les relations de translation
avec un signe plus et moins peut étre reliée aux équations de discontinuité sur la coupure satisfaite par
les corrélateurs. En plus de la cyclicité, la fonction a trois points satisfait une propriété de réflexion,
c(B1, B2, B3]s1, S2,83) = (1, B3, P2|s1, S3, S2). Notons aussi que certains corrélateurs matriciels corre-
spondent a I’insertion d’opérateurs satisfaisant une relation similaire a I-17. Le pole des fonctions a trois

points s’élimine alors avec le zéro d’une fonction I, ce qui simplifie les relations précédentes [Bou09].

Conclusion

Cette présentation de la théorie de Liouville peut sembler aride de prime abord aux non spécialistes. 11
faut garder a I’esprit que la théorie quantique du champ de Liouville a été développée afin de décrire les
fluctuations d’une métrique quantique dans la jauge conforme. Nous verrons au chapitre suivant que c’est
dans ce contexte que certaines notions et propriétés prennent leur sens. En particulier, la dimension des
corrélateurs reflete la dépendance en 1’ aire de la variété, et permet de retrouver de nombreuses informations
sur le spectre de la théorie de matiere. Nous verrons aussi le role primordial joué par les corrélateurs de la
théorie de Liouville, ainsi que celui des opérateurs dégénérés pour les relations de boundary ground ring.

Annexe A Fonctions spéciales

Dans cet appendice, nous présentons les fonctions spéciales qui interviennent dans les corrélateurs
de la théorie de Liouville. Plus spécifiquement, on s’attache a en donner les propriétés analytiques, les

relations translatoires auxquelles elles obéissent, ainsi que leur représentation intégrale.

7. Une convention légérement différente a été prise ici, ce qui revient a échanger (81, B2, 83) — (B2, B3, 51)-
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A.1 Fonction v

La fonction 7 est relativement courante, elle est définie comme le quotient de deux fonctions I,

[(x) osin
=_——~ =T 1-48
() = Fy = D)™ -48)
Elle hérite donc de la pseudo-période unité de la fonction T', y(x + 1) = —az?y(x), et de la symétrie miroir

v(Z) = v(x). La fonction - est méromorphe sur le plan complexe, elle s’annule sur 1’axe réel positif aux
valeurs = n + 1 avec n € N*, et possede des pdles sur la partie négative de 1’axe réel en x = —n, de

résidu (—1)"/(n!)?. Enfin, elle admet la représentation intégrale

o dt sinh xt
1 1/2) = — |2ze7t — ——— 1-49
og(z+1/2) /0 t { e sinht/Q} ( )
valable pour |Re z| < 1/2. Remarquons aussi la propriété y(z)y(—z) = —1/22
A.2 Fonctions G, T, S
La fonction G est la plus élémentaire des trois car elle permet de définir les fonctions T et S,
G(Q — )
T(r) =G(z)G(Q — S(z) = ——+———. 1-50
(1) = GGQ ~0), () = "G (1-50)
C’est une fonction holomorphe qui posseéde des zéros aux points x = —nb — m/b ot m et n sont deux
entiers positifs (m,n) € N2, et obéit a des relations translatoires impliquant la fonction T,
1/2—ba
G(r+b) = I'bx)G(x),
(+8) = = T(b2)G(x) o
pe/b-1/2 .
G(zx+1/b) = ['(x/b)G(z).
(z +1/b) N (2/b)G()
Pour Re x > 0, on peut en donner une représentation intégrale,
1 [>dt x e~ sinh xt
log G 2)== [ —|2z%e ¥ —= : 1-52
08 Glr+Q/2) =3 /0 " [”E ¢ T ¢ Sinh (6) sinh (£/0) (1-52)

FONCTION T

La fonction Y(x) est une fonction holomorphe sur le plan complexe, posseédant des zéros aux points
r=-nb—m/betx = Q+nb+m/b, (m,n) € N2 1l est possible d’en donner une représentation
intégrale pour 0 < Re z < @,

sinh? xt

- ooﬂ 2 -2t )
1OgT(“Q/Q)_/O " {“ sinh (bf) sinh (£/6) | d-53)
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et ses autres valeurs sont obtenues par continuation analytique. Elle est invariante sous la symétrie b —

1/b, et satisfait un couple de relations translatoires impliquant la fonction +,

T+ b) = 7(b2)b' ()

1-54
T(z+1/b) = v(z/b)6%/ 717 (z) (9

Citons aussi la symétrie Y (z) = Y(Q — x), et la valeur remarquable Y (Q/2) = 1.

FONCTION S

Cette fonction, parfois rencontrée sous la dénomination de “fonction ¢g-gamma”, est méromorphe, avec
des poles sur I’axe réel négatif aux points z = —nb—m/b, et des zéros sur I’axe positif r = Q+nb+m/b,
(m,n) € N2 Sur la bande 0 < Re z < @, on peut dériver sa représentation intégrale a partir de celle de
G,

Cdt [x sinh (2zt)
log S 2) = — == : I-55
0gS(z+Q/2) /0 t {t 2sinh (bt) sinh (¢/b) d-55)
Elle satisfait une relation d’unitarité S(x)S(Q) — x) = 1, ainsi que les translations
S(x 4+ b) = 2sin (wbx)S(z),
(+b) = 2sin (7b0)S (1) 56

S(z+1/b) = 2sin (7z/b)S(x).

Cette fonction S est en réalité I’inverse de la fonction double sinus de périodes w; = b et w, = 1/b. Elle

peut aussi s’exprimer comme un quotient de produits infinis,

77,'7T322(I)/2 H?olo:1 (1 - q*—?neQiﬂx/b) _ eiﬂ’BQQ(:E)/Z Hzozl (1 — ane—Qiﬂbm)

H;L.O:O (1 _ q2n€2i7rbz) H;’LOZO (1 _ (’]“—2ne—2i7rz/b)

avec le polynome By () = 22 — Qz — (Q? + 1) /6 et les parametres ¢ = '™’ et § = e/™/*”,

S(x)=e (I-57)

Annexe B Correspondance entre états et opérateurs

B.1 Approche du mini-superespace

Pour comprendre la construction des états propres de 1’hamiltonien, il est intéressant de partir de 1’ap-
proche du mini-superespace ([Sei90],[MSS91],[GM93]). Pour cela, on quantifie de facon canonique le
champ ¢(o, 7) que I’on développe en modes sur la variable o et I’on s’intéresse uniquement aux modes

d’ordre zéro,

b0 =5 farotor) M=o faodio(o.7) (1-58)
27T 0 27T 0
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Dans cette limite, I’Hamiltonien sur le cylindre s’écrit

1 5 26 Q*
Hy = G105 + mue™ + - (1-59)

La relation de quantification canonique a temps égaux permet d’obtenir les relations de commutation de

tous les modes, en particulier
[6(0,0); (0", )] = i6(0 —o') = [do; o] = i. (1-60)

o . : 0 .
On identifie donc I’opérateur d’impulsion I, = —éﬁ dans I’espace des coordonnées ¢, appelé aussi
0

espace cible dans le contexte des théories des cordes. A ce mode de I’hamiltonien est associ€e une équation

1 0 ’ 2bgo Q2
[2() vt

que I’on peut simplifier en introduisant la variable [ = €°#° qui s’interpréte comme une longueur mesurant

de Schrodinger

Y = h, (I-61)

la taille de 1’univers de métrique g?° = ¢,

b2 ) , @

{—Z(zal) + mpl® + I} P(l) = hp(l). (I-62)
On reconnait 1’équation de Wheeler - De Witt satisfaite par la fonction d’onde d’univers en gravité quan-
tique, obtenue grace a I’invariance sous difféomorphismes temporels.® Dans la limite ¢y — —oo, le
potentiel exponentiel disparait, et la solution correspond a des ondes planes 1p(¢) ~ e*2F? On peut
en déduire le spectre de la théorie, h = A/2 = P? + Q*/4. Ces ondes planes ne sont normalisables que
si 'impulsion P associée est réelle. Notons qu’il est possible de résoudre exactement 1’équation I-62 par
une fonction de Bessel. On trouve alors la méme propriété, les fonctions d’ondes ne sont normalisables

que si ’impulsion est réelle.

L’équation de Wheeler - De Witt est invariante sous P — — P et la borne de Seiberg impose P > 0.
La limite ¢y — —o0 est décrite par une superposition de deux ondes planes,

(o) ~ P + R(P)e %, (1-63)

avec R(P) = D(Q/2+ iP). Le facteur R(P) = D(Q/2 + iP) décrit la réflexion de 1’onde plane par le

potentiel de Liouville, et la symétrie P — — P correspond au choix des états entrants et sortants.

8. Cette équation a été dérivée pour les opérateurs de boucles du modele de matrice dans [MSS91]. Elle a aussi pu étre
interprétée dans le contexte de SLE [KleO7].



B. CORRESPONDANCE ENTRE ETATS ET OPERATEURS 29
B.2 Correspondance entre états et opérateurs
B.2.1 Opérateurs — Etats

Essayons tout d’abord d’associer un état a tout opérateur V,,. Pour cela, il est nécessaire d’introduire
un vide |0 > sur lequel on construit les états

la >= lim V,(z,Z2)|0 > (I-64)

2,Z2—0

Ce vide doit étre invariant sous transformation conforme, donc avoir la charge o = 0, ce qui implique
P = i@ /2. L'impulsion n’étant pas réelle, cet état n’est pas dans 1’espace de Hilbert.

Une autre solution consiste a utiliser 1’intégrale fonctionnelle : on définit la fonction d’onde de 1’état
associé a I’opérateur V,, par I'intégration sur le disque unité de I’opérateur inséré en z = 0. On impose la

condition de bord ¢ 5 au champ de Liouville en |z| = 1, obtenant ainsi la fonction d’onde

Wa(gp) = | D[gleVa(0). (1-65)
¢B
Dans I’approximation du mini-superespace, on peut développer ¢ (o) en modes sur la coordonnée o, et

la contribution du mode zéro se factorise,
Vo () = Ya(d%) x (higher modes). (1-66)

On a vu précédement que la fonction d’onde n’était normalisable que pour &« = /2 4+ iP avec P € R :
seuls ces états sont présents.

B.2.2 Etats — Opérateurs

Voyons maintenant ce que donne I’approche opposée : essayer d’associer aux états un opérateur.
Comme Ly + Lo correspond & I’Hamiltonien radial, insérer 1’état | > de fonction d’onde W, sur le

_LO

cercle unité (en ¢ = 0 sur le cylindre) équivaut a insérer 1’état r~20 20| > sur le cercle |z| = 7 :

[ e vy = [igs] [ Dl o). e

Il faut ensuite faire tendre r — 0, soit ¢ — —oo. Classiquement, on montre que pour les états entrants et
sortants (in et out), le mode zéro se comporte comme ¢, ~ +2Pt. De nouveau, on sépare I’intégration sur
le mode zéro, ¢ = &% + ¢! et D[pp] = dg% D[p%M]. Pour pouvoir intégrer sur la fonction d’onde, il
faut que celle-ci converge en ¢ — —00, or U, (¢%) ~ €2(@/2-9% On doit donc imposer Re ov < Q/2

pour obtenir un opérateur local. C’est la borne de Seiberg.
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Introduction

La théorie classique du champ de Liouville est connue depuis le 19¢me siecle, développée notamment
par H. Poincaré [Po198], et décrit les surfaces de Riemann de courbure négative. Le besoin d’une théorie
quantique pour le champ de Liouville est venue de la théorie des cordes, plus précisément d’une remarque
de A. Polyakov [Pol81]. Dans cet article, est émise 1’hypothese d’une représentation des champs de coor-
données quantifiés de la corde par des bosons libres couplés a la gravité bidimensionnelle. Si la dimension
de I’espace cible prend la valeur critique c); = 26, alors la gravité se découple des autres champs et I’on
peut étudier les bosons libres séparément. En revanche, ce n’est pas vrai dans le cas d’une dimension cible
arbitraire, et il faut alors analyser en détail le couplage de la matiere a une métrique quantifiée. Celle-ci ne
possede qu’un seul degré de liberté, décrit dans la jauge conforme par un champ obéissant a I’action de

Liouville, d’ou la dénomination de gravité de Liouville.

De maniere plus générale, nous présentons ici le couplage d’une théorie conforme quelconque de
matiere a la gravité bidimensionnelle. On se concentrera en particulier sur une matiere décrite par le gaz
de Coulomb, dans I’optique de décrire la limite continue du modele O(n) matriciel. Le premier succes
de quantification pour la gravité bidimensionnelle eut lieu dans la jauge du cone de lumiere [KPZ88].
Cependant la jauge conforme, ou jauge de Polyakov, est plus simple et plus adaptée au contexte des
modeles de matrice. Cette approche, développée par F. David [Dav88], et J. Distler et H. Kawai [DK89],
sera au coeur de ce chapitre. Elle nous permettra de montrer la propriété fondamentale de factorisation des
corrélateurs en trois secteurs : la matiere, la métrique et les fantdmes. Ces trois secteurs sont couplés via

les relations dites de KPZ portant sur les charges centrales et les dimensions des opérateurs.

Dans le chapitre précédent, certains opérateurs dégénérés se sont révélés tres précieux pour obtenir
les corrélateurs de bord. Habillés par la matiere et les fantdmes, ces opérateurs forment un anneau appelé
ground ring (GR) dans le cadre gravitationnel. Utilisant astucieusement les relations de fusion de ces
opérateurs, on obtient un ensemble d’équations reliant les corrélateurs pour des valeurs translatées de leur
impulsion. Un anneau équivalent existe sur le bord, le boundary ground ring (BGR), et les translations

portent aussi sur les parametres de bord associé€s aux constantes cosmologiques.

Nous terminerons ce chapitre par un ensemble de méthodes “prétes a I’emploi” permettant de déter-
miner la dimension des opérateurs de bord de la théorie conforme de matiere a partir des dimensions

gravitationnelles. Ces méthodes sont celles employées dans les articles [BH09, Bou09, BHK10].
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1 Quantification DDK de la gravité

1.1 Obtention de la fonction de partition

Dans cette section, nous montrons comment quantifier la gravité dans la jauge conforme. La méthode
présentée se rapproche de celle des cordes critiques (voir par exemple [Pol98]), la seule complication ré-

side dans le traitement du facteur conforme dynamique de la métrique qui engendre le champ de Liouville.

COUPLAGE A LA GRAVITE

Considerons une théorie conforme de charge centrale c¢); que nous appellerons matiere. Cette théorie,
d’action Sy/[X;, g?], comprend un certain nombre de champs X;(z, Z) définis sur une surface de Riemann
Y. de métrique g appelée feuille d’univers. Dans le cas d’une théorie des cordes bosoniques, Sy, cor-
respond a I’action de Polyakov pour les coordonnées X;, c’est a dire a ’action de c,; bosons libres, et la
charge centrale c); s’identifie a la dimension de 1’espace cible. Le couplage a la gravité se fait en autorisant

les fluctuations quantiques de la métrique,

_ [ DolglDglXil _spiixi01, 50 frys (1I-1)
vol(Diff)

Un terme proportionnel a ’aire de la variété est introduit afin de pouvoir contrdler le comportement in-

frarouge de la théorie, le parametre x associé est la constante cosmologique nue.

TRAITEMENT DE L’ANOMALIE CONFORME

Toute fonction de partition décrivant une théorie gravitationnelle possede naturellement une invariance
par reparamétrisation de la métrique. On se doit donc de fixer une jauge et de renormaliser la fonction de
partition par le volume du groupe d’invariance, en I’occurence le groupe des difféomorphismes vol(Diff).
Mais I’action Sy, est invariante conforme : elle posséde une symétrie supplémentaire correspondant a la
dilatation de la métrique et qui est donnée par la transformation de Weyl g®® — ¢?¢%°. Malheureusement,
les mesures Dy[X] et Dy[g] ne sont pas invariantes, et I’anomalie est proportionnelle & c); — 26. Dans le
cas des cordes critiques c); = 26, I’anomalie disparait et I’on peut se ramener a une métrique plate. Ce
n’est plus le cas pour une matiere de charge centrale quelconque, et il faut considérer le facteur conforme

comme un champ dynamique.

On choisit donc la jauge conforme g% = ¢2¢§ ou §%°(7) est une métrique fixée dépendant d’éventuels
parametres modulaires 7. On impose cette jauge grace a la méthode de Faddeev - Poppov, le Jacobien
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génere une action conforme pour les fantdmes b et ¢, de charge centrale ¢y, = —26,
1 _ _
Senlb, ¢; ] = P / %2/ §(bV ¢ + bVe) (II-2)
TJs

ol V, V désignent les dérivées covariantes associées a la métrique §*°. Avec ce choix de jauge, la mesure
sur la métrique se décompose formellement comme D, [g] = d7D,[$|D,y[b, cle=S>3]. Les anomalies des

mesures pour les champs de matiere et de fantdmes sont bien connues,
DeoglX] = € 851D [X],  Deoglb,c] = e 55D, [b, c], (I1-3)

ou Sy, désigne I’action de Liouville non-renormalisée,

1

Su(7) 8w

1
/ dzx\/ﬁ (ég“baaa(?ba + Ro + ﬁe”) ) (I1-4)
2

Regroupant tous ces termes, on trouve finalement, apres fixation de jauge, la fonction de partition suivante,

z- / 47D, (8] Dylb, €| Dyl Xi] exp — | Sur[ X, 6] + Sanlbs 5 4]

26 — cpr o o nab K 6o 2%
+ e /de g(g 8aqb8b¢+R¢+(2 CM—26>€ :

(I1-5)

MESURE DU CHAMP DE LIOUVILLE

Il reste un probléme majeur dans la fonction de partition II-5 : la mesure du champ de Liouville
qui dérive de la mesure D,[g] de la métrique n’est pas gaussienne [Fri82]. Ce probleme de mesure est
I’obstacle principal qui s’oppose a la quantification dans la jauge conforme. Il faut alors faire appel a
I’hypothese de David, Distler et Kawai [Dav88, DK89] qui consiste a supposer une mesure gaussienne

pour le champ ¢ tout en autorisant une action plus générale,
R 1 - a
Srlo; 9] = E/ \/Edzzv [g 20,0050 + QR + 47r,u62b¢], (I1-6)
by

associée au choix de jauge conforme g% = 2%, La forme de cette action de Liouville “renormalisée”
est obtenue en imposant la localité et les invariances sous difféomorphisme et transformation conforme.

Nous avons vu que cette derniere imposait ) = b + 1/b, la charge centrale valant c;, = 1 + 6Q>.

L’invariance sous la transformation de Weyl g% — €7 %, ¢ — ¢ — 2—b0 impose I’annulation de la charge
centrale totale,

cr, +cCy + Cgh = 0, (H-7)

qui détermine le parametre b en fonction de la charge centrale de matiere. Remarquons enfin que la con-
stante cosmologique renormalisée p s’annule pour une valeur critique x = k.. Celle-ci s’ interprete comme

une divergence de I’aire de la feuille d’univers, on obtient alors une théorie de champ libre pour ¢.
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RESTRICTION A 1 < ¢jy < 25

Lorsque la charge centrale de matiere est inférieure a un c;; < 1, les parametres () et b découlants de
la relation II-7 sont réels et la théorie est bien définie. Pour une charge centrale 1 < c¢j; < 25, on se trouve
dans le domaine de couplage fort de la théorie de Liouville, 0 < Q? < 4 et b est complexe. La fonc-
tion d’onde de 1’opérateur e2°® est alors normalisable, 1’opérateur est macroscopique. L’insertion de cet
opérateur dans I’action contribue a I’explosion de la feuille d’univers par le phénomene des bébés univers.
Notons aussi que la métrique associée g% = e2°?§% est complexe. Enfin, dans la domaine c;; > 25,
le parametre b et la charge () sont tous deux imaginaires. Il est possible de se ramener a des constantes
réelles par une rotation de Wick du champ de Liouville qui devient un champ fantdme. Une discussion
plus poussée sur les phénomenes associés a cy; > 1 peut étre trouvée dans la revue [GM93] et le cours
[Amb94].

PARAMETRES MODULAIRES ET VECTEURS DE KILLING

Puisque nous nous intéressons uniquement aux fonctions de partition sur des surfaces dont la carac-
téristique d’Euleur est positive, nous n’avons pas a intégrer sur d’éventuels parametres modulaires. On
pourrait toutefois s’intéresser a des genres plus élevés et les parametres modulaires se traitent de manicre
analogue au cas de la corde critique, c’est a dire en insérant des opérateurs de fantdmes b associés aux

déformations de la métrique.

En revanche, nos surfaces possedent des vecteurs de Killing, générateurs de symétries non prises en
compte par le choix de jauge. Plus précisément, la sphere en comporte six, et le disque trois. Le traitement
habituel de ces symétries consiste a fixer la position de N opérateurs de bulk et n opérateurs de bord pour
2N + n vecteurs de Killing réels. Dans le cadre des surfaces triangulées (chapitre IV), ces invariances

résiduelles seront fixées en introduisant des points marqués sur les surfaces.

1.2 Fonction de partition a aire fixé

Au lieu de la constante cosmologique x, on peut préférer travailler a aire fixée. Au niveau classique,
I’élément d’aire de la feuille d’univers correspond a dzx\/@ Dans la jauge conforme, le déterminant de
la métrique fait apparaitre 1’opérateur €2°¢. Cet opérateur étant de dimension conforme deux, 1’élément
e2*?d2x est invariant sous difféomorphismes et peut s’interpréter comme une mesure de I’aire quantique

de la variété. La fonction de partition 2 aire fixée va donc étre définie comme !

Z[A] = / D¢, X, b, cle”SM=5L=5m§ ( / P/ — A) (I1-8)
>

1. Pour définir cette fonction de partition correctement, il faut prendre en compte les modes zéros des fantdmes. Nous ne

rentrerons pas dans ce genre de détails ici mais la question est traitée dans [DKS89].
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en prenant 1 = 0 dans I’action de Liouville. La dépendance en ’aire peut €tre extraite en utilisant I’in-
variance U(1) ¢ — ¢ + (log A)/2b, et ’on obtient Z[A] = A* 3 Z[1] ol 4 est la susceptibilité de
corde,

B QX
Yor = 2= S (11-9)

La fonction de partition Z|u] est la transformée de Laplace de la fonction de partition a aire fixée,

Z[u) = / dAe M Z[A]. (I1-10)
0
On retrouve ainsi la dépendance Z[u] ~ p2~ %, et la limite critique 1 — 0 correspond bien a la divergence

de I’aire de la feuille d’univers A — oo.

DISQUE AVEC BORD DE LONGUEUR FIXEE

Pour définir une mesure de la longueur du bord, on cherche a intégrer un opérateur de bord de di-
mension 1 sur I’élément curviligne dzr. Deux opérateurs possédent cette dimension unité, By et B,
permettant de définir deux mesures de longueur d¢ = e*?dx et df = ¢/*¢dz. Chacun de ces opérateurs est
associé a un terme de bord de type FZZT dans I’action, avec pour constante cosmologique respectivement

ip et fip. La fonction de partition a longueur fixée obtenue a 1’aide d’une fonction 9,

) (é— / dxgl/‘*ew(m)) .0 (Z— / dx§1/4eb_1¢(”)> . (I-11)

Les fonctions de partition a longueur fixée ¢ et ¢ sont les transformées de Laplace par rapport aux con-
stantes cosmologiques respectivement u g et fip. On en déduit I’échelle des longueurs par rapport a I’aire,
0 ~ AY2 et 0 ~ AY2* Ainsi, I'opérateur B, mesure une longueur dans le sens habituel, tandis que
B )y correspond a une longueur fractale. Nous avons vu que ce type de comportement fractal apparaissait

lorsque le bord se touchait lui méme un grand nombre de fois.

1.3 Habillage des opérateurs

Classiquement, pour étre invariant sous les difféomorphismes de la variété 3., les opérateurs V;(M) dela
théorie matérielle doivent étre intégrés sur la surface fz d%\/gv}M). Au niveau quantique, et apres avoir

fixé la jauge, il faut habiller ces opérateurs par le champ de Liouville, et considérer
/ &Pz gV 20 (I1-12)
)

Le produit V;(M)em‘l5 doit avoir le poids conforme (1, 1), ce qui induit une relation entre la dimension
nue J; de 1’opérateur V;(M) et la dimension conforme A; de I’opérateur de vertex VOS,L.L) de la théorie de
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Liouville : 6;+A; = 2. Les relations entre les charges centrales d’une part, et les dimensions des opérateurs
d’autre part, sont désignées sous le terme relations de KPZ

cL+tey =26 §+A=2 (11-13)

OPERATEURS A POINT FIXE

On a vu précédemment qu’il était raisonnable de fixer la position de certains opérateurs lorsque la
feuille d’univers présente des vecteurs de Killing. Ainsi, sur la spheére on souhaitera fixer la position de
trois opérateurs, habituellement aux points 0, 1 et co. Cela peut se faire au prix de I’introduction de
deux opérateurs fantdmes c et ¢, de dimension conforme (1,0) et (0, 1), qui assurent I’invariance sous
difféomorphismes. Dans un langage plus mathématique, et en utilisant les coordonnées complexes (z, 2),

les opérateurs invariants sont les ¢-formes suivantes, de nombre de fantomes 2 — ¢,

Forme ‘ # Fantomes ‘ Opérateur
0 2 VO = ceV(z, 2)
1 1 V) = (dzé — dzc)V(z, 2)
2 0 V@ = d2dzV(z, 2)

ott V(z,2) = V(M2 est I’opérateur de matiere habillé par un opérateur de vertex de la théorie de

Liouville.

NOMBRE DE FANTOME

L’action Sy, définit une théorie conforme de charge centrale c,, = —26, et les champs b et ¢ sont des
opérateurs primaires de dimension conforme respectivement (2, 0) et (—1, 0) (et en inversant les chiralités,
(0,2) et (0, —1) pour respectivement b et ¢). La théorie posséde un courant U (1) pour chaque composante
chirale, définit par J(z) = — : b(2)c(2) : et J(2) = — : b(2)&(2) :. La charge associée est appelée nombre
de fantémes (ou d’anti-fantdmes pour J). Les opérateurs b et ¢ sont chargés sous cette symétrie, b ayant un
nombre de fantdmes —1 et ¢ +1, et de méme pour b et . Les corrélateurs doivent respecter cette symétrie,

ce qui impose une charge de fantome totale nulle.

GAZ DE COULOMB

Dans le cas du modele O(n) matriciel, on va supposer que I’action de la matiére est celle du gaz
de Coulomb II-28 (appendice A). A la différence des méthodes du réseau plat, cette hypotheése n’est
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pas nécessaire pour prendre la limite continue au sein du modele de matrice. Nous verrons qu’elle est

cependant trées commode pour interpréter les résultats matriciels.

La charge de background ey du gaz de Coulomb est reliée au parametre de Liouville b par la relation
de KPZ1I-13, ¢y = 1/b — b.? L’opérateur de vertex V, de dimension conforme § = 2e(e — e;) est habillé

par le champ de Liouville avec une charge «(e) donnée par
S+A=2(e—e)+20(Q—a)=2 = ax(e)=+e+ b (1I-14)

Cette relation étant quadratique, il existe deux solutions distinctes, donc deux habillages possibles pour les
opérateurs de vertex, e>*+()?_ Pour obtenir les opérateurs physiques, il faut imposer la borne de Seiberg
a < /2 qui se traduit par le choix a(e) = a4 (e) sie < ey/2 et a(e) = a_(e) sinon. Toutefois, en ce qui

concerne les opérateurs de bord, cette borne n’est pas toujours vérifiée.

On normalise généralement les opérateurs de vertex suivant
Vg) _ 17 (izpbil) p2i(e0/2=P)X+2a(P) (I1-15)
7T

avec a(P) = Q/2 — Psi P > 0 et a(P) = Q/2 + P sinon>. La borne de Seiberg impose que les
opérateurs physiques soient droits (right moving, P > 0) pour les opérateurs V() et gauches (left moving,
P < 0) pour V(). La constante de normalisation, appelée leg factor, est généralement nécessaire lorsque
I’on compare avec les résultats matriciels. Elle aura aussi I’énorme avantage de simplifier les relations
du ground ring de la section suivante. Enfin, dans la limite c;; — 1, le facteur v permet d’absorber les
divergences des corrélateurs [AIO5]. Suivant la méme idée, on renormalise la constante cosmologique

A = pimy(b?), ainsi que la constante cosmologique duale A = 7jiy(1/62) = AY/%*,

Les opérateurs de bord ont la normalisation
1 :
By = —T (£2Pb*1) ¢llco/2=P)X+a(P)o (II-16)
s

ils peuvent €tre soit intégrés sur le bord de la feuille d’univers, soit fixés et I’on doit le multiplier par un

champ de fantome sur le bord,

Bp:/ Bp(z)dx, ou Bp(z)=c(x)Bp(z). (I1-17)
%

()

Comme pour le bulk, les opérateurs B, ’ sont droits et B!’

sont gauches. On peut aussi renormaliser les
constantes cosmologiques de bord, ainsi on pose A = 7 /T'(1 — b2), ce qui donne Az = v/A cosh 7bs,

et de méme pour la constante cosmologique duale iz — A.

2. En vérité cette condition ne détermine ey qu’a un signe pres, signe qui peut étre réabsorbé dans une redéfinition du champ

X
3. Avec la convention de la théorie de Liouville & = @) /2+iP, larelation de KPZ avec une charge réelle pour 1’opérateur de

matiere impose une impulsion de Liouville purement imaginaire. C’est pourquoi il est préférable ici de changer de convention.
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FACTORISATION DES CORRELATEURS

Supposons que la variété ait un espace modulaire de dimension nulle pour . Nous avons montré que
I’action de la gravité était la somme des actions de matiere, de Liouville et de fantdmes. Cela implique
la factorisation de la fonction de partition en ces trois composantes. De plus, les opérateurs gravitation-
nels sont construits comme produits de ces trois secteurs, et la propriété de factorisation se transmet aux

corrélateurs. Ainsi, par exemple pour la fonction a trois points,

(V1(0Va(1)Vs(00)) = (V1(0)V2(1)Vs(00)) , > (V1(0)V2(1)Va(00)) X (cc(0)ec(T)ec(00)) (II-18)

ghost *

A cause des intégrations sur les coordonnées des opérateurs, cette factorisation n’est en général plus visi-
ble. On peut toutefois remarquer que les seuls parametres des fonctions de corrélation sont les constantes
cosmologiques, et que seul le corrélateur de la théorie de Liouville en dépend. Lorsque la dépendance
en coordonnées et en constantes cosmologiques de ce corrélateur se factorisent, il est possible de réaliser
séparément 1’intégration sur les coordonnées. Ainsi, le corrélateur gravitationnel est donné par celui de
Liouville a une constante pres. Cette constante nous importe peu pour la comparaison avec les modeles de
matrice, aussi nous nous contenterons d’identifier les corrélateurs ayant la méme dépendance en constantes

cosmologiques, et nous utiliserons le symbole o< pour cette identification,
Vi Vadapg & (Valz1, 22) -+ Vil 7)) (I1-19)

Remarquons aussi que la notion de dimension des corrélateurs définie pour la théorie de Liouville (chapitre

I section 1.1) s’étend naturellement aux corrélateurs gravitationnels.

2 Ground ring

Bien que le calcul des corrélateurs de la gravité se réduise a I’évaluation de fonctions de corrélations
pour les théories de matiere, de Liouville, et de fantdmes, la gravité quantique posseéde une symétrie plus
grande que ses trois composantes prises séparément. Cette symétrie se traduit par un ensemble d’opéra-
teurs qui obéissent a une relation de multiplication commutative et associative, ce qui leur donne une
structure d’anneau, le ground ring. Ces opérateurs furent découverts par E. Witten dans la théorie du bo-
son libre ¢); = 1 compactifé au rayon autodual SU(2) [Wit92], puis rapidement étendus au cas du boson
libre général, compactifié ou non [WZ92]. Dans [KMS92], D. Kutasov, E. Martinec et N. Seiberg général-
iserent encore ces résultats aux théories couplées a une matiere c); < 1. Nous verrons dans la seconde
partie de cette these que ces relations sont fondamentales pour I’obtention de la théorie des cordes a deux

dimensions.

Nous ne développerons pas ici le lien avec les algebres W, et I'intégrabilité, ni la relation avec I’espace
des phases des fermions libres du modele de matrice [WZ92]. Nous adopterons uniquement un point
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de vue pratique, et montrerons comment obtenir un certain nombre d’équations reliant les opérateurs a
travers un exemple simple. C’est pourquoi nous n’introduirons pas tous les opérateurs de I’anneau, mais
considererons uniquement les opérateurs a, et a_ qui le génerent. Enfin, nous nous plagons ici sur la
sphere, et étudions des opérateurs de bulk, mais une étude similaire est possible sur le disque avec des
opérateurs de bord [Kos04b, Kos0O4a].

2.1 Opérateurs de Ground Ring

Les opérateurs a4 générant le ground ring sont obtenus a partir des opérateurs dégénérés, de charge
a = —b*!/2, de la théorie de Liouville,

ay = — |be — b(Op — i0X)|? e 0 O+,

. (I1-20)
a- =—|bc— b7 (9¢ + i@X)‘Q e~b(@—iX),

Les opérateurs VI(J ) forment un module sur I’anneau généré par a, le produit d’opérateurs étant donné

par
+ + - —
WV =V a) =D, .
V(*) _ _Av(*) V(+) _ _Av(+)
a+Vp P+b—1) a—Vp P—b-
En présence d’un opérateur intégré, il faut aussi tenir compte des termes de contact,
a vy /E PV = Ve a V) /Z Pa GV =V, (11-22)

Ces relations sont vraies a un commutateur avec la charge BRST pres, elles sont obtenues en considérant
d’abord le champ libre A = 0 puis en tenant compte perturbativement des corrections. Les opérateurs a..
satisfont 1’importante propriété de posséder des dérivées da. et da BRST exactes. Cette propriété nous
permet de déplacer a loisir le point d’insertion des opérateurs sur la feuille d’univers afin d’utiliser leurs

relations de fusion.

2.2 Exemple : fonction a trois points de bulk

En guise d’exemple, regardons le cas le plus simple : la fonction a trois points. Ces trois points sont
supposés fixés aux coordonnées habituelles 0, 1, oo et aucun terme de contact n’apparait suite a des opéra-
teurs intégrés. Supposons que I’impulsion des opérateurs satisfassent P; o > 0 et P3 < 0 quittes a utiliser

les amplitudes de réflexion V1(3+) = S;F_VI(;) et VJ(;_) = SIZ+V(+), et étudions

Crr(Pr, Po|Py) = <V§{ RO )(1)V](3?(oo)> . (11-23)
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Considérons le corrélateur auxiliaire
Cyi (P BaIPy) = (VD (0)a ()0 ()W}, () ) (11-24)

et faisons tendre z vers les points d’insertion des opérateurs de vertex. En utilisant les produits II-21, il est

facile de dériver les relations suivantes,
AC++,(P1, P2 - b‘Pg) = AC++,(P1 - b, PQ‘PJ) - CJFJF,(Pl, PQ‘PJ - b) (II-25)

Ce résultat se généralise a un plus grand nombre d’opérateurs de bulk en prenant en compte les termes de
contact (I[-22). Sur le disque, les relations obtenues avec le boundary ground ring font aussi intervenir les
constantes cosmologiques de bord [Kos04b, KosO4a].

3 Comparaison avec les modeles de matrices

Il est bien connu que dans la limite continue, les modeles statistiques sur réseau au point citique sont
décrits par une théorie conforme. Lorsque le modele est placé sur un réseau aléatoire, les fluctuations du
réseau génerent dans la limite continue un couplage entre la théorie conforme et la gravité. Ce couplage
impose notamment d’intégrer les opérateurs sur la surface, et I’information sur les corrélateurs se trouve
diluée dans le corrélateur gravitationnel. Toutefois, ce n’est pas le cas du spectre de la théorie, et grace aux
relations de KPZ II-13, les informations sur la charge centrale et la dimension des opérateurs peuvent étre

retrouvées. C’est ce que nous nous proposons de faire ici pour le gaz de Coulomb.

3.1 Charge centrale

La charge centrale de la matiere ¢y, est reliée a la charge de background de la théorie de Liouville.
Cependant, on préfere plutdt utiliser I’exposant de corde 75, = 2 — (/b obtenu en étudiant la dépendance

de la fonction de partition en la constante cosmologique (i,

,.YQ
ey =1—6—"3"— (11-26)
1 - 'Ystr

Pour les modeles minimaux unitaires (h,h +1),c=1—6/(h(h+ 1)) ety = 1/(h + 1).

3.2 Dimensions conformes

Pour déterminer la dimension des opérateurs de matiere, il suffit de connaitre la dimension des cor-
rélateurs. Rappelons que celle-ci est définie en utilisant la covariance par translation du champ de Liou-
ville I-27, et que deux corrélateurs reli€s par le symbole x posseédent la méme dépendance en constantes
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cosmologiques, par conséquent la méme dimension. Les constantes cosmologiques ont pour dimension
(1] = 2, [up] = 1 et [p] = 1/b2, et les fonctions de partition sur la sphere et sur le disque respectivement
[Z] =4 - 2fystr et [Zdisc] =2 Vstr+

La théorie de matiere étant donnée par un gaz de Coulomb, nous utiliserons la notation de la table de
Kac II-35 pour la dimension des opérateurs. Les opérateurs dégénérés correspondent a des indices (, )
entiers, mais nous rencontrerons aussi des opérateurs quelconque d’indices réels. L’ opérateur de bulk Vr(éw)
aura donc la dimension ¢, ; = 2h, ,, et ’opérateur de bord Bﬁi\f) la dimension ¢, ; = h, ;. La relation de
KPZ II-13 donne la valeur de la charge de I’opérateur de Liouville auquel 1’opérateur matériel est couplé,

Q Q r  sb

rs:__Prsa rs:__PT87 PTS:___' 11-27
oa=L 1Pl =2 IRl P, 27

La connaissance de la charge des opérateurs d’habillage permet d’obtenir directement la dimension de

I’opérateur nu.

DIMENSION DES CORRELATEURS

Par la suite, nous aurons fréquemment besoin d’identifier les opérateurs insérés dans une fonction de
corrélation a deux points de gravité. Pour un corrélateur de bulk proportionnel au corrélateur de Liouville
<V(§L)VQ(L)> de dimension d,,, I'impulsion des opérateurs de vertex est | P| = d,b/4, utilisant la relation

II-27, on en déduit la dimension de I’opérateur nu.

Le raisonnement est identique sur le bord : le corrélateur de disque <BéL)BéL)> de dimension dg
possede une impulsion | P| = dzb/2 qui via II-27 donne la dimension recherchée. Notons que cette relation
ne dépend pas de la dimension des constantes cosmologiques associées aux deux bords.

DIMENSION DES PARAMETRES

On peut aussi vouloir identifier 1I’opérateur qui se couple a un parametre de dimension donnée. Pour
cela, on suppose que le terme /\Vr(,éw)V}(,f) est invariant, ce qui implique la dimension [A\] = 2. /b pour
le couplage. De méme, pour un opérateur de bord [A\] = 5, s/b. Remarquons que 1’on retrouve de cette

maniere la dimension des constantes cosmologiques p, g et [ip.

Conclusion

L’identification des corrélateurs matriciels et gravitationnels a une constante pres peu paraitre frus-

trante. En réalité, il est possible dans certains cas de faire mieux, a condition de prendre en compte les leg
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factors et les termes de contact qui proviennent des ambiguités dans la prescription du produit d’opéra-
teurs au méme point [MSS91]. C’est ce qui est fait pour le modele a une matrice dans [BZ09, BR10], et
la transformation entre les couplages de la hiérarchie KdV et les constantes de couplages associées aux
opérateurs de la théorie de Liouville a pu étre conjecturée, et vérifiée aux premiers ordres. Cependant,
nous verrons que dans le cas du modele O(n) matriciel, I’identification des opérateurs est plus simple que
pour le modele a une matrice. Cela s’explique par la limite continue qui, dans le cas du modéle O(n), ne

fait intervenir que les deux premiers régimes critiques.

Nous avons vu ici comment coupler une théorie conforme a la gravité. Malheureusement, ce n’est pas
suffisant pour expliquer complétement les résultats obtenus dans le cadre du modele O(n) matriciel. En
effet, nous verrons qu’il est possible de calculer dans la limite continue certains corrélateurs matriciels qui
ne correspondent plus a une théorie conforme. Cette théorie quantique des champs peut cependant étre
obtenue comme une perturbation de la théorie conforme décrivant le point critique. Peu de résultats sont
connus pour ce type de couplage, en particulier la propriété de factorisation des corrélateurs n’est plus
valide.

Remarquons enfin qu’une pléthore de résultats ont été obtenus pour une matiere décrite par un modele
minimal (Minimal Liouville Gravity). Ces résultats englobent les constantes de structures de bulk [Zam05]
et de bord [FPS09], les conditions de bords [Hos08], et de maniere plus générale la théorie des cordes min-
imales [SS05, MMSSO04]. Pour certaines valeurs de n, le modele O(n) est décrit par un modeéle minimal,

et ces résultats peuvent donner une certaine intuition sur le comportement de la théorie a n quelconque.

Annexe A Gaz de Coulomb

La théorie conforme du gaz de Coulomb a été développée principalement par V1. S. Dotsenko et V. A.
Fateev dans une série de deux articles [DF84, DF85]. Selon la conjecture de B. Nienhuis que nous verrons
plus en détail au chapitre VI, le modele O(n) peut étre décrit par une théorie de type gaz de Coulomb sur

réseau. La théorie conforme présentée ici décrit donc la limite continue de notre modele.

ACTION POUR LE GAZ DE COULOMB

Le gaz de Coulomb peut étre obtenu a partir du boson libre non compact en ajoutant un terme de

courbure a I’action gaussienne,
1 R
SelX] = 4—/ \/§d2x [g“bOQXObX + z'eORX]. (II-28)
T Js

Le tenseur §°° désigne ici la métrique de la variété ¥ (§ = det §?) et R est le scalaire de courbure (ou
de Ricci) associé. De part la symétrie conforme, la théorie ne dépend que de la topologie de >, et I'on
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se concentre sur la sphere. Il est commode de voir cette sphere comme un plan projectif complexe et de
concentrer la courbure au pole nord qui se projette sur I’infini complexe. On fait ainsi disparaitre le terme

de courbure de I’action qui devient simplement

SelX] = 4i /Z d*z [20X0X]. (I1-29)

7

Le champ bosonique X (z, Z) est donc paramétrisé par le plan complexe, et obéit a la condition de courbure
a I’infini
X(z,2) ~ —ieglog (22) + O(1) pour |z| — oo. (I1-30)

Cette charge a I’infini est appelée charge de fond, ou de background.

TENSEUR ENERGIE-IMPULSION

Le tenseur énergie-impulsion s’obtient 2 partir de I’action précédente *,
T(Z) = —-0X0X + i€082X, T(Z) — —5X5X + i€052X’ (II-31)

et les composantes transverses sont nulles (7%, = 75, = 0). Les modes du tenseur satisfont une algebre de
Virasoro dont la charge centrale dépend de la charge de background,

e =1—6¢p. (11-32)

OPERATEURS DE VERTEX

Comme pour le boson ¢ = 1, les opérateurs de vertex V, = e%X

sont primaires, leur poids conforme
dépend de la charge e,

8¢ = he +he, he=he=e(e—e). (I1-33)

Les opérateurs V, et V,,_. possedent donc la méme dimension conforme. Il en résulte différentes manieres

équivalentes d’évaluer les corrélateurs, suivant le choix de 1’opérateur de dimension 0.

OPERATEURS DEGENERES

Certains opérateurs primaires sont en correspondance avec des représentations de dimension finie
de I’algebre de Virasoro, ils sont dit dégénérés. Ces opérateurs possedent un développement en pro-

duit d’opérateurs tronqué, et ob€issent a une certaine équation différentielle [BPZ84]. Leur dimension est

4. Dans tout ce chapitre, les produits d’opérateurs sont supposés ordonnés
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donnée par la table de Kac,
(res +se_)? = (es +c )’
4 7

avec 2e+ = eg £ /€3 + 2. Il est parfois utile de paramétriser la charge de background par ey = 1/b — b.

By = (r,s) € Z%2, (11-34)

On trouve alors ey = +bT! et

A EAY
By = (r/b — sb) . (1/6 —b) . (I1.35)

Les charges correspondantes sont simplement e, = — ((1 —7)e; + (1 — s)e_), et les opérateurs seront

DO | —

notés V. ;.

CONDITION DE NEUTRALITE

Le terme de courbure induit une anomalie pour la symétrie U(1) du boson libre : sous la translation
X — X + p, la variation de I’action s’écrit
0Sq = p@/ \/Ede R = piegy, (I1-36)
41 b
ou Y = 2 — 2h est la caractéristique d’Euler de la variété >.. Cette symétrie implique la nullité des

corrélateurs, a moins qu’ils ne satisfassent la condition de neutralité
Y ei=e (I1-37)
i

Il est cependant possible de contourner cette condition en introduisant les opérateurs d’écran. Ceux-ci sont
construits 2 partir des opérateurs de vertex V.. de charge e, >
dz
Q: = f{ - Ve(z). (1I-38)
o2
Ces opérateurs sont de dimension nulle, ils n’affectent donc pas le comportement conforme du corrélateur.

L’introduction de m charge (), et n charges ()

(Vey -V, QmQ") (11-39)
permet de généraliser la condition de neutralité
> i+ mes +ne_ = eq. (11-40)

(2
Cette condition est satisfaite par les corrélateurs de tous les opérateurs dégénérés. Enfin, il est possible de
remplacer 1’opérateur V, par I’opérateur de méme dimension V,,_. pourvu que la condition de neutralité

reste satisfaite, ce qui est le cas pour un opérateur dégénéré.

5. Le choix du contour C' n’est pas univoque, chaque choix possible reflete une solution des équations différentielles
obtenues en utilisant les opérateurs dégénérés. Le corrélateur physique est construit en associant ces solutions de maniere a
annuler certaines monodromies. Comme nous ne chercherons pas a évaluer ces corrélateurs, nous n’aurons pas besoin de ces
détails ici.
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CHAPITRE II. GRAVITE QUANTIQUE BIDIMENSIONNELLE
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Introduction

Le modele O(n) fut introduit par H. Stanley en 1968 dans [Sta68]. Son idée était de considérer un
hamiltonien général dépendant d’un parametre n, se réduisant pour des valeurs spécifiques de n aux mod-
eles d’Ising (n = 1), planaire XY (n = 2), de Heisenberg (n = 3) et sphérique (n = o). A "aide d’un
développement a haute température, il parvint a calculer perturbativement les premiers ordres de la chaleur
spécifique et de la susceptibilité. Il en déduisit alors une valeur approchée de la température critique et des
exposants «, 7y et v. Ses résultats suggérerent une dépendance continue de ces quantités dans le parametre
n. C’est justement dans la possibilité d’une continuation analytique pour le parametre n que réside I’in-
térét majeur du modele O(n). On découvrit plus tard que ce modele pouvait se reformuler comme un gaz

de boucles ou la continuation analytique est naturelle [DMNS81].

Dans notre étude du modele O(n), nous nous restreindrons a des réseaux bidimensionnels, ainsi qu’a
Iintervalle —2 < n < 2 pour lequel les propriétés critiques sont les plus intéressantes. Pour n fixé, on
peut déterminer deux valeurs critiques de la température. En ces points, le modele O(n) est décrit dans la
limite continue par une théorie conforme de type gaz de Coulomb. Pour les valeurs n = 2 cos 7 /h avec h
entier, cette théorie conforme s’identifie a un modele minimal de la série unitaire. Le modele O(n) propose
donc une description régularisée sur réseau d’un ensemble continu de théories conformes, en général non

rationnelles, qui interpole entre les modeles minimaux unitaires.

Notre travail porte sur I’anisotropie de bord du modéle O(n). Toutefois, il est nécessaire de présenter
en premier lieu le comportement critique du modele dans le bulk, ainsi que les phénomenes critiques de
bord dans le cas isotrope. En regle générale, I’argument initial provient d’une analyse en champ moyen et
les résultats principaux sont ensuite dérivés par la méthode de la matrice de transfert, en utilisant 1’intégra-
bilité. D’autres arguments sont obtenus grace a I’analogie avec le gaz de Coulomb, ou a des simulations

numériques.

D’autres modeles statistiques sur réseau sont en relation plus ou moins directe avec le modele O(n), en
particulier les modeles SOS, RSOS, ¢—Potts. Le modele SOS (Solid On Solid) est un modele de hauteurs
entieres h(r) € Z, les hauteurs des sites voisins < 7’ > devant différer d’une valeur unité, |h(r)—h(r')| =
1. On peut voir les modeles RSOS (Restricted Solid On Solid) comme un raffinement du modele SOS ou
les hauteurs sont restreintes a un intervalle entier () € [0, p]. Ces modeles correspondent a la série A des
modeles ADE présentés au chapitre V. Enfin, le modele g—Potts [Pot52] est une généralisation du modele

d’TIsing ou les spins S(r) peuvent prendre non pas deux mais ¢ valeurs (ou couleurs) distinctes,

Heows = —J Y 8(S(r), S(r")). (I11-1)

<rr’>
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1 Modele O(n) dans le bulk

1.1 Définition du modele

Soit S, (r) le spin classique a n composantes a = 1 - - - n associé au site  d’un réseau I'. Les spins S, (r)
prennent leurs valeurs sur la sphere d’un espace de dimension n, et sont normalisés selon tr S, ()5, (1) =

dap0r. La trace est ici a prendre au sens de la physique stastique comme somme sur les degrés de liberté

du systeme / H dS,(r). Le réseau I est supposé hexagonal, bien que certaines études utilisant la matrice
a

de transfert soie7nt plus naturelles sur un réseau carré tilté ([JSO8a, JSO8b, DJS09a, DJS10, DJS09b]). En
réalité, pour les propriétés universelles qui nous intéressent, le type de réseau considéré n’est pas un facteur

déterminant.

FONCTION DE PARTITION

L’hamiltonien consiste en une interaction entre plus proches voisins de constante de couplage J,

H=—J > Y Sur)Sur), 2 =twe™ (I11-2)

<rr'>el' a
et I’on supposera le couplage ferromagnétique J > 0. Il est parfois difficile de travailler avec la fonction

de partition associée, aussi préferera-t-on la fonction de partition “géométrique”,

Z(T) =t [] (1 + % > Sa(r)Sa(r’)> : (I11-3)
(rr’) a=1

ou T sera appelée température. Pour le modele d’Ising (n = 1), on montre 1’équivalence des deux
fonctions de partition par un développement haute température, et la température est reliée aux parametres
BetJparT = coth 5J. Cette équivalence se démontre de la méme maniere pour le modele de Potts. Dans
le cas du modele O(n), nous supposerons simplement que les deux fonctions de partition appartiennent
a la méme classe d’universalité. Toutefois, quelques différences subtiles surviendront dans 1’étude des
phénomenes critiques de bord, mais nous aurons 1I’occasion d’insister sur ce point un peu plus loin. Ces
fonctions de partition sont invariantes sous la symétrie de rotation des composantes du spin, de groupe

O(n), d’ou le nom du modele.

GAZ DE BOUCLE

La fonction de partition sur le réseau hexagonal I11-3 peut se récrire comme un gaz de boucles ((DMNS81]). !

1. Les boucles considérées ici ne sont pas orientées. Il est cependant possible de les orienter, ce qui est utile lorsque 1’on
s’intéresse a la description par le gaz de Coulomb.
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Pour se faire, on utilise a nouveau un développement a haute température. Dans le produit sur les liens de
Zr, pour chaque terme < 77’ > on peut prendre soit le coefficient 1 soit le produit scalaire des spins avec
un poids 7', On représente graphiquement ce dernier choix par un lien enre les deux vertex 7 et . Pour
que la trace soit non-nulle, il faut un nombre pair de liens par site 7. Ces liens forment des configurations
de boucles auto- et mutuellement évitantes qui correspondent a des chemins fermés constitués de spins

identiques. Le poids d’une boucle passant par m vertex est donné par

r Z / H H dSa(i) Sal (1)Sa1 (2)‘9112 (2)Sa2 (3) e Sam (m)sam (1) =T""n. (I11-4)
a; i=1 a=1

Ainsi, chaque boucle possede un poids égal au nombre de composantes de spins qui peuvent la réaliser et

la température se couple a la longueur moyenne totale des boucles,

Zr (T) _ Z T—(longueur)n#(boucles) ) (HI—S)

boucles
Cette formulation a I’avantage de rendre explicite la continuation analytique du parametre n a toute valeur
réelle. On peut remarquer que le modele d’hexagones durs résolu par R.J. Baxter [Bax80] se retrouve dans
la limite n — oo, T' — oo, nT~% = cste ou seules les boucles avec un minimum de liens (6) contribuent

a la fonction de partition.

1.2 Comportement critique

Le comportement critique du modele O(n) en deux dimensions et pour |n| < 2 a été étudié pour la
premiere fois dans [Nie82]. Dans cette lettre, B. Nienhuis conjecture I’expression de la température au
point critique 7..(n) ainsi que la valeur des exposants critiques v et 6 en utilisant le modele a six vertex
et un argument de gaz de Coulomb 2. Les exposants critiques furent ensuite identifiés aux dimensions des

opérateurs dans la théorie conforme du gaz de Coulomb par V. Dotsenko et V. Fateev [DF84].

INTEGRABILITE

Un peu plus tard, d’énormes progres ont €té réalisés dans la compréhension du comportement critique
du modele O(n) grace a I'intégrabilité. Le modele peut en effet étre résolu exactement pour deux valeurs
de la température 7' (n) en utilisant ’ansatz de Bethe pour diagonaliser la matrice de transfert [Bax86].
La température 7', correspond a la température critique 7, conjecturée par B. Nienhuis. En étudiant le
modele sur un cylindre de circonférence finie [BB88], on peut obtenir, a partir des valeurs propres de la
matrice de transfert, la charge centrale de la théorie conforme décrivant la limite continue, ainsi que les

exposants critiques caractérisant la transition.

2. De plus amples détails sur cette méthode peuvent étre trouvés dans les articles de revue [Nie84, Nie83]
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FIGURE III.1 — Diagramme de phase du modele O(n) dans le bulk.

En dehors des points intégrables, la matrice de transfert peut étre diagonalisée par des méthodes
numériques [BN89b]. On obtient ainsi certaines informations sur les flows du groupe de renormalisa-
tion qui viennent étayer la conjecture identifiant les points intégrables a des points critiques. Remarquons
enfin que si nombre de ces résultats ont été obtenus sur le réseau hexagonal, le comportement critique et

les exposants associés sont universels comme le montrent les études réalisées sur le réseau carré [BN89a].

DIAGRAMME DE PHASE

Résumons les divers résultats obtenus sur le comportement critique du modele O(n). Tout d’abord,
pour |n| > 2, il ne semble pas y avoir de transition de phase. Nous nous plagons donc dans I’intervalle
—2 < n < 2. Les deux points intégrables discutés plus haut correspondent aux valeurs suivantes de la

température,
T. =1\/2E£V2—n. (III-6)

Le point de Nienhuis 7" = 7', sépare une phase a haute température qui est désordonnée, d’une phase de
basse température. Cette seconde phase a la particularité de posséder une fonction de corrélation spin-spin
ayant une décroissance algébrique avec la distance. Ce phénomene est déja observé pour le modele XY,

mais en differe ici puisque les exposants critiques associés ne dépendent pas de la température.

Rappelons que la température se couple au nombre de vertex libres de liens 7' (longueu) — 7No=Ne
(avec N, le nombre total de liens et N, le nombre de liens vides)?. Une phase de basse température
correspond a une abondance de vertex reliés. Dans le langage du gaz de boucles, une telle phase est appelée
phase dense (Densely Packed Loops ou DPL). Le point critique 1. = T’y correspond a une transition du
second ordre désignée sous le terme de phase diluée. La phase de haute température renormalise vers un
point fixe gaussien 7' — oo qui correspond a une théorie vide de boucles. La phase dense renormalise
vers le point fixe 7", et I’on montre que les exposants thermiques correspondent a des perturbations non-
pertinentes (irrelevant) a proximité du point fixe 7" et pertinentes (relevant) pres du point critique 77, . Ce

comportement est résumé dans le diagramme de phases de la figure II1.1.

3. Le préfacteur constant 7~ V= est indépendant de la configuration de boucles et peut donc étre écarté de la fonction de
partition.
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EXPOSANTS CRITIQUES

Les exposants critiques ne dépendent que de n et I’on utilisera le parametre g définit par n = —2 cos 7g.
Les phases denses et diluées correspondent a des branches différentes de cette paramétrisation : 1 < g < 2
dans la phase diluée, et 0 < g < 1 dans la phase dense. Pour I’étude des phénomenes de bords, il est plus
commode de poser n = 2cos7f avec 0 < § < 1. On a alors g = 1 + 6 pour la phase diluée,etg =1 — 0

dans la phase dense.

Les phases denses et diluées sont décrites dans la limite continue par une théorie conforme de charge

centrale

(=1 _, . °
g 1+6

Les exposants thermiques yr = 1/v et magnétiques yy = 2 —1/2 sont reliés a la dimension conforme des

Ci:1—6

(I11-7)

opérateurs par y = 2 — d. L’exposant thermique correspond a un couplage avec 1’opérateur de dimension
01 3 dans la phase diluée, et 05, dans la phase dense. L’ opérateur magnétique a quant a lui une dimension
4] 141 1,1 avec un signe + dans la phase diluée. Notons que dans la phase dense, I’exposant 7 change

de signe pour n = 1, il est négatif pour n < 1 ce qui correspond a une fonction de corrélation spin-spin

croissante avec la distance.

A TEMPERATURE NULLE

Sur le réseau hexagonal, le nombre de liens traversés par une boucle est pair, par conséquent la fonction
de partition est symétrique par rapport a la température Zr(—71") = Zp(T'). Ainsi, le point 7" = 0 ne peut
pas étre attiré vers le point critique dense 7' = T". La seule possibilité est qu’il s’agisse d’un point fixe
instable. En ce point, les seules configurations qui contribuent a la fonction de partition correspondent a
des boucles qui recouvrent entierement le réseau, tous les vertex sont occupés mais seul un tiers des liens
le sont. On parle de boucles entierement compactées ou Fully Packed Loops (FPL). La charge centrale et
la dimension des opérateurs thermique et magnétique (g = 1 —6, 0 < g < 1) s’obtiennent par la technique
de la matrice de transfert [BN94, BSY94],

1 — 2 92
CFPL:Cdense+1:2_6Q:2—6—,

g 1—4

1 1—20

=1- == I11-8
- 29 2(1—0) (-5)
39 3-30
Z/T—2——2 .

LE MODELE D’ISING

Il est naturel de se demander comment le diagramme de phase se traduit pour le modele d’Ising.
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FIGURE III.2 — Diagramme des phases selon les couplages de bulk et de bord

Pour cela, rappelons la relation entre les parametres de la fonction de partition “Hamiltonienne” ZﬁH) et
la fonction de partition géométrique : T = coth S.J. Ainsi, pour les paramétres physiques 5.J € R,
la température est restreinte a I’intervalle 7' € [1, 0o[, et le domaine 7' < 1 correspond a un couplage
[£J imaginaire. Si les phases de haute température 7' — oo et 5J — 0 correspondent, la phase dense
T = T_ = 1 décrit le modele de température nulle 5.J — oco. C’est donc la phase diluée 7, = /3 qui
décrit la transition ordre - désordre caractérisée par la charge centrale ¢ = 1/2. Rappelons que le modele
d’Ising est auto-dual : le modele a haute température est équivalent au modele a basse température sur le

réseau dual. Ainsi, la phase dense possede la méme charge centrale que la phase 1" — 00, Cgense = 0.

2 Le modele O(n) sur le bord

La nécessité de comprendre les théories conformes sur des variétés avec bords est venue de 1’étude
des phénomenes critiques de surface [Car84]. L’influence des conditions de bords sur le comportement
critique des modeles magnétiques a été longtemps étudiée, et I’on en trouvera une révue détaillée dans
[Bin&3], et une présentation plus concise dans [Die82]. Dans cette partie, nous raisonnerons tout d’abord
sur un systeme magnétique général, de type modele d’Ising, avec une fonction de partition usuelle ZﬁH).

Nous verrons ensuite comment le comportement critique décrit peut s’appliquer au modele O(n).

2.1 Phénomenes critiques de surface

Considerons un systeme magnétique de géométrie semi-infinie ayant un couplage J dans le bulk. Pres
de la surface, on introduit un terme de bord qui modifie le couplage en J;. En regle général, on obtient
le diagramme de phase de la figure II1.2. Quel que soit le comportement du bord, le bulk s’ordonne a la
température inverse § = [3.. Mais le comportement de la surface est plus complexe. Lorsque J,/J est
faible, la surface s’ordonne a la méme température que le bulk, la transition est dite Ordinaire (Ord). En
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FIGURE III.3 — Aimantation en fonction de la distance au bord.

revanche, si J;/J est grand, la surface s’ordonne & une température plus grande que celle du bulk. Ainsi, on
obtient une transition de Surface (S) avec une surface qui s’ordonne tandis que le bulk reste désordonné,
suivit d’une transition Extraordinaire (Ext) pendant laquelle le bulk s’ordonne alors que la surface est
déja ordonnée. Le point Spécial (Sp) sépare les différentes transitions.

ETUDE EN CHAMP MOYEN

Pour comprendre ces transitions de surface, on peut utiliser I’approche du champ moyen. Bien que
cette approche ne soit pas valable en dimension d inférieure a quatre, elle permet néanmoins de saisir le
comportement général du modele. Le parametre d’ordre que 1’on considere est I’aimantation moyennée
sur les coordonnées tangentes a la surface M (y), elle dépend donc uniquement de la coordonnée normale
restante y. Le terme de surface de 1’action de champ moyen implique les conditions de bord générales

suivantes [Bin83],
M a JS
oM=—, —=1-2d-1)|—=-1 11-9
ou a est la maille du réseau et A\ la distance a laquelle I’aimantation disparait. On a tracé sur la figure
II1.3 le comportement de champ moyen du parametre d’ordre en fonction de la distance pour les diverses
phases qui nous préocuppent. Le comportement critique de la surface provient de la compétition entre la

longueur ) et la longueur de corrélation du bulk.

Dans le cas d’une transition Ord, on passe d’un état désordonné M = 0 a une aimantation donnée
par la courbe noire. La distance A\ est faible devant la longueur de corrélation du bulk qui diverge pour
T — T.. Ainsi, dans la limite continue, cette distance \ tend vers zéro (a/A > 1) et I’on va imposer au
champ des conditions de type Dirichlet M/ = 0 sur le bord. Lors de la transition spéciale, on part du méme
état désordonné pour arriver a un état d’aimantation correspondant a la courbe bleue. On constate alors
que A diverge, il faut négliger M/ et imposer des conditions de bord de type Neumann 0,/ = 0. Les
résultats du développement en d = 4 — e menent a penser que le point fixe Sp est instable sous perturbation
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thermique.

Pour une transition de surface, on va d’un état désordonné vers I’état correspondant a la courbe verte.
L’aimantation du bulk est nulle, M, = 0, et sur le bord M (0) o (T — Téc))o‘1 ou 7, éc) est la température a
laquelle a lieu la transition. L’exposant «; est positif, et I’aimantation s’annule a la température critique,
M (0) = 0. Enfin, si aprés une transition de surface (courbe verte) la décroissance M (y) est exponentielle,
elle devient algébrique au niveau de la transition extraordinaire, et I’aimantation diverge en surface (courbe
rouge), d’ou la condition de bord M = oo.

TERMINOLOGIE

Par la suite, nous nous placerons a la température de bulk critique T, et nous parlerons de conditions de
bord Ord, Sp et Ext en faisant référence a la transition correspondante. Par ailleurs, au lieu de s’intéresser
aux conditions de bords sur le parametre d’ordre M, on peut se placer du point de vue du spin. Ainsi,
pour la transition Ord, il n’y a pas d’aimantation sur le bord : les spins fluctuent librement, on parle de
conditions de bord de type Neumann (ou Libres). Pour la transition Ext, I’aimantation non nulle impose
de fixer les spins dans une direction donnée, ce sont donc des conditions de type Dirichlet (ou Fixées).

Ces différentes terminologies sont résumées dans le tableau suivant :

Transition Aimantation Spins
Ord Dirichlet M = 0 | Neumann/Libres
Sp Neumann J,M = 0 Sp
Ext Dirichlet M = oo | Dirichlet/Fixées

Afin d’éviter les confusions, par la suite nous garderons uniquement la terminologie des conditions de
bords en terme de spins. Remarquons toutefois que lorsqu’il est question du modele de hauteur équivalent
défini sur le réseau dual, comme le modele SOS lors de I’étude par le gaz de Coulomb ou les modeles
ADE du chapitre V, le poids correspondant s’identifie avec le parametre d’ordre dans la limite continue.

On utilisera donc plutdt la terminologie inversée.

2.2 Intégrabilité et applicabilité au modele O(n)

Selon le théoreme de Mermin-Wagner, une surface unidimensionnelle ne peut avoir un comportement
ferromagnétique, et le diagramme de phase précédent n’est valable qu’en dimension d > 2, pour d = 2
seule la transition ordinaire étant observée. Dans le cas d’une symétrie continue telle celle du modele
O(n), I’ordre spontané ne peut apparaitre sur le bord que s’il a une dimension plus grande que deux. Ainsi,
ce diagramme de phase n’est valable que pour d > 3. Cependant, nous allons voir que le raisonnement
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précédent n’est plus valable si I’on considere la fonction de partition géométrique

Zo(T,Ts) = tr [ 1T (1—1—%25@(7“)5@(7“')) 1T <1+TLSZSQ(T)SG(T,)>] (I1-10)

<rr’>el’ <rr’>€dl’

et que I’on travaille avec les températures de bulk T et de bord T's au lieu des couplages J et Jg [FS94,
BY95a].

Pour le modele O(n) avec la fonction de partition III-10, la température de bord correspondant au point
spécial a été obtenue grace a I’intégrabilité [BY95a]. Supposant de nouveau que les points intégrables
correspondent a des points critiques, on trouve en effet un point critique a T's = T, correspondant aux

conditions de bord Ord, ainsi qu’un second point critique pour
T = (2 — n)'/4 (II-11)

décrivant les conditions de bord conformes Sp.

Revenons a notre assertion sur le comportement critique de la fonction de partition géométrique, et
supposons que la relation entre les couplages du bord et la température 7' du modele géométrique soit
analogue au modele d’Ising Ts = coth $.Js. A partir de I’expression I1I-11, on constate que la température
au point spécial Tb(f) est supérieure a 1 si n < 1. Dans ce cas, le modele O(n) n’est pas unitaire et la
théoreme de Mermin-Wagner ne s’applique pas. Prenons maintenant n > 1, ce qui donne une théorie
unitaire pour certaines valeurs de n. Toutefois, 7| éc) < 1 et le couplage de bord Jg correspondant est
imaginaire. Le cas limite est donné par le modele d’Ising n = 1 avec Ts = 1 : on obtient une transition

spéciale pour 5.Jg = [.J qui n’est autre que... la transition ordinaire.

GAZ DE BOUCLES

Dans le langage du gaz de boucles, la température de bord se couple aux liens du bord traversés par

les boucles,
7 — Z p #(boucles)—(longueur bulk)j—g(longueur bord) ) (11-12)

boucles

ECOULEMENTS DU GROUPE DE RENORMALISATION

Les écoulements (flows) du groupe de renormalisation entre les conditions de bord Ord et Sp ont été
étudiés a I’aide de I'intégrabilité dans [FS94]. En supposant que 1’intégrabilité des modeles minimaux
perturbé par 1’opérateur thermique de bord (de dimension h; 3) [GZ94] s’étendait au modele O(n) par
continuation analytique, P. Fendley et H. Saleur ont obtenu la dimension de I’opérateur de changement de
condition de bord (boundary condition changing operator ou opérateur bcc) réalisant le changement de
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FIGURE II1.4 — Au point Teflon un polymere (bleu) se colle sur le bord.

condition de bord Ord/Sp : h; ». Calculant le rapport des entropies de bord pour les états Ord et Sp, ils ont

aussi confirmé grace au théoréme g ([AL91, AL92]) le sens du flow entre conditions de bord. *

Enfin, ces auteurs ont aussi étudié I’introduction des opérateurs de fuseaux que nous verrons un peu
plus loin dans ce chapitre. Ces opérateurs introduisent des lignes ouvertes sur le bord, et sont de dimension
hr+1,1 ([DS86]). On peut remarquer que la fusion d’un opérateur fuseau avec 1’opérateur bcc de dimension
h 2 contient deux modules correspondants aux opérateurs fuseaux aux points Sp (dimension /., 3) et Ord
(dimension A1 1). Ces résultats ont été confirmés par le calcul du spectre de la matrice de transfert par
ansatz de Bethe [BY95Db].

TRANSITION EXT

La transition Ext a été étudiée, en partie numériquement, par M. Batchelor et J. Cardy dans [BC97].
IIs ont montré que les exposants critiques de bord (ou les valeurs propres de la matrice de transfert) ne
dépendaient pas explicitement de la température 7’s, et que le comportement du systeme était décrit par le
point Teflon 7's = oo. En ce point, une boucle se colle contre le bord et agit de maniere répulsive vis a vis
des autres boucles, produisant des conditions de bord Ord effectives pour les spins voisins du bord (figure
II1.4). En particulier, les études numériques montrent que les matrices de transfert ont le méme spectre
pour des conditions de bord Teflon Ty = oo en taille L, et des conditions de bords Ord T's = T en taille
L — 2. Toutefois, comme les valeurs propres se mélangent, le réle d’un opérateur de dimension donnée

peut étre différent dans les deux phases.

4. A priori, le théoréme g n’a aucune raison d’étre valable pour une théorie conforme non-unitaire, cependant des arguments
liés a I’intégrabilité permettent d’espérer qu’il le reste pour n > 0. De plus, comme le modele O(n) interpole continuement
entre diverses théories unitaires, il est raisonnable de supposer que les résultats sont stables sous continuation analytique.
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3 Anisotropie de bord

Notre travail sur le modele O(n) porte plus précisément sur 1’anisotropie de bord. Celle-ci fut étudiée
pour la premiere fois par H. W. Diehl et E. Eisenriegler dans [DE84]. En 2008 [JS08b], J. Jacobsen et H.
Saleur ont repris cette étude dans le langage du gaz de boucles (Boundary Loop Model). 1ls ont ainsi pu
obtenir d’importants résultats, que ce soit sur les conditions de criticalité pour les couplages du bord, ou

la dimension des opérateurs bcc.

Le modele étudié possede donc une interaction isotrope dans le bulk et anisotrope sur le bord. Dans
la phase dense, les boucles occupent le bord de maniere maximale et les perturbations anisotropes sont
non-pertinentes. Il faut alors imposer 1’anisotropie de maniere artificielle en restreignant le nombre de
composantes des spins de bord, ou d’une facon équivalente, modifier le poids des boucles qui touchent le
bord. Dans la phase diluée, les phénomenes sont plus subtils car ils font aparaitre un parametre supplé-
mentaire correspondant a la fugacité des monomeres sur le bord qui, a la maniere de la température de

bulk, doivent étre finement ajustés.

3.1 Anisotropie dans la phase dense
3.1.1 Conditions de bord JS

Dans [JSO8b], J. Jacobsen et H. Saleur ont étudié le modele O(n) sur un réseau carré incliné avec la
géométrie de I’anneau, et ont obtenu le spectre des conditions de bord conformes dans la phase dense. Ces
nouvelles conditions de bord, que nous dénoterons JSj, dépendent d’un parametre continu k. Pour obtenir
la dimension des opérateurs de bord, ils ont réexprimé la matrice de transfert a I’aide des générateurs d’une

£ 99

algebre de Temperley-Lieb “blobbée” [MS93]. En s’appuyant sur une étude numérique, ils sont parvenus
a conjecturer 1I’expression de la fonction de partition sur 1’anneau, avec des conditions de bord libres sur

le bord intérieur de I’anneau, et quelconques sur le bord extérieur.

POIDS DES BOUCLES

L’idée de J. Jacobsen et H. Saleur est de donner un poids £ aux boucles qui touchent le bord JS,
différent du poids n des boucles de bulk. 11 est aussi possible d’introduire L boucles non contractibles (n.c.)
qui entourent le bord intérieur de I’anneau, la boucle la plus a I’extérieur pouvant, ou non, toucher le bord
JS ; si elle le touche on lui donne un poids m, sinon un poids /. La boucle n.c. touchant le bord extérieur
correspond au secteur blobbé de 1’algebre de Temperley-Lieb sous-jacente, le secteur non-blobbé étant
celui ol la boucle n.c. n’est pas autorisée a toucher le bord. La dimension des opérateurs ne dépend pas
du poids des boucles n.c. (uniquement du fait de les autoriser a toucher le bord), et pour I’application au
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FIGURE II1.5 — Différentes topologies pour les conditions de bord JS

modele O(n), nous prendrons [ = n et m = k. Nous verrons par la suite qu’il est utile dans le cadre des
modeles de matrice de transformer la topologie de I’anneau en celle du disque (c.f. figure II1.5, les boucles
en rouge ont un poids k, en noir un poids n). Dans ce cas, on voit apparaitre les opérateurs de changement
de condition de bord bcc, et les boucles n.c. deviennent des “lignes ouvertes” reliant les deux points du

bords ol sont insérés les opérateurs bcc.
De méme que 1’on paramétrise n = 2 cos 70, il est utile d’introduire k(r), avec r € [0,h], h = 1/6:

k() = sin(r 4+ 1)0 (I11-13)

sin ré

qui satisfait les relations remarquables k(h—1—7)k(r) = 1 et k(h—r)+k(r) = n. Par ailleurs, k(1) = n,
et I’on retrouve les conditions aux bords libres, ou de Neumann. Pour r = (h —1)/2, k(r) = 1 et les spins

s’alignent sur une composante : les conditions aux bords sont de types Dirichlet.

SPINS

Dans la formulation spinorielle du modele O(n), les conditions de bord JS;, consistent a restreindre les
fluctuations des spins a k£ composantes au lieu de n. On considere donc la fonction de partition III-3 avec
une somme restreinte 2 @ = 1---k si r ou r’ appartiennent au bord du réseau. Les lignes ouvertes sont

introduites a 1’aide des opérateurs de fuseaux

Sh=" Y SeSe  Si= ) Suyc-Sa. (I1-14)

1<ai<-<ar<k k<a1<--<ap<n

ou SY introduit L lignes blobbées, i.e. qui peuvent toucher le bord, et S% L lignes non-blobbées.
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F1GURE I11.7 — Anneaux avec conditions de bord JS, secteurs uu, ub, bu, et bb.

FONCTION DE PARTITION

La fonction de partition sur I’anneau ayant des conditions de type Neumann sur le bord intérieur, et de
type JS; sur le bord extérieur conjecturée par J. Jacobsen et H. Saleur, s’exprime en termes des caracteres

Xrs(q) des module de Virasoro de poids £, 5,°

Zunblobbed _
L

= Xrr—£(0),  Z7° = XoryL(q)- (IT1-15)

On est donc tenté d’identifier le bord correspondant avec les états de Cardy |u L > et |b L >, associés a
des opérateurs bcc de poids conforme h,.,_;, dans le secteur non blobbé, et /.., . pour le cas blobbé. Pour
L = 0etk = 1, on retrouve la dimension de 1’opérateur de twist Neumann/Dirichlet. Remarquons aussi

que la symétrie £ — n — k échange les secteurs blobbés b et non-blobbés .

3.1.2 Opérateurs bcc JS/JS

Les résultats précédents ont été démontrés et généralisés au cas d’une fonction de partition avec deux
bords de type JS dans [JSO8a, DJS09a] par des arguments utilisant le gaz de Coulomb. Dans le cas de
I’anneau JS/JS, les boucles touchant le premier bord ont un poids %1, le second bord £, et les deux bords
k1o (c.f. figure II1.6). En plus des paramétrisations k; (1) et ko (79), il est nécessaire d’introduire
sin(r; +r+1— 7“12)%9 sin(r; +m+ 1+ 7“12)%9

sinrym6 sin romd

k12(7’12) =

(I11-16)

5. Ici, g est un parametre associé a la géométrie de 1’anneau : ¢ = exp (—27/log (R2/R1)) ol Ry et Ry sont les deux

rayons.
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Si aucune boucle ne touche les deux bords (k12 = 0), il est possible d’insérer des boucles non-contractibles
(figure II1.7). On distingue alors les secteurs uu, ub, bu et bb correspondants aux boucles n.c. pouvant

toucher (b) ou non (u) le bord extérieur/intérieur.

Les résultats obtenus sont basés sur I’étude de I’algebre de Temperley-Lieb avec deux opérateurs
de blob [Nic06b, NicO6a, DNO9]. A T’aide d’arguments algébriques, et en utilisant le gaz de Coulomb,
J. Dubail, J. Jacobsen et H. Saleur sont parvenus a déterminer la fonction de partition dans les différents
secteurs. Cette expression permet d’obtenir la dimension h, s des opérateurs de bord insérés entre les
conditions de bord JS; et JSs.

Secteur (r,s)

L=0 (rig — 27,712)
bb (ri4+mr—1—=2jr +r—1+1L)
bu (ri—ro—1—=25,11 —rg— 1+ L)
ub (—r14+re—1—25,—r1+r9—14+1L)
uu (—r1—ro—1—2j,—1r1 —ro— 1+ L)

La dimension des opérateurs dépend d’un parametre entier j € Z, positif pour L > 0. Nous analyserons
plus en détail ces résultats au chapitre suivant, et nous verrons qu’ils refletent la fusion des opérateurs de
bord N/JS.

3.2 Anisotropie dans la phase diluée

Afin de mieux appréhender le diagramme de phases caractérisant les conditions de bord de la phase
diluée, on se propose ici de commencer par analyser les arguments de champ moyen. On présentera ensuite
les résultats récents obtenus par J. Dubail, J. Jacobsen et H. Saleur ([DJS09b, DJS10]) dans le cadre du
gaz de boucles.

3.2.1 Etude en champ moyen

Reprenons brievement I’étude de H. W. Diehl et E. Eisenriegler ([DE84]) qui utilisent la méthode du
groupe de renormalisation (développement en d = 4 — €) pour étudier les effets de 1’anisotropie de surface
a proximité des transitions ordinaires et spéciales. Pour cela, ils introduisent un couplage de bord différents

J§ pour chaque composante de spin .5, et considérent I’Hamiltonien suivant :

H=—J > > SuSar) = > Y J&Sa(r)Salr). (111-17)

<rr’>€l a=1 <rr’>€dl' a=1

En posant J¢ = J& pour un ensemble d’axes d’aimantation facile a = 1---ny, et J¢ = J2 pour ny
composantes d’aimantation difficile a = n; +1-- - n, avec J§ < J2, on brise la symétrie O(n) sur le bord



62 CHAPITRE III. LE MODELE O(N) SUR LE RESEAU PLAT

A
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composantes S ;
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m
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FIGURE II1.8 — Diagramme de phase en fonction des couplages de bord

en O(Tll) X O(n2)

L’analyse en champ moyen généralise celle développée précédemment, on est en particulier amené a
introduire une aimantation de bord, ainsi qu’une longueur A, (III-9) pour chaque composante de spin. Dans
le cas d’une transition ordinaire, la susceptibilité associée a la réponse des aimantations aux champs de
bords reste finie pour toutes les composantes, tandis qu’elle diverge pour une transition isotrope spéciale.
Dans [DES84], les auteurs mettent en évidence une nouvelle transition, dite Anisotrope Spéciale (AS),
pour laquelle les n; premieres composantes de la susceptibilité magnétique de bord divergent, alors que

les ny autres composantes restent finies.

DIAGRAMME DE PHASE

Plutdt que de travailler avec les longueurs )\, il est commode d’introduire les paramétres m, = A,
qui sont proportionnels aux couplages. Brisons la symétrie O(n) en deux sous-groupes : m, = m; pour
les composantes exhaussées a = 1---n; et m, = my pour les no composantes restantes. Le résultat de
I’analyse en champ moyen est le suivant : pour le point Sp (isotrope), les couplages sonts nuls m; =
my = 0 pour toutes les composantes (les longueurs A, divergent), tandis qu’ils sont finis m;9 > 0
pour une transition Ord (isotrope). Dans le cas de la transition anisotrope spéciale AS., les composantes

exhaussées ont un couplage nul m; = 0 tandis que les autres couplages sont finis.

Si I’on introduit les couplages isotrope m = m; + my et anisotrope A = m; — mo (A > 0 pour
exhausser les couplages a = 1---ny), le diagramme de phases (figure I11.8) consiste en deux lignes AS;
et AS, d’équations respectivement mas(A) = naA/n et mas(A) = —nyA/n se rejoignant au point
spécial Sp. Ces lignes correspondent a des transitions du second ordre entre une surface désordonnée et
un alignement des spins dans les directions n; (ns). La transition AS;/AS, est du premier ordre (ligne
pointillée).
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RENORMALISATION

Les effets de la renormalisation sont minimes. Tout d’abord, les couplages nus ne s’annulent plus pour
les transitions Sp et AS mais prennent une valeur critique m; = my = mg, pour Sp et m; = Mmas pour
AS. On est amené a faire deux hypotheses d’échelle ([DE84, PJF74]) : a proximité des lignes critiques AS,
les parametres renormalisés se comportent comme m — mas(A) ~ A”, et au voisinage du point critique,
m—m,. ~ A% avec x < 1. L’équation des lignes critiques AS pour les couplages renormalisés est modifiée
en une loi d’échelle mas(A) —mg, o A, et les deux lignes se rejoignent au point spécial avec une forme
de cusp (figure I11.8).% L’étude du flow du groupe de renormalisation montre que la transition Ord est
la plus stable, les perturbations anisotropes y sont non-pertinentes. La point Sp est totalement instable :
I’anisotropie est pertinente. Quant a la transition AS,, elle est stable par rapport aux composantes 7,

(parametre moy non-pertinent) et instable pour les autres composantes (m; pertinent).

3.2.2 Etude de ’anisotropie par le gaz de boucles

Les conditions de bord de type JS ont été généralisées pour la phase diluée dans [DJS10]. Si dans
la phase dense, la fugacité des monomeres sur le bord est un parametre non-pertinent, il est important
d’en tenir compte dans la phase diluée. Les conditions de bord de type JS diluées, ou simplement DJS,
introduisent deux types de boucles touchant le bord, de température T} et T5, et de poids n; et no, avec

n = n; + ne. En termes de spins, la fonction de partition s’écrit

1 n
Z(T T T) =t | [ (1+ - > Sa(r)Sa(r)
a=1

<rr'>el’ § (III-lg)
1 & I < ,
< I (1+ 7 > Sa(r)Salr’) + o > 8a(r)Sa(r)
<rr'>edl' a=1 a=ni1+1

Reformulée dans le langage des boucles, on obtient

Zo(T, Ty, Tp) = Y n*nitny T T T, (I11-19)

loops

ou X, X, désigne le nombre de boucles de bulk, ou de couleur 7, et Y, Y; la longueur correspondante. Les

couplages précédents sont reliés aux températures de surface par m; = 1/7T;.

OPERATEURS BCC

Les auteurs de [DJS10] sont parvenus a dériver I’équation de Yang-Baxter de bord en présence d’anisotropie.

6. La présence de ce point de rebroussement fait suite & I’hypothése d’échelle pour la susceptibilité x(A,m) =
(m —msp)”~ " X(¢) ot X est une fonction de ¢ = A(m — ms,) /. La susceptibilité doit diverger uniquement sur la ligne
critique, ce qui impose que la fonction X diverge en un seul point { = * d’ou I’on tire I’équation de la courbe AS.
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En admettant 1’hypothése habituelle” que les solutions intégrables correspondent 2 des points critiques,
ils ont redérivé le diagramme de phase II1.8 pour les conditions de bord DJS, et obtenu les équations des
lignes anisotropes spéciales AS; 5. Calculant la fonction de partition Ord/DJS sur ces lignes critiques,
ils ont trouvé le spectre des opérateurs de bord que I’on peut insérer entre des conditions Ord et AS.
Ces opérateurs bcc font intervenir des boucles non-contractibles engendrées par les composantes de spins
(1):1---mou(2):n+1---n:

Sg) = Z Sal e Sau Sf) = Z Sal T SaL' (HI_ZO)

1<a;<-<ap<ni ni<a1<---<ar<n

Utilisant toujours la parametrisation III-13 ny = k(h — r), ny = k(r), les dimensions des opérateurs

bcce sont les suivantes,

Ord|SVIAS) = he_p,, (Ord|SPAS) = heypp
(Ord|SVASy) = he_pre1,  (Ord|SPAS) = hegpprg -

Les dimensions des opérateurs bcc insérés entre deux bords DJS ont égalément été obtenues, les résultats
sont sensiblement identiques a ceux de la phase dense. Ils sont donnés par la table 3.1.2, en inversant les

indices (r,s) — (s,r).

ECOULEMENTS DU GROUPE DE RENORMALISATION

Les flows du groupe de renormalisation ont aussi été étudiées dans [DJS10] a ’aide du théoréme g.
On retrouve ainsi les résultats de Diehl et Eisenriegler [DE84] sur la stabilité des différentes conditions
de bords. La dimension des opérateurs qui génerent les flows ont aussi été déterminés. L’ opérateur qui
génere les perturbations anisotropes introduit un morceau de boucle sur le bord avec un poids différent.
Prés d’une transition ordinaire, il a pour dimension /3 ; (non-pertinente), et i3 3 (pertinente) pres du point
spécial. La perturbation isotrope a proximité du point Sp est engendrée par 1’opérateur thermique de bord
h1 3 (pertinente). Enfin, la perturbation des conditions de bord AS dans la direction instable est effectuée

par un opérateur de dimension 7 3.

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons mis en évidence une structure tres riche pour les phénomenes critiques

de surface du modeéle O(n). Nous verrons dans le chapitre suivant comment redériver ces résultats sur le

7. Pour I’heure, il n’existe pas de justification physique pour cette hypothese. Toutefois, pour certaines théories, intégrabilité
et criticalité semblent découler d’une propriété plus fondamentale qu’est la présence d’observables satisfaisant une version
discrete de la condition d’holomorphisme [IC09].
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réseau aléatoire. Utilisant habillement le modele de matrice, nous retrouverons les conditions de criticalité

des bords DJS, ainsi que la dimension des opérateurs de bord.

Faute de place, nous n’avons pu parler ici d’une limite extrémement intéressante du modele O(n) :
n — 0. Dans cette limite, les boucles fermées disparaissent et les lignes ouvertes introduites par les
opérateurs de fuseaux se comportent comme des polymeres. Dans la phase diluée, ces polymeres décrivent
des marches auto-évitantes Self Avoiding Walks (SAW), et le point critique Sp correspond a la transition
d’adsorption de ces polymeres [BY95a, FS94].

Enfin, citons simplement le lien entre les lignes ouvertes introduites par les opérateurs de fuseaux et
I’évolution de Schramm-Loewner. Entre deux conditions de bord de type Ord, ces opérateurs introduisent
des chemins de type SLE, ou k = 4/g (phase diluée x < 4, phase dense x > 4). Insérés entre des
conditions de bord Ord/AS, ils génerent des évolutions plus générales impliquant un terme de drift SLE,. ,
[LSWO03, Car04], le parametre p étant relié a n,(r) par p = 2r6/(1+60) — 2. Le modele de matrice ouvre la
possibilité d’étudier ces courbes aléatoires sur une surface aléatoire. Dans la limite continue, les chemins

sont munis d’une mesure aléatoire donnée par un champ gaussien [DS08, DS09, DB09].
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Introduction

Le modele O(n) matriciel a été introduit par I. Kostov en 1989 dans [Kos89a]. Ce modele est basé sur
les travaux d’ E. Brézin, C. Itzykson, G. Parisi et J. B. Zuber sur les surfaces bidimensionnelles triangulées
[BIPZ78], et s’inspire des intégrales matricielles proposées par V. Kazakov pour le modele d’Ising [Kaz86,
BK&87a, BK87b] et pour le modele de Potts [Kaz88]. L’ objectif principal de I’article [Kos89a] était de
déterminer 1’exposant critique de la susceptibilité vy, et la dimension des opérateurs de fuseaux afin de
vérifier I’accord avec les relations de KPZ fraichement obtenues [KPZ88]. Grace aux progres récents dans
le développement de la théorie de Liouville avec bord [FZZ00], nous verrons qu’il est maintenant possible
de faire beaucoup plus, et de comparer les corrélateurs des deux théories, ainsi que les équations de boucle

aux équations du boundary ground ring.

La stratégie employée ici est de se concentrer d’abord sur I’analyse du comportement critique de bulk
a travers 1’étude de la résolvante dans la limite continue. Il y a a cela un double avantage. Tout d’abord,
on introduit ainsi graduellement, et sur des résultats relativement familiers, certains concepts centraux tel
que la limite continue de surfaces triangulées, 1’interprétation combinatoire des équations de boucles, ou
encore la compréhension des phénomenes critiques a travers I’examen de ces équations. Ensuite, 1’étude du
bulk permet de saisir I’essentiel de la méthode employée sur le bord sans avoir a s’encombrer de formules
interminables. On résumera ensuite les résultats des articles [BH09, Bou09, BHK10], avec un intérét
spécial pour I’étude de la phase diluée. En outre, nous donnerons en guise d’exemple une généralisation
de [Bou09] présentant I’étude des opérateurs DJS/DJS (appendice C).

Le modele de matrice étudi€ ici est un modele formel : nous ne chercherons pas a calculer directement
les intégrales matricielles, et nous nous servirons uniquement de la structure donnée par les équations de
boucle qui reflete les propriétés combinatoires du réseau aléatoire. Comme dans le chapitre II, nous nous
restreindrons a des surfaces ayant la topologie de la sphere ou du disque, bien qu’il soit possible de con-
sidérer le modele O(n) matriciel pour n’importe quelle topologie [BE09]. ! Les corrélateurs seront donc
évalués dans la limite planaire. De surcroit, pour ne pas compliquer inutilement le probleme, nous cal-
culerons les corrélateurs directement dans la limite continue, sans passer par la solution pseudo-elliptique
pour la résolvante [EK95, Kos06].

Nous ne détaillerons pas ici les résultats de base sur les modeles a une et deux matrices hermitiennes,
bien qu’en posant brutalement n = 0 on retrouve le modele a une matrice. > Une introduction générale sur
les modeles de matrice et le modele O(n) peut étre trouvée dans I’excellente revue de P. Di Francesco,

P. Ginsparg et J. Zinn-Justin [DGZJ95], et pour des résultats antérieurs on pourra consulter le livre de

1. Considérer des topologies plus complexes n’apporte rien pour la détermination des opérateurs de bord car la relation
de KPZ permet d’obtenir la dimension des corrélateurs définis sur une surface de genre quelconque a partir de la dimension

attribuée au corrélateur défini sur la surface de genre minimal.
2. Cette limite ne doit pas étre confondue avec la limite “douce” n — 0 ol I’on décrit le comportement des polymeres.
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FIGURE IV.1 — Exemple de croisement a interdire dans la limite planaire.

M. L. Mehta [Meh88]. Il pourra aussi s’avérer utile de se reporter au cours de J. Ambjorn donné aux

Houches 94 [Amb94] pour ce qui concerne la limite continue des modeles géométriques.

1 Présentation du modele O(n) matriciel

1.1 Définition du modele

Les fonctions de partition Zr du modele O(n) définies au chapitre 11T (ITI-3,I1I-10,I1I- 18) peuvent étre
considérées sur n’importe quel réseau I'. L’idée fondamentale de la méthode matricielle est de sommer
sur toutes les réalisations d’un réseau aléatoire ayant une topologie donnée. Nous prendrons uniquement
des réseaux formés de vertex trivalents, cette simplification n’ayant pas de conséquences universelles. La

fonction de partition étudiée est donc la somme
1
Z(kT) =) WZF(T)e‘AA(F) (IV-1)
r

ol la constante cosmologique A se couple a I’aire du réseau A(T"). Cette aire correspond au nombre total

de vertex, chaque vertex ayant par conséquent un poids x = e*.3

Le réseau dual T, obtenu en reliant le centre des hexagones par des liens orthogonaux aux liens
du réseau I, est consitué de triangles quelconques. Nous nous restreignons ici a une topologie planaire
(sphere, disque,...) dans laquelle les croisements (figure IV.1) sont interdits. Suivant le calcul de Regge
[Reg61], ces triangles peuvent étre vus comme des triangles équilatéraux ayant des c6tés de longueur
unité, dessinés sur une surface courbe de topologie fixée. On définit ainsi une métrique intrinseque, 1’é1é-
ment d’aire au vertex r étant donné par le nombre N(r) de triangles qui se rencontrent en ce point
A(r) = N(r)/3. Cette discrétisation des surfaces de Riemann posseéde I’avantage d’étre invariante sous
les reparamétrisations des surfaces. Ainsi, comme pour le modele a une matrice [Dav85a, Dav85b], on
obtient la triangulation des surfaces de genre zéro, avec toutefois une modification majeure : I’apparition
d’un poids donné aux configurations de boucles qui passent a travers les triangles. Le facteur k(I") prend

en compte les symétries du réseau, i.e. la possibilité d’échanger liens et triangles.

3. La fonction de partition IV-1 peut étre vu comme la discrétisation de la fonction de partition de la gravité bidimension-

nelle. Le parametre A s’identifie avec la constante « du chapitre II (II-1). Nous reviendrons sur ce type d’interprétation dans
le chapitre sur la théorie des cordes a deux dimensions.
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FIGURE IV.3 — Vertex du modele de matrice.

MODELE DE MATRICE O(n)

L’intérét principal de la somme IV-1 sur les réseaux est I’apparition d’une symétrie correspondant a
une version discrete de la covariance générale. Cette symétrie se traduit par des relations combinatoires
faisant intervenir les triangles élémentaires du réseau dual T'. Dans le langage des modgles de matrices, elle
donne lieu aux équations de boucle qui permettent le calcul perturbatif des corrélateurs. Nous détaillerons

la relation entre ces deux approches lors de la dérivation de 1’équation de la résolvante (section 1.4.3).

Les configurations de réseaux et de boucles (figure IV.2) peuvent étre obtenus dans la limite planaire
comme les diagrammes de Feynman construits a partir d’un vertex vide de poids x~! et de n vertex pleins,
a=1---n,depoids k1T~ (figure IV.3). Ces régles diagrammatiques découlent d’un modele de matrice

faisant intervenir les matrices hermitiennes de taille NV x N, M etY,,

Zom) = /d]\/[ [[avaexp |pr <—§M2 + M= PR M}ff)
a=1 a=1

a=1
Il est d’usage de simplifier les équations en faisant disparaitre le terme quadratique des matrices Y, par le
changement de variable X = M — T'/2,

Zom) = /dXHdYa exp

a=1

(IV-2)

(IV-3)

Bt (V(X) - i XYf)

Dans le cas présent, le potentiel est donc cubique,

° by 1 T\ 1 T\*
V(x):Z%xk:§<x+§) —§(x+5) | (IV-4)



1. PRESENTATION DU MODELE O(N) MATRICIEL 71

Il est toutefois possible de s’intéresser au cas plus général d’un potentiel polynomial quelconque [EK95,
BEQ09], ce qui permet d’obtenir dans la limite continue des régimes critiques plus complexes [Kos92,
KS92].

LIMITE PLANAIRE

Le poids d’un diagramme de Feynman est proportionnel & NX(5/N)~"/?

ou V' désigne le nombre de
vertex. La limite planaire consiste a ne garder que les surfaces de genre minimal, i.e. la sphere y = 2 ou
le disque y = 1. Pour cela, il faut envoyer la taille /V des matrices et le parametre § vers I’infini, tout en
fixant le rapport associé aux vertex, 3/N = 2. La fonction de partition du réseau aléatoire correspond
aux diagrammes connectés du modele de matrice,

Z(k,T)= lim NL log Zowm) (N, B,T). (IV-5)

N,B—00

POINTS MARQUES

Nous avons vu au chapitre II que I’on pouvait fixer la position de certains opérateurs afin de supprimer
la symétrie résiduelle du groupe de Killing. Au niveau discret, il est opportun de “marquer un point” sur
la surface (ou sur le bord) pour éliminer les facteurs de symétrie associés a I’invariance par translation.
Dans la limite continue ol les contributions principales ont une aire divergente #, le facteur de symétrie est

k(T") ~ A(T")!, et marquer un point revient a dériver par rapport a —A.

Suite a I’invariance par translation, la fonction a un point marqué ne dépend pas de la position de ce
point. La fonction a deux points marqués correspond a la susceptibilité y(A) o< 92 Z. Ce terme prend sa
source dans I’analogie entre les modeles géométriques et la mécanique statistique : la fonction de partition
IV-1 peut étre vue comme la fonction de partition grand-canonique associée a la variation du nombre de

vertex A(T"), la constante A jouant le rdle du potentiel chimique.

1.2 Fonction de partition de disque

Nous voulons étudier des conditions de bord, nous allons donc restreindre la somme IV-1 aux triangu-
lations d’un disque avec L arétes sur le bord. Au lieu de fixer cette longueur de bord L(I"), on préfere la

laisser fluctuer et rendre compte de ses fluctuations par une constante cosmologique de bord Ap,

(5, T, Ap) = Z BT e AAD) g~ ABLT) (IV-6)

4. Les termes d’aire finie ne donnent que des contributions analytiques a la fonction de partition, or celle-ci présente une
coupure. Ce sont donc les termes d’aire divergente qui prédominent dans la limite continue.
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FIGURE IV.4 — Disque avec 8 pattes externes (Wy).

Les vertex sur le bord du réseau sont associés a des propagateurs entrants, et chaque type de propagateur

engendre une condition de bord différente.

RESOLVANTE

Dans un premier temps, nous prendrons des conditions de bord libres (ou Ord), obtenues a 1’aide du
propagateur de la matrice M (figure IV.4). Celui-ci se couple avec les deux types de vertex, M3 (avec
une fugacité 1) et MY'Y (avec une fugacité T—1), ce qui correspond bien aux fluctuations des spins 2 la

température 7'. Nous noterons 1¥; cette fonction de partition dans la limite planaire,

~ . 1
Wi= lim 5 (tr M*"). (IV-7)

La fonction génératrice associée est appelée la résolvante,

= o1 1
W(z) = Zz = N,léglooﬁ <tr o M> (IV-8)
=0

et correspond 2 la fonction de partition de constante cosmologique z = e*# avec un point marqué sur le
bord, W(z) o —0p, Z(k, T, 2).
Nous avons vu qu’il était préférable de travailler avec la matrice X, on introduit donc la variable

translatée x = z + T'/2 ainsi que le développement correspondant

-2

W(x) = W(z +T/2) = N%glm% <tr - E X> St w0 (%) ave)
’ 1=0

Enfin, il est parfois utile d’introduire la transformée de Laplace,

W(z) = /0 ooe*fo(é)cw, W () = (tre™). (IV-10)
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1.3 Equations de boucle

Avant de commencer a discuter les comportements critiques du modele O(n) matriciel, il faut intro-
duire notre outil principal que sont les équations de boucles. Ce sont en réalité les équations de Schwinger-
Dyson de la théorie des champs, appliquées aux modeles matriciels. Dans le cadre de la combinatoire des
cartes triangulées, elles sont appelées “équations de Tutte”. Notons aussi que certains modeles de matri-
ces peuvent étre reformulés comme des théories conformes pour des champs collectifs, et ces équations

réalisent les contraintes de Virasoro [Kos99, Kos10].

Nos équations de boucle sont obtenues en utilisant I’invariance des mesures matricielles sous trans-
lations infinitésimales. On dérive de cette maniere les fameuses regles split et merge (voir par exemple

[Eyn06])). Il est équivalent, et peut-Etre plus naturel, de poser pour tout F'

- a —BtrS
/dXHdYa e (e SN PIX,Y,]),, = 0. (IV-11)
a=1

Cette identité est aussi valable pour les matrices Y,. Un bref rappel sur la dérivation matricielle est présen-
tée en appendice A. En appariant correctement les indices, on en déduit deux équations de boucle “élé-

mentaires”
1
5 (OxF) + (ot [(-V'(X)+Y)F])=0
1 (IV-12)
B (Oy, F) 4+ (tr [Yo(XF+ FX)]) =0
ou la dérivation matricielle est donnée par Ox F' = Zl ikl 0i10;10F 1 /0X,;; et ou I’on a utilisé la notation
Y2 =73"_ V2 Laseconde équation peut étre récrite de maniere astucieuse en posant G = —(X F+FX),
soit formellement > .
F = / dte™ Ge'X. (IV-13)
0
On obtient alors . p -
0X v 0X _
> E<8Ya - /0 d0(e™X Ge )ij> — (tr GY,). (IV-14)

ij

Il est plus simple de travailler dans I’espace x reli€ aux variables ¢ par transformée de Laplace (IV-10).
Nous verrons par la suite que les corrélateurs ayant un bord de type Ord possédent une coupure [a, b]
pour la constante cosmologique x associée. La transformée de Laplace inverse génére alors un contour
encerclant cette coupure,

1 dz 1 1
<tI' (YaG)> = B . % <0ya |::[; — XG—J,’ — X:| > (IV—IS)

5. De prime abord, cette intégrale peut sembler divergente en +oc. En réalité, nous n’avons pas précisé le chemin d’inté-

gration pour la matrice X. Le signe du terme cubique pour le potentiel indique que ce chemin doit rejoindre 1’infini dans la
partie Re < 0 du plan complexe. Ce fait est confirmé par le support de la densité de valeurs propres, qui appartient a R™.
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Par la suite, nous utiliserons intensément ces identités, ainsi que la propriété de factorisation dans la limite
planaire (tr A tr B) ~ (tr A) (tr B).

1.4 Equation résolvante

La quantité élémentaire pour caractériser un modele de matrice dans la limite planaire est sa résolvante
(IV-9). 1l existe plusieurs méthodes pour dériver 1’équation de boucle associée a cette quantité, nous en
présentons trois. La premiere que nous exposerons est aussi la premiere a avoir été introduite, mais son
intérét n’est pas qu’historique puisqu’elle permet un traitement rigoureux de la limite planaire. En parti-
culier, nous montrerons que la résolvante est la transformée de Stieltjes (ou de Cauchy) de la densité de
valeurs propres du modele de matrice. Nous verrons aussi qu’elle possede une coupure sur le support de
cette densité, et y satisfait I’équation

W (z +i0) + W(z — i0) + nW(—x) = V'(x), =z € [a,b]. (IV-16)

La seconde méthode fait intervenir les équations de boucles, et est sans doute la facon la plus rapide de
dériver I’équation précédente. Elle nous permettra d’introduire le produit de convolution * qui joue un rdle
prépondérant dans 1’étude des corrélateurs. Enfin, la méthode combinatoire fera le lien entre les équations
et la triangulation, et nous conduira a introduire une représentation diagrammatique des équations de

boucles.

EQUATION QUADRATIQUE

L’équation IV-16 possede quelques défauts : elle n’est valable que sur la coupure et ne prend pas
en compte le comportement de la résolvante a I’infini. Il est possible de la récrire sous une forme plus

symétrique. Pour cela, on multiplie par la discontinuité de W sur la coupure [a, b] afin d’obtenir
Disc [W(z)? +nW (z)W (—z) — V'(z)W(z)] =0, x € [a,b], (IV-17)

ou Disc A(x) désigne la différence entre les valeurs de A au dessus et en dessous de la coupure, Disc A(x) =
A(x +10) — A(z — i0). La fonction a 'intérieur de la parenthése posseéde en revanche une discontinuité

sur la coupure symétrique —x € [a, b]. On va donc faire intervenir la symétrie x — —x et poser
W(z)? 4+ W(—2)* + nW ()W (—z) — V()W (z) — V'(—2)W (—2) = Q(x). (IV-18)

Cette fonction () ne posséde ni coupures ni pdles, c’est une fonction holomorphe. En analysant I’équa-
tion précédente dans la limite x — 0o, on montre que () est un polyndme pair de degré inférieur a

deux : c’est une constante,

W(x)* + W(—2)* +nW(z)W(—z) — V' (2)W(x) = V'(=2)W(—2) = =2(b Wy + byW1). (IV-19)
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1.4.1 Méthode du col

La “méthode du col” est présentée dans 1’article original [Kos89a], ainsi que dans la revue [DGZJ95].
Cette méthode utilise le fait que 1’action est quadratique pour les matrices Y,, et qu’il est donc possible
d’effectuer les intégrales gaussiennes sur les éléments de matrice. On obtient ainsi n déterminants dans

I’espace tensoriel de deux matrices,
Zom) = /dX (det [ X @ Id+1d ® X])_"/2 exp [—ptr V(X)]. (IV-20)

Diagonalisant X, on peut exprimer la fonction de partition du modele matriciel comme une intégrale sur

les valeurs propres z;, 2 =1--- N :

n)—/Hd:BZ H vt )P ] (@ — ) /del =Sl (IV-21)

1,574

On voit apparaitre une action effective pour les valeurs propres x; :

Slx;) = BV (x;) Z log |z; — x| + = Zlog x; + ;). (Iv-22)
J#i

Lorsque n = 0, cette action décrit un systeme de /N charges contraintes a se déplacer sur I’axe réel, appelé
“gaz de Dyson” [Dys62]. Ces charges, de position z;, se repoussent via une interaction Coulombienne, et
sont piégées dans le potentiel 5V (). Lorsque n est non nul, il se rajoute une interaction attractive avec
les charges images aux positions —x;. Nous reviendrons sur cette description apres avoir effectué la limite

planaire.

EQUATION DU POINT COL

Dans la limite planaire, il suffit d’évaluer la fonction de partition au point col. On obtient ainsi un

ensemble de N équations

9 , . 1
O ; Slz;] = BV (2;) — 2%: oot n; P 0, (IV-23)

et la valeur de I’énergie libre correspondante est simplement

F = N2 log Zo(n) = ﬁz V(zx Z log |z; — x| + = Zlog T+ ;)| . (IV-24)
4,71

Pour passer a la limite d’un nombre continu de valeurs propres, on suit la méthode de [BIPZ78] et I’on
pose z; = x(i/N) ou x(t) est une fonction continue sur [0, 1]. Ainsi, dans la limite continue, on peut
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transformer les sommes en intégrales, et 1’on obtient pour les équations du point col et I’énergie libre :

! ds ! ds 27 71
I <>‘”/o oD a0 (1v-25)

]f:/»gQ/oldtV(:v(t)) /dt/ ds In |z(t) — a(s)| + /dt/ ds In ((t) +y(s)),

ou la valeur principale est sous-entendue a chaque fois que I’intégrale est singuliere. On reconnait évidem-
ment le cas du modele a une matrice pour n = (. Procédons maintenant au changement de variable d’in-
tégration en utilisant la fonction inverse ¢(), et en introduisant la densité spectrale p(z) = dt/dx, dont le

support [a, b] correspond aux bornes du spectre des valeurs propres (z(0) = a, z(1) = b) :
b b
d d
2/ ply)dy n/ ply)dy 2V (2),
a T—UY a TTY
b b b - b
F= [ padaVis) = [ pa)ds [ pwiynle— v+ [ st [ ptg)ayin e+ )
a a a a a (IV_26)
Remarquons que la densité est automatiquement normalisée, fab p(x)dx = 1. On a donc obtenu une équa-

tion intégrale singuliere, avec un noyau de Cauchy, sur la densité spectrale. La résolvante de cette équation,

définie par

b
W(z) = K_Q/ p(y)dy’ Disc W (x) = —2ink 2p(x) (IV-27)

satisfait I’équation IV-16.

LES DEUX RESOLVANTES

Il reste a montrer I’affirmation non triviale qui consiste a identifier la résolvante matricielle (IV-9)
avec la résolvante de I’équation intégrale pour la densité de valeur propre (IV-27). Pour cela, partons du

corrélateur I'V-9, intégrons comme précédemment sur les matrices Y, et diagonalisons la matrice X,

1
%74 @] ) IV-28
(z) = E p— ( )
Ainsi, dans la limite planaire,
W(z)=r"2 D[z (t)]e Sk / L (IV-29)
T) =K z(t)]e _— -
Z0(n) = o T —x(t)

ol z(t) désigne une distribution continue de valeurs propres, avec une action effective

S[x(t)]z%?/o dt V(x /dt/ ds In|z(t) — x(s))|+ = /dt/ ds In (z(t) + 2(s)) (IV-30)
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FIGURE IV.5 — Support de la densité de valeur propres et son image.

On peut évaluer I’intégrale de chemin au point col y = z.(t),

1
W(z) = k2 / z_d—;(t). (IV-31)
0 c

Introduisant la densité de valeurs propres p(z.) = dt/dzx., on trouve bien

b
W(x) =r? / M. (IV-32)
a T—UY

COMPORTEMENT ANALYTIQUE DE W (x)

Dans la limite planaire, les valeurs propres se condensent autour du minimum du potentiel en —77/2, et
forment un support compact pour la densité p (figure I'V.5). La résolvante est donc une fonction analytique
sur le plan complexe, sauf sur le support de la densité ou elle posseéde une coupure [a,b] C R™. Le terme
proportionnel a n dans 1’action effective s’interpréte comme une attraction entre la coupure et son image.

La coupure image aparait aussi dans 1’équation intégrale singuliere de la densité,

p(y)dy = k*V'(z), (IV-33)

/” (2—n)z+((2+n)y

:UQ—yQ

puisque le noyau de I’intégrale possede deux pdles y = +x. La coupure est résolue par une paramétrisa-
tion elliptique, et la résolvante s’exprime en termes de fonctions pseudo-elliptiques [EK95, Kos06]. Pour
les valeurs spécifiques n = +2, I’équation se simplifie et se résout par les méthodes standard des équa-
tions intégrales [Mus77, Gak90]. Le potentiel IV-4 n’ayant qu’un seul minimum, la résolvante ne possede
qu’une unique coupure. Le cas de potentiels plus généraux induisant plusieurs coupures est aussi tres
intéressant car il meéne a une grande richesse de phénomenes critiques, obtenus en faisant converger les
coupures [CMOI1].
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olvielt-2

FIGURE IV.6 — Différents cas de figure associés au retrait d’un triangle de bord.

1.4.2 Méthode des équations de boucles
Voyons maintenant la seconde méthode, présentée dans [BHK10], qui utilise les équations de boucles.
La premiere équation de IV-12 appliquée a F' = 1/(xz— X ) donne, en utilisant la propriété de factorisation,

W) — V(@)W (z) — P(z) = —% <tr - ! XYg> , (IV-34)

en rappelant la notation Y, = >"_, V2, et ot I’on a fait apparaitre le polyndme de degré un

P(z) = —% <tr Vl(x; — E/(/(X)> = —Wo(by 4 baz) — bW (IV-35)

Le second membre de I'V-34 se calcule avec 1’aide de 1’équation de boucles IV-15 en posant G = x_#XY;,

et le résultat peut étre écrit en utilisant le produit IV-107 :

1
<tr Ya2> =W xW. (IV-36)
z—X

Ce produit de convolution est introduit dans 1’appendice B, ou 1’on développe aussi ses propriétés élémen-

taires. Regroupant les termes I'V-34 et IV-36, on arrive a I’équation intégrale
W ()2 = V'(z)W(z) +n W «W = P(z), VzeC. (IV-37)

En prenant la discontinuité de cette équation a travers la coupure, on retrouve IV-16. Par ailleurs, en som-
mant cette équation avec son symétrique x — —x, et en utilisant I'identité IV-110, on obtient 1’équation
quadratique IV-19.

1.4.3 Méthode combinatoire

La méthode combinatoire a été utilisée pour la premiere fois dans le contexte des modeles ADE
[Kos89b], elle est aussi reprise dans [KosO7a]. Dans cette section, il sera plus simple de travailler a partir
du potentiel initial défini avec la matrice M, et I’on utilisera donc le développement de la résolvante en
moments 1 — [ par rapport 2 la variable translatée z.
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EQUATION DE BOUCLES DISCRETE

Cette méthode combinatoire, appelée aussi “méthode a la Tutte” consiste a retirer de la fonction a
[ + 1 pattes son aréte marquée. Cette aréte peut étre associée a un triangle vide ou bien traversée d’une
boucle. S’il est vide, le retirer augmente simplement le nombre de pattes d’une unité (cas a) figure IV.6).
Toutefois, il peut arriver que I’aréte relie deux parties déconnectées de la fonction de partition. Dans ce cas,
il faut sommer sur la distribution des pattes externes (cas b) figure IV.6). Enfin, si le triangle est traversé
d’une boucle, on va devoir retirer toute la boucle pour se ramener 4 un W,. Supposons que cette boucle
contiennent p pattes externes et ¢ pattes internes, VVlH se retrouve donc séparé en VVHP et W (cas ¢) figure
IV.6). Le facteur de symétrie (p + ¢)!/plq! prend en compte la répartition des triangles, et les p + ¢ + 1
propagateurs traversés d’une boucle génerent le facteur de température. Sommant les contributions des

trois différents cas de figure, on arrive a I’équation de boucle discrete ®

-1
Wz+1—Wz+2+ZWkWZ P ()

k=1 ,q=>0

(p+q)

ol ety W, (IV-38)

Remarquons que la seule différence avec le calcul de la phase dense présenté dans [Kos89b, KosO7a]

consiste en 1’apparition du terme I/T/Hg obtenu a partir de la configuration a).

SOMMATION

Le cas n = 0 est relativement facile 2 traiter, il suffit de multiplier I’équation par z~'~! et de sommer

sur [. Le terme quadratique fait apparaitre le produit de Cauchy W (z)?
W(2)? = (z — 22)W(z) = =Wy + 2Wo + W1 (IV-39)

On retrouve donc I’équation IV-37 pour n = 0 et un potentiel V'(z) = z — 22.

Reste a traiter le terme en facteur de n dans IV-38. Pour cela, on s’aide du double développement

autour de (7" — z) — oo puis z — 0

| ~
W(T—2)=> MT—WWH&PWQ, (IV-40)
pazo P4

qui permet d’écrire le produit de Cauchy

W(z)W Z R Wiip. (IV-41)

T olg)
P,q=>01l=—p pig’

6. Cette équation est valable pour [ > 1, si [ = 1 il faut simplement retirer la somme intermédiaire qui correspond au cas
b).
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A*xB =

FIGURE IV.7 — Diagramme représentant le produit A x B.

Pour obtenir le terme correspondant a notre équation de boucle, il ne faut tenir compte que des puissances
négatives de z. C’est exactement le role de I’'intégrale de contour de W + W (IV-111). Revenant aux

variables z, on retrouve 1’équation de boucle I'V-16.

ECRITURE DIAGRAMMATIQUE DES EQUATIONS DE BOUCLE

La méthode combinatoire est souvent un chemin plus long et plus complexe pour obtenir les équa-
tions de boucle matricielles. L’intérét du modele de matrice pour les conditions de bord JS et DJS proposé
dans [BH09] est donc de simplifier les résultats obtenus par des considérations combinatoires ([Kos07a]).
Toutefois, il est important de garder a I’esprit cette image de découpe des corrélateurs suivant les boucles,
et nous représenterons en général les équations matricielles sous forme diagrammatique, faisant implicite-
ment référence a cette dérivation combinatoire. L’ opération consistant a retirer une ligne ou une boucle
sera figurée par le diagramme de la figure IV.7, et se traduit par le produit A x B. Dans I’espace “des
longueurs” /, le produit A x B décrit le recollement de deux bords de type Neumann en intégrant sur leur

longueur,

(A*B)(0) = /0 T ArA(+ 0)B(P). (IV-42)

Remarquons que cette intégrale est le pendant de la somme discrete sur les arétes externes

+q),. -
(A% By = %T bratD 4, B,. (IV-43)
pg>0

Un dernier avantage de la méthode combinatoire est de proposer une interprétation de la dimension fractale
des bords dans la limite continue grace I’apparition au niveau discret de certains termes “dégénérés”, tel

celui de la figure IV.6 b), décrivant le bord se touchant lui-méme.

1.4.4 Partie critique d’un corrélateur

La partie réguliere d’un corrélateur correspond a des termes dégénérés qui disparaissent apres un
nombre fini de dérivations par rapport aux constantes cosmologiques. C’est donc un polyndme en 1’une
de ces variables. En regle générale, cette partie diverge dans la limite continue, et il faut la retrancher au

corrélateur. On trouvera une discussion plus abondante sur ces contributions “non-universelles” dans le
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b=—
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FIGURE IV.8 — a) Limite critique x; du modele a une matrice b) Limite critique x;

contexte de la gravité de Liouville dans [AIOS]. On soustrait donc a la résolvante le polyndme W, qui

satisfait I’équation IV-16, soit

_ 2V (x) — nV'(—x)
4 —n? ‘

La parie singuliere w = W — W), de la résolvante satisfait sur la coupure sur [a, b] une équation sans

Wiee(2) (IV-44)

second membre
w(z +1i0) + w(x — i0) + nw(—x) = 0. (IV-45)

A partir de I’équation IV-19, on peut aussi écrire
w(@)? +w(—2)* + nw(@)w(—2) = ok, T) + cr(T)2* + cpa’ (IV-46)

ou les coefficients c; sont obtenus a partir de ceux du potentiel b; (IV-4),

b 2bob b? b2
0 ) C1 = o + L ’ Co = 2 .

2+n 24n 2-—n 24+n

On en déduit que c; ne dépend que de la température et c; est une simple constante. Ces trois coefficients

Co = QP(O) +

(IV-47)

joueront un role primordial dans la limite continue.

2 Limite continue et comportement critique du bulk

2.1 Phénomenes critiques de bulk

Commencgons par une approche heuristique du comportement critique en raisonnant a partir de la
description des valeurs propres comme un gaz de Dyson. Nous allons voir que le diagramme de phase du
modele O(n) sur le réseau aléatoire est similaire a celui obtenu sur le réseau plat au chapitre précédent.
La différence majeure concerne la disparition du point Fully Packed Loops a température nulle pour des
raisons de frustration [GKN99, DGK99]. On va donc retrouver dans I’espace des parametres (x,7") une
phase haute température et une phase dense, décrites par les lignes critiques x;(7T) et x;;(T), qui se

rejoignent en un point (x., 7..) correspondant a la phase diluée.
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PHASE DE HAUTE TEMPERATURE

La fonction Z(k,T") est définie comme une série dans les parameétres 7' et . Dans le cas du modele
a une matrice la série Z (k) posseéde un rayon de convergence fini x = r. [BIPZ78]. Cette valeur critique
est associée a la divergence de I’aire moyenne (A(I')) = —0x Z1mm, ce qui permet d’introduire une limite
continue.’ Dans le cas du modele O(n), on s’attend a observer un tel comportement pour une valeur
critique K = k(1) = kr(T). En ce point, Iaire diverge mais la longueur moyenne des boucles reste
finie, obtenant une théorie vide dans la limite continue. Cette premiere ligne critique dans 1’espace des

paramétres (k,T') est le pendant de la phase haute température du modele O(n) sur le réseau plat.

Cette transition peut s’interpréter comme suit dans le modele du gaz de Dyson. Dans le cas du modele
a une matrice (n = 0), il n’y a qu’une seule coupure (figure IV.5 a) ). Apres un léger changement de
normalisation pour la densité, on peut voir les charges comme piégées par le potentiel V' () et remplissant
un niveau k2. Les deux extrémités de la coupure dépendent donc de la constante ~. La ligne critique

survient lorsque b(x) atteint le maximum local du potentiel, i.e. pour

D (IV-48)
ok

Dans ce cas, le potentiel ne contient plus les valeurs propres et la fonction de partition diverge.

PHASE DENSE

Déterminons maintenant la ligne critique correspondant a la phase de basse température. Sur le réseau
plat, la longueur totale moyenne des boucles est maximale dans cette phase. Dans le cas du réseau aléatoire,
on conjecture 1’existence d’une seconde ligne critique pour laquelle la température est telle que la longueur
des boucles diverge T.(x) (ou, en inversant la relation, x = x;;(7)). Les boucles remplissent alors tous
les triangles et entrainent la divergence de I’aire. Les deux lignes critiques 7" = T.(k) et K = k.(T) se

rencontrent en un point (k., 7.) qui correspond a la phase diluée du modele O(n).

Reprenons notre systeme de charges de la figure IV.5, et placons-nous a 7" grand. Dans ce cas, les
deux coupures sont tres loin de I'une de I’autre, elles ne se voient pas et tout se passe comme s’il n’y
avait qu’une seule coupure. On retrouve donc le modele a une matrice décrivant la gravité pure. Lorsque
T diminue, les deux coupures commencent a interagir. La transition a lieu lorsque les deux coupures se
chevauchent c’est a dire pour b = —b = 0 (figure IV.8 b). Cette condition détermine la seconde ligne

critique k77 (7).

7. En réalité, sur la sphere la limite continue est problématique [Dav85b]. En effet, Z(x) o< (A — A.)*/2, I’aire moyenne
saute d’une valeur finie pour x < k. vers une valeur infinie. Cependant, sur un disque de longueur /, il est possible de définir
une limite continue universelle, a condition de faire tendre simultanément la longueur du bord et I’aire moyenne vers 1’infini :
(Ap(T)) ~£C(T) avec C(T') oc (A — A.)~Y/2,
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2.2 Prédictions de la théorie de Liouville

Historiquement, la limite continue des modeles géométriques fut introduite au sein des modeles de
matrice avant qu'une description continue ne soit disponible. C’est pourquoi cette approche est suivie
par de nombreux articles et revues. Ici, au lieu de comparer les résultats matriciels et gravitationnels, on
utilise une présentation plus moderne qui s’appuie sur la théorie de Liouville. L’ avantage principal est de

favoriser une meilleure intuition sur la limite continue.

EXPOSANT DE CORDE

On détermine traditionnellement 1’exposant vy, a partir de I’expression de la résolvante dans la limite
continue. On peut cependant deviner le résultat, connaissant les charges centrales des théories conformes
qui décrivent le modele dans les phases denses et diluées (III-7). Celles-ci sont en effet reliées via la
relation de KPZ, a la charge centrale de la théorie de Liouville, et donc au parametre b : g = 1 — § = b?

pour la phase dense, et g = 1 + 6 = b~2 pour la phase diluée. ® Les exposants de corde associés sont donc

di dilui
Aldense) — (g — 1) /g et ™) =1 - g.
RESOLVANTE

Voyons maintenant 1’expression de la résolvante singuliere w dans la limite continue donnée par la
théorie de Liouville. Cette résolvante est la fonction de partition du disque avec un point marqué sur le
bord, elle peut donc étre obtenue comme la dérivée du disque par rapport a la constante cosmologique.
Deux cas de figures peuvent se présenter, dépendants du terme de bord présent dans 1’action. Pour un terme
de bord de type usuel pp [ €, 1a dimension de la constante cosmologique est simplement [u5] = 1. Le
disque ayant pour dimension [Zg.] = 1+ b~2, on en déduit [w] = b2, L’expression de la résolvante peut

étre dérivée de 1’expression des corrélateurs bulk-bord [HosO1],

(*B) o< R(0,b) o p/? coshms/b, pp o v/ cosh whs. (IV-49)

La seconde possibilité consiste & prendre 1’action de bord duale /ip [ e?/* avec une constante cos-
mologique de dimension [jig] = b~2. Dans ce cas, la résolvante a pour dimension [w] = 1 et s’écrit, avec

la paramétrisation duale
< *Bi > o R(0,1/b) o p*/? coshmbs, fig o ,ul/%Q coshms/b. (IV-50)
b

La gravité de Liouville ne permet pas de trancher entre les deux actions de bord possibles, et nous verrons
que chacune est réalisée dans une phase différente du modele matriciel. Une fois la dimension du bord

identifiée, la théorie prédit I’expression de tous les corrélateurs a tous les ordres.

8. Ces deux valeurs vérifient la borne de Seiberg b < 1.
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LIMITE ALGEBRIQUE

Dans la limite 4+ — 0, il n’y a plus qu’un seul parametre d’échelle, et I’on obtient des résolvantes

2
algébriques : w(up) o ugb pour le bord usuel, et w(fiz) o ji% pour le bord dual. Cette remarque
est consistante avec la paramétrisation de la constante cosmologique de bord : dans la limite © — 0, la

condition g # 0 implique s — oo, et la paramétrisation devient algébrique, j1p o \/,Ee’“’s € [0, 00].

2.3 Calcul de la résolvante

Nous allons maintenant résoudre 1’équation 1V-16 dans la limite continue et dériver le comportement
critique. La solution sur la ligne critique k = r;;(7T) fut trouvée par M. Gaudin et I. Kostov dans [GK89].
On prendra ici une approche différente, basée en partie sur [Kos92]. La limite continue est relativement
subtile, et cette section peut sembler assez technique. Elle contient cependant 1’essentiel du raisonnement
que I’on appliquera aux corrélateurs de bord.

2.3.1 Etude de la phase dense

Afin d’introduire la limite continue, focalisons-nous tout d’abord sur la phase dense. Cette phase peut
étre décrite par le point de température nulle 7' = 0. En utilisant 1’astuce consistant a renormaliser les

matrices par la température M — T M, Y, — +/TY,, on se raméne 2 un potentiel quadratique

V(z) = ! (x + 1)2 : (IV-51)
2 2
Cela permet de calculer immédiatement la constante P(0) = —r 2 et les constantes ¢; de I’équation
IV-46 :
R N ¢y = 0. (IV-52)
2(2+n) ’ 2—n’

CONSTANTE COSMOLOGIQUE CRITIQUE

Rappelons que la phase dense correspond au point critique k = k. = k7(0), pour lequel les deux
coupures se rejoignent (b = 0). Ce point correspond a une aire divergente, en gravité de Liouville i = 0 et
la résolvante est donc algébrique. Cela implique w(0) = 0, la valeur critique de la constante cosmologique
est donc celle qui annule le coefficient ¢y, k. = 2v/2 +n.

LIMITE CONTINUE

Prenons maintenant la limite critique b — 0 en posant b = —eM, x = €&, le parametre e tendant
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vers zéro dans la limite infrarouge, et la coupure = € [a,b] se renormalise vers ¢ €] — oo, —M]. La
constante cosmologique de bulk tend vers sa valeur critique x., on introduit alors la constante renormalisée
K = K.+ €’ avec un exposant 7, lié a la dimension de la constante cosmologique de bord [£] = 2/74.

Apres renormalisation w(x) = €’w(§), I’équation résolvante singuliere IV-46 devient

v dp
e (w(&)? + w(—=€)* + nw(w(=E)) = —r T+ 122 (IV-53)
Pour obtenir un comportement critique non-trivial (i.e. ¥ non entier), le terme proportionnel a c; doit €tre
sous-dominant, et il faut imposer 0 < v < 1. De plus, pour que le parametre ;. joue un role dans la limite

continue, il faut avoir la relation v, = 2v.

SOLUTION DE L’EQUATION RESOLVANTE

Dans la limite continue, la coupure | — 0o, —M] est résolue par & = M cosh 7. L’équation résolvante

IV-53 devient donc une équation sur la variable 7,
w(T 4 i7) + w(T — i) + nw(r) = 0. (IV-54)
Les solutions de cette équation sont les fonctions
w(r) =CM?Ycoshgr, n=—2cosmyg, (IV-55)

et la constante C' peut étre calculée a partir de 1’équation IV-46 pour £ = 0 (ou 7 = +i7/2). On détermine
la branche de la paramétrisation n(g) grice a la limite algébrique { — oo (7 — 00). La résolvante satisfait
alors w(§) ~ &% etdonc v = g, 0 < g < 1. Ainsi, la constante C' est sans dimension, et [M] = [¢] = 1/g,
[w] = 1.

RESUME CONCERNANT LA LIMITE CONTINUE

Résumons : dans la phase dense, la limite continue consiste a prendre
r=¢, k==rcte, W(x)=We(z)+ew(§). (IV-56)

Les dimensions de w et de £ nous invitent a identifier £ avec la constante cosmologique duale, et I’on

1/20% cosh s /b en posant 7 = ws/b. La

peut relier les paramétrisations £(7) oc p'/?9 cosh T et fip o<
résolvante s’identifie bien avec le corrélateur <B1 /b> de la théorie de Liouville. Enfin, I’exposant de corde
Vs €St relié a la dimension |w] par [w] = [Z4s] — [fiB] = 2 — Y — 1/9, or celle-ci vaut [w] = 1, on

retrouve vy = (g — 1) /9.
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PERTURBATION THERMIQUE

Anticipant légerement sur la section suivante, on peut se demander quel est I’effet d’une pertubation
par la température. Supposons donc une température non nulle 7' = €7*¢, avec ¢ le couplage renormalisé
associé. D’apres 1’équation IV-53, on peut supposer que la perturbation ne modifiera pas la condition
co(krr(T),T) = 0 sur la ligne critique, mais agira plutot a travers le coefficient ¢; :

e (w()” + w(—&)* + nw(&w(=¢)) = —62‘7% + M1t 4+ O(2). (IV-57)

c
Pour que la perturbation soit non nulle dans la limite continue, il faut donc 2 + v; = 2g, soit 7, = —26. On
remarque que y; < 0, donc la perturbation n’est pas pertinente, 7" — 0 dans la limite continue. D’apres les
résultats du chapitre II (section 3), I’opérateur nu se couplant au parametre ¢ de dimension gravitationnelle
[t] = —260/(1 — 6) a pour dimension conforme d3 1, ce qui correspond effectivement aux résultats obtenus
sur le réseau plat.

2.3.2 Etude de la phase diluée

L’étude de la phase diluée est similaire a celle de la phase dense, bien que plus complexe. Dans la
limite continue, on pose de nouveau b = —eM, z = €&, et ’équation de boucle pour la partie singuliere

de la résolvante s’écrit (IV-46)
e (W()* + w(=8)* + nw(§w(=¢)) = co(k, T) + cr(T)e*E + cae’€™. (IV-58)

La disparition du coefficient ¢, coincide toujours avec la ligne critique ~;;(7") sur laquelle la résolvante est
algébrique (1 = 0). Le second coefficient ne dépend que de 7', et il est raisonnable de penser qu’il disparait

en ] = T, permettant d’obtenir ainsi un autre régime critique que celui de la phase dense [KS92]. Cette

2—n
T. =144/ ) 1V-59
+ 64+n ( )

SiI’on impose que le terme proportionnel a ¢, est sous-dominant, il faut v < 2. Rappelons que la solution

condition ¢; = 0 détermine donc 7T,

z 7z

de I’équation sur la discontinuité s’écrit w(§) = C'MY cosh g7, et que la limite algébrique £ — oo impose
v = get[C] = 1. On peut donc choisir une autre branche de la paramétrisation n(g), pour laquelle
l<g<.

DIMENSION DU BORD

Dans la phase diluée, 1a détermination de I’exposant 7, associé a la dimension du bord est plus délicate.

Celui-ci est relié a la dépendance en « du coefficient ¢, qui fait intervenir le corrélateur Wy (x),

b
eo (k) = 3 an — 2672y — 26, W1 (k). (IV-60)
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Les coefficients b; du potentiel ne dépendent que de la température, et la seule dépendance non explicite en
k se trouve dans le corrélateur ;. Les W), sont des corrélateurs de disque avec un bord de longueur finie
k. Dans la limite continue, ce bord microscopique est équivalent a un point marqué de bulk, et celui-ci est
introduit en dérivant la fonction de partition par rapport a la constante cosmologique de bulk. Les fonctions
de corrélation W}, sont donc composées d’une partie régulicre analytique en x et d’une partie singuliere
de dimension [wy| = [Zaise] — [¢t] = [w] + [] — [p] = ¢ Ainsi, notre coefficient ¢, se développe comme

co(K) = co1€" i + cone™ I 7. (Iv-61)

Dans la phase diluée, le premier coefficient s’annule [KS92]°, et I’on en déduit ;1 ~ M?2. La constante

cosmologique de bord [¢] = 1 s’identifie cette fois avec yp, et la résolvante est de dimension [w] = g.

PERTURBATION THERMIQUE

La pertubation en température 7' = €7t s’analyse sur le méme schéma que dans la phase dense.
Le développement du coefficient ¢; dans 1’équation IV-53 permet d’obtenir 7, = g — 2, mais cette fois
I’exposant est positif 7, = 26. On en déduit la dimension de 1’opérateur de bulk qui génere 1’écoulement

en température, d; 3, ce qui est en accord avec les résultats obtenus sur le réseau plat.

2.3.3 Etude sur la courbe critique «;(7")

Combinant les solutions des phases denses et diluées, et apres renormalisation de la température ¢ et
de la résolvante afin d’éliminer les coefficients C, il est possible d’écrire une résolvante w valable sur toute

la ligne critique :
w(T) = M cosh (1 + )7 + tM* % cosh (1 — 0)7. (IV-62)

Cette résolvante vérifie I’équation IV-53 pour n’importe quelle valeur de p et ¢,

w(r)? + w(r £ im)? + muw(r)w(T £ ir) = 44_ A (MO - M) - VISR (V-63)

La dépendance en y et t de la fonction M (p, t) peut étre obtenue en utilisant I’astuce mentionnée plus haut
pour déterminer la dimension du bord dans la phase diluée [Kos06, Kos08, BHK10]. Apres un changement

de normalisation des parametres, on aboutit a I’équation suivante
p=(1+0)M>* —tM>~ (IV-64)

qui peut étre résolue en utilisant astucieusement la transformée de Laplace [ZamO035, Kos08].

9. L’annulation de ce coefficient est difficile a démontrer explicitement, on utilise généralement un argument indirect
présenté dans [Kos06, Kos08, BHK10]. Celui-ci consiste a imposer 1’identification des dérivées croisées de la fonction de
partition par rapport aux constantes cosmologiques de bulk et de bord.
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Ord Ord
FIGURE IV.9 — Opération consistant a retirer une ligne ouverte d’un disque Ord/Ord.
3 Opérateurs fuseaux

Une fois compris le comportement de la résolvante dans la limite continue, on peut s’intéresser a des
fonctions de corrélation plus complexes. Cette section intermédiaire, avant I’étude des conditions de bord
JS et DJS, permet de rappeler les résultats obtenus pour le bord Ord concernant les opérateurs de fuseaux.

3.1 Opérateurs fuseaux sur le bord

Les opérateurs de fuseaux ont été définis sur le réseau plat dans le chapitre précédent. Ils ont aussi été
étudiés sur le réseau aléatoire a ’aide du modele de matrice [KPSO4]. Pour introduire une ligne ouverte
sur le disque, on place en deux points du bord le propagateur d’une matrice Y,. Ces deux propagateurs
n’ont d’autre choix que de se relier I'un a I’autre, ce qui induit la ligne ouverte. De facon plus générale,
I’opérateur fuseau a L pattes s’écrit

Sp=Y Yo -Ya,. (IV-65)
a;i#a;
Ces opérateurs matriciels peuvent étre insérés entre n’importe quelle condition de bord Ord/Ord, Ord/DJS,

DJS/DIJS.,... Concentrons-nous ici sur le cas le plus simple des corrélateurs Ord/Ord,

1 1
Wy (z,2') = ( tr S St ). IV-66
L( ’ ) < r— X LZL'/ — X L ( )
Ces corrélateurs satisfont 1’équation de récurrence Wy = n W x Wy_; qui consiste a retirer une ligne
ouverte (figure IV.9). 1 On peut supposer (appendice B) que la limite continue de cette relation est simple-
ment w;, = nwkwy,_1, 0l wy, désigne la partie singuliere de . On en déduit la dimension gravitationnelle

des corrélateurs [wy | = L]w] + [wp]. Le terme initial 17/, est donné par

Wo(fE, iL’/) _ % <tr - _1 e i X> _ W(l;i/__v;/(«f )7 Wo(é:,f/) _ W(ég/:“é(é ) (IV—67)

10. Cette relation s’obtient a partir de I’équation de boucle IV-15 en posant G = W(x)Yy, - - - Y, W(a")Y,, --- Y,

ar—1

eten
dérivant par rapport a Y, , . On somme ensuite sur I’ensemble des a;.
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FIGURE IV.10 — Equation de boucle permettant 1’obtention du cylindre en recollant deux disques.

Ainsi, [wg] = [w] — [¢], ce qui permet d’établir la dimension des opérateurs de fuseaux Ord/Ord a L pattes :

dr+1,1 dans la phase diluée, et 6; ;41 dans la phase dense.

EQUATIONS DE BOUNDARY GROUND RING

On cherche maintenant a faire le lien avec la gravité de Liouville. Supposons que 1’on soit dans la phase
dense, la phase diluée se traitant de la méme maniére en renversant b — 1/b. Dans la limite continue, on

2 , . .
1/26% cosh s /b, et les corrélateurs matriciels

paramétrise les constantes cosmologiques de bord &(s) o< p
sont proportionnels a des fonctions a deux points sur le bord dont I’impulsion dépend de la dimension de

I’opérateur de bord,

wn(6.€) = d(Buls, ), Br =2~ |Pronl (IV-68)

Prenons la discontinuité de I’équation de récurrence sur la coupure en utilisant IV-112, avec la paramétri-

sation £(s) on obtient 1’équation
d(BL|s +ib,s") — d(Br|s —ib, s") o /usinh (wbs) d(Br-1]s, s") (IV-69)

qui n’est autre que la relation I-46 obtenue en théorie de Liouville. Ceci confirme notre identification
du corrélateur matriciel avec la fonction a deux points de la gravité de Liouville. Notons que ces relations
peuvent étre résolues afin d’obtenir I’expression des corrélateurs en fonction des constantes cosmologiques
[Kos04b].

3.2 Opérateurs fuseaux dans le bulk

Il est possible d’obtenir aisément la dimension des opérateurs de fuseaux dans le bulk ([DK88]) grace
a I’astuce suivante. Autorisons-nous une bréve excursion topologique sur le cylindre, et étudions le cor-

rélateur connexe

c 1 1
Wz, 2') = <tr . XSLtr pr XSTL>C. (IV-70)
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y my!'  my™

FIGURE IV.11 — Poids des vertex pour le bord DJS.

Utilisant I’équation de boucle I'V-15, il est possible d’écrire I’équation suivante (L > 0)

chl(m ) = j{ @WLA(%H?,) + Wiy, —y) = Wiz, —y) = Wi (y, 2')
b b 207 (y —z)(—y — ')

IV-71)

qui correspond a couper le long d’une ligne ouverte, obtenant ainsi a nouveau un disque (figure IV.10).
Si I’on fait tendre la longueur des bords du cylindre vers zéro (z,2’ — 00), les opérateurs de fuseaux

deviennent des opérateurs de bulk insérés sur une sphere. Au premier ordre, nous obtenons

. 1 d
WLyl('ru 95/) ~ —j{ _yWLfl(ya —Z/)- (IV-72)

zx’ Jigp 20

Dans la limite continue y = €(, la partie polynomiale ne contribue pas a I’intégrale de contour, et I’on

trouve finalement I’expression du corrélateur gravitationnel de deux opérateurs fuseaux de bulk,

d
D(ar) = 7{ % € (=€), (IV-73)
]—o00,—M] 4T
On en déduit la dimension gravitationnelle de ce corrélateur, [D(az)] = |[wr_1] + [¢] = L[w], d’ol la

dimension des opérateurs a L pattes 7,2 o dans la phase diluée, et 1, /> dans la phase dense.

4 Bords JS et DJS

Apres maints préliminaires, nous voici enfin sur le seuil de la partie centrale de cette these : 1’étude
des conditions de bord JS et DJS par le modele matriciel . Dans cette section, nous nous focaliserons sur
I’étude des conditions de bord DIJS, plus riche en phénomenes critiques de surface [BHK10]. En outre,
les conditions de bord JS peuvent étre vues comme une limite particuliere des conditions DJS, et nous
expliquerons comment retrouver les résultats de 1’article [BH09] concernant les opérateurs Ord/JS dans
la phase dense. Suivant la méme idée, plutdt que de résumer I’étude des opérateurs JS/JS [Bou(09], nous

présenterons ici I’étude des opérateurs DJS/DJS dans le secteur des “boucles fermées” (L = 0).

4.1 Définition des bords JS et DJS

Concentrons nous sur les opérateurs de bord Ord/DJS. La premiere étape consiste a définir 1’opérateur
matriciel qui crée les conditions de bord DJS, ainsi que les corrélateurs dont on prendra ensuite la limite

continue.
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OPERATEUR MATRICIEL DE CREATION DE BORD

Soit [ un sous-ensemble d’entiers de {1, - - - , n}, nous noterons / son complémentaire, et les cardinaux

des deux sous-ensembles seront notés respectivement ng) pour [ et ng) pour /. L’ opérateur matriciel qui

crée la condition de bord DJS de fugacité mg pour les boucles de poids ng est le suivant :

1
H (e, m{) = RGEDIN (IV-74)

I 1
yr — X —m{"vg —m{"y; =

Dans la suite de cette section, nous oublierons I’indice /, sachant toutefois qu’il sera primordial lors de
I’étude des opérateurs de bords DJS/DJS. Le point m; = ms = 0 décrit naturellement des conditions
de bord Ord. On peut donc interpréter les parametres m,; » comme une perturbation de ce bord par des

opérateurs qui introduisent les boucles de type 1, 2.

Le développement y — oo permet d’obtenir le poids des vertex de bords (figure IV.11). On associe
un poids 1/y a chaque élément du bord, ainsi qu’un poids m; » chaque fois qu’une boucle de type 1,2
rebondit sur le bord. Dans le cas isotrope, obtenu en posant m; = my = m, I’opérateur introduit en réalité
des boucles de poids n avec une fugacité m. Cette ligne est donc équivalente a celle obtenue en posant
ny = n, ng = 0 et m; = m. Cette double description de la ligne isotrope nous sera utile dans la limite

continue.

Dans la phase dense, les bords de type JS correspondent a la limite my = 0 et y,m; — 00 avec
y/m = vy fixé. En effet, cette limite fait disparaitre les propagateurs de matrice X sur le bord, et il reste

uniquement

1
S
HgJ )(y/)

=— V-7
v 17 e

Cet opérateur crée un bord sur lequel se collent des boucles de poids ngi) sur chaque aréte.

OPERATEUR DE FUSEAU

Deux types d’opérateurs fuseaux peuvent étre introduits ici, selon I’ensemble d’indices I ou I consid-
érés. Ces deux types d’opérateurs font référence aux deux types de “blobs” apparaissants dans 1’étude par
la matrice de transfert. Ils sont construits a partir d’un produit de matrices Y,,

SY =Yoo Y, SP=3 Y, Y., (IV-76)
aiyéaj a,ﬁéaj
a; el a; el

L’ opérateur S(Li) crée L lignes ouvertes, la ligne la plus proche du bord DJS générant un facteur m; chaque
fois qu’elle touche le bord. Le poids de ces lignes est n;, mais ce facteur n’est pas déterminant dans la

limite continue car elles sont en nombre fini.
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Ord Ord Ord Ord Ord Ord Ord
DJS DIS DJS DIS DIS DIS DJS
FIGURE IV.12 — Interprétation combinatoire de la relation IV-79.

CORRELATEURS ORD/DJS

Avec ces définitions, il est possible de construire les corrélateurs Ord/DJS
1
B

ou W est I’opérateur qui crée le bord Ord. Pour L = 0, nous noterons simplement

i i 1
<tr W(x)S(L)H(y|m1,m2)S(L)T> , W(z) = —x (IV-77)

D(Li)($7y|m1,m2) =

1
Do(x,y|my,me) = 3 (tr W(x)H(y|mq,m2)) . (IV-78)

)
1=

L > 1, ce qui consiste de nouveau a retirer une ligne ouverte. Celle-ci peut étre étendue a L = 0 en posant
([BHK10])

Les corrélateurs D;, satisfont la méme relation de récurrence que les Wi, D(Li n; W * D(Li) pour

N 1-— miDO
Cette relation possede une interprétation combinatoire si on la développe en série. On voit alors (figure

D) (IV-79)

IV.12) que Dém) correspond a un ensemble de disques Dy collés par une aréte de fugacité m, o, cette
aréte pouvant étre vue comme une boucle microscopique de type 1,2. Lorsque m; > ms, les boucles
ny proliferent et la quantité pertinente est D(l), si au contraire m; < meo, il faut s’intéresser a D((]z).

Introduisant le parameétre d’anisotropie A = m; — ms, nos deux corrélateurs sont reliés par

D(2) D(l)
Dy = ——, DY = —2 (IV-80)
Dans la limite JS, reprenant les notations de [KosO7a, BHO9], on retrouve Dy = D((]Q) = mle((]L) et

DY — -1 plh.

DIMENSION DES CORRELATEURS

Dans la limite continue, la relation de récurrence sur les corrélateurs matriciels induit une relation sur
les dimensions des fonctions de corrélation de la théorie de Liouville [dg’ll] = [w] + [d(Lz)] ol d(Ll) désigne

la partie critique du corrélateur Dg)

. Cette relation se transmet a la charge de la fonction a deux points de
la gravité de Liouville, qui est reliée via les relations de KPZ a la dimension nue des opérateurs bcc. Ainsi,
si pour L = 0 I’opérateur bcc a pour dimension o, s, I’opérateur a L lignes ouvertes aura la dimension

0r+1,s dans la phase diluée et ¢, s_;, dans la phase dense.
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Ord DJS Ord 1 DIJS Ord DJS

FIGURE IV.13 — Equations de boucles pour les corrélateurs Ord/DJS.

Il existe une interprétation simple en théorie conforme pour la dimension de ces opérateurs de fuseaux.
Supposons donc que I’opérateur bcc Ord/CB inséré entre des conditions de bord Ord et quelconques
(CB) soit de dimension 9, ;. L’opérateur fuseau Ord/Ord ayant L pattes est un opérateur dégénéré au
niveau L + 2, son OPE avec I’opérateur Ord/CB est donc tronqué. Parmi les modules présents, on choisit
I’opérateur de plus grande dimension : ¢, 1, ; dans la phase diluée et 9, ,_;, dans la phase dense.

4.2 Opérateurs de bord Ord/DJS

On se concentre maintenant sur la détermination de 1’opérateur bcc Ord/DIJS en I’absence de lignes
ouvertes. Il faut pour cela dériver les équations de boucle couplées satisfaites par les corrélateurs Dy et
Dgi). La dérivation de ces équations est 1égerement technique [BHK10], et par ailleurs non essentielle
a notre propos. Elle se fait a partir des équations IV-12 et IV-15 qui permettent d’obtenir les relations
représentées schématiquement sur la figure IV.13. Le produit * peut ensuite €tre éliminé en utilisant V-

110, et I’on aboutit a une relation quadratique similaire a celle obtenue pour la résolvante critique (IV-46),
AW (2, y)BY (—x,y) = co(ylma,ms) + e (y|ma, ms)a + ca(my, ms)z® (IV-81)
+ (=1)(my — my) [w(x) + niw(—z)]
ou I’on a posé
BO () = (= 1)y — ma) (meD (&) +naW(2)) = s (W(=2) = V(=) + H(y)) =2~ y

(IV-82)
L’expression des coefficients ¢y, c; et co ne sera pas utile dans notre discussion, seule leur dépendance en
y nous importe, on peut cependant la trouver dans [BHK10]. Remarquons que les équations IV-81 portent
uniquement sur la constante cosmologique z, elles dépendent de fonctions inconnues de la variable y :
H(y) = /‘13 (tr H(y)) et Hi(y) = % (tr XH(y)). Ces quantités sont des disques de constante cosmologique

de bord y, avec des conditions de bord de type DJS ; elles jouent un role similaire au terme Wi (x,T') de
I’équation I'V-46.
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LIMITE CONTINUE

Prenons maintenant la limite continue avec un bulk et un bord Ord critiques, laissant dans un premier
temps le bord DJS fini. Pour cela, on pose de nouveau z = ¢, €29y = K — K., et la résolvante s’écrit
W(z) = Wiee(x) + efw(§). Les fonctions A et B correspondent aux parties critiques des corrélateurs
matriciels D((]i) et Dgi). Dans la limite continue on leur attribue une dimension d’échelle a[¢] et B[¢] :
A(z) = e A(€), B(z) = €’ B(¢). L’équation précédente s’écrit alors

Eaﬁﬁi«‘t(i) (f)B(i)(—f) = Co(?/\mb mz) + 601(3/’“117 m2)5 + 6202(77”&1, m2)£2

| (IV-83)
+e(=1)"(m1 = my) [w(§) +niw(=E)].

On ne peut parler de comportement critique des corrélateurs que si le terme dominant du membre de droite
est donné par w(§) + nyw(—£). 1l faut donc éliminer les termes d’ordre supérieur a O(e?), et identifier
a + [ = g. Ainsi, dans la phase dense, 0 < g < 1, et seul le coefficient ¢ doit s’éliminer, tandis que dans
la phase diluée (1 < g < 2), il faut aussi imposer c¢; = 0 pour avoir une condition de bord conforme.

4.2.1 Branches anisotropes

Concentrons-nous tout d’abord sur 1’étude des branches AS du diagramme de phases. Dans la région
my1 > msy ol les boucles de poids n proliferent, c’est le corrélateur D(()l) qui est critique, on va donc

étudier 1’équation portant sur A®.

PHASE DENSE

Rappelons que lorsque le bulk et le bord DIJS sont critiques, les parties singulieres des corrélateurs
doivent étre algébriques en &, ce qui impose ¢y = 0. La condition ¢y = 0 détermine donc la valeur
critique de la constante cosmologique du bord DJS, y.. Le diagramme de phase est ici particulierement
simple puisqu’aucune condition n’est imposée sur les paramétres (m,m2). Ainsi, la région m; > my
correspond a une prolifération de boucles 1 sur le bord, m; < my a une prolifération des boucles 2, et la

ligne isotrope a des boucles de poids n.

Pour I’étude de la premiere région, il est donc possible de se ramener aux conditions de bord JS [BH09]
en prenant my = 0, y,m; — 00, 3y’ = y/m,. Dans ce cas, A" est la partie critique du corrélateur D,

BW celle de D%l) et I’équation critique se simplifie

do(&,y)d (—€,4') + w(€) + mw(—€) = €79(y — yL) (IV-84)

ou y, = (ny + 1)W(0) désigne la valeur critique du parametre de bord. On en déduit la constante cos-
mologique renormalisée €/¢ = y’ — y.. pour le bord DJS, de dimension [(] = g[¢] = 1 donc correspondant
a une action de bord de type “usuel” (). La dimension des opérateurs peut étre obtenue dans la limite
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algébrique 4 = O et ( = 0 : on aalors w(§) o &9, dy ox £, dgl) o &7, L’ équation précédente impose la
condition n; = sin7f/ sin T ce qui permet de déterminer les dimensions « et 5. Utilisant la paramétri-
sation n; = k(r), on en déduit la dimension ¢, , pour I’opérateur de bord Ord/JS, ce qui confirme les
résultats obtenus dans [JSO8b].

Mais I’équation IV-84 peut aussi étre résolue explicitement par transformée de Fourier, en suivant la

méthode développée dans [KK92] pour une équation similaire. Si I’on pose
&(1) = Mcosht, w(§) ox MYcoshgr, ((o)ox MYcoshgo (IV-85)

on tombe alors sur une fonction double sinus, ce qui est justement I’expression du corrélateur de la théorie
de Liouville pour deux opérateurs de bord [FZZ00]. Ces opérateurs sont insérés entre des bords de con-

stante cosmologique & et ¢, leur charge est reliée a la dimension de I’opérateur nu 9, ..

PHASE DILUEE

Concentrons-nous maintenant sur la phase diluée. Les conditions de criticalité ¢og = 0 et c; = 0
permettent non seulement d’assigner une valeur critique a la constante cosmologique, mais impose aussi
une relation entre les fugacités. Cette derniere correspond a la branche AS du diagramme de phase (figure
IV.14). Malheureusement, I’expression de cette courbe est compliquée car elle fait intervenir la fonction
inconnue H (y). 1l existe toutefois deux points spécifiques pour lesquels cette expression se simplifie. Le
premier est le point spécial (mfgc), mgc)) de la ligne isotrope ou les deux branches se rencontrent. Le second

est situé a I’intersection de la branche AS; avec I’axe mo = 0

-1 0), @ _ V6+n)2—n)

m
1—ny 7 S 1—n

(M1, mg) = ( (IV-86)

Le diagramme de phases décrit ici est similaire a celui obtenu par 1’étude sur le réseau plat II1.8, on note
cependant une différence majeure : I’étude a proximité du point spécial montre en effet I’absence de cusp,

ce qui peut etre dii a un effet de 1’habillage par la gravité.

Afin de déterminer la dimension du parametre d’anisotropie renormalisé A,, il faut étudier la pertur-
bation a proximité de la ligne isotrope. Sur cette ligne, c’est le coefficient ¢ qui contribue au membre de
droite de 1’équation IV-83, comme nous le verrons a la section 4.2.2. Afin que la pertubation anisotrope
soit du méme ordre que ce terme, il faut poser A, = € 9A, ie. [A,] = (2 — g)/g. On en déduit la

dimension de I’opérateur qui perturbe dans la direction anisotrope sur le réseau plat : 03 3.

Par analogie avec la phase dense, on peut supposer que la perturbation du coefficient ¢y autour de sa
valeur critique ¢y = 0 correspond a une constante cosmologique non nulle pour le bord DJS. Maheureuse-

ment, il n’est pas possible de déterminer la dépendance de ¢, en y a cause de la fonction inconnue H (y) !!.

11. Ce probléme est similaire a la détermination de la dimension du bord Ord dans la phase diluée, rendue difficile par la
présence du coefficient Wi (k)
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AR I,/ml

AS,

Y

AS,

m,
FIGURE IV.14 — Diagramme de phase du bord pour le modele O(n) matriciel.

Ce coefficient peut donc s’identifier soit a la constante cosmologique (, soit a la partie critique du corréla-
teur h(¢), et nous noterons simplement ici ¢y = ¢/Apup.'? La perturbation du coefficient ¢, s’interpréte
comme une température de bord ¢5 : la dimension [tg] = (¢ — 1)/g de ce couplage correspond a 1’opéra-
teur thermique J; 5. La relation non triviale entre les couplages nus (y, A, m) et renormalisés (5, A, tp)

est caractéristique des limites d’échelle des modeles de matrices [BZ09].

Au voisinage d’un point sur la ligne anisotrope spéciale AS;, A = m; — ms est fini, et I’on prend la
limite continue suivante :
e =2, co=6Apg, ¢ =—"Atg. (IV-87)

Dans cette limite, les fonctions AM et BY) se réduisent 3 AV = e*m,d? et B = ¢ m%dgl) ot d”) et
dgl) sont respectivement les parties critiques des corrélateurs D((f) et Dgl). On trouve alors 1’équation de
boucle suivante

A5 (€, Q) (=€,0) + w(&) + miw(—€) = up — tat (IV-88)
ainsi que la condition o + 3 = g. La dimension de I’opérateur Ord/AS; s’obtient dans la limite algébrique
1 =0, up = 0 de la méme maniere que dans la phase dense. Le résultat trouvé confirme celui obtenu par
J. Dubail, J. Jacobsen et H. Saleur [DJS10]. II est aussi possible de résoudre 1I’équation pour t5 = 0, et
I’on retrouve la fonction double sinus caractéristique de la fonction a deux points de bord gravitationnelle.

SUR LA LIGNE CRITIQUE r;(T)

Dans I’équation IV-88, le comportement du bulk est contenu dans la résolvante w(&, t) IV-62. L’équa-
tion de boucle est donc valable pour n’importe quelle température de bulk t et de bord tp, et I’on peut
suivre I’évolution des conditions de bord sous les flows thermiques. '* En particulier, on retrouve un résul-

tat obtenu pour certains modeles minimaux [FGSC09] concernant I’évolution des conditions de bord de la

12. La présence du facteur A permet d’éliminer celui qui apparait dans la relation de proportionnalité entre B(*) et la partie

singuliere du corrélateur Dgi).
13. On n’est donc plus ici dans le cas évoqué au chapitre II du couplage d’une théorie conforme a la gravité.
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phase diluée vers la phase dense,
dilute: 6, = dense: ds_1, (IV-89)

On reviendra sur cette évolution au chapitre suivant. Sous les flows de bord, on retrouve les résultats

exposés au chapitre précédent (section 3.2.2) concernant la stabilité des transitions Ord, Sp et AS.

L’équation IV-88 peut étre résolue dans la limite 4 = pup = 0 [BHKI10]. Cette solution s’apparente
a la fonction double sinus, et ses différents régimes asymptotiques reproduisent le comportement des
conditions de bord DJS sous les flows thermiques. En particulier, dans la limite {3 — 00, on retrouve le
phénomene décrit dans [DJS10] : une boucle se colle contre le bord, et d((f) se comporte comme la partie

) avec des conditions de bord Ord/Ord, tandis que d(()l) se comporte comme [, avec toujours

critique de D§1
des conditions Ord/Ord. Le corrélateur matriciel pour i = pp = 0 correspond a la fonction a deux points
sur le bord d’une théorie décrite par 1’action suivante,

S =381t =0) + Sy + Senost + ¢ / &2z VD etr? ¢ [dr B e 1 1p / dr BYY)e¢. (1V-90)

p) ) o+

Cette action possede une interaction non triviale entre le champ de matiere et le champ de Liouville ¢.
Il serait évidemment tres intéressant de pouvoir comparer le résultat matriciel a un calcul gravitationnel.
Malheureusement, a notre connaissance, on ne dispose a I’heure actuelle d’aucune information sur les

corrélateurs d’une telle théorie.

4.2.2 Ligne isotrope

Sur la ligne isotrope, les deux équations IV-81 pour ¢ = 1, 2 sont identiques, et ’on peut les résoudre

pour Dy,

2 2

co(ylm) + ci(m)x + ca(m)z® co(ylm) + e1(m)x + co(m)x
m(W(z) = V'(x)+ H(y)) +y—x  do(y|m) + di(m)z + da(m)z? + mw(z)

On montre qu’au point spécial, les quatre coefficients cg, ¢1, dy, d; s’annulent, mais n’imposent que deux

Alz,y) = — . (IV-91)

conditions pour les paramétres (y,m) qui permettent de trouver la valeur critique de la constante cos-
mologique du bord DJS et la fugacité au point spécial m = mgc). La dimension de A permet de déterminer

I’opérateur Ord/Sp : 6y 5.

Rappelons que la ligne isotrope peut €tre vue comme un cas particulier de conditions de bord DJS,
avec n; = n. Dans ce cas, les corrélateurs ne dépendent plus de ms, et ’'on peut poser my = 0. Les
équations IV-81 permettent alors de déterminer
y —x—m(H(y) — W(z) —nW(-x))

mDo(ZIT, y) —1 7

et la condition de bord Sp s’identifie a la branche AS;. Suivant les remarques faites précédemment, on

(Iv-92)

B (z,y) =

en déduit que 1’opérateur qui perturbe le point spécial dans la direction anisotrope n’est autre que d3 3, et
I’opérateur thermique de bord 4, 3 est relié a la perturbation dans la direction isotrope m.
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FIGURE IV.15 — Disque avec bord DJS-DJS-Ord.
4.3 Opérateur DJS/DJS dans la phase diluée

On s’intéresse maintenant aux opérateurs de bord DJS/DJS dans la phase diluée. Cette étude est sim-
ilaire a celle des opérateurs JS/JS effectuée dans la phase dense [Bou09]. En particulier, on considere de
nouveau des disques possedant trois bords : Ord/DJS/DJS. La présence du bord Ord est nécessaire afin
d’utiliser les équations de boucle IV-12 et IV-15 puisque retirer une boucle fait apparaitre un bord Ord.
Comme sur I’anneau (figures II1.6 et II1.7), il faut distinguer sur ces disques deux secteurs : les secteurs
de lignes ouvertes et de boucles fermées. Dans le secteur de “lignes ouvertes”, on autorise 1’insertion
d’opérateurs fuseaux entre les deux bords DJS. Ces lignes ouvertes ont pour conséquence d’empécher les
boucles de toucher les deux bords DJS simultanément. Dans la limite critique, ce probleéme ne possede
que trois parametres continus correspondants aux poids des boucles touchant soit le premier bord DJS,
soit le second, soit aucun des deux. Cependant, nous nous concentrerons dans cette section sur le secteur
des “boucles fermées” pour lequel un quatrieme parametre continu doit étre introduit, en correspondance
avec le poids des boucles pouvant toucher les deux bords.

DEFINITION DES CORRELATEURS

Introduisons les notations suivantes,

DI egnos) = 5 (e WE @B (1) D) = 5 3 (o W)Yo (o)L )Y,
a€FlE

(IV-93)
ou E est un sous-ensemble d’indices de {1, - - - n}. Le corrélateur D%) décrit un disque Ord/DJS/DJS sans

lignes ouvertes, tandis qu’une ligne a été introduite entre les deux jonctions Ord/DJS dans Dg). Nous

aurons également besoin de nouvelles notations concernant les disques a deux bords Ord-DJS,

DY (w,yr) = %<trw<x>HI<yz>>, D (2, y1) = %Z (tr W(z) Y, H; (y1)Y,) (IV-94)
acl

ou I’on retrouve Dgl) = D}I), D§2) = DEI).
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PRELIMINAIRES DIMENSIONNELS

Parmi les trois opérateurs de bord insérés sur le disque Ord/DJS/DJS, deux ont déja été déterminés
précédemment. Il suffit donc de connaitre la dimension gravitationnelle du corrélateur pour obtenir la
dimension du troisieme opérateur. Rappelons que les conditions de bord Sp ne sont qu’un cas particulier
des branches AS, et supposons que les bords DJS; et DJS; se trouvent sur les branches critiques AS; et
AS;. La relation entre la dimension du corrélateur et I'impulsion de Liouville P associée a I’opérateur
AS;/AS; se lit

o [af)] =P+ g AP+ g AP - % AP =1-r0 (IV-95)

ayant posé n; = k(r;). La dimension du corrélateur va &tre obtenue grice aux équations de boucles. Plus
précisément, nous allons relier I’impulsion P au poids des boucles qui touchent les deux bords DJS.

POIDS DES BOUCLES

Les boucles qui touchent deux bords DJS peuvent porter quatre couleurs (figure IV.15, violet-rose-
cyan-vert), deux pour chaque bord. Le poids de ces boucles est relié au cardinal de I’ensemble des com-

posantes de spins qui peuvent la former,

nyy = Card (INJ), np=Card (INJ)

_ _ (IV-96)
nyy =Card (INJ), ngp=Card (INJ)

I1 est naturel de s’attendre a ce que les boucles de poids n;; soient prédominantes lorsque les deux bords
sont de type AS; et AS;.

LIMITE CONTINUE DES EQUATIONS DE BOUCLE

La dérivation des équations de boucle est relativement calculatoire, elle peut étre trouvée en appendice

C. Apres avoir introduit les parties critiques des corrélateurs dg(}) et dg), on tombe sur un ensemble de

deux équations relativement simples (IV-123, IV-128),

ij j Mg 4o(i 0
0= df « AD + ZLBD 1 o)
- (Iv-97)
0= i)« [ B B 4 A [Z Dl d<;5>]
ij
ou d(;j) est une notation condensée pour d([{]ﬁ‘]), ---. L’étude détaillée de la limite continue pour ces
équations est aussi présentée en appendice (C). Paramétrisant les bords AS; et AS; par nzm = k(ry),

ng‘]) = k(r;), on y montre que la dimension de I’opérateur AS;/AS; est donnée par d,., ol r est reli¢ au
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poids des boucles exhaussées touchant les deux bords,

sin (T(I) +r 1 - 7’) 76/2 sin (T‘Z(I) + 7‘](7]) +1+ r) 76/2

i J
sin (r"70) sin (rj(-‘])ﬂ@)

nas (r) = (IV-98)

ol r appartient a I'intervalle [1,1 + 2/6)].

BOUNDARY GROUND RING

Dans la limite continue, le corrélateur d(I?,) s’identifie avec la fonction a trois points de la théorie de

Liouville,
) (—£(s), Ci(s1), Cr(5)) o (*B3i By Bj,) o c(B1, 81, Brsls1, 51, 5) (IV-99)

ou £(s), (r(sy) sont les paramétrisations hyperboliques habituelles des constantes cosmologiques de bord,
et les charges (37, 7 et B;; sont reliées respectivement a la dimension des opérateurs de bord Ord/DJS;,
Ord/DJS; et DJS;/DIS ;. Dans le cas présent, ces charges peuvent prendre n’importe quelle valeur réelle.
Au contraire, dans le secteur des lignes ouvertes, les charges obéissent a une relation de type I-14, I-17,
ce qui correspond a un pdle de la fonction a trois points dont le résidu est donné par un corrélateur de gaz
de Coulomb [Bou09]. Ces deux secteurs permettent donc de tester dans différents domaines de validité
I’accord entre le modele de matrice et la gravité de Liouville. La relation entre équation de boucle et
“boundary ground ring ” (1-47 avec b — 1/b) est effectué explicitement dans 1’appendice C.

REGLES DE FUSION

Les opérateurs DJS/DJS considérés ci-dessus ne sont en réalité pas les plus généraux que 1’on puisse
définir. Il est en effet possible d’insérer entre les deux bords DJS un élément de longueur fini j avec des
conditions de bord Ord :

, 1 ,
DY = (x,y1,ys) = 3 (tr W () (yr) XTH (y)) - (IV-100)

Dans la limite continue, ce bord Ord devient microscopique, mais il modifie la dimension de 1’opéra-
teur AS/AS en 9, ,12;. On remarque que ces opérateurs matriciels interviennent naturellement dans le
développement suivant
o
H,W(z)H, =Y 27/ 'HX'H, (IV-101)
=0
qui décrit la limite ol la longueur d’un bord ordinaire entre deux bord DJS tend vers zéro (r — c0). On

retrouve donc une relation de fusion entre deux opérateurs Ord/DJS,

6r¢,ri+1 X 57‘j,7‘j+1 — 6r,r+2j' (IV'102)
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Cette relation est différente de celles habituellement rencontrées dans les théories rationnelles puisqu’elle
fait intervenir un parametre continu 7. En revanche, dans le secteur des lignes ouvertes ce parametre r lié
au poids des boucles touchant les deux bords n’est pas présent, et les relations de fusion sont semblables a

celles des modeles minimaux.

5 Problémes ouverts

5.1 Détermination de H(y)

Le principal probleme de notre méthode est I’impossibilité de déterminer la fonction de partition du
disque avec des conditions de bord DJS dans la phase diluée, H (y). Celle-ci est intéressante pour deux
raisons. Premierement, elle intervient dans 1’équation de la branche AS pour le diagramme de phase de
bord. Ensuite, elle permet de déterminer la dimension du bord DJS. Rappelons que celle-ci n’est pas
prédite par la gravité de Liouville, qui restreint simplement le champ des recherches a une dimension
unité, ou une dimension fractale g. Cette dimension traduit les effets de 1’interaction entre les conditions

de bord anisotropes et la gravité tel que la décrit le modele de matrice.

Afin de déterminer la fonction H (y), deux idées viennent aisément a 1’esprit. La premiére serait d’u-
tiliser un calcul analogue a celui de la résolvante dans la méthode du col. Il s’agirait donc d’intégrer sur la
matrice X puis de diagonaliser les matrices Y. Malheureusement cette premiere intégration est difficile a
cause du terme cubique pour le potentiel V. La seconde idée qui peut venir a I’esprit consiste a utiliser un
argument indirect, similaire a celui qui permet de contourner le calcul de 11/} dans la détermination de la

dimension du bord Ord dans la phase diluée.

5.2 Anisotropie de bulk

Il est possible d’étudier aussi 1’anisotropie dans le bulk. Pour cela, on introduit deux températures de
bulk T} », associées a deux types de boucles 1, 2. On brise alors la symétrie O(n) directement dans 1’action
matricielle,

1 1 Ty 15

S[M,Y,] = 5M2 - gM3 - ng - ?Yf — M(Y? +Y?). (IV-103)

Il est commode de poser T} = T + A, T, = T — A, A étant un parametre d’anisotropie. Utilisant la

méthode du point col, il n’est pas difficile de dériver I’équation de boucle suivante pour la résolvante,
W(x +140) + W(x —i0) + mW(—z 4+ A) + nogW(—z — A) = V'(z). (IV-104)

A cause du parametre A, la structure analytique de la résolvante est plus complexe, elle ne se résume
plus a un probleme a deux coupures. S’il n’a pas encore été possible de résoudre cette équation, on peut
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cependant en déduire la dimension de I’opérateur d’anisotropie : dp; dans la phase dense, et d; o dans la
phase diluée, ce qui correspond a un opérateur fuseau a deux pattes. En développant la pertubation autour

de A = 0, on retrouve au premier ordre la fonction & un point de bulk sur le disque U («|€).

Conclusion

L apport essentiel de notre travail sur le modele O(n) a été de montrer que les phénomenes critiques
de surface des modeles statistiques sur réseau plat se reproduisaient sur le réseau aléatoire. Nous avons pu
ainsi mettre au point une nouvelle méthode pour étudier ces phénomenes en utilisant un modele de matrice.
Ce dernier permet de prendre explicitement la limite continue, ce qu’il est difficile de faire rigoureusement
sur le réseau plat. On obtient alors des informations précieuses sur la théorie conforme : dimension des
opérateurs de bord, évolution des conditions de bord sous les flows de bulk et de bord, dimension des
opérateurs qui génerent ces flows ; il est méme possible d’y décrire la fusion d’opérateurs de bord. C’est
donc une méthode tres puissante, mais aussi tres générale puisqu’elle peut étre appliquée a de nombreux
modeles statistiques, et nous verrons 1I’exemple des modeles ADE dans le chapitre suivant.

Mais nos travaux ont aussi un impact important sur la compréhension des relations entre modeles de
matrice et gravité de Liouville. L’étude des opérateurs Ord/JS a permis de démontrer 1’accord entre ces
deux descriptions au niveau de la fonction a deux points de bord. Dans 1’article sur les opérateurs JS/JS,
nous montrons I’équivalence entre les équations de boucle et les relations de boundary ground ring pour
la fonction a trois points de bord, dans différents secteurs. Les résultats sont plus intéressants encore dans
le cadre de I’étude des opérateurs Ord/DJS. En effet, il ne s’agit plus ici d’une théorie conforme couplée a
la gravité, mais d’une théorie massive, le champ de matiere interagissant donc avec la métrique de fagon
non-triviale. Pour I’heure, il n’existe pas de résultat du c6té de la gravité de Liouville concernant les
corrélateurs de bord étudiés, et en particulier pour notre solution des équations de boucle en 1 = up = 0.
Certains travaux portant sur les théories conformes rationnelles perturbées thermiquement ont pu étre
menés a terme grace a I'intégrabilité de ce flow [FSZ93]. 1l serait extrémement intéressant de savoir si une

telle approche peut aboutir en ajoutant un couplage a la gravité.

Pour conclure, signalons que de nombreux développements récents sur 1’étude des conditions de bord
des théories conformes rationnelles utilisent la notion de défaut topologique [PZ01, Pet10, KRW09]. Ceux-
ci consistent a coupler deux théories conformes par un bord commun, en imposant la conservation du flux
d’énergie-impulsion. Les corrélateurs ne dépendent pas du point sur le bord ol sont insérés les défauts
topologiques, et I’on peut fusionner allegrement ces défauts entre eux, ou avec un bord, ou méme un
opérateur, obtenant des relations extrémement utiles. Ces défauts existent aussi en théorie de Liouville

[Sar09], et il serait intéressant de retrouver certaines relations en utilisant le modele de matrice.
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Annexe A Formulaire de dérivation matricielle

Dans cet appendice sont réunies diverses formules concernant la dérivation matricielle qui sont partic-
ulierement utiles lorsque 1’on utilise la technique des équations de boucle. On suppose ici que X et Y sont
deux matrices indépendantes, et par convention (X O)kl = Jy;. Ces formules se démontrent facilement en
décomposant les fonctions en séries, et en faisant apparaitre les indices matriciels. La derniere formule est
obtenue par transformée de Laplace.

0 not -
X, (Xn)kl = mz:() (Xm)ki (Xn_ m>]l

0 " = S m n—1-m
0Xi; (X +¥)) = P (X +Y)") (X +Y) )jl

I A S S A S S SR N S N
z—Y — X2 kl— r—Y — X? wi \T —Y — X2 il r—-Y -X2/,. x—Y — X2 il

- dze’®
0X;; () /_m+c e x) \a—x )/,

Annexe B Opérateur *

Définition

Tout au long de cet appendice, nous serons amenés a manipuler des fonctions ayant une unique coupure
sur le plan complexe [a, b]. Supposons dans un premier temps que ces fonctions se comportent a I’infini
comme A(x)y1/x. La transformée inverse de Laplace est bien définie, et I’on peut écrire

Az) = / A(l)e " de. (IV-105)
0
La convolution de deux fonctions dans I’espace ¢ s’écrit
cW) = / A’ A(0 + ")YB((). (IV-106)
0

On définit alors le produit * de deux fonctions comme la transformée de Laplace de cette convolution,

(A B) (z) :j{ d’ A(z') — A(x)

B(—1"). IV-107
[a,b] 2 r—a ( v ) ( )
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Ce produit s’étend aux fonctions ayant un pdle a I’infini d’ordre quelconque. Pour un pole d’ordre n + 2,
nous noterons
1 - 1
Alz)z (A O-)z o (-). IV-108
@z (A, +0 () s Xt +0 (1) av-108)
Par la suite, nous supposerons généralement que les fonctions étudiées ont un pole d’ordre deux a I’infini
(n=0).

Propriétés élémentaires

Dérivons quelques propriétés élémentaires de ce produit bilinéaire mais non symétrique. Tout d’abord,
I’action de tout polyndme P(x) a gauche ’annule, P x A = 0, puisque I’intégrant n’a alors ni pdle ni

coupure a I’intérieur du domaine d’intégration. L’action a droite est plus complexe, par exemple
Ax1=A(x) — ao. (IV-109)

Cette formule se prouve en déformant le contour d’intégration sur la sphere, le terme aq provient du résidu

du pole a I'infini. Cette technique de déformation du contour permet de démontrer I’identité essentielle
(Ax B) (z)+ (B*xA) (—z) = A(z)B(—x) — agbo. (IV-110)

Dans le cas ot A et B ont un pole d’ordre quelconque a I’infini, il est possible d’étendre cette formule en

tenant compte du résidu du pole de A(z)B(—x),

(A B)(x)+ (BxA)(—x) = A(z)B(—x) — (A(x)B(—x1)) (IV-111)

4
Remarquons que si B est analytique dans le domaine intérieur au contour encerclant [a, b], alors I’intégrale

donne la partie des puissances négatives du développement 2 x — oo du produit A(z)B(—xz).

La discontinuité du produit * en traversant le contour nous donne

Disc (A * B) (x) = B(—z)Disc A(z), Disc A(x) = A(z +1i0) — A(x — i0). (IV-112)
L’intégrale sur le cycle qui entoure le contour peut étre remplacée par la discontinuité intégrée sur le
contour,

b / !
dz’ B(—
(A% B) (z) = / 4 B e A (IV-113)
o 2m ' —x

On en déduit quelques propriétés de base. Notamment, si deux fonctions ont la méme discontinuité sur la
coupure alors leur action a gauche est identique. De méme, deux fonctions ayant les mémes valeurs sur
le contour symétrique par rapport a I’origine ont une action a droite identique. Ces deux propriétés sont

résumées par le couple de relations

Disc A; =Disc Ay, =— A;xB = Ay % B,

(IV-114)
Bl(—ZE):Bg(—]I)7 Vx € [(l,b] —— A*Bl :A*B2
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Limite continue

Supposons que les deux fonctions A et B n’ont aucun pdle a I’infini, et se décomposent en une partie
polynomiale (ou réguliere) A,, B, et une partie singuliere a, b. Remarquons que 1’on a alors a, = — A,
eta_ = Aol a, eta_ désignent respectivement les puissances positives et strictement négatives de a au

voisinage de I’infini. Cette décomposition permet d’écrire

dx’ a(x') — a(x) , dx’ A(z") — A(z) ,
AxB)(x) = —————=b(—x — B, (—2). IV-115
(4B) (@) = ¢ =)+ f () avns)

apy 20m x—a b 2tm o —af

Le second terme du membre de droite correspond a la partie négative du produit A(z)B,(—z). Prenons la

limite continue du premier terme en posant x = €&, 2’ = £/, b = —eM et a(x) = ®a(€), b(z) = °b(¢) :

(A% B) (x) = e**7 f dg’ a(¢) — a(¢)

g i g A (=) (IV-116)

On est alors tenté de remplacer le contour de I’intégrale restante par un encerclement de | — oo, —M].
Toutefois, la limite ¢ — 0 est singuliere car on rencontre le pdle a I’infini de ab, et il faut le retrancher. On

peut cependant supposer que la partie singuliere de la limite continue du produit A x B est donnée par

¢’ a(€) — al9),

T (=¢).  AV-117)

(A% B) = (A% B), + "7 (axb), (“*b)@:}{ Y

Cette hypothese est confirmée par I’équivalence entre les équations de boucle dans la limite continue et
les équations de boundary ground ring . Dans le cas algébrique, a(&) = &%, b(€) = £, il est possible

d’effectuer directement le calcul en utilisant la transformée de Laplace [Bou09]. On trouve alors

. - sin mov atB :
(axD)(§) = —Smﬁ(aerS i (IV-118)

Annexe C Opérateurs DJS/DJS

Equation de boucle pour les opérateurs DJS/DJS
On dérive ici les équations de boucle satisfaites par les disques Ord/DJS/DJS Dg(}) et Dﬁ). La premicre

équation est obtenue a partir de G = WH;H ;Y. :
(tr WHH,Y2) =D°) « W
+ (mﬁ”écef + mé”écef) DY % (tr WH, Y. H,Y) (IV-119)

+ (mg")dcg + méj)éc€j> Dg?,) « (tr WY H;Y,) .
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(/)

Sommant sur ¢ avec les poids corresponds m;"’, cette équation peut se mettre sous la forme

0= D§J) * [mgj)sz,l) + ng)2DS2) + <m§J)ngJ) + m(‘])ng‘])) W —y; — x]

0 J) ~(INT 0 (J) y(InT I nJ 0 (J) ~(InJ (IV-120)
+D§)*[ Dy UAD D) pUOD) (0 0) D) ) () )+1]

Il est opportun ici de rappeler qu’a gauche des produits *, on peut sans danger retirer les parties poly-
nomiales et remplacer les corrélateurs par leur partie critique. En revanche, a droite il faut faire preuve
d’un peu plus de soin. Mais en utilisant la définition de B (IV-82), on se ramene facilement a une quantité
critique dans le premier terme. Quant au second terme, on va supposer qu’il est lui aussi critique et poser :
dgoj) = Df,?} + reg., dg) = Dg) -+ reg.. On obtient finalement

d(J * [mg‘])By) - méJ)BSQ)] + (mg‘]) J) A(k [Zm m d(;j ] =0, (TV-121)

avec la notation condensée

Zm m{d = mPmD a0 4 m O a7+ mPm P d D S md N av-122)

Une équation similaire peut €tre dérivée en échangeant / et .J, qui s’écrit, en modifiant 1égerement la

normalisation d\; = (mgl) mé”) D\ reg., 14

m\"dl) [ (M — m§I>B§2)] + AP « [Z mg”mg‘”d?j)] = 0. (IV-123)
i,J
La seconde équation s’obtient a partir de G = WY_H;H ;,
(tr WY,H,H,Y,) =W % D)
o (m"0uer +mi8.cr) (e WYH;Y.) 5 DY) (IV-124)
+ (mg‘])écej + mg‘])écej> (tr WY, HH,Y.) % D(JO).
En prenant diverses sommes sur ¢, on obtient un ensemble de quatre équations pour les quantités
DI (m” DS 1) + (ml" D™ 4 W)« DY =0
DI (m§" D 1) + (m" D™ 4 0w ) DY =0
DI s (m” DS = 1) + (m" D™ 4 0y W) 5 DI =0

B o701 1) ¢ (0 )

(IV-125)

14. Cette normalisation n’a pas d’influence ici car nous nous placons a proximité de la ligne anisotrope AS. Au contraire,
elle serait significative au voisinage de la ligne isotrope.
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On utilise maintenant I’argument de [Bou09] permettant de se débarrasser des quantités D§ ). Pour cela,
on remarque que les corrélateurs D§1) et ng‘]) satisfont
DV « [m§”D§°> - 1} — "W« DO, pUn 4 [mg”D?) - 1} —nuW D", (AV-126)

Ainsi, Dg) / ngj) et D§m‘]) /m11 ont la méme discontinuité et 1’on peut les échanger a gauche de I’ opérateur

x. Répétant cet argument pour les trois autres corrélateurs posant probleme, on aboutit a

n 7 n
iy s« AV + =SBV df) =0, &V« AP + —ZB « df) =0,
n

()

m

_ _ (IV-127)
nJ 1 N21 (2 0 nJ 2 N22 (2 0
diy " AP+ 5B wd) =0, dif « AP + B« djy = 0.
ny Yo
Ou, de maniere plus condensée,

dy] < AV + 2B wdl) =0, (IV-128)

(2

Limite continue des équations de boucle

Commencons pour simplifier par nous restreindre au cas des branches AS,/AS;, et ’on choisit plus

précisément les points de ces branches tels que mg) = mé‘]) = (. Les équations précédentes permettent

alors d’écrire ©) . (1) 1) 4 4O
dy) * B; ni B xdj;

= =1 (IV-129)
AP s diy? D i« AT
ainsi que la relation dimensionnelle
)]+ [B"] =[] + [A47] (IV-130)

Calculant les produits * dans la limite ol les corrélateurs sont algébriques B, et en utilisant les relations
[AD] + [BD] = getn; = sinm [BY]/sinm [AP], on obtient finalement

sin T [df}} sin ([d%)] +9- ['Agl)} B [A‘(jl)]>

niy = : : (IV-131)
sin [A§ )] sin 7 [AS)]
(oo () _ gDy () g0 (1) o o
En paramétrisant ny * = k(ry"’), ny”’ = k(r;’), on arrive a la paramétrisation de [DJS09a]
sin (ry) + r%‘]) +1- 7“> 76/2sin <r§1) + rg‘]) +1— 7‘) 70/2
TLH(T’) = (IV—132)

sin 7{[)779 sin rg‘])w@

ou I'opérateur AS/AS a pour dimension ¢, ,. Il faut en outre préciser I'intervalle auquel appartient r,
on utilise pour cela la compatibilité avec la limite de phase dense (IV-75), ot ’on obtient la condition
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r € [1,1 + 2/6] a partir de cas particuliers pour lesquels les équations de boucle se simplifient [Bou09].
Les autres opérateurs AS/AS se traitent de la méme facon, il suffit de remplacer la paramétrisation de n,

par celle de ns, soit

sin (rlm + T§J) +1- 7") 76 /2 sin (TE]) + r](-J) +1+ r) m6/2
n;(r) = : (IV-133)
’ sin "7 sin 7“](-‘])7?9

i

Ces résultats sont en accord avec [DJS10].

Relation avec le boundary ground ring

Prenons par exemple la discontinuité de 1’équation IV-128 sur la coupure,

Af,j)(—g)Disc&d%) + n(z}j) dﬁ(—é)DisQBy) = 0. (IV-134)

(2

On note (5 la charge de 1’opérateur inséré entre le bord Ord et AS; a I’intérieur du corrélateur A?). A partir
de la condition [A(i)] + [B (i)] = ¢ sur la dimension des corrélateurs, on en déduit la charge de 1’opérateur
inséré entre les bords Ord et AS; en présence du ligne ouverte pouvant toucher le bord AS, a I'intérieur
du corrélateur B, 8, = Q — B; — 1 /2b. Utilisant habillement la propriété de réflexion de la fonction a
trois points, et avec la paramétrisation usuelle des constantes cosmologiques, il est possible d’écrire les

corrélateurs dEOJ) et d%) de la maniére suivante :

dg(?(—§7(17CJ) o« c(Br, By, Brslsy, s1,8), d%)(—&CI;CJ)  c(Br, B1, Brilss, 51, ). (IV-135)

Ainsi, I’équation I'V-134 peut se mettre sous la forme

1 ~ o~ 1 -
d(By]s, ss)sin (Eas> c(Br, B1, Brslss,s1,8) o< c(Br, By, Brs|ss, 51, 8)sin (Eas> d(Br,sr,s) (IV-136)

ot 2isin (+0;) f(s) = f(s+1i/b) — f(s —i/b). Utilisant alors la propriété de réflexion des opérateurs de

bord Bs = d(f) Bg—p dans la fonction a trois points du membre de droite, cette derniere équation s’écrit

sin (%85)61(3[,31,3)

d(BI + 2%,’815 8)
(IV-137)

On reconnait ici la différence des relation I-47 pour des translations de signes opposés, prenant b — 1/b

et f1 = 31, B2 = 5 + 35. B3 = By, ainsi que 51 = 55, 5o = sy et s3 = s.

' 1 - . ~ 1 1
sin <Eas> c(Br, 81, Brilss, s1,8) o< ¢ (51 +op By + %751J|3J7 S 5>
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Introduction

Les modeles ADE sont une généralisation des modeles RSOS [ABF84] introduite par V. Pasquier
[Pas87b, Pas87a] dans laquelle on associe aux sites r du réseau bidimensionnel le nceud d’un graphe G.
Imposant certaines restrictions, telles que I’unitarité et une charge centrale c;; < 1 dans la limite continue,
on s’apercoit que le graphe ne peut €tre que le diagramme de Dynkin d’une algebre de Lie de type A, D
ou F. Une condition moins restrictive, cy; < 1, autorise également le diagramme des algebres étendues 121,
D, E et A.. Les modeles ADE possedant les diagrammes linéaires A,, et A, coincident avec les modeles
RSOS et SOS.

La limite continue des modéles ADE est décrite par une théorie conforme minimale (h — 1, h) ou h
est le nombre de Coxeter associé au diagramme. Les modeles introduits par V. Pasquier correspondent a
la phase dense d’un modele de boucle. Les théories conformes unitaires (h, h + 1) peuvent étre obtenues

comme une version diluée de ces modeles, considérée pour la premiere fois par I. Kostov [Kos92].

Les conditions de bord des modeles ADE denses furent étudiés par H. Saleur et M. Bauer [SB89]. On
distingue deux types de conditions : fixées et alternantes. Les conditions de bord fixées sont des conditions
de Dirichlet pour les hauteurs des sites du bord. Les conditions de bord alternantes sont encore plus restric-
tives, car elles fixent non seulement les hauteurs des sites du bord, mais aussi celles de la ligne suivante.

Dans ce chapitre, nous verrons comment étendre les conditions de bord alternantes a la phase diluée.

Tout comme le modele O(n), les modeles ADE peuvent étre reformulés en un gaz de boucle. De prime
abord, I’intérét de leur étude semble donc limité, et nous verrons qu’effectivement les équations de boucles
des deux modeles sont presque identiques. Ils gardent cependant trois avantages majeurs. Tout d’abord, ils
sont décrits dans la limite continue par des modeles minimaux unitaires, modeles sur lesquels la majorité
des résultats portant sur les conditions de bord ont été obtenus. Certains de ces résultats viendront con-
firmer les assertions précédentes concernant le modéle O(n). Ensuite, nous verrons que les modeles ADE
peuvent aussi éclairer certains points obscurs du modele O(n), tel que la paramétrisation du poids des
boucles (III-13). Enfin, pour les séries D et E, il existe un mélange des états de bord qu’il semble intéres-
sant d’étudier avec le modele matriciel. Toutefois, cette étude étant toujours en cours, nous ne I’évoquerons
pas ici.

Dans ce chapitre, nous commencerons par rappeler la définition des modeles ADE sur le réseau plat,
ainsi que des conditions de bord que 1’on peut y introduire. Puis nous présenterons les modeles matriciels
et expliquerons comment construire les corrélateurs décrivant les conditions de bord précédemment intro-
duites. Nous nous restreindrons ensuite au modele RSOS dans lequel nous détaillerons 1’étude des états
de bord.
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Graph h exponents h,
A, n+1 1,2,---.n
D, [2(n—-1)|1,3,---,2n—3,n—1
Es 12 1,4,5,7,8,11
E; 18 1,5,7,9,11,13,17
Eg 30 1,7,11,3,17,19, 23,29

TABLE V.1 — Valeurs du nombre et des exposants de Coxeter pour les graphes ADE.

1 Modeles ADE sur le réseau plat

1.1 Définition du modele

On s’intéresse A un réseau triangulaire I'', A chaque site r € I est associé une hauteur a(r) prenant
une valeur dans le diagramme de Dynkin G du type A, D ou E. Le modele dense est défini en restreignant
les hauteurs de deux sites voisins du réseau (r ~ r’) a correspondre a deux nceuds adjacents de G (a(r) ~

a(r’)). Dans la phase diluée, les sites voisins sont autorisés a avoir la méme hauteur.

Dense:r ~r' — a(r) ~ a(r')

Diluée :r ~ 1" = a(r) ~a(r’)oua(r) = a(r)

MATRICE D’ADJACENCE

On associe au diagramme G sa matrice d’adjacence A, d’indices les nceuds du réseaux a, b € G, avec
A, = 1siles noeuds a et b sont connectés et zéro sinon. On introduit aussi le nombre de Coxeter h € Z™,
et les exposants du méme nom h, € Z™ associés aux valeurs propres de la matrice d’adjacence (tableau
V.1),

Ba = 2cos(mhy0), 6 =1/h. (V-1)

La valeur propre maximale n = 2cosmf est appelée valeur propre de Perron-Frobenius, elle vérifie
1<n<?2.

POIDS DES TRIANGLES

On numérote les diagrammes de Dynkin suivant les conventions de [Pas87b] (figure V.1). Dans le

modele dense, seules les configurations de triangles de la figure V.2 a) sont autorisées, ces triangles ont

1. Ce réseau est dual au réseau trivalent du modele O(n).
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Graph Perron-Frobenius eigenvector
A, Sa = /2/hsin (ma/h)
D, S, =2/vVhsin (ra/h), Va <n—1;8,_1 =28, =1/Vh
1 1
Eg S, € ag {Sin 0, sin 260, sin 36, sin 460 — — sin 30, sin 50 — sin 36, — sin 39}
n n
1 1
E; S, € ay {sin 0, sin 26, sin 360, sin 40, sin 50 — — sin 46, sin 60 — sin 46, — sin 49}
n n
1 1
Ey S, € ag {Sin 0, sin 26, sin 36, sin 40, sin 50, sin 660 — — sin 56, sin 70 — sin 50, — sin 59}
n n

TABLE V.2 — Composante du vecteur de Perron-Frobenius, les coefficents ag, a7 et ag assurent la normal-
isation 52 = 1.

1 2 3 n
A o—eo—e o

1 2 3 n-2
D, e—e—e
n—-1
n
E 1 2 3 n-3 n-2 n-—1
n @—0—@ o—©

FIGURE V.1 — Numérotation des diagrammes ADE.

un poids (S,/ Sa)l/ % Dans le modele généralisé a une température quelconque 7', les triangles a) ont un
poids T (S,/ Sa)l/ O et les triangles b) sont aussi présents avec un poids unité. Ces poids sont réels
car les composantes du vecteur de Perron-Frobenius sont strictement positives. Remarquons qu’avec ces
conventions, dans la limite de haute température 7" — o0, ce sont les triangles b) qui prédominent et I’on

obtient une phase ordonnée. 2

GAZ DE BOUCLES

Les murs entre différents domaines (figure V.2, en pointillés) dessinent des boucles sur le réseau hexag-
onal dual. Imaginons qu’une boucle entoure un domaine de hauteurs b, encerclé par des sites de hauteurs
a (figure V.3). Chaque fois que la boucle tourne vers I’intérieur, on a affaire a un triangle abb et la boucle

prend un poids 7! (S,/ Sa)_l/ . Lorsqu’elle tourne vers I’extérieur, le triangle est du type aab et de poids

2. La définition de la température est inversée par rapport a la convention habituelle pour laquelle la phase ordonnée est une
phase de basse température. Ceci est di au fait que la température est ici définie pour le gaz de boucle sur le réseau dual I et
non pour le modele de hauteur sur le réseau I
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FIGURE V.3 — Une boucle de poids 77195, /S,,.

T-(8,/5,)"°. Ainsi, ces boucles ont un poids total T~ (5,/,) ou L désigne la longueur de la boucle.

Imaginons que les hauteurs a I’extérieur d’une boucle soient fixées a a. Lors du calcul de la fonction
de partition, il faut sommer sur les configurations de hauteur a I’intérieur du mur de domaine. Or .S, est le
vecteur propre de la matrice d’adjacence de valeur propre n, il satisfait donc la relation
& =n. (V-2)
b~a Sa
En répétant cette somme sur les configurations internes, on montre que la fonction de partition sur la
sphere est la méme que celle d’'un modele O(n) a la température 7. 11 y a cependant une différence
notable : dans le cas des modeles ADE, la variable n ne prend qu’une quantité dénombrable de valeurs :
0 = 1/h avec h € Z*. Ces valeurs particulieres correspondent a des points spécifiques pour lesquels les

théories conformes des deux points critiques deviennent rationnelles.

COMPORTEMENT CRITIQUE

Puisque la description du gaz de boucles est la méme que pour le modele O(n), le comportement
critique des modeles ADE est similaire. Il existe donc deux températures critiques 7%, 7" décrit la phase
dense, et 7', une phase diluée. La phase dense est attractive, la phase diluée répulsive, et le modele a haute

température se renormalise vers un point fixe trivial pour lequel tous les sites ont une méme hauteur.

1.2 Etats de bord

Dans la phase dense, il est possible d’introduire deux types de conditions de bord, fixées Fix, et
alternantes Alt_,;-, respectivement associées aux nceuds et aux liens du diagramme de Dynkin [SB89].
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Celles-ci sont reliées aux conditions Ord et JS par le gaz de boucle. Il faut cependant se restreindre ici
a des opérateurs appartenant a la table de Kac (9, s avec des indices entiers et bornés) puisque la théorie
conforme est minimale. Dans la phase diluée, I’introduction des conditions de bord DJS amene a définir

des conditions de bord alternantes plus générales Alt, pour les modeles ADE.

1.2.1 Conditions de bord fixées

Les conditions de bords fixées Fix, sont conformes dans les deux phases, dense et diluée. Elles consis-
tent a imposer le poids a € G sur le bord. Sur le réseau dual, les boucles viennent toucher le bord avec une

fugacité T~!, et possédent un poids n.S,. On en déduit donc une relation entre les fonctions de partition

Z(Ord)

sur le disque pour les modeles O(n) et ADE : Zg)i’;:“) = SaZ ) -

MODELE RSOS

Pour les modeles minimaux, on peut définir les états de Cardy comme suit. On choisit tout d’abord
une condition de bord spécifique, d’entropie minimale, appelée brane de Cardy, et on lui associe I’état
vide |1,1 >. Dans le cas du modele RSOS, cet état correspond aux conditions Fix;. La dimension §, s de
I’opérateur inséré entre cette condition de bord “vide” et une condition de bord quelconque, permet de

remonter a I’état |r, s > associé, grice a la dualité sur I’anneau
< L A|ghottom R s >=try, g0 (V-3)

ou V, s est le module de Verma associé a I’opérateur de bord de dimension d, s, et ol ¢ et ¢ sont les

parametres modulaires conjugués [Car89].

Les opérateurs bcc insérés entre Fix; et Fix,, introduisent L = a—1 parois de domaines. Ils s’identifient
donc aux opérateurs fuseaux du gaz de boucle, de dimension 9, , dans la phase dense et J,; dans la phase
diluée. Ainsi, on associe a la condition de bord Fix, I’état |1, a > dans la phase dense, et |a, 1 > dans la

phase diluée.

SERIES D, E,,

Pour les séries D et E, les conditions de bords Fix, ne sont plus des états purs de Cardy mais un
mélange d’états. Le mélange des opérateurs de bord s’explique lorsque 1’on plonge ces modeles dans le
modele RSOS [Pas87a], mais nous ne développerons pas ces considérations ici.
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b, a b, )y
a a a a

FIGURE V.4 — Conditions de bord alternées généralisées Alt,, une fugacité m;, est associ€e aux hauteurs

b; ~ a de la seconde rangée.

1.2.2 Conditions de bord alternées

Les conditions de bord alternées de la phase dense (Alt. .~ ) fixent la hauteur des sites sur deux rangées
contigués. Des boucles de poids S;/S, se collent alors au bord, et la fonction de partition est celle du
modele O(n) avec des conditions de bord JS de parametre k& = S,/S, [JSO8b]. Pour le modeéle RSOS,
il est possible de déterminer I’opérateur bcc entre Fix, et ALt .-, 1l s’agit de I’opérateur de dimension
da,a avec d = inf(b, ¢). La condition de bord Alt.,.- est donc associée a I’état de Cardy |d, 1 >. On peut
remarquer que les conditions de bord Fix; et Alt_;5- sont équivalentes : si les spins de la premiere rangée
sont fixés a 1, ceux de la seconde ne peuvent que prendre la valeur 2. Il en est de méme pour Fix;,_; et

Alt.p_1 p—2~. On montre aussi que les conditions Alt_ ;- et Alt.,~ sont équivalentes.

PHASE DILUEE

S’inspirant de la généralisation JS en DJS, on définit les conditions de bord Alt,(m,) dans la phase
diluée en controlant la fluctuation des hauteurs de la seconde rangée (figure V.4). Cette condition de bord
dépend des fugacités associées aux hauteurs de la seconde rangée m,;, et I’on s’attend a observer une
condition de bord critique lorsqu’elles vérifient certaines relations. En terme de gaz de boucles, des boucles
de poids n, = S,/S, (b ~ a) rebondissent sur le bord avec la fugacité m,, et I’on note que la somme de
ces poids vaut n. Différents cas de figures devront étre considérés. Si le nceud a possede deux voisins,
le comportement critique de la condition de bord Alt, est similaire a celui des conditions DJS. Le cas
d’un nceud avec un seul voisin s’identifie a la ligne isotrope du diagramme de phase DJS. Enfin, le cas
d’un nceud a trois voisins est le plus intéressant puisqu’il impose de briser la symétrie O(n) en trois sous-

groupes.
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2 Modele ADE matriciel

2.1 Définition du modele

Les modeles ADE matriciels sont définis a partir de matrices hermitiennes M, associées aux noeuds
a € G, et de matrices rectangulaires C,;, vérifiant Clb = (), associées aux liens a ~ b [Kos89b]. Les
matrices M, sont de taille N, x N,, et les matrices rectangulaires C,;, de taille N, x NV, la variable N,
s’exprimant a I’aide du vecteur de Perron-Frobenius N, = S,/N. L’action matricielle est similaire a celle
du modele O(n), on y rencontre deux types de vertex : les vertex vides M2 associés aux triangles aaa
(figure V.2 b), et les vertex avec un mur de domaine M,C;,Cy,, associés aux triangles aab (figure V.2 a).
De nouveau, il est préférable de travailler avec les matrices translatées X, = M, — T'/2, et 1a fonction de

partition s’écrit

ZapE = / [[aXa [] dCavexp [ =8 [ D Satr V(Xa) =) tr (XuCatCha) (V-4)

<ab> (ab)

avec le méme potentiel V' (z) que pour le modele O(n) matriciel (IV-4).

OPERATEURS DE BORD FIX,

La fonction de partition avec conditions de bord Fix, et un point marqué correspond aux résolvantes

des matrices X, . .
W (z) = 3 (tr W, (z)), W,(z)= X

La dérivation des équations de boucle pour ces résolvantes montre qu’elles s’expriment a 1’aide d’une

(V-5)

fonction commune W, (z) = S, W (x) qui n’est autre que la résolvante du modele O(n). La relation entre
les fonctions de partition de disque des modeles ADE Fix, et du modele O(n) Ord sur le réseau plat

(section 1.2.1) reste donc valable sur le réseau aléatoire.

Sur le bord, les parois de domaines entre deux hauteurs adjacentes sont introduites a I’aide des matrices
Cp- Pour passer d’une condition de bord Fix, & une condition Fix,, on utilise 1’unique chemin minimal 3

an~ay~---~ap_1 ~ bentreles nceuds a et b pour définir I’équivalent des opérateurs fuseaux
T
L L L
Sgb) = Oaal e CaLflba Sl()a) - (Sz(zb)> (V—6)
Le disque avec deux bords de type Fix, et Fix; correspondra donc au corrélateur

1
Wi (.0) = 5 (tr Wal@)S Waln)si)) (V7)

3. Les nceuds a; de ce chemin n’y sont présents qu’une seule fois.
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OPERATEURS DE BORD ALT

Dans la phase dense, les opérateurs matriciels du modele RSOS créant le bord avec des conditions
Alt_ 4~ ont été définis dans [BH09], et les corrélateurs Fix,/Alt ;.- y furent étudiés,

_ 1 (L) 1 L) (L)
Hab(y) - y — Cabcba’ Da,<bc> (277 y) ﬂ <tr W ( )Sab Hbc( )S > . (V—8)

Cette définition s’étend naturellement aux conditions alternantes des séries D et E. Ces opérateurs peuvent

étre généralisés dans la phase diluée, ainsi que les corrélateurs de disque Fix,/Alt, correspondants,

1
H me) = ’
b(y| ) Y- Xb - chb mCCbCch

1
D4 glme) = 5 (0 Wo(@)S B slmoS ) . (v9)
Choisissant une valeur ¢; parmi les nceuds c liés a b, on retrouve 1’opérateur H_ ., ~ a partir de H dans la

limite y, m., — o0, ¥y’ = y/m,, fixé.

EQUATIONS DE BOUCLE

Les équations de boucle des modeles ADE sont semblables a celles du modele O(n) (IV-12, IV-15).
Ainsi, pour une quantité matricielle /' de taille N, X N, on aura :
> (V-10)

%<8XGF> = < (S V(X anbcba>
1

<8CabF> = — (tr [(ObaXa + XbC’ba) F]) .

La seconde équation peut se réécrire en utilisant une quantité auxiliaire G,

%<acab / dﬁefXaGebe> = (tr CyG), F = / dbe"XaGetXe, (V-11)
0 0

RELATION DE RECURRENCE

(L)

a,<bc>
domaine entre les bords Fix et Alt. Soit a; le nceud adjacent a a dans le chemin minimal de a vers b, on

Les corrélateurs D et Dc(ﬁ,) satisfont une relation de récurrence sur le nombre L de parois de
démontre que
D=8 wx«DE) . DY) =swxDlY. (V-12)

a,<bc> a1,<bc>) a1,b
(L)

Ces relations nous permettent de réduire 1’étude du comportement critique des corrélateurs D, aux deux

équations de boucle couplant les corrélateurs L = 0 et L = 1.
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2.2 Comparaison des modeles matriciels ADE et O(n)

L’étude du modele RSOS matriciel dans la phase dense [BHO09] a fait apparaitre les relations entre les
corrélateurs matriciels RSOS et O(n) décrivant le disque avec conditions de bord Fix,/Alt_ - et Ord/JS,

S, S,
Da,(ab)<x7y) = D(J)_<x>y/sa)a Db,(ba)(xa y) = ?b (W(.%’) + ED¥ (.T, y/Sa)> ) b=a+1. (V'13)

Ces deux relations sont obtenues en comparant les équations de boucle des deux modeles, mais peuvent
étre justifiées par un raisonnement combinatoire. Le parametre £ des conditions de bord JS est relié au
vecteur de Perron-Frobenius par k = S;,/5,, ce qui met en lumiére la paramétrisation & (a) (III-13). Pour
n fixé, le parametre k£ prend donc ici un nombre fini de valeurs, en accord avec le nombre fini d’opérateurs
de la table de Kac. L’ objectif de cette section est de démontrer des relations similaires pour la phase diluée
des modeles ADE.

2.2.1 Equations de boucle et comportement critique

Pour étudier les conditions de bord Alt, définies au nceud a, il faut considérer les corrélateurs a deux

bords DY) et Dél(z ol les nceuds b sont adjacents a a. Nous devons aussi définir les quantités suivantes,

Ho(ylms) =

1 1 Vi) = V'(X,

Sleslm), P = (e PO TS gy o
H, est donc la fonction de partition du disque avec un point marqué et des conditions de bord Alt,, et le
polynome P,(x) est de degré un. Il est alors possible de dériver les équations de boucles suivantes :

(x — y)D((l?g +W,—H, + Z mp [(me(O) - 1)D£13 + Wngﬂ =0

a,a

b~a
o (V-15)
(Wa +nW, + H, — S,V') DO+ SuPy + 3 (myDE) — 1)DfY = 0

a,a a

b~a

oti I’on a introduit la notation F = F(—x).

NOEUD A DEUX VOISINS

Comparons maintenant les équations de boucle précédentes a celles dérivées pour le modele O(n)
dans [BHK10]. Supposons dans un premier temps que le nceud a ne possede que deux voisins a £ 1. Il est
possible de relier les corrélateurs matriciels comme suit,

DO(x,y) = Do(x/Sa,y/Sa)s D1y = Ser1 D\ (2/Sa,y/Sa), Ha=S.H, Py=P, (V-16)

a,a
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A “ ,//m a—1
AS <aa—1>
m,
AS <aa+1>
\ma+1

FIGURE V.5 — Diagramme de phase pour les conditions de bord Alt, d’un nceud a deux voisins, m, =

M1+ Mea41.-

avec ¢ = 1 pour le nceud a — 1. Les fugacités des deux modeles sont simplement reliées par m = m,_1

et ms = my11, et le poids des boucles par

Sa-1  sinm(a—1)0 o Say1 sinm(a+1)0

= = V-17
S, sinmad S, sin Tad ( )

ny =

On retrouve ainsi le diagramme de phase de la figure V.5 pour les conditions de bord Alt,. On y distingue
deux branches AS_,,+1~ (ici pour Alternantes Spéciales) pour lesquelles les nceuds a + 1 prédominent
sur la seconde rangée. Les deux branches se rencontrent en un point Sp, pour lequel la seconde rangée
comporte une quantité critique identique de nceuds a + 1 et a — 1. Le point m,,1 = m,—1 = 0 corre-
spond naturellement aux conditions Fix,. Enfin, & haute température de bord m,+; — oo dans la région
Mar1 > Mg_1, la condition de bord Alt, se renormalise vers une seconde rangée fixée a a + 1. Tout se

passe donc comme si une paroi de domaine a|a + 1 se collait contre le bord : ¢’est la symétrie Teflon.

Entre les conditions de bord Fix, et Alt, sont insérés . = b — a murs de domaine. A partir des résultats
sur le modele O(n), on peut déduire la dimension des opérateurs bcc Fix,/Altpes, 0,4 avec d = sup (b, ¢),
ainsi que des opérateurs Fix,/Sp, (@ < D), d145—q2. En outre, sur chaque branche AS, il est possible de

déterminer le point suivant,

1—n 1—n
a a1) =84 | =——— © 0 a a1) =8, 10, ——— © V-18
(m +1, M 1) (Sa — Sa+1ms ) ) ) (m +1, M 1) ( ) S Sa_lms ( )

a —

ou m(;) désigne la valeur critique de la fugacité au point spécial des conditions DJS (IV-86).

NOEUD A UN SEUL VOISIN

Sile nceud a ne posséde qu’un seul voisin b, le poids de la paroi de domaine est simplement n = S,/5,.

On se retrouve donc sur la ligne isotrope, et les équations V-15 dégénerent effectivement en équations de

(a) (c)

boucles pour les corrélateurs isotropes des conditions DJS. On identifie alors le point spécial mg,” = my”,

et I’opérateur bcc entre Fix, et Sp, est de dimension 41 ».
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NOEUD A TROIS VOISINS

Les équations de boucles montrent que la condition de bord Alt, pour un nceud possedant trois voisins
est reliée a une condition de bord brisant la symétrie O(n) en trois sous-groupes. Chaque sous-groupe
O(nyp) est associé a un neeud voisin b ~ a, et le poids des boucles est relié aux hauteurs via les composantes
du vecteur de Perron-Frobenius n, = S/.S,. Les fugacités des boucles et des nceuds sont identiques. Les
résultats semblent indiquer qu’il n’est possible d’obtenir une condition de bord conforme que si deux des
fugacités sont égales, ce qui rejoint 1’analyse de champ moyen. En effet, a la transition, la susceptibilité
locale x1: peut diverger pour aucune composante (Ord), pour n; composantes (AS;), pour n; + n; (AS;;)
ou toutes les composantes 1, + 1y + ns3 = n (Sp). La divergence de la susceptibilit€ impose d’annuler les
constantes de couplage des composantes associées (ou de les fixer a la valeur critique pour les couplages
renormalisés). Ainsi, pour les transitions Ord, AS;, AS;; et Sp, on doit annuler respectivement zéro, un,
deux, et trois couplages. On obtient donc une surface critique pour AS;, des lignes critiques pour les
AS;; et un unique point Sp. Toutefois, en terme de symétrie de la surface, la brisure effective du groupe
O(n) n’est jamais qu’en deux parties, puisque, suivant les composantes, les spins sont soit alignés soit
désordonnés. Ainsi, la description de AS;; revient a celle de AS;, ;, autrement dit on brise le groupe de
symétrie en O(n) — O(n; +n;) x O(ng_;—;).

Revenons aux modeles ADE, et notons les trois nceuds = = a 4= 1 et n. On définit donc les trois fugac-
ités m_, m_ et m,,. Si ces fugacités sont nulles, on se trouve au point Fix,. Il existe trois surfaces critiques,
pour lesquelles la seconde rangée possede des hauteurs £ ou n exhaussées, notées AS_, 1~ et AS ..
Ces surfaces s’intersectent en des lignes critiques sur lesquelles deux types de hauteur sont exhaussés de
maniere égale : AS_ 1~ can>, ASci—> can> €6 ASo 4t~ <o~ Enfin, ces lignes se rencontrent en un point
Sp. ou les trois hauteurs possibles peuvent étre rencontrées sur la seconde rangée. Si ce schéma semble
convaincant, il est nécessaire de le confirmer en déterminant la dimension des opérateurs de bord. Pour

cela, on doit étudier le mélange des opérateurs dans les modeles D et E, ce qui est hors de propos ici.

3 Etats de bord du modele RSOS matriciel

Dans le cas du modele RSOS, il suffit pour obtenir les états de bord de considérer les opérateurs bcc

Fix,/CB ou CB est une condition de bord quelconque. On aboutit alors au tableau ci-dessous, *

4. Rappelons que pour le modele A,,, h = n + 1, dans la phase dense les états de bords |r,s > (1 <r <h—1,1 < s < h)
r,s>~h—rh+1—-s>1<r<h1<s<h+1).

satisfont |r, s >~ |h—1—r, h —s >, tandis que dans la phase diluée
Par ailleurs, dans les deux phases a € {1,--- ,h — 1}.
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Phase | Condition de Bord | Etat de bord
Dense Fix, 11,a >
Dense Altgoi1> la, 1 >
Diluée Fix, la,1 >
Diluée Spa la,2 >
Diluée AS_iai1> 1,a+1>
Diluée AS_ o 1> 11,a >

On est donc amené a identifier les conditions AS aux nceuds adjacents, AS_, 1,~ et AS_,,_1~ dans la
phase diluée. Les deux branches sont en effet reliées aux points suivants, respectivement pour les nceuds
a—leta,
(Mg, Mg_2) = Sa_1 (img),O) . (Mag1,ma—1) = Sa (0, 1_—nm(sc)) (V-19)
Sa_1 — Sg Sa — Sa-1
la différence de normalisation étant due a I’échange des noeuds a et a — 1 sur le bord. Dans le méme esprit,
il faut identifier en ces mémes points les conditions Sp; et AS_o;~., ainsi que Spy,_1 et AS_;_25_1>.

RG FLOWS

On peut transposer au modele RSOS 1’évolution des conditions de bord sous les flows de bulk et de bord
obtenue au chapitre précédent. Les conditions de bord Sp, et AS_,,+1> sont instables sous perturbation

thermique de bord, elles évoluent toutes deux vers Fix,. Sur les états, cela se traduit par
) 01, 4
la, 1 >2 |La>=2 ja—1,1>, |a,2>— |a,1> (V-20)

pour les flows générés par I’opérateur 0, 3. Quant a I’opérateur d’anisotropie 3 3, il envoie la condition Sp,
sur AS,,+1, soit
03,3 03,3
I1,a > |a,2 > |l,a+1>. (V-21)
Le diagramme total d’évolution des états de bord s’obtient en réunissant ceux correspondant aux différents
nceuds. Cette étude est présentée pour le modele d’Ising tri-critique en appendice A.

Le résultat le plus intéressant est sans doute 1’évolution thermique de bulk des états de bord. Sous cette
évolution, les conditions Fix, restent inchangées, tandis que pour les conditions AS_,,+1~ les hauteurs de
la seconde rangée se figent, obtenant ainsi Alt_,,+1~. Enfin, les conditions de bord Sp, se renormalisent

vers Fix, dans la phase dense. On en déduit I’évolution des états de bord,

Etat de bord dilué
Fix, |a,1 >
AS_uai1s |L,a+1 >
AS_wa 1> |1,a >
Spa |a,2 >

Etat de bord dense
Fix, |1,a >
Altcagirs |a, 1>
Altegg 1> la—1,1 >
Fix, |1,a >

I
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Ces résultats confirment la conjecture faite sur le réseau plat en étudiant la renormalisation perturbative de
la fonction g [FGSCO09].

Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre un exemple d’application au cas du modele RSOS de 1la méthode ma-
tricielle précédemment développée. Dans la limite continue, ce modele est décrit par une théorie conforme
minimale unitaire. Cela nous a permis d’obtenir de nombreux résultats concernant les états de bord de ces
théories, et en particulier sur leur comportement sous les flows du groupe de renormalisation. L’évolution
des états de bords est un sujet tres dynamique en théorie conforme, et nous avons pu dériver certains résul-
tats fondamentaux qui n’avaient jusqu’ici fait I’objet que de conjecture. Il semble tres intéressant d’étendre
cette étude aux modeles minimaux (p, ¢) quelconques. Il faut pour cela considérer un modele a deux matri-
ces, avec une limite continue multicritique. L’identification des opérateurs de bords dans la limite continue
devient alors plus complexe puisqu’intervient une transformation de type Belavin-Zamolodchikov entre

les couplages des modeles matriciels et gravitationnels [BZ09, BR10].

Notre étude des séries D et E est restée tres limitée ici, nous n’avons fait que définir les corrélateurs
matriciels et dériver leurs équations de boucles. Il reste a analyser ces équations dans la limite continue,
et en particulier a comprendre le phénomene de mélange des opérateurs au sein du modele de matrice. Ce

travail est actuellement en cours.

Annexe A Ising tri-critique

L’étude des modeles minimaux unitaires (h, h + 1) perturbés par un opérateur thermique a été réalisée
pour la premiere fois par A. Zamolodchikov [Zam87]. La fonction ¢ qui interpole la charge centrale des
modeles minimaux, peut étre obtenue grace a I'intégrabilité du flow thermique [Zam91]. Cette méthode
a récemment été appliquée a I’étude des conditions de bord du modele d’Ising tri-critique perturbé ther-
miquement, par P. Dorey, C. Rim et R. Tateo [DRT10]. La fonction g joue sur le bord un rdle similaire
a celui de la fonction c, et permet de prédire 1’évolution des états de bords. Dans cette section, nous al-
lons comparer nos résultat a leur étude par 1’ansatz de Bethe thermodynamique. Nous nous concentrons
donc sur le diagramme Az (h = 4) dont la phase diluée décrit le modele d’Ising tri-critique (4, 5) ayant
¢ = 7/10 et la phase dense le modele d’Ising (3,4), ¢ = 1/2.

CONDITIONS DE BORD

Commengons par énumérer les conditions de bord. Nous noterons +, 0, — les trois nceuds du dia-
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Fix,/Fix _

T

Spy

l

Fix_<«— Sp =AS ,_— Fix,«— AS,,=Sp, — Fix,
FIGURE V.6 — Diagramme de phase de bord pour le modele A3 dilué.

gramme Aj. Dans la phase dense, nous avons trois conditions de bords fixées Fix, Fixq et Fix_ corre-
spondant respectivement aux conditions |1,1 >, |1,2 > et |1,3 >. Il existe aussi deux conditions de bord
alternées Alt, o |1,1 > et Alt_( |2,1 > qui de par la trivialité du diagramme s’identifient a Fix , et Fix_
respectivement.

Dans la phase diluée, les trois conditions de bord fixées sont toujours présentes, Fix, |1,1 >, Fix,
12,1 > et Fix_ |3,1 >. A cela, il faut rajouter les conditions de bord Sp des nceuds & un seul voisin : Sp,.
|1,2 > et Sp_ |3,2 >. Ces conditions Sp.. sont des points particuliers des branches ASy, et AS,_, et seule
la condition Spy |2,2 > du diagramme de phase associé au nceud 0 n’a pas encore été prise en compte.

FLOWS DANS LA PHASE DILUEE

Combinant les résultats exposés précédemment, on déduit le diagramme d’évolution de la figure V.6
pour les états de bord. Les fleches rouges correspondent a des perturbations thermiques 0, 3 et les fleches
vertes des perturbations anisotropiques d; 2 ~ 03 3. La fleche rouge supérieure correspond a la limite de
haute température sur la ligne isotrope du nceud O : un mur de domaine se colle sur le bord, et la seconde
rangée de sites du bord est fixée soit avec la hauteur +, soit avec —, ce qui se traduit par une superposition
des deux conditions de bord. Ce diagramme est identique a la figure 4 de [DRT10].

5. Mis en rapport avec la phase diluée du diagramme A, Fix et Fix_ sont les deux conditions de bord associées aux
nceuds 1,2 (notés + et —) Fixy et Fix_. La condition Fix( s’identifie quant a elle a Sp et Sp_.
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Introduction

La plupart des efforts pour comprendre la théorie des cordes se concentre sur les théories critiques,
en dimension D = 26 pour la version bosonique, et D = 10 dans le cas supersymétrique. Pourtant,
les théories non-critiques ont aussi leur intérét. En particulier, la théorie bidimensionnelle possede de

nombreuses simplifications qui en font un modele jouet extrémement utile.

La principale caractéristique de la théorie des cordes bidimensionnelle est la réduction drastique du
nombre de degrés de liberté. En effet, le nombre de dimension y est trop faible pour autoriser les modes
d’oscillation de la corde, et outre un ensemble discret d’états !, le spectre se réduit au mode associé au
centre de masse de la corde. En dimension supérieure a deux, ce mode est de masse négative, d’ou sa
dénomination de tachyon. En dimension critique, la présence de ce mode justifie I’introduction de la
supersymétrie qui, grace a la projection GSO, permet de 1’éliminer. Au contraire, en dimension deux, ce
mode est de masse nulle et la théorie est parfaitement définie. Par ailleurs, les intégrales de Veneziano qui
interviennent dans le calcul de ses amplitudes sont suffisament simples pour étre calculées explicitement,

ce qui est un attrait certain de cette théorie.

Une autre raison pour étudier la théorie en deux dimensions est la possibilité d’interpréter 1’action sur
la feuille d’univers dans le cadre de la gravité de Liouville. Nous avons vu au chapitre III la quantification
de I’action de Polyakov suivant la méthode DDK : partant d’une théorie de d # 26 bosons libres, nous
avons obtenu une théorie de corde a D = d+1 dimensions, le champ de Liouville qui décrit les fluctuations
de la métrique agissant comme une dimension supplémentaire. Nous avons aussi remarqué que lorsque la
dimension d est supérieure a un, I’'un des parametres de la théorie de Liouville devient imaginaire, ce qui

rend difficile I’interprétation de la théorie. Seule la dimension d = 1 est dispensée d’une telle infirmité.

Mais I’intérét majeur de la théorie bidimensionnelle réside dans la possibilité d’une description duale
par un modele de matrice. Ce type de description est commun a toutes les théories de matiere c;; < 1
couplée a la gravité bidimensionnelle. Par exemple, dans le cas des modeles minimaux c;; < 1, la dou-
ble limite d’échelle d’un modele a deux matrices permet de retrouver le développement topologique de
la théorie des cordes minimales. Une description non-perturbative existe aussi grace a la hiérarchie in-
tégrable KdV sous-jacente. Pour les cordes bidimensionnelles, c); = 1 et le modele dual est donné par
la mécanique quantique matricielle (ou MQM) qui fera I’objet du chapitre suivant. Celle-ci décrit la
théorie des cordes dans 1’espace cible de maniere indépendant du background . 11 est en effet possible de

distinguer différents secteurs en relation avec les background plat (dilaton linéaire) et de trou noir.

Par la suite, il nous faudra différencier les théories euclidienne et lorentzienne. En théorie euclidienne,
le boson libre X qui décrit le champ de corde initial peut étre compactifié a un rayon Rz, et la métrique

de trou noir correspond au “cigare”. La matrice du modele dual dépend d’une coordonnée continue, in-

1. Ces états d’impulsion discrete forment une algebre W7 4 o, ils peuvent étre générés a partir des opérateurs a du chapitre
III, et forment le ground ring [Wit92].
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FIGURE VI.1 — Métrique du cigare.

terprétée comme le temps euclidien d’une mécanique statistique. La théorie lorentzienne est obtenue par
rotation de Wick du champ de corde X et le modele matriciel est donné par une mécanique quantique. La

possibilité d’y étudier une dynamique rend la théorie plus riche, et donc plus complexe.

Afin de replacer I’étude des cordes longues dans leur contexte, nous proposons en premiere section
un bref apercu historique. Nous définirons ensuite plus rigoureusement la théorie des cordes bidimension-
nelles et les opérateurs de tachyons. Enfin, nous détaillerons les excitations de bord que constituent les
cordes longues, et présenterons le calcul effectué dans [BHKMOS].

1 Un peu d’histoire...

Le modele matriciel décrivant la gravité quantique couplé a une matiere c); = 1 a été introduit par E.
Brézin, C. Itzykson, G. Parisi et J.-B. Zuber [BIPZ78], mais il ne fut considéré comme discrétisation de
I’action de Polyakov qu’un peu plus tard, suite a I’article de V. Kazakov et A. Migdal [KM88]. Dans cet
article, les auteurs obtiennent la dépendance logarithmique de la chaleur spécifique 852 en la constante
cosmologique p. Cette correction aux prédictions de KPZ (v, = 0) s’explique par la présence du mode
tachyonique de masse nulle. Elle fut obtenue du c6té de la théorie des cordes par J. Polchinski [Pol90] dans
une approche semi-classique. Tous les ordres suivants du développement en 1 de la fonction de partition
de la théorie des cordes euclidienne ont été¢ obtenus du coté matriciel grace a la double limite d’échelle
[Par90, GZJ90, BKZ90, GM90c].

Le second résultat important est le calcul des amplitudes de diffusion pour les tachyons. Obtenu dans
la théorie matricielle par G. Moore [M0092a], I’accord avec le calcul de corde effectué par P. Di Francesco
et D. Kutasov [DK91] confirma les liens entre le modele matriciel et les cordes en deux dimensions. Nous

reviendrons sur le calcul de ces corrélateurs la section 2.2 ci-dessous.

LE TROU NOIR EN DEUX DIMENSIONS

En 1991, fut découvert un background de la théorie des cordes a deux dimensions? qui possédait

les propriétés classiques d’un trou noir [EFR91, MSWO1] : présence d’un horizon, singularité¢ de la

2. Les différents backgrounds seront détaillés plus loin, a la section 2.1. En deux dimensions, ils consistent en une solution
classique pour la métrique et les champs de dilaton et de tachyon. Ce dernier est nul pour les backgrounds présentés ici.
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métrique,... E. Witten montra ensuite que ce background correspondait au modele Wess-Zumino-Witten

S1(2,C) [Wit91]. On distingue deux choix possibles pour le groupe de jauge. Le choix d’un groupe com-

S:;I(JZ(’;C)) JU(1) ~ H /U(1)) mene au premier ordre en o/ a la métrique du “cigare” (figure

pact (modele o
VL1),

ds® = k [dr® + tanh® rd6?] ,

(VI-1)
® = oy — log coshr.

La métrique et le champ de dilaton ¢ dépendent des coordonnées radiales r € [0, 00| et angulaires 6 €
[0, 27]. La constante de couplage de la corde, gy, = €*® dépend de la distance r a I’extrémité du cigare (ou
tip). Ce couplage est maximal a I’horizon r = 0 (g4 (0) = go = €2*°) et décroit exponentiellement ensuite.
La région asymptotique r — oo est donc une région de faible couplage pour les cordes, elle s’identifie
a un cylindre (tanhr ~ 1) de rayon R = k. Ce paramétre libre k est relié au niveau de I’algébre de
courant du modele o quotient, ainsi qu’a la constante de corde o/ = 1/k.

Le trou noir lorentzien est obtenu par un choix de groupe de jauge non-compact (modele o SI(2,R)/U(1)).
La métrique correspond a la continuation analytique ¢ = it de la solution euclidienne VI-1,
ds® = k [dr* — tanh® rdt*]

(VI-2)
® = oy — log coshr.

Ces modeles o ne décrivent une théorie de cordes que si I’anomalie conforme disparait, i.e. pour
cy = 26. Cette charge centrale est obtenue pour la valeur spécifique & = 9/4, soit un rayon R = 3/2
pour le trou noir euclidien. Asymptotiquement, i.e. dans la région de faible couplage » — oo, le dilaton
devient linéaire, et le modele o s’identifie avec la gravité de Liouville c); = 1 pour une région éloignée
du potentiel. La coordonnée de corde décrite par le champ de Liouville correspond alors a la coordonnée

radiale 7.

Le modele quotient S1(2,R)/U(1) a été étudié au niveau quantique par R. Dijkgraaf, E. et H. Verlinde
[DVVO92]. Ces auteurs ont pu dériver le spectre de la théorie, qui coincide avec celui de la gravité de

Liouville cy; = 1. Ils ont aussi étudié I’amplitude de diffusion d’un tachyon par le trou noir.

CONJECTURE FZZ

Le modele euclidien H; /U(1) peut en réalité s’identifier a la théorie de sine-Liouville couplée 2 un
boson libre. Cette observation, non publiée, est due a V. Fateev, A. Zamolodchikov et Al. Zamolodchikov.
Si la théorie de sine-Gordon est la perturbation de la théorie de Liouville par des opérateurs de vertex,
sine-Liouville en est la version T-dual : la perturbation par des opérateurs de vortex. Elle est définie par le

lagrangien suivant,

ATL = (0X)? 4 (36)* + 2R¢ + Xe* ™% cos R(X[, — Xg) (VI-3)
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ou X r sont les composantes chirales du boson X compactifié et R le rayon de compactification.

Dans la région de faible couplage ¢ — —oo, le terme de sine-Liouville disparait. On retrouve donc
la théorie des cordes sur une métrique plate décrivant un cylindre de rayon R. Cette géométrie s’identifie
avec celle du trou noir loin de I’horizon, et 1’égalité des rayons implique R = vk = 3 /2. Les deux théories
ont alors la méme charge centrale, et les poids conformes permettent d’identifier les opérateurs de vertex.
La conjecture FZZ suppose que cette identification se poursuit lorsque 1’on se rapproche de la région du
tip. Elle se base sur la coincidence du spectre des théories, ainsi que des poles et des résidus des fonctions

a deux et trois points.

MECANIQUE STATISTIQUE MATRICIELLE

Nous verrons au chapitre suivant que le modele matriciel peut se décomposer en différents secteurs
sous la symétrie SU(N). Le secteur singulet décrit la théorie des cordes dans le background de dilaton
linéaire, de métrique plate, qui coincide avec la théorie asymptotique dans le background du cigare. L’ étude
de la dualité R — «o'/R au sein du modele de matrice conduisit D. Gross et I. Klebanov a conjecturer la
description des vortex par les secteurs non singulets [GK90, GK91]. Cette conjecture fut ensuite démontrée
par D. Boulatov et V. Kazakov [BK93].

Mais la description matricielle permet aussi I’étude non perturbative de la théorie des cordes euclidi-
enne. Il est en effet possible de calculer la fonction de partition correspondant dans la limite continue au

lagrangien suivant

AL = (0X)? 4 (00) + 2Rp + ppe?® + Xe® % cos R(X, — X5) (VI-4)

Ce modele dépend du couplage t = \p'¥/2~1

, et le lagrangien interpole entre la gravité de Liouville t = 0
et la gravité de sine-Liouville ¢ — oo. Inspiré de I’étude d’un lagrangien similaire pour une perturbation de
type sine-Gordon [M0092b, HK93], V. Kazakov, I. Kostov et D. Kutasov [KKK02] ont mis en évidence la
présence d’une transition de type Kosterlitz-Thouless pour R = 3/2 qui décrit la condensation des vortex,
et donc la formation du trou noir. Le succes de cette description réside dans 1’intégrabilité du modele,

présente sous la forme d’une hiérarchie de Toda.

MECANIQUE QUANTIQUE MATRICIELLE

Les excitations du secteur adjoint de la mécanique quantique matricielle ont été identifiées dans la
théorie de corde lorentzienne par J. Maldacena [Mal05] comme décrivant des cordes longues. L’étude de
ces cordes longues, dont le rdle dans la formation du trou noir est supposé similaire a celui des vortex

dans la théorie euclidienne, est le sujet de ce chapitre. Nous reviendrons donc sur ces modes a la section

3. Cette derniere joue aussi un role lors d’une perturbation par des opérateurs de vertex (sine-Gordon) [DMP93].
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3. Anticipons simplement en remarquant que la compréhension de la théorie lorentzienne est loin d’égaler
son homologue euclidien, et que la description de la condensation de ces cordes longues est un des objectifs

principaux de notre étude des secteurs non-singulets de la MQM.

2 Dans le bulk

2.1 Backgrounds

Il y a deux manieres d’appréhender la théorie des cordes bidimensionnelles. La premiere consiste a
suivre I’approche DDK du chapitre III, c’est a dire a partir de 1’action de Polyakov a une dimension, avec
un champ de corde X, et de fixer la métrique dans la jauge conforme. Les fluctuations de la géométrie en-
gendrent alors le champ de Liouville ¢. On obtient ainsi de maniere générale 1’action dans le background
de dilaton linéaire (ou LDB), éventuellement perturbée par un champ de tachyon.

Le seconde facon d’introduire 1’action de corde est de partir d’un modele ¢ non linéaire quelconque,

1
4o

S, = / Vd&z [97G 0 (X)0. X 0, X" + RO(X) + T(X)]. (VI-5)
¥

Les backgrounds de dilaton linéaire ont une métrique plate pour I’espace cible, (G, = 0,,, dans le cas eu-
clidien, G, = 7, lorentzien), mais il est possible de considérer un background plus général de métrique
courbe. En deux dimensions, 1’action VI-5 est la plus complete possible car les tenseurs de plus de deux
indices se décomposent sur le dilaton ®, le tachyon 7" et la métrique G'. En outre, le tenseur B,,,, peut étre
éliminé par un choix de jauge. Cette action ne décrit un background de théorie des cordes qu’a la con-
dition qu’elle soit invariante conforme au niveau quantique. L’annulation des fonctions 3 associées aux
champs G, T, ® impose alors des contraintes sur ces champs. On se contente parfois d’une version plus
faible de la contrainte conforme, imposant 1’annulation des fonctions [ au premier ordre en o, négligeant

les éventuelles corrections de plus haute énergie.

Comme dans la premiere partie de cette these, et lorsque la dépendance en 1’échelle de corde o sera

secondaire vis a vis du probléme traité, nous choisirons des unités telles que o’ = 1.

2.1.1 Background de Dilaton Linéaire (LDB)

Ce background plat correspond a la quantification DDK de 1’action de Polyakov avec une constante

cosmologique nulle,

1 R
Sios = 1 / Vs [g 0, X0,X + 50,0040 + 2R (VL-6)
by

Il est caractérisé par une solution classique linéaire pour le champ de dilaton. L’action précédente étant
conforme, ce background est défini a tous les ordres en «’. La constante de couplage de corde dépend
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FIGURE VI.2 — Diagramme pantalon décrivant I’interaction de cordes fermées.

exponentiellement du champ de dilaton, gy, = goe?®. Le domaine ¢ — oo de 1’espace cible définit une
région de fort couplage pour laquelle 1’approche perturbative de la théorie des cordes n’est plus valable.

On utilisera donc plutdt I’action suivante.

2.1.2 Background de Dilaton Linéaire avec champ de Tachyon (LDBT)

Pour remédier au probleme de couplage fort de 1’action précédente, il est possible d’introduire un
champ de tachyon dans I’action Sy pg (VI-6). On retrouve alors I’action correspondant a la quantification
DDK, avec une constante cosmologique non nulle,

1 .
Stots = / Vodix [g“”aaxabx + 9% 0u90pd + 2R + pe®|. (VI-7)
b

Le champ de tachyon (ou potentiel de Liouville) interdit la zone de couplage fort en repoussant les cordes

de la région ¢ ~ ——log p vers la région de couplage faible. Ce “mur de Liouville” a des conséquences

importantes sur le spectre de la théorie qui se traduisent par la sujétion a la borne de Seiberg.

ECHELLE DES CORRELATEURS

Les corrélateurs gravitationnels ont une dépendance en loi d’échelle dans la constante cosmologique
u. Cette dépendance possede une interprétation intéressante en théorie des cordes. En effet, la fonction
de partition sur une surface de genre h correspond au recollement de 2/ diagrammes pantalons VI.2,

de coefficient g2, Or, en premiere approximation, on peut considérer que 1’interaction des cordes a lieu
dans la région ¢ ~ ) log 11, soit gy o p~ %, ce qui est en accord avec la loi d’échelle donnée par les

relations de KPZ.* Ce raisonnement heuristique doit cependant étre considéré avec précaution en raison

des corrections logarithmiques qui apparaissent.

4. En réalité, la fonction de partition de genre h est proportionnelle a ;2(2~2") il faut donc ici considérer la fonction a deux
points marqués 92 Z, ou diviser par zi*.
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ACTION LORENTZIENNE

L’action dans une métrique lorentzienne est obtenue par rotation de Wick du champ bosonique X —
1X,
1 .
SipET = o / Vad*x [gab8a¢ab¢ — g0, X0, X + 2R + pe*® (VI-8)
T Jx

Par la suite, nous ferons le choix de jauge qui identifie la coordonnée de 1’espace cible a la coordonnée
temporelle de la feuille d’univers.

POTENTIEL DE LIOUVILLE

Afin d’expliquer la différence entre le potentiel de Liouville pour les théories c)y = 1 et ¢y < 1,
prenons explicitement la limite b — 1. Dans le cas b < 1, les “bébés univers” peuvent &tre supprimés a

I’aide d’un cut-off, e?*? + \e??/*. La dimension du couplage \ ~ p>(=1/%)

étant négative, la perturbation
n’est pas relevante et disparait a grande distance. Toutefois, ce n’est plus le cas lorsque b = 1, et il
faut considérer la somme et la différence des deux opérateurs. Si la somme donne le terme usuel e,
la différence correspond a I’opérateur ¢e??, et une translation du champ ¢ permet de faire disparaitre le
premier terme. Ce potentiel de Liouville est a I’origine des corrections logarithmiques a 1’échelle de la

fonction de partition.

Le choix du potentiel correspond au choix du parametre associé au développement topologique de la
fonction de partition. Nous verrons en effet au chapitre suivant sur la MQM que celle-ci peut se dévelop-
per en les parametres A ou u. Ces deux parametres sont associés a des potentiels différents, respective-
ment e?? et Age??, et seul le second fait intervenir des logarithmes dans le développement perturbatif
[KKKO00].

2.1.3 Trou noir

Ce background est donc donné par les modeles o sur les groupes Hy /U (1) (euclidien) et S1(2,R) /U (1)
(lorentzien). Au premier ordre en ¢/, on retrouve les métriques et champ dilatoniques VI-1 et VI-2, la co-
ordonnée radiale r s’identifiant avec le champ de Liouville ¢ et la coordonnée angulaire avec le champ
libre X. La métrique et le champ de Dilaton du modéle o SI(2,R)/U(1) peuvent étre écrit explicitement
a tous les ordres en o [DVV92],

(1 —p)'/? tanh 2z

ds® = —l(z)*dt* + dz®, I(z) = :
(1 — ptanh? 2x)1/2 (VI-9)

1
® = &y — log cosh 2z — 1 log (1 — ptanh®2x),

avec k = 2/p = 9/4, et la coordonnée x est reliée a r par une transformation non-trivial. Malheureuse-
ment, il n’est pas possible d’écrire une action d’ou dériver la solution VI-9, ce qui limite 1’étude des
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propriétés thermodynamiques du trou noir.

2.2 Tachyons
2.2.1 Opérateurs de création de Tachyon

Les opérateurs tachyoniques (euclidiens) correspondent aux opérateurs de vertex du bosons libre ha-

billés par le champ de Liouville définis au chapitre II (section 1.3),
T, o e**e*? (VI-10)

Rappelons que les opérateurs de vertex des deux champs doivent étre intégrés sur la feuille d’univers, ou
multipliés par des champs de fantdmes afin de préserver la covariance générale. Introduisons 1’énergie £
et 'impulsion P du tachyon, en posant dans la limite b — 1, « = 1 4+ ¢P, e = —F. Si I’on met en relief

la dépendance en la constante de corde g, les opérateurs de tachyon prennent une forme familiere,

Tpp o gue?PO=EX) g = goe®. (VI-11)

La relation de KPZ est une relation de couche de masse pour les états de tachyon : E? + P? = (. Cette
équation quadratique possede deux solutions, P, = +iF, mais la borne de Seiberg impose Re v < 1.
Ainsi, pour £ > 0 on choisira I’'impulsion P, et P_ pour £ < 0. On définit donc les deux opérateurs de
tachyon suivants,

TE o gyee  2EEFO), (VI-12)

TACHYONS LORENTZIEN

Les opérateurs de tachyon sont obtenus par continuation analytique X = it, mais afin de conserver
une énergie réelle, il faut maintenant poser e = /. La relation de KPZ correspond bien a la condition de
couche de masse lorentzienne, £? — P? = (, dont la solution donne des opérateurs de vertex normalisables

P, = £F € R. Les opérateurs tachyoniques considérés seront donc
TE o ge 2E0F2), (VI-13)

Les tachyons d’énergie positive sont droits (ou entrants), ils ne dépendent que de la combinaison chirale

¢ — t des coordonnées de I’espace cible, tandis que les tachyons d’énergie négative sont gauches.

NORMALISATION DES OPERATEURS

Les matrices de diffusion de tachyon de la théorie des cordes et du modele de matrice ne different

que par un choix de normalisation des opérateurs de tachyon. Cette normalisation particuliere, dénommée
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leg factors, prend en compte la résonance entre les tachyons et le potentiel de Liouville. Ces facteurs
multiplicatifs ont des conséquences dynamiques non triviales dans 1’espace des coordonnées puisqu’ils
transforment I’interaction locale du modele de matrice en une interaction gravitationnelle non-locale pour
le tachyon [NP94]. Toutefois, notre intérét portant essentiellement sur la comparaison entre le modele ma-
triciel et la théorie de corde, nous choisirons d’absorber ces facteurs en définissant les opérateurs tachy-

oniques de la maniere suivante,

1 .
TE) = 29D | e (VI-14
™ )

Ce choix de normalisation permet aussi d’absorber certaines divergences de la limite b — 1 (voir ’appen-
dice A).

2.2.2 Matrice de diffusion

Les amplitudes de diffusion des tachyons ont été calculées en théorie des cordes par P. Di Francesco
et D. Kutasov [DK92],
Ayora(BD, -+ ED|ES) = <TE:, T T§+>. (VI-15)
1 N—-1 N
Ces amplitudes ont en réalité été obtenues par continuation depuis la théorie b — 1. Cette astuce permet de
se débarasser de la délicate intégration sur le mode zéro du champ de Liouville. La méme astuce est util-

isée dans 1’étude des corrélateurs de bord de notre article [BHKMOS]. Avec la normalisation précédente,

I’expression de 1I’amplitude de diffusion est relativement simple pour N > 3,

N N

Av_1(Ey, - Ex_(|Ef) =0 (Z E) Q)N B3 s = Q—Zai(Eii), ar(B) =1+iE
=1 i=1

(VI-16)

et la fonction a deux points peut étre obtenue par intégration de la fonction a trois points.

3 Cordes longues

On s’intéresse maintenant au spectre des états de bord de la théorie des cordes bidimensionnelles
dans le background LDBT lorentzien. Les premieres amplitudes de bord ont été calculées dans [BK92a,
BK92b], cependant les opérateurs considérés ne modifient pas les conditions de bord. Avec la découverte
des branes FZZT en théorie de Liouville [FZZ00, Tes00], il devient possible d’introduire des opérateurs
entre deux bords caractérisés par des constantes cosmologiques y(s) différentes. Ce sont ces opérateurs
qui ont été étudiés avec le modele O(n) matriciel. Mais le cadre de la théorie des cordes impose une
interprétation différente de celle utilisée en gravité de Liouville. En effet, ici ces opérateurs créent (ou
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%L/ o
FIGURE VI.3 — Feuille d’univers d’une corde longue dans le LDB.

annihilent) des cordes ouvertes. Le potentiel de bord, lié au terme FZZT de I’action, picge les extrémités
des cordes dans la région ¢ ~ —logup ol la brane se “dissout”. Si I’énergie de la corde ouverte est
suffisante, la partie centrale continue de se propager vers la région ¢ — oo, jusqu’a étre repoussée par le
potentiel de Liouville : ce sont les cordes longues introduites par J. Maldacena [Mal05].

3.1 Approche semi-classique

Dans cette section, 7 et o désignent les coordonnées de la feuille d’univers, respectivement temporelle
et curviligne. On choisit pour le champ libre X la jauge 0, X = 0_X =1 (0+ = 0, + J,,) dans laquelle il
s’identifie avec le temps, X = 7.° Au niveau classique, la corde est caractérisée par 1’expression du champ
de Liouville ¢(7, o) obtenue comme solution des équations du mouvement ainsi que des contraintes de
Virasoro.

3.1.1 Dilaton linéaire

On obtient une meilleur intuition sur le comportement classique des cordes longues si on les considere
tout d’abord dans le background du dilaton linéaire (LDB, p = 0). La solution classique ¢(7, o) prend

alors une forme relativement simple,
o(r,0) = ¢o — 2 log(cosh% + cosh %) (VI-17)

et décrit une corde pliée dont les extrémités sont fixées en ¢(7,+00) ~ —oo. La partie centrale de la
corde ¢(7,0 = 0), ou tip, possede I’extension maximale a temps 7 fixé, elle s’étend de ¢(—o0,0) ~ —oo
jusqu’a une valeur extrémale ¢(0,0) = ¢,,, = po—2log 2 avant d’étre réfléchie vers la région asymptotique
¢(00,0) ~ —oo par la tension de la corde (figure VI.3).

5. Rappelons que les branes FZZT imposent des conditions de type Neumann au champ X, compatibles avec ce choix de
jauge.
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APPROXIMATION WKB

Le tip dont on vient de décrire le comportement, peut se voir comme une particule de masse ® QM =
2, dans un potentiel linéaire ayant pour origine la tension de la corde. L’ impulsion et la fonction d’onde de
cette particule peuvent €tre calculées en utilisant le traitement semi-classique de Wentzel-Kramers—Brillouin
(WKB)
b= i%(ebm — ), (@) ~ TP Far@om (VI-18)
ol ¢ = ¢(,0). Afin de controler les divergences dues a la longueur infinie de la corde, nous introduisons
un cut-off ¢. correspondant a la position des extrémités de la corde. L’énergie de la corde est 1’énergie
potentielle au point de rebroussement, F = T'(¢,, — ¢.) ou T' = 2 x 1/27 est la tension de la corde pliée.

La fonction d’onde totale est la somme d’une fonction d’onde entrante et d’une fonction d’onde sor-

tante, avec un facteur de réflexion e?ct,

¥ =1 (9) — (). (VI-19)

Quand p = 0, le probleme est invariant par translations temporelle et spatiale, le facteur de phase ne
dépend pas de 1’énergie. On peut donc le réabsorber dans une renormalisation des fonctions d’ondes, et

prendre 6 = 0.

3.1.2 Dilaton linéaire avec champ de tachyon

Prenons maintenant le cas plus général 11 # 0 (LDBT). Les cordes longues peuvent étre insérées entre
deux branes FZZT de constantes cosmologiques ,ujé. L’action sur la feuille d’univers possede alors deux
termes de bord [BHKMOS],

1 _
S = yym / drdo [—(0;X)* + (0,X)* + (8,0)* — (0,0)* — dmpe*?) —/ dr [ug)ed’(”ﬁ) + M(B )eHo—)
s
(VI-20)
Cette action est définie sur le ruban, 7 € Reto € [0_,0,] (0_ < 0 < 0,). Les constantes cosmologiques

de bord se paramétrisent de maniere similaire au cas ¢y < 1, Mg)(si) = /i cosh27s..

CORDE LONGUE
La solution classique de la corde longue est donnée par
Ampe®® = [cosh ~y cosh T + sinh y cosh o] > (VI-21)

ol y = ¢ — ¢, st un parametre continu qui correspond a la distance entre I’extension maximale de la

corde ¢,, et la région du potentiel de Liouville ¢, = —% log 47 .. Remarquons que la paramétrisation du

6. Q=b+1/b, M, = 1/\/Jestlamasse de la corde.
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ruban est telle que, a 7 fixé la coordonnée curviligne du tip est de nouveau o = 0, et I’extension maximale
estobtenue en 0 = 7 = 0, ¢, = (0, 0).

Les conditions de bord apportent sur le champ ¢ une contrainte permettant d’exprimer les parametres

de bord s en fonction de (v, 04),
0y 27r,ugt)e¢ =0 =— sinh? ¥ sinh? o4 = cosh? 27s.. (VI-22)

Le potentiel exponentiel des branes FZZT piege les extrémités de la corde dans une région ¢. = — log 1,
agissant comme un cut-off pour I’énergie de la corde longue £ = (0, — o_)/2m. On distingue deux
régimes. Lorsque la corde reste loin de la région du potentiel de Liouville ¢,, << ¢, I’énergie de la

corde est donnée par sa tension maximale, ’

E= <2¢m +log 1t + log MEB‘)) . (VI-23)

On retrouve le résultat de la section précédente (1 = 0), en identifiant log ug) = log u(f) = —¢.. Mais

2

la région qui nous intéresse est celle pour laquelle la corde approche le potentiel de Liouville, ¢, >~ ¢;.

Afin d’étudier ce régime, on utilise la limite de Maldacena.

LIMITE DE MALDACENA

Plus précisément, on veut s’intéresser au phénomene de diffusion des cordes longues par le potentiel
de Liouville. Il faut donc bloquer les extrémités de ces cordes dans la région asymptotiquement libre en
envoyant ,ugt) — 00. Mais il faut aussi que le fip puisse atteindre la région du potentiel de Liouville sans
étre repoussé par la tension de la corde v = O(1). Cela implique le régime % >> 1 et une énergie infinie
pour la corde longue. La limite de Maldacena consiste donc a envoyer simultanément les parametres de

bord s et I’énergie de la corde vers I’infini,

sy =L+0sy, E=2L+0E, L — . (VI-24)
On définit alors I’énergie régularisée € en soustrayant le cut-off
1 1 _
pF 0o, E—o oo, e=FE- 5 log p — 5 log ;) = finite. (VI-25)
T T

Par la suite, nous utiliserons aussi la variable translatée € = € + % log pp ~ € — %gb L-

CORDES COURTES

Notons qu’il est aussi possible de considérer les solutions VI-21 aveco_ < o, <0Oouo, >o_ > 0.
Ces solutions décrivent des “cordes courtes”, i.e. des cordes ouvertes, non pliées et d’énergie finie. Nous

verrons que ces cordes jouent un role dans I’interaction des cordes longues.

7. On aici négligé une constante additive sans importance.
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3.2 Calcul du facteur de phase icy,

Au niveau quantique, les cordes longues sont créées par les opérateurs de bord de la gravité de Liou-
ville. Comme pour les tachyons, il faut effectuer la rotation vers un espace de signature minkowskienne,

et normaliser les opérateurs en tenant compte des leg factors,
Uz = (np) =T (F2E) /dxgl/4 P EIFI), (VI-26)

La borne de Seiberg se traduit par une chiralité droite pour les opérateurs d’énergie positive, et gauche
pour une énergie négative. Ces opérateurs peuvent étre définis pour b < 1, et la stratégie employée sera
similaire a celle développée pour le calcul des amplitudes tachyoniques : on manipule les corrélateurs de
cordes longues ayant b < 1, ne prenant la limite c;; = 1 qu’a la toute fin. Par ailleurs, nous allons nous
restreindre a une étude au premier ordre en gy,. La feuille d’univers considérée possede donc la topologie

du disque.

Le facteur de phase  est obtenu a partir de la fonction a deux points dans la limite de Maladacena
[MalO5],

722

_ T E Y~ i(édiv+ﬂE2+5CL(€))_ VI-27
Tsmnonp (Elseso) ~e D

_rrt s — s_
<S UE + UfE > =
ot d(E|s,s_) est le facteur de réflexion pour les opérateurs de bords, *~ Uy, °* = d(E|s_,s) > Uy **.
La partie divergente dg4;y, polynomiale, correspond a la propagation de I’infini a ¢, ainsi qu’a des termes
dépendants de la régularisation, tandis que le facteur emE” est simplement le rapport des ondes planes en
¢ = ¢.. Seul le facteur de phase dcp (€) nous intéresse, il s’exprime a 1’aide de la fonction f définie en

appendice (VI-35) et ne dépend que de 1’énergie régularisée ¢

Sel(®) = —f(né), é=E—(sy 45 )~ E+2 = oL (VI-28)

On remarque que dans la limite ¢ — —oo, §(é) — 0 la corde longue est réfléchie a cause de sa tension,
avant de rentrer dans la zone d’influence du potentiel de Liouville. On retrouve donc le résultat du back-
ground de dilaton linéaire p = 0. La limite de haute énergie ¢ >> log  correspond a un mur a la place du
potentiel de Liouville, le facteur de phase est obtenu a partir de la condition ¢ (¢,) = 0 pour la fonction
d’onde, dcp.(€) = —me® = —2 (¢, — dm)?.

L’ obtention de ce facteur de phase dans le secteur adjoint de la MQM est I’indice prépondérant menant
a identifier les cordes longues avec les excitations de ce secteur du modele matrice. Nous verrons au
prochain chapitre, deux manieres de 1’obtenir dans ce formalisme. L’autre indication confirmant cette
identification est le calcul de la diffusion de deux cordes longues, calcul qui coincide également avec le

résultat matriciel.
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UE2 UE4

FIGURE VI.4 — Interaction de deux cordes longues au premier ordre (espace cible et feuille d’univers).

3.3 Interactions de deux cordes longues

Dans I’article [BHKMO8], on cherche a étudier 1’intéraction de deux cordes longues au premier ordre

en gy,. On considere donc le corrélateur suivant,
R<E1 Y E27 E37 E4) = <84 [Ugl]SI [UEQ]SZ [UES]SS I:U;;]S‘l > (VI-29)

ou deux cordes longues d’énergies F; et F, sont insérées dans la région asymptotiquement libre a ¢ —
—o0, et annihilées dans cette méme région en ¢ — oo. La feuille d’univers est celle donnée sur la figure

V1.4, elle a la topologie d’un disque. La limite de Maldacena consiste a prendre
EQA =2L + (SEQA, E173 = -2L -+ 6E173, S; — L + (581‘, L — . (VI-30)
On introduit donc les énergies régularisées

€= By 4 (514 54), €= Ey— (51 + 52),

) ) (VI-31)
63:E3+(82+53), 64:E4—(53+S4).

Afin de déterminer le corrélateur VI-29, on utilise les relations de boundary ground ring présentées
au chapitre II (section 2). Il est ici crucial de considérer b < 1, afin de disposer de deux relations in-
dépendantes reliées par la symétrie b — 1/b. Prenant en compte la limite de Maldacena, ainsi que la
conservation de I’énergie, ces relations se simplifient considérablement. En effet, certains termes, infin-
iment oscillants, doivent étre écartés a 1’ordre dominant, ce qui est confirmé par le calcul matriciel. Les
relations du boundary ground ring font intervenir un corrélateur intermédiaire, la fonction a trois points
(UTU~U™) calculée par B. Ponsot et J. Teschner [PT02]. Toutefois, il est préférable de déterminer directe-
ment ce corrélateur dans la limite de Maldacena a partir des relations simplifiées du boundary ground ring
plutdt que de partir de I’expression intégrale de [PT02]. La résolution de ces équations permet d’exprimer
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¢
0,
" /X\ /\
Discarded Encountered

FIGURE VL5 — Processus d’interaction entre deux cordes longues impliquant I’échange d’une corde

courte.
I’amplitude VI-29 a I’aide des coefficients de réflexion d(E|s_, s ),

4
R(E,, By, E3, Ey) =4it®(um)®6 (Z E) e (B2t Ea)
=1

« d(Fa|s1, 52)d(Ea|ss, 54) — d(E1|s4, 51) " d(Es|sa, 53) "
sinh 7T(€2 -+ ég) sinh 7T(€3 -+ €4) .

(VI-32)

Les coefficients de réflexion décrivent la diffusion d’une corde longue par le potentiel de Liouville, on voit
ici qu’ils ne dépendent que des énergies incidentes (ou sortantes pour le second terme). On peut en déduire
qu’a I’ordre dominant, I’interaction entre les cordes longues a lieu dans la région asymptotiquement libre,
loin du potentiel de Liouville. Cette interaction entre cordes longues peut étre modélisée par un échange
de cordes courtes. Les processus dominants impliquent des cordes longues simultanément entrantes (ou
sortantes). Les processus mixtes impliquants une corde entrante et une corde sortante correspondent aux

termes oscillants écartés par le modele de matrice (figure VL.5).

Conclusion

Ce bref apercu de la théorie des cordes est assurément treés incomplet. De nombreuses approches ont été
négligées, telle la construction de la théorie des champs collectifs pour I’opérateur d’insertion de boucle
du modele de matrice [JS80, DJ90, Jev93]. Celle-ci permet pourtant de relier I’action effective du champ
de tachyon dans I’espace cible aux excitations du secteur singulet de la MQM. Le parametre spectral de la
MQM s’identifie asymptotiquement avec la coordonnée de Liouville, et le temps avec le boson libre X.

Nous avons également été avares en précision sur 1’intégrabilité sous-jacente. Celle-ci joue pourtant un
role prépondérant dans la théorie euclidienne [DMP93]. L’identification et 1’exploitation d’une structure

intégrable dans la MQM lorentzienne est un des objectifs a long terme de notre travail.

L’apport majeur de I’article [BHKMOS8] est de montrer la faisabilité de 1’étude des cordes longues en
utilisant I’approche chirale dans les secteurs non-singulets de la mécanique quantique matricielle. Dans le
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chapitre suivant, nous expliquerons comment retrouver 1’amplitude de diffusion des deux cordes longues
a I’aide du modele de matrice, ainsi que comment étendre ce calcul a un nombre quelconque de cordes

longues, ou a une interaction entre tachyons et cordes longues.

Annexe A Corrélateur de bord a deux points dans la limite b — 1

Lorsque la charge centrale de la matiere tend vers un, le parametre b de la théorie de Liouville tend

lui aussi vers un. Cette limite est singuliere pour les corrélateurs [AIOS], mais les divergences peuvent étre

éliminées en choisissant les normalisations II-15 et II-16 des opérateurs. 8

CORRELATEUR DE BORD A DEUX POINTS

La fonction de corrélation gravitationnelle de deux opérateurs de bord est principalement donnée par

le coefficient de réflexion des opérateurs de bord d(E|sy, o) de la gravité de Liouville,

7TAQ d(E’Sl, SQ)

s2 [774]50 77— 192\ _ A= 2y)1/20 VI-
GOl =) = T ey (rry (&) (VI-33)
Ce coefficient s’exprime a 1’aide des fonctions double sinus, S,
o o (Q Q
d(E|s1,s9) =S 2@E+E S E—Z<E+Sl+82) S E_Z(E—i_Sl_SQ)
(VI-34)

(@it r) (9 e )

FONCTION f

La limite b — 1 des fonctions double sinus n’est pas singuliere, on utilisera cependant préférentielle-

ment la fonction f, définie par

) ix? /2w +im /12 1 x C
ife) € T T —— -
¢ - S(1 —dx/m)’ f@) T /_oo a6 (tanhC + é)' (VI-35)

Cette fonction satisfait une équation fonctionnelle de symétrie x — —x et de pseudo-périodicité x — x £ i,

2
fl@)+ f—2) ==+ % (i) _ (1 _ ¢2) ! i) (VI-36)
T

8. Pour les corrélateurs de bord, il reste cependant des divergences additives liées aux termes de contact. Ces termes
décrivent des géométries dégénérées et sont analogues aux parties “non-singulieres” des corrélateurs matriciels, ils peuvent
étre éliminés par soustraction.
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Elle possede aussi une propriété de reproduction sous transformée de Fourier [FKVO01, KLSTS02],

/ dp 2P 2P pif (1P) _ o g 2w p=if(—a) (VI-37)

—00
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Introduction

Nous savons maintenant, en partie grace au modele de matrice, que la théorie des cordes n’est valable
que perturbativement dans un background donné. La série perturbative est une somme sur les topologies
qui n’est, en général, pas sommable. Cependant, les théories en dimension D < 2 ont une description duale
matricielle qui permet I’étude des corrections non-perturbatives [She90, Dav91]. Jusqu’ici nous n’avons
considérés ces modeles que dans la limite planaire ou seules les surfaces de genre minimal contribuent
(sphere, disque,...). Afin d’obtenir un développement topologique sur des surfaces continues, il faut utiliser
une limite plus subtile : 1a double limite d’échelle [BK90, DS90, GM90b, GM90a]. La structure intégrable
sous-jacente se traduit par une équation différentielle sur la susceptibilité, appelée équation de corde.
Pour les théories de cordes minimales, décrite a 1’aide d’un modele a une ou deux matrices, ces équations
appartiennent a la hiérarchie de Korteweg—de Vries (KdV) généralisée. Dans la théorie des cordes en
deux dimensions, c’est la hiérarchie de Toda qui a pu étre identifiée [KKKO02]. L’intégrabilité permet la

description de phénomenes non-perturbatifs tel que la condensation des vortex.

La discrétisation de la feuille d’univers des théories de cordes bidimensionnelles menent a un mod-
¢le de matrice hermitienne dépendant du temps. Ce modele peut s’interpréter soit comme une mécanique
statistique, soit comme une mécanique quantique (MQM), suivant que 1’on s’intéresse aux théories de
cordes euclidienne ou lorentzienne. La symétrie SU (V) associée au modele matriciel permet de décom-
poser les fonctions d’ondes en différents secteurs. Dans le secteur singulet, les fonctions d’ondes ne dépen-
dent que des valeurs propres de la matrice, elles décrivent la théorie des cordes dans le background LDBT.
Adaptant la méthode des polynomes orthogonaux ([BIZ80]) au cas de la MQM, il est possible de réin-
terpréter ces fonctions d’ondes dans une théorie de fermions libres. Au niveau fondamental, ces fermions
remplissent une mer de Fermi donnée par le potentiel matriciel. Les excitations collectives de la mer de
Fermi s’identifient aux modes tachyoniques de la théorie des cordes. En revanche, les vortex de la théorie
euclidienne, tout comme les cordes longues de la théorie lorentzienne, appartiennent aux secteurs non-

singulets.

L’ objectif de ce chapitre est I’étude des cordes longues présentes dans les secteurs non-singulets de la
mécanique quantique matricielle. Il y a deux manieres d’approcher ce probleme. La maniere usuelle utilise
les coordonnées et impulsions matricielles (X, P). L’amplitude de diffusion des cordes y est obtenue a
partir de la fonction d’onde, solution d’une équation de Schrodinger avec un terme d’interaction de type
Calogero. Si le calcul est possible dans le secteur adjoint [Fid05], il semble difficilement réalisable dans
les autres secteurs [BHKMOS]. L’ approche alternative, développée ici, consiste a prendre les coordonnées
chirales X, ~ X 4+ P. Nous verrons que cette méthode combine de nombreux avantages, dont celui de

ramener 1’obtention de la matrice de diffusion au calcul de corrélateurs d’un modele a deux matrices.
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1 Mécanique Statistique Matricielle

1.1 Discrétisation de I’action de corde

La mécanique statistique matricielle peut étre obtenue comme discrétisation de 1’action de Polyakov
euclidienne pour la corde unidimensionnelle [KM88]. La discrétisation de la somme sur les géométries est
identique au cas des modeles & une matrice, ou du modele O(n). On s’intéresse donc aux triangulations
d’une surface de genre h, et I’on définit I';, comme étant le réseau dual associé. On note X, la valeur du
champ de corde X au vertex o € I'y,, et la fonction de partition discrétisée se réduit a une somme sur les
réseaux trivalents,

Zp, = Z GAA(Fh)/ H dX, €_$ D <aB>ery, (Xa—X5)? (VII-1)
Ty

aely

ou, comme précédemment, on a introduit une constante cosmologique A afin de tenir compte de la taille
du réseau. La fonction de partition de la théorie des cordes est définie perturbativement sur les topolo-

gies, chaque poignée de la surface correspondant a une auto-interaction, donc au recollement de deux

2h

4 pour une feuille d’univers de genre h, et la

diagrammes pantalons. On obtient ainsi un coefficient g

fonction de partition est la somme sur les genres
o0
Zu=) g 2, (VII-2)
h=0

ol par convention la sphére est comptée avec un facteur g_2. La constante de couplage pour I’interaction
de corde peut étre obtenue en ajoutant un terme dilatonique constant & = log gy, a ’action initiale. Dans

la limite continue, 1’action discrete se rameéne a 1’action suivante,

1 1
o > (Xa— Xp)?+ Bx + AAT),) — yo / d*1,/g [g"0. X0, X + R + A] (VII-3)
7

<apf>ely,

qui, apres choix de la jauge conforme, donne I’action des cordes bidimensionnelles dans le background
LDBT.

FONCTION DE PARTITION DU MODELE MATRICIEL

On a vu que la somme sur les géométries pouvait etre générée par le développement en diagrammes de
Feynman d’un modele de matrice. Supposons dans un premier temps que le boson soit compactifié sur un
cercle de rayon R, X ~ X + 27 R, comme c’est le cas pour le background du cigare. Afin de prendre en
compte I"application de la feuille d’univers sur le segment [0, 27 R], la matrice doit dépendre d’un indice
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FIGURE VII.1 — Propagateur matriciel pour le modele c;; = 1.

continu que 1’on identifiera avec le temps euclidien. Ainsi, nous allons considérer !

DX P (3000mv0) -y = 12 L (VII-4)

bl

Frasn = X (427 R)=X (1) 2 3
Pour des surfaces triangulées, le potentiel V' est supposé cubique, mais nous verrons que dans la double
limite d’échelle, seul le maximum local du potentiel joue un role. L’action matricielle précédente introduit
un propagateur dépendant du temps %@kéﬂe*‘t*t" (figure VIL.1). Le développement de la fonction de

partition VII-4 s’écrit comme une double somme sur les topologies et les réseaux (chapitre IV section

1.1),
) 00 3 —A[ln]/2  p2nR
Zusm =Y Y N> (N) / IT dta ] e (VII-5)
0

h=0 T a€ly  <af>ely,

On remarque que le propagateur matriciel e~/*l différe du propagateur gaussien obtenu par la discrétisation
de I’action de Polyakov. Cependant, dans I’espace des impulsions, ces deux propagateurs sont identiques
au premier ordre pour un développement a faible impulsion. On suppose donc que la différence entre
les deux propagateurs n’influence pas la limite continue (infrarouge) [KM88]. Enfin, ne voulant retenir
uniquement les diagrammes connectés, il est nécessaire de prendre le logarithme de la fonction de parti-

tion.

DOUBLE LIMITE D’ECHELLE

Contrairement a la limite planaire, la double limite d’échelle permet d’obtenir le développement
topologique complet. Posons de nouveau x = //N, la valeur critique «.. pour laquelle I’ aire des surfaces
discrétisées diverge ne dépend pas du genre A de ces surfaces, et les fonctions de partition se comportent
comme

ZW ~ N2 (12 = 2) W L Reg 2 — y(h) = (1= h)(2 — 74(0)) (VII-6)

C

ol Y4 (0) = 0 dans le cas ¢j; = 1. La double limite d’échelle consiste a envoyer simultanément 3 vers

I’infini, et la constante « vers sa valeur critique, tout en fixant le rapport

g = N2 (k2 — 52)O072, (VIL-7)

C

Nous reviendrons sur cette limite dans le cadre de I’étude du secteur singulet, nous verrons en particulier

qu’elle permet de se restreindre a un potentiel matriciel quadratique.

1. Bien que les notations soient identiques, il faut prendre garde a ne pas confondre le champ bosonique X (z, Z) avec la
matrice X (¢) ; le champ de corde s’identifie avec la coordonnée temporelle ¢ du modéle matriciel.
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FORMULATION HAMILTONIENNE

La fonction de partition Zyqm décrit la mécanique statistique d’une variable matricielle X (¢). Elle
peut s’exprimer comme la trace sur le spectre d’un hamiltonien qui s’exprime en fonction de la matrice
impulsion P, variable canoniquement conjuguée a la matrice X,

H[X, P] = Lpe +V(X), P;= —mi, [X,P]=ih, h=1/8. (VII-8)
On remarque que si dans la limite planaire A — 0 les matrices X et P commutent, ceci n’est plus vrai a

I’ordre suivant dans la double limite d’échelle . La fonction de partition s’écrit

Zyvsm = tr e AT — /D[X7 P]em Jo " dt PatXef’BfO%R dt tr (%P2+V(X)). (VII-9)

ESPACE CIBLE NON-COMPACT

Par la suite, on s’intéresse au cas d’un espace cible non-compact pour la corde. Dans la limite d’un
rayon de compactification infiniment grand, seule 1’énergie de 1’état fondamental £, contribue a la fonction

de partition,

T/2
lim [ D[X]e #I=r/2® € GOXHVO) _ iy g o =BTH =T, (VII-10)
Too Jx(—T/2)=X(T/2) Too
On obtient donc la relation suivante entre le modele matriciel et la théorie de corde,
) ... log Zusm
Zgr X 111)%1 —BFEy = 111)1%1 711_{1;0 — 7 (VII-11)

ou limpg désigne la double limite d’échelle .

1.2 Décomposition sous SU(N)

Afin de déterminer 1’énergie Fj, de I’état fondamental, nous allons diagonaliser la matrice X, séparant
les degrés de liberté angulaires et les valeurs propres. L’intérét majeur des modeles de matrices provient
du fait que la description des N2 degrés de liberté matriciels se ramene a celle de N valeurs propres. Dans
le cas c); = 1, cette simplification n’a lieu que dans le secteur singulet. Nous allons montrer que c¢’est

justement a ce secteur qu’appartient la fonction propre de 1’état fondamental.

On diagonalise la matrice X en posant X = Qfz() ol x;; = x;0;; est une matrice diagonale et
) € SU(N) [MOB80]. La diagonalisation de la mesure ne pose aucun probleéme, et I’on obtient 1’habituel
déterminant de Vandermonde,

D[X] = D[] H Dlzi|A(x)®,  Az) =[] (zi — ). (VII-12)
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Cependant, la diagonalisation du terme cinétique est plus complexe car les matrices X () prises en des
temps différents ne commutent pas. Par conséquent, ce terme cinétique brise localement 1’invariance sous

SU(N), ce qui se traduit par
r (9,X)? = tr (92)% + v [z,0,001]". (VII-13)

La matrice 9;,QQ" peut se décomposer sur les générateurs de SU(N) ;

0,001 — Z it + s (4T + BTy (VII-14)

1<J

ou les H; sont les générateurs diagonaux de la sous algebre de Cartan, et les autres générateurs sont
donnés par T}; = E;; + Ej; et Tij = —i(E;; — Ej};) avec les matrices élémentaires (E;; ) = 0;50;;. Ainsi,

le lagrangien de 1’action euclidienne matricielle s’écrit

L= Z( i+ V(x )+%Z(mi—xj)2(a3j+ 32). (VII-15)

HAMILTONIEN

Le Jacobien du changement de variable modifie le terme cinétique de 1’hamiltonien qui dépend alors
du déterminant de Vandermonde,
I3, + H2
V(z; VII-16
JEL V@D oy (VIL-16)

1<j

ou 0; = 0/0x;, et I1;; et IZI,L-]- sont les impulsions associées aux variables o;; et 3;;. Le lagrangien VII-15
ne dépend pas des variables «;, il s’ensuit que les fonctions d’onde satisfont la contrainte II;® = 0 ou II;

est 'impulsion associée a ;. Le probleme spectral général est donc donné par

HO(z;,Q) = ED(z;,Q), ILP(z;,Q) = 0. (VII-17)

SYMETRIE SU(N)

L’action matricielle est invariante sous la symétrie globale X — QXQT avec Q € SU(N). Les
fonctions d’ondes stationnaires appartiennent a différents secteurs, selon leur transformation sous cette

symétrie,

o, (QXQN = Z RI(Q (VII-18)
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[

A Ay By G

FIGURE VII.2 — Représentations irréductibles autorisées de SU(N) pourn = letn = 2.

ou dx est la dimension de la représentation R. A premiere vue, cette symétrie permet de séparer les degrés
de liberté angulaires et de valeurs propres. Il faut cependant prendre en compte la contrainte II,® = 0.
Celle-ci fait suite & I’invariance sous la permutation des valeurs propres : x — HxH' et Q — H(),
la matrice de permutation H étant une matrice diagonale de SU(N). Les fonctions d’onde doivent étre
symétriques dans leur dépendance en valeurs propres, il faut se restreindre aux représentations de SU(N)

de poids nul.

Les représentations irréductibles de SU(/N) autorisées sont caractérisées par un tableau de Young de
1 + J colonnes, ayant des nombres de boites donnés par (de la gauche vers la droite)

4 J
(N_th_n?)'” aN_mjvnia"' 7n27n1)7 anzzmk:n(R) (VII_lg)
k=1 k=1
avec les contraintes nq < ny < --- < n; < % my <my < -+ <my < % Il est d’usage de remplacer

les N — my, boites des j premieres colonnes par my, “anti-boites” (figure VII.2). La représentation la plus
simple est la représentation adjointe pour laquelle n(R) = 1. Les représentations irréductibles possédant
n(R) boites sont contenues dans le produit de n(R) représentations adjointes. Les fonctions d’ondes
du secteur adjoint ont été obtenues dans [MO80]. Nous reviendrons sur ces fonctions d’onde dans le

formalisme chiral a la section 3.3.

SECTEUR SINGULET

En examinant I’hamiltonien diagonalisé VII-16, on remarque que la partie angulaire est toujours pos-
itive, le minimum d’énergie est donc obtenu en annulant cette partie. Les impulsions II;; et ﬁij sont
associées aux rotations gauches (2 — U2, les conditions II;;® = ﬁij@ = 0 imposent donc que la fonc-
tion d’onde appartienne au secteur singulet. Dans ce secteur, la représentation de SU(N) est triviale, et
la transformation VII-18 permet de diagonaliser la matrice. Par conséquent, la fonction d’onde ne dépend
pas des degrés de liberté angulaires. ’hamiltonien restreint a ce secteur s’écrit

Hy - = — i SO (A@) )+ V() (VII-20)
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V() J
8C
-

FIGURE VII.3 — a) Remplissage de la mer de Fermi b) La double limite d’échelle ne voit que la surface de

la mer de Fermi.

1.3 Fermions libres

On note @, la fonction d’onde de 1’état fondamental dans le secteur singulet, d’énergie £. En raison
des contraintes 1[;®, = 0, cette fonction est symétrique dans les valeurs propres. On préfere toutefois
utiliser une fonction d’onde antisymétrique qui permet de réabsorber les déterminants de Vandermonde de
I’hamiltonien VII-20,

N 2
U (A) = A(z)Ps(A), Z (—%@2 + V(xl)) U, = EyV,. (VII-21)
i=1

L’hamiltonien du secteur singulet décrit un ensemble de /N fermions sans interactions, piégés par le po-
tentiel V' () [BIPZ78]. L’état fondamental correspond au remplissage des niveaux d’énergie du potentiel
jusqu’a I’énergie de Fermi Ey = ep (figure VIL.3). Les niveaux excités sont les excitations particule-trou
de la théorie de Dirac. La fonction d’onde de 1’état fondamental est donnée par le déterminant de Slater

des fonctions d’ondes a un seul fermion ¢,

WL(X) = o det Y (1), (——? +V (a:)) Vp(z) = Ep(x). (VII-22)

1
V' N!
La normalisation des états a une particule < ¢g|¢p >= §(E — E’) induit la normalisation < W | U, >=1
pour la fonction d’onde a N corps. L’énergie I de I’état fondamental matriciel est la somme des énergies

individuelles, et I’on introduit aussi la densité d’énergie p(E),

N

N
Ey=Y E;, p(E)=h> §E-E). (VII-23)
=1

=1

Nous allons voir que cette représentation du secteur singulet est extrémement puissante, elle permet no-
tamment d’obtenir la fonction de partition de la théorie des cordes a tous les ordres en gy, grace a la double

limite d’échelle [GK90], ainsi que I’étude des excitations tachyoniques.
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APPROXIMATION WKB

Dans la limite N — oo, le spectre en énergie devient continu,

€R 3

hE, = / Ep(E)dE, Kk %*=hN = p(E)dE. (VII-24)
E1 El

De plus, puisque i — 0, il est possible d’utiliser I’approche semi-classique WKB. Soit i(z,p) = %pQ +

V' (z) Iénergie classique des fermions, le bord de la mer de Fermi correspond a une énergie h(x, p) = €p.

Le nombre de fermions est donné par I’aire de la mer de Fermi, tandis que 1’énergie de 1’état fondamental

matriciel en est I’énergie moyenne

dzd dxd
V= / 2175 ~ hlz,p)), EOZ/ ; ;fh( 7,p)O (er — h(z, p)), (VII-25)

ol © désigne la fonction saut de Heaviside. Ceci permet de déterminer la densité de niveaux p = hdN/dep,

dzd
p(GF) = / 27Tp5(€F — h(z P

(VII-26)

=1
A=)

Les extrémités a, b de la trajectoire classique peuvent étre obtenues en fonction de N via la condition de

quantification de Bohr-Sommerfeld,

b
/ dx \/2(ep — V(x)) = mhN. (VII-27)

DOUBLE LIMITE D’ECHELLE

Les expressions intégrales de p, N et E divergent lorsque le remplissage en valeurs propres e atteint
le maximum du potentiel €. (figure VIL.3) [BKZ90],

Vi(z.) =0, V(z.)=¢€, V"(x.)<D0. (VII-28)

La double limite d’échelle consiste a prendre simultanément la limite classique 7 — 0 et la limite ex — €,

[KMS88]. On développe alors le potentiel autour de son maximum en posant la variable renormalisée
¢ =(z—a)/Vh,
1
V(z) ~ e + 57152‘/”(:60) + O(R*?). (VII-29)

Les termes d’ordre plus élevés du potentiel ne jouent aucun rdle dans cette limite, comme on peut le voir

a partir de I’équation de Schrodinger fermionique,

(-5 + V7@€ + O ) d(€) = (B — e~ us(©) (VII30)
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Il en est de méme pour les intégrales VII-24 dans lesquelles les corrections dues aux ordres plus élevés

du potentiel disparaissent. On peut donc se ramener a I’étude d’un potentiel harmonique renversé V (x) =

1
T2
de la limite continue pour ce modele de matrice.

22, pour lequel 7. = ¢, = 0. Cette dépendance quadratique dans le potentiel caractérise I universalité

Le potentiel harmonique renversé contient deux régions distinctes, ou deux mers de Fermi, appartenant
respectivement aux parties positives et négatives de 1’axe réel. La perturbation de chacune de ces mers
de Fermi décrit une théorie de corde dans le background LDBT [MPR92]. On peut alors définir deux
types de théories, notés I et II. Dans la théorie de type II, on n’impose aucune restriction sur les valeurs
propres, et le modele de matrice tient compte de 1’effet tunnel entre les deux régions. Au contraire, dans
la théorie de type I, on applique la contrainte x; > 0 aux valeurs propres et la matrice de diffusion est
unitaire. Ces deux théories sont identiques perturbativement, a un facteur deux pres. Par la suite, nous
prendrons les conventions de [AKOS] : les valeurs propres sont supposées positives, mais afin de simplifier
les calculs nous prendrons un noyau exponentiel pour la réflexion des fonctions d’ondes fermioniques, ce
qui correspond a une théorie de type II. Cela induit une composante imaginaire exponentiellement faible
pour le coefficient de réflexion R(F) (VII-50) qui brise 1’unitarité des matrices de diffusion.

CALCUL DE LA DENSITE

Dans la double limite d’échelle, I’aire de la mer de Fermi diverge, on la régularise en introduisant un
cut-off ultraviolet —m = E;/h ~ N. Ce cut-off peut étre vu comme un effet résiduel des termes d’ordre
supérieur du potentiel. Dans la double limite d’échelle, on utilise une variable d’énergie renormalisée
e = E/h, qui varie entre —ju = ep/het —m = F; /A,

—p —
BEy = / ep(€)de, k2 =hN="h / p(e)de (VII-31)
—m —-m
avec la densité suivante,
I L S SN
p(p) = ——— ~ —log(m/pu). (VII-32)
Vi = 2u 2

Jetant le terme 1i€ au cut-off, on trouve donc une densité logarithmique [KM88]. On peut alors en déduire
I’énergie de 1’état fondamental, ainsi que la chaleur spécifique 9% Fy,

1 0Ey

. (_) 182E0N 2w
R Meh):

RLON2 ~ logp

(VII-33)

Cette dépendance logarithmique de la chaleur spécifique en p est caractéristique de la théorie des cordes
bidimensionnelle, la constante p étant identifiée avec la constante cosmologique de la gravité de Liouville
de potentiel p [ €*?. Le calcul se restreint ici au premier ordre, mais il est possible d’utiliser 1’approx-

imation semi-classique pour calculer la densité a tous les ordres, cette expression pouvant ensuite étre
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resommée [GM90c]. Dans la section 2.2, nous verrons comment obtenir cette densité a partir du formal-
isme chiral. On obtient ensuite par intégration le développement de 1’énergie fondamentale F en .

CONSTANTE COSMOLOGIQUE

Afin d’obtenir le développement topologique de la fonction de partition de corde, examinons la relation
entre les constantes cosmologiques nues x = 1/ v/Nh et renormalisées 1. Dans le cas des modeles de
matrices ¢ < 1, la renormalisation de la constante cosmologique est simplement multiplicative, Kk — k. =
€2p1. Ce n’est plus le cas pour le modele c); = 1, la relation entre les constantes cosmologiques dérive de

2

la relation entre la densité et le nombre de niveaux (VII-31). Posant hA = k= — m;Q, on exprime A en

fonction de  en intégrant la densité p(u),

0a _
ou

0Ey

—p(1), FIN —hp. (VII-34)

Intégrant I’équation de gauche, on en déduit I’expression perturbative pour la fonction de partition de la
théorie des cordes SEy(A) avec A o 1/ gy

1.4 Obtention des autres secteurs

Revenons brievement au cas d’une corde compactifiée. La fonction de partition Zysy est la somme des
énergies sur tous les secteurs de SU(N). Afin de restreindre cette trace sur les états du secteurs singulet,

on peut introduire un champ de jauge matriciel A(¢) qui va agir comme un multiplicateur de Lagrange,
Z, = / DX, Ale #/ @t e [3(VaX0RVO] g x = 9, X — i[A, X]. (VIL-35)

En formulation hamiltonienne, 1’intégration sur le champ A fait apparaitre une fonction § qui contraint les

champs X (¢) et P(t) a commuter,
/ D[A]ePdtu PIAXT — 5 (X (1), P(1)]) . (VII-36)

Cette contrainte sélectionne naturellement le secteur singulet. Le champ A(t) jauge ici le groupe de
symétrie SU(N), rendant I’action invariante sous la symétrie locale X — QXQf, P — QPQ et
A — A—iQfQ, ot Q(t) € SU(N).

LIGNES DE WILSON

Pour une corde compactifiée, la fonction de partition dans un secteur de représentation R quelconque
est obtenue en modifiant les conditions de cyclicité dans 1’intégrale de chemin a 1’aide d’une matrice de
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twist [BK93]. Ce rwist peut étre réalisé grace au champ de jauge, en introduisant une boucle de Wilson
dans la représentation R. Dans la limite de rayon de compactification infini, ces boucles deviennent des

lignes de Wilson, et I’on étudie les fonctions de partition

-8 / dt r [(VaX)* +V(X)] trRei / th‘

Zp = / D[X, Ale (VII-37)

HAMILTONIEN

Les fonctions de partitions Zx sont données par la trace sur les niveaux d’énergie des hamiltoniens
[BK93]

N 9 N =

Hr E _1 +V _|__1 § ijjji

2 ' —— | F. VII-
L=1 ( 2 (83,"1) CEZ)) 2 i#j=1 (1’1 - xj)z ’ ( 38)

Ces hamiltoniens agissent sur les fonctions d’ondes antisymétriques ¥ = A®, F, est le projecteur sur les

représentations de poids nul (II;® = 0), et TZJ2 est le générateur 7;; de SU(V) dans la représentation R.
L’hamiltonien contient donc un terme d’interaction de type Calogero dont la forme précise dépend de la
représentation. On montre que le gap en énergie entre les états fondamentaux du secteur singulet et des
autres secteurs est infini dans la double limite d’échelle [GK90]. Il existe donc une infinité d’excitations de
I’état singulet, les tachyons, qui ont une énergie plus basse que 1’état fondamental dans les autres secteurs.

Dans le secteur adjoint, cette énergie infinie correspond a I’énergie de la corde longue [Mal05].

2 Meécanique Quantique Matricielle

On cherche maintenant a décrire la théorie des cordes lorentzienne. Rappelons que nous avons fait le
choix de jauge qui identifie la coordonnée X de I’espace cible avec le temps de la feuille d’univers. Pour
obtenir une théorie dans un espace de signature Minkowskienne, il faut effectuer une rotation de Wick sur
le champ X . Dans le modele de matrice, ce champ s’identifie avec la coordonnée temporelle des matrices.

Sous la rotation ¢ — ¢, I’action matricielle euclidienne se transforme en

> 1
S = / dt {5 (0,X)> =V (X)|. (VII-39)

Au lieu de s’intéresser a la fonction de partition, on va maintenant étudier la mécanique quantique
associée a I’hamiltonien VII-8. On va en particulier s’attacher a calculer les amplitudes de diffusion des

états de cette théorie. Ces amplitudes peuvent €tre identifiées directement dans la théorie des cordes duale.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons travailler dans la limite planaire, avec un potentiel harmonique
renversé. De plus, le facteur 5 = 1/h devant I’action est absorbé par une redéfinition de la variable



2. MECANIQUE QUANTIQUE MATRICIELLE 155

matricielle X — X/v/h. On travaille donc directement avec la variable spectrale ¢ = x/v/h, et les
énergies renormalisées F' € [—m, —p]. La limite planaire correspond au premier ordre du développement
en 1/N, en comptabilisant les facteurs matriciels X ~ V'N.

2.1 Formalisme chiral

Les calculs effectués précédemment ont été réalisés en utilisant des fonctions d’onde exprimées dans
la base des coordonnées matricielles W, (X ) =< X |¥, >. Il est aussi possible de travailler dans les bases
chirales X ~ X + P [AKKO2]. L’avantage principal est de transformer 1’hamiltonien, quadratique en X
et P, en une forme bilinéaire,

X+P
Xy =

1
, H=—tr (X, X_+X_X_). VII-40
Les variables chirales X s’apparentent aux coordonnées du cOne de lumiere, elles sont par conséquent
totalement adaptées au calcul des amplitudes de diffusion. En outre, elles obéissent a une relation de

commutation canonique, les bases associées sont donc reliées par transformée de Fourier,
(X D)y (X ) = —i0adj = < Xi| = / dX7eT XY < X (VII-41)

On en déduit aussi la représentations des opérateurs dans les différentes bases,

0 0
<X < X (X =—1
8X+l]€ +|7 |( +>kl ZaX_l]g

Enfin, pour obtenir les espaces de Hilbert, il faut définir un produit scalaire sur les fonctions d’ondes :

< X |(X ) =i

< X_|. (VIL-42)
(®[') = / X, (BX,) (X.|) = / X LB (Xy). (VII-43)

EQUATION DE SCHRODINGER

La simplification de I’hamiltonien (VII-40) est essentielle car elle permet de résoudre I’évolution tem-
porelle des fonctions d’ondes. En effet, I’équation de Schrodinger associée est du premier ordre dans les

représentations | Xy >,

2
O®L(Xy t) =F [tr (Xi 0 ) + ﬂ} (X, t). (VII-44)
X4 2

La solution de cette équation est donnée par
2
(X4, t) =eTTid, (e71X ). (VII-45)

On remarque que les fonctions d’onde ® . disparaissent en t — £o00, ¢ décrit donc un état entrant, et ¢ _
un état sortant, d’ou I’interprétation des valeurs propres des matrices X comme des variables du cone de

lumiere.
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2.2 Secteur singulet

L’invariance globale SU(N) de la théorie ne dépend pas de la base dans laquelle on ’exprime, en
particulier I’hamiltonien chiral VII-40 est invariant sous X, — QX,Qf, X_ — QTX_Q pour Q €
SU(N). Les fonctions d’onde dans les bases < X | se décomposent donc aussi sur les représentations R.
De nouveau, les fonctions d’ondes antisymétrisées U= = AP+ de I’état fondamental du secteur singulet
sont données par un déterminant de Slater,

1

N dgt U (a7), T (xié?i + g) Vi (2*) = Evg(xF)  (VII-46)

et la restriction des valeurs propres a la partie positive de 1’axe réel se traduit par la condition z > 0.

< Xo|UF >= U () =

L’expression des fonctions d’onde a un fermion est relativement compliquée dans la base < x|, puisqu’elle
fait intervenir des fonctions cylindriques paraboliques. Au contraire, les fonctions d’ondes entrantes et

sortantes |¢§ > s’expriment naturellement dans les coordonnées chirales associées,

1 +ip-1
+ +

Ty) =<x >= ——x 2. VII-47
1/’,9( i) iij \/ﬂ + ( )

Remarquons que I’on a normalisé ces fonctions d’ondes en position et énergie,

<ublE > = [ dos G vEe) = 8(E - E),
5 - (VII-48)

E (o N hE (o N e ot + + _ /
| B GEwub ) =< o [ 4Bl >< vF] o = das ).

COEFFICIENT DE REFLEXION

Les fonctions d’ondes entrantes et sortantes sont reliées par un changement de base, obtenu via un
noyau exponentiel [AKO5],

<z_|= / dr, e+ < x| (VII-49)
0

Utilisant I’expression précédente des fonctions d’onde, on peut effectuer cette intégration et en déduire le
coefficient de réflexion R(E),

_ 1 [~ ; iE—1/2 iE'—1/2
S de dx_ e+ =R(E)J(E - E'
(Wilvh) = = | dosdo_ a2 - R(E)S(E - ), o,

avec R(E) =™ ™P20(1/2 +iE).

MER DE FERMI

Dans I’espace des phases (x,z_), les trajectoires classiques sont des hyperboles z,x_ = —FE et la
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mer de Fermi correspond a la région 2
p<rir_<m, oi<+ym (VII-51)

ou en plus du cut-off en énergie, nous avons imposé un mur en x4+ = /m. Dans ce formalisme, le calcul
+

de la densité d’énergie au premier ordre est relativement simple,

dr,dx_ 1 (V™ dx, 1
— | Sy — )= — S — : VII-52
wi = [ i ey = o [ S = Dos(min. (i)

Ce cut-off permet aussi de controler la divergence du produit des états entrant et sortant VII-50 a énergie
coincidente,
B | Vim izix. iB—1/2 iE—1/2
(plvg) = 7 dr dx_ e+ gl ~ R(E)po(E). (VII-53)
0

On peut approcher cette intégrale en utilisant la méthode du col [AKO5], on trouve alors en premiere
approximation la densité py(—E) = 5= log (m/E).

DENSITE

Le cut-off m agit comme un mur réfléchissant placé a la distance \/m pour les fermions : aux points
x4 = +/m, les fonctions d’onde entrantes et sortantes coincident. Cette condition de bord impose une

discrétisation des énergies,
V(o) =vp(a)], _ & = R(E)=m" (VII-54)

Dans la limite continue, on peut dériver cette restriction, afin d’obtenir la densité d’énergie,

dn 1 d
no_oem . L4 R(E). (VIS5

—logR(FE) +iFlogm =2irn = p(E)= 5= an 5 75

On retrouve en premiere approximation la densité py.

FONCTION DE PARTITION CHIRALE

On calcule en appendice A.1 le produit d’un état singulet entrant et sortant. L’ objectif premier est de
donner un exemple simple d’emploi du formalisme chiral. Toutefois, cette quantité joue un réle important
dans la théorie euclidienne compactifiée. En effet, lorsque 1’on introduit des perturbations intégrables de

la mer de Fermi, cette quantité s’identifie a la fonction de partition grand canonique, qui correspond a la

2. En perturbant ce domaine, il est possible d’obtenir d’autres background de la théorie des cordes, c’est la stratégie em-
ployée dans [AKKO02, AKO3].
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fonction 7 de la hiérarchie de Toda. Celle-ci permet le calcul des corrélateurs de tachyons a tous les ordres
[AKKO03, AKOS5, Kos03].

Dans la théorie lorentzienne, I’interprétation de ce calcul est légerement différente. L’ état singulet
décrit le remplissage de la mer de Fermi jusqu’a I’énergie — 1. Les tachyons sont des excitations collectives
de cette mer de Fermi. On peut donc interpréter 1’état singulet comme un “vide” de la théorie a partir
duquel sont créés les états de tachyons et cordes longues. Dans 1’appendice A.1, on montre que cette
amplitude de diffusion, définie comme une intégrale de chemin sur les matrices X (t), peut se ramener
a celui d’une fonction de partition d’un modele de matrice. Le potentiel de ces matrices est donné par
les fonctions d’onde des états singulets fondamentaux. Malheureusement, leur expression est implicite :
ils dépendent des valeurs propres des matrices, et ne peuvent s’écrire simplement comme fonction des
matrices elles-mémes. La réduction de 1’intégrale de chemin en intégrale de matrice est valable pour

toutes les amplitudes de diffusion, elle est donc au coeur des calculs présentés ci-dessous.

2.3 Tachyons

Les corrélateurs des opérateurs de tachyons ont été calculés par G. Moore [Mo0092a] en utilisant un
formalisme de seconde quantification pour les fermions. Dans ce langage, les tachyons correspondent a
des excitations particule-trou au dessus de la mer de Fermi, et I’on peut facilement obtenir I’expression des
fonctions de corrélation a n tachyons sur la sphere. En définissant d’astucieuses régles diagrammatiques, il
est possible d’étendre ce calcul a tous les ordres et de tester ’unitarité de la matrice de diffusion [MPR92].
Dans la théorie euclidienne compactifiée, la fonction génératrice des corrélateurs tachyoniques a aussi
pu étre calculée [DMP93], elle correspond a une perturbation de 1’action de corde par des opérateurs de

vertex.

Nous allons utiliser ici une approche différente pour dériver le coefficient de réflexion d’un tachyon par
le potentiel de Liouville. Celle-ci sera employée ci-dessous pour I’étude des cordes longues. On introduit

tout d’abord les opérateurs de création et d’anihilation des tachyons, diagonaux dans le formalisme chiral,
< Xo|TE = tr XTF < X4, (VII-56)

Les traces de matrices €élevées a une puissance imaginaire s’avérant délicates a manipuler, on utilise la
transformée de Mellin afin de se ramener aux fonctions génératrices habituelles des modeles de matrice,

1
= FE < X | TE =tr ———— < X4|. VII-57
TE 2§/smh7rE Ti¢ AT = e, < Xl (VIL57)

Comme pour le produit des fonctions propres ®F, la matrice de diffusion du tachyon se réduit au calcul
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du corrélateur de deux traces simples dans le modele a deux matrices,

<OJ|T - TL|®] > = /dX+dX <OIT X >< XXy >< Xy [T @] >

1
tr
4+ X, E+X

= /dX+dX_ XX (X ) (X ) tr (VII-58)

Z t L t L
= T T .
MMAT e X X MM

Le calcul explicite de cette quantité est effectué en appendice A.2. Dans I’espace des énergies, on retrouve

le résultat suivant,

1 Bt yriBe _ " R(E; +w)
N<H'X+ trX, > —6(E+—E_)/ d(JJW

2MM p—Es

(VII-59)

qui s’interprete comme la fermionisation du tachyon en une paire particule-trou d’énergie (F, + w,w)
réfléchie par le potentiel de Liouville. Il faut alors intégrer sur toutes les énergies que peut posséder cette
paire [GM93].

3 Cordes longues

Comme dans le cas des tachyons, il y a deux manieres d’étudier les cordes longues, suivant le choix
de labase (X, P) ou (X_, X ). Le coefficient de diffusion de la corde longue par le potentiel de Liouville
a pu étre obtenu indépendamment en suivant les deux approches [Fid05, KosO7b]. Cependant, comme le
montre I’article [BHKMOS], 1’approche chirale semble plus adaptée puisqu’elle permet de considérer le
cas de plusieurs cordes longues. C’est aussi ce formalisme qui fut choisi dans [Kar09] pour 1’étude de

I’interaction entre un tachyon et une corde longue.

3.1 Corde longue dans le formalisme (X, P)

Commencons par le calcul du coefficient de réflexion ¢y (€) d’une corde longue dans la base < X|. La
fonction propre de 1’état fondamental dans le secteur adjoint peut étre diagonalisée, on a alors U,;(X) =
3;;9i(X), avec ). 1b; = 0. Le terme d’interaction de I’hamiltonien 7{,q; se traite de maniere perturbative
[MO80], et au premier ordre en 1/ la fonction d’onde satisfait

1 Vi
=N " 202 1+ 22 R i
Haagjths = JZI 5 (05 + 2w + ; O (VII-60)
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SOLUTION DANS LA LIMITE CONTINUE

Ce probléme a été résolu par L. Fidkowski [Fid05] dans la limite N — oo ou le parametre spectral
devient continu, ¢); — (). Introduisant la densité de valeurs propres p(z) = >, d(x — x;), I’équation

de Schrodinger et la condition de trace nulle deviennent

Jantn ™ =5~ Buta). [ deptaote) <o (VIL61)

Posons* h(z) = ¢ (z)p(z), et paramétrisons la variable spectrale par x = ,/ucosh7. Dans la limite
T — 00, la variable 7 s’identifie avec le champ de Liouville dans la région asymptotique [DJ90, Jev93], et

I’on retrouve la phase d¢p (€) calculée par J. Maldacena [Mal05]
h(T) ~ 6‘%(7’4—#5)2 . ezécL(E)eﬁ(T—i-Tre)z’ c—et 2_ log /1. (VII-62)
s

Lors de ce calcul, il faut soustraire a I’énergie propre (infinie) £ un cut-off 7. qui s’identifie avec la position
de labrane 7, ~ —¢., e = F — %Tc + %

3.2 Corde longue dans le formalisme chiral

Les fonctions propres du secteur adjoint ont été considérées dans le formalisme chiral dans [Kos07b].

Dans I’espace des coordonnées &, i.e. apres avoir effectué la transformée de Mellin VII-57, elles s’écrivent

(gi+—Xi) L (m)] ;. (VII-63)
ij

L’amplitude de diffusion dans ce secteur se réduit de nouveau au calcul d’un corrélateur du modele a deux

®55(€F) =

matrices,

Aui(§,6) = 5o [ XX X S BB (X)

gl (VII-64)
= I — I I .
EHX X S oam\ X P X

Le corrélateur de deux traces simples a été étudié¢ dans la section 2.3, il correspond a la réflexion d’un

2MM

tachyon par le potentiel de Liouville. On se concentre donc sur la trace mixte qui décrit la diffusion d’une

corde longue,

1 1
AicL(§4,6-) = <tr CIX e LX, >2MM. (VII-65)

3. Lorigine de cette fonction est la suivante : I’état du secteur adjoint peut s’écrire |W,q; >= % ZZ j (5ij’(/JZ'|i 7 >, dans la
limite continue | W, >= [ dzp(x)y(x)|z >.
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Le calcul de ce corrélateur a été réalisé au premier ordre en 1 /N par I. Kostov dans [Kos07b], on en reprend

les grandes lignes en appendice A.3. Etonnammant, on obtient une expression relativement simple,

i drdr_ 1
A]CL(g—I—ag—) = _Z'GZS(E ¢ )a S(€+§_) = ﬁermi x;,]rm (€++$+)(€, —{—1'_)

(VII-66)

La mer de Fermi doit ici étre régularisée par un nouveau cut-off m qui vérifie m > m > pu, p <
rix_ < m. Afin d’obtenir la phase de réflexion d’une corde longue, il faut revenir dans I’espace des
énergies en utilisant la transformée de Mellin inverse. Négligeant les termes ne dépendant que du cut-off
m, on retrouve le résultat de J. Maldacena et L. Fidkowski, Acr.(Ey, E_) x 6(E; — E_)e~®a(é+) avec
e=FE+ % log £. Le cut-off m correspond au carré de la constante cosmologique de bord jip reliée a la

position de la brane FZZT (m = u3%).

3.3 Diffusion de n cordes longues

Dans le formalisme chiral, les fonctions d’ondes du secteur contenant n particules adjointes s’écrivent

[KosO7b] X '
+ + + +

D: i inin s E) =P ( = Xi)zm(l) ( zan Xi>inji‘j (VII-67)

ot P = 1 — tr g assure 'invariance SU(N), et o est une permutation de X,,. La projection sur les

composantes irréductibles du produit tensoriel des n représentations adjointes est réalisée en utilisant une

symétrisation de Young. Cependant nous n’aurons pas besoin de considérer cette réduction ici. Le produit

tensoriel contient aussi des fonctions d’onde plus générales qui décrivent un ensemble de n cordes longues

et m tachyons,

~ ~ 1 1 1 1
1J15 n]n< 1 | 1 ) é—i‘: + X:t iljl é-g: _|_ X:l: injn git + Xi 57% + Xi
(VII-68)
Ainsi, lors du recollement des indices dans le produit scalaire, nous obtiendrons un corrélateur du modele a

deux matrices dans lequel les traces simples correspondent a I’introduction de tachyon et les traces mixtes

a des cordes longues.

AMPLITUDES

Concentrons-nous maintenant sur les corrélateurs contenant uniquement des cordes longues. A 1’ordre
dominant, la diffusion des cordes longues est simplement donnée par le produit des amplitudes A;cp, de
chaque corde : celles-ci se diffusent sans interagir. A I’ordre suivant, les amplitudes correspondent aux
traces de 2n opérateurs matriciels,

1 1 1 1
An §+7§_7"' ) ;7572 = <tI' _ > . (VII-69)
ald & ) S H+X 6 +X- ETHX 6 + X/ omu
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FIGURE VIIL.4 — Diagramme arc-en-ciel intervenant dans le calcul de I’amplitude de huit cordes longues.

Utilisant les équations de boucle du modele a deux matrices, B. Eynard et N. Orantin sont parvenus
a exprimer ce corrélateur uniquement en terme de la premiére trace mixte A;cp [EO05a]. La formule
obtenue a I’énorme avantage de ne pas dépendre des potentiels matriciels, elle peut donc étre appliquée
directement a notre modele,

n
_ — + _
A (6,60, -65.6) = D Colg) [T A&, ) (VII-70)
La somme s’effectue sur les permutations planaires, en bijection avec les diagrammes arc-en-ciel (figure
VIL.4). Le coefficient C,, caractérise I’interaction o entre les cordes longues, il s’exprime comme un pro-
duit sur les n + 1 fenétres du diagramme arc-en-ciel, avec un coefficient C,,. Les C), sont homogenes et

symétriques sous les permutations cycliques, ils s’obtiennent par récurrence :

- - Cj(gfagl_7 ) jvgj_)cn—J( ;_+17€j‘_+17"' ag:zr’gr:)
&)= G —€E —€)

Col&l &0, L&, (VII-71)

j=1

avec C1(£7,67) = 1.

ESPACE DES ENERGIES

Afin de comparer avec les résultats de la théorie des cordes, il faut effectuer la transformation de Mellin
pour revenir dans I’espace des énergies. Cette transformation peut étre effectuée explicitement dans le cas

n = 2 [BHKMOS]. Ce résultat permet une conjecture sur I’amplitude générale de n cordes longues,

Awer (B By, EF B) =6 (Z Ef) AU B A (6F, 67, 60,67). (VIET2)

it

Cette proposition est motivée par I’invariance sous transformée de Fourier de la fonction f qui caractérise

1/2

I’amplitude 2 une corde longue (VI-37). On a posé ici & = pl/2e 2™ & = pl/2e-am™2i-1 ces

parametres étant reli€s aux énergies par éj = Y2i—2+Y2i—1, € = Y2i—1 + Y2;. Chaque rayon du diagramme
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+

g

+ v
€3 £ €

FIGURE VIL.5 — Interaction de deux cordes longues, diagramme arc-en-ciel et traduction dans 1’espace
cible.

arc-en-ciel correspond a une corde longue réfléchie par le potentiel de Liouville. Cette réflexion est décrite
par amplitude A;cp (£ 5;(i)), et I’énergie de cette corde est la somme des énergies intermédiaires sur la
feuille d’univers.  On remarque que le nombre de cordes longues est conservé, I'interaction se réduit 2 un

simple échange d’énergie dans la région asymptotique.

DEUX CORDES LONGUES

Le secteur contenant deux cordes longues est relativement simple, il correspond au corrélateur suivant

AlCL(fl &) AicL(65,65) — A (&7.65 ) A (65, &7)
(& = &) - &) .

AZCL(ST? gl_a f;a §2_) (VII'73)

La transformée de Mellin qui permet de passer dans I’espace des énergies est effectuée explicitement dans
I’appendice de [BHKMAOS]. On obtient alors le résultat suivant,

m(Ef +EY)

2
AZCL(ET7E1_aE;_7E2_) = _6(Ei’— + E_ E_ E )ae

 AeED A B — Aa B A

( - (VII-74)
sinhw(E] — Ey)sinhw(Ef — Ey)

en accord avec le calcul présenté dans le chapitre précédent (VI-32). Les deux termes du membre de
gauche correspondent aux deux permutations de Yo, ils ont des interprétations cinématiques différentes
(figure VIL.5). Ainsi, pour le premier terme les cordes diffusent avant d’interagir, contrairement au second
terme (le temps s’écoule de la gauche vers la droite). On remarque que le diagramme arc-en-ciel est “dual”
a la feuille d’univers, dans le sens ol les insertions £, correspondent aux bords de la feuille d’univers, et

les interstices aux points d’insertion des opérateurs de création et anihilation.

4. Supposons o (i) > ¢, I’énergie associée a I’amplitude AlCL(§+§ ) est gjg;(i) = je~ 2™ avec € = & —e + fztrl —

€ar T = 1 T el
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3.4 Interaction entre un tachyon et une corde longue

L’interaction entre un tachyon et une corde longue a été étudiée par J. Karczmarek dans [Kar09]. De
nouveau, c’est le formalisme chiral qui a été employé afin de réduire le calcul de I’amplitude de diffusion
au premier ordre du corrélateur suivant,

Acur(Ey, E_|Er) = <tr X X gy XiET> (VII-75)

MM,c
Ce calcul est reproduit dans I’appendice A.4. Utilisant la transformée de Mellin, on se ramene a la com-
posante connexe du corrélateur d’une trace mixte et d’une trace simple. Toutefois, la présentation du

résultat est plus concise en utilisant les coordonnées pour la corde longue et I’énergie pour le tachyon,

K(w—p—Br/2,w—pu+ Er/2). (VI-76)

21
w—p— Er/2)

Acun(€5, €| Br) _ . [P7)? s | B = p+ Er/2)
AicL(§7,€7) —Er/2 R(

Contrairement au cas des deux cordes longues, il n’est malheureusement pas possible d’effectuer entiere-
ment toutes les intégrations afin d’obtenir un résultat simple, ni dans 1’espace des énergies, ni dans celui

des coordonnées. Le noyau K apparait dans la diffusion d’une corde longue, il dépend des coordonées ¢+,

eiT+T—

drydr_p(z-) T+ )& +2)

K(E,E') = Vo (22) (VII-77)

1 o
VR(E)R(E) /0

et peut &tre évalué en utilisant la méthode du col.

COURBE ALGEBRIQUE

Si nous présentons ce résultat ici, c’est parce que ce corrélateur du modele a deux matrices peut aussi
étre obtenu en utilisant la récurrence topologique développée dans [EO05b, EO07a, EO07b, EO08]. Cette
méthode permet d’obtenir récursivement tous les corrélateurs, a tous les ordres en 1/N, d’un modele a
deux matrices quelconque. L’ingrédient principal est une courbe algébrique qui s’exprime en fonction des
potentiels et des résolvantes planaires des deux matrices. L’ obtention de cette courbe est cruciale pour
le calcul des amplitudes de diffusion a des ordres plus élevés. Contrairement aux corrélateurs décrivant
I’amplitude de n cordes longues, le calcul du corrélateur connexe trace mixte - trace simple fait intervenir
explicitement la courbe algébrique. On espere donc pouvoir la déterminer en comparant son expression
avec la formule de récurrence topologique. Malheureusement, cette expression est relativement complexe

dans I’espace des coordonées &, et I’identification semble difficile.

Certaines informations sur la courbe algébrique peuvent €tre obtenues a partir de 1’expression de la
trace mixte VII-66 pour b < 1. En utilisant la représentation des fonctions double sinus comme un produit
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infini, il est possible d’écrire

H [1+6mb2(2m+1)eweb/2}

A ) = mez e if(3logA/ETET) (VII-78)
1CL(£ 5 ) H [1 + efinb*2(2m+1)e7ré/25] H [1 4 e*i”b2(2m+1)€mb/2]
meN meN
avec £T¢~ = pe™/?. Dans le formalisme de la récurrence topologique, on considere donc une courbe

algébrique E(£T,£7) = 0, que 1’on résoud en paramétrisant ({7 (z),£(z)). La trace mixte du modele a
deux matrices s’écrit alors

E(€(2), € (w))
(67 (2) = £F(w))(§(2) — € (w))

Les propriétés de transformation sous b — 1/b et d’échange £ <> £~ que vérifient les expressions VII-

AicL(€1(2), 6 (w)) = (VII-79)

78,VII-79 menent 2 identifier la courbe algébrique avec le numérateur de VII-78.° Malheureusement, sous
cette forme, la limite b — 1 est singuliere. Une possibilité serait d’appliquer la récurrence topologique
pour b < 1, et de prendre la limite b — 1 a la fin des calculs. Une telle approche semble pouvoir

s’appliquer au corrélateur VII-76.

Conclusion

L’essentiel des travaux présentés ici concerne 1’étude des secteurs non-singulet de la mécanique quan-
tique matricielle dans le formalisme chiral. Nous avons montré que les fonctions d’onde présentes dans le
produit de n représentations adjointes pouvaient étre utilisées pour construire I’amplitude de diffusion de
n cordes longues. L’amplitude de deux cordes longues au premier ordre a pu étre explicitement calculée,

et une conjecture pour I’amplitude générale a été émise.

La mécanique quantique matricielle semble étre a la jonction de deux systemes intégrables. Le premier
est présent dans la fonction de partition de la théorie euclidienne compactifiée. Il se traduit par une équation
de corde sur la fonction de partition et permet de décrire la condensation des vortex [KKKO02, Kos02]. Le
second systeme intégrable intervient lorsque I’on réduit les amplitudes de diffusion de la théorie lorentzi-
enne a des corrélateurs d’un modele a deux matrices. C’est en effet ’intégrabilité sous-jacente qui permet
de dériver les équations de boucle de ce modele, dont la solution donne les corrélateurs a tous les or-
dres du développement en 1/N. Récemment, une solution récursive, connue sous le nom de récurrence
topologique, a été proposée pour un modele a deux matrices général. Les corrélateurs y sont vus comme
les invariants simplectiques d’une courbe algébrique qui définit enticrement la théorie. Malheureusement,

nous ne connaissons pas explicitement le potentiel de notre modele a deux matrices, ce qui rend difficile

5. Cet argument est issu de discussions avec N. Orantin.
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I’obtention de la courbe algébrique. Une formule peut cependant étre intuité a partir de 1I’expression de la
trace mixte, mais reste a vérifier. Par ailleurs, la limite b — 1 de cette courbe semble difficile a obtenir.

Les théories de cordes minimales peuvent étre obtenues comme limite continue d’'un modele a deux
matrices dont la courbe algébrique est connue [EZJ93, DKKO93]. La surface associée paramétrise les branes
77 et FZZT de la théorie [SS04, KKO04]. En outre, les déformations de la courbe algébrique ont été
identifiées aux perturbations de I’action de la théorie de cordes par des opérateurs de vertex. Certaines
déformations spécifiques semblent décrire la perturbation par un opérateur de création de cordes ouvertes
sur les branes FZZT. La limite c); — 1 de la courbe algébrique peut étre prise [KKO04], et I’on retrouve
les trajectoires classiques, hyperboliques, des fermions libres du secteur singulet. On rejoint ainsi certains
résultats concernant les instantons de la théorie euclidienne compactifiée. Toutefois, a ce jour, le lien entre
cette courbe algébrique et celle apparaissant dans le modele a deux matrices qui décrit les amplitudes de

diffusion de la théorie lorentzienne n’est toujours pas compris.

On peut constater que la mécanique quantique matricielle contient encore de nombreux problemes
ouverts, le principal étant la détermination de la courbe algébrique du modele a deux matrices. Pour cela,
le corrélateur corde longue - tachyon semble étre le plus simple dont le calcul fasse intervenir le potentiel
matriciel. Il semble tout indiqué pour tester le formalisme de la récurrence topologique, et la courbe

algébrique proposée.

Annexe A Calculs détaillés dans le formalisme chiral

A.1 Fonction de partition

Dans cet appendice, on montre que le calcul de 1’amplitude de diffusion de deux états singulets |[¥F >
peut se ramener au calcul de la fonction de partition d’un modele a deux matrices dont le potentiel est
donné par la fonction d’onde des états entrant et sortant. Cette fonction de partition peut €tre calculée
explicitement, et 1’on obtient le produit des coefficients de réflexion des fermions constituant la mer de

Fermi.

LIEN AVEC LE MODELE A DEUX MATRICES

On cherche donc a évaluer I’amplitude de diffusion des états entrant et sortant, pris respectivement aux
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temps t; et ty, avec ' =ty — t;,
O tp| BTt > =< c1:>é,j|ei<tf*ti>”"‘|<1>s+ >

/dX dXY < o7 XY >< xW)TH| x>« X0t >

(VIL-80)
/ dxVax Vo (x D)o (x1) / DX, X_]e XX

Xy (t)=x

X_(tp)= X(_”

L’intégrale de chemin dans les variables chirales peut étre calculée explicitement. Pour cela on décompose

la mesure sur les temps intermédiaires ¢;, de pas de temps ¢, avec ¢y = t;, t,, = t¢. Afin de simplifier les

notations, on introduit aussi X j([k) = X (&) pour les bases intermédiaires. On a alors

< X_,tf|X+7t,L > = / D[X+7X_] 67;7'[[X+7X,]

X+(ti):X$>
X_(tp)=x D)

_hm/HdX(kH<X | x ¥ >H<X’“+1 e | x P >

k=1,
= lim / H ax “in’“(X‘—’““”X(—’””*Xi’”) D o () gioH) x (O
k=1,+
(VII-81)

Effectuant I’intégration sur les matrices X (k), on trouve un produit de fonction J qui implémentent une

version discrétisée des équations du mouvement de la matrice X _ (0, X_ = X ),
2 [TT ax® T 5 ( x+0 B it X x D
< X | Xyt >= lime"2/HdX_ IIs (X_ (1-0)—x"Y ) e U XX (VII-82)
=1

Ces contraintes peuvent étre résolues par récurrence, et donnent dans la limite continue la solution de

I’équation du mouvement X U = XWeT' On trouve finalement
< Xt X4t >= TV exp (—ie_Ttr X0 x¢ >>. (VII-83)

Revenons a I’amplitude initiale, la dépendance temporelle peut étre éliminée par un changement de vari-

able pour la matrice X (,f ), et I’on obtient, ©

< BT LD t; >= TEHTN? / dXVdxDo-(x D)ot (x)ein ¥ X (VIL-84)

—NT/2

. . 2 . s . L. ) . .
6. La mesure fait sortir un terme eV~ 7', la fonction d’onde antisymétrique le terme e e'TEo obtenu en faisant le produit

des contributions de chaque fonction d’onde fermionique. Reste 2 diviser par le Vandermonde A(e”z) = eTN(N=1/2A(z).
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ou Ej est I’énergie associé a 1’état singulet.

CALCUL DE LA FONCTION DE PARTITION

Calculons maintenant la fonction de partition du modele a deux matrices,
Zomm = / dX 4 OF (X, )0, (X_) e X (VII-85)

Pour cela, on diagonalise les matrices X1 = QixiQL, le traitement de la partie angulaire est standard
pour les modeles a deux matrices, il fait intervenir 1’intégrale de Harish-Chandra-Itzykson-Zuber (HCIZ)
[1Z80],

- det, ; i %5
dQ) efo+Qe-1 _ i 7 7 (VII-86)
/SU(N) A($+)A($—)

avec () = QLQ_. La mesure fait apparaitre un déterminant de Vandermonde au carré, que 1’on peut

absorber en utilisant les fonctions d’ondes antisymétriques AP = W,
Zomm = / deﬁi‘lﬁ r )V (2) det € (VII-87)

Introduisant I’expression des fonctions d’ondes antisymétriques en terme du déterminant de Slater, puis

transformant ce produit de déterminant en un déterminant d’un produit de matrices, on aboutit a
1 + = =\ ixtaz
Zowm = 7 det > / [T dai ok, (ehywp, (o) e (VIL-88)
’ k.l i+

Les variables k et [ sont muettes ici. On effectue ensuite I’intégration sur les valeurs propres en prenant

garde a la présence du cut-off :

Ja | Vi
/ dr dz_e"™+* =l (z )p(x_) = 6(E — E")R(E)po, / dr dr_ =m. (VII-89)
0 0

Au premier ordre py ~ % log m est indépendant de I’énergie, on obtient finalement

N
1
Zovm = mmN IN2N N H R(E;). (VII-90)

A.2 Deux tachyons

Dans cette section, on cherche a calculer le corrélateur de deux tachyons,

BB, B )= (r XFw xT0) (VIL-91)

2MM



A. CALCULS DETAILLES DANS LE FORMALISME CHIRAL 169

Cette quantité peut étre obtenue directement dans 1’espace des énergies en diagonalisant les matrices X,

1 1
N Zomm

N
/Hd(E+dlL‘ det i x] det QzDE ( )det ¢E ( ) Z + zE+:L,; —iE_

a,b=1

B(E,,E.) =

(VII-92)
ot I’on a de nouveau utilisé la formule VII-86. Les fonctions d’ondes satisfont la propriété z£7¢p(x) =

Ypi e, (x) qui se traduit par

det ¢, (1) doalfr=3%" det g, 45,5, (1): (VII-93)

Celle-ci permet de faire passer les puissances de valeurs propres a I’intérieur des déterminants,

1 1T, T
B(EL, E_) = N ZZMM Z /Hdw+dﬂc det ' Jdet@DEﬁa p (z )dethﬁé g, (x)). (VII-94)

On cherche ensuite a formuler le produit des déterminants comme le déterminant d’un produit, i.e.

_ et = 7 N
B(EJF’ E N‘ ZZMM Z det / H dwj_dxl Z wgi+6iaE+ (x;:)e ko ij+6jbE7 (xl ) (VII-95)
ab=1 i kel

Cela permet d’effectuer I’intégration sur les valeurs propres,

B(E,,E.) Z det [\/R(E + 030 EL)R(E; + 030 E_)0(E; + 0104 — E; — 6,,E_)

_POHR

J R(Ex + 0k B )R(Ex + 0 E_)
PéV Z 11 R(E) det 0(E; + dia Loy — Ej — OppE-).
a,b=1 k

(VII-96)

On suppose la densité d’énergie py constante au premier ordre, ce qui implique que les niveaux d’énergie
du spectre discret sont équidistants. Soit n le niveau d’énergie correspondant aux tachyons incidents et
partants, £/, = E,,,. En examinant la matrice des fonctions 0, on s’apergoit qu’elle est proportionnelle a
une matrice S qui n’est autre que la matrice identité ou la ath ligne posséde un 1 déplacé de la ath colonne
ala (a + ny) colonne, et dans la bth colonne le 1 est déplacé de la ligne bth a la ligne (b + n_)th,

det §(E; + 61 By — E; — 0 E_) = pg' det S, Sij = 6ij + 6ia(0; atny — 6ja) + 0jp(0i pan_ — Op).
1) )
(VII-97)
Le déterminant de cette matrice est nul, 2 moins que les déplacements ne coincident,a = betn, =n_, et

le déterminant vaut alors un. Ainsi,

N
Z M (VII-98)

R(E4)

a=1
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Chaque terme de la somme décrit 1’excitation d’un état de la mer de Fermi £, — E, + E, avec —m <
E, < —p. L’état excité doit étre au-dessus de la mer de Fermi, ce qui impose le restriction £, + E, > —pu

[Kar09]. Dans la limite continue, la somme se transforme en intégrale, et I’on a

]_ s R(E+ + CU)
NB(E+, ) 5( E_) /_M_E+ de (VII-99)

A.3 Une corde longue

On s’intéresse ici au corrélateur d’une trace mixte dans le modele a deux matrices, au premier ordre
enl/N,
1 1

/dXi (I):—(X_i_)q)s_(X_)eitrXJrX* tr 5_ X €+ X . (VII-IOO)
- +

Aicn(é4,6-) =

2MM

La premiere étape consiste a diagonaliser les deux matrices X = Qixin. Afin de calculer I’intégrale
angulaire il faut faire appel a la formule de Morozov-Eynard [Eyn04],

1 1 ,
/ d tr ( 0 QT) gitr a0t
SUN) §+x {Htay

:m (det [Eﬂ'g_ ix_E€+ixJ —det[E]>

. . . ot . . R
ou I’on a introduit la matrice E;; = €' % . Le second terme ne dépend pas des variables ¥ et peut étre

(VII-101)

négligé, I’amplitude se réduit donc a une intégrale sur les valeurs propres

1 — o1 1
N'ZzMM/de deth( )deth( )det[E+z£_+x_E§++xJ.

(VII-102)

AicL(é4,6-) =

Réunissant les déterminants, on tombe sur

1
A , = —z— det / daf xb ) | B+ )
alend) =iz S [TLaot v eh)vs T a) B it B ]
(VII-103)
De nouveau, les variables k, [ sont muettes, et I’on peut effectuer I’intégration. Pour cela, on introduit le

noyau

TRERE . Ve ey )

Celui-ci peut étre calculé en utilisant une approximation de point col,

K(E,E') = (VII-104)

| <_5+_§) _ <_5+_5)
L (E\" E E T
KE+eE—¢) = (5—) PR — Pyl (VII-105)
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L’amplitude s’exprime alors comme un déterminant,

A]CL(f_;_,f_) = —1 det |:51] + K(EZ, E; ):| (VH—106)
0

P
Le second terme du déterminant est sous-dominant dans la limite m — oo, ce qui permet de le développer

comme un déterminant de Fredholm. Au premier ordre, le terme dominant est donné par

m

Arcr (€4, 60) = =i S(gten) = / B K(E,E) (VII-107)

ou m est un nouveau cut-off introduit pour régulariser la divergence de I’intégrale. Ce facteur de réflexion

S peut aussi se représenter comme une intégrale sur la mer de Fermi.

A.4 Une corde longue et un tachyon

Dans cette section, on reproduit le calcul de I’amplitude de diffusion d’un tachyon et d’une corde
longue réalisé dans [Kar09], avec toutefois quelques variations. L’idée est d’utiliser la transformée de
Mellin uniquement pour la corde longue, on notera donc £* ses coordonnées, et E I’énergie du tachyon.

On cherche a évaluer la partie connexe d’une trace mixte et d’une trace simple,

1 1 .
Acur(§+,6-, Er) = <tr E X & +X+tr XiET> . (VII-108)

Seule la trace mixte contient une partie angulaire, celle-ci se traite de la méme maniere que dans la section

A.3, en utilisant la formule de Morozov. On se réduit donc & une intégrale sur les valeurs propres .,

=—— [ dV id t det FET ) det e % | 1
Acur N!Z2MM/ x e wE( 7)) e z/JE (;x ) e [e ( +Z§ +$¢_§++$f>
(VII-109)

Réutilisant la propriété VII-93, et réunissant les déterminants, on se réduit a une intégrale sur deux valeurs

propres,

Acur = —m Zdlst da* 77Z)E ( )¢El+5laET<x Je 1+ 25_ +z €& +at )

(VII-110)
Le déterminant est la somme de deux termes, le premier n’est qu’un facteur de réflexion, tandis que le
second fait intervenir le noyau K (E, E') (VII-104)

E
Acur = N Z + T) dezt [0(Ex — By — 01oEr) + iK(Ey, E; + 01.E7)). (VII-111)
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Examinons maintenant ce déterminant. Supposant que 1’énergie du tachyon correspond a un niveau n,
Er = E,, lamatrice des fonctions ¢ est proportionnelle & Sy; = 0 + 010 (0k a+n — Ok.a), la matrice identité

dans laquelle le 1 de la aieme colonne a été déplacé sur la (a 4 n)ieme ligne,

E + E '
-ACLIT = Z T) delt [Skl + piK(Ek; El + 5ZQET)}. (VH—112)
0
La matrice Ay = i~K (Eyx, E; + 6,,Er) est sous dominante par rapport a S. Au premier ordre, le

£0
développement en cofacteurs de la aieme colonne donne

det (S+A)=A,, det ([ +A)+ Apgrn det (14 A). (VII-113)

NxN N—-1xN-1 N—-2xN-2

Dans le premier déterminant du membre de droite, les aieme ligne et aieme colonne ont été supprimées,
tandis que dans le seconde, les aieme et (a + n)ieme lignes et colonnes disparaissent. Dans la limite
N grand, ces déterminants sous tous deux approchés par le déterminant VII-106 donnant le coefficient de
diffusion d’une corde longue. Notons que le déplacement £ + ¢;, 7 disparait ici car les lignes et colonnes
aieéme sont supprimées. Notre corrélateur est donc proportionnel a I’amplitude A ¢,

2@ R(E,+ E
Acr (5,67 |Br) = Ajc(€7,67) Z (—E>T)K(Ea, E,+ Er). (VII-114)
On trouve finalement dans la limite planaire,
_ 4 _ e Rw—+ FE
Acur (€7, 67| BEr) = 20 A 1cL(61,€7) / dw uK(w, w+ Er). (VII-115)

ou I’énergie du niveau excité est restreint a €tre au-dessus de la mer de Fermi, et le noyau K (VII-104)

dépend aussi des coordonnées £+ de la corde longue.
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ABSTRACT

We study the interactions of Maldacena’s long folded ssiimgtwo-dimensional string the-

ory. We find the amplitude for a state containing two long éalétrings to come and go back
to infinity. We calculate this amplitude both in the worldehéheory and in the dual matrix

model, the Matrix Quantum Mechanics. The matrix model dpon allows to evaluate the

amplitudes involving any number of long strings, which axeeg by the mixed trace correlators
in an effective two-matrix model.
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1 Introduction

In this paper we study the scattering of long folded strimg8D string theory. As pointed out
by Maldacena [1], long folded strings stretching from irtfimtorrespond to non-singlet states
in the dual matrix model. It is expected that condensatiosuth states can produce curved
background with horizon [2, 3]. Our main motivation for thisrk is to study the possibility of
formulating a Lorentzian version of the “black hole matrindel”, discussed in [1]. Our results
suggest that the chiral formalism introduced in [4] andHartdeveloped in [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11]
is well adapted for this purpose.

The two-dimensional strings have only longitudinal modes] the closed string spectrum
is that of a single massless patrticle, the ‘tachyon’ [12]addition to the closed string spectrum,
the theory has states of infinite energy, associated with folued strings stretched to infinity
in the space directiow. Folded strings in two dimensions were studied in [13] andeno
recently in [1, 14, 15]. Such strings have infinite energsithey stretch all the way 0 —
—oo. After subtracting the infinite part, the spectrum is unhbdethfrom below. Any physical
observable in such a theory can be formulated as a scattriptitude relating incoming right
moving and outgoing left moving states. The asymptotieestaan be thought of as composed
of quasiparticles. Each such quasiparticle representsytio¢ a folded string.

An exact worldsheet description of folded strings basedionille string theory was given
by Maldacena [1]. He argued that a stack of FZZT branes plfenivay in the asymptotically
free region [, > /i) can be considered as a source for long folded strings. Toletéan of
a long string starts with a very energetic short open strnipeé regiony < —log jt,,. When
the ends of the string reach ~ —log i, they get trapped by the brane, while the bulk of
the string continues to move until it looses all its kinetiesyy at distanceé ~ — log 1 and
starts to evolve back. This picture allows to express thectfin amplitude for the tip of along
folded string as a certain limit of the boundary two-pointdtion in Liouville theory. Using
the expression for this correlation function found in [18laldacena gave an explicit formula
for this reflection amplitude.

In the dual matrix model, the Matrix Quantum Mechanics (MQME closed strings prop-
agate in the singlet sector, while the folded strings prapam the non-singlet sector of MQM,
characterized by the presence of Wilson lines. In MQM, théestcontaining one folded string
are those in the adjoint representation. They can be camesides impurities in the fermi sea.
The wave function of such states depends on a collectivedowate giving the position of the
tip of the folded string. It satisfies a Calogero type equatighose collective field formulation
was given in [1]. The explicit solution of this equation wasifid later in [17], and the result
for the scattering phase was identical with the one obtaiireed the worldsheet theory.



The states with folded strings, orn. impurities, are described by irreducible representations
whose Young tableaux containboxes and: anti-boxes. These are the representations that
occur in the direct product of fundamental and anti-fundamental representations.

The extension of the canonical formalism of MQM to higheresgntations passes through
the solution of the corresponding Calogero problem, whiednss to be a quite difficult, al-
though not impossible, task. Instead one can try to attaelptbblem using the chiral quanti-
zation of MQM, which operates directly in terms of asymptdticoming and outgoing states.
Here the Hamiltonian is first order and therefore has no Gatwgerm. Using the chiral for-
malism, the scattering problem in the non-singlet sectdM@M was reformulated by one of
the authors [18] in terms of the mixed trace correlators ieff@ctive two-matrix model. This
allowed to apply some powerful results derived for the twakix model [19, 20]. In particular,
it was shown in [18] that the scattering amplitude in the adjeepresentation, evaluated orig-
inally in [1, 17], coincides with the simplest mixed tracemedator in the effective two-matrix
model.

In this paper we evaluate, using the chiral formalism of MQMe reflection amplitudes
of higher non-singlets, focusing mainly on the case- 2. The reflection amplitude can be
expanded in the inverse cosmological consi@nt- 1/u. The leading term is the Young-
symmetrized product of the reflection amplitudes for two-mteracting quasiparticles. The
interaction appears in the subleading term, for which wedim@xplicit expression.

We give two independent derivations of the subleading tg@nformed in the worldsheet
theory and in the matrix model. In the worldsheet theory, dbbleading term is given by
the 4-point boundary amplitude in a suitable limit. In theigation we make a heavy use of
the symmetries imposed by the boundary ground ring. To sehthations and explain the
problem, we first present the derivation of the- 1 amplitude, the reflection factor for a single
long string, originally obtained in [1].

The result is unexpectedly simple. We find that the reflecéimplitude in the subleading
order consists of two terms, which have a natural interficetan terms of reflection and scat-
tering of the two quasiparticles. The first term describesadtaring of the two quasiparticles
with non-zero energy transfer, followed by reflection oflregoasiparticle. In the second term
the scattering and the reflections occur in the oppositerofide scattering amplitude for two
quasiparticles does not depend prand 1., and therefore occurs in the extreme asymptotic
domain¢ < — log jt,,, where the incoming and the outgoing strings are short.

The matrix model description allows to evaluate the amgésifor states with any number
n of quasiparticles. We first evaluate the amplitudes in treedioate space and then perform a
Fourier transformation. We performed explicitly the Feutiransformation for the case= 2
and reproduced the result of the worldsheet theory. We vbdéhat the: = 2 amplitudes in the

coordinate and momentum space essentially coincide. Aiggutimt this is a general property,
we speculate about the structure of the reflection amplifoidstates containing long strings
having a common worldsheet with the topology of a disk. Weuarthat such an amplitude
again decomposes into elementary processes, reflectidoagstrings and scattering of any
numberk < n of short open strings.

2 Long folded strings in worldsheet theory

The worldsheet theory is described by a free bo&oand a Liouville field¢. The field X
is regarded as time, so it has the opposite signature. As @ id [21], it is convenient to
consider a family of theories in which bothand X couple to the worldsheet curvature. Their
background charges afg= b+1/bandQ) = ib—i/b respectively, so that matter central charge
is critical,

Cratter = 2 + G(Q2 + QZ) = 26.

We will be mostly interested in the case= 1, but will keepb as arbitrary until the final stage
in order to avoid singularities which are peculiabte: 1.

Local bulk operators
TE ~ p(QEIR)G—i(Q+R) X

of marginal dimension correspond to on-shell tachyon med#senergyk. They are right or
left-moving waves depending on the sign choice. Simildogal boundary operators

Uki ~ e(%izk)g‘;—i(%ﬂc)x

correspond to physical open string modes with enédrgyn this paper we focus on the open
strings ending on FZZT-branes.

The action for has a potentigke?*® which scatters every incoming (right-moving) tachyon
back top = —occ. As a consequence, the operatdfsand7; are proportional to each other.
A similar relation holds also for the open string operatéfsandU,_, but the relation becomes
more complicated because the end-points of the open staisgsfeel the boundary potential
u,e*. We label the branes by in terms of whichu,, can be expressed as

I

Tsin 7] cosh(27bs).

pg(s) =
We consider FZZT-branes with very large If one throws in an open string ending on such
branes, its endpoints first reach the boundary potentidlaval ~ —2ms — 3 log 1, which is
much before the bulk potential wall at ~ 7,71[) log 1. When the endpoints are caught by the
potential, the string starts to stretch and its tip continteemove towards the strong coupling
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region until it uses up all its kinetic energy. The tip of sac$tring can probe the bulk Liouville
wall if it initially has a sufficiently large energy; ~ 2s. This is how a long folded string is
realized in two-dimensional string theory [1].

2.1 Classical analysis

The classical motion of an open string is described by themct

S = / drdo {(anf))Z — (ag¢)2 _ ((’)TX)Z + (BUX)Q _ HW62b¢}

4

= [ ar{ug (50 sy sy ), 21)

defined on a strip € [0 , 0, ], 7 € R. The classical argument is known to be valid for small
We focus on the solutions parametrizedyy

X =7, 4ume® = {coshbycoshbr + sinh by coshbo} ™ (2.2)

which solve the bulk equation of motion as well as the Virasoonstraintl’.. = 0. These
solutions were first presented in the context of long foldeidgs in [1]. The tip of the folded
string is ato = 0, and¢ reaches maximum at= 7 = 0.

The boundary conditions on field3, X = 0,¢ & 2wbpu, (s, )e*” = 0, are satisfied if

sinh® bysinh®bg, = cosh®(27bs, ). (2.3)

These relations allow us to expre§s s, ) as functions of(y,q,). For very larges, and a

finite v, o, roughly equal2rs, up to sign. Long folded open strings correspond to the choice

o < 0 < g.. The (spacetime) energyof such a string is given by
2tk = (0, —0)/2m ~ s, +5_. (2.4)

See the Figure 1 for an example of a long folded string. Therdtkio choices) < o < ¢, or
o < g <0, both lead to “short” strings which do not develop long faldeorldsheets. The
role of short strings is important in understanding therextgons of folded long strings.

Reflection amplitude. In the tree approximation, the phase for reflection ampéitotia long
folded string is given by the classical value of the actiorY®n the strip. Let us give a rough
evaluation of it for the solution presented above, assurttiag)y is reasonably large. The
worldsheet strip is decomposed into four regions accorttirtge behavior of)(7, o):

(A 7>+l 6~ -7,

4

SN |
m*o!ll?lll&‘m
N TN © )

Figure 1: (Left) A classical long folded string for = b = 1, v = 10, g, = £500. Some equalb lines
are drawn on the baser plane. (Right) The string worldsheet is divided into fougioms according to
the behavior of.

(B) : o>+1] ¢ ~ ¢o—o0,
(C)ro<—|1| ¢~ ¢o+o,
(D) : 7<—|o| ¢~ ¢po+T, (2.5)

whereg, = —y — 5; log(4T) is a constant. See the right of the Figure 1. The bulk and baynd
potential terms in the action can be neglected in the limiagde s... The contributions to the
classical action from the kinetic terms ¢fand X cancel in the regiong4) and (D), whereas
they add up in the region®3) and(C). The classical action is therefore roughly proportional
to the areas of the regioti®) and(C'):

1
Sa ~ 7*(0;2+(7;2) ~ 727‘—(33“'5?) (2.6)

2.2 Quantum theory

We consider the following physical (on-shell) boundary rapers

Ul = bér(—Zikb)l/%”kce(%“kw’i(g*"')x‘
Uy = b 0(2ik/b)v3-ik ¢ el§-Meil§+hX @2.7)
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corresponding to right- or left-moving open string exddat. Herec is the reparametrization
ghost and we have introduced

v = {umy(b*) V), o) = —= .
The operator#/," andU,; are proportional to each other,
W = dik,s,) -1

where one should remember that the properties of boundamnatips depend also on the two
D-branes. The proportionality constattt:, s, s') is essentially given by the Liouville boundary
reflection coefficientl., (3, s, ') [16]:

I'(—2ikb)

d(k,s,s) = bv** T(@ik/b) dr(§ +ik, s, s)
= S(2ik+3)S(§¢—i(k+s+5)S(E& —i(k+s—5))
xS(§ —ik—s+5))S(§ —i(k—s—5)). (2.8)

The functionS(x) is introduced and used in [16]. Some of its properties arkeci@d in Ap-
pendix A.
We will consider Maldacena’s limit [1] in which all boundaparameters have the form

s=1L+0ds

with L assumed to be very large, while is kept finite. The FZZT-branes of our interest are all
labeled by such. A folded long open string is described by a pair of vertexrafesU,” and
UZ, with

k ~2L.
We also consider short open strings carrying finite enérgs they will appear as intermediate
particles in the scattering of long folded strings. The aiten amplitude of a single open string
is given byd(k, s, s'). Using the asymptotics &(z) one finds

d(k. s, ) wssn~ornny = e AmILk+O(LY)

d(k7575/)|(k,s,s’)~(2L.L.L) _ c—27ri(5‘2+5/2)+27riLQ+O(L0)7 (2.9)
for short and long open strings respectively. To the leadirdgr in L, the second formula
agrees with the classical result (2.6) for long folded gisinThe full expression for the reflection
amplitudeab = 1is

A NEL _ o —2mi(s?4s") — Etif (n(s+s'Fk))
d(k, s, s") ‘(k,s‘s’)rv(iQL,L‘L) =€ ! ) (2.10)

where the functiorf(x) is defined as

. 1 [ ¢
fo) = 2 [ a (tanh(+<>’ (2.11)

see Appendix A for details.

2.3 Three-point amplitude

In order to compute the four-point function we need the esgion of the three-point function in
the Maldacena limit. It gives the amplitude of a long foldéthg) emitting or absorbing a short
open string. To the lowest order, the computation boils dtevthat of three-point function
of boundary operator$; = ¢%¢ in Liouville theory on a disk. The corresponding structure
constant has been worked out by [24] but the general fornsul@ite complicated. It actually
simplifies in Maldacena’s limit when the conservation ofresyek; + ko + k3 = —Q/Q, is taken
into account. We evaluate this structure constant as a censolotion of the shift relations
derived in Appendix B,

(WP O 017 ) + (U210 051
vuln2bs - d(ky, 53,51 £ b/2) " d(ks, 51, 52) " d(ks, 52, 53) 7

= 2.12
sin(2mik,b) sin(2mwik2b) (2.12)
and
QG i ) B G R AR S e
_ vu@mlbs d(ky, s3, 81 £1/2b) d(k2, s1, s2)d(ks, S2, 53) (2.13)

sin(2miky /b) sin(27iky/b)

Let us first solve the relation (2.12) in Maldacena’s limikitey { k1, k2, k3 } ~ {+2L,0, —2L}.
The term on the right hand side scales as

) ,_ . -
r.h.s. ~ (347”[’(51 s2+ka+ib )

One of the two terms on the |.h.s. has to scale in the same wdyha other has to be subdom-
inant or comparable. By inspection one finds,

51:534»% = Lhs.l < Lhs2 ~ rhs,

sy=s{—% = lhsl ~ Lhs2 ~ rhs.

! The functionf () is related to the odd functiog(z) from Appendix A of [1] by f(z) = $72* + 5 — g(z).
2A variant of these relations has been previously derived.tietkova [25].



So (2.12) reduces to a two-term relation for= s} + % and is easily solved. The solution,
when transformed into the amplitude @f, reads

. 1
4in*9b2
Fi,k2,k3)~(20,0,—2L)  — p2mb(kits2) _ p2mb(—ks+s1)

GO O, @19

By a little more work it can be shown that this solution sagisfall nonequivalent recursion
relations which follow from (2.12). It is also easy to seetf?al4) satisfies the homogeneous
version of the recursion relation (2.13), i.e. the equatiith the r.h.s. set to zero.

The second recursion relation (2.13) can be analyzed inaime svay, and one can find a
solution which in terms of/,” reads

—4im?Qb3

(3[U1 [U];]SZ[UIC_:;]SS>}(kl,kg,k3)~(2L.()7—2L) T (i) _ g (kster)

(2.15)

This solution is easily seen to satisfy the homogeneousores (2.12). The correct three-
point amplitude in Maldacena’s limit is thus given by the safrthe two expressions (2.14),
(2.15).

The two-point amplitude.

To make a precise comparison between the results of wodtislbenputations and Matrix
Quantum Mechanics, we need a precise form of the disk twotgohplitude. It turns out
slightly different from the reflection coefficient (2.8) ftine operatord/;* by a k-dependent
function. Computing the two-point amplitude from the firsingiple is rather difficult; the
CFT correlator is divergent due to the zero-mode integrathe fields X and ¢, and it has
to be divided by the infinite volume of the residual global fmwmal group that fixes the disk
with two boundary insertions. A simple way to avoid thesenitiés is to differentiate with
respect to the boundary cosmological constant to make ilatiree-point amplitude, where
the additional boundary operator has the energy/2.

We recall that the three-point amplitude with = —@Q/2 can be expressed in terms of
the two-point function, see.g. App. D of [22]. This relation can be extended for complex
momenta by solving the recursion relations (2.12), (2.08)f = k = —k3, ks = —Q/Q. The
result is

B T d(k, s1,82) — d(k, s1, s3)
sin(2mik/b) g (S2) — py(s3)
This is indeed a derivative with respectjtg whens, = s3. We integrate it with respect to,

assuming that the naive integration is allowed only wherojherators satisfy Seiberg’s bound
[26]

CUSUSI=[eB)*) = (2.16)

e-Imk >0 for Uj.
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The resulting two-point amplitude becomes non-analytic,

WVQCI(]{, S1, 82)

(U U]2) = sgn(Imk) Tm@rik/b)

(2.17)

2.4 Boundary Ground Ring

Similar recursion relations among higher point disk anuglés can be derived by making use
of the boundary ground ring. The ring is generated by theaipesa.,

(06 + 0X)}emm4=X),

(06 — OX) e 3+, (2.18)

ay = —1/’ﬁ{bc - g
a_ = —1/’%{bc - =
whereb, ¢ are the reparametrization ghost and antighost fields. Nhaie since they are con-
structed from Liouville degenerate operatars,can only join two branes whosdabels differ
by a certain amount. The operator products.ofvith boundary tachyons satisfy the following
formulae

—Uga_=a U, =U_

s Ufay = a Ul = Ul:r;‘b' (2.19)
The ring relation¢,a_ = a_a, = 1 ath = 1) is realized on physical open string operators in
much the same way as for the bulk ground ring, exceptihatiso shifts the label of the brane.
The above formulae are simple and independent of the labblaoes, whereas the coefficient

of the OPEx, U;” becomes a little complicated and can be obtained from (2 #flection,

d(k,s',s")
dk— 2 s,8")

27"

RCBMUA AT :

By inserting ana. in a disk amplitude and using the fact that, is BRST-exact, one
can derive a shift relation among disk amplitudes. As an @tantonsider the difference of
four-point amplitudes

(U Uk an)ULUL) = (Ui Ui (U U ) -

Since this can be written as an integral of an amplitude @oingda.., it vanishes by BRST
invariance up to contributions from the boundary of modpéee of disks with marked points.
As was discussed originally in [23], see also [22], such lakauy contributions are summarized
by the higher operator products
Ut = T g
k" ke sin(2mibky ) kitke—g;’
b3 sin(2mib(ky + k)

Ufa Uf =
k1 9=k sin(2mibky ) sin(2mwibky) ~ F1tke—z5’
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1
bzm

+717+ - -yt

U Uga- = sin(2mibks) U’“*k?’ﬁ’
o bam

a U, Uy, _WUMH.:#%’

boim sin(2mi(ky + k2)/b)

UnasUp, = — :
b ks Sin(2miky /b) sin(2mika/b)  ki+kat2’
U-U-a, — L 2.20
Wit =+ i) U et (2.20)

Using them, the four-point amplitude can be shown to satfsyrecursion relatiof,

(U Ui (ax U )Uis) — (U (Ui a) U Uy
= ((UtUta)ULUE) — (UE (Uit arUE)UEY — (UL UE (a2UEUE)) ,  (2.21)

where the operator products in the parentheses are giveh18) @nd (2.20).

Although the formulae for the operator products were derive[23, 22] in the theory
without Liouville interaction, we assume they remain vaifter it is turned on. The interaction
will, however, make higher operator produetsU™ — U (n > 3) non-vanishing as well. The
determination of higher point amplitudes along this patth therefore become more and more
difficult.

2.5 Four-point amplitude (scattering of two long strings)

We will evaluate the amplitude describing the scatterintyaflong strings,
UL U2 UL) s (koy ki ko, k) ~ (=2L,2L, —2L,2L),

as the common solution of the two recursion relations (2.Bbyh relations (2.21) have inho-
mogeneous terms on the right hand side. As was the case i ioint amplitude, we can
find the solution by working with those inhomogeneous terms loy one and then combining
the results together in a manner consistent with the synym&onsequently, the four point
amplitude will consist of a number of terms.

Some of the terms read,

<s3 [U];)]S(»[Ukt]ﬂ [U,;]”[U,:;]';3>
d(ks, $3,53)  d(ko + ky + %, 53, 51) sin 27ib(ko + k] 9)

= 167°09
TV d(ko, 53, 50) (e2mblkatss) — 62wb(71m+31))(e%"(kerﬂ) _ T k2+53))

3 In our convention for disk amplitude#/; - - - U,,), the first the second, and the last operators are unintegrate
and the rest are integrated (with the factor oémoved).

10

N 16731/Qd(k (89,83)  d(ki+ ke +$ Q 50, 55) sin 2mib(ky + kz + )
7 d(k s1, 92) e2mb(k1+s2) _ o2mb(—k2+s0) )(e T (ks+s0) _ e 2 (— k0+52))
L 16 od(k1,50,51)  d(ks + k3 + Q )51, 83) sin 2mb(kz + kg +9)
TV
d(ks, 1, 92) e2mb(ka+s1) _ ezm kz+s;) ( T (k1tss) _ oo (— ko+sl))
16 od(ki s0,51)  d(ks + ko + 9,55, 50) sin Qﬂzb(kg +ko+9)
TV
d(kO,SS, 90)( ,27b (k3 +50) ,ezwb —ko+s2) ( F(kits2) _ o 27 (- k2+ao))

b (2.22)

From their dependence on the reflection amplitddéhey seem to describe the processes in
which a short open string is exchanged between the incomeim@f one long string and the
outgoing leg of the other, as described by the left four ofiFég2. These terms will therefore
be physically uninteresting and discarded. Indeed, wesg#l these terms are not reproduced
from MQM. Moreover, in Maldacena’s limit these terms aredfinant and infinitely rapidly
oscillating as compared to the terms which are reproduced the MQM.

AN AN A
AN AN A

Figure 2: Terms in disk four-point amplitudes. The four figures on téf# torrespond to physically
uninteresting processes and are discarded. The two orgtitedescribe the terms which are reproduced
from MQM analysis.

The physically interesting terms, Figure 2 right, are aiedi from the recursion relations
with the number of inhomogeneous terms reduced,

d(k, so, $})

s3rr+1so[rr+ s1[r7+]s2[f7+]s3
g e LU A A

d(kg S1, 5’2) . ’
+7 SRR [UFSRUr 20U
Tt (S0
83 1R b e~ 20k 873 1@ b e2mk2

- 4 (2.23)

e2mb(ka+s1) _ o2mb(—kz+s3) e2mb(k1+s3) _ o2mb(—ko+s1)

11



and a similar equation involving 2b shifts. We found that they are solved fo= 1 by

U U UG 05
d(ky, 50, 51)d(ks, 59, 53) — d(ko, 53, 50) 'd(ka, 51, 52) "
(e2m(hrts2) — e2m(=katso))(e2m(ksts1) — e2m(—katss))
imty? o—rahe) o AR 50, 51)d(ks, 52, 53) — d(Fo, 53, 50)'d(kz, 51, 5) "
) sinh (k1 + ko — S0 + s2) sinh(ka + k3 + s1 — s3)
(2.24)

= 16in°2e™?™2 x

A remarkable property of (2.24) is that it has a certain sytnynender the exchange &f,
ands,. To see this, let us introduce four positive “winding” paetersyo, i1, y», y3 such that

ko=—(ys+wo), ki=yo+uy1, ko=—(y1+v2), ks=v2+ys (2.25)

Then the conservation of momenta is satisfied automaticBfig parameterg; are determined
up to a common translation

Yo2 = Yo2 +a, Y13 =~ Y13 —a. (2.26)

By inserting them into (2.24) one finds that in Maldacenasitlithe non-trivial part of the
amplitude depends only on the differenges= y; — s;:

3
<.93 [UI:U]S“[UI::]SI [UI;]Q[UI:]“> = 4732 H 6—2wzsf—ﬂ(s]+y7)
§=0
et (=miot+mi)+if (=mg2—7g3) _ o—if(rga—mgo)+if(—mh1—mg2)

x sinh 7(Ja — gio) sinh (g1 — J3) - @27

In other words, the four-point amplitude is almost symneatriders; — L <> L—y;. The change
of sign can be understand as follows: increasing the eneeajesthe tip of the folded string go
further while increasing the boundary parameter has thesifgpeffect. The parameteris in
some loose sense T-dual to the original time variable; sulthakity transformation is discussed
for the AdS disk amplitudes in [27].

3 Long folded strings in Matrix Quantum Mechanics

3.1 Asymptotic states and chiral formalism of MQM

The dual matrix description of the 2D string theory in theshin dilaton background is given by
a dimensional reduction of a 2D YM theory to one dimensiormvim also as Matrix Quantum
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Mechanics [12]. The theory involves one gauge figle= { A7} and one scalar fiel = { X/},
both hermitianV x N matrices. It is formally defined by the action

S:/dttr [PVAaX - 1(P?-X?)], (3.1)

whereV X = 9,X — i[A, X] is the covariant time derivative. The action (3.1) can besabn
ered as an effective action describing the states near hrf@camum of a confining potential
for the scalar field. In this approximation a generic potmian be replaced by inverse gaussian
potential and a large cutoff parameterThe number of color$” should be tuned appropriately
with the cutoffA before taking the largé’ limit.

The Hilbert space of MQM decomposes as a direct sum

H=Ho+» Ha, (3.2)
n=1
where?, is the singlet sector and the sec#y, is obtained by adding Wilson lines in the
adjoint representation. The sec#gy, can be further decomposed into a direct sum of irreducible
representations df (V) whose Young tableaux containboxes and: ‘antiboxes’. The Young
tableaux for the allowed representations wik- 1, 2 are represented in Fig. 3.

In the singlet sectom = 0, the action (3.1) describes a system)dfon-relativistic free
fermions in the upside-down quadratic potential [12]. Theugd state of the system is charac-
terized by the Fermi levebr = —p. The cutoffA then gives the energy (with minus sign) of
the N-th level below the surface of the fermi sea. In the laigd&imit, the non-singlet sectors
can be described in terms of impurities in the fermi sea. Tdresinglet excitations of MQM
have been studied in [28, 29, 3]. LBtbe an allowed irreducible representationgf (V).
Then the radial part of the Hamiltonian contains a term wigfioGero type interaction between
the eigenvalues,

_ 1y (0; 2) 15~ DE)D(E)
H 5 ; o +75 )+ ; o (3.3)
whereD(E}) is a realization of theV x N matrix (E¥);" = 676

In the adjoint representation,= 1, the wave function is aiV x N traceless matrix. By an

SU(N) rotation it can be diagonalized as

V(X) = 8] vu(X),

with °.¢; = 0. Then the radial part of the Schrodinger equation closethercomponents
1, UN: y
N (i — )

N
adj 1092 | 2\, 7)i7
i), — ;Z(a + a2 + %:) ) (3.4)
J= J(#i
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The solution of this equation in the largélimit gives the wavefunction of one quasiparticle.

Once we know the solution of the wave equation in the adjowhich was found in [17],
we can try to explore the higher sectors. To the leading ardey ., the sectof,, describes
n non-interacting quasiparticles. The statistics of thestpaaticles is determined by choice of
the irreducible representation. Our analysis of the Catwgge wave equation (see Appendix
E) shows that the Hamiltonian indeed decomposes into a stienro$ (3.4) associated with the
n quasiparticles, and a two-body interaction Hamiltoniahich is of orderl /..

Instead of trying to solve the wave equation, in this papenilefollow an alternative
approach, the chiral quantization of MQM [4], which provedoe very efficient in the singlet
sector. Since the potential is unbounded, any observableetormulated in terms of scattering
amplitudes between asymptotic states that charactegzeytem at the infinite past and in the
infinite future. Usually the scattering matrix relating theoming and the outgoing asymptotic
states is extracted from the asymptotics of the solutioh@fSchrodinger equation. In the case
of quadratic potential it happens that tBiematrix can be constructed directly, without passing
through the evaluation of the wave function. This is pogsihie to the important property of
the MQM that the asymptotic in- and out-states depend orighédone variables

X+P X-P

X, = . X =
V2

V2

. (3.5)
For example, the operators
TE=tXP  Tp=tr X" (3.6)

describe the left- and right-moving tachyons with enefgy30]. The time evolution of the
asymptotic states is governed by the Hamiltonian

1
H= —§tr (X, X_+X.X,), (3.7)
and the general solution of the corresponding Schrodiegeation is
(X, 1) = T2V pE(FIX). (3.8)

Thus any homogeneous function is an eigenstate of the Hamah (3.7).
The outgoing and the incoming states are related by mattixi€otransformation

PT(X,) = [dX_ e XX 07 (X), (3.9)

which represents the scattering operator in the chirakbasi
The wave functions in the sectt,, transform according to the-th power of the adjoint
representation,
E(OX, 0N = Ad(Q)® d%(X,), O e SU(N). (3.10)
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A, B, C,

Anti-Box

Figure 3: The lowest representations allowed in MQM.

For anyn, Ad(Q2)®" decomposes into a direct sum of irreducible representatidhe projec-
tion to any given irreducible representation is obtainedapplying the corresponding Young
symmetrizer. The scattering amplitude between the stateand ®* is given by the inner
product

(®F,07) = / dX, dX_ e XX o (X D (X ), (3.11)

wheretr denotes the trace in theth tensor product.

With this description of the non-singlet sectors we canesgnt any state as a polynomial
of the matrix fieldsX, or X_ multiplying a singlet wave function. Below we will see that
similarly to the closed strings, the long folded strings r@eresented in MQM by creation and
annihilation operators made of the matrix element&Xof andX_. Thus the eigenfunction
representing a state withfolded strings ana tachyons is

[@F(Br, ooy B Bl Bl = TIXEP) [ X5 0f (X)), (312)
a=1 b=1
whered; is the ground state wave functién.

The scattering amplitude for such states is given by theripregluct of an incoming and an
outgoing state of the form (3.12) divided by the inner prdaiithe left and right ground states.
It is therefore useful to introduce for each pair of funcidn® (X_), F~ (X, ) the expectation
value

(0f F+, F~®;)

</1,{F+F"/1,> = (<I>J,<I>J)

(3.13)

4Such states form a complete, but not orthogonal set. An pahal basis of eigenstates is labeled by the
irreducible representations 81/ (V). The construction of such a basis was considered, in theofad®M with
“upside-up” gaussian potential, in [31]. The eigenstatemfthe two sets are linearly related. The advantage of
the first set of states is that thé limit is easier to construct, as well as the direct interien of these states in
terms of the worldsheet theory.
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In this way all observables in the non-singlet sector of MQa&h de obtained as multi
trace correlators of an effective two-matrix model with rramfining potentiatr X, X _. The
observables in this “non-compact” matrix model can be extaldi by an appropriate regulariza-
tion. It happens that some of the results obtained for thalutcompact” matrix models, can
be applied here.

TheU(N) symmetry allows to reduce the origins? degrees of freedom to thé eigenval-
ueszi ...z of the matricesX, or X_. The evaluation of the scattering amplitude is achieved
in two steps [18]. The first step consists in integrating betangular degrees of freedom in the
matrix integration measure

dX, = dQy dat .. dot A%(xs), (3.14)

+

whereA(zy) = [1, (7 — ;) is the Vandermonde determinant. The angular integral in the

inner product (3.11) is then of the form

I(X,,X )= / dO Ad(Q)®" X 0% 0T, (3.15)

SU(N)

The second step is to take the lariyelimit and express the result in terms of the collective
field, the phase space eigenvalue dengity", ™). In the well studied singlet sector, = 0,
the integral (3.15) is the Harish-Chandra-Itzykson-Zubtgral [32]. In this simplest case the
transition amplitudes

S(BY oo Bl By By ) = (] [Tt X5 T e X5 )
a=1 b=1

then can be formulated in terms of the scalar product in thmifsea vacuum [4]. In the
general case the integral (3.15) was evaluated by Shalig&3}i In the casen = 1 a formula
suitable for taking the larg&’ limit was guessed by Morozov [34] and proved later by Eynard
and collaborators [35, 19]. More general integrals and ahdrgyauge groups were studied in
[36, 37]. Taking the largeV expansion of these exact results is a delicate task. In $ipisc,
the paper [20] proved to be very useful for our problem.

3.2 The reflection amplitude in the adjoint sector(n = 1)

The sector withh = 1 contains only one non-trivial representation, the adjodre can think

of this sector as the fermi sea in presence of an impurity,uarsipparticle. In terms of the
string theory, the adjoint sector describes incoming artgaing asymptotic states containing
one folded string. In absence of tachyons the inner produthis sector gives the reflection
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amplitude of the quasiparticle associated with the tip ef fitlded string [18]. In the com-
pactified Euclidean theory this sector describes statdsamié vortex and one anti-vortex. The
eigenfunction describing a folded string with enefgys of the form

@B = (K9] - X ) a0, (3.16)

where ®Z is the ground state wave function. To the leading order inldhge N limit one
can replaceSU(N) by U(N) and neglect the term subtracting the trace. More generat wav
functions,

X7 e XEPr X2 e XEP 07(XL ),

describe a folded string in presenceroftachyons. We will focus on the states of the form
(3.16). For such states the scattering matrix reduces toefftection factor for one adjoint
particle, which is given by the normalized inner product

Ry(Eq, E) = (u|te (X X)) (3.17)

Evaluating the integral over the angles by the Morozov-Egriarmula, we obtain an ex-
pression depending only on the eigenvalues of the matdceandX _. In the largeN limit
the result can be expressed in terms of the joint eigenvaéneityp(f,x’) for the ground
state. The Morozov-Eynard formula takes most simple forf {then expressed in terms of
the resolvents 1

W, (€*) = X (3.18)
The operators creating eigenstates with given energy arErelated to the operators (3.18)
by the integral transformation

X = Lsinh / % eiE (3.19)

0
The inverse transformation is
1 i [ dE

_ v i —iE
E+X 2¢ ) sinhE &EX (3.20)
P

where the integration contou¥ is parallel to the real axes and passing between the poles at
E = 0andE =i of the integrand. It is most natural to choaSe= R + %z which we will do
in the following.

We therefore first evaluate the normalized inner producttferesolvents (3.18),

Gr(E7,67) = (p| tr V(€)W ()] [ ) (3.21)
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and then apply the integral transformation (3.19) to obtaereflection amplitude in th&-
space. The expectation value (3.21) is the basic singte-tréixed correlator in the effective
two-matrix model we mentioned before. The result, obtaindd8], is surprisingly simple:

Gr(g &) = e,

Sere) = / dode _ plenr) (3.22)
‘ 20 (& tat)(E +aT)]

wherep(z", 2 ) is the semiclassical eigenvalue density of the fermiomnjaiti.

This integral is logarithmically divergent and needs a fegeation. We introduce a cutoff
A > u as the depth of the Fermi sea explored by the avetagie assume that < A, so
that we still can use the spectral density for the upsiderdoarmonic oscillator. The part of
the Fermi sea that corresponds to the interval of energjesc £ < —A is described by the
density function

oz’ x ) =0z —p) oA —z"z). (3.23)
The result of the integration with this density depends amiythe product+{-:
SELEe)=fT=-t)—-f(-1), (3-24)
where we denoted 5
7LD PSEL S DIV S (3.25)
2 o 2 o

and the functiory is the same as in (2.11). Applying the integral transforora{B.19) to both
arguments o7 (£+, &), we get

_sinh(r £, ) sinh(7E_)

Ry(By B = : [ e @mie T e @2

s

At this point we change the variables & = /u¢™*" . The integral ovetr produces a delta
function imposing the energy conservation,

Ri(Ey E_) = Ry(E.) 0(E. — E_). (3.27)
The reflection factor for one quasiparticle is given by threagning integral in:

2 ) o ) o )
Rl(E) _ 7; sinhzﬂ'E M—zEH / dt th(—vE+1)—7,f(1 —t)+if(—t) ) (3.28)

5This means that we consider non-singlet excitations tlamisform according to a smaller gros/ (N) c
U(N) with N ~ Alog A.
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In the limit T — co we can use the approximatigifT — t) = (T — t)?/x and then write the
exponent, using (A.12), a& — if(t) — 2i(E — T'/m)t + iw /6. The integral is evaluated using
the last equation (A.8). The final result for the reflectioctéa is

_ S~ i 102 —iE —iT? /7 ,—2En+if(T—7E)
1 = > . .
Ri(E) =2Ae " sinh*nE p~"" e e (3.29)

We see that the reflection factor depends on the shifted grierg £ — T'/7, where the
constanfl’ = % log [\/p is in fact the logarithmic energy gap between the singletthaddjoint
sector discovered in [28]. We therefore subtract, as intfii constant from the energy and
introduce the shifted energy variables

1 < 1
e=F — —InA, e=ec+—lnp=FE-T/r, (3.30)
27 2

where¢ is assumed finite. Then we can approximiaté 7F ~ Le™ and the scattering phase

2
takes the form
Rl(E) _ %A el “—iE e—’zTQ/weij'(—m‘)

- ilog? A /dn ime® i f(mé
— *%A(ﬁ 17r/4(j ilog® A /4w « € zf(Tre). (331)

Let us compare this expression with the two-point functionthie worldsheet theory with
s=s8 = Mandk ~ M,

2
iz A2 Y,
U+U, Ak 2.2 2 ,727{]{ '—z7r/4 '74‘m,1\'[ l:,f(27rM—7rlc) . 3.32
(V%) sinh 27|k (kl) = wv"2e7e ¢ ¢ ( )

Remarkably, the two expressions coincide (up to a constaasgy which can be absorbed in
the normalization of the wave functions) upon the identifara

k=F s=s=T/2m, vV =np. (3.33)

Therefore the cutoffy, the depth of the fermi sea felt by the collective excitatisrrelated to
the boundary cosmological constant in the worlsheet theory

A=y, (3.34)

The remaining factor can be absorbed into the normalizatidhe boundary operatofs?, .
Note that the reflection factor (3.31) is given, up to a comienjugation and a numerical
factor, by the same function as the mixed correlator (3.21 ):

Ri(E) = A" Gi(,&) ¢ =Re™ =pe ™. (3.35)
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3.3 The reflection amplitude in the sectom = 2

Now we will evaluate the reflection amplitudes for the st§8%2) withn = 2, in the leading
and in the subleading order. The scattering matrix is nogatal for such states. It gets
diagonalized in the basis of the irreducible represematioith n = 2, which we describe
below.

In the sectofH, there are four irreducible representations (denoted,asl,, B, andCs in
[29]). Their Young tableaux are shown in Fig. 3. For generalhe representations,, and
C,, are defined by tensors withupper anch lower indices, respectively totally symmetric and
totally antisymmetric under permutations of the upper aweer indices, associated with boxes
and antiboxes. The representatiohsare totally symmetric in boxes and totally antisymmetric
in antiboxes, and similarly fod,,. The zero weight states in the sector with= 2 are of the
form

W = P v,
wherePf[ is a standard tensor associated with the correspondinmmmetrizer In the four
|rredUC|bIe representationsl,, A,, B, andCs, it is given respectively byi“ 51 6{1 [5% 5{’6”
andri where[ -] denotes antisymmetrization afd -} denotes symmetrlzatlon. In order
to extract the irreducible part, one needs further to impgbedracelessness condition for any
pair of upper and lower indices, but this can be skipped inweleading orders in the larg¥
limit.

Now let us return to the states (3.12) with= 2. As in the case: = 1, it is advantageous
first to evaluate the inner product of the wave functions endbordinate space

(€.6) = WL (&) V(€] 0, OF - (3.36)

u 2i2ik1.k2

The inner product is expressed in terms of mixed two-tracestaior

Gra(€l, 860565, 6) = (e W (EDW-(60)] tr W (6 W (&5)] | 1)

and the mixed one-trace correlator

Ga&1, 60,65, 65) = (ul tr VL (ED) W (§0) W (&)W (&) [ 1) -

The projections to the four irreps in the sector 2 are obtained by (anti)symmetrization:

(T O |ua, = Guil&,&:6.6) —{&G © & = (e & |4,
(WO O |wyp, = Guil&,&:6,6)+ Gl ,6.6.6) +{& < &,
(Wt O |u)e, = Guil&.&:18.85) — Gaol&.6.6.6) +1{& « &}, (337)
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Each term on the r.h.s. can be expanded/ip. To the leading ordeg? only the first term
contributes, where it factorizes to

GuLi(&,67568,6) = Gi(&r. &) Gi(&5, &) + O(u).
The integral transformation (3.19) gives
RY(EL ES Er Ey) = 0(Ef — BD)8(Ef — E3 )Ra(Ef) Ra(E). (338)

To this order the inner product are given by the (anti)symized product of two expectation
values (3.21), associated with each trace. This is the appation of dilute gas of quasiparti-
cles.

The subleading term is given ly, (¢, &5, €1, &5 ). Here we will focus on this amplitude
and leave the next ordef’, which is given by the connected correlator of the produdiaf
traces, for future work. The mixed one-trace correlatégsin the effective two-matrix model
can be expressed through the lowest one-trace correlqtby the general formula derived in
[20]. In the caser = 2 it states

Gi(& &G, &) — GilE 6)G(E, &)
€ -&)E - &) '

A simpler derivation of this formula, due to L. Cantini, cae found in Orantin’s thesis [38].
The advantage of this derivation, which we give in AppendixsGhat it can be applied also for
our non-compact effective two-matrix model.

The next step is to perform the integral transformationgBta each of the arguments. The
calculation, this time non-trivial, is presented in AppenB. The result contains &function
for the energy conservation, so we define the subleadiag reflection amplitudéR, by

Go(&,60,67.6) = (3.39)

R(Bf Ef By, Ey) =0(Bf + Ef — By — By) Ra(E{, ES E; Ey).  (3.40)

For energieds;” = ¢ + 5~ In A, with e finite,

Ro(Ef Ef By, Ey) = —?\ repep) RiUEDR(ES) — Ra(Ey )R (Ey)

sinh (B — E7) sinhn(Ef — Ey)

_ _2 e Ri(ET)Ri(E5) — Ra(ED )R (Ey) (3.41)
I sinh7(&f — ;) sinhw(e] — &)

Then = 2 reflection amplitude, given in the first two orders by (3.38) §3.40), obviously
satisfies the unitarity condition

RUETRU(ES) Ro( By, By Y, EY) = Ra(E, B By, Ey ) Ru(ED)Ru(Ey). (3.42)
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Let us compare the subleading reflection amplitude (3.41) thie 4-point disk amplitude
in the Maldacena limit (2.24), evaluated in the worldshiebty. If we identify

ko=—E;, ki=E ky=—E;, ky=E],
so=s1=sy=s3="T/2m, 1V =7pu, (3.43)

then the two amplitudes are indeed equal to each other, ufiettt@ of 2. This factor can be
absorbed in the normalization of the functional measurdéworldsheet calculation. After
fixing the normalization of the boundary operators and thectional measure, there are no
more ambiguities left.

If we express the energies in terms of the shifted windingupatersy; defined by (2.25),

Ef =ys+vyo, Ef=wo+w, Ey=wpi+wy Ef =yp+tuys, (3.44)

then we observe that the reflection amplitude infhsepace has again the same functional form
as in the¢-space,

Ra(BEY, By, By, Ey) = —2iR* 7T ED Goel (6.6 .6; ) (3.45)
with

12 _ln, < 1
& = A2 e T g = A2 e 2T

& =AV2emamr | g = RV2emams (3.46)

3.4 The reflection amplitude forn > 2

Using the loop equations for the two-matrix model one caruata all mixed one-trace corre-
lators

Gul§0, €05, &8 60) = (ultr WL (D)W (&0) - Wi (W ()] )

These correlators satisfy the recurrence equations fauf@Dj, see Appendix C. The unique
solution of the recurrence equations is given by the “Betheaiz like” formula of [20] as a
sum of products of7; with rational coefficients:

Gul€ 60 6006 = D Colll &0, -, 60,6 GilE 6, - Ghl&hL6,,) - (3.47)
oeSy
The sum goes in the sét, of planar permutations of elements. A planar permutation
can be defined as follows. Consider a disk widthmarked points on the boundary, labeled
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Figure 4: A planar set of arcs on the disk witj points along the boundary, labeled by
&L &0 ,5; ,&-,and its dual tree graph. On the figyre- 8. The arcs split the disk intp+1 windows.
The non-trivial weights of the windows in the figure &g(&7, &5, &3,67 ), Cs(&1 . &3,68 .66 067,65,
C3(&7,865,65,65,63,€1), Cal€5, €6, €660 ) Ca(&6, 60065+ 65 )-

by &7.&75,...,&,, ;. Drow a set of arcs (oriented lines) connecting the pagpitsvith ¢,
i=1,...,n. The permutatiom € .S, is planar if the arcs can be drown without intersections,
as shown in Figure 4. We call such a configuration of arcs brawdiagram”.

Itis shown in [20] that the coefficierdt, is equal to a product of weights associated with the
n + 1 windows on the rainbow diagram. These weights are deterdhfioen the following re-
currence relation, which stems from the loop equations)(@énote byC; (&7, &y, - - -, &/, &)
the weight of the window witl2j points;', &, ..., &, §; along its boundary, labelled follow-
ing the orientation of the lines. This function is invariamder cyclic permutations of thgy
points. Then the weight’, is expressed through, ..., C,_; as

(& e €5 E) Coi (s Eros e i
R T )

Jj=1

where by definitiorC; (£+,£-) = 1 [20].

In order to evaluate the amplitude in tliespace, we have to perform the integral transfor-
mation (3.19) of the r.h.s. of (3.47). We believe, althoughawe not able to supply the proof
now, that the relations (3.35) and (3.45) hold in fact for anyf we introduce the winding pa-
rametersyy, . . ., Yan_1, Y2n = Yo, determined up to a common translatigh— yo;+a, yo;—1 —
y2i—1 — a, and express the energies as

Ef =Yoo+ Y1, E7 = ygi1+ Yo, (3.49)

i
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we conjecture that for any

Rl B By oo B Ey) = R BB G(er 60 6 &) (3.50)

where
g = AVemammie oo Z NPT (=1, n). (3.51)

i

The energies?; and the winding parametersare logarithmically divergent with the cutoff.
In terms of the finite shifted energié$ the above relations reads

& =2+ G, € = a1+ 9o,
5: _ 111/2 67%7”;2772, & = /11/2 R—%W.ﬁz;fl (i =1,.. _777)‘ (3.52)

From the perspective of the worldsheet theory, each terfmisolution (3.47) is the contri-

bution of a particular scattering process involvingpng strings sharing a common worldsheet.

The arcs in the rainbow diagram on Figure 4 correspond toghef then long strings. The fac-
torization of the amplitude means that the interaction ceonly in the far past{ ~ —log 1.,,)

or in the future (¢ ~ log p,,). For—logpu, < t < logpu, then long strings evolve indepen-
dently, contributing a product of reflection factd®s. Furthermore, the recurrence relation (2)
for the coefficients”; means that each such coefficient can be written as a sum otfzad
C,. Therefore the interaction of the long strings can be deas®g into exchanges of short
strings as those illustrated in Figure 2.

4 Discussion

In this paper we studied the simplest scattering processkmg folded strings in the two-
dimensional string theory. We used the description of thrg Istrings in terms of a FZZT
brane withy, > /i, as suggested in [1]. We evaluated the four-point disk &ongdi in
Maldacena’s limit of large momenta and large boundary patars. We observed that the
amplitude depends only on the chiral combinatigns= y; — s;, wheres, are the Liouville
boundary parameters and the “winding parameters” , associated with the four segment
the boundaryd = 1, 2, 3, 4). Furthermore we observed a symmetry with respect to theiéou
transformation in the time direction. Our result suggebtd,tto the leading order, the long
strings interactia exchange of short open strings that happens in the asymegtptiree region
¢ < —logp.

On the side of MQM the scattering amplitudes are expresseerims of the mixed trace
correlators in an effective non-compact two-matrix modighwnteractionitr X, X _. However
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the worldsheet interpretation of the correlation funcsicnot the same as in the matrix model
description of rationat < 1 string theories. In our case the spectral paramgtes related
by Fourier transformation to the energy of the boundaryyanhwhile the boundary condition
for the Liouville field is determined by a regularization aaveterA, the depth of the fermi
sea. This is because the boundary is associated to the gala& fivhile the fieldsX  create
the asymptotic open string states. Since we are modellingreritzian theory, the worldsheet
description does not have a statistical interpretationsasraover surfaces with positive weights.

We evaluated the subleading amplitude for any numlmriong strings using the results for
the single-trace mixed correlator in the two-matrix mo@@][ We obtained the result in the co-
ordinate space, while the worldsheet calculation givestité space of energies. We performed
explicitly the Fourier transformation for the cases= 1 andn = 2 where we reproduced the
result of the worldsheet theory up to factors that can berblesbinto the normalization of the
boundary tachyons and the integration measure.

We found that the Fourier transformed amplitude takes ¢isdigrthe same form as that in
the coordinate space, after being expressed in terms dfrtltial coordinateg; associated
with the boundaries of the disk. We were able to establish simmetry only for the cases
n = 1 andn = 2, but we believe that it is a general property of the disgoint amplitude in
Maldacena’s limit.

Eventually we are interested taking the limit with a largentwer of FZZT branes, which
would help us, as suggested in [1], to find a matrix model digson of the Lorentzian black
hole. The results reported in this paper suggest that tieetafé two-matrix model that stems
from the chiral quantization of MQM is the right tool to actéethis limit. In this paper we
studied the interactions of long folded strings due to ergeeof short open strings, which are
described by the single-trace mixed correlators in thecgffe two-matrix model. We did not
consider the interactions due to the exchange of closewstriSuch interactions are described
by multi-trace mixed correlators in the effective two-nmamodel.
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A Properties of the functionsS(z) and f(x)

We give here a short summary of the properties of the douhkefsinctionS(z) used in [16]
and the functionf(z) introduced (forb = 1) in [1]. The double sine is related to the double
gamma function introduced by Barnes [39]. The functigfw) = /(™ is also known as
non-compact quantum dilogarithm [40].

A.1 The double sine functionS(z)

o Integral representation: [16]

i r sin 2tz 2\ dt
logS(Q/2 —ix) = / (smhbt sinh b1t 7) T @=b+1/b. (A1)
0

e Functional relations:

= 2sin — . (A.2)

= 2sin7wbz,

e Poles and zeroes:

poles atz = nib + ny /b, ni,ny <0, zeroesatz =nib+ny/b, ny, ng > 1.

e Asymptotics at infinity (forReb > 0):

S(z) ~ exp (;mp{(wgQ)CLAZ(bMH)}) (Imz — +00).  (A.3)

A.2 The function f(z)

o Definition: . )
@ eia? 2mtim(b?+b72) /24 "
TSz (A4)
e Integral representation:

i dt e—Qitr/Tr
x)=—— _— . A.5
@) 4 ,/RM) t sinhtb sinht/b (A5)

e Functional equations:

f@)+ fr) = S T
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cif(a)
1+ eimb? o2bx
i@

1+ eim/b? g2x/b

Cif(erurb)

Hif(r+i7r/b)

o Asymptotics at infinity (forh > 0):

RNr — —oo

1@ - {02
Jr+ 7@ +b072)/12, Rz — +oo.

e Fourier transform [41, 42]

@e—czf if () ite/n _ mia Qv ,=if(2)
JRT

dt —Qt —zf( t) 2itz/1r — el p—Qz Ezf(—:t)
R T

/dt QU i) gRite/n _ e y-Qu —if ()

/dt Qt —zf 21:L/1r _ Em eQz sz(J.)
wherea = 771+Q

A.3 Thelimitb—1

o Integral representation:
Evaluating the derivative

d . Y cos2tx 1 —iTx
E]()gS(l—zm)\bzl = 7,/0 dt{ - —f—z} = ‘

sinh?t

we find another integral representation of the dounle siné fo 1:

T ! rTTL
imlog S(1 — ix)|pr = P :/dgA
imlog S(1 — ix)lh= 7T/0 * fanhra’ 0 Ctanh(

Then (A.4) reproduces the functigiiz) as defined in [18]:

1t ¢
@) = ;/,mdg <tanh(+<>'
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tanh 7z’

(A-6)

(A7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A11)



e Functional equations:

f@)+ f(-2) = %+ (A.12)

SN

ewf(a:—iar) _ (1 _ eZm) ezf(:i:)7 (A13)

e Boundary reflection coefficiert(k, s, s")[p=1:

d(k,s,s) "= S(1+2ik)S(1—i(k +s+)S(L—ik+s—s))
xS(1—i(k—s+5)S1—i(k—s—15)). (Al14)
d(/m s, s il‘ sy (201A100) _ 8—27r1‘(52+s’2),%+zf(7rs+7rs’17rk). (A15)

B Equation for the boundary Liouville three point function

Here we derive a shift equation for the three-point functbbhoundary operatorB; = ¢ in
Liouville theory on a disk. We denote the relevant structumastant byC'%:-%2:0s:

S1,52,53
(Bp, (1) By (£2) Bay(13)), 0yay = O ] Js — gl
{igk}
Our notation is such thatg, joins the branes; ands;, By, joinss; ands, and so on. The shift
equation follows from the bootstrap constraints of fouimptunctions containing one boundary
degenerate operatd_,, or B_; /. Note that the two branes joined i, , have to satisfy
[16]
s—s =+ib/2 or s+ =ib/2,
and similarly for those joined b§s_ /2.
To recall where the constraints arise from, let us consideuapoint function,

(Bg, (1) By2(%) By, (x2) By, (w3))

81,81,82,83

Using the analytic solutions of Virasoro Ward identity witte knowledge of the operator

roduct expansions involving_;/», one can derive linear relations am l_f%z’ﬁz“@" and
/ 452,83
Cf1 2725 One of them reads, after replacifigby § — ik;,
2,53

r(a —2ibk; ) 152,53 P(?ibk’g) 51,52,53
DL+ 2ik)D(1 + 2ibky — @) di(§ — iky, 53, 5}) R
T(1 + 2ibky + 2ibky — )T(@) dp(2 — iky + 2, 53, 51) s1,52,53
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Herea =  + ib(ky + ky + k3), andd,, is defined in (2.8). See [24] and [43] for more detail.
A similar relation is obtained from the four-point functicontainingB_, /5. This kind of shift
relations among correlators is often powerful enough temieine the structure constants in
Liouville theory.

We translate the above relations on Liouville correlatots ia shift relation among the
disk amplitudes of thre&~ or threel;” in two-dimensional string theory. The conservation of
energy required, +ky+ks = —Q/2 ora = 0 in the above. We will suppress the corresponding
delta function when writing down the formulae for amplitsdd he divergence df(«) in the
right hand side is canceled by the bulk divergence [24If)f5{2£3 atfy + B2 + B3 = 2Q:

CPBs di(By, 83, 51)dL (B2, 51, 52)dL (B3, 52, 53)
L 2Q — /i — ’

So we obtain (2.12) and (2.13).

C Derivation of the correlator G, (3.39).

To evaluate the correlat@¥, we use the identity, following from the translation invarie of
the matrix measure,

/ dX_ dX_tr (V,W2WAWIW ! &fdy X% =0, (C.1)

HereV, = dx, is the operator of matrix derivativéy (X, ) and®; (X ) are the wave func-
tions of the left and right ground states in the singlet semtal 1V, (a = 1, 2) denote resolvents
(3.18) with spectral parametefs:

1

=W.(&) = TIX.

We commute the operator of derivative to the right using itherdts on the resolvents &, |* -
[Wolk = =W 2% W25 As a result we obtain the identity

(] =tr W2 tr (W2W2WW ) = te (W2W2W) tr (W)W | o)
+ {p | tr (WPWAWIW (X + V, In®f | p) = 0. (C.2)

In a similar way, replacing the trace in (C.1) with(V, W *W'W 'V ?), we obtain another
identity,

(| —tr W2W ) tr (W W'W2) — tr (W2W! W W2) te W2) | )
+{p | tr WPW W' W2(X_ +V, In®f | u) = 0. (C.3)
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Now we subtract (C.3) from (C.2) and use tlﬁﬁﬁ, V, In®f] = 0. As a result we have an
identity that does not involve the ground state wave fumctio

(| tr W W2) e (W2W WY — o (WW W) tr (W W) | )
+i (p | tr (W2WPWIW!IX ) — tr (XCWPAWIW W) | ) = 0. (C.4)
Applying the identities
71 2 M/ 7WY2 a + a
WW? = ; X W =1-¢&W,
§-G

we write (C.4) as

tr (W W )tr (W2IW2)

o (WIW?2) tr (W2W)
1z

L
q-6 e
l tr (WIW?2 - W2W?2 - W!'W! + waf)l )
—1 L
g8 !
—i(p |t (W WIWPW2)(EF =€) | ) =0. (C.5)

In the leading order in thé/,. expansion we can use the factorization of the normalizeg@&xp
tation values{y [tr Atr B | p) = (u|tr A|p) (| tr B | p). Setting

Go(& 6. 6. &) = ([t W WIW2W2 | o)
Gi(E".€7) = (p|tr (W, W) | ) —
we retrieve (3.39):

Gi(&, 6)G1(&, &) — GilET, &)Gi(E & )
(& —&NE —&)

Proceeding in the same way one obtains a recursive formuthdmne-trace correlatdt,, [20]

Gol&) 67,8,6) =

ESS

1G] 51 flv--vf é )Gk ](fﬁ.] fﬁ.] ----- fkvfn)
(& —&)E — &)

G] El El7"'76;3612)Gn*](£;+17£j7+17"'762!6{)
(& —&)& = &) ‘

G'Vb(gf‘§f7""§x7é-7:)

Il
.

MLEM

<.
Il

(C.6)
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D Evaluation of the integral for Ry(E}, ES, ET, E5)

In order to evaluate the disk scattering amplitude in thesmd energies, we need to perform
the integral transformation (3.19) with respect to all feariables of the amplitude (3.39):

Ry(Ef Ef By Ey) = i sinh 7B sinh 7By sinhwE; sinhwEy
mt
X/ dejdezdeydey (€8)7 ()T ()T (&) T Galel & 6. 6) . (D)
Jo

We will use the fact that the integral transform of the twades G, in the expression (3.39) for
R, is already known. We express the r.h.s. of (D.1) in terms of

Ry(ET,E™) = §(E* — E")Ry(E™) (D.2)

by applying the inverse transformation (3.20):

1 dEY e dET

+ = — iF iE + —

Gile &) = Tagre / e BT o snaEs - ELED. (03
R+i/2

As aresult, the original integral takes the form

/ ) H dpydpy K(EY, Eyspy,p3)l Ra(pf . pr) Ra(ps . py)
R+i/2

(D.4)
where the kernek (E1, Es; y1,42) is given by the integral
det £+
. A [ d6dE ik
K(FE1, Ea;pr, = — - D.5
(B, Eipr.p2) 2m? Jy & & & —& ©5)
The factor
e 51.nh TE; (D.6)
sinh 7p;

j=1,2
can be put equal to 1, as we will see later. To evaluate theekethange the variables as

G=et =t

) > ; si —pi)t
K(B\, Bxipps) = — / drdt 7B (e (P2 ~ P11
™ J €7 sinh ¢
2. . * cos(Ey — Es)t sin(p; — pa)t
= —id(Ey 4+ By — dt
7TZ (By+ Fz P2 +1i) /,OC sinht

sinh m(p; — pa)
cosh(E; — Ey) + coshm(py — pa)
0.7)

= 2i6(E1+Ey—p1—p2+1)
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where byé we denoted the shifted energy= e + ﬁ Inpu=F-— i In(A/u). The order of these
poles grow linearly with.

We will assume that < 0. Then the second kind of poles remain outside the integratio
contour and the only contribution will come from the polestoé kernel. Let us sum up the
contributions of the poles along the lins = £A_. Assume for definiteness that. > 0.
Then we have to sum up the resudues at

€=+A_F(n+1)i, nez,. (D.12)

The residues of the kernel are the same for all poles:

sinh 27 A _

Figure 5: The 8-like contour in the’-plane and the pattern of the poles. ResK =i . D.13
9 P P P o ' 27 (cosh 2w A, — cosh 2w A ) ( )
After substituting (D.7) and (D.2) in the integral (D.4)r¢ke of the integrations are compensated The factorR, R, in the integrand is evaluated at theth pole using the shifting property
by d-functions, the remaining-function imposes the conservation of the total energy: ) . Cores—n —omer—n
Ru(E +ni) = (1 - e )" Ry(E) = (n— e ™) "Ry(E).  (D.14)
Ro(Ef Ef By, Ey) =0(E} + BEf — Ef — E5)Rs. (D.8) .
The sum over the poles yields a factor
It is convenient to introduce the independent varialifed . ande’ by
D> RiUE + AL = ni)Ry(E — A+ (n+1)i)
Ef=E+Ay, BEf=FE-Ay, p=E+é+ii, p=E—¢+1, (D.9) nezZy
CRUE+ADR(E — AL) g (1 — e 2mEAINT
¢ being the integration variable. It is clear that in the Makefaa limit - (1 — e~ 2m(EA80) Z 1 e-2n(é-A0)
n=0
1 ome R1I(E+ARI(E—A)
= = —e” . D.15
E o InA+e (D.10) ¢ 2sinh 2rA ( )
with e, A finite, the factor (D.6) can be replaced by 1. Then we can whiggemaining integral Taking into account the contribution of both series of pg2<.2) we get
as
ome R1I(E+ARI(E—AL)
. _ 27e 1 1
R — 4i /AOO dé sinh? 2m¢’ Ry (B + ¢ + SURI(E — € + 31) (D.11) Ralpotes 5 = =2¢ cosh2rA, — cosh2rA_ ~ (D-16)
’T oo (cosh2wA, + cosh2me’)(cosh 2w A_ + cosh 2me’)” ' . . . .
Similarly we evaluate the contribution of the poles with = +A . Returning to the original
We are going to evaluate the integral (D.11) as a contougiate According to (3.31) the variablesE+ we write the final result as
5 . . . 7
integrand behaves at — +oo asexp(—ime?). This leads to the choice of a 8-like contour . .
shown in Fig. 3. We will show later that the integral integvatalong the imaginary axis is Ry = _2 e (Bf +E5) Rl(El )731(]52 l*.Rl(El >+R1(E27) ) (D.17)
zero, so that the integral (D.11) is given by the sum of thielues trapped inside the 8-shaped A sinh(E” — Ey)sinhw(EY — Ey)
contour. The integrand contains two kinds of poles. Firstre are the (simple) poles of the In terms of the renormalized energies (3_3?),: E].i — 2]7 In(A/u) the result reads
kernel at . . 5 B
e = +A_ + (Tl + %)Z, j:A+ + (n+ é)’h n ez, Ry = ,g en(?fr-ﬁ-é;) R1.(E1 )7?1(E22*.R1(E1A )ng?z ) (D.18)
W sinhw(ef — &7 ) sinhw(ef — &)
Second, there are the poles of the fac®i$E + ¢ + %i) at . . . . . .
This expression can be safely analytically continuectfor 0. Note that the scattering ampli-
é=Fe+(n+ %)z’, nez’,, tude (D.18) is of ordet /i compared to the leading order, as it should.
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We still need to show that the integral over the imaginarsaxi = iq, vanishes. The
integral in question is
I /°° oy sin® 2mq Ry (E + iq + 31)) Ry (E — iq + 3i)

dq F(q), F(q) = .
-~ aF() (q) = 40 (cosh 2 A + cos 27q)(cosh 2T A_ + cos 27q)

(D.19)

We split the interval into segments of length 1 and use theiepexiodicity of the integrand:

1/2 2mé

ing(g i(q e — ¢?mia
1= Z/ 1/quF qg+n)= / dqz *a) p D) = o (D.20)

neL "y 1/2 neL

The sum of the unitary numbers gives¢ §(q), so that indeed ~ F(0) =

E Calogero Hamiltonian for general representations

In this appendix, we derive the explicit form of the Calogetamiltonian for arbitrary repre-
sentation. In particular, we focus on the second part of @mitionian (E.1) which is important
in the continuum limit,

1. D(END(E])
Hy=3 ;W (E.1)

In general, the wave function associated with the Youngrdiagvhose box (resp. anti-box)
partis described by; (resp.Ys) is obtained by applying the Young symmetrizer associatiéul w
Y, to the upper indices and the Young symmetrizer associatioiwito the lower indices and
satisfies the tracesss condition for any pair of the upper@mer indices. More explicitly, if
we write

Ty = Z 7(Y,0)o (E.2)
€S,

as the Young symmetrizer for the Young diagréithe state associated with the representation
Y1, Y; can be written in terms of the adjoint wave functions as,

W (X) = 3wV, o) (Ya, T) AR - fu(K = (E3)

o0,TESK

Here, again, -- represents the terms which are needed to keep the traceleditian for
Wi ().

For a general representation (E.3) we need to identify thexsets, - - -, j, With &y, - - - k..

In order to keep track of the original index structure, ithié useful to represent the state vector
in the form

Z Tt (X1 = ) (- - e

Jnskn
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quil ]n |]1 ><]17"'7jn‘ (E4)
u,lj(T) ‘I’ﬁ jn( z) (E.5)

The element of the permutation on the upper (resp. loweliré@sdcan be applied to the ket
(resp. bra) state as,

7‘Jl ]n>< . -jnl = |jv(1) o ‘jﬂ('n)><le ce 7jn‘ 5 (E-G)
Gl dn) s odnl = it dn) o) = o) - (E.7)

Via such operators, one can define the projection into theglircible representations by the
Young symmetrizer as (E.3).

We are going to calculate the action of the Hamiltonian togtae of the representation
(Y1,Y2),

N
W) = > wVio)m(Ye,r) Y wi. (@)
o, 7€Sn Jisdn

P e Gl (E.8)

The operato(E;;) in the interaction Hamiltoniai/, takes the form

U @) ()
D(Ejk) = Z(ﬁjk - Ejk) (E.9)
a=1
where
(a) .
Bl (ma, - mal = Sgially -y 4y, L) (ma, -+ |
4—(a) -
E [my, - mn) (- b = G0, ma, - ma )y, ke (E.10)
It is easy to check thét
a (fil-) a (771'[1.
7 BV -5 ", FEY-E % (E.11)
and
[@,H)=[%,H]=0. (E.12)

6 We note that the operators and ? jk act on the state from the rightmost operator. Namely
T L)k k] =l ) kor 1) Kor (-
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Therefore the action of to W3} () can be written as,

HW () = > a(Vi,0)m(Ye, )T F Hyw(z)

0, TESR

w@) = 3w (@)]dn e da) G

Jisdn

7]71"

(E.13)

When we evaluate the action & to the statev(z), it is useful to split it into the four parts,

H, = i11+i12+il3+;l4

n E}(G)ﬁ (—('1 Ek

;1 _ - Jk o
' ; ; (TJ - -rk‘)z

. ﬁ(l)%(u)

hz = - Z Z _L] — Lk

J#k a=1

[
. ﬁ()E(b)
o= Sy et

j#k a#b

The action offuy, ..., hy to w(z) can be evaluated as

n

hw(z) =
how(z) =

haw(z) =

Here(ab) represents the transposition afd # b) = 1 — d,,. After the (anti-)symmetrization

by Young symmetrizer, the action &f; becomes,

H = H™ 4V
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(a) b)
ﬁ]: ﬁk] jk k]

<l

(E.14)

(E.15)

(E.16)

(EA7)

(E.18)

(E.19)

(E.20)

(E.21)

(E22)

(E.23)

(frec) v . X 8(j # Ja) )
(H" ), . = Z V(Ja) W)y e — Z (o =2, )2 Wiy oo (E.24)
J

L . .
1 3(Ja # )
Vwljyogn = 3 > G — 2, — (95 + T Wi moripmin

Z (Ja 7# Jv) 4 .

por (Ilu -z,

(E.25)

HereqaLb’R is the eigenvalues @5, @T} after the projection by Young symmetrizer. It depends
on the location ofi, b in the Young tablead?, Ys.

The pieceH ) is a direct sum o, for the adjoint representation for the indiggs: - - , jn
It represents. non-interacting quasiprticles. In particular, this papdnds only on the number
of boxes|Y;| = |Y2| = n

On the other handy represents the interaction between the quasiparticletepénds on
the representationd’, Y2) and is somehow complicated. The interaction simplified4pr B,,
andC,, representations. The interactibramong the tips of the folded string becomes,

Ay © V=0, (E.26)
L
i # im
By o+ (V)i i, = Y, (; - §< Wiy ooy = Wiy oo iy ) s (E-27)
n#m n tm
L . .
0 n m
Lot (V)i =— %u (E.28)
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1. Introduction

Boundary conformal field theories play an important role iany fields of theoretical
physics, such as statistical mechanics, condensed matgirg theory. In order to study
the properties of boundary conditions and boundary opevaiois useful to have at our
disposal a microscopic description of the conformal fiekebtiies (CFT). Th&(n) model
and solid-on-solid (SOS) models are the familiar examplehvprovide us with such
a description of, in general irrational, CFTs with centrhbgec < 1. In the O(n)
model each lattice site is assigned@) spin, whereas in SOS models one associates
an integer-valued height to each lattice point. In both tiesoneighbouring sites are then
coupled via suitable interactions. The heights are boufrded both sides in the so called
restricted SOS (or RSOS) models; these models are knowrstoide rational CFTs with
c<1.

Both theO(n) and SOS models can be reformulated as loop gas models [1isIn t
formulation, theD (n) model makes sense for arbitrary reand exhibit critical behaviour
for |n| < 2. The phase structure of these models is well understooetestingly, they are
known to describe two CFTs of different central charges ected by a renormalization
group flow. The loops behave differently in the UV (@ifute) phase and the IRIEénsé
phase.

Some properties of th&(n) and SOS models can be studied by putting them on
a fluctuating lattice, i.e., coupling them to the two-dimiensal gravity. The partition



function of such theories is given by summing up the partitionctions of the model
on all the different lattices weighted by their area. Aclyahe O(n) and SOS models
on random — or dynamical — lattice are known to be describethbyFeynman graph
expansion of certain matrix models [1-7]. In this contex¢ tontinuum limit is achieved
by tuning the potential couplings while sending the sizehefmatrices to infinity. In this
limit one recovers the dynamics of the irrational CFT witk 1 coupled to the Liouville
gravity and reparametrization ghosts.

The O(n) and SOS matrix models are also useful in studying the corgtynm-
variant boundary conditions from the microscopic viewpoim this paper, we will be
particularly interested in the boundary conditions of ¢he.) model recently proposed by
Jacobsen and Saleur [8]. Instead of allowing the loops tottdlie boundary freely, they
weighted the loops touching the boundary differently fréroste which do not. They also
considered the E-leg” boundary operators on which open lines end. The properties
of such boundary conditions and operators were studied axed &innular lattice with
L non-contractible loops introduced. They obtained a caowtirs spectrum of boundary
operators and determined their conformal weights. The newndlary conditions were
also put on a dynamical lattice by Kostov [9], where the datfen functions and the
conformal weights of thd.-leg operators were computed. Theeg operators were also
considered in some earlier works [10-12].

Another interesting fact is that thi¢(n) model becomes equivalent to the RSOS model
for some special values af In [8] it was proposed that the new boundary conditions of
Jacobsen and Saleur correspond to the boundary conditidRS©S model which force
the boundary height to alternate between two values [13].

In this paper we study the property of boundary conditiorns lamundary operators
of these models using the loop equations along the line ofda{ with more help of
the matrix model formulation which is much simpler to hantlian the combinatorics
employed in the earlier work. We will be focusing on the depisase, leaving the analysis
of the dilute phase as a future work.

The organization of this paper is as follows. In section 2 méeoiduce the new bound-
ary conditions and boundary-leg operators in th&(n) matrix model following [9], and
rederive the correlation functions and conformal weigtitthe L-leg operators from the
loop equations. Then in section 3 we propose a descriptitimedoundary conditions of
alternating heights in RSOS matrix models. Using this wévdehe spectrum of bound-
ary operators as well as their conformal weights and cdoedaagain by solving the loop
equations. Finally, in section 4 we show the equivalencdefx(n) and RSOS models
on discs by establishing a map between their Feynman grélfhsse this to derive some
relations between the disc correlators, which are then sliownap the loop equations of
one theory to the other. The last section 5 is devoted to semieding remarks.

In Appendix A we review some basic facts on the Liouville theapproach to con-
formal field theories coupled to two-dimensional gravitydlaummarize the formulae for
the conformal weight and gravitational dimension of therapm's. Some detail of solving

the loop equation and reading off the gravitational dimemsire given in Appendix B.

2. Boundary operators in theO(n) model

2.1 Definition of the model

Let us consider a triangular latti€ewith anO(n) spin component associated to each site
r, normalized so that t$, () S,(r’) = dad,,+. The partition function of thé(n) model is
defined by [14, 15]

z(m) =] (1 + %Zsa(r)sa(r’)) (2.1)
(rr'y a

whereT is called the temperature and the product runs over all [inK$ of I'. Expanding
the product into a sum of monomials, the partition functian be written as a sum over
all configurations of self avoiding, mutually avoiding IapnT’,

I (T) _ Z T—(Iength) n#(loops). (2.2)

loops

Each loop is counted with a facter, and the temperatur€ controls the average total
length of the loops. When formulated in this way, the modekesasense for arbitrary
real n. This model is known to exhibit a critical behaviour for] < 2. Hereafter we
parameterize: in terms ofg or 6 as follows,

n = —2cos(mg) = 2cos (7). (2.3)

As a function ofn, g is multi-valued. Different branches are known to corresptm
different phases of the model [1].

The temperature controls the phase of the model. It is in thiedphase at some
critical temperaturd” = T*, and belowl ™ it is in the dense phase. For generiche two
phases are described by two irrational conformal field flesawith central charges

662 66°
Cdense= 1 — 1-0 Cdite = 1 — m (2.4)

We will be focusing on the physics in the dense phase, whishtiesame behaviour as
the fully packed loop model correspondingfo= 0. Hereafter we assuntee [0, 1] and
0=1-—g.
Turning on the gravity corresponds to taking the sum ovehaltriangulated surfaces
with a suitable weight,
Zayn(k, T') = Z KﬁA(F)Zl‘(T» (2.5)
m

The parameter. controls the average arefI") (the number of triangles) and is regarded
as the bare cosmological constant. The continuum limitigiabd from the vicinity of the



critical line k = x*(T") where the average area of the surface diverges. One carilaiso a
the surfaces to have boundaries. For example, a disc parfithction can be defined as
the sum over the surfaces of disc topology,

Zayn(k, 2, T) = Z ﬁmmfumzrm, (2.6)
T: disc

wherez is the boundary cosmological constant controlling the agerboundary length

(the number of edges along the boundary). In this case, we tmagend: also to a

critical value as: — «*(T') so that the average boundary length diverges in the limi. Th

continuum limit is therefore parametrized by the renoreeadicouplings: ~ * — x and

¢ ~ z—x*. Note that, when the disc has more than one boundary, a boucamological

constant may be introduced for each.

Until recently, the only boundary condition studied in thén) model was the Neu-
mann boundary condition in which the spins at the boundawtifate freely. Based on
earlier work [16,17], Jacobsen and Saleur [8] proposed akrahof boundary conditions
in which the boundary spins are forced to take the firsf then values. We call this the
k-th JS boundary condition. Neumann and Dirichlet boundandiions correspond to
the special cases with= n andk = 1, respectively. In the loop gas picture, theh JS
boundary condition amounts to giving a weightinstead to the usual, to the loops that
touch the boundary at lease once. Defined in this way, the d8damies make sense for
non-integerk.

Following [9], we consider the model on the disc with one Nenm and one JS
boundaries connected by the boundary changing operators,

Si= Y SuSu Si= Y SuSue  (@7)

1<a1<-<ar <k k<ai<--<ap<n

In the loop gas picture, they havdegs of open lines attached. They are called the blobbed
and unblobbed.-leg operators [8]. They were named after the underlyinggenfey-Lieb
algebra though we will not need its detailed property in tiaper. One of the important
characteristics of these operators is that the lines frashbb#d operators can touch the
JS boundary whereas the line from unblobbed operators tawewill give the matrix
model equivalent of these operators in the next subsection.

2.2 TheO(n) matrix model

The O(n) matrix model is an integral ove¥ x N hermitian matrices{ andY,, with a
running from 1 ton. The partition function is given by [6]

7= /dXHdY exp [ﬁtr(——xu Sx3 - ZY%LZXYZ)

a=1

(2.8)

The Feynman graph expansionfjenerates all the dynamical lattices of arbitrary genus
but without boundaries. The bare cosmological constastgiven by

B =Nk, (2.9)

and each loop formed by the propagatorsypfis multiplied by »7-(¢"9"_ Graphs of
genush are weighted byV2-2", so that the planar graphs dominate the partition function
in the largeN limit for a fixed x. Continuum limit is obtained by sending— «*(7") and

N — oo in a correlated manner.

The physics in the continuum limit depends on the tempegat&elow the critical
temperaturd” < T, partition function is dominated by graphs with denselykeadoops.
Since the vertices with three legs &f do not play any role, one could study the dense
phase using the definition (2.8) without the term. Before proceeding, we make a slight
redefinitions of the matrice& andY, so as to simplify the integrand of (2.8),

/ dXHdY exp 3tr( ZXYZ) (2.10)
The potential/(X) is then given by
Ll Ty L Ly
V(X)_Q(X+2) 3(X+2). (2.11)

As was mentioned above, generic quadratic poteft{al’) could capture the physics in
the dense phase.
The disc partition function with Neumann boundary conditi® given in the largev
limit by
B(z) = —%(tr log( — X)). (2.12)
Because of the prefactay 3, the leading contribution is independent/éfand the higher

genus contributions are subleading at lalgeWhat will become more important later is
its derivative, the resolvent

i 0 1 1
Wi(a) = —5-0(x) = p)<tr X> (2.13)
The derivative introduces one marked point along the bogndane is supposed to take
x — x* = 0 in the continuum limit [18]. The disc partition function withe k-th JS
boundary condition and one marked point is given by

TW(y) = ;<tr _21 y2> (2.14)

where we suppress tiedependence dfi’ for notational simplicity. To study the bound-
ary changing operators, we also introduce disc two-poimttions with one Neumann and
one JS boundary conditions,

Do(z,y) = %<tr<ﬁﬁ)> . (2.15)



We also consider the correlation functions of iheg operators,

)

(2.16)
1 1 1
D (z,y) = =(tr Y+ Y,
(@) 13< (fo L?/*Zizlyaz L)>
where the operator‘E[ andY; are defined analogously to (2.7),
Yl = Z Y, - Ya,, Yi= Z Yo, - Yo, (2.17)

{a1,,ap}c{l,- k} {a1,,ap}C{k+1, n}

The sums are taken over all different setsiofetters (soY[ consists ofk!/L! terms).
These operators are the analogues in matrix model of thébetbbnd unblobbed-leg
operators.

In the following, we study the loop equations for the aboveaators that are asso-
ciated toY,-derivatives. We will see that the,-derivative adds or removes one open line
between boundary operators, so that the loop equatiorte rtbia correlatorstH with
Dﬂl. Among those correlatorsi?‘l‘ and D, will be of particular importance because they
can be determined from a closed system of shift equations.

2.3 Loop equations

We start from the loop equation which follows from the tratisin invariance of the mea-
suredY,. For any matrixt” made ofX andY,, the following equality holds:

1 0
3 XJ: <DTJF,> = —((FX + XF)Y,). (2.18)
If we introduceG = —(X F + FX), thenF is formally expressed in terms 6f as
F= / dteXGe'™, (2.19)
Jo
Using them, the loop equation can be rewritten as
1 0 oo X X _
3 5<0Ym_j /0 d0(eX Ge ),,]> — {trGY,). (2.20)

ij
In the following we will apply this central identity to diffentG and derive some relations
among our correlator@‘LI andDi.

2.3.1 Loop equations forD, and D!

For later convenience, we begin by introducing the notation

H(y) = (2.21)

1
—_—
Y= 2 V&

Let us first apply (2.20) t@ = e“X HY, with « < k. Using the well known largeV
factorization(trAtrB) ~ (trA)(trB) and dropping the terms containing odd power¥pf
in a correlator, we find

Blr "X HY?) = / de(tr e OX By ((tre”(YuHY,,) + <trefX)). (2.22)
Another relation can be obtained by applying (2.205te- ¢/ XY, H:
Bltr " XY, HY,) = / de ((trcw’)xyam;) + <trc<f+f’>x>) (tre'XH).  (2.23)
Now we make a Laplace transform with respect emd/’, using the relations

o 1
—laee X A
/U dle=totr(eX A) tr(%XA),

oo . ) (2.24)
1=l gl (0 X X By
/0 A0l (X Atr(eX B) tr(/liXA) *tr(IiXB)
Here we denoted by the Laplace transform of the convolution
[ da' F(2) = F(x) N
F(z) « G(z) —f%ﬁc;(—-")a (2.25)

and the contour af’ integration here encircles around the cut whefe) has discontinu-
ity. The loop equations (2.22) and (2.23) can then be reswritito the form

<tr(HYfﬁ>> — Dy(a,y) * <<tr<Y,,,HY,,ﬁ)> + [iW(x)) ,

<tr(YaHYaw j X)> - <<tr<YaHYaﬁ)> n 51&*@)) « Do(z, 7).

It only remains to sum over from 1 to k. Using the definitions (2.15) and (2.16) fbx,
andD{‘ as well as the equality

(2.26)

1

%gQr(HYfm» = yDo(z,y) — W(x), (2.27)

we obtain
yDo(w,y) = W(w) = Dolw,y)  (Dl(z,y) + kW (),

I I (2.28)
Di(z,y) = (kVV(m) + Dl(;p,y)) * Do(z,y).

To obtain more useful equations fér, and D!, we subtract their non-critical parts
and define
do(z,y) = Do(z,y) — 1,

(2.29)
kdi(w,y) = DY (z,y) + kW (2) — y.



It is natural to assume thd§ andd; have the same cut in theplane as that off’ (), since
the cut is determined by the eigenvalue distributiotXadind therefore does not depend on
the correlators considered. The loop equation (2.28) cam lfe rewritten in terms of the
discontinuity along the cut,
do(—z,y)Discd; (x,y) + DiscW (z) = 0,
1 (2.30)
dy(—x,y)Discdy(z,y) + %DiSCI/V(x) =0,

where Dis¢(z) = f(x +40) — f(z — i0). Using this one can show that the following
guantity has no discontinuities and no poles in the compiplane,

1
Pu(a,y) = d(a,y)do(~,y) + W(2) + W (=) - 1. (2:31)
Moreover, its behaviour at largeis found from (2.29),
1 y 1 1

ThereforeP;, should be identically zero.

d (i, y)do(—a, ) + W () + %W(—J:) N
X (2.33)
dole,y)di (. y) + W (=) + W (2) - % -0

As compare to our loop equation (2.30), the equation obdkiim¢9] (equations 3.13
and 3.14) has one additional term coresponding to the JSdaoyitouching itself to break
the disc into two pieces. Including such a term may be redserfeom the standpoint
of the combinatorics because the JS boundary has fract&ndion1/g. In the matrix
model description, this boundary has classical dimension and the term is missing.
This discrepency comes from two different possibilities defining the boundary Liou-
ville potential. Because of the symmetly. ;(g) = A, ,(1/g) between the dressed scaling
dimensions, both point of view give the same scaling dinmn$ir the boundary opera-
tors.

2.3.2 Loop equations forD{ and DQ
Let us next take? = XY, H with « > k and apply (2.20). Following the similar steps
as in the previous subsubsection, we get

Di (z,y) = (n — k)W () x Do(z, y). (2.34)

This is actually a special case of more general recursiatiosls betweeD;, , and D7,
and similarly betweerDQ+l and DQ. To derive them, let us denote Hy}, {b;} two
arbitrary sets of ordeE + 1. They are both chosen to be subset§tf-- -, k} or {k +

1,---,n} depending on whether we are interested)i‘bot Df. Then we apply the loop
equation (2.20) to
1 X
G = YnL Yo, mybl o -YbLHe » (2.35)
where the derivative is with respect 19, ,, and sum over the sefs;} and{b;}. The
final result is

L+1?

D} yi(w,y) = (k= L)W (2) x Dl (,y),

Dby (w,y) = (n— k= L)W (x) D (z,1).
These relations agree with the result of [9]. In terms of aliginuity along the cut, the
loop equations become

Disc D) ,,(v,y) = (k — L) D} (~z, y)DiscW (x),

(2.36)

o B : (2.37)
DiscDi,,(z,y) = (n — k — L) Dy (—z,y)DiscW (z).
The second equation can be extended to the Easd) if one defines
D
Dg(w,y) = Do(w.y),  Dj(a,y) = 7= (2.38)

1— Dy
It was pointed out in [9] that these relations follow natlyrélithe Neumann and JS bound-
aries are allowed to touch |D[‘]‘ but not allowed inDy-.

2.4 Solution in the continuum limit
2.4.1 The disc amplitudelv/

To study the continuum limit, we introduce a small parametand set the unit lattice
length toe. We define the renormalized bulk and boundary cosmologmatants ., £, ¢)
by [1]

e =r— kK", Vg = — 2, e=y—y". (2.39)
They blow up the neighbourhood of the critical pqjat, 2*, y*) in the scaling limit — 0.
Note that the JS boundaries have classical dimensiwhereas the Neumann boundary
has fractal dimensioh/g. The renormalized resolvent(¢) is defined by

_ 2V'(z) —nV'(-x) _

W(z) g ew(§). (2.40)
In [1] the resolvent was obtained in the following paranetorm,
MY
& = M cosh, w(é) = o0 cosh gT. (2.41)
g
Here M is related to the cosmological constanénd the string susceptibility via
29 _ o azzspherei 120
M*9 = 2gpu, u=—7——=M". (2.42)
ou?

As a function of¢, the resolvent has a cut along the interjraloo, — M| where the eigen-
values of the matriXX are distributed.



2.4.2 The disc amplitudesD; and D!

Here we wish to solve (2.33) in the continuum limit. To begiithwwe need to find the
critical valuey* of thek-th JS boundary cosmological constant. Since it should epédd
onz andk, one can determine it by requiring thét andd, vanish at the critical point
(x,y, k) = (0,y", &),

y* = (k+1)W(0). (2.43)

With a slight abuse of notations, we define the renormalimedfoint functions by
diw,y) = €/9d;(, Q) (2.44)

where the scaling exponents, «; will be determined shortly. To the leading order in
smalle, the loop equations (2.33) become

(&, O)dof—€,C) + w(€) + u(—€) — & =0,

¢
k ) 12 (2.45)
do(&,Q)d1 (¢, ¢) +w(=¢) + z’w(f) "

=0.

We dropped several terms in (2.33) such as polynomial tenhE (i) because they are
subdominant for smadl. By noticingd; ~ ¢ for ¢ = u = 0 and using the loop equations,
one can determine the scaling exponents [9],
oy =16, ar=1—60—r6, (2.46)
wherer is related tat by
sin (r 4 1)m6
k(r) = ————.
(r) sinrwf

Hereafter we use as the label of JS boundaries; it has a clear physical measing will
see later. We also expressn terms of a new parameteras

(2.47)

MY sin w6
((o) =

2g s cosh go. (2.48)

Using (2.41), (2.47) and (2.48) the loop equations can beittew as

7 3 + —0)ta
dy (T T %, U)do(T + %, a) = C'MY cosh 9(7 +;) < cosh 9(7 ;) a, (2.49)
where _ )
sin 7 i
=—— =—2r0+6-1). 2.50
gsinm(r+1)8’ 4T3 (2rf + ) ( )

We solve these shift relations in Appendix B using a slightegalization of [10]. The
result is thatdy, d; are given by the Liouville boundary two-point function [1Bee Ap-
pendix A for its explicit form. The scaling exponents of therelatorsd; o« £ are then
read from their dependence on the boundary cosmologicataof and agree precisely

—-10-

with (2.46). This is enough to determine the gravitationatehsions of the boundary
changing operators in the correlatagsandd;,

Aj = Ar.Ty A! = A—r.—r—l-, (251)
where the gravitational dimension for tfe s) operator is given by

r—1—g(s—1)

A= ,
, 5 :

(2.52)
and is related to the conformal weight of the operators in 6 KPZ relation (A.6). See
Appendix A for more detail.

2.4.3 The disc amplitudesD and D!!

Using the parametess;, o) in the continuum limit and the equality
. . M9 .
w(t +in) —w(r —in) = 573 sin 76 sinh g, (2.53)

the loop equations (2.37) can be rewritten into the form

(k= L)M®

DL](T +im,0) — DL] (1 —im o) = sin 76 sinh .(]TDu‘(T, o),

(n—k=L)M? (2.54)

Di(r+im,0) — Diy (7 —im,0) = —sinwfsinh g7 DL (7, 0).
tg
These shift relations take the same form as (A.12) satisfiedebLiouville boundary two-
point function. So, in the continuum limit the correlatdﬁ% and D7 are again given by
Liouville boundary two-point functions up to factors indegplent ofr, o. The gravitational
dimensions of thé.-legs boundary operators are given by

A=A, A=A (2.55)

Through KPZ relation (A.6) this determines the conformaighé of the blobbed and
unblobbed operators. The results are in complete agreewign{8] and confirm our
identification of matrix model correlators with those of thé:) model coupled to gravity.

As was noticed in [8], there is no reason for the parameter be quantized in the
O(n) model. So we have a continuous spectrum of JS boundary comlnd the as-
sociated boundary-changing operators. We conclude thi®sewith a few remarks on
some special values of First, fork = n orr = 1 the JS boundary becomes the Neu-
mann boundary. In this case the conformal weights of the tanoperators become
0t =01 andéﬁ = 01141, INn agreement with the result [20] on flat lattice and [10] on
dynamical lattice. Another interesting special case istiiehlet case, which corresponds
tok=1or

r=—. (2.56)

—-11 -



In this limit, using the fact that the correlators of odd paesvef Y, matrices vanish, one
can prove the relations

11 1 1 1
Dy (2,1 :<tr >:— tr——s——
o) ="y oy \/y< fo\/nya>’

” . 1 1 (2.57)
Di(z,y) = yDy (z,y) — W(z) = \/§<tr$_—Xm> - Wi(a).
The loop equation fok = 1 then involves only one undetermined quantity,
ydo(z, y)do(—2,y) + W(z) + W(-2) —y =0. (2.58)

We recovered the loop equation for the correlation funatioftwist operators in loop gas
model [10] up to normalization of correlators and parangetiiote that this simplification
is a special feature of = 1 because the resolvents for the JS boundaries ivith 1
involve k£ non-commuting matrices,.

3. Boundary operators in RSOS model

3.1 Definition of the model

In the RSOS height model [21], the local fluctuation varigbleight) takes values in the
integer sef{1,--- ,h — 1}. This model is also called!,_;-model, the integer set being
identified with the nodes of the Dynkin graph for tHeseries. This graph is characterized

by its adjacency matrix
1 ifa~b,
G = { e @3.1)

0 otherwise

The indicesz, b run over the nodes of the Dynkin graph, and- b means that the nodes
a, bare linked. One can define the so called ADE-models in the seagérom the Dynkin
graphs of the ADE Lie algebras [22].

The RSOS model on a fixed triangular lattice with possibleature defects is de-
fined as the statistical sum over all the height configuratidBach height configuration
is weighted according to the following rule [23]. To eacle%f heighta one assigns the
local Boltzmann weight

W, (a) = S, (3.2)

and to each triangle with the heightsh, ¢ at the three vertices one assigns

I/VA ((l, b-, C) abic + 6chca + 5caGab>- (33)

1
S+ T\/_(

HereT is the temperature, arf§, are the components of the Perron-Frobenius vector

S, = \/%sin (%) (3.4)

—-12 -

which is the eigenvector of the adjacency matrix with thgéat eigenvalué cos (r/h).
The weight (3.3) in particular requires that the heightsrof avo adjacent sites can differ
at most by a unit. Thanks to this, the height configuratiomsalao be described by the
contour lines (loops) along the edges of the dual latticg. [TSe average total length of
the loop is then controlled by the temperature.

The phase diagram of the RSOS model is the same as that fa?(themodel; it
is in the dilute phase at some critical temperatiite and in the dense phase at lower
temperatures. Since the lattice is filled by the loops in #resé phase, one can study this
phase using the Boltzmann weight (3.3) without the first term

Conformal boundary conditions are realized microscopjicas suitable restrictions
on the heights on the boundary. In the dense phase thereakértgs of boundary condi-
tions. The “fixed” boundary conditiom requires the boundary to take the constant height
a. The “alternating” boundary conditior{ab) require the sites at the boundary to take the
two adjacent heights andb alternately, likeababab...ab. Bauer and Saleur [13] studied
both types of boundary conditions on the flat lattice, andhébthat conformal weights of
the boundary changing operatéBs and!?B¢® are given by, , andd, ;. In the follow-
ing we will show that the boundary operators of conformalgheb, ; can be realized as
sBtrr+1) whenr > s and*BU+17) whenr < s.

3.2 The RSOS matrix model

The RSOS matrix models [24] are the simplest examples ofAh&-matrix models.
The fluctuating variables arke — 1 hermitian matricesX, associated to the nodes=
1,---,h — 1, andh — 2 rectangular complex matrices,, = Cga associated with the
orlented links(ab). X, has the siz&V, x N, while C,, has the sizéV, x N,. The partition
function is given by the integral

Z = /de 11 dCaexp (- BS[X, CY),

{ab)

(3.5)
S[X‘ C] = Z Satr ( XZ - —Xd> Ztr ( abeu, - XaCabea> )
a {ab)
where(ab) runs over oriented links of the Dynkin graph.
We take the limit of large?, large N, keeping their ratio fixed,
No _ 5 o
35, = k* = fixed. (3.6)

The constank plays the role of the bare cosmological constant. Pertivdbakpansion
of Z gives the sum over height configurations with Boltzmann Wsig3.2) and (3.3), but
now on dynamical lattice. The planar graphs dominate thétjparfunction in the large
A limit, and the higher genus terms are suppressed by powers’of

One can view the system as the gas of loops on dynamicaBatticch are formed by
the propagators af',;, C;, and separating the domains of heightndb. The temperature
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T is regarded as the fugacity for the total loop length. Agtie,termX? in S[X, C] can
be dropped when one is interested in the dense phase.
Also, the Feynman rule is such that each connected domaieightx gives rise to a
factor
(Sa), @3.7)

wherey is the Euler number of that domain. For disc graphs, thisameunts to assigning
the factorS, to each “outermost” domain of heightouching the boundary, arfs},/ S, to
each domain of height surrounded by that of height

Before proceeding, we make a certain linear change of madriables to rewrite the
partition function as

Z = / [ dxa ] dCuexp ( =B SMV(X) + 8 XaCabea> , (3.8)
- a {ab) a

(ab)

where the potentidl’(z) is the same as the one (2.11) for théx) model. As was men-
tioned above, generic quadraticcan describe the physics in the dense phase.
We will consider the following correlators
1
Pa(a) = — 5 (wrlog(a — X)),
" (39)
Dy (y) = *E<tr log(y — CavCha) ).

They correspond respectively to the disc partition functidgth the boundary conditions
or (ab). The more important quantities in the following analysie tireir derivatives, the
loop amplitudes

(3.10)

7 a 1 1
Wi (y) = _@@“’ﬁ(y} = E<trm> '

The loop amplitudesV,(z) are the Laplace images of the loop amplitudes with fixed
boundary length,

= 1
Wa(t) = E(tr efXa). (3.11)

To study the spectrum of boundary operators, we also cortsidelisc two-point functions
with @ and(bc) boundary segments,

Dogole) = 5(r(=5Sh——a8h) ) (312)

Here
Sty = CaayCaras - Cayy (3.13)

—14-—

is the product ofC’s along the shortest path fromto b, so that each height; appears
only once. We also assume that the path does not contain tecn@here arel, open
contour lines stretching between the two boundary changregatorsS%,. Their Laplace
transform, . )
Doy (byy) = —(tr( eS8t —— 8L ), 3.14

ey (6 9) /3’< (f’ ® 0 CoeClp ba)> , ( )
will also appear in the derivation of the loop equation.
3.3 Loop equations

Here we derive some loop equations for disc correlators mgube same technique that
was used in th€®(n) model. Let us start from

1 < 0F;
BNOCap i
whereF' is aN, x N, matrix made ofX andC' matrices. By inserting

) = ~( F(CiaXa + XiCa)) (3.15)

F= / dle!XaGetXo, (3.16)
0

we obtain the following equation

1 0 = EXa Xy —
3 §<m/0 di(eXeGe™) ) = (irCiuG). (3.17)

3.3.1 Recursion relation for D,

To begin with, we derive a loop equation involvifig ., assuming: # b and that is not
on the shortest path connectingndb. Letd be the node adjacent toalong that shortest
path, so tha8% = C,,S5 ' andSE, = Sf; ' Cy,. Applying (3.17) to

ba
, 1
G=e"Cpy sgglmsbﬁ;l , (3.18)
gives the following recursion relation

Do () = / AWl + ) Do (L) (3.19)
0

Its Laplace image reads
Dy ey (2, y) = Wa(@) * Dy pey(2, ), (3.20)

with the x product defined in (2.25). In this derivation, it is impottainat C,; appears
only once. The relation (3.20) can also be obtained by ani@xpitegration over the
C,q matrix using the Gaussian measure. From the viewpoint ghteionfiguration, this
can be understood as cutting the disc into two pieces alagadhtour line that stretches
between the two boundary operators and separates the doofaieighta andd. See
Figure 1. This recursion relation allows us to express aldlsc correlatord, ;. in
terms of the2h — 2 basic correlator®, (, o+1)-

—-15-



—_— a *d

Figure 1: The disc graph contributing t®, ., can be decomposed into two discs along the
contour line separating the domains of heigl#ndd and connecting the two boundary operators.
D, vy s therefore written as &product of W, and D,y -

3.3.2 Bilinear functional equation for D, qs

Let us next apply (3.17) to
, 1
G=e"Xo — — Cy. 3.21
‘ Y — CatCha b ( )
Following the similar steps as before we obtain the loop ggna

[ UD€+ €.0) D (€)= yDagon (F0) = Wall). (3:22)
0
After the Laplace transform with respect#at becomes
1
Dy () (z,y) = ;Wa(ﬂﬁ) + Da(aty (7, Y) * Dy, by (2, 9). (3.23)

This relation can also be understood from the viewpoint eftteight configurations. Re-
call first of all that the{ab) boundary emanates contour lines separating the heigrisl
b. Let us then think of a graph participating i, (., and cut it along the contour line
whose endpoint is the closest to the right end of(#i¢ boundary. There may be no such
contour line because th@b) boundary may have zero length; in such a case the graph
has constant boundary heightand contributes tdV,(z). Otherwise the graph can be
decomposed into two pieces contributing respectiveli{q.,) and D, ..y See Figure 2.
These two possibilities correspond to the two terms in th&RH(3.23).

The disc correlator®,, (., andD;, ) satisfy two relations, namely (3.23) and another
equation obtained by exchangingandb. To get the more useful equation we take the
discontinuity of these equations along the cut inthglane,

. 1 . .
DisCDq,ary (,y) = —DiscWq(x) + Dy, by (—2, y)DiSCDq, (aty (2, ),
Y
1 (3.24)
DiSCDbﬂm) (L l/) = EDiSCI/Vb((L‘) + Du,(ab) (7.’L‘7 y)DiSCDby@@ (_L‘ y).

Using these and taking into account the laxgasymptotics o#V, and D, as, we find

yDu‘(ab) (Iv y)Db.(ba) (_l'a ,1/)
—YDa vy (2,Y) — YDy by (=2, y) + Wa(z) + Wi(—z) = 0. (3.25)

—16—

(ba)
f 1 / &
=1 +
y

(ab) (ab)

Figure 2: There are two types of graphs contributingp ;) . The graph may havgb) boundary
of length zero so that the whole boundary has heighf (ab) boundary has nonzero length, one
can cut it into two pieces contributing 0, ;) and Dy, (), respectively.

By introducing
oty (,9) = /I (Dayary (z,y) — 1) (3.26)

we can rewrite the equation (3.25) into a simpler form,
o taty (T Y) b oy (— T, Y) + Wa(z) + Wi(—2) = y. (3.27)

Here the normalization of, (.;) is somewhat arbitrary, and we chose the symmetric nor-
malization for simplicity.

3.4 Solution in the continuum limit

To study the continuum limit, we introduce a small parametand the renormalized
couplings(y, &, ¢) in the same way as we did for tii&n) model,

Eu=r—r, eI = o — 1, e =y—y" (3.28)
In [1, 7] the loop equations fdi/,(z) has been solved under the natural ansatz,
Wo(z) = SaW(z). (3.29)

W (z) was then shown to satisfy the loop equation (2.13) for thelvest of theO(n)
matrix model withn = 2cos(w/h). So we borrow the solution from th@(n) model
under the identification

f=1—g=—. (3.30)

We define the renormalized resolvenfs) in the same way as in (2.40). The solution in
the continuum limit is given by

g
cosh g7. (3.31)

— Mcos (E) = —
£ 1 cosh T, w(§) %

Again, M is related tqu via (2.42).
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Now let us solve the loop equation (3.27) for the correlatirg; . First we need to
determine the critical value of th@b)-boundary cosmological constagt. We require
thatd,, ) andd, g,y vanish at the critical point«*, z*, *) and find

y* = W,o(0) + W,(0) = (S, + Sp)W(0). (3.32)
Next we renormalize the disc correlators near the criticahipas

oty (2, y) = >0 /9d, 4 (€, ),

1 (3.33)
Qafab)y T U,pay =9 =1 — L
The loop equation in the limit of smallis
da,(aby (&, Q)b bay (=€, €) + Sqw(§) + Syw (=) = ¢. (3.34)
By substituting (3.31) and
M9S;
(= cosh go (3.35)
29
into (3.34), the loop equation finally becomes
da,(ab) (T —im/2, a)db,a,@ (7’ +im/2, U)
o MIS, L rg(TH o)+ aw g(T—0) + agw (3.36)
- cosh ( 5 ) cosh ( 5 ),
whereay, for b = a £+ 1 is given by
=+ (1 _at b) S (3.37)
2 h

The above equation has the same structure as (2.49), soltiiers@ given in terms
of the Liouville boundary two-point functions. We can noveuke formulae in Appendix
A and B and determine the gravitational dimensions of thendawy changing operators

Aa,(ab) = Aa_ﬂ, Ab,(ba) = Al—b,—b whenb =a + 1,
Aa,(ab> = Al—a,—m Ab,(ba) = Ab,b whenb =a — 1. (338)

This implies that the boundary operatéBs®*+! and*B{**—" in RSOS model have con-
formal weights,, , andd,_1 ., in full agreement with the result of Saleur and Bauer.

From the comparison of the loop equation (3.20) with (A.12pllows that the cor-
relatorsd, ., are all given by Liouville boundary two-point functions. &loperators
a-Lplaatl) gndetiplaa—1) are then shown to have conformal weights. , andd, 1.4+ 1,
respectively. By varying the integer parameteind L, the whole spectrum of boundary
operators for this rational CFT is recovered. This reswvps the conjecture of [13] on
the scaling dimensions of boundary changing operatorssiiRB®OS model.

—-18—

4. The map between the two models

It has been known for a long time that tt&n) model and SOS models are described by
the same class of conformal field theories. In particul&r RBOS model witth — 1 nodes
was known to have the same partition function on the planéasationalO(n) model
with n = 2cos(w/h). Here we wish to explore this correspondence further, fiogus
mainly on the theories on the disc.

As was used in the previous section, thg:) model on the disc with Neumann bound-
ary condition is equivalent to the RSOS model with fixed-helgoundary condition. The
disc partition functions are related via

I/Vu(JJRSOS) = SuI’V(.To(n)). (41)

In [8] it was shown that théab)-type boundaries of RSOS model correspond to the JS
boundaries of the)(n) model labeled by integer. The annulus partition functions of
the O(n) model with Neumann-JS boundary conditions were shown teeagiith those
of RSOS model withi-(bc) boundary conditions. It was also noticed there that onesieed
to introduceL non-contractible loops on the annulus of thé:) model, corresponding to
the distance betweenand (bc) labelling the two boundaries of the RSOS model.

Following their idea, we wish to relate the disc correlatofthe two models on dy-
namical lattice. More explicitly, we will find out the relat betweerDQ, Dj of theO(n)
model andD,. 1, (aa-1)s Da—1,(aat+1) Of the RSOS model. Our derivation of the relation
is based on the loop equations and the diagrammatics of théxmandels, and does not
rely on the continuum limit.

The first step is to relate the boundary cosmological cotst&mnom the relation (4.1)
we simply relate the’'s by

TRSOS = TO(n) (4-2)

for Neumann boundary of th@(n) model and the fixed height boundary in RSOS model.

Similarly, it follows from (2.43) and (3.32) that thgs for the r-th JS boundary and the
(ab) boundary should be related via

Yo = yzfos ({a,b) ={rr+1) or (h—r,h—r— 1))7

YrSOS
Yom) = Sb (<a! b>

(4.3)

=(r+1,r) or (h—r—1,h—r)).

4.1 Relations between Feynman graphs

Instead of finding the correspondence of disc correlatoiskfyufrom loop equations,
let us explain how the correlators of the two matrix modelsusth be related from the
viewpoint of Feynman graph expansion.

The underlying idea is very simple. Each Feynman graph oR®©S matrix model
describes a dynamical lattice with a height assigned toyefeee, so that one can draw
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contour lines separating the domains of adjacent heightge focus only on the contour
lines and forget about the heights, then what we get is ngthin the Feynman graph of
the O(n) matrix model. We thus compare each Feynman graph aP{hg matrix model
with the sum over all the Feynman graphs of the RSOS modehbatie same contour
line configuration but different height assignments.

4.1.1 Resolvents

To begin with, let us consider the relation between the vests of the RSOS and the
O(n) matrix models,
Wo(x) = S W (). (4.4)

Each graph contributing t&/,(z) has the unique outermost domain of heightand is
inscribed by several subdomains of height 1. Each subdomain may be inscribed by
several subdomains of adjacent heights, and by iteratis@tfinite number of times one
can cover the entire disc. Now let us sum over all the heigsigasments in the interior.
Using the rule explained after (3.7), we first assigrto the outermost domain of height
a. To each of its subdomains one can assign the height or a — 1, which gives rise to
a factor

Sg? S;: =2 cos% =n. (4.5)
By repeating this and going step by step to the interior, ardseip with the Feynman
graph of theO(n) matrix model with a facton assigned to each loop. This explains the
relation (4.4) at the level of the Feynman graph sum.

4.1.2 Disc correlatorsDg and Do (ab)

Next, we use a similar argument to show the relation
Da,(ab><él“y> = Dé (Isy/SrJv (46)

where we assumie= a + 1 for simplicity, and the JS boundary is expected to be labelle
by r = a from (4.3). To show this, we consider Feynman graphs cautirig to the LHS
with the powerl /y™+!. Such graphs have theb)-boundary of lengthn, and there are
thereforem open contour lines ending on theb)-boundary. If we cut the graph along
these contours, it would decompose intg pieces of boundary heightandm,, pieces of
boundary height, wherem,, + m;, = m+ 1 andm, > 0. This means that the graphs have
m + 1 outermost domains of heightsor b.

We now take the sum of such graphs over different height as®gts in the interior
but for a fixed contour line configuration, to obtain a grapthefO () matrix model. Each
contour line in the interior is assigned a factoin the same way as before. Collecting the
factors associated to the outermost domains we find,

y SIS = (Su/y)"™ T % (S/Sa)™ @.7)
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Figure 3: The graphs contributing t®, .,y have open contour lines separating the domains of
heighta andb. By shrinking theb part of the{ab)-boundary, those contour lines turn to form loops
touching the boundary.

We then deform the contour line configuration to a loop comégan by shrinking
the b-part of the(ab)-boundary as shown in Figure 3. The open contour lines then
turn intom,, closed loops touching the boundarytimes in total. The expression for the
weight (4.7) then implies that thi@ab)-boundary of the RSOS matrix model is mapped to
the k-th JS boundary of th€(n) model, with boundary cosmological constarits, and

k(a) = Sar1 _ sinm(a + 1)/h. @.8)

Sa sinma/h

Thus we have shown (4.6). It also implies= r in agreement with (4.3).

4.1.3 Disc correlatorsD‘l‘ and Dy, )

Using the same argument, let us next show the equation
U Y SR SN
Dy 9) = = (W) + DY (w,9/50))- “.9)

We again focus on the graphs contributing to the LHS with pawe™ !, which haven
open contour lines ending on tkie:)-boundary. Such graphs hawe, outermost domains
of heighta andm,, outermost domains of heightwith the condition

Mg +my =m+1, my > 0. (4.10)

We perform the sum over the height assignments in the imtarid map the graphs to
those of theD(n) matrix model.

By shrinking theb-part of the(ba)-boundary, we get the graph in tii&n) matrix
model which generically has one open line connecting thelt@iondary changing opera-
tors in addition ton, — 1 loops. They altogether touch the JS boundary- 1 times in
total. It is important to notice that the open line can endlenS boundary. We should
therefore identify the boundary operators as the one-leglsd operatork’!. The situ-
ation is illustrated in Figure 4. The graph of th&n) model we thus obtained has the
following weight from the outermost domains,

y SIS = (Sy/y) % (Safy)™ % (Sp/Sa)™ (4.11)
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Figure 4: The graphs contributing t®, .y have open contour lines separating the domains of
heighta andb. By shrinking theb part of the(ba)-boundary, those contour lines turn into some
loops touching the boundary and a line connecting the twatiaty-changing operators.

Dy, (ba)

The same graph and weight can be obtained from the Feynmph grpansion of the
second term in the RHS of (4.9). Note that the additionaldiatt  is inserted because
the line connecting the thT can be made from propagators¥jf - - - or Y}, leading to

a factork. The first term of the RHS, on the other hand, is the sum oveexieptional
graphs of the RSOS model correspondingite- 0, namely, those graphs which have the
(ba) boundary of length zero. The sum over such graphs is simpljehding term in the
1/y-expansion of the LHS and therefore giveniby(z)/y. This finishes the diagrammatic
proof of (4.9).

The relations (4.6) and (4.9) can be used to show that thedqaptions of th&(n)
matrix model (2.33) and the RSOS model (3.25) are mappecd:toataer. These relations
also explain that the operatotB{*+1) and*+'B(e+1e) have the same conformal weight
as that ofS;- andS! between the Neumann and thg:)-th JS boundaries.

4.1.4 Disc correlators ofL-leg operators

It is obvious how to extend the correspondence to the diseletors ofL-leg operators
using the argument of summing over height configurationssanichking theb-part of the
(ab) boundary. We skip the details and present the final results.

Datuan(w.) = St 5ot L Dy,
(n = k)t (4.12)
Dacsiorrafes) = 50k () E Bl y5),
whereW, (z) is determined by the recursion relation
DiscW 11 (z) = Wr(—z)DiscW (z), Wi(z) = W(z). (4.13)

These include the results of the previous subsubsectiopeasas cases. It is also easy
to show that they relate the recursion relation of the:) model (2.36) to that of the
RSOS model (3.20). They also explain that the operatbB(**+?) has the same confor-
mal weight asS; between the Neumann and thé:)-th JS boundaries, and similarly for
a+Lp(atla) andS‘L‘.

The first term in the second line of (4.12) is equal to the legderm in thel/y-
expansion of the LHS, and the corresponding graphs Kave 1) boundary of zero
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length. Therefore}¥V,(z) is a disc one-point function of a boundary operator with
nested loops attached, corresponding to the fusion prafuwto L-leg operators. Such
an operator should be described in termstaf operatord11]; the star operato§, is a
source ofL open lines and is allowed to exist between two Neumann boigsddn [11]

its gravitational dimension was found to Bg ; 1, and the disc two-point functions were
computed in the continuum limit. Ou#;, can be calculated in the same way. Using the
standard parameterizatign= M cosh 7 in the continuum limit we find,

L . L
o =TT T in(L— ok
W (7) —k]:[lsimg(kﬂ) k]:[ou (r+in(L — 2k)). (4.14)

5. Concluding remarks

In this paper we studied the new boundary condition of ¢He) model proposed by
Jacobsen and Saleur. By using the matrix model formulatienyere able to relate them
to the boundary conditions of RSOS model with alternatinigiits. The loop equations
turned out to be a very efficient tool in calculating the speatand the conformal weights
of boundary changing operators.

Our techniques based on matrix model and loop equationgatieable to the anal-
ysis of more involved situations, such as discs with se\iaboundaries labelled by dif-
ferentk. An interesting problem is to study the spectrum of bounagugrators between
two JS boundaries. (On a regular lattice this has been dathe irecent work [25].)

Another natural and interesting question will be to ask hawresults can be extended
to the dilute phase. Since the lattice will no longer be pddensely by the loops, one
would expect a conformal boundary condition for which soitesson the boundary have
no open line attached. We will therefore need to generdiige)§ boundary so that it can
have vacancies. It will be an interesting problem to stugyrémormalization group flow
for the fugacity associated to the vacancy. We hope to agdineésissue in the future.
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A. Gravitational dressing, Liouville theory and KPZ

Here we summarize some basic facts on conformal field thecoapled to gravity and
boundary Liouville field theory. More details can be found1d, 12] and the original
paper [19, 26, 27].

Let us consider the ‘matter CFT’ of the central charge

667
1-0

c=1 <1 (A1)
When6 = 1/h for a positive integel. > 3, the theory is rational and corresponds to
the minimal model of the unitary seri¢s — 1, k). Turning on the gravity corresponds to
summing over different metrics and topology of the two-disienal space. After gauge
fixing it amounts to coupling the CFT to the Liouville fieddandbe ghost system.

Let us take the matter CFT to be the Coulomb gas model [14 d&jribed by a scalar
X- The vanishing of the total central charge puts a certaimitiom on the matter and the
Liouville background charges and@. We can parameterize them as

1
=—+b, 0=——"b. A.2
Q b +b, € =3 (A2)
Hereb = /1 — @ is the Liouville coupling constant.

In this model we consider the matter field~=x of conformal weights,.,. With a
suitable gravitational dressing it becomes an operatoowofazrmal weight one,

['(26P, ;)

B, = exp (iersX + Brsd) - (A3)

Here various parameters are related as follows,

Q r sb
== —|P.g4, Po=————, A4
Y R PR (A9)

€o
Crs = 5 - Pr,s-, yST,S

and(r, s) is a pair of positive integers labelling degenerate reprias®ns of the matter
CFT. The matter conformal weight , is given by

_ (r/b —sb)? —(1/b — b)zA

67‘ s
’ 4

(A.5)
Introducinggravitational dimensiom\ = (2P — ¢;)/2b andstring susceptibilityysy =
—0/(1 — 6), one can write the KPZ scaling formula [28-30],

§ = M (A.6)

1= str

Note that there is another way of gravitational dressihg, /2 + | P|, as was considered
in [9]. As an example, the boundary identity operator can f@sskd by?/® instead of
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e". This suggests that there are two boundary cosmologicallicms, and one has a
fractional dimension with respect to the other.

After turning on the gravity, correlators no longer dependtee positions of the op-
erators inserted because one has to integrate over théopesitf those operators. The
dimensions of the operators therefore cannot be read frenpdisition-dependence of
their correlators. Instead, they should be read off fromdépendence of correlators on
the cosmological constapt If we restrict to discs, then the amplitudes withboundary
operatorsBp, andm bulk operatord/k; scale withy as

(SBpf* -+ B Vi, -+ Vi, ) oc 7, (A7)
with
~ 1 n m
r‘/z(1_7”_3)(1_%)+%(Z|P"+Z‘Kf|>‘ (A.8)
i=1 j=1

Of course, the gravitational dimensions of the operatonsbearead more explicitly from
the more detailed form of the amplitudes.

As an example, let us consider a disc with two boundary setgylabelled by bound-
ary cosmological constants and(, and connected by the operatérB8¢. In boundary
Liouville theory, boundary cosmological constanis the coefficient of the boundary in-
teractione®. Following [19] we use a parametrization @&imilar to (2.48),

u
sin b2

cosh b27. (A.9)

The computation of the disc amplitude involves the disc peint functions of the Liou-
ville and matter CFTs. The Liouville and matter part of theretator factorize, and the
matter part gives only g-independent factor. The Liouville part is given by [19]

(9B (@) B (0)) e = APY(PL 7, )lal 2@ (A.10)

with

Ind(P,m,m) = —/ -—

—00

(A.11)

o0 d_w <cos wT1 €os wTy sinh 27 Pw /b 2Pb>
5 .

sinh 7w sinh 7w /b2 Tw
Here A(P) is a known function of” and is related to the “leg factor” arising from different
normalization of the wave functions. It is independentgfand therefore unimportant.

On the other hand, the-dependent part (A.11) is expressed in terms of the doubke-s
function of pseudo-periodsand1/b [31]. It satisfies an important shift relation involving
both P andr;,

d(P, 7 +im, 1) — d(P, 7y —im,m5) o sinhb?r d(P — /2,71, 7), (A.12)

up to ar-independent factor. Shifting by —b/2 corresponds to changing the label of the
operator from(r, s) to (r, s + 1).
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B. Solving the loop equation

Here we solve the loop equation (2.49)

dy (7’ F %T, O')do(T + %T (r) = C' MY cosh g(r+o)ta cosh gr—o)ta .
We define the functiom, (7, o) by
C
do(7,0) = gM”“ exp Uy (7, 0) (B.1)

with «, + a3, = g, and denote by, (w, o) their Fourier transform with respect to
Let us take the log and the Fourier transform of the loop égnat/sing

© e me~iow/9
dre*Tlog (2cosl )=~ . B.2
/,m Te e 2R T wsinh(nw/g)’ B2

the loop equation fofi, (w, o) becomes algebraic,

21 coswo

ATy (w, 0) + T T ag(w,0) = — etiwals, (B.3)

“w sinh(7w/g)

Solving this in favor ofii, and Fourier transforming back, we find

ug(7,0) = —/ dwiCOSO'UJCOSTUJ sinh (W—Wim—w) (B.4)
g

" @ sinh 7wsinh Tw/g 2

where plus sign is fot; and minus sign for,,. One recognizes the same functional form
as the Liouville boundary two-point function (A.11).

By comparing (B.4) with (A.11) one finds the value Bffor the boundary-changing
operators. Then by using the scaling law (A.8) one can déterthe exponents, anda;

26P) = g = 14, 26P, =a; =1—60—r6. (B.5)
Another way to findy, is to analyze the two-point function at= . = 0,
A(€,¢=0,p1=0) ~ £ ~ el (B.6)

Settinge = iw/2g andT — oo in (B.4), the dominant contribution to the integral is from
the vicinity of the second order poleat= 0. Using

/ ey (B.7)

2
o W

one findsu, ~ 2bP|7| and recovers (B.5) again.
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ABSTRACT. We continue the study of boundary operators in the dér{sg model on the
random lattice. The conformal dimension of boundary opesanserted between two JS
boundaries of different weight is derived from the matrixdabdescription. Our results
are in agreement with the regular lattice findings. A conioeds made between the loop
equations in the continuum limit and the shift relations ofibdary Liouville 3-points
functions obtained from Boundary Ground Ring approach.
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1. Introduction

Boundary conformal field theories have led to a wide rangeppfieations in theoretical
physics. From the study of fixed point in quantum impuritylgemns to the description of
branes in open string theory, conformally invariant boupdanditions are the key point
of many fascinating problems. Unfortunately several ais&dl need a better comprehen-
sion, such as the classification of boundary conditionsefukion of boundary operators
in non-rational conformal field theories (CFT).

In this article we concentrate on tli&n) model which provides a microscopic de-
scription of (non-rational) conformal field theories witértral charge: < 1. TheO(n)
model can also be investigated on a fluctuating lattice aadrttioduction of the matrix
model proved to be a powerful tool for the analysis of bottkji#-6] and boundary [7-9]
behavior. In the continuum limit, the CFT is coupled to Lidlevgravity and can be
interpreted as a string theory with target space dimensiailer than two [1].

The O(n) model is considered on a triangular latticeto each face is associated a
classicalO(n) spinS,(r),a = 1---n. The partition function describes nearest neighbor
interactions, the coupling constant being given by therseéemperaturg—! [10], [11],

1

Zr(T) =t [ (1 -7 Zsa<7-)sa(r’)>. (1.2)
<rr'> a

Paths of identical spins draw self and mutually avoidingpof weightn on the lattice.

The partition function can be re-expressed as a sum overdatierns [1],

ZF(T) _ ZT—(Iength)n#(loops)! (1.2)

loops

where the temperature is coupled to the total length of thpdoThis formulation allows
analytic continuation of the parameteto arbitrary real value. For fixed values e <
n < 2 the model develops two phase transitions with respect toetiperature [1, 12].
We will only be interested in the dense phase, and consiéantidel at zero temperature
where loops are fully packed. When put on a dynamical Iattiie point renormalizes to
a CFT [13] with central charge
662

Cdense= 1 — - "= 2cosmd, 6€]0,1] (1.3)
For the critical values, = 2 cos }I h € Z this CFT is essentially the rationéit, h — 1)
minimal model. !

Following the work of [15, 16], a continuous set of boundapyditions was discov-
ered by Jacobsen and Saleur [14,17]. Such boundary comslitieferred as JS boundary
conditions, are introduced as follows. On the boundary tazesubset of the spin com-
ponents is allowed to fluctuate. Fixing— k& components, th®(n) symmetry is broken

into O(k) x O(n — k) but the conformal invariance is still present at the critjaint.
When reformulated in the loop gas language, this boundargition gives a weighk to
loops that touch the boundary. The paramétean be analytically continued to arbitrary
real values and interpolates between Dirichlet 1) and Neumannk( = n) boundary
conditions. This continuous set of boundary conditionisveniently parameterized by

P L Gl D [o, é] (1.4)

sin 76

Additionally L open lines starting or ending between two boundaries aredated.
These ‘L-leg” boundary operators can be seen as the fusion of thedaoyrcthanging
operator with the star operator of [8]. Two different sestarust be discussed, named
blobbed and unblobbed, this term referring to the undeglfiemperley-Lieb algebra. In
the blobbed sector, the open line next to the JS boundarjoised to touch it, whereas
this is forbidden in the unblobbed sector. Reformulatedhéndpin language, the spin path
described by a blobbed (resp. unblobbed) open line has coemg®corresponding to the
fluctuating (resp. fixed) boundary spin.

In [14], theO(n) model was considered on an annulus with Neumann and JS bound-
ary conditions on respectively the inner and outer rims tif@rmore,L non-contractible
blobbed/unblobbed loops surrounding the inner rim were Eisoduced. The partition
function was computed, leading to a conjecture for the sgatimension of boundary
changing operators. This conjecture was further checkethemandom lattice in [18]
where a disc with Neumann and JS boundaries was studied.diBgipartition function
can be generated as a matrix model correlator and the peexésults were re-derived in
this context in [19].

Boundary changing operators between two JS boundariesiffénent parametek
were discussed in [20] and the corresponding annulus iparfiainction computed. The
purpose of the present article is to carry out a similar itigagion on the fluctuating lattice
in order to compare the spectrum of JS-JS boundary openaitirshe results derived on
the flat lattice. In a first section we will recall the boundarin) matrix model and some
useful results from Liouville theory. Then, both sectorshwand without open lines will
be considered in respectively section 2 and 3. Scaling exptsiwill be recovered in the
continuum limit and contact with the boundary Liouville 8ipts function will be made.
Technical points that can be omitted at the first reading atieeged in the Appendix.

Summary of the results: We consider th&(n) model on a random lattice with the
disc topology, and impose to the boundary spins one Neumahiva JS boundary con-
ditions of parametek; andk,;. The insertion of open lines between the boundaries modify
the spectrum of the JS-JS boundary operator, and we neeffei@dtiate two sectors. In
both sectors disc partition functions can be obtained asixmabdel correlators. Using
the standard matrix model technique, we derived a set ofdgotions and analyzed their



continuum limit. In this way, we found the gravitational Bog of the correlators and, via
the KPZ relation, recovered the critical dimension of theJ$Sboundary operators. As
a consistency check the critical loop equations were mapeboundary ground ring

relations obeyed by Liouville correlators.

In the closed loop sector, no open lines are introduced ket two JS boundaries
and loops touching both boundaries can form. Thus, therggdimension of the JS-JS
boundary operators also depends on the welightissigned to those loops. Parameteriz-
ing the weight of the loops as 1.4 and [20]
sin(rp+ry+1—rp)m0/2 sin(rp+r;+ 1+ rp;)m0/2

sinr;m6 sinr ml ’

krs(ris) = (1.5)

with r7; € [1,1 + 2/6], the scaling dimension of the JS-JS boundary operatorsigeko
67'147‘*"2]‘-7‘1‘]7 JEZ, (1.6)

where we used the Kac notation 2.18.
WhenL open lines are inserted, loops touching both boundariefeerlden and the
scaling dimension of the JS-JS boundary operators depetyglsok;, k; andL,

P
Ocrritesryt12jerrrtesryti-i, J €L, (1.7)

where the sigr; = + (resp.e;) is plus when the open lines are blobbed with respect to
the JS boundary of parameter (resp.k ).

2. Preliminaries

2.1 TheO(n) matrix model with boundaries

The O(n) partition function on a fluctuating lattice is obtained byrsning the regular
lattice partition functions over realizations of a randaattite. In the case of the disc
topology it writes,

Zagnlr, 2, T) = > ﬁm‘(%—’mzr(T), (2.2)

T: disc

where two cosmological constants were introduced. The bo#imological constant
controls the areal(T") of lattices and the boundary cosmological constatite length
L(T") of the boundary. Such a boundary cosmological constanteListroduced for each
different boundary. In the following, we will use the contien to denote respectively by
2 andy the boundary cosmological constants of Neumann and JS hdesdype.

Disc partition functions on a random lattice are obtainetthaplanar limit of the)(n)
matrix model simple trace correlators [19]. At the zero temapure point, the partition
function of theO(n) matrix model [6] reduces to

Z:/n’,XﬁdYaexp —ptr (;Xer;Zn:Yf—iX}/f)

a=1 a=1 a=1

(2.2)

X andY, being N x N hermitian matrices. The planar limit is achieved by sendirey
size of the matricedV and the parametet to infinity, keeping the cosmological constant
« finite,

B = Nk2 (2.3)

The disc partition function with Neumann boundary conditie given by the first
order in the largeV limit of the correlatot

() = -% (trlog (z — X)). 2.4)

Here the quantity of importance is actually its derivatibe resolvant

W(z) = _%4’(@ = /li <tr T—;X> -

where one point on the boundary has been marked. This gualdits a special role in
the study of matrix models. In the planar limit, it is knowntave a branch cut on the
support of the eigenvalue densjiy; b] C R~. This branch cut is a common property of
correlators involving Neumann boundaries.

To study the disc partition function with two JS boundaries, need to introduce a
third boundary of Neumann kind because loop equations edopth JS and Neumann
boundaries. To each JS boundary we associate an integetgubss 1, n] with &; el-
ements corresponding to the spin components allowed taifitet The matrix operator
that creates the J®oundary with cosmological constayitwill be denoted

1
- yI—ZaGIY;LZ-

The matrix operators that introduce the open lines were eléfim[19]. Here we need
to slightly generalize their definition because open limioduced between JS boundaries
can be blobbed with respect to zero, one or both boundarets’ be an integer subset of
[1,7n], we define thd.-legs matrix operators as

(2.6)

Vi = 3 YV, 2.7)

{a1,a}CE

where the sum is taken over all sets of unequal indiggs a;. If £ C I then the operator
is said to be blobbed with respect to the B8undary. On the contrary, whénn I = (),
the operator is unblobbed with respect to this boundarys&legen lines must be counted
with a weightkp = CardE.

1itis also possible to obtain Neumann boundary conditiodSasoundary conditions with= n. On the
random lattice these two Neumann partition functions averse of eachother because the two boundaries
have different dimension.



In [19] were introduced matrix correlators correspondimdisc with mixed Neumann-
JS boundaries ant open lines between them,

1
D O o) = 5

&)

T —

1
XYL(E)HI YL<E”> . (2.8)

They were denote®\” " whenE = I, i.e. blobbed open lines with weight, andD'" *)
whenE = [1,n] \ I corresponding to unblobbed open lines with weight £;.

We now extend the previous definitions to the three bounsldieumann-JSJS;
case, wherd andJ are two integer subset ¢f, n] of cardinal respectively;; and k.
Their intersection describes loops touching both bouedasuch loops having a weight
kr; = CardI N J. The disc correlator without open lines is given by

0L 1 1
DS (@, yrys) = 3 tro—
Considering two integer subséfs and £, of [1, n] let us introduce the disc correlator
with an insertion ofZ; open lines between the boundaries Neumanrad8 J$-JS;, and
L, open lines between the boundaries Neumannaifsl J$-JS;,
Ly Lo|Ey F 1
DGR B 3y, ) = 3 e
If we consider anyE; and E,, there is a redundancy coming from open lines starting
between Neumann-J®oundaries, bouncing at the frontier,d85; and ending between
Neumann and JSboundaries. To forbid such an open line bouncing at somet,poi
need to imposé; N E, = 0. All these quantities satisfy the reflection property

D12, y1,95) = Dz, y5,91)- (2.11)

It will be more convenient to use a shortcut notation whery ame set of open lines
is involved,

YL(f?‘>H1YL(LE‘”YL(?)HJYL(2EM> (10

1
DV P,y ys) = = <tr —

g

LE 1 1 E E)t
DB @y ys) = 3 trxixHIYL( VH Y ETY

Vo HIYL(E”HJ> ,

(2.12)

1 1
D, y1,y5) = 3 <tr HK(E)H1Y1(E)THJ> ;

B
We can also insert open lines between Neumann;X$hd Neumann-JSboundary
points,

1 1
DE?(%UM?JJ) =2 <'fr = XHIY1(E)HJY1(E)T> -

1 1

D}’JJH)(L yr,yy) = 3 <tr myglﬁJ)HIijélm,J)1> _’
‘ 2.13
1 (2.13)

r—X

1 _ -
D (@ yrys) = 5 <tr YL(IUJ)HIHJYL(IUJ)f> .

wherel U J designate the complementary setfaf J in [0, n].

In the continuum limit all parametefs, k;, kr; will be analytically continued to any
real value. For clarity reasons the dependence of corrslatethe JS boundary cosmolog-
ical constants will be hidden whenever this dependencetidirectly relevant.

2.2 Continuum limit and boundary Liouville correlators

In this section we recall briefly the main ideas of the contimdimit for the matrix model
correlators, more details on this subject can be found if,[89]. We also present some
useful results of boundary Liouville theory, we addressréeder to the original papers
[21-23] for further interest.

The continuum limitis achieved by sending the cosmologioaktants to their critical
values where the average area and the average length ofdsdiverge. The renor-
malized coupling constants are defined by blowing up theoregear the critical point,

Hu=k—r, e=x—1", “C=y—y, (2.14)

where was introduced the elementary lengttof the lattice as a cut-off. Boundaries
with Neumann boundary conditions have a fractal dimensjgng = 1 — 6 so that their
boundary cosmological constant scaleg as .'/29. Boundaries of JS kind have the usual
dimension one and the cosmological constant simply scalgs-a..'/2. The critical value
for the boundary cosmological constant were determinelérptevious studies [1], [19],
z* = 0andy* = (k+ 1)W(0).

Let us consider a disc correlator with one Neumann boundatyaa arbitrary number
of JS boundarie®(z, y;). The continuum limit of this correlator is obtained by salsting
the non-critical part,

€d(€,G) = D(x, i) — D*(x, ). (2.15)

This non-critical partD* represents special limits of the disc correlator where amsare
boundary disappear, it must vanish after a finite number o¥akéve with respect to the
boundary cosmological constartsThe critical correlatot! as function oft has a branch
cuton| — co,—M] C R™, whereM is a function of the bulk cosmological constant and
was computed in [12].

Critical points of statistical models on a random lattioe described in the continuum
limit as a CFT coupled to 2D gravity. In Polyakov gauge theetf/e degree of freedom
for the gravity is a Liouville fieldp. The Liouville theory is conformal and coupling to
the conformal matter part is achieved through the requirgraBvanishing total central
charge

Cot = CCFT + CLiowville + Cghost (2.16)

This coupling gives the valug = /g to the Liouville parameter. Operators are dressed
by ghost and Liouville fields and we have to sum over the pwsibf insertion in order to

2This interpretation of the non-critical term of matrix maderrelators is further explicited in [24].



get diffeomorphism invariant quantities. We also requir anishing of the total scaling
dimension
Amatier+ Aiouvile + Aghost= 0. (2.17)

This requirement induces an important relation betweehahne scaling dimension of CFT
operators) and the Liouville momentum of the dressing factéts We will extensively
make use of the Kac notation for these two quantities,

_(r/b—sb)> = (1/b—1b)? p " sb

4 Ty 27
but allow non integer indiceg:, s). Correlators of 2D gravity factorize into matter, ghost
and Liouville parts. The study of the Liouville part is suiiot to determine the scaling
exponents of bare operators via the dressing momenta. Dowille term is also the only
dependence on the boundary cosmological constants, thrtxegboundary parameters
(7,0) specified as ( [19])

Ors

(2.18)

J9
€(r) = Mcoshr, ((o) = 7 sinmd

— osh go. 2.19

2g sinmrf cosga ( )
Consequently, we can neglect the ghost and matter parsifagon the boundary param-
eters dependence. Let us define the Liouville boundary tgresémomentumP inserted
between two boundaries labeled bando, as

TBY = @29, (2.20)

with the Liouville charge)) = b + % Here our convention slightly differs from the one
used in [19]. Most of the time, the momentuRwill be positive and this definition
corresponds to the usual dressing of boundary CFT operiattihe matrix model [8]. It
may happen that some momenta reveal to be negative, thepéhator is found to have
a wrong dressing with respect to 2D gravity. All Liouville lnadary operators obey the
reflection relation
"BS =4Pd(P|7,0) - "B (2.21)
involving the Liouville boundary 2-points function,
d(P[o,7)=("Bp"Bp"). (2.22)
We will not need the explicit expression in terms of doubleesiunctions found in [21]
(see also [30]), but the shift relation
sin w0,
C'sinh b7
where C' is some constant independent of the boundary parametetstharreflection
property

d(P|1,0)=d(P—-b/2]|T1,0), (2.23)

d(—P|1,0)=d(P|T,0)7" (2.24)

3An irrelevant factor o8 P? was intentionnaly omitted for a matter of simplicity.

will be useful.
The gravitational scaling of the Liouville correlatoris linked to the momenta of
boundary operators via the KPZ formula [25-27],

("Bgr - TBR) 7, (2.25)

with ]
n 1 -
2y =(1-3)0+3) +;P,;< (2.26)

The disc with mixed Neumann-JS boundaries was studied bypomaddel technique
in [19]. Solving the loop equation in the continuum limitethoundary Liouville 2-points
function was recovered. The Liouville momentum of the deessperator changing from
Neumann to JS boundary condition of paraméigr;) and with L open lines inserted
was found to be

P = 1, (% - g) + Lg (2.27)
where the plus sign stands for unblobbed open lines. Suchraemmim assign a grav-
itational scalingy; = - to matrix correlators. All momenta exceptéd®l and P(I)
are positive. The operator carrying momentéfil) will be of no use here because the
boundary operator with no open line inserted has always mameP©+). Furthermore,
if we restrict tok; > 0 (i.e. r; < (1 — 6)/6), P(I is positive. WhenP(ll is negative, a
wrong dressing of the bare operator has to be used.

Let us now focus on the three boundaries case and denatg Ilye continuum limit
of the correlator

€17dr (&, C1,¢r) = Drs(x,y1,95) — Diy(@,y1,97) (2.28)

wherea;; relates to the gravitational scalipg’” by a;; = 2b*y;,. The expression of the
critical partd; ; is given by the Liouville boundary 3-points functfon

d(Pr,P,Py|or,04,7) = <TBP(;’BP”"BPTJ>. (2.29)

The exact expression of this function was found by Ponsoffasdhner in [22]. Here we
will only need some properties such as the reflection andacggimmetries,

d(Py, Py, Ps | 01,04, 03) (Ps, Py, Py | 03,01, 03),

=d
(2.30)
d(P1,P2-,P3 | 01-,(72-,(73) = d(P2-P37P1 ‘ ”2,03,01) = d(R{;PI-,PZ ‘ (73«,(71«,(72)-

This function is also known to obey an important shift reatinvolving both momenta
and boundary parameters [29]. This relation simplifies wthermomenta obey a specific
identity, as explained in Appendix A.1.

4up to a factor independent of the boundary parameters,sponeling the ghost and matter part of the
correlator.



Specializing the KPZ formula to the 3-points case, we getatiom that allows us to
recover the scaling dimension of the operator inserted éstvthe JS boundaries directly
from the gravitational scaling;,; of the matrix model correlator. Indeed, the expression
for the momenta of the operators inserted between Neumahdhboundaries is already
known to be given by 2.27. Then we directly extract

1 b
P72b’)’lj+%+§*P1*PJ. (231)
As an example, let us consider the simplest casé“ﬁf correlator. No open lines are
inserted between Neumann and JS boundaries so that the rizoofiéme boundary opera-
tors are S|mply given by(*Y, P\ of 2.27. Using 2.31 we deduce from the gravitational
dlmenS|omI, the momentum of the operator changing o JS; boundary condition

POY —gpyon Tt L b (2.32)
2b 2
Anticipating over the next section, let us mention that thizsrelatordﬁf’,L> is coupled to
d“” in loop equations. The correlatd}l corresponds to a disc with Neumann~I5;
boundaries and one open line inserted, starting betweemBlen and JS boundaries
and ending between Neumann and, I®undaries. The open line is allowed to touch
both JS boundaries and is introduced by boundary operatorsmentaP!'!” and P{'I).
The momentum of the operator changing &8JS; boundary condition remains the same
because no open line is inserted at this point. This tragslato the relation

1 0L 1 0L 1 0L
) 00y _ @) 01) _ alh _(0d) (2.33)

for the gravitational scalings m]‘,of) anddﬁ,”) correlators.

In the next sections, the gravitational scalings will bedre&ithe matrix model loop
equations in the continuum limit. By the use of the previdasessnents, we will be able to
determine the scaling dimensions of the-JS; boundary changing operator.

2.3 Derivation of the loop equations

Using the invariance of the matrix measure, in [19] was detia powerful loop equation
that can be applied to various quantit&s

da’ 1 1
(fr GY2) 5<an”f2ﬂ<yx0yx)w>~ (234

The contour of integration circles the support of the eigdu density that corresponds
to the branch cut — co, —M] of the correlators. This loop equation can be interpreted
as follows. In the LHS is inserted on the boundary a maifixhat describes the starting
point of an open line. Because of the gaussian measuié, fmatrices, this matrix couple
to anotherY, inside G corresponding to the end point of the open line. This opanati

—-10-

corresponds to remove an open line from the disc correlatdnop if the end point is
situated nearby the starting point. The action ofthelerivative in the RHS is to split the
matrix product in two traces. Using the factorization pmdpé the planar limit

(tr Atr B) ~ (tr A) (tr B) (2.35)

we obtain a convolution of correlators in the length spaeg tifanslates into a “star prod-
uct” in the boundary cosmological constant space,

dr’ A(z') — (.L)

2im x—a

(A« B)(z) = 7{ B(—a'). (2.36)
This product corresponds to the splitting of the disc into parts along the open line
removed in the LHS. Applied to various disc quantities, #lation 2.34 provides us with
several loop equations that can be used to determine théajiaval dimension of the
matrix model correlator.

3. Closed loops sector

In this section we will be intersted in finding the scaling dimsion of the operator chang-
ing boundary conditions J$o JS; but with no open lines inserted between the two bound-
aries (see Figure 1). Open lines can be introduced betweaméalen and JS boundaries
without changing the dimension of this operator. Indeedsatering the quantities de-
fined in 2.13 we can obtain the following equations wher- 0 by removing one of the

open lines,

DYV = (kpy — L) W s DY,
(L+11) (LL) (3-1)
DY = (n—ky — ks + kg — L) W DIV,

We deduce a recursion relation for the gravitational sgatin; LD v,J +1/2in agree-

ment with 2.31 where the momenta of operators inserted tnaet\Meumann and JS bound-
aries are given by 2.27, the operator inserted between thel8boundaries remaining
unchanged.

3.1 Coupled loop equations forD'"")
. 1
Let us apply the loop equation 2.34¢b= %—XHIHJYC and use

> (-t

ced

XMHM§=me—DWW (32)

This provides us with a first equation Whelﬁé(}” andD}lJ”) are coupled,

ysDYY = DY 4 kDY s W+ DD« DY 4 DO« DIV (3.3)

-11 -
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Figure 2: Combinatoric diagrams describing the splittinglb?f,“.

| J | J | J J
= + +
N N N N

Figure 3: Combinatoric diagrams describing the splittingl® J”).

Each term of the RHS has an interpretation as splitting th& IcHrrelator in two parts.
The first term corresponds to the vanishing of 88undary. The second one reprents the
removal of a close loop. The two last terms correspond to p toaching Jg or JS;
boundary (Figure 2).

L . . 1
In a similar way, starting witltz = ﬁY‘,H,HJ and

summing over € I N J we derive a second loop equation,

D = k)W « DB 4 DDy OB o pIng), pob),

(3.4)
Again, a combinatorial interpretation can be given to each
term of the RHS as shown in Figure 3. We remove the part
of the open line starting between Neumann-b8undaries
and ending the first time it touches the boundary. This pic-
ture corresponds to three terms, either the open line ddes no
touch any JS boundaries, or it first toucheg 068JS.
Figure 1: A disc with no open Note that similar equations can be obtained reversing
lines inserted between the Wy rgles played by andJ boundaries. Using the reflection
JS boundaries. symmetry of 3-boundaries correlators (2.11) we can finally
write the following set of coupled loop equations,

uaD? = DO s (koW + DY) + DY« DY 4 D,
(3.5)
D}l]H) _ (k”W 4 DSLIMJ)) N D%L) i Dﬂ” * D}om_

—-12 -

In order to subtract the non-critical part of 2-boundarieselators we introduce the
quantities [19],

4 (@, yr) = DI () - 1,
krd"V (2, y7) = DM (2, yp) + kW () — yr, (3.6)
Frody "™ (yr) = DY () + KW () —
The non-critical part ofi(f,” andd(ﬁ,”) cannot be determined explicitly in general but we
do not need their exact expression, let us just denote fquliity

dg[Ll)(fﬁl/lny) = DE(‘)JL)(I’Z/MJJ)«, dglJH)(I«,yh;l/J) = Dg,ljm(%yhy‘/) +1 (3.7)

and write 3.5 as

0=d0 s kyd" a0 x dlP,

(3.8)
0= krydy "™ 5 a0+ P« a.

The quantitydﬁ”m that appeared in 3.4 is very similard(;l”), they both obeys the
equation

dglImJ) " d(IUJ.) + VV(.T) = 0. (3.9)

This equation implies that{"™” andd!"! have the same discontinuity along their branch
cut, and we can replaaé””") by dﬁl”) in the previous equation since it appears on the left
side of a star product (see Appendix A.2 for more detdils),

A s dD 4 ke ydH w d)V = o,

(3.10)
A <+ koD 4 2 <0

This set of two coupled equations is one of the main resultisispaper. In the continuum
limit, it allows us to determine the gravitational scalint‘;(é?,“ hence the dimension of
the operator inserted between, X$d JS. By taking the sum of these two identities at
respectively: and—z, we can eliminate one of the star products using the progef§.
Unfortunately it is not possible to eliminate the second ptaduct in the general case.
This can only be done in some specific cases detailed in app&r®] These special cases
reveal helpfull to remove undeterminations left in the gahease.

3.2 Obtaining the gravitational dimension in the continuumlimit

We take the continuum limit as in 2.14, 2.28. Furthermoreeliminate all but one scaling
parameter by imposing critical bulk and JS boundaries; 0 = (; = (;. Then, every
correlator writes as a power of the remaining cosmologioaktant, d;;(§) = d;,£*7

5Two more equations can be obtained simply by exchangiagd.J.
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whered;,; is an unimportant constant. In this limit, the critical pafthe star product be-
tween two correlatorg, () andd; (£) becomes rather trivial and is given by A.23. Applied
to the loop equations 3.10 it gives

dm')d(l“ smﬂ'nl )4 d m')rl(lH kjsin Ta(jof') =0,

(3.11)
d(oL d %]H) smmxll,H + doL d; WDk, smroz(lm 0.

whered", d!, 4" andd!')’ are some constants. We recover the relation 2.33 by

imposing both terms to have the same scaling.inThe ratio of the previous relations

gives
oD i a0 af

_ 511’171'(]/,1 _ slnﬂ'()” (3 12)
dDd™  kysinma® T kpysinralD
and finally
sin ﬂcv(;‘],l) sin ﬂ'a”‘)
ki = —— G G0 (3.13)

sin Tralm' sin oy L
It is now convenient to introduce the parameterization £[2@]. This parameteriza-
tion k7, (r1,) is not well defined because of the periodicity — r;; + 2/6, that's why
we imposer;; € [1,1+ 2/6]. Relations 3.13 and 2.33 translates into

(01) _

0
ay; ' =+r+rytry)=+4, jEL (3.14)

2
A look at the results fok;; = 0 andk;; = k; detailed in appendix A.3 leads to select
the plus sign ang = —1. This choice provides a dimensidp,, ,,, to the boundary op-
erator inserted between the two JS boundaries. This fiteitetiie of boundary operators
dimensions found in [20] on the regular lattice.

3.3 Loop equations and Liouville theory

The loop equations 3.10 are not sufficient to recover thetes@ation for the Liouville
boundary 3-points function of [22]. It is nonetheless pbiesto transform them into the
shift relation A.2. One should also keep in mind the presesfcieg factors between
matrix model correlators in the continuum limit and bournydaiouville two and three
points function. Consequently it makes sense to comparexmabdel loop equations
and boundary Liouville shift relations only up to an undetered factor independent of
the boundary parametet. Besides its own interest, the mapping of the matrix model
loop equations on Liouville shift relations allows to crasgeck the calculation of the
gravitational scalings.

Let us start with the discontinuity of equations 3.10 overshpport of eigenvalues,

4P (—¢)Discd™ + k;dy" (~¢)Discdy) =

) (3.15)
A" (=&)Discd ) + k;,dP (—¢)Discd!V =

—14-—

This description in terms of discontinuities is totally @égient to the star product rela-
tions, provided we know the behavior of correlators at itinin the parameterization
2.19 these relations become shift equations involving thenbary parameter € R of
the Neumann boundary,

Cﬁ‘u) sinh 27
AP — b2 1.0

— WWP[OH)’P”’P;W ‘ 017(7]‘7_)1
de<PJ | 7,05)

_ sin@d;

C“H) sinh b21

d(P; g9, T, 0

= —$d(ﬂ””, Prj, P}OL) ‘ 01,0,/,7').
kryd(P™, | 7,07)

AP, Py, P | 0p,05,7)

(3.16)
(P, Py, PV 6y,05,7)

Here C\"" and ! are unimportant constants independent ofTo derive this set of
equations, we exploited the shift property of boundary kithel 2-points functions 2.23.
If we insert the values of the momenta given by 2.27 we carewrit
sinmd,
Y sinh b27
AP —bj2 | 7,04)

- d(b/2 — PPV, Py /2 — 01,075,T
kyd(b/2 — P}OL) |707) (b/ / ‘ 7)

AP Pry, P | o1,05,7)
(3.17)

And an equivalent equation under the trivial change of e’ ;) — b/2 — P%".

Finally, the reflection property of boundary operators dtg us the conclusion that the
two previous equations coincide with the relation A.2.

3.4 Afew remarks

Let us conclude the study of the closed loops sector with aéemarks. First, based on an
observation made by Kostov in [18] for the disc with Neumafboundaries, we extend
the relations 3.1 to the cage= 0. This defines a new quantiD}?,”) satisfying

DS — w5 DI (3.18)
The compatibility of this definition with 3.5 results in thelation

L
D ()

— (3.19)
A @) (@)

Dj(x) =

handing only when the imagez belongs to the support of the eigenvalue density. But two
functions taking the same values on this symmetric suppadd to the same results when
appearing on the right side of the star product, so that we tre/freedom to chooslé(,UJ”)
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such that the relation 3.19 extends to the whole complexepldrhis relation becomes
significant when written as

Db

pob _ i8] _ ( D(M))" ( D(M))m Db (3.20)
1J (I_DE[]l))(l_D(][]l)> Z I J 1J

m,n=0

The sum ovefm, n) counts the number of time J&nd JS can touch themselves, bound-
aries touching eachother being forbidden.

A second remark of importance can be made when we compare teghits derived
on the regular lattice [20]. Indeed, the spectrum of boupdaerators that was found is
actuallyd,,,2;.,,, With j € Z where the weight of loops touching both JS boundaries
kry(rr;) is parameterized as in 1.5 but with no restriction on the eanfy;;. This kind
of parameterization is invariant under the periodicitygfrmation

rry =T+ %-, Orpyt2jmry — (5r1‘7+‘2(j+]).r1‘;- (3.21)
For concreteness we decided to restrigt to the interval[l,1 + 2/6] and we recovered
the dimensiory,,, .,, (j = 0) for the JS-JS boundary operator. It is possible to obtain
more general boundary operators if we consider the Neurd&nriNeumann-J$ matrix
correlator,

1 1
DNINJ(.T, yj,.'r/,y‘/) = {_f <t1‘ mH}m/ H/> . (322)

- X
This correlator obeys the same loop equatiod)é\%) and its critical part have the grav-
itational dimensiondyy,; ~ /1”5‘0'“’#. This dimension can be easily read of the loop
equation whert;; = 0, the generalization to arbitrary value/gf; follow the same steps as
the three boundary case. When the boundary cosmologicsianun’ diverges, the length
of the corresponding Neumann boundary tends toward zerd\@8mann and Neumann-
JS; boundary operators fuse to form/ %S, boundary operators. This translates into the
expansion

| 1 ;
DNII\“'./'(-T7Z/I-,-T/3,7/./) = Z.L‘ -1 E <tr T XH]XJHJ>4 (323)

=0
In the continuum limit the Neumann boundary of lengtimtroduced by the matrix prod-
uct X7 vanish but the presence of this remnant of the random lattigdifies the JS-JS
boundary operator. Hence, the matrix model correlator

; 1 1
DX)I\J(T yr,ys) = 3 <t1‘ mHIX]HJ> (3.24)

describes in the continuum limit the Neumann-JS; disc partition function with a bound-
ary operator of dimensio#}, . ,, inserted between the two JS boundafi&perators

81t is possible to prove by recursion that such correlatorge e gravitational dimensionf\'i),w =
'y}lv),L) + 21? This is easy to do wheh;; = 0, we generalize then to arbitrafy; arguing that loop

equations are the same than in the three boundary case.
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of dimensiond,,,_»;,, wherej is a positive integer can be constructed with negative
power for theX matrix. However they are not involved in the fusion of Neumas
boundary operators. Furthermore, these peculiar operater wrongly dressed by the
Liouville field.

4. Open lines sector

We discuss in this section correlators with open lines esdbetween JSand JS bound-
aries (Figure 4). Amongst these open linds, (resp. L») will end at the transition
Neumann-Jg (resp. JS). Such correlators should be compared to the annulus with
L1 + Ly non-contractible lines surrounding the inner ring in [2@n the annulus the
first and the last lines can be authorized (or forbidden) tehothe JS boundary, lead-
ing to blobbed and unblobbed sectors. Similarly on the diszopen line next to the JS
boundary will be able (or not) to touch this boundary.

When we remove through the loop equation an open line
which is alone, different equations arise due to the pagsibf
this line to touch the JS boundaries or not. This resultsim fo
cases of study corresponding t6;, L,) € {(0,1),(0,L >
1),(L>0,1),(Ly > 1,L, > 1)}.

The presence of open lines inserted betweenadfdl JS
boundaries forbids loops touching both boundaries so Heat t
resulting disc partition function should be independenthef
weightk;;. To be more precise, these lines divide the disc into
Figure 4: The disc corre- two parts containing respectively J8nd JS boundaries and
Iatoer,%,Z‘El B), our results should not rely upon the intersection .J. The

non-trivial dependence is only on the intersection of this se
describing indices involved in the open lines and the setsatiterizing JS boundaries.
This gives rise to discussions on blobbed and unblobbed ceisie respect to one or two
boundaries.

4.1 (L > 0,1) open lines sector
Let us start with the most rewarding caselobpen lines on the J%ide and only one on

the other side. We associate to the dBen lines the integer sé andE, to the JS open

line, considering the correlat(ﬂﬁ UEs B2) Removing the single JSopen line, we get

D}I} 1|E1 Eo) _ kEngL Ey) % DSOL) + D;I} 1|E1 E2nJ) % D((]OL). (41)

This equation requires two different treatments accordtindpe blob of the open line we
remove.
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4.1.1 Unblobbed sector with respect to Jgboundary

The simplest case is the unblobbed sedipr J = () where the second term of the RHS
in the loop equation 4.1 describing the open line touchirggdf§ boundary vanishes.

Injecting the critical part oD}UL) yields to
DS B kg, DP9 + g, DI (), @2)
The second teri{* “*) of the RHS cancels with the non-critical partBf’ ! £2) as it

describes the vanishing of the diSoundary. We can read directly the gravitational scaling

(BalE B _ (LB 4 20D plygging the values, and P, of the momenta for the

Neumann-JS boundary operators into the relation 2.31 wepfihthe scaling dimension
57‘Jir-1+l,rJi7‘,—L (43)

for the J$-JS; boundary operator witli. + 1 open lines, the plus sign being affected to
the JS unblobbed open lines case.
4.1.2 Blobbed sector with respect to Jgboundary
When the removed open line is allowed to touch the B&undary the discussion is more
subtle. IndeedE; C J and the loop equation 4.1 reads,

D}f] 1By Ea) _ kEzDEL Eq) % DSUL) + Dg}lml E») % DSUL). (4.4)
This equation looks quite similar to the one derived in [B]Dﬁl”),

D§1H) = WV D}OL) + Dng) % D}OL). (45)

This similarity is not very surprising in the sense that ti$ Boundary is completely
decoupled from the JSboundary by the. open lines. This JSboundary plays no role
in the loop equation and the removed open line sees only aati# Neumann boundary
condition corresponding to the rightmost;X$en line. Hence we mimic the solution of
the one JS boundary case and take a similar a non-criticeiquab!"” and D{% 1"+ #2),

di (@) = D (@) - 1,

kedy!V(2) = DIV (@) + kW (2) =y, (4.6)

iy PP (@) = DY @)+ ks, (D (@) ).
The exact value of the constantindependent of) is not important here and will be kept

undetermined, the crucial point is to substract the termesponding to the vanishing of
the JS boundary. The critical loop equation reads

DB glh By o) — @.7)

—-18—

and the constantmust cancel with the non-critical part &1 ). The relation between

gravitational scalings is simphy{’ '1# #2) — (& B0 _ 0L "\when plugged in 2.31 we

end up with the scaling dimension
6—7‘Ji7'f+l,—71in—L (48)
for the JS-JS; boundary operator, the plus sign corresponding to unbkbloipen lines

with respect to the JSoundary.

Following the steps of section 3.3 both equations 4.2 andane transformed into
the shift relation A.6 for the Liouville 3-points functiohis confirms our identification
of the non-critical part for matrix model correlators.

4.2 (0,L > 1) open lines sector
This case is very similar to the previous one but we briefly tio@rhow it is solved for
completeness. The loop equation reads

DI — (kg — 1) D)« D1

1 (4.9)
+az€:E§m€fD§0L) * <t1‘ T — XYGIHIYGI o 'YaLHJYaL o 'Ya2>,
the second term of the RHS describes the removal of an opetolirching the JSbound-

ary. It disappears when we consider an unblobbed open lither@gpect to this boundary,

E NI =0.Wethen deduce's ” = 7" + 7" *) providing the scaling

(SH»?'[irJ,H»r]irJ—L (410)

for the J$-JS; boundary operator, the plus sign being assigned to unbtbbpen lines
with respect to Jgboundary.

When the removed open line is unblobbed with respect to théd&ndary,E C I
and the first term of the RHS of 4.9 cancel with the non critiatt of the second term as
it describes the vanishing of the JSoundary. This term is actuallp!'" « D), so
that we determine the gravitational scalmfé B = 7}0” + ”y}l”) + ”y"(,L’Z Bt yields to
the scaling dimension

Olrytry dmrpdry—L (4.11)

for the operator inserted between the JS boundaries, aril thgasign plus corresponds
to unblobbed open lines with respect to thg B8undary.
4.3 (0,1) open line sector

Here we have to distinguish three subcases, the open ling B#owed to touch zero, one
or two boundaries. We denote ByC [1, n] the integer set containing the spin components
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involved in the open line. The general loop equations candnigedd from 2.34 and, with
the shortcut notations of 2.12, we can write the followingafdoop equations,

DV = kpDP) 5 DY DY) 5 DIPOD 4 pEND y pOB),

(4.12)
D(f) _ kED§>L) N D}UL) L D'(,OL) N Dﬁm) i ng) N Dyu)‘

The second equation is obtained just by reversing the rdége@ byl and.J. Summing
both equations at pointsand—x and using A.10 to get rid of the star products, we end
up with

D@( )+ DYP(~a)

= ki DY (@)D (=) + DI @) DS (=) + D5 (@) DY (=2

(4.13)

Let us now specialize to the different subcases.

4.3.1 Unblobbed open line with respect to both boundariesK NI =0 = EN J)
When the open line does not touch any of the JS boundariesah@reduct equations
4.12 simplify into,

DEE(U)fk <dlu)*d(u>( )+ kgD M(az),
(4.14)
DE(z) = ks <d O 4 o) ) (@) + ke D (x).

These equations looks very similar to those of section 4Helefore we take the same
kind of non-critical part for the 3-boundaries correlators
kpd (@) = DY (@) = ke (D (@) = 1) |

4.15
kid(}) (@) = DY) (@) = ke (D (@) = e1y) e

The loop equation 4.13 implies; + ¢;; = 1, and by symmetry it is tempting to set
cr7 = ciy = 1/2. We finally get

47 (2) + df) (—2) = &Y (@)dFH (—z) (4.16)

and the relationf,]j) = qu) = W}Ol) + W"(JOL)

relation 2.31 yield to a scaling

amongst the gravitational scalings. The KPZ

(51+r1 +ryrit+ry (4 17)

for the operator inserted between the two JS boundaries.
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4.3.2 Blobbed open line on J§ unblobbed on JS (E C J, ENI = 0)

Again, it is more rewarding to consider the loop equatiorhmgtart product form 4.12,

e
D{P(@) = ke (DY« DY) (@) + (DY) D) (@).

The first equation is very similar to the loop equation otedifor D; D so that we define

a similar non-critical part that corresponds to the vamghif the J$ boundary,
kpd 2 () = D\ (2) + ki (D}““(z) - (‘,”) . (4.19)

This allows us to rewrite the loop equations as
0= (™) (2) + D (a), .
D) = ki (4 % i) (@) + kpey s DF ) (a). 20

The term proportional ta> )

define

) should cancel with the non-critical part éi;,;, so we
kid;) (@) = D) (@) — ki (e1,D5 (@) + 1) (4.21)

Such a critical part leads to the relation
A% (—2) = d¥(2)d)P (—2) + dP (@) — ¢15 —epy + L. (4.22)

We gete;; + ¢z, = 1, and by analogy with respect to the first section, it is tengpto set
¢7 = c1; = 1/2. The gravitational scalings are related )’ = +\"" = 7% 4 5
and both leads to a scaling dimension

51+T1*TJ,7‘I*TJ (423)
for the operator inserted between the JS boundaries.
4.3.3 Blobbed open line on both JS boundaries{ C 1 N J)
We start from the loop equation 4.13,

D (@)+D) (~z) = kgD (2) DY (—2)+- D (2) DY) (—2)+- D2 () DY ().
(4.24)

By analogy with the previous case, we define our critical djtias as
1
k(o) = D @) + e (5007(0) + 5).

1
kpd? (z) = DV (x) + kg <§D§“i>(x) + 5) :

(4.25)
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thus obtaining the critical loop equation

0=1+d" (@)d¥" (=) + dF (~a)d\? (2) (4.26)
. . . . . _ (Ol) o ([]L) . . .
leading to gravitational scalingg; = —v; ', 7,7 = —7, , the scaling dimension of

the operator inserted between the two JS boundaries reads
(Sl—rrfmvfrrfrj‘ (427)

This case is the only one in the open line sector for which tbenemtum of the Liouville
dressing factor is negative. As explained in the first seciiosuch a case we have to use
a wrong dressing of the bare boundary operator.

To conclude the study of th@, L > 1) sector, let us mention that the three critical
loop equations 4.16,4.22,4.26 lead to the relation A.5 aftiew algebraic manipulation.
This strong result ensures the correctness of our ansathdonon-critical parts of the
3-boundaries matrix correlators.

4.4 (L, > 1,L, > 1) open lines sector

This case is rather trivial because the line we remove isigeavto touch JS boundaries
by the other open lines. In this way we do not need to speeitdizany blobbed/unblobbed
sector and the loop equation simply express the splittirthetlisc into two parts,

D(ILJI Lo|Er E2) kg, D(,Ll E1) D'(]L271 Ez). (4.28)

The gravitational scaling of the LHS is just the sum of thdiaga for both RHS correla-
tors. The momenta of Neumann-JS boundary operators ane lgjve

1 b b 1 b b
P[:6[7’[ <%*§> +L1§, PJ:(EJ’!’J <%*§> +L2§ (429)

wheree = =£1 is a sign corresponding to the blob of the open linesz +1 in the
unblobbed case. We then derive the scaling dimension

6517'1‘*’51"1‘*’1-517‘I+F‘1r‘l+l*(Ll+L2) (430)

for the J$-JS; boundary operator. From our results of the previous segtiwa can extend
this formula to any values af; and L,. These results are in agreement with the analysis
made in [20] on the regular lattice, provided we identify thember of non contractible
loops of the annulus to the total number of open lifigs- L,. Note that all these results
are, as expected, independent of the intersedtioh It is also satisfactory that the scaling
of the operator depends only on the total number of open lines L., being insensitive

to where these open lines end.
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As in the closed loops sector, it is possible to constructngeneral boundary opera-
tors with scaling dimension

Serrrtesryt142jerrrtesrsti-(LitLa)s  J € L. (4.31)

This is done in a similar way, introducing a productjok matrices between the two JS
boundaries. We then obtain the same kind of loop equatibey,dorrespond to the shift
relation A.6 in the continuum limit, where the momentum af #18-JS boundary operator
is

P:P,+PJ+%(2]'+1)—%, JjEZLy. (4.32)

5. Concluding remarks

The main results of the present article are formulas 1.6 ahtbithe scaling dimension of
JS-JS boundary operators in closed loops and open linegsete provide an indepen-
dent check of the results obtained in [20] using numerics@madomb gas arguments. Our
method can be easily generalized to more complicated tggsavith non-trivial cycles.
This matrix model approach carries many interesting featuFor instance the fusion of
two Neumann-JS boundary operators can be done explicifgmaing the boundary cos-
mological constant toward infinity. In the closed loop sedtee fusion rules depends not
only on the JS parametekg andk; but also on the symmetry group that is preserved by
both boundaries, through the weight; of loops touching both JS boundaries. At fixed
k1, the fusion rules contain an infinite number of terms,

5”,” X 67‘./-,?1 = @ 67‘1‘7‘*'2]#‘1.1 (51)
j=0

wherer;; is related to-; andr; via the parameterization 1.5. In the open line sector, loops
touching both boundaries are forbidden and the fusion iésdepends o#; andk;,
65;7‘,.s;r,—L1 X (56J7‘J,5J7'J*L2 = @ (51+(1T1+rJ"J+2jy1+(17'1+(J7'J7(L1+L2)' (5-2)
Jj=0

As a consistency check, we were able to map the critical lgo&ons on the bound-
ary ground ring relations obtained in Liouville theory. lbuld be interesting to de-
velop further this mapping, and in particular to investéggite role of Liouville degenerate
boundary operator in the matrix model. Furthermore, a cotime between the KPZ re-
lation and Schramm-Loewner evolution (SLE) was found régen [31], [32]. It seems
natural to ask for an interpretation of the loop equatiortémathematical framework of
SLE.

Finally, for special values of the continuum limit of theD(n) model is given by a
minimal model. Then the conformal matter can be describé&uSoulomb gas tech-
niques. This description imposes severe restrictions erLibuville momenta [28]. On

- 23—



the other side, th&©(n) model is known to be mapped on a Restricted Solid On Solid
(RSOS) model, JS boundary conditions being transpose émating height boundary
conditions [14, 19]. It would be very intersting to compahe @&allowed weight a loop
touching two different boundaries with alternating heigbundary conditions can take
and the restrictions coming from Coulomb gas predictiongtiermore, one could red-
erive the fusion rules of minimal models in this context.
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A. Appendix

A.1 Simplification of the shift relations for the boundary Li ouville 3-points function
Using the operator product expansion of boundary grourgl ejperator, a shift relation
for the boundary 3-points function can be derived (see [2B; 2

(1 + 2P, —
Md(ﬂ+ " pp, | o1,00,7 + i)

T(26P;) 2
(1 - 2bP)) b
md(PI-,P7PJ+§ | o1,05,7) (A1)

(
D(1 4 20P))T(1 + 2bP; — o) d(Py | 0,7 + im)
T(142bP; 4 2bP) — a)l(e) d(P; — % | 0, 7)
with a = 2 + b(P; + Py + P).

Taking the difference of shifts with plus and minus sign asithg 2.23 we recover the
relation of [8],

b
d(PhP-,PJ_i‘UI«,U,hT)

sin w0,

d(P;, P, Py | 01,05,7) =Cd(Pr —b/2,P,P; —b/2 | 0/,04,T) (A.2)

sinh b21
whereC is some constant depending only on the Liouville momenta.

In [29] the momenta conservatien= 0 was taken into account in order to simplify
A.1. Simplifications with more general momenta conservetiare discussed in [28]. Here
we need only to investigate the caise 2bP; + 2bP; — a =0, i.e.

P=lipip, (A3)
2b
The zero arising from the gamma function in the RHS of A.1 edswwith the pole of the
boundary 3-points function,

d(PJ*%‘O'],T)d(P]‘O’],T)
%bJrP]JrPJ*P

b
d(P].,P,P,]*i|0’17O',1AT)NCSt (A.4)
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where the constant is independent-ofThe equation A.1 simplifies into

b b
2P;d(Py, Pr+ Py, Py + 3 |or,05,7) 4+ 2Pd(Pr + 3 P,Py|or,05,7 % im) (A5)

=C d(Py| oy, xim)d(P; | o, 7).

Taking the difference of bothiw and—ix shifts of the boundary parameterafter a
convenient change of variable we end up with

sinh 70,

e " b b
o AP P,+PJ+§, Py | or,05,7) = C"d(Py—5 | 0, 7)d(Pr—5 | o1,7) (A6)
whereC” is independent of the boundary parameterseane ifb. A similar formula can
be obtained for the boundary 3-point functié(;, P, P;, 0,0, 7) with a momentum
P=P+P+2+7

sty €Zy (A7)

between the two JS boundaries.

A.2 Properties of the star product
A.2.1 Main properties

In this section we investigate some useful properties ofthe product previously in-
troduced in [19] to describe the Laplace transformed cartia. Let us first recall its
definition,

da’ A(a’) — A(x)

B(—a' A.
) mw r—ua (=) (A8)

(4sB) @) = ¢

[a.
where the contour circles the suppfrtb] C R~ of the eigenvalue density.

We will apply this star product to a restricted set of funotiavith a single branch cut
on the sefa, b], no poles inC \ [a,b] and a constant behaviot(z) ~ ag + O(1/z) at
infinity. This product is bilinear but not symmetric, e.getaction of any polynome(z)
on the right leads to a vanishing restilt- A = 0 whereas the action on the left extract the
behavior ofA at infinity, for instance:

(Ax*1)(x) = A(z) — ap. (A.9)

Deforming the contour of integration on the sphere, thegirtieA.8 gives two contri-
butions corresponding to the singularity at infinity and kinanch cut ofB(—z) located
onR*. This trick allows us to establish the important relation

(A% B)(x)+ (B*A) (—z) = A(z)B(—z) — agbo. (A.10)
The star product has the following discontinuity crossimg branch cuta, b],

Disc (A + B) (z) = B(—x)Disc A(x) (A1)
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where we denoted
Disc A = A(z +1i0) — A(z — i0). (A.12)

It is sometimes convenient to replace the contour integra bsual integral over the

branch cut,
b da' B(—z')
uim  —x

(4B (@)= |

a

Disc, A. (A.13)

We can use this description to prove a few basic propertfesvd functions A; and A,
have the same discrepancy crossing the branch cut4henB = A, x B. Similarly, if
two functionsB; and B, take the same values on the symmetric suppebt —a] C R*
thenA x B, = A x B,.

A.2.2 The star product in the critical limit

Let us consider two correlatof3y(z), D;(z) in the continuum limit,
€*d;(§) = Di(x) — Di(x) (A-14)

wherez = e and D} stands for the non-critical part dD;. In the continuum limit,
correlators have a branch cut along the intefvaloo, 0]. The star product oD, and D,
can be written as the sum of a term of ore&r™ corresponding to the star productdf
andd; plus some higher order terms involving the non-criticat pad the behavior of the
correlators at infinity:

€T (do x dy) (€) = (Do * D1) () — (Do * D1)" (). (A.15)

The star product of the critical part being given by
dg’ do(§') — do(§)
1o * d = =l
ey =§ P

At the critical point where only thé boundary cosmological constant remains, critical
parts of the correlators simply becorigl) = d;£* and we can easily compute their star
product. Indeed, transforming the contour integral usint3Ave get

dy(=¢'). (A.16)

00 ¢lapg+on
§ ~d
o §+¢€
since Disct™ = 2isin o (—&)*. The last integral depends only on the sug+ «; and
can be computed using the identity

dod]

(do % dy) () = - sin Tayg ¢ (A.17)

L / dle wete, (A.18)
r+a 0

We write

ge's) {/aoﬁ»al

o ¢

¢’ = / d¢' / dl greoter gl I (A.19)
0 0
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and perform the change of varialffe— ¢ = ¢'I. It leads to the appearance of a gamma
function,

oo {/aoJroq , ) . €
d¢' =T(1 dl 70T meTs, A.20
e ¢ =T +a0+a1)/0 e (A.20)
A second change of variable— [¢ finally gives
o gt agta
A e A& =T(1+ ap+ aq)(—ap — g ) g™ (A.21)
Using the identity
™
I'l—o)I'(x) = R .
(1-2)l(2) = ——. (A.22)
we end up with
- sin Toyg ot
(o x i) (6) = G = dodi€ ™™, (A23)
Note that this quantity satisfies the relation
(do * dv) (§) + (di * do) (=€) = do(§)dr(=E)- (A.24)

A.3 Special cases

In this appendix we consider several cases for which the émp@tion simplify. We are
then able to compute their solution in the continuum limteWalues found for the critical
exponents are necessary to determine the correct dimeoSbmundary operators in the
general situation.

A31INJ=0,k,;=0

Whenk;; = 0, the loop equation on,‘?,“ is self consistent and we do not need to consider
DS anymore,
0= DO s g 4 plob). (A.25)

In the continuum limit we deduce the gravitational scaling

0L 0L 1 0L 1
e B (A.26)

for the operator inserted between both JS boundaries. Tiegieqk;;(r;;) = 0 has for
solutions

.
r=tltrr)+ 2, jEL (A.27)

If we impose the condition,; € [1,1 + 2/6], we getr;; = 1+ r; +r, andy{%") =

T1s59% — 31z, the dimension of the corresponding JS-JS boundary opésatg, ., -
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A321= J, A”,] = A’J = Iﬁ]]']
WhenI = J correlators simplify into

D" (x,y,) — DI (x,yr)

DE(,)JL)(JC«, YY) =

Yr—Ys
(A.28)
DM (2 y)) — DD (s
DU,y yy) = 2 (x,y,) = Dy (=, 91)
Yr—yYs

and in the continuum limit,

(0L) 0D
dyf]L)(faChCJ) _dr (€,¢s) —d; 7 (§,¢n)

CI_C,]
(A.29)
A (e, ¢)) — de,
a0 (e, ¢, ) = by %)7(]1 (€¢)

where the non-critical parts were found toBg, " (z, v, y,) = 0andD', " (z, y;, y,) =
—1. We easily read the scaling dimensiorf” = 4" — 1 and+{}’ = 7'V — 1. The
boundary operator introduced between the two JS boundatissbe the identity operator
d1,1. If we choose the valuey; = 1 € [1,1+ 2/6] for the solution ofcr(rrs) = kr = ky,

the dimension of the JS-JS boundary operators wijies,,.” Note also the relation

DV (2, ) — DV (z, yy)
Yr —Yg

PP (w,yr, ) = (A.30)
compatible with the equation 3.19.

A33JC I, kiy=ky

WhenInJ = J (ork;; = k;) the star product can be eliminated using the property A.10

applied to the sum of the two equations 3.10 at points resedet: and—z. We obtain
1P (@) (14 DI (=) + ks DD (@)d S (—2) = 0. (A31)

In the limit k; — k; we retrieve the previous section case. A study of the looggo
A.31in this limit leads us to define the same non-criticat [mrD}‘f,” andD}lJ”) as before.
Then, the continuum limit of A.31 reads

1+ dPD©)d (=€) + kyd P (€)d) D (=€) = 0. (A:32)

It follows 7{%" = —~+ and the JS-JS boundary operator has dimensign_,, 1.,

The equatiork; ;(r;;) = k; as for solutions
9
rrg =1+ —r) + WJ jeL. (A.33)
Restricting tor;; € [1, 1+ 2/6] and taking into account that the skts included in/, i.e.
r; < rz, the only solution is';; = 1 4 r; — 7, in agreement with the formula, for

the dimension of the JS-JS boundary operator.

"There are actually three solutionsiaf;(r7.;) = kr = ks belonging to[1, 1 + 2/6], namelyr = 1 and
r = +1+ 2/6. The choice of = 1 is motivated by the study of the general case = k; # k.
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1 Introduction

The boundary critical phenomena appear in a large spectfutis@plines of the contemporary the-
oretical physics, from solid state physics to string theofjne most interesting situation is when
the boundary degrees of freedom enjoy a smaller symmetryttigse in the bulk. In this case one
speaks of surface anisotropy. The D-branes in string thamryperhaps the most studied example
of such anisotropic surface behavior. Another exampleasiged by the ferromagnets with surface
exchange anisotropy, which can lead to a critical and nauiical anisotropic surface transitions. An
interesting but difficult task is to study the interplay offsge and the bulk transitions and the related
multi-scaling regimes.

For uniaxial ferromagnets as the Ising model, there are difterent classes of surface transi-
tions: the ordinary, extraordinary, surface, and speciaisitions ]. This classification makes sense
also for spin systems with continuod¥(n) symmetry. It was predicted by Diehl and Eisenriegler
[2], using thes-expansion and renormalization group methods, that tretsfiof surface anisotropy
can be relevant near the special transitions ofditmensionalO(n) model. These effects lead to
‘anisotropic special transitions’ with different critioaxponents.

Recently, an exact solution of the problem for theimensionalO(n) model was presented by
Dubail, Jacobsen and Salel8] using its formulation as a loop mode4,[5]. Using an elaborate
mixture of Coulomb gas, algebraic and Thermodynamic Bethsafz techniques, the authors 8F [
confirmed for the diluteD(n) model the phase diagram suggested2hgnd determined the exact
scaling exponents of the boundary operators. A review ofébalts obtained in3], which is acces-
sible for wider audience, can be found ®#].[ Their works extended the techniques developped by
Jacobsen and Saleut, B] for the dense phase of th&(n) loop model.

In this paper we examine the bulk and the boundary deformstaway from the anisotropic
special transitions in the two-dimensioria{n) model. In particular, we address the question how the
anisotropic boundary transitions are influenced by the beformation which relates the dilute and
the dense phases of thn) model. To make the problem solvable, we put the model on ardigaé
lattice. This procedure is sometimes called ‘coupling todBvity’ [9, 10]. The sum over lattices
erases the dependence of the correlation functions on thelinates, so they become ‘correlation
numbers’. Yet the statistical model coupled to gravity eam all the essential information about the
critical behavior of the original model such as the qualieaphase diagram and the conformal weights
of the scaling operators. When the model is coupled to grahié bulk and boundary flows, originally
driven by relevant operators, becomes marginal, the Lileudressing completing the conformal
weights to one. This necessitates a different interpaetadif the flows. The UV and the IR limits
are explored by taking respectively large and small valdehe bulk and boundary cosmological
constants. Our method of solution is based on the mappiniget® n) matrix model [L1, 12] and
on the techniques developed i8] 14]. Using the Ward identities of the matrix model, we were able
to evaluate the two-point functions of the boundary chag@iperators for finite bulk and boundary
deformations away from the anisotropic special transition

The paper is structured as follows. In Se&&we summarize the known results about the boundary
transitions in theD(n) loop model. In Sect3 we write down the partition function of the boundary
O(n) model on a dynamical lattice. In particular, we give a micogsc definition of the anisotropic
boundary conditions on an arbitrary planar graph. In Séete reformulate the problem in terms of
the O(n) matrix model. We construct the matrix model loop obsenaltat correspond to the disk
two-point functions with ordinary and anisotropic spedialindary conditions. In Sech.we write a
set of Ward identities (loop equations) for these loop olsges, leaving the derivation to Appendix
A. We are eventually interested in the scaling limit, wheeewblumes of the bulk and the boundary



of the planar graph diverge. This limit corresponds to tgrilre bulk and the boundary cosmological
constants to their critical values. In Se@twe write the loop equations in the scaling limit in the form
of functional equations. From these functional equatiorsextract all the information about the
bulk and the boundary flows. In particular, we obtain the phdiagram for the boundary transitions,
which is qualitatively the same as the one suggested, 6| apart of the fact that we do not observe
a cusp near the special point. In Settwe derive the conformal weights of the boundary changing
operators. All our results concerning the critical expda@oincide with those of3, 6]. In Sect.8 we
find the explicit solution of the loop equations in the limifiafinitely large planar graph. The solution
represents a scaling function of the coupling for the bultt boundary perturbations. The endpoints
of the bulk and the boundary flows can be found by taking difiedimits of this general solution.
The boundary flows relate the anisotropic special tramsititth the ordinary or with the extraordinary
transition, depending on the sign of the perturbation. Tk Bow relates an anisotropic boundary
condition in the dilute phase with another anisotropic lutawg condition in the dense phase. For the
rational values of the central charge, the boundary canditassociated with the endpoints of the bulk
flow match with those predicted in the recent pafdéj bising perturbative RG techniques.

2 The boundary O(n) model on a regular lattice: a summary

The O(n) model #] is one of the most studied statistical models. For the défimiof the partition
function see SecB. The model has an equivalent description in terms of a gaslbfand mutually
avoiding loops with fugacity.. The partition function of the loop gas depends on the teatpe
couplingT which controls the length of the loops:

ZO(n) _ Z n#[loopq (1/T)#[Iinks occupied by Ioopis_ (2'1)

loops

In the loop gas formulation of th@(n) model, the number of flavors can be given any real value.
The model has a continuum transition if the number of flaveris ithe interval—2,2]. Depending
on the temperature couplinf the model has two critical phases, the dense and the dilatsegh At
largeT the loops are small and the model has no long range cornedatiche dilute phase is achieved

at the critical temperaturelf, 17]
T.=1\/2+V2—n 2.2)

for which the length of the loops diverges. If we adopt for thember of flavors the standard
parametrization
n = 2cos(rd), 0<f<1, (2.3)

then at the critical bulk temperature thEn) model is described by (in general) a non-rational CFT
with central charge
02

i (2.4)

Caie =1 — 6
The primary operator®, ; in such a non-rational CFT can be classified according to ¢neiglized
Kac table for the conformal weights,

(rg—s)*—(g— 1)2’

hrs = 49

g=1+0. 25)

Unlike the rational CFTs, here the numberands can take non-integer values.

WhenT < T, the loops condense and fill almost all space. This critibalsp is known as the
dense phase of the loop gas. The dense phase 6f(thgis described by a CFT with lower value of
the central charge,

92

Caorse = 1 — 67— (2.6)
The generalized Kac table for the dense phase is
_(rg-s)?-@G-17? S 1
frs = " . i=1 @7

Most of the exact results for the dense and the dilute phais#ed(n) model were obtained by
mapping to Coulomb ga$[16).

The boundanO(n) model was originally studied for the so calleddinary boundary condition
where the loops avoid the boundary as they avoid themselis.ordinary boundary condition is
also referred alleumann boundary conditidrecause the measure for the boundary spins is free. The
boundary scaling dimensions of tlieleg operatorsS;, realized as sources @f open lines, were
conjectured for the ordinary boundary condition 1i8][and then derived inl[9]:

(Ord|Sp|Ord) — @F,;,  (dilute phasg
(Ord|Sp|Ord) — ®%,,,  (dense phage (2.8)

Another obvious boundary condition is tliged or Dirichlet, boundary condition, which allows,
besides the closed loops, open lines that end at the boufi2@ty The dimensions of thé-leg
boundary operators with Dirichlet and Neumann boundangditimms were computed irefl, 22] by
coupling the model to 2D gravity and then using the KPZ sgalelation P3, 24]:

(Ord|S|Dir) — ®7)y,,,  (dilute phasg
(Ord|Sp|Dir) — ®F, 5.,  (dense phage (2.9)

From the perspective of the boundary CFT, these operaterstaained as the result of the fusion
of the L-leg operator and a boundary-condition-changing (BCCyatpe introduced inZ5], which
transforms the ordinary into Dirichlet boundary condition

Recently it was discovered that ttiEn) loop model can exhibit unexpectedly rich boundary crit-
ical behavior. Jacobsen and Salenrg] constructed a continuum of conformal boundary conditions
for the dense phase of th@(n) loop model. TheJacobsen-Saleur boundary conditjomhich we
denote shortly by JS, prescribes that the loops that touzlbdindary at least once are taken with
fugacity y # n, while the loops that do not touch the boundary are counteh fugacityn. The
boundary parametercan take any real value. The JS boundary conditions consgyarticular cases
the ordinary ¢ = n) and fixed {, = 1) boundary conditions for th®(n) spins. Jacobsen and Saleur
conjectured the spectrum and the conformal dimensionseofiteg boundary operators separating
the ordinary and the JS boundary conditions. These confalimensions were subsequently veri-
fied on the model coupled to 2D gravity i, 14]. If y is parametrized in the ‘physical’ interval
0<y<nas

sinm(r +1)8

ki VL o <r< — .
y S (1<r<1/0-1), (2.10)

2 In the papersZ0, 21, 22] the loop gas was considered in the context of the SOS mauteltiich the Dirichlet and
Neumann boundary conditions have the opposite meaning.
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then the BCC operator transforming the ordinary into JS Hagncondition is identified as the diag-
onal operatorp,... Note thatr here is not necessarily integer or even rational. THeg operators
with L > 1 fall into two types. The operata¥; creates open lines which avoid the JS boundary. The
operatorS; creates open lines that can touch the JS boundary withawicties. The two types of
L-leg boundary operators are identified as

(Ord|SE|JS) — @8 ., (dense phage (2.12)

The general case of two different JS boundary conditionk itundary parameters andys was
considered for regular and dynamical lattices respegtive]26] and [27].

The JS boundary condition was subsequently adapted toltlie dhase by Dubail, Jacobsen and
Saleur B]. The authors of3] considered the loop gas analog of the anisotropic bounidéeyaction
studied previously by Diehl and Eisenriegl@t,[which breaks the symmetry as

O(n) = O(nW) x O(n®), nW +n> =n. (2.12)

The boundary interaction depends on two coupling constantsand ), associated with the two
unbroken subgroups. In terms of the loop gas, the anisatiopindary interaction is defined by
introducing loops of two colorg1) and(2), having fugacities respectively andn(. Each time
when a loop of colof«) touches the JS boundary, it acquires an extra faktor We will call this
boundary conditiordilute Jacobsen-Saleur boundary conditiam shortly DJS , after the authors of
[3].

Let us summarize the qualitative picture of the surfacécatibehavior proposed ir8]. Consider
first the isotropic direction\n) = A2 = A. In the dilute phase one distinguishes three different
kinds of critical surface behavior: ordinary, extraordinand special. When\ = 0, the loops in
the bulk almost never touch the boundary. This is the orglibaundary condition. Whew — oo,
the most probable loop configurations are those with one &atsorbed along the boundary, which
prevents the other loops in the bulk to touch the boundarye ddsorbed loop plays the role of a
boundary with ordinary boundary condition. This is the agtdinary transition. In terms of th@(n)
spins, ordinary and the extraordinary boundary conditidescribe respectively disordered and or-
dered boundary spirs.The ordinary and the extraordinary boundary conditionsiies the same
continuous theory except for a reshuffling of the boundargragrs. ThelL-leg operator with or-
dinary/extraordinary boundary conditions will look, whén> 1, as the(L — 1)-leg operator with
ordinary/ordinary boundary conditions, because its ngst leg will be adsorbed by the boundary.
The 0-leg operator with ordinary/extraordinary boundary cdindi will look like the 1-leg operator
with ordinary/ordinary boundary condition because onéeftacuum loops will be partially adsorbed
by the extraordinary boundary and the part which is not dsbwill look as an open line connecting
the endpoints of the extraordinary boundary.

The ordinary and the extraordinary boundary conditionssafearated by a special transition,
which happens at some = ). and describes a conformal boundary condition. For the feorefp
lattice the special point is know2§] to be at

Ae=(2—n)"'2T2  (honeycomb lattice (2.13)

At the special point the loops touch the boundary withoutgeiompletely adsorbed by it. The special
transition exists only in the dilute phase, because in tmsel@hase the loops already almost surely

3The spontaneous ordering on the boundary does not corttthdiblermin-Wagner theorem. In the intertak n < 2
the target space, tHe: — 1)-dimensional sphere, has negative curvature and thus bésgmnon-compact space.
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touch the boundary. The only effect of having small or lakgis the reshuffling of the spectrum of
L-leg operators, which happens in the same way as in the gihase.

In the anisotropic casey1) # A2, there are again three possible transitions: ordinaryaext
dinary and special. Whekh,, and ) are small, we have the same ordinary boundary condition as
in the isotropic case. In the opposite limit, whevg and\ ., are both large, the boundary spins be-
come ordered in two different ways, depending on which ofttfeecouplings prevails. 1k > A,
the (1)-type components order, while tf{g)-type components remain desordered, sivé versa
The(Aa), A\2)) plane is thus divided into three domains, characterizeddnydered1)-ordered and
(2)-disordered, and2)-ordered and1)-disordered, which we denote respectively ®yd, Ext )
andEat ;). The domaingat ;) and Ext(y) are separated by the isotropic line starting at the special
point and going to infinity. This is a line of first order tratisns because crossing it switches from
one ground state to the other. The remaining two criticaldj®rd/ Ext (1) andOrd/Ext y), are the
lines of the twoanisotropic special transitionsA.S(;) and AS(,). It was argued inZ, 3, 6], using
scaling arguments, that the lindsS ;) and AS 4, join at the pointSp = (A, A) in a cusp-like shape.
The model was solved ir8] for a particular point or.S(;:

1—n® ++/1—nWn®
+

Aoy =
(1) m )
1—nM — /1 —nbin®
Aoy = 1+—2 nn (2.14)
V2—n

In terms of the loop gas expansion, the anisotropic speeakitions are obtained by critically
enhancing the interaction with the boundary of the loopsabérc(1) or (2). The boundary CFT's
describing the transitionslS(;) and AS() were identified in §]. A convenient parametrization of
nM andn® on the real axis f5

_ sin[m(r — 1)0]
sin[mr6)

sin[m(r + 1)0]

1)
" sin[mr6)

, n® = (0<r<1/0). (2.15)
The loop model has a statistical meaning only if both fugesiare positive, which is the case when
1 <r < 1/6—1. With the above parametrization, the BCC operatet§(,)|Ord) and(AS(y)|Ord)
are argued to be respectiveIffT and®? . . More generally, one can consider thdeg boundary
operatorssél) ande), which createl, open lines of color respectiveljt) and(2). The Kac labels

of these operators were determined3hds follows,

(Ord|S[AS) = @B, (OrdISPIASw) =@,
(0rd|S;)|AS ) = @P 1oy, (OrdSP|AS) = @7y, (2.16)
In the vicinity of the special transitions the theory is aduo be described by a perturbation of the

boundary CFT by the boundary opera@){f3 in the isotropic direction and b\yi} in the anisotropic
direction.

“The correspondence between our notations and the notatised in ] is {n®,n®  r, Ay, A@) there =
{”21 ni, T, w'z-wl}mere



3 The boundary O(n) model on a dynamical lattice

3.1 Anisotropic boundary conditions for the O(n) model on a planar graph

The two-dimensionaD(n) loop model, originally defined on the honeycomb lattidg £an be also
considered on a honeycomb lattice with defects, such asrthsloown in Fig.la. The lattice repre-
sents a trivalent planar grajih We define the bounda@1" of the graph by adding a set of extra lines
(the single lines in the figure) which turn the original plaigaaph into a two-dimensional cellular
complex. The local fluctuating variable is @fn) classical spin, that is an-component vecto§ ()
with unit norm, associated with each vertexc T', including the vertices on the bounda®¥'. The
partition function of theD(n) model on the grapi depends on the couplirig, called temperature,
and is defined as an integral over all classical spins,

" = 15 =

Zpyy (T3T) = / TSI IT (1+ 5500 869) . 3.1)
rel (rr)

where the product runs over the lings”) of the graph, excluding the lines along the boundary. The

O(n)-invariant measur@lS| is normalized so that

/ [dS] SaSh = bap- (3.2)

The partition function §.1) corresponds to therdinary boundary conditionin which there is no
interaction along the boundary.

Expanding the integrand as a sum of monomials, the partitiontion can be written as a sum
over all configurations of self-avoiding, mutually-avaidiloops as the one shown in Fith, each
counted with a factor of.:

Zou(T3T) = > qienath ploops (3.3)
loops onI”

The temperature coupling controls the length of the loops. The advantage of the lospearesen-
tation 3.3 is that it makes sense also for non-integein terms of loop gas, the ordinary boundary
condition, which we will denote by)rd, means that the loops in the bulk avoid the boundary as they
avoid the other loops and themselves.

The Dirichlet boundary condition was originally defined for the dense phase of the loop gas
[20, 21, 22] and requires that an open line starts at each point on thedaoy The dilute version
of this boundary condition depends on an adjustable pammehich controls the number of the
open lines. In terms of th@(n) spins the Dirichlet boundary condition is obtained by shiitg on
a constant magnetic fielf acting on the boundary spins. This modifies the integratieasare in
(3.2) by a factor

II(1+B-50). (34)
redl’

where the product goes over all boundary sitesThe loop expansion with this boundary measure
contains open lines having both ends at the boundary, eaighted with a factor32.

Thedilute anisotropic (DJS) boundary conditias defined as follows. The components of the
O(n) spin are split into two setg1) and(2), containing respectively® andn(» components, with
nM +n® = n. This leads to a decomposition of thEn) spin as

S = g(l) + 5’(2)7 g(l) '§(2) =0. (3.5)
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Figure 1:a) A trivalent planar grapli’ with a boundary b) A loop configuration dn for the ordinary
boundary condition. The loops avoid the boundary as theidahemselves

— (1)

— (2)

Figure 2: A loop configuration for the JS boundary condition. The loapthe bulk (in red) have fugacity
n, while the loops that touch the boundary (in blue and greemg Hugacities: or n» depending on their
color.

The DJS boundary condition is introduced by an extra factsoeiated with the boundary links,

H (1 + Z Ay St (1) - Sty (7‘/)) . (3.6)

(rryear a=1,2

This boundary interaction is invariant under the subgrobiim@ependent rotations of(;) and S).
The boundary term changes the loop expansion. The loopsarallowed to pass along the boundary
links as shown in Fig2. We have to introduce loops of two colord,) and(2), having fugacities
respectivelyn® andn®. A loop of color («) that visits A/ boundary links acquires an additional
weight factor)c(“(f). For the loops that do not touch the boundary, the contobstiof the two colors
sum up ton® + n® = n and we obtain the same weight as with the ordinary boundanrgliton.

3.2 Coupling to 2D discrete gravity

The disk partition function of thé(n) model on a dynamical lattice is defined as the expectatiareval
of (3.2) in the ensemble of all trivalent planar graphsvith the topology of the disk. The measure
depends on two more couplingsandjip, called respectively bulk and boundary cosmological con-



stants; associated with the volunj&| = #(cells) and the boundary lengtil'| = # (external lines.
The partition function of the disk is a function pfandjiz and is defined by

U pas) = Y — <1>m <—1 >|«m 7. (T:T) @.7)
s, ) = - — o 5 1). .
e{Disk} jor| \n "B

3.3 Two-point functions of the L-leg boundary operators

Our aim is to evaluate the boundary two-point function of tixeg operators separating ordinary
and anisotropic boundary conditions. Thdeg operatoiS;, is obtained by fusind. spins with flavor
indicesay, ..., a, € {1,...,n}. Interms of the loop gas, the operayr creates. self and mutually
avoiding open lines. We would like to exclude configuratiarere some of the lines contract among
themselves. This can be achieved by taking the antisynueetproduct

Sp~ Eifi Sa. (1), (3.8)

wherery,. .., ry, are L consecutive boundary vertices of the planar grEpand we put the label

instead of writing its dependence ap, . . ., ay, explicitly. The two-point function of the operatéi;,
is evaluated as the partition function of the loop gas ingmes ofZ open lines connecting the points
{ri} and{r/}. The open lines are self- and mutually avoiding, and are hoived to intersect the
vacuum loops.

Since the DJS boundary condition breaks @he:) symmetry intoO(n") x O(n®), there are
two inequivalent correlation functions of theleg operators wittOrd/D.JS boundary conditions.
Indeed, the insertion of, has different effects depending on whethédrelongs to the)(n() or the
O(n®) sectors. In the first case the open line created pgcquires a factok.) each time it visites
a boundary link. In the second case, the factokdis. Therefore the boundary spin operatoBss[
with Ord/D.JS boundary conditions split into two classes,

S~ det[Sa, ()], ars...sap € (1),
S~ det[Se,(r)]. ar,....az € (2). (3.9)

We denote the corresponding boundary two-point functiespectively b)d)g) andD(LZ).

4 Mapping to the O(n) matrix model

The O(n) matrix model L1, 12] generates planar graphs covered by loops in the same wéeas t
one-matrix models considered in the classical pap8f denerate empty planar graphs. The model
involves the hermitianV x N matricesM andY,, where the flavor index takesn values. The
partition function is given by af®(n)-invariant matrix integral

Zy(T) ~ / AM @MY ¢ PU(ME g Vi gMI M) 4.1)

This integral can be considered as the partition functioa @éro-dimensional QFT with Feynman
rules given in Fig.3, where we used the 't Hooft double-line notations. The gsapiade of such

SWe used bars to distinguish from the bulk and boundary cosgizal constants in the continuum limit.

i ) )
i i ia i N KNG~ |
i i j j ﬁ‘ ‘ »

k'l K
1/8 1/8T e B

Figure 3:Feynman rules for thé(n) matrix model

i ik ki ik kj
| IRV I IO |
1/ A /i A /i

Figure 4: The constituents of the DJS boundary generatecM:yY’?l) and?é): a non-occupied site, a

sequence of two sites visited by a loop of calby, and a sequence of two sites visited by a loop of colgr

double-lined propagators are known as fat graphs. The tiracenergy’ of the matrix model repre-
sents a sum over connected fat graphs, which can be alsaleoedias discretized two-dimensional
surfaces of all possible genera. As the action is quadratieei matriced ,,, their propagators arrange
in closed loops carrying a flavar. The sum of all Feynman graphs with given connectivity can be
viewed as the sum over all configurations of self and mutuallyiding loops on a given discretized
surface. The weight of each loop is given by the product afofacl /T, one for each link, and the
number of flavors:. We are interested in the largé limit

N — oo, B/N = p? (fixed), 4.2)

in which only fat graphs of genus zero survia9[.
The basic observable in the matrix model is the resolvent

1 1
W(ig) == ( tr——— ), 4.3
) =5 (L5 ) *3)
evaluated in the ensembld.{). The resolvent is the one-point function with ordinary bdary
conditions and is related to the disk partition functioniby= —d;,U.
The one-point function with Dirichlet boundary conditiadbtained by adding a terf Y which
expresses the coupling with the magnetic field on the boyndEhis leads to a more-complicated
resolvent

) 1
R(jip, B? =7<tr7ﬁﬁ>.
(s, B%) = 3 in M_BY

In order to include the anisotropic boundary conditionshis scheme, we decompose the vector
Y into a sum of am())-component vectol (1) and ann(2-component vectol 2y as in @.5):

@4

Y= ?(1) + ?(z), ?(1) . ?(2) = 0. (4.5)



The one-point function with ordinary and DJS boundary ctods is given by the resolvent

1 1
H(fi, A1y, A@) = = ( tr = . 4.6
(BB Aays Ae) 3 < Gip— M ;L]T;Ea:m )\(MY?@ > (4.6)

The two extra terms are the operators creating boundaryg ioktaining segments of lines of typig
and(2), as shown in Figt. Each such operator created two boundary sites, hencedtoe fad;i .

The matrix integral measure becomes singuldviat= 7'/2. We perform a linear change of the
variables

M=T(;+X), 4.7)

which sends this singular point & = 0. After a suitable rescaling of and 3, the matrix model
partition function takes the canonical form

Zn ~ / axX er-Yeﬁt,r[—V(X)ﬁ»X?Z] 7 (4.8)

whereV (z) is a cubic potential
3 1 9
271 = (r+ ) +§<x+%>. 4.9)

We introduce the spectral parametewhich is related to the lattice boundary cosmological camist
Ap by

ip = T(a+). 410
Now the one-point function with ordinary boundary conditis
1
W(x) = 3 (trw (z)) , (4.11)
where the matrix
det 1
W(z) = . 4.12
@ € — (@12)

creates a boundary segment with open ends. In the followmgvilv call = boundary cosmological
constant. We also redefine the boundary couplikgsin (4.6) as

Ae) = AN B, a=1,2. (4.13)
Then the operator that creates a boundary segment with Dul®lary condition is

1
H(y) < = (4.14)
Yy — X - /\(1)Y(1) - )\(2)Y<2>

The boundarnyl.-leg operators are represented by the antisymmetrizedipt®d
Sp def Y, Y, Y, +permutations (4.15)

The boundary two-point function of the-leg operator withOrd/Ord boundary conditions is given
by the expectation value

DL(?El,:vz d: (tr[ ”El SLW(”L‘Q)SL]> (4.16)

10

The role of the operator$V (z1) andW (z5) is to create the two boundary segments with boundary

cosmological constants respectively andz,. The two insertionsS;, generatel. open lines at the

points separating the two segments. It is useful to exteiscifinition to the casé = 0, assuming

that.Sy is the boundary identity operator. In this simplest caseipectation value4(16) is evaluated

instantly as

W(xg) — Wi(x1)
Il — Ty ’

Dy(x1,22) = % (tr[W(z)W(z2)]) = (4.17)
The two-point functions4.16) for L > 1 were computed ind1, 22].

In the case of a DJS boundary condition, the matrix modeiza#n of the two types of bound-
ary L-leg operators is given by the antisymmetrized produttsq, with the restrictions on the com-
ponents as in3.9). The boundary two-point functions witrd/D.JS boundary conditions are
evaluated by the expectation values

Do) = {0 [WEHE)) (4.18)

andforL > 1,
DV (z,y) = %<tr[W(x)s<L”H(y)s(Ll)}>, (4.19)
DP(z,y) = %<tr[W(m)S(LQ)H(g/)S(LQ)}>. (4.20)

Apart of the DJS boundary paramete® and the boundary couplings:), A2 for the second seg-
ment, they depend on the boundary cosmological constaausly associated with the two segments
of the boundary.

5 Loop equations

Our goal is to evaluate the two-point function&19 in the continuum limit, when the area and
the boundary length of the disk are very large. They will beated as solution of a set of Ward
identities, called loop equations, which follow from thartslational invariance of the integration
measure in4.1), and in which thex() enters as a parameter. The solutions of the loop equatiens ar
analytic functions ofi() which can take any real value. We will restrict our analysighe ‘physical’
case0 < n® < n, when the correlation functions have good statisticaltlirilere we summarize
the loop equations which will be extensively studied indwling sections. The proofs are given in
AppendixA.

5.1 Loop equation for the resolvent

The loop equation for the resolvent is knowB1i], but we nevertheless recall it here in order to set up
a self-contained description of the method. The resolVEft) splits into a singular parb(z) and a
polynomial Wi (2):

def

W(z) = Wieg(x) +w(x). (5.1)
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The regular part is given by

2V (x) — nV'(—x)

Wieg(z) = T T = TG aw aza?,
g1 T-2
ay = - -
0 24n  42+mn)’
g _T-1
“o= 2-n  2-n’
93 T
_ __r 5.2
“2 24n  24n ¢-2
The functionw(z) satisfies a quadratic identity
w?(z) + w(—x) + nw(z)w(—z) = A+ Ba® + Ca?*. (5.3)

The coefficients4, B, C' as functions ofl’, iz andW; = (trX) can be evaluated by substituting the
larges« asymptotics
TREE(19.¢
w(e) = ~Wieg(@) + £ + { ﬂm2>
in (5.3). The solution of the loop equatiob.@) with the asymptotics5.4) is given by a meromorphic
function with a single cufa, ] on the first sheet, with < b < 0. This equation can be solved by an
elliptic parametrization and the solution is expresseeims of Jacobi theta function37).

+0(z7%) (5.4)

5.2 Loop equations for the boundary two-point functions wih Ord/DJS boundary
conditions

The two-point correlators4(16) with ordinary boundary conditions are known to satisfy ittegral
recurrence equationg], 22

Dyo1=W*Dp. (5.5)

The “x-product” is defined for any pair of meromorphic functionsalytic in the right half plane
Re(z) > 0 and vanishing at infinity,

Fral(w) & - § LD TE)

g(=2"), (5.6)

with the contourC_ encircling the left half plane Re< 0. These equations actually hold for a more
general set of two-point correlators, which have ordinasyrizlary condition on one segment and an
arbitrary boundary condition on the other segmé#}.[ Thus the boundary two-point functioné.(9)
and @.20 for L > 1 satisfy the same recurrence equations

b, = wenf),
p?, = w«DP. (5.7)

Using the recurrence relation, the correlation functiohthe L-leg operators can be obtained recur-

sively from those of the one-leg operatdﬁél) andD(lz).
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The correlatorDy, defined by 4.18), and the correlatorﬁ)%l) andD§2), which we normalize as

Di(z,y) = S ((W@YOHEYO])  (@=12), (58)

a

1
B

can be determined by the following pair of bilinear functibequations, derived in Appendi. In
order to shorten the expressions, here and below we usedftbahd notation

F(z) = F(—x). (5.9)

The two equations then read

W= H o+ Dol =)+ 32 ey ((A(a)Do — 1)) +WD0) ~ 0, (10
a=1,2
P+Do(H-V'+W+aW) + 3 ne (AwDo - 1) DI = 0. (5.11)

a=1,2
The second equation involves an unknown linear function: of

P (0200

B r—-X

- H<y>> — o H () + g Hi(y) + agsH (). (512)

Equations %.10 and 6.11) can be solved in favor 0D§1) or D{z). If we define

A<1) d:ef )\(1)D0 — ],
BY L (g = Ae)n® A DY $ WY = Aey (W= V4 H) —z—y, (5.13)
c® def A da P+ Ao +Ae))H —z+y— (Ao — A@) (I/V + TL(I)W) -V,
and similarly forA®), 33 ¢ with an obvious exchang@) « (2), then 6.10 and 6.11) take
the following factorized form:
A@B@) = ¢l (a=1,2). (5.14)

Equations $.14) are the main instrument of our analysis of the DJS boundangitions.
Itis convenient to define the functionlsga) by
(o) def Do
Dy’ = ————— =1,2). 5.15
V' E e, @=12) (5.15)
In AppendixA we show that with this definition the recurrence equatidn?@) hold also forL = 0.
The equation fol. = 0 is a consequence db(14).

5.3 Loop equation for the two-point function with Ord/Dir bo undary conditions

On the flat lattice, the DJS boundary condition withh = 1 is equivalent, for a special choice of
the boundary parameters, to the Dirichlet boundary camditiefined by the boundary fact@.4). In
order to make the comparison on the dynamical lattice, wifaviinulate and solve the loop equation
for the two-point function of the BCC operator with ordinédbyrichlet boundary conditions.
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Assume that the magnetic field points at the directioa: 1. Then the correlator in question is
given in the matrix model by the expectation value

1 1
Qz,y) = 3 (rW(z)R(y)), R(y) = V_X_BY, (5.16)
To obtain the loop equation we start with the identity
W(z) = R(y) = (y — 2)Qz,y) — BQ(z,y), (5.17)
where we denoted bi(y) the one-point function with Dirichlet boundary condition,
R(a) = 5 (4R(w)) (5.18)
and introduced the auxiliary function
1
Qi (z,y) = 3 (trY1W(z)R(y)) - (5.19)
The function(?; satisfies the identity
Oi(2,y) = B dry Qz1,)=71,9) ’ (5.20)
. 2mi T — T
which follows from @.3). After symmetryzing with respect towe get
M(z,y) + Qi(—2,y) = Bz, y)Q(—z,y). (5.21)

From here we obtain a quadratic functional equation for tdreetator(2:
(@ = 9)2z,y) = (z + y)U—,y) + W(z) + W(=z) + B> Qx,y)2(~=.y) = 2R(y). (5.22)
The linear term can be eliminated by a shift

Glay) = BOwy) — L. (5.23)

The functionG satisfies

a? —y?
BQ

G(z,y)G(—z,y) = —W(z) = W(-2z) + 2R(y) — (5.24)

This equation is to be compared with the loop equat®a4) for Ord/DJS boundary conditions, with
n® =1and\z = 0:

1
Aq)

-y

AV, y)BY (—e,y) = = W) = W(=a) + H(y) - 5~

(5.25)
These two equations coincide in the linfit, \q) — oco. To see this it is sufficient to notice that
in the limit Ao, — oo we have the relatio8") = y.A("). The exact relation betweed™®) (with
nM =1, A\ = 0) andG in this limit follows from the definitions oD, and2:

Glz,y) — Gl —y)

AW (z,y) =B
2y

Ay =B y =y (B o). (5.26)
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6 Scaling limit

In this section we will study the continuum limit of the saut, in which the sum over lattices is
dominated by those with diverging area and boundary lenfiie. continuum limit is achieved when
the couplingse, y andjz are tuned close to their critical values.

Once the bulk coupling constants are set to their criticales we will look for the critical line
in the space of the boundary couplings\;) and ). After the shift @.7) the bondary cosmological
constante has its critical value at = 0, while the critical value of; in general depends on the values
of A andA(z).

6.1 Scaling limit of the disk one-point function

Here we recall the derivation of the continuum limit of theeguoint functioni¥ (z) from the func-
tional equation§.3). Even if the result is well known, we find useful to explainahib is obtained in
order to set up the logic of our approach to the solution oftinetional equationsy14).

In the limit 2 — 0, the boundary lengthoT’| of the planar graphs ir8(7) becomes critical. The
quadratic functional equatiorb@) becomes singular at — 0 when the coefficiend on the r.h.s.
vanishes. This determines the critical value of the cosgicéh constanfi, for which the volumer’|
of a typical planar graph diverges. The condition that theffadent B of the linear term vanishes
determines the critical value of the temperature couplihg: 7, for which the length of the loops
diverges:

T.=1+/32€1,2]. (6.1)

+

Near the critical temperature the coefficiéhis proportional tal’ — 7.
We rescaler — ex, wheree is a small cutoff parameter with dimension of length, andraethe
renormalized coupling constants as

j—jie~ €, T—T,~ (6.2)

and write 6.1) as

W (2) E Wieg + (). (6.3)
The renormalized bulk and boundary cosmological constargscoupled respectively to the renor-
malized aread and boundary length of the graph defined as

A=, (=e|or|. (6.4)

In the following we define the dimensions of the scaling obeieles by the way they scale with We
will say that the quantity has dimension if the ratio f /= is invariant with respect to rescalings. In
this case we writ¢f] = d. The continuous quantities introduced until now have sgatiimensions

[£] =1, (1] =2, [t] =20, [w] = 1+9. (6.5)

The scaling resolven(z) is a function with a cut on the negative axis in thelane. It can
be obtained from the general solution found &2][by taking the limit in which the cut extends to
the semi-infinite interva|—oo, —M]. To determine) as a function ofx and¢ one has to solve a
system of difficult transcendental equations. A simpleirgxt method was given ir8B]. We begin
by noticing that the ternt’z* in (5.3) drops out because it vanishes faster than the other terras wh
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z — 0, andB = By t, whereB; depends only om. Introducing a hyperbolic map which resolves
the branch point at = — M,
2 = M cosh, (6.6)

we obtain a quadratic functional equation for the entireefiom w(7) = w(z(7)]:
w?(1 + im) + w (1) + nw(r + in)w(r) = A+ BitM? cosh? 7. (6.7)

This equation does not depend on the cutofivhich justifies the definition of the renormalized
thermal coupling in§.2). Then the unique solution of this equation is, up a factoictvidepends on
the normalization of,

w(r) = M cosh(1 + 6)7 + tM* % cosh(1 — 6)7. (6.8)

One findsB; = 4sin?(n#) and A = sin?(78) (M ¢ — tM'=%)2 for this solution.
The functionM = M (u,t) can be evaluated using the fact that the derivallyd’ (x) depends
on x andt only throughM. As a consequence, in the derivative of the solutiop at fixedz,

Buw = —M3,M ((1 +OM (1 9>tM—6) S:;ﬁf: 6.9)
the factor in front of the hyperbolic function must be projmoral to A7~
a,,M((l +OM —(1— 9)1&M’9> ~ MO
Integrating with respect tp one finds, for certain normalization pf
p=(1+0)M? —tM*2. (6.10)

To summarize, the disk bulk and the boundary one-point fanstwith ordinary boundary condi-
tion, —0,U and—9,.U, are given in the continuum limit in the following parametform:

—0,Uly = M'"™Pcosh((1+0)7) +t M cosh(1 — 0)7, (6.11)
-0 Ul ~ MY cosh 07,
r = M coshr,

with the functionM (u, ¢) determined from the transcendental equatiéri@. The expression for
0,U was obtained by integrating.©).

The functionM (¢, 1) plays an important role in the solution. Its physical megrian be revealed
by taking the limitz — oo of the bulk one-point function-0, U (z). Sincex is coupled to the length
of the boundary, in the limit of large the boundary shrinks and the result is the partition fumctib
the O(n) field on a sphere with two punctures, the susceptibility, ¢). Expanding atz — oo we
find

— 9,U ~ 2% — M* 27 + lower powers of: (6.12)

(the numerical coefficients are omitted). We conclude thatstring susceptibility is given, up to a
normalization, by

u=M?. (6.13)
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The normalization of: can be absorbed in the definition of the string coupling @ontst, ~ 1/3.
Thus the transcendental equatiénlQ) for M gives the equation of state of the loop gas on the sphere,

(1+90) ut — tu'T = . (6.14)

The equation of state5(14) has three singular points at which the three-point fumcti the
identity operatoid, u diverges. The three points correspond to the critical gha¢he loop gas on
the sphere. At the critical poirit= 0 the susceptibility scales as~ p’. This is the dilute phase
of the loop gas, in which the loops are critical, but occupyrainificant part of the lattice volume.
The dense phase is reached whgn’ — —oo. In the dense phase the loops remain critical but
occupy almost all the lattice and the susceptibility hatediht scalingy ~ M%- The scaling of the
susceptibility in the dilute and in the dense phases mattttive valuesZ.4) and @.6) of the central
charge of the corresponding matter CFTs. Considered omteeval —co < ¢ < 0, the equation of
state 6.14) describes the massless thermal fl@4][relating the dilute and the dense phases.

At the third critical pointd, M becomes singular but/ itself remains finite. It is given by

t, = % M¥ >0,  p.= fe%z M? <. (6.15)
Around this critical poin: — . ~ (M — M,)? + - - -, hence the scaling of the susceptibility is that
of pure gravityu ~ (p — p1e)'/?.

6.2 The phase diagram for the DJS boundary condition

We found the scaling limit of the one-point functiod.11) as a function of the renormalized bulk
couplings, . and ¢, and the coupling: characterizing the ordinary boundary. Now, analyzing the
loop equation §.14) for the two-point functions, we will look for the possibleading limits for the
couplingsy, Aqy and\ 2, characterizing the DJS boundary.

As in the previous subsection, we will write down the cormtif that the regular parts of the
source termg(®) vanish. Let us introduce the isotropic couplingnd the anisotropic coupling as

Ay = A+ 1A A =2 - 1A (6.16)
and substituteq.1) in the r.h.s. of §.14). We obtain

¢ = ¢+ e+ ca? — Alw+nOw),
c® = co + 11 + com® + A(w +n®w), (6.17)
where the coefficientsy andc; are functions of\ andA:
. . W — p@)
o = (N = LAZ)(guH + gyHy) + 2NH 4y — Agy — A 200 1) 6.18
o ( 7A%)(g2H + g3Hy) + +y— g1 2+ (6.18)
. M) —ne)
W= 2 1A H 1= g+ A 200 1) 1
c1 (A" = 14%)g3 Aga + 52— (6.19)
n —n@
0 = —g3( A+ ————A). 6.20
o = w3 Sre) ©20

For generic values of the couplingsA andA, the coefficienty is non-vanishing. The condition
¢y = 0 determines the critical valug. where the length of the DJS boundary divergg<Once the

% Indeed, the term, is the dominant term when — 0. Forcy # 0 the solution for4®) andB*) in (5.14 is given by
linear functions ofr andw. Such a solution describes the situation when the lengtheoDJS boundary is small and the
two-point function degenerates to a one-point function.
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boundary cosmological constant is tuned to its criticabgalthe condition:; = 0 determines the
critical lines in the space of the couplings, and ), where the DJS boundary condition becomes
conformal. The two equations

oy \A)=0, caly,\A)=0 (b=t=0) (6.21)
define a one-dimensional critical submanifold in the spdd¢beoboundary coupling$y, m, A}:
A =N (A). (6.22)

Obviously. A and A®) cannot be simultaneously zero. Therefore the cu/2Z consists of two
branches, which correspond to different conformal DJS Hannconditions, the lines of anisotropic
special transitionsl.S ;) and ASy):

AS(I) : .A(l) = 0, A(z) 7é 0;
AS(s) : A® =0, AD £ (6.23)

The branch4S(,) corresponds ta\ > 0, while the branchdS(,) corresponds te\ < 0. Consider
the behavior of correlatorBé‘” on the two branches of the critical line. By the definiti@i{), the
two correlatorsD(()” andef) are related by

2 1
Dy () Dy

1) _ _
by =T pm Do =T om
1—AD 1+ ADg

(6.24)

On the branchS(y) the correlatorDél) diverges whiIeD((f) remines finite, andice versa Assume
that \) and\) are positive. Thed)éa) are both positive by construction. £ = A1) — A2 > 0,

then the coefficients of the geometric series
s k41
D = > Ak (pf) (6.25)
k=0

are all positive and)l()l) diverges, WhiIeD(()2> — 1/A. Thus the branchlS,), WhereDf)l) diverges,

is associated witlh > 0. On this branch the probability that the loops of coldy touch the DJS
boundary is critically enhanced. In the correlalbé’l), the ordinary boundary behaves as a loop of
type (1) and can touch the DJS boundary. The geometrical progregia reflects the possibility

of any number of such events, each contributing a fato€onversely, the ordinary boundary for the
correlatorDéZ) behaves as a loop of tyf§e), since such loops almost never touch the DJS boundary.
On the branctiS,) the situation is reversed.

It is not possible to solve explicitly the conditions of @ility (6.21) without extra information,
because they contain two unknown functions of the three le@s) H and H,. Nevertheless, the
qualitative picture can be reconstructed.

First let us notice that the form of the critical curve can t&leated in the particular cases) = n
andn® = 0. In the first casex® = 0 and the correlation functions do not dependion and so the
coefficientse; andc, depend om and A through the combination:, = A + A/2. Similarly one
considers the case®) = 0. The phase diagram in these two cases represents an infraighsline
separating the ordinary and the extraordinary transitions

N (A) = Ae—A/2 i n® =n, (6.26)
At 4A/2 ifnw =0. '
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Figure 5: Phase diagram in the rotatéd., A\z)) plane forn < 1 andn® > n®. The ordinary and the
extraordinary phases are separated by a line of anisotsppitial transitions, which consists of two branches,
AS(1y andAS ). The two extraordinary phaseSyt(;) andExt ,), are separated by the isotropic line= 0

The critical line crosses the axis = 0 at the special poink = \.. The value of\. can be evaluated
by solving 6.21) for n = n and\;) = 0. The result is

A = M (6.27)
1—n

For generah( € [0,n] we can determine three points of the critical curve:

-n 1—n

Aes OF {0, 5

1
P Aot = {3 1T=n®

1m0 Ak {Ae At (6.28)

In the two limiting cases considered above the critical,lijigen by equationg.26), crosses the
anisotropic line without forming a cusp. Is this the caseeéneral? Let us consider the vicinity of the
special point(A, A) = (\.,0). In the vicinity of the special point a new scaling behaviocars. In
this regime the term:? in (6.17) cannot be neglected. The requirement that all term§.iti7( have
the same dimension determines the scaling of the anisotompiplingA:

Al=1-0. (6.29)

In order to determine the form of the critical curve near thecgal point, we return to the equations
(6.21) and consider the behavior near the special point of theawkrunctionsH (y) = /li (trH(y) )

andH(y) = % (trXH(y) ), which depend implicitly o\ andA. Fort = 1 = 0, these functions can
be decomposed, just as the one-point function with ordibagndary condition|¥ (), into regular
and a singular parts:

H(y) = H*(y) + h(y), Hi(y) = H;™(y) +cst- h(y). (6.30)
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On the critical curve\ = \*(A) the singular part of vanishes and the coefficient given by eq.
(6.19 can be Taylor expanded i— A\, andA:

cr(m, A) = Ay (A= Ao) + By (n® —n@)A 4+ Ay (A = A\)? + By A2 +-..=0.  (6.31)

If A; # 0, the critical curve is given by a regular function)o&ndA, the critical curve is a continuous
line which crosses the real axis’at= ). without forming a cusp. This form of the curve differs from
the predictions of%] and [3], where a cusp-like form is predicted by a scaling argum@ére.will see
later that the fact that the critical curve is analytic at $pecial point does not contradict the scaling

(6.29.

6.3 Scaling limit of the functional equation for the disk two-point function
6.3.1 The scaling limitforA # 0

Consider first the case when the anisotropic coupling finite and assume that we are on the branch
AS(1y whereA > 0. Then thez? term on the r.h.s. can be neglected, because it is subdominan
compared taw ~ z'*?. The scaling limit corresponds to the vicinity of the criicubmanifold
where the two coefficients, andc, scale respectively as' ™ andz?.

We are now going to find the scaling limit of the loop equati@44). In the scaling limit we can
retain only the singular parts of the correlatd?é])’(z), which we denote bylf)‘(z) (L =0,1,..).
We define the functionalgl> anddff) by
1 - 1 1 (9

+

W_ 40 p® _ ~ L
D" =dy", Dy Ao TatEY

(6.32)

Then the relation§.24) implies
dVd) = 1. (6.33)

We define in generai(Ll)’(Q) as the singular part dt)(Ll)‘(Q), with the normalization chosen so that the
recurrence equatiorb(7) holds for anyL > 0:

Ky = wed?,
47, = wxd?. (6.34)

On the branch1S( the first of the two equation$(14) becomes singular, sincé(!) vanishes while
A®) remains finite. We write this equation in termsdé?) andd(11> using that

A

AW =2, d?, BO = =g, (6.35)
Aw
We get
42 dO 4w+ nOT = pp — tpa (A>0) (6.36)
wherepup andtp are defined by
‘o _ a_ _
N A tp. (6.37)
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Once the solution of@.37) is known, all two-point functionsl(La) can be computed by using the

recurrence equation§.G4).
The scaling limit near the brancAS(;) (A < 0) is obtained by using the symmetny» <>
n®@ A « —A. In this case one obtains another equation

dél) dgz) +w+n@wW=pp —tpx . (A<0) (6.38)

Note that the relation6(33 is true on both branches of the critical line.

The map{y, \} — {up,tp} defined by 6.18), (6.19 and 6.37) represents a coordinate change
in the space of couplings which diagonalizes the scalingstmamation. The coupling. is the
renormalized boundary cosmological constant for the Distary’! The couplingt s is the renor-
malized boundary matter coupling, which defines the DJS diayncondition. The dimensions of
these couplings are

(sl =1+0,  [ts]=0. (6.39)

Once we choosg so thatu.z = 0, the conditiontz = 0 gives the critical curve where the anisotropic
special transitions take place. If the functignis regular near the critical ling = A*(A), then it can
be replaced by the linear approximation

th ~ N(A) = . (6.40)

The deformations in the directiortg; and A, are driven by some Liouville dressed boundary
operatorso,i andOE. Knowing the dimensions afz and A, we can determine the Kac labels of
these operators with the help of the KPZ formula. The gernetalfor evaluating the Kac labels in
2D gravity with matter central charg@.d) is the following. If a coupling constant has dimension
then the corresponding operator has Kac labels) determined by

o= ay, = min (1 n g + %) . (6.41)

The details of the identification are given in Appen@ixWe find
of =of;,,  0R=0%,. (6.42)
Near the special point we have
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1/¢ __9 _
At ¢71—970¢3,3

<1 (6.43)

Sincet z and) scale differently, there is no contradiction between ttadisg (6.43 and the analyticity
of the critical curve near the special point.

"More precisely, it is a combination of the boundary couplingstant and the disk one-point function with DJS bound-
ary. What is important for us is that the conditipp = 0 fixes the critical value of the bare DJS cosmological coriggan
At up = 0, the length of the DJS boundary diverges.
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6.3.2 The scaling limit in the isotropic direction (A = 0)

Along the isotropic lineA = 0 the two functional equation$(14) degenerate into a single equation
for the correlatorDy:

y—ax+A2H + AP -V')
y—ax+AXW+H-V")"

A=ADg—1=— (6.44)

In order to evaluatéd);, = D§1> = DEZ), we can consider the linear orderdn It is however easier to
use the fact thab, and D; do not depend on the splitting= n( +n. Furthermore, if we choose
nM =nand\q) = A, the observables do not depend)a , which can be chosen to be zero. Taking
nM =n, A\q) =m andn® = A\, = 0, we obtain from $.14)

BT Ce A AH - W — W
E/\()\D1-HzI/V)-i—:m—y:y "Jr)\(D ? nW)
o —

From these expressions it is clear how the scaling of theukngarts ofD, and D;, which we
denote respectively by, andd;, change when we go from = 0to A = A.. When\ = 0 we
haveH (y) = W (y) and D is the disk partition function with ordinary boundary caimis and two
marked points on it, eq4(17). When\ = )\, andy = y,,

BO|

. (6.45)

n=n

2 _ w(w + nw -
do=g5 ~at™,  dy = COTID (=), (6.46)
w g3

6.3.3 Dirichlet versus DJS

Now we will focus on the special case? = 1 and compare the scaling behavior with that for the
Dirichlet boundary conditions. The critical behavior okttwo-point correlator in both cases is the
same, but the boundary coupling constants correspondfesetit boundary operators.

Consider the functional equatiob.R5) for the correlator with Ord/DJS boundary conditions when
n = 1. The critical value of\n, is infinite in this case, see equatiofZ8. The scaling limit of
(5.29is

d @, y)d? (~ay) = —w(@) —w(-2)+p - 5 (6.47)
(o)

The last term remains finite ., tends to infinity as:=?. The scaling boundary coupling can be
identified asp = 1/\u) and equationf.47) takes the general forn6(36). What is remarkable here
is that the boundary temperature constant need not to bd.tiEguation ¢.47) holds for any value
of A\a). On the other hand, whers = 1/\q) is small, the last term describes the perturbation of
the AS(;y boundary condition by the thermal operat 3 with a3 = 0. When\, is small, the
last term accounts for the perturbation of the ordinary lamy condition by the two-leg boundary
operatorQs ; with a3 ; = —6, whose matter component is an is irrelevant operator.

Now let us take the scaling limit of the quadratic functioagliation $.24) for the correlator with
Ord/Dir boundary conditions. At = 0 the equation§.24) becomes algebraic. The critical value
y = Y., Where the solution develops a square root singularityeierdhined by

2W(0) — 2R(y.) + y2/B? = 0.
We can write equationb(24) as
172

G(z,y)G(—z.y) = pp — w(z) —w(—z) — B (6.48)
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where

2 2

s = 20(0) +2[R(y) - R + L. (6.49)

For any finite value o3, the scaling limit of this equation is
G(2,y)G(—z,y) = pp — w(z) — w(-2). (6.50)
Thez? term survives only ifB vanishes as'3:
[Bl=(1-0)/2=as. (6.51)

This is the expected answer, beca(@j1 is the one-leg boundary operator which creates an open line
starting at the boundary. We conclude that the Dirichlet #n@dDJS boundary conditions have the
same scaling limit, but in the first case the boundary cogplirtorresponds to a relevant perturba-
tion and it is sufficient give it any finite value, while in thec®nd case the boundary couplihg,
corresponds to an irrelevant perturbation and thereforgt bruinfinitely strong.

7 Spectrum of the boundary operators
Let us denote bmg) anda(f) the scaling dimensions respectivelydif) andd(Lz):
o =@ (L>0,0=1,2). (7.2)
The recurrence equation8.84) tell us that the dimensions grow linearly with
a(La) = Lw] + aéa) . (7.2)

These relations make sense in the dilute phase, wheére- 1 + 6, as well as in the dense phase,
where[w] = 1 — 6. In addition, by 6.33 we have

a[()l) + a((f) =0. (7.3)

Thus all scaling dimensions are expressed in termz{]]ﬁf

Let us evaluatey, for the branchAS(;) of the critical line. We thus assume thatis finite and
positive sufficiently far from the isotropic special poiffiake = pup = tp = 0 and write the shift
equations which follow from§.36),

G : dgl)(e'”‘m) _ w(e™ ) +n(”“’($)_ (7.4)
W aD(eimg) — wleme) +nw(a)

The one-point functiong.8) behaves as ~ z'*? in the dilute phaset(= 0) and asw ~ z'~? in the
dense phase (~ —oc). In both cases the r.h.s. is just a phase factor. Sinceeatidbplings except for
x have been turned ofﬂél)(z) should be a simple power function of Substitutingd(Ll)(z) ~ 2ot
in (7.4), we find

sin w(aél) +0)
m

sin may

nm = (+ for dilute, — for dense . (7.5)

23



This equation determines the exponaaé{) up to an integer. In the parametrizatich 15 we have
aél) = —0r + jqil in the dilute phase andél) = Or + jgenin the dense phase.

The integergqi and jgen can be fixed by additional restrictions on the exponents.useissume
thatA\u) and ) are non-negative; > 0 and the boundary parameters in the ‘physical’ interval
1 < r < 1/6 — 1, where bothn» andn(® are non-negative. These assumptions guarantee that
the Boltzmann weights are positive and the loop expansiothefobservables has good statistical
meaning. Since all loop configurations that enter in the legpansion of the one-point function
W (x) are present in the loop expansions4f) and (%), the singularity of these observables when
A — A*(A) must not be weaker than thatidf. In other words, the scaling dimension&j@%) ~ AM
andd(ll) ~ BM must not be larger than the scaling dimension of the onet fiaiction w:

agz) < [w], ail) < [w]. (7.6)

Sincea((f) + agl) = [w], this also means thaté” andagl) are non-negative. Taking into account that
[w] = 1+ 6 in the dilute/dense phase, we get the bound

—(1+0)<al’ <0  (+fordilute, —for dense. (7.7)

This bound determinegii = 0 andjgen = —1. As a consequence, on the bram;ﬁ(l) of the critical

line the dimensionag) = [dg)] in the dilute and in the dense phases are given by

A oV =L +0)-6r, o = L(1+0)+06r (dilute phase) ;o
- oV =ra-0+6r-1, P =La-0-0r+1 (dense phase)

Note that the results for the dense phase are valid not onheiricinity of the critical lineAS,), but
in the whole half-plane\ > 0.

By the symmetry(1) < (2), the exponent&? on the branchS(;) and the exponentsf) on
the branch4S(,y should be related by <> n(®, or equivalentlyr <> 1/¢ — r:

ASiy : oV = L1 +0)—0r+1, af> =LA+0)+0r—1, (dilute phase) ;o
@ a(Ll) =L(1-0)+0r, a(LZ) =L(1-06)—0r (dense phase)

The scaling exponents of the two-point functions of &) model coupled to 2D gravity al-
low, through the KPZ formulaZ3, 24], to determine the conformal weights of the matter boundary
operators. In the dilute phase, where the Kac parametizéadi given by 2.5), the correspondence
between the scaling dimensionof a boundary two-point correlator and the conformal weifght of
the corresponding matter boundary field is given by

a=(1+0r—s — h=hy (dilute phase). (7.10)

In the dense phase, where the Kac labels are define?l By ¢ne obtains, taking into account that the
identity boundary operator for the ordinary boundary ctadihas ‘wrong’ dressing,

a=r—s(1—-0) — h=h (dense phase) (7.11)
From (7.10 and (7.11) we determine the scaling dimensions of fideg boundary operator8.©):
(1) B (2) B i
AS - 5?1) = O S(‘z) =02, (dilute phase) (7.12)
S =08, . ST =08, (dense phase)
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Ao - SY 508, L SY 5 08, (dilute phase) 713
@ s o8 . sP 08, (dense phase) '

These conformal weights are in accord with the results7hf[[L3], [14], [3]. We remind that the
scaling dimensions are determined up to a symmetry of thepieametrization:

hrs=hor sy, hrs—1=hey1/9611/0 (dilute phase) (7.19)
hys=hor—s; hri1s = hry1/0.641/0 (dense phase) (7.15)

Comparing the scaling dimensions in the dilute and in these@hase, we see that the bulk thermal
flow ¢ Oy 3 transforms the boundary operaté, . in the dilute phase into the boundary operator
O,_1, in the dense phase. For the rational pofhts 1/p, our results for the endpoints of the bulk
thermal flow driven by the operatoi; 3 match the perturbative calculations performed recently in
[15].

In the O(n) model the boundary parameteis continuous and we can explore the limit- 1,
in which the BCC operato©,.,. carries the same Kac labels as the identity operator. Letlis ¢
this operatorOf,. The bulk thermal flow transforms the operat@?§, and O into two different
boundary operators in the dense phase. Hence there arstailealistinct boundary operators with
Kac labels(1, 1): the identity operator and the limit— 1 of the operatoZ..

8 Solution of the loop equations in the scaling limit

We are going to study two particular cases where the anadgiigtion of the functional equations
(6.36 and 6.39 is accessible. First we will evaluate the two-point fuastion the two branches
AS(y and AS(y) of the critical line, where thé(n) field is conformal invariant both in the bulk and
on the boundary. In this case= ¢t = 0 and the boundary two-point function is that of Liouville
gravity. The three couplings are introduced by the worldeslaetion of Liouville gravity with matter

central charge2.4), which we write symbolically as

Stiouww = Stree + H 01,1 + / 33051 + / KB Ofy (8-1)
bulk Ord. boundary DJS boundary

Since the perturbing operators in this case are Liouvillmary fields,
0171 ~ 621)‘;‘, Ofl ~ €b¢,

the two-point function is given by the product of matter ariduville two-point functions. Up to a
numerical factor, the solution as a function ofand .5 must be given by the boundary two-point
function in Liouville theory B5]. We will see that indeed the functional equatid3g) is identical
to a functional equation obtained i85] using the operator product expansion in boundary Lioavill
theory.

In the second case we are able to solve, we takey s = 0 and non-zero matter couplingand
tp. This case is more interesting, because it is not descripatebstandard Liouville gravity. The
corresponding world sheet action is symbollically writas

S=Sreet [ tO13+ [ 20F +/ tp OF. (8.2)
bulk Ord. boundary DJS boundary
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The worldsheet theory described by this action is more cwagld than Liouville gravity, because it
does not enjoy the factorization properties of the lattdre Boundary two-point correlator does not
factorize, for finitet and/ort 5, into a product of matter and Liouville correlators, as s ¢ase for the
action @.1). This is because the perturbing operato¥s; and(’)f*3 have both matter and Liouville
components:

O3~ @ 3?1700 OF 3P, 017000,

Let us mention that the theory of random surfaces descripetebaction 8.2) has no obvious direct
microscopic realization. Our solution interpolates betwéhe two-point functions for the dilute £
0) and the dense (— —oo) phases of the loop gas, on one hand, and between the apisatpecial
(tg = 0) and ordinary/extraordinary boundary conditiong (-~ +00), on the other hand.

8.1 Solutionfort =0,tp =0
In the dilute phaset(= 0) the solution 6.6) - (6.8) for the boundary one-point function takes the form

z=Mecoshr, w(x)=M"?cosh(1+0)r. (8.3)
Then the loop equation$.36) become a shift equation
dgz)(r) dgl)(‘r +im) +wpcosh [(1+ 0)7 £in(1 —7r)0] = pp — tpM cosh T, (8.4)

where we introduced the constant

140 sin 76

wy =M (8.5)

sinwrf’
At the pointtz = 0, where the DJS boundary condition is conformal, this equatan be solved
explicitly. After a shiftr — 7 F iw we write it, using 6.33, as

dgl)<7') = [wp cosh [(1 + 0)7 + inrb] — pp] dgl)(T +im). (8.6)
If we parametrize. in terms of a new variable as
np = wocosh(l+6)o, 8.7)

the loop equation turns out to be identical to the functiddahtity for the boundary Liouville two-
point function B5], which we recall in AppendixB. In the Liouville gravity framework; and o
parametrize the FZZT branes corresponding to the ordinadyaaisotropic special boundary condi-
tions.

The loop equations for the dense phase{ —), are given by 8.6) with 6 sign-flipped. This
equation describes the only scaling limit in the dense ph@ke term witht 5 is absent in the dense
phase, because it has dimensios 6, while the other terms have dimensior- 6. In this case, the
loop equation gets identical to the functional identity hoe Liouville boundary two-point function if
we parametrize.z as

e = wocosh (1 —6)o. (8.8)

26

8.2 Solutionforpy =0, ugp =0

Here we solve the loop equatio6.86) in the scaling limit withy = 5 = 0 but keepinge, ¢ andtp

finite. Let us first find the expression for the one-point fimcto(x) for 1 = 0. The equation.10

has in this case two solutiond/ = 0 andM = (1 + 0)*%# One can see3[] that the first solution
is valid for ¢ < 0, while the second one is valid for> 0. Therefore when, = 0 and¢ < 0, the
solution 6.6)-(6.8) takes the following simple form:

w(z) = 210 4 2170 (t<0). (8.9)
Introduce the following exponential parametrizationzof, ¢ 5 in terms ofr, v, 5:

sin(76)

r=¢e", t=—e" tp=—2wyesinh(50), wo=— . (8.10)
sin(7r0)
In terms of the new variables, equatidh36) with uz = 1 = 0 acquires the form
dgl)(7>/d§)1) (7_ + iTF) = wp (_2€'y9 sinh(ﬁ&)e" + €(1+9)Tiiﬁr9 _ 6267€(l+9)7‘ii7rr9)
= 4wy ™ cosh o(r =~ ;7 + i) sinh o=y 72’7 + inr) . (8.11)

Taking the logarithm of both sides we obtain a linear diffeeequation, which can be solved explic-
itly. The solution is given by

g W) = eIV (o )V =), 612
[ON d(ll)(_r) _ *€%+7(%+949>+%Wﬂ(‘r7“/+5)V]+%7,,(7—7775/)1 .

where the functiorV,.() is defined by

1 [ de > —IWT gin}
log Vi () def / dw {(’ sinh(rrw) 76

s 0 (8.13)

W sinh(rw)sinh %2 7w

The properties of the functiol,.(7) are listed in Appendix.
The solution 8.12) reproduces correctly the scaling exponems)(and it is unique, assuming
that the correlatordf)l) anddgl) have no poles as functions of Near the branchlS,), the functions

dff) andd?) are given by the same expressio8slg), but withr replaced byt /6 — r.

8.3 Analysis of the solution

To explore the scaling regimes of the soluti@1@) we use the expansiorC(2 and return to the
original variables,

0 L 147)0 122 4 ’
eT=x, = (-t)5, OF=[FE L _ ] | (8.14)

Let us define the functio () by V,.(7) = V,(e7). The larger expansion off, goes, according to
(C.5), as

Vi () = 270/ (1 Sy sinmé ) . (8.15)

sinm/60 sin 76
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The expansion at smatlfollows from the symmetry/(z) = V(1/x). Written in terms of the original
variables, the scaling solution near the braric), takes the form

W@ = LEE e i)

(ts/u\/%)ﬂ 7, [ Gm/u%)ﬂ (8.16)
a@) = —vars (<2 fia-1)”

o (o2 \fa=1) V%f{x (-tor2+ W)ﬂ ®17)

The critical regimes of this solution are associated wihlimits ¢ — —0, —co andtg — 0, £oo
of the bulk and the boundary temperature couplings.

x Vo,

-

1
~ 3
X Viey

(i) Dilute phase, anisotropic special transitions
This critical regime is achieved when battand¢; are small. Using the asymptotic8.15), we

find that in the limit(tg — 0,¢t — —0) the expressions3(16)-(8.17) reproduce the correct scaling
exponents{.8) in the dilute phase:
ASqy s A ~al ) gl (tg =0, t — —0). (8.18)

The regimeAS|y) is obtained by replacingl) — (2), r — F-r

(ii) Dilute phase, ordinary transition

Att — —0, the leading behavior olé?) = 1/(1((]1) anddgl) for larget s is (we omitted all numerical
coefficients)
2~ T (1 L e

(t = —0, tp — +o0). (8.19)
dV o~ gl (x g + it et a0 )

In the expansion fod((f), the first singular termy?, is the singular part oD, with ordinary/ordinary
boundary conditions. In the expansion ﬂﬁp, the first singular termy!+, is the one-point function

w, while the next termx2’+1, is the singular part of the boundary two-point functiﬁlﬁl) with
ordinary/ordinary boundary conditions.

(iii) Dilute phase, extraordinary transition
Now we write the asymptotics 08(16)-(8.17) in the opposite limitf — —0, andtp — —o0:

d((]‘z) - thgﬂ» (m+t3’5z2+t§1 x"“+t§212‘9“+...)

(t=0, tp = —o0).
AV~ gyt (1 +tpTia + t§1x9+...>

(8.20)
This asymptotics reflects the symmetry of the soluti®mi® which maps

ro1+1/0—r, AP o dY (8.21)
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which is also a symmetry of the loop equatiois1d). In the limit of large and negatives, the
function dgf) behaves as the singular part of the correlaﬂ&) with ordinary/ordinary boundary con-
ditions, whiledgl) behaves as the singular part of the correlddgrwith ordinary/ordinary boundary
conditions.

The asymptotics of the solution ¢ — +oo confirms the qualitative picture proposed 8j §nd
explained in the Introduction. Whefp; is large and positive, the loops avoid the boundary and we
have the ordinary boundary condition. In the opposite limjt— —oo, the DJS boundary tends to be
coated by loop(s). Therefore the typical loop configurar{itng1> in the limit¢tg — —oo will look
like those ofDél) in the ordinary phase, because the open line connectingvthbdundary-changing
points will be adsorbed by the DJS boundary. Converselytythieal loop configurations foD[()l)
will look like those ofDl(l) in the ordinary phase, because free part of the loop thatsattag DJS
boundary will behave as an open line connecting the two bayachanging points.

We saw that the solution reproduces the qualitative phasgatin for the dilute phase, shown in
Fig. 5. Now let us try to reconstruct the phase diagram in the dehasep

(iv) Dense phase, anisotropic special transitions

For any finite value of 5, the dense phase is obtained in the limit- —oco. The asymptotics of
(8.16-(8.17) in this limit does not depend af:

AP ~ 2 (), D e O () (s o). (8.22)

This means that in the dense phase the DJS boundary conditariomatically conformal for any
value oftg. The boundary critical behavior does not change with therapac boundary coupling
tp, but it can depend on the anisotropic couplingThe solution 8.16)-(8.17) holds for any positive
value of A. For negativeA we have another solution, which is obtained by repla¢ing— (2) and
r — 1/60 — r. Thus in the dense phase there are two possible criticahesgfor the DJS boundary,
one for positiveA and the other for negativA, which are analogous to the two anisotropic special
transitions in the dilute phase. The domains of the two regimre separated by the isotropic line
A=0.

The above is true whety; is finite. If ¢z tends to+oo, we can obtain critical regimes with the
properties of the ordinary and the extraordinary transgtio

(v) Dense phase, ordinary and extraordinary transitions

If we expand the solutior8(16-(8.17) for —t >> 22’ andtp > —tz~?, the singular parts of the
two correlators will be the same as the correlators withr@di boundary condition on both sides.
For example, instead of the tenrglx" in the expression fodf,z), we will obtaint—'tzz~?. This is
the singular part of the correlatdy, with ordinary boundary conditions in the dense phase. Eurth
the asymptotics of the solution in the limitt > 22’ andtp < t2~? is determined by the symmetry
(8.21). This critical regime has the properties of the extraadjrtransition, in complete analogy with
the dilute case. We conclude that the ordinary and the extirary transitions exist also in the dense
phase, but they are pushediip — +oo.

Finally, let us comment on the possible origin of the squarg-singularity of the solution8;16)-
(8.17) att% = 4t. This singularity appears in the disordered phase 0, which is outside the domain
of validity of the solution. Nevertheless, one can speeutlaat this singularity is related to the surface
transition, which separates the phases with ordered anddéied spins near the DJS boundary. The
singularity in our solution has two branches, = +2+/%, while in the true solution fot > 0 the
negative branch should disappear.
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9 Conclusions

In this paper we studied the dilute bound&yn) model with a class of anisotropic boundary condi-
tions, using the methods of 2D quantum gravity. The loop gasfilation of the anisotropic boundary
conditions, proposed by Dubail, Jacobsen and Saleur (Dago)yes two kinds of loops having fu-
gacitiesn® andn® = n—n. Besides the bulk temperature, which controls the lengthefoops,
the model involves two boundary coupling constants, whiefing the interaction of the two kinds of
loops with the boundary.

The regime where the DJS boundary condition becomes coafarmvariant is named in3
anisotropic special transition. The enhanced symmetrh@fmodel after coupling to gravity sys-
tem allowed us to solve the model analytically away from this@tropic special transition. We used
the solution to explore the deformations away from crittgalvhich are generated by the bulk and
boundary thermal operators.

Our main results can be summarized as follows.

1) We found the phase diagram for the boundary transitiotiseiilute phase of th@(n) model
with anisotropic boundary interaction. The phase diagsaqualitatively the same as the one obtained
in [3] and sketched in the Introduction. The critical line cotssisf two branches placed above and
below the isotropic line. Near the special point the crit@ave is given by the same equation on both
sides of the isotropic line, which means that the two brasdfehe critical line meet at the special
point without forming a cusp. We also demonstrated that tiadyéic shape of the critical curve does
not contradict the scaling of the two boundary coupling tams. This contradicts the picture drawn
in [2] on the basis of scaling arguments, which seems to be sigupbst the numerical analysis of
[3]. Of course we do not exclude the possibility that the origfithe discrepancy is in the fluctuations
of the metric.

2) From the singular behavior of the boundary two-point fioms we obtained the spectrum
of conformal dimensions of thé-leg boundary operators between ordinary and anisotrqyecial
boundary conditions, which is in agreement wi. [In order to establish the critical exponents we
used substantially the assumption that andn are both non-negative.

3) We showed that the two-point functions of these operatonscide with the two-point func-
tions in boundary Liouville theory35]. The functional equation for the boundary two-point fuoot
obtained from the Ward identities in the matrix model is fiitead to the functional equation derived
by using the OPE in boundary Liouville theory.

4) The result which we find the most interesting is the expoesr the two-point functions
away from the critical lines. For any finite value of the amigpic couplingA, the deviation from
the critical line is measured by the renormalized bulk amditbundary thermal couplingsandtp.
Our result, given by egs.8(16)-(8.17), gives the boundary two-point function in a theory which is
similar to boundary Liouville gravity, except that the budkd the boundary Liouville interactions
are replaced by the Liouville dressed bulk and boundaryntakoperators¢ O; 3 andt OF;. The
boundary flow, generated by the boundary operﬂﬁg, relates the anisotropic special transition
with the ordinary and the extraordinary ones. The bulk tizifiow, generated by the operato 3,
relates the dilute and the dense phases otxfre) model coupled to gravity. At the critical value of
the boundary coupling, the bulk flow induces a boundary flotwben one DJS boundary condition
in the dilute phase and another DJS boundary condition idénse phase. For the rational values of
the central charge, the boundary conditions associatédthétendpoints of the bulk flow match with
those predicted by the recent study using perturbative RBitques 15].

Here we considered only the boundary two-point functionth widinary/DJS boundary condi-
tions. Itis not difficult to write the loop equations for theundary(n + 1)-point functions with one
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ordinary andr» DJS boundaries. The loop equationssor 1 will depend not only on the parameters
characterizing each segment of the boundary, but also cerarbhy of overlap parameters that define
the fugacities of loops that touch several boundary segndrite loop equations for the case= 2
were studied for the dense phase 27][ In this case there is one extra parameter, associated with
the loops that touch both DJS boundaries, which determhreespectrum of the boundary operators
compatible with the two DJS boundary conditions. In the oomfal limit, the loop equations for the
(1 + n)-point functions should turn to boundary ground ring idéesi, which, compared to those
derived in B6] for gaussian matter field, will contain a number of extratashterms with coefficients
determined by the overlap parameters. It would be intengst generalize the calculation &) to
the dilute case and compare with the existing res@% 38] for the 3-point functions in Liouville
gravity with non-trivial matter field.

The method developed in this paper can be generalized imadadieections. Our results were
obtained for theD(n) model, but they can be easily extended to other loop modetheadilute ADE
hight models. It is also clear that the method works for ma@meegal cases of anisotropic boundary
conditions, with theD(n) invariance broken t®(nq) x - -+ x O(ny).

Finally, let us mention that there is an open problem in oyreach. The loop equations does
not allow to evaluate the one-point function with DJS bougdzonditions, H (y), except in some
particular cases. There are two possible scaling limitsHisrfunction, which correspond to the two
Liouville dressings of the identity operator with DJS boandcondition, and it can happen that both
dressings are realized depending on the boundary paramelbis ambiguity does not affect the
results reported in this paper.
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A Derivation of the loop equations

Here we give the derivation of the loop equations which ateresively discussed in this work.
We first summarize our technique to derive loop equationse ffanslation invariance of the
matrix measure implies, for any matd#made out ofX andY,, the identities

1 _
S(OxF) + (r[(-V'(X) + Y*)F]) = 0, (A1)
1
B
where the derivatives with respect to matrices are definedxdy = 0Fj;/0X;; summed over the

indicesi andj, and are generally given by sums of double traces. Writtemhi® observablé&s =
—(XF + FX), the second equation states
dx

(tr(Y,G)) = % % " oy, [W(2)GW(—a)]). (A3)

iR 2T

(9, F) + (tr[Y.(XF + FX)]) 0, (A2)

8 Here it is assumed that the eigenvalueXodre all in the left half plane. This is indeed true in the laigdimit of our
matrix integral.
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These identities are used along with the laMgjéactorization
(trA - trB) =~ (trA) (irB) (A.4)

to derive various relations among disk correlators.

A.1 Loop equation for the resolvent

An equation for the resolvent(1]) is obtained if we tak& = W (xz). The identity A.1) then gives

n

W(x) = %(tr[V’(X)W(z)]) Z} W [Y2W()]). (A5)
Then the identity 4.3) applied to the last term gives
(r[Yew(@)]) = ]{ 2m W (2 )W ()Y, W (—2")])
— 1, 5 WIWEWE W)
-, 5&%‘” ) x

Using thex-product introduced ing.6), the last line can be written W « W](z). The equation
(A.5) can then be written as

W ()2 — V'(2)W (z) + n[W + W](z) = % <tr(%)> . (A7)

For a cubic potential the expectation value on the r.h.s. pslgnomial of degree one. Using an
important property of the-product

[f*gl(@) + g fl(—2) = f(z)g(~2) , (A.8)
which can be proved by deforming the contour of integrat@r e obtains a loop equatiof]], which
is a quadratic functional equation for (). The term linear iff¥ can be eliminated by a shift
2V (z) — 7IV/(7I)

4—n?

def

w(x) W(zx) —

(A.9)
The loop equation fotw(z) is given by 6.3).

A.2 Loop equations for the boundary two-point functions
The boundary two-point functions @f-leg operators satisfy the recurrence equations
DY, =w«D", DF =w«DP (L>1)

which can be derived by applyind\3) with F = WS 1HS;. By applying A.3)toF = WY ,H
andWHY,, we find

pY Ay DY + W) = Dy,

1
G <tr[WHYm}> = Dyx (D + W), (A.10)
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and a similar pair of equations fdp, andD @ The first equation ofA.10) can be rewritten into an
equation for the discontinuity along the branch cut,

DiscD{Y(z) = Do(—a)Disc(Awy DV (2) + W (), (A11)
which implies that the recurrence equation can be exterméd+ 0 by defining

Dy def Do p@det Do
AvyDy—1’ 0 A2y Dog— 1

Also, by applying A.1) to F = WH one finds
(W + H)Do = V') Do — P(x) - /15<tr WH S 2] > (A.12)
a=1,2

whereP(z) is defined in §.12).
By using (A.8) to combine the two equations iA(10) and noticing that

tr[WH > A Y(yl = tr[H+ (y — 2)WH - W],
a=1,2

one finds a quadratic relation

(y—2)Do(x) + H—W(2) + Y Aawyn@ DI (—z)
a=1,2
= Do(x) Y (A(zu)n(“)Dy))(*l‘)+)\(Q)n(&>VV(7.7:)). (A.13)
a=1,2

By inserting the second of the equation 10) into (A.12) one finds another quadratic equation,

(W(2) + H)Dy(x) + P(z) — V'(2)Dolz) — > n DI (~x)

a=1,2

= 7D0(1'){ 3 Awn@ D (~z) + nVV(fx)}. (A.14)
These two equations are equivalentSadlQ) and 6.11).

B 2D Liouville gravity

In 2D Liouville gravity formalism, thec < 1 matter CFTs are coupled to the Liouville theory with
central charg@6 — ¢ and the reparametrization ghosts. For Liouville theoryderote the standard
coupling byb and the background charge By= b + 1/b. The central charge is given 2§ — ¢ =
1+ 6Q2. In our conventionp is always smaller than one. When the matter CFTpis;) minimal

model, we have )
b:\/z Czlfm_ (B.1)
q pq

In studying theO(n) model we used the parametrization= 2 cos 6. If # = 1/p with p € Z, the
model describes the flow betwegn p+ 1) and(p— 1, p) minimal models corresponding respectively
to the dilute and dense phase critical points.
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The primary operators ifp, ¢) minimal model fit in the Kac table which hdg — 1) rows and
(¢ — 1) columns. The operatab, , has the conformal dimension
(ra—sp)® —(a—p)° _ (r/b—sb)> — (1/b—b)*

By = = , B.2
» o - (8:2)

and are subject to the identificatidn., = ®,_, ,—,. In 2D Liouville gravity coupled to thép, q)
minimal CFT, the operato®, ; is dressed by the Liouville exponentiel®+? or e®~+? depending
on whether it is a bulk or boundary operator, so that the waformal weight becomes one. This
requires

ars(Q —aps) + hyps =1, 20,5 = Q + (r/b - sb)A (B.3)

B.1 Conformal weight and scaling exponents of couplings

In making the comparison between the matrix model and Litugravity, we start from the fact that
the resolvents(x) and its argument correspond to the two boundary cosmological constaptand
/5. They couple respectively to the boundary cosmologicatatpese’® ande®/?, and are therefore
proportional tql,% andp,if, wherey is the Liouville bulk cosmological constant. Sine¢z) ~ z'+¢
in the dilute and dense phases, we find

(dilute): z = pup, wx)~a'0=pp, b= (14+6)"12

(dense): © = fip, w(x)~2'"0=pup, b= (1-0)"/2 &4

Suppose a boundary condition has a deformation paranetozea coupling which scales like
zP. Then the corresponding boundary operator should be drdssehe Liouville operator with
momentuma = pb in the dilute phase and = p/b in the dense phase. Then usig)3) one can
determine the conformal dimension of the operator respt$dr the boundary deformation. Let us
apply this idea to the deformations parametrizedipy ¢z andA in Sect.6.

Deformation by pp. up scales likez'™? in the dilute phase and'~ in the dense phase. So
the corresponding operators are dressed(by?)?? = ¢¢/" in the dilute phase and1 =9/ = ¢b¢

in the dense phase. The matter conformal dimension is zexg,thie operator responsible for the
deformation is the identity ;.

Deformation by tp. tp scale likez? in the dilute phase and~? in the dense phase, so the cor-
responding operator gets dressings with Liouville momentd = | — b in the dilute phase and
—0/b=10b— ,—1, in the dense phase. We identify the operator Wiih; (relevant) in the dilute phase
and®; ; (irrelevant) in the dense phase.

Deformation by the anisotropy coupling A. The coupling scales like'~? in the dilute phase.
The corresponding operator is dressed by the Liouville nrammab(1 — 6) = 2b — ; and therefore
identified with®s 5.

B.2 Conformal weight and scaling exponents of correlators

After turning on the gravity, correlators no longer depemdtiee positions of the operators inserted
because one has to integrate over the positions of thosatoper The dimensions of the operators
therefore should then be read off from the dependence ofledors on the cosmological constant
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If we restrict to disk worldsheets, the amplitudes witboundary operator®? dressed by Liouville
operators:?® and\ bulk operatorg); dressed by>*:¢ scale withu as

(0F...080,...0,) x p(Q-2X =38, (B.5)

Suppose a disk two-point function of a boundary operét6rscales liker”. Then©® should be
dressed with Liouville momenturi = %(Q — bp) in the dilute phase and = %(Q — p/b) in the
dense phase. We thus ident®/ with the (r, s) operator in the Kac table if

+p=r(1+6)—s (dilute phasg, +p=r—s(1—-0) (dense phage (B.6)
B.3 Boundary two-point function
In Liouville theory with FZZT boundaries, the disk two-postructure constant is

(umy (P>~ 2)Q@20/2G(Q - 28)G (28 — Q)

d(Blt 5) = S(B + it +is)S(B + it — i5)S(B — it + is)S(B — it — is)’ Y
Here the special function& andS satisfy
S(z +b) = 2sin(wbx)S(z), G(z+b) = 12 b%’bmf(bx)(}(:lr), (B.8)
s

and similar equations with replaced byl /b. The boundary parameteris related to the boundary
cosmological constant by

g = (#)é cosh(27bs), fip = (#) : cosh(2ms/b). (B.9)
wherey is the bulk cosmological constant afids its dual,
(uy (6)0? )P = (i (672227 (8.10)
Our loop equationJ.14) can be compared with

d(B|t,s)d(Q — B — %\f + %, s) = F(‘S){ cosh 27b(t +if3) — cosh 27rbs},

e b3 — b — )T (1— 25
Y L(265 r(—g(l 206), (8.11)

or the one withb replaced byl /b. Similarly, the recurrence equatiof.f) among disk correlators of
L-leg operators can be compared with

dBlt+5,s) —d(Blt = 2,5
(B + Lt s)

def u T +0)0(1 - 2b8)
CO) = wmm Ter e —me) (B.12)

= G(/3){ cos 2mib(t + L) — cos 2mib(t — ’7”)}
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C Properties of the function V,.(1)

The functionV;.(7) defined by

log(r) - [ @[7 () —ﬁ] (EY

2 Jooo w [sinh(7w)sinh B 7w

satisfies the shift relations

Vigi(r) = QCosh(M)Vr(r¥iﬂ),
T tamr ;
Voa(n) = 2cosh(T)wr;%), (€2

which follow from the integration formula

% —2iwt 1
log(2cosht) = / _w[ ° ]
J—co 2w

(€3)

* sinh(mw) + w

By deforming the contour of integration and applying the €gutheorem we can write the inte-
gral (C.1) as the following formal series which makes senseiofr| > 0:

mvi(r) = 2 - i ()" r sin(nar) i (2)" —norsin(nmbr) c.4)
n=1

2 n sin(mn/0) = n sin(nm)

The expansion foRe[r] < 0 follows from the symmetryV;.(7) = V,(—7). The expansion of the
function V. at infinity is

sin(7r) pp sin(70r)
sin(7/0) sin(76)

Vi(r) = €l <1+ el +) 7 — +00. (C.5)
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Résumé :

L’objet de cette these est I’étude de divers problemes de bord de la gravité bidimensionnelle en utilisant a
la fois les méthodes de la gravité de Liouville et les modeles de matrices aléatoires. Elle s’articule autour

de deux grands thémes : le modele O(n) matriciel et la théorie des cordes en deux dimensions.

La premiere partie expose la méthode développée pour analyser les conditions de bord des modeles
statistiques sur réseaux. Celle-ci consiste a utiliser la formulation matricielle du modele sur réseau aléatoire
afin de dériver des équations de boucle dont on prend la limite continue. L’accent est mis sur 1’étude des
conditions de bords anisotropes récemment introduites pour le modele O(n). Cette méthode a permis
d’obtenir le diagramme de phase associé aux conditions de bord, ainsi que la dimension des opérateurs de
bord et le comportement sous les flows du groupe de renormalisation. Ces résultats peuvent étre étendus a

d’autres modeles statistiques tels que les modeles ADE.

En seconde partie, on s’intéresse a une gravité de Liouville Lorentzienne couplée a un boson libre. Ce
modele peut se réinterpréter comme une théorie des cordes dans un espace cible a deux dimensions dont
la version discrete est donnée par une mécanique quantique matricielle (MQM). L’amplitude de diffusion
de deux cordes longues a I’ordre dominant est obtenue en utilisant le formalisme chiral de la MQM, le
résultat trouvé est en accord avec les calculs effectués dans la théorie continue. En outre, une conjecture a

été émise concernant I’amplitude d’un nombre quelconque de cordes longues.

Summary :

The present thesis concerns the study of boundary 2d gravity using both the methods of Liouville gravity
and the matrix models. It hinges on two main topics : the O(n) matrix model and the 2D non-critical string
theory.

In a first part, we explain the new method developed to study boundary conditions of lattice statistical
models. It consists in using a matrix model formulation of the random lattice model in order to derive loop
equations, of which we take the continuum limit. We concentrate on the anisotropic boundary conditions
recently introduced in the O(n) model. This method allows to find out the boundary phase diagram, the
spectrum of boundary operators and the behavior under bulk and boundary RG flows. These results can be

extended to other statistical models, such as the ADE models.

In a second part, we consider the Lorentzian Liouville gravity coupled to a free boson, which can be
re-interpreted as a string theory with a two-dimensional target space. The discrete version of the model is
given by a matrix quantum mechanics (MQM). We computed the scattering amplitude of two long strings
at the leading order using the chiral formalism of the MQM, and compared the result with a continuum

computation. We also conjectured a formula for the scattering of an arbitrary number of long strings.



