@ Mesure 3D pour l'industrie, la santé
2] Reconstruction des modeéles 3D d’objets et de scénes
[B] Reéalité virtuelle et augmenté, synthése de nouvelles vues

e Une orientation théorique de base, « géométrie pure et dur »

Bill Triggs

MOVI e Formules et algorithmes, pas d’élaboration de systeme, pas de jolies images

INRIA Rhone-Alpes [Challenges th éoriques |

e Méthodes de reconstruction plus flexibles — réduire I'information / calibrage
préalable, extraire le maximum des données.

e Mieux comprendre la structure géométrique des images multiples

@ Introduction

L’approche tensorielle a la vision projective .
2 Lapp prol x = (1) point 3D
La reconstruction projective ; L
= pro) d=x-y=(9) vecteur de déplacement/direction 3D
[ Lauto-calibrage d’une caméra en mouvement .
p = (pT d) plan3D:p-X = Osixestsurp
[5] Bilan des contributions Rt
T=1(51) déplacement rigide
u
X = (11)> point 2D / image

e Toute transformation euclidienne (ou projective ...) est représentée par une
simple multiplication matricielle.

e Les lois de transformation de vecteurs « point » et « direction » sont unifiées.



_ e Tout point le long du méme rayon optique projette au méme point image.

e La profondeur A\ — mesure de la distance le long du rayon — est perdue

e Une caméra perspective est paramétrée par sa matrice de projection 3 x 4 : —
pendant la projection.

P —K (R t) matrice de projection e La retrouver correspond a la reconstruction du point 3D dans le repére
- ; _ ’ cameéra ...
t, R position et orientation 3D de la caméra
1s wug
K=|0a v matrice de calibrage interne
001/f
£ (ug, vo) focale, point principal
a, s rapport des échelles, skew (s =~ 0)

e Toute matrice 3 X 4 peut étre décomposée en ce forme (a une facteur
d’échelle pres)

e C’est un modele maniable, mais un peu simplifi€ — la distorsion optique
n'est pas modélisée.

e Une transformation 3D projective  de la scéne est représenté par une
) matrice 4 X 4 non-singuliere H

V X — X ~ HXx P — P ~PH
e “~" dénote égalité a une échelle pres, de tels vecteurs homogénes sont
vus comme équivalents.

e Un point 3D est projeté dans une image par multiplication par la matrice de

>R

)

projection, puis renormalisation d'échelle:

X =1 y/x ou  AX = (;,) = PX
1 A




e Les transformations projectives préservent les structures linéaires et d'inci-
dence.

e Les distances, les angles, et la distinction entre vecteurs de déplacement
et points finis ne sont pas préservés

¢ Une transformation projective 3D H ne change pas les images: e La géométrie 3D des caméras laisse sa trace dans les images

e Retrouver cette trace aide a

Px = (PH™!) (Hx)

— la mise en correspondance des primitives

e Donc une reconstruction visuelle a partir d'images perspectives non-calibrées — la reconstruction projective

est toujours ambigué jusqu'a (au moins) une projectivité 3D pres. — la synthése de nouvelles vues

e On décompose le probléme de reconstruction 3D en deux étapes: e Au coeur du probléme: les tenseurs d’appariement
— reconstruction projective, a partir d'images non-calibrées — objets algébréo-géométriques multi-indices et multi-images
— rectification euclidienne, par moyen d’'informations supplémentaires — ils caractérisent la géométrie 3D relative des caméras

e L'étape projective donne déja toute la structure 3D de la scene, a 9 pa- — ils peuvent étre estimés & partir des correspondances images

rametres euclidiennes pres.



Projection d'image Xk = PX Calcul tensoriel
‘profondeur projective’ = facteur d’échelle A | | géométrie <—> algebre

Y Y

Systéme de reconstruction conjugée Reconstruction minimale |
(P X 0)(_))(\) 0 + reprojection

PO...X

- |Transfert / synthése de primitives |
¢ géométrie ¢ algébre ¢coincidence
_Image conjugée Contraintes d'appariement |
oo Yamons foa | | pespour o —
Tenseur Grassmannien de I'image conjugée = Tenseurs d’appariement
position de I'image conjugée e FT,Q

Y

Contraintes de cloture
consistance entre e, F, T,Q et P

Y Y Y

Identités de Grassmann Contraintes d’appariement aux profondeurs
consistance entre e, F, T, Q xeteFT,Q—>A

Y +

Reconstruction par factorisation
Ax —> P et X

Reconstruction par cloture
e,F,T,Q > P—>X

Lensemble d'images d’'une primitive 3D caract  érisent la primitive,
et donnent une repr ésentation implicite d’elle.

e Rassembler dans un grand systéeme 3m X 4, les équations de projection
A X; = P;x d'un point 3D dans m images:

A1 X1 P1
X=Px o0 X = : et P :
A Xim Pm

e Un point 3D X est représenté par son image conjugu ée X — I'ensemble
3m-D de toutes ses coordonnées images homogeénes.

e La géométrie 3D des caméras est représentée par leur matrice de projec-
tion conjugu ée P.

e Les equations de projection conjugées sont linéaires en X et \ :

P, x 0 X
1 1 --- _Al
=0
P, 0 ... X,
_)\m

e Il'y a une solution (X, \), donc toute mineur (déterminante de sous-matrice
maximale) doit étre nulle. Développe et simplifie.

e On trouve des contraintes multi-linéaires en les points de 2,3,4 images, dont
les coefficients sont des déterminants 4 x 4 de 4 lignes de P.

e Ces coefficients peuvent étre rassemblées en tenseurs (tableaux multi-
indices) inter-images.

e Tout déterminant 4 x 4 de 4 lignes de P donne une entrée d'un tenseur
d’'appariement.

e Il y a 4 types de tenseur, qui correspondent aux 4 facons de choisir les
lignes en 2-4 images: 1+3, 2+2, 1+1+2, 1+1+1+1

(=1 épipble de caméra 1 en image 2
Fio matrice fondamentale
T,%®  tenseur trifocale

Q2% tenseur quadrifocale

e Les tenseurs dépendent seulement de la géométrie intrinseque 3D des
caméras — les déterminants élimine la dépendance sur le repére 3D.



e Les différentes images d’'une primitive 3D doivent vérifier des contraintes
de consistance entre eux.

e Pour les points 3D, il y a 3 types de ces contraintes d’appariement , p.ex.

X1 FiaXe = 0 éplpélalre

(%], (T1**%1) [X3], = O trifocale

e |l y a aussi des contraintes analogues sur les droites 3D

e Applications: estimation de tenseurs, aide a la mise en correspondance
et « transfert » des primitives entre images.

e Les faisceaux de rayons optiques 3D reprojetés des primitives images doivent

s'intersecter en une primitive cohérente 3D.

e Les differentes contraintes d'appariement correspondent aux différentes
facons de formuler ceci algébriquement.

e Contraintes de consistance entre les matrices de projection, et les tenseurs
d’appariement dérivés d’eux.

e |y a 5 types, dont les deux les plus utiles:

FiP:+[e&;],P; =0 cléture F-e

TBinck Pfj + e;h ng _ p:;l,- et — 0

. cléture T-€

e Facteurs d’échelle consistantes pour €, F, T sont nécessaires.

e Dérivation: équivalent aux contraintes Grassmann qui disent que la ma-
trice de projection conjuguée est une base de I'image conjuguée

e Applications: la reconstruction par cléture, les contraintes suivantes ...

e Contraintes qui lient les primitives images avec leurs profondeurs projec-
tives correctes aux tenseurs d’appariement.

e Il y a 5 types, paralléles aux contraintes de cl6ture, p.ex. :

Fji (AipXip) + €5 A (AjpX;p) = 0 épipblaire

Tp, MO (A xP7) — (Aix®) €% + e (A, x%) = 0 trifocal

e Les contraintes d’appariement standards suivent par multiplication par X, [ X ],
e Application: retrouver les profondeurs pendant la reconstruction.

e Dérivation: projeter une primitive 3D avec les matrices de projection des
contraintes de cléture.



e Contraintes de consistance quadratiques entre les tenseurs d'appariement,
plus leurs conséquences cubiques, quartiques, ...

e 2 en2images, 15en 3, ...

e Les plus simples sont:

Fioep =

Cofactor (Fy5) +2ey €], =
Fa € —e3Ne3 =

T2 ey +ep ezTg =

det (F12) =0
det (T123 a X1) =0 VX1

o O O O

e Dérivation: contraintes Grassmann-Pliicker de I'image conjuguée.

e Méme en 3 images elles sont trop nombreuses et trop complexes a manier
facilement.

e Estimation optimale des tenseurs a partir des primitives images, sujet a
leurs contraintes de consistance.

e Tenseurs et contraintes différentiels, pour le cas ou les images sont proches
les unes aux autres.

e Limage conjuguée et I'approche systématique tensorielle ont beaucoup ap-
porté.

e Les facteurs d'échelle sont souvent plus significatives qu’on ne le pense.
e Pour points et droites, la théorie de base semble plus ou moins compléte.

e Depuis 3—4 images une représentation « grande ensemble de tenseurs »
devient trop lourde — il vaut mieux expliciter les matrices de projection.

e Probleme ouvert: les contraintes d’appariement entre les images d'une
quadrique 3D, en > 3 images (application a I'auto-calibrage)



e Regrouper les équations de projection conjuguées de n points 3D en m
images:

AiXin o A Xip P,

= (Xl Xn)
4xn

m

)\ml Xm1 - Amn Xmn

Imxn 3mx4

e La matrice 3m x n des (\;, X;) @ pour rang seulement 4.

e On peut décomposer une telle matrice dans deux facteurs de la méme
forme par, p.ex. SVD (Décomposition par Valeurs Singulieres)

e Toute factorisation de ce type est une reconstruction projective de la scene
et des caméras — I'ambiguité est celle d’'une changement de repére 3D pro-
jectif.

e La factorisation concrétise une reconstruction qui était déja implicite dans
les points renormalisés (A X).

e En plus, elle moyenne de fagon efficace le bruit dans les points images
mesurés.

e Les profondeurs projectives requises sont estimées depuis les contraintes
d’appariement aux profondeurs, p.ex.

(€21 AX1) - (FiaX2)

Ao A\
? Ve Ax]?

Fia (AaX2) = &1 A (A1 Xq) —

e Les tenseurs F;; et &; sont extraites des correspondances images.

e On propage les A depuis une premiére image, dans un réseau d'images
liees parles F, e.

[ Extraire et mettre en correspondance les points dans toutes les images
2] Normaliser les coordonnées images (pour augmenter la stabilité)

[B] Estimer un réseau de matrices fondamentales qui relie tous les images.
@ Estimer les profondeurs projectives par les équations de profondeur.

[Bl Pour stabilité, équilibrer la matrice des points renormalisés (A X)

[6 Factoriser la matrice par SVD (ou autres méthodes ...)

[@ Extraire la structure et les matrices de projection 3D

e On peut aussi reconstruire les droites 3D par moyen d’une paramétrisation
« 2 points ».



e La factorisation exige que tous les points soient visibles dans toutes les
images — ce qui est souvent difficile en pratique.

e Avec les contraintes de cl 6ture, on peut estimer les matrices de projection
directement des tenseurs d’appariement

e Par exemple, la contrainte de cl6ture F—e donne deux contraintes linéaires
entre chaque paire d'images:

FijPj+[eil, Pi =0

[ Estimer un réseau de matrices fondamentales qui lie les images entre eux
(chague image lié a au moins deux autres).

2] Empiler les contraintes sur la matrice de projection conjuguée (les P;):

[B] Estimer I'espace nulle. Toute base linéaire de cet espace donne une re-
construction des P;, a une projectivité 3D prés.

@] Reconstruire la structure 3D a partir des P; par résection linéaire.
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e La méthode par factorisation est treés stable et a recommander, sauf qu’elle
ne tolére pas des données manquantes, ce qui est génant en pratique

e La méthode de clbture est moins stable, mais toujours mieux que de utiliser

deux images seules.



e Sous les déformations projectives 3D:

— Les points infiniment distants (vecteurs de direction) peuvent devenir finis,
donc ne peuvent pas étre distingués des points finis.

— Les directions orthogonaux peuvent devenir non-orthogonaux.
e Pour convertir une reconstruction projective dans une reconstruction eucli-
dienne, il faut « localiser »:
[ Le plan a linfini — le sphére de rayon infini qui contient tous les points
de fuite.

2] Lorthogonale: une base de directions orthogonales , la conique abso-
lue ou la quadrique absolue duale

Une paramétrisation simple et projective de la structure euclidienne.

Dans un repeére euclidien, la quadrique absolue duale est la matrice

I3><3 0
0O 0

Q =

Elle est invariant par transformations euclidiennes:

TQT =@ o T=(R})

Elle donne le produit scalaire entre les normaux des plans:

(] ) 2 () = -

Sa unique vecteur nulle est le plan a I'infini (0 1).

e Sous une transformation projective, la quadrique absolue duale devient une
matrice 4x 4 rang 3 symétrique arbitraire.

e Interprétation géométrique: elle est une quadrique 3D complexe (pas de
points réels), et qui a dégénérée sur une disque dans le plan a l'infini.

The absolute quadric Q Peo
is a dual 3D quadric
‘squashed onto'p_

It measures angles
between 3D planes =

X
Its ‘rim’ is absolute conic
Its image is dual absolute
image conic W=P QP' >\

pencil of tangent
planes to Q at x




e Une base de directions orthogonales
colonnes donnent 3 directions orthogonales.

e Dans un repére euclidien, D = ( '8) ol R est une rotation 3 x 3.

e Le lien avec la quadrique duale absolue:

La projection calibr ée d’une base de directions est orthogonale
K'PD ~ rotation 3 x3

K = matrice 3x3 de calibrage interne de la caméra
P = matrice 3x4 de projection
D = matrice 4x3 de base des directions

e Ceciimplique la contrainte de projection de la quadrique duale absolue

WZPZQPZ ol WEKKT

¢ Sila calibrage interne K de la caméra est inconnue mais constante, w

K KT est aussi constante.

e D'autres informations sur K peuvent aussi étre intégrées.

est une matrice 4 x 3, dont les 3

[ Reconstruction projective pour retrouver les matrices de projection P; dans
un repére projectif inconnu.

2] Minimisation non-linéaire contrainte de I'erreur résiduelle de w ~ P; Q P;

e Les variables sont w (calibrage de la caméra) et €2 (la structure euclidienne
de la sceéne).

e Une initialisation aléatoire ou défaute suffit.
e La contrainte est det (2) = 0 (car €2 est de rang 3).
e La méthode numérique est la programmation quadratique séquentielle SQP.

[B] Extraire la matrice de calibrage K et la structure euclidienne de w et €2.

e Au moins 3 images avec rotations générales sont nécessaires.

e En générale la méthode donne de trés bons résultats.

Reconstruction Error vs. Image Noise Reconstruction Error vs. # Views

0.8
1.8 si-lin-Euclidean 0.7 quasi-iin. Euclidean; —=—
< 16 nonlin. Euclidean. - - = nonlin. Euclidean -+
S 14 projective = S 06 AT projective
S 12 g osh :
[ [ i Y
g ! g 04 uuT
2 0.8 2 03 =, e .
$ 0.6 s 0.2 L N
E 04 g s
02 ~ - 01 2 et =
0 = 0
0O 05 1 15 2 25 3 4 8 16 32 64 128
image noise (pixel) # views
Reconstruction Error vs. View Separation
2
16 uasi:lin. Euclidean -—+—
= S nonlin. Euclidean -+
S 8 L rojective -
s g
5 4 e
8 2
g
o 1
£
0.5
25

0.
02505 1 2 4 8 16 32
view separation (degrees)



e Contrainte: les 2 directions orthogonales dans le plan 3D doivent étre pro-

jetées aux directions orthogonales dans les images calibrées.

e Formulation algébrique:

— Le plan 3D est représenté par une de ses images (disons 1).

— Les directions orthogonales sont représentées par deux points inconnus

X, Y dans le plan.

— Les autres images du plan sont représentées par les homographies H;;

— La contrainte devient:

gl = Jlvil|?
u,-v;, =0

ou (Ui,Vi) = K_l H,’l (X,

y)

e On estime (X, Y) et K a partir des H;;, par optimisation non-linéaire.

e Au moins 5 images sont nécessaires pour une K générale.
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e L'image conjuguée, et le lien entre les coordonnées Grassmann-Pliicker de
I'image conjuguée et les tenseurs d'appariement.

e Les contraintes de cléture, d’appariement aux profondeurs, et de consis-
tance inter-tenseur, et les applications qu’elles donnent.

e Estimation optimale des tenseurs sous contraintes de consistance.

e Contraintes d’appariement différentielles.

e Méthode de factorisation, basée sur les contraintes d’appariement aux pro-
fondeurs (avec P. Sturm).

e Méthode de « cloture ».



e La quadrique duale absolue et le lien avec les repéres de direction.

e Les méthodes quasi-linéaire et SQP, d’auto-calibrage a partir d’'une recons-
truction projective.

e La méthode d’auto-calibrage des scéenes planes, a partir de homographies.



