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Introduction

En 1879, E. H. Hall [Hall] observa I'effet Hall classique, c'est-a-dire la valeur

B
Ry =—
nlel
de la composante hors-diagonale du tenseur de résistance pour le probleme 2 dimen-
sionnel en champs magnétique et électrique croisé. Ici, e est la charge de I'électron, B
la valeur du champ magnétique et n le nombre d'électrons par unité de surface.

[ Lorentz Force z %
7 Coordinate
F=-gvXx B System
B
A
A
” .
X
F 0
Y,
L/~ <V

Figure 1: Dans I'effet de Hall, le champ magnétique est appliqué perpendiculairement
a I"échantillon suivant la direction z, nous faisons passer un courant suivant x et la

tension de Hall est mesuré suivant y. Crédit : NIST.

En 1980, K. von Klitzing [KDP] observa un nouveau phénomeéne qui apparait dans
un régime quantique. Cette découverte lui valut le prix Nobel de Physique en 1985.



Il mesura la résistance de Hall en fonction du champ magnétique et s'apercut quelle
n'était pas linéaire mais présentait des plateaux quantifiés selon la relation
h
RH =
e

avec ¢ est un entier, pendant que la résistance longitudinale s'annule.

Pour les théoriciens, ils fallaient maintenant expliquer d'ol venaient ces plateaux,
pourquoi leurs quantifications étaient si précises et pourquoi la résistance longitudinale
s'annulait lors d'un plateau.

Parmi les premiers travaux donnant une explication a ces résultats, on trouve ceux
de Laughlin et Halperin [La, Halp]. Pour cela, le modele qu'ils utiliserent fut celui d'un
anneau dans lequel on fait passer un tube de flux. Nous pouvons étendre cet anneau a
I'infini afin d'obtenir un plan percé par le tube de flux. Ce modele, que I'on appellera
par la suite “modele de type Aharonov-Bohm avec flux dépendant du temps”, a motivé
plusieurs études [BVES, ASS1, ASS2, EGS].

Une analyse fine de la dynamique n'était cependant pas un but pour ces travaux.
D’un autre coté, le modele est suffisamment explicite pour que nous précisions |'étude
de la dynamique. C'est cette idée qui guida I'analyse produite dans ce document.

La version classique du modele que nous traitons, a été étudiée dans [AS2]. On
y observe un comportement curieux concernant la dynamique des particules dii a la
présence d'un tube de flux. Il y a deux régimes différents. Le premier est le mouve-
ment cycloidale classique avec un centre qui se déplace le long des lignes de niveaux
du potentiel. Dans le second régime, la particule, une fois arrivée sur le tube de flux,
spirale autour. La figure 2 représente la trajectoire d'une particule pour I"hamiltonien
a flux dépendant du temps plus un potentiel périodique V' (z). En arriere-plan sont
dessinées les lignes de niveaux du potentiel V(z) + arg z. argz est formellement le
potentiel électrique crée par le flux linéairement en temps.

Le phénomene classique illustré par la figure 2 se résume en coordonnées de gyra-
tion comme suit : avant de toucher le tube de flux, I'énergie cinétique est constante
et c'est le centre qui bouge. Deés que la particule atteint I'origine, alors le centre se
fixe et |'énergie se met a croitre.



Figure 2: V(z,y) = {5(sinz +siny), (z,y) € [-10,10]>

Dans cette these, nous contribuons a I'analyse quantique correspondante.

Dans le cas quantique, pour chaque valeur du temps, nous sommes amené a
étudier I'opérateur d'énergie cinétique H (t) et son complexe conjugué H(t). Ces deux
opérateurs commutent entre eux. Leurs spectres sont discrets. Grossierement parlant,
le probléeme quantique se résume a montrer que H (t) est constant avant que |'électron
ne heurte le tube de flux et linéairement croissant apres, ainsi que le comportement
opposé pour H (t).

Le tracé du spectre joint de ces opérateurs H (t) et H(t) permettra de donner une
signification a ces dernieres phrases. Nous démontrerons au cours de la partie 2.2.2 un
théoreme adiabatique. Il est valable a I'intérieur d'un niveau spectral du hamiltonien et
est de premier ordre dans le paramétre adiabatique. L'approximation est donc valable
pour un certain intervalle temporel fini.

La singularité du champ pose d'un point de vue mathématique des problemes tech-
niques. Si I'on remarque que dans le cas classique, la particule se comporte lorsqu’elle
part a l'infini comme si elle n'avait pas vu la singularité alors on peut penser que
dans I'étude de la dynamique loin du tube de flux, son influence est régularisée. Nous
sommes alors amenés a considérer un modele consistant en |'"hamiltonien de Landau



(c'est-a-dire de |'opérateur d'énergie cinétique en champ magnétique constant) auquel
on rajoute un champ électrique régulier constant en temps. Par la suite, notre but sera
de comprendre le comportement d'une particule dans un champ magnétique et soumis
a une perturbation indépendante du temps.

Le premier résultat que nous démontrerons pour la dynamique de modeles sans flux
concerne des potentiels bornés, indépendants du temps et de constante de couplage &
petite. Il est de type adiabatique et fourni une approximation au premier ordre dans le
parameétre ¢ pour des temps d'ordre de I'inverse de €. C'est un résultat du type moyen-
nisation quantique car |I'hamiltonien “adiabatique” sera la somme de I'hamiltonien de
Landau et de la partie diagonale du potentiel.

Un deuxieme résultat que nous avons pu démontrer pour ce dernier modéle est
bien plus précis. Nous le considérons comme le résultat clef de ce travail. Ce théoreme
4.1.1 donne I'existence d'une constante de mouvement. |l est démontré a I'aide d'un
algorithme de diagonalisation partielle. Cet algorithme permet de construire un uni-
taire transformant la somme de I'hamiltonien de Landau et d'un potentiel appartenant
a une certaine classe, en un probleme diagonal par rapport aux projecteurs propres de
I'hamiltonien de Landau. La convergence du probleme initial vers le probleme diagonal
se fait de maniere super-exponentielle. Cette méthode permet la construction d'un
invariant du mouvement qui est formellement une perturbation de |'énergie cinétique.
L'unitaire construit nous permet également d'obtenir un résultat pour la dynamique du
systeme. L'approximation que |'on obtient est encore au premier ordre mais est cette
fois valable pour tous les temps. Ce résultat a fait I'objet d'une publication [AM].

Ce document se compose de 5 chapitres. Dans le premier chapitre, nous allons faire
une étude du spectre du modele a flux. Nous présenterons également diverses propriétés
des fonctions propres de cet opérateur. Le chapitre suivant parlera des théorémes
adiabatiques. Nous présenterons ensuite une méthode qui permet de déterminer un
opérateur commutant avec |'hamiltonien de Landau a partir du probléme donné par la
somme de I'hamiltonien en champ magnétique et d'un potentiel de degré au plus 2.
Nous continuerons avec le résultat important de cette these. Nous expliquerons com-
ment obtenir un unitaire transformant le méme type de probleme que précédemment
en un hamiltonien diagonal. Les potentiels pour lesquels nous pourrons utiliser cette
méthode sont des potentiels décroissants. Par exemple, nous montrerons par la suite
qu'un potentiel gaussien satisfait aux hypothéses nécéssaires et nous construirons grace
a lui la classe a laquelle appartient V. Nous nous intéresserons ensuite aux conditions



suffisantes d'appartenance a cette classe, nous permettant alors d'en déduire |'existence
d'un invariant du mouvement pour des systemes pertinents dérivés de I'étude de |'effet
Hall quantique.






Chapitre 1

Analyse spectrale du modele de
Landau a flux Aharonov-Bohm
dépendant du temps

Ce chapitre se centrera autour de I'analyse spectrale d'un modele de type Aharonov-
Bohm dont le flux dépend du temps. Ce modele présente une singularité non intégrable
a l'origine pour modéliser le tube de flux présent dans I'expérience physique. La
dépendance du flux implique la méme dépendance pour les valeurs propres. On montr-
era a la section 1.3.1 que celles-ci sont des fonctions continues en flux. Remarquons que
lorsque le nombre de flux est entier, alors |'hamiltonien du probleme est unitairement
équivalent grace a une transformation de jauge au probléme de Landau (cf. 1.3.2).

Nous remarquons que I'analyse spectrale de ce modele est connue (on pourra con-
sultat par exemple [ESV]). Cependant, nous chercherons ici a introduire I'analyse du
spectre joint de H(t) et H(t). Nous verrons la dépendance des valeurs spectrales du
flux et que les vecteurs propres sont continus dans ce parametre. L'introduction d'un
formalisme d’opérateurs de création / annihilation nous sera d'une grande aide.

Notations
Nous allons introduire en tout premier lieu des notations qui seront régulierement
utilisées par la suite :

Six = (x1,15) € R? alors o = (—x2, 21)
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g et p désignent respectivement les opérateurs d'impulsion et de position sur R? :

. [0, N &
pi={ i) o=,

Ces opérateurs sont essentiellement autoadjoints sur I'espace de Schwartz S(IR?).

1.1 Définition du modele

Il s'agit de comprendre la dynamique d'une particule dans le plan soumis a un po-
tentiel V : R? — R, & un champ magnétique constant et orthogonal ainsi qu'un champ
electrique en partie créé par un flux magnétique dépendant du temps et concentré a
I'origine.

Le potentiel vecteur A a donc une décomposition de la forme

A=A+ As

ou A, crée un champ magnétique homogene

B

B
Agi= = (- = gt
2( Q27611) 9 q

et ou Ag décrit la contribution du flux ® dépendant du temps, que I'on suppose de
classe C''(R, R), antisymétrique et croissant

Ap e 20 () = iﬂpqi, B(t) = —D(—1).

~ 27 27

Le champ électrique est donné par la formule

E = —VV - 8,A(qt)
B o(t) ¢*
= V-~ e

Le champ électrique induit par le potentiel vecteur est dirigé par le vecteur g qui est
orthogonal au vecteur unitaire radial. Le champ électrique est donc circulaire.
On définit la fonction N : R — R par

11



Nous sommes amenés a étudier dans H := L*(R?) I'hamiltonien de symbole

HOV0) = 5 (- G-
1 N@)

lq
_ % ((_@'&ﬂ - (% - ﬁ?)qﬁ + (=104 = (5 = FE )‘11)2) +V(9).

>q¢)2 V()

Pour le cas V' = 0, nous pouvons associer a cet hamiltonien un second opérateur de
symbole :

_ 1 1 N(t)

H(N(t)) = _<ﬁ+(§+ |q|2

: )i

Ces deux hamiltoniens sont reliés par la relation :
H(N(t)) = CH(=N(t))C

ou C' est |'opérateur de conjugaison complexe.
De plus, pour |'opérateur de moment angulaire L, on a les relations :

[H(N(t)), H(N(t))] = [H(N(t)),L] =0,
A(N(@#) — HIN({) = L+ N({).

Une preuve de ces résultats est présentée dans la proposition 1.2.3.

Dans cette these, nous nous sommes intéressés a |'étude de la dynamique générée
par cet hamiltonien a flux dépendant du temps plus un potentiel électrique régulier
V. Remarquons cependant que les résultats démontrés par la suite concernent le cas
ouV =0ou ¢ = 0etqueV estassujetti a des conditions de régularité et décroissance.

1.2 Analyse spectrale pour le cas V=0 et N fixé

Pour N € R fixe, I'opérateur H(N) est symétrique sur C5°(R? \ {0}).

La question sur les extensions autoadjointes de ces deux opérateurs a déja été discutée,
voir par exemple [ESV]. Nous considérons ici |'extension de Friedrichs autoadjointe sur
D(H(N)). Rappelons que la famille N +— H(N) n'est pas une famille de type (A) au
sens de Kato (voir [AHS]).

12



1.2.1 Opérateurs de création et d’annihilation

Définissons vy == p — (3 — #)QL et ey =4 —uvy = —p-+ (5 + #)qﬁ Ces
opérateurs sont la quantification de Weyl des coordonnées qui décrivent la vitesse et
le centre de la trajectoire classique. On peut maintenant utiliser ces opérateurs pour

réécrire les deux hamiltoniens comme

1
H(N) = éva
_ 1

Nous allons maintenant nous attacher a trouver une décomposition de cette paire
d’'opérateur a |'aide d'opérateurs de création et d'annihilation. L'existence d'une telle
décomposition pour |'opérateur de Landau nous laisse a penser qu'elle peut également
exister pour les opérateurs de type Aharonov-Bohm.

Commengons par introduire deux opérateurs d'annihilation notés a(N) et b(N)
définis par :

Remarque 1.2.1 L'indice x signifie que I'on prend la premiére composante du vecteur
et l'indice y, la seconde composante.

En ré-exprimant ces opérateurs dans les coordonnées ¢ et p, nous obtenons pour ces
opérateurs ainsi que pour leurs adjoints, les opérateurs de création :

V3a(N) = (%_%xwzy)ﬂ—ﬁyﬂﬁm)
Vad(N) = (5= )= i) + (=h, —id)
VIB(N) = (%—i-‘q%)(x—iy)—l-(ﬁyﬂLiﬁx)

VAF(N) = (%+%)(a:+z‘y)+<ﬁy—mx>.

Puisque nous travaillons dans R?, il est possible d'exprimer les deux paires d'opérateurs

13



de création et d'annihilation en fonction de la variable complexe z et de son conjugué
Z. Pour cela, nous utiliserons les définitions :

z=x+1y Z=x—1y

20. =0, —id,  20::=0,+i0,

Ceci nous permet alors de reformuler les opérateurs a(N), a*(N), b(N) et b*(N) dans
des coordonnées complexes :

V2a(N) = (5= )z +20:
V3aH(N) = (% - Z—Nz)z — 2.
V2b(N) = (% + %)2 + 20,
V205 (N) = (% + g)z — 20:.

1.2.2 Propriétés des opérateurs de création et d’annihilation et
relation avec H(N) et H(N)

Les paires d'opérateurs que nous venons d’'introduire vont nous permettre d'étudier
le spectre joint des opérateurs H(N) et H(N).

Définition 1.2.2 [ ‘opérateur de moment angulaire L est défini par
L= a:py — YDz

Nous avons alors une série de résultats concernant les opérateurs de création et
d'annihilation :

Proposition 1.2.3 1. Si C est I'opérateur de conjugaison complexe, alors
Ca*(N)C = b*(—N)
ol a* désigne a ou a*.
2. Si[., .] désigne le commutateur, alors on a :

[a(N), a*(N)] = [b(N), b"(N)] =1

14



et

3. H(N) = a(N)*a(N) + 31 et H(N) = b*(N)b(N) + 35I oi T désigne I'identité
sur D(H(N)).
H(N)—H(N):L—l—N (1.1)
5. On a les relations de commutations suivantes :
[H(N), H(N)| = [H(N), L] = 0

Preuve : Les identités 1 a 5 sont vérifées par des calculs directs. A titre d'exemple,
remarquons que

200.C = C(0, — i9,)C = (0, + i0,) = 20,

et
mwmwﬂ:2G—g+mé+g+m]
z z

= 0.

1.2.3 Détermination du spectre joint et des fonctions propres

Nous allons maintenant nous intéresser au spectre joint des opérateurs H(N) et
H(N). Cela veut dire que nous cherchons des fonctions 3 la fois fonctions propres de
H(N) et de H(N).

Introduisons la fonction p, pour o > 0 définie par :

2z
e 4.

o2
2

Pa(z,2) = (22)

Nous avons les propriétés suivantes :

15



Proposition 1.2.4 S p,, est considéré comme un opérateur de multiplication alors :

V2 a(N)pa = 20;+ O‘;N
V2ptb(N) pa = 282+Nja
ﬂp;la*(N)pa = z—ZGZ—N;_a
V2p 0 (N)p, = z—2aZ+NZ_O‘.

Preuve : Ces résultats vont étre obtenus par calculs directs. Par exemple,

Varta(Mpe = (=2 20,

2 zz
1 N z «Q
= Pa((5 — )2+ 2= + 52))pa +20:
Pl (5 = 2)e 25+ o))+ 20
— N
— 20, + 2~
z

En notant que C'p, = pa, on en déduit les résultats pour b par conjugaison complexe.

O

Les polyndmes de Laguerre pour n € N et a > 0, voir [AS1], sont définis par

(07 !’L'_ael‘ 2 —Z, NT«&
Li(e) = S an(emamte),

Nous utiliserons souvent par la suite les notations

[ := m—navecm,n €N

N = {0,1,2,...}

Nous verrons par la suite que le [ correspond aux valeurs propres de L. Remarquons
que I'équation 1.1 est cruciale.
Nous obtenons

Théoreme 1.2.5 Pourm,n € N, N € R, on a :
1. e Sil+ N >0 alors

Ym(N) = (_1)712_1?\/11 NN ()Y d



est tel que :

HON)n(N) = (04 5)n(N),
A(NYnn(N) = (m+ N+ (V).

e Sil+ N <0 alors

(=1)™ iy m! U AN REN, N s

est tel que Yun(—N) = CtYpm(N) ol C est I'opérateur de conjugaison
complexe et :

HN)gun(N) = (1= N+ 2)pun(N),
A(N)gum(N) = (m+ 3)pnm(N).

2. Soit o(H(N),H(N)) := {(F,E);F € o(H(N)),E € c(H(N))} le spectre
joint des opérateurs H(N) et H(N).
Alors,

_ 1 1
o(H(N),H(N)) = {(m+N+§,n+§), m,nEN,m—n+N20}

1 1
U{(m+§,n—N+§),m,nEN,m—n+N<0}

Remarque 1.2.6 Remarquons que pour tout N € N
1 1
o(H(N)) = {n+§,n€N}U{n—N+§,n€N tel quen—NZO}.

La dégénérescence du point spectral n + % est infini alors que celle du point spectral
n— N + L est égale au cardinal de NN [0,n — N].

Dans le graphique ci-dessous, nous avons représenté quelques points de o (H (N), H(N))
par des fleches afin de visualiser le sens de leur variation pour N croissant.
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Spectre joint des opérateurs d'énergie cinétique
et du centre pour N=1/4

1172 [r
Y T v
9/2 | —

v T v
7/2 4 | |
Y v
o (HN))
5/2 | I
\ 4
3/2 - > > > »
\ 4
12" 3/2 > 5/2 > 7/2 > 9/2 )
o(H(N))

Preuve : Nous nous plagons dans un premier temps dans le cas ou N > 0 et nous
cherchons une fonction 1) satisfaisant a a(N)y = 0 et v = p,n pour une certaine
fonction 7. La proposition 1.2.4 nous permet d'affirmer que de telles fonctions existent
et sont dans le domaine de H(N) si N = « et si i) est tel que 0;n = 0, c'est-a-dire 7
holomorphe. Nous avons alors une premiere valeur propre et une infinitude de vecteurs
propres de H(N) car
o1

H(N)Y =" (Na(N) + 5 = 20,
7 étant une fonction holomorphe, elle admet un développement en série entiére. 1) est
donc de la forme :

oo

N z .

Y= (22)2e T E a;z"
i=0

avec Vi € N,a; € C. Puisque nous cherchons des fonctions qui sont a la fois des
vecteurs propres de H(N) et de H(N), nous allons appliquer H(N) & v pour en

18



déduire la forme de 7 :
2H(N)Y = 2b"(N)b(N) + ¢

IN =
= 2pn(z —20:)(20. + =)D iz + 0

z

i=0
Puisque 0, et 0; commutent, on obtient :
2H(N)Y = 2py(20.+ N) Z a2 + 1
i=0
= 2pNZai(i + N)2' + 1
i=0

Donc pour que 1 soit vecteur propre a la fois de H(N) et H(N), il faut choisir
comme un mondme de degré quelconque. Si np = z™, alors m + N + % est valeur
propre de H(N). Cependant, puisque :

V20' (N)y = z¢)

on peut donc choisir n = 1 et considérer par la suite les fonctions définies par les
puissances de b*(N). Le nom opérateur de création vient de cette derniére équation :
V2b*(N) “crée” un z.

La fonction

e

w|z
=

pn(z,2) = (22)

se normalise en la réécrivant en coordonnées polaires et en utilisant la définition de la
fonction I' [AS1]. On obtient alors un état 1 o(V) :

N
2

_ 2z
e 4

Poo(N) := Coo(N)(22)

ot Cpo(N) = m et définissons pour n,m € N tel que m —n >0 :

YuV) = \/n!rfyfﬁjl 50 (V) 6 ()

(@(N)" O (N)™  (22)2e
vl T(m+N+1) 272%
= Com(N)(a"(N))"(0"(N))"pn (2, 2)

19



ou l'on a posé
1

T /2ralDm + N +1)28

Cnm(N)

Ainsi, a cause des propriétés de commutation entre |'opérateur H(N) et b*(IN), on en
déduit que o, (N) satisfait a :

H(NYom(N) = om(N)
A(N)on(N) = (m+ N+ 3 )bom(N)

et 1o, (N) vérifie bien la condition de continuité a I'origine puisque I'action de b*(N)
sur 1o,0(/V) est la multiplication par z. Il reste maintenant a vérifier que v, ,, (V) est
une valeur propre de H(N) et de H(N). Pour cela, nous allons nous servir du lemme
suivant :

Lemme 1.2.7 Pourn,m € N tel quem —n>0et N >0, ona:
a(N)(a*(N))"oo(N) = n(a*(N))" 4o 0(N)

Preuve du lemme : Ce résultat se démontre par récurrence sur n pour un N positif
fixe :
Pour n =1, on a:
a(N)a*(N)oo(N) = [a(N),a*(N)]too(N) + a”(N)a(N)oo(N)
= 1(a" (V) %o00(N)
car a(N)oo(N) =0 et [a(N),a*(N)] = 1.

Supposons maintenant que cette relation soit vraie a I'ordre n, montrons qu’elle est
vraie a l'ordre n + 1 :

G(N)(a*(N))nH%,O(N) = a(N)a"(N)(a*(N))"too(N)
(&
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Les fonctions ), ,,,(IN) sont normalisées par la constante C,, ,,,(N) définie plus haut.
Montrons maintenant que ce sont des vecteurs propres des hamiltoniens.

Ce résultat s'établit a I'aide des relations de commutation entre a(N), a*(N), b(N)
et b*(V) et du lemme.

Unm (V)

H(N)Ynm(N) = Com(N)a"(N)a(N)a"(N)"0"(N)"pw (2, 2) + —

= (n+ 5)nn(N)

Nous avons déja vu que H(N)thom(N) = (m + N + 3)tom(N). Puisque a*(N)
commute avec b(N) et b*(N), on a que :

(N n(N) = (m+ N+ )i V)

Les {n.m(N)}nm définissent donc bien des vecteurs propres. Cependant, ils sont
définis a partir des opérateurs a*(N) et b*(N) appliqués a une fonction gaussienne.
Nous allons maintenant transformer ces expressions pour nous ramener a une des
définitions des polynémes de Laguerre. Nous verrons que pour respecter |'hypothese
de régularité, nous devrons restreindre les combinaisons possibles entre n et m. Pour
cela, remarquons en premier lieu que pour gy = (zz)%ezf, ona:

V2qyta* (N)gy = —20,

Alors :

n+m 2z

CL(N)a" (V)W (N (2,2) = 27" q_w(-20.)" (27 () %)
= (-2 gy (%)m (20.)"

(&)
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Or en posant ¢ = 2, on obtient que (29,)(t™Ne ") = 9,(t™Ne ") o z d'ol

Ol (N)a (V) (N)™p(2,2) = (~1)m2V2 5% gy (3)”&

n,m z
aZL (thrNeft)
= (—1)m2 NI ((22)

op (N e

_N
2

Remarquons que pour satisfaire la condition de régularité, il faut supposer que N +
m —n > 0. On rappelle que les polynémes de Laguerre généralisés sont définis par :

r~%e”

Ly(x) = Oy (e™"z"")

n!

alors on obtient que

CoL(N)a*(N)"b*(N)"py(z,2) = (_1)n2—"§m+N+mn!((22)_%6_%)

sn—m Z_Z N+mfnLl+N Z_E
PN )
= (—1)"2%71![/?_]\[(22—2)(22)%6_722l

ou encore

—1)" I+N ! z
Ynm(N) = (\/% 2_2\/F(m +nN n 1)ZZL;+N(§)Z’N(Z’ ?)

Ceci conclut la preuve de la premiere partie du théoreme. Pour conclure cette démonstra-
tion, nous allons nous servir de I'opérateur de conjugaison complexe. Notons en premier
lieu que :

H(N)=CH(-N)C (1.2)

car Cb*(—=N)C = a*(N) par le premier point de la proposition 1.2.3 et donc que si 1)
est vecteur propre de H(N) alors C est vecteur propre de H(N). Il convient donc
de calculer la conjugaison complexe de la famille de vecteurs propres que I'on vient de
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trouver :

NE

2z
6_4>

Ctnm(N) = Com(N)C(a*(N)"CC(H*(N))"C (C(22)
= Cpn(N)(B* (= N))"(a*(~N))"(22)
= Spm,n(_N)

2z
[& 4

On en déduit a I'aide de I'équation (1.2) que

A(=N)pna(~N) = (1 + )pma(~N)

et donc que

A(N)gnn(N) = (m+ 3)nm(N)

Ces vecteurs sont définis pour n —m — N > 0 ou encore [ + N < 0.
On a donc que :

©00(N) = Cto(—N)
]. N_N 2z
= N (ZZ> 2
272/2r(n— N +1)

et

Qpn,m<N) = Cwm,n<_N>
= Cppn(=N)(a*(=N))" (0" (=N))"E(=N)

L'action de a*(IN) sur ¢ (V) est la multiplication par z, tout comme b*(V') multiplie
oo(N) par z. La forme des fonctions 1, ,,(N) et ¢, ,m(N) est trés proche. On
remarque que pour obtenir ¢, ,(N) a partir de ¥, ,(N), il suffit d'effectuer une
conjugaison complexe, d'échanger n et m et de changer le signe de N. Ce dernier
argument nous permet d'en déduire que

H(N)gnn(N) = (0= N + 2)pnn(N).

Le résultat sur le spectre joint suit du fait que {1, 1, (N), ©n.m (N ) }nm forme une base
orthonormée de H [ESV]. Cela nous permet alors de conclure la preuve du théoreme
1.2.5.
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1.3 Propriétés des fonctions propres

1.3.1 Continuité en “flux” des fonctions propres

Pour N fixé et [ := m — n, nous avons alors a la vue du deux théoreme précédents
un découpage du réseau N?. Dans la partie ol [ + N < 0, les fonctions ©n.m(N) sont
bien définies alors que sur [ + N > 0, ce sont les 1, () qui sont définies. De plus,
pour N entier, la droite [ + N = 0 qui sépare les deux parties précédentes, coupe les
points du réseau. Il apparait alors naturel de se demander ce qu'il se passe entre les
différentes fonctions sur cette droite.

Théoreme 1.3.1 Pour les fonctions propres définies précédemments et n, m € 7Z, on
a:

-Sim—n<0,

Pnm(n—m) = Umom_n(n—m)
-Sim—n>0,

Unm(n—m) = Popmn(n—m)

Preuve : Nous allons comparer les deux fonctions.

(_1>m m' o 0 Zg _\m—-n _ zz
ol —m) = 2L (—)(22) 2 e 4
(_1>m 0 22 m—n _n—m _ 2Z
—— L (—)z 2 z 2 ¢ 4
en rappelant que pour k entier, on a I'(k + 1) = k!.
De méme :
(_1>m m' _ 0 22 \nh—m _ zZ
mam—n(l —m) = 2L (=) (22) 2 e 4
Snanon(n=m) = i et () ()

Vor 2

= @n,m(n - m)
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Pour obtenir le second résultat, on remarque ¢, ,,(n — m) = 5 5 (n — m) avec :
m\ (2 =1 (m
n) |1 0]\n
m\ |0 1| /m
n) |-1 2| \n

Donc ¢, m(n —m) = @ap_mn(n —m).

ce qui est équivalent a :

O

On remarque donc que si I'on suppose N continue et croissante, alors la partie “mobile”
du spectre de H(N) (resp. de H(N)) arrive toujours aprés un certain temps dans un
niveau d'énergie fixe par rapport 3 N pour H(N) (resp. pour H(N) ).

Nous pouvons représenter |'évolution du spectre de H(N) au cours du temps :

Evolution du spectre de I'opérateur d'énergie cinétique

a(H(N))
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1.3.2 Fonctions propres et transformation de jauge

Nous allons maintenant montrer, que pour des valeurs entiéres de /N, I'"hamiltonien
H(N) est unitairement équivalent a I’'hamiltonien de Landau.
Soit N € Z et G(N) I'unitaire défini par :

G(N) est en fait une transformation de jauge. Alors I'hamiltonien H(N) se réécrit
comme :

H(N)=G(N)H(0)G™'(N)

Cette relation de jauge fait le lien entre une fonction propre d'un systeme dont on
connait le nombre N de flux et une fonction propre du systeme auquel on a ajouté un
nombre J de flux :

Théoreme 1.3.2 Soit n,m,J € Z et N quelconque tel que m —n+ J + N >0 et
soit G(J) la transformation de jauge définie précédemment. Alors

wn,m<N + J) = G(J>wn,m+J(N)

Preuve : En remarquant que m —n+ (N +J) = (m+ J) —n+ N, on a tout de
suite que
On,m(N + J) = Cn,m—i—J(N)

De plus, on a que :

(7 z B (22)%
GJ) = (z) L
Donc :
G(J)wn,m—I—J(N) - G(J) (Cn,m(N + J)zm—n-i-JLij‘N-i—J(22_'2)(22)%6_%>
= Cn,m(N + J)(Z;#Zmn+JLlTL+N+J(ZQ_Z)(Zz)¥eZZ
Comes (N LN () (22) F e %

Unm (N +J)
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1.3.3 Développement dans la base propre des dérivées par rap-
port au parametre N des fonctions propres

Nous allons maintenant montrer des propriétés des fonctions propres qui seront
utiles pour I'étude de la propagation adiabatique.

Théoreme 1.3.3 1. Soit j € Z et N quelconque tel que j + N > 0. Alors pour
tout k e N

(Ono(N), Yor(N)) =0

2.Sim—n+N>0etn>1,o0ona:

1 \/n!F(j +N+1)

ot 0., est le symbole de Kronecker.

3 S j+N>0etm—n+N<0,ona:
(ONY0;(N), Pnm(N)) =0

4. Sim—n+N<OQOetn>1,ona:

(ONPjo(N), Prm(N)) = 5

1 m!F(—j—N—i—l)d
(n—N+1) 727"

ot ., est le symbole de Kronecker.

5.5 —j+ N<Oetm—n+N2>0,0na:

(Onpjo(N), Ypm(N)) =0

Preuve :

1. Rappelons que

N
2e

A

Yo (N) = Coj(N)2(22)

ol Cp (N) est la constante de normalisation. Remarquons maintenant que
Ono (V) satisfait a la relation :

OnCo;(N)
Coj(N)

D=

o () = ( +1n(22)

) Yo (V)
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Pour la propriété qui nous intéresse, nous pouvons nous affranchir des diverses
constantes de normalisation. Soit k € N, k # j :

oo 27 ) ] ) .2
Oty (V) v0a(N)) ~ [ [ in(az) e ey g
0 0

e 27 9
o 2
+ / I Tk 0= 2N =5 r drdf
0 0
2m 00

~ / eie(k’—j)de /
0 0

L'intégrale dépendant de 6 est nulle, ce qui implique le résultat pour k # j.
Interessons nous maintenant au cas £ = j. On sait que :

14005 (N)[I? = (o, (N), ¢o;(N)) =1

En dérivant par rapport a N, on obtient :

(Onoj(N), 10 i (N)) + (o j(N), Ontho j(N)) =0
2R(Onv0,5(N), %05 (N)) =0

ou ¥ désigne la partie réelle d'un nombre complexe. Or, Ontg ;(N)tbo j(N) ne
dépend plus de 6, c'est donc une intégrale réelle d'ou le résultat.

Remarque 1.3.4 Nous obtenons de plus la relation :

0Nco ](N> /oo
—_— = — In(7)[vo.; (N)[*rdr
CO,j(N) 0 ( >| 7]( )|
. Soient m,n et N vérifiant les conditions du théoreme. Commencgons par montrer
que

<8N¢O,j<N)a ¢n,m(N)> =0

si j % m — n. La preuve précédente nous rappelle que :

0 (N )

Onto(N) = (% + ln(zz)z) Yo (N)
De plus, 7
Ynm(N) ~ 2" LN (N (22) e
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Si I'on passe en coordonnées polaires, on trouve donc que :

27 o)
(ONY0j(N), Ypm(N)) = / eijeei(m")edﬁ/
0 0
= 0sij#m—n

Dans un souci de clarté, nous écrirons par la suite v, ,, au lieu de ¥, ,, (V).
Le théoreme 1.3.3 nous dit que pour n = 0, le produit scalaire précédent est
égal a 0. On supposera donc n > 1. Maintenant, si j =m —n, on a :

OnCo,j

<8N¢O,j7wn,m> = —<w0,j7?/)n,m>+<ln(22)%¢07j7wn,m>

€0,j
1
= (In(22)2%0, Ynm)
car les vecteurs propres forment une base orthonormée. Dorénavant, nous utilis-
erons les coordonnées polaires. On sait que

7"2

In(r) = %(ln(g) +1n2)
D'ou :

<8N¢0,j7wn,m> = <

On obtient alors que :

2

00 ' 9 P
(Ontoj, Ynm) = 27rCo7an’m/ ln(%)TQ(]+N)L%+N(%)€_77”L17’
0

Or, le polynéme de Laguerre peut s'écrire de fagon explicite [AS1]:

“~ (n+1+ N\ (-1) ,
w =2 () S
i=0 i

-
Q=

N
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De plus, on a :

CoyChom = — "
0,;jYnm = 27 2+N F(] + N + 1)F(m + N+ 1)

J/

-~

En ajoutant ces informations a ce que I'on avait précédemment, on obtient :

0o r2 r2 J+N 2 -
<8N¢0j7 (U m> = K/ 111(-) <_) Lij_N(_)e_?T‘dT‘
’ ’ 0 2 2 92

En posant y = § on a dy = rdr et en rappelant que la dérivée de la fonction
I' est donnée par :

F’(a:):/ In(t)t" e *dx
0

on trouve que :
n 00 7"2 7,,2 JHN+i ?"2 2
(OnYo Ynm) = KZ%‘/ 1“(5) <5) L?N(E)e_?rdr
i=0 0
= KY al'(j+i+N+1)

=0

= Y Kal'(j+i+N+1)
=0

Calculons maitenant le produit K«;. Pour i € [0,n] :

Ko — n! Pn+j+N+1) (=1
’ FTG+N+DI(m+N+1)(n—)TGH+N+i+1) 4!

Or, n+j =m, donc :

KOfi =

I'm+N+1) nl (—1)
nT(j+N+1)il(n—i)! TG+ N+i+1)

_ ¢Hm+N+U<g (—1)
WD+ N+ \i)TG+N+i+1)
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Ceci entraine que :

1 |T(m+N+1) < (n i

7

avec )y la fonction digamma [AS1] :

[ (x)

) = T

Or un résultat bien connu nous dit que :

"N (- DTG N )
Z(i>(_1)¢°(‘7+l+N+1)__ TG+ N+n+1)

i=0
D'ou :
Ot o) = 1 [Tm+N+1) (n=DIP(j+N+1)
NY%0,5, ¥nm/) — 2 n'r(j+N+1) F(j—i—N—i—n—f—l)
1 /(n=DI'G+N+1)
2 nl'(m+ N +1)

1 /nll(j+N+1)

o\ T(m+ N +1)

3. Soient j,m,n et N choisis vérifiant les hypothéses du point discuté. Alors, par
les calculs précédents, on sait que la partie angulaire de la fonction Ong ; (V)
est la méme que la partie angulaire de 1 ;(IV). Ainsi, le produit scalaire s'écrit

2T [e%¢]
(ONY0;(N), pnm(N)) = / e_ijeei(m_”)edﬁ/ ...dr
0 0
= 0sij#m—n

Pour que le produit scalaire soit non nul, il faut donc que j = m — n. Or, par
hypotheses, j + N > 0et m —n+ N <0, ce qui aboutita j > 0et j <0, ce
qui est absurde. Les produits scalaires de la forme (Onto j(N), pnm(N)) sont
donc toujours nuls.

4. et 5. Ces preuves se font de maniére analogue aux précédentes en remarquant
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que :
6ch70(N)

cjo(IV)

En particulier, le signe devant le logarithme entraine le changement de signe

Ingjo(N) = ( —In(22))p;0(N)

devant le terme final.
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Chapitre 2

Théoremes adiabatiques

Le théoreme adiabatique est un outil important pour I'étude de la dynamique des
particules en mécanique quantique. Dans sa forme classique, il permet de faire une
approximation du propagateur d'un modele dépendant lentement du temps par le prop-
agateur d'un systeme pour lequel on a un controle spectral.

Ce chapitre présentera deux théoremes de type adiabatiques pour des particules
soumises a un champ magnétique et a un champ électrique croisés. Le premier con-
cernera I'hamiltonien H(N (t)) de type Aharonov-Bohm avec flux dépendant du temps.
Nous démontrerons un théoreme adiabatique “a I'intérieur du niveau fondamental”. Ce
résultat nous permettra de faire des analogies avec le cas classique (voir figure 2).

Le second théoreme sera de type “moyennisation quantique” et concernera |'appli-
cation de ces idées au probleme de la perturbation de I'hamiltonien de Landau par un
petit potentiel électrique constant en temps. |l implique en particulier que le niveau
de Landau le plus bas est approximativement invariant pour des temps longs.

Nous présenterons dans un premier temps une bréve explication de ce qu'est le
théoreme adiabatique. Nous continuerons |'application au modele a flux dépendant du
temps. Nous pourrons calculer directement |'évolution d'une base propre du niveau de
Landau le plus bas. Finalement, nous présenterons le second théoreme adiabatique.
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2.1 Théoréme adiabatique pour la mécanique quan-
tique

On s'intéresse a la question de la stabilité spectrale des états sous des variations
du temps lentes, c'est-a-dire dans quel sens on peut dire qu'un état commencant dans
une bande d'énergie séparé du reste du spectre reste dans cette bande.

Soit I'équation d'évolution de Schrodinger :

Oir(t) = —iTH (1)1 (1), ¢+ (0) = ¥ (2.1)

pour t € [0, 1]. 7 est un grand parametre et H (t) une famille d'opérateurs autoadjoints.

Le premier résultat rigoureux concernant I'approche adiabatique en mécanique
quantique est dii a Born et Fock en 1928 [BF]. lls supposent que le spectre de H (t)
est purement discret.

En 1950, Kato [Kal] introduit la notion de transformation adiabatique qui est
purement géométrique et compare |'évolution géométrique avec |'évolution associée a
I'équation (2.1). Son résultat est local en énergie. Pour cela, il introduit

i

Hap(t) := H(t) + ;[P(t), P(t)]

ou P(t) est le projecteur spectral associé a une valeur propre non dégénérée et isolée.
Cela lui permet de traiter des cas ou le spectre en dehors de |'énergie considérée est

d'une forme plus générale.

Des résultats se succédent par la suite afin d’obtenir une meilleure approximation
entre la dynamique de I'opérateur et la dynamique adiabatique définie par Hap(t).
Citons par exemple [Nel, JP]. Certaines théories relaxent les conditions spectrales
alors que d'autres améliorent |'approximation.

Avron, Seiler et Yaffe généralisent au cas ou P(t) projette sur une bande spectrale
séparée par un gap [ASY]. De plus, ils montrent que le théoreme adiabatique est un
outil efficace dans I'étude des systemes de Hall, dans le cas ou ils sont spacialement
finis.

[l existe des résultats sans hypotheses de lacunes spectrales [AE, Bo].
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2.2 Premier théoréeme adiabatique

2.2.1 Le résultat

Les théoremes adiabatiques cités auparavant ne sont pas applicables pour le proble-
me associé a H(N(t)) pour deux raisons : premiérement, le sous-espace que |'on
considere n'est pas un sous-espace spectral séparé du reste du spectre par un gap
uniforme. Deuxiemement, |'existence d'un propagateur n'est pas garanti pour la famille
de d'opérateurs H(N(t)). Ce second point a déja été discuté dans [AHS] et nous
n'avons pas essayé de donner une contribution a ce probleme. La théorie sera donc
développée en supposant que les propagateurs existent. Pour contourner le premier
point, nous devrons démontrer “a la main” que le projecteur choisi est différentiable
et introduire un opérateur I'(¢) solution de I'équation aux commutateurs :

[H(N(1)),T(N())] = [0:P(N(t)), P(N(t))]. (2.2)

Théoreme 2.2.1 (Théoreme Adiabatique) Soient {H(t)}icr une famille d'opéra-
teurs autoadjoints dans H, { P(t) }+cr et {I'(t) }1er deux familles d'opérateurs de classe
CH(R,B(H)) ou, pour tout t € R, P(t) est un projecteur orthogonal et T'(t) une
solution de (2.2).
Soit .
Hap(t) = H(t) + ~[P(t), P(¢)]

Supposons que H(t) et H,p(t) définissent des propagateurs unitaires U, (t,s) et
Uap(t,s) et que pour ¢ € D(H(0)) = D(Hap(0)), les applications t — U,(t,0)v
ett — Uap(t,0)1 soient des solutions de I'équation d'évolution de Schrodinger (2.1)
correspondantes.
Alors,

sup |U7(1,0) ~ Uap (1, 0)] = O(3)

t€[0,1] T

Remarque 2.2.2 Par la suite, nous noterons

U.(t) i= U (£,0) Uap(t) := Uap(t,0)
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Preuve : Soit t € [0, 1]. Nous avons premierement que pour ¢ € D(H(0)) :

(Ur(t) = Uap(t))y = U(t)(1 = US(t)Uap(t))y
_ Uy /za ) Uan(s))ids

= —UA) [ UO)PLS) POUan(s)ids.
or,
(U TUp)p = U (ZT 4+ THap — THF) Uap®)
- U (z’f — 7[H,T] + [P, P]) Unpt)
donc

U [P, PlUsap = U[HT|Uapy)
1 . .
= — (ST UAD) + UGE +iT(P, P)Uap)

et il suit que

W) - Uap) v = T ( / U:(ifwr[P,PDUAD(swds)
+§m@uumhﬂo—rm»w

Nous obtenons alors la majoration suivante pour la norme de la différence des propa-
gateurs :

1U+(t) = Uap(®)ll < = (QHFH + (|7 + 2|1 HPH)> (1)

par unitarité et densité de D(H (0)).
Par I'hypothese sur P et T', le membre de droite est O(£) uniformément pour ¢ € [0, 1].

O

Rappelons qu'en particulier, par la construction de Kato, le propagateur adiabatique
présente la propriété suivante :

Remarque 2.2.3 On a que
Uap(t)P(0)Uap(t) = P(2).
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Nous remarquons que dans certains cas, on peut déterminer I'action de Usp(t) :

Théoréme 2.2.4 Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme 2.2.1, et pour
o(t) € D(H(t)) et ¢(.) € CY(R,H) tel que pour tout t, on ait : si

H1. ¢(t) € RanP(t)
H2. H(t)o(t) = E(t)o(t), E € C°(R,R)
H3. P(t)¢(t) =0

alors y
Uap(t, to)p(to) = e~ i PO g4,

Preuve : Nous avons supposé que Uap(t, to)¢(ty) fournit la solution unique de
I'’équation d'évolution adiabatique. Il est donc suffisant de vérifier que le membre
de droite, qui vaut ¢(to) pour t = tg, est solution de I'équation différentielle. Or

(10, = Hap)e "0 56 =y ¢ o ¥ (vBo +id — (rE +i[P, P)o) =0
car

[P,Pl¢ =@y Po— PPo =) Pp— PPP¢
= Po =3 Po+ Po=0,(P¢) =) ¢. O

2.2.2 Choix de la famille de projecteurs pour le cas H(N(t)) et
V=0

Dans ce chapitre, nous allons définir pour le modele a flux une famille de projecteurs
P(N(t)) puis une famille I'(N(¢)) solution de 2.2. Ensuite, nous démontrerons que
les hypotheses du théoréme 2.2.1 les concernant sont satisfaites.

Pour N € R, nous choisissons P(NN) le projecteur orthogonal sur |'espace que nous
considérons espace fondamentale du couple d'opérateurs (H(N), H(N)), c'est-a-dire

_ 1 1
RanP(N) = {¢ € H; H(N)¢ = 5¢ ou H(N)p = §¢} .
D’apres le théoreme 1.2.5, nous avons

= > Wos(W) oI+ Y lesoN))eso(N)]. (23)

J+N>0 —J+N<0
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Remarquons que la partie de o(H (N), H(N)) concernée est

o(H(N), H(N)) N ((% < R) U (R x %))

que nous pouvons représenter pour N entier par les points dans le graphique ci-dessous.

Projecteur P(N) pour N entier

11/24

7/ 2
o (HNN))

5/2:

3/2

172 3/2 5/2 772 9/2 1172

o (H(N))

2.2.3 Un résultat adiabatique pour le probleme a flux dépendant
du temps

Nous arrivons maintenant au premier résultat de ce travail. Il s'agit d’'une applica-
tion du théoreme 2.2.1 au modele a flux dépendant du temps. Pour cela, nous allons
devoir démontrer que le projecteur que I'on vient de choisir satisfait aux hypothéses
du théoréeme 2.2.1.

Rappelons que pour ce modele, la dépendance par rapport au temps des fonctions
propres, et par conséquent celle des projecteurs, se fait au travers de la fonction N.
C’est une fonction a valeur réelle, croissante et lisse.

Théoréme 2.2.5 Soit N € C'(R,R).
Pour P(N) définie en (2.3), nous avons

1. P(N(.)) € C(R,B(H))
2. Il existe T(N(.)) € C*(R,B(H)) solution de

[H,T)(N(.)) = [P, P)(N(.))
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et tel que

(0, TY)(N()) =0
pour ¥ € {nm(N), @nm(N)}nm.

Preuve du théoréme : La preuve s'articulera autour de plusieurs propositions. Nous
allons d’abord développer la dérivée par rapport 3 N du projecteur P(N) = dyP(N)
sur les vecteurs de la base propre {¢y,;m(N), ©nm(N)}nm, les premiers étant definis
pour [ + N > 0 et les seconds pour [ + N < 0.

P(N) est donné par :

P(N) = > (o (N))(@os(N)| + [dho g (N)) (o (N)])

JH+N>0

+ > (00N (50N + [50(N)) (ps0(N)])

—j+N<0
Nous allons donner les éléments de matrice dans la proposition suivante :
Proposition 2.2.6 Appelons

C(z+ 1)l(y+1)

Bly) = —roty 1
et 1
f(xay) ::g B(.’L‘,y)
Si . .
Pﬁ,fn,n,m = <¢ﬁ,fn(N)a P(N)wmm(N))
et

PR = (o (), PN (N)

alors la matrice P(N) dans la base propre {1y ;m(N), ©n.m(N)} a pour éléments :

annm = — (f(fh m — 1+ N)0p,00m m—n

+f(n,m —n+ N)bo0mm-nx(n > 1)) 1

pranam - — - (i i — 10— N)m.o0na-—m

+f(m,n —m — N)o.o0nn_mx(m > 1)
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Tous les autres éléments sont nulles.

De plus, P(N) est un opérateur borné et sa norme vérifie I'estimation
s
2v/3°

Preuve de la proposition : Grace au théoreme 1.3.3, nous avons

IP(N)II <

P<N)¢O,m(N> = 2ﬂO,m(‘]V)
et pourn > 1
P<N)wn,m(N> = <¢O,mfn<N)7 wn,m(N»wO,mfn(N)
Calculons maintenant les éléments de matrice. Commencgons pour n =10 :
Pﬁ,m,o,m = <wﬁ,ﬁ1(N)7 P<N)w0,m(N>>
= <¢ﬁ,m<N)> wo,m<N)>
! \/mr(m +N+1)

2\l T+ N+1) "
= —f(R, 1 — 7+ N)Sp oOmamn

La valeur du produit scalaire entre v, (N) et 1, (N) fait I'objet du théoreme 1.3.3.
Pour n > 1, on a:

B = (Wam(N), PN ) m(N))
= (Yom-n(N), Ym(N)) (s m(N), Po,mn(N))
= (Wom-n(N), nm(N))67,00mm—n
1 [nll'(m—n+N+1)
2n (m+ N+1)
= —f(n,m—n+ N)onodmm-n

5ﬁ,05m,m—n

Nous obtenons alors une partie du résultat voulu.
Pour {¢n.m(N)}, on utilisera la méme technique et le théoreme 1.3.3.
Les autres éléments sont nulles a cause de |'orthogonalité des fonctions de la base

16, , est le symbole de Kronecker valant 1 si x = y et 0 sinon et x(z) la fonction caractéristique
valant 1 si x est vrai et 0 sinon.
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propre.

Montrons maintenant que P(N) est borné et introduisons dans un premier temps
la notation suivante :

PH(N):=1—- P(N)

P(N)P(N)P(N) étant nul, nous obtenons la majoration
IP(N)]| < 2[[P(N)PH(N).

Intéressons nous a la norme de P(N)P-(N). Soit 1 un vecteur de H. Il admet la
décomposition suivante dans la base propre :

Y = Z an,m(N)¢n,m(N)X(m_n+NZO)

n>0,m>0

+ > tnm(N)nm(N)x(m —n+ N < 0)

n>0,m>0

Alors :

Nous cherchons ici a estimer

IP(N) PN ? =: (1)

Posons . Par la définition de P, on déduit alors que :
M = D> | D anmNXU+N = 0)Pinm

A>1,m>0 n>1m>1

= S Y um XU+ N 2 0)(=F 0+ N

A>1m>0 n>1m>1

+ 3 V)X + N < 0)f(m, —1 = N)d005, 1"

n>1,m>1
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En remplagant dans la premiere somme m par m + n, on peut supprimer la somme
sur m. En faisant de méme avec n et n + m dans la seconde somme, on trouve que :

1y = > Zanm+n x(+ N >0)(—=— \/Bnm~|—n—|—N)5n0

n>1,m>0 n=1

—i—Za,Hmm (14 N < 0)( \/an—i—m N)b|”

A cause du symbole de Kronecker restant et a cause des conditions sur n et m,
I'expression précédente devient :

1 -
Z’ZG"WF” x(I+ N > 0)( %)\/B(n,qun—l—N”?

m>0 n=1

n>1 m=1

Puisque B et x sont des fonctions bornées, on obtient alors la majoration suivante :
max v B > 1 2
W < 2B (S S s + S tremnMl)
m>0 n=1 A>1 m=1
De plus, I'inégalité de Cauchy-Schwarz dit que :

|Zan,m+n(N)(%)|2 < (Z %) (Z Ian,m+n(N)l2>

n=1
D'ou
(1) < maXf” (Zz|anm+n >|2+Zz|aﬁ+m,m<w>|2)
m>0 n=1 n>1 m=1

On reconnait que le terme de droite est majoré par la norme de . On a alors :

. 2
[P PV < TmesVE
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On obtient alors que :

. 7'('2 maX\/E %
1PN < <T>

Il reste maintenant a déterminer le maximum de la fonction v/ B. On rappelle que :

L(z+1)C(y+1)
Iz+y+1)

B(l’, y) =

Cette fonction est symétrique en x et y. Dans tous les cas que I'on considére, on a
x> 1ety > 0. Sion montre que v B est monotone en y alors elle le sera également
enz. Ona:

0By = 5B y) (oly +1) —volz +y -+ 1)

ou Yo(t) := % est la fonction digamma. Le signe de la dérivée de v/B est donc le
signe de la différence des fonctions digamma. Or, cette fonction est croissante sur R
[AS1], donc la dérivée de \/B(z,y) par rapport a y est négative. On en déduit que
/B(z,y) est une fonction décroissante en = et y. Son maximum est donc atteint

pour x =1 et y = 0 et vaut 1. Cela nous permet d'obtenir la majoration :

1PV < 53

O

Grace a ces deux propositions et a la régularité des fonctions propres, on en déduit que
P(N) € C*(R,B(H)), ce qui conclut la preuve du premier point du théoréme. On
poursuit maintenant avec le second point.

Il s'agit maintenant de démontrer qu'il existe un opérateur I'(N) solution de
I'équation (2.2). Pour cela, nous allons développer I'opérateur I'(N) dans la base
propre mais nous ne considérerons pour l'instant que les vecteurs propres de la forme
{nm(N)}, les résultats pour les fonctions {¢; ,(N)} étant obtenus par un calcul
analogue. Nous allons encore identifier I'opérateur I'(V') a une matrice dont les coeffi-
cients sont obtenus par produit scalaire avec les éléments de la base propre et comparer
les éléments de T'(N) et I'(N) a celles de P(N).

Soient 1) et ¢ deux vecteurs propres de H(N) associés aux valeurs propres E;, et E,.
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L'équation (2.2) implique alors :
(&, [H(N),T(N)]p) = (4, [P(N), P(N)]). (2.4)
Le membre de gauche (m.d.g) est égal a :

(m.d.g) = (¢, (H(N)I(N) = T(N)H(N))e)
= (By = E)(, T(N)g).

Pour le membre de droite (m.d.d) de (2.4), remarquons dans un premier temps que

(m.d.d) = (&, (P(N)P(N) — P(N)P(N))g)
= (4, P(N)P(N)g) — (P(N), P(N)g).

Si ni 9, ni ¢ appartiennent a l'image de P(NNV), alors le membre de droite est nul.
Supposons par la suite qu'au moins un des vecteurs propres soit dans l'image du
projecteur. Les calculs précédents, basés sur le théoreme 1.3.3, nous permettent d'en
déduire que seul certains des produits scalaires de la forme

(Wan(N), (P(N)P(N) = P(N)P(N))onm(N))
ou
(Lam(N), (P(N)P(N) = P(N)P(N))pnm(N))
sont non nuls. Nous allons donc regarder les trois cas associés a la premiere équation,

la deuxiéme se traitant de la méme facon.

1. Considérons maintenant la casoun = 0 et n > 1. Il est suffisant de s'intéresser
a ces conditions puisque le commutateur [P(N), P(N)] est anti-autoadjoint.

Remarquons alors que ¢ ,,(N) = P(N)tgm(N) :

(m.d.d) = (Yam(N), (P *(N)P(N) = P(N)P(N))to,m(N))
= <1/)nm<N) ( )¢0m< ))
- zﬁnm(]\f wOm

1 \/n‘Fm+N+1)

m,m—mn

I'(m+ N+1)

par le théoreme 1.3.3.
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2. Sin>1etn =0 alors

(m.d.d) = <wo,@(N>,(P(N)P<N)—P(N)P(N))wn,mW))
= —<?/Jo,mfn(N)>¢n,m(N)> <¢0,m(N)7¢0,m—n N))

1 [nll(m—n+ N+1)
2n I'(m+ N+1)

6fn,m—n

par le théoreme 1.3.3.

3. Enfin, sin = n = 0. Alors les fonctions propres considérées sont dans |I'image
du projecteur et comme P(INV) est un projecteur autoadjoint, on en déduit que
le membre de droite vaut donc 0.

Revenons maintenant a |'équation (2.4). Nous venons de démontrer qu’aucun élément
diagonal de la matrice de [P(N), P(N)] est non nul donc pour

[P(N), P(N)inm = (©am(N), [P(N), P(N)|thnm(N))

Nous définissons
DN )iinnm = (Qam(N), T(N)nm(N))
et les autres éléments de matrice de I'(V) sont nuls. Alors :

[P(N), P(N)]asinm

n—n

L(N)anm = x(n # )

ou Y est la fonction caractéristique.

Pour montrer que I'(N) est bornée, nous utilisons la méme méthode que pour P.
Montrons maintenant, encore en utilisant la méme méthode, que I'(N) est borné.
Pour obtenir cette nouvelle matrice, il faut dériver la matrice I'(/V) terme a terme. Les
éléments non nulles de la matrice deviennent alors :

1 [nT(I+ N +1)

F(N)nmor = =15 Tt N+ 1) (Yo(l+ N+1) —go(l+n+N+1))
I'(N)nm
= %(%(HNH)—%(HHNH)) (2.5)
_ F(N)2n,m,0,lg(l + N, n) (26)
ou Py(t) := % est la fonction digamma et g(t,n) := ¥o(t + 1) —Yo(t +n+1). On
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introduit la fonction

o= > anmN)Yum(N)x(m —n+ N >0)
n>0,m>0
+ ) @ N)@nm(N)x(m —n+ N <0)
n>0,m>0
Alors

A>1,m>0 n>1,m>1

+an,m<N)X<m —n + N < O)Fﬁ,m7n7m|2

On introduit la notation
f(t,n) = x(t > 0)g(t,n)

A cause des différents symboles de Kronecker, I'expression devient

IT(N)Y| = Z\Zanm _”+N’”))\/B(n,m+n+zv)|2

4n?
m>0 n=1
+ N —
—l—Z‘Zanm 4:12 ),m \/B(m,n—l—m—N)‘2
n>1 m=1

Puisque B est une fonction bornée, on obtient alors la majoration suivante :

W= Il < BB (53 A

m>0 n=1

D D I )

n>1 m=1

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve que :

Zan,m(zv)(&‘ (Z L )(Z\an,m+n<w>\2>

n=1

Or, f est une restriction de g. Montrons que la fonction |g| est décroissante par rapport
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a sa premiere variable. Calculons sa dérivée :

Oilg(t, n)| = sign(o(t +1) = Yot +n+ 1)) (1(t + 1) = ¢ (t +n+1))

ou ¥ (t) := Oyby(t) est la fonction trigamma, qui est décroissante sur R, [AS1] donc
(P1(t+1) =1 (t+n+1)) > 0. De plus, la fonction 1y(t) est une fonction croissante
pour t positif [AS1], donc sign(1o(t +1) —1ho(t +n+ 1)) est négatif. Pour n fixé, on
en déduit que la dérivée de g est négative et donc que |g| est décroissante en t. On a
alors que :

lg(t,n)| < [tho(1) — ho(1 + n)|

Or la fonction digamma admet pour tout n entier le développement :

ou + est la constant d'Euler-Mascheroni. On en déduit que vo(1) = —~ et donc que
g admet alors la majoration suivante :

1 1
IOED SHES I HES
k=1 k=1
pour D'ou
HlaX\/_ﬂ' >
W= (zmm >|2+22|aﬁ+m7m<N>'2)
m>0 n=1 A>1 m=1

Ainsi, I“(N) est borné, ce qui nous permet de conclure la preuve du second point du
théoreme 2.2.5.

2.2.4 Dynamique adiabatique du niveau fondamental de Lan-
dau

Les résultats que nous venons d’obtenir nous permettent de déterminer I'évolution
adiabatique des vecteurs propres du niveau fondamental de H(N) pour certaines
valeurs entieres de V. Cela donne le résultat de la proposition suivante :
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Proposition 2.2.7 Soit N € Z, m € N tel que m + N > 0. Alors on a :

TN

UAD(‘N)@Z)O,m(O) = 67¢0,m(N)

_ N I'(m+1) * (Y
- \/F(mw“)mm(b (0) o.n(0)

_ i F(m—l—l) Z_E
- \/r(m+N+1> (\/5) Yom(0)

I\D‘Z

ol G(N) = (£) 2.

z

Preuve : La premiere égalité provient du théoreme 2.2.4. De plus, on sait par le
théoreme 1.3.2 que :

Yom(N) = G(N)Yom+n(0)

Or par la définition des fonctions propres ., (0), on a :

1 * m+N
Yomin(0) = N CEE 1)(5 (0))™ " 4o ,0(N) (2.7)

_ T(m+1) .,
B \/F(m +N+1) (b™(0))™ 4o,m (0)

Donc
() = J oA G (0) ¥4 0),
Or s
b*(0)1po,0(0) = E@ZJO,O(O)

donc par la définition de G(INV), on obtient le résultat énoncé.

O

Sans difficulté analytique, nous pouvons déterminer I'évolution adiabatique d’une
superposition finie d'états du niveau fondamental.

Théoreme 2.2.8 Soit ¢ une superposition d’états propres du niveau fondamental de
I'’hamiltonien de Landau H(0) :

6= artor(0)

keK
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avec K un sous-ensemble fini de N tel que Y, _, |ox|* = 1. Alors pour N € Z tel
que infrex(k+ N) >0, 0na:
Uap(N)p = (22)7 o D(N)¢

ot D(N) est I'opérateur défini par

iTN F(k + 1)
D(N :
( ) A — Qe 2 \/QNF(k;_|_N_|_1)

N , T .
et (zZ)z est un opérateur de multiplication.

2.3 Second théoreme de type adiabatique

Nous allons maintenant démontrer un second théoreme de type adiabatique mais
cette fois pour I'hamiltonien de Landau auquel nous ajoutons une perturbation indé-
pendante du temps. Nous parlons de “type adiabatique” pour trois raisons : nous
construisons une approximation du propagateur en ajoutant une pertubation hors diag-
onale ; cette approximation est valable pour des temps longs ; la technique de la preuve
est celle utilisée dans les théoremes adiabatiques qui concernent le cas d'hamiltoniens
dépendants du temps.

Rappelons dans un premier temps le modéle que I'on considere.

2.3.1 Le modele

Soit V' un opérateur borné et autoadjoint sur L?(IR?), & un paramétre positif et

Ce dernier opérateur est autoadjoint sur le domaine D(H) qui est la fermeture dans
la norme d'opérateur de I'espace de Schwartz.
Nous étudions une approximation du propagateur

Ul(t) = e iHt
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pour € petit.

2.3.2 Le théoréme

D’apres le théoreme 1.2.5, on a la décomposition spectrale 2.2.5
Hl* = i n+ Np
n=0 2 "

Pour un n € N fixé et PnL := I — P,, nous définissons les parties diagonales et
off-diagonales de V' par :

DV := P,VP,+ PrVP:
OV = V-DV =P VP, +PVP =[V,P)], P,

ainsi que
H .= H— 0OV = H + cDV

qui est autoadjoint sur le domaine D(H*?) = D(H). Soit
Uad(t> — efiH“dt.
Nous trouvons alors que U(t) est approché par U%(t) pour des temps longs :

Théoréme 2.3.1 Pour U(t) et U%(t) définis ci-dessus, nous avons que :

sup [|U(t) — U(t)]| = O(e).

t€[0,1]

Remarque 2.3.2 Remarquons que ce résultat implique en particulier que le n-iéme
niveau de Landau Ran P, est invariant a I'ordre O(e) pour des temps longs d'ordre %
c'est-a-dire que

sup ||PnlU(t)PnH = O(e).

tef0,1)
De plus, U(t) est approximé dans ce niveau par la dynamique générée par

1
P.HP, = (n+ )Py +ePV P,

Nous pouvons remarquer que dans le cas ot V' est 'opérateur de multiplication par
un symbole, P,V P, est déterminé par un opérateur pseudodifférentiel. Cependant,

51



dans cette thése, nous ne développerons pas ce point et préférerons nous concentrer
sur la construction de sous-espaces invariants ainsi que sur la dynamique effective a
des ordres plus élevés en ¢.

Preuve : Considérons dans un premier temps |'équation
[H'* T] = OV. (2.8)

Soit I" défini par
1
[i=—— ¢ RY2)[OV,P,|R*(2)dz
2 Cn

oll R™(z) est la résolvante de I'hamiltonien de Landau au point z € C\ (N + 1) et
C, est le cercle centré en n + 1 et de rayon 3, alors I est solution de (2.8) car

[HY*T] = [H" — 2T
= [[OV, P}, P
= OV.

Notons également que I' est un opérateur borné et que I'on a |'estimation
[T < c[[OV]| < | V]| (2.9)

pour un ¢ positif.
Soit ¢ € D(H) = D(H). Alors

(Ut = U B) v = UM =T HU(1)e
t
= —ieU(t) / U*(s)OVU*(s)ypds
0
Grace a (2.8), I'intégrant peut &étre réécrit comme

U*(s)OVU™(s) = U*(s)[H™ U (s)
U*(s)[H,T)U(s) — eU*(s)[V,T]U*(5)
= —id,(U*TU)(s5) — U TOVU(s) — eU*[V, T|U(5)
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On obtient donc, en utilisant I'unitarité de U(t) et U%(¢)
t
[0 -] < < TUrses ]+ [ oTovessls
0
t
s [ oo s s
0

On trouve alors que :

1T —v“®) vl < 2Tl + tIOVIPel + et V]|
< (O(e) +tO(e") 14l

d'apres (2.9). Ce résultat et I'unitarité de U(t) et de U%(t) nous permettent donc de
conclure la preuve de ce théoréme.

O

Dans le reste de cette thése, nous nous occuperons a trouver des dynamiques
effectives approximant U (t) a tout ordre et pour des temps arbitraires.
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Chapitre 3

Forme normale de I’hamiltonien
HLe 4 22V ot V est un polynéme du
second degré.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a trouver une forme normale au

probleme
H=H"+V (3.1)

V' sera dans un premier temps |'opérateur de multiplication par un potentiel quadratique
puis nous étudierons le cas linéaire afin d'obtenir le résultat pour tous les polynémes
de degrés inférieurs ou égaux a 2.

Le terme “forme normale” signifie que nous cherchons un opérateur qui va com-
muter avec |'hamiltonien de Landau H™®, c'est-a-dire :

H_, est une forme normale de H si H,, est unitairement
équivalent 3 H et [H.,, H*] = 0.

La forme normale sera trouvée a I'aide d'un unitaire qui sera la quantification d'une
transformation symplectique effectuant une diagonalisation partielle de la matrice as-
sociée a la fonction hamiltonienne du probleme classique correspondant.

Nous allons débuter ce chapitre par des rappels concernant le groupe symplectique
puis nous construirons |'unitaire afin de trouver la forme normale de I'hamiltonien H
dans le cas ou V' est quadratique. Nous achéverons le chapitre par la construction de
la forme normale dans le cas ou V' est linéaire.
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3.1 Structure symplectique

Dans cette partie, nous travaillerons avec des matrices A de dimension 2n x 2n.
Nous utiliserons également une écriture par bloc :

(3

ou A, B,C, D sont des matrices n X n a coefficients réels ou complexes.
Nous noterons par o, la matrice :

ol I, est la matrice identité dans R” et, pour v, w € R*" par
w(v,w) == (v, 0, W)
la forme symplectique sur R?". C'est une forme bilinéaire, antisymétrique et non-
dégénérée.
Dans le cas n = 1, nous noterons
o =01
Nous pouvons maintenant définir le groupe et I'algebre de Lie symplectique :

Définition 3.1.1 Le groupe symplectique Sp(n,R) est le groupe des matrices réelles
2n x 2n préservant la forme symplectique :

A € Sp(n,R) <= w(Av, Aw) = w(v,w) pour tout v,w € R*".

Définition 3.1.2 [’algebre de Lie sp(n,R) est 'ensemble des matrices A de dimension
2n x 2n a coefficients réels tel que e** soit un élément de Sp(n,R) pour tout t € R.
On munit sp(n,R) du crochet de Lie :

Pour A,B € sp(n,R), [A,B]:=AB — BA.

Nous avons la caractéristique suivante pour |'algebre de Lie symplectique :
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Proposition 3.1.3 Soit A € M(R*"). Alors A € sp(n,R) si
oA+ Alg, =0

Preuve : Voir [Fo] p.171.

Nous donnons maintenant une base du groupe symplectique.

3.2 Hamiltoniens quadratiques et leurs transforma-
tions

Pour A : R?® — R un polyndme homogeéne de degré 2, nous avons les représentations

on - 3() ()
L (0)40)

ou A” est la matrice hessienne et A := —0g, A” la matrice hamiltonienne associée a

A. Nous appellerons également A” et A les matrices hessiennes et hamiltoniennes
associées a |'opérateur A, essentiellement autoadjoint sur S(R?") de symbole

() (204 0)

Nous pouvons remarquer que (c,A)" = o,A et donc que A € sp(n,R).
Il s'averera que pour construire la forme normale, il sera suffisant de travailler avec les
unitaires définis comme |'évolution de tels A :

Proposition 3.2.1 Soient A, H : R>® — R des polynémes homogénes de degrés 2,
A H leurs matrices hamiltoniennes associées.
Alors, la matrice hamiltonienne associée 3 e He 4 est ¢ tAHetA,

Preuve : |l est connu, voir [Fo], que

G =+[G)-2+(G) -G+ 6)
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Vérifions le pour n = 1. Nous avons que

Donc

Loz (G2 ()

()2 G)) =2 (G)+ ()
(5)46)
= ((5) G

= ()G
g‘; rrl;)g;;ous sommes servis du fait que A € sp(n, R

w

).

1 . . .
()G - (0)+6)
2 b p 1 p
Cela nous permet alors de conclure que

eitﬁ (Q) e—itﬁ _ oA (@) .
p p
En effet, pour ¢ € S(R*)

Z-ateitﬁ (;) efitgw _ [eitK (g) efm?’ A\]w

or
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Donc, ces deux quantités, qui sont égales pour ¢ = 0, satisfont la méme équation
différentielle et sont donc égales pour tout ¢ € R.
Il suit

eitﬁlw q H q oA
2 p) \p

I
N = N~ N
& &
N N
("b(* ('Us'
> Xy
N
NS
. \_/
o
= |
W =
> L
N\
S 7
- =)
TN\
> K
__
o
L
=)
~_

() )

ol nous nous sommes servis du fait que e'* € Sp(n,R).

3.3 Mise en place du probleme

Soit maintenant V' un potentiel quadratique, il s'écrit donc

1

Vig) = §<q, V7q)

B 1 q V// 0 q
— 2\\p/’\ 0 0o/ \p/)/"
V" désigne la matrice hessienne de V. Pour I'opérateur de symbole
1 at\ >
H=H" 4V = 3 (13—7) +V(q)

nous avons la forme matricielle

1=3(() ()
= (s )2 ()

Au niveau des symboles classiques, il est intéressant de transformer ce probléme dans
les coordonnées du centre et de la vitesse via |'application linéaire qui transforme le

avec
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couple (Z) € R* en (;) cR e
DQ-C) e

La matrice de cette transformation est donnée par

(s 2)

T € My(R) est une matrice inversible, elle permet donc de trouver les formules

=)= ) ()-(L) e

Pour H : R*™ — R un polyndme homogene de degré 2, nous avons donc les

suivantes :

représentations en coordonnées

wan = 40 ()-1+(C) )
ey < (0 () -2((2)5()

Posons

on trouve alors les relations

H" = oH (3.4)
H' = GH (3.5)
H" = T'H'T (3.6)
H = T'HT. (3.7)

3.4 Diagonalisation du probleme

Nous allons montrer comment construire la forme normale de la matrice associée
au probleme H. Cela fait I'objet de la proposition suivante :
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Théoreme 3.4.1 Soit V' un potentiel quadratique. Il existee. > 0 tel que poure < e,
et pour le polynéme quadratique de la matrice hamiltonienne

/4 o'/2 V"0
H// — 2

(o2 717)+# (4 o),
il existe une matrice A et un t. € R tel que

H,, = e tAfleted = He /9
o 0 H,

avec

. = PPAc'A £ (aPA+ 20BA0A + BPAcACA)

= —(a*o+e*(a?A+ 2a8po + B*poAo))
sinh(y/—pt)

ol A:=oV" p:=—detV" o := cosh(y/=pt) et §:= == ==
De plus, on a pour les autres matrices associées :

==)i==)

U

t
— vy o'H 0
H”oo =e ted H”@tcA = ¢

0 cH,

( ¢(H, — H.) %(atHca + O'HUO't))

H// — —tCA”H// te A"
S ¢ —L(H, + H,) (H, — H.)o

Preuve : Posons p := —det V", A :=oV" et
~ 0 Ao
A= .
(UA 0 )

Nous allons maintenant nous intéresser a la diagonalisation de la matrice hamiltonienne

de H dans les coordonnées ¢ et v+ :

ﬁ = ]I-/]IL\“—l—eQ%A’

_ 00+§ A A
—\0 ot 2 \—-A —-A)°
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Pour cela, remarquons que pour p # 0

oA (Cosh(\/—pt)ﬂ %AO’)

%@UA cosh(y/—pt)l

= a]H—ﬂz&
ou « := cosh(y/—pt) et 5 := %

Premiérement, nous pouvons passer a la limite p — 0 ce qui permet de couvrir
tous les cas possible de V. Secondement, nous remarquons que si I'on remplace ¢

par —t, alors seul 3 change de signe. Cela nous permet d'avoir également e~**. Nous
obtenons alors
—ATrTa th (0 0 %
e PHEee™™ = (al — BA) 0 of (ol 4+ BA)
g
2A A _
- ("0 e (3:8)
afA oo

Faisons de méme pour V :

PPN _ _ 2
o AG g _ 2 ( A A ) —af ( 2AcA (AcA+ A 0))

—A —A oA+ AcA cA? + A%0
g —AcAcA —AcA’c
cA%0 A g Ao

En remarquant que A% = pI, nous obtenons :

S R ( a?A+20BAcA+ BPAcAcA  o?A+ aB(AcA +po) — 52)314)

—a?A—af(op+ AcA) + B?pA  —a®A —2afpo — *poAc

En sommant ce résultat 3 (3.8), nous pouvons remarquer que la matrice e~“*He!*

est symétrique par blocs et le bloc hors-diagonal s'écrit
—afBA +*(a®A+ aB(AcA +po) — BPpA).

Or, nous voyons que
AcA+po = —(trtV")A.
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Nous en déduisons donc que le bloc off-diagonal de la matrice est proportionnel a

A multiplié par la fonction
f(t,e, V") == e%a® — pe?B? — (1 + *trV")ap

Nous nous intéressons donc aux zéros de cette fonction. En remplacant « et 3 par

leurs définitions et en posant z = 2, y = —pe? et z = —(1 + £%trV"), nous obtenons
R 2t 4 =2 4 9 2t 4 =2 _ 9 o2 _ o2
t,e,V) = I — - - Z o
fte,V) x( 1 )+y( 1 >+z( 1 )
— 2t —2t
= @yt + @y —2)
6—2t
- 0 ((e%)Q(x +y+2)+2x—yeH+(z+y— Z))

Puisque que nous cherchons les zéros de la fonction, il faut étudier les zéros du membre
de droite. En faisant un changement de variable, nous sommes amenés a trouver les
zéros d'une équation du second degré. Apres calculs, les zéros sont :

(y —z) £ /22 — 4y
r+y+=z

log ‘

Remarquons premierement que le terme 22 — xy est toujours positif pour € > 0 petit.
De plus, lorsque ¢ tend vers 0, t. tend vers 1.

Nous en déduisons donc que pour un t bien choisi

e_tc‘&]i-\]letc‘&: H, N
0 M,

avec

BPAG' A+ *(a? A+ 20B8A0 A + BPAcAcA)
—(a?o + *(a® A+ 2appo + B*poAo)).

?) 0@)
il
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A I'aide des relations (3.4) a (3.7), nous trouvons les différentes expressions des
matrices indicées par co dans R* muni des différentes coordonnées et formes bilinéaires

-~ o'H 0
H', = ¢
< 0 O'HU>

( 2(H, — H.) %(O’tHCO‘ + O’HUUt))

HI/
o —3(H, + H,) (H, — H.)o

O

Remarque 3.4.2 Nous pouvons faire de méme pour le générateur infinitésimal de la

— 0 V'
AT = (JtV” O)

A = (i[v"’ff] Ny )

tr\g”ll [V”, 0‘]

transformation :

Nous avons donc obtenu la forme normale de (3.1) dans les coordonnées centre-
vitesse dans I'espace muni de la forme symplectique .

3.5 Exemples fondamentaux

Nous appliquons le théoreme 3.4.1 a 3 modeles apparaissant dans la littérature sur
I'effet Hall quantique :

e Le premier est le cas des matrices que nous nommerons elliptique. Ce sont les
matrices V" définies positives c'est-a-dire que les valeurs propres sont toutes
réelles et strictement positives. Les lignes de niveaux sont des ellipses.

e Le second cas est celui que nous nommerons hyperbolique. Le spectre de la
matrice V" contient une valeur propre strictement positive alors que I'autre est
strictement négative. Les lignes de niveaux sont des hyperboles.

e Le dernier cas, celui des matrices V" que nous nommerons parabolique est celui
ou |'une des valeurs propres est non nulle et ol la seconde est nulle. Les coniques
associées sont des paraboles.

Nous allons traiter dans chacun des 3 cas un exemple pertinent. Nous les traiterons
dans I'ordre ol nous venons de les énoncer.
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Proposition 3.5.1 Pour les notations du théoréme 3.4.1, nous avons :

1. Soit V" =1, alors avec Q := 1+ 4¢2, t, = log VQ,

De plus, A" = (O HQ) et

1 1
2. Soit V" = <O > et A = (O 01) alors avec Q) = 22 + /1 +4¢4, t,. =

10
log VQ,

a = cos(VQ
H, = 24 + (—p% +2e%aB)0"

T 2V + (B* — 28%ap)l 0
> 0 (a? + 2e2aB) + 2V

0o t (I +2e2V7) 2(8% — a® 4+ 4e*ap) .
o0 %(62 —a? + 4£2ap3) I— 22V

De plus, A" = (O H2> et
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De plus, pour C := (2 g) ona AV — (1?2 %) ot

O () er DD

b

Preuve :

1. Nous trouvons donc dans ce cas que A = 0. Cela nous permet de déduire que

0 I
Al/ —
(F o)

et que le générateur infinitésimal de la transformation est

(G)- () =260 o

= (BP+ea-p)?)o
= (?+e*a-p)%) 0

Ensuite,

== Q@)

Le ¢, permettant d'annuler le bloc off-diagonal peut s'écrire t = logv/Q avec
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= +/1 + 4¢2. Nous trouvons alors

1+ 64— 1
e =
2v/Q \/ﬁ

a =
d'ou les expressions énoncées.

. 1
. Nous trouvons ici que A = (0 1

oA = —V", donc Ao = A. Nous avons alors pour le générateur infinitésimal
T 0 -A
—-A 0

=0
"o 2
AT = ( 0 —QA)

(6) +()-+e-r559)

) et nous remarquons tout de suite que

Nous obtenons

De plus,
H, = —B% +%(a®A+2a80" + B2)A =2 + A + (=5 + 2e2aB)0"
H, = —(a?0+e%(0®A+ 2080 + B2A)) = (o® + 2e%aB)0" — 2(a® + B%)A

Si nous choisissons correctement le t. qui s'écrit encore de la forme ¢t = log V€2,
nous trouvons que

a = cos(VQ) et B = sin(vVQ).
Ainsi

o 2V + (8?2 — 2e%ap)l 0
* 0 (a? + 2e2aB)1 + 2V"

et

(B — a® + 42ap) I—2e2V"

o~ ( LI4+222V7)  g(B—a’+ 482045))

. Le déterminant de V" étant nul, nous devons passer a la limite quand p tend
vers 0 pour obtenir o et 5. Nous obtenons dans ce cas que o = 1 et § = t¢.
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De plus, il est toujours possible trouver un t. qui annule le bloc off-diagonal. En
effet, nous voyons que

f(t,e, V") =a?e® — (1 +trV" e¥)ap

Avec ce qui précede, nous pouvons résoudre f(t,e, V") = 0 et nous trouvons

2

L €
C 14 ae?
Posons maintenant B := 0 a et C' := 0 a . Alors
0 0 a 0
- 0 B
" R
7= (o o)
Cc al
A" = (fﬂ 2)
5 C
et
(( > A”< ) = 2aciv;.
Dans un soucis de lisibilité, posons F' := ((1) 8) Alors

H, = (-1 F
( +1+6L62>

H, = o'+ acF.

Ceci nous permet d’en déduire

1{[\//00 _ (]' B 1+1152) ol 0
0 I+ ac?cF

10
F = :
avec o ( 0 O)
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3.6 Constante du mouvement

Dans les théoremes 3.2.1 et 3.4.1, nous avons construit une transformation unitaire
e " tel que
H _ eitA\HefitA\
o =

commute avec H%¢. Ceci implique que e #*A H %" donc I'opérateur quadratique de

tA

la matrice hamiltonienne e*2He ™ est une constante du mouvement.

Nous déterminons maintenant cette constante du mouvement dans le cas ou le
potentiel V' serait proportionnel a I'identité :

Proposition 3.6.1 Soit ¢ > 0 un réel petit. Alors, pour le polynéme quadratique de

la matrice hessienne
]I/4 O't/2 ]Ig O
H// — 2
(0/2 i ) e (o 0)°

et pour e** |a transformation des théorémes 3.4.1 et 3.5.1, alors e**HZLae~t* est une
constante du mouvement et

P 2
H;,, = eerHLae™teA = (—Bozga 226;) . (39)

uve : Pour que la quantité e*c e ' soit une constante du mouvement, il fau
Preuve : P | tité et HLaeteA soijt tante d t, il faut
qu’elle commute avec HZEe, Alors :

H. 0 (0 0) _(0 0 )
0o H,)'\0 o) \0 (a2 - pB?)A, 0]

Or, rappelons que A = oV"” = a0 donc
[A,0] =0
Ainsi, e~teAHeteh commute bien avec HZe. Or
0 — [e‘tc&ﬁetcg,ﬁ?ﬂ _ e—tcz&[ﬁ, etC&@e—tc&]etcz&

Cela nous permet d'en déduire que e**HLae ** est une constante de mouvement.

68



Par 3.5.1 point (1) :

avec

et

donc quand ¢ — 0
a—1 =0

et montre bien la convergence de I'invariant vers H quand ¢ tend vers 0.
(]

Corollaire 3.6.2 Pour ¢ suffisamment petit et ) := 1 + 42, 'opérateur de symbole

A~ A 2 A2
% <\/L§ — \/ﬁ%) est une constante du mouvement de H** + 62%.

Preuve : Pour les autres matrices, nous trouvons :

0—1)2 2_
i (520 aﬁa)_ ‘T (9)e

2 -t 2_ Q—1)2
Q 1> t )O.t

—afc a‘c -1

(Q—1)2 <Q2_1>
77, 49 4€)
H”inv = 02_1 (971)2
40 40

En particulier, nous avons

(o) 7P (1)) -

40

(P2 — 1)+ 207 (2% — 1) +0*(Q2 + 1)?)

(2= De+vH(Q+1))°

(1 =) +v(Q+1))°

<cJ‘2—|—U _%(CL_U))Q

5|5~ 5|~

ol
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Donc

2Hin(q,p) = —=(p— QL)

ot

car ¢ = ¢+ v+ et p= < par le systeme (3.3).

3.7 Une remarque sur le cas linéaire

Nous allons maintenant produire la forme normale pour le cas linéaire. Ceci se fait
de maniere complement explicite.
Soit
H=H"+V

Vig) = (E,q)

pour E € R%. Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 3.7.1 Soit E € R% On considére le potentiel V(q) = (E,q). Il existe
un opérateur U, tel que

1
uO(HLa + V)“(?1 = Hp, — <E7C> - §E2

Preuve : Par I'équation (3.2), remarquons que le probleme H = H™ +V se réécrit
L, L
H= Y + (E,c+v™)
Rappelons maintenant les relations de commutations entre les opérateurs c et v :
[U17U2] =1 ) [02761] =1 ) [Ci7vj] =0

Ceci nous permet de voir que la seule partie de H ne commutant pas avec H™* est
(E, UL>. Or, par les relations de Weyl, nous trouvons

6'L’<E,v> v efi(E,v> — v — EJ_
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i(E,v)

Ainsi, en posant Uy = e , nous obtenons

1
Uo(Hro +V)Uyt = Hpo — (B, ¢) — §E2

Par les relations de commutations énoncées plus haut, nous voyons aisément que le
membre de droite commute avec H%*. C'est donc la forme normale de H.

3.8 Conclusion

Nous avons pu montrer dans un premier temps que si nous considérions les systemes
quantiques décrits par la somme de I'hamiltonien de Landau H’* et d'un potentiel
quadratique V' de matrice hessienne suffisamment petite, nous pouvons trouver une
transformation qui le transforme en une forme normale. De plus, nous avons également
pu déterminer cette transformation qui est unitaire. C'est la quantification d'une
transformation symplectique dont le générateur infinitésimal est explicite. De plus,
dans certains cas, nous avons pu construire une constante du mouvement. Nous
avons également pu présenter différents exemples caractéristiques et pertinents de
cette théorie.

Nous avons ensuite pu montrer qu'un résultat identique existait pour le cas linéaire.
Nous savons maintenant comment déterminer la forme normale du probleme donné par
la somme de I'hamiltonien de Landau et d'un polynéme de degré inférieur ou égal a 2,
ainsi que la transformation associée a cette normalisation.

71



Chapitre 4

Diagonalisation partielle
d’opérateurs du type Hla v

Nous nous intéresserons dans cette partie a construire la forme normale de H** 4V
avec V' appartenant a une classe de potentiels la plus générale possible.

Nous supposons que V' est un opérateur de multiplication borné et petit. Soit
{P,}, la famille de projecteurs propres de H“*. Comme nous I'avons vu auparavant,
I'opérateur V' peut-étre vu comme une matrice d'éléments P,V P,,. La partie diagonale
désignera les éléments de la forme P,V P, alors que la partie hors-diagonale qualifiera
les termes qui sont en dehors de la diagonale et qui s'écrivent donc comme P,V P,
avec m # n. La dimension des projecteurs propres étant de dimension infinie, les
termes de la matrice seront désignés par le mot bloc.

La preuve nécessitera de démontrer la convergence d'un algorithme itératif de
diagonalisation partielle (théoréme 4.2.2). Ce procédé sera basé sur les méthodes de
type KAM introduite par J. Bellisard dans les années 80 [Be] et qui ont été généralisées
par la suite (voir par exemple [Co] et [DS]).Notre résultat est une extension du résultat
énoncé dans [DLSV].

La seule hypotheése présente dans le théoreme de convergence de I'algorithme sera
une hypotheése de décroissance des éléments hors-diagonaux de la matrice de V.

Le résultat principal de ce chapitre (théoréme 4.1.1) concernera I'hamiltonien de

Landau car c'est le modéle qui nous intéresse le plus. Sa preuve sera juste une appli-
cation directe de I'algorithme. Ce résultat donne I'existence d'une forme normale pour
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le probleme H™* + V.

Nous énoncerons dans un premier temps le résultat principal puis nous poursuivrons
avec une série de résultats techniques nécessaires a la preuve de la convergence de
I'algorithme. Nous enchainerons alors par la preuve de la convergence de I'algorithme
et par celle du théoreme principal. Enfin, nous discuterons le cas ol le nombre de
projecteurs spectraux est fini puis nous conclurons I'implication de ce résultat sur la
dynamique du systéme.

4.1 Le résultat principal
Considérons sur H = L*(R?)

H=H"4+V

1 G-\’
e =~ (p—21) |
(%)

Un coeur d'opérateur de H® est I'espace de Schwartz S(R?). V est un opérateur de

avec

multiplication par une fonction V : R* — R et on rappelle que (g1, qg)l = (—q2,q1)-

Pour énoncer le résultat principal, introduisons la fonction gaussienne

»

q

g(g) =e" 7  (¢€R?
et considérons la classe des fonctions définies par la convolution de g avec une mesure
finie a valeur réelle 1, g * pu(q) = [z 9(q — ¢")du(d) :

g::{V:RQ%R;V:g*u,/ d|p] < oo}
R2

Nous pouvons déja noté que si V' € G alors V est borné. Cependant, on se
reportera au prochain chapitre pour une discussion plus poussée sur cette classe.

Notre résultat principal est |'existence d'une constante du mouvement non triviale
associé a cet opérateur dans L?(R?).

Théoreme 4.1.1 (Résultat principal) Pour V' € G suffisamment petit en norme
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opérateur, il existe un opérateur unitaire U tel que
(U™ (Hpo + V) U, Hp,| = 0.
En particulier, UH U~ est un invariant du flot e=* pour tout t € R.

La preuve de ce théoreme sera donnée a la section 4.3 car elle nécéssite I'algorithme
que nous allons démontrer dans la partie qui suit. De plus, la signification précise de
suffisamment petit sera également explicitée au cours de la preuve de I'algorithme.

4.2 Un algorithme de diagonalisation partielle

Le but de cette section sera de démontrer la convergence d'un algorithme qui per-
met de diagonaliser d'une maniere partielle I'opérateur H%* + V.

4.2.1 Enoncé de I'algorithme

Rappelons que I'opérateur de Landau H® peut s'écrire comme

H = Z E,P,

n>0

ou E, = n+1/2 et ou la famille {P,}, est un ensemble complet de projecteurs
orthogonaux 2 a 2 disjoints de dimension infinie. Nous remarquons donc que H'? est
un opérateur dont les lacunes spectrales sont constantes. On a alors

d(E,, E,) = |m —nl.

Nous considérons H%* + V dont le spectre est consistué de bandes. Dans le cas
ou leurs nombres est infinis, nous supposons qu'il existe une borne inférieure sur la
longueur des lacunes. Cela permet de définir la classe d'opérateurs suivante :

Définition 4.2.1 Un opérateur autoadjoint H est dans la classe Cy pour un g > 0 si
pour une famille compléte de projections orthogonales 2 a 2 disjointes { P, },ercn qui
commute avec H et I un sous-ensemble fini ou infini de N, on a pour

RanPy, )

oy = spect (PnHPn
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que
min 0,41 — maxo, > ¢.

Le spectre de H est typiquement de la forme suivante

“b— —H -

Pour la famille de projecteurs P,, définie dans 4.2.1 et pour un opérateur borné V,
nous introduisons les notations

DV:=> PVP, OV:=V-DV.

nel

DV est appellé la partie diagonale de |'opérateur alors que OV est appellé la partie

hors-diagonale.
Nous pouvons maintenant énoncer |'algorithme de diagonalisation partielle.

Théoréme 4.2.2 (Diagonalisation partielle) Soient H € Cy; et V' un opérateur
autoadjoint borné. Supposons que V satisfait aux conditions suivantes

o |«

IDV| = sup||PVE| <
n>0

IPV Pl < —2—
m — 1]

pour n. # m et pour une constante ¢y > 0 suffisamment petite. Alors, il existe un
opérateur borné G, et un unitaire U, tels que

H+V =UL(H + GoolUoe

avec [H,G] = 0.
Le domaine de I'opérateur H est invariant par rapport a U, :

D(H + Go) = D(H).

Comme pour le théoreme 4.1.1, la signification de I'expression suffisamment petite sera
donnée au cours de la preuve.
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4.2.2 Algorithme formel

Le but de cette section est de construire un unitaire U/, qui satisfait a la relation
suivante

H+V =U.(H+ G)UZ,

avec [H,G] = 0. Pour cela, nous allons procéder par récurrence. Nous allons
construire de maniere itérative un quadruplet. Définissons tout d'abord

U =1,Go =DV, Vy:=0V,Hy:=H+V =H+Gy+Vj

Uy est bien unitaire, Gy est un opérateur diagonal, Vj est hors-diagonal et symétrique.
Nous définissons maintenant inductivement

Hyy:=eVHe " G,=DH,— H,V,=0H, U, =eVU,_,
ou Wy est la solution de I'équation au commutateur suivante :
adw,(DHy) := [DH,, W] =V, avec DW,=0 (4.1)

(Pour une discussion concernant la résolution de cette équation, on se référera a la
section 4.2.4 .)
Notons maintenant que

dr, (H,
Hs+1 —_ eWsHsefWS — Z a Wls{;g )
k>0 ’
k

k>1

d'apres ce qui précede .

Or, H + G, et V, sont symétriques, W, est antisymétrique et par conséquent e"’
et donc U, sont unitaires. Ainsi

H+Gy+V, =U(H+V)U'
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Pour terminer cette preuve, nous devrons démontrer que

Gy — Gy
U, — Uy
Ve — 0

quand s — oo dans un sens que |'on précisera par la suite.

4.2.3 Les outils

Dans cette partie, nous allons introduire les différents outils techniques qui seront
nécessaires a la preuve de I'algorithme.

Normes dans I'algebre des opérateurs

La preuve de I'algorithme va parfois nécessiter de changer de normes. Nous rap-
pellerons ici les différentes normes dont nous allons avoir besoin pour les preuves a
venir :

Définition 4.2.3 Soit {P,} la famille des projecteurs propres de I'opérateur H comme
défini auparavant. Soit A un opérateur. On définit les normes :

HAHOOJ ‘= sup HPnAPm“

n,m
[Alloo,00 = SUPZ [ Po AP ||
m n
1Al = sup ) [ PaAP|
n m
[Allsz = max([|Al|oo oo, [|All11)
ou ||.| désigne la norme opérateur.
Nous pouvons maintenant montrer un lemme :

Lemme 4.2.4 Soient A et B deux opérateurs bornés. On a l'estimation suivante

1A, Bllloor < 2[|Allszl| Bllcoa (4.3)
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Preuve : Choisissons A et B comme dans les hypothéses du lemme. Alors

I[A, Blllsca = sup | Pa(AB — BA) Pyl

= sup||P, A P)BP, — P,B(Y_ R)AP,|
nm 1>0 1>0

sup > (| PaAR||[|PBP,| + | P, BR[| PAP,||)

n,m >0

IN

IN

sup (sup B S PR +sup |57 S |PAP

1>0 1>0

< sup |PBP,|sup ) | P, AP + sup |P.BP|[sup Y " || PLAP,|
m, " >0 e ™ >0

< 2[[Allsul|Bllco

Ce qui conclut la preuve du lemme.

O
Fonctions auxiliaires et méthode de Newton
Définissons les fonctions auxiliaires
o(z) = e +;(1—e )—Z<k+1)!x
E>1
Y(r) = x¢(v) (4.4)

Remarquons alors que la relation (4.2) peut se réécrire a I'aide de cette fonction
comme

Hyy1 = DH, + ¢(adw, (V5))

En prenant alors la partie diagonale et hors-diagonale de cette derniére expression,
nous obtenons les caractérisations

Gs+1 = G5+D¢(adWs(%)> (45)
Vit1 = O¢(adw,(Vs))

Ces deux relations joueront un réle prépondérant dans la preuve de I|'algorithme.
En effet, nous avons dorénavant une expression exacte de la partie hors-diagonale de
Hg 1 en fonction de celle de H,. Par exemple, la seconde relation nous permettra de
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démontrer que les éléments de matrice de V., ont la méme décroissance que ceux de
V.

Nous considérerons dorénavant la suite des itérés définis par 1.

On voit que v est une fonction de classe C*°(R,,R) et ses dérivées satisfont
(x) = xe,9'(0) =0
V() = (T+z)e”,9"(0) =1

Soit 7 > 0 et soit x € B(0,r) NR,. Posons
7 1= max ¢ ()| = [¢"(r)]

En particulier, choisissons r pour que

ry
Ai=— <1
2

Nous avons le lemme suivant :

Lemme 4.2.5 Soient ||zo|| < r et la suite {xs}s>¢ définie pour s > 0 par

Toy1 1= ()
Alors, pour tout s > 0,
1 Jzg| <7
2. |wea] < AF

)\2
3. 2321% S e

Preuve : Remarquons tout d'abord que le développement de Lagrange de la fonction
1 a I'ordre 1 autour de 0 permet de trouver que

1
9(w) = S0 (O
pour ¢ € [0, x].Nous obtenons la majoration suivante pour z € [0, 7]

r)/

2

Y(z) <
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En remplacant x par x, pour un s > 0, nous trouvons donc

Tsr1 < argg)\ms<a:5<r

Bo |2

Ce qui prouve le premier point du lemme.
Pour le second point du lemme, nous allons procéder par récurrence. La relation est
trivialement vraie pour s = 0. Supposons qu'elle soit vraie pour un s > 0. Nous avons

alors : .
Ts41 S 5373
Dol
Ty < Ax?
S )\()\23)2
< A(W)

En divisant par 7, on trouve le résultat. Ceci permet de conclure la récurrence.
Le dernier point se voit en calculant

. 2
sz SZ)\2 = ZO\Q)S < 1= )\2

s>1 s>1 s>1

O

Ce lemme donne une estimation de la vitesse de convergence de la suite des {z,}.
Cela nous permettra de démontrer que la suite des potentiels hors-diagonaux {V;}
décroit de maniére super-exponentielle.

Majoration de convolutions discréetes

Cette partie va uniquement présenter des estimations sur le comportement de con-
volution de fonctions inverses par des mesures a support discret. Nous commencons
par énoncer un lemme :

Lemme 4.2.6 Soient n,m > 0 tel quen # m et K := 1 + 4y + 2((2) ol 7 est la
constante d'Euler-Mascheroni. Sous ces hypothéses, nous avons que

1 K
2 ARGl S )
J20,5#n,j#m
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Preuve : La preuve de ce lemme sera faite explicitement. Pour plus de clarté, nous
noterons simplement par j I'indice de la somme au lieu de 7 > 0,5 # n,j # m.

—~ |7 =7 —m| im —n| \ & |7 —=nl?lj —m|

Il est facile de voir que le premier terme est borné par 2((2). Il reste donc a prouver
que le second terme du membre de droite est borné. Rappelons dans un premier temps
le développement en série de la fonction digamma )y (voir [AS1] par exemple) : si

z €N,
- x
Yoz + 1) +7=Y — (4.8)
; i(J +x)
Maintenant, puisque le second terme du membre de droite est symétrique en m et
n, nous pouvons donc supposer, sans restreindre la généralité, que m > n et nous
définissons a := m — n > 0. L'expression qui nous intéresse devient alors :

1
L= T o=

]> n

= |JHJ —a L= |J||J —al
_ Z n Y+ to(1 + a)

=, !JHJ —al a

ol nous nous sommes servis de (4.8). Mais

1
Z|j||j—a| a Z|J||J+a| Z|J||J—a|

1 1
Y+ doll +a) +a)+|a—1\ sup
a

je[l,a—1]NN |jHj - a|

Il est maintenant facile de voir que le terme de gauche est borné par 1 et que le terme
de droite est dominé par 2v. En rassemblant les différentes résultats obtenus dans
cette preuve, nous retrouvons le résultat énoncé.
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4.2.4 Sur I'équation au commutateur

Rappelons I'équation au commutateur 4.1 qui est associé a I'algorithme
adw,(Hs) == [DH,, W] =V, avec DW, =0.

Cette équation est la clef de voiite de I'algorithme. C'est elle qui permet de passer d'une
étape a 'autre dans l'itération et qui conditionne I'existence de I'unitaire affirmant que
H s'écrit comme la somme de H™® et d'un potentiel diagonal. Commencons par
rappeler un résultat théorique sur les équations aux commutateurs [BR] :

Proposition 4.2.7 Supposons que A, B et C soient des opérateurs bornés sur H.
Alors, il existe X solution de I'équation AX — X B = C qui satisfait a

W I€]]

X < =
11 < 2 dist(spectA, spect B)

Comment peut-on dans notre cas se servir de ce résultat?

[l faut tout d'abord identifier les différents opérateurs : on aura A = B = DH,,
X = W; et C' = V;. Nous pouvons alors projeter I'équation au commutateur (4.1) en
multipliant a gauche (resp. a droite) par P, (resp. par B,,). L'équation (4.1) devient

P, Vs P
PWP, = ———
dist(oy,, om)
De plus, nous avons la majoration

T || Pu Vs Pl

2 glm —n
T Cy

[P WPl

2 glm — nf?
Cela nous permet d'écrire

T c
|PuWs Py |lsuy < sup — = < 7e((2 4.10
PPl < sup 37 S < () (4.10)
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Cette derniere expression montre que |'opérateur W, défini a partir de la matrice dont
les éléments sont P,W,P,, est un opérateur borné de H sur lui-méme.

4.2.5 Convergence de I'algorithme

Nous avons maintenant toutes les cartes en mains pour démontrer la convergence
de I'algorithme. Cette preuve sera divisée en deux parties. Nous montrerons dans un
premier temps que la décroissance des éléments hors-diagonaux de matrice du potentiel
persiste au cours de |'itération. Ensuite, nous conclurons la preuve en montrant que
tous les éléments convergent dans un certain sens.

Rappelons les hypotheses du théoreme, nous avons choisi un potentiel V' qui, sur
les termes hors-diagonaux, satisfait a

|PaV Pl < —=
[m —n|

Construisons maintenant une suite (c;)s>1 positive, décroissante et tendant vers
0 quand s tend vers l'infini pour un ¢y positif donné, dans |'objectif de montrer que
Vs > 1,

|PViP|| < —=— (4.11)
jm —n]

Pour montrer ceci, nous allons procéder par récurrence. Par les hypotheses du
théoreme, nous avons |'existence d'une constant ¢y suffisamment petite pour que
I'équation (4.11) reste vraie pour s = 0.

Supposons que pour un certain s, |'équation (4.11) soit vraie. Alors, d'apres

I'équation (4.6), nous trouvons que les éléments de matrice de V. satisfont a

k
[P Vsg1 Pl < Zmﬂpnad’%/s(‘/;)f’mﬂ (4.12)
k>1 ’

Il nous faut produire une estimation de la norme des éléments de matrice qui apparais-
sent dans le terme de droite. Elle est donnée par le lemme suivant :

Lemme 4.2.8 Supposons que I'équation (4.11) soit vraie. Alors, pour tout s,k > 1
et pour tout n,m > 0 tels que m # n, on a

cs(mK )k

Padt, (V) P,|| <
H a Ws( ) H = g’“|m—n\

ol K est la constante qui apparait dans le lemme 4.2.6.
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Preuve du lemme : Fixons s > 1 et procedons par récurrence sur k. Pour k = 1,

nous avons
Pu[We, Vi Py = ) PAW.PV.Py — PV.BW, Py,

>0

alors

[P We, VAPl < D PRI PVaPull + | P VAP | W, P

1>0
e 1
S S
5 2 ==l
< cs(mKcs)
glm —nl

ol nous nous sommes servis de (4.9), (4.11) et du lemme 4.2.6.
Supposons maintenant que pour un k£ > 1, on ait

cs(mKcy)
Poadt, (V)P,|l < 4.1
| Paadly (V) Pl < S5 E250 (413)
Alors a I'étape k + 1, nous avons
Hpnadl;[—/tl(VS)PmH = ||Pn[WS7 ad’évs (VS)]PmH
< > | PaWLR || Padiy, (Ve) Pl

>0

+| Paadsyy, (Vo) P BW, Py

2(nK e,k 1 1
mei(mKes) Z N
2ghk+1 L —=nl2[l —m| |l = m|?|l —n]

1>0
cs(mKcg )kt

g"+tm —n|

ou, comme auparavant, nous nous sommes servis des équations (4.9), (4.11) et du
lemme 4.2.6 mais également de (4.13). Cela nous permet de conclure la récurrence et
donc la preuve du lemme.
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En se servant du résultat du lemme 4.2.8 dans (4.12), nous trouvons que

gu(The)

PVe1 Py <
H +1 H 7TK|m—TL’

Rappelons que 4.6 et que la fonction ¢ a été définie en (4.4). Alors, d'apres les
résultats obtenus a la section 4.2.3, nous pouvons construire itérativement la suite des

Cs par :

gu(me)
Cgt1 = K

qui satisfait a Vs > 0, cs11 < ¢g et ¢s —5 500 0 quand s — 00, pour un ¢q suffisamment
petit.

[l apparait ici clairement I'explication de la condition de petitesse sur ¢ : il faut
que ¢q soit choisi pour que % <.

Nous venons de conclure la premiére partie de la preuve. Continuons maintenant
en démontrant la convergence de I'algorithme. Remarquons grace a I'étude que |'on
vient de faire que pour tout s > 1,

||‘/;|’oo,1 S Cs

Puisque ¢ —s00 0, nous en concluons que ||Villoo1 —s—00 0. Puisque OV est
bornée par hypotheése, nous voyons facilement par les mémes calculs que précédement
que Vj est également bornée et décroit vers 0 quand s tend vers I'infini.

Interessons nous maintenant a la partie diagonale du potentiel. Nous déduisons de
I'équation (4.5) que

k
G = Cullsea < D gy, (V)

k>1
k
< 71 A\ 2k Ws ‘/s oo
< 3 G @IWlsal Vi)
k>1

ol nous nous sommes servi de I'équation (4.3). D’apres le résultat que I'on vient de
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voir sur la partie hors-diagonale et par I'équation (4.10), nous obtenons que

k
HGs+1 — GsHoo,l S Z m(zkﬂkC’;C<2>kcs)

k>1
k
< Z —— (7" K*ckey)
— ‘ S
= (k+1)!
S Cs+1

Nous trouvons donc que le membre de gauche tend vers 0 quand s tend vers I'infini.
De plus, puisque par construction pour tout s > 0 G est diagonal, cela nous donne
que

||Gs+1 - GSH — 500 0

Finalement,

IG < D NG = Giall + 1IGol

j=1
S

< ch+1/4§cst

j=1

Grace aux résultats de la section 4.2.3, nous savons que la famille {c;}; décroit de
maniére tres rapide, et suffisamment pour étre sommable. De ce fait, pour tout s > 1,
|Gs]| < 1/4 donc les lacunes dans le spectre de H, restent ouvertes.

Par le méme argument, nous trouvons également que les (W), sont sommables et
que U, et U; ! converge quand s tend vers l'infini.

Le résultat sur l'invariance du domaine par conjugaison de Hg par W, se voit
facilement car si nous écrivons

HWS = WSH + ‘/s - [GS7WS]

et que nous appliquons une fonction 1) € D(H), nous avons que tous les termes du
membres de droites sont bornés. Nous pouvons en déduire donc que le membre de
gauche est borné et donc que HW 1 est borné. Cela signifie que W,D(H) C D(H)
et implique le résultat.

Il nous faut maintenant démontrer que ¢+ laisse D(H) invariant. Soit u € D(H).
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Définissons

W
=20

=1

Nous avons que X}, —1_,0 €'V en norme. Posons également
Vg = Xpl —p 00 e

Supposons que wy := Hw, converge dans H, alors, puisque H est un opérateur
fermé, cela signifie que vy — v, quand k — oo dans D(H) ce qui implique également
que exp(Ws)u € D(H).

Il reste alors a prouver que wy, est une suite convergente. Pour montrer cela, écrivons

-1

k k k

=1 =1 =1 ~m=1

Le premier terme du membre de droite converge vers exp(W)Hu quand k croit vers
I'infini et

|ll

< HWHZ”

k I—
Z%Z " H, W Wi
=1 m

qui converge vers un certain vecteur de H.
Cela prouve que exp(+W5) laisse D(H) invariant et d'en déduire que Uj laisse également
D(H) invariant pour tout s. De plus, nous avons dans D(H) I'égalité suivante

USH - HUS = _Usv + ‘/s+1Us - GerlUs

En se servant des divers résultats obtenus,nous voyons que le membre de droite est
borné et converge vers —U,V — G, Uy quand s tend vers l'infini. Cela permet de
voir une fois de plus que Uy, laisse D(H ) invariant et

UoH—-HUy =-U,oV+GyUx
dans D(H) ce qui est équivalent a dire que
H+V =U"(H+ Gx)Us

Ceci nous permet de conclure la preuve de I'algorithme.

87



4.3 Preuve du résultat principal

Preuve du théoreme 4.1.1 : Comme nous I'avons déja dit, la preuve est une appli-
cation directe du théoréme 4.2.2. Nous choisissons H = H™* et {P,}, les projecteurs
propres de H. Alors, H'® € C;. D'apres le théoréme 5.2.1, V appartient 3 G et a donc
des éléments de matrice hors-diagonaux qui satisfont les hypotheéses de 4.2.2. Donc
par le théoreme 4.2.2, il existe un unitaire U/ tel que pour tout n > 0,

UH™ + VYU, P]=0

et donc
UH" + VYU, H* =0

O

Ce résultat est a mettre en parallele avec certaines méthodes déja connues, comme
par exemple celle de Nenciu [Ne2] ou de Teufel [Te]. Le résultat que I'on vient de
présenter est un processus itératif convergent. Il ne produit aucun terme d'erreurs.
Cependant, c'est une méthode purement quantique donc I'opérateur obtenu peut ne
pas étre un opérateur pseudo-différentiel comme pour la méthode de Teufel [Te] par
exemple. Cette étude reste a entreprendre.

4.4 Application a la dynamique des systemes

L'intéret du théoreme 4.1.1 est de donner une description, a un unitaire pres, de la
dynamique par une dynamique effective pour tout temps. Ceci donne en particulier
une justification précise, pour le systeme quantique, du folklore disant que “ I'électron
suit les lignes de niveaux du potentiel moyennisé” :

Théoreme 4.4.1 Pour H = H"*+cV,V € G, U et H., construits dans le théoréme
4.1.1, on a

e*th — uflefiHootU.
De plus,

sup [le ™" — e 7! = O(e)
teR
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Remarquons qu’au premier ordre
|Ho — (H" +eDV)|| = O(?).

Remarque 4.4.2 Remarquons que
1 2

-r7La _spigLa
= — ey e HH gt
2m Jo

DV

Donc si le symbole V' est dans une classe convenable, alors DV est un opérateur
pseudodifférentiel de symbole (V')(q,p), ot (V)(q,p) est la moyenne de V' sur le

cercle de centre c = £ — p* et de rayon |p — %] =4/(p— %)2 (cf. [AS2]).

Preuve : C'est un corollaire du théoreme 4.1.1. Notons que I'opérateur V' est multiplié
par € et par construction, les Wy seront également multipliés par ce facteur. Ainsi,

U= Heew‘* =14+ 0(e).

s>0

Donc
e el = (1 — O(e))e ™1+ O(g)) = e ™' + O(e)

D'ou le résultat du théoréme.

O

Ce résultat, valable pour tout temps, est a comparer a celui du théoreme 2.3.1
valable pour des temps d’ordre %

Dans le prochain chapitre, nous allons discuter une classe de potentiels présentant
la décroissance suffisante pour appliquer I'algorithme.
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Chapitre 5

La classe de potentiels §

Au cours du chapitre précédent, nous avons démontré la convergence d'un algo-
rithme qui permet d'annuler au fur et a mesure des itérations la partie hors-diagonale
du potentiel et qui produit donc un opérateur diagonal. Cela signifie qu'il commute
avec |'hamiltonien de départ (cf. théoreme 4.2.2). Les hypothéses sur cet hamiltonien
sont justes spectrales : on demande a ce que les lacunes du spectre restent ouvertes.

Pour montrer la convergence de I'algorithme (cf. théoreme 4.2.2), nous avons be-
soin d'une certaine décroissance dans la partie hors-diagonale des éléments de matrice
du potentiel. La majeure partie de ce chapitre traitera du calculs des éléments de
matrice et des estimations de ces derniers afin de rentrer dans le cadre de I'algorithme.

Le théoreme 4.1.1 est un cas particulier appliqué a I'hamiltonien de Landau et a
la classe de potentiels G. Ainsi, par la suite, nous considérerons principalement des
problémes liés a I'hamiltonien de Landau. Le modeéle sera décrit par un hamiltonien H
défini par

H=H"+V

avec V un opérateur de multiplication par une fonction de R? 3 valeur réelle.

Dans un premier temps, cette fonction sera la gaussienne g

»

q

g(g):=e 7 (qeR?

Nous montrerons que les éléments de matrice de la gaussienne g décroissent comme
souhaité dans le théoreme 4.2.2. Ceci nous permettra alors de construire la classe G.
On rappelle que cette classe de fonctions est définie par les convolutions avec des

90



mesures finies a valeur réelle de la fonction gaussienne :

Définition Pour g défini ci-dessus, G est la classe des fonctions définies précédemment

g::{V:RQ%R;V:g*u,/QdW\<oo}.
R

avec

g*pu(q) = /RQ 9(q —¢)du(d)

Nous allons donc nous attacher dans un premier temps a montrer que la fonction g
satisfait a ces conditions de décroissance. Ensuite, nous nous intéresserons a la classe
G et plus particulierement aux hypothéses a mettre sur une fonction f quelconque
pour qu'elle soit dans la classe G. Finalement, nous conclurons par une application au
modele de type Aharonov-Bohm avec flux dépendant du temps que I'on a rencontré
au cours d'un chapitre précédent.

5.1 La fonction gaussienne g

5.1.1 Outils

Dans un premier temps, nous démontrererons des résultats techniques qui nous serons
utiles par la suite :

Lemme 5.1.1 Soient Y > 1, X — Y > 2. Nous avons alors que
Y <1+ v
X-Y ~ X

Preuve : L'assertion du lemme est équivalente a montrer que

XY <1
X V) (X +v?)

Réécrivons cette expression comme

XY Y Yy?

X V(X477 X4V (X)X 77
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Or, par les hypotheses, nous avons que X — Y > 2 et puisque X > Y,

ainsi, le terme de droite du membre de droite peut-étre borné par 1/2.
Pour le terme de gauche, on trouve

Y 1 1

— < <1
X+Y2 14% 7 1+4

Ceci nous permet de conclure la preuve du lemme.

Démontrererons maintenant une inégalité de concavité :

Lemme 5.1.2 Pour K € [0,1], on a
(1+ K)log(l+ K) + (1 — K)log(1 — K) > K*

Preuve : Définissons la fonction

FK) = (14 K)log(1 + K) + (1 — K)log(1 — K) — K

Calculons la dérivée de la fonction f.
J(K)=log(l+ K) —log(l — K) — 2K
La fonction est positive sur [0, 1], on a donc pour K € [0, 1]

F(K) = f(0) =0

D'ou le résultat.

5.1.2 Les éléments de matrice de ¢

Y2
X+Y?2

<1

(5.1)

Rappellons dans un premier temps que I'hamiltonien de Landau admet sur ses espaces

propres la décomposition spectrale suivante

H"=Y"E,P, , E,=n+1/2
n>0

Pn:P; s Pan:(Sn,mPn
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Pour n € N, les projecteurs propres { P, }, sont définis par

Pn = Z |¢n,l><¢n,l|

I>—n
avec pourn > 0,1 > —n

n! - r?\ e T
i = Un = (=1 —— l z@lLl T
(G il (& ,l(T, ®> ( ) 2l<n—|—l)!re n\ 9

ou les polyndmes de Laguerre sont définis par

Ll () :Zﬂ< ””.) (1>0)

Nous trouvons alors que

Pngpm = Z |¢n,l><wn,l‘g‘wm,k><wm,k|

1,k>0

Remarque 5.1.3 L'ensemble des vecteurs propres de I'hamiltonien de Landau {1}
forme une base de L*(R?).

Introduisons d'abord deux notations

Inm = Pngpm

Gn,m,l

= (1/)n,l|g|¢m,k‘>6k,l

(la notation g, est pertinente car g est une fonction radiale dans R? et un calcul
donne

™ 9t (L +n)!(k+m)! Jy

k
3)Lm(g)mlr
= 5l,k<wn,l’9’wmvk>

ol 0y est le symbole de Kronecker.)

93



Comme nous I'avons déja noté, nous devons estimer la norme opérateur des éléments
de matrice g,,,,. Démontrons la proposition suivante :

Proposition 5.1.4 Pour tout m # n, on a
[ Gnmll < sup |G|

Preuve : Choisissons deux fonctions ¢ (resp. ) de L?*(R?). Nous pouvons les
décomposer dans la base propre de I'hamiltonien de Landau. Nous obtenons alors
deux suites de 1*(N?) notées (a,q)@p,q) (resp. (bij)ij). On obtient alors

(D, gnm)| = Z%bi,j 0, p0q,101 %Ok jOrm,iGn,m,i

4,J:P,q

- § an,lbm,lgn,m,l

l

1
2 2
SLllp ‘gn,m,l| <Z |an,l|2> <Z ’bm,l 2)
l l

sup |gnmal [Nl

Jun

IN

IN

Et donc
vn 7& m, ||Pngpm|| S Sl;‘p |gn,m,l’

Passons maintenant au calcul des éléments de matrices de g. Le résultat est
contenu dans la proposition suivante. La méthode utilisée est la méme que celle de
[Wal] et [Wa2] :

Proposition 5.1.5 Pour g(q) = exp (_%) (q € R?) et 1), défini en (5.2) on a
pour n,m € No, I > —(n A'm) que

1 (l+m+n)!
2irmant L (T4 m) (1 + n)Inlm!

|Gnm | = (5.3)

Preuve : Par définition
n.m = —_— T L L - d . 54
|G, 25\/(l—|—n)!(l—|—m)!/0 e "Ly Ly, | 5 ) rdr (5.4)
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Considérons dans un premier temps le cas ou [ > 0. Pour étudier la dépendance de
I'intégrale dans les parametres [, m, n, nous allons nous servir de I'orthogonalité de la
famille des fonctions n — L. (x) dans L? (R, dy;), ot dvy; := zle ®dz. L'idée est de
réécrire le produit des deux polynémes comme

Lot (g) =" BrmIL(a).

s>0

En injectant ce résultat dans |g,.i| et en se servant que L) = 1VI, nous trouvons
que

| B Gane = Smm [ i)

0 5>0
o0
= Bg’m’l/ dv(z)
0

= By™T(+1)

[l reste maintenant a déterminer la valeur du coefficient Bg’m’l. Ceci peut se faire a
I'aide d'une fonction génératrice [Ca] :

(Q(Ix—z) + 2(1y—y)>
(1= 2)1 (1= ) (14 5625 + iy

2(1-y)
— Z B;L,m,ll,myn

n,m

gs(x,y,l) = >l+s+1

gs est donc la fonction génératrice de la série. Par le raisonnement qui précede, nous
pouvons nous interésser uniquement au cas s = 0. On trouve alors que :

ol+1
go(@,y,1) = 2—z—pt

Donc 1 L (I+m+n)

B — ma;”a;}go(x,y, ) et T omtn Iminl |

Le résultat de la proposition suit donc pour [ > 0.
Maintenant pour [ < 0, on remarque simplement que

¢n,l - wn-',-l,—l
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et donc

|<¢n,l, 9¢m,l>| = | (V1,1 9¢m+l,—l>| (5.5)

ce qui permet de conclure pour le cas | < 0 et également la preuve de la proposition.

O

5.1.3 Estimation des éléments de matrice

Grace a la proposition précédente, nous connaissons la valeur de chaque g, ;. La
proposition 5.1.4 nous donne une estimation de la norme des éléments de matrice gy, ,,
par le suprémum sur [ des gy, ,,;. Si I'on arrive a démontrer que les g, ,,,; décroissent
comme requis dans le théoreme 4.2.2 et que I'on peut contrdler le suprémum sur [,
alors on pourra en déduire le résultat pour g, ,,. Cela fait I'objet de la proposition
suivante :

2
I’hamiltonien de Landau sur le n-ieme niveau d’énergie. Alors, il existe une constante

Proposition 5.1.6 Soit g(q) = exp <—£>, (q € R?) et P, le projecteur propre de

cst > 0 pour tous n,m > 0 tel que

[m —mnl)

Preuve : Remarquons premiérement que I'expression (5.3) est symétrique en m et
n. On peut donc supposer sans restreindre la généralité que m > n. De plus, par
I'équation (5.5), on remarque que |'on peut se restreindre au cas ou [ > 0.

Rappelons maintenant la formule de Stirling :

Vn>1, nl=+v2mn <§>ne’\" (5.6)

1 1
avec Vn > l,m <A < Ton-

Nous allons séparer deux cas : nous étudirons d'abord le cas ou n = 0 et ensuite
le cas ou n > 0.

Cas n=0 : En remplagant n par 0 dans (5.3) on trouve que

1 (I +m)!
gO,m,l = l
20mAl I'm!
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En se servant de I'équation (5.6), on obtient que :

1 <\/27r(l+m)(l—|—m)l+m)2 Atm M=
e 2

|90,m,l| - 2l+m+1 2rvmlll mm

2(21%)31 (ll_tnm)é11 ((limm)m (lZlm)ly

puisque W < 0 pour tout m,l > 0. Posons maintenant
Y
X=l4+4m Y =I-m K:=—
+ X

2m=X-Y 20=X+Y 0<K <1

Alors,
1 X y?2

2 - -X
[go,mal” < 42%/27 V X2 - Y2

e 2X

ou I'on s'est servi de (5.1).
Cette derniére expression dépend uniquement de Y2, on peut donc supposer que
Y > 0. Le résultat énoncé dans la proposition est équivalent a démontrer que | X —
Y |?|go.m.|? est borné et c’est ce que nous allons faire. En effet, puisque X > Y/, il

existe un entier a > 2 tel que X =Y + a. Nous obtenons alors que

9 a? Y +a y?

X-Y 2 m < T2(vta)
| ldomal” = oY+ay /o7 Yarta

En dérivant les deux cOtés par rapport a Y, on a la majoration suivante

y2
TavFa) Py (Y) Y +a
oy|lX =Y 2 m 2 < - ° 5 \/7
v lgomal” < 2 +atl(qg + Y)2(a+2Y) V 2aY + V2

ol P,(Y) est un polyndme dans la variable Y a coefficients positifs qui dépendent de

puissances de a. Cela implique que le membre de droite est négatif car Y et a sont
positifs et alors | X — Y|?|Vj,.|? atteint son maximum pour Y = 0. On trouve alors
que

3

2 az

T 204/27

’X - Y|2‘90,m,z

< cst
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ou encore ]
|90,m,l| S 1 1 S cst
2mFe (myr) s
ce qui conclut la preuve pour n = 0.
(Nous avons prouvé bien plus dans ce cas : dans le niveau fondamental, la décroissance
se faisait de maniere exponentielle et pas seulement de maniére polynomiale.)
Cas n > 0 : Supposons maintenant que m et n vérifie m > n > 0. Rappelons

que
(Slk (l+m+n)'

2imtntl (1 +n)! (1 +m)!m!n!

Utilisons une fois de plus la formule (5.6) pour obtenir que

Gnm, =

AH»'m _AH»n —Am—An
2

V2 (L +m+n)(l 4+ m + n)tminediemen
2mAntl(4 7T2\/ L4+ m)(l4+n)mn(l +m)*m (Il + n)Hrmm n”)%
[+m+n (l+m+n)l+m+"
27r2l+m+"+1 VIFEmYT+n)ymn (l+m) 5 (1 +n)FmEnt

|gn,m,l| —

puisque Ajymin — ’\”m*)‘”;*’\m%” <0 pourtousm>n>0etl>0.
Posons

X=l4+m+n Y=I+m-n Z:=1—m+n
2m=X -7 2n=X-Y 2(l+m)=X+Y
20+n)=X+2Z2 X>Y>Z Y >0
Z>n—m |Z| <Y

Nous avons alors grace au lemme 5.1.1 que

2 X 2 g2
|gnma] <4/ = e iXe iX
™\ (X2 =Y2) (X2 — Z22)]

Définissons alors la fonction auxiliaire

=

X _z
TS = =™
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pour X > 0 et Z > n —m. Notons que Z peut étre négatif car on a supposé que
m > n. Constatons également que cette fonction n'a aucune singularité sur le domaine
que I'on considére puisque X? — Z? = 0 est équivalement a m(l + n) = 0 ce qui est
impossible car nous avons supposé que m > n > 0 et [ > 0. Remarquons maintenant
que la fonction f ne dépend que de Z2, nous pouvons donc étudier ses variations
uniquement pour Z > 0. Prenons maintenant la dérivée de la fonction f par rapport
a la variable Z pour obtenir

e Fx Z(X — X2~ 27)
(=2}

aZf(XaZ) =

Le signe de la dérivée est donc donné par le signe de (X — X? — Z?%). Puisque
X >7Z >0, il existe un a > 2 tel que X = Z + a. Nous trouvons alors :

sign(X — X? — 7% = sign(Z +a—2Za — a?)
= sign(Z(1 —a)+a(l —a) —a®) <0

Cela signifie que f décroit dans la direction Z, elle est donc maximale pour Z = 0 et
f(X.Z) < f(X,0)=1

pour tout X > 0.
Cela nous permet d'obtenir la majoration suivante :

2 1 2
|gn?ﬂl’§\/j 167}(7
Y W(XQ—YQ)Z

Une fois encore, nous allons chercher a montrer que |[m — n||gnm.| est borné. Puisque
2lm —n|=1Y — Z| < 2Y, on obtient alors que

> > 8 ¥V? 2
Im — || gnmil” < — XQ_Y2€ 2x
8 Y? 2
S ax—ve "
7T —
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Mais remarquons que cette derniere expression peut se réécrire (on omettra le terme

2)

Y—Qe’§ X = Y—Qe 2Y;(1+ Y )
X-Y X-Y
< Y—Qe ;/;(Z—i-y—z)
- X

par le lemme 5.1.1.
Définissonst par t := sz Alors, on remarque que ¢t > 0 et

v —L;<t(2+t)‘
e 2 e
X-Y -

ol

< cst
Nous en déduisons que
[m = 0 gnmal® < cst

ce qui est équivalent a
cst

Gnmil <
jm —n|

Le membre de droite étant uniforme en [, le résultat précédent reste inchangé si nous
prenons le supremum sur [. Par la proposition 5.1.4, nous trouvons pour m # n que

cst

[gnmll <
jm —n|

ce qui conclut la preuve de la proposition.
O

C'est a partir du résultat de cette proposition que nous pouvons démontrer la décroissance
des potentiels de G. Cela fait I'objet de la prochaine partie de ce chapitre.

5.2 Laclasse G

5.2.1 Décaler les potentiels

Une propriété intéressante de |I'"hamiltonien de Landau réside dans I'existence de |'opérateur
de translation magnétique. Cet opérateur est défini sur L?(R?) pour un a € R? par

T(a)i(q) = e29%(q — a)
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Cette transformation commute avec |'hamiltonien et commute en particulier avec ses
projecteurs propres {P,}, : poura € R* et n € N

[T'(a), P.] =0

La conjugaison du potentiel par cette transformation produit une translation dans la
variable du potentiel :

T(a)gT"(a) = g(. - a)

Et en particulier, on a
1Pog(- = y)Pull = |1Pug Pull Yy € R®

C'est en particulier cette derniere égalité sur I'opérateur de translation magnétique
qui va nous permettre de montrer que les éléments hors-diagonaux de matrice des
potentiels de G décroissent comme la fonction g.

5.2.2 Décroissance des potentiels de §

Rappelons qu'une définition de la classe G se situe au début de ce chapitre. Un potentiel
V' de G est défini a travers une convolution de la gaussienne g avec une mesure finie
u. Par la discussion que I'on vient d'avoir sur |'opérateur de translation magnétique,
on voit que

P,VP, = Pn/g(-—y)du(y)Pm

- /Pn (. — y) Pndu(y)

car les {P,}, sont des projecteurs agissants sur la variable du potentiel et pas sur la
variable d'intégration. En prenant la norme de chaque c6té, on obtient la majoration
suivante

|V Pyl < / ()] | Pug(. — 4) Pl

De plus, I'opérateur de translation magnétique nous permet d'avoir I'estimation suiv-

ante
1Pog(. = y)Pull = |1Png Pull Vy € R?
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Ainsi, par la proposition 5.1.6, nous déduisons que
d

PV P < J ldp(y)]

[m —n]

Puisque par hypothése, 1 est une mesure finie a valeur finie a valeur réelle, on en déduit
que les éléments de matrice hors-diagonaux de V' admettent la méme décroissance que
ceux de g.

Nous venons de démontrer le théoreme suivante :

Théoréme 5.2.1 Soient V un élément de G et {P,}, les projecteurs propres de H'®
sur le n-iéme niveau d’énergie. Alors on a, en norme opérateur sur L*(R?) pour un
¢ > 0 et tout n,m € N, m # n, l'estimation suivante :

C

[1P.V Po| <

max(1, |m — n|)

Nous cherchons maintenant une condition plus explicite d'appartenance a G.

Remarquons dans un premier temps que V' = g u s'étend toujours en une fonction
entiere. En effet, si I'on prend la transformée de Fourier de cette expression, puisque
le membre de droite est une convolution, on trouve que

Ainsi, ?(p)eé est la transformée de Fourier d'une mesure finie et doit donc décroitre
a I'infini.

Le but de ceci est de montrer que I'ensemble G contient suffisamment de potentiels
pour en faire une classe intéressante pour la physique et notamment pour I'étude de
I'effet Hall quantique.

Pour cela, nous introduisons la classe A :

Définition 5.2.2 On définit A la classe des fonctions V : R? — R telles que

1. V posséde une extension entiére sur C?
2
2. R?23y— e TV(iy) € L*(R?)

~ > . > . ~
3. SoitV(g):=e= [ eflqye*TV(zy)(;Ty)Q alors V € L'(R?)
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Le lien entre la classe A et la classe G se fait dans la proposition suivante :
Proposition 5.2.3 PourV € A on a
V =g (Vdg).

Preuve : Par le théoreme de Fourier, on trouve pour ¢ € R? que

e~ TV (iq) = /R4 Ve~ TV (iy) (2:)2dq~.
Donc -
Vi = [ V@
R2

Cela permet de conclure la preuve de la proposition car les deux c6tés sont analytiques
en q.

O

lllustrons maintenant la classe A que nous venons d'introduire avec quelques ex-
emples de potentiels bien choisis. Le premier point montre que le résultat concernant
g peut s'étendre a un plus large ensemble de fonctions dont la décroissance a I'infini se
fait de maniere gaussienne. Le second résultat parle des mesures ponctuelles distribuées
sur le réseau Z2.

Corollaire 5.2.4 G contient
1. pour un polynéme réel a 4 variables p avec a €0, 1], kq, ks € R:

2
. . 42
p(Qla q2, ezk1q17 €Zk2q2)e >

2.3 g2 ig(q — 1) avec p € (22, R).

La fonction q — e¢*® pour k € R? n'est pas un élément de G.

Preuve : Pour 1., il est suffisant de démontrer que
42
Ry e 2 f(iy) € L'(R)

et
22 . 42
Roz—e? /e”%?f(z’y)dy € L'(R)
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. 2
pour f(y) = y"e™e T, neNetk eR.
La preuve se fait via des propriétés standards de I'analyse de Fourier. Dans le cas ou
k=0etn+#0, ona

2
Y

|f(iy)e 7| = [y|"e” 9T € LY(R)

. =2 —izy, n —(l—a)ﬁ 1 2 1 a? 1
|€2/€ ye 2dy|=\/1—_—oé|p0[y($)€2€ 7| e L(R)

ou poly est un polynome de degré au plus n.

Dans le cas ou n = 0 et k£ # 0, nous obtenons

2
Y

Fliy)e | < Hvle0-0% ¢ L\(R)

Yyl = T e €z2e .

Le cas n # 0 et k # 0 se démontre par un argument semblable.
Le 2. est relié a la mesure pure point

> wid(x — i)

i€Z?

Le résultat suit de la discussion sur I'opérateur de translation magnétique que nous
avons menée précédemment.
Concernant la fonction g — €™ pour k € R?, nous avons au final que

ezkx:g*lu

—ikx

K2 . ..
avec 4 = e "*ez dx qui n'est pas une mesure finie.

O

Remarque 5.2.5 La condition de sommabilitée de la suite des j1; du point 2. peut
étre omise si I'on considére une partie compact du réseau. En effet, soit A une partie
finie de Z*. On a alors

|3 il < max A

IS

ou |A| est la mesure de A.
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