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RésuméCette thèse onerne l'utilisation de l'interation entre un algorithme et un expertpour la résolution de problèmes omplexes, typiquement NP-di�iles. Plusieurs dé�-nitions de l'expert sont possibles. L'objetif étant d'obtenir des algorithmes dont lesperformanes sont garanties, e travail est entré sur les interations ave un expert detype "orale", plut�t que "humain". Ainsi, on s'intéresse à des ompromis entre perfor-mane, oût (typiquement temps d'exéution), et quantité d'information donnée parl'orale. Le premier objetif de ette thèse est de omprendre quel est l'état de l'art desdi�érentes tehniques interatives dans di�érents domaines (algorithmique distribuéeet online, omplexité, optimisation ombinatoire). Le seond objetif est entré surl'optimisation ombinatoire, et plus partiulièrement les problèmes d'ordonnanementet d'empaquetage. Nous proposons un formalisme interatif pour le ontexte des prob-lèmes d'optimisations (o�ine). Le but est de montrer en quoi e formalisme failitela oneption d'algorithmes d'approximation, en le situant par rapport aux tehniqueslassiques de oneption de shémas d'approximation, et en l'utilisant pour fournirde nouveaux résultats sur des problèmes d'ordonnanement et d'empaquetage. Nousavons prinipalement abordé deux problèmes : le "disrete Resoure Sharing ShedulingProblem (dRSSP )" et le problème du "Multiple Strip Paking" (MSP ). Le dRSSPest un problème d'hybridation d'algorithmes. Etant donné un ensemble d'algorithmes(appelé un "portfolio"), un nombre �ni de ressoures (des proesseurs par exemple), etun ensemble représentatif d'instanes (appelé "benhmark"), le but est de distribueres ressoures aux algorithmes a�n de minimiser le temps néessaire à la résolution detoutes les instanes du benhmark, en exéutant les algorithmes en parallèle selon lemodèle dit du "spae sharing" . Nous avons étudié l'impat de plusieurs questions àposer à l'orale, ainsi que omment ommuniquer e�aement ave e dernier (signi�antque la réponse de l'orale est ourte), aboutissant à plusieurs shémas d'approximation.Le MSP est une extension du problème élèbre du "Strip Paking" onsistant à plaerdes retangles dans un nombre �xé de boîtes, en minimisant la hauteur atteinte. Nousavons fourni plusieurs algorithmes/shémas d'approximation pour di�érentes variantesde e problème, dans lesquelles les boîtes ont des largeurs égales/di�érentes, ou lesretangles doivent être plaés de façon "ontinue" ou non (orrespondant alors à unproblème lassique d'ordonnanement de tâhes parallèles). D'une manière généralel'utilisation de l'interativité permet d'isoler la di�ulté des problèmes, et don de lesétudier di�éremment.
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AbstratThis thesis fouses on algorithm-expert interation for solving hard problems. Sev-eral de�nitions of an "expert" are possible. Our work onerns interations with anorale (rather than human) expert, as we are looking for theoretial performane guar-antee. Thus, we are interested in tradeo�s between performane, ost (typially runningtime), and length of information provided by the orale. The �rst objetive of this the-sis is to understand what is the related work and the ommon orale tehniques indi�erent domains (distributed and online omputing, omplexity, ombinatorial opti-mization). The seond objetive is entered on ombinatorial optimization, and morepreisely on sheduling and paking problems. We aim at showing how this interativesetting is helpful for the design of approximation algorithms, and of ourse to providenew results on sheduling and paking problems using these tehniques. We mainly fo-used on two problems : the disrete Resoure Sharing Sheduling Problem (dRSSP )and the Multiple Strip Paking (MSP ). The dRSSP omes from the ommunity ofhybridation of algorithms. Given a set of algorithms (often alled a portfolio), a �xedamount of resoures (proessors for example), and a (�nite) benhmark of instanesto solve, the goal is to distribute the resoures among the proessors to minimize theost for solving the whole benhmark, using a "spae sharing" model for running thealgorithms in parallel. We studied the impat of di�erent questions to ask to the orale,and how to ommuniate "e�iently" (meaning that the orale answer is short) withthe orale, leading to several approximation shemes. MSP , whih is an extensionof the well known strip paking problem, onsists in paking retangles into a �xednumber of strips, minimizing the height of the paking. We provided approximationshemes/algorithms for di�erent variants of MSP where strips have equal/di�erentwidths, and where retangles must be paked ontinuously or not (orresponding thento sheduling parallel jobs). It turns out that interative tehniques point out the dif-�ulty of the problems, and are helpful to study problems in a di�erent ways.
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Chapitre 1IntrodutionLe thème de ette thèse est l'étude des systèmes interatifs pour la résolution deproblèmes omplexes. Les problèmes ibles sont en partiulier des problèmes d'ordon-nanement et d'empaquetage (ou problèmes dits de "paking"). L'idée de base est desupposer que l'on dispose d'un expert, pouvant répondre à ertaines questions. L'ob-jetif est alors de onevoir des algorithmes interagissant ave et expert, en posantdes "bonnes" questions pour résoudre les problèmes plus e�aement.On s'intéresse aux algorithmes ayant des garanties de performane, typiquementsur leur temps d'exéution et la qualité des solutions qu'ils alulent. Ainsi, la �a-bilité de l'expert est une des premières questions à aborder. Sans auune hypothèsesur l'expert (omme par exemple ave un expert humain), il sera di�ile de prou-ver que les performanes d'un algorithme interatif sont meilleures que elles desalgorithmes sans expert. Les travaux utilisant des expert humains, omme par ex-emple le "framework" lassique pour la résolution interative dénommé HuGS (pour"Human-Guided Simple Searh", [Anderson et al., 2000, Klau et al., 2010℄), évaluentdon généralement les algorithmes en mesurant leurs performanes sur des instanes"représentatives", omme par exemple dans [Lesh et al., 2005, Klau et al., 2002℄. Unedeuxième démarhe pour pro�ter d'un expert non �able onerne les problèmes d'op-timisation multiritères [Alves and Clímao, 2007, Marotte and Soland, 1986℄. Dansde tels problèmes on s'intéresse aux solutions Pareto optimales (telles qu'il n'existepas une autre solution meilleure dans tous les ritères), qui sont parfois extrême-ment nombreuses. L'expert humain est alors souvent utilisé pour "naviguer" dans etensemble de Pareto, en hoisissant interativement les solutions qu'il préfère. En�n,une autre approhe existante pour augmenter la �abilité des algorithmes interat-ifs ave humain onsiste à résoudre plusieurs fois une même instane ave des ex-perts di�érents. Cette tehnique est prinipalement mise en plae dans des méanismes(tels [Anderson, 2008, Von Ahn et al., 2006℄) distribuant un grand nombre d'instanes(par exemple l'assoiation de mots à des images) à un grand nombre d'humains. Cetype de démarhe est généralement nommé "distributed thinking", ou "human om-puting/omputation" [Von Ahn, 2007℄.Première approhe de la problématiqueOn onsidérera don dorénavant que l'expert est un orale. Un orale est apablede répondre orretement et en temps onstant à n'importe quelle question. Notre9



1 Introdutionproblématique est don la onstrution d'algorithmes interatifs ave orale ayant desgaranties de performane (sur le temps de alul et la qualité des solutions produites)sur toutes les instanes. Les premières questions à aborder sont les suivantes :
• quel est le modèle d'interation (l'algorithme pose-t-il des questions à n'importequel instant, l'information est-elle donnée entièrement au début du alul) ?
• quelles sont les "bonnes" informations à demander à l'orale ?
• quel est l'intérêt de résultats obtenus ave un orale ?PlanL'objetif du Chapitre 2 est de déterminer quels sont les résultats utilisant l'inter-ativité ave orale existant dans les di�érents domaines. Nous aborderons d'abord enSetion 2.2 et 2.3 les domaines de l'algorithmique distribuée et online. Nous présen-terons les résultats autant que possible sous le point de vue interatif, et en gardantà l'esprit les questions mentionnées préédemment. Nous déouvrirons que le modèled'interation est généralement simple, et que l'orale est souvent assimilé à un ajoutd'information "initial". De nombreux résultats de es setions onernent don desompromis entre performane de l'algorithme interatif, quantité d'information fourniepar l'orale, et oût de prodution d'une solution. En Setion 2.4 nous présenteronsbrièvement les prinipales lasses de omplexité interatives et les résultats qui leurssont assoiés, puisque es résultats étudient typiquement des variations subtiles deprotooles interatifs, et nous éloignent don de notre problématique de onstrutiond'algorithmes interatif (ave un modèle d'interation simple).L'objetif du Chapitre 3 est d'aborder l'optimisation o�ine sous et angle originalde l'interativité (et en partiulier des ompromis performane, quantité d'information,temps de alul). La problématique est don re-preisée : nous hoisissons de restreindrel'interation à un ajout d'information initial, et de mesurer la performane des algo-rithmes via la mesure lassique de rapport d'approximation. Nous dé�nirons don dansles Setions 3.2 et 3.3 un formalisme approprié à e adre, et nous étudierons dans laSetion 3.4 les liens entre les tehniques interatives et les tehniques lassiques de on-eption d'algorithmes (et en partiulier de shémas d'approximation). Les onlusionssur l'optimisation o�ine et les perspetives sont données en Setion 3.5.Dans le Chapitre 4 (et 5 pour une version en anglais) sont présentés les onlusionsgénérales, ainsi que les nouveaux résultats obtenus sur des problèmes d'ordonnane-ment et d'empaquetage. Ces résultats �gurent en détail dans les hapitres 6 à 12. En�n,l'annexe située en Page 199 regroupe quelques dé�nitions lassiques de problèmes d'or-donnanement et des notions basiques de la théorie de l'approximation.Niveau de détailLes résultats ités dans le Chapitre 2 ne onernent pas diretement les problèmesqui nous intéressent, et seront don présentés en omettant les détails tehniques, l'ob-jetif étant plut�t de omprendre les démarhes interatives mises en jeu. Les preuvesrappelées dans le Chapitre 3 seront détaillées, et souvent reformulées du point de vueinteratif.
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Première partieEtude méthodologique de l'utilisationd'un orale

11





Chapitre 2Tour d'horizon de l'interationquanti�ée ave expert orale
2.1 Introdution2.1.1 Présentation de deux démarhes possiblesOn onsidère dans tout notre travail que l'interation s'e�etue ave un expert detype orale. Conformément au sens lassique donné à la notion d'orale, nous onsid-érerons que l'orale peut répondre orretement à n'importe quelle question en tempsonstant. Naturellement, les résultats utilisant un expert si puissant doivent prendreen ompte à quel point l'orale a aidé à la onstrution de la solution. Deux démarhesprinipales semblent possibles pour mesurer l'aide apportée par l'orale.On d'une part dé�nir une notion de taille de l'information donnée, et alors étudierdes ompromis entre la mesure de performane d'un algorithme interatif, la quantitéd'information fournie par l'orale, et le oût de l'algorithme (typiquement le tempsd'exéution). Les résultats typiques exhibent une information permettant d'atteindreune ertaine performane (résultats dits positifs), ou montrent qu'une taille minimumd'information est néessaire pour atteindre une performane �xée (résultats dits né-gatifs).On peut d'autre part étudier le nouveau problème P ′ onsistant à "retrouver sé-parément l'information donnée par l'orale". Dans e as on a déplaé l'étude versle problème P ′ qui sera onsidéré à son tour de façon "lassique", en fournissant unalgorithme pour le résoudre ou en montrant qu'il appartient à une ertaine lasse deproblèmes.La deuxième démarhe sera plut�t utilisée dans le Chapitre 3. En e�et, pour leas de l'algorithmique distribuée et online où l'orale fournit souvent simplement unepartie inonnue de l'instane, le problème onsistant à "retrouver ette informationséparément" n'a en général pas de sens, puisque par dé�nition les parties inonnues del'instane sont impossibles à retrouver.Les résultats des Setions 2.2 et 2.3 s'insrivent don plut�t dans la deuxième dé-marhe de quanti�ation. 13



2 Tour d'horizon de l'interation quanti�ée ave expert orale2.1.2 Dé�nitionsLes notions d'orale, de mesure de performane, quantité d'information et oûtseront évidemment préisées selon les domaines et les problèmes. Par ontre, nouspouvons dès à présent donner quelques dé�nitions très générales qui seront utiliséesdans les Setions 2.2 et 2.3 a�n de présenter les résultats de façon uni�ée. Introduisonsdon les notations suivantes, qui orrespondront à des dé�nitions préises dans haunedes parties.Notation 2.1. On note (A, r) l'algorithme interatif omposé d'un algorihme (au senslassique) A demandant une requête r à l'orale.Notation 2.2. Soit A un algorithme. On note p(A) la performane de l'algorithme A.Cette notation est étendue en notant p(A, r) la performane de l'algorithme interatif
(A, r).Nous supposons que l'on souhaite minimiser la mesure de performane p, ommepar exemple lorsque p est un rapport (ou ratio) d'approximation [Hohbaum, 1997℄.Dé�nition 2.3. Un résultat positif onsiste à fournir un algorithme A0, une requête
r0 (pouvant être "vide", signi�ant que A0 est un algorithme lassique, non interatif),et à majorer p(A0, r0) (ou donner f tel que p(A0, r0) ∈ O(f) par exemple).Dans le ontexte des algorithmes interatifs, un résultat négatif dépend de deuxparamètres : il onsiste à montrer qu'une performane n'est pas atteignable pour toutun ensemble d'algorithmes et d'orales.Dé�nition 2.4. Soit A un ensemble d'algorithmes, et R un ensemble de requêtes. Soit
LB(A,R) = minA∈A,r∈R p(A, r). Un résultat négatif onsiste à minorer LB(A,R) (ouà donner f tel que LB(A,R) ∈ Ω(f) par exemple).Bien évidemment, un résultat négatif est plus ou moins puissant selon la taille desensembles A et R.Notation 2.5. Nous utiliserons U pour désigner l'ensemble de tous les algorithmes.En�n, le dernier point aratérisant un résultat onerne le type d'information util-isée. Certains résultats ne fournissent qu'un seul point dans le ompromis performane- quantité d'information - oût, alors que d'autres fournissent tout un ensemble depoints de e ompromis. Cette di�érene se justi�e généralement par l'utilisation d'uneinformation paramétrable ou non.Dé�nition 2.6. Informellement, une information est paramétrable lorsque l'on peutontr�ler (hoisir) sa taille.2.1.3 Plan du hapitreLes objetifs sont à présent d'étudier quels sont, dans les di�érents domaines, lesrésultats ave orale prohes de notre problématique de onstrution d'algorithmes in-teratifs ayant des performanes garanties. Nous aborderons don les di�érentes dé�ni-tions utilisées pour la notion d'orale, les informations typiques qui lui sont demandées,et les di�érentes onséquenes de es résultats ave orale.14



Utilisation de l'interativité en algorithmique distribuée 2.2Les setions 2.2 et 2.3 traitent de l'utilisation d'un orale en algorithmique distribuéeet online. Ces domaines n'étant pas a priori notre ible prinipale (voir le Chapitre 3où l'utilisation d'un orale en optimisation o�ine sera abordée plus en détail), nousprésenterons simplement dans es setions des résultats liés à l'utilisation d'un orale,en omparant autant que possible les démarhes existantes. La Setion 2.4 dresse àun aperçu de l'utilisation de l'interativité en omplexité, l'objetif étant de erner lesrésultats prohes de notre problématique.2.2 Utilisation de l'interativité en algorithmiquedistribuéeL'objetif de ette partie est de donner un aperçu de l'utilisation d'un orale dansle ontexte de l'algorithmique distribuée. Nous illustrerons quelques résultats représen-tatifs utilisant un orale à travers plusieurs problèmes lassiques, tels le problème dela di�usion ("broadast") et sa variante du reveil ("wake up"), ou de la oloration.2.2.1 IntrodutionOn s'intéresse aux résultats de ompromis entre la mesure de performane d'unalgorithme interatif, son oût, et la taille de l'information fournie par l'orale. Il nousfaut don dé�nir tous es termes, ainsi que la notion de système distribué et d'algo-rithme distribué. L'objetif n'étant pas entré sur la problématique de l'algorithmiquedistribuée, nous ne dé�nirons pas néessairement en détail les modèles et les onditionspréises d'appliation des travaux présentés. Nous ne détaillerons pas non plus les dif-férents modèles de alul distribué (selon les di�érentes hypothèses de synhronisationou de primitives de ommuniation par exemple). De nombreux ouvrages (tel par ex-emple [Ghosh, 2007℄) traitent en détail de e type de questions. Seront uniquementintroduits (informellement) dans ette setion les onepts de base de l'algorithmiquedistribuée et les notations orrespondantes.Dé�nition 2.7. On appelle système distribué un ensemble de n mahines reliées parun réseau (un graphe) G = (V, E), ave V = {1, . . . , n} représentant l'ensemble des
n mahines (parfois appelées n÷uds), et E ⊂ V 2 représentant l'ensemble des m liensentre les mahines. Une arête (i, j) ∈ E signi�e que les mahines i et j sont reliéesdans le réseau.Rappelons que l'une des problématiques d'un système distribué est que les mahinesne onnaissent pas la totalité du graphe G (enore une fois sous réserve de variantes).L'objetif est don de dé�nir un algorithme distribué, s'exéutant "en parallèle" surhaque n÷ud, permettant aux n mahines de oopérer (en faisant des aluls loaux, eten éhangeant des messages) pour résoudre un problème �xé. Lamesure de performaned'un algorithme distribué sera dé�nie selon les exemples. Le oût d'un algorithmedistribué est généralement dé�ni omme le temps de alul maximal autorisé "surhaque n÷ud" ('est à dire de alul "loal"). Cependant, e paramètre ne sera engénéral pas entral dans les exemples abordés, et on ne herhera don pas spéialement15



2 Tour d'horizon de l'interation quanti�ée ave expert oraleà minimiser le temps d'exéution des algorithmes. Celui-i sera soit illimité, soit bornépar un polyn�me.Etant donné que nous onsidérerons à plusieurs reprises les problèmes du broad-ast et du wakeup, nous allons dès à présent en donner une dé�nition informelle (unedé�nition exate néessiterait de spéi�er entièrement le modèle de alul distribuéutilisé).Dé�nition 2.8 (Problème du broadast, wakeup). Le problème du broadast (ou pro-blème de la di�usion) onsiste à di�user à l'ensemble des n n÷uds du réseau G unmessage initialement détenu par un n÷ud (appelé soure).Le problème du wakeup (ou problème du réveil) est similaire à elui du broadast,ave la ontrainte qu'un n÷ud ne peut pas émettre le message tant qu'il ne l'a pas reçu.En�n, nous pouvons dès à présent dé�nir une notion d'orale, orrespondant à lamajorité des travaux qui seront abordés ensuite.Dé�nition 2.9 (Orale). Pour toute instane I d'un problème distribué (typiquementun graphe G), l'orale fournit un ensemble r(I) = {s1, . . . , sn} de haînes de bits(présentes au début du alul), la haîne si étant fournie uniquement au n÷ud i.On assimile don l'orale à l'information qu'il fournit.Notation 2.10. La notation générale (A, r) introduite préédemment d'un algorithmeinteratif utilisant un orale r orrespond ii à un algorithme (distribué) A ayant pourhaque I l'information r(I) répartie sur les di�érents n÷uds.La dé�nition de la taille de l'information de l'orale sera préisée selon les exemples.Nous allons à présent étudier di�érentes démarhes possibles mettant en jeu lanotion d'orale. Nous nous intéresserons d'abord aux résultats positifs dans les se-tions 2.2.2 et 2.2.3. Nous aborderons ensuite dans les setions 2.2.4. et 2.2.5 des résul-tats négatifs étudiant la quantité minimum d'information à fournir pour atteindre uneperformane �xée. La Setion 2.2.6 traite des "informative labeling sheme", qui on-stituent une approhe légèrement di�érente dans laquelle le but n'est pas diretementde onstruire un algorithme distribué, mais simplement d'étiqueter intelligemment lesn÷uds du réseau.Remarque 2.11. Il existe de nombreux résultats en algorithmique distribuée utilisantdes orales "déteteur de pannes" [Chandra and Toueg, 1996℄. Chaque noeud disposed'un déteteur loal qu'il peut questionner pour avoir des informations. La quantitéd'aide reçue de l'orale orrespond ii à l'appartenane de l'orale à une atégoriedonnée, les atégories les plus élèbres étant dé�nies par les propriétés de omplé-tude et d'exatitude (ultimement) forte / faible. Une des démarhes lassique on-siste à trouver le déteteur le plus faible permettant de résoudre un problème, d'érireun algorithme ave e déteteur, puis d'implémenter le déteteur en question. Mêmesi ette démarhe semble prohe de l'étude des informations non paramétrables (voirSetion 2.2.2), la notion de déteteur de panne paraît di�ile à réduire à un ajout d'in-formation initial omme dans la dé�nition 2.9, et sort don de notre adre. De plus,les plus élèbres utilisations de es orales permettent de résoudre des problèmes quiétaient auparavant impossibles (par exemple le problème du onsensus en asynhronedans [Chandra and Toueg, 1996℄), et non pas d'améliorer des performanes de façon"quanti�able".16



Utilisation de l'interativité en algorithmique distribuée 2.22.2.2 Appliation 1 : étude du gain ave une information nonparamétrableCette partie onerne les résultats où l'on ne ontr�le pas la quantité d'informationdemandée. Cela signi�e don que soit l'information est demandée en entier, soit elle nel'est pas du tout.Ce type de résultat permet de omprendre e que l'on peut améliorer (resp. perdre)en ayant (ou non) la onnaissane d'une information partiulière. Les résultats visés iin'étant pas des ompromis entre performane, temps de alul et taille d'information,il n'est don pas néessaire de dé�nir la taille de l'information reçue. Les résultats dee type onsistent souvent à :
• fournir un résultat positif ave un algorithme A0 et un orale r0

• fournir un résultat négatif, i.e. borner LB(A, r1), ave r1 et A �xésCes deux points permettent don de montrer en quoi la onnaissane de r0 est béné�quepar rapport à la seule onnaissane de r1. De nombreux travaux s'intéressent au as
r1 = ∅ et A = U , et montrent don en quoi la onnaissane de r0 permet d'obtenir demeilleurs résultats pour le problème onsidéré.Un premier exemple onerne le problème de la di�usion dans un réseau de typeradio, 'est-à-dire où haque n÷ud peut lors d'une étape soit éouter, soit émettre verstous ses voisins. Il est démontré dans [Kowalski and Pel, 2007℄ que lorsque haquen÷ud onnaît le graphe G, la di�usion peut être réalisée en O(D + log2(n)), ave D lediamètre du graphe, la mesure d'une exéution étant le nombre d'étapes synhrones.Or, il est prouvé dans [Clementi et al., 2001℄ que LB(U , ∅) ∈ Ω(nlog(D)) lorsque lesn÷uds ne onnaissent que leur identité (autrement dit tout algorihme distribué sansorale néessite en pire as Ω(nlog(D)) étapes).Des exemples ourants d'informations non paramétrables (i.e. d'orale r) sont parexemple le nombre de n÷uds du graphe, une majoration du nombre de n÷uds dugraphe, ou l'orientation dans le as où G est un anneau.Remarquons que pour e type de situations, le formalisme orale ne semble pasforement néessaire, puisque l'on peut simplement onsidérer que l'on ompare deuxvariantes d'un même problème, ave des hypothèses di�érentes. Ce type de omparaisonest don extrêmement ourant (f par exemple [Fih and Ruppert, 2003℄ où sont listésde nombreux résultats d'impossibilité), et l'on retiendra simplement que du point devue de la omparaison entre informations, on se pose ii la question de savoir si uneinformation "domine" une autre sur l'ensemble de tous les algorithmes.2.2.3 Appliation 2 : étude du gain ave une informationparamétrableNous allons à présent aborder un exemple tiré de [Awerbuh et al., 1990℄ où l'onétudie le béné�e obtenu grâe à une information paramétrable, au sens où l'on peutdemander à l'orale une quantité plus ou moins grande d'information.Considérons le problème du réveil. L'information r0(ρ) onsidérée dans[Awerbuh et al., 1990℄ est la onnaissane du graphe sur un rayon ρ autour de haquepoint. Il est prouvé dans [Awerbuh et al., 1990℄ que (la mesure d'une exéution étantdé�nie omme le nombre total de messages de taille bornée) 17



2 Tour d'horizon de l'interation quanti�ée ave expert orale
• il existe A0 tel que p(A0, r0(ρ)) ∈ O(min(m, n1+ǫ/ρ)) (où m est le nombre d'arêtesde G et ǫ est onstant)
• LB(U , r0(ρ)) ∈ Ω(min(m, n1+ǫ′/ρ)) (ave ǫ′ onstant)On peut don tirer plusieurs onséquenes de es deux résultats. Le résultat positif(seul) nous permet bien sûr de mesurer le gain de performane obtenu grâe à uneonnaissane plus ou moins importante du réseau. La borne inférieure (seule) permetde savoir si l'information r0 peut être utile. En e�et, si LB(U , r0(ρ)) est "grand", oudiminue lentement ave ρ, alors on peut onlure que demander à rayon �xé les voisinsde haque n÷ud n'est pas "e�ae". En�n, les deux résultats ensemble montrent quepour tout ρ �xé, A0 est "le meilleur" algorithme utilisant r0(ρ), e qui orrespond àune analyse de "thightness" lassique.Ce type de résultat permet don d'avoir une idée plus �ne de l'impat d'une in-formation. Cependant, onernant les résultat négatifs, il serait intéressant d'étudierdes bornes inférieures LB(A,R) où R n'est pas seulement réduit à une seule informa-tion. En e�et, nous avons vu que l'on pouvait onlure qu'une information partiulièren'était pas e�ae, mais il serait bien sûr plus intéressant de savoir qu'auune informa-tion (de l'ensemble R) ne l'est. Ainsi, un andidat naturel d'ensemble d'informations"équivalentes" sera par exemple Rx l'ensemble de toutes les informations de taille x, lanotion de taille devant être préalablement dé�nie. Comme nous allons le voir dans lesSetion 2.2.4 et 2.2.5, des résultats négatifs sur les ensembles Rx permettent de ara-tériser la di�ulté d'un problème en montrant qu'un problème est insensible à l'infor-mation (ou "information insensitive" omme il est dé�ni dans [Fraigniaud et al., 2007℄),signi�ant qu'il faudrait pratiquement une information aussi grande que le odage diretd'une solution optimale pour obtenir une bonne performane. Ces résultats permettentégalement de omparer les problèmes en évaluant la quantité d'information minimaleà fournir pour atteindre une performane �xée.2.2.4 Appliation 3 : "information (in)sensitivness"Dans ette partie nous abordons la notion de problème "information sensitive", quepouvons traduire par "sensible à l'information".Selon la dé�nition introduite dans [Fraigniaud et al., 2007℄, un problème est sensibleà l'information si une petite quantité d'information su�t à obtenir une performanebien meilleure que sans orale. A l'inverse, un problème est insensible à l'informa-tion si auune information (et auun algorithme utilisant ette information) de taille"raisonnable" (par exemple plus petite que la taille néessaire pour oder une solu-tion optimale) ne permet d'atteindre une performane orrete. Ainsi, un résultat desensibilité à l'information est prouvé grâe à un résultat positif lassique, alors qu'unrésultat d'insensibilité néessite de onsidérer des bornes inférieures sur tous les algo-rithmes et toutes les informations d'une ertaine taille. Ce type de bornes inférieuresest don plus général que elles présentées préédemment.Nous allons maintenant illustrer ette notion à travers un exemple tiréde [Fraigniaud et al., 2007℄ : la 3-oloration distribuée d'un yle. Dans e problèmehaun des n n÷uds d'un yle G doit hoisir une des trois ouleurs disponibles, telleque deux voisins n'aient pas la même ouleur. La mesure d'une exéution est ii dé�nie(selon le modèle LOCAL, f [Peleg, 2000a℄) omme le nombre d'étapes (synhrones)18



Utilisation de l'interativité en algorithmique distribuée 2.2néessaires pour trouver une oloration, haque n÷ud pouvant lors d'une étape envoyeret reevoir des messages de taille non bornée, et e�etuer un nombre non borné de al-uls loaux. La taille d'une information donnée par l'orale est la somme des tailles deshaînes de bits présentes sur les n÷uds.Les auteurs montrent que e problème est insensible à l'information, en prouvantque :
• LB(U , {r|r /∈ Ω(n)}) n'est pas onstant
• LB(U , {r|r /∈ Ω(n/logkn)}) n'est pas dans o(log∗n) (logkn désignant la k-ièmeitération de log)Le premier de es résultats permet de onlure qu'il n'est pas possible d'attein-dre une performane onstante à moins que l'orale ne donne une information detaille omparable à elle qui ode diretement une 3-oloration (néessitant O(n)bits). Comme il est expliqué dans [Fraigniaud et al., 2007℄, le seond résultat mon-tre qu'une quantité importante d'information est néessaire pour obtenir une per-formane meilleure que sans orale, ar il existe un algorithme sans orale de oût

Θ(log∗n) [Cole and Vishkin, 1986℄.On voit don le premier intérêt des résultats de bornes inférieures sur de "grands"ensembles d'informations. Remarquons que dans et exemple seulement deux pointsde la ourbe "quantité d'information - performane" sont néessaires pour onlureque le problème est insensible à l'information. Il existe d'autres travaux (par exem-ple [Fuso and Pel, 2008℄)) où les résultats positifs et négatifs sont valables pour toutun ensemble de tailles d'informations.2.2.5 Appliation 4 : Comparaison de problèmesNous étudions dans ette partie une deuxième utilisation des bornes inférieuressur des ensembles d'informations de même taille, à travers un exemple tiréde [Fraigniaud et al., 2006℄ où sont étudiés les problèmes du réveil et de la di�usiondans un graphe quelonque. La mesure d'une exéution est ii dé�nie omme le nombretotal de message éhangés. La taille d'une information donnée par l'orale est dé�nieomme la somme des tailles des haînes de bits présentes sur les n÷uds.Les auteurs montrent les résultats suivants pour le problème du réveil :
• il existe un algorithme A0 et une information r0 ∈ O(nlog(n)) tels que p(A0, r0) ∈
O(n)
• LB(U , {r|r /∈ Ω(nlog(n))}) /∈ O(n)alors que pour le problème de la di�usion,
• il existe un algorithme A1 et une information r1 ∈ O(n) tels que p(A1, r1) ∈ O(n)
• LB(U , {r|r ∈ o(n)}) /∈ O(n)La partie la plus faile de es résultats onerne les résultats positifs. Par exemple r0est simplement un arbre ouvrant (ayant pour raine le n÷ud soure), néessitant don

O(nlog(n)) bits pour être odé, et A0 utilise et arbre pour di�user le message de lasoure vers les feuilles. Notons que r1 est en fait aussi un arbre ouvrant dont le odagepeut être amélioré en utilisant le fait qu'un n÷ud peut envoyer des messages (et donsignaler sa position dans l'arbre) avant d'avoir reçu le message détenu par la soure.Ces résultats pris séparément montrent que r0 et r1 sont quelque part les"meilleures" informations possibles. Ensemble, es résultats permettent de omparer19



2 Tour d'horizon de l'interation quanti�ée ave expert oraleles deux problèmes, au sens où le problème du réveil est "plus di�ile" que elui de ladi�usion, puisque la quantité d'information néessaire pour atteindre une performane�xée (O(n)) est plus grande (d'un fateur logarithmique) pour le problème du réveil.2.2.6 Appliation 5 : "informative labeling shemes"Une autre voie possible pour étudier des problèmes distribués vise à développer desméthodes et des strutures permettant de stoker à moindre oût (le oût étant parexemple la taille des données stokées) des informations sur les n÷uds pour rendre leréseau plus failement "utilisable".L'idée des "informative labeling shemes" (introduits dans [Peleg, 2000b℄) est que,au lieu de simplement étiqueter les n÷uds v ∈ V entre 1 et n = |V |, on donne àhaque n÷ud v une étiquette λ(v) (dé�nie en onnaissant le graphe en entier) permet-tant de déduire des informations (adjaene de deux n÷uds par exemple) uniquementen regardant es valeurs. On ne herhe don a priori ii un algorithme distribué,mais uniquement une fontion λ d'attribution des étiquettes, ainsi qu'un algorithme de"déodage" A alulant l'information désirée uniquement à partir des valeurs λ(v) deertains n÷uds v. Par exemple, on peut herher un "distane labeling sheme" (i.e.des étiquettes qui nous renseignent sur la distane entre les n÷uds) (λ, A) tel que pourtout ouple (v, v′), A(λ(v), λ(v′)) = dist(v, v′) ave dist(v, v′) la distane minimaleentre v et v′ (ou plus faiblement tel que 1 ≤ A(λ(v),λ(v′))
dist(v,v′)

≤ r ave r �xé).Ainsi, trois paramètres prinipaux aratérisent de tels résultats (voir par exemple[Peleg, 2000b℄ pour plus de détails) :
• la taille de l'étiquetage |λ| (ave par exemple |λ| = maxv∈V {|λ(v)|} ave |λ(v)| lenombre de bits néessaires pour étiqueter v
• le temps de alul de A
• éventuellement le ratio d'approximation ou "streth" (r dans l'exemple i-dessus)pour ertains problèmes de minimisation intratables.Considérons par exemple le problème de la onstrution d'un "distane labeling"(présenté i-dessus) dans un graphe quelonque. Un étiquetage trivial de taille O(n2)permettant un ratio 1 onsisterait à oder sur haque n÷ud la matrie d'adjaene.Ainsi, l'algorithmeA de déodage serait simplement un algorithme de plus ourt heminlassique, puisque le odage du graphe entier serait disponible sur tous les n÷uds.Les auteurs de [Peleg, 2000℄ fournissent pour tout k ∈ N∗ un étiquetage de taille

O(kn1/klog(n)log(D)) (où D est le diamètre du graphe) et un algorithme de déodages'exéutant en temps polynomial permettant de aluler la distane minimale entredeux n÷uds quelonques ave un ratio r =
√

8k.Tout omme dans les as préédents (voir Setion 2.2.4), il existe également desrésultats négatifs sur la taille minimum d'étiquetage permettant d'atteindre une per-formane �xée, omme par exemple dans [Gavoille et al., 2001℄.Une des di�érenes entre les "informatives labeling shemes" et les autres situationsabordées est qu'ii l'orale ne sert pas à "aider" un algorithme distribué partiulier,mais à rendre le réseau lui-même plus faile à exploiter grâe aux informations donnéesdans les étiquettes des n÷uds. Cependant, es deux situations se rejoignent parfoislorsque les "informative labeling shemes" sont utilisés par des algorithmes distribués,omme par exemple dans [Peleg, 1999℄ où les auteurs montrent (entre autres) omment20



Utilisation de l'interativité en algorithmique online 2.3utiliser un "distane labeling sheme" pour onstruire un algorithme e�ae pour leproblème de "onnetion setup in iruit-swithed network".2.2.7 BilanL'ajout d'information permet souvent une analyse plus �ne que elles se limitant aumodèle trop pessimiste dans lequel auune information sur le réseau n'est disponible.L'orale est don souvent utilisé pour obtenir des informations supplémentaires surle réseau. Les informations paramétrables, dont on peu ontr�ler la taille, permettentde aratériser des ompromis entre performane et quantité d'information fourniepar l'orale. Il semble que l'approhe par ajout d'information soit un outil puissant,puisqu'elle re�ète de nouvelles distintions entre les problèmes. En e�et, les résultatsnégatifs abordés (visant à déterminer la quantité minimale d'information à ajouter pouratteindre une performane �xée) montrent que ertains problèmes sont insensibles àl'information, ou qu'une légère variation de quantité d'information permet de distinguerdes problèmes "prohes", tels les problèmes de di�usion et de réveil.2.3 Utilisation de l'interativité en algorithmique on-lineL'objetif de ette partie est de donner un aperçu de l'utilisation d'un orale dans leontexte de l'algorithmique online, en partiulier pour les problèmes d'ordonnanementet d'équilibrage de harges.2.3.1 IntrodutionCette partie se situe dans le ontexte de l'algorithmique online, dans lequel pardé�nition l'instane n'est pas entièrement onnue de l'algorithme. A haque étape t,l'algorithme reçoit la tieme partie de l'instane σ(t) ∈ X (appelée la requête t), et doitalors prendre une déision. Nous adoptons la dé�nition suivante d'un algorithme online,tirée de [Borodin and El-Yaniv, 1998℄ :Dé�nition 2.12. Un algorithme online (déterministe) est une suite de fontions gt :
X t → At, où At est l'ensemble des ations possibles en réponse à la requête t.Remarque 2.13. Dans la dé�nition 2.12, on a en général At = A, pour tout t.Rappelons que l'on s'intéresse aux résultats de ompromis entre la mesure de per-formane (que l'on veut minimiser) d'un algorithme interatif, son temps d'exéution,et la taille de l'information fournie par l'orale. Dans ette setion, la notion de mesurede performane d'un algorithme (éventuellement interatif) A sera lassiquement lerapport (ou ratio) de ompétitivité [Sleator and Tarjan, 1985℄.Dé�nition 2.14. Un algorithme A à un ratio de ompétitivité rA (pour un problème deminimisation par exemple) s'il existe une onstante c ≥ 0 telle que pour tout instane
I

A(I) ≤ rAOpt(I) + c 21



2 Tour d'horizon de l'interation quanti�ée ave expert oraleoù A(I) désigne la valeur de la solution onstruite par A sur I et Opt(I) désigne lavaleur de l'optimal o�ine de I.Le ratio de ompétitivité est dit strit (ou absolu) quand c = 0.Cela signi�e que Opt(I) est alulée en onnaissant entièrement l'instane I, alorsque l'algorithme ne onnaît à haque instant qu'une partie de I. La notion d'oraledans ette partie (ainsi que de "taille" de l'information qu'il fournit) est plus variéeque dans les exemples abordés en algorithmique distribuée, et sera détaillée selon lesexemples.Tout omme dans la Setion 2.2, les résultats sont présentés par ordre roissant degénéralité. En setions 2.3.2 et 2.3.3 sont abordés des résultats positifs liés à l'étuded'une information partiulière (i.e. dépendant du problème), paramétrable ou non.Nous disuterons en Setion 2.3.4 des di�ultés liées à la dé�nition d'une notion detaille, et à l'obtention de résultats négatifs généraux. Une possibilité pour ontourneres di�ultés est alors présentée en Setion 2.3.5. Nous onluerons en Setion 2.3.6,en donnant également quelques variantes existantes onernant l'étude du online aveajout d'information.2.3.2 Appliation 1 : étude du gain ave une Information nonparamétrableTout omme en algorithmique distribuée, de nombreux travaux onernent le gainlié à la présene d'une information "additionnelle". Ces résultats sont souvent regroupéssous le nom d'algorithmique semi-online.Tout omme en algorithmique distribuée, les résultats de e type onsistent souventà :
• fournir un résultat positif ave un algorithme A0 et un orale r0

• fournir un résultat négatif, i.e. borner LB(A, r1), ave r1 et A �xésCes deux points permettent don de montrer en quoi la onnaissane de r0 est béné�quepar rapport à la seule onnaissane de r1. De nombreux travaux s'intéressent au as
r1 = ∅ et A = U , et montrent don en quoi la onnaissane de r0 permet d'obtenir demeilleurs résultats sur pour le problème onsidéré.Par exemple, de nombreux résultats de e type ont été fournis pour la versiononline du problème P ||Cmax (voir en Annexe pour une introdution à ette notationlassique). Ce problème onsiste à ordonnaner n tâhes de longueur quelonque sur
m mahines identiques, en minimisant la date de �n de la dernière tâhe (voir plusde détails en annexe, Chapitre A). Dans sa version online, haque tâhe n'est renduevisible que lorsque la préédente a été ordonnanée. Notons que le fait de onnaîtrela durée px de la tâhe visible ourante est déjà une information supplémentaire. Onparlera dans e as de tâhes (ou d'ordonnanements) "lairvoyantes". Rappelons quedans la mesure de ompétitivité on ompare l'algorithme à l'optimal o�ine, signi�antque l'optimal est alulée en onnaissant toute l'instane, 'est-à-dire dans e as lenombre de tâhes, leur taille, ainsi que leur ordre d'arrivée.Pour un nombre de mahines quelonques, et des tâhes lairvoyantes, il est mon-tré dans [Albers, 1997a℄ que LB(U , ∅) ≥ 1, 852. Or, il est prouvé que l'on peut at-teindre un ratio de 1, 725 en onnaissant la somme de la durée de toutes les tâhes[Angelelli et al., 2004℄. On peut également iter le as à deux mahines pour lequel la22



Utilisation de l'interativité en algorithmique online 2.3borne inférieure de 3/2 (de plus atteinte par l'algorithme simple de "list sheduling"[Graham, 1966℄) est par exemple dépassée dans [Angelelli et al., 2003℄ (grâe un algo-rithme de ratio 4/3) lorsque la somme des tailles des tâhes et une borne supérieure surleur taille sont onnues.De nombreux résultats utilisant une information non paramétrable existent pourbeauoup d'autres problèmes d'ordonnanement et d'équilibrage de harges. Les infor-mations les plus ourantes pour e genre de problèmes sont entre autres : la onnais-sane des tailles des tâhes, de elle de la plus grande, de la valeur de l'optimal, oudu nombre total de tâhes. Tout omme le as des informations non paramétrables enalgorithmique distribuée, la notion d'orale n'est pas forément ii néessaire, puisquel'on peut simplement onsidérer que l'on ompare deux variantes d'un même problème.Dans e type de situation on ne quanti�e don pas l'information donnée. Nous allonsaborder dans la Setion 2.3.3 quelques exemples d'étude d'une information paramétra-ble, où ette fois-i tout un ensemble de situations "intermédiaires" sont onsidérées.2.3.3 Appliation 2 : Etude du gain ave une informationparamétrableDans le adre de l'amélioration des bornes du online pur, une des solutions liéeà l'ajout d'information est la notion de lookahead. L'idée d'un lookahead "de taille"
l est de onsidérer que l'algorithme voit à haque instant les l prohaines requêtes(ou tranhes de temps suivantes), le as l = 1 orrespondant au ontexte online pur.Ainsi, le lookahead peut être onsidéré omme une fenêtre "glissante" sur le futur,de taille �xée. Nous allons à présent étudier des résultats utilisant le lookahead àtravers trois problèmes lassiques de l'algorithmique online. Rappelons que la mesure deperformane onsidérée est le ratio de ompétitivité en pire as. Ainsi, il nous su�t poures exemples de dé�nir uniquement la performane d'un algorithme sur une instanepour dé�nir sa performane sur le problème.Dans le problème très lassique de gestion des pages [Sleator and Tarjan, 1985℄, ononsidère un ahe de taille k ('est-à-dire un tableau à k ases), et une séquene derequêtes arrivant online. Une requête orrespond à la demande d'une page pi ∈ N . Ahaque requête, deux situations sont possibles. Si pi est déjà présente dans le ahe,le oût pour servir la requête est de 0, et l'on passe à la requête suivante. Sinon,l'algorithme doit stoker pi dans une des ases, et don déider quelle autre page doitêtre e�aée du ahe, entraînant un oût de 1. La performane d'un algorithme sur uneséquene est alors dé�ni omme la somme des oûts pour servir toutes les requêtes dela séquene.Il est bien onnu que le ratio de ompétitivité des algorithmes LRU (last reentlyused) et FIFO est égal à k, et que e résultat est en quelque sorte optimal étantdonné que LB(U , ∅) = k (voir [Sleator and Tarjan, 1985℄). Comme il est remarquédans [David and Borodin, 1990℄, l'utilisation "direte" du lookahead dans lequel l'algo-rithme, lorsqu'il doit prendre une déision pour la page pi, voit les pages (pi+1, . . . , pi+l),est inutile. En e�et, on peut alors onstruire un adversaire qui, en répétant l fois haquerequête, rend e lookahead inutile. L'auteur de [Albers, 1997b℄ étudie don la notionde lookahead fort de taille l (noté Lk(l)) : lorsque l'algorithme répond à la requête pi,il voit les pages (pi+1, . . . , pi+x) ave x = min{s > i t.q. |{pi, . . . , ps}| = l + 1}. Il est23



2 Tour d'horizon de l'interation quanti�ée ave expert oraleprouvé dans [Albers, 1997b℄ qu'une adaptation simple de LRU utilisant un lookaheadfort de taille l a un ratio de ompétitivité de k − l, et que et algorithme est optimalau sens où LB(U , Lk(l)) ≥ k − l.On peut iter d'autres exemples typiques de résultat utilisant la notion de looka-head en ordonnanement. Rappelons que dans es deux problèmes d'ordonnanementonline, une requête ('est-à-dire l'arrivée d'une tâhe) ne doit pas néessairement êtretraitée ('est-à-dire ordonnanée) dès son arrivée. A un instant donné, on peut donavoir un ensemble de tâhes, révélées dans le passé, en attente d'être ordonnanées.L'évènement délenheur d'une prise de déision est plut�t le début d'une période d'in-ativité d'un proesseur. Les auteurs de [Zheng et al., 2008℄ étudient le problème noté
1|Online−time, pj = p|∑ Ui dans la notation lassique de [Graham et al., 1979℄. Danse problème on onsidère une mahine, et des tâhes de taille identique égale à p. Lestâhes ont haune une date d'arrivée et d'expiration, et l'on souhaite maximiser lenombre de tâhes omplétées avant expiration. Les auteurs onsidèrent un lookaheadde taille l (noté lk(l)) dé�ni omme la vision des lp prohaines unités de temps. Pour lavariante du problème ave préemption et redémarrage (i.e. on peut interrompre l'exé-ution d'une tâhe mais il faudra reprendre son alul depuis le début), il est démontréque LB(U , lk(l)) ≥ ⌊l⌋+2

⌊l⌋+1
. Pour la variante sans préemption, les auteurs fournissentun algorithme A0 tel que p(A0, lk(1)) = 3/2, surpassant ainsi la borne inférieur de 2[Goldman et al., 1997℄ pour les algorithmes sans lookahead. Un autre lookahead las-sique est étudié dans [Coleman and Mao, 2002℄, et onsiste à donner à l'algorithme lavision des l prohaines tâhes (i.e. de leur durée).Pour donner un peu d'intuition sur l'obtention de es résultats, on peut dire qu'engénéral les résultats négatifs ave lookahead sont obtenus ave des onstrutions "las-siques" d'adversaire. L'adversaire devant lutter ontre un algorithme ayant à haqueinstant i la vision des requêtes (ri, . . . , ri+l) est souvent onstruit en déidant de la re-quête ri+l+1 ('est-à-dire le premier évènement invisible pour l'algorithme) en fontionde la réation de l'algorithme à la requête ri. Les résultats positifs sont bien entendude nature très variée. On peut ependant noter que ertaines des tehniques de onep-tion d'algorithmes (tehnique du loalement glouton, rétrospetive, et.) itées dansla lassi�ation de [Hohbaum, 1997℄ semblent s'étendre naturellement à l'utilisationd'un lookahead. On peut par exemple iter la atégorie des algorithmes dits loalementgloutons qui à haque instant prennent la "meilleure" déision en fontion de l'état dusystème et de la requête visible. Adapté ave un lookahead, les algorithmes de e typealulent don la meilleure déision en fontion de l'état du système et des requêtesvisibles grâe au lookahead. Certains des algorithmes proposés dans les deux exemplespréédents [Zheng et al., 2008, Coleman and Mao, 2002℄ peuvent être lassés dans etype. Etant donnés, à un instant �xé, les tâhes déjà disponibles et en attente X, lestâhes futures visibles Y , et l'état des mahines, es algorithmes alulent d'abord lameilleure solution σ (relativement à la fontion objetif en jeu) en onsidérant quetoutes les tâhes de X ∪ Y sont disponibles. Puis, si la première tâhe de X ∪ Y de-vant être ordonnanée dans σ est e�etivement disponible ('est-à-dire appartient à

X), alors ette tâhe est ordonnanée omme dans σ. Sinon, on passe simplement à"l'instant" suivant.On peut également remarquer que dans le ompromis "oût d'un algorithme, tempsd'exéution de elui-i, et quantité d'information fournie", le ritère du temps d'exéu-24



Utilisation de l'interativité en algorithmique online 2.3tion est délaissé dans les exemples i-dessus. En e�et, pour de nombreux problèmes lanon-onnaissane du futur impate bien plus l'algorithme qu'un manque de temps dealul pour produire les solutions à haque requête. Par exemple, les problèmes d'or-donnanement (sans préédene) visant à optimiser le nombre de tâhes omplétées oula somme des tailles des tâhes omplétées sont souvent dans P, e qui suggère que ladi�ulté des problèmes mentionnés préédemment n'est pas dans le temps de alulnéessaire pour onstruire un optimal "loal" à haque requête.2.3.4 Di�ultés liées aux résultats négatifs et à la mesure del'information de l'orale en onlineDi�érents types d'informations.Ayant maintenant grâe aux setions préédentes une première intuition des infor-mations onsidérées en algorithmique online, nous allons proposer une lassi�ation desdi�érents types d'informations utilisées.Indépendemment du fait qu'elles soient ou non paramétrables, il semble que deuxéléments aratérisent une information : son mode de délivrane et sa nature. Nousproposons don les dé�nitions suivantes.Dé�nition 2.15 (Mode de délivrane d'une information). Une information est statique(ou délivrée statiquement) si elle-i est donnée (en une fois) à l'algorithme, au débutdu alul. Une information est dynamique (ou délivrée dynamiquement) si elle-i estdonnée à l'algorithme à haque requête.Remarque 2.16. Lorsque l'on onsidère une information dynamique, la partie d'in-formation délivrée à haque requête est en général di�érente selon les requêtes.Remarque 2.17. On pourrait enore diversi�er les modes de délivrane, en imagi-nant par exemple que l'algorithme ne reçoive des informations que lors de ertainesétapes, éventuellement hoisies par l'algorithme. Autrement dit on pourrait onsidérerdes algorithmes qui "demandent" des informations à des instants quelonques.Dé�nition 2.18 (Nature d'une information). Une information est de nature "déou-verte" si elle sert uniquement à dévoiler une partie de l'instane future ( i.e. si la on-naissane totale de l'instane permettrait de aluler "très failement" ette informa-tion). Sinon, on dit que l'information est de nature "ombinatoire".Remarque 2.19. On pourrait ra�ner la dé�nition préédente en onsidérant par ex-emple une information de nature k-déouverte, si la onnaissane des k prohainesrequêtes permettait de aluler ette information.Une information ombinatoire onerne typiquement une solution optimale. En or-donnanement par exemple, demander où est ordonnanée la tâhe (requête) ourantedans une solution optimale est une information ombinatoire. L'utilisation d'une in-formation de nature ombinatoire pour des résultats positifs est très ourante dans unontexte o�ine, ar elles-i peuvent être ensuite reonstruites, moyennant du temps dealul (voir Chapitre 3). Elles sont par ontre moins ourantes en algorithmique online,ar il est plus di�ile de justi�er leur intérêt en pratique. En e�et, un résultat util-isant une information de déouverte (par exemple la vision des k prohaines requêtes)25



2 Tour d'horizon de l'interation quanti�ée ave expert oralesuggère une modi�ation du système réel, qui devrait don fournir ette information.Un résultat utilisant une information ombinatoire (par exemple la onnaissane dutraitement optimal de la première requête) sera plus di�ile à réutiliser sans orale,puisque en pratique on ne peut pas par exemple "rejouer" l'algorithme (pour essayertous les traitements possibles de ette première requête).Les di�érentes informations lassiquement utilisées sont lassées selon es dé�nitionsdans le Tableau 2.3.4.Statique DynamiqueDéouverte "Semi-online lassique" "Lookahead"Combinatoire Ressemble à l'optimisationo�ine, voir Chapitre 3 Voir Setion 2.3.5,ou [Emek et al., 2009℄Fig. 2.20: Résumé des prinipales informations utilisées en algorithme online. Chaqueas de �gure peut être enore dérivé selon que l'information est paramétrable ou non.Nous allons à présent étudier en quoi es situations très di�érentes rendent di�ilel'élaboration d'une dé�nition de taille d'information.Dé�nition de la taille.Commençons par rappeler en quoi dé�nir la taille de toute information estimportant. La sensibilité à l'information (introduite en algorithme online, voir[Fraigniaud et al., 2007℄) pose la question de la quantité d'information à ajouter a�nde pouvoir résoudre e�aement un problème. Autrement dit, il s'agit d'étudier
LB(U ,Rx), ave Rx l'ensemble de toutes les informations de taille x. La notion detaille permet don de dé�nir de façon naturelle de grands ensembles d'informations"équivalentes". Un autre avantage d'une notion générale de taille (à la di�érene d'unetaille dé�nie uniquement pour un "lookahead" préis) serait de pouvoir omparer lesproblèmes selon la quantité d'information néessaire pour atteindre des performanes�xées, omme l'ont fait les auteurs de [Fraigniaud et al., 2006℄ pour deux problèmeslassiques de l'algorithmique distribuée. Du point de vue de la omparaison des infor-mations, on remarque que les résultats abordés dans les Setions 2.3.2 et 2.3.3 montrentqu'une information est meilleure qu'une autre sur un grand ensemble d'algorithmes (engénéral tous), mais que l'on ne peut pas montrer qu'une information est meilleure quebeauoup d'autres. Enore une fois une notion générale de taille d'information seraitdon utile.La dé�nition naturelle de "taille" omme étant le nombre de bits néessaires pourérire la haîne onsidérée s'adapte bien aux informations statiques. Cependant, les ex-tensions naïves de ette mesure aux informations dynamiques ne sont pas satisfaisantes.Par exemple, dé�nir la taille omme le nombre maximal de bits néessaires pour érire(lors d'une requête) le moreau de l'information dynamique onsidéré semblerait "in-juste", au sens où une information dynamique serait beauoup plus puissante qu'uneinformation statique de même taille. On ne peut non plus sommer (sur toutes les re-quêtes) les bits utilisés pour érire l'information dynamique, puisque l'on obtiendrait26



Utilisation de l'interativité en algorithmique online 2.3dans de nombreux as (au moins) la taille totale de l'instane. De plus, si l'on on-sidère par exemple une information i(k), étant la onnaissane de la plus grande tâheparmi les k prohaines, on remarque que l'obtient une information statique, mais quionerne une tranhe de futur plus ou moins grande. Il faudrait don quelque part unemesure qui soit roissante en l'étendue du futur onerné (ii k). En e�et, il faudraitpouvoir omparer un résultat utilisant i(1) et i(n), où n est le nombre total de requêtes(remarquons que de tels résultats n'ont pas besoin d'inlure le odage de la valeur k).En résumé, la dé�nition générale de taille sert à établir des résultats négatifs pluspuissants, et don à prouver par exemple qu'une information partiulière est la meilleureparmi un large ensemble d'autres informations. Il est important de trouver une déf-inition "équitable" des tailles, puisque dans le as ontraire une borne inférieure surles informations de même taille pourrait être très mauvaise, puisque et ensemble on-tiendrait des informations de "puissane" très variées. Il semble non trivial de dé�nirune notion de taille prenant en ompte es di�érents types d'information.Nous allons à présent aborder des résultats réents ([Emek et al., 2009℄) qui sontinsrits dans ette démarhe de quanti�ation générale de l'information et onséquem-ment d'obtention de résultats négatifs.2.3.5 Appliation 3 : Etude d'une information ombinatoire dy-namiqueLa question de la dé�nition générale de taille de l'information est disutéedans [Emek et al., 2009℄. Les auteurs onsidèrent des informations ombinatoires dy-namiques, en imposant de donner exatement la même quantité d'information à haquerequête. La dé�nition d'un algorithme interatif est don la suivante.Dé�nition 2.21 ([Emek et al., 2009℄). On étend la dé�nition 2.12 en utilisant lesmêmes notations. Un algorithme online (déterministe) ave ajout d'information estune suite de paire de fontions gt, ut, ave gt : X t × Y t → At et ut : X∗ → Y .Etant donnée une instane σ = (σ(1), . . . , σ(n)) ∈ Xn, l'ation hoisie par l'algo-rithme à l'étape t est gt(σ(1), . . . , σ(t), u1(σ), . . . , ut(σ)).Les auteurs hoisissent un modèle dans lequel |Y | = 2b (ave b �xé). Ainsi, à haqueétape l'orale peut donner b bits d'informations quelonques, et on retrouve bien uneinformation paramétrable ombinatoire dynamique.Les auteurs fournissent dans e adre de travail des résultats positifs et négatifspour deux problèmes lassiques de l'algorithmique online : le problème du metrialtask system (MTS) et du k-server. Deux des prinipaux résultats sont les suivants.Théorème 2.22 ([Emek et al., 2009℄). Pour le problème du "n node uniform MTS",pour tout b tel que 1 ≤ b ≤ Θ(log(n)),
LB(A, Rb) ∈ Ω(

log(n)

b
)ave A l'ensemble des algorithmes randomisés, et Rb l'ensemble des informations od-ables en b bits à haque étape ( i.e. ave |Y | = 2b). 27



2 Tour d'horizon de l'interation quanti�ée ave expert oraleRemarque 2.23. La mesure de performane des algorithmes online randomisés étantl'espérane du ratio de ompétitivité, le théorème 2.22 signi�e don que tout algorithmerandomisé à en espérane un ratio dans Ω( log(n)
b

).Théorème 2.24 ([Emek et al., 2009℄). Pour le problème du "general n node MTS",pour tout b tel que 1 ≤ b ≤ log(n), il existe un algorithme déterministe A0 de ratio
O( log(n)

b
).Remarquons qu'un résultat positif dans e adre reste "lassique", puisqu'il onsisteà exhiber une information partiulière. Par ontre, notons que le Théorème 2.22 estun des rares résultats donnant une borne inférieure sur de larges ensembles d'infor-mations en algorithmique online. De plus, ette borne est valide pour des algorithmesrandomisés, et e même lorsque tous les bits d'information sont donnés au début dualul (i.e. en statique).Ainsi, même si ette dé�nition de la taille ne règle pas les problèmes mentionés enSetion 2.3.4 (puisque ertes on peut donner une information ombinatoire quelonque,mais on est obligé de fournir la même quantité d'information à haque étape), erésultat original fournit la forme la plus "puissante" de borne inférieure, à savoir pourn'importe quel algorithme et n'importe quelle information ombinatoire statique detaille �xée.2.3.6 BilanNous avons passé en revue quelques exemples dans lesquels l'utilisation d'un orale(ou autrement dit l'ajout d'information) permet d'améliorer les bornes du online pur,ou d'obtenir une analyse plus �ne. La dé�nition d'une notion de "taille" est moinsnaturelle qu'en algorithme distribuée, et rend don di�ile l'étude des notions liées àla sensibilité à l'information.En�n, notons que bien d'autres solutions (que nous ne pourrons pas toutes men-tionner ii) ont été envisagées pour se démarquer de l'analyse ompétitive d'un al-gorithme online pur ontre un adversaire o�ine. Certaines de es solutions onsis-tent à hanger la mesure des algorithmes en ontraignant l'optimal, en restreignantl'ensemble des instanes onsidérées, en abandonnant la mesure de pire as, en s'au-torisant un bu�er pour mettre en attente des requêtes. On pourra se référer par ex-emple à [Dorrigiv and López-Ortiz, 2005℄ où de nombreuses mesures sont présentées,[Koutsoupias and Papadimitriou, 2001℄ pour la notion de "omparative analysis", ou[Englert et al., 2008℄ pour un exemple de "bu�er reordering", puisque es onsidéra-tions nous éloigneraient trop de notre problématique liée à l'ajout d'information.Conernant les mesures liées à la quantité d'information disponible, on peut iter[Kirkpatrik, 2009℄ dans lequel les auteurs hangent de mesure en restreignant la quan-tité d'information onnue par l'adversaire. Ainsi, au lieu d'ajouter de l'information àl'algorithme et de le omparer à un adversaire online, on ompare un algorithme onlineà un adversaire semi-online.28



Utilisation de l'interativité en omplexité 2.42.4 Utilisation de l'interativité en omplexité2.4.1 IntrodutionDe tous les domaines abordés, la omplexité est ertainement elui où l'utilisationd'orales est la plus lassique. En e�et, les deux démarhes d'utilisation d'un résultatave orale (présentées en Setion 2.1.1) semblent orrespondre à des onepts trèslassiques en omplexité. Etudier le nouveau problème onsistant à retrouver séparé-ment l'information donnée par l'orale orrespond à l'idée d'une rédution (de Karp,Turing [Garey and Johnson, 1979℄). D'autre part, la démarhe onsistant à quanti�erl'information apportée par l'orale rappelle plut�t des dé�nitions de lasse du type NP ,dont l'une des formes de dé�nition est l'ensemble des langages reonnus par algorithme(déterministe) véri�ant une preuve de taille polynomiale.Bien évidemment, le ontexte est di�érent de elui de l'algorithmique distribuée,online, ou de l'optimisation o�ine, étant donné que les problèmes onsidérés dans ledomaine de la omplexité sont des problèmes de déision. On ne retrouve don pasa priori diretement une situation dans laquelle le but est d'ajouter de l'informationpour améliorer une borne de performane. Les aratéristiques d'un protoole interatifsont en général plut�t dé�nies via les notions de "ompletness" et "soundness", i.e. laapaité (typiquement dé�nie par une probabilité) à aepter un mot lorsque elui-iest e�etivement dans le langage, et la apaité à le refuser lorsqu'il n'y appartient pas.Nous présentons suintement en Setion 2.4.2 di�érents modèles de protooles in-teratifs, puisque es variantes s'éloignent du modèle restreint où l'interation s'e�etue(ave un seul orale) au début du alul que nous avons onsidéré dans les Setions 2.2,2.3 et qui sera envisagé au Chapitre 3. La Setion 2.4.3 aborde plus en détail un desmodèles interatif (le modèle PCP ), ar ertains des résultats liés à ette lasse ontun lien plus prohe ave notre problématique.Remarque 2.25. On ne parle pas ii de la hiérarhie polynomiale, dans laquelle leslasses disposent d'un orale de plus en plus puissant, ontrairement au adre généralde e doument où l'orale est onsidéré omme "tout puissant".2.4.2 Présentation de modèles interatifs lassiquesCette partie se base entre autres sur le ours [Goubault-Larreq, ℄ et sur l'arti-le [O'Donnell, 2005℄. Depuis la dé�nition interative de NP, d'autres protooles in-teratifs ont été dé�nis. Ces protooles peuvent être regroupés sous le nom de "systèmesde preuve interatifs", à ne pas onfondre toutefois ave une des lasses interativesdénommée IP (pour "interative proof"). De tels systèmes sont dé�nis par la donnéede deux parties : un prouveur (l'orale) et un véri�eur (randomisé ou non). Etant don-née une assertion, l'objetif du prouveur est de onvainre le véri�eur de sa validité,alors que l'objetif du véri�eur est de n'aepter que des assertions orretes. La no-tion de preuve est parfois onsidérée omme un objet "statique", i.e. une haîne dearatère (omme dans NP ou PCP), ou omme un proessus impliquant un dialogueentre prouveur et véri�eur.Il existe des travaux [Goldin and Wegner, 2008℄ sur l'interation en omplexité quine s'insrivent pas dans e type de modèle prouveur-véri�eur, mais dont l'objetif est de29



2 Tour d'horizon de l'interation quanti�ée ave expert oraledé�nir un nouveau modèle de alul (les PTM, pour "Persistent Turing Mahines") quiorrespondrait mieux aux "vraies" situations interatives de alul. Un exemple de tellesituation est donné dans [Eberbah et al., 2004℄ ave le "driving home problem", quionsiste à réer un pilote automatique apable de onduire la voiture entre deux pointsfournis au système en tant que paramètre d'entrée. Les auteurs onluent qu'il n'ya pas de fontion alulable qui prendrait en entrée une quantité �nie d'informationet qui donnerait la suession des ommandes à e�etuer pour onduire en séurité(puisque par exemple il faudrait donner assez de détails en entrée pour pouvoir prédireles paramètres physiques extérieurs, la position des piétons, et.). Or, e problème est"alulable", en utilisant un méanisme reevant en ontinu un �ux vidéo représentantla route, et dirigeant en onséquene les roues et les freins. Ce alul est don interatifar les entrées et les sorties sont générées pendant le alul (les entrées du présentdépendant des sorties passées). Ainsi, les auteurs distinguent le alul interatif dualul lassique sur les points suivants :
• le alul est vu omme un proessus ontinu plut�t qu'une transformation �nied'entrée en sortie
• l'entrée est un �ux (in�ni éventuellement) de "jetons" générés dynamiquementplut�t qu'une entrée de taille �nie
• tous les "jetons" ne sont pas présents initialement (i.e. ertains jetons dépendentde tous les jetons et sorties préédentes), alors que toute l'entrée est disponibleau début dans le alul lassiqueLe modèle dérit par les PTM orrespond don à ette vision du alul interatif, et il estmontré dans [Goldin et al., 2004℄ que e modèle est "plus expressif" que les mahines deTuring lassiques. Ce type de travaux ne orrespond don pas à notre problématiquedans laquelle la situation de alul est "lassique" (en leur sens). Nous allons donplut�t présenter des modèles interatifs orrespondant au ontexte prouveur-véri�eurintroduit préédemment.Modèles ave preuve statique / Interation au début du alulNous allons à présent aborder des modèles interatifs lassiques, dont le plus basiqueest le véri�ateur de la lasse NP.Dé�nition 2.26 (NP Véri�eur). Un NP véri�eur V est une mahine de Turingdéterministe (non randomisée) qui pour toute entrée x de taille n, et toute preuve y(haîne de aratères) de taille polynomiale en n, alule un booléen V (x, y) en tempspolynomial en n.On dé�nit alors NP omme suit :Dé�nition 2.27. La lasse NP est l'ensemble des langages L tels qu'il existe un NPvéri�eur V et un polyn�me p tels que
• pour tout x ∈ L, il existe y tel que |y| ≤ p(n), V (x, y) = V
• pour tout x /∈ L, quel que soit y tel que |y| ≤ p(n), V (x, y) = FOn remarque don que la preuve est ii est un objet "statique", fournie dès le débutdu alul.Une extension [Arora and Safra, 1998℄ possible est l'introdution de l'aléa dans levéri�eur.30



Utilisation de l'interativité en omplexité 2.4Dé�nition 2.28 (PCP(R(n), Q(n)) Véri�eur). Un PCP(R(n), Q(n)) véri�eur V estune mahine de Turing déterministe randomisée qui pour toute entrée x de taille n, ettoute preuve y (haîne de aratères) de taille polynomiale en n
• tire au hasard une haîne τ de longueur r = O(R(n))
• alule k = O(Q(n)) positions p1(x, τ), . . . , pk(x, τ) en temps polynomial en n
• lit les bits p1(x, τ), . . . , pk(x, τ) de la preuve y et alule un booléen

f(p1(x, τ), . . . , pk(x, τ)) = V (x, y, τ) en temps polynomial en nOn dé�nit alors PCP(R(n), Q(n)) omme suit :Dé�nition 2.29. La lasse PCP(R(n), Q(n)) est l'ensemble des langages L tels qu'ilexiste un PCP(R(n), Q(n)) véri�eur V et un polyn�me p tels que
• pour tout x ∈ L, il existe y tel que Prτ [V (x, y, τ) = V ] = 1
• pour tout x /∈ L, quel que soit y, Prτ [V (x, y, τ) = V ] < 1

2Par dé�nition on a don NP = PCP(0, poly(n)), et PCP(R(n), Q(n)) ⊂
DT IME(22O(R(n))Q(n)poly(n)) puisque sur toutes les exéutions possibles le
PCP(R(n), Q(n)) véri�eur ne lit au plus que 2O(R(n))Q(n) bits de preuve. Rappelonsque DT IME(t(n)) désigne l'ensemble des langages reonnus par une mahine de Tur-ing déterministe en temps t(n) [Garey and Johnson, 1979℄.Nous verrons en Setion 2.4.3 ertains des prinipaux résultats sur es lasses, quimontrent en partiulier que l'on peut apturer NP en utilisant un nombre onstantde bits de preuve, et seulement O(log(n)) bits d'aléa. Nous verrons également les on-séquenes des résultats de ompromis entre R(n), Q(n) et la probabilité d'aeptationsur l'inapproximabilité de ertains problèmes lassiques.Modèles ave proessus de preuve / Dialogue entre les partiesPlut�t que d'utiliser une preuve "statique", on peut envisager des protooles util-isant un "dialogue" entre les deux parties. L'objetif de ette setion est de donner lesdé�nitions de ertains protooles de e type, a�n de omprendre quelles variations sontenvisagées (nombre de tours de dialogue, tirages aléatoires publis/privés, prouveursmultiples), et quels sont ertains des prinipaux résultats sur es lasses interatives.La lasse IP (pour "interative proof"), introduite dans [Goldwasser et al., 1985℄,utilise un dialogue pour véri�er l'appartenane d'un mot via le protoole suivant. Danse type de modèle, un "tour d'interation" signi�e le alul d'une question qi en utilisantdes bits d'aléa, et la réponse de l'orale ri. Ainsi, "x tours d'interation" signi�e que(pour i ∈ {1, . . . , x})
• haque qi dépend de tous les (qj , rj), pour j < i
• haque ri dépend de tous les (qj , rj), pour j < i, ainsi que de qiTout "l'historique" de la disussion est don disponible à haque tour, exepté lesbits d'aléa utilisés par le véri�eur, qui ne sont jamais ommuniqués au prouveur. In-formellement, l'aléa sert à se protéger des prouveurs malveillants, et ne doit don pasêtre révélé.Dé�nition 2.30. Un système de preuve interatif (de type IP) pour un langage L estun protoole à deux parties (un prouveur et un véri�eur) prenant une entrée x (fournieaux deux parties) tel que 31



2 Tour d'horizon de l'interation quanti�ée ave expert orale
• le véri�eur est une mahine de Turing randomisée, s'exéutant en temps polyno-mial (en la longueur de l'entrée ommune)
• pour toute entrée x� si x ∈ L, il existe une stratégie du prouveur tel que (après un ertain nombrede tours d'interation) le véri�eur aepte toujours l'entrée x� si x /∈ L, alors quelle que soit la stratégie du prouveur le véri�eur aepte aveune probabilité inférieure à p (par exemple 1

2
)Informellement, l'ajout de l'aléa dans la dé�nition préédente est essentiel, sansquoi le prouveur pourrait deviner toutes les questions du véri�eur, et don donnerdiretement une preuve "statique". On peut alors dé�nir une hiérarhie de lasses, enlimitant le nombre de tours possibles.Dé�nition 2.31. On note IP l'ensemble des langages ayant un système de preuveinteratif. On note IP(r(.)) l'ensemble des langages ayant un système de preuve inter-atif tel que pour toute entrée x, au plus r(|x|) tours sont utilisés.Il existe un autre protoole très prohe introduit dans [Babai, 1985℄, appelé "Arthur-Merlin" (Arthur étant le véri�eur et Merlin le prouveur) et noté AM, dans lequel laseule di�érene ave le protoole IP est que le prouveur voit les bits d'aléas utilisés parle véri�eur (i.e. es bits d'aléas sont ajoutés dans les questions posées au prouveur). Onpeut don de même dé�nir AM(r(.)) de la même façon que pour IP . On a don parexemple par dé�nitionNP ⊂ IP(1), puisque en un tour d'interation dans IP on peute�etivement véri�er une preuve de taille polynomiale. On a également AM(r(.)) ⊆

IP(r(.)), puisqu'il su�t que le véri�eur inlue les tirages aléatoires dans les questionsposées au prouveur.Nous allons iter quelques résultats élèbres sur es lasses. Rappelons que
PSPACE désigne l'ensemble des langages reonnus par une mahine de Turing déter-ministe utilisant un espae au plus polynomial en la taille de l'instane. La théorème
IP = PSPACE prouvé par Shamir [Shamir, 1992℄ montre don la puissane de lalasse IP . Il est également établi que pour toute onstante k, IP(k) ⊂ AM(k + 1),ainsi que AM(k) ⊆ AM(1) (résultat démontré par Babai dans [Babai, 1985℄). Cedernier résultat montre que "la hiérarhie Arthur-Merlin" s'e�ondre, puisque tout lan-gage pouvant être déidé ave k tours entre Arthur et Merlin peut en fait être déidéen un seul tour. D'autres lasses interatives ont été étudiées, omme par exemple
MIP , dans laquelle plusieurs prouveurs "indépendants" interagissent ave un véri-�eur. Même si ils sont très puissants, es résultats ne nous onernent don pas di-retement puisqu'ils mettent en jeu des variations du modèle d'interation, qui sontplus omplexes que elui onsidéré dans le reste du manusrit (qui utilise simplementune preuve "statique", et sans aléa). Nous allons don en Setion 2.4.3 plut�t donnerdes détails sur le modèle PCP .2.4.3 Quelques résultats sur le modèle PCPCette partie se base entre autres sur l'artile de [Trevisan, 2004℄. Un des résultatsles plus importants onernant le modèle PCP est le suivant.Théorème 2.32 (Théorème PCP , [Arora, 1995, Dinur, 2007℄).

PCP(log(n), 1) = NP32



Utilisation de l'interativité en omplexité 2.4Ce théorème montre don que l'utilisation de O(log(n)) bits d'aléa permet de ne lirequ'un nombre onstant de bits de preuve ! Remarquons que le sens PCP(log(n), 1) ⊆
NP est trivial. En e�et, pour tout mot, le nombre de bits de preuves examinés dans
PCP(log(n), 1) est au plus 2O(log(n)), e qui onstitue don une preuve de taille poly-nomiale en n su�sant à déider (au sens de NP) de l'appartenane d'un mot.Nous allons à présent aborder un des liens importants entre le théorème PCPet l'inapproximabilité. Le problème MAX − 3SAT dénote le problème lassique demaximisation du nombre de lauses satisfaites "simultanément" dans une formule 3−
CNF (i.e. sous forme normale onjontive).Théorème 2.33 ([Arora, 1995℄). Théorème PCP =⇒ ∃ǫ > 0 tel queapproximer MAX − 3SAT ave un ratio (1 + ǫ) est NPhard .Nous allons plut�t prouver le lemme suivant, pour montrer l'importane desparamètres des lasses PCP .Lemme 2.34. Supposons que l'on sahe approximer MAX − 3SAT ave un ratio
(1 + ǫ) en un temps t(ǫ, x), où x est le nombre de lauses de la formule. Alors, on peutdéider PCP(f(n), g(n)) en temps

t

(
1

(ag(n)− 1)2ag(n)+1 − 1
,O(2b(f(n)+g(n))g(n))

)
poly(n)où poly est un polyn�me et a, b des onstantes.Preuve Cette preuve est tirée de [Arora, 1995℄, dans lequel elle y est diretementérite pour f(n) = log(n) et g(n) = 1. Soit L ∈ PCP(f(n), g(n)). Soient c et d telsque le nombre de bits aléatoires utilisés par le véri�eur (pour toute exéution) soitinférieur à c, et le nombre de bits de preuve lus soit inférieur à d. Soit R l'ensembledes haînes binaires de longueur c. Pour haque mot aléatoire r ∈ R �xé, le véri�euralul au plus d positions (dans la preuve) (yr

1, . . . , y
r
d), et on peut alors dé�nir unefontion booléenne de d bits fr(x1, . . . , xd) valant V ssi le véri�eur aepte lorsque

(yr
1, . . . , y

r
d) = (x1, . . . , xd).Pour haque mot x �xé, on sait don que si x ∈ L alors il existe une preuve ysatisfaisant toutes les fr, r ∈ R, et que sinon pour tout y au moins la moitié des frsont fausses. On représente les fr sous forme d'une onjontion de 2d lauses Ci

r, i ∈
{1, . . . , 2d} de tailles d (i.e. ave d littéraux). La formule d− CNF

2c∧

r=1

2d∧

i=1

Ci
rest don satis�able ssi x ∈ L. Si x /∈ L, tout assignement de valeur rend faux au moinsune fration de α = 1

2
1
2d lauses (au moins une lause de fausse pour la moitié des fr).En appliquant les transformations standard pour réérire haque lause Ci

r detaille d sous la forme de d − 2 lauses de taille 3, on obtient une formule sous forme
3− CNF ayant 2c2d(d − 2) lauses. Dans ette formule la fration de lauses faussesdevient α = 1

d−2
1

2d+1 . Ainsi, le rapport en les valeurs (selon que x ∈ L ou non) de lafontion objetif de ette instane de MAX − 3SAT est don au moins de 1
1−α

= 1 + ǫ33



2 Tour d'horizon de l'interation quanti�ée ave expert oraleave ǫ = 1
(d−1)2d+1−1

. �Le Lemme 2.34 montre l'importane du ompromis entre f(n), g(n) et la probabilitéd'aeptation. Ainsi, si on "apture" une grande lasse X ave PCP(f(n), g(n)), ave fet g "petites" (et une probabilité de 1
2
), et que X est supposée être "di�ile" à déider,alors t(ǫ, x) devrait être grand. Remarquons que plus f(n) et g(n) sont petites, plusle fait que t(ǫ, x) soit grand est une "mauvaise" nouvelle. En e�et, ǫ est déroissanten g(n) et x est roissant en g(n) et f(n), et don t(ǫ, x) devrait être petit lorsque lapréision est grande et le nombre de lauses est petit.Ce lemme implique diretement le Théorème 2.33, puisque en onsidérant un L ∈

NP ⊆ PCP(log(n), 1), la rédution proposée est polynomiale (et le nombre de lausesréées aussi), et approximer à 1 + ǫ > 0 le problème MAX − 3SAT permet don dedéider L.Ainsi, même une fois le théorème PCP établi, ertains résultats ont étédédiés à "l'optimisation" des paramètres du véri�eur. Comme il est rappelé dans[Trevisan, 2004℄, la onstrution dans [Håstad, 2001℄ fournit par exemple un véri�eur
PCP (légèrement di�érent de la dé�nition 2.28) utilisant exatement 3 bits d'aléa(et ayant de plus un omportement très "simple"), et implique don que approximer
MAX − 3SAT à 8

7
est NPhard.L'inapproximabilité de MAX − 3SAT grâe au théorème PCP a entraîné de nou-veaux résultats d'inapproximabilité pour d'autres problèmes lassiques (par exemple"vertex over" et "independent set", voir [Trevisan, 2004℄). De plus (voir [Arora, 1995℄p. 90), la omplétude de MAX − 3SAT au sein de la lasse MAXSNP pour la ré-dution appelée "approximation preserving redution" a entraîné l'inapproximabilité àun fateur onstant de tous les problèmesMAXSNPhard.Il faut en�n iter [Feige et al., 1996℄, qui est un autre lien élèbre entre les lasses

PCP est l'inapproximabilité. La onstrution dans et artile établit un lien diret aveentre un véri�eur PCP et le problème "max lique". Cette rédution s'applique sur lalasse PCPc,s(f(n), g(n)), où c et s sont les probabilités d'aeptation et de refus duvéri�eur (nous avons don c = 1 et s = 1
2
dans la dé�nition 2.29). Informellement, pourtout mot x potentiellement dans L, ave L ∈ PCP c,s(f(n), g(n)), on rée un graphe (entemps O(2O(f(n)+g(n)))) Gx en simulant le véri�eur sur x ave tous les tirages aléatoireset toutes les réponses possibles. Si x ∈ L, alors Gx a un "independent set" de tailleau moins c2αr(n) (ave α onstant). Autrement tout "independent set" a une taillebornée par s2αr(n). Ainsi, une c

s
-approximation pour le problème "independent set"permet de résoudre tout problème dans PCPc,s(f(n), g(n)) en temps polynomial en net 2O(f(n)+g(n)). On voit don la enore l'intérêt de apturer de "grandes" lasses deproblèmes ave des lasses PCP ayant des paramètres f et g "petits". En partiulier,ette rédution ombinée au théorème PCP (et à d'autres outils très tehniques) adonné un résultat important sur l'inapproximabilité du problème "max lique".2.4.4 BilanLa dé�nition d'un protoole interatif (et don de la lasse de problèmes que eprotoole reonnaît) sert entre autres à aratériser de nouvelles lasses de problèmes(puis à omprendre les liens ave les autres lasses, éventuellement non interatives), et34



Utilisation de l'interativité en omplexité 2.4don à mieux appréhender la puissane de di�érents modèles de alul. Les variationsentre les di�érents protooles interatifs onernent par exemple le nombre d'oralesutilisés, la quantité d'aléa et de bits de preuves lus, le nombre de tours d'interationentre prouveur(s) et véri�eur, et les probabilités d'aeptations des mots. Le modèle
PCP semble plus prohe de notre problématique puisque l'interation y a lieu au débutdu alul, et que les résultats liés à e modèle sont également des résultats de "om-promis" entre quantité d'information donnée par l'orale, quantité d'aléa autorisée, etprobabilité d'aeptation. Même si les paramètres de e ompromis sont assez di�érentsde eux onsidérés dans le reste de e travail (quantité d'information, temps de alul,performane), il se trouve que es résultats ont des onséquenes diretes sur l'approx-imabilité de ertains problèmes d'optimisation lassiques. Ces résultats onstituentdon un exemple important des onséquenes possibles des résultats interatifs.
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Chapitre 3Utilisation d'un orale en optimisationombinatoire, appliation àl'ordonnanement
3.1 Introdution, plan du hapitreNous avons préédemment abordé l'utilisation d'un orale en algorithmique dis-tribuée, online, et en omplexité. Du point de vue des deux démarhes présentées enSetion 2.1.1 (i.e. quanti�ation de l'information, ou rédution vers un nouveau pro-blème), les travaux abordés sont plut�t entrés sur l'ajout d'information, et don l'etudede ompromis entre quantité d'information ajoutée, oût de l'algorithme interatif, etperformane. L'objetif est maintenant de onsidérer le as de l'optimisation o�ine (enpartiulier le problèmes d'ordonnanement) sous l'angle original de l'interation, a�nde voir en partiulier que les deux démarhes sont ii possibles.Nous allons proposer en Setion 3.2 un formalisme d'algorithme interatif pourles problèmes d'optimisation. La prinipale di�érene ave les situations préédentesest que dans e ontexte, toute l'instane est fournie à l'algorithme. Ainsi, l'ora-le ne sert pas à dévoiler une partie inonnue de l'instane, mais plut�t à don-ner des informations sur la struture des solutions optimales. On pourra don iisimuler l'orale pour obtenir des algorithmes "normaux" de même performane, equi n'est pas a priori le as en algorithmique distribuée et online. L'obtention d'unalgorithme lassique à partir d'un algorithme interatif sera abordée en Setion 3.3.Nous étudierons en Setion 3.4 les liens entre ette formulation interative et lestehniques de oneption d'algorithmes "lassiques", ou du moins utilisées dans er-taines des ontributions majeures en ordonnanement, ou itées dans les tutoriauxde [Shahnai and Tamir, 2007, Shuurman and Woeginger, 2000℄. Bien que la notiond'algorithme interatif ne soit pas dé�nie dans le but d'obtenir spéialement desPTAS (une PTAS étant un algorithme d'approximation dont on peut ontr�ler le ratio),nous allons voir que es deux notions sont liées. En e�et, l'utilisation d'une informationparamétrable va en général mener à un shéma d'approximation, puisque l'on pourraontr�ler le ompromis entre la quantité d'information demandée (et don le tempsd'exéution de l'algorithme simulé) et le ratio d'approximation orrespondant. Les deuxméthodes pour simuler un algorithme intératif inluent deux tehniques lassiques de37



3 Utilisation d'un orale en optimisation ombinatoire, appliation à l'ordonnanementoneption de PTAS présentées en Setions 3.4.1 et 3.4.2. Les Setions 3.4.3et 3.4.4présentent des outils supplémentaires permettant un odage plus e�ae des réponsesde l'orale. Des onlusions sur l'étendue du formalisme interatif sont présentées enSetion 3.5.Les résultats ités dans ette partie sont des résultats lassiques, que nous avonsréexprimés dans le formalisme interatif proposé. Les nouveaux résultats que avonsobtenus grâe à es tehniques seront résumés en Setion 4.3. Notons que, même sinous nous référons toujours à quelques problèmes seulement pour donner des exemples,les tehniques mentionnées i-dessus ont été appliquées à de nombreux as. A�n deomprendre les diverses appliations des algorithmes interatifs nous serons amené àprésenter parfois en termes de méthodes interatives (ou d'orale) des résultats n'étantpas formulés de ette façon à l'origine.En�n, nous supposons onnues les dé�nitions des problèmes lassiques d'ordon-nanement et d'empaquetage (tels le problème P ||Cmax ou le problème du Knapsak),ainsi que les dé�nitions liées au adre de l'approximation (PTAS , FPTAS , et.).Pour plus de détail, nous renvoyons le leteur en annexe (voir Chapitre A).3.2 Dé�nition du formalisme ave orale3.2.1 Dé�nition d'un algorithme interatifNous allons à présent dé�nir la notion d'algorithme interatif pour le ontextede l'optimisation o�ine. Cette dé�nition pourrait s'inspirer des nombreux modèlesexistants (notamment en omplexité), ependant nous préférons donner une dé�nitionplus simple dans laquelle l'interation a lieu au début du alul, ar elle su�ra à dérirela majeure partie des exemples onsidérés. Nous reviendrons sur la justi�ation de emodèle en Setion 3.3.3.Dé�nition 3.1 (Propriété). Soit Π un problème d'optimisation. Une propriété P estune fontion qui pour haque instane I assoie une fontion booléene PI : RI → B =
{V, F}, telle que
• RI est un ensemble �ni
• P−1

I {V } 6= ∅Dé�nition 3.2 (Algorithme interatif). Soit Π un problème d'optimisation. Un algo-rithme interatif AP pour le problème Π demandant la propriété P est un algorithme(au sens lassique, déterministe) qui pour tout I, pour tout r∗I ∈ P−1
I {V }, fournit unesolution AP (I, r∗I) réalisable au problème Π. Pour alléger l'ériture un tel algorithmesera souvent simplement noté A.Dé�nition 3.3 (Orale). Pour toute propriété P , algorithme interatif AP et instane

I, un orale fournit en temps et espae onstant une réponse O(I) ∈ P−1
I {V } (hoisiede façon pas néessairement déterministe).Dans la dé�nition 3.2, on onsidère don que pour haque instane I :

• l'algorithme A pose une question PI

• l'orale donne une réponse O(I) ∈ P−1
I {V }38



Dé�nition du formalisme ave orale 3.2
• le alul de la solution A(I, O(I)) est e�etuéCette dé�nition peut paraître surprenante au sens où il n'y a pas d'interationtout au long du alul, mais seulement au début. Un algorithme interatif est don unalgorithme lassique ayant à disposition au début du alul des informations supplé-mentaires. Dans de nombreux as, es informations rajouteront des ontraintes sur leproblème initial, limitant ainsi les hoix sur les parties "ritiques" du problème. Remar-quons ependant que l'ajout de ontraintes par le biais d'une mauvaise question peutparfois rendre le problème plus di�ile ! Par exemple pour les problèmes d'ordonnane-ment de tâhes malléables [Mounié et al., 2007℄ (dans lesquels on peut hoisir le nombrede proesseurs utilisés pour haque tâhe), demander le nombre de proesseurs utiliséspour haque tâhe dans un optimal nous ramènerait à un problème sur des tâhesrigides, qui ne sont pas lairement plus simples à traiter. En�n, on remarquera qu'unalgorithme non interatif (i.e. sans orale) est simplement un algorithme demandantla propriété qui à tout I assoie la fontion onstante égale à V .Le hoix de RI est laissé au onepteur de l'algorithme. Nous verrons en Setion 3.3qu'il existe deux méthodes prinipales pour obtenir un algorithme normal à partir d'unalgorithme interatif : en alulant séparément un r∗I ∈ P−1

I {V }, ou en ré-exéutant Apour toute valeur r ∈ RI . Ainsi, même si la dé�nition de l'ensemble RI n'est vraimentimportante que dans le deuxième as, nous avons hoisi d'inlure RI dans la dé�nitiond'un algorithme interatif. En e�et, il nous semble que la notion intuitive (ou du moinsorrespondant à de nombreux travaux existants utilisant des "guess") d'un algorithmeinteratif orrespond bien à un algorithme ayant deux paramètres I et r ∈ RI , et nefournissant le résultat esompté que pour des r∗I ∈ P−1
I {V }.Remarque 3.4. Soit AP un algorithme interatif et I une instane. La notation

Ap(I, r) a don un sens pour tout r ∈ RI (pas néessairement dans P−1
I {V }), et désignedon l'exéution de Ap sur I et r, qui n'est ertes pas garantie.Dé�nition 3.5 (Taille de l'information de l'orale). On dé�nit la taille de l'informationdonnée par l'orale pour une instane I omme |O(I)| = maxr∗

I
∈P−1

I
{V } |r∗I |, où |r∗I | estle nombre de bits néessaires pour oder r∗I dans un odage �xé.La taille de l'information de l'orale sera très importante puisque dans ertainsas un algorithme lassique est dérivé d'un algorithme interatif en essayant toutes lesréponses possibles de l'orale (voir Setion 3.3.2).3.2.2 Lien ave les dé�nitions existantesLes dé�nitions préédentes ont été introduites dans e manusrit ar elles perme-ttent d'exprimer de façon naturelle plusieurs tehniques de oneption d'algorithmes.Nous n'avons a priori pas trouvé de telles dé�nitions dans la littérature de la on-eption d'algorithmes d'approximation (en partiulier dans la littérature onernantles PTAS , voir [Shuurman and Woeginger, 2000, Shahnai and Tamir, 2007℄), et estehniques sont souvent dénommées ave d'autres mots lefs que "interativité" ou "or-ale", et présentées dans un autre ontexte que l'interativité. Nous essaierons autantque possible de donner les appellations lassiques des tehniques présentées ii sousforme interatives. 39



3 Utilisation d'un orale en optimisation ombinatoire, appliation à l'ordonnanementOn peut dès à présent présenter l'une des appellations les plus ourantes : le guess,ou les guessing tehniques. On peut traduire l'expression "we guess x" en disant qu'unalgorithme AP devine une valeur x (ou diretement que l'on devine x) lorsque AP estun algorithme interatif, et que x ∈ P−1
I {V }. Très souvent, la propriété P mise en jeuest impliite. Nous verrons en e�et dans les exemples 3.10, 3.11, 3.12 en Setion 3.2.4que dé�nir P peut parfois paraître "arti�iel". Après es exemples nous ne donneronsen général pas expliitement la propriété P . Cette notion de propriété est don plut�tdé�nie dans un but d'uni�ation que d'utilisation pratique.3.2.3 Dé�nition du temps d'exéution et du ratio d'approxima-tion d'un algorithme interatifOn remarque que AP n'est a priori pas déterministe puisque pour un I �xé il peuty avoir plusieurs r∗I ∈ RI tels que P (r∗I) = V . L'ensemble des solutions pouvant êtreonstruites pour un I �xé est don {AP (I, r∗I), r

∗
I ∈ P−1

I {V }}. Nous allons don redé�nirles notions de temps d'exéution sur une instane, de valeur d'une solution alulée surune instane, et de ratio d'approximation. Deux dé�nitions du temps d'exéution serontdonnées, la justi�ation de ette double dé�nition apparaitra dans la remarque 3.16.Dé�nition 3.6 (Temps d'exéution). Soit I une instane d'un problème d'optimisationet AP un algorithme interatif. Le temps d'exéution t(AP (I)) de AP sur I est dé�nipar
t(AP (I)) = max

r∗
I
∈P−1

I
{V }

(tc(AP (I, r∗I)))où tc() est la mesure lassique du temps d'exéution d'un algorithme (non interatifdéterministe).Nous allons donner une deuxième dé�nition du temps d'exéution, qui sera utilelorsque l'on utilisera Ap sans orale, en essayant toutes les réponses possibles dans
RI (voir Setion 3.3). Il faut alors que le temps soit garanti même pour les réponses"fausses".Dé�nition 3.7 (Temps d'exéution robuste). Soit I une instane d'un problème d'op-timisation et AP un algorithme interatif. Le temps d'exéution robuste tr(AP (I)) de
AP sur I est dé�ni par

tr(AP (I)) = max
r∈RI

(tc(AP (I, r)))où tc() est la mesure lassique omme préédemment.En pratique, on utilisera prinipalement la notion de temps d'exéution robuste. Ene�et, dans de nombreux as le temps d'exéution d'un appel à AP (I, r) ne dépend pasfortement du fait que r satisfasse PI ou non, ontrairement à la valeur de la solutionproduite.Dé�nition 3.8 (Valeur d'un algorithme interatif sur une instane). Soit I une ins-tane d'un problème d'optimisation et AP un algorithme interatif. La valeur v(AP (I))de AP sur I est dé�nie par
v(AP (I)) = max

r∗
I
∈P−1

I
{V }

(v(AP (I, r∗I)))40



Dé�nition du formalisme ave orale 3.2où v(S) est la valeur de la solution S au sens de la fontion objetif du problèmeonsidéré.Nous avons hoisi pour es dé�nitions d'utiliser la fontion max ar en pratique,lorsque l'on veut analyser le temps d'exéution ou la performane d'un algorithmeinteratif, on ne maîtrise pas le hoix du r∗I ∈ P−1
I {V }. On ommene don l'anal-yse en onsidérant un r∗I ∈ P−1

I {V } quelonque. Typiquement (pour un problèmede minimisation), on montre pour une instane I que pour tout r∗I ∈ P−1
I {V }, on a

t(AP (I, r∗I)) ≤ f(|I|) et v(AP (I, r∗I)) ≤ g(I), e qui implique don que t(AP (I)) ≤ f(|I|)et v(AP (I)) ≤ g(I).Notons que dans la suite la notation v sera parfois abandonnée, et AP (I) désigneradon parfois v(AP (I)). Maintenant qu'est dé�nie la valeur d'un algorithme interatifsur une instane, la notion de ratio d'approximation peut être dé�nie de façon lassique(voir également en Annexe).Dé�nition 3.9 (Ratio d'approximation). Considérons un problème de minimisation.Un algorithme interatif AP a un ratio d'approximation ρ (ou est une ρ-approximation)ssi pour toute instane I, v(AP (I))
Opt(I)

≤ ρ, où Opt(I) désigne la valeur optimale assoiéeà l'instane I.3.2.4 ExemplesNous allons à présent donner quelques exemples d'algorithmes interatifs lassiques(sur lesquels nous reviendrons) en ordonnanement en utilisant le formalisme introduitpréédemment.Exemple 3.10: Considérons le problème du Knapsak (dont la dé�nition est rappeléeen Annexe, Setion A.2.1). Rappelons qu'une instane de e problème est dérite parla donnée pour i ∈ {1, . . . , n} du prix pi et de la taille si de l'objet i, et de la apaité Cdu sa. L'objetif est de séletionner un sous-ensemble d'objets de prix maximal, sansexéder la apaité du sa. Soit k ∈ N . Nous allons dérire préisément l'algorithmeinteratif kMV (pour "k Most Valuable"), présenté dans [Shahnai and Tamir, 2007℄,qui demande à l'orale les k objets les plus hers plaés dans le sa à dos (ou tousles objets utilisés dans une solution optimale s'il existe un optimal utilisant moins de
k objets), et qui termine ensuite ave l'algorithme glouton lassique. La propriété Putilisée ii assoie don à haque instane I la fontion PI(X) qui vaut V ssi
• il existe une solution optimale Opt(I) telle que |Opt(I)| ≤ k et Opt(I) = X
• il existe une solution optimale Opt(I) = {i1, . . . , ix}, ave pil ≤ pil+1

pour tout l,telle que |Opt(I)| > k et {i1, . . . , ik} = XEnsuite, étant donné un X∗ tel que PI(X
∗) = V , kMV ajoute les objets de X∗ dansle sa, puis hoisit la meilleure solution entre ajouter l'objet le plus her tenant dansle sa, et ajouter les objets restants par ordre déroissant de densité pi

si
.Pour tout I, pour être sûr que RI ontienne un X satisfaisant PI , on peut dé�nir RIomme l'ensemble de tous les sous- ensembles d'objets de ardinal au plus k. On peutégalement onsidérer que, en demandant à l'orale de oder un r∗I en donnant l'indiede tous les objets présents (et éventuellement un ertain nombre de fois la valeur 0 si ilexiste un optimal ave moins de k objets), on obtient |O(I)| ≤ klog(n + 1). On dé�nitdon RI omme l'ensemble des haînes binaires de longueur klog(n + 1). 41



3 Utilisation d'un orale en optimisation ombinatoire, appliation à l'ordonnanementNous verrons en Setion 3.4.1 que kMV a un ratio d'approximation de 1 + 1
k+1

, etqu'il peut être dérivé en une PTAS .Exemple 3.11: Considérons le problème P ||Cmax (voir la dé�nition en Annexe, Se-tion A.2.1), dont une instane est dérite par la donnée du nombre m de mahines etde la taille de haque tâhe pi, i ∈ {1, . . . , n}. Rappelons que e problème onsiste àordonnaner toutes les tâhes, en minimisant la date de �n de la dernière tâhe. Sup-posons que pi ≥ pi+1, pour i ∈ {1, . . . , n − 1}. Soit k ∈ N. On onsidère l'algorithme
kBT (pour "k Biggest Tasks") donné dans [Graham, 1966℄ qui demande à l'orale unordonnanement optimal des k plus grosses tâhes de l'instane. La propriété P util-isée ii assoie don à haque instane I la fontion PI(x1, . . . , xk) qui vaut V ssi ilexiste une solution optimale Opt(I ′) (pour l'instane I ′ omposée des m mahines etdes tâhes {1, . . . , k}) qui ordonnane la tâhe i sur la mahine xi, pour i ∈ {1, . . . , k}.Ensuite, étant donné un (x∗

1, . . . , x
∗
k) tel que PI(x

∗
1, . . . , x

∗
k) = V , kBT ordonnaneles tâhes restantes en utilisant l'algorithme lassique de "List Sheduling" LS, 'est-à-dire en ordonnançant n'importe quelle tâhe restant dès qu'un proesseur est inatif.Pour tout I, pour être sûr que RI ontienne un X satisfaisant PI , on peut dé�nir

RI omme l'ensemble de toutes les alloations possibles des k plus grosses tâhes.On peut également onsidérer que, en demandant à l'orale de oder un r∗I en don-nant pour haque tâhe l'indie de la mahine où elle est ordonnanée. On obtient
|O(I)| ≤ klog(m). On dé�nit alors RI omme l'ensemble des haînes binaires delongueur klog(m).On remarque dans l'exemple préédent que l'information demandée n'est pas une"sous-partie" (i.e. les valeurs de ertaines variables) d'une solution optimale de l'in-stane initiale. )Exemple 3.12: Considérons le problème du Strip Paking (voir la dé�nition détailléeen Annexe, Setion A.2.2). Rappelons qu'une instane de e problème est dérite par ladonnée de la largeur m ∈ N d'une boîte, la largeur wi ≤ m et la hauteur hi du retangle
i pour i ∈ {1, . . . , n}. L'objetif est de plaer les retangles dans la boîte en minimisantla hauteur atteinte. On onsidère un algorithme interatif qui demande la valeur del'optimal. La propriété P utilisée ii assoie don à haque instane I la fontion PI(x)qui vaut V ssi il existe une solution optimale Opt(I) telle que Opt(I) = x. Cette foisi, la dé�nition de RI néessite un enadrement de la valeur de l'optimal, et on peutpar exemple prendre RI = {⌊

Pn
i=1 wihi

m
⌋, . . . , ∑n

i=1 hi}.Demander la valeur v de l'optimal est une méthode très lassique pour les problèmesd'empaquetage et d'ordonnanement. En e�et, sans une telle limite sur "l'horizon"utilisable, de nombreux algorithmes réent une solution en partant du niveau 0 (ou dutemps 0 en ordonnanement). Or, ette information permet entre autres de onstruireun empaquetage "depuis la hauteur v", et pas seulement en partant de la hauteur 0.Une autre intérêt évident est de pouvoir dé�nir des partitions des tâhes selon leurtemps de alul, omme par exemple dé�nir les grandes tâhes omme ayant un tempsd'exéution plus grand que v
2
. Remarquons que e type de questions est fortement liéeà la "dual approximation tehnique" [Hohbaum and Shmoys, 1988℄. La di�érene estque ii l'algorithme n'a auune garantie si la valeur optimale devinée est fausse, alorsque dans la tehnique d'approximation duale l'algorithme est spéi�é pour toute valeurdevinée w, puisque soit l'on onstruit une solution de oût inférieur à ρw (ave ρ le42



Obtention d'un algorithme lassique 3.3ratio visé pour l'algorithme �nal), soit on rejette w, signi�ant que w est inférieur à lavaleur optimale.Remarquons que l'on va retrouver en optimisation (o�ine) la notion d'informationparamétrable/non paramétrable utilisée dans le Chapitre 2. Dans l'algorithme kMV ,on va ontr�ler la quantité d'information reçue grâe au paramètre k, e qui n'estpas le as pour l'exemple 3.12 où l'on demande la valeur de l'optimal. On pressentque la propriété demandée sera souvent du type "il existe une solution optimale telleque". Cependant, même si ela onerne un grand nombre de as, il serait réduteurde onsidérer que les algorithmes interatifs demandent toujours simplement une sous-partie d'une solution optimale (voir Setion 3.5 pour une disussion sur l'étendue duformalisme orale).Nous verrons que les algorithmes interatifs ont un intérêt méthodologique, au sensoù ils mettent en valeur, à travers la propriété demandée, une di�ulté du problème.Cependant, la prinipale onséquene est que les algorithmes interatifs permettent laonstrution d'algorithmes lassiques (non interatifs), omme nous allons le voir dansla Setion 3.3.3.3 Obtention d'un algorithme lassiqueNous allons présenter les deux tehniques les plus ourantes (simulation parénumération ou reherhe séparée) pour obtenir un algorithme lassique à partir d'unalgorithme interatif.Dé�nition 3.13. On dit que Ae simule par énumération AP ssi pour tout I, Ae exéutel'algorithme suivant (pour un problème de minimisation) :
• best_sol ← ∅
• best_value← +∞for all r ∈ RI do
• current_sol← AP (I, r)if v(current_sol) < best_value then
• best_sol ← current_sol
• best_value← v(current_sol)end ifend forreturn best_solDé�nition 3.14. On dit que As simule par reherhe séparée AP ssi pour tout I, Asexéute :

• trouver r∗I ∈ P−1
I {V } en exéutant H(I)return AP (I, r∗I)où H est un algorithme �xé.3.3.1 Remarques sur les di�érenes entre es deux tehniquesLa première tehnique onsiste à essayer toutes les réponses possibles de l'orale (onpourrait voir une analogie entre la méthode par énumération et le raisonnement par43



3 Utilisation d'un orale en optimisation ombinatoire, appliation à l'ordonnanementtiers-exlu), et la deuxième à aluler d'abord séparément une des réponses possiblesde l'orale.Nous avions introduit dans le Chapitre 2 deux démarhes justi�ant l'intérêt d'unrésultat interatif (pouvant a priori être trivial si l'orale aide "trop" l'algorithme) :l'étude séparée de la di�ulté à retrouver l'information de l'orale, et la quanti�a-tion de l'information donnée par l'orale. Ces deux démarhes orrespondent don auxdeux tehniques de simulation. En e�et, la tehnique par énumération est typique d'unedémarhe de quanti�ation. Autrement dit, on ne s'intéresse pas à la di�ulté à reon-struire l'information séparée (puisque l'on ne va pas le faire !), mais plut�t à l'existened'un odage qui rendrait ette information ourte. La tehnique par simulation est typ-ique d'une démarhe de rédution, puisque l'on montre que pour résoudre un problème
A (i.e. fournir une performane �xée) il su�t de savoir résoudre un problème B (i.e.reonstruire l'information de l'orale).Informellement, on peut onsidérer que l'énumération sera bien hoisie dans les asoù
• l'orale donne peu de bits d'information (i.e. les ensembles RI sont petits), es bitsétant très di�iles à aluler, omme par exemple les réponses aux questions "este qu'une instane de 3SAT est satis�able ?", "quel est le nombre hromatiqued'un graphe ?", "quelle est la valeur de l'optimal (voir Exemple 3.12) ?", "quelssont les k objets les plus hers à plaer dans le sa à dos (voir Exemple 3.10) ?",et.
• l'algorithme interatif a un temps d'exéution faible (puisque elui-i est relanépour haque r ∈ RI)Cette tehnique permet don en quelque sorte d'utiliser à faible oût des informationsqui seraient par exemple "NP-omplet" à retrouver. La reherhe séparée sera quantà elle adaptée lorsque l'information peut être onstruite en temps raisonnable. Il fautdon bien di�érenier le fait qu'une information soit ourte du fait qu'elle soit faile àreonstruire.Remarquons que même si la reherhe séparée paraît moins originale, puisqu'elleorrespond à un simple appel à une sous-proédure, elle permet tout de même d'abor-der les problèmes de façon di�érente, omme le montre la tehnique présentée en Se-tion 3.4.2 dans laquelle on demande à l'orale de résoudre le même problème, mais surune instane de taille onstante. Cela onstitue don une rédution d'un problème vers"lui-même" (en se limitant aux petites instanes) !A la di�érene de la reherhe séparée, après l'exéution d'une simulation parénumération on ne onnaît toujours pas a priori de r∗I ∈ P−1

I {V }. Ainsi, même lorsquela reherhe séparée s'e�etue par énumération (e qui n'est pas exlu !) d'un ensem-ble X, elle-i reste di�érente de la simulation par énumération. En e�et, la reherheséparée ne pourra en général pas se ontenter d'énumérer X = RI , ar savoir om-ment séletionner un r∗I ∈ P−1
I {V } peut s'avérer aussi di�ile que le problème de base(omme ela est par exemple expliqué dans les remarques de la Setion 3.4.1).3.3.2 Caratéristiques des algorithmes obtenusNous allons à présent aborder la question de la performane (au sens de la fontionobjetif du problème onerné) et du temps d'exéution de es deux simulations.44



Obtention d'un algorithme lassique 3.3Remarque 3.15. Soit AP un algorithme interatif (pour un problème de minimisa-tion), et soient Ae et As les algorithmes de simulation de Ap. Pour toute instane I,on a v(Ae(I)) ≤ v(AP (I)) et v(As(I)) ≤ v(AP (I)).Les simulations préservent don en partiulier le ratio d'approximation. Pour e quiest du temps d'exéution des simulations, nous allons donner la majoration évidentequi se dégage des dé�nitions. On voit qu'il est néessaire d'utiliser la dé�nition detemps d'exéution robuste d'un algorithme interatif, étant donné que l'on va exéuter
Ap(I, r) pour des r ∈ RI |PI(r) = F .Remarque 3.16. Soit AP un algorithme interatif (pour un problème de minimisa-tion), et soit Ae et As les algorithmes de simulation de Ap. Pour toute instane I, ona t(Ae(I)) ≤ |RI |tr(AP (I)) et t(As(I)) ≤ t(H(I))t(AP (I)).Pour le as de l'énumération, il est ritique de majorer |RI | (ou |O(I)|). Deuxvisions sont possibles pour une telle majoration. Une première approhe onsiste àmajorer "diretement" |RI |, par des arguments de dénombrement lassiques. L'autreapprohe onsiste à majorer |O(I)|, 'est-à-dire à se onentrer sur la dé�nition d'unodage e�ae. Ce deuxième point de vue onsiste don à :
• hoisir un odage pour la réponse de l'orale pour obtenir un majorant b ∈ N de
|O(I)| "petit"
• dé�nir RI omme étant l'ensemble des haînes (binaires) de longueur bBien évidemment, pour ertaines propriétés (par exemple demander un sous-ensembled'un ensemble muni d'auune loi) il semble inutile de se plonger dans l'étude d'unodage, puisque l'on est obligé de donner diretement les éléments séletionnés. Cepen-dant ette vision axée sur le odage nous semble dans d'autres as très frutueuse(voir par exemple une appliation en Setion 3.4.4). En e�et, ette formulation in-ite à étudier omment réduire le odage ('est-à-dire dé�nir un odage entraînant despertes partielles d'information qui sont négligeables pour l'algorithme). Il en résultedes "allègements" des propriétés utilisées étant a priori moins failes à aratériserdiretement.Nous aborderons en Setion 3.4.3 des tehniques lassiques de simpli�ation del'instane permettant entre autres un meilleur odage. Cette reherhe de réponsesourtes est souvent le point lef lors de la oneption des algorithmes. D'un point devue méthodologique, il peut être utile de fournir d'abord un résultat ave une réponsetrop grande, et d'a�ner ensuite en herhant à déduire plus d'informations "soi-même"et don en demandant moins à l'orale.D'autre part, il arrivera souvent que l'on puisse di�ilement améliorer le fateurpessimiste |RI |, mais qu'il existe en pratique une heuristique qui n'énumère que par-tiellement |RI | en évitant de onsidérer de nombreuses réponses "fausses" (voir Se-tion 3.5).3.3.3 Justi�ation du modèle interatif hoisiIl serait faile de dé�nir un modèle réellement interatif (omme en omplexité parexemple) dans lequel l'algorithme pose plusieurs questions à l'orale, haque questiondépendant de toutes les questions/réponses préédentes. La di�ulté apparaîtrait enreliant les aratéristiques de l'algorithme interatif (temps, ratio d'approximation) à45



3 Utilisation d'un orale en optimisation ombinatoire, appliation à l'ordonnanementelles de l'algorithme simulé. Le as de la simulation par reherhe séparée ne poseraitpas de problème, puisqu'un algorithme réellement interatif, simulé par reherhe sé-parée, orrespond simplement à un algorithme e�etuant plusieurs appels à une sous-proédure. Il su�rait don d'une part de ompter le nombre d'appels à l'orale, et del'autre de majorer le temps de simulation (i.e. le temps de ette proédure). L'analyseest don simple par reherhe séparée ar pendant l'énumération, l'algorithme n'estjamais utilisé ave une réponse fausse. Le as de la simulation par énumération seraitplus déliat, puisque lors de la simulation une réponse fausse pourrait entraîner desquestions inutiles et néessitant d'autres réponses très longues. Autrement dit, il seraitdi�ile de borner raisonnablement le temps de es algorithmes. De plus, il arrive sou-vent en pratique que, même en onevant un algorithme sans se limiter a priori à uneinteration réduite au début du alul, on s'aperçoive qu'il est possible de reformulerl'algorithme pour que toutes les questions soient posées au début. Nous abordons l'idéed'une vraie interation plut�t omme une piste possible, voir Setion 3.5.5.Nous verrons que e formalisme su�t à dérire de nombreux algorithmes et teh-niques de oneption d'algorithmes o�ine. Remarquons que ette interation réduite àun ajout d'information est également ourante dans les autres domaines abordés dansle Chapitre 2. Une des exeptions onerne l'algorithmique online et les informationsdites "délivrées dynamiquement" (voir Setion 2.3.4), 'est-à-dire fournies à l'arrivéede haque nouvelle requête. Cependant, l'utilisation de ette dé�nition plus rihe estfailitée dans e adre puisque es algorithmes online utilisant de telles informationsne sont pas destinés à être simulés sans orale.3.4 Lien ave les tehniques lassiques de oneptionde shémas d'approximation3.4.1 Struturation de l'espae des solutionsPrésentation de la méthode Nous allons donner la dé�ni-tion de la tehnique "struturing the output" telle qu'elle présentéedans [Shuurman and Woeginger, 2000℄. Cette tehnique semble être très prohede la tehnique "Extend all possible solutions for small subsets" dans la lassi�ationde [Shahnai and Tamir, 2007℄, et de la tehnique des "outline shemes" introduitedans [Hall and Shmoys, 1989℄. Cette tehnique est inluse dans la démarhe de typequanti�ation. L'idée est de partitionner l'ensemble des solutions réalisables en ungrand nombre de petites régions sur lesquelles le problème est faile à approximer. Lestrois étapes de ette tehnique sont :
• Partitionner : partitionner l'ensemble S des solutions réalisables d'une instane

I en régions S(1), . . ., S(d) telles que ⋃d
l=1 S(l) = S

• Trouver des représentants : pour haque S(l) trouver une solution (unreprésentant) X(l) étant une bonne approximation (à un ratio ρ) de Opt(l), lameilleure solution de S(l)

• Séletionner le meilleur : séletionner le meilleur des représentants ommesolution pour l'instane I46



Lien ave les tehniques lassiques de oneption de shémas d'approximation 3.4Ainsi, étant donné qu'il y au moins une région l0 ontenant une solution optimale
Opt, on obtiendra bien une ρ-approximation grâe au représentant de ette région.Cette tehnique est présentée omme servant à onevoir des PTAS (même si l'onpourrait a priori l'appliquer pour onstruire des algorithmes d'approximation "quel-onques"). Ainsi, plus le ratio désiré sera faible, plus le nombre de régions sera impor-tant. L'idée est que toutes les solutions d'une région véri�ent une propriété ommune,omme par exemple onsidérer pour un problème d'ordonnanement que la tâhe 4 estordonnanée sur la mahine 2 à l'instant 10. Cette propriété �xe les valeurs de ertainesvariables, en espérant que l'optimisation sur les variables (non ontraintes) restantessoit plus aisée.Exemple détaillé d'appliation Nous allons à présent analyser en détail l'algo-rithme kMV de l'exemple 3.10 pour le problème du sa à dos. Cette PTAS a été intro-duite dans [Sahni, 1975℄, et est reprise dans [Shahnai and Tamir, 2007℄ pour illustrerla tehnique de "Extend all possible solutions for small subsets". Dans et algorithme,une région est telle que toutes les solutions appartenant à elle-i plaent les mêmes kobjets les plus hers.Théorème 3.17 ([Sahni, 1975℄). Pour tout k ∈ N, l'algorithme kMV de l'exemple 3.10est une (1 + 1

k+1
)-approximation.Preuve Une instane est omposée de n objets, de taille si et pro�t pi pour i ∈

{1, . . . , n}, et de la apaité du sa C. Pour tout ensemble d'objet Y nous noterons
p(Y ) =

∑
i∈Y pi et s(Y ) =

∑
i∈Y si.Au lieu de diretement onsidérer que kMV demande les k objets les plus hersd'une solution optimale (voir exemple 3.10 pour la dé�ntion préise de la propriétédemandée), nous allons supposer que kMV demande k objets a priori quelonquesde l'optimal, pour mieux omprendre l'intérêt de demander les plus hers. En e�et onpourrait à la base se demander e que l'on obtiendrait en demandant les k objets lesplus gros, ou les plus denses utilisés, et.Considérons une solution optimale Opt utilisant stritement plus de k objets (sinon

kMV est optimal). Notons Opt = {b1, . . . , bk, a1, . . . , ax}, ave p(ai)

s(ai)
≥ p(ai+1)

s(ai+1)
pour

i ∈ {1, . . . , x}. L'algorithme kMV onstruit don la solution S = {b1, . . . , bk}
⋃

X, où
X est déterminé en plaçant à haque pas l'objet le plus dense (ayant le plus grand pj

sj
)possible. Soit m = min{i ∈ {1, . . . , x}|ai /∈ X} (si m n'existe pas alors S est optimale).Soit P ∗

1 = {bi, i ∈ {1, . . . , k}}, P ∗
2 = {ai, i ∈ {1, . . . , m− 1}} et ∆ =

∑
X′ si ou X ′ ⊂ Xest l'ensemble des objets ajoutés par kMV avant am (i.e. l'ensemble des objets de Xplus denses que am, am non ompris).On a

S ≥ p(P ∗
1 ) + p(P ∗

2 ) + ∆
pam

sam

Opt ≤ p(P ∗
1 ) + p(P ∗

2 ) + pam
+ (C − s(P ∗

1 )− s(P ∗
2 )− sam

))
pam

sam

=⇒ S − Opt ≥ pam

sam

(∆− sam
− C + s(P ∗

1 ) + s(P ∗
2 ) + sam

) 47



3 Utilisation d'un orale en optimisation ombinatoire, appliation à l'ordonnanementOr, am n'étant pas mis dans le sa on sait que ∆+s(P ∗
1 )+s(P ∗

2 )+sam
> C, impliquant

S > Opt−pam
et don S

Opt
> 1− pam

Opt
. On voit don ave ette analyse que l'on a intérêtà e que Opt soit grand devant pam

. Ainsi, en demandant les k objets les plus hers onobtient S > (k + 1)pam
> (k + 1)(Opt− S), et don Opt < (1 + 1

k+1
)S.

�Corollaire 3.18. Il existe une PTAS pour le problème du Knapsak qui pour tout
k ∈ N fournit une (1 + 1

k+1
)-approximation en un temps O(nk+1).Preuve En supposant négligé le oup initial de tri des objets selon leur densité, onobtient tr(kMV ) ∈ O(n). On remarque bien que le temps d'exéution de kMV nedépend pas ritiquement du fait que l'information fournie soit orrete. En simulantpar énumération kMV , il faudra parourir l'ensemble RI , qui a été dé�ni (voirExemple 3.10) omme l'ensemble de tous les sous-ensembles d'objets de ardinal auplus k, ou omme l'ensemble des haînes de longueur au plus klog(n + 1). Ainsi, onobtient un oût en O(nktr(kMV )) = O(nk+1). �Remarques Notons tout d'abord que l'information demandée ii est a priori di�ileà retrouver, même pour k = 1, au sens où déider en temps polynomial si un objet iest l'objet le plus her d'un optimal permettrait de onstruire une solution exate entemps polynomial. D'autre part, dans le as de l'algorithme kMV , la propriété onernesimplement les valeurs dans un optimal d'un sous-ensemble des variables. Cependant,il ne faut pas se limiter à e type de dé�nition de régions. La dé�nition de la tehniqued'un "outline sheme" introduite dans [Hall and Shmoys, 1989℄ montre d'ailleurs bienl'étendue possible pour la dé�nition des régions. Un outline sheme est un étiquetage

f qui à toute solution réalisable S assoie une étiquette f(S), ensée représenter un"résumé" (inomplet en général) de S. Les auteurs dé�nissent alors un "1 + ǫ-optimaloutline sheme" omme un algorithme qui pour toute instane I et étiquette w onstruitune (1+ǫ)-approximation de toute solution S telle que f(S) = w. Ainsi, on obtient 1+ǫd'une solution optimale Opt(I) en fournissant w0|Opt(I) ∈ f−1(w0). La dé�nition d'un"outline sheme" semble don bien orrespondre à elles de "struturing the output"et de "extend all possible solutions for small subsets", et montre bien que f n'est pasrestreinte à l'extration de la valeur exate de ertaines variables.Du point de vue des algorithmes interatifs, on remarque que ette méthode peutêtre vue omme un algorithme interatif (simulé par énumération) pour lequel l'infor-mation donnée par l'orale est l'indie d'une région ontenant une solution optimale.Remarquons que même si ela n'est pas le as dans l'algorithme kMV , le "représen-tant" séletionné pour haque région peut ne pas appartenir à elle-i. Le formalisme"struturing the output" nous montre au passage que l'on a pas seulement une ρ-approximation de l'optimal (global), mais également une ρ-approximation de tous lesoptimaux ontraints à une région. Ce dernier point peut aussi être vu omme un in-onvénient puisque la propriété demandée (approximer tous les optimum loaux) estplus forte que elle réellement néessaire (garantir le ratio de l'algorithme uniquementpour des r∗I satisfaisant PI).48



Lien ave les tehniques lassiques de oneption de shémas d'approximation 3.4On note également que 'est le fait de onsidérer une information paramétrable quipermet dans l'exemple 3.10 de onstruire un shéma d'approximation. Cependant, estehniques ont également un intérêt ave des informations non paramétrables, ommenous le verrons dans un des résultats que nous avons obtenu (voir Chapitre 11) danslequel l'algorithme a un ratio �xé, et la taille de l'information donnée par l'orale peutvarier énormément selon les instanes.D'un point de vue plus pratique, nous reviendrons en Setion 3.5 sur et exemple enabordant la question de l'e�aité de l'énumération. L'idée étant que l'on peut utiliserdes outils lassiques (branh and bound,. . .) qui, même s'ils ne onduisent pas à demeilleures bornes sur le temps d'exéution, améliorent grandement les performanes dela simulation en pratique.Les questions liées aux résultats négatifs (a-t-on demandé la meilleure informationparmi toutes elles de tailles "semblables" ?) seront abordées en Setion 3.5.En�n, il nous faut rappeler que ette PTAS est présentée dans un but péda-gogique, puisque de biens meilleurs algorithmes existent pour e problème (en parti-ulier grâe à des mélanges d'arrondis et de programmation dynamique [Lawler, 1979,Mastrolilli and Hutter, 2006℄).3.4.2 Extension d'une solution optimale d'un sous-ensemblePrésentation de la méthode Nous allons donner la dé�nition de la teh-nique "extending an optimal solution for a single subset" telle qu'elle présentéedans [Shahnai and Tamir, 2007℄. Cette tehnique est inluse dans la démarhe de typerédution. L'idée originale est d'exploiter la possibilité de résoudre le problème onsid-éré optimalement sur une sous-instane de taille onstante.Les trois étapes de ette tehniques sont :
• Séletionner un sous-ensemble : séletionner un sous-ensemble I ′ ⊂ I (engénéral de taille onstante) représentant la partie la plus "importante" de l'in-stane (typiquement en ordonnanement les plus grosses tâhes)
• Résoudre optimalement : onstruire une solution S∗(I ′) optimale pour I ′ (aupire par énumération)
• Étendre : onstruire à partir de S∗(I ′) une solution S(I)Cette tehnique est présentée omme servant à onevoir des PTAS (même si l'onpourrait a priori l'appliquer pour onstruire des algorithmes d'approximation "quel-onques"). Ainsi, plus le ratio désiré sera faible, et plus le sous-ensemble d'élémentsritiques sera grand.Exemple détaillé d'appliation Nous allons à présent analyser en détail l'algo-rithme kBT de l'exemple 3.11 pour le problème P ||Cmax. Cet algorithme a été intro-duit dans [Graham, 1966℄, et est repris dans [Shahnai and Tamir, 2007℄ pour illustrerla tehnique de "Extending an optimal solution for a single subset".Théorème 3.19 ([Graham, 1966℄). Pour tout k ∈ N, l'algorithme kBT de l'exem-ple 3.11 est une 1 +

1− 1
m

1+⌊k/m⌋
-approximation (où m est le nombre de mahines). 49



3 Utilisation d'un orale en optimisation ombinatoire, appliation à l'ordonnanementPreuve Une instane est don omposée de m mahines de même vitesse et de ntâhes de tailles pi. Supposons que pi ≥ pi+1, pour i ∈ {1, . . . , n − 1}. Pour toutensemble de tâhes Y , nous noterons W (Y ) =
∑

i∈Y pi le travail total de l'ensemble Y .Au lieu de onsidérer diretement que kBT demande à l'orale un ordonnanementoptimal des k plus grandes tâhes (voir exemple 3.11 pour la dé�nition préise dela propriété demandée), nous allons supposer que kBT demande un ordonnanementoptimal d'un ensemble X de k tâhes a priori quelonques, pour mieux omprendrel'intérêt de demander les plus grandes.Rappelons que kBT ordonnane les tâhes de I\X ave le prinipe de "List Shedul-ing" (noté LS), qui ommene n'importe quelle tâhe dès qu'une mahine est inative.Pour toute tâhe i, notons Ci la date de �n de i. Soit x une tâhe terminant en dernier,i.e. telle que Cx soit égal au makespan de kBT (I). Soit sx la date de début de x. Si
x ∈ X, alors Cx ≤ Opt(X) ≤ Opt(I), l'ordonnanement est don optimal. Sinon, enappliquant l'analyse lassique de LS, on sait que x n'a pas été ordonnanée avant sxar toutes les mahines étaient oupées, impliquant W (I) ≥ msx + px. On en déduit

kBT (I) = sx + px

≤ W (I)

m
+ px(1−

1

m
)

≤ Opt(I) + px(1−
1

m
)Pour avoir un faible ratio, il faudrait don que px soit petit devant Opt(I). C'est iique l'on onstate qu'une solution possible pour avoir px

Opt(I)
petit est de hoisir Xomme étant les k plus grandes tâhes. En e�et, ave k = am+b, (a, b) ∈ N2, b < m, ononstate que toute solution est obligée de plaer au moins a + 1 tâhes de X

⋃{pk+1}sur au moins une mahine, et on obtient don Opt(I) ≥ (a + 1)pk+1 ≥ (a + 1)px, et leratio esompté. �Remarque 3.20. Dans la preuve préédente on a en fait pas besoin d'un ordon-nanement optimal des k plus grandes tâhes, mais uniquement d'une 1 +
1− 1

m

1+⌊k/m⌋
-approximation.Corollaire 3.21. Il existe une PTAS pour Pm||Cmax qui pour tout k ∈ N fournit une

1 +
1− 1

m

1+⌊k/m⌋
-approximation en un temps O(mk + nlog(n)).Preuve On sait que le oût de LS, et don de t(kBT ) est en O(nlog(n)). Ene�etuant une reherhe séparée naïve par énumération, on obtient le résultat désiré.

�Remarques sur et exemple Dans le as étudié préédemment la propriété on-erne les valeurs, dans un optimal pour une sous-instane, d'un sous-ensemble desvariables. L'information demandée est paramétrable, et étant donné que la reherheséparée néessite un temps roissant en la valeur du paramètre, on obtient don unshéma d'approximation.50



Lien ave les tehniques lassiques de oneption de shémas d'approximation 3.4La formulation interative permet là aussi "d'extraire" la di�ulté du problème,et motive ii l'étude de l'ordonnanement optimal des km plus grandes tâhes sur desmahines identiques. Il est alors intéressant de onstater que l'ordonnanement des
m plus grosses tâhes étant trivial, on peut obtenir une 3

2
-approximation de tempsd'exéution semblable à LS. En fait, il est même bien onnu que l'obtention d'une 4

3
-approximation des 2m plus grosses tâhes est également simple à onstruire (en utilisantl'algorithme "Largest Proessing Time" LPT, qui agit omme LS, exepté qu'il hoisitla plus grande tâhe restante), et on retrouve en quelque sorte la preuve "lassique"du ratio de 4

3
de LPT [Graham, 1969℄ dans laquelle on se ramène à l'étude des (auplus 2m) tâhes de tailles stritement plus grande que Opt(I)

3
. Notons également que suret exemple il est possible d'améliorer le oût de simulation, ave une programmationdynamique lassique (voir remarque 3.22).Remarque 3.22. Le oût de la reherhe séparée de l'algorithme kBT peut êtreramenée à m22k. Pour ela on dé�nit f(i, X) omme la valeur de l'ordonnane-ment optimal de l'ensemble de tâhes X sur les mahines 1, . . . , i. On a don (ave

p(T ) =
∑

j∈T pj)
f(i, X) = min

T⊆X
(max(p(T ), f(i− 1, X \ T )))

f(1, X) = p(X)Etant donné que l'on herhe f(m, X0) ave X0 l'ensemble des k plus grandes tâhes,on obtient don l'information en temps O(m22k) (et espae O(22k)).Comme il l'a été suggéré dans la démonstration du théorème 3.19, on peut égale-ment se demander s'il existe une autre information de taille "semblable" qui onduiraità de meilleurs résultats. Ce type de questions sur les résultats négatifs sera abordébrièvement en Setion 3.5.En�n, il nous faut également rappeler que ette PTAS est présentée dansun but pédagogique, puisque de meilleurs algorithmes existent pour e pro-blème [Hohbaum and Shmoys, 1987℄ (l'exemple étudié n'est pas une PTAS pour
P ||Cmax, ar la omplexité pour un ratio de 1 + ǫ est exponentielle en m

ǫ
).Un exemple plus général d'algorithme interatif simulé par reherhe sé-paréeDans la méthode "extending an optimal solution for a single subset", ainsi que dansl'exemple préédent, il est suggéré que l'information demandée à l'orale onerne larésolution optimale (ou presque) d'une "petite" sous-partie de l'instane. Cependant, ilest important de voir qu'il ne faut pas se limiter à e type d'informations. Nous allonsdon donner un exemple utilisant une information de nature di�érente, et menant deplus à une FPTAS .Il existe toute une littérature [Korte and Shrader, 1981a℄ onernant l'utilisa-tion d'orales pour l'optimisation pouvant être reliée aux algorithmes interatifssimulés par reherhe séparée (selon notre terminologie). La motiviation initiale(d'après [Korte and Shrader, 1981a℄) de es travaux est l'étude des problèmes d'opti-misation pour lesquels l'entrée du problème ne peut pas être enodée raisonablement.Par exemple lorsque les entrées omportent des fontions non linéaires, des ensembles51



3 Utilisation d'un orale en optimisation ombinatoire, appliation à l'ordonnanementde fontions ou des "systèmes d'ensembles". Dans de tels as il est non seulement di�-ile d'éstimer la longueur de l'entrée, mais également le temps néessaire pour retrouverdes informations basiques sur l'entrée (évaluation d'une fontion par exemple). Ainsi,de nombreux travaux ontournent ette di�ulté en utilisant la notion d'orale pourmettre en "boîte noire" e problème lié à l'entrée. La démarhe onsiste à d'abord �xerun orale, en dé�nissant ses apaités. Par exemple pour un problème de reherhe depoint �xe d'une fontion f , on onsidère un orale r0 qui pour tout x donne la valeur
f(x). Ensuite, un résultat positif onsiste à onstruire un algorithme utilisant et or-ale (en omptabilisant le nombre d'appels à l'orale), et un résultat négatif onsisteà minorer le nombre d'appels néessaires à et orale pour atteindre une performane�xée.Les auteurs de [Korte and Shrader, 1981a℄ donnent un large aperçu de e typede résultats à travers un formalisme interatif, où l'interation est de plus une vraiedisussion (i.e. n'a pas lieu uniquement au début). Même si ette démarhe ressembleà elle menée ii au sens où l'orale permet d'isoler la di�ulté d'un problème, leontexte est di�érent puisque dans les problèmes qui nous intéressent il est simpled'enoder l'entrée du problème, et de retrouver les informations de base la onernant.Cependant, ertains de es résultats sont reliés à notre problématique, ar ils on-sidèrent des orales donnant plus qu'un simple aès à l'instane. En e�et, si l'oraleonsidéré donne une information qui est triviale lorsque l'on a aès à l'instane, alorsun résultat positif sera ertes appliable dans notre formalisme, mais a priori ine�aepuisque ne supposant que et aès restreint à l'instane. Par exemple, les résultatsdans [Hausmann et al., 1981℄ sur le problème du Knapsak utilisent un "feasibilityorale" qui pour tout ensemble d'objets X, dit simplement si X dépasse la apa-ité du sa ou non. Cet orale est don trivial. Ainsi, étudier le nombre d'appels àet orale est maladroit pour nous, puisque par exemple l'aès omplet à l'instanepermet d'érire une programmation dynamique. Cependant, il existe des travaux oùl'orale e�etue une tâhe non triviale (même lorsque l'on a aès à l'instane), ommedans [Korte and Shrader, 1981b℄ où l'orale rǫ−dom, pour tous ensembles d'objets Aet B, est apable de dire si A ǫ-domine B (au sens où il existe une "extension" de Ade meilleur pro�t, à ǫ près, que toutes les extensions de B). Les auteurs prouvent lethéorème suivant.Théorème 3.23 ([Korte and Shrader, 1981b℄). Pour tout problème de maximisationsur un "independene system" (inluant le problème du Knapsak), il existe une FP-TAS ssi l'orale rǫ−dom peut être simulé en temps polynomial en n (le nombre d'objets)et 1

ǫ
.Ainsi, e théorème fournit un résultat positif lié à la simulation par reherhe sé-parée, qui est intéressant même dans notre ontexte d'optimisation o�ine où l'entréeest onnue. On onstate que l'information demandée n'est pas simplement la résolu-tion optimale d'une sous-instane. Comme tous les résultats interatifs par simulationséparée, e résultat peut être vu omme une rédution, puisque l'on montre que pourobtenir une FPTAS pour le problème de base il su�t de savoir simuler rǫ−dom en tempspolynomial.Il faut noter que e résultat utilise une vraie interation (pas seulement au début dualul), e qui n'est pas surprenant puisque omme nous l'avons remarqué préédem-52



Lien ave les tehniques lassiques de oneption de shémas d'approximation 3.4ment la notion de vraie interation est naturelle lorsque la simulation se fait parreherhe séparée.3.4.3 Méthodes par simpli�ation de l'instane et lemme stru-turelSimpli�ation de l'instaneUne autre tehnique ourante pour l'élaboration de shémas d'approximationsonsiste à simpli�er de façon "ontr�lée" l'instane. Conformément à la dé�nitionde [Shuurman and Woeginger, 2000℄, les trois étapes prinipales onsistent à :
• simpli�er l'instane I en une instane I ′ selon la préision désirée ǫ (typiquementen éliminant ou en groupant les "objets insigni�ants", en arrondissant les valeursdes entrées pour en obtenir un nombre onstant, en groupant des objets entreeux, et.) et borner l'éart entre Opt(I ′) et Opt(I)
• fournir une solution S ′ pour I ′ (à un ertain ratio près, ou éventuellement unesolution exate)
• traduire S ′ en une solution S pour I, et borner l'éart entre S ′ et SCes tehniques sont appelées dans [Shahnai and Tamir, 2007,Shuurman and Woeginger, 2000℄ "applying enumeration to a ompated instane",ou "struturing the input".Cependant, l'objetif n'étant pas de reenser les tehniques de oneption de shé-mas d'approximation, nous ne rentrerons pas dans les détails et les variantes de estehniques de simpli�ation. Ces tehniques peuvent quasiment à elles seules aboutirà des shémas d'approximation (la passe "�nale" de résolution par programmationdynamique ou linéaire n'étant pas forément la plus di�ile), omme par exempledans [Fernandez de la Vega and Lueker, 1981, Kellerer, 1999℄. Nous présentons ii estehniques plut�t omme un ingrédient supplémentaire pouvant servir à dé�nir desodages plus intelligents des réponses demandées à l'orale, et don pour ommuniquerplus e�aement ave elui-i.On peut néanmoins iter les méthodes d'arrondi les plus lassiques a�n de mon-trer en quoi elles permettent des odages e�aes. Considérons un problème detype ordonnanement ou empaquetage, dérit par la donnée d'un ensemble X de

m = |X| ressoures (mahines, boîtes) dérites par des paramètres (y1
i , . . . , y

c
i ), c ∈

N, i ∈ {1, . . . , m}, et de n objets (tâhes, retangles) dérits par des paramètres
(x1

j , . . . , x
c′

j ), c′ ∈ N, j ∈ {1, . . . , n}. Soit I une instane, L ≤ Opt(I) une borne in-férieure (on onsidère un problème de minimisation), et ǫ > 0. Les simpli�ationsd'instane onsistent typiquement à :
• supprimer les petits objets (tâhes ourtes, retangles de petite aire, et.) oudes ressoures négligeables (mahines trop lentes, boîtes trop petites et.). Parexemple, supprimer les objets j tels que xa

j ≤ ǫL, ou supprimer les ressoures itelles que ya′

i ≤ f(ǫ, X) pour a, a′, f �xés.
• arrondir les paramètres des objets et ressoures restants, typiquement a�nd'obtenir un nombre onstant (dépendant de ǫ) de "pro�ls" d'objets ou deressoures. Par exemple, les arrondis dits arithmétiques ou géométriques on-sistent à arrondir les paramètres des objets sur des multiples de ǫL ou sur despuissanes de ǫ (on peut aussi mélanger les deux [Mastrolilli and Hutter, 2006℄),53



3 Utilisation d'un orale en optimisation ombinatoire, appliation à l'ordonnanementou de même à arrondir les paramètres des mahines (vitesses, dimension desboîtes, et.).Ces simpli�ations sont en général dé�nies pour que la onstrution de S ′ puisse sefaire par énumération, programmation dynamique ou linéaire (souvent en utilisant[Lenstra Jr, 1983℄), typiquement en temps poly(n, m)f(1/ǫ) ou poly(n, m)f(1/ǫ).On trouvera par exemple dans [Mastrolilli, 2003℄ une EPTAS pour P |rj|Lmax (voirdé�nition en Annexe, page 200). Rappelons que e problème lassique onsiste à ordon-naner n tâhes, haque tâhe n'étant disponible qu'à partir de l'instant rj et devantêtre omplétée si possible avant une date dj . Le but est de minimiser le retard (dé�niomme l'éart entre la date de �n d'une tâhe et sa date dj) maximum. Cette EPTASest obtenue grâe à des simpli�ations de l'instane menant à un nombre onstantde pro�ls (i.e. ayant les mêmes pj, rj, qj) de tâhes possibles, impliquant que le nom-bre x d'ensembles "andidats" sur une mahine ('est-à-dire un ensemble de tâhespouvant être allouées par un optimal sur une mahine) est onstant. On peut alorsérire un programme linéaire a�n de déterminer pour tout i ∈ {1, . . . , x}, le nombrede mahines xi traitant un ensemble andidat de type i. L'avantage de ette éritureest que le nombre de variables sera en O(x) (en l'ourrene 2x + 1), et l'applia-tion de [Lenstra Jr, 1983℄ pour la résolution de e programme linéaire, n'entraînant unoût exponentiel uniquement en le nombre de variables, permettra une EPTAS. Cetype d'approhe est même généralisé dans [Epstein and Sgall, 2004℄ pour des fontionsobjetifs "quasi" quelonques.Un autre résultat montrant bien la puissane des simpli�ations estdans [Fishkin et al., 2008℄, où une FPTAS (quand le nombre de mahines m est �xé)est obtenue pour R|cij|Cmax (généralisation de R|cij|Cmax ave des oût supplémen-taires) uniquement par des tehniques de simpli�ation (arrondis et fusions des "pe-tites" tâhes), assoiées à une programmation dynamique standard.Du point de vue des algorithmes interatifs, et en partiulier de eux simulés parénumération, on peut voir es simpli�ations omme un moyen de ommuniquer e�-aement ave l'orale. Ces tehniques reviennent don à dé�nir I ′ a�n de pouvoir oderde façon ourte les informations demandées à l'orale, et e en bornant l'éart entre
Opt(I ′) et Opt(I). Nous avons appliqué e type de tehnique dans le Chapitre 11 pourle problème du MSP , dans lequel on arrondit la longueur de tous les "gros" retanglesa�n de demander à l'orale la longueur (arrondie) de ertains d'entre eux, au lieu dedemander diretement leurs indies.Cependant, il faudra bien distinguer les tehniques de simpli�ation qui modi�entl'instane des autres tehniques d'arrondis que nous avons nommées "guess approxi-mation", (voir Setion 3.4.4) qui onsistent à demander approximativement les valeursde ertaines quantitées optimales, sans modi�er l'instane.Strutural LemmaLes lemmes struturels sont en quelque sorte une extension de la tehnique de sim-pli�ation de l'instane. Les trois étapes prinipales sont don les mêmes que i-dessus.L'idée est de montrer qu'il existe une solution S̃ très "struturée" prohe d'une solu-tion optimale. La di�érene est que, pour struturer S̃ on ne se ontente pas seulementde simpli�er l'instane, mais on peut également ajouter des ontraintes (autres que"n'utiliser qu'un sous-ensemble d'objets" !).54



Lien ave les tehniques lassiques de oneption de shémas d'approximation 3.4Un lemme struturel onsiste don typiquement à partir d'une instane I, d'un
ǫ > 0, et d'une solution optimale S∗

1 pour I, et à montrer qu'à haque simpli�ationsupplémentaire de I (ou ajout de ontrainte), S∗
i ne se "dégrade" que de au plus ǫ en

S∗
i+1. Notons qu'une fois obtenue une solution "assez" struturée S∗

i0
, la solution on-struite par l'algorithme (approhant S∗

i0) ne respetera pas forément les ontraintesadditionnelles. Bien que n'étant pas diretement liée aux algorithmes interatifs, nousitons ette tehnique puisqu'elle s'insrit �nalement dans la démarhe d'une ommu-niation e�ae ave l'orale, qui donnerait dans e as des informations onernant
S∗

i0
.On peut par exemple iter [Bansal et al., 2009a, Jansen and Thöle, 2008℄ pour desexemples onernant des problèmes de paking 2D. Ces lemmes struturels onsistententre autres à arrondir la hauteur des "hauts" retangles sur des multiples d'un α > 0,et à ajouter la ontrainte de les plaer dans la boîte uniquement à des hauteurs multiplesde α > 0. Ce type d'ajout de ontraintes permet bien évidemment une énumérationmoins oûteuse de la position (du moins de la hauteur) de es hauts retangles.Nous allons à présent aborder en Setion 3.4.4 un dernier type de tehnique ser-vant à raourir le odage des informations fournies par l'orale, et don à améliorerl'e�aité de l'énumération.3.4.4 Guess approximationPrésentation de la tehniqueIl nous a semblé utile de distinguer e que nous appelons "guess approximation"des tehniques préédentes, du fait que l'on ne modi�e ni l'instane ni l'ensemble desontraintes. La "guess approximation" onsiste à demander à l'orale des informationsapprohées. Ainsi, au lieu de demander à l'orale r∗I tel que PI(r

∗
I) = V , on demande

f(r∗I) tel que PI(r
∗
I) = V , ave f un fontion de "ontration" véri�ant |f(r)| ≤ |r|pour tout r. Naturellement, ette tehnique est déjà ontenue impliitement dans ladé�nition 3.2 d'un algorithme interatif données en Setion 3.2, et l'expliitation dela fontion f n'est en général pas néessaire en pratique (voir les exemples i-dessous).Cependant, il nous semblait important de nommer e type de tehniques a�n de laprésenter omme un ingrédient supplémentaire à la oneption de questions élaborées.Exemple 3.24: Un des exemples les plus ourants (utilisé par exemple dans[Chekuri and Khanna, 2000, Jansen and Thöle, 2008℄) de "guess approximation" on-siste à demander (pour ǫ > 0 �xé) Õ tel que (1−ǫ)Opt ≤ Õ ≤ Opt, au lieu de demanderdiretement Opt.Exemple 3.25: Pour le problème du Multi Knapsak. (voir la dé�nition en Annexe,Setion A.2.1), les auteurs de [Chekuri and Khanna, 2000℄ demandent à l'orale, pourhaque ensemble d'objets Ui de même pro�t pi utilisés dans un optimal, une valeur kitelle que kiα ≤ p(Ui) =

∑
x∈Ui

px ≤ (ki + 1)α, ave α �xé.On onstate qu'en pratique, expliiter la fontion f n'est pas forément néessaire.On remarque également que es situations ne orrespondent pas vraiment à un lemmestruturel puisque l'on ne modi�e pas l'instane et que l'on n'ajoute pas de ontrainte.Nous allons terminer la présentation de ette tehnique par un exemple dé-taillé d'appliation de la tehnique de "guess approximation". Enore une fois noushoisirons le problème du Knapsak (et plus préisément à l'algorithme interatif55



3 Utilisation d'un orale en optimisation ombinatoire, appliation à l'ordonnanementde l'exemple 3.10) par souis de simpliité, puisqu'il existe des approhes plus e�-aes par programmation dynamique ouplée à des arrondis (par exemple des FP-TAS dans [Mastrolilli and Hutter, 2006, Kellerer and Pfershy, 1998℄).Exemple 3.26: Soit {b1, . . . , bk} les k objets les plus hers dans un optimal pour uneinstane �xée du problème Knapsak. Soit ˜kMVc l'algorithme qui
• déoupe l'espae des prix {1, . . . , pmax} en tranhes de largeur c, et demande lenuméro ai de la tranhe ontenant la valeur pbi

, pour i ∈ {1, . . . , k} (autrementdit ai = ⌊pbi

c
⌋).

• ajoute dans le sa l'ensemble G onstitué pour haque i ∈ {1, . . . , k} du pluspetit (en taille) objet (restant) de la tranhe ai

• termine en ajoutant l'ensemble X déterminé ave l'algorithme glouton lassique(qui ajoute le maximum entre l'objet le plus her restant, et le hoix des objetspar densité déroissante)Théorème 3.27. Pour tout k ∈ N, ǫ > 0, l'algorithme ˜kMVc est une 1 + 1+(k+2)ǫ
k+1−(k+2)ǫ

-approximation, et peut être simulé en temps O(n(k
ǫ
)k) (alors que kMV est une 1+ 1

k+1
-approximation, simulée en temps O(nk+1)).Preuve On adapte diretement la preuve du théorème 3.17. Une instane est om-posée de n objets, de taille si et pro�t pi pour i ∈ {1, . . . , n}, et de la apaité du sa

C. Pour tout ensemble d'objets Y nous noterons p(Y ) =
∑

i∈Y pi et s(Y ) =
∑

i∈Y si.Considérons une solution optimaleOpt utilisant stritement plus que k objets (sinonl'analyse est triviale). Notons Opt = {b1, . . . , bk, a1, . . . , ax}, ave p(ai)

s(ai)
≥ p(ai+1)

s(ai+1)
pour

i ∈ {1, . . . , x}. L'algorithme ˜kMVc onstruit don la solution S = G
⋃

X, où G et Xsont dé�nis omme dans l'exemple 3.26. Soit m = min{i ∈ {1, . . . , x}|ai /∈ X} (si mn'existe pas alors l'analyse est triviale). Soit P ∗
1 = {bi, , i ∈ {1, . . . , k}}, P ∗

2 = {ai, i ∈
{1, . . . , m− 1}} et ∆ =

∑
X′ si ou X ′ ⊂ X est l'ensemble des objets de X ajoutés par

kMV avant am (i.e. l'ensemble des objets de X plus denses que am, am non ompris).En minorant simplement p(G) par p(P ∗
1 )− kc, on obtient (de la même façon que pourla preuve du théorème 3.17) que S−Opt ≥ pam

sam
(∆−sam

−C+s(P ∗
1 )+s(P ∗

2 )+sam
)−kc.Or, am n'étant pas mis dans le sa, et les objets dans les tranhes indiquées par l'oraleétant les plus petits (en taille) possible, on sait que ∆ + s(P ∗

1 ) + s(P ∗
2 ) + sam

> ∆ +
s(G) + s(P ∗

2 ) + sam
> C.On obtient don S > Opt− pam

− kc d'une part et S ≥ p(G) + pam
≥ p(P ∗

1 )− kc +
pam
≥ (k +1)pam

−kc d'autre part. Ainsi, on a S > (k +1)(Opt−S−kc)−kc, et don
S > k+1

k+2
Opt− kc. On onstate alors qu'ave c = ǫ

k
pmax, on obtient S > Opt(k+1

k+2
− ǫ),et on obtient le ratio esompté.Conernant le oût de simulation, on voit qu'ave une telle valeur le nombre detranhes est inférieur à ⌈k

ǫ
⌉, d'où le oût annoné. �On onstate don sur et exemple la di�érene entre la "guess approximation" etune question portant sur une instane simpli�ée. En e�et, si au lieu de onsidérerl'algorithme ˜kMVc on modi�ait en amont l'instane pour que les prix des objets soientarrondis au multiple (inférieur par exemple) de c, la majoration naïve onduirait à

Opt(I ′) ≥ Opt(I)− |OPT (I)|c ≥ Opt(I)− nc, introduisant ainsi un fateur n au lieu56



Conlusion sur l'étendue et les limites du formalisme interatif 3.5de k. Informellement, la "guess approximation" n'introduit don de l'impréision quesur la réponse de l'orale, et non pas sur toute l'instane.Appliation à un nouveau problèmeNous avons appliqué la tehnique de "guess approximation" dans[Bougeret et al., 2009a, Bougeret et al., 2009e℄ (voir le Chapitre 12) pour améliorer lesrésultats de [Bougeret et al., 2009b℄. Ce résultat est résumé dans la Setion 4.3.3, maisnous allons néanmoins en donner un aperçu ii. L'idée est de demander uniquementles j bits de poids fort d'un entier m∗ (représentant un nombre de ressoures allouéesun algorithme) au lieu des ⌈log(m∗)⌉ bits. Cette ontration permet d'avoir les valeursexates des "petits" m∗ (e qui s'avère ritique dans notre algorithme pour e problèmeoù le ratio d'approximation est diretement lié aux m∗

m
, ave m le nombre déidé parl'algorithme), et des valeurs approhées à un ratio 1 + 1
2j−1 pour les valeurs de m∗ seodant sur plus de j bits.Nous espérons que ette ontration "originale" (a notre onnaissane, nous n'avonspas trouvé de formulations similaires), au sens où elle est dé�nie simplement à partirdu odage binaire, mènera à d'autres ontrations similaires basées uniquement surdes ré�exions sur le odage. Comme il l'est remarqué dans 4.3.3, ette ontrationpréise (j bits de poids forts) peut être reformulée (de façon moins direte) à l'aidede la tehnique de "guess approximation", et en utilisant des arrondis géométriques.On peut don dire que e type d'appliation de la tehnique de "guess approximation"permet d'exprimer simplement des arrondis géométriques.3.5 Conlusion sur l'étendue et les limites du formal-isme interatifLe formalisme interatif permet d'exprimer plusieurs tehniques lassiques de on-eption d'algorithmes (et partiulièrement de shémas d'approximation), et nous mon-tre que le point ommun entre toutes es tehniques est �nalement un raisonnement en"deux temps", onsistant d'abord à trouver quelle information supplémentaire deman-der à l'orale, puis à étudier omment obtenir ette information. Cette séparation àtout d'abord un intérêt méthodologique puisqu'elle montre en quelque sorte d'où vientla di�ulté du problème, et peut ainsi aider par exemple à aratériser des ensemblesd'instanes "failes" (i.e. les instanes pour lesquelles l'information demandée à l'oraleest faile à retrouver, ou peut être odée e�aement). D'autre part, les deux types desimulation d'algorithme interatif permettent d'exprimer deux tehniques lassiques deoneption d'algorithmes (voir Setion 3.4.1 et 3.4.2). Nous avons hoisi de distinguerles notions de simpli�ation de l'instane, de lemme struturel et de "guess approxima-tion", même si les frontières sont parfois �oues, a�n de les présenter omme des outilssupplémentaires pouvant être utilisés dans des algorithmes interatifs. En�n, notonsque même si les tehniques abordées sont présentées dans le adre de oneption deshémas d'approximation, elles peuvent également servir à la oneption d'algorithmesd'approximation "lassiques", omme 'est le as dans le résultat du Chapitre 11.Nous allons à présent omparer plus en détail le formalisme interatif ave lesdeux tehniques des Setions 3.4.1 and 3.4.2. Le but de es omparaisons n'est pas57



3 Utilisation d'un orale en optimisation ombinatoire, appliation à l'ordonnanementde erner des as "arti�iels" pour lesquels les formulations lassiques éhouent. Ene�et, il serait peut-être possible d'étendre les dé�nitions de es tehniques lassiquessuggérées dans [Shuurman and Woeginger, 2000, Shahnai and Tamir, 2007℄ a�n deouvrir es as. Cependant, de telles extensions dénatureraient probablement es teh-niques qui justement restent identi�ables de part leur simpliité. L'objetif est donplut�t de onstater que le formalisme interatif permet de façon naturelle d'exprimerdes as qui ne orrespondent pas à l'idée intuitive des tehniques lassiques présentées.
3.5.1 Comparaison entre simulation par énumération et teh-niques de type "struturing the output"Rappelons tout d'abord que la méthode de "struturing the output" (ou des "out-line sheme", ou "extending all possible solutions for small subsets") ne se limite pasà �xer les valeurs d'un sous-ensemble des variables. Il semble que es trois tehniques,formulées en terme d'algorithmes interatifs, onsistent à demander des propriétés dutype PI(w) = ∃Opt(I)|f(Opt(I)) = w, pour w ∈ RI , où f est une fontion assoiant àhaque solution réalisable S un "résumé" f(S). On onstate tout d'abord que es pro-priétés se restreignent à des informations onernant un optimal du problème onsidéré,alors qu'il paraît tout à fait possible de poser des questions onernant un optimal d'unautre problème. On pourrait par exemple, pour des problèmes d'ordonnanement, poserdes questions à l'orale sur un remplissage optimal en aire d'un ertain ensemble demahines sur une période de temps �xée. Une des onséquenes est que es tehniquesde type "outline sheme" suggèrent que l'ensemble des {f−1(w), w ∈ RI} doit être unepartition de l'ensemble des solutions réalisables, a�n d'être sûr de apturer un optimumglobal, et que l'on doit fournir pour haque élément de la partition un représentant ap-proximant un optimum loal. Or, il est possible qu'un algorithme interatif simulé parénumération ne "se base" pas sur une partition. On peut prendre l'exemple d'un pro-blème d'ordonnanement sur des mahines ayant des vitesses di�érentes, pour lequelon demanderait des informations pour ordonnaner la plus grande tâhe sur une des xmahines les plus rapides. Dans e as, on ne fournira lors de l'énumération un représen-tant uniquement pour les x régions orrespondantes. Autrement dit, un représentantn'approximera pas uniquement un optimum loal situé dans sa région. Remarquonségalement que ertaines des régions de es partitions peuvent être vides, omme parexemple ave f(S) donnant la valeur de la fontion objetif de la solution S, où il estpossible que {S|f(S) = w} soit vide pour ertains w (alors que dans la formulationinterative auune spéi�ation n'est donnée pour les "mauvais" w).Ainsi, la formulation de type "struturing the output" peut être bien adap-tée dans des as simples, où l'idée d'avoir un représentant par région est intu-itive. Cependant, dans des as plus omplexes (mais réellement utilisés, par exem-ple [Bougeret et al., 2009b℄), on peut avoir une partition dans laquelle les représentantsdes régions n'appartiennent pas à elles-i, les représentants peuvent ouvrir plusieursrégions, ou ertaines régions sont vides. Dans e type de as, il semble don plus natureld'utiliser le formalisme orale.58



Conlusion sur l'étendue et les limites du formalisme interatif 3.53.5.2 Comparaison entre simulation par reherhe séparée ettehniques de type "extending an optimal solution for asingle subset"La tehnique de "extending an optimal solution for a single subset" suggère quel'on résout optimalement une instane de taille onstante. Or, un algorithme interatifutilisant la simulation séparée peut par exemple ne demander à l'orale qu'une appro-ximation, (pour de plus une instane de taille quelonque), ou même une propriétén'étant pas une solution du problème de base. D'autre part, même lorsque l'on serestreint au as de la résolution exate d'une instane de taille onstante, la tehniquede "extending an optimal solution for a single subset" suggère que l'on "étend" ettesolution partielle, et don que les variables déjà �xées ne seront pas modi�ées. Cetteontrainte n'est pas suggérée par la dé�nition d'un algorithme interatif simulé parreherhe séparée, dans laquelle on demande simplement la onnaissane d'une tellesolution.3.5.3 Résultats négatifs en optimisation o�ineRappelons qu'une forme lassique (i.e. sans orale) de résultats négatifs en ap-proximation o�ine est par exemple LB(A, ∅) ≥ ρ à moins que P = NP, où A estl'ensemble des algorithmes polynomiaux, et ρ > 1 représente un ratio d'approxima-tion. Une extension naturelle de es résultats onsistant à étudier des bornes du type
LB(A, {r t.q. |r| = x}) (omme en algorithmique distribué ou online) semble di�ile,puisqu'il faudrait pour ela réussir à donner un nombre minimal de bits d'informationsnéessaire pour que tout algorithme atteigne une ertaine performane.Nous avons don onsidéré (voir Chapitre 12) des résultats du type LB(A0,R), où
A0 est un algorithme �xé et R un ensemble d'informations dépendant de A0. Pluspréisément, l'algorithme interatif A0 de [Bougeret et al., 2009b℄ demande des infor-mations du type "quelle est le traitement (dans un optimal) des k objets parmi nvéri�ant une ondition partiulière c ?". Dans e as, un ensemble naturel R d'infor-mations "équivalentes", et pour lesquelles A0 est dé�ni, est l'ensemble des informationsdu type "quel est le traitement dans un optimal des k objets (parmi n) véri�ant unepropriété partiulière c′" ave c′ une propriété quelonque. En e�et, pour tout r ∈ Rla quantité d'information demandée à l'orale est la même (linéaire en k). Nous avonsdon onstruit une instane I pour laquelle pour tout sous-ensemble de k objets séle-tionnés (et don pour tout r ∈ R), le ratio de A0 est supérieur à une ertaine valeur. Cetype de résultat peut don servir en partiulier à savoir si une information r0 ∈ R est"la meilleure" parmi un large ensemble. Il serait don intéressant de fournir e type derésultats pour d'autres problèmes, ou de les généraliser à des ensembles d'algorithmesou d'informations plus grands.Remarquons en�n qu'il existe un autre type de résultat négatifs, valable unique-ment dans le ontexte où les problèmes onsidérés ont des entrées di�iles àoder raisonnablement (voir la �n de Setion 3.4.2 pour plus de détails). Il existedans [Hausmann et al., 1981℄ des résultats qui minorent le nombre d'appels (à un or-ale �xé) néessaires à tout algorithme dépassant une performane �xée. Cependant,rappelons que dans e ontexte l'orale sert à fournir des informations sur l'instane,59



3 Utilisation d'un orale en optimisation ombinatoire, appliation à l'ordonnanementqui n'est pas aessible à l'algorithme. Cette situation s'éloigne don de notre ontextedans lequel l'instane est disponible.3.5.4 Limite de l'interation simulée par énumération ?Nous avons omparé le formalisme interatif ave plusieurs tehniques lassiquesde oneption de shémas d'approximation. Or, une des tehniques majeures de edomaine n'a pas été spéi�quement abordée : la programmation dynamique. Asso-iée à des simpli�ations d'instanes, la programmation dynamique permet "souvent"(voir [Woeginger, 1999℄ pour l'étude de ette question) d'obtenir des FPTAS . Il est parexemple bien onnu que, pour le problème du Knapsak, un arrondi des prix des objetsassoié à une programmation dynamique simple permet d'obtenir une FPTAS pluse�ae que l'exemple 3.10. Il nous a semblé que le formalisme interatif ne permettepas une expression di�érente et simple de la tehnique de programmation dynamique.Cependant, ette question reste ouverte, ainsi que la reherhe d'un exemple de FP-TAS grâe à un algorithme interatif utilisant une information paramétrable, et simulépar énumération.3.5.5 Pistes possiblesLe formalisme interatif suggère plusieurs ouvertures que nous allons aborder ii.Une première remarque onerne la simulation par énumération, et e que nousappelons "l'énumération intelligente". Ainsi, même si les bornes sur |RI | sont générale-ment pessimistes, il ne faut pas négliger en pratique l'importane de bonnes heuristiquespour énumérer RI e�aement (par exemple ave des règles de "oupure"). Notre butn'est pas de dévier vers la littérature très large des heuristiques en ordonnanement,mais plut�t de rappeler qu'il faut assoier aux algorithmes interatifs des tehniques deoneption d'heuristiques très lassiques, omme par exemple elle suggérée i-dessous.Considérons l'algorithme interatif que nous avons proposé dans le Chapitre 6 pour leproblème Q||Cmax. Dans et algorithme on demande à l'orale les k plus grosses tâhesordonnanées sur haque mahine dans un optimal. On pourrait don appliquer unetehnique de type "branh and bound" qui, étant donné une alloation "partielle" de
ki ≤ k tâhes sur la mahine mi pour tout i ∈ {1, . . . , m}, véri�erait que ette allo-ation partielle est orrete en alulant une borne inférieure (en ordonnançant avepréemption par exemple) et en la omparant au meilleur résultat ourant.Une deuxième remarque onerne la dé�nition de la notion d'algorithme interatif.Dans la dé�nition proposée en Setion 3.2, ainsi que dans la quasi-totalité des exem-ples abordés, l'interation ave l'orale a lieu au début du alul. Autrement dit, onne retrouve pas l'idée d'une "disussion" entre l'orale et l'algorithme (omme par ex-emple dans ertains lasses de omplexité), qui serait omposée d'une alternane entrealul d'une question par l'algorithme, et réponse par l'orale. Cette "vraie" interationpourrait permettre d'éviter de demander à l'orale toute l'information au début dansles as où l'algorithme se omporte "bien". En partiulier, il existe des as où en ex-aminant la propriété réellement utilisée dans l'analyse, on s'aperçoit que l'on pourraitne demander des informations à l'orale que lorsque ela est vraiment néessaire. Parexemple pour le problème P ||Cmax, au lieu de toujours demander un ordonnanement60



Conlusion sur l'étendue et les limites du formalisme interatif 3.5optimal des k tâhes les plus longues omme dans l'exemple 3.11, on pourrait (pour
j ≤ k) :1. demander à l'orale un ordonnanement optimal des j tâhes les plus longues(ave j valant initialement 0)2. terminer l'ordonnanement ave un algorithme lassique (type LPT )3. si la tâhe déterminant le makespan est une des k plus grandes, inrémenter j etreommener depuis l'étape 1En e�et, on voit dans la preuve du Théorème 3.19 que la seule hose importante estque px (la taille de la tâhe déterminant le makespan) soit petite devant l'optimal, etque le fait que la tâhe x ne soit pas une des k plus grandes assure ette propriété. Onpeut remarquer deux hoses onernant et algorithme et la nature de l'interation. Lapremière hose est que et algorithme pourrait se réérire ave le formalisme "faible-ment" interatif utilisé dans e manusrit (voir Dé�nition 3.2). En e�et, on pourraitonsidérer l'algorithme qui demande (dès le début) j, et un ordonnanement optimal σ∗

jde Xj (les j plus grandes tâhes), tels que : j est le minimum tel que (tout) ordonnane-ment optimal de Xj , "prolongé" par l'exéution de LPT , aboutira un ordonnanementoù la tâhe déterminant le makespan n'est pas une des k plus grande. Cependant,on onstate que ette formulation est moins naturelle. Ainsi le formalisme "vraiment"interatif permettrait-il d'exprimer simplement e type d'algorithmes. La deuxième re-marque onerne la simulation de e type d'algorithmes. En e�et, si la simulation parreherhe séparée semble faile à implémenter, la simulation par énumération pose laquestion de l'ordre dans lequel on simule les réponses (largeur ontre profondeur). Pour
k = 2 par exemple : faut-il d'abord énumérer toutes les mahines pour j = 1, ou faut-il�xer une mahine pour j = 1 et énumérer d'abord les alloations de la seonde plusgrande tâhe ? D'autre part, d'un point de vue théorique il semble que gagner un ordrede grandeur sur la omplexité de la simulation par énumération néessite une analysedi�ile. Cependant, ette notion de "vraie" interation semble une piste intéressanteà étudier.En�n, on peut iter deux perspetives naturelles à long terme. La première onernel'utilisation de l'aléa, évidemment diretement inspirée du modèle PCP . Informelle-ment, l'idée serait don de ne lire qu'une petite portion (hoisie au hasard) de la preuvede l'orale, et d'étudier l'espérane de l'algorithme interatif ainsi obtenu. Considéronspar exemple le problème d'hybridation d'algorithmes abordé dans le Chapitre 12, on-sistant à partager m proesseurs entre k algorithmes disponibles. Dans et exemplel'algorithme demande à l'orale le numéro des g algorithmes "les plus utilisés" dansl'optimal (notons X∗ et ensemble d'algorithme), ainsi que le nombre de proesseursqui leurs sont alloués. Une idée naturelle serait don de plut�t hoisir au hasard unsous ensemble X de g (ou même g′ = g + ǫ) algorithmes, pour lesquels on demande àl'orale le nombre de proesseurs utilisés. On réduirait don la taille de l'informationde g(log(k) + log(m)) à glog(m), moyennant l'étude de l'espérane de la dégradationde performane de l'algorithme selon l'ensemble X.Une autre perspetive onsisterait à ontinuer dans la diretion de l'e�aité duodage, à travers l'étude de tehniques de ompression "sans perte" (qui amélioreraienten moyenne la longueur de l'information donnée par l'orale), ou en appliquant latehnique "guess approximation" (ave perte don). 61





Chapitre 4Bilan sur l'interation quanti�ée
4.1 Comparaison des résultats interatifs selon les do-mainesA partir de l'analyse faite aux hapitres 2 et 3, on onstate que les résultats intera-tifs (ave un orale) peuvent être insrits dans deux démarhes : étudier séparément leproblème onsistant à retrouver l'information de l'orale, ou plut�t quanti�er la tailledes réponses fournies par l'orale. La majorité des exemples présentés en algorithmiquedistribuée, online et en omplexité sont dans une approhe de type quanti�ation, alorsque les deux méthodes naturelles de simulation d'algorithme interatif en optimisationo�ine permettent justement les deux démarhes préédentes.Cette di�érene peut s'expliquer en partie en observant le type d'informations de-mandées. Dans les domaines où par dé�nition la totalité de l'instane n'est pas aessibleà l'algorithme (en algorithmique distribuée ou online), de nombreux résultats utilisentdes informations de type "déouverte" (voir Setion 2.3.4) qui révèlent simplement àl'algorithme une partie ahée de l'instane (exepté le résultat abordé en Setion 2.3.5,qui est plus di�ile à exploiter en pratique). En e�et, l'utilisation d'une information detype déouverte est souvent justi�ée en remarquant que le modèle dans lequel rien n'estonnu de l'algorithme est trop pessimiste en pratique. Ainsi, de tels résultats montrentque l'utilisation d'informations simples (qu'il serait potentiellement possible de fournirréellement aux algorithmes) su�t à améliorer les meilleures performanes onnues, oumême atteignables, dans le modèle pessimiste. Ainsi, l'étude du problème onsistant àretrouver séparément es informations n'a pas d'intérêt, puisque e problème sera soitimpossible à résoudre, soit trivial selon e que l'on suppose onnu.Les onséquenes des résultats positifs, onsistant à obtenir une ertaine perfor-mane ave un algorithme interatif, sont plus immédiates en optimisation o�inepuisque l'on peut toujours dériver un algorithme lassique à partir d'un algorithmeinteratif, moyennant bien sûr du temps de alul. Les résultats négatifs onsistantà étudier LB(A,R) sont souvent prouvés pour A = U (l'ensemble de tous les algo-rithmes) dans les domaines où l'instane n'est pas onnue entièrement de l'algorithme,l'adversaire ayant des degrés de liberté liés à es parties inonnues. D'autre part, ladé�nition d'une notion de taille permet d'obtenir des résultats négatifs sur de grandsensemblesR (ontenant toutes les informations de même taille par exemple), et onduitalors à des résultats du type "sensibilité à l'information". 63



4 Bilan sur l'interation quanti�éeEn�n, deux atégories prinipales de modèles interatifs se dégagent. Dans ertainsas, la notion d'interativité se limite à un ajout d'information initial, omme dans :
• les résultats d'algorithmique distribuée que nous avons étudiés
• les résultats d'algorithmique online utilisant des informations que nous avonsappelées statiques
• le modèle PCP utilisé en omplexité
• le modèle d'algorithme interatif pour l'optimisation o�ine que nous avons pro-posé dans le Chapitre 3 (ainsi que dans la majorité des résultats de e hapitre)A l'inverse, l'interativité au sens d'un dialogue entre algorithme et orale (dans lequelhaque question posée à l'orale dépend de toutes les questions et réponses préédentes)est utilisée dans :
• les résultats d'algorithmique online utilisant des informations que nous avonsappelées dynamiques
• ertains algorithmes interatifs d'optimisation o�ine lorsqu'ils sont simulés parreherhe séparée (i.e. lorsque l'on remplae simplement l'orale par une sousproédure, pouvant don être appelée plusieurs fois au ours du alul)
• ertains modèles utilisés en omplexité, qui semblent s'éloigner de notre problé-matique4.2 Conlusions générales sur l'interativitéLa problématique traitée est l'utilisation de l'interativité pour la onstrution d'al-gorithmes ayant des garanties de performane (en partiulier pour des problèmes d'or-donnanement). Nous avons montré dans le Chapitre 2 quels étaient les prinipauxrésultats de e type existant dans d'autres domaines que l'ordonnanement o�ine, enprésentant systématiquement les résultats sous le point de vue interatif, et en her-hant à lassi�er les situations (information paramétrables/non paramétrables, bornesinférieures sur des ensembles d'algorithmes et d'informations di�érentes) pour dégagerdi�érentes démarhes possibles. Nous avons alors abordé plus en détail dans le Chapitre3 la oneption d'algorithmes d'approximation en ordonnanement, sous et angle orig-inal de l'interation. Nous avons dé�ni un formalisme pour la notion d'algorithme inter-atif (en optimisation o�ine), et montré quels étaient les liens entre e formalisme et lestehniques lassiques de oneption d'algorithme d'approximation (et partiulièrementde PTAS ).Les as simples "extrêmes" dans lesquels l'utilisation de l'interativité ne semblepas partiulièrement plus aisée que la formulation standard ont été distingués autantque possible. Par exemple en algorithmique distribuée ou online lorsque l'on étudie uneinformation non paramétrable (voir Setions 2.2.2 et 2.3.2), ou pour la oneption d'al-gorithmes d'approximation lorsque les informations demandées sont simples et orre-spondent bien aux dé�nitions des tehniques de oneption de PTAS des Setions 3.4.1et 3.4.2. En revanhe, nous avons vu que la vision interative permettait dans d'autresas d'obtenir des résultats omplètement nouveaux (par exemple lorsque la quantitéd'information sert à mesurer la di�ulté des problèmes), ou d'exprimer de façon simpleplusieurs tehniques lassiques de oneption d'algorithmes d'approximation, dont er-taines extensions (la "guess approximation" par exemple) sont partiulièrement failesà aratériser en utilisant e formalisme interatif.64



Présentation des nouveaux résultats obtenus 4.3Quel que soit le domaine, il ressort que l'utilisation de l'interativité permet :
• d'aborder les problèmes di�éremment (par exemple en algorithmique distribuéeet online lorsqu'il existe des bornes inférieures trop pessimistes, ou en ordon-nanement lorsque la reherhe d'un odage e�ae de l'information de l'oralepermet de omprendre e qui est négligeable dans une instane)
• d'isoler la di�ulté (permettant par exemple en optimisation o�ine de ara-tériser simplement des lasses d'instanes failes à approximer).4.3 Présentation des nouveaux résultats obtenusNous allons résumer dans ette setion les nouveaux résultats obtenus sur des prob-lèmes d'ordonnanement. Un résumé en anglais sera donné au Chapitre 5. Nous sig-nalerons parmi tous es résultats eux utilisant l'interativité. Les détails des problèmesétudiés ainsi que des algorithmes proposés sont donnés dans les Chapitres 6 à 11. Cesartiles n'utilisant pas toujours les termes dé�nis dans le Chapitre 3, nous allons iiresituer es ontributions dans le adre de travail du Chapitre 3.4.3.1 Ordonnanement de tâhes séquentielles sur des mahinesayant des vitesses di�érentesLe premier résultat présenté en Setion 6 onerne le problème Q||Cmax (voir ladé�nition en Annexe, ou dans le hapitre orrespondant). Nous avons fourni pour eproblème un algorithme interatif ayant un ratio d'approximation de 1+ 1

k+2
(en tempstrès rapide), en demandant l'indie des k (pour k �xé) plus grandes tâhes ordon-nanées sur haque mahine, dans un optimal �xé. L'information demandée est donde type paramétrable, et la simulation de et algorithme par énumération aboutit à unePTAS lorsque le nombre de mahines est �xé. Ce shéma d'approximation a l'avantaged'être simple par rapport à d'autre shémas existants (qui sont par ontre plus rapi-des pour des as asymptotiques, mais parfois beauoup plus oûteux en espae), et ladémarhe interative nous montre bien d'où vient la di�ulté du problème, suggérantainsi d'autres points à étudier. Par exemple, déterminer (ne serait-e que pour k = 1)des lasses d'instanes pour lesquelles ette information peut être onstruite rapidementserait une nouvelle façon de aratériser des instanes "failes" de e problème.4.3.2 Ordonnanement de tâhes parallèles dans des environ-nement hiérarhiquesLes résultats présentés dans les Chapitres 7 à 11 onernent le problème d'ordon-nanement de n tâhes sur N lusters de mahines (le luster i ayant mi mahines), enminimisant le makespan. Les tâhes sont parallèles et rigides, signi�ant que la tâhe jnéessite qj mahines (du même luster) pendant pj unités de temps. Ce problème estappelé "Multiple Strip Paking" et est noté MSP . Nous allons noter MSP x
y les dif-férentes variantes possibles de e problème. La variable x indique si les tâhes doiventêtre allouées sur des proesseurs ontigus (x = c) ou non (x = nc). Dans la version65



4 Bilan sur l'interation quanti�éeontiguë, les tâhes sont don onsidérées omme des retangles "indivisibles". La no-tation y indique si les lusters sont réguliers (y = r), signi�ant que tous les mi sontégaux, où si les lusters sont di�érents (y = d). Une présentation plus détaillée de esvariantes est disponible en Annexe, en Setion A.2.2.Du point de vue des résultats d'approximabilité sur es problèmes, il est mon-tré (ave une rédution depuis 2-partition) dans [Zhuk, 2006℄ que MSP
nc/c
r est 2-inapproximable en temps polynomial à moins que P = NP , et e même pour N = 2 .Ainsi, toutes les variantes sont 2-inapproximables. D'autre part, deux types de résultatspositifs ont été fournis. Il existe deux 3-approximation rapides (utilisables en pratique)pour deux variantes de MSP nc

d (une fournie dans [Shwiegelshohn et al., 2008℄ danslaquelle les durées des tâhes sont inonnues, et l'autre [Dutot et al., b℄ dans laquelleon optimise le makespan global sans dégrader les ordonnanements "initiaux"). D'autrepart, une remarque formulée dans [Ye et al., 2009℄ montre que l'on peut atteindre unratio de 2+2ǫ pour MSP
nc/c
r en appliquant simplement une PTAS pour P ||Cmax pourrépartir l'aire des tâhes entre les lusters (on est don à 1+ǫ de la meilleure répartitiond'aire possible), puis en appliquant la 2-approximation de [Steinberg, 1997℄ sur haqueluster (aboutissant ainsi à un ratio de 2+2ǫ). Cette remarque peut être étendue (voirle Chapitre 10) au as MSP

nc/c
d ave l'hypothèse que maxj qj ≤ mini mi, en appliquantune PTAS pour Q||Cmax. Cependant, es résultats sont extrêmement oûteux (voir enpage 79 le oût des PTAS pour Q||Cmax), et don di�ilement utilisables en pratique.L'objetif est don de résoudre "diretement" es problèmes, en herhant bien sûr àaméliorer les bornes préédentes.Le résumé des tous les résultats que nous avons obtenus (y ompris eux n'utilisantpas d'orale) est présenté dans la Figure 4.1.Du point de vue de l'utilisation d'algorithmes interatifs, la 5

2
-approximation duChapitre 11 pour le MSP

nc/c
d (valable également pour une extension de MSP

nc/c
r où leslusters ont des vitesses di�érentes) est basée sur un algorithme interatif. Signalons quela remarque préédente permettant l'obtention d'un ratio 2 + 2ǫ en temps polynomialne s'applique ii (omme il est expliqué au début du Chapitre 11). Cet algorithmedemande pour haque luster l'indie de l'éventuelle unique tâhe ordonnanée prenantplus de la moitié des proesseurs pendant plus de la moitié du temps total. L'intuitionde ette question à l'orale est donnée dans le hapitre orrespondant. Cet algorithmeest ensuite amélioré par des tehniques lassiques de simpli�ation de l'instane pararrondis (voir Setion 3.4.3). On remarque que l'information utilisée dans e résultatest non paramétrable, et que le ratio est �xé. Ce as est intéressant au sens où |O(I)| (lataille de l'information de l'orale) peut varier beauoup sur l'ensemble des instanesde mêmes paramètres n, N et mi. Ainsi, même si la majoration de |O(I)| onduit,lorsque l'on simule par énumération, à un algorithme non polynomial dans le pire as,il est faile de dégager de nombreuses lasses d'instanes "raisonnables" pour lesquellesl'algorithme sera utilisable en pratique.4.3.3 Distribution de ressoures dans un portfolio d'algo-rithmesLes résultats présentés dans le Chapitre 12 onernent le problème d'alloation deressoures dans un portfolio (le "disrete Resoure Sharing Sheduling Problem", noté66



Présentation des nouveaux résultats obtenus 4.3
Variante Ratio Remarques Soure
MSP

nc/c
r 2 + ǫ Par appliation de deux résul-tats en "boîtes noires", (nées-site de résoude P ||Cmax ave unratio 1 + ǫ

2
)

[Ye et al., 2009℄
MSP nc

r
5
2

Rapide + Suggestion méthodepour 1
1−α

+ β, 0 < α < 1, 0 <
β < 1

Chapitre 8,[Bougeret et al., 2010b℄
MSP nc

r
7
3

Rapide, utilisation de la méth-ode suggérée dans le Chapitre 8 Chapitre 9
MSP nc

r 2 Néessite maxj qj ≤ m

2Algorithme rapide, utilisation dela méthode suggérée dans leChapitre 8 Chapitre 9
MSP

nc/c
r 2 Algorithme oûteux Chapitre 7,[Bougeret et al., 2009d℄

MSP
nc/c
r AFPTAS Constante additive en O( 1

ǫ2
) et

O(1) si N est grand Chapitre 7,[Bougeret et al., 2009d℄
MSP nc

d 3 Rapide, algorithme non lairvoy-ant [Shwiegelshohn et al., 2008℄
MSP nc

d 3 Rapide, ave ontraintes supplé-mentaires de préalloation [Dutot et al., b℄
MSP

nc/c
d 2 + ǫ Néessite maxj qj ≤ mini miEn adaptant la remarque de[Ye et al., 2009℄, (néessite derésoude Q||Cmax ave un ratio

1 + ǫ
2
) Chapitre 10,[Bougeret et al., 2010a℄

MSP
nc/c
d

5
2

Néessite maxj qj ≤ mini miRapide Chapitre 10,[Bougeret et al., 2010a℄
MSP

nc/c
d

5
2

L'information devinée néessiteune énumération non polynomi-ale dans le pire as, s'appliqueave des vitesses di�érentes pour
MSP

nc/c
r

Chapitre 11
Fig. 4.1: Prinipaux résultats sur les problèmes de type MSP
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4 Bilan sur l'interation quanti�ée
dRSSP ). Ce problème est issu de la ommunauté de l'hybridation d'algorithmes. Lamotivation de base de l'hybridation est la suivante : il arrive souvent pour un pro-blème donné que de nombreux algorithmes existent, et que haun d'entre eux nesoit e�ae que pour une sous lasse d'instanes. L'idée est alors de trouver omment"ombiner" es algorithmes pour être e�ae sur n'importe quelle instane. Dans le
dRSSP , on dispose d'un ensemble de k algorithmes (un "portfolio" d'algorithmes), de
n instanes "représentatives" (i.e. un benhmark), et l'on onnaît le oût de haundes k algorithmes sur haune des n instanes du benhmark, et e ave i ∈ {1, . . . , m}proesseurs. Le but est de trouver omment distribuer les m ressoures/proesseurs(en donnant Si ∈ N ressoures à l'algorithme i) aux k algorithmes. Etant donné unpartage des ressoures dé�ni, on résout haque instane du benhmark en parallèlesur les k algorithmes, en supposant que tous les algorithmes s'arrêtent dès que l'und'entre eux a trouvé la solution. Le but est de minimiser le temps total de résolutiondes n instanes. Ce problème avait uniquement été étudié pour des partages fration-naires (Si ∈ R+) [Sayag et al., 2006℄, et nous avons don étendu l'étude au as disret.Le Chapitre 12 ontient l'artile [Bougeret et al., 2009a℄ qui généralise nos préédentsrésultats présentés dans [Bougeret et al., 2009b, Bougeret et al., 2009e℄.Un algorithme rapide et simple (MA : Mean Alloation) onsiste à partageréquitablement les ressoures entre les algorithmes, i.e. à hoisir ∀i, Si = ⌊m

k
⌋. Cet al-gorithme est une k approximation. Nous avons montré qu'en se basant simplement sur

MA et en hoisissant la "bonne" information à demander à l'orale, on peut obtenir debiens meilleurs ratios. Plusieurs informations di�érentes sont onsidérées : étant donné
g ∈ {1, . . . , k − 1}, l'algorithme demande à l'orale le nombre de proesseurs alloués àun ertain ensemble Eg de g algorithmes dans une solution optimale. Selon l'ensemble
Eg hoisi, plusieurs ompromis sont possibles, dont une (k−g) approximation ave uneinformation de longueur glog(m), et une k

g+1
approximation ave une information delongueur g(log(k)+ log(m)). Autrement dit, nous avons fourni un algorithme interatif,simulé par énumération, et analysé plusieurs informations paramétrables di�érentes.Ces résultats ont ensuite été améliorés grâe à la tehnique dite de "guess approxi-mation" présentée en Setion 3.4.4. En e�et, on remarque que la onnaissane exatedu nombre de proesseurs utilisés (dans un optimal) est ritique lorsque e nombre estpetit (par exemple 1 proesseur au lieu de x peut mener à un ratio de x), mais peu im-portante lorsque elui-i est grand. Ainsi, on peut ra�ner e résultat en ne demandantque les j bits de poids fort (dans l'ériture en binaire) de es quantités. Etant donnéun nombre S∗

i = ai2
di + bi, ave ai odé sur j bits, et bi ≤ 2di − 1, on ne demanderaque les valeurs de ai et di, et on onsidérera que bi = 0. Ainsi, on passe d'un odage en

log(m) bits à un odage en j + log(log(m)− j) bits, ave un ratio de
S∗

i

ai2di
≤ 1 +

2di

ai2di
≤ 1 +

1

2j−1Le ratio étant bien sûr de 1 si S∗
i est odée sur moins de j bits. On remarque qu'unedéoupe géométrique de {1, . . . , m} de raison r = 1 + 1

2j−1 donne des résultats sem-blables. Pour avoir les mêmes propriétés, il faut don demander exatement les valeursinférieures entre 1 et 2j , et demander pour les autres valeurs le numéro de la "tranhe"dans laquelle elles sont ontenues. Le nombre de tranhes amax véri�e don 2jramax ≥ m,soit amax ≥ log(m)−j

log(1+ 1

2j−1 )
≈ 2j−1(log(m)− j). Ainsi, le nombre de as à énumérer dans es68



Présentation des nouveaux résultats obtenus 4.3deux formulations est omparable, même si la formulation diretement sur le odageparaît plus simple.En�n, le dernier résultat obtenu est un résultat négatif, diretement inspiré desnotions du type "sensibilité à l'information" abordées dans le Chapitre 2. Nous avonsenvisagé un nouveau type de résultat négatif, visant à étudier s'il existe une informationutile pour un algorithme �xé (e résultat est don moins général que eux du distribuéformulés sur l'ensemble de tous les algorithmes et l'ensemble des informations de taille�xée). Ainsi, pour le dRSSP plusieurs ensembles Eg "naturels" semblent possibles : les
g algorithmes ayant eu le plus (ou le moins ?) de proesseurs dans une solution optimale,ou les g algorithmes les plus "utilisés" dans une solution optimale. La question de lasensibilité à l'information pourrait don être ii de déterminer une borne inférieure surle meilleur ratio possible, quelque soit la façon de hoisir l'ensemble Eg. Nous avonsdémontré dans le Chapitre 12 que le meilleur ratio possible ave l'algorithme MA estde k−g

g+1
, e qui est prohe du ratio de k

g+1
obtenu.
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Deuxième partieNew results
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Chapitre 5Outline of the resultsWe summarize here the main results obtained on sheduling and paking problems.Chapter 6 is a result on a lassial sequential sheduling problem (usually denoted
Q||Cmax), and serves as an introdution to our methods. In Setion 5.1.1 we presentresults of Chapter 7 to 9 on multiple strip paking problems where strips have the samesize. In setion 5.1.2 we present results of Chapter 10 to 11 on multiple strip pakingwhere strips have di�erent sizes. Setion 5.2 summarizes results of Chapter 12 on analgorithm portfolio management problem.5.1 Multiple Strip PakingIn Chapter 7 to 11 we address several variants of Multiple Strip Paking problem(MSP ). In these problems, the goal is to shedule n jobs on N lusters (luster iowns mi mahines), while minimizing the makespan. Jobs are rigid, meaning that job jrequires qj mahines (belonging to the same luster) during pj units of time. We denoteall the variants of this problem by MSP x

y .The x parameter is set to c to denote the ontiguous version where jobs must bealloated on ontiguous indexes of proessors (i.e. jobs are onsidered as retangles),and is set to nc otherwise. Of ourse an algorithm for the non ontiguous ase is notvalid for the ontiguous one, as it does not respet the ontiguous onstraint. Notiealso that a result for ontiguous ase may also not apply to non ontiguous ase, as theapproximation ratios are not preserved. Indeed, an r-approximation of the ontiguousoptimal Optc(I) is not neessarily an r-approximation of the non ontiguous optimal
Optnc(I), as Optnc(I) ≤ Optc(I). However, in a lot of ases ontiguous results do applyto the non ontiguous ase, as most of proofs are based on bounds of Optnc(I) (typiallyarea bounds). Finally, we will say that an algorithm applies for MSP

nc/c
y when it appliesto both ontiguous and non ontiguous versions. The y parameter is set to r to denotethe regular version where all the lusters have the same number of mahines (all the

mi are equal), and is set to d (for di�erent) otherwise. Thus, four variants of the MSPpossible are possible.As shown in [Zhuk, 2006℄ using a gap redution from the 2 partition problem, allthese variants are 2-innaproximable in polynomial time unless P = NP, even for
N = 2. The main previous positive results are the following : 73



5 Outline of the results
• a 3-approximation in [Shwiegelshohn et al., 2008℄ for MSP nc

d (where proessingtime of jobs is not known in advane)
• a 2+ ǫ-approximation in [Ye et al., 2009℄ for MSP

nc/c
r obtained simply using twolassial results as "blak boxes" (this requires solving P ||Cmax with a ratio 1+ ǫ

2
)

• a 2 + ǫ-approximation algorithm for a speial ase of MSP
nc/c
d where every job�ts in every luster (i.e. where maxj qj ≤ mini mi), obtained in Chapter 10 usingthe same priniple as in the previous ase (this requires solving Q||Cmax with aratio 1 + ǫ

2
)Our algorithms ahieve several ratios between 2 and 3, and most of them have a verylow omputational omplexity. Let us now detail results aording to the regular anddi�erent ase.5.1.1 Results for Multiple Strip Paking in the "regular" aseOur results on MSP x

r are the following :
• in Chapter 7 we present a ostly 2 approximation and an AFPTAS for MSP

nc/c
r

• in Chapter 8 we present a fast 5
2
-approximation for the MSP nc

r problem
• in Chapter 9 we improve the results of Chapter 8 on the MSP nc

r problem byproviding fast algorithms for with better ratios (7
3
and 2 for a speial ase).All the results about MSP x

r problems are presented in Figure 5.1.Problem Ratio Remarks Soure
MSP

nc/c
r 2 + ǫ Obtained by diret appliationof two lassial existing results(need solving P ||Cmax with aratio 1 + ǫ

2
) [Ye et al., 2009℄

MSP nc
r

5
2

Fast algorithm, and "frame-work" suggestion for possiblygetting 1
1−α

+β ratio, 0 < α < 1,
0 < β < 1

Chapter 8,[Bougeret et al., 2010b℄
MSP nc

r
7
3

Fast algorithm that uses ideassuggested in Chapter 8 Chapter 9
MSP nc

r 2 Requires maxj qj ≤ m

2Fast algorithm that uses ideassuggested in Chapter 8 Chapter 9
MSP

nc/c
r 2 Costly algorithm Chapter 7,[Bougeret et al., 2009d℄

MSP
nc/c
r AFPTAS Additive onstant in O( 1

ǫ2
), andin O(1) for large values of N

Chapter 7,[Bougeret et al., 2009d℄Fig. 5.1: Main results on MSP x
r problems5.1.2 Results for Multiple Strip Paking in the "di�erent" aseOur results on MSP x

d are the following :74



Resoures alloation in a portfolio 5.2
• in Chapter 10 we provide a 5

2
-approximation for the speial ase of MSP

nc/c
dproblem where maxj qj ≤ mini mi. This result is an improvement of the previous

5
2
-approximation for MSP nc

r of Chapter 8
• in Chapter 11 we improve the results of Chapter 10 by providing a 5

2
-approximation for the (general) MSP

nc/c
d problem (we reall that there is upto now no polynomial time algorithm with a ratio better than 3 for this problem)All the results about MSP x

d problems are presented in Figure 5.2.Problem Ratio Remarks Soure
MSP nc

d 3 Fast algorithm that handlesnon-lairvoyant jobs [Shwiegelshohn et al., 2008℄
MSP nc

d 3 Fast algorithm that respetsadditional prealloation on-straints [Dutot et al., b℄
MSP

nc/c
d 2 + ǫ Requires maxj qj ≤ mini miObtained by adapting the re-mark of [Ye et al., 2009℄(need solving Q||Cmax with aratio 1 + ǫ

2
) Chapter 10,[Bougeret et al., 2010a℄

MSP
nc/c
d

5
2

Requires maxj qj ≤ mini miFast algorithm Chapter 10,[Bougeret et al., 2010a℄
MSP

nc/c
d

5
2

Obtained using an orale guessthat needs a non polynomialenumeration in the worst ase,applies for MSP
nc/c
r when lus-ters have di�erent speeds Chapter 11

Fig. 5.2: Main results on MSP x
d problemsThe 5

2
-approximation of Chapter 11 is based on an interative algorithm. Thisalgorithm guesses the index of the potential (unique) "huge" job sheduled on eahluster. Using the formalism we introdued, this information is not "parametrizable",as we do not ontrol the length of the answer. This leads to a �xed ratio algorithm,whose omplexity heavily depends on the enumeration required to simulate the orale.Even this enumeration leads to a non polynomial algorithm in the worst ase, thisresult enables to easily desribe large sets of "easy" instanes where the bound on theenumeration ost an be tightened.5.2 Resoures alloation in a portfolioThe disrete Resoure Sharing Sheduling Problem (dRSSP ) addressed in Chap-ter 12 onsists in alloating disrete resoures to a set of heuristis to solve giveninstanes in minimum time. In this problem we are given a �nite set of n instanes (abenhmark) and a �nite set of k heuristis (a "portfolio of algorithms"). The time forsolving any instane with any heuristi using any number of resoures is also known.75



5 Outline of the resultsThe goal is to distribute m resoures (typially proessors) to the heuristis to minimizethe time required for solving the n instanes when running the k heuristis in parallel(using the hosen partition, and onsidering that and instane is solved as soon as oneheuristi founds a solution). This problem had only be onsidered in [Sayag et al., 2006℄for frational distributions of resoures, and we extended it to the disrete ase.In [Bougeret et al., 2009b℄ we provided a simple interative algorithm, and onsid-ered the impat of di�erent questions to ask to the orale, leading to several approxima-tion shemes. This results are improved in Chapter 12 using the "guess approximationtehnique" (as suggested in [Bougeret et al., 2009b℄), that allows to ommuniate e�-iently (meaning that the orale answer is short) with the orale. Moreover, we providean original lower bound showing that on of the questions asked to the orale is (almost)the best possible among a large set of natural questions.
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Chapitre 6Appliation to Q||Cmax
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Marin bougeret‡, Pierre-François Dutot, and Denis TrystramLIG, Grenoble University, Franebougeret,dutot,trystram�imag.fr
‡This work is supported by DGA-CNRSAbstratIn this hapter we onsider the lassial problem denoted by Q||Cmax of sheduling n inde-pendent jobs on m related mahines. This problem is NPhard in the strong sense, and thusthere is no FPTAS for it unless P = NP . We present a PTAS for Q||Cmax (where m is�xed) based on a (purely ombinatorial) interative algorithm. Due to the simpliity of theguess used, this result somehow emphasizes the di�ulty of this problem.



Introdution, state of art 6.16.1 Introdution, state of artAn instane I = (J, M) of Q||Cmax is desribed by a set of job J and a set ofmahines M . We denote pj the size of job j, and si the speed of mahine i. Exeutingjob j on mahine i requires pj

si
units of time. The optimal value is denoted C∗

max, andthe value (i.e. makespan) of a shedule σ is denoted Cmax(σ).A lot of approximation algorithms exist for this problem. Conerning "fast" al-gorithms, it is proved in [Gonzalez et al., 1977℄ that LPT (that shedules the biggestremaining job eah time a mahine is idle) is a 2-approximation. Several improve-ment have been provided, as the 3
2
-approximation in [Hohbaum and Shmoys, 1988℄(that is used as a base of our interative algorithm), a 1, 4-approximationin [Friesen and Langston, 1983℄, and a 1, 382-approximation in [Chen, 1991℄. Conern-ing approximation shemes, the main results are summarized in Figure 6.1.Soure Time/spae for 1 + ǫ ratio Remarks[Hohbaum and Shmoys, 1988℄ time O(mn

10
ǫ2

+3) using rounding[Horowitz and Sahni, 1976℄ time O((1
ǫ
n2)m−1)spae O((nm
ǫ

)m)
apply to R||Cmax[Lenstra et al., 1990℄ time O((n + 1)

m
ǫ poly(n, m))spae O(log(1

ǫ
)poly(n, m))

apply to R||Cmaxusing LP[Fishkin et al., 2008℄ time O(n) + ( log(m)
ǫ

)O(m2)spae O(( log(m)
ǫ

)O(m2))

apply to
R|cij|Cmax[Jansen, 2009℄ time

O(2O(1/ǫ2log(1/ǫ)3)poly(n, m))
using roundingand MILPChapter 6 time

O(n
m
ǫ
−2log(npmax)(mlog(m) +

n)spae O(poly(1
ǫ
, n, m))

ombinatorial(no rounding or LP)Fig. 6.1: Outline of the main approximation shemes ((MI)LP denoting (mixed integer)linear programming)Thus, there exists for Q||Cmax some FPTAS in [Horowitz and Sahni, 1976,Fishkin et al., 2008℄ when m is �xed (but with a large spae omplexity), and a re-ent EPTAS in [Jansen, 2009℄.In this hapter we present a PTAS for Q||Cmax where m is �xed, that for any
ǫ = 1

k
(with k ∈ {1, . . . , 0, n}) ahieve a 1 + ǫ ratio in time O(dt(A)nm( 1

ǫ
)−2), where

d = O(log(npmax)) and t(A) = O(mlog(m) + n) (being the exeution time of theinterative algorithm). The spae requirement of this algorithm is polynomial in thesize of the input and in 1
ǫ
(with 1

ǫ
≤ n).Notie that, even if this algorithm does not improve the best known asymptotidependenies in 1

ǫ
, it may be in pratie (for small values of 1

ǫ
and m) more e�ientthan the result of [Jansen, 2009℄ (beause of the onstant hidden in the exponent)or [Lenstra et al., 1990℄ (that requires solving (n + 1)

m
ǫ linear programs), and use lessspae than [Horowitz and Sahni, 1976, Fishkin et al., 2008℄ where spae requirement is79



6 Appliation to Q||Cmaxexponential in m.This result is obtained by a (purely ombinatorial, without rounding triks et.)interative algorithm based on the 3
2
-approximation of [Hohbaum and Shmoys, 1988℄.The property asked by the algorithm is "natural" (the algorithm guesses the k = 1

ǫbiggest jobs exeuted on every mahine in an optimal solution) and thus point out adi�ulty of the problem.6.2 Interative algorithm for Q||Cmax6.2.1 De�nition of the guessLet k ∈ N, k ≤ n. The orale provides a string info suh that : for any mahine
i ∈ {1, .., m}, info ontains the index of the k biggest jobs {o(i, 1), ..., o(i, k)} sheduledon mahine i in an optimal solution. We onsider that orale use index n + 1 if lessthan k jobs are sheduled on a mahine. Without loss of generality, let us assume that
∀i ∈ {1, .., m}, po(i,1) ≥ po(i,2)... ≥ po(i,k) and let us denote by mini = po(i,k) the smallestjob given by the orale and eah mahine. We denote by I ′ the set of jobs that are notused in info. Finally, let c0

i =
Σk

j=1po(i,j)

si
for any i ∈ {1, .., m}.6.2.2 De�nition of the interative algorithmAs the algorithm Ainfo follows the well known dual approximation teh-nique [Hohbaum and Shmoys, 1988℄, its spei�ations are the following :

• input of Ainfo� I the set of jobs and mahines� info, given by the orale� w, the urrent estimated value (of the optimal value) used in the dual appro-ximation tehnique
• possible outputs of Ainfo� failure (Ainfo rejets w), implying w < C∗

max, or� a shedule σ suh that Cmax(σ) ≤ (1 + 1
k+2

)wThus, aording to the dual approximation tehnique we obtain with Ainfo a (1+ 1
k+2

)-approximation in time O(log(npmax)t(Ainfo)) using a dihotomi searh on w to �ndthe smallest w that is not rejeted.Given a �xed value of w, let us de�ne :
• the range of mahine i : ri = si(w− c0

i ) (we assume ri ≥ 0, otherwise w < C∗
max)

• the orreted range of mahine i : r′i = min(ri, mini)
• the set Auti = {j, pj ≤ r′i} of authorized jobs for mahine iThus, ri is the size of the biggest job that mahine i an exeute without overlapping w.However, we know that there exists an optimal shedule suh that any mahine i onlyexeutes jobs j (of I ′) suh that pj ≤ mini. Thus, the orreted range of a mahine isthe size of the biggest job that is "authorized" to be sheduled on this mahine. Ainfowill only shedule jobs from Auti on mahine i.
Ainfo starts by sheduling on mahine i jobs {o(i, 1), ..., o(i, k)}. Reall that I ′ =

I \ {o(i, j), i ∈ {1, .., m}, j ∈ {1, .., k}} is the set of remaining jobs. We shedule I ′using an adaptation of the 3
2
-approximation of [Hohbaum and Shmoys, 1988℄. In the80



Interative algorithm for Q||Cmax 6.2original algorithm, mahines are onsidered in the non dereasing order of their speed.Here, we order the set M of mahines in non dereasing order of r′′i = min(mini,
ri

2
).Jobs of I ′ are sheduled by Pack(I ′, M, m), de�ned in page 81.Algorithm 1 pak(J ,M ,m)1: if Σj∈Jpj ≤ Σi∈Sri then2: Jsml = {j ∈ J |pj ≤ r′′m} = Autm ∩ {j|pj ≤ rm

2
}3: Jnew = J − Jsml4: Jfit = Jnew ∩ Autm = Autm ∩ {j|pj > rm

2
}5: if Jfit 6= ∅ then6: hoose j̄|pj̄ = maxj∈Jfit

pj7: shedule j̄ on mahine m8: Jnew = Jnew − j̄9: end if10: if Jnew 6= ∅ then11: Mnew = M −m12: pak(Jnew,Mnew,m− 1)13: end if14: while Jsml 6= ∅ do15: hoose a mahine i that �nishes before w in the urrent shedule16: shedule j on i17: Jsml = Jsml − {j}18: end while19: else20: return "rejet w"21: end if6.2.3 ProofLet us prove the following result.Theroem 6.2. If Ainfo rejet w then w < C∗
max, otherwise Ainfo builds a shedule σsuh that Cmax(σ) ≤ (1 + 1

k+2
)w.The proof an be strutured as in [Hohbaum and Shmoys, 1988℄.Lemma 6.3. If an instane (J, M) is feasible in w, then the instane (Jnew, Mnew)reated by proedure pack(J, M, m) is also feasible in w.Proof If (J, M) is feasible in w, then (Jnew, M) is also feasible. Moreover, we knowthat the only jobs of Jnew sheduled in the onsidered optimal on mahine m are in

Autm, and thus in Jfit. Let Jnew = Jfit ∪ ¯Jfit. Mahine m annot shedule jobs of
¯Jfit. Thus, if Jfit = ∅, then we get diretly that Jnew is feasible in w using mahinesof Mnew. Otherwise, we know that in the onsidered optimal (for I), there is atmost one job of Jfit on mahine m. Thus, as the algorithm shedules the biggestjob of Jfit, we an prove that (Jnew, Mnew) is feasible using a lassial swap argument. �81



6 Appliation to Q||CmaxLemma 6.4. If pack(J, M, m) rejets w, then w < C∗
max.Proof Let us suppose by ontradition that (J, M) is feasible in w. Then, aordingto Lemma 6.3, the instane reated during eah reursive all of pack is feasible in

w. However, when the proedure fails we know that Σj∈Jpj > Σi∈Sri, whih is aontradition. �Lemma 6.5. If pack(J, M, m) does not rejet w, then jobs of J are sheduled, and
Cmax ≤ (1 + 1

k+2
)w.Proof It is lear that all the jobs are sheduled, as the only possible failure ouldhappen line 15 if all the mahines had a load greater than w, whih is impossible(aording to line 1). Let us now prove that if we overlap w when sheduling (at line16) a job j ∈ Jsml on a mahine i, then the time needed for proessing this job islower than w

k+2
. We know that pj ≤ r′′m ≤ r′′i = min(mini,

ri

2
). Two ases are possibleaording to the on�guration of mahine i just after adding jobs of info. If c0

i ≥ kw
k+2(i is "saturated"), we use pj ≤ ri

2
=

si(w−c0i )

2
≤ si

w
k+2

, and thus pj

si
≤ w

k+2
. Otherwise,

c0
i < kw

k+2
, (i is "free"), and thus we get kmini

si
≤ kw

k+2
and pj

si
≤ mini

si
≤ w

k+2
. �Corollary 6.6. For any k ∈ N, k ≤ n there is a 1 + 1

k+2
-approximation running in

O(log(npmax)n
km(mlog(m) + n)).Proof We just run Ainfo while enumerating all the possible orale answers. For anyinput I we have |info| ≤ kmlog(n + 1) = b, and thus we enumerate the O(nkm)strings of length at most b. Given that C∗

max ∈ {1, . . . , npmax}, the dihotomi searhon w requires O(log(npmax)) repetitions. Finally, with w and info �xed, sorting themahines aording to r′′i osts O(mlog(m)), and Ainfo an be implemented in O(n)following ideas of [Hohbaum and Shmoys, 1988℄. �6.2.4 ConlusionThe �rst omment is about the tuning of this result. The ǫ dependeny ouldbe improved using typially "guess approximation" tehniques, where the informationasked to the orale is the proessing time of the jobs (up to a δ(ǫ) fator) rather thanthe exat indexes (as in the Example 3.26). Typially, we ould �rst for eah mahine
i ignore the set of jobs Xi that have proessing time lower than siǫw. If there are k′jobs of Xi among the k biggest jobs sheduled on mahine i, then the orale only givethe k − k′ biggest jobs, and we omplete by greedily adding jobs of Xi until reahing
w. Thus, we only ask proessing time of the (non negligible) k − k′ biggest jobs, andup to a multipliative fator (1 + ǫ). The number of possible values for designating ajob is redued from n to x = 1

ǫlog(1+ǫ)
, as ǫw(1 + ǫ)x = w For eah value l ∈ {1, . . . , x}given by the orale the algorithm shedules the biggest remaining job of size at most82



Interative algorithm for Q||Cmax 6.2
ǫw(1 + ǫ)l+1, and thus the ratio is only degraded by a fator ǫ. Thus, informally theomplexity ould be redued to O(log(npmax)(

1
ǫlog(1+ǫ)

)km(mlog(m) + n)).The seond omment is more methodologial. This results shows somehow that as itwas expeted the di�ulty of this problem omes from the biggest jobs, and thus ouldmotivate the study of that partiular point. For example, even studying (for exampledominane rules) this information for k = 1 would lead to a 4
3
ratio with a simplealgorithm, thus improving the (very tehnial) bound of 1, 382 of [Chen, 1991℄. Finally,as suggested at the end of Chapter 3 it would be important for pratial appliationsto enumerate "e�iently" the possible orale answers, using for example branh andbound tehniques that would delete partial alloation of ki ≤ k (potential) biggest jobson mahine mi that ouldn't lead to solutions that �t in w even using preemption.
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Chapitre 7Approximation Algorithms forMultiple StripPaking [Bougeret et al., 2009d℄

87



Marin bougeret∗‡, Pierre-François Dutot∗, Klaus Jansen†, ChristinaOtte† and Denis Trystram∗

∗LIG, Grenoble University, Franebougeret,dutot,trystram�imag.fr
†Department of Computer Siene, Christian-Albrehts-University, Kiel, Germanykj, ot�informatik.uni-kiel.de

‡This work is supported by DGA-CNRS
†Work supported by EU projet "AEOLUS : Algorithmi Priniples for BuildingE�ient Overlay Computers", EU ontrat number 015964, and DFG projetJA612/12-1, "Design and analysis of approximation algorithms for two- andthreedimensional paking problems"AbstratIn this paper we study the Multiple Strip Paking (MSP) problem, a generalization of thewell-known Strip Paking problem. For a given set of retangles, r1, . . . , rn, with heightsand widths ≤ 1, the goal is to �nd a non-overlapping orthogonal paking without rotationsinto k ∈ N strips [0, 1] × [0,∞), minimizing the maximum of the heights. We present anapproximation algorithm with absolute ratio 2, whih is the best possible, unless P = NP ,and an improvement of the previous best result with ratio 2 + ǫ. Furthermore we presentsimple shelf-based algorithms with short running-time and an AFPTAS for MSP. Sine MSPis strongly NP-hard, an FPTAS is ruled out and an AFPTAS is also the best possible resultin the sense of approximation theory.



Introdution 7.17.1 IntrodutionIn this paper we study the Multiple Strip Paking (MSP) problem, a generalizationof the well-known Strip Paking (SP) problem. For a given set of retangles, r1, . . . , rn,with heights and widths ≤ 1, the goal is to �nd a non-overlapping orthogonal pakingwithout rotations into k ∈ N strips [0, 1] × [0,∞), minimizing the maximum of theheights. As muh as Strip Paking, its generalization Multiple Strip Paking is notonly of theoretial interest, but also has many appliations to real-world problems asin omputer grids, server onsolidation and in utting problems. In omputer grids forexample, MSP is related to the problem of �nding a shedule for parallel tasks intodi�erent lusters of proessors with minimum makespan [12℄. Consider an instane
L = {r1, . . . , , rn} of MSP. The value k always denotes the number of strips S1, . . . , Sk.For i ∈ {1, . . . , k} the value hi denotes the height of a feasible paking in strip Si. Foran algorithm A for MSP let A(L) be the output of the algorithm, in this ase the maxi-mum height of the paking generated, i.e. maxi∈{1,...,k} hi. The optimal value is denotedwith OPT (L), in this ase the minimal height that an be ahieved. The quality ofan approximation algorithm is measured by its performane ratio. For a minimizationproblem as MSP we say that A has absolute ratio α, if supL

A(L)/OPT (L) ≤ α, andasymptoti ratio α, if α ≥ lim supOPT (L)→∞
A(L)/OPT (L), respetively. A minimizationproblem admits an (asymptoti) polynomial-time approximation sheme ((A)PTAS),if there exists a family of polynomial-time approximation algorithms {Aǫ|ǫ > 0} of(asymptoti) (1+ǫ)-approximations. We all an approximation sheme fully polynomial((A)FPTAS), if the running-time of every algorithm Aǫ is bounded by a polynomialin n and 1

ǫ
. Zhuk showed in [16℄ that there is no approximation algorithm for MSPwith absolute ratio less than 2. Sine MSP an be redued to 3-Partition, it is alsostrongly NP -hard. Therefore a PTAS and an FPTAS are ruled out and an AFPTASis asymptotially the best possible.A related problem is 3D Strip Paking (3SP), whih also is a generalization of StripPaking. Here the goal is to �nd a paking of a given list of uboids with side lengthsbounded by one into a 3-dimensional strip [0, 1] × [0, 1] × [0,∞), minmizing theheight of the paking. Multiple Strip Paking with k strips an be redued to 3SP byintroduing a uboid with depth 1/k for eah retangle paking the strips next to eahother.Parallel Job Sheduling in Grids with idential mahines is also a related problem.In the o�ine ase we have m mahines Mi with ℓ proessors and jobs j ∈ J withproessing time pj, and a size sizej . The jobs must be exeuted on parallel proessorswithin one mahine Mi, but not neessary on onseutive proessors. The mahinesan be seen as strips with width l and the jobs as vertially sissile retangles withwidth sizej and height pj . In Multiple Strip Paking we have just the additionalonstraint that a job must be sheduled on onseutive proessors. Unfortunately thisis the reason why approximation algorithms for Parallel Job Sheduling annot beapplied to MSP maintaining their ratio.Known Results. Multiple Strip Paking was �rst onsidered by Zhuk [16℄, whoshowed that there is no approximation algorithm with abolute ratio better than89



7 Approximation Algorithms for Multiple Strip Paking [3℄
2, and later by Ye et. al. [15℄. Both onentrated on the online ase. Additonallyan approximation algorithm for the o�ine ase with ratio 2 + ǫ was ahieved in[15℄. For Strip Paking Co�man et al. gave in [5℄ an overview about performanebounds for shelf-orientated algorithms as NFDH (Next Fit Dereasing Height) and
FFDH (First Fit Dereasing Height). Those adopt an absolute ratio of 3, and 2.7,respetively. Shiermeyer [11℄ and Steinberg [13℄ presented independently an algorithmfor SP with absolute ratio 2. A further important result is an AFPTAS for SP withadditive onstant O(1/ǫ2) of Kenyon and Rémila [9℄. This onstant was improved byJansen and Solis-Oba, who presented in [8℄ an APTAS with additive onstant 1.For 3SP Jansen and Solis-Oba obtained an algorithm with ratio 2 + ǫ in [7℄ as animprovement of the formerly known result by Miyazawa and Wakabayashi [10℄, whopresented an algorithm with asymptoti ratio at most 2.64. Bansal et al. presented in[2℄ an algorithm for 3SP with a ratio of T∞ ≈ 1.69, whih is the best known result.Shwiegelshohn et al. [12℄ ahieved ratio 3 for a version of Parallel Job Sheduling inGrids without release times, and ratio 5 with release times. Thernykh et al. presentedin [14℄ an algorithm with absolute ratio 10 for the ase of mahines with di�erentnumbers of proessors and without release times. However, this algorithm annot beapplied diretly to MSP beause of the non-ontiguity.Our Results. In this paper we present an approximation algorithm with absoluteratio 2, whih is an improvement of the former result of 2 + ǫ by Ye et al. [15℄ andbest possible, unless P = NP. We also introdue an AFPTAS for Mutiple StripPaking, whih is a generalization of the algorithm of Kenyon and Rémila [9℄. Ouralgorithm ahieves an additive onstant of O(1), if the number of strips is su�ientlarge, otherwise an additive onstant of O(1/ǫ2). Furthermore we show how to use thesimple shelf-based heuristis NFDH and FFDH to obtain approximation algorithmsfor MSP with the same asymptoti ratio as for SP.Organisation of the Paper. In the next setion we introdue two shelf-basedalgorithms, using Next Fit and First Fit poliies. In Setion 7.3 we present a 2-approximation for MSP. Here we distinguish between di�erent sizes for k. For k = 1 weuse the 2-approximation of Steinberg [13℄ or Shiermeyer [11℄. If k = 2 or bounded bya spei�ed onstant c we make use of a result by Bansal et al. [1℄ for Retangle Pakingwith Area Maximization (RPA). For k ≥ c we use an approximation algorithm for 2Dbin paking with asymptoti ratio 1.69 of Caprara [4℄. In the last setion we presentan AFPTAS for MSP. Here we generalize the algorithm by Kenyon and Rémila [9℄.Interestingly, the additive onstant in our AFPTAS an be redued from O(1/ǫ2) to
O(1), if the number k of strips is large enough.7.2 Shelf-based algorithmsIn this setion we modify the shelf-based heuristis NFDH and FFDH. [5℄. A shelfis a row of items plaed next to eah other left-justi�ed. The baseline of a shelf is either90



Shelf-based algorithms 7.2the bottom of the bin or the extended upper edge of the tallest item paked in the shelfbelow. NFDH generates for a given list of retangles L = {r1, . . . , rn} a paking into astrip with height at most 2OPTSP(L) + hmax, FFDH produes a paking of height atmost 1.7OPTSP (L)+hmax, where OPTSP (L) is the optimum value of Strip Paking forthe instane L and hmax is the height of the tallest item in L. Via this modi�ation weobtain approximation algorithms for Multiple Strip Paking with the same asymptotiratios. Furthermore, we present another algorithm, that omputes for retangles withwidths bounded by ǫ < 1 a paking of height at most 1/(1−ǫ)OPT (L) + 2hmax.Theroem 7.1. Let A be one of the shelf-based Strip Paking algorithms NFDH orFFDH with asymptoti ratio α > 1, that reates for an instane L a paking of heightless than αOptSP (L) + hmax. For any k ∈ N there exists an algorithm Ak that paks alist of retangles L into k strips with Ak(L) ≤ αOpt(L) + hmax.Proof For any instane L of MSP we de�ne the algorithm Ak as follows1 Pak the sorted retangles with A into one strip S. (In partiular the retanglesare �rst sorted by non-inreasing height.) Let A(L) denote the height of S.2 Cut out the �rst shelf and pak it into the �rst strip S1.3 Divide the residual strip S into k parts :3.1 For eah ℓ ∈ {0, 1, . . . , k} draw a horizontal line aross S at height ℓ(A(L)−
hmax)/k.3.2 For ℓ ∈ {0, 1, . . . , k−1} pak all items interseting the ℓth line and all itemsbetween the ℓth and (ℓ + 1)th line into strip Sℓ+1.We show now that for any instane L of MSP the output of Ak is less than αOpt(L)+

hmax. Let t ∈ N be the number of shelves produed by A in Step 1 and Hj , j ∈ {1, . . . , t},the height of the jth shelf. Sine there are no items interseting the 0th line (see Fig7.2), the height h1 of the �rst strip S1 is bounded by hmax + 1
k

(∑t
j=1 Hj − hmax

) afterthe last step of the algorithm. For a strip Si, i ∈ {2, . . . , k}, ontaining the itemsbetween the (i − 1)th and the ith line and the ones interseting the (i− 1)th line, wehave hi ≤
Pt

j=1 Hj−hmax

k
+ hmax = A(L)−hmax

k
+ hmax. We onlude

Ak(L) = max
i∈{1,...,k}

hi ≤
A(L)− hmax

k
+ hmax

≤ αOptSP (L) + hmax − hmax

k
+ hmax =

αOptSP (L)

k
+ hmax.Sine 1/kOptSP (L) is a lower bound for Opt(L) the proof is omplete. �The running-time of the above algorithm is O(n log n).Corollary 7.3. Let L be an instane of MSP. In a paking generated by the abovealgorithm Ak we have maxi∈{1,...,k} |hi−Ak(L)| ≤ 2hmax, where hi denotes the height ofstrip Si.Another way to pak a set of retangles with a modi�ed version of the NFDHheuristi into k strips is the following :The paking generated by the above algorithm is very smooth, in the sense thatthe heights of the strips only di�er by hmax. 91



7 Approximation Algorithms for Multiple Strip Paking [3℄

Fig. 7.2: Dividing strip S.1 Sort the retangles by non-inreasing height.2 For eah i ∈ {1, . . . , k} pak one shelf aording to the NFDH heuristi intostrip Si, that means starting in the lower left orner pak the retangles next toeah other on the baseline of strip Si, until the next retangle does not �t. Drawa new baseline at the top edge of the tallest retangle (that learly is the �rstone).3 Take the strip S− with the urrent lowest height h− and pak one shelf aordingto the NFDH heuristi on top of the shelves.4 Repeat Step 3 until all retangles are paked.Lemma 7.4. For a set of retangles L = {r1, . . . , rn} Algorithm 7.2 with output A(L)generates a paking into k strips, so that maxi∈{1,...,k} |A(L)− hi| ≤ hmax.This leads to a further result about retangles with bounded width. Co�man etal. showed in [5℄ that FFDH applied to an instane L of retangles with widthsbounded by 1/m for some integer m generates a paking into a strip of height at most
(1 + 1

m
)OPTSP (L) + hmax. Our result for paking into k strips is the following :Theroem 7.5. For a set of retangles L = {r1, . . . , rn} with widths bounded by ǫ > 0we obtain by the Algorithm 7.2 with output A(L) a paking into k strips with heightless than 1

1−ǫ
OPT (L) + 2hmax.For ǫ = 1

m
this is equal to A(L) ≤

(
1 + 1

m−1

)
Opt(L) + 2hmax.7.3 A two-approximation for MSPIn this setion we onstrut a polynomial-time approximation algorithm for MSPwith absolute ratio 2. Sine there is no approximation algorithm for MSP with ratiosmaller than 2 (unless P=NP), this is the best possible result. To handle di�erent sizesof k we use, besides the well-known algorithms of Steinberg [13℄ or Shiermeyer [11℄, a92



A two-approximation for MSP 7.3result of Bansal et al. [1℄ for Retangle Paking with Area Maximization (RPA) anda of Caprara [4℄.7.3.1 One or two stripsThe ase k = 1 is trivial, beause we an use the algorithm of Steinberg [13℄ orShiermeyer [11℄ with absolute performane bound 2.Theroem 7.6 (Steinberg [13℄). Let L = {r1, . . . , rn} be a set of retangles with heights
hi and widths wi and Q be a retangle with width u and height v. Let h := maxi∈{1,...,n} hiand w := maxi∈{1,...,k} wi. If the following inequalities hold,

w ≤ u, h ≤ v, 2SIZE(L) ≤ uv − (2w − u)+(2h− v)+ (7.1)then it is possible to pak L into the retangle Q.(As usual, x+ = max(x, 0).)Therefore let us �rst onsider the ase for k = 2. Here we use the PTAS found byBansal et al. [1℄ for RPA. In RPA we are given a set of retangles L = {r1, . . . , rn} withwidths wi and heights hi and a bin of unit size. The goal is to �nd a feasible pakingof a subset L′ ⊂ L of the retangles and to maximize the area of the retangles in L′.1 Guess the height of an optimal solution for MSP and denote it with v.2 Sale the heights of the retangles in L by 1/v so that the orresponding paking�ts into one bin of height and width one.3 The set of resulting retangles Lv is now onsidered as an instane of RPA with
OptRPA(L) = SIZE(Lv), where SIZE(Lv) is the total area of all retangles in
Lv. Apply the algorithm in [1℄ with auray ε = 1/2 and �nd a paking of a subset
L′

v ⊂ Lv with total area at least (1− ε)SIZE(Lv). By resaling the retangles of
L′

v get a paking for the �rst strip with height at most v.4 Sine SIZE(Lv) ≤ 2 the remaining items in Lv\L′
v have total area

SIZE(Lv\L′
v) ≤ εSIZE(Lv) ≤ 1. Therefore we an pak them with Steinberg'salgorithm into a strip of height at most 2. Resaling gives us a seond strip ofheight at most 2v.The running-time of the algorithm is polynomial in n :In the �rst step we an assume that the heights of the retangles are rational, soby multiplying with a ommon denominator they beome integer values. Then theoptimum height v of MSP is also integer and equals a sum of heights of the retanglesin L, so we have hmax ≤ v ≤ nhmax. Thus Binary Searh takes at most log(nhmax)iterations to �nd the value v. Step 3 is also polynomial, sine we apply the algorithmin [1℄ for a �xed auray ǫ = 1/2.7.3.2 A bounded number of stripsIn the ase of a onstant number of strips we an use an extended version of thePTAS for RPA in [1℄ alled kRPA. Another helpful tool is the next lemma. The proof93



7 Approximation Algorithms for Multiple Strip Paking [3℄an be obtained applying Steinberg's algorithm for h, w, u = 1 and v = k/2 in equation7.1.Lemma 7.7. If L is an instane of 2DBP with total area SIZE(L) ≤ k/4 and k ≥ 3,then there exists a paking of L into k bins.1 Guess an optimal height for MSP and denote it with v.2 Sale the heights of the retangles in L by 1/v so that the orresponding paking�ts into k bins of height and width one.3 The set of resulting retangles Lv is now onsidered as an instane of RPA with
OptRPA(L) = SIZE(Lv). Apply kRPA to k bins of unit size and �nd for anauray ε ≤ 1/4 a paking for a subset L′

v ⊂ Lv with total area (1−ε)SIZE(Lv).By resaling the retangles of L′
v we get k bins of height v.4 For the total area of the remaining retangles in Lv\L′

v we have
SIZE(Lv\L′

v) = εSIZE(Lv) ≤ k/4. Pak those retangles aording to Lemma7.7 into k bins and resale the retangles. This results again in k bins of heightat most v.5 Stak every two bins on top of eah other and get a solution with k bins of heightat most 2v.
7.3.3 A large number of stripsCaprara presented in [4℄ a shelf algorithm for 2DBP that produes a solution whoseasymptoti ratio an be made arbitrarily lose to T∞ = 1.69.... Clearly if the numberof strips is large enough (≈ 104) applying this algorithm we get a two-approximationfor MSP staking every two bins on eah other. Alternatively, we an use the reentlypublished two-approximation for 2DBP by Jansen et al. [6℄ to ahieve this result. Alongwith the previous setions we have the following :Theroem 7.8. For any k ∈ N there is a polynomial-time algorithm for MSP withabsolute ratio two.7.4 An AFPTAS for MSPIn this setion we present an AFPTAS for MSP. The algorithm is a generalizationof an AFPTAS found by Kenyon and Rémila [9℄ for Strip Paking. For an instane L ofStrip Paking and an auray ǫ > 0 their algorithm generates a paking with height
(1 + ǫ)OPTSP (L) + O(1/ǫ2)hmax. Our algorithm ahieves the same ratio for MultipleStrip Paking. For instanes with k su�ient large, namely k ∈ Ω(1/ǫ3), our algorithmadopts an improved additive onstant of O(1). More preisely for an auray ǫ and
k ≥ ⌈128/ǫ3⌉ we get an approximation ratio of (1 + ǫ)Opt(L) + 6hmax.94



An AFPTAS for MSP 7.47.4.1 The regular aseAs in Setion 7.2 we divide a paking into one strip into k parts of nearly the sameheight and distribute them to k strips.Theroem 7.9 (Kenyon & Rémila [9℄). For a list L = {r1, . . . , rn} of retangles and anauray ǫ > 0 the algorithm AKR
ǫ in [9℄ generates a paking into one strip with heightat most (1 + ǫ)OPTSP (L) + (4(2+ǫ

ǫ
)2 + 1)hmax.Our result is the following :Theroem 7.10. For a list L = {r1, . . . , rn} of retangles with widths and heights ≤ 1and an auray ǫ > 0 there exits an algorithm Aǫ that generates a paking into kstrips, so that Aǫ(L) ≤ (1 + ǫ)OPT (L) + (2(2+ǫ

ǫ
)2 + 2)hmax.7.4.2 Instanes with a large number of stripsIn this setion we onsider the ase k ≥ ⌈128/ǫ3⌉. In this ase it is possible toimprove the additive onstant to O(1)hmax by balaning the on�gurations.Rounding. We hoose ǫ′ = ǫ/4 (w.l.o.g. 1/ǫ′ integral) and divide the list of retangles

L into a list of narrow retangles Lnarrow := {ri ∈ L|w(ri) ≤ ǫ′} and a list of wideretangles Lwide := {ri ∈ L|w(ri) > ǫ′}. Then we round Lwide to an instane Lsup withonly M := (1/ǫ′)2 di�erent widths. For the rounding step we put the wide retanglessorted by non-inreasing widths left-aligned on a stak. Let STACK(L) denote thetotal area of the plane overed by this stak and let H denote its height. Moreover,for arbitrary lists L′′, L′ we de�ne a relation ≤g, so that L′′ ≤g L′, if and only if
STACK(L′′) ⊆ STACK(L′). We draw M − 1 horizontal lines through STACK(L)with distane H/M starting at the bottom. Therefore we get M so-alled thresholdretangles. A retangle is a threshold retangle if it either with its interior or with itslower edge intersets a line at height iH/M, i ∈ {1, . . . , M − 1}. For i ∈ {1, . . . , M − 1}we round up the width of eah retangle between the lines iH/M and (i+1)H/M to thewidth of the ith threshold retangle. The widths of the retangles below the �rst lineare rounded up to the width of the undermost retangle in the stak. So we get atmost M groups of di�erent widths (see Fig 7.11). Furthermore, we get a list Lsup ofretangles with widths larger than ǫ′ and only M di�erent widths, in partiular wehave Lwide ≤g Lsup.Frational Paking. Our �rst objetive is to reate a frational paking for the wideretangles into k strips. To do this we introdue on�gurations. A on�guration is anon-empty multiset of widths, whih sum up to less than one. Denote with q the numberof di�erent on�gurations Cj with height xj . Let αij be the number of ourene ofwidth wi in on�guration Cj and let βi be the total height of all retangles of width95



7 Approximation Algorithms for Multiple Strip Paking [3℄

Fig. 7.11: Rounding the retangles in Lsup.
wi. Based on the solution of the following Linear Program

min

∑q
j=1 xj

ks.t. q∑

j=1

αijxj ≥ βi for all i ∈ {1, . . . , M}

xj ≥ 0 for all j ∈ {1, . . . , q},

(LP(Lsup))by distributing the on�gurations to k strips we get the requested frational pakingfor the retangles in Lsup. Note that rank(αij)ij ≤ M and hene a basi solution x of
LP (Lsup) has at most M nonzero entries. In the next setion we show how to transforma frational paking into a feasible paking for Lsup. Later the retangles in Lnarrow arepaked into the idle spae in a Greedy manner. For a list L of retangles let LIN(L)denote the height of an optimum frational paking for L. Let h0 := LIN(Lsup) andnote that h0 ≤ OPT (L).Lemma 7.12. Let x = (x1, . . . , xq) be a solution of LP (Lsup) with at most m ≤ Mnonzero entries x1, . . . , xm. For k ≥ ⌈128/ǫ3⌉ we get a frational paking into k stripswith height at most (1 + ǫ′)h0 and at most m′ ≤ 2M di�erent on�gurations.Proof First we frationally pak the retangles into the on�gurations. Imagine eahon�guration Cj as a bin with height xj and width cj and divide it into αij olumns ofwidths wi and height xj . Pak the retangles in Lsup of width wi in a Greedy mannerfrationally into the olumns of width wi until exatly height xj , starting with j = 1.In this way eah olumn ontains a sequene of retangles, whih ompletely �tsinside the olumn, and possibly the top part of a retangle, that started in a previousolumn, and the bottom part of a retangle, that is too tall to �t into this olumn.Sine ∑m

j=1 αijxj ≥ βi, there will be maybe more than enough spae for the retanglesof width wi in the on�gurations. In this ase we distribute the retangles amongthe olumns and delete the additional spae. So we split a on�guration Cj into twoparts, one of the old type where the olumns of width wi are ompletely �lled andone without olumns of width wi. This ase may happen only M times. So we have intotal m′ = m + M ≤ 2M on�gurations C1, . . . Cm′ with nonzero heights x1, . . . , xm′ .Notie that there exist on�gurations with height larger or equal h0, sine if not weonlude ∑m′

j=1 xj < m′h0 ≤ 2Mh0
ǫ′=ǫ/4
= 32h0

ǫ2
< kh0, whih is a ontradition. Consider96



An AFPTAS for MSP 7.4a on�guration Cj, j ∈ {1, . . . , m′}. If xj ≥ h0 we alloate ⌊xj/h0⌋ empty strips withheight h0 for Cj. If then xj/h0 − ⌊xj/h0⌋ ≤ ǫ′h0, we assign to Cj additional spae withheight (xj/h0 − ⌊xj/h0⌋) in a strip, that has already height h0. If xj/h0 − ⌊xj/h0⌋ > ǫ′h0,we divide (xj/h0 − ⌊xj/h0⌋) into at most 1/ǫ′ stripes with height less or equal ǫ′h0. Soassign to Cj additional spae of height ǫ′h0 in no more than 1/ǫ′ strips, whih arealready oupied until height h0. In the same way as the remaining stripes we handleon�gurations of height less than h0. Sine there are at most 2M on�gurations withnonzero height, we get at most 2M/ǫ′ = 2/ǫ′3 ≤ 2·43/ǫ3 ≤ k additional assignments ofheight ǫ′h0, whih an be distributed to k strips. Thus by this assignment poliy,where the on�gurations are balaned, eah strip has alloated area of height at most
(1 + ǫ′)h0 for at most 2 di�erent on�gurations. �

Fig. 7.13: Si with Cj and Cℓ.Integral Paking. The next Lemma shows how to get from a frational paking toa feasible integral paking. A proof is given in the full paper.Lemma 7.14. Let x = (x1, . . . , xq) be a solution of LP (Lsup) with at most m′ ≤ 2Mnonzero entries x1, . . . , xm′. For k ≥ ⌈128/ǫ3⌉ we an onvert x to a feasible pakingfor the wide retangles with height at most (1 + ǫ′)h0 + 2hmax and at most 2 di�erenton�gurations per strip.Sine we an guarantee that there are at most 2 di�erent on�gurations per strip,the additive onstant will be improved, while the running-time is still polynomial in nand 1/ǫ.

Fig. 7.15: Si after paking the narrow retangles. 97



7 Approximation Algorithms for Multiple Strip Paking [3℄Our last step is to pak the narrow retangles. We use a modi�ed version of theNFDH algorithm : For strip Si as above we pak narrow retangles with NFDH into theempty spae next to the on�gurations until the total height is at most (1+ǫ′)h0+2hmax.After that we repeat the proess for strip Si+1. When all strips are �lled in this way, wedraw a horizontal line at height (1+ ǫ′)h0 +2hmax in eah strip and pak the remainingnarrow retangles with Algorithm 7.2 on top (see Fig 7.13 and 7.15). Thus we anensure by Lemma 7.4 that the maximum di�erene of the heights of two arbitrarystrips is at most hmax (see Fig 7.15). Let hfinal denote the height of the paking afterpaking the narrow retangles.Lemma 7.16. Let k ≥ ⌈128/ǫ3⌉. If hfinal ≥ (1 + ǫ′)h0 + 2hmax, then we have hfinal ≤
SIZE(Lsup∪Lnarrow)

k(1−ǫ′)
+ 6hmax + ǫ′h0.For details we refer to the full paper. The next lemma is shown in [9℄ for theLinear Program orresponding to Strip Paking, but obviously also holds for our linearprogram LP (Lsup).Lemma 7.17. [9℄ For the rounded instane Lsup and Lwide the inequalities

LIN(Lsup) ≤ LIN(Lwide)
(
1 + 1

Mǫ′

) and SIZE(Lsup) ≤ SIZE(Lwide)
(
1 + 1

Mǫ′

) hold.The entire algorithm is now de�ned as follows :1 Set ǫ′ := ǫ/4 and M := (1/ǫ′)2.2 Partition L into Lwide and Lnarrow.3 Construt Lsup, so that Lwide ≤g Lsup and there are only M di�erent widths in
Lsup.4 Solve the linear program LP (L).5 Construt a feasible solution for Lsup by balaning the on�gurations.6 Use modi�ed NFDH to pak the retangles in Lnarrow into the remaining spaeand on top of the strips.Theroem 7.18. If k ≥ ⌈128/ǫ3⌉ the Algorithm 7.4.2 generates for an instane L ofMSP a paking of height at most (1 + ǫ)Opt(L) +O(1)hmax.
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Chapitre 8Approximating the non-ontiguousMultiple Organization PakingProblem [Bougeret et al., 2010b℄
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Problem statement 8.18.1 Problem statementIn this paper we onsider the problem of sheduling rigid jobs onMulti-organizations. An organization is a set of m idential available proessors. Ajob j must be exeuted on qj proessors (sometimes alled the degree of parallelism)during pj units of time. The qj proessors must be alloated on the same organization.The makespan of the shedule is de�ned as the maximum �nishing time over all thejobs. Given a set of n jobs, the goal is to �nd a non-overlapping shedule of all the jobson N organizations while minimizing the makespan.This problem is losely related to strip paking problems. Indeed, if we add theonstraint of using ontiguous proessors, then sheduling a job j on qj ontiguousproessors during pj units of time is equivalent to paking a retangle of width qj andheight pj.Related works. Strip paking, rigid jobs sheduling and Multi-organizationssheduling problems are all strongly NP -hard, and Zhuk [14℄ showed that there isno polynomial time approximation algorithm with absolute ratio better than 2 forstrip paking.For Strip Paking problem, Co�man et al. gave in [3℄ an overview about performanebounds for shelf-oriented algorithms as NFDH (Next Fit Dereasing Height) and
FFDH (First Fit Dereasing Height). These algorithms have a approximation ratio of
3 and 2.7, respetively. Shiermeyer [10℄ and Steinberg [12℄ presented independently analgorithm for Strip Paking with absolute ratio 2. A further important result for theStrip Paking problem is an AFPTAS with additive onstant O(1/ǫ2) of Kenyon andRémila [9℄. This onstant was improved by Jansen and Solis-Oba, who presented in[8℄ an APTAS with additive onstant 1. Conerning the multi-strip paking problem,there is a 2 + ǫ approximation in [13℄ whose algorithmi ost is doubly exponential in
1
ǫ
. In [1℄ we gave a 2 approximation with a large algorithmi ost and an AFPTAS forthis problem.Let us now review the related work about rigid job sheduling. For one organi-zation, the famous List Algorithm for sheduling with resoure onstraints of Gareyand Graham [6℄ an be applied (when there is only one resoure to share) to shedulerigid jobs, and is then a 2 approximation. The rigid job sheduling problem on multi-organization has been studied with an on-line setting in [11℄. The authors ahieved aratio of 3 without release times (and 5 with release times). Notie that these results donot require the knowledge of the proessing times of the jobs. Moreover, the organiza-tions may have a di�erent number of proessors. The rigid job sheduling problem onmulti-organizations has been extended in [5℄ for the ase where the jobs are submittedto loal queues on eah luster with the extra onstraint that the initial loal shedulesmust not be worsened. The authors provide a 3-approximation.Generally, the results about rigid job sheduling annot be adapted to the moreonstrained ontiguous version. To the best of our best knowledge, there is still no(reasonable) α suh that for any instane I, Optc(I) ≤ αOptnc(I) (where Optc denotesthe ontiguous optimal value and Optnc the non-ontiguous one). The authors of [4℄show that α > 1 by onstruting a (rather) simple instane with 8 jobs and 4 mahines.103



8 Approximating the non-ontiguous Multiple Organization Paking Problem [2℄Our ontribution. In this paper, we present a 5
2

approximation algorithmfor the rigid job sheduling problem on multi-organizations that runs in
O(n(N + log(n)) log(npmax)), where pmax is the maximum proessing time of the jobs.Moreover, we suggest how the approah used for the 5/2-algorithm ould extended toget approximation algorithms with better ratio and a low algorithmi ost.Organization of the Paper. The preliminaries for the 5/2-approximation are inSetion 8.2. In Setion 8.3.1 to 8.3.4 we desribe how to onstrut a prealloation ofthe �big� jobs that �ts in the targeted makespan. In Setion 8.4 we show how to turnthis prealloation into a ompat shedule, and in Setion 8.5 we analyze the omplexityof the algorithm. The disussions on the approah are in Setion 8.6.8.2 Priniple and de�nitionsLet us now give some de�nitions that are used throughout the proofs and thedesription of the algorithm. We �rst extend the previous pj and qj notations to Q(X)and P (X) where X is a set of jobs. We also de�ne the surfae (sometimes also alled thearea) of a set of jobs as S(X) = Σj∈Xqjpj . A layer is a set of jobs whih are sheduledsequentially on the same organization. The length of a layer Lay is P (Lay), the sum ofthe proessing time of all the jobs in Lay. A shelf is a set of jobs whih are sheduledon the same organization, and whih start at the same time. Given a shelf sh, thevalue Q(sh) is alled the height of sh. What we all a bin an be seen as a reservationof a ertain number of proessors (generally m) during a ertain amount of time. Thealgorithm will add some jobs to bins, and given a bin b, we denote by Q(b) the value
Σ{j∈b}qj . Given a sequene of bins seq, we denote by Q(seq) the value Σb∈seqQ(b). Thesenotations are extended in the same way for P and S. In the whole paper, we onsiderthat the sets of jobs used as parameters in the algorithms are modi�ed after the alls.Let us sketh how 5/2 algorithm is onstruted. Let OPT denote the value of anoptimal solution. We target a 5

2
ratio by both ensuring that, for eah organization atleast half of the proessors are used at any time before the starting time of the last job,and that the small jobs (whose proessing time is lower than OPT/2 and height lowerthan m/2) are sheduled at the end. Thus, if the makespan of the �nal shedule is due toa small job, it is lower than the proessing time of the small job plus the starting timeof this job, implying a makespan lower than OPT/2 + 2OPT = 5OPT/2. As the optimalvalue is not known, we use the well known dual approximation tehnique [7℄. Let wdenote the urrent guess of OPT . The shedule is built in three steps. In the �rst onewe ompute a prealloation π0 of the �big� (pj > w/2 or qj > m/2) jobs. Then we applya list algorithm whih turns π0 into a �ompat� shedule π1 (see Setion 8.4). Finally,the �nal shedule π is onstruted by adding to π1 the small remaining jobs using againa list algorithm (see also Setion 8.4).Let us de�ne the following sets :

• let LH = {j|qj > m/2} be the set of high jobs
• let LXL = {j|pj > 3w/4} be the set of extra long jobs
• let LL = {j|3w/4 ≥ pj > w/2} be the set of long jobs
• let LB = (LXL

⋃
LL)

⋂
LH be the set of huge jobs

• let I ′ = LH

⋃
LXL

⋃
LL104



Constrution of the prealloation 8.3We will prove that either we shedule I with a resulting makespan lower than
5w/2, or w < OPT . Notie that for the sake of simpliity we did not add the �rejet�instrutions in the algorithm. Thus we onsider in all the proof that w ≥ OPT , andit is impliit that if one of the laimed properties is wrong during the exeution, theonsidered w should be rejeted. Notie that we only onsider the w values suh that
Q(LXL

⋃
LL) ≤ Nm and P (LH) ≤ Nw.We start by providing in Setion 8.3 the three phase algorithm Build_Preallocthat builds the prealloation π0 of the jobs of I ′. We will denote by πi

0 the set ofprealloated jobs in organization Oi. In phase 1 we prealloate the high jobs. In phase2 and phase 3 we prealloate the long and extra long jobs by �rst paking shelves of jobsinto bins, and then putting these bins into organizations. An example of a prealloationis depited Figure 8.2.8.3 Constrution of the prealloation8.3.1 Phase 1Let N1 be the number of organizations used in phase 1. In phase 1, the jobs of LHare paked in N1 organizations. The Create_Layer(X, l) proedure reates a layer Layof length at most l, using a Best Fit (aording to the proessing times) poliy (BFP).Thus, Create_Layer(X, l) add at eah step the longest job that �ts. Thus, phase 1alls for eah organization (until LH is empty) Create_Layer(LH , 5w/2).Let us introdue some notations. Let Layi denote the set of jobs sheduled in thelayer reated in organization Oi. Let L1
XL and L1

L denote the remaining jobs of LXLand LL after phase 1. Thus, for the moment we have πi
0 = Layi for all i ≤ N1.Lemma 8.1 (phase 1). If ∃i0 < N1 suh that P (πi0

0 ) ≤ 2w then it is straightforwardto pak all the jobs of I ′. Otherwise, we get ∀i ∈ {1, . . . , N1 − 1}, S(πi
0) > wm and

N1 ≤ ⌈N/2⌉ .Proof First let us notie that phase 1 ends, as P (LH) ≤ Nw and P (πi
0) > w forevery organization where we do not run out of jobs to shedule. We �rst supposethat ∃i0 < N1 suh that P (πi0

0 ) ≤ 2w. In this ase we just have to prove that it isstraightforward to prealloate LXL

⋃
LL. We proeed by ontradition by supposingthat we never ran out of jobs of LXL

⋃
LL. When the algorithm reates a layer for aorganization i, we know due to the BFP order that it will pak at least two jobs of

LB, if LB is not empty. The hypothesis implies that during the exeution of phase 1,
LH \LB was empty before LB. Thus, for i < N1, there is at least two jobs of LB in πi

0,meaning that ∀i with 1 ≤ i < N1, Q((LXL

⋃
LL)

⋂
πi

0) > m.Conerning the N − N1 other organizations, we an reate shelves of jobs of
LL

⋃
LXL using a best �t aording to the height (BFH), implying that eah shelfhas a height of at least 2m/3 aording to Lemma 8.3. Paking two shelves in eahorganization, we get ∀i > N1, Q((LXL

⋃
LL)

⋂
πi

0) > 4m/3 > m.Finally, let us hek what is sheduled in organization N1. If two jobs of LB aresheduled in this organization, then Q((LXL

⋃
LL)

⋂
πN1

0 ) > m. If one job of LB issheduled, then we reate one shelf of jobs of LXL

⋃
LL, and Q((LXL

⋃
LL)

⋂
πN1

0 ) >105



8 Approximating the non-ontiguous Multiple Organization Paking Problem [2℄
m/2+ 2m/3. If no huge job is sheduled in organization N1, we pak as before two shelvesof jobs of LXL

⋃
LL. Thus, if in every ase we have Q((LXL

⋃
LL)

⋂
πN1

0 ) > m. Thus,we get Q((LXL

⋃
LL)) > Nm, whih is impossible.Let us prove the seond part of the lemma. First notie that for any i < N1, S(πi

0) >
2wm/2 = mw. Moreover, we have 2(N1 − 1)w < ΣN1

i=1P (πi
0) = P (LH) ≤ Nw, implying

N1 ≤ ⌈N/2⌉. �Thus, we now assume until the end of the proof that we are in the seond ase ofLemma 8.1 where ∀i ∈ {1, . . . , N1 − 1}, S(πi
0) > mw and N1 ≤ ⌈N/2⌉.8.3.2 Phase 2In phase 2 the jobs of L1

XL

⋃
L1

L are sheduled in organizationN1 by reating shelvesaording to what is already sheduled in organization N1. We denote by L2
XL and L2

Lthe remaining jobs of L1
XL and L1

L after phase 2. Let us �rst de�ne two proedures usedfor phase 2 and phase 3.The proedure Pack_Shelf(X, b, f) reates a shelf sh using the Best Fit (aordingto the height) poliy (BFH), and paks it into bin b. The f parameter represents theavailable height of b (meaning that b orresponds to f free proessors during a ertainamount of time), implying of ourse that Q(sh) ≤ f . Thus Pack_Shelf(X, b, f) addsat eah step the highest possible job of X that �ts. We assume that the length of thebin is larger than pj, for all j ∈ X.The proedure GreedyPack(X, seq) reates for eah empty bin b ∈ seq one shelf ofjobs of X using Pack_Shelf(X, b, m). This proedure returns the last bin in whih ashelf has been reated. Let us now ome bak to the desription of phase 2.Depending on the set of jobs already sheduled in ON1, the Create_Padding()proedure reates nbinL
empty bins of length 3w/4 and nbinXL

empty bins of length w,whih are added in organization ON1. Let us de�ne for eah ase how many bins ofeah type are reated by Create_Padding() :
• If P (LayN1) ∈]3w/2, 7w/4] then set (nbinL

, nbinXL
) to (1, 0)

• If P (LayN1) ∈]w, 3w/2] then set (nbinL
, nbinXL

) to (0, 1)
• If P (LayN1) ∈]3w/4, w] thenif Q(L1

L) ≥ 5/4 then set (nbinL
, nbinXL

) to (2, 0)else set (nbinL
, nbinXL

) to (0, 1)
• If P (LayN1) ∈]w/2, 3w/4] then set (nbinL

, nbinXL
) to (1, 1)

• If P (LayN1) ∈ [0, w/2] then set (nbinL
, nbinXL

) to (0, 2)Let padL be a sequene of nbinL
bins of length 3w/4 and padXL be a sequene of nbinXLbins of length w. Create_Padding() returns (padL, padXL). All in all, phase 2 an bedesribed by the following proedure alls :

• Let (padL, padXL) = Create_Padding()
• GreedyPack(L1

XL, padXL)
• GreedyPack(L1

L, padL)
• GreedyPack(L1

L, padXL)106



Constrution of the prealloation 8.3
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w 2w

O_1

O_2

w 2w

O_3

O_4
Bin created by
"Create_Padding"

Shelves packed by

L_B

L_L

L_H

L_XL

procedure "add"

Fig. 8.2: An example of pre-alloation8.3.3 Phase 3In phase 3 we �rst shedule the jobs of L2
XL using the N2 = N −N1 remaining or-ganizations. Then, we shedule the jobs of L2

L using also this N2 organizations. Finally,the possibly remaining jobs of L2
L are added to the last bin used for the extra longjobs. Therefore, let us de�ne the add(X, b) proedure. The add(X, b) proedure paksone or two �small� shelves of jobs of X in the bin b (starting from the top of the binfor the sake of larity). Notie that, as b will be the last bin used for extra long jobs,the available height (for the jobs of X) in b will be generally lower than m. Here is thedesription of add(X, b) :

• If the left side of b is at time w then let l = 2 else let l = 1
• Repeat l times the all Pack_Shelf(X, b, m−Q(b)) and pak the reated shelvesin b.An example of a all to the add proedure is given in Figure 8.2 for the ase where

l = 2.We now de�ne two sequenes of bins seqXL and seqL, suh that every bin of seqXL(resp. seqL) will (possibly) ontains one shelf of jobs of L2
XL (resp. L2

L). Notie thata free organization an be seen as two bins of length w (and height m), three bins oflength 3w/4, or one bin of length w and two bins of length 3w/4. Thus, seqXL is omposedof 2(N −N1) bins (
b1, . . . , b2(N−N1)

) of length w, onsidering that we reated two binsin eah of the organizations {ON1+1, . . . ON}, starting from ON1+1. This implies that forall i ≥ 1, bins b2i−1 and b2i are in ON1+i. The sequene seqL is omposed of 3(N −N1)bins (
b′1, . . . , b

′
3(N−N1)

) of length 3w/4, onsidering that we reated three bins in eah ofthe organizations {ON1+1, . . . ON}, from ON to ON1+1. This implies that for all i ≥ 1,bins b′3i−2, b′3i−1 and b′3i are in ON−i+1. Notie that these two sequenes are not orderedin the same way.All in all, phase 3 an be desribed by the following proedure alls :
• Let last = GreedyPack(L2

XL, seqXL)
• GreedyPack(L2

L, seqL)
• add(L2

L, last)Let start the analysis of phase 3 with a remark about Pack_Shelf(X, b, f). 107



8 Approximating the non-ontiguous Multiple Organization Paking Problem [2℄Lemma 8.3. Let Sh denote the shelf reated by Pack_Shelf(X, b, f). If we know thatthe k highest jobs of X �t in f , then Q(Sh) > k
k+1

f .Proof Let x be the ardinal of X. Let us assume that qi ≥ qi+1 for 1 ≤ i < x. Let
i0 ≥ k + 1 be the �rst index suh that job i0 is not in Sh. Let a = Σi0−1

i=1 qi. We have
Q(Sh) ≥ a ≥ (i0 − 1)qi0 > (i0 − 1)(f − a) leading to a > i0−1

i0
f ≥ k

k+1
f . �Lemma 8.4 (phase 3). If there remains an unsheduled job after phase 3, then

S(L2
XL

⋃
L2

L) > (N2 + 1/8)mw.Proof Let us �rst suppose that L2
XL 6= ∅. Let aXL = 2(N − N1) be the number ofbins in seqXL. After having �lled the �rst aXL − 1 bins (using a width of at least 2/3aording to Lemma 8.3), the width of remaining jobs of L2

XL is stritly larger than m.Thus we get Q(L2
XL) > 2m/3(aXL−1)+m = 4m/3N2 + m/3 and S(L2

XL) > (N2 + 1/4)mw.We now suppose that L2
XL = ∅. In every organization that ontains two bins ofjobs of L2

XL, the total sheduled area is stritly larger than 2 × 2m/3 × 3w/4 = wm. Inevery organization that ontains three bins of jobs of L2
L, the total sheduled area isstritly larger than 3 × 2m/3 × w/2 = wm. We have to onsider two ases aording tothe position of the last bin last (the left side of last may be loated at time 0 or w).Let i0 be the index of the organization that ontains last.In the �rst ase where the left side of last is at time 0, two bins (of length 3w/4 andheight m) were reated after the bin last in organization Oi0. Then, if the remainingjobs of L2

L do not �t in last, the total area of the jobs sheduled in organization Oi0 isstritly larger than (22m/3 + m)w/2 > 7wm/6. Then we just sum the area paked over allthe organizations, and get the desired result.In the seond ase where the left side of last is at time w (as depited in Figure 8.2),the only room in organization Oi0 to shedule jobs of L2
L is in last. In organization Oi0,the area of (extra long) jobs ontained in the �rst bin is stritly larger than wm/2. The

add proedure will reate two shelves (one next to the other) of jobs of L2
L in last.Let last′ and L′

L be the set of jobs in last and L2
L respetively, just before theall of the add proedure. If Q(last′) > m/2, and as the remaining jobs of L2

L don't�t in last, we have that Q(L′
L) > m − Q(last′)′. This implies S(last′

⋃
L′

L) >
3w/4Q(last′) + w/2(m − Q(last)′) > 5wm/8. If Q(last′) ≤ m/2 (see Figure 8.2) then
add reates a �rst shelf of jobs of L2

L of height at least (m−Q(last′))/2, and then triesto pak the remaining jobs in the seond shelf. Thus in this ase, S(last′
⋃

L′
L) >

3w/4Q(last′) + w/2

(
(m−Q(last′))

2
+ m−Q(last′)

)
> 3mw/4.

�8.3.4 Main algorithmIn this setion we reall the overall algorithm that builds the prealloation, and weprovide the main proof of the prealloation. Notie that we drop the Li
L and Li

XL nota-tions for writing the algorithm as we onsider that the sets of jobs (used as parametersin the proedures) are modi�ed after the alls.108



Constrution of the prealloation 8.3Build_Preallo(I ′)Phase 1 [1℄ Let i = 0[2℄ Let i = i + 1, and let Layi = Create_Layer(LH , 5w/2)Pak Layi in organization Si from time 0[3℄ Repeat step 3 until LH is emptyPhase 2 [4℄ Let (padL, padXL) = Create_Padding()[5℄ Let last = GreedyPack(LXL, padXL)[6℄ Call GreedyPack(LL, padL)[7℄ Call GreedyPack(LL, padXL)Phase 3 [8℄ Let seqXL and seqL be de�ned as desribed in Setion 8.3.3[9℄ Let last2 = GreedyPack(LXL, seqXL)[10℄ If last2 is not null, set last to last2[11℄ Call GreedyPack(LL, seqL)[12℄ Call add(LL, last)Theroem 8.5. Build_Prealloc(I ′) reates a prealloation π0 of makespan lower than
5w/2.Proof Remind that L1

XL and L1
L denote the remaining jobs of LXL and LL afterPhase 1. The makespan of the prealloation is by onstrution lower than 5w/2. Weknow that aording to Lemma 8.1 phase 1 terminates and the area sheduled in the�rst N1− 1 organizations is greater than (N1− 1)wm. We proeed by ontradition bysupposing that L1

XL

⋃
L1

L is not empty after Phase 2 and Phase 3, and showing that
S(I ′) > Nmw. We proeed by ase analysis aording to what is sheduled in ON1 .If P (LayN1) > 7

4
w, then S(LayN1) > 7

8
mw and CreatePadding doesn't re-ate any bin. If L1

XL and L1
L are not ompletely sheduled by phase 3, then aord-ing to Lemma 8.4 we get S(L1

XL

⋃
L1

L) > (N2 + 1
8
)mw. Thus in this ase we have

S(LayN1

⋃
L1

XL

⋃
L1

L) > (N2 + 1)mw, implying S(I ′) > Nmw.If 7
4
w ≥ P (LayN1) > 3

2
w, then S(LayN1) > 3

4
mw and CreatePadding reates onebin of length 3

4
w. Reall that the jobs of L1

L are �rst sheduled in padL. If Q(padL)is larger than m
2
, then S(LayN1

⋃
padL) > 3

4
mw + 1

4
mw = mw. Thus, the total areapaked in the �rst N1 is stritly larger than N1wm. Then, aording to Lemma 8.4,

L2
XL

⋃
L2

L must �t in the N2 remaining organizations. If Q(padL) ≤ m
2
, then the N2remaining organizations are available for L1

XL. Thus, if L1
XL 6= ∅ at the end, then

S(L1
XL) > (N2 + 1

4
)mw, and S(LayN1

⋃
L1

XL) > (N2 + 1)mw.If 3
2
w ≥ P (LayN1) > w, then S(LayN1) > 1

2
mw and CreatePadding reates onebin of length w. If Q(padXL) is larger than 2m

3
then S(LayN1

⋃
pad1

XL) > mw and weonlude with Lemma 8.4. Otherwise, the N2 remaining organizations are available for
L1

L. Moreover, remind that in this ase the only bin in padXL will be used for jobs of
LL during the all of add. Then, if L1

L does not �t, we have Q(L1
L

⋃
L1

XL) > (2N2 +1)mand S(LayN1

⋃
L1

L

⋃
L1

XL) > mw
2

+ N2wm + wm
2

= (N2 + 1)mw.If w ≥ P (LayN1) > 3
4
w, then S(LayN1) > 3

8
mw and two ases are possible aordingto the value of Q(L1

L). If Q(L1
L) ≥ 5m

4
, CreatePadding reates two bins of length 3

4
w.Then, S(LayN1

⋃
padL) > (3

8
+ 5

8
)mw and we onlude with Lemma 8.4. Otherwise, if

Q(L1
L) < 5m

4
, CreatePadding reates one bin padXL of length w. If Q(padXL) (after109



8 Approximating the non-ontiguous Multiple Organization Paking Problem [2℄the all line 5) is larger than 2m
3

then S(LayN1

⋃
pad1

XL) > 7
8
mw and we onlude withLemma 8.4. Otherwise, jobs of L1

XL are all sheduled in padXL. As N2 ≥ 1, at leastthree bins are available for L1
L, whih is su�ient given that Q(L1

L) < 5m
4
.If 3

4
w ≥ P (LayN1) > 1

2
w, then S(LayN1) > 1

4
mw and CreatePadding reates onebin of length w and one bin of length 3

4
w. If extra long jobs are not sheduled atthe end of the algorithm, then S(LayN1

⋃
padXL) > 3

4
mw. Sine L2

XL do not �t into
N2 free organizations, we have also S(L2

XL) > (N2 + 1
4
)mw. Thus we onlude thatthe extra long jobs are suessfully sheduled. Let us suppose now that the long jobsare not ompletely sheduled. If Q(padXL) ≥ 5m

9
then S(LayN1

⋃
padXL

⋃
padL) >

(1
4

+ 5
12

+ 1
3
)mw = mw. Otherwise, let L′

L denote the set of remaining jobs of L1
L justbefore the all to add. The area sheduled in the N2 last organizations is larger thanthe one sheduled in the optimal. If L′

L does not �t in padXL during the all to add,then Q(L1
XL + L′

L) > m and S(LayN1

⋃
padL

⋃
padXL

⋃
L′

L) > (1
4

+ 1
3

+ 1
2
)mw > mw.If 1

2
w > P (LayN1), CreatePadding reates two bins of length w. If N1 > 1, then

S(
⋃N1

i=1 Layi) > S(
⋃N1−2

i=1 Layi) + 5
4
mw > (N1 − 1)mw + 1

4
mw beause the �rst jobof LayN1 does not �t in the previous organization. Thus, if Q(L1

XL) > m then wehave S(
⋃N1

i=1 Layi

⋃
padXL) > N1mw and we onlude with Lemma 8.4. Otherwise,we have an empty bin in the sequene padXL and N2 free organizations available for

L1
L. Let L′

L be L1
L before the all to add. If add does not shedule L′

L in last then
Q(L1

XL)+Q(L′
L) > m and S(

⋃N1

i=1 Layi

⋃
L1

XL

⋃
L′

L) > (N1− 3
4
+ 1

3
+ 1

2
)mw > N1mw.If N1 ≤ 1 then we have two bins of length w in eah of the N organizations, whih isof ourse su�ient to pak L1

XL

⋃
L1

L.
�

8.4 From the prealloation to the �nal sheduleFrom now on, we suppose that the prealloation π0 is built. For eah organization
Oi, π0 indiates �rst a (possibly empty) sequene of high jobs ji

1, . . . , j
i
xi
that have to besheduled sequentially from time 0. Then, π0 ontains an ordered sequene of shelves

Shi
1, . . . , Shi

x′
i
. Moreover, the makespan of π0 is by onstrution less than 5w/2.Dé�nition 8.6. Let ui(t) be the utilization of organization Oi at time t, i.e. ui(t) is thesum of all the qj for any job j whih sheduled on organization i at time t. A sheduleis 1/2 ompat if and only if for every organization Oi there exists a time ti suh thatfor all t ≤ ti, ui(t) ≥ m/2 and ui restrited to t > ti is not inreasing.Let us now desribe the algorithm LSπ0 whih turns π0 into a 1/2 ompat shedule

π1 of I ′. We �rst de�ne the proedure Add_Asap(X, Oi) whih sans organization Oifrom time 0, and for every time t starts any possible job(s) in X that �t(s) at time t.The LSπ0 works as follows : for every organization Oi, pak �rst sequentially the highjobs ji
x for 1 ≤ x ≤ xi and then all Add_Asap(Shx, Oi) for 1 ≤ x ≤ x′

i.Lemma 8.7. The makespan of π1 is lower than the one of π0, and π1 is 1/2 ompat.110



Complexity 8.5Proof Let σi be a shedule in a (single) organization Oi (of makespan Ci), let X be aset of jobs and let σ′
i be the shedule (of makespan C ′

i) produed by Add_Asap(X, Oi).If σi is 1/2 ompat and if forall j ∈ X, qj ≤ m/2, then σ′
i is 1/2 ompat. The proof isstraightforward by indution on the ardinality of X. Moreover, if ∑

X qj ≤ m, then
C ′

i ≤ Ci + maxXpj beause in the worst ase all the jobs of X only start at time Ci.Using these two properties, we prove the lemma for every organization Oi by indutionon the number of all(s) to Add_Asap(Shx, Oi). �Remark 8.8. Notie that in Lemma 8.7 we do not take are of the partiular stru-ture whih ours when add reates two shelves of jobs of LL as depited Figure 8.2.However, it is easy to see that the proof an be adapted.Now that π1 is built, we add the small remaining jobs (I \ I ′) using a list algorithmthat sans all the organizations from time 0 and shedules as soon as possible any nonsheduled job. Let π denote the obtained shedule.Theroem 8.9. The makespan of π is lower than 5w/2.Proof The proof is by indution on the ardinal of I \ I ′. At the beginning, π1 is 1/2ompat, as proved in Lemma 8.7. Eah time a job j is sheduled by the list algorithm,the obtained paking remains 1/2 ompat beause qj ≤ m
2
. Thus it is lear that π is 1/2ompat.Let us assume that the makespan of π is due to a job j ∈ I \ I ′ that starts at time

s. As π is 1/2 ompat, this implies that when sheduling job j we had ti ≥ s for anyorganization i. Thus, we have S(I) >
∑N

i=1
ti
2
≥ N s

2
, implying that s < 2w, and thusthat the makespan of π is lower than 5w/2. �8.5 ComplexityPhase 1 an be implemented in O(Nn+n log(n)). Indeed, we �rst sort the high jobsin non inreasing order of their proessing times. Then, eah layer an be reated in

O(n). Phase 2 and phase 3 an also be implemented in O(Nn+n log(n)) by sorting thelong (and extra long) jobs in non inreasing order of their required proessors. Thus
π0 is onstruted in O(Nn + n log(n)).The LSπ0 algorithm an be implemented in O(n log(n)). Instead of sanning time bytime and organization by organization, this algorithm an be implemented by main-taining a list that ontains the set of �urrently� sheduled jobs. The list ontains3-tuples (j, t, i) indiating that job j (sheduled on organization i) �nishes at time t.Thus, instead of sanning every time from 0 it is su�ient to maintain sorted this listaording to the t values (in non dereasing order), and to only onsider at every stepthe �rst element of the list. Then, it takes O(log(n)) to �nd a job j0 in the appropriateshelf that �ts at time t, beause a shelf an be reated as a sorted array. It also takes
O(log(n)) to insert the new event orresponding to the end of j0 in the list.The last step, whih turns π1 into the �nal shedule an also be implemented in
O(n log(n)) using a similar global list of events. Notie that for any organization Oi,111



8 Approximating the non-ontiguous Multiple Organization Paking Problem [2℄there exists a ti suh that before ti the utilization is an arbitrary funtion stritly largerthan m/2, and after ti a non inreasing after. Sheduling a small job before ti wouldrequire additional data struture to handle the omplex shape. Thus we do not sheduleany small job before ti as it is not neessary for ahieving the 5/2 ratio. Therefore, weonly add those events that happen after ti when initializing the global list for this step.To summarize, for this step we only need to sort the small jobs in non inreasing orderof their required number of proessors, and then apply the same global list algorithm.The binary searh on w to �nd the smallest w whih is not rejeted an be donein O(log(npmax)) as all the proessing times an be assumed to be integers. Thus theoverall omplexity of the 5w/2 approximation is in O(log(npmax)n(N + log(n))).8.6 Toward better approximation ratiosIn this paper we provided a low ost 5/2-approximation algorithm using a new ap-proah. We disuss in this setion how the proposed approah an be used for reahingbetter approximation bounds. The approah an be summarized in the two followingmain steps. The �rst one onsists in onstruting a 1/2 ompat shedule π1 of the bigjobs I ′ by reating a pre-alloation π0 and �ompressing� it. Then, the remaining smalljobs (I \I ′) are added to π1 in a seond step using the lassial list sheduling algorithm
LS.We would like to reall the arguments that make our seond step easy to analyze,and see what ould be some other promising partitions. In our partition, the seondstep guaranties a makespan lower than 5w/2 beause :
• adding a job j with qj ≤ m/2 to a 1/2 ompat shedule with LS produes another

1/2 ompat shedule,
• if the makespan is due to a small job j0 that starts at time s0, then s0 ≤ 2w (sinethe shedule is 1/2 ompat), leading to a makespan lower than s0 + pj0 ≤ 5w/2.Let us now propose other partitions that ould be onsidered. We ould de�ne

I ′ = {j|qj > αmi or pj > βw} with appropriate values 0 < α < 1 and 0 < β < 1.Then, the previous steps beome :1. onstrut a pre-alloation π0 of I ′ (for instane based on shelves and layers) andmake sure that, when ompressed using LSπ0 , the obtained shedule π1 is 1− αompat (meaning that for every organization, the utilization is greater than
1− α, and then it is non-inreasing),2. add the small remaining jobs (I \ I ′) using LS.Thus, the makespan of jobs added in the seond step would be bounded by b = ( 1

1−α
+

β)w, implying that the makespan of the pre-alloation should also be bounded by b.For example, we an target a 7/3 ratio by only studying how to pre-alloate I ′ =
{j|qj > mi

2
or pj > w

3
}, or a ratio 2 by studying how to pre-alloate I ′ = {j|qj >

mi

3
or pj > w

2
}. Obviously, if the prealloation is built using again shelves and layers,the di�ulty will probably arise when merging the di�erent types of jobs (high, extralong or long ones for example), and will may be only need to handle more partiularases.Let us remark that this tehnique will not be easy to apply with (ontiguous)retangles, sine the property of 1/2 ompatness beomes hard to guarantee.112
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Chapitre 9Improvements of previous ratios forthe non-ontiguous ase
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.Marin bougeret‡, Pierre-François Dutot, and Denis TrystramLIG, Grenoble University, Franebougeret,dutot,trystram�imag.fr
‡This work is supported by DGA-CNRSAbstratIn this hapter we improve the results of Chapter 8 on the non ontiguous regular MultipleStrip Paking problem (denoted by MSPnc

r in the lassi�ation of Chapter 5). Using thepriniples introdued in Chapter 8 for the 5
2 -approximation algorithm, we derive a 7

3 ratio for
MSPnc

r , and a 2 (optimal) ratio for a speial ase of MSPnc
r where the width of any retangleis lower than half of 1

2 . Both algorithms run in O(log2(nhmax)N(n + log(n))), where hmax isthe maxium height of the retangles.



Introdution 9.19.1 IntrodutionIn this hapter we study the non ontiguous regular Multiple Strip Paking(MSP nc
r ) problem, a generalization of the well-known Strip Paking problem. For agiven set of retangles L = {r1, . . . , rn} having arbitrary heights, and widths lower orequal than 1, the goal is to �nd a non-overlapping orthogonal paking without rotationsinto N ∈ N strips [0, 1]× [0,∞), minimizing the maximum height of the strips. We areinterested in the non-ontiguous version of this problem where a retangle an be splitinto several retangles of same height, that must be alloated in the same strip and atthe same level. The main appliation of this non-ontiguous version is the makespanminimization when sheduling parallel jobs on a multi-luster environment, where thewidth of the strips orresponds to the number of proessors of lusters, the width of aretangle (job) orresponds to the number of proessors required by the job, and thelength of a retangle orresponds to the proessing time. In this sheduling ontext,there is no need to have a onstraint that fores to use ontiguous indexes of proessors.Related Work. As shown in [Zhuk, 2006℄ using a gap redution from the 2 partitionproblem, this problem is 2-inapproximable in polynomial time unless P = NP, evenfor N = 2.The main previous positive results are mainly a (fast) 3-approximation algorithmfor MSP nc

d in [Shwiegelshohn et al., 2008℄, and an 2 + 2ǫ-approximation algorithmfor MSP
nc/c
r obtained in [Ye et al., 2009℄ using simply as "blak boxes" a PTAS forlassial sequential job sheduling problem (P ||Cmax) with preision ǫ, and the strippaking algorithm of [Steinberg, 1997℄ on eah strip.In our previous works, we provided in [Bougeret et al., 2009℄ (see Chapter 7) aostly 2-approximation and an AFPTAS for the MSP

nc/c
r , and a 5/2-approximation(running in O(log2(nhmax)N(n + log(n)))) for MSP nc

r in Chapter 8 (see Chapter 8).Contributions. In this paper we improve our previous ratios following the ideassuggested in Chapter 8. We obtain a 7/3-approximation for the MSP nc
r , and a 2-approximation for a restrition of the MSP nc

r where all the retangles have a widthlower than 1/2. Both algorithms run in O(log2(nhmax)N(n+ log(n))), where hmax is themaximum height of the retangles.As this restrition of MSP nc
r is still 2-inapproximable (see Setion 9.4) and theproposed algorithm is very fast, this result is somehow the best possible.Main notations. Given a retangle rj , let wj and hj be respetively the width andthe height of rj , and let s(rj) = wjhj be the surfae of rj . We extend these notationsto W (X), H(X) and S(X) with X a set of retangles.9.2 General priniples9.2.1 PreliminariesA layer is a set of retangles paked one on top of the other in the same strip (asdepited Figure 9.1). The height of a layer Lay is H(Lay), the sum of the height of all117



9 Improvements of previous ratios for the non-ontiguous asethe retangles in Lay. A shelf is a set of retangles that are paked in the same strip,suh as the bottom level of all the retangles is the same. Even if it is not relevant forthe non-ontiguous ase, we onsider for the sake of simpliity that in a shelf, the rightside of any retangle (exept the right most one) is adjaent to the left side of the nextretangle in the shelf. Given a shelf sh (sh denotes the set of retangles in the shelf),the value W (sh) is alled the width of sh. Paking a shelf at level l means that all theretangles of the shelf have their bottom at level l. A bin is a retangular area that anbe seen as reserved spae in a partiular strip for paking retangles. As a bin alwayshas width 1, we de�ne a bin by giving its height hb, its bottom level lb and the index
ib of the strip it belongs to. Paking a shelf sh in a bin b means that sh is paked instrip Sib at level lb. Moreover we always guarantee that the height of any retangle of
sh is lower than hb.
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Fig. 9.1: Example of a layer, a shelf, a bin and of the utilization funtion. sh is pakedin b.The utilization uπ
i (l) of a paking π in strip Si at level l (sometimes simply denotedby u(l) or ui(l)) is the sum of the width of all the retangles paked in Si that ut thehorizontal line-level l (see Figure 9.1). Of ourse we have 0 ≤ uπ

i (l) ≤ 1 for any l and i.Let us now desribe three useful proedures. The CreateLayer(X, h) proedurereates a layer Lay (using retangles of X) of height at most h, using a Best Fit(aording to the height) poliy (BFH). Thus, CreateLayer(X, h) adds at eah stepthe highest retangle that �ts. Of ourse, the layer produed by the proedure is suhthat H(Lay) ≤ h. Moreover, notie that we will always pak the layers in the strips withnarrowest retangles on the top. The CreateShelf(X, w) reates a shelf sh (usingretangles of X) of width at most w, using the Best Fit (aording to the width) poliy(BFW). Thus, CreateShelf(X, w) adds at eah step the widest retangle that �ts.Of ourse, the shelf produed by the proedure is suh that W (sh) ≤ w. Throughoutthe paper, we onsider that the sets of jobs used as parameters in the algorithms aremodi�ed after the alls. Finally, the proedure GreedyPack(X, seq) (where seq is anordered sequene of bins) reates for eah empty bin b ∈ seq a shelf of retangles of
X using CreateShelf(X, 1) and paks it into b. This proedure returns the last bin inwhih a shelf has been reated, or null if no shelf is reated. Notie that we will alwaysuse sequene of bins that have the same height hb, and suh that maxrx∈Xhx ≤ hb.118



General priniples 9.2Let us now state a standard lemma about the e�ieny of the �best �t� poliies.Lemma 9.2. Let Sh denote the shelf reated by CreateShelf(X, w). If the k widestretangles of X are added to sh, then W (Sh) > k
k+1

w.Proof Let x be the ardinality of X. Let us assume that wi ≥ wi+1 for 1 ≤ i < x.Let i0 ≥ k + 1 be the �rst index suh that ri0 is not in Sh. Let a = Σi0−1
i=1 wi. We have

W (Sh) ≥ a ≥ (i0 − 1)wi0 > (i0 − 1)(w − a) leading to a > i0−1
i0

w ≥ k
k+1

w. �Finally, let us reall two useful results that are used to laim that a set of retangles(of height at most v) select of total surfae at most 7v
6
an be paked in one strip witha height at most 7v

3
.Theroem 9.3 ([Steinberg, 1997℄). Let L = {r1, . . . , rn} be a set of retangles. Let

wmax = maxjwj and hmax = maxjhj. If wmax ≤ u, hmax ≤ v and
2S(L) ≤ uv −max(2wmax − u, 0)max(2hmax − v, 0)then it is possible to pak L (in time O(nlog2(n)/log(log(n))) in a retangular box ofwidth u and height v.Notie also that in our partiular ase of non-ontiguous paking, we an simplyuse the Widest First algorithm (that runs in O(nlog(n))) that sans strip from level 0and paks for every level the widest possible remaining retangle. Indeed, let us reallthe following simple lemma (proved in Chapter 10)Lemma 9.4. Let X be a set of retangles suh that S(X) ≤ αv, with α ≥ 1. Let vsuh that for all j ∈ X, hj ≤ v. Then, the Widest �rst algorithm paks X in a stripwith a height lower than 2αv.9.2.2 Disarding tehnique applied to non-ontiguous multiplestrip pakingIntrodutionDisarding tehniques are ommon for solving paking/sheduling problem. As men-tioned before, the idea is to de�ne properly a set of �small� items (retangles here),and to prove that adding these small items only at the end of the algorithm will notdegrade the approximation ratio. Thus, the e�ort an be foused on the remaining�large� items. In this setion we use an adaptation of this general tehnique to theontext of non-ontiguous multiple strip paking. As usual, the set of big retangles

I ′(α, β) ⊂ I depends on parameters (α and β here) that we hose, and the larger theset I ′(α, β) we an handle, the better the approximation ratio will be (as the remainingsmall retangles beome really negligible).De�nitionIn order to partition retangles aording to their height, we need to use the well-known dual approximation tehnique [Hohbaum and Shmoys, 1988℄, and we denote119



9 Improvements of previous ratios for the non-ontiguous aseby v the guess of the optimal value. Given an instane I, let LWD = {wj > α} be theset of wide retangles, LH = {rj > βv} be the set of high retangles, and I ′ = LWD∪LHbe the set of big retangles, with 0 < α < 1 and 0 < β < 1. Let r(α, β) = ( 1
1−α

+ β)be the approximation ratio we target (the origin of this formula will be explained inLemma 9.10). We also need the following de�nition.Dé�nition 9.5. A paking is x-ompat (see Figure 9.6) if and only if for every strip
Si there exists a level li suh that for all l ≤ li, ui(l) > x and ui restrited to l > li isnon-inreasing.Let us now desribe the three main steps of our approah. Notie that what weall a prealloation is a "normal" paking (i.e. that de�ne the bottom level of eahretangle, whih is su�ient) that is based on simple strutures like shelves and layers.a) onstrut a prealloation π0 of I ′ that �ts in r(α, β)vb) turn π0 into a (1 − α)-ompat paking π1 (of height lower than height(π0))using the list algorithm LSπ0 (see Lemma 9.8)) add the small remaining retangles (I \ I ′) using LS (see Lemma 9.10)

l3 = l4

l1

l2

α

≤ α

≤ βv
rj

S1 S2 S3 S4Fig. 9.6: Example showing why step ) is simple : adding as soon as possible a smallretangle rj (having hj ≤ βv and wj ≤ α) to a (1−α) paking annot exeed v( 1
1−α

+β).The li values are de�ned aording to De�nition 9.5.Step a) is the most di�ult one. Thus, Setions 9.3 and 9.4 are entirely devoted tothe onstrution of π0 (for (α, β) equal to (1
2
, 1

3
) and (1

3
, 1

2
), respetively). Of ourse,building the prealloation beomes harder when α and β are small, as the number ofretangle of I ′ inreases and r(α, β) dereases. Roughly speaking, the simple shapes ofretangles of I ′ allows us to onstrut π0 with a simple struture. We will denote by πi

0the set of retangles paked by π0 in Si.DetailsWe now prove that applying steps b) and ) leads to a r(α, β) ratio. We start bystudying how to ompat the prealloation. Given π0, we have to repak I ′ = LWD∪LHin a (1− α)-ompat paking.120



General priniples 9.2

Retangles of I \ I ′ added in step )π1 : retangles of I ′ ompated during step b)

Retangles added by BuildPrealloation line 27

r0

7v
3

7v
3

Phase 1 Phase 2 Phase 3

r0

Step b) and )

Step a) : the prealloation π0 of I ′Retangles added by BuildPrealloation between line 15 and 18

Fig. 9.7: Example of the overall algorithm with α = 1
2
and β = 1

3
. Notie that duringphase b), r0 is paked in a non ontinuous way.The paking of LWD is straightforward, as we only pak retangles of LWD astheir were prealloated. Remind that we only use an α equal to 1

2
or 1

3
, and as theprealloation of LWD is simply based on layers starting at level 0. More preisely,with α = 1

2
(when wide retangles have a width stritly larger than half of the strip)retangles of LWD are prealloated in layers (with the narrowest retangles on thetop) from level 0, whih is 1

2
-ompat. The ase where α = 1

3
, used in Setion 9.4for the restrition of MSP nc

r where wj ≤ 1
2
for any j, is also simple. In this ase ourprealloation paks one or two layers (again with the narrowest retangles on the top)of retangles of LWD in the same strip in "parallel", whih is 2

3
-ompat.We now study in Lemma 9.8 how to repak I ′ \ LWD ⊂ LH .Lemma 9.8 (Step b)). Let π0 be the prealloation of I ′ onstruted in Step a). Let

π′
0 = π0 ∩ LWD denote π0 when keeping only retangles that of LWD. As desribedbelow, we already have a (1−α)-ompat paking π̂1 of retangles of LWD suh that forany strip Si and level l we have

ucπ1
i (l) = u

π′
0

i (l)Then, we an omplete π̂1 into a (1 − α)-ompat paking π1 of I ′, suh that theheight of π1 is lower or equal to the height of π0. 121



9 Improvements of previous ratios for the non-ontiguous aseProof Let us de�ne the LSπ0 algorithm that adds retangles of I ′ \ LWD. Let usonsider a single strip Si. Let πi
0 denote π0 restrited to Si, and π̂i

1 denote π̂1 restritedto Si. Let X = {r1, . . . , rp} be the set of prealloated retangles of I ′ \ LWD that wehave to add to Si. We assume that lvl(j) ≤ lvl(j + 1), where lvl(j) is the bottom levelof rj in π0.For our onsidered strip Si, the LSπ0 algorithm exeutes AddAsap(rj, π̂i
1), for 1 ≤

j ≤ p, where AddAsap(r, π̂i
1) adds retangle r to π̂1 (in Si) at the smallest possiblelevel. Notie �rst that adding with AddAsap a retangle rj with wj ≤ α to a (1− α)-ompat paking reates another (1− α)-ompat paking. Thus it is lear that π1 is

(1− α)-ompat.For any 1 ≤ j ≤ p, let (π̂i
1, j) denote the paking in Si just before adding rjwith AddAsap, and let (πi′

0 , j) denote the paking πi
0 ∩ (LWD ∪ {r1, . . . , rj−1}). Let usprove by indution on j ∈ {1, . . . , p} that u(cπi

1,j)(l) ≤ u(πi′

0 ,j)(l), for any l ≥ lvl(j). Thehypothesis of the Lemma gives the property for j = 1. Let us suppose that the propertyis true for j, and prove it for j + 1. Let l ≥ lvl(j + 1). The indution property for rank
j implies that rj is added by AddAsap at a level lower or equal to lvl(j). Thus, if rjintersets l in (π̂i

1, j + 1), then it also ours in (πi′

0 , j + 1). Thus in this ase we have
u(cπi

1,j+1)(l) = u(cπi
1,j)(l) + wj

≤ u(πi′

0 ,j)(l) + wj

= u(πi′

0 ,j+1)(l)If rj does not interset l in (π̂i
1, j), then learly u(cπi

1,j+1)(l) = u(cπi
1,j)(l) ≤ u(πi′

0 ,j)(l) ≤
u(πi′

0 ,j+1)(l)Thus we proved that for any 1 ≤ j ≤ p we have u(cπi
1,j)(l) ≤ u(πi′

0 ,j)(l) for any
l ≥ lvl(j), implying that every rj is added by AddAsap at a level lower or equal to
lvl(j). Thus, the height of π1 is lower or equal to the height of π0

�Remark 9.9. Notie that in this proof we only need (before adding retangles of I ′ \
LWD) that ucπ1

i (l) ≤ u
π′
0

i (l), for any l ≥ lmin
i , where lmin

i is the smallest bottom level ofa retangle of I ′ \ LWD prealloated in π0 in strip Si.We now prove in Lemma 9.10 that after adding retangles in step ), the height ofthe paking do not exeed r(α, β)v = ( 1
1−α

+ β)v. This explains why the height of thepre-alloation should also be bounded by r(α, β)v.Lemma 9.10 (Step )). Let π1 be a (1 − α)-ompat paking of I ′. Adding to π1retangles of I \ I ′ with a List Sheduling algorithm (LS) leads to a paking π havingheight lower than max(height(π1), v( 1
1−α

+ β)).Proof The LS algorithm sans all the strips from level 0, and at any level adds anyretangle of I \ I ′ that �ts. Notie that the �nal paking π is (1 − α)-ompat, sinewe add retangles rj with wj ≤ α.122



A 7
3
-approximation 9.3Let us assume that the height of π is due to a retangle rj ∈ I \I ′ that starts at level

s. This implies that when paking rj we had li ≥ s for any strip i (with li de�ned asin De�nition 9.5). We reall that we have aording to this de�nition ui(l) > 1− α forany l ≤ li. Thus, we have S(I) >
∑N

i=1 li(1−α) ≥ N(1−α)s, implying that s < v 1
1−α

,and thus that of height of π is lower or equal to s + maxj∈I\I′hj ≤ v( 1
1−α

+ β). �Thus, we target in Setion 9.3 a 7
3
ratio by hoosing α = 1

2
and β = 1

3
, and a 2 ratio(for a partiular ase) in Setion 9.4 by hoosing α = 1

3
and β = 1

2
.9.3 A 7

3
-approximation9.3.1 De�nition of the onsidered partitionConforming to the idea presented in Setion 9.2.2, we de�ne several speial setsof retangles. We do not only de�ne the set of high retangles as {rj|hj > v/3} as forexample we have to treat di�erently "extra high" retangles having height larger than

2v/3 and "medium" retangles having height between v/3 and v/2.
• let LWD = {rj |wj > 1/2} be the set of wide retangles
• let LXH = {rj |hj > 2v/3} be the set of extra high retangles
• let LH = {rj|2v/3 ≥ hj > v/2} be the set of high retangles
• let LM = {rj|v/2 ≥ hj > v/3} be the set of medium retangles
• let LB = LWD ∩ (LXH ∪ LH ∪ LM) be the set of huge retangles
• let I ′ = LWD ∪ LXH ∪ LH ∪ LM

• let ¯LXH = LXH \ LWD, and let L̄H and L̄M be de�ned in the same wayAording to our framework, it is su�ient to provide a 1
2
-ompat prealloation forretangles of I ′. Conforming to the dual approximation tehnique, we will prove thateither we pak I with a resulting height lower than 7v/3, or v < Opt. Notie that forthe sake of simpliity we did not add the �rejet� instrutions in the algorithm. Thuswe onsider in all the proof that v ≥ Opt, and it is impliit that if one of the laimedproperties is wrong during the exeution, the onsidered v should be rejeted.9.3.2 Counting the width of paked retanglesWe start by giving a bound on the total width of extra high, high and mediumretangles.Lemma 9.11. If v ≥ Opt, then

• W (LXH) + W (LH) ≤ N
• 2W (LXH) + W (LH) + W (LM) ≤ 2N .Proof Let us suppose that I an be paked in v. Let us onsider an arbitrary pakingof height at most v in a strip Si. What we all "absissa l", with l ∈ [0, 1], is the in�nitevertial slie of the strip loated at l, onsidering that the left part of the strip is atabsissa 0 and the right part at absissa 1. If we were using sheduling voabulary,absissa l would orrespond to the "ativity" of proessor l, with l ∈ {1, . . . , m} (stripwould have m proessors instead of having a width 1). 123



9 Improvements of previous ratios for the non-ontiguous aseLet xXH be the number of retangles paked in Si that ut absissa l. Again, insheduling voabulary xXH would be the number of jobs of LXH that are proessedby proessor l. We de�ne xH and xM in the same way. Let h be the total height ofretangles paked in Si at absissa l. By our assumption we have h ≤ v. Moreover, wehave h > xXH
2v
3

+ xH
v
2

+ xM
v
3
. This implies 4xXH + 3xH + 2xM < 6, and sine theleft member of the inequality is an integer we even get 4xXH + 3xH + 2xM ≤ 5. Fromthis we dedue 2xXH + xH + xM ≤ 5

2
and xXH + xH ≤ 5

3
. Again, as the left member ofeah inequality is an integer, we get 2xXH + xH + xM ≤ 2, and xXH + xH ≤ 1. Then,by summing over all the absissas and strips we get the desired result. �We will sometimes use the bounds of Lemma 9.11 to prove that I ′ must be pakedby ounting the total width of extra high, high and medium retangles paked bythe algorithm. Given a paking πi (of one strip), let us de�ne funtions f i suh that

f 1(πi) = W (πi ∩ LXH), f 2(πi) = W (πi ∩ LH) and f 3(πi) = W (πi ∩ LM). We an nowde�ne the notion of dominating paking.Dé�nition 9.12. A paking in one strip (or simply a set) πi is dominating i� 2f 1(πi)+
f 2(πi) + f 3(πi) > 2. A paking π = (π1, . . . , πx) of x strips is dominating i� all the πiare dominating.Remark 9.13. This notion of domination must not be onfused with area domination.We will say a paking πi is "area-dominating" i� S(πi) > v.We now state Lemma 9.14 that shows why dominating paking are interesting.Lemma 9.14. Let π be a dominating paking of I ′ in x strips. Then x < N .Proof We have 2N ≥ 2W (LXH) + W (LH) + W (LM) = 2

∑x
i=1 W (LXH ∩ πi) +∑x

i=1 W (LH ∩ πi) +
∑x

i=1 W (Lm ∩ πi) =
∑x

i=1(2f
1(πi) + f 2(πi) + f 3(πi)) > 2x. �Finally, let us show how to reate a dominating paking in a free strip.Lemma 9.15. If we do not run out of retangles, it is always possible to reate adominating paking in a free strip, using retangles of I ′ \ LWD.Proof Let us onsider a strip i. If ¯LXH is suh that W ( ¯LXH) > 1, then we just reatetwo shelves sh1 and sh2 (suh that W (sh1) + W (sh2) > 1) using retangles of ¯LXH ,that we pak at level 0 and v. This paking is dominating.Otherwise (see Figure 9.16), we pak ¯LXH in one shelf shXH at level 0. Then, wereate a shelf sh1 by adding greedily (in any order) remaining retangles of I ′ \ LWDat level 0, until a retangle r1 does not �t. We pak r1 at level v. Notie that we have

W (sh1) + w1 > 1 −W ( ¯LXH). As r1 /∈ ¯LXH we know that the top of r1 is at level atmost 5v
3
.Then, we reate a shelf sh2 by adding greedily (in any order) remaining retanglesof I ′ \ LWD (that belong to L̄H ∪ L̄M) at level 5v

3
, until a retangle r2 does not �t.Finally, r2 is paked at level v (r1 and r2 both �t at level v as we onsider retanglesof I ′ \ LWD). Notie that we have W (sh2) + w2 > 1.124



A 7
3
-approximation 9.3
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5v
3

Fig. 9.16: Example of a dominating paking built in Lemma 9.15.The paking is dominating sine
2f 1(πi) + f 2(πi) + f 3(πi) ≥ 2W ( ¯LXH) + W (sh1) + w1

+W (sh2) + w2

> 2 + W ( ¯LXH)

�9.3.3 Desription of the algorithmWe now desribe the algorithm that builds the prealloation π0 of the retangles of
I ′. Remind that πi

0 denotes the set of retangles paked in Si. The desription of the
BuildPreallocation is in Algorithm 2, Page 126, and uses several Lemmas that aredetailed later. Notie that there is one speial ase in phase 3 where we pak all theretangles of I, and not only the one in I ′.To prove that Algorithm 2 paks I ′ (or even sometimes I), we will either use area-domination (i.e. area argument) or domination (i.e. ounting argument). Thus, the keyideas of this algorithm are the following.
• A paking of a strip must be area-dominating or dominating.
• Paking reated in phase 1 are dominating, and sometimes area-dominating.
• Paking reated in phase 2 are dominating and always area-dominating.
• The ondition |LWD ∩ LH | < 2 in phase 3 is important, as only using highest�rst order (when alling the proedure CreateLayer) on LWD ould produepaking that are neither area-dominating nor dominating (if for example the onlyremaining retangles of LWD∩LH have width 1

2
+ ǫ and height 2v

3
−2ǫ, only threesuh retangles ould be paked in a strip). Thus the speial ase where a lot ofretangles of LWD ∩LH remain after phase 2 is handled easily as it implies (dueto our "while ondition" in phase 2) that W ( ¯LXH) ≤ 1 and W (L̄H ∪ L̄M) ≤ 3

2
.Let us now prove the feasibility of the di�erent phases of Algorithm 2. Notiethat it is obvious that phase 1 stops, and that phase 1 uses at most ⌊N

2
⌋ strips as

|LXH ∩ LWD| ≤ N . 125



9 Improvements of previous ratios for the non-ontiguous ase
Algorithm 2 BuildPrealloation1: i← 02: ���������- phase 1 ���������-3: while |LWD ∩ LXH | ≥ 2 do4: i← i + 15: Layi = CreateLayer(LWD, 7v/3)6: Pak Layi in Si with the narrowest retangles on the top7: end while8: ���������- phase 2 ���������-9: while (|LWD ∩ LH | ≥ 2) and (W ( ¯LXH) > 1 or W (L̄H ∪ L̄M ) > 3

2
) do10: i← i + 111: Create a paking πi in Si suh that πi is dominating (see De�nition 9.12) and

S(πi) > v (See Lemma 9.17)12: end while13: ���������- phase 3 ���������-14: few_high← (|LWD ∩ LH | < 2)15: while LWD is not empty do16: i← i + 117: Layi = CreateLayer(LWD, 7v/3)18: Pak Layi in Si with the narrowest retangles on the top19: end while20: if few_high = true then21: if (S(πx) ≥ v for any x ≤ i− 1) then //in this ase we even pak I22: for l = i + 1 to N do23: pak in Sl an area of retangles of I greater than v (if there is enoughremaining retangles) using Lemma 9.1924: end for25: pak in Si all the remaining retangles of I and the retangles already ontainedin Si using Steinberg's (or Widest First) algorithm (see Lemma 9.21).26: else27: pak all the remaining retangles of I ′ using Lemma 9.2228: end if29: else //W ( ¯LXH) ≤ 1 and W (L̄H ∪ L̄M) ≤ 3
230: pak all the remaining retangles of I ′ using Lemma 9.2431: end if

126



A 7
3
-approximation 9.39.3.4 Feasibility of phase 2Lemma 9.17 (Feasibility of Line 11). Let us suppose that (|LWD ∩ LH | ≥ 2) and((W ( ¯LXH) > 1 or (W (L̄H ∪ L̄M ) > 3

2
)). Then, it is possible to reate a paking πi suhthat πi is dominating and S(πi) > v.Proof Let r1 and r2 in LWD ∩ LH , with w1 ≥ w2. We pak r1 and r2 right justi�ed,with r1 at level 0 and r2 at level h1. Notie that v < h1 + h2 ≤ 4v

3
.Let us proeed by ase analysis, and �rst suppose that W ( ¯LXH) > 1. In this ase wereate a shelf sh1 using CreateShelf( ¯LXH , 1), and we pak it at level 4v

3
. Then, we tryto pak a retangle rx ∈ ¯LXH\sh1 at level 0. Notie that W (sh1) ≥ 2wx as CreateShelfuses the Widest First order. If rx �ts then S(πi) > (h1 + h2)

1
2

+ 2v
3
(W (sh1) + wx) >

v
2

+ 2v
3

> v. Moreover, 2f 1(πi) + f 2(πi) + f 3(πi) ≥ 2f 1(πi) > 2. If rx does not �t, thenwe get W (sh1) ≥ max(2wx, 1− wx). Then, we get
S(πi) > h1(1− wx) + h2

1

2
+

2v

3
W (sh1)

> h1(1− wx) + (v − h1)
1

2
+

+
2v

3
max(2wx, 1− wx)

= h1(
1

2
− wx) +

v

2
+

2v

3
max(2wx, 1− wx)

>
3v

4
+ max(

5wxv

6
,
2v

3
− 7wxv

6
)

wx= 1
3

>
3v

4
+

5v

18
> vMoreover, 2f 1(πi) + f 2(πi) + f 3(πi) ≥ 2W (sh1) + w1 + w2 > 2W (sh1) + 1, and as

W (sh1) > 2
3
we get 2W (sh1) + 1 > 2.

2v
3

4v
3

11v
6

L̄M

L̄H

r2

r1

r
′
1

r
′
2

Fig. 9.18: Example of paking built in phase 2 when W (L̄H ∪ L̄M ) > 3
2
.Let us now suppose that W (L̄H ∪ L̄M) > 3

2
(as depited Figure 9.18). In this asewe reate at level 0 (using retangles of L̄H ∪ L̄M ) a shelf sh1, using a highest �rst127



9 Improvements of previous ratios for the non-ontiguous aseorder. Let r′1 be the �rst retangle that does not �t. We pak r′1 right justi�ed at level
4v
3
. Then we reate at level 2v

3
a seond shelf sh2 using again a highest �rst order.Let r′2 be the �rst retangle that does not �t. We pak r′2 right justi�ed at level 4v

3
. Atthis stage the paking is already dominating as f 2(πi) + f 3(πi) > 2.We now prove that we an get an area dominating paking. Notie �rst that if wepak all retangles L̄H ∪ L̄M , then S(πi) > v

2
+ 3

2
v
3

= v.If r′2 ∈ LH , then S(πi) > 2v
2

= v. If r′2 ∈ LM and r′1 ∈ LH , then all the remainingretangles are in L̄M . Thus, we reate sh3 using CreateShelf(L̄M , 1 − w′
1), and wepak sh3 left justi�ed at level 11v

6
. Notie that we pak sh3 left justi�ed as we annotstak r1, r2, r′1 and sh3. Moreover, as we suppose that we do not pak all retangles of

L̄H ∪ L̄M , we get W (sh3) >
1−w′

1

2
> 1

4
. In this ase we get

S(πi) > (w1 + W (sh1) + w′
1)

v

2
+ w2

v

2

+(W (sh2) + w′
2)

v

3
+ W (sh3)

v

3

>
v

2
+ w2

v

2
+ (1− w2)

v

3
+

v

12whih leads for w2 = 1
2

to v. If r′2 and r′1 are in LM , we reate sh3 using
CreateShelf(L̄M , 1), and we pak sh3 right justi�ed at level 11v

6
. Thus, if all the ret-angles are not paked, we have W (sh3) > 2

3
. Then, we get S(πi) > (w1 + w2)

v
2

+ (1−
w1 + 1− w2)

v
3

+ 2
3

v
3
whih leads for w1 = w2 = 1

2
to S(πi) > v.

�9.3.5 Feasibility of phase 3We start by proving Lemma 9.19 that shows how to pak a area larger than v in afree strip.Lemma 9.19 (Feasibility of Line 23). It is always possible (if we do not run out ofretangles) to pak an area of retangles of I \ LWD greater than v, in an empty strip
Sl and with a height at most 7v

3
.Proof Let select be an empty set. We add to select some retangles (in non inreasingorder of their surfae) until S(select) ≥ v or I\LWD is empty. Let select = {r1, . . . , rp},with S(rj) ≥ S(rj+1). If S(select) ≤ 7

6
v, we know aording to Steinberg algorithm (orsimply using the Widest First algorithm, see Setion 9.2.1) that select an be pakedwith a height at most 27/6v.Let us now suppose that S(select) > 7

6
v (see Figure 9.20). This implies that thelast retangle rp added to select has a surfae stritly larger v

6
(otherwise the algorithmwould have stopped before), and thus S(rj) > v

6
for all j. Moreover, we get p ≤ 6,

hj > v
3
(as rj /∈ LWD), and wj > 1

6
for all j ∈ {1, . . . , p}.Notie that for p ≤ 4 the lemma is straightforward as two shelves are su�ient topak select. Moreover, if four retangles of select �t in one shelf, then the lemma is alsoproved as there is at most two remaining retangles that �t in a seond shelf. Thus, we128



A 7
3
-approximation 9.3onsider now that p ≥ 5, and we re-sort retangles aording to their width, implyingnow wj ≥ wj+1.If w1 + w2 + w3 ≤ 1 then w4 + w5 + w6 is also lower than 1 and two shelves aresu�ient.Let us �rst onsider the ase where w1 +w2 +w3 > 1 and w3 +w4 +w5 ≤ 1. In thisase it is possible to pak select \ r6 in two shelves sh1 and sh2, with sh1 = {r1, r2}and sh2 = {r3, r4, r5}. Then, we pak sh1 at level 0 and the retangles of sh2 top rightjusti�ed, suh that the highest retangles are on the right side (see Figure 9.18). Then,we pak r6 right justi�ed at level l6 := min{l|w6 proessors are idle in Sl} = min(h1, h2).Let rj0 be the shortest (with the smaller hj) retangle of sh2. If r6 intersets sh2, itimplies that r6 intersets rj0.Thus, with γ = S(select \ {r6}) we have :

γ ≥ l6(1− w6)

+(
7

3
v − l6 − h6)(W (sh2)− (1− w6) + (1− w6))

> l6(1− w6)

+(
4

3
v − l6)(1− w6) +

v

3
(W (sh2)− (1− w6))

>
4v

3
(1− w6) +

v(4w6 − 1)

3
as W (sh2) > 3w6

= vwhih is a ontradition. Thus in this ase r6 must �t.Let us now onsider the ase where w1 +w2 +w3 > 1 and w3 +w4 +w5 > 1. Notiethat we have then :1. wj > 1
3
for 1 ≤ j ≤ 32. w3 + w4 > 2

33. hmin ≤ 3v
5

with hmin = Minj∈{1,...,5}4. ∑4
j=1 hj < 3vThe �rst inequality is true as for 1 ≤ j ≤ 3, 3wj ≥ w3 + w4 + w5 > 1. If the seondone were false we would have 2w4 ≤ w3+w4 ≤ 2

3
and thus w3+w4+w5 ≤ w3+2w4 ≤ 1.The third one is true sine v > S(∪5

j=1rj) ≥
∑5

j=1 wjhmin > 5
3
hmin. The last one is truesine

v > S(∪4
j=1rj)

≥ (h1 + h2 + h3)w3 + h4w4

= (h1 + h2 + h3 − h4)w3 + h4w3 + h4w4

> (h1 + h2 + h3 − h4)
1

3
+

2

3
h4

=
1

3
(h1 + h2 + h3 + h4)Let us start supposing that p = 5. In this ase we reate two layers Layi using

CreateLayer({r1, . . . , r5}, 7v
3
), that are paked at level 0. Then we repak this layerssuh that the narrowest retangles are on the top, implying that the utilization u129



9 Improvements of previous ratios for the non-ontiguous asefuntion of the strip is dereasing. Aording to inequality 4 we get ∑5
j=1 hj < 4v. As

hmin ≤ 3v
5
, we get H(Lay1) ≥ 7v

3
− 3v

5
> 5v

3
and thus H(Lay2) ≤ 4v − 5v

3
≤ 7v

3
.It remains now to handle the ase where p = 6. Notie that if w6 > 1

3
then ∑6

j=1 hj <

4v (as v > S(∪5
j=1rj) > 1

3

∑5
j=1 hj) and as before the two layers are su�ient. Thus,we onsider that w6 ≤ 1

3
. For p = 6 we have h1 + h2 + h3 ≤ 2v, sine v > S(∪5

j=1rj) >
1
3
(h1 + h2 + h3) + S(r4) + S(r5) > 1

3
(h1 + h2 + h3) + 2v

6
, implying min1≤j≤3hi ≤ 2v

3
(as

h1 + h2 + h3 ≤ 2v).If w6 ≤ 1
4
, then we use the same algorithm as for p = 5, and then we add r6 atlevel 4v

3
. Retangle r6 must �t, otherwise u(4v

3
) > 3

4
and thus S(∪5

j=1rj) > u(4v
3
)4v

3
> v.Thus, we onsider now that 1

3
≥ w6 > 1

4
.

sh2

sh1

r6

l6

h6 w3 + w4 + w5 ≤ 1

w1 + w2 + w3 > 1
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3
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3

lay1

r6

lay2

1

3
≥ w6 > 1

4

w4 > 1

3

w3 + w4 + w5 > 1

w1 + w2 + w3 > 1

Fig. 9.20: Example of two possible paking built in Lemma 9.19.If w4 > 1
3

(see Figure 9.20), we reate (at level 0) a layer lay1 using
CreateLayer({r1, . . . , r4}, 7v

3
) and a layer lay2 ontaining all the remaining retan-gle exept r6. We repak this layers suh that the narrowest retangles are on the top,implying that the utilization u funtion of the strip is dereasing. Then, we add r6 atlevel 4v

3
. If {r1, . . . , r4} all �t in lay1 then it is lear that r6 �ts in 7v

3
(as lay2 = {r5}).130



A 7
3
-approximation 9.3Otherwise, let us �rst see why lay2 �ts :

H(lay2) ≤
5∑

j=1

hj −H(lay1)

≤ 4v −H(lay1) aording to 4)
< 4v − 5v

3
as min1≤j≤3hi ≤

2v

3If r6 does not �t, we have u(4v
3
) > 2

3
, and thus

S(∪5
j=1rj) > u(

4v

3
)
4v

3
+ (min1≤j≤4wj)(H(lay1)−

4v

3
)

>
8v

9
+

1

3

v

3
= vFinally, if w4 ≤ 1

3
(implying ∑6

j=4 wj ≤ 1), we reate one shelf at level 0 with
{r4, r5, r6}, and two layers Lay1 and Lay2 using CreateLayer({r1, r2, r3}, 4v

3
),that we pak at level v. Thus, given that H(Lay1) > 1

2
4v
3
, we have

H(Lay2) ≤ h1 + h2 + h3 − H(Lay1) ≤ 2v − H(Lay1) ≤ 4v
3

and thus all theretangles �t. �It remains now to study how to �nish paking all the retangles in ases desribedLines 25, 27 and 30. Remind that in ase desribed Line 25 we pak all the retanglesof I, and not only I ′.Lemma 9.21 (First end of Algorithm 2). In the ase Line 25, it is possible to pak allthe remaining retangles of I.Proof Let i0 be the value of i Line 19 when all wide retangles are paked. We haveby de�nition here S(πx) ≥ v, for any x ≤ i0− 1. Let X be the set of remaining retan-gles and X ′ = πi0 , at the beginning of Line 25. We will prove that S(X ∪X ′) ≤ v, andthus Steinberg algorithm (or Widest First) paks X ∪X ′ with a height lower than 2v.If S(X ∪X ′) > v, we never ran out of retangles when paking Sl, i0 + 1 ≤ l ≤ N andaording to Lemma 9.19 we have S(πl) > v for i0+1 ≤ l ≤ N , leading to S(I) > Nv. �Lemma 9.22 (Seond end of Algorithm 2). In the ase Line 27, it is possible to pakall the remaining retangles of I ′.Proof Let i0 be the value of i Line 19. We know that there exists x ≤ i0 − 1 suhthat S(πx) < v. It means that we annot use the same area argument as in Lemma9.21. Thus, we will rather use ounting arguments (see Setion 9.3.2).Let i2 (resp. i3) be the value of the index of the �rst strip used in phase 2 (resp. 3).Let us �rst prove that πl is dominating (see De�nition 9.12), for 1 ≤ l ≤ i0− 1. All thestrips paked in phase 1 are dominating sine CreateLayer paks at least two retangles131



9 Improvements of previous ratios for the non-ontiguous aseof LWD ∩ LXH in eah strip. Aording to Lemma 9.17, all the strips paked in phase2 are also dominating. Thus, we now that all the πl are dominating for 1 ≤ l ≤ i3 − 1.We now prove that the layers reated at the beginning of phase 3 are dominating,i.e. πl is dominating for i3 ≤ l ≤ i0 − 1.Remark 9.23. We never ran out of retangles of LB when reating Layl,for l ∈ [|i3, i0−
1|] (meaning that LB was not empty when starting reating Layi0.)Proof Let x be the smaller index suh that S(πx) < v. We now that Sx an only bea strip paked during phase 1 or phase 3. This implies that H(Layx) < 2v, and thusthe algorithm ran out of retangles of LWD \ LB when reating Layx. Then, there areonly retangles of LB in all the layers reated after Layx. �Thus, when starting phase 3 we now that
• |LWD ∩ LXH | < 2, as phase 1 �nished
• |LWD ∩ LH | < 2, as by assumption of this lemma we have few_high = true
• we did not run ouf of retangles of LB when reating Layl,for l ∈ [|i3, i0 − 1|] inPhase 3Under this onditions, we will now prove that πl is dominating for i3 ≤ l ≤ i0 − 1. Let

(aXH , aH , aM) be the number of retangles of LXH , LH and LM added to a layer Layl,with i3 ≤ l ≤ i0 − 1. We have (aXH , aH , aM) ∈ {(1, 1, 1), (0, 1, 3), (0, 0, 4)}, implyingthat any Layl for l ∈ [|i3, i0 − 1|] is dominating.Thus, πl is dominating for 1 ≤ l ≤ i0 − 1. Then, aording to Lemma 9.15, wean reate (if we don't run out of retangles) dominating paking in empty strips
Sl, i0 + 1 ≤ l ≤ N . Finally, let X be the remaining retangles after �lling thesestrips, and let X ′ be the retangles of πi0 at Line 19. It remains to pak X ∪ X ′in Si0 . We prove by ase analysis (aording to retangles of LWD ∩ LB paked in
πi0) that if the remaining retangles do not �t in Si0 , then I ′ is partitioned in Nsets of retangles (π1, . . . , πi0−1, X ∪ X ′, πi0+1, . . . , πN) that are dominating, whih isimpossible aording to Lemma 9.14. We only have to onsider ases where πi0 is notdominating. Let (bXH , bH , bM) be the number of retangles of LWD∩LXH , LWD∩LH and
LWD∩LM ontained in πi0 . As before we now that bXH and bH are stritly lower than 2.Moreover, as π0 must be non dominating, we must have 2bXH +bH +bM ≤ 4. Thus, theonly possible ases are (bXH , bH , bM) ∈ {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (1, 0, 0), (0, 1, j), (0, 0, j′)}, for
0 ≤ j ≤ 2, 0 ≤ j′ ≤ 3. For eah possible value of (bXH , bH , bM), we have to onsiderdi�erent ases aording to what kind of retangles remain in X. For the sake ofbrevity, we only analyze here two di�erent ases. Proofs for the other ases an bediretly adapted.Let start with (bXH , bH , bM) = (1, 1, 0). Let X ′ = {r1, r2} with r1 ∈ LWD ∩ LXHand r2 ∈ LWD ∩LH . We start by repaking r1 and r2 from level 0, right justi�ed, suhthat the narrowest retangle is on the top. In this ase we do not pak retangles of
X on the top of the one of X ′, sine H(X ′) ould be equal to v + 2v

3
, and we ouldhave X ∩ LXH 6= ∅. However, if all the retangles of X do not �t at level lvl(r1)(whih is the level where r1 is paked), then we get W (X) > 1 − w1. Thus, we have∑3

x=1 fx(X ∪ X ′) > 2w1 + w2 + (1 − w1) > 2. Let us now onsider a ase where wepak retangles on top of the one of X ′. For example with (bXH , bH , bM) = (0, 1, 1). Let
X ′ = {r1, r2} with r1 ∈ LWD ∩ LH and r2 ∈ LWD ∩ LM . We also start by repaking
r1 and r2 from level 0, right justi�ed, suh that the narrowest retangle is on the top.132



A 7
3
-approximation 9.3We have h1 + h2 < 4v

3
. If all the retangles of X do not �t at level 4v

3
, then we get

W (X) > 1, and ∑3
x=1 fx(X ∪X ′) > w1 + w2 + 1 > 2.The other ases an be treated following the same arguments, and we onludethat we an pak X ∪X ′ in Si0. �It remains now to analyze the last possible end of Algorithm 2.Lemma 9.24 (Third end of Algorithm 2). In the ase Line 30, it is possible to pakall the remaining retangles of I ′.Proof Let i3 be the value of the index of the �rst strip paked in Phase 3. As wepaked two retangles of LXH ∩ LWD or LH ∩ LWD in eah of the i3 − 1 �rst strips,and as few_high is false, we have 2(i3− 1) + 2 ≤ |LWD ∩ (LXH ∪LH)| ≤ N , implying

i3 ≤ ⌊N
2
⌋.In this lemma, we had (at the beginning of phase 3) LWD ∩ LH ≥ 2, implying

W ( ¯LXH) ≤ 1 and W (L̄H ∪ L̄M) ≤ 3
2
Thus, we need at most one free strip to pak

¯LXH ∪ L̄H ∪ L̄M . Let x be the number of strips paked with retangles of LWD in phase3. We need i3 + x− 1 < N .If x ≥ 2, we have
H(LWD) > v(i3 − 1) +

i3+x−3∑

j=i3

H(Layj)

+H(Layi3+x−2) + H(Layi3+x−1)

> v(i3 − 1) + v(x− 2) + 2vThus, as H(LWD) ≤ Nv, and we get i3 + x− 1 < N . If x ≤ 1, then x + i3 ≤ ⌊N
2
⌋+ 1 <

N + 1.
�Thus, we proved that the three possible ends of BuildPreallocation are feasible. A-ording to the main steps de�ned in Setion 9.2.2, the BuildPreallocation algorithmthat prealloates I ′ is su�ient to get a 7/3-approximation. Indeed, we simply addretangles of I \ I ′ using list algorithms de�ned in Setion 9.2.29.3.6 ComplexityLet us now bound the omputational omplexity of the algorithm. Remark �rst thatPhase 1 and Phase 2 of BuildPreallocation an be implemented in O(Nn + nlog(n)).Indeed, before Phase 1 we sort the wide retangles aording to their height. Thus,all the alls to CreateLayer in phase 1 an be implemented in O(n). Then, beforePhase 2 we resort the remaining retangles aording to their width. Thus, all the allsto CreateShelf in phase 2 an be implemented in O(n) (remark that there is only aonstant number of retangles that are paked in Phase 2 without using CreateShelf).Phase 3 runs in O(N(n + nlog(n))), using Widest First rather than Steinberg al-gorithm. Indeed, this bound is learly true for algorithms desribed in Lemma 9.22and 9.24. Applying algorithm desribed in Lemma 9.19 on strips {Sa, . . . , Sa+x} requires133



9 Improvements of previous ratios for the non-ontiguous ase
O((x + 1)n) for reating sets select for eah strip (by resorting the remaining retan-gles aording to their area before �lling this x + 1 strips), plus O(

∑a+x
i=a nilog(ni)) =

O(nlog(n)) for applying Widest First on eah strip (where ni is the number of retan-gles of select in Si). Thus π0 is onstruted in O(n(N + log(n))).Due to the simple struture of prealloation, the LSπ0 algorithm an be implementedinO(nlog(n)). Instead of sanning level by level and strip by strip, this algorithm an beimplemented by maintaining a list that ontains the set of �urrently� paked retangles.The list ontains 3-tuples (j, l, i) indiating that the top of retangle rj (paked on strip
Si) is at level l. Thus, instead of sanning every level from 0 it is su�ient to maintainsorted this list aording to the l values (in non dereasing order), and to only onsiderat every step the �rst element of the list. Then, it takes O(log(n)) to �nd a retangle
rj0 in the appropriate shelf that �ts at level l, beause a shelf an be reated as a sortedarray. It also takes O(log(n)) to insert the new event orresponding to the end of rj0in the list.The last step, whih turns π1 into the �nal paking an also be implemented in
O(nlog(n)) using a similar global list of events. Notie that for any strip Si, thereexists a li suh that bellow li the utilization is an arbitrary funtion stritly larger than
1/2, and after li a non inreasing after. Paking a small retangle before li would requireadditional data struture to handle the omplex shape. Thus we do not pak any smallretangle before li as it is not neessary for ahieving the 7/3 ratio. Therefore, we onlyadd those events that happen after li when initializing the global list for this step. Tosummarize, for this step we only need to sort the small retangles in non inreasing orderof their required number of proessors, and then apply the same global list algorithm.The binary searh on v to �nd the smallest v whih is not rejeted an bedone in O(log2(nhmax)). Thus the overall omplexity of the 7/3-approximation is in
O(log2(nhmax)N(n + log(n))).9.4 A 2-approximation for a speial aseIn this setion we propose a 2-approximation for a speial ase of MSP nc

r . Wefollow the ideas presented in Setion 9.2, and thus we re-use the notion of layer, shelfand bin, the proedures named CreateLayer, CreateShelf and GreedyPak. Wewill also use the dual approximation tehnique [Hohbaum and Shmoys, 1988℄, and wedenote by v the guess of the optimal value.The onstrution of the prealloation π0 of I ′ is presented from Setion 9.4.3 to9.4.5. The �nal steps to turn π0 into a 2
3
-ompat paking π1 and to turn π1 into the�nal paking π are quikly desribed in Setion 9.4.6, as they follow the steps presentedin Setion 9.2.2.9.4.1 De�nition of the onsidered problemThe 2 + ǫ-approximation in [Ye et al., 2009℄ and the 2-approximation we reentlyproposed in [Bougeret et al., 2009℄ are very ostly, and thus hard to use for �large�instanes. As for the 5

2
-approximation in Chapter 8 and the 7

3
-approximation presentedbellow, we aim at onstruting low ost algorithms that ould be used in a pratialontext. Thus, we are looking for a (reasonable) restrition of the MSP nc

r that would134



A 2-approximation for a speial ase 9.4help to tight the bounds, and we onsider that all the retangles have width lower orequal to 1/2.Lemma 9.25. The MSP nc
r where every retangle has width lower (or equal) to 1

2
hasno polynomial algorithm with a ratio stritly better than 2, unless P = NP .Proof As in [Zhuk, 2006℄ for the general version, we onstrut a gap redution fromthe 2-partition problem. Let {x1, . . . , xn} ⊂ Nn and a suh that ∑n

i=1 = 2a. Withoutloss of generality, let us assume that for any i, xi < a. In order to also have only itemswith size at least two, we de�ne x′
i = 2xi for any i, and a′ = 2a. We onstrut thefollowing instane IMSP of "restrited" MSP nc

r . We hose N = 2 strips, eah striphaving size 2a′ − 1. The set of retangle is {r1, . . . , rn, rn+1, rn+2}, with wi = x′
i for

1 ≤ i ≤ n, wn+1 = wn+2 = a′ − 1, and hi = 1 for 1 ≤ i ≤ n + 2. We have wi ≤ 2a′−1
2for any i, as all the xi are stritly lower than a. Notie than any solution to IMSP thatpaks rn+1 and rn+2 is the same strip have a height of at least 2, as the available widthof size 1 in that strip annot be used by any retangle.Obviously, if there is a 2-partition, then Opt(IMSP ) = 1. Otherwise, as rn+1 and

rn+2 annot be paked together, we have Opt(IMSP ) = 2 �9.4.2 De�nition of the onsidered partitionReall that all retangles have wj ≤ 1
2
. Let us de�ne the following sets :

• let LWD = {rj |wj > 1/3} be the set of wide retangles
• let LXH = {rj |hj > 2v/3} be the set of extra high retangles
• let LH = {rj|2v/3 ≥ hj > v/2} be the set of high retangles
• let LB = (LXH ∪ LH) ∩ LWD be the set of huge retangles, and b = Card(LB).
• let I ′ = LWD ∪ LXH ∪ LHAs in the previous 5

2
-approximation, we do not mention expliitly the �rejet� in-strution, and we assume that v ≥ Opt. Notie than we only onsider the values v suhthat

• W (LXH ∪ LH) ≤ N
• H(LWD) ≤ 2NvWe now provide a two phases algorithm that builds the prealloation π0 of the ret-angles of I ′. Let πi

0 denote the set of retangles paked in Si. Phase 1 (see Setion 9.4.3)prealloates retangles of LWD, and phase 2 (see Setion 9.4.5) prealloates retanglesof LH ∪ LXH .9.4.3 Phase 1Desription of phase 1Phase 1 paks the retangles of LWD by alling for eah strip (until LWD is empty)two times CreateLayer(LWD, 2v). Let us denote by Lay2i−1 and Lay2i the layers re-ated in strip Si. Let us say that Lay2i−1 is paked left justi�ed, and Lay2i is pakedright justi�ed. Moreover, eah layer is repaked in non inreasing order of the widths,suh that the narrowest retangles are paked on the top. 135



9 Improvements of previous ratios for the non-ontiguous aseLet N1 denote the number of strips used in phase 1, and let i1 denote the index ofthe last reated layer (Layi1 is of ourse in SN1). Let L1
H and L1

XH denote the set ofremaining retangles after phase 1 of LH and LXH , respetively. Thus, for the momentwe have πi
0 = Lay2i ∪ Lay2i−1 for all i ≤ N1.Analysis of phase 1Lemma 9.26. If ∃i0 < i1 suh that H(Layi0) ≤ 3v

2
then it is straightforward to preal-loate I ′.Proof Let i0 < i1 suh that H(Layi0) ≤ 3v

2
. This implies that we ran out of retanglesof LWd \ (LH ∪ LXH) while reating layer i0. Thus, beause of the BFH order thereare at least two retangles of LB in every layer Layi, for 1 ≤ i < i1, implying that thewidth of high and extra high retangles paked in eah of these layers is stritly largerthan 2/3. Thus, W (πi

0 ∩ (LH ∪ LXH)) > 4/3 > 1 for 1 ≤ i < N1. Thus, the total widthof remaining high and extra high retangles is lower than N − (N1 − 1).Let us prove that we an pak all the remaining retangles of I ′ (whih are inludedin (LH ∪ LXH)) in the remaining strips. For eah i ∈ [|N1 + 1, N |] we reate twoshelves in Si (one at level 0 and one at level v). If there are still some unpakedretangles, then all the shelves are "full", that is the width of eah shelf is larger than
2/3 (as all the width of any retangle of LH ∪ LXH is lower than 1/3). Thus, we have
W (πi

0∩ (LH ∪LXH)) > 4/3 > 1 (for N1 +1 ≤ i ≤ N). This implies that the total widthof remaining retangles of LH ∪ LXH (inluding those in strip SN1) is now lower than
1. Thus, we an pak all of them in one shelf in SN1. �From now we assume that H(Layi) > 3w

2
for all i < i1. This implies that S(πi

0) > vfor i < N1. Moreover, we have 2Nv ≥ H(LWd) ≥
∑N1−1

i=1 H(πi
0∩LWd) > (N1−1)2(3v/2),implying N1 < 2

3
N + 1.Lemma 9.27. If there is a retangle of LB in layi1−1, then it is straightforward toprealloate I ′.Proof We �rst onsider the ase where there are two layers in strip N1 Let us ountthe umulative width of high and extra high retangles that already paked. In the�rst N1 − 1 strips, we paked at least two retangles of B in eah layer, implying∑

1≤i≤N1−1 W (πi
0 ∩ (LXH ∪ LH)) ≥ 4

3
(N1 − 1). In strip N1, we have W (πN1

0 ∩ (LXH ∪
LH)) > 1/3 by hypothesis. Let N2 = N − N1. As in Lemma 9.26, we reate twoshelves (using a widest �rst poliy) of retangles of LXH ∪ LH in eah strip SN1+i, for
1 ≤ i ≤ N2. If we don't run out of retangles, the remaining width of high and extrahigh retangles after paking the �rst 2N2 − 1 shelves is stritly larger than 1. Giventhat eah shelf has width at least 3

4
(see Lemma 9.2), we have N ≥ W (LXH ∪ LH) >

4
3
(N1−1)+ 1

3
+ 3

4
(2N2−1)+1 = −N1

6
+ 3N

2
− 3

4
, leading to N1 ≥ 3N− 9

2
. As N1 < 2

3
N +1,we onlude that 3N − 9

2
< 2N

3
+ 1, whih is a ontradition for N ≥ 3.If N = 2, we have W (LXH∪LH) ≤ 2 and H(LWD) ≤ 4v. Given that H(π1

0∩LWD) >
3v, we get H(lay3) ≤ v and H(Lay4) = 0 whih is a ontradition beause we supposedthat there were two layers in strip N1.136



A 2-approximation for a speial ase 9.4The ase where there is only one layer in strip N1 an be treated using the samearguments for N ≥ 3. If N = 2, then we have (as before) H(lay3) ≤ v. Moreover,
W (π1

0 ∩ (LXH ∪ LH)) > 4
3

> 1 beause there are at least two retangles of LB in Lay1and one retangle of LB in Lay2. Thus, there is enough spae in strip S2 to pak oneshelf of LXH ∪ LH , whih is su�ient. �Naturally we onsider from now on that the area paked in the �rst N1−1 is stritlymore than (N1− 1)v, and that there is no huge retangle in the last two layers reatedby phase 1. It remains now to pak L1
H ∪ L1

XH . Notie that (L1
H ∪ L1

XH) ∩ LWD = ∅.9.4.4 Paking tehniques for high and extra high retanglesPreliminariesLet N2 = N −N1 denote the number of free strips after phase 1. Roughly speaking,phase 2 paks shelves of high of extra high retangles in eah of the N2 last strips (usingthe Pack_Shelf , GreedyPack and Add2 proedures), and merges some high or extrahigh retangles with the ones paked in strip N1 (using the Merge proedure).In this setion we present a tehnique to �ll α empty strips with high or extra highretangles. In the Setion 9.4.5, we use this tehnique for α = N2 (using strips SN1+1. . . SN) and an additional merging algorithm (that �lls e�iently strip SN1) to pak
L1

H ∪ L1
XH .We now de�ne the two sequenes of bins seqXH and seqH that will be used by

GreedyPack. Every bin of seqXH (resp. seqH) will (possibly) ontain one shelf of ret-angles of LXH (resp. LH). Notie that in a free strip it is possible to pak two bins ofheight v (and width 1), three bins of height 2v/3, or one bin of size v and one bin of size
2v/3. Thus, seqXH is omposed of 2α bins (b1, . . . , b2α) of height v, onsidering that wereated two bins of height one in eah of the strips S1, . . . Sα. More preisely, for all i weloate b2i−1 and b2i in Si, with b2i−x at level v− x for x ∈ {0, 1}. The sequene seqH isomposed of 3α bins (b′1, . . . , b

′
3α) of height 2v/3, onsidering that we reated three binsin eah of the strips Sα, . . . S1. It means that for all i ≥ 1, bins b′3i−2, b′3i−1 and b′3i areloated in Sα−i+1, with b′3i−x at level 2xv

3
for x ∈ {0, 2}. Thus, given L̂XH ⊂ LXH \LWDand L̂H ⊂ LH \ LWD, we use the previous sequenes of bins as follows :

• last = Greedy_Pak(L̂XH , seqXH)
• Greedy_Pak(L̂H , seqH)Finally, let us de�ne the Add2(X, Silast

) proedure that paks the remaining retan-gles of X ⊂ LH \LWd in Silast
. Two ases are possible aording to what is prealloatedin Silast

.In the �rst ase Silast
ontains a �rst �full� shelf (whose surfae is at least v/2) ofretangles of LXH at level 0, and a shelf sh of retangles of LXH paked at level v,right justi�ed. In this ase, Add2 reates a shelf sh1 using CreateShelf(X, 1−W (sh))and prealloate sh1 at level v, left justi�ed.In the seond ase Silast
(see Figure 9.28) ontains only a shelf of retangles of LXHpaked at level 0, right justi�ed. In this ase, Add2 �rst moves some retangles from shto a new shelf ŝh until W (sh) ≤ 2/3. Then, Add2 paks (right justi�ed) the widest ofthese two shelves (denoted by shA) at level 0, and the other one (denoted by shB) at137



9 Improvements of previous ratios for the non-ontiguous ase
v

2v

sh1

sh2

sh3

LH

LXH

Silast

shA

shB

Fig. 9.28: Example the add2 proedure.level v. Then, Add2 reates two shelves sh1 and sh2 using CreateShelf(X, 1−W (shA))and one shelf sh3 using CreateShelf(X, 1 − W (shB)). Then, shi is paked at level
2v(i−1)

3
, left justi�ed. Notie that if we paked shB at level 0 (instead of shA) then sh2ould interset shB. Note also that staking the shelves sh1, sh2, sh3 does not exeed

2v.Filling α empty strips with high and extra high retanglesThe next lemma shows how to �ll α free strips.Lemma 9.29. Let L̂XH ⊂ LXH \ LWD and L̂H ⊂ LH \ LWD. Suppose that we exeutethe following alls :1. last = Greedy_Pak(L̂XH , seqXH)2. Greedy_Pak(L̂H , seqH)3. Add2(L̂H , Silast
) where Silast

denotes the strip ontaining bin last.Then we get the following properties :
• If L̂XH 6= ∅ after 1, then S(L̂XH) > (α + 1

6
)v

• Otherwise, if L̂H 6= ∅ after 3, then S(L̂XH ∪ L̂H) > αv.Remark 9.30. Notie that before the all to Add2, Silast
is the only strip that maybealready ontains high and extra high retangles. Moreover, this an happen only if thelast shelf of extra high retangles is at level 0, (beause otherwise the plaes orrespond-ing to b′3ilast−2 and b′3ilast−2 are not ompletely free, and thus GreedyPack do not pakany high retangles in these bins).Remark 9.31. Let X suh that X ∩ LWd = ∅ and let sh denote a shelf reated by

Pack_Shelf(X, 1), supposing that we didn't run out of retangle while reating theshelf. Then, W (sh) > 3/4 aording to Lemma 9.2 as at least three retangles �t. More-over, if X ⊂ LXH then S(sh) > v/2, and if X ⊂ LH then S(sh) > 3v/8.To prove Lemma 9.29 we �rst need to show the following one.138



A 2-approximation for a speial ase 9.4Lemma 9.32. Let X ⊂ LH \LWD and Si be a strip paked as expeted for Add2(X, Si).Let πi
0 denote the retangles paked in Si before the all Add2(X, Si). If X 6= ∅ afteralling the proedure, then S(πi

0 ∪X) > v.Proof Remember that two ases are possible aording to what is already pakedin Si before the all. Let us �rst suppose that there is one full shelf (of area stritlylarger than v/2) of extra high retangles (at level 0) and another shelf sh of extra highretangles at level v. Then, X 6= ∅ after the all implies that W (X) > 1−W (sh), andwe have S(πi
0 ∪X) > v

2
+ W (sh)2v

3
+ W (X)v

2
> v.Let us now suppose that Si ontains only one shelf sh of LXH at level 0. Let

shA, shB, sh1, sh2, sh3 be de�ned as desribed in the Add2 proedure, Setion 9.4.4. As
W (shA) ≤ 2

3
and X ∩ LWD = ∅, sh1 and sh2 ontain at least one retangle, implyingthat W (sh1) and W (sh2) are stritly larger than 1−W (shA)

2
aording to Lemma 9.2.Moreover, X 6= ∅ after the all implies that after reating sh1 and sh2 the total widthof remaining retangles of X was stritly larger than 1−W (shB). Putting this together,we get S(πi

0 ∪X) > (1−W (shA))v
2

+ (1−W (shB))v
2

+ (W (shA) + W (shB))2v
3

> v.
�Let us now prove Lemma 9.29.Proof [Proof of lemma 9.29℄ Let us �rst suppose that L̂XH 6= ∅ after step 1. It impliesthat after reating the �rst 2α − 1 shelves of width at least 3/4 (aording to Remark9.31), the total remaining width of retangles of L̂XH was stritly larger than 1. Thus,

S(L̂XH) > 3
4
(2α− 1)2v

3
+ 2v

3
= (α + 1

6
)v.Let us now suppose that L̂XH = ∅ and L̂H 6= ∅ after step 3. Let sh denote theshelf of retangles of L̂XH ontained in bin last. Remind that ilast is the index of thestrip ontaining last. For all i ∈ [|1, ilast − 1|], S(πi

0 ∩ (L̂XH ∪ L̂H)) > 2v
2

= v. For all
i ∈ [|ilast + 1, α|], S(πi

0 ∩ (L̂XH ∪ L̂H)) > 33v
8

> v. Aording to Lemma 9.32, L̂H 6= ∅implies S(πilast

0 ∩ L̂H) > v. Then the lemma follows. �9.4.5 Phase 2In phase 1 we prealloated LWD in strips S1, . . . , SN1 . Reall that eah layer reatedin phase 1 is sorted It remains to prealloate L1
XH ∪ L1

H in SN1 , . . . , SN .Lemma 9.33. It is possible to prealloate L1
XH ∪ L1

H in SN1 , . . . , SN with a resultingheight lower than 2v.Lemma 9.33 is proved by ase distintion aording to what is prealloated by phase1 in SN1. In eah ase we will de�ne an appropriate Merge proedure. In almost all ofthese ases we prove that if the onsidered alls are not su�ient to pak L1
XH ∪ L1

H ,then S(I ′) > Nv. Let us introdue the notation av(l) to denote the available width atlevel l (in a given strip). 139



9 Improvements of previous ratios for the non-ontiguous aseCases where two layers are prealloated in SN1Reall that i1 is the index of the last reated layer in phase 1. We assume here that
i1 = 2N1. Let p1 = H(Layi1), p2 = H(Layi1−1) and k = Card(Layi1). Without lossof generality, let us denote by {r1, . . . , rk} the retangles of Layi1 , with rj, 1 ≤ j ≤ ksorted in non inreasing order of their heights (so p1 =

∑
1≤j≤k hj). Remember that weassume that no retangle of LB in the last two layers of phase 1. We proeed by aseanalysis aording to the value of p1.If p1 > 4v

3
.The algorithm makes the following alls :1. last = Greedy_Pak(L1

XH , seqXH)2. Greedy_Pak(L1
H , seqH)3. Add2(L

1
H , Silast

)Let us prove that p1 + p2 > 3v. We have p2 > 2−hk as rk was not inluded in Layi1−1,and p1 ≥ max(khk,
4v
3
). Thus p1 + p2 ≥ max(2 + (k− 1)hk, 2−hk + 4v

3
). This last termis minimized for hk = 4v

3k
, leading to p1 + p2 ≥ 2 + 4v

3
(1− 1

k
) whih is greater than 3vfor k ≥ 4.Moreover, k > 2 as p > 4v

3
and no retangles of LB are paked in strip SN1 aordingto Lemma 9.27. Thus, it remains to onsider the ase where k = 3. Given that thereis at least 4 retangles in Layi1−1 (as no retangles of LB are paked in strip N1) wehave p2 > 4h1, and as h1 > 4

3k
, we get p1 + p2 > 16

3k
+ 4

3
> 28

9
> 3.Thus in this ase it is not neessary to prealloate anything else in SN1 as we have

p1 + p2 > 3v implying S(πN1
0 ) > v. Then, we onlude that no retangle of L1

XH ∪ L1
Hremains after step 3 using Lemma 9.29.If 4v

3
≥ p > v.Let us �rst de�ne the Merge(X) proedure for this ase. In this ase (see Figure 9.34Page 140), merge(X) reates one shelf sh using CreateShelf(X, x), where x = av(4v

3
),and paks it at level 4v

3
, right justi�ed.
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LH

LWD

LXH

2v
3

sh

x

Layi12 layers 1 layer (split by Merge)
4v
3
≥ p1 > v

Lay′′
i1

sh1

Lay′
i1

sh

sh2

x2

4v
3
≥ p1 > v

SN1
SN1Fig. 9.34: Example of Merge for two di�erent ases.The algorithm makes the following alls :140



A 2-approximation for a speial ase 9.41. Merge(L1
H)2. last = Greedy_Pak(L1

XH , seqXH)3. Greedy_Pak(L1
H , seqH)4. Add(L1

H , Silast
)Let us onsider a �rst ase where L1

H is not empty after step 1. Aording toLemma 9.2, W (sh) > x
2
. After step 1, we have S(πN1

0 ) > 1
3
(p1) + S(Layi1−1) + S(sh).Moreover, S(Layi1−1) + S(sh) ≥ (1 − x)4v

3
+ (p2 − 4v

3
)1

3
+ xv

4
, (see Figure 9.34 Page140), whih is dereasing in x. Thus, the lower bound is reahed for x = 2

3
, and in thisase S(πN1

0 ) > p1+p2

3
+ W (sh)v

2
> 5v

6
+ 1

3
v
2

= v. Then, aording to Lemma 9.29, noretangle remains after step 4.We now suppose that L1
H is empty after step 1. Before 1, S(πN1

0 ) > p1+p2

3
>

(3
2

+ 1)v
3

= 5v
6
. If L1

XH 6= ∅ after step 2, then aording to Lemma 9.29
S(L1

XH) > (N2 + 1
6
)v implying S(πN1

0 ) + S(LXH) > (N2 + 1)v. Thus in thisase no retangle remains after step 2.If v ≥ p > 2v
3
.We �rst analyze the ase where N1 > 1. Let us onsider the same algorithm as in theprevious ase (with in partiular the same de�nition of x). Let us �rst suppose that

L1
H 6= ∅ after step 1. We will bound the surfae of retangle prealloated in πN1

0 afterstep 2 as before, exept that we also take into aount the N1 − 1 �rst strips. Thus,after step 2 we have S(
⋃N1

i=1 πi
0) > (N1 − 2)v + (H(Layi1−3) + H(Layi1−2) + p1)

1
3

+
S(Layi1−1) + S(sh). As before, S(Layi1−1) + S(sh) is dereasing in x, and we replae
x by 2

3
. Moreover, notie that H(Layi1−3) + H(Layi1−2) + p1 > 4v as there is at leasttwo retangles in layi1 , and none of these retangles has been inluded in Layi1−3 or

Layi1−2. Finally, we get S(
⋃N1

i=1 πi
0) > (N1 − 2)v + 4v

3
+ p2

3
+ 1

3
v
2
. Using p2 ≥ 3v

2
, we get

S(
⋃N1

i=1 πi
0) > N1v The ase where L1

H is empty after step 1 an be adapted in the sameway.Let us now onsider the ase with N1 = 1. In this ase it is su�ient to reatetwo shelves of retangles of L1
H ∪ L1

XH in eah Si for 2 ≤ i ≤ N . If we don't runout of retangles, the total width of high and extra high retangles paked in eah ofthese strips is stritly larger than 3
2
. Thus, the total width λ of remaining retangles of

L1
H ∪L1

XH is at most N − 3
2
(N − 1) whih is negative for N ≥ 3. If N = 2, λ ≤ 1

2
, andwe an �nish paking L1

H ∪ L1
XH using one bin of width 1

2
and height v whose bottomis loated at level v.If 2v

3
≥ p > 0.Let us �rst de�ne the Merge(X) proedure for this ase. If X ⊂ LXH , merge(X)reates one shelf sh using CreateShelf(X, x), where x = av(v), and paks it at level

v, right justi�ed.If X ⊂ LH , two sub-ases are possible aording to what is paked in strip SN1 . Ifno shelf of LXH is prealloated in SN1, merge(X) reates two shelves sh1 and sh2 us-ing CreateShelf(X, x1) and CreateShelf(X, x2) respetively, where xi = av( (6−2i)v
3

).Notie that if sh2 is not empty then W (sh1)+W (sh2) > x1 as all the retangles of sh2were not inluded in sh1. Then, shi is paked at level (6−2iv)
3

, right justi�ed. 141



9 Improvements of previous ratios for the non-ontiguous aseIf there is a shelf sh of retangles of LXH prealloated in SN1 (right justi�ed, atlevel v), merge(X) reates one shelf sh1 using CreateShelf(X, x) where x = av(v) (xtakes into aount the wide retangles added in phase 1 and the extra high ones in sh),and paks it at level v.The algorithm makes the following alls :1. last = Greedy_Pack(L1
XH , seqXH)2. Merge(L1

XH)3. Merge(L1
H)4. Greedy_Pack(L1

H , seqH)5. Add(L1
H , Silast

)Let us prove that L1
XH is empty after step 2 by ontradition. If L1

XH is not emptyafter step 2, then we laim that S(I ′) > Nv. Let ¯LXH
1 and π̄0

N1 be respetively L1
XHand πN1

0 just before step 2. Just before step 2, the area paked in eah of the N2 laststrips is stritly larger than v as Greedy_Pack(L1
XH , seq1

XH) paks two shelves of areastritly larger than v
2
in eah strip. If L1

XH is not empty after step 2 then W ( ¯LXH
1
) > x(with x as de�ned just before for the Merge proedure) and S(π̄0

N1) + S( ¯LXH
1
) >

p1
1
3
+S(Layi1−1)+S( ¯LXH

1
). As before, S(Layi1−1)+S( ¯LXH

1
) > v(1−x)+(p2−v)1

3
+ 2v

3
xis dereasing in x and the minimum is reahed for x = 2

3
. Replaing x by this value andusing the fat that p1 + p2 > 2v, we get S(π̄0

N1) + S( ¯LXH
1
) > 2v

3
+ 4v

9
> v, implying

S(I ′) > Nv.Thus L1
XH is empty after step 2. There is now two ases aording to what is pakedin SN1 . Let us start with the �rst ase where no extra high retangle paked in SN1(i.e. LXH is empty after step 1). Remind that in this ase two shelves (sh1 and sh2)of retangles of L1

H are reated, and W (sh1) + W (sh2) > x1. We will prove that LH isempty after step 5 by ontradition. We �rst show that after step 3 we have S(πN1
0 ) > v,and then we will onlude using Lemma 9.29.After phase 3 we get S(πN1

0 ) > p1
1
3

+ S(Layi1−1) + S(sh1) + S(sh2). As before,
S(Layi1−1)+S(sh1)+S(sh2) > 4v

3
(1−x1)+(p2− 4v

3
)1

3
+x1

v
2
is dereasing in x1 and theminimum is reahed for x1 = 2

3
. Replaing x1 we get S(πN1

0 ) > (p1+p2−4v
3
)1

3
+4v

9
+v

3
> v.Then, we prove that step 4 must pak the remaining retangles using Lemma 9.29. Thusin this ase all the retangles are paked.In the seond ase some retangles of L1

XH are paked in SN1 during step 2. Thus,the area paked (with retangles of L1
XH) in eah of the last N2 strips using GreedyPackis stritly larger than v. We prove by ontradition that L1

H must be paked at step 3.We use the same argument as before : the ase whih minimizes the our lower boundon S(piN1
0 )+S(L1

H) ours when all the retangles of Layi1−1 have width 1
3
. Thus, if L1

His not paked at step 3 we get S(piN1
0 ) + S(L1

H) > v, leading as usual to S(I ′) > Nv.Cases where one layer is prealloated in SN1We onsider now ases where i1 = 2N1 − 1. Let p1 = H(Layi1), p2 = H(Layi1−1),
p3 = H(Layi1−2) and k = Card(Layi1). Without loss of generality, let us denote by
{r1, . . . , rk} the set Layi1 (so p1 =

∑
1≤j≤k hj), with rj sorted in non inreasing orderof their height. We proeed by ase analysis aording to the value of p1. Rememberthat we assume that no retangle of LB in the last two layers of phase 1.142



A 2-approximation for a speial ase 9.4We start treating all these ases with one layer by stating some useful properties inLemma 9.35.Lemma 9.35. For the ases with one layer in SN1, we have1. if N1 = 1 then it is straightforward to prealloate L1
H ∪ L1

XH2. for all the ases where p1 > 1, then N1 < N3. if p1 > λ with λ > v
2
, then p1 + p2 + p3 > 3v + λ + max(v

5
, v − 2λ

k
).Notie that property 3 states that we an improve the naive bound p1 +p2 +p3 > 3v+λ.Proof We start with property 1. If N1 = 1 we an pak two shelves of retanglesof L1

H ∪ L1
XH in eah strip Si, i ≥ 2, implying a that the width paked retangles of

L1
H ∪ L1

XH is at least 3
2
in eah strip. Therefore, the remaining width of retangles of

L1
H ∪ L1

XH will be at most 1
2
, and all these retangles must �t in one shelf in S1.Property 2 is true as 2N ≥ H(LWD) > 3(N1 − 1) + p1, leading to N1 < 2N−1

3
+ 1.We now prove property 3. First notie that λ > v

2
implies k ≥ 2. Moreover, p2and p3 are stritly greater than 2v − hk as rk did not �t in Layi1−2 and Layi1−1. Onone side, we have p1 + p2 + p3 > b1 with b1 = λ + 2(2v − hk), whih is large for smallvalues of hk. On the other side (for large values of hk), we have p1 + p2 + p3 > b2with b2 = λ + (2v − hk) + 4hk as there is at least four retangles in Layi1−1, and

p1 + p2 + p3 > b3 with b3 = khk + 2(2v − hk) as p1 ≥ khk. Thus, p1 + p2 + p3 islarger than max(b1, b2) and max(b1, b3). Then, we just prove that max(b1, b2) ≥ v
5
and

max(b1, b3) ≥ v − 2λ
k

�We now study the di�erent ases, assuming that N1 > 1.If p1 > 5v
3
.Let us �rst de�ne the Merge(X) proedure for this ase. If X ⊂ LXH , Mergereates two shelves sh1 and sh2 using CreateShelf(X, x1) and CreateShelf(X, x2)respetively, where xi = av((2 − i)v). Notie that if sh2 is not empty then W (sh1) +

W (sh2) > x1, as retangles of sh2 were not inluded in sh1. Then shi is paked atlevel (2− i)v, right justi�ed. If X ⊂ LH , Merge reates two shelves sh1 and sh2 using
CreateShelf(X, x1) and CreateShelf(X, x2) respetively, where xi = av((i − 1)v)(we take into aount wide retangles prealloated in phase 1 and maybe extra highretangles). Then shi is paked at level (i− 1)v, right justi�ed.The algorithm makes the following alls :1. Merge(L1

XH)2. last = Greedy_Pack(L1
XH , seqXH)3. Greedy_Pack(L1

H , seqH)4. Add2(L
1
H , Silast

)5. Merge(L1
H)Let �rst suppose that two shelves of extra high retangles are reated in step 1.Reall that in this ase W (sh1) + W (sh2) > x1. Thus, after phase 1 we get S(πN1

0 ) >
(1 − x1)v + (p1 − v)1

3
+ 2v

3
x1, whih is a dereasing funtion of x1. With x1 = 2

3
we143



9 Improvements of previous ratios for the non-ontiguous aseget S(πN1
0 ) > 5v

9
+ 4v

9
= v. Therefore we onlude that step 2, 3 and 4 must pak theremaining retangles using Lemma 9.29.We now suppose that step 1 reated only one shelf, implying that L1

XH is emptyafter step 1. Let L̄H
1 denote the remaining retangles of L1

H just before step 5. If L̄H
1is not empty after step 5 the end, we get S(πi

0) > v for any i ∈ [|N1 +1, N |]. Moreover,
S(πN1

0 ∪ L̄H
1
) > (1− x2)v + (p1 − v)1

3
+ S(sh1) + x2

v
2
whih is a dereasing funtion of

x2. With x2 = 2
3
we get S(πN1

0 ∪ L̄H
1
) > 5v

9
+ v

8
+ v

3
> v, leading to S(I ′) > v.If 5v

3
≥ p1 > 4v

3
.In this ase, we �rst repak Layi1 by alling two times CreateLayer(Layi1 , v). Let

Lay′
i1
and Lay′′

i1
be respetively the �rst and the seond new layers. We repak theselayers at level 0, with Lay′

i1
left justi�ed and Lay′′

i1
right justi�ed, with the narrowestretangles on the top. As there no huge retangles remaining, we have H(Lay′

i1) > 2v
3
,implying H(Lay′′

i1
) ≤ v.In this ase, the Merge(X) proedure reates a shelf sh using CreateShelf(X, x)where x = av(v), and paks it at level v, right justi�ed. Notie that when X ⊂ LH , xan be lower than 1 as there may be some extra high retangles at level v.The algorithm makes the following alls :1. Merge(L1

XH)2. last = Greedy_Pack(L1
XH , seqXH)3. Greedy_Pack(L1

H , seqH)4. Add2(L
1
H , Silast

)5. Merge(L1
H)Aording to Lemma 9.35, we get p1 + p2 + p3 > 3v + 4v

3
+ v

6
. If L1

XH is not emptyafter step 1, then S(πN1
0 ∪ πN1−1

0 ) > (p1 + p2 + p3)
1
v

+ S(sh) > v + 4v
9

+ v
18

+ v
2

> 2v.Then step 2, 3 and 4 must pak all the remaining retangles aording to Lemma 9.29.If L1
XH is empty after step 1, then step 3 paks at least a surfae v in eah of the last

N2 strips. Then, if L1
H is not empty after step 4 we get S(πN1

0 ∪ πN1−1
0 ∪ L1

H ∪ L1
XH) >

v + 4v
9

+ v
18

+ v
2

> 2v.If 4v
3
≥ p1 > v.In this ase we also repak the wide retangles, but not in every sub-ases. Let usdesribe the Merge(X) proedure in this ase (see Figure 9.34 Page 140 for an exampleof Merge(X)). If X ⊂ LXH (and X 6= ∅), Merge(X) repaks Layi1 by alling two times

CreateLayer(Layi1 , v). Let Lay′
i1 and Lay′′

i1 be respetively the �rst and the seondnew layers. Merge repaks these layers at level 0, with Lay′
i1
left justi�ed and Lay′′

i1right justi�ed, with the narrowest retangles on the top. As there no huge retanglesremaining, we have H(Lay′
i1
) > 2v

3
, implying H(Lay′′

i1
) ≤ 2v

3
. Then, Merge(X) reatesa shelf sh using CreateShelf(X, 1) and paks it at level v, left justi�ed.If X ⊂ LH , two ases are possible as Layi1 had maybe been already repaked bya previous all to Merge. If Layi1 is already repaked, Merge(X) reates two shelves

sh1 and sh2 using CreateShelf(X, x1) and CreateShelf(X, x2) respetively, where
x1 = av(4v

3
) and x2 = Min(x1, av(2v

3
)). Then shi is paked right justi�ed at level 6−2iv

3
.If Layi1 is not already repaked (then SN1 does not ontain any extra high retangle),144



A 2-approximation for a speial ase 9.4
Merge(X) reates three shelves shi (for 1 ≤ i ≤ 3) using CreateShelf(X, xi), where
xi = av( (6−2i)v

3
). Then, shi is paked at level (6−2i)v

3
, right justi�ed. Notie that if sh3 isnot empty then W (sh2) + W (sh3) > x2 as retangles of sh3 were not inluded in sh2.The algorithm makes the following alls :1. last = Greedy_Pack(L1

XH , seqXH)2. Merge(L1
XH)3. Merge(L1
H)4. Greedy_Pack(L1

H , seqH)5. Add2(L
1
H , Silast

)Aording to Lemma 9.35, we have p1 + p2 + p3 > 3v + v + (v − 2
k
) > 4v + v

3
as

k > 3 in this ase (remember that we assume that there is no huge retangles in thelast two layers of phase 1).Let us suppose �rst that L1
XH is not empty after step 2. Then after step 1 eah ofthe last N2 strips is �lled with an area stritly larger than v. Let ¯LXH

1 denote L1
XHafter step 1 and π̄0

N1 denote the set paked in SN1 before step 2. We have S(π̄0
N1 ∪

πN1−1
0 ∪ ¯LXH

1
) > 4v

3
+ v

9
+ 2v

3
> 2v, leading to S(I ′) > Nv.If L1

XH is empty after step 2, two ases are possible aording to what is pakedin SN1 . If no extra high retangle is paked in SN1 , then Layi1 is not repaked by
Merge. After step 3, if L1

H is not empty we get S(πN1
0 ∪ πN1−1

0 ) > S(sh1) + (W (sh2) +
W (sh3))

v
2

+ (p1 + p2 + p3)
1
3

> 3v
8

+ x2
v
2

+ (1 − x2)
2v
3

+ (p1 − 2v
3

+ p2 + p3)
1
3
whih isdereasing in x2. For x2 = 2

3
we get S(πN1

0 ∪ πN1−1
0 ) > 2v, and aording to Lemma9.29 step 4 and 5 must pak all the remaining retangles.If a shelf sh of extra high retangles is paked in SN1, then Layi1 is repaked by

Merge. Before step 3 the area paked in the last N2 strips is already stritly largerthan v. Let us analyze what happen if L1
H is not paked after step 3. Let π̄0

N1 denotethe set of paked retangles before step 1. We proeed by ase analysis aording to
W (sh). If W (sh) ≤ 1

3
then x2 is the available width at level 2v

3
, and we get S(π̄0

N1 ∪
πN1−1

0 ∪ sh ∪ L1
H) > (1 − x2)

2v
3

+ (p1 − 2v
3

+ p2 + p3)
1
3

+ x2
v
2

+ 1−W (sh)
2

v
2

+ W (sh)2v
3whih is a dereasing funtion of x2. For x2 = 2

3
we get S(π̄0

N1 ∪ πN1−1
0 ∪ sh ∪ L1

H) >
13v
9

+ v
3

+ 1−W (sh)
2

v
2

+ W (sh)2v
3
, whih is an inreasing funtion of W (sh). Replaing

W (sh) by 0 we get S(π̄0
N1 ∪ πN1−1

0 ∪ sh ∪ L1
H) > 2v. If W (sh) > 1

3
then we onlyneed to use that W (L1

H) > 1 −W (sh). Thus we have S(π̄0
N1 ∪ πN1−1

0 ∪ sh ∪ L1
H) >

13v
9

+W (sh)2v
3

+(1−W (sh))v
2
, leading for W (sh) = 1

3
to S(π̄0

N1∪πN1−1
0 ∪sh∪L1

H) > 2v.If v ≥ p1 > 2v
3
.Let us �rst desribe the Merge(X) in this ase. If X ⊂ L1

XH , Merge reates twoshelves sh1 and sh2 using CreateShelf(X, 1) and CreateShelf(X, x2) where x2 =
av(0). Then, shi is paked right justi�ed at level (2 − i)v. If X ⊂ L1

H , Merge reatestwo shelves sh1 and sh2 using CreateShelf(X, x1) and CreateShelf(X, x2) where
xi = av(v(2i−1)

3
). Then, shi is paked at level v(2i−1)

3
, right justi�ed.The algorithm makes the following alls :1. Merge(L1

XH)2. last = Greedy_Pack(L1
XH , seqXH) 145



9 Improvements of previous ratios for the non-ontiguous ase3. Greedy_Pack(L1
H , seqH)4. Add2(L

1
H , Silast

)5. Merge(L1
H)Aording to Lemma 9.35, we have in this ase p1 + p2 + p3 > 4v. If step 1 reatestwo shelves of extra high retangles, then (after step 1) W (πN1

0 ∩L1
XH) > 1 and we get

S(πN1
0 ∪πN1−1

0 ) > 4v
3

+ 2v
3

> 2v. Thus step 2, 3 and 4 must pak the remaining retanglesaording to Lemma 9.29. Otherwise, L1
XH is ompletely paked (in one shelf) in SN1 .Let us assume that L1

H is not paked after step 5. The surfae paked in the last N2strips is stritly larger than v. Let L̄H
1 be L1

H just before step 5. If L̄H
1 is not paked bystep 5 we get S(πN1

0 ∪πN1−1
0 ∪L̄H

1∪L1
XH) > (1−x1)

v
3
+(p1− v

3
+p2+p3)

1
3
+x1

2
v
2
+ v

2
, whih isdereasing in x1. Thus, for x1 = 2

3
we get S(πN1

0 ∪πN1−1
0 ∪L̄H

1∪L1
XH) > 4v

3
+ v

6
+ v

2
= 2v.If 2v

3
≥ p1.If k ≥ 2, then we get p1 + p2 + p3 ≥ 4v, as none of the retangles of Layi1 �t in theprevious layers. Thus, the analysis is the same as in the previous ase. We now assumethat k = 1, meaning that there is only one wide retangle r1 of height h1 and width

w1.Let us desribe the Merge(X) proedure in this ase. If X ⊂ LXH , Merge(X)reates two shelves sh1 and sh2, using CreateShelf(X, x1) and CreateShelf(X, 1)respetively, where x1 = av(0). Then shi is paked at level (i− 1)v, right justi�ed.If X ⊂ LH , Merge(X) reates three shelves shi for 1 ≤ i ≤ 3 using
CreateShelf(X, xi), where xi = av(v(6−2i)

3
). Then shi is paked at level v(6−2i)

3
, with

sh1 and sh2 left justi�ed, and sh3 right justi�ed.The algorithm makes the following alls :1. last = Greedy_Pack(L1
XH , seqXH)2. Merge(L1

XH)3. Merge(L1
H)4. Greedy_Pack(L1

H , seqH)5. Add2(L
1
H , Silast

)Let us �rst bound S(Layi1−2∪Layi1−1∪r1). As r1 did not �t in Layi1−2 and Layi1−1,
p2 and p3 are greater than 2v−h1. Moreover, as no retangle of LB is in Layi1−1 we get
p2 > 4h1. Thus S(Layi1−2 ∪ Layi1−1 ∪ r1) > max(2(2v−h1)

3
+ w1h1,

2v−h1

3
+ 4h1

3
+ w1h1).Notie that the left part of the max is dereasing in h1 as w1 ≤ 1

2
. Thus, replaing h1by 2v

5
we get S(Layi1−2 ∪ Layi1−1 ∪ r1) > 16v

15
+ 2w1v

5
.Let us suppose �rst that L1

XH is not empty after step 2. Then after step 1 eah ofthe last N2 strips is �lled with an area stritly larger than v. Let ¯LXH
1 denote L1

XHafter step 1 and π̄0
N1 denote the set paked in SN1 before step 2. We have S(π̄0

N1 ∪
πN1−1

0 ∪ ¯LXH
1
) > 16v

15
+ 2w1v

5
+ 1−w1

2
2v
3

+ 2v
3
whih is inreasing in w1. For w1 = 1

3
we get

S(π̄0
N1 ∪ πN1−1

0 ∪ ¯LXH
1
) > 2v, leading to S(I ′) > Nv.If L1

XH is empty after step 2, two ases are possible aording to what is paked in
SN1. Let us �rst assume that no extra high retangle is paked in SN1 . After step 3, if
L1

H is not empty we get S(πN1
0 ∪πN1−1

0 ) > 16v
15

+ 2w1v
5

+ 6v
8

+ 1−w1

2
v
2
whih is greater than146



A 2-approximation for a speial ase 9.4
2v for w1 = 1

3
. Then, step 4 and 5 must pak all the remaining retangles aording toLemma 9.29.We now assume that some extra high retangles are paked in SN1 . In this ase,the area paked before step 3 in the last N2 strips is already stritly larger than v. Let

π̄0
N1 denote the set of paked retangles before step 1. We proeed by ontradition bysupposing that L1

H is not paked after step 3.If only one shelf sh1 of extra high retangles is paked in SN1 , we get
S(π̄0

N1 ∪ πN1−1
0 ∪ L1

H ∪ sh1) >
16v

15
+

2w1v

5
+

3v

8
+ (1−W (sh1))

v

2
+ W (sh1)

2v

3

>
16v

15
+

2w1v

5
+

7v

8
> 2vIf two shelves sh1 and sh2 of extra high retangles are paked in SN1 , two ases arepossible aording to W (sh2). If W (sh2) > 2

3
, we get

S(π̄0
N1 ∪ πN1−1

0 ∪ L1
H ∪ sh2 ∪ sh1) >

16v

15
+

2w1v

5
+ (1−W (sh2))

v

2
+ W (sh2)

2v

3

+
1− w1

2

2v

3

>
16v

15
+

2w1v

5
+

v

6
+

4v

9
+ (1− w1)

v

3
> 2vIf W (sh2) ≤ 2

3
, we get

S(π̄0
N1 ∪ πN1−1

0 ∪ L1
H ∪ sh2 ∪ sh1) >

16v

15
+

2w1v

5
+

3

2
(1−W (sh2))

v

2
+ W (sh2)

2v

3

+
1− w1

2

2v

3

>
16v

15
+

2w1v

5
+

v

4
+

4v

9
+ (1− w1)

v

3
> 2v9.4.6 ComplexityAording to the main steps de�ned in Setion 9.2.2, the algorithm that prealloates

I ′ is su�ient to get a 2-approximation. Indeed, we simply add retangles of I \I ′ usinglist algorithms de�ned in Setion 9.2.2.We an bound the omputational omplexity of the algorithm using the same ar-guments as for the 5/2-approximation (see Setion 9.3.6).Roughly speaking, Phase 1 runs in O(nlog(n) + Nn) as for eah strip reatinga layer an be done in O(n) (by initially sorting wide retangles aording to theirheights). Phase 2 also runs in O(nlog(n) + Nn) as for eah strip reating a onstantnumber of shelves (generally two or three) an be done in O(n) (by initially sortinghigh and extra high retangles aording to their widths). Thus, taking into aountthe repetitions due to the binary searh on v, this algorithm an be implemented in
O(log2(nhmax)n(N + log(n))). 147
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2 ratio and runs in O(log(npmax)knlog(n)), where pmax is the maximumproessing time of the jobs. Our results also apply for the Multi Strip Paking problem wherethe jobs (retangles) must be alloated on ontiguous proessors.



Introdution 10.110.1 IntrodutionContext and motivation. The evolution of the tehnology over the last past yearsleads to the emergene of new types of parallel and distributed platforms. Many ofthese new omputing systems are hierarhial in nature. Suh omputing systems maybe omposed of several parallel mahines, eah having a ertain number of proes-sors, or omposed of several lusters, eah having a ertain number of omputers [4℄.Thus, we make no distintions between mahines/lusters on one side, and betweenproessors/omputers on the other side.In order to fully exploit the large number of available resoures for reahing the bestperformanes, we need to revisit the lassial resoure management algorithms takinginto aount new features indued by the hierarhial hardware. In suh platforms, theusers submit their jobs in a entralized queue. The resoure manager selets the jobsand alloates them to a mahine, and then the jobs are sheduled loally. We assumein this work that the mahines have enough proessors so as eah job �ts entirely inany mahine. Notie that jobs are not exeuted on proessors that belong to di�erentmahines.In the ommon ontext of an exeution by suessive bathes, we target on theminimization of the makespan (de�ned as the maximum ompletion time over all theproessors) whih is the most popular objetive funtion [3℄. We assume that the pro-essing times of the jobs are available at the beginning (the algorithm is lairvoyant [3℄).Related works. Let us qualify by regular, the ase where the mahines have thesame number of proessors. The irregular ase orresponds to the situation where themahines have di�erent sizes.There exist a lot of related works for the regular ase, as it is losely related tothe multiple strip paking problem. Indeed, the only di�erene is that in multiplestrip paking (MSP), the jobs are onsidered as retangles and thus, they must bealloated on �onseutive� proessors. This problem (and the non-ontiguous version)are strongly NP -hard, and Zhuk [10℄ (and later Shwiegelshohn et al. [7℄) showed thatthere is no approximation algorithm with absolute ratio better than 2 unless P = NP ,even for 2 mahines. The proof is a gap redution from 2-partition problem. The mainrelated positive results for MSP are a 2 + ǫ-approximation in [9℄ whose ost is doublyexponential in 1
ǫ
, a (ostly) 2-approximation and an AFPTAS in [1℄. Some variants havebeen investigated (like in [6℄) where additional onstraints ome from pre-alloation.Conerning the hierarhial sheduling problem in the irregular ase, one of themost relevant work is the result of Shwiegelshohn, Thernykh and Yahyapour [7℄.The authors address a version of this problem where a job may not �t everywhere,meaning that a job may requires more proessors than the total number of proes-sors of some mahines. They provide a 3-approximation for the o�-line ase, and a

5-approximation when the jobs are submitted over time (on-line). Their algorithmshandle non-lairvoyant jobs (meaning that the proessing time of a job is only knownat the end of its exeution), but do not easily apply for MSP. They also emphasize thatthe performane of the lassial Garey and Graham's list sheduling algorithm is signif-iantly worsened in hierarhial environments. Finally, (as we will see in remark 10.11),it is possible to derive a better approximation ratio using the remark in [9℄ that leads153



10 A fast 5/2-approximation algorithm for hierarhial sheduling [2℄to a 2 + ǫ ratio (in time polynomial in 1
ǫ
) for the regular ase. However, the ost of theindued algorithm is onsiderably too large, for instane taking ǫ = 1

2
leads to a ostin Ω(n60) !Contribution. Our main ontribution is a new 5

2
-approximation (almost) greedyalgorithm (alled FAHS for fast approximation hierarhial sheduler) for shedul-ing a set of (lairvoyant) rigid jobs on parallel mahines that have di�erent num-ber of proessors, and where every job �ts everywhere. The algorithm runs in

O(log(npmax)knlog(n)). This result also applies for MSP.10.2 Preliminaries10.2.1 Problem statementThe problem studied in this paper is to shedule n jobs on a parallel system om-posed of k parallel mahines. Mahine Mi (for 1 ≤ i ≤ k) has mi proessors. We assumethat mi ≤ mi+1 for any i. A job Jj is haraterized by the number of proessing re-soures needed for its ompletion, denoted by qj ∈ N∗ (sometimes alled the degree ofparallelism) and its orresponding proessing time pj ∈ N∗. The qj proessors must bealloated on the same mahine. We assume that every jobs �ts everywhere, meaningthat maxjqj ≤ m1. We denote by wj = pjqj the work of job Jj . The objetive is tominimize the maximum ompletion time over all the mahines (alled the makespanand denoted by Cmax). Given a �xed instane, we denote by C∗ the optimal makespanfor this instane.10.2.2 Other notationsGiven a shedule, we denote by ui(t) the utilization of Mi at time t, whih is thesum of the required number of proessors of all the jobs that are running on Mi attime t. We say that job Jj1 is higher than job Jj2 if qj1 ≥ qj2 . We extend the pj , qj, wjprevious notations to P (X), Q(X) and W (X) where X is a set of jobs and the apitalletter denotes the sum of the orresponding quantity of all the jobs in the set (forinstane P (X) = ΣJj∈X pj).We all shelf a set of jobs that are sheduled on the same mahine and �nish atthe same time. Sheduling a shelf at time t means that all the jobs of the shelf �nishat time t. This reverse de�nition of shelf (where usually jobs start simultaneously)is used beause some mahines are �lled from right to left. Using v as a guess forthe optimal makespan C∗, let L = {Jj|pj > v
2
} denote the set of long jobs, and let

Hi = {Jj|qj > mi

2
} denote the set of high jobs for Mi, for 1 ≤ i ≤ k.10.2.3 Useful resultsWe present brie�y in this setion some lassial results that we will use later. Letus reall �rst the well known Highest First (HF ) list algorithm that, given a set of jobsand one mahine, starts from time 0 and shedules at any time the highest job whih�ts. Seondly, let us state the following result that was established by Steinberg [8℄.154



Algorithm 10.3Notie that even if this result is stated in term of retangle paking, it remains validfor parallel jobs (without the ontiguous onstraint).Theroem 10.1 ([8℄). Let L = {r1, . . . , rn} be a set of retangles. Let wj, hj and sjdenote the width, the height and the surfae of rj. Let S(L) = Σn
j=1sj, wmax = maxjwjand hmax = maxjhj. If

wmax ≤ u, hmax ≤ v and 2S(L) ≤ uv −max(2wmax − u, 0)max(2hmax − v, 0)then it is possible to pak L (in time O(nlog2(n)/log(log(n))) in a retangular box ofwidth u and height v.We are now ready to desribe the FAHS algorithm.10.3 AlgorithmAs we target a 5/2 ratio, it is onvenient to onsider that we have in eah mahinean empty available retangular area of height mi and length 5C∗/2. Moreover, we wantto partiularly take are of the jobs that have a proessing time greater than C∗/2,sine these jobs are harder to shedule. As C∗ is unknown, we use the lassial dualapproximation tehnique [5℄, and we denote by v the urrent guess of C∗. Aordingto this tehnique, our goal is to provide the FAHS (Fast Approximation HierarhialSheduler) algorithm that either shedules all the jobs with a makespan lower than
5v/2 or rejets v, implying that v < C∗. For the sake of simpliity, we do not mentionin the algorithm the �rejet� instrution. Thus, we onsider throughout the paper that
v ≥ C∗, and it is impliit that if one of the laimed properties is wrong during theexeution, the onsidered v should be rejeted.

FAHS is desribed in detail in Algorithm 3. The priniple is to �ll the mahinesfrom the smallest (M1) to the largest one. As long as it is possible, we aim at shedulingon eah Mi a set of jobs whose total work is greater than miv. The algorithm is designedsuh that the only reason for failing (meaning that it does not reah miv) is the lakof jobs. Thus, if a failure ours, there will be only a few amount of jobs that will bestraightforward to shedule.In order to shedule a work of (at least) miv, we �rst intent to shedule a set Xof jobs of Hi suh that P (X) is greater than 2v (phase 1). If it fails, we shedule asmany jobs of Hi as possible (again in phase 1), with a strit limit P (X) < 3v/2 to haveenough spae to pak a shelf of long jobs between 3v/2 and 5v/2. Then, we selet (inphase 2) some jobs of I\Hi, targeting a total work of at least miv.These seleted jobs are then sheduled in phase 3. If the work goal miv is reahedwe shedule the onsidered jobs in Mi (using the add algorithm in Algorithm 4 in ase1 or HF in ase 2), otherwise (ase 3) there is by onstrution only a few amountof unsheduled jobs, and they are sheduled using the pack proedure desribed inAlgorithm 5.Remark 10.2 (Notation). For any set X onsidered in the algorithm or in the proof, weuse the X̃ notation to denote the set X during the exeution of the algorithm (X̃ ⊂ X).We onsider that a job is removed from the instane when it is sheduled. 155



10 A fast 5/2-approximation algorithm for hierarhial sheduling [2℄
Algorithm 3 Fast Approximation Hierarhial Sheduler (FAHS)for all i, H̃i ← Hi and L̃← Lfor i = 1 to k do��������������- phase 1 ��������������-if H̃i ∩ L̃ 6= ∅ then

• Jji
← highest job of H̃i ∩ L̃

• shedule Jji
at time 0 and remove it from H̃i ∩ L̃else

• Jji
← "dummy" job (with pji

= qji
= 0)end ifif pji

+ P (H̃i \ L̃) ≥ 2v then
• target← 2velse
• target← vend if
• shedule sequentially (in any order) jobs of H̃i \ L̃ (and remove them from H̃i)until one of them ends later than target or until (H̃i \ L̃ = ∅)
• High← jobs sheduled on Mi

• reshedule jobs of High in non-inreasing order of heightif target = v then��������������- phase 2 ��������������-
• Select← ∅
• add to Select some jobs of Ĩ \ H̃i (and remove them from Ĩ) in non inreasingorder of their work, until (W (High) + W (Select) ≥ miv) or until (Ĩ \ H̃i = ∅)��������������- phase 3 ��������������-if W (High) + W (Select) > 5

4
miv then //ase 1

• shedule Select using add(i, Select)else if 5
4
miv ≥W (High) + W (Select) ≥ miv then //ase 2

• reshedule jobs High ∪ Select on Mi using HF algorithmelse //ase 3if i=k then
• reshedule High ∪ Select ∪ H̃i on Mi using HF algorithm (and removejobs from H̃i)else
• reshedule High ∪ Select on Mi using HF algorithm
• shedule H̃i on {Mi+1, . . . , Mk} using pack(i, H̃i) (and remove jobs from
H̃i)end if
• break //all the jobs are sheduledend ifend ifend for
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Algorithm 10.3
Algorithm 4 add(i, Select)

• reate a shelf Sh with the highest jobs of Select and shedule Sh at time 5v
2

• reshedule Sh suh that the shortest jobs are on the top (as depited �gure 10.5)if one job J1 ∈ Select remains then
• t1 ← smallest t suh that uMi

(t) + q1 ≤ mi

• shedule J1 at time t1end ifif two jobs {J1, J2} ⊂ Select remain then
• reate a shelf Sh′ using J1 and J2 and shedule Sh′ at time 3v

2end if
Algorithm 5 pack(i, H̃i)if H̃i ∩ L = ∅ then
• shedule jobs of H̃i sequentially on Mi+1 from 0 (we know that i < k)else
• x← iwhile H̃i ∩ L 6= ∅ do
• x← x + 1
• Sh← ∅while ((Q(Sh) ≤ mx) and (H̃i ∩ L 6= ∅)) do
• add to Sh a job Jj from H̃i ∩ Lend while
• shedule all the jobs of Sh \ {Jj} at time 0if Q(Sh) > mx then
• shedule Jj at time velse
• shedule Jj at time 0end ifend while

• shedule all the remaining jobs (whih all belong to H̃i \ L) sequentially on Mkfrom vend if
157



10 A fast 5/2-approximation algorithm for hierarhial sheduling [2℄Let us now quikly analyze the running time of FAHS.Remark 10.3. FAHS runs in O(log(npmax)knlog(n)).Proof Phase 1 and phase 2 run in O(nlog(n)) as the jobs are sorted aording totheir height at the end of phase 1 and aording to their work before starting thephase 2. Phase 3 runs in O(nlog(n)) beause of the HF algorithm. Thus, for a �xedvalue of v, the ost of FAHS is in O(knlog(n)), and the dihotomi searh on v anbe done in log(npmax) sine npmax is an upper bound of the optimal. �10.4 Analysis of the algorithmNotie �rst that the ase where target = 2v is lear as in this ase the shedulehas a makespan lower than 5v
2
, and the sheduled work is greater than 2v mi

2
= miv.Thus, we will fous on the seond part of FAHS, where target = v. We will �rst provein lemma 10.4, 10.6 and 10.8 that (if v ≥ C∗, as usual) it is possible to shedule theonsidered set of jobs with a makespan lower than 5v

2
in the three ases of phase 3.Then, the �nal proof of FAHS is derived in theorem 10.10.Lemma 10.4 (Feasibility of ase 1). Any all to add(i, Select) produes a valid sheduleof makespan lower than 5v

2
.Proof Notie �rst that alling the add proedures implies that target = v. We assumethat the sets High and Select have been onstruted in phase 1 and 2, implying

W (High) + W (Select) > 5
4
miv. Let p = |Select| and Select = {J ′

1, . . . , J
′
p}, with

w′
j+1 ≤ w′

j for all j, as stated in Algorithm 3. Let us start with the following properties :1) P (High) ≤ 3
2
v2) for all J ′

j ∈ Select, w′
j > miv

4
, implying J ′

j ∈ L and 0 ≤ p ≤ 43) ∀X ⊂ Select, W (High) + W (Select \X) < vmiThe �rst property is true beause target = v, and the jobs of High sheduled in phase1 have a proessing time lower than v
2
. The seond point omes from the fat that

W (Select \ {J ′
p}) < miv and W (Select) > 5

4
miv. This implies that w′

p > miv
4

andproperty 2. The third point is true by de�nition of phase 2.We start by reating a shelf Sh with the higher jobs of Select (as depited �gure10.5). We shedule Sh at time 5v
2
(remind that it means that all the jobs of Sh �nishat time 5v

2
), whih is possible aording to property 1. Let α denote the number of jobsin this shelf. As Select∩Hi = ∅, we know that α ≥ 2, implying that ases where p ≤ 2are straightforward.We now study the ases where p = 3. Let J1 be the remaining job (we use the samenotations as in Algorithm 4). Let us now analyze how the add proedure shedules J1.Let us suppose by ontradition that J1 intersets Sh. Let t′1 = 5v

2
− t1 − p1. We get

W (High ∪ Sh) > t1(mi − q1) + t′1(mi − q1) + (Q(Sh)− (mi − q1))
v

2

> t1(mi − q1) + (
3v

2
− t1)(mi − q1) + (3q1 −mi)

v

2
= miv158



Analysis of the algorithm 10.4

Fig. 10.5: Example for the add proedure. Case where p = 3 is depited on the leftside, and ase where p = 4 is depited on the right side.The inequality Q(Sh) ≥ 2q1 used above is true sine add shedules the highestjobs in the shelf. The inequality W (High ∪ Sh) > miv is a ontradition aording toproperty 3, implying that J1 must �t in the �stairase�.Let us now study the ase where p = 4. Let Select′ = Select \ {J ′
4}. We have

W (Select′) > 3miv
4

(aording to property 2), implying W (High) + 3miv
4

< W (High∪
Select′) ≤ vmi. Thus, we get P (High)mi

2
< W (High) < miv

4
, leading to P (High) < v

2
.Thus, the seond shelf sh′ sheduled at time 3v

2
does not interset jobs of High. It endsthe proof of feasibility of ase 1.

�Conerning the feasibility of ase 2, we prove a slightly more general statementwhih an be interpreted as a partiular ase of Steinberg's theorem [8℄.Lemma 10.6 (Feasibility of ase 2). Let us onsider an arbitrary mahine M with
m proessors. Let v suh that for all j ∈ X, pj ≤ v. Let X be a set of jobs suh that
W (X) ≤ αmv, with α ≥ 1. Then, the HF algorithm shedule X on M with a makespanlower than 2αv.Proof Let C denote the makespan of the shedule, and let Jj0 be a job that �nishesat time C. If qj0 > m

2
, then all the jobs Jj of X have qj > m

2
, implying αmv ≥

W (X) > C
2
m. Let us suppose now that qj0 ≤ m

2
. Let s denote the starting time of Jj0.As there are stritly less than qj0 available proessors between time 0 and s, we have

W (X) > pj0qj0 + s(m− qj0), implying s < W (X)
m−qj0

− pj0
qj0

m−qj0
. Thus,

C ≤ s + pj0

≤ W (X)

m− qj0

+ pj0

m− 2qj0

m− qj0

≤ v
(α + 1)m− 2qj0

m− qj0As the last expression is an inreasing funtion of qj0 and qj0 ≤ m
2
we get C ≤ 2αv. �159



10 A fast 5/2-approximation algorithm for hierarhial sheduling [2℄Remark 10.7. Notie that Lemma 10.6 does not apply for strip paking. However thislemma an be simply adapted using Steinberg algorithm [8℄, as explained in Setion 10.5We now study the feasibility of ase 3.Lemma 10.8 (Feasibility of ase 3). The pack proedure shedules all the remainingjobs.

Fig. 10.9: Example for the pack proedure. Case 3 ours for i = 3. H̃1
i is de�ned asin Lemma 10.8.Proof Let i be the index of the urrent mahine when ase 3 ours for the �rsttime. Let H̃0

i be H̃i at line 7 of phase 1 (after setting the value of Jji
) and let H̃1

i be
H̃i at the beginning of phase 3. Notie that W (High ∪ Select) < miv implies that weolleted all the jobs of Ĩ \ H̃1

i , and thus the set of jobs that have not been sheduledon {M1, . . . , Mi−1} is High∪Select∪ H̃1
i . If i = k, then W (High∪Select∪ H̃1

i ) ≤ vmi(otherwise, v is rejeted), and HF is su�ient aording to lemma 10.6. We onsidernow that i < k. Jobs of High∪Select are sheduled (on Mi) with a makespan lower than
5v
2
using again lemma 10.6. We now prove that pack(i, H̃1

i ) suessfully shedules H̃1
i .If H̃1

i ∩ L = ∅, it implies that H̃0
i \ L̃ = H̃0

i , and thus P (H̃1
i ) ≤ P (H̃0

i ) ≤ 2v− pji
≤ 2vbeause phase 3 only ours if target = v. Thus, we an shedule H̃1

i sequentially on
Mi+1.If H̃1

i ∩ L 6= ∅, then there is one job of Hi ∩ L sheduled on M1, . . . , Mi. Moreover,
P (H̃1

i \L) ≤ P (H̃0
i \L) ≤ 3v

2
as there was not enough jobs to �ll Mi up to 2v. We willprove that pack(i, H̃1

i ) an shedule H̃1
i ∩L on mahines {Mi+1, . . . , Mk} suh that nojob (of H̃1

i ∩ L) is sheduled after time v on Mk. Then, it will be obvious that H̃1
i \ Lan be added on Mk between v and 5v

2
.Let us prove it by ontradition by assuming that there is a job of H̃1

i ∩L sheduledon mahine Mk after time v (meaning that we stared a seond shelf of jobs of H̃1
i ∩ Lon Mk).For any t ∈ [|1, . . . , k|], let St denote the shedule onstruted by FAHS onmahine Mt, and S∗

t be the shedule (for a �xed optimal solution) on mahine Mt. Let
X = ∪i

t=1St and X∗ = ∪i
t=1S

∗
i . We have Q(X ∩Hi ∩ L) ≥ Q(X∗ ∩Hi ∩ L) as in phase1 we sheduled on mahines M1 . . .Mi the i highest jobs of Hi ∩ L (alled the Jjt

in160



Conluding remarks 10.5the algorithm), and the optimal annot shedule more than i jobs of Hi ∩ L on thesemahines. Moreover, we have Q(St∩Hi∩L) > mt for every t in [|i+1, k|] as we starteda seond shelf on eah of these mahines. Thus, it means that Q(H̃1
i ∩ L) > Σk

t=i+1mtwhih is impossible as the optimal solution had a total height of jobs of Hi

⋂
L greaterthan Q(H̃1

i ∩ L) to shedule on Mi+1, . . . , Mk. �We an now omplete the main proof.Theroem 10.10. If v ≥ C∗, FAHS shedules all the jobs with a makespan lower than
5v
2
.Proof If ase 3 of phase 3 ours, then we know aording to lemma 10.8 thatall the remaining jobs are sheduled in 5v

2
. Otherwise, we know that for every

i ∈ [|1, . . . , k|], the FAHS algorithm had a target equal to 2v, or exeuted ase 1 orase 2. This implies by onstrution that the area sheduled on Mi is greater than (andin this ase exatly equal to) miv. Thus, there an not be unsheduled jobs at the end. �10.5 Conluding remarksIn this paper, we presented a new algorithm for sheduling a set of lairvoyant rigidjobs in a hierarhial parallel platform, assuming that every job �ts in any mahine. Asophistiated analysis proved that it is a 5
2
-approximation, improving the best existingalgorithm. There exists for this problem a lower bound equal to 2.We now explain how to adapt the algorithms and the proofs to the MSP problemwhere jobs, alled retangles, must be alloated on ontiguous proessors. The onlyadaptation needed is in Lemma 10.6, where HF an be diretly replaed by Steinberg'salgorithm (see Setion 10.2.3). Phase 1, pack and add build ontiguous shedule (andthus a valid shedule for retangles), and proofs of Lemma 10.4 and 10.8 still hold forthe ontiguous ase. Thus, we get a 5

2
−approximation algorithm for MSP that runs

O(log(npmax)knlog2(n)/log(log(n)).We desribe now how to ahieve a 2 + ǫ ratio for this problem at the prie of amuh higher algorithm omplexity. This result is an extension of the result in [9℄ thatwas established for the regular ase.Remark 10.11. There is a 2 + 2ǫ-approximation that runs in
O(nlog2(n)/log(log(n))f(k, n, ǫ)) where f(k, n, ǫ) is the omplexity of any 1 + ǫalgorithm for the Q||Cmax problem with k mahines and n jobs (for example
f(ǫ) = O(kn

10
ǫ2 ) using [5℄).Proof We follow here the same idea as in [9℄. Let I denote the instane of theirregular hierarhial problem (where every job �ts everywhere). We de�ne an instane

I ′ of the Q||Cmax problem as follows. For eah job JJ of I we assoiate a job J ′
j of I ′of proessing time p′j = wj . For eah mahine Mi of I ′ we assoiate a mahine M ′
i of I ′whose speed is mi. Then, we apply a PTAS (and get a shedule S ′ ≤ (1 + ǫ)Opt(I ′))on I ′. The shedule gives a partition of the jobs of I among the di�erent mahines. Let161



10 A fast 5/2-approximation algorithm for hierarhial sheduling [2℄
X ′

i denote the set of jobs sheduled on M ′
i in S ′, and let Xi denote the orrespondingset of jobs (meaning the jobs of same index) in I. Let c′i denote the ompletiontime on M ′

i . We reate the shedule S of I as follows. Aording to the Steinberg'stheorem (see Setion 10.2.3), we know that for eah i the set Xi an be sheduled ina �box� (reated on mahine Mi) of size mi × 2c′i as c′i =
W (X′

i)

mi
= W (Xi)

mi
. Thus, themakespan of S is lower than 2maxic

′
i ≤ 2(1 + ǫ)Opt(I ′) ≤ 2(1 + ǫ)Opt(I). �A natural (but hard) question is to �ll the gap between the new approximationratio 5

2
and the lower bound with a low ost algorithm.
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Chapitre 11An extention of the5/2-approximation algorithm usingorale
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Marin bougeret‡, Pierre-François Dutot, and Denis TrystramLIG, Grenoble University, Franebougeret,dutot,trystram�imag.fr
‡This work is supported by DGA-CNRSAbstratIn this hapter we onsider the Multiple Cluster Sheduling Problem (MCSP). The MCSPorresponds to the MSP

nc/c
d in the lassi�ation of Chapter 5∗ (a luster is equivalent toa strip), where additionally luster have di�erent speeds. We provide a 5

2 -approximation al-gorithm (using an orale guess) for MSP
nc/c
d , improving thus the result of Chapter 10 thatrequires the assumption that all the jobs �t on all the lusters. Moreover, this result alsohold for lusters having same size but di�erent speeds (i.e. for MSP

nc/c
r where lusters havedi�erent speeds). Notie that our algorithm even apply for "ontiguous sheduling", wherejobs must be alloated on ontiguous indexes of proessors (i.e. jobs are retangles).

∗We did not hange the MCSP notation throughout this hapter in order to faithfully reproduethe orresponding report researh



Introdution 11.111.1 IntrodutionIn the grid omputing paradigm, several lusters share their omputing resoures inorder to distribute the workload. Eah luster is a set of idential proessors onnetedby a loal interonnetion network. Jobs are submitted in suessive pakets alledbathes. The objetive is to minimize the time when all the jobs of a bath are om-pleted, then, the next bath of jobs an be proessed. Many suh omputational gridsystems are available all over the world, and the e�ient management of the resouresis a ruial problem.Let us now introdue the Multiple Cluster Sheduling Problem (MCSP) more for-mally. We are given n parallel jobs J = {J1, . . . , Jn} and N lusters Cl1, . . . , ClN . Eahjob Jj is desribed by a proessing time pj and a width qj (the number of requiredproessors). The area of a job Jj is qjpj , onsequently the total area of a set of jobs
X is de�ned as A(X) :=

∑
Jj∈X pjqj. In the same way we de�ne Q(X) :=

∑
Jj∈X qjand P (X) :=

∑
Jj∈X pj. A luster Clℓ has mℓ idential proessors, eah of them run-ning with speed sℓ. A job Jj is only allowed to be sheduled within one luster, itsproessing time in luster Clℓ is pℓ

j :=
pj

sℓ
if qj ≤ mℓ else pℓ

j = ∞. We assume thelusters to be sorted by non-dereasing order of their number of proessors (or ma-hines), i.e. m1 ≤ m2 ≤ . . . ≤ mN . Furthermore we assume minℓ sℓ = 1 and de�ne
pmax :=

maxj pj

minℓ sℓ
= maxj pj . The objetive is to �nd a non-preemptive shedule of thejobs into the lusters minimizing the makespan, i.e. the latest �nishing time of a job.MCSP is losely related to Multiple Strip Paking (MSP) problem where a lusteran be seen as a strip and a job as a retangle. However, there is an additional on-straint in MSP, sine paking a retangle orresponds to shedule a job in MCSP usingonseutive addresses of proessors (in other words, the alloation must be ontiguous).Thus, results for MCSP do not neessarily apply to MSP as the shedule may be notontiguous. Obviously, a solution for MSP is a (feasible) solution for MCSP. However,approximation ratios are not preserved beause the optimal value for MSP is an upperbound of the optimal value for MCSP.Related workIn the ase if N = 1 the problem is idential to sheduling n parallel jobs on midential mahines. Here the ontiguous ase orresponds diretly to strip paking. Forthe ase that the number of mahines is polynomially bounded in the number of jobsa (1.5 + ǫ)-approximation for the ontiguous ase and a (1 + ǫ)-approximation for thenon-ontiguous ase where given in [Jansen and Thöle, 2008℄. For strip paking Co�-man et al. gave in [Co�man Jr et al., 1980℄ an overview about performane bounds forshelf-orientated algorithms as NFDH (Next Fit Dereasing Height) and FFDH (FirstFit Dereasing Height), that have an absolute ratio of 3, and 2.7, respetively. Shier-meyer [Shiermeyer, 1994℄ and Steinberg [Steinberg, 1997℄ presented independently analgorithm for strip paking with absolute ratio 2. This result was reently improved byHarren et al., in [Harren et al., 2010℄ they presented an algorithm with absolute ratio

5/3+ǫ. A further important result is an AFPTAS for strip paking with additive onstant
O(1/ǫ2hmax) of Kenyon and Rémila [Kenyon and Rémila, 2000℄, where hmax denotes theheight of the tallest retangle (i.e. the length of the longest job). This onstant wasimproved by Jansen and Solis-Oba, who presented in [Jansen and Solis-Oba, 2007℄ anAPTAS with additive onstant hmax. 167



11 An extention of the 5/2-approximation algorithm using oraleFor MCSP with lusters of idential sizes and speeds, i.e. sℓ = 1 and mℓ = m for all
ℓ ∈ {1, . . . , N}, Zhuk [Zhuk, 2006℄ showed that MSP has no polynomial time approxi-mation algorithm (unless P = NP ) with abolute ratio better than 2. The remark of[Ye et al., 2009℄ that onsists in applying a PTAS to balane the area of the jobs amongthe lusters, provide a 2+2ǫ-appoximation algorithm whose omplexity is in O(f(ǫ)g),where f is the omplexity of a PTAS for the lassial P ||Cmax problem with preision ǫ,and g the omplexity of Steinberg's algorithm [Steinberg, 1997℄. For the non-ontiguousase, we proposed reently a low ost 5/2-approximation in [Bougeret et al., 2010b℄.For MCSP with lusters of di�erent sizes but idential speeds, Shwiegelshohn etal. [Shwiegelshohn et al., 2008℄ ahieved ratio 3 for a version of parallel job shedulingin grids without release times, and ratio 5 with release times. We reently get a fast
5/2-approximation in [Bougeret et al., 2010a℄ that only apply when all the jobs �t in allthe lusters, i.e. when maxj qj ≤ minℓ mℓ. As explained in [Bougeret et al., 2010a℄, theprevious remark to get a 2 + 2ǫ ratio an be extended (using a PTAS for Q||Cmax) forMCSP with lusters of di�erent sizes but idential speeds only under this hypothesis
maxj qj ≤ minℓ mℓ. For the general problem where a job may not �t into a luster,we would have to use a PTAS for the problem of sheduling jobs with inlusiveproessing set restritions where mahines have di�erent speeds. However there is up tonow (see the survey [Leung and Li, 2008℄) only PTAS for sheduling nested jobs whenthe mahines have the same speed [Li and Wang, 2010℄ (or FPTAS for the Rm||Cmaxproblem [Horowitz and Sahni, 1976℄). Thus, there is up to now no polynomial algorithmwith ratio better than 3 for the MCSP problem where lusters have the same speed.To the best of our knowledge, there are no spei� results for MCSP with lus-ters of same sizes and di�erent speeds. Notie however that, again, the remarkof [Ye et al., 2009℄ applies for this problem, using also a PTAS for Q||Cmax.Our resultsWe present in Setion 11.2 a pure "ombinatorial" (without linear programming) algo-rithm of ratio 5/2 that applies for MCSP when all the proessors have the same speed,but the mℓ may di�er. This improves the previous 3-approximation algorithms itedbefore (whih moreover only applies for non-ontiguous sheduling). That algorithman be adapted to MCSP with lusters of the same size but with di�erent speed val-ues (see the appendix). The algorithm needs an orale guess whih will require (whenenumerating all the possible answers of the orale) to enumerate O(nN) possibilitiesin the worst ase. From the methodologial point of view, suh an ombinatorial algo-rithm with orale may emphasize what is ritial in the problem and provide insightfor the onsidered problem. From the point of view of pratial appliations, even if theprevious omplexity is only polynomial for �xed N , this algorithm is faster than usingapproximation shemes for Rm||Cmax with ǫ = 1

4
. Moreover, this running time an beimproved (see Setion 11.2.4) using lassial rounding tehniques. Sine we assign eahjobs to proessors of onseutive addresses, all these results also apply for MSP (i.e forontiguous version).168



A 5/2-Approximation for MCSP where lusters have the same speed 11.211.2 A 5/2-Approximation for MCSP where lustershave the same speed11.2.1 Main Ideas and AlgorithmIn this setion we study the problem of sheduling rigid jobs on lusters that havedi�erent numbers of proessors, supposing that all lusters run at the same speed. Weprovide a 5/2-approximation that both applies for job sheduling and multiple strippaking.The main idea of the algorithm is to shedule a set πℓ in eah luster Clℓ, startingfrom Cl1, suh that ∑ℓ0
ℓ=1 A(πℓ) ≥

∑ℓ0
ℓ=1 A(π∗

ℓ ) for any ℓ0, where π∗
ℓ is the set shed-uled in Clℓ in a �xed optimal solution. As the optimal value is not known, we use thelassial dual approximation tehnique [Hohbaum and Shmoys, 1988℄ and denote by

T ∈ [pmax, npmax] the urrent value of the guess (of the non-ontiguous optimal). Sinethe lusters may have di�erent numbers of proessors we de�ne Fitℓ := {Jj|qj ≤ mℓ},the set of jobs that �t in Clℓ. Moreover we de�ne Lg := {Jj|pj ≥ T
2
} the set of long jobsand Wdℓ := {Jj|mℓ ≥ qj ≥ mℓ

2
} the set jobs that are wide in Clℓ. A way to guaranteethe area domination is to selet for eah ℓ a set of jobs X suh that A(X) ≥ mℓT , andto shedule it below 5T

2
.If mℓT ≤ A(X) ≤ 5
4
mℓT , we already know aording to Steinberg's theorem[Steinberg, 1997℄ that X an be sheduled below 5T

2
in polynomial time. For the aseswhere A(X) > 5

4
mℓT , we have to proeed di�erently. By leverly hoosing the set X as aunion of a subset wide ⊂Wdℓ of the wide retangles and a subset select ⊂ (Fitℓ\Wdℓ)we make sure that we have only a very small number of ritial jobs to handle in thisase,and that X an be sheduled in 5T

2
. For example, with X = {J1, J2, J3, J4}, with

q1 = q2 = q3 = mℓ

2
+ ǫ, p1 = T

2
+ ǫ, p2 = p3 = T

2
, p4 = T and q4 = mℓ

2
, we have

A(X ′) < T for any X ′ ( X and X annot be sheduled in 5T
2
.It appears that the only restrition we need for de�ning X is to have P (X ∩Wdℓ ≤

3T
2

). Thus, it is possible that for a given ℓ0 we have A(X) < mℓ0T with Fitℓ0 6=
∅, F itℓ0 ⊂ Wdℓ0. In this ase, to ensure the area domination we also need an areadomination for the wide jobs, that is ∑ℓ0

ℓ=1 A(πℓ ∩Wdℓ0) ≥∑ℓ0
ℓ=1 A(π∗

ℓ ∩Wdℓ0).This area domination for the wide jobs ould be guaranteed by sheduling for eahluster the widest possible job, until reahing T . However, by using only a widest �rstpoliy we ould overlap 3T
2

beause of �big� jobs of Wdℓ0 ∩ Lg. Thus, by guessing foreah luster the (potential) unique big job sheduled in this luster in the optimal, wean use the widest �rst poliy with jobs of Wdℓ0 \Lg and avoid the previous problem.So brie�y desribed our algorithm works as follows. We �rst enumerate the uniquebig job for eah luster. Then, for eah luster (starting with Cl1), we selet duringphase 1 some wide jobs with widest �rst poliy from (Wdℓ \Lg) and add them to wideuntil we have a total of length P (wide) at least T and at most 3T
2
. The only way toshedule the wide jobs is one after another. So we sort the jobs in non-inreasing orderof their widths and shedule them bottom-left justi�ed starting with the widest.In phase 2 we add jobs with largest area from (Fitℓ\Wdℓ) to select as long as A(wide∪

select) < Tmℓ. As mentioned before in phase 3 we reshedule wide ∪ select withSteinberg if possible or use the fat that we have seleted only few ritial jobs. 169



11 An extention of the 5/2-approximation algorithm using oraleAlgorithm 6guess Jj∗
ℓ
∈ Lg ∩Wdℓ ∩ π∗

l for all ℓ ∈ {1, . . . , N} and remove them from the initialset of jobsfor ℓ = 1 to N do���������- phase 1 ���������-
wide← ∅add Jj∗

ℓ
to widewhile ((P (wide) < T ) and (Wdℓ \ Lg 6= ∅)) do

Jj0 ← widest job of Wdℓ \ Lgadd Jj0 to wideend whileReshedule jobs of wide sequentially in non-inreasing order of their width startingwith the widest bottom-left justi�ed (see Figure 11.2).���������- phase 2 ���������-
select← ∅while ((A(wide) + A(select) < mℓT ) and (Fitℓ \Wdℓ 6= ∅)) do

Jj0 ← job of Fitℓ \Wdℓ with largest areaadd Jj0 to selectend while���������- phase 3 ���������-if A(wide) + A(select) ≤ 5
4
mℓT thenreshedule wide ∪ select using Steinberg [Steinberg, 1997℄ algorithmelseshedule select using lemma 11.1end ifend forif there is an unsheduled job thenrejet Tend if11.2.2 AnalysisGiven that we use the dual approximation tehnique, we have to prove that eitherAlgorithm 6 produes a shedule of makespan lower than 5T

2
, or that T < Opt (in thisase we say that T is rejeted), where Opt denotes the non-ontiguous optimal value .For the sake of simpliity, we do not mention everywhere the �rejet� instrution in thealgorithm. Thus we assume throughout the setion that T ≥ Opt, and it is impliit thatif during exeution one of the laimed properties is wrong then T should be rejeted.We start by proving that the set of seleted jobs assigned by our algorithm to aluster Clℓ an always be sheduled in 5T

2
.Lemma 11.1. Let ℓ ∈ {1, . . . , N}, p ∈ N and let wide and select = {J1, . . . , Jp} bethe set of jobs seleted for Clℓ in phase 1 and 2. There exists a feasible shedule of

wide ∪ select into Clℓ with a makespan lower than 5T
2
.Proof Sine it is always possible to shedule wide ∪ select with the algorithm ofSteinberg [Steinberg, 1997℄ into the designated spae if A(wide) ∪ A(select) ≤ 5T

4
, we170



A 5/2-Approximation for MCSP where lusters have the same speed 11.2
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Fig. 11.2: Example of shedule built in Lemma 11.1only onsider ases with A(wide) ∪ A(select) > 5T
4

in phase 3. If A(wide) ≥ mℓT , thealgorithm skips phase 2 and onsequently A(select) = ∅ and sine P (wide) ≤ 3T/2 byonstrution, all jobs are sheduled below 5T
2
.Let us assume A(wide) < mℓT . Sine A(wide) + A(select) > 5

4
mℓT the last job Jpadded to select has total area stritly larger than mℓT

4
(otherwise the algorithm wouldhave stopped before). This implies A(Jj) > mℓT

4
for all j ∈ {1, . . . , p} and thus p ≤ 4.Sine Jj /∈Wdℓ we furthermore onlude qj > mℓ

4
and pj > T

2
. We add now the jobs in

select in the following way (see Figure 11.2) :
• Sort the jobs in select by dereasing width.
• Starting at time 5T

2
shedule as many jobs of select as possible in the reversediretion using widest �rst poliy bottom-right justi�ed. Let sh denote this setof jobs, and let α denote the number of jobs in sh.

• If α < p, shedule Jj (α < j ≤ p) top justi�ed into Clℓ as soon as possible (i.e.at time tj := min{t|qj onseutive proessors are idle in Clℓ}).Sine Wdℓ ∩ select = ∅, we have α ≥ 2. Sine P (wide) ≤ 3T
2

the shedule is feasiblefor p ≤ 2. Consequently we only study two other ases, namely p = 3 or p = 4.Let p = 3 and let J1 ∈ select\sh. Assume that the previous algorithm fails whensheduling J1, implying that J1 sheduled at time t1 intersets sh. With t′1 := 5T
2
−t1−p1we onlude

A(wide ∪ sh) > t1(mℓ − q1) + t′1(mℓ − q1) + (Q(sh)− (mℓ − q1))
T

2
Q(sh)≥2q1

> t1(mℓ − q1) + (
3T

2
− t1)(mℓ − q1) + (3q1 −mℓ)

T

2
≥ mℓT,whih is a ontradition, sine we have ∀X ⊂ select : A(wide) + A(select\X) < mℓT.Now let p = 4. Without loss of generality we assume that there are jobs

J1, J2 ∈ select\sh with p1 ≥ p2. Notie that sine the algorithm seleted 4 jobsof area stritly larger than mℓT
4

in phase 2 we have A(wide) < mℓT
4

and thus
P (wide) ≤ T

2
. Thus we have empty spae of widths one between level T

2
and 3T

2
wherewe an diretly shedule J1 and J2 at time T

2
. �Now we prove that the area of �wide� jobs we sheduled by the algorithm is larger171



11 An extention of the 5/2-approximation algorithm using orale

Fig. 11.4: Example of staks used in Lemma 11.3than the one in the optimal. Reall that for all ℓ we denote by πℓ the set of jobssheduled in Clℓ by the algorithm, and π∗
ℓ the set of jobs sheduled in Clℓ in a �xedoptimal solution.Lemma 11.3. For ℓ ∈ {1, . . . , N} let Π =

⋃ℓ
t=1 πt be the set of jobs sheduled by thealgorithm after �nishing the ℓth iteration and Π∗ =

⋃ℓ
t=1 π∗

t the orresponding optimalset of jobs. Then A(Π ∩Wdℓ) ≥ A(Π∗ ∩Wdℓ).Proof Roughly speaking, this area domination for wide jobs is true sine for eahluster Clℓ, we shedule (without ounting the guessed jobs that are ommon to ourshedule and the optimal) a length of at least T − pj∗
ℓ
of the widest possible jobs, andthe available length for shedule wide jobs in the optimal is at most T − pj∗

ℓ
. We nowstart the formal proof.Assume that Wdℓ 6= ∅ after iteration ℓ, otherwise the laim follows diretly.We �rst onsider jobs of Bℓ = Wdℓ ∩Lg. We have Π∩Bℓ = Π∗ ∩Bℓ. Indeed, the onlyjobs of Bℓ that we sheduled are the guessed one, as no job of Bℓ an be sheduledin phase one, two or three in lusters Cl1 . . . Clℓ. In addition, the only jobs of Bℓsheduled in π∗

1 . . . π∗
ℓ are also the guessed one, as it is not possible to shedule morethan one job of Bℓ in any luster Cl1 . . . Clℓ. Thus we only onsider now jobs of

Wdℓ \ Lg. Let Γ = (Π ∩Wdℓ) \ Lg and Γ∗ = (Π∗ ∩Wdℓ) \ Lg. W.l.o.g., we assumethat there are a ≤ |Γ∗| di�erent widths q1 ≥ . . . ≥ qa in Γ∗. Let Γ∗
j ⊂ Γ∗ be the subsetof jobs of width qj and nj := |Γ∗

j |. Let lj :=
∑j

x=1 P (Γ∗
x). We onsider the shapesof the rows built by staking the jobs in Γ and Γ∗, respetively, next to eah othersorted by non-inreasing width (see Figure 11.4). We introdue a partial order overstaks of retangles denoted with "≤". Given two staks Γ1 and Γ2, we say Γ1 ≤ Γ2if the shape representing Γ1 is ontained in the one representing Γ2. For levels l, l′ let

Γ[l,l′] denote the row of Γ between l and l′. Remark that Γ∗
[lj−1,lj ]

orresponds exatlyto Γ∗
j . We show by indution over the number of di�erent widths in Γ∗ that Γ∗ ≤ Γ.Suppose that Γ∗

[0,lj−1] ≤ Γ[0,lj−1] and let us prove that Γ∗
[0,lj ]
≤ Γ[0,lj ]. If all the jobs of

Γ∗
[lj−1,lj ]

are sheduled by the algorithm we get the desired result. Indeed, no job of Γ∗
j172



A 5/2-Approximation for MCSP where lusters have the same speed 11.2is ontained in Γ[0,lj−1] otherwise there would be a job Jx and a level 0 ≤ l′ ≤ lj−1 with
Γ∗

[l′,l′+px] > Γ[0,l′+px], as all jobs of Γ∗
[0,lj−1]

are stritly wider than qj . Thus, Γ∗
[lj−1,lj ]

isinluded in Γ[lj−1,lj ] and we onlude using the indution hypothesis.Assume now that there is a job Jx0 ∈ Γ∗
j\Γ. The total proessing time of jobs thatare wider than Jx0 sheduled in the optimal (into lusters {Cl1, . . . , Clℓ}) is lj . Let l′denote the total proessing time of jobs wider than Jx0 that the algorithm paked. Weprove that l′ ≥ lj .Let N ′ be the number of lusters where Jx0 �ts (Jx0 �ts in lusters Clℓ−N ′+1 . . . , Clℓ). If Jx0 is not sheduled in any of these N ′ lusters, it means that the algorithmsheduled other jobs, that are wider than Jx0. Thus, for any t ∈ {ℓ − N ′ + 1, . . . , ℓ},the total proessing time of jobs wider than Jx0 sheduled by the algorithm on Cltis larger than T − pj∗t

, whih is also an upper bound for the total proessing timeof shedulable jobs of width larger than qx0 in the optimum. Consequently, we get
l′ ≥ Σℓ

t=i−N ′+1(T − pj∗t
) ≥ lj , whih implies Γ[lj−1, lj] ≥ Γ∗

[lj−1,lj ]
. �We an now prove that all the jobs are sheduled in the end.Lemma 11.5. All the jobs are sheduled when the algorithm stops.Proof We prove by indution on ℓ that for all i ∈ {1, . . . , N} we have

A(
⋃ℓ

t=1 πt) ≥ A(
⋃ℓ

t=1 π∗
t ) after �nishing sheduling Clℓ. Let Π =

⋃ℓ
t=1 πt and

Π∗ =
⋃ℓ

t=1 π∗
t . Two ases are possible aording to what happens in phase 3.If A(wide) + A(select) ≥ mℓT , then we onlude diretly. Let us assume that

A(wide) + A(select) < mℓT . This implies that Fitℓ \ Wdℓ = ∅ when shedul-ing Clℓ. Thus, if we write A(Π) = A(Π
⋂

Wdℓ) + A(Π
⋂

(I \ Wdℓ)) we get thedesired result as A(Π
⋂

Wdℓ) ≥ A(Π∗
⋂

Wdℓ) (aording to lemma 11.3) and
Π∗

⋂
(I \Wdℓ) ⊂ Fitℓ \Wdℓ = Π

⋂
(I \Wdℓ). �

11.2.3 ComplexityAlgorithm 6 needs an orale that provides for every luster the index of the big(meaning wide and long) job sheduled on this luster (if suh a job is sheduled in theoptimum). Thus, the ost of the enumeration is in O(
∏N

ℓ=1 xℓ), where xℓ = |Wdℓ∩Lg|+1(we need to add one to enode the possibility where no job of Wdℓ ∩ Lg is sheduledon Clℓ). The problem is that the rough upper bound on this ost (nN ) is almost tightfor instanes where there are n jobs of width and proessing time 1, N − 1 lusters ofsize 2− ǫ and 1 very large luster (let us say of size n). In this ase there are indeed npossible big jobs for the �rst N − 1 lusters. The overall omplexity for the algorithmis in O(N n log2 n
log(log(n))

log(npmax)n
N ) (the n log2 n

log(log(n))
fator is the omplexity of Steinberg'salgorithm, and the log(npmax) fator is the running-time of the binary searh).We propose in the appendix an improvement of Algorithm 6 using a lassial inputrounding to replae the nN fator by cN , with c onstant. 173



11 An extention of the 5/2-approximation algorithm using orale11.2.4 Improvement using roundingThe idea is that we ould still guarantuee the "area domination for wide jobs"(see Lemma 11.3) by only guessing the proessing time of of the (potential) big jobsheduled on eah luster, and shedule the widest job that has this proessing time.Thus, this new guess ould beome smaller if the number of di�erent proessing timesof long jobs is small. We will prove the following theorem.Theroem 11.6. There is a 5
2
(1 + ǫ)-approximation for MCSP where lusters have thesame speed that runs in O(N n log2 n
log(log(n))

log(npmax)(
1
2ǫ

+ 1)N).Let us �rst de�ne the rounding.Lemma 11.7. Let I be the original instane, T a guess of Opt(I) and ǫ > 0. We anonstrut I ′
T suh that

• there are at most 1
2ǫ

+ 1 di�erent proessing times for all the jobs of Lg′ (where
Lg′ = {Jj|pj > T/2} ∩ I ′

T )
• if T ≥ OPT (I) then Opt(I ′

T ) ≤ T (1 + ǫ)Proof We generate I ′
T by rounding up the proessing time pj of every long job

Jj ∈ Lg to a value p′j := T
2

+ (aj + 1)ǫT with T
2

+ ajǫT ≤ pj ≤ p′j. Of ourse there areat most 1
2ǫ

+ 1 di�erent proessing times in Lg′. Sine the jobs in Lg are exeuted inparallel in the optimal solution (sine T
2
≥ OPT (I)

2
), replaing those jobs by the ones in

Lg′ inreases the makespan by at most ǫT . Thus Opt(I ′
T ) ≤ T (1 + ǫ) . �Let T ′ = T (1 + ǫ). Let us now desribe the Algorithm 7, that given an instane I ′

T(as de�ned in Lemma 11.7) either shedules all the jobs with a makespan lower than
5
2
T ′, or rejets T ′ implying that T ′ < OPT (I ′

T ) (and thus T < OPT (I)). We onsiderof ourse that Wdℓ = {Jj ∈ I ′
T |qj > mℓ

2
}.Algorithm 7for all ℓ ∈ {1, . . . , N}, guess pjℓ∗ the proessing time of the (potential) job of Lg′ ∩

Wdℓ ∩ π∗
lfor ℓ = 1 to N do

Jxℓ
← widest (that have the biggest qj) job of of proessing time pj∗

ℓif qxℓ
> mℓ

2
thenshedule Jxℓ

on Clℓ //otherwise we say that Jxℓ
is disarded by Clℓend ifend forrun Algorithm 6 replaing T by T ′ (and replaing of ourse Jj∗

l
by Jxℓ

)We only have to prove the equivalent of Lemma 11.3.Lemma 11.8. Let ℓ ∈ {1, . . . , N}, let Π =
⋃ℓ

t=1 πt after �nishing sheduling Clℓ, andlet Π∗ =
⋃ℓ

t=1 π∗
t . Then we have A(Π ∩Wdℓ) ≥ A(Π∗ ∩Wdℓ).174



A 5/2-Approximation for MCSP where lusters have the same speed 11.2Proof Let ℓ ∈ {1, . . . , N} and Wdℓ 6= ∅ after iteration ℓ of the algorithm. Otherwisethe laim follows diretly.We �rst onsider jobs of Bℓ = Wdℓ ∩ Lg′ and Bℓ
x = Bℓ ∩ {Jj|pj = T

2
+ xǫT}. Let

Γx = Π∩Bℓ
x and Γ∗

x = Π∗∩Bℓ
x. We will prove that A(Π∩Bℓ) ≥ A(Π∗∩Bℓ) by provingthat for every x, A(Γx) ≥ A(Γ∗

x). Let x be �xed. We proeed as in Lemma 11.3 bystaking the jobs of Γ∗
x and Γx. Let us assume that there are a ≤ |Γ∗

x| di�erent widths
q1 ≥ . . . ≥ qa in Γ∗

x. Let Γ∗
x,j ⊂ Γ∗

x be the subset of jobs of width qj and nj := |Γ∗
x,j|.Let lj :=

∑j
t=1 P (Γ∗

x,t). For levels l, l′ let Γ[l,l′] denote the jobs sheduled in the stakof Γ between l and l′. We show by indution over the number of di�erent widths in Γ∗
xthat Γ∗

x ≤ Γx, where ≤ denotes the same partial order as in Setion 11.3.Suppose that Γ∗
x [0,lj−1]

≤ Γx [0,lj−1] and let us prove that Γ∗
x [0,lj ]

≤ Γx[0,lj ]. If all thejobs of Γ∗
x,j are sheduled by the algorithm we get the desired result.Assume now that there is a job Jx0 ∈ Γ∗

x,j\Γ (we have qx0 = qj). Let Xx0 = {Js|qs ≥
qx0}. Due to the indution hypothesis, we only need to prove that Γx [lj−1,lj ] ≥ Γ∗

x [lj−1,lj ]
,and thus we will only prove that |Γx ∩Xx0| ≥ |Γ∗

x ∩Xx0|.We have |Γ∗
x ∩ Xx0| =

∑j
t=1 nt, implying that there are at least ∑j

t=1 nt lusterswhere Jx0 �ts. Moreover, qx0 > mℓ

2
implies that qx0 >

mℓ′

2
for all ℓ′ < ℓ. Thus, Jx0 hasnot been disarded by any luster between 1 and ℓ. Thus, Jx0 has not been sheduledin any of the ∑j

t=1 nt lusters where it �ts beause the algorithm sheduled wider jobinstead, whih proves that |Γx ∩Xx0| ≥
∑j

t=1 nt = |Γ∗
x ∩Xx0|.The proof of A(Π ∩ Wdℓ \ Lg′) ≥ A(Π∗ ∩ Wdℓ \ Lg′) is exatly the same as inLemma 11.3 as for any ℓ′, the proessing time of the jobs Jxℓ′

is either the same as thepotential big job sheduled by the optimal in Cli′ , or zero if Jxℓ′
is disarded. �Thus, Algorithm 7 is a 5

2
(1 + ǫ)-approximation, and runs in

O(N n log2 n
log(log(n))

log(npmax)(
1
2ǫ

+ 1)N).11.2.5 A 5/2-approximation for lusters of same size but di�er-ent speedIt is possible to adapt Algorithm 6 to get a 5/2-approximation for the ase whereeah luster Clℓ has m idential proessors of speed sℓ. Again this result also appliesfor the ontiguous ase.We also proeed by dual approximation, and denote by T the urrent guess. More-over, let Fitℓ = {Jj|pj

sℓ
≤ T} be the set of jobs that �t in Clℓ, Lgℓ = {Jj|T ≥ pj

sℓ
> T

2
}and Wd = {Jj|qj > m

2
}.The idea is to use exatly Algorithm 6 replaing of ourse Lg by Lgℓ and Wdℓby Wd, and sheduling the lusters from the slowest (Cl1) to the fastest one (ClN).Consequently the guess for eah luster ℓ is now the potential job in Lgℓ ∩Wd ∩ π∗

lwhere π∗
l is the set of jobs sheduled on Clℓ in the optimal solution.The proof of the feasibility of phase 3 is exatly the same as in Lemma 11.3. Theonly adaptation needed is to prove the following lemma.Lemma 11.9. For any x ∈ {1, . . . , N}, let Πx =

⋃x
t=1 πt be the set of jobs sheduled175



11 An extention of the 5/2-approximation algorithm using oraleby the algorithm after �nishing the xth iteration and Π∗
x = ∪x

t=1π
∗
t the orrespondingoptimal set of jobs.Then we have, for any ℓ ∈ {1, . . . , N}, (Πℓ ∩Wd) ≥ (Π∗

ℓ ∩Wd), where ≥ denotesthe same partial order for rows of jobs as in Setion 11.3 for staks of retangles.Proof Let us prove the desired result by indution on ℓ. Let us suppose that (Πℓ−1 ∩
Wd) ≥ (Π∗

ℓ−1 ∩Wd) (the proof for ℓ = 1 an be done using the same ideas).Let Γ = Πl ∩Wd and Γ∗ = Π∗
l ∩Wd. As in Lemma 6 we prove that Γ∗ ≤ Γ byindution on the di�erent numbers of widths of jobs in Γ∗. We use the same notationsas in Lemma 11.3. We suppose that Γ∗

[0,lj−1]
≤ Γ[0,lj−1] and we prove that Γ∗

[0,lj ]
≤ Γ[0,lj ]by showing that Γ∗

[lj−1,lj ]
≤ Γ[lj−1,lj ]. Let us only onsider the ase where there is Jx0 in

Γ∗
j\Γ. This implies Jx0 /∈ Lgℓ, otherwise Jx0 would belong to Lgt for 1 ≤ t ≤ ℓ , andthus would be a guessed job as the optimal sheduled it in one of the �rst ℓ lusters.Let Xα = {Js ∈ J |qs ≥ α} be the set of jobs wider than α. As in Lemma 11.3 we provethat Γ∗

[lj−1,lj ]
≤ Γ[lj−1,lj ] by showing that l′ ≥ lj , where l′ = P (Xqx0

∩ Γ) and lj de�nedas in Lemma 11.3 (reall that the de�nition of lj implies that lj = P (Xqx0
∩ Γ∗)).The hypothesis (Πℓ−1 ∩ Wd) ≥ (Π∗

ℓ−1 ∩ Wd) implies that for any α,
P (Xα∩Γ∩Πl−1) ≥ P (Xα∩Γ∗∩Π∗

l−1), thus we use it with α = qx0. Moreover, as Jx0 isnot sheduled by the algorithm on Clℓ whereas Jx0 /∈ Lgℓ, it implies that we sheduledwider jobs than Jx0 on Clℓ. Thus, we get also P (Xqx0
∩ Γ ∩ πl) ≥ P (Xqx0

∩ Γ∗ ∩ π∗
l ),leading to l′ ≥ lj and to Γ∗

[lj−1,lj ]
≤ Γ[lj−1,lj ]. �
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Chapitre 12Approximating the Disrete ResoureSharing ShedulingProblem [Bougeret et al., 2009a℄
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Introdution 12.112.1 Introdution12.1.1 Desription of the Portfolio problemWe are interested in this work in solving hard omputational problems like the sat-is�ability problem SAT [12℄. It is well-established that a single algorithm annot solvee�iently all the instanes of suh problems. In most ases, the algorithms are har-aterized by the great variability of their exeution time depending on the onsideredinstanes. Thus, a good e�etive solution is to onsider several heuristis and ombinethem in suh a way to improve the mean exeution time when solving a large set ofinstanes. In this paper, we are interested in designing adequate ombination shemes.The suggested solution is based on the portfolio problem, introdued in the �eld of�nane many years ago [15℄. This problem an be informally realled as follows : given aset of opportunities, an amount of possible investments on the set of opportunities andthe payo� obtained when investing an amount on eah opportunity, what is the bestamount of investment to make on eah opportunity in order to maximize the sum ofthe payo�s ? Using the voabulary of Computer Siene, we assume that there exists abenhmark omposed of a �nite set of instanes and some heuristis whih solve theseinstanes. The expeted exeution times of heuristis on all the instanes is known.The objetive is to determine the best possible resoure alloation for the heuristis inorder to minimize the mean exeution time of the set of instanes. The exeution timeof an instane given a resoure alloation is taken here as the shortest exeution timeof a heuristi when exeuting simultaneously all the heuristis on this instane.This formulation of the problem as a portfolio is motivated by the fat that we maynot know whih is the best suited heuristi to solve an instane before atually solvingit. The interest of this sharing model is that in pratie if the benhmark of instanesis representative over the set to be solved, we an expet a better mean exeution timethan using only one heuristi.12.1.2 Related worksThere exist many studies fousing on the onstrution of automated heuristi sele-tion proess. For a given problem, the approahes usually proeed �rst by identifyingthe set of features whih haraterize its instanes. A mathing is then built betweentypes of instanes and heuristis in order to determine an e�ient heuristi for anyinstane.An et al. [2℄, for example, introdue a generi framework for heuristi seletion in aparallel ontext and apply it to several lassial problems inluding sorting and parallelredutions. Weerawarana et al. [22℄ suggest a model for the heuristis seletion in thease of the resolution of partial di�erential equations. The SALSA projet (Self Adapt-ing Large-sale Solver Arhiteture) uses statistial tehniques for solver seletion [9℄.Bhowmik et al. [3℄ study the onstrution of a seletion proess for solving linearsystems. The onstrution of automated seletion proess requires the identi�ation ofa representative set of features. This an be very di�ult depending on the targetedproblems [9℄.There exist other alternative works based on heuristi portfolio that an be used inthese ases. A portfolio of heuristis is a olletion of di�erent algorithms (or algorithms181



12 Approximating the Disrete Resoure Sharing Sheduling Problem [4℄with di�erent parameters) running in an interleaved sheme. In [13, 14℄, the authorshave demonstrated the interest to use heuristi portfolio on randomized heuristis. Theonurrent use of heuristis for solving an instane has also been suggested in [8, 21℄with the onept of asynhronous team. Streeter et al. [20℄ studied how to interleavethe exeution of various heuristis in order to redue the exeution time of a set ofinstanes.Sayag et al. [16℄ have also studied a related problem, namely the time swithingproblem. This problem onsiders a �nite set of instanes and assumes a �nite set ofinterruptible heuristis. To solve instanes, the exeution of the various heuristis areinterleaved in a �xed pattern of time intervals. The exeution ends as soon as oneheuristi solves the urrent instane. As previously, the goal in the task swithingproblem is to �nd a shedule whih minimizes the mean exeution time on the set ofinstanes. This approah is interesting in a single resoure problem and has also beenstudied by Streeter et al. [20℄. Sayag et al. [16℄ proved that to eah resoure sharingshedule orresponds a time swithing with a lower exeution time, whih means thatif there is no overhead on ontext swithing, it is always better to use time sliing onthe heuristis on the whole resoures instead of applying resoure sharing. Even if thetime swithing approah produes theoretially shedules with onstant approximationratio, it assumes that the heuristis an be interrupted at any moment. However, all theinterrupted states have to be stored, leading to a prohibitive memory ost on multipleresoures.Let us notie also that in several ases, giving more resoures to a heuristi does nothave a positive impat on its exeution. This is espeially true when using heurististhat are hard to parallelize, like those involving a large number of irregular memoryaesses and ommuniations [23℄. That is why we fous on the disrete version of theresoure sharing sheduling problem (denoted by RSSP) instead of time swithing asintrodued in [16℄.To the best of our knowledge, there are mainly two papers about the RSSP thatare losely related to our work. Sayag et al.[16℄ address the ontinuous linear RSSP,where the output is a fration of the available resoures alloated to eah heuristi, andthe ost funtion is linear, meaning that the ost for solving an instane with only oneresoure is x times the ost with x resoures. In our previous work [5℄ a disrete versionof the linear restrited RSSP is studied, denoted by lr-dRSSP. The disrete settingmeans that the output is an integer representing the number of resoures alloated toeah heuristi, and the restrition assumption means that every solution must alloateat least one proessor to every heuristi. The restrited version was proposed giventhat the l-dRSSP (without restrition) has no onstant ratio polynomial approximationalgorithm (unless P = NP ) [5℄.12.1.3 Contributions and organization of the paperIn this work, we study the r-dRSSP problem. More preisely, given any heuristi hi,any instane Ij and any number of alloated resoures in {1, . . . , m}, we only assumethat C(hi, Ij, s) (the ost for solving Ij with hi deployed on s resoures) veri�es 1 ≤
C(hi,Ij,s)

C(hi,Ij ,λs)
≤ λ, ∀λ ≥ 1. This reasonable assumption means that we handle any instanewhere the speedup is non �super linear�.182



Disrete Resoure Sharing Sheduling Problem 12.2A preliminary version for the lr-dRSSP problem was published in the APDCM work-shop [5℄. The r-dRSSP problem is de�ned in Setion 12.2.1. We provide in Setion 12.2.2a proof for the omplexity of lr-dRSSP (whih was still open in [5℄). In Setion 12.2.3,a �rst greedy algorithm is provided to give an insight on the problem. Orale-basedalgorithms are then introdued in Setion 12.3.1. We extend in 12.3.2 and 12.3.3 theorale based approximation shemes proposed in [5℄ for lr-dRSSP to r-dRSSP. We givein 12.3.4 a kind of tightness result by proving that the question asked to the oraleis almost the most �e�ient� possible one. Then, we improve in Setion 12.3.5 theseapproximation shemes by applying the guess approximation tehnique (introduedand applied to lr-dRSSP in [6℄). Finally, in Setion 12.4 we run experiments (usinginstanes extrated from atual exeution times of heuristis solving the SAT problem)to evaluate these algorithms.12.2 Disrete Resoure Sharing Sheduling Problem12.2.1 De�nition of the problemrestrited disrete Resoure Sharing Sheduling Problem (r-dRSSP)Instane : A �nite set of instanes I = {I1, . . . , In}, a �nite set of heuristis
H = {h1, . . . , hk}, a set of m idential resoures, a ost C(hi, Ij , s) ∈ R+ for eah
Ij ∈ I, hi ∈ H and s ∈ {1, . . . , m}, suh that 1 ≤ C(hi,Ij ,s)

C(hi,Ij ,λs)
≤ λ, ∀λ ≥ 1Output : An alloation of the m resoures S = (S1, . . . , Sk) suh that Si ∈ N and∑k

i=1 Si ≤ m that minimizes ∑n
j=1 min

1≤i≤k
{C(hi, Ij, Si)|Si > 0}The idea in this formulation is to �nd an e�ient partition of resoures to deploy theset of heuristis on the homogeneous resoures. The ost funtion ( min

1≤i≤k
{C(hi, Ij, Si)})introdued by Sayag et al. [16℄ and used here, onsiders that for eah instane, all thedi�erent heuristis are exeuted with the de�ned share and then stop their exeutionwhen at least one heuristi �nds a solution.12.2.2 ComplexityThe NP ompleteness proof of the l-dRSSP is provided in [5℄, using a redutionfrom the vertex over problem. However, this proof annot be diretly adapted to lr-dRSSP. Indeed, the gap between the optimal and non-optimal ases omes from the fatthat it is impossible to give one resoure to every �important� heuristi when there isno vertex over, whereas the new onstraint in lr-dRSSP fores any solution to alloateat least one resoure to every heuristi. Thus, we add in the new redution (still fromthe vertex over) some arti�ial instanes that amortize this new onstraint.Theroem 12.1. lr-dRSSP is NP hard.Proof First, let remark that it is straightforward to verify that the prob-lem is in NP . Let us denote by T the threshold value of the lr-dRSSP de-ision problem. Given any solution S and any subset X ⊂ I, we denote by

f(S)|X =
∑

Ij∈X min
1≤i≤k

{C(hi, Ij, Si)|Si > 0} the restrited ost of S on X. Being given183



12 Approximating the Disrete Resoure Sharing Sheduling Problem [4℄a graph G = (V, E), V = {v1, . . . , vk}, k = |V |, |E| = n in whih we are looking for avertex over V c ⊆ V of size x, we onstrut an instane of the lr-dRSSP problem asfollows. We de�ne the set of heuristis as H = {h1, . . . , hk} (to eah hi orrespondsthe vertex vi ∈ V ). The number of resoures is m = k + x. Given that any solutionof lr-dRSSP must alloate at least one resoure to eah heuristi, the deision onlyonerns the x extra resoures. We hoose I = I ′ ∪ I ′′, with I ′ = {I1, . . . , In} (toeah Ij ∈ I ′ orresponds an edge (vj1, vj2) ∈ E), and I ′′ = {In+1, . . . , In+k} (I ′′ foresthe solutions to balane the x �extra� resoures, whih means not giving more than
2 resoures to anybody). Aording to the linear ost assumption, it is su�ient tode�ne only the C(hi, Ij, m) values. The ost funtion is :

C(hi, Ij, m) =





α if j ∈ {1, . . . , n} and vi = vj1 or vi = vj2

Z if j ∈ {n + 1, . . . , n + k} and n + i = j

β otherwiseThe onstant α > 0 is hosen arbitrarily, and β = mT + 1 so that if a heuristiomputes an instane with this ost (even with all the resoures), the orrespondingsolution annot be under the threshold value T . The values of T and Z later will be�xed later. The basi idea of this redution is the same as for the l-dRSSP problem : ifthere is a vertex over of size x, then there is a good naive solution S1 whih gives one�extra� resoure to eah of the x orresponding heuristis. Otherwise, we know that anypotentially good solution S must balane the x extra resoures (I ′′ fores any solutionto well-balane the x), and then it is easy to see that S1 is better than S on I ′.More preisely, if there is a vertex over V c = {vi1, . . . , vix} of size x, we de�ne
S1

i = 2 if vi ∈ V c, and 1 otherwise. We have ∑k
i=1 S1

i = k + x, and Opt ≤ f(S1) =
f(S1)|I′ + f(S1)|I′′ = nmα

2
+ Zm(k − x + x

2
). Thus, we de�ne the threshold value

T = nmα
2

+ Zm(k− x + x
2
). This value still depends on Z, whih will be de�ned after.Otherwise, let us onsider a solution S, and let a = card{Si = 1} = k − x + j, j ∈

{0, . . . , x−1}. Beause of I ′′, a should not be too large. We proeed by ases aordingto the value of j.If j > 0, f(S) ≥ f(S)|I′′ = mZ(a + ΣSi 6=1
1
Si

). Given that the funtion t(x) = 1
x
isonvex, we know that ΣSi 6=1t(Si) ≥ (x − j)t(

ΣSi 6=1Si

x−j
) = (x − j)t(2x−j

x−j
), whih implies

f(S) ≥ mZ(k − x + j + (x−j)2

2x−j
). Hene,

f(S)− T ≥ m(Z(j +
(x− j)2

2x− j
− x

2
)− nα

2
)

f(S)− T ≥ m(Z(
xj

2(2x− j)
)− nα

2
)

≥ m(
Z

4
− nα

2
) beause (j ≥ 1)Thus, we de�ne Z = 2nα + 1, and we get f(S) − T > 0. So in this �rst ase, theonsidered solution S is stritly over the threshold value T . In the other ase (j = 0),

f(S) = f(S)|I′ + f(S)|I′′ ≥ (n − 1)mα
2

+ mα + f(S1)|I′′. Then, f(S)− T ≥ α
2

> 0. Inboth ases, if there is no vertex over of size x, the ost of any solution S is stritlygreater than T whih implies Opt > T .184



Disrete Resoure Sharing Sheduling Problem 12.2
�Notie that in Theorem 12.1 we proved the NP hardness using a linear ost funtion,whih means that for all i, j and for every number of alloated resoures s ∈ {1, . . . , m},

C(hi, Ij, s) = C(hi, Ij, m)m
s
. This theorem implies of ourse that the r-dRSSP is also

NP hard, through the �natural� redution whih onsists in writing expliitly the mvalues for eah heuristi and eah instane. However, one ould argue that it is su�ientin the linear ase to only give the C(hi, Ij , m) values, implying that the input ouldbe desribed using only O(nk log(Max(y1,y2)(C(y1, y2, m))) + log(m)) bits. Then, theprevious redution from lr-dRSSP to r-DRSSP would not be polynomial in log(m), butonly in m. However, this O(m) dependenies is not important beause Theorem 12.1even proves that lr-dRSSP is unary NP hard.12.2.3 A �rst greedy algorithm : mean-alloation (MA)To solve r-dRSSP, let us now analyze a greedy algorithm whih will serve as a basisfor more sophistiated approximations presented in the next setion. We onsider thealgorithm mean-alloation (MA), whih onsists in alloating ⌊m
k
⌋ proessors toeah heuristi.Let us now introdue some new de�nitions and notations, given a �xed valid solution

S (not neessarily produed by MA), and a �xed optimal solution S∗.Dé�nition 12.2. Let σ(j) = argmin1≤i≤kC(hi, Ij, Si) be the index of the heuristiwhih �nds the solution �rst for the instane j in S (ties are broken arbitrarily). Letde�ne in the same way σ∗(j) as the index of the used heuristi for the instane j in S∗.Dé�nition 12.3. Let T (Ij) = C(hσ(j), Ij, Sσ(j)) be the proessing time of instane j in
S. Let de�ne in the same way T ∗(Ij) as the proessing time of instane j in S∗.Proposition 12.4. MA is a k-approximation for r-dRSSP.Proof Let a and b in N suh that m = ak + b, b < k. Notie that m ≥ k, otherwisethere are no feasible solutions where eah heuristi has at least one proessor. Hene,
a is greater or equal to 1.For any instane j ∈ {1, .., n}, we have T (Ij) = C(hσ(j), Ij, Sσ(j)) ≤
C(hσ∗(j), Ij, Sσ∗(j)) by de�nition of T (Ij). In the worst ase, Sσ∗(j) ≤ S∗

σ∗(j), implying
C(hσ∗(j), Ij, Sσ∗(j)) ≤

S∗
σ∗(j)

Sσ∗(j)
C(hσ∗(j), Ij, S

∗
σ∗(j)) ≤ m−(k−1)

Sσ∗(j)
T ∗(Ij) beause in the worstase, the onsidered optimal solution alloates the maximum possible number of re-soures to heuristi σ∗(j). Finally,

m− (k − 1)

Sσ∗(j)

T ∗(Ij) =
ak + b− (k − 1)

a
T ∗(Ij) ≤ kT ∗(Ij).

�We will now study how this algorithm an be improved thanks to the use of anorale. 185



12 Approximating the Disrete Resoure Sharing Sheduling Problem [4℄12.3 Approximation shemes based on orale12.3.1 IntrodutionIn this setion, we provide approximation shemes for r-dRSSP using the oraleformalism : we �rst assume the existene of a reliable orale that an provide someextra information for eah instane, whih allows to derive good approximation ratios,and �nally we will enumerate the set of the possible orale answers to get a �lassial�algorithm (without orale). The onept of adding some quanti�able information tostudy what improvements an be derived exists in other �elds than optimization. Letus brie�y review these orale tehniques.In the distributed ontext [10℄, a problem is alled information sensitive if a fewbits of information enable to derease drastially the exeution time. The informationsensitiveness is used to lassify problems by fousing on lower bounds on the size ofadvie neessary to reah a �xed performane, or giving expliitly orale informationand studying the improvement (like in [10℄ and [11℄).In the on-line ontext, this quanti�able orale information ould be reognized inthe notion of �look-ahead�. The look-ahead ould be de�ned as a slie of the futurewhih is revealed to the on-line algorithm. Thus, it is possible to prove lower andupper bounds depending on the size of this slie [1, 24℄.In the ontext of optimization, some polynomial time approximation shemes havebeen designed thanks to the guessing tehnique [18, 17℄. This tehnique an be deom-posed in two steps : proving an approximation ratio while assuming that a little partof the optimal solution is known, and �nally enumerating all the possibilities for thispart of the optimal solution.In this setion, we show that by hoosing �orretly� the asked information, it is pos-sible to derive very good approximation ratio, even with MA as a basis. Moreover,we will not only apply the guessing tehnique, but have a methodologial approahby proving that the question asked to the orale is somehow �the best� possible. Atlast, we improve the obtained approximation sheme by using the guess approximationtehnique [6℄. More preisely, we provide (for any g ∈ {1, . . . , k − 1} and an exeutiontime in O(kn)) a (k − g)-approximation with an information of size∗ g log(m), anda k
g+1

-approximation with an information of size g(log(k) + log(m)). Then, we provethat no information of �the same type� (oupled with MA) ould lead to a better ra-tio than k−g
g+1

. Finally, aiming at reduing the size of the orale answer, we provide a
ρ-approximation with an information of size g(log(k) + j1 + log(log(m))), where ρ isde�ned as :

ρ =
k + g

2j1−1

g + 1
.12.3.2 Choosing an arbitrary subset of heuristisAs a �rst step, we hoose arbitrarily g heuristis (denoted by {hi1 , . . . , hig} andalled �the guessed heuristis�) among the k available heuristis. In the �rst guess G̃1,

∗As the enoding of the instane is �xed, all the information sizes are given exatly, without usingthe O notation.186



Approximation shemes based on orale 12.3the orale provides a part of an optimal solution : the orale gives the number ofproessors alloated to these g heuristis in an optimal solution of r-dRSSP.Dé�nition 12.5 (Guess 1). Let G̃1 = (S∗
i1
, . . . , S∗

ig), for a �xed subset (i1, . . . , ig) of gheuristis and a �xed optimal solution S∗.Notie that this guess an be enoded using |G̃1| = g log(m) bits. We �rst introduesome notations : let k′ = k − g be the number of remaining heuristis, s = Σg
l=1S

∗
il
thenumber of proessors used in the guess, and m′ = m − s the number of remainingproessors. We also de�ne (a′, b′) ∈ N2 suh that m′ = a′k′ + b′, b′ < k′.Let us onsider a �rst algorithm MAG whih, given any guess G =

[(i1, . . . , ig)(X1, . . . , Xg)], Xi ≥ 1, alloates Xl proessors to heuristi hil , l ∈ {1, . . . , g},and applies MA on the k′ other heuristis with the m′ remaining proessors. Thisalgorithm used with G1 = [(i1, . . . , ig)(G̃1)] leads to the following ratio.Proposition 12.6. MAG1 is a (k − g)-approximation for r-dRSSP, for any g ∈
{0 . . . k − 1}.Proof First, remark that MAG1 produes a valid solution beause we know that
a′ ≥ 1 (there is at least one proessor per heuristi in the onsidered optimal solution).Then, for any instane j treated by a guessed heuristi in the onsidered optimalsolution (σ∗(j) ∈ {1, . . . , g}), MAG1 is at least as good as the optimal. For the otherinstanes, the analysis is the same as for MA, and leads to the desired ratio.

�Corollary 12.7. There is an (k−g)-approximation for r-dRSSP whih runs in O(mg ∗
kn), for any g ∈ {0 . . . k − 1}.Proof We simply enumerate all the possible answers of the orale, and hoose thebest solution, inurring a ost in O(2|G̃1| ∗ kn). �In the following, instead of hoosing an arbitrary subset of g heuristis, we will lookfor what ould be the �best� properties to ask for.12.3.3 Choosing a onvenient subset of heuristisIn this setion we de�ne a new guess, whih is larger than G̃1, but leads to abetter approximation ratio. As shown in [5℄, the �di�ult� instanes seem to be theones where the optimal solution uses only a few heuristis (meaning that the majorpart of the omputation time is only due to these few heuristis). For example, theworst ases of MA and MAG1 our when the optimal uses only one heuristi andalloates almost all the resoures to it. Hene, we are interested in the most usefulheuristis and we introdue the following de�nition. For any heuristi hi, i ∈ {1, .., k},let T ∗(hi) = Σj/σ∗(j)=iT

∗(Ij) be the �useful� omputation time of heuristi i in thesolution S∗. We de�ne the seond guess as follows. 187



12 Approximating the Disrete Resoure Sharing Sheduling Problem [4℄Dé�nition 12.8 (Guess 2). Let G2 = [(i∗1, . . . , i
∗
g), (S

∗
i∗1
, ..., S∗

i∗g
)], be the number of pro-essors alloated to the g most e�ient heuristis (whih means T ∗(hi∗1

) ≥ .. ≥ T ∗(hi∗g)and T ∗(hi∗g) ≥ T ∗(hi), ∀i /∈ {i∗1, .., i∗g}) in a �xed optimal solution S∗.Notie that this guess an be enoded using |G2| = g(log(k)+log(m)) bits to indiatewhih subset of g heuristis must be hosen, and the alloation of the heuristis. Thanksto this larger guess, we derive the following better ratio.Proposition 12.9. MAG2 is a k
g+1

-approximation for r-dRSSP.Proof For the sake of larity, we an assume without loss of generality that the heuris-tis indiated by the orale are the g �rst one, meaning that (i∗1, . . . , i
∗
g) = (1, . . . , g).The proof with an arbitrary ost funtion is strutured as the one in [5℄ with linearost assumption. Let X+ = {i ∈ {g + 1, . . . , k}|Si > S∗

i } be the set of �non-guessed�heuristis for whih MAG2 alloated more than the optimal number of resoures. Wede�ne in the same way X− = {i ∈ {g + 1, . . . , k}|Si ≤ S∗
i }.For all the instanes j suh that σ∗(j) is in {1, . . . , g} or X+, we have T (Ij) ≤ T ∗(Ij)as MAG2 alloates at least the number of resoures used in the optimal for theseinstanes. For j suh that σ∗(j) is in X−, we have T (Ij) ≤ S∗

i

Si
T ∗(Ij) sine the ostfuntion is not super-linear. Thus, summing over all heuristis we get :

TMAG2 ≤
g∑

i=1

T ∗(hi) +
∑

i∈X+

T ∗(hi) +
∑

i∈X−

S∗
i

Si
T ∗(hi)

=

k∑

i=1

T ∗(hi) +
∑

i∈X−

(
S∗

i

Si
− 1

)
T ∗(hi)

TMAG2 ≤ Opt + M

(∑
i∈X− S∗

i

a′
− card(X−)

)

︸ ︷︷ ︸
λ

, with M = max
i∈{g+1,...,k}

(T ∗(hi))Then, we laim that λ ≤ k′−1. Let j = card{X−}. We an assume j ≥ 1, otherwise
MAG2 is optimal. We use the same notations (m′ = a′k′+b′ with a′ ≥ 1, b′ < k′) as inthe previous proof. The worst ase ours when the optimal solution alloates only oneresoure to eah heuristi in X−, leading to ∑

i∈X− S∗
i = m′−∑

i∈X+ S∗
i ≤ m′−(k′−j).Thus, λ ≤ m′−k′+j(1−a′)

a′ ≤ a′k′+b′−(k′−1)−a′

a′ ≤ k′ − 1.Moreover, Opt = Σg
i=1T

∗(hi) + Σk
i=g+1T

∗(hi) ≥ gT ∗(hg) + M ≥ (g + 1)M . Finally,the ratio for MAG2 is r ≤ 1 + k′−1
g+1

= k
g+1

.
�Corollary 12.10. There is an k

g+1
-approximation for r-dRSSP whih runs in

O((km)g ∗ kn), for any g ∈ {0 . . . k − 1}.188



Approximation shemes based on orale 12.312.3.4 Tightness : omparison with the best subset of heuristisIn the previous subsetion, we investigated a �onvenient� property to deide whihsubset of heuristis should be asked to the orale. By asking the alloation of a partiu-lar subset of g heuristis as proposed in De�nition 12.8 (rather than an arbitrary subsetof size g), we improved the (k − g)-approximation ratio to a k
g+1

ratio. This drastiimprovement leads to a natural question : is there another property that would lead toreally better approximation ratio than k
g+1

? As we will explain in Proposition 12.11,we investigated this question and found that no property leads to a better ratio than
k−g
g+1

.Proposition 12.11 (Tightness). There is no seletion property (i.e. a riteria to seletfor whih subset of g heuristis we ask the optimal alloation to the orale) that leadsto a better ratio than k−g
g+1

, even for a linear ost funtion.Proof To prove this statement, we onstrut an instane suh that whateverthe seleted subset of g heuristis (i1, . . . , ig), the orresponding guess G =
[(i1, . . . , ig)(S

∗
i1
, . . . , S∗

ig)] is suh that MAG ≥ k−g
g+1

Opt.Let us de�ne now this partiular instane X, for �xed size of guess g (we use thesame notation k′ = k − g). We onsider k heuristis, m = (g + 2)k′ − 1 resoures,and a set I = I ′ ∪ I ′′ of k instanes, with I ′ = {I1, . . . , Ig+1} and I ′′ = {Ig+2, . . . , Ik}.Given that we are under the linear ost assumption, it is su�ient to only de�ne the
C(hi, Ij, m) values. The ost funtion is :
C(hi, Ij, m) =





Z if j ∈ {1, . . . , g + 1} and i = j

ǫ if j ∈ {g + 2, . . . , k} and i = j

β otherwise.We hoose β = mZ + 1 so that for any solution S the ost for solving Ij only dependson Sj (beause ∀S, σ(j) = j).We laim that the optimal solution S∗ for Xc alloates k′ resoures to heuristi
hi, i ∈ {1, . . . , g+1}, and 1 resoure hi, i ∈ {g+2, . . . , k}. Notie that the total numberof alloated resoures is equal to m. The ost of S∗ is f(S∗) = m((g +1) Z

k′ +(k′− 1)ǫ).We will now prove that this solution is optimal with a similar argument as in the
NP hardness proof : any �good� solution must alloate as many resoures as possible(ie (g + 1)k′) to solve the �rst g + 1 instanes, and moreover these resoures mustbe evenly distributed to the �rst g + 1 heuristis. More preisely, onsider a solution
S = {S1, . . . , Sk} suh that ∃i0 ∈ {1, . . . , g + 1}/Si0 = k′ − j, j ≥ 1. Then, f(S) ≥
f(S)|I′ = m( Z

Si0
+ Σi∈{1,...,g+1},i6=i0

Z
Si

). Using the same argument of onvexity, we get
f(S) ≥ mZ( 1

Si0
+g g

gk′+j
) Finally, f(S)−f(S∗) ≥ m(Z( 1

k′−j
+ g2

gk′+j
− g+1

k′ )−(k′−1)ǫ) =

m(Z j2(g+1)
k′(gk′+j)(k′−j)

−(k′−1)ǫ) > 0 for Z arbitrary large. Hene, S∗ is an optimal solutionfor X.Let us now analyze the ost of MAG for any subset {i1, . . . , ig}. Let x =
Card({i1, . . . , ig} ∩ {g + 2, . . . , k}). Notie that 0 ≤ x ≤ min(g, k′ − 1) The totalnumber of resoures in the guess is s = (g − x)k′ + x, and m′ = (x + 1)k′ + k′ − 1− x,implying m′ < (x + 2)k′. Then, the ost of MAG (under the linear ost assumption) is
TMAG ≥ m((g−x) Z

k′ +(x+1)Z
α
), with α ≤ (x+1). Thus, TMAG ≥ m((g−x) Z

k′ +Z) ≥ mZ,189



12 Approximating the Disrete Resoure Sharing Sheduling Problem [4℄and T
MAG

Opt
≥ Z

(g+1)Z

k′
+(k′−1)ǫ

−→
Z→∞

k′

g+1
.

�Notie that the previous instane ould be used to prove that the k
g+1

ratio of MAG2is tight. Indeed, with Z large enough we will have G2 = [(1, 2, . . . , g− 1, g), (k′, . . . , k′)]and T
MAG2

Opt
≥ g Z

k′
+Z

(g+1) Z
k′

+(k′−1)ǫ
−→
Z→∞

k
g+1

.12.3.5 Improvements with guess approximationThe idea of the guess approximation tehnique (introdued in [6℄) is to �nd how to�ontrat� the answer of the orale, without neither loosing too muh information norworsening the approximation ratio. We now look for what ould be ontrated here.In the ase of guess 2, the orale provides two types of information : a set of indies ofheuristis (whih verify a partiular property) and a set of numbers of resoures. The�rst type of information seems to be hard to approximate. Indeed, the information hereis intrinsially binary, that is a given heuristi satis�es or not a given property. Thus,we are more interested in approximating the seond part of the orale information :the number of proessors alloated to partiular heuristis (in an optimal solution).Using the same notation as in De�nition 12.8, let Ḡ2 = [(i∗1, . . . , i
∗
g), (S̄

∗
i∗1
, ..., S̄∗

i∗g
)] be theontrated answer.In order to de�ne �orretly� the S̄∗

il
, let us onsider the two following points. First,notie that it ould be wrong to alloate more proessors than the optimal for theguessed heuristis (i.e. ∑g

l=1 S̄∗
il

>
∑g

l=1 S∗
il
), beause there ould be not enough re-maining resoures to alloate to the �non-guessed� heuristis, leading to an infeasiblesolution. Thus, the ontration an be hosen suh that ∑g

l=1 S̄∗
il
≤ ∑g

l=1 S∗
il
(we willeven hoose S̄∗

il
≤ S∗

il
, ∀l). Seondly, using only x resoures instead of x + ǫ ould bevery bad if x is small.Taking into aount these two remarks, let us de�ne the S̄∗

il
as follows. We onsider amantissa-exponent representation for the S∗

il
, with a �xed size† j1 ∈ {1, .., ⌈log(m)⌉} ofmantissa. Thus, S∗

il
= ail2

eil +bil , where ail is enoded on j1 bits, 0 ≤ eil ≤ ⌈log(m)⌉−j1,and bil ≤ 2eil − 1. Then, we de�ne S̄∗
il

= ail2
eil . Notie that the length of the approxi-mated guess beomes |Ḡ2| = Σg

l=1(log(il) + |ail |+ |eil |) ≤ g(log(k) + j1 + log(log(m))).We now study the approximation ratio derived with the same algorithm as previously.Proposition 12.12. MAḠ2 is a k+ g

2j1−1

g+1
-approximation for r-dRSSP.Proof Again, let us assume without loss of generality that (i∗1, . . . , i

∗
g) = (1, . . . , g).We �rst prove that ∀i ∈ {1, . . . , g}, S∗

i /S̄
∗
i ≤ β, with β = 1 + 1

2j1−1 . If S∗
i ≤ 2j1 − 1, wehave S̄∗

i = S∗
i beause S∗

i an be written with j1 bits. Otherwise, S∗
i /S̄

∗
i = ai2

ei+bi

ai2ei
≤

1 + 1
ai
≤ 1 + 1

2j1−1 = β.Then, the proof an be diretly adapted from Proposition 12.9 (we use the same
†In all the paper, log denote the log

2
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Experiments 12.4notation X+ and X−) :
TMAḠ2 ≤ β

g∑

i=1

T ∗(hi) +
∑

i∈X+

T ∗(hi) +
∑

i∈X−

S∗
i

Si

T ∗(hi)

= β
k∑

i=1

T ∗(hi) +
∑

i∈X+

(1− β)T ∗(hi) +
∑

i∈X−

(
S∗

i

Si

− β)T ∗(hi)

≤ βOpt + M (

∑
i∈X− S∗

i

a′
− βcard(X−))

︸ ︷︷ ︸
λ

, with M = maxi∈{g+1,...,k}(T
∗(hi))For the same reason as in Proposition 12.9, we have λ ≤ k′ − β. Then, the ratio of

¯MAG2 is r ≤ β + k′−β
g+1

=
k+ g

2j1−1

g+1
. �Corollary 12.13. There is an k+ g

2j1−1

g+1
-approximation for r-dRSSP whih runs in

O((k2j1 log(m))g ∗ kn), for any g ∈ {0 . . . k − 1} and j1 ∈ {1, .., ⌈log(m)⌉}.Notie that the MAG1 algorithm ould also be improved with the guess appro-ximation tehnique. We would get a β(k − g) ratio, using an information of size
j1 + log(log(m)). In our previous work, we also onsidered another naive algorithm(whih simply redistributes a well hosen fration of the resoures given to the guessedheuristis to the others), however it does not bring any signi�ant improvement overthe algorithms presented above.12.4 ExperimentsSome preliminary experiments have been reported in [5℄ (omparing exeution timesfor MAG1 and MAG2 using the linear ost assumption). Thus we will fous in thefollowing experiments on two axes : studying the impat of the guess approximationon the exeution times and returned values, and investigating an example of the nonlinear ase. The omplete desription (inluding soure odes) of the experiments isavailable on-line [7℄.12.4.1 Desription of the protoolInputs of r-dRSSP used for the experimentsWe applied our algorithms on the satis�ability problem (SAT). The SAT problemonsists in determining whether a formula of a logial proposition given as a onjuntionof lauses is satis�ed for at least one interpretation. Sine this hard problem is verywell known, there exist many heuristis that have been proposed to provide solutionsfor it.Let us desribe here how we onstruted our inputs for the experiments. We useda SAT database (SatEx‡) whih gives for a set of 23 heuristis (SAT solvers) and a

‡http ://www.lri.fr/�simon/satex/satex.php3 191



12 Approximating the Disrete Resoure Sharing Sheduling Problem [4℄benhmark of 1303 instanes for SAT the CPU exeution times (on a single mahine)of eah heuristis on the 1303 instanes of the benhmark. Thus we did not atuallyrun these heuristis, but we used these CPU times to have a realisti matrix ost.The 1303 instanes of the SatEx database are issued from many domains where theSAT problem are enountered. Some of them are : logisti planning, formal veri�ationof miroproessors and sheduling. These instanes are also issued from many hal-lenging benhmarks for SAT whih are used in one of the most popular annual SATompetition §.The SatEx database ontains 23 heuristis issued from three main SAT solversfamily [19℄. These are :
• The DLL family with the heuristis : asat, csat, eqsatz, nsat, sat− grasp, posit,

relsat, sato, sato− 3.2.1, satz, satz − 213, satz − 215, zchaff ;
• The DP family with : calcres, dr, zres ;
• The randomized DLL family with : ntab, ntab− back, ntab− back2, relsat−200.Other heuristis are heerhugo, modoc, modoc− 2.0We de�ne thanks to these 1303 ∗ 23 values all the C(hi, Ij , m), for all i and j. Inthe linear ase, these values are su�ient to entirely de�ne the ost matrix. For theexperiments onerning the non-linear ase, we have hosen a logarithmi speedup,meaning that we de�ned C(hi, Ij, x) =

C(hi,Ij,1)

log(x)
. All the onsidered inputs have the

1303 instanes. For the inputs of r-dRSSP with k heuristis, k < 23, we randomlyhose a subset of heuristis of size k (using an uniform distribution).Desription of the measuresThere are two types of results : the returned values (the omputed ost for solvingthe onsidered input) and the exeution times. The only di�ulty for measuring thereturned values onerns MAG1 and MAḠ1 . Indeed, reall that these algorithms use anarbitrary subset of g heuristis. Thus, the returned values ould depend ritially on thehosen subset. To avoid this problem we onsidered the mean ost of these algorithmsover 30 experiments, while hoosing randomly (using an uniform distribution) a subsetof g heuristis for eah experiment and keeping unhanged all the other parameters.The �gures show the standard deviations, whih were small in all the experiments.Conerning the exeution times, these experiments were done on a AMD Opteron
246 CPU with 2 ores and 2 GB of memory. For MAG1 and MAḠ1 , we onsidered theirmean exeution times over the 30 experiments (the standard deviation was negligible).12.4.2 Experiment 1The goal of the �rst experiene is to study the impat of the guess approximationtehnique on the returned values. Thus, the omparison are made between the ostof MAG1 , MAG2 and the one of MAḠ1 , MAḠ2 for di�erent values of g. The input ofthis experiment is onstruted with the 23 heuristis, and m = 100 mahines. The j1parameter used in the MAḠi algorithm must be between 1 and 6. We deided to onlyshow the results for two representative values of j1, that is j1 = 1 and j1 = 4. In thisase we assumed the linear ost assumption.

§http ://www.satompetition.org192



Experiments 12.4
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Fig. 12.14: Disrete Resoure Sharing Cost with 23 heuristis and 100 resouresFigure 12.14 depits the portfolio ost obtained in this experiment. MAGi(x) inthis piture orresponds to the algorithm MAḠi with j1 = x. As one an observe here,the new heuristis proposed are better than MA (whih presented an absolute ostof 4253266, or 9.50 times worse than MAG1(1)). Moreover, the guess approximationtehnique (applied in Setion 12.3.5) does not degrade too muh the quality of thesolutions. Indeed, the ratio between the portfolio ost omputed by MAḠ1(1) and
MAG1 for g = 1 is equal to 1.17. For MAG2 , this ratio is equal to 1.11.12.4.3 Experiment 2In this experiment we are interested in omparisons with the optimal values andomputation time. We ompare the ost (and the exeution time) of MAG1 , MAG2 ,
MAḠ1 and MAḠ2 with the optimal one for di�erent values of g. Notie that the optimalsolution is omputed by simple enumeration, leading to a ost in O(mk). Thereby, theinput of this experiment is onstruted with only 6 (randomly hosen) heuristis¶, and
m = 50 mahines. We deided to only show the results for two representative values of
j1, that is j1 = 1 and j1 = 3. In this ase we also assumed the linear ost assumption.Figure 12.15 depits the portfolio ost obtained in this experiment. One an observeagain that it is interesting to restrit the subset of alloation for MAG1 and MAG2 . Forinstane, when guessing 4 heuristis, the ratio between the portfolio ost of MAḠ2(1)and the optimal algorithm is equal to 1.3, whih is atually lower than the theoretialratio equal to 6+4/2

5
= 1.6. Notie also that when guessing 4 heuristis with j1 = 3,

MAḠ2(3) �nds the optimal portfolio ost. We also illustrate through this experimentthe bene�t of MAḠi algorithms in onsidering their exeutions times. In Figure 12.17,we present the exeution times of MAḠi , MAGi and the optimal algorithm. The MAḠialgorithms in general provide a lower exeution time than the other ones. For example,
¶For the sake of reproduibility, the hosen heuristis were : csat, ntab− back2, modoc, dr, ntab,

zchaff 193



12 Approximating the Disrete Resoure Sharing Sheduling Problem [4℄when guessing g = 4 heuristis, MAḠ1(1) is 44 times faster than MAḠ1(3), whih isalso 5.3 times faster than MAḠ1 . Similarly, MAḠ2(1) is 201 times faster than MAḠ2(3),whih is also 1.5 times faster than MAḠ2 .
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Fig. 12.15: Disrete Resoure Sharing Cost with 6 heuristis and 50 resoures (Linearase)
12.4.4 Experiment 3This experiment is exatly the same as Experiment 2, exept that we assume herethe logarithmi ost funtion.Figure 12.15 depits the portfolio ost obtained in this experiment. This Figureshows that the relative behavior of the di�erent algorithms does not hange from thelinear to the logarithmi ase. Indeed, the MAḠi algorithms ompute a solution whihis slightly worse than the MAGi ones. For instane the ratio between the portfolio ostof MAḠ1 and MAG1 for g = 4 and j1 = 1 is equal to 1.02. For MAḠ2 , this ratio is equalto 1.03. The omparisons with the optimal solution are also tighter : the ratio betweenthe portfolio ost of MAḠ2(1) (for g = 4) and the optimal algorithm is equal to 1.08.These ratios are lower than in the linear ase. Indeed, if the ost funtion is �lose to�a onstant one, it seems reasonable that the gap between the solutions dereases.12.5 ConlusionIn this work we extended our previous results [5℄ on the linear restrited disreteresoure sharing sheduling problem. The main ontributions are the omplexity proofof lr-dRSSP, the extension (and the improvement using a guess approximation teh-nique [6℄) of previous approximation shemes [5℄ to the non-linear ase, the tightness194



Conlusion 12.5
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Fig. 12.16: Disrete Resoure Sharing Cost with 6 heuristis and 50 resoures (Non-linear ase)result that shows that the question asked to the orale was well hosen, and the ex-periments for these new algorithms. There are many perspetives for ontinuing thiswork, namely the proposal of a model and new heuristis for the ase of heteroge-neous resoures and the study of a mixed problem with both resoure sharing and timeswithing.
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12 Approximating the Disrete Resoure Sharing Sheduling Problem [4℄
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Fig. 12.17: Exeution time with 6 heuristis and 50 resoures (Linear ase)
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Annexe AAnnexeCette annexe regroupe des dé�nitions de base liées à la théorie de l'approximationdes problèmes d'optimisation, ainsi que les dé�nitions de ertains problèmes lassiquesd'ordonnanement abordés.A.1 Notations et dé�nitions généralesOn suppose onnue la dé�nition d'un problème d'optimisation(voir [Garey and Johnson, 1979℄). Dans e manusrit, on notera autant que pos-sible :
• Π un problème d'optimisation (o�ine monoritère)
• I une instane du problème onsidéré
• |I| la longueur de l'instane (dans un odage "raisonnable")
• S(I) (ou S) une solution solution réalisable de I
• Opt(I) une solution optimale de I
• v(S) la valeur de S (parfois simplement notée S)
• A(I) la solution produite par l'algorithme A pour I
• t(A(I)) le temps d'exéution (assimilé au nombre d'opérations élémentaires) de

A sur IRappelons également des dé�nitions lassiques liées à la théorie de l'approximation(voir par exemple [Hohbaum, 1997℄).Dé�nition A.1. Un algorithme A a un ratio d'approximation asymptotique r ssi ilexiste une onstante c > 0 telle que pour toute instane I d'un problème Π on a
• v(AP (I))

Opt(I)
≤ r + c si Π est un problème de minimisation

• v(AP (I))
Opt(I)

≥ r − c si Π est un problème de maximisationLorsque c = 0, on dit que A a un ratio d'approximation (absolu) r (ou que A estune r-approximation).Dé�nition A.2. Un shéma d'approximation (resp. asymptotique) est une famille d'al-gorithmes A telle que pour tout ǫ > 0, il existe Aǫ ∈ A de ratio (resp. asymptotique)
1 + ǫ.On dit qu'un shéma d'approximation est (en notant n la taille de l'instane) :
• une PTAS (ou APTAS si le shéma est asymptotique) lorque Aǫ est polynomialen n 199



A Annexe
• une EPTAS (ou AEPTAS si le shéma est asymptotique) lorque Aǫ est en
O(f(ǫ)nc) ave f quelonque et c onstante indépendante de ǫ
• une FPTAS (ou AFPTAS si le shéma est asymptotique) lorque Aǫ est poly-nomial en n et 1

ǫRemarquons que es appellations dénotent plut�t traditionnellement des lasses deproblèmes, PTAS désignant par exemple l'ensemble des problèmes admettant une
PTAS au sens i-dessus.A.2 Dé�nitions de problèmes lassiques en ordon-nanementA.2.1 Problèmes ave des tâhes séquentiellesNous utiliserons la notation à trois hamps (par exemple P ||Cmax) introduitedans [Graham et al., 1979℄ pour dérire de nombreux problèmes d'ordonnanement.Pour tous es problèmes n désignera le nombre de tâhes, m le nombre de mahines, et
pj la taille de la tâhe j. Rappelons rapidement ertains paramètres de ette notation àtrois hamps. Le premier hamp (P , Q, ou R) désigne le type de mahines disponibles.Ordonnaner une tâhe j sur une mahine i néessite un temps
• pj dans l'environnement P (toutes les mahines ont une vitesse de 1)
• pj

si
dans l'environnement Q (la mahine i a une vitesse si)

• pij dans l'environnement RLe hamp du milieu dérit les ontraintes supplémentaires, omme par exemple rj poursigni�er qu'une tâhe n'est disponible qu'à partir de l'instant rj, ou dj pour signi�erque la tâhe doit être omplétée avant l'instant dj. En�n, le dernier hamp dérit lafontion objetif, prinipalement Cmax signi�ant minimiser la date de �n de la dernièretâhe, ou Lmax signi�ant minimiser le retard maximal (lorsque les tâhes ont des djassoiés).Nous dénoterons Knapsak le problème du 0− 1 knapsak, dans lequel étant donné
n objets de prix pi ∈ N et taille si ∈ N, i ∈ {1, . . . , n}, et un sa de taille C, l'objetifest :

max
∑n

i=1 pixi

t.q.
∑n

i=1 sixi ≤ C

xi ∈ {0, 1}Nous noterons Multi Knapsak l'extension de e problème ave k sa à dos, a priori deapaitées di�érentes.Du point de vue des algorithmes lassiques pour es problèmes, on peut noterdeux algorithmes gloutons bien onnus. Pour les problèmes d'ordonnanement, les algo-rithmes dits de liste ("List Sheduling", noté LS) [Graham, 1966℄ sont des algorithmesqui ordonnanent une tâhe (quelonque) dès qu'une mahine devient libre. N'importequel algorithme de liste est une 2− 1
m
-approximation pour P ||Cmax, et la variante notée

LPT (pour Longest Proessing Time), qui hoisit la tâhe à ordonnaner en prenant200



Dé�nitions de problèmes lassiques en ordonnanement A.2la plus longue restante, atteint un ratio de 4
3
− 1

3m
. Pour le problème Knapsak, l'al-gorithme glouton le plus standard est elui qui trie par ordre déroissant les objetsselon les pj

sj
, et qui plae à haque pas le premier (dans l'ordre préédent) objet possi-ble (ou qui plae uniquement l'objet le plus her si ette solution est meilleure). Cetalgorithme est une 2-approximation (en prenant le maximum entre la solution déritepréédemment et l'objet le plus her).A.2.2 Problèmes ave des tâhes parallèlesDé�nitionsNous allons ii dé�nir plusieurs variantes de problèmes d'ordonnanement de tâhesparallèles, 'est-à-dire utilisant plusieurs proesseurs. Parmi les di�érents modèles detâhes parallèles (rigides, moldables, malléables, et.), nous onsidérerons seulement lemodèle des tâhes rigides dans lequel une tâhe j doit s'exéuter simultanément sur qjproesseurs pendant pj unités de temps, pj et qj étant �xés dans l'instane. Nous nousintéresserons au problème noté MSP (pour "Multiple Strip Paking") d'ordonnane-ment de n tâhes rigides sur N lusters (le luster i possédant mi proesseurs), visantà minimiser le makespan. Bien évidemment, une tâhe ne peut être exéutée en mêmetemps sur deux lusters di�érents, i.e. les qj proesseurs doivent appartenir au mêmeluster.Une première variante est possible selon la "taille" des lusters. Nous noterons don

MSPr (r désignant régulier) le as partiulier où tous les mi sont égaux, et MSPd (ddésignant di�érents) le as général. Une deuxième variante vient d'une éventuelle on-trainte sur l'alloation des tâhes. On parlera de la variante ontiguë (ou ontinue) d'unproblème lorsque les qj proesseurs doivent être alloués sur des proesseurs d'indiesontigus. Cette ontrainte n'a en général pas de sens en ordonnanement "pur" (utiliserpour qj = 3 les proesseurs 1, 3, 7 ou 1, 2, 3 est équivalent), mais à un sens lorsquees problèmes onernent la disposition de retangles de hauteur qj et longueur pj (ap-pelés problèmes de strip paking). Les variantes ontiguës et non ontiguës du MSPseront respetivement notées MSP nc et MSP c. Ainsi, quatre variantes de MSP sontpossibles.RemarquesOn peut formuler quelques remarques sur l'appliation d'un résultat en non ontiguau as ontigu (et réiproquement). Un algorithme pour le as non ontigu ne s'ap-plique pas a priori au as ontigu, puisque évidemment les ontraintes de ontiguïténe sont pas forément respetées. Dans l'autre sens, même si les algorithmes s'ap-pliquent, les ratios d'approximation ne sont pas néessairement onservés. En e�et, une
r-approximation de l'optimal ontigu Optc(I) n'est pas forément une r-approximationde l'optimal non ontigu Opt(I), puisque Opt(I) ≤ Optc(I). Ainsi, le as non ontiguet le as ontigus sont a priori omplètement séparés. Cependant, trois remarques sontnéessaires pour modérer ette onlusion.Tout d'abord, les résultats en ontigu s'appliquent en général au non ontigu,puisque dans les preuves on ompare généralement l'algorithme à Opt(I) (via parexemple des arguments d'aire) plut�t qu'à Optc(I). De plus, l'éart entre Opt(I) et
Optc(I) est di�ile à aratériser. On peut trouver des ontre-exemples [Dutot, 2004℄201



A Annexepour un luster ave m = 4 proesseurs pour lesquels Opt(I) < Optc(I), où démon-trer que Opt(I) = Optc(I) pour 3 proesseurs, mais le as général semble peu onnu.En�n, on peut généralement dire que le as ontigu est le plus di�ile. Comme évo-qué préédemment, il est di�ile de se omparer à Optc(I) au lieu de Opt(I), et ononstruit don souvent une solution ontiguë approximant l'optimal non ontigu. Deplus, on peut remarquer que les tehniques d'analyse simples (de type List Sheduling)éhouent en ontigu. En e�et, l'argument lassique onsistant à dire que "ne pas pou-voir ordonnaner une tâhe j à un instant t implique qu'au moins m − qj proesseurssont atifs (et don que l'utilisation du luster est bonne)" n'est valable qu'en nonontigu. D'ailleurs, l'algorithme de liste de Graham [Garey and Graham, 1975℄ est une
2-approximation pour un luster en non ontigu, alors que des tehniques plus sophis-tiquées ont dû être développées [Steinberg, 1997, Shiermeyer, 1994℄ pour atteindre unratio de 2 en ontigu.
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