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Preface (English version)

Motivation

The heat diffusion characterize the heat transfer with natural movement. On a homoge-
neous support D ( a plane, a manifold, ...), we define a second order differtential operator
called the Laplacian. To this Laplacian, we associate the heat equation which describes
the distibution of heat in D over time.

During the last years, a lot of very important researches has been done about the
Laplace-Beltrami operator on a Riemannian manifold. The technics used in these re-
searches has englobed many fields of mathematics : geometry, in connection with the
partial differential equations, dynamic systems and applications, mathematical physics,
and topology... In particular, the definition of this operator on a Riemanian manifold, and
the determination of the eigenvalues and eigenfunctions, allow us to uncover geometrical
informations about the manifold.

For example, the eigenvalues are the natural frequencies of vibration of the object when
it’s submitted to small deformations. And determining the spectrum gives the area of the
plane, the length of its boundary, and its genus. This leads us to the question asked by
Kac in 1966 : Can one hear the shape of a drum 7 [Kac66]. The answer was "no". In fact,
it is now well known that two isometric manifolds are isospectral ( i.e. have the same
spectrum), but the reverse is not true in general. In fact, there are some cases where an
affirmative answer is obtained. For example, in 1964, J. Milnor [Mil64] showed that there
exist 16-dimensional flat tori that are not isometric but have the same spectra. Since,
many other examples were found. The latest was C. Gordon, D. Webb, and S. Wolpert in
1992 [GWW92], giving the first example of two isospectral but non-isometric domains in
the plane (see fig. 1).

In their recent work in the field of computer science, and applied mathematics, Coifmann
and Lafon [CLO06], use the eigenfunctions of Markov matrices describing local transitions
and random walks, to find new descriptions of data sets (graphs, subsets of R™). More
precisely, they embedd the data into a Euclidian space via the "diffusion map". In this
space, the data points are reorganised in such a way that the Eucildien distance corresponds
to a "diffusion metric", i.e. describes the connectivity rate between two points of the set.
Coifmann and Lafon describes these diffusion maps, as precisely the tools that allow us to
relate the spectral properties of the diffusion process to the geometry of the data set.
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Fi1G. 1 — Two isospectral domains in the plane but non-isométric

Relationship between diffusion and geometry

Let (M, g) be a Riemannian manifold. The diffusion operator related to the Laplacian
is the heat operator, and it is an infinitely smoothing operator. It admits a fundamental
solution of class C'*°, which is called the heat kernel. If we denote this kernel by K (¢, z,y),
t >0, x,y € M, then it verifies the following equation :

0
Ay — LYKt 2, y) = 0.1
(8- ) Klta) =0 00.1)
with intial data

}in& K(t,z,y)dz = 0y(x)

for each y € M, i.e. for any continuous function f on M, with compact support, we have

i [ Kt y)f@)do) = 7).
—0Jm
The diffusion distance on (M, g), is defined by

Die) = [ (Klt2,2) = K(t.9.2)) du(z),

Although the name "diffusion distance" has been introduced by Coiffman and Lafon, in
2004, in their paper [CL06], this notion was not really new. In fact, in [BBG94], P. Bérard,
G. Besson, and S. Gallot, used the heat kernel to embed a class of closed Riemannian
manifolds in the same Hilbert space

1?2 = {(G,j)jzl,aj € R, tels que Z \aj|2 < -‘rOO},
Jj=1

and they interpret certain estimates on the heat kernel as giving a precompactness theorem
on the class considered. More precisely, let (M, g) be a compact Riemannian manifold, wi-
thout boundary, A the Laplace-Beltrami operator on M. And let A\g < A\ < Ay < A3... /" o0,
the eigenvalues of A, and a = {¢{},>0 an orthonormal basis of real eigenfunctions of A,
the heat kernel of M, can be expressed by

K(tz,y) =Y e Mol (z)pf(y).
€N

And we have the following theorem :



Theorem 0.0.1. [BBG94]The map
e M — I
@ V2(Am) T A T2 0% (1)} sy

is an embedding for each t > 0, and each orthonormal basis a. Moreover, the pulled-back
metric (Y)* is asymptotic to the metric g of M when t goes to zero. More precisely,

t (1
(W) can =g+ 3 <2Scalg.g - Ricg> +O(t?), quand t — 04

where Scal, et Ricy are respectively the scalar curvature and the Ricci curvature tensor of
the metric g.

Remark 0.0.2. The constant v/2(4m) % t("+2/4 serves for the normalization. In fact, with
this normalization, when we compute the pulled-back metric, ¢ : M — [? is an isometry
when t goes to 0. This embedding can be identified to the application \@(4W)%t("+2)/4lct,
where ICy is defined by

Kt : (M, g) — L*(M)

t
x+—>K<2,x,.>.

Then, the distance induced by the pull-back metric Kf is the diffusion distance.

The time-dependent Laplacian

In the remarkable recent papers of G. Perelman, this function plays a very important
role. For example, one considers the equation 0.0.1, with a time-dependent Laplacian
operator ; it is in the case where the metric itself is time-dependent.

Example 0.0.3. If S is a smooth plane endowed with a metric g, the Ricci flow is the pro-
cess that deforms the metric g(t), where t is a time parameter, with its Gaussian curvature
k(t) (induces by g(t)). This curvature evolves according to equation

dgi;(t)
dt

In the Ricci flow case, the Gaussian curvature evolves like the heat diffusion process

0
<Ag(t) - 6t> u=u’.

We now consider a n-dimensional Riemannian manifold M. We endow M with a family
of Riemannian metrics g(t), t € [0,T], T > 0, and we search a fundamental solution P of
the "nonlinear heat equation"

= —2k(t)gi;(t)-

7]

pre

Then P is a continuous function on {(t,s) € R2,0 < s <t < T} x M x M, C! in the first
two time variables, and C? in the last two time variables. And

(Agwy = &) Plt,s,2,y9) =0
{ lithS P(t7 S, T, y)d’l}o(,’]}) = (Sy(l‘) (00.2)

Agry —
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In [CCGTar], B. Chow proved that P exists, and can be written in the following form :

N
i (@) n
P(t,s,z,y) = (4dn(t — 5)) I (e (t — s)fup(t,s,z,y) + O((t — s)N=2), (0.0.3)
k=

where 7 is the Riemannian distance with respect to the metric g(¢) ; et uy, are C* functions
over M x M, and depend on the two parameters s et t. Whereas, in [Gue02], C. Guenther
express it in the form

) N
n rs(z,y) n
P(t,s,z,y) = (4dn(t — s))” 2 e~ 3@ Z(t — ) ur(t,z,y) +O((t —s)N"2),  (0.0.4)
k=0

where r is the Riemannian distance with respect to the metric g(s); and here, the u’s
are C'* function over M x M, and depend on the parameter ¢. And in both equations
0.0.10,et 0.0.11, N > 5+ 1, z,yc M,and 0 < s <t <T.

General presentation of the problem and the results

A question that G. Besson had ask, and which is related to [BBG94], and to the
Laplacian dépending on a parameter, is the following :

Question 1 : Let g(t) a Ricci flow solution, and P(¢;.,.) the fundamental solution of
the operator,

9

ot

Can we embedd the family of metrics ¢g(¢) in the same Hilbert space by the heat kernel P,
and realize the flow as a deformation of sub-manifolds of this Hilbert space ?

Agry —

This question was the original motivation of my thesis. While I was trying to solve it, I
had encounter immediately an obstacle : The construction of the embedding adopted by
P. Bérard, G. Besson, and S. Gallot, in [BBG94], can not be adapted to the case where
the metric is time-dependent. In fact, in this case, we obtain a family of maps whose the
target space depends on ¢, i.e. varies as ¢ varies.

To solve this problem, it was necessary to consider the case where the metrics g(¢) have
the same volume, and use the following lemma due to Moser [Mos65] :

Lemma 0.0.4. There exists a C* family of diffeomorphims n., such that
nidvgy = dvgy, for allt €[0,T1].
We denote 715 (g(t)) by h(t), and so, we obtain a family of metrics h(t), such that
dvp sy = dvpoy = dvg(oy, (0.0.5)

for all t € [0, 7], and the Hilbert space L*(M,vy)) is constant in ¢.

And so, the question 1 is reduced to the following question :



Question 2 : Let (M,h(t)) ,t € [0,T] a family of closed Riemannian manifolds, such
that dvp ) is constant in ¢ € [0,77], and let P the fundamental solution of the nonlinear

heat equation
0
Any — =
) T o
Then the map
Py M — L*(M, vy, t € [0, 7]

x— P(t,x,.)

is an embedding for ¢ small enough.

To answer the question 2, I was naturally brought to search a suitable form of the
fundamental solution on this family of manifolds. Thanks to the formula 0.0.5, I proved
that we can express the kernel P in the particular, and very useful form. We have our first
result, which is the following theorem :

Théoréme 0.0.5. The fundamental solution of the operator

0
Apy — g
can be expressed in the form
o _ =y N k N_n
P(t,s,2,y) = (4n(t —5)) > e~ 700 Y (¢t —s)Fp (s, 2,y) + O~ %), (0.0.6)
k=0

for N> 5 +1, 2,y € M, and 0 < s <t < T, where r is the Riemannian distance of
(M, g(0)), and ax, k =0,...N are functions in C*°([0,T] x M x M).

A very important tool in the construction of the fundamental solution in the above
form, is the parametrix of the heat operator. Here, the parametrix of the nonlinear heat
operator Ay — % is the initial term in the equation 0.0.6. More precisely, if we denoted
it by Py, then

N
o _ri(ew)
Py(t,s,z,y) = (dn(t — ) 2 e 700 (- s)Fan(s, 2, y),
k=0

where the 4y, £k = 0,... N are the functions given in the equation 0.0.13.

We prove the estimations of the parametrix Py, and of (A — £) Py, and we have
the second result which is the following :

Théoréme 0.0.6. for all s € [0,T], we have

, r2(z,y)
t£?+tlogp(t,s,$7y) -y

, uniformly in x,y € M. (0.0.7)

It is well known that an analogue result has been proven by Varadhan in his two papers
[Var67b] and [Var67al, in the case where the metric is fixed. Here, to obtain the formula
0.0.6, we used the estimations of the heat operator, applied to the parametrix and its
convolutions. Whereas in [Var67b], the author had used the Laplace transformations |,
and, in [Var67a], he used a probabilistic method. Note that the method used in this thesis,
can be applied to the case of a fixed metric.
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In my attempts to answer Question 2, I needed to prove an asymptotic formula for
P(t,s,x,y) when t — s and for =,y close enough. So I conjectured the following; :

Conjecture 0.0.7. The fundamental solution of the nonlinear heat equation has the fol-
lowing asymptotic formula :

r2 (2,1

N
P(t,s,z,y) = (4n(t—s)) 2 e~ e (Z(t — s)¥g (s, z,y) + Y(t, s, z,y))

k=0

when t — sT, and for x,y close enough in M, and N € N, where
T(ta S, Z‘,y) = O((t - S)N)7

and

Y(t,s,z,y)| = O((t —s)N 1), pour tout i =1,...n,

0
ozt

for x,y close enough in M, where (U, {x*}_,) is a local coordinate system, and x € U.

To prove Conjecture 0.0.7, I studied the proof in the case where M is endowed with
a fixed metric g. Many authors mention [BGM71], and [Cha84], as the references where
the asymptotic formula is proved. But, it is not true : First, in [BGMT71], Berger does not
try to prove the off-diagonal asymptotic formula. Second, the prove of chavel in [Cha84]
is false. Yet, the result is true. In fact, in [Kan77], Y. Kannai proved this formula using
the fundamental solution w of the wave equation A — g—;t, thanks to the "transmutation

formula" :
2

1 2
K(tvxay) = mt)'g/ e * W(S,.’E,y)ds

But, to apply this method to our case, we need to know the fundamental solution of a
semi-linear wave equation. I don’t know that at the moment.

The method adopted in this thesis, begining from the construction if the fundamental
solution, up to the proof of the embedding (under condition that conjecture 0.0.7 is true),
was motivated by the two papers of [Mor62a], and [Mor62b]. In these two papers, the
author consider two differential manifolds of class C*, s > 0, M and N, with N connexe.
He denoted by Hom?®(M, N) the set of maps of class C*, from M into N, and prove the
following corollary :

Corollary 0.0.8. ([Mor62b], page 3, corollary 2) the set of embeddings of M into N is
an open set in Hom*(M, N) with respect to the topology C*® ( this set can be obviously

empty).
If we state the corollary above using sequences in Hom?*(M, N), we have :

Corollary 0.0.9. Let f : M — N an embedding, and {fi}r a sequence in Hom?®(M, N),
so that { fx}r converges uniformly to f (with respect to the topology C*). Then, there exists
ko € N*, such that, for all k > kg, fr is an embedding of M into N.

Layout of the thesis

In this section, we give a detailed outline of the presentation of work in this thesis :



Chapter 1 : Preliminaries of Riemannian geometry

In this chapter, we give a quick preview and basic results and facts of Riemannian
geometry, which are used in the later chapters. We begin section 1.1 with the definitions of
the Laplace-Beltrami operator, and the associated heat kernel. These two notions are the
basis of our work. We also recall the classic results of the spectral geometry. In section 1.2,
we give a quick review of the fundamental solution construction on a closed Riemannian
manifold, and the relationship between geometry and spectral propreties of Riemannian
manifolds. The third section is devoted to Moser’s lemma, and its applications which are
very important tools in our work.

Chapter 2 : Embedding Riemannian manifolds by their diffusion propreties

In this chapter, we describe some embeddings already constructed and their utilites.
In the first section, we provide a justification for why the eigenfunctions of the Laplace-
Beltrami operator have properties desirable for embedding. In the second section, we des-
cribe embeddings via a finite number of eigenfunctions of the Laplacien. In the third
section, we define the diffusion maps and distances. We understand in this section the
relationship between the heat kernel and the geometry of the Riemannian manifold. In
section 2.4, we see how to construct local charts on the Riemannian manifolds via their
eigenfunctions and their heat kernel. Then we endow the manifold M with a family of Ria-
mannian metrics g(t), analytic in ¢, and we generalize the stated theorems in the previous
sections, when it is possible, to the case where the Laplacian is time dependent.

Chapter 3 : The fundamental solution on manifolds with time-dependent me-
trics and constant volume

In this chapter, we discuss the form of the fundamental solutions on manifolds with
time-dependent metrics and constant volume form, and we prove theorem 0.0.5. First, we
give the form of the time-dependent Laplacian at the neighborhood of ¢ = 0. Then, we
introduce the application

2
SN(ta S, T, y) = (4Tl'(t - 'S))_5 e 4t=9) (t - s)kuk(s, xz, y)a
k=0

where uy are C*° functions, defined on
Up={(z,y) € M x M; r(z,y) < p},

and p is the injectivity radius of M, with respect to the metric h(0). This is supported by
the intuition that the heat kernel has the same behavior as the Euclidian heat kernel. We
introduce un cut-off function 7, in order to transform Sy into a C* function in M x M, et
we prove that Py = 1Sy is the parametrix of the non linear heat equation. The estimations
of the parametrix and its convolutions lead us to prove the theorem 0.0.5.

Chapter 4 : Embedding a Riemannian manifolds flow into an Hilbert space by
its fundamental solution

In this chapter, we answer Question 2. The processus has begun in Chapter 3, searching
a suitable form for the fundamental solution, we continue studying sharper estimates of
the parametrix Py, and its convolutions, to prove Theorem 0.0.6.
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Theorem 0.0.6, alow us to prove that the sequence {tlog P;}; converges in L?(M, Vh(0))
to the maps R, defined by
R: M — L*(M,vp0))
r(z,.)
4

€T — —

Conjecture 0.0.7 lead us to define the family of maps
(t logPt)Qp : Qp — L2(Qp71}h(o)),t S [O,T]

x v+ tlog P(t,x,.),
and the application
T\J,Qp . M — Lz(Qp, Uh(O))
r?(x,.)
4 )
where (2, is a neighborhood of p € M. We prove that if the conjecture 0.0.7 is true, then
for all z € Q,, V € T}:M, the sequence of applications d, (tlog Pt)Qp (V) converges in

Xr = —

L3(9,, Un(0y) to the application d,Rq, (V). So, we have the necessary tools to answer the
question 2. We have the following theorem :

Theorem 0.0.10. If the conjecture 0.0.7 is true, then there exists & > 0, such that the
map
Py M — L*(M, vp0))

x— P(t,x,.)
is an embedding for all t < £.

We then prove then that the pull-back metric of the map
Uy(x) = (4m) % (2) TPy ()
is asymptotic to h(0), using the metric Theorem 2.2.3.
At the end of this chapter, we prove that the family of Riemannian manifolds (M, h(¢)),

and by consequence the family (M, g(t)), can be embedded in [?, via an eigen-functions
basis of Ay = Ay(g), at least for small time.



Préface

Motivation

La diffusion de la chaleur caractérise la transmission ou le transfert de chaleur avec un
mouvement naturel. Sur un support homogéne D, (une surface, ou plus généralement sur
une variété ...), on peut en général définir un opérateur différentiel d’ordre 2 appelé le la-
placien. A ce laplacien, on associe ’équation de la chaleur; cette derniére décrit 1’évolution
de la chaleur sur D, en fonction du temps t¢.

Au cours de ces derniéres années, beaucoup de recherches ont été menées sur 'opérateur
de Laplace-Beltrami sur une variété riemannienne. Ceci a abouti & d’innombrables résultats
et intéréts. Les techniques utilisées dans ces recherches englobent plusieurs champs des
mathématiques : la géomeétrie, en connexion avec les équations aux dérivées partielles,
les systémes dynamiques, la physique mathématique, et la topologie... En particulier, la
définition de cet opérateur sur une variété riemannienne, et la détermination de ses valeurs
propres et de ses fonctions propres, nous permettent d’avoir des informations géométriques
sur la variété en question.

Par exemple, les valeurs propres correspondent aux fréquences propres de vibration d’un
objet lorsqu’il est soumis a une petite déformation. La connaissance du spectre (I’ensemble
des valeurs propres), donne ’aire d’une surface, la longueur de son bord, et son genre. Ceci
nous ameéne & la question posée par Kac en 1966 : Can one hear the shape of a drum?
[Kac66] (peut -on entendre la forme d’un tambour ?). La réponse est négative. En fait,
il est connu que si deux variétés sont isométriques, elles sont isospéctrales (c’est a dire,
ont le méme spectre). Mais la réciproque n’est pas vraie en général : en 1964, J.Milnor,
[Mil64], donne un exemple de variétés isospectrales mais non isométriques, une paire de
tores plats de dimension 16. Depuis, d’autres exemples ont été trouvés. Le dernier était
de celui de C. Gordon, D. Webb, et S.Wolpert en 1992 [GWW92], donnant le premier
exemple de deux domaines plans non isométriques, mais ayant tout de méme un spectre
commun (voir figure 2).

Dans des travaux récents d’informatique, et des mathématiques appliquées, Coifmann
et Lafon dans [CL06], utilisent les fonctions propres de la matrice de Markov définissant
une marche aléatoire, pour obtenir des nouvelles descriptions de I’ensemble des données
(sous-ensembles de R™, graphes). Plus précisément, ils plongent un ensemble de données
dans un espace Euclidien de sorte que la distance Euclidienne entre les images d’une paire
de points, décrit le taux de connexion de ces deux points. Ceci définit une distance entre les
données : ils donnent & cette distance le nom "distance de diffusion", et aux applications le

9
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F1a. 2 — Contre-exemple de deux surfaces isospectrales mais non isométriques

nom d’"applications de diffusions". Ils les décrivent comme étant "exactement" les outils
qui nous permettent de relier les propriétés spectrales du processus de diffusion et la
géométrie de I’ensemble de données.

Relation entre la diffusion et la géométrie

Soit (M, g) une variété riemannienne. L’opérateur de diffusion associé au laplacien est
lopérateur de la chaleur qui est infiniment régularisant ; Il posséde donc un noyau de classe
C®°, le noyau de la chaleur qui est une fonction de trois variables : deux spatiales et une
temporelle. Si on appelle K (¢, z,y) ce noyau, pour t > 0 et z,y € M, il vérifie I’équation :

<A$ - i) K(t,z,y) =0 (0.0.8)

avec comme donnée initiale
7}ir% K(t,z,y)dz = 0y(x)

pour tout y € M. Ceci veut dire que, pour toute fonction f sur M, on a

i [ K(t,2,9)f()dv(x) = (3).
M

La distance de diffusion sur (M, g), est définie par
Do) = [ (K 2,2) ~ Kty 2)P o).
M

Bien que le nom de "distance de diffusion" a été donné par Coifmann et Lafon, en 2004,
dans leur article [CLO6]!, cette notion n’était pas tout & fait nouvelle. En fait, dans un
travail datant de 1994, P. Bérard, G. Besson et S. Gallot [BBG94] ont utilisé le noyau de
lopérateur de la chaleur pour plonger toute une classe de variétés riemanniennes dans un
méme espace de Hilbert

1? = {(a;)j>1,a; € R, tels que Z la;|? < 400},
Jj=21

Il’article étant publié en 2006.
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et en déduire des théoréme de précompacité, pour des variétés C°°. Plus précisément,
soit (M, g) une variété riemannienne compacte, sans bord, A son opérateur de Laplace-
Beltrami. Soient Ay < A\; < Ay < As... /" oo les valeurs propres de A, et a = {p?};>1 une
base de fonctions propres (réelles) du laplacien de M, alors on peut écrire le noyau de la

chaleur sous la forme
K(tz,y) =Y e Mol (x)e} ().
ieN
Et on a le théoréme suivant

Théoréme 0.0.11. [BBGYI4[L application
v M — 12
T \@(4%)%t(n+2)/4{e_)‘-7t/2<p?(33)}]21
est un plongement pour tout t > 0, pour toute base orthonormale de fonctions propres a.

De plus, la métrique tirée en arriére (Y{)* est asymptotique a la métrique g de M, quand
t — 0. Plus précisément

t[1
(W) *can =g+ 3 <256alg.g — Ricg> +O(t?), quand t — 0

ot Scaly et Ricy sont respectivement la courbure scalaire et le tenseur courbure de Ricci
de la métrique g.

Remarque 0.0.12. La constante \@(4%)%15(”*2)/4 sert a la mormalisation, et ceci pour
pouvoir calculer la métrique tirée en arriére, et pour avoir l'isométrie quand t — 0. De
plus, remarquons que ce plongement peut étre identifié a l’application, \/5(477)%75("*‘2)/4/@,
ol IC; est définie par

Ki: (M, g) — L*(M)

t
x>—>K<2,;1:,.>.

Alors, la distance induite par la métrique tirée en arriere K est la distance de diffusion.

Le laplacien associé & une métrique dépendant de ¢

Dans les remarquables travaux récents de G. Perelman, cette fonction joue un un roéle
trés important. Par exemple, on est amené & considérer ’équation 0.0.8 ci-dessus avec un
opérateur laplacien qui dépend du temps; c’est le cas si la métrique elle méme dépend de
t.

Exemple 0.0.13. Si S est une surface C°° munie d’une métrique g, le flot de Ricci est
le processus qui déforme la métrique g(t), ot t est le paramétre de temps, par sa courbure
Gaussienne k(t) (induite par g(t)). Cette courbure évolue selon l’équation

dgi;(t)
dt

Dans le cas du flot de Ricci, l’évolution de la courbure Gaussienne est une solution de
l’équation

= —2k(t)gi;(t)-

(300 - 35) 10 = (0
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Maintenant, considérons une variété M de dimension n. On munit M d’une famille de
métriques riemanniennes g(t), ou t € [0,T], T > 0, et on cherche une solution fondamentale
P de "’équation de la chaleur non linéaire" :

1o}
(Ag(t) - 8t> :

Alors P est une fonction continue sur {(t,5),0 < s <t < T} x M x M, C*! par rapport
aux variables de temps t, s, et est C? par rapport aux deux variables spatiales x et y. Et

(Bg(t) = 57) P, s,,) =0 (0.0.9)
lim, s P(t, s, x,y)dvo(x) = dy(x). o

Dans [CCGtar|, B. Chow démontre que P existe et peut étre exprimé sous la forme

¢TI 3 (- ) un(t s, 2,) + O((t— )V %), (0.0.10)
k=0

ou 7, est la distance riemannienne par rapport & la métrique g(t) ; et uy sont des fonctions
C™ sur M x M, et dépendants des deux paramétres s et ¢t. Tandis que, dans [Gue02], C.
Guenther 'exprime sous la forme

n

2 z,y N n
Pt s,2,) = (4n(t — )% e 107 3 (¢ = s)up(tz,) + O((t — 5)V~F),  (0.0.11)
k=0

ou ry est la distance riemannienne par rapport a la métrique g(s); et ici, les ug sont des
fonctions C*° sur M x M, et dépendants du parameétre ¢t. Et dans les deux équations 0.0.10,
et 0011, N> 5+ 1, z,ye M,et 0<s<t<T.

Présentation générale du probléme et des résultats

Une question que G. Besson a posé, et liee & [BBG94] et au laplacien dépendant d’un
paramétre t, est la suivante :

Question 1 : Soit ¢g(¢) une solution du flot de Ricci et P(t;.,.) la solution fondamentale

de 'opérateur,
0
(Ag(t) - 6t> :

Peut-on plonger la famille de métriques g(¢) dans un méme espace de Hilbert en utilisant
le noyau P et ainsi réaliser le flot comme une déformation de sous-variétés d’un espace de
Hilbert ?

Cette question a été la motivation de départ de ma thése. Alors que je cherchais a la
résoudre, j’ai rencontré immédiatement un obstacle : la construction du plongement adop-
tée par P. Bérard, G. Besson, et S. Gallot, citée auparavant, n’est pas toujours adaptée au
cas ol l’on a une famille de variétés riemanniennes (M, g(t)),t € R. En fait, si nous ’ap-
pliquons & la situation actuelle, nous obtenons une famille d’applications dont I’ensemble
d’arrivée dépend de la métrique g(t), donc variable en t¢.
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Pour y remédier, il est nécessaire de considérer le cas ou les metriques g(¢) ont le méme
volume, et utiliser le lemme suivant da & Moser [Mos65] :

Lemme 0.0.14. II existe une famille C* de difféomorphismes n;, telle que hy = nf gy
ho = go, et h; est de forme volume constant, c’est-a-dire

dv(h;) = dvg, = dvy. (0.0.12)
On obtient une nouvelle famille de métriques h(t), telles que dvy,) = dvp gy, pour tout
t € [0,T], et L?(M,vp)) est invariant en ¢.

Ainsi, le probléme donné dans la question 1, s’est réduit & la question suivante :

Question 2 : Soit (M, h(t)),t € [0,T] une famille de variétés riemanniennes compactes,
telles que dvy,4) est invariant en ¢ € [0, 77, et soit P la solution fondamentale de I’équation
de la chaleur non linéaire 9

Ap o — =
h(t) ot’
ou P(t,z,y) = P(t,0,z,y). Alors est ce que 'application définie par
Py M — L*(M, vy0), t € [0, 7]
x+— P(t,x,.)

est un plongement pour ¢ suffisamment petit ?

Pour répondre a la question 2, j’ai été naturellement amenée & chercher une forme
convenable, et plus flexible de la solution fondamentale sur cette famille de variétés. En
fait, grace a I’égalité 0.0.12, on peut exprimer cette solution fondamentale sous une forme
particuliére et jolie. On a notre premier résultat qui est le suivant :

Théoréme 0.0.15. La solution fondamentale de 'opérateur
0
A — =
(300~ 57)

r2(2,y)

N
e” 1= Y (t — s)*up(s,z,y) + OtV %), (0.0.13)
k=0

peut étre exprimée sous la forme

_n
2

P(t,s,z,y) = (4m(t — s))

pour N > S +1, z,ye M, et 0 < s <t <T,r étant la distance riemannienne par rapport
a la métrique g(0), et ag, k=0,...N sont des fonction C* sur [0,T] x M x M.

Un outil important dans la construction de la solution fondamentale sous la forme
ci-dessus, et qui est d’une importance primordiale dans notre travail, est le paramétrix
de l'opérateur de la chaleur. Ici, le paramétrix de 'opérateur de la chaleur non linéaire

0
Apy — e est le terme intiale dans I’équation 0.0.13. Plus précisément, si on le note par

Py, alors

r2(zy)
674“’7% (t*S)kﬂk,(saxay%

k=0
ou les ug, Kk =0,... N sont les fonctions présentes dans I’équation 0.0.13.

-
2

Py(t,s,z,y) = (4n(t — s))
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0
On interpréte les estimations sur le paramétrix Py, et celles de (Ah(t) — ) Py, et on

ot

a le deuxiéme résultat suivant :

Théoréme 0.0.16. Pour tout s € [0, 7], on a

r?(z,y)
lim tlog P(t =77
[lim tlog P(t, 5,2, ) 1

, uniformément en x,y € M. (0.0.14)

Il est bien connu qu’un résultat analogue a été prouvé par Varadhan dans ses deux
articles [Var67b], [Var67a], dans le cas ou la métrique riemannienne est fixe. Ici, pour
obtenir la formule 4.1.1, on va utiliser les estimations de ’équation de la chaleur non
linéaire, appliquée au paramétrix de la solution fondamentale et ses convolutions. Tandis
que dans [Var67b|, ’auteur a utilisé les transformations de Laplace, et dans [Var67al, il a
utilisé une méthode plutot probabiliste. Notons que la méthode faite dans cette thése, est
également applicable dans le cas ou la métrique est fixe.

J’ai eu aussi besoin de la formule asymptotique du noyau de la chaleur quand ¢ — sV,
pour z,y assez proches dans M ; alors j’ai conjecturé le suivant :

Conjecture 0.0.17. La solution fondamentale P de l’équation de la chaleur non linéaire
admet la formule asymptotique suivante :

7‘2 x,y N
Pt 5,2,y) = (4n(t — ) F e T (Z(t — o) Fiip(s,2,y) + T(E, s, z,y>>

k=0

quand t — st et pour x,y assez proches dans M, et pour tout N € N, o
T<ta S, x,y) = O((t - S)N)a

et

0
‘(‘MT(t’ s, x,y)' =0((t —s)V7Y), pour touti=1,...n,
pour x,y assez proches dans M, ot {x*}7_, est un systéme de coordonnées locales autour
de x.

Dans le but de démontrer cette conjecture, j’ai étudié la démonstration du théoréme
analogue dans le cas ou la variété compacte M est munie d’une métrique fixe. Plusieurs
auteurs citent [BGMT71], et [Cha84], comme étant les références ot 'on a démontré ce
résultat analogue. Or ceci est faux : D’abord dans [BGMT71], Berger n’essaie méme pas
de le démontrer, et puis, dans [Cha84], la démonstration est fausse. Ceci ne veut pas
dire que ce résulat est faux. En fait, dans [Kan77], Kannai démontre cette formule en
utilisant la solution fondamentale w de 1’équation des ondes A — g—;, grace a la formule
de "transmutation" :

1 2
K(t,x,y) = (4ﬂ)g/ e~ Tw(s,r,y)ds.

Mais, pour I'appliquer & notre cas, on doit savoir la solution fondamentale d’une équation
d’onde semi-linéaire et plus compliquée, ce qui était, pour moi, jusqu’a ce moment difficile
a faire.
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La démarche abordée dans la démonstration, depuis la construction de la solution fonda-
mentale, jusqu’a la démonstration de plongement (sous condition que la conjecture 0.0.17
soit vraie), a été motivée par les deux articles [Mor62al, et [Mor62b]. Dans ces deux articles,
I’auteur considére deux variétés M et IN de classe C*, qui sont des réunions dénombrables
de compactes, et N connexe. Il note par Hom?*(M, N) Pensemble des applications de classe
C? de M dans N, et il démontre le corollaire suivant :

Corollaire 0.0.18. ([Mor62b], page 3, Corollaire 2) L’ensemble des plongements (appli-
cations propres et injectives et qui sont des immersions locales) de M dans N est un ouvert
de Hom?®(M, N) pour la topologie C*¢ (Cet ouvert peut étre évidemment vide).

Si on énonce le corollaire ci-dessus en se servant des suites dans Hom?*(M, N), on a

Corollaire 0.0.19. Soit f : M — N un plongement, et { i}, une suite dans Hom*(M, N),
telle que { f. }r converge uniformément vers f pour la topologie C*. Alors, il existe ky € N*,
telle que, pour tout k > ko, fi est un plongement de M dans N.

Plan de la thése

Voici maintenant un résumé plus détaillé des travaux présentés dans ce mémoire :

Chapitre 1 : Préliminaires de géomeétrie riemannienne

L’objectif de ce chapitre est de présenter quelques notions classiques de géométrie
riemannienne qui nous serviront pour une meilleure compréhension du contexte de cette
thése. Dans la section 1.1, On rappelle la définition de ’opérateur Laplace-Beltrami, ainsi
que celle du noyau de la chaleur qui lui est associé. Ces derniers sont des sujets de base
pour ce travail. On rappelle aussi les résultats classiques de géométrie spectrale dont nous
aurons besoin par la suite. Dans la section 1.2, on donne une idée sur la construction
de la solution fondamentale sur une variété riemannienne compacte, et la liaison entre la
géométrie de la variété et ses propriétés spectrales. La troisiéme section est consacrée au
lemme de Moser, et ses applications qui sont indispensables dans notre notre thése.

Chapitre 2 : Plongements des variétés riemanniennes a 1’aide de leur propriétés
de diffusion

Ce chapitre est consacré & énoncer les plongements déja disponibles dans la littérature
et leurs utilités. Dans la premiére section de ce chapitre, on explique pourquoi les fonctions
propres de I'opérateur de Laplace-Beltrami sont utiles. Dans la deuxiéme section, on énonce
les plongements de variét’es riemanniennes & ’aide d’un nombre fini de fonctions propres
du laplacien. Dans la troisiéme section, on définit les plongements et les distances de
diffusion : on comprend bien dans cette section la relation entre le noyau de la chaleur
et la géomeétrie de la variété. Dans la section 2.4, on voit comment construire des cartes
locales pour une variété riemannienne a ’aide des fonctions propres et du noyau de la
chaleur. Dans la suite, on munit la variété M d’une famille de métriques riemanniennes
g(t), analytiques en ¢, et on généralise les théorémes enoncés dans les sections précédentes,
lorsque c’est possible, au cas ou le laplacien dépend du paramétre t.
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Chapitre 3 : La solution fondamentale d’une famille de variétés de forme vo-
lume constante

Notre objectif dans ce chapitre, est d’étudier la solution fondamentale sur une famille
de variétés riemanniennes compactes (M, h(t)), t € [0,T], et de démontrer le théoréme
0.0.15. D’abord, on donne la forme du laplacien dépendant d’un paramétre ¢ au voisinage
de t = 0. Puis on introduit une application

r2(z,y)

N
Sn(tys,z,y) = (4dn(t — s))fg e A=s) (t— s)kuk(s,%y),
k=0

ol uy sont des fonction C'*°, définies uniquement sur
Up={(z,y) € M x M; r(z,y) < p},

p étant le rayon d’injectivité de la variété M, par rapport a la métrique h(0). Ceci peut
étre expliqué brutalement par I'intuition que le noyau de la chaleur sur une variété admet
un comportement semblable au noyau de la chaleur Euclidien. On introduit une fonction
coupure 7, dont 'objectif est de tranformer Sy en une fonction C*° sur tout M x M, et
on démonre que Py = 1Sy est le paramétrix de ’équation de la chaleur non linéaire. On
donne la formule exacte de la solution fondamentale en fonction du paramétrix Py, et de
ses convolutions. Les estimations sur ces derniers nous aménent & démontrer le théoréme
0.0.15.

Chapitre 4 : Plongement d’un flot de variétés riemanniennes dans un espace
de Hilbert a I’aide de sa solution fondamentale

L’objectif de ce chapitre est de répondre & la question 2 . Le processus ayant commencé
dans le chapitre 3, en cherchant une forme convenable de la solution fondamentale P, on
continue & étudier des estimations plus fines du paramétrix Py, et de ses convolutions,
pour démontrer le théoréme 0.0.16.

Le théoréme 0.0.16 nous permet de démontrer que la suite d’applications {tlogP,;};
converge dans L?(M, Up(0)) vers I'application R définie par

R: M — L*(M,vp0)

r?(z,.)
4

La conjecture 0.0.17 nous ameéne & définir la famille d’applications de ©,, dans L?(€2,,, Vh(0)),
définies par

€T — —

(tlogPi),(x) = tlog P(t,z,.),x € Qp,t € [0,T],
et

ol 2, est un voisinage de p € M. On démontre que si la conjecture 0.0.17 est vraie,
alors pour tout x € Q,, V € T} M, la suite d’applications d (t1log P;)q, (V) converge dans
L3(9,, dvp (o)) vers d;Rq, (V). Ainsi, on a les outils necessaires pour répondre a la question
2. On a le théoréme suivant :
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Théoréme 0.0.20. Si la conjecture 0.0.17 est vraie, alors il existe € > 0, tel que l'appli-
cation
Pt . M — L2(M, ’Uh(o))
x— P(t,x,.)

est un plongement pour tout t < £.
On démontre ensuite que la métrique tirée en arriére de I’application normalisée
Wy(z) = (4m) % (20) 5 T1Py()
est asymptotique a h(0), en utilisant la métrique dans le théoréme 0.0.11.
A la fin de ce chapitre, on démontre que la famille (M, h(t)), et par suite (M, g(t)) (la

famille de départ), peuvent étre plongées dans 2, avec les coefficients de P, dans la base
des fonctions propres de Aggy = Ay (p) au moins pour les temps petits.
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Chapitre 1

Préliminaires de géométrie
riemannienne

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension finie n. Tout au long de notre travail,
on suppose que les variétés sont de dimension au moins 2, munies d’une structure différen-
tielle de classe C*°. On suppose aussi qu’elle sont connexes et complétes. Les propriétés
différentielles des fonctions et tenseurs sur M se rapporteront & cette structure. On sup-
pose que notre lecteur connait les bases de géométrie riemannienne. Pour une présentation
de ces notions, on peut se référer & [GHLO4].

L’objectif de ce chapitre est de représenter le contexte dans lequel se situe la thése. On
rappelle quelques défintions dont on a besoin dans notre mémoire, et quelques résultats
standards de la théorie spectrale et de la géométrie riemannienne. On insiste surtout a la
liaison entre la géométrie de la variété, et ses propriétés spectrales.

1.1 Eléments de théorie spectrale

1.1.1 Opérateur de Laplace-Beltrami

L’opérateur de Laplace-Beltrami est un opérateur différentiel de second degré, attaché
intrinséquement & M. On peut lui donner plusieurs définitions équivalentes. On commence
avec la plus naturelle :

Comme on peut définir une dérivation seconde intrinséque sur une variété rieman-
nienne a aide de sa structure métrique (ce qui n’est pas le cas pour une variété avec
uniquement une structure différentielle), on peut définir, pour toute fonction f € C?(M),
le Hessien de f, comme étant la forme quadratique bilinéaire symétrique formée par les
dérivées secondes de f. En fait, en utilisant la dérivée covariante D, le Hessien de f est
défini par

Hessf = Ddf.

Pour avoir une fonction numérique de ce Hessien, on a juste besoin de prendre la trace par
rapport a la métrique g.
Af =tracegHessf.

19
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Puisque le long des géodésiques, la dérivée covariante seconde coincide avec la dérivée
seconde numeérique, on définit le laplacien de f, en un point m, comme étant

Af= Zdtzf %i(#))le=o,

ot ; sont les géodésiques en m, dont les vélocités forment un systéme de coordonnées or-
thonormales de T,,, M. En particulier, au centre m d’un systéme de coordonnées normales,
on a

Af= Zagf

Dans un systéme de coordonnées quelconque, on trouve

1 .0 ; Of )
= — — | 4/det
A /detg” i;l ox? ( gl]g ox J
ot " sont les éléments de la matrice inverse a la matrice (g;;).

Pour une autre expression utile de 'opérateur Laplace-Beltrami, on a besoin des défini-
tions suivantes :

Définition 1.1.1. (Gradient associé d une métrique riemannienne)Le gradient d’une fonc-
tion (disons lisse) f est lunique champ de vecteurs, noté V f, tel que

9(X, V) = df(X)

pour tout champ de vecteurs X. En coordonnées locales,

vf:Z Zg]@ oxt’

i=1 \j=1

Définition 1.1.2. (Divergence d’un champs de vecteurs) La divergence d’un champs X,
est donnée par

div(X) = ¢V, X;.

Définition 1.1.3. Si f est une fonction C? sur M. Le laplacien de f peut étre exprimé
par

Af =divVf.
Notons que pour f,h € C?(M), on a les propriétés suivantes :
1. A(f+h)=Af+ Ah.
2. h.div(Vf)=hAf 4+ (Vf,Vh).
3. A(fh) =hAf+2(Vf,Vh)+ fAh.
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Pour faciliter notre tache dans ce chapitre, ainsi que pour les chapitres suivants, on va
citer deux théorémes liés a 'opérateur de Laplace-Beltrami :

Théoréme 1.1.4. (Théoréme de Stokes) Soit X un champs de vecteur C*° sur M, et v
un vecteur normal unitaire & OM, dirigé vers Uextérieur ( Dans le cas ot OM # (). Alors

div(X)dv(z) = / (X, v) dA(z)

M oM

ot dA est la forme volume sur le bord de OM, associée a la métrique induite.

Théoréme 1.1.5. (Identités de Green) Soit f,h € C>*°(M), alors

1. (premiére identité de Green)

[ G@)an@) + (ViR dve) = [ fo) 3 @A)

oM ov

oh
ot W est la dérivée directionelle dans la direction de v, en un point de OM.
v

2. (deuziéme identité de Green)
[ w@ase) - swan) e = [ (r@3w - @5 ) dae)

1.1.2 Le spectre, et les fonction propres du laplacien

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. Considérons le probléme suivant :
Ap+Ap =0. (1.1.1)

Ce qui revient & trouver tous les nombres A, pour les quelles il existe une solution non
triviale ¢ € C°°(M). Ces nombres X\ sont appelés valeurs propres du probléme 1.1.1. Les
fonctions correspondantes sont appelées fonctions propres associés & la valeur propre .

Dans [Bér86], et [Cha84], P. Bérard et I. Chavel listent trois problémes de valeurs
propres :
Ap+ Ap =0sur M
@ =0sur OM
Ap+rp=0
g—f =0 sur oM.
OM, et dirigé vers I’exterieur.

1. Probléme de Dirichlet :{

2. Probléme de Neumann :{ ol v est un vecteur normal unitaire &

3. Probléme fermé :Ap + Ap = 0 (pas de bord dans ce cas, alors pas de conditions au
bord).

Théoréme 1.1.6. (P.Bérard [Bér86]) Soit (M, g) une variété riemannienne compacte.
On a

(i) L’ensemble des valeurs propres du probléme peut étre arrangé suivant une suite discréte

(ii) Pour le probléme de Neumann et le probléme fermé, Ao = 0. Tandis que pour le
probléme de Dirichlet, Ao > 0.
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(iii) Chacune des valeurs propres \; est répétée selon sa multiplicité, et l’espace propre
associé Ey, est de dimension finie égale a la multiplicité de \;. De plus, les espaces

propres correspondants 4 des valeurs propres distinctes sont deuz o deux orthogonales
dans L?(M,v,).

iv L2(M, vg) admet une base orthonormale compléte de fonctions propres de A.

Remarque 1.1.7. On définit L?*(M,v,) comme l’espace mesurable des fonctions sur
(M, g), telles que

/ (@) Pdv(z) < .
M

Alors L?(M, vg) est un espace de Hilbert, et son produit intérieur est donné par

(f,h) = [ f@)h(z)dv(z),
M
pour tout f,h € L?(M,v,).

Preuve. On va donner une preuve élémentaire de (ii) et de (iii). Pour la démonstration de
(i) et de iv, on a besoin de méthodes plus sophistiquées (Consulter pour les détails|Bér86]).

Pour (ii), notons que si p; est une fonction propre associée a la valeur propre )\, alors
A est non-négative. En fait, d’aprés le théoréme 1.1.5,

/M (pAp +(Ve, V) dv =0,

alors
1

A= —2/ (Vo,V)dv > 0.
el

Or, A = 0 implique que ¢ est la fonction constante. Alors, dans le probléme fermé et le
probléme de Neumann, \g = 0. Tandis que, dans le probléme de Dirichlet, \g = 0 implique
que ¢y = 0, alors, dans ce cas, A\g > 0.

Pour (iii), Porthogonalité des espaces propres est une conséquence du théoréme 1.1.5.
En fait, si ¢, sont deux fonctions propres associées & deux valeurs propres distinctes ),
et u, alors

0=/ (wAw—wAcp)dv=(A—u)/ ehdv = c < @, > .
M M

D’ou le résultat.

Le spectre d’une variété riemannienne admet les propriétés suivantes :

1. Le spectre est invariant par isométrie car il dépend uniquement du gradient et de la
divergence, qui, a leur tours, dépendent uniquement de la structure riemannienne de
la variété.

2. Si n = 2, le spectre dépend continiment de la forme de la membrane ([CH53]|,
p-366). De plus, on peut montrer avec des arguments similaires que le spectre dépend
continiment de la métrique riemannienne en général.
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Et comme le spectre n’est pas suffisant en général dans I’étude d’une variété rieman-
nienne, on a besoin des fonctions propres associées :

1. Les fonctions propres sont invariantes par déformation isométrique de la variété M
(voir figure 1.1).

Fic. 1.1 — Une fonction propre de l'opérateur de Laplace-Beltrami calculée sur plusieurs
déformations du corps humain montrant que les fonctions propres sont invariantes par
déformation isométrique.

2. Deux variétés sont déformables 'une en l'autre si elles admettent la méme décom-
position en valeurs et en fonctions propres.

Pour étre plus concrets, supposons qu’on a deux variétés riemanniennes M et N, et soit
) )

A, A, leurs opérateurs de Laplace-Beltrami associés. Un homéomorphisme T': M — N

préserve les distances géodésiques , si et seulement si pour toute fonction propre ¢;, de

AN associée & \;, ¢; o T, est une fonction propre de Ajp; pour la méme valeur propre A;
(voir [SOGO09)).

1.1.3 L’équation de la chaleur

L’équation de la chaleur décrit ce que se passe quand on commence avec une distribu-
tion donnée de la chaleur sur D en temps t, et demande comment la chaleur devient dans
un temps ultérieur. En fait, considérons un support homogéne M, et soit 2 un domaine
dans M. Soit u(z,t) la fonction de deux paramétres : d’espace et de temps, représentant
la température d’un point = € ©, i£; un temps ¢ fixé. Supposons en plus qu’aucune source
thermique agit & 'intérieur du domaine. Ce phénoméne peut étre exprimé mathématique-
ment par ’équation :

i udv = — F.vdA,

dt Jo o0
ou F' est le flux thermique, et v est un vecteur normal & M, dirigé vers I'exterieur. Or,
dans plusieurs applications physiques, F' est proportionnel & Vu. En supposant donc que

F=Vu,

on peut appliquer le théoréme de Stokes 1.1.4, et on obtient

/Q (%U(tax) - Au(t,x)) dv(z) = 0.
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Comme 2 est arbitraire, on a I’équation

—u=Au

ot

qui est bien connue sous le nom d’"équation de la chaleur".

On peut introduire I’équation de la chaleur dans notre contexte en supposant M une
variété riemannienne et A 'opérateur de Laplace-Beltrami correspondant. On peut de plus,
ajouter des conditions de Dirichlet au bord (si le bord est non vide), et une température
initiale (elle peut étre également une distribution), et on aura ainsi le probléme

ou
Au——=0 pourxze M

u(z,t) =0 pour x € IM (1.1.2)
u(z,0) =uy  pour x € M.

1.1.4 Le noyau de la chaleur

Le noyau de la chaleur représente I’évolution de la température dans une région donnée,
en plagant une unité initiale de chaleur est placée en un point en temps t = 0. Si cette
région admet un bord, ce bord admet une température particuliére (typiquement zéro).
Le noyau de la chaleur le plus connu est celui de ’espace Euclidien n-dimensionel :

1

K(t,x,y) = We I yl /4t. (113)
Celui-ci vérifie I’équation
oK
E(u Zz, Z/) = AIK(ta Zz, y)

pour tous t > 0, et z,y € R™, avec comme condition intitiale
lim K (2,2, y)dy = 6(x —y) = 6.(y)

ou J, est la fonction de Dirac en x, et la limite est prise aux sens de distributions. Plus
précisment, pour toute fonction continue ¢ avec support compact, on a

lim - K(t,z,y)p(y) dy = ¢(x).

La formule explicite 1.1.3 n’est pas en générale valable si on considére un domaine )
de R™. D’ailleurs, le noyau de la chaleur existe et il est C* pour t > 0, sur les domaines
arbitraires et sur n’importe quelle variété Riemanienne, avec ou sans bord (avec des condi-
tions au bord si ce dernier n’est pas vide). Le noyau de la chaleur Euclidien intervient
toujours dans la construction de ce noyau (comme on va le voir dans la section 1.2) par
ce qu’'une variété riemannienne de dimension n est localement difféomorphe & un ouvert
dans ’espace Euclidien R™. Plus précisément,

Définition 1.1.8. (Solution fondamentale de I’équation de la chaleur) Une fonction K(t,z,y),
continue sur M x M x (0,00) qui est C? par rapport auz variables spatiales x,y ; et C*
par rapport a la variable t, est une solution fondamentale du probleme 1.1.2, si

1. (Am—(i)K:O, sur M x M x (0, 00).
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2. K(t,z,y) =0, six € OM, (au cas ou OM # ().

hm / K(t,z,y) f(y)dvo(y) = f(x), uniformément pour toute fonction f continue
sur M et qui s’annule sur OM ( éventuellement si OM # ().

On dit qu’une solution fondamentale H de I’équation de la chaleur est la solution fonda-
mentale positive minimale si H est positive, et si pour toute solution fondamentale h, on
a h > H. Dans ce cas, H est appelée noyau de la chaleur. En particulier, on a le théoréme
suivant :

Théoréme 1.1.9. (B. chow [CCG" ar], page 216) Si (M, g) est une variété riemannienne
compacte, sans bord, alors il existe une solution fondamentale K(t,x,y) de l’équation de
la chaleur. De plus, K est unique, positive, C*°, symétrique en x et y € M, et

/ K(t, 2, y)dv(y) =
M

En particulier, K(t,x,y) est le noyau de la chaleur.

FiG. 1.2 — Le noyau de la chaleur représente I’évolution de la température dans une région
donnée.

Un résultat important dans le domaine de la théorie spectrale et qui relie les propriétés
spectrales & la géométrie de la variété est le suivant :

Théoréme 1.1.10. (Varadhan [Var67b]) Si K est la solution fondamentale de I’équation
de la chaleur sur une variété riemannienne (M, g), alors

r(z,y)
4 b

lim log K (t, 2, y) = —

pour tous x,y € M, ot r est la distance riemannienne de M.

Proposition 1.1.11. (Sun et al. [SOG09]) Soient M, N deux variétés riemanniennes,
Ky et Ky sont respectivement les solutions fondamentales de l’équation de la chaleur de
M, et N; alors : T : M — N est isométrique si et seulement si

Ku(t,w,y) = Kn(t,T(x), T(y)), pour tous x,y € M.
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1.1.5 Larelation entre le noyau de la chaleur et les valeurs/fonctions
propres

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. Dans cette section, on va démontrer
Iexistence d’une équation reliant les valeurs et les fonctions propres de A, et le noyau de
la chaleur. Dans [Dod81], Dodziuk énonce le théoréme suivant :

Théoréme 1.1.12. Si {;}ien est une base compléte de L?(M, vg), de fonctions propres
de A, et si \; est la valeur propre correspondant a p;, i € N, alors, le noyau de la chaleur
peut étre exprimé sous la forme

K(ta,y) =3 e Mo (@)ei(y) (11.4)
€N

ot la convergence est uniforme dans M x M x [e,00), pour tout € > 0.

La démonstration de ce théoréme 1.1.12, est fondée sur la propriété du semi-groupe de
K(t,x,y), et sur des propriétés de certains opérateurs intégraux auto-adjoints, et compacts.
En fait, il est clair que A est le générateur du semi-groupe {P;};~0, défini par

Pou(z) = /M K(t,z,y)u(y)dv(y)

pour tout u € L?(M,v,)(voir figure 1.1.5).

o t

Fi1c. 1.3 — Une fois qu’on trouve la solution fondamentale, il est facile de trouver la solution
désirée de I'i£jquation originale. En fait, ce processus est rifjalisi£j par la convolution.

On a le théoréme suivant de Mercer :
Théoréme 1.1.13. Soit K(x,y) une fonction continue sur M x M, tel que K(z,y) =
K(y,z). Et considérons un opérateur A : L*(M,v,) — L?*(M,v,), positif !, défini par

M@:AMMMWM%

pour u € L*(M, vg) ; et soient p;, ¢;, respectivement les valeurs/fonctions propres corres-
pondantes de A, alors p; > 0, pour tout i € N, et

K(z,y) = Z i ()i (y).-

1€N

De plus, la série converge uniformément et absolument.

1Un opérateur A : L2(M) — L%(M) est positif, si, pour tout f € L?(M), (Af, Fr2an 20
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Notons que Pyu(x fM (t, z,y)u(y)dv(y), est une solution de ’équation de la chaleur
pour tout u € L2(M vg). Pulsqu on a pour tous s,t > 0,

K(t+s,a,y)= | K(tz,2)K(s, zy)dv(z),
M

alors P; admet la propriété de semi-groupe, i.e. P,Ps = P,;. De plus, l'opérateur P, est
continu en ¢, compact et auto-adjoint. Alors il admet les {e~**};cny comme valeurs propres.
Soient {1;};cn les fonctions propres correspondantes, qui forment une base orthonormale
de L*(M,v,). Et comme

Pupi(x) = e (),
alors e~ itq);(x), est une solution de I’équation de la chaleur, et,

,)\ t¢z( ) é( 7’\”%(37))

ot
A (e yy(x))
= e M AY;().
Et ¢; est une fonction propre de A, associé a la valeur propre A;. En appliquant le théoréme
1.1.13, on achéve la démonstration du théoréme 1.1.12.

Pour démontrer le théoréme 1.1.12 avec une autre méthode, notemment avec les équa-
tions des dérivées partielles, on peut consulter [Ros97].

On a, comme conséquence du théoréme 1.1.12

/M k(t,xz,z)dv(x /MZe () 2dv(x) = Zef)‘it = Z(t), (1.1.5)

€N i<1

ott Z(t) est la fonction de partition? de (M, g).

1.2 Construction du noyau de la chaleur sur une variété
riemannienne compacte, et application a la géomé-
trie

Cette partie est consacrée a la construction du noyau de la chaleur sur une variété
riemannienne compacte sans bord (voir la définition 1.1.8). Cette construction n’utilise

pas les valeurs et les fonctions propres. Pour plus de détails, on peut consulter [BGM71],
[Cha84], et [CCGTar].

Pour cette section, ainsi que pour notre travail dans cette thése, on a besoin des quelques
définitions.

2En physique statistique, c’est la fonction de partition canonique Z(t) du systéme pour la température
inverse t.
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Soient p € M, V € T,M, alors, il existe une géodésique unique vy dans M, telle que
Ww(0)=p, v(0)=V.

Toutes les variétés qu’on considére ici sont complétes, dans le sens que M, avec la métrique
induite d4, est un espace métrique complet. Selon le théoréme de Hopf-Rinow, ceci est
équivalent a la condition que (M, g) est géodésiquement compléte, i.e. vy (t) est définie
pour tout ¢ € R.

Soit p € M, on définit 'application exponentielle comme étant 'application
exp: T,M — M

Définition 1.2.1. Le rayon d’injectivité inj(p) d’un point p € M est défini comme étant
la borne supérieure de tous les T > 0, tels que exp,, est un difféomorphisme B(0,r) CT,M,
sur son image dans M.

Maintenant on va donner la forme du laplacien d’une fonction radiale. On a

Proposition 1.2.2. Le laplacien d’une fonction radiale, s’exprime sous la forme

Pu 0
Au = 52 + o (log v/ detgu)

pour toute fonction radiale u € C?(M x M), ou +/detg est le jacobien de l’application
exponentielle de g au point p (plus précisément, la densité du volume dans les cordonnées
polaires de voisinage p).

Définition 1.2.3. Le rayon d’injectivité d’une variété riemannienne est l'infimum de tous
les rayons d’injectivité des points de M.

inj(M,g) := inf{inj(p);p € M}.

Lorsque M est compacte, inj(M) est strictement positif.

1.2.1 Le paramétrix du noyau de la chaleur

Le paramétrix est une approximation de la solution fondamentale d’un opérateur diffé-
rentiel. I a été introduit en 1907 par E. E. Levi dans deux articles fondamentaux [Lev07a]
et [Lev07b], dans le cas d’un opérateur elliptique a coefficients constants. Puis, en 1974, A.
Friedman a prouvé son existence pour un opérateur différentiel parabolique & coeflicients
variables (voir [Fri64]). Plus précisément,

Définition 1.2.4. On dit que Py est le paramétriz de l’équation de la chaleur, si :
(m1) Py € C™ (RY x M x M).
o _
(m2) <A — at) Py se prolonge en une fonction de C° (R+ x M x M) .
(ms) limy_o Pn(t, z,y)dv(x) = 0, (z) pour tout y € M.
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Considérons le noyau de la chaleur de I'espace Euclidien R",

—r2(xz,y)
4t

Gt z,y) = (4rt)"Fe

G(t,x,y) est considéré comme la premiére approximation de la solution fondamentale. La
transplantation de G est expliquée par le fait que M est localement difféomorphe & I'espace
Euclidien.

Maintenant, on tend & construire une deuxiéme approximation de la solution fondamen-
tale, en multipliant G par une série finie de fonctions différentiables sur un domaine ou G
est elle méme différentiable. Plus précisément, posons p = inj(M),

U,={(z,y) e M x M,r(z,y) < p}.
Définissons Hp, par

Sn(t,a,y) = Gt z,y) Y thi(x,y), (1.2.1)
i=0
ou P; € C=(U,),tels que
1. Yo(z,x) = 1, pour tout = € M.
2. LmSN(ta x,y) = G(t,.’b, y)tkAsz(tvmvy)a ou L, = Am - %

Hp est alors une approximation de la solution fondamentale. Remarquons que Sy est
définie uniquement pour (z,y) € U,, alors qu’on cherche une approximation définie pour
tout (x,y) € M x M. Pour ce but, on considére une fonction radiale, C*° sur M x M,
n: M x M — R, telle que

1 ir(z,y) <p/d
n(w,y) = { 0 :i r(x,g) > 5/2.

Proposition 1.2.5. Pour N > 5 +1, 'application Sy = nHy est le paramétriz du noyau
de la chaleur.

On peut calculer explicitement les 1;, i=1, ..., N; Par exemple :
Yole,y) =07 *(x,y)
0y(o) = 6y [ (67 H A ) e, e
Vdetg

Tn—l

ot z = exp, ¢, et O(x,y) = . En fait, on a bien

Vdetg 1

r—0 pn—1 ’

ce qui est bien conforme avec ’hypothése vy (x,z) = 1.

En particulier
1
V1(y,y) = és(y)

ou s(y) est la courbure scalaire de (M, g) en y.
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1.2.2 Construction du noyau de la chaleur.

Considérons deux fonctions H,J € CY([0,00) x M x M). Leur convolution (espace-
temps) est donnée par

(Hx J)(t,x,y) = / ds/ H(s,x,2)J(t — s, z,y)dv(z).
0 M
Cette convolution est associative (voir [CCGTar|, page 228).

Maintenant on construit le noyau de la chaleur en utilisant la convolution, et on tend a
le trouver sous la forme

K(t,z,y) = Sy + Sy * H,
ot H est une fonction continue sur [0,00) x M x M, a determiner. On démontre que
Lz(SN *H) = LISN >!<}I—I‘[7

et ceci nous donne
0=L,K=L,Syv+(L,Sy)*H— H.

En faisant ’analogie avec I’équation = + zy — y = 0, dont la solution est

T oo
yzl—xzzxk’

k=1

on peut voir que H s’écrit sous la forme

k=1
ou
R =fsx. .. xf, kfois f.
Alors .
K(t,z,y) = Sy + Sn * Z (LaSn)™ .
k=1

De plus, Y 7o, (Lo Sn)™ est m+1 différentiable sur [0, 00) x M x M, pour 2l +m < N — z,
Plus précisement
k=1

est absolument et uniformément convergente [0, 7] x K x K, ot K est un compact dans un
systéme de coordonnées locales (U, {z*} ;).

‘ )

l
s (LaSn)™* (1.2.2)

o))

Remarque 1.2.6. Dans 1.2.2, 0™ = 0,0...00, est une notation® d’une m’iéme dérivation
quelconque par rapport auxr composantes de la variable x dans le systéme de coordonnées
locales {z*}1_;.

3notation écrite par Chow dans [CCGYar]|, page 223
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On a (voir [CCGtar|, page 236)

o' = 9
atlamz (LeSn)* 23* (LeSn)™ = o@N—n2-2=m+1), (1.2.3)
k=1

En conclusion, si on pose Qn(t,2,y) = SN * D pey (LySn)™, alors

K(t,z,y) = G(t,z,y) Y t'di(z,y) + Qn(t,2,y), (1.2.4)
i=0
ol 121 = ’I’}’IZ)“ et
Qn(t,z,y) = O™ ~%) uniformément en 2,y € M, (1.2.5)
et
(t,z,y) =0@¥"271), i=1,...N, (1.2.6)

uniformément en z,y € M, ot {z*}_, est un systéme de coordonnées locales autour de z
(voir [CCG™Tar|, page 232-236).

1.2.3 Application a la géométrie.

Rappelons le développement spectral de la solution fondamentale de I’équation de la
chaleur 1.1.4, et celle de la fonction de partition Z(t) appropriée 1.1.5. Minakshisundaram
et Pleijel ont construit des développements asymptotiques pour ces deux quantités dans
[MP49]. Ces deux résultats sont d’une grande importance notemment pour les problémes
inverses i.e. si on a des informations sur le spectre de M, on a des informations géométriques
intéressantes de M comme la dimension, le volume, la courbure scalaire et l'intégrale de
cette derniére.

Théoréme 1.2.7. (Développement asymptotique de Minakshisundaram-Pleijel) I existe
une série de fonctions V;, i € N, telles que

K(LIL’,LL‘) NtaO* 47Tt Zd)l xz, Sﬂ

dans le sens que pour tout N € N,

N
K(t,l’,.ﬁc) = (47Tt)7% Zq][}z(x,m)tl + O(tN7%+1).

i=0

De plus, il existe une série de nombres a;, i € N, tels que

Z(t) ~_o+ (Amt)~ %2 Zaztl

1
ot ag =Vol(M,g), etay = 6/ s(x)dv(z), ot s(x) est la courbure scalaire de M au point
M
x.
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En particulier, dans le cas ou la dimension de M est 2, le théoréme de Gauss-Bonnet
implique que la détermination de I'intégrale de la courbure scalaire donne la caractéristique
d’Euler de M. Donc, si M est de dimension 2, le spectre nous permet de bien comprendre
la topologie de M.

Un autre exemple du probléme inverse, est la formule asymptotique de Weyl :
Théoréme 1.2.8. (Formule asymptotique de Weyl [Cha84], page 8) Soit
N(A) = card{j <1,\; > A},

et soit w,, le volume de la boule unité dans R", alors

I(M)X\=
N(\) ~ W, quand \ — —+o0.
7r
De plus,
n 2m)"
(Mg)z ~ w<Vﬂ;))l(§4) quand k — +oo0.

1.2.4 Formule asymptotique du noyau de la chaleur hors de la
diagonale

Dans [Kan77], Kannai démontre que la solution fondamentale de I’équation de la cha-
leur admet quand ¢ — 0, un développement asymptotique de la forme

K(t,z,y) ~ (4rt)"%e e Zt’v, z,y), t— 04 (1.2.7)

pour z,y assez voisins pour n’étre joints que par une seule géodésique, et v; sont des
solutions de certains équations différentielles de transport. L’équation 1.2.7 veut dire que

2

,ra . n
K(t,x,y) — (4nt)~ = Zt%l z,y) =0tV %)e y),t—> 0

pour x,y assez proches.

La méthode, assez élémentaire, consiste & déduire ce développement de celui de la solu-
2
tion fondamentale w de I’équation des ondes A — %, grace a la formule de "transmuta-
tion"

K(t,z,y) = twsxy)d

=T

Proposition 1.2.9. (Y. Kannai [Kan77]) Soit w(t) la solution de l’équation des ondes
32
(A 8t2) w=0

2 2
w(t), %w(t), %w(t) =0(e) (1.2.8)

telle que
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pour tout € > 0, |[t| — co. Alors la fonction V (t) définie pour t > 0 par

1 2
V(it) = — e~ ww(s,x,y)ds, 1.2.9
==« Fua (1.29)
est la solution de l’équation de la chaleur
0
AV = =V,
ot

pour t > 0, et la limite V(0) = }in% V(t) existe. De plus,

V(0) = w(0).

Preuve. En fait, les estimations 1.2.8 impliquent la convergence absolue de l'intégrale
1.2.9 pour tout ¢t > 0, et nous permet de faire I'intégration par parties suivante :

0 9 (e ~ 92 (e
aV(t) —/_Ooa (\/H) w(s,x,y)ds-/_oo@ (\/H) w(s,z,y)ds

e e_% 9°? * e xm
= S5w(s,T,y)ds = Aw(s,z,y)ds
—oo VAnt Os —oo VATt

= AV(t)

en utilisant le fait que l'opérateur A est fermé. Enfin, la relation

s2

e 4t
Vart

ou 4y est la fonction de Dirac en 0, nous donne V' (0) = w(0). Pour plus de détails sur la
formule de transmutation, consulter [Kan77].

= 50(8),

lim
t—0

D’aprés I'unicité de la solution fondamentale de ’équation de la chaleur, les v;, i = 1,..., N
ne sont autres que les 1;(voir section 1.2.2) pour z,y assez proches. Plus précisément,
d’aprés la section 1.2.2, on a

77‘2 T,y N : o~
K(t,a,y) = (dnt) " Fe =" (Z i, ) +rN<t,x,y>> : (1:2.10)

=0

pour z,y assez proche et t — oo, oit Iy (t,2,y) = O(t"), et

0
T =0o@tN), i=1,...
py N(t,z,y) =0@"), i N )

pour x,y assez proches, ol {z?}"_; est un systéme de coordonnées locales autour de z.

1.3 Lemme de Moser et applications

Soit g(t), 0 <t <T,T > 0, une famille C* de métriques Riemaniennes sur une variété
compacte M de dimension finie n telles que vol(M, g(t)) est constant pour 0 < ¢t < T.
Alors

Lemme 1.3.1. [l existe une famille C™ de difféomorphismes n;, telle que h(t) = n;g(t)
ho =g, et h(t) est de forme volume constant, c’est-a-dire dv(h(t)) = dvy = dv.
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Le lemme ci-dessus est une conséquence immédiate du lemme suivant di & Moser
[Mos65].

Lemme 1.3.2. Soit p; une déformation C°° de n-formes non-dégénérées sur M, avec

/ Lt :/ 1o pour tout 0 < t < T. Alors, il existe une famille n; d’automorphismes de
M M

M, C* ent, telle que nf pe = 1o, et no est lapplication identité.



Chapitre 2

Plongements des variétés
riemanniennes a l’aide de leur
propriétés de diffusion

Définition 2.0.3. soit f : M — E une application C* d’une variété M, dans un espace de
Banach E. On dit que f est un C* plongement, si f est C*, et si de plus pour tout x € M,
Uapplication linéaire tangente T f(x) est injective, et si en outre f est un homéomorphisme
de M sur f(M). Un plongement est donc un C*-difféomorphisme sur son image. Cette
image est une sous-variété différentielle de E.

Rappelons qu’il existe des plongements canoniques des sphéres et des espaces projectifs
réels qui sont réalisés par des fonctions propres du premier sous-espace propre pour le cas
de la sphére, et du deuxiéme sous-espace propre pour les cas le espace projectif [BGMT71].

Dans ce chapitre, on va fournir une explication partielle de ce phénoméne, et donner
quelques autres plongements importants, ainsi que leurs utilités, et ceci dans le cas ol on
a une variété compacte (M, g).

Ensuite, nous munissons M d’une famille analytique de métriques riemanniennes g(t)
a un paramétre qui varie dans R*. On désigne par A;, le laplacien associé a g(t), et
on généralise les plongements décrits dans les sections précédentes, au moins pour les
temps petits : dans un premier temps, on considére une famille quelconque de métriques
g(t), analytiques en t, et on démontre 'existence d’une famille finie de fonctions propres
analytique en ¢, pour ¢ suffisamment petit. Ainsi on peut construire le plongement avec
un nombre fini de fonctions propres.

Dans la section suivante, on suppose que le volume de (M, g(t)) est constant en ¢, et
on va se servir du lemme de Moser 1.3.2, pour avoir une famille de variétés riemanniennes
h(t), dont la forme volume est constante en t. Par suite I'espace de Hilbert L?(M, Un(t))
est constant. On a dans ce cas, une famille holomorphe de type A au sens de Kato (voir
definition 2.6.1). On peut ainsi construire un plongement dans [?, avec une base compléte
de fonctions propres.

35
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2.1 Plongements par les fonctions propres : motivation

Dans cette section, on va justifier le fait que les fonctions propres de l'opérateur de
Laplace-Beltrami sont utiles pour plonger.

On considére une variété riemannienne (M", g), différentiable, compacte et sans bord.
On cherche une fonction f € C?(M), qui preserve d’une maniére optimale I’information
locale, au sens ou : si deux points x,y sont proches dans M alors leurs images f(x), et
f(y) sont aussi proches dans R. Plus précisément, on a la proposition suivante :

Proposition 2.1.1. Soit f € C?*(M), et soient x,y € M, alors
[f(y) = f(@)] < r(z, )|V ()] + O (z,y))
ot 1 est la distance riemannienne de (M, g).

Preuve. Soit V € T, M, alors d, f(V) = (Vf(x),V), et soit v : [0,7(z,y)] — M la
géodésique reliant = & y dans M, et telle que |¥(s)] = 1, pour tout s € [0,r(z,y)]. Alors

r(z,y)
fw) = f(2) + / d f(3(s))ds

r(z,y)
—f@)+ [ (T A ds
0
Par I'inégalité de Schwartz, on a

(VI(r(9):7(s)) < IV DI I < VFv(s))]l-

Par un développement de Taylor a ’ordre 1 au voisinage de s =0, on a :

IV DI = V(0D + OCs) = IV ()] + O(s),

alors,

r(z,y)
fly) < f(z) +/0 (IVf(2)] + O(s)) ds = r(z, )|V (@)|| + O(r*(z, y)),

d’oul le résultat.
O

Le lemme 2.1.1 précise de quoi dépend la distance entre deux points images par une
fonction f. On cherche une fonction qui peut préserver en moyenne la position des points
voisins. Un bon candidat est :

argmin / IV f(2)||?dv(x).
I FllL2 =17 M

Malheureusement, cette fonction est la fonction constante o = 1. L’image de M par

cette fonction est donc un point. Pour éviter ce cas trivial, on exige que la fonction f soit

orthogonale & ¢g = 1. On recherche maintenant :

argmin IV f(z)|?dv(x).
I fll2ary =1 /M
Joy fl@)do(z) =0
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On peut remarquer qu’il s’agit de la premiére fonction propre ¢; de A, relative a la
premiére valeur propre non nulle \;. En effet, par la formule de Stokes :

/ IV f(@)|*dv(z) = —/ f@)Af(x)dv(z)
M M
puisque OM = .

Ainsi, si la multiplicité de A\, est mq, on peut considérer les fonctions propres 1, ..., ©m,
relatives & A\;. Par exemple, dans le cas de la sphére, cela donne bien un plongement. Sinon,
on considére les fonctions propres relatives a la valeur propre suivante, et ainsi de suite.
Finalement, on obtient un plongement par un nombre fini ou infini de fonctions propres.
Si on a un nombre infini, on peut normaliser chaque fonction propre dans le plongement,
de maniére & avoir un plongement bien défini.

2.2 Quelques plongements de variétés riemanniennes a
I’aide des fonctions propres du laplacien

Dans [BBG94], P. Bérard, G. Besson, et S. Gallot, démontrent qu’on peut plonger toute
une classe de variétés riemanniennes compactes dans /2 par toutes les fonction propres (c.f.
théoréme 0.0.11). Mais, on se demandait si on peut plonger une variété riemannienne par
un nombre fini de fonctions propres. Ceci pour mettre en pratique cette théologie. La
réponse était heureusement positive. En fait, en 1978, A. Besse plonge une certaine classe
de variétés riemanniennes dans un espace euclidien par un seul espace propre. Et puisque
on ne peut pas espérer toujours de le faire pour une variété riemannienne quelconque, P.
Bérard utilise les fonctions propres jusqu’a un certain rang.

2.2.1 Cas d’une variété symétrique compacte de rang 1

Définition 2.2.1. Une variété riemannienne conneze, est un espace symétrique si, pour
tout m € M, il exite une isométrie involutive, s,, : M — M, telle que

Sm O €XP,,, = €XD,, OSm.

Le rang d’un espace symétrique est défini par la dimension mazimale des sous-variétés
plates (i.e. de courbure nulle), qui sont totalement géodésiques* dans M.

Exemple. Les espaces symétriques de rang 1, non compactes, sont les espaces hy-
perboliques correspondant & R, C,H, et Ca, et d'une maniére duale, les espaces symé-
triques compactes de rang 1, sont les différents KP™, et les sphéres Euclidiennes, i.e.
S™ RP" CP",HP",CaP?, munis de la métrique canonique.

On suppose maintenant que (M, g) est une variété compacte, alors elle admet une so-
lution fondamentale unique de I’équation de la chaleur K : R} x M x M. Si M est un
espace symétrique de rang 1, alors 'unicité et 'invariance de ce noyau, nous implique que
K dépend uniquement de la ditance riemannienne r, i.e. il existe une application

E:RY xRy — R,

lune sous-variété est dite totalement géodésique, si, pour tout vecteur normal, la seconde forme fonda-

mentale s’annule.
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telle que K(t,z,y) = Z(t,r(x,y)), pour tout x,y € M, et t > 0.

Lemme 2.2.2. [Bes78] Si (M, g) est un espace symétrique compact de rang 1, et A est
lopérateur de Laplace-Beltrami associé, alors, pour toute valeur propre u, de multiplicité
Ny, il existe une application

F,:Ry — R,

telle que

I
> (@)@ (y) = Fulr(z,y)), pour tout z,y € M>.
1=1

Soit (M,g) un espace symétrique compact de rang 1, de dimension n. Et soit A\ €
Spec(M, g), de multiplicité N, et soit ¢1, ..., ox une base L2(M, g)-orthonormée de I’espace
propre associé Fy.

On considére 'application
A: M — RN

z = (po(x), ... pn (@)
Théoréme 2.2.3. ([Bes78], page 174)On a

N
1. A est une immersion de M dans la sphére S(0, R), dans RN*1, de rayon R = (

2. A*g = kg, ou g est la métrique riemannienne induite par celle de RNT1 sur A(M),
AR?
et k=——
n

3. A est un plongement de M dans RN, sauf dans le cas ott M = S™, et A(M) = RPV.

Esquisse de la preuve. l'idée de la preuve est basée sur le lemme 2.2.2. Il existe une
application F) : Ry — R, telle que

N
> @il#)eily) = Fx(r(z,y), pour tout z,y & M. (2.2.1)
Alors on a
N
(A(z), Ax)) = @i (x) = Fx(0)
N i=1 N (2.2.2)
BO)Vol(L,9) = 3 [ pH@)dow) = 3 leilacara, = N
i=17M i=1
Alors,

A(M) € S(0,R) = (voz(NMg)> .

2En particulier, pour tout point = € M, il existe une fonction F' : R — R, telle que la fonction,
f M — R, définie par y — F(r(z,y)), est C°, et satisfait, Af = pf, avec p > 0.

vol(M, g)

1

i
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Différentions 2.2.2 deux fois. On a

N N N
Z pidp; =0, Z dp; ® dp; + Z piHessp; =0
i=1

i=1 =1

et en différentiant 2.2.1, on obtient

N
Z piHessp; = Fy(0)g,
i=1
ce qui nous donne que
N
> de; @ de; = —F{(0)g. (2.2.3)

i=1
Or A*g = Zf\il dyp; @dp; = —F%(0)g, alors, pour calculer la constante —F}'(0), on calcule
la trace

N N N
trace Z piHessp; = — Z pildp; = =\ Z Pi
i=1 i=1 i=1

= AR? = trace(g)Fy' (0) = nFy (0)

et d’aprés 2.2.3, Papplication est une immersion. Ensuite, si A(x) = A(y), alors x = y,
sauf dans la cas ot M = S, et z,y sont antipodales ( pour les détails, consulter [Bes7§],
chapitres 5, et 6).

O]

Un interét du plongement par les fonctions propres, est la détermination du volume
des ensembles nodaux des fonctions propres du laplacien. En particulier, on peut démon-
trer en plongeant une classe de variétés, dans un espace Euclidien que le volume moyen
des ensembles nodaux des fonctions propres associée & une valeur propre donnée A\ est
proportionel & Vol(M, g)/A.

Soit H, I’hyperplan vectoriel de RN+, défini par I’équation

(Ha) a0X1+...+aNXN

oit l'on voit (ag, ...,ax) comme un point a de RPY. Dans [Bér85|, Bérard reformule une

égalité de Santalo (voir la formule initiale dans [San76], page 245, et 309), et nous donne
Vol(S™(R)) 1

Vol(S"~1(R)) Vol(RPN) Jrp~

Vol(M,g) = Vol(M N H,,g)da

oil da est le volume de RPN et (M,73) est 'image A(M) muni de la métrique induite par

1

N 3

llede RV, et R= ——— ] .
celle de ,et R (vol(M,g))

Remarque 2.2.4. Remarquons que M N H, n’est autre que l’image par A de I’ensemble
nodal

N -1
N.(N\) = (Z aig0i> (0),a = (ag, ...,an).
i=0
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Alors
Théoréme 2.2.5. (Bérard [Bér85]) Avec les hypothéses et les notations ci-dessus, on a

1 Vol(S™1(1))

T /R VeIV, 3)a =~ SR ol (M. )V

2.2.2 Cas d’une variété riemannienne compacte

Soient (M, g) une variété riemannienne compacte, 0 = A\g < A1 < Ay < ... le spectre
de (M, g), {¢i}ien une base orthonormée de L?*(M,vy) de fonctions propres associées, et
soient

N(X\) =card{j € N,)\; <A},

et
Ve = (6@ = s (bl )
2 (4m)2T (3 +1)
ot a(z,\) = o(A\~2), uniformément en x € M, quand A — oo (c.f. Bérard [Bér85]
Théoréme 2.2.6. (Bérard [Bér85])L application
By . M — RN+
o (.

est un plongement pour \ assez grand. De plus, ®\(M) c SNN(1) (spheére de rayon 1
dans RN et pour tout V€ TM \ {0},
A

||d‘1’/\(V)||n2w<A>+1 e [90(V, V) +b(V, M),

ot b(V,A\) = o(1), uniformément en V, quand X\ tend vers l’infini.

Corollaire 2.2.7.

1 _ o Val(S"H(1)
TP o VOO0 = VM 00V o)

quand X\ tend vers oo, ou,

—1

N())
Na(A) = Z aip; (0), a = (ao,....an(x)) € RPN,
=0

2.3 Plongement et distance de diffusion

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, et K (¢, .,.) son noyau de la chaleur. On
considére le plongement du théoréme 0.0.11 (& une constante prés)

o, M—1? t>0

T — {e_)‘itgoi(sc)}iZl .

ol \; et o; sont respectivement les valeurs et les fonctions propres du laplacien A,.
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Dans l’article [CL06], Coiffman et Lafon reprennent ce plongement et ’appellent famille
d’"applications de diffusion". IIs leur associent une famille de "distances de diffusions" D;
(distance au temps t) définies par

D(a,y) = 3 e (05(x) — ¢5())?

j=>0
= [|®:(x) — P4 ()|

pour tout z,y € M.

D; est bien une distance sur M pour tout ¢ > 0. En fait : D; est symétrique, puisque,

pour tout z,y € M,

[®(2) = @e(y)lli2 = ([Pt (y) — o)1z
De plus, si Dy(x,y) = 0, alors ¢;(z) = ¢;(y), pour tout j > 1. Le fait que {p;}ien soit
une base compléte nous donne que x = y. Enfin, il est facile de voir que

Dy(z,y) < Di(z, z) + D¢(z,y), pour tous x,y,z € M.

On voit ainsi que P, réalise un plongement isométrique de I’espace métrique M (muni de
la métrique D;) dans l’espace Euclidien.

L’idée d’appeler ainsi la distance de diffusion, est motivée par I’égalité

[@¢(2) — e(y) 172 = /M (K(t,x,2) = k(t,y,2))" dv(z), @,y € M,

la quantité K (¢, z,y) étant la probabilité de la transition de x & y en temps ¢. A ce processus
de diffusion est associé la distance D, qui reflte le "taux de connexion" des points x,y € M.
Plus il y a une grande probabilité de transiter de = & y et plus, D;(x,y) est petite.

Pour utiliser en pratique la distance de diffusion, on peut I’approcher par un nombre
fini de valeurs propres en retenant uniquement les termes e~ *#*; pour lesquels les valeurs
e~2Ait restent significatives : en fait, pour z € M fixée, K(t,z,.) est une fonction cut-off
centrée en z. Quand ¢ devient plus grand, le support de K (¢, x,.) devient plus large, et le
nombre de valeurs propres qui peuvent donner une signification a cette fonction, devient
plus petit (voir figure 2.1).

Par conséquent, on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1. Pour tout t > 0, et tout 6 > 0, il existe une constante s(d,t) tel que
l’application
s M — RO
z i (e My (@), . e MO0 5 ()

est un plongement de M dans l’espace Fuclidien de dimension s(d,t). Dans cet espace, la
distance Euclidienne, est égale o la distance de diffusion, a un degré d’exactitude de §. i.e.

[ Di(2,y) = |97 (2) = V7 (y)]|

Rs(é,t)| <4

pour tout x,y € M.
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x x
t=0: fonction de dirac t — oO:fonction constante

>

t

08
o8
0.7
06
0.5
o.af
o3|

o2

O-; . . ‘ . ]\\‘T\—N,J‘;\' ;*«\;

o 20 40 60 80 100 120 140 200

F1a. 2.1 — Quand ¢ augmente, le support de k(t,z,.) devient plus grand, et le nombre de
valeurs propres signifiquatives de P, = e~** diminue.

Preuve. D’aprés le théoréme 2.2.6, il exsite bien Ny € N, tel que 'application
oo pp— RN

xT — (e_)\lt(pl(m)> cey e_)\Not(pNo (.’IJ))

est un plongement de M dans R™. De plus,

S e (pi(a) — @ily)? = K(2t,z,2) + K (2t,y,y) — 2K (21,2, y),
1=0

pour tout ¢ > 0, et tous z,y € M. Alors, pour tous t > 0, x,y € M, § > 0, il existe s > 0,
tel que

> pile) i) <6

Or, la suite des fonction f,, definies par
falt,z,y) = Y€ (i) = @il))?

est monotone (car pour tout n € N, et tout x,y € M, for1(t,z,y) > fu(t,z,y)), alors
d’aprés le théoréme de Dini®, on a : pour tous ¢ > 0, § > 0, il existe sq(d,t) > 0, tel que

oo

Y e (pi(a) — pily)? <6

i=50(0,t)

pour tous z,y € M. Enfin, pour tout s(d,t) > so(d;), on a

> e (pi(r) — pily)* <6

i1=s(8,t)

3La convergence simple d’une suite montone de fonctions définies et continues sur un espace compact
vers une fonction continue implique sa convergence uniforme.
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pour tous x,y € M. En choisissant s(d,t) > Ny, on a le résultat.

La figure 2.2, illustre le théoréme 2.3.1, pour ¢ > 0 fixé ou R*(%Y) = R3. La distance de
diffusion entre deux points dans I’espace de plongement est la longueur de la corde qui les
relie.

F1a. 2.2 — Haltére original (& gauche) et son plongement (& droite) a I’aide des premiéres
3 fonctions propres. Puisque la diffusion est plus lente sur le cou, les points sont plus loins
I'un de l'autre dans ’espace de plongement.

Remarque 2.3.2. Le théoréme 2.3.1, s’applique aussi sur les graphes et les ensembles de
donnée (voir figure 2.3).

0.6
04

.
| M

-02

-04

F1a. 2.3 — L’ensemble de points original (& gauche), est plongé sous la forme d’un papillon(a
droite), et les phases sont organisées selon la diffusion qu’ils engendrent : la longeur de la
corde entre deux points dans ’espace d’arrivée mesure la quantité de chaleur qui peut étre
transmise entre ces deux points.
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2.4 Paramétrisations universelles locales & I’aide du noyau
de la chaleur et des fonctions propres

Dans beaucoup d’applications récentes, on tend & trouver des représentations d’en-
sembles de données, et il était observé dans plusieurs cas que les fonctions propres d’un
laplacien sur un graphe d’ensembles de données fournit un systéme robuste de coordonnées
locales utile pour réduire la dimension (voir [Coi05], [BN02], et [CLO6]).

Dans cette section, on va donner des énoncés analogues pour les variétés, en introduisant
des systémes de coordonnées & l'aide des noyaux de la chaleur.

Dans des tavaux récents de Jones, Maggioni, et Shull (voir [JMS08]), les auteurs utilisent
les solutions fondamentales et les fonctions propres du laplacien pour construire des coor-
données locales sur les larges classes de domaines Euclidiens et des variétés riemanniennes
(pas necéssairemant lisses). Ces coordonnées sont bi-lipshitziennes sur un large voisinage
du domaine ou de la variété, avec des constantes contrélant la distortion et le volume des
voisinages qui dépendent uniquement des propriétés géométriques du domaine ou de la
variété.

Plus précisément, soit M une variété riemannienne de dimension n, et considérons
une boule B(z,r) C M. Alors on peut trouver exactement n fonctions propres qui consti-

tuent un systéme de coordonnées "robuste"4sur B(z, cr), oil ¢ est une constante qui dépend
de M.

D’abord on traite le cas des domaines Euclidiens. On considére un domaine 2 de volume
fini dans R™, avec les conditions au bord de Dirichlet

(3 2)utw 0

’u|aQ =0

(A - ;) w(@,t) = 0

Ovulag =0

ou de Neumann

ou v est le vecteur normal orienté vers l'extérieur, et A est le laplacien sur 2. Dans ces
deux cas, on considére seulement les domaines ot le spectre du laplacien est discret, et le
noyau de la chaleur correspondant, peut étre écrit sous la forme :

K(t,z,y) =Y e M oi)ei(y)
i€N
ot {¢; }ien est une base orthonormale de fonctions propres de A. On suppose en plus qu’il
existe une constante Cyyey1,0 telle que, pour tout A > 0,

card{i, \i < A} < Cwegro\? Vol ().

La condition ci-dessus est toujours satisfaite si on a les conditions de Dirichlet au bord,
mais elle n’est pas toujours vraie si on a les conditions de Neumann au bord (voir [NS05],

et [HSS91]).

4dans le sens qu’il est stable sous les perturbations
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Théoréme 2.4.1. [JMS08](Systéme de coordonnées de fonctions propres, pour les do-
maines Euclidiens) Soit Q un domaine dans R™, renormalisé tel que Vol(Q) = 1 . I existe
des constantes c1, ..., cs, qui dépendent de n et de Cyeyi o, satisfaisant les propriétés sui-
vantes : pour tout z € §, posons R, < dist(z,00), alors, il existe n fonctions propres p;, ,
k=1,...,n, du laplacien Aq, et des constantes

CGRZE S Y1 = 71(2)7 vy Yn = 771(2) S 17

dépendantes uniquement du choizx de z, telles que

1. lapplication
®:B(z,c1R,) > R"
= (M@0 (), i, (T))

est un plongement, et satisfait, pour tout z,y € B (z,c1R,),
2 | < l|9(x) — 2(y)l| <~ | (24.1)
— ||z — ) — — ||z —y|; 4.
RTYI= =g e =Yk

2. les valeurs propres associées satis?ont
R 2 <\ N < R 2
Cq 2z X NGy ey Ny Cs 2z

Remarque 2.4.2. on a besoin de la dépendance de la constante Cyy ey 0 seulement dans
le cas ou on a les conditions de Neumann au bord.

Une des particularités de ce plongement, (comme l'on peut le voir d’aprés 1’équa-
tion 2.4.1) est que les fonctions propres selectionnées agissent comme un microscope sur
B(z,c1R,), dans le sens que, le diamétre de 'image de B(z,c1R,) par ce plongement est
~ 1.

Le résultat ci-dessus peut étre vrai pour une classe de variété riemanniennes. Soit M
une variété riemannienne compacte, avec ou sans bord, et g une métrique riemannienne
C®, pour a > 0. Pour tout z € M, soit (U, «) un systéme de cartes tel que z € U, et

(Dg" (u(z)) = o*.

(ii)Pour tout = € U, et tous &, v € RY,

szn Hgan = Z g 5253 Z g glyj Cma:z:( )”fHRdHV”Rd-

1,5=1 3,5=1

Soit rps(2) = sup{r > 0; By (u(z)) C u(l)}. Soit

lolors = e ([ ()™ avta))

4,j=1,..,n

ot o Al =infa,1. Alors on a

Théoréme 2.4.3. [JMS08](Systéme de coordonnées de fonctions propres, pour les variétés
Riemmanniennes) Soit (M,g) une variété riemannienne compacte, z € M, et (U, u),
comme ci-dessus. Supposons en plus, que vol(M) = 1. Il existe des constantes c1, ...,c > 0,
dépendants de d, Crmin, Cmaz, ||9]lant, €A1, €t Cyweyi nr, tel que les propriétés suivantes sont
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satisfaites : Soit R, = ry(2), alors il existe d fonctions propres y;, du laplacien Ay,
k=1,...,d, et des constantes

d
CGR22 S Y1 = ’7(2)7 e Yd = ’Yd(z) S 17

telles que
1. lapplication
®:B(z,c1R.) — R?
T = (Y194, (T), s Yapia ()

est un plongement, et satisfait, pour tout x,y € B (z,c1R.),

;—ir@,w < [®(z) - D(y)| < ;%r(z,y);

2. les valeurs propres associées satisiont
R;Z <\ i, < csR;?
Cally, = Ajpseeeey Aig = Cd1,

Remarque 2.4.4. Dans les deuz théorémes 2.4.1, et 2.4.5, les constantes y; sont données

par
7= ( [ <z’>2dz'>
B(z,cR.)

Théoréme 2.4.5. (Systéme de coordonnées de chaleur)Soit (M, g) une variété rieman-
nienne, de dimension n, z € M, et (U,u) comme ci-dessus, sauf que vol(M) peut étre
00. Soient R, < min{1,u}, p1,...,pa sont p directions linéaires linéairement indépendants.
Alors, il existe des constantes ¢y, ...,cg > 0, dépendants de n, Cmin, Cmazs ||gllant, @ A1, et
la plus petite et plus grande valeur propre de la matrice de Gram (p;,p;)i j=1,....n, tels que
les propriétés suivantes sont satisfaites : Soit y; tel que le vecteur y; — z est colinéaire a
Di, avec

1
2

R, <r(y,z) <csR., pour tout i =1,...,n,

et soit t, = cgR2. Alors, Uapplication
®:B(z,c1R,) = R"

€= (RgKtz (xvyl), "'7R?Ktz (xa yn))

est un plongement, et satisfait, pour tout x1,x2 € B(z,¢1R,),

(@1, w2) < [|9(@1) - Do) < Z-r(en, @),
4 4

Remarque 2.4.6. Ce théoréme est vrai dans le cas Fuclidien et dans le cas des variétés
riemanniennes, et dépend uniquement des estimations du noyau de la chaleur et son gra-
dient. Les démonstrations dans ces deux cas sont presque similaires. Pour voir les détails,
consulter [JMS08]. 1l faut noter de plus que la preuve est faite sur une carte locale (qu’on
choisit) contenant une boule suffisamment large autour de z. Dans le cas de la variété
riemannienne, on utilise uniquement la norme ||gllan1 de g restreinte sur la carte choisie.
Notons aussi que le théoréme est vrai si on choisit R, < rp(z).
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Exemple dans I’espace Euclidien R%. Soient n =2, R, =1, 2 =0, y; = (—1,0), et

T—y 2
yo = (0, —1), et soit k(t, .,.) le noyau de la chaleur de R?, i.e. K(t,z,y) = (47t) te” o
Alors laplication
@ :R?D B1((0,0)) — R?

€T = (K(laxvyl)vK(lvxva))

est un plongement bi-lipschitzien. La démonstration est assez facile, par ce qu’on peut tout
simplement calculer K(1,z,y1), et K(1,,ys2).

2.5 Généralisations au laplacien dépendant du temps

Dans cette section on considére une variété compacte munie d’une famille de métriques
g(t) analytiqueen t €]—T,T[,ou T > 0. D’abord, on va démontrer I’existence d’un nombre
fini de fonctions propres du laplacien A, analytiques en ¢ dans un voisinage de ¢t = 0.
On va ainsi généraliser les plongements des section précédentes avec un nombre fini de
fonctions propres.

2.5.1 Existence de valeurs et de fonctions propres analytiques du
laplacien dépendant du temps

On commence par le lemme suivant concernant une valeur propre A de Ag = A ().
Ensuite, on le généralise pour un nombre fini de valeur propres.

Lemme 2.5.1. (M. Berger [Ber73]) Soit A\ une valeur propre de Uopérateur Ay, de mul-
tiplicité k. Alors, il existe € > 0, et k fonctions scalaires A\;(t), 1 <i <k, et k fonctions a
valeurs dans C° (M), ¢;(t), analytiques en t, pour t < €, et vérifiants :

(1) Appi(t) = Ni(t)wi(t), pour 1 <i <k, t <e;
(i) \(0) =X 1<i<k;

(iii) {@:(t)}1<i<k, est un systéme orthonormé de L*(M,v,), pour t < €, ot v, désigne la
mesure riemannienne associée a la métrique g(t).

Remarque 2.5.2. La démonstration de ce lemme dans [Ber73] était insuffisante ; pour
cette raison, et vu limportance du résultat et de ses applications, P. Bérard donne la
démonstration compléte dans [Bér]. En fait, cette preuve est calquée sur celle du théoréme
1, de [Rel69], I§1, page 33, ot l'auteur a considéré une fois pour toute un espace vectoriel
D, de dimension finie, contrairement aux conditions du lemme ou ’espace de Hilbert varie
en z (mais avec une dimension finie invariante en z).

Lemme 2.5.3. Avec les mémes hypothéses que celles du lemme 2.5.1, supposons que
Vintervalle [\ — di, A + da], ot dy,dy > 0, ne contient comme valeur propre de A, que .
Alors, pour tous d, db, tels que, 0 < d} < dyi, 0 < d} < do, il existe € > 0, tel que le spectre
de A(t) dans Uintervalle \—dy < p < A+d}, contient exactement les points A1(t), ..., Ap(t),
pour tout |t| < e.

Preuve Ce lemme est une conséquence immédiate de la séparation du spectre pour une
variété riemannienne compacte, de lanalycité de A;(t), i = 1,..,k, et de leur convergence

vers A.
O
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Lemme 2.5.4. Soient Ny < A1 < ... < A, les k premiéres valeurs propres de Ag, k
suffisamment grand. Alors il existe un €, > 0, et, pour tout entier i =1, ..., k, il existe une
fonction X\;(t), et une fonction p;(t), analytiques en |t| < ey, et vérifiants :

(1) Awpi(t) = Ait)pi(t), pour tout [t| < .
(ii”) A\ (0) = A\,
(iii’) {¢i(t)}i<k est un systéme orthonormé de L*(M,v,), pour tout |t| < €.

Preuve. Soient v; < ... < vp, les premiéres valeurs propres distinctes de Ag, de mul-
tiplicité m; respectivement, ¢ = 1,...,p. Alors, d’aprés le lemme 2.5.1, il existe pour tout
i=1,..,p, ¢ > 0, m; fonctions scalaires \; (t), | = 1,...,m;, et m; fonctions ;, (t) a
valeurs dans C'*° (M), analytiques en |t| < ¢;, et vérifiants :

(1) Arpi, (t) = A, (B)g, (t), pour tout || < €.
(2) )\“(O) = V;.
(3) {i, (1)}, est un systéme orthonormé de L?(M,v;), pour tout |t| < €;.

(4) Puisque la variété M, est compacte, son spectre est séparé, et pour |t| < €;,i=1,...,p,
le spectre de A, ;) dans l'intervalle [u;, p1i41[ contient exactement les points A (),
l= 1, ceey My

p
Pour démontrer maintenant (¢'), (i7'), et (éii’), posons e = ing{ei}, et désignons 1, par
i=

DLy ooy Py 5 168 ©2,, DAL Opy41, ooy Pmy+ma, €6 ainsi de suite. De cette fagon, on obtient
k fonctions ¢;(t), et k fonctions A;(¢), analytiques en ¢, pour |¢| < e, telles que

(1) Awp;(t) = Xi(t)p;(t), pour tout |t| < e.
@ii’) A (0) = A
(iii’) - Si A; = A;, alors d’aprés la partie (2) de cette preuve, (¢;(t), ¢; (t)}q(t) = 0i;.

- Si A\ # A, alors, d’aprés (4), A\i(t) # Aj(t), et comme Ay est un opérateur
autoadjoint,

(B850 50 0y = (:(8). Agityd5(D)

ie.,

Ai(®)pi(t), () g1y = (i), A ()25 () 4 »
alors (i(t), ;(t)) ) =0, ainsi
(i), 5 (t)) g1y = Gijs €t l@i(t)llgry = 1, pour tout i,j =1,..,k.
O
2.5.2 Plongement d’une famille de variétés Riemaniennes dans

un espace Euclidien & I’aide de un nombre fini de fonctions
propres.

On commence d’abord en énoncant les théorémes Taubériens de Hardy-Littlewood avec
reste. On a
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Théoréme 2.5.5. [Kor0/] Supposons que, pour une constante A et «, 3 >0, on a

F(z) = Zanx" - [A—l— o1 - x)ﬁ] ﬁ, quand x /" 1
n+0

avec a, > 0, ou a, > —Cn®"!, pour tout n € N. Alors

ol 1 Ne
Zan: [A+O(log]\7)] Tlat1) quand N — oo.

n=0

On a alors le corollaire suivant

o0
Corollaire 2.5.6. Soit F(s) = Z ane” ", ot ap > 0. Supposons que
n=0

F(s) = As (14 o(s)), quand s — 0,
ot >0, et A> 0, alors

AT 1

n<A

On a aussi besoin pour cette section du corollaire suivant :

Corollaire 2.5.7. ( [Mor62b], page 3, Corollaire 2)Soient M, N deuz variétés différen-
tiables. L’ensemble des plongements (applications propres et injectives et qui sont des im-
mersions locales) de M dans N est un ouvert de C*(M,N) pour la topologie C° (Cet
ouvert peut étre évidemment vide).

Maintenant, considérons une famille de variétés riemanniennes (M, g(t)), ou g(¢t) sont
analytiques en ¢t € [-T,T], T > 0. On a le théoréme suivant

Théoréme 2.5.8. [] existe g > 0, et Ny € N, tel que l'application
®, : (M, g(t)) — RN+
2(4m) 2T (5 +2)

T O (t))g-H (po(t,x), ..., 0N, (t, )

ot @;(t),i =0,..., Ny, sont des fonctions propres analytiques en t € [—ey, €], €1 > 0, est
un plongement pour tout 0 <t < €y. De plus, la métrique tirée en arriére de ®;, est de la

forme (®1)” Can = g(t) (1 o (M»

ot Can est la métrique Euclidienne de RNo+!,

Remarque 2.5.9. On constate que, plus le nombre de fonction propres en jeu est grand,
plus on est proche d’avoir un plongement isométrique. Constatons aussi que ce plongement
est défini pour t = 0, contrairement au plongement construit dans le théoréeme 0.0.11.
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Preuve. D’aprés le théoréme 2.2.6, il existe Ny € N, tel que I’application
Do : (M, g(t)) — RN+
2(4m) 2T (5 +2)
()‘No)%—i_l

ott ;(0),i = 0,...Ng, No + 1 sont les premiéres fonctions propres de Agq). De plus,
d’aprés le lemme 2.5.4, il existe €; > 0, Ny + 1 fonctions scalaires A;(t) et Ng + 1 fonctions
©i(t), toutes analytiques en |t| < €1, telles que

€T —

(@O(va)’ -0y PNo (O’ 13)) )

Agypi(t) = Ni(t)pi(t), pour tout [t < e,
et pour tout [t| < €1, {@i(t)}i<n, est un systéme orthonormé de L?(M,vy)). Ce qui
montre que l’application ®; est bien définie pour tout || < ;.
D’abord, ®; € C°°(M,RNo*1)  puisque chacune des valeurs propres o;(t) € C°°(M).
De plus, est clair d’aprés analycité des ¢;(t), et des Ay, (t), pour |t| < €1, que

}in(l) |®:(z) — Po(x)||gNo+1 = 0, pour tout = € M. (2.5.1)

Comme M est compacte, ’équation 2.5.1 nous donne que ®; converge uniformément vers
@y dans CO(M,RNo+1),

D’autre part, pour tout i = 0, ... Ny, ;(t) est dévéloppable en série entiére® au voisinage
de ¢ = 0. On peut écrire ;(t), i =0, ... Ny, sous la forme

pilt) = viat!, |t < e, (2.5.2)
=0

ol €2 > 0, et 9;; sont des fonctions C'° sur M.

Fixons i € {0, ... No}. Par définition de la différentiabilité, on a pour tout [ € N,

|hi © exp, (V) — i 0 exp,(0) — dothi i (9)] = or(|9])
ou pour tout [ € N, o;(|9]) = o(|9]), et

exp, : T, M 2 B(0, g) — B(z, g), p = inf{inj(M,g(t)),t € [0 € e2]}

est une carte locale autour de x, et 1), ; o exp, est différentiable en 0, avec Ty exp, () = 9.
Ce qui nous donne

|da i1 (9)] < i 0 expy (9) = hii 0 expy(0)] 4 or(|9])-

Alors
t oty (9)] < ' [1hig 0 exp,(9) — i1 0 exp, (0)] + toy (|9)).

Or, il existe Cy > 0, & > 0, tel que, pour tout [ € N, et tout ¢ € T, M :

[9] < &o = [hig 0 exp, (V) — i1 0 exp,(0)] < Co.

5Par définition de P’analycité des ¢;(t),i = 0,... Np.
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En fait, sinon, alors pour tous C' > 0, £ > 0, il existe | € N, ¢ € T, M, tel que |[¢]| <&, et

|1hi 1 0 exp, (¥) — ;1 0 exp,(0)| > C.

Ce qui est absurde car pour tout [ € N,

Iéilmo |1i1 0 exp, (¥) — i 0 exp,(0)| =0

de méme pour o;(|¥9]) i.e. il existe C; > 0, & > 0, tel que pour tout [ € N,
9] < & = Jou(|9])] < el9].

En fait, supposons par absurde que pour tous C' > 0, £ > 0, il existe [ € N, et 9 € T, M,
tel que 9] < &, et |oy(]9])] > C. Or8, pour tout e > 0, il existe £ > 0, tel que

9] < &= lou(|9])] < eld].

Alors, pour tous C > 0, £ > 0, il existe & > 0, tel que |¢] < &, et C < ¢|¥], ce qui est
absurde.

En posant & = inf{&p, &1}, on a
th|dpapi 1(9)] < t1(C 4 C1), pour tous I € N, |9] < &.

Soit ¥ € T, M tel que 0 < |J| < &. Pour [¢t| < 1, on a

dz i (19>’ < Mtl, pour tous { € N.

tl
] ||

Ce qui nous donne que, pour [t| < inf{eg, 1} (eo définie dans I’équation 2.5.2), la série
2o t'detpiy| est normalement convergente sur 'ensemble

{9 eT,M; 9] <&}
et
(o]
dopi(t,9) = > |dutpi g (9)),
1=0
pour tout ¥ € T, M tel que [ < &. En raison de la linéarité de d,¢;(t,.), on a

%ir% | dei(t, V) — dppi(0, V)| = 0, uniformément en V € T} M,
car T1M compacte.

On a démontré que ;(t) converge vers ¢;(0) dans C*(M,RNo+1) pour la topologie C*.
Alors, d’aprés le corollaire 2.5.7, il existe ¢y > 0, tel que, pour tout |t| < €y, P; est un
plongement de (M, g(t)) dans RNo+1,

6D’aprés la définition de o(|9])
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pour démontrer la formule de la métrique tirée en arriére, soient
0=2Xo(t) < Ai(t) <

les valeurs propres du laplacien Ay, et {¢;(t)}i>0 une base de fonctions propres associés
(on ne prétend pas que les p;(t) sont continues en ). Pour tout ¢ fixé, soit Ky (s, .,.) le
noyau de la chaleur de (M, g(t)) i.e. la solution fondamentale du probléme

{ (Bgir) = 55) Kooy (s:,9) = 0
limg o Ky (s, 2,9) = 0(y)

On a (cf. théoréeme 1.1.12),

Ky (s, 2,y) Ze 1024 ).

7j>1

Comme, pour tout ¢ fixé (cf. section 1.2.2, en remplacant ¢ par s)

W(l + a(s,t))

ou a(s,t) = O(s), pour tout t fixé. De plus, d’aprés [BBG94],

gV, V)
2(4m) 3 s3+!

Kg(t)(sa x,y) =

ST e MO (dogi (8, V) = doK 1) (5, V. V )y = (1+5(t,9))

jz1
ol ds f est le "seconde dérivation mixte" de f définie par :

dsf(w,w) = d27yd17xf(1', y)|(w,a:)7

dy,ds étants respectivement les dérivations par rapport aux variables z, et y, et b(t,s) =
O(s), pour tout ¢ fixé. Alors, d’aprés le corollaire 2.5.6,

2 (A®))Eg()(V.V) b
Z (dpi(t, V)" = 2(4m) % F( +2) (1 +d (V) In )\(i))) ’

A () <A(t)

d (v, ml(t)) —0 <lni(t)> | quand A(t) — oo,

uniformément en V € T!M, x € M. D’ot

(@) Can = g(t) (1 +0 (hl()\zlvo(t))>)

ot Can est la métrique Euclidienne de RMo+1, O

avec

Remarque 2.5.10. Avec la méme méthode utilisée pour démontrer la premiére partie de
ce théoréme, on peut généraliser aussi le théoréme 2.4.5.

2.6 Plongement GPS d’une famille de variétés rieman-
niennes

Dans cette section, on va plonger une famille de variétés riemannienne en utilisant un
systéme orthonormal complet de fonctions propres du laplacien perturbé. Et puisque on
n’est pas sirs de 'existence d’une tel systéme dans le cas ou la variété M est munie d’une
famille quelconque de métriques ¢(t) analytiques en ¢ au voisinage de ¢t = 0, on va supposer
en plus, que dvy(; est invariant en t.
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2.6.1 Existence d’une base compléte de fonction propres du lapla-
cien dépendant du temps.

Soit ¢(t) une famille analytique de métriques & un paramétre ¢, qui varie dans R .
Développons ¢(t) en série au voisinage de 0

o0
g(t) = Z a;t’,
i=0
et étendons la famille g & des valeurs complexes z du paramétre , au voisinage de 0 dans
C, par la formule
o0
g9(z) = Z a;z".
i=0

Associons & g(z) Popérateur Ay, de C*°(M,C), dans lui-méme définie en coordonnées
locales, par

i 0 )
Boerf =97 | griggs f ~ Tiigae!

0 0 0
k _ .kl . S
Th(:) = 0(6) (i) + o = pei(2) )

On commence d’abord par la définition d’une famille holomorphe de type (A) au sens de
Kato;

Définition 2.6.1. (Famille holomorphe de type (A) au sens Kato [Kat76]) Une famille
d’opérateurs A(z), définie pour z € Dy, ot Dy est un domaine dans le plan compleze, est
dite holomorphe de type (A) ( au sens Kato), si

1. Le domaine D de A(z), est indépendant de de z ;
2. A(z)u est holomorphe en tout uw € D, pour tout z € Dy.

Théoréme 2.6.2. (Kato [Kat76], p. 392) Soit A(t) une famille analytiques d’opérateurs
de type (A). Supposons qu’elle est définie dans un voisinage Dy du plan compleze. En
particulier, supposons qu’elle est définie dans un voisinage d’un intervalle Iy de l’aze réel,
et supposons que A(t) admet une resolvante compacte. Alors, toutes les valeurs propres de
A(t), peuvent étre réprésentés par des fonction analytiques sur Iy. Plus précisment il existe
une suite de fonctions scalaires p,(t), et une suite de fonctions ¢, (t), toutes analytiques
sur Iy, et telles que pour t € Iy, les p,(t), représentent toutes les valeurs propres de
A(t) comptés avec leurs répétitions, et les o, (t) forment une famille compléte de fonctions
propres associés de A(t).

On a

Proposition 2.6.3. (Bérard [Bér|) Ay est une famille d’opérateurs de type (A) au sens
de Kato.

La proposition 2.6.3 nous assure qu'’il existe une suite de fonctions scalaires \;(t), et
de fonctions @;(t), toutes analytiques en ¢, au voisinage de ¢t = 0, telles que \;(t) est une
valeur propre de Apy), et et les o;(t), forment une famille compléte de fonctions propres
associés de Ay, ().
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2.6.2 Le plongement GPS ( signature globale du point sur une
variété)

Le nom GPS pour une application a été introduit par Rustmanov dans son article
[Rus07]. L’idée provient du fait que ce vecteur de dimension infinie est une signature, c’est
une caractérisation du point dans le contexte global de la surface : en fait, deux surfaces
isométriques ont la méme image par le plongement GPS. Ceci revient au fait que les valeurs
propres et les vecteurs propres de 'opérateur Laplace Beltrami determine d’une maniére
unique le tenseur métrique.

Soit (M,g(t)), t € [-T.T], avec T > 0 une famille de variétés riemanniennes telle
que g(t) est analytique dans un voisinage ouvert de [T, T], dvy) = dvg), pour tout
t € [-T,T]. D’aprés le lemme 2.6.2, et 2.6.3, il existe une base compléte de fonctions
propres ;(t), de Ay, et des fonction scalaires \;(t), toutes analytiques sur [T, 7],
telles que

Agmypi(t) = Xi(t)pi(t),
pour tout i € N, et tout ¢ € [-T,T].

On a le théoréme suivant :

Théoréme 2.6.4. L’application

®, : (M, h(t) =12, t€]0,T]

n I0)
x— (2mt)* {e_ 2 @i(t,x)}‘

1>1

est un GPS plongement pour tout t €)0,T]. Et

1 (V,V) = h(t)(V, V) + 1 Ricy(V, V) + O(t).

Preuve. Soit ks : R% x M x M le noyau de la chaleur de la variété (M, h(s)). Alors,
pour tout t € Iy, et tout x € M,

[@e(@)[|f = e D2 (t, ) = ki(t, 7, 2)
>0

et I'application ®; est bien définie, puisque pour tout z € M, ®;(z) € [?. De plus, ®; est
bien un plongement de (M, h(t)) dans [?, et continue en ¢. La preuve est la méme que celle
du théoréme 0.0.11. De plus

@7 (V,V) = h(t)(V,V) + tRicy)(V, V) + O(t), quand t — 0.



Chapitre 3

La solution fondamentale d’une
famille de variétés de volume
constant

Soit h(t), t € [0,T], avec T > 0, une famille C*>° de métriques Riemaniennes sur une
variété compacte M de dimension finie n telles que

LQ(M, UO) = L2(Ma Uh(o)) = Lz(Ma Uh(t))-

Définissons ’opérateur

0
e = Apy — En

oit Ay est le laplacien par rapport & la métrique h(t). La solution fondamentale pour
I'opérateur [J; est une fonction P continue sur R2, x M x M, ol

RZ = {(t,s) e R*,0< s <t < T},

C' par rapport aux deux premiéres variables temporelles, et C? par rapport aux deux
variables spatiales, telle que

O.P(t,s,z,y) =0
{ hmt_’s P(ta 5, L, y)dUO(I) == 5y(I) (301)

Remarque 3.0.5. L’opérateur O; agit sur la premiére variable spatiale x.

Rappellons que 'existence de la solution fondamentale de 3.0.1 a été démontré dans
plusieurs travaux récents, notemment dans [CCGTar] et [Gue02]. Cette solution est stric-
tement positive et unique. Elle est exprimée dans [CCGTar| sous la forme

P(t,s,z,y) = (4n(t —5)) 2 ¢ 09 (t —s)*u(t, s, 2, y) +O((t —s)V2)  (3.0.2)
k=0

ou 7, est la distance riemannienne par rapport a la métrique g(t) ; et vx sont des fonctions
C>™ sur M x M, et dépendants des deux paramétres s et ¢. Dans [Gue02], cette solution

95
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est exprimée sous la forme

n r2(z,y)
P(t,s,z,y) = (4n(t —s))” 2 e 4G (t— s)ka(t, x,y) +O((t — s)Nfi) (3.0.3)
k=0

ou rs est la distance riemannienne par rapport a la métrique g(s), et les v, sont des
fonctions C*° sur M x M, et dépendants du paramétre t.

Remarque 3.0.6. Dans les deuz équations 3.0.2, et 3.0.83 N > 5 + 1, z,y € M, et
0<s<t<T.

Notre but dans ce chapitre est de démontrer que la solution fondamentale P peut étre
exprimée sous la forme :

r2(z,y)

P(t,s,z,y) = (4n(t — s)) " Ze -2 (t — s)*ur(s, ,y) + On(t,s,2,y)
k=0

ou 7 est la distance riemannienne par rapport & la métrique h(0), g, k = 1,..., N, sont
des fonctions (qu’on va définir ultérieurement) C*° sur M x M, dépendants de la variable
s €[0,T], et Oy est une fonction C! par rapport aux deux variables du temps s et t, C?
par rapport aux deux variables spatiales, avec Oy (t,s,z,y) = O ((t —s)N2).

D’abord, on démontre que la fonction Py définie par

r2(z,y)

PN(t7 S, T, y) = (47T(t - s))_%ei =) (t - s)kﬂk(sa z, y)
k=0

est le paramétrix de 1’équation de la chaleur non linéaire [J;, et on calcules les deux
fonctions ug, et @1, au moins pour x,y assez proches.

Puis, on définit la convolution en espace-temps par

¢
(HeD)(t.so) = [ dr [ Hitrw2) 05 20)du (o).
s M
Cette convolution est associative, (voir la preuve [CCGTar| page 269). On pose
(I)l(ta S,T, y) = DtPN(ta S$,T, y)7

Oy(t,s,2,y) = (O, Py + @1) (t,5,2,9) = (O, Py)™ (¢, 5,2, 9),
D, 11(t,s,m,y) = (0, Py x Dy,) (L, 8,7,y) = (DtPN)*m'|rl (t,s,2,y),

On(t, s, x,y) <PN * Z ol ) (t,s,2,y), (3.0.4)

et on se propose de démontrer que Py + O est la solution fondamentale de 3.0.1 pour
0<s<t<T.Pour ce but, il faut démontrer que la série > > m(t,s,x,y) converge
pour 0 < s <t < T et que,

m= 1

0:On(t, s,2,y) = /dT/DtPNthzZ<I>stzydvo Z@mtsxy
=1 m=1
(3.0.5)
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ce qui nous donne

(O:Pn + 0:0n) (¢, 8,2, y) = Oe Pr(t, s, 2,9) +<DtPN*Z<I> ) (t,s,2,y) — Z@mtswy
m=1

oo oo
—DtPNtsxy—i—Z(bmts,xy Z‘I’mtsxy
m=2 m=1
=0.

Ainsi, on démontre que P est C°° sur R2 x M x M, donc c’est exactement le noyau de
I’équation de la chaleur non linéaire [J;.

3.1 Le laplacien dépendant du temps

Dans un systéme de coordonnées locales, (U, {z*}"_,), le laplacien par rapport & la
métrique h(t), et donné par

0? r 0

97~ LWijz
ozt 0xd ox

Apry = h¥(t)
pour tout t € [0,T7], (h*(t)); ; étant la matrice inverse de (h;;(t)); ;, et T'( )Evigk=1,.,N,
les symboles de Cristoffel de la métrique h(t). Dans cette section, on va donner le deve—

loppement limité de Ay ;) au voisinage de ¢ = 0.

Dans un voisinage de ¢ = 0, on peut écrire h(t) sous la forme

N
1 0™h n
h(t) = h(0 ———(0)t" +0 ("), N>, 0<t<T 3.1.1
(O =hO)+ 3 GO +0 (), N> 5, 0sis (3.1.1)
. 1.9™h s
ol —'(%—(0) est un tenseur symétrique C* et de type (2,0) sur M.
m! ot™

L’égalité 3.1.1 veut dire qu’il existe C' > 0, 7y > 0, tels que, pour tous t < 79, x € M et
V € T, M, unitaire par rapport & la métrique h(0), on a

h(t)(V, V) = h(0)(V,V) + iv: 1, i;? V)t < CtNL (3.1.2)
Et comme la famille h(t) est continue en ¢ € [0,T), il existe 0 < C' < +o0, tel que
C~th(0)(V,V) < h(t)(V,V) < Ch(0)(V,V), pour tout 0 < ¢t < T,V € TM.
Donc, dans 3.1.2, on peut prendre V' unitaire par rapport & n’importe quelle métrique h(t),
0<t<T.
Le tenseur h(t)~! sur le fibré cotangent T*M — M, est bien défini pour tout ¢ € [0, T},

et 0 0
-1 = ZJ g —_—
h(t) he () ozt~ OxJ

pour tout systéme de coordonnées locales (M, {z*}7 ).
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N -1
1 0™h
En développant le terme (I +h(0)™* E ———t™ 4+ h(0)"rO (tNH)> au voisinage

= m! ot™m
det=0,o0na
al N1 omh i
_— Z m -1 N+1 -1 N+1
h(t)~ ; ( mz::l — o (0)t™ + h(0)~tO (¢ )) h(0)~! 4 OV,
et pour tout 7,7 =1,...,n,0on a
N
h(t)7 = h(0)7 + > wit™ + 0 (V)
m=1

ot les w,, sont des tenseurs C* de type (0,2) sur M. Plus précisément,

ufl =i 0) (Gr0)) W)

et
uf =10 (3550) 100+ nt0) (50) o (Fo) .

Les symboles de Cristoffel de h(¢) dans un voisinage de ¢ = 0, sont donnés par

oxt

N
lh(o)’“l + Y whm 4+ 0 (tN“)]

h(t)" ( a,h(t)ﬂ + %h(t)ﬂ - (fxlh(t)ij>
m=1
6?7» (h )i+ Z <nll| 887;}: )jltm+0(tN+1)>
+£< ZZ+Z (nlﬂg;nh >iltm+0(tN+1)>
f( 0+ 3 (k) 0w )]

)

N
Z P+ 0 (V)
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ol

ko Loy | 0 (LO%h

1 0Ph 1 0Ph
T (p'atp(O)>zz Oy <p'atp(0))zj1

L0 o
9 9
1 w| 0 (LO%h 0 (10% _0 (10
tp 2 um laxi (q! V) o \gan ), " an \gaa®) |-

m+gq=p

Alors le Laplacian par rapport a la métrique h(t) dans un voisinage de t = 0 s’écrit sous
la forme

ij 0? k 9
Ah(t) = h(t) 91 07 - F(t)ijw

N
- [h”’(o) + > witm +0 (tN“)]

m=1

o NSk N1y @
e D0)% + > (4587 + 0 (#V+1) 5k

p=1

0
m, ij % m, i k:
*Ah(O)—’_ Zt max’a ; thh J Waxk Zt J ZJW
m=1 m=1
N N-—-m
0 02 0
m+p 1_7 k7 N+1 Y
Zzl = J Oxk +0(E™) (3xi3xj * 8xk> '

En ré-organisant les indices selon les puissances de ¢, on a

N
0 y 0
E m ’L E m z k: E m, & k
Ah(t) = Ah(O) + t maxza 7 t h j 7] 8.’17k _1t w"J’F(O)Wiaxk

S m+p, . ij A k 0 N+1 0 9
-2 2 e (Al + O () g t
m=1 p=1
N
m, ij 82 m z 9
= Bn(o) + Z twn, (8xi8xj — (0% axk> Z 7 h(0)"( ” Oz

m=1

m 7, 8 N+1 82 a
72 Z 1wy ”WJFO(t )<5mi8xj+(9:z:’f '

m=1p+qg=m

0
Et, en notant V, = V_»_la dérivée covariante dans la direction du vecteur — ek par rapport
ozt
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a la métrique h(0), on a

N N
Ah(t) = Ah(O) + Z t w,flvlvj - Z t h(O) J(Am)i'cj@
m=1
m, i 9 N+1 82 9
-3 3 00 06 (55 o

m= 1p+q m
y 0
~ o+ 3 TS, Z( A+ S )

ptg=m
0? 0
+0 (V) (&xiaxj + é?:nk) .

Et

N
g 0? 0
Ah(t) = Ah(o) + Z tm (wﬁ,{vivj + Ufr’lvk) + O(tN+1) (é)xlaw + axk)
m=1

0
ol vy, = vﬁl—k est le champs de vecteurs tel que
X

Ufn = _h(o)ij(Am)i?j - Z w;faj(Aq)i‘gj-
ptg=m
3.2 Construction du paramétrix de la solution fonda-
mentale de ’équation de la chaleur non linéaire

Dans cette section, nous discutons l'existence d’un paramétrix de la solution fonda-
mentale sur (M, h(t)), sous la forme

r%(z,y)

N
Pn(t,s,x,y) = (4n(t — 5)) " %e -2 (t — s)* (s, , )
k=0

ou 7 est la distance riemannienne par rapport a la métrique h(0), et @y sont des fonctions
C> sur M x M. Pour ce but, on utilise la technique décrite dans [CCGTar], [GLSS],
[GL8Y], et [Gue02].

Soit p > 0, le rayon d’injectivité de la métrique h(0), et soit
Up={(z,y) € M x M; r(z,y) < p},

7‘2
alors la fonction e = est C*° sur U,. Et soit

r2(z,y)

G(t,s,x,y) = (4n(t —s)) " 2e T2, 0<s<t<T.

Posons

N
Sn(t,s,x,y) = tsxth—s ug(s,z,y), 0<s<t<T (3.2.1)
k=1
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ol ug, ..., un sont des fonctions C* sur [0, T[xU,, tels que

{ CuSx(ts,2.9) = O (1 —)V) @ (329

%im Sn(t, s, z,y)dvo(z) = 0y ().
On a

k=1 k=0 k=0

N N N
O:Sy = > uk(t — 5)*0,G + GO, (Z u(t — s)k> +2 <VG; VY u(t— s)k> .
R(t)
En calculant terme par terme, on a,
N

y 0? 0
ApnyG = Apo)G + > ™ (Wi ViV;G + 0}, ViG) + 0 (1N ) (axiaxa‘ + W) G

m=1

N
= Ah(O)G + Z tm (wf%VzV]G + Ufnva)

m=1

+0 (") (—

1 ?r? n 1 87‘2877"2 1 or?
4(t — s) Ox*oxd  4A(t — $)2 9z* Jzd 4t — s) Ox*

N
y 1 2
= Dn) G+ 3 1" (Wi ViV,G + v ViG) + O (1V) (t =T . s)2> “

m=1

Et puisque G est une fonction radiale, par rapport a la métrique i(0), on a

N foalel N dlog \/deth(0);; 0G

hO= = 52 or or
B ( 1 r? r Glog«/deth(O)ij> .
R or ’

s Ai—s2 20—s)

ot /deth(0);; = Jy est le Jacobien de I’application exponentielle de h(0) au point z, i.e.
la densité du volume dans les coordonnées polaires au voisinage de x. D’ou

1 2 r  OdlogJy
NG = — -
& ( =5 T A2 2t—s) or )G
N N
_ 1 Z t"™(wI V2 + ok Vir?)G + _ Z [ARTEAVEA e,
At —s) = m / m 16(t — s)* == m !
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et par suite

0,G = (_2(t1_ 5 4(tr—28)2 - 2(t7; 5) algih) “- <_2(tn— 5 4(:3)2> ¢

N
1 .
— m E_l tm (w,:,JLVIVJTQ + U,,]?,IV]C’/‘Q) G

N
1 . 1 r2
- m, ij 2 2 N+1 -
+16(t—s)2mz::1t wIVr*V;r’G + O (t )<t—s+(t—s)2>G

B r n—1 810gJ0
2t —s) ( or >G

#
16(t — s)

”
1 N
— Z ”VVT —l—v Vir? )G +

t—s2>G

T 0 Jo 1
= — _ p— ’I’TL ZJ
30 —s) or <10g — 1>G 10 E t FAVAAVE 2 —|—v Vir? )G

—S
m=1

S Va0

m=1

N

1 . 1 2

b > "WV VPG + O (V) < - T)Q> G,
m=1

16(t — s)? t—s (t—s
. Jo
toujours pour 0 < s <t < T. Posons 6y = —, alors
r

7 810g0 1 N
0 E m zvv 2 kv 2
2(t S) ) 1(t 8) ‘ (wm vV Um Vi )

UnG = —

N

1 . 1 2

b S WV 2G 4+ O (YY) ( + )2) G.
m=1

16(t — 5)? t—s (t—s
Posons ¥ (t, s, ., . Zuk s,.,.)(t — s)¥, et calculons < VG; Viin >t On a

(VG VYN0 = h(t)7 VGV wN
<hw + Z wm 0)t"™ + O (tNJrl)) VGV ¢

a N

N N
= (VG, V) o)+ D D" (t—5) wil V.GV, uk—l-OtN'H
m=1 k=0 k:O

Or
0G OYn

<VG7V'(/JN>h(0) - 5787‘ 5
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alors

G 9PN - m k, i N+1 - k- 1
(VG VYN iy = 7 e T D D™t = ) Wi ViGVup + OV TG D (t— )" ' Vuy
k=0

or or = —
r a ou
|k OUk m( Yo 7172
,ma > (t—s) a0 G Z Zt — 8)FwiI V2V juy,
k=0 m=1k=0
N
+ 0 (tNt) GZ(t $)F IV juy,
k=0
Donc
N N N
G k— 1810g90 4
DtSN:—§§(t ) ;Z: ]VVT +U Vk;?" )U
o X N
m k=2, ijT 2 .2 k
+1—6 Zt (t—8)" "Wl Vir<Vr ukJrGZ(tfs) Auyg(s,.,.)
k=0 m=1 k=0
N
+G Ztm( ) 7VVuk+GZZtm Vluk

k=0m=1

N
— _ 6’U,k
L(t — k—1 _ t— k-1, Y%k
(t—8)" " uy GkE:O( $)¥ 5

3
&

|
Q

= [[]= I[1=

Ie. N N
-3 Ztm(t—s) WAV, + O (EV ) Z 8) 1 Gy,
k=0m=1 k=1
N N
+O (VD (=) 2Gur + O (VT G (- 9)F V.
k=0 k=0

Pour que 0; Sy vérifie 3.2.2, on suppose que tous les coefficients de (t — )P, avec p < N,
sont identiquement nuls, et

N N
0:Sy = G(t — s)NAuy + G Z t"(t — s)NwiV,;Vuy + G Z tm(t — s)Nol Viuy.
m=1 m=1

Plus particuliérement, en raison de la compacité de M et de [0, 7], il existe une constante
C > 0, telle que, pour tous x,y € M, et tout (¢,s) € R?,

|0:Sn| < CG(t,s,z,y)(t —s)N (3.2.3)
Rappelons que Sy (¢, s, .,.) est définie uniquement pour (z,y) € U, alors qu’on cherche

une approximation de la solution fondamentale C°° sur M x M. Pour ce but, on va
introduire une fonction radiale

n: M x M —[0,1],
C* sur M x M, décroissante en r(z,y), telle que

1 si (z,y) €Uy

0w, y) = { 0 si(zy)eMxM—U,p (3.2.4)
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Posons
N
U(tsxy—nxth—s ur(s, z,y). (3.2.5)
k=0

Comme pour tout i = 0,1,..., N, u; est C* sur ([0,7] x M x M) qui est compacte, alors
pour tout ¢ =0,1,..., N, u; est majoré par ¢; > 0 et

N N N
Z(t—s) ui(s,2,y) Z CZtig(l'NTi
i=1 i=1 i=0

avec C'= max{c¢;,i = 0,1,..., N} indépendant de z,y € M et de s € [0, T]. D’ou lexistence
d’une constante positive C'n, 7, dépendante uniquement de N, et de T, telle que

Un(t,s,z,y)| < Cnyr. (3.2.6)

3.2.1 Le paramétrix de I’équation de la chaleur non linéaire.

Posons
PN(t,S,I‘,y) = G(t,S,.’I},y)UN(t,S,$7y)~

On a le lemme suivant

Lemme 3.2.1. Si N > %, et ug(s,z,x) = 1, pour tout x € M, et tout s € [0,T], alors
Py est le paramétriz de lequation de la chaleur non linéaire, i.e.

(II;) Py € C*> (R% x M x M).
(Iy) O¢Px se prolonge en une fonction de C° (@ x M x M) , O

RZ = {(t,s) €R* 0<s<t<T}
(I3) limy—s Pn (2, s, @, y)dvo(z) = 0y(x) pour tout y € M.
Preuve.
(I1;) 1 est clair que Py est differentiable sur R% x M x M.
(II3) On a

O P (t, 5,2, y) = n0:Sn + (Anwyn) Sy + 2 {dn, dSn)

(a) Sur R% x (M x M — U,2), OiPN(t,s,z,y) = 0, donc, on peut prolonger par conti-

nuité par 0 pour (¢, s) € R2, tel que t = s.
(b) Sur RZ x Up/as

O¢Pn(t,s,x,y) = 0SSN (t, s, 2,y) < C(t — s)NG(t, S,Z,Y).

Donc [; Py est prolongeable par continuité en une fonction définie sur @ X Up/s

r2(z,y)
prenant la valeur 0 pour (¢,s) € RZT, tel que t = s., puisque N > 7 et e (- T est

bornée uniformément.
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(c) Sur R% x (U,j2 — U,a),
DtPN(ta S, x,y) = U(ﬂfay)DtSN(t, S,fﬂ>y)+(Ah(t)ﬂ($7y)) SN(ta S, x,y)+2 <d’l7(:C,y), dSN(ta 5, y)>h(t) :

Or 7 est C* sur M x M, alors ||, |Apwnl, et| V|, sont bornées uniformément, en
particulier |n| < 1, alors, il existe C' > 0 indépendante de x,y € M, tel que
|DtPN(ta S, T, y)| < C (lDtSN| + |SN| + 2|VSN|) (ta S, &, y)
<C'Gt,s,z,y) (E—s)N +1+(t—s)"")
2
<O (4n(t—5)"2) e = ((t—s)N +(t—s) "1 +1),
ou C’ est une constante positive indédendante de t, s, z,y, puisque dans la région

(Ups2 = Upya), r(x,y) > p/4. Alors, |0;Pn(t,s,z,y)] — 0 quand ¢ — s, uniforme-
ment en z,y € (Uy/2 — Up,/a)-

Et (II2) est démontré.

(II3) Soient f € CO(M) et y € M, alors
N
lim [ Py(t,s,2,y)f(x)dvy(x Z 1m (t—s) / G(t, s,z y)n(x, y)ur(s, x,y) f(x)dvo(x).

t—s Jar PR

(3.2.7)
Soit By (%) la boule de centre y et de rayon p/4, par rapport a la métrique h(0). On évalue
cette limite dans 1’égalité 3.2.7 terme & terme selon les puissances de (¢ — s). Pour tout
k=1,..,n,0na

(t— s)* /M G(t, 5,2, y)n(e, y)uk(s, 2, 9) f (2)dvo (z)

— (- s)* [ /B 1 Gl gt ) ) @) + / G(t, 5,2, y)1( y)ur(s, 2, y) f () dvo (x)

M\B, (%)
D’une part, r(z,y) > 4, pour tout x € M \ By(§), alors

(t— s)* / G(t, 5,2, y)1(z, y)un(s, 2, y) f()dvo (x)
M\By (%)

2

< (t-s)k /M\B " (4m) "3 (t — s)_%e_ﬁn(x,y)uk(s, z,y) f(x)dvo(z) < C(t — s)*

ot C' est une constante positive indépendante de z € M \ By(%4), et de (¢,s) € R},

2
(Papplication 7 — 7~ % e~ 83 est bornée, et les trois fonctions n(.,%), ux(s,.,y), et f sont
continues sur M qui est compacte, donc bornées). Alors

lim(t — 5)* / G(t, 5,2, y)(, y)un(s, 2, y) f(z)dvo () = 0
M\By (%)

t—s
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D’autre part, posons B, /4 la boule de centre 0 et de rayon p/4 dans T}, M (par rapport
a la métrique h(0)). En coordonnées données par I’application exponentielle, par rapport
a la métrique h(0), et en posant exp, U =z,

R AR R Y CERED

= (t—s)k / G(t,s,exp, U, y)n(exp, 9, y)ux(exp, ¥, y) f (exp, V) (exp, ) "dvo (V) (3.2.8)
By/a

Or
(exp,,)"dvo(9) = <1 — 6chh(o) (9,9) + 0(|ﬁ|i(o))> AVeyer (F),

dVeyer étant la forme volume Euclidienne, (voir [GHLO4|, page 169), et Ricy (o) le tenseur
courbure de Ricci par rapport a la métrique h(0). Par conséquent, I’équation 3.2.8 est égale
a

st [

qui est & son tour égal &

1
G(t, s,exp, ¥, y)n(exp, ¥, y)ux(exp, ¥,y) f (exp, ¥) (1 = g Bicno (0,9) + O(Iﬁli(m)) dveuct (V)

p/4

1.
(t—s)k/B Grz(t,s,9,0)n(exp, ¥, y)ur(exp, U, y) f(exp, J) (1 — échh(o)(ﬁ, 9) + 0(|19|?1(0))> AVeqer (F)
p/4

(3.2.9)
olt Ggn est le noyau de la chaleur Euclidien! ( puisque r(z,y) = [9]?), et
_ 1o _rl(@.y)
e 4(t—s) e 4(t—s)
G]Rn(t,s,ﬁ,()) = = :G(t,s,x,y).

(4r(t—s))z  (4n(t—s))%
Comme G(t, 5,9, 0)dveyeq (V) tend vers §,(0), quand ¢ — s, on peut voir que la limite de

I’expression 3.2.9, lorsque t — s, est

{ ug(exp, (0), exp, (0)) f(exp, (0)) = uo(y,y) pour k=0
0 pour k£ >0

En supposant ug(s,y,y) = 1, pour tout s € [0,7] on a

t—s

lim [ Pn(t,s,z,y)f(z)dvo(x) = f(y),
M

et (II3) est démontré.
O

3.2.2 Calcul des deux premiers coeflicients du paramétrix de la
solution fondamentale.

Dans cette section, on va calculer explicitement les deux premiers coefficients du pa-
ramétrix Py, ug et u; au temps s = 0. Rappellons qu’on a supposé que ug(0,z,x) = 1,
pour tout x € M. Puisqu’il n’y a pas d’ambiguité, on pose ug(z,y) = ug(0,x,y), et
ui(z,y) = w1 (0, 2,y), pour (z,y) € U,.

1On rappelle que G a la méme forme de celle du noyau de la chaleur Euclidien GpRr2, mais c’est une
fonction dont les variables spatiales sont les points de la variété M.



3.2 Construction du paramétrix de la solution fondamentale de 1’équation de
la chaleur non linéaire 67

Corollaire 3.2.2. Pour (z,y) € U,, on a

_1
UQ(Z', y) = 90 : (.’17, y)ef(ac,y) (3210)

ol

n

1 4 p - 1 i i -

flay) =3 (gwf W)’ (@2 (@) + 35 (Ve ) (W)a' (@)’ (x)x’%z)) + A, y);
i,j=1

(3.2.11)

x'(z) sont les coordonnées de x dans un systéme de coordonnées géodésiques mormales

centré en y, et wy est le 2-tenseur défini par

uff == 0) (Gro) w0

et A est une fonction C* sur U,, avec A(z,y) = O(r(z,y)), VilA(z,y) = O(r(z,y)), et
V:ViA(z,y) = O(r(z,y)), pour tout 3,5 =1,...,n.

Preuve. D’aprés 3.2.2, et le développement de [0; Sy, on a

1 610g 00 8@60 1 ij 2 2 -
5" o (y)uo(ey) +1 5 (y) — g VirtVir uo(-,y) = 0.
Alors,
1 810g 00 3U0 47"2 ij o
57‘ or (y)uo(,y) + TW(.,y) - fwl VirVruo(.,y) = 0.
Et
Oug 1 _ 10logty 1
W(.,y)uo (,y) = 3 (,y)+ erﬂVr(.,y%Vr(.,y)). (3.2.12)

Soit x € M et v: [0,r(x,y)] — M, la géodésique qui relie y & z, et tel que v(0) =y, et tel
que [Y(s)| =1, Vs € [0,r(z,y)], alors Vr(y(s),y) = 7(s), et

3u0

E(V(S),y)ual(,}/(s),y) _ }alog@

2 s

() 0) + rn ()30 (3:23)

En intégrant le long de la géodésique v, s € [0,7(x,y)], on a

. ()
E ,y; exp (/0 iswﬂﬁ(s),ﬁ(s))ds) .
Yy

Soit {2} le systéme de coordonnées géodésiques normales centré en y, par rapport a la
métrique h(0), alors

N

uoey) _
uO(ya y)

(=)

0

[N

6
6

P s (x)
’y S =T ’y S =
(5 = a'(a(s) = S0
ott #*(x) sont les coordonnées de z. Par suite
' (x)
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et

r(2,9) nooprew) 1 o
| pmGeaenas = 30 [ e )i ey

En développant wij o~y au voisinage de s =0, on a
wi (1(5)) = w (9) + s3(5)" (Viwl’) () + O(s?)

(Viwt?) @) +0(s2).

Ainsi

r(z,y) n g . , iy . )
/0 iswl(”y(s),”y(s))ds = ijz::l (éw? (y)z'(z)x? (z) + % (ka?) (y)z' (z)a? (x)xk(x)> +0(r3(z,y)).

De plus, ug(y,y) = 1, et 90_%(y,y) = lim 6,2(z,y) =1 (voir [BGMT71], page 56-57),

r(z,y)—0
alors

_ 1
uo(z,y) = 0 > (z,y)el =),
ol

n

f(:z:,y) = Z (;wij (y);pl(x)xj (x) + TIQ (ka?) (y)gjl(:r)zj (x)xk(x)) + O(r?’(x,y)).

7,j=1

Le fait que, A soit une fonction C* sur U,,, avec A(z,y) = O(r(z,y)), ViA(z,y) = O(r(z,y)),
et Vi”VjA(x,y) = O(r(z,y)), pour tout i,j = 1,...,n, est di au développement de taylor
de w}’ (y(s)) au voisinage de s = 0.

O

Corollaire 3.2.3. Pour (z,y) € U,, on a
wr(e,y) = tun(ey) | A0 285 (2(5),)ds
0
+ T‘luO(aﬁ,y)/ Af(v(s), )+ < VI((s),9), VI (1(s),y) > + < Vg, V> (v(s), y)ds
0

= afe) [ |50a(TR 00, Tlogu)(2(5):9) - W) TV, + o4V (5). ) s,

ot v : [0,7(x,y)] — M est la géodésique qui relie y a x, et tel que v(0) = y, et tel que
[9(s)| =1, Vs € [0,r(z,y)]. En particulier

T 1 - ii 1 ¢ ij,iJ
u(y,y) = s T3 Zw1 (y) + 1 Z h(0)wy’ (y)
i=1 ij=1

et ceci pour tout y € M.
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Preuve Toujours d’aprés 3.2.2; et le développement de [;Sy, on a,

au1 rd(loghy) 1 1 4 1, 4
8 +( + 57 - Ew?virzvjﬂ uy = Auo—§w?ViTQVjuo—z(wljvivjﬁ—i—vivlﬁ)uo.
(3.2.14)

Nous appliquons la méthode des variations des constantes, et I’équation différentielle ho-
mogeéne associée & 3.2.14, est

ou d(log 6 1,

ce qui nous donne que

aU1 71 1 18(10g90) 1 ij
87’ (T+26T erl VZTVJT s

alors, en intégrant selon la géodésique ~, qui relie y & z, et telle que |§(s)| = 1, pour tout
s € [0,7(z,y)], on trouve

ur(z,y) = oz, y)r= (@, )0 * (2, y)e! @Y = c(a, y)r (=, y)uo(x, y),

ol ¢ est une fonction de (z,y) € M x M, et f la fonction définie dans le corollaire 3.2.2.
En remplacant u; par sa valeur cr~'ug, dans ’équation 3.2.14, on a,

gi = ug ~1Aug — %uo w JV r2vju0 — i(w?vivjr? + v:llVlTQ),
avec
ugtAug = 02 A0, 7 + e~ Ael +205 < V0,2, Vel > o
— 02Ny + Af+ < VEVf>+ < Vgl Vf > .
Ainsi

c(w,y) = /Oreéméms),y) +AF(Y(s), y)+ < VE((s),), VE(1(5),y) > + < Viog0, Vf > (4(s),y)ds
- [ 5T Tlog ) 65 - VT 00000 + T ds

U1 (Z‘, y)’l"

Calculons . On a 11 (z.9) = (e, ) ol ), alors (o) = "2 2
0\

, et

car ug et uy sont par définition dans C°°(M x M), donc bornées uniformément sur M x M.
Ainsi

w(@,y) = (2, y) / A0, %08 (1(5), y)ds
+r gz, y / Af(y(s),y)+ < VI((s),y), VI(v(s),y) >+ < Vlogby, Vf > (v(s),y)ds

— ) [ {zwmw (3(5), ), Vl1og uo)(r(5),9)) — (0§ ViV32(1(s),) + e Vir (x(5), )| s
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D’aprés Berger-Mazet-Gauduchon ([BGMT71], page 221-222)

. rey) N -
lim r~'6,? (x,y)/ Aby 2((s),y).0¢ (v(s),y)ds = 2
r(z,y)—0 0 6
ol Ty est la courbure scalaire de (M, h(0)). D’autre part
tigr o) | [ AFG ) + (V700000 V0(5):00) + (T10g60, V1) (1 (6). )

- I [le(VrQ(v(S),y) V105 10)1(3).)) = § 0P VT502(,0) + o1 o) ds|

= Af(y,y) + (V. 9), VI, y) + (Viegbo(y,y), V£ (y,y))
— S0V (y.0), Voguo)(y.v) + { (W ViVr(y.9) + ol Vir(y,9).

On a

Af(x,y) = Z é [wij(y)Ax’(:c)x](x) + w (y).z' (). Az (x )} + iw (y) < Va'(z), Vai (x) >

+ %vkw?’ (y) [Az' (2)2? ()" (x) + 2 (2) Az? (2)2* (2) + 2" (x)? (x)Axk(x)}
+ %kaij (y) [2'(z) (V2 (z), mG(x)> + 27 () (Va'(z), ka(x)> z) (Va'(z), V! (z))]
+ AA(z,y).
Quand 7(z,y) tend vers 0, z* tend vers 0, pour tout i = 1,..,n, car, 7(z,y) = Z(xi)Q,
i=1

alors, chacun des termes de Af(z,y) tendent vers 0, lorsque r(z,y) tend vers 0, sauf le

I 4 i j
2 j ~
terme 1 Z wy (Va',Va’), puisque
i,j=1
n
1 Zwij < V!, Vil >= 1wij M 'V 2
1 1 , ! g k l
ij=1

= Z ”h( Zkél] Z wi]h

1,j=1

et

-t £t

De méme, chacun des termes (V f(y,y), Vf(y, ) , (V1og 00(y,4), Vf (4, 9)) , 3w1(Vr2(y, ), V(log uo)(y,y))

et v! Vir?(y,y)) est nul, et
L 2 Lo 0 1 0\ o
10 ViVirt(y.y) = gwy’ <3xz’axj T3, l) r(y,y)

4
7w1 <6w+221“ )Z;iw?
i=1
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Enfin, on a
0 l¢ ii 1 ij, ij
u(y,y) = s T3 Zw1 (y) + 1 Z h(0)"wy’ (y)
i=1
et ceci pour tout y € M. O

On peut comparer ug, et uy, avec les coefficients du paramétrix de 1’équation de la
chaleur sur une variété (M, g(0)) (i.e. muni d’une métrique fixe), puisque les deux sont un
produit de G ( définie dans ) avec une fonction continue, et on voit bien que les résultats
sont différents (voir section 1.2.1).

3.3 Convergence des series d’intégrales

Dans cette section, on va démontrer la convergence des séries > °_| ®,,(t,s,2,y) et
que Op est bien définie, et est égale & O((t — s)N_%).

Lemme 3.3.1. [l existe une constante C; > 0 telle que pour tous x,y € M, et tous
0<s<t<T, ona

|0 Py (t,s,z,y)] < Ci(t—s)N 2. (3.3.1)

Preuve. Soit 0 < s <t < T.En considérant les cas a), b) et c) de Il dans la preuve du
lemme 3.2.1, 0on a :

a) Si(z,y) € (M x M —U,s), O, Py(t,s,z,y) =0< C(t —s)N 2.

b) Si (Iay) € Up/47 DtPN(ta s,:z:,y) = DtSN(taSaxay) < C(t - S)Nij'

C) Si ($,y) € (Up/2 - Up/4)7

r2(z,y) r2(z,y) r2(z,y)

0Py (t, 5,2, )] < C ((t — N Be TS L (1) e W 4 (t—s) e WY

r2(z,y)

<O(t—s)N"Fe T (14 (t—s) N 4+ (t—s)"N71).

2 2
_ro(=z,y) __p
Et dans ce cas, 7 > £, alors e~ =9 < e 009 et

2

0, P (t,5,2,9)| < C(t — )N~ Fe o= (14 (t—s) N+ (t—s)N1)

2
puisque la fonction 7 — 787 (1+ (7)"N=1 + (7)7¥=1), 7 > 0 est uniformément
bornée. Ici, C est chaque fois une constante positive indépendante de =,y € M, et
de (t,s) € R2.

En prenant C1, la borne maximale des constantes C, le lemme est démontré.

)
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Pour la suite, il est utile de faire quelques remarques. La remarque 3.3.2 sert a se dé-

barrasser du facteur exponentiel qui existe dans le paramétrix, et d’avoir une estimation
dépendante uniquement de (¢, s) € R2., et de la distance riemannienne r(z,y), par rapport
a la métrique h(0). La remarque 3.3.3, est & propos du changement de variables et le chan-
gement du domaine d’intégration de M en T,M, en utilisant les coordonnées sphériques
de T, M.
Remarque 3.3.2. La fonction f(0) = 0*e™7, o > 0, est bornée pour tout A > 0. En fait,
(o) = (A\—0)a*"te, alors f' s’annule en o = ), et f est nulle en o = 0, croissante dans
Uintervalle [0, \], pour prendre la valeur M e~ en o = \, puis décroissante sur [\, +oc]
avec lim,_, 4o f(0) = 0.

Remarque 3.3.3. vol.y. est la forme volume Euclidienne de T, M, déterminée par la
métrique définie positive h(0), et v le vecteur variable dans T, M. Soit S(1) la sphére unité
dans T, M, par rapport 4 la métrique h(0), alors tout vecteur non nul v € T, M peut étre
exprimé sous une forme unique

v=rd, ¥9=—, r>0.
|v]

La forme volume Fuclidienne admet la décomposition
00l gye (1, 09) = " Ldrdpu (V)

ot (r,9) sont les coordonnées polaires de v, et du(¥) est la mesure en coordonnées sphé-
riques, par rapport o la métrique h(0), ainsi

(exp,)*(dvo)(v) = (exp,)* (dvo) (1) = J(r,9)dveye = J(r,9)r™drdu(9)
avec .
J(r,9) = (1 - ERich(o) (rd, rd) + 0(7"2)) .
Lemme 3.3.4. Pour tousm € N, z,y € M, et (t,s) € R%, on a

(Cl)mvol(M)m—l
(m—1I(N -2+ 1)m1

[P (t, 5,2, y)] < (t —s)mN=EHD (3.3.2)

ot O, sont les fonctions données par les équations 3.0.4, C1 est la constante du lemme
3.3.1, et Vol(M) = volume(M, h(0)). Par conséquent, la série Y ~_ ®.,(t,s,2,y) est ab-
solument convergente pour tout (t,s) € R%.

Preuve. Pour m = 1, I'inégalité 3.3.2 est vraie (c.f. lemme 3.3.1). Supposons que 3.3.2
est vraie pour m > 1, et démontrons le pour m + 1. On a

t
[rt1(t, 5,2, 9)] S/ dT/ 0P (t, 7,2, 2)| (CL) Vol (M)™ (s — 7)™ N =50 dug (2)
s M

t T —)N-% (C)"Vol (M) s —7)"N=5+1)=1 7, (-
S/s ‘ /Mc’l(t ” (mfl)!(Nngrl)m*l( )R dug (2).

Et comme s <7 < t,alorst—7<t—s,et s—7 <t—rT,alors

(t=T)N7E (s —)NTEIDTL < (1 — ) (DN ED =2,
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et

m—+1 m—1

@i (L, s, 2,9)| </ dT/ Cl Vol( +)1)m1(t—3)(m+1)(N’5+1)2dvo(2)
- 5

01)m+1vol( )

m{(N — 5 +1)m
D’ou 3.3.2, pour tout m € M. Ainsi,

_ (Cl)mVOZ( ) ( )m(N—%J,_]_)_l
Z@ (t,s,2,y)| = (= DIV — T 5 1)

m=1

< (t )(m-&-l)(N—ﬂ-i-l) 1

_ N-z — (C1)™ Wol(M)™=1(t — s)(m-DWN=5+1)
=Ci(t—s) Z (m—DI(N = & 4 1)m-1

m=1
_a C1Vol(M)(t — s)N—5+1
_ g N-2 1
=Ci(t—s) exp< N1l
n C1Vol(M)TN-5+1
< R
Cy(t—s) exp( N_ni1 < o0

O

o0
Posons maintenant Fy (t, s, z,y) Z ®,,(t, s,z,y), alors, pour tous z,y € M et tout
m=1

(t,s) € RZ, on a

Cﬂ/ol(M)TN*%“ N_n
Fn(t <C t— . 3.3.3
Putsap)] < Crexp (SR ) (=8 (33.3)
Corollaire 3.3.5. L’intégrale impropre
t
®N(t,5,x,y):/ dT/ Pn(t, 1,2, 2)Fn(T, 8, 2,y)dvo(2) (3.3.4)
s M

converge absolument pour tous (t,s) € R%, x,y € M. En particulier,

On(t,s,x,y) =0 ((t - S)N_%) , quand t — s.
Preuve. L’intégrale

t
@N(t,s,x,y)z/ dT/ Pn(t, 1,2, 2)Fn(T, 8, 2,y)dvg(2) (3.3.5)
s M

est impropre, ayant une singularité en (z,7) = (z,t). Cette intégrale converge absolument,
et la singularité est intégrable. En fait, d’aprés 3.3.3

t
On(t5,2,9)| < Ot — )V / dr / Pr(t7,2,y)| dvo(y),
s M

et,

s (zz)

|Pn(t, 7,2, 2)| < Cnpe” 3= (t —T)%

2 —5ta r2(z,z
< Cnr(r?(z,2)) 2Tt — T)*aw{ e
7 (t—71)2~@
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_ r(z,2)
pour tout o > 0. Or, d’aprés la remarque 3.3.2, en posant 0 = e~ 30¢=9)

2 — 24 2(m 2 n_
(r*(z,2)) "2 ae_ 4(27})) <(™_ a)’ ae—%-i-a
(t—T7)2"@ - ’

alors
|Py (t, 7@, 2)| < Cr "2 (2, 2)(t — 7) 77,

ot C' une constante positive indépendante de ¢,7,z et de z. Comme supp(Py) C Ug
(supp(Py) est le support de Py), alors, en passant en coordonnées polaires (c.f. remarque
3.3.3),0n a

p/2
/ dT/ | P (t, 7, 2, 2)|dvg (2) < C’/ (t—r7) O“d7'/ pont2epn=lgy
B(z 0

et en posant o = 3, on obtient

[\J\»—A

/dt/ umtfxzﬁm()<clh7)uh<cu@

D’ou

N|=

|®N(ta S, T, y)| § C<t - S)N7%+

ot C est chaque fois une constante positive indépendante de (¢,s) € R2 et de z,y € M.
O

3.4 La solution fondamentale de I’équation de chaleur
non linéaire

Dans cette section, on va prouver que Py + Oy est la solution fondamentale de la

variété (M, h(t)) pour ¢t €]0,T]. D’abord, on va estimer les dérivées partielles premiéres

et secondes du paramétrix. Cela va nous servir, avec les estimations de l'opérateur de

chaleur non linéaire agissant sur le paramétrix, & démontrer la convergence de la série
S ®(t, s, ,y) , et & démontrer I'égalité 3.0.5, et le théoréme 3.4.8.

m=1

Lemme 3.4.1. (Continuité de la convolution) Soit H € C° (R% x M x M), alors l’ap-
plication

Iy :REX M x M —R
définie par
In(t, s, T, x,y) = /M Py(t, 1,2, 2)H(T, s, 2z,y)dvo(z)
est continue pour tous v,y € M, et 0 <s<7<t<T, et

limt In(t, s, T, x,y) = H(t, s,z,y).
T
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Preuve La continuité est démontrée par Friedman [Fri64], page 4-6, dans le cas Eucli-
dien, et la limite provient de la partie I3, dans la preuve du lemme 3.2.1.
O

Lemme 3.4.2. (Dérivée partielle premiére de la convolution avec le Paramétriz) Soient
U, {z"}7_) un systéme de coordonnées locales sur M, etz € U, et soit H € C° (R% x M x M),
alors, Py * H est C! par rapport a la premiére variable spatiale, et, pour x € U, on a

¢
a.PN*H(t,&x,y) :/ dT/ aﬂ(tmw,z)H(T,s,z,y)dvo(z). (3.4.1)
ox' s M ozt

Preuve. Soient (U,{z'}" ;) un systéme de coordonnées local sur M, et x € U. Pour
tout z € M, on a

r2(z,z2)
0 e at—-7)
=153 7HU tv ) Ly
o | @i =z N 2)

\amew,z)

oz’

4t —7) ozt dr(t—7))%

ar?(z,z) ouU _ri(z,2)
_ 4 e A7)
= <85EUN(t,T,SU,Z)+ N(t,T,x,z)>(

— or? .
Or Py(t,T,.,.) a un support compacte dans Us, dou W(x, z) est bornée uniformément
z

en (z,z) € Ug. Elle s’annule pour x = y, et pour = # y, on a

or? or

@(%2) = 27‘(%1/)@(%2)

Pour z # y, {%(:c,zﬂ est bornée par 1. De méme, Un(t,7,.,.) est C* sur Ug, donc
bornée uniformément. Par suite, il existe une constante C' > 0, indépendante de z et de z,
telle que

7‘2(z,z)

oPy r(z,z)\ e =0
—(t <C|1 =
laxl(’T’m’Z) - ( +(t—7’) (t—7)2

D’autre part, on a, pour tout a > 0,

r2(z,2)

(14 728) T = - P ) R )T (1 D)

(t—7)) (t—7)2 (t—1)

(r?(z, 2)) 3 <r2<x,z>>’éa+1r1<x,z>)
I e 7).
2

t-ni e (t-nion

— (=)0

_ i@ .
D’aprés la remarque 3.3.2, en posant 0 = e~ 30¢-9 | il existe une constante C' > 0, tel que,

pour tout z,z € M

r(xz,z)
T('Ta Z) e -0 —a,2a—n—1
1 <Ot - ,
( +(t—7)> P <C{t—7)"% (x,2)

et
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Par suite,

L5

En passant par les coordonnées données par I’application exponentielle exp,, par rapport
a la métrique h(0), on aura

8PN

,2)H (1,8, 2, y)‘ dvg(2) < / C(t— 1)~ 2" Yz, 2)dv(2).
B(z,%)

/ P2 (g 2)dvg (2) = / r?* " (3, expyv) (expy)*dug (v)
B(x Br,m(0,%)

Alors
/ P2 (g 2)dvg (2 / / 2072 7 (p, 9) drdp (V) (3.4.2)
B(x,%) S(1)

Sia> %, alors / r22~2dr converge , et dans ce cas, il existe C' > 0, dépendant de o, tel

(NS}

0
que pour tout x € M,

oP,
/ ’ 5 Aty 2)H (7, 5, 2,y) | dvg(2) < C(t — 7)™, (3.4.3)
x
et pour 3 < a < 1, 'intégrale / dT/ t T,x,2)H (7,8, 2,y)dvo(2) converge absolu-
ment. Posons
JN<t,S,T,.Z‘,y):/ Py (t, 1,2, 2)H (T, 8,y, 2)dvg(2) (3.4.4)
M

alors Jy est une fonction continue en x,y € M et 0 < s < 7 <t < T (lemme 3.4.1).
Comme Py, et H sont respectivement C* et C° sur [0,T] x M x M, avec M compacte,

oP
alors l'intégrale / a—N(t,T,x, 2)H (1, s,y, z)dvy(z) est convergente, et
M 0T

0Jn
a %

0Py
a 7

—(t,s,1,2,y) = (t, 7 @, 2)H(T, 8,y, 2)dvg(2) (3.4.5)

poury € M,et 0 < s <7 <t<T.]Ilnous reste & démontrer 3.4.1, i.e.

0 o [t b
It (t,S,I‘,y) = 8.’1}1/5 JN(t,S,T,‘T,y)dT:/S @JN(tasvTvxay)dT

ceci est vrai, et démontré dans [CCG™Tar|, page 240.
O

Lemme 3.4.3. (Dérivée partielle seconde de la convolution avec le paramétriz) Soit H €
o (]R% X M x M), alors, Py * H est C? par rapport a la premiére variable spatiale, et
pour tout 0 < s <t <T, on a

82
9299z

82
M 02 0xt

Py xH(t,s,z,y) = / dr (t T, @, 2)H(7,8,2,9)dvy(2) (3.4.6)

ot (U, {x'}™_,) sont les coordonnées géodésiques de centre x € M, par rapport a la métrique
h(0), tels que U C B(x, ).
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2

Remarque 3.4.4. Soit z € M. En essayant d’estimer N (t,7,2,2) comme on l’a

. 0zI Oz’
fait dans le lemme 8.4.2, on aura
02 Py 1 r(z,2)\ e~ ﬁfif))
——(t <Cl1 :
’5m38x1(7T7x72) - ( +(t—T)+(t—T)2>(t—7')z

ot C est une constante positive indépendante de x et de z. Mais cette estimation ne nous
permet pas de démontrer ce que [’on veut, car l'intégrale

/s dT/M <1 + (tiT) - (t(_;)g) t _(T);dvo(z)

n’est pas convergente (voir [Fri64], page 10). L’idée pour résoudre ce probléeme, est l’inté-
gration par parties. Cette derniére est utilisée dans [CCGT ar/, chapitre 23, page 242-246,
pour résoudre le méme probléme, dans le cas d’une variété riemannienne munie d’une
métrique fize. Ci-dessus, on va suivre les mémes étapes. On va dériver par rapport a la

variable z, alors, soit — la notation de la dérivée partielle par rapport a la premiére
T

variable spatiale © dans les coordonnées géodésiques {xi}?zl de centre x, par rapport a la

. . 0 , . . .

métrigue h(0), et soit Py la notation de la dérivée partielle par rapport a la deuxiéme
z .

variable spatiale z, dans le méme systéme de coordonnées {x'};—,. Cette derniére notation

est bien définie puisque z € U, car le support de supp(Pn(t,s,x,.)) C B(x,5). Alors on
peut écrire

0? Py / < 92Py 52Py )
s — t,T,x,Z HT7S,Z, d’U z) = _ — — _ . t7T7$,Z H’T,S,Z7 d?) p
/Max;ax;< MH(rszodu(z) = | (50 = 5 ) (b (s, 2. )dv(2)

2
+/ 9 .PN (t,1,2,2)H(T, 8, z,y)dvg(2).
M

Orloxt
Pour la preuve du théoréme 3.4.3, on a besoin d’un lemme fait dans [CCGTar|, ici, dans

la démonstration, nous donnons plus de détails :

Lemme 3.4.5. [CCG"ar] Si {z'} sont les coordonnées normales centrées en x par rapport
a la métrigue h(0), alors, pour tout i =1,..,n,

or? Or2
B (z,2) = T (z, 2) (3.4.7)
et
2,.2 2,.2
or (z,2) o°r (z,2) = O(r2(z,2)) (3.4.8)

j .
Oxz 0z,

pour tout z € B(z, p).

Preuve.
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(1) Soit z € B(z, p). D’une part

or? 0 LI -
I — J 2] — 4
i (z,2) aa7 | - x’(2) 22" (z),
j=1
i.e. 5 ( )
T z'(z
ot (@,2) = r(z, 2)

et d’autre part

ott 3 : [0,7(z,2)] est la géodésique telle que 5(0) = z, B(r(z,2)) = z, et ﬂ(s) =1, pour
tout s € [0,7(z, z)]. Pour arriver a I’égalité 3.4.7, on doit écrire 5(r(x,z)) en fonction des

termes 27 (z), i,7 =1,...,n, alors , on considére la géodésique v : [0, 7(z, 2)], telle

et ]

ox?,
que v(0) = z, y(r(x,2)) = 2z, et 4(s) = 1, pour tout s € [0,r(z,z)]. On peut voir que
cette géodeésique, se confond avec [( voir figure 3.1), mais paramétrée différemment, et
que B(r(zx,z)) = —(0),(car 7(z, z) < p, alors la géodésique reliant z a z est unique.)

7(0)

= B(r(z, =)

F1G. 3.1 — la géodésique reliant = & y est unique. Les 2 vecteurs unitaires 4(0) et B(r(m, z))
sont colinéaires et de sens opposés

Or .
j_ st (2) -
~(s) 2 pour tous s € [0,r(x,2)], et i =1,...,n,
J
et 4(0) s’écrit dans la base { 8‘ } sous la forme 2(2) 8‘ , par la suite
o3 J ; (@, 2) Ox),
2(z) 0
) = e S ol

et

or 2(z) 0 0 z'(2)

- = (- — - = — 4.
77 =D e et >h(0) w(@:2)’ (3.49)

d’on 3.4.7.
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(2) Démontrons maintenant 3.4.8. En fait,

a%? (z,2) = ‘,92 : zn:(xk(z))Q = 20,;. (3.4.10)
Ortorl dxtoxl i
D’autre part,
af;; (z,2) = 2r(z, 2) axgx; r(z,2) + 2;;%(95, z);(x, 2). (3.4.11)
or 0%r or
W(w, z)=V;V,r(z,z)— Ffj(x) Bk

Et puisque {x'} sont les coordonnées géodésiques centrées en z, alors I‘fj () =0, et

2
o°r ~(z,2) = V;V,r(z,2)

Oxtox,
o 0
— 2 -
-V (317327 (933];)
Et comme V27 (Vr,.) = 0, alors

v‘lr( 0 9 ) - v%«( L A S &(m,z)Vr(a:,z))

axgc, 8% ol B ox?, ’ orl ol
0 or 0 or
=l | — — — v _ 9
<5% Dt (z,2)Vr(z, 2), 0 92 (m,z)Vr(x,z))

ot I7 est la seconde forme fondamentale ? de la sphére distance S(z,r) = {z € M, d(z,z) = r}.
Or, d’aprés [CLNO6], page 62, on a

1

En coordonnées géodésiques, on a h;;(0) = §;; + O(r?), (voir [SY94], page 210), alors,

o%r 1< 0 or 0 Oor >
—(2,2) = — - — —(z,2)Vr(z, z), - — —(x,2)Vr(z, z + O(r
agcéa%( )= Bai 3%( )Vr( )833& 83@?5( )Vr( )h(o) (r)
1 1 0r Or
=0 — ———— .
r 7y 0z, Ol +0(r)
Et avec I’équation 3.4.11, on a
e r2(z,z) = 28;; + O(r?) (3.4.12)
Ot Ol ’ Y o

Les deux équations 3.4.10 et 3.4.12, nous donnent 3.4.8, et le lemme est démontré.
O

2En fait V2r(u,v) = (Vy,, (vr),v), (puisque V est de torsion nulle), et Vr est le vecteur normal & la
sphére S(z,7) = {x € M,d(z,z) =r}
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Preuve du lemme 3.4.3. En posant t — 7 = v, on a

0? Py G or?or? G or*oUy G 0?r? G or? OUn 02Uy

0ridrt  |16020xd 0zt " dv oz Ox'  4voridxi ' 4v Ozt Oxd OxI ozt

Et
0?Pn 0?Pn G (8r2 or?  or? 8r2>
- N

dxloxi  dxloxi T 1602 \ 9l 02t 9l Oal
G 0%r? 0212 )
- - — - | U, 3.4.14
4v <8x§,8x§c 02t 0zl N ( )
_ g 87“2 8UN 877“28(]]\] 87"2 8UN _ 677”26(]]\] (34 15)
4 \ Ozl 9zl Ozl Oxi  OxL 9xl 9zl Oxl o

2 2
_G< OUy _ OUy ) (3.4.16)

Orioxy  Oridxl

(3.4.13)

D’apres égalité 3.4.7, le terme (3.4.13) est nul. Le terme (3.4.14) en valeur absolue est
égale &
r(z, )

G.

4uv

- otr(e)Un| < 0"

(z, 2)

On peut aussi majorer la valeur absolue de (3.4.15) par CLG, car
v

8’!“2 8UN 87‘2 8UN 87‘2 8UN 87‘2 8UN — 9 ( 87‘ 6UN ﬁaUN 87“ 8UN 87“ 8UN>

Enfin, le terme (3.4.16) en valeur absolue est majoré par CG, ou C est chaque fois une
constante positive indépendante de z,y € M (la majoration uniforme des tous ces termes
est due & continuité des fonctions étudiés , ainsi que leur dérivées totales et partielles, et
a la compacité de M). Alors, il existe C' > 0, tel que pour tout x,z € M,

2
<C (1+ r@z) | T ("’”’2)> Gt 7z, 2).
t—T1 t—T1

‘( 9*Py 9Py

J i J i
Oxz 0zt Oxlox’

) (t, 7,2z, 2)

0Py
ozt

(t,s,x,2), pour a € (0,3), il existe C' > 0,

Donc comme on ’a démontré pour

indépendant de = € M, tel que

2 2
/\( OFy _ 0Py )(t,T,x72)H(T,8,z,y)
M

] ] d <Ot —s)"°.
Orh0ri,  Oxloxi vo(2) < C(t —s)

0?Pn

Orloxt

Estimons maintenant /
M

(t, 7,2, 2)H(T,8,2,9)| dvo(z), on a

(t77’71', Z)H(Ta S, z,y)dvo(z)

2
/ 0 PN (t77—7xvz)H(TaSazvy)dUO(z) = a aPN
M OzLOxL ox? Jy 0xt

_ /M ol )a}‘j (1,8, 2,y)dvg( )7/ OP (t,'r’:c,z)a (detgij(O))(Z)H(Tvsz’y)dzl A Ndz"

199 %y
I, Oxz m 0T, oz,
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Alors puisque
0 0PN

ol y W(tﬂ',:ﬂ, 2)H (1,8, 2,y)dv(z) =0,

0H 0
et P et Eye] (detg;;(T))(2) sont bornées uniformément, car M compacte, on a, d’aprés
x x
la preilve du lemme 3.4.2, équation 3.4.3,

2
/ ‘ O Py (t, 7,2, 2)H(T,8,2,y)|dvg(2) < C(t —s)~“ (3.4.17)
896&8:10’

ou C est chaque fois une constante positive indépendante de x. Si, en particulier, o € (%, 1),
alors, en intégrant par rapport a s € [0,¢], on démontre que

/d/ OLN (4 v, 2)H (5, 2, y)dvo2)
T T2, 2)H (T, 8, 2,1)dvy(z
Maxiaxl y/ato

0?JIn
o ———(t,s,7,x,y)dr, oit Jy est la fonction
définie dans 3.4.4, est absolument convergente. Ceci nous donne d’aprés [CCGTar|, page
247, que

est absolument convergente, i.e., 'intégrale / o

P,
ax?8 =Py o+ H(t,s,2,y) / / (‘fxﬂaNz (t,1,2,2)H(T, s, 2z,y)dvo(2) (3.4.18)

pour tout (¢,s,2,y) € R% x M x M.
O

Lemme 3.4.6. (Dérivation par rapport au temps d’une convolution avec le paramé-
triz)? Pour tout (t,s,x,y) € RZ x M x M, on a

t
P

QPN*H (t,s,2,y) z/ dT/ a—N(2?,7',33,z)H(T,s,ac,z)—|—H(t,s,zc,y). (3.4.19)

ot < v Ot

Preuve. Puisque Py est C™ sur R% x M x M, alors

P
DN tsima) = g [ Pultr (s i) = [ DN (r (s, 2 du().
ot ot Jur m Ot
(3.4.20)
. 9Jn N .
Estimons alors —t(t, s,7,x,y)|. D’aprés I’équation 3.3.1, on a
Ot tts | =| [ 2 ) ez )
< ‘/ Ah(t)PN(t7T7x7Z)H(T’3727y)dvo(z)
M
+C / (1 —8)N"2H(r,s,2,y)dvo(2)| < C(t —5)* + C,
M

3Ce méme travail est fait dans [Fri64] et [CCG¥ar]|, et il n y a pas de différence, par ce que Jy dépend
toujours de la méme fagon du Paramétrix des solutions fondamentales dans les références cités, ainsi que
dans notre travail.
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avec a € (%, 1), et C une constante positive indépendante de ¢, s, 7, z, et y. En plus, on a
a9 rt 1 t+h t
5/ In(t, s, 7,2, y)dr = hm Lo / In(t+h,s, T, 2, y)dT—/ In(t, s, T, x,y)dT
1 t+h N(t+h, — JIn(t
- t

[y
e

1 [tth I
zlllii% E/t In(E+h,s,T,x,y)dr | a—t,s,T,x,y)dT

ou t* €Jt,t + h[. On a

}{lg%h/ N(t+h s, Tz, y)dr = H(t, s, z,y)

et
AR, _[fody
}llli&) A W(t ,5,T,1’7y)d7—/‘; W(t7577—7x7y)

d’ou le lemme.
O

Lemme 3.4.7. Pour N — 5 > |+ 2k + p + 2q, ©On est respectivement C?, et Ct, par
rapport aux deux variables spatiales x et y, et respectivement C9, et C* par rapport auz

deuz variables temporelles t, et s.

Preuve. En fait, si on cherche une estimation de %D;DJ’N, ol Dé est une dérivation
par rapport & la deuxiéme variable y d’indice [, on aura, avec la méme technique utilisée
dans le lemme 3.3.1, que

o N—2_|-2k
|8 kD O:Pn| < Ct .
Ceci nous donne, par récurrence, comme dans le lemme 3.3.4, que

ak
Osk

et par suite que

(C)"Vol(M)™! (t — 5)m(N=3—1=2k+1)

=Dy (t,s,7,y)| < -
( ) (m—1)IN -2 —1—2k+1)m-1

7

N—2%—1—-2k+1
| D LEn(t,s,@,y)|C(t—s)N 57 R exp <CVOI(M)T 2 ) e

N-Z-l-2k+1

si N — % > [ 4 2k. C est chaque fois une constante positive indépendante de ¢, s, x et y.
Ceci nous donne la convergence absolue et uniforme de

/ dr —D”PN(t T, T, z) D yEN(7: 8,2, y)dvo(2)

sk
pour N — % > [ +p+ Qk + 2q. Donc, comme on l’a démontré dans les lemmes 3.4.2,
3.4.3, et 3.4.6, On est respectivement CP, C! par rapport aux deux variables spatiales

et y, et respectivement C9, C* par rapport aux deux variables temporelles ¢, et s, pour
n
N=o>l+p+2k+2.
O

Théoréme 3.4.8. Pour N > 5, P = Py + Oy est la solution fondamentale de 3.0.1, et,
elle est C™ sur R% x M x M.
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Preuve. En appliquant les lemmes 3.4.2, 3.4.3, et 3.4.6, on a
t
Dt(PN + GN)(ta S, T, y) = DtPN(ta S, T, y) + Dt / dT/ PN(tv T,Z, Z)FN(Ta S, 2, y)d’Uo(Z)
s M
t
:DtPN(taSax7y)+/ dT/ DtPN(t,T,J?,Z)FN(T,S,Z,y)d’Uo(Z) _FN(t,S,l‘7y)
s M

- DtPN(ta Sax7y) + Z (I)m(tvsvx7y) - Z ¢m(tasaxay)
m=1 m=0

=0.

De plus, si f est une fonction continue sur M, alors

lim [ (Py(t,s,2,y) +On(t, s,z,y)) f(x)dve(x)

t—s M
== thm PN(tv s,x,y)f(x)dvo(z) + %lm ®N(t7 S, x,y)f(z)dvo(x) = f(y)
—8JIM —S5JIM

car }im/ On(t,s,z,y)f(y)dvo(z) = 0. Alors Py +© est bien une solution du probléme
3.0.1.

11 nous reste & démontrer que P est C* sur R% x M x M. En fait, puisque la solution
fondamentale de 1’équation de la chaleur est unique, alors, Py + Opn est indépendant de
N, pour N — % > 0. Or Py € C®(R3 x M x M), et, d’aprés le lemme 3.4.7, Oy €
ClH2k+p+20(R2 % M x M), pour N suffisamment large, donc Oy € C®°(R2. x M x M),
quand N tend vers I'infini. D’ott P est C*° pour tout N > 3.

O
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Chapitre 4

Plongement d’un flot de variétés
riemanniennes dans un espace de
Hilbert a ’aide de sa solution
fondamentale

Soit g(t), 0 <t < T, T > 0, une famille C*° de métriques Riemaniennes sur une variété
compacte M, de dimension finie n, telle que vol(M, g;) est invariant pour 0 < ¢ < T.

Le but de ce chapitre, est de construire un plongement d’une famille de variétés
(M, g(t)) dans lespace de Hilbert L?(M, Ug(0)) au moins pour les temps petits & I'aide de
sa solution fondamentale. D’abord, par le lemme 1.3.1, on associe a (M, ¢(t)), une famille
de variétés (M, h(t)), diffeomorphes a (M, g(t)), telle que

dvp ) = dvp (o) = dvg(y, pour tout t € [0,T]. (4.0.1)
Ceci implique que ’espace de Hilbert L?(M, dvp(y)) est constant en .

Posons [y = Ay — %, et P(t,z,y) = P(t,0,2,y), ot P est la solution fondamentale
du probléme de Cauchy

O:P(t,s,z,y) =0
{ limtas P(t, S, T, y)d’()0<,'1,‘) = (Sy(w) (4.0.2)

Dans le chapitre précédent, on a démontré que
P(t,S,.’ﬂ,y) = PN(ta Sax»y) + @N(tvs»xay)
ot N > 5 + 1, Py est le paramétrix du noyau de la chaleur, et

On(t,s,z,y) =0 ((t - S)Nfg) , uniformément en x,y € M

%G)N(t’ s,x,y) =0 ((t — s)N*%*I) , uniformément en z,y € M (4.0.3)
:Lrl

ott {z'}"_, est un systéme de coordonnées locales sur autour de z.

85
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On emet la conjecture suivante :
Conjecture 4.0.9. La solution fondamentale P de l’équation de la chaleur non linéaire

admet la formule asymptotique suivante :

200y N
P(tv s,x,y) = (47T(t - 8))7% e Z(E_S)) (Z(t - S)kﬁk(s,wvy) + T(t, S, x»y)>

k=0

quand t — st et pour x,y assez proches dans M, et pour tout N € N, o
T(ta s, T, y) = O((t - S)N)’
et

0

3 iT(t,s,a:,y)' =0((t —s)V 7Y, pour touti=1,...n,
x

pour z,y assez proches dans M, ou {x°}_, est un systéme de coordonnées locales autour

de x.

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 4.0.10. Si la conjecture 4.0.9 est vraie, alors il existe & > 0, tel que lapplica-
tion
P M — L*(M,v)
x— P(t,x,.)
est un plongement pour tout t < €.

Pour démontrer notre théoréme, on va se servir du corollaire 0.0.19. Or, ici, on a trois
points qu’on doit y faire attention :

Le premier, c’est que notre espace d’arrivée n’est pas une variété différentiable de
dimension finie, mais un espace de Hilbert. Ceci peut étre réglé par des méthodes tech-
niques.

Le deuxiéme, c’est que I'application P; présente une singularité en ¢ = 0. On est
ramneé donc & étudier la convergence de ’application
tlogPr: M — L*(M,v)
x+— tlog P(t,x,.)

quand t tend vers 0. On considére alors

R: M — L*(M,v)

2
e (z,.)
€T — -z -

L’idée d’introduire cette application est motivée par la forme du paramétrix du noyau de
_r2(zy)

la chaleur Py(t,s,z,y) = e S Un(t,s,x,y), ot Uy € C([0,T] x [0,T] x M x M),

puisque

% (z,y)

}iH(l) ‘tlog Py(t,z,y) + 2 |= 0 uniformément en x,y € M.

Pour cela il faut d’abord démontrer que pour tout s € [0, T7,

r?(z,y)

log P(t,s,z,y) + 1

-0

lim
t—s

uniformément en x,y € M.
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Le troisiéme point, c’est qu’ on ne sait pas vraiment si
}IAI’% ||tV log Pt(x) — VR(x)”L’z(]w)vO) = 0

uniformément en z € M. Or, sous la condition que la conjecture 4.0.9 est vraie, on dé-
montre qu’il existe pour tout p € M, un voisinage de p, noté 1, tel que, pour tous
x,y € £y, le noyau de la chaleur est de la forme

r2(z,y) N

e At—s)
P(t - T u s by T tv s Ly )
e (= (;um £2) + Xt s, y))

on0<s<t<T,
TN(ta S, T, y) = O((t - S)N)a

et
0

8,Tj\f(t,s,gc,y)‘ =O((t—s)M71), pour tout i =1,...n,
xl

pour z,y € €, out {x'}"_; est un systéme de coordonnées autour de z. quand ¢ tend vers
s. Alors, on introduit deux autres applications

Ra Q) — L? (Qp)

p -
_r(z,)
4

€T —
et
(tlogP¢)q, : Q, — L?(Q,)
x+— tlog P(t,z,.).

Et on démontre que Rq, est un plongement de €, dans L3(€,) et que

lim |dx(tlog Pr)a, (V) — deRa, (V)|[L2(q,) =0

uniformément en z € Q,, V € TAM. Ceci va nous aider & démontrer que I’application
tlog Py, et par conséquent l'application P; est un plongement de M dans L2 (M, v), pour
t suffisamment petit.

4.1 Le comportement du logarithme de la solution fon-
damentale pour les temps petits

Dans cette section, on va démontrer que

2
lim (t — s)log P(t, s, x,y) = _r@y)

t—st 4

(4.1.1)

uniformément en z,y € M, ou s € [0,7], et r est la distance riemannienne par rapport a
9(0) = h(0).

Pour cela, on va utiliser les estimations de I’équation de la chaleur non linéaire, appliquée
au paramétrix de la solution fondamentale et ses convolutions.
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4.1.1 Quelques estimations utiles

Le but de cette section est de démontrer qu’il existe une constante Cgo > 0 tel que,
pour tous z,y € M, (t,s) € R%, et tout 0 < e < 1, on a

_ 2@y n 1 no 1 ~(N+1) N-Z41
O (t, 5,2, )| < Coe™ BHIER (1 — )N =4 +Ee- (W] Coe™ C =g 37

Lemme 4.1.1. Il existe Cy > 0, tel que pour tous x,y € M, (t,s) € RZ, et tout 0 < e < 1,
on a

|3

r2(z,y)
Py (t, s,2,y) < Cae VD~ @t (£ — 5)N - (4.1.2)

Preuve. Soit 0 < & < 1. Revenons aux 3 cas de la preuve du lemme 3.3.1, on a

a) Si(z,y) € (M x M —Ug),

z,y) 3
|0 Pn (L, s,2,y)| =0 < Coe™ N HDe™ i (t—s)V-%,

b) Si (z,y) € Us,

i
IOePn (L, s, 2,y)| = [OeSn(t, s, 2,9)] <C1 74(t 5 (t—s)N 5

avec Cy > 0 indépendant de (t,s) € RZ et de 2,y € M. Et puisque e~ (V+1) > 1, et

_ iy I CRY)
e A=) <L e @Ret-)

alors
2(z,y)

|0, Py (t, s,2,y)| < Cle~NHD e Tt (£ — 5)N 3.

c) Si(z,y) € Us — Ue, alors

er?(x,y)

2(x,y)
O P (1, 5,2,9)| < CRe™ Graitm e aamat3 (t — s)N 8 (14 (¢ —5) "N + (£ — 5)" V1)

Or, dans cette région, r(z,y) > 4, alors

2

 (2,y) E n
|O:Pn(t, s, x,y)| < 0226_<4+E><1y*5> ¢~ TS t—s)V" 2 (1+(t—s) N+ (t—sN1).

D’apreés la remarque 3.3.2, on a, pour tous k € R, et 0 <e < 1,

e Lk ep? * ep? P2
e Tt (t —5) V= | ———— — | e ®a@EFa—9)
64(4+¢) 64(4+¢)(t — s)
ep? K
<) KFeF
= (64(4 ¥ g)) ¢

k
<e7k <3220> kreF,
p
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Alors
r?(z,y)
D0 Py (t, 5,2, y)| < Cde™ Trat=a (t — s)N 3~ (N,
ol
N N+1
320 320
Cg) = 022 1+ (2> NNe—N + <2> (N + 1)N+16—(N+1)
p P

En posant Cy = max {C’Ql, CS’}, on obtient I’estimation 4.1.2, pour tous z,y € M, (t, s) € RZ.,
et tout 0 < e < 1.

O
Lemme 4.1.2. Pour tous m € N*, z,y € M, (t,s) € R T,ettout 0 <e <1, ona
cm 7m(N+1)V L(M)™—1 " 2 (1)
|, (t, 5,2, y)| < =2 c ol(M) — (=)™ m(N=3+) -1~ G- (4.1.3)

(m—=1YN -5 +1)m

ot Vol(M) est le volume de M. Comme conséquence, on a

|En(t, 8,2, 9)] < Coe™ VD (1—5)N=% exp (CZVOZ(M)€<N“)(15 - 3)N3+1) e

e~ @ret-9
N-35+1

(4.14)
ot

oo
Fn(t,s,z,y) = Z@mtsxy
m=1

Preuve. Pour m = 1, l'inégalité 4.1.3 est vraie (lemme 4.1.1). Supposons que 4.1.3 est
vraie pour m € N*, et démontrons le pour m + 1. On a,

m—1 r2(2,y)

me—m(N+1) ' G
Cy Vol(M — §)m(N=5 D)1~ @R t-9) dug (2)

i
(m— DIV — 3 + 1y

t r(xz,z n m _m(N+1) m—1 n re(z
s/ dr/ Coe— (V41 iy (¢ _ V-3 2 VOIM)™™ | ym(N=3+11~ sy gy 2).
M (m—DIN —F+1)m

[Dyv1(t, s, 2, y)] </ dT/ |0y Pn (¢, 7,2 z)|

Et puisque t — 7 < t — s, alors

|(I>'ﬁl+1(t7$7$7y)‘
C;n+18_(m+1)(N+1)VOZ(M)
(m—DI(N — & ¢ 1)m-1

r2(2,y)

t—s /dT/ e (415)?’527)@ (@+e)(r—s) (T—s)m(N_2+1) 1d’l}0()

Or!
r*(z, 2) (z,y) _ (r(z,2) +7(z,9)) (z,y)
, (4.1.5)
(t—7) (t—29) (t—s) (t—s)
alors,
_ @) 2z _ =y
e Trat-T e G- < ¢ GFeIt-=) (4.1.6)

2 2

2
'Pour a,b €R, et c,d > 0,0na & 4 2 > (@tb)” (yoir [CCGTar], page 234)

(&
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et,

m+1_—(m+1)(N+1) m 2 (zy n t n
CZ € VOZ(M) eim(tfs)]vif (T*S)m(N75+1)71dT
(m— DIV — & 4 1)m-1 :

m+1_—(m+1)(N+1 m 2 (2
_ Oyt le=(m+DWN+DV o1 (M) e—ﬁ(t _ g)mHD(N=+1) -1
ml(N — 5 +1)m

|q)m+1(t7 s,x,y)\ <

)

d’ou 4.1.3 est vraie pour tout m € N*. Par conséquent

= = O mINED Yol (M)™ =1 n 2y
|¢77 (tv S, T, y| S 2 n — (t - S)m(N7§+1)716 (4+e)(t—s)
mz::l ' n;(m—l)!(N—§+l)m1
r2(x,y n i m—1_—(m—1)(N+1) m=1(p _ o\(m—1)(N—2+1)
< C’zeﬂrfe()d‘—)s) (t— 8)N75€7(N+1) Z S volan ) :

Z (m— 1IN — 2+ 1)1

r2(z, n —(N+1) - N-3+1
< C’ge’ﬁ(t — )N "3 WD exp <026 ;Ol(]\f)fl R ) .
2

O

Lemme 4.1.3. Il existe une constante Co > 0, telle que, pour tous (t,s) € R2, z,y € M,
et tout 0 <e <1, on a

2 (x 1 n " _ _n
[On(t,s,2,y)| < Coe™ (4+s()(ty_zs) (t — 3)N7§+%5*(N+5+%)6095 (N (g—g) N2 1 (4.1.7)
Preuve. Soit 0 < e < 1. Pour tous (¢,5) € R%, z,y € M, et tout « € R, on a

r2(z,z2)

|PN(ta T, T, Z)‘ < C’N,T(t - 7_)*%6* A=)

er?(z,2) r2(z,2)

<COnp(t—7) Se oG- oG-
2 %_a 2 _%+a 5’7‘2.’172 7"2EZ
< Cnr(t—T1)"° M M e*4(4+s()(£37) e~ (4+5()(;,—)7') )
- 44 +e)(t—71) 4(4 +¢)
Toujours d’aprés la remarque 3.3.2,

2 s—a n__
er (x’z) ’ e*r(ifs()z(ifjf) < (E) 2 ae*%Jra.
PTZ RS =\3

Alors

‘PN(t’ T,Z, Z>| < C(t - T)—ag—%+ar_”+2a($(1, Z) P (_(4;;)3?(;2)7—))

ou C' est une constante positive indépendante de t, s, x,y et &, d’ou

|PN(t,T,I, Z)FN(Tv S, 2, y)|

. V2 (2,2) Y . cem Ny (r—)N ~ 3 H1
< C(t—71) % Bt @D e Tt (1 — )N BT (N A2y e N-gH ,
et
|®N(t,s,x,y)|

2(2,y ce~ N+ yoyan =)V~ 31

¢
< Ce~ A (t —s)N -2~ (NH1H5-a), N-gH / dT/ (t — 1)~ "2 (g, 2)dvo(2).
s B(x,%)
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En passant par les coordonnées polaires (c.f. remarque 3.3.3), on a
b
/ P2 (g, 2)dug(2) < C'/ r2=tdr,
B(z,%) 0
ot C dépend de la métrique g(0) = h(0). En posant o = %, on a
r2(z, n n _ _n
|6N(t, s, 7, y)| < C@Giﬁ(t . S)N_7+%€_(N+7+%)€CQE N+ (t—s)N =2 +1’
ou Cg > 0, est une constante indépendante de ¢, s, z,y, et de €.
O

4.1.2 Corrélation entre le logarithme de la solution fondamentale
et la distance riemannienne

On est prét maintenant & démontrer la formule 4.1.1.

Théoréme 4.1.4. Pour tout s € [0, 7]

lim |(t —s)log P(t,s,z,y) +

t—s

ri(z,y)|
D) -

uniformément en x,y € M. En particulier, pour tous x,y € M, on a

lim (t —s)log P(t,s,z,y) =

t—st

Preuve. On a

(t-S)lOgP(t,S,J}7y)+ 4

r(z,y)

r?(x,y)
74 :

(t — s)log (Pn(t,s,z,y) + On(t, s, z,y)) +

2 (@,y)

(4.1.8)

r2(z,y)
1

(t—s)log ( TA-s) (4n(t — )2 Un(t, s, ,y) + Onl(t, s,x,y)) +

(t—s)log <(47r(t—s)) SUN(t, s, x,y)

D’aprés 4.1.7, on a, pour tout 0 < € < 1,

T (Iy)

er2(x

y) —(N+1) N
e |ON(t,s,2,y)| < CoeTatar pN=8+3~(N+5+3) Coc” V07

n
241

r2(x,y)

+ e = On(t, s, 2,Y)

. (4.1.9)

oit T =t — s, Co > 0 est une constante indépendante de x,y €, et de (¢,s) € R%, et de

0 < e < 1. En plus, puisque

er?(a,
l1<e 4(4+s)7 £

et

—(N+3+3) [Coe™ (NN - 41

)

|Un(t,s,2,y)] < Cn o, pour tout ¢t €]0,T], et tous z,y € M, (c.f. équation 3.2.6),

alors

n er?(x, _7
(4n7)" 2 |Un(t,s,2,y)| < Cnr(4n7)” 264<4+E>y75 (N+5+3)gCos™ MIHT¥72H 1 10)

)|

r*(z,y)

4
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Les deux estimations 4.1.9 et 4.1.10 nous donnent que
n r2(z.y)
(47TT)_§‘UN(t,S,J),y)‘+€ ar |@N(t78axay)|

n n er?(z,y) n —(N N—2Z41
< (CN r(4rT)" 2 +C’eTN_E+%) e Taier g (N+§+3) Coc” (VHHrY 72

n eri(e.y) n —(N41) _N—2+1
< O17 2@ T 6—(N+5+%)ec@€ (NAD PN =3

avec C' = CN’T(47T)_% + C@TN"’%. Ainsi

r2(z,y)

rlog (<4w>-3|UN<t,s,x,y>|+e @Nu,s,x,y))

2
< 7log (CT‘ga_(NJF%JF%)) + 124(?5)) +7Cge~ N+ N=—5+1

2
< rlog (CT—%E—(NJF%%)) I € (ll)éw) 4 rCoe~ (NHD N=5+1

ot Dy est le diamétre de (M, h(0)), et ceci pour tout 0 < e < 1. En posant € = TN}H, on
a

2(z,y) n_

n . _ —n— D? n
Tlog ((47TT)_2|UN(t,S,.’L',y)| +e 4 |@N(t,s7x,y)|) < tlog (C’T 2 HQ(NQ)) + TgITﬁ + CorN—2 11

qui tend vers 0 uniformément en z,y € M, quand 7 tend vers 0.

4.2 Plongement & I’aide du logarithme de la solution
fondamentale

Dans cette section on va démontrer que si la conjecture 4.0.9 est vraie, alors ’application

thgPtZ M—>L2(M,’UQ>
x — tlog P(t,x,.)

est un plongement pour ¢ suffisamment proche de 0.

Lemme 4.2.1. L’application

est continue en tout x € M, et injective.

Preuve.
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(1) L’application R : M — L?(M,v) est bien définie car M compacte. De plus, pour
tous xz,y € M, on a

HR(!E> - R(?J)H%Q(M,vo) = liﬁ » (7«2(:[:’ z) _ TZ(y, z))Q d’Uo(Z)
=55 | (@D =12 (0(.2) + (0. 2) dun(2)

Or, r(z,z) —r(y,z) < r(z,y), et r(z,z) + r(y, 2) < 2Dy, pour tout z € M, ot Dy est le
diamétre de M, alors

D2
IR@) = RWIE2(a1,) < LV Ol(M)r ().

D’ou R est lipshitzienne sur M, donc continue.

(2) R estinjective: En fait, solent x,y € M, tels que R(x) = R(y), alors r(x, z) = r(y, 2),
pour presque tout z € M, et par continuité pour tout z € M. En particulier r(x,y) = r(y,y) = 0,
et xr =y.

O
Lemme 4.2.2. On a
lim [t1log Pe(x) — R(2) | 12 (as,00) = O
uniformément en x € M.
Preuve. Le lemme est un résultat immeédiat du théoréme 4.1.4
O

Soit Q un ouvert quelquonque de M, de diamétre inférieur a g, par rapport a la métrique
h(0). Considérons L?(Q2) = L?(Q, dvy) ; et considérons I'application

Ra: OQ— L2(Q)

2
r(x,.)
T = T

Lemme 4.2.3. Rq est un plongement®> de Q dans L?(12).
Preuve.

(1) Rq est bien définie, puisque Vol(2) < oo. De plus, elle est lipschitzienne sur €.
En fait, si z,y € , alors

IRa(@) = RaW)llz2000) = % 0 12 (2, 2) — 2(y, 2)]” dvo(2)
< 2 [ 1) + o2 ) — (0,2 duo(2)
Q

IA

P2 2
1—6V01(Q)r (z,9).

2Pour la preuve du théoréme 4.0.10, on n’a pas vraiment besoin que Rq soit un plongement de Q dans
L2(Q). Le fait qu’elle soit une immersion suffit.
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(2) Rq est de classe C* sur Q : En fait, soit 2 € Q. Puisque Diam(Q2) < &, alors on
peut considérer L’application

exp, : R" ~ T, M D exp, () — Q

ou exp, est ’application exponentielle en x par rapport a la métrique h(0), comme carte
locale autour de =x.

De plus, Rgq o exp,, est différentiable en 0. Sa dérivée en O est 'application linéaire
L :T,M — L*(%Q)
Vs V)
Pour le prouver, démontrons que

IR oexp, (V) =R oexp,(0) — L(V)|| 2
|9

— 0, quand ¢ — 0,

i.e.

lim
9—0

/ ‘7“2(exp$(19), 2) — 12 (exp,(0), 2) — d,r?(9, z)‘2
Q

BE dvp(z) = 0.

Considérons z € Q. L’application

r2: O—R
x 3 (x, 2),

est différentiable en tout = € Q, car Q C M \ Cut,, ou Cut, est le cut locus de z, et
dr? o Ty exp, est la différentielle de ’application

r? oexp, : exp; () — R,

Tp exp, est bien entendu 'application tangente de exp, en 0 € T,,M). Notons bien que,
Ty exp, (9) = ¥, pour tout ¥ € exp, () C T, M, (voir [DC92], [GHLO04]). Alors

- |r2(expx(19), 2) — r2(exp,(0), z) — d (9, z)|

1%:() 9] =0,9eT,M,
avec
|72 (exp, (9), 2) = r2(exp, (0), 2) — dur? (9, 2)|”
[9]?
< |r2(expm(19), 2) — r2(exp, (0), z)|2 +2 |r2(expx(19), z) — r2(expz(0),z)| deTQ(ﬁ,z)| + ‘dxrz(ﬁ, z)’2
- [9]? '
Or

|2 (exp, (9), 2) — r*(exp,(0), 2)| = [r(exp, (0), 2) + r(exp,(0), 2)| [r(exp, (9), 2) — r(exp,(0), )|
< pr(exp,(?), exp,(0)),
ce qui nous donne
|72 (x4 (9). 2) = r2(exp,(0), 2) — dr? (9, 2)|”
9>

_ PP (e, (9), exp,(0) + 2pr(exp, (9), exp, (0)) |dor?(9, 2)| + [dar? (9, 2)?
- 9] '
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Et puisque 7(exp, (¥9),exp,(0)) = || ( exp, est un diffeomorphisme de exp,!(Q) C T,,M
dans Q), et |d.r%(9,2)| < 2r(x,2)|Var(z,2)||9] < p|d| (car |V.r(z,z)] = 1, pour tout
x € M\ Cut,), on a

’rQ(eXpI(ﬁ), 2) — r2(exp,(0), z) — d (9, z)’2 9
e =

Par le théoréme de la convergence dominée,

2
=0

lim
n—oo

/ ’r2(expw(19n),z) —12(exp,(0), 2) — dpr? (9, z)’
Q |'l9n|2

pour toute suite de vecteurs ¢,, € T, M, convergente vers 0, quand n tend vers l'infini. Et
comme

/ |r2(expm(19)7 z) — r?(exp,(0), 2) — dy7*(Y, Z)’ € [0,4Vol(Q)p?]
Q

92
alors,
2 ), 2) — r? 0),2) — dur2(9,2)|°
i [ 1229, 2) — (0, 0,2) ~der 0,2 o
191-0 /g [9]?
et,
lim R o exp,(9) — R oexp,(0) — LW)HL?(Q) —o.
|9]—0 |9

Ainsi R est dérivable en x et sa dérivée d,Rq en x, est une application qui associe & tout
vecteur V de T, M, Papplication

dIRQ(V) : Q — R

2
y _dar iV,y).

(3) Rq est une immersion en tout point de Q : Soit z € Q, et V un vecteur unitaire
1
T, M par rapport a la métrique h(0), alors d,Ra(V)(y) = = <7VIT2(x,y),V> pour

4 h(0)’
—V'I"2 (J?, y)

tout y € Q. En particulier, il existe y € €2, distinct de x, tel que 27 (2,9) =V, alors
r(z,y

<—V1"2(x,y), V>h(0) = 2r(x,y) #0.

Comme la fonction distance r(z,.) est continue sur  ( car Q C M \ Cut,), il existe n > 0,
tel que B(y,n) C Q, et <7V1"2(1:,z), V>h(0) # 0, pour tout z € B(y,n). La boule B(y,n)

étant de volume non nul, alors d,Rq (V) # 0 dans L?(Q2), et Rq est une immersion.

(4) Enfin, Rq est injective. En effet, si x,y € Q sont tels que Rqo(z) = Ra(y),
alors r%(z,2) = r2(y, 2), presque pour tout z € €. Les applications rf} cy — (2, 2), et
r2: 2 = 12(y, 2), de Q dans R, étant continues sur €, alors r2(z, z) = r2(y, z), pour tout
z € Q, donc r%(z,y) = r%(y,y) = 0, et x = y.

O
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Puisque Rq est une immersion, on a le lemme suivant :

Lemme 4.2.4. Soit K un compacte de €, alors, il existe b > 0, tel que
ldeRa (V)| L2y > b,

pour tout (x,V) € T'KC (Le fibré unitaire tangent a KC).

Considérons maintenant l’application (¢logP;)q définie par

(t logPt)Q : Q— LQ(Q)
x — tlog P(t,x,.)

ou {2 est un ouvert, quelconque de M.

Lemme 4.2.5. Supposons que la conjecture 4.0.9 est vraie, alors pour tout p € M, il
existe un voisinage ouvert Q, de p, de diameétre inférieur a § par rapport a la métrique
h(0), tel que

lim |dx(tlog Pr), (V) — dzRa, (V)llz2(q,) =0

uniformément en x € Q,, V € T M (unitaire par rapport a la métrique h(0)).

Preuve. Soit p € M. Si la conjecture 4.0.9 est vraie, alors il existe un voisinage ouvert
Q, de p, de diamétre inférieur & £, par rapport a la métrique h(0), tel que,

r2(z,y)

P(t,x,y) = (4wt)"2e 3 (dg(x,y) + O(t)),

avec

_ (@)
4t

dyr 4(tV, y) ?4“)7% (tio(z,y) + O(t)) + W

_ @y
4t

d,P(t,V,y) =

(dztio(V;y) + O(1)),

pour tous z,y € Q,, V € T1 M. Alors

dP(t,Viy) __ dar®(Viy) | datio(Viy) + O(tY)
P(t,z,y) At to(z,y) +O(t)

et

dP(t,V,y)  dor*(Vyy)  datio(V,y) + O(1)
P(t,z,y) 4t o dg(z,y) +O(t)

Rappelons que (c.f. section 3.2),

tio(z,y) = n(z, y)uo(w,y)

ou 1 est une fonction radiale C*° sur M x M, strictement positive pour (x,y) € Us,
et ug est une fonction C* et strictement positive sur U,. Ce qui nous donne que
est strictement positive sur Us. En veillant bien & choisir €2, comme voisinage de p, de
diameétre inférieur & £, on pose :

co = inf{ag(z,y);z,y € Qp}.
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co est strictement positif car ﬁp est compacte. De plus, il existe Cy > 0, to > 0, tel
que, pour tout ¢ < ?p,
|O()| < Cot

qui tend vers 0, quand ¢ tend vers 0, uniformémement en z,y € Q,,. Alors, pour 0 < ¢; < ¢y,
il existe t; > 0, tel que, pour tout t < ¢4,

|O(®)| < e1.
De plus, il existe C; > 0, tel que pour tout z,y € Q,, et tout t < tg, et tout V € T M,
(daiio(V.y) + O(1)] < Ch.

Ainsi, pour tous z,y € Qp, et tout t < tg, on a

d:vP(t7 ‘/7 y) dasrz(vv y) < Cl
P(t,z,y) 4t T -0

et

td, P(t,V,y)  der®(V,y)]7 202
< —_—
fo gy + =] o) < vt 5 o

I4

uniformément en x € Q,, et V€ T1M, quand ¢ — 0. D’ou le lemme.
O

Lemme 4.2.6. Supposons que la conjecture 4.0.9 est vraie. Alors il existe £ > 0, tel que,
pour tout t < &, Uapplication tlog Py est un plongement de M dans L*(M,vg).

Preuve.

(a) Il existe & > 0, tel que pour tout ¢ < &7, tlog P, est une immersion en tout point
r € M : En fait, supposons par I’absurde que pour tout k& € N*, il existe t; < %, rp €M,
et Vi € T} M, tels que dy, (tlogPy,) (Vi) = 0 dans L?(M,vg). Puisque le fibré unitaire
T'M est compact ( M compacte), on peut extraire de la suite {(zx, Vi) }x, une sous-suite
{(z, Vi) }x, (par abus de notation), convergente vers (p,V,) € T*M. D’apres le lemme
4.2.5, il existe un voisinage ouvert 2, de p, tel que

lim |dx(tlog Pr), (V) — deRa, (V)|[L2(q,) =0

uniformément en z € Q,, V € TrM. Or, il existe kg € N*, tel que, pour tout k > ko,
xR € €y, et
kliI{.lo s, (tx log Pt ), (Vi) — day, Re, (Vi)llz2(,) = 0,

avec
|ds,, (tx log Pt ), (Vi)llL2(o,) < |, (t log Pr,) (Vi) | L2 (a,00) = 0, pour tout k > ko,

ce qui nous donne que
lim d,Ra, (Vi) 22(0,) = 0,
et
ldyRa, (Vp)llL2(0,) = 0

Ainsi, d,Rq,(V,) est identiquement nulle dans L*(Q,), ce qui est absurde, car V,, est
unitaire, et Rq, est une immersion en tout point de ,,.
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(b) Démontrons maintenant par I’absurde qu’il existe £ > 0, tel que pour tout ¢ < &5,
tlog P; est injective : Supposons que, pour tout k € N*| il existe t; < %, Tk # yr dans M,
avec, ty log Py, (zx) = tilog Py, (yx). D’aprés le lemme 4.2.2, on a

tim [[#10g Pi(x) — R(@)| 2 310y = 0
uniformément en x € M. Et on a
IR(@k) = Rk 22 (a,00) < Ite108 Pr (k) = R(zi) p2(a1,09) + 1tk 108 Pry (z1) — tie10g Pe, (Yi) 1 12 (a1,06)
+ ||tk 1og79tk (yk) - R(yk)HLQ(M,vo) ’

alors
Jim R (k) = R 201,00 = O
—00

En passant par deux sous-suites de {zy }«, et {yx }r, notées également {xy}, et {yx }r (par
abus de notation) et convergentes respectivement vers Zoo, €t Yoo, 01 &, R(Zoo) = R(Yoo)
d’aprés la continuité de R, et, oo = Yoo, d’apreés injectivité de R (c.f. lemme 4.2.1).

Posons o, = Yoo = p. D’aprés le lemme 4.2.5, il existe un voisiange ouvert €2, de
Zp, tel que, pour tout a > 0, il existe £ > 0, tel que pour tout ¢ < &, x € Qp, et tout
VeTIM, ona
|dx(tlog Pr)a, (V) — deRa, (V)|[L2(q,) < a.

Soit K, un voisinage compact de p, tel que K, C €),. D’une part, le lemme 4.2.4
nous donne ’existence de b > 0, tel que,

dzRe, (V)|lL2(0,) > b, pour tous z € K,V € T, M. (4.2.1)
D’autre part, soit a > 0, tel que a < b. Comme
lim [|dRa, (V) = du(tlog Pe)a, (V) 2(o,) = 0,
alors il existe & > 0, tel que, pour tout t < &3,

ld:Ra,(V)llL2(e,) — llda(tlog Pi)a, (V)|L2(q,) < a, pour tous z € K,V € TIM.
(4.2.2)

Les deux équations 4.2.1, et 4.2.2 impliquent que pour tout ¢t < &y, et tous x € K,,V €
TIM, on a

ldz(tlog Pr)a, (V) lz2(,) = ldzRa,(V)l|L2q,) — @
> (b—a).

Considérons maintenant y, z € K,. En intégrant le long de la géodésique y reliant y & z,
et telle que |y(s)| = 1, pour tout s € [0,7(y, 2)], on a

r(y,2)

r(y,2)
/O ldy(s)(t1og Pr)a, (1(3)ll L2(e,)ds = (b — a)/ 17(s)lds

0

et
[(tlog Pt)a, (v) — (tlog Pi)a, (2)lL2(,) = (b —a)r(y, 2).
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Or, il existe kg € N*, tel que, pour tout k& > kg, xx, yx € N*,

0 = [|(tlog Pt)a, (zr) — (tlog Pr)a, (vk)llL2(q,) = (b — a)r(zk, yr)

et r(zk,yr) = 0 pour tout k > ko, ce qui est absurde car xj # yi, pour tout k € N*. Donc,
tlog Py est injective pour tout ¢ < &, ol 0 < & < &;.
O

4.3 Plongement i I’aide de la solution fondamentale.

Dans cette section, on va achever la démonstration du théoréme 4.0.10.

Preuve du théoréme 4.0.10. Soit £ > 0, comme dans le lemme 4.2.6, alors, si la
conjecture 4.0.9 est vraie,

(a) P: est une immersion pour ¢ < ¢ : En fait, si z € M, et V € T} M, alors,
td, log Pr(V) # 0 dans L*(M,vy),

puisque ¢ log P; est une immersion de M dans L?(M, vg), pour t > £. E comme P(t, z,y) > 0,
pour tous z,y € M, alors
d.P:(V) # 0 dans L*(M,vy),

et P, est une immersion pour ¢t < &.

(b) Soient z,y € M, et t < & Si Pi(z) = Pi(y), alors tlog Pi(z) = tlogPi(y), et
x = y. Ainsi P; est injective pour tout ¢ < €.
O

4.4 Meétrique image réciproque
Définissons "application
U, : M — L*(M,wv),t € [0,¢]
n n+2
T (4m) 5 (2t) 5 Pu(x),
ol & > 0 tel que P, est un plongement pour tout t < &.

Le but de cette section est de démontrer que, sous la condition que la conjecture 4.0.9
soit vraie, la métrique tirée en arriére Uy est asymptotique & h(0) quand ¢ — 0. Pour ce
but, on démontre le lemme suivant :

Lemme 4.4.1. Si la conjecture 4.0.9 est vraie, alors
7}in(l)t%“ / |d.P(t,V,y) — d K (t,V,y)|*dvo(z) = 0
- M

uniformément en v € M,V € TM, ou K(t,.,.) est le noyau de la chaleur de la variété
(M, 1(0)).
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L’idée est motivée par la forme et les propriétés de K(t,.,.). D’abord, si {\;}ien et
{vi}ien sont respectivement les valeurs propres et une base orthonormale de fonctions
propres de Ay gy, alors

K(t,z,y) = Ze Toi(@)eily), x,y € M.
€N
D’aprés [BBG94], page 379,
/ |do K (£, V, ) Pdvo(z) = e dyipi(V)daipi (V) = ds K (26, V, V)| (1,0)-
€N

ou dy f est "la seconde dérivation mixte" de f, définie par :

dsf(z,w) = d27yd17xf(1'7 y)|(ac,a:)7

dy et do étants respectivement les dérivations par rapport aux variables spatiales = et y.

De plus, dans [BBG94|, on démontre que

2t

2(4m) % (2) 2T A K (2, V, V) (00) = h(0)(V, V) + 3

1
<ZScalh(0)h(0) — Rich(o)) +0(t?), quand t — 0T,

ot Scaly gy, Ricy (o) sont respectivement la courbure scalaire et le tenseur courbure de Ricci
de la métrique h(0). Ainsi, en démontrant le lemme 4.4.1, on démontre que

lim 2(47r)%(2t)%+1/ |d.P(t, V,y)|>dvo(y) = h(0)(V, V), pour tous z € M,V € T} M.
- M

Rappel. K(t,z,y) s’écrit sous la forme (c.f. sections 1.2.2, et 1.2.4)
n
K(t,x,y)ZHN(t,x,y)—i—QN(t,x,y), N>§+1

ou
2<z )
n

Hy(tz,y) Zt’wk (,9), Qn(tz,y) = O %),

et
9 _ N-2_1
PNt ay) =0 ), (4.4.1)

uniformément en x,y € M, ot {z'}? ; est un systéme de coordonnées locales autour de
z,et Y, k=0,...,N, sont des fonctions C* sur M x M, avec

1;0 = 77(5Ua y>9_%($ay)7

et n une la fonction coupure définie dans ’équation 3.2.4.

De plus, d’aprés ’équation 1.2.10, il existe, pour tout = € M, un voisinage ouvert
QO de z, tel que pour tout y € Q)

2<w v)
e

K(t,l‘,y) = W

(0 + O(1)).
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Maintenant, Pour démontrer le lemme 4.4.1, il nous faut les lemmes 4.4.3, et 4.4.3.

Lemme 4.4.2. Pour tout x € M il existe C > 0, un voisinage ouvert QX de z, tel que
pour tous V € TIM, y € QE,

<C.

d.K(t,Vyy)  der*(Viy)
K(t,z,y) 4t

Par conséquent, si la conjecture 4.0.9 est vraie, il existe un voisinage §, de x, tel que pour

tout Ve TIM,yeT,M,

do P(t,Viy)  duK(t,V,y)

P(t,z,y) K(t z,y)

‘ <c. (4.4.2)

Preuve. La preuve de ce lemme est identique a celle utilisée pour démontrer le lemme
4.2.5. On doit juste remplacer g, par .
O

Lemme 4.4.3. Si la conjecture 4.0.9 est vraie, alors pour tout x € M, il existe un voi-
sinage ouvert Q, to > 0, et C > 0, vérifiants la propriété suivante : pour tout t < ty, et
tout y € Q,

) <P 4, (4.4.3)

Preuve. Soit x € M. Sous condition que la conjecture 4.0.9 soit vraie, il existe un
voisinage ouvert QF de x, tel que, pour tout y € QL
_rl@y)
e at

P(t,x,y) = W

(0 + O(1)).

De méme, comme mentionné dans le rappel ci-dessus, il existe un voisinage ouvert QX de
x, tel que pour tout y € QX

_ 2y
e 4t ~
K(t,z, o o(t
(t:2:9) = <y o +00)
Si on pose
0, =0 (0k,

on a, pour tout y € €1,

Or

] ﬂo(x,y) B @O(x7y) ‘ ﬂO(xa ?JWO(J% y) - ao(l‘,y) (150('1:7 y) + O(t)>
Yo(z,y) +O(t)  volz,y) Yo(z,y) (7[)0(56,?/) + O(t))

ito(2,5)O(1)
dolz,y) (dole,y) + O))
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En posant ¢y = iniﬁ)o(x,y) (on veille bien & choisir QX C B(z, £)), alors, pour ¢; < co,
yeQ,
il existe ¢y > 0, tel que, pour t < tg, |O(¢t)| < ¢1. Par suite, il existe C' > 0, tel que

o (x, y)O(t) ‘

To(z,y) ~ o(z,y)
b co(co —c1)

‘io(ﬁay)‘ko(t) ¢0($,y)

pour t < tg, et tout y € Q.

<Ct

<

De méme, il existe C' > 0, tel que, pour tout t < tg,

0w 1.0
Yo(z,y) +O()| — |co—ca

Ce qui nous donne l'existence de C' > 0, tg > 0, tels que pour tout ¢ < tg,

< Ct.

P(t,zy) ﬂo(x,y)‘ C
’K(t,x,w domu| ="
et P(t,z,y) | _ do(z,y)
, I, Y Uo\, Yy Ot
K(taxay)‘ = ¢0($»y) e

Or (c.f. section 3.2.2), pour y € B(z, §),

_1
ﬂo(fL‘,y) = uo(x,y) = 90 2 (x7y)ef($ay)

ol f est définie dans ’équation 3.2.11. En particulier,

f(x,y) = O(r(z,y)).

De plus, pour y € B(z, §),

P(@,y) =0, *(z,).
Alors, pour y € Q, € B(z,§), on a

tio (7, y) _ O

Yo(z,y)

et

P(t,z,y) o(r)
—— L 7 < r .
’K )‘e + Ct

9 )

O

Preuve du lemme 4.4.1 Puisqu’il existe, d’aprés ’équation 4.4.2, C' > 0, tg > 0, tel
que pour pour tous x,y € M, V € T} M, et tout t < t,

d.P(t,V,y) d.K(t,V,y)

— < (C.
Pltoy) Koy ‘—C

Alors
<C

de(tv Vv y)K(tv z, y) B dIK(tv Vv y)P(tv z, y)
P(t,z,y)K(t,,y)
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et
|deP(t,V,y) — d K(t,V,y)| < CP(t,z,y) +

P(t,x,

Par ’équation 4.4.3, on a
Ao P(t,V,y) = doK (8, V, )| < CP(ta,y) + doK (8, V,y) (20 + Ct— 1)),

Or ¢ — 1 = O(r), alors
o P(1,V,y) = do K (8, V, )| < CP(t,2,y) + de K (2, V,y) (O(r) + C1)
Elevons au carré, et développons, on a
|duP(t, V,y) = d K (8, V,9)|* < [CP(t, 2, 9)+[do K (&, V, ) (O(r) + COI*+2CP(t, 2, y)d, K (¢, V,y) (O(r) + C1).
En intégrant sur 2, par rapport & la variable y, on a
/Q |do P(t,V,y) — do K (¢, V, )| dvo(y) < /Q (CP(t,z,y))* dvo(y) + /Q (A K (£, V,y) (O(r) + Ct))* dvo (y)

+ [ 2CP( 0K (V) (O0) + C1) (o),
Qg

D’apreés la construction du noyau de la chaleur K(¢,x,y) (c.f le rappel ci-dessus, et
section 1.2.2), et celle de la solution fondamentale P(¢,z,y) dans le chapitre 3, et puisque
Q. et M sont compactes, on a

_r@w)
st / |d, P(t,V,y) — d K (t,V,y)|* dvo(y) < CtE+! / €T dnly)
s o (47Tt)n
ciztt [ @) e 2t + 12)d cpp+ [ T(@Y) e t)d
2 - n e
+ /Qz 2 (4mt)n (7 + 2rt +17)dvo (y) + /Qz L @ (r +t)dvo(y)

ou C > 0 indépendante de y € Q,, et de t < tg,tp > 0. Ainsi,

£+ / |dP(t,V,y) — d K (¢, V,y)|* dvo(y) < / £ 5 e 5 Gug (y)

@ Qo

7‘2 - n 7‘2 €T,
. / 3122, e 5 (12 1 2t + £2)dvo(y) + / £ r(w,y)e 5 (r + Hduo(y)
Q e

x

Supposons que Diam(Q;) < 2a, ot @ > 0. En passant par les coordonnées polaires, et
d’aprés la remarque 3.3.2, il existe C' > 0, tel que, pour tout ¢ < ty,

( 2y)

t2+1/ |d, P(t,V,y) — do K (t, V,y)|* dvo(y <c/ t=2tlem r"Ldr

@

r2(z,y) r2(z,y)

a a
+ C/ t= 2 2z, y)e” 2 (12 4 20t + )" Ldr + C’/ t=Er(z,y)e” 2 (r+t)r"Ldr.
0 0

En développant,

t5+1/ Ao P(t, V) — do K (¢, V, )| dvo(y <O/ 1 EH e T oL,

ro [

72 n I8 J:y
+C/ B EY "+1dr+C/ t—ztle = =5 gy

y T"+3dr+0/ t_%e_rQ(Q 7L+2d7,,+0/ —5-"—1 — n+1d7"
0

(4.4.4)
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a 2
. PSR TP i @)
les termes & droite de l'inégalité ci-dessus, sont de la forme / t~e 2 ridr. Or (cf.
0

remarque 3.3.3)

R . Aite) 2,
tie TS pi gy = g2t T —
tita
2(i+a) 2
_o(; T _r (Twy)
— oy 2(z+a)W6 < Ctori= 2(2+a) a>0,0>0.

Et comme

lim torI =204 dr =0 si j —2(i4+a) > —1,a >0
—vJo

ce qui est le cas pour tous les termes & droite de l'inégalité 4.4.4, alors

lim ¢ +1 / o P(t, V,y) — do K (8, V. )2 duo(y) = 0.

t—0

D’autre part, pour tout y € M\ Q,, r(z,y) < dist(x, 09,.), (la distance entre x et le bord
de 2, est positive puisque €2, est un voisinage de x), et,

dQn(t, V,y) = Ot ~271)( c.f. équation 4.4.1),

d.On(t, V,y) = O™ =3 71)( cf. équation 4.0.3).

Alors, avec le méme calcul fait ci-dessus, on a

t—0

lim ¢! /M\Q |do P(t, V,y) — do K (¢, V, y)|* dvo (y) = 0

et
lim ¢ +1 / o P(t,V,y) — do K (8, V. ) duo(y) = 0
M

t—0

pour tout z € M, V € TA M. D’oti le lemme.

Corollaire 4.4.4.
lim W7 (V. V) = h(O)(V. V).

Preuve. On a

/ |do K (8, V,y)* dvo(y) = > e (daipi(V)? = d K (2, V, V) (0.0),

<0

et d’aprés la métrique réciproque dans le théoréme 0.0.11, en faisant bien attention qu’on
remplace ici ¢t par 2t, on a

hm22(47r) > (2) 2 T d K (26, V, V) (00) = R(0)(V, V).
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4.5 Reconstruction de la solution fondamentale avec ses
coefficient dans la base des fonctions propres de A )

Soit a = {¢;(0)};en une base orthonormale de fonctions propres de A gy dans L2 (M, dvy),
alors comme P(t,.,.) € L?(M,v) x L*(M,vp), on peut 1’écrire sous la forme

P(t,z,y) = Y ai;(t)i(0,2)¢;(0,y), 2,y € M
1,520
ou
izzoaij(t)@(t,x) = /M P(t,2,y)$:(0,z)dvo(z),

et a;;(t) est une fonction continue sur [0, 7] définie par

ais(t) = /M /M P(t, 2,5)64(0, 2) (0, y)dvo () duo (y).

Alors on a
Corollaire 4.5.1. L’application
T o (M, h(t)) — 12

x> $Y ai(t)ei(0,7)
20 jeN

est un plongement pour tout t < &, ou & est le méme nombre positif présent dans le

théoréme 4.0.10. Par conséquent, U$ o, est un plongement de (M, g(t)) dans L?(M,vy),

pourt < &, ou ny est la famille de difféomorphismes de M, définie dans 1.3.2.

Preuve. Considérons ’application
I%: L*(M,v) — I?

f=Aeilf}lien
ot ¢;(f) = [y, F(¥)$i(0,y)dvy(y) sont les coefficients de f dans la base de fonctions propres
de Aypy. Alors, pour tout x € M, Wi(x) = I* o Py(x), P; étant I'application définie dans
le théoréme 4.0.10.

1. U¢ est continue en (¢, x), pour 0 < ¢t < &, et © € M. En fait, d’une part, si (¢,,z,)
converge vers (t,x), alors par la continuité de P sur |0, T[xM x M, on a

||, () = Pi() | 22 (01 0) = 0.

D’autre part, si {f,}, est une suite dans L?(M,vg) qui converge vers f (pour la
norme de L?(M,vp)), alors

2

1 (fa) = LI =D

ieN
2
=|lfn— f||L‘2(M,v0) —0
quand n — oco. Ce qui nous donne que,

lim (W (2,) = Wi (2)[iz = T [ (Py, (2n)) = 1% (Pe(2)) || 2 (01 ,00) = O-

n— oo

/ (U — 1) ()1 (0, y)dvoly)
M
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2. Supposons que ¥¢(z) = U (y), pour z,y € M, et t < &, alors,
I%o Pt(l‘) =]% oPt(y)

Ceci nous donne, puisque la base {¢;(0)};en est compléte, que Pi(z) = Pi(y), alors
x =y (d’apres Vinjectivité de Py pour t < £). D’ou Uinjectivité de U¢ pour ¢ < &.
3. U¢ est une immersion pour ¢ < £. En fait, supposons que d,V¢(V) = 0 pour 2 € M,
V e T, M, alors Zaij(t)dmgzﬁi(O,V) =0, pour tout j € N, ce qui nous donne que
i>0
d;P:(V) =0, et V=0 (puisque P; est une immersion pour ¢ < §).
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Résumé

Le but de la thése est de relier entre les propriétés de diffusion des variétés riemanniennes
et leur géométrie. On veut plonger une famille de variétés riemanniennes dont la métrique
est dépendante d’un parameétre t dans un espace de Hilbert par ces propriétés de diffusion.
Plus précisément, & I'aide des fonctions propres du laplacien correspondant ou de son
noyau de la chaleur. On démontre qu’on peut construire des plongements par un nombre
fini de fonctions propres pour toute famille de variétés riemanniennes (M, g(t)) telle que la
métrique g(t) est analytique en fonction de t. Dans le cas ou g(t) est de volume constant,
on peut construire un plongement avec toutes les fonctions propres. Ce dernier s’appelle
plongement G.P.S et donne beaucoup d’informations sur cette famille de variétés. Ensuite,
on construit la solution fondamentale P de ’équation de la chaleur non linéaire sur (M,
g(t)) telle que g(t) soit de volume constant. Finalement, on émet une conjecture sur ce
noyau de la chaleur. Si cette derniére s’avérait vraie, on pourrait plonger (M, g(t)) dans
un espace de Hilbert & I’aide de P.

Abstract

In this thesis, we create links between the properties of diffusion of the Riemannian mani-
fold and its geometry. We embedd a family of Riemannian manifolds whose metric is time
dependent, into a Hilbert space with its duffusion properties. Namely, via the eigenfunc-
tions of the corresponding laplacian or its heat kernel. We prove that we can construct
embeddings via a finite number of eigenfunctions for all families of Riemannian manifolds
(M, g(t)) such that g(t) is analytic in t. If the volume of (M, g(t)) is constant, we can
construct an embedding with a complete eigenfunctions basis. This embedding will be cal-
ledAs the G.P.S embedding. This embedding is very informative regarding this family of
manifolds. Then, we construct the fundamental solution P for the non-linear heat equation
acting on (M,g(t)), such that the volume (M, g(t)) is constant. Finally we give a conjecture
on the asymptotic formula of P, and we prove that, if this conjecture is true, we can embed
(M,g(t)) into a Hilbert space via P.
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