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Résumé

Réseaux de processus flots de données avec routage pour la tion
de systemes embarqués

Cette thése définit un nouveau modéle de calcul et de comationicdénomm@raphe a routage
k-périodique(KRG). Ce modele, de la famille des réseaux de processugfiai®nnées, admet des
aiguillages réguliers des données, explicités par dességs binairek-périodiques.

Nous étudions les propriétés mathématiques intrinséquesodéle. Le routage explicite et I'ab-
sence de conflit nous permettent d’exprimer algébriquenesniiépendances de données, de méme
gue des transformations topologiques préservant le cdarpent du graphe. Nous montrons ensuite
comment ordonnancer le KRG, en associant aux nceuds degéslcpériodiques.

Nous positionnons ensuite notre modéle au sein d’'un flot deegtion dédié aux applications
de traitement intensif de données. Nous montrons en pletida capacité des KRG a représenter
explicitement le parallélisme d'instruction et de donnégsait du modéle polyédrique. Nous pou-
vons alors appliquer un ensemble d’optimisations de basanivsortant du cadre affine du modéle
polyédrique. Nous présentons enfin une méthodologie pouplantation des KRG, basée sur la
conception insensible aux latences.

Mots clés :

Réseau de processus, flot de données, modele polyédriqdélersynchrone, conception insen-
sible aux latences, traitement intensif de données.
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Abstract

Dataflow Process Networks with Routing for Modeling Embeddd Sys-
tems

This thesis defines a new model of computation and commumiiatalledk-periodically routed
graph (KRG). This model belongs to the family of dataflow @®& networks. Data routings are
regular and explicit, in the form dé-periodic binary sequences.

We study mathematical and behavioral properties of KRGgaBge of explicit routings and
conflict-freeness, data dependencies can be expresseagblirac terms, as well as behavior-preser-
ving topological transformations. Then we show how KRG sltihes can be expressed usikg
periodic clocks.

We position our model in the heart of a design flow, dedicatedata-intensive processing ap-
plications. In particular we show KRG abilities of expligitodeling of instruction-level and data
parallelism, extracted from a polyhedral model. Low levgimizations, out of the scope of polyhe-
dral models, can then be applied to the design. Finally wsgmiea methodology for implementing
KRGs, based on latency-insensitive design.

Keywords :

Process network, dataflow, polyhedral model, synchronamdemlatency-insensitive design, data-
intensive processing.
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Symboles et notations

Dans la suite de ce manuscrit, la plupart des notationségisi sont introduites dans leur contexte.
Nous rappelons ici les notations générales.

Conventions calligraphiques

A, B, C... Ensembles

a, b, c.. Eléments d’ensembles ou scalaires
A, B,C... Fonctions ou matrices

Opérateurs

|X| Cardinal de 'ensembl&

Ix| Valeur absolue dg € R

|x| Partie entiere (fonction plancher) ge R
[X] Fonction plafond appliquéexa R

Ensembles

def .
= {0,1,2,...}, ensemble des entiers naturels
def

= N\ {0}

N
N*

Constantes

def 1+ /5

nombre d’or
2 H
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Symboles et notations

Graphes

[ 1 Noeeud, ou noeud de calcul

Noeud de copie

uve Sélection
uve Fusion
~O~ Place

* Jeton

Enfin, signalons que nous utilisons le tergraphepour désigner indifféremment dgsapheset
deshypergraphes
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Avant-propos

Contexte

Les systemes embarqués couvrent de nhombreux domainedicbéipps, et leur utilité s’étend
de plus en plus a tous les aspects de la vie quotidienne, ldesrtdmunicationse.g.téléphone por-
table, lecteur multimédia) aux transporésg.automobile, avionique), en passant par les systémes de
contr6le biométrique et 'imagerie médicale. Tous ces gtemsont des applications effectuant du
traitement intensif de donnéeglles utilisent de nombreux filtres numériques, ou les atp@rs sur
les données sont répétitives et ont un contrdle limité. $algorithmes peuvent étre modélisés aussi
bien par des réseaux de blocs de calcul aux états distribfiégsseque par des systemes de fonctions
récursives. En cela, ils répondent aux critéres du paraslggprogrammation réactive

Les architectures sur lesquelles s’exécutent ces algoeihsont naturellement paralléles, voire
distribuées. Elles sont constituées d’ensembles de cantsyscomprenant divers processeurs, cir-
cuits dédiés et capteurs intelligents. Les modéles de Icatade communicationModels of Com-
putation and Communicatior MoCC) associés au domaine de I'embarqué sont donc contsirre
et hétérogenes. Pourtant, les langages de programmagi@iule largement usités dans le monde de
I'informatique, mais aussi et surtout la faconpnseret deconcevoirles algorithmes, sont basés sur
le paradigme de programmation impérative et séquentiébbgparadigme était initialement destiné a
la programmation d’architectures relativement simpleahbgéne, de typgon NeumannSe pose
alors un important probléeme d’unification des paradigmasjwomoins de rapprochement :

— D'’une part, entre des algorithmes de traitement interesfahnées, écrits sous la forme de nids
de boucles dans des langages de programmation généraidessréseaux de processus flot de
données, permettant de modéliser de facon naturelle desy®s de traitement du signal. Les
dépendances de données entre instructions d'un nid dedsontioduisent des contraintes sur
I'interconnexion des noeuds du réseau, et sur le routageotheg€s qui y transitent.

— D’autre part, entre les réseaux de processus flot de doehéesonception réactive synchrone
et polychrone, dans laquelle les horloges d’activationditférents blocs de calcul sont ren-
dues explicites, par le biais d’ordonnancements statiguegguliers. Un réseau de processus
est alors transposé dans le modéle synchnesgnchrone ou polychrone, en vue de son ordon-
nancement.
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Avant-propos

Partie Il
Du programme au modéle

Partie |
Modeéles flot de données

Chapitre 2
Modeles existants

Chapitre 4
Modele polyédrique

Chapitre 3
Graphes a routage
k-périodique

Chapitre 5
Construction du graphe
a routagek-périodique

Chapitre 6
Systemes insensibles aux latences

Partie Il
Du modéle au circuit

FIGURE 1: Dépendances des différents chapitres.

Notre thésein a nutshell

Dans ce cadre, nous introduisons les graphes a rolttpgeodique (KRG), modéle central de
cette thése. Ce modéle flot de données allie la simplicitéuiage des donnéasa BDF® avec les as-
pects explicites des séquences de routage de ¢SDéplus, le routage des données y est représenté
sous la forme de séquences binaires ultimement périodigtibsées dans le modéetesynchrone a
des fins d’ordonnancement ; ces séquences binaires noustpartrd’exprimer algébriqguement des
transformations topologiques, tout en garantissant Isgové@tion du comportement du graphe.

Nous étudions dans un premier temps les propriétés thé&srfigndamentales des KRG. Puis nous
considérons a la suite leur capacité a encoder les résdidis parallélisation de nids de boucles,
et leur capacité a soutenir I'étude d’ordonnancement vessndodéles réactifs synchrones et poly-
chrones. Les contributions principales de ces différehépitres sont détaillées ci-dessous. L'ordre
de lecture des différents chapitres est quant a lui illustr&ic. 1.

Graphes a routagek-périodique

Dans une premiére partie, le chapi&rtraite des graphes a routapériodique, de leurs proprié-
tés et de leurs transformations, ainsi que de leurs relapan abstraction ou expansion avec d'autres
modeles. Les principaux résultats sont :

— une abstraction d’'un KRG vers le modéle SDFen intégrant les comportements sur leurs

3. Pourboolean-controlled datafloyef. sous-sectio.4.1
4. Pourcyclo-static dataflowcf. sous-sectior2.3.1
5. Poursynchronous data flovef. sous-sectio2.2.4
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périodes et en préservant les débits des noafidso(is-sectior8.1.4 page66) ;

— un dépliage vers le modéle des (quasi)-graphes marqués peomettant de fixer une séman-
tique de référence aux KRGf( sous-sectior3.2.6 page79);

— une expansion de l'interconnexion d'un KRG, départagéamtcanaux de communication.
Cette expansion permet d'établir la complétude de I'aximpe des transformations locales
de la topologie ¢f. sous-sectior3.3.4 page92).

Liens avec le modéle polyédrique

Dans une seconde partie, nous considérons I'usage des KiR@xaloiter les résultats de la pa-
rallélisation d’'un nid de boucles. De nombreux travaux psgmt de représenter un programme de
traitement intensif de données sous la forme de graphe dmdépce polyédrique, pour en donner
une représentation géométrique. Cette forme s’averecpbétiement utile pour y appliquer un en-
semble de transformations visant a en extraire et maniplulgrarallélisme de données. Cependant,
seules des transformations linéaires s’appliquent dasesdiee du modéle polyédrique, ce qui constitue
une contrainte forte sur I'exploitation de ce parallélistD&utre part, le probléeme de sa représenta-
tion sous forme opérationnelle se pose. Une solution gkmeat adoptée par la communauté de la
compilation consiste a générer, a partir du modéle polgédridu code impératif annoté de directives
de parallélisation.

Nous montrons au chapitfe les capacités des KRG a modéliser ces résultats. lls oftreat
représentation fidéle du parallélisme extrait par ces ndéthexistantes. Nous discutons brievement la
possibilité d’enchainer a leur suite d’autres transfoiomat décrite précédemment au chap@r€es
transformations, sortant du cadre linéaire, nous permietfaffiner les résultats de la parallélisation
et de la transformation de I'application.

Architecture d’un systéme-sur-puce avec routage

Dans une troisieme partie, nous abordons le probléme delédimation de systémes modélisés
par des KRG. La méthodologie ditesensible aux latencdat développée en vue de garantir la cor-
rection fonctionnelle d'un systéme dont les latences deutelt de communication ne permettraient
pas de respecter les hypotheéses synchrones. Une premptoelzg consiste a resynchroniser les si-
gnaux a la volée, grace au protocole insensible aux lateblcesautre solution consiste a calculer des
ordonnancements statiques du systéme, tout en prenanirgrtecoes latences.

Au chapitre6, nous étudions différentes implantations de I'état de,ldestinées exclusivement
a des flots de données purs, dépourvus de routage variahle.g@xqroposons des extensions visant
a implanter des KRG.
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Chapitre

Introduction

Les sciences n'essaient pas d’expliquer, elles essaient a
peine d'interpréter, elles font principalement des
modeéles. Par modeéle on entend une construction
mathématique qui, par I'addition de quelques
interprétations verbales, décrit des phénomeénes
observés. La justification d’'une telle construction
mathématique est uniquement et précisément qu’elle
est censée marcher.

John von Neumann, Method in the Physical Sciences.
The Unity of Knowledge.. Leary (éd.), 1955.

Dans sa lecon inaugurale au College de France, intifdbéequoi et comment le monde devient
numeérique[25], Berry explique que I'on a trop souvent assoritormatiqueavecordinateur Pour-
tant, le monde dans lequel nous vivons s’est considérahlieemeichi d’'une multitude de dispositifs de
traitement de I'information : les télécommunications, leltimédia ou les transports n’en sont que des
exemples parmi tant d’autres. On parle alors d’informaighbiquitaire, et méme dverywarg 103].

Les systémes embarqués y occupent une place prépondd@amsde sens ou ils ont envahi tous les
aspects de la vie quotidienne. lIs interagissent contienneint avec leur environnement par le biais de
divers capteurs intelligents, filtres numériques et cdatn®. Et deviennent d’autant plus complexes.

Aussi le nombre de transistors par circuit intégré a jusgussent suivi la loi de Moore, doublant
en moyenne tous les deux ans. Cette croissance exporedgdh complexité des systémes demande
a automatiser le plus possible leur conception. Ainsi,ra tie comparaison, le premier micropro-
cesseur commercialisé en 1971, I'intel 4004, comptait 2tB@@sistors sur a peine 12 .54 ;
guarante ans plus tard, un Intel Xeon 7500 en compte un mil@fois plus, pour une densité multi-
pliée par pres de 15 000.]d. Si une poignée d’ingénieurs a pu dessiner le premier a la,maaau
niveau porte logiquegate leve), cela fait longtemps qu'il est devenu indispensable dausser le
niveau d’abstraction.

Dans l'avant-propos da& = B [133], Knuth écrit : « |la science est tout ce que nous comprenons
suffisamment bien pour I'expliquer a un ordinateur. L'arest tout le reste. »Aussi, parniveau
d’'abstraction on entendmodéle: une abstraction mathématique de la réalité, trop compeap-
préhender dans son ensemble, nous permettant de nous ttensen un, voire plusieurs concepts.
Dans le contexte des systémes sur puces, et d’autant pludgscsystemes embarqués, les flots de
conception font appel & des modeles dont la sémantique fisasument riche pour représenter des
comportements complexes, et en méme temps suffisammendiotatf.e. absence de conflit) pour
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Chapitre 1. Introduction

en dégager formellement des propriétésg. absence de blocage, dimensionnement des mémoires,
etc

Depuis quelques années, les outils de synthése de hautirizedent a se faire adoptepar
I'industrie pour la conception assistée par ordinateuledtéonique Electronic Design Automation
EDA). Plutdt que de concevoir le systeme au niveau tranderegistresRegister-Transfert Level
RTL), le développeur en donne une description fonctioenelette approche offre I'énorme avantage
de décrire le systéme sous une forme unique, indépendanad@&atchitecture cible. Dans un second
temps, le code est analysé, contraint par les ressourcésiefias et I'ordonnancement ; les parties de
contrble de I'application sont généralement compilées gtne exécutées par un processeur, tandis
que les parties de traitement intensif de données sonttplaghinées a des accélérateurs dédiés.

En effet, Girbalet al. ont montré que les portions de code effectuant des traitesmépétitifs
avec un contrdle limité, dans des applications scientifique de traitement du signal, représentent
une importante part du temps de calcul €U ou DSP[98]. On retrouve cette propriété comme un
corollaire du principe de Pareto : 20% des instructions gitogramme codtent 80% de son temps
d’exécution. Ainsi, la synthése de circuits dédiés a enderaeaux jours devant elle : si BRGApeut
se montrer 20 fois plus rapide qu'SPpour certaines applications de traitement du sighdl une
implantationASIC est en moyenne 40 fois plus petite, 3 fois plus rapide, etaange 12 fois moins
de puissance dynamique que son équivaietBA a technologie de gravure équivalente{].

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons en particuliemiadiglisation et a la conception de
telles applications de traitement intensif de donnéessDaisection suivante, nous faisons un tour
d’horizon des différentes approches utilisées dans lesieomdustriels et académiques pour la syn-
thése de haut niveau. Nous définissons et sélectionnongeelesuéléments d’un flot de conception
spécifique. Nous décrivons alors comment nos modeéles gyrient.

1.1 Modeles et langages pour la synthése de haut niveau

1.1.1 Langages généralistes

Parmi les solutions de synthése de haut niveau actuelledimgtinibles sur le marché, les outils
générant du code RTL a partir d’'une description dans un Feggnéraliste sont certainement les
plus plébiscités. Le langage de support est souvent le CtANBe le C++, et leurs dérivéad hoc
(SystemC, BrookGPU, Cg, CUDALC). La conception du matériel s’apparente alors & du développ
ment logiciel dans un langage largement utilisé. Les poenex acteurs de I'industrie de 'EDA ont
suivi cette approche : Catapult C (Mentor Graphics), Cysittez (Forte Design Systems), Synphony
C Compiler (Synopsys), PowerOpt (ChipVision Design Sysigi@-to-Silicon (Cadence), ou encore
Impulse C (Impulse Accelerated Technologies), pour ne qitésux.

Toutefois, des langages aussi généralistes que C ou C+mtpgalasieurs problémes pour la des-
cription de matériel. A commencer par le fait que, jusqu'ésent, aucune sémantique formelle ne
fait consensus : la sémantique du programme repose donatin qa l'interprétation qu’en fait le
compilateur.

De plus, I'expressivité de C est beaucoup trop large parara@ux langages traditionnels de
description de matériel, tels que Verilog ou VHDL. La séngue de C doit étre bridée, de fagcon a 'y
interdire, par exemple, les allocations dynamiques de nréset les manipulations de pointeurs, qui
sont des concepts logiciels sans pendant matériel. Ongarede Csynthétisabledont les nids de

1. Bien que leur principe ne soit pas récent, il est I'objetrédeherches académiques depuis le début des années
1980 [119).
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1.1. Modéles et langages pour la synthése de haut niveau

boucles sont un exemple typique.

Enfin, les langages généralistes les plus courants sontatifpéet séquentiels ; il est alors néces-
saire de conduire une analyse de code assez poussée potna@e éx parallélisme d’instructions et
de données.

1.1.2 Systémes d’équations récurrentes et modele polyégue

Les systemes d’'équations récurrentes/], et par extension le modéle polyédrigue! ], offrent
une représentation géométrique de I'application. Elletgaiise la représentation des domaines des
variables, souvent représentés par des tableaux, a desipedyguelconques dans I'espace. Une case
du tableau y est alors assimilée a un point a coordonnéesresth I'intérieur du polyédre. Les dé-
pendances entre données y sont également représentéésrsmide polyedres.

Cette approche permet d'utiliser la puissance de résudtatBoutils de géométrie algébrique.
Cependant, les problemes a résoudre étant pour la pldifficties le modéle polyédrique se limite
au cas linéaire : les bornes des polyédres, les dépenddressransformations sont fonctions affines
des parametres. On se raméne ainsi a des problemes d'aligéaiee, pouvant étre résolus de fagcon
relativement efficace.

En particulier, le langage Alpha et son environnement MM#lnt été congus pour la manipu-
lation d’applications exprimées dans le modéle polyédrig, 162, 237].

1.1.3 Réseaux de processus

Les réseaux de processus, quant a eux, modélisent le syst&érméorme d'un graphe. Les som-
mets sont des taches, de différents niveaux de granulalité ks modéles, et les arcs sont des liaisons
point-a-point, éventuellement munies de mémoires.

Cette approche est certainement I'une des plus naturdllatigives pour la description de flots
de données. Elle bénéficie en outre d'une riche théories dasi résultats de la théorie des graphes, des
algebres de processus ou encore de I'ordonnancementrebifféoutils se basent sur ces modéles : K-
Passaj5], Ptolemy [43], ou encore Streamltip]], pour n’en citer que quelgues-uns issus du monde
académique.

Array-OL est un langage de description d’applications figtislonnées multidimensionnellesl].

Il présente deux niveaux de modélisation : (i) 'un global représentant I'application sous la forme
d'un réseau de processus, consommant et produisant deauabhultidimensionnels; (ii) l'autre
local, exprimant les relations entre les cases des tablpauxles systémes d'équations. En cela,
Array-OL se situe a cheval entre les réseaux de processes systémes d’équations récurrentes.
Nous le rangeons plutdt dans la premiére famille pour deisoma : (i) les tableaux et dépendances
de données manipulées par Array-OL sont différents de ceumadele polyédrique, bien qu'ils
soient tout deux relativement prochési]], et (ii) les auteurs et contributeurs d’Array-OL ont plutd
tendance & comparer leur approche avec celle de GMB$DFE 99).

1.1.4 Langages synchrones et polychrones

Bien que les modéles synchrones et polychrones furendleritient congus pour la programma-
tion et la synthese de systemes de contrble-commande jalgnent sous de nombreux aspects le
principe des systémes d’'équations récurrentes et médtesttitre, d'étre considérés pour la descrip-
tion d'application de traitement intensif§]. Quoiqu’a la différence des systémes d’équations, ces

2. Pourgeneralized multidimensional synchronous dataflows].
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langages ne représentent généralement que des variablesaule dimension (le temps), ou au plus
deux si I'on considére la concurrence (espace et temps).

Des langages tels que Lustre, Lucid Synchrone ou Signariffk la fois une sémantique for-
melle et une expression naturelle des traitements flots deéas 178, ]. La notion d’horloge
unigue du paradigme synchrone est particulierement aelmotédr représenter des applications de bas
niveau, proches du matériel, tandis que les modéles pagekrpermet de remonter la description a
un niveau plus comportemental. Aussi, & la fagon des résaprocessus, les modéles synchrones et
polychrones offrent une double représentation, text@ligraphique : Scade pour Lustre, SyncCharts
pour Esterel, Polychrony pour Signal.

1.1.5 Approches mixtes

Un certain nombre de travaux se sont intéressés a combusepts des approches précédemment
énoncées. L'intérét de ces approches mixtes consiste ér jegiinconvénients d’un modéle par les
avantages d’'un autre. Ces combinaisons peuvent étre daasvérticales €.g. abstraction contre
raffinement) que horizontales.(.flot de contréle contre flot de données).

Nids de boucles + polyedres

La combinaison de modeéles la plus courante en matiere deilediom consiste a utiliser le mo-
déle polyédrique pour I'analyse et la parallélisation désrde boucles. Le développeur écrit I'appli-
cation sous forme d’un nid de boucles en langage C, puis le sodrce est analysé et abstrait en un
modéle polyédrique. C’est alors au sein du modéle polyédrgue sont effectuées les transformations
de I'application.

Cette approche utilise conjointement la simplicité d’'umgage tel que C, largement répandu dans
I'industrie, avec I'expressivité du modéle polyédriquelaepuissance des outils d’algébre linéaire.
En contrepartie, elle souffre des inconvénients des deproahes : la sémantique de C n'est pas
formelle, et le modéle polyédriqgue ne supporte que des d@radépendances et transformations
linéaires.

Cette approche est I'objet de recherches depuis les an886s dqui ont donné naissance a plu-
sieurs compilateurs académiques, tel que LeTSeE][ LooPo [L07], Pluto [32] ou Wraplt [64],
aussi bien que commerciaux : R-Stream (Reservoir Labspilat (AutoESL), Synphony C Com-
piler (ex-PICO, SynopsysY|[ 206, 207].

Polychrone + polyedres

L'utilisation conjointe de MMAIpha et Polychrony est un exple typique de combinaison des
modeéles polychrones et polyédriquées f]. Le flot de données de I'application, dont le contrble est
réduit au minimum, est décrit sous forme polyédrique daterigage Alpha. La logique de contrdle,
quand a elle, est programmée en Signal.

Cette approche est un exemple de combinaison horizontalelelex modéles, ou flots de don-
nées et flots de contrdle sont décrits de fagon distinctesurhdans un langage approprié. L'énorme
avantage de cette approche est précisément de séparer agrdgption les données du contrble :
d'une part elle facilite 'analyse du code, et d’autre pdl¢ permet d’utiliser un paradigme de pro-
grammation approprié pour chaque partie. En contrepaitezdemande un effort supplémentaire au
développeur qui utilise deux outils au lieu d'un, ce qui pmmbler fastidieux pour un non-spécialiste,
du moins au premier abord.
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1.1. Modéles et langages pour la synthése de haut niveau

Nids de boucles + polyedres + réseaux de processus

Des travaux sont menés depuis pres de quinze ans a I'Unéedesi_eyde autour du projet Com-
paan et de son successeur P , ) : ! Y ]. Ces outils prennent en entrée un
code source Matlab ; celui-ci est abstrait en un modéle polyée, qui est ordonnancé et transformé.
Une fois que ces transformations ont convergé, un réseatodegsus est généré a partir du modéle
polyédrique, sur lequel est appliqguée une nouvelle séatithisations.

L'originalité de ces travaux est de donner une vue globalm dfot de conception a différents
niveaux d’abstractions. Contrairement aux précédenta®abes, les transformations sur les modéles
sont effectuées en deux temps : d’abord des transformat@®haut niveau sur le modéle polyédrique,
puis des transformations de bas niveau sur le modeéle’SBést intéressant de constater 'adéquation
entre, d'une part, les transformations a effectuer supliagtion et, d’autre part, les modéles supports
a chaque étape.

Notons que les travaux de Derriery] et Thieset al. [223 vont dans ce sens, en établissant des
liens entre le modéle polyédrique et les réseaux de pragessu

1.1.6 Observations

Chaque langage ou modéle précédemment cité comporte @inceoimbre d’avantages et d'in-
convénients. Nous pouvons en déduire des principes tré&aén:

C’est a l'outil de s’adapter au développeur, et non l'inveerdJn algorithme optimal pour un proces-
seur séquentiel n'a priori rien a voir avec I'algorithme naturellement paralléle iangE sous
forme de circuit électronique. On peut donc Iégitimemenpaker la question de la pertinence
de C ou C++, par exemple, pour décrire des applications mabdsc Pourtant, ces langages
se sont indéniablement imposés dans I'industrie pour lthege de haut niveau. La raison est
simple : ils sont maitrisés par un grand nombre de dévelgppetidisposent d’environnements
de développement évolués et de nombreuses bibliothéques.

Le modele polyédrique est approprié pour modéliser un flatatées a contréle affine. A partir
d’'un code source écrit dans un langage généraliste tel que Edidran, les compilateurs tra-
ditionnels construisent des représentations syntaxigoes la granularité est de l'ordre de
I"instruction Elles supportent des transformations simples, commelzggation de constantes
ou la recherche de sous-expressions communes. Pourtamaptimisations plus évoluées, por-
tant notamment sur les boucles, y sont fastidieuses. Basttel que «des transformations les
plus intéressantes demandent a modifier I'ordre d’exéoutio programme, et cela n'a rien a
voir avec la syntaxe [18]. Dans ce contexte, I'intérét du modéle polyédrique poprésenter
et analyser des parties a contrdle statique de flots de dem'ést plus a démontrer, et a fait
I'objet de nombreux travaux précédemment cités.

Le modéle synchrone est le standard pour la conception daitsrélectroniques numériqueka trés
grande majorité des circuits numériques actuels sontéginr des horloges. A chaque cycle
d’horloge, le circuit échantillonne I'ensemble de seséadr et émet des signaux sur I'ensemble
de ses sorties. C’est donc, par définition, un systeme synehPagémettre il faut comprendre
gu’un signal a, a chaque instant, un et un s#at Un signalpur peut étre soit absent (tension
nulle en sortie du circuit), soit présent (tension nongjull

Les approches mixtes permettent de résoudre beaucoup blémes Chaque modéle a une expres-
sivité et une granularité propre. Bien que tous ces modées globalement la méme vocation

3. Pourstream based functionsf. sous-sectio2.4.2
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in fine a savoir la description d'une application flot de donnélasslai représentent sous des
angles différents. De ce fait, certaines transformatiomgosiment plus naturellement dans un
modéle que dans un autre. Par analogie avec le traitemengmil,ssi certaines transforma-

tions sont faciles a appliquer dans le domaine temporelitidda le sont beaucoup plus dans le
domaine fréquentiel. Ainsi, procéder par raffinements ssgifs et appliquer, & chaque étape,
les transformations adéquates permet de simplifier, evigasptimiser, le flot de conception.

1.2 Notre approche

A partir des points précédemment énoncés, nous pouvonsnierag flot de conception. C'est
dans ce cadre que nous intégrons notre propre modéle, gisgpiorter un nouvel éclairage a certains
travaux existants.

La méthodologie présentée par la suite consiste en un pgeé transformations entre modéles,
chacun adapté a une étape de la conception. L'objectif esitadeprofit des avantages de chaque
modeéle, tout en minimisant 'impact de leurs inconvénienisle flot de conception : chaque trans-
formation est alors effectuée au niveau ou elle s’exprimia d&gon la plus naturelle. Nous affirmons
gue cette démarche est pertinente pour trois raisons :€iramposition judicieuse de modéles exis-
tants n'est pas un choix évident, (ii) notre choix est mopiat la connaissance des points forts et
faibles des différentes approches existantes, et enfirellé met en relation les travaux issus de dif-
férentes communautés scientifiques pour les adapter a blepre commun. De plus, les approches
mixtes précédemment citées ont fourni des résultats peafiais et prometteurs ; notre contribution se
positionne donc en appui de ces travaux.

1.2.1 Adéquation des modeéles

Nous envisageons une approche ou les modéles sont intégtEslement, par abstractions ou
raffinements successifs. Comme nous en avons précédemiseutédnous partons du principe que
le développeur écrit son application dans un langage géstéraous la forme d’un ou plusieurs nids
de boucles. Par extension, nous pouvons envisager quedsedeboucles appartiennent a différents
processus d'un réseala Kahn communiquant via des canaux point-a-point. Ce formalidiastrée
nous permet de donner une description de haut niveau ddi¢atpn, tout en réduisant la complexité
des calculs ultérieurs, comme I'a montré Feautriet.[

Selon I'état de l'art, le modéle polyédrique est I'un desspippropriés pour analyser et trans-
former un flot de données multidimensionnelles par dessodtdigebre linéaire ; les domaines des
variables et les dépendances sont définis selon des foseifines. De plus, il permet de représenter
un flot de donnéeparamétrg contrairement a la plupart des modeéles déterministes bdases et
relations entre données dépendent de paramétres incotamasrapilation. Deux questions se posent
alors :

1. Tout d’abord, le modéle polyédrique offre une représemaonctionnelle des données et de
leurs dépendances ; il n’a cependant pas de sémantiqueiopgedie. Vers quel modeéle pou-
vons nous exporter I'application de fagon a représentdiaibgment et exploiter le parallélisme
extrait du modéle polyédrique ?

2. Ensuite, le modéle polyédrique se limite au cas affineilpstssible d’'effectuer (i) des trans-
formations a gros grain, linéaires, dans le modéle polgéeripuis (ii) en raffiner les résultats
par des transformations a grain fin, plus complexes ?
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Afin de répondre au mieux a ces questions, nous introduigsngraphes a routadepériodique
(KRG). Ce sont des réseaux de processus flot de données osdlitset déterministe, alliant la sim-
plicité du routage de données de BDF] avec le principe du routage explicitement guidé par des
séquences de routages, comme en CSIIF{(]. Les opérations sont effectuées par des nceuds de
calcul, consommant et produisant des données abstraitedastorme de jetons. Routages et ordon-
nancements sont exprimées par des séquences binairesmiétith périodiques, issues de la théorie
dun-synchrone §1, 67].

L'intérét des routages et ordonnancements ultimemenogiéries est double. D’'une part, il nous
permet d’exprimer algébriquement un ensemble de propreitéansformations topologiques, se ra-
menant a du simple calcul binaire. Ces transformationgpfitapent a un seul ou & un sous-ensemble
des sommets du graphe, et non a la totalité ; en ce sens, etleplas fines que celles du modéle
polyédrigue, car non-linéaires. D’autre part, ils nousyettent de revisiter les ordonnancements li-
néaires du modéle polyédrique. Enfin, un ordonnanceraerlus totleur confere une sémantique
synchrone, proche de I'architecture ; la transcriptionsdan langage synchrone, tel que Lustre ou
Esterel, est alors possible.

1.2.2 Intégration dans un flot de conception

Le flot de conception, suivant lequel I'application est sfanmée d’un modéle a l'autre, est re-
présenté enilg. 1.1 Dans l'idée, il s'inspire de celui des projets Compaan et mpartir d’'un nid
de boucles, nous construisons un modeéle polyédrique, puiéaeau de processus. Si les premiéres
moitiés des deux flots sont identiques, les deux différengeures se situent au niveau du réseau de
processus et du circuit généré. Notre flot se décompose camitre

Décomposition analytique, analyse des bornes et dépendasc

Un nid de boucles ne peut pas étre transposé tel quel dansd@ermolyédrique, il doit d’abord
subir plusieurs transformations intermédiaires. Il eat thabord transformé en un arbre de syntaxe
abstraite, puis sous forme a assignation unique. De ceta fées dépendances de données induites
par les réécritures dans les mémes variables sont élimia@ssite, une analyse des domaines de
définition des variables et de leurs dépendances est ni#egsdiam de construire les polyédres corres-
pondants.

Différents outils permettent de construire un modéle prigigie a partir d’'un nid de boucleg.g.
MatParser (utilisé par Compaar)j., 137, Clan [L9] ou LooPo [LO7].

Extraction du parallélisme, transformations linéaires

L'extraction du parallélisme s’effectue au sein du modéygdrique. Pour cela, nous recher-
chons les transformations linéaires a appliquer au modéieus faut distinguer les opérations devant
étre effectuées en séquence, a cause d'une relation deddéyoen de celles pouvant étre effectuées
simultanément.

La premiére étape consiste a borner 'ensemble des tramasfions valides, a savoir celles qui
respectent les contraintes imposées par les domaines diidési et les dépendances de données.

Ensuite, nous y recherchonsnilleuretransformation possibleselonune métrique. Cette mé-
trique est exprimée sous la forme d’une fonction linéaire) éertain critéred.g.tailles des mémoires,
débit du systemestg). Le choix de la transformation revient donc a résoudre ohlpme de recherche
opérationnelle, ou I'on calcule la transformation periagtide maximiser ou minimiser la métrique.
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<Réseau de processus

Nid de boucles,
partie a contréle statique

Décomposition analytique,
analyse bornes et dépendang

Modeéle
polyédrique
(cf. chapitred)

|

Projection sur nceuds de calcl
construction du routage
(cf. chapitreb)

|

Systéme d’équations
récurrentes affines

Entrées

Extraction du parallélisme
transformations linéaires
(cf. chapitred)
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dimensionnement mémoireg
(cf. chapitre3)

Conception insensible aux latencgs,
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(cf. chapitre6)
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FIGURE 1.1: Schéma fonctionnel du flot de conception.
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Le probléme est alors résolu par un solveur de programmaigén nombres entiers. Cette technique
de parallélisation et d'optimisation a montré son effiGgaeait travers des nombreux travaux dont elle
fut 'objet [32, 86, 104, 108, 151, 152, 181, 224).

Projection sur nceuds de calcul, construction du routage

Le parallélisme extrait du modéle polyédrique infére utatemombre de sous-ensembles d’opé-
rations pouvant étre exécutées simultanément. Grace armmla projetons ces opérations sur un
graphe a routagk-périodique : chaque opération y est associée a la produdtin jeton par un
noeud de calcul. Ainsi le parallélisme d’instruction et dartges y est explicitement représenté.

L'interconnexion entre nceuds de calcul est déterminéendel dépendances de données : si
deux opérations dépendent I'une de l'autre, alors il existechemin correspondant dans le KRG,
permettant d’acheminer un jeton d'un nceud de calcul a Bautr

Une premiére différence entre notre approche et Compadaterdans le niveau d'abstration des
réseaux de processus (KRG dans notre cas, SBF pour Compeadglleur construction a partir du
modeéle polyédrique.

Par exemple, pour calculer les valeurs de quatre tablealtidimensionnels, Compaan construit
un graphe SBF a quatre nceuds de calcul : chague nceud de aat@spond a un nid de boucles
séquentielles permettant le parcours d’'un tableau. Et émearsi plusieurs cases du tableau peuvent
étre calculées simultanément ; cela revient a perdre urie parparallélisme extrait du modéle poly-
édrique. Dans le flot de conception de Compaan, cela comdspbétape ddinéarisation[132, 224].
Autrement dit, le graphe SBF ainsi généré n’exploite queatalf£lisme d’instruction : deux instruc-
tions indépendantes peuvent étre évaluées en paralléle.

Dans notre cas, nous pouvons construire un KRG contenaantadé noeuds de calcul que le
nombre maximum de cases de tableau pouvant étre calcuhdekagiément. C’'est-a-dire qu’en plus
du parallélisme d'instruction, nous exploitons égalentemqtarallélisme de données : si deux occur-
rences d’'une méme instruction sont indépendantes, alesspuvent étre évaluées en paralléle.

Transformations non-linéaires, ordonnancement, dimensinnement des mémoires

Les propriétés algébriques des KRG permettent d'affineémdtats des transformations linéaires
du modeéle polyédrique. Tout d’abord, nous pouvons appliges transformations topologiques vi-
sant a « équilibrer » les flots de jetons au sein du KRG, toutrésepvant sa fonctionnalité. Par
exemple, certains nceuds de calculs peuvent étre plus o milieés a I'exécution ; il est alors utile,
selon le cas de figure, de (i) rerouter des jetons d’'un nceudldel wers un autre pour équilibrer leur
charge, (ii) fusionner plusieurs nceuds de calcul peu ésilsn un seul, et entrelacer les flots, ou au
contraire (i) dupliquer un noeud de calcul et éclater letsftte fagon a alléger la charge de chacun.
Ces différentes optimisations permettent d’optimisealement le réseau de processus.

Le fait d'associer aux nceuds de calcul une régle de produeticconsommatiorau plus tot
confere au graphe une sémantiagugynchrone. Du fait que le routage des jetons est sans ogirtilit
timement périodique, et que nous considérons des latenostantes, le graphe peut étre ordonnancé
statiguement. Les capacités des mémoires peuvent alerdigtensionnées de facon optimale.

Conception insensible aux latences, génération de code

Enfin, le KRG synchrone peut facilement s’exporter vers mg@amme synchrone, et en particu-
lier n-synchrone. Les nceuds de calculs du KRG se comportent alonsie des modules synchrones.
La réécriture en Lucyr[157], par exemple, est immédiate.
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Les nceuds de calculs peuvent se trouver désynchronisésiddiess latences de communications
ne permettent pas d'acheminer les données de I'un a l'anttespace d'un cycle d’horloge. Pour
cette raison nous appliquons au KRG une méthodologie ditmdeeption insensible aux latences
Cette méthodologie garantit la préservation de la fono@dité de I'application. Son comportement
est alors globalement asynchrone, et localement synchrone

L'implantation du LID peut se faire soit par le biais d’'un foole dynamique, soit par ordon-
nancement statique. Dans le premier cas, le protocole dhgptge des modules qui ne disposent
pas de données a I'ensemble de leurs entrées, et rétroprapagignal d'arrét en cas de congestion.
Dans le second cas, les ordonnancements des nceuds solétscalatiquement a la compilation. Un
contrdleur, faisant office d’'oracle, active et désactigeniesuds lorsque nécessaire.

1.2.3 Contributions et plan
Premiére partie : modeles flot de données

Le chapitre2 établit essentiellement des rappels sur les principauxétaediots de données de
I'état de I'art. Nous rappelons tout d’abord des propriétéslamentales sur les réseaux de processus,
concernant la propriété d'absence de conflit, et toutes@esquences bénéfiques : dfluencest
équitd une tache effectuable sera forcément effectuée et ne peuepoussée indéfiniment ; (iri-
cité du comportemehtoutes les exécutions possibles du modéle ne sont quedesr@ancements
différents d’'un méme comportement partiellement ordofhés nous retracons les principaux ré-
sultats sur les graphes marqués, sur lesquels nous nougmmgupar la suite. Nous proposons un
algorithme pour calculer les dimensions minimales desgsléout en maximisant le débit du graphe.
Ensuite nous présentons les deux grandes familles de nsogidil@tendent les graphes marqués par
des routages variables, statiques puis dynamiques. Enfis,é&voquons des modéeles plus complexes,
faisant intervenir routage paramétré et hiérarchie.

Le chapitre3 présente le modele central de cette thése, les graphesgekigériodique (KRG).
Initialement introduits par Boucarofi§], nous en formalisons leur définition et leur sémantiquesdan
une premiéere section. Nous montrons comment vérifier lexactzre borné, au moyen d’'une abs-
traction en graphe SDF. Nous abordons aussi la questionuiealzté du graphe. Dans une seconde
section, nous étudions les dépendances de données au $&@RGJUINoOuUs construisons une premiére
représentation des dépendances de données au moyagraline de dépendance étengdotentielle-
ment infini. Nous définissons alors deux relations d’'égeveds entre données, selon lesquelles nous
pouvons borner notre étude a un domaine fini, représenténmgmaphe de dépendance rédutette
derniére représentation des dépendances nous permetaloomnstruire, pour tout KRG, sa forme
normale : nous fixons ainsi une sémantique de référence auX, IR établissant leur lien avec les
graphes marqués. Les deux sections suivantes sont coesaané transformations de la topologie
du KRG, tout en préservant leur fonctionnalité. Nous canstns une forme expansée de l'intercon-
nexion du graphe, et montrons la complétude des transfamsasur le routage. La derniére section
présente I'adjonction d'une sémantique synchrone aux KIR@is pouvons alors discuter de leur
ordonnancement et du dimensionnement des mémoires.

Seconde patrtie : du programme au modéle

Le chapitre4 rappelle les principes du modeéle polyédrique, ainsi queusitité pour la compila-
tion d’applications flot de données. La premiére sectiosqmte les deux approches usuelles a partir
desquelles est construit le modéle polyédrique, a sawsyistémes d’'équations récurrentes et les nids
de boucles. Ensuite, nous expliquons les différents caackpmodéle polyédrique, représentés sous
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la forme d’ungraphe de dépendance réduit polyédriqGDRP). Enfin nous rappelons les différents
résultats de I'état de I'art sur la parallélisation de flaesddnnées au sein du modéle polyédrique.

Le chapitres détaille la construction d’'un KRG a partir d’'un GDRP. La piéra section explique
comment déterminer le nombre de nceuds de calcul nécesaddiegécution paralléle des opérations,
et leur projection sur ces nceuds de calcul. La seconde santise la construction de l'intercon-
nexion des noeuds de calcul. Nous calculons le routage réreeada scission et a la fusion de flots
de jetons, ainsi qu’a leur permutation pour une consommalams le désordre. Enfin nous discutons,
dans une derniére section, des avantages et inconvénienistrg solution, ainsi que d'un éventuel
feedbacldu KRG vers le GDRP.

Troisieme partie : du modéle au circuit

Le chapitre6 expose les différentes implantations possibles d'un systéodélisé par un KRG,
au moyen de la méthodologie denception insensible aux latenc@gdD). Dans une premiere sec-
tion, nous rappelons les différentes implantations dygaes et statiques de I'état de I'art pour les
systémes sans routage, et présentons nos propres varlatesune deuxiéme section, nous nous
appuyons sur les résultats de la section précédente popogmodes implantations insensibles aux
latences des KRG, aussi bien statiques et que dynamiques.

Quatrieme partie : conclusion et annexes

Le chapitre7 conclut ce manuscrit, et présente nos différentes idéedesuravaux futurs, en vue
d’en améliorer les résultats.

L'annexeA regroupe un ensemble de définitions et propriétés mathguestisur lesquelles s'ap-
puient nos travaux. Dans une premiére section, nous rappdks travaux sur la théomesynchrone,
ainsi que les définitions et propriétés de nos opérateutesséquences binaires. Dans une seconde
section, nous rappelons les principaux résultats de laithdes polyedres, grace auxquels nous éta-
blissons le lien entre KRG et modéle polyédrigue. Enfin, laigee section résume les définitions des
graphes de permutation et d’intervalle, nécessaire aurytations des jetons pour des consomma-
tions dans le désordre.

L'annexeB regroupe I'ensemble des preuves des lemmes, propositidhé@émes du manus-
crit.
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Modeles flot de données
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Chapitre

Modeéles existants

Nous sommes tous influencés par les outils que nous
utilisons, en particulier : les formalismes que nous
utilisons modeélent nos facons de penser, pour le
meilleur ou pour le pire, et cela veut dire que nous
devons étre tres prudents dans le choix de ce que nous
apprenons et enseignons, il n’est pas vraiment possible
de désapprendre.

Edsger DijkstraEWD1305 : Answers to questions from
students of Software Engineerjr28 novembre 2000.
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Les réseaux de processus, au sens le plus général du tennhdepais longtemps utilisés en tant
gue modéles de calcul formels pour la conception de systéembarqués dédiés, aussi bien logiciels
gue matériels. Les réseaux de Petfif] ou les réseaux de Kahn 5 sont les représentants d’autant
de grandes familles de modéles décrivant un systéme sous fiacteurs indépendants, échangeant
données et/ou contrdle par le biais de canaux de commugric&ies modéles privilégient une vision
des manipulations des données et de leur transport, abstszius forme de jetons, plutét que de
s'intéresser aux calculs effectifs et a leurs valeurs. fii®ot des abstractions suffisamment simples
de systémes beaucoup plus complexes, permettant une@nayisématique. Nous nous intéressons
plus particulierement aux modeéles flots de données, poucépacité a représenter des applications
a traitements intensifs et répétitifs de données, de $i{mD.

2.1 Principes

Une applicatiorSIMD peut étre modélisée sous la forme d’un graphe, dont les stsnoumosuds
de calcu) représentent les opérations effectuées sur un flot de denhés arétes reliant ces sommets
correspondent a des mémoires tampons;anauxde communication oplaces selon le principe de
file (ou FIFO). De tels graphes constituent des modeles de calcul, deghtantique est parfaitement
adaptée a la description de matériel avec de petites mérdigibuées.

2.1.1 Définitions

L'un de ces modeéles graphiques des plus connus, et sansaksipdus anciens, est le réseau de
Petri, dont nous reprendrons certaines notations et tetagies par la suite.

Définition 2.1 (Réseau de Petri)n réseau de Petri est un quadruplét, P, T, M) tel que :
— N est un ensembile fini de nceuds,
— P est un ensemble fini de places,
— T est un ensemble d’arcs reliant places et noeuds, inclus dwg@éx P) U (P x N),
— M est une fonction attribuant un marquage initial & chaqleee, telle que M ? — N.

Un réseau de Petri est donc un graphe orienté biparti. Pate fdacep, on noteep et pe les
ensembles des nceuds précédents et suivants respectivdéfins par :
op = {neN|(npeT} (2.1)
po £ {neN|(pmeT} (2.2)
Aussi, pour tout nceud, nous notonen (resp.ne) I'ensemble de ses entrées (resp. de ses sorties),
tel que :
def
en = {pe?|(pn) €T} (2.3)
ne £ {peP|(npeT} (2.4)
Un noeudh est ditactivé ou exécutablalés lors que chacune de ses places en entrée dispose d’'au
moins une donnée. L'exécution, ou tirage,rda pour effet de retirer un jeton de chaque entrée, et
d’en ajouter un sur chaque sortie.

L'intérét d'utiliser de tels modeles est de nous aider adifcidans un cadre formel, de propriétés
nécessaires a la synthése de systémes plus complexes :
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S e

(a) Réseau de Petri avec conflit : automate a (b) Réseau de Petri sans conflit : graphe mar-
deux états. qué.

FIGURE 2.1: Exemples de réseaux de Petri avec et sans conflit.

Absence de blocageéPour un réseau donné, et pour tout marguage atteignablenpaséquence de
tirages valides, existe-t-il toujours un nceud pouvant&téeuté ?

Vivacité Un réseau egjuasi-vivantsi tous ses nceuds peuvent étre exécutés au moins une foig a par
du marquage initial. Un réseau estant si chacun de ses nceuds peut s’exécuter a terme. Le
réseau considéré vérifie-t-il ces propriétés ? Si oui, péite ordonnancé périodiguement ?

Caractere borné Un réseau est difornési, par toute séquence de tirages valides, le nombre desjeton
dans chaque place est borné. Un réseau ektlabitnési aucune de ses places ne contient plus
dek jetons, par une quelconque séquence de tirages validegsdau 1-borné esauf Ainsi,
pour un réseau donné, peut-on dimensionner précisémemtésasires ?

Cependant, les réseaux de Petri dans toute leur génénatlitdhe expressivité trop large pour nos
attentes, qui englobe celle des automates finis. Dans uauégePetri, une place peut avoir plusieurs
consommateurs. Le choix du tirage de I'un ou l'autre consatenr est exclusif, et introduit une
notion deconflit : le comportement du réseau dépend alors de I'ordre danglléepl jetons sont
produits dans les places, et deoix internes, non-explicites, semblables a ceux définis pardioa
en CSP ¢f. FIG. 2.1(a). D’'un point de vue logiciel, ce genre de comportements peener a des
situations de compétitionmgce conditiony entre processus si aucun mécanisme d’exclusion mutuelle
n'est établi.

2.1.2 Absence de conflit et propriétés induites

Nous nous intéressons donc a des modeéles qui interdiserarzge de places entre nceuds, de
facon a obtenir un contréle déterministesans conflitCette propriété est aussi connue sous le nom de
monotonicitéselon Kahn 125 ou deconfluencadans des algébres de processus tels que CES [
Partant de ce principe, une place ne dispose plus que d'goeiproducteur et d'un consommateur,
est peut alors étre vue comme un simple lien de communicptori-a-point ¢f. FIG. 2.1(b)). Ainsi,
tout nceud activé le reste tant gu’il n'a pas été exécuté.

L'absence de conflit implique que le systéeme n’a qu’'un seohpmrtement possiblanodulo
I'ordre dans lequel sont exécutées les instructions inulfgretes. L'essentiel des travaux sur la théorie
de 'ordonnancement s’appliquent sur cette hypothés€hrétiennest al.[59] et sous-sectioR.1.3.

Autrement dit, dans un flot de données sans contrble, ladg@oldu graphe et son marquage
initial imposent un ordre partiel sur les tirages des ncetimiste séquence de tirages valide est donc
une séquentialisation de cet ordre partiel. En ce pointimedeles que nous étudions rejoignent le
principe des systémes insensibles aux latentfesdus-sectior2.2.3.

Si chaque nceud est étiqueté par un label représentant smifpnm paralléle peut étre fait avec
la théorie des traces §] : un chemin entre deux nceuds induit une dépendance entréecomplé-
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FIGURE 2.2: Réseau de Petri sans conflit, ou les tirages des noaidsont indépendants.

mentaire de la relation de dépendance est la relation gigntfance, et les instants d’exécution de
deux nceuds peuvent étre permutés si et seulement si ces soatidglépendants.

Exemple 2.2. Condidérons le réseau de Petri de la 2.2 Deux séquences de tirage franchissables
sontabcdetacbd Plus généralement, toutes les séquences de tiragesifisatales appartiennent au
langage défini par I'expression réguliére :

(a. (b.c/c.b).d)" (2.5)

Aussi, hous nous placons dans un cadre sans conflit pourtéad®ice manuscrit ; nous étudions
des modéles adjoints d’un unique comportement partieli¢meionné.

2.1.3 Ordonnancement et hypothéses synchrones

Desrégles de tirageparticulieres peuvent étre définies pour que I'exécutiommyphe suive un
comportement donné. Par exemple, puisque le modéle paroebturrence, et plutdt que de tirer les
noeuds en séquence (ordonnanceraatd-temporisg on peut définir une notion desd’exécution,
ouinstant logique

Temps logique

Le concept de temgsgiqueest di a Lamportl[4(], qui remarquait que le concept de temps est
fondamental a notre fagon de penser. Il est issu du conceqatremlus basique d’ordre dans lequel
les événements surviennentDans ce sens, la modélisation de I'ordonnancement desstéthe
programme peut étre décorrélée du temggd ol elles sont exécutées. Il suffit pour cela que ce temps
logique, vu comme un ensembldardtants et muni d’'une relation dprécédencentre passé et futur,
réponde a un ensemble d’hypothéses fondamentale} [

1. La précédence entre instants est transitive.

La précédence est irréflexive : passé et futur sont strae ordonnés.

Le temps est linéaire.

Le temps est éternel : a tout instant, il existe un futur.

Le temps est dense : pour toute paire d'instants distith@siste un instant intermédiaire.

SARE I A

Bien souvent, les instants sont assimilés a des entierexearple, dans un circuit électronique
numeérique, il n'existe pas de plus petite subdivision dupemue le cycle de I'horloge maitresse.
Dans ce cas, le dernier point est remplacé par :

5. Le temps est discret.
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Hypothéses synchrones

Le paradigme synchrone est le standdedfactopour la conception de circuits électroniques
numeériques, avec lesquels il entretient un lien sémanfimtid| repose sur un ensemble d’hypothéses
additionnelles :

1. Le temps est discret : c’est un ensemble d'instants,eto@ht ordonné par une horloge. Les
instants peuvent étre indicés $\it;

2. A chaque instant, un module synchrogagit : il effectue un ensemble d’actions simultanées,
de durée nulle. Ces actions peuvent étre partiellemennaogss par des relations dausalité

3. Les communications entre modules se font par le biaisigigaux dont la propagation est
instantanée vers tout autre module ;

4. Pour chaque réaction, tout signal est dans exactemeriauatéle cas échéant, a une unique
valeur : un module synchrone est réactif (au moins un étatgterministe (au plus un état) ;

5. Pour chaque réaction, un module synchrone échantillbemeemble de ses entrées, et émet un
signal sur chacune de ses sorties. L'état, et le cas éclaaalelur, d'un signal entrant doivent
étre connus au moment de I'échantillonnage.

Le respect de la causalité demande a ce qu'un systéme sprcheopuisse avoir de cycle com-
binatoire : une boucle doit obligatoireméntontenir un élément mémoire, tel un registre ou une
temporisation. Le modéle synchrone est dépourvu de centriils structures conditionnelles sont
expansées par « conversion de sélectioifrecofiversion. Par exemple :

a=1° %P A bAgvEad) (2.6)
d sinon

D’un point de vue électronique, ces équations correspdradan multiplexeur 2-vers-1 avec des
entrée< etd, une sortiea, et une sélectiob.

Ces hypotheses assurent une composition déterministe delescconcurrents. Elles apportent
une sémantique forte au modéle, et offrent un cadre formed tajuel peuvent étre développées de
nombreuses méthodes d'analyse, de compilation et de atigiic De nombreux langages se basent
sur les hypothéses synchrones, tel qu'Esterél]] ou les étendent. Nous renvoyons le lecteur a
Nebut [L7€] et Potopet al. [191] pour un état de I'art et une comparaison des principauxdgesg
synchrones.

Approche n-synchrone

La plupart des langages synchrones permettent de définodeges a partir de n'importe quelle
expression booléenne. Bien que cela offre une grande exgtéspour la description des systémes,
leur composition peut s’avérer contraignante : il est nemies de prouver I'égalité des horloges d’'ac-
tivation pour tout couple producteur-consommateur.

L'approchen-synchrone §1, 62] consiste a relacher ces contraintes de composition sgnehr
deux processus dont les horloges ne sont pas synchronesnpeanmoins communiquer via des
mémoires tampons de tailte Il suffit de s’assurer (i)grécédencela production d’une donnée pré-
céde sa production, et (iisynchronisabilit¢ les horloges ont globalement la méme fréquence. Ces

1. Plus précisément, seule une bodolgiqueentrainant la divergence d’un signal sortant demande &é&sste{01].
Pour s’en convaincre, une bascule est bien constituée dounele entre deux porte®n-etounon-oy et son comportement
est réactif et déterminisgeconditionde prévenir le cas particulie(1,1) pour une bascule R$0,0) pour une basculRS.
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propriétés ménent a la définition de régles de typage, a gadguelles peuvent étre automatiguement
inférées les tailles des mémoires nécessaires aux comationis. Ce principe était initialement ap-
pliqué a des horloges représentées par des séquencesdliradriodiques ¢f. annexeA.1). Dans sa
these, Plateau prouve qu'il peut étre étendu a des horldagtisadles sous la forme d’uremveloppe
ou seuls la fréquence asymptotique et les décalages minghomaximum sont connus $9.

Lucy-n est un langage de programmatiaisynchrone ou les horloges peuvent étre définies aussi
bien sous la forme de séquences binairpgriodiques que d’enveloppes/].

Approche polychrone

L'approche polychrone enrichit les précédentes hypothasecas ou le temps est dirigé par non
pas une seule, mais plusieurs horloges. Le temps corregparsdd un ensemble d’instants partielle-
ment ordonnés, tel que chaque horloge n'établisse un artieque sur un sous-ensemble d’instants.
Les instants de chaque horloges samiriori indépendants, et ne sont pas astreints a coincider. Des
opérateurs synchrones ou asynchrones imposent néannesin®ldtions entre horloges. Au final,
un modele polychrone consiste en un ordre partiel globaistcoit sur les ordres totaux locaux des
horloges. Il permet donc de représenter des systemes dSHpS.

Cette approche est notamment promue par le métamtadged-signalvisant a étudier les com-
portements de processus concurrents, et en particulies ¢eumpositions. Des langages tels que Si-
gnal [24] et Esterel multi-horloges?[f] se basent sur ce genre de notions. Leurs concepts sont géné-
ralisés par le langage de spécification CCSlotk Constraints Specification Languags, ©].

Pour un réseau de processus flot de données, la notion dé aagsitdét que possiblIASAP),
calque une exécution en flux tendu, ou tous les noeuds de saltutxécutés simultanément, aussitot
gu’ils sont activés. Une telle regle de tirage associe umaséquepolychroneau modéle. Le modeéle
estsynchrondorsque tous les nceuds s’exécutent a chaque instant : €'easlsi, a chaque instant,
tout nceud consomme un jeton sur chaque entrée, et prod@tamgur chaque sortie.

2.1.4 Modeles sans conflit

Une premiére famille de modéles, connus sous le noffotsede données purexclut toute forme
de contrdle. Ces modeéles sont particulierement adaptésmptimer des ordonnancements statiques
et réguliers. Par ailleurs, un ordonnancement borné deeriand que tout nceud activé soit ultimement
exécuté. Ceci se traduit par la propriétéglité® (fairnesd : pour tout couple de nceuds, le nombre
de tirages de I'un sans que I'autre ne soit exécuté est borné.

D’autres familles de modeéles, plus élaborés, prennent empEnle contréle propre aux nceuds.
Ce contréle peut étre statique ou dynamique, abstrait sof@srhe d’'un oracle interne au nceud ou
imposé par des conditions explicites.

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons différergaugsie processus sans conflit, pour la
modélisation de flots de données, et en discutons les aesnghdes inconvénients.

2. De nombreuses et différentes définitions de I'équité thpéoposées dans la littérature. Se reférer a Mufatd [
pour une présentation plus compléte.

44



2.2. Flots de données purs

2.2 Flots de données purs

2.2.1 Graphe marqué : définition et propriétés

Les graphes marquémarked graphk introduits par Genrichdg] puis étudiés par Commonet
al. [65], sont une sous-famille des réseaux de Petri. lls sont égaieprésents dans la littérature sous
le nom de graphes d’événementsént graphs

Définition 2.3 (Graphe marqué)un réseau de PetN, P, T, M) est un graphe marqué si et seulement
si chacune de ses places a un unique producteur et un unique®Eonateur :

Vpe P, lep| = |pe| =1 2.7

Un graphe margué est un modéle permettant la concurrenég saras conflit. Dorénavant, nous
notonsep et pe les éléments (nceuds) plutdt que les singletons. Par exesnfiep) et (p, n’) appar-
tiennent &7, alorsep = n et pe = n'. n est le producteur dp, etn’ est son consommateur.

Nous rappelons quelques résultats fondamentaux sur Ipegganarqués contenant des compo-
santes fortement connexes].

Lemme 2.4. Pour tout cycle simple d’un graphe marqué, le nombre de ge&st invariant par tirage
des nceuds.

Théoréme 2.5.Un marquage est vivant si et seulement si le nombre de jetonshaque cycle est
strictement positif.

Théoreme 2.6.Un marquage vivant est sauf si et seulement si chaque plageagihe appartient a
un cycle dont le nombre de jetons est unitaire.

Théoreme 2.7.S'il existe une séquence de tirages pour un graphe connexgieecette séquence
ramene au marquage initial, alors tous les nceuds ont éte tikméme nombre de fois.

Théoreme 2.8.Soit M un marquage vivant. Il existe une séquence de tiragesnt de M a lui-méme,
dans laquelle chaque nceud est exécuté exactement une fois.

Théoréme 2.9.Dans un graphe fortement connexe, si un marquage®lit produire M par une
séquence franchissable de tirages, alors M peut produite M

Les théoréme®.7 a2.9donnent les premiers éléments quant a I'ordonnancemeiodfgre des
graphes marqués. Cet aspect fut étudié dans les détailgyrirufer, dans Carlier-Chrétiennéd,
puis dans Baccelkt al.[14].

Dans le cas général, effectuer des traitement sur des dgroékes transporter d’un nceud de cal-
cul a un autre, n'est pas instantané : cela prend du tempdai@esesde calcul et de communication
furent introduites dans les réseaux de Petri par Ramchahid#f). Ces latences correspondent a un
temps logique et discret, représenté par des entiers Hature

Exemple 2.10.Une analogie simple est celle de la chaine d’assemblageutieatelier : les nceuds
de calculs sont des machines, les places sont des tapistquid les jetons sont des pieces. Une
machine prenc instants(l'unité de temps est arbitraire) pour assembler une piggis, cette piéce
mety instantspour transiter jusqu’a la prochaine machine sur le tapikardpet ainsi de suite.
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leeo)
N 7

FIGURE 2.3: Un graphe marqué de capacité dagauch@ et son équivalent sans capacitko(te).

Aussi, nos modéles doivent tenir compte du fait que les Bys$éont, dans la pratique, despaci-
tésde stockage limitées. Cette notion rejoint celle du caradiérné d’'un graphe, dans le sens ou I'on
tient a s'assurer que le nombre de jetons stockés dans weedplam instant donné ne peut pas dépas-
ser cette capacité. Il serait irréaliste de vouloir progluin systéeme ou des données s’accumuleraient
indéfiniment.

Exemple 2.11.Maintenant, la chaine d'assemblage est divisée en delgratdistants, qui échangent
leurs piéces via un entrepdt. Outre les contraintes surcgagchaine de montage, le producteur doit
veiller & respecter une nouvelle contrainte : le volume dekstge de I'entrepét est limité. Sil'entrepot
est plein, le producteur doit attendre que le consommaitetnel de la place avant de pouvoir continuer
ay envoyer de nouvelles pieces.

Compte tenu des propriétés de latence et de capacité, nausrocompléter la définitio.3;
les définitions correspondantes varient selon les auteous, donnons la définitioh. 12pour coller a
nos notations.

Définition 2.12 (Graphe marqué temporisé avec capacit€h) graphe marqué temporisé est un sex-
tuplé (N, P, T,M,L,K) tel que :
— (N,P,T,M) est un graphe marqué,
— L estlafonction de latence, associant un poids a chaquel mtelace, telle que LNUP — N,
— K est la fonction de capacité, associant a chaque place fhetme maximum de jetons qu’elle
peut contenir, telle que KP — NU {+oo}.

Un graphe avec capacités finies peut cependant étre transpas graphe équivalent sans capa-
cité®, tel que ¥ p € P, K (p) = 4. Pour se faire, on associe a chaque place une place complémen
taire [7, 14] : pour toute placep de capacité finie, on ajoute au graphe une place complémeptai
avecep = Pe et pe = op (cf. FIG. 2.3). Par la suite, pour tout ensemble de pla®esous notons
'ensemble de ses places complémentaires.

Définition 2.13 (Graphe complémentéBoit (N, P, T, M, L,K) un graphe marqué temporisé connexe
de capacité finie. Lgraphe complémenté\’, >, 7,M’,L’,K’) est son équivalent avec places com-

3. Ou plus précisément, a capacités infinies, telles gs'edesoient plus un facteur limitant.
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plémentaires et de capacités infinies, tel que :

N LN (2.8)

p L puP (2.9)

(I/ dZGf TU{(E,T))’nEN,DET,(p,n)E‘I} (210)

u{(P,n) [nEN, pe P, (n,p) €T}

Vpe? M'(p) = M(p (2.11)
M (P) = K(p)—M(p) (2.12)

L'(p) = L'(p) = L(p) (2.13)

K’(p) = 4 (2.14)

Exemple 2.14.Considérons I'exemple eni&. 2.3: un graphe de capacité deux a pour équivalent
un graphe sans capacité, tel que le complément d’'une plater@mt initialement un jeton sera de
2—1=1jeton, et gu'une place vide sera complémentée par une ptetenant 2- 0 = 2 jetons.

Exemple 2.15. Considérons maintenant un graphe dont le marquage indiatesles capacités des
places ¥ p € P, M (p) = 2. Son équivalent sans capacité contient un cycle ne carttanaun jeton,
violant ainsi la condition nécessaire et suffisante du #m@er2.5 pour que le graphe soit vivant.
Autrement dit, une saturation (ou verrou vivant) d'un gmajpliec capacités implique une famine (ou
verrou mortel) dans son équivalent sans capacité.

Comme mentionné précédemment, les latences représemmtotion de temps discret et lo-
gique. Quelgue soit la regle de tirage choisie, I'ordoneament d’un nceud de calcul sous la forme
d’'une séquence binaire ultimement périodiqaiegectionA.1). Chaque lettre de la séquence corres-
pond & un instant, et vaut « 1 » si le nceud est tiré (il commenaeouveau traitement), ou « 0 »
sinon. A partir de la découle une notion débit

Définition 2.16 (Débit d'un nceud) Soit n un nceud d’'un graphe marqué temporisé. Pour une régle
de tirage donnée, son débit est égal a la limite, lorsque falme d’instants écoulés tend vers l'infini,
au ratio entre le nombre de ses tirages et ce nombre d'instéobulés.

Le débit d’'un noeud est donc égal au débit de la séquencedpaireprésente son ordonnance-
ment. Par le lemma2.4 et le théoréme.7, nous savons que pour une séquence de tirage suffisamment
longue, les débits de tous les nceuds d’un circuit tendemea@gaux. D’ou les définitions suivantes :

Définition 2.17 (Débit d’un circuit) Soit ¢ un circuit d’'un graphe marqué temporisé. Son déXit)
est le ratio entre le nombre d’exécutions de chacun de sedsetle temps écoulé.

Théoreme 2.18Débit d’'un graphe) Le débit d'un graphe marqué temporisé est le débit maximal de
ses nceuds. Le débit d'un graphe fortement connexe est égébitidu plus lent de ses circuits. Le
débit d'un graphe acyclique et

Définition 2.19 (Circuit critique) Un circuit est dit critique si son débit est égal au débit dage.

2.2.2 Graphe marqué : capacité et débit

Considérons désormais une regle de tirAGAP, afin de nous placer dans les mémes conditions
gu’un systéme insensible aux latencefsgous-sectior2.2.3. Afin de maximiser les performances du
systeme modélisé, nous cherchons a en maximiser le débit.
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(a) Graphe cyclique. (b) Graphe acyclique.

FIGURE 2.4: Exemples de graphes dont le débit est limité/4 & cause des places 2-bornées. Les
places en traits pleins appartiennent au graphe avec t&péoies ; nous ne dessinons, en pointillés,
gue les places complémentaires les plus significatives.ldteaces des nceuds sont nulles, et les
latences des places sont unitaires.

Cependant, comme nous allons le voir au travers des rensaggiusantes, il existe un lien fort
entre le débit maximum atteignable et les capacités desslddotons par ailleurs que la propriété
d’'acyclicité perd de son sens dans un graphe connexe avec capacités dans bu il est équivalent
a un graphe fortement connexe : son graphe complémenté.dietshons alors a maximiser le débit
atteignable, c'est-a-dire le débit du graphe lorsque lpadtés sont assez grandes pour ne plus étre
un facteur limitant $uffisantes tout en minimisant la capacité totaleécessairg

Remarque 2.20. Certains travaux:0, 55, , 216 font le lien avec le probléme daycle moyen
maximum 14, 46] pour calculer le débit d’'un graphe marqué temporisé. Latd&kc) d’un circuitc
est défini tel que :
N
o = N (2.15)

Nel+ 3 L(p)
pePc

ou N; et P. sont respectivement les sous-ensembles de nceuds et pigE@tenant au circuit.
Les auteurs font I'hypothése que les latences des nceudsirsitaites ; plus généralement, on peut
remplacer dans leur formule }; du dénominateur paf e, L (n).

L'équation Q.15 signifie que le débit est défini comme étant égal au nombresleds du circuit,
divisé par la somme des latences. Cette formulation negesntompte du marquage initial : elle n'est
consistante que si I'on suppose un systéme contenant ai&#etbons initiaux que de places. C’est un
cas particulier ou chaque nceud dispose d’'une valeur misiat chacune de ses entrées, comme par
exemple dans Dasdan-Gupt&]. Ce n'est donc pas le cas général.

Remarque 2.21. Considérons deux graphes marqués temporisés, de topadiegigque, I'un avec
des capacités finies, I'autre avec des capacités infiniean@oremarqué par Millol[65], le graphe a
capacités bornées peut s’exécuter avec un débit inférieeluadu méme graphe a capacités infinies.
Nous donnons eniB. 2.4(a)un exemple de graphe 2-borné. Toutes les places apparitenne
au graphe a capacités finies, tandis que seules les placegiterpleins appartiennent au graphe a
capacités infinies. Les places complémentaires sont dopoietillés ; nous n’en représentons que
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deux, les plus significatives dans cet exemple. Nous suppagse les latences des places sont nulles,
et que les temps de calcul sont unitaires.

Le graphe avec capacités infinies contient deux cycles d&idébit 1 (a gauche), I'autre de débit
4/5 (& droite). Le débit de ce graphe est donc égaJ%a €£€ependant, les places complémentaires
introduisent de nouveaux cycles dans le graphe avec cégdicites : en particulier un cycle de débit
3/4. Ainsi, le débit du graphe avec capacités finies est égada 3

Remarque 2.22.Le débit d'un graphecycliqueavec capacités finies peut également étre inférieur
a 1. La FG. 2.4(b)y présente le rble du marquage initial. Sur cet exemple, éesx dbranches ont
un marquage initial déséquilibré, avec umdle dans la branche gauche. Lorsque nous prenons en
compte les places complémentaires, nous créons un ciediélit 34.

Seuls les arbres avec des capacités supérieures ou égales éctiappent a ce phénomeéne ; les
places complémentaires n'y introduisent pas d’autre itisimple que ceux formés par une place et
son complémentaire.

Maintenant que nous avons pris en compte les contrainteitésdpar des capacités finies, nous
pouvons donner I'expression du débit atteignable d'untygap

Théoréeme 2.23Débit atteignable) Soit g= (N, P, T,M, L,K) un graphe marqué temporisé connexe
avec capacités finies, et g (N, %', 7", M',L’,K’) son graphe complémenté. Le débit maximum at-
teignable®(g) de g est :

pezﬂyl\/l’(p)
R S G (e (219
neN, pePL

ou c C d représente, par abus de notation, tout circuit ¢ du graphe g

Le débit maximum du graphe est un cas particulier du délgigmiable, obtenu en supposant que
les capacités du graphe sont infinies : les circuits inttsduar le graphe complémentaire ne peuvent
pas faire chuter le débit global. Une fois le débit maximummg nous minimisons la somme des
capacités des places nécessaires pour I'atteindre. Niousares alors une fonction capacké donnée
par le programme linéaire en nombres entiers (PLNE) suivant

minimiserz K(p) (2.17)
peP

avec, pour tout circuit ded’, tel quec contienne au moins une place complémentaire, des comsaint
de la forme :

Y Mpx| S LUm+yLUp|— M(px ( PHUESY L’(p)> >0 (2.18)
pePy neN(, peﬂ’(, pePy neNg peP
ouy est le circuit critique dg sans prendre en compte ses capacités, et poup e :

K(p) = M'(p)+M(p) (2.19)
K(pp > 0 (2.20)

Remarque 2.24.Les inéquations précédentes peuvent étre modifiees enaeamplle débit optimal
par un débit « cible Bcipie, inférieur ou égal. Dans ce cgBpcy, M’ (p) et nex; L' (n)+ 3 per, L' (p)

sont a remplacer p&ret p respectivement, tels qu@ipe = % >0(y).
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Entrées : un graphe marqué temporisé avec capagtésN, P, T,M,L,K).
Sorties : le dimensionnement des mémoiresgle

1

[
W N P O

14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:

Etape 1 :appliquer au graphe non-complémengténe variante de I'algorithme des plus col
chemins de Johnsoni?3 :
pour tout nceudn deN faire
rechercher le plus court circuit passant pas'il existe
la métrique de poids est le ratio entre les marquages irigales latences du chemin
fin pour
Etape 2 :calculer le débit potentiel du graphe
siaucun circuit n’est trouvélors
débit du graphe =1
sinon
débit du graphe = minimum des débits des circuits

. fin si

. Etape 3 :construire le graphe complémenyé

. Etape 4 :énumérer tous les circuits décontenant au moins un arc complémentaire avec I's
rithme de JohnsonlP 7. Afin d’optimiser cette recherche, nous effectuons ungare en profont

deur qui vérifie, lorsqu’un circuit est trouvé, qu'’il comtteau moins une place complémentai
les autres circuits sont ignorés
Etape 5 :construction des contraintes :
pour tout circuit ainsi énuméréaire
construire une contrainte de la forme de l'inéquatiari
L’ etM’ doivent vérifier les équationg.(1), (2.12 et 2.13
fin pour
Etape 6 résoudre le PLNEQ.17) sous les contraintes de I'étape 5
retourner les résultats

Irts

go-

re;

Algorithme 2.1: Calcul les capacités minimales des places

Remarque 2.25.Une autre variante consiste a borner les capacités derastplaces, ce qui se
traduit par des contraintes supplémentaires de la fo¢f® < Kmax(p)-

Enfin, l'algorithme2.1 permet de calculer les capacités minimales des placesemopermettant
d’'atteindre le débit maximum. Il construit le systéeme d&tipns du PLNE précédemment énoncé,
et le résoud. Il est semblable a notre précédent algoritrer@odicaroret al. [36]. Les complexités
temporelles des différentes étapes de I'algorithme serguerantes :

Etape 1 O (]?\2 x log, |P| + |N]| x ]iP\)

Etape 2 O(|N])

Etape 3 O(|N| +|P))

Etape 4 O ((|\N'|+|?'|) x (c+1)), otic est le nombre de circuits élémentaires dgns
Etape 5 O(|P| x ¢)

Etape 6 : NP-complet, dépend de I'heuristique utilisédeaolveur

2.2.3 Graphe marqué : conception insensible aux latences

La méthodologie de conception dite « insensible aux laemcéatency-Insensitive Design

LID) [48], aussi connue sous le nom d’élastique synchr@ymc¢hronous Elastic Flow SELF) (9],
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permet de générer systématiqguement un équivalent fometiégrune spécification synchrone, tolérant
aux latences d'interconnexion. Elle sépare la consid#rate la fonctionnalité des modules et celle
de leur implantation.

Protocole insensible aux latences

Le principe du LID repose sur le protocole insensible auarlaes l(atency-Insensitive Protocol
— LIP) [49]; il garantit la fonctionnalité d’'un systéeme composé de oied localement synchrones
qui, du fait des latences de communications, ne respecpasies hypothéses synchrones au niveau
global.

Le LIP se base sur le concept de procegmiient: un processus synchrone dont la fonctionnalité
ne dépend que de la valeur et de I'ordre de ses données ea,@itrdn de leurs instants d’arrivée.
Autrement dit, une séquence d’entrée implique toujours@anmséquence de sortimpdulodes dis-
tances temporelles différentes. La composition de sysftient est elle-méme un systéme patient.

Cependant, la patience d’'un processus est une contrairée: fpar définition, un module syn-
chrone échantillonne toutes ses entrées et émet sur tagtesrties a chaque instant. Par conséquent,
la plupart des modules synchrones ne sont pas patientschDe daassurer ce pré-requis, le LIP utilise
deux composants :

La coquille. Un module synchrone, alors appglérle, est encapsulé dans uoequille Le role de la
coquille est double : la synchronisation des entrées, le gtant exécutée dés lors que toutes
ses entrées disposent d'une donnée ; et la propagationta) sars’assurant que le systéme en
aval est prét a recevoir la donnée produite.

La station relai. Les canaux de communication trop longs ne peuvent étrerg@vear un signal
en un cycle d’horloge, comme mentionné ci-dessus. lIs dorg aegmentés en trongons plus
courts, séparés par dstations relais Une station relai est un processus patient permettant de
stocker des données d’'un cycle d’horloge a l'autre. Elleptstée a I'extrémité d’'un trongon
de fagon a ce que I'émetteur et le récepteur sur ce troncoaieet snutuellement distants que
d’'un cycle d’horloge. La capacité minimale d’'une statiolairest de deux places, pour ne pas
dégrader les performances du systéme.

Un mécanisme deontre-pressiorpermet de contrdler les flux dynamiquement : lorsqu’une sta-
tion relai est pleine, ou gqu’une coquille ne peut recevoiddenées sur I'une de ses entrées, celle-ci
émet vers I'amont un signal d’arrét. Ce signal a pour butditjoer a I'émetteur que le récepteur
n'est pas en mesure de traiter une nouvelle donnée danmfiinda contre-pression est alors rétro-
propagée dans le pipeline pour arréter ses étages jusdfitada la congestion. Notons que Harris
avait proposé, dés 2000, une idée de temporisation de flobieéds, similaire & une propagation
de contre-pressionl[ €. Ce document, s’attachant essentiellement aux aspedisngdantation, y
détaille I'architecture de blocs comparables a des sttielais.

En définitive, le protocole insensible aux latences repas@sux hypotheéses. La principale est
que les perles peuvent étre arrétées en un seul cycle djeorlaa seconde est que I'on travaille
en latences entiéres, ce qui est toujours possible en aetalels signaux jusqu'au prochain front
d’horloge.

La méthodologie est détaillée par Carlatial. [49] : le développeur congoit un systéme syn-
chrone, composé de différents modules, reliés par des xaleaoommunication point-a-point. Ces
modules sont encapsulés par des coquilles, faisant ioéegafeec les stations relais. Les latences d'in-
terconnexion sont connues aprés placement-routage ;Hasixaont segmentés itérativement pour y
insérer le nombre adéquat de stations relais, afin de resdestcontraintes de temps. En effet, le
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FIGURE 2.5: Exemple de systéme insensible aux latences. Les flechesits pleins représentent les
canaux point-a-point, tandis que celles en pointillésespondent au protocole contre-pression.

mai n nodul e Test : nodul e Soushdul e :
input | : integer;
signal S2 : integer in output O: integer;

run A/ SousMdule [S1/1, S2/Q
|| sustain ?20<=f(?21) if |
run B/ SoushMbdule [S2/1, S3/Q end nodul e
end si gnal
end nodul e

FIGURE 2.6: Programme Esterel ou I'évaluation d’'une instaBaEpend d’une autre instanée

placement des blocs n'est pas coranpriori, et d’autant moins les longueurs et délais des intercon-
nexions, qui doivent étre estimés et progressivement éaffidn exemple de systéme insensible aux
latences est représenté e F2.5.

Modélisation par un graphe marqué

Par ailleurs, un systéeme synchrone peut étre modélisé maaphe marqué3[3, 39, 40, 165. Plus
précisément, un systéme insensible aux latences (LIS) @délisé par un graphe marqué temporisé
a capacités bornées. La regle de tirage d’un nceud de caltabpond au comportement d’une perle
et sa coquille : une donnée est consommée sur chaque entnée, @onnée est produite sur chaque
sortie. Une station relai contenant deux registres esin#abie a une place de capacité égale a deux.

Nous attirons toutefois I'attention du lecteur sur le faiecqchaque place ne contient pas nécessai-
rement de jeton initial. Considérons le code Esterel dada .6, décrivant un systéme composé de
deux modules synchrondset B. Ces modules sont déclarés comme s’exécutant en parafiais Ja
dépendance introduite par le sigr&lentre la sortie dé\ et I'entrée deB force la séquence. L'éva-
luation deB dépend, dés le premier instant, de celledd®&éme si laprésencel’un signal valué peut
toujours étre testée, saleur ne peut étre lue que lorsqu’il est présent. Dans un graphgquéaun
jeton représente une donnée ; attribuer des jetons iniistsémantiquement équivalent a « le registre
contient initialement une valeur valide. » La concepticseimsible aux latences ne permet pas de faire
de telles hypothéses. Il n’est pas toujours possible d@liger un étage de pipeline si ses calculs dé-
pendent de données produites en amerg. in décodeur vidéo ou un algorithme de cryptographie) ;
le LIP ne peut introduire plus de jetons que spécifiés parmeaateur. Ainsi, dans le graphe marqué
correspondant a ce programme EstecélFIG. 2.7), la place entré\ et B a un marquage vide.

Le théoréme2.23nous permet de calculer le débit maximum atteignable pard8ndompte tenu
des capacités de ses stations relais et de ses latencese@ar, le calcul des capacités minimales

52



2.2. Flots de données purs

g ~ O

FIGURE 2.7: Exemple de place sans marquage initial.

des stations relais sur un canal, tout en maximisant le,d&biait au moyen du programme linéaire
en nombres entier®(17). Pour cela, nous ajoutons des contraintes supplémenfaing toute place
p de la forme :

K(p) > 2xL(p) (2.21)

2.2.4 Flot de données synchrone

Lee et Messerschmitt proposent une extension des graphrgsiésaen graphes flots de données
synchrones§ynchronous Data Flow — SDF143, également connus dans la littérature sous le nom
de graphes d’évenements pondémgsighted event graphsEn SDF, les nceuds de calcul ne se li-
mitent plus a consommer ou a produire qu’un seul jeton paepd par tirage. Des poids entiers sont
associés aux entrées et sorties des places. Ces poidsrgprigsun nombre explicite de jetons qui
sont produits (resp. consommés) dans la place lorsque sdngieur (resp. son consommateur) est
exécuté.

Définition 2.26 (Graphe flot de données synchran&)n grapheflot de données synchrorest un
quintuplet(N,?,7,M,W) tel que :
— (N,P,T,M) est un graphe marqué,
— W est une fonction de poids, attribuant a chaque place p hlebme de jetons produits et
consommés par tirage ae et p» respectivement, telle que WP — N2,

Les définitions de I'activation et de I'exécution d’un ncewivent étre adaptées en conséquence.
Les questions sur les bornes et I'absence de blocage sonékqug sorte plus compliqguées a résoudre
pour les graphes SDF que les graphes marqués. Un importauitatéde Lee-Messerschmiti4{]
fournit un critére pour vérifier le caractére borné, en néadl les équations ditete balance elles re-
posent sur le principe qu’au sein d'un flot de données, laymraoh doit compenser la consommation.
Plus précisément, les équations de balances permetteatifierynon pas si le graphe SDF est borné
dans I'absolu, mais s'il peut étre ordonnancé de facon aebdes capacités de ses places. A partir
d'un graphe SDF, il est alors possible de construire un Bys@équations linéaires de la forme :

Vpe®P, W(p)=(ip,0p), XnXip=XyXO0p (2.22)

ou X, et Xy, les deux variables, correspondent respectivement auneodebtirages du productear
et du consommateur de p, de telle fagon que le nombre de jetons produits par I'unes@ittement
celui consommeé par l'autre. Il existe une solution trivjatdle que pour touh, x, =0 :

— S'il n’existe aucune autre solution, alors il estimpokesie trouver un ordonnancement tel que
le graphe soit borné : dans ce cas, quelque soit I'ordonnagrechoisi, il y aura accumulation
de jetons dans une place.

— Sinon, il existe au moins un ordonnancement périodique efx,y correspondent aux nombres
de tirages da etn’ par période.
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,0.0 1,0,0,0 0,0,0,1
o ': @, O
(0,n,n) 0,1,1,2) ( | (1,1,1,0)
)
-/
(@ (b)

FIGURE 2.8: Exemples de routage en CSDF : (a) branchement, (b)édaoucl

Différentes techniques ont alors été développées pouniger le débit, les capacités des places, ou
encore la longueur de la périod&l[ 107].

Une premiere solution, pour vérifier I'absence de blocada eivacité d’'un graphe SDF borné,
consiste a simuler son exécution jusqu’a revenir a I'éigialr{sur une période, pour une ordonnance-
ment périodigue). Des solutions plus élaborées ont étéopéms dans Marchetti-Kordohdg, 159.

Le modéle SDF fut par la suite étendu au cas des données dima#isionnelles 174, ]
Notons que les graphes de caladihputation graphq 12€] sont une généralisation des graphes SDF,
ou chaque place se voit attribuer seuild’activation ; il représente le nombre de jetons nécessaire
I'activation du nceud consommateur, obligatoirement sapépu égal a sa consommation.

2.3 Flots de données a controdle statique

Les graphes exclusivement flots de données, dépourvus ttélecgt de routage comme jusqu’a
présent, peuvent étre étudiés statiquement. Le prix a payene certaine restriction quant aux classes
de programmes a modéliser. Afin de relacher cette contraiates introduisons désormais du contrble
statigue dans ces modéles. Les jetons y sont aiguillés se®mronditions de routage connues a la
compilation.

2.3.1 Flot de données cyclo-statique

Les flots de données cyclo-statiqu€y¢lo-Static Dataflow — CSDHF31, 80] sont de tels modéles.
Ce sont des extensions des graphes SDF, tels que les pad&assla production et la consommation
de certains de leurs nceuds ne sont plus de simples entiassdesalistes d’entiers : ainsi les poids
varient de facon cyclique et périodique. Cet ajout au moiddédeduit une notion denodesn SDF, ici
appelégphasesLa plupart des résultats sur les équations de balance degp&D/ent étre transposés
en CSDF.

Définition 2.27 (Flot de données cyclo-statiqgueln grapheflot de données cyclo-statiquest un
quintuplet(N, P, T,M,W) tel que :
— (N,P,T,M) est un graphe marqué.
— W est une fonction associant a chaque nceepicet p», pour toute place p dé, une liste
circulaire de poids dansl.

Ces poids variables permettent de modéliser du routage eéde avec CSDF, bien qu'il reste
implicite (cf. FIG. 2.8) : une structure de contrfle est représentée au méme time qgalcul, et le
modele ne différencie pa&xplicitementraitements et routages. Cela permet donc de représeatey, d
une certaine mesure, du routage périodique ; la limite \denfait que, ne pouvant faire facilement
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nom | valeur
n [5]12

1 3 B
p actue'l__.‘ précédent

1 1 ‘ |_| |_|
—1A m \__)P ooo @
. 1 |_| 1 |_| 1
FIGURE 2.9: Exemple de graphe SPDF. Les flots de données sont engieiits ; les jetons sont les
disques noirs ; le flot de contréle est en pointillés, sengEsmnt les carrés noirs.

__( . |(_/

cette distinction, il est difficile d’effectuer des transfations sur la topologie du graphe tout en
préservant son comportement.

2.3.2 Flot de données englobées synchrone

Le modeéle flot de données englobées synchr@yad¢hronous Piggybacked Dataflow — SHDF
[182 ! ] est une autre variante des graphes SDF. Il dissocie lesuxas& données et de
contréle. Les nceuds de calcul peuvent avoir des états enpaes internes, qui ne sont pas acces-
sibles de I'extérieur. La mise a jour de ces paramétres spdaie biais d'une table d’'états globale :
sur requéte, un nceud met a jour ses parameétres par ceuxtpréann la table. Cette méthode per-
met, entre autre, d’éviter des copies redondantes de jedors que de diminuer les dimensions des
mémoires : les jetons ont une granularité plus fine.

Détaillons ce principe sur I'exemple de lad- 2.9. Le producteu produit trois données pour le
noeud depiggybacking Pqui seront traitées par le nceBdCes traitements requierent un paramatre
si I'on modélise cette application en SDF, il faudra prod@utant de jetons contenangue de jetons
de données. Au lieu de quoi, en SPBFe produit qu’un jeton parametre pour le nceud de conversion
d'état S; S émet alors une requéte pour ajouter la nouvelle valeun éda table d'états globale,
et produit trois jetons de contréle poBr Ces jetons de contrble représentent les pointeurs vers la
nouvelle instance dans la table. Enfthassocie a chaque jeton « donnée » le pointeur correspondant.
Lorsque le couple donnée/pointeur est consommdpeelui-ci met a jour sa valeur locale de

2.4 Flots de données a contréle dynamique

Jusqu’a présent, nous avons étudié des modéles ne pernuett@présenter que des traitements
réguliers sur les données : soit des modéles dépourvusudtuses de contrdle, soit des modéles a
routage périodique. Nous envisageons maintenant des esogdkls complexes, ou les productions
et consommations des nceuds de calcul ne sont pas connuesradéation. Les modeéles de cette
famille permettent d’exprimer un contrle dynamique, adeoch de réseaux de KahmnhZi. Leur
expressivité en est considérablement élargie, mais leacigae Turing-complet les rend beaucoup
plus difficiles & étudier statiquemeri4, 144].

2.4.1 Flotde données a contrble booléen

Les graphes flots de données a contrble boolBawléan-controlled Dataflow — BDFétudiés
par Buck [14], ajoutent aux graphes SDF deux nceuds spécifiques de roetagéus des nceuds de
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calcul habituels. Nous les appellofusionet sélectiorf, et se comportent respectivement comme un
multiplexeur et un démultiplexeur, séparant et rassenhtgarflots de données.

Définition 2.28 (Graphes flots de données a contréle boolé&m) grapheflots de données a contrdle
booléenest une structuréN, P, T,M,C) ou :
— (N,P,7,M) est un graphe marqué ;
— Ns C N est un ensemble fini de nceudssékection tel quevn € Ns: |[ne| =2 et|en| =1;
— Nt € N est un ensemble fini de nceudgutgon, tel quevVn € Ny : [ne| = 1 et|en| = 2;
— C est une fonction paramétrique, pouvant dépendre desédsnigui détermine le nombre de
jetons consommeés sur les entrées des fusions ou produiessssorties des sélections, lors des
exécutions de ces nceuds.

Les nceud$usion (resp.sélection ont exactement deux places distinctes en entrée (regje)sor
et exactement une place en sortie (resp. entrée). Le chdix place ou doit étre consommé (resp.
produit) un jeton est prise en interne, de fagcon similairaéstructure conditionnellg-alors-sinon
les brancheglors et sinonsont respectivement étiquetées « 1 » et « 0. » Mais les ptédieasont
pas explicites et peuvent éventuellement dépendre degdsn@ela implique la perte de la propriété
de décidabilité des équations de balance, du fait gu'il efdvimpossible de prédire dans quelles
places seront lues ou produites des données, comme démantBck [14]. Cette propriété reste
décidable dans des cas particulie¥s][ mais plus dans le cas général. En effet, un graphe BDF a
I'expressivité d’une machine de Turing : il peut potenteilent s’exécuter a I'infini et nécessiter
une capacité mémoire également infinie. Cela implique aqurerie peut dimensionner précisément et
avec certitude les capacités des places.

Buck introduit également le modele flot de données a congndlier (nteger-controlled Dataflow
— IDF) [44, 45]. Il consiste en une extension de BDF incluant deux nouvégoes de nceudsCase
et EndCaseCes derniers prennent en parametre des valeurs entiepsneettent de modéliser des
structures itératives de fagon plus naturelle, ainsi quics branchements conditionnels (semblables
aux switch-caseen langage C). Buck y donne un critére et un algorithme péamiede vérifier si le
graphe est ordonnancable statiguement avec une mémoiréehdependant, ce probléme n’est en
général pas décidable, la encore en raison du contréle dépedes données.

2.4.2 Fonctions basées sur flux

Dans sa thése, Kienhuis développe le modéle des foncti@gebaur flux$tream Based Func-
tions — SBR [13(].

Définition 2.29 (Application basée sur flux)Une application basée sur fluxst un graphe orienté
G(V,E)ou:

— V est un ensemble d’'objets exécutant des fonctions sunie®fi flots) de données.

— E est un ensemble de files par lesquelles transitent ces flux.

Définition 2.30 (Objet basé sur flux)Un objet basé sur flugst un septulél,O,S's, P, w, ) tel que :
— | estI'ensemble demntréede I'objet,
— O est'ensemble desortiesde I'objet,

4. Ces nceuds sont définis par I'auteur sous les noms respieSelectet Switch Cette traduction libre est volontaire,
de fagon a conserver une cohérence avec des définitionguits.
5. cf. probléme de l'arrét.
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— S estlespace d'étatS x D, avec C lespace de contrbkt D I'espace de donnéds représente
I'ensemble des états de I'automate de contréle, tandis qrepEesente I'ensemble des valeurs
des variables locales,

s est |'état courant, tel que=s (c,d) € S,

P est 'ensemblé fi,it, f1, f2, ..., fx} des fonctions sur flux de données, de la forme :

|1MxD—-0"xD
" (igs--vsim,d) — (g, .., 0n,d")

finit €st une fonction appelée uniqguement a la création de I'pbjgtermettant d'initialiser s,
w est lafonction de transitiondéterminant I'état catteint aprés une exécution :

(2.23)

S—C

w: { , (2.24)
S C

— M est lafonction de fixation associant & chaque état de contréle une et une seule fonatio
exécuter :

C—P

M { (2.25)
c— fe

Par rapport au modele AST de Backus]| P est 'ensemble des fonctionsgest I'état, et(cw, 1)
représente le contrbleur. Les lectures sur les entréesbmmiiantes et les écritures sur les sorties
sont non-bloquantes. L'application peut étre dynamiges cbnditions sur les données sont résolues
a I'exécution. De ce fait, SBF pose les mémes problémes que BBns le méme esprit de forma-
lisation des réseaux de Kahn, citons encore les réseauwodegsus dynamiqueR¢active Process
Network3 [95], EIDF et CFDF [L90.

2.4.3 Reéseau de processus flots de données

Un réseau de processus flots de donnBesaflow Process Network — DBNIL85 est inspiré des
réseaux de Kahn : & chaque nceud est associé un ensembleededegjrage, ordonnées a la fagon
d’'un switch-cased’un programme séquentiel. Le nceud évalue les préconslitienses regles de la
premiére a la derniére, la premiéere satisfaite étant édiligour le tirage. Notons que les lectures sur
les entrées sont bloquantes, comme dans un réseau de Kahn.

2.5 Flots de données a contrble paramétré

Les modéles a contrble paramétt@?, , 23(] sont des compromis entre modeles a contrdle
statique et modéles Turing-complets. Leur expressivitépkes large que les premiers : les motifs
des listes de poids ou conditions de routage dépendent denpties entiersa priori inconnus a
la compilation. Cependant, leurs équations de balanceepe@ire résolues par calcul symbolique.
lls conservent ainsi le caractére décidable de certairgmiptés, telles que I'absence de blocage, la
vivacité et le caractére borné.
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FIGURE 2.10: Exemple d’encodeur/décodeur en CDDF. Les variabié® erochets correspondent
aux valeurs attribuées aux jetons de contrdle.

2.5.1 Flot de données évolutif

L'exemple le plus simple d’un tel contréle paramétré esticgés flots de données évolutifSqa-
lable Synchronous Dataflows — SSJF07], congus en tant que modele intermédiaire pour la com-
pilation surDSP. De méme qu’en SDF, un poids est associé a chaque entréetietdson nceud
SSDF. Lors d’'une exécution, le nombre de jetons effectivémeoduit ou consommé par un nceud
est un multiple de ce poids, selon un paramétre défini pastdlamanceur. Cette approche permet de
diminuer le nombre d’activation de chague noeud, et ainsiméder de fagon optimale le surcodt
introduit par les changements de contexte du processédy. [

2.5.2 Flot de données cyclo-dynamique

Par la suite, Wauterst al. [23(] présentent le modeéle flot de données cyclo-dynami@yel6-
Dynamic Dataflow — CDDF; version paramétrée de CSDF. Tout nceud a un comportemgeat pé
dique ; une période est une séquenceliEsesLes productions et consommations de jetons au cours
d'une phase, et donc les tirages des nceuds, dépendentdied’dans la séquence et de la valeur de
jetons ditsde contrdle un nceud n’est pas supposé se comporter tel un automategjeorariables
internes influeraient sur I'exécution. Cela signifie, pagraple, que si un nceud consommgtons
sur 'une de ses entrées a un instant donné, alors un jetoondéie contenant la valeurdoit étre
consommeé sur une autre entrée au sein de ce méme instankedawast pas stockée d’'un instant a
l'autre. En revanche, la valeur d’un jeton de contrble pét¢iminer la longueur d’une phase. Les au-
teurs y expliquent comment la consistance (mémoires bsmetdg®mmportement périodique) du graphe
peut étre prouvée hors-ligne, indépendamment des valesrietbns de contréle, par calcul symbo-
lique des équations de balance. Cependant, il demeure sibfmsle calculer les tailles maximales
des mémoires sans plus de précisions sur ces valeurs.

Exemple 2.31.Pour illustrer ce point, nous reprenons eiG F2.101'un des exemples avancés par
Wauterset al. [23(]. Les symboles entre crochets correspondent aux valesriettis de contrble.
L'idée est la suivante : le nceud de gauchenlifonnées, et les intégre en un jeton de contrdle gu’il
transmet lors de sa®™ exécution. Le décodeur, a droite, recoit le jeton de coatridé nombre de
jetons produits par le décodeur dépend de la vatgartée par ce jeton de contrble. En I'occurrence,
nous obtenons l'identitg = n.
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2.6 Hiérarchie et métamodeles

La composition hétérogene et hiérarchique des modéleégeéts est abordée par divers travaux,
notamment sur *charfs[97] et DFCharts [9¢]. Ces deux modéles mélangent graphes SDF et au-
tomates, offrant ainsi différents niveaux de raffinementrtdéle et de ses composants. Le premier
a une approche par couches homogenes : les graphes SDF symisés entre eux uniquement, de
méme pour les automates. Au contraire, le second étudiaripasition de différents modéles au sein
d’'une méme couche.

L'approche par métamodeles offre une modélisation hiirque pouvant étre appliqguée a tous
les modéles précédemment cités. Elle permet une recortfigusdructurée des flots de données : le
systeme est contrbélé par un ensemble de paramétres. Cesepraasm peuvent changer a I'exécution
pour chaque période du graphe ; cependant, une fois fixég geuvent étre modifiés avant la fin de la
période courante. Ainsi, le comportement du graphe peutggradynamiquement. Son ordonnance-
ment est quasi-statique, dépendant de ces parametresddfigs a la compilation, mais les nombres
exacts de tirages des nceuds sont calculés a I'exécutiorexeesples de tels métamodeéles sont les
flots de données paramétrés (Parameterized Dataflows — PRER[ 29 et assimilés (BLDF 139,
DGT [135, 13€)]), ou encore HPDFI14, ) 211].

6. Prononcé starcharts »
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Chapitre

Graphes a routadepériodique

Tous les modeles sont faux, mais certains sont utiles.

George E. P. Box et Norman R. DrapEmpirical
Model-Building and Response Surfac&887.
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Chapitre 3. Graphes a routaggériodique

Au chapitre précédent, nous avons introduit différents éexiflot de données, chacun résultant
d’'un compromis entre expressivité et analysabilité. Dasteencontexte, nous souhaitons étudier des
flots de données avec routage statique : les productionsiebeonations varient au cours de I'exé-
cution, tout en préservant la décidabilité de certainepnt@s. Ainsi, notre approche est semblable
a celle des graphes CSDF.

Cependant, nous estimons gue la sémantique des graphesdssiDsuffisante pour nos travaux,
et ce pour deux raisons. La premiére, que nous avons meéaég@récédemment, vient du fait que les
graphes CSDF ne font pas de distinction explicite ecéileul etroutage Or nous souhaiterions étre
capables modifier I'interconnexion des nceuds et le routageddnnées, tout en préservant la fonc-
tionnalité de I'application. La seconde raison dépend diiage en lui-méme. De nombreux travaux
portant aussi bien sur le modétesynchrone §2, 189 que sur les systéme insensibles aux latences
et aux graphes marquésd 55] mettent en ceuvre des ordonnancements périodiques, peédéd
phases d'initialisation. |l apparait alors naturel d’éeudles modéles dont le routage périodique est
lui-méme précédé d’'une phase initiale.

Aussi, les graphes a routaggepériodique K-periodically Routed Graph — KRG33, 37] furent
introduits dans I'optique de rendre explicite le contr@e distinguer des nceuds de calcul. Les KRG
aiguillent leurs jetons par le biais de deux types de nceudsi@thels, sélectionet fusion annotés
par des séquences binaires ultimement périodiques. Etesnginent dans quelles places, en entrée
et en sortie, ces nceuds doivent consommer ou produire tesjet

L'intérét de ce modéle est multiple. Tout d’abord, de la méagen qu’un graphe marqué permet
de modéliser un systéme insensible aux latentfesqus-sectio2.2.3, un KRG peut modéliser un tel
systéme enrichi par du routage de données. Ensuite, afiaskusér que le systéme est synthétisable,
sa sémantique est assez riche pour permettre de vérifiero@sdpes fondamentales, telles que le
caractere borné, I'absence de blocages, ou encore le @iloulordonnancement, et ce de fagon
statique. Enfin, nous définissons un ensemble de transfiormeale sa topologie qui préservent ces
propriétés et la fonctionnalité du graphe.

3.1 Présentation

Dans cette section, nous donnons tout d'abord les définitles KRG et de la sémantique de leurs
nceuds, avant de préciser leurs régles d’activation et dgetirNous expliguons comment vérifier
le caractére borné d'un KRG par abstraction en graphe SDfih,Eous présentons une premiére
solution pour vérifier la vivacité d’'un KRG.

3.1.1 Définition

Définition 3.1 (Graphe a routag&-périodigue) Un graphe a routage k-périodique est un graphe
orienté biparti(N,?,7,M,R), ou :
— N est un ensembile fini de nceuds, répartis en quatre sous eesetigilncts :
— N, estI'ensemble des noeudsaddcul
— N est I'ensemble des nceudsatpig tels que :

VneN;, |enj=1 et |ne|>1 (3.1)
— Ns est I'ensemble des nceudssddection tels que :

VneNs, |en=1 et [ne|=2 (3.2)
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3.1. Présentation

T T 2

(a) Production de deux (b) Une seule donnée est
données distinctes. produite, puis dupliquée.

FIGURE 3.1: Réle du nceud de copie.

— N est I'ensemble des noeudsfdsion tels que :
VneNi, |en|=2 et |ne|=1 (3.3)
— P est un ensemble fini géacestelles que :

Vpe?P, |ep|=|pe|=1 (3.4)

— T est un ensemble fini d’arcs reliant nceuds et placBs_: (N x P) U (P x N)
— M est la fonction attribuant un marquage initial a chaquaqs :

M:P—N (3.5)
— R est la fonction attribuant une ségquence de routage auxisarisélection et fusion :
R:NsUN; —» P (3.6)

D’un point de vue structurel N, P, T,M) est un graphe marqué. Cependant, les nceuds d’un KRG
ont deux vocations distinctes. Les noeuds de calculs, d'ane @ffectuent des traitements sur les
données, et sont dépourvus de contrble. En cela, ils somtiaki®s aux noeuds des graphes marqués.
D’autre part, les nceuds de sélection, de fusion et de capi¢ gslant a eux des nceuds de transport :
ils permettent d’enrichir la modélisation du contréle emplaitant les routages et duplications des
données. Ainsi, nous pouvons étudier le transport desgataiépendamment de leurs traitements.
En cela, un KRG offre un raffinement d’'un graphe CSDF. Détadllmaintenant chaque élément de
la définition :

Nceuds de copieLa nature (ou multiplicité) des jetons doit étre prise en p@mBien que les don-
nées sous-jacentes soient abstraites, il existe uneaiférsémantique importante illustrée par
la FiG. 3.1 De la méme maniére que les KRG introduisent un routageagepfar rapport a
CSDF par des nceuds dédiés, nous souhaitons étre a mémeeda thatinction entre la dupli-
cation d’'une méme donnée et la production de deux donnéesctiés. Dans le ca3.1(a) le
producteur a deux sorties distinctes, chacune vers un @miouisommateur : le noeud de calcul
produit deux données potentiellement différentes. Dawad&.1(b) le producteur n'a qu’une
seule sortie : une seule donnée est produite puis dupligueée,chaque consommateur. Une
telle information est nécessaire pour effectuer des toameftions sur la topologie du graphe
(e.g.factorisation ou expansions locales) ou le routage de sasds.
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Chapitre 3. Graphes a routaggériodique

Routage. Les nceuds de sélection et de fusion sont assimilables, ctespeent, a des démulti-
plexeurs 1-vers-2 et des multiplexeur 2-vers-1. Dans lecjpe, ils sont semblables aux noeuds
de routage de BDF. Cependant, a chaque nceud de sélectionfasiaieest associée une sé-
guence binaire ultimement périodique, par la fonctRirLe routage des jetons au cours de
I'exécution du graphe est donc imposé par un motif prédéternba lettre « 0 » (resp. « 1 »)
de la séquence correspond a un aiguilldgpuisou versla place étiquetée « 0 » (resp. « 1 »).

Places et jetons.Les places et les arcs qui les relient aux nceuds représet@gicbnnexions point-
a-point entre blocs de traitement. Les places d’un KRG segoot@nt comme des files : I'en-
semble des jetons traversant chacune des places est ttalerdonné. Par ailleurs, le mar-
quage initial représente les données initiales du syst&taat donné qu’une fonction n’est
pas forcément inversible, nous considérons donc qu'ilmapbsé a la conception et qu'il est
constant.

Les places ont un unique producteur et un unigue consommatdes jetons sont consommes de
fagcon déterministe et sans conflif.(sous-sectior2.1). Ainsi, I'exécution de n'importe quel nceud ne
désactive aucun autre nceud que lui-méme. Les principegéallégn du graphe sont définis comme
suit :

Régle 3.2(Activation).
— Un nceud de calcul, de copie ou de sélection est activé gilketnsent si chaque place en entrée
contient au moins un jeton.
— Un nceud de fusion est activé si et seulement si sa place & eimdiquée par la premiére
lettre de la séquence de routage, contient au moins un jeton.

Régle 3.3(Tirage)

— Seul un nceud activé peut étre tiré.

— Le tirage d’'un nceud calcul ou de copie consomme un jeton claamgue place en entrée. Un
jeton est produit dans chaque place en sortie.

— Le tirage d’'un nceud de fusion consomme un jeton dans la pldoguée par la séquence de
routage. Un jeton est produit dans la place en sortie. La péeelettre de la séquence de
routage est consommee.

— Le tirage d’'un nceud de sélection consomme un jeton dansasa ph entrée. Un jeton est
produit dans la place en sortie, indiquée par la premiérdréetle la séquence de routage.
Celle-ci est consommeée.

Notons que la lecture d’un nceud de fusiontdetjuante: les places dans lesquelles sont consom-
més les jetons dépendent uniguement de la séquence deeroetagpn d’un test sur la présence de
jeton dans une place. Ainsi, le tirage d’'un nceud de fusioneng gépendre de I'ordre d’arrivée des
jetons sur ses entrées.

3.1.2 Sémantique et flots de jetons

Afin d’éviter des interprétations erronées de la définitiamKRG et de ses régles d’activation
et de tirage, nous définissons formellement les relatiotre @tons. Pour cela, nous introduisons tout
d’abord la notion ddlot de jetonsavant d’en étudier le comportement.

1. Dans une moindre mesure, certains jetons initiaux pedtea propagés statiquement dans le systéeme a la fagon
d’une propagation ou duplication de constantes, mais ifseeent étre rétropropagés.
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3.1. Présentation

Définition 3.4 (Flot de jetons) Un flot de jetons est une séquence d’indices de jetons travewmn
arc, ces jetons étant soit produits dans une place, soit@onsés par un nceud.

Nous devons maintenant exprimer les relations entre jgtooduits et consommeés. La séman-
tique des KRG et les regles d’'activation et de tirage induisles relations entre flots de jetons. Ces
différentes relations dépendent de la nature des nceudsdéav En effet, les flots subissent des traite-
ments qui dépendent de la sémantique et des regles de teages shoeuds (de calcul ou de routage).
Par exemple, pour une plage soni®™€jeton entrant correspond a s@nt- M (p))emejeton sortant,
compte tenu du marquage initial. L'ensemble de ces prigstast donné par la définiti@b.

Définition 3.5 (Relation élémentaire entre flotsoit (N, P, T,M,R) un KRG, et t= (x,y) ett = (y,2)
deux arcs d&. Considérons le"jeton traversant t, qui cause I€"¢jeton traversant’t Il existe un
ensemble de relations de flot de la formgC N* x N*, telle que invy j :

VpeP, VieN', inpi+M(p) (3.7)

vYne N, UNg, Vie N, i~ (3.8)
VseNs, Ybe B, Vie N, idxb( (s),i) A (3.9)
& ind PR, A (R()=b (3.10)

VEeN;, VbeB, VieN, i~ idx(R(f),i) (3.11)
& |t R(F) )~ T A (R(F);=b (3.12)

ou b fait référence a I'entrée ou a la sortie considérée duchd=uroutage.

Exemple 3.6.lllustrons les relations élémentaires de la définition @dénite sur quelques cas simples :

1. Soit p une place de marquage initi&l (p) = 3. Le second jeton entrant sortira aprés (i) les
trois jetons intialement présents dans la place, et (iiydenger jeton entrant. Nous avons donc
2np(2+3),dou:

215 (3.13)

2. Soitnun nceud de calcul. D’aprées les régles de tirage, et pour ptade en entrée, la quatrieme
consommation de jeton sera due au quatriéeme tirage dai produira par la méme occasion
un quatrieme jeton sans ses places en sortie. Cela vérifie :

4l (3.14)

3. Soitsun nceud de sélection, avec pour séquence de roRt@ye- 10(100)®. La consommation
du cinquieme jeton entrant causera la production d’un jetoria sortie « 0. » Celui-ci sera le
110100, = 3*™jeton produit par la selection sur cette sortie. Nous avéers b

5~ 3 (3.15)

4. Enfin, soitf un nceud de fusion, ayant lui aussi pour séquence de roR@gige= 10(100)“’.
La consommation du troisieme jeton sur I'entrée « 1 » cauigeidx; (10(100)“,3) = 6°™°
production de jeton dans la place en sortie. Ainsi :

3~P6 (3.16)



Chapitre 3. Graphes a routaggériodique

Ces relations sont monotone¥ (i1, j1),(i2, j2) €, i1 <li2 < j1 < jo. Les places, nceuds de
copie et de calcul n'altérent pas I'ordre des jetons; leatiais qui leurs sont associées sont des
bijections entre I'indice d'un jeton en entrée et celui entiso Pour les nceuds de sélection et de
fusion, les relations dépendent des séquences de rouklge, qqie les jetons empruntent I'un ou
I'autre chemin. Pour une sélection, les relations sonestives ; elles sont injectives pour une fusion.

Maintenant que nous sommes en mesure de calculer la redatiomles jetons sortant d’une place
et ceux entrant dans une suivante immédiate, nous pouvomgoser ces relations élémentaires afin
de calculer la relation sur I'ensemble d’'un chemin donné BRGK

Définition 3.7 (Relation entre flots sur un chemir$oitX I'ensemble des chemins d’un KRG. Un che-
mino € X est de la formey = p1.n1.P2. ... NP1, avec i, ....nf e Net py, ..., pr1 € P. Larelation
Mg Sur le chemiro entre p et p, 1 peut étre calculée par composition des relations élémeggai

f_\/o' — f_\/p|+l o mnl 0...0 f_\/pz o f_\/nl (317)

0l ~p o ~a={(1,K) | 3 (0, ]) €~var (j,K) €~}

3.1.3 Caractére borné

Comme nous l'avons vu en sous-sectid, vérifier le caractére borné d'un KRG est de prime
importance pour sa synthése en circuit : le probléeme cenaistouver un équilibre entre les produc-
tions et consommations de jetons dans chaque place. Il peésamer a : « existe-t-il une séquence
de tirages telle que le nombre de jetons dans chaque plaedo@sé ? »

La réponse dépend a la fois du rythme de tirage de chaque naudaitage. Considérons le cas
particulier d'un KRG ou tous les nceuds sont des calculs ocalgies : ce KRG est équivalent a un
graphe marqué. Le théorére/ nous permet donc de conclure que dans une séquence de ticages
la longueur tend vers I'infini, le rapport entre les nombregichges de chaque couple de nceuds tend
vers 1.

Dans le cas général, un KRG contient des nceuds de sélectleriigtion, dont les consommations
et productions de jetons varient périodiquement. Détegnias rythmes de tirage de chacun demande
alors a intégrer leurs productions et consommations supérede de leur séquence de routage. Cette
intégration est réalisée au moyen d’une abstraction du KiR@aphe SDFdf. section3.1.4. Puis, le
rythme de chaque nceud est calculé par résolution des éugiaéobalance sur I'abstraction en SDF.
Une solution du systeme& .22 est un ensemble de coefficiemts pour tout nceud, tel que :

— Sinest un nceud de calcul ou de copie, alors il est exéguigis au cours d’'une période ;

— Sinest un noeud de sélection ou de fusion, alors il est exégutéR(n)| fois au cours d’'une

période.

3.1.4 Abstraction du KRG en graphe SDF

Comme mentionné ci-dessus, I'abstraction d'un KRG en Spese essentiellement sur une
intégration du nombre de jetons routdspuisou versune place, au cours d'une période d'un nceud
de routage.

Régle 3.8(Abstraction d’'un KRG en SDF)On construit I'abstraction d'un KRGN, P, 7,M,R) en
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3.1. Présentation

un graphe SDRN', %', 7',M’,W) par :

NN (3.18)
p L (3.19)
- (3.20)
M %M (3.21)
Pour toute place p d&, on définit W(p) def (Woprod; Weonso tels que :
1 si e pe Ny UN,
Wood £ Q[R(ep), SiepeNs (3.22)
IR(ep)| sSiepe N¢
1 si pe € Ny UN.
Weonso &ef |IR(pe)| Si pe € Ng (3.23)

|IR(pe)|, Sipee Nt
ou be B représente I'étiquette de la sortie (resp. de I'entrée) deunl de sélection (resp. de fusion).

La topologie du graphe reste identique ; les nceuds de s¥gctisp. de fusion) sont abstraits par
des nceuds de calcul ayant exactement une entrée et dees $msip. deux entrées et une sortie). Sur
une période, un nceud de sélectrooonsommegR(n)| jetons et en produit respectivemeRt(n)|, et
IR(n)|, en sortie. De la méme maniére, un nceud de fusiast abstrait par un nceud consommant
respectivementR (n') |, et |R(n') |, jetons et en produisanR(n')|. Les nceuds de calcul restent
inchangés, consommant un jeton sur chacune de leurs eat@egroduisant un sur chacune de leurs
sorties lors d’'une exécution. Un exemple est donnéien &2

Proposition 3.9. Un KRG est borné si et seulement si son abstraction en SDI- I'es

3.1.5 Vivacité

Des blocages peuvent potentiellement se produire lorsquaimes places ne contiennent pas
de jetons. Par exemple, ends 3.2(a) concaténer le préfixe « 0 » a la séquence de routage de la

fusion <O. (1.08)“)) revient a introduire une situation desrrou mortel: le jeton est orienté vers

le chemin de droite, alors que la fusion l'attend du c6té paut.a détection de telles erreurs est
d'une importance primordiale. Nous ne cherchons a y rémonde dans le cas de KRG bornés.
Contrairement a Boucaror§], nous ne parlerons pas de vivacité, qui est une propriéte forte
pour la plupart des applications usuelles, mais de pseivaoité?. Par exemple, il est courant qu’une
portion de code ne soit exécutée qu’a l'initialisation oddiaminaison du systéme. Ce probléme est
par conséquent plus fonctionnel que structurel.

Une premiere solution, la plus intuitive, consiste a réalise simulation de I'exécution du graphe
jusqu’a la fin de la premiére périodes. Sile KRG est borné et si ses routages sont périodiques, alo
son espace des états atteignables est fini. Ainsi, la siowilsé termine toujours. On exécute donc le
graphe jusqu’a aboutir a I'une des situations suivantes :

2. Rappelons qu'un réseau de processus egisgitido-vivansi pour tout marquage accessible depuis le marquage
initial, il existe toujours un nceud activé. Rappelons ea@prun réseau est vivant si et seulement s’il est quasiviga
pseudo-vivant.
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s

O
(103"’

< .

)
(CEAN
O

L1

©O

€Y (b)
FIGURE 3.2: Abstraction d’'ur(a) KRG en(b) graphe SDF.

— La simulation se termine du fait que plus aucun nceud n’déstéadl y a blocage : le graphe
souffre certainement d'un défaut de conception (topolog@guences de routage, marquage
initial) ;

— A un certain pas d'exécution, la simulation boucle et reteudans un état du graphe déja
exploré. Le graphe est pseudo-vivant.

Par ailleurs, en fin de la simulation, si tous les nceuds delalicKRG ont été tirés, alors celui-ci

est quasi-vivant.

Nous voyons dans la section suivante comment répondreeaqedstion en termes formels, par

le biais d'une analyse statique des dépendances sur legddiggtons. Une réponse y est apportée en
marge a la question de la quasi-vivacité du graphe.

3.2 Dépendances de données et forme normale

Dans cette section, nous définissons une premiére formeat®ihe KRG. Sa construction de-
mande a étudier les dépendances entre jetons parcourafR@nans ce but, nous définissons deux
représentations intermédiaires, des graphes de dépendam@remier, ou graphe de dépendance
étendu, est potentiellementfini. Nous étudions alors les propriétés nécessaires a la gotistr
d’une formefinie de graphe de dépendance, le graphe de dépendance rédsita@artir de ce se-
cond modéle que nous construisons la forme normale.

3.2.1 Motivation

Nous partons de deux constats. Tout d’abord, deux KRG pe¢awveir des topologies différentes,
et pourtant avoir la méme fonctionnalité, c’'est-a-direlmpgr les mémes transformations a leurs flots
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3.2. Dépendances de données et forme normale

Y— (01)° Y(lof*’

(a) Calculs séquentiels. (b) Calculs paralléles. (c) Calculs paralleles avec verrou.

FIGURE 3.3: Exemples de KRG@a) et (b) ont des topologies différentes mais appliquent les mémes
opérations a leurs jetonf) et (c) ont des topologies identiques, mé&i3 n’est pas (pseudo-)vivant.

de données (les jetons) par le biais des nceuds de calcuhv&ri§e, deux graphes peuvent avoir des
topologies identiques, mais des comportements diffé@entaise de leurs routages.

Exemple 3.10.Prenons pour exemple les KRG de Ie5F3.3. Les KRG(a) et (b) n'ont certes pas
les mémes topologies, mais il est évident que tous les jetobissent, et dans le méme ordre, une
transformation nomméa Au contraire (b) et(c) ont pourtant la méme topologie, méig est vivant,
tandis qu€(c) souffre d’'un verrou.

D’autre part, les routages d’un KRG évoluent au cours de génution, par la consommation
progressive des séquences de routage. Ainsi, deux jetomstémt successivement par une place ne
suivent pas nécessairement le méme chemin. Le fait que ésuslitages soient ultimement pério-
digues nous apporte cependant un élément supplémentares: @ne séquence de tirages suffisam-
ment longue dans un KRG vivant, tout jeton empruntera nagessent le méme chemin que 'un de
ses prédécesseurs. Intuitivement, nous pouvons penseelguge produira une fois que chaque nceud
de routage aura été tiré autant de fois que le PB@bk longueurs des périodes des routages, & un
décalage prés (pour la phase initiale).

Nous voulons donc définir une forme normale de KRG, de tailie fet une notion d’équivalence
entre KRG : deux KRG sont équivalents si et seulement s'ilslarméme forme normale. Nous
montrons par la suite que cette forme normale esfjuasi-graphe marquéla FIG. 3.4 illustre ce
principe : deux graphes marqués, I'un cyclique, I'autrechque, sont reliés par une « couche » de
noeuds de fusion ; les séquences de routage sont toutes da¢atg0)®.

Définition 3.11 (Quasi-graphe marquépoit (N, P,T,M,R) un KRG. On dit que ce graphe est un
guasi-graphe marqué si et seulement s'il existe les enssmMBIC Ny UNe, P’ C P, et T’ C T tels
gue les conditions suivantes soient remplies :

— Ns=0,

— (N'UN¢, %', 7',M") est un graphe marqué acyclique,

— (N\N, P\ P, T\ T ,M") est un graphe marqué,

—VNEN;, ong P A eng (P\P) A nec (P\P).
ou M et M” sont respectivement les restrictions de KFatP\ 7.

En quelque sorte, la construction d’'un quasi-graphe mareniént a retirer tout le routage d’'un
KRG, notamment en « déroulant » ses boucles sur une hypadpérseuls les nceuds de fusions

3. Plus petit commun multiple.
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Graphe marqué
partie intiale

Graphe marqué
partie périodique

- J

FIGURE 3.4: Aspect d'un quasi-graphe marqué.

faisant office de séparation entre parties initiale et jpigice sont préservés (ou introduits). Pour
ce faire, étudier la topologie du KRG est insuffisant : roatay marquage initial doivent étre pris
en compte. La construction d’'une forme normale demandediegtplus précisément les relations
entre les jetonsautrement dit, lesdépendances de donnékss sous-sections suivantes détaillent les
différentes étapes de la construction de la forme normale.

3.2.2 Deépendances entre jetons

De la sémantique d’'un KRG résulte un ensemble de dépendantesflots de jetons, et méme
au sein d'un flot. Une dépendance geversq; est noteep; — ;. Ces dependances symbolisent
la causalité ou la séquentialité des opérations du KRG. Rangle, un opérande doit lui-méme
étre calculé avant de servir a un autre calcul; ou un produateit d’abord émettre une premiére
donnée avant une suivante. Une étude fine de ces dépendances,par la suite, de déterminer si
un KRG est exempt de blocages ou non, ou si des transformali®isa topologie sont susceptibles
d’en introduire.

De nombreux travaux ont été réalisés sur I'analyse des dépeas de données, dans les domaines
de compilation et de parallélisation automatique de prognas. Nous renvoyons le lecteur a Daate
al. [71] pour un état de I'art. Par ailleurs, ce genre d'outils dlgsa est utilisé pour des graphes SDF
sous le nom dgraphes de précédengess, 213.

Certaines de ces techniques peuvent étre transposéesgpruitfématique de dépendances de
jetons. Pour un KRG donné, I'ensemble de ses dépendanceétpereprésenté sous la forme d'un
graphe de dépendanceEn effet, graphes de dépendance et réseaux de Petri sdiits (ebraéri-
vés) sont analogues et offrent la méme expressivité, [L15. Plus précisément, ce sont des formes
duales : un réseau de processus modélise des relationsopaétaions, tandis que le graphe de dé-
pendances représente les relations entre données. Tsaesmans le contexte d'un KRG, les dépen-
dances de données sont les suivantes :

Dépendance de flot.(consommation— production) En compilation, une dépendance de flot entre
deux instructionsA et B correspond a I'écriture d’'une donnée dans un registréAphre ulté-
rieurement paB. Pour un KRG, nous dirons qu'il existe une telle dépendanpels un nceud
n quelconque et deux placgsc en et p’ € ne, la consommation du jetop; entraine la pro-
duction du jetorp’j. Ou plus simplement, il existe une dépendance de flqs ders p’j, notée
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o EXI ¢
= ==
O q q O O q/

(@) Exemple de sous-graphe avec (b) Exemple de sous-graphe avec (c) Exemple de sous-graphe avec
dépendances de flots. dépendances de sortie. anti-dépendance.

qi&, %

(d) Dépendances de flots (e) Dépendances de sortie entre jetons(f) Anti-dépendance entrg;
entre les jetons dpetq, en de p, en traits pointillés, pour le cgb). et pp, pour le cagc).
trait plein, pour le caga).

FIGURE 3.5: Exemples des différentes dépendances entre jetosigetioas entourés sont initiaux.

pi —¢ qj # si et seulement sin, j. Le graphe de la 6. 3.5(a)donne un exemple de dépen-
dance de flot. Le jetop; est un marquage initial. Il est consommé par le nceud pounped
0:. Les dépendances sont représentéesiend5(d)

Dépendance de sortie.(production — production) Une dépendance de sortie correspond a deux
écritures consécutives dans une ressource partagée.dearfence, les places se comportant
comme ded-IFOs, la téte d'ung=IFO peut étre vue comme ladite ressource partagée. Ainsi,
pour toute place, il existe une dépendance de sortie entre les jeppasp;, 1, Notéep; —sq; :
le i*™€jeton doit sortir dep avant que n’en sorte Ié+l)éme. Le graphe de la . 3.5(b)en
donne un exemple. Un jeton ne peut sortir d’'une place querssémble de ses prédécesseurs
en sont eux-mémes sortis ; le passagepdpermet le passage d#. 1, et ainsi de suite. Les
dépendances sont représentéesien B.5(e)

Anti-dépendance. (production— consommation) La notion d’anti-dépendance, dans un KRG, ré-
sulte d'une combinaison de dépendances de flot et de sant@mripilation, une anti-dépendance
entre deux instructiona et B signifie queA lit une donnée dans une ressource partagée avant
gue B n'y écrive, et écrase ainsi la donnée. Dans le cas d'un KRGs me pouvons perdre
de données par écrasement : ce concept est interdit dares mottéle. Cependant, comme
nous lI'avons mentionné au point précédent, un canal de cancation peut étre vu comme
une ressource partagée par plusieurs jetons. Pour qu'on jetibére » la téte du canal, il
doit étre consommeé : la production du nouveau jeton permeteaand jeton du canal d’en
prendre la téte. Cela signifie que si deux jetgn®t pj;1 sont en séquence (dépendance de
sortie pj —s Pi+1), et sip; est lui-méme consomme pour le calcul ge(dépendance de flot

4. On peut préciser que la dépendance est causée par ledirageuch en notantp; Dy q;, ou directement sa fonc-

. L, A(n)
tionnalité parp; —'¢ qj.
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pi —¢ Qj), alors il existe une anti-dépendancegjeverspi,1 : la consommation dg; pour le
calcul deg; permet la production dp;.1. Le graphe de la . 3.5(c)méne a une telle situation,
représentée eni&. 3.5(f).

Etant donné que les anti-dépendances ne sont, dans notédemgaluneconséquencdes dépen-
dances de flot et de sortie, nous attacherons un intérétydaatia I'étude de ces deux derniéres; les
anti-dépendances correspondantes en seront déduites.

3.2.3 Graphe de dépendance étendu

Pour étudier les dépendances de données, nous devons lesutedé L'exécution d'un KRG
pseudo-vivant est infinie ; il en est de méme pour le nombretas transitant par certaines places.
Nous définissons donc le conceptgtaphe de dépendance éten@DE). Ce graphe de dépendance
est potentiellement infini, puisqu’il détaille 'ensemhles dépendances au cours d’une exécution de
KRG.

Définition 3.12 (Graphe de dépendance étend8pit (N, P, T,M,R) un KRG. Son graphe de dépen-
dance étendu est un quadruplét(,D,J.Y) tel que :
— M est un ensemble (éventuellement infini) de sommets, com@apt aux jetons;gransitant
par chaque place p.
— D est un ensemble (éventuellement infini) d’arcsgépendanceavecD C M x M. On note
D¢ le sous-ensemble des dépendances de flabsde sous-ensemble des dépendances de
sortie, tels qué/ p,q € P, pe = eq,

VPLai €M, ingorpe ] < PS¢ (3.24)
Vpi,piti €M, P —sPis1 (3.25)

— J est I'ensemble fini des jetons initiaux, aveC M :
J = {p|peMi<M(p} (3.26)

— Y est I'ensemble (éventuellement infini) des jetons probliesti aved) C M ; c’est-a-dire des
jetons initiaux, et des jetons non-initiaux produits pas deeuds de calculs sans place en entrée.

4 = Ju{p|peEM, eep=0} (3.27)
Remarque 3.13.Un GDE est acyclique.
Remarque 3.14.Pour toutp; € M, si le degré entrant dg est nul, alorgy; € Y.
Remarque 3.15.Un GDE est infini si et seulement si son KRG correspondantsesigo-vivant.

Le GDE est utile pour se représenter le concept de graphepdmdénce. Cependant, le fait qu'il
soit potentiellement infini le rend inapproprié pour étredé plus en détails. Ainsi, nous souhai-
terions définir une forménie de graphe de dépendance. Pour cela, nous allons définir teasno
d’équivalenceentre jetons, de facon a limiter notre étude a un sous-eredinb: deux jetons équi-
valents sont « fusionnés » en un seul.

72



3.2. Dépendances de données et forme normale
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(a) Premier point de I'équivalence de flot : (b) Second point de I'équivalence de flot :
routage d’un jeton sans modifier la donnée. si les résultats sont équivalents et si

les opérations sont équivalentes, alors les
opérandes sont eux-mémes équivalents, a
condition qu'ils ne soient pas tous deux
initiaux.

FIGURE 3.6: Equivalence de flot.

3.2.4 Premiere réduction : équivalence de flot

Nous définissons tout d’abord une premiere relation d'é&dence, diteéquivalence de flptet

notéerfv. Deux jetons sont équivalents de flot si :

— l'un estissu duoutagede I'autre (sélection, fusion, copie), mais n'a pas subraesformation

de la donnée gu'il transporte (pas de calcul) ;

— ous'ils sont consommeés par des nceuds qui font le méme traitestaque leurs résultats sont

eux-mémes équivalents de flot.

Seuls les nceuds de calcul modifient les données des jetarauttes noceuds ne font que dupliquer
ou router linformation. Aussi, peu importe le nombre deiespou routages que subit une donnée
entre deux calculs, nous considérons toutes ses instaquesléntes. Ceci correspond au premier
point (cf. FIG. 3.6(a). Pour le second pointf{. FiG. 3.6(b)), nous considérons deux nceuds de calcul
de la méme fonctionnalité, y compris les mémes nombres ré¢estet de sorties. Si leurs résultats
sont équivalents deux a deux, alors il en est de méme powr d@édrandes. Cependant, ces opérandes
ne doivent pas étre tous les deux des jetons initiaux : houssasupposé dans la section précédente
que le marguage initial ne pouvait étre altéré, donc dewngeinitiaux sont différents par principe.
Notons que I'équivalence de flot s’applique aussi bien egelar qu’en profondeurp;, peut trés bien
étre un successeur ¢g tout comme un jeton d’un flot en paralléle.

Plus formellement, nous voudrions utiliser la définitioivante : pour tous;, pi, € M, pi ~ pi,
si et seulement si :

1. Il existe un chemin dans le GDE g a p;, tels que toutes les dépendancesodsont des
dépendances de flot induites par des tirages de nceuds dgeroutae copiegu
' f
2. i1 0y P g et (n) =A (1) etq; ~ o etpi,p) & 9.
Cependant, il existe beaucoup de relations vérifiant cet@nae n'est donc pas une définition.
Nous voulons choisir parmi toutes ces relations la plusgelas Nous procédons alors par étapes :
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Définition 3.16. Soit(M, D, J,Y) un GDE, etR € M x M une relation sur ses nceuds. Pour tout jetons
pi, P € M, si pRpl, alors I'un des points suivants est vérifié :

1. Il existe un chemiw dans le GDE entre jpet d, tel que toutes les arcs (dépendances)de
sont des dépendances de flot, induites par des nceuds degpotag
2. porgiep e qj etA(n) = A (n') et qRaj et p, pj & J.

Proposition 3.17. Soit R,, une relation vérifiant la définitior3.16 Les relations suivantes vérifient
aussi la définitior8.16:

1. idy 2. Rt

. f ~ . . . S
Posons la relatior- comme la cléture transitive des relatidRg vérifiant la définition3.16 Pour
. o, . . f
tous jetonsp;, pi, € M, p; et pi, sont ditséquivalents de flati et seulement g3 ~ pl,.

i f . .
Proposition 3.18. ~ est une relation d’équivalence.

La relation~ est définie comme une implication ; il ne reste plus qu’a \a@nrifi réciproque pour
f : . N e
nous assurer que est bien la relation que nous cherchons a définir.

Proposition 3.19(Equivalence de flot) Soit (M, D,J,Y) un GDE. Pour tous jetons; g, € M, p
et g, sont équivalents de flot, et notésip P/, si et seulement si 'une des conditions suivantes est
vérifiée :

1. Il existe un chemio dans le GDE de jpa (,, tels que tous ses arcs (ou dépendances) sent

des dépendances de flot induites par des tirages de nceudstdgea@u de copie, ou

2. p 5 a < pl i)f g etA(n) = A (n') etq L qj et p,pi & J.

Maintenant la relation d’équivalence définie, nous prosvbexistence d'une forme finie du
graphe de dépendance.

Lemme 3.20. Soit (N,P,7,M,R) un KRG borné, avec une séquence de routage de partie initiale
vide. Autrement dit :

VneNsUNs, IvpeB*,  R(n)=wW (3.28)
Alors :
1. Pour tout ne NsU N, il existe j, € N*, tel que pour tout ke N, R(n) = suf(R(n),Kkjn)
2. Il existe une séquence de tirages au cours de laquelleuehagst tiré exactemeny fois.

Proposition 3.21. Soit (N, P, T7,M,R) un KRG borné, etM, D,J,Y) son GDE infini. Il existe,lj €
N (j > 0) tels que :

. . . f
vpE :Pv V|,k, I < J7 p|+i ~ p|+i+kj (329)

La proposition3.21 nous donne une condition nécessaire et suffisante pourrbidehede des
dépendances : le comportement du graphe est ultimememdjmire, aprés une phase initiale de
longueurl. Au dela, tout jeton est équivalent a un jeton de la premiérige, de longuevuy.

Nous sommes désormais en mesure de construire des grapiégseelance--réduits a partir de
n'importe quel GDE : les nceuds équivalents du GDE sont rggi®en un seul dans le GDR.
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(b) GDR correspondant : repliage de la partie périodique.

FIGURE 3.7: Réduction d’'un GDE en GDR.

Définition 3.22 (Graphe de dépendaneferéduit) Soit(M,D,J,Y) un GDE. LeL-GDR correspon-
dant(M’,D’,7,Y") est un GDE tel que :
— M’ et D’ sont tous deux finis.
— atout sous-ensemble de jetdnd C M, tel que tous les jetons dd” sont deux a deux équi-
valents, on fait correspondre un jeton dawg.
— pour tout couple de jetons @d’, il existe une dépendance de flot entre ces jetons s'il existe
telle dépendance entre des jetons de leurs sous-ensenobiespondants dany(.
— pour tout p € M,
— s'il existe ¢, € M, tel que(dj,, pi/) € D', et d, a une infinité d'antécédents dais, et
— slilexiste §, € M', tel que(r, pi/) € D', et 1, a un et un seul antécédente M,
alors on attribue un fanion de validité aux dépendancest §oun antécédent dejp ol
(rk, pi) € D. (ri, pir) est valide si et seulement Si i, et (d,, pi/) est valide si et seulement si
i >
— 7 etY sont les images deetY dans le GDR.

La réduction de GDE er-GDR est représentée end: 3.7. Par exemple, tous les jetons numé-
rotésry,xj sont fusionnés en un seul nocayd; ;. Sans I'ajout de fanions, la réduction ajouterait des
dépendances supplémentaires.q(;;, qui dépendrait a la fois dg et des,_i4j). Pour cette raison,
nous ajoutons des assertions exclusives sur les arcs tsntidams le premier cas, la dépendance est

valide si et seulement si= 1; sinon, elle est valide si et seulemenit sil. Notons que le--GDR ne
tient compte que des dépendances de flot : les dépendancasiel®e sont pas prises en compte par

. f . . s .
la relation~ ; elles sont abstraites, et par conséquent les anti-dépeesl&galement.

Exemple 3.23.Revenons a I'exemple que nous avions donnéien &3. Nous voulions montrer une
« équivalence » entre les graph&8(a)et 3.3(b) Les dépendances de flot de leurs GDE respectifs
sont représentées end- 3.8(a)et 3.8(c):

— Dans le cas du grapt®3(a) le jeton initial p; de la placep est consommé par un nceud de
label «a, » qui en retour produit dang le jeton p,, et ainsi de suite. Nous obtenons ainsi le
graphe de dépendan8e3(a)

— Pour le graph&.3(b), le jeton initial p; est consommé par la sélection, qui produit sur sa sortie
« 0 » un jetomy;. Ce jeton est a son tour consommé par un nceud de ladget pour produire
un jetons;. Ce dernier est enfin consommé par la fusion pour produireounegau jetonp,,
dans la placep. Le processus se répéte en routant les jetons tantot a,dmuitét a gauche,
entre la sélection et la fusion. On en déduit alors le graghdégendanca.8(c)
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(a) Dépendances de flot du KRG de l5F3.3(a) (b) L-GDR du KRG de
la FIG. 3.3(a)

=

(c) Dépendances de flot du KRG de l&sF3.3(b) (d) L-GDR du KRG de
la FIG. 3.3(b)

P2 .,

t2
(e) Dépendances de flot du KRG de lesF3.3(c) ) L-GDR du KRG de la

FiG. 3.3(c)

FIGURE 3.8: Exemples de dépendances de flot et de leur réduction.
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FIGURE 3.9: Précédence entre jetons.

En étudiant leurs équivalences de flot, nous constatonseqrmil—GDR sont effectivement égaux
(cf. FIG. 3.8(b)et3.8(d). Dans le premier cas, il existe des dépendances de flotleatietonsp; qui
vérifient le second point de la définition de I'équivalencelde; donc ils peuvent étre assimilés a un
unigue jeton dans la forme réduite. Dans le second casuséaie second critére de I'équivalence de
flot : la dépendance entmg etq; est induite par la sélection, tandis que celle egtret p, est induite
par la fusiongetc Par transitivité, tous les jetons sont équivalents, déofoime réduite.

En revanche, le grapt®3(c)ne devait pas étre équivalent : il présente un verrou. Em, stéon
le méme principe que pour le grapB8(b), le jetonp; est consommé pour produigg, qui lui-méme
est consommé pour produisg en entrée de la fusion. Cependant, de part sa séquence dgaput
la fusion attend un hypothétique jetbnsur son entrée « 1. » Horfg, n’est causé par aucun jeton
initial. Les dépendances de flot de son GDE sont représeatééis. 3.8(e) Nous constatons que

f i . o
son~-GDR, en RG. 3.8(f), est différent des deux autres. Par ailleurs, remarquoasaggituation de
verrou y apparait de fagon évidente : il existe une bouclggualors que ce jeton n’est pas initial.

3.2.5 Seconde réduction : équivalence de comportement

. f 3 : . ,
La relation~ ne prend pas en compte les dépendances de sortie. Noustsdahaiune notion
plus stricte quant a I'ordre de passage des jetons. Nouds#éfits alors une notion geécédence

entre jetons, puis une nouvelle relation d’équivalence éjuivalence de comportemeat notée~.

Définition 3.24 (Précédence)Soit (N, P, T7,M,R) un KRG borné, etM,D,J,Y) son GDE. Pour tous
jetons p, pi € M, pi précéde psi et seulement si;p= p,, ou s'il existe g,q;, j < j’ tels que :

1. 3n,....0 € NeUN;UNg, pi Bfo-0 D qj, et
2.3n,...,n" € NeUN§ UNs, p{/ﬂn 0-0 Ty ajr

Définition 3.25. Soit(N, P, T,M,R) un KRG borné, etM,D,J,Y) son GDE. Nous posons la relation
=< comme la cléture transitive de 'ensemble des relationsrdeduience, selon la Définitidh24

Avec les notations de la définitidh24 on peut alors écrirg; Zq, pi pour préciser que la précé-
dence entrgy; et pj, est établie viay;.

Proposition 3.26. X est une relation de pré-ordre.
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() Exemple de KRG vivant. (b) 2-GDR correspondant au KRGa). Les
boucles formées par les dépendances de sorties, is-

sues de la fusions des jetons get g respective-
ment, sont supprimées.

FIGURE 3.10: Exemple de suppression de dépendances de sortie.

Exemple 3.27.La FiG. 3.9 llustre la relation de précédence entre jetofgriori, les jetons des
placesp et p’ sont indépendants. Pourtant, ils permettent de produsgetiens dans une placgqui
sont eux-mémes en séquence (dépendance de sortie). liareafprécédence permet donc de faire
remonter cette information aux jetons en amont.

Maintenant qu’une notion de précédence est établie, nausps définir la relation d’équivalence
de comportement comme un raffinement de I'équivalence de flot

Définition 3.28 (Equivalence de comportementoit (N, P, T,M,R) un KRG borné, etM,D,7.Y)
son GDE. Pour tous jetons,,p|, € M, nous définissions I'équivalence de comportement, nqté’e p
pi’,, comme la cléture transitive de la relation :
—plp, et
— soit p=p/,
— soit il n'existe pas de jeton;gavec q 7fé pi et g 7fé pi/, tel que g soit relié & p ou [, par un
chemin de dépendances de sortie.

Ce que nous dit cette relation, c’est qu'outre le fait d'&criivalents de flot, deux jetons sont
équivalents de comportement s'il n'existe pas d’autreneton-équivalent avec lequel ils puissent
étre en relation de précédence. Cette condition permet dasurer que; et p;, sont suffisamment
« indépendants » des autres jetons pour pouvoir étre fussopar la suite. Ce point est important a
noter, car il nous permet de prendre en compte les ordresssaga La condition syr= p’ permet
quant a elle de conserver la propriété de périodicité dedpgmition3.21

Proposition 3.29. 2 est une relation d’équivalence.

Proposition 3.30. Pour tous jetons ipg; € M, si p 2 q;, alors p L q;.

Le lecteur notera que I'on peut faire le paralléele avec lagax de Milner sur les équivalences
et bisimulations en CCSL[6, ]. En effet, ces relations d’équivalence sont des bisinratau
sens de Milner; bien que les modéles soient différents gisemnements et buts poursuivis sont trés
proches.

La définition3.22doit étre adaptée en conséquence pouﬁl@DR. Les deux seules différences
sont, d'une part, qu’uvlﬁ-GDR est réduit selon la relatio%, et d'autre part, qu’urali-GDR contient

. . s o f
des dépendances de sortie et des anti-dépendances : reonémaii au~-GDR, ces deux types de
dépendances n'y sont pas abstraites. Cepenida¢sles dépendances de sorties et anti-dépendances

ne sont pas présentelmns le2-GDR : en effet nous supprimons (i) les boucles issues deslariu
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(a) Exemple de KRG. (b) Y _GDR. Les dépendances (c) Forme normale (quasi-graphe mar-
de sorties sont en pointillés gué) totalement périodique. Par soucis de

longs, et les anti-dépendancesSimplicité, seules les quatre places cor-

en pointillés courts. respondant aux quatre jetons 8uGDR
sont représentées.

FIGURE 3.11: Exemple de KRG et de sa forme normale. Les routages db $dRt périodiques, sa
forme normale n'a donc pas de partie initiale.

de plusieurs jetons en un seul, et (ii) pour les jetons d’'umm#8ot, les dépendances du dernier jeton

de la période vers le premier. I%>GDR intégre les dépendances de sortie et anti-dépendpooes
représenter la séquentialité des opérations au sein démedp. Il faut néanmoins garder a I'esprit

que le2-GDR n'est gu'uneabstractiondu comportement du KRG, et conserver les dépendances
de sortie et les anti-dépendances d’'une période a I'awtiendrait & surcontraindre le modéle en
introduisant des circuits sans jeton productible.

Exemple 3.31.Nous illustrons le principe eni6. 3.10 Le KRG de la kG. 3.10(a)est vivant, il

peut s'exécuter a l'infini. Les placgset g sont potentiellement traversées par une infinité de jetons;
cependant tous les jetons traversargont équivalents de comportement, de méme pour les jetons
traversanig. Leur abstraction eip; et q;, respectivement, ferait priori reboucler les dépendances
de sorties¢f. FiG. 3.10(b). En particulier, la boucle sup; ne contiendrait pas de jeton productible ;
comme nous ne verrons dans la sous-section suivante, calmuwur effet d’'introduire un verrou dans

la forme normale, alors que le KRG initial est vivant. Pouteeaison, ces boucles sont supprimées.

3.2.6 Forme normale

Nous pouvons enfin effectuer la transformation inverse estroire une forme normale du KRG
a partir de son GDR. Le fait d’avoir expansé les dépendanee®anées jusqu’a la fin de la premiére
période revient a dérouler completement le routage damsnaef normale. Plus précisément, le KRG
normalisé consiste en une partie initiale et acycliquéceeh une partie périodique et cyclique par
des nceuds de fusion. Ces fusions ont une particularité lespubmier jeton est consommé sur I'en-
trée « initiale, » les suivants étant consommeés infinimeaveat sur I'entrée « périodique. » Cela
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correspond bien a un quasi-graphe maraufiééfinition 3.11).
La construction de la forme normale est détaillée par I'algme 3.1 La FG. 3.11illustre la
construction de la forme normale d'un KRG, en passant paﬁbsGDR.

Théoréme 3.32Existence d’une forme normalel tout KRG correspond une unique forme normale,
construite par I'algorithmes. L

Par transformations successives, nous avons exprimé lansiéuoe d’'un KRG selon celle, plus

simple, de deux graphes marqués unis par des fusions. Oime:wsi- etme-quasi-graphes marqueés
d'un KRG quelconque nous donne un point de référence auwigémantique : deux KRG sont
équivalentssi et seulement si leurs formes normales sont identiquesai€@annement est similaire a
celui de I'expansion des graphes SDF en graphes marquési, 4@s propriétés de vivacité peuvent
étre extraites directement d’'un KRG, ou en appliquant dadtats bien connus des graphes marqués
sur sa forme normalef, sous-sectior2.2).

Théoreme 3.33(Vivacité d'un KRG) Un KRG est pseudo-vivant si et seulement si geqnuasi—

graphe marqué est pseudo-vivant. Aussi, un KRG est vivattssulement si soﬁ-quasi-graphe
marqué est vivant.

En somme, le théorént&33nous dit qu'un KRG est pseudo-vivant si et seulement si lplgra
margué représentant sa partie périodique, aprés ajouetbes jissus de la partie initiale, est vivant.
Notons cependant qu'il n'est pas nécessaire que la formmalersoit quasi-vivante pour que le
KRG soit quasi vivant. En effet, nous avons vu qu’un nceud tieicdu KRG peut-étre dupliqué en
plusieurs instances dans le quasi-graphe marqué, cator@spondant a un « dépliage » du KRG.
Aussi, si au moins 'une de ces instances est quasi-vivahpgur tout nceud de calcul du KRG, alors
le KRG est quasi-vivant.

3.3 Transformation de lI'interconnexion

Dans cette section, nous décrivons un ensemble « d’idemétéarquables, » qui nous permettent
de transformer la topologie de l'interconnexion des noeedsattul. Nous prouvons que ces transfor-
mations sontorrectes c’est-a-dire qu’elles préservent la fonctionnalité dgplication modélisée.
Par fonctionnalité, on entend les relations entre flots mgeentrant et sortant d’'une part, et d’autre
part la vivacité et 'absence de blocage.

Pour cela, nous montrons que pour tout KRG, son interconnepéut s’exprimer sous formex-
pansée informellement, cela revient & décroiser et départagechemins entre tout couple produc-
teur/consommateur. Si nous construisons un second KRGpiq@gnt successivement ces identités
remarquables, nous prouvons que ces deux KRG ont la méme fexpansée. Ces transformations
de l'interconnexion s’articulent en quatre étapes :

1. La définition et la preuve de correction des identités rgoebles ;

2. La définition d’arbres de sélection et de fusion et leuiilégage : minimiser le nombre maxi-
mum de nceuds de sélection ou de fusion en cascade que deisgaun jeton avant de sortir
de l'arbre;

3. Lagestion des permutations de jetons entre leur progluetécur consommateur : nous construi-
sons un sous-graphe dédié aux dépassements de jetons;;

4. L'expansion de l'interconnexion : construction d’'unaé@s de liens point-a-point.

80



3.3. Transformation de l'interconnexion

Entrées : un graphe de dépendance rédit, D,J,Y) privé de ses dépendances de sortie.
Sorties : un quasi-graphe marqy&’, ?,7,M,R).

1

10:
11:
12:
13:
14:

15:
16:
17:
18:

19:
20:
21:
22:

23

24
25

26:

27

: pour tout jeton p; dansM faire
2:
3:
4:

Etape 1 : construire une place pour chaque jeton du GDR et samqumage initial
construire une placplace(p;) (cf. FIG. 3.12(a)et(b))
si p; est initialalors le marquage delace(p;) vaut 1sinonil vaut O

Etape 2 : construction du nceud en entrée
construire un nceud de calaukt le lier aplace(p;)
si pi a une dépendance de flot entrante, induite par un nceud dé kEbed
A(n)« 1 (cf. FIG. 3.12(e)et(f))
sinon
A(n)«¢
sile degré entrant dp; nul et p; n'est pas productible (hors jetons initiawdprs
ajouter une boucle sans marquage initialrsur (cf. FIG. 3.12(c)et (d))
fin si
fin si

Etape 3 : insertion des nceuds de copie
si pi a plusieurs dépendances sortargiess

construire un noeud de copie et le lieplace(p;) (cf. FIG. 3.12(i) et(j))
fin si

Etape 4 : insertion des nceuds de fusion

si pi a deux dépendances entrantes exclusives, selon des faeioatidité,alors
construire un noeud de fusion et les liar a (cf. FIG. 3.12(g)et (h))

fin si

: fin pour

- Etape 5 : finalisation de I'interconnexion

. pour tout dépendance dari3 faire

relier les nceuds et places correspondantes de fagon aigeropr
. fin pour

Algorithme 3.1: Construction du quasi-graphe marqué.
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Pi

(a) Etat du jeton : initia(q; € J) ou non(p; ¢ J).

¢W\I) A d(p) =

(c) Jeton non productible sans dépendance entrante.

Pi Pi

I
qj ou \ qj

i

~.

.'.'.8
o] o,

placgp) placgq;)

O O]

(b) Si le jeton est initial, le marquage de
la place correspondante vaut 1.

placepi) O

(d) Création d'un circuit sans marquage
pour interdire des productions de jeton.

place(pi)

O\

place( )

place(qJ

(e) Dépendances vegs d’'un ou plusieurs jetons. Les dépendances (f) Création d'un nceud, de labdl,

de flot sont induites par des nceuds de lapkels autres sont étique-

téese.

P {_ k)
dj
g 1 (1>k)

(g) Dépendances avec un fanion de validité.

qj

s
pi
\
I dj
(i) Dépendance d'un jetop; vers plusieurs je-
tons.

FIGURE 3.12: Eléments de construction d’un quasi-graphe maigudite) a

(gauche)
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consommanp; et pi; et produisant;.

place(pi)

O ror
/
place(pr)
(h) Insertion d'un nceud de fusion intermédiaire

et d'une nouvelle place pour réunir les flots : ini-
tial et périodique.

place(q;)

O

[ |place(q;)
O—I1—O
5
O—1P B
place(pi)| & ]
O—'—0O
| |place(d)

(i) Insersion d’un nceud de copie pour dupliquer
le flot, et routage vers les différents consomma-
teurs.

partir d'un GDR
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a b2
ag bl

b]_ a1
az by

(a) Expansion d’une place (ExpPlace). (b) Exemple de graphe ou la factorisation (FactPlace) est
impossible.

FIGURE 3.13: Expansion et factorisation d’'une place.

Les transformations de I'interconnexion et I'étude d'itieds remarquables reposent sur le calcul
des séquences de routage correspondantes. Les définttimaprétés des séquences binaires et des
opérateurs adéquats, en particuliers les opérateuie) etwhen(A ), sont rappelées en anneXe

3.3.1 Transformations locales

Des identités remarquables, présentées intuitivemerBpacaron B3], permettent de modifier
la topologie du graphe en utilisant les propriétés sfdsctionset fusions tout en respectant la fonc-
tionnalité du graphe : autrement dit, ces transformatiarigetht garantir que pour tout couple pro-
ducteur/consommateur, les relations entre flots sortaetstants sont respectées. Des jetons peuvent
étre aiguillés sur des chemins distincts, puis étre réums din méme flot, tout en conservant leur
ordre d'origine.

Expansion d’'une place

Par exemple, une place peut étre partagée entre plusietgrsd@da peut étre, de facon abstraite,
les signaux de différents modules transitant par un bus deéis commun. L'expansion d’'une telle
place, représentée emd= 3.13(a) revient a remplacer un médium de communication et de sgecka
partagé par autant de liaisons point a point que de flots witeam. Cette transformation introduit
davantage de concurrence, mais préserve les ordres des getaein de chaque flot.

Proposition 3.34(Expansion d’une place)]'expansion d'une place (ExpPlace), telle que représentée
enFIG. 3.13(a) préserve les relations d’ordre sur les flots de jetons.

Notons que la réciproque n’est pas toujours possible :ipizgitane topologie expansée, il n’existe
pas forcément de séquence de routage permettant d'effégtiiansformation inverse, et obtenir une
forme factorisée (FactPlacef. FIG. 3.13(b). Ce en raison que certains ordres de jetons, en entrée
comme en sortie, et compatibles avec des liaisons poioifit;pre peuvent étre reproduits avec une
place partagée : la factorisation impose une séquentiatisdes jetons, donc un ordre total.

Exemple 3.35.La FiG. 3.14présente un exemple de factorisation, avec séquentialisd¢s jetons
suivant I'ordrea;b;ash,. Dans le cas paralléle, aucune contrainte n’est exercélesjgatons traver-
sant les places intermédiairgs; @ ps, cf. FIG. 3.14(a). Le sous-graphe de dépendance étendu reste
acycligue.
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a _____ - @ 4— —————
.7 A

Py P2 P3 P4

(a) Dépendances entre jetons du sous-graphe sous sa (b) Dépendances entre jetons du sous-graphe, factorisé

forme expansée, en&. 3.13(b)(gauche) arbitrairement, en i6. 3.13(b) (droite). La séquentia-
lisation a;byazbs, introduit des verrous. Deux circuits
sans jetons initiaux sont représentés en rouge et bleu.

FIGURE 3.14: Comparaison des dépendances entre forme expansgeiagisée : introduction de
dépendances lors de la séquentialisation.

a b c ab c a a
|
— u VAVYU — u — — uvv
O =< O O <> (O
v — — vvu v uATVY —
d d b cd b c d

(a) Permutation de nceuds de fusion (PermFusion).  (b) Permutation de nceuds de sélection (PermSelect).

FIGURE 3.15: Permutations des noeuds de routage.

En revanche, dans le cas factorisé, nous avons contraidtd’de passage des jetons dans la place
intermédiaire. L'ajout de dépendances de sorties inttatks anti-dépendances supplémentaicés (
FiG. 3.14(b). Nous introduisons alors plusieurs circuits, dont caegaie contiennent pas de jetons
initiaux : siay et by entrent en second, ils ne peuvent sortir en premier. Quekqitd’ordre dans
lequel les jetons sont consommés par la fusion, il est iniplesgu’ils soient produits par la sélection
dans I'ordre imposé. Dans ce cas, la factorisation est dopossible.

Permutations de sélections et fusions

D’autres transformations nous permettent de modifier émnaht la topologie du graphe en per-
mutant des nceuds de routage, comme représentéze® B5 Ces deux transformations permettent
de réaiguiller localement des jetons.

Proposition 3.36(Permutation de fusions).a permutation de nceuds de fusion (PermFusion), telle
que représentée dAG. 3.15(a) préserve les relations d’ordre sur les flots de jetons.
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| | |
I e

(a) (b) (©)

FIGURE 3.16: Exemples de simplifications du routage.

Proposition 3.37 (Permutation de sélectionsha permutation de nceuds de sélection (PermSelect),
telle que représentée énc. 3.15(b) préserve les relations d’ordre sur les flots de jetons.

Correction et simplification des transformations

Maintenant que la préservation des flots de jetons est étaimus pouvons enfin montrer un
critere de correction de nos transformations : la vivaait&RG est préservée par ces transformations,
et elles n'affectent pas les situations de bloquage.

Corollaire 3.38 (Consistance des transformatiankgs transformations d’expansion des places (Exp-
Place,cf. FIG. 3.13(a), de permutation des fusions (PermFusici FIG. 3.15(a), et de permutations
des sélections (PermSelekts. 3.15(b)n’altérent pas le caractere borné du graphe, ni ses propaét
de vivacité ou d’'absence de blocage.

Aussi, ces transformations peuvent amener a certainedifsiaions de la topologie, que nous
décrivons par les remarques suivantes.

Remarque 3.39.Le motif de la FG. 3.16(a)est équivalent & un arc si et seulement si les routages de
ses nceuds sont égaux. Dans ce cas, les jetons sortent dadmadeamire qu'ils sont entrés.

De plus, un nceud de sélection ou de fusion dont la séquenaautigye vaut 9 ou 1°, comme
en HG. 3.16(b) est aussi équivalent a un arc : les jetons sont toujourgéseatsou depuisla méme
place, I'autre branche est inatteignable. Elle représemeuelque sorte, du code mort.

Remarque 3.40.Les entrées et sorties, respectivement, de nceuds de faslersélection sont inter-
changeables en remplacant leurs séquences de routagesmgardgationscf. FIG. 3.16(c).

3.3.2 Arbres de sélection et de fusion

Comme nous I'avons mentionné précédemment, les nceudsicie étisle sélection correspondent
respectivement a des multiplexeurs 2-vers-1 et démutiples 1-vers-2. Pour des routages plus com-
plexes, il est alors nécessaire de mettre ces nceuds eneaafiadie représenter du routageers-1
et 1-versn. Par exemple, la fusion deflots de jetons en un seul est modélisée par un arbre-dé
nceuds de fusion. Nous généralisons alors le routagertrées ou sorties au moyen de « macro-
noeuds, » que nous nommameuds de n-sélecti@t n-fusion

n-Sélection

Définition 3.41 (n-Sélectioh. Un nceud de n-sélection est composé d’'un arbre delmceuds de
sélection, a n sorties. Par analogie avec les nceuds de ®é#lesh condition de branchement est une

85



Chapitre 3. Graphes a routaggériodique

FIGURE 3.17: Nceud de 4-sélection, et routage du premier jeton sartae 2.

séquence ultimement périodique §0rn— 1]|. Les sorties du nceud de n-sélection sont numérotées de
Oan—1

Le tirage d’un noeud de-sélection est atomique : il correspond au tirage de toetesélections,
de la racine (entrée) a une feuille (sortie), sur le cheminvi @ar le jeton. Vu de I'extérieur, son
comportement est semblable a celui des noeuds de sélectairebi; en interne, le routage des jetons
est déterminé par I'arbre de sélection sous-jacent.

La valeur de la séquence entiére de routage du nceunesdkection détermine la valeur de I'en-
semble des séquences binaires de routage, internes aulrmeodcordance entre la séquence entiere
et les séquences binaires qui lui sont subordonnées esvdatsu:

— Lei®™e élément de la séquence entiére indique sur quelle sortieoelidnden-sélection est
aiguillé lei®™jeton en entrée. Ce nombre entier, lu en base 2, peut alersiésous la forme
d’'un mot binaire, dont les bits sont ordonnés du moins sicatifiau plus significatif ;

— Lors du tirage du nceud dhesélection, la tétev (entier converti en mot binaire) de sa séquence
de routage est consommée;

— En interne, on consomme récursivement les bitsvgdds indiquent, au fur et a mesure de la
descente dans I'arbre, de quel c6té doit étre aiguillé mjégauche ou droite, « 0 » ou « 1 »);

— Les conditions d’arrét de ce parcours sont :

1. avoir complétement consommé on compléte les séquences restantes par des « 0 » Si
nécessaire ;

2. atteindre une feuille : la « queue » non consomméw dst une séquence de « 0, » que
I'on ignore.

Exemple 3.42.La FiG. 3.17illustre le principe du routage des arbres de sélectione éa @oncor-
dance entre routages entiers et binaires. Supposons dite tutroutage du nceud de 4-sélection vaut
2,0 = 10, ; parmi toutes les sorties, numérotées de « 0 » a « 3, » c'esd U2 » que sera produit
un jeton au prochain tirage. Le bit le moins significatif vaul » ; la téte de la séquence de routage
de la racine vaut donc « 0. » On descend alors du c6té gauchsecbead bit vaut « 1, » donc la téte
de la séquence de routage du nceud suivant vaut donc « 1. »fRjurég s représente la queue de la
séquence de routage den&élection, ef, b etc représente les routages des jetons suivants.

Cette facon d'associer des chemins a des nombres entieeirad'sn arbre den-sélection est
équilibrée : au niveau de la racine, le sous-arbre de gawrhespond aux chemins pairs, le droit aux
chemins impairs, et ce récursivement. Le sous-arbre déhganamtient, au plus, un nceud de plus que
le sous-arbre droit. La hauteur d’un arbre sorties est alors égale/#g, (n)].
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FIGURE 3.18: Nceud de 4-fusion, et routage du premier jeton depeigrée 1.

|
Racine

Pivot Rotation a droite

—

©0O®®06 ® © ® @ 6 ®

FIGURE 3.19: Equilibrage d’un arbre de 5-sélection.

n-Fusion

Exactement de la méme maniére que nous avons introduitdessaden-sélection, nous présen-
tons maintenant les arbres ddusion. Le tirage d’'un nceud defusion est atomique, donc la lecture
d’un noeud den-fusion est bloquante

Définition 3.43 (n-Fusion). Un nceud de n-fusion est composé d’'un arbre delmeceuds de fusion,
ayant n entrées. Par analogie avec les nceuds de fusion, sersgm de routage est une séquence
ultimement périodique syi0,n— 1]|. Les entrées du nceud de n-fusion sont numérotées ae- 1.

Exemple 3.44.La FiG. 3.18représente un exemple d’arbre de 4-fusion. L'entrée adird@erminée
par la premiére lettre de sa séquence de routage, i€illg. Partant de la racine, la téte de sa séquence
de routage binaire est égale au bit le moins significatifcdod. » Nous partons alors du c6té droit.
Nous complétons la séquence de routage du prochain ncewhnenpar « 0 » ; c’est une feuille, nous
nous arrétons.

De méme gu'un nceud desélection, un nceud defusion contienin — 1 nceuds de fusion, pour
une hauteur maximale dans le cas idéafldg, (n)].

Equilibrage d’un arbre

Maintenant, considérons un arbre de fusion ou sélectiorbatamcé ; nous cherchons a I'équili-
brer. Un tel arbre peut étre vu comme un cas particulier ddgrbinaires de recherche, nous permettant
ainsi d'utiliser les résultats bien connus sur le (ré)éorabe des arbres AVL par rotations succes-
sives [1, 134 (cf. FIG. 3.19. Ces transformations ont justement été prouvées commediiamt pas
I'ordre des jetons (propositior&36et3.37), ni altérant le caractére borné du graphe (corollaiss).
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source K- e :

(a) Trieur élémentaire. (b) Réseau de FIFOs en paralléle.

FIGURE 3.20: Exemples de trieurs de jetons.

Théoreme 3.45Adelson-Velskii et Landis)La hauteur h d’un arbre AVL avec n nceuds internes est
bornée par :

logy,(n+1) < h < Iog(p(n+2)+logq,<\/§)—2 (3.30)

Vu qu’unen-sélection O feuilles) est réalisée par un arbrerde 1 nceuds de sélection{ 1 nceuds
internes), on peut ainsi borner la hauteur d’un arbrendélection entre logn) et log,(n+1) +

log,, <\/§) — 2, par application du théorén3e45 Il en est de méme pour les arbres de fusion.

Notons que I'équilibrage des arbres rouge-noir reposeeéuit sur des rotations de nceud. Ce-
pendant, ces arbres ne garantissent qu’'une hauteur maxégale a X log,n dans le pire des
cas p7, 117.

3.3.3 Permutations de jetons

Considérons deux nceuds de calcul, reliés par une quelcamgueonnexion, tels que des jetons
produits par I'un sont routés vers l'autre. Jusqu’a présesus n'avons considéré que des consomma-
tions de jetons dans l'ordre dans lequel ils sont produitsaiBcontraire, les jetons sont consommeés
dans un ordre différent, nous cherchons a construire urgahe permettant de les permuter.

Comme nous l'avons vu, les jetons suivant un méme chemints@aément ordonnéf; défini-
tion 3.7). Pour gu’un jeton puisse en dépasser un autre, ils doiveptunter des chemins différents.
Par conséquent, le probléme de la permutation des jeton€euésolu en séparant puis fusionnant
des flots de jetons, tout en jouant sur leurs routages. Aefmedit, des jetons sont « parqués » dans
une place, en attendant que leurs successeurs les dépasseantis-graphe dédié a cette tache est
appelé urtrieur.

Exemple 3.46.La FIG. 3.20(a)présente un trieur élémentaire. Les jetons orientés vezsplate
peuvent étre dépassés par ceux routés sur l'autre placeuSposonsi = (011)® etv= (110)®, les
premiers jetons de chaque période sont permutés avec kuxsdccesseurs, de telle fagcon que le flot
d’entrée[1,2,3,4,5,6] produira le flot de sorti€2,3,1,5,6,4]. Si maintenant nous posouns- v, alors

les jetons sortent dans I'ordre dans lequel ils sont entégrieur effectue la permutatiadentité et

est assimilable a un arcf(remarque3.39).

Remarque 3.47.Dans I'exemple3.46 les séquences et v doivent avoir le méme débit; dans le
cas contraire une accumulation de jetons surviendrait dans ou l'autre des places. Pour s’en
convaincre, il suffit d’abstraire le trieur en graphe SDFésbiudre ses équations de balarefespus-
section3.1.3.
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> T
— 110100

110

(a) Trieur paralléle. (b) Trieur série. (c) Trieur itératif.

FIGURE 3.21: Différents trieurs réalisant la permutatime- [3,2,1].

Exemple 3.48.Différentes topologies de trieurs permettent d’effectuiee méme permutation. Par
exemple, considérons la permutatime= [3,2,1]. Nous proposons eni®. 3.21trois topologies dif-
férentes pour la réaliser : trieur parallé€b, trieur sérig(b), et trieur itératif(c).

Trieur paralléle

La question des permutations a déja été partiellemeng fpait la communauté étudiant la théorie
des graphes, dans le cas d'tieur paralléle; des résultats généraux en sont résumeés par Golum-
bic [10(. En transposant le principe dans notre modéle, nous enodigria définition suivante.

Définition 3.49 (Trieur paralléle) Un trieur paralléle est un sous-KRG dédié a la permutation de
jetons, dont les nceuds sont soit des sélections, soit desgust connectés sur le modele suivant :
— Les nceuds de sélection forment un arbre binaire, regroepés noeud de n-sélection.
— Les nceuds de fusion forment également un arbre binaineupés en un arbre de n-fusion.
— Les deux arbres sont symétriques, et chaque feuille d'loreasst reliée a son symétrique dans
I'autre arbre, de telle fagon que la sortie gauche (resp.ijpod’'une sélection est connectée a
I'entrée gauche (resp. droite) d’'une fusion.

Plus simplement, un trieur est constitué de files en pagalt&imme indiqué eniB. 3.20(b) Un
flot entrant dans le trieur, issu du sommet source, estldligtrsur les files, via un arbre de sélection.
L'arbre de fusion permet de regrouper les jetons issus digsatites files. La réalisation d’une per-
mutationttrepose alors sur le choix de la file ot insérer chaque nouedan, jainsi qu’a I'ordre dans
lequel le sommet puits les consomme. Un exemple de trieatlplar est donné enig. 3.22

Comme montré par Golumbic (], ce choix du placement des jetons revient & effectuer une
coloration canonique du graphe de permuta@jmn]. Il prouve la proposition suivante :

Proposition 3.50. Soitttune permutation. Les nombres suivants sont égaux :
— le nombre chromatiquge de G,
— le nombre minimum de files (ou chemins) nécessaires a laupation T,
— la longueur de la plus longue sous-séquence décroissae d
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nceud dgn+ 1)-sélection

-—
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\

(5(5(5(5 <> (5 (5 (5 (5 n+ 1 places intermédiaires

1
|
:
|
L’ (_Q ! nceud dein+ 1)-fusion
|
|
|
|

FIGURE 3.22: Exemple de trieur paralléle.
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(a) Diagramme de correspondance. (b) Graphe de permuta-  (c) Permutation de jetons par un réseau de
tion G[11. FIFOs en paralléle.

FIGURE 3.23: Exemple de permutation= [3,2,5,4,1].

Comme nous l'avons déja mentionné, deux jetons permutésungpt étre placés dans la méme
file : ils doivent emprunter des chemins différents. Par@gial deux sommets adjacents du graphe
de permutation ne peuvent étre colorés de la méme couleur.

Exemple 3.51.Considérons la permutatian= [3,2,5,4,1] de la AG. 3.23(a) Son graphe de per-
mutation est donné en&. 3.23(b) La proposition3.50nous donne le nombre minimum de chemins
nécessaire a la permutation : en I'occurrence, le grapheeytation est 3-chromatique, donc trois
chemins sont nécessaires et suffisants pour le trieur. e lpl@oloration du graphe de permutation
nous donne directement 'affectation des jetons pour ahditgidu trieur (cf. FG. 3.23(c).

Pour uneg-coloration minimale du graphe de permutation, on en dépiin nceud dg-sélection
et un nceud dg-fusion seront nécessaires et suffisants a un trieur pigrafiinimal, soit un total de
X — 1 nceuds de sélection, et autant de nceuds de fusion.

Proposition 3.52(Routage du trieur paralléle)Soit T = [y, o, ..., ] une permutation du n-uplet
[1,2,...,n]. Le graphe de permutation [@] est X-chromatique. On note(i) I'indice de la couleur,
compris entréd et X— 1, associé au noeud i de[ apres coloration minimale. Soit s et f, respective-
ment, le nceud de X-sélection et le nceud de X-fusion d’um tmigimal pourtt Les routages entiers
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3.3. Transformation de l'interconnexion
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(a) Trieur série. (b) Trieur itératif.

FIGURE 3.24: Autres topologies de trieurs.

de s et f, respectivement§ et R(f), sont tels que :

R(s) = [X(1),x(2),...x(n)] (3.31)
R(f) = [X(m),Xx(TR),..X(Th)] (3.32)

Trieurs série et itératif

Nous ne mentionnerons que deux autres topologies de trigans les étudier plus en détails : le
trieur série, et le trieur itératif. lls sont tous deux reganétés en i6. 3.24

Le trieur série, tout d’abord, repose sur le paradigliviser pour régner(cf. FIG. 3.24(a). On
peut imaginer, pour ce type de trieur, de retenir en amonaiosrjetons pour se faire dépasser par
d’autres, et ainsi échelonner les permutations tout audorghemin. L'avantage d’une telle topologie
est que seulslog,n| nceuds de sélection, et autant de fusion, sont nécessaiieslipposer den
chemins dans le trieur. En revanche, il est beaucoup pliisidifde trouver un routage permettant
de minimiser sa profondeur et sa capacite ous-sectior8.5.3. En effet, les capacités de stockage
d’'un trieur série sont partagées par plusieurs chemingtaimement au trieur paralléle.

Le trieur circulaire permet quant a lui d’effectuer n’impoguelle permutation avec seulement un
nceud de sélection et un nceud de fusnF|G. 3.24(b). En contrepartie, les capacités des places et le
nombre de pas d’exécution nécessaires a effectuer une ggionuiaugmentent de facon conséquente.
Par exemple, nous souhaitons effectuer la permutatien4,3,2,1]. Les jetons], O et 0 doivent
entrer dans la boucle afin de laisser passePuis les jetong] et 0 font un autre tour de boucle
pour quel] puisse sortir, et ainsi de suite. Ainsi, une inversiomgetons demand§{’ ; 2i = (n+ 1)2
tirages de nceuds de routage dans le cas d'un tri circuldmes @u’un tri paralléle n’en colte que
2nlog, n. Un compromis pourrait alors consister & composer plusigigurs circulaires entre eux, ou
y insérer des trieurs série : on y augmente le parallélismie,cen ordonnant itérativement les jetons
« par paquets. »
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FIGURE 3.25: Aspect général de la forme normale. Les nceuds de caiotlreprésentés a la fois
a gauche, selon leurs entrées, et en haut, selon leursssdrtig places ne sont pas dessinées, afin
de simplifier la figure. Les arbres de fusion et de sélectignésentent le réseau d’interconnexion
normalisé. Les carrés noirs représentent les trieurs.

3.3.4 Expansion de I'interconnexion

Nous allons maintenant définir une normalisation de I'twenexion du KRG, s’appuyant sur
I'ensemble des points abordés dans cette section : tramafions de la topologie du graphe, en par-
ticulier des interconnexions, et gestion des permutatiengtons.

Par soucis de simplicité, nous considérons tout d’abordagesans copies de jetons; I'aspect
général de cette forme normale est représentéien3d25 Elle consiste a éclater chaque sortie des
nceuds de calcul par un arbre de sélection, comme un peigaqu€branche est destinée a connecter
le producteur a un et un seul consommateur. De facon symétridpaque entrée des nceuds de calcul
est connectée a un arbre de fusion, regroupant ainsi lessjétsus des différents producteurs. Au
milieu, les liens sont totalement éclatés, un pour chaquple@roducteur/consommateur, a la fagon
d’'un crossbar Ici, des trieurs permuttent les jetons si nécessaire.

Théoréme 3.53(Complétude des transformationd) existe une expansion en forme normale des
KRG sans copie, pour laquelle les transformations PlacePapmFusion et PermSelect sont com-
pléetes.

Dans le cas d'un KRG avec copies de jetons, la forme normalgl@salement la méme. Les
nceuds de sélection de lads 3.25sont pourtant remplacés par des sous-graphes plus corapéexe
une entrée et deux sorties, contenant des boucles et des deecmbie : ces sous-graphes doivent étre
en mesure de produire des jetons sur chacune de leurs séveéesuellement dupliqués plusieurs fois.
Une telle transformation demande a utiliser la régle deofation FactPlacecf. Fic. 3.13(b) qui,
comme nous l'avons vu, n'est pas toujours possible. Nougecturons qu’elle est rendue possible
dans ce cas patrticulier, et que le théoréme de complétudéperétendu au cas général.

Conjecture 3.54 (Complétude des transformationd) existe une expansion en forme normale des
KRG, pour laquelle les transformations PlaceExp, PlacéFRermFusion et PermSelect sont com-
pléetes.
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c d w _ (0"1)“_
c d b b

(a) Factorisation de blocs en paralléle. (b) Factorisation de blocs en séquence, intro-
duction d’une boucle.

FIGURE 3.26: Factorisation de noeuds de calcul.

3.4 Factorisation et expansion des calculs

Dans la section précédente, nous avons défini un ensemiémtités remarquables et de transfor-
mations menant a une expansion de l'interconnexion. Dats section, nous discutons informelle-
ment de transformations portant, quant a elles, sur les somudalcul. Elles visent a scinder les flots
de jetons entre différents nceuds de calcul pour, si possibtgnenter le parallélisme, ou au contraire,
a entrelacer les flots pour séquentialiser les calculs.

Nous ne présentons que des exemples de transformatioribleesafin de donner des indices
intuitifs de I'expressivité du modéle. Leur formalisatiniest qu’un simple exercice ; la préservation
des flots est prouvée de la méme fagon que pour les propasitidha 3.38

3.4.1 Factorisation d’'un calcul

Plusieurs noeuds de calculs peuvent étre regroupés en yeeeul revient dactoriserdu code.
Les flots sur chacune de leurs entrées sont entrelacés partdes der-fusion, puis séparés en sortie
par des arbres de-sélection,n étant le nombre de nceuds factorisés. Les séquences deeralgmg
nceuds de-fusion et den-sélection sont toutes égales, afin de préserver les flate ttansformation
est semblable & la factorisation d’une place, évoquée dasection précédente. La différence essen-
tielle entre les factorisation de places et de nceuds estap®ld cas présent, nous interdisons les
« chemins croisés » : le cas de I'exemBl85 qui introduisait un blocage, est ici impossible. Notons
cependant que la fusion de nceuds n’est possible qu’a comdjtie les nceuds soient fonctionnelle-
ment égaux, donc gu’ils aient les mémes labels.

Exemple 3.55.Une forme générale de factorisation est représentéecrBR26(a) Si les flotsa etb
sont fusionné selon un routage arbitraire, alors la séquence de routage de la sélecti@maement
w. Tous les jetons venant desont alors dirigés vers et de méme entreetd.

Remarque 3.56.Un cas particulier de la factorisation consiste a I'apmigaur des nceuds en sé-
quence, comme eni&. 3.26(b) En insérant des nceuds ddusion et den-sélection, puis en sim-
plifiant les chemins, nous créons des boucles entre noeudssioa et de sélection. La fusion sert
a l'initialisation ou au passage a l'itération suivanteydia que la sélection représente la condition
d’'arrét : sortie de boucle, sinon redirection vers I'enti@eur une séquence denceuds de calcul,
les routages de la fusion et de la sélection sont symétriglegsremier vaut(l.O”fl)w, et le second

(0 11)”.

93



Chapitre 3. Graphes a routaggériodique

[

W v uAY uAv

(a) (b)

(=
(=
(9]

o

FIGURE 3.27: Expansion d’un noeud de calcul.

3.4.2 Expansion d’un calcul

A linverse du point précédent, les flots peuvent étre sairetéraités par des nceuds de calcul
concurrents. Cette forme expansée permet, lorsque cg@ssible, d'exploiter plus de parallélisme
dans I'application.

Remarque 3.57.Notons que le fait de dupliquer un nceud de calcul ne permeatysématiquement
d’introduire du parallélisme. Le fait que deux calculs peist étre effectués en paralléle est une pro-
priétésémantiquetandis que la duplication de naeuds est une transformagiotaxique Cette trans-
formation présente un intérét au cas par cas, qui demandanaigse des dépendances de données
en amont.

Exemple 3.58.Deux exemples d’expansion de nceud de calcul sont préseamées. 3.27. Le cas
(a) est corollaire a la remarqu&39 Le cas(b), quant a lui, est semblable a I'expansion d'une place
ExpPlace ¢f. sous-sectior.3.1).

3.5 Graphes a routagek-périodique synchrones

Les réseaux de processus flot de données « purs, » tels quapgbsgmarqués ou SDF, ont été un
terrain d’études intensives sur 'ordonnancement, afirtderdes calculs dans un temps unique. Des
séquences binaires, faisant office de condition d’actimatindiquent I'activité d’'un nceud a chaque
instant. Un nceud peut alors s’exécuter pour I'unigue raiganla présence de jetons sur ses entrées a
cet instant est prouvée statiquement, lors du calcul derdehaancement. En particulier, nous nous
intéressons a des ordonnancements périodiques (ou uldnigrériodiques). Les capacités des places
sont alors optimisées en conséquence.

Ainsi, nous raffinons le modéle KRG pour intégrer des notidegsemps et d’espace : nous in-
troduisons des contraintes de latence et de capacité, afialcider les tailles des mémoires et les
horloges d'activation des différents composants. Nouglaps ces extensions des graphes a routage
k-périodique synchrong&ynchronous K-periodically Routed GraplEKRG).
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m—1nceuds :

B / P Tpaces
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L) =n

n+1nceuds :

nplaces ou

FIGURE 3.28: Expansion des latences, selon qu’un nceud de calcxgett® en pipelinégauche)ou
non (droite).

3.5.1 Définition

Définition 3.59 (Graphe a routagk-périodique synchrone)Un graphe a routagk-périodique syn-
chroneest un octupléN, P, 7, M,R K,L,T), tel que :
- (N,P,7,M,R) est un graphe a routage k-périodique.
— K est la fonction attribuant une capacité a chaque placenm@ maximum de jetons qu’elle
peut contenir simultanément :
K:P— NU{4ow} (3.33)

— L est la fonction attribuant des latences aux nceuds et la@nbre d’instants logiques néces-
saires a leur franchissement par un jeton :

L {N;\U‘P—)N

: (3.34)

— T est la fonction d’ordonnancement, associant a chaquedreeplace une séquence binaire
ultimement périodique représentant leurs activations @urs du temps :

T:NUP =P (3.35)

Par rapport a la définitioB.1 des KRG, la définitiorB8.59 des SKRG introduit trois nouveaux
concepts :

Latences. Les latences de calcul et de communication sont inspiréegrd@hes marqués temporisés
(cf. définition 2.12) de fagon a conduire des analyses temporelles. Ces lateoesntiéres et
guelconques ; or dans le cas synchrone, nous considéropsoldisctions et consommations
de jetons a chaque instant. Nous pouvons alors transfoergraphe par expansion, de fagon
similaire a celle des réseaux de Petri temporisés][ou des graphes marqués3] 39 : pour
chaque nceud de latence non-nulle (resp. place de latenagitaire) il (elle) est découpé(e) et
remplacé(e) en introduisant des nceuds intermédiairesatetanulle et des places de latence
unitaire. Si un nceud de calcul de latence non-nulle modéiise fonction ne pouvant étre
exécutée en pipeline, on ajoute une place entre le derriepetmier étage ; la non-réentrance
est alors assimilée a une dépendance de donnép&f. FIG. 3.28).
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Capacités. La capacité d'une place est le nombre maximum de jetons gulate peut stocker a un
instant donné. Une place de capacité infinie signifie quereameur n'a pas borné la mémoire
considérée. Cependant, celle-ci n’a pas pour autant dérpaysique. Nous devons alors bor-
ner la capacité de la place, sans pour autant réduire lessafds noeud<f, définition 3.63 et
sous-sectior?.?).

Ordonnancement. Contrairement aux KRG, nous introduisons dans les SKRG atiemde temps,
en suivant I'approche originelle menée avec les graphegu#arou SDF. Selon le paradigme
synchrone, ce temps est discrétisé en instants logiquesédution d’'un SKRG est une suc-
cession de réactions de ses nceuds et places au cours du tesmpsrloges d’activation des
nceuds et places forment un systéme polychrone, dont le®nsl@ntre horloges sont définies
selon des regles d'activation et de tirage. Cependant, smuwisaitons raffiner ces relations, et
définissons un SKRG comme un systéme synchrone harege maitresséchantillonne I'en-
semble des instants logiques ; toute autre horloge en esausehorloge. Ainsi, les horloges
d’activation des naeuds et places sont représentées patglenses binaires, ardonnance-
ments Si lai®™ lettre d’une séquence vaut « 1, » alors le signal de I'horlogreespondante
est présent aif ™ instant logique : le nceud est tiré, ou un jeton arrive dansaleep Sinon, le
signal de I'horloge est absent, ce qui équivaut a une attente

Remarque 3.60.Les ordonnancements sont ultimement périodiques. C'ésigrment pour cette
raison que nous avions défini les séquences de routage cotimenuent périodiques. En effet, il
existe un lien fort entre ordonnancement et routage : iltrpessible de calculer un ordonnancement
périodique (owk-périodique) qu’a la condition que les séquences de rougeg@ent aussi.

Ce lien entre routage est ordonnancement est un point iemgotte fait de transformer l'inter-
connexion peut, quand c'est possible, permettre bialancer»° les ordonnancements.

Par la suite, nous supposons que tout circuit contient ansnoie place ou un nceud de latence
non-nulle ; nous excluons la possibilité qu'un SKRG puiss&tenir un circuit combinatoire.

3.5.2 Ordonnancement

Dans la sous-sectid®i 1.3 nous avons vu que le nombre de tirage de chaque nceud au bmes d
période peut étre calculé par abstraction en SDF. Maintenans recherchons un ordonnancement
a grain plus fin, pour positionner les exécutions des ncewdsries par rapport aux autres, au sein
méme d’une période.

Dans cette sous-section, nous abordons le probleme dul chlouordonnancement pour un
graphe donné, ou de la décision de sa consistance, c’@s#-prduver qu’un ordonnancement permet
d’exécuter un SKRG tout en respectant les régles d’aaivadt de tirage des nceuds.

Régle 3.61(Activation).
— Un jeton dans une place p est prét a étre consommeé a un irdang s'il a été produit dans
p au moins L(p) instants auparavant. Les jetons initiaux sont consomnsabés le premier
instant d’exécution.
— Unnceud de calcul, de copie ou de sélection est activé dilenisent si chaque place en entrée
contient au moins un jeton prét a étre consommeé.
— Un nceud de fusion n est activé si et seulement si sa placdrée,g@ndiquée par la premiére

AL N A

lettre de la séquence de routage, contient au moins un je@ragétre consomme.

5. Ici, balancerest utilisé au sens des séquences binaafeM(llo [ 165]), et non des équations du méme nom en SDF.
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FIGURE 3.29: Ordonnancement (en gras) d’'un KRG de défit 1

Régle 3.62Tirage)

— Seul un nceud activé peut étre tiré.

— Le tirage d'un nceud calcul n consomme un jeton dans chagee gn entrée. Un jeton est
produit dans chaque place en sorti¢r) instants plus tard.

— Le tirage d’'un nceud de copie consomme un jeton dans la pltaeatege. Un jeton est produit
simultanément dans chaque place en sortie.

— Le tirage d’'un nceud de fusion consomme un jeton dans la pldoguée par la séquence de
routage. Un jeton est produit simultanément dans la placeatie. La premiére lettre de la
séquence de routage est consommée.

— Le tirage d’'un nceud de sélection consomme un jeton dansasa ph entrée. Un jeton est
produit simultanément dans la place en sortie indiguée parémiére lettre de la séquence de
routage. Celle-ci est consommée.

Définition 3.63 (Débit). Le débit d'un nceuast le débit de la partie périodique de son ordonnance-
ment. Ledébit d'un SKRGest la liste des débits de ses entrées (sources) et sortigs)(p

Le débit d'un graphe acyclique est égal a 1. Contrairemexngeaphes dépourvus de contrble, le
débit d'un KRG n’est pas nécessairement égal au débit deysbm ©u chemin) le plus lent.

Exemple 3.64.Considérons le SKRG de la&. 3.29: le SKRG a un débit de/R (débit en sortie de
la copie), alors qu'’il contient deux nceuds de débit.1

Caractére borné

Comme nous l'avons vu, un KRG et un SKRG sont bornés si etmeuiesi les productions des
jetons compensent les consommations. Ceci dépend dongtbeses auxquels sont tirés les nceuds.
Dans le cas d'un KRG, asynchrone, ce probleme est donc rgapkbstraction du graphe en SDF et
résolution des équations de balanck regle 3.8) : nous étudions les productions et consommations
dans chaque place au cours d’'une période du graphe, etehohsrles rythmes de tirages des nceuds
de facon a équilibrer le tout.

Dans le cas synchrone d’'un SKRG, nous transposons ce rais@mh en un calcul d’horloges :
nous posons une contrainte sur I'ensemble des ordonnantemie SKRG, afin de ne considérer
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gue ceux correspondant a un comportement balancé. Cedreistréent liée a la notion dsyn-
chronisabilité des ordonnancementsf(Cohenet al. [62] et définition A.12). Plus précisément, la
synchronisabilité est une spécialisation du critere deMesserschmitt aux horloges. Chercher une
hyper-période sur laquelle les activités des productdudtessconsommateurs sont a I'équilibre revient
donc a leurs recherches des ordonnancements tels que ébitssbient égaux. Ce qui est équivalent
a synchroniser leurs horloges.(propositionA.14).

Absence de blocage

L'absence de blocage, et plus particulierement la psed@@ité, sont quant a elles des propriétés
qui dépendent du marquage initial. Nous avons étudié cdéprnebdans le cas asynchrone ; pour un
SKRG, nous cherchons maintenant un ordonnancement, sieexespectant les relations sur ses
flots (cf. sous-sectior8.1.2. Nous en déduisons des contraintes sur les ordonnancegennceuds
et places.

Par abus de notation, nous désignons qyarou e1n les places connectées respectivement aux
entrées « 0 » et « 1 » du nceud de fusmmet ey et ey les places connectées respectivement aux
sorties « 0 » et « 1 » du nceud de sélection

Lemme 3.65(Contraintes des calculs et copieBpur tout noeud de calcul ou de copie n, a tout instant
i, les régles de tirages imposent les contraintes suivasie$es ordonnancements :

Vpeen, idxi(T(p),i)+L(p) < idxy(T(n),i+M(p)) (3.36)
Vpene, idxi(T(n),i)+L(n) = idxy (T (p),i) (3.37)

Lemme 3.66(Contraintes des fusionsPour tout nceud de fusion n, a tout instant i, les régles de
tirages imposent les contraintes suivantes sur les ordooe@ents :

idx1 (T (egn),i)+L(epn) < idxs (T(n) vW,iJrM(.On)) (3.38)
idx1 (T (e1n),i) +L(e1n) < idxy (T (n) YR(N),i+M (e1n)) (3.39)
idxy (T (n),i) = idxy (T (ne),i) (3.40)

Lemme 3.67(Contraintes des sélectiondPour tout nceud de sélection n, a tout instant i, les regles
d’'activation et de tirage imposent les contraintes suieargur les ordonnancements :

idxy (T (en),i)+L(p) < idxy(T(n),i+M(en)) (3.41)
T(neg) = T(n)¥R(n) (3.42)
T(ne;) = T(n)VYR(n) (3.43)

Du fait qu'un SKRG est confluent, n'importe quel ordonnaneatrespectant ces containtes sur
les consommations et productions de jetons, préservdrselee de blocage, la pseudo-vivacité et la
guasi-vivacité.

Equations de balance augmentées

Kerihuelet al. étendent les équations de balance de SDF eny intégrant tioe de temps124].
L'idée est que non seulement les productions et consomnsatioivent se compenser, comme men-
tionné ci-dessus, mais qu’en plus, chaque composant dst@regVLSI (ici, les nceuds du graphe)
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« consomme » les signaux sur ses entrées dans l'instant sani®mis i¢e. que les jetons sont pro-
duits). Cette contrainte est trop forte pour notre modéle jétons pouvant étre conservés plusieurs
instants dans une place avant d’étre consommeés. En revdagirencipe peut étre adapté aux équa-
tions de balances des SKRG pour y introduire une notion deadiédi: un jeton doit étre produit avant
d’étre consommé.

Pour résumer, un ordonnancement est consistant pour un SKIR&Sproductions et consomma-
tions des nceuds sont balancées, et s'il respecte les coesr@inposées par les relations sur les flots
de jetons. D’ou le théoréme suivant.

Théoréme 3.68(Equations de balance augmentéddhe fonction d’ordonnancement T est consis-
tante pour un KRG donné si et seulement si :

1. Les débits des producteurs et des consommateurs sont égax a deux :
Vpe®P, T(ep) x T(pe) (3.44)
2. T respecte les contraintes sur les ordonnancements nesde3.65 3.66et 3.67.

Pour un SKRG donné, on peut lui calculer un ordonnanceméidievsoit par simulation, soit par
résolution des systémes de contraintes a I'aide d'un sobgéxuat 10].
3.5.3 Capacités des places et trieurs

Maintenant que nous savons calculer les ordonnancemesitsodeds, nous pouvons en déduire
les capacités minimales des places permettant de ne pasrride débits.
Capacités des places

Proposition 3.69(Capacité d'une place)Soit p une place d’'un SKRG borné, entre un productgur n
et un consommateur,nSa capacité minimale ., (p) est donnée par la formule suivante :

Kmin(P) = max(a—B)+M(p) (3.45)
oua etP sonttels que :
. lprf (R(ny), |prf (T (ny), t)\l)ybl s! . est un nceud de sélection (3.46)
lprf (T (m) ,t)]; sinon
5 _ lprf (R(ng), |prf (T (n2), t)\l)ybz s? N, est un noeud de fusion (3.47)
prf(T (n2) , 1) sinon

avec h et by les labels de I'entrée et de la sortie a laquelle est conreeptédans le cas ou le produc-
teur ou le consommateur sont des nceuds de routage.

Capacités des trieurs

Rappelons tout d’'abord que le tirage d’'un nceuchdasion ou den-sélection est atomiquef(
sous-sectior.3.2 : tout jeton consommeé est aussitdt produit en sortie. Cacs iest nécessaire pour
modéliser des multiplexeurs ou démultiplexeurs, dépaideimémoires internes. Si I'on considére
I'arbre équivalent, les places s’y comportent comme de lgsnfils. Ainsi, pour un trieur constitué
d'une n-sélection, d’'unen-fusion, et de places intermédiaires, ses seules capatdt&sockage se
situent au niveau desdites places. Cette hypothése peenfate coincider la sémantique d'un trieur
avec sa représentation intuitive ercF3.20(b)
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Définition 3.70 (Capacité d’un trieur) On appellecapacitéd’un trieur la somme des capacités de ses
places intermédiaires ; c’est donc le nombre maximum degepmuvant étre stockés simultanément
dans le trieur.

Un jeton est stocké dans le trieur dans trois cas distincts :

— il est le prochain jeton a sortir du trieur,

— au moins 'un de ses successeurs doit le dépasser,

— au moains 'un de ses prédécesseurs doit sortir avant luindume stocké pour I'une des deux

raisons précédentes.

Notons qu’un jeton peut traverser le trieur combinatoirem@&outes les places intermédiaires
peuvent avoir une capacité non nulle ; inversement, au plagplace intermédiaire de capacité nulle
est nécessaire. Le placement des mémoires d’un trieur deité@p sur sesp places intermédiaires
est donc une partition deenp— 1 ou p parties. Ce partitionnement dépend de I'allocation despet
sur les chemins du trieur, donc de la coloration du graphesdmytation ¢f. sous-sectior8.3.3. Le
probléme d’un algorithme de coloratidirst fit® est qu'il ne permet pas, dans le cas général, d’aboutir
a un placement minimisant la capacité du trieur.

Exemple 3.71.Considérons la permutation= [4,2,3,1,8,7,5,6]. Elle est composée de deux per-
mutation distinctes4,2,3,1] d’'une part, ef8, 7,5, 6] d’autre part. Leurs graphes de permutations sont
tous deux 3-chromatiques. Un algorithfirst fit nous donne les affectations suivantes :

— Affectations pour la premiére permutation :

File1: (1)
File2: (2,3)
File 3: (4)
— Affectations pour la seconde permutation :
File1: (5,6)
File2: (7)
File 3: (8)

Un minimum de deux places serait donc nécessaire sur chamdeux premiéres files. Les
jetons] et O peuvent franchir le trieur combinatoirement dans le mailleas ; une capacité totale
de quatre unités est donc nécessaire. Il est pourtant éwigiéen faisant correspondre la file 2 de
la premiére permutation avec la file 1 de la seconde permaotatious ferions chuter la capacité
minimale a seulement trois unités.

Sur cet exemple, une premiére idée serait de colorer indépament les permutations distinctes,
puis de trier les files par capacité croissante, a la facamdiagramme de Ferrefs en faisant corres-
pondre les files, nous en déduisons les capacités minimalelsatune, et donc la capacité minimale
du trieur. Pourtant, cette solution est toujours insuffisan

Exemple 3.72.Prenons maintenant la permutatios- [5,3,7,4,2,1, 6] ; son graphe est 4-chromatique.
Par un algorithmédirst fit, on obtient le placement suivant dans le trieur :

Filel: (1,6)

File2: (2

File 3: (3,4)

File 4: (5,7)

6. La premiere couleur satisfaisant les contraintes dera@iidm est associée a chaque sommet du graphe. C’est, par
exemple, le cas de I'algorithme de coloration de SupoWit] 221].
7. cf. Comtet p6] pour une définition et des exemples.
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A supposer que les jetofis et [ franchissent le trieur combinatoirement, cing unités delsige
sont donc nécessaires pour effectuer la permutation attecatiocation. Soif (n) 'ordonnancement
du noeud de 4-sélection ; le jetéhfranchit donc le trieur a l'instant idXT (n),5). Supposons que
le jeton sort a l'instant idx (T (n),5) + 1 < idxy (T (n),6). Ainsi, le jetonO entre dans le trieur
alors que le jetori] sort dans le méme instant, ou est déja sorti. Si le jeéta@vait été dirigé vers le
troisiéme canal, nous aurions réduit la capacité minimaltidur & quatre unités.

Ces exemples mettent en avant deux contraintes : (i) le mpiaciedes jetons les uns par rapport
aux autres peut influer sur le résultat final, qu’ils soiertméés ou non, et par conséquent, (ii) il
est impératif de tenir compte de la durée de vie de chaque fos le trieur. Autrement dit, outre
la permutation en elle-méme, les instants d’arrivée et gariéles jetons du trieur sont déterminants
dans le calcul d’'un routage optimal, selon que nous pouvétgiser (ou pas) la mémoire d’un instant
al'autre.

Il apparait alors que notre probleme se raméne a celui phérglde I'allocation de registres ],
largement étudié en matiére de compilation : il consistechaecher une allocation de données dans
le cache d’'un CPU de fagon a maximiser la réutilisation de émire, et minimiser les défauts
de cache. Ce probléme, bien connu pour son caractére NPledm@ souvent été abordé par la
coloration du graphe d’'interférence des données. Un grdjifterférence est un graphe d'intervalle,
dont les intervalles sont délimités par la date d’allogatitune variable et sa date de libératian. (
définition A.67).

Dans notre cas, appelonde noeud den-sélection du trieur. Lé*™ jeton entre dans le trieur a
l'instant :

entrée(i) = idxy (T (ng),i) (3.48)
On peut récursivement calculer sa date de sortie au plsstte(i) par :
sortie(i) = max(entrée(i), sortie(n(rqfl_l)) +1) (3.49)

La méthode proposée par Grund-Hadk.]] est une solution optimale par programmation li-
néaire en nombres entiers pour optimiser la réutilisatemegjistres. Elle se base sur celle d’Appel-
George [1], tout en diminuant significativement le temps de calcul.ptimcipe est le suivant : au
graphe d'interférence est ajoutée une nouvelle famillecd)des arcs d’affinité. Partant d’'une colora-
tion initiale, on cherche a maximiser le nombre de couplesaeads de méme couleur reliés par des
arcs d'affinité, tout en s’assurant que tout arc d'interiégerelie deux noeuds de couleurs différentes.

Notre probleme est cependant quelque peu différent de della simple allocation de registres
d'un CPU. Dans leur cas, le nombre de registres y est connu ; I'enjedessouver un agencement
des données permettant la meilleure réutilisation passibans notre cas, la capacité du trieuraest
priori inconnue, et nous cherchons un routage minimisant le nomdwessaire. Il nous faut donc se
baser sur le principe des méthodes existantes, tout enaadldguir formulation.

Nous nous proposons alors de formuler un programme quaquaeatin nombres entiers permettant
de calculer la capacité minimale d’un trieur, inspiré dexcde Grund-Hack et Appel-George. Soit
Gp [ = (Vp,Ep) et G, [1] = (Wi, E), respectivement les graphes de permutation et d'interéére
tous deux non-orientés, d’'une permutatiorOn noteX la coloration minimale d&p [17. On définit

8. cf. probléme du sac-a-dos.
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un ensemble de parametres tels que :

C def {1 s!entree(l):sortle(l) (3.50)
0 sinon
1 si(ii)eE

y & { sith) B (3.51)
0 sinon
1 si(ii)eE

p; & { si(l,)) <Ee (3.52)
0 sinon

Aussi, on définit les variables suivantes, sur lesquelldsavailler le solveurcy est la capacité de
la k°™° place, associée a k&™® couleur. De plusy;x est un booléen indiquant la coloration (i
jeton :

Xik = (3.53)

1 sii estde couleuk
0 sinon

Proposition 3.73(Capacité minimale d’'un trieur pour nombre de chemins mitymConsidérons
un trieur de n jetons, de nombre minimal de chemins X. Sa d#patnimale est donnée par le
programme quadratique en nombres entiers suivant :

minimiser capaci¢ = % C (3.54)
avec . -
Xik€{0,1}, eN Vi e [1,n], vk e [1,X]] (3.55)
§ Xik=1 Vie [1,n] (3.56)
(kak:x,,k) P;<1 Vi, j € [1,n], Vke [1,X] (3.57)
((Exjvkljo +1—ci> Xik <&  Viel[Ln], vke [1,X] (3.58)

La proposition3.73 nous donne, pour un nombre minimal de chemins, la capeciié chaque
place, et le routagg; x adéquat. On notg; = k si et seulement i x = 1. On peut étendre ce pro-
gramme pour déterminer si, pour un trieur donng, il est ptessi'effectuer une certaine permutation
1. Pour ce faire, nous ajoutons des contraintes de type My, ou My est la capacité imposée a la
placek. Sile systéeme de contraintes n’a pas de solution, alorgfaygation n’est pas consistante par
rapport au trieur. Au contraire, si une solution existersalm routage; est attribué a tout jeton

Une autre amélioration possible consiste a ne pas se limitarombre de chemins minimum.
Des nceuds de-sélection en-fusion correspondent respectivement a des multiple>etudses démul-
tiplexeurs. Selon l'architecture sous-jacente, il pett étile, par exemple, d’arrondir le nombre de
chemins a la puissance de deux supérieure. Cela revientglaean le parameétrX de la proposi-
tion 3.73parX = 2/10%X],

Proposition 3.74(Temps de tri paralléle)Le temps nécessaire a effectuer la permutation est optimal
avec un trieur paralléle.
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Chapitre

Modele polyédrique

Méme si un jour la machine acquérait un certain esprit
de géométrie, il lui manquerait encore I'esprit de
finesse.

Général de corps d’'armée Desfemmes, Réflexions sur
la guerre électronique.’Armée décembre 1962.
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Dans ce chapitre, nous décrivons le modéle polyédriqueuedihui largement utilisé dans le
domaine de la parallélisation automatique de programmeest @n modeéle offrant un haut niveau
d’abstraction a partir duquel, dans le chapitre suivaniisramnstruirons un KRG. L'expressivité des
KRG nous permettra alors d’exploiter le parallélisme eoif#i calculé au niveau polyédrique. Aussi
notre présentation est orientée vers les résultats dutohapi

Le modéle polyédrique est né des travaux initiateurs de Kagh. sur les systémes d’équations

récurrentes uniformes’{,

]. Il offre une représentation algébrique et sémantiquerdkgions

entre données, au grain le plus fin : il manipule directemestirstances d’instructionsou opé-
rations. La puissance du modele polyédrique repose sur sa capacit&éliser des compositions
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de transformations linéaires, et sa flexibilité pour I'eegmion d’heuristiques d’optimisatiork:la
puissance du modéle polyédrique est d'implanter des catipusde transformations complexes en
une seule opération algébrique, et de modéliser ces tramsfitons dans un espace d’optimisation
convexe }27].

L'utilisation de la théorie des polyédres s’est propagéesdie nombreuses communautés ; elle
est aujourd’hui utilisée dans les domaines de la compilafio’, 71, 9¢], de l'allocation de mé-
moire [/2, ] ou encore de la vérification formelle. (. En particulier, le modéle polyédrique
est particulierement adapté pour représenter des appfisafiots de données, avec un controle li-
mité et répétitif. Ces applications sont principalementrités de deux fagons : soit sous la forme
déclarative desystemes d’équationsoit sous forme deids de bouclegans un langage impératif.

Dans ce chapitre, nous présentons les travaux sur le moolgkdpique, tel qu'il est utilisé dans
le contexte de la compilation et la parallélisation autagquet. Dans une premiére section, nous pré-
sentons les différentes approches menant au modeéle piojyédPuis nous rappelons les définitions
des différents concepts du modéle polyédrique. Dans laétersection, nous abordons le probleme
de la recherche d’un ordonnancement au sein du modéle pigjyéd

4.1 Différentes approches

4.1.1 Systemes d’équations récurrentes

Les premiéres sources d'inspiration du modéle polyédrispt les travaux sur les systemes
d’équations récurrentes uniformes (SERU),[127]. Ces travaux furent par la suite étendus aux
systemes d’équations récurrentes affines (SERAJ][

Systéme d’'équations récurrentes
De facon générale, un systéme d’équations récurrentes estsemble d’équations de la forme :

Vi) = R (Gij (X)), V5, (Gij, (X)) (4.1)

lesv; sont des variables spatiales, fonctions d’un domaine deitiéfi D; de points d&Z% vers
un ensemble de valeurs. Elles représentent des flots deatonné

% est un vecteur d&d :

lesF sont des fonctions quelconques arguments ;

— lesG;j sont des fonctions de dépendanceZdeverszY.

Notons que les expressions dgg; ne font pas intervenir les variablesou vj, mais seulement
les indices des domaines. Le contrdle ne peut donc pas d€pedes données. Par analogie avec les
réseaux de processus, nous nous plagons donc dans le aatmdtrole déterministe et sans conflit.
Les systémes d'équations récurrentes peuvent avoir destiess supplémentaires. Un systéme dont
les G; j sont uniqguement des translations est un SERU, dijgssont des fonctions affines alors on
parlera de SERAetc

Exemple 4.1. La fonction calculant la suite des nombres de Fibonacciesfrand classique parmi
les fonctions récursives. La suite depremiers éléments peut s'écrire sous la forme de SERU a une
seule variabley, définie sulN*, avecGy 1 (X) =x—1etGyo (X) =x—2:

VX, 1<x<2, v(x)=1 4.2)

Vx, 3<x<n, Vv(X)=V(x—1)+Vv(X—2) (4.3)
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Un autre exemple de restriction porte sur la nature des dwszf. Chaque point du domaine
doit étre défini une et une seule fois, ce qui pose le probléenta dalculabilité du programme.
La calculabilité d’'un SURE non-conditionnel est décidablé?]. Par contre, la calculabilité d'un
SERA aux domaines non-bornés est, dans le cas généralidadiec, un tel SERA a I'expressivité
d’'une machine de TuringlP4]. Pour cette raison, les différents auteurs s'imposens plu moins
de restrictions quant aux systemes d’'équations étudiésprmmis entre expressivité du modéle et
calculabilité de la solution : systémes uniformes ou lirggiparamétrés ou non, aux domaines bornés
ou non,etc

Langages dédiés

Le langageAlpha[78, i ] est un exemple de langage fonctionnel permettant d’édese
SERA. C’est un langage déclaratif, autorisant les équatammditionnelles, ou les domaines de dé-
finition sont des unions de polytopes paramétrés. Maurag e décrit initialement comme une
généralisation de la notion de flux de données telle qu'gligaaait dans Lucid [2] et Lustre [53]. »
Mais a la différence de Lustre, la dimension temporelletrpas connua priori : c’est a I'ordonnan-
cement de déterminer les « sens de parcours » des domainexidéses.

Exemple 4.2. Le systéme de I'exemplé.1s’écrit comme suit en Alpha :

var
v: { x| 1l<=x<=N} of integer
| et
vV = case
{ x| 1<=x<=2 } : 1.(x->)
{ x| 3<=x<=N} : v.(x->X-1) + v.(x->X-2)
esac
tel

D’autres langages ont été définis dans le méme esprit deigtastrdéclarative de systémes
d’équations ; citons entre autres Sisal][ et plus récemment Alphabets et son environnement Al-
phaz [L64].

Array-OL [42, 77, 99 est un langage pour la description de SERU, rejoignant tegipes
précédemment énoncés. A la différence des langages gss-tise base sur une représentation
graphique ; en cela, il rejoint des modeles tels que les gma@DF multi-dimensionnelgf( sous-
section2.2.4). Les flots de données y sont représentés par des tableatixdiménsionnels, toriques
et non-paramétrés, et éventuellement infinis sur une diwreas plus. Sile temps n’est pas spéciié
priori, comme en Alpha, il est généralement implicite : la dimem&ndinie sert souvent a représenter,
dans la pratique, une séquence de tableaux finis sur les aitmensions.

Résumé

Un systéme d’équations récurrentes est une approche atd@gvour spécifier une application flot
de données. Leur forme a assignation unique rend explieisedépendances de données. Les calculs
sonta priori massivement paralléles, mais la notion de temps n'y estyydigement représentée.
lIs ne peuvent donc étre calculés en I'état : ils doivent didi&tre ordonnancés, pour trouver un ordre
d’exécution respectant les dépendances de données Gailégendances de flot). Ceci pose en fait
une question fondamentale sur l'utilisation des indices\dgiables pour exprimer les relations entre
leurs instants d’évaluation, et par conséquent leurs geslo

107



Chapitre 4. Modéle polyédrigque

4.1.2 Nids de boucles

Une seconde approche pour décrire une application flot deédsnconsiste a I'écrire dans un
langage impératif, tel que C ou Fortran. A la différence degages dédiés de la section précédente,
ce sont des langages généralistes, et n'ont pas vocatioorizeddes applications flots de données.
Cependant, leur popularité dans le monde industriel enrdef@ctodes langages pour la modélisation
de telles applications, en particulier sous la formaidis de boucles

Principes de base

Un programme impératif s’exécute selon une séqueriostdictions: une instruction est le plus
petit élément de code exécutable. Une instruction peutsétrple(e.g.évaluation, affectation, appel
de fonction) olcomposége.g.structure conditionnellsi-alors-sinon bouclespour outant qug. Une
instance d’'une instruction simple est umgération Un nid de boucles est une imbrication finie de
boucles, de la forme :

pour X; < mim a max pasinc, faire
pour X < min, a max pasinc, faire

pour X, < min, a max, pasinc, faire
Corps
fin pour

fin pour
fin pour

On appellex I'itérateur ou I'indice de lak®™® boucle. Les expressiomsin, et max sont les
bornesde la boucle, et le scalaitiack est sonpas n est laprofondeurde I'instruction. Un nid de
boucles est diparfait si toutes les instructions simples sont d&@wps donc de profondeun. Le
vecteur(xy, ..., Xn) est levecteur d'itération

Par rapport a I'expressivité propre aux langages géntslil description d’applications flots de
données demande a faire certains aménagements synteddjunede restreintre ou spécialiser leur
sémantique J27. Ces restrictions ont pour effet de délimiter des classeprdgrammes que nous
sommes capables de modéliser par des polyédres ou, comsenauirons dans le chapitre suivant,
par des réseaux de processus. Citons entre autres :

— l'ajout de directives pour enrichir le code.g.forcer ou bannir des optimisations, spécialiser

des entrées/sorties ou des mémoires, affiner les opératiotes bits ;

— linterdiction des allocations dynamiques de mémoire ;

— linterdiction de I'usage des pointeurs autres que cewtaleleauxetc

Partie a contréle statique

Une partie a contrdle statiquStatic Control Part- SCoP) est une portion de code, en particulier
un nid de boucles, dont le contréle limité permet une pdisditon efficace. Une SCoP répond aux
deux criteres suivants §, 20] :

108



4.1. Différentes approches

— Les seules structures de contrdle autorisées sont dekebpoar et des structures condition-
nelles, dont les tests portent uniquement sur des fonctifiimes des boucles englobantes et
des parametres globaux ;

— Les relations entre données sont exprimées paréd@ences statiquetes données sont trai-
tées sous forme de tableaux ; un scalaire est considéré comtableau a une seule case.

L'ordre dans lequel les opérations sont exécutées au séanSfeoP est un ordre total, imposé par

deux relations d’ordre. La premiére relation, & supposertqutes les boucles soient séquentiéiles
et que leurs pas soient positffsest I'ordre lexicographique. Il impose un ordre entre apiéns de
différentes itérations.

Définition 4.3 (Ordre lexicographique)L'ordre lexicographique, noté<ex, €st tel que pour tous
vecteurX ety dansZ" :

X<iexY < Jie[Ln-1], ((X1,---.%)=Y1,--->¥)) A (X1 <Vi+1) (4.4)

La seconde relation d’ordre est 'ordiextuel: si deux instructions sont écrites en séquence, au
sein de la méme itération, alors I'opération de la premisterécutée avant celle de la seconde.

Définition 4.4 (Référence statiqgue)lUne référence est dite statique quand elle fait référenceex u
cellule d'un tableau grace a une fonction d’index affine gridépend que des itérateurs des boucles
englobantes et de parameétres formels.

Définition 4.5 (Partie & contréle statique)Jn ensemble maximum d’instructions consécutives avec
des domaines polyédriques convexes est appelé une padigrdle statique.

Girbal et al. ont montré que les SCoP constituent une famille de portiensode qui représente
une importante part du temps de calcul dans des applicagiciegtifiqgues ou de traitement du si-

gnal [g].

Résumé

Le nid de boucles privilégie un style de spécification issslldagages de programmation géneé-
ralistes. Les réécritures dans une méme variable sonthbessce qui a pour effet de rajouter des
dépendances de données (dépendances de sortie et aniilaiéqes). D’autre part, la progression des
indices procure une interprétation temporelle plus diregie dans les systéemes d'équations récur-
rentes. C'est au développeur d'imposer un ordonnancengguiestiel, et de s'assurer qu'il respecte
les dépendances. Cela a donc pour effet de rendre le paraléimplicite.

4.1.3 Liens avec le modeéle polyédrique

Quelque soit I'approche utilisée pour décrire une SCoPupasystéeme d’équations récurrentes
ou par un nid de boucles, nous arrivons a un méme constatodegmnme demande a étre transformé
et/ou ordonnancé.

D’une part, un systéme d’équations récurrentes ne faitrgas/enir de notion de temps, comme
nous l'avons déja mentionné. L'application espriori concurrente ; cependant les relations de dé-
pendance engendrent un ordre partiel par cléture traasifieux opérations non-liées par cet ordre

1. C'est le cas de la plupart des langages généralistesraR@m est une exception, depuis Fortran 95, avec la boucle
parallele FORALL.

2. Dans le cas contraire, des transformations de boucles tgle le renversemerbép reversal et la scissionlfop
splitting) permettent de s’y ramener.
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sont indépendantes, et sont potentiellement exécutablemdiére concurrente. C’est doncardion-
nancementle déterminer des « sens de parcours » des domaines desagiiibs précisément, I'or-
donnancement, s'il existe associe & chaque opération un instant d’exécution : sdakespérations
indépendantes peuvent étre ordonnancées a un méme iasitade respecter les dépendances.

D’autre part, un nid de boucles est exécutable en I'état,ashqu principe que le concepteur a
imposé un ordonnancement valide. Par contre, cet ordoengTd est séquentiel et ne fait interve-
nir aucun parallélisme. Si la SCoP est destinée a étre ed&sulr une architecture paralléle, nous
souhaiterions utiliser au mieux ses ressources. Cela d#rdonc a extraire le parallélisme intrin-
seque a la SCoP, masqué par I'ordonnancement initial. Nexend alordgransformerla SCoP pour
la réordonnancer.

Le modeéle polyédrique est particulierement utile pourdlgee et la transformation des SCoP, de
fagcon a en optimiser I'exécution selon certains critéeeg.(éduction du temps de calcul ou des tailles
des mémoires). Des travaux récents étendent méme |'appticdu modéle polyédrique aux boucles
tant queet aux branchements conditionnels avec prédicats quelesrio, 27].

Avant de construire le modéle polyédrique

Sila SCoP est décrite sous forme de systéme d’équationseétes, la construction du modéle
polyédrique correspondant est quasi-immédiate ; c’esidarf la plus directe et la plus naturelle de
décrire un tel modeéle. Les langages Alpha et Alphabets,y@mple, ont été clairement définis dans
ce but.

Au contraire, une SCoP décrite sous forme de nids de bouespas adaptée pour étre direc-
tement transposée dans le modéle polyédrique. Comme raah$ mentionné précédemment, un
nid de boucles présente deux différences fondamentalemjpaort a un systéme d'équations récur-
rentes : (i) plusieurs valeurs peuvent étre affectées a W@raeawariable, et (i) les opérations sont
totalement ordonnées : elles respectent I'ordre lexiqaiticue entre deux itérations, et I'ordre textuel
au sein d’'une itération. La SCoP doit alors subir des tratem plus poussés, pour 'amener sous
forme proche d’un systeme d'équations. Ces traitementsgtoipalement les suivants :

Décomposition analytique du nid de boucleanalyse du code en entrée, et construction d’'un arbre
de syntaxe abstraite.

Construction d’une forme a assignation uniguie passage en formr@SApermet d’éliminer les dé-
pendances de sortie et les anti-dépendances, en créaniddles variables.

Analyse des dépendanceges dépendances entre instructions (dépendances deofibt}anstruites
a partir de I'analyse des références dans 'arbre de syiatasteaite. On en construit un graphe
de dépendance réduit.

Résolution des bornes des domainda construction des domaines de chaque instruction (ou va-
riable) et de chaque dépendance demande a lister les ¢otestrsur les indices. Les références
d’indices permettent de construire un ensemble d’équatarinéquations, dont la réduction
fait appel a des outils d'algébre linéair@[ 194].

Différents outils implantent ces transformations de coderga génération d’'un modele poly-

édrique, chacun adapté a un ensemble de langages en eiitinés, €ntre autres, Clan (C, C++, C#,
Java) [L9], LooPo (C, C++, Fortran)[07] ou encore MatParser (Matlab)§ ].

7L

3. Il se peut qu'aucun ordonnancement ne soit valide popplieation. En particulier si le systéeme d'équations idtrid
des dépendances cycliques.
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Et apres?

Un grand principe de compilation impose que I'ordonnanggndes opérations d’un programme
soit soumis a trois types de contrainték:[

1. le programme, apres transformation, doit effectuer Iéses opérations que le programme
original ;

2. les résultats des opérations des programmes originaresformé doivent étre identiques ;

3. I'ordonnancement ne doit pas demander plus de ressogueedisponibles.

Les deux premiers points, & savoir la modélisation des dzneé de leurs dépendances, sont
abordés en sectioh2 Le troisieme point, traitant de I'ordonnancement dansdeléte polyédrique,
est quant a lui développé en sectibs.

4.2 Modélisation des données et des dépendances

Dans cette section, les différents concepts sont intredititvant une adaptation des notations
utilisées par Bastoul dans sa thésg]]

4.2.1 Domaine de définition

Comme nous l'avons vu, les algorithmes dits de traitemeensif de données portent souvent
sur des instructions ou variables structurées en tablealtidimensionnels. Intuitivement, un tableau
peut étre assimilé & uf-polytope, intersection d’'un polytope et du réseau stahdae tableau et le
Z-polytope sont de mémes dimensions, ses faces sont défariésspbornes du tableau, et les points
a coordonnées entiéres inclus dang{polytope correspondent aux cases du tablealZ-pelytope
est appelé sodomaine de définitianA tout point & coordonnées entiéres du domaine de définition
correspond une opération. Il s’écrit de fagon générale lsoiasme :

DS:{<§> e79xQn

ou X représente les coordonnées d’'une opératfbast un jeu de paramétres, &ix et Asp sont
respectivement les matrices des ccefficients rationnelsatedonnées et des parametres.

(Asx Asp)- (;) +ds > 6} (4.5)

Exemple 4.6. Un tableau multidimensionnel est de la forme :

déclarer entier constantps, po,..., Pn
déclarer tableau entierS(ps, p2, ..., pn)

La k®™ dimension du tablea8 est bornée par 1 gi. Le polytope correspondant est un hyper-
rectangle, ayant pour équation :

[N

o
= O
o o

-1 ... 0

(B e |

0o . -1

-<X>+ 0 >0 (4.6)

oo--
O

Dans le cas général, le domaine de définition ne se limite pasgper-rectangle ; chacune de ses
faces peut étre n'importe quel hyperplan de I'espace. Begsageable de considérer des instructions
dont le domaine de définition est un polyédre non-borné. Rample, si l'instruction en question est
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=1 X1 =2p1+p2+2

xef /Xz:X1+p17pz+l

SRR SR ) X =1

X1:

FIGURE 4.1: Domaine d'itération paramétré a 2 dimensions, qsee 1 etp, = 1.

dans un nid de boucles dont la boucle la plus englobantefaseinToutefois, cela demande a ce que
I'analyse de ses dépendances puisse étre ramenée dansainalfim, et nous imposons qu’au plus
une dimension soit infinie (un seul rayon dans le systemergté du polyedre), de la méme fagon
qu’en Array-OL.

4.2.2 Domaine d'itération

Le domaine d'itérationd’une instruction, et en particulier d’'une affectationfrespond a I'en-
semble des opérations exécutées lors de I'exécution ded®.3€ domaine d’itération peut toujours
étre écrit sous la forme d’un systeme d'inéquations limsaidéfinissant ué-polyédre [.37].

La profondeur de l'instruction dans le nid de boucles eskég#a dimension du domaine d’itéra-
tion. Les bornes des boucles imposent des contraintesssualleurs que peuvent prendre les indices,
ce qui se traduit par us-polytope borné par des hyperplans ; les bornes des bougfiessdent leurs
éguations. Les pas des boucles définissent « 'espacemestpoihts dZ-polyédre, et donc I'équa-
tion de son réseau. Sitous les pas sont unitaires, al@gptdyédre est standard.

Exemple 4.7. Considérons l'instructio® dans la SCoP suivante, avant conversion sous f@8®:

pour X1 <— 1a2p; + p2+ 2 paslfaire
pour X < 1ax; + p1— p2+ 1 pasifaire
S:a(x) « ...
fin pour
fin pour

Son domaine d'itération est représenté ea.B.1pourp= (1,1). Il est défini comme l'intersec-
tion d'un polytope avec le réseau standard, tel que :

1 0 0 0 1
. 1 0 2 1| (% 2 | =
= . >
Ds <ﬁ>eZ x Q o 1 0 o (g | 2|20 (4.7
11 -1 1

Remarque 4.8. Tout point appartenant a un quelconque domaine d'itérafigni’'une affectationS
doit également appartenir a son domaine de définifignDans le cas contraire, nous calculons la
valeur d’une variable non-définie, ou accédons a un espag®ire&non-réserve.

112



4.2. Modélisation des données et des dépendances

4.2.3 Dépendances de données
Dans le contexte d’'une SCoP, la dépendance entre deuxdtistrsi se définit comme suit :

Définition 4.9 (Dépendance entre instructiond)ne instruction Siépendd’une instruction R, et I'on
note RS, s'il existe des opérations(ik) et S(Xs), telles que :

1. R(Xr) et S(Xs) acceédent & la méme adresse mémoire, et au moins I'une dyeflest,
2. XR etXs appartiennent respectivement aux domaines d'itératioR @¢ S,
3. dans la SCoP séquentielle originale(@R) est exécutée avant%s).

Cette définition satisfait les trois types de dépendancssilples 1] : (i) dépendance de fl¢R
écrit, puisSlit), (i) anti-dépendancéR lit, puis Sécrit), (iii) dépendance de sort{® et S écrivent).
Les deux dernieres sont éliminées par convertion de la S@dBrme SSA Dorénavant, toutes les
dépendances étudiées sont des dépendances de flot.

Remarque 4.10.Bien que cela puisse tomber sous le sens, il est importantee que si deux opé-
rations ne sont pas dépendantes I'une de 'autre, alors sletindépendantesC’est cette indépen-
dance entre opérations qui constitue, comme nous le vedams la section suivante, une condition
nécessaire a leur parallélisation.

Nous déduisons aussi de la définition précedente le cone@ppdlyedre de dépendand®sg , ,,
capturant la relation de dépendance emret S: c’est un sous-ensemble du produit cartésien des
espaces d'itération de et S, ol tout point a coordonnées entiéres représente une dépEndntre
deux opérations. Dans un cas simple, non-paramétré, leedbaluZ-polyédre s'écrivent sous la
forme :

X /
DR?SS,mz = <XS> € @nJrn D <
R R

telle que, pour une paire de référenges

1. Références des opérations : cette contrainte se rappdateorrespondance entre les coor-
données des opérations référencéesRiaR) et S(Xs), ce qui s'exprime par FrXgr + fr =
FeXs+ fs;

2. Domaines d'itérationxg etXs sont respectivement dans les domaines d'itératidR eleS, d’ou
ArXr+3r > 0 etAgXs+35>0;

3. Précédencenest un niveau de dépendance, correspondant a une profatishelorication dans
les boucles Xrj = Xs; Sii < n, etxgn < Xgpn Si N est inférieur a la profondeur commune des
instructions. Sinon, il N’y a pas de dépendance supplénnmentan en construit un ensemble
d’'inéquations linéairesZgXs — ZgXr +7Z > 0.

Par ailleurs, son réseau est l'intersection des réseaucamheaines d'itération dR et S:

Nrss=NrMNAs (4.9)

Une dépendancBdSexiste si et seulement si s@polyédreDgss, p, contient au moins un point
entier ; ceci peut étre vérifié par programmation linéaire@mbre entier.

Exemple 4.11.Reprenons I'exempléd.7, que nous enrichissons de la fagon suivante :
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Xx1=1 X1.= 2p1.+ P2 + 2 RES

Ds

T T T Xl‘

FIGURE 4.2: Dépendances de l'opératiaf4,4), avecp; = 1 etpp = 1.

pour x; < 1a2p;+ p2+ 2 pasifaire
R:b(x1) « ...
pour X < 1ax; + p1— p2+ 1 paslfaire
S:a(xe) «+ F(a(x2),b(x1))
fin pour
fin pour

Cette SCoP contient trois dépendanc@%%(b(xl%b()dl» , D%Sl’<a(xz)’a(x/2)> etDS6327<a(X2)1a(xé)>.
La FIG. 4.2représente ces dépendances pour le calcul de 'opémaibd). La troisieme dépendance
est vide, nous pouvons donc la supprimer. Les deux dépeaslaestantes sont une dépendanck de
versS et une autre d8vers elle-méme. Elles sont définies par :

X1 /1 -1 0 0 0\ [x

1 0 0 0 0
jl s 1 0 0 2 1 jl

— X o 1 o0 o of-
Drosi1.(bixa) b(x,)) o | €Z°xQ oL o0 2
P1 0 0 1 0 O Py
P2 0 1 -1 1 -1 P2
. /1 0 -1 0 0 0\

X1 1 0 0 0 0 0 X1

1 0 0 0 2 1
X2 O 1 0 0 0 O X2
D _ X | b Q? 1 21 0 o 1-1| |X
881, (alx).a(%)) — % 0 0 1 0 0 O %

0 0 -1 0 2 1
P1 0O 0 0 1 0 O P1
07) 0 0 1 -1 1 -1 p2

0 1 0 -1 0 o0

(4.11)

Pour simplifier les notations, nous noterons par la shitgs comme étant 'unique polyédre de
dépendance dedSs.

4.2.4 Graphe de dépendance réduit polyédrique

Les dépendances de données sont communément représenigds forme d’'un graphe de dé-
pendance4]. En particulier, dans notre cas, les dépendances de demesein d’'une SCoP sont
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0y ()

Drss

FIGURE 4.3: Graphe de dépendance réduit polyédrique des instnsétiet S.

représentées par gmaphe de dépendance réduit polyédriq@GDRP) [71].

Définition 4.12 (Graphe de dépendance réduit polyédriquéh graphe de dépendance réduit poly-
édrique est un graphe orienté. Une instruction est repri&gepar un unigue sommet, étiqueté par son
domaine d'itération. Les dépendances entre instructiamé eprésentées par des arcs, étiquetés par
les polyédres de dépendance.

Exemple 4.13.Reprenons I'exempld.11 Le graphe de dépendance réduit polyédrique des instruc-
tionsR et Sest représenté en. 4.3,

4.3 Ordonnancement

Maintenant que nous avons spécifié des contraintes sur hagides des instructions et leurs
dépendances, nous cherchons a les ordonnancer. Dans egteptibrdonnancemens’entend au
sens défini précédemment : il associe a chaque opératiatalinou elle est exécutée. La différence
majeure vient du fait que le temps est ici un concept multigtigionnel.

Tout d’abord, nous rappelons de facon intuitive ce que sgpr&nt les concepts dempset
d’espacalans le modéle polyédrique. Pour cela, nous procédons alggaavec les nids de boucles.
Ensuite, nous présentons formellement la méthode d’oatuzement utilisée, et les transformations
dans le modéle polyédrique. Les résultats sont principaenssus des travaux de Feautrigs,[36],
Bastoul [LE] et Pouchekt al.[193 , 199

4.3.1 Notions de temps et d’espace

En I'absence de dépendance

L'exécution d’'un programme se décompose en une séquentsatits, au méme titre que I'exé-
cution des modéles des chapitres précédents. Comme nwasd’au, un nid de boucles impose un
ordre total sur ses opérations, selon les ordres lexicbgrae et textuel. Son exécution est séquen-
tielle : selon cet ordre total, une seule opération est é@équar instant. Considérons une instructn
imbriquée dans boucles, sans dépendance :

pour X; < mim a max pasinc; faire
pour X, < min, a max, pasinc, faire
S(X1,...,%)
fin pour

fin pour
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X2 X2 X1

— — —

(a) Les opérations sont toutes indé- (b) Les dépendances imposent un (c) Les dépendances n'imposent
pendantes. Elles peuvent étre éva- ordre total sur les opérations, elles qu'un ordre partiel sur les opé-

luées simultanément. sont calculées en séquence. rations; plusieurs d'entre elles
peuvent étre évaluées a chaque
instant.

FIGURE 4.4: Différents exemples de I'incidence des dépendance®uieees sur 'ordonnancement.

Son domaine d'itératios est modélisé par uB-polyedre de dimension difis = n dans I'es-
pace vectorieZ". Puisque ses dimensions sont parcourues en séquence, une seule r&sf@gnen
processeur) suffit au calcul de ses opérations : la ressoalwgle une opération par instant.

Le fait d’introduire du parallélisme dans le calcul 8eevient a introduire une nouvelle forme de
boucle,pour tout, permettant d’exécuter en paralléle certaines de sestap®alci, parparallélisme
nous entendonsimultanéitéet nonconcurrence la bouclepour tout effectue toutes ses itérations au
méme instant. Par exemple, nous pouvons réécrire le prétcéidiede boucle sous la forme :

pour X; < mim a max pasinc, faire
béur tout xx < ming & max pasincy faire
:9;(.x1, ooy Xn)
fin |:.)6.ur
fin |:').o.ur
Ainsi, le domaineDg est parcouru en séquence sur ses dimensiorks-11a et en paralléle sur ses

dimensiongk an. Pour un sous-vecteux, ..., X_1) donné, toutes les opérations $isont exécutées
simultamément sur un ensemble de ressources paralléles.

Exemple 4.14.Considérons le nid de boucle suivant, illustré ea.F.4(a):

pour x; < 1 a5 pas1 faire
pour X2 < 1ax; + 1 pasl faire
S(X1,%2) < F (X1,%2)
fin pour
fin pour
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PuisqueS ne dépend d’aucune autre instruction, on peut envisagéfedteer toutes ses opérations
simultanément :

pour tout x; < 1 a5 pas1 faire
pour tout X, < 1 ax; + 1 pasl faire
S(X]_,Xz) ~—F (X]_,Xz)
fin pour
fin pour

Les deux dimensions dBs sont alors parcourues dansdpacgen paralléle). Alors que le premier
nid de boucle demande vingt instants pour s’exécuter surags®urce, le second ne demande qu’un
seul instant a vingt ressources en paralléle.

Avec dépendances

Dans le cas général, les instructions peuvent étre interagmtes ; il peut aussi exister des dé-
pendances entre les opérations d'une méme instructiorordesnancements des instructions d’'une
SCoP donnée ne somtlidesque si et seulement si toute opération est exécatiémoinsun instant
apreés les opérations dont elle dépend. Cela pour deux sison

1. Le respect de la causalité implique que I'on ne peut dépedhal futur ;
2. On interdit que deux opérations interdépendantes ¢eBtsimultanément.

Evidemment, il n’est pas toujours possible d’extraire drafsélisme d’'une SCoP. Il se peut que
les dépendances de données imposent un ordre total suélagiexs des opérations.

Exemple 4.15.Considérons le nid de boucles suivant, illustré ea.B.4(b):

pour x; < 1 a p pas1 faire
pour Xz <~ 1ax; + 1 pasl faire
Sixy = 1AX = 1lalors
S(X1,%2) < init
sinon six; > 2A X, = 1 alors
S(X]_,Xz) kK (S(Xl — 1, Xl))
sinon six; > 2A X, > 2 alors
S(X]_,Xz) +— kK (S(Xl,Xz — 1))
fin si
fin pour
fin pour

La figure montre clairement que toute opération dépend raasitivité, de I'ensemble de ses prédé-
cesseurs. Aucun parallélisme n’est envisageable ; les diemensions des doivent impérativement
étre parcourues en séquence. Elles sont temporelles

Exemple 4.16.Au contraire, considérons le nid de boucles suivant, ilush FG. 4.4(c):

pour x; < 1 a5 pas1 faire
pour X < 1ax; + 1 pasl faire
Sixy = 1A X = 1lalors
S(X1,%2) < init
sinon six; = X; + 1 alors
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S(X]_,Xz) <— F]_ (S(Xl,Xz — 1))

sinon six; > 2A X, = 1 alors
S(X]_,Xz) <— F2 (S(Xl — 1, Xz))

sinon six; > 2AXo > 2 alors
S(X]_,Xz) <— F3 (S(Xl — 1, X2) s S(X]_,Xz — 1))

fin si

fin pour
fin pour

Sur la figure, il apparait que chaque opératiorsde dépend pas de I'ensemble de ses prédécesseurs.
Il existe plusieurs « sens de parcours » du domain& gdermettant d'introduire du parallélisme.
Par exemple, toutes les opérations appartenant a un mémesiegn pointillé sont mutuellement
indépendantes ; elles peuvent donc étre exécutées sidmigant. Cela revient a effectuer un simple
changement de base sur les vecteurs d’itération pour ohtemouveau nid de boucles :

pour x; < 1a10pasl faire
pour tout X, < max(1,x; —4) amin <x1, {X—;J + 1) pas1 faire
Six; = 1A% = 1lalors
S(X]_ —Xo+1, X2) <« init
sinon Sixy = X + 1 alors
S(x1 — X2+ 1,%2) < F1(S(X1 — X2,%2 — 1))
sinon six; > 2A X%, = 1 alors
S(x1 — X2+ 1,%2) < F2(S(x1 — %2,%2))
sinon six; > 3A Xy > 2 alors
S(X]_ —Xo+ 1, X2) —F3 (S(X]_ — X2,X2) ,S(X]_ — X2,X2 — 1))
fin si
fin pour
fin pour

Par ce changement de base, nous avons associé une dimeusidandps(boucle séquentielle sur
X1), et 'autre a de Espacgboucle paralléle sux). Le temps de calcul est divisé par deux (de vingt
a dix instants), tandis que le nombre de ressources néesssat multiplié par trois (de une a trois
ressources).

Résumé

L'ordre total des opérations, imposé par un nid de bouclgses#ielles, peut étre plus restreint
que l'ordre partiel imposé par les dépendances de donnéesdherche de parallélisme au sein
d’'une SCoP revient a calculer un ordre d’exécutionpalonnancemenimettant en avant davantage
de parallélisme. Cette recherche demande a détermindesjainensionsloiventétre parcourues
dans le temps, et réciproquement, lesquedesventétre parcourues dans l'espace. Intuitivement ce
probléme peut étre vu comme un changement de base, comsigilhar 'exemplel.16

4.3.2 Ordonnancements valides

D’un point de vue algébrique, I'ordonnancement revient soeier de nouvelles coordonnées
temporelles a une opération, pour déterminer a quel ingiténation d’'une bouclgour), elle doit
étre exécutée. Pour des raisons de calculabilité, nouslimitiens a des ordonnancements affines :
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c'est le seul cas ol nous savons décider de la correctionralesfdrmations, et oU nous pourrons
exporter la solution vers d'autres modéles, y compris g&reu code.

Ordonnancement affine

Ainsi, pour toute instructiors, de domaine d’itératioDs et de dimensior, nous recherchons
une fonction d’ordonnanceme6g de la forme [.9] :

d n
Os: {Z - avecT € Q™ etf e Q" (4.12)
X5+ TsXs+1s

Bs associe a tout point dBg, et donc a toute opération &un vecteur représentant ses nouvelles
coordonnées temporelles : un instant est donc « étiqueté ecepaecteur. Par abus de langage, nous
pouvons alors dire qu'd" correspond un espace de temps logique. Cet espace peuhigiiraan-
sionnel(n = 1) [195 ou multidimensionne(n > 1) [194]. S’il n’est pas toujours possible de trouver
un ordonnancement affine & une dimensicingxemple4.15), il en existe toujouré un en dimensions
multiples B6].

Ensemble des ordonnancements valides

Evidemment, les dépendances entre opérations imposengstgstions quant aux valeurs de
Tsetfs. Pour toute dépendan&sS, B et 65 sont valides si et seulement si toute opératiofRddont
dépend une opération &est exécutée a un instant précédant ladite opérati& datrement dit, si
Br (XR) <Iex Os(Xs). Le plus petit intervalle de temps entre I'exécution descdmérations correspond
au vecteur(0, ...,0,1). Cela se traduit par un ensemble d’inéquations linéairegctatant la relation
sur les différentes dimensions. Ces inéquations bornesp#ice des solutions possibles pégret
95 :

1 sii=n

Vie[Ln], TsiXs+isi—Tri.Xr—tri—0 > 0 avecd= { . (4.13)
o ' v 0 sinon

L'inconvénient est que le systéme d'inéquations ainsi g&ngour I'ensemble des dépendances
du GDRP, est potentiellement (trés) grand. Il peut-étreitgar application du lemme de Farkas].

Lemme 4.17(Forme affine du lemme de Farkasjoit D = {Xe Q¢ | AX+b> 0} un polyedre

non-vide. Une fonction affine (X) est non-négative partout sub si et seulement si elle est une
combinaison affine positive de la forme :

F(X) = Xo+A (AX+ B) . aveCho>0etA =0 (4.14)

Ao etA sont appelésultiplieurs de Farkas

On obtient alors, pour toute dépendais, un ensemble d’équations tel que :

. IR, IR, < X -
Vie[ln], Tsi:sXs+igi—Tri«XrR—TRi—0 = Ag+A <D (Xi) +d> (4.15)

4. Si, bien entendu, la SCoP est dépourvue de dépendandiemiegc
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avec :
Dros = { (;};’) ez™m ‘ D (;:2) +d — 6} (4.16)

Les multiplieurs de Farkas sont ensuite supprimés panligation de Fourier-Motzkin. Ne reste
gu’'un ensemble d’'inéquations affines, ou les ccefficientgdrarmées a l'origine de la transforma-
tions dépendent uniqguement de ceux des dépendances. Damlyddre ainsi obtenu, tout point a
coordonnées entieres correspond a un ordonnancemeng.Vvalitin’en contient aucun, ou que la
seule solution est le vecteur nul, alors la SCoP contienteureur, comme par exemple une réfé-
rence a une donnée non-calculée ou une dépendance cy@iggigeut facilement étre vérifié par un
solveur tel que PIP3).

4.3.3 Calcul d'un ordonnancement optimal

Il convient enfin de rechercher, parmi'ensemble des ordoonements valides, raeilleurordon-
nancemenpar rapporta une métrique donnée.

Choix de la métrique

Le choix d'un « meilleur » ordonnancement est une notiontaibg, qui dépend entierement du
critere testé, et donc de la définition de la métrique. Ceéique est exprimée sous la forme d’'une
fonction affine. Puis, un solveur de programme linéaire enlites entiers calcule un ordonnancement
optimal par rapport a cette métrique, et sous I'ensembledgaintes précédemment calculé. Citons,
par exemple, la minimisation des latencés][ la minimisation des défauts de caches[10d], ou
encore la minimisation des tailles de mémoit&d).

Dans ce manuscrit, nous n'imposons pas la métrique a utiéislissons son choix a la discrétion
de l'utilisateur. En effet, ce choix dépend de critéres et@ntes qui sortent du cadre de notre étude :
nature de I'application, compromis entre caractérissqa@ptimiser €.g.débit, énergie, nombre de
ressources utilisées, tailles des mémoires), archiecibie €.9.ASIC, DSP, FPGA). La littérature
contient de nombreux autres algorithmes pour calculerltss fnctions d’ordonnancemeriis, 86,

' t ] ] 1 ]

Ajout de dimensions

Précédemment, nous avons fait une analogie entre ordozmant et changement de base. Le
changement de base d’'un domaine d'itérafibrevient a expliciter, parmi ses dimensions, lesquelles
correspondent a diemps(parcours séquentiel), et lesquelles correspondent &dpate(parcours
paralléle). Le probléme que pose un changement de baseilentioduit, dans le cas général, des
« trous » dans le polyédre résultant : des points a coordsrerd@res n'ayant pas de pré-image par
la transformation. De plus, certaines transformationsedfi et en particulier les projections, ne sont
pas inversibles dans le cas général.

Exemple 4.18.Considérons I'exemple du polyédre suivaht]| représenté eniE. 4.5(a):
. <X1> +3] > 0 (4.17)

et 'ordonnancemend (X) = 2x; + Xo. 8 est une projection non-inversible, chr= (2 1). De fagon
a la rendre inversible, elle peut étre étendue Pas (3 1). 6 est alors un changement de base, et
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X X1=1 X1 =3 %
2 X X Re=x 2
I I,
T : /* 1 ,/’//.
I s 1 - //
7 I /,/’/ //
10— --—-x=1 4 o= ——@-—c—-@
- |
1 1 1 Xl 1 1 1 1 1 1 1 1 1 B(X)
(a) Polyedre d’origine\X+_‘26_ (b) Polyédre aprés changement de base de la forme
AT 1%+Db>0.

(c) Polyedre apres ajout d'une dimension d’ordonnancement

FIGURE 4.5: Différence entre un changement de base et un ajout dmdion pour I'ordonnancement
0 (Y) = 2X1 + Xo.

I'équation du polyéedre résultant est la suivante :

y 12 -1/2 2 -1
D — <x’1> c 72 —%)/2 1/12 .<_71> + fl > 0 (4.18)
2 12 -3/2 0

avecx' = (8(X),xz). Comme le montre lai. 4.5(b), des « trous » sont injectés dans le polyédre en
coordonnée$4, 1), (6,1) et(7,2).

La solution proposée par Bastould] consiste, non pas a changer la base de I'espace, mais a
ajouter aux coordonnées des opérations des dimensiongsgtaires, a savoir les coordonnées de
leurs ordonnancements. Ces dimensions supplémentairesipkinformation de la transformation,
sans pour autant altérer les informations initiales. Autet dit, cette solution considére toutes les
dimensions d& comme de kspaceet y ajoute de nouvelles dimensionstdmps De fagon générale,
nous pouvons donc écrire, pour toute instruct&n

X X o
, | —Tsx —Tsp)
D/ _ 2 Zd +d+n / Ssx Ssp . 2
5 < 0 Asx Asp) +

121



Chapitre 4. Modéle polyédrigque

avec :

Ds = {(;) e 7% | (Asx Asp)- (;) +dg > 6} (4.20)
X = 85(X) (4.21)

Exemple 4.19.'autre solution, représentée endk 4.5(c) ajoute une troisieme dimension au poly-
edre résultant, sans trou, tel que :

X X
D=L |x]|ez® X1 (4.22)
X2 X2

avecx = 0(X).

4.3.4 Raffinement de I'ordonnancement

Il est parfois utile d’appliquer des transformations suGBRP, portant a la fois sur les domaines
d'itérations et les dépendances, afin de raffiner les ordawamaents des instructions. Nous en citerons
deux particulierement adaptées :

Scission de I'ensemble d'indices (index-set splitting)n polyédre peut toujours étre décomposé en
une union de sous-polyedres. En particulier, le domairtérdtion d’une instruction peut-étre
efficacement séparé en sous-ensembles distincts de fagaili@f ou améliorer I'ordonnan-
cement des opérations. Griedilal. ont montré que cette transformation est, dans certains cas,
indispensable a I'extraction de parallélisme entre op#raf{1 0¢]. Au contraire, cette méthode
peut étre utilisée pour réduire le nombre d’opérations @’instruction exécutées simultané-
ment. Prenons I'exemple trivial du systéme d’équationsasues, dont les dépendances sont
représentées end- 4.6(a):

b(x) + F(a(2x-1),...) 4.23)
c(x) + G(a(2x),...) '

Il est évident que le domaine degpeut étre séparé en deux sous-polyédres. Puis par chartgemen
d’indice (cf. F1G. 4.6(b)), nous obtenons :

b(x) < F (& (x),...) (4.24)
c(x) <« G@"(x),...) '

Ainsi, les calculs des points dey et Dy peuvent étre ordonnancés indépendamment.

Pavage (tiling): Bastoul [LE] et Grieblet al.[105] ont montré I'intérét de combiner le calcul d’ordon-
nancement avec du pavage. Le pavage consiste a découpendéndad’itération en tranches
plus fines, desuiles généralement pour localiser les données et amélioreutdisétion de
caches (pavagspatial). Le pavage peut également étemporel: un ensemble d’'opérations,
allouées a un méme instant, est découpé en tuiles exécuiégsj@ence. Les dimensions des
tuiles peuvent étre paramétrées selon le nombre de ressadigponibles, voire leur position
dans le domaine d'itératiortf FIG. 4.7).
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FIGURE 4.7: Exemples de pavage.

4.3.5 Discussion
Transformations et ordonnancement

La discussion sur le choix de la fonction de linéarisationilésar pour la construction du KRG,
en sous-sectioB.2.], est un apercgu des limitations du modéle polyédrique.

Le modele polyédrique nous permet d’effectuer des tramsftions complexes a un programme
de traitement intensif de données. Il offre une vision erndmte des opérations d’une instruction,
associées aux points entiers inclus danZtpolyedre ; cela nous permet d’appliquer les transforma-
tions directement a un ensemble d’opérations, plutét quesdeonsidérer individuellement, réduisant
d'autant la complexité des calculs. Il est relativementidag’utilisation, puisqu’il s'appuie sur des
outils bien connus d’algébre linéaire et de géométrie digzine.

Cependant, vues sous un autre angle, ces qualités s'a@éneedes restrictions. Seules les applica-
tions affines nous permettent de rester dans le cadre du enpolgédrique ; en particulier, le modéle
polyédrique nous borne a la recherche d’'ordonnancemendsiles. Pourtant, des transformations et
ordonnancements optimaux dans le cadre linéaire ne le ssrfiopcément dans le cadre général. Il
est donc intéressant de coupler le modéle polyédrique avenadéle a granularité plus fine, nous
apportant un autre éclairage sur les résultats des tramsfions et ordonnancements des polyedres.

Les KRG trouvent leur place dans ce contexte : partant dgwiptés étudiées au chapitBeils
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nous permettent de raffiner les gestions du temps et desiressoLes transformations locales de la
topologie du graphe, aussi bien pour rerouter des jetongouedupliquer ou fusionner des nceuds
de calcul, nous donnent la possibilité d'effectuer desnoigtitions locales et ponctuelles portant, par
exemple, sur une unique opération, et non un sous-ensenablieedelles. D’'un autre c6té, de nom-
breuses optimisations s’expriment simplement sur desugsge processus, et sont inadaptées pour
des modéles d'aussi haut niveau que le modéle polyédrigtenscomme exemple les techniques
de resynchronisation de circuitsirCuit retiming) [146, 147], largement utilisées en synthése logique
pour optimiser le placement des registres, et qui s’apelijnaturellement aux SKRG.

Contraintes de ressources

Dans la pratique, il est inutile d’extraire plus de paradléle de la SCoP que I'architecture, sur
laguelle sera exécutée I'application finale, ne pourra ppaer. Autrement dit, le calcul de I'ordon-
nancement doit prendre en compte une représentation, méeomte, des contraintes induites par
les ressources. Au plus simple, il s’agit d’'un nombre makideanceuds de calcul disponibles pour
exécuter un certain type d'opératioa.d. synthése dASIC). Au plus complexe, il s’agit d’une des-
cription compléte de l'architecture.g.synthése suFPGA, eta fortiori sur systéme-sur-puce). Dans
ce manuscrit, nous nous limitons au cas simple.

124



Chapitre

Construction d’un réseau de processus

Il est plus facile de changer la spécification pour
correspondre au programme que la réciproque.

Alan Perlis,Epigrams on Programmind.982.
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Un flot de conception est structuré selon différents nivediakstraction, et procéde par raffine-
ment, du modéle le plus global aux modeéles les plus fins. Rappeu’un systéme sans conflit a un
unique comportementyodulol’ordre dans lequel sont exécutées les opératiohsqus-sectio2.1.9.
Ce comportement, asynchrone, est décrit au niveau du mpdBiédrique. Aprés raffinement et or-
donnancement, la sémantique du modéle de plus bas nivelaéteocompatible avec ce comporte-
ment.

En introduction, nous avons décrit un tel flot de conceptRartant de langages de programmation
impératifs et généralistes, auxquels sont imposées gestaiestrictions, le compilateur en construit
un modéle formel, sur lequel sont appliquées transformstét optimisations. Le principe fut I'objet
de nombreux travaux, traduisants des nids de boucles enesquigyédriques.

Nous voulons revisiter cette approche a la lumiére des Ipibsss offertes par les KRG ; bien
que les notions de temps et d'espace so#eptiori différentes entre modéle polyédrique et KRG,
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RoS

Projection Projection de
des opérations la dépendance
de R Y2

R1| " [Ri

&L . interconnexion” . interconnexion ",

RSS . Ss§ v

KRG

FIGURE 5.1: Construction d’'un KRG a partir d'un GDRP.

nous effectuons une traduction de I'un vers l'autre et mrgies liens qui les unissent : un jeton du
KRG modélise le résultat d'une opération, effectuée parassource, c'est-a-dire le nceud de calcul.
Aussi, pour toute dépendance du GDRP, il existe un enserslitb@mins entre couples producteurs/-
consommateurs. L'aspect global du KRG correspondant psisenté en . 5.1

Mais tandis que le modele polyédrique se limite & des tramsfions linéaires, nous souhaitons
profiter de I'expressivité des routages et ordonnancemeptsiodiques pour élargir la classe des
solutions possibles, et raffiner les performances designfute.g. débit, dimensionnement des mé-
moires,etg). De plus, la fine granularité d'un KRG nous permet d'exglod la fois parallélisme de
données et parallélisme d'instruction.

Par souci de simplicité, les transformations de ce chapitré exprimées pour des domaines
d'itération et des dépendances modélisées par des pady{@geolytopes sont le réseau €&t). La
formulation dans le cas dé-polytopes quelconques repose sur les mémes principes,dgmande
gu'a prendre en compte les expressions de leurs réseauans\oependant que nous ne perdons
pas en généralité, puisque pour t@ipolytope, il est possible de le compresser en un polytope (
annexeA.2).

5.1 Construction des nosuds de calcul

Dans le chapitrel, nous avons vu comment construire un GDRP et ordonnancempsgeations.
Au niveau du GDRP, nous ne disposons que de propriétés sqmemet fonctionnelles, issues de
I’ application pour effectuer les transformations. Maintenant, nousorsuallouer ses opérations aux
ressources qui vont les exécuter, a savoir les nceuds de dalsiRG. Le KRG est vu ici comme un
modele de plus bas niveau, grace auquel nous allons maddtisgrcuit électronique correspondant
ala SCoP.

La construction du KRG nous demande donc d'intégrer degaates supplémentaires, issues
de I'architecture En particulier, le nombre maximum de nceuds de calcul a sispo pour exécuter
chaque instruction. Nous nous plagons au niveau le plusdir, @xploiter le parallélisme d’instruc-
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Xs
(espace)

D//

Xs

Xs = (temps)

FIGURE 5.2: Intersection entre le domaine d'itératitr et I’hyperplam?’s =T.

tion extrait du GDRP. Deux opérations peuvent étre alloaéeméme noeud de calcul si et seulement
si elles sont allouées a des instants différents. Réciprngnt, toutes les opérations devant étre exé-
cutées a un instant donné doivent étre allouées a autanssteurees distinctes.

Dans une premiére sous-section, nous abordons le problérdérdmbrement des opérations a
exécuter a chaque instant, et en cherchons un majorant.Uubarseconde sous-section, nous définis-
sons deux méthodes pour allouer les opérations aux nceudscde ¢

5.1.1 Dénombrement des opérations par instant

Dans un GDRP quelconque, considérons une instru&ubinrdonnancemenrfls, et un vecteur de
paramétres. Comme nous l'avons rappelé en sous-secfid@3 I'ordonnancement d’une instruc-
tion ajoute des dimensions a son domaine de définition. Slileensions du domaine de définition
Ds correspondent aux dimensiospatialesdes opérations d§, alors nous pouvons le projeter en
un polyédreD5, dont les dimensions supplémentaires sont celles de Pmalcement. Nous avons
alors :

Bs(Xs) = Tsx-Xs+Tsp-P+is (5.1)
X X -
Ds d:ef {<§> EZdX@n (Asx ASP)' <§>—|—a52 O} (5.2)
X's X's -
/ | —T —T \ —tS == =2
Dl % % | € 24+ s on | [ SX_—SP) x5 | + — 0%3
: S oA A S ) =

Nombre d’opérations par instant

L'ensemble des opérations calculées & un instant étiGuptéir un jeu de paramétrgs corres-
pond donc a I'ensemble des poir(tfi’s, Xs, ﬁ) de Dy vérifiantX's = i. Cet ensemble est donc égal &

I'ensemble des points entiers contenus dans un sous-pelft de D, borné par le nouvel hyper-
planX's =1. L'idée est illustrée par lai6. 5.2

Le nombre de points entiers d&’, c’est-a-dire le nombre de points exécutés a un quelconque
instantx's, peut-étre calculé grace a un quasi-polyndme d’EhrfRddf. annexeA.2.2). Ce nombre
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de points entiers est égalFé(i’S, ES), dont les variables sont les coordonnées de l'instanet les
parameétre$.

Nombre maximum d’opérations par instant

Une fois le quasi-polynémPE connu, nous pouvons rechercher le nombre maximum d’opégati
effectuées simultanément, pour tout instant.

Pour cela, il faut aussi connaitre 'ensemble des valeussiples poup. Il semble raisonnable
de penser que cet ensemble de valeurs est fini : dans uneagioplicéelle, les paramétres ne sont
pas choisis n'importe comment, et respectent eux-méméaimees contraintes. Supposons donc que
I'ensemble des valeurs diest borné, et qu’il peut étre représenté par un polytopeuket

B-p+b > 0 (5.4)

L'inconvénient du quasi-polyndme est que son degré est potentiellement grand. Un calcul en

nombres entiers d’une borne maximalel%léx’s, ﬁ) peut étre trés colteux. En revanche, nous pou-
vons approximer la borne supérieure en passant dans le mweméel ; nous recherchons alors un
majorantdu nombre maximum d’opérations par instant. Il est soumis ansemble de contraintes,
issu des systeme5.Q) et (5.4) :

(1 —Tsx —Tsp\ [ 5\
0 0 B P b -

Les dimensions d&s peuvent étre éliminées d&.p) par la projection de Fourier-Motzkin, de
fagcon a ne conserver que des contraintesdsiet g, de la forme :

—

/ —
C. <X5> e > 0 (5.6)
p
Enfin, ce majorant est calculé par un solveur de programmediméaires, en utilisant la méthode
des multiplieurs de Lagrange et les conditions de KarushrKTucker [L38 204]. Sa formulation est
la suivante : B
maximiserP (x’s, ES) (5.7)

sous I'ensemble de contraintes ).

Discussion de la valeur du majorant

Soitn le majorant du nombre maximum d’opérations simultanéeS, denné par le programme
non-linéaire §.7). Notre modéle ne comprend pas de description précise difecture cible. Une
extension possible serait de tenir compte de contrainteesuessourcese.g.un maximumnmay du
nombre de nceuds de calculs, dans le KRG cible, pouvantedfedes opérations dg

Autrement dit, nous cherchons a effectuer une transfoomagmblable a une projection, a chaque
instant, d’au plus opérations sunmax Noeuds de calcul. Se pose alors le probléme de la réponse a
apporter sh > nmax; puisque nous avons supposé qu’un nceud peut effeatuplusune opération
par instant, il est évident qu’aucune allocation n'estséaisante dans ce cas. Plusieurs pistes sont
envisageables :
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Opérations d&
(modele polyédrigue)

Projection de I'opératioi$(X)
sur lek®™ neeud de calcul

Nceuds de calcul d&
[ ST | - [_Sk | - [ Smax| Re)

FIGURE 5.3: Linéarisation des opérations : allocation aux nceudsideil.

— Surcontraindre 'ensemble des ordonnancements posgileous-sectiod.3.2 pour réduire
le parallélisme.

— Adapter ou changer la métrique de I'ordonnancemefinsgus-sectiod.3.3 ;

— Scinder les ensembles d'opérations a exécuter par insiapavagedf. sous-sectiod.3.4).

5.1.2 Linéarisation des opérations

Nous cherchons maintenant & attribuer, & chaque opérati@nlel noeud de calcul chargé de la
calculer. D’un point de vue algébrique, les opérations @@t & I'instant étiquetécorrespondent
aux points entiers d’un sous-polytope B§ (systeme %.3)) avecX's=1. Les noeuds de calcul, guant
a eux, sont identifiés par des nombres entiers. Ainsi, Ealion des opérations aux nceuds de calcul
revient & effectuer une projection @8 versN* (cf. Fi. 5.3).

Ce probléme, connu sous le nom lil@arisation fut abordé par Turjaret al. [226] dans le
contexte d’'allocation de mémoire ; ils proposent difféesnprojections pour associer une opération a
une case mémoire. Deux d’entre elles peuvent étre adaptéstseaprobléme d’allocation de nceuds
de calcul, a savoir, lprojection par le ranget laprojection linéaire

Projection par le rang

Une fonction polyndme, dite derang, associe a chaque opération de coordonRéémdice du
nceud cible, numéroté entre 1Fe<>?’s, rs). La fonction de rang est de la forme :

r (¥s%,p) = _ip{ (Xs.%s.B) +1 (5.8)

Les P/ sont des quasi-polyndmesP: dénombre les points entiers d¥; qui, pour unx's et un
p donnés, ont les mémes coordonnées Xiisur leursi — 1 premiéres dimensions, et dontifd"®
composante est strictement inférieure €cf. FIG. 5.4(a). Le rang d’'une opération est alors déterminé
par le nombre de points du polytope qui la précédent seladrkolexicographique. Cette méthode

permet de projeter « précisémenP><>?’s, ﬁ) opérations sur autant de nceuds de calcul, sans insérer
de trous dans 'image par L'inconvénient majeur de cette fonction de rang est évitemt d'étre
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xX1=1 X1 =2p1+ P2+2
: : : §x2:x1+p17p2+1

1 1 1 Xl -

(a) Projection par le rang : le rang du po{at4) dans le polyedre est déter-
miné par nombre de points d'abscisse inférieure, plus lebmerde point
d’'abscisse égale et d’ordonnée inférieure. Il estici édd.a

xp=1 X1 = 2p1+ p2+2
X2 : :

r

U U U Xl

(b) Projection linéaire : le nombre de points entiers legiephiqguement inférieurs @,3) dans le
polyédre, ici égal a 7, est majoré par 14.

FIGURE 5.4: Exemples de linéarisation.

polynomiale : elle est non-inversibleet ne peut étre exprimée dans le modéle polyédrique, qui ne
permet de modéliser que des formes affines.

Projection linéaire

La projection linéaire correspond a la transformation liswke linéarisation de tableau multidi-
mensionnel en tableau unidimensionngll77] : par exemple, une référence de la fora(e;, x;) est
remplacée paa(x;m-x,). Etendue en dimensions quelconques, cette projectioredpératiork
sur un nceud de calcul d'indié¢gpeut donc s’écrire sous la forme :

mg-m—mgo = i (5.9)

1. Plus précisément, dans le cas génénaladmet pas d’'application réciproque linéaire. Cependaest une bijection,
elle admet donc une application réciproqﬁé. Celle-ci peut-étre calculée en résolvant un ensembleudians diophan-

tiennes de la formg; P/ ()?’s,is, ﬁ) —p =0, oup est le rang de&s. Il est alors nécessaire d’explicit@rafin de pouvoir
calculerXs.
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5.2. Construction de I'interconnexion

L'inconvénient de cette solution est de projeter les opg@matde fagon discontinue sur les res-
sources si le polyédre n'est pas un hyper-rectangle. Crestapplication injective, comme illustrée
en HG. 5.4(b)

5.2 Construction de lI'interconnexion

Cette section aborde le probléeme de l'interconnexion desdsode calcul. Connaissant la ré-
partition des opérations sur les nceuds de calcul, nousra@usts les liaisons entre producteurs et
consommateurs, en veillant a respecter les dépendances.

5.2.1 Interconnexion des nceuds de calcul

L'exécution d’'une opération dans le modéle polyédriqueaspond, dans le KRG, a la production
d’'un jeton par un nceud de calcul. Nous avons cité précédetmlifErentes méthodes pour associer
une opération a un nceud de calcul ; autrement dit, nous speogiel nceud de calcul est produit un
jeton donné.

Exposé du probleme

Considérons une dépendance non-\Rd&entre deux instructionB et Sdu GDRP. Il existe donc
une opération d&, de coordonnéess, qui dépend d’'une opération & de coordonnéegz. Notons
Ngr etns les nceuds de calcul du KRG associés, respectivemé&ntets par linéarisation. Cette dé-
pendance signifie, dans le KRG, que le jeton produitpdors de I'évaluation de I'opératiokk sera
routé verans, pour que celui-ci puisse effectuer I'opératig) Entreng et ns, le jeton correspondant
a I'opération deXg ne peut franchir que des nceuds de sélection, de fusion, oopile Autrement
dit, une dépendance entre opérations du GDRP se tradugt,l€ldaRG, par des chemins entre leurs
producteurs et leurs consommateurs. La construction dehessins souléve trois questions :

Transport: comment construire I'interconnexion du KRG (arcs, placestage) de facon a achemi-
ner tout jeton de son producteur & son consommateur ?

Multiplicité : si une opération est référencée plusieurs fois, commepitogier son jeton autant que
nécessaire ?

Ordre: si, pour un couple producteur/consommateur donng, leagaie sont pas consommeés selon
leur ordre de production, comment les permuter ?

Impact de la linéarisation

Le choix de la fonction de linéarisation des opérations anyveict sur la construction de l'inter-
connexion. Nous devons faire un choix entrg@técisionde la projection par le rang, et éouplesse
de la projection linéaire.

Si nous optons pour une projection par le rang, nous optimsi$allocation des opérations aux
ressources, dans le sens ou nous projetons efficacanmérations sun ressources indicées sur
[1,n]. En revanche, la construction du réseau d’interconnexicle®permutations devient beaucoup
plus complexe : nous sortons du domaine de compétence desdialgebre linéaire, et la plupart
des calculs ne peuvent étre réalisés que par la force lmgtexpliciter les parameétres, énumérer les
opérations et les traiter individuellement).
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sélection,
duplication

vers les autres
consommateurs

permutation

fusion

vers lesng

(a) Vue globale du routage entre produc{b) Détail de la duplication et de la sé- (c) Détail de I'élimination ou de
teursnr; et consommateunss ;. lection de jetons vers I'ensemble desla duplication de jetons vers les
consommateurs. seuls consommateuns; j.

FIGURE 5.5: Routage des jetons entre I'ensemble des producteurd’ipstruction R, et ses consom-
mateurs pour l'instructiors.

Au contraire, si hous choisissons la projection linéaiaepiojection sur les ressources est plus
grossiére, mais la caractérisation du routage et des pationg reste paramétrique. Dans le cas par-
ticulier ou les polyédres sont des hyper-rectangles, laz geojections sont équivalentes.

Pour ces raisons, nous ne détaillons dans la suite de cetiersgue le cas de la projection
linéaire. Le fait que les calculs restent paramétrés demandhisonner sur la fagon de construire
I'interconnexion selon les paramétres. La constructiofiickerconnexion pour une projection par le
rang est colteuse en temps de calcel ¢onsidérer individuellement chaque opération et construi
son routage), mais ne présente pas de difficulté partieulier

Forme générale de l'interconnexion

Nous considérons toujours une dépendance nonfR&&du GDRP. L'interconnexion entre les
nceuds calculant les opérationsRjet les nceuds calculant les opérationSdest illustrée en i6. 5.5.
Cette interconnexion a la forma,priori, d’'un crossbarentre les producteurs dreet les consomma-
teurs deS: il existe potentiellement un chemin allant de tout noaggd(calcul deR et indicei) vers
tout nceudhsj (calcul deSet indice j). Nous raffinerons par la suite cette hypothése en supptiman
les chemins inutiles, grace aux propriétés sur les séqaefecmutage et les opérateurs binaires.

Le principe général est le suivant : la séquence de jetor id3in producteung; est éclatée
et, connaissant l'allocation des noeuds de calcul aux apesatleS, chaque jeton est routé vers le
consommateur approprié. Rappelons que l'interconnexaitnsdtisfaire aux problemes de transport,
de multiplicité et d’ordre, introduits précédemment. Rémsdétails, la structure de I'interconnexion
est donc la suivante :
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5.2. Construction de I'interconnexion

1. Les sélections et les fusions des jetons entre prodscaturonsommateurs sont réalisées par
des nceuds de-fusion et den-sélection. Le nombre d’entrées de la fusion est égal au rmmb
de nceuds de calcul d& tandis que le nombre de sorties de la sélection est égalmbraale
nceuds de calcul d& Entre les deux, des trieurs réordonnent les jetoh$(G. 5.5(a) ;

2. Avant la sélection, un étage de copie duplique les jetens ehaque consommateur potentiel,
donc pour chaque dépendance issu®dRar exemple, s'il existe une autre dépendaR&E,
alors les jetons correspondant aux opérationRdent dupliqués et routés a la fois vers les
nceuds d&et deT (cf. FIG. 5.5(b) ;

3. Toutes les opérations dene sont pas forcément nécessaires aux opératiofSs Plg@isque les
copies inutiles ne peuvent pas étre directement supprireies sont routées vers des puits (
FiG. 5.5(c). Au contraire, si plusieurs opérations 8dépendent d’'une méme opérationRie
alors le jeton correspondant est dupliqué par une bouclepie.c

Remarquons que cette interconnexion a une forme expansegous-sectiord.3.4 nous avons
défini une normalisation de l'interconnexion sans dupiicatie jeton, et nous avons montré que toute
interconnexion sans copie pouvait s’y ramergfrthéoreme3.53). Ici, nous nous placons dans le cas
le plus général, avec copiesf.(conjecture3.54). Les sections suivantes détaillent la construction des
routages des différents points.

5.2.2 \Validité et copie

Dans cette sous-section, nous déterminons de fagon paéaneétroutage du troisiéme point ci-
dessusdf. FIG. 5.5(c). Tout jeton correspondant a une opératignet produit par un noeudk;, est
systématiqguement routé vers les nceudS.des’agit donc de supprimer ces jetons lorsqu’ils ne sont
pas nécessaires, ou les dupliquer s'ils ont plusieurs comsdeurs.

Suppressions et copies

Par I'équation $.9), ces jetons vérifient :
Mg-XR+Mro—i = O (5.10)

Puisque I'ensemble des valeurs possiblegrdest aussi borné pabg, nous obtenons le systéeme
suivant :

- Xr
(M 0" -1\ Mo\ = 3
\AR7X Arp 0/ [3 + e = 0 (5.11)

Les pointsXr qui vérifient ce systeme sont donc les coordonnées des mpératans la limite
du domaine d'itération, et allouées au noemgl Ainsi, il suffit de dénombrer, pour totk vérifiant
(5.12), les opérations d8 de coordonnéegs dépendant d&r dansDgss. Rappelons que dans le cas
paramétré (raffinement dd.g)), la dépendancBRdSimpose les contraintes suivantes :

[Fsx Fsp —Frx —Frp\ [Xs fs— fr
Asx Asp O 0 d s -
’ : + — 0 5.12
0 0 Arx Arp Xr ar > (5.12)
Zsx Zsp —Zrx —Zrp P Z
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Chapitre 5. Construction d'un réseau de processus

L'ensemble des pointgs que nous recherchons est alors obtenu en combinant les lelesete
contraintes%.11) et 5.12) :

or 0" mh o -1
(st Fsp —Frx —-Frp O \|
AS,X AS p 0 0 0
0 0 Arx Arp O
Zsx Zsp —Zrx —Zrp O

— 0 (5.13)

Les pointsXs qui respectentq.13), pour unxXg donné, sont ensuite dénombrés en fonction,dg
eti. Ce dénombrement est obtenu par le calcul du quasi-polyrmdmespondant, que nous notdhs
Pour toutXg associé a la ressourcda valeur deP (Xr, B, d,i) nous indique comment router le jeton :

— SiP(Xg,P,0d,1) =0, aucune opération dgne dépend du jeton dé, il est alors supprimé (routé
vers le puits) ;

— SiP(Xr,B,0,i) =1, alors le jeton d& est routé vers un nceud; sans étre copié. Il existe
un uniqueXs vérifiant cet ensemble de contraintes, alloué a la ressalinegice j tel que
j=m s+ mos;

— SiP(Xr,B,0,i) > 1, alors il existe plusieurs consommateurs de I'opératiprson jeton corres-
pondant est dupliqué én(Xg, B, d,i) instances, chacune étant routée vers un nagydet dont
les indices sont déterminés comme au point précédent, kesggvérifiant les contraintes.

Ordre de production des jetons

Finalement, connaissant I'ordonnancement de chaque tap€rde coordonnéeZr (équation
(5.2)), il suffit de ranger les instants selon I'ordre lexicodr@pie pour construire les séquences de
routage appropriées des sélections et fusions. Pour aala, naffinons les contraintes du systéme
(5.13 pour associer a chaqg son instant de productiadig = 6r (XR) :

| -Trx -Trp O 0 O X'r R
o mt o0 0 0 -1 %R MRo
0 —Frx —Frp Fsx Fsp O p fs—fr| =
, , . — 5.14
0 0 0 A A 0| x| & | = (-14)
0 Arx Arp O 0 O d ar
0 _ZR,X _ZR,P st ZSP 0 i Z

L'énumération des points entiers d&.14 selon l'ordre lexicographiquei.é. selonX'g) nous
donne les productions des opérations de coordorXéas cours du temps.

Bilan

En résumé, nous connaissons ou avons calculé :

Quels sont les jetons, correspondant aux opératiois pie@duits par le noeud de calaw; ;
L'ordre dans lequel ces jetons sont produits au cours dpgem

Si le jeton d’une opération de coordonn&gsloit étre supprimé ou non;

Si le jeton d’une opération coordonnégsdoit étre copié ou non, et si oui, combien de copies.
Nous avons alors tous les éléments pour construire le reutada FG. 5.5(c)
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5.2. Construction de I'interconnexion

5.2.3 Routage de la-sélection

La construction du routage du nceudndeélection de la . 5.5(b)découle directement de I'étape
précédente. Pour tout jeton produit par le nceud de calgul nous pouvons calculer 'ensemble
des opérations d& qui en dépendent. D’un point de vue algébrique, pour ¥autérifiant 6.14),
nous en déduisons le sous-polytope contenant I'ensembiderrespondant. A toute opération de
coordonneegs est associé un nceud de calogl, tel que, par I'équation(9)

M- Xs+Mso = | (5.15)

SiXs1,...,Xsk est la suite des coordonnées des opératiorSatgenue par énumération, alors le
routage de la-sélection est de la forme :

[(MS-Rs1+Mso) ;... (MG - sk + M) | (5.16)

5.2.4 Routage de la-fusion

La construction du routage du nceudrgfsion de la FG. 5.5(a)est trés similaire aux calculs des
précédentes sous-sections.

Soit j I'indice d’'un quelconque nceud de calaid); deS. Les opérationZs allouées ag j verifient
(5.19. L'ensemble des jetons des opératidrsdont dépendent les opératioksallouees angj, et
leurs instants de consommatigfg (égaux aux instants de production de sont donc solutions du
systéme suivant :

| —Tsx -Tsp O 0 o0 Xs —ts
6T r_ﬁg 61— 61— 6T -1 Yg Mso
0 Fsx Fsp —Frx —Frp O q fs—fr| =
, : 7 : — 0 5.17
0 Asx Ass 0 0 0| |%|T[ & | = (5.17)
0O O 0 Arx Arp O p ar
0 Zsx Zsp -Zrx -Zrp O j p

De la méme fagon qu’'a I'étape précédente, les poiptqui vérifient 6.17) correspondent aux
jetons deR consommeés par le nceud de calisgl| au cours du temps, pour effectuer les opérations de
coordonnéegs.

La séquence de routage denkfusion est alors obtenue par énumération, selon 'orddedgra-
phique (surX's, donc au cours du temps), des points vérifi&nt7). Xr1,.--,Xrk les composantes
relatives &g, dans 6.17), alors la séquence de routage est de la forme :

[(M& X1+ MRo) ..., (M- Rrk+MRo) ] (5.18)

5.2.5 Permutations

Connaissant le routage des jetoress et depuisun nceud de calcul, il ne nous reste plus qu’un
probléme a résoudre : si ces jetons sont produits puis cangsndans des ordres différents, nous
devons les permuter. Dans cette sous-section, nous a@antle trieur chargé de réordonner les
jetons entre les nceuds de calog) etngj (cf. sous-sectior8.3.3.
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Chapitre 5. Construction d'un réseau de processus

Recherche des jetons permutés

Considérons deux opérations d’'une instructiyule coordonnéesg etyg, dont dépendent respec-
tivement deux opérations d’'une instructiSnde coordonnéegs et ys. Rappelons les cing conditions
nécessaires a la permutation des jetons correspondaretdr, et leurs traductions algébriques :

1. Le jeton deir est produit avant celui dgy :
)_(7R '<|ex g,R (519)

aveci’R = GR (XR) et)7’R = GR (VR) s
2. Le jeton dgjr est consommé avant celui 8e:

)75 <lex )_(78 (5.20)

avecx's = B5(%s) ety's = Os(¥s) ;
3. Les opérationgr etyr sont effectuées par un méme nceud de caigut

MR %r+Mor = Mg Yrtmor = | (5.21)
4. Les opérationgs etys sont effectuées par un méme nceud de calgyt
M Xs+Mos = MS-Ys+Mps = | (5.22)
5. Xr etyr suivent la méme dépendance vBs®tys, respectivement :
(XR,%s) , (YR,Ys) € Dros (5.23)

Les contraintesH.19 et (5.20 signifient que les jetons sont produits et consommeés dasis de
ordres différents. Les contraintes.21), (5.22) et (5.23, quant a elles, permettent de ne considérer
gue les jetons susceptibles d'étre permutés, c’'est-asdikant le méme chemin dans le KRG. Ces
trois derniéres contraintes s’expriment sous la forme dtésye d’équations et d’'inéquations suivant :

(Xs—Tsx s —Tgp-G—Ts=0
Ys—Tsx-Ys—Tsp-G—ts=0
Xr—Tax -%r—Trp-P—Tr=0
Yr—Trx-Yr—Trp-P—Tr=0

Mg - Xs— Mg - Ys = 0

M - Xg — M - Yr = 0

mg-Xs—j=0

Mg ¥r—i=0
Fsx-%s+Fsp-G—Frx % —Frp P+ fs— fr =
Fsx ¥s+Fsp-0—Frx - Yr—Frp- P+ fs— fr=
Asx -Xs+Asp-G+ds>0
Asx-Ys+Asp-G+ds>0

Arx - SR+ Arp-P+8r >0

Arx YR+ Arp- P+dr >0

Psx -%s+Psp-G—Prx % — Prp-p+2>0
Psx -Ys+Psp-G—Prx -Yr—Prp-p+2>0

(5.24)
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5.2. Construction de I'interconnexion

Cet ensemble de contraintes définit un polyédre, dont lagign$ (Xr,yr) correspondent aux
jetons produits par le nceugk; et consommeés par le noengl;.

Nous devons maintenant contraindre le systéf24, de fagon a ne conserver que les couples
(Xr,YRr) effectivement permutés, donc vérifiant aussi les congai@ 19 et (5.20). Les jetons sont
donc permutés si les diﬁérencé@—i’R d'une part, eb?’s—)7’s d'autre part, sont lexicopositives.
Autrement dit, la plus petite valeur pour chacune de ceérdiffces est le vecte(D, ..., 0, 1)T.

Pour effectuer cette vérification, nous utilisons la méméhode que précédemment utilisée pour
la recherche des ordonnancements valides en sett®fl existe un ensemble d’'inéquations de la
forme :

P 1 SiXgpyreZ

Yri—Xri—0 > 0 avecd = { : RYRE (5.25)
' ' 0 sinon

- 1 siXgYscZ

Xsi—Ysi—0 > 0 avecod = { : sYs€ (5.26)
' ’ 0 sinon

Par application du lemme de Farkas aux inéquatiérizd) et (5.26) (cf. lemme4.17), nous pou-
vons forcer a ce que ces contraintes soient lexicopositeresecherchant des multiplieurs de Farkas
AT etA dans un ensemble d’équations de la forme :

i-iioo = o (o (7) +5) 6.27)

y

ouB- ()?/> +bcorrespond aux contraintes, dans un caséguety', dans I'autre sux's ety’s, issues
de 6.24).

Dans un second temps, nous procédons a I'élimination detpliiirs de Farkas par projection
de Fourier-Motzkin. Toujours par projection de Fouriertkdon, nous éliminons les dimensions de
X's, )7’5, Xr, )7’R, Xs etys, pour ne garder que les contraintes eRfyet yr, en fonction des parameétres
B, d, i et j. Nous obtenons alors un nouveau systeme que nous nomniBapssss, Verifiant les
contraintes deg.19 a (5.23. Tout point(Xr,Yr) dansD yemprss correspond a un couple de jetons
permutés entre les nceualg; etngj; en 'occurrence, ce sont les jetons respectivement assacix
opérations d& de coordonnées; etyr.

Caractérisation des permutations

Cette expression des jetons permutés sous forme de polyédsepermet de faire le lien avec le
code de Lehmerl[A5 : nous pouvons caractériser les permutations de jetoms ks noeudsg; et
ng;j sous la forme d’'un code de Lehmer, nous permettant ensugérniaer la permutation a propre-
ment parler ¢f. annexeA.3.2). Rappelons tout d'abord que le code de Lehmer d’une petionta
s'écrit sous la forme :

L(mi) = card{j|i<], m>m} (5.28)

Par analogie avec notre probléme de permutation de jefelms,emble{j \ <, TE > T } re-
présente I'ensemble des jetons étiquetéproduitsaprésun jeton de numére donné(i < j), et
consommesvant (15 > ;). C'est précisément ce que représeblg,mrss - 'ensemble des jetons
YR, produits aprés les jetorkg, et consommés avant. Le cardinal de I'ensemble, dans Bsgpm
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Chapitre 5. Construction d'un réseau de processus

(5.28), correspond dans le modéle polyédrique a un quasi-polgrdiEhrhart, permettant de dénom-
brer les points entiers d’un polytope.

Aussi, nous pouvons calculer le quasi-polynéfeel queP (Xr, B, i, j) soit le nombre de jetons
dépassant le jeton étiquetg, en fonction des parametr@sd, i et j.

En énumérant les jetor& selon leur ordre de production, nous pouvons alors reaarsstia
permutation de jetons entre les noengsetns ;. Une fois la permutation connue, il ne reste plus qu’'a
construire le trieur adéquatf( sous-sectiors.3.3.

5.2.6 Explicitation des parameétres

Enfin, la derniere étape de la construction du KRG consistplicéer les paramétres. Maintenant
que la projection du GDRP sur le KRG a entierement été exjgrisefon les paramétres, il ne reste
gu’'a énumérer les jetons et effectuer 'ensemble des caicul

— Les arbres de-sélection ein-fusion peuvent étre simplifiés en élaguant les branches@ui
sont traversées par aucun jeton. Ces branches sont détemt®des calculs des séquences de
routages des naeuds de sélection et de fusibedqus-sectiors.3.2.

— Les noeuds de calcul superflus introduits par la projecingaire, dont nous avons supprimé les
entrées, peuvent eux aussi étre supprimés. Nous itéraisssalde graphe jusqu’a ce qu’aucune
simplification ne soit possiblecf, sous-sectior3.3.7).

— Les codes de Lehmer pour chaque couple producteur/constamnmous permettent de calcu-
ler les permutations de jetons correspondantes. Pour elggmmutation, nous construisons le
trieur approprié ¢f. sous-sectior3.3.3.

— Pour chaque instruction, ses nceuds de calcul recevanirs dmjetons peuvent étre fusionnés
afin de réduire le nombre de ressources nécessaita®(s-sectiors.4).

5.3 Discussion

Dans cette derniére section, nous discutons de I'adéquatitre le modéle polyédrique et les
KRG. Certains algorithmes ou concepts s’expriment plus oinsfacilement dans chacun de ces
modeles, et nous mettons en avant l'intérét de les utilisefagon combinée. Les avantages et in-
convénients des deux modeéles laissent la porte ouverte @ndlerauses pistes de travaux futurs pour
affiner le flot de conception décrit en introduction.

5.3.1 Correction de la transformation

Montrer la correction de la transformation demande a véitg®deux propriétés suivantes : (i) un
jeton est produit par un nceud de calcul si et seulement $&teexine opération correspondante dans
le modeéle polyédrique ; (ii) si une opérati@{Xs) dépend d’'une opératioR(Xg) dans le modele
polyédrique, alors le jeton correspondarR&g) (ou sa copie) est consommeé par le nceud de calcul
produisant le jeton correspondanB@&s). Le premier point établit la bijection entre les opératidos
GDRP et les jetons du KRG. Ensuite, il ne reste plus qu'a neonjie les dépendances entre eux sont
vérifiées.

Bijection entre opérations et jetons

Notons tout d’abord que la construction du KRG ne crée auetamjinitial. Cela veut dire que
méme les constantes du programme sont modélisées commeetatonnées entrantes : des jetons
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produits par des nceuds de calcul qui n'ont pas d’arc entrant.

Il est facile de montrer qu’a toute opération correspondpnoeluction de jeton par un nceud de
calcul. C’est le résultat de la linéarisation des opérati@h sous-sectiorb.1.2 : a chaque instant,
toutes les opérations effectuées dans cet instant soet¢esjsur des nceuds de calcul. Puisque nous
procédons par énumération des opérations de chaque tr@ttutous sommes certains de ne pas en
« oublier. »

Réciproquement, cela revient a attribuer a chaque nceudald tzaliste des opérations corres-
pondant aux jetons qu’il produit, ordonnée selon le tempsagit donc de montrer que tout jeton
produit par le nceud de calcul correspond forcément a l'ureedepération.

Pour gqu’un jeton soit produit, le nceud doit étre exécuté r f@te exécuté, le noeud doit étre
activé ; pour étre activé, le nceud doit disposer d’au moingtam sur chacune de ses entrées. Aussi,
deux cas peuvent se présenter :

1. Le nceud n'a pas d’entrée : tous les jetons qu'il produitesmondent a des valeurs initiales. Le
nceud peut alors étre tiré autant que nécessaire, mais Easiplon les équations de balances
ne seraient pas respectée gous-section8.1.3et3.1.9;

2. Le nceud a au moins une entrée : le naeud ne peut produirenryje s'il en consomme un sur
chaque entrée. Autrement dit, un nceud de calcul produittan jeinutile » (i) soit parce que les
nceuds en amont ont eux-mémes produit des jetons qui ne pondEnt pas a des opérations,
(ii) soit parce que les jetons sont mal routés.

Dans le premier cas, les productions de jetons dépendefarderinancement : productions et
consommations doivent étre balancées. Dans le secondesgwoductions des jetons dépendent de
I'interconnexion. Si la construction de l'interconnexiest correcte, alors aucun nceud de calcul ne
peut produire un jeton qui ne correspond pas a une opér&aa.nous amene donc au second point :
montrer que l'interconnexion entre les nceuds, et en pégide routage, respecte les dépendances
du GDRP.

Respect des dépendances

Pour toute dépendan€&®dSdu GDRP, nous construisons un chemin allant de tout nceudlaatc
des opérations d& a tout nceud calculant des opérationsSdef. FIG. 5.5). Dans la sectios.2, hous
construisons les séquences de routages en veillant a cewgyeton soit routé vers ses consomma-
teurs, et seulement eux. Les dépendances sont bien respecté

Par conséquent, seuls les nceuds de calcul devant recesgataies en recoivent. Nous en dédui-
sons que si les productions aux entrées sont balancéedesejaions correspondant a des opérations
du GDRP peuvent étre produits. Aussi le KRG est bien cortstrui

5.3.2 Avantages et inconvénients
Complexité et parallélisation des calculs

Parmi les différentes étapes que nous avons proposéesgpoongtruction des KRG, certaines
d’entre elles peuvent étre assez colteuses a réaliserxpesssions que nous en avons donné ont
principalement pour but de montrer la faisabilité de la ¢msion du KRG et d’en expliquer les prin-
cipes ; toutefois, certaines de ces expressions deman@émt @ptimisées en vue d’'une implantation
efficace.
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Chapitre 5. Construction d'un réseau de processus

Prenons par exemple le systente2d) : c’est la synthése de I'ensemble des contraintes s'ap-
pliquant sur les coordonnées des opérations étudiées.pdaisune application un minimum com-
plexe, le solveur doit rechercher une solution a plusieinainks de dimensions, soumises a quelques
centaines de contraintes. L'élimination de Fourier-Matzlpour ne citer qu’elle, a une complexité
non-polynomiale 20¢] ; il est donc préférable, en pratique, d'éclater ce systemde plus petits en-
sembles de contraintes, en éliminant progressivementalgsbles inutiles, plutét que de le faire en
une seule fois.

Néanmoins, un avantage qu'offre la construction du KRG, &rmau crédit du modéle poly-
édrique, est qu’elle se base largement sur du calcul nelirloi-méme massivement parallélisable.
Par exemple, KeRler propose une implantation paralléléélmination de Fourier-Motzkin, qui en
réduit le temps de calcul linéairement au nombre de prooesfe’ 9. Aussi, comme nous l'avons vu
en sectiorb.2, les constructions des interconnexions entre tous coyptehicteurs/consommateurs
sont indépendantes : les calculs peuvent étre massivelisaiugs.

Parameétres

Une limitation actuelle de notre approche est de ne pas [rantégrer facilement des expressions
paramétrées dans le KRG. Nous avons donné dans ce chagtexglessions paramétrées pour la
génération du routage et des permutations de jetons. Rgugaonstruction du KRG a proprement
parler demande a expliciter les paramétres et énumérempkamtmns (donc les jetons) ; les KRG
n'intégrent pas le concept de routage paramétré, contraimea d'autres modéles tels que CDRF (
section2.5). En cela, ce probléme constitue un des principaux axesctierehes futurs sur les KRG.

Exécution infinie

Un KRG permet de modéliser des comportements infinis. Commos Hiavons mentionné au
chapitre précédent, nous pouvons considérer que le GDRE&smpie le comportement du systéeme
au cours d’'une période, répétée a l'infid.g.un nid de bouclegour englobées par une boudknt
queinfinie. Pour généraliser notre construction, il suffit siempent de remplacer toute séquence de
routage calculée dans la secti®i2, ici notéeu, paru®.

Ressources dédiées et description de I'architecture

Tel qu’est construit le KRG, tout nceud de calcul est dédié @ etrune seule instruction. Par
exemple, les opérations allouées a un nceud de caigubont exclusivement des instances d'une
instructionS. Méme si, en soit, cette construction n'est pas vraimentlinm&tion a notre solution,

il pourrait étre intéressant d’envisager le cas ou une messcg.g.un nceud de calcul faisant office
d’additionneur) est partagée entre différentes instosti

Ce point souléve toutefois la question plus générale deise pn compte d'une description dé-
taillée de I'architecture cible, pour le moment absenteadmhstruction du KRG : les transformations
gue nous effectuons se basent essentiellement sur legiobegrde I'application, et non de I'archi-
tecture. C’est, la encore, un important sujet de travauxrut
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5.3. Discussion

5.3.3 Remontée d’informations au modéle polyédrique
Latences

Les latences de calcul ed, fortiori, les latences de communications, ne sont pas connues au
niveau du modeéle polyédrique. Les latences de calcul pedtem déduites de la technologie de
I'architecture ciblée. Les latences de communicationntj@aelles, dépendent du placement et du
routage sur la plateforme. La mesure des latences n'ief@rqgue bien aprés la construction du KRG.
D’aprés la méthodologie de conception insensible aux ta®itf. sous-sectior?.2.3), les latences
d’interconnexion ne sont remontées au niveau du modélgrsain premier placement-routage.

Connaissant I'allocation des opérations aux nceuds delcatdas latences séparant chaque pro-
ducteur de ses consommateurs, il est possible de les fai@ter au niveau du GDRR,posteriori
Une solution simple consiste a jouer sur la valeudders du calcul de I'ordonnancement, dans les
inéquations4.13 et (4.15 afin de surcontraindre I'ensemble des ordonnancemeritiesalconnais-
sant la latence entre les nceuds de calcul des instrudgtiehdeS, nous pouvons imposer une distance
minimale entre leurs opérations. Cette remontée d'inftiongeut demander a transformer le GDRP,
si par exemple les latences sont non-uniformes pour toesesdérations d’'une méme instruction, par
scission de I'ensemble d’indicesf(sous-sectior.3.4).

Ordonnancement et métrique

De facon plus générale, il serait intéressant de faire évdaimétrique, dont dépend le choix
des ordonnancements du modéle polyédrigriespus-sectiort.3.3, selon un principe déeedback
Initialement, le GDRP est ordonnancé sans connaissandatdases. Pourtant, du choix de cet or-
donnancement, et donc du parallélisme gu'il introduit,edéfent directement les circuits critiques et
les débits des nceuds du KRG. Remonter ces informations eawnu modéle polyédrique rendra
d’autant plus pertinents les ordonnancements calculés §DRP.
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Troisieme partie

Du modele au circuit
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Chapitre

Systemes insensibles aux latences

En deux occasions, on m'a demandé, « De grace, M.
Babbage, si vous donnez a la machine de mauvais
chiffres, les bonnes réponses en sortiront-elles ? » Dans
un cas, un membre de la Chambre Haute, et dans
I'autre un membre de la Basse, me posérent cette
question. Je ne suis pas capable d’appréhender, au
juste, le genre de confusion d’idées qui peut susciter
une telle question.

Charles Babbag&assages from the Life of a
Philosopher 1864.
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Dans le précédent chapitre, nous avons vu comment transfarm programme de traitement
intensif de données en un modéle flot de données de type KREGhdpétre détaille I'architecture du
circuit intégré correspondant. Cette étape présente dfieutié : le matériel ainsi produit doit faire
cohabiter contraintes physiques (en particulier les délas signaux) et hypothéses synchrones.

En électronique numérique, les délais au sein d’'un circuiégré sont de deux natures : les
délais des portes logiques, et les délais d'interconnedi@volution des technologie€MOS sub-
micronigues profondes, inférieures au quart de microm#tngliquent une prépondérance des délais
d’interconnexion sur ceux des portes. Les écarts relaiflmn la techonologie utilisée, sont repré-
sentés en i6. 6.1(a) En effet, les délais des portes sont réduits alors que laugragagne en fi-
nesse ; mais les résistivités des fils croissent, d’ou unenanthtion des temps de propagation des
signaux [, 16] (cf. FIG. 6.1(b)). Dans des circuit¥'LSI, plusieurs cycles d’horloge peuvent s’écouler
entre I'émission et la réception d’'un signal.

Ce probleme doit étre envisagé au plus t6t du flot de conaeptair garantir la correction fonc-
tionnelle du résultat final. Pour cela, nous appliquons léhodblogie de conception insensible aux
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FIGURE 6.1: Impact de la technologie de gravure sur la résistivigfds et les délais de communica-
tion. Données ITRSI[20, 121].

latences, issue des travaux présentés en sous-s2@i@n

Dans un premier temps, nous rappelons les différentes@myproposées dans la littérature, tout
en discutant leurs implantations. Ces implantations ne¢ ealables que pour des flots de données
purs, dépourvus de branchements conditionnels, et médétiar des graphes marqués. Dans une
deuxiéme partie, nous détaillons donc une implantationdéie aux systemes de type KRG.

6.1 Architecture d’un flot de données sans routage

6.1.1 Avec protocole insensible aux latences

Dans cette sous-section, certaines notations et noms dausigpnt été modifiés et harmonisés
par rapport aux articles originaux, pour conserver une restee entre les différentes implantations
étudiées. Elles ne modifient rien fondamentalement.

Carloni et al., 1999-2002

Une premiére implantation est décrite par Carletrdl. [48, 51]. La FIG. 6.2(a)donne le détail de
limplantation de la coquillé. La station relai et son automate sont donnésien 6.2(b)et6.3. Les
sighaux de sortie, absents de l'original, ont été dédusdmfermations données par les auteurs.

Une donnée est un coupldata void). dataest la donnée en elle-méme, tandis que levbit
vaut « 1 » lorsque le changatane contient pas d’information.€. des bits de bourrage), et « 0 » si
la donnée est valide. La contre-pression est assurée piginkd stop La coquille filtre les données
en entrée pour ne conserver que les valides. Tant que degafone sont pas arrivées sur certaines
entrées ou qustoplnvaut « 1, » I'horloge de la perle est coupée, et les donnéesrta sont répétées
avecvoidOut= 1. Lorsque toutes les données en entrée sont disponiblpsrléaest exécutée. Ses
résultats sont émis ave®idOut= 0 dés lors que la coquille ne recoit pas de contre-pressian. L

1. Cette figure est une reproduction de celle donnée par tesiray a titre d’exemple ; la logique en est cependant
incorrecte. La contre-pressiostpOuj est émise sur une entrée si celle-ci est vidadIn). D’autre part, le tampon doit
étre remplacé par un inverseur.
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6.1. Architecture d'un flot de données sans routage

contre-pression est émise sur un canal en amont si le egistentrée contient une valeur, ou si la
coquille en recoit de I'aval.

Une station relai contient les registres pour stocker dewmées. Son controle a deux états princi-
paux,Processinget Stalling, alors que les étai¥/riteAuxet ReadAusont intermédiaires et permettent
de contréler le multiplexeur et le démultiplexeur. Dansgdténitial Processingune donnée recue est
écrite dans le registre principal, puis émise l'instanvani. Si la station relai recoit de la contre-
pression, la nouvelle donnée entrante est stockée dangdaeauxiliaire. Lorsque la contre-pression
cesse, le contenu du registre auxiliaire est propagé, puiswdent a I'état initial. La contre-pression
recue est toujours propagée. Ce contrdle de la stationpets deux problémes, qui seront discutés
ultérieurementdf. sous-sectior®.1.3.

Casu et Macchiarulo, 2003

Casu et Macchiarulo proposent une seconde implantationRl(5]. Un canal est un triplet de
signaux(data stopval). La valeur d’'une donnée est associée au sigasd, tandis que sa présence
correspond au signalal ; ce dernier est une négation des signaoid de Carloniet al,, qui eux
représentent I'absence de donnée.

Bien que l'architecture de la coquille ne soit pas détajlt#epeut la considérer similaire a celle
de la RG. 6.2(a) avec de la logique ajoutée au niveau des registres. Lesigugides signaux de la
coquille sont les suivantes :

enable = (/\vallnk> A (/\stopln(/\vaIOu'q<> (6.1)
k k

next(valOut) = (/\vallnk> A (/\ stoplmAvaIOuL) Vv (stoplnAvalout)  (6.2)
K K£i

stopOut = valln A ((\/stoplrk/\vaIOW) Vi (\/vallnk>> (6.3)
K

k£
La coquille peut exécuter sa perle (sigealblg si elle dispose de données sur chacune de ses
entréeqV j, vallnj =1) et si:
1. elle ne recoit aucune contre-pression :

vk, stoplnk = O (6.4)
2. oules sorties sur lesquelles elle en recoit sont prétes aestoleknouvelles données :
vk, stoplnn=1 = valOug=0 (6.5)

Par conséquent, une donnée sera émise a l'instant siexitvalOut)) sur une sortié Si :
1. la perle est exécutée a l'instant présent,
2. ousi une donnée est déja présente et ne peut étre émise endaisontre-pression.

On notera que I'expression est simplifi&e pln A valOut Vv stopln AvalOut étant une tautolo-
gie. Enfin, un signastopOutest émis sur une entrési une donnée y est en attente, mais que la perle
n'est pas exécutée.

Une station relai est également constituée de registresatigdes : comme précédemment, un
registre auxiliaire stocke une donnée lorsque le regisineipal est plein, et que la station relai recoit
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FIGURE 6.2: Implantation de Carlorst al., 1999-2002.
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FIGURE 6.3: Contrble d’'une station relai, Carlost al., 1999-2002.
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FIGURE 6.4: Contrble d’'une station relai, Casu et Macchiarulo,3200
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6.1. Architecture d'un flot de données sans routage

de la contre-pression. Le contrble est assuré par un awtowvaiante de celui de Carlost al, et
reproduit en FG. 6.4. Initialement, 'automate est en éRtocessinget y reste tant qu'il ne recoit pas
de contre-pression. Dés lors que la station relai recoia@@htre-pression sans recevoir de données,
elle est enPause Sinon, si une donnée arrive, elle est écrite dans le regisixiliaire dans I'état
WriteAux Si la contre-pression cesse, alors la donnée du registikaie est émise eflReadAux
sinon la station relai est stoppée leitel. DepuisReadAuxsi la station relai ne recoit pas de contre
pression, elle retourne dans son état initial. Sinon, seldnne donnée se présente ou non, elle est
stockée eWriteAux ou la station relai est arrétée ktheO.

Boucaron et al,, 2005—-2007

Boucaronet al. proposent une troisieme architectufis,[40], ultérieurement étudiée par leit
al. [150). Un canal est un triplet de signaydata stop val) comme vu précédemment. L'architecture
d’'une coquille est donnée end= 6.5. Les entrées de la coquille disposent de registres. Learaute
font I'hypothése qu’a la fois la coquille et sa perle sontdless de combinatoire, et que les temps de
propagation des signaux y sont inférieurs a une périoderld@®; raison pour laquelle les registres
de données sont munis Bgpass En d'autres termes, les signaux sont supposés étre cagjalbés
des stations relais en amont a celles en aval en I'espacecylal@ d’horloge. La perle s’exécute et
produit des données, émettant les signelwck et valOut, lorsque toutes les données en entrée sont
présentes, et qu'aucune contre-pression n’est retapOutest émis lorsque la station relai en amont
contient une donnée mais qaeckvaut « 0, »i.e. la perle ne la traite pas a I'instant courant.

Limplantation d’'une station relai est donnée ercF6.6. Les données entrantes sont toujours

stockées dans le registre principal (activation\alin). Le registre auxiliaire est utilisé pour stocker
la donnée du registre principal (étdal f) lorsque celui-ci doit accueillir une nouvelle donnée iisilg
valln), en cas de congestion (sigretbplr. L'automate de contrble est détaillé emcF6.7. Son
comportement est le suivant :

— La station relai est en étBmptylorsqu’elle est vide. La contre-pression n’est pas propamge
amont, puisqu’elle est en mesure de recevoir et stockerateses. Les horloges ou la tension
peuvent étre coupées jusqu’a I'arrivée d’un sigralin : la donnéalatalnest alors écrite dans
le registre principal, et 'automate passe en Elalf.

— Dans I'étatHalf, la station relai contient une donnée dans son registreipah et tente de la
transmettre en aval. Si elle ne recoit de sigstalpln alors la donnée est considérée comme
traitée par le destinataire. Selon qu’elle regoit ou non noevelle donnée au cours de cet
instant, elle reste en étlalf ou retourne en ét&mpty Si de la contre-pression est recue mais
pas de nouvelle donnée, on reste dans I'état courant. Sinstio,plnetvalln sont tous les deux
vrais, alors la donnée du registre principal est copiée gistre auxiliaire, la donnée entrante
est écrite dans le registre principal, et 'automate va atFéil.

— Lorsque la station relai est pleine (éfatll), elle ne peut recevoir de nouvelle donnée, et émet
stopOutvers le producteur en amont. L'automate reste dans ceuétgit’a ce qustoplnpasse
a « 0 »; la donnée du registre auxiliaire est alors émise, ettoarne en étdialf.

2. Une erreur s'était glissée dans la version originalega@gistre en entrée était activé satinA clock; ceci a cause
d'un amalgamme entre I'horloge de la coquille et la condititactivation. La figure a été corrigée de fagon a ce que le
clock gatingsoit dirigé parvalln A enabled stored On active donc I'échantillonnage sur une entrée si une @onynest
disponible, et senableet storedont la méme valeur : il n'y a pas de donnée stockée et I'on ci@espas la perle, ou la
donnée stockée est consommée dans l'instant et on la reenmadca donnée entrante.
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valinl  store d lstcvout

FIGURE 6.5: Implantation d’une coquille, Boucaret al., 2005-2007
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FIGURE 6.6: Implantation d’'une station relai, Boucarenal., 2005-2007.
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FIGURE 6.7: Contrble d’une station relai, Boucarehal., 2005—-2007.
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FIGURE 6.8: Implantation de Carloni, 2006.
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FIGURE 6.9: Contrble d’'une station relai, Carloni, 2006.
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Carloni, 2006

Carloni propose par la suite une solution sensiblemenrérdifite de sa premiére idée’], appor-
tant ainsi quelques correctionef.(sous-sectior6.1.3. L'implantation de la coquille est donnée en
FiG. 6.8(a) La station relai est quant a elle détaillée en.F6.8(b)et6.9. Contrairement a la version
précédente ou au moins deux cycles d’horloge étaient réicespour traverser la coquille, désormais
celle-ci n’en impose plus qu’un au minimum, et ce afin d’évites franchissements combinatoires.

Trois signaux internes sont ajoutés a la description deat#ostrelai.inCtrl et outCtrl gérent la
lecture et I'écriture dans le registre auxiliaire, tandi® gtall coupe I'horloge des registres de fagon
a éviter un écrasement des données.

Cortadella et al., 2006

L'implantation de Cortadellat al.tranche avec les précédentes par I'utilisation de basaulésu
des flip-flops (9. En effet, dans les solutions précédentes, un registreguond a une flip-flop, dont
nous rappelons le principe : deux bascules D en série soassgices pour stocker un bit de donnée
(cf. FIG. 6.10. La bascule maitre échantillonne son entrée lorsque akijhorloge est bas, tandis
gue la bascule esclave est verrouillée. Au front d’horlogmtant, la bascule maitre se verrouille,
tandis que la bascule esclave recoit sa négation, donc oihditworloge descendant ; celle-ci laisse
passer le signal capturé par la bascule maitre. Aprés uniepiginde, la bascule esclave se verrouille
sur ce signal pour I'émettre jusqua la fin de la période, tande la bascule maitre laisse passer le
signal en entrée, et ainsi de suite. Par exemple, 'impl@amale Boucaroret al. (cf. 6.1.1) utilise
4n—+ 4 bascules par station relai, atest la largeur en bits des données.
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Ql

FIGURE 6.10: Exemple de flip-flop sur front montant : bascules D eies@raitre-esclave.
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FIGURE 6.11: Implantation de Cortadel&t al., 2006.
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FIGURE 6.12: Contrble d'une station relai, Cortadedibal., 2006.
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Distance maximale parcourue par le signal en un cycle d'horloge

FIGURE 6.13: Exemple de coquille avec une entrée et une sortie.

Cortadellaet al. proposent donc de n'utiliser que 2 5 bascules transparentes par station relai,
tout en jouant sur leurs horloges. Le verrouillage des Basalu flot de données dépend non plus de
I'horloge, mais de la présence de données et de contreigares&chantillonnage n’est plus systé-
matique : la bascule se comporte comme un fil si elle recoitnmeelle donnéevalin) et pas de
contre-pressionsfopln ; elle est verrouillée sinon. Cette solution offre donc wéduction impor-
tante de la surface d’'une station relai. Le détail de I'imféion est donnée end-. 6.11(b) tandis
gue l'automate correspondant est représentélen@=12

Alors que dans les implantations précédentes la perle gstarpar désactivation de son hor-
loge, elle est ici supposée communiquer avec sa coquilleedmais de trois signauxgo commence
le traitementdonemarque la fin de calcul, etck indique que la donnée a bien été recue en aval.
L'implantation est donnée en&. 6.11(a)

Notre variante

L'idée de base de cette nouvelle implantation consisteig@rédes registres des coquilles ; nous
partons du principe que seules les stations relais ontieocatcontenir des données. Le rdle des
coquilles est uniquement de rendre leurs perles patierdegormément a la définition du LID. Nous
proposons par conséquent une solution combinant le medksiimplantations de Boucarebal.de
2005 et de Cortadellat al. de 2006, sans ajout systématique de capacités de stockegystdtions
relais en amont transmettent directement leurs donnégsedlég qui envoie directement ses résultats
aux stations relais en avalf(FiG. 6.13.

Dans les implantations précédentes, la coquille disposegistres a ses entrées pour stocker
les données émises par les stations relais en amont. Puisgisesupprimons ces registres, nous
devons modifier le protocole pour que la station relai maimmée I'émission de la donnée jusqu’a sa
consommation. Son automate est reproduit en b.14

— La station relai reste dans I'éfamptytant qu’aucune donnée ne se présente en entrée. Lorsque
valln est présent, la donnée est stockée dans le registre plineipautomate passe en état
Retry.

— Dans I'étatRetry, la station relai contient une donnée. Elle conserve cetsét@ucune autre
donnée ne se présente tout en conservant la sienne, ou aaireosi elle transmet le contenu
du registre principal tout en recevant une nouvelle valgua station relai recoit a la fois de la
contre-pression et une donnée, elle passe erfrathtSinon, elle retourne en étampty

— Dans l'étatFull, quels que soient les signaux en entrée, la station relai Emmontenu du
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registre auxiliaire estopOut Lorsqueretry est absent, la donnée a bien été recue par le desti-
nataire ; on retourne en étaetry.
De plus, les horloges des registres sont désactivées @cagix-ci n'ont pas de nouvelles valeurs
a échantillonner. Le comportement reste globalement imghg@ar rapport a celui de Boucarenal.
de 2005, a I'exception du fait qu'une valeur est répétée ereste la station relai jusqu’a ce qu’elle
soit acquittée (absence detry). La FIG. 6.15(a)présente la composition du contrble de deux stations
relais ; les signaux ne mettent pas plus d'un cycle d’horloger aller de I'une a l'autre. La logique
d’'une coquille est quant a elle illustrée ercF6.15(b)
La perle est activée par le signahable et émet en retour le signdionepour indiquer que le
calcul est terminé. Le signahableest donc émis :
— si la coquille ne recoit pas de contre-pression, donc qutalion relai en aval a acquitté la
précédente donnée, et que chaque station relai en entsigazvidepu
— sila perle a déja commencé un calcul sans I'avoir terminé.
En effet, la perle s’exécute en I'espace dimstant logigue selon les hypothéses synchrones,
et non d'un cycle diorloge physiqueUn exemple trivial est la multiplication, nécessitantgpurs
cycles d’horloge pour produire le résultat. Ainsi, pourttou

working = </\ retryk> A (/\vallnk> Adone (6.6)
k

k

k

enable = (/\W) A (/\vallnk> v pre(working) (6.7)
k

stopOut = (\/ retryk> vvalln A (\/ vallnk> \V enableA done (6.8)
K KA

valOuf = done (6.9)

Des expériences d'implantations JeiPGA ont été réalisées en utilisant le logiciel Xilinx ISE
10.1.02 sur les architectures Spartan3-1000 et Virtex50_&f. TAB. 6.1et6.2). Pour chacune, nous
avons testé les heuristiques d’optimisation de surface eftdsse. Pour I'expérience de conception
d’ASIC, nous avons utilisé FreePDK45 1.2 et la bibliothéque deallesllstandard de I'Oklahoma
State University 219, ] avec Synopsys DC version Y-2006.06-Sfl TAB. 6.3). La fréquence
d’horloge est de 1 GHz.

Pour chaque support, les tables supérieures et inférisareiferent respectivement a deux tests
réalisés. Dans le premier cas, nous composons les partieentiéle, pour un nombre croissant de
stations relais connectées a une coquille. Dans le secanceas disposons d’'un petit pipeline a
deux entrées et une sortie. Nous comparons notre implantatiec celle de Boucarat al., 2005.

Concernant la surface de la partie contrdle d’une seul®stetlai pourASIC, les résultats sont
similaires avec un léger avantage & notre implantationO(firf contre 648 pnt, soit —5,79%). En
revanche, les résultats pour BRGAnNe sont pas assez significatifs pour pouvoir conclure.

Pour la composition des parties de contrdle, nous gagnogsgréate et en vitesse aussi bien pour
FPGAque pourASIC. Avec un supporEPGA le gain en surface est compris entr6% et—29%,
tandis que le gain en fréquence d’horloge va-1ek9% a-+50%, selon les exemples et heuristiques
considérés. Si la cible est WEIC, a fréquence d’horloge imposée, le gain en surface est tird¢'o
de —10%.

Enfin pour I'exemple du petit pipeline sE#PGA le gain en surface est d'a peirel% a—6%;
les LUTs sont sous-exploitées par I'outil de placement etage. En revanche, pour dé&8IC, le
gain est compris entre 10% et—16%.
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valln/
Empty
valln Atetry / valOut valln/ enableMain

vallnAretry / valOut @etrD valln ATetry / valOut enableMain
retry / stopOutvalOut mux vallnAretry / valOut enableMainenableAux

Full

s

retry / stopOutvalOut mux

FIGURE 6.14: Contrble d’'une station relai.

valln stopOut
Retry0 Retryl Valln0 Vallnl
Y Y
station relai
en amont
-4
\
JUJ
T
station relai
en aval —|
done enable
4 N N
valOut retry Valout0  ValOutl Stop0 Stop1
(&) Composition du contrdle de (b) Implantation d’'une coquille & deux
stations relais. entrées et deux sorties. Les zones cer-

clées de pointillés indiquent les blocs
de logiqgue a modifier pour ajouter
d’'autres entrées/sorties.

FIGURE 6.15: Logique de contrble de stations rel@¥et d’'une coquillgb).
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Contrdle, Boucaromet al. 2005 Contrdle, Boucaromet al. 2009 Gain
In/Out || Optim. vitesse| Optim. surface|| Optim. vitesse| Optim. surface|| Optim. vitesse | Optim. surface
MHz | LUT | MHz | LUT MHz | LUT | MHz | LUT MHz LUT MHz | LUT
2 240 24 237 20 246 17 250 17 +2.5% | -29% | +5% | -15%
4 169 50 136 39 246 17 250 17 +27% | -24% | +25% | -20%
8 148 87 114 81 167 70 146 64 +12% | -19% | +28% | -20%
16 128 153 129 157 182 120 182 120 +42% | -21% | +41% | -23%
32 110 311 117 312 166 235 167 235 +50% | -24% | +42% | -24%
Multiplieur, Boucaronret al. 2005 Multiplieur, Boucaroret al. 2009 Gain
In/Out || Optim. vitesse| Optim. surface Optim. vitesse| Optim. surface Optim. vitesse| Optim. surface
MHz LUT MHz LUT FF MHz LUT MHz LUT FF MHz LUT MHz LUT
16x16 || 81.1 135 74.6 87 134 || 786 | 100 | 82.2 81 100 || -3% | -26% | +10% | -6%
32x32 || 54.0 | 234 | 49.8 229 | 262 || 52.8 | 228 | 54.1 223 196 || -2% | -2% +8% | -2%
TABLE 6.1: FPGA — Spartan3-1000, speed -4.
Contrdle, Boucaromet al. 2005 Contrdle, Boucaromet al. 2009 Gain
In/Out || Optim. vitesse| Optim. surface|| Optim. vitesse| Optim. surface|| Optim. vitesse | Optim. surface
MHz | LUT | MHz | LUT MHz | LUT | MHz | LUT MHz | LUT MHz | LUT
2 664 18 508 17 905 16 720 15 +36% | -11% | +41% | -11%
4 557 35 437 33 639 32 494 31 +14% | -8% | +13% | -6%
8 439 73 360 64 532 62 430 59 +21% | -15% | +19% | -7%
16 313 128 330 127 409 117 376 116 +30% | -8% | +13% | -8%
32 354 284 292 252 365 231 313 230 +3% | -18% | +7% -8%
Multiplieur, Boucaroret al. 2005 Multiplieur, Boucaronret al. 2009 Gain
In/Out || Optim. vitesse| Optim. surface Optim. vitesse| Optim. surface Optim. vitesse| Optim. surface
MHz LUT MHz LUT FF MHz LUT MHz LUT FF MHz LUT MHz LUT
16x16 || 192 84 190 82 134 || 229 78 229 78 100 || +19% | -7% | +20% | -4%
32x32 || 105 148 104 146 | 262 || 116 142 116 142 196 || +10% | -4% | +10% | -2%
TABLE 6.2: FPGA — Virtex5-LX50, speed -3.
In/Out | Contréle, Boucaromt al.2005 | Contrdle, Boucaroet al.2009 | Gain
Surface in?) Surface in?) (%)
2 209 186 -10.7
4 424 378 -10.7
8 818 740 -9.5
16 1653 1489 -9.9
32 3352 2994 -8.9
Multiplieur, Boucaroret al. 2005 Multiplieur, Boucaroret al. 2009 Gain
In/Out || Surface Puissance Surface Puissance Surface Puissance
dynamique | au repos dynamique | au repos dynamique | au repos
(un?) (mwW) (W) (un?) (mwW) (W) (%) (%) (%)
16x16 5715 1.99 31.6 4791 1.22 26.0 -16.1 -38.7 -17.8
32x32 17986 3.70 92.1 16215 2.20 81.4 -9.80 -40.6 -11.6

TABLE 6.3: ASIC 45 nm, fréquence d’horloge 1 GHz.
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dataln _,+ PERLE ﬁL, dataOut

dataln

dataOut

0|1|1 0|1
clock

(a) Principe d’'une coquille avec ordonnancement statique. (b) Registre fractionnaire.

FIGURE 6.16: Implantation de Casu et Macchiarulo, 2004.

Concernant la puissance, les résultats de I'implanta®@A sont contradictoires, selon I'heu-
ristique utilisée, donc non-significatifs. Pour une ciBIBIC, nous avons un net gain en puissance
dynamique de 'ordre de-40%, et entre-11% et—18% pour la puissance au repos.

6.1.2 Solutions a base d’ordonnancements statiques

En alternative aux protocoles dynamiques, les systemeasitdes aux latences peuvent étre or-
donnancés statiquement. Certains travaux préconisentlonmancement a la compilation, évitant le
surcodt de I'implantation du LIPAD, 55].

En effet, une implantation du LIP requiert des sighaux stipgintaires tels qual ou stop soit
autant de fils a placer et router, et des registres aux#igiegfois inutilisés. Si un ordonnancement
statique du systeéme est calculé au préalable, alors noummp®unous en passer : un ou plusieurs
oracles contr6lent directement I'horloge de chaque éléntéme perle n’est activée que lorsqu’il est
prévu qu’elle dispose de toutes ses données en entrée cenjestions sont évitées par anticipation.

Casu et Macchiarulo, 2004

Les travaux de Casu et Macchiarulo sont les premiers a peopo® implantation statique du
LID [55]. Un ordonnancement périodique est tout d’'abord calceléjue les données ne soient pas
écrasées. Sur les canaux, les stations relais sont reraplpeé de simples registres, distant les uns
des autres d’au plus un cycle d’horloge.

Chaque coquille contient la séquence binaire ultimemeigigue qui, a chaque cycle d’horloge,
active ou non la perle. Cette séquence binaire est aloremoatdans un registre a décalage, jouant
le réle d’ordonnanceur. Ce principe est présenté n 6.16(a) méme si I'implantation réelle est
quelque peu différenté Le registre de droite correspond a la phase d'initialisgttandis que celui
de gauche contient le régime périodique.

Comme nous l'avons vu précédemment avec les graphes matgukébit du systéme est borné
par le débit de son circuit le plus lentf(sous-sectior2.2). Si I'on retire la logique de contrble et
la contre-pression du systeme, alors il convient de retdedecircuits les plus rapides de telle fagon
gu’'un nceud de calcul recoive ses jetons en enréeisémentorsqu’il doit les consommer. Casu
et Macchiarulo nomment ce processus é@galisation: des flip-flops additionnelles sont insérées
sur certains canaux pour ajouter des latences supplémentaix circuits trop rapides, et ainsi en
réduire les débits. Nous renvoyons le lecteur a Boucatai. [40] pour une explication détaillée de
I'égalisation et de I'ordonnancement statique du systéme.

3. Une bascule est nécessaire pour évitegligshs[55].
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vallnAhold / valOut @ypas§ valln/

valln A hold / valOut vallnAhold/

valln A hold/ Gath valln/ valOut

FIGURE 6.17: Contrdle d'un registre fractionnaire, Boucastral., 2006—2007.

Par ailleurs, il n'est pas toujours possible d’égaler leitdél circuit le plus lent en ajoutant des
latences entieres. Par exemple, considérons deux cjréuitsde débit 23, 'autre de débit 25.
Introduire une latence supplémentaire sur le premier itifetait chuter son débit &/2, ralentissant
ainsi 'ensemble du systéme. Dans ce cas précis, le nomHbegetees a ajouter est rationnel. C'est
pourquoi les auteurs introduisent alors le conceptedgstre fractionnaire: un registre muni d’'un
bypass lui aussi ordonnancé statiqguemeaot. FI1G. 6.16(b). Tant6t il retarde la propagation d’'une
donnée, tant6t il la laisse passer combinatoirement.

Le gain obtenu par suppression de la logique et des fils du &iRi@nc a mettre en balance
avec le co(t induit par ces registres supplémentaires. tla mconvénient de la solution statique est
gu’elle ne s’applique qu’a des systémes ou les latences menoaication sont connues par avance,
contrairement aux protocoles dynamiques.

Boucaron et al., 2006—2007

L'inconvénient de I'implantation précédente du registgcfionnaire est qu’elle nécessite un im-
portant registre a décalage pour y stocker I'ordonnancestatique, alors que celui-ci peut étre déduit
des ordonnancements du producteur et du consommateurellinediution fut proposée par Bouca-
ronet al.[40]; le registre a décalage est alors remplacé par un autoroi@tara ou non I'échantillon-
nage du flot de données. La machine de Mealy corresponddnpessentée en&. 6.17:

— Dans I'étatBypass le flot de données n'est pas échantillonné, et le registretifmnaire ne
contient pas de données. L'état est conservé si le produntémet pas de donnée (signal
valln), ou si la donnée recue ne doit pas étre stockée (shgnid). Sinon, le registre passe en
étatCatch

— Leregistre fractionnaire contient une donnée dans I&ath S’il regoit une donnée, celle déja
contenue dans le registre est émise et remplacée par lallgolrautomate conserve aussi son
état si la donnée stockée doit étre retenue jusqu’au prodhsiiant. Sinon, elle est émise au
consommateur, et 'automate retourne en Bigbass

Le signalhold est donné par la formule :

valln nextA pre(hold) V pre(hold) A valln A next (6.10)

ol nextcorrespond a I'activité du consommateur. Le registre iivacaire stocke une donnée si :

1. L'activité du consommateur égale celle du producteatin = next) et si le registre contient
déja une donnéeu

2. Si le registre ne contient pas de donnée, qu'il en recat ehqu’elle n’est pas consommée
dans l'instant.

L'implantation du registre fractionnaire est présentééen 6.18
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next valln

g1 H

dataln
dataOut

valln pre(hold)

valOut clock > < hold

(a) Controle. (b) Flot de données.

FIGURE 6.18: Implantation d’'un registre fractionnaire, Boucasbral,, 2006—2007.

Notre implantation

Carmonaet al. remarquent qu’une égalisation du systéme n’est pas néeeasson ordonnan-
cement statiqueSp]. En effet, les travaux antérieurs partent du principe @seniceuds du systeme
s'exécutentu plus totASAP), comme avec un protocole dynamique ; afin d’éviter des peigalon-
nées, il est nécessaire de ralentir les jetons les plusasypiar insertion de latences supplémentaires.
Pourtant, I'idée d’'un ordonnancement statique est prémsé d'imposer aux noeuds leurs instants
d’exécution. Un systeme insensible aux latences, modédisén graphe marqué, est sans congfit (
théoréme2.9) ; nous sommes donc libres de choisir la politique d’ordoweanent a appliguer, et en
particulier, nous pouvons opter pour un ordonnanceraermtlus tard(ALAP).

Un probléeme majeur de I'ordonnancemé&®AP est I'accumulation de jetons. Comme étudié en
sous-sectior?.2, une composante connexe et non-fortement connexe peécstex a un débit égal
a 1, a condition que ses mémoires soient suffisamment graodese pas le surcontraindre. Si une
telle composante est reliée en sortie & une composantenfemteconnexe de débit strictement inférieur
a 1, alors un ordonnancemeh8AP provogue une accumulation entre les deux composantes, Ains
dans un systéme modélisé par un graphe marqué, tous les ,npaaspris ceux des composantes
non-fortement connexes, doivent s’exécuter au rythmenduitie plus lent. Pour s’en convaincre, se
reporter aux théoremes7 et 2.8. Par ailleurs, une solution évidente des équations de ¢xedaaiun
graphe marqué e§t

Par conséquent, nous remarquons qu’une solution congigiiesar conjointement les ordonnan-
cementASAP et ALAP :

— Les circuits critiques du graphe sont les plus lents ; ilgadt s’exécuter eASAP. En régime
périodique, dés qu'un jeton du circuit critique arrive etréa d’'un nceud, ce dernidbit pou-
voir s’exécuter. Autrement dit, les jetons des circuits-aatiques passant par ce nceud doivent
arriver avantou au méme instanimais jamaisaprés pour ne pas ralentir davantage le circuit
critique.

— Les autres nceuds suivent un ordonnance®eARP, avec pour référence les ordonnancements
des circuits critiques. L'avantage de I'ordonnancenfdmAP est de respecter naturellement les
éguations de balance; il ne provoque pas d’accumulatiortdag, puisqu’ils ne sont produits
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Entrées : un graphe marqué temporisé avec capagtésN,P,T,M,L,K).
Sorties : les ordonnancements et clusters des nceuds, et les caplestpmces.
Etape 1 : réduire la complexité du systéme
1: appliquer des techniques de clusterisation, telles quaogses par Carmora al.[52]
Etape 2 : énumérer les circuits et calculer leurs débits
2: rechercher I'ensemble de ses circuits par I'algorithmeatieson [.27]
3: identifier les circuits critiques
Etape 3 : calculer les ordonnancements des circuits crégu
4: calculer les ordonnancements des nceuds des circuitsiestjgar ordonnancemefASAP [40]
5: factoriser ces ordonnancements : réduire au plus les pantteles par rotation des périodiques
Etape 4 : calculer les ordonnancements des circuits notigeoes
6: calculer les ordonnancemerA& AP des autres noeuds, avec les cycles critiques pour référances
Etape 5 : dimensionner les mémoires de chaque canal
7: résoudre le programme linéaire en nombre entier de I'égudf.17), ou des programmes |i-
néaires de la forme de Lu-Kol 5, ou les poids sur les arcs correspondent aux marguages
initiaux
Etape 6 : s’assurer de la correction
8: le surco(t de la logigue d’ordonnancement peut fausseatiesdes et les résultats précédemment
calculés; si tel est le cas, appliquer une techniquedgclage[50)] et itérer depuis I'étape 2

Algorithme 6.1: Calcul de 'ordonnancement statique d’u8 kans routage.

(a) Modélisation par un graphe mar-  (b) Schéma fonctionnel du circuit  (c) Schéma fonctionnel du cir-
qué temporisé. correspondant, considérabtde la- cuit correspondant, considérant
tence non-nulle. C de latence nulle.

FIGURE 6.19: Exemple de LIS avec notre implantation : une placesspnd a une série de registres,
suivie éventuellement d’'une FIFO.

val ‘)—_u—valln FIFO valout —>»
IP

dataOut / dataln
/ / dataln dataOut 7L>

data
/ | / pop
| enable
master schedule

clock

FIGURE 6.20: Exemple d'implantation de canal, et lien avec I'lP.

160



6.1. Architecture d'un flot de données sans routage

que lorsque nécessaires.

Nous proposons l'algorithm@.1pour ordonnancer statiquement le systéme. Contraireni@ht a
gorithme de Carmonet al.[57], il n’est plus nécessaire de construire le graphe compiéén®’autre
part, nous clusterisons le graphe pour en réduire la cortlgtape Lavantde I'ordonnancer (étapes
3 et 4) et d’appliquer le recyclage (étape 6) : en effet, Iatelisation a un impact sur la logique de
contr6le et son surco(t de latences.

Aussi, les implantations précédentes demandent a ralestithemins les plus rapides, soit en in-
troduisant des registres intermédiaires, soit en leuba#nt une horlogad hog avec le surcolt pour
la génération ou le stockage de la séquence k-periodiqueajaemplique. Des registres fraction-
naires sont nécessaires pour égaliser les débits, lorsdesit pas possible de jouer sur des latences
entieres. Notre nouvelle implantation évite ces surcodts.

Exemple 6.1. Considérons le graphe marqué de la F5.19(a) Les latences d’interconnexion sont
indiquées a coté des places. Supposons des temps de calauliisptels que le circuit de droite soit
critique.

La FIG. 6.19(b)présente le schéma fonctionnel du circuit correspondaartsile circuit de droite,
hormis la place qui contient initialement deux donnéesalgges sont traduites en de simples registres
(flip-flops). Dans le circuit de gauche, les places corredpoha des registres et dek-Os. S'il avait
fallu égaliser les circuits, nous aurions ajouté des regstur les canaux de latericeetL, pour faire
chuter le débit du circuit. A la place, notre implantatiomsiste a faire avancer les jetons jusqu’a la
FIFO en entrée du nceud de calcul, et les consommer lorsque le regaitiun jeton sur son autre
entrée.

Supposons maintenant que le no€udst un bloc de combinatoire de latence nulle. Il peut alors
étre fusionné avec le ncedd(étape 1 de l'algorithmé.1) afin d’économiser le colt d’unglFO,
comme représenté end= 6.19(c)

Le détail de I'implantation est représenté e F6.20; il correspond, dans I'exemple précédent,
au canal entré et B de latencd_3. Le registre correspondréflip-flops en paralléle pour stocker une
donnée de bits, plus une flip-flop correspondant a I'état de la donnéésgnte/absente). Le registre
échantillonne son entrée a chaque cycle de I'horloge mahe;j et répete le résultat I'instant suivant ;
un jeton est donc propagdu plus téta travers une série de registres. Lorsque ce jeton atteet un
FIFO, il y est stocké. La téte de la file est retirée dés lors gi(la perle) débute un nouveau calcul.

Ainsi, contrairement aux implantations précédentes,dlantation est triviale. Il n'est pas né-
cessaire de stocker I'ordonnancement des registré$F€ds comme dans I'implantation de Casu-
Macchiarulo ; et contrairement & Boucarenal,, elle ne nécessite aucune logique de controle addi-
tionnelle, hormis celui de I&IFO : pushsur donnée entrantppp sur activation de IP. Par ailleurs,
comme nous avons vu que les noeuds d’un circuit ont le mémemadoement périodiquaodulo
rotation, celui-ci peut étre distribué sur I'ensemble du circuits, tEcalages sont réalisés par ajout de
latences sur I'arbre d’horloge, par exemple en inséranbdssules.

6.1.3 Erreurs récurrentes

Certaines des implantations étudiées jusqu’ici sont arsfaitiement incorrectes : le comporte-
ment du systéme insensible aux latences ainsi généré divmehypothéses du protocole. Etudions
plus en détail ces erreurs a éviter.
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FIGURE 6.21: Exemple de contre-pression entrainant un verrouemort

Propagation de contre-pression non-nécessaire

La contre-pression ne doit étre propagée que lorsque cedigt-strictement nécessaire a la préser-
vation de l'intégrité des données : une station relai ne éwiettre un signal d’arrét vers I'amont que
lorsque ses deux registres sont pleins et qu’elle ne peexaogae nouvelles données. De méme, une
coquille ne doit en émettre que lorsqu’au moins une de séies@st saturée, et qu'une ou plusieurs
données produites peuvent étre perdues. Dans le cas oensida contre-pression est systématique-
ment propagée, le débit du systeme n’est pas optimal. Ercylét dans un systéme cyclique, un
encombrement ponctuel ne peut se résorber, et de la caessign « parasite » continue a se propa-
ger dans le circuit alors qu’elle n'est plus nécessaire.sDarpire cas, cela méne a une situation de
verrou mortel.

Un exemple est donné end- 6.21(a) Le systéme est composé de deux processus pafiegits
B (coquilles et perles), représentés par des rectanglepr@esssus sont reliés entre eux par des fils
munis de stations relais, représentées par les cercles. |Baituation initiale, deux stations relais
contiennent chacune une donndkg besoin de la donnée du circuit gauche pour pouvoir s’egécut

1. Au premier instantdf. FIG. 6.21(b), le jeton du circuit de gauche est transféré a la station
relai suivanteB ne peut consommer la donnée disponible sur son autre estrémet de la
contre-pression.

2. Si la station relai émettopOutdés qu’elle recoistopln alors a l'instant suivant, elle émet a
son tour de la contre-pression v&gshien gu’elle soit a moitié videcf. FIG. 6.21(c).

3. Best bloqué par la contre-pression de I'une de ses sortas,@l’il en est lui-méme a l'origine.
B envoie des signaux d'arrét a 'ensemble de ses entrées ningnogressivement a un blocage
complet du systemef. FIG. 6.21(d).

L'implantation de Carloniet al. (cf. sous-sectior6.1.1) peut mener a ce genre de scénario. En
effet, la contre-pression y est calculée selon I'équation :

stopOut = <\/void|r1<> v (\/stopln(> (6.11)
K K

Permutations de données

Les implantations de Carloet al. 1999, Casu-Macchiarulo 2003, et Carloni 2006 ont en commun
d’introduire des permutations sur les flots de donnéesd@us-sectiors.1.1).
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Les registres principaux et auxiliaires des stations sedant en paralléle, comme représentés en
FiG. 6.2(b)et6.8(b) D’apres leurs automates de contr@é FIG. 6.3, 6.4et6.9), les stations relais
écrivent, puis lisent, dans leurs registres auxiliaireanade retourner en régime normal. Considérons
deux jetons successifs et [, et trois situations différentes :

1. Dans le premier cas, les arrivées des jetdnet [1 sont espacées dans le temps, et aucune
contre-pression n'intervienf] entre puis quitte la station relai, de méme paurLes ordres
des jetons en entrée et en sortie sont identiques (.

2. Supposons maintenant qu’une congestion survienne ér_aeat stocké dans le registre prin-
cipal etd dans l'auxiliaire. Lorsque la congestion se résorbe, lenpejeton émis est celui
du registre auxiliairelJ, avant d'émettré]. L'ordre en entrée estl, (), tandis que I'ordre en
sortie est{d, 0).

3. Cependant, en retardant suffisament I'arrivé&ldians le précédent scenario aurait pu sortir
en premier de la station relai, et il n'y aurait pas de pertuta

Ainsi, des permutations dé et[] peuvent se produire, a cause de leurs instants d’arrivéenet n
de leurs valeurs. Cela contredit la définition d’'un procegsmtient ; ces implantations ne vérifient pas
les hypothéses du protocole.

6.2 Architecture d’un flot de données avec routage

Agival, Singh et Theobald ont proposé d’étendre le cadrel@udn permettant de dupliquer des
noeuds de calcul, et de multiplexer et démultiplexer lesisrde valeurs vers leurs diverses occur-
rences, afin d'augmenter la capacité de traitement du sgsfgn214]. Dans le cadre de routages
k-périodiques, cette extension du LID peut étre modélisés & forme d’'un KRG : les nceuds de
fusion et de sélection font office, dans I'idée d’Agilal., de multiplexeurs et démultiplexeurs.

Un certain nombre d’autres travaux ont par la suite propeséafiinement de cette idée, sous
le nom de protocoles insensibles aux latences adaptAtifsptative Latency-Insensitive Protocels
ALIP) [56, 57, 68, 149. lIs reposent sur I'un des deux concepts suivant :

1. Lorsqu’une perle ne consomme qu’une partie de ses entréestijetonest rétropropagé sur
les autres entrées. Lorsqu’un antijeton rencontre unedrils s'annihilent. Le co(t de cette
solution est un doublement du protocole LIP : le réseau dugdgge les antijetons.

2. Les coquilles disposent de compteurs sur chacune dedatnées. Lorsque la perle s’exécute
sans consommer de donnée sur I'une de ses entrées, le corgrrspondant est incrémenté.
D’autre part, lorsqu’une donnée se présente sur une entrédedvaleur du compteur est non-
nulle, alors la donnée est détruite et le compteur décré@ment

Ces protocoles supportent une large expressivité du medetejacent —les productions et consom-
mations de jetons peuvent dépendre des données—, maenlidiautant les optimisations possibles
a la compilation. lls permettent notamment de concevoirpieslines avec spéculationq]. Enfin,
ces protocoles autorisent la destruction de jetons, ce guf mous sommes interdit jusqu’a présent.

Dans cette sous-section, nous nous proposons donc de pigselme alternative a ces implanta-
tions, en collant a la sémantique des KRG.

6.2.1 Avec protocole adaptatif

Nous présentons notre protocole adaptatif. Il consistenerentension de notre protocole préala-
blement introduit en sous-sectiénl.l Les stations relais et coquilles restent inchangées paora
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aux FG. 6.14 et6.15 Puis nous présentons I'implantation de I'interconnexéodu routage : nceuds
de sélection, de fusion et de copie.

Coquille

La coquille fait office d'interface entre sa perle et son emwement. Ainsi, la coquille active sa
perle par le signdE nable qui assure sonlock gating

LorsqueEnableest présent, la perle traite ses données en entrée ; ldrsgjuébsent, la perle est
désactivée. C’est donc a la coquille de s’assurer que lelqadeit étre effectué et transmis vers I'aval.
La perle retourne un signBlonelorsque le calcul est terminé. Le regisRegconserve l'information,
d’'un cycle d’horloge a I'autre, qu’un calcul a été entregtision terminé.

D’autre part, I'environnement envoie a la coquille des aignValln lorsque des données sont
disponibles sur ses entrées, et des sigriRetryen cas de congestion en aval. Lorsqu’un calcul est
terminé, la coquille ématalOutvers I'aval. Au contraire, elle ém&topvers I'amont si elle recoit de
la contre-pression ou si elle ne peut s’exécuter faute deéksmen entrée. A tout instdnte contrdle
d’'une coquille am entrées eh sorties est donné par les équations suivantes :

Halt = (n}_\lvmlni(k))\/(n\_/lRetry(k)> (6.12)
k=0

k=0
Enable = HaltVReg (6.13)

Regqg = O (6.14)

Reg,1 = EnableADone (6.15)

Stop = RegV Halt; (6.16)

vk, Stop(k) = StopAValln; (k) (6.17)
vk, ValOut (k) = Done (6.18)

Station relai

Nous avons déja étudié le contrble de la station relailen €14 Nous donnons ci-dessous son
code Esterel. Les deux registres déterminent dans leqsétale états se situe I'automate :

1. Re@ A RedL : étatE mpty

2. Red ARedl : étatRetry

3. Red A Redl : étatFull

Notons que I'étaReg A Reg est inatteignable : le registre principal ne peut étre viatedue le
registre auxiliaire contient une donnée. Les signRmableMainet EnableAuxactivent les registres
correspondants de la station relai ; les registres n’étlwemtent leurs entrées que lorsque ces signaux
sont présents. Enfin, le signellux dirige le multiplexeur : s'il est présent, la donnée émidecelie
du registreAux sinon celle du registriglain.
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Tm@, = Valln vRed] (6.19)
Tmd; = Retry ARed) (6.20)
Redp = O (6.21)
Redy = O (6.22)
Redi;1 = Tm@iVvTmp (6.23)
Redi;1 = Tm@iATmp (6.24)
EnableAux = EnableMainA Redl A Retry (6.25)
EnableMain = Valln ARed; (6.26)
Mux = Red ARedl (6.27)

Stop = Red) (6.28)
ValOut = Redl (6.29)

Fusion et sélection

Nous abordons maintenant I'implantation des nceuds ddaterexion propres aux KRG. Tout
d’abord, le nceud de fusion. Il recoit de 'amont des donnégsakes paWallng etVallng, et ré-
tropropage la contre-pression par les sign&tap et Stop. Une donnée est routée en sortie par
I'émission deValOut, tandis que la contre-pression en aval est regue sur leR@bry Les signaux
R et Ack assurent la communication entre le nceud de fusion et lenaduisant la séquence de
routage. Le signaR est égal a la valeur de la téte de ce registre. Lorsqu’uneédoast routée par le
nceud de fusion, le signélckindique a I'oracle que la téte de la séquence est consommée.

Sto®;, = RetryVvR (6.30)
Stod; = RetryVR (6.31)
ValOut = Valln0, AR VvVallinl AR, (6.32)

Ack = ValOutARetry (6.33)

Nous ne précisons pas I'implantation de I'oracle, et laissau développeur le choix de la solution
a adopter, du moment qu’elle respecte le proto&ylack En effet, une implantation basique consiste
a utiliser un registre a décalage. Cette solution a I'agnt#iétre simple, mais colteuse en surface ;
la séquence de routage pouvant étre longue. Selon la forroetideséquence, il peut étre plus avan-
tageux d'utiliser une méthode de compressieig.codage par plages), et/ou un automate la générant
dynamiquement. Ce probléme doit étre résolu au cas par cas.

Trés similaire a la fusion, la sélection route une donnéesawsortie indiquée par le signg|
et rétropropage le sign&8topsi cette méme sortie est congestionnée. Les logiques debdies
noeuds de fusion et de sélection sont illustréesien .22

Stop = (Retnd AR)V (Retnl AR) (6.34)
ValOout, = Valin AR (6.35)
ValOutl; = Vallni AR (6.36)

Ack = (ValOuto, vValOutl) A Stop (6.37)
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Retry R Valln0  Valinl Valln R Retry0 Retryl

11

v
Stop0  Stopl Ack ValOut ValOut0 ValOutl Ack Stop

(a) Logique de la fusion. (b) Logique de la sélection.

FIGURE 6.22: Implantation du contrble des noeuds de routage.

Stop Valln
Y
p
Retry0 Retryl Valin
Stop  ValOutO ValOutl Retry0 ValOut0 ValOutl Retryl
(a) Logique d'une copie passive (b) Logique d’'une copie urgente 1-vers-
1-vers-2. 2.

FIGURE 6.23: Implantations du contréle des copies.

Copie

Enfin, nous proposons deux implantations de la copie : laequgmiesseuset la copieurgente
Elles sont toutes deux équivalentes daxy fork et eager fork respectivement, de Cortadeks
al. [69]. Les logiques de contrdle des deux implantations des naeid®pie sont représentées en
FIG. 6.23

Dans le cas d’'une copie paresseuse, la donnée en entré¢rarsshise aux sorties que lorsque
chacune d’elles est apte a la recevoir. Si 'une des sorie®nte de la contre-pression, c’est I'en-
semble des copies qui sont arrétées. Les équations suEwmtespondent au contréle d’'une copie
1-versn.

n—1
Stop = \/Retry (k) (6.38)
k=0
vk, ValOut (k) = Valln AStop (6.39)
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o

(a) Implantation d’'une fusion par un multi- (b) Implantation d'une sélection par un dé-
plexeur 2— 1. multiplexeur 1— 2.

S

(c) Implantation d’'une copie.

FIGURE 6.24: Implantation statique du routage d’'un KRG.

Bien que plus complexe, la copie urgente permet d’amélieeperformances si les sorties ont
des contre-pressions différentes. Cette copie envoiedaémindépendamment sur chacune de ses
sorties, jusqu’a ce qu’elle soit transmise a I'ensembledéssinataires. Des registres sont nécessaires
sur chaque sortie pour mémoriser quels destinataires @ntetg la donnée. Les équations suivantes
correspondent également au contrdle d’'une copie 1+vers-

vk, Reg(k) = 1 (6.40)
vk, Reg.1(k) = Resatv Resendk) (6.41)
vk, Resendk) = Retry (k) AReg (k) (6.42)
Resgt = Valln, A Stop (6.43)

n—-1
Stop = \/Resendk) (6.44)

k=0
vk, ValOut (k) = Valln AReg(K) (6.45)

6.2.2 Avec ordonnancement statique

L'implantation de systéemes basés sur les KRG, avec ordaenaent statique, présente des simi-
litudes avec celle des graphes marqués, présentée encsiast8.1.2 Les deux différences majeures
reposent d'une part sur une interconnexion plus compldxdaatre part sur le calcul de I'ordonnan-
cement.

Interconnexion

Les KRG ont trois nhouveaux éléments par rapport aux graptegués, a savoir les fusions,
les sélections et les copies. Ici, les fusions et les sélegtiet par extension lasfusions et len-
sélections, sont de simples multiplexeurs et démultiplex€f. FIG. 6.24(a)et 6.24(b). Les copies,
quant a elles, ne sont rien de plus que des embranchemerggldéigrents cheminsct. FIG. 6.24(c)

Ordonnancement

Pour 'implantation statique d’un LIS sans routage, nouwmayproposeé I'algorithmé.1 afin d’en
calculer I'ordonnancement. Ici, cet algorithme ne peupgliguer directement : nous ne pouvons pas
énumeérer les circuits critiques d’'un KRG, pour la simpleaoai que ce concept n'est pas défini dans
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Entrées : un SKRG(N,?,7,M,R K,L,T).
Sorties : les ordonnancements et clusters des nceuds, et les caplestpkces.
Etape 1 : réduire la complexité du systéme
1: appliquer des techniques de clusterisation, telles queogses par Carmor al.[52]
Etape 2 : calculer les ordonnanceme#tSAP
2: simuler une exécutioASAP du SKRG, sous les contraintes du théorédr3 et en déduire les
ordonnancements des nceuds et places
3: factoriser ces ordonnancements : réduire au plus les pantteles par rotation des périodiques
Etape 3 : réordonnancement des nceuds non critiques
4: pour tout jeton qui n'est pas consommé immédiatement papeund) retarder son instant de pro-
duction, a moins que cela retarde un autre consommateus @imichons des ordonnancements
ALAP).
Etape 4 : s’assurer de la correction
5: le surcodt de la logigue d’ordonnancement peut fausseatesdes et les résultats précédemment
calculés; si tel est le cas, appliquer une techniguedgclage[50] et itérer depuis I'étape 2
Etape 5 : calculer les capacités des places
6: A partir des ordonnancements et des résultats de la sotisrs86.3 calculer les capacités des
places.

Algorithme 6.2: Calcul de I'ordonnancement statique d'u§ Avec routage.

un KRG. En raison du routage variable d'un KRG, les circudsglle graphe évoluent au cours du
temps; en général, ils ne sont pas fixes comme dans un graphaéna

Par contre, nous avons abordé le probléme de I'ordonnamtasiee KRG en sous-secti@n5.2
et avons vu gu'il existe d’autres critéres adaptés au KRG@hkeréme3.68impose un ensemble de
contraintes sur les ordonnancements, pour que ceux-cits@ides. Nous pouvons donc calculer un
ordonnancement du KRG par simulation, de facon a respaseohtraintes dgynchronisabilitédes
horloges des producteurs et consommateurs, gréeédenceou synchronisationde leurs instants
d’exécution. L'algorithmes.2 nous permet alors de calculer 'ordonnancement d’'un KRG.
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Chapitre

Conclusion

« Quarante-deux ! cria Loonquawl. Et c’est tout ce que
t'as a nous montrer au bout de sept millions et demi
d’années de boulot ?

— J'ai vérifié trés soigneusement, dit I'ordinateur, et
c’est incontestablement la réponse exacte. Je crois que
le probleme, pour étre tout a fait franc avec vous, est
que vous n'avez jamais vraiment bien saisi la

question. »

Douglas AdamsT he Hitchhiker's Guide to the Galaxy
1979.

Nous avons étudié au cours des chapitres la sémantique @iol@sétés des graphes a routage
k-périodique, leurs relations avec certains modéles datld I'art, ainsi que leur positionnement
entre les modeéles polyédriques et synchrones. Pourtdfgredits points restent en suspens, et des
travaux complémentaires doivent étre conduits afin de tégiiar dans un flot de compilation perfor-
mant. Dans les sections suivantes, nous proposons etatisatitférentes idées visant a améliorer ces
résultats théoriques.

7.1 Contrdle paramétré

Le modéle polyédrigue permet de modéliser des applicaji@mamétrées. Nous avons fait la
supposition que les intervalles de valeurs de ces parasréta@ent connus a la compilation, mais pas
leurs valeurs exactes, qui ne sarpriori spécifiées qu’a I'exécution.

En son état actuel, le routage des KRG est statique ; il datdlculé dés la construction du
graphe a partir du modéle polyédrique. De ce fait, nous awapssé au chapitr& d’expliciter les
valeurs des paramétres, pour construire le KRG correspontanconvénient que présente cette
solution est évidemment de perdre en généricité : un KRGa@twit pour un jeu de parameétres
donnés. Il serait donc intéressant d’envisager une extemii routage des KRG au cas paramétré.

De la méme maniére que nous avons fait le rapprochement €Rt@ et CSDF, une solution
consiste a appliquer le principe des flots de données cylardiques aux KRGcf. sous-section
2.5.2. Les séquences de routages seraient alors exprimées paéagigences binaires paramétrées
(e.g.Rn) = 1i.(0j .1k)‘*’) ou les valeurs des parameétres (jcj etk) seraient portées par des jetons de
contrdle, lors de I'exécution. Notons que la solution pssmpar Seet al. consiste en un métamo-
dele, HPDF, pouvant s’appliquer a divers réseaux de prosdkst de données, dont SDF ou CSDF
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[114, ) ]. Puisque nous avons établi des liens entre les KRG et cesdirniers modéles, il
s’agirait donc d’étudier dans quelle mesure HPDF peut égaté s’appliquer aux KRG. Et surtout, si
I'expressivité qui en découle est suffisante pour effedeieapprochement entre modeéle polyédrigue
paramétré et KRG paramétre.

Notons par ailleurs que I'ensemble des positions des « 0 »eeud. » au sein d'une séquence
k-périodigue peut s’écrire sous la forme d’'un ensemble @entperiodiques60. Par exemple,
considérons la séquence suivante :

w = 01(0110¢ (7.1)
Les positions de ses « 1 » appartiennent a un ensemble dé&epéeodiques :
{idxg (wi) |1>1} = {2}u{4+4i|i>0tu{5+4i|i>0} (7.2)

Nous pensons gue cette représentation pourrait étre ueepaisr exprimer de facon algébrique
le lien entre, d’'une part, le routage des jetons dans le KR@'atitre part, les coordonnées des
opérations correspondantes dans le modéle polyédriqueffé&nl’énumération des opérations n’est
nécessaire a la construction des routageséasions et desr-sélections que si ceux-ci doivent étre
explicites €f. section5.2). Si le routage était paramétré, nous pourrions en gardereprésentation
ensembliste.

7.2 Dualité KRG-GDR

Nous avons étudié, en sectiBt®, la construction de graphes de dépendances a partir d'un KRG
Inversement, nous avons montré qu’une forme normale de KRfBiasi-graphe marqué, est construit
a partir d’'un graphe de dépendance réduit. Nous pouvons Bsser d’une représentation a I'autre,
tout en conservant la fonctionnalité du systeme. De faguoilaie, Grinet al.[ 109 et Hanzalek [ 15
ont tous deux établi qu’un graphe marqué pouvait étre megléli moyen d’'un graphe de dépendance,
et réciproquement.

Implicitement, cela sous-entend que les graphes de dépemdaine part, et les KRG ou graphes
margués d’autre part, sont des représentations dualefR®d( le graphe marqué décrit les relations
entre opérateurs, tandis que le graphe de dépendance leflé&ations entre opérandes. De fagon
imagée, nous pouvons faire le paralléle avec les domaimegatels et fréquentiels, en terme de
dualité : on passe du temps a la fréquence par une transfaenEeurier, et I'on passe du graphe
margué au graphe de dépendance par analyse des dépendamtedes deux cas, c’est la méme
information qui est exprimée selon deux points de vue difiés.

Aussi nous pensons qu’une formalisation de ce principe détdwpourrait étre intéressante, no-
tamment pour revisiter la construction d'un KRG paramétféppint précédent) a partir d'un graphe
de dépendance polyédrique.

7.3 Liens entre les modeles polyédrique et synchrone

Nous pouvons |égitimement nous poser la question de litng@cette dualité sur le modéle final
de notre flot de conception, a savoir le modéle synchrone.
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Notion de temps multidimensionnel

Le modéle polyédrique ne dispose pas dinadélede temps au sens que I'entend la théorie du
synchrone : il ne représente que des relations entre dodaéed’espace. Il n’en demeure pas moins
que ce modele contient unetionde temps. C’est précisément cette notion de temps que Hioaie
cement d’un modéle polyédrique vise a extragfegectiond.d). A la différence du modéle synchrone,
le « temps » polyédrique est éventuellement multidimem&brCela n’est pas problématique en soit,
Feautrier ayant prouvé qu’a tout ordonnancement multidsiomnel correspond un ordonnancement
unidimensionnel ¢f. théoréme 1 dedf]). Il serait néanmoins intéressant de pouvoir exploitétece
notion de temps multidimensionnel en I'état ; une linéaiase(projection) introduisant une perte d’in-
formation. Dans ce sens, un temps logique multidimensipimezarné par des horloges vectorielles,
fut introduit indépendamment par Fidge et Matteif, [L61]. Cette idée généraliseradimensions le
concept d'instants logiques, défini par Lamport une décgginie tot.

Aussi, I'ordonnancement du modéle polyédrique, que noassakappelé en sectigh3, peut-étre
compris de facon totalement différente s'il stnsé en terme d’horlogeke fait d’ajouter aux poly-
edres les dimensions de leurs ordonnancements, commepespr@astouldf. sous-sectior#.3.3,
revient a coller ensemble des horloges multidimensioasadt 'espace du modéle polyédrique. Au-
trement dit, nous modélisons ainsi espace-temps

Une illustration d’espace-temps : le modéle de Minkowski

S'’il est un domaine des sciences ou la corrélation ergpacesttempsest étudiée dans ses détails,
c’est bien la théorie de la relativité. Suite a la définitienstbn modéle de temps, Mattern notait une
analogie avec le modéle de Minkowski dans un cas particalideux dimensions[161]. Ce n’est
certes gqu'une illustration, mais a travers elle nous dexsnle lien fondamental qui unit le modeéle
polyédrigue aux horloges multidimensionnelles.

Rappelons que le modele de Minkowskip, 176, fondamental dans la théorie de la relativité
restreinte, représente le continuum espace-temps. |Efiniidlans le but de « géométriser » la théo-
rie de la relativité restreinte, et lui offrir un cadre mattaique proche de la géométrie euclidienne.
C’est donc un cadre géométrique dans lequel sont étudiéemtidions decausalitéentre événe-
ments. Lintervalle espace-tempmtre deux événements s’exprime paht? — Ad?, oliAt et Ad sont
respectivement les distances temporelles et spatialesleatévénements. Deux événements peuvent
dépendre 'un de l'autre si cet intervalle est positif. A Ifi@ence du modéle synchrone, il ne peut y
avoir de dépendance dans l'instant.

Bien sdr, nos modéles ne manipulent que des dimendamigues et ne font intervenir ni la
distance spatiale, nila vitesse de la lumiére. Mais de fagasimplifiée, nous calculons cet intervalle
par I'équation 4.13 : la différence entre les coordonnées des instants deitn@n-nulle {t? > 0)
pour qu'il y ait dépendance, et plus précisément cette digrae estemporelle futurgAt > 0) afin
de garantir la causalité.

La FIG. 7.1 met en perspective les analyses de dépendances dans lesnddabes : (i) dans
le modeéle de Minkowski, pour un événement donné, seuls lésetwents situés dans sodne de
lumiere futurpeuvent dépendre de IGf( FiG. 7.1(a); (i) dans le modéle polyédrigue, la résolution
des systémes de contraintes batis sur I'équatioh3( nous donne les transformations respectant la
causalité ¢f. FIG. 7.1(b).

1. Mattern concluait que cette analogie entre le modele dedivski et son propre modéle ne s'étendait pas en di-
mension trois et plus. La raison en est que Mattern trawstiteun treillis, partiellement ordonné. Il est cependacildéade
montrer que son analogie se généralisedémensions pour un ensemhtgalemenbrdonné.
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It

Hyp'erplan du présent
(a) Principe du cone de lumiere dans le modele de Minkowski.

€
prése™

(b) Rappel de I'exemple d’ordonnancement dela.”.5.

FIGURE 7.1: Comparaison entre la vision de I'espace-temps du raati®Minkowski et un ordon-
nancement dans le modéle polyédrique.

Nous sommes donc convaincu qu’une formalisation de ceipenpar la définition d’'un modéle
de temps adéquat, offrirait de nouvelles perspectives rgounir les modéles polyédrique et synchrone
au sein d’'un méme espace-temps.

7.4 Pipeline a étages variables

Parmi les techniques basse puissance pour les systemageul'pne d’'elle consiste a diminuer
la fréquence de I'horloge maitresse lorsque la charge deiltiest faible, ou que les performances
optimales ne sont pas exigées. On parle alors d’échelomhamgmique de la fréquenc®ynamic
Frequency Scaling- DFS). Ainsi, certains signaux peuvent se propager cortdireaent sur des
chemins plus longs. Le pipeline & étages variablesigble stage pipeliné — VSP), consiste & uti-
liser des court-circuits de registres pour changer dynaemgent les étages d’'un pipeling0f]. Un
systeme fonctionnant a plein régime est divisé en de nomi@#ages ; les distances parcourues par

2. Egalement connu sous le nomRigeline Stage Unificatiof217].
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;+ IF »Q—» ID »E» EX »Q—»MA»Q—»WB

(a) Configuration a cing étages, fréquence d’horloge élevée

M F+ | HEXP ] MA+WB

(b) Configuration a trois étages, fréquence d’horloge basse

FIGURE 7.2: Ajustement du nombre et de la longueur des étages dguipelme, selon I'exemple de
Sasakiet al.[205).

les signaux sont relativement courtes (pipeline larighiG. 7.2(a). Lorsque la fréquence d’horloge
chute, certains signaux peuvent se propager combinateiresar des chemins plus longs ; des étages
de pipeline sont alors fusionnés (pipeline coaftfFic. 7.2(b).

Plusieurs auteurs présentent le principe du VSP et soiétngtrssi bien en termes de minimisation
du courant de fuite qu’en amélioration du débio¥f, i ]. D'autres travaux ont proposé des
algorithmes pour calculer la profondeur de pipeline adégpaur une charge de travail donnég,[

]. Pourtant, a notre connaissance, aucun mécanisme nsegitoposé pour gérer le passage d'un
pipeline court (basse fréguence) a un pipeline long (haétpénce), et inversement.

Dans Boucaron-Coadoti4], nous avons alors proposé deux implantations du contrblame
basée sur un protocole dynamique, propageant un signaétatravers le pipeline ; I'autre utilisant
un automate centralisé, contrdlant directement les @iffisr étages. Dans les deux cas, le principe
consiste : (i) dans un sens (long vers court), a vider lestregi de leurs données avant de les court-
circuiter f. FIG. 7.3(a); (ii) dans l'autre (court vers long), a éliminer les « bslle du pipeline,
c'est-a-dire les données invalided.FIG. 7.3(b).

Ces implantations peuvent encore étre améliorées enauntilisne implantation insensible aux
latences. En effet, les contrbles distribués et centmlmésentent de nombreux points communs
avec, respectivement, les implantations dynamiques tij@s du LID. lIs ne demandent qu’une
|égére adaptation du protocole.

Toutefois, lautomatisatiorde la conception de pipeline a longueur variable demandefttass
de modélisation supplémentairéspriori, le choix des étages pouvant étre fusionnés par la chute de
la fréquence d’horloge n’est pas quelconque ; cela demaimtsduire dans le modéle des informa-
tions supplémentaires, de fagon a garantir la correctiola timansformation. Une idée consisterait a
construire les horloges du pipeline court par synchroioisgbu abstraction) de certaines horloges du
pipeline long.

7.5 Validation expérimentale

Les transformations sur le modéle et la génération de codelpaonception insensible aux la-
tences sont en cours d'implantation dans la bibliothéguassaSi nu, noyau du logiciel K-Pass&¥)].

K-Passa était initialement un outil de simulation, dédi@adlyse et a 'ordonnancement statique
de différents réseaux de processeig(graphes marqués, graphes SDF, KRG). Dans sa derniére ver-
sion stable (v.2) implantée par Julien Boucaron, K-Passeagable de détecter les verrous mortels,
résoudre les équations de balances, ou encore ordonnamuoedegle et évaluer ses performances.

A terme, nous comptons Yy intégrer notre flot de conceptiomeers appuyant sur des oultils tiers
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(a) Transition de pipeline long a pipeline court : on viderlegistres avant de les court-circuiter.
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(b) Transition de pipeline court a pipeline long : on remigi registres pour éliminer les « bulles. »

FIGURE 7.3: Détail des transitions entre deux fréquences d’herlog
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tels que Clanj0, 19 pour la construction du modéle polyédrique, Polyiik §] pour sa manipulation,
et Piplib [33] pour résoudre les systémes de contraintes paramétrés.
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Annexe

Notations et rappels mathématiques

Avec l'ordinateur et les langages de programmation,
les mathématiques ont récemment acquis des outils, et
leurs notations devraient étre réexaminées a cette
lumiere. L'ordinateur peut, en effet, étre utilisé comme
un « locuteur natif » patient, précis et maitrisant la
notation mathématique.

Kenneth E. Iversonyath for the Layman1999.
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A.1 Théorie n-synchrone

Dans cette section, nous rappelons les définitions et @tégrdes séquences binaires ultimement
périodiques et de certains de leurs opérateurs. Ces séguiinaires tirent leur origines des travaux
sur la théorien-synchrone ¢f. sous-sectior2.1.3.

A.1.1 Mots et séquences binaires

Définition A.1 (Mot binaire) SoitB = {0,1} I'ensemble des valeurs booléennes, notre alphabet. On
noteB* 'ensemble demots binairesfermeture de Kleene si.
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B* est un monoide libre, avec le mot vileomme élément neutre de la concaténation. Pour tout
mot binairew, on notelw| sa longueur, ainsi quev|, et|w|, le nombre d’occurrences de « 0 » et « 1 »
respectivement. Soi; la i°Me |ettre dew, aveci € N, pourw # €. On note égalememiae = W1
et Wyueuel€s mots tels quev = Wiate Wqueue Par extension de I'algebre booléenne, les opérateurs de
conjonction, disjonction et négation s’appliquent letirtettre sur des mots de méme longueur. La
position de ld@®™®occurrence du boolédndans le mot binairev est notée idx(w; ).

Exemple A.2.idx; (01011011101) = 2 et id% (010110110,4) = 10.

Par convention, nous posons jdw; i) = 4o si |w|, < i. Enfin, le préfixe de longueurd’un mot
binairew est noté prfw,n), tel que priw,n) = w;...wy,, et on note sufw,n) = Wn...w, le mot
formé parw privé de ses premiéres lettres.

Définition A.3 (Débit d’'un mot binaire) Le débitd’un mot binaire est défini tel quevw € B*,

1 siw=¢

w .
W, sinon
|wi

Cette définition prend tout son sens si I'on interpréte « 1mroe étant un instant d’activité, et
« 0 » comme une pause.

debit(w) = (A.1)

Exemple A.4. débit(100110111p= &.

Définition A.5 (Sous-flot) Soit deux mots binaires u et v de longueur n. On dit que u esbus-flot
de v, noté L v, si et seulement si :

Vie[Ln], u=w (A.2)
Ce qui peut aussi étre exprimé sous la forme :
UCV & JweB" u=vAw (A.3)

Proposition A.6. Yne N, Yu,ve B",

uCv <& {UAVZU (A.4)

uvv=v
uCv < VLU (A.5)
(UCV)A(VCu) < u=vVv (A.6)
UEV)A(July =V} < u=v (A7)

Définition A.7 (Séquence binaire infinie)Soit B* I'ensemble des séquences binaires infinies. Une
séquence W B® est diteultimement périodiquesi et seulement si elle est de la forme“ avec
u,v € B*; on nomme u la partiénitiale de w, et v sa partigpériodique On étend la notion de débit
aux séquences paeébit(w) = débit(v).

On noteﬂP"F‘) I'ensemble des séquences binaires ultimement périodiquequencdspériodiques
avec une partie périodique de longueur p contenant k ocoggs de « 1. » On appelle keriodicité
et p lapériodede telles séquences. Enfin, dbitensemble des séquences ultimement périodiques.

Exemple A.8.01(0101)® = 0101011..10101101Q. est une séquence binaire 3-périodique de pé-
riode 5, appartenantl@. Son débit est .
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Etant donné qu'il existe une infinité de représentationmie’'méme séquence, nous ne représen-
tons une séquence (ultimement) périodique que sous sa famphes factorisée. Par ailleurs, on peut
étendre les notations de préfixe, suffixe et sous-flot auxes®ems binaires.

Exemple A.9. Si I'on considére la séquence 01@101)®, nous dirons que sa partie initiale est 01, et
sa partie périodique est 10.

Définition A.10 (Précédence)Soit u et v deux séquences binaires infinies. On définit uatarlde
précédencétablissant un ordre partiel si8®, que I'on note u< v (on dit que u précéde v), telle que :

u<v & VieN' idxq(u,i) <idxp(vi) (A.8)

Remarque A.11. Les relations de sous-flot et de précédence correspondezd dotions bien dis-
tinctes. Un sous-flot traduit uri@érarchieou un échantillonnage de séquence binaire, tandis que la re-
lation de précédence doit étre interprétée commeantgriorité Notons toutefois queCv = v =< u.

Définition A.12 (Synchronisabilité) Soit u et v deux séquences binaires infinies. u et vsorthro-
nisablesque I'on note w v, si et seulement si :

uyv < 3i,jeN, u<0.vAv=0.u (A.9)

La propriété de synchronisabilite peut également s’exgriplus simplement par le fait que la
différence de position dé§M°« 1 » deu etv est bornée. D'ou la proposition suivante.

Proposition A.13. Vu,v € B®,
uxv & 3d,db e N, Vie N, —dp <[u,—[v]; <d (A.10)
Proposition A.14. Yu,v e P,
uav < débit(u) = débit(v) (A.11)

Cette propriété d’égalité des débits se généralise auxeséqa binaires non-périodiques. La no-
tion de débit n'étant pas définie pour de telles séquences, @oidions le ratio du nombre de « 1 »
des préfixes sur leurs longueurs.

Proposition A.15. Vu,v € B®,

UnaVv < |Im |prf(u’|)|l'_|prf(v’l)|l:O
i—+00 |

(A.12)

Mandelet al.donnent une variante de la définition de la synchronisélilit €], gue nous pouvons
traduire avec nos notations par :

uav < 3by,byeZ, Vie N, by <|prf(u,i)|, — |prf(vi)|; <b (A.13)
Ces définitions sont équivalentes.
Proposition A.16. Vu,v € B®,
uxav & db,beZ, Vie N, by <|prf(u,i)|; —|prf(vi)]; <b (A.14)
< dd,db e N, Vie N, —d; <idxq(u,i)—idxy(vi) <d; (A.15)
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A.1.2 Opérateurson etwhen

Dans les chapitres précédents, nous avons vu que les ordmments des calculs et les rou-
tages des données peuvent étre modélisés par des séquiratess blLes transformations opérées
sur ces ordonnancements et routages font appel a du filttagerateuron, défini ci-aprés, permet
d’échantillonner une séquence binaire par une autre pdcoulea un sous-flot. Dans ce cadre pré-
cis, 'opérateurwhense comporte comme la réciproque : connaissant la séqueadgig et son
sous-flot, nous pouvons récupérer le filtre.

Par la suite, nous définissons ces deux opérateurs, et prouaensemble de propriétés et d’'iden-
tités remarquables nécessaires aux preuves des transtorsna

Définitions
Définition A.17 (Opérateuron). L'opérateur on, noté v, est défini récursivement sur les mots bi-
naires, tel que Yu € B*, Vv e BUL,

EVE = ¢ (A.16)
{O- (Ugueue¥V) Si Uate=10

) (A.17)
Vigte (Uqueue'uneue) Sl Ugte=1

uvyv =

Ce qui peut &tre exprimé plus simplement psiu:e B*, Vv e BlU1, Jwe BY,

. N =V Vi 1
uvv = W — {Wldxl(uﬂ) V| I € [[ 7‘VH] (A18)
w; =0 sinon

Exemple A.18.00101¥101 = 001001.

Définition A.19 (Opérateumher). L'opérateurwhen noté/\, est récursivement défini sur les mots
binaires, tel que Yne N, Vu,ve B",

sin=0,
UAV = eAe = ¢ (A.19)
sinon,
UAY — Ugueue\Vqueue Si tete=0 (A.20)
Utete (Ugueue\Vqueue  Si Mtate= 1

Soit, de facon équivalentern € N, Yu,ve B", 3w e BV,
UAV=w & Vie [[1, ‘WH], W = uidxl(v,i) (AZl)
Exemple A.20.001001A001011= 101.

Intuitivement, la sémantique de ces opérateurs peut énprige ainsi :

— Dansuvy, nous appliquons les lettres du second opérangler les lettres « 1 » du premier
opérandeu. D’aprés la définition récursive (équatioAsl6 et A.17), la longueur deuvv croit
au fur et a mesure que des lettresudmnt consommeées, tandis quest seulement consommé
au « rythme » deu|,. L'assertion|v| = |u|; rend la définition consistante.

182



A.1l. Théorien-synchrone

— Alinverse,uAv ne préserve que les lettresueorrespondant a des lettres « 1 » dan&insi,
le résultat est produit & un « rythme » [, tandis queu etv sont consommées de concert,
ce qui revient a échantillonnerparv. Cet opérateur est principalement destiné a étre appliqué
sous la condition que soit un sous-flot de, de fagcon a ne pas perdre d’'information.

Les opérateursn et whensont définis sur des mots binaires. lls peuvent étre étenaiséx
guences périodiques et ultimement périodiques en resteid’'étude a leur période. Siles longueurs
des préfixes ou des périodes ne correspondent pas, il estiteyjossible de « dérouler » les sé-
guences sur une hyperpériode. On impose alors que les ségusnient bien formées, c’est-a-dire
gu'il N’y ait pas une différence asymptotique croissantieesles longueurs des mots et les nombres de
« 1 » correspondants, lorsque leurs longueurs tendent’wdinsil Le résultat est donc une séquence
(ultimement) périodique, dont la période est égale au tatste I'opération appliquée sur les périodes
des deux opérandes.

Propriétés de I'opérateur on

Proposition A.21. Yu € B*, Vv e Bl'1,

luvv| = |u| (A.22)
un, = v (A23)
luvvlyg = |ulg+ Vg (A.24)

Proposition A.22 (Débit). Yu € B*, Vv e B!,
debit(uvy) = debit(u) x debit(v) (A.25)
Proposition A.23(Sous-flot) Yu € B*, Vv e BlUL,
uvv C u (A.26)
Corollaire A.24. Yue B*, Vve Bl vi e N*,
idxq (u,idx1 (1)) = idxq (Uvvi) (A.27)

Proposition A.25 (Eléments neutreslVu € B,
Element neutre & gauche :

1Uyu = u (A.28)
Element neutre a droite :

uvi¥s = y (A.29)
Proposition A.26 (Eléments idempotentsy/n € N,

1"y1" = " (A.30)
Proposition A.27 (Associativité) Vu € B*, Vv e BY1, vwe BV,

(UuYV)Yw = uv(vvw) (A.31)
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Proposition A.28 (Distributivité & gauche sur opérateurs logiquesi € B*, Vv,w € B,

uv (VAW) = (uvv)A (uvw) (A.32)
uv (vvw) = (uvv)V (uvw) (A.33)
uv (veow) = (uvv) o (uvw) (A.34)

Proposition A.29 (Sous-flot (bis)) Yw € B*, Vu,v € B,
UCv & wyuCwvyy (A.35)

Proposition A.30 (Négation) Yu € B*, Vv e B!,

uvww = Ud(uvv) (A.36)

W = TV (uw) (A.37)
Corollaire A.31. Yue B*, Vve Bl

uvY — TWWAU (A.38)

Propriétés de I'opérateur when

Proposition A.32 (Elements neutres a droiteyu € B*,

unld =y (A.39)
Proposition A.33 (Eléments idempotents)’n € N,
1"A1" = 1" (A.40)
Proposition A.34. Vne N, Yu,veB", uC v,
vAu = 1 (A.41)
Proposition A.35(Débit). Yne N*, Vu,ve B", |v|; >0, uCy,
débit(uAv) — ZEEI;E:? (A.42)
Proposition A.36 (Distributivité a droite sur opérateurs logiques)n € N, Vu,v,w € B",
(UAV) AW = (UAW) A (VAW) (A.43)
(uvv)Aw = (uUAw)V (VAw) (A.44)
(UdVv)Aw = (UAW) D (VAW) (A.45)
Proposition A.37 (Sous-flot) Yne N, Yu,vywe B", uC v,
uAw C vAw (A.46)
Proposition A.38(Négation) Vne N*, Vu,ve B",
UAV = TUTAV (A.47)
Proposition A.39. Vne N*, Yu,ve B",
uav=0Y = UuA(uvv)=VA(uvv) (A.48)
Proposition A.40. Vn e N*, Vu,v,w € B",
VCW = UAV=(UAW)AV (A.49)
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Propriétés communes

Les propriétés algébriques des opératearstwhenne permettent pas de les composer aisément.
Cet inconvévient demande a prouver un ensemble d’identit@sirquables, sur lesquelles reposent
les transformations et preuves du chap@8re

Proposition A.41. Vv e B*, Vue BVl
u = (VVu)Av (A.50)
Proposition A.42. Yne N*, Yu,ve B",
UAV = VYV (UAV) (A.51)
Corollaire A.43. Vne N*, Vu,veB", uC vy,
u = VvV (UuAv) (A.52)
Proposition A.44. Vne N*, Yu,ve B", Yw e B\,
(UAV) YW = ((UAV)YW) AV (A.53)
Proposition A.45. Yu € B*, Vv,w € B,
(uvv) A(uvw) = vAw (A.54)
Proposition A.46. Vn e N*, Yu,v,w € B",
UA (VAW) = (UAW)A (VAW) (A.55)
Proposition A.47. Yv,w € B*, Yu e B,
UA (VAW) = (WYu)A(VAW) (A.56)
Proposition A.48. Yne N, Yu,w € B", Vv e B,
(UYV)AW = (UAW)V (VA (WAU)) (A.57)
Proposition A.49. Yne N, Yu,w € B", Vv e B,
(uvv) Aw = (UAW) ¥ (VA (WAU)) (A.58)
Proposition A.50. Yne N, Yu,ve B", Vwe BVl
uA (vew) = (UAv) Aw (A.59)
Proposition A.51. Vne N, Vu,v,w € B",
UAW=VAW = UAW=VAW (A.60)
Lemme A.52.Vu,ve P,Vi € N*,

Vidy(ui) =1 = Iprf (v,idxq (u,i))]; = idxq (UAYV, |prf(vAu,i)|;) (A.61)
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A.2 Théorie des polyedres

A.2.1 Définitions

Définition A.53 (Polyédre, polytope)Un polyédre rationnel (convexe) P est un sous-espac@%je
défini par I'une des deux représentations (duales) suisante
— Soit par un systéme d'inégalités affines, tel que poar@™? etb e Q™

P={xeq® | Ax+b>0} (A.62)

— Soit comme I'enveloppe convexe d’'un systéme génératamg e trois matrices rationnelles
L, R et S telles que :

P:{Ye@d X=L-A+R-[+SV, A €Q, w,vicQ", Z\)izl} (A.63)
|

. = = .
Les familles des vecteurs colonn@?l...fj)), (R_iﬁﬁ) et <Sl S) sont respectivement

les ensembles de lignes, rayons et sommets de P.
Un polytope est un polyédre bornédd].

La dualité des deux représentations fut prouvée par Motti@h [171]. Le passage d’'une forme a
I'autre est possible par I'algorithme de Cherniko%&,[141]. Pour cela, les polyédres sont représentés
sous leur formenomogénd 168, ]. Par extension, nous pouvons considérer le cas concave par
décomposition en une union de polyédres convexes dis{inct.

La représentation homogéne d’'un polyedre est plus adapxéeuils d’'algebre linéaire et a I'au-
tomatisation des calculs. La représentation homogene lgagre (A.62) est :

(X dil A —b\ (X\ _=z
{6 7)6)=0 o
Le méme principe s'applique a la forme génératrice du poty&4l.63) :

(e | (-G Prnec)  weo

Exemple A.54. Considérons le polyédre de lad= A.1(a), défini par le systéme de contraintes sui-
vant

1 0 y ~1
P={%cQ?® | |0 1 -<X1>+ ~1|>0 (A.66)
1 -2 2 7

Sa représentation sous forme de systéme générateur estlateu

X= <é i)-rw G i)-\“/, Wi, vi € QT, Zvi:l} (A.67)

Les polyédres paramétrés dépendent, par définition, d’'seneble de parametres. Dans ce ma-
nuscrit, nous ne considérons que des polyélinéairementparamétrés, ou seule la partie constante
dépend de parametres. Par la suite, nous les appelons sienilpolyédres paramétrés.

P:{Ye@z
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A.2. Théorie des polyedres

X =1 X1 = 2p1+ P2+2

TS Xt : : Xp=Xi+Pp1—P2+1

=1 : : : : =1

i . k i i i .
— ! T T T X1

(a) Polyédre non-borné a deux dimensions. (b) Polytope paramétré a 2 dimensions, apee- 1 et
p2=1.

FIGURE A.1: Exemples de polyédre et polytope.

Définition A.55 (Polyédre paramétre)un polyedre rationnel (convexe) linéairement parameétgé P
selon les n paramétres dk est défini sous la forme d’'un systéme d’inégalités telles.q

(R

ol Ax € Q™9 Ap e Q™" be QM etp e Q". Par le théoréme de Loechner-Wilde5[], sa repré-
sentation duale est de la forme :

(Ax Ap) (;) +b> 6} (A.68)

Pﬁ:{ie@d X:LXJrRFHS(ﬁ)V/, ANieQ, w,vieQ, Z\;izl} (A.69)

ou L et R sont les matrices rationnelles constantes desdigheayons du polyédre, et(f§) est la
matrice rationnelle de ses sommets, dont chaque coeffiestnine fonction affine da

Exemple A.56. Considérons le polytope parameRg défini par :

1 0 0 0 1
)z 2o | [-1 0 2 1|/% 2 | =
Py = <p>e<@ o 1 0 0 (ﬁ +] 5|20 (A.70)
1 -1 1 -1 1

La représentation graphique Bgest donnée eniB. A.1(b), pourp= (1,1).

Définition A.57 (Réseau entier)Un réseaut entierA deZ® est un sous-groupe additif discret @&,
de la forme :
/\:{AXJFB ‘ zezd} (A.71)

. . — = = -
ol Ae 79%9 est une matrice dont les colonnasg A, ... Aj forment une base d&?, etb € Z¢.

1. Utilisé au sens mathématique du terme, en particulieréamg@trie et théorie des groupes. De nombreux auteurs
préferent I'anglicismdattice pour éviter les confusions.
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Annexe A. Notations et rappels mathématiques

Définition A.58 (Z-polyédre,Z-polytope) Un Z-polyedre est I'intersection d’'un polyédre rationnel
P et d’un réseau entieh. Un Z-polyédre de dimension d est dit standard\si= Z%. Un Z-polytope
est unZ-polyedre borné.

Un Z-polyedre s’exprime sous la forme d’'un réseau linéairerhenté (inearly bounded latticg
image affine d'un polyédredf] :

Z:{Axwrb' ‘ C+d >0, XeZd} (A.72)

OUA = {A2+B ‘ R e Zd} est le réseau, @ = {2 c 79 ‘ CR+d > 6} est lepolyédre de coordon-
nées

Le modéle polyédrique est trés expressif, et supporte ge léventail de transformations algé-

brigues, parmi lesquelles :

— lintersection: N, Z =N (RNA) = (N R) N (N N)-

— la différence: un Z-polyédre se décompose en l'union disjointe depolyédres qu'il inclut.
Ainsi, 2\Z' = (Uiz)\ (U;Z)) = Ui (N (21\Z) )

— I'union disjointe: il est souvent difficile de construire I'union d&polyédres ; leur union dis-
jointe consiste a les séparer en un ensemblB-gelyedres deux a deux disjoints par des inter-
sections et différences successives. Dans le cas géndénanl n'est pas convexe.

— la compression cas particulier du changement de baseZdpolyédre quelconque est trans-
formé en unZ-polyédre standard, en supprimant les « trous » entre setsgopas réguliers.

— lecalcul d'image et de pré-imagear une fonction affine : notons que le calcul d’'une pré-image
par une fonction affine demande a ce que cette fonction s@itsible.

Les détails des transformations et des calculs sont digfesndans les travaux de Quintet

al. [197], Gautam-Rajopadhye&§] et Seghir 0.

A.2.2 Dénombrement de points a coordonnées entieres

Comme nous le verrons par la suite, il est crucial de pouv@iothbrer les points a coordonnées
entiéres inclus dans un polyéedre. Les travaux d’Ehrhajtgont pionniers en la matiére.

Définition A.59 (Nombren-périodique) Un nombre n-périodique rationnel (p) est une fonction
7" — Q, telle qu'il existe une multi-période g (s, ...,qn) € N", telle que U(p) = U (p') quel que
soit p = pi modq, pourl <i < n. Le plus petit commun multiple desest la période de Up).

Définition A.60 (Quasi-polyndme) Un quasi-polyndme ep € Z" de degré d est une fonction: f
Z" — Q, définie par :

d d . )
F(p = _ZO.-._Zocil,m,inp'f...'n” (A.73)

Définition A.61 (Dénominateur d’'un polyédre) e dénominateur relatif & un paramétged’un poly-
tope est le plus petit commun multiple (ppcm) des ceeffidierfisqui apparaissent dans les expres-
sions affines des sommets, pour toute valeur entiére demgtnes. Le dénominateur d’'un polyedre
est le ppcm de ses dénominateurs relatifs aux paramétres.
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A.3. Graphes de permutation et d'intervalle

Théoreme A.62(Théoréme de Clauss).e nombre de points entiers dans un d-polytope paramétré
quelconque F, avecp € Z", peut étre donné par un ensemble fini de quasi-polynémgsdendegré

d. Chaque quasi-polyndme est valide sur un sous-ensembtdeales des parametres, dibmaine de
validité. La période relative & un paramétrg gu quasi-polynédme sur un domaine de validité donné
est égale au dénominateur relatif a p du polytope. Lorsgumlgtope est entier, sur un domaine de
validité donné, le nombre de points entiers correspondandenné par un simple polynéme.

Exemple A.63. Le nombre de points a coordonnées entieres contenus daolytiepe de I'exemple
A.56 est donné par le quasi-polyndme suivant :

2
3 .

4P%—%+P1p2+9p1+%+5 Si 200+ pP2+1>0A pr—pP2+1>0

9p? 21y . 2 (A-74)

71+T+6 si p1+§20/\—p1+p2—120

Pour plus de détails quant aux algorithmes de calcul des-nabsmémes d’Ehrhart, nous ren-
voyons le lecteur aux travaux récents de Segdhiif] et Verdoolaege424].

A.3 Graphes de permutation et d’'intervalle

A.3.1 Graphe de permutation

Définition A.64 (Graphe de permutationpoiti= [Ty, Tk, ..., Th| une permutation du n-uplét, 2, ..., n].
Notonsn‘(1 la position dans la permutation df¢élément du n-uplet donné. Le graphe de permuta-
tion G[rj = (V,E) est un graphe orienté tel que :

— Chaque sommet correspond a un élément de la permutation :

v &2 (A.75)

— Il existe un arc d’'un sommet i vers un sommet | si et seulesidgtrs jetons correspondants
ont été mutuellement permutés :

g % {(i,j)|i,jeV,i>j,Tri_1<nj‘1} (A.76)

Nous pouvons I'exprimer plus simplement par :¥&jeton entre dans le trieur aprés 16"¢
et en sort avant.

Ainsi, le degré entrard ™ (s) d’'un sommet est égal au nombre de fois que le jeton correspondant
sera dépassé par d’'autres jetons. Le degré sattais) est quant a lui égal au nombre de fois que son
jeton correspondant dépassera d’autres jetons. Nousgaores qu’un tel graphe est acyclique ; deux
jetons ne peuvent se doubler a tour de réle.

L'algorithme de coloration de Supowit (0, 221] donne une(-coloration minimale, en un temps
séquentiel ded(nlog,n). Des algorithmes de coloration paralléle ont égalementdét&loppés,
dont le plus performant, a notre connaissance, s'exécuttngemps de l'ordre d@(log% n) sur
O (n?/log,n) processeurs d’'unBRAM CREW[179).
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1 —
2
‘\\ 3 —
e G |
5 | —
/ / 6 (emm—
7 —
8 |
(a) Graphe de permutation. (b) Interférences de la permuta- (c) Graphe d'intervalle.
tion.

FIGURE A.2: Exemple de permutation= [4,2,3,1,8,7,5,6] : lien avec le graphe d’'intervalle.

A.3.2 Code de Lehmer
En analyse combinatoire, le code de Lehmier] est défini comme suit :

Définition A.65 (Code de Lehmer)Le code de Lehmer associe a une permutatioies éléments de
[1,n]] 'application L (1) définie sur[1,n] par :
L(mi) % card{j |i<j, m>m} (A.77)
Notons que I'applicatior. est bijective : pour toute permutation il existe un et un seul code de
LehmerL (). Un algorithme simple permet de détermimezn fonction de. (7). En effet, g est egal
au (L (ri)+ 1) élément ddd,...,n] \ Ui_3 {m}.

Exemple A.66. Considérons le code de Lehmefm) = [2,1,2,1,0], et déroulons I'algorithme :
— T est le 3™ élément dé1,2,3,4,5], doncty = 3.

T est le 2™ élément dé1,2,4,5], doncT = 2.

T est le 3™ élément dé1, 4,5, doncT = 5.

Ty est le 2™ élément dé1,4], doncTy = 4.

T, est le £ élément dé1], doncts = 1.

Nous concluons alors que= [3,2,5,4,1].

A.3.3 Graphe d’intervalle

Définition A.67 (Graphe d'intervalle) Soit L, 2, ...,1, € R un ensemble d’intervalles sur 'ensemble
ordonnéR. Le graphe d'intervalle g= (V,E) correspondant est un graphe non-orienté, ayant un
sommet pour chaque intervalle de I'ensemble, et un arc estiemjue paire de sommets dont les
intervalles s'intersectent, i.e. :

V. E {0,000 (A.78)

E = {inlj#£0 |ije[ln],i#j} (A.79)
Exemple A.68. Considérons la permutation= [4,2,3,1,8,7,5,6], dont le graphe de permutation
est représenté end. A.2(a). La FIiG. A.2(b) correspond aux interférences entre jetons, considérant

gu’un nouveau jeton entre dans le trieur a chaque pas d'8zacet que les jetons sortent du trieur
au plus tot. Leur représentation sous forme de graphe estdan k. A.2(c).

Tout graphe d'intervallés = (E,V) est triangulé T0(], et peut donc étre coloré en un temps de
I'ordre de O(|E| + |V|), permettant ainsi le développement d'un certain nombreuwdiktiques. Le
lecteur pourra se référer a Nandivia/'[] pour un état de I'art détaillé.
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Annexe

Preuves

Une théorie a la seule alternative d'étre vraie ou fausse.
Un modele a une troisieme possibilité : il peut étre
correct, mais non pertinent.

Manfred Eigen, The Origin of Biological Information.
The Physicist’s Conception of Natutk Mehra (éd.),
1973.
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B.1 Preuves du chapitre2
Les preuves des lemmes et théorémdsa 2.9 sont données par Commoredral. [65].

Théoréme 2.18 Le débit d'un graphe marqué temporisé est le débit maximaedeceuds. Le débit
d'un graphe fortement connexe est égal au débit du plus lersed circuits. Le débit d’'un graphe
acyclique est 1.

Démonstration.Les nceuds d'un graphe marqué temporisé ne peuvent étreiéxécune fréquence
supérieure a un tel débit((]. Les exécutions peuvent atteindre ce débif [ O

Théoréme 2.23 Soitg = (N,P,T,M,L,K) un graphe marqué temporisé connexe avec capacités fi-
nies, ety = (N', 7, 7",M’,L’,K") son graphe complémenté. Le débit maximum atteign@kiig) de
gest:

pez?/M’(p)
°W = M| S rmrs v’ (B4
neNg pePt

ouc C ¢ représente, par abus de notation, tout circuiti graphey'.
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Démonstration.Par la définitior2.17, le débit® (n) d’un nceudh est tel que :

. i
o) = ihTmm (B.2)

out, (i) est le temps écoulé af™e tirage den. Pour tout circuitc d'un graphe connexg, chaque
nceud ne peut étre exécuté plus d’'une fois par instant; cedigine que pour tout nceud de c,
| <ty (i). Donc le débit global est d’au plus 1, et nous ignorons leods,.y, M (p) est supérieur
é'ZneN’c L' (n) + Zpeﬂ”c L' (p)

Nous considérons désormais les cydesls quey 5, Mg (p) estinférieur ou égal §,cn L' (n) +
Y pep, L' (P). Un ordonnancement ultimement périodique peut étre @alpalr un graphe marqueé
avec la regle de tiragaSAP. De plus, comme mentionné précédemment, toutes les régliemdes
sont compatibles entre elles. Ainsi, nous pouvons boréérde sur une période. Le temps minimum
pour qu'un jeton fasse le tour du cyaeour revenir dans sa position initiale est égal a la somme des
latences, Soif nen L' (N) + 3 pep, L' (p). Cette somme des latences des nceuds et places est elle-méme
égale a la longueur d'une période. Sur une période, pourangelés jetons fassent le tour du circuit,
chaque nceud est tifg,.p, My (p) fois (par le lemme2.4 et le théoréme.7). Pour résumer, le débit
d’un circuitcest :

2 Mo (P)
©(c) = min AUCES; L’(p)’l (B.3)
neN; pePy

Soit g I'équivalent complémenté dg. Puisqueg est un graphe connexe (éventuellement acy-
clique), alorgy est fortement connexe a cause des places complémentaiggg)e- © (g’) . Le débit
du graphe fortement connexe est égal au débit de son ciepiii$ lent (par le théorenel18. O
B.2 Preuves du chapitre3
Proposition 3.9 Un KRG est borné si et seulement si son abstraction en SD I'es

Démonstration.Propriété 8 de Boucaro3 ). O

Proposition 3.17 Soit R, une relation vérifiant la définitioB.16 Les relations suivantes vérifient
aussi la définitior8.16:

1. idy 2. Ryt

Démonstration.
1. Il ne peut exister d’auto-dépendance dans un GDE, dongied p est faux pouid,;. Cepen-

dant, le poin@ est vérifié : il est évident qup ¢ q; < pi —>¢ gj etA(n) = A (n) etq;Rnq; et
pi, pi € J. Ainsi idy, vérifie la définition.
2. Le pointl est évidemment vrai poﬂtgl : s'il existe un chemin entrg; et pj,, ce méme chemin
est entreg), et p. Aussi, les égalités et équivalences sont symétriquéss telie :
P Rnpi = <pi/’ Si P ap ANN) =A() A dRadlj A P, P €3) (B.4)

donc le point2 est vrai lui aussi, eR;l vérifie la définition.
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O

" f . S
Proposition 3.18 ~ est une relation d’équivalence.

Démonstration.Prouvons que la relation vérifie les trois propriétés d’une relation d’équivalenge,
savoir la réflexivité, la symétrie et la transitivité.

— Réflexivité pour toutp; € M, p; L pi, par la propositior8.17 (1).
— Symeétrie pour toutp;, p; € M, sipy L pj, alorsp; \ p;i par la propositior8.17(2).

e . f P R "
— Transitivité: la relation~ est, par définition, une cléture transitive.
]

Proposition 3.19 Soit (M, D,J,Y) un GDE. Pour tous jetong;, pi, € M, p; et p, sont équivalents
de flot, et notép; N P!, si et seulement si 'une des conditions suivantes est &érifi

1. Il existe un chemiw dans le GDE dgy a p/,, tels que tous les arcs (ou dépendances) sent
des dépendances de flot induites par des tirages de nceudgaigerou de copie, ou

/ f
2. i1 0y Py r dj eth(n) =A (1) etq; ~ o etpi,p) £ 9.

Démonstration.Par la définition3.16 nous savons que la moitié de cette proposition est vraissNo
prouvons maintenant I'implication inverse. Par exempteispouvons définir une relatightelle que
piR P!, si et seulement si :

plia e P Dy q A (AN(n)=A (")) A qj Lq'y A pi P €9 (B.5)
Ainsi :
f
pi~p = pRE (B.6)

Soit pi ¢ q;. Par 8.5), nous savons qu'i exiswg, , tel quep;, L qj etA(n) =\ (n') etq; N qj et
pi, P ¢ J. Puis par B.6), g;Rqj,. D’ou

f f
p~pr = PR = qi~d; = gqRq; (B.7)
Nous en concluons que I'équivalence est vraie. O

Lemme 3.20 Soit (N,?,7,M,R) un KRG borné, avec une séquence de routage de partie initiale
vide. Autrement dit :

VneNsUNs, Iva€B*,  R(n)=Wv) (B.8)

Alors :
1. Pour toutn € NsU N7, il existe j, € N*, tel que pour touk € N, R(n) = suf(R(n) K jn)
2. |l existe une séquence de tirages au cours de laquelleehaspt tiré exactemert, fois.
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Démonstration.Ce lemme est une conséguence directe de I'abstraction dR@ &n graphe SDF,
par la regle3.8 et la propositior3.9. En résolvant les équations de balance nous calculons tqatur
noeud de routage € Nt UNs, le nombre de périoddag den a tirer, de telle fagon qu’une période de
I'ensemble du graphe soit balancée. De piusst tiré|R(n)| fois au cours de chacune de ses périodes.
Aussi, posong, =iy x |R(n)| le nombre de fois que doit étre tiré au cours d’'une période balancée
du KRG.

Par hypothéseR(n) estk-périodique de périoddR(n)|. Il est alors évident quB(n) privé de ses
in x |R(n)| premiéres lettres est égal & lu-méme. D&(@) = suf(R(n), jn). Finalement, I'égalité
R(n) = suf(R(n),kj,) est prouvée par récurrence gur O

Proposition 3.21 Soit (N, P,7,M,R) un KRG borné, etM,D,J,Y) son GDE infini. Il existd, j €
N (j > 0) tels que :

o f
VpeP, Vik i<], P~ Prsitk (B.9)

Démonstration.Par la définition3.1, chaque nceud de routage a une phase initiale, éventuetlemen
vide. Notonsl, la longueur de la phase initiale du nceud de routag8i chaque nceud de routage
n peut étre tiré au moink, fois, alors 'ensemble du graphe entre en routage périedi§inon, s’il
existe un tel nceud ne pouvant étre tiyéois, alors tous les chemins passant paeront ultimement
blogués, et peuvent étre ignorés si I'on considére le cotapwnt du graphe au cours d'une séguence
de tirages suffisamment longue. Il existe dbicl,, pour toutn, tel que si chaque nceud est exéduté
fois, alors il se trouve en phase périodique.

Considérons le comportement du graphe au cours de cette pédsdique : lorsque la longueur
de la séquence de tirage tend vers l'infini, le nombre de getmamsitant par une place reste soit
constant (borné), soit tend lui-méme vers l'infini. Par Imiee 3.20, nous pouvons déterminer la
longueur d’'une période du grapheNous pouvons également borner notre étude a la premigocelpér
du graphe, sachant que son comportement au cours des sgigana identique. Selon la proposition

f . .
3.19 pi4i ~ Pi+i+kj Si et seulement si :

f
Pivi = Ox < Pivitkj — Oy €t Ox~ 0y (B.10)

Ainsi, selon la définition3.12 il existe deux types de dépendances : les dépendances @t st
dépendances de sortie. ProuvoBsl() dans les deux cas.

Dépendance de sortieV pi, pir1 € M, pi —s pir1. Soitq=p,x=1+i+1 ety = x+kj. L'équi-
valence est vraie par récurrence pour tpatk.

Dépendance de flotV p,g e P, pe =eq, i "gonvpe ] © pi E)f q;. Puis, selorpe :

— si pe € N) UNg, alors pour touf, | +i ~go nvpe I +i+M(Q), P —¢ Gism(g)- SOit

x=1+4+i+M(q) ety =x+Kkj; I'équivalence est vraie par récurrence pour tpatk.
— sipe € N, alors pour tout :

| +i~gont |prf(R(pe),l +i)],+M(q) (B.11)

olb € B estI'étiquette associée a I'entréepiereliée ap. Soiti =k’ |R(pe)|+i’ eti’ < |R(pe)|.
Décomposon&(pe) comme Sulit :

lprf(R(pe) I +i)l, = |prf(R(pe),1)]p+K |(pe)]y+ Wi, (B.12)
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ouw est le suffixe de pifR(pe),l +i) de longueui’. Soit :

x = |prf(R(pe),1)|p+K[(pe)ly+ W, +M(q) (B.13)
B IR(Pe)lp, -
y = X+7|R(po)|kj (B.14)

L'équivalence est vérifiée par récurrence pour towt pour toutj de la formek” |R(pe)|.
— Par un raisonnement similaire,[® € Ng, alors pour tout :

| +i~go A idxy (R(pe),l +1) (B.15)
Soiti =K |R(pe)|, +i" eti’ < |R(pe)|;. On peut décomposer I'expression de la fagon suivante :
idxp (R(pe),l +i) = idxy(R(pe),l)+K [R(pe)|+y (B.16)

ouy est la longueur du plus court suffixe BR¢pe) allant jus u’au’éme«b. » Puis nous posons :
y g p p Jusq p

X = idxp(R(pe),l)+K |R(pe)|+y+M/(q) (B.17)
_ [R(pe)|
e (B.18)

L'équivalence est vérifiée par récurrence pour tout pour toutj de la formek” |R(pe)|,.
Par conséquent, posons :

=[] max(@[RMm|x[R(M)px[R(N)) (B.19)
neNsUN¢

Ainsi, j estun multiple de touk(n)|, |R(n)|, et|R(n)|;. j est également un multiple de la période
du graphe (plus petit commun multiple des périodes des nicdLatsquej jetons ont été consommés
en placep, aj jetons ont été produits en plageou, selon la nature dpe, a vaut soit 1 (calcul ou
copie), soit“Fég(‘?;))“b (sélection), soiﬁ% (fusion).

Finalement, en s’appuyant sur le fait que les routages soidadgiques, I'équivalence :

f f
Pi+i ~ P+i+kj < Ox~ 0y (B.20)

est vraie par récurrence. O

Proposition 3.26 = est une relation de pré-ordre.

Démonstration.Veérifions que la relatiors vérifie les deux propriétés d’une relation d’équivalence,
a savoir la réflexivité et la transitivité.
— Réflexivité p; = p;, doncp; = pi
— Transitivité: par définition,=< est une cloture transitive, elle est évidemment transitive
]

Proposition 3.29 2 est une relation d’équivalence.

, . .. b Lo . L, , . s N
Démonstration.Prouvons que la relatiof vérifie les trois propriétés d’une relation d’équivalenge,
savoir la réflexivité, la symétrie et la transitivité.
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— Réflexivité: la premiere moitié de la relation est réflexive, gar- p; par la propositior8.18
L'autre moitié est vraie également, puisque- p.

— Symétrie: ~ est symétrique par la propositidh18 L'autre moitié de la proposition est évi-
demment symétrique : I'égalité est transitive, et il n'éxigas de jeton; comme mentionné au
troisieme point de la définitioB.28

e s . b P ~ ..
— Transitivité: la relation~ est, par définition, une cléture transitive.

Proposition 3.30 Pour tous jetong;,q; € M, si p; L qj, alorsp; L q;.

Démonstration.Cette proposition est directement induite par la définiB®8: il est nécessaire que
f b
pi ~ Qj pour quep; ~ g;. O

Théoréme 3.32 A tout KRG correspond une unique forme normale, construitd’glgorithme3.1

Démonstration.Dans les sous-sectiorgs2.2a 3.2.5 il a été montré comment extraire des dépen-
dances de données d'un KRG selon sa topologie, son routagm eharquage initial ; et comment

les représenter sous la forme d'8rGDR. Cette méthode s’applique a un quelconque KRG, donc a
tout KRG correspond un uniqu%uGDR. La question consiste maintenant a savoir si I'alpani 3.1

permet effectivement de construire un quasi-graphe maegpectant la sémantique duGDR.
Pour cela, il faut montrer point par point qu’il existe ungebfion entre les deux graphes :

construire un2-GDR g = (M ,D",7,Y") & partir du quasi-graphe marqué, et le comparer avec le

2.GDR initial g=(M,D,J,Y). Nous ne donnerons ici qu'un résumé de la preuve, dont leseéits
sont les suivants :

Jetons initiaux Le quasi-graphe marqué contient au plus un jeton par ptdceiG. 3.12(a)et (b)).

Par ailleurs, le quasi-graphe marqué contient autant dagequ’il y en a dan§. On a alors
J=7.

Jetons productibles Pour tout jeton sans dépendance entrante et n’apparteasidt \ J, nous blo-
quons la production de jeton dans la place correspondanégoatant une dépendance « vir-
tuelle » sur le nceud en amont, de fagon a bloquer la produgtfoRic. 3.12(c)et (d)). Inver-
sement, cela signifie que pour tout jeton'ted, le nceud en amont de cette place ne sera pas
« bridé. » Ainsi, nous avong/ \ J) = (Y'\ J'), et par le point précéderf,= Y.

Places du quasi-graphe marquéA tout jeton deM correspond une place dans le quasi-graphe mar-

gué. L'algorithme ne crée des places supplémentaires qusetdas cas :

— Circuit sans marquagef( Fic. 3.12(d) : c'est une dépendance circulaire sans jeton initial
que I'on peut éliminer & la construction de

— Copies et fusionsct. FIG. 3.12(f) et(j)) : les jetons qui y transitent sont abstraits par équiva-
lence & la construction dg.

— Lier les copies aux noeuds de calcul et de fusion (étape $)etlens sont également abstraits
par équivalence a la construction gle

Puisque les jetons des places ainsi créées peuvent étieédiou assimilés aux jetons d’'autres

places, nous pouvons en déduire @die= M’ (& un renommage pres).

Dépendances L'étape 5 de l'algorithme crée un lien pour chaque dépecelaeD. On peut vérifier
que par construction, tout circuit du quasi-graphe marguéent un marquage au plus unitaire.
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La correspondance d’'un jeton @€ pour chaque place (autre que celles mentionnées au point
précédent) est conservée par équivalencafet M’. On montre alors que, par construction,
les dépendances le sont également.

Ainsi, les graphes de dépendance réduyigsg sont égaux, et il en va de méme des quasi-graphes
marqués construits a partir deetg’ par I'algorithme3.1: il y a bien unicité de la forme normale.[]

Théoreme 3.33 Un KRG est pseudo-vivant si et seulement sigequasi—graphe margué est pseudo-
vivant. Aussi, un KRG est vivant si et seulement si éjoquasi—graphe margué est vivant.

Démonstration.Comme nous I'avons vu, ur-quasi-graphe marqué préserve les dépendances de
flots, mais peut fusionner des calculs sans tenir comptesimjaentialité des jetons, contrairement au

R—quasi—graphe marqué. C’est donc cette seconde forme te@guea nous considérons afin d'établir
la vivacité du modele.

Par définition, un KRG ou un pseudo-graphe marqué sont quasits s'ils peuvent étre exécutés
a l'infini. De plus, il est vivant si tout nceud du graphe peue &iré a I'infini. Cette propriété peut-
étre transposée dans le domaine des dépendances de donnd€RG ou un quasi-graphe marqué
sont pseudo-vivants si les dépendances de I'un de leursdiojistons sont satisfaites a l'infini; le
comportement étant périodique, cela est vrai pour n’'ingpqrtel nceud de la partie périodique de la
forme normale.

Aussi, un KRG et sonti-quasi-graphe marqué sont liés par un m&mEDR ainsi, si les dépen-
dances sont satisfaites dans I'un, elle le sont dans le de@®principe s’applique par ailleurs a la
quasi-vivacité, et donc a la vivacité. O

Proposition 3.34 L'expansion d’'une place (ExpPlace), telle que représeaté&ic. 3.13(a) pré-
serve les relations d’ordre sur les flots de jetons.

Démonstration.Etablissons les relations entre les flots d’entrée et desert com posant les relations
de flot ;
FiG. 3.13(a)(gauche):

0)

ans’ oMpo mm |prf (v,idx1 (T,a))|, (B.21)
ando Mp o A |prf (v,idx1 (T, a))|, (B.22)
b o ~pont pr(vidxs (b)), (B.23)
b o ~npo ) [prf(vidxy (U, b)), (B.24)

FiG. 3.13(a)(droite) :

ani onpo mg ) idxy (DA, |prf(vAT,a)|,) (B.25)
an?o Mpo AL |dx1 uAv, |prf(vAT,a)|,) (B.26)
bAh o ~po~l idxy (UAY, [prf (VAU b)) (B.27)
b o ~po Y idxy (A, |prf(vAu,b)|,) (B.28)

On montre ensuite que les relations sont égales deux a daegplication directe du lemn#e52.
]
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Proposition 3.36 La permutation de nceuds de fusion (PermFusion), telle quégsentée eniB. 3.15(a)
préserve les relations d’ordre sur les flots de jetons.

Démonstration.Nous établissons les relations entre flots d’entrée et diespar les définition8.5
et3.7. Nous avons :
FiG. 3.15(a)(gauche):

ary idxy (v,a) (B.29)
b o ~po A idxy (v,idxy (T, b)) (B.30)
cri) o ~po A idxy (vidxy (u,c)) (B.31)
FiG. 3.15(a)(droite) :
ard o nponldidxy (m idlx, (vam, a)) (B.32)
bl o ~po ) idxy (VWL idx; (VAYWE, b)) (B.33)
c A idxy (vvu,c) (B.34)

Puis par le corollairé\.24, nous obtenons I'égalitévu = vvu (cas du flotc), et nous cherchons

a montrer les égalités suivantes pawstb :
VYUVYVAVYU v (B.35)
vVl (B.36)

IESENIEN

VYuv (VAVVU)
Preuve ddB.35) : la propositionA.38 nous dit quea’Ab = aAb. On pose alors :

a = v (B.37)
b = vvu (B.38)

Puis I'on remplace dan®(35), et I'on obtient :
VVUYVAVYU = VWUV (VAVVU) (B.39)

Par la propositiorA.23, on sait quev T VvVu. La propositionA.43 s’applique et I'on simplifie
(B.39 comme suit :

VWUV (VAVWL) = Vv (B.40)

Preuve dgB.36) : la propositionA.38 nous dit queaAb = a/b. Nous pouvons donc rajouter
une double négation de I'expressionwlbendans B.36), de telle fagon que I'on obtienne :

VWUY (VAVWU) = VWUY (\mm) (B.41)

Puis, par le corollairé.31, nous remontons l'une de ces négation au plus haut nivdajyde

vvav (mm) — VWUV (VAVYU) AVVU (B.42)
Nous pouvons maintenant simplifids.42) en appliquanti.40) :
VYUY (VAVYU)AVYU = VAVVU (B.43)
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Finalement, la propositioA.30 nous donn&vu = (vvT)Vv. On remplace dan$3(43), d'ou :
VA (VWU) = VA ((vWTO)VV) = (VAV)V (VA (VYD) = VVT (B.44)

Nous avons donc prouvé les égalit8s3b) et (B.36) ; par identification, nous constatons que les
relations sur les flots sont égales deux a deux. O

Proposition 3.37 La permutation de nceuds de sélection (PermSelect), tadlesguésentée end-. 3.15(b)
préserve les relations d’ordre sur les flots de jetons.

Démonstration.De méme que précédemment, nous établissons les relativadlets d’entrée et de
sortie :
FiG. 3.15(b)(gauche):.

idx, (0,b) ~ b (B.45)
idxy (u,idxy (v,¢) ALY o npontl e (B.46)
idlx (u,idxy (v,d)) ~SY o Ao~ d (B.47)
FiG. 3.15(b)(droite) :
idlxy (m idlx (uam, b)) Ao nponPh (B.48)
idx, (TWY, idxy (UATVY, ) &Y o ~po nl ¢ (B.49)
idx, (uvv,d) ~ d (B.50)

La suite de la preuve est identique a celle de la la proposgi86 a un renommage presu:
devientv etv devientu. O

Corollaire 3.38 Les transformations d’expansion des places (ExpPlefcé;ic. 3.13(a), de per-
mutation des fusions (PermFusiatf, FIG. 3.15(a), et de permutations des sélections (PermSelect,
FiG. 3.15(b) n’alterent pas le caractere borné du graphe, ni ses ptégrite vivacité ou d’absence
de blocage.

Démonstration.Par les proposition8.34, 3.36 et 3.37, ces transformations préservent les flots de
jetons. Par conséquent, les transformations sont locales modifient pas le comportement global
du KRG. O

Théoréeme 3.45 La hauteuh d’'un arbre AVL avem nceuds internes est bornée par :
logz(N+1) < h < logy(n+2)+log, <\/§) 2 (B.51)
Démonstration.Donnée par Adelson-Velskii et Landi§][et Knuth [134]. O
Proposition 3.50 Soittune permutation. Les nombres suivants sont égaux :
— le nombre chromatique de G,

— le nombre minimum de files (ou chemins) nécessaires a layation T,
— lalongueur de la plus longue sous-séquence décroissamnte d

199



Annexe B. Preuves

Démonstration.Corollaire 7.4 de Golumbicl[Dd. O

Proposition 3.52 Soitni= [y, T, ..., Th] une permutation du n-uplét, 2, ..., n|. Le graphe de permu-
tation G [ estX-chromatique. On notg (i) I'indice de la couleur, compris entre 0Xt— 1, associé
au nceud de G[ri aprés coloration minimale. Saitet f, respectivement, le nceud desélection et
le nceud deX-fusion d’un trieur minimal pourt Les routages entiers deet f, respectivemen®(s)
etR(f), sont tels que :

R(s) = [X(1):x(2),-.-x(n)] (B.52)
R(f) = X(m),X(M2),..X(Th)] (B.53)

Démonstration.La coloration du graphe nous donne I'allocation des jetocisaue canal du trieur.
Ces canaux sont numérotés de X & 1 (soit X canaux) ; ils sont connectés aux sorties d4a
sélection et aux entrées deXafusion, elles-mémes numérotées de R & 1, de telle fagon que le
i®M€ canal recoit les jetons issus deif&® sortie de la sélection, et les dirige vers9%€entrée de la
fusion. Ainsi, si lek®™®jeton est produit (et consommé) dans la plr¢k).

La suite de la preuve se base sur une double récurrence : garhesurX, d’autre part sur la
longueur de la permutation SiX = 1, alorsmest la permutatioidentité etR(s) = R(f); le cas est
trivial. Si X > 1, et si la longueur d&vaut 1, alorsit est encore une fois I'identité : tous les jetons
suivent le méme chemin, il n’y a pas de dépassement. Enfis,lda@s oX > 1, par une récurrence
surX, puis sur la longueur de on montre que les égalitéB.62) et (B.53) nous permettent d’'effectuer
la permutatiorrtsur lesX flots de jetons. O

Théoreme 3.53 Il existe une expansion en forme normale des KRG sans copig, laquelle les
transformations PlaceExp, PermFusion et PermSelect eamtlétes.

Démonstration.Considérons deux noeuds de caleektn’, tels gu'il existe un chemio allant de I'un
vers l'autre, via des places, des nceuds de fusion et des riegdtection (ni nceuds de calcul, ni de
copies).

Tout d'abord, nous appliquons la transformation ExpPlace sant que des nceuds de fusion sont
connectés par leurs sorties aux entrées de nceuds de $elédtisi, nous « poussons » les nceuds de
fusion « vers le haut, » tandis que les noeuds de sélectiorcgumissés vers le bas. » Par ailleurs,
nous éliminons les boucles formées par des nceuds de sélette fusion : appliquer récursivement
la transformation ExpPlace revient a dérouler entiérert@eboucle. Nous répétons la transformation
a tout chemiro entren etn', de telle facon qu'il traverse’abord un arbre de sélectiopuisun arbre
de fusion.

La seconde étape consiste a réordonner les arbres de@gletcte fusion. Nous appliquons les
transformations PermFusion et PermSelect afin de « décsoiss arcs, tout en nous appuyant sur les
remarques3.39et 3.40pour effectuer les simplifications. Nous répétons le praeegusqu’a obtenir
un trieur paralléle.

Le nombre de chemins du trieur ainsi obtenu n’est pas néoassat minimal ¢f. sous-section
3.3.3. En observant le routage des jetons au cours des phasakeipit périodique, nous en dédui-
sons la permutation effectuée. Par la remar§ud9 nous décomposons le flot de jetons en autant
de séquences de jetons permutées, et les affectons a des gifiérentes ; puis nous réordonnons
a nouveau les sélections et fusions par applications ssigeesdes transformations PermFusion et
PermSelect. Finalement, nous fusionnons les places detlens ne sont pas permutés, par la re-
marque3.39

Nous répétons ces transformations pour tout couple de ndeudslculn etn'. La topologie du
graphe ainsi obtenu est d’'une forme similaire a celle deda B.25 O
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Lemme 3.65 Pour tout nceud de calcul ou de copiea tout instant, les régles de tirages imposent
les contraintes suivantes sur les ordonnancements :

Vpeen, idxi(T(p),i)+L(p) < idx1(T(n),i+M(p)) (B.54)
Vpene, idxy(T(n),i)+L(n) = idxi(T(p),i) (B.55)

Démonstration.L'inégalité (B.54) correspond a la régle d'activation du nceud, tandis quelitéy
(B.55) correspond a la régle de tirage. Dans les deux cas, cesitdes sont aussi liées aux relations
de flots €f. définition 3.5).

Dans le premier cas (inégalit8.64)), le iémejeton sortant de la placp est en relation avec le
i®M€ jeton consommé pat. Par transitivité, lé®™€ jeton entrant dang est donc en relation avec le
(M (p) + 1)°¢jeton consommé pam. A cause des latences, ce jeton ne sera prét a étre consomsné da
p qu’au moinsL (p) instants aprés y avoir été produit. La régle d’activatiordoene qu’une borne
minimum sur la distance entre les instants ; on en conclutl&tion entre leurs ordonnancements,
sous forme d'inégalité.

Dans le second cas (égalité.b5)), le i*™ jeton produit pam est en relation avec €™ jeton
produit dansp. De plus, la régle de tirage impose une contrainte forteesipidonnancements : un
jeton est produit dans la place en sortie exacterhé€nj instants aprés le tirage ade On en déduit
I'égalité entre leurs ordonnancements.

Notons que I'inégalité.54) est valable pour toute entrée depar conséquent, iEMexécution
denesttelle que:

rgg;}Z(tp < idxq (T (n),i) (B.56)
= {idxl(T(p)J—M(p)HL(p) sii =M (p) >0 (B.57)

0 sinon
O

Lemme 3.66 Pour tout nceud de fusian a tout instant, les régles de tirages imposent les contraintes
suivantes sur les ordonnancements :

iclx, (T (eon),i) +L(son) < idxg (T (") YR(N),i +M (.on)> (B.58)
idx1 (T (e1n),i) +L(e1n) < idx1 (T (n) YR(n),i+M (e1n)) (B.59)
idx1 (T (n),i) = idx1(T (ne),i) (B.60)

Démonstration.De méme que dans le lemme précédent, les contraintes dépentiefois des re-
lations sur les flots de jetons, et des régles d'activatiodeetirage. En I'occurrence, les inégalités
(B.58) et (B.59 d’'une part, et I'égalité §.60) d’autre part, incarnent respectivement les contraintes
d’'activation et de tirage.

Les inégalités B.58) et (B.59) correspondent aux contraintes d’activation selon qugeliems
sont consommeés sur les entrées « 0 » ou « 1 » du nceud, respective’est la raison pour laquelle
I'ordonnancement da est filtré par sa séquence de routage, afin de déterminer tiragss corres-
pondent & une consommation dans I'une ou l'autre des plgeasexemple]T (n) YR(n) pour esn.
Comme dans le lemm&65 chacun de ces ordonnancements est contraint par lesegrides jetons
dans les places en entrée, d'ou les inégalités.

Nous savons aussi que les nceuds de fusion ont des lateniess Airsi, lorsque le noeud est tiré,
il produit simultanément un jeton dans la place en sortie pkelonnancement sont donc égaux, d’'ou
I'égalité (B.60). O
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Lemme 3.67 Pour tout nceud de sélectiona tout instant, les régles d'activation et de tirage im-
posent les contraintes suivantes sur les ordonnancements :

idx1 (T (en),i)+L(p) < idxa(T(n),i+M (en)) (B.61)

T(neg) = T(n)VYR(n) (B.62)

T(ne;) = T(n)VYR(n) (B.63)

Démonstration.Méme principe que les preuves des lemragbet 3.66 O

Théoreme 3.68 Une fonction d’ordonnancemeitt est consistante pour un KRG donné si et seule-
ment si :

1. Les débits des producteurs et des consommateurs somta@gaua deux :
Vpe P, T(ep) > T(pe) (B.64)
2. T respecte les contraintes sur les ordonnancements des $3rbhe3.66 et 3.67.

Démonstration.Comme mentionné précédemment, les équations de balanceaiéges doivent per-
mettre de vérifier deux propriétés fondamentales :

1. L'équilibre entre productions et consommations est @ppété vérifiée par les équations de
balance de SDF. Ici, elles s’écrivent sous la forme de I'équgB.64) : pour toute place, le
producteur et le consommateur sont synchronisables. @glfis que les jetons sont produits
et consommés a des débits égaaf fropositionA.14), et que les places ont des capacités
bornées ¢f. propositionA.16).

2. Le respect de la causalité et des régles d'activation &tatge est introduit dans ce théoréme
par le second point. C'est une application directe des lest, 3.66et3.67.

O

Proposition 3.69 Soit p une place d'un SKRG borné, entre un producteuet un consommateur
np. Sa capacité minimalnmi, (p) est donnée par la formule suivante :

Kmin(p) = max(a—p)+M(p) (B.65)

oua et sont tels que :

o — JIPrf(R(ny),[prf(T (ny),t)[1)l,, sim estun nceud de sélection (B.66)
lprf (T (n1),t)]; sinon :

B = Iprf (R(n2), [prf(T (n2) ,t)|;)[,, Sinz estun nceud de fusion (B.67)
lprf (T (n2) 1), sinon :

avech; eth, les labels de I'entrée et de la sortie a laquelle est conagctians le cas ou le producteur
ou le consommateur sont des nceuds de routage.

Démonstration.La capacité d’'une place doit étre suffisante pour contenliifiérence de jetons entre
la production en amont et la consommation en aval, plus lebnerde jetons initialement présents.
Par définition, une place contient initialement (p) jetons. La différence entre jetons produits et
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consommeés évolue, elle, au cours du temps. Par les régletsvdimn et de tirage, nous savons que
cette différence ne peut étre inférieure-M (p) : le compte de jetons dans une place ne peut étre
négatif. Par ailleurs, nous considérons un SKRG bhorné, detie différence est bornée au cours du
temps.

Si le producteur et le consommateur ne sont pas des nceudsitdgeapalors la place recoit
un nouveau jeton a chaque exécution du productguet un jeton est consommé a chaque exé-
cution du consommateur. Au t*™€instant, le compte de jetons dapsa donc été incrémenté de
lpre(T (n1),1)|,, et décrémenté dere(T (ng),t)|;.

En revanche, sh; est un nceud de sélection, alors la production damst « filtrée » par la
séquence de routad®ny ) : sur|pre(T (ny),t)|, exécutions de&y, nous dénombrons les jetons routés
vers p, selon quep est lié a la sortie « 0 » ou « 1 » dg. Le compte de jetons danssera alors
incrementé depre(R(n) , [pre(T (n1),t)[,)|,, - Le principe est le méme sp est un nceud de fusion,
d’ou les valeurs de etf3.

L'ordonnancement du SKRG étakvpériodique, il ne reste plus gu’a prendre la différence imax
male au cours de la phase d'initialisation et la premierégér(borne sut). O

Proposition 3.73 Considérons un trieur dejetons, de nombre minimal de chemids Sa capacité
minimale est donnée par le programme quadratique en norabtiess suivant :

minimiser capaci¢ = % Ck (B.68)
avec . -
Xike {01}, xeN Vie [1,n],Vk e [1,X] (B.69)
% Xik=1 Vi€ [1,n] (B.70)
(Xi7kk;lXj7k) P;<1 Vi, j € [Ln],vke [1,X] (B.71)
((Exj*lj,i) +1—ci> Xik<c Vie[Ln],Yke[1,X] (B.72)

Démonstration.On cherche a minimiser la capacité totale du trieur, c'editéila somme des capa-
cités des places. On impose donc les contraintes suivantes :
— Drapres leurs définitiong; x est binaire, et la capacité d’'une place est un entier naturel
- sz:lxi,k = 1 impose qu'a chague noeu@st associée une et une seule coulewtonc qu’un
jeton ne passe gue par une et une seule place.
- (Xi7k+Xj7k) P.j <1 impose que parmi deux nceuds adjacents dans le graphe detgtéom au
plus un et de coulelt, donc que deux jetons permutés ne transitent pas par le nt@merc
Ces trois contraintes ci-dessus sont celles de Grund-Hadkppel-George. La derniére contrainte,
(B.72), donne la borne minimale de la capaditél’'une place, en fonction de la coloration des nceuds
(donc du routage des jetons).
Tout d’abord, le produit de la parenthése gar permet de ne s’intéresser qu’au cas ou le nceud
i est de couleuk, I'expression valant zéro sinon. Voyons maintenant leitdéacette parenthése. La
somme degklj; nous donne le nombre de jetons présents dans la klaweque le jetori arrive
(j <i), augmenté d’'un si cé™® jeton ne sort pas dans le méme instantl—C;). On a alors le
nombre total de jetons stockés dans la place a cet inst&ftnclus. O
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Proposition 3.74 Le temps nécessaire a effectuer la permutation est optirealun trieur paralléle.

Démonstration.Etudions le comportement du trieur paralléle, instantaprétant, dans les différents
cas de figure. Il a quatre états :

1. aucun jeton ne sortsoit le trieur est vide, soit tous les jetons présents, ygriscelui venant
éventuellement d'y entrer, sont arrétés dans l'attentoel@passés par I'un de leurs succes-
seurs. Au prochain instant, nous restons en (1) ou allong)en (

2. un jeton entre et sortle jeton entrant a doublé tous les autres pour ressortgitAtisEnsuite,
nous restons en (2) ou allons en (1), (3) ou (4).

3. un jeton entre, un autre sorie jeton entrant a été stocké et un jeton plus prioritaitesegi. A
l'instant suivant, nous restons en (3) ou allons en (1), (2)40.

4. un jeton sort, aucun n'entre c’est le seul état dans lequel la permutation peut se temmin
Sinon, nous restons en (4) ou allons en (1), (2) ou (3).

Pour résumer, le seul cas dans lequel aucun jeton ne soredudst celui d'attente d’un succes-
seur, ce qui dépend uniqguement de I'ordonnancement dessjetoentrée, et non de la topologie du
trieur. Dans tous les autres cas, le trieur peut produireetamjen sortie, par des tiragas plus tét
Aucun retard non-nécessaire n’est donc introduit parditrile tri est optimal en temps. O

B.3 Preuves du chapitred

Lemme 4.17 SoitD = {X e QY | AR+D> 0} un polyédre non-vide. Une fonction affirféX) est
non-négative partout sdp si et seulement si elle est une combinaison affine positiva fteme :

f(R) = Ao+A (A2+B), avecho >0 eth =0 (B.73)
Ao etA sont appelésultiplieurs de Farkas

Démonstration.Une premiére preuve du lemme est donnée par Fafkds\oir Feautrier B5] et
Galeet al.[90] pour plus de détalils. O

B.4 Preuves de I'annexe\

Proposition A.6 Vne N, Vu,ve B",

UAV=u
uCv < { (B.74)
uvv=v
utv < VvLCU (B.75)
(UCV)A(VCu) < u=vVv (B.76)
(UCV)A(July=1];) & u=v (B.77)
Démonstration.Par application immédiate de la définitignb. O
Proposition A.13 Yu,v € B®,
uxv < Jd;, e eN, VieN, —d <[u;—[v;<d; (B.78)
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Démonstration.Proposition 2 de Coheet al.[63]. O
Proposition A.14 Yu,ve P,

uiv < deébit(u) = débit(v) (B.79)
Démonstration.Proposition 6 de Coheet al.[67]. O

Proposition A.15 Vu,v € B,

[prf (u, i)y — prf(vi)ly _

uxv < lim (B.80)
i—00 |
Démonstration.
(=) Supposons que cette limite soit différente de 0. Cela équavaire :
lim |prf(u,i)[; —[prf(vi)]; = 4 (B.81)

i—+oo

Nous pouvons interchangeetv pour éliminer le cas négatif). 8iest de la formev.0® (avecw € B*),
il est évident quau etv ne sont pas synchronisables. Dans le cas contraire,igendant vers I'in-
fini, on peut écrire le préfixe de contenant un nombng de « 1 » égal &prf(u,i)|,, sous la forme
prf(v,i).wi, olw; est un sous-mot dedépendant de Par 8.81), nous obtenons alors :

lim |wil;, = lim (n—|prf(vi)|;) = oo (B.82)

j— 4o i——+o0

Par conséquent, la distanpg| entre lesn®™®« 1 » deu et dev n'est pas bornée, doncetv ne

sont pas synchronisables (propositii 3).

(<) Siu etv sont synchronisables, nous savons par la proposiid® que pour tout, les dis-

tances entre lei€™« 1 » deu etv sont bornées pat; etd,. L'un des pires cas est donc celui ou les
lettres deu, de la(i +1)°*"Ca la(i +d2)®™ ne sont que des « 1. » Nous avons alors :

|prf(u,i)|1+d2
& [prf(vi)[y —[prf(u,i)l;

lprf(v,i)[4 (B.83)

>
< d (B.84)

A linverse, l'autre extremum est le cas ol les lettresvdele la (i +1)*™ a la (i +d)*™ ne
seraient que des « 1, » d'ou :
|prf(u>i)|1— |prf(v,i)|1 < d (885)

La différence du nombre de « 1 » dans les préfixes de longu@ant bornée, nous en concluons
que la limite du quotient partend vers 0 au voisinage de I'infini. O

Proposition A.16 Yu,v € B®,

uv < dby, b eZ, Vie N*, by <|prf(u,i)|; — |prf(vi)]; <b (B.86)
< 3dg,dp e N, Vie N, —d; <idxy(u,i)—idxy(v,i) <d (B.87)
Démonstration.Par application directe de la propositiéil5 (cf. sa preuve). O
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Proposition A.21 Vu e B*, Vv e Bk,

luvv| = |u| (B.88)
luvvl;, = |v|; (B.89)
luvvly = |ulg+ Vo (B.90)

Démonstration.L'égalité (B.88) est donnée directement par la définittrl7 : pour toute lettre de,
une lettre est concaténée au résultajuey| = |ul.

L'égalité (B.89 vient du fait que chaque « 1 » deest remplacé par une lettre geAinsi, le
résultat contient autant que « 1 » queet|uvv|; = |v|;.

Enfin, I'égalité B8.90) est déduite des deux précédentes :

luvvl, = |uvv|—|uvy|; (B.91)
= Jul— v, (8.92)

= |ulp+[uly — vl (B.93)

= Julp+[vI— vy (B.94)

= |ulg+ Vlg+IV]y — [V, (B.95)

= |ulg+|Vlo (B.96)

O

Proposition A.22 Yu e B*, Vv e B,

débit(uvy) — débit(u) x debit(v) (B.97)
Démonstration.
debit(uwy) = 19V _ M MMyl Ve debit) (B.98)
juvv  quf v Ul
|
Proposition A.23 Yu e B*, Yve BlUs,
uvv C u (B.99)

Démonstration.Par définition, chaque « 1 » deest remplacé par la lettre correspondante.ddous
avonsVi € [1,[ul], (uvv), = u. D'ouuvvC u. O

Corollaire A.24 Vue B*, Vve B, vie N,
idx1 (u,idxq (i) = idxq (Uvyi) (B.100)
Démonstration.Par application directe des définitioAss etA.17 :
UYWL U < VieN, FjeN, idxg(u,j)=idxs(uvy,i) (B.101)

ou j = idxq (Vi). O
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Proposition A.25 Yu e B*,
Element neutre a gauche :

1Yyu = u (B.102)
Element neutre a droite :
uviUh = u (B.103)

Démonstration.D’une part, si chaque « 1 » dé'lest remplacé par la lettre correspondanteide
résultat est égal @ D’autre part, si chaque « 1 » deest remplacé par un « 1 » dél1, le résultat est
lui aussi égal au. O

Proposition A.26 Yne N,
1"v1" = 1" (B.104)

Démonstration.Par définition, la longueur de I'opérande droit est égale @ubre de « 1 » dans
'opérande gauche. Les seuls mots vérifiant cette propsité ceux composés uniquement de « 1 »
(y comprise par vacuité). O

Proposition A.27 Yue B*, Yve Blh, vwe BV,
(UYV)Yw = uv(vvw) (B.105)
Démonstration.Donnée par Coheet al.[67]. O

Proposition A.28 Yu e B*, Vv,w e BlU,

uv (VAW) = (uvv)A (uvw) (B.106)
uv (vvw) = (uvv)V(uvw) (B.107)
uv (vew) = (uvv)a(uvw) (B.108)

Démonstration.On montre par récurrence la correction de I'égalité sur fgarection. Poutu] =0':
EV(enE) = & = (eVE)A(eVe) (B.109)

Puis I'on suppose I'égalité vraie polm| = n—1, et on montre la correction polu| = n. Si
Utéte: O!

uv (VAW) = 0. (Ugueue¥ (Vqueue\ Waueud) (B.110)
= 0 ((Uqueuequueué A\ (Uqueuequueug) (Blll)
= 0 (Uqueuequueué VAN O (Uqueuequueué (BllZ)
= (uvv)A(uvw) (B.113)

SI utéte: 11
UvY (VAW) = (Vtate/\ Weate) - (Uqueue¥ (Vqueue/\ Wqueud) (B.114)
(Vtete\ Wrete) - ((Uqueuevvqueue; A (Uqueue'uneue;) (B.115)
Vtéte (Ugueue¥ Vqueud /\ Wiate (Uqueue'uneue; (B.116)
= (uvv)A(uvw) (B.117)

Nous en concluons que la propriété est vraie quelque saibfpueur del. Le méme raisonnement
par récurrence peut étre utilisé pour prouver la correa@Esdeux autres égalités. O
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Proposition A.29 Yw € B*, Vu,v e B,
UCV & wyuL wwy (B.118)

Démonstration.(=) Supposona C v vrai. Considérons la conjonction et la disjonctionwieu et
wvvV. Par le principe d’associativité & gauche de I'opérateupropositionA.28), nous obtenons :

(WYU)A (WYV) = WV (UAV) (B.119)
(wyu)V (wvv) = wv(uvv) (B.120)

Sachant que est un sous-flot de, la propositionA.6 nous permet de simplifier :

(WYU) A (WYV) = wwvu (B.121)
(WYu) vV (Wvv) = wvyv (B.122)

Toujours par la propositioA.6, nous pouvons conclure :
uCv = (wvu)C (wvv) (B.123)

(<) Maintenant, supposorsvvu) C (wvv) vrai. Par définition du sous-flot, nous avons pour fout
de 1, |wl,] :

(wvu) = (WYV)igy, wi) (B.124)

idlxq (i)
Ensuite, par définition de I'opératean, nous simplifionsB.124) comme suit :
Uu = Vi (B.125)
Nous pouvons finalement conclure quant a I'implicationpémjue :
(wvu) C (wvv) = uCv (B.126)
]
Proposition A.30 Yu e B*, Yve BlUL,

uvyv = U®(uwv) (B.127)
uvv = uVv(uwv) (B.128)

Démonstration.La propositionA.25 nous dit :
u = uvils (B.129)
Ce qui peut se réécrire sous la forme :
u = uv(vav) (B.130)
Et par distributivité a gauche de I'opératean (propositionA.28) :

u = (uvv)®(uwv) (B.131)
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d'ou :
uvv = ud(uvv) (B.132)
Par négation des termes de I'égalité et décomposition dsjtandtion exclusive, on obtient :
uvv = (TAUVY) ® (UA (UvV)) (B.133)

Par la propositiorA.23, nous savons queC (ﬁ) et (uvv) C u. Ainsi nous pouvons simplifier
(B.133 par la propositiorA.6 et conclure :

uvw = uo(uwy) (B.134)

La seconde égalité de la proposition se prouve suivant leeméisonnement. O
Corollaire A.31 Vue B*, Vve B,

uvyv = UVVAU (B.135)

Démonstration.Par la propositiorA.30, nous avons :
uvyv = TV (uvv) (B.136)

Ce qui nous donne, par une nouvelle négation des termes :

UvYv = UAUWV (B.137)
]

Proposition A.32 Vue B*,
unld =y (B.138)

Démonstration.Par application directe de la définitignl9,

W = ‘llul - (B.139)
Vie[Lu],wi=uy

uAll —w = {

puisque idx <1|“|,i) =i. Doncw = u. O
Proposition A.33 Yne N,
1AL = 1" (B.140)

Démonstration.Par définition, la longueur du résultat est égale au nombke de dans I'opérande
droit. Les seuls mots binaires vérifiant cette contrainteé seux composés uniquement de « 1.

Proposition A.34 Vne N, Yu,veB", uCyvy,

vAau = 1 (B.141)
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Démonstration.Par la définitionA.19 et la propositionA.6, u échantillonnev. Chaque « 1 » dans
correspondant a un « 1 » dansl est évident que le résultat ne contient que des « 1. » O

Proposition A.35 ¥ne N*, Yu,veB", |v|; >0, uCv,

débit(uAv) — ZEEI;E:? (B.142)

Démonstration.Supposonsi C v vrai. La propositionA.43 s’applique, ce qui implique :

u = Vv (uAv) (B.143)
D'ou :
débit(u) = débit(vv (uAV)) (B.144)
Par la propositiorA.22, on obtient :
debit(u) = debit(v) x debit(uAv) (B.145)
Nous pouvons alors conclure. O

Proposition A.36 Vne N, Yu,v,w e B",

(UAV) AW = (UAW) A (VAW) (B.146)
(uvv)Aw = (uUAw)V (VAw) (B.147)
(uav)Aw = (UAW)® (VAW) (B.148)

Démonstration.Nous montrons par récurrence que I'égalBél46 est vraie. Tout d’abord, suppo-
sons quey, v etw sont de longueur 0. Nous avons :

(ene)Ae = eAe = € = (eAg) A (eAg) (B.149)

Supposons maintenant I'égalité vraie pour des mots de &urgu— 1 (les queues des mots bi-
naires), et nous montrons sa correction pour des mots dadoing. Siwge= 0,

(UAV)AW = (Uqueue/ Vqueud L\Wqueue (B.150)
(Ugueue > Wqueud / (Vgueue N Waueue) (B.151)
= (UAW)A (VAW) (B.152)
Sinon siwate = 1,
(UAV)AW = (Urete/ Vtate) - ((Ugueue\ Vqueud 2AWqueud (B.153)
= (Uete (UqueueAuneué) A (Vtete (uneueAuneué) (B.154)
= (UAW)A (VAW) (B.155)

Donc I'égalité est vraie. Le méme raisonnement par récaergreut étre suivi pour prouver la
correction des deux autres égalités sur les disjonctions. O
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Proposition A.37 Vne N, Yu,vywe B uCy,
uAw C vAw (B.156)

Démonstration.Supposonsu C v vrai. Par distributivité a droite de I'opératewhen (proposition
A.36), nous avons :

(UAW) A (VAW) = (UAV)Aw (B.157)
(UAW) V (VAW) = (uVvv)Aw (B.158)

Puis par la propositio&.6, nous pouvons simplifier les termes de droite, tels que :

(UAW) A (VAW) = uAw (B.159)
(UAW) V (VAW) = uAw (B.160)

Enfin, toujours par la propositioA.6, nous concluons :

(uAw) C  (vAw) (B.161)
]

Proposition A.38 Vne N*, Vu,ve B",
UAvV = TAV (B.162)

Démonstration.Par définition de I'opératewwhen nous pouvons écrire :
Vi = 1VAv (B.163)
Nous pouvons aussi réécrir tomme suit :
M = (uen)Av (B.164)
Nous pouvons distribuer I'opératewhenpar la propositiorA.36, tel que :
1M = (uAV) @ (TAV) (B.165)
Et en basculant les termes de part et d’autre de I'égalité :
uAv = 1MiguAv (B.166)

Par négation des termes de I'égalité et décomposition desjlandtion exclusive,.166) se ré-
écrit :

UAV = <1|V|1 A (UAV)) v (o\Vll /\UAV) (B.167)
Ce qui se simplifie, d’ou la conclusion :
UAv = TAV (B.168)

O
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Proposition A.39 Vne N*, Yu,ve B",
uav=0Y = UuA(uvv)=VA(uvv) (B.169)
Démonstration.On montre par récurrence que I'égalité est vraie. Avec des @ longueur nulle

(u=v=¢g):
eENE=¢€ = eA(eve)=EA(eVe) (B.170)

Supposons désormais la propriété vraie avec des mots dedlong— 1, et prouvons la pour des
mots de longueun. Décomposons les termes d2 169 entre tétes et queues. Le terme a gauche de
I'implication s’écrit :

(Wete/\ Vkate = 0) A (Uqueue/\ Vqueue= 0|u|71) (B.171)
Tandis que celui de droite s'écrit :

(Wete (kateV Viate)) - (UqueueA (Uqueue\/ uneue)) (B.172)
= (Ve (WateV Veate) ) - (uneueA (Uqueue\/ uneue)) (B.173)

Nous avons supposé vrai :
(Uqueue/\ Vqueue= 0'”'*) = (Ugueue? (Ugueue" Vgueud = Vaueue (Ugueue" Vaueud) (B.174)
Il reste @ montrer :
(UeteANViete=0) = (Uete (LtateV Veate) = Veate!\ (UkateV Vieate)) (B.175)

Si Uate A\ tate = 1, alors le membre gauche de I'implication est faut,BL{5 est évidemment
vraie. Sinon, Sikate® Vtate = 1, alorstate = Viate €t :

Urate (kateV Viete) = Viated (WreteV Veéte) (B.176)

Enfin, SitksteV Vtate=0 :

Utste (LtateV Veate) =  UrateNO (B.177)

- ¢ (B.178)

= VeteNO (B.179)

= Vtete (UeteV Vtete) (B.180)

Ainsi (B.175) est vraie pour tous andv, ce qui conclut la récurrence. O

Proposition A.40 Vne N*, Vu,vywe B", vC w,
UAV = (UAW) AV (B.181)

Démonstration.Supposons C w vrai. Par distributivité a droite de I'opératewhen (proposition
A.36), on obtient :

(UAW)AV = (UAV) A (WAV) (B.182)
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v étant un sous-flot de, le terme a droite de I'égalité se simplifie :

(UAW)AV = (uAV) A 1ML (B.183)

D’ou la conclusion :
(UAW)AV = UAv (B.184)
U

Proposition A.41 Vv e B*, Vue BV,
u = (vvu)Av (B.185)

Démonstration.Cette égalité est induite par les deuxiémes formulatiossogérateuren et when
Soitw un mot binaire tel quav = vvu. Nous avons :

e {widxl(\,’i) =u Vi€ [L]ul] (5.186)
w, =0 sinon
qui est une autre fagon d’exprimer que- wAv. D’ou u = (vVu) Av. O
Proposition A.42 VYne N*, Yu,ve B",
UAV = VYV (UAV) (B.187)

Démonstration.La preuve est similaire a celle de la proposition précéd&uéw un mot binaire tel
guew = uAv. Ainsi, par définition :

Vie 1w, W= Udx, ) (B.188)

Considérons maintenant le mot binakdel quex = v¥w = vV (UAv). Nous avons alors :

‘— {Xidxl(v,i) = Uidxy (vi) V.i € [1, V4] (B.189)
xi=0 sinon
Ce qui s’écrit plus simplement sous la forme :
X = UAV (B.190)
U
Corollaire A.43 Vne N*, Vu,veB", uly,
u = VvV (UuAv) (B.191)
Démonstration.Découle directement de la propositiénd2. O
Proposition A.44 ¥Yne N* Yu,veB" vYwe BV,
(UAV) YW = ((UAV)YW) AV (B.192)
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Démonstration.Considérons le mot binaire formé pav (uAv) vw. Par la propositiorA.43, nous
savons que :

VY (UAV) YW = (UAV) VYW (B.193)

Si nous échantillonnons les deux membres de I'égdtit&€q93) parv, nous obtenons :

(VW (UAV) YW) AV = ((UAV) YW) AV (B.194)

Nous pouvons finalement simplifier le terme de gauche paojpgsitionA.41:
(UAV) YW = ((UAV)YW) AV (B.195)
U

Proposition A.45 Yue B*, Yv,w e Bl
(uvv) A (uvyw) = VvAw (B.196)

Démonstration.Nous montrons par récurrence la correction de I'égalitéit G@abord, nous suppo-
sonsu de longueur nulle. Ainsy =w = ¢.
(eve) A (eve) = ele (B.197)

Maintenant, nous supposons la propriété vraie pale longueun— 1 (la queue de), et vérifions
pour|u| = n. Sitkgre= 0, 0N &|Ugueud; = |Ul; = |V| = |w|, et donc :

(UYV) A (uyw) = (0.Ugueue¥V) A (0.Ugueue¥ W) (B.198)
= (0. (Ugueue¥V)) A (0. (Ugueue¥W)) (B.199)
= & ((Ugueue"V) A (Ugueue¥W)) (B.200)
= VAW (B.201)
Sinon, sitkete = 1, 0N a|Ugueud; = Ul; — 1= |Vgueud = |Wqueud, d'ol1 :
(UYV) A (uvw) = (L.Ugueue?V) A (L.Ugueue?W) (B.202)
= (MeteAWrate) - ((Ugueue¥ Vaueud 2 (Ugueue¥ Wqueus)) (B.203)
= (VtaeteAWate) - (uneue&uneue) (B.204)
= VAW (B.205)
O

Proposition A.46 Vne N*, Yu,v,w € B",

UA (VAW) = (UAW)A (VAW) (B.206)
Démonstration.Sachant que A w est un sous-flot de, la propositionA.40 nous permet d’'écrire :
UA (VAW) = (UAW)A(VAW) (B.207)

Aussi, par la propositioA.42, nous pouvons remplacén A w) par (WY (UAW)) :
(UAW)A (VAW) = (WY (UAW)) A (WY (VAW)) (B.208)

Enfin, nous concluons par la propositiém5 :

(WY (UAW)) A (WY (VAW)) = (UAW) A (VAW) (B.209)
U
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Proposition A.47 Yv,w € B*, Yu e B,
UA (VAW) = (WYu)A(VAW) (B.210)

Démonstration.Considérons I'expressiomA (vAw). On peut tout & fait faire la conjonction avec un
mot constitué de « 1, » tel que :
UA (VAW) = (UA (VAW)) A1 (B.211)
= (UA (VAW)) A ((VAW) A (VAW)) (B.212)

Par distributivité a droite de I'opératewhen (propositionA.36), nous factorisonyAw dans
(B.21)):

(UA (VAW)) A ((VAW) A (VAW)) = (UA (VAW)) A (VAW) (B.213)
Par la propositiorA.41, nous remplagons par (W¥u) Aw :
(UA (VAW)) A (VAW) = (((WwYu) Aw) A (VAW)) A (VAW) (B.214)
Toujours par la propositioA.36, nous factorisonsy :
(((wwu) Aw) A (VAW)) A (VAW) = (((wvu) AV) Aw) A (VAW) (B.215)

Nous pouvons ensuite simplifier par la proposithd6 :
((wvu) AV) Aw) A (VAW) = ((WYU)AV) A (VAW) (B.216)

Finalement, puisqueA w est un sous-flot de, nous pouvons éliminer kea gauche dwhenpar
la propositionA.40, et nous concluons :

(WYU)AV) A (VAW) = (WYU)A(VAW) (B.217)
U

Proposition A.48 Yne N, Yu,we B", Vv e B,
(UYV)AW = (UAW)V (VA (WAU)) (B.218)

Démonstration.Considérons le mot binair@vv) Aw. uvv est un sous-flot da, il est donc possible
de rajouter une conjonction avagpropositionA.6) :

(UYV)AW = (UYV) A (UAW) (B.219)

Par la propositiorA.42, nous remplagons A w paruv (WAU) :

(UYV)A (UAW) = (UVV) A (UY (WAU)) (B.220)
Par la propositiorA.28, nous factorisons :
(UYV) A (UY (WAU)) = uv (VA (WAU)) (B.221)
Par la propositiorA.42, nous remplagongA (WAU) par (WAU) ¥ (VA (WAU)) :
uv (VA (WAU)) = uv ((WAU) VY (VA (WAU))) (B.222)
= (uv(wWAU)) v (VA (WAU)) (B.223)
Finalement nous simplifions le membre gauch@dpar la propositiorA.42, et nous concluons :
(uv (WAU)) ¥ (VA (WAU)) = (UAW) Y (VA (WAU)) (B.224)
U
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Annexe B. Preuves

Proposition A.49 Yne N, Yu,we B", Vve B,
(uvv) Aw = (UAW) ¥ (VA (WAU))
Démonstration.Puisquew C w, nous pouvons écrire par la propositiario :

(uvv)Aw = ((uvv) Aw)Aw

Nous appliquons ensuite la propositidm8 sur le terme a gauche avhen:

(uvv) AW) AW = ((UAW) VY (VA (WAU))) Aw
Enfin nous simplifions par la propositighi44 et concluons :

((UAW) ¥ (VA (WAU))) AW = (UAW) ¥ (VA (WAU))

Proposition A.50 Yne N, Vu,veB", Yw e BV,

UA (VIW) = (UAV) Aw

(B.225)

(B.226)

(B.227)

(B.228)

O

(B.229)

Démonstration.Puisquevyw est un sous-flot de nous pouvons rajouter une conjonction avec

UA (VIwW) = uA((vYw)Av)
Par la propositiorA.46, nous obtenons :

UA ((VWPW) AV) = (UAV) A ((vww) Av)

Finalement, par la propositioh.41, nous remplagong/¥w) Av parw et concluons :

(UAV) A ((vew) Av) = (UAV) Aw

Proposition A.51 Vne N, Vu,v,w e B",
UAW=VAW = UAW=VAW
Démonstration.Considérons la proposition suivante :

UAW = VAW

Nous pouvons filtrer les termes de part et d’autre de I'égalitrw, tel que :

UAW=VAW = WV (UAW) =WV (VAW)
Il ne reste plus gu’a simplifier par la propositién42 :

UAW=VAW = UAW=VAW
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B.4. Preuves de I'annex®

Lemme A.52 Vu,ve P,Vi e N*,
Vi) =1 = |prf(vidxa (u,i))]; = idxq (UAY, |prf(vAu,i)|;) (B.237)

Demonstration.On illustre la preuve par 'exemple de lad: 3.13 (a)(gauche) On suppose par le
membre gauche de I'implication que (&xy (u,i))®™jeton ayant franchi la fusion est routé sur la
sortie « 1 » de la sélection ; en d’autres termes¢Téjeton du flotb sort dans le flod. On montre
gue les deux membres de I'égalité sont deux fagons dissimtéerire I'indice dans le flad de cei®me
jeton deb.

Du cété gauche de I'égalité : igxu, i) représente la position, dans le flot de jetons ayant franchi
la fusion, dui®™®jeton deb (position dui®™« 1 » dans la séquence de routage).(\itixs (u,i))
correspond au routage de dgstons sur le nceud de sélection. Le nombre de « 1 » qu'il aungist
donc égal a I'indice attribué au dernier de ces jetons ptediangd.

Du cété droit de I'égalité vAu est un échantillonnage de la séquence de routage de laee et
celle de la fusion : c’est donc le routage sur la sélectionetess arrivés palp. Ainsi, |prf (vAu,i)|;
est le nombre d’entre eux qui, jusqu'&T sont aiguillés sud. D’autre partu/v est I'entrée d’ori-
gine des jetons sortant de la sélection gaFinalement, idx(uAyv, |prf(vAu,i)|;) est la position,
parmi tous les jetons d# dui®™a suivre le chemirib, d).

Ces deux notations sont bien deux maniéres différentes sigrd# un méme jeton; elles sont

donc équivalentes. O

Théoreme A.62 Le nombre de points entiers dans dipolytope paramétré quelconqirg, avec

p € Z", peut étre donné par un ensemble fini de quasi-polyndmes dendegréd. Chaque quasi-
polynbme est valide sur un sous-ensemble de valeurs des¢taes, ditdomaine de validitéLa
période relative a un paramétpedu quasi-polynéme sur un domaine de validité donné est eégale
dénominateur relatif @ du polytope. Lorsque le polytope est entier, sur un domaéneatidité donné,
le nombre de points entiers correspondant est donné pamytespolynéme.

Démonstration.Donnée par Clauss$f{]. O

217






Glossaire

A

ALAP
As Late As Possibj@u « au plus tard. » Technique d’ordonnancement consiataxécuter les
taches le plus tard possible avant 'échéanlé&®, 159, 168

ASAP
As Soon As Possihleu « au plus t6t. » Technique d’ordonnancement consistaréeuter les
taches dés que possibid, 47, 158 159, 168, 192

ASIC
Application-Specific Integrated Circyibu circuit intégré a application spécifique. Circuit inté-
gré concu et optimisé sur mesure pour une tache particu@fe 'avantage d’un circuit plus
performant que son équivalent FPGA, au détriment du cods, @héreux26, 120, 124, 154

B

bypass
Dérivation. Permet a un signal ou une donnée de continugiogagation combinatoire dans le
circuit, sans étre stocké dans un registre intermédiaie.157

C

clock gating
Désactivation du signal d’horloge. Technique d'économi@nergie consistant a élaguer un
arbre d’horloge, pour que les registres ne commutent piG.164

CMOS
Complementary Metal-Oxide-Semiconductou semi-conducteur a oxyde de métal complé-
mentaire. Technologie de fabrication de composants élggues utilisant conjointement des
transistors a effet de champ N et P, de facon a ce qu’a chagtaminl’'un soit bloquant tandis
gue son symétrique soit passaiib

CPU
Central Processing Unitou unité centrale de traitement. Machine logique qui eteéan pro-
gramme informatique26, 101

CREW
Concurrent Read, Exclusive Wrjteu lecture concurrente, écriture exclusive. Plusieursgs-
seurs d'une PRAM peuvent lire simultanément une case mépairdis qu’un seul processeur
peut y écrire a un instant donnks9
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Glossaire

crossbar
Commutateur matriciel, ou se croisent a angle droit deuieséte conducteurs (entrées et
sorties), entre deux séries d'amplificateurs. Des tramsistont disposés aux intersections des
pistes, faisant office d’'interrupteur@2, 132

D

DSP
Digital Signal Processqrou processeur de signal numérique. Processeur spéqalisecer-
tains types de calculs, notamment pour le traitement designumériques26, 57, 120

F

feedback
Rétroaction. Désigne le principe selon lequel une occaaefun événement ou d’une donnée
passée influence une occurrence présente ou future du mémenéent ou de la méme donnée.
Une boucle de rétroaction consiste donc a reboucler laesdtin processus sur son entras,
141

FIFO

First In, First Out ou « premier entré, premier sorti. » Méthode de traitemestdbnnées, sur
le principe de la file d’attente. Par abus de langage, désgfile elle-méme40, 71, 161
first fit
« Premier trouvé. » Se dit d’'un algorithme qui retourne lanpege solution possible a un
probléme. Couramment utilisé en matiére d’'allocation dsearces100
FPGA
Field-Programmable Gate Arrayou réseau de portes programmables a haute densité d'inté-
gration. Circuit intégré logigue, pouvant étre reprograérapreés sa fabricatio26, 120, 124,
154

G

glitch
Impulsion électrique de courte durée, résultant d’'uneuema d’'un défaut de conceptioh57

IP
Intellectual Property ou propriété intellectuelle. Désigne la conception d'lochkde logique
ou d’'une puce, soumise au droit de propriété intellectuehdiers. Une IP peut étre utilisée
comme brique de base pour la conception ASIC ou FPIBA.

P

pop
Extraire, dans le contexte d’une file ou d’'une pilé1

PRAM
Parallel Random Access Machineu machine a accés aléatoire paralléle. Modéle de machine
ol une mémoire est partagée entre plusieurs processeunsetfant d'y exécuter des pro-
grammes en parallélé39
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Glossaire

push
Insérer, dans le contexte d’'une file ou d’'une pliél

SIMD
Single Instruction, Multiple Datgou instruction unique, données multiples. Mode de fomnetio
nement d’'une machine paralléle, ou une méme instructiomssignée a plusieurs unités de
calcul, chacune traitant son propre flot de donn88s40

SSA
Static Single Assignment formou forme a affectation statique unique. Forme interméslidé
programme, largement utilisée en compilation, dans ldgwdlaque variable se voit attribuer
une unique valeur. La fusion entre deux branches du grapfietake contréle est effectuée par
une fonction abstraite. 110, 112, 113

\Y,

VLSI
Very-Large-Scale Integratigrou intégration a trés grande échelle. Technologie deitsrau
tégrés, a haute densité d’'intégration de transistors damsn@me puce (de plusieurs centaines
de milliers a plusieurs milliardsR8g, 145
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