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Résumé

Réseaux de processus flot de données avec routage pour la mddion
de systemes embarqués

Cette thése définit un nouveau modéle de calcul et de comationicdénommé@raphe a routage
k-périodique(KRG). Ce modéle, de la famille des réseaux de processusiftai®nnées, admet des
aiguillages réguliers des données, explicités par deseségs binairek-périodiques.

Nous étudions les propriétés mathématiques intrinséquesodéle. Le routage explicite et I'ab-
sence de conflit nous permettent d’exprimer algébriquenesntiépendances de données, de méme
gue des transformations topologiques préservant le cdarpent du graphe. Nous montrons ensuite
comment ordonnancer le KRG, en associant aux nceuds degésldpériodiques.

Nous positionnons ensuite notre modéle au sein d’'un flot deegtion dédié aux applications
de traitement intensif de données. Nous montrons en pletida capacité des KRG a représenter
explicitement le parallélisme d'instruction extrait du déte polyédrique. Nous pouvons alors appli-
quer un ensemble d’optimisations de bas niveau, sortaradhe @ffine du modéle polyédrique. Nous
présentons enfin une méthodologie pour I'implantation de&Kbasée sur la conception insensible
aux latences.

Mots clés :

Réseau de processus, flot de données, modele polyédriqdélersynchrone, conception insen-
sible aux latences, traitement intensif de données.

Equipe-projet INRIA AOSTE

INRIA Sophia Antipolis — Méditerranée
2004 route des Lucioles — BP 93
06902 Sophia Antipolis Cedex
FRANCE

1Equipe-projet commune INRIA & I3S (UMR 6070 UNSA/CNRS)
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Résumé




Abstract

Dataflow Process Networks with Routing for Modeling Embeddd Sys-
tems

This thesis defines a new model of computation and commumiiatalledk-periodically routed
graph (KRG). This model belongs to the family of dataflow m®s networks. Data routings are
regular and explicit, in the form dé-periodic binary sequences.

We study mathematical and behavioral properties of KRGgaBse of explicit routings and
conflict-freeness, data dependencies can be expresseglimak terms, as well as behavioral-preserving
topological transformations. Then we show how KRG schexlodn be expressed usikgperiodic
clocks.

We position our model in the heart of a design flow, dedicatedata-intensive processing ap-
plications. In particular we show KRG abilities of expliaitodeling of instruction-level parallelism,
extracted from a polyhedral model. Low level optimizatioost of the scope of polyhedral models,
can then be applied to the design. Finally we present a mekhgyl for implementing KRGs, based
on latency-insensitive design.

Keywords :

Process network, dataflow, polyhedral model, synchronamdemlatency-insensitive design, data-
intensive processing.

INRIA project-team AOSTE

INRIA Sophia Antipolis — Méditerranée
2004 route des Lucioles — BP 93
06902 Sophia Antipolis Cedex
FRANCE

2Joint project-team INRIA & 13S (UMR 6070 UNSA/CNRS)
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Symboles et notations

Dans la suite de ce manuscrit, la plupart des notationségisi sont introduites dans leur contexte.
Nous rappelons ici les notations générales.

Conventions calligraphiques

A, B, C... Ensembles
a, b, c.. Eléments d’ensembles ou scalaires
A, B,C... Fonctions ou matrices

Opérateurs

|X| Cardinal de 'ensembl&

Ix| Valeur absolue dg € R

|x| Partie entiere (fonction plancher) ge R
[X] Fonction plafond appliquéexa R

Ensembles

N d:Ef{O, 1,2,...}, ensemble des entiers naturels

N* def

= N\ {0}

Constantes

def 1+ /5

, hombre d’or
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Symboles et notations

Graphes

[ 1 Noeud, ou noeud de calcul

Noeud de copie

uv Sélection
uv? Fusion
—O— Place

. Jeton

Enfin, signalons que nous utilisons le tergraphepour désigner indifferemment dgsapheset
deshypergraphes
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Avant-propos

Contexte

Les systemes embarqués couvrent de nombreux domainedicBsipps, et leur utilité s’étend de
plus en plus a tous les aspects de la vie quotidienne, desmdéhdunicationsd.g.téléphone portable,
lecteur multimédia) aux transports (automobile, aviogjqen passant par les systémes de contrdle
biométrique et I'imagerie médicale. Tous ces exemplesdesiapplications effectuant daitement
intensif de donnéeselles utilisent de nombreux filtres numériques, ou les atpams sur les données
sont répétitives et ont un contréle limité. Leurs algorifmpeuvent étre modélisés aussi bien par des
réseaux de blocs de calcul aux états distribués et finis, gudgs systémes de fonctions récursives.
En cela, ils répondent aux critéres du paradigmprdgrammation réactive

Les architectures sur lesquelles s’exécutent ces alguoethsont naturellement paralléles, voire
distribuées. Elles sont constituées d’ensembles de cantsyscomprenant divers processeurs, cir-
cuits dédiés et capteurs intelligents. Les modéles de Icatcde communicationnjodels of com-
putation and communicatioriMoCC) associés au domaine de I'embarqué sont donc comntsiree
hétérogénes. Pourtant, les langages de programmationukedapgement usités dans le monde de
I'informatique, mais aussi et surtout la faconpnseret deconcevoirles algorithmes, sont basés sur
le paradigme de programmation impérative et séquenti€bbgparadigme était initialement destiné a
la programmation d’architectures relativement simpleaghbgéene (de typgon Neumanh Se pose
alors un important probléeme d’unification des paradigmasjwomoins de rapprochement :

— D’une part, entre des algorithmes de traitement interesfahnées, écrits sous la forme de nids
de boucles dans des langages de programmation généraidessréseaux de processus flot de
données, permettant de modéliser de fagon naturelle desrss de traitement du signal. Les
dépendances de données entre instructions d'un nid dedsantioduisent des contraintes sur
I'interconnexion des nceuds de calcul du réseau de procestsiig le routage des données qui
y transitent.

— Drautre part, entre les réseaux de processus flot de doet@esla conception réactive syn-
chrone et polychrone, dans laquelle les horloges d’aativates différents blocs de calcul sont
rendues explicites, par le biais d’'ordonnancements sidigt réguliers. Un réseau de proces-
sus est alors transposé dans le modéle synchresgnchrone ou polychrone, en vue de son
ordonnancement.
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Avant-propos

Partie Il
Du programme au modéle

Partie |
Modeéles flot de données

Chapitre 2
Modeles existants

Chapitre 4
Modele polyédrique

Chapitre 3
Graphes a routage
k-périodique

Chapitre 5
Construction du graphe
a routagek-périodique

Chapitre 6
Systemes insensibles aux latences

Partie Il
Du modéle au circuit

FiG. 1: Dépendances des différents chapitres.

Notre thésein a nutshell

Dans ce cadre, nous introduisons les graphes a rolttpgeodique (KRG), modéle central de
cette thése. Ce modéle flot de données allie la simplicitédtage des donnéasla BDF® avec les
aspects explicites des séquences de routage de TBBPlus, le routage des données y est représenté
sous la forme de séquences binaires ultimement périodigtibsées dans le modéetesynchrone a
des fins d’ordonnancement ; ces séquences binaires noustpartrd’exprimer algébriqguement des
transformations topologiques, tout en garantissant Isgové@tion du comportement du graphe.

Nous étudions dans un premier temps les propriétés thé&srfigndamentales des KRG. Puis nous
considérons a la suite leur capacité a encoder les résdidis parallélisation de nids de boucles,
et leur capacité a soutenir I'étude d’ordonnancement vessndodéles réactifs synchrones et poly-
chrones. Les contributions principales de ces différehépitres sont détaillées ci-dessous. L'ordre
de lecture des différents chapitres est quant a lui illuestr&ic. 1.

Graphes a routagek-périodique

Dans une premiére partie, le chapi&rtraite des graphes a routapériodique, de leurs proprié-
tés et de leurs transformations, ainsi que de leurs relapan abstraction ou expansion avec d'autres
modeles. Les principaux résultats sont :

— une abstraction d’'un KRG vers le modéle SDén intégrant les comportements sur leurs pé-

3pourboolean-controlled datafloyef. sous-sectio2.4.1
4Pourcyclo-static dataflowct. sous-sectior2.3.1
SPoursynchronous data flavef. sous-sectior.2.4
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riodes et en préservant les débits des noeefdsdus-sectior3.1.4 page6?) ;

— un dépliage vers le modéle des (quasi)-graphes marqués peomettant de fixer une séman-
tique de référence aux KRGf( sous-sectior3.2.6 page7d);

— une expansion de l'interconnexion d'un KRG, départagéamtcanaux de communication.
Cette expansion permet d'établir la complétude de I'aximpe des transformations locales
de la topologie ¢f. sous-sectior3.3.4 page86).

Liens avec le modéle polyédrique

Dans une seconde partie, nous considérons l'usage des KRGepploiter les résultats de la
parallélisation d'un nid de boucles. De nombreux travawwppsent de représenter un programme de
traitement intensif de données sous la forme de graphe @émdépce polyédrique, pour en donner une
représentation géométrique. Cette forme s'avere pagiemhent utile pour y appliquer un ensemble
de transformations visant a en extraire et manipuler dulphsae d’instruction. Cependant, seules
des transformations linéaires s’appliquent dans le cadmatéle polyédrique, ce qui constitue une
contrainte forte sur I'exploitation de ce parallélismealXre part, le probléme de sa représentation
sous forme opérationnelle se pose. Une solution générateadeptée par la communauté de la com-
pilation consiste a générer, a partir du modéle polyédriquecode impératif annoté de directives de
parallélisation.

Nous montrons au chapitfe les capacités des KRG a modéliser ces résultats. lls oftreat
représentation fidéle du parallélisme extrait par ces ndéthexistantes. Nous discutons brievement la
possibilité d’enchainer a leur suite d’autres transfoiomat décrite précédemment au chap@r€es
transformations, sortant du cadre linéaire, nous permietfaffiner les résultats de la parallélisation
et de la transformation de I'application.

Architecture d’un systéme-sur-puce avec routage

Dans une troisieme partie, nous abordons le probléme delédimation de systémes modélisés
par des KRG. La méthodologie insensible aux latences figldppée en vue de garantir la correction
fonctionnelle d’'un systéme dont les latences de calcul eéodemunication ne permettraient pas de
respecter les hypothéses synchrones. Une premiére apptooliste a resynchroniser les signaux
a la volée, grace au protocole dfisensible aux latence&Jne autre solution consiste a calculer des
ordonnancements statiques du systéme, tout en prenanirgrtecoes latences.

Au chapitre6, nous étudions différentes implantations de I'état de,ldestinées exclusivement
a des flots de données purs, dépourvus de routage variahle.g@xqroposons des extensions visant
a implanter des KRG.
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Chapitre 1

Introduction

Les sciences n'essaient pas d'expliquer, elles essaient a
peine d'interpréter, elles font principalement des
modeles. Par modéle on entend une construction
mathématique qui, par I'addition de quelques
interprétations verbales, décrit des phénomeénes
observés. La justification d'une telle construction
mathématique est uniquement et précisément qu’elle
est censée marcher.

John von Neumann, Method in the Physical Sciences.
The Unity of Knowledge.. Leary (éd.), 1955.

Dans sa lecon inaugurale au College de France, intifdbéequoi et comment le monde devient
numeérique 25], Berry explique que I'on a trop souvent assoiitormatiqueavecordinateur Pour-
tant, le monde dans lequel nous vivons s’est considéralleemeichi d’'une multitude de dispositifs de
traitement de I'information : les télécommunications, leltimédia ou les transports n’en sont que des
exemples parmi tant d’autres. On parle alors d’informaigbiquitaire, et méme dveryward 104].

Les systémes embarqués y occupent une place prépondéamsde sens ou ils ont envahi tous les
aspects de la vie quotidienne. lls interagissent contienngint avec leur environnement par le biais de
divers capteurs intelligents, filtres numériques et cdain®. Et deviennent d’autant plus complexes.

Aussi le nombre de transistors par circuit intégré a jusgussent suivi la loi de Moore, doublant
en moyenne tous les deux ans. Cette croissance exporedgdh complexité des systémes demande
a automatiser le plus possible leur conception. Ainsi,ra tie comparaison, le premier micropro-
cesseur commercialisé en 1971, I'Intel 4004, comptait 2 tB@@sistors sur a peine 12 Mrfi. 59 ;
quarante ans plus tard, un Intel Xeon 7500 en compte un miflefois plus, pour une densité multi-
pliée par pres de 15 000.19. Si une poignée d’ingénieurs a pu dessiner le premier a la,maaau
niveau porte logiquegate leve), cela fait longtemps qu'il est devenu indispensable dausser le
niveau d’abstraction.

Dans l'avant-propos d& = B [134], Knuth écrit : 4a science est tout ce que nous comprenons
suffisamment bien pour I'expliquer a un ordinateur. L'afest tout le reste. Aussi, paniveau d’'abs-
traction, on entendnodéle: une abstraction mathématique de la réalité, trop com@eqgpréhender
dans son ensemble, nous permettant de nous concentrer,susitgnplusieurs concepts. Dans le
contexte des systémes sur puces, et d'autant plus poursiéssss embarqués, les flots de conception
font appel a des modéles dont la sémantique est suffisamimkatpour représenter des comporte-
ments complexes, et en méme temps suffisamment contramtadéence de conflit) pour en dégager
formellement des propriété®:g.absence de blocage, dimensionnement des mémetees,
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Chapitre 1. Introduction

Depuis quelques années, les outils de synthése de hautirizedent & se faire adoptepar
I'industrie pour la conception assistée par ordinateuledtéonique électronic design automation
EDA). Plutét que de concevoir le systéme au niveau trandferegistresrégister-transfert level-
RTL), le développeur en donne une description fonctioenelette approche offre I'énorme avantage
de décrire le systéme sous une forme unique, indépendanad@&atchitecture cible. Dans un second
temps, le code est analysé, contraint par les ressourcésiefias et I'ordonnancement ; les parties de
contrble de I'application sont généralement compilées gtne exécutées par un processeur, tandis
que les parties de traitement intensif de données sontt plaghinées a des accélérateurs dédiés.

En effet, Girbalet al. ont montré que les portions de code effectuant des traitesnrépétitifs
avec un contrdle limité, dans des applications scientiicue de traitement du signal, représentent
une importante part du temps de calcul sur CPU ou ISP On retrouve cette propriété comme un
corollaire du principe de Pareto : 20% des instructions gitogramme codtent 80% de son temps
d’exécution. Ainsi, la synthése de circuits dédiés a enderdeeaux jours devant elle : si un FPGA peut
se montrer 20 fois plus rapide qu’un DSP pour certaines egdins de traitement du signall], une
implantation ASIC est en moyenne 40 fois plus petite, 3 fhis papide, et consomme 12 fois moins
de puissance dynamique que son équivalent FPGA, a teclimalegravure équivalenté.40].

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons en particuliemiadiglisation et a la conception de
telles applications de traitement intensif de donnéessDaisection suivante, nous faisons un tour
d’horizon des différentes approches utilisées dans lesieomdustriels et académiques pour la syn-
thése de haut niveau. Nous définissons et sélectionnongeclesuéléments d’'un flot de conception
spécifique. Nous décrivons alors comment nos modéles gyrient.

1.1 Modeles et langages pour la synthése de haut niveau

1.1.1 Langages généralistes

Parmi les solutions actuellement disponibles sur le margséoutils générant du code RTL a
partir d’'une description dans un langage généraliste senthinement les plus plébiscités. Le lan-
gage de support est souvent le C-ANSI, voire le C++, et leérivésad hoc(SystemC, BrookGPU,
Cg, CUDA, etg. La conception du matériel s'apparente alors a du dévelmgpt logiciel dans un
langage largement utilisé. Les principaux acteurs dedstde de 'EDA ont suivi cette approche :
Catapult C (Mentor Graphics), Cynthesizer (Forte Desigst&wys), Synphony C Compiler (Synop-
sys), PowerOpt (ChipVision Design Systems), C-to-Sili@adence), ou encore Impulse C (Impulse
Accelerated Technologies), pour ne citer gu’eux.

Toutefois, des langages aussi généralistes que C ou C+mtpgalasieurs problémes pour la des-
cription de matériel. A commencer par le fait que, jusqu'édsent, aucune sémantique formelle ne
fait consensus : la sémantique du programme repose donatin qa I'interprétation qu’en fait le
compilateur.

De plus, I'expressivité de C est beaucoup trop large parara@ux langages traditionnels de
description de matériel, tels que Verilog ou VHDL. La sénaré de C doit étre bridée, de facon a'y
interdire, par exemple, les allocations dynamiques de nirésiet les manipulations de pointeurs, qui
sont des concepts logiciels sans pendant matériel. Ongarede Csynthétisabledont les nids de
boucles sont un exemple typique.

Enfin, les langages généralistes les plus courants sontatifpéet séquentiels ; il est alors néces-
saire de conduire une analyse de code assez poussée potna@e éx parallélisme d’instructions et

1Bien que leur principe ne soit pas récent, il est I'objet adezches académiques depuis le début des années11980 [
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1.1. Modéles et langages pour la synthése de haut niveau

de données.

1.1.2 Systémes d’équations récurrentes et modele polyegque

Les systémes d’équations récurrentesd, et par extension le modeéle polyédrique!{], offrent
une représentation géométrique de I'application. Elletgaiise la représentation des domaines des
variables, souvent représentés par des tableaux, a desipedyguelconques dans I'espace. Une case
du tableau y est alors assimilée a un point a coordonnéesresth I'intérieur du polyédre. Les dé-
pendances entre données y sont également représentéésrsmide polyedres.

Cette approche permet d'utiliser la puissance de résudtatsoutils de géométrie algébrique.
Cependant, les problémes a résoudre étant pour la pldiffecties le modéle polyédrique se limite
au cas linéaire : les bornes des polyedres, les dépenddnessransformations sont fonctions affines
des parameétres. On se raméne ainsi a des probléemes d'dligélaiee, pouvant étre résolus de fagon
relativement efficace.

En particulier, le langage Alpha et son environnement MMyalnt été congus pour la manipu-
lation d’applications exprimées dans le modéle polyédrig®, 163, 233.

1.1.3 Réseaux de processus

Les réseaux de processus, quant a eux, modélisent le syst&rméorme d’'un graphe. Les som-
mets sont des taches, de différents niveaux de granulahit® kes modéles, et les arcs sont des liaisons
point-a-point, éventuellement munies de mémoires.

Cette approche est certainement I'une des plus naturdllatuiives pour la description de flots
de données. Elle bénéficie en outre d’une riche théories idss résultats de la théorie des graphes, des
algebres de processus ou encore de I'ordonnancementrddifféoutils se basent sur ces modéles : K-
Passajq], Ptolemy [4], ou encore Streamlt.pDZ], pour n’en citer que quelques-uns issus du monde
académique.

Array-OL est un langage de description d’applications figtislonnées multidimensionnellesl].

Il présente deux niveaux de modélisation : (i) 'un global représentant I'application sous la forme
d’'un réseau de processus, consommant et produisant deaugbhultidimensionnels ; (i) I'autre
local, exprimant les relations entre les cases des tablpauxies systémes d'équations. En cela,
Array-OL se situe a cheval entre les réseaux de processes systéemes d’équations récurrentes.
Nous le rangeons plutdt dans la premiére famille pour deisoma : (i) les tableaux et dépendances
de données manipulées par Array-OL sont différents de ceumadele polyédrique, bien qu'ils
soient tout deux relativement prochésif], et (i) les auteurs et contributeurs d’Array-OL ont plutd
tendance a comparer leur approche avec celle de GMBSDF100.

1.1.4 Langages synchrones et polychrones

Bien que les modéles synchrones et polychrones furerdliritient congus pour la programma-
tion et la synthése de systéemes de contrble-commande jalgment sous de nombreux aspects le
principe des systémes d’'équations récurrentes et méitesttitre, d'étre considérés pour la descrip-
tion d'application de traitement intensif§]. Quoiqu’a la différence des systémes d’'équations, ces
langages ne représentent généralement que des variablesaule dimension (le temps), ou au plus
deux si I'on considére la concurrence (espace et temps).

2Pourgeneralized multidimensional synchronous dataflov].
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Des langages tels que Lustre, Lucid Synchrone ou Signariffk la fois une sémantique for-
melle et une expression naturelle des traitements flots deéas 179, ]. La notion d’horloge
unigue du paradigme synchrone est particulierement aglmotér représenter des applications de bas
niveau, proches du matériel, tandis que les modéles pagekrpermet de remonter la description a
un niveau plus comportemental. Aussi, & la fagon des résaprocessus, les modéles synchrones et
polychrones offrent une double représentation, text@ligraphique : Scade pour Lustre, SyncCharts
pour Esterel, Polychrony pour Signal.

1.1.5 Approches mixtes

Un certain nombre de travaux se sont intéressés a combusepts des approches précédemment
énoncées. L'intérét de ces approches mixtes consiste ér jegiinconvénients d’un modéle par les
avantages d’'un autre. Ces combinaisons peuvent étre daasvdrticales €.g. abstraction contre
raffinement) que horizontales.(.flot de contréle contre flot de données).

Nids de boucles + polyedres

La combinaison de modeéles la plus courante en matiere deilediom consiste a utiliser le mo-
déle polyédrique pour I'analyse et la parallélisation désrde boucles. Le développeur écrit I'appli-
cation sous forme d’un nid de boucles en langage C, puis le sodrce est analysé et abstrait en un
modéle polyédrique. C’est alors au sein du modéle polyédrigue sont effectuées les transformations
de I'application.

Cette approche utilise conjointement la simplicité d’'umgage tel que C, largement répandu dans
I'industrie, avec I'expressivité du modéle polyédriquelaapuissance des outils d'algébre linéaire.
En contrepartie, elle souffre des inconvénients des deproabes : la sémantique de C n’est pas
formelle, et le modéle polyédriqgue ne supporte que des d@radépendances et transformations
linéaires.

Cette approche est I'objet de recherches depuis les an886s dqui ont donné naissance a plu-
sieurs compilateurs académiques, tel que LeTSeE][ LooPo [L0], Pluto [32] ou Wraplt [,
aussi bien que commerciaux : R-Stream (Reservoir Labspilat (AutoESL), Synphony C Com-
piler (ex-PICO, Synopsysy[ 207, 204].

Polychrone + polyéedres

L'utilisation conjointe de MMAIpha et Polychrony est un exple typique de combinaison des
modeéles polychrones et polyédriques {]. Le flot de données de I'application, dont le contrble est
réduit au minimum, est décrit sous forme polyédrique daterigage Alpha. La logique de contrdle,
quand a elle, est programmée en Signal.

Cette approche est un exemple de combinaison horizontalelelex modéles, ou flots de don-
nées et flots de contrdle sont décrits de fagon distinctesurhdans un langage approprié. L'énorme
avantage de cette approche est précisément de séparer agxdgption les données du contrble :
d'une part elle facilite I'analyse du code, et d'autre pdi¢ permet d'utiliser un paradigme de pro-
grammation approprié pour chaque partie. En contrepaitezdemande un effort supplémentaire au
développeur qui utilise deux outils au lieu d'un, ce qui pmmbler fastidieux pour un non-spécialiste,
du moins au premier abord.
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Nids de boucles + polyedres + réseaux de processus

Des travaux sont menés depuis pres de quinze ans a I'Unéedesi_eyde autour du projet Com-
paan et de son successeur Pnd \ , : ) ) ]. Ces outils prennent en entrée un
code source Matlab ; celui-ci est abstrait en un modéle polyée, qui est ordonnancé et transformé.
Une fois que ces transformations ont convergé, un réseatodegsus est généré a partir du modéle
polyédrique, sur lequel est appliqguée une nouvelle séatithisations.

L'originalité de ces travaux est de donner une vue globalm dfot de conception a différents
niveaux d’abstractions. Contrairement aux précédenta®abes, les transformations sur les modéles
sont effectuées en deux temps : d’abord des transformat@®haut niveau sur le modéle polyédrique,
puis des transformations de bas niveau sur le modél€ SB#5t intéressant de constater 'adéquation
entre, d'une part, les transformations a effectuer supliagtion et, d’autre part, les modéles supports
a chaque étape.

Notons que les travaux de Derriert] et Thieset al. [224] vont dans ce sens, en établissant des
liens entre le modéle polyédrique et les réseaux de pragessu

1.1.6 Observations

Chaque langage ou modéle précédemment cité comporte @inceoimbre d’avantages et d'in-
convénients. Nous pouvons en déduire des principes tré&aén:

C’est a l'outil de s’adapter au développeur, et non l'inveerdJn algorithme optimal pour un proces-
seur séquentiel n'a priori rien a voir avec I'algorithme naturellement paralléle iangE sous
forme de circuit électronique. On peut donc Iégitimemenpaker la question de la pertinence
de C ou C++, par exemple, pour décrire des applications mabdsc Pourtant, ces langages
se sont indéniablement imposés dans I'industrie pour lthege de haut niveau. La raison est
simple : ils sont maitrisés par un grand nombre de dévelgppetidisposent d’environnements
de développement évolués et de nombreuses bibliothéques.

Le modele polyédrique est approprié pour modéliser un flatateées a contréle affiné partir d’un
code source écrit dans un langage généraliste tel que C tra;des compilateurs traditionnels
construisent des représentations syntaxiques dont lalgréé de I'ordre de Ihstruction Elles
supportent des transformations simples, comme la projpagde constantes ou la recherche de
sous-expressions communes. Pourtant, des optimisatigngyoluées, portant notamment sur
les boucles, y sont fastidieuses. Bastoul note dae tansformations les plus intéressantes
demandent a modifier I'ordre d'exécution du programme, & oé&a rien a voir avec la syn-
taxe» [18]. Dans ce contexte, I'intérét du modéle polyédrique poprésenter et analyser des
parties a contrdle statique de flots de données n’est plumarntiéer, et a fait I'objet de nom-
breux travaux précédemment cités.

Le modéle synchrone est le standard pour la conception daitsrélectroniques numériqueka trés
grande majorité des circuits numériques actuels sontéginr des horloges. A chaque cycle
d’horloge, le circuit échantillonne I'ensemble de seséadr et émet des signaux sur I'ensemble
de ses sorties. C’est donc, par définition, un systeme synehPagémettre il faut comprendre
gu’un signal a, a chaque instant, un et un s#at Un signalpur peut étre soit absent (tension
nulle en sortie du circuit), soit présent (tension nongjull

Les approches mixtes permettent de résoudre beaucoup blémes Chaque modéle a une expres-
sivité et une granularité propre. Bien que tous ces modées globalement la méme vocation

3pourstream based functionsf. sous-sectior.4.2
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in fine a savoir la description d'une application flot de donnélasslai représentent sous des
angles différents. De ce fait, certaines transformatiomgosiment plus naturellement dans un
modéle que dans un autre. Par analogie avec le traitemengmil,ssi certaines transforma-

tions sont faciles a appliquer dans le domaine temporelitidda le sont beaucoup plus dans le
domaine fréquentiel. Ainsi, procéder par raffinements ssgifs et appliquer, & chaque étape,
les transformations adéquates permet de simplifier, evigasptimiser, le flot de conception.

1.2 Notre approche

A partir des points précédemment énoncés, nous pouvonsnierag flot de conception. C'est
dans ce cadre que nous intégrons notre propre modéle, gisgpiorter un nouvel éclairage a certains
travaux existants.

La méthodologie présentée par la suite consiste en un pgeé transformations entre modéles,
chacun adapté a une étape de la conception. L'objectif esitadeprofit des avantages de chaque
modeéle, tout en minimisant 'impact de leurs inconvénienisle flot de conception : chaque trans-
formation est alors effectuée au niveau ou elle s’exprimia d&gon la plus naturelle. Nous affirmons
gue cette démarche est pertinante pour trois raisons :€iramposition judicieuse de modéles exis-
tants n'est pas un choix évident, (ii) notre choix est mopiat la connaissance des points forts et
faibles des différentes approches existantes, et enfirellé met en relation les travaux issus de dif-
férentes communautés scientifiques pour les adapter a blepre commun. De plus, les approches
mixtes précédemment citées ont fourni des résultats peafiais et prometteurs ; notre contribution se
positionne donc en appui de ces travaux.

1.2.1 Adéquation des modeéles

Nous envisageons une approche ou les modéles sont intégtEslement, par abstractions ou
raffinements successifs. Comme nous en avons précédemiseutédnous partons du principe que
le développeur écrit son application dans un langage géstéraous la forme d’un ou plusieurs nids
de boucles. Par extension, nous pouvons envisager quedsedeboucles appartiennent a différents
processus d'un réseala Kahn communiquant via des canaux point-a-point. Ce formalidiastrée
nous permet de donner une description de haut niveau ddi¢atpn, tout en réduisant la complexité
des calculs ultérieurs, comme I'a montré Feautriet. [

Selon I'état de l'art, le modéle polyédrique est I'un desspippropriés pour analyser et trans-
former un flot de données multidimensionnelles par dessodtdigebre linéaire ; les domaines des
variables et les dépendances sont définis selon des foseifines. De plus, il permet de représenter
un flot de donnéeparamétrg contrairement a la plupart des modeéles déterministes bdases et
relations entre données dépendent de paramétres incotamasrapilation. Deux questions se posent
alors :

1. Tout d’abord, le modéle polyédrique offre une représemaonctionnelle des données et de
leurs dépendances ; il n’a cependant pas de sémantiqueiopgedie. Vers quel modeéle pou-
vons nous exporter I'application de fagon a représentdiaibgment et exploiter le parallélisme
extrait du modéle polyédrique ?

2. Ensuite, le modéle polyédrique se limite au cas affineilpstssible d’'effectuer (i) des trans-
formations a gros grain, linéaires, dans le modéle polgéeripuis (ii) en raffiner les résultats
par des transformations a grain fin, plus complexes ?
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Afin de répondre au mieux a ces questions, nous introduigsngraphes a routadepériodique
(KRG). Ce sont des réseaux de processus flot de données osdlitset déterministe, alliant la sim-
plicité du routage de données de BDF] avec le principe du routage explicitement guidé par des
séquences de routages, comme en CSIIF{1]. Les opérations sont effectuées par des nceuds de
calcul, consommant et produisant des données abstraitedastorme de jetons. Routages et ordon-
nancements sont exprimées par des séquences binairesmiétith périodiques, issues de la théorie
dun-synchrone §2, 63].

L'intérét des routages et ordonnancements ultimemenogiéries est double. D’'une part, il nous
permet d’exprimer algébriquement un ensemble de propreitéansformations topologiques, se ra-
menant & du simple calcul binaire. Ces transformationspétggent a un seul ou un sous-ensemble
de sommets du graphe, et non a la totalité ; en ce sens, etlieplss fines que celles du modéle
polyédrigue, car non-linéaires. D’autre part, ils nousyettent de revisiter les ordonnancements li-
néaires du modéle polyédrique. Enfin, un ordonnanceraerlus totleur confere une sémantique
synchrone, proche de I'architecture ; la transcriptionsdan langage synchrone, tel que Lustre ou
Esterel, est alors possible.

1.2.2 Intégration dans un flot de conception

Le flot de conception, suivant lequel I'application est sfanmée d’un modéle a l'autre, est re-
présenté enilg. 1.1 Dans l'idée, il s'inspire de celui des projets Compaan et mpartir d’'un nid
de boucles, nous construisons un modeéle polyédrique, puiéaeau de processus. Si les premiéres
moitiés des deux flots sont identiques, les deux différengeures se situent au niveau du réseau de
processus et du circuit généré. Notre flot se décompose camitre

Décomposition analytique, analyse des bornes et dépendasc

Un nid de boucles ne peut pas étre transposé tel quel dansd@ermolyédrique, il doit d’abord
subir plusieurs transformations intermédiaires. Il eat thabord transformé en un arbre de syntaxe
abstraite, puis sous forme a assignation unique. De ceta fées dépendances de données induites
par les réécritures dans les mémes variables sont élimia@ssite, une analyse des domaines de
définition des variables et de leurs dépendances est ni#egsdiam de construire les polyédres corres-
pondants.

Différents outils permettent de construire un modéle prigigie a partir d’'un nid de boucleg.g.
MatParser (utilisé par Compaarn)3jz, 13, Clan [L9] ou LooPo [L0g].

Extraction du parallélisme, transformations linéaires

L'extraction du parallélisme s’effectue au sein du modéygdrique. Pour cela, nous recher-
chons les transformations linéaires a appliquer au modéieus faut distinguer les opérations devant
étre effectuées en séquence, a cause d'une relation deddéyoen de celles pouvant étre effectuées
simultanément.

La premiére étape consiste a borner 'ensemble des tramasfions valides, a savoir celles qui
respectent les contraintes imposées par les domaines diidési et les dépendances de données.

Ensuite, nous y recherchonsnilleuretransformation possible, selon une métrique. Cette mé-
trique est exprimée sous la forme d’une fonction linéaie éertain critéred.g.tailles des mémoires,
débit du systemeetc). Le choix de lameilleuretransformation revient donc a résoudre un probléme
de recherche opérationnelle, ol I'on calcule la transftiongermettant de maximiser ou minimiser
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<Réseau de processus

Nid de boucles,
partie a contrble statique

Décomposition analytique,
analyse bornes et dépendand

Modeéle
polyédrique
(cf. chapitred)

|

Projection sur nceuds de calc
construction du routage
(cf. chapitreb)

|

Graphe a routage
k-périodique
(cf. chapitre3)

|

U

Systéme d’équations
récurrentes affines

Entrées

Extraction du parallélisme
transformations linéaires
(cf. chapitred)

Transformations non-linéaireg
ordonnancement,
dimensionnement mémoireg
(cf. chapitre3)

Conception insensible aux latenc
génération de code
(cf. chapitre6)

FiGg. 1.1: Schéma fonctionnel du flot
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la métrique. Le probléme est alors résolu par un solveur dgramme linéaire en nombres entiers.
Cette technique de parallélisation et d'optimisation a tmson efficacité au travers des nombreux
travaux dont elle fut I'objet2, 87, , ) , . , ]

Projection sur nceuds de calcul, construction du routage

Le parallélisme extrait du modéle polyédrique infére utatemombre de sous-ensembles d’opé-
rations pouvant étre exécutées simultanément. Grace armmla projetons ces opérations sur un
graphe a routagk-périodique : chaque opération y est associée a la produdtin jeton par un
noeud de calcul. Ainsi le parallélisme d’instruction et dartges y est explicitement représenté.

L'interconnexion entre nceuds de calcul est déterminéendel dépendances de données : si
deux opérations dépendent I'une de l'autre, alors il existechemin correspondant dans le KRG,
permettant d’acheminer un jeton d'un nceud de calcul a Bautr

Une premiére différence entre notre approche et Compaddaeréans le niveau d'abstration
conféré aux deux réseaux de processus (KRG dans notre casp@B Compaan) lors de leur
construction a partir du modéle polyédrique.

Par exemple, pour calculer les valeurs de quatre tablealtidimensionnels, Compaan construit
un graphe SBF a quatre nceuds de calcul : chague nceud de @at@spond a un nid de boucles
séquentielles permettant le parcours d’'un tableau. Et émearsi plusieurs cases du tableau peuvent
étre calculées simultanément ; cela revient a perdre utie parparallélisme extrait du modéle poly-
édrique. Dans le flot de conception de Compaan, cela comdspbétape ddinéarisation[133, 224].
Autrement dit, le graphe SBF ainsi généré n’exploite queatalfglisme de données : deux instruc-
tions indépendantes peuvent étre évaluées en paralléle.

Dans notre cas, nous pouvons construire un KRG contenaantadé noeuds de calcul que le
nombre maximum de cases de tableau pouvant étre calcuhdekagiément. C’'est-a-dire qu’en plus
du parallélisme de données, nous exploitons égalementaddiglisme d’instruction : si deux occur-
rences d’'une méme instruction sont indépendantes, alesspduvent étre évaluées en paralléle.

Transformations non-linéaires, ordonnancement, dimensinnement des mémoires

Les propriétés algébriques des KRG permettent d'affineémdtats des transformations linéaires
du modeéle polyédrique. Tout d’abord, nous pouvons appliges transformations topologiques vi-
sant a «équilibrer» les flots de jetons au sein du KRG, toutrésepvant sa fonctionnalité. Par
exemple, certains nceuds de calculs peuvent étre plus owsrbiisés a I'exécution; il est alors
utile, selon le cas de figure, de (i) rerouter des jetons daenidh de calcul vers un autre pour équilibrer
leur charge, (i) fusionner plusieurs nceuds de calcul pdiség en un seul, et entrelacer les flots, ou
au contraire (iii) dupliquer un nceud de calcul et éclatefitas de fagon a alléger la charge de chacun.
Ces différentes optimisations permettent d’optimisealement le réseau de processus.

Le fait d'associer aux nceuds de calcul une régle de produeticconsommatiorau plus tot
confere au graphe une sémantiagugynchrone. Du fait que le routage des jetons est sans ogirtilit
timement périodique, et que nous considérons des latenostantes, le graphe peut étre ordonnancé
statiguement. Les capacités des mémoires peuvent alerdigtensionnées de facon optimale.

Conception insensible aux latences, génération de code

Enfin, le KRG synchrone peut facilement s’exporter vers mg@amme synchrone, et en particu-
lier n-synchrone. Les nceuds de calculs du KRG se comportent alonsie des modules synchrones.
La réécriture en Lucyr[15d], par exemple, est immédiate.
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Les nceuds de calculs peuvent se trouver désynchronisésiddiess latences de communications
ne permettent pas d'acheminer les données de I'un a l'anttespace d'un cycle d’horloge. Pour
cette raison nous appliquons au KRG une méthodologie ditmdeeption insensible aux latences
Cette méthodologie garantit la préservation de la fono@dité de I'application. Son comportement
est alors globalement asynchrone, et localement synchrone

L'implantation du LID peut se faire soit par le biais d’'un foole dynamique, soit par ordon-
nancement statique. Dans le premier cas, le protocole dhgptge des modules qui ne disposent
pas de données a I'ensemble de leurs entrées, et rétroprapagignal d'arrét en cas de congestion.
Dans le second cas, les ordonnancements des nceuds solétscalatiquement a la compilation. Un
contrdleur, faisant office d’'oracle, active et désactigeniesuds lorsque nécessaire.

1.2.3 Contributions et plan
Premiére partie : modeles flot de données

Le chapitre2 établit essentiellement des rappels sur les principauxétaediots de données de
I'état de I'art. Nous rappelons tout d’abord des propriétéslamentales sur les réseaux de processus,
concernant la propriété d'absence de conflit, et toutes@esquences bénéfiques : dfluencest
équitd une tache effectuable sera forcément effectuée et ne peuepoussée indéfiniment ; (iri-
cité du comportemehtoutes les exécutions possibles du modéle ne sont quedesr@ancements
différents d’'un méme comportement partiellement ordofhés nous retracons les principaux ré-
sultats sur les graphes marqués, sur lesquels nous nougmmgupar la suite. Nous proposons un
algorithme pour calculer les dimensions minimales desgsléout en maximisant le débit du graphe.
Ensuite nous présentons les deux grandes familles de nsogidil@tendent les graphes marqués par
des routages variables, statiques puis dynamiques. Enfis,é&voquons des modéeles plus complexes,
faisant intervenir routage paramétré et hiérarchie.

Le chapitre3 présente le modele central de cette thése, les graphesgekigériodique (KRG).
Initialement introduits par Boucarofi§], nous en formalisons leur définition et leur sémantiquesdan
une premiéere section. Nous montrons comment vérifier lexactzre borné, au moyen d’'une abs-
traction en graphe SDF. Nous abordons aussi la questionuiealzté du graphe. Dans une seconde
section, nous étudions les dépendances de données au $&@RGJUINoOuUs construisons une premiére
représentation des dépendances de données au moyagraline de dépendance étengdotentielle-
ment infini. Nous définissons alors deux relations d’'égeveds entre données, selon lesquelles nous
pouvons borner notre étude a un domaine fini, représenténmgmaphe de dépendance rédutette
derniére représentation des dépendances nous permetaloomnstruire, pour tout KRG, sa forme
normale : nous fixons ainsi une sémantique de référence auX, IR établissant leur lien avec les
graphes marqués. Les deux sections suivantes sont coesaané transformations de la topologie
du KRG, tout en préservant leur fonctionnalité. Nous canstns une forme expansée de l'intercon-
nexion du graphe, et montrons la complétude des transfamsasur le routage. La derniére section
présente I'adjonction d'une sémantique synchrone aux KIR@is pouvons alors discuter de leur
ordonnancement et du dimensionnement des mémoires.

Seconde patrtie : du programme au modéle

Le chapitre4 rappelle les principes du modeéle polyédrique, ainsi queusitité pour la compila-
tion d’applications flot de données. La premiére sectiosqmte les deux approches usuelles a partir
desquelles est construit le modéle polyédrique, a sawsyistémes d’'équations récurrentes et les nids
de boucles. Ensuite, nous expliquons les différents caackpmodéle polyédrique, représentés sous
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la forme d’ungraphe de dépendance réduit polyédriqGDRP). Enfin nous rappelons les différents
résultats de I'état de I'art sur la parallélisation de flaesddnnées au sein du modéle polyédrique.

Le chapitres détaille la construction d’'un KRG a partir d’'un GDRP. La piéra section explique
comment déterminer le nombre de nceuds de calcul nécesaddiegécution paralléle des opérations,
et leur projection sur ces nceuds de calcul. La seconde santise la construction de l'intercon-
nexion des noeuds de calcul. Nous calculons le routage réreeada scission et a la fusion de flots
de jetons, ainsi qu’a leur permutation pour une consommalams le désordre. Enfin nous discutons,
dans une derniére section, des avantages et inconvénienistrg solution, ainsi que d'un éventuel
feed-bacldu KRG vers le GDRP.

Troisieme partie : du modéle au circuit

Le chapitre6 expose les différentes implantations possibles d'un systéodélisé par un KRG,
au moyen de la méthodologie denception insensible aux latenc@gdD). Dans une premiere sec-
tion, nous rappelons les différentes implantations dygaes et statiques de I'état de I'art pour les
systémes sans routage, et présentons nos propres varlatesune deuxiéme section, nous nous
appuyons sur les résultats de la section précédente popogmodes implantations insensibles aux
latences des KRG, aussi bien statiques et que dynamiques.

Quatrieme partie : conclusion et annexes

Le chapitre7 conclut ce manuscrit, et présente nos différentes idéedesuravaux futurs, en vue
d’en améliorer les résultats.

L'annexeA regroupe un ensemble de définitions et propriétés mathguestisur lesquelles s'ap-
puient nos travaux. Dans une premiére section, nous rappdks travaux sur la théomesynchrone,
ainsi que les définitions et propriétés de nos opérateutesséquences binaires. Dans une seconde
section, nous rappelons les principaux résultats de laithdes polyedres, grace auxquels nous éta-
blissons le lien entre KRG et modéle polyédrigue. Enfin, laigee section résume les définitions des
graphes de permutation et d’intervalle, nécessaire aurytations des jetons pour des consomma-
tions dans le désordre.

L'annexeB regroupe I'ensemble des preuves des lemmes, propositidhé@émes du manus-
crit.
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Modeles flot de données
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Chapitre 2

Modeéles existants

Nous sommes tous influencés par les outils que nous
utilisons, en particulier : les formalismes que nous
utilisons modélent nos fagons de penser, pour le
meilleur ou pour le pire, et cela veut dire que nous
devons étre tres prudents dans le choix de ce que nous
apprenons et enseignons, il n’est pas vraiment possible
de désapprendre.

Edsger DijkstraEWD1305 : Answers to questions from
students of Software Engineerjr28 novembre 2000.
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Les réseaux de processus, au sens le plus général du tennhdepais longtemps utilisés en tant
gue modéles de calcul formels pour la conception de systéembarqués dédiés, aussi bien logiciels
gue matériels. Les réseaux de Petfi]] ou les réseaux de Kahn 6] sont les représentants d’autant
de grandes familles de modéles décrivant un systéme sous fiacteurs indépendants, échangeant
données et/ou contrdle par le biais de canaux de commugric&ies modéles privilégient une vision
des manipulations des données et de leur transport, abstszius forme de jetons, plutét que de
s'intéresser aux calculs effectifs et a leurs valeurs. fii®ot des abstractions suffisamment simples
de systémes beaucoup plus complexes, permettant une@nayisématique. Nous nous intéressons
plus particulierement aux modeéles flots de données, poucépacité a représenter des applications
a traitements intensifs et répétitifs de données, de typESISingle Instruction, Multiple Data

2.1 Principes

Une application SIMD peut étre modélisée sous la forme dhaplge, dont les sommets, nceuds
de calcu) représentent les opérations effectuées sur un flot de denhés arétes reliant ces sommets
correspondent a des mémoires tamponscanmauxde communication oplaces selon le principe
de file (ouFIFO — First In, First Ouf. De tels graphes constituent des modéles de calcul, dont la
sémantique est parfaitement adaptée a la description dieta@vec de petites mémoires distribuées.

2.1.1 Définitions

L'un de ces modeéles graphiques des plus connus, et sansaksipdus anciens, est le réseau de
Petri, dont nous reprendrons certaines notations et tetagies par la suite.

Définition 2.1 (Réseau de Petri)n réseau de Petri est un quadruplét, P, T, M) tel que :
— N est un ensemble fini de nceuds,
— P est un ensemble fini de places,
— T est un ensemble d’arcs reliant places et noeuds, inclus dwg@éx P) U (P x N),
— M est une fonction attribuant un marquage initial a chaglae, telle que M P — N.

Un réseau de Petri est donc un graphe orienté biparti. Pate fdacep, on noteep et pe les
ensembles des noeuds précédents et suivants respectivdéfins par :

epEneN| (npeT) (2.1)
pe £ {ne N | (p,n) €T} (2.2)

Aussi, pour tout naeud, nous notonen (resp.ne) I'ensemble de ses entrées (resp. de ses sorties),
tel que :
def
en={pe?P|(p,n)eT} (2.3)
ne £ {pe?| (np)ecT} (2.4)

Un noeuch est ditactivé ou exécutabladés lors que chacune de ses places en entrée dispose d’au
moins une donnée. L'exécution, ou tirage,rda pour effet de retirer un jeton de chaque entrée, et
d’en ajouter un sur chaque sortie.

L'intérét d'utiliser de tels modeles est de nous aider aafcidans un cadre formel, de propriétés
nécessaires a la synthése de systémes plus complexes :

36



2.1. Principes

SRS a=e

(a) Réseau de Petri avec conflit : automate a (b) Réseau de Petri sans conflit: graphe marqué.
deux états.

FIG. 2.1: Exemples de réseaux de Petri avec et sans conflit.

Absence de blocageéPour un réseau donné, et pour tout marquage atteignablenpaséquence de
tirages valides, existe-t-il toujours un nceud pouvant&téeuté ?

Vivacité Un réseau egjuasi-vivantsi tous ses nceuds peuvent étre exécutés au moins une fois a par
du marquage initial. Un réseau estant si chacun de ses nceuds peut s’exécuter a terme. Le
réseau considéré vérifie-t-il ces propriétés ? Si oui, péite ordonnancé périodiguement ?

Caractere borné Un réseau est difornési, par toute séquence de tirages valides, le nombre desjeton
dans chaque place est borné. Un réseau ektlalitnési aucune de ses places ne contient plus
dek jetons, par une quelconque séquence de tirages validegsdau 1-borné esauf Ainsi,
pour un réseau donné, peut-on dimensionner précisémemésasires ?

Cependant, les réseaux de Petri dans toute leur génénatlitdhe expressivité trop large pour nos
attentes, qui englobe celle des automates finis. Dans uauégePetri, une place peut avoir plusieurs
consommateurs. Le choix du tirage de I'un ou l'autre consatenr est exclusif, et introduit une
notion deconflit : le comportement du réseau dépend alors de I'ordre danglléegijetons sont
produits dans les places, et deoix internes, non-explicites, semblables a ceux définis pardioa
en CSP ¢f. FIG. 2.1(a). D’'un point de vue logiciel, ce genre de comportements peener a des
situations de compétitiondce condition} entre processus si aucun mécanisme d’exclusion mutuelle
n'est établi.

2.1.2 Absence de conflit et propriétés induites

Nous nous intéressons donc a des modeéles qui interdiserarzge de places entre nceuds, de
facon a obtenir un contréle déterministesans conflitCette propriété est aussi connue sous le nom de
monotonicitéselon Kahn 26 ou deconfluencadans des algébres de processus tels que C&5 [
Partant de ce principe, une place ne dispose plus que d'goeiproducteur et d'un consommateur,
est peut alors étre vue comme un simple lien de communicptoni-a-point ¢f. FIG. 2.1(b). Ainsi,
tout nceud activé le reste tant qu'il n'a pas été exécuté.

L'absence de conflit implique que le systéme n’a qu’'un seohmartement possiblanodulo
I'ordre dans lequel sont exécutées les instructions intlfgretes. L'essentiel des travaux sur la théorie
de I'ordonnancement s’appliquent sur cette hypothés€hrétienneet al.[60] et sous-sectioR.1.3.

Autrement dit, dans un flot de données sans contrble, ladg@oldu graphe et son marquage
initial imposent un ordre partiel sur les tirages des ncetimiste séquence de tirages valide est donc
une séquentialisation de cet ordre partiel. En ce pointimedeles que nous étudions rejoignent le
principe des systémes insensibles aux latentfesdqus-sectior2.2.3.

Si chaque nceud est étiqueté par un label représentant smifpnm paralléle peut étre fait avec
la théorie des traces [] : un chemin entre deux nceuds induit une dépendance entréecomplé-
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FiG. 2.2: Réseau de Petri sans conflit, ou les tirages des noasidsont indépendants.

mentaire de la relation de dépendance est la relation gigntfance, et les instants d’exécution de
deux nceuds ne peuvent étre permutés que si ces nceuds spehithalds.

Exemple 2.2. Condidérons le réseau de Petri de la 2.2 Deux séquences de tirage franchissables
sontabcdetachd Plus généralement, toutes les séquences de tiragesifisatules appartiennent au
langage défini par I'expression :

(a. (b.clc.b) .d)* (2.5)

Aussi, nous nous plagons dans un cadre sans conflit pourtéad®ice manuscrit ; nous étudions
des modéles adjoints d’un unique comportement partiel¢meonné.

2.1.3 Ordonnancement et hypothéses synchrones

Desrégles de tirageparticulieres peuvent étre définies pour que I'exécutiommyphe suive un
comportement donné. Par exemple, puisque le modéle paroa@bturrence, et plutdt que de tirer les
noeuds en séquence (ordonnanceraatd-temporisg on peut définir une notion desd’exécution,
ouinstant logique

Temps logique

Le concept de temgsgiqueest di a Lamportl[41], qui remarquait qu&le concept de temps est
fondamental a notre fagon de penser. Il est issu du conceqatremlus basique d’ordre dans lequel
les événements surviennenBans ce sens, la modélisation de I'ordonnancement desgéathn
programme peut étre décorrélée du temggd oul elles sont exécutées. Il suffit pour cela que ce temps
logique, vu comme un ensembldardtants et muni d’'une relation dprécédencentre passé et futur,
réponde a un ensemble d’hypothéses fondamentaled [

1. La précédence entre instants est transitive.

La précédence est irréflexive : passé et futur sont strate ordonnés.
Le temps est linéaire.

Le temps est éternel : a tout instant, il existe un futur.

o~ N

Le temps est dense : pour toute paire d'instants distitt@siste un instant intermédiaire.

Bien souvent, les instants sont assimilés a des entierexearple, dans un circuit électronique
numeérique, il n'existe pas de plus petite subdivision dupemue le cycle de I'horloge maitresse.
Dans ce cas, le dernier point est remplacé par :

5. Le temps est discret.
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Hypothéses synchrones

Le paradigme synchrone est le standdedfactopour la conception de circuits électroniques
numeériques, avec lesquels il entretient un lien sémanfimtid| repose sur un ensemble d’hypothéses
additionnelles :

1. Le temps est discret : c’est un ensemble d'instants,eto@ht ordonné par une horloge. Les
instants peuvent étre indicés S\it;

2. A chaque instant, un module synchrogagit : il effectue un ensemble d’actions simultanées,
de durée nulle. Ces actions peuvent étre partiellemennaordes par des relations dausalité;

3. Les communications entre modules se font par le biaisigigaux dont la propagation est
instantanée vers tout autre module ;

4. Pour chaque réaction, tout signal est dans exactemeriauatéle cas échéant, a une unique
valeur : un module synchrone est réactif (au moins un étatgterministe (au plus un état) ;

5. Pour chaque réaction, un module synchrone échantillbemeemble de ses entrées, et émet un
signal sur chacune de ses sorties. L'état, et le cas écteaateur, d’'un signal d’entrant doit
étre connu au moment de I'échantillonnage.

Le respect de la causalité demande a ce qu'un systéme spacheopuisse avoir de cycle com-
binatoire : une boucle doit obligatoiremérntontenir un élément mémoire, tel un registre ou une
temporisation. Le modéle synchrone est dépourvu de centriils structures conditionnelles sont
expansées par «conversion de sélectidgReofiversion. Par exemple :

a=1° %P L a_agv(Bad)
d sinon

D’un point de vue électronique, ces équations correspdraem multiplexeur «2 vers 1» avec des
entrée< etd, une sortiea, et une sélectiob.

Ces hypotheses assurent une composition déterministe delescconcurrents. Elles apportent
une sémantique forte au modéle, et offrent un cadre formed tauel peuvent étre développées de
nombreuses méthodes d’'analyse, de compilation et de atigiic De nombreux langages se basent
sur les hypothéses synchrones, tel qu'Esterél]] ou les étendent. Nous renvoyons le lecteur a
Nebut [L79) et Potopet al. [197 pour un état de I'art et une comparaison des principauxdges
synchrones.

Approche n-synchrone

La plupart des langages synchrones permettent de défintrodieges a partir de n'importe quelle
expression booléenne. Bien que cela offre une grande esxgtéspour la description des systémes,
leur composition peut s’avérer contraignante : il est neémies de prouver I'égalité des horloges d’'ac-
tivation pour tout couple producteur-consommateur.

L'approchen-synchrone §2, 63] consiste a relacher ces contraintes de composition sgnehr
deux processus dont les horloges ne sont pas synchronesnpe®anmoins communiquer via des
mémoires tampons de tailte Il suffit de s’assurer (i)grécédencela production d’une donnée pré-
céde sa production, et (iipynchronisabilit¢ les horloges ont globalement la méme fréquence. Ces

1 Plus précisément, seule une boukclgique entrainant la divergence d'un signal sortant demande &asste{07].
Pour s’en convaincre, une bascule est bien constituée dounele entre deux porte®n-etounon-oy et son comportement
est réactif et déterminisgeconditionde prévenir le cas particulie(1,1) pour une bascule R$0,0) pour une basculRS.

39



Chapitre 2. Modéles existants

propriétés ménent a la définition de régles de typage, a gadguelles peuvent étre automatiguement
inférées les tailles des mémoires nécessaires aux comationis. Ce principe était initialement ap-
pliqué a des horloges représentées par des séquencesdliradriodiques ¢f. annexeA.1). Dans sa
these, Plateau prouve qu'il peut étre étendu a des horldagtisadles sous la forme d’uremveloppe
ou seuls la fréquence asymptotique et les décalages minghomaximum sont connus (.

Lucy-n est un langage de programmatiaisynchrone ou les horloges peuvent étre définies aussi
bien sous la forme de séquences binairpgriodiques que d’enveloppes.

Approche polychrone

L'approche polychrone enrichit les précédentes hypothasecas ou le temps est dirigé par non
pas une seule, mais plusieurs horloges. Le temps corregparsdd un ensemble d’instants partielle-
ment ordonnés, tel que chaque horloge n'établisse un artieque sur un sous-ensemble d’instants.
Les instants de chaque horloges samiriori indépendants, et ne sont pas astreints a coincider. Des
opérateurs synchrones ou asynchrones imposent néannesin®ldtions entre horloges. Au final,
un modele polychrone consiste en un ordre partiel globaistcoit sur les ordres totaux locaux des
horloges. Il permet donc de représenter des systemes dSHpS.

Cette approche est notamment promue par le métamtadged-signalvisant a étudier les com-
portements de processus concurrents, et en particulies ¢eumpositions. Des langages tels que Si-
gnal [24] et Esterel multi-horloges?[f] se basent sur ce genre de notions. Leurs concepts sont géné-
ralisés par le langage de spécification CCSlotk Constraints Specification Languags, ©].

Pour un réseau de processus flot de données, la notion dé aagsitdt que possiblASAP),
calque une exécution en flux tendu, ou tous les noeuds de saltutxécutés simultanément, aussitot
gu’ils sont activés. Une telle regle de tirage associe umeaséquepolychroneau modéle. Le modeéle
estsynchrondorsque tous les nceuds s’exécutent a chaque instant : €'easlsi, a chaque instant,
tout nceud consomme un jeton sur chaque entrée, et prod@tamgur chaque sortie.

2.1.4 Modeles sans conflit

Une premiére famille de modéles, connus sous le noffotsede données purexclut toute forme
de contr6le. Ces modeles sont particulierement adaptéspptimer des ordonnancements statiques
et réguliers. Par ailleurs, un ordonnancement borné deeriand que tout nceud activé soit ultimement
exécuté. Ceci se traduit par la propriétéqlit& (fairness : pour tout couple de nceuds, le nombre
de tirages de I'un sans que I'autre ne soit exécuté est borné.

D’autres familles de modeéles, plus élaborés, prennent empEnle contréle propre aux nceuds.
Ce contréle peut étre statique ou dynamique, abstrait sof@srhe d’'un oracle interne au nceud ou
imposé par des conditions explicites.

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons différergaugsie processus sans conflit, pour la
modélisation de flots de données, et en discutons les aesnghdes inconvénients.

2 De nombreuses et différentes définitions de I'équité onpédposées dans la littérature. Se reférer a Murata][
pour une présentation plus compleéte.
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2.2 Flots de données purs

2.2.1 Graphe marqué : définition et propriétés

Les graphes marquémarked graphk introduits par Genrichd/] puis étudiés par Commonet
al. [66], sont une sous-famille des réseaux de Petri. lls sont égaieprésents dans la littérature sous
le nom de graphes d’événementsént graphs

Définition 2.3 (Graphe marqué)un réseau de PetN, P, T, M) est un graphe marqué si et seulement
si chacune de ses places a un unique producteur et un unique®Eonateur :

VpeDP, lep|=|pe| =1 (2.6)

Un graphe marqué est un modéle permettant la concurrenég saras conflit. Dorénavant, nous
notonsep et pe les éléments (nceuds) plutdt que les singletons. Par exesnfiiep) et (p, n’) appar-
tiennent &7, alorsep = n et pe = n'. n est le producteur dp, etn’ est son consommateur.

Nous rappelons quelques résultats fondamentaux sur Ipe@ganarqués contenant des compo-
santes fortement connexes].

Lemme 2.4. Pour tout cycle simple d’un graphe marqué, le nombre de ge&st invariant par tirage
des nceuds.

Théoréme 2.5.Un marquage est vivant si et seulement si le nombre de jetonshaque cycle est
strictement positif.

Théoreme 2.6.Un marquage vivant est sauf si et seulement si chaque plageagihe appartient a
un cycle dont le nombre de jetons est unitaire.

Théoreme 2.7.S'il existe une séquence de tirages pour un graphe connexgieecette séquence
ramene au marquage initial, alors tous les nceuds ont éte tikméme nombre de fois.

Théoreme 2.8.Soit M un marquage vivant. Il existe une séquence de tiragesnt de M a lui-méme,
dans laquelle chaque nceud est exécuté exactement une fois.

Théoréme 2.9.Dans un graphe fortement connexe, si un marquage®lit produire M par une
séquence franchissable de tirages, alors M peut produite M

Les théoréme®.7 a2.9donnent les premiers éléments quant a I'ordonnancemeiodfgre des
graphes marqués. Cet aspect fut étudié dans les détailgyrirufer, dans Carlier-Chrétienné 7,
puis dans Baccelkt al.[14].

Dans le cas général, effectuer des traitement sur des dgroékes transporter d’un nceud de cal-
cul a un autre, n'est pas instantané : cela prend du tempdai@esesde calcul et de communication
furent introduites dans les réseaux de Petri par Ramchahidai). Ces latences correspondent a un
temps logique et discret, représenté par des entiers Hature

Exemple 2.10.Une analogie simple est celle de la chaine d’assemblageutieatelier : les nceuds
de calculs sont des machines, les places sont des tapistquid les jetons sont des pieces. Une
machine prenc instants(l'unité de temps est arbitraire) pour assembler une piggis, cette piéce
mety instantspour transiter jusqu’a la prochaine machine sur le tapikardpet ainsi de suite.
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FiG. 2.3: Un graphe marqué de capacité degauché et son équivalent sans capacido(te).

Aussi, nos modéles doivent tenir compte du fait que les Bys$éont, dans la pratique, despaci-
tésde stockage limitées. Cette notion rejoint celle du caradiérné d’un graphe, dans le sens ou I'on
tient a s'assurer que le nombre de jetons stockés dans weedplam instant donné ne peut pas dépas-
ser cette capacité. Il serait irréaliste de vouloir progluin systéeme ou des données s’accumuleraient
indéfiniment.

Exemple 2.11.Maintenant, la chaine d'assemblage est divisée en deleratdistants, qui échangent
leurs piéces via un entrepdt. Outre les contraintes surcgagchaine de montage, le producteur doit
veiller & respecter une nouvelle contrainte : le volume dekstge de I'entrepét est limité. Sil'entrepot
est plein, le producteur doit attendre que le consommaitetnel de la place avant de pouvoir continuer
ay envoyer de nouvelles pieces.

Compte tenu des propriétés de latence et de capacité, laidafia3 est étendue ; les définitions
correspondantes varient selon les auteurs, nous donndafinéion2.12pour coller & nos notations.

Définition 2.12 (Graphe marqué temporisé avec capacitéh) graphe marqué temporisé est un sex-
tuplé (N, P, 7,M,L,K) tel que :
— (N,P,7,M) est un graphe marqué,
— L estlafonction de latence, associant un poids a chaquelmdgqlace, telle que L(NUP — N,
— K est la fonction de capacité, associant a chaque place fetme maximum de jetons qu’elle
peut contenir, telle que KP — NU {40},

Un graphe avec capacités finies peut cependant étre transpas graphe équivalent sans capa-
cité®, tel que ¥ p e P, K (p) = +. Pour se faire, on associe & chaque place une place complémen
taire [7, 14] : pour toute placep de capacité finie, on ajoute au graphe une place complémeptai
avecep = Pe et pe = op (cf. FIG. 2.3). Par la suite, pour tout ensemble de plaesous notonsP
I'ensemble de ses places complémentaires.

Définition 2.13 (Graphe complémentéBoit (N, P, T, M, L, K) un graphe marqué temporisé connexe
de capacité finie. Lgraphe complémenté\’, 7', 7 ,M’,L’,K") est son équivalent avec places com-

30u plus précisément, & capacités infinies, telles qu’etesoient plus un facteur limitant.
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plémentaires et de capacités infinies, tel que :

N €N (2.7)

p L puP (2.8)

g d:(Ef ‘TU{(Ev_p) ]neN,peiP,(p,n)e‘T} (29)

U{(p,n) IneN,pe P, (np) T}

Vpe?, M'(p = M(p) (2.10)
M'(P) = K(p)—M(p) (2.11)

L'(p) = L'(P) = L(p) (2.12)

K'(p) = oo (2.13)

Exemple 2.14.Considérons I'exemple eni&. 2.3: un graphe de capacité deux a pour équivalent
un graphe sans capacité, tel que le complément d’'une plater@mt initialement un jeton sera de
2—1=1jeton, et qu'une place vide sera complémentée par une ptetenant 2- 0 = 2 jetons.

Exemple 2.15. Considérons maintenant un graphe dont le marquage indiatesles capacités des
places ¥ p € P, M (p) = 2. Son équivalent sans capacité contient un cycle ne carttanaun jeton,
violant ainsi la condition nécessaire et suffisante du #m@er2.5 pour que le graphe soit vivant.
Autrement dit, une saturation (ou verrou vivant) d'un gmajpliec capacités implique une famine (ou
verrou mortel) dans son équivalent sans capacité.

Comme mentionné précédemment, les latences représemmtotion de temps discret et lo-
gique. Quelgue soit la regle de tirage choisie, I'ordoneament d’un nceud de calcul sous la forme
d’'une séquence binaire ultimement périodiqaiegectionA.1). Chaque lettre de la séquence corres-
pond a un instant, et vaut «1» si le nceud est tiré (il commenag®uveau traitement), ou «0» sinon.
A partir de la découle une notion débit

Définition 2.16 (Débit d'un nceud) Soit n un nceud d’'un graphe marqué temporisé. Pour une régle
de tirage donnée, son débit est égal a la limite, lorsque falme d’instants écoulés tend vers l'infini,
au ratio entre le nombre de ses tirages et ce nombre d'instéobulés.

Le débit d’'un noeud est donc égal au débit de la séquencedpaireprésente son ordonnance-
ment. Par le lemma2.4 et le théoréme.7, nous savons que pour une séquence de tirage suffisamment
longue, les débits de tous les nceuds d’un circuit tendemea@gaux. D’ou les définitions suivantes :

Définition 2.17 (Débit d’un circuit) Soit ¢ un circuit d’'un graphe marqué temporisé. Son déXit)
est le ratio entre le nombre d’exécutions de chacun de sedsetle temps écoulé.

Théoreme 2.18Débit d'un graphe) Le débit d'un graphe marqué temporisé est la fréquence d’exé
cution maximale de ses nceuds. Le débit d’'un graphe forternanexe est égal au débit du plus lent
de ses circuits. Le débit d'un graphe acyclique st

Définition 2.19 (Circuit critique) Un circuit est dit critique si son débit est égal au débit dage.

2.2.2 Graphe marqué : capacité et débit

Considérons désormais une regle de tirage ASAP, afin de nacermlans les mémes conditions
gu’un systéme insensible aux latencefsgous-sectior2.2.3. Afin de maximiser les performances du
systeme modélisé, nous cherchons a en maximiser le débit.
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(a) Graphe cyclique. (b) Graphe acyclique.

FIG. 2.4: Exemples de graphes dont le débit est limit¢a&8cause des places 2-bornées. Les places
en traits pleins appartiennent au graphe avec capacités finous ne dessinons, en pointillés, que les
places complémentaires les plus significatives. Les latedes nceuds sont nulles, et les latences des
places sont unitaires.

Cependant, comme nous allons le voir au travers des rensaggisantes, il existe un lien fort
entre le débit maximum atteignable et les capacités desslddotons par ailleurs que la propriété
d’acyclicitéperd de son sens dans un graphe connexe avec capacités dans bu il est équivalent
a un graphe fortement connexe : son graphe complémenté.ddetushons alors a maximiser le débit
atteignable, c’est-a-dire le débit du graphe lorsque lpads sont assez grandes pour ne plus étre
un facteur limitant guffisantels tout en minimisant la capacité totaleécessairg

Remarque 2.20. Certains travaux1, 56, , 217] font le lien avec le probléme daycle moyen
maximum 14, 47] pour calculer le débit d’'un graphe marqué temporisé. Latd&kc) d’un circuitc
est défini tel que :
[Nel
Oc) = (2.14)
O N s L)
pePe

ou N et P. sont respectivement les sous-ensembles de nceuds et pigEgtenant au circuit.
Les auteurs font I'hypothése que les latences des nceudsirsitaites ; plus généralement, on peut
remplacer dans leur formule Ié; du dénominateur paf ,c, L ().

L'équation Q.14 signifie que le débit est défini comme étant égal au nombresleds du circuit,
divisé par la somme des latences. Cette formulation negesntompte du marquage initial : elle n'est
consistante que si I'on suppose un systéme contenant ai&#etbons initiaux que de places. C’est un
cas particulier ou chaque nceud dispose d’'une valeur misiat chacune de ses entrées, comme par
exemple dans Dasdan-Gupt&l]. Ce n’est donc pas le cas général.

Remarque 2.21.Considérons deux graphes marqués temporisés, de topadiegigque, I'un avec
des capacités finies, I'autre avec des capacités infiniean@oremarqué par Millol[6q], le graphe a
capacités bornées peut s’exécuter avec un débit inférieelluad’une version a capacités infinies.
Nous donnons eniB. 2.4(a)un exemple de graphe 2-borné. Toutes les places apparitenne
au graphe a capacités finies, tandis que seules les placesterpteins appartiennent au graphe a
capacités infinies. Les places complémentaires sont dopoietillés ; nous n’en représentons que
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deux, les plus significatives dans cet exemple. Nous suppagse les latences des places sont nulles,
et que les temps de calcul sont unitaires.

Le graphe avec capacités infinies contient deux cycles d&idébit 1 (a gauche), I'autre de débit
4/5 (& droite). Le débit de ce graphe est donc égaJ%a €£€ependant, les places complémentaires
introduisent de nouveaux cycles dans le graphe avec cégdicites : en particulier un cycle de débit
3/4. Ainsi, le débit du graphe avec capacités finies est égada 3

Remarque 2.22.Le débit d'un graphe acycliquavec capacités finiggeut également étre inférieur
a 1. La FG. 2.4(b)y présente le rble du marquage initial. Sur cet exemple, éesx dbranches ont
un marquage initial déséquilibré, avec umdle dans la branche gauche. Lorsque nous prenons en
compte les places complémentaires, nous créons un ciediélit 34.

Seuls les arbres avec des capacités supérieures ou égales éctiappent a ce phénomeéne ; les
places complémentaires n'y introduisent pas d’autre itisimple que ceux formés par une place et
son complémentaire.

Maintenant que nous avons pris en compte les contrainteitésdpar des capacités finies, nous
pouvons donner I'expression du débit atteignable d'untygap

Théoréeme 2.23Débit atteignable) Soit g= (N, P, T,M, L,K) un graphe marqué temporisé connexe
avec capacités finies, et g (W', %', 7", M',L’,K’) son graphe complémenté. Le débit maximum at-
teignable®(g) de g est :

pezjw M’ (p)
W= s Tm+ z Ut =19
neNe peP

ou c C d représente, par abus de notation, tout circuit ¢ du graphe g

Le débit maximum du graphe est un cas particulier du délgigmiable, obtenu en supposant que
les capacités du graphe sont infinies : les circuits inttsduar le graphe complémentaire ne peuvent
pas faire chuter le débit global. Une fois le débit maximummg nous minimisons la somme des
capacités des places nécessaires pour I'atteindre. Niousares alors une fonction capacké donnée
par le programme linéaire en nombres entiers (PLNE) suivant

minimiserz K(p) (2.16)
peP

avec, pour tout circuit degd’, tel quec contienne au moins une place complémentaire, des comsaint
de la forme :

Y Mpx| S LM+ Up|-3 M(p)x ( > U+ y L’(D)) >0 (2.17)
peP; neN; ped pePy neNg ped;
ouy est le circuit critique dg sans prendre en compte ses capacités, et poup e :

K(p) = M'(p)+M(p) (2.18)
K(pp = 0 (2.19)

Remarque 2.24.Les inéquations précédentes peuvent étre modifiees enaeamplle débit optimal
par un debit «cibleDciple, inférieur ou égal. Dans ce cgpcy, M’ (p) et nen, L' (n)+ Y pe, L' (p)

sont a remplacer p&ret p respectivement, tels qu@ipe = % >0(y).
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Entrées : un graphe marqué temporisé avec capagtésN, P, T,M,L,K).
Sorties : le dimensionnement des mémoiresgle

1:

[
W N P O

14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:

Etape 1 :appliquer au graphe non-complémengténe variante de I'algorithme des plus col
chemins de Johnsori?4] :
pour tout nceudn deN faire
rechercher le plus court circuit passant pas'il existe
la métrique de poids est le ratio entre les marquages irigales latences du chemin
fin pour
Etape 2 :calculer le débit potentiel du graphe
si aucun circuit n’est trouvélors
débit du graphe = 1
sinon
débit du graphe = minimum des débits des circuits

: fin si

. Etape 3 :construire le graphe complémenjé

. Etape 4 :énumérer tous les circuits décontenant au moins un arc complémentaire avec I's
rithme de JohnsonlP 3. Afin d’optimiser cette recherche, nous effectuons ungare en profont

deur qui vérifie, lorsqu’un circuit est trouvé, qu’il comtteau moins une place complémentai
les autres circuits sont ignorés
Etape 5 :construction des contraintes :
pour tout circuit ainsi énumérgaire
construire une contrainte de la forme de I'inéquati®ri ()
L’ etM’ doivent vérifier les équationg.(10), (2.11) et 2.12)
fin pour
Etape 6 résoudre le PLNEZ.16) sous les contraintes de I'étape 5

Irts

go-

re;

retourner les résultats

Algorithme 2.1: Calcul les capacités minimales des places

Remarque 2.25.Une autre variante consiste a borner les capacités dermstplaces, ce qui se
traduit par des contraintes supplémentaires de la fo&¢f® < Kmax(p)-

Enfin, l'algorithme2.1 permet de calculer les capacités minimales des placesemopermettant
d’'atteindre le débit maximum. Il construit le systéeme d&tpns du PLNE précédemment énoncé,
et le résoud. Il est semblable & notre précédent algoritrer@odicaroret al. [36]. Les complexités
temporelles des différentes étapes de I'algorithme serguerantes :

Etape 1 O (|‘J>|2 x log, |P| + |N| x |‘J>|)

Etape 2 O(|N])

Etape 3 O(|N| +|P|)

Etape 4 O ((|\'|+|?'|) x (c+1)), otic est le nombre de circuits élémentaires dgins
Etape 5 O(|P| x )

Etape 6 : NP-complet, dépend de I'heuristique utilisédeaolveur

2.2.3 Graphe marqué : conception insensible aux latences

La méthodologie de conception dite «insensible aux latengatency-insensitive design — L)D
[49], aussi connue sous le nom d’élastique synchregadhronous elastic flow SELF) [/0], permet
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de générer systématiquement un équivalent fonctionneleaspécification synchrone, tolérant aux
latences d'interconnexion. Elle sépare la considératemadonctionnalité des modules et celle de
leur implantation.

Protocole insensible aux latences

Le principe du LID repose sur le protocole insensible auerlaes latency-insensitive protocol
— LIP) [50]; il garantit la fonctionnalité d’'un systéeme composé de oied localement synchrones
qui, du fait des latences de communications, ne respecpasies hypothéses synchrones au niveau
global.

Le LIP se base sur le concept de procegmiient: un processus synchrone dont la fonctionnalité
ne dépend que de la valeur et de I'ordre de ses données ea,@itrdn de leurs instants d’arrivée.
Autrement dit, une séquence d’entrée implique toujours@anmséquence de sortimpdulodes dis-
tances temporelles différentes. La composition de sysftient est elle-méme un systéme patient.

Cependant, la patience d’'un processus est une contrairée: fpar définition, un module syn-
chrone échantillonne toutes ses entrées et émet sur tagtesrties a chaque instant. Par conséquent,
la plupart des modules synchrones ne sont pas patientschDe daassurer ce pré-requis, le LIP utilise
deux composants :

La coquille. Un module synchrone, alors appglérle, est encapsulé dans uoequille Le role de la
coquille est double : la synchronisation des entrées, le gtant exécutée dés lors que toutes
ses entrées disposent d'une donnée ; et la propagationta) sars’assurant que le systéme en
aval est prét a recevoir la donnée produite.

La station relai. Les canaux de communication trop longs ne peuvent étrerg@vear un signal
en un cycle d’horloge, comme mentionné ci-dessus. lIs dorg aegmentés en trongons plus
courts, séparés par dstations relais Une station relai est un processus patient permettant de
stocker des données d’'un cycle d’horloge a l'autre. Elleptstée a I'extrémité d’'un trongon
de fagon a ce que I'émetteur et le récepteur sur ce troncoaieet snutuellement distants que
d’'un cycle d’horloge. La capacité minimale d’'une statiolairest de deux places, pour ne pas
dégrader les performances du systéme.

Un mécanisme deontre-pressiorpermet de contrdler les flux dynamiquement : lorsqu’une sta-
tion relai est pleine, ou gqu’une coquille ne peut recevoiddenées sur I'une de ses entrées, celle-ci
émet vers I'amont un signal d’arrét. Ce signal a pour butditjoer a I'émetteur que le récepteur
n'est pas en mesure de traiter une nouvelle donnée danmfiinda contre-pression est alors rétro-
propagée dans le pipeline pour arréter ses étages jusdfitada la congestion. Notons que Harris
avait proposé, dés 2000, une idée de temporisation de flobieéds, similaire & une propagation
de contre-pressionl[ 7. Ce document, s’attachant essentiellement aux aspedtsngdantation, y
détaille I'architecture de blocs comparables a des sttielais.

En définitive, le protocole insensible aux latences repas@sux hypotheéses. La principale est
que les perles peuvent étre arrétées en un seul cycle djeorlaa seconde est que I'on travaille
en latences entiéres, ce qui est toujours possible en aetalels signaux jusqu'au prochain front
d’horloge.

La méthodologie est détaillée par Carlatial. [49] : le développeur congoit un systéme syn-
chrone, composé de différents modules, reliés par des xaleaoommunication point-a-point. Ces
modules sont encapsulés par des coquilles, faisant ioéegafeec les stations relais. Les latences d'in-
terconnexion sont connues aprés placement-routage ;Hasixaont segmentés itérativement pour y
insérer le nombre adéquat de stations relais, afin de resdestcontraintes de temps. En effet, le
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Station

relai
Perle 4 Perle 1 Station Station
SEEETEEEH relai [qeseeeee relai [4---eq

Coquille Station Coquille

7y relai l x
_—
———

Coquille Coquille

FiGc. 2.5: Exemple de systéme insensible aux latences. Les $lé&shéraits pleins représentent les
canaux point-a-point, tandis que celles en pointillésespondent au protocole contre-pression.

mai n nodul e Test : nodul e SousMbdul e :
input | : integer;
signal S2 : integer in output O: integer;

run A/ SousMdule [S1/1, S2/Q
|| sustain ?20<=f(?) if |
run B/ SoushMbdule [S2/1, S3/Q end nodul e
end si gnal
end nodul e

FiG. 2.6: Exemple de programme Esterel ou I'évaluation d'ustaimceB dépend d’une autre instance
A

placement des blocs n'est pas coranpriori, et d’autant moins les longueurs et délais des intercon-
nexions, qui doivent étre estimés et progressivement éaffidn exemple de systéme insensible aux
latences est représenté e F2.5.

Modélisation par un graphe marqué

Par ailleurs, un systéme synchrone peut étre modélisé pgrapie marqués[3, 39, 40, 1.
Plus précisément, un LIS est modélisé par un graphe marmpbtesé a capacités bornées. La regle
de tirage d’'un nceud de calcul correspond au comportemene giarle et sa coquille : une donnée
est consommée sur chaque entrée, et une donnée est praduileague sortie. Une station relai
contenant deux registres est assimilable a une place deigaggale a deux.

Nous attirons toutefois I'attention du lecteur sur le faiechaque place ne contient pas nécessai-
rement de jeton initial. Considérons le code Esterel dada E.6, décrivant un systéme composé de
deux modules synchronéset B. Ces modules sont déclarés comme s’exécutant en parafigis Ja
dépendance introduite par le sigr&lentre la sortie dé\ et I'entrée deB force la séquence. L'éva-
luation deB dépend, dés le premier instant, de celldd& éme si laprésencead’un signal valué peut
toujours étre testée, saleur ne peut étre lue que lorsqu'il est présent. Dans un graphguéaun
jeton représente une donnée ; attribuer des jetons inidaugémantiquement équivalent a «le registre
contient initialement une valeur valide». La concepticseimsible aux latences ne permet pas de faire
de telles hypothéses. Il n’est pas toujours possible d@iliger un étage de pipeline si ses calculs dé-
pendent de données produites en amerg. in décodeur vidéo ou un algorithme de cryptographie) ;
le LIP ne peut introduire plus de jetons que spécifiés parme@umteur. Ainsi, dans le graphe marqué
correspondant a ce programme EstetélRIG. 2.7), la place entré et B a un marquage vide.
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2.2. Flots de données purs

FiG. 2.7: Exemple de place sans marquage initial.

Le théoréme2.23nous permet de calculer le débit maximum atteignable pard8ndompte tenu
des capacités de ses stations relais et de ses latencesear, le calcul des capacités minimales
des stations relais sur un canal, tout en maximisant le,dgbfait au moyen du programme linéaire
en nombres entier®(16). Pour cela, nous ajoutons des contraintes supplémenfaing toute place
p de la forme :

K(p) =2xL(p) (2.20)

2.2.4 Graphes flots de données synchrones

Lee et Messerschmitt proposent une extension des graphrgsiésaen graphes flots de données
synchronesgynchronous data flow — SDFL44], également connus dans la littérature sous le nom de
graphes d’événements pondérggighted event graphsEn SDF, les nceuds de calcul ne se limitent
plus & consommer ou a produire qu’un seul jeton par place &tage. Des poids entiers sont associés
aux entrées et sorties des places. Ces poids représentasrnbne explicite de jetons qui sont produits
(resp. consommeés) dans la place lorsque son productepr $a@sconsommateur) est exécuté.

Définition 2.26 (Graphe flot de données synchran&)n grapheflot de données synchrorest un
quintuplet(N, P, T,M,W) tel que :
— (N,P,T,M) est un graphe marqué,
— W est une fonction de poids, attribuant a chaque place p fetme de jetons produits et
consommés par tirage ae et p» respectivement, telle que WP — N2.

Les définitions de I'activation et de I'exécution d’un ncewivent étre adaptées en conséquence.
Les questions sur les bornes et I'absence de blocage sonékqug sorte plus compliqguées a résoudre
pour les graphes SDF que les graphes marqués. Un importauitatéde Lee-Messerschmiti4{3
fournit un critére pour vérifier le caractére borné, en néadl les équations ditete balance elles re-
posent sur le principe qu’au sein d'un flot de données, laymraoh doit compenser la consommation.
Plus précisément, les équations de balances permetteatifierynon pas si le graphe SDF est borné
dans I'absolu, mais s'il peut étre ordonnancé de facon aebdes capacités de ses places. A partir
d’'un graphe SDF, il est alors possible de construire un Bys@équations linéaires de la forme :

ou X, et Xy, les deux variables, correspondent respectivement auneodebtirages du productear
et du consommateur de p, de telle fagon que le nombre de jetons produits par I'unesaittement
celui consommeé par l'autre. Il existe une solution trivjatdle que pour touh, x, =0 :

— S'il n’existe aucune autre solution, alors il estimpokesie trouver un ordonnancement tel que
le graphe soit borné : dans ce cas, quelque soit I'ordonnagrechoisi, il y aura accumulation
de jetons dans une place.

— Sinon, il existe au moins un ordonnancement périodique efx,y correspondent aux nombres
de tirages da etn’ par période.
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,0.0 1,0,0,0 0,0,0,1
o ': @, O
(0,n,n) 0,1,1,2) ( | (1,1,1,0)
)
-/
(@ (b)

FiG. 2.8: Exemples de routage en CSDF : (a) branchement, (bJeouc

Différentes techniques ont alors été développées pouniser le débit, les capacités des places, ou
encore la longueur de la périod&l[ 103.

Une premiere solution, pour vérifier I'absence de blocada eivacité d’'un graphe SDF borné,
consiste a simuler son exécution jusqu’a revenir a I'éigialr{sur une période, pour une ordonnance-
ment périodigue). Des solutions plus élaborées ont étéopéms dans Marchetti-Kordohd9, 16(].

Le modéle SDF fut par la suite étendu au cas des données dima#isionnelles 175, ].
Notons que les graphes de caladihputation graphq127] sont une généralisation des graphes SDF,
ou chaque place se voit attribuer seuild’activation ; il représente le nombre de jetons nécessaire
I'activation du nceud consommateur, obligatoirement sapépu égal a sa consommation.

2.3 Flots de données a controdle statique

Les graphes exclusivement flots de données, dépourvus ttélecst de routage comme jusqu’a
présent, peuvent étre étudiés statiquement. Le prix a payene certaine restriction quant aux classes
de programmes a modéliser. Afin de relacher cette contraiates introduisons désormais du contrble
statigue dans ces modéles. Les jetons y sont aiguillés se®mronditions de routage connues a la
compilation.

2.3.1 Graphes flots de données cyclo-statiques

Les graphes flots de données cyclo-statiqagsl¢-static dataflow — CSDH 31, 81] sont de tels
modéles. Ce sont des extensions des graphes SDF, tels quaidesassociés a la production et la
consommation de certains de leurs nceuds ne sont plus dessiegiers, mais des listes d’entiers :
ainsi les poids varient de facon cyclique et périodique. &ait au modéle introduit une notion de
modesen SDF, ici appeléshasesLa plupart des résultats sur les équations de balance dp&veENt
étre transposés en CSDF.

Définition 2.27 (Flot de données cyclo-statiqgueln grapheflot de données cyclo-statiquest un
quintuplet(N,?,T,M,W) tel que :
— (N,P,T,M) est un graphe marqué.
— W est une fonction associant a chaque nceepicet ps, pour toute place p dé&, une liste
circulaire de poids dan#l.

Ces poids variables permettent de modéliser du routage ieéde avec CSDF, bien qu'il reste
implicite (cf. FIG. 2.8) : une structure de contrfle est représentée au méme time qalcul, et le
modeéle ne différencie paplicitementraitements et routages. Cela permet donc dans une certaine
mesure de représenter du routage périodique ; la limite dieffiait que, ne pouvant faire facilement
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nom | valeur
n [5]12

1 3 B
p actue'l__.‘ précédent

1 ~—1» -
—>3 m P ooo l|_| wlUl

FiGc. 2.9: Exemple de graphe SPDF. Les flots de données sont enphains ; les jetons sont les
disques noirs ; le flot de contréle est en pointillés, sengEsmnt les carrés noirs.

__( . |(_/

cette distinction, il est difficile d’effectuer des transfations sur la topologie du graphe tout en
préservant son comportement.

2.3.2 Graphes flots de données englobées synchrones

Le modeéle flot de données englobées synchr@ymd¢hronous Piggybacked Dataflow — SHDF
[183 , ] est une autre variante des graphes SDF. Il dissocie lesuxas& données et de
contrdle. Les nceuds de calcul peuvent avoir des états enpaes internes, qui ne sont pas acces-
sibles de I'extérieur. La mise a jour de ces paramétres spdaie biais d'une table d’'états globale :
sur requéte, un nceud met a jour ses parameétres par ceuxtpréann la table. Cette méthode per-
met, entre autre, d’éviter des copies redondantes de jeiors que de diminuer les dimensions des
mémoires : les jetons ont une granularité plus fine.

Détaillons ce principe sur I'exemple de lad: 2.9. Le producteu produit trois données pour le
nceud depiggybacking Pqui seront traitées par le noeBdCes traitements requiérent un paramatre
si I'on modélise cette application en SDF, il faudra prod@utant de jetons contenangue de jetons
données. Au lieu de quoi, en SPD¥ne produit gu’'un jeton paramétre pour le nceud de conversion
d'état S; S émet alors une requéte pour ajouter la nouvelle valeun éda table d'états globale,
et produit trois jetons de contréle poBr Ces jetons de contrble représentent les pointeurs vers la
nouvelle instance dans la table. Enfhassocie a chaque jeton «donnée» le pointeur correspondant.
Lorsque le couple donnée/pointeur est consommdpeelui-ci met a jour sa valeur locale de

2.4 Flots de données a contréle dynamique

Jusqu’a présent, nous avons étudié des modéles ne pernueti@présenter que des traitements
réguliers sur les données : soit des modéles dépourvus wigustes de controle, soit des modéles
a routage périodique. Nous envisageons maintenant deslesoolés complexes, ou les produc-
tions et consommations des nceuds de calcul ne sont pas soamaeompilation. Les modeéles de
cette famille de tels modéles permettent d’exprimer unrébmdynamique, a la fagon de réseaux de
Kahn [L2€]. Leur expressivité en est considérablement élargie, laaiscaractére Turing-complet les
rend beaucoup plus difficiles a étudier statiqueméent [45.

2.4.1 Flots de données a contrble booléen

Les graphes flots de données a contrdle bool8awléan-controlled Dataflow — BDFétudiés
par Buck [15], ajoutent aux graphes SDF deux nceuds spécifiques de roetagdus des nceuds de
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calcul habituels. Nous les appellofisionet sélectioff, et se comportent respectivement comme un
multiplexeur et un démultiplexeur, séparant et rassenhtgarflots de données.

Définition 2.28 (Graphes flots de données a contréle boolé&m) grapheflots de données a contrdle
booléenest une structuréN, P, T,M,C) ou :
— (N,P,7,M) est un graphe marqué ;
— Ns € N est un ensemble fini de nceudssékection tel quevn € Ns: |[ne| =2 et|en| =1;
— Nt € N est un ensemble fini de nceudgutgon, tel quevVn € Ny : [ne| = 1 et|en| = 2;
— C est une fonction paramétrique, pouvant dépendre desédsnigui détermine le nombre de
jetons consommeés sur les entrées des fusions ou produiessssorties des sélections, lors des
exécutions de ces nceuds.

Les nceud$usion (resp.sélection ont exactement deux places distinctes en entrée (regje)sor
et exactement une place en sortie (resp. entrée). Le chdix place ou doit étre consommé (resp.
produit) un jeton est prise en interne, de fagcon similairaéstructure conditionnellg-alors-sinon
les brancheslors et sinonsont respectivement étiquetées «1» et «0». Mais les ptédiessont pas
explicites et peuvent éventuellement dépendre des donGé&s implique la perte de la propriété
de décidabilité des équations de balance, du fait gu'il efdvimpossible de prédire dans quelles
places seront lues ou produites des données, comme démantBck [15]. Cette propriété reste
décidable dans des cas particulie?€][ mais plus dans le cas général. En effet, un graphe BDF a
I'expressivité d’une machine de Turing : il peut potengeilent s’exécuter a 'infifiet nécessiter une
capacité mémoire également infinie. Cela implique que l®peut dimensionner précisément et avec
certitude les capacités des places.

Buck introduit également le modele flot de données a congndlier (nteger-controlled Dataflow
— IDF) [45, 44]. Il consiste en une extension de BDF incluant deux nouvégoes de nceudsCase
et EndCaseCes derniers prennent en parametre des valeurs entiepsneettent de modéliser des
structures itératives de fagon plus naturelle, ainsi quics branchements conditionnels (semblables
aux switch-caseen langage C). Buck y donne un critére et un algorithme péamiede vérifier si le
graphe est ordonnancable statiguement avec une mémoiréehdependant, ce probléme n’est en
général pas décidable, la encore en raison du contréle dépedes données.

2.4.2 Fonctions basées sur flux

Dans sa thése, Kienhuis développe le modéle de fonctiogebasr flux$tream Based Functions

— SBA [131].

Définition 2.29 (Application basée sur flux)Une application basée sur fluxst un graphe orienté
G(V,E)ou:

— V est un ensemble d’'objets exécutant des fonctions sunie®fi flots) de données.

— E est un ensemble de files par lesquelles transitent ces flux.

Définition 2.30 (Objet basé sur flux)Un objet basé sur flugst un septulél,O,S s, P, w, ) tel que :
— | estI'ensemble demntréede I'objet,
— O est'ensemble desortiesde I'objet,

4 Ces nceuds sont définis par I'auteur sous les noms respezfislectet Switch Cette traduction libre est volontaire,
de facon a conserver une cohérence avec des définitiongurts.
Scf. probléme de I'arrét.
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— S estlespace d'étatS x D, avec C lespace de contrbkt D I'espace de donnéds représente
I'ensemble des états de I'automate de contréle, tandis qrepEesente I'ensemble des valeurs
des variables locales,

s est |'état courant, tel que=s (c,d) € S,

P est 'ensemblé fi,it, f1, f2, ..., fx} des fonctions sur flux de données, de la forme :

|1MxD—-0"xD
" (igs+-ryim,d) — (0g, .., 0n,d")

finit st une fonction appelée uniqguement a la création de I'pbjgtermettant d'initialiser s,
w est lafonction de transitiondéterminant I'état catteint aprés une exécution :

S—C
w:
s—c
— M est lafonction de fixation associant & chaque état de contréle une et une seule fonatio
exécuter :
JC—=P
W
c— fe

Par rapport au modele AST de Backus]| P est 'ensemble des fonctionsgest I'état, et(cw, 1)
représente le contrbleur. Les lectures sur les entréesbmmiiantes et les écritures sur les sorties
sont non-bloquantes. L'application peut étre dynamiges cbnditions sur les données sont résolues
a I'exécution. De ce fait, SBF pose les mémes problémes que BBns le méme esprit de forma-
lisation des réseaux de Kahn, citons encore les réseauwodegsus dynamiqueR¢active Process
Network3 [96], EIDF et CFDF [L91].

2.4.3 Reéseaux de processus flots de données

Les réseaux de processus flots de donnBagaflow Process Networks — DRINL8€] sont un cas
particulier de DPN, inspiré des réseaux de Kahn : les régles@données a la facon d’wswitch-
cased’'un programme séquentiel : le noeud évalue les préconditierses régles de la premiére a la
derniére, la premiére satisfaite étant utilisée pour &t Notons que les lectures sur les entrées sont
bloguantes, comme dans un réseau de Kahn.

2.5 Flots de données a contrble paramétré

Les modéles a contrble paramétt@ 3, , 231] sont des compromis entre modeles a contrdle
statique et modéles Turing-complets. Leur expressivitépkes large que les premiers : les motifs
des listes de poids ou conditions de routage dépendent denpties entiersa priori inconnus a
la compilation. Cependant, leurs équations de balanceepe@ire résolues par calcul symbolique.
lls conservent ainsi le caractére décidable de certairgmiptés, telles que I'absence de blocage, la
vivacité et le caractére borné.
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FiG. 2.10: Exemple d’encodeur/décodeur en CDDF. Les variaddi® crochets correspondent aux
valeurs attribuées aux jetons de controle.

2.5.1 Flots de données évolutifs

L'exemple le plus simple d’un tel contréle paramétré esticgés flots de données évolutifSqa-
lable Synchronous Dataflow — SSPF 03], congus en tant que modéle intermédiaire pour la com-
pilation sur DSP. De méme qu’en SDF, un poids est associé guehentrée et sortie d’'un noceud
SSDF. Lors d’'une exécution, le nombre de jetons effectivémeoduit ou consommé par un nceud
est un multiple de ce poids, selon un paramétre défini pastdlamanceur. Cette approche permet de
diminuer le nombre d’activation de chague nceud, et ainsiméder de facon optimale le surco(t
introduit par les changements de contexte du processédy. [

2.5.2 Flot de données cyclo-dynamique

Par la suite, Wauterst al. [231] présentent le modeéle flot de données cyclo-dynami@yel6-
Dynamic Dataflow — CDDF; version paramétrée de CSDF. Tout nceud a un comportemgeat pé
dique ; une période est une séquenceltEseslLes productions et consommations de jetons au cours
d’'une phase, et donc les tirages des nceuds, dépendentdied’dans la séquence et de la valeur de
jetons ditsde contréle un nceud n'est pas supposé se comporter tel un automatejemorariables
internes influeraient sur I'exécution. Cela signifie, pagraple, que si un nceud consommgtons
sur 'une de ses entrées a un instant donné, alors un jetoondéie contenant la valeurdoit étre
consommeé sur une autre entrée au sein de ce méme instankedawast pas stockée d’'un instant a
l'autre. En revanche, la valeur d’un jeton de contrble péteiminer la longueur d’une phase. Les au-
teurs y expliquent comment la consistance (mémoires bsmetd®mmportement périodique) du graphe
peut étre prouvée hors-ligne, indépendamment des valesrietbns de contréle, par calcul symbo-
lique des équations de balance. Cependant, il demeure sibfmsle calculer les tailles maximales
des mémoires sans plus de précisions sur ces valeurs.

Exemple 2.31.Pour illustrer ce point, nous reprenons eiG F2.101'un des exemples avancés par
Wauterset al. [231]. Les symboles entre crochets correspondent aux valesriettis de contrble.
L'idée est la suivante : le nceud de gauche litonnées, et les encode en un jeton gu'il transmet lors
de san®™® exécution. Le décodeur, & droite, recoit le jeton de coatridé nombre de jetons produits
par le décodeur dépend de la valeyortée par ce jeton de contrdle. En I'occurrence, nous obten
l'identité x = n.
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2.6 Hiérarchie et métamodeles

La composition hétérogene et hiérarchique des modéleégeéts est abordée par divers travaux,
notamment sur *chaftg99] et DFCharts [99. Ces deux modéles mélangent graphes SDF et au-
tomates, offrant ainsi différents niveaux de raffinementridéle et de ses composants. Le premier
a une approche par couches homogenes : les graphes SDF symisés entre eux uniquement, de
méme pour les automates. Au contraire, le second étudiaripasition de différents modéles au sein
d’'une méme couche.

L'approche par métamodeles offre une modélisation hiirque pouvant étre appliqguée a tous
les modéles précédemment cités. Elle permet une recortfigusdructurée des flots de données : le
systeme est contrbélé par un ensemble de paramétres. Cesepraasm peuvent changer a I'exécution
pour chague période du graphe ; cependant, une fois fixése ifeuvent étre modifiés avant la fin
de la période courante. Ainsi, le comportement du grapheg®nger dynamiguement. Son ordon-
nancement est quasi-statique, dépendant de ces paramibtess défini & la compilation, mais les
nombres exacts de tirages des noeuds sont calculés a liexeddes exemples de tels métamodéles
sont les flots de données paramétrés P8, 29 et assimilés (BLDF [3€], DGT [136, 1), ou
encore HPDF]15, , ].

5Prononcé starcharts.
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Chapitre 3

Graphes a routagek-périodique

Tous les modeéles sont faux, mais certains sont utiles.

George E. P. Box et Norman R. DrapEmpirical
Model-Building and Response Surfac&887.

Sommaire
3.1 Présentation . . . . . ... 58
3.1.1 Deéfinition . . . ... e 58
3.1.2 Sémantiqueetflotsdejetons . . . . ... .. .. ... ... 60
3.1.3 Caractereborné . . . . . . . . ... 61
3.1.4 Abstractiondu KRG engrapheSDF . . . . .. ... ... .... ... 62
315 Mivacité . . . . . . 62
3.2 Dépendances de données etformenormale . . ... ............. 63
3.2.1 Motivation . . . ... e 63
3.2.2 Deépendancesentrejetons. . . . . . . ... .. 65
3.2.3 Graphededépendanceétendu . .. ... ... ... ... ... . ... 67
3.2.4 Premiére réduction : équivalencedeflot . . . ... ... ... .... 67
3.2.5 Seconde réduction : équivalence de comportement ........ ... .. 70
3.26 Formenormale . . . . . . ... ... 73
3.3 Transformation de I'interconnexion . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 77
3.3.1 Transformationslocales . .. ... ... ... ... ... ... . ... 77
3.3.2 Arbresdesélectionetdefusion . ... ....... ... ... ... 80
3.3.3 Permutationsdejetons . . . . . .. ... o 82
3.3.4 Expansiondelinterconnexion . . . . . . .. .. ... aa. .. 86
3.4 Factorisation etexpansiondescalculs . . . ... ... ... ... ...... 87
3.4.1 Factorisationd’uncalcul . . .. .. ... ... Lo 87
3.4.2 Expansionduncalcul . ... ... ... oo Lo 88
3.5 Graphes aroutagek-périodique synchrones . . . . . . . ... .. ... ... .. 89
3.5.1 Définition . . . ... 89
3.5.2 Ordonnancement . . . . . . . . . . .. 91
3.5.3 Capacitésdesplacesettrieurs . ... ... ... ... ... ..... 94

57



Chapitre 3. Graphes a routaggériodique

Contrairement aux graphes CSDF, les graphes a roktpgeodique k-periodically routed graph
— KRQ@ [33, 37] furent introduits dans I'optique de rendre explicite lentéle, et le distinguer des
nceuds de calcul. Les KRG aiguillent leurs jetons par le ldaisleux types de nceuds additionnels,
sélectionetfusion annotés par des séquences binaires ultimement périadiglies déterminent dans
quelles places, en entrée et en sortie, ces nceuds doivesainaorer ou produire les jetons.

L'intérét de ce modéle est multiple. Tout d'abord, de la mé&agen qu’un graphe marqué permet
de modéliser un systéme insensible aux latentfesqus-sectio.2.3, un KRG peut modéliser un tel
systeme enrichi par du routage de données. Ensuite, afiaskusér que le systéme est synthétisable,
sa sémantique est assez riche pour permettre de vérifiero@sdpes fondamentales, telles que le
caractere borné, I'absence de blocages, ou encore le @iioulordonnancement, et ce de fagon
statique. Enfin, nous définissons un ensemble de transfiormeale sa topologie qui préservent ces
propriétés et la fonctionnalité du graphe.

3.1 Présentation

Dans cette section, nous donnons tout d'abord les défieitles KRG et de la sémantique de leurs
nceuds, avant de préciser leurs régles d'activation et dgetirNous expliguons comment vérifier
le caractére borné d’'un KRG par abstraction en graphe SDfih,Erous présentons une premiére
solution pour vérifier la vivacité d’'un KRG.

3.1.1 Définition

Définition 3.1 (Graphe a routag&-périodique) Un graphe a routage k-périodique est un graphe
orienté biparti(N,?,7,M,R), ou :
— N est un ensembile fini de nceuds, répartis en quatre sous eesetigilncts :
— N, estI'ensemble des noeudsaddcul
— Nc est 'ensemble des nceudsaipie tels que :

VYneNg, |en|=1 et |pe|>1 (3.1)
— Ns est 'ensemble des nceudssddection tels que :
VneNs, |en|=1 et |pe| =2 (3.2)
— N est I'ensemble des noeudsfdsion tels que :
VneNs, |en|=2 et |pe| =1 (3.3)
— P est un ensemble fini gdacestelles que :
Vpe P, |ep| = |pe| =1 (3.4)

— T est un ensemble fini d’arcs reliant nceuds et placEs_: (N x P) U (P x N)
— M est la fonction attribuant un marquage initial a chaquags.

M:P—N (3.5)
— R est la fonction attribuant une séquence de routage auxisorisélection et fusion.

R: NsUNf — P (3.6)
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3.1. Présentation

(a) Production de deux (b) Une seule donnée est
données distinctes. produite, puis dupliquée.

FiG. 3.1: Réle du nceud de copie.

D’un point de vue structurelN, P, T, M) est un graphe marqué. Cependant ,les nceuds d’un KRG
ont deux vocations distinctes. Les nceuds de calculs, d'ane gffectuent des traitements sur les
données, et sont dépourvus de contrble. En cela, ils somtlaki®s aux nceuds des graphes marqués.
D’autre part, les nceuds de sélection, de fusion et de copi¢ gelant & eux des nceuds de transport :
ils permettent d’enrichir la modélisation du contrble epl&itant les routages et duplications des
données. Ainsi, nous pouvons étudier le transport desgataépendamment de leurs traitements.
En cela, un KRG offre un raffinement d'un graphe CSDF. Dé&aslmaintenant chaque élément de
la définition :

Nceuds de copieLa nature (ou multiplicité) des jetons doit étre prise en pamBien que les don-
nées sous-jacentes soient abstraites, il existe unedifférsémantique importante illustrée par
la FiG. 3.1 De la méme maniére que les KRG introduisent un routageagepfar rapport a
CSDF par des nceuds dédiés, nous souhaitons étre a mémeeda thatinction entre la dupli-
cation d’'une méme donnée et la production de deux donnéesctiés. Dans le ca3.1(a) le
producteur a deux sorties distinctes, chacune vers un @miouisommateur : le noeud de calcul
produit deux données potentiellement différentes. Dawad&.1(b) le producteur n'a qu’une
seule sortie : une seule donnée est produite puis dupligueée,chaque consommateur. Une
telle information est nécessaire pour effectuer des toameftions sur la topologie du graphe
(e.g.factorisation ou expansions locales) ou le routage de sasds.

Routage. Les nceuds de sélection et de fusion sont assimilables, ctesgpeent, a des démulti-
plexeurs 1 vers 2 et des multiplexeur 2 vers 1. Dans le prndip sont semblables aux nceuds
de routage de BDF. Cependant, a chaque nceud de sélectionfasiateest associée une sé-
guence binaire ultimement périodique, par la fonctiRirLe routage des jetons au cours de
I'exécution du graphe est donc imposé par un motif prédéternia lettre 0 (resp. 1) de la
séquence correspond a un aiguillagpuisou versla place étiquetée 0 (resp. 1).

Places et jetons.Les places et les arcs qui les relient aux nceuds représet@gicbonnexions point-
a-point entre blocs de traitement. Les places d'un KRG sepoat®ent comme des files : I'en-
semble des jetons traversant chacune des places est tamdlerdonné. Par ailleurs, le mar-
quage initial représente les données initiales du systé&tasmt donné qu’une fonction n’est
pas forrc;tément inversible, nous considérons donc qu’ilrapbié a la conception et gu'il est
constant.

Les places ont un unique producteur et un unique consommatees jetons sont consommeés de

1pans une moindre mesure, certains jetons initiaux peutempéopagés statiquement dans le systéme a la facon d'une
propagation ou duplication de constantes, mais ils ne peg@reaucun cas étre rétropropagés
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Chapitre 3. Graphes a routaggériodique

fagcon déterministe et sans conflif.(sous-sectior2.1). Ainsi, I'exécution de n'importe quel nceud ne
désactive aucun autre nceud que lui-méme. Les principegéalliégn du graphe sont définis comme
suit :

Régle 3.2(Activation).
— Unnceud de calcul, de copie ou de sélection est activé diletisent si chaque place en entrée
contient au moins un jeton.
— Un nceud de fusion est activé si et seulement si sa place e emdiquée par la premiere
lettre de la séquence de routage, contient au moins un jeton.

Régle 3.3(Tirage)

— Seul un nceud activé peut étre tiré.

— Le tirage d’'un nceud calcul ou de copie consomme un jeton claamgue place en entrée. Un
jeton est produit dans chaque place en sortie.

— Le tirage d’'un nceud de fusion consomme un jeton dans la pidiguée par la séquence de
routage. Un jeton est produit dans la place en sortie. La jéeenlettre de la séquence de
routage est consommeée.

— Le tirage d’'un nceud de sélection consomme un jeton dansasa ph entrée. Un jeton est
produit dans la place en sortie, indiquée par la premiérdréetle la séquence de routage.
Celle-ci est consommeée.

Notons que la lecture d’un nceud de fusiontdetjuante: les places dans lesquelles sont consom-
més les jetons dépendent uniqguement de la séquence deejoetagpn d’'un test sur la présence de
jeton dans une place. Ainsi, le tirage d’'un nceud de fusioneng gépendre de I'ordre d’arrivée des
jetons sur ses entrées.

3.1.2 Sémantique et flots de jetons

Afin d’éviter des interprétations erronées de la définitiamKRG et de ses régles d’activation
et de tirage, nous définissons formellement les relatiotre @tons. Pour cela, nous introduisons tout
d’abord la notion ddlot de jetonsavant d’en étudier le comportement.

Définition 3.4 (Flot de jetons) Soit(N,?,T,M,R) un KRG, et t= (x,y) un arc deJ. On étiquette par
I'indice tj, avec ic N*, le i¥"¢jeton traversant t. Ces indices définissent une suite desjtappelée
le flot de jetondraversant t.

Nous devons maintenant exprimer les relations entre jgathklits et consommeés. La sémantigue
des KRG et les régles d’activation et de tirage induisentreliesions entre flots de jetons. Ces diffé-
rentes relations dépendent de la nature des noeuds traemsftet, les flots subissent des traitements
qui dependent de leurs sémantiques et de leurs regles ge (oalcul ou routage). Par exemple, pour
une placep, soni®™jeton entrant est aussi soint- M (p))®™¢jeton sortant, compte tenu du marquage
initial. Lensemble de ces primitives est donné par la d&édini3.5.

Définition 3.5 (Relation élémentaire entre flotsJoit(N, P, T,M,R) un KRG, et t= (x,y) ett = (y,2)
deux arcs d&. Considérons un jeton produit par x et routé vers z, via ylse@hemin t- t’. Il existe
un ensemble de relations de flot de la formgC N* x N, telle que i~y j, ou i est I'indice du jeton
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3.1. Présentation

dans le flot de t, et j est son indice dans le flot'de t

VpeP, VieN', inpi+M(p) (3.7)
vYne N, UNg, Vie N, i~ (3.8)
VSENs, YbeB, Vie N*,  idxp(R(S),i) A& | (3.9)
& ind PR, A (R()=b (3.10)

VEeN;, VheB, VieN, i~ idx,(R(f),i) (3.11)
& |t R(F). )~ T A (R(F);=b (3.12)

ou b fait référence a I'entrée ou a la sortie considérée duchdzuroutage.

Ces relations sont monotone¥ (i1, j1), (i2, j2) €, i1 <iz2 < j1 < jo. Les places, nceuds de
copie et de calcul n'altérent pas I'ordre des jetons; leatiais qui leurs sont associées sont des
bijections entre I'indice d'un jeton en entrée et celui entiso Pour les nceuds de sélection et de
fusion, les relations dépendent des séquences de rouklge, e les jetons empruntent I'un ou
I'autre chemin. Pour une sélection, les relations sonestives ; elles sont injectives pour une fusion.

Maintenant que nous sommes en mesure de calculer la redatiomles jetons sortant d’une place
et ceux entrant dans une suivante immédiate, nous pouvomgoser ces relations élémentaires afin
de calculer la relation sur I'ensemble d’'un chemin donné BRGK

Définition 3.6 (Relation entre flots sur un chemirfoitZ 'ensemble des chemins d’'un KRG. Un che-
minc € Z estde la form& = p1.n1.po. ... NP1, avecn,...,n e Net py,..., pr1 € P. Larelation
Mg SUr le chemiro entre p et p.1 peut étre calculée par composition des relations élémergai

MNG=MVp g © Ny © ... 0 Mvp, O My (3.13)

ol ~p o ~va= {(1,K) | 3, ) €~va (j,K) €~}

3.1.3 Caractére borné

Comme nous I'avons vu en sous-sectibi, vérifier le caractere borné d'un KRG est de prime
importance pour sa synthése en circuit : le probléeme cenaistouver un équilibre entre les produc-
tions et consommations de jetons dans chaque place. Il pegsamer a : «existe-t-il une séquence
de tirages telle que le nombre de jetons dans chaque plaeeom@sé ?»

La réponse dépend a la fois du rythme de tirage de chaque naudaitage. Considérons le cas
particulier d'un KRG ou tous les nceuds sont des calculs owcalgies : ce KRG est équivalent a un
graphe marqué. Le théorére’ nous permet donc de conclure que dans une séquence de ticajes
la longueur tend vers I'infini, le rapport entre les nombregichges de chaque couple de nceuds tend
vers 1.

Dans le cas général, un KRG contient des noeuds de sélectlerfetion, dont les consommations
et productions de jetons varient périodiquement. Déteznias rythmes de tirage de chacun demande
alors aintégrer leurs productions et consommations supérnede de leur séquence de routage. Cette
intégration est réalisée au moyen d’une abstraction du Kir@aphe SDFd. section3.1.4. Puis, le
rythme de chaque nceud est calculé par résolution des éugialiobalance sur I'abstraction en SDF.
Une solution du systeme 1) est un ensemble de coefficients pour tout nceud, tel que :

— Sinest un nceud de calcul ou de copie, alors il est exégufidis au cours d'une période ;

— Sinest un nceud de sélection ou de fusion, alors il est exégwéR(n)| fois au cours d'une

période.
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Chapitre 3. Graphes a routaggériodique

3.1.4 Abstraction du KRG en graphe SDF

Comme mentionné ci-dessus, I'abstraction d'un KRG en Spese essentiellement sur une
intégration du nombre de jetons routdspuisou versune place, au cours d'une période d'un nceud
de routage.

Régle 3.7(Abstraction d’'un KRG en SDF)On construit I'abstraction d’'un KRGN, P, T,M,R) en
un graphe SDRN', %', 7',M’,W) par :

N € N (3.14)
p L g (3.15)
A (3.16)
M E M (3.17)
Pour toute place p dé, on définit W(p) def (Wo,Wq) tels que :
1 si e pe Ny UN¢ 1 si pe € Ny UN¢
wo &8 [R(ep)|, SiepeNs wg &' R(pe)| i pe e Ns (3.18)
R(ep)|  siepe Ny R(pe)l, i pe €Ny

ou be B représente I'étiquette de la sortie (resp. de I'entrée) deunl de sélection (resp. de fusion).

La topologie du graphe reste identique ; les nceuds de s¥detisp. de fusion) sont abstraits par
des nceuds de calcul ayant exactement une entrée et dees $m@tip. deux entrées et une sortie). Sur
une période, un nceud de sélectiooonsommeR(n)| jetons et en produit respectivemeRt(n)|, et
IR(n)|, en sortie. De la méme maniére, un nceud de fusiast abstrait par un noeud consommant
respectivementR (n') |, et |R(n') |, jetons et en produisanR(n')|. Les nceuds de calcul restent
inchangés, consommant un jeton sur chacune de leurs eat@egroduisant un sur chacune de leurs
sorties lors d’'une exécution. Un exemple est donnélen &2

Proposition 3.8. Un KRG est borné si et seulement si son abstraction en SDI- I'es

3.1.5 Vivacité

Des blocages peuvent potentiellement se produire lorsqrtaies places ne contiennent pas
de jetons. Par exemple, end: 3.2(a) concaténer le préfixe «0» a la séquence de routage de la
fusion revient a introduire une situation gerrou mortel: le jeton est orienté vers le chemin de
droite, alors que la fusion I'attend du c6té gauche. La diétecle telles erreurs est d’une importance
primordiale. Nous ne cherchons a y répondre que dans le daR@ebornés. Contrairement &),
nous ne parlerons pas de vivacité, qui est une propriétéfarbe pour la plupart des applications
usuelles, mais de quasi-vivacité. Par exemple, il est coupa'une portion de code ne soit exécutée
gu'a l'initialisation ou la terminaison du systéme. Ce peohe est par conséquent plus fonctionnel
que structurel.

Une premiére solution, la plus intuitive, consiste a réalise simulation de I'exécution du graphe
jusqu’a lafin de la premiére périoded. Sile KRG est borné et si ses routages sont périodiques alo
son espace des états atteignables est fini. Ainsi, la siioils¢ termine toujours. On exécute donc le
graphe jusqu’a aboutir a I'une des situations suivantes :
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FiG. 3.2: Abstraction d'ur{a) KRG en(b) graphe SDF.

— La simulation se termine du fait que plus aucun nceud n'déstéadl y a blocage : le graphe
souffre certainement d’'un défaut de conception (topolog@guences de routage, marquage
initial) ;

— A un certain pas d'exécution, la simulation boucle et reteudans un état du graphe déja
exploré. Le graphe est quasi-vivant.

Nous voyons dans la section suivante comment répondreeaqestion en termes formels, par

le biais d’'une analyse statique des dépendances sur leddl@sons.

3.2 Deépendances de données et forme normale

Dans cette section, nous définissons une premiére formeatmithe KRG. Sa construction de-
mande a étudier les dépendances entre jetons parcouraiR@n¥ans ce but, nous définissons deux
représentations intermédiaires, des graphes de dépendam@remier, ou graphe de dépendance
étendu, est potentiellementfini. Nous étudions alors les propriétés nécessaires a la gotistr
d’une formefinie de graphe de dépendance, le graphe de dépendance rédsita@artir de ce se-
cond modéle que nous construisons la forme normale.

3.2.1 Motivation

Nous partons de deux constats. Tout d’abord, deux KRGs peaveir des topologies différentes,
et pourtant avoir la méme fonctionnalité, c'est-a-dire laper les mémes transformations a leurs
jetons. A linverse, deux graphes peuvent avoir des topetoglentiques, mais des comportements
différents a cause de leurs routages.

Exemple 3.9. Prenons pour exemple les KRG de l&cF3.3. Les KRG (a) et (b) n'ont certes pas
les mémes topologies, mais il est évident que tous les jetobissent, et dans le méme ordre, une
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Y— (01)° Y(lor*’

(a) Calculs séquentiels. (b) Calculs paralléles. (c) Calculs paralleles avec verrou.

Fic. 3.3: Exemples de KRQa) et (b) ont des topologies différentes mais appliquent les mémes
opérations a leurs jetonf) et (c) ont des topologies identiques, mé&i3 n'est pas vivant.

Graphe marqué
partie intiale

raphe marqué
partie périodique

- J

FiG. 3.4: Aspect d'un quasi-graphe marqué.

transformation nomméa Au contraire (b) et(c) ont pourtant la méme topologie, méig est vivant,
tandis qu€c) souffre d’'un verrou.

D’autre part, les routages d’un KRG évoluent au cours de génution, par la consommation
progressive des séquences de routage. Ainsi, deux jemstint successivement par une place ne
suivent pas nécessairement le méme chemin. Le fait que ésuslitages soient ultimement pério-
diques nous apporte cependant un élément supplémentaires. @ane séquence de tirages suffisam-
ment longue dans un KRG vivant, tout jeton empruntera nagessent le méme chemin que 'un de
ses prédécesseurs. Intuitivement, nous pouvons penseelguge produira une fois que chaque nceud
de routage aura été tiré autant de fois qupgem(plus petit commun multiple) des longueurs des
périodes des routages, a un décalage prées (pour la phasie)nit

Nous voulons donc définir une forme normale de KRG, de tailie fet une notion d’équivalence
entre KRG : deux KRG sont équivalents si et seulement s'ilslarméme forme normale. Nous
montrons par la suite que cette forme normale esfjuasi-graphe marquéla FIG. 3.4 illustre ce
principe : deux graphes marqués, I'un cyclique, I'autrectique, sont reliés par une «couche» de
nceuds de fusion ; les séquences de routage sont toutes deéaf¢0)®.

Définition 3.10 (Quasi-graphe marquépoit (N, P, T7,M,R) un KRG. On dit que ce graphe est un
quasi-graphe marqué si et seulement s'il existe les enssMBIC Ny UNe, P’ C P, etT’ C T tels
que les conditions suivantes soient remplies :
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- Ns = 0,
— (N'UN;, P, 7 ,M") est un graphe marqué acyclique,
— (N\N, P\ P, T\T',M") est un graphe marqué,
—VneNg, ong P Aeng (P\P) A nec (P\P).
ou M et M” sont respectivement les restrictions de KFatP\ 7.

En quelque sorte, la construction d’un quasi-graphe marepiént a retirer tout le routage d'un
KRG, notamment en «déroulant» ses boucles sur une hypaapérseuls les nceuds de fusions faisant
office de séparation entre parties initiale et périodiqua poéservés (ou introduits). Pour ce faire,
étudier la topologie du KRG est insuffisant : routage et magetinitial doivent étre pris en compte. La
construction d’'une forme normale demande a étudier plusggnent les relationsntre les jetons
autrement dit, ledépendances de donnékes sous-sections suivantes détaillent les différersameé
de la construction de la forme normale.

3.2.2 Deépendances entre jetons

De la sémantique d’'un KRG résulte un ensemble de dépendantesflots de jetons, et méme
au sein d'un flot. Une dépendance geversq; est notéep; — ;. Ces dépendances symbolisent
la causalité ou la séquentialité des opérations du KRG. Rangle, un opérande doit lui-méme
étre calculé avant de servir a un autre calcul; ou un produateit d’abord émettre une premiére
donnée avant une suivante. Une étude fine de ces dépendances,par la suite, de déterminer si
un KRG est exempt de blocages ou non, ou si des transformati®isa topologie sont susceptibles
d’en introduire.

De nombreux travaux ont été réalisés sur I'analyse des dépeas de données, dans les domaines
de compilation et de parallélisation automatique de prognas. Nous renvoyons le lecteur a Daate
al. [77] pour un état de I'art. Par ailleurs, ce genre d'outils dlgsa est utilisé pour des graphes SDF
sous le nom dgraphes de précédenges9, 214).

Certaines de ces techniques peuvent étre transposées gpruitfématique de dépendances de
jetons. Pour un KRG donné, I'ensemble de ses dépendanceétpeueprésenté sous la forme d’'un
graphe de dépendancekn effet, graphes de dépendance et réseaux de Petri sdiits (ebraéri-
vés) sont analogues et offrent la méme expressivit€, [L16). Plus précisément, ce sont des formes
duales : un réseau de processus modélise des relationsopaétaions, tandis que le graphe de dé-
pendances représente les relations entre données. Tsaesmans le contexte d'un KRG, les dépen-
dances de données sont les suivantes :

Dépendance de flot.(consommation— production) En compilation, une dépendance de flot entre
deux instructionsA et B correspond a I'écriture d’'une donnée dans un registrédphre ulté-
rieurement paB. Pour un KRG, nous dirons qu'il existe une telle dépendanpels un nceud
n quelcongue et deux placgsc en et p’ € ne, la consommation du jetop; entraine la pro-
duction du jetorp’j. Ou plus simplement, il existe une dépendance de flqs ders p’j, notée
pi —f qu si et seulement Si~, j. Le graphe de lai&. 3.5(a)donne un exemple de dépen-
dance de flot. Le jetop; est un marquage initial. Il est consommé par le nceud pounupend
0:. Les dépendances sont représentéesiend5(d)

Dépendance de sortie.(production — production) Une dépendance de sortie correspond a deux
écritures consécutives dans une ressource partagée.denrfence, les places se comportant

20n peut préciser que la dépendance est causée par le tirageudin en notantp; LN q;, ou directement sa fonction-

L, A(n)
nalite parp; — ¢ qj.
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(@) Exemple de sous-graphe avec (b) Exemple de sous-graphe avec (c) Exemple de sous-graphe avec
dépendances de flots. dépendances de sortie. anti-dépendance.

[
[
o

(d) Dépendances de flots (e) Dépendances de sortie entre jetons de(f) Anti-dépendance entigy et
entre les jetons dp etq, en p, en traits pointillés, pour le cgb). p2, pour le cagc).
trait plein, pour le caga).

/

a1

FiG. 3.5: Exemples des différentes dépendances entre jeteagetons entourés sont initiaux.

comme des FIFO, la téte d'une FIFO peut étre vue comme lagiigource partagée. Ainsi,
pour toute place, il existe une dépendance de sortie entre les jepBsp; 1, Notéep; —sq;

le iémejeton doit sortir dep avant que n’en sorte Ié+l)éme. Le graphe de la . 3.5(b)en
donne un exemple. Un jeton ne peut sortir d’'une place quenssémble de ses prédécesseurs
en sont eux-mémes sortis ; le passagepdpermet le passage d#. 1, et ainsi de suite. Les

dépendances sont représentéesien B.5(e)

Anti-dépendance. (production— consommation) La notion d'anti-dépendance, dans un KRG, ré-
sulte d'une combinaison de dépendances de flot et de sant@ripilation, une anti-dépendance
entre deux instructioné et B signifie queA lit une donnée dans une ressource partagée avant
queB n'y écrive, et écrase ainsi la donnée. Dans le cas d'un KRGs ne pouvons perdre de
données par écrasement : ce concept est interdit dans notielen Cependant, comme nous
'avons mentionné au point précédent, un canal de commiigmcgeut étre vu comme une
ressource partagée par plusieurs jetons. Pour qu’un jditséres la téte du canal, il doit étre
consomme : la production du nouveau jeton permet au secdoo ¢l canal d’en prendre
la téte. Cela signifie que si deux jetops et pj 1 sont en séquence (dépendance de sortie
Pi —s Pi+1), et sip; est lui-méme consomme pour le calculggdépendance de flg — ¢ q;),
alors il existe une anti-dépendancegjeverspi 1 : la consommation dg; pour le calcul de;
permet la production dp; ;. Le graphe de lag. 3.5(c)méne a une telle situation, représentée
en AG. 3.5(f).

Etant donné que les anti-dépendances ne sont, dans notééemmauneconséquencedes dépen-
dances de flot et de sortie, nous attacherons un intérétydaatia I'étude de ces deux derniéres ; les
anti-dépendances correspondantes en seront déduites.
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3.2.3 Graphe de dépendance étendu

Pour étudier les dépendances de données, nous devons feslede L'exécution d'un KRG
quasi-vivant est infinie ; il en est de méme pour le nombre timgetransitant par certaines places.
Nous définissons donc le conceptgtaphe de dépendance éten@DE). Ce graphe de dépendance
est potentiellement infini, puisqu’il détaille 'ensemloes dépendances au cours d’'une exécution de
KRG.

Définition 3.11 (Graphe de dépendance étend@dit (N, P, T,M,R) un KRG. Son graphe de dépen-
dance étendu est un quadruplét, D,J,Y) tel que :
— M est un ensemble (éventuellement infini) de sommets, coméapt aux jetons;gransitant
par chaque place p.
— D est un ensemble (éventuellement infini) d’arcsgépendanceavecD C M x M. On note
D¢ le sous-ensemble des dépendances de fldbsde sous-ensemble des dépendances de
sortie, tels qué/ p,q € P, pe = oq,

VPLO €M, ingorpe ] < B¢
VPPt €M, pPi—sPir

— J est I'ensemble fini des jetons initiaux, adeC M :
I={p| peM i<M(p)}

— Y est I'ensemble (éventuellement infini) des jetons probliesti avedy C M ; c’est-a-dire des
jetons initiaux, et des jetons non-initiaux produits pas deeuds de calculs sans place en entrée.

Y=JU{pi| pEM, eop=0}
Remarque 3.12.Un GDE est acyclique.
Remarque 3.13.Pour toutp; € M, si le degré entrant dg est nul, alorgy; € Y.
Remarque 3.14.Un GDE est infini si et seulement si son KRG correspondantuestieyivant.

Le GDE est utile pour se représenter le concept de graphepdadénce. Cependant, le fait qu'il
soit potentiellement infini le rend inapproprié pour étredé plus en détails. Ainsi, nous souhai-
terions définir une forménie de graphe de dépendance. Pour cela, nous allons définir teasno
d’équivalenceentre jetons, de facon a limiter notre étude a un sous-eredinb: deux jetons équi-
valents sont «fusionnés» en un seul.

3.2.4 Premiere réduction : équivalence de flot

Nous définissons tout d’abord une premiere relation d'éjeice, diteéquivalence de flotet

notée-. Deux jetons sont équivalents de flot si :
— l'un estissu duoutagede l'autre (sélection, fusion, copie), mais n'a pas subraesformation
de la donnée gu'il transporte (pas de calcul) ;
— ous'ils sont consommeés par des nceuds qui font le méme traitestaque leurs résultats sont
eux-mémes équivalents de flot.
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b O L0

(a) Premier point de I'équivalence de flot : (b) Second point de I'équivalence de flot :

routage d’un jeton sans modifier la donnée. si les résultats sont équivalents et si
les opérations sont équivalentes, alors les
opérandes sont eux-mémes équivalents, a
condition qu'ils ne soient pas tous deux
initiaux.

FiG. 3.6: Equivalence de flot.

Seuls les nceuds de calcul modifient les données des jetarauttes noceuds ne font que dupliquer
ou router Iinformation. Aussi, peu importe le nombre deiespou routages que subit une donnée
entre deux calculs, nous considérons toutes ses instaquasléntes. Ceci correspond au premier
point (cf. FIG. 3.6(a). Pour le second pointf{. FIG. 3.6(b)), nous considérons deux nceuds de calcul
de la méme fonctionnalité, y compris les mémes nombres rdentet de sorties. Si leurs résultats
sont équivalents deux a deux, alors il en est de méme powr dpdrandes. Cependant, ces opérandes
ne doivent pas étre tous les deux des jetons initiaux : noussasupposé dans la section précédente
gue le marguage initial ne pouvait étre altéré, donc dewnseinitiaux sont différents par principe.
Notons que I'équivalence de flot s’applique aussi bien egelar qu’en profondeurp;, peut trés bien
étre un successeur ¢g tout comme un jeton d’un flot en paralléle.

Plus formellement, nous voudrions utiliser la définitioivante : pour touspi, p; € M, pi ~ B,
si et seulement si :

1. Il existe un chemin dans le GDE g a p;, tels que toutes les dépendancesodsont des
dépendances de flot induites par des tirages de nceuds dgeroutae copiepu
' f

2. pi >t 0y Py S g eth(n) =A (1) etq; ~ o etpi,p) £9.

Cependant, il existe beaucoup de relations vérifiant cet@hae n’est donc pas une définition.
Nous voulons choisir parmi toutes ces relations la plugyelarNous procédons alors par étapes :
Définition 3.15. Soit(M, D, J,Y) un GDE, etR € M x M une relation sur ses nceuds. Pour tout jetons
pi, P € M, si pRpi;, alors I'un des points suivants est Vérifié :

1. Il existe un chemiw dans le GDE entre jpet d, tel que toutes les arcs (dépendances)de

sont des dépendances de flot, induites par des nceuds degpotag
2. porgj e pl L qj etA(n) = A (n') et qRaj et p, pj & J.

Proposition 3.16. Soit R, une relation vérifiant la définitior.15 Les relations suivantes vérifient
aussi la définitior8.15:
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1. idy 2. R-1

. f N . . . S
Posons la relatior- comme la cl6éture transitive des relatidRg vérifiant la définition3.15 Pour
. o, . L f
tous jetonsp;, pi, € M, p; et pi; sont ditséquivalents de flati et seulement g3 ~ p)/.

i f . L
Proposition 3.17. ~ est une relation d’équivalence.

La relation~ est définie comme une implication ; il ne reste plus qu’a \a@nrifi réciproque pour
f : . N i
nous assurer que est bien la relation que nous cherchons a définir.

Proposition 3.18(Equivalence de flot)Soit (M, D,J,Y) un GDE. Pour tous jetons; o, € M, p; et
P, équivalents de flot, et noté$r|fg P, si et seulement si 'une des conditions suivantes esté&erifi

1. Il existe un chemio dans le GDE de jpa g, tels que tous ses arcs (dépendaneespnt des
dépendances de flot induites par des tirages de nceuds dgeontiade copie, ou

/ f
2. P g Py gy eth(n)=A(n) etq ~ qj etp,p ¢9J.

Maintenant la relation d’équivalence définie, nous prosvbexistence d'une forme finie du
graphe de dépendance.

Lemme 3.19. Soit (N,P,7,M,R) un KRG borné, avec une séquence de routage de partie initiale
vide. Autrement dit :
Vne NsUNs, Ivp € B, R(n) =W

Alors :
1. Pour tout ne NsU N, il existe j, € N*, tel que pour tout ke N, R(n) = suf(R(n),Kjn)
2. Il existe une séquence de tirages au cours de laquelleuehagst tiré exactemeny fois.

Proposition 3.20. Soit (N, P, T7,M,R) un KRG borné, etM,D,J,Y) son GDE infini. Il existe,lj €
N (j > 0) tels que :
S f
vpe?P, Vik, i< Js Pr+i ~ Piti+kj

La proposition3.20 nous donne une condition nécessaire et suffisante pourrbiehede des
dépendances : le comportement du graphe est ultimememdjugre, aprés une phase initiale de
longueurl. Au dela, tout jeton est équivalent a un jeton de la premiérige, de longueuy.

Nous sommes désormais en mesure de construire des grapézsetelance--réduits a partir de
n'importe quel GDE : les nceuds équivalents du GDE sont rggi®en un seul dans le GDR.

Définition 3.21 (Graphe de dépendaneferéduit) Soit(M,D,J,Y) un GDE. Lel-GDR correspon-
dant(M',D’,7",Y") est un GDE tel que :
— M etD’ sont tous deux finis.
— atout sous-ensemble de jetdnd C M, tel que tous les jetons dd” sont deux a deux équi-
valents, on fait correspondre un jeton dawg.
— pour tout couple de jetons @, il existe une dépendance de flot entre ces jetons s'il existe
telle dépendance entre des jetons de leurs sous-ensenobiespondants dany(.
— pour tout p € M,
— s'il existe ¢ € M, tel que(d, pi/) € D', et d, a une infinité d'antécédents dahs, et
— slilexiste §, € M/, tel que(r, pi/) € D', et f, a un et un seul antécédente M,
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—>q1—>rl ----------- >S.I—>r1+j B

i>1

(b) GDR correspondant : repliage de la partie périodique.

Fic. 3.7: Réduction d'un GDE en GDR.

alors on attribue un fanion de validité aux dépendancest §oun antécédent dejp ol
(rk, pi) € D. (ri, pir) est valide si et seulement i i, et (d/, pi,) est valide si et seulement si
i’ >

— 7 etY’ sont les images deetY dans le GDR.

La réduction de GDE er-GDR est représentée end: 3.7. Par exemple, tous les jetons numé-
rotésryj sont fusionnés en un seul noayd; ;. Sans I'ajout de fanions, la réduction ajouterait des
dépendances supplémentaires.q;), qui dépendrait a la fois dg et des,_i4j). Pour cette raison,
nous ajoutons des assertions exclusives sur les arcs tsntidens le premier cas, la dépendance est

valide si et seulement si= 1 ; sinon, elle est valide si et seulemenit si 1. Notons que le--GDR ne
tient compte que des dépendances de flot : les dépendancasiel®es sont pas prises en compte par

. f . . s .
la relation~ ; elles sont abstraites, et par conséquent les anti-dépeesl&galement.

Exemple 3.22.Revenons a I'exemple que nous avions donnéien &3. Nous voulions montrer une
«équivalence» entre les grapt®s8(a)et3.3(b) Les dépendances de flot de leurs GDE respectifs sont
représentées end. 3.8(a)et 3.8(c) En étudiant leurs équivalences de flot, nous constatonkeqre

L-GDR sont effectivement égaugf(FIG. 3.8(b)et3.8(d).
En revanche, le grapt®3(c)ne devait pas étre équivalent : il présente un verrou. Lesrdignces

. ) : f
de flot de son GDE sont représentées en B.8(e) Effectivement, nous constatons que saGDR,
en FG. 3.8(f), est différent des deux autres. Par ailleurs, remarquoadajsituation de verrou y
apparait de fagon évidente : il existe une bouclepsyglors que ce jeton n’est pas initial.

3.2.5 Seconde réduction : équivalence de comportement

. f ; : . :
La relation~ ne prend pas en compte les dépendances de sortie. Noustsdahaiune notion
plus stricte quant a I'ordre de passage des jetons. Nouds#éfits alors une notion geécédence

entre jetons, puis une nouvelle relation d’équivalence éjuivalence de comportemeat notée~.

Définition 3.23 (Précédence)Soit (N, P, T7,M,R) un KRG borné, etM,D,J,Y) son GDE. Pour tous
jetons p, pi € M, pi précéde p si et seulement si;p= p, ou s'il existe g,q;, j < j’ tels que :

1. 3n,...,n € NeUNtUNg, pi D¢ o---0 ¢ qj, et

n n
2.3n,...,n € NeUN;tUNs, Py —f 00— Qj
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~

- —
P

(a) Dépendances de flot du KRG de li5F3.3(a) (b) L-GDR duKRG de la
FiG. 3.3(a)

N tl

(c) Dépendances de flot du KRG de I&F3.3(b) (d) L-GDR duKRG de la
FiG. 3.3(b)

p2

(e) Dépendances de flot du KRG de l&sF3.3(c) ) L-GDR du KRG de la k.
3.3(c)

FiG. 3.8: Exemples de dépendances de flot et de leur réduction.
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@

FiG. 3.9: Précédence entre jetons.

Définition 3.24. Soit(N,?,7,M,R) un KRG borné, etM, D,J,Y) son GDE. Nous posons la relation
=< comme la cléture transitive de 'ensemble des relationsrédedrience, selon la Définitich23

Avec les notations de la définitidh23 on peut alors écrirg; Zq, p/, pour préciser que la précé-
dence entrey et pj, est établie viay;.

Proposition 3.25. X est une relation de pré-ordre.

Exemple 3.26.La FiGg. 3.9 llustre la relation de précédence entre jetofygriori, les jetons des
placesp et p’ sont indépendants. Pourtant, ils permettent de produggetiens dans une placgqui
sont eux-mémes en séquence (dépendance de sortie). liareafprécédence permet donc de faire
remonter cette information aux jetons en amont.

Maintenant qu’une notion de précédence est établie, nausps définir la relation d’équivalence
de comportement comme un raffinement de I'équivalence de flot

Définition 3.27 (Equivalence de comportementoit (N, P, T,M,R) un KRG borné, etM,D,J,Y)
son GDE. Pour tous jetons,p, € M, nous définissions I'équivalence de comportement, nqté’e p
pi;, comme la cl6ture transitive de la relation :
~ et
— soit p=p/,
— soit il n'existe pas de jeton;gavec q 7fé pi et g 7fé pi/, tel que g soit relié & p ou [, par un
chemin de dépendances de sortie.

Ce que nous dit cette relation, c’'est qu'outre le fait d'&cgiivalents de flot, deux jetons sont
équivalents de comportement s'ils n'existe pas d’autrenjeton-équivalent avec lequel ils puissent
étre en relation de précédence. Cette condition permet dasgurer que; et p;, sont suffisamment
«indépendants» des autres jetons pour pouvoir étre fussopar la suite. Ce point est important a
noter, car il nous permet de prendre en compte les ordresssaga La condition syr= p’ permet
quant a elle de conserver la propriété de périodicité dedpgmition3.20

Proposition 3.28. 2 est une relation d’équivalence.
Proposition 3.29. Pour tous jetons ipg; € M, si p L q;, alors p L q;-
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p q > >
! 1 ! \
(y—
(2) Exemple de KRG vivant. (b) 2-GDR correspondant au KR@). Les boucles
formées par les dépendances de sorties, issues de

la fusions des jetons deet g respectivement, sont
supprimées.

FiG. 3.10: Exemple de suppression de dépendances de sortie.

Le lecteur notera que I'on peut faire le paralléle avec lagamx de Milner sur les équivalences
et bisimulations en CCSLE7, 169. En effet, ces relations d’équivalence sont des bisinniatau
sens de Milner; bien que les modéles soient différents aiesmnements et buts poursuivis sont trés
similaires.

La définition3.21doit étre adaptée en conséquence pouﬁl@DR. Les deux seules différences

sont, d'une part, qu’urrlﬁ-GDR est réduit selon la relatio%, et d'autre part, qu’untl-GDR contient

. . s . f
des dépendances de sortie et des anti-dépendances : reonémaii au~-GDR, ces deux types de
dépendances n'y sont pas abstraites. Cepenida¢sles dépendances de sorties et anti-dépendances

ne sont pas présentelmns le2-GDR : en effet nous supprimons (i) les boucles issues deslariu
de plusieurs jetons en un seul, et (ii) pour les jetons d’'umm#8ot, les dépendances du dernier jeton

de la période vers le premier. I%>GDR intégre les dépendances de sortie et anti-dépendpooes
représenter la séquentialité des opérations au sein démedp. Il faut néanmoins garder a I'esprit

que le 2-GDR nest gu'uneabstractiondu comportement du KRG, et conserver les dépendances
de sortie et les anti-dépendances d’'une période a I'awtiendrait & surcontraindre le modéle en
introduisant des circuits sans jeton productible.

Exemple 3.30. Nous illustrons le principe eni&. 3.10 Le KRG de la FG. 3.10(a)est vivant, il

peut s'exécuter a l'infini. Les placgset g sont potentiellement traversées par une infinité de jetons;
cependant tous les jetons traversargont équivalents de comportement, de méme pour les jetons
traversaniy. Leur abstraction eip; et q;, respectivement, ferai priori reboucler les dépendances
de sorties¢f. FiG. 3.10(b). En particulier, la boucle sup; ne contiendrait pas de jeton productible ;
comme nous ne verrons dans la sous-section suivante, calbgur effet d’introduire un verrou dans

la forme normale, alors que le KRG initial est vivant. Pouteeaison, ces boucles sont supprimées.

3.2.6 Forme normale

Nous pouvons enfin effectuer la transformation inverse estroire une forme normale du KRG
a partir de son GDR. Le fait d’avoir expansé les dépendanee®anées jusqu’a la fin de la premiére
période revient & dérouler complétement le routage damsnaef normale. Plus précisément, le KRG
normalisé consiste en une partie initiale et acycliquéeal une partie périodique et cyclique par des
nceuds de fusion. Ces fusions ont une particularité : seuklmipr jeton est consommé sur I'entrée
«initiale», les suivants étant consommeés infiniment sousiam’entrée «périodiguex». Cela correspond
bien a un quasi-graphe marqud. géfinition 3.10.

La construction de la forme normale est détaillée par I'afgme 3.1 La FiG. 3.11Iillustre la
construction de la forme normale d'un KRG, en passant pallx)sGDR.
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Entrées : un graphe de dépendance rédiit, D, J,Y) privé de ses dépendances de sortie.
Sorties : un quasi-graphe marqy&\, ?,7,M,R).

1: pour tout jeton p; dansM faire

2: Etape 1 : construire une place pour chaque jeton du GDR et samqumage initial
3 construire une placplace(p;) (cf. FIG. 3.12(a)et (b))

4 si p; est productiblealors le marquage delace(p;) vaut 1sinonil vaut O

5: Etape 2 : construction du nceud en entrée
6: construire un noeud de calaukt le lier aplace(p;)
7 si p; a une dépendance de flot entrante, induite par un nceud de kbes
8: A(n)—1 (cf. FIG. 3.12(e)et(f))
9 sinon
10: A(n)—¢
11: sile degré entrant dp; nul alors
12: ajouter une boucle sans marquage initialsur (cf. FIG. 3.12(c)et(d))
13: fin si
14 fin si

15: Etape 3 : insertion des nceuds de copie

16: si p; a plusieurs dépendances sortaratiess

17: construire un nceud de copie et le lieplace(p;)  (cf. FIG. 3.12(i) et (j))
18: fin si

19: Etape 4 : insertion des nceuds de fusion
20: si p; a deux dépendances entrantes exclusives, selon des faeieatidité,alors

21: construire un noeud de fusion et les liar & (cf. FIG. 3.12(g)et (h))
22: fin si
23: fin pour

24: Etape 5 : finalisation de l'interconnexion

25: pour tout dépendance dari3 faire

26: relier les nceuds et places correspondantes de fagon aigeropr
27: fin pour

Algorithme 3.1: Construction du quasi-graphe marqué.
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(a) Exemple de KRG. (b) Y _GDR. Les dépendances (c) Forme normale (quasi-graphe mar-
de sorties sont en pointillés gué) totalement périodique. Par soucis de

longs, et les anti-dépendancesSiMPplicité, seules les quatre places cor-

en pointillés courts. respondant aux quatre jetons 8uGDR
sont représentées.

FiG. 3.11: Exemple de KRG et de sa forme normale. Les routagedhi $ont périodiques, sa forme
normale n'a donc pas de partie initiale.

Théoréme 3.31(Existance d’une forme normalel tout KRG correspond une unique forme normale,
construite par I'algorithmes. L

Remarque 3.32.Un point important a prendre en compte est qu’une forme nierilRG peut conte-
nir autant ouplus de jetons que le KRG dont elle est issue ; jammains il n'y a jamais perte de
données. En effet, le marquage du quasi-graphe marquéuwibpstr I'algorithme3.1 dépend des je-

tonsproductiblesdu E-GDR, et non des jetongitiaux. Pourtant, cela ne signifie pas que nous ayons
«créé» des données. La raison en est la suivante. Par laidéfill, un jeton productible n'a pas
de dépendance entrante : il peut donc étre vu comme une ntmsta du moins, comme le résultat
d’'une expression qui ne dépend pas des données. Ainsi, jogitxae jetons est en fait une simple
propagation de constantes. Cela ne modifie en rien la séquandu KRG.

Par transformations successives, nous avons exprimé lansiéuoe d’'un KRG selon celle, plus

simple, de deux graphes marqués unis par des fusions. Oime:wsl- et R-quasi-graphes marqueés
d'un KRG quelconque nous donne un point de référence auwigémantique : deux KRG sont
équivalentssi et seulement si leurs formes normales sont identiqguesai€@annement est similaire a
celui de I'expansion des graphes SDF en graphes marquési, d@s propriétés de vivacité peuvent
étre extraites directement d’'un KRG, ou en appliquant dadtats bien connus des graphes marqués
sur sa forme normalef, sous-sectior2.2).

Théoreme 3.33Vivacité d'un KRG) Un KRG est quasi-vivant si et seulement si rgequasi-graphe

marqué est quasi-vivant. Aussi, un KRG est vivant si et seiesi song-quasi-graphe marqué est
vivant.
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pi

(@) Etat du jeton : productible
(gj €Y) ounon(p; €Y).

d”(p)=
(c) Jeton sans dépendance en-
trante.
Pi \| Pi
o] ou
/ [ /
P Py

placgpi) placeq;)

O O]

(b) Si le jeton est productible, le marquage
de la place correspondante vaut 1.

placegpi) O

(d) Création d'un circuit sans mar-
quage pour interdire des productions
de jeton.

place(pi)
placg(q;)

O

place(pi)

(e) Dépendances verg d’un ou plusieurs jetons. Les dépendances (f) Création d'un nceud, de label,
de flot sont induites par des nceuds de lablgs autres sont étique-  consommant; et i, et produisanty;.

téese.

P |\(J'\= k)
qj
pr 1 (i>k

(g) Dépendances avec un fanion de validité.

Qj

e

Pi
/
I q)

place(pi)
place(q i
_>O_>
place(p))

(h) Insertion d’'un nceud de fusion intermédiaire et
d’une nouvelle place pour réunir les flots : initial
et périodique.

[ |place(q;)

'—0O

place(pi)|!

O—'=0
| |placeg(aj)

(i) Insersion d’un nceud de copie pour dupliquer le
flot, et routage vers les différents consommateurs.

(i) Dépendance d'un jetoq; vers
plusieurs jetons.

FiG. 3.12: Eléments de construction d’un quasi-graphe ma(djoéte) a partir d’'un GDR(gauche)
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3.3 Transformation de lI'interconnexion

Dans cette section, nous décrivons un ensemble «d’idemétéarquables», qui nous permettent
de transformer la topologie de l'interconnexion des noeedsattul. Nous prouvons que ces transfor-
mations sontorrectes c’est-a-dire qu’elles préservent la fonctionnalité deplication modélisée.
Par fonctionnalité, on entend les relations entre flots wageentrant et sortant d’'une part, et préser-
vation de la vivacité et de I'absence de blocage.

Pour cela, nous montrons que pour tout KRG, son interconnepéut s’exprimer sous formex-
pansée informellement, cela revient & décroiser et départagechemins entre tout couple produc-
teur/consommateur. Si nous construisons un second KRGt successivement ces identités
remarquables, nous prouvons que ces deux KRG ont la méme fexpansée. Ces transformations
de l'interconnexion s’articulent en quatre étapes :

1. La définition et la preuve de correction des identités rgoebles ;

2. La définition d’arbres de sélection et de fusion et leuiildgage : minimiser le nombre maxi-
mum de noeuds de sélection ou de fusion en cascade que deis&aun jeton avant de sortir
de l'arbre;

3. Lagestion des permutations de jetons entre leur progiuetéeur consommateur : nous construi-
sons un sous-graphe dédié aux dépassements de jetons;

4. L'expansion de l'interconnexion : construction d’'unaé@s de liens point-a-point.

3.3.1 Transformations locales

Des identités remarquables, présentées intuitivemerB@acaron B3], permettent de modifier
la topologie du graphe en utilisant les propriétés sfdsctionset fusions tout en respectant la fonc-
tionnalité du graphe : autrement dit, ces transfornatiamgetit garantir que pour tout couple produc-
teur/consommateur, les relations entre flots sortantstedrega sont respectées. Des jetons peuvent
étre aiguillés sur des chemins distincts, puis étre réums din méme flot, tout en conservant leur
ordre d'origine.

Expansion d’'une place

Par exemple, une place peut étre partagée entre plusietsrsdida peut étre, de facon abstraite,
les signaux de différents modules transitant par un bus deéis commun. L'expansion d’'une telle
place, représentée emd: 3.13(a) revient a remplacer un médium de communication et de sfigcka
partagé par autant de liaisons point a point que de flots iteam. Cette transformation introduit
davantage de concurrence, mais préserve les ordres des getcein de chaque flot.

Lemme 3.34.Vu,ve P,Vi € N*,
Vg, =1 = |prf(vidxy (u,i))]; = idxq (UAY, |prf(vAu,i)]) (3.19)

Proposition 3.35(Expansion d’une place).’expansion d'une place (ExpPlace), telle que représentée
enFIG. 3.13(a) préserve les relations d’'ordre sur les flots de jetons.

Notons que la réciproque n’est pas toujours possible : pdtane topologie expansée, il n’existe
pas forcément de séquence de routage permettant d'effégtiiansformation inverse, et obtenir une
forme factoriséeHactPlace cf. FiG. 3.13(b). Ce en raison que certains ordres de jetons, en entrée
comme en sortie, et compatibles avec des liaisons poioifit;pre peuvent étre reproduits avec une
place partagée : la factorisation impose une séquentiafisdes jetons, donc un ordre total.
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b]_ a1
az by

(a) Expansion d’'une pladq&xpPlace) (b) Exemple de graphe ou la factorisati@tactPlace)est
impossible.

FiIG. 3.13: Expansion et factorisation d’'une place.

T R e S N A e -
@ = @ .. @ - @

p1 P2 Ps Pa pr” P2 «

(a) Dépendances entre jetons du sous-graphe sous sa (b) Dépendances entre jetons du sous-graphe, factorisé

forme expansée, en&. 3.13(b)(gauche) arbitrairement, en 6. 3.13(b) (droite). La séquentia-
lisation ajbjaoh, introduit des verrous. Deux circuits
sans jetons initiaux sont représentés en rouge et bleu.

FiG. 3.14: Comparaison des dépendances entre forme exparfaémasée : introduction de dépen-
dances lors de la séquentialisation.

Exemple 3.36.La FIG. 3.14 présente un exemple de factorisation, avec séquentiafisaes jetons
suivant I'ordrea;b;ash,. Dans le cas paralléle, aucune contrainte n’'est exercélesjatons traver-
sant les places intermédiairgs @ p4, cf. FIG. 3.14(a). Le sous-graphe de dépendance étendu reste
acycligue.

En revanche, dans le cas factorisé, nous avons contraidtd’de passage des jetons dans la place
intermédiaire. L'ajout de dépendances de sorties inttatks anti-dépendances supplémentaicés (
FiG. 3.14(b). Nous introduisons alors plusieurs circuits, dont caegaie contiennent pas de jetons
initiaux : siay et by entrent en second, ils ne peuvent sortir en premier. Quekqitd’ordre dans
lequel les jetons sont consommés par la fusion, il est inliplesgu’ils soient produits par la sélection
dans l'ordre imposé. Dans ce cas, la factorisation est dopossible.

78



3.3. Transformation de l'interconnexion

& md I s I
(_Q <> %\ (P <> (O
v vvu v uamv —/\

cd

(a) Permutation de nceuds de fus{®ermFusion) (b) Permutation de nceuds de sélec{iBermSelect)

FiG. 3.15: Permutations des nceuds de routage.

R

@) (b) (©

FiG. 3.16: Exemples de simplifications du routage.

Permutations de sélections et fusions

D’autres transformations nous permettent de modifier ésnaht la topologie du graphe en per-
mutant des nceuds de routage, comme représentéze3 B5 Ces deux transformations permettent
de réaiguiller localement des jetons.

Proposition 3.37 (Permutation de fusions).a permutation de nceuds de fusigermFusion)telle
que représentée dAG. 3.15(a) préserve les relations d’ordre sur les flots de jetons.

Proposition 3.38(Permutation de sélectionsl.a permutation de nceuds de sélect{i®ermSelect)
telle que représentée énc. 3.15(b) préserve les relations d’ordre sur les flots de jetons.

Correction et simplification des transformations

Enfin, maintenant que la préservation des flots de jetonst&skie nous pouvons montrer un
critere de correction de nos transformations : la (quasgeité du KRG est préservée par ces trans-
formations, et elles n’affectent pas les situations deudog.

Corollaire 3.39 (Consistance des transformationkps transformations d’expansion des plateg-
Place(cf. FIG. 3.13(a), de permutation des fusioRermFusior{cf. FIG. 3.15(a), et de permutations
des sélectionBermSelectFiG. 3.15(b) n'altérent pas le caractére borné du graphe, ni ses prdapeé
de vivacité ou d’'absence de blocage.

Aussi, ces transformations peuvent amener a certainedifsiaions de la topologie, que nous
décrivons par les remarques suivantes.
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Remarque 3.40.Le motif de la FG. 3.16(a)est équivalent a un arc si et seulement si les routages de
ses nceuds sont égaud = v. Dans ce cas, les jetons sortent dans le méme ordre qu’'i€soBs.

De plus, un nceud de sélection ou de fusion dont la séquenaautime vaut © ou 1°, comme
en FG. 3.16(b) est aussi équivalent & un arc : les jetons sont toujourgseatsou depuisla méme
place, I'autre branche est inatteignable. Elle représemeuelque sorte, du code mort.

Remarque 3.41.Les entrées et sorties, respectivement, de nceuds de faslersélection sont inter-
changeables en remplacant leurs séquences de routagesmgardgationscf. FIG. 3.16(c).

3.3.2 Arbres de sélection et de fusion

Comme nous I'avons mentionné précédemment, les nceudsicie tisle sélection correspondent
respectivement a des multiplexeurs 2-vers-1 et démutiplies 1-vers-2. Pour des routages plus com-
plexes, il est alors nécessaire de mettre ces nceuds eneaafiadie représenter du routageers-1
et 1-versh. Par exemple, la fusion deflots de jetons en un seul est modélisée par un arbre de nceuds
de fusion. Nous généralisons alors le routagesaitrées ou sorties au moyen de «macros», que nous
nommonsceuds de n-sélectiain-fusion

n-Sélection

Définition 3.42 (n-Sélectioh. Un nceud de n-sélection est composé d’'un arbre delmceuds de
sélection, a n sorties. Par analogie avec les nceuds de ®é#lesh condition de branchement est une
séquence ultimement périodique §0rn— 1]|. Les sorties du nceud de n-sélection sont numérotées de
0an—1.

Le tirage d’'un nceud de-sélection est atomique : il correspond au tirage de toetesélections,
de la racine (entrée) a une feuille (sortie), sur le cheminvi @ar le jeton. Vu de I'extérieur, son
comportement est semblable a celui des noeuds de sélectairebi; en interne, le routage des jetons
est déterminé par I'arbre de sélection sous-jacent.

La valeur de la séquence entiére de routage du nceunesdkection détermine la valeur de I'en-
semble des séquences binaires de routage, internes aulrmeodcordance entre la séquence entiere
et les séquences binaires qui lui sont subordonnées esvdatsu:

— Lei®™e élément de la séquence entiére indique sur quelle sortieoeludrden-sélection est
aiguillé Ieiémejeton en entrée. Ce nombre entier est lu en base 2, sous fermmibinaire,
dont les bits sont ordonnés du moins significatif au plusiBaguif ;

— Lors du tirage du nceud dhesélection, la tétev (entier converti en mot binaire) de sa séquence
de routage est consommée ;

— En interne, on consomme récursivement les bitsvdds indiquent, au fur et a mesure de la
descente dans I'arbre, de quel c6té doit étre aiguillé nj@auche ou droite, «0» ou «1»);

— Les conditions d’arrét de ce parcours sont :

1. avoir completement consommé on compléte les séquences restantes par des «0» Si
nécessaire ;

2. atteindre une feuille : la «queue» non consomméw dst une séquence de «0», que I'on
ignore.

Exemple 3.43.La FiG. 3.17illustre le principe du routage des arbres de sélectione éa @oncor-
dance entre routages entiers et binaires. Supposons die tutnceud de 4-sélection vayg 2 10; ;
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FiG. 3.18: Nceud de 4-fusion, et routage du premier jeton defanée 1.

parmi toutes les sorties, numérotées de «0» a «3», c'esh @ que sera produit un jeton au pro-

chain tirage. Le bit le moins significatif vaut «0» ; la tételaeséquence de routage de la racine vaut
donc «0x». On descend alors du c6té gauche. Le second bit Yaptlenc la téte de la séquence de

routage du nceud suivant vaut donc «1».

Cette facon d'associer des chemins a des nombres entieeirad'sn arbre den-sélection est
équilibrée : au niveau de la racine, le sous-arbre de gawrhespond aux chemins pairs, le droit aux
chemins impairs, et ce récursivement. Le sous-arbre déhganamtient, au plus, un nceud de plus que
le sous-arbre droit. La hauteur d’un arbre sorties est alors égale/#g, (n)].

n-Fusion

Exactement de la méme maniére que nous avons introduitbessalen-sélection, nous présen-
tons maintenant les arbres ddusion. Le tirage d’'un nceud defusion est atomique, donc la lecture
d’'un nceud de-fusion est bloquante

Définition 3.44 (n-Fusion). Un nceud de n-fusion est composé d’'un arbre delmeceuds de fusion,
ayant n entrées. Par analogie avec les nceuds de fusion, sersg® de routage est une séquence
ultimement périodique syi0,n— 1]|. Les entrées du nceud de n-fusion sont numérotées ae- 1.

Exemple 3.45.La FIG. 3.18repésente un exemple d’arbre de 4-fusion. L'entrée a lirdé&erminée
par la premiére lettre de sa séquence de routage, i€illg. Partant de la racine, la téte de sa séquence
de routage binaire est égale au bit le moins significatif,cdeb». Nous partons alors du c6té droit.
Nous complétons la séquence de routage du prochain nceushtenpar «0» ; c’est une feuille, nous
nous arrétons.

De méme qu’un noeud desélection, un nceud defusion contienin — 1 noeuds de fusion, pour
une hauteur maximale dans le cas idéalldg, (n)|.
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Fic. 3.19: Equilibrage d’un arbre de 5-sélection.

Equilibrage d’un arbre

Maintenant, considérons un arbre de fusion ou sélectiorbatamcé ; nous cherchons a I'équili-
brer. Un tel arbre peut étre vu comme un cas particulier ddgrbinaires de recherche, nous permettant
ainsi d'utiliser les résultats bien connus sur le (ré)ébrabe des arbres AVL par rotations succes-
sives [, 139 (cf. FiG. 3.19. Ces transformations ont justement été prouvées commedidiamt pas
I'ordre des jetons (propositiorgs37et3.39), ni altérant le caractére borné du graphe (corollaiss).

Théoreme 3.46Adelson-Velskii et Landis)La hauteur h d’un arbre AVL avec n nceuds internes est
bornée par :

log, (n+1) < h < log, (n+2) +log, (\/5) -2 (3.20)

Vu qu’unen-sélection O feuilles) est réalisée par un arbrerde 1 nceuds de sélection 1 nceuds
internes), on peut ainsi borner la hauteur d’un arbrendélection entre logn) et log,(n+1) +

log,, <\/§) — 2, par application du théorén3e46 Il en est de méme pour les arbres de fusion.

Notons que I'équilibrage des arbres rouge-noir reposeeéuit sur des rotations de nceud. Ce-
pendant, ces arbres ne garantissent qu’'une hauteur maxégale a 2logn dans le pire des cas

[68,119.

3.3.3 Permutations de jetons

Considérons deux nceuds de calcul, reliés par une quelcamgueonnexion, tels que des jetons
produits par I'un sont routés vers l'autre. Jusqu’a présemis n'avons considéré que des consomma-
tions de jetons dans l'ordre dans lequel ils sont produitsaicontraire, les jetons sont consommeés
dans un ordre différent, nous cherchons a construire urgahe permettant de les permuter.

Comme nous l'avons vu, les jetons suivant un méme chemints@aément ordonnéf; défini-
tion 3.6). Pour gu’un jeton puisse en dépasser un autre, ils doiveptunter des chemins différents.
Par conséquent, le probléme de la permutation des jeton€peuésolu en séparant puis fusionnant
des flots de jetons, tout en jouant sur leurs routages. Aetnedit, des jetons sont «parqués» dans une
place, en attendant que leurs successeurs les dépasseatid-graphe dédié a cette tache est appelé
untrieur.

Exemple 3.47.La FIG. 3.20(a)présente un trieur élémentaire. Les jetons orientés versplate
peuvent étre dépassés par ceux routés sur I'autre placeuSposonsi = (011)® etv= (110)®, les
premiers jetons de chaque période sont permutés avec kuxsdccesseurs, de telle fagon que le flot
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source £~

(a) Trieur élémentaire. (b) Réseau de FIFOs en paralléle.

FiG. 3.20: Exemples de trieurs de jetons.

Y

001 v 000111

CP O O

(a) Trieur parallele. (b) Trieur série. (c) Trieur itératif.

FiG. 3.21: Différents trieurs réalisant la permutatiog- [3,2,1].

d’entrée[1,2,3,4,5,6] produira le flot de sorti€2,3,1,5,6,4]. Si maintenant nous posouns- v, alors
les jetons sortent dans I'ordre dans lequel ils sont entégrieur effectue la permutatiadentité et
est assimilable a un arcf(remarque3.40).

Remarque 3.48.Dans I'exemple3.47, les séquences et v doivent avoir le méme débit; dans le
cas contraire une accumulation de jetons surviendrait dans ou l'autre des places. Pour s’en
convaincre, il suffit d’abstraire le trieur en graphe SDFésbiudre ses équations de balarafespus-
section3.1.3.

Exemple 3.49. Différentes topologies de trieurs permettent d’'effectuiee méme permutation. Par
exemple, considérons la permutatime= [3,2,1]. Nous proposons eni®. 3.21trois topologies dif-
férentes pour la réaliser : trieur parallé€b, trieur sérig(b), et trieur itératif(c).

Trieur paralléle

La question des permutations a déja été partiellement fpait la communauté étudiant la théorie
des graphes, dans le cas d'tieur paralléle; des résultats généraux en sont résumeés par Golum-
bic [101]. En transposant le principe dans notre modéle, nous enoigria définition suivante.
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FIG. 3.22: Exemple de trieur paralléle.

Définition 3.50 (Trieur paralléle) Un trieur paralléle est un sous-KRG dédié a la permutation de
jetons, dont les nceuds sont soit des sélections, soit desgust connectés sur le modele suivant :
— Les nceuds de sélection forment un arbre binaire, regroepés noeud de n-sélection.
— Les nceuds de fusion forment également un arbre binaineueés en un arbre de n-fusion.
— Les deux arbres sont symétriques, et chaque feuille d'loreasst reliée a son symétrique dans
I'autre arbre, de telle fagon que la sortie gauche (resp.ijpod’'une sélection est connectée a
I'entrée gauche (resp. droite) d’'une fusion.

Plus simplement, un trieur est constitué de files en pagalt&imme indiqué eniB. 3.20(b) Un
flot entrant dans le trieur, issu du sommet source, estldligtrsur les files, via un arbre de sélection.
L'arbre de fusion permet de regrouper les jetons issus dig&satites files. La réalisation d’une per-
mutationttrepose alors sur le choix de la file ou insérer chaque noueta, jainsi qu’'a I'ordre dans
lequel le sommet puits les consomme. Un exemple de trieatl@kr est donné enig. 3.22

Comme montré par Golumbic.01], ce choix du placement des jetons revient & effectuer une
coloration canonique du graphe de permuta@jmn]. Il prouve la proposition suivante :

Proposition 3.51. Soitttune permutation. Les nombres suivants sont égaux :
— le nombre chromatique de G[rt,
— le nombre minimum de files (ou chemins) nécessaires a laetion T,
— la longueur de la plus longue sous-séquence décroissae d

Comme nous I'avons déja mentionné, deux jetons permutésunept étre placés dans la méme
file : ils doivent emprunter des chemins différents. Par@gial deux sommets adjacents du graphe
de permutation ne peuvent étre colorés de la méme couleur.

Exemple 3.52.Considérons la permutation= [3,2,5,4,1] de la FG. 3.23(a) Son graphe de per-
mutation est donné en&. 3.23(b) La proposition3.51nous donne le nombre minimum de chemins
nécessaire a la permutation : en I'occurrence, le graphedeytation est 3-chromatique, donc trois
chemins sont nécessaires et suffisants pour le trieur. e lpl@oloration du graphe de permutation
nous donne directement I'affectation des jetons pour ahéitpidu trieur (cf. FG. 3.23(c).
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(a) Diagramme de correspondance.  (b) Graphe de permuta- (c) Permutation de jetons par un réseau de
tion G[r. FIFOs en paralléle.

FIG. 3.23: Exemple de permutation= [3,2,5,4,1].
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(a) Trieur série. (b) Trieur itératif.

FiG. 3.24: Autres topologies de trieurs.

Pour une(-coloration minimale du graphe de permutation, on en déplitn nceud dg-sélection
et un nceud dg-fusion seront nécessaires et suffisants a un trieur pigrafiinimal, soit un total de
X — 1 nceuds de sélection, et autant de nceuds de fusion.

Proposition 3.53(Routage du trieur paralléle)Soit 1= [y, o, ..., T,;| une permutation du n-uplet
[1,2,...,n]. Le graphe de permutation [@ est X-chromatique. On note(i) I'indice de la couleur,
compris entréd et X— 1, associé au noeud i de[f aprés coloration minimale. Soit s et f, respective-
ment, le nceud de X-sélection et le nceud de X-fusion d’um tigimal pourtt Les routages entiers
de s et f, respectivement§ et R(f), sont tels que :

R(s) = [X(1):x(2),-.-x(n)] (3.21)
R(f) = X(m),X(M2),..X(Th)] (3.22)

Trieurs série et itératif

Nous ne mentionnerons que deux autres topologies de trsans les étudier plus en détails : le
trieur série, et le trieur itératif. Ils sont sont reprégsnen FG. 3.24
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FiG. 3.25: Aspect général de la forme normale. Les noeuds dd saltireprésentés a la fois a gauche
et en haut, et les places ne sont pas dessinées, afin de gimplifigure. Les arbres de fusion et de
sélection représentent le réseau d'interconnexion niséadles carrés noirs représentent les trieurs.

Le mélangeur série, tout d’abord, repose sur le paradidjmiser pour régner(cf. FIG. 3.24(a).

On peut imaginer, pour ce type de trieur, de retenir en anmentaios jetons pour se faire dépasser par
d’autres, et ainsi échelonner les permutations tout audornghemin. L'avantage d’une telle topologie
est que seulglog,n| nceuds de sélection, et autant de fusion, sont nécessaiieslipposer den
chemins dans le trieur. En revanche, il est beaucoup plfisilgifde trouver un routage permettant de
minimiser sa profondeur et sa capacité $ous-sectior3.5.3.

Le mélangeur circulaire permet quant a lui d’effectuer porte quelle permutation avec seule-
ment un nceud de sélection et un nceud de fusiin-(G. 3.24(b). En contrepartie, les capacités
des places et le temps nécessaire a effectuer une permugatipnentent de facon conséquente.
Par exemple, nous souhaitons effectuer la permutatien[4,3,2,1]. Les jetons «1», «2» et «3»
doivent entrer dans la boucle afin de laisser passer «4»ld3ujstons «1» et «2» font un autre tour
de boucle pour que «3» puisse sortir, et ainsi de suite. Aimg inversion den jetons demande
Siti2i=(n+ 1)? tirages de nceuds de routage dans le cas d'un tri circulddns, gu’'un tri paralléle
n’en colte que 2log,n. Un compromis consiste a composer plusieurs trieurs eim@d entre eux,
ou y insérer des trieurs série : on y augmente le parallélcimizi, et le cas dégénéré tend vers une
forme de trieur série.

3.3.4 Expansion de l'interconnexion

Nous allons maintenant définir une normalisation de I'twenexion du KRG, s’appuyant sur
I'ensemble des points abordés dans cette section : tramafions de la topologie du graphe, en par-
ticulier des interconnexions, et gestion des permutatiienjgtons.

Par soucis de simplicité, nous considérons tout d’abordagesans copies de jetons; I'aspect
général de cette forme normale est représentéien325 Elle consiste a éclater chaque sortie des
nceuds de calcul par un arbre de sélection, comme un peigagqu€branche est destinée a connecter
le producteur a un et un seul consommateur. De fagcon symétridpaque entrée des nceuds de calcul
est connectée a un arbre de fusion, regroupant ainsi lessjétsus des différents producteurs. Au
milieu, les liens sont totalement éclatés, un pour chaquple@roducteur/consommateur, a la fagon
d’'un crossbar Ici, des trieurs permuttent les jetons si nécessaire.
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Théoreme 3.54(Complétude des transformationd) existe une expansion en forme normale des
KRG sans copie, pour laquelle les transformatidtiaceExp PermFusioret PermSelecsont com-
plétes.

Dans le cas d'un KRG avec copies de jetons, la forme normalgl@salement la méme. Les
nceuds de sélection de lads 3.25sont pourtant remplacés par des sous-graphes plus corapéexe
une entrée et deux sorties, contenant des boucles et des deecmbie : ces sous-graphes doivent étre
en mesure de produire des jetons sur chacune de leurs séveéesuellement dupliqués plusieurs fois.
Une telle transformation demande a utiliser la regle deofeztionFactPlace(cf. FIG. 3.13(b) qui,
comme nous l'avons vu, n'est pas toujours possible. Nougcturons qu’elle est rendue possible
dans ce cas particulier, et que le théoreme de complétudéperétendu au cas général.

Conjecture 3.55(Complétude des transformationd) existe une expansion en forme normale des
KRG, pour laquelle les transformatio®aceExp PlaceFactPermFusioret PermSelecsont com-
pléetes.

3.4 Factorisation et expansion des calculs

Dans la section précédente, nous avons défini un ensemidmtités remarquables et de transfor-
mations menant & une expansion de l'interconnexion. Dats section, nous discutons informelle-
ment de transformations portant, quant a elles, sur les somudalcul. Elles visent a scinder les flots
de jetons entre différents nceuds de calcul pour, si possibtgnenter le parallélisme, ou au contraire,
a entrelacer les flots pour séquentialiser les calculs.

Nous ne présentons que des exemples de transformatioriblessafin de donner des indices
intuitifs de I'expressivité du modéle. Leur formalisatiniest qu’un simple exercice ; la préservation
des flots est prouvée de la méme fagon que pour les propasitidta 3.39

3.4.1 Factorisation d’'un calcul

Plusieurs nceuds de calculs peuvent étre regroupés en yeeeul revient dactoriserdu code.
Les flots sur chacune de leurs entrées sont entrelacés parbdes den-fusion, puis séparés en sortie
par des arbres de-sélection,n étant le nombre de nceuds factorisés. Les séquences deeragsg
nceuds de-fusion et den-sélection sont toutes égales, afin de préserver les flatie tCansformation
est semblable a la factorisation d’une place, évoquée dasection précédente. La différence essen-
tielle entre les factorisation de places et de nceuds estapgld cas présent, nous interdisons les
«chemins croisés» : le cas de I'exemBI&6, qui introduisait un blocage, est ici impossible. Notons
cependant que la fusion de nceuds n’est possible qu'a comdijtie les nceuds soient fonctionnelle-
ment égaux, donc gu’ils aient les mémes labels.

Exemple 3.56.Une forme générale de factorisation est représentéecrBR26(a) Si les flotsa etb
sont fusionné selon un routage arbitraire, alors la séquence de routage de la sélecti@malement
w. Tous les jetons venant desont alors dirigés vers et de méme entreetd.

Remarque 3.57.Un cas particulier de la factorisation consiste a I'apmigaur des nceuds en sé-
guence, comme eni&. 3.26(b) En insérant des nceuds ddusion et den-sélection, puis en sim-

plifiant les chemins, nous créons des boucles entre nceudssida et de sélection. La fusion sert
a l'initialisation ou au passage a l'itération suivanteydia que la sélection représente la condition
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0 o ¢

(a) Factorisation de blocs en paralléle. (b) Factorisation de blocs en séquence, intro-
duction d’une boucle.

FiG. 3.26: Factorisation de nceuds de calcul.

<~ Q
T

(a) (b)

FIG. 3.27: Expansion d’'un nceud de calcul.

d’'arrét : sortie de boucle, sinon redirection vers I'enté@ta facon d’'un got o | abel ». Pour une sé-
quence de nceuds de calcul, les routages des fusions et des séleaimrsymétriques : les premiers
valent(1.0"1)®, et les secondg0™%.1)°.

3.4.2 Expansion d’un calcul

A linverse du point précédent, les flots peuvent étre sairetétraités par des noeuds de calcul
concurrents. Cette forme expansée permet, lorsque camssible, d'exploiter plus de parallélisme
dans I'application.

Remarque 3.58.Notons que le fait de dupliquer un nceud de calcul ne permetysématiqguement
d’introduire du parallélisme. Le fait que deux calculs peist étre effectués en paralléle est une pro-
priétésémantiquetandis que la duplication de nceuds est une transformsyiotaxique Cette trans-
formation présente un intérét au cas par cas, qui demandanatgse des dépendances de données
en amont.

Exemple 3.59.Deux exemples d’expansion de nceud de calcul sont présaamées. 3.27. Le cas
(a) est corollaire a la remarqug4Q Le cas(b), quant a lui, est semblable a I'expansion d'une place
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ExpPlace(cf. sous-sectiors.3.1).

3.5 Graphes a routagek-périodique synchrones

Les réseaux de processus flot de données «purs», tels quapbeg marqués ou SDF, ont été un
terrain d’études intensives sur 'ordonnancement, afirtderdes calculs dans un temps unique. Des
séquences binaires, faisant office de condition d’actimatindiquent I'activité d’'un nceud a chaque
instant. Un nceud peut alors s’exécuter pour l'unigue raiganla présence de jetons sur ses entrées a
cet instant est prouvée statiquement, lors du calcul derdehaancement. En particulier, nous nous
intéressons a des ordonnancements périodiques (ou uldnigrériodiques). Les capacités des places
sont alors optimisées en conséquence.

Ainsi, nous raffinons le modéle KRG pour intégrer des notidagemps et d’espace : nous in-
troduisons des contraintes de latence et de capacité, afialcider les tailles des mémoires et les
horloges d'activation des différents composants. Nouglaps ces extensions des graphes a routage
k-périodique synchrong&ynchronous K-periodically Routed GraplEKRG).

3.5.1 Définition

Définition 3.60 (Graphe a routagk-périodique synchrone)Un graphe a routagk-périodique syn-
chroneest un octupléN, P, 7, M,R K,L,T), tel que :
— (N,P,7,M,R) est un graphe a routage k-périodique
— K est la fonction attribuant une capacité a chaque placenm@ maximum de jetons qu’elle
peut contenir simultanément
K:P— NU{+w} (3.23)

— L estla fonction attribuant des latences aux nceuds et gla@nbre d’instants logiques néces-
saires a leur franchissement par un jeton.

L: {NAUT_}N (3.24)

— T est la fonction d’ordonnancement, associant a chaquedreeplace une séquence binaire
ultimement périodique.
TNUP—-P (3.25)

Par rapport a la définitioB.1 des KRG, la définitior8.60 des SKRG introduit trois nouveaux
concepts :

Latences. Les latences de calcul et de communication sont inspiréegrdphes marqués temporisés
(cf. définition 2.12) de fagcon a conduire des analyses temporelles. Ces lateocesntiéres et
guelconques ; or dans le cas synchrone, nous considéropsoldisctions et consommations
de jetons a chaque instant. Nous pouvons alors transfoergraphe par expansion, de fagon
similaire a celle des réseaux de Petri temporisés]jou des graphes marqués3] 39 : pour
chaque nceud de latence non-nulle (resp. place de latenagitaire) il (elle) est découpé(e) et
remplacé(e) en introduisant des nceuds intermédiairegeteanulle et des places de latence
unitaire. Si un nceud de calcul de latence non-nulle modéiise fonction ne pouvant étre
exécutée en pipeline, on ajoute une place entre le derriepetmier étage ; la non-réentrance
est alors assimilée a une dépendance de donnép&f. FIG. 3.28).
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Y. m—1nceuds :

L@=0 [a_] / b mplaces !
\ )

Lb)=m Q?
L) =n

n+1nceuds :

nplaces ou

\:.f‘ l U : ) '

FIG. 3.28: Expansion des latences, selon qu’'un nceud de calexgetité en pipelinggauche)u non
(droite).

Capacités. La capacité d'une place est le nombre maximum de jetons gylate peut stocker a un
instant donné. Une place de capacité infinie signifie quereeateur n’a pas borné la mémoire
considérée, mais n'a pas pour autant de réalité physiqugs Nevons alors borner la capacité
de la place, sans pour autant réduire les débits des nagfudgfinition 3.64 et sous-section
2.2).

Ordonnancement. Contrairement aux KRG, nous introduisons dans les SKRG atiemde temps,
en suivant I'approche originelle menée avec les graphegugarou SDF. Selon le paradigme
synchrone, ce temps est discrétisé en instants logiquesadution d'un SKRG est une succes-
sion de réactions de ses nceuds et places au cours du tempsrloges d’activation des nceuds
et places forment un systéme polychrone, dont les relagatre horloges sont définies selon
des regles d’'activation et de tirage. Cependant, nous gookaaffiner ces relations, et définis-
sons un SKRG comme un systéme synchrone hamege maitresséchantillonne I'ensemble
des instants logiques ; toute autre horloge en est une swlogh. Ainsi, les horloges d’'activa-
tion des noeuds et places sont représentées par des séduaages, owrdonnancementsSi
la i™ lettre d’une séquence vaut «1», alors le signal de I'horlcayeespondante est présent
aui®™M€instant logique : le nceud est tiré, ou un jeton arrive danddeep Sinon, le signal de

I'horloge est absent, ce qui équivaut a une attente.

Remarque 3.61.Les ordonnancements sont ultimement périodiques. C'ésiggrment pour cette
raison que nous avions défini les séquences de routage cotlimentent périodiques. En effet, il
existe un lien fort entre ordonnancement et routage : iltrpessible de calculer un ordonnancement
périodique (ok-périodique) qu'a la condition que les séquences de roudag@ent aussi.

Ce lien entre routage est ordonnancement est un point iargotte fait de transformer l'inter-
connexion peut, quand c'est possible, permettreldgancer? les ordonnancements.

Par la suite, nous supposons que tout circuit contient ansnaie place ou un nceud de latence
non-nulle ; nous excluons la possibilité qu'un SKRG puissatenir un circuit combinatoire.

3|ci, balancerest utilisé au sens des séquences binaafeM(llo [ 16€]), et non des équations du méme nom en SDF.
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3.5.2 Ordonnancement

Dans la sous-sectid® 1.3 nous avons vu que le nombre de tirage de chaque nceud au toes d
période peut étre calculé par abstraction en SDF. Maintenans recherchons un ordonnancement
a grain plus fin, pour positionner les exécutions des ncewdsries par rapport aux autres, au sein
méme d’une période.

Dans cette sous-section, nous abordons le probléme dul chlcuordonnancement pour un
graphe donné, ou de la décision de sa consistance, c’eés-grduver qu’un ordonnancement permet
I'exécution d’un SKRG tout en respectant les regles d’atitin et de tirage des nceuds.

Régle 3.62Activation).

— Un jeton dans une place p est prét a étre consommeé a un irdgdang s'il a été produit dans
p au moins L(p) instants auparavant. Les jetons initiaux sont consomnsabtés le premier
instant d’exécution.

— Unnceud de calcul, de copie ou de sélection est activé dilensent si chaque place en entrée
contient au moins un jeton prét a étre consommeé.

— Un nceud de fusion n est activé si et seulement si sa placerée,andiquée par la premiere
lettre de la séquence de routage, contient au moins un je@ragetre consommeé.

Régle 3.63Tirage)

— Seul un nceud activé peut étre tiré.

— Le tirage d'un naeud calcul n consomme un jeton dans chagquee gn entrée. Un jeton est
produit dans chaque place en sorti¢r) instants plus tard.

— Le tirage d’'un nceud de copie consomme un jeton dans la plaeatege. Un jeton est produit
simultanément dans chaque place en sortie.

— Le tirage d’'un nceud de fusion consomme un jeton dans la pidiguée par la séquence de
routage. Un jeton est produit simultanément dans la placeatie. La premiére lettre de la
séquence de routage est consommeée.

— Le tirage d’'un nceud de sélection consomme un jeton dansasa ph entrée. Un jeton est
produit simultanément dans la place en sortie indiquée parémiére lettre de la séquence de
routage. Celle-ci est consommée.

Définition 3.64 (Débit). Le débit d'un nceuast le débit de la partie périodique de son ordonnance-
ment. Ledébit d’'un SKRGest la liste des débits de ses entrées (sources) et sortigs)(p

Le débit d'un graphe acyclique est égal a 1. Contrairemengeaphes dépourvus de contrble, le
débit d’'un KRG n’est pas nécessairement égal au débit deysta @©u chemin) le plus lent.

Exemple 3.65.Considérons le SKRG de la&. 3.29: le SKRG a un débit de/R (débit en sortie de
la copie), alors qu'’il contient deux nceuds de débit.1

Caractére borné

Comme nous l'avons vu, un KRG et un SKRG sont bornés si etiseuesi les productions des
jetons compensent les consommations. Ceci dépend dongtbeses auxquels sont tirés les nceuds.
Dans le cas d'un KRG, asynchrone, ce probleme est donc rgapkbstraction du graphe en SDF et
résolution des équations de balanck regle 3.7) : nous étudions les productions et consommations
dans chaque place au cours d’'une période du graphe, etekoherles rythmes de tirages des nceuds
de fagon a équilibrer le tout.
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(1010)“’? (0100)“%

(01)‘*’ (0101)*
O
(0101)*

(1010)”

[ —1(0001)*

FiIG. 3.29: Ordonnancement (en gras) d'un KRG de défx 1

Dans le cas synchrone d’'un SKRG, nous transposons ce rais@mh en un calcul d’horloges :
nous posons une contrainte sur I'ensemble des ordonnanteme SKRG, afin de ne considérer
gque ceux correspondant a un comportement balancé. Cedrestréent liée a la notion dsyn-
chronisabilité des ordonnancementsf(Cohenet al. [63] et définition A.11). Plus précisément, la
synchronisabilité est une spécialisation du critére deMesserschmitt aux horloges. Chercher une
hyper-période sur laquelle les activités des productedudesconsommateurs sont a I'équilibre revient
donc a leurs recherches des ordonnancements tels que émitssbient égaux. Ce qui est équivalent
a synchroniser leurs horloges (propositidri.3).

Absence de blocage

L'absence de blocage, et plus particulierement la quasieité, sont quant a elles des propriétés
qui dépendent du marquage initial. Nous avons étudié cd@mebdans le cas asynchrone ; pour un
SKRG, nous cherchons maintenant un ordonnancement, stleexespectant les relations sur ses
flots (cf. sous-sectior8.1.2. Nous en déduisons des contraintes sur les ordonnanceaennceuds
et places.

Par abus de notation, nous désignons qarou e1n les places connectées respectivement aux
entrées «0» et «1» du nceud de fusipret n'ey et N'e; les places connectées respectivement aux
sorties «0» et «1» du noeud de sélection

Lemme 3.66(Contraintes des calculs et copieBpur tout noeud de calcul ou de copie n, a tout instant
i, les régles de tirages imposent les contraintes suivasiieses ordonnancements :

Vpeen,  idxy(T(p),i)+L(p) <idxy(T(n),i+M(p)) (3.26)
Vpene, idxy(T(n),i)+L(n)=idx1 (T (p),i) (3.27)

Les équations du lemn&66 peuvent aussi s’exprimer sous la forme de contraintes idgeren
CCSL, telles que :

(326 = Wpeen, (T(P)(L(P))~D°<T(N)V (0M<P>.1‘*>> (3.28)
(3.27) < VYpene, (T(N)(L(N)~T)*=T(p) (3.29)

ouTt est I'horloge absolue, présente a chague instant logique.
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Lemme 3.67(Contraintes des fusionsPour tout nceud de fusion n, a tout instant i, les régles de
tirages imposent les contraintes suivantes sur les ordooe@ents :

idx1 (T (egn),i)+L(eon) < idxs (T(n) vW,iJrM(.On)) (3.30)
idx1 (T (e1n),i) +L(e1n) < idxy (T (n) YR(N),i+M (e1n)) (3.31)
idxy (T (n),i) = idxy (T (ne),i) (3.32)

Par le lemme3.67, on obtient les contraintes suivantes sur les fusionsjreéas en CCSL :

(330 < (T(oon)(L(oon))wr)“’<(T(n)VW)V(OM(’°”>.1‘*’) (3.33)
(330 < (T (e1n)(L(e1n) ~T)® =< (T (n)YR(N)) ¥ (0M<°1”>.1‘*>> (3.34)
(332 & T(n)=T(ne) (3.35)

Lemme 3.68(Contraintes des sélectiondPour tout nceud de sélection n, a tout instant i, les regles
d’'activation et de tirage imposent les contraintes suieargur les ordonnancements :

idxq (T (en),i)+L(p) < idxa(T(n),i+M (en)) (3.36)
T(neg) = T(n)VR(n) (3.37)
T(ne;) = T(n)YR(n) (3.38)

La regle3.68nous donne les contraintes suivantes sur les sélectiopsiedes en CCSL :

(330 & (T(en)(L(on)) ~ 1) < )v(oM<°“>.1°°) (3.39)
(337 < T(neo)=T (n)YR(n) (3.40)
(3.3) & T (ney)=T(n)VYR(n) (3.41)

Du fait qu'un SKRG est confluent, n'importe quel ordonnaneatrespectant ces containtes sur
les consommations et productions de jetons, préservédrsefee de blocage et la quasi-vivacité.

Equations de balance augmentées

Kerihuelet al. étendent les équations de balance de SDF eny intégrant tioe de temps129].
L'idée est que non seulement les productions et consomnsatioivent se compenser, comme men-
tionné ci-dessus, mais qu’en plus, chaque composant dst@meg VLSI (ici, les nceuds du graphe)
«consomme» les signaux sur ses entrées dans l'instant sentsmis ite. que les jetons sont pro-
duits). Cette contrainte est trop forte pour notre modéle jétons pouvant étre conservés plusieurs
instants dans une place avant d’étre consommeés. En revdagirencipe peut étre adapté aux équa-
tions de balances des SKRG pour y introduire une notion deadiédi: un jeton doit étre produit avant
d’'étre consommeé.

Pour résumer, un ordonnancement est consistant pour un SKIR&Sproductions et consomma-
tions des nceuds sont balancées, et s'il respecte les coesr@inposées par les relations sur les flots
de jetons. D’ou le théoréme suivant.

Théoréme 3.69(Equations de balance augmentéddhe fonction d’ordonnancement T est consis-
tante pour un KRG donné si et seulement si :
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1. Les débits des producteurs et des consommateurs sont égax a deux :
VpeDP, T(ep)xtT(pe) (3.42)

2. T respecte les contraintes sur les ordonnancements oeBsda3.66 3.67et 3.68

Pour un SKRG donné, on peut lui calculer un ordonnanceméidievsoit par simulation, soit par
résolution des systémes de contraintes a I'aide d’un sobeéquat 10].
3.5.3 Capacités des places et trieurs

Maintenant que nous savons calculer les ordonnancemesitsodeds, nous pouvons en déduire
les capacités minimales des places permettant de ne pasrride débits.
Capacités des places

Proposition 3.70(Capacité d’'une place)Soit p une place d’'un SKRG baorné, entre un productgur n
et un consommateur,nSa capacité minimale§,(p) est donnée par la formule suivante :

Kmin(P) = mtax(a —B)+M(p) (3.43)
oua et sont tels que :
a4 - Iprf(R(n), [prf(T (n1) ,t)[4)p, s? m est un nceud de sélection (3.44)
Iprf (T (n1),t)|, sinon
5 — Iprf(R(n2), [prf (T (n2) ,t)1)1p, si np est un nceud de fusion (3.45)
Iprf (T (n2),t)|, sinon

avec h et by les labels de I'entrée et de la sortie a laquelle est conreptédans le cas ou le produc-
teur ou le consommateur sont des nceuds de routage.

Capacités des trieurs

Rappelons tout d’abord que le tirage d’'un nceuchdesion ou den-sélection est atomiquef(
sous-sectiord.3.2 : tout jeton consommeé est aussitdt produit en sortie. Cmes i@st nécessaire pour
modéliser des multiplexeurs ou démultiplexeurs, dépaideimémoires internes. Si I'on considére
I'arbre équivalent, les places s’y comportent comme de lgsnfils. Ainsi, pour un trieur constitué
d'une n-sélection, d’'unen-fusion, et de places intermédiaires, ses seules capatdtésockage se
situent au niveau desdites places. Cette hypothése peenfairel coincider la sémantique d’'un trieur
avec sa représentation intuitive ercF3.20(b)

Définition 3.71 (Capacité d'un trieur) On appellecapacitéd’un trieur la somme des capacités de ses
places intermédiaires ; c’est donc le nombre maximum degepmuvant étre stockés simultanément
dans le trieur.

Un jeton est stocké dans le trieur dans trois cas distincts :
— il est le prochain jeton a sortir du trieur,
— au moins 'un de ses successeurs doit le dépasser,
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— au moains 'un de ses prédécesseurs doit sortir avant luindune stocké pour I'une des deux

raisons précédentes.

Notons qu’'un jeton peut traverser le trieur combinatoirem@&outes les places intermédiaires
peuvent avoir une capacité non nulle ; inversement, au plagplace intermédiaire de capacité nulle
est nécessaire. Le placement des mémoires d’un trieur deit@p sur sesp places intermédiaires
est donc une partition deenp— 1 ou p parties. Ce partitionnement dépend de I'allocation despet
sur les chemins du trieur, donc de la coloration du graphesdaytation ¢f. sous-sectior8.3.3. Le
probléme d’un algorithme de coloratidirst fit* est qu’il ne permet pas, dans le cas général, d’aboutir
a un placement minimisant la capacité du trieur.

Exemple 3.72.Considérons la permutation= [4,2,3,1,8,7,5,6]. Elle est composée de deux per-
mutation distinctes4,2,3,1] d’'une part, ef8, 7,5, 6] d’autre part. Leurs graphes de permutations sont
tous deux 3-chromatiques. Un algorithfiirst fit nous donne les affectations suivantes :
— Affectations pour la premiére permutation :
File1: (1)
File2: (2,3)
File 3: (4)
— Affectations pour la seconde permutation :
File1: (5,6)
File2: (7)
File 3: (8)
Un minimum de deux places serait donc nécessaire sur chaesngeux premiéres files. Les jetons
4 et 8 peuvent franchir le trieur combinatoirement dans lélewe cas ; une capacité totale de quatre
unités est donc nécessaire. Il est pourtant évident quiearfacorrespondre la file 2 de la premiére
permutation avec la file 1 de la seconde permutation, nousnferchuter la capacité minimale a
seulement trois unités.

Sur cet exemple, une premiére idée serait de colorer indépament les permutations distinctes,
puis de trier les files par capacité croissante, a la facomdiagramme de Ferrersen faisant corres-
pondre les files, nous en déduisons les capacités minimalelsatune, et donc la capacité minimale
du trieur. Pourtant, cette solution est toujours insuffisan

Exemple 3.73.Prenons maintenant la permutatios- [5,3,7,4,2,1, 6] ; son graphe est 4-chromatique.
Par un algorithmdirst fit, on obtient le placement suivant dans le trieur :

Filel: (1,6)

File2: (2
File 3: (3,4)
File4: (5,7)

A supposer que les jetons 5 et 7 franchissent le trieur ccatdiniement, cing unités de stockage sont
donc nécessaires pour effectuer la permutation avec dktbaton. SoitT (n) 'ordonnancement du
noeud de 4-sélection ; le jeton 5 franchit donc le mélangetmsidnt idx (T (n),5). Supposons que
le jeton 3 sort & l'instant idx(T (n),5) +1 <idxs1 (T (n),6). Ainsi, le jeton 6 entre dans le trieur alors
gue le jeton 3 sort dans le méme instant, ou est déja soré.j&idn 6 avait été dirigé vers le troisieme
canal, nous aurions réduit la capacité minimale du trieurarg unités.

YLa premiéere couleur satisfaisant les contraintes de diborast associée a chaque sommet du graphe. C'est, par
exemple, le cas de I'algorithme de coloration de SupoWwitl| 227].
Scf. Comtet p7] pour une définition et des exemples.
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Ces exemples mettent en avant deux contrain{gde placement des jetons les uns par rapport
aux autres peut influer sur le résultat final, qu’ils soiertméés ou non, et par conséquefi, il
est impératif de tenir compte de la durée de vie de chaque fidas le trieur. Il apparait alors que
notre probleme se ramene a celui plus général de l'allatat®registres{”’]. Ce probleme, bien
connu pour son caractére NP-complet, est souvent aborda paloration du graphe d'interférence
des données. Un graphe d'interférence est un graphe ¢atirdont les intervalles sont délimités
par la date d’allocation d’'une variable et sa date de lil@mat

Dans le contexte de l'allocation de registres d’'un CPU, e¢sgisont obtenues par transformation
et analyse du programme sous forme SSA, voire 9| Dans notre cas, appeloms le nceud de
n-sélection en; le nceud de-fusion. Lei®™®jeton entre dans le trieur a l'instaat = idxy (T (ny) i),
et I'on peut récursivement calculer sa date de sortie autptuds par :

O = max(idxl (T(ny),i) ,6,1(“7171) + 1) (3.46)

La méthode proposée par Grund-Hadk J] est une solution optimale par programmation li-
néaire en nombres entiers pour optimiser la réutilisatiomegjistres. Elle se base sur celle d’Appel-
George [1], tout en diminuant significativement le temps de calcul.pliecipe est le suivant : au
graphe d'interférence est ajoutée une nouvelle famillecd,des arcs d’affinité. Partant d’'une colora-
tion initiale, on cherche a maximiser le nombre de couplesadeads de méme couleur reliés par des
arcs d'affinité, tout en s’assurant que tout arc d’interiégerelie deux noeuds de couleurs différentes.

Notre probleme est cependant quelque peu différent de della simple allocation de registres
d'un CPU. Dans leur cas, le nombre de registres y est conenjell est de trouver un agencement des
données permettant la meilleure réutilisation possibndnotre cas, la capacité du mélangeunest
priori inconnue, et nous cherchons un routage minimisant le nomdwessaire. Il nous faut donc se
baser sur le principe des méthodes existantes, tout enaautldguir formulation.

Nous nous proposons alors de formuler un programme ququeagin nombres entiers permettant
de calculer la capacité minimale d’'un mélangeur, inspiréelex de Grund-Hack et Appel-George.
SoitGp [1] = (Vp,Ep) etG, [11 = (M, E) ), respectivement les graphes de permutation et d’'interéére
tous deux non-orientés, d’une permutatimrOn noteX la coloration minimale d&p [17. On définit
un ensemble de parametres tels que :

-G defy siaj = ¢, 0 sinon.

— 1, %1 si(i, }) € B, 0 sinon.

- B % si(i, j) € Ep, O sinon.

Aussi, on définit les variables suivantes, sur lesquelldsavailler le solveur :
— Xik = 1 si le nceud est de couleuk, 0 sinon.

— ¢ est la capacité de k™ place, associée a k™€ couleur.

Proposition 3.74(Capacité minimale d’un trieur pour nombre de chemins matjmConsidérons un
trieur de n jetons, de nombre de chemin minimal X. Sa capagiténale est donnée par le programme
linéaire en nombres entiers suivant :

X
minimiser capacié = Z Cx (3.47)
K=1
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avec :
Xik€ (0.1}, aceN vie [Ln),vke [1,X] (3.48)

% Xik=1 Vie [1,n] (3.49)

(xukk;lek) Pj<1 vi,j e [Ln].vke [1,X] (3.50)

((:flxjvk'j’i) + 1—@) Xik<G  Vie[Ln]vke[1.X] (3.51)

La proposition3.74 nous donne, pour un nombre minimal de chemins, la capaciié chaque
place, et le routagg; x adéquat. On notg; = k si et seulement 5{;x = 1. On peut étendre ce pro-
gramme pour déterminer si, pour un trieur donné, il est ptsssi'effectuer une certaine permutation
1L Pour ce faire, nous ajoutons des contraintes de type My, ou My est la capacité imposée a la
placek. Sile systéme de contraintes n'a pas de solution, alorsrfayiation n’est pas consistante par
rapport au trieur. Au contraire, si une solution existersaalm routage; est attribué a tout jeton

Une autre amélioration possible consiste a de ne pas sedimitnombre de chemins minimum.
Des nceuds de-sélection en-fusion correspondent respectivement a des multiple>etudes démul-
tiplexeurs. Selon l'architecture sous-jacente, il pett étile, par exemple, d’arrondir le nombre de
chemins a la puissance de deux supérieure. Cela revientglaeanm le paramétrX de la proposi-
tion 3.74parX = 2/109%:X],

Proposition 3.75(Temps de tri paralléle)Le temps nécessaire a effectuer la permutation est optimal
avec un trieur paralléle.
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Deuxieme partie

Du programme au modele
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Chapitre 4

Modele polyédrique

Méme si un jour la machine acquérait un certain esprit
de géométrie, il lui manquerait encore I'esprit de
finesse.

Général de corps d’'armée Desfemmes, Réflexions sur
la guerre électroniqué.’Armée décembre 1962.

Sommaire
4.1 Différentesapproches . . . . . . . . . . e 102
4.1.1 Systemesd'équationsrécurrentes . . . . . ... ... 102
412 Nidsdeboucles. . . . . ... ... 104
4.1.3 Liens avecle modele polyédrique . . . . .. ... ... ... ... 105
4.2 Modélisation des données et des dépendances . . . . . . . ...... ... ... 107
4.2.1 Domaine de définition . . . . . .. ... ... 107
422 Domained’itération . . ... ... ... 108
4.2.3 Dépendancesdedonnées . . . . . . ... ..o 109
4.2.4 Graphe de dépendance réduit polyédrique . . . . ... ... ..... 111
4.3 Ordonnancement . . . . . . . .. 111
4.3.1 Notionsdetempsetdespace. . .. ... ... ... ... ... uwuu 111
4.3.2 Ordonnancementsvalides . . ... ... .. ... ... . ... ... 115
4.3.3 Calcul d'un ordonnancementoptimal . . ... .. ... .......... 116
4.3.4 Raffinementde 'ordonnancement . . . . . . ... ... ... . ... 118
435 DISCUSSION . . . .. 119

Dans ce chapitre, nous décrivons le modéle polyédriqueuedihui largement utilisé dans le
domaine de la parallélisation automatique de programmeest @n modeéle offrant un haut niveau
d’abstraction a partir duquel, dans le chapitre suivaniisramnstruirons un KRG. L'expressivité des
KRG nous permettra alors d’exploiter le parallélisme eoif#i calculé au niveau polyédrique. Aussi
notre présentation est orientée vers les résultats dutohapi

Le modéle polyédrique est né des travaux initiateurs de Keap sur les systemes d'équations ré-

currentes uniformes/[.,

]. Il offre une représentation algébrique et sémantiquerelations entre

données, au grain le plus fin : il manipule directementidstances d’instructionsou opérations La
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puissance du modéle polyédrique repose sur sa capacité éliseodles compositions de transfor-
mations linéaires, et sa flexibilité pour I'expression dihistiques d’optimisation :la puissance du
modeéle polyédrique est d'implanter des compositions desframations complexes en une seule opé-
ration algébrique, et de modéliser ces transformationssdamespace d’optimisation convexg ”].

L'utilisation de la théorie des polyédres s’est propagéesdie nombreuses communautés ; elle
est aujourd’hui utilisée dans les domaines de la compilafio’, 72, 99, de l'allocation de mé-
moire [/3, ] ou encore de la vérification formelle. T1]. En particulier, le modéle polyédrique
est particulierement adapté pour représenter des appfisafiots de données, avec un controle li-
mité et répétitif. Ces applications sont principalementrités de deux fagons : soit sous la forme
déclarative desystemes d’équationsoit sous forme deids de bouclegans un langage impératif.

Dans ce chapitre, nous présentons les travaux sur le moolgkdpique, tel qu'il est utilisé dans
le contexte de la compilation et la parallélisation autagquet. Dans une premiére section, nous pré-
sentons les différentes approches menant au modeéle piojyédPuis nous rappelons les définitions
des différents concepts du modéle polyédrique. Dans laétersection, nous abordons le probleme
de la recherche d’un ordonnancement au sein du modéle pigjyéd

4.1 Différentes approches

4.1.1 Systemes d’équations récurrentes

Les premiéres sources d'inspiration du modéle polyédrispt les travaux sur les systemes
d’équations récurrentes uniformes (SERU},[128. Ces travaux furent par la suite étendus aux
systémes d’équations récurrentes affines (SERAJ][

Systéme d’'équations récurrentes

De facon générale, un systéme d’équations récurrentes estsemble d’équations de la forme :

Vi (X) = Fi (vj, (Gij; (X)) ;- -,V (Gij, (X)) (4.1)

lesv; sont des variables spatiales, fonctions d’un domaine dgitiéfi D; de points d&Z% vers
un ensemble de valeurs. Elles représentent des flots deatonné

% est un vecteur d&d :

lesF sont des fonctions quelconques arguments ;

— lesG; j sont des fonctions de dépendanceZdeverszY.

Notons que les expressions dgs ne font pas intervenir les variablesou vj, mais seulement
les indices des domaines. Le contrdle ne peut donc pas d€pdes données. Par analogie avec les
réseaux de processus, nous nous plagons donc dans le aatmdtrole déterministe et sans conflit.
Les systémes d'équations récurrentes peuvent avoir destiess supplémentaires. Un systéme dont
les G; j sont uniqguement des translations est un SERU, dijgssont des fonctions affines alors on
parlera de SERAetc

Exemple 4.1. La fonction calculant la suite des nombres de Fibonacciesfrand classique parmi
les fonctions récursives. La suite depremiers éléments peut s'écrire sous la forme de SERU a une
seule variabley, définie sulN*, avecGy 1 (X) =x—1etGyo (X) =x—2:

VX, 1<x<2, v(x)=1 (4.2)

Vx, 3<x<n, Vv(X)=Vv(x—1)+Vv(X—2) (4.3)
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Un autre exemple de restriction porte sur la nature des dwszf. Chaque point du domaine
doit étre défini une et une seule fois, ce qui pose le probléenta dalculabilité du programme.
La calculabilité d’'un SURE non-conditionnel est décidapléd. Par contre, la calculabilité d'un
SERA aux domaines non-bornés est, dans le cas généralidadiec, un tel SERA a I'expressivité
d’'une machine de TuringlP5. Pour cette raison, les différents auteurs s'imposens plu moins
de restrictions quant aux systemes d’'équations étudiésprmmis entre expressivité du modéle et
calculabilité de la solution.

Langages dédiés

Le langageAlpha[79, , ] est un exemple de langage fonctionnel permettant d’édese
SERA. C’est un langage déclaratif, autorisant les équatammditionnelles, ou les domaines de dé-
finition sont des unions de polytopes paramétrés. Maurag] Je décrit initialement commeune
généralisation de la notion de flux de données telle qu'glleaaait dans Lucid [7] et Lustre [54] ».
Mais a la différence de Lustre, la dimension temporelletrpas connua priori : c’est a I'ordonnan-
cement de déterminer les «sens de parcours» des domaineridétes.

Exemple 4.2. Le systéme de I'exemplé.1s’écrit comme suit en Alpha :

var
v : { x| 1<=x<=N} of integer
| et
v = case
{ x| 1<=x<=2 } : 1.(x->)
{ x| 3<=x<=N} : v.(x->Xx-1) + v.(x->X-2)
esac
tel

D’autres langages ont été définis dans le méme esprit deigtestrdéclarative de systémes
d’équations ; citons entre autr&sal[13], et plus récemmenAlphabetset son environnement Al-
phaz [L6].

Array-OL [42, 78, ] est un langage pour la description de SERU, rejoignant tegipes
précédemment énoncés. A la différence des langages gss-tise base sur une représentation
graphique ; en cela, il rejoint des modeles tels que les gma@DF multi-dimensionnelgf( sous-
section2.2.4). Les flots de données y sont représentés par des tableatixdiménsionnels, toriques
et non-paramétrés, et éventuellement infinis sur une diwreas plus. Sile temps n’est pas spéciié
priori, comme en Alpha, il est généralement implicite : la dimem&ndinie sert souvent a représenter,
dans la pratique, une séquence de tableaux finis sur les aitnensions.

Résumé

Un systeme d’'équations récurrentes est une approche ad@grour spécifier une application flot
de données. Leur forme a assignation unigue rend explieisedépendances de données. Les calculs
sonta priori massivement paralléles, mais la notion de temps n'y estygaigeement représentée.
lIs ne peuvent donc étre calculés en I'état : ils doivent didi&tre ordonnanceés, pour trouver un ordre
d’exécution respectant les dépendances de données Gailégendances de flot). Ceci pose en fait
une question fondamentale sur l'utilisation des indices\dgiables pour exprimer les relations entre
leurs instants d’évaluation, et par conséquent leurs geslo
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4.1.2 Nids de boucles

Une seconde approche pour décrire une application flot deédsnconsiste a I'écrire dans un
langage impératif, tel qué ou Fortran. A la différence des langages dédiés de la section préagdent
ce sont des langages généralistes, et n'ont pas vocatioorizeddes applications flots de données.
Cependant, leur popularité dans le monde industriel endefactodes langages pour la modélisation
de telles applications, en particulier sous la formaidis de boucles

Principes de base

Un programme impératif s’exécute selon une séquerniostdictions: une instruction est le plus
petit élément de code exécutable. Une instruction peutsétrple(e.g.évaluation, affectation, appel
de fonction) ocomposége.g.structure conditionnellsi-alors-sinon bouclespour outant qug. Une
instance d’'une instruction simple est umgération Un nid de boucles est une imbrication finie de
boucles, de la forme :

pour X; < mim a max pasinc, faire
pour Xy < min, a max pasinc, faire

pour X, < min, a max, pasinc, faire
Corps
fin pour

fin pour
fin pour

On appellex I'itérateur ou I'indice de lak®™® boucle. Les expressiomsin, et max sont les
bornesde la boucle, et le scalaitiack est sonpas n est laprofondeurde I'instruction. Un nid de
boucles est diparfait si toutes les instructions simples sont d&@wps donc de profondeun. Le
vecteur(xy, ..., Xn) est levecteur d'itération

Par rapport a I'expressivité propre aux langages géntslil description d’applications flots de
données demande a faire certains aménagements synteddjunede restreintre ou spécialiser leur
sémantique J23. Ces restrictions ont pour effet de délimiter des classeprdgrammes que nous
sommes capables de modéliser par des polyédres ou, comsenauirons dans le chapitre suivant,
par des réseaux de processus. Citons entre autres :

— l'ajout de directives pour enrichir le code.g.forcer ou bannir des optimisations, spécialiser

des entrées/sorties ou des mémoires, affiner les opératiotes bits ;

— linterdiction des allocations dynamiques de mémoire ;

— linterdiction de I'usage des pointeurs autres que cewtaleleauxetc

Partie a contréle statique

Une partie a contrdle statiquStatic Control Part- SCoP) est une portion de code, en particulier
un nid de boucles, dont le contréle limité permet une pdisditon efficace. Une SCoP répond aux
critéres suivantsl[s, 20] :
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— Les seules structures de contrdle autorisées sont dekebpoar et des structures condition-
nelles, dont les tests portent uniquement sur des fonctifiimes des boucles englobantes et
des parametres globaux ;

— Les relations entre données sont exprimées paréd@ences statiquetes données sont trai-
tées sous forme de tableaux ; un scalaire est considéré comtableau a une seule case.

L'ordre dans lequel les opérations sont exécutées au séanSfeoP est un ordre total, imposé par

deux relations d’ordre. La premiére relation, & supposertqutes les boucles soient séquentiélles
et que leurs pas soient posififest 'ordre lexicographique. Il impose un ordre entre afiéns de
différentes itérations.

Définition 4.3 (Ordre lexicographique)L'ordre lexicographique, noté<ex, est tel que pour tous
vecteurX ety dansZ" :

X<iexV < Jie[Ln=1], (X1,...,%) = (Y1,---,¥i) AXi1 < Vit1 (4.4)

La seconde relation d’ordre est I'ordiextuel: si deux instructions sont écrites en séquence, alors
au sein de la méme itération, I'opération de la premiérexestidée avant celle de la seconde.

Définition 4.4 (Référence statiqgue)lUne référence est dite statique quand elle fait référenceex u
cellule d'un tableau grace a une fonction d’index affine gridépend que des itérateurs des boucles
englobantes et de parameétres formels.

Définition 4.5 (Partie & contrdle statique)Jn ensemble maximum d’instructions consécutives avec
des domaines polyédriques convexes est appelé une padigrale statique.

Girbal et al. ont montré que les SCoP constituent une famille de portiensode qui représente
une importante part du temps de calcul dans des applicasiciestifiques ou de traitement du si-

gnal [29].

Résumé

Le nid de boucles privilégie un style de spécification issslldagages de programmation géné-
ralistes. Les réécritures dans une méme variable sonthbessce qui a pour effet de rajouter des
dépendances de données (dépendances de sortie et aniilaiéqes). D’autre part, la progression des
indices procure une interprétation temporelle plus diregie dans les systéemes d'équations récur-
rentes. C'est au développeur d'imposer un ordonnancengéguiestiel, et de s'assurer qu'il respecte
les dépendances. Cela a donc pour effet de rendre le paraléimplicite.

4.1.3 Liens avec le modéle polyédrique

Quelque soit I'approche utilisée pour décrire une SCoPupasystéeme d’équations récurrentes
ou par un nid de boucles, nous arrivons a un méme constatodegmnme demande a étre transformé
et/ou ordonnancé.

D’une part, un systéme d’équations récurrentes ne faitrgas/enir de notion de temps, comme
nous l'avons déja mentionné. L'application espriori concurrente ; cependant les relations de dé-
pendance engendrent un ordre partiel par cléture traasifieux opérations non-liées par cet ordre

1Cest le cas de la plupart des langages généralistes ; Ratrast une exception, depuis Fortran 95, avec la boucle
paralléle FORALL.

’Dans le cas contraire, des transformations de boucles tglie le renversemeribpp reversal ou la scissionoop
splitting) permettent de s’y ramener.
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sont indépendantes, et sont potentiellement exécutablemdiére concurrente. C’est doncardion-
nancementle déterminer des «sens de parcours» des domaines desegribs précisément, I'or-
donnancement, s'il existeassocie & chaque opération un instant d’exécution : sdakespérations
indépendantes peuvent étre ordonnancées a un méme iasitade respecter les dépendances.

D’autre part, un nid de boucles est exécutable en I'état,ashqu principe que le concepteur a
imposé un ordonnancement valide. Par contre, cet ordoengTd est séquentiel et ne fait interve-
nir aucun parallélisme. Si la SCoP est destinée a étre ed&sulr une architecture paralléle, nous
souhaiterions utiliser au mieux ses ressources. Cela d#rdonc a extraire le parallélisme intrin-
seque a la SCoP, masqué par I'ordonnancement initial. Nexend alordgransformerla SCoP pour
la réordonnancer.

Le modeéle polyédrique est particulierement utile pourdlgee et la transformation des SCoP, de
fagcon a en optimiser I'exécution selon certains critéeeg.(éduction du temps de calcul ou des tailles
des mémoires). Des travaux récents étendent méme |'appticdu modéle polyédrique aux boucles
tant queet aux branchements conditionnels avec prédicats quelesrio, 27].

Avant de construire le modéle polyédrique

Sila SCoP est décrite sous forme de systéme d’équationseétes, la construction du modéle
polyédrique correspondant est quasi-immédiate ; c’esidarf la plus directe et la plus naturelle de
décrire un tel modeéle. Les langages Alpha et Alphabets,y@mple, ont été clairement définis dans
ce but.

Au contraire, une SCoP décrite sous forme de nids de bouespas adaptée pour étre direc-
tement transposée dans le modéle polyédrique. Comme raah$ mentionné précédemment, un
nid de boucles présente deux différences fondamentalemjpaort a un systéme d'équations récur-
rentes : (i) plusieurs valeurs peuvent étre affectées a W@raeawariable, et (i) les opérations sont
totalement ordonnées : elles respectent I'ordre lexiqaiticue entre deux itérations, et I'ordre textuel
au sein d’'une itération. La SCoP doit alors subir des tratem plus poussés, pour 'amener sous
forme proche d’un systeme d'équations. Ces traitementsgtoipalement les suivants :

Décomposition analytique du nid de boucleanalyse du code en entrée, et construction d’'un arbre
de syntaxe abstraite.

Construction d’une forme a assignation uniguie passage en forme SSA permet d’éliminer les dé-
pendances de sortie et les anti-dépendances, en créaniddles variables.

Analyse des dépendanceges dépendances entre instructions (dépendances deofibt}@nstruites
a partir de I'analyse des références dans 'arbre de syiatasteaite. On en construit un graphe
de dépendance réduit.

Résolution des bornes des domainda construction des domaines de chaque instruction (ou va-
riable) et de chaque dépendance demande a lister les ¢otestrsur les indices. Les références
d’indices permettent de construire un ensemble d’équatarinéquations, dont la réduction
fait appel a des outils d'algébre linéair&s] 197.

Différents outils implantent ces transformations de coderga génération d’'un modele poly-

édrique, chacun adapté a un ensemble de langages en eritin@s, Entre autre€lan (C, C++, C#,

Java) [L9], LooPo(C, C++, Fortran) 10g ou encoreMatParser(Matlab) [L32, 133.

3|1 se peut qu'aucun ordonnancement ne soit valide pour liegifon. En particulier si le systéme d’équations intribdu
des dépendances cycliques.
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4.2. Modélisation des données et des dépendances

Et apres?

Un grand principe de compilation impose que I'ordonnanggndes opérations d’un programme
soit soumis a trois types de contrainték:[

1. le programme, apres transformation, doit effectuer Iéses opérations que le programme
original ;

2. les résultats des opérations des programmes originaresformé doivent étre identiques ;

3. I'ordonnancement ne doit pas demander plus de ressogueedisponibles.

Les deux premiers points, & savoir la modélisation des dzneé de leurs dépendances, sont
abordés en sectioh2 Le troisieme point, traitant de I'ordonnancement dansdeléte polyédrique,
est quant a lui développé en sectibs.

4.2 Modélisation des données et des dépendances

Dans cette section, les différents concepts sont intredititvant une adaptation des notations
utilisées par Bastoul dans sa thésg]]

4.2.1 Domaine de définition

Comme nous l'avons vu, les algorithmes dits de traitemeensif de données portent souvent
sur des instructions ou variables structurées en tablealtidimensionnels. Intuitivement, un tableau
peut étre assimilé & uf-polytope, intersection d’'un polytope et du réseau stahdae tableau et le
Z-polytope sont de mémes dimensions, ses faces sont défariésspbornes du tableau, et les points
a coordonnées entiéres inclus dang{polytope correspondent aux cases du tablealZ-pelytope
est appelé sodomaine de définitianA tout point & coordonnées entiéres du domaine de définition
correspond une opération. Il s’écrit de fagon générale lsoiasme :

Ds: {(;) eZ3x Q"

ouX sont les coordonnées d’une opératiprest un jeu de parametres,A{x et Agp sont respective-
ment les matrices des ccefficients rationnels des coordsrmatékes paramétres.

(Asx Asp)- <§> +ds > 6} (4.5)

Exemple 4.6. Un tableau multidimensionnel est de la forme :

déclarer entier constantps, po,..., Pn
déclarer tableau entierS(ps, p2, ..., pn)

La k®™ dimension du tablea8 est bornée par 1 gi. Le polytope correspondant est un hyper-
rectangle, ayant pour équation :

[N

o
= O
o o

1 ... 0

(B e |

0 . -1

-<X>+ 0 >0 (4.6)

oo--
O

Dans le cas général, le domaine de définition ne se limite pasgper-rectangle ; chacune de ses
faces peut étre n'importe quel hyperplan de I'espace. Begsageable de considérer des instructions
dont le domaine de définition est un polyedre non-borné. Rample, si l'instruction en question est
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=1 X1 =2p1+p2+2

xef /Xz:X1+p17pz+l

SRR SR ) X =1

X1:

FiG. 4.1: Domaine d'itération paramétré a 2 dimensions, gdee 1 etp, = 1.

dans un nid de boucles dont la boucle la plus englobantefeseinToutefois, cela demande a ce que
I'analyse de ses dépendances puisse étre ramenée dansainel@im, et nous imposons qu’au plus
une dimension soit infinie (un seul rayon dans le systémergtné du polyedre), de la méme fagon
qu’en Array-OL.

4.2.2 Domaine d'itération

Le domaine d'itérationd’une instruction, et en particulier d’'une affectationfrespond a I'en-
semble des opérations exécutées lors de I'exécution ded®.3€ domaine d’itération peut toujours
étre écrit sous la forme d’'un systeme d’'inéquations limsaidéfinissant ui-polyédre [34).

La profondeur de l'instruction dans le nid de boucles eskeégda dimension diZ-polyédre. Les
bornes des boucles imposent des contraintes sur les valeeigeuvent prendre les indices, ce qui se
traduit par urZ-polytope borné par des hyperplans ; les bornes des boufiessdent leurs équations.
Les pas des boucles définissent «I’'espacement» des poiftgpdlyédre, et donc I'équation de son
réseau. Sitous les pas sont unitaires, aloz-pmwlyédre est standard.

Exemple 4.7. Considérons l'instructio® dans la SCoP suivante, avant conversion sous forme SSA :

pour X3 < 1a2p; + p2+ 2 paslfaire
pour X <+ 1ax; + p1— p2+ 1 pasifaire
S:a(xp) < ...
fin pour
fin pour

Son domaine d'itération est représenté ea.B.1pourp = (1,1). Il est défini comme l'intersec-
tion d’'un polytope avec le réseau standard, tel que :

1 0 0 0 —1
N . ol [-1 0 2 1] (% 2 | -
Dg= <ﬁ>€Z x Q o 1 0 0 -<ﬁ>+ 5|20 4.7)
1 -1 1 -1 1

Remarque 4.8. Tout point appartenant a un quelconque domaine d'itérafigni’'une affectationS
doit également appartenir a son domaine de définifighDans le cas contraire, nous calculons la
valeur d’une variable non-définie, ou accédons a un espag®ire&non-réserve.
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4.2.3 Dépendances de données
Dans le contexte d’'une SCoP, la dépendance entre deuxdtistrsi se définit comme suit :

Définition 4.9 (Dépendance entre instructiond)ne instruction Siépendd’une instruction R, et I'on
note RS, s'il existe des opérations(ik) et S(Xs), telles que :

1. R(Xr) et S(Xs) acceédent & la méme adresse mémoire, et au moins I'une dyeflest,
2. XR etXs appartiennent respectivement au domaine d’itération deR e
3. dans la SCoP séquentielle originale(@R) est exécutée avant%s).

Cette définition aux trois types de dépendances possibigs(]) dépendance de flgR écrit, puis
Slit), (i) anti-dépendancéR lit, puis S écrit), (iii) dépendance de sort{® et S écrivent). Les deux
derniéres sont éliminées par convertion de la SCoP en foBAe Borénavant, toutes les dépendances
étudiées sont des dépendances de flot.

Remarque 4.10.Bien que cela puisse tomber sous le sens, il est importartee que si deux opé-
rations ne sont pas dépendantes I'une de I'autre, alors sbletindépendantesC’est cette indépen-
dance entre opérations qui constitue, comme nous le vedams la section suivante, une condition
nécessaire a leur parallélisation.

Nous déduisons aussi de la définition précedente le cone@ppdlyedre de dépendand®sg , ,,
capturant la relation de dépendance emret S: c’est un sous-ensemble du produit cartésien des
espaces d'itération de et S, ol tout point a coordonnées entiéres représente une dépEndntre
deux opérations. Dans un cas simple, non-paramétré, leedbaluZ-polyédre s'écrivent sous la
forme :

X /
‘DRBS,mz = <XS> S @nJrn D <
R R

telle que, pour une paire de référenges

1. Références des opérations : cette contrainte correspdaccorrespondance entre les coor-
données des opérations référencéesRiak) et S(Xs), ce qui s'exprime par FrXr + fr =
F¥s+ fs;

2. Domaines d'itérationxg etXs sont respectivement dans les domaines d'itératidR eleS, d’ou
ArRr+3r > 0 etAsks+ 35> 0;

3. Précédencenest un niveau de dépendance, correspondant a une profatishelorication dans
les boucles Xrj = Xs; Sii < n, etxgn < Xgpn Si N est inférieur a la profondeur commune des
instructions. Sinon, il N’y a pas de dépendance supplénnmentan en construit un ensemble
d’inéquations linéairesZsks — ZrXs +2 > 0.

Par ailleurs, son réseau est 'intersection des réseaudaesaines d'itération dR etS:
Nrss=NArNAs (4.9)

Une dépendancBdSexiste si et seulement si s@polyédreDgss, p contient au moins un point
entier ; ceci peut étre vérifié par programmation linéaire@mbre entier.

Exemple 4.11.Reprenons I'exempléd.7, que nous enrichissons de la fagon suivante :
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Xx1=1 ) X1.= 2p1.+ P2 + 2 RES

Ds

X1

FiG. 4.2: Dépendances de 'opératiaf4,4), avecp; = 1 etp, = 1.

pour x; < 1a2p; + p2+ 2 pasifaire
R:b(xg)« ...
pour X < 1ax; + p1— p2+ 1 paslfaire
S:a(xp) — f(a(x),b(x1))
fin pour
fin pour

Cette SCoP contient trois dépendancﬁ%sL(b(xl)b()dl» , 9865,17<a(xz)7a(x’2)> etDSﬁSZ,<a(xz)7a(x’2)>'
La FIG. 4.2représente ces dépendances pour le calcul de 'opéiatibd). La troisieme dépendance
est vide, nous pouvons donc la supprimer. Les deux dépeaslaestantes sont une dépendanck de
versS, et une autre d8vers elle-méme. Elles sont définies par :

X1 /1 -1 0 0 0\ [x
1 0 0 0 0
;,l s 1 0 0 2 1 §1
— x o 1 o0 o0 o]-
Drosa. b o(x) A R R N
P1 0 0o 1 0 O P1
P2 0 1 -1 1 -1 P2
/1 0 -1 0 0 0\
X1 1 0 0 0 0 0 X1
1 0 0 0 2 1
X2 0 1 0 0 0 0 X2
7 _ X € 7% % Q2 1 -1 0 0 1 -1 X1
881, (alxe).a(%)) — % 0 0 1 0 0 O X
0 0 -1 0 2 1
P1 0 0 0 1 0 0 P1
P2 0 0 1 -1 1 -1 P2
0 1 0 -1 0 0

(4.11)

Pour simplifier les notations, nous noterons par la shitggs comme étant 'unique polyédre de
dépendance dedSs.
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m@gg
()

Drss

FiG. 4.3: Graphe de dépendance réduit polyédrique des insima® et S.

4.2.4 Graphe de dépendance réduit polyédrique

Les dépendances de données sont communément représenigds forme d’'un graphe de dé-
pendance4]. En particulier, dans notre cas, les dépendances de demesein d’'une SCoP sont
représentées par gmaphe de dépendance réduit polyédriqGDRP) [72].

Définition 4.12 (Graphe de dépendance réduit polyédriquéh graphe de dépendance réduit poly-
édrique est un graphe orienté. Une instruction est repri&gepar un unigue sommet, étiqueté par son
domaine d'itération. Les dépendances entre instructiamé eprésentées par des arcs, étiquetés par
les polyédres de dépendance.

Exemple 4.13.Reprenons I'exempld.11 Le graphe de dépendance réduit polyédrique des instruc-
tionsR et Sest représenté en. 4.3,

4.3 Ordonnancement

Maintenant que nous avons spécifié des contraintes sur hagides des instructions et leurs
dépendances, nous cherchons a les ordonnancerofdiptinancement’entend au sens défini précé-
demment : il associe a chaque opération I'instant ou ellex@stutée. La différence majeure vient du
fait que le temps est ici un concept multidimensionnel.

Tout d’abord, nous rappelons de facon intuitive ce que sgpr&nt les concepts dempset
d’espacalans le modéle polyédrique. Pour cela, nous procédons algge avec les nids de boucles.
Ensuite, nous présentons formellement la méthode d’oatuzement utilisée, et les transformations
dans le modéle polyédrique. Les résultats sont principafgnssus des travaux de Feautrig®,[37],
Bastoul [LE] et Pouchekt al.[194, , 196].

4.3.1 Notions de temps et d’espace

En I'absence de dépendance

L'exécution d’'un programme se décompose en une séquentsatits, au méme titre que I'exé-
cution des modéles des chapitres précédents. Comme nwasd’au, un nid de boucles impose un
ordre total sur ses opérations, selon les ordres lexicbgrae et textuel. Son exécution est séquen-
tielle : selon cet ordre total, une seule opération est @dquar instant. Considerons une instructn
imbriquée dans boucles, sans dépendances :

pour X; < mim a max pasinc; faire

pour X, < min, a max, pasinc, faire
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X2 X2 X1

— — —

(a) Les opérations sont toutes indé- (b) Les dépendances imposent un (c) Les dépendances n'imposent
pendantes. Elles peuvent étre éva- ordre total sur les opérations, elles qu'un ordre partiel sur les opé-

luées simultanément. sont calculées en séquence. rations; plusieurs d'entre elles
peuvent étre évaluées a chaque
instant.

FiG. 4.4: Différents exemples de l'incidence des dépendaneemdnées sur I'ordonnancement.

S(X1,...,%)
fin pour

fin pour
Son domaine d'itératios est modélisé par uh-polyedre de dimension difis = n dans I'es-
pace vectorieZ". Puisque ses dimensions sont parcourues en séquence, une seule res@gnen
processeur) suffit au calcul de ses opérations : la ressoaltgle une opération par instant.
Le fait d’'introduire du parallélisme dans le calcul 8eevient a introduire une nouvelle forme de
boucle,pour tout, permettant d’exécuter en paralléle certaines de sestapéralci, parparallélisme

nous entendonsimultanéitéet nonconcurrence la bouclepour tout effectue toutes ses itérations au
méme instant. Par exemple, nous pouvons réécrire le prétcéidiede boucle sous la forme :

pour X; < mim a max pasinc; faire
béur tout xx < ming & max pasincy faire
é(.xl, ooy Xn)
fin [l);).ur
fin |:').o'ur
Ainsi, le domaineDg est parcouru en séquence sur ses dimensiorks-11a et en paralléle sur ses

dimensionk an. Pour un sous-vecteuxy, ..., X_1) donné, toutes les opérations 8isont exécutées
simultamément sur un ensemble de ressources paralléles.

Exemple 4.14.Considérons le nid de boucle suivant, illustré ea.F.4(a):

pour x; «— 1 a5 pas1 faire
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pour X <+ 1ax; + 1 pasl faire
S(x1,%2) « f(X1,%2)
fin pour
fin pour

PuisqueS ne dépend d’aucune autre instruction, on peut envisagéfecteer toutes ses opérations
simultanément :

pour tout x; «— 1 a5 pas1 faire
pour tout x; <+ 1ax; + 1 pasl faire
S(x1,%2) « f(X1,%2)
fin pour
fin pour

Les deux dimensions dBg sont alors parcourues danedpaceen paralléle). Alors que le premier
nid de boucle demande vingt instants pour s’exécuter surags®urce, le second ne demande qu’un
seul instant a vingt ressources en paralléle.

Avec dépendances

Dans le cas général, les instructions peuvent étre interifgmtes ; il peut aussi exister des dé-
pendances entre les opérations d'une méme instructiorordesnancements des instructions d’'une
SCoP donnée ne somdlidesque si et seulement si toute opération est exécatiémoinsun instant
aprés les opérations dont elle dépend. Cela pour deux gison

1. Le respect de la causalité implique que I'on ne peut dépedhal futur ;
2. On interdit que deux opérations interdépendantes s¢eBtsimultanément.

Evidemment, il n’est pas toujours possible d’extraire drafsélisme d’'une SCoP. Il se peut que
les dépendances de données imposent un ordre total suélagiexs des opérations.

Exemple 4.15.Considérons le nid de boucles suivant, illustré ea.B.4(b):

pour x; +— 1 a p pas1 faire
pour X; «+— 1ax; + 1 pasl faire
Sixy = 1A% = 1lalors
S(X1,%2) « init
sinon six; > 2A X%, = 1 alors
S(Xl7 X2) — fl (S(Xl — 1, Xl))
sinon six; > 2 alors
S(x1,%2) «— f2(S(X1,%2 — 1))
fin si
fin pour
fin pour

La figure montre clairement que toute opération dépend raasitivité, de I'ensemble de ses prédé-
cesseurs. Aucun parallélisme n’est envisageable ; les diemensions des doivent impérativement
étre parcourues en séquence. Elles sont temporelles

Exemple 4.16.Au contraire, considérons le nid de boucles suivant, iiush FG. 4.4(c):
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pour x; +— 1 a5 pas1 faire
pour Xz «+— 1ax; + 1 pasl faire
Sixy = 1AX = 1lalors
S(X1,%2) < init
sinon six; = X; + 1 alors
S(Xl,Xz) — fl (S(Xl,Xz — 1))
sinon six; > 2A X%, = 1 alors
S(x1,%2) «— f2(S(x1 —1,%2))
sinon six; > 2Axp > 2 alors
S(Xl7 X2) — f3 (S(Xl — l7 X2) 7S(Xl,Xz — 1))
fin si
fin pour
fin pour

Sur la figure, il apparait que chaque opérationSdee dépend pas de I'ensemble de ses prédéces-
seurs. |l existe plusieurs «sens de parcours» du domaiS@elenettant d’introduire du parallélisme.
Par exemple, toutes les opérations appartenant a un mémesiegn pointillé sont mutuellement
indépendantes ; elles peuvent donc étre exécutées sidmigant. Cela revient a effectuer un simple
changement de base sur les vecteurs d'itération pour ohtemouveau nid de boucles :

pour x; + 1a10pasl faire
pour tout X, <— max(1,x; —4) amin <x1, {X—;J + 1) pas1 faire
SiXy =1AX = 1alors
S(X1 — X2+ 1,X2) < init
sinon Sixy = El + 1 alors
S(xp— X2+ 1,%2) «— f1(S(xg—X2,%2 — 1))
sinon six; > 2A X%, = 1 alors
S(X]_ —Xo+1, X2) — f (S(X]_ — X2,X2))
sinon six; > 3A X, > 2 alors
S(X]_ —Xo+1, X2) — f3 (S(X]_ — X2,X2) , S(X]_ — X2, X2 — 1))
fin si
fin pour
fin pour

Par ce changement de base, nous avons associé une dimewsidandps(boucle séquentielle sur
X1), et l'autre a de Espacgboucle paralléle sux,). Le temps de calcul est divisé par deux (de vingt
a dix instants), tandis que le nombre de ressources néesssat multiplié par trois (de une a trois
ressources).

Résumé

L'ordre total des opérations, imposé par un nid de bouclgaesdielles, peut étre plus restreint
gue l'ordre partiel imposé par les dépendances de donnéesedherche de parallélisme au sein
d'une SCoP revient a calculer un ordre d’exécutionpalonnancemenimettant en avant davantage
de parallélisme. Cette recherche demande a détermindesjainensionsloiventétre parcourues
dans le temps, et réciproquement, lesquedesventétre parcourues dans l'espace. Intuitivement ce
probléme peut étre vu comme un changement de base, comsigilhar 'exemplel.16
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4.3.2 Ordonnancements valides

D’un point de vue algébrique, I'ordonnancement revient soeier de nouvelles coordonnées
temporelles a une opération, pour déterminer a quel ingit@nation d’'une bouclgour), elle doit
étre exécutée. Pour des raisons de calculabilité, nouslimitiens a des ordonnancements affines :
c’est le seul cas ol nous pouvons décider de la correctiotral@sformations, et ol nous pourrons
exporter la solution vers d'autres modéles, y compris g#reu code.

Ordonnancement affine

Ainsi, pour toute instructiors, de domaine d'itératioDs et de dimensionl, nous recherchons
une fonction d’ordonnancemefg de la forme 9] :

d n
Bs: {Z —Z . avecT € Q™% etfe Q" (4.12)
Xs— TeXs+1s

Bs associe a tout point dBg, et donc a toute opération &un vecteur représentant ses nouvelles
coordonnées temporelles : un instant est donc «étiquetéeepeecteur. Par abus de langage, nous
pouvons alors dire qu'&" correspond un espace de temps logique. Cet espace peuhigiraan-
sionnel(n= 1) [196 ou multidimensionne(n > 1) [195. S’il n’est pas toujours possible de trouver
un ordonnancement affine & une dimensicingxemple4.15), il en existe toujoursun en dimensions
multiples B7].

Ensemble des ordonnancements valides

Evidemment, les dépendances entre opérations imposengstastions quant aux valeurs dg
Ts etis. Pour toute dépendan&S, O et 65 sont valides si et seulement si toute opératioRdaont
dépend une opération &est exécutée a un instant précédant ladite opérati@ datrement dit, si
Br(Xr) <lex Os(Xs). Le plus petit intervalle de temps entre I'exécution descd®eérations correspond
au vecteur(0,...,0,1). Cela se traduit par un ensemble d’'inéquations linéairegckatant la relation
sur les différentes dimensions. Ces inéquations bornespdice des solutions possibles pégiret
65 .

1 sii=n

Vie[1n], Tsi.Xs+fsi—TrisXr—Tki—0>0 avecd= _ 4.13
[, TeiXst T Tas ke Ta {0 Sion gy

L'inconvénient est que le systéme d’inéquations ainsi g&ngour I'ensemble des dépendances
du GDRP, est potentiellement (trés) grand. Il peut-étreitger application du lemme de Farkas].

Lemme 4.17(Forme affine du lemme de Farkas§oit D = {Xe Q! | AX+b> 0} un polyédre

non-vide. Une fonction affine (X) est non-négative partout sub si et seulement si elle est une
combinaison affine positive de la forme :

(%) =Ao+A (AX+B), avecho>0eth =0 (4.14)

Ao etA sont appelésnultiplieurs de Farkas

4Si, bien entendu, la SCoP est dépourvue de dépendancesuesli
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On obtient alors, pour toute dépendaiR&s, un ensemble d'équations tel que :

. o Lo > X -
Vie [1,n], Tsi«Xs+1si — TRi«XrR—fRi —0=Ag+A <D <X;> + d) (4.15)
avec .
Dess= 4 () ezm | (%) +d =5 (4.16)
R3S — RR XR 2 .

Les multiplieurs de Farkas sont ensuite supprimés panlightion de Fourier-Motzkin. Ne reste
gu’'un ensemble d’'inéquations affines, ou les ccefficientgdrirmées a l'origine de la transforma-
tions dépendent uniguement de ceux des dépendances. Dawplyddre ainsi obtenu, tout point a
coordonnées entieres correspond a un ordonnancemeng.Vvalitin’en contient aucun, ou que la
seule solution est le vecteur nul, alors la SCoP contienteureur, comme par exemple une réfé-
rence a une donnée non-calculée ou une dépendance cy@iggigeut facilement étre vérifié par un
solveur tel que PIP].

4.3.3 Calcul d’un ordonnancement optimal

Il convient enfin de rechercher, parmi 'ensemble des ordooements valides, le «meilleur»
ordonnancemergar rapporta une métrique donnée.

Choix de la métrique

Le choix d'un «meilleur» ordonnancement est une notiontiaibé, qui dépend entierement du
critere testé, et donc de la définition de la métrique. Ceéique est exprimée sous la forme d’'une
fonction affine. Puis, un solveur de programme linéaire enlites entiers calcule un ordonnancement
optimal par rapport a cette métrique, et sous I'ensembledeaintes précédemment calculé.

Citons, par exemple, la minimisation des latenc¢&3, la minimisation des défauts de cache)|

], ou encore la minimisation des tailles de mémoii&€]. Dans ce manuscrit, nous n'imposons
pas la métrique a utiliser, et laissons son choix a la discréle I'utilisateur. En effet, ce choix dépend
de critéres et contraintes qui sortent du cadre de notre étndture de I'application, caractéristique
a optimiser et arbitragee(g. débit, énergie, nombre de ressources utilisées, taillssrdamoires),
architecture cibled.g. ASIC, DSP, FPGA). La littérature contient de nombreux autkgorithmes
pour calculer de telles fonctions d’ordonnancement §7, , , 152,153 182, 225.

Ajout de dimensions

Précédemment, nous avons fait une analogie entre ordoemant et changement de base. Le
changement de base d’un domaine d'itérafibnevient a expliciter, parmi ses dimensions, lesquelles
correspondent a diemps(parcours séquentiel), et lesquelles correspondent &sdpdte(parcours
paralléle). Le probléme que pose un changement de baseilentioduit, dans le cas général, des
«trous» dans le polyédre résultant : des points a coordsreré@@res n'ayant pas de pré-image par la
transformation. De plus, certaines transformations affiaeen particulier les projections, ne sont pas
inversibles dans le cas général.

Exemple 4.18.Considérons I'exemple du polyédre suivaht]| représenté eniE. 4.5(a):

-1

.<X1>+ _31 > 0 (4.17)
X2 0



4.3. Ordonnancement

X X1=1 X1 =3 %
2 X X Re=x 2
I I,
T : /* T ,/’//.
I s 1 - //
7 I /,/’/ //
- H e x—1 1 S
!
1 1 1 Xl 1 1 1 1 1 1 1 1 1 B(X)
(a) Polyedre d’origine\X+_‘26_ (b) Polyédre aprés changement de base de la forme
AT 1x+b>0.

(c) Polyedre apres ajout d'une dimension d’ordonnancement

FiG. 4.5 Différence entre un changement de base et un ajoutngendion pour I'ordonnancement
9(2) = 2X1 + Xo.

et 'ordonnancement (X) = 2x; + Xo. 8 est une projection non-inversible, k= (2 1). De fagon
a la rendre inversible, elle peut étre étendue Pas (% %) 0 est alors un changement de base, et
I'équation du polyéedre résultant est la suivante :

y 12 -1/2 2 -1
ey ()(1> ez? | [v2 2. (}) (3] > @ (4.18)
2 12 -3/2

avecx = (8(X),%p).
Comme le montre laiE. 4.5(b), des «trous» sont injectés dans le polyédre en coordord€bs
(6,1) et (7,2).

La solution proposée par Bastoulg consiste, non pas a changer la base de I'espace, mais a
ajouter aux coordonnées des opérations des dimensionesataires, a savoir les coordonnées de
leurs ordonnancements. Ces dimensions supplémentairenipkinformation de la transformation,
sans pour autant altérer les informations initiales. Autet dit, cette solution considére toutes les
dimensions d& comme de Espaceet y ajoute de nouvelles dimensionstdmps De fagon générale,
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Chapitre 4. Modéle polyédrigque

nous pouvons donc écrire, pour toute instruct&n

-

X

b4 o
U I —T —T \ tS = —
Dl % | e zd+a+n ( sX —SP) [ x|+ — 0 4.19
>\ 0 Asx Asp/) 5] " \ds) = (419
avec .
. X d+n X A
Ds B €7 (ASX Asp) . B +ds > 0 (4.20)
X = 06g(%) (4.21)

Exemple 4.19.'autre solution, représentée endr 4.5(c), ajoute une troisieme dimension au poly-
edre résultant, sans trou, tel que :

X X
D' x | €73 X1 (4.22)
X2 X2

avecx = 0(X).

4.3.4 Raffinement de I'ordonnancement

Il est parfois utile d’appliquer des transformations suGBRP, portant a la fois sur les domaines
d'itérations et les dépendances, afin de raffiner les ordawamaents des instructions. Nous en citerons
deux particulierement adaptées :

Scission de I'ensemble d'indices (index-set splittingdn polyédre peut toujours étre décomposé en
une union de sous-polyedres. En particulier, le domairtérdtion d’une instruction peut-étre
efficacement séparé en sous-ensembles distincts de fagaili@f ou améliorer I'ordonnan-
cement des opérations. Griedilal. ont montré que cette transformation est, dans certains cas,
indispensable a I'extraction de parallélisme entre op#at{107]. Au contraire, cette méthode
peut étre utilisée pour réduire le nombre d’opérations @'imstruction exécutées simultané-
ment. Prenons I'exemple trivial du systéme d’'équationsasues, donc les dépendances sont
représentées end- 4.6(a):

b(x) — f(a(2x—1),...) (4.23)
c(x) —g(a(2x),...)

Il est évident que le domaine depeut étre séparé en deux sous-polyédres. Puis par charigemen

d’indice (cf. FIG. 4.6(b), nous obtenons :

f(a
c(x) —g(a(x),...)
Ainsi, les calculs des points dey et D, peuvent étre ordonnancés indépendamment.

Pavage (tiling): Bastoul [LE] et Grieblet al.[106] ont montré I'intérét de combiner le calcul d’ordon-
nancement avec du pavage. Le pavage consiste a découpendéndad’itération en tranches
plus fines, desuiles généralement pour localiser les données et amélioreutdisétion de
caches (pavagspatial). Le pavage peut également étemporel: un ensemble d’'opérations,
allouées a un méme instant, est découpé en tuiles exécuiégsj@ence. Les dimensions des
tuiles peuvent étre paramétrées selon le nombre de ressadigponibles, voire leur position
dans le domaine d'itératiortf FIG. 4.7).
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~Mma m ] o s e e e e e [P 1

[ T N R 5SS BN S a

///// N

T T T Xl‘ T T T Xl‘

FiG. 4.7: Exemples de pavage.

4.3.5 Discussion
Transformations et ordonnancement

La discussion sur le choix de la fonction de linéarisationilégsar pour la construction du KRG,
en sous-sectioh.2.1, est un apergu des limitations du modéle polyédrique.

Le modele polyédrique nous permet d’effectuer des tramsftions complexes a un programme
de traitement intensif de données. Il offre une vision endiste des opérations d’'une instruction,
associées aux points entiers inclus danZtpolyedre ; cela nous permet d’appliquer les transforma-
tions directement & un ensemble d’opérations, plutét quesdeonsidérer individuellement, réduisant
d'autant la complexité des calculs. Il est relativementidag’utilisation, puisqu’il s'appuie sur des
outils bien connus d’algebre linéaire et de géométrie digrine.

Cependant, vues sous un autre angle, ces qualités s'a@éneedes restrictions. Seules les applica-
tions affines nous permettent de rester dans le cadre du enpolgédrique ; en particulier, le modéle
polyédrique nous borne a la recherche d’'ordonnancemendsiles. Pourtant, des transformations et
ordonnancements optimaux dans le cadre linéaire ne le ssrfiopcément dans le cadre général. Il
est donc intéressant de coupler le modéle polyédrique avenadele a granularité plus fine, nous
apportant un autre éclairage sur les résultats des tramsfions et ordonnancements des polyedres.

Les KRG trouvent leur place dans ce contexte : partant dgwiptés étudiées au chapiteils
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Chapitre 4. Modéle polyédrigque

nous permettent de raffiner les gestions du temps et desiressoLes transformations locales de la
topologie du graphe, aussi bien pour rerouter des jetongouedupliquer ou fusionner des nceuds
de calcul, nous donnent la possibilité d'effectuer desnoigtitions locales et ponctuelles portant, par
exemple, sur une unique opération, et non un sous-ensenablieedelles. D’'un autre c6té, de nom-
breuses optimisations s’expriment simplement sur desugsge processus, et sont inadaptées pour
des modéles d'aussi haut niveau que le modéle polyédrigtenscomme exemple les techniques
de resynchronisation de circuitsirCuit retiming) [147, 144, largement utilisées en synthése logique
pour optimiser le placement des registres, et qui s’apelijnaturellement aux SKRG.

Contraintes de ressources

Dans la pratique, il est inutile d’extraire plus de paradléle de la SCoP que I'architecture, sur
laguelle sera exécutée I'application finale, ne pourra ppaer. Autrement dit, le calcul de I'ordon-
nancement doit prendre en compte une représentation, méeomte, des contraintes induites par
les ressources. Au plus simple, il s’agit d’'un nombre makideanceuds de calcul disponibles pour
exécuter un certain type d'opératioa.d. synthése d’ASIC). Au plus complexe, il s’agit d’'une des-
cription compléte de l'architecture.g.synthése sur FPGA, atfortiori sur systéme-sur-puce). Dans
ce manuscrit, nous nous limitons au cas simple.

120



Chapitre 5

Construction du graphe a routage
k-périodigue

Il est plus facile de changer la spécification pour
correspondre au programme que la réciproque.

Alan Perlis,Epigrams on Programmindl982.
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Un flot de conception est structuré selon différents nivediakstraction, et procéde par raffine-
ment, du modéele le plus global aux modéles les plus fins. Rappeu’un systéme sans conflit a un
unigue comportementodulol’'ordre dans lequel sont exécutées les opératiohsqus-sectio2.1.2).

Ce comportement, asynchrone, est décrit au niveau du mpdBiédrique. Aprés raffinement et or-
donnancement, la sémantique du modéle de plus bas niveaétidocompatible avec ce comporte-
ment.

En introduction, nous avons décrit un tel flot de conceptRartant de langages de programmation
impératifs et généralistes, auxquels sont imposées westaestrictions, le compilateur en construit
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Chapitre 5. Construction du graphe a routkgeeriodique

R5S
(®) O
GDRP
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KRG )
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FIG. 5.1: Construction d’'un KRG a partir d'un GDRP.

un modéle formel, sur lequel sont appliquées transformstét optimisations. Le principe fut I'objet
de nombreux travaux, traduisants des nids de boucles enesqu#yédriques.

Nous voulons revisiter cette approche a la lumiére deslpiiss des KRG ; bien que les notions
de temps et d’espace soiemfriori différentes entre modéle polyédrique et KRG, nous effettuo
une traduction de I'un vers I'autre et montrons les liensligsiunissent : un jeton du KRG modélise le
résultat d’'une opération, effectuée par une ressourcgt-&*dire le noeud de calcul. Aussi, pour toute
dépendance du le GDRP, il existe un ensemble de cheminscenipies producteurs/consommateurs.
L'aspect global du KRG correspondant est représenté@n3-1

Mais tandis que le modéle polyédrigue se limite a des tramsftions linéaires, nous souhaitons
profiter de I'expressivité des routages et ordonnancemeptsiodiques pour élargir la classe des
solutions possibles, et raffiner les performances designfute.g. débit, dimensionnement des mé-
moires,etg). De plus, la fine granularité d'un KRG nous permet d'exglod la fois parallélisme de
donnéesdata parallelisn) et parallélisme d’instructionir{struction-level parallelish

Par souci de simplicité, les transformations de ce chapitrg exprimées pour des domaines
d'itération et des dépendances modélisées par des pady{@geolytopes sont le réseau €&t). La
formulation dans le cas dé-polytopes quelconques repose sur les mémes principes,dgmande
gu'a prendre en compte les expressions de leurs réseauandNoependant que nous ne perdons
pas en généralité, puisque pour t@ipolytope, il est possible de le compresser en un polytope (
annexeA.2).

5.1 Construction des nosuds de calcul

Dans le chapitrel, nous avons vu comment construire un GDRP et ordonnancempsgeations.
Au niveau du GDRP, nous ne disposons que de propriétés sqmemet fonctionnelles, issues de
I’ application pour effectuer les transformations. Maintenant, nousorsuallouer ses opérations aux
ressources qui vont les exécuter, a savoir les nceuds de dalsiRG. Le KRG est vu ici comme un
modele de plus bas niveau, grace auquel nous allons maddtisgrcuit électronique correspondant
ala SCoP.
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5.1. Construction des nceuds de calcul

X, A D'
Wy A
(espace) AR
]|
D n | J
1y
:x'
P S
X s . (temps)

FIG. 5.2: Intersection entre le domaine d'itératitn et I'hyperplanx's = .

La construction du KRG nous demande donc d'intégrer degaates supplémentaires, issues
de I'architecture En particulier, le nombre maximum de nceuds de calcul a sispo pour exécuter
chaque instruction. Nous nous plagons au niveau le plusdir, @xploiter le parallélisme d’instruc-
tion extrait du GDRP. Deux opérations peuvent étre alloaéaméme nceud de calcul si et seulement
si elles sont allouées a des instants différents. Réciprngnt, toutes les opérations devant étre exé-
cutées a un instant donné doivent étre allouées a autanssteurees distinctes.

Dans une premiére sous-section, nous abordons le problérdérdmbrement des opérations a
exécuter a chaque instant, et en cherchons un majorant.Uubarseconde sous-section, nous définis-
sons deux méthodes pour allouer les opérations aux nceudscde ¢

5.1.1 Dénombrement des opérations par instant

Dans un GDRP quelconque, considérons une instru&wordonnancemerfls, et un vecteur de
paramétre$. Comme nous I'avons rappelé en sous-sedti@?3 I'ordonnancement d’une instruction
ajoute des dimensions a son domaine de définition. Si lesndiimes du domaine de définitidig
correspondent aux dimensiospatialesdes opérations d§, alors nous pouvons l'inclure dans un
polyedreDs : les dimensions supplémentaires sont celles de I'ordaremaant. Nous avons alors :

Bs(Xs) = TSX-Ys—i-TSp-ﬁ—i-fé (5.1)
Ds & {(%)ezdx@” (Asx ASP)-<X§>+352“} (5.2)
)_(75 )_(75 -
, def drd  on | (1 —Tsx —Tsp) L
Dy £ xfps c 7%« Q (0 sk Aer ) xfg +{x) = 0,63

Nombre d’opérations par instant

L'ensemble des opérations calculées & un instant étiGuptéir un jeu de paramétrgs corres-
pond donc a I'ensemble des poir(tfi’s, Xs, ﬁ) de Dy vérifiantx's = i. Cet ensemble est donc égal &

I'ensemble des points entiers contenu dans sous-polyfdpee D, borné par le nouvel hyperplan
X's=1. Lidée est llustrée par lalE. 5.2

Le nombre de points entiers d&’, c’est-a-dire le nombre de points exécutés a un quelconque
instantx's, peut-étre calculé grace a un quasi-polyndme d’EhrfRddf. annexeA.2.2). Ce nombre
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Chapitre 5. Construction du graphe a routkgeeriodique

de points entiers est égalFé(i/S, ES), dont les variables sont les coordonnées de l'instanet les
parameétre$.

Nombre maximum d’opérations par instant

Une fois le quasi-polynémPE connu, nous pouvons rechercher le nombre maximum d’opégati
effectuées simultanément, pour tout instant.

Pour cela, il faut aussi connaitre 'ensemble des valeussiples poup. Il semble raisonnable
de penser que cet ensemble de valeurs est fini : dans uneagioplicéelle, les paramétres ne sont
pas choisis n'importe comment, et respectent eux-méméaimees contraintes. Supposons donc que
I'ensemble des valeurs diest borné, et qu’il peut étre représenté par un polytopeuket

B-p+b>0 (5.4)

L'inconvénient du quasi-polyndme est que son degré est potentiellement grand. Un calcul en

nombres entiers d’une borne maximalel%léx’s, ﬁ) peut étre trés colteux. En revanche, nous pou-
vons approximer la borne supérieure en passant dans le mweméel ; nous recherchons alors un
majorantdu nombre maximum d’'opérations par instant. Il est soumis ansemble de contraintes,
issu des systeme5.Q) et (5.4) :

(I —Tsx —Tsp\ (% 5\ _
0 0 B P b -

Les dimensions d@peuvent étre éliminées dg&.p) par la projection de Fourier-Motzkin, de facon
a ne conserver que des contraintesxlet p, de la forme :

—

C- (X/S> +¢>0 (5.6)
p
Enfin, ce majorant est calculé par un solveur de programmediméaires, en utilisant la méthode
des multiplieurs de Lagrange et les conditions de KarushrKTucker [L39, 205]. Sa formulation est
la suivante :
maximiserP ()?S, ES) (5.7)

sous I'ensemble de contraintes ).

Discussion de la valeur du majorant

Soitn le majorant du nombre maximum d’opérations simultanéeS, denné par le programme
non-linéaire §.7). Notre modéle ne comprend pas de description précise difecture cible. Une
extension possible serait de tenir compte de contrainteesuessourcese.g.un maximumnmay du
nombre de nceuds de calculs, dans le KRG cible, pouvantedfedes opérations dg

Autrement dit, nous cherchons a effectuer une transfoomagmblable a une projection, a chaque
instant, d’au plus opérations sunmax Noeuds de calcul. Se pose alors le probléme de la réponse a
apporter sh > nmax; puisque nous avons supposé qu’un nceud peut effeatuplusune opération
par instant, il est évident qu’aucune allocation n'estséaisante dans ce cas. Plusieurs pistes sont
envisageables :
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5.1. Construction des nceuds de calcul

Ensemble des
opérations de S
(modele polyédrique)

Projection de S(x)
sur le k-€me noeud
de calcul

Ensemble des noeuds
de calul de S s1 | .. | sk | . [smax]
(KRG)

FiG. 5.3: Linéarisation des opérations : allocation aux nceedsattul.

— Surcontraindre 'ensemble des ordonnancements posgiileous-sectiord.3.2 pour réduire
le parallélisme.

— Adapter ou changer la métrique de I'ordonnancemeins¢us-sectiod.3.3 ;

— Scinder les ensembles d’opérations a exécuter par imsapavagedf. sous-sectiod.3.4).

5.1.2 Linéarisation des opérations

Nous cherchons maintenant a attribuer, a chaque opératiénle noceud de calcul chargé de la
calculer. D’un point de vue algébrique, les opérations &eet & I'instant étiquetécorrespondent
aux points entiers d’un sous-polytope B§ (systeme §.3)) avecX's =1. Les nceuds de calcul, quant
a eux, sont identifiés par des nombres entiers. Ainsi, Ealion des opérations aux nceuds de calcul
revient a effectuer une projection @8 versN* (cf. FiG. 5.3).

Ce probléme, connu sous le nom lil@arisation fut abordé par Turjaret al. [227] dans le
contexte d’'allocation de mémoire ; ils proposent difféesnprojections pour associer une opération a
une case mémoire. Deux d’entre elles peuvent étre adaptéstseaprobléme d’allocation de nceuds
de calcul, a savoir, lprojection par le ranget laprojection linéaire

Projection par le rang

Une fonction polyndme, dite derang, associe a chaque opération de coordon®é€mdice du
nceud cible, numéroté entre 1Fe<>?’s, rﬁ). La fonction de rang est de la forme :

r (Xs%,B) = i P (X%, B) +1 (5.8)

Les P/ sont des quasi-polyndmesP: dénombre les points entiers d¥; qui, pour unx's et un
p donnés, ont les mémes coordonnées Xiisur leursi — 1 premiéres dimensions, et dontifd"®
composante est strictement inférieure €cf. FIG. 5.4(a). Le rang d’'une opération est alors déterminé
par le nombre de points du polytope qui la précédent seladridexicographique. Cette projection

permet de faire une projection «précise»R(e?’g, ﬁ) opérations sur autant de nceuds de calcul, sans
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Chapitre 5. Construction du graphe a routkgeeriodique

xX1=1 X1 =2p1+ P2+2
: : : §x2:x1+p17p2+1

1 1 1 Xl -

(a) Projection par le rang : le rang du po{at4) dans le polyedre est déter-
miné par nombre de points d'abscisse inférieure, plus lebmerde point
d’'abscisse égale et d’ordonnée inférieure. Il estici édd.a

xp=1 X1 = 2p1+ p2+2
X2 : :

r

U U U Xl

(b) Projection linéaire : le nombre de points entiers legiephiqguement inférieurs @,3) dans le
polyédre est majoré.

FiG. 5.4: Exemples de linéarisation.

insérer de trous dans I'image parl'inconvénient majeur de cette fonction de rang est évitemt
d’étre polynomiale : elle est non-inversiblet ne peut étre exprimée dans le modéle polyédrique, qui
ne permet de modéliser que des formes affines.

Projection linéaire

La projection linéaire correspond a la transformation liswke linéarisation de tableau multidi-
mensionnel en tableau unidimensionngll7 : par exemple, une référence de la fora(e;, x;) est
remplacée paa(x;m+ Xz). Etendue en dimensions quelconques, cette projectioredp@ratiornx

1plus précisément, dans le cas généraladmet pas d'application réciproque linéaire. Cependziast une bijection,
elle admet donc une application réciproqﬁé. Celle-ci peut-étre calculée en résolvant un ensembleudians diophan-

tiennes de la formg; P/ ()?’s,is, ﬁ) —p =0, oup est le rang de&s. Il est alors nécessaire d’explicit@rafin de pouvoir
calculerXs.
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sur un nceud de calcul d'indié¢gpeut donc s’écrire sous la forme :
Mg - X+ Mg =i (5.9)

L'inconvénient de cette solution est de projeter les opg@matde fagon discontinue sur les res-
sources si le polyédre n’est pas un hyper-rectangle. Crestapplication injective, comme illustrée
en HG. 5.4(b)

5.2 Construction de I'interconnexion

Cette section aborde le probléme de l'interconnexion degdsode calcul. Connaissant la ré-
partition des opérations sur les nceuds de calcul, nousra@wsts les liaisons entre producteurs et
consommateurs, en veillant a respecter les dépendances.

5.2.1 Interconnexion des nceuds de calcul

Une opération, dans le modéle polyédrique, correspond@thiption d’un jeton par un nceud de
calcul, dans le KRG. Nous avons cité précédemment diffésemiéthodes pour associer une opération
a un nceud de calcul ; autrement dit, nous savons par quel neszadodil est produit un jeton donné.

Exposé du probléme

Considérons une dépendance non-vRdS entre deux instruction® et S du GDRP. Il existe
donc un ensemble d'opératioBsde coordonnéess, qui dépendent chacune d’'une opératiorRaie
coordonnéegr. Notonsngr etng les nceuds de calcul du KRG associés, respectivemepte®s par
linéarisation. Cette dépendance signifie, dans le KRG, gjetdn produit pang lors de I'évaluation
de I'opérationXg sera routé verss, pour que celui-ci puisse effectuer I'opératigg Entreng et ns,
le jeton correspondant a I'opération ggne peut franchir que des nceuds de sélection, de fusion, ou
de copie. Autrement dit, une dépendance entre opératio®&DRP se traduit, dans le KRG, par des
chemins entre leurs producteurs et leurs consommateucaristruction de ses chemins souléve trois
questions :

Transport: comment construire I'interconnexion du KRG (arcs, placestage) de facon a achemi-
ner tout jeton de son producteur a son consommateur ?

Multiplicité : si une opération est référencée plusieurs fois, commepitogier son jeton autant que
nécessaire ?

Ordre: si, pour un couple producteur/consommateur donné, leegaie sont pas consommeés selon
leur ordre de production, comment les permuter ?

Impact de la linéarisation

Le choix de la fonction de linéarisation des opérations anyveict sur la construction de l'inter-
connexion. Nous devons faire un choix entr@técisionde la projection par le rang, et éouplesse
de la projection linéaire.

Si nous optons pour une projection par le rang, nous optmsi$allocation des opérations aux
ressources, dans le sens ou nous projetons efficacemmpérations sun ressources indicées sur
[1,n]]. En revanche, la construction du réseau d’interconnexicle®permutations devient beaucoup
plus complexe : nous sortons du domaine de compétence desdialgébre linéaire, et la plupart
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sélection,
duplication

vers les autres
consommateurs

permutation

fusion

vers lesng

(a) Vue globale du routage entre produc{b) Détail de la duplication et de la sé- (c) Détail de I'élimination ou de
teursnr; et consommateunss ;. lection de jetons vers I'ensemble desla duplication de jetons vers les
consommateurs. seuls consommateuns; j.

FiGc. 5.5: Routage des jetons entre I'ensemble des producteuimstruction R, et ses consomma-
teurs pour l'instructiors.

des calculs ne peuvent étre réalisés que par la force rggeexpliciter les parameétres, énumérer les
opérations et les traiter individuellement).

Au contraire, si hous choisissons la projection linéaiaepiojection sur les ressources est plus
grossiére, mais la caractérisation du routage et des pationg reste paramétrique. Dans le cas par-
ticulier ou les polyédres sont des hyper-rectangles, lax geojections sont équivalentes.

Pour ces raisons, nous ne détaillons dans la suite de cetitersgue le cas de la projection
linéaire. Le fait que les calculs restent paramétrés demandhisonner sur la fagon de construire
I'interconnexion selon les paramétres. La constructiofiickerconnexion pour une projection par le
rang est couteuse en temps de calcel ¢onsidérer individuellement chaque opération et comnstrui
son routage), mais ne présente pas de difficulté partieulier

Forme générale de l'interconnexion

Nous considérons toujours une dépendance nonfR&&du GDRP. L'interconnexion entre les
nceuds calculant les opérationsRjet les nceuds calculant les opérationSdest illustrée en i6. 5.5.
Cette interconnexion a la forma,priori, d’'un «crossbap entre les producteurs dreet les consom-
mateurs dé&: il existe potentiellement un chemin allant de tout nasgid(calcul deR et indicei) vers
tout nceudhs; (calcul deSet indice j). Nous raffinerons par la suite cette hypothése en supptiman
les chemins inutiles, grace aux propriétés sur les séqaelecmutage et les opérateurs binaires.

Dans l'idée, la sequence de jeton issue d’'un productguest éclatée et, connaissant l'allocation
des nceuds de calcul aux opérationsSiehaque jeton est routé vers le consommateur approprié.
Rappelons que l'interconnexion doit satisfaire aux pnoitge de transport, de multiplicité et d’ordre,
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5.2. Construction de I'interconnexion

introduits précédemment. Plus en détails, la structurénterconnexion est donc la suivante :

1. Sélections et fusions des jetons entre producteurs efoounateurs sont réalisées par des
nceuds der-fusion et den-sélection. Le nombre d’entrées de la fusion est égal au reihd
nceuds de calcul dg, tandis que le nombre de sorties de la sélection est égal mbracde
nceuds de calcul d& Entre les deux, des trieurs réordonnent les jetoh$(G. 5.5(a) ;

2. Avant la sélection, un étage de copie dupligue les jetens ehague consommateur potentiel,
donc pour chaque dépendance issu®kdRar exemple, s'il existe une autre dépendaRaE,
alors les jetons correspondant aux opérationfRdent dupliqués et routés a la fois vers les
nceuds d&et deT (cf. FIG. 5.5(b);

3. Toutes les opérations dene sont pas forcément nécessaires aux opératiofSs Plg@isque les
copies inutiles ne peuvent pas étre directement supprireies sont routées vers des puits (
FiG. 5.5(c). Au contraire, si plusieurs opérations 8dépendent d’'une méme opérationRie
alors le jeton correspondant est dupliqué par une bouclemgie.c

Remarquons que cette interconnexion a une forme expansegous-sectiord.3.4 nous avons
défini une normalisation de l'interconnexion sans dupiicatie jeton, et nous avons montré que toute
interconnexion sans copie pouvait s’y ramergfrthéoreme3.54). Ici, nous nous placons dans le cas
le plus général, avec copiesf(conjecture3.55).

Les sections suivantes détaillent la construction desgast des différents points.

5.2.2 Validité et copie

Dans cette sous-section, nous déterminons de fagon paéankétroutage du troisieme point ci-
dessusdf. FIG. 5.5(c). Tout jeton correspondant a une opératignet produit par un noeudk;, est
systématiqguement routé vers les nceudS.des’agit donc de supprimer ces jetons lorsqu’ils ne sont
pas nécessaires, ou les dupliquer s'ils ont plusieurs comsdeurs.

Suppressions et copies
Par I'équation $.9), ces jetons vérifient :
M- ¥R+ Mro—i=0 (5.10)
Puisque I'ensemble des valeurs possiblegrdest aussi borné pabg, nous obtenons le systéeme

suivant :
- R
/mg OT _1\ . ijo = o
\Arx Agp 0 ﬁ + ar > 0 (5.11)

Les pointsXg qui vérifient ce systéme sont donc les coordonnées des mpéraans la limite du
domaine d'itération, et allouées au ncewd. Ainsi, il suffit de vérifier, pour toukr vérifiant .11),
combien il existe d'opérations de@de coordonnéegs dépendant d@r dansDgrss. Rappelons que
dans le cas paramétré (raffinement 48)), la dépendancBdSimpose les contraintes suivantes :

[Fsx Fsp —Frx —Frp\ [Xs fs— fr
Asx Asp O 0 | (d & | = 5
0 0 Arx Arp XRr + ar > 0 (.12)
Zsx Zsp —Zrx —Zrp o z
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Chapitre 5. Construction du graphe a routkgeeriodique

L'ensemble des pointgs que nous recherchons est alors obtenu en combinant les lelesete
contraintes%.11) et 5.12) :

or 0" mh o -1
(st Fsp —Frx —-Frp O \|
AS,X AS p 0 0 0
0 0 Arx Arp O
Zsx Zsp —Zrx —Zrp O

— 0 (5.13)

Les pointsXs qui respectentq.13), pour unxXg donné, sont ensuite dénombrés en fonction,dg
eti. Ce dénombrement est obtenu par le calcul du quasi-polyrmdmespondant, que nous notdhs
Pour toutg associé a la ressourcda valeur deP (Xr, B, d,i) nous indique comment router le jeton :

— SiP(Xg,P,0d,1) =0, aucune opération dgne dépend du jeton d&, il est alors supprimé (routé
vers le puits) ;

— SiP(Xr,B,0,i) =1, alors le jeton d& est routé vers un nceus; sans étre copié. Il existe
un uniqueXs vérifiant cet ensemble de contraintes, alloué a la ressalinegice j tel que
j=m s+ mos;

— SiP(Xr,B,0,i) > 1, alors il existe plusieurs consommateurs de I'opératiptson jeton corres-
pondant est dupliqué én(Xg, B, d,i) instances, chacune étant routée vers un nagydet dont
les indices sont déterminés comme au point précédent, kesggvérifiant les contraintes.

Ordre de production des jetons

Finalement, connaissant I'ordonnancement de chaque tap€rde coordonnéeZr (équation
(5.2)), il suffit de ranger les instants selon I'ordre lexicodr@pie pour construire les séquences de
routage appropriées des sélections et fusions. Pour aala, naffinons les contraintes du systéme
(5.13 pour associer a chaqg son instant de productioxig = 6r (XR) :

| -Trx -Trp O 0 O X'r R
o mt o0 0 0" -1 %R MRo
0 —Frx —Frp Fsx Fsp O p fs—fr| =
, , . — 5.14
0 0 0 A A 0| x| & | = (-14)
0 Arx Arp O 0 O d ar
0 _ZR,X _ZR,P st ZSP 0 i Z

L'énumération des points entiers d&.14 selon l'ordre lexicographiquei.é. selonX'r) nous
donne les productions des opérations de coordorXéas cours du temps.

Bilan

En résumé, nous connaissons ou avons calculé :

Quels sont les jetons, correspondant aux opératiois pie@duits par le noeud de calaw; ;
L'ordre dans lequel ces jetons sont produits au cours dpgem

Si le jeton d’une opération de coordonn&gsloit étre supprimé ou non;

Si le jeton d’une opération coordonnégsdoit étre copié ou non, et si oui, combien de copies.
Nous avons alors tous les éléments pour construire le reutada FG. 5.5(c)
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5.2. Construction de I'interconnexion

5.2.3 Routage de la-sélection

La construction du routage du nceudndeélection de la . 5.5(b)découle directement de I'étape
précédente. Pour tout jeton produit par le nceud de calgul nous pouvons calculer 'ensemble
des opérations d& qui en dépendent. D’un point de vue algébrique, pour ¥autérifiant 6.14),
nous en déduisons le sous-polytope contenant I'ensembiderrespondant. A toute opération de
coordonneegs est associé un nceud de calogl, tel que, par I'équation(9)

Mg - Xs+ Mso = (5.15)

SiXs1,...,Xsk est la suite des coordonnées des opératiorSatgenue par énumération, alors le
routage de la-sélection est de la forme :

[(M§-Rs1+ M) ;... (M§ - sk + M) | (5.16)

5.2.4 Routage de la-fusion

La construction du routage du nceudrgfsion de la FG. 5.5(a)est trés similaire aux calculs des
précédentes sous-sections.

Soit j I'indice d’'un quelconque nceud de calaid); deS. Les opérationZs allouées ag j verifient
(5.19. L'ensemble des jetons des opératidrsdont dépendent les opératioksallouees angj, et
leurs instants de consommatigfg (égaux aux instants de production de} sont donc solutions du
systéme suivant :

| —Tsx -Tsp O 0 o0 Xs —ts
6T r_ﬁg 61— 61— 6T -1 Yg Mso
0 Fsx Fsp —Frx —Frp O q fs—fr| =
, : 7 : — 0 5.17
0 Asx Ass 0 0 0| |%|T[ & | = (5.17)
0O O 0 Arx Arp O p ar
0 Zsx Zsp -Zrx -Zrp O j p

De la méme fagon qu’'a I'étape précédente, les poiptqui vérifient 6.17) correspondent aux
jetons deR consommeés par le nceud de calisgl| au cours du temps, pour effectuer les opérations de
coordonnéegs.

La séquence de routage denkfusion est alors obtenue par énumération, selon 'orddedgra-
phique (surX's, donc au cours du temps), des points vérifi&nt7). Xr1,.--,Xrk les composantes
relatives &g, dans 6.17), alors la séquence de routage est de la forme :

[(M& X1+ MRo) ..., (MR- Rrk+MRo) ] (5.18)

5.2.5 Permutations

Connaissant comment les jetons sont rowis et depuisun nceud de calcul, il ne nous reste
plus qu’'un probléme a résoudre : si ces jetons sont produissgpnsommeés dans des ordres diffé-
rents, nous devons les permuter. Dans cette sous-sectios,aflons caractériser le trieur chargé de
réordonner les jetons entre les nceuds de calguétns; (cf. sous-sectior3.3.3.
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Chapitre 5. Construction du graphe a routkgeeriodique

Recherche des jetons permutés

Considérons deux opérations d'une instructiyrde coordonnées respectivigset yr, dont dé-
pendent respectivement deux opérations d'une instru§iale coordonnéegs et ys. Rappelons les
cing conditions nécessaires a la permutation des jetomesgumdant & et YR, et leurs traductions
algébriques :

1. Le jeton deir est produit avant celui dgy :
)?R <lex )_”IR (5.19)

aveci/R = GR (XR) et)7’R = GR (VR) s
2. Le jeton degjr est consommé avant celui gg:

)_",S <Iex)_(75 (5.20)

aveci’g = 65 (25) et)7’5 = 65 (ys) ;
3. Les opérationgr etyr sont effectuées par un méme nceud de caigut

Mg - Xr+ MR = Mg Y+ MoR =i (5.21)
4. Les opérationgs etys sont effectuées par un méme nceud de calgyt
M- %s+Mos=M§ -Ys+Mos= | (5.22)
5. Xr etyr suivent la méme dépendance vEg®tys, respectivement :
(XR,%s) , (YR, Ys) € Dross (5.23)

Les contraintesH.19 et (5.20 signifient que les jetons sont produits et consommés dasis de
ordres différents. Les contraintes.21), (5.22) et (56.23, quant a elles, permettent de ne considérer
que les jetons susceptibles d’étre permutés, c’'est-asdikant le méme chemin dans le KRG. Ces
trois derniéres contraintes s’expriment sous la forme dtésye d’équations et d’'inéquations suivant :

(Xs—Tsx s —Tgp-G—Ts=0
Ys—Tsx-Ys—Tsp-G—ts=0
Xr—Trx -%r—Trp-P—Tr=0
Yr—Trx-Yr—Trp-P—Tr=0

Mg - Xs— Mg - Ys = 0

M - Xg — M - Yr = 0

mg-Xs—j=0

Mg -¥r—i=0
Fsx-%s+Fsp-G—Frx % —Frp- P+ fs— fr =
Fsx Ys+Fsp-0—Frx - Yr—Frp- P+ fs— fr=
Asx -Xs+Asp-G+ds>0
Asx-Ys+Asp-G+ds>0

Arx - R+ Arp-P+dr >0

Arx -Yr+Arp- P+dr >0

Psx -%s+Psp-G—Prx % — Prp-p+2>0
Psx -Ys+Psp-G—Prx-Yr—Prp-p+2>0

(5.24)
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5.2. Construction de I'interconnexion

Cet ensemble de contraintes définit un polyédre, dont lagign$ (Xr,yr) correspondent aux
jetons produits par le nceugk; et consommeés par le noengl;.

Nous devons maintenant contraindre le systéf24, de fagon a ne conserver que les couples
(Xr,YRr) effectivement permutés, donc vérifiant aussi les congai@ 19 et (5.20). Les jetons sont
donc permutés si les diﬁérencé@—i’R d'une part, eb?’s—)7’s d'autre part, sont lexicopositives.
Autrement dit, la plus petite valeur pour chacune de ceérdiffces est le vecte(D, ... ,0, 1)T.

Pour effectuer cette vérification, nous utilisons la méméhode que précédemment utilisée pour
la recherche des ordonnancements valides en sett®fl existe un ensemble d’'inéquations de la
forme :

YRi—XRri—0>0 avecaz{ !XR>Y'R€ (5.25)
' 0 sinon

Xsi—Ysi—8>0 avecé:{ Xs¥'s€ (5.26)
' 0 sinon

Par application du lemme de Farkas aux inéquatiériz9) et (5.26) (cf. lemme4.17), nous pou-
vons forcer a ce que ces contraintes soient lexicopositeresecherchant des multiplieurs de Farkas
AT etA dans un ensemble d’équations de la forme :

Vi—Xi—8=Ao+AT- (B- (3;//) +B> (5.27)

y

ouB- ()?) +bcorrespond aux contraintes, dans un caséguety', dans I'autre sux's ety’s, issues
de 6.24).

Dans un second temps, nous procédons a I'élimination detipliurs de Farkas par projection
de Fourier-Motzkin. Toujours par projection de Fourierikhkin, nous éliminons les dimensions de
Xs, )7’5, Xr, 37’R, Xs etys, pour ne garder que les contraintes eRtyetyr, en fonction des parameétres
P, d, i et j. Nous obtenons alors un nouveau systeme que nous nomniBrapssss, Verifiant les
contraintes deg.19 a (5.23. Tout point(Xg,Yr) dansD yemprss correspond a un couple de jetons
permutés entre les nceualg; etngj; en 'occurrence, ce sont les jetons respectivement assacix
opérations d& de coordonnées; etyr.

Caractérisation des permutations

Cette expression des jetons permutés sous forme de polyédsepermet de faire le lien avec le
code de Lehmerl[Aq] : nous pouvons caractériser les permutations de jetoms ks noeudsgy; et
ng; sous la forme d'un code de Lehmer, nous permettant ensugért&er la permutation a propre-
ment parler ¢f. annexeA.3.2). Rappelons tout d’abord que le code de Lehmer d’'une petionta
s’écrit sous la forme :

L(mi)=card{j |i<j, m>m} (5.28)

Par analogie avec notre probléme de permutation de jefelms,emble{j | <, TE > T } re-
présente I'ensemble des jetons étiquetéproduitsaprésun jeton de numérd donné(i < j), et
consommesavant (15 > ;). C'est précisément ce que représebtg,mrss - 'ensemble des jetons
Yr, produits apres les jeton&g, et consommeés avant. Le cardinal de I'ensemble, dans Essjon
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Chapitre 5. Construction du graphe a routkgeeriodique

(5.28), correspond dans le modéle polyédrique a un quasi-polgrdiEhrhart, permettant de dénom-
brer les points entiers d’un polytope.

Aussi, nous pouvons calculer le quasi-polynéiféeel queP (Xr, B, i, j) soit le nombre de jetons
dépassant le jeton étiquetg, en fonction des parametr@sd, i et j.

En énumérant les jetor& selon leur ordre de production, nous pouvons alors reaarsstia
permutation de jetons entre les noengsetns ;. Une fois la permutation connue, il ne reste plus qu’'a
construire le trieur adéquatf( sous-sectiors.3.3.

5.2.6 Explicitation des parameétres

Enfin, la derniere étape de la construction du KRG consistplicéer les paramétres. Maintenant
que la projection du GDRP sur le KRG a entierement été exjgrisefon les paramétres, il ne reste
gu’'a énumérer les jetons et effectuer 'ensemble des caicul

— Les arbres de-sélection eh-fusion peuvent étre simplifiés en élaguant les branchesegsont
traversées par aucun jeton. Ces branches sont détecté@ksgiauples calculs sur les séquences
de routages des nceuds de sélection et de fusfosolus-sectior3.3.9.

— Les noeuds de calcul superflus introduits par la projecingaire, dont nous avons supprimé les
entrées, peuvent eux aussi étre supprimés. Nous itéraisssalde graphe jusqu’a ce qu’aucune
simplification ne soit possiblecf, sous-sectior3.3.7).

— Les codes de Lehmer pour chaque couple producteur/constamnmous permettent de calcu-
ler les permutations de jetons correspondantes. Pour elggmmutation, nous construisons le
trieur approprié ¢f. sous-sectior3.3.3.

— Pour chaque instruction, ses nceuds de calcul recevanirs dmjetons peuvent étre fusionnés
afin de réduire le nombre de ressources nécessaita®(s-sectiors.4).

5.3 Discussion

Dans cette derniére section, nous discutons de I'adéquatitre le modéle polyédrique et les
KRG. Certains algorithmes ou concepts s’expriment plus oinsfacilement dans chacun de ces
modeles, et nous mettons en avant l'intérét de les utilisefagon combinée. Les avantages et in-
convénients des deux modeéles laissent la porte ouverte @ndlerauses pistes de travaux futurs pour
affiner le flot de conception décrit en introduction.

5.3.1 Correction de la transformation

Montrer la correction de la transformation demande a véitg®deux propriétés suivantes : (i) un
jeton est produit par un nceud de calcul si et seulement $&teexine opération correspondante dans
le modeéle polyédrique ; (ii) si une opérati@{Xs) dépend d’'une opératioR(Xg) dans le modele
polyédrique, alors le jeton correspondarR&g) (ou sa copie) est consommeé par le nceud de calcul
produisant le jeton correspondanB@&s). Le premier point établit la bijection entre les opératidos
GDRP et les jetons du KRG. Ensuite, il ne reste plus qu'a neonjie les dépendances entre eux sont
vérifiées.

Bijection entre opérations et jetons

Notons tout d’abord que la construction du KRG ne crée auetamjinitial. Cela veut dire que
méme les constantes du programme sont modélisées commeetatonnées entrantes : des jetons
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produits par des nceuds de calcul qui n'ont pas d’arc entrant.

Il est facile de montrer qu’a toute opération correspondpnoeluction de jeton par un nceud de
calcul. C’est le résultat de la linéarisation des opérati@h sous-sectiorb.1.2 : a chaque instant,
toutes les opérations effectuées dans cet instant soet¢esjsur des nceuds de calcul. Puisque nous
procédons par énumération des opérations de chaque tr@ttutous sommes certains de ne pas en
«oubliers.

Réciproquement, cela revient a attribuer a chaque nceudald tzaliste des opérations corres-
pondant aux jetons qu’il produit, ordonnée selon le tempsagit donc de montrer que tout jeton
produit par le nceud de calcul correspond forcément a l'ureedepération.

Pour gqu’un jeton soit produit, le nceud doit étre exécuté r f@te exécuté, le noeud doit étre
activé ; pour étre activé, le nceud doit disposer d’au moingtam sur chacune de ses entrées. Aussi,
deux cas peuvent se présenter :

1. Le nceud n'a pas d’entrée : tous les jetons qu'il produitesmondent a des valeurs initiales. Le
nceud peut alors étre tiré autant que nécessaire, mais Easiplon les équations de balances
ne seraient pas respectée gous-section8.1.3et3.1.9;

2. Le nceud a au moins une entrée : le nceud ne peut produireonrgjee s'il en consomme un
sur chaque entrée. Autrement dit, si un nceud de calcul gradujeton «inutile», c’est soit
parce gue les nceuds en amont ont eux-mémes produit desgeforescorrespondent pas a des
opérations, soit que les jetons sont mal routés.

Dans le premier cas, les productions de jetons dépendefarderinancement : productions et
consommations doivent étre balancées. Dans le secondesgwoductions des jetons dépendent de
I'interconnexion. Si la construction de l'interconnexiest correcte, alors aucun nceud de calcul ne
peut produire un jeton qui ne correspond pas a une opér&ala.nous ameéne donc au second point :
montrer que l'interconnexion entre les nceuds, et en pégide routage, respecte les dépendances
du GDRP.

Respect des dépendances

Pour toute dépendand®S du GDRP, nous construisons un chemin allant de tout nceud-calc
lant des opérations d& a tout nceud calculant des opérationsSief. FIc. 5.5). Dans la section
5.2, nous construisons les séquences de routages en veill@ngaectout jeton soit routé vers ses
consommateurs, et seulement eux. Les dépendances sontdpestées.

Par conséquent, seuls les nceuds de calcul devant recesgataies en recoivent. Nous en dédui-
sons que si les productions aux entrées sont balancéedesejaions correspondant a des opérations
du GDRP peuvent étre produits. Aussi le KRG est bien cortstrui

5.3.2 Avantages et inconvénients
Complexité et parallélisation des calculs

Parmi les différentes étapes que nous avons proposéesgpoongtruction des KRG, certaines
d’entre elles peuvent étre assez colteuses a réaliserxpesssions que nous en avons donné ont
principalement pour but de montrer la faisabilité de la émsion du KRG et d’en expliquer les prin-
cipes ; toutefois, certaines de ces expressions deman@émt @ptimisées en vue d’'une implantation
efficace.
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Prenons par exemple le systente2d) : c’est la synthése de I'ensemble des contraintes s'ap-
pliquant sur les coordonnées des opérations étudiées.pdaisune application un minimum com-
plexe, le solveur doit rechercher une solution a plusieinainks de dimensions, soumises a quelques
centaines de contraintes. L'élimination de Fourier-Matzlpour ne citer qu’elle, a une complexité
non-polynomiale 209 ; il est donc préférable, en pratique, d'éclater ce systemde plus petits en-
sembles de contraintes, en éliminant progressivementalgsbles inutiles, plutét que de le faire en
une fois.

Néanmoins, un avantage qu'offre la construction du KRG, &rmau crédit du modéle poly-
édrique, est qu’elle se base largement sur du calcul nelirloi-méme massivement parallélisable.
Par exemple, KeRler propose une implantation paralléléélmination de Fourier-Motzkin, qui en
réduit le temps de calcul linéairement au hombre de prooes$a3(]. Aussi, comme nous l'avons
vu en sectiorb.2, les constructions des interconnexions entre tous copptekicteur/consommateur
sont indépendantes : les calculs peuvent étre massivelisaiiugs.

Parameétres

Une limitation actuelle de notre approche est de ne pas [rantégrer facilement des expressions
paramétrées dans le KRG. Nous avons donné dans ce chagtexglessions paramétrées pour la
génération du routage et des permutations de jetons. Rgugaonstruction du KRG a proprement
parler demande a expliciter les paramétres et énuméremplamtmns (donc les jetons) ; les KRG
n'intégrent pas le concept de routage paramétré, contraimea d’autres modéles tels que CDRF (
section2.5). En cela, ce probléme constitue un des principaux axesctierehes futurs sur les KRG.

Exécution infinie

Un KRG permet de modéliser des comportements infinis. Commos Hiavons mentionné au
chapitre précédent, nous pouvons considérer que le GDRE&smpie le comportement du systéeme
au cours d’'une période, répétée a l'infid.g.un nid de bouclegour englobées par une boudknt
gue Pour généraliser notre construction, il suffit simplendmtemplacer toute séquence de routage
calculée dans la sectidn2, ici notéeu, paru®.

Ressources dédiées et description de I'architecture

Tel qu’est construit le KRG, tout nceud de calcul est dédié @ etnune seule instruction. Par
exemple, les opérations allouées a un nceud de caigubont exclusivement des instances d'une
instructionS. Méme si, en soit, cette construction n'est pas vraimentlinm&tion a notre solution,

il pourrait étre intéressant d’envisager le cas ou une messcg.g.un nceud de calcul faisant office
d’additionneur) est partagée entre différentes instosti

Ce point souléve toutefois la question plus générale deise pn compte d'une description dé-
taillée de I'architecture cible, pour le moment absenteadmhstruction du KRG : les transformations
que nous effectuons se basent uniguement sur les consrdmt@application, et non de I'architecture.
C’est, la encore, un important sujet de travaux futurs.
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5.3. Discussion

5.3.3 Remontée d’informations au modéle polyédrique

Latences

Les latences de calcul ed, fortiori, les latences de communications, ne sont pas connues au
niveau du modeéle polyédrique. Les latences de calcul pedtem déduites de la technologie de
I'architecture ciblée. Les latences de communicationntj@aelles, dépendent du placement et du
routage sur la plateforme. La mesure des latences n'ief@rqgue bien aprés la construction du KRG.
D’aprés la méthodologie de conception insensible aux ta®itf. sous-sectior?.2.3), les latences
d’interconnexion ne sont remontées au niveau du modélgrsain premier placement-routage.

Connaissant I'allocation des opérations aux nceuds delcatdas latences séparant chaque pro-
ducteur de ses consommateurs, il est possible de les fai@ter au niveau du GDRR,posteriori
Une solution simple consiste a jouer sur la valeudders du calcul de I'ordonnancement, dans les
inéquations4.13 et (4.15 afin de surcontraindre I'ensemble des ordonnancemeritiesalconnais-
sant la latence entre les nceuds de calcul des instrudgtiehdeS, nous pouvons imposer une distance
minimale entre leurs opérations. Cette remontée d'inftiongeut demander a transformer le GDRP,
si par exemple les latences sont non-uniformes pour toesesdérations d’'une méme instruction, par
scission de I'ensemble d’indicesf(sous-sectior.3.4).

Ordonnancement et métrique

De fagon plus générale, il serait intéressant de faire évdéumeétrique, dont dépend le choix des
ordonnancements du modéle polyédrigué gous-sectiont.3.3, selon un principe deétroaction
Initialement, le GDRP est ordonnancé sans connaissandatdases. Pourtant, du choix de cet or-
donnancement, et donc du parallélisme gu'il introduit,edéfent directement les circuits critiques et
les débits des nceuds du KRG. Remonter ces informations eawntu modéle polyédrique rendra
d’autant plus pertinents les ordonnancements calculés $DRP.
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Chapitre 5. Construction du graphe a routkgeeriodique
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Troisieme partie

Du modele au circuit
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Chapitre 6

Systemes insensibles aux latences

En deux occasions, on m'a demandé, — De grace, M.
Babbage, si vous donnez a la machine de mauvais
chiffres, les bonnes réponses en sortiront-elles ? — Dans
un cas, un membre de la Chambre Haute, et dans
I'autre un membre de la Basse, me poseérent cette
question. Je ne suis pas capable d’appréhender, au
juste, le genre de confusion d'idées qui peuvent
susciter une telle question.

Charles Babbag&assages from the Life of a
Philosopher 1864.
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Dans le précédent chapitre, nous avons vu comment transfarm programme de traitement
intensif de données en un modéle flot de données de type KREGhdpétre détaille I'architecture du
circuit intégré correspondant. Cette étape présente dfieutié : le matériel ainsi produit doit faire
cohabiter contraintes physiques (en particulier les délas signaux) et hypothéses synchrones.

En électronique numérique, les délais au sein d’'un circuiégré sont de deux natures : les
délais des portes logiques, et les délais d'interconnedi@volution des technologies CMOS sub-
microniques profondes, inférieures au quart de microm#tngliquent une prépondérance des délais
d’interconnexion sur ceux des portes. Les écarts relaiflmn la techonologie utilisée, sont repré-
sentés en i6. 6.1(a) En effet, les délais des portes sont réduits alors que laugragagne en fi-
nesse ; mais les résistivités des fils croissent, d’'ou unenantation des temps de propagation des
signaux p, 16] (cf. FIG. 6.1(b)). Dans des circuits VLSI, plusieurs cycles d’horloge pegdécouler
entre I'émission et la réception d’'un signal.
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Chapitre 6. Systéemes insensibles aux latences
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FiG. 6.1: Impact de la technologie de gravure sur la résistiéfils et des délais de communication.
Données ITRST21, 127).

Ce probleme doit étre envisagé au plus t6t du flot de conaeptiair garantir la correction fonc-
tionnelle du résultat final. Pour cela, nous appliquons léhodblogie de conception insensible aux
latences, issue des travaux présentés en sous-s2@i@n

Dans un premier temps, nous rappelons les différentes@myproposées dans la littérature, tout
en discutant leurs implantations. Ces implantations n¢ waables que pour des flots de données
purs, dépourvus de branchements conditionnels, et médétiar des graphes marqués. Dans une
deuxiéme partie, nous détaillons donc une implantationdée aux systemes de type KRG.

6.1 Architecture d’un flot de données sans routage

6.1.1 Avec protocole insensible aux latences

Dans cette sous-section, certaines notations et noms daugigpnt été modifiés et harmonisés
par rapport aux articles originaux, pour conserver une restee& entre les différentes implantations
étudiées. Elles ne modifient rien fondamentalement.

Carloni et al., 1999-2002

Une premiére implantation est décrite par Carleral. [49, 57]. La FIG. 6.2(a)donne le détail de
limplantation de la coquillé. La station relai et son automate sont donnés ien €.2(b)et6.3. Les
sighaux de sortie, absents de l'original, ont été dédusdmfermations données par les auteurs.

Une donnée est un coupldata void). dataest la donnée en elle-méme, tandis que levbit
vaut «1» lorsque le chamghata ne contient pas d'informatiori.€. des bits de bourrage), et «0» si
la donnée est valide. La contre-pression est assurée piginkd stop La coquille filtre les données
en entrée pour ne conserver que les valides. Tant que degane sont pas arrivées sur certaines
entrées ou qustoplnvaut «1», I'horloge de la perle est coupée, et les donnéesrga sont répétées

1Cette figure est une reproduction de celle donnée par lesraytetitre d’exemple ; la logique en est cependant incor-
recte. La contre-pressiostppOuj est émise sur une entrée si celle-ci est vidadln). D'autre part, le tampon doit étre
remplacé par un inverseur.
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6.1. Architecture d'un flot de données sans routage

avecvoidOut= 1. Lorsque toutes les données en entrée sont disponiblpsrl&aest exécutée. Ses
résultats sont émis avemidOut= 0 dés lors que la coquille ne recoit pas de contre-pressian. L
contre-pression est émise sur un canal en amont si le egistentrée contient une valeur, ou si la
coquille en recoit de I'aval.

Une station relai contient les registres pour stocker dewmées. Son controle a deux états princi-
paux,Processinget Stalling, alors que les étai/riteAuxet ReadAuxsont intermédiaires et permettent
de contréler le multiplexeur et le démultiplexeur. Dansgdténitial Processingune donnée recue est
écrite dans le registre principal, puis émise l'instanvani. Si la station relai recoit de la contre-
pression, la nouvelle donnée entrante est stockée dangdaeauxiliaire. Lorsque la contre-pression
cesse, le contenu du registre auxiliaire est propagé, puiswdent a I'état initial. La contre-pression
recue est toujours propagée. Ce contrble de la stationpess deux problémes, qui seront discutés
ultérieurementdf. sous-sectiors.1.3.

Casu et Macchiarulo, 2003

Casu et Macchiarulo proposent une seconde implantationR(5hb]. Un canal est un triplet de
signaux(data stopval). La valeur d’'une donnée est associée au sigasd, tandis que sa présence
correspond au signalal ; ce dernier est une négation des signaoid de Carloniet al,, qui eux
représentent I'absence de donnée.

Bien que l'architecture de la coquille ne soit pas détaijlt#epeut la considérer similaire a celle
de la RG. 6.2(a) avec de la logique ajoutée au niveau des registres. Lesigugides signaux de la
coquille sont les suivantes :

enable

(/\vallnk> A (/\stopln(/\vaIOu'q<> (6.1)
k k

next(valOut)

(/\vallnk> A (/\ stoplmAvaIOuL) Vv (stoplnAvalout)  (6.2)
K K£i

valln A ((VstoplmAvaIOu&) Vi (\/vallnk>> (6.3)
K

ki

stopOut

La coquille peut exécuter sa perle (sigealblg si elle dispose de données sur chacune de ses
entréeqY j, valln; =1) etsi:
1. elle ne recoit aucune contre-pression :
vk, stoplrn, =0 (6.4)
2. oules sorties sur lesquelles elle en recoit sont prétes aestoleknouvelles données :

VK, stoplnk=1 = valOug =0 (6.5)

Par conséquent, une donnée sera émise a l'instant siaxitvalOut)) sur une sortié Si :
1. la perle est exécutée a l'instant présent,
2. ousi une donnée est déja présente et ne peut étre émise endaisontre-pression.

On notera que I'expression est simplifi&ep pln A valOut v stopln A valOut étant une tautolo-
gie. Enfin, un signastopOutest émis sur une entrési une donnée y est en attente, mais que la perle
n'est pas exécutée.
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Chapitre 6. Systéemes insensibles aux latences

dataln ﬂ = - PERLE
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voidin > y voidOut
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stopout stopin

clock

(a) Coquille. (b) Station relai.

(B

[

FIG. 6.2: Implantation de Carlort al., 1999-2002.
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FiG. 6.3: Contrble d’'une station relai, Carlogti al, 1999-2002.
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—
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FiG. 6.4; Contrble d’'une station relai, Casu et Macchiarul®30
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6.1. Architecture d'un flot de données sans routage

Une station relai est également constituée de registreamtigles : comme précédemment, un
registre auxiliaire stocke une donnée lorsque le regisineipal est plein, et que la station relai recoit
de la contre-pression. Le contrble est assuré par un awtowvaiante de celui de Carlost al, et
reproduit en FG. 6.4. Initialement, 'automate est en éRtocessinget y reste tant qu'il ne recoit pas
de contre-pression. Dés lors que la station relai recoia@®htre-pression sans recevoir de données,
elle est enPause Sinon, si une donnée arrive, elle est écrite dans le regisixiliaire dans I'état
WriteAux Si la contre-pression cesse, alors la donnée du registikaie est émise eflReadAux
sinon la station relai est stoppée leitel. DepuisReadAuxsi la station relai ne recoit pas de contre
pression, elle retourne dans son état initial. Sinon, seldnne donnée se présente ou non, elle est
stockée eWriteAux ou la station relai est arrétée ktheO.

Boucaron et al., 2005-2007

Boucaronret al. proposent une troisiéme architecture,[40], plus tard étudiée par lat al.[15]].

Un canal est un triplet de signaydata stopval) comme vu précédemment. L'architecture d’'une
coquille est donnée eniE. 6.5. Les entrées de la coquille disposent de registres. Lesiauftent
I'hypothése qu’a la fois la coquille et sa perle sont des lde combinatoire, et que les temps de
propagation des signaux y sont inférieurs a une périodeld@®; raison pour laquelle les registres
de données sont munis de bypass. En d’autres termes, lesisigant supposés étre capable d’aller
des stations relais en amont a celles en aval en I'espacecylal@ d’horloge. La perle s’exécute et
produit des données, émettant les signelwck et valOut, lorsque toutes les données en entrée sont
présentes, et qu'aucune contre-pression n’est retapOutest émis lorsque la station relai en amont
contient une donnée mais qaeck vaut «0»,i.e. la perle ne la traite pas a l'instant courant.

Limplantation d’'une station relai est donnée ercF6.6. Les données entrantes sont toujours

stockées dans le registre principal (activation\alin). Le registre auxiliaire est utilisé pour stocker
la donnée du registre principal (étdal f) lorsque celui-ci doit accueillir une nouvelle donnée iisilg
valln), en cas de congestion (sigretbplr. L'automate de contrble est détaillé emcF6.7. Son
comportement est le suivant :

— La station relai est en étBmptylorsqu’elle est vide. La contre-pression n’est pas propage
amont, puisqu’elle est en mesure de recevoir et stockerateses. Les horloges ou la tension
peuvent étre coupées jusqu’a I'arrivée d’un sigralin : la donnéalatalnest alors écrite dans
le registre principal, et 'automate passe en Elalf.

— Dans I'étatHalf, la station relai contient une donnée dans son registreipah et tente de la
transmettre en aval. Si elle ne recoit de sigstalpln alors la donnée est considérée comme
traitée par le destinataire. Selon qu’elle regoit ou non noevelle donnée au cours de cet
instant, elle reste en étlalf ou retourne en ét&mpty Si de la contre-pression est recue mais
pas de nouvelle donnée, on reste dans I'état courant. Sinstio,plnetvalln sont tous les deux
vrais, alors la donnée du registre principal est copiée gistre auxiliaire, la donnée entrante
est écrite dans le registre principal, et 'automate va atFtll.

— Lorsque la station relai est pleine (éfatll), elle ne peut recevoir de nouvelle donnée, et émet
stopOutvers le producteur en amont. L'automate reste dans ceuétgit’a ce qustoplnpasse
a «0» ; la donnée du registre auxiliaire est alors émise, ettonrne en étatalf.

2 Une erreur s'était glissée dans la version originale, oidgstre en entrée était activé silIn A clock; ceci & cause
d'un amalgamme entre I'horloge de la coquille et la condititactivation. La figure a été corrigée de fagon a ce que le
clock gatingsoit dirigé parvalln A enabled stored On active donc I'échantillonnage sur une entrée si une é@onynest
disponible, et senableet storedont la méme valeur : il n'y a pas de donnée stockée et I'on ci@espas la perle, ou la
donnée stockée est consommée dans l'instant et on la reenmadca donnée entrante.
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FIG. 6.5: Implantation d’'une coquille, Boucaremal., 2005-2007
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FiG. 6.6: Implantation d’une station relai, Boucareial.,, 2005-2007.
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FiG. 6.7: Contrble d’'une station relai, Boucarehal., 2005-2007.
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6.1. Architecture d'un flot de données sans routage
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FIG. 6.8: Implantation de Carloni, 2006.

stoplnv voidin/

N stoplnAvoidin/ stopOut
Processing WriteAux
R —
stoplIn/

stopIn/ outCtrl stopln/ stopOutinCtrl

stopln/ stopOutoutCtrl

ReadAux Stalling
-

stoplIn/ inCtrl,stall /
stopln/ stopOutinCtrl, stall

FiG. 6.9: Contrble d'une station relai, Carloni, 2006.

Carloni, 2006

Carloni propose par la suite une solution sensiblementréifite de sa premiére idé&], appor-
tant ainsi quelques correctionsf.(sous-sectior6.1.3. L'implantation de la coquille est donnée en
FiG. 6.8(a) La station relai est quant a elle détaillée en.F6.8(b)et6.9. Contrairement a la version
précédente ou au moins deux cycles d’horloge étaient réicespour traverser la coquille, désormais
celle-ci n’en impose plus qu’un au minimum, et ce afin d’évites franchissements combinatoires.

Trois signaux internes sont ajoutés a la description deat#ostrelai.inCtrl et outCtrl gérent la
lecture et I'écriture dans le registre auxiliaire, tandi® gtall coupe I'horloge des registres de fagon
a éviter un écrasement des données.

Cortadella et al., 2006

L'implantation de Cortadellat al.tranche avec les précédentes par I'utilisation de basaulésu
des flip-flops [ (). En effet, dans les solutions précédentes, un registreguond a une flip-flop, dont
nous rappelons le principe : deux bascules D en série soassgices pour stocker un bit de donnée
(cf. FIG. 6.10. La bascule maitre échantillonne son entrée lorsque akijhorloge est bas, tandis
gue la bascule esclave est verrouillée. Au front d’horlogmtant, la bascule maitre se verrouille,
tandis que la bascule esclave recoit sa négation, donc omihditworloge descendant ; celle-ci laisse
passer le signal capturé par la bascule maitre. Aprés uniepgiginde, la bascule esclave se verrouille
sur ce signal pour I'émettre jusqua la fin de la période, tagdie la bascule maitre laisse passer le
signal en entrée, et ainsi de suite. Par exemple, 'impl@amale Boucaroret al. (cf. 6.1.1) utilise
4n—+ 4 bascules par station relai, atest la largeur en bits des données.
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Ql

FIG. 6.10: Exemple de flip-flop sur front montant : bascules D eie sinaitre-esclave.
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FIG. 6.11: Implantation de Cortadelé& al., 2006.
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FiG. 6.12: Contrdle d’'une station relai, Cortadedizal., 2006.
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Station relai Coquille Station relai

valin valout valln valout valin valout
Contrdle Contrdle Contrdle
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done
Registre I\ Mux Registre I\ Mux >
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Distance maximale parcourue par le signal en un cycle d'horloge

FiG. 6.13: Exemple de coquille avec une entrée et une sortie.

Cortadellaet al. proposent donc de n'utiliser que 2 5 bascules transparentes par station relai,
tout en jouant sur leurs horloges. Le verrouillage des Basalu flot de données dépend non plus de
I'horloge, mais de la présence de données et de contreigares&chantillonnage n’est plus systé-
matique : la bascule se comporte comme un fil si elle recoitnmeelle donnéevalin) et pas de
contre-pressionsfopln ; elle est verrouillée sinon. Cette solution offre donc wéduction impor-
tante de la surface d’'une station relai. Le détail de I'imféion est donnée end-. 6.11(b) tandis
gue l'automate correspondant est représentéien@=12

Alors que dans les implantations précédentes la perle gstarpar désactivation de son hor-
loge, elle est ici supposée communiquer avec sa coquilleefaais de trois signauxgo commence
le traitementdonemarque la fin de calcul, etck indique que la donnée a bien été recue en aval.
L'implantation est donnée en&. 6.11(a)

Notre variante

L'idée de base de cette nouvelle implantation consisteigerdés registres des coquilles ; nous
partons du principe que seules les stations relais ontieocatcontenir des données. Le rdle des
coquilles est uniquement de rendre leurs perles patiertdegormément a la définition du LID. Nous
proposons par conséquent une solution combinant le medksiimplantations de Boucarehbal.de
2005 et de Cortadellat al. de 2006, sans ajout systématique de capacités de stockegystdtions
relais en amont transmettent directement leurs donnégsedlég qui envoie directement ses résultats
aux stations relais en avalf(FiG. 6.13.

Dans les implantations précédentes, la coquille disposegietres a ses entrées pour stocker
les données émises par les stations relais en amont. Puisgisesupprimons ces registres, nous
devons modifier le protocole pour que la station relai maimmée I'émission de la donnée jusqu’a sa
consommation. Son automate est reproduit en b.14

— La station relai reste dans I'éfamptytant qu’aucune donnée ne se présente en entrée. Lorsque
valln est présent, la donnée est stockée dans le registre plineipautomate passe en état
Retry.

— Dans I'étatRetry, la station relai contient une donnée. Elle conserve cetsét@ucune autre
donnée ne se présente tout en conservant la sienne, ou aaireosi elle transmet le contenu
du registre principal tout en recevant une nouvelle valgua station relai recoit a la fois de la
contre-pression et une donnée, elle passe erfratatSinon, elle retourne en étampty
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Chapitre 6. Systéemes insensibles aux latences

— Dans l'étatFull, quels que soient les signaux en entrée, la station relai Enmentenu du
registre auxiliaire estopOut Lorsqueretry est absent, la donnée a bien été recue par le desti-
nataire ; on retourne en étaetry.

De plus, les horloges des registres sont désactivées écsgx-ci n'ont pas de nouvelles valeurs

a échantillonner. Le comportement reste globalement mgd@ar rapport a celui de Boucarenal.
2005, a I'exception du fait qu'une valeur est répétée erniesdd la station relai jusqu’a ce qu’elle soit
acquittée (absence detry). La FiG. 6.15(a)présente la composition du contréle de deux stations
relais ; les signaux ne mettent pas plus d'un cycle d’horlogér aller de I'une a l'autre. La logique
d’une coquille est quant a elle illustrée ercF6.15(b)

La perle est activée par le signahable et émet en retour le signdionepour indiquer que le

calcul est terminé. Le signahableest donc émis :

— si la coquille ne recoit pas de contre-pression, donc qutakion relai en aval a acquitté la
précédente donnée, et que chaque station relai en entsigasvidepu

— sila perle a déja commencé un calcul sans I'avoir terminé.

En effet, la perle s’exécute en I'espace dimstant logique selon les hypothéses synchrones,

et non d'un cycle diorloge physiqueUn exemple trivial est la multiplication, nécessitantgpurs
cycles d’horloge pour produire le résultat. Ainsi, pourttou

working = (/\ retryk> A (/\vallnk> Adone (6.6)
k

k

enable = (/\W) A (/\vallnk> v pre(working) (6.7)
k

k

stopOut = (\/ retryk> vvalln A (\/ vallnk> \V enableA done (6.8)
k KA

valOut = done (6.9)

Des expériences d'implantations sur FPGA ont été réaliséegtilisant le logiciel Xilinx ISE
10.1.02 sur les architectures Spartan3-1000 et Virtex50_f. TAB. 6.1et6.2). Pour chacune, nous
avons testé les heuristiques d’optimisation de surface eitdsse. Pour I'expérience de conception
d’ASIC, nous avons utilisé FreePDK45 1.2 et la bibliothégleecellules standard de I'Oklahoma
State University 220, 221] avec Synopsys DC version Y-2006.06-SA TAB. 6.3). La fréquence
d’horloge est de 1 GHz.

Pour chaque support, tables supérieures et inférieuré$ésemt respectivement a deux tests réali-
sés. Dans le premier cas, nous composons les parties délepptrur un nombre croissant de stations
relais connectées a une coquille. Dans le second cas, rspesdins d’un petit pipeline & deux entrées
et une sortie. Nous comparons notre implantation avec del®oucaroret al., 2005.

Concernant la surface de la partie contrdle d’'une seul®stetlai pour ASIC, les résultats sont
similaires avec un léger avantage a notre implantationO(fir contre 648 pnt, soit—5,79%). En
revanche, les résultats pour du FPGA ne sont pas assezgitjfsfpour pouvoir conclure.

Pour la composition des parties de contrdle, nous gagnossréate et en vitesse aussi bien pour
FPGA que pour ASIC. Avec un support FPGA, le gain en surfateaapris entre-6% et—29%,
tandis que le gain en fréquence d’horloge va1e&% a+50%, selon les exemples et heuristiques
considérés. Si la cible est un ASIC, a fréquence d’horlogeos@e, le gain en surface est de I'ordre
de —10%.

Enfin pour I'exemple du petit pipeline sur FPGA, le gain erfae est d'a peine-4% a—6%
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valln/
valln A tetry / valOut valln/ enableMain
valln Aretry / valOut @etrD valln ATetry / valOut enableMain
retry / stopOutvalOut mux vallnAretry / valOut enableMainenableAux
CD

retry / stopOutvalOut mux

FiG. 6.14: Contrdle d’'une station relai.

valln stopOut

Retry0 Retryl VallnO Valinl

station relai
en amont
station relai
en aval
A\ 4 l A\ 4 A\ 4
valout retry Valouto Valoutl Stop0  Stopl
(@) Composition du contrdle de (b) Implantation d'une coquille a deux en-

trées et deux sorties. Les zones cerclées de
pointillés indiquent les blocs de logique a
modifier pour ajouter d’autres entrées/sor-
ties.

stations relais.

FIG. 6.15: Logique de contrdle de stations rel@set d'une coquille(b).
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Contrdle, Boucaromet al. 2005 Contrdle, Boucaromet al. 2009 Gain
In/Out || Optim. vitesse| Optim. surface|| Optim. vitesse| Optim. surface|| Optim. vitesse | Optim. surface
MHz LUT MHz LUT MHz LUT MHz LUT MHz LUT MHz LUT
2 240 24 237 20 246 17 250 17 +2.5% | -29% | +5% | -15%
4 169 50 136 39 246 17 250 17 +27% | -24% | +25% | -20%
8 148 87 114 81 167 70 146 64 +12% | -19% | +28% | -20%
16 128 153 129 157 182 120 182 120 +42% | -21% | +41% | -23%
32 110 311 117 312 166 235 167 235 +50% | -24% | +42% | -24%
Multiplieur, Boucaronret al. 2005 Multiplieur, Boucaroret al. 2009 Gain
In/Out || Optim. vitesse| Optim. surface Optim. vitesse| Optim. surface Optim. vitesse| Optim. surface
MHz LUT MHz LUT FF MHz LUT MHz LUT FF MHz LUT MHz LUT
16x16 || 81.1 135 74.6 87 134 || 786 | 100 | 82.2 81 100 || -3% | -26% | +10% | -6%
32x32 || 54.0 | 234 | 49.8 229 | 262 || 52.8 | 228 | 54.1 223 196 || 2% | -2% +8% | -2%
TAB. 6.1: FPGA — Spartan3-1000, speed -4
Contrdle, Boucaromet al. 2005 Contrdle, Boucaromet al. 2009 Gain
In/Out || Optim. vitesse| Optim. surface|| Optim. vitesse| Optim. surface|| Optim. vitesse | Optim. surface
MHz | LUT | MHz | LUT MHz | LUT | MHz | LUT MHz | LUT MHz | LUT
2 664 18 508 17 905 16 720 15 +36% | -11% | +41% | -11%
4 557 35 437 33 639 32 494 31 +14% | -8% | +13% | -6%
8 439 73 360 64 532 62 430 59 +21% | -15% | +19% | -7%
16 313 128 330 127 409 117 376 116 +30% | -8% | +13% | -8%
32 354 284 292 252 365 231 313 230 +3% | -18% | +7% -8%
Multiplieur, Boucaroret al. 2005 Multiplieur, Boucaronret al. 2009 Gain
In/Out || Optim. vitesse| Optim. surface Optim. vitesse| Optim. surface Optim. vitesse | Optim. surface
MHz LUT MHz LUT FF MHz LUT MHz LUT FF MHz LUT MHz LUT
16x16 || 192 84 190 82 134 || 229 78 229 78 100 || +19% | -7% | +20% | -4%
32x32 || 105 148 104 146 | 262 || 116 142 116 142 196 || +10% | -4% | +10% | -2%
TAB. 6.2: FPGA — Virtex5-LX50, speed -3
In/Out | Contréle, Boucaromt al.2005 | Contrdle, Boucaroet al.2009 | Gain
Surface fin?) Surface fin?) (%)
2 209 186 -10.7
4 424 378 -10.7
8 818 740 -9.5
16 1653 1489 -9.9
32 3352 2994 -8.9
Multiplieur, Boucaroret al. 2005 Multiplieur, Boucaroret al. 2009 Gain
In/Out || Surface Puissance Surface Puissance Surface Puissance
dynamique | au repos dynamique | au repos dynamique | au repos
(un?) (mwW) (W) (un?) (mwW) (W) (%) (%) (%)
16x16 5715 1.99 31.6 4791 1.22 26.0 -16.1 -38.7 -17.8
32x32 17986 3.70 92.1 16215 2.20 81.4 -9.80 -40.6 -11.6

TAB. 6.3: ASIC 45 nm, fréquence d’horloge 1 GHz
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dataln _,+ PERLE ﬁL, dataOut

dataln

dataOut

0|1|1 0|1
clock

(a) Principe d’'une coquille avec ordonnancement statique. (b) Registre fractionnaire.

FiG. 6.16: Implantation de Casu et Macchiarulo, 2004.

les LUTs sont sous-exploitées par I'outil de placement etage. En revanche, pour de 'ASIC, le
gain est compris entre 10% et—16%.

Concernant la puissance, les résultats de I'implantat®GA sont contradictoires, selon I'heu-
ristique utilisée, donc non-significatifs. Pour une cibl8I&, nous avons un net gain en puissance
dynamique de 'ordre de-40%, et entre-11% et—18% pour la puissance au repos.

6.1.2 Solutions a base d’ordonnancements statiques

En alternative aux protocoles dynamiques, les systemeasitdes aux latences peuvent étre or-
donnancés statiquement. Certains travaux préconisentlonmancement a la compilation, évitant le
surcodt de I'implantation du LIPAD, 56].

En effet, une implantation du LIP requiert des sighaux stipgintaires tels guaal ou stop soit
autant de fils a placer et router, et des registres aux#igiegfois inutilisés. Si un ordonnancement
statique du systéme est calculé au préalable, alors noummp®unous en passer : un ou plusieurs
oracles contrdlent directement I'horloge de chaque élénméme perle n’est activée que lorsqu'il est
prévu qu’elle dispose de toutes ses données en entrée cenjestions sont évitées par anticipation.

Casu et Macchiarulo, 2004

Les travaux de Casu et Macchiarulo sont les premiers a peopo®e implantation statiqgue du
LID [56]. Un ordonnancement périodique est tout d’'abord calceléyue les données ne soient pas
écrasées. Sur les canaux, les stations relais sont reraplpeé de simples registres, distant les uns
des autres d’au plus un cycle d’horloge.

Chaque coquille contient la séquence binaire ultimemeigigue qui, a chaque cycle d’horloge,
active ou non la perle. Cette séquence binaire est aloremoatdans un registre a décalage, jouant
le réle d’ordonnanceur. Ce principe est présenté n 6.16(a) méme si I'implantation réelle est
quelque peu différente Le registre de droite correspond & la phase d'initialisattandis que celui
de gauche contient le régime périodique.

Comme nous l'avons vu précédemment avec les graphes matgukébit du systéme est borné
par le débit de son circuit le plus lentf(sous-sectior2.2). Si I'on retire la logique de contrble et
la contre-pression du systeme, alors il convient de retdedecircuits les plus rapides de telle fagon
gu’un nceud de calcul regoive ses jetons en erpgréeisémentorsqu’il doit les consommer. Casu
et Macchiarulo nomment ce processus é@galisation: des flip-flops additionnelles sont insérées
sur certains canaux pour ajouter des latences supplémentaix circuits trop rapides, et ainsi en

3Une bascule est nécessaire pour éviteglashs[56].

153



Chapitre 6. Systéemes insensibles aux latences

vallnAhold / valOut @ypas§ valln/

valln A hold / valOut vallnAhold/

vallnAhold/ @atCD valln/valOut

FIG. 6.17: Contrble d'un registre fractionnaire, Boucaatral., 2006—2007.

réduire les débits. Nous renvoyons le lecteur a Boucatai. [40] pour une explication détaillée de
I'égalisation et de I'ordonnancement statique du systéme.

Par ailleurs, il n'est pas toujours possible d’égaler leitdéil circuit le plus lent en ajoutant des
latences entieres. Par exemple, considérons deux cjréuitsde débit 23, 'autre de débit 25.
Introduire une latence supplémentaire sur le premier itifetait chuter son débit &/2, ralentissant
ainsi 'ensemble du systéme. Dans ce cas précis, le nomHegeatees a ajouter est rationnel. C'est
pourquoi les auteurs introduisent alors le conceptedgstre fractionnaire: un registre muni d’'un
bypass, lui aussi ordonnancé statiguementHIG. 6.16(b). Tantét il retarde la propagation d’'une
donnée, tant6t il la laisse passer combinatoirement.

Le gain obtenu par suppression de la logique et des fils du &iRi@enc a mettre en balance
avec le co(t induit par ces registres supplémentaires. tla meconvénient de la solution statique est
gu’elle ne s’applique qu’a des systémes ou les latences menoaication sont connues par avance,
contrairement aux protocoles dynamiques.

Boucaron et al., 2006—2007

L'inconvénient de I'implantation précédente du registacfionnaire est qu’elle nécessite un im-
portant registre a décalage pour y stocker I'ordonnancestatique, alors que celui-ci peut étre déduit
des ordonnancements du producteur et du consommateurellnediution fut proposée par Bouca-
ronet al.[40]; le registre a décalage est alors remplacé par un autoroi@tara ou non I'échantillon-
nage du flot de données. La machine de Mealy corresponddnepessentée en®. 6.17:

— Dans I'étatBypass le flot de données n’est pas échantillonné, et le registetifmnaire ne
contient pas de données. L'état est conservé si le produntémet pas de donnée (signal
valln), ou si la donnée recue ne doit pas étre stockée (shpid). Sinon, le registre passe en
étatCatch

— Leregistre fractionnaire contient une donnée dans &ath S'il recoit une donnée, celle déja
contenue dans le registre est émise et remplacée par lallgolautomate conserve aussi son
état si la donnée stockée doit étre retenue jusqu’au prodhsiant. Sinon, elle est émise au
consommateur, et 'automate retourne en Bigbass

Le signalhold est donné par la formule :

valln® nextA pre(hold) Vv pre(hold) A valln A hext (6.10)

ol nextcorrespond a I'activité du consommateur. Le registre iipacaire stocke une donnée si :

1. L'activité du consommateur égale celle du producteatin = next) et si le registre contient
déja une donnému
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next valln

g1 H

dataln
dataOut

valln pre(hold)

> <

valOut clock > < hold

(a) Controle. (b) Flot de données.

FiG. 6.18: Implantation d’un registre fractionnaire, Boucaed al., 2006—2007.

2. Si le registre ne contient pas de donnée, qu'il en recat ehqu’elle n’est pas consommée
dans l'instant.

L'implantation du registre fractionnaire est présentéé&en 6.18

Notre implantation

Carmonaet al. remarquent qu’une égalisation du systéeme n’est pas néeesasson ordonnan-
cement statiqueS[]. En effet, les travaux antérieurs partent du principe @geniceuds du systéme
s'exécutentu plus tofASAP), comme avec un protocole dynamique ; afin d’éviterpaetes de don-
nées, il est nécessaire de ralentir les jetons les plusasypiar insertion de latences supplémentaires.
Pourtant, I'idée d’'un ordonnancement statique est prémsé d'imposer aux noeuds leurs instants
d’exécution. Un systeme insensible aux latences, modgédisén graphe marqué, est sans congfit (
théoréme2.9) ; nous sommes donc libres de choisir la politique d’ordoreanent & appliquer, et en
particulier, nous pouvons opter pour un ordonnanceraarmlus tard(ALAP).

Un probléme majeur de I'ordonnancement ASAP est I'accutinmale jetons. Comme étudié en
sous-sectior?.2, une composante connexe et non-fortement connexe peécstex a un débit égal
a 1, a condition que ses mémoires soient suffisamment grandese pas le surcontraindre. Si une
telle composante est reliée en sortie a une composantenfemteconnexe de débit strictement inférieur
a 1, alors un ordonnancement ASAP provoque une accumulativa les deux composantes. Ainsi,
dans un systéme modélisé par un graphe marqué, tous les ,npmaispris ceux des composantes
non-fortement connexes, doivent s’exécuter au rythmenrduitie plus lent. Pour s’en convaincre, se
reporter aux théoremes7 et 2.8. Par ailleurs, une solution évidente des équations de ¢xedaaiun
graphe marqué edt

Par conséquent, nous remarquons qu’une solution consigiésar conjointement les ordonnan-
cements ASAP et ALAP :

— Les circuits critiques du graphe sont les plus lents; ilgatu s’exécuter en ASAP. En régime

périodique, des qu'un jeton du circuit critique arrive etréa d’un nceud, ce dernidpit pou-
voir s’exécuter. Autrement dit, les jetons des circuits-adtiques passant par ce nceud doivent
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Entrées : un graphe marqué temporisé avec capagtésN,P,T,M,L,K).
Sorties : les ordonnancements et clusters des nceuds, et les caplestpmces.
Etape 1 : réduire la complexité du systéme
1: appliquer des techniques de clusterisation, telles quaogses par Carmora al. [53]
Etape 2 : énumérer les circuits et calculer leurs débits
2: rechercher I'ensemble de ses circuits par I'algorithmeatimson .27
3: identifier les circuits critiques
Etape 3 : calculer les ordonnancements des circuits crégu
4: calculer les ordonnancements des nceuds des circuitsiestipar ordonnancement ASAR]
5: factoriser ces ordonnancements : réduire au plus les pantteles par rotation des périodiques
Etape 4 : calculer les ordonnancements des circuits notigoes
6: calculer les ordonnancements ALAP des autres nceuds, avegdies critiques pour références
Etape 5 : dimensionner les mémoires de chaque canal
7: résoudre le programme linéaire en nombre entier de I'égudf.16), ou des programmes |i
néaires de la forme de Lu-Kol '}6], ol les poids sur les arcs correspondent aux marguages
initiaux
Etape 6 : s’assurer de la correction
8: le surco(t de la logigue d’ordonnancement peut fausseatiesdes et les résultats précédemment
calculés; si tel est le cas, appliquer une techniquedgclage[51] et itérer depuis I'étape 2

Algorithme 6.1: Calcul de 'ordonnancement statique d’u8 kans routage.

(a) Modélisation par un graphe mar-  (b) Schéma fonctionnel du circuit  (c) Schéma fonctionnel du cir-
qué temporisé. correspondant, considérabtde la- cuit correspondant, considérant
tence non-nulle. C de latence nulle.

FiGc. 6.19: Exemple de LIS avec notre implantation : une placeespond a une série de registres,
suivie éventuellement d’'une FIFO.

val ‘)—_u—valln FIFO valout —>»
IP

dataOut 7 dataln

/ / dataln dataOut 7L}

data
7 7 pop
| enable
master schedule

clock

FiG. 6.20: Exemple d'implantation de canal, et lien avec I'IP.
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arriver avantou au méme instapimais jamaisaprés pour ne pas ralentir davantage le circuit
critique.

— Les autres nceuds suivent un ordonnancement ALAP, aveaégfénence les ordonnancements
des circuits critiques. L'avantage de I'ordonnancemenfRlest de respecter naturellement les
équations de balance; il ne provoque pas d’accumulatiortdag, puisqu’ils ne sont produits
que lorsque nécessaires.

Nous proposons l'algorithm@ 1 pour ordonnancer statiquement le systeme. Contrairermiit a
gorithme de Carmonet al.[53], il n’est plus nécessaire de construire le graphe compiéén®’autre
part, nous clusterisons le graphe pour en réduire la contglg@tape Lavantde I'ordonnancer (étapes
3 et 4) et d’appliquer le recyclage (étape 6) : en effet, Iateltisation a un impact sur la logique de
contr6le et son surco(t de latences.

Aussi, les implantations précédentes demandent a ralestithemins les plus rapides, soit en in-
troduisant des registres intermédiaires, soit en leuba#nt une horlogad hog avec le surcolt pour
la génération ou le stockage de la séquence k-periodiqueajaemplique. Des registres fraction-
naires sont nécessaires pour égaliser les débits, lorsdesit pas possible de jouer sur des latences
entieres. Notre nouvelle implantation évite ces surcodts.

Exemple 6.1. Considérons le graphe marqué de la F6.19(a) Les latences d'interconnexion sont
indiquées a coté des places. Supposons des temps de caleuliisptels que le circuit de droite soit
critique.

La FIG. 6.19(b)présente le schéma fonctionnel du circuit correspondaartsile circuit de droite,
hormis la place qui contient initialement deux donnéesalgges sont traduites en de simples registres
(flip-flops). Dans le circuit de gauche, les places corredpoha des registres et des FIFOs. S'il avait
fallu égaliser les circuits, nous aurions ajouté des regstur les canaux de latericeetL, pour faire
chuter le débit du circuit. A la place, notre implantatiomsiste a faire avancer les jetons jusqu’a la
FIFO en entrée du nceud de calcul, et les consommer lorsquede mecoit un jeton sur son autre
entrée.

Supposons maintenant que le no€udst un bloc de combinatoire de latence nulle. Il peut alors
étre fusionné avec le nceud(étape 1 de I'algorithmé.1) afin d’économiser le colt d’'une FIFO,
comme représenté end= 6.19(c)

Le détail de I'implantation est représenté e F6.20; il correspond, dans I'exemple précédent,
au canal entré et B de latencd_3. Le registre correspondraéflip-flops en paralléle pour stocker une
donnée den bits, plus une flip-flop correspondant a I'état de la donnéésgnte/absente). Le registre
échantillonne son entrée a chaque cycle de I'horloge méhe;j et répete le résultat I'instant suivant ;
un jeton est donc propaggu plus téta travers une série de registres. Lorsque ce jeton atteet un
FIFO, il y est stocké. La téte de la file est retirée dés lorsl'tfaéla perle) débute un nouveau calcul.

Ainsi, contrairement aux implantations précédentes,dlantation est triviale. Il n'est pas né-
cessaire de stocker I'ordonnancement des registres etsHéB@me dans I'implantation de Casu-
Macchiarulo ; et contrairement & Boucarenal,, elle ne nécessite aucune logique de contrble addi-
tionnelle, hormis celui de la FIFOpushsur donnée entrantppp sur activation de I'lP. Par ailleurs,
comme nous avons vu que les noeuds d’'un circuit ont le mémemadoement périodiquaodulo
rotation, celui-ci peut étre distribué sur I'ensemble du circuits, tEcalages sont réalisés par ajout de
latences sur I'arbre d’horloge, par exemple en inséranbdssules.
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FiG. 6.21: Exemple de contre-pression entrainant un verrotemor

6.1.3 Erreurs récurrentes

Certaines des implantations étudiées jusqu’ici sont @rsfaitiement incorrectes : le comporte-
ment du systéme insensible aux latences ainsi généré divmehypothéses du protocole. Etudions
plus en détail ces erreurs a éviter.

Propagation de contre-pression non-nécessaire

La contre-pression ne doit étre propagée que lorsque aeadigt-strictement nécessaire a la préser-
vation de l'intégrité des données : une station relai ne éwoiettre un signal d’arrét vers I'amont que
lorsque ses deux registres sont pleins et qu’elle ne peexasgae nouvelles données. De méme, une
coquille ne doit en émettre que lorsqu’au moins une de séies@st saturée, et qu'une ou plusieurs
données produites peuvent étre perdues. Dans le cas oensida contre-pression est systématique-
ment propagée, le débit du systeme n’est pas optimal. Ercylét dans un systéme cyclique, un
encombrement ponctuel ne peut se résorber, et de la casgsign «parasite» continue a se propager
dans le circuit alors gu’elle n’est plus nécessaire. Au, ieda méne a une situation de verrou mortel.

Un exemple est donné end= 6.21(a) Le systéme est composé de deux processus pafiegtts
B (coquilles et perles), représentés par des rectanglepréesssus sont reliés entre eux par des fils
munis de stations relais, représentées par les cercles. |Baituation initiale, deux stations relais
contiennent chacune une donndkg besoin de la donnée du circuit gauche pour pouvoir s'ezécut

1. Au premier instantdf. FIG. 6.21(b), le jeton du circuit de gauche est transféré a la station
relai suivanteB ne peut consommer la donnée disponible sur son autre estrémet de la
contre-pression.

2. Sila station relai émettopOutdés qu’elle recoistopln alors a l'instant suivant, elle émet a
son tour de la contre-pression v&gshien gu’elle soit a moitié videcf. FIG. 6.21(c).

3. Best bloqué par la contre-pression de I'une de ses sortas,@l’il en est lui-méme a l'origine.
B envoie des signaux d’arrét a 'ensemble de ses entrées ninanogressivement a un blocage
complet du systemef. FIG. 6.21(d).

L'implantation de Carloniet al. (cf. sous-sectior6.1.1) peut mener a ce genre de scénario. En
effet, la contre-pression y est calculée selon I'équation :

stopOut = (\/voidlnk> Vi (\/stoplrk> (6.11)
K K
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Permutations de données

Les implantations de Carloet al. 1999, Casu-Macchiarulo 2003, et Carloni 2006 ont en commun
d’introduire des permutations sur les flots de donnéesd@us-sectiors.1.1).

Les registres principaux et auxiliaires des stations sedant en paralléle, comme représentés en
FIG. 6.2(b)et6.8(b) D’apres leurs automates de contr@é FIG. 6.3, 6.4et6.9), les stations relais
écrivent, puis lisent, dans leurs registres auxiliaireanade retourner en régime normal. Considérons
deux jetons successifs et 1, et trois situations différentes :

1. Dans le premier cas, les arrivées des jetdnst [0 sont espacées dans le temps, et aucune
contre-pression n'intervientl entre puis quitte la station relai, de méme paurLes ordres
des jetons en entrée et en sortie sont identiquis [1].

2. Supposons maintenant qu’une congestion survienne érCaeat stocké dans le registre prin-
cipal etd dans l'auxiliaire. Lorsque la congestion se résorbe, lenpejeton émis est celui
du registre auxiliairelJ, avant d'émettré]. L'ordre en entrée estl, (), tandis que I'ordre en
sortie est({d, 0).

3. Cependant, en retardant suffisament I'arrivéBldians le précédent scenario aurait pu sortir
en premier de la station relai, et il n’y aurait pas de pertinra

Ainsi, des permutations dé et[] peuvent se produire, a cause de leurs instants d’arrivéanet n
de leurs valeurs. Cela contredit la définition d’'un procegsmtient ; ces implantations ne vérifient pas
les hypothéses du protocole.

6.2 Architecture d’'un flot de données avec routage

Agival, Singh et Theobald ont proposé d’étendre le cadrel@udn permettant de dupliquer des
noeuds de calcul, et de multiplexer et démultiplexer lesisrde valeurs vers leurs diverses occur-
rences, afin d’augmenter la capacité de traitement du sgsfen?15. Dans le cadre de routages
k-périodiques, cette extension du LID peut étre modélisé&KRs noeuds de fusion et de sélection
font office, dans l'idée d'Agivakt al,, de multiplexeurs et démultiplexeurs.

Un certain nombre d’autres travaux ont par la suite propeséafiinement de cette idée, sous
le nom de protocoles insensibles aux latences adaptAtisptative Latency-Insensitive Protocels
ALIP) [57, 58, 69, 15(]. lls reposent sur I'un des deux concepts suivant :

1. Lorsqu’une perle ne consomme gu’une partie de ses entréestijetonest rétropropagé sur
les autres entrées. Lorsqu’un antijeton rencontre unedrils s'annihilent. Le co(t de cette
solution est un doublement du protocole LIP : le réseau duglgge les antijetons.

2. Les coquilles disposent de compteurs sur chacune dedatrées. Lorsque la perle s’exécute
sans consommer de donnée sur I'une de ses entrées, le corgrrespondant est incrémenté.
D’autre part, lorsqu’une donnée se présente sur une erntrédadvaleur du compteur est non-
nulle, alors la donnée est détruite et le compteur décré@ment

Ces protocoles supportent une large expressivité du medatejacent —les productions et consom-
mations de jetons peuvent dépendre des données—, mamnlirdiautant les optimisations possibles
a la compilation. lls permettent notamment de concevoirgieslines avec spéculatiof(]. Enfin,
ces protocoles autorisent la destruction de jetons, ce gu® mous sommes interdit jusqu’a présent.

Dans cette sous-section, nous nous proposons donc de pigselme alternative a ces implanta-
tions, en collant a la sémantique des KRG.
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6.2.1 Avec protocole adaptatif

Nous présentons notre protocole adaptatif. Il consistenerentension de notre protocole préala-
blement introduit en sous-sectiénl.l Les stations relais et coquilles restent inchangées paora
aux FG. 6.14 et6.15 Puis nous présentons I'implantation de I'interconnexéddu routage : nceuds
de sélection, de fusion et de copie.

Coquille

La coquille fait office d’interface entre sa perle et son emwement. Ainsi, la coquille active sa
perle par le signaEnable qui assure sonlock gating LorsqueE nableest présent, la perle traite ses
données en entrée ; lorsqu’il est absent, la perle est désacC’est donc a la coquille de s’assurer
que le calcul peut étre effectué et transmis vers 'aval. édepretourne un signddone lorsque le
calcul est terminé. Le registRRegconserve I'information, d’'un cycle d’horloge a I'autre, gu calcul
a été entrepris et non terminé.

D’autre part, I'environnement envoie a la coquille des aignValln lorsque des données sont
disponibles sur ses entrées, et des sigriRetryen cas de congestion en aval. Lorsqu’un calcul est
terminé, la coquille ématalOutvers I'aval. Au contraire, elle ém&topvers I'amont si elle recoit de
la contre-pression ou si elle ne peut s’exécuter faute deéksen entrée. A tout instdnte contrdle
d’une coquille am entrées eh sorties est donné par les équations suivantes :

Enable = FireablgV Reg (6.12)

Fireablg = Retry APresent (6.13)
m-1

Present = /\ Valln; (k) (6.14)
k=0

Regq = O (6.15)

Reg.; = Fireablg ADong (6.16)
n-1

Retry = \/Retry(k) (6.17)
k=0

Stop = RetryV (EnableADong) (6.18)

Stop(k) = StopVValln; (k) APresent (6.19)

vk, ValOut (k) = Doneg (6.20)

Station relai

Nous avons déja étudié le contrble de la station relailen €14 Nous donnons ci-dessous son
code Esterel. Les deux registres déterminent dans leqsétale états se situe I'automate :

1. Red A Redl : étatEmpty

2. Red ARedl : étatRetry

3. Red A Redl : étatFull

Notons que I'étaReg A Reg est inatteignable : le registre principal ne peut étre vigtedue le
registre auxiliaire contient une donnée. Les signRmableMainet EnableAuxactivent les registres
correspondants de la station relai ; les registres n’étlweamtent leurs entrées que lorsque ces signaux
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sont présents. Enfin, le signellux dirige le multiplexeur : s'il est présent, la donnée émidecelie
du registreAux sinon celle du registriglain.

Tm; = Valln v Red (6.21)
Tmd; = Retry ARed) (6.22)
Redr = O (6.23)
Redy = O (6.24)
Redi,1 = TmgvTmp (6.25)
Redi.1 = TmmATmm, (6.26)
EnableAux = EnableMainA Redl A Retry (6.27)
EnableMain = Valln ARed; (6.28)
Mux = Red ARedl (6.29)

Stop = Red) (6.30)
ValOut = Redl (6.31)

Fusion et sélection

Nous abordons maintenant I'implantation des nceuds dGaterexion propres aux KRGs. Tout
d’abord, le nceud de fusion. Il recoit de 'amont des donnégsakes paWallng etVallng, et ré-
tropropage la contre-pression par les sign&tap et Stop. Une donnée est routée en sortie par
I'émission deValOut, tandis que la contre-pression en aval est recue sur leRabry; Les sighaux
R et Ack assurent la communication entre le nceud de fusion et lenaaduisant la séquence de
routage. Le signaR est égal a la valeur de la téte de ce registre. Lorsqu’uneédoast routée par le
nceud de fusion, le signélckindique a I'oracle que la téte de la séquence est consommée.

Sto®;, = RetryVvR (6.32)
Stod; = RetryVR (6.33)
ValOut = Valln0, AR VvVallinl AR, (6.34)

Ack = ValOutARetry (6.35)

Nous ne précisons pas I'implantation de I'oracle, et laissau développeur le choix de la solution
a adopter, du moment qu’elle respecte le proto&ylack En effet, une implantation basique consiste
a utiliser un registre a décalage. Cette solution a I'agnt#iétre simple, mais colteuse en surface ;
la séquence de routage pouvant étre longue. Selon la forroetideséquence, il peut étre plus avan-
tageux d'utiliser une méthode de compressieig.codage par plages), et/ou un automate la générant
dynamiquement. Ce probléme doit étre résolu au cas par cas.

Trés similaire a la fusion, la sélection route une donnéesawsortie indiquée par le signg|
et rétropropage le sign&8topsi cette méme sortie est congestionnée. Les logiques debodies
noeuds de fusion et de sélection sont illustréesien .22
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Retry R Valln0  Valinl Valln R Retry0 Retryl

11

v
Stop0  Stopl Ack ValOut ValOut0 ValOutl Ack Stop

(a) Logique de la fusion. (b) Logique de la sélection.

FIG. 6.22: Implantation du contréle des nceuds de routage.

Stop Valln
Retry0 Retryl Valln
Stop  ValOutO ValOutl Retry0  ValOutO ValOutl Retryl
(a) Logique d’une copie passive 1 (b) Logique d’'une copie urgente 1 vers
vers 2. 2.

FIG. 6.23: Implantations du contrdle des copies.

Stop = (RetnD AR)V (Retnli AR) (6.36)
ValOout, = Valin AR (6.37)
ValOutl; = Vallni AR (6.38)

Ack = (ValOuto, vValOutl) A Stop (6.39)

Copie

Enfin, nous proposons deux implantations de la copie : laequgmiesseuset la copieurgente
Elles sont toutes deux équivalentes daxy fork et eager fork respectivement, de Cortadeks
al. [70]. Les logigues de contrdle des deux implantations des na@ed®pie sont représentées en
FIG. 6.23

Dans le cas d’'une copie paresseuse, la donnée en entré¢rarsshise aux sorties que lorsque
chacune d'elles est apte a la recevoir. Si 'une des sorie®nte de la contre-pression, c’est I'en-
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o

(a) Implantation d’'une fusion par un multi- (b) Implantation d'une sélection par un dé-
plexeur 2— 1. multiplexeur 1— 2.

S

(c) Implantation d’'une copie.

FiG. 6.24: Implantation statique du routage d'un KRG.

semble des copies qui sont arrétées. Les équations suEwntespondent au contréle d’'une copie
«1 versn».

n-1
Stop = \/Retry (k) (6.40)
k=0
vk, ValOut (k) = Valln AStop (6.41)

Bien que plus complexe, la copie urgente permet d’amélieeperformances si les sorties ont
des contre-pressions différentes. Cette copie envoiedad&mindépendamment sur chacune de ses
sorties, jusqu’a ce qu’elle soit transmise a I'ensembledéssinataires. Des registres sont nécessaires
sur chaque sortie pour mémoriser quels destinataires @intefg la donnée. Les équations suivantes
correspondent également au contrdle d'une copie «1lrwers

vk,Reg (k) = 1 (6.42)
vk, Reg;1(k) = Resatv Resendk) (6.43)
vk, Resendk) = Retry (k) AReg(K) (6.44)

Resgt = Valln A Stop (6.45)
n-1
Stop = \/Resendk) (6.46)
k=0
vk, ValOut (k) = Valln AReg(K) (6.47)

6.2.2 Avec ordonnancement statique

L'implantation de systéemes basés sur les KRG, avec ordaenaent statique, présente des simi-
litudes avec celle des graphes marqués, présentée enestiasr8.1.2 Les deux différences majeures
reposent d'une part sur une interconnexion plus compléxdasetre part sur le calcul de I'ordonnan-
cement.

Interconnexion

Les KRG ont trois houveaux éléments par rapport aux graptegués, a savoir les fusions,
les sélections et les copies. Ici, les fusions et les sélegtiet par extension lasfusions et len-
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Entrées : un KRGS(N,?,7,M,R K,L,T).
Sorties : les ordonnancements et clusters des nceuds, et les caplestpkces.
Etape 1 : réduire la complexité du systéme
1: appliquer des techniques de clusterisation, telles queogses par Carmor al.[53]
Etape 2 : calculer les ordonnancements ASAP
2: simuler une exécution ASAP du KRGS, sous les contraintefiélréme3.69 et en déduire les
ordonnancements des nceuds et places
3: factoriser ces ordonnancements : réduire au plus les pantteles par rotation des périodiques
Etape 3 : réordonnancement des nceuds non critiques
4: pour tout jeton qui n’est pas consommeé immédiatement paceund) retarder son instant de pro-
duction, a moins que cela retarde un autre consommateus @imnichons des ordonnancements
ALAP).
Etape 4 : s’assurer de la correction
5: le surcodt de la logigue d’ordonnancement peut fausseatesdes et les résultats précédemment
calculés; si tel est le cas, appliquer une techniguedgclage[51] et itérer depuis I'étape 2
Etape 5 : calculer les capacités des places
6: A partir des ordonnancements et des résultats de la sotisrs86.3 calculer les capacités des
places.

Algorithme 6.2: Calcul de I'ordonnancement statique d’u8 hvec routage.

sélections, sont de simples multiplexeurs et démultiplex€f. FIG. 6.24(a)et 6.24(b). Les copies,
guant a elles, ne sont rien de plus que des embranchemerggdigrents chemins{. FIG. 6.24(c)

Ordonnancement

Pour I'implantation statique d’'un LIS sans routage, nousawproposé l'algorithmé.1afin d’en
calculer I'ordonnancement. Ici, cet algorithme ne peupgligiuer directement : nous ne pouvons pas
énumeérer les circuits critiques d’'un KRG, pour la simpleaoai que ce concept n'est pas défini dans
un KRG. En raison du routage variable d'un KRG, les circudaglle graphe évoluent au cours du
temps ; en général, ils ne sont pas fixes comme dans un grapbaéna

Par contre, nous avons abordé le probléme de I'ordonnamtesiee KRG en sous-secti@ns.2
et avons vu qu'il existe d’autres critéres adaptés au KRGhkereme3.69impose un ensemble de
contraintes sur les ordonnancements, pour que ceux-gitseadides. Nous pouvons donc calculer
un ordonnancement du KRG par simulation, de fagon a regpesteontraintes dsynchronisabilité
des horloges des producteurs et consommateurs peédédenceu synchronisatiorde leurs instants
d’exécution. L'ordonnancement d’'un KRG s’écrit alors slement sous la forme de I'algorithnte2
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Chapitre 7

Conclusion

« Quarante-deux ! cria Loonquawl. Et c’est tout ce que
t'as a nous montrer au bout de sept millions et demi
d’années de boulot ?

— J'ai vérifié trés soigneusement, dit I'ordinateur, et
c’est incontestablement la réponse exacte. Je crois que
le probleme, pour étre tout a fait franc avec vous, est
que vous n'avez jamais vraiment bien saisi la

guestion. »

Douglas AdamsThe Hitchhiker's Guide to the Galaxy
1979.

Nous avons étudié au cours des chapitres la sémantique @iol@sétés des graphes a routage
k-périodique, leurs relations avec certains modéles datld 'art, ainsi que leur positionnement
entre les modéles polyédriques et synchrones. Pourtdfdtedits points restent en suspend, et des
travaux complémentaires doivent étre conduits afin de tégiiar dans un flot de compilation perfor-
mant. Dans les sections suivantes, nous proposons etatisatitférentes idées visant a améliorer ces
résultats théoriques.

7.1 Contrdle paramétré

Le modéle polyédrigue permet de modéliser des applicaji@amamétrées. Nous avons fait la
supposition que les intervalles de valeurs de ces parasrétaéent connus a la compilation, mais pas
leurs valeurs exactes, qui ne sarpriori spécifiées qu’'a I'exécution.

En son état actuel, le routage des KRG est statique ; il dabtdlculé dés la construction du
graphe a partir du modéle polyédrique. De ce fait, nous awopssé au chapitr& d’expliciter les
valeurs des paramétres, pour construire le KRG correspontdanconvénient que présente cette
solution est évidemment de perdre en généricité : un KRGastit pour un jeu de paramétres
donnés. Il serait donc intéressant d’envisager une extermii routage des KRG au cas paramétreé.

De la méme maniére que nous avons fait le rapprochement €R@ et CSDF, une solution
consiste a appliquer le principe des flots de données cyelardiques aux KRGcf. sous-section
2.5.2. Les séquences de routages seraient alors exprimées paégigences binaires paramétrées
(e.g.Rn) = 1i.(0j .1")‘*’) ou les valeurs des parameétres (jcj etk) seraient portées par des jetons de
contrdle, lors de I'exécution. Notons que la solution pssmpar Seet al. consiste en un métamo-
dele, HPDF, pouvant s’appliquer a divers réseaux de prosdkst de données, dont SDF ou CSDF
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[115 , ]. Puisque nous avons établi des liens entre les KRG et cesdirniers modéles, il
s’agirait donc d’étudier dans quelle mesure HPDF peut égaté s’appliquer aux KRG. Et surtout, si
I'expressivité qui en découle est suffisante pour effedeieapprochement entre modeéle polyédrigue
paramétré et KRG paramétre.

Notons par ailleurs que I'ensemble des positions des «O»esu«d» au sein d’'une séquence
k-périodique peut s'écrire sous la forme d’'un ensemble @entperiodiquesl61]. Par exemple,
considérons la séquence suivante :

w=01(0110% (7.2)
Les positions de ses «1» appartiennent a un ensemble déepéigodiques :
{idxg (w,i) |1 >1}={2}u{4+4i |i>0}U{5+4i|i>0} (7.2)

Nous pensons gue cette représentation pourrait étre ueepaisr exprimer de facon algébrique
le lien entre, d’'une part, le routage des jetons dans le KR@'atitre part, les coordonnées des
opérations correspondantes dans le modéle polyédriqueffé&nl’énumération des opérations n’est
nécessaire a la construction des routageseasions et des-sélections que si ceux-ci doivent étre
explicites €f. section5.2). Si le routage était paramétré, nous pourrions en gardereprésentation
ensembliste.

7.2 Dualité KRG-GDR

Nous avons étudié, en sectiBt®, la construction de graphes de dépendances a partir d'un KRG
Inversement, nous avons montré qu’une forme normale de KRfBiasi-graphe marqué, est construit
a partir d’'un graphe de dépendance réduit. Nous pouvons Bsser d'une représentation a I'autre,
tout en conservant la fonctionnalité du systeme. De faguoilaie, Grinetal.[11(] et Hanzalek [ 1]
ont tous deux établi qu’un graphe marqué pouvait étre megléli moyen d’'un graphe de dépendance,
et réciproquement.

Implicitement, cela sous-entend que les graphes de dépemdaine part, et les KRG ou graphes
marqgués d’autre part, sont des représentations dualefR®d( le graphe marqué décrit les relations
entre opérateurs, tandis que le graphe de dépendance lefléedations entre opérandes. De facon
imagée, nous pouvons faire le paralléle avec les domaimegatels et fréquentiels, en terme de
dualité : on passe du temps a la fréquence par une transfaenEeurier, et I'on passe du graphe
margué au graphe de dépendance par analyse des dépendamtedes deux cas, c’est la méme
information qui est exprimée selon deux points de vue difiés.

Aussi nous pensons qu’une formalisation de ce principe détdpourrait étre intéressante, no-
tamment pour revisiter la construction d'un KRG paramétféppint précédent) a partir d'un graphe
de dépendance polyédrique.

7.3 Liens entre les modeles polyédrique et synchrone

Nous pouvons légitimement nous poser la question de l'itngeacette dualité sur le modéle final
de notre flot de conception, a savoir le modéle synchrone.

Notion de temps multidimensionnel

Le modéle polyédrique ne dispose pas dinadélede temps au sens que I'entend la théorie du
synchrone : il ne représente que des relations entre dodaéed’espace. Il n’en demeure pas moins
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que ce modele contient unetionde temps. C’est précisément cette notion de temps que finaie
cement d’un modéle polyédrique vise a extragfegectiond.d). A la différence du modéle synchrone,
le «temps» polyédrique est éventuellement multidimemsbrCela n’est pas problématique en soit,
Feautrier ayant prouvé qu’a tout ordonnancement multidsiomnel correspond un ordonnancement
unidimensionnel ¢f. théoréme 1 ded/]). Il serait néanmoins intéressant de pouvoir exploitétece
notion de temps multidimensionnel en I'état ; une linéaiase(projection) introduisant une perte d’in-
formation. Dans ce sens, un temps logique multidimensipimmezarné par des horloges vectorielles,
fut introduit indépendamment par Fidge et Mattetq, [L67]. Cette idée généraliseradimensions le
concept d'instants logiques, défini par Lamport une décgginie tot.

Aussi, I'ordonnancement du modéle polyédrique, que noassakappelé en sectigh3, peut-étre
compris de facon totalement différente s'il eetnsé en terme d’horlogeke fait d’ajouter aux poly-
edres les dimensions de leurs ordonnancements, commepespr@astouldf. sous-sectior#.3.3,
revient a coller ensemble des horloges multidimensioasadt 'espace du modéle polyédrique. Au-
trement dit, nous modélisons ainsi espace-temps

Une illustration d’espace-temps : le modéle de Minkowski

S'’il est un domaine des sciences ou la corrélation ergpacesttempsest étudiée dans ses détails,
c’est bien la théorie de la relativité. Suite a la définitienstbn modéle de temps, Mattern notait une
analogie avec le modéle de Minkowski dans un cas particalideux dimensiorts[167]. Ce n’est
certes gqu'une illustration, mais a travers elle nous dexsnle lien fondamental qui unit le modeéle
polyédrigue aux horloges multidimensionnelles.

Rappelons que le modele de Minkowski’[), 177], fondamental dans la théorie de la relativité
restreinte, représente le continuum espace-temps. léfinidians le but de «géométriser» la théo-
rie de la relativité restreinte, et lui offrir un cadre mattaique proche de la géométrie euclidienne.
C’est donc un cadre géométrique dans lequel sont étudiéemtidions decausalitéentre événe-
ments. Lintervalle espace-tempmtre deux événements s’exprime paht? — Ad?, oliAt et Ad sont
respectivement les distances temporelles et spatialesleatévénements. Deux événements peuvent
dépendre 'un de l'autre si cet intervalle est positif. A Ifi@ence du modéle synchrone, il ne peut y
avoir de dépendance dans l'instant.

Bien sdr, nos modéles ne manipulent que des dimendamigues et ne font intervenir ni la
distance spatiale, nila vitesse de la lumiére. Mais de fagasimplifiée, nous calculons cet intervalle
par I'équation 4.13 : la différence entre les coordonnées des instants deitn@n-nulle {t? > 0)
pour qu'il y ait dépendance, et plus précisément cette digrae estemporelle futurgAt > 0) afin
de garantir la causalité.

La FIG. 7.1 met en perspective les analyses de dépendances dans lesnddabes : (i) dans
le modeéle de Minkowski, pour un événement donné, seuls lésetwents situés dans sobne de
lumiere futurpeuvent dépendre de I@f( FiG. 7.1(a); (i) dans le modéle polyédrique, la résolution
des systémes de contraintes batis sur I'équatioh3( nous donne les transformations respectant la
causalité ¢f. FIG. 7.1(b).

Nous sommes donc convaincu qu’une formalisation de ceipenpar la définition d’'un modéle
de temps adéquat, offrirait de nouvelles perspectives rgoumnir les modéles polyédrique et synchrone
au sein d’'un méme espace-temps.

IMattern concluait gue cette analogie entre le modele de dwski et son propre modele ne s'étendait pas en dimension
trois et plus. La raison en est que Mattern travaille sur eiflig, partiellement ordonné. Il est cependant facile dmtrer
gue son analogie se généralise@mensions pour un ensemhtgtalemenordonné.
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It

Hyp'erplan du présent
(a) Principe du cone de lumiere dans le modele de Minkowski.

€
prése™

(b) Rappel de I'exemple d’ordonnancement dela.”.5.

FiG. 7.1: Comparaison entre la vision de I'espace-temps du lraldeéMinkowski et un ordonnance-
ment dans le modéle polyédrique.

7.4 Pipeline a étages variables

Parmi les techniques basse puissance pour les systemageul'pne d’'elle consiste a diminuer
la fréquence de I'horloge maitresse lorsque la charge deiltiest faible, ou que les performances
optimales ne sont pas exigées. On parle alors d'échelonthaggmique de la fréquenceyhamic
frequency scaling DFS). Ainsi, certains signaux peuvent se propager cortdireanent sur des che-
mins plus longs. Le pipeline & étages variablesi@ble stage pipeliffe— VSP), consiste a utiliser des
court-circuits de registres pour changer dynamiquemenétages d’'un pipeline’p€]. Un systeme
fonctionnant a plein régime est divisé en de nombreux étalgssdistances parcourues par les si-
gnaux sont relativement courtes (pipeline loclgFIG. 7.2(a). Lorsque la fréquence d’horloge chute,
certains signaux peuvent se propager combinatoiremerdesuchemins plus longs ; des étages de
pipeline sont alors fusionnés (pipeline cowft,FIG. 7.2(b).

Plusieurs auteurs présentent le principe du VSP et sotngrssi bien en termes de minimisation
du courant de fuite qu’en amélioration du dékio{ ] ]. D'autres travaux ont proposé des

[l

2Egalement connu sous le nom pipeline stage unificatiof?13.
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;+ IF »Q—» ID »E» EX »Q—»MA»Q—»WB

(a) Configuration a cing étages, fréquence d’horloge élevée

M F+ | HEXP ] MA+WB

(b) Configuration a trois étages, fréquence d’horloge basse

Fic. 7.2: Ajustement du nombre et de la longueur des étages daapipeline, selon I'exemple de
Sasakiet al.[204].

algorithmes pour calculer la profondeur de pipeline adégpaur une charge de travail donné&é,[

]. Pourtant, a notre connaissance, aucun mécanisme nsegitoposé pour gérer le passage d'un
pipeline court (basse fréquence) a un pipeline long (haétpience), et inversement.

Dans Boucaron-Coadoti4], hous avons alors proposé deux implantations du contrblae
basée sur un protocole dynamique, propageant un signattatravers le pipeline ; I'autre utilisant
un automate centralisé, contrdlant directement les @iffisr étages. Dans les deux cas, le principe
consiste : (i) dans un sens (long vers court), a vider lestregi de leurs données avant de les court-
circuiter f. FIG. 7.3(a); (ii) dans I'autre (court vers long), a éliminer les «bshkedu pipeline, c’est-
a-dire les données invalidesf(FIG. 7.3(b).

Ces implantations peuvent encore étre améliorées enauntilisne implantation insensible aux
latences. En effet, les contrbles distribués et centmlmésentent de nombreux points communs
avec, respectivement, les implantations dynamiques tij@s du LID. lls ne demandent qu’une
|égére adaptation du protocole.

Toutefois, lautomatisatiorde la conception de pipeline a longueur variable demandefttass
de modélisation supplémentairéspriori, le choix des étages pouvant étre fusionnés par la chute de
la fréquence d’horloge n’est pas quelconque ; cela demamtsduire dans le modéle des informa-
tions supplémentaires, de fagon a garantir la correctiola tiansformation. Une idée consisterait a
construire les horloges du pipeline court par synchroioisgbu abstraction) de certaines horloges du
pipeline long.

7.5 Validation expérimentale

Les transformations sur le modéle et la génération de codelpaonception insensible aux la-
tences sont en cours d'implantation dans la bibliothéguassaSi nu, noyau du logiciel K-Pass&¥).

K-Passa était initialement un outil de simulation, dédi@adlyse et a 'ordonnancement statique
de différents réseaux de processeg (graphes marqués, graphes SDF, KRG). Dans sa derniere ver-
sion stable (v.2) implantée par Julien Boucaron, K-Passeagmble de détecter les verrous mortels,
résoudre les équations de balances, ou encore ordonnamuedgle et évaluer ses performances.

A terme, nous comptons Yy intégrer notre flot de conceptiomears appuyant sur des outils tiers
tels que ClanZ0, 19 pour la construction du modéle polyédrique, Polyiib{] pour sa manipulation,
et Piplib [34] pour résoudre les systémes de contraintes paramétrés.
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Chapitre 7. Conclusion
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(a) Transition de pipeline long a pipeline court : on viderlegistres avant de les court-circuiter.
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Fic. 7.3: Détail des transitions entre deux fréquences d’lgetlo
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Annexe A

Notations et rappels mathématiques

Avec l'ordinateur et les langages de programmation,
les mathématiques ont récemment acquis des outils, et
leurs notations devraient étre réexaminées a cette
lumiére. L'ordinateur peut, en effet, étre utilisé comme
un «locuteur natif» patient, précis et maitrisant la
notation mathématique.

Kenneth E. Iversonylath for the Layman1999.
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A.1 Théorie n-synchrone

Dans cette section, nous rappelons les définitions et @tégrdes séquences binaires ultimement
périodiques et de certains de leurs opérateurs. Ces sdrpulinaires tirent leur origines des travaux
sur la théorien-synchrone ¢f. sous-sectior2.1.3.

A.1.1 Mots et séquences binaires

Définition A.1 (Mot binaire) SoitB = {0,1} I'ensemble des valeurs booléennes, notre alphabet. On
noteB* 'ensemble demots binairesfermeture de Kleene sii.
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B* est un monoide libre, avec le mot vidleomme élément neutre de la concaténation. Pour tout
mot binairew, on note|w| sa longueur, ainsi quev|, et |w|; le nombre d’occurrences de «0» et «1»
respectivement. Soi; la i°Me |ettre dew, aveci € N, pourw # €. On note égalememiae = W1
et Wyueuel€s mots tels quev = Wiate Wqueue Par extension de I'algebre booléenne, les opérateurs de
conjonction, disjonction et négation s’appliquent letirtettre sur des mots de méme longueur. La
position de ld@®™®occurrence du boolédndans le mot binairev est notée idx(w; ).

Exemple A.2.idx; (01011011101) = 2 et idx (010110110,4) = 10.

Par convention, nous posons jdxw, i) = 4o si |w|, < i. Enfin, le préfixe de longueurd’un mot
binairew est noté prfw, n), tel que priw,n) = w;...w,, et on note sufw,n) = Wni1- .- Wy l& mot
formé parw privé de ses premieres lettres.

Définition A.3 (Débit d’'un mot binaire) Le débitd’'un mot binaire est défini tel queviw € B*,

1 siw=¢g
débit(w) = ¢ |w .
W) wly sinon
W]
Cette définition prend tout son sens si I'on interpréte «Inroe étant un instant d’activité, et «0»
comme une pause.

(A.1)

Exemple A.4. débit(100110111p= &.

Définition A.5 (Sous-flot) Soit deux mots binaires u et v de longueur n. On dit que u esbus-flot
de v, noté LC v, si et seulement si :
Vie[1n], u=v (A.2)

Ce qui peut aussi étre exprimé sous la forme :
UCV & dJweB", u=vAw (A.3)

Proposition A.6. Vne N, Yu,ve B",

uCv & {UAVZU (A.4)

uvv=v
uCv < VLU (A.5)
(UCVA(VCu) < u=v (A.6)
UEVA(Uy=Ivy) & u=v (A7)

Définition A.7 (Séquence binaire infinie)Soit B* I'ensemble des séquences binaires infinies. Une
séquence w B® est diteultimement périodiquesi et seulement si elle est de la forme“ avec
u,v € B*; on nomme u la partiénitiale de w, et v sa partigériodiqué. On étend la notion de débit
aux séquences paébit(w) = débit(v).

On noth"r‘) I'ensemble des séquences binaires ultimement périodiquesquencdspériodiques
avec une partie périodique de longueur p contenant k ocoade «1». On appelle k f@riodicité
et p lapériodede telles séquences. Enfin, dbitensemble des séquences ultimement périodiques.

INous représentons toujours les séquences ultimementjggrés sous leur forme la plus factorisée. Par exemple, si
I'on considére la séquence 010101)%, nous dirons que sa partie initiale est 01, et sa partie giéte est 10.
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Exemple A.8.01(0101)® = 0101011..101011010Q. est une séquence binaire 3-périodique de pé-
riode 5, appartenant. Son débit est 5.

Etant donné qu'il existe une infinité de représentationsi@’'méme séquence, nous ne représen-
tons une séquence (ultimement) périodique que sous sa famphes factorisée. Par ailleurs, on peut
étendre les notations de préfixe, suffixe et sous-flot auxes®ems binaires.

Définition A.9 (Précédence)Soit u et v deux séquences binaires infinies. On définit uagarlde
précédencétablissant un ordre partiel si8®, que I'on note u< v (on dit que u précéde v), telle que :

u=<v & VieN idxg(u,i) <idxq(vi) (A.8)

Remarque A.10. Les relations de sous-flot et de précédence correspondesd dotions bien dis-
tinctes. Un sous-flot traduit uri@érarchieou un échantillonnage de séquence binaire, tandis que la re-
lation de précédence doit étre interprétée commeanteriorité Notons toutefois queCv = v =< u.

Définition A.11 (Synchronisabilité) Soit u et v deux séquences binaires infinies. u et vsorthro-
nisablesque I'on note wx v, si et seulement si :

uxyv < 3Ji,jeN,u<0vAv=<0.u (A.9)

La propriété de synchronisabilite peut également s’exgriplus simplement par le fait que la
différence de position da§M¢«1» deu etv est bornée. D’oll la proposition suivante.

Proposition A.12. Vu,v € B®,
uiv & 3d;,dp €N, Vie N*, —dp < [u], — [V}, < db (A.10)
Proposition A.13. Yu,ve P,
uav < débit(u) = débit(v) (A.11)

Cette propriété d’égalité des débits se généralise auxegséqs binaires non-périodiques. La no-
tion de débit n’étant pas définie pour de telles séquences, &tadions le ratio du nombre de «1» des
préfixes sur leurs longueurs.

Proposition A.14. Yu,v € B®,

Unayv < I|m |prf(u>|)|1'_|prf(v>l)|1:O (A12)

j—+-00 |

Mandelet al.donnent une variante de la définition de la synchroniséHilit 7], gue nous pouvons
traduire avec nos notations par :

uav & dby,by e Z, Vie N*, by <|prf(u,i)|; — [prf(vi)|; < bz (A.13)
Ces définitions sont équivalentes.
Proposition A.15. Vu,v € B®,
uav & 3b,bp e Z, Vie N, by < |prf(u,i)|; — |prf(vi)|; < b (A.14)
< 3di,dp e N, Vie N, —dy <idxq (u,i) —idxy (vi) <d; (A.15)
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A.1.2 Opérateurson et when

Dans les chapitres suivants, nous verrons que les ordoamamts des calculs et les routages
des données peuvent étre modélisés par des séquencesshihas transformations opérées sur ces
ordonnancements et routages font appel a du filtrage : Bbgéron, défini ci-aprés, permet d’échan-
tillonner une séquence binaire par une autre pour calcalsous-flot. Dans ce cadre précis, I'opéra-
teurwhense comporte comme la réciproque : connaissant la séquemogige et son sous-flot, nous
pouvons récupérer le filtre.

Par la suite, nous définissons ces deux opérateurs, et prouaensemble de propriétés et d’'iden-
tités remarquables nécessaires aux preuves des transtorsna

Définitions
Définition A.16 (Opérateuron). L'opérateur on, noté v, est défini récursivement sur les mots bi-
naires, tel que Yu € B*, Vv e B,
EVE = € (A.16)
0. (Ugueue?V) Si Ugte=0

uvv = . (A.17)
Vtate (Ugueue¥Vqueued  Si ltgte=1

Ce qui peut &tre exprimé plus simplement psiu:e B*, Vv e BlY1, Jwe BY,
LYV — W {Widxlw,i) =vi Vie[LM] (A18)
w, =0 sinon
Exemple A.17. 001011101 = 001001.

Définition A.18 (Opérateumher). L'opérateurwhen noté/\, est récursivement défini sur les mots
binaires, tel que Yne N, Vu,ve B",

sin=0,
UAV=©teAe=¢ (A.19)
sinon,
UAVY — Ugueue\Vqueue Si tete= 0 (A.20)
Urate (Ugueue/\Vqueud  Si Mtete=1

Soit, de facon équivalentern € N, Yu,ve B", 3w e BV,
UAV=W < Vi€ [[1,|W]], Wi = Uigx, (v)) (A.22)
Exemple A.19.001001A001011= 101.

Intuitivement, la sémantique de ces opérateurs peut énprige ainsi :

— Dansuvyv, nous appliguons les lettres du second opérandar les lettres «1» du premier
opérandeu. D’apres la définition récursive (équatioAsl6 et A.17), la longueur dauvv croit
au fur et a mesure que des lettresud®nt consommeées, tandis quest seulement consommeé
au «rythme» déu|,. L'assertion|v| = |u|; rend la définition consistante.

— ATinverse,u/Av ne préserve que les lettres uleorrespondant a des lettres «1» danginsi,
le résultat est produit a un «rythme» jgg, tandis queu etv sont consommées de concert, ce
qui revient a échantillonnen par v. Cet opérateur est principalement destiné a étre appliqué
sous la condition que soit un sous-flot de, de facon a ne pas perdre d’'information.
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Les opérateursn et whensont définis sur des mots binaires. lls peuvent étre étenaiséx
guences périodiques et ultimement périodiques en resteid'étude a leur période. Siles longueurs
des préfixes ou des périodes ne correspondent pas, il estitejossible de «dérouler» les séquences
sur une hyperpériode. On impose alors que les séquences bmie formées, c'est-a-dire qu'il n'y
ait pas une différence asymptotique croissante entre heguiurs des mots et le nombre de «1»
correspondants, lorsque leurs longueurs tendent vefmilihe résultat est donc une séquence (ulti-
mement) périodique, dont la période est égale au résultaifration appliquée sur les périodes des
deux opérandes.

Propriétés de I'opérateur on

Proposition A.20. Yu € B*, Vv e BlU1,

luvv| = |u| (A.22)
luvvl;, = |v|; (A.23)
luvvly = |ulp+|Vvlg (A.24)

Proposition A.21(Débit). Yu e B*, Vv e Bl
débit(uvv) — débit(u) x debit(v) (A.25)
Proposition A.22 (Sous-flot) Vu € B*, Vv e B,
uvvC u (A.26)
Corollaire A.23. Yue B*, Vve BlU1, vi e N*,
idx1 (u,idxq (V1)) = idxq (UVWV,i) (A.27)

Proposition A.24 (Eléments neutreslVu € B,
Element neutre & gauche :
1¥Myu=u (A.28)

Element neutre a droite :
uvilh =y (A.29)

Proposition A.25 (Eléments idempotentsy/n € N,
1"y1" = 1" (A.30)
Proposition A.26 (Associativité) Vu e B*, Vv e B, yw e BM:,
(UYV) YW =Uuv (V¥W) (A.31)

Proposition A.27 (Distributivité & gauche sur opérateurs logiquesy € B*, Vv,w € BlU1,

uv (VAW) = (Uvv) A (UYw) (A.32)
uv (VVw) = (uvv) VvV (uvw) (A.33)
uv (Ve w) = (uvv) @ (uvw) (A.34)

(A.35)
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Proposition A.28(Sous-flot (bis)) Yw € B*, Yu,v € B,
UCV < wyuC wwy

Proposition A.29 (Négation) Yu € B*, Vv e B,

Corollaire A.30. Yue B*, Vv e BlU1,

Propriétés de I'opérateur when

Proposition A.31 (Elements neutres a droiteyu € B*,
uA1M =y
Proposition A.32 (Eléments idempotents)’n € N,
1"A1M=1"
Proposition A.33. Vne N, Yu,ve B",
UCV = vAu= 1Yk

Proposition A.34 (Débit). Yne N*, Vu,ve B", |v|; >0,

uC v = débit(uAv) = %m

Proposition A.35 (Distributivité a droite sur opérateurs logiques)n € N, Vu,v,w € B",

(UAV) Aw = (UAW) A (VAW)
(UV V) Aw = (UAW) V (VAW)
(UB V) Aw = (UAW) & (VAW)

Proposition A.36 (Sous-flot) Yne N, Vu,v,w € B",
UCV = uAwLC vAw
Proposition A.37 (Négation) Vn e N*, Vu,ve B",
UAV =TAV

Proposition A.38. Yne N*, Vu,ve B",

uanv=0M = uA (uvv)=vA (uvv)

Proposition A.39. Vne N*, Yu,v,w € B",

VCW = UAV= (UAW)AV
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Propriétés communes

Les propriétés algébriques des opératearstwhenne permettent pas de les composer aisément.
Cet inconvévient demande a prouver un ensemble d’identit@sirquables, sur lesquelles reposent
les transformations et preuves du chap@8re

Proposition A.40. Vv e B*, Vu e BV,
u= (vvu) Av (A.51)
Proposition A.41. Vne N*, Yu,ve B",
UCV & u=VY (UAv) (A.52)
Proposition A.42. ¥ne N*, Yu,v e B", Yw e BI"\V1,
(UAV) YW = ((UAV) YW) AV (A.53)
Proposition A.43. Vu e B*, Vv,w e B!,
(uvv) A (uvyw) = vAw (A.54)
Proposition A.44. Vne N*, Vu,v,w € B",
UA (VAW) = (UAW) A (VAW) (A.55)
Proposition A.45. Vv,w € B*, Yu e B,
UA (VAW) = (WYU) A (VA W) (A.56)
Proposition A.46. Yne N, Yu,w € B", Vv e B,
(UYV) AW= (UAW) V¥ (VA (WAU)) (A.57)
Proposition A.47. Yne N, Yu,w € B", Vv e B,
(uvv) Aw = (UAW) ¥ (VA (WAU)) (A.58)
Proposition A.48. Vne N, Yu,ve B", Ywe BV,
UA (VIW) = (UAV) Aw (A.59)
Proposition A.49. Vne N, Yu,v,w € B",

UAW=VAW = UAW=VAW (A.60)
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A.2 Théorie des polyedres

A.2.1 Définitions

Définition A.50 (Polyédre, polytope)Un polyédre rationnel (convexe) P est un sous-espac@%je
défini par I'une des deux représentations (duales) suisante
— Soit par un systéme d'inégalités affines, tel que poar@™% etb e Q™

P={xeq® | Ax+b>0} (A-61)

— Soit comme I'enveloppe convexe d’'un systéme génératamg e trois matrices rationnelles
L, R et S telles que :

P:{Ye@d X=L-A+R-[+SV, A €Q, w,vicQ", Z\)izl} (A.62)
|

—

. — — — — — .
Les familles des vecteurs colonnélsl Lj), (Rl...Rk) et <Sl S) sont respectivement

les ensembles de lignes, rayons et sommets de P.
Un polytope est un polyédre bornédd.

La dualité des deux représentations fut prouvée par Mottl@h [177]. Le passage d’'une forme a
I'autre est possible par I'algorithme de Cherniko%a,[147]. Pour cela, les polyédres sont représentés
sous leur formenomogéng 169, ]. Par extension, nous pouvons considérer le cas concave par
décomposition en une union de polyédres convexes dis{incts.

La représentation homogéne d’'un polyedre est plus adapxéeuils d’'algebre linéaire et a I'au-
tomatisation des calculs. La représentation homogene lgagre (A.61) est :

(X dil A —b\ (X\ _=z
@) e (6 7) (6)=0) a5
Le méme principe s’applique a la forme génératrice du pok/éa.62) :

- {(en| (-7 Prnec) o

Exemple A.51. Considérons le polyédre de lad= A.1(a), défini par le systéme de contraintes sui-
vant

1 0 y ~1
P={%cQ?® | |0 1 -<X1>+ ~1| >0 (A.65)
1 -2 2 7

Sa représentation sous forme de systéme générateur estlateu

1 2\ . 1 1\ .
X= <O 1)“"’ <1 4)'\)7 M,Vi€Q+, IZVi:l} (AGG)

Les polyédres paramétrés dépendent, par définition, d’'seneble de parametres. Dans ce ma-
nuscrit, nous ne considérons que des polyélinéairementparamétrés, ou seule la partie constante
dépend de parametres. Par la suite, nous les appelons sienilpolyédres paramétrés.

P:{Ye@z
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X =1 X1 = 2p1+ P2+2

TS Xt : : Xp=Xi+Pp1—P2+1

=1 : : : : =1

i . k i i i .
— ! T T T X1

(a) Polyédre non-borné a deux dimensions. (b) Polytope paramétré a 2 dimensions, apee- 1 et
p2=1.

FiG. A.1: Exemples de polyédre et polytope.

Définition A.52 (Polyédre paramétre)Un polyedre rationnel (convexe) linéairement parameétgé P
selon les n paramétres dk est défini sous la forme d’'un systéme d’inégalités telles:q

()

ol Ax € Q™9 Ap e Q™" be QM etp e Q". Par le théoréme de Loechner-Wildes[], sa repré-
sentation duale est de la forme :

(Ax Ap) (;) +b> 6} (A.67)

PF{X’E@" X =LA+ Ri+S(P)V, A €Q, W.vicQ", zvizl} (A.68)

ou L et R sont les matrices rationnelles constantes desdigheayons du polyédre, et(f§) est la
matrice rationnelle de ses sommets, dont chaque coeffiestnine fonction affine da

Exemple A.53. Considérons le polytope parameRg défini par :

1 0 0 O ~1
= 2o | -1 0 2 1]|/x 2 | =
Py = <p>e@ o 1 0 0 (ﬁ +1 5 =0 (A.69)
1 -1 1 -1 1

La représentation graphique Bgest donnée eniB. A.1(b), pourp= (1,1).

Définition A.54 (Réseau entier)Un résead entier A deZ® est un sous-groupe additif discret @&,
de la forme :
/\:{A2+B ‘ XeZd} (A.70)

ol Ac 79%9 est une matrice dont les colonnag As, ... Aq forment une base d&d, etb ¢ 79.

2Utilisé au sens mathématique du terme, en particulier emgéie et théorie des groupes. De nombreux auteurs pré-
ferent I'anglicismdattice pour éviter les confusions.
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Définition A.55 (Z-polyédre,Z-polytope) Un Z-polyedre est I'intersection d’'un polyédre rationnel
P et d’un réseau entieh. Un Z-polyédre de dimension d est dit standard\si= Z%. Un Z-polytope
est unZ-polyedre borné.

Un Z-polyedre s’exprime sous la forme d’'un réseau linéairerhenté (inearly bounded latticg
image affine d'un polyédredf] :

Z:{Axwrb' ‘ C+d >0, XeZd} (A.71)

OUA = {A2+B ‘ X e Zd} est le réseau, &= {2 c 79 ‘ Cx+-d> 6} est lepolyédre de coordon-
nées

Le modéle polyédrique est trés expressif, et supporte ge léventail de transformations algé-

brigues, parmi lesquelles :

— lintersection: N, Z =N (RNA) = (NiR) N (N N)-

— la différence: un Z-polyédre se décompose en l'union disjointe depolyédres qu'il inclut.
Ainsi, 2\Z' = (Uiz)\ (U;Z)) = Ui (N (21\Z) )

— I'union disjointe: il est souvent difficile de construire I'union d&polyédres ; leur union dis-
jointe consiste a les séparer en un ensemblB-gelyedres deux a deux disjoints par des inter-
sections et différences successives. Dans le cas géndénanl n'est pas convexe.

— la compression cas particulier du changement de baseZdpolyédre quelconque est trans-
formé en urZ-polyédre standard, en supprimant les «trous» entre sets@opas réguliers.

— lecalcul d'image et de pré-imagear une fonction affine : notons que le calcul d’'une pré-image
par une fonction affine demande a ce gque cette fonction s@itsible.

Les détails des transformations et des calculs sont disfsndans les travaux de Quintet

al. [199], Gautam et Rajopadhyé@4] et Seghir pP10.

A.2.2 Dénombrement de points a coordonnées entieres

Comme nous le verrons par la suite, il est crucial de pouv@iothbrer les points a coordonnées
entiéres inclus dans un polyédre. Les travaux d’Ehrliajtgont pionniers en la matiére.

Définition A.56 (Nombren-périodique) Un nombre n-périodique rationnel (p) est une fonction
Z" — Q, telle qu'il existe une multi-période g (s, ...,qn) € N", telle que U(p) = U (p') quel que
soit p = p; modg, pourl <i < n. Le plus petit commun multiple desast la période de Up).

Définition A.57 (Quasi-polyndme) Un quasi-polynéme ep € Z" de degré d est une fonction: f

7" — Q, définie par :
d d o
F(E) =3 - CuinPiPR (A.72)
0

i1=0 in=

.....

tiple des périodes des ceefficients G, est la période du quasi-polynéme.

Définition A.58 (Dénominateur d'un polyedre) e dénominateur relatif a un parameétped’un poly-
tope est le plus petit commun multiple (ppcm) des ceeffidierfisqui apparaissent dans les expres-
sions affines des sommets, pour toute valeur entiére demgtnes. Le dénominateur d’'un polyedre
est le ppcm de ses dénominateurs relatifs aux paramétres.
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Théoreme A.59(Théoréme de Clauss).e nombre de points entiers dans un d-polytope paramétré
quelconque F, avecp € Z", peut étre donné par un ensemble fini de quasi-polynémgsdendegré

d. Chaque quasi-polyndme est valide sur un sous-ensembtdeales des parametres, dibmaine de
validité. La période relative & un paramétrg gu quasi-polynédme sur un domaine de validité donné
est égale au dénominateur relatif a p du polytope. Lorsgumlgtope est entier, sur un domaine de
validité donné, le nombre de points entiers correspondandenné par un simple polynéme.

Exemple A.60. Le nombre de points a coordonnées entieres contenus daolytiepe de I'exemple
A.53 est donné par le quasi-polyndme suivant :

2
3 .

4P%—%+P1p2+9p1+%+5 Si 200+ p2+1>0A pr—p2+1>0

9p? 21y . 2 (A-73)

71+T+6 Si p+3>0A —p1+p—1>0

Pour plus de détails quant aux algorithmes de calcul des-nabsmémes d’Ehrhart, nous ren-
voyons le lecteur aux travaux récents de Seghir] et Verdoolaege{29.

A.3 Graphes de permutation et d’'intervalle

A.3.1 Graphe de permutation

Définition A.61 (Graphe de permutationpoiti= [Ty, Th, ..., Ti| une permutation du n-uplét, 2,...,n].
Notonsn‘(1 la position dans la permutation df¢élément du n-uplet donné. Le graphe de permuta-
tion G[rj = (V,E) est un graphe orienté tel que :

— Chaque sommet correspond a un élément de la permutation :

v®i12 .n (A.74)

— Il existe un arc d’'un sommet i vers un sommet | si et seulesidgrs jetons correspondants
ont été mutuellement permutés :

Ed:ef{(i,j) |i,jeV,i>j,Tq‘l<nj‘1} (A.75)

Nous pouvons I'exprimer plus simplement par :48%jeton entre dans le mélangeur aprés le
j°™ et en sort avant.

Ainsi, le degré entrard ™ (s) d’'un sommet est égal au nombre de fois que le jeton correspondant
sera dépassé par d’'autres jetons. Le degré sattais) est quant a lui égal au nombre de fois que son
jeton correspondant dépassera d’autres jetons. Nousgaores qu’un tel graphe est acyclique ; deux
jetons ne peuvent se doubler a tour de réle.

L'algorithme de coloration de Supowit(1, 227 donne une(-coloration minimale, en un temps
séquentiel ded(nlog,n). Des algorithmes de coloration paralléle ont égalementdét&loppés,
dont le plus performant, a notre connaissance, s'exécuttngemps de l'ordre d@(log% n) sur
O (n?/log,n) processeurs d’une PRAM CREW(].
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Annexe A. Notations et rappels mathématiques

® l ®
2
% \\ 3 ._.l N / \\\
OO &0 . OO
& & v T N
@ 7 — 9
8 |
(a) Graphe de permutation. (b) Interférences de la permuta- (c) Graphe d'intervalle.
tion.

FIG. A.2: Exemple de permutation= [4,2,3,1,8,7,5,6] : lien avec le graphe d'intervalle.

A.3.2 Code de Lehmer
En analyse combinatoire, le code de Lehmietd] est défini comme suit :

Définition A.62 (Code de Lehmer)Le code de Lehmer associe a une permutatiaies éléments de
[1,n]] 'application L (1) définie sur1,n]| par :

L(mi)=card{j |i<j, m>m} (A.76)

Notons que I'applicatior est bijective : pour toute permutation il existe un et un seul code de
LehmerL (7). Un algorithme simple permet de détermimezn fonction de. (7). En effet, g est égal
au (L (ri) + 1) élément déd,...,n] \ Ui_3 {m}.

Exemple A.63. Considérons le code de Lehmlefm) = [2,1,2,1,0], et déroulons l'algorithme :
— m est le 3™ élément dé1,2,3,4,5], doncmy = 3.
— T, est le 2™ élément dd1,2,4,5], donctp, = 2.
— T est le 3™ élément dé1, 4,5, doncTi = 5.
— Ty est le 2™ élément dé1, 4], doncTy = 4.
— 15 est le £" élément dé1], doncT = 1.
Nous concluons alors que= [3,2,5,4,1].

A.3.3 Graphe d’intervalle

Définition A.64 (Graphe d'intervalle) Soit L, I»,...,1, € R un ensemble d'intervalles sur 'ensemble
ordonnéR. Le graphe d’intervalle g= (V,E) correspondant est un graphe non-orienté, ayant un
sommet pour chaque intervalle de I'ensemble, et un arc esitegjue paire de sommets dont les
intervalles s’intersectent, i.e. :

V = {ly,l2,...,In} (A.77)
E={linlj#£0 | i,je[Lln],i#]} (A.78)

Exemple A.65. Considérons la permutation= [4,2,3,1,8,7,5,6], dont le graphe de permutation
est représenté end. A.2(a). La FIG. A.2(b) correspond aux interférences entre jetons, considérant
gu’un nouveau jeton entre dans le mélangeur a chaque pascdion, et que les jetons sortent du
mélangeur au plus tét. Leur représentation sous forme géngrast donnée en®. A.2(c).

Tout graphe d'intervallés = (E,V) est triangulé T01], et peut donc étre coloré en un temps de
I'ordre de O(|E| + |V|), permettant ainsi le développement d'un certain nombreuwdiktiques. Le
lecteur pourra se référer a{dg pour un état de I'art détaillé.
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Annexe B

Preuves

Une théorie a la seule alternative d'étre vraie ou fausse.
Un modele a une troisieme possibilité : il peut étre
correct, mais non pertinent.

Manfred Eigen, The Origin of Biological Information.
The Physicist’'s Conception of Natyk Mehra (éd.),

1973.
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B.1 Preuves du chapitre2

Les preuves des lemmes et théoréddsa 2.9 sont données par Commoredral. [66].

Preuve du théorem2.18 Les nceuds d’'un graphe marqué temporisé ne peuvent étretéxécune
fréquence supérieure a un tel débib []. Les exécutions peuvent atteindre ce débif [ O

Preuve du théorem2.23 Par la définitior2.17, le débit® (n) d’'un nceudh est tel que :

o
O =1m =%

(B.1)

out, (i) est le temps écoulé afi™ tirage den. Pour tout circuitc d’'un graphe connexg, chaque
nceud ne peut étre exécuté plus d’'une fois par instant; celigme que pour tout nceud de c,
i <tn(i). Donc le débit global est d’au plus 1, et nous ignorons Iesoda@pefp/cMé,(p) est supérieur
é'ZneN/c L' (n)+ zpeﬂ’g L' (p).

Nous considérons désormais les cydésls quey ,p Mg (p) estinférieur ou égal Fnen L' (n) +
Y per, L' (p). Un ordonnancement ultimement périodique peut étre aalpalrr un graphe marqueé
avec la regle de tirage ASAP. De plus, comme mentionné pedeéent, toutes les regles de tirages
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sont compatibles entre elles. Ainsi, nous pouvons boréérde sur une période. Le temps minimum
pour qu'un jeton fasse le tour du cyaeour revenir dans sa position initiale est égal a la somme des
latences, Soif e L' (N) + 3 peg, L' (p). Cette somme des latences des noeuds et places est elle-méme
égale a la longueur d'une période. Sur une période, pourangelés jetons fassent le tour du circuit,
chaque nceud est tifg,- 5 M (p) fois (par lemme2.4 et théoreme2.7).

Pour résumer, le débit d’un circutest :

2, Mo(P)
©(c) =min AUCOES: L’(p)’l (B.2)
neNg peP;

Soitg I'équivalent complémenté dg Puisqueg est un graphe connexe (éventuellement acyclique),
alorsg est fortement connexe a cause des places complémentdi@ég)e= G)(g’). Le débit du
graphe fortement connexe est égal au débit de son circuiisdgnt (par théorem.18). O

B.2 Preuves du chapitre3

Preuve de la propositio8.8. Propriété 8 de Boucaro3§]. O

Preuve de la propositio3.16

1. Il ne peut exister d’auto-dépendance dans un GDE, donaife p est faux pouiid,. Cepen-
dant, le poin® est vérifié : il est évident qug gj < pi LN gj etA (n) = A (n) etq;Rnq; et
pi, pi € J. Ainsi idy, vérifie la définition.

2. Le pointl est évidemment vrai pomgl : s'il existe un chemin entrg; et pj,, ce méme chemin
est entreg), et pi. Aussi, les égalités et équivalences sont symétriquéss tglie :

P Rnpi = (pi’/ L ay & p Lrgj A A(M) =A(n) A diuRnQj A B, i ¢J)

donc le point2 est vrai lui aussi, éR,* vérifie la définition.
O

Preuve de la propositioB8.17. Prouvons que la relation vérifie les trois propriétés d’'une relation
d’équivalence, a savoir la réflexivité, la symétrie et lasitivite.

— Réflexivit& pour toutp; € M, p; A pi, par la propositior8.16 (1).
— Symeétrie: pour toutp;, p; € M, si p; L pj, alorsp; L pi par la propositior8.16(2).

e . f P R "
— Transitivité: la relation~ est, par définition, une cléture transitive.
]

Preuve de la propositio.18 Par la définition3.15 nous savons que la moitié de cette proposition
est vraie. Nous prouvons maintenant I'implication inveiBar exemple, nous pouvons définir une
relationR telle quepiRp) si et seulement si :

/ f
P e b e AN =N() A g ~ap A pLpEd (B.3)

Ainsi : .
P~ P = PR (B.4)
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Soitpi ¢ q;. Par @.3), nous savons qu'i exist), tel quep; LA qj etA(n) = A (n') etq; L gy et
pi, P ¢ J. Puis par B.4), g;Rqj,. D'ou

f f
pi~ P = pRP =09 ~d; = qiRd} (B.5)
Nous en concluons que I'équivalence est vraie. O

Preuve du lemm&.19 Ce lemme est une conséquence directe de I'abstraction dR@& &n graphe
SDF, par la regle.7 et le corollaire3.8. En résolvant les équations de balance nous calculons, pour
tout nceud de routagee N UNg, le nombre de périodeés den a tirer, de telle facon qu'une période
de I'ensemble du graphe soit balancée. De piusst tiré |R(n)| fois au cours de chacune de ses
périodes. Aussi, posorjs = iy x |R(n)| le nombre de fois que doit étre tiré au cours d’'une période
balancée du KRG.

Par hypothéseR (n) estk-périodique de périoddR(n)|. Il est alors évident quR(n) privé de ses
in x [R(n)| premiéres lettres est égal & lui-méme. D&t{a) = suf(R(n), jn). Finalement, I'équation
R(n) = suf(R(n),kjn) est prouvée par récurrence sur O

Preuve de la propositio8.20 Par la définition3.1, chaque nceud de routage a une phase initiale,
éventuellement vide. Notomgla longueur de la phase initiale du nceud de routagi chaque noeud
de routagen peut étre tiré au moink, fois, alors I'ensemble du graphe entre en routage périediqu
Sinon, s'il existe un tel nceud ne pouvant étre kiréois, alors tous les chemins passant paeront
ultimement bloqués, et peuvent étre ignorés si 'on comsidi® comportement du graphe au cours
d’'une séquence de tirages suffisamment longue. Il existe Iden,,, pour toutn, tel que si chaque
noeud est exécutéois, alors il se trouve en phase périodique.

Considérons le comportement du graphe au cours de cette péasdique : lorsque la longueur
de la séquence de tirage tend vers l'infini, le nombre de getmamsitant par une place reste soit
constant (borné), soit tend lui-méme vers l'infini. Par ImMee 3.19, nous pouvons déterminer la
longueur d’une période du grapheNous pouvons également borner notre étude a la premidoelpér
du graphe, sachant que son comportement au cours des sgigana identique. Selon la proposition

f . .
3.18 pi4i ~ Pi+i+kj Si et seulement si :

Pi+i — Ox < Pr+i+kj — Oy €t Ox L Qy (B.6)

Ainsi, selon la définitior3.11, il existe deux types de dépendances : les dépendances @¢ list
dépendances de sortie. ProuvoBs) dans les deux cas.

Dépendance de sortiev pi, pir1 € M, pi —s pir1. Soitq=p,x=1+i+1 ety = x+kj. L'équi-
valence est vraie par récurrence pour tpatk.

Dépendance de floty p,q € P, pe = eq, i ~go~pe | < Pi 51 gj. Puis, selorpe :

— si pe € N) UNg, alors pour touf, | +i ~gomvpe I +i+M(Q), €tpi —¢ Guismg- Soit

x=I1+i+M(q) ety = x+Kj; I'équivalence est vraie par récurrence pour tpatk.
— sipe € N, alors pour tout :

| +i ~go by [prE(R(pe), | +i)],+M(q) (B.7)

olUb € B estI'étiquette associée a I'entréepiereliée ap. Soiti =k’ |R(pe)|+i’ eti’ < |R(pe)|.
Décomposon&(pe) comme sulit :

lprf(R(pe) 1 +1i)[, = [prf(R(pe) ,1)]p + K [(pe) |, + Wiy (B.8)
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ouw est le suffixe de pifR(pe),l +i) de longueui’. Soit :

x = |prf(R(pe),1),+K[(pe)|p+ W], +M(q) (B.9)
_ [R(pe)lp, -
y = X+7‘R(po)]kj (B.10)

L'équivalence est vérifiée par récurrence pour towt pour toutj de la formek” |R(pe)|.
— Par un raisonnement similaire,[® € Ng, alors pour tout :

| +i~go i idxy (R(pe),l +1) (B.11)
Soiti =k |[R(pe)|, +i’ eti’ < |R(pe)|,. On peut décomposer I'expression de la fagcon suivante :
idxp (R(pe) . +1i) = idxy (R(pe) ) +K [R(pe)| +y (B.12)

ouy est la longueur du plus court suffixe Bépe) allant jus u’alj’éme«b». Puis nous posons :
y g p p jusq p

X = idxp(R(pe),l)+K|R(pe)|+y+M(q) (B.13)
_ IR(pe)| , .
y = X+ mk] (B.14)

L'équivalence est vérifiée par récurrence pour towt pour toutj de la formek” |R(pe)|,,
Par conséquent, posons :

j= ] max(L[R(n)|x[R(N)|gx[R(N)|) (B.15)
neNsUNi

Ainsi, j estun multiple de touR(n)|, |R(n)|, et|[R(n)|;. j est également un multiple de la période
du graphe (plus petit commun multiple des périodes des nodwatsquej jetons ont été consommeés
en placep, aj jetons ont été produits en placg ou, selon la nature dpe, o vaut soit 1 (calcul

ou copie), soit'ﬁe((‘?)'.))"b (sélection), SOW% (fusion). Finalement, en s’appuyant sur le fait que les
f

routages sont périodiques, I'équivalenge; ~ piiiikj < Ok ~ 0y est vraie par récurrence. [

Preuve de la propositio8.25 Vérifions que la relations vérifie les deux propriétés d'une relation
d’équivalence, a savoir la réflexivité et la transitivité.
— Réflexivité p; = p;, doncp; = pi
— Transitivité: par définition,=< est une cloture transitive, elle est évidemment transitive
]

Preuve de la propositio8.28 Prouvons que la relatioR vérifie les trois propriétés d’'une relation
d’équivalence, a savoir la réflexivité, la symétrie et lasitivite.

— Réflexivité: la premiere moitié de la relation est réflexive, gar- p; par la propositior8.17.
L'autre moitié est vraie également, puisqoe- p.

— Symétrie: ~ est symétrique par la propositidhl7. L'autre moitié de la proposition est évi-
demment symétrique : I'égalité est transitive, et il n’éxipas de tedj;.

Ce s . b P A~ .
— Transitivité: la relation~ est, par définition, une cléture transitive.

Preuve de la propositio8.29 Cette proposition est directement induite par la définigdv. O
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Preuve du théorem&.31 Dans les sous-sectior3s2.2a 3.2.5 il a été montré comment extraire des
dépendances de données d'un KRG selon sa topologie, s@yeoet son marquage initial ; et com-

ment les représenter sous la forme dFGDR. Cette méthode s’applique a un quelconque KRG,
donc a tout KRG correspond un uniq@eGDR. La question consiste maintenant a savoir si I'algo-
rithme 3.1 permet effectivement de construire un quasi-graphe mamgpgectant la sémantique du
2-GDR.

Pour cela, il faut montrer point par point qu’il existe ungebiion entre les deux graphes :

construire un2-GDR g = (M,D',7.Y) a partir du quasi-graphe marqué, et le comparer avec le

2-GDR initial g=(M,D,J,Y). Nous ne donnerons ici qu’un réesume de la preuve, dont |eseéls
sont les suivants :

Noeuds du quasi-graphe marqu&out nceud a au moins un arc entrant, dJ6e Y'.

Jetons initiaux et productibles Le quasi-graphe marqué contient au plus un jeton par pRae.
ailleurs, le quasi-graphe marqué contient autant de jegolilsy en a dangy). Ona aloryy = Y'.

Places du quasi-graphe marquéA tout jeton deM correspond une place dans le quasi-graphe mar-

gué. L'algorithme ne crée des places supplémentaires qusetdas cas :

— Circuit sans marquagef( FIG. 3.12(d) : c’est une dépendance circulaire sans donnée initiale
que I'on peut éliminer a la construction de

— Copies et fusionst. FIG. 3.12(f) et(j)) : les jetons qui y transitent sont abstraits par équiva-
lence & la construction dg.

— Lier les copies aux nceuds de calcul et de fusion (étape $)etlens sont également abstraits
par équivalence a la construction gle

Dépendances L'étape 5 de l'algorithme crée un lien pour chaque dépecelaeD. On peut vérifier
gue par construction, tout circuit du quasi-graphe margonéent un marquage au plus unitaire.
La correspondance d’'un jeton dé pour chaque place (autre que celles mentionnées au point
précédent) est conservée par équivalencdfet M’'. On montre alors que, par construction,
les dépendances le sont également.

g et g ont donc les mémes jetons (a un renommage pres), les méroas jaoductibles, et les
mémes dépendances. La seule différence concerne les daselaljetons initiauxd C Y tandis que

J =Y. Ce point est discuté en remargB82 Cependant, I'algorithme ne prend pas en compte les
jetons initiaux pour la construction d’un quasi-grapheauar; seuls les jetons productibles comptent.
Ainsi, les quasi-graphes marqués construits a partyetg sont égaux : il y a bien unicité de la forme
normale. O

Preuve du théoréme.33 Comme nous l'avons vu, ur-quasi-graphe marqué préserve les dépen-
dances de flots, mais peut fusionner des calculs sans temipteode la séquentialité des jetons,

contrairement ab?u-quasi-graphe marqué. C’est donc cette seconde forme feguea nous considé-
rons afin d’établir la vivacité du modéle.

Par définition, un KRG ou un quasi-graphe marqué sont queaivs si I'un de leur nceud peut
étre tiré a I'infini. De plus, il est vivant si tout nceud peutéiré a I'infini. Cette propriété peut-étre
transposée dans le domaine des dépendances de données GuuKR quasi-graphe marqué sont
guasi-vivants si les dépendances de I'un de leurs flots degetont satisfaites a I'infini.

Aussi, un KRG et soﬁf—quasi—graphe marqué sont liés par un m&wmEDR ainsi, si les dépen-
dances sont satisfaites dans I'un, elle le sont dans le decon O
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Preuve du lemma&.34 On illustre la preuve par I'exemple de lad: 3.13 (a)(gauche) On suppose
par le membre gauche de I'implication qugué ™ jeton ayant franchi la fusion est routé sur la sortie
«1» de la sélection ; en d’'autres termesilé¥jeton du flotb sort dans le flotl. On montre que les
deux membres de I'égalité sont deux fagons distinctes icéékindice dans le flod de cei®™ejeton
deb.

Du c6té gauche de I'égalité[u]; représente la position, dans le flot de jetons ayant frarechi |
fusion, dui®™jeton deb (position dui®™®«1» dans la séquence de routage).(mfie];) correspond

au routage de cdgetons sur le nceud de sélection. Le nombre de «1» qu'il cungist donc égal a

I'indice attribué au dernier de ces jetons produits déns

Du cdté droit de I'égalité vvwu est un échantillonnage de la séquence de routage de ldatieat
celle de la fusion : c’est donc le routage sur la sélectionetess arrivés pal. Ainsi, |pre(vvu,i)|,
est le nombre d’entre eux qui, jusqu’iT® sont aiguillés sud. D’autre partuvv est 'entrée d’ori-
gine des jetons sortant de la sélection ghdfinalement[uvv] est la position, parmi tous les

jetons ded, dui®™a suivre le chemittb,d).

Ces deux notations sont bien deux maniéres différentes signd# un méme jeton; elles sont
donc équivalentes. O

[pre(vyu,i)y

Preuve de la propositio8.35 Etablissons les relations entre les flots d’entrée et deesert compo-
sant les relations de flot :
FiG. 3.13(a)(gauche):

©)

ans ompomm |prf (v,idx1 (T,a))|, (B.16)
ant o npond prf(vidxy (T,a))), (B.17)
b o ~po Al prf(v,idx (u,b))], (B.18)
bt o ~po i [prf(vidxy (u,b))], (B.19)
FiG. 3.13(a)(droite) :
aniy o npond idxy (TAY, |prf (VAT,a)],) (B.20)
any o npond idx, (WA, [prf(vAT,a)l,) (B.21)
by o ~po L idxy (UAY, |prf(VAU, b)) (B.22)
bAh o ~po Y idxy (A, |prf(vAu,b)|,) (B.23)

On montre ensuite que les relations sont égales deux a dauapplication directe du lemn&34
O

Preuve de la propositio8.37. Nous établissons les relations entre flots d’entrée et deespar les
définitions3.5et 3.6. Nous avons :
FiG. 3.15(a)(gauche):

arny idx1 (v, a) (B.24)
b o ~po AW idxy (v,idxy (T, b)) (B.25)
cnito Mpo A idxy (v,idx3 (u,c)) (B.26)
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FiG. 3.15(a)(droite) :

amﬁ?) °oMpo /\VST?) idxq (m7 idxy (VAW, a)> (B.27)
b o ~po A idxy (VWE,idx; (VAVYT, b)) (B.28)
¢~ idxg (vwu,c) (B.29)

Puis par le corollairé\.23:

(a)

VVUYVAVYU = (VVU) D VYUY (VAVVYU) par prop.A.29
= (VVYU)®VAVVU parpropA.4l
= (VvWu)@ (VV (vvu))
=V

(b)
VVUY (VAVVU) = VAVVU parpropA.4l
= VA (V& (vvD))
= VVU
(c)
VYU = vvu

Par identification, nous constatons que les relations sutdes sont égales deux a deux. [

Preuve de la propositio.38 De méme que précédemment, nous établissons les relatimadlets
d’entrée et de sortie :
FiG. 3.15(b)(gauche):.

idx, (0,b) A~ b (B.30)
idxy (u,idxy (V,0)) A2 o ~Apont ¢ (B.31)
iy (U,idxy (v,d)) A& o ~po~Y d (B.32)
FiG. 3.15(b)(droite) :
idlx, (m idxy (uam, b)) Ao nponPh (B.33)
idx; (WY, idxy (UATWY, ) A& o ~Apont ¢ (B.34)
idx, (uwv,d) A& d (B.35)

La suite de la preuve est identique a celle de la la propos8i87, a un renommage presu:
devientv etv devientu. O

Preuve du corollaire3.39 Par les proposition8.35 3.37et 3.38 ces transformations préservent les
flots de jetons. Par conséquent, les transformations scale® et ne modifient pas le comportement
global du KRG. O
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Preuve du théoréme.46. Donnée par Adelson-Velskii et Landi§][et Knuth [L35]. O
Preuve de la propositio8.51 Corollaire 7.4 de Golumbicl[D1]. O

Preuve de la propositioB.53 La coloration du graphe nous donne l'allocation des jetonkague
canal du trieur. Ces canaux sont numérotés d& 6-d (soitX canaux) ; ils sont connectés aux sorties
de laX-sélection et aux entrées deXafusion, elles-mémes numérotées de X a 1, de telle fagcon
que lei®™ecanal recoit les jetons issus deif&®sortie de la sélection, et les dirige vers98®entrée
de la fusion. Ainsi, si l&™jeton est produit (et consommé) dans la plg¢k).

La suite de la preuve se base sur une double récurrence : garheurX, d’autre part sur la
longueur de la permutation SiX = 1, alorsmtest la permutatioidentité etR(s) = R(f); le cas est
trivial. Si X > 1, et si la longueur d&vaut 1, alorsit est encore une fois I'identité : tous les jetons
suivent le méme chemin, il n'y a pas de dépassement. Enfirs, ldacas ouX > 1, par une récur-
rence sutX, puis sur la longueur dg, on montre que les équation3.21) et (3.22 nous permettent
d’effectuer la permutatiom sur lesX flots de jetons. O

Preuve du théorem&.54 Considérons deux noeuds de calowdt ', tels qu'il existe un chemiw
allant de I'un vers l'autre, via des places, et nceuds defiusiale sélection (ni nceuds de calcul, ni de
copies).

Tout d’abord, nous appliquons la transformatiérpPlacesur ¢ tant que des nceuds de fusion
sont connectés par leurs sorties aux entrées de nceuds cl@®sél&insi, nous «poussons» les nceuds
de fusion «vers le haut», tandis que les nceuds de sélectibr«goussés vers le bas». Par ailleurs,
nous éliminons les boucles formées par des nceuds de sélette fusion : appliquer récursivement
la transformatiorExpPlacerevient a dérouler entierement la boucle. Nous répétonaafiormation
a tout chemiro entren etn', de telle facon qu'il traverse’abord un arbre de sélectiopuisun arbre
de fusion.

La seconde étape consiste a réordonner les arbres de@gletcte fusion. Nous appliquons les
transformation$ermFusioret PermSelecafin de «décroiser» les arcs, tout en nous appuyant sur les
remarques3.40et 3.41pour effectuer les simplifications. Nous répétons le praeegusqu’a obtenir
un trieur paralléle.

Le nombre de chemins du trieur ainsi obtenu n’est pas néoassat minimal ¢f. sous-section
3.3.3. En observant le routage des jetons au cours des phasakeipit périodique, nous en dédui-
sons la permutation effectuée. Par la remar§ui) nous décomposons le flot de jetons en autant
de séquences de jetons permutées, et les affectons a des gifiérentes ; puis nous réordonnons
a nouveau les sélections et fusions par applications ssigessdes transformatiorRermFusionet
PermSelectFinalement, nous fusionnons les places dont les jetongmtepas permutés, par la re-

marque3.4Q0
Nous répétons ces transformations pour tout couple de ndeudslculn etn'. La topologie du
graphe ainsi obtenu est d’'une forme similaire a celle deda B.25 O

Preuve du lemm8.66. L'inéquation 3.26) correspond a la régle d’activation du nceud, tandis que
I'équation @.27) correspond a la régle de tirage. Dans les deux cas, cesatues sont aussi liées
aux relations de flotxcf. définition 3.5).

Dans le premier cas (inéquatioB.26)), le i®Mjeton sortant de la place est en relation avec le
i®M€ jeton consommeé pat. Par transitivité, lé®M€ jeton entrant dang est donc en relation avec le
(M (p) + 1)°®jeton consommé pam. A cause des latences, ce jeton ne sera prét a étre consomsné da
p qu’au moinsL (p) instants apres y avoir été produit. La régle d’'activatiordoene qu’'une borne

192



B.2. Preuves du chapitf®

minimum sur la distance entre les instants; on en conclutl&ion entre leurs ordonnancements,
sous forme d’inéquation.

Dans le second cas (équatidhd?)), le i*™€jeton produit pan est en relation avec €™ jeton
produit dansp. De plus, la régle de tirage impose une contrainte forteesipfdonnancements : un
jeton est produit dans la place en sortie exacterhénj instants apreés le tirage de On en déduit
I'équation sur leurs ordonnancements.

Notons que I'inéquatior3(26) est valable pour toute entrée migpar conséquent, I8 exécution
denesttelle que :

rpréﬁz(tp < idxq (T (n),i) (B.36)
. {idxl(T(p),i—M(p))+L(p) sii—M(p) >0 (B.37)

0 sinon
O

Preuve du lemm8.67. De méme que dans le lemme précédent, les contraintes dépeériddois des
relations sur les flots de jetons, et des regles d’activagtate tirage. En I'occurrence, les inéquations
(3.30 et (3.31) d’'une part, et I'équation3.32 d'autre part, incarnent respectivement les contraintes
d’'activation et de tirage.

Les inéquations3.30 et (3.31) correspondent aux contraintes d’activation selon quégekess
sont consommeés sur les entrées «0» ou «1» du nceud, respectiveC’est la raison pour laquelle
I'ordonnancement da est filtré par sa séquence de routage, afin de déterminer tiragss corres-
pondent & une consommation dans 'une ou l'autre des plgeasexemple]T (n) YR(n) pour esn.
Comme dans le lemm&66 chacun de ces ordonnancements est contraint par lesegrdes jetons
dans les places en entrée, d’ou les inéquations.

Nous savons aussi que les nceuds de fusion ont des lateniess Airsi, lorsque le noeud est tiré,
il produit simultanément un jeton dans la place en sortie pkelonnancement sont donc égaux, d’ou
I'équation 3.32). O

Preuve du lemm8.68 Méme principe que les preuves des lemid&bet 3.67. O

Preuve du théoréme.69. Comme mentionné précédemment, les équations de balanoeeaifgs
doivent permettre de vérifier deux propriétés fondamestale

1. L'équilibre entre productions et consommations est @ppété vérifiée par les équations de
balance de SDF. Ici, elles s’écrivent sous la forme de I'équg3.42) : pour toute place, le
producteur et le consommateur sont synchronisables. @gldis que les jetons sont produits
et consommés a des débits égaaf fropositionA.13), et que les places ont des capacités
bornées ¢f. propositionA.15).

2. Le respect de la causalité et des regles d’activation &tafge est introduit dans ce théoréme
par le second point. C'est une application directe des lesiths 3.67et 3.68

O

Preuve de la propositio8.70. La capacité d’'une place doit étre suffisante pour conterifi@rence

de jetons entre la production en amont et la consommationanmus le nombre de jetons initiale-
ment présents. Par définition, une plageontient initialemenM (p) jetons. La différence entre jetons
produits et consommeés évolue, elle, au cours du temps. Paédées d'activation et de tirage, nous
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savons que cette différence ne peut étre inférieurdd p). Par ailleurs, nous considérons un SKRG
borné, donc cette différence est bornée au cours du temps.

Si les producteur et consommateur ne sont pas des nceudstdgeroalors la place recoit un
nouveau jeton a chaque exécution du productgyret un jeton est consommé a chaque exécu-
tion du consommateun,. Au t*™€ instant, le compte de jetons dapsa donc été incrémenté de
lpre(T (n1),1)|,, et décrémenté dere(T (n2),t)|;.

Enrevanche, g1, est un nceud de sélection, alors la production gesst «filtrée» par la séquence
de routageR (ny) ; le compte de jetons damssera alors incrémente dere(R(ny) , [pre(T (ny) ,t)[,) |y, -

Le principe est le méme sp est un nceud de fusion, d'ou les valeursodet 3.

L'ordonnancement du SKRG étakipériodique, il ne reste plus qu’a prendre la différence imax

male au cours de la phase d'initialisation et la premierégér(borne sut). O

Preuve de la propositio.74 On cherche a minimiser la capacité totale du mélangeur-a‘ége
la somme des capacités des places. On impose donc les ot@¥raiivantes :
— Drapres leurs définitiong;  est binaire, et la capacité d’une place est un entier naturel
- 2%:1Xi7k = 1 impose qu’'a chaque nceu@st associée une et une seule couleutonc qu’un
jeton ne passe que par une et une seule place.

- (xi,k+xj,k) P.j <1 impose que parmi deux nceuds adjacents dans le graphe detgtsom au
plus un et de coulelwt, donc que deux jetons permutés ne transitent pas par le niémérc
Jusqu’alors, les contraintes sont celles de Grund-HackpmeAGeorge. La derniére contrainte donne

la borne minimale de la capacitg d’'une place, en fonction de la coloration des nceuds (routage
jetons).

Tout d’abord, le produit de la parenthése gar permet de ne s'intéresser qu’'au cas ou le nceud
i est de couleuk, I'expression valant zéro sinon. Voyons maintenant leitdéacette parenthése. La
somme deg;klj; nous donne le nombre de jetons présents dans la klawseque le jetori arrive
(j <i), augmenté d'un si c&€™ jeton ne sort pas dans le méme insténtl — C;). On a alors le
nombre total de jetons stockés dans la place a cet inét3Atnclus. O

Preuve de la propositioB.75 Etudions le comportement du trieur paralléle, instant sypnétant,
dans les différents cas de figure. Il a quatre états :

1. aucun jeton ne sort soit le mélangeur est vide, soit tous les jetons présertsmpris celui
venant éventuellement d'y entrer, sont arrétés dansiitattd'étre dépassés par I'un de leurs
successeurs. Au prochain instant, nous restons en (1)ansah (2).

2. un jeton entre et sortle jeton entrant a doublé tous les autres pour ressortgitAtusEnsuite,
nous restons en (2) ou allons en (1), (3) ou (4).

3. un jeton entre, un autre sorie jeton entrant a été stocké et un jeton plus prioritaitesegi. A
l'instant suivant, nous restons en (3) ou allons en (1), (2)40.

4. un jeton sort, aucun n'entre c’est le seul état dans lequel la permutation peut se temmin
Sinon, nous restons en (4) ou allons en (1), (2) ou (3).

Pour résumer, le seul cas dans lequel aucun jeton ne soieduést celui d'attente d’'un successeur,
ce qui dépend uniquement de I'ordonnancement des jetonstigeeet non de la topologie du trieur.
Dans tous les autres cas, le trieur peut produire un jetorrtie,spar des tirageau plus tét Aucun
retard n’est donc introduit par le trieur ; le tri est optineal temps. O
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B.3 Preuves du chapitred

Démonstration.Une premiére preuve du lemme est donnée dafis Yoir Feautrier B6] et Galeet
al. [91] pour plus de détalils. O

B.4 Preuves de 'annexé\

Preuve de la propositio.6. Par application immédiate de la définitidnb.
Preuve de la propositioA.12 Proposition 2 de Coheet al.[64].
Preuve de la propositio’.13 Proposition 6 de Coheet al.[63].

Preuve de la propositioA.14
(=) Supposons que cette limite soit differente de 0. Cela équisadire que Iim|prf(u,i)|1—
| ——00

|prf(v,i)], = 4+ (nous pouvons interchangeretv pour éliminer le cas négatif). Siest de la forme
w.0% (avecw € B*), il est évident ques etv ne sont pas synchronisables. Dans le cas contraire, pour
i tendant vers l'infini, on peut écrire le préfixe stecontenantn; = |prf(u,i)|; «1» sous la forme
prf(v,i).wi, ouw; est un sous-mot dedépendant de Puisqueiﬂli+r13|wi|1 = iirpw(ni —|prf(vi)|;) =

+00, 0n a_lim |wj| = +o0. Par conséquent, la distanta| entre lesn®™® «1» deu et dev n'est pas
| —-+00

bornée, dona etv ne sont pas synchronisables (proposit#hoh?2).

(<) Siuetvsont synchronisables, nous avons par la proposiid@ que pour tout, les distances
entre Ies'éme«‘l» deu etv sont bornées pat etd,. L'un des pires cas est donc celui ou les lettres de
u, de la(i +21)*Mala(i + dp)°™ ne sont que des «1». Nous avons alpré(u,i)|; +dz > |prf (v,i)],
donc |prf(v,i)|; — |prf(u,i)|; < do. A linverse, l'autre extremum esprf (u,i)|; — |prf(vi)|; < dy,
dans le cas ol les lettres dede la(i + 1)°™a la (i + d;)°™ ne seraient que des «1». La différence
du nombre de «1» dans les préfixes de longueitant bornée, nous en concluons que la limite du

quotient paii tend vers 0 au voisinage de l'infini. O
Preuve de la propositiod.15 Par application directe de la propositiénl4 (cf. sa preuve). O

Preuve de la propositio’.20. L'équationA.22 est donnée directement par la définitiari6 : pour
toute lettre dey, une lettre est concaténée au résultafev| = |u|.

L'équation A.23 vient du fait que chaque «1» deest remplacé par une lettre &eAinsi, le
résultat contient autant que «1» queet|uvv|; = |v|;.

Enfin, 'équationA.24 est inférée des deux précédentes :

luvvl, = |uvv|—|uvy|;

Ul — [Vl

Ul +[uly — [V]y

[Ulo =+ V| = V]

g+ [Vlg+ |V]y — VI,
= |ulo+ Vo
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Preuve de la propositio&.21

debit(uwy) = 19V - Vo MMyl Ve « debit)
juvvl  ful o qul v ful

O

Preuve de la propositioi.22 Par définition, chaque «1» deest remplacé par la lettre correspon-
dante dev. Nous avon#/i € [[1, |u|]], (u¥v); = u;. D’obuvvLC u. O

Preuve du corollaireA.23 Par application directe des définitioAss et A.16:
UYvC u < VieN, 3je N, idxy (u, ) = idxy (uvy,i)
ou j = idxq (Vi). O

Preuve de la propositioA.24 D’une part, si chaque «1» dé'lest remplacé par la lettre correspon-
dante dey, le résultat est égala D’autre part, si chaque «1» deest remplacé par un «1» délg, le
résultat est lui aussi égala O

Preuve de la propositiol.25 Par définition, la longueur de I'opérande droit est égalecanbre de
«1» dans I'opérande gauche. Les seuls mots vérifiant cetpgi@ré sont ceux composeés uniguement
de «1» (eE). O

Preuve de la propositioA.26 Donnée par Coheet al. [63]. O

Preuve de la propositio’.27. On montre par récurrence la correction de I'égalité sur fgaration.
Pourju|=0:
EV(eNE) =€ = (eVE) A (eVE)

Puis on suppose I'égalité vraie pduf = n— 1, et on montre la correction poluj = n. Sitkgre= 0,

uv (VAW) = 0. (Ugueue¥ (Vqueue\ Waueud)
= 0. ((Uqueuevvqueue; A (Uqueue'uneue))
= 0. (Uqueue'uneue) AO. (Uqueue'uneue;
= (uvv)A(uvw)
SI Utéte: 11
uv (VAW) = (Viate/\ Weate) - (Uqueuev (uneue/\ uneue))

(Vtete/\ Wrete) - ((Uqueuevvqueue; A (Uqueue'uneue;)
Viate (Ugueue Vqueud A\ Whate (Uqueue'uneue;
= (uvv)A(uvw)

Nous en concluons que la propriété est vraie quelque sainigueur del. Le méme raisonnement
par récurrence peut étre utilisé pour prouver la correat@smdeux autres égalités. O
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Preuve de la propositioh.28 (=)
UCV = (WVU)A(WYV) =WV (UAV) parpropA.27
= (WVU)A(WYV) =wVYu par propA.6
uCv = (wvu)V(wyv)=wv(uVvv) parpropA.27
= (wwvu)V (WYv) =wvu par prop.A.6
Toujours par la propositioA.6, on obtient :
uCv = wyuC wvyv
(<) Vie[1|w],

WYUE WYV = (WY Wi, i) = (WY V)i, (wi)

= U=V
= UuCv
]
Preuve de la propositio&.29
u =uvil¥s parpropA.24
< U =uv(vaev)
& U =(uvv)®(uvv) parprop.A.27
< uvw =ud (uvy)
& UWW = (TAUVV) @ (UA (UVY))
< UVV =U®(uvv) parpropA.6etA.22
La seconde égalité peut étre prouvée de la méme maniére. O
Preuve du corollaireA.30. Soitw = V. Par la propositiorA.29 :
uvw =10V (uvw)
< uvyv =0V (uvv)
& uvv =0V (uvv)
< UYV =UAUWV
]
Preuve de la propositio’.31 Par application directe de la définitiénl18,
wi = |111] =1u
A =w & {1 1
Vie [1,|u]]l, wi = u;
puisque idx <1|”|,i> = i. Doncw = L. O
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Preuve de la propositiol.32 Par définition, la longueur du résultat est égale au nombrd delans
I'opérande droit. Les seuls mots binaires vérifiant cettdgrainte sont ceux composés uniquement de
«1». ]

Preuve de la propositiol.33 Par la définitionA.18 et la propositionA.6, u échantillonnev. Chaque
«1» dansu correspondant a un «1» dansl est évident que le résultat ne contient que des «1%1]

Preuve de la propositio.34

UCV = u=VV¥(UAV) & uLv = débit(u) = débit(vv (UAV))

< UuLCv = débit(u) = débit(v) x debit(uAv)
débit(v)
débit(u)

< uLCv = débitluAv) =

O

Preuve de la propositiod.35 Nous montrons par récurrence que I'égalité avec la conpmeist
vraie. Tout d’abord, supposons quev etw sont de longueur 0. Nous avons :

(ene)Ae=eAe=¢e= (eAg) N (e g)

Nous supposons maintenant I'égalité vraie pour des motemgueurn — 1 (les queues des mots
binaires), et nous montrons sa correction pour des motaggidmm. Siwae = 0,

(UAV)Aw = (Uqueue/\ uneué Auneue
= (Uqueue&uneue) A (uneueAuneue)
= (UAW)A (VAW)

Sinon Siwate = 1,

(UAV) AW = (Wete/\ Vtete) - ((Ugueue/\ Vaueud LAWqueue
= (Wete (UqueueAuneueD) A (Vtete (uneueAuneueD)
(UAW) A (VAW)

Donc I'égalité est vraie. Le méme raisonnement par récaer@eut étre suivi pour prouver la correc-
tion des égalités sur les disjonctions. O

Preuve de la propositioA.36
UCVv = (UAW)A (VAW) = (UAV) Aw par prop.A.35
= (UAW) A (VAW) =uAw par prop.A.6
uCv = (UAwW)V (VAW) = (uVvv)Aw par prop.A.35
= (UAw)V (VAw) =uAw par prop.A.6
Enfin, toujours par la propositiof.6, nous obtenons :

UCV & (UAw) C (VAw)

198



B.4. Preuves de I'annex®

Preuve de la propositioi.37.

ML = 1VAv
& Vi —(uen av
& 1¥i = (uAV)& (WAV)  par prop.A.35
& uAv =1Miguav
& UAV = (1“"1/\ (UAv)) Vv <0‘V‘1AUK/)
& UAV =TAV

O

Preuve de la propositiod.38 On montre par récurrence que I'égalité est vraie. Avec des e
longueur nulleg=v=¢):

ENE=€ = eA(eVve)=EA(eVeE)

Supposons désormais la propriété vraie avec des mots dedlong— 1, et prouvons la pour des mots
de longueun :

uanv=0" = uA(uvv)=vA (uvv)
& ((Uete/\ Viete= 0) A (uqueue/\ Vqueue= OluqueUEJ)

= (Uete (WsteV Veate) ) - (UqueueA (Uqueue\/ uneue))
= (Vteted (UrateV Veéte) ) - (uneueA (Uqueue\/ uneué))

Parce que nous avons supposeé vrai :

Ugueue\ Vqueue= 0|uqueue| = Ugueue? (UgueueV Vaueud = Vgueue! (UgueueV Vqueud
il reste a montrer :
Utate/\ Viste= 0 = Urate (UkateV Viete) = Veatel) (UteteV Viate)

Si Utete® Vtate = 1, alors :

Urate (WksteV Vigte) = UreteN1
Uate
Vtete
Viete A1
= Vhate\ (UrsteV Veate)

Sinon SitkateV Vtate =0 :

Utate (UkateV Veste) =  UrateNO

€

VieteNO

= Viered (WeteV Viéte)

Ainsi I'égalité est vraie pour tous andv. O
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Preuve de la propositio.39

VCW = (UAW)AV= (UAV)A (WAV) par prop.A.35
& VEW = (UAW)AV= (UAV) A 1ML
& VCW = (UAW)AV=UAV
O

Preuve de la propositioi.40 Cette égalité est induite par les deuxiémes formulatioasgérateurs
on etwhen Soitw un mot binaire tel quev = vvu. Nous avons :

w—  Widksvi) =t Vi€ [1,]ul]
w; =0 sinon

qui est une autre facon d’exprimer que- wAv. D’ou u = (vvu) Av. O

Preuve de la propositiold.41 La preuve est similaire a celle de la proposition précédevtec ce-
pendant une différence : elle n'est vraie que si et seulesienést un sous-flot de, ce qui signifie
gu'aucun «1» des n’est omis lors de I'échantillonnage parSinon, I'égalitéwgy, (i) = Ui devient
fausse. O

Preuve de la propositioA.42

VY (UAV) YW = (UAV) Yw par prop.A.41l
= (VW (UAV) YW) AV = ((UAV)YW)Av par prop.A.36
& (UAV) YW = ((uAV)YwW) Av par prop.A.40

O

Preuve de la propositioA.43 Nous montrons par récurrence la correction de I'égalitét @iabord,
nous supposonsde longueur nulle. Ainsy =w =¢.

(eve) A (eve) =eAe

Maintenant, nous supposons la propriété vraie pode longueun— 1 (la queue da), et vérifions
pour |u] = n. Sitgre= 0, 0N a|Ugueud; = |Ul; = |V| = ||, et donc :
== (O (Uqueuevv)) A (0 (UQueuevW))

== €. ((Uqueuevv) A (UqueuevW))
= VAW
Slnon, Slutéte: l, on a{Uqueual — |U|1 - 1 — |uneu4 — |uneu4, d’OU
(uvv) A (uvw) (1.Ugueue¥V) A (L.Ugueue¥W)
= (VieteAWate) - ((Uqueue'uneue) A (Uqueue'uneue))
(VteteAWeete) - (VqueueAWqueud
= VAW
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B.4. Preuves de I'annex®

Preuve de la propositioi.44

UA (VA W)

Preuve de la propositiok.45

UA (VAW)

Preuve de la propositioA.46

(uvv) Aw

Preuve de la propositioi.47.

(uvv) Aw

Preuve de la propositio&.48

uA (Vvw)

(UAW) A (VvAW) par prop.A.39
(WY (UAW)) A (WY (VAW))  par propA.41
(uAW) A (vAw)  par prop.A.43

vAW)) A 1MW

(VAW) AW)) A (VAW) A (vAW))
VAW)) A (vAw)  par prop.A.35
(Wwyu) Aw) A (VAW)) A (VAw)  par prop.A.40
(wvu) Av) Aw) A (vVAw)  par prop.A.35

VA (WYU)) A (VAW) par prop.A.44

wYu) A (VAwW) par prop.A.39

uA (
uA (
UA (

(
(
(
(
(
(
(

(uvYV) A (UAW) par prop.A.6 etA.22
(uvv) A (uv (WAU)) par propA.41l

uv (VA (WAuU)) par prop.A.27

uv ((wAu) v (VA (wAu)))  par propA.41
(uv (WAU)) ¥ (VA (WAU))  par prop.A.26
(UAW) ¥ (VA (WAU))  par propA.41

((uvv) Aw)Aw  par prop.A.39
((uAw) ¥ (VA (WAU))) Aw  par prop.A.46
(UAW) ¥ (VA (WAU))  par prop.A.42

UA (VA (VYw))
(UAV) A ((vAw) Av)  par prop.A.44
(uAV) Aw  par prop.A.40
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Annexe B. Preuves

Preuve de la propositio&.49

UAW=VAW = WV (UAW) =WV (VAW)
= UAW=VAW par propA.4l

Preuve du théorém&.59 Donnée par Claus$]].
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