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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts
❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧✬❛❜♦✉t✐ss❡♠❡♥t ❞❡ tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✉r❛♥t ❧❡sq✉❡❧❧❡s

❥✬❛✐ ♣✉ ❝♦♠♣t❡r s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉❡ ❥❡ t✐❡♥s ✐❝✐ à r❡♠❡r❝✐❡r✳ ❏❡
s♦✉❤❛✐t❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡♠❡r❝✐❡r ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ ◆♦r✲
❞✐♥❡ ▼✐r q✉✐ ♠✬❛ ❢❛✐t ❞é❝♦✉✈r✐r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t q✉✐ ♠✬❛ ❢❛✐t
♣r♦✜t❡r ❞❡ s♦♥ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ▲❡s ❝♦♥s❡✐❧s q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❞♦♥♥és✱ ❧❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧ ♠✬❛
❛❝❝♦r❞é ❡t ❧❛ ❧✐❜❡rté ❞❡ tr❛✈❛✐❧ q✉✬✐❧ ❛ s✉ ♠❡ ❧❛✐ss❡r ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r
❡♥ t♦✉t❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ♣r♦❣r❡ss❡r✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ P❡t❡r ❊❜❡♥❢❡❧t ❡t ▲❛✉r❡♥t ❙t♦❧♦✈✐t❝❤ ♣♦✉r ❧✬✐♥térêt q✉❡ ❝❤❛✲
❝✉♥ ❛ ♣♦rté à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❛❝❝❡♣t❛♥t ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ♠❛ t❤ès❡✳ ❏❡ s♦✉❤❛✐t❡
é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❡r❝✐❡r ❇❡r♥❤❛r❞ ▲❛♠❡❧ ❡t ❈❤❛♦✲❏✐❛♥❣ ❳✉ ♣♦✉r ❧❡✉r ♣rés❡♥❝❡
❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r② ❛✐♥s✐ q✉❡ ❚✐❡♥✲❈✉♦♥❣ ❉✐♥❤ q✉✐ ♠❡ ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞✬❡♥
êtr❡ ❧❡ ♣rés✐❞❡♥t✳ ❏❡ t✐❡♥s✱ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ à r❡♠❡r❝✐❡r ❇❡r♥❤❛r❞ ▲❛♠❡❧ ♣♦✉r s♦♥
❤♦s♣✐t❛❧✐té ❧♦rs ❞❡s ♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts sé❥♦✉rs à ❱✐❡♥♥❡ ❡t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐
❞❛♥s s♦♥ éq✉✐♣❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐✱ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t
à ❝ré❡r ✉♥❡ ❛♠❜✐❛♥❝❡ ♣r♦♣✐❝❡ à ❧✬é♣❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts✳ ▼❡r❝✐ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❚❤✐❡rr② ❞❡ ❧❛ ❘✉❡ ❡t ➱❧✐s❡ ❏❛♥✈r❡ss❡ ♣♦✉r ❧❡✉r ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥
à ❧✬❛t❡❧✐❡r ❞❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts ❣râ❝❡ ❛✉q✉❡❧ ❥✬❛✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣r✐s s✉r ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡
♣❛r❧❡r ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❡r❝✐❡r ❊❞✇✐❣❡ ❆✉✈r❛②
❡t ▼❛r❣✉❡r✐t❡ ▲♦s❛❞❛ ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ q✉✬❡❧❧❡s ♠✬♦♥t ❛♣♣♦rté❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s s✉❜✲
t✐❧✐tés ❞❡ ❧✬❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡✳ ▼❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t à ■s❛❜❡❧❧❡ ▲❛♠✐tt❡
♣♦✉r s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✳

▼❛ ✈✐❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛♥t ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s été ❧❛ ♠ê♠❡ s❛♥s ♠❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❡t ❛♠✐s
❞♦❝t♦r❛♥ts ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛rt❛❣é ❞❡ ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡
❞♦♥❝ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ❡t t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ◆❛❞✐r❛✱ ❖❧✐✈✐❡r ❇✱ ◆✐❝♦❧❛s✱
❱✐♥❝❡♥t✱ ❉❛✈✐❞❡✱ ❖❧✐✈✐❡r ❉✳✳✳

❈❡s tr♦✐s ❛♥s ❞❡ t❤ès❡ ♦♥t ❛✉ss✐ été ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ♣♦✉r ♠♦✐ ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ❧❡
♠ét✐❡r ❞✬❡♥s❡✐❣♥❛♥t✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❡①♣r✐♠❡r ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à t♦✉t❡s ❧❡s
♣❡rs♦♥♥❡s ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛rt❛❣é ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ❖❧✐✈✐❡r ●✉✐❜é
❞✬❛✈♦✐r été ♠♦♥ t✉t❡✉r ♣❡♥❞❛♥t ♠♦♥ ♠♦♥✐t♦r❛t ❡t à ▼❛r❝ ❏♦❧❧② q✉✐ ❝♦♦r❞♦♥♥❡
à ♠❡r✈❡✐❧❧❡ t♦✉t❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡r✐❡ ❞✉ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t✳ ❏✬❛✐♠❡r❛✐s ❛✉ss✐ r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s
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❡♥s❡✐❣♥❛♥ts q✉✐✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♠♦♥ ♣❛r❝♦✉rs s❝♦❧❛✐r❡ ♣✉✐s ✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡✱ ♠✬♦♥t
✐♥✢✉❡♥❝és ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ✈♦✐❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉t❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r s♦♥ s♦✉t✐❡♥ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t
♠❡s ♣❛r❡♥ts q✉✐ ♠✬♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❏❡ t❡r♠✐♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❡♥sé❡
s♣é❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ➱❧♦❞✐❡ q✉✐ ❡st à ♠❡s ❝ôtés ❝❤❛q✉❡ ❥♦✉r ❡t q✉✐ ❛ ❞û✱ ♣❡♥❞❛♥t tr♦✐s
❛♥s✱ ❝♦♠♣♦s❡r ❛✈❡❝ ♠♦♥ ❤✉♠❡✉r ✈❛r✐❛♥t ❛✉ ❣ré ❞❡s ♣r♦❣rès ❡t ❞❡s ✐♠♣❛ss❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
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❘és✉♠é

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤♦❧♦♠♦r✲
♣❤❡s ❡♥tr❡ ❞❡s s♦✉s✲✈❛r✐étés ré❡❧❧❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡
♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❧❛ ❆rt✐♥ ❞✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡♥tr❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés ré❡❧❧❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧ ❡♥✲
tr❡ ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❣é♥ér✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été
❣é♥ér✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡✳ ●râ❝❡ à ❝❡ ré✲
s✉❧t❛t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ✉♥❡
❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡
❡t ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
♦♥ ét❛❜❧✐t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧ ❡♥tr❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❧♦rsq✉❡
❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ s♦✉r❝❡ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ✉♥
rés✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❧❛ ❆rt✐♥ ❞❛♥s ❝❡ ♠ê♠❡ ❝❛s✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡
✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❛rt✐♥✐❡♥ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❈❘ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦✉s✲
✈❛r✐étés ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

▼♦ts ❝❧és ✿

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❘✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✱ s♦✉s✲✈❛r✐été
❣é♥ér✐q✉❡✱ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❆rt✐♥✱ ♠✐♥✐♠❛❧✐té✱ ♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s✲
❝❡♥❝❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✳



✻



✼

❆❜str❛❝t ✿

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣s
❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① s♣❛❝❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❆rt✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧
s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥
❛ r❡❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝ ❣❡♥❡r✐❝ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♥❞ ❛ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② ♥♦♥❞❡✲
❣❡♥❡r❛t❡ r❡❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣
❞♦❡s ♥♦t ✈❛♥✐s❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧②✳ ❋r♦♠ t❤✐s r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
❛r❜✐tr❛r② ❢♦r♠❛❧ ♠❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧✲❛♥❛❧②t✐❝ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡
✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② ♥♦♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✲
t❛✐♥ ❛♥② ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♠❛♣ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❢✉❧❧ r❛♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦✈❡ ❛♥ ❆rt✐♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✐s t❤✐s ❝❛s❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ ❛♥ ❛rt✐♥✐❛♥ r❡s✉❧t ❢♦r
s♠♦♦t❤ ❈❘ ♠❛♣♣✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① s♣❛❝❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❑❡②✇♦r❞s ✿

❋♦r♠❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ❈❘ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ❣❡♥❡r✐❝ s✉❜♠❛♥✐✲
❢♦❧❞✱ ❆rt✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ ♠✐♥✐♠❛❧✐t②✱ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛❝②✳



✽



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✶

✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✶✸

✶✳✶ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❈❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✶✳✶✳✶ ❱❛r✐étés ❈❘ ❡t ♥♦t✐♦♥s ❧✐é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✶✳✶✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✶✳✶✳✸ ▼✐♥✐♠❛❧✐té ❡t ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❙❡❣r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✶✳✶✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡♥tr❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✶✳✷ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✶✳✷✳✶ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✶✳✷✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛rt✐♥✐❡♥♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ✸✸

✷✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✷✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✷✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✷✳✸✳✶ ❯♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✷✳✸✳✷ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✷✳✸✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✻ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✷✳✹ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❛rt✐♥✐❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❈❘ ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✺✺

✸✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✸✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡ Tp(H) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✸✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✼✶

✾
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s ❡♥tr❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés ré❡❧❧❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❈❡ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ s✐ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❞❡ t❡❧❧❡s s♦✉s✲
✈❛r✐étés✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs s♦✉s q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡✉① s♦✉s✲✈❛r✐étés ré❡❧❧❡s
s♦♥t ❜✐❤♦❧♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬✐♥tér❡ss❡r
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❛♥❞ ❞❡✉① s♦✉s✲✈❛r✐étés ré❡❧❧❡s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐✈✲
❛❧❡♥t❡s s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❜✐❤♦❧♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❉✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♥❝♦♥trés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠❛✐s ✐❧s s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡
❞❡✉① t②♣❡s ✿ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛rt✐♥✐❡♥♥❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈✐s❡♥t à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❢♦r♠❡❧❧❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛rt✐♥✐❡♥♥❡✱ ❡♥
ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❆rt✐♥ ❬✶❪✱ ♦♥t✱ q✉❛♥t à ❡✉①✱ ♣♦✉r
❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❜✐❤♦❧♦♠♦r♣❤✐s♠❡ q✉✐ ❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡ ❚❛②❧♦r ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❥✉sq✉✬à ✉♥ ♦r❞r❡
✜①é ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❧❛ ❆rt✐♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s✱ ❡♥tr❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés
ré❡❧❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ q✉✐ ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s
❞❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧ ❡♥tr❡ ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❣é♥ér✐q✉❡ ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❣é♥ér✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r✲
♣❤✐q✉❡♠❡♥t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✹✮✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❡♥✲
s✉✐t❡ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s
q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ❤♦❧♦♠♦r✲
♣❤✐q✉❡♠❡♥t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡t ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦✉r❜❡
❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✻✮✳ ◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ♥♦♥
✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧ ❡♥tr❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ s♦✉r❝❡ ❡st ♠✐♥✲

✶✶
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✐♠❛❧❡ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✮ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ✉♥ rés✉❧t❛t
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❧❛ ❆rt✐♥ ❞❛♥s ❝❡ ♠ê♠❡ ❝❛s ✭❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✷✮✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❧❛ ❆rt✐♥ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ❈❘ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ C∞ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦✉s✲✈❛r✐étés ré❡❧❧❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✸✮✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡
❞♦♥t ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♣✉✐s ♥♦✉s ré❛❧✐s❡r♦♥s
✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞ét❛✐❧❧é ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
t②♣❡ ❛rt✐♥✐❡♥ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡♥tr❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés ❛♥❛❧②t✐q✉❡s
ré❡❧❧❡s✳

✶✳✶ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❈❘

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❈❘✳ ◆♦✉s ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés ❈❘ ❡t ❞❡
q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❧✐é❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛r✐étés ❈❘ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✭❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✮ ❡♥tr❡
s♦✉s✲✈❛r✐étés ré❡❧❧❡s✳

✶✳✶✳✶ ❱❛r✐étés ❈❘ ❡t ♥♦t✐♦♥s ❧✐é❡s

❙♦✉s✲✈❛r✐étés ❈❘✱ s♦✉s✲✈❛r✐étés ❣é♥ér✐q✉❡s✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ♥♦✉s
♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ t②♣❡ CN ❛✈❡❝ N ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢✳
❉❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ Z =
(Z1, . . . , ZN) ♦ù Zj = xj + iyj ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {1, . . . ,N} ❛✈❡❝ xj, yj ∈ R✳ ❖♥
♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t x ❡t y ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦♠♣♦sés ❞❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s

✶✸
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❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ Z ❛✐♥s✐ q✉❡ Z̄ = x− iy✳ ❖♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❛✐♥s✐ CN ❡t R2N ✱ ❡t
s✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ CN ✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
f(Z, Z̄) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ f(x, y)✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s M ⊂ C
N ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳

❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t p ∈M ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt U ❞❡ p ❞❛♥s
C
N ✱ ❡t ρ = (ρ1, . . . , ρd) : U → R

d ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ t❡❧s q✉❡ ❧❛
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ρ s♦✐t s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ U ❡t t❡❧s q✉❡

M ∩ U = {Z ∈ U, ρ(Z, Z̄) = 0}.

❖♥ ❞✐t q✉❡ M ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r✱ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ M ✱
✉♥❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ ρ q✉✐ s♦✐t ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ M ✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲✈❛r✐été ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡
C

2N ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

M = {(Z, ζ) ∈ U × Ū , ρ(Z, ζ) = 0} ✭✶✳✶✮

♦ù Ū ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦✉✈❡rt ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ U ✳
P♦✉r p ∈ M ✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ t❛♥❣❡♥t à M ❡♥ p ❡st ♥♦té TpM ❡t ❞és✐❣♥❡ ❧❡

♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ρ ❡♥ p✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s st❛♥✲

❞❛r❞ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs t❛♥❣❡♥ts✱ ❛✐♥s✐ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r X =
∑N

j=1 αj
∂
∂xj

∣∣∣
p
+

∑N

j=1 βj
∂
∂yj

∣∣∣
p
❛✈❡❝ ♣♦✉r j = 1, . . . , N ✱ αj, βj ∈ R ❛♣♣❛rt✐❡♥t à TpM s✐ ❡t s❡✉❧❡✲

♠❡♥t s✐
∑N

j=1 αj
∂ρ

∂xj
(p, p̄) +

∑N

j=1 βj
∂ρ

∂yj
(p, p̄) = 0✳ ❙✐ ♦♥ ❧❛✐ss❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

αj ❡t βj ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧
❝♦♠♣❧❡①❡ CTpM q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣❧❡①✐✜é ❞❡ M ❡♥ p✳ ❊♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ∂
∂Zj

= 1
2

(
∂
∂xj

− i ∂
∂yj

)
❡t ∂

∂Z̄j
= 1

2

(
∂
∂xj

+ i ∂
∂yj

)
✱

♣♦✉r j = 1, . . . , N ✱ ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ CTpM ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈✲
❛♥t❡ ✿

X =
N∑

j=1

aj
∂

∂Zj

∣∣∣∣
p

+
N∑

j=1

bj
∂

∂Z̄j

∣∣∣∣
p

❛✈❡❝ aj, bj ∈ C✱ ♣♦✉r j = 1, . . . , N ✳

❯♥ ✈❡❝t❡✉r X =
∑N

j=1 aj
∂
∂Zj

∣∣∣
p
+
∑N

j=1 bj
∂
∂Z̄j

∣∣∣
p
❡st ❞✐t ❞❡ t②♣❡ ✭✶✱✵✮ ♦✉

❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ✭✵✱✶✮ ♦✉ ❛♥t✐✲❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✮ s✐ bj = 0 ♣♦✉r
j = 1, . . . , N ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✐ aj = 0 ♣♦✉r j = 1, . . . , N✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ T 1,0

p M
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs t❛♥❣❡♥ts à M ❡♥ p ❞❡ t②♣❡ ✭✶✱✵✮ ❡t T 0,1

p M ❝❡❧✉✐ ❞❡s
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✈❡❝t❡✉rs t❛♥❣❡♥ts à M ❡♥ p ❞❡ t②♣❡ ✭✵✱✶✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ T 0,1
p M ✱

♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r dimC T

0,1
p M = N − r❛♥❣ C

(
∂ρ

∂Z̄
(p, p̄)

)
✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ s♦✉s✲✈❛r✐été M ❡st

❈❘ s✐ ❝❡tt❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❛s s❡❧♦♥ ❧❡ ♣♦✐♥t p ∈M ✱ ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❛❧♦rs ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❈❘ ❞❡ M ✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❈❘ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♠✐♥♦ré❡
♣❛r N−d ❡t q✉❡ ❧❡ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ ♦ù ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❈❘ ❞❡M ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t é❣❛❧❡
à N −d ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ∂ρ

∂Z̄
(p, p̄) ❡st ♠❛①✐♠❛❧ é❣❛❧

à d✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ s♦✉s✲✈❛r✐été ❡st ❣é♥ér✐q✉❡✱ ♦♥
♥♦t❡ ❛❧♦rs n = N − d ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❈❘ ❞❡ M ✳

❈♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳ ❙✐ ❧❛ s♦✉s✲✈❛r✐été M ⊂ C
N ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ❛♥❛❧②✲

t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❡t ❣é♥ér✐q✉❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t p0 ∈ M ✱ ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ré❡❧❧❡ d ❡t ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❈❘ n✱ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✹✱ ➓✹✳✷❪✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦r♠❛❧❡s ♣♦✉r M ♣rès ❞❡ p0✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s (z, w) ∈ C

n×C
d ❛✈❡❝ N = n+d ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s p0

❡st ✐❞❡♥t✐✜é ❛✉ ♣♦✐♥t 0✳ ❈❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
Q ∈ (C{z, χ, τ})d ♦ù (z, χ, τ) ∈ C

n×C
n×C

d✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ U ✱ V ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥❛❣❡s
♦✉✈❡rts ❞❡ 0 ❞❛♥s C

n ❡t C
d r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t t❡❧s q✉❡ Q s♦✐t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ s✉r

U × Ū × V̄ ❡t

M ∩ (U × V ) = {(z, w) ∈ U × V, w = Q(z, z̄, w̄)}. ✭✶✳✷✮

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ Ū ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦✉✈❡rt ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
U ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Q ✈ér✐✜❡

Q(0, χ, τ) ≡ Q(z, 0, τ) ≡ τ ✭✶✳✸✮

❡t ♣✉✐sq✉❡ M ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ré❡❧❧❡✱ ♦♥ ❛ ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡

Q(z, χ, Q̄(χ, z, τ)) ≡ τ. ✭✶✳✹✮

❉❛♥s ❝❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ M ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

M = {(z,Q (z, χ, τ) , χ, τ) , (z, χ, τ) ∈ U} ⊂ C
n+d × C

n+d. ✭✶✳✺✮

❈❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❈❘✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❈❘✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s t❛♥❣❡♥ts à M ❡♥ p✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡
✈❡❝t❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s t❛♥❣❡♥ts à M ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉s✉❡❧❧❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❧✐ss❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ ♦✉✈❡rt U ❞❡ M ✱ q✉✐ à ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t p ❞❡ U ❛ss♦❝✐❡♥t
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✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ CTpM ✳ ❚♦✉t ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♠♣❧❡①❡ t❛♥❣❡♥t à M s✬é❝r✐t
❞♦♥❝ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ X =

∑N

j=1 aj
∂
∂Zj

+
∑N

j=1 bj
∂
∂Z̄j

♦ù a1, . . . , aN ❡t b1, . . . , bN
s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐ss❡s s✉r ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡M à ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s
❞❡ ✈❡❝t❡✉rs t❛♥❣❡♥ts à M ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
t②♣❡ ✭✵✱✶✮ s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❈❘✳ ❈❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡
✈❡❝t❡✉rs L ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

L =
N∑

j=1

bj
∂

∂Z̄j
, ✭✶✳✻✮

♦ù b1, . . . , bN s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐ss❡s s✉r ✉♥ ♦✉✈❡rt U ❞❡ M ✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t
♣♦✉r t♦✉t p ∈ U ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ρ ❞é✜♥✐ss❛♥t❡ ❧♦❝❛❧❡
❞❡ M ✱

N∑

j=1

bj(p)
∂ρ

∂Z̄j
(p) = 0. ✭✶✳✼✮

❙✐ M ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❈❘✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❈❘ n✱ ♣❛ss❛♥t ♣❛r p0✱ ♦♥
❛♣♣❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❈❘ ❡♥ p0✱ t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ L1, . . . , Ln
❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❈❘ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt U ❞❡ p0 ❞❛♥s M
❡t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ U ✳

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s f ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❛✉ ♠♦✐♥s C1 s✉r M q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t L
❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❈❘✱ Lf ≡ 0 s♦♥t ❞✐t❡s ❈❘✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♣♦✉r q✉❡ f s♦✐t ❈❘✱
✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ Ljf ≡ 0 ♣♦✉r t♦✉t❡ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
❈❘ L1, . . . , Ln s✉r M ✳

✶✳✶✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞♦♥♥❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡
♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s s♦✉s✲✈❛r✐étés ré❡❧❧❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱
♣✉✐s ♥♦✉s é♥♦♥❝❡r♦♥s ❧❡s ❧✐❡♥s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

◆♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲❡✈✐✳ ❙♦✐tM ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❞❡ ❝❧❛ss❡
C∞✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ (1, 0) ❡t (0, 1)✱ ♣♦✉r t♦✉t
p ∈M ✱ ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ CTpM ✱ T 0,1

p M ❡t T 1,0
p M s♦♥t ❡♥ s♦♠♠❡

❞✐r❡❝t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r πp ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❡s♣❛❝❡
q✉♦t✐❡♥t CTpM/T 1,0

p M ⊕ T 0,1
p M ✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❡✈✐ ❞❡ M ❡♥ p ❧❛ ❢♦r♠❡ ❤❡r✲
♠✐t✐❡♥♥❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Lp : T 1,0
p M × T 1,0

p M → CTpM/T 1,0
p M ⊕ T 0,1

p M
(Xp, Yp) → 1

2i
πp(
[
X, Ȳ

]
p
)

✭✶✳✽✮

♦ù [X, Ȳ ] ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝r♦❝❤❡t ❞❡ ▲✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs X ❡t Ȳ ✳ ▲❛ s♦✉s✲
✈❛r✐été M ❡st ❞✐t❡ ▲❡✈✐ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡♥ p s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ▲❡✈✐ ❡♥ p ❡st ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ✐✳❡✳ s✐ Lp(Xp, Yp) = 0 ♣♦✉r t♦✉t Yp ∈ T 1,0

p M
✐♠♣❧✐q✉❡ Xp = 0✳

❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ tr❛❞✉✐r❡✱ q✉❛♥❞ M ❡st ❣é♥ér✐q✉❡✱ ♣❛r ✉♥ ❝r✐tèr❡
q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❈❘ ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t❡ ❧♦❝❛❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ M ⊂ C
N s♦✐t ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥

d✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ρ ✉♥❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ M ♣rès ❞❡ p ❡t L1, . . . , Ln✱
❛✈❡❝ n = N − d✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❈❘ ♣rès ❞❡ p✳ ❙✐
α = (α1, . . . , αn) ∈ N

n ❡t j ∈ {1, . . . , d}✱ ♦♥ ♥♦t❡ Lα = Lα1
1 . . . Lαn

n ❡t

Lα
(
∂ρj
∂Z

)
(p, p̄) =

(
Lα
(
∂ρj
∂Z1

)
(p, p̄), . . . , Lα

(
∂ρj
∂ZN

)
(p, p̄)

)
∈ C

N ✳ M ❡st ▲❡✈✐

♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡♥ p s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs

{
Lα
(
∂ρj
∂Z

)
(p, p̄), 1 ≤ j ≤ d, |α| ≤ 1

}

❡♥❣❡♥❞r❡ C
N ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙❛♥s ♣❡r❞r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ à ♠♦♥tr❡r ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r p = 0✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲✈❛r✐été ❣é♥ér✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡
M s♦♥t t♦✉t❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r

❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
{
Lα
(
∂ρj
∂Z

)
(p, p̄), 1 ≤ j ≤ d, |α| ≤ 1

}
♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉

❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐ss❛♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ ρ✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝
♥♦✉s ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ré❣✉❧✐èr❡s ♣♦✉r M ❡♥ 0✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s (z, w) ∈ C

n × C
d ♣rès ❞❡ ✵ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥

♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r M ❡♥ ✵ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ρ(z, w, z̄, w̄) =
■♠ w − ϕ(z, z̄,❘❡ w) ♦ù ϕ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ♣rès ❞❡ 0
❞❛♥s C

n × C
n × R

d à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R
d ✈ér✐✜❛♥t ϕ(0) = 0 ❡t ❞ϕ(0) = 0

✭✈♦✐r ❬✹✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✻❪ ♣♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✮✳ ❉❛♥s ❝❡s
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❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❈❘ ♣rès
❞❡ ✵ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♥♦t♦♥s (L) = (L1, . . . , Ln)✱ ♦♥ ♣♦s❡

(L) =

(
∂

∂z̄

)
− 2i

∂ϕ

∂z̄

(
Id + i

∂ϕ

∂s

)−1(
∂

∂w̄

)
✭✶✳✾✮

♦ù
(
∂
∂z̄

)
=
(

∂
∂z̄1

. . . , ∂
∂z̄n

)
❡t
(
∂
∂w̄

)
=
(

∂
∂w̄1

, . . . , ∂
∂w̄d

)
✳ ❆♣rès ❝❛❧❝✉❧✱ ♦♥ r❡♠❛r✲

q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

[Lj, L̄k]0 =
d∑

q=1

∂2ϕq
∂zk∂z̄j

(0)

(
∂

∂wq

∣∣∣∣
0

−
∂

∂w̄q

∣∣∣∣
0

)
✭✶✳✶✵✮

♦ù ϕq ❡st ❧❛ q✲✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ϕ✳ ◆♦t♦♥s A(q) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❡r♠❡

❣é♥ér✐q✉❡
(

∂2ϕq

∂zk∂z̄j
(0)
)
1≤j,k≤n

✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ s♦✉s✲✈❛r✐été M ❡st ▲❡✈✐ ♥♦♥

❞é❣é♥éré❡ ❡♥ ✵ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ nd× n

A =




A(1)

✳✳✳
A(d)


 ✭✶✳✶✶✮

❡st ❞❡ r❛♥❣ n✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
{
Lα
(
∂ρj
∂Z

)
(0, 0), 1 ≤ j ≤ d, |α| ≤ 1

}

❡♥❣❡♥❞r❡ C
N ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ (n+ 1)d×N

B =




L1

(
∂ρ

∂Z

)
(0)

✳✳✳
Ln
(
∂ρ

∂Z

)
(0)

∂ρ

∂Z
(0)




✭✶✳✶✷✮

s♦✐t ❞❡ r❛♥❣ N ✱ ♦ù ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {1, . . . , n}✱ Lj
(
∂ρ

∂Z

)
(0) ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡

t❛✐❧❧❡ d × n ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❡st Lj
(
∂ρq
∂Z

)
(0) ♣♦✉r q ∈ {1, . . . , d}✳ ❖r✱

♣♦✉r q ∈ {1, . . . , d}✱ ❧❛ q✲✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Lj
(
∂ρ

∂z

)
(0) ❡st ❡♥ ❢❛✐t(

− ∂2ϕq

∂z1∂z̄j
(0), . . . ,− ∂2ϕq

∂zn∂z̄j
(0)
)
✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝✱ ❛✉ s✐❣♥❡ ♣rès✱ ❞❡ ❧❛ j✲✐è♠❡ ❧✐❣♥❡
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❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A(q)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞ϕ(0) = 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡

B =




Ã

L1

(
∂ρ

∂w

)
(0)

✳✳✳
Ln
(
∂ρ

∂z

)
(0)

0d,n
1
2i
Id




✭✶✳✶✸✮

❛✈❡❝ Ã ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ nd× n ❞♦♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s s♦♥t✱ ❛✉ s✐❣♥❡ ❡t à ❧✬♦r❞r❡
♣rès✱ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B ❡st ❞❡ r❛♥❣
N = n + d s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❡st ❞❡ r❛♥❣ n✳ ❈❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à
❞✐r❡ q✉❡ M ❡st ▲❡✈✐ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ✵ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡{
Lα
(
∂ρj
∂Z

)
(0, 0), 1 ≤ j ≤ d, |α| ≤ 1

}
❡♥❣❡♥❞r❡ C

N ✳

◆♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ✜♥✐❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ▲❡✈✐ ♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡
s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ✜♥✐❡ ♣♦✉r
❞❡s s♦✉s✲✈❛r✐étés ❣é♥ér✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❇❛♦✉❡♥❞✐✱
❍✉❛♥❣ ❡t ❘♦t❤s❝❤✐❧❞ ❞❛♥s ❬✻❪ ✭✈♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❬✹✱ ➓✶✶✳✶✱➓✶✶✳✷❪✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ M ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞

❡t ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❞é✜♥✐❡ ♣rès ❞❡ p ∈M ♣❛r ✉♥❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ ρ ❛✐♥s✐
q✉❡ L1, . . . , Ln✱ ❛✈❡❝ n = N − d✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❈❘
♣rès ❞❡ p✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ M ❡st k✲♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡♥ p✱ ❛✈❡❝ k ∈ N✱ s✐ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
{
Lα
(
∂ρj
∂Z

)
(p, p̄), 1 ≤ j ≤ d, |α| ≤ k

}
❡♥❣❡♥❞r❡ C

N ✳

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲❡✈✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ✶✲♥♦♥
❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡✳

❋✐♥✐t✉❞❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r✱ ♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❣é♥ér✐q✉❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ M ⊂ C

N ✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ p ❞❡ ❢❛ç♦♥
❣é♦♠étr✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❬✹✱ ➓✶✶✳✹❪ ❡t ❬✶✸❪✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
♦✉✈❡rt U ❞❡ p ❞❛♥s CN s✉r ❧❡q✉❡❧ M ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t❡ ❧♦❝❛❧❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ M s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✶✳✶✮✳ P♦✉r
q ∈ U ✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❙❡❣r❡ ❡♥ q ❛ss♦❝✐é à M ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐ ♣❛r

S1(q) = {Z ∈ U, (Z, q̄) ∈ M}

✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶✳✶✳✸ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❙❡❣r❡✮✳
◆♦t♦♥s ❛❧♦rs

A(p, U) =
⋂

q∈S1(p,U)

S1(q, U).
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P✉✐sq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t q ∈ S1(p, U)✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❙❡❣r❡ S1(q, U) ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ A(p, U)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s M ∩ U ✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❝❡tt❡ ❛ss❡rt✐♦♥✱
♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ q ∈M ∩U s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ q ∈ S1(q, U)✳ P✉✐s✱ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ p1 ∈ A(p, U)✳ ❈♦♠♠❡ p ∈M ∩U ✱ p ∈ S1(p, U)✱ ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A(p, U)✱ p1 ∈ S1(p, U)✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A(p, U)✱ p1 ∈ S1(p1, U) ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ p1 ∈M ∩ U ✳

▲❡ ❣❡r♠❡ ❡♥ p ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ A(p, U) ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛
✈❛r✐été ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ M ❡♥ p✳ ❈❡ ❣❡r♠❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ U ❡t ❡st✱ ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦té A(p)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✹✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡M ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✜♥✐❡ ❡♥ p s✐ A(p) = {p}✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ q✉❡ t♦✉t❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❣é♥ér✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
ré❡❧❧❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t p ∈M
❡st t♦✉❥♦✉rs ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✜♥✐❡ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✳

■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡
❧❛ ♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ✜♥✐❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✹✱ ➓✶✶✳✹❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✺✳ ❙✐ (z, w) ∈ C
n ×C

d s♦♥t ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥é❡s ♥♦r♠❛❧❡s ♣♦✉r
M ♣rès ❞❡ p ❛ss♦❝✐é❡s à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Q ∈ (C{z, χ, τ})d ❛❧♦rs M ❡st ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✜♥✐❡ ❡♥ p s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❞❡ (Qα(χ, 0))α∈Nn ❡st ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❛♥s C[[χ]] ♦ù ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
Qα(χ, τ) ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s Q(z, χ, τ) =

∑
α∈Nn Qα(χ, τ)z

α✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ Q✳

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳

◆♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s✲
❝❡♥❝❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❙t❛♥t♦♥ ❬✷✽❪✱ s✬❡st ré✈é❧é❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥✲
s✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❡t ❡♥ ❥❡✉ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡
✈❡❝t❡✉rs t❛♥❣❡♥ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ❙♦✐t M ⊂ C

N ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❣é♥ér✐q✉❡ ❛♥✲
❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❡t p ∈ M ✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ X ❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡
t❛♥❣❡♥t à M ♣rès ❞❡ p s✬✐❧ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ X =

∑N

j=1 aj(Z)
∂
∂Zj

❛✈❡❝

a1, . . . , aN ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s ♣rès ❞❡ p ❞❛♥s C
N ❡t s✐ ❝❡ ❝❤❛♠♣ ❡st

t❛♥❣❡♥t à M ♣rès ❞❡ p✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✻✳ ▲❛ s♦✉s✲✈❛r✐été M ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡
❡♥ p s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ t❛♥❣❡♥t à M ♣rès ❞❡
p q✉✐ s♦✐t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳
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■❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❧♦❝❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦♥t ❧❡s ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✱ ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❞❛♥s ❬✹✱ ➓✶✶✳✸❪✱

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✼✳ ❙✐ M ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t
p ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❡♥ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ p✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù M ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣rès ❞❡ p ♣❛r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦r♠❛❧❡s✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❞❡ M
❡♥ p ✿ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❙t❛♥t♦♥ ✭✈♦✐r ❬✷✽❪ ♦✉ ❬✹✱ ➓✶✶✳✸❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✽✳ ❙✐ M s✬é❝r✐t✱ ♣rès ❞❡ p✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✳✷✮ ❛❧♦rs M ❡st
❤♦❧♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡♥ p s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡ ♠✉❧t✐✲✐♥❞✐❝❡s {α1, . . . , αn} ⊂ N

n ❡t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs {r1, . . . , rn} ⊂

{1, . . . d} t❡❧ q✉❡ ❞❡t

(
∂Q

rk

αk

∂χl
(χ, τ)

)

k,l

≡/ 0 ♦ù Qrk
αk ❡st ❧❛ rk✲✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡

❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Qαk q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s Q(z, χ, τ) =
∑

α∈Nn Qα(χ, τ)z
α ❧❡

❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ Q✳

▲✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♥♦♥
❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❧❡s ✉♥❡s
❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❡❧❧❡s ✜❣✉r❡♥t✱ t❡❧❧❡s q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❡①♣♦sé❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱
♣❛r ♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❬✹✱ ➓✶✶✳✺❪✮✱

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✾✳ P♦✉r M ⊂ C
N ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❣é♥ér✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡

ré❡❧❧❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r p✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

M ❡st ▲❡✈✐ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡♥ p
⇓

M ❡st ✜♥✐♠❡♥t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡♥ p
⇓

M ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✜♥✐❡ ❡♥ p
⇓

M ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡♥ p

✭✶✳✶✹✮

❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✺✳✶ ❞❡ ❬✹❪ ❛♣♣♦rt❡♥t ❞❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s s✉r ❧❡s ❧✐❡♥s
q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❝❡s ♥♦t✐♦♥s ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s
♣❛rt✐❡❧❧❡s✳
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✶✳✶✳✸ ▼✐♥✐♠❛❧✐té ❡t ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❙❡❣r❡

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❚✉✲
♠❛♥♦✈ ❞❛♥s ❬✸✶❪ ♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞✱

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✵✳ ❙♦✐t M ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❈❘ ❞❡ CN ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞✱ ♦♥ ❞✐t
q✉❡ M ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p0 ∈ M ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❚✉♠❛♥♦✈✮ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡
❣❡r♠❡ ❞❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ré❡❧❧❡ S ⊂ M ♣❛ss❛♥t ♣❛r p0 t❡❧ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ t❛♥❣❡♥t
❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡M ❡♥ q ❡st t❛♥❣❡♥t à S ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t q ∈ S ❡t dimR S < dimRM ✳

❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❞ès q✉❡ ❧❛ s♦✉s✲✈❛r✐été M ❡st ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ❡♥
p0 ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞ès q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
❈❘ ♣rès ❞❡ p0 ❡t ❧❡✉rs ❝♦♥❥✉❣✉és ❡st é❣❛❧❡ à ❧✬❡s♣❛❝❡ t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣❧❡①✐✜é
❞❡ M ❡♥ p0✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❛♥❛❧②t✐q✉❡
ré❡❧❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❡t ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t s♦♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✶ ✭❬✹❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✸✮✳ ❙♦✐t M ⊂ C
N ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été

❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r p0✳ M ❡st ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ❡♥ p0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
❡❧❧❡ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t

❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été
❣é♥ér✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❙❡❣r❡ ✭✈♦✐r ❬✷❪ ❡t ❬✹❪✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ M s♦✐t ❣é♥ér✐q✉❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❞❛♥s C

N ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ♣❛ss❛♥t ♣❛r p0 ❡t ✜①♦♥s U ✉♥
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ p0 ❞❛♥s C

N t❡❧ q✉❡ M ∩ U = {Z ∈ U, ρ(Z, Z̄) = 0} ♦ù
ρ = (ρ1, . . . , ρd) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ s✉r U ✈ér✐✜❛♥t ∂Zρ1 ∧
. . .∧∂Zρd(p0, p0)✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡M ❡st ❧❛ s♦✉s✲✈❛r✐été
❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ C

2(n+d) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

M = {(Z, ζ) ∈ U × Ū , ρ(Z, ζ) = 0} ✭✶✳✶✺✮

♦ù Ū ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦✉✈❡rt ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ U ✳ P♦✉r p ∈
U ✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❙❡❣r❡ ❡♥ p ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❛ss♦❝✐é à M ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
✭❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ U✮ ❞é✜♥✐ ♣❛r

S1(p) = {Z ∈ U, (Z, p̄) ∈ M} ✭✶✳✶✻✮

❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❙❡❣r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳
P♦✉r k ≥ 1✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❙❡❣r❡ ❡♥ p ❞✬♦r❞r❡ k ❛ss♦❝✐é à M ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Sk(p) =
⋃

q∈Sk−1(p)

S1(q) ✭✶✳✶✼✮
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❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡M ❡st ❣é♥ér✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❡♥ p0✱ ♦♥ ♣❡✉t✱ ❝♦♠♠❡
♦♥ ❧✬❛ r❡♠❛rq✉é ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ tr♦✉✈❡r (z, w) ∈ C

n ×C
d ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✐t❡s

♥♦r♠❛❧❡s ♣♦✉r M ♣rès ❞❡ p0 ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s (z, w)(p0) = 0 ❡t M
❡st ❞♦♥♥é❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ p0 ♣❛r

w = Q(z, z̄, w̄)

❛✈❡❝ Q ∈ (C {z, χ, τ})d✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❙❡❣r❡ ❡♥ p0
s♦♥t ♣❛r❛♠étrés ♣❛r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s ❛♣♣❡❧é❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡
❙❡❣r❡✳ P♦✉r t♦✉t j ∈ N

∗✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ uj : (Cnj, 0) →
(Cd, 0) ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

u1(z
1) = 0 ✭✶✳✶✽✮

u2(z
1, χ1) = Q(z1, χ1, 0) ✭✶✳✶✾✮

♣✉✐s✱ ♣♦✉r j ≥ 3✱ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡

uj
(
z1, χ1, z2, . . .

)
= Q

(
z1, χ1, ūj−1

(
χ1, z2, . . .

))
✭✶✳✷✵✮

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❡❣r❡ ❞✬♦r❞r❡ j ❡♥ p0 ❡st ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡
vj : (C

nj × C
d, 0) → (Cn × C

d, 0) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

vj
(
z1, χ1, z2, χ2, . . .

)
:=
(
z1, uj

(
z1, χ1, z2, χ2, . . .

))
. ✭✶✳✷✶✮

❉♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ❙❡❣r❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✳✶✷✳ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ❣é♥ér✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ♣❛ss❛♥t
♣❛r p0 ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r j0 ≤ d + 1 ❛♣♣❡❧é ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❙❡❣r❡ ❞❡ M ❡♥
p0 t❡❧ q✉❡ ❧❛ s♦✉s✲✈❛r✐été M ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ S2j0(p0)
❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ p0 ❞❛♥s C

N ✳ ❈❡❝✐ éq✉✐✈❛✉t✱ s✐ M ❡st ❞♦♥♥é❡
❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦r♠❛❧❡s✱ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts (z1, χ1, . . . z2j0 , χ2j0) ∈ C

2j0

❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ 0 t❡❧s q✉❡ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❡❣r❡ v2j0 ❡♥
❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts s♦✐t é❣❛❧ à N ❡t t❡❧s q✉❡ v2j0 (z

1, χ1, . . . z2j0 , χ2j0) = p0✳

❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞❡ ❙❡❣r❡ à ♣❛r❛♠ètr❡✳ P♦✉r j ∈ N

∗✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡
Uj : (C

nj × C
d, 0) → (Cd, 0) ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r j ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

U1

(
z1; t

)
:= t, ✭✶✳✷✷✮
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U2j

(
z1, χ1, z2, χ2, . . . , zj, χj; t

)
:= U2j−1

(
z1, χ1, z2, χ2, . . . , zj;Q

(
zj, χj, t

))
,

✭✶✳✷✸✮
U2j+1

(
z1, χ1, z2, χ2, . . . , zj, χj, zj+1; t

)

:= U2j

(
z1, χ1, z2, χ2, . . . , zj, χj; Q̄

(
χj, zj+1, t

))
,

✭✶✳✷✹✮

♦ù zk, χk ∈ C
n ❡t t ∈ C

d✳ ❙♦✐t Vj : (Cnj × C
d, 0) → (Cn × C

d, 0) ❧❛ sér✐❡
❡♥t✐èr❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Vj
(
z1, χ1, z2, χ2, . . . ; t

)
:=
(
z1, Uj

(
z1, χ1, z2, χ2, . . . ; t

))
. ✭✶✳✷✺✮

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ t = 0 ❞❛♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ Uj ❡t Vj✱ ♦♥
r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❡❣r❡ ✉s✉❡❧❧❡s ❞❡M ❡♥ p0 ❞é✜♥✐❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
●râ❝❡ à ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭✶✳✹✮ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t j ≥ 1✱ ❧✬é❣❛❧✐té
s✉✐✈❛♥t❡ q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷
(
z1, Q

(
z1, χ1, Ūj+1

(
χ1, z1, χ2, z2, . . . ; t

)))
= Vj(z

1, χ2, z2, . . . ; t). ✭✶✳✷✻✮

✶✳✶✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡♥tr❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés ❛♥❛❧②✲

t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s

❙♦✐❡♥t M ⊂ C
N ❡t M ′ ⊂ C

N ′
❞❡✉① s♦✉s✲✈❛r✐étés ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s r❡✲

s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❡t d′ ❡t ♣❛ss❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r p ❡t p′✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✸✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ H : (CN , p) →
(CN ′

, p′) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ sér✐❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡♥ Z − p à N ′ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ❝✬❡st
à ❞✐r❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ (C[[Z − p]])N

′

✱ ✈ér✐✜❛♥t H(p) = p′✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ H :
(CN , p) → (CN , p′) ❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❝❤♦✐① ❞❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t❡s
❧♦❝❛❧❡s ρ ❞❡ M ♣rès ❞❡ p ❡t ρ′ ❞❡ M ′ ♣rès ❞❡ p′✱ ✐❧ ❡①✐st❡ a ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
t❛✐❧❧❡ d′× d ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ C[[Z − p, ζ − p̄]] ❡t t❡❧❧❡
q✉❡

ρ′
(
H (Z) , H̄(ζ)

)
= a(Z, ζ) · ρ(Z, ζ) ❞❛♥s (C[[Z − p, ζ − p̄]])d

′

✭✶✳✷✼✮

♦ù H̄ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ sér✐❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡♥ ζ − p̄ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r H̄(ζ) = H(ζ)
❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ H̄ s♦♥t ❧❡s ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛
sér✐❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ H✳

❙✐ N = N ′ ❡t s✐ ❧❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ H ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ❡♥ p ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t
q✉❡ H ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❣❡r♠❡s ❞❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés (M, p)
❡t (M ′, p′)✳
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▲♦rsq✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ H ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ♣rès ❞❡ p✱ H ❡♥✈♦✐❡
M ❞❛♥s M ′ ❛✉ s❡♥s ♣ré❝é❞❡♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′ ❛✉
s❡♥s ✉s✉❡❧✳

❙✐ M ❡t M ′ s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❡♥ ♣❧✉s ❣é♥ér✐q✉❡s✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ♣rès ❞❡ p
❡t p′ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ p = 0✱ p′ = 0 ❡t
q✉❡ M ❡t M ′ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s ♣rès ❞❡ 0 ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

M : w = Q(z, z̄, w̄) ❡t M ′ : w′ = Q′(z′, z̄′, w̄′) ✭✶✳✷✽✮

❛✈❡❝ Q ∈ (C{z, χ, τ})d✱ Q′ ∈ (C{z′, χ′, τ ′})d
′
❡t z, χ ∈ C

n, w, τ ∈ C
d, z′, χ′ ∈

C
n′
, w′, τ ′ ∈ C

d′ ✳ ❙♦✐t H : (CN , 0) → (CN ′
, 0) ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❤♦❧♦✲

♠♦r♣❤❡✳ ❖♥ é❝r✐tH(z, w) = (F (z, w), G(z, w)) ♦ù F ❡tG s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Cn′

❡t Cd′ ✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ H ❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′ s❡ tr❛❞✉✐t ❛❧♦rs✱
❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦r♠❛❧❡s✱ ♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡♥tr❡ sér✐❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡ ✿

G(z,Q(z, χ, τ)) = Q′(F (z,Q(z, χ, τ)), H̄(χ, τ)). ✭✶✳✷✾✮

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r é♥♦♥❝❡r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❡t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✹✳ ❙✐ N = N ′ ❡t n = n′✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ H ❡st ♥♦♥ t♦t❛❧❡♠❡♥t
❞é❣é♥éré❡ s✐ ❧❛ sér✐❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡t∂F

∂z
(z, 0) ❡st ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✳

❖♥ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐t❡s ✜♥✐❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✺✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ H : (CN , p) → (CN ′
, p′) ❡st

❞✐t❡ ✜♥✐❡ s✐ (H(Z))✱ ❧✬✐❞é❛❧ ❞❡ C[[Z − p]] ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ H✱ ❡st ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❛♥s C[[Z − p]] ❛✉tr❡♠❡♥t
❞✐t s✐✱ ❧✬✐❞é❛❧ q✉♦t✐❡♥t C[[Z − p]]/(H(Z)) ❡st✱ ❡♥ t❛♥t q✉✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧
❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❛♥❣ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❢♦r♠❡❧❧❡
h ∈ (C[[x]])q✱ x = (x1, . . . , xr)✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ r❛♥❣ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ∂h

∂x

❡♥ t❛♥t q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ C[[x]]✳ ❙✐
h ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ r❛♥❣ ❣é♥ér✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s sér✐❡s
❡♥t✐èr❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s✳

▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬❛❜♦r❞❡r ♣rés❡♥t❡♥t
❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ♦✉ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ H :
(CN , p) → (CN , p′) ✜♥✐❡ ❡st ❛✉ss✐ ♥♦♥ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬✶✹❪✮ ❡t ❞❡ r❛♥❣ ❣é♥ér✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✭✈♦✐r ❬✹✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✸✼❪✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
s✐ ❧❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ H ❡♥ p ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ❛❧♦rs H ❡st ✜♥✐❡✳
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✶✳✷ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡t

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

P♦✉r ❞❡✉① ❣❡r♠❡s ❞❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s M ❡t M ′ ❞❛♥s ❞❡s
❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ✉♥❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❛♠❡♥é à
s❡ ♣♦s❡r ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s♦✉s q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❡s ❣❡r♠❡s ❞❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés
s♦♥t ❜✐❤♦❧♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s♦✉s q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❡①✐st❡✲✐❧ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥H ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ p ∈M ✐♥✈❡rs✐❜❧❡
q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ p ❞❛♥s M ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ H(p) ∈ M ′ ❞❛♥s
M ′ ❄ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❢♦r♠❡❧❧❡ ❡t ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜✐❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡s✱
❝❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡s ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ❬✷✼❪✱
▼♦s❡r ❡t ❲❡❜st❡r ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❞❛♥s C2 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r {(z, w) ∈ C

2, w = |z|2+γz̄2+γz3z̄} ❛✈❡❝ γ ❜✐❡♥
❝❤♦✐s✐✱ q✉✐ ❡st ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❞❡ C×R ♠❛✐s ♣❛s
❜✐❤♦❧♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✶✼❪✮✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ré❝❡♥ts ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ q✉❛♥❞
❧❡s s♦✉s✲✈❛r✐étés s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❡♥ ♣❧✉s ❈❘✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r
❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❢♦r♠❡❧❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✈✐s❡
à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❑r✉❧❧✱ ♣❛r ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❆rt✐♥
❬✶❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✳ ❬✶❪ ❙♦✐t S(u, t) = (Si(u, t))i∈I ✱ Si(u, t) ∈ C{u, t} ✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❛✈❡❝ u ∈ C

n, t ∈ C
p✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧

❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ t(u) ∈ (C[[u]])p✱ t(0) = 0✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥ S(u, t) = 0✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
♠ê♠❡ s②stè♠❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝
t(u) ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ k✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛rt✐♥✐❡♥♥❡s ♥❡ ♣❡r♠❡t
❛✉❝✉♥❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❝♦♥✲
s✐❞éré❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts à ❧❛ ❆rt✐♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❧❡s rés✉❧❛ts q✉✐ ❛ss✉r❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❛r ✐❧s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s s✉r ❧❡s s♦✉s✲✈❛r✐étés✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✐s❝✉t❡r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❧❡ ♣rés❡♥t tr❛✈❛✐❧✳
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◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡♥tr❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ♣✉✐s ♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❧❡s
rés✉❧t❛ts q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛rt✐♥✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✶✳✷✳✶ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s

▲❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡♥tr❡
s♦✉s✲✈❛r✐étés ❞✬❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❈❤❡r♥ ❡t ▼♦s❡r✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❝♦♠♠❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❬✶✶❪ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
s✉✐✈❛♥t

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✷✳ ❚♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡♥tr❡
❞❡s ❣❡r♠❡s ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ▲❡✈✐ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡s ❡st ❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥t❡✳

❉❡♣✉✐s✱ ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉① ♦♥t ❡✉ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡
rés✉❧t❛t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ❡♥ ❛✛❛✐❜❧✐ss❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❞♦♥t
♦♥ ♠✉♥✐t ❧❡s s♦✉s✲✈❛r✐étés ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♥♦♥
❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡t ét❛t ❞✬❡s♣r✐t✱ ❝✬❡st✱ s❛♥s ❞♦✉t❡✱ ❧❡ ❝♦♥✲
❝❡♣t ❞❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❙t❛♥t♦♥ ❬✷✽❪✱ q✉✐ s✬❡st
❛✈éré êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡
s♦✉s✲✈❛r✐étés ré❡❧❧❡s ❛♣♣❛r❛ît ❝❧❛✐r❡♠❡♥t à tr❛✈❡rs ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❇❛♦✉❡♥❞✐✱
❊❜❡♥❢❡❧t✱ ❡t ❘♦t❤s❝❤✐❧❞ ❬✸❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐M ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❣é♥ér✐q✉❡ ❛♥❛✲
❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t p ∈M ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
X ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ t❛♥❣❡♥t à M ♣rès ❞❡ p✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s
a ∈ C[[Z − p]] ✉♥❡ sér✐❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ s❛♥s t❡r♠❡ ❝♦♥st❛♥t q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥t❡✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t a · X ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❢♦r♠❡❧ t❛♥❣❡♥t à M ✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r (Φt(Z))t✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ✢♦ts
❢♦r♠❡❧s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❜✐❤♦❧♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❢♦r♠❡❧s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥ts q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ❣❡r♠❡ (M, p) s✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡✳
❇❛♦✉❡♥❞✐✱ ▼✐r ❡t ❘♦t❤s❝❤✐❧❞ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❬✽❪ ✉♥❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ à ❝❡ rés✉❧❛t
q✉✐ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✜♥✐❡s ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✺✮
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s s♦✉s✲✈❛r✐étés s♦♥t ♠✐♥✐♠❛❧❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✸ ✭❬✽❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✮✳ ❙♦✐❡♥t M,M ′ ⊂ C
N ❞❡s s♦✉s✲✈❛r✐étés

❣é♥ér✐q✉❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r p ❡t p′ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ M s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p ❡t q✉❡ M ′ s♦✐t ❤♦❧♦✲
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♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡♥ p✳ ❆❧♦rs✱ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✜♥✐❡
H : (CN , p) → (CN , p′) ❡♥✈♦②❛♥t M ❞❛♥s M ′ ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡ rés✉❧t❛t à ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❞❡ r❛♥❣ ❣é♥ér✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡st
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ❣é♥ér✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✭✈♦✐r ❬✹✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✸✼❪✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✹✳ ❙♦✐❡♥t (M, p) ❡t (M ′, p′) ❞❡✉① ❣❡r♠❡s ❞❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés
❣é♥ér✐q✉❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❞❛♥s C

N ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ M
s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p ❡t q✉❡ M ′ s♦✐t ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡♥ p′✱
❛❧♦rs t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ H : (CN , p) → (CN , p′) q✉✐ ❡♥✲
✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′ ✈ér✐✜❛♥t ❏❛❝H≡/ 0 ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✹ ❡st ♣❛r
♥❛t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❇❛♦✉❡♥❞✐✱ ▼✐r ❡t ❘♦t❤s❝❤✐❧❞ ♣♦✉r ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✜♥✐❡s ❞❛♥s ❬✽❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❣râ❝❡ à ❞❡s ✐❞❡♥t✐tés ré❝❡♥t❡s ❞✉❡s à
❏✉❤❧✐♥ ❬✶✾❪✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐❝✐ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ H ✭❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s✮ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❙❡❣r❡
✐térés✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❛st❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❬✽❪ q✉✐ ♥é❝éss✐t❡ ❞❡
♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✳ ◆♦tr❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡
✶✳✷✳✹ ❢♦✉r♥✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✸✱ ❞û à ❇❛♦✉❡♥❞✐✱
▼✐r ❡t ❘♦t❤s❝❤✐❧❞ ❬✽❪✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳
❙✐❣♥❛❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✹ ♦ùM ′ ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été
❣é♥ér✐q✉❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❛ été ♣r♦✉✈é ♣❛r ▼✐r ❬✷✻❪✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ♥♦♥
❞é❣é♥éré❡s ❡♥tr❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s✳ ▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦✉s✲✈❛r✐étés ❛♥❛✲
❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❡st ❜✐❡♥ ♠♦✐♥s r✐❝❤❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❇❛♦✉❡♥❞✐✱
❊❜❡♥❢❡❧t ❡t ❘♦t❤s❝❤✐❧❞✱ ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ❬✺❪✱ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡
♣♦✉r M ❡♥ p✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✺ ✭❬✺❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✮✳ ❙♦✐❡♥t M ❡t M ′ ❞❡✉① ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s
❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ C

N ✱ N ≥ 2 ♣❛ss❛♥t ♣❛r p ❡t p′ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❙✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉❡ M s♦✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✜♥✐❡ ❡♥ p ❡t q✉❡ M ′ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ♣❛s
❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ♣❛ss❛♥t ♣❛r p′✳ ❆❧♦rs✱ t♦✉t❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′ ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✹ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡♥tr❡
❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
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♣ré❝é❞❡♥t ❝❛r ✐❧ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♥✬❡st
♣❧✉s ♥é❝éss❛✐r❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r ❧❛ ✜♥✐t✉❞❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ s♦✉r❝❡
❛✉ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐❞éré ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t s❛ ♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♦♥ ❡①✐❣❡ ♥♦♥ ♣❧✉s q✉❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❜✉t ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ♣❛s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞♦♥♥é ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡
♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❝❡ ♣♦✐♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✻✳ ❙♦✐❡♥t (M, p) ❡t (M ′, p′) ❞❡✉① ❣❡r♠❡s ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❛♥❛✲
❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❛♥s Cn+1✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ M s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐q✉❡✲
♠❡♥t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡♥ p ❡t q✉❡ M ′ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡
♣❛ss❛♥t ♣❛r p′✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ (M, p)
❞❛♥s (M ′, p′) ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

▲♦rsq✉❡ M ❡t M ′ s♦♥t ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s✱ ♦♥ ét❛❜❧✐r❛✱ ❡♥ ❢❛✐t✱ ✉♥ rés✉❧t❛t
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ à s❛✈♦✐r✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❛✈❡❝
♣♦✉r s❡✉❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲✈❛r✐été s♦✉r❝❡ ✭✈♦✐r ❚❤é♦rè♠❡
✷✳✷✳✶✮✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ♣❡✉t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ êtr❡
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛rt✐❡♥♥❡✱ ❞♦♥t ♦♥
♣❛r❧❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡♥tr❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés ❛♥❛❧②t✐q✉❡s
ré❡❧❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳

▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❛ ❞✬❛❜♦r❞ été ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ▼✐r
❞❛♥s ❬✷✺❪ ♣♦✉r ❞❡s ❜✐❤♦❧♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❢♦r♠❡❧s✱

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✼ ✭❬✷✺❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✮✳ ❙♦✐❡♥t H : (CN , p) → (CN , p′) ✉♥
❜✐❤♦❧♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❢♦r♠❡❧ ❡♥tr❡M ❡t M ′ ❞❡✉① ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s
♣❛ss❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r p ❡t p′✳ ❙✐ M ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à H ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

❈❡ rés✉❧t❛t ❛ ❡♥s✉✐t❡ été ❣é♥ér❛❧✐sé ❡♥ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥♦♥ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré❡s✱ ♣❛r ❇❛♦✉❡♥❞✐✱ ▼✐r ❡t ❘♦t❤s❝❤✐❧❞
❞❛♥s ❬✽❪✱

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✽ ✭❬✽❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻✮✳ ❙♦✐❡♥t M ⊂ C
N ❡t M ′ ⊂ C

N ′
❞❡✉①

s♦✉s✲✈❛r✐étés ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r p ❡t p′ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❡t H : (CN , p) → (CN ′

, p′) ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′✳ ❙✐
M ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p ❡t s✐ H ❡st ♥♦♥ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à H ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

❖♥ ♣r♦✉✈❡r❛ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡ r❛♥❣ ❣é♥ér✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts
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❞❡ ▼✐r ❬✷✺❪ ❡t ❞❡ ❏✉❤❧✐♥ ❬✶✾❪✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶ ♥♦✉s ♣❡r✲
♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❧❛ ❆rt✐♥ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡ r❛♥❣ ❣é♥ér✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧ q✉❡ ♥♦✉s é♥♦♥❝❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✳

✶✳✷✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛rt✐♥✐❡♥♥❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✬❡st
♣❛s ❧❡ s❡✉❧ ♠♦②❡♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❡♥tr❡ s♦✉s✲
✈❛r✐étés ❈❘ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sé ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts à ❧❛ ❆rt✐♥✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✉♥ t❡❧ rés✉❧t❛t ❡st✱ ♣♦✉r M ⊂
C
N ✱ M ′ ⊂ C

N ′
❞❡✉① s♦✉s✲✈❛r✐étés ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❈❘ ♣❛ss❛♥t ♣❛r p ❡t p′

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r H : (CN , p) → (CN ′
, p′) ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ q✉✐

❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′ ❡t ♣♦✉r k ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢✱ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ Hk ♣rès ❞❡ p ❞♦♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ p ❝♦ï♥❝✐❞❡
❛✈❡❝ H ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ k✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s H s✉♣♣♦sé❡s ❈❘ ♣rès ❞❡ p✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❧❛ ❆rt✐♥ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❢♦r♠❡❧❧❡s ❡♥tr❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ✜❣✉r❡ ❞❛♥s ❬✾❪ ♦ù ❇❛♦✉❡♥❞✐✱
❘♦t❤s❝❤✐❧❞ ❡t ❩❛✐ts❡✈ ét✉❞✐❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ κ✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés
❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s✱

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✾ ✭❬✾❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✮✳ ❙♦✐t M ⊂ C
N ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❛♥❛✲

❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❈❘✳ ■❧ ❡①✐st❡ V ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧ ❢❡r♠é
♣r♦♣r❡ ❞❡ M t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t p ∈M \V ✱ t♦✉t❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡
M ′ ❞❡ C

N ✱ t♦✉t p′ ∈M ′ ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r k > 1 ♦♥ ❛✐t ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐
H : (CN , p) → (CN , p′) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ M
❞❛♥sM ′ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣❡r♠❡ ❞❡ ❜✐❤♦❧♦♠♦r♣❤✐s♠❡ Hk : (CN , p) → (CN , p′)
q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ p ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝
H ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ k✳

P❛r ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❧❛
❆rt✐♥ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧ V ✳ ❈❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❝♦♥t✐❡♥t✱ ❡♥ ❢❛✐t✱ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲✈❛r✐été s♦✉r❝❡✳

❇❛♦✉❡♥❞✐✱ ▼✐r ❡t ❘♦t❤s❝❤✐❧❞ ét❛❜❧✐ss❡♥t✱ ❞❛♥s ❬✽❪✱ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ s✐♠✐❧❛✐r❡
♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥♦♥ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✵ ✭❬✽❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✮✳ ❙♦✐❡♥t (M, p) ❡t (M ′, p′) ❞❡✉① ❣❡r♠❡s
❞❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❛♥s CN ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳



✶✳✷✳ P❘❖❇▲➱▼❆❚■◗❯❊✱ ❍■❙❚❖❘■◗❯❊ ❊❚ ❈❖◆❚❘■❇❯❚■❖◆❙ ✸✶

❙✐ M ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p ❡t s✐ H : (CN , p) → (CN , p′) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❢♦r♠❡❧❧❡ ♥♦♥ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré❡ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t
❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ k✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ Hk : (CN , p) → (CN , p′)
q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′ ❡t q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ H ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ k✳

▲❡s ❞❡✉① ♣ré❝é❞❡♥ts rés✉❧t❛ts ♦♥t ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞✬êtr❡ ✈❛❧❛❜❧❡s ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ✈❛r✐étés s♦✉r❝❡ ❡t ❜✉t s✐t✉é❡s ❞❛♥s ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡
♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■❧ ❡①✐st❡✱ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ♣❡✉ ❞❡ rés✉❧t❛ts q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❝❡s ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✐✛èr❡♥t✱ ❝✬❡st ❧❡
❝❛s ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ▼❡②❧❛♥✱ ▼✐r ❡t ❩❛✐ts❡✈ ❬✷✷❪

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✶ ✭❬✷✷❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✮✳ ❙♦✐❡♥t M ⊂ C
N ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été

❈❘ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t M ′ ⊂ C
N ′

✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧
♣❛ss❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r p ∈ C

N ❡t p′ ∈ C
N ′
✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❢♦r♠❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ H : (CN , p) → (CN ′
, p′) q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′ ❡t t♦✉t

❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ k✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣❡r♠❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ Hk : (CN , p) →
(CN ′

, p′) q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ p
❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ H ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ k✳

❉❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét❛❜❧✐r ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts à ❧❛
❆rt✐♥✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ✭❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✷✮ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s s✐t✉é❡s ❞❛♥s
❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✮✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✸✮ ❡st✱
q✉❛♥t à ❧✉✐✱ ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✷✳ ❙♦✐❡♥t (M, p)✱ (M ′, p′) ❞❡✉① ❣❡r♠❡s ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❛♥✲
❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❡t H : (Cn+1, p) → (Cn+1, p′) ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❤♦❧♦✲
♠♦r♣❤❡ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❏❛❝H≡/ 0 ❡t q✉❡ M s♦✐t ♠✐♥✲
✐♠❛❧❡ ❡♥ p✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ k✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣❡r♠❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ Hk : (Cn+1, p) → (Cn+1, p′) q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′ ❡t ❞♦♥t ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ p ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ H ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ k✳

▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✷ ❣é♥ér❛❧✐s❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s✱ ✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐✲
❧❛✐r❡ ❞❡ ❬✽❪ ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✜♥✐❡s q✉✐ ❡st
❧✉✐✲♠ê♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✵✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡
❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❆rt✐♥ ❬✶❪ q✉❡
❧✬♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❬✽❪✳

❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐r♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t à ❧❛ ❆rt✐♥ s✉✐✈❛♥t✱ ♣♦✉r
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❈❘ ❧✐ss❡s ❡♥tr❡ ❞❡s s♦✉s✲✈❛r✐étés ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
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❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✸✳ ❙♦✐❡♥t M ⊂ C
N ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❈❘ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡

❝♦♥♥❡①❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t✱ M ′ ⊂ C
N ′

✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧
❡t H : M → M ′ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❘ C∞✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡♥s❡
O ⊂M t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t q ∈ O ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ k✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣❡r♠❡ ❡♥
q ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❘ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ Hk : (M, q) → M ′ ❞♦♥t ❧❡ ❥❡t ❞✬♦r❞r❡ k
❡♥ q ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡ H✳

❆ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✸ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❞❡
❝❡ t②♣❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❞❡s s♦✉s✲✈❛r✐étés
❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ◗✉❛♥❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡
ré❡❧ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✸ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉
tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ▼❡②❧❛♥✱ ▼✐r ❡t ❩❛✐ts❡✈ ❬✷✷❪ ✭✈♦✐r ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✶✮✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✸ ❡st ♥♦✉✈❡❛✉ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
N = N ′ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ r❛♥❣ s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❚❤é♦rè♠❡s ✶✳✷✳✶✵ ❡t ✶✳✷✳✾✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♦♥ ♥❡
s❛✐t ♣❛s s✐ ❧✬♦✉✈❡rt ❞❡♥s❡ O ⊂ M ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ H ❡t s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ ❩❛r✐s❦✐✳ ◗✉❛♥❞ M ′ ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡
ré❡❧❧❡✱ ✉♥ t❡❧ ❝❤♦✐① ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❬✷✷❪ ✭❚❤é♦rè♠❡
✶✳✷✳✶✶✮✳

◆♦✉s ❢♦✉r♥✐r♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❛ss❡③ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ❛✉t♦✲❝♦♥t❡♥✉❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡
✶✳✷✳✶✸✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❝❡rt❛✐♥❡s ✐❞é❡s ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❉❛♠♦✉r ❬✶✷❪✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡ r❛♥❣
❣é♥ér✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ♦♥
❞é✜♥✐t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ✈❛ tr❛✈❛✐❧❧❡r✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❡♥s✉✐t❡ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés
✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❡st ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ q✉❛♥❞ ❧❛ s♦✉s✲✈❛r✐été s♦✉r❝❡ ❡st ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ▲❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✶✳✷✳✹ ❡t ✶✳✷✳✻✳
P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✷✳

✷✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❙♦✐❡♥t (M, p) ❡t (M ′, p′) ❞❡✉① ❣❡r♠❡s ❞❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés ❣é♥ér✐q✉❡s ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❞❛♥s CN ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❈❘ n✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡
❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ p = p′ = 0 ❡t q✉❡ M ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
M ′✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r (z, w) ∈ C

n × C
d ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t (z′, w′) ∈ C

n × C
d✮

❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ✵ ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
Q ∈ (C{z, χ, τ})d ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Q′ ∈ (C{z′, χ′, τ ′})d✮✳ ◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡✲
s♦✐♥ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❙t❛♥t♦♥ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r s✉✐✈❛♥t

Q′(z′, χ′, τ ′) =
∑

α∈Nn

Q′
α(χ

′, τ ′)z′
α
. ✭✷✳✶✮

❙♦✐t H : (Cn×C
d, 0) → (Cn×C

d, 0) ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡
q✉✐ ❡♥✈♦✐❡M ❞❛♥sM ′✳ ❖♥ é❝r✐t H(z, w) = (F (z, w), G(z, w)) ♦ù F ❡t G s♦♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Cn ❡t Cd✳ ❊♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦r♠❛❧❡s✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡

✸✸
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H ❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡♥tr❡ sér✐❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Q′(F (z,Q(z, χ, τ)), H̄(χ, τ)) = G(z,Q(z, χ, τ)). ✭✷✳✷✮

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t q✉❡ H = (F,G) ✈ér✐✜❡ ❏❛❝H≡/ 0✳
❉❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ❞❡ ✭✷✳✷✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t

s✉✐✈❛♥t

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✳ ❉❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❏❛❝H≡/ 0 ✐♠♣❧✐q✉❡

❞❡t
∂

∂z

(
F (z,Q (z, χ, τ))

)
≡/ 0. ✭✷✳✸✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ F (z,Q (z, χ, τ)) ♣❛r
r❛♣♣♦rt à z✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡

∂

∂z

(
F (z,Q (z, χ, τ))

)
=
∂F

∂z
(z,Q (z, χ, τ))+

∂F

∂w
(z,Q (z, χ, τ))·

∂Q

∂z
(z, χ, τ) .

✭✷✳✹✮
❉❡ ♠ê♠❡✱

∂

∂z

(
G (z,Q (z, χ, τ))

)
=
∂G

∂z
(z,Q (z, χ, τ))+

∂G

∂w
(z,Q (z, χ, τ))·

∂Q

∂z
(z, χ, τ) .

✭✷✳✺✮
❈❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t✱ ❡♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱ à

∂H

∂(z, w)
(z,Q (z, χ, τ))·

(
In

∂Q

∂z
(z, χ, τ)

)
=

(
∂
∂z

(
F (z,Q (z, χ, τ))

)
∂
∂z

(
G (z,Q (z, χ, τ))

)
)
. ✭✷✳✻✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❛♣rès ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✷✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ z✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∂Q′

∂z′
(
F (z,Q (z, χ, τ)) , H̄(χ, τ)

)
·
∂

∂z

(
F (z,Q (z, χ, τ))

)

=
∂

∂z

(
G (z,Q (z, χ, τ))

) ✭✷✳✼✮

❉♦♥❝

∂H

∂(z, w)
(z,Q (z, χ, τ)) ·

(
In

∂Q

∂z
(z, χ, τ)

)

=

(
∂
∂z

(
F (z,Q (z, χ, τ))

)
∂Q′

∂z′

(
F (z,Q (z, χ, τ)) , H̄(χ, τ)

)
· ∂
∂z

(
F (z,Q (z, χ, τ))

)
)
.

✭✷✳✽✮
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❖r✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❏❛❝H≡/ 0 ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥Q ✈ér✐✜❡ ✭✶✳✸✮✳ ∂H
∂(z,w)

(z,Q (z, χ, τ))
❡st ❞♦♥❝ ❞❡ r❛♥❣ n+d ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝✲
t✐♦♥s ❞❡ C[[z, χ, τ ]]✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡
❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✽✮ ❡st ❛✉ss✐ ❞❡ r❛♥❣ ❣é♥ér✐q✉❡ n✳ ❈❡❝✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∂

∂z

(
F (z,Q (z, χ, τ))

)
❡st ❞❡ r❛♥❣ ❣é♥ér✐q✉❡ n✳ ❈❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡

❧❡ ❧❡♠♠❡✳

❖♥ ✈❛ ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é ❞❛♥s ❬✶✾❪ ❡t
❞♦♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ❞❡
❧✬✐❞❡♥t✐té ✭✷✳✷✮✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷ ✭❬✶✾❪✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡
η0 ∈ N

n ❡t δ0 ∈ N
d t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r p0 = |η0|+ |δ0|

∂|η
′|+|δ′|

∂zη′∂τ δ′

∣∣∣∣
z=0
τ=0

❞❡t
∂

∂z

(
F (z,Q(z, χ, τ))

)
≡ 0, ♣♦✉r |η′|+ |δ′| < p0, ✭✷✳✾✮

∂|η0|+|δ0|

∂zη0∂τ δ0

∣∣∣∣
z=0
τ=0

❞❡t
∂

∂z

(
F (z,Q(z, χ, τ))

)
≡/ 0 ✭✷✳✶✵✮

❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ N
n✱ β ∈ N

d✱ t❡❧s q✉❡ |α| + |β| > 0 ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
✉♥✐✈❡rs❡❧s ❡♥ ❧❡✉rs ❛r❣✉♠❡♥ts Rα,β,η0,δ0 ✈ér✐✜❛♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t r ∈ {1, . . . , d}✱

∂|β|

∂τβ

∣∣∣∣
τ=0

Q′r
α(H̄(χ, τ))

=

Rα,β,η0,δ0

((
∂|η|+|δ|

∂zη∂τδ

∣∣∣
z=0
τ=0

H(r)(z,Q(z, χ, τ))

)

|η|+|δ|≤(|α|+|β|)(p0+1)

)

(
∂|η0|+|δ0|

∂zη0∂τδ0

∣∣∣
z=0
τ=0

❞❡t ∂
∂z

(F (z,Q(z, χ, τ)))

)2(|α|+|β|)−1

✭✷✳✶✶✮

♦ù Q′r
α ❡st ❧❛ r✲✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ Q′

α✱ ❡t H
(r)(z, w) := (F (z, w), Gr(z, w))

❛✈❡❝ Gr ❧❛ r✲✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ G = (G1, . . . , Gd)✳

▲❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷ ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✸✳ ❉❛♥s ❧❛ s✐t✉t❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t β ∈ N
d✱ α, γ ∈ N

n✱
∂|γ|+|β|

∂χγ∂τβ

∣∣∣
τ=0

Q′
α(H̄(χ, τ)) ❝♦♥✈❡r❣❡✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✜①❡ γ ∈ N
n✳ P♦✉r |α| = |β| = 0✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t z = 0✱

τ = 0 ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❣râ❝❡ à ✭✶✳✸✮✱ Q′(0, H̄(χ, 0)) = G(0)✳
❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ Q′✱ ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✷✳✶✮✱ q✉❡
Q′

0(H̄(χ, 0)) ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✳

P♦✉r |α| + |β| > 0✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ∂|γ|+|β|

∂χγ∂τβ

∣∣∣
τ=0

Q′
α(H̄(χ, τ)) ❝♦♥✈❡r❣❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡

∂|γ|

∂χγ à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ∂|γ|+|β|

∂χγ∂τβ

∣∣∣
τ=0

Q′r
α(H̄(χ, τ)) ❡st ✉♥

q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❞❡✉① sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s✳ ▲❡ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❡t ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛✲
t❡✉r ❞❡ ❝❡ q✉♦t✐❡♥t s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ Q q✉✐ ❡st ✉♥❡
sér✐❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❡t ❡♥ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ H ❛✉ ♣♦✐♥t (0, Q(0, χ, 0)) = 0✳ ❆✐♥s✐
∂|γ|+|β|

∂χγ∂τβ

∣∣∣
τ=0

Q′r
α(H̄(χ, τ)) ❡st ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❞❡✉① sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s

❞♦♥t ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡
∂|γ|+|β|

∂χγ∂τβ

∣∣∣
τ=0

Q′r
α(H̄(χ, τ)) ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝

❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

✷✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ét❛❜❧✐t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❞❡
❥❛❝♦❜✐❡♥ ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧ ❡♥tr❡ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ❛✈❡❝ d = 1 ❡t ♦♥
✉t✐❧✐s❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳

❙♦✐t R ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥
❞é✜♥✐❡ ♣❛r

R(z′, χ, τ) := Q′(z′, H̄(χ, τ)), ✭✷✳✶✷✮

♦ù (z, χ, τ) ∈ C
n × C

n × C✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦✐t s♦♥ ♥♦♠ ❛✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ r❡✢é①✐♦♥
❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊❧❧❡ ❛ ❞✬❛❜♦r❞ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r
❇❛♦✉❡♥❞✐✱ ❏❛❝♦❜♦✇✐t③ ❡t ❚rè✈❡s ❡♥ ✶✾✽✺ ❞❛♥s ❬✼❪✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❡st ❞✉❡ à ❍✉❛♥❣ q✉✐ ❧✬❛ ♥♦♠♠❡ ❛✐♥s✐ ❡♥ ✶✾✾✻ ❞❛♥s ❬✶✻❪✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
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❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✳ ❙♦✐❡♥t M ✱ M ′ ❞❡✉① ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❛♥s
C
n+1 ♣❛ss❛♥t ♣❛r ✵ ❡t H : (Cn×C, 0) → (Cn×C, 0) ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡

❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′ ✈ér✐✜❛♥t ❏❛❝H≡/ 0✳ ❙✐ M ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥
✵ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ R ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✷✳✶✷✮ ❡st ✉♥❡ sér✐❡
❡♥t✐èr❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s s✉✐✈r❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❬✷✺❪✳
❉✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ét❛❜❧✐t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❙♦✐❡♥t M ✱ M ′ ❞❡✉① ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s
❞❛♥s C

n+1 ♣❛ss❛♥t ♣❛r ✵ ❡t H : (Cn × C, 0) → (Cn × C, 0) ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❢♦r♠❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′✳ ❙✐ ❏❛❝H≡/ 0✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t
γ ∈ N

n ❡t β ∈ N✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡

(z′, χ) ∈ (Cn × C
n, 0) 7→

∂|γ|+β

∂χγ∂τβ

∣∣∣∣
τ=0

R(z′, χ, τ)

❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉✐✈✲
❛♥t ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❬✷✺❪ q✉❡ ❧✬♦♥ ❥♦✐♥t ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡
❝♦♠♣❧ét✉❞❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✸ ✭❬✷✺❪✱ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✮✳ ❙♦✐t (ui(t))i∈I ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s
❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❞❛♥s C{t} ❛✈❡❝ t = (t1, . . . , tq)✱ q ∈ N

∗✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ (Ki(ζ))i∈I
✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❞❛♥s C{ζ}✱ ζ = (ζ1, . . . , ζr)✱ r ∈
N

∗✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

✶✳ ■❧ ❡①✐st❡ R > 0 t❡❧ q✉❡ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ Ki✱ i ∈ I✱ ❡st
s✉♣ér✐❡✉r à R

✷✳ P♦✉r t♦✉t ζ ∈ C
r ✈ér✐✜❛♥t |ζ| < R✱ ♦♥ ❛ |Ki(ζ)| ≤ Ci ♦ù Ci > 0

✸✳ ■❧ ❡①✐st❡ V (t) ∈ (C[[t]])r✱ V (0) = 0✱ t❡❧ q✉❡ Ki ◦ V (t) = ui(t) ♣♦✉r t♦✉t
i ∈ I✳

❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ R′ > 0 t❡❧ q✉❡ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ui✱ i ∈ I✱ ❡st
s✉♣ér✐❡✉r à R′ ❡t t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ C

q ✈ér✐✜❛♥t |t| < R′✱ ♦♥ ❛ |ui(t)| ≤ Ci✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ (Ki(ζ) − ui(t))i∈I ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ sér✐❡s
❡♥t✐èr❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❡t V ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✈ér✐✜❛♥t V (0) = 0
❡t Ki(V (t)) − ui(t) = 0 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❆rt✐♥ ✐♠♣❧✐q✉❡
❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ V à ❝❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s t❡❧ q✉❡
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V(0) = 0✳ ❋✐①♦♥s R′ ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ V ❡t t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r
|t| < R′✱ |V(t)| < R✳ ❆❧♦rs✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ Ki ❡st ❞❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
s✉♣ér✐❡✉r à R✱ ❝❤❛q✉❡ ui = Ki ◦ V(t) ❡st ❞❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉r
à R′✳ ❉❡ ♣❧✉s ❣râ❝❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✷✱ ♣♦✉r t♦✉t |t| < R′✱ ♦♥ ❛ |ui(t)| ≤ Ci✳

▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ✈❛ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s β = |γ| = 0✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ R(z′, χ, 0) ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ♦♥
r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡

R(z′, χ, 0) = Q′(z′, H̄(χ, 0)) =
∑

α∈Nn

Q′
α(H̄(χ, 0))z′

α
. ✭✷✳✶✸✮

❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶ ❞❡ ❬✷✺❪✱
q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s r ❡t R0 t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (Q′

α(H̄(χ, 0)))α ❡st s✉♣ér✐❡✉r à
r ❡t t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t χ ❞❡ ♥♦r♠❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à r ❡t t♦✉t α ∈ N

n✱ ♦♥ ❛

|Q′
α(H̄(χ, 0))| ≤ R

|α|+1
0 . ✭✷✳✶✹✮

❈❡❝✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❤♦❧♦♠♦r✲
♣❤✐❡ ❞❡ Q′ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ r1 ❡t R ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s t❡❧❧❡s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t
α, µ ∈ N

n✱ ν ∈ N ❡t ♣♦✉r t♦✉t (χ′, τ ′) ∈ C
n+1 ✈ér✐✜❛♥t |(χ′, τ ′)| < r1✱ ♦♥ ❛

∣∣∣∣
∂|µ|+νQ′

α

∂χ′µ∂τ ′ν
(χ′, τ ′)

∣∣∣∣ ≤ (µ, ν)!R|α|+|µ|+ν+1, ✭✷✳✶✺✮

♦ù (µ, ν) ❡st ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ µ ❡t ❞❡ ν✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✸ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ✭✷✳✶✹✮✳

❊♥ ❡✛❡t✱
✲ P♦✉r t♦✉t α ∈ N

n, Q′
α (χ

′, τ ′) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t s♦♥ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st
s✉♣ér✐❡✉r à r1✱

✲ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ν = |µ| = 0 ❞❛♥s ✭✷✳✶✺✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
(χ′, τ ′) ∈ C

n+1✱ ✈ér✐✜❛♥t |(χ′, τ ′)| < r1✱ ♦♥ ❛ |Q′
α(χ

′, τ ′)| ≤ R|α|+1✱
✲ Q′

α(H̄(χ, 0)) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✸✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s β = |γ| = 0 ❡st ❞♦♥❝ ❛❝❤❡✈é❡ ♣✉✐sq✉❡ ✭✷✳✶✹✮ ❡st

✈❛❧❛❜❧❡ ❛✈❡❝ R0 = R✳
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❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ ❖♥ ✜①❡ γ ∈ N

n ❡t β ∈ N t❡❧s q✉❡ β + |γ| > 0✳ ❙✐ ♦♥ é❝r✐t ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ R ❡♥ z′✱

R(z′, χ, τ) = Q′(z′, H̄(χ, τ)) =
∑

α∈Nn

Q′
α(H̄(χ, τ))z′

α
, ✭✷✳✶✻✮

♦♥ ❛

∂|α|+|γ|+βR

∂z′α∂χγ∂τβ
(z′, χ, τ) =

∂|γ|+β

∂χγ∂τβ

(
∂|α|Q′

∂z′α
(
z′, H̄ (χ, τ)

))
. ✭✷✳✶✼✮

■❧ s✉✣t ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ∂|γ|+β

∂χγ∂τβ

∣∣∣
τ=0

R(z′, χ, τ)✱ ❞❡ ♠♦♥✲

tr❡r q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ψβ,γα (χ) :=
∂|α|+|γ|+βR

∂z′α∂χγ∂τβ
(0, χ, 0) = α!

∂|γ|+β

∂χγ∂τβ

∣∣∣∣
τ=0

Q′
α(H̄(χ, τ)) ✭✷✳✶✽✮

✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r rβ,γ > 0 ❡t Rβ,γ > 0 t❡❧s
q✉❡ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

(
ψβ,γα

)
α∈Nn ❡st

s✉♣ér✐❡✉r à rβ,γ ❡t t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ N
n ❡t t♦✉t χ ∈ C

n ✈ér✐✜❛♥t
|χ| < rβ,γ✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

|ψβ,γα (χ)| ≤ α!R
|α|+1
β,γ . ✭✷✳✶✾✮

▼♦♥tr♦♥s ✭✷✳✶✾✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✸✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✜①❡ α ∈ N
n✳ ❉❡

✭✷✳✶✽✮ ❡t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✸✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ψβ,γα (χ) ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t
♠✉❧t✐✲✐♥❞✐❝❡ µ ∈ N

n✱ ν ∈ N t❡❧ q✉❡ |µ| ≤ |γ|✱ ν ≤ β✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ P β,γ

ν,µ t❡❧ q✉❡

ψβ,γα (χ) = α!
∑

|µ|≤|γ|
ν≤β

P β,γ
ν,µ



(
∂|δ|+ηH̄

∂χδ∂τ η
(χ, 0)

)

1≤|δ|≤|γ|
1≤η≤β


 ∂|µ|+νQ′

α

∂χµ∂τ ν
(H̄(χ, 0)).

✭✷✳✷✵✮

▲❛ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ hβ,γα ❡♥ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

(
(Λδ,η)1≤|δ|≤|γ|

1≤η≤β

, χ′, τ ′
)

∈ C
Nβ,γ × C

n+1
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♦ù Nβ,γ = (n+1)Card {(δ, η) ∈ N
n × N, 1 ≤ |δ| ≤ |γ|, 1 ≤ η ≤ β}✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

hβ,γα

(
(Λδ,η)1≤|δ|≤|γ|

1≤η≤β

, χ′, τ ′
)

:= α!
∑

|µ|≤|γ|
ν≤β

P β,γ
ν,µ



(
Λδ,η +

∂|δ|+ηH̄

∂χδ∂τ η
(0)

)

1≤|δ|≤|γ|
1≤η≤β


 ∂|µ|+νQ′

α

∂χµ∂τ ν
(χ′, τ ′)

✭✷✳✷✶✮

❡st ❛❧♦rs ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✭✷✳✶✺✮✱ ♦♥
♦❜s❡r✈❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Rβ,γ t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r (Λδ,η)1≤|δ|≤|γ|

1≤η≤β

❞❡ ♥♦r♠❡

✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✶ ❞❛♥s CNβ,γ ❡t (χ′, τ ′) ❞❡ ♥♦r♠❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à r ❞❛♥s Cn+d✱ ♦♥ ❛✱
♣♦✉r t♦✉t α ∈ N

n

∣∣∣∣h
β,γ
α

(
(Λδ,η)1≤|δ|≤|γ|

1≤η≤β

, χ′, τ ′
)∣∣∣∣ ≤ α!R

|α|+1
β,γ . ✭✷✳✷✷✮

❉♦♥❝✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡

hβ,γα



(
∂|δ|+ηH̄

∂χδ∂τ η
(χ, 0)−

∂|δ|+ηH̄

∂χδ∂τ η
(0)

)

1≤|δ|≤|γ|
1≤η≤β

, H̄(χ, 0)


 = ψβ,γα (χ) ✭✷✳✷✸✮

❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✸✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✾✮✳ ❈❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥✲
str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡
❧❡♠♠❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❆rt✐♥ ❬✶❪ ❡t ♦♥
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❬✷✺❪✳ ▲❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ét❛❜❧✐s ♣❛r ●❛❜r✐❡❧♦✈
❞❛♥s ❬✶✺❪✳ ❊❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❬✶✵❪✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹ ✭❬✷✺❪✱ ▲❡♠♠❡ ✻✳✶✮✳ ❙♦✐t T (x, u) ∈ (C[[x, u]])r✱ x ∈ C
q✱ u ∈ C

s

t❡❧ q✉❡ T (0) = 0✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ T (x, u) ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡❛✉
C[[x, u, y]]✱ y ∈ C

q✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ϕ(T (x, u); x, u, y) = 0

♦ù ϕ ∈ C[[W,x, u, y]] ❛✈❡❝ W ∈ C
r✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t

♠✉❧t✐✲✐♥❞✐❝❡ β ∈ N
q✱ ❧❛ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡

[
∂|β|ϕ

∂yβ
(W ; x, u, y)

]
y=x

❝♦♥✈❡r❣❡✳
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❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ k✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r✲✉♣❧❡t ❞❡ sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s ❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥t❡s T k(x, u) t❡❧ q✉❡ ϕ(T k(x, u); x, y, u) = 0 ❞❛♥s C[[x, u, y]] ❡t t❡❧ q✉❡
T k(x, u) ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ T (x, u) ❡♥ ✵ ❥✉sq✉✬à ♦r❞r❡ k✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ T (x, u) ✈ér✐✜❡ ϕ(T (x, u); x, u, y) = 0✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ W ✱

([
∂|β|ϕ

∂yβ
(W ; x, u, y)

]

y=x

)

β∈Nq

= 0.

P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❆rt✐♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ k✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ sér✐❡
❡♥t✐èr❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ T k(x, u) q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ T (x, u) ❡♥ ✵ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ k
t❡❧❧❡ q✉❡ ([

∂|β|ϕ

∂yβ
(
T k(x, u); x, u, y

)]

y=x

)

β∈Nq

= 0.

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✐❞❡♥t✐té éq✉✐✈❛✉t à ϕ(T k(x, u); x, u, y) = 0✳ ❈❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧❡
❧❡♠♠❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✳ ❙♦✐❡♥t J (x) ∈ (C{x})r✱ x ∈ C
k✱ k, r ≥ 1 ❛✈❡❝ J (0) = 0

❡t V(t) ∈ C[[t]]✱ t ∈ C
r✳ ❙✐ V ◦ J ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t s✐ ❧❡ r❛♥❣ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ J ❡st

é❣❛❧ à r✱ ❛❧♦rs V ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛✉ss✐✳

❖♥ ❛✉r❛ ❛✉ss✐ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❡❣r❡ ♣♦✉r ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ M ✱
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐èr❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❞♦♥t ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥s ✿

v1 :z ∈ (Cn, 0) 7→ (z, 0),

v2 :(z, ξ) ∈ (C2n, 0) 7→ (z,Q(z, ξ, 0)),

v3 :(z, ξ, ζ) ∈ (C3n, 0) 7→ (z,Q(z, ξ, Q̄(ξ, ζ, 0))).

✭✷✳✷✹✮

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ M ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛❢✲
✜r♠❡r q✉❡ ❧❡ r❛♥❣ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ v2 ✭❡t ❞❡ v3✮ ❡st n + 1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❡ v2 ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡

(
In 0n,n

∂Q

∂z
(z, ξ, 0) ∂Q

∂χ
(z, ξ, 0)

)
. ✭✷✳✷✺✮

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
∂Q

∂χ
(z, ξ, 0) ❡st ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧✳ ❘❛✐s♦♥♥♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t
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q✉❡ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r ❡st ♥✉❧✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs q✉❡ Q(z, χ, 0) = Q(z, 0, 0)✳ ❈♦♠♠❡
❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ♥✉❧❧❡ ♣❛r ✭✶✳✸✮✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✶✳✷✮ q✉❡✱
❧❛ s♦✉s✲✈❛r✐été M ❝♦♥t✐❡♥t✱ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ✵✱ ✉♥ ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲✈❛r✐été
{(z, 0) ∈ C

n × C}✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ M ❡♥ ✵✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t τ = Q̄(χ, z,Q(z, ξ, 0)) ❞❛♥s
✭✷✳✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Q′ (F (z,Q (z, χ, Q̄(χ, z,Q(z, ξ, 0))
))
, H̄
(
χ, Q̄(χ, z,Q(z, ξ, 0))

))

= G
(
z,Q

(
z, χ, Q̄(χ, z,Q(z, ξ, 0))

))
.

✭✷✳✷✻✮

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✶✳✹✮✱

Q′
(
F (z,Q(z, ξ, 0))) , H̄

(
χ, Q̄(χ, z,Q(z, ξ, 0))

))
= G (z,Q(z, ξ, 0))) , ✭✷✳✷✼✮

❝✬❡st à ❞✐r❡

Q′
(
F ◦ v2(z, ξ), H̄ ◦ v̄3(χ, z, ξ)

)
= G ◦ v2(z, ξ). ✭✷✳✷✽✮

❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ R s❛t✐s❢❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

R (F ◦ v2 (z, ξ) , v̄3 (χ, z, ξ))−G ◦ v2 (z, ξ) ≡ 0. ✭✷✳✷✾✮

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✾✮ ❛✈❡❝
x = ξ✱ u = z✱ y = χ✱ T (x, u) = H ◦ v2(z, ξ) = (F ◦ v2 (z, ξ) , G ◦ v2 (z, ξ))✱
W = (λ, µ) ∈ C

n × C ❡t

ϕ((λ, µ); ξ, z, χ) = R(λ, v̄3(χ, z, ξ))− µ.

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ϕ ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt à χ é✈❛❧✉é❡s ❡♥ χ = ξ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ❞ér✐✈é❡s ♠❡tt❡♥t ❡♥ ❥❡✉ ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ v3 q✉✐ s♦♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❡t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
∂|γ|+|β|R
∂χγ∂τβ

(λ, v̄3(χ, z, ξ))|χ=ξ✳ ❖r✱ ♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭✶✳✹✮✱ ♦♥ ❛ v3(ξ, z, ξ) = v1(ξ) =

(ξ, 0)✱ ❞♦♥❝ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✹✳ P❛r

❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ k✱ ✐❧ ❡①✐st❡ T k(z, ξ) =
(
T ′k(z, ξ), T k

n+1 (z, ξ)
)

✉♥❡ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❡♥ ✵ ❛✈❡❝ H◦v2(z, ξ) ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡
k ❡t t❡❧❧❡ q✉❡

R
(
T ′k(z, ξ), v̄3(χ, z, ξ)

)
≡ T k

n+1(z, ξ).

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ R ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ✐❧ s✉✣t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ Pr♦♣♦st✐♦♥
✷✳✷✳✺✱ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ ♣♦✉r k ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (z, χ, ξ) ∈ C

3n 7→(
T ′k(z, ξ), v̄3(χ, z, ξ)

)
∈ C

2n+1 ❡st ❞❡ r❛♥❣ ❣é♥ér✐q✉❡ 2n+ 1✳

●râ❝❡ ❛✉① ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
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✶✳ (z, χ, ξ) ∈ C
3n 7→ (v2(z, ξ), v̄3(χ, z, ξ)) ∈ M ❡st ❞❡ r❛♥❣ ❣é♥ér✐q✉❡ 2n+1

❝❛r M ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡

✷✳ (z, w, χ, τ) ∈ M 7→ (F (z, w), χ, τ) ❡st ❞❡ r❛♥❣ ❣é♥ér✐q✉❡ 2n + 1 ❝❛r F
❡st ❞❡ r❛♥❣ ❣é♥ér✐q✉❡ n ❀

♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ (z, χ, ξ) 7→ (F (v2(z, ξ)), v̄3(χ, z, ξ)) ❡st ❞❡ r❛♥❣ ❣é♥ér✐q✉❡ 2n+1
❞❛♥s (C[[z, χ, ξ]])2n+1✳ ▼❛✐s T k(z, ξ) ❡t H ◦ v2(z, ξ) ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❡♥ ✵ ❥✉sq✉✬à

❧✬♦r❞r❡ k✱ ❞♦♥❝ ♣♦✉r k ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❧❡ r❛♥❣ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡
(
T ′k(z, ξ), v̄3(χ, z, ξ)

)

❡st 2n+ 1✳ ❈❡❝✐ ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✳

✷✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✹✳ ▲❡s ❛r❣✉♠❡♥ts
✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡ rés✉❧t❛t s♦♥t ✐♥s♣✐rés ♣❛r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♣♦✉r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❥❡ts q✉✐ ✜❣✉r❡♥t ❞❛♥s
❬✶✾❪✳

✷✳✸✳✶ ❯♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ✈❛ é♥♦♥❝❡r ♣✉✐s ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ ❧❡♠♠❡ ✐♥s♣✐ré ❞❡
❬✶✾❪✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✶✳ ❙♦✐❡♥t P (x, Y ) ∈ (C{x, Y })N ✱ x ∈ C
n1✱ Y ∈ C

N ✱ ❡t ϕ0(x, t) ∈
(C[[x, t]])N ✱ ϕ(0) = 0✱ t ∈ C

d t❡❧s q✉❡

❞❡t
∂P

∂Y
(x, ϕ0(x, t))≡/ 0.

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t β ∈ N
d ∂|β|

∂tβ

∣∣∣
t=0

P (x, ϕ0(x, t)) s♦✐t ✉♥❡ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡

❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t β ∈ N
d ∂|β|ϕ0

∂tβ
(x, 0) ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡

❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ✈❛ ♥é❝éss✐t❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✐ss✉❡
❞❡ ❬✶✾❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ✭❬✶✾❪✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✮✳ ❙♦✐❡♥t P (x, Y ) ∈ (C[[x, Y ]])N ✱
x ∈ C

n1✱ Y ∈ C
N ✱ ❡t ϕ0(x, t) ∈ (C[[x, t]])N ✱ ϕ0(0) = 0✱ t ∈ C

d t❡❧s q✉❡

❞❡t
∂P

∂Y
(x, ϕ0(x, t))≡/ 0. ✭✷✳✸✵✮



✹✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙ ❋❖❘▼❊▲▲❊❙

❙♦✐❡♥t α0 ∈ N
n1✱ β0 ∈ N

d t❡❧s q✉❡

∂|α0|+|β0|

∂xα0∂tβ0

∣∣∣∣
x=0
t=0

❞❡t
∂P

∂Y
(x, ϕ0(x, t)) 6= 0. ✭✷✳✸✶✮

❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ ϕ(x, t) ✈ér✐✜❛♥t

✶✳ ♣♦✉r t♦✉t (α, β) ∈ N
n1×N

d t❡❧s q✉❡ |α| ≤ |α0| ❡t |β| ≤ |β0| ✿
∂|α|+|β|ϕ

∂xα∂tβ
(0) =

∂|α|+|β|ϕ0

∂xα∂tβ
(0)✱

✷✳ ✐❧ ❡①✐st❡ k ∈ N t❡❧ q✉❡ ∂|β|

∂tβ

∣∣∣
t=0

P (x, ϕ(x, t)) = ∂|β|

∂tβ

∣∣∣
t=0

P (x, ϕ0(x, t))✱

♣♦✉r |β| ≤ |β0|+ k✱

♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t β ∈ N
d ✈ér✐✜❛♥t |β| ≤ k✱

∂|β|ϕ

∂tβ
(x, 0) =

∂|β|ϕ0

∂tβ
(x, 0). ✭✷✳✸✷✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✶✳ P♦✉r β ∈ N
d ✜①é✱ ♦♥ ♥♦t❡

Pβ(x) :=
∂|β|

∂tβ

∣∣∣∣
t=0

P (x, ϕ0(x, t)) ∈ (C{x})N .

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐✲

✈❡rs❡❧❧❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①
(
Aν,β

(
(Λµ)1≤|µ|≤|β|

))
|ν|≤|β|

♦ù (Λµ)1≤|µ|≤|β| ∈

C
Nβ ❡t Nβ = (n+ d)Card{µ ∈ N

d, 1 ≤ |µ| ≤ |β|} t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

Pβ(x) =
∑

|ν|≤|β|

∂|ν|P

∂Y ν
(x, ϕ0(x, 0)) · Aν,β

((
∂|µ|ϕ0

∂tµ
(x, 0)

)

1≤|µ|≤|β|

)
. ✭✷✳✸✸✮

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❞❡s sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❡♥ ♣♦s❛♥t

hβ((Λµ)0≤|µ|≤|β|, x) :=
∑

|ν|≤|β|

∂|ν|P

∂Y ν
(x,Λ0) · Aν,β

(
(Λµ)1≤|µ|≤|β|

)
✭✷✳✸✹✮

❡t
Rβ((Λµ)0≤|µ|≤|β|, x) := hβ((Λµ)0≤|µ|≤|β|, x)− Pβ(x). ✭✷✳✸✺✮

❖♥ ✜①❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t L ∈ N ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡

R
(
(Λµ)0≤|µ|≤L , x

)
:=
((
Rβ(Λ0≤|µ|≤|β|), x

))
0≤|β|≤L

. ✭✷✳✸✻✮



✷✳✸✳ ❈❖◆❱❊❘●❊◆❈❊ ❊◆ ❈❖❉■▼❊◆❙■❖◆ ❙❯P➱❘■❊❯❘❊ ✹✺

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ R ❡st ✉♥❡ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❡t ✈ér✐✜❡

R

((
∂|µ|ϕ0

∂tµ
(x, 0)

)

0≤|µ|≤L

, x

)
≡ 0. ✭✷✳✸✼✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❆rt✐♥ ❬✶❪✱ q✉❡ ♣♦✉r

t♦✉t ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ k✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡
(
ϕµ,LK (x)

)
0≤|µ|≤L

∈

(C{x})NL ♦ù NL = (n + d)Card{µ ∈ N
d, |µ| ≤ L}✱ q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ sér✐❡

❢♦r♠❡❧❧❡
(
∂|µ|ϕ0

∂tµ
(x, 0)

)
0≤|µ|≤L

❡♥ ✵ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ k ❡t t❡❧❧❡ q✉❡

R

((
ϕµ,LK (x)

)
0≤|µ|≤L

, x

)
= 0. ✭✷✳✸✽✮

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ϕ(x, t) :=
∑

|µ|≤L

ϕ
µ,L
K (x)

µ!
tµ✳

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t µ ∈ N
d t❡❧ q✉❡ |µ| ≤ L✱ ♦♥ ❛ ∂|µ|ϕ

∂tµ
(x, 0) = ϕµ,LK (x)✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t (α, µ) ∈ N
n1 × N

d t❡❧ q✉❡ |α| ≤ K ❡t |µ| ≤ L✱ ♦♥
❛

∂|α|+|µ|ϕ

∂xα∂tµ
(0) =

∂|α|+|µ|ϕ0

∂xα∂tµ
(0). ✭✷✳✸✾✮

❖♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ✭✷✳✸✽✮ q✉❡ R

((
∂|µ|ϕ

∂tµ
(x, 0)

)
0≤|µ|≤L

, x

)
= 0✱ ❝❡ q✉✐ éq✉✐✈✲

❛✉t à

∂|β|

∂tβ

∣∣∣∣
t=0

P (x, ϕ(x, t)) = Pβ(x) =
∂|β|

∂tβ

∣∣∣∣
t=0

P (x, ϕ0(x, t)), ✭✷✳✹✵✮

♣♦✉r t♦✉t β ∈ N
d ✈ér✐✜❛♥t |β| ≤ L✳

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤♦✐① ❛♣✲
♣r♦♣r✐é ❞❡ K ❡t L✳ ❙✐ α0 ❡t β0 s♦♥t t❡❧s q✉✬✐❧s ✜❣✉r❡♥t ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✷✳✸✳✷ ✭✉♥ t❡❧ ❝❤♦✐① ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ❞❡t∂P

∂Y
(x, ϕ0 (x, t))≡/ 0✮✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t

K = |α0| ❡t L = |β0| + k ♣♦✉r k > 0 ✉♥ ❡♥t✐❡r ✜①é✳ ▲❡s ✐❞❡♥t✐tés ✭✷✳✸✾✮ ❡t
✭✷✳✹✵✮ ❛ss✉r❡♥t q✉❡ ϕ0 ❡t ϕ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷
❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t β ∈ N

d t❡❧ q✉❡ |β| ≤ k✱

∂|β|ϕ0

∂tβ
(x, 0) =

∂|β|ϕ

∂tβ
(x, 0). ✭✷✳✹✶✮

❖r ϕ ❡st ✉♥❡ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ❞♦♥❝ ∂|β|ϕ0

∂tβ
(x, 0) ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ♣♦✉r

|β| ≤ k✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❝✐ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r k✱ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✶
❡st ❞é♠♦♥tré✳
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✷✳✸✳✷ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✹

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✹✳ ❙♦✐❡♥t (M, p) ❡t (M ′, p′)
❞❡✉① ❣❡r♠❡s ❞❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés ❣é♥ér✐q✉❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥
d ≥ 1 ❞❛♥s C

n+d ❛✈❡❝ M ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p ❡t M ′ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t ♥♦♥
❞é❣é♥éré❡ ❡♥ p′✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ H : (Cn+d, p) →
(Cn+d, p′) q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′ t❡❧❧❡ q✉❡ ❏❛❝H≡/ 0✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝✲
t✐♦♥✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ét❛❜❧✐❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡r❛ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ H ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ♦♥ ✈❛ ét❛❜❧✐r s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧❡ ❧♦♥❣
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❙❡❣r❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸ ❡t ❬✹✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ❳❪✮✳ ▲❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❙❡❣r❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✹ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦✲
t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t β ∈ N

d✱ ∂|β|H
∂wβ (z, 0) ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ M ′ ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✲
✐s❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❙t❛♥t♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r αi ∈ N

n ❡t 1 ≤ ri ≤

d✱ ♣♦✉r i ∈ {1, . . . , n} t❡❧s q✉❡ ❞❡t

(
∂Q′rk

αk

∂χ′
l

(χ′, τ ′)

)

k,l

≡/ 0✳ ❙♦✐t P (χ′, τ ′) =
(
P 1(χ′, τ ′), . . . , P n+d(χ′, τ ′)

)
❧❛ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

P k(χ′, τ ′) :=

{
Q′rk

αk(χ
′, τ ′), ♣♦✉r 1 ≤ k ≤ n,

Q′k−n
0 (χ′, τ ′), ♣♦✉r n+ 1 ≤ k ≤ n+ d.

P✉✐sq✉❡ ∂Q′
0

∂τ ′
(χ′, τ ′) = Id ❡t ∂Q′

0

∂χ′ (χ
′, τ ′) = 0✱ ♦♥ ❛

λ(χ′, τ ′) := ❞❡t
∂P

∂(χ′, τ ′)
(χ′, τ ′) = ❞❡t

(
∂Q′rk

αk

∂χ′
l

(χ′, τ ′)

)

k,l

≡/ 0.

❖r H ❡st ❞❡ r❛♥❣ ❣é♥ér✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞♦♥❝ λ(H̄(χ, τ))≡/ 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❣râ❝❡

❛✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✸✱ ❧❛ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ ∂|β|

∂τβ

∣∣∣
τ=0

P (H̄(χ, τ)) ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣♦✉r t♦✉t β ∈

N
d✳ ▲❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✶ ♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t β ∈ N

d ∂|β|

∂τβ

∣∣∣
τ=0

H̄(χ, τ) =

∂|β|H
∂wβ (z, 0) ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ H ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❙❡❣r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r s❡r❛
♣r♦✉✈é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❡❣r❡ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞❡ ❙❡❣r❡ à ♣❛r❛♠ètr❡ ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳
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❊♥ ♣♦s❛♥t τ = Ūj+1 (χ
1, z1, χ2, z2, . . . ; t) ❞❛♥s ✭✷✳✷✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✶✳✷✻✮✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t j ≥ 1✱

Q′
(
F
(
Vj
(
z1, χ2, z2, . . . ; t

))
, H̄
(
V̄j+1

(
χ1, z1, χ2, z2, . . . ; t

)))

= G
(
Vj
(
z1, χ2, z2, . . . ; t

))
.

✭✷✳✹✷✮

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ❙✐ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✹ ❡t
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t β ∈ Nd ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r j ≥ 1✱ ❧❛
sér✐❡

∂|β|

∂tβ

∣∣∣∣
t=0

(
H ◦ Vj(χ

1, z1, χ2, z2, . . . ; t)
)
❝♦♥✈❡r❣❡✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞✉ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❞♦♥t
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬✶✾❪✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✺✳ ❙♦✐❡♥t h(Z) ✉♥❡ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❛✈❡❝ Z = (z, w) ∈ C
n × C

d ❡t
j ≥ 1 ✉♥ ❡♥t✐❡r ✜①é✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t β ∈ N

d

∂|β|

∂tβ

∣∣∣∣
t=0

(
h ◦ Vj(z

1, χ1, . . . ; t)
)
❝♦♥✈❡r❣❡,

❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t γ ∈ N
n+d ❡t t♦✉t β ∈ N

d✱ ∂|β|

∂tβ

∣∣∣
t=0

((
∂|γ|h
∂Zγ

)
◦Vj(z

1, χ1, . . . ; t)
)

❝♦♥✈❡r❣❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r |γ|✳ ▲❡ ❝❛s γ = 0
✈✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❧❡♠♠❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ✈r❛✐
♣♦✉r t♦✉t γ ∈ N

n+d✱ |γ| = l ❡t t♦✉t β ∈ N
d✱ ❡t ♠♦♥tr♦♥s ❧❡ ♣♦✉r γ′ ∈ N

n+d✱
|γ′| = l + 1 ❡t β ∈ N

d✳ ❖♥ ♥♦t❡

Rj
γ(z

1, χ1, . . . ; t) :=

(
∂|γ|h

∂Zγ
◦ Vj

)
(z1, χ1, . . . ; t). ✭✷✳✹✸✮

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s sér✐❡s ∂|β|

∂tβ

∣∣∣
t=0

Rj
γ s♦♥t ❝♦♥✈❡r✲

❣❡♥t❡s✳ ❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ✭✷✳✹✸✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∂Rj
γ

∂t
(z1, χ1, . . . ; t) =

(
∂|γ|+1h

∂Zγ∂w
◦ Vj

)
(z1, χ1, . . . ; t) ·

∂Uj
∂t

(z1, χ1, . . . ; t).

✭✷✳✹✹✮
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❖r ♦♥ ❛ ∂Q

∂τ
(0) = Id ❞✬♦ù ∂Uj

∂t
(0) = Id✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ✭✷✳✹✹✮✱ ♣❛r ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❛❞❥♦✐♥t❡ ❞❡ ∂Uj

∂t
(z1, χ1, . . . ; t)✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡s ❝♦❢❛❝t❡✉rs ♥♦té❡ ❛❞❥
(
∂Uj

∂t
(z1, χ1, . . . ; t)

)
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

(
∂|γ|+1h

∂Zγ∂w
◦ Vj

)
(z1, χ1, . . . ; t) =

∂R
j
γ

∂t
(z1, χ1, . . . ; t) · ❛❞❥

(
∂Uj

∂t
(z1, χ1, . . . ; t)

)

❞❡t∂Uj

∂t
(z1, χ1, . . . ; t)

.

✭✷✳✹✺✮

❙✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ∂|β|

∂tβ

∣∣∣
t=0

à ❧✬✐❞❡♥t✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❛

sér✐❡ ❢♦r♠❡❧❧❡
∂|β|

∂tβ

∣∣∣∣
t=0

(
∂|γ|+1h

∂Zγ∂w
◦ Vj

)(
z1, χ1, . . . ; t

)

❡st ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❞❡✉① sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❞♦♥t ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r

♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ❡♥ ✵✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ∂|β|

∂tβ

∣∣∣
t=0

(
∂|γ|+1h
∂Zγ∂w

◦ Vj

)
(z1, χ1, . . . ; t) ❡st

❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❞ér✐✈é❡s✱ ♦♥ ❞ér✐✈❡ ✭✷✳✹✸✮
♣❛r r❛♣♣♦rt à z1✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

∂Rj
γ

∂z1
(z1, χ1, . . . ; t) =

(
∂|γ|+1h

∂Zγ∂z
◦ Vj

)
(z1, χ1, . . . ; t)

+

(
∂|γ|+1h

∂Zγ∂w
◦ Vj

)
(z1, χ1, . . . ; t) ·

∂Uj
∂z1

(z1, χ1, . . . ; t).

✭✷✳✹✻✮

❚♦✉t❡s ❧❡s sér✐❡s ∂|β|

∂tβ

∣∣∣
t=0

∂R
j
γ

∂z1
(z1, χ1, . . . ; t) s♦♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ sér✐❡

∂|β|

∂tβ

∣∣∣
t=0

Rj
γ(z

1, χ1, . . . ; t) ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r

❧❛ sér✐❡ ∂
∂z1

(
∂|β|

∂tβ

∣∣∣
t=0

Rj
γ(z

1, χ1, . . . ; t)
)
✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛

sér✐❡ ∂|β|

∂tβ

∣∣∣
t=0

(
∂R

j
γ

∂z1
(z1, χ1, . . . ; t)

)
✳

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ∂|β|

∂tβ

∣∣∣
t=0

(
∂|γ|+1h
∂Zγ∂z

◦ Vj

)
(z1, χ1, . . . ; t) ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ∂|β|

∂tβ

∣∣∣
t=0

(
∂|γ|+1h
∂Zγ∂w

◦ Vj

)
(z1, χ1, . . . ; t) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞✬❛♣rès ❧❡

rés✉❧t❛t ét❛❜❧✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡
✷✳✸✳✺✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✉ rés✉❧✲
t❛t s✉✐✈❛♥t q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❬✶✾❪ ❡t q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ✐❞❡♥t✐tés ❡♥tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
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▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✻ ✭❬✶✾❪✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ♣♦✉r
j ≥ 1 ✉♥ ❡♥t✐❡r ✜①é✱ ❝♦♠♠❡ ❏❛❝H≡/ 0 ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r γj ∈ N

d t❡❧ q✉❡

∂|δ
′|

∂tδ′

∣∣∣∣
t=0

❞❡t

((
∂

∂z1
(
F (z1, Q(z1, χ1, τ))

))∣∣∣∣
τ=Ūj+1(χ1,z1,χ2,...;t)

)
≡ 0,

♣♦✉r |δ′| < |γj|,

✭✷✳✹✼✮

∂|γ
j |

∂tγj

∣∣∣∣∣
t=0

❞❡t

((
∂

∂z1
(
F (z1, Q(z1, χ1, τ))

))∣∣∣∣
τ=Ūj+1(χ1,z1,χ2,...;t)

)
≡/ 0, ✭✷✳✹✽✮

❡t✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ k✱ ♦♥ ❛✐t

1

(kγj)!

∂k|γ
j |

∂tkγj

∣∣∣∣∣
t=0



❞❡t

((
∂

∂z1
(
F (z1, Q(z1, χ1, τ))

))∣∣∣∣
τ=Ūj+1(χ1,z1,χ2,...;t)

)k




=

(
1

γj!

∂|γ
j |

∂tγj

∣∣∣∣∣
t=0

❞❡t

((
∂

∂z1
(
F (z1, Q(z1, χ1, τ))

))∣∣∣∣
τ=Ūj+1(χ1,z1,χ2,...;t)

))k

✭✷✳✹✾✮

❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ N
n ❡t β ∈ N

d t❡❧s q✉❡ |α|+|β| > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡
✉♥✐✈❡rs❡❧ ❡♥ s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts Tα,β,γj t❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ❝❡ q✉✐ s✉✐t ✿ ♣♦✉r t♦✉t j ≥ 1
❡t t♦✉t r ∈ {1, . . . , r}✱ ♦♥ ❛ ❧✬✐❞❡♥t✐té

∂|β|

∂tβ

∣∣∣∣
t=0

Q′r
z′α

(
F ◦ Vj(z

1, χ2, z2, . . . ; 0), H̄ ◦ V̄j+1(χ
1, z1, χ2, . . . ; t)

)

=

T
α,β,γj











∂|δ|

∂tδ

∣

∣

∣

∣

t=0





(

∂|η|

∂z1
η H(r)(z1,Q(z1,χ1,τ))

)∣

∣

∣

∣

τ=Ūj+1(χ
1,z1,χ2,...;t)









|η|+|δ|≤(|α|+|β|)(2|γj |+1)−|γj |







(

1
γj !

∂|γ
j |

∂tγ
j

∣

∣

∣

∣

∣

t=0

❞❡t

(

( ∂
∂z1

(F (z1,Q(z1,χ1,τ))))|
τ=Ūj+1(χ

1,z1,χ2,...;t)

))2(|α|+|β|)−1
.

✭✷✳✺✵✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r j✳ P♦✉r j = 1✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r♦✈✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r j ✜①é
❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r j + 1✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✼✳ P♦✉r t♦✉t β ∈ N
d✱ α ∈ N

n ❡t r ∈ {1, . . . , d}✱

∂|β|

∂tβ

∣∣∣∣
t=0

Q′r
z′α

(
F ◦ Vj(z

1, χ2, z2, . . . ; 0), H̄ ◦ V̄j+1(χ
1, z1, χ2, . . . ; t)

)
❝♦♥✈❡r❣❡
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡ ❝❛s |α| = |β| = 0✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t t = 0 ❞❛♥s
✭✷✳✹✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Q′
(
F ◦ Vj

(
z1, χ2, z2, . . . ; 0

)
, H̄ ◦ V̄j+1

(
χ1, z1, χ2, . . . ; 0

))

= G ◦ Vj
(
z1, χ2, z2, . . . ; 0

)
.

✭✷✳✺✶✮

▲❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞♦♥t ♦♥ ✈❡✉t ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣❛r
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

P♦✉r ❧❡ ❝❛s |α|+ |β| > 0✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✻ q✉❡

∂|β|

∂tβ

∣∣∣∣
t=0

Q′r
z′α

(
F ◦ Vj(z

1, χ2, z2, . . . ; 0), H̄ ◦ V̄j+1(χ
1, z1, χ2, . . . ; t)

)

=

Tα,β,γ











∂|δ|

∂tδ

∣

∣

∣

∣

t=0





(

∂|η|

∂z1
η H(r)(z1,Q(z1,χ1,τ))

)∣

∣

∣

∣

τ=Ūj+1(χ
1,z1,χ2,...;t)









|η|+|δ|≤(|α|+|β|)(2|γ|+1)−|γ|







(

1
γ!

∂|γ|

∂tγ

∣

∣

∣

∣

t=0
❞❡t

(

( ∂
∂z1

(F (z1,Q(z1,χ1,τ))))|
τ=Ūj+1(χ

1,z1,χ2,...;t)

))2(|α|+|β|)−1
.

❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❞❡✉① sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ Q✱ q✉✐ s♦♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s✱ ❡t
❡♥ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

∂|δ|

∂tδ

∣∣∣∣
t=0

∂|η|+|µ|H

∂zη∂wµ
(
z1, Q(z1, χ1, Ūj+1(χ

1, z1, χ2, . . . ; t)
)
,

❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ✭✶✳✷✻✮✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

∂|δ|

∂tδ

∣∣∣∣
t=0

(
∂|η|+|µ|H

∂zη∂wµ
◦ Vj

)
(z1, χ2, z2, . . . ; t),

q✉✐ s♦♥t ❛✉ss✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❞✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡
✷✳✸✳✺✳

❘❡✈❡♥♦♥s à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✸ ❡t ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡
❞❡ M ′✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r αi ∈ N

n ❡t 1 ≤ ri ≤ d ♣♦✉r i ∈ {1, . . . , n} t❡❧s q✉❡

❞❡t

(
∂Q′rk

αk

∂χ′
l

(χ′, τ ′)

)

k,l

≡/ 0. ✭✷✳✺✷✮
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❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ Pj+1 : (C
(j+1)n × C

n+d, 0) → (Cn+d, 0) ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥
s✉✐✈❛♥t❡

Pj+1(χ
1, z1, χ2, z2, . . . , Y ) :=




Q′r1

z′α
1 (F (Vj(z

1, χ2, z2, . . . ; 0)), Y )
✳✳✳

Q′rn
z′α

n (F (Vj(z
1, χ2, z2, . . . ; 0)), Y )

Q′1(F (Vj(z
1, χ2, z2, . . . ; 0)), Y )

✳✳✳
Q′d(F (Vj(z

1, χ2, z2, . . . ; 0)), Y )




.

P❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ Pj+1 ❡st ✉♥❡ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡

❞❡t
∂Pj+1

∂Y

(
χ1, z1, χ2, . . . ; H̄ ◦ V̄j+1(χ

1, z1, χ2, . . . ; t)
)
≡/ 0. ✭✷✳✺✸✮

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ♣♦s❡✱ ❞❛♥s ✭✷✳✺✸✮✱ zl = 0 ♣♦✉r l ≥ 1 ❡t χl = 0 ♣♦✉r
l ≥ 2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ V̄j+1(χ

1, 0, . . . ; t) = (χ1, t)✱ ∂Q′

∂χ′ (0, χ
′, τ ′) = 0 ❡t

∂Q′

∂τ ′
(0, χ′, τ ′) = Id ✿

❞❡t
∂Pj+1

∂Y

(
χ1, 0, . . . ; H̄(χ1, t)

)
= ❞❡t

(
∂Q′rk

z′α
k

∂χ′
l

(
0, H̄(χ1, t)

)
)

k,l

= ❞❡t

(
∂Q′rk

αk

∂χ′
l

(
H̄(χ1, t)

))

k,l

,

✭✷✳✺✹✮

q✉✐ ❡st ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧ ❣râ❝❡ à ✭✷✳✺✷✮ ❡t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ H ❡st ❣é♥ér✐q✉❡✲
♠❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✼ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t β ∈ N
d✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

∂|β|

∂tβ

∣∣∣
t=0

Pj+1

(
χ1, z1, χ2, . . . ; H̄ ◦ V̄j+1(χ

1, z1, χ2, . . . ; t)
)
❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱

❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✶ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡✳

❖♥ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✹✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✹✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ▲❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j ≥ 1✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
H◦Vj(χ

1, z1, χ2, . . . ; 0) ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ s❛✐t ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✳✶✷ ✭✈♦✐r
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸ ❡t ❬✹✱ ➓✶✵✳✹✱ ➓✶✵✳✺❪✮ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ (pk)k q✉✐
❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✵ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r j = 2(d+1)✱ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ Vj(χ1, z1, χ2, . . . ; 0)
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❡♥ ❝❤❛q✉❡ pk ❡st é❣❛❧ à n + d ❛✈❡❝ Vj(pk; 0) = 0✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛❢✲
✜r♠❡r q✉❡ V2(d+1)(χ

1, z1, χ2, . . . ; 0) ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✐♥✈❡rs❡ à ❞r♦✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t
❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐é pk ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✵✳ P❛r ❝♦♥✲
séq✉❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ H ◦V2(d+1)(χ

1, z1, χ2, . . . ; 0) ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ✐❧
❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r H✳

✷✳✸✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✻

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✻✱ ♦♥ ✈❛ ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✽✳ ❙♦✐❡♥t (M, p) ❡t (M ′, p′) ❞❡✉① ❣❡r♠❡s ❞✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❛♥s Cn+1✳ ❙✐ M ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡♥ p ❡t
s✐ M ′ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r p′ ❛❧♦rs t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ (M, p) ❞❛♥s (M ′, p′) ❡st s♦✐t ❝♦♥st❛♥t❡
s♦✐t ❞❡ r❛♥❣ ❣é♥ér✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ p = p′ = 0✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶ ❞❡ ❬✺❪ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✾✳ ❙♦✐❡♥t M ❡t M ′ ❞❡✉① ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❛♥s Cn+1 ♣❛s✲
s❛♥t ♣❛r 0 ❡t H : (Cn+1, 0) → (Cn+1, 0) ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡
q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′✱ ❛✈❡❝ M ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡♥ 0 ❡t
M ′ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r 0 ❀ s✐ ❞❡ ♣❧✉s
M ❡t M ′ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❡t s✐ H = (F,G) ∈ C

n ×C✱
❛❧♦rs G ≡ 0 ✐♠♣❧✐q✉❡ H ≡ 0✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❛♥s ❬✷✵❪ ▲❛♠❡❧ ❡t ▼✐r ♣r♦✉✈❡♥t ✉♥ t❤é♦rè♠❡ q✉✐ s✬é♥♦♥❝❡
❛✐♥s✐

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✵ ✭❬✷✵❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✮✳ ❙♦✐❡♥t M ❡t M ′ ❞❡✉① ❤②♣❡rs✉r✲
❢❛❝❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❛♥s C

n+1 ♣❛ss❛♥t ♣❛r 0✳ ❙✐ M ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t ♥♦♥
❞é❣é♥éré❡ ❡♥ 0 ❛❧♦rs t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ H : (Cn+1, 0) →
(Cn+1, 0) ❡♥✈♦②❛♥t M ❞❛♥s M ′ ❡t tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ♣❧❛t❡ ✭✐✳❡✳ ✈ér✐✜❛♥t
❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦r♠❛❧❡s G≡/ 0✮ ❡st ❞❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸✳✽✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s
♣ré❝é❞❡♥ts ❡♥ ♥♦t❛♥t q✉❡ s✐ M ′ ❡st ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ q✉✐ ♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r 0 ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s
❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❝❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t ✭✈♦✐r ❬✷✹❪✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✻✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡
▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✽ ❡t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✹✳
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✷✳✹ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❛rt✐♥✐❡♥

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✷✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ♣❛r ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞✉ ▲❡♠♠❡ ✶✹✳✷ ❞❡ ❬✽❪✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❡t ❡♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶ ♦♥ s❛✐t q✉❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ R ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ ❧❛ sér✐❡ Q′✱ ❧❛ sér✐❡ Q′

α(H̄(χ, τ)) = rα(χ, τ) ❝♦♥✲
✈❡r❣❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ N

n✳ P♦✉r k ∈ N ✜①é✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞✬❆rt✐♥ ❬✶❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ Hk : (Cn × C, 0) → (Cn × C, 0) ✉♥❡ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❤♦❧♦✲
♠♦r♣❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ H ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ k ❡♥ ✵ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡
Q′

α(H̄
k(χ, τ)) = rα(χ, τ)✱ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ N

n✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❧✬✐❞❡♥t✐té
s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥tr❡ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡✱

Q′(z′, H̄(χ, τ)) = Q′(z′, H̄k(χ, τ)). ✭✷✳✺✺✮

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✱ Hk ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ✵ ❞❛♥s M
❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ✵ ❞❛♥s M ′✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡

ρ′ : (z′, w′, χ′, τ ′) ∈ U 7→ w′ −Q′(z′, χ′, τ ′) ∈ C, ✭✷✳✺✻✮

♦ù U ❡st ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ✵ ❞❛♥s C2n+2 s✉✣s❛♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ❡t

ρ̃′(z′, w′, χ′, τ ′) := ρ̄′(χ′, τ ′, z′, w′). ✭✷✳✺✼✮

▲❛ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ρ̃′ ❡st ❞❡ r❛♥❣ ✶ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ✵ ❡t
ρ̃′(z′, w′, χ′, τ ′) = 0 ✐♠♣❧✐q✉❡ ρ′(z′, w′, χ′, τ ′) = 0 ❣râ❝❡ à ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭✶✳✹✮✳ ■❧
❡①✐st❡ ❞♦♥❝✱ u ∈ C[[z′, w′, χ′, τ ′]] t❡❧ q✉❡✱

ρ′(z′, w′, χ′, τ ′) = u(z′, w′, χ′, τ ′).ρ̃′(z′, w′, χ′, τ ′). ✭✷✳✺✽✮

❖♥ ❛✱ ❣râ❝❡ à ✭✷✳✺✺✮✱

ρ′
(
z′, w′, H̄(χ, τ)

)
= ρ′

(
z′, w′, H̄k(χ, τ)

)
, ✭✷✳✺✾✮

❡t ♦♥ s❛✐t q✉❡ Hk ❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

Q′
(
F k (z,Q (z, χ, τ)) , H̄k (χ, τ)

)
= Gk (z,Q (z, χ, τ))

✐✳❡✳ ρ′
(
Hk (z,Q (z, χ, τ)) , H̄k (χ, τ)

)
≡ 0✳ ▼❛✐s✱ ♦♥ ❛

ρ′
(
Hk (z,Q (z, χ, τ)) , H̄k (χ, τ)

)

= ρ′
(
Hk (z,Q (z, χ, τ)) , H̄ (χ, τ)

)
❞✬❛♣rès ✭✷✳✺✾✮

= u
(
Hk (z,Q (z, χ, τ)) , H̄ (χ, τ)

)
.ρ̃′
(
Hk (z,Q (z, χ, τ)) , H̄ (χ, τ)

)

= u
(
Hk (z,Q (z, χ, τ)) , H̄ (χ, τ)

)
.ρ̄′
(
H̄ (χ, τ) , Hk (z,Q (z, χ, τ))

)
.

✭✷✳✻✵✮
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❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ρ̄′
(
H̄(χ, τ), Hk(z,Q(z, χ, τ))

)
≡ 0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡✱

♣✉✐sq✉❡ H ❡♥✈♦✐❡ M ❞❛♥s M ′✱

Q′
(
F (z,Q(z, χ, τ)), H̄(χ, τ)

)
= G(z,Q(z, χ, τ)).

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t Q̄′
(
F̄ (χ, τ) , F (z,Q (z, χ, τ)) , .

)
à ❝❤❛q✉❡

❝♦té ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✱

Q̄′
(
F̄ (χ, τ) , F (z,Q (z, χ, τ)) , Q′

(
F (z,Q (z, χ, τ)) , H̄ (χ, τ)

))

= Q̄′
(
F̄ (χ, τ) , F (z,Q (z, χ, τ)) , G (z,Q (z, χ, τ))

)
.

✭✷✳✻✶✮

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭✶✳✹✮✱ ♦♥ ❛

Ḡ(χ, τ) = Q̄′
(
F̄ (χ, τ), H(z,Q(z, χ, τ))

)
✭✷✳✻✷✮

✐✳❡✳ ρ̄′
(
H̄(χ, τ), H(z,Q(z, χ, τ))

)
≡ 0✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬✐❞❡♥t✐té

ρ̄′
(
H̄(χ, τ), Hk(z,Q(z, χ, τ))

)
≡ 0

❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✷✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❈❘ ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥
♣♦s✐t✐✈❡

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❝♦♥t✐❡♥t
❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❜❛s✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❧❡♠♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✷✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛tt❛❝❤é ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❘ ❧✐ss❡✳
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✸✳

✸✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♣✉✐s
♦♥ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❧❡♠♠❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❙♦✐tM ⊂ C
N ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❣é♥ér✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥

d✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ M ❡st ❞✐t❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p ∈M s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❣❡r♠❡
❞❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ré❡❧❧❡ S ⊂M ♣❛ss❛♥t ♣❛r p t❡❧ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡
❞❡ M ❡♥ q s♦✐t t❛♥❣❡♥t à S ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t q ∈ S ❡t t❡❧ q✉❡ dimR S < dimRM
✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸ ❡t ❬✹✱ ➓✶✳✺❪✮✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✶✷❪✱ ♦♥ ♥♦t❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❘ C∞ f : M → C
N ′

❡t
♣♦✉r p ∈M ✱ Tp(f) ❧❡ ❣❡r♠❡ ❞✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❛♥s
C
N+N ′

q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ❣❡r♠❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ f ❡♥ (p, f(p))✳ ▲✬❡♥t✐❡r dim Tp(f)−
N s❡r❛ ❛♣♣❡❧é ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♥❛❧②❝✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ f ❡♥ p ❡t ♥♦té degp f ✳ ❖♥ ♣❡✉t
r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ M ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♥❛❧②❝✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ f ❡♥
p ❡st ♣♦s✐t✐❢ ✭✈♦✐r r❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✷✮✳

❖♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉✐ s✉✐t ✭✈♦✐r ♣❛r

✺✺
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❡①❡♠♣❧❡ ❬✼✱ ✷✶❪✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ✭Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✮✳ ❙♦✐tM ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❣é♥ér✐q✉❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❞❛♥s C

N ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t p ∈ M ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
u : M → C ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❈❘ ♣rès ❞❡ p ❞❛♥s M ❡t q✉❡ Θ :(
C

2N+1,
(
p, p̄, u (p)

))
→ C ❡st ✉♥ ❣❡r♠❡ ❡♥

(
p, p̄, u (p)

)
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤♦❧♦✲

♠♦r♣❤❡ t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F (Z) = Θ
(
Z, Z̄, u (Z)

)
❡st ❈❘ ♣rès ❞❡ p ❞❛♥s

M ✳ ❆❧♦rs F ❛❞♠❡t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ♣rès ❞❡ p ❞❛♥s C
N ✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ C∞ h : Ω → C
l✱ ❛✈❡❝ Ω ♦✉✈❡rt

❞❛♥s ✉♥❡ ✈❛r✐été ré❡❧❧❡✱ ❡st ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ ♣rès ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t p0 s✐ ❧❡
❣❡r♠❡ ❞❡ h ❡♥ p0 ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts p
❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❞❡ p0 t❡❧s q✉❡ h(p) 6= 0✳

❖♥ ❛✉r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✇❡❞❣❡✳ P♦✉r p ∈ M ✱ ♦♥ ❝♦♥✲
s✐❞èr❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt U ❞❡ p ❞❛♥s CN ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
ré❡❧❧❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ ρ : U → R

d ❞❡ M ♣rès ❞❡ p✳ ❙✐ Γ ❡st ✉♥ ❝ô♥❡ ♦✉✈❡rt
❝♦♥✈❡①❡ ❞❛♥s Rd ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ✵✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✇❡❞❣❡ ❞✬❡❞❣❡ M ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ Γ
❝❡♥tré ❡♥ p t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦✉✈❡rt W ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {Z ∈ U, ρ(Z, Z̄) ∈ Γ}✳

▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❬✶✷❪ ❞♦♥t ♦♥ ✈❛ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é♠♦♥✲
str❛t✐♦♥ ♣❧✉s é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✷✳ ❙♦✐t M ⊂ C
N ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❣é♥ér✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡✱

♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p ∈ M ✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ F : (M, p) → C
s ❡t u : (M, p) → C

t

❞❡✉① ❣❡r♠❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❈❘ C∞ ❡t ψ :
(
C

2N+t+s,
(
p, p̄, u (p), F (p)

))
→

C ✉♥ ❣❡r♠❡ ❡♥
(
p, p̄, u (p), F (p)

)
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

ψ
(
Z, Z̄, u(Z), F (Z)

)
≡ 0 ♣♦✉r Z ∈M ♣rès ❞❡ p ❡t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (Z,w) 7→

ψ
(
Z, Z̄, u (Z), w

)
♥❡ s♦✐t ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ ♣rès ❞❡ (p, F (p)) ❞❛♥sM×

C
s✳ ❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts q ∈ M ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❞❡ p

t❡❧s q✉❡ degq F < s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ✈❛ êtr❡ ♣r♦✉✈é ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧✬❡♥t✐❡r s✳ ❖♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛s ♦ù s = 1✳

❙♦✐t A ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts p1 ♣rès ❞❡ p ❞❛♥s M t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ C ∋ w 7→ ψ
(
p1, p1, u (p1), w

)
❡st ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ ♣rès

❞❡ F (p1) ❞❛♥s C✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r p1 ∈ A ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❞❡

p✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ ψ
(
Z, Z̄, u (Z), w

)
♥✬❡st ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ ♣rès



✸✳✶✳ P❘➱▲■▼■◆❆■❘❊❙ ✺✼

❞❡ (p, F (p)) ❞❛♥s M × C✱ ✐❧ ❡①✐st❡ (p1, p
′
1) ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❞❡

(p, F (p)) t❡❧ q✉❡ ψ
(
p1, p1, u (p1), p

′
1

)
6= 0✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❡ C ∋ w 7→

ψ
(
p1, p1, u (p1), w

)
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ ♣rès ❞❡ F (p1) ❞❛♥s

C✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r Z ∈ A ✜①é✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ C ∋ w 7→

ψ
(
Z, Z̄, u (Z), w

)
♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♣rès ❞❡ F (Z) ❞❛♥s C✱ ✐❧

❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❡♥t✐❡r kZ ≥ 1 t❡❧ q✉❡ ∂|kZ |ψ

∂wkZ

(
Z, Z̄, u (Z), F (Z)

)
6= 0 ❡t✱

♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k < kZ ✱
∂|k|ψ

∂wk

(
Z, Z̄, u (Z), F (Z)

)
= 0✳ ❖♥ ✜①❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t

✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V ❞❡ p ❞❛♥sM s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥t✐❡r s✉✐✈❛♥t

K = min{kZ , Z ∈ A ∩ V }.

❖♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r p1 ∈ A ∩ V t❡❧ q✉❡ kp1 = K ❡t ♦♥ ❛ ✿

∂|K−1|ψ

∂wK−1

(
p1, p1, u (p1), F (p1)

)
= 0, ✭✸✳✶✮

∂|K|ψ

∂wK

(
p1, p1, u (p1), F (p1)

)
6= 0. ✭✸✳✷✮

P✉✐sq✉❡ ψ ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ♣rès ❞❡
(
p, p̄, u (p), F (p)

)
❞❛♥s C

2N+t+1✱ ♣❛r ❧❡

t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ Θ:
(
C

2N+t,
(
p1, p1, u (p1)

))
→ C

✉♥ ❣❡r♠❡ ❡♥
(
p1, p1, u (p1)

)
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ t❡❧ q✉❡ ❧❡s ③ér♦s ❞❡

∂|K−1|ψ

∂wK−1 ♣rès ❞❡
(
p1, p1, u (p1), F (p1)

)
❞❛♥s C2N+t+1 s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧✬éq✉❛✲

t✐♦♥ w = Θ(Z, ζ, ν)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r✱ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z 7→
∂|K−1|ψ

∂wK−1

(
Z, Z̄, u (Z), F (Z)

)
❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ ♣rès ❞❡ p1 ❞❛♥s M ✳ ❊♥

❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡❝✐ ❡st ❢❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r p2 ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❞❡ p1 ❞❛♥s

M t❡❧ q✉❡ ∂|K−1|ψ

∂wK−1

(
p2, p2, u (p2), F (p2)

)
6= 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣♦✐♥t p2 ∈

A ∩ V ❛✈❡❝ kp2 < K✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ K✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
∂|K−1|ψ

∂wK−1

(
Z, Z̄, u (Z), F (Z)

)
≡ 0 ♣♦✉r Z ∈M ♣rès ❞❡ p1 ❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛r✲

q✉❡ s✉r ❧❡s ③ér♦s ❞❡ ∂|K−1|ψ

∂wK−1 ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ F (Z) = Θ
(
Z, Z̄, u (Z)

)
♣rès ❞❡

p1 ❞❛♥s M ✳ ▼❛✐s✱ s✐ p1 ❡st ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ p✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ M ❡st
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p1 ✭❝❛r M ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❡t ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p✮ ❡t ♣❛r ❝♦♥✲
séq✉❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥
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♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ F̃ ❞❡ F ♣rès ❞❡ p1 ❞❛♥s C
N ✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡

F ❡st ❝♦♥t❡♥✉✱ ♣rès ❞❡ p1✱ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ F̃ q✉✐ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ Tp1(F ) ❡st
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à N ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉❡✱ ♣♦✉r V ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ p ❞❛♥s
M ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ p1 ∈ V t❡❧ q✉❡ degp1 F ≤ 0✳ ❈❡❝✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣♦✉r s = 1✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r s − 1✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t
t ∈ N✱ ♣♦✉r t♦✉t ❣❡r♠❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❘ F : (M, p) → C

s−1✱ u : (M, p) →

C
t ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❣❡r♠❡ ❡♥

(
p, p̄, u (p), F (p)

)
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ψ :

(
C

2N+t+s−1,
(
p, p̄, u (p), F (p)

))
→ C✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡

♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r s✳ ❖♥ ♥♦t❡ w = (w′, ws) ∈ C
s−1 × C ❡t F = (F ′, Fs) ∈

C
s−1 × C✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛s ♦ù ψ

(
Z, Z̄, u (Z), F ′ (Z) , ws

)
≡ 0 ♣♦✉r

(Z,ws) ∈ M × C ♣rès ❞❡ (p, Fs(p))✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r
❞❡ ψ ❡♥ ws ❛✉ ♣♦✐♥t Fs(p)✱

ψ(Z, ζ, ν, w′, ws) =
∑

k∈N

ψk(Z, ζ, ν, w
′) (ws − Fs (p))

k , ✭✸✳✸✮

♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✱ ψk
(
Z, Z̄, u (Z), F ′ (Z)

)
≡ 0 ♣rès ❞❡ p ❞❛♥s

M ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ k0 t❡❧ q✉❡ ψk0
(
Z, Z̄, u (Z), w′

)
♥✬❡st ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t

♥✉❧❧❡ ♣rès ❞❡ (p, F ′ (p)) ❞❛♥s M × C
s−1✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡

ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ✉♥ ♣♦✐♥t q ∈M ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❞❡ p t❡❧ q✉❡ degq F
′ <

s− 1 ❡t ❞♦♥❝ t❡❧ q✉❡ degq F < s✳ ❈❡❝✐ ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳
P♦✉r t❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ✐❧ r❡st❡ à tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

(Z,ws) 7→ ψ
(
Z, Z̄, u (Z), F ′ (Z) , ws

)
♥✬❡st ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ ♣rès ❞❡

(p, Fs(p)) ❞❛♥s M × C✳ P❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s = 1✱ ♦♥
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r p1 ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❞❡ p✱ ♦ù M ❡st

♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❡t t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ Θ :
(
C

2N+t+s−1,
(
p1, p1, u (p1), F

′ (p1)
))

→ C ✉♥

❣❡r♠❡ ❡♥
(
p1, p1, u (p1), F

′ (p1)
)
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ✈ér✐✜❛♥t

Fs(Z) = Θ
(
Z, Z̄, u (Z), F ′ (Z)

)
✭✸✳✹✮

♣rès ❞❡ p1 ❞❛♥s M ✳ ❙♦✐t Θ(Z, ζ, ν, w′) =
∑

α∈Ns−1 Θα(Z, ζ, ν)(w
′−F ′(p1))

α ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ Θ ❡♥ w′ ❛✉ ♣♦✐♥t F ′(p1)✳
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❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s Θα

(
Z, Z̄, u (Z)

)
s♦♥t ❈❘ ♣rès ❞❡ p1 ❞❛♥s M

❛❧♦rs ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ✭♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡M ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p1✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ M × C
s−1 ∋ (Z,w′) 7→ Θ

(
Z, Z̄, u (Z), w′

)
∈ C ❛❞♠❡t ✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t

❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ Θ̃ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ (p1, F ′ (p1)) ❞❛♥s CN+s−1✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ F ❡st
❛❧♦rs ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ Θ̃ q✉✐ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
❞❡ CN+s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N + s− 1✳ ❈❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♥❛❧②❝✐té
♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ F ❡♥ p1 ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à s− 1✳

❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠✉❧t✐✲✐♥❞✐❝❡ α ∈ N
s−1 t❡❧ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Θα

(
Z, Z̄, u (Z)

)

♥✬❡st ♣❛s ❈❘✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs L̄ =
∑N

j=1 aj(Z, Z̄)
∂
∂Z̄j

❛✉

✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ p ❞❛♥s C
N ✱ ♦ù a1, . . . aN s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ré❡❧❧❡s

♣rès ❞❡ p✱ t❡❧ q✉❡ L̄|M ❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❈❘ ❡t

L̄
(
Θ
(
Z, Z̄, u (Z), w′

))
≡/ 0

♣rès ❞❡ (p1, F
′(p1)) ❞❛♥s M × C

s−1✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✱ ♦♥
r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Ψ1 ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐♥t(
p1, p1, L̄

(
u(Z)

)∣∣∣
Z=p1

, F ′ (p1)

)
❞❛♥s C2N+t+s−1 t❡❧ q✉❡

L̄
(
Θ
(
Z, Z̄, u (Z), w′

))
= Ψ1

(
Z, Z̄, L̄

(
u(Z)

)
, w′
)

✭✸✳✺✮

♣rès ❞❡ (p1, F ′(p1)) ❞❛♥sM×C
s−1✳ P✉✐sq✉❡M ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡

❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❚✉♠❛♥♦✈ ✭✈♦✐r ❬✹✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✶❪✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ u ❛❞♠❡t
✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ũ ❞❛♥s ✉♥ ✇❡❞❣❡ W ❞✬❡❞❣❡ M ❝❡♥tré ❡♥ p✳ ❖♥
♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ũ ❡st C∞ s✉r W ❥✉sq✉✬à ❧✬❡❞❣❡ M ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♣♦✉r t♦✉t Z ∈ W∪ (M ∩ V )✱ ♦ù V ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ p ❞❛♥s CN ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱
♦♥ ❛

L̄
(
ũ(Z)

)
=

N∑

j=1

aj(Z, Z̄)
∂ũ

∂Zj
(Z).

P♦✉r t♦✉t j ∈ {1, . . . , N}✱ ∂ũ
∂Zj

❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❞❛♥s W ❡t C∞ ❥✉sq✉✬à ❧✬❡❞❣❡
M ✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ U ✱ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s à M
♣rès ❞❡ p ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ũ✱ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❘ ♣rès ❞❡ p ❞❛♥s M ✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭✸✳✺✮✱ ❡t ❝♦♠♠❡ L̄(u(Z)) = L̄(ũ(Z))✱ ♣♦✉r

Z ∈M ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ p✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❣❡r♠❡ ❡♥
(
p1, p1, U(p1), F

′ (p1)
)
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❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✱ Ψ:
(
C

2N+t+Nt+s−1,
(
p1, p1, U(p1), F

′ (p1)
))

→ C

t❡❧ q✉❡

L̄
(
Θ
(
Z, Z̄, u (Z), w′

))
= Ψ

(
Z, Z̄, U (Z), w′

)

♣rès ❞❡ (p1, F
′(p1)) ❞❛♥s M × C

s−1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡

L̄
(
Θ(Z, Z̄, u (Z), F ′ (Z)

)
≡ L̄ (Fs (Z)) ≡ 0

♣rès ❞❡ p1 ❞❛♥s M ❝❛r F ❡st ❈❘ ❀ ❝✬❡st à ❞✐r❡ Ψ
(
Z, Z̄, U (Z), F ′ (Z)

)
≡ 0

♣rès ❞❡ p1 ❞❛♥s M ✳ ❉♦♥❝✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ Ψ
(
Z, Z̄, U (Z), w′

)
≡/ 0 ♣rès

❞❡ (p1, F
′ (p1)) ❞❛♥s M × C

s−1✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡
❞❡❣ré ❞✬❛♥❛❧②t✐❝✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ F ′ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à s − 1 ❡♥ ❞❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ M ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❞❡ p1 ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ p✳ ❈❡❝✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✷✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✶✷❪✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✷✱ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✸✳ ❙♦✐t M ⊂ C
N ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡✱ ♠✐♥✐♠❛❧❡

❡♥ p ∈M ✱ s♦✐t F : (M, p) → C
s ✉♥ ❣❡r♠❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❘ ❡t s♦✐t

ψ :
(
C

2N+2s,
(
p, p̄, F (p), F (p)

))
→ C

✉♥ ❣❡r♠❡ ❡♥
(
p, p̄, F (p), F (p)

)
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

ψ
(
Z, Z̄, F (Z), F (Z)

)
≡ 0

♣♦✉r Z ∈M ♣rès ❞❡ p ❡t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (Z, v, w) 7→ ψ(Z, Z̄, v, w) ♥❡ s♦✐t ♣❛s

✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ ♣rès ❞❡
(
p, F (p), F (p)

)
❞❛♥s M × C

2s✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡

q ∈M ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❞❡ p t❡❧ q✉❡ degq F < s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ψ
(
Z, Z̄, F (Z), w

)
♥✬❡st ♣❛s

✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ ♣rès ❞❡ (p, F (p)) ❞❛♥s M × C
s✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t q✉❡

ψ
(
Z, Z̄, F (Z), F (Z)

)
≡ 0 ♣♦✉r Z ∈ M ♣rès ❞❡ p✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✷ ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♥❛❧②❝✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ F ❡♥ q ❡st
str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à s ♣♦✉r q ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ p✳
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❖♥ tr❛✐t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù ψ
(
Z, Z̄, F (Z), w

)
≡ 0 ♣♦✉r (Z,w) ∈

M×C
s ♣rès ❞❡ (p, F (p))✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r

❞❡ ψ ❡♥ w ❛✉ ♣♦✐♥t F (p) ✿

ψ(Z, ζ, v, w) =
∑

α∈Ns

ψα(Z, ζ, v) (w − F (p))α . ✭✸✳✻✮

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ N
s✱ ψα

(
Z, Z̄, F (Z)

)
≡ 0

♣rès ❞❡ p ❞❛♥s M ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❧❡♠♠❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥

♠✉❧t✐✲✐♥❞✐❝❡ α0 t❡❧ q✉❡ ψα0

(
Z, Z̄, v

)
≡/ 0 ♣rès ❞❡

(
p, F (p)

)
❞❛♥s M × C

s✱ ❡t

❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✷ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té✳

✸✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡ Tp(H)

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❣é♥ér✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
ré❡❧❧❡ M ⊂ C

N ❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ H : M →M ′ ❈❘ C∞ s✉rM à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧ M ′ ⊂ C

N ′
✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉

❞❡❣ré ❞✬❛♥❛❧②❝✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ H ❡t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ Tp(H)
♣♦✉r p ∈ M ✳ ❚♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s
❬✶✷❪✱ ♠❛✐s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s q✉❡ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s s♦♥t é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❬✶✷❪✱ ♥♦✉s ❧❡s ✐♥❝❧✉♦♥s ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ♣❛r s♦✉❝✐ ❞✬❡①❤❛✉st✐✈✐té✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✉♥✐❝✐té
❛✉ ❜♦r❞✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✶✳ ❙♦✐❡♥t M ❡t M ′ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❙✐ H ❛❞♠❡t ✉♥ ♣r♦✲
❧♦♥❣❡♠❡♥t ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ H̃ s✉r ✉♥ ✇❡❞❣❡ ❞✬❡❞❣❡ M ❝❡♥tré ❡♥ p ❛❧♦rs ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❞❡ H̃ ♣rès ❞❡ (p,H(p)) ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s Tp(H)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✷✳ ❙✐ M ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p ∈M ✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ❚✉♠❛♥♦✈ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ q✉❡ H ❛❞♠❡t ✉♥ ✉♥✐q✉❡
♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t H̃ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❞❛♥s ✉♥ ✇❡❞❣❡ ❞✬❡❞❣❡ M ❝❡♥tré ❡♥ p✳ ❆✐♥s✐✱
Tp(H) ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ H̃ ♣rès ❞❡ (p,H(p))✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞❡ Tp(H) ❡♥ p ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à N ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♥❛❧②❝✐té
♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ H ❡♥ p ❡st ♣♦s✐t✐❢✳

▲❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ré❣✉❧✐❡rs ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ Tp(H)✳
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▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✸✳ ❉❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♥❛✲
❧②t✐❝✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ H ❡st ❝♦♥st❛♥t ♣rès ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t p ❞❡ M ✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt U1

p ❞❡ p ❞❛♥s M t❡❧ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Σ1
p ⊂M ∩U1

p ❞❡s ♣♦✐♥ts
q ∈ U1

p ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s Tp(H) ♥✬❡st ♣❛s ré❣✉❧✐❡r ❡♥ (q,H(q)) ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❢❡r♠é ❞✬✐♥tér✐❡✉r ✈✐❞❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U1
p ❞❡ p ❞❛♥s M

s✉r ❧❡q✉❡❧ Tp(H) ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❞❡❣ré
❞✬❛♥❛❧②❝✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ H ❡st ❝♦♥st❛♥t é❣❛❧ à s✳ ❙♦✐t Σ1

p ⊂ M ∩ U1
p ❧✬❡♥s❡♠✲

❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts q ∈ U1
p ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s Tp(H) ♥✬❡st ♣❛s ré❣✉❧✐❡r ❡♥ (q,H(q))✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ré❣✉❧✐❡rs ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❝♦♠♣❧❡①❡✱ Σ1

p ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ M ∩ U1
p ✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧

❡st ❞✬✐♥tér✐❡✉r ✈✐❞❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦✉✈❡rt V ❞❡ M ♥♦♥
✈✐❞❡ ❡t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Σ1

p✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣♦✉r t♦✉t q ∈ V ✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ H ♣rès
❞❡ (q,H(q)) ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞❡ Tp(H) q✉✐
❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à
N+s✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ Tq(H) ❡st ❞♦♥❝ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ àN+s ♣♦✉r t♦✉t
q ∈ V ✳ ◆♦✉s ❛❜♦✉t✐ss♦♥s ❞♦♥❝ à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱
❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♥❛❧②❝✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ H ❡st ❝♦♥st❛♥t é❣❛❧ à s s✉r V ✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✹✳ ❉❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ M ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡
❡♥ p ∈ M ❡t q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♥❛❧②❝✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ H ❡st ❝♦♥st❛♥t é❣❛❧ à s
♣rès ❞❡ p ❞❛♥s M ✳ ◆♦t♦♥s t = N ′ − s✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt
U2
p ⊂ U1

p ❞❡ p ❞❛♥s M ✭❛✈❡❝ U1
p ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✸✮ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❢❡r♠é ❞✬✐♥tér✐❡✉r ✈✐❞❡ Σ2
p ⊂M ∩U2

p t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t q ∈ U2
p \Σ

2
p✱ ✐❧ ❡①✐st❡

❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s (u′, v′) ∈ C
s × C

t ♣rès ❞❡ H(q) ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
H = (F,G) ∈ C

s × C
t✱ ❡t ✉♥ ❣❡r♠❡ ❡♥ (q, F (q)) ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡

Tq :
(
C
N+s, (q, F (q))

)
→ C

t t❡❧s q✉❡ Tp(H) ❡st ❞♦♥♥é ♣rès ❞❡ (q,H(q)) ♣❛r
❧✬éq✉❛t✐♦♥ v′ = Tq (Z, u

′)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Tp(H) ❡st ré❣✉❧✐❡r ❡♥ (q,H(q))✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡M ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p ❡tH ❡st ❈❘ s✉rM ✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❚✉♠❛♥♦✈ ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❤♦❧♦♠♦r✲
♣❤❡ H̃ ❞❡H ❞❛♥s ✉♥ ✇❡❞❣❡W ❞✬❡❞❣❡M ❝❡♥tré ❡♥ p✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t
❡st C∞ ❥✉sq✉✬à ❧✬❡❞❣❡ M ✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✶✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ H̃ ❡st ❝♦♥t❡♥✉
❞❛♥s Tp(H) ♣rès ❞❡ (p,H(p))✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
♦✉✈❡rt ∆ ❞❡ p ❞❛♥s CN t❡❧ q✉❡ (Z, H̃(Z)) ∈ Tp(H) ♣♦✉r t♦✉t Z ∈ ∆ ∩W ✳

❙✐ U1 ❡st ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ p ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✸✱ ♦♥ ♣♦s❡
U2
p = U1

p ∩ ∆ ❡t Σ2
p = Σ1

p ∩ U
2
p ✳ P♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①é q ∈ U2

p \ Σ2
p✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧ Tp(H) ❡st ❞♦♥❝ ré❣✉❧✐❡r ❡♥ (q,H(q))✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré
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❞✬❛♥❛❧②❝✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ H ❡st ❝♦♥st❛♥t é❣❛❧ à s s✉r U1
p ✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ Tp(H)

❡♥ (q,H(q)) ❡st N + s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt U ⊂ U2
p ❞❡ q ❞❛♥s

C
N ✱ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt V ❞❡ H(q) ❞❛♥s CN ′

❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡
f : U × V → C

t ❞❡ r❛♥❣ t ❡♥ (q,H(q)) t❡❧s q✉❡

Tp(H) = {(Z,Z ′) ∈ U × V , f (Z,Z ′) = 0}. ✭✸✳✼✮

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r Z ∈ U ′ = U ∩W ∩ H̃−1(V)✱

f
(
Z, H̃ (Z)

)
= 0. ✭✸✳✽✮

❆✐♥s✐✱ ∂f

∂Z

(
Z, H̃ (Z)

)
+ ∂f

∂Z′

(
Z, H̃ (Z)

)
· ∂H̃
∂Z

(Z) ≡ 0 ❞❛♥s U ′✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥ H̃ ❡st C∞ ❥✉sq✉✬à ❧✬❡❞❣❡ M ✱ ♦♥ ❛ ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡

∂f

∂Z

(
Z, H̃ (Z)

)
+

∂f

∂Z ′

(
Z, H̃ (Z)

)
·
∂H̃

∂Z
(Z) ≡ 0 ✭✸✳✾✮

s✉r M ∩ U ′✳ ▼❛✐s f ❡st ❞❡ r❛♥❣ t ❡♥ (q,H(q)) ❡t ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭✸✳✾✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡
❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ∂f

∂Z
(q,H (q)) s♦♥t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡

∂f

∂Z′ (q,H (q))✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ∂f

∂Z′ (q,H(q)) ❡st t✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s
(u′, v′) ∈ C

s × C
t ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s H = (F,G) ∈ C

s × C
t ❡t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ Tq ♣rès ❞❡ (q, F (q)) ❞❛♥s C
N+s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ③ér♦s ❞❡ f s♦♥t

❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (Z, u′, Tq (Z, u
′)) ∈ C

N × C
s × C

t✳ ❈❡ q✉✐
❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

P♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ rés✉❧t❛t✱ ♦♥ ✈❛ ♥♦t❡r π : CN × C
N ′

→ C
N ❡t π′ : CN ×

C
N ′

→ C
N ′

❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✺✳ ❉❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ M ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡
❡♥ p ∈ M ❡t q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♥❛❧②❝✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ H ❡st ❝♦♥st❛♥t é❣❛❧ à s
♣rès ❞❡ p ❞❛♥s M ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt U3

p ⊂ U2
p ❞❡ p ❞❛♥s M

✭❛✈❡❝ U2
p ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✹✮ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞✬✐♥tér✐❡✉r ✈✐❞❡

Σ3
p ⊂ M ∩ U3

p t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t q ∈ U3
p \ Σ3

p✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
Ωq ❞❡ (q,H(q)) ❞❛♥s C

N+N ′
✈ér✐✜❛♥t

π′
(
Tp (H) |M×CN′ ∩ Ωq

)
⊂M ′.
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ρ′ : CN ′
→ R

d′ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❞é✜♥✐s✲
s❛♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ M ′ ♣rès ❞❡ H(p)✳ P✉✐sq✉❡ H(M) ⊂ M ′✱ ♦♥ ❛ ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉✐✈✲
❛♥t❡

ρ′
(
H(Z), H(Z)

)
≡ 0 ✭✸✳✶✵✮

♣♦✉r Z ∈M ♣rès ❞❡ p✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ U2

p ❡t Σ
2
p r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ p ❞❛♥sM ❡t ❧❡

❢❡r♠é ❞✬✐♥tér✐❡✉r ✈✐❞❡ ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✹✳ ❙♦✐t U3
p ⊂ U2

p ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ p ❞❛♥s M s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ❈♦♠♠❡ M ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡
❡t ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Σ1 ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ U3

p ♦ù M ♥✬❡st ♣❛s ♠✐♥✐♠❛❧❡
❡st ✉♥ ❢❡r♠é ❞✬✐♥tér✐❡✉r ✈✐❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ Σ3

p =
(
Σ2
p ∩ U

3
p

)
∪ Σ1 ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❢❡r♠é

❞✬✐♥tér✐❡✉r ✈✐❞❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t q ∈ U3
p \ Σ

3
p✱ M ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ q ❡t ♦♥

♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s (u′, v′) ∈ C
s × C

t ♣rès ❞❡ H(q)
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s H = (F,G) ∈ C

s×C
t✱ ❡t ✉♥ ❣❡r♠❡ ❡♥ (q, F (q)) ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ Tq :
(
C
N+s, (q, F (q))

)
→ C

t t❡❧s q✉❡ Tp(H) ❡st ❞♦♥♥é ♣rès ❞❡
(q,H(q)) ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ v′ = Tq (Z, u

′)✳ ❙✐ U3
p ❡st ❝❤♦✐s✐ ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t

s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ H ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ♣rès ❞❡ q ∈ U3
p \ Σ3

p ❞❛♥s Tp(H)✱
❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡

G(Z) = Tq(Z, F (Z)) ✭✸✳✶✶✮

♣♦✉r Z ∈M ♣rès ❞❡ q✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡
♣❛r

Ψ(Z, ζ, ν ′, u′) = ρ′
(
u′, Tq (Z, u

′) , ν ′, Tq
(
ζ, ν ′

))
✭✸✳✶✷✮

❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ♣rès ❞❡ (q, q̄, F (q), F (q)) ❞❛♥s C2N+2s ♣♦✉r t♦✉t q ∈ U3
p \Σ

3
p✳

❉✬❛♣rès ✭✸✳✶✶✮ ❡t ✭✸✳✶✵✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

ρ′
(
F (Z) , Tq (Z, F (Z)) , F (Z), Tq (Z, F (Z))

)
≡ 0 ✭✸✳✶✸✮

♣♦✉r Z ∈M ♣rès ❞❡ q✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ♣❛r ✭✸✳✶✸✮✱

Ψ
(
Z, Z̄, F (Z), F (Z)

)
≡ 0 ✭✸✳✶✹✮

♣♦✉r Z ∈M ♣rès ❞❡ q✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♥❛❧②❝✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡H ❡st ❝♦♥st❛♥t
é❣❛❧ à s s✉r U3

p ✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✸✳✶✶✮ q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♥❛❧②❝✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ F
❡st ❝♦♥st❛♥t é❣❛❧ à s s✉r U3

p ✳ ▲✬✐❞❡♥t✐té ✭✸✳✶✹✮ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✸ ✭♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡
q✉❡ M ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ q✮ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡

Ψ(Z, Z̄, ν ′, u′) ≡ 0 ✭✸✳✶✺✮
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♣♦✉r (Z, ν ′, u′) ∈ M × C
2s ♣rès ❞❡ (q, F (q), F (q))✳ ❈❡tt❡ ✐❞❡♥t✐té ❡st éq✉✐✈❛✲

❧❡♥t❡ à
ρ′
(
u′, Tq(Z, u

′), ν ′, Tq(Z, ν ′)
)
≡ 0 ✭✸✳✶✻✮

♣♦✉r (Z, ν ′, u′) ∈M×C
2s ♣rès ❞❡

(
q, F (q), F (q)

)
✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ♦♥ ♣♦s❡

ν ′ = u′ ❞❛♥s ✭✸✳✶✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ (Z, u′, Tq(Z, u′)) ∈M ′ ❞ès q✉❡ Z ❡st ❛ss❡③
♣r♦❝❤❡ ❞❡ q ❞❛♥s M ❡t u′ ❡st ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ F (q) ❞❛♥s Cs✳ ❈❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t
❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té✳

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❧❡♠♠❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉✐té
s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉ ❞❡❣ré ❞✬❛♥❛❧②❝✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❀ ❧❡s ❞ét❛✐❧s s♦♥t ❧❛✐ssés ❛✉ ❧❡❝t❡✉r✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✻✳ ❉❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❢❡r♠é ❞✬✐♥tér✐❡✉r
✈✐❞❡ Σ2 ⊂ M t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♥❛❧②❝✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ H ❡st ❝♦♥st❛♥t s✉r
❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ M \ Σ2✳

✸✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✷✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❣é♥ér✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
ré❡❧❧❡ M ❞❛♥s CN ❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❘ C∞ H : M → M ′ ♦ù M ′ ⊂ C

N ′
❡st

✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧✳ ▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✸ s❡r❛ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉
rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❉❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ M ❡st ♠✐♥✲
✐♠❛❧❡ ❡♥ p ∈M ❡t q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♥❛❧②❝✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ H ❡st ❝♦♥st❛♥t é❣❛❧ à
s ♣rès ❞❡ p ❞❛♥s M ✳ ❙♦✐❡♥t U3

p ❡t Σ3
p ⊂ M ∩ U3

p r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
♦✉✈❡rt ❞❡ p ❞❛♥s M ❡t ❧❡ ❢❡r♠é ❞✬✐♥tér✐❡✉r ✈✐❞❡ ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✺✳
❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t q ∈ U3

p \ Σ
3
p ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ k✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣❡r♠❡

❡♥ q ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❘ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ Hk : (M, q) →M ′ ❞♦♥t ❧❡ ❥❡t ❞✬♦r❞r❡
k ❡♥ q ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡ H✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ▲❡♠♠❡s ✸✳✷✳✹ ❡t ✸✳✷✳✺✱ ♣♦✉r t♦✉t q ∈ U3
p \ Σ3

p✱
♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s Z ′ = (u′, v′) ∈ C

s × C
t ❡t

✉♥ ❣❡r♠❡ ❡♥ (q, F (q)) ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ Tq :
(
C
N+s, (q, F (q))

)
→ C

t

t❡❧s q✉❡ Tp(H) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ v′ = Tq(Z, u
′) ♣rès (q,H(q))✳ ❖♥

♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t tr♦✉✈❡r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ Ωq ❞❡ (q,H(q)) ❞❛♥s C
N+N ′

t❡❧ q✉❡
π′
(
Tp (H) |M×CN′ ∩ Ωq

)
⊂M ′.
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❖♥ ✜①❡ ✉♥ ♣♦✐♥t q ∈ U3
p \ Σ3

p ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐✈❡ k✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❞❡ H ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s Tp(H) ♣rès ❞❡ (q,H (q))✱ ♦♥ ❛ ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡

G(Z) = Tq(Z, F (Z)) ✭✸✳✶✼✮

♣rès ❞❡ q ❞❛♥s M ✳ ❙♦✐t F k ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ F à ❧✬♦r❞r❡ k
❛✉ ♣♦✐♥t q ✭q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❝❛r H ❡st ❈❘✱ ✈♦✐r ❬✹✱
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✼✳✶✹❪✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ Gk ♣rès ❞❡ q ❞❛♥s
C
N ❡♥ ♣♦s❛♥t

Gk(Z) = Tq
(
Z, F k (Z)

)
. ✭✸✳✶✽✮

❆✐♥s✐ Hk =
(
F k, Gk

)
❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ♣rès ❞❡ q ❞❛♥s C

N à
✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s CN ′

✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Hk ❡t ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✼✮✱ ❧❡s k ♣r❡✲
♠✐èr❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ Hk ❛✉ ♣♦✐♥t q ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡ H✳ P♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r
❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♠♦♥tr❡r q✉❡ Hk ❡♥✈♦✐❡
M ❞❛♥s M ′ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ q✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Hk ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ q✉✐
❞é✜♥✐t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t Tp(H) ♣rès ❞❡ (q,H (q)) ❞❛♥s CN+N ′

✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
♦✉✈❡rt Ω̃q ❞❡ (q,H (q)) ❞❛♥s CN+N ′

✱ t❡❧ q✉❡

GHk ∩
(
M × C

N ′
)
∩ Ω̃q ⊂ Tp(H)|M×CN′ ∩ Ωq,

♦ù GHk ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Hk✳ ▼❛✐s ♦♥ s❛✐t✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✺✱
q✉❡

π′
(
Tp (H) |M×CN′ ∩ Ωq

)
⊂M ′.

❈❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ à
s❛✈♦✐r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✸✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✸✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡
❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✸ ❡st ✈r❛✐ q✉❛♥❞ N = 1 ♦✉ N ′ = 1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s C✱
✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ♥✬❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❞❡s s❡s ♣♦✐♥ts✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞♦♥❝ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❙✐ N ′ = 1✱ M ′ ❡st ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧ ❞❡ C✱ s❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈❛✉t ❞♦♥❝ ✵✱ ✶ ♦✉ ✷✳ ❙✐M ′ ❡st ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✵✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥ts ✐s♦❧és✳ ❚♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❈❘ ❧✐ss❡ s✉r M à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s M ′ ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❡st é✈✐❞❡♥t❡✳ ❙✐ M ′ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ C

❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡♥ tr♦♥q✉❛♥t✱ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ♦ù
M ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ H✳ ■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à tr❛✐t❡r ❧❡
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❝❛s ♦ù M ′ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt U
❞❡ M ❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r H ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✐♥❣✉❧✐❡rs
❞❡ M ′✳ ❈♦♠♠❡ M ′ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ♣♦✐♥ts s✐♥❣✉❧✐❡rs ❡st
❞✐s❝r❡t✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❘ H ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r U ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t s✉r
M ✳ ❙✐♥♦♥✱ ❞❛♥s t♦✉t ♦✉✈❡rt ❞❡ M ✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡
♣❛r H ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r ❞❡ M ′✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♦ù M ❡st
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r ❞❡ M ′ ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡♥s❡
❞❛♥sM ✳ ❖r ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ❞❡ s❡s ♣♦✐♥ts ré❣✉❧✐❡rs✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r✱ ❛♣rès
✉♥ ❛♣♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t ❜✐❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✱ q✉❡ M ′ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧✬❛①❡ ré❡❧✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❘ ❧✐ss❡ à ✈❛❧❡✉rs
ré❡❧❧❡s ❛❞♠❡t ✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧✳

▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣♦✉r N,N ′ ≥ 2✳ ❖♥ tr❛✐t❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡
❝❛s ♦ù M ❡st ❣é♥ér✐q✉❡✳ P✉✐sq✉❡ M ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧ Σ1 ❞❡M t❡❧ q✉❡M ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t
p ∈ M \ Σ1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✻✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❢❡r♠é ❞✬✐♥tér✐❡✉r
✈✐❞❡ Σ2 ⊂ M t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♥❛❧②❝✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ H ❡st ❝♦♥st❛♥t s✉r
❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ M \ Σ2✳ ◆♦t♦♥s Σ = Σ1 ∪ Σ2 q✉✐ ❡st ❞♦♥❝
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❢❡r♠é ❞✬✐♥tér✐❡✉r ✈✐❞❡ ❞❡ M ✳ ❖♥ ✜①❡ ✉♥ ♣♦✐♥t p ∈ M \ Σ✱ ♣❛r
❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt U3

p ❞❡ p ❞❛♥s M ❡t
✉♥ ❢❡r♠é ❞✬✐♥tér✐❡✉r ✈✐❞❡ Σ3

p ⊂ M ∩ U3
p t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t q ∈ U3

p \ Σ3
p✱ ❧❛

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✸ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ❡♥ q✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
O =

⋃
p∈M\Σ

(
U3
p \ Σ

3
p

)
❢♦✉r♥✐t ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❙✐M ♥✬❡st ♣❛s ❣é♥ér✐q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t p ∈M \Σ1 ✭♦ù Σ1 ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣♦✐♥ts ♦ùM ♥✬❡st ♣❛s ♠✐♥✐♠❛❧❡✮ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r✱ ❛♣rès ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ p✱ q✉❡M = M̃p×{0} ⊂ C

N−r1
Z1 ×

C
r1
Z2 ♦ù r1 ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ ❡t M̃ ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❣é♥ér✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡

ré❡❧❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ q✉✐ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭✈♦✐r ❬✹✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✽✳✶❪✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❝❛s
❣é♥ér✐q✉❡ tr❛✐té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡♥s❡ Õp ⊂ M̃p t❡❧ q✉❡✱
♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k ♣♦s✐t✐❢ ❡t t♦✉t q̃ ∈ Õp✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❣❡r♠❡ ❡♥
q̃ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❘ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ Hk

1 : (M̃p, q) → M ′ ❞♦♥t ❧❡ k✲❥❡t ❡♥ q̃

❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡ M̃p ∋ Z1 7→ H(Z1, 0)✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡
⋃
p∈M\Σ1

(
Õp × {0}

)

s♦✐t ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡♥s❡ ❞❡ M ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✸✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ▼✳ ❆rt✐♥✳ ❖♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥✈❡♥t✳ ▼❛t❤✳✱ ✺ ✿✷✼✼✕
✷✾✶✱ ✶✾✻✽✳

❬✷❪ ▼✳❙✳ ❇❛♦✉❡♥❞✐✱ P✳ ❊❜❡♥❢❡❧t✱ ❛♥❞ ▲✳P✳ ❘♦t❤s❝❤✐❧❞✳ ❆❧❣❡❜r❛✐❝✐t② ♦❢ ❤♦❧♦✲
♠♦r♣❤✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s❡ts ✐♥ C

n✳ ❆❝t❛ ▼❛t❤✳✱
✶✼✼✭✷✮ ✿✷✷✺✕✷✼✸✱ ✶✾✾✻✳

❬✸❪ ▼✳❙✳ ❇❛♦✉❡♥❞✐✱ P✳ ❊❜❡♥❢❡❧t✱ ❛♥❞ ▲✳P✳ ❘♦t❤s❝❤✐❧❞✳ P❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢
❧♦❝❛❧ ❜✐❤♦❧♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ r❡❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s✳ ❆s✐❛♥ ❏✳ ▼❛t❤✳✱
✶✭✶✮ ✿✶✕✶✻✱ ✶✾✾✼✳

❬✹❪ ▼✳❙✳ ❇❛♦✉❡♥❞✐✱ P✳ ❊❜❡♥❢❡❧t✱ ❛♥❞ ▲✳P✳ ❘♦t❤s❝❤✐❧❞✳ ❘❡❛❧ ❙✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ✐♥
❈♦♠♣❧❡① ❙♣❛❝❡ ❛♥❞ ❚❤❡✐r ▼❛♣♣✐♥❣s✳✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✼ ♦❢ Pr✐♥❝❡t♦♥ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ ❙❡r✐❡s✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ Pr✐♥❝❡t♦♥✱ ◆❏✱ ✶✾✾✾✳
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