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Résumé

Cette thése est consacrée a I’étude de I'existence d’applications holomor-
phes entre des sous-variétés réelles dans des espaces complexes. On s’intéresse
plus particuliérement & la convergence et a I’approximation & la Artin d’ap-
plications formelles entre sous-variétés réelles. Tout d’abord, on montre la
convergence des applications formelles de jacobien non identiquement nul en-
tre une sous-variété générique analytique réelle minimale et une sous-variété
générique analytique réelle holomorphiquement non dégénérée. Grace a ce ré-
sultat, on obtient la convergence de toutes les applications formelles entre une
hypersurface analytique réelle minimale holomorphiquement non dégénérée
et une hypersurface qui ne contient pas de courbe holomorphe. D’autre part,
on établit la convergence de I'application de réflexion associée a une applica-
tion formelle de jacobien non identiquement nul entre hypersurfaces lorsque
I’hypersurface source est minimale. Cela nous permet ensuite de montrer un
résultat d’approximation a la Artin dans ce méme cas. Pour finir, on prouve
un théoréme artinien pour des applications CR de classe C* entre deux sous-
variétés dans des espaces complexes de dimensions différentes.

Mots clés :

Application formelle, application CR, application holomorphe, sous-variété
générique, théoréme d’approximation de Artin, minimalité, non dégénéres-
cence holomorphe.






Abstract :

The aim of this thesis is to study the existence of holomorphic mappings
between real submanifolds in complex spaces. In particular, we are interested
in convergence and Artin approximation of formal mappings between real
submanifolds. First, we show the convergence of formal mappings between
a real analytic generic minimal submanifold and a holomorphically nonde-
generate real analytic submanifold as soon as the Jacobian of the mapping
does not vanish identically. From this result, we deduce the convergence of
arbitrary formal maps between real-analytic hypersurfaces when the source
is minimal and holomorphically non degenerate and the target does not con-
tain any holomorphic curves. Moreover, we prove the convergence of the
reflection function associated to a formal map of generic full rank between
hypersurfaces when the source is minimal. This allows us to prove an Artin
approximation theorem is this case. Finally, we show an artinian result for
smooth CR mappings between submanifolds in complex spaces of different
dimensions.

Keywords :

Formal mapping, CR mapping, holomorphic mapping, generic submani-
fold, Artin approximation theorem, minimality, holomorphic nondegeneracy.
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Introduction

L’objectif principal de cette thése est d’é¢tudier 'existence d’applications
holomorphes entre sous-variétés réelles dans des espaces complexes. Ce prob-
léme apparait de facon naturelle si 'on souhaite classifier de telles sous-
variétés. On cherche alors sous quelles conditions deux sous-variétés réelles
sont biholomorphiquement équivalentes. En particulier, on peut s’intéresser
au probléme de savoir quand deux sous-variétés réelles formellement équiv-
alentes sont en fait biholomorphiquement équivalentes. Différents résultats
peuvent étre rencontrés dans la littérature mais ils sont essentiellement de
deux types : des résultats de convergence et des résultats d’approximation
artinienne. Les résultats de convergence visent a prouver que 1’équivalence
formelle est en fait convergente. Les résultats d’approximation artinienne, en
référence au théoréme d’approximation de Artin [1], ont, quant & eux, pour
but d’obtenir I'existence d’un biholomorphisme qui admet un développement
de Taylor coincidant avec I'application formelle considérée jusqu’a un ordre
fixé auparavant.

Plus généralement, on peut aussi se poser la question de la convergence
et de 'approximation a la Artin d’applications formelles, entre sous-variétés
réelles d’espaces complexes, qui ne soient pas inversibles. Dans cette thése
nous obtenons un résultat de convergence pour des applications formelles
de jacobien non identiquement nul entre une sous-variété générique analy-
tique réelle minimale et une sous-variété générique analytique réelle holomor-
phiquement non dégénérée (Théoréme 1.2.4). Ce théoréme nous permet en-
suite de déduire un théoréme de convergence pour des applications formelles
quelconques entre une hypersurface analytique réelle minimale et holomor-
phiquement non dégénérée et une hypersurface qui ne contient pas de courbe
holomorphe (Théoréme 1.2.6). Nous établissons également la convergence de
la fonction de réflexion associée a une application formelle de jacobien non
identiquement nul entre hypersurfaces lorsque ’hypersurface source est min-

11



12 INTRODUCTION

imale (Théoréme 2.2.1) que nous utilisons ensuite pour montrer un résultat
d’approximation & la Artin dans ce méme cas (Théoréme 1.2.12). D’autre
part, nous montrons un théoréme d’approximation a la Artin pour des appli-
cations CR de la classe C* entre deux sous-variétés réelles dans des espaces
complexes de dimensions différentes (Théoréme 1.2.13).



Chapitre 1

Présentation du probléme et
contributions

Dans ce chapitre, nous allons commencer par définir les notions de base
dont nous aurons besoin dans la suite de ce mémoire puis nous réaliserons
un historique détaillé des résultats de convergence et d’approximation de
type artinien pour des applications formelles entre sous-variétés analytiques
réelles.

1.1 Rappels sur les structures CR

Le but de cette section est de présenter les structures CR. Nous com-
mencerons par rappeler les définitions classiques de sous-variétés CR et de
quelques notions liées. Ensuite, nous présenterons différentes conditions de
non dégénérescence pour des variétés CR analytiques réelles. Finalement,
nous définirons ce que 1'on appelle application formelle (holomorphe) entre
sous-variétés réelles.

1.1.1 Variétés CR et notions liées

Sous-variétés CR, sous-variétés génériques. Dans toute la thése, nous
nous placons dans des espaces complexes de type CV avec N un entier positif.
Dans cet espace, nous noterons de facon usuelle les points sous la forme Z =
(Zy1,...,Zy) ou Z; = x; +iy; pour tout j € {1,... N} avec z;,y; € R. On
note également z et y les vecteurs composés des parties réelles et imaginaires

13



14 CHAPITRE 1. PRESENTATION ET CONTRIBUTIONS

des composantes de Z ainsi que Z = = — iy. On identifie ainsi CV et R?V, et
si f est une fonction définie sur une partie de CV, nous utiliserons la notation
f(Z,7) au lieu de f(z,y).

Considérons M C C¥ une sous-varié¢té de classe C* de codimension d.
Cela signifie que, pour tout p € M, il existe un voisinage ouvert U de p dans
CN,et p=(p1,...,pq) : U — R? une application de classe C* tels que la
différentielle de p soit surjective en tout point de U et tels que

MNU={ZeUpZZ) =0}

On dit que M est analytique réelle si 'on peut trouver, en tout point de M,
une définissante locale p qui soit analytique réelle. Dans ce cas, il est possible
de définir la complezxification de M. 11 s’agit de la sous-variété complexe de
C?N donnée par

M:{(Z,C)GUXU,,O(Z,C):O} (1‘1)

oit U désigne I'ouvert constitué des conjugués des éléments de U.
Pour p € M, l'espace tangent a M en p est noté T,M et désigne le
noyau de la différentielle de p en p. Nous utiliserons les notations stan-

o N
dard concernant les vecteurs tangents, ainsi un vecteur X =) e % +
J
p

ijzl B a%- avecpour j = 1,..., N, a;, 5; € Rappartient a T, M si et seule-
Jlp

. N 9 _ N P _ . . .
ment si ijl Oéjanj(p,p) + ijl Bja—:j(p,p) = 0. Si on laisse les coefficients
a; et B; prendre des valeurs complexes alors on obtient un espace vectoriel
complexe CT,M que I'on appelle I’espace tangent complexifié de M en p. En

o - - o _1(o 9\ a o _1(0 ;0
utilisant la notation classique 27 = 3 (axj Zayj> et 27, = 3 (W + Zay‘j>>
pour j = 1,..., N, on peut réécrire les vecteurs de CT,M de la fagon suiv-

ante :

Y0
X=2 057
j=1 J

avec aj,b; € C,pour j =1,...,N.

N
Un vecteur X = 307, a; 52
J

N9
+3 b —
ROy,

p

N .
‘p + > im1 b aiz'j‘p est dit de type (1,0) ou
holomorphe (respectivement de type (0,1) ou anti-holomorphe) si b; = 0 pour

j=1,..., N (respectivement si a; = 0 pour j = 1,..., N). On note Tpl’OM
I'ensemble des vecteurs tangents a M en p de type (1,0) et TS’IM celui des
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vecteurs tangents a M en p de type (0,1). D’apres la définition de T' M,
on remarque facilement que la dimension complexe de cet espace est donnée
par dime 7'M = N — rang ¢ (gg—(p,ﬁ)). On dit que la sous-variété M est
CR si cette dimension ne varie pas selon le point p € M, on 'appelle alors la
dimension CR de M. On observe que la dimension CR est toujours minorée
par N —d et que le cas limite ot la dimension CR de M est exactement égale
a N —d correspond au cas ot le rang de la matrice g—g(p,f)) est maximal égal
a d. Si I'on se situe dans ce cas, on dit que la sous-variété est générique, on
note alors n = N — d la dimension CR de M.

Coordonnées normales. Si la sous-variété M C CV est a la fois analy-
tique réelle et générique en un point py € M, de codimension réelle d et de
dimension CR n, il est bien connu (voir par exemple [4, §4.2]) que on peut
trouver des coordonnées normales pour M preés de pg. Cela correspond a des
coordonnées holomorphes (z,w) € C* x C? avec N = n+d pour lesquelles py
est identifié au point 0. Ces coordonnées sont définies de telle sorte qu’il existe
Q € (C{z,x,7})% ot (2,x,7) € C"x C" x C?, ainsi que U, V deux voisinages
ouverts de 0 dans C" et C? respectivement tels que @ soit convergente sur
UxUxV et

MNOUxV)={(z,w) e U xV,w=0Q(z,z,w)}. (1.2)

On rappelle que U désigne I'ouvert constitué des conjugués des éléments de
U. De plus, 'application () vérifie

Q0,x,7) =Q(z,0,7) =171 (1.3)

et puisque M est une sous-variété réelle, on a l'identité suivante

Qz,x, Qx, 2, 7)) =T (1.4)
Dans ces coordonnées, la complexification de M est donnée par

M ={(2,Q(2,x,7),x;7), (2,x,7) € U} C C" x C*. (1.5)

Champs de vecteurs CR, applications CR. A partir de la définition
des vecteurs complexes tangents a M en p, on peut définir les champs de
vecteurs complexes tangents a M de facon usuelle. Il s’agit d’applications
lisses définies sur un ouvert &4 de M, qui a chaque point p de U associent
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un élément de CT,M. Tout champ de vecteur complexe tangent a M s’écrit
donc sous la forme X = Zjvzl ajaizj + Zjvzl bja%—j oua,...,ay et by,..., by
sont des fonctions lisses sur un ouvert de M & valeurs complexes. Les champs
de vecteurs tangents a M dont la valeur en chaque point est un vecteur de
type (0,1) sont appelés champs de vecteurs CR. Ce sont donc des champs de
vecteurs L de la forme

=z

L=Y b— (1.6)

oll by,...,by sont des fonctions lisses sur un ouvert & de M, qui vérifient

pour tout p € U et pour toute fonction analytique réelle p définissante locale
de M,

> ty(0) 5 (5) = 0. (17)

Si M est une sous-variété CR, de dimension CR n, passant par pg, on
appelle base locale de champs de vecteurs CR en pg, toute famille Lq,..., L,
de champs de vecteurs CR définie sur un voisinage ouvert U de py dans M
et linéairement indépendante en tout point de U.

Les applications f de classe au moins C* sur M qui vérifient, pour tout L
champ de vecteurs CR, Lf = 0 sont dites CR. En fait, pour que f soit CR,
il suffit de vérifier que L; f = 0 pour toute base locale de champs de vecteurs
CR Ly,...,L, sur M.

1.1.2 Conditions de non dégénérescence

Dans cette partie, nous allons tout d’abord donner différentes notions de
non dégénérescence pour des sous-variétés réelles dans des espaces complexes,
puis nous énoncerons les liens qui existent entre ces conditions.

Non dégénérescence au sens de Levi. Soit M une sous-variété de classe
C>™. D’aprés les définitions des vecteurs de type (1,0) et (0,1), pour tout
p € M, les sous-espaces vectoriels de CT, M, T;>* M et T,° M sont en somme

directe. On peut donc définir 7, la projection canonique associée a I'espace
quotient CT,M/T°M @ T;>* M.
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Définition 1.1.1. On appelle application de Levi de M en p la forme her-
mitienne définie par

L,: Tpl’OM X TPLOM — CTPM/TPLOM@ TI?JM (1.8)

(X,Y) - Em(xY]) '
ot [X, Y] désigne le crochet de Lie des champs de vecteurs X et Y. La sous-
variété M est dite Levi non dégénérée en p si et seulement si I’application
de Levi en p est non dégénérée i.e. si £,(X,,Y,) = 0 pour tout Y, € T, °M
implique X, = 0.

Cette condition peut se traduire, quand M est générique, par un critére
qui fait intervenir les dérivées CR d’une définissante locale.

Proposition 1.1.2. Supposons que M C CV soit générique de codimension
d, considérons alors p une définissante locale de M prés de p et Ly, ..., Ly,
avec n = N — d, une base locale de champs de vecteurs CR prés de p. Si
a = (a,...,a,) € N" et j € {1,...,d}, on note L* = L ... LS et
L~ (%) (p,p) = <La <g%> (p, D)y ..., L (%) (p,p)) € CN. M est Levi
non dégénérée en p si et seulement si la famille de vecteurs

Gpj _ .
o 2L <7< <
{L (az) (p,0),1<j<d,|af < 1}

engendre CN .

Démonstration. Sans perdre de généralité, on peut se restreindre a montrer la
proposition précédente uniquement pour p = 0. D’autre part, il est clair que,
puisque les définissantes locales de la sous-variété générique analytique réelle

M sont toutes multiples les unes des autres, 'espace vectoriel engendré par

905
0z

choix de la définissante locale p. Pour simplifier la preuve, nous allons donc
nous placer dans le cadre des coordonnées réguliéres pour M en 0. Il s’agit
de coordonnées holomorphes (z,w) € C" x C¢ prés de 0 dans lesquelles on
peut choisir une définissante locale pour M en 0 de la forme p(z,w, z,w) =
Im w — ¢(z,2z,Re w) ou ¢ est une application analytique réelle prés de 0
dans C" x C" x R? & valeurs dans R? vérifiant ©(0) = 0 et dp(0) = 0
(voir [4, Proposition 1.3.6] pour 'existence de telles coordonnées). Dans ces

la famille de vecteurs {L‘“ ( > (p,p),1 <j<d o < 1} ne dépend pas du
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coordonnées, on peut définir une base locale de champs de vecteurs CR prés

de 0 de la fagon suivante : notons (L) = (L4, ..., L,), on pose
0 Oy O\ '/ 0
ol (%) = (8%1 ...,%) et (a%) = <6iwl, e 81@)' Aprés calcul, on remar-

que que 'on a

PP 0
[L;, L] g
5 Lilo Z szﬁzj ( dw,

~ ) (1.10)

o ¢, est la g-iéme composante de . Notons A la matrice de terme

P 52 .y .
générique (a ‘g’{_ (0)) , de sorte que la sous-variété M est Levi non
ZROZ; 1<j,k<n

dégénérée en 0 si et seulement si la matrice de taille nd x n
A= : (1.11)

est de rang n.
D’autre part, le fait que la famille {La (ap]> (0,0),1 <j<d,|af < 1}

engendre CV est équivalent au fait que la matrice de taille (n + 1)d x N
(1.12)

soit de rang N, ou pour tout j € {1,...,n}, L, (g—g) (0) est la matrice de
taille d x n dont chaque ligne est L, <apq> (0) pour g € {1,...,d}. Or,
pour ¢ € {1,...,d}, la ¢g-iéme ligne de la matrice L; (%) (0) est en fait

(—8‘2‘5;} 0),..., —;zn—z;";j(O)). Il s’agit donc, au signe pres, de la j-iéme ligne
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de la matrice A@. En utilisant le fait que de(0) = 0, on obtient donc que

o Li(gR) ()
i .

B= (1.13)

L () (0)
Od,n =14

avec A une matrice de taille nd x n dont les lignes sont, au signe et a Pordre
prés, les lignes de la matrice A. Par conséquent, la matrice B est de rang
N = n + d si et seulement si la matrice A est de rang n. Ce qui revient &
dire que M est Levi non dégénérée au point 0 si et seulement si la famille

{La (%) (0,0),1<j<d,|a < 1} engendre CV. ]

Non dégénérescence finie. La condition de Levi non dégénérescence
se généralise naturellement a la notion de non dégénérescence finie pour
des sous-variétés génériques. Cette condition a été introduite par Baouendi,
Huang et Rothschild dans [6] (voir également |4, §11.1,§11.2]).

Définition 1.1.3. On considére M une sous-variété générique de classe C*>
et de codimension d définie prés de p € M par une définissante locale p ainsi
que Ly,...,L,, avec n = N — d, une base locale de champs de vecteurs CR
pres de p. On dit que M est k-non dégénérée en p, avec k € N, si la famille

de vecteurs {La <%> (p,p),1 <j<d]af < k:} engendre CV.

Ainsi, la non dégénérescence au sens de Levi est équivalente a la 1-non
dégénérescence.

Finitude essentielle. On peut définir, pour une sous-variété générique
analytique réelle M C C¥, la notion de finitude essentielle en p de facon
géométrique (voir [4, §11.4] et [13]). Pour cela, on considére un voisinage
ouvert U de p dans CV sur lequel M est définie par une définissante locale
analytique réelle ainsi que M sa complexification donnée par (1.1). Pour
q € U, le premier ensemble de Segre en g associé a M est alors défini par

Si(q) ={Z € U,(Z,q) e M}

(voir la partie 1.1.3 pour une définition compléte des ensembles de Segre).
Notons alors

Ap.U)= (1 Silg,0).

q€S1(p,U)
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Puisque pour tout g € S;(p, U), 'ensemble de Segre S;(q,U) est un ensemble
analytique complexe, il en est de méme de A(p,U). De plus, cet ensemble
analytique complexe est contenu dans M N U. Pour prouver cette assertion,
on remarque d’abord que ¢ € M NU si et seulement si ¢ € Si(q,U). Puis, on
considére p; € A(p,U). Comme p € MNU, p € S1(p,U), donc, par définition
de l'ensemble A(p,U), p1 € Si(p,U). Mais alors, de nouveau par définition
de I'ensemble A(p,U), p1 € Si(p1,U) ce qui implique que p; € M NU.

Le germe en p de 'ensemble analytique complexe A(p,U) est appelé la
variété essentielle de M en p. Ce germe ne dépend pas de U et est, par
conséquent, noté A(p).

Définition 1.1.4. On dit que M est essentiellement finie en p si A(p) = {p}.

On obtient, en particulier, que toute sous-variété générique analytique
réelle qui ne contient aucune courbe holomorphe passant par un point p € M
est toujours essentiellement finie en ce point.

Il est également possible de considérer une définition plus analytique de
la non dégénérescence finie (voir par exemple |4, §11.4]).

Proposition 1.1.5. i (z,w) € C* x C¢ sont des coordonées normales pour
M prés de p associées a Uapplication @ € (C{Z,X,’T})d alors M est essen-
tiellement finie en p si et seulement si l'idéal engendré par les composantes
de (Qa(X;0)),enn €st de codimension finie dans C[[x]] ot les applications

Qa(x, ) interviennent dans Q(z,x,7) = > ,enn @a(X,T)2%, le développe-
ment de Taylor de Q).

Cette définition est indépendante du choix des coordonnées normales.

Non dégénérescence holomorphe. Une autre condition de non dégénéres-
cence, introduite par Stanton [28], s’est révélée centrale dans la compréhen-
sion du type de probléme étudié dans cette thése, il s’agit de la notion de
non dégénérescence holomorphe. Cette condition met en jeu des champs de
vecteurs tangents particuliers. Soit M C CV une sous-variété générique an-
alytique réelle et p € M, on dit que X est un champ de vecteur holomorphe
tangent & M prés de p s’il s’écrit sous la forme X = Zjvzl aj(Z)aiZj avec
ai,...,ay des fonctions holomorphes prés de p dans CV et si ce champ est
tangent a M prés de p.

Définition 1.1.6. La sous-variété M est holomorphiquement non dégénérée
en p s’il n’existe pas de champ de vecteurs holomorphe tangent a M preés de
P qui soit non trivial.
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Il s’avére que cette condition n’est pas locale comme le sont les précé-
dentes. En effet, on a le résultat suivant, dont on peut trouver une preuve
dans [4, §11.3],

Proposition 1.1.7. St M est holomorphiquement non dégénérée en un point
p alors il en est de méme en tous les points de la composante conneze de p.

Dans le cas ou M est donnée prés de p par des coordonnées normales, il
existe une condition équivalente a la non dégénérescence holomorphe de M
en p : le critére de Stanton (voir |28] ou |4, §11.3|).

Proposition 1.1.8. Si M s’écrit, prés de p, sous la forme (1.2) alors M est
holomorphiquement non dégénérée en p si et seulement il existe une famille

de multi-indices {a',... a"} C N" et une famille d’entiers {ry,...,r,} C
Q"
{1,...d} tel que det ( g;k (X,T)) £0 ou Q' est la r-ieme composante
kol

de Uapplication Q.+ qui apparait dans Q(z,X,7) = >, enn QalX, 7)2 le
développement de Taylor de Q).

Lien entre les notions de non dégénérescence. Les conditions de non
dégénérescence que nous venons de définir possédent des connections les unes
avec les autres. En fait, elles figurent, telles qu’elles sont exposées ci-dessus,
par ordre décroissant de généralité. On a ainsi le résultat suivant (voir par
exemple [4, §11.5]),

Proposition 1.1.9. Pour M C CV une sous-variété générique analytique
réelle passant par p, on a la chaine d’implication suivante :

M est Levi non dégénérée en p

4

M est finiment non dégénérée en p

Il (1.14)

M est essentiellement finie en p

4

M holomorphiquement non dégénérée en p

En fait, le théoréme 11.5.1 de [4] apportent des précisions sur les liens
qui existent entre ces notions puisqu’il met en évidence des équivalences
partielles.
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1.1.3 Minimalité et ensembles de Segre

Commencons par rappeler le concept de minimalité, introduit par Tu-
manov dans [31] pour une sous-variété de classe C*,

Définition 1.1.10. Soit M une sous-variété CR de CV de classe C*, on dit
que M est minimale en py € M (au sens de Tumanov) s’il n’existe pas de
germe de sous-variété réelle S C M passant par py tel que I'espace tangent
complexe de M en g est tangent & S en tout point ¢ € S et dimg S < dimg M.

Cette condition est réalisée dés que la sous-variété M est de type fini en
po c’est & dire dés que 'algébre de Lie engendrée par les champs de vecteurs
CR prés de pg et leurs conjugués est égale a l'espace tangent complexifié
de M en pg. Cependant, si on considére le cas d’une sous-variété analytique
réelle, alors les conditions de minimalité et de type fini en un point sont
équivalentes.

Proposition 1.1.11 ([4], Théoréme 4.1.3). Soit M C CV une sous-variété
analytique réelle passant par py. M est de type fini en py si et seulement si
elle est minimale en ce point

On dispose d’un critére important pour déterminer si une sous-variété
générique analytique réelle est minimale en un point. Ce critére fait intervenir
les ensembles de Segre (voir [2] et [4]). Supposons donc que M soit générique
analytique réelle dans CV de codimension d passant par py et fixons U un
voisinage ouvert de py dans CV tel que M NU = {Z € U,p(Z,Z) = 0} ou
p = (p1,--.,pa) est une application analytique réelle sur U vérifiant dzp; A
...ANOzpa(po, Po)- On rappelle que la complexification de M est la sous-variété
complexe de C2("*t%) donnée par

M={(Z,¢)eUxU,p(Z ) =0} (1.15)

ot U désigne I'ouvert constitué des conjugués des éléments de U. Pour p €
U, on appelle ensemble de Segre en p d’ordre 1 associé a M, I’ensemble
(dépendant de U) défini par

Si(p) ={Z €U, (Z,p) € M} (1.16)

On définit ensuite les ensembles de Segre d’ordre supérieur par récurrence.
Pour k£ > 1, 'ensemble de Segre en p d’ordre k associé a M est donnée par :

Sk(p) = U Si(q) (1.17)

q€Sk_1(p)
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Etant donné que M est générique analytique réelle en pg, on peut, comme
on I'a remarqué auparavant, trouver (z,w) € C" x C? des coordonnées dites
normales pour M prés de py ¢’est & dire pour lesquelles (z,w)(po) = 0 et M
est donnée au voisinage de py par

w=Q(z,z,w)

avec @ € (C{z, X,T})d. Dans ces coordonnées, les ensembles de Segre en p,
sont paramétrés par des applications holomorphes appelées applications de
Segre. Pour tout j € N*, on définit la série entiére convergente u; : (C",0) —
(C%,0) de la fagon suivante

u(2') =0 (1.18)

us(z',x") = Q=" x*', 0) (1.19)

puis, pour j > 3, par la formule de récurrence suivante
U, (zl,Xl, 22, .. ) =Q (zl, X' (Xl, 22 .. )) (1.20)

L’application de Segre d’ordre j en pg est alors ’application holomorphe
v; : (C x C%0) — (C™ x C4,0) définie par

v; (zl,Xl,zz,XQ, . ) = (zl,uj (Zl,Xl,ZQ,XQ, .. )) . (1.21)

Donnons maintenant le critére de minimalité mettant en jeu les ensembles
de Segre.

Théoréme 1.1.12. 57 M est une variété générique analytique réelle passant
par po alors il existe un entier jo < d + 1 appelé nombre de Segre de M en
po tel que la sous-variété M est minimale en py si et seulement si Saj,(po)
contient un voisinage ouvert de py dans CVN. Ceci équivaut, si M est donnée
en coordonnées normales, a l'existence de points (21, x!, ... z%0, x%0) € C%o
arbitrairement proches de 0 tels que le rang de 'application de Segre vqj, en
chacun de ces points soit égal a N et tels que vqj, (21, X', ... 2%0, x¥°) = py.

Au cours du chapitre 2, nous aurons besoin de certaines applications
de Segre & paramétre. Pour 7 € N* on définit la série entiére convergente
U; : (C" x C4,0) — (C40) par récurrence sur j de la fagon suivante

Uy (2't) :=1t, (1.22)
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U2j (217X17Z27X27 cee 7Zj7Xj;t) = U2j—l (217X17227X27 cee 7Zj;Q (Zj7Xjat)) )

o (1.23)
U2j+1 (Zl,Xl,Zz,XQ, .. 7ZJ7X],ZJ+1;t)
= U2j (,21’><17,2,27X27 ',Zj,Xj;Q (Xj,zj+1,t)) :
(1.24)

ot 2F x¥ € C" et t € C% Soit V; : (C™ x C%,0) — (C" x C4,0) la série
entiére convergente définie par

V; (zl,xl,zz,x2, o ;t) = (zl,Uj (zl,xl,zz,x2, o ;t)) . (1.25)

On remarque que lorsque ’on pose ¢t = 0 dans les définitions de U; et Vj, on
retrouve les applications de Segre usuelles de M en py définies précédemment.
Gréace a lidentité (1.4) on observe que l'on a, pour tout j > 1, Iégalité
suivante qui sera utile dans la Section 2.3.2

(Zva (Z17X17 Uj+1 (lezlaxzu 227 e 7t))) = ‘/j(Zl?X27 Z27 tee 7t> (126)

1.1.4 Applications formelles entre sous-variétés analy-
tiques réelles

Soient M C CN et M’ ¢ CV' deux sous-variétés analytiques réelles re-
spectivement de codimension d et d’ et passant respectivement par p et p'.

Définition 1.1.13. Une application formelle holomorphe H : (CV,p) —
(CN",p) est une application série formelle en Z — p & N’ composantes, c’est
a dire un élément de (C[[Z —p]])N/, vérifiant H(p) = p’. On dit que H :
(CN,p) — (CN,p) envoie M dans M’ si pour tout choix de définissantes
locales p de M prés de p et p’ de M’ prés de p/, il existe a une matrice de
taille d’ x d dont les coefficients sont des éléments de C[[Z — p, ( — p]] et telle
que

P (H(Z),H()) = a(Z,C) p(Z,¢) dans (C[[Z —p,¢—p])"  (1.27)
oit H correspond & la série formelle en ¢ — p définie par H(¢) = H(C)
autrement dit les coefficients de H sont les conjugués des coefficients de la,
série formelle H.
Si N = N’ et si le jacobien de 'application H est non nul en p alors on dit
que H est une équivalence formelle entre les germes de sous-variétés (M, p)
et (M',p').
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Lorsque 'application considérée H est holomorphe prés de p, H envoie
M dans M’ au sens précédent si et seulement si elle envoie M dans M’ au
sens usuel.

Si M et M’ sont supposées en plus génériques, alors on dispose prés de p
et p’ de coordonnées normales. Ainsi, on peut supposer que p =0, p’ = 0 et
que M et M’ sont respectivement définies prés de 0 comme suit :

M:w=Q(z,z,w) et M :w' =Q'(<,2,w) (1.28)

avec Q € (C{z,x,7)% @ € (C{, X', 7% et z,x € C*,w, 7 € CL 2, Y €
C,w', 7" € C¥. Soit H : (CV,0) — (CN',0) une application formelle holo-
morphe. On écrit H(z,w) = (F(z,w),G(z,w)) ot F et G sont respectivement
a valeurs dans C" et C%. Le fait que H envoie M dans M’ se traduit alors,
en coordonnées normales, par I'identité entre séries formelles suivante :

G(z,Q(z,x, 7)) = Q'(F(2,Q(z,x, 7)), H(x, 7))- (1.29)

Par la suite, on aura besoin pour énoncer quelques résulats de convergence
et d’approximation, de la notion d’application non totalement dégénérée.

Définition 1.1.14. Si N = N’ et n = n/, on dit que H est non totalement
dégénérée si la série formelle det%E (2, 0) est non identiquement nulle.

On mentionnera également des résultats sur les applications dites finies.

Définition 1.1.15. Une application formelle H : (CV,p) — (CV',p') est
dite finie si (H(Z)), I'idéal de C[[Z — p]] engendré par les composantes de
'application formelle H, est de codimension finie dans C[[Z — p]] autrement
dit si, l'idéal quotient C[[Z — p]]/(H(Z)) est, en tant qu’espace vectoriel
complexe, de dimension finie.

D’autre part, on utilisera la notion de rang générique d’une série formelle
h € (C[[z]])?, = (z1,...,,). Il s'agit du rang de la matrice jacobienne 2
en tant que matrice a coefficients dans le corps des fractions de C[[z]]. Si
h converge, cette notion coincide avec le rang générique classique des séries
entieéres convergentes.

Les notions de non dégénérescence que nous venons d’aborder présentent
des liens entre elles. En effet, toute application formelle ou holomorphe H :
(CN,p) — (CN,p') finie est aussi non totalement dégénérée (voir par exemple
|14]) et de rang générique maximal (voir |4, Théoréme 5.1.37]). D’autre part,
si le jacobien de H en p est non nul alors H est finie.
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1.2 Problématique, historique des résultats et
contributions

Pour deux germes de sous-variétés analytiques réelles M et M’ dans des
espaces complexes, une des questions fondamentales que 'on est amené a
se poser est de savoir sous quelles conditions ces germes de sous-variétés
sont biholomorphiquement équivalents. Autrement dit, sous quelles condi-
tions existe-il une application H holomorphe au voisinage de p € M inversible
qui envoie un voisinage de p dans M dans un voisinage de H(p) € M’ dans
M'? Comme on I’a vu dans la section précédente, les notions d’équivalence
formelle et d’équivalence biholomorphe paraissent par définition proches,
cependant elles ne coincident pas en général. En effet, dans leur article [27],
Moser et Webster donnent un exemple de sous-variété algébrique réelle de di-
mension 2 dans C? définie par {(z,w) € C?,w = |z[*+~v2% 47232z} avec y bien
choisi, qui est formellement équivalente & une sous-variété de C x R mais pas
biholomorphiquement équivalente a cette derniére (voir aussi [17]). Cepen-
dant des résultats récents fournissent une réponse positive partielle quand
les sous-variétés sont supposées en plus CR. Ces résultats sont obtenus par
deux méthodes différentes. La premiére consiste a montrer que ’application
formelle considérée est en fait automatiquement convergente, la seconde vise
a approcher cette application formelle, dans la topologie de Krull, par une
application convergente dans I'esprit du théoréme d’approximation de Artin

1.

Théoréme 1.2.1. [1] Soit S(u,t) = (Si(u,t));c;, Si(u,t) € C{u,t} une
famille de séries entieres convergentes avec u € C",t € CP. Supposons qu’il
existe une application formelle t(u) € (C[[u]])?, t(0) = 0, solution du systéme
d’équation S(u,t) = 0. Alors pour tout entier k, il existe une solution de ce
méme systeme qui converge et dont le développement de Taylor coincide avec
t(u) jusqu’a Uordre k.

De fagon générale, 'existence d’approximations artiniennes ne permet
aucune déduction concernant la convergence de 'application formelle con-
sidérée. Néanmoins, les résultats a la Artin s’appliquent dans un cadre plus
général que les résulats qui assurent la convergence des applications car ils
permettent de travailler avec des hypothéses plus faibles sur les sous-variétés.

Dans cette section, nous allons discuter des différents résultats obtenus
dans ce cadre ainsi que les contributions apportées par le présent travail.
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Nous commencerons par les résultats portant sur la convergence des applica-
tions formelles entre sous-variétés analytiques réelles puis nous aborderons les
résultats qui concernent ’approximation artinienne de ce type d’application.

1.2.1 Convergence des applications formelles

Le premier résultat de convergence pour des applications formelles entre
sous-variétés d’espaces complexes provient du travail de Chern et Moser. En
effet, on peut obtenir comme conséquence de [11] le résultat de convergence
suivant

Théoréme 1.2.2. Toute application formelle holomorphe inversible entre
des germes d’hypersurfaces analytiques réelles Levi non dégénérées est con-
vergente.

Depuis, différents travaux ont eu pour objectif de généraliser ce type de
résultat non seulement en considérant le cas de sous-variétés de codimen-
sion supérieure et en affaiblissant les conditions de non dégénérescence dont
on munit les sous-variétés mais aussi en cherchant des conditions de non
dégénérescence optimales. Dans cet état d’esprit, c’est, sans doute, le con-
cept de non dégénérescence holomorphe, introduit par Stanton [28|, qui s’est
avéré étre le plus important dans la compréhension de ce type de probléme.
Le caractére central de cette condition pour ’étude des applications entre
sous-variétés réelles apparait clairement a travers le travail de Baouendi,
Ebenfelt, et Rothschild [3]. En effet, si M est une sous-variété générique ana-
lytique réelle holomorphiquement dégénérée en un point p € M, alors il existe
X un champ de vecteurs holomorphe tangent a M prés de p. Considérons
a € C[[Z — p]] une série formelle sans terme constant qui ne soit pas conver-
gente, le produit a - X est alors un champ de vecteur formel tangent a M.
On peut donc définir (®,(Z)),, le groupe & un paramétre constitué des flots
formels de ce champ de vecteur. On obtient ainsi une famille de biholomor-
phismes formels non convergents qui envoie le germe (M, p) sur lui-méme.
Baouendi, Mir et Rothschild obtiennent dans [8] une réciproque a ce résulat
qui est valide pour des applications finies (au sens de la définition 1.1.15)
dans le cas ou les sous-variétés sont minimales.

Théoréme 1.2.3 ([8], Théoréme 1.2). Soient M, M' C CV des sous-variétés
génériques analytiques réelles de méme dimension passant par p et p' re-
spectivement. Supposons que M soit minimale en p el que M’ soit holo-
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morphiquement non dégénérée en p. Alors, toute application formelle finie
H: (CN p) — (CN,p) envoyant M dans M' est convergente.

Au cours du chapitre 2, nous allons généraliser ce résultat a des applica-
tions de rang générique maximal. On rappelle que toute application finie est
automatiquement de rang générique maximal (voir |4, Théoréme 5.1.37|).

Théoréme 1.2.4. Soient (M,p) et (M',p') deux germes de sous-variétés
génériques analytiques réelles de codimension d dans CV. Supposons que M
soit minimale en p et que M’ soit holomorphiquement non dégénérée en p/,
alors toute application formelle holomorphe H : (CN,p) — (CN,p) qui en-
voie M dans M’ vérifiant JacH£OQ est convergente.

La méthode mise en oeuvre pour démontrer le Théoréeme 1.2.4 est par
nature différente de celle utilisée par Baouendi, Mir et Rothschild pour des
applications finies dans [8]. En effet, grace a des identités récentes dues a
Juhlin [19], nous sommes ici en mesure de prouver directement la convergence
de I'application formelle H (et de ses dérivées) le long des ensembles de Segre
itérés, ce qui contraste fortement avec la méthode de [8] qui nécéssite de
montrer la convergence de la fonction de réflexion. Notre preuve du Théoréme
1.2.4 fournit aussi une preuve plus simple du Théoréme 1.2.3, dit & Baouendi,
Mir et Rothschild [8], dans le cas ou Papplication considérée est inversible.
Signalons que le cas particulier du Théoréme 1.2.4 ot M’ est une sous-variété
générique algébrique réelle a été prouvé par Mir [26].

Les résultats précédents sont valables pour des applications formelles non
dégénérées entre sous-variétés analytiques réelles. La littérature concernant
la convergence des applications quelconques entre deux sous-variétés ana-
lytiques réelles est bien moins riche. On peut citer le résultat de Baouendi,
Ebenfelt et Rothschild, établi dans [5], avec 'hypothése de finitude essentielle
pour M en p.

Théoréme 1.2.5 ([5], Théoréme 2.2). Soient M et M’ deux hypersurfaces
analytiques réelles de CN, N > 2 passant par p et p’ respectivement. Sup-
posons que M soit essentiellement finie en p et que M' ne contienne pas
d’ensemble analytique complexe non trivial passant par p'. Alors, toute ap-
plication formelle holomorphe qui envoie M dans M’ est convergente.

Une conséquence intéressante du Théoréme 1.2.4 réside dans le résultat
de convergence suivant pour des applications formelles quelconques entre
hypersurfaces analytiques réelles. Ce résultat constitue une généralisation du
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précédent car il est valable sous des hypothéses plus faibles. En effet, il n’est
plus nécéssaire de supposer la finitude essentielle de 1'hypersurface source
au point considéré mais seulement sa non dégénérescence holomorphe. De
plus, on exige non plus que 'hypersurface but ne contienne pas d’ensemble
analytique réel passant par un point donné mais uniquement que celle-ci ne
posséde pas de courbe holomorphe passant par ce point.

Théoréme 1.2.6. Soient (M, p) et (M',p') deux germes d’hypersurfaces ana-
lytiques réelles dans C". Supposons que M soit minimale et holomorphique-
ment non dégénérée en p et que M' ne contienne pas de courbe holomorphe
passant par p', alors toute application formelle holomorphe qui envoie (M, p)
dans (M',p') est convergente.

Lorsque M et M’ sont des hypersurfaces, on établira, en fait, un résultat
plus général a savoir, la convergence de I'application dite de réflexion avec
pour seule hypothése la minimalité de la sous-variété source (voir Théoréme
2.2.1). La convergence de l'application de réflexion peut, par exemple, étre
utilisée pour obtenir certains résultats d’approximation artienne, dont on
parlera par la suite. On pourra trouver une définition précise de la fonction
de réflexion associée a une application formelle entre sous-variétés analytiques
réelles génériques dans la Section 2.2.

La convergence de la fonction de réflexion a d’abord été obtenu par Mir
dans [25] pour des biholomorphismes formels,

Théoréme 1.2.7 (|25], Théoréme 2.1). Soient H : (CV,p) — (CV,p') un
biholomorphisme formel entre M et M’ deux hypersurfaces analytiques réelles
passant respectivement par p et p'. Si M est minimale en p alors Uapplication
de réflexion associée o H est convergente.

Ce résultat a ensuite été généralisé en codimension supérieure pour des
applications non totalement dégénérées, par Baouendi, Mir et Rothschild
dans [8],

Théoréme 1.2.8 ([8], Théoréme 2.6). Soient M C CN et M' C CV' deux
sous-variétés analytiques réelles génériques passant par p et p' respectivement
et H : (CN,p) — (CN',p') une application formelle qui envoie M dans M'. Si
M est minimale en p et st H est non totalement dégénérée alors la fonction
de réflexion associée a H est convergente.

On prouvera la convergence de la fonction de réflexion pour des appli-
cations formelles de rang générique maximal en combinant des arguments
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de Mir [25] et de Juhlin [19]. D’autre part, le Théoréme 2.2.1 nous per-
met d’obtenir un résultat d’approximation a la Artin pour des applications
formelles de rang générique maximal que nous énoncerons dans la section
suivante.

1.2.2 Approximation artinienne

Comme nous l'avons vu précédemment, montrer la convergence n’est
pas le seul moyen d’obtenir I'existence d’équivalence holomorphe entre sous-
variétés CR formellement équivalentes. Cela peut également étre réalisé en
utilisant des résultats a la Artin. L’objectif d’un tel résultat est, pour M C
CN, M’ ¢ CV' deux sous-variétés analytiques réelles CR passant par p et p/
respectivement, pour H : (CV,p) — (CV',p') une application formelle qui
envoie M dans M’ et pour k un entier positif, de trouver une application
holomorphe H* prés de p dont le développement de Taylor en p coincide
avec H jusqu’a 'ordre k. On peut aussi considérer ce type de résultat pour
des applications H supposées CR prés de p.

Le premier résultat d’approximation & la Artin pour des applications
formelles entre sous-variétés analytiques réelles figure dans [9] ot Baouendi,
Rothschild et Zaitsev étudient la notion de k-equivalence entre sous-variétés
analytiques réelles,

Théoréme 1.2.9 (|9], Théoréme 1.1). Soit M C CV une sous-variété ana-
lytique réelle connexe CR. Il existe V' un sous-ensemble analytique réel fermé
propre de M tel que, pour tout p € M\ V, toute sous-variété analytique réelle
M’ de CN, tout p' € M’ et tout entier k > 1 on ait Uaffirmation suivante : si
H: (CN.p) — (CN,p) est une application formelle inversible qui envoie M
dans M’ alors il existe un germe de biholomorphisme H* : (CN,p) — (CN,p’)
qui envoie M dans M’ et dont le développement de Taylor en p coincide avec
H jusqu’a lordre k.

Par ce théoréme, il est donc possible d’obtenir une approximation a la
Artin en dehors d’un sous-ensemble analytique réel V. Ce sous-ensemble
contient, en fait, des points de dégénérescence de la sous-variété source.

Baouendi, Mir et Rothschild établissent, dans [8], un théoréme similaire
pour des applications non totalement dégénérées.

Théoréme 1.2.10 (|8, Théoréme 1.3). Soient (M, p) et (M',p') deux germes
de sous-variélés analytiques réelles génériques dans CN de méme dimension.
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Si M est minimale en p et si H : (CN,p) — (CN,p') est une application
formelle non totalement dégénérée qui envoie M dans M’ alors pour tout
entier positif k, il existe une application convergente H* : (CN,p) — (CN,p')
qui envoie M dans M’ et qui coincide avec H jusqu’a l'ordre k.

Les deux précédents résultats ont la particularité d’étre valables unique-
ment pour des variétés source et but situées dans deux espaces complexes de
méme dimension. Il existe, jusqu’a présent, peu de résultats qui permettent
de prendre en compte la situation ot ces deux dimensions différent, c’est le
cas du travail de Meylan, Mir et Zaitsev [22]

Théoréme 1.2.11 ([22], Théoréme 1.1). Soient M C CV une sous-variété
CR analytique réelle minimale et M' C CN' un ensemble algébrique réel
passant respectivement par p € CN et p' € CN'. Pour toute application
formelle holomorphe H : (CN p) — (CN',p') qui envoie M dans M' et toul
entier positif k, il existe un germe d’application holomorphe H* : (CV p) —
((CN’,p/) qui envoie M dans M’ et dont le développement de Taylor en p
coincide avec H jusqu’a l'ordre k.

Dans le présent travail, nous allons établir deux nouveaux résultats a la
Artin. Le premier (Théoréme 1.2.12) concerne des hypersurfaces situées dans
des espaces complexes de méme dimension et se déduit de la convergence de
la fonction de réflexion (Théoréme 2.2.1). Le second (Théoréme 1.2.13) est,
quant a lui, valable dans le cas ou les dimensions sont différentes.

Théoréme 1.2.12. Soient (M,p), (M',p') deux germes d’hypersurfaces an-
alytiques réelles et H : (C"™ p) — (C"L,p') une application formelle holo-
morphe qui envoie M dans M'. Supposons que JacH#OQ et que M soit min-
imale en p. Alors pour tout entier positif k, il existe un germe d’application
holomorphe H* . (C""' p) — (C"*1 p') qui envoie M dans M’ et dont le
développement de Taylor en p coincide avec H jusqu’a 'ordre k.

Le Théoréme 1.2.12 généralise, pour des hypersurfaces, un résultat simi-
laire de [8] obtenu pour la classe plus restrictive des applications finies qui est
lui-méme une conséquence du Théoréme 1.2.10. La démonstration consiste
en une application appropriée du théoréme d’approximation de Artin [1] que
I'on combine avec un argument de [8].

Au cours du chapitre 3, nous établirons le résultat a la Artin suivant, pour
des applications CR lisses entre des sous-variétés de dimension quelconque.
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Théoréme 1.2.13. Soient M C CV une sous-variété CR analytique réelle
connexe minimale en un point, M’ C CN' un sous-ensemble analytique réel
et H: M — M’ une application CR C>. Alors, il existe un ouvert dense
O C M tel que pour tout q € O et tout entier positif k, il existe un germe en
q d’application CR analytique réelle H*: (M,q) — M’ dont le jet d’ordre k
en q coincide avec celui de H.

A la connaissance de 'auteur, le Théoréme 1.2.13 est le premier résultat de
ce type pour des applications de codimension positive entre des sous-variétés
analytiques réelles quelconques. Quand 1'ensemble d’arrivée est algébrique
réel au lieu de analytique réel, le Théoréme 1.2.13 est une conséquence du
travail de Meylan, Mir et Zaitsev [22] (voir Théoréme 1.2.11).

On remarque que le Théoréme 1.2.13 est nouveau méme dans le cas ou
N = N’ puisqu’il n’y a aucune condition de rang sur I'application que 'on
considére, contrairement aux Théorémes 1.2.10 et 1.2.9. Néanmoins, on ne
sait pas si 'ouvert dense O C M peut étre choisi indépendamment de 1’ap-
plication H et s’il s’agit d’'un ouvert de Zariski. Quand M’ est algébrique
réelle, un tel choix est possible d’aprés le résultat principal de [22] (Théoréme
1.2.11).

Nous fournirons une preuve assez élémentaire et auto-contenue du Théoréme
1.2.13. Pour cela, on utilisera certaines idées du travail de Damour [12].



Chapitre 2

Applications formelles de rang
générique maximal

Ce chapitre est organisé de la facon suivante. Dans la Section 2.1, on
définit le cadre dans lequel on va travailler, on montre ensuite seront utilisés
ultérieurement. La Section 2.2 est dédiée a la preuve de la convergence de
la fonction de réflexion quand la sous-variété source est une hypersurface
minimale. La Section 2.3 contient les preuves des Théorémes 1.2.4 et 1.2.6.
Pour terminer, on prouve le Théoréme 1.2.12.

2.1 Préliminaires

Soient (M, p) et (M’ p") deux germes de sous-variétés génériques analy-
tiques réelles de codimension d dans C de méme dimension CR n. Sans perte
de généralité, on peut supposer que p = p' = 0 et que M (respectivement
M') est donnée par (z,w) € C* x C? (respectivement (z/,w’) € C" x C?)
des coordonnées normales au voisinage de 0 associées a une application
Q € (C{z,x,7}? (respectivement Q' € (C{z',x,7'})%). Nous aurons be-
soin pour utiliser le critére de Stanton du développement de Taylor suivant

QU X, =) QX m)" (2.1)
aeNn?

Soit H : (C* x C%,0) — (C"x C%,0) une application formelle holomorphe
qui envoie M dans M’. On écrit H(z,w) = (F(z,w),G(z,w)) ou F et G sont
respectivement a valeurs dans C" et C?. En coordonnées normales, le fait que

33



34 CHAPITRE 2. APPLICATIONS FORMELLES

H envoie M dans M’ se traduit par I'identité entre séries formelles suivante :

Q(F(z,Q(z,x, 7)), H(x, 7)) = G(z,Q(z,x,7)). (2.2)

On suppose dans ce qui suit que H = (F, G) vérifie JacHZOQ.
De considérations algébriques élémentaires et de (2.2), on déduit le fait
suivant

Lemme 2.1.1. Dans la situation précédente, la condition JacH#EQ implique

det%(F (Z,Q(z,x,T))>7f_O. (2.3)

Démonstration. Tout d’abord, en dérivant 'expression F (z,Q (z,x, 7)) par
rapport a z, on remarque que

0 OF oF 0
E (F (27 Q (Zv e T)) ) - 5 <Z7 Q (Za X T))+a_w (27 Q <Z7 X5 T))a_g <Z7 X(727-i)
De méme, .
0 oG oG 0
2 (eEEnm) = QG o (2 x ) 2 <z,><(,2 T;).
Ce qui équivaut, en notation matricielle, & .
oH (Lo @<F<z,Q<z,m>>)>
o Qe (w ) = (B8N ) eo
D’autre part, aprés dérivation de (2.2) par rapport a la variable z, on obtient
Q' _ 0
acj, (F (27 Q (Zv X5 7—)) ) H(Xv T)) ) & <F (Z, Q (Z7 X5 T)) ) (2 7)
P .
= &(G(QO(Z7X7T))>
Donc
0H I,
8(2,11}) (Z7Q(27X77—)) : ( %_CZ? (Z,X,T) )
:( / 2(F(2Q(2x7) )
%%(F(ZaQ(va’T))vH(Xﬂ—)) '%(F(Z,Q(Z,X,T))) '

(2.8)
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Or, par hypothése, JacH#O0 et 'application @ vérifie (1.3). ag{fﬂ) (2,Q (2,x,7))
est donc de rang n+d en tant que matrice & coefficient dans le corps des frac-
tions de C[[z, x, 7]]. Par conséquent, la matrice qui apparait dans le membre
de droite de ’égalité (2.8) est aussi de rang générique n. Ceci est possible si
et seulement si %(F (z,Q (2, X, T))) est de rang générique n. Ce qui montre
le lemme. O]

On va avoir besoin du lemme suivant qui peut étre trouvé dans [19] et
dont la preuve est principalement basée sur des dérivations appropriées de
l'identité (2.2).

Lemme 2.1.2 ([19], Proposition 5.2). Dans la situation précédente, il existe
no € N™ et &y € N tels que, pour py = |no| + |o|

HiI1+18

0
9T - det&<F(27Q(%X77))> =0, pour || +10'| <po,  (2.9)
Hlmol+1dol 0
et, pour tout o € N, 3 € N, tels que |a| + || > 0 il existe des polynomes
universels en leurs arguments Ry g, .5, VErifiant, pour tout r € {1,...,d},
o8l " g
W TZOQ a( (X?T))

Ra.p,m0.00 ((2;—;3 =0 H(T)(ZaQ(Z,x,T))) )
=0 Inl+18]<(lel+8]) (po+1)

e ) 2(Jal+1B)-1
( 82M097% | =0 det& (F(Z7 Q(Za X5 T))))

=0

(2.11)

oty Q" est la r-ieme composante de ', et H") (z,w) := (F(z,w),G"(z,w))
avec G™ la r-ieme composante de G = (G, ..., G?).

Le Lemme 2.1.2 est utile pour montrer le lemme de convergence suivant.

Lemme 2.1.3. Dans la situtation précédente, pour tout f € N, o,y € N*,

frI-+161 -
o _ @alH X, 7)) converge.
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Démonstration. On fixe v € N". Pour |a| = || = 0, en posant z = 0,
7 = 0 dans I'équation (2.2), on obtient, grace a (1.3), Q'(0, H(x,0)) = G(0).
On déduit alors du développement de Taylor de @', donné par (2.1), que
Q'o(H(x,0)) est constante.

Pour |a| + |8] > 0, on va montrer que chaque composante de 1’ap-

olvI+18] -

plication formelle |, Q' (H(x,T)) converge. Pour cela, on applique

ol
oxY

quotient de deux séries entiéres formelles. Le numérateur et le dénomina-
teur de ce quotient sont des polynomes en les dérivées de ) qui est une

série convergente et en les dérivées de H au point (0,Q(0,x,0)) = 0. Ainsi
oll+18l
oxYOTP
dont le dénominateur n’est pas identiquement nul. D’autre part, on sait que
oll+18l

a Pexpression (2.11) et on obtient que g‘);'gf;’ Q" (H(x,7)) est un
7=0

Q" (H(x, 7)) est un quotient de deux séries entiéres convergentes
7=0

NarL: Q" (H(x, 7)) est également une série entiére formelle, elle est donc
7=0
convergente. (]

2.2 Convergence de la fonction de réflexion dans
le cas de la codimension 1

Dans cette section, on établit un résultat de convergence pour 1'appli-
cation dite de réflexion associée & une application formelle holomorphe de
jacobien non identiquement nul entre des hypersurfaces minimales analy-
tiques réelles. On conserve les notations de la Section 2.1 avec d = 1 et on
utilise toujours les coordonnées normales.

Soit R T'application formelle holomorphe appelée fonction de réflexion
définie par

R( x,7) = Q'(<, H(x, 7)), (2.12)

ou (z,x,7) € C" x C" x C. Cette fonction doit son nom au fait qu’il s’agit
d’un outil pratique pour établir certaines versions du principe de refléxion
en analyse complexe a plusieurs variables. Elle a d’abord été introduite par
Baouendi, Jacobowitz et Tréves en 1985 dans [7], cependant I’expression fonc-
tion de réflexion est due & Huang qui I’a nomme ainsi en 1996 dans [16]. Dans
cette section notre but est de montrer le résultat suivant :
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Théoréme 2.2.1. Soient M, M’ deux hypersurfaces analytiques réelles dans
C" passant par 0 et H : (C"x C,0) — (C" x C,0) une application formelle
holomorphe qui envoie M dans M' vérifiant JacH#EOQ. Si M est minimale en
0 alors la fonction de réflexion associée R donnée par (2.12) est une série
entiere convergente.

Pour prouver ce théoréme, nous allons suivre les différentes étapes de [25].
D’abord, on établit le résultat suivant.

Proposition 2.2.2. Soient M, M' deuxr hypersurfaces analytiques réelles
dans C"! passant par 0 et H : (C" x C,0) — (C" x C,0) une application
formelle holomorphe qui envoie M dans M'. Si JacH#O0, alors pour tout
v e N" et 5 €N, Uapplication formelle holomorphe

ohl+8

(z,x) € (C" x C",0) — vz I

R(Z,x,7)

est convergente.

La preuve de cette proposition va utiliser le lemme de convergence suiv-
ant dont la preuve peut étre trouvée dans [25] que I'on joint par souci de
complétude.

Lemme 2.2.3 ([25], Lemme 4.1). Soit (u;(t));er une famille de séries entiéres
convergentes dans C{t} avect = (t1,...,t,), ¢ € N*. On considére (IC;(())ier
une famille de séries entiéres convergentes dans C{C}, ¢ = (C1,...,(), 7 €
N*. Supposons que

1. Il existe R > 0 tel que le rayon de convergence de chaque IC;, i € I, est
supérieur ¢ R
2. Pour tout ¢ € C" vérifiant |(| < R, on a |[IC;(()| < C; ou C; >0
3. 1l existe V(t) € (C[[t]])", V(0) =0, tel que K; o V(t) = u;(t) pour tout
1€ 1.
Alors, il existe R' > 0 tel que le rayon de convergence de chaque u;, i € I, est
supérieur & R’ et tel que, pour tout t € C? vérifiant |t| < R', on a |u;(t)| < C;.

Démonstration. Par hypothése, (K;(¢) — u;(t))ier est une famille de séries
entiéres convergentes et V' est une application formelle vérifiant V' (0) = 0
et K;(V(t)) — u;(t) = 0 pour tout i € I. Le théoréme de Artin implique
alors qu’il existe une solution convergente V a ce systéme d’équations tel que
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V(0) = 0. Fixons R’ inférieur au rayon de convergence de V et tel que, pour
lt| < R, [V(t)| < R. Alors, puisque chaque K; est de rayon de convergence
supérieur & R, chaque u; = IC; o V(t) est de rayon de convergence supérieur
a R'. De plus grace a ’hypothése 2, pour tout |t| < R, on a |u;(t)] < C;. O

Montrons maintenant la Proposition 2.2.2.

Démonstration de la Proposition 2.2.2. D’abord, on va prouver le résultat
dans le cas = |y| = 0. Pour montrer que R(2',x,0) est convergente, on
rappelle que

R(Z,x,0) = Q' (<, H(x,0) = > Q4 (H(x,0))"". (2.13)

aeN"

On voit donc, comme dans la démonstration de la Proposition 5.1 de [25],
qu’il suffit de trouver des constantes positives r et Ry telles que le rayon de

convergence de chaque élément de la famille (Q',(H(x,0))), est supérieur a
r et telles que pour tout x de norme inférieure a r et tout a € N”, on a

QW (H(x.0))| < R (2.14)

Ceci est possible en utilisant la propriété suivante qui provient de I’holomor-
phie de @’ : il existe r; et R des constantes positives telles que, pour tout
a,u € N v € N et pour tout (y/,7') € C**! vérifiant |(x',7)| < 71, on a

' alquQ/a

T < (p, ) R, (2.15)
X T

x5 7")

ou (i, v) est la concaténation de u et de v.
Par conséquent, on peut appliquer le Lemme 2.2.3 pour prouver (2.14).
En effet,
- Pour tout o € N" ', (\/, ') converge et son rayon de convergence est
supérieur a rq,
- en choisissant v = |u| = 0 dans (2.15), on obtient que pour tout
(x,7') € C"*1, verifiant |(\/, 7')| < 71, on a |Q', (X, 7)| < Rl
- Q' (H(x,0)) converge grace au Lemme 2.1.3.
La preuve dans le cas § = |y| = 0 est donc achevée puisque (2.14) est
valable avec Ry = R.



2.2. CONVERGENCE DE LA FONCTION DE REFLEXION 39

On utilise maintenant la méme méthode pour montrer la proposition dans
le cas général. On fixe v € N” et 5 € N tels que S+ |y| > 0. Si on écrit le
développement de Taylor de R en 2/,

R(Zx.m)=Q(Z Hx,7) = Y Q4 (H(x,7))2", (2.16)

aeN?
on a
olal+h+8R , oh+8 a|a\Q/ o
a0 T) = g ( 0270 (ZaH(xaﬂ)) : (2.17)

olvI+8

Il suffit donc, pour montrer la convergence de 5578

R(Z,x,7), de mon-
7=0

trer que la famille définie par

lal++87R ol1+8

o) =al fos| QM) (219

7=0

By -
) = G

vérifie les conditions suivantes : on peut trouver rg, > 0 et Rz, > 0 tels
que le rayon de convergence de chaque élément de la famille (wgﬂ)aeNn est
supérieur a rg, et tels que pour tout a € N" et tout x € C" vérifiant

Ix| < 73,9, on a lestimation suivante
1
027 ()] < alRG. (2.19)

Montrons (2.19) en utilisant le Lemme 2.2.3. Pour cela, on fixe a € N". De
(2.18) et du Lemme 2.1.3, on déduit que 127 (y) converge. Ensuite, pour tout
multi-indice p € N, v € N tel que |u| < |vy|, v < 8, on remarque qu’il existe
un polynéme universel Pf/] tel que

olol+n i 8|u|+uQ/a B
¢577(X) =al Z Plf;t’y (5X507'77 (X7 0)) 1<[8<]| —(H(Xv O))

oxHoTv
[l <[ 1<n<p
v<p
(2.20)

o N , : - N, n+1
La série entiére h27 en les variables ((Agm)lgwgV X 77) € CY%» xC
1<n<p
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ot Ng, = (n+1)Card {(§,7) € N* x N, 1 < |§] < |v|,1 < n < S}, définie par

ho ((Aa,n)lgzﬂsm X T')

1<n<pB

olol+n fr olul+v ¢y
=al Y Pl Asy + 5570 Lo o
“ Vit ( o 8)@07’7( ))1<|5<|ny| oxHoTY (> 7)
1<n<

[l <[
v<p
(2.21)

est alors clairement convergente. A partir de cette définition et de (2.15), on

observe qu’il existe une constante Rg, telle que, pour (Asy,)1<s<|y de norme
1<n<p

inférieure a 1 dans CVé et (', 7') de norme inférieure a 7 dans C"*%, on a,

pour tout o € N”

al+1
hon (<Aa,n>1g|agm x)\ < R (2.22)

1<n<p
Donc, en utilisant le fait que

ol [ olol+n i1 -
By o _ g
h <8X637” (x,0) O\°DTN (0)) r<tsi<iyl’ H(x,0) VI (x)  (2.23)

1<n<B

«

et le Lemme 2.2.3, on obtient les estimations (2.19). Ce qui achéve la démon-
stration de la Proposition 2.2.2 O]

On va maintenant avoir besoin du lemme et de la proposition suivante. Le
lemme est une conséquence du théoréme d’approximation de Artin [1]| et on
donne une démonstration similaire & celle que 'on peut trouver dans [25]. La
proposition est, quant a elle, un corollaire des résultats établis par Gabrielov
dans [15]. Elle est également démontrée dans [10].

Lemme 2.2.4 (|25, Lemme 6.1). Soit T (z,u) € (C[[z,u]])", x € C?, u € C*
tel que T(0) = 0. Supposons que T (z,u) vérifie une identité dans l’anneau
Cllz,u,y]], y € C4, de la forme

o(T (z,u);z,u,y) =0

ot ¢ € C[[W,z,u,y]] avec W € C". Supposons, d’autre part, que pour tout

S y o 151
multi-indice § € N9, la série entiére formelle %Tf (W z,u, y)} converge.
y=x
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Alors pour tout entier positif k, il existe un r-uplet de séries entiéres con-
vergentes T*(x,u) tel que o(T*(x,u);z,y,u) = 0 dans C[[z,u,y]] et tel que
TH(x,u) coincide avec T (z,u) en 0 jusqu’a ordre k.

Démonstration. Puisque T (x,u) vérifie p(T (x,u); z,u,y) = 0, cette applica-
tion est une solution formelle du systéme d’équation en W,

CRIE

BeNY

Par le théoréme de Artin, pour tout entier positif k, on peut trouver une série
entiére convergente 7*(x,u) qui coincide avec T (x,u) en 0 jusqu’a l'ordre k

telle que
olfly
([8—3/5 (Tk(m, u); x, u, y)] > = 0.
Y=%/ BeNa

Cette derniére identité équivaut a o(T"(z,u);z,u,y) = 0. Ce qui montre le
lemme. O]

Proposition 2.2.5. Soient J(x) € (C{z})", z € C*, k,r > 1 avec J(0) =0
et V(t) € C[[t], t € C". Si Vo J converge et si le rang générique de J est
égal a r, alors YV converge ausst.

On aura aussi besoin des applications de Segre pour 'hypersurface M,
uniquement les trois premiéres pour cette section, dont on rappelle les défi-
nitions :

vy :z € (C*,0) — (2,0),
vz :(2,€) € (C™,0) = (2,Q(2,£,0)), (2.24)
La condition de minimalité de M dans le Théoréme 2.2.1 nous permet d’af-

firmer que le rang générique de vy (et de v3) est n + 1. En effet, la matrice
jacobienne de vy n’est autre que

( Ln Onn ) (2.25)
52(2,6,0) F2(2,60) ) '

Pour prouver I'assertion souhaitée, il suffit donc de montrer que le vecteur

%(2, €,0) est non identiquement nul. Raisonnons par I’absurde en supposant
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que ce vecteur est nul. On obtient alors que Q(z, x,0) = Q(z,0,0). Comme
cette derniére fonction est nulle par (1.3), on remarque en utilisant (1.2) que,
la sous-variété M contient, au voisinage de 0, un morceau de la sous-variété
{(2,0) € C" x C}. Ceci est contradictoire avec la minimalité de M en 0.

Démonstration du Théoréeme 2.2.1. En posant 7 = Q(x, z,Q(z,&,0)) dans
(2.2), on obtient

Q' (F(2.Q(2,x, Qx, 2 Q(2,£,0)))) . H (x, Qx. 2, Q(2,£,0))))
=G (Z7 Q (Zv X Q(X? <, Q(Z7€7 O)))) :
Ce qui donne en utilisant (1.4),
Q' (F(2,Q(260)), H (x.Q(x. 2, Q(2,£,0)))) = G (2,Q(z,£,0))), (2.27)

c’est a dire

(2.26)

Q/ (FOUQ(27€)7I_{O@3<X7Za§)) :Gov2(27£>' (228)
Cela signifie que R satisfait I’équation suivante
R(Fowvy(2,8),03(x,2,¢)) —Gouvg(2,€) =0. (2.29)

On souhaite maintenant appliquer le Lemme 2.2.4 & I’équation (2.29) avec
Tr = 57 U=2z219Y=X T(I,U) = HOU2(Z7€) = (FOU? (275)7GOU2 (ng))a
W =(\u) e C"xCet

(A )& 2, x) = R(A, 03(x, 2,§)) — e

Pour cela, il faut vérifier la convergence de toutes les dérivées de ¢ par rap-
port & x évaluées en y = £. Cependant, ces dérivées mettent en jeu unique-
ment des dérivées de vs qui sont convergentes et des expressions de la forme

—%L'jng(A,@(X,z,g))|ng. Or, par 'identité (1.4), on a v3(§, 2,£) = v1(§) =

(£,0), donc la Proposition 2.2.2 nous permet d’appliquer le Lemme 2.2.4. Par
conséquent, pour tout entier positif k, il existe 7%(z, &) = (T’k(z, ), TrE, (2, 5))

n
une série entiére convergente qui coincide en 0 avec Howy(z, ) jusqu’a lordre
k et telle que

k _
R <T/ (275),1)3()(, Z7€)> = 7:Lk+1(27€)‘
Pour montrer que R est convergente il suffit, en utilisant la Propostion
2.2.5, de montrer que, pour k bien choisi, I'application (z,x,¢) € C
(T’k(z, £),v3(x, 2, f)) € C?*! est de rang générique 2n + 1.

Grace aux assertions suivantes :
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1. (z,x,8) € C" — (va(2,€),03(x, 2,€)) € M est de rang générique 2n+1
car M est minimale

2. (z,w,x,7) € M — (F(z,w),x,7) est de rang générique 2n + 1 car F
est de rang générique n;

on déduit que (2, x, &) — (F(va(z,£)), v3(x, 2,€)) est de rang générique 2n+1

dans (C[[z, x, &]])*" L. Mais T*(2,€) et H o vy(z,€) coincident en 0 jusqu’a

lordre k, donc pour k assez grand, le rang générique de <T’k(z, €), vs(x, 2, 5))

est 2n 4 1. Ceci compléte la preuve du Théoréme 2.2.1. O

2.3 Convergence en codimension supérieure

Le but de cette section est de montrer le Théoréme 1.2.4. Les arguments
utilisés pour obtenir ce résultat sont inspirés par des résultats analogues pour
le probléme de détermination par un nombre fini de jets qui figurent dans
[19].

2.3.1 Un lemme de convergence

Dans ce paragraphe, on va énoncer puis démontrer un lemme inspiré de

[19].

Lemme 2.3.1. Soient P(z,Y) € (C{z,Y})V, 2 € C,Y € CV, et py(x,t) €
(Cl[z, t])N, »(0) =0, t € C? tels que

oP
det =7 (2, o (2 ))£0.

Supposons que pour tout B € N? % o P(z,o(x,t)) soit une série entiére

181 . . |
convergente, alors pour tout § € N %Tw(x, 0) est aussi une série entiére
convergente.

La démonstration de ce résultat va nécéssiter la proposition suivante issue
de [19].

Proposition 2.3.2 ([19], Proposition 3.1). Soient P(z,Y) € (C[[z,Y]])",
reC™, Y eCV, et py(z,t) € (Cllx, t]])V, vo(0) =0, t € C? tels que

detg—i(x, wo(x,t))#E0. (2.30)
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Soient oy € N™, 3y € N tels que

Hlaol+ol
Oz OtPo

oP

- detﬁ(x,gpg(x,t)) # 0. (2.31)

t=0

Alors, pour toute série entiére p(x,t) vérifiant

1. pour tout (o, B) € N xN? tels que || < |aol et |B] < |Bo] - % (0) =
8“1|+|£|¢0 (O)
Ax>ots ’

2. il existe k € N tel que % o P(z,p(z,t)) = % o P(z,po(z,t)),
pour |B] < |Bo| + k,
on a, pour tout 3 € N% vérifiant |B| < k,

A8l o191,

(2.32)

Démonstration du Lemme 2.3.1. Pour 8 € N fixé, on note

El
Ps(z) 0

= o P(z,0(z,t)) € (C{z})N.

t=0

En utilisant la régle de la chaine, on remarque qu’il existe une matrice uni-

verselle a coeflicients polynomiaux <Al,75 <(A“)1§\ulﬁlﬁl>> U (Ap)i<ipl<ipl €

0
lvI<|B
CNe et Ng = (n+ d)Card{p € N4, 1 < |u| < |B]} telle que :

vl |l
Poa) = 3 T ol 0) - A ((8atf°<x,o>)1<| W). (239

lvI<|Bl

On définit alors des séries entiéres convergentes en posant

vl
ooz @) = 3 o (w80) - Aus (Acpers) (230
lvI<|Bl

et
Rs(Ay)o<iu<isp ) = he((Ap)o<iu<is), ©) — Ps(w). (2.35)

On fixe maintenant L € N et on considére

R ((Au)ogmgL ,x) = ((RB(AOSIMISWI)7 x))og\mgL : (2.36)
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Par définition, R est une série entiére convergente et vérifie

1l
R ((aatfo (z, 0)>OSMSL x) — 0. (2.37)

On obtient ainsi, par le théoréme d’approximation de Artin [1|, que pour

tout entier positif k, il existe une application convergente @%L(x) ¥
0<|ul<L

(C{z})t ou Np, = (n + d)Card{p € N% |u| < L}, qui coincide avec la série
formelle (alglf” (x,0) en 0 jusqu’a lordre k et telle que
0<|ul<L
R ( L ) ) =o. 2.38
( 7 (7) o<iu<r”” (2:38)
On définit la série entiére convergente suivante o(z,t) == >, 1 L;ﬂ ) o,

Par définition, pour tout p € N? tel que |u| < L, on a aggf (z,0) = o (x).
Par conséquent, pour tout (a, ) € Nt x N tel que |a| < K et |u| < L, on
a

oleltlul dlel+lulpg
Gredr ) T redtn 2,
Oz Ot dxedtr (2.39)
édud olul o
On déduit donc de (2.38) que R (< (T O>>0<u§L ,m) =0, ce qui équiv-
aut a
o8l 516!
oo |,_, Pz, p(x,1)) = Ps(2) = 55 ~ P(x,p0(z, 1)), (2.40)

pour tout 8 € N? vérifiant |5 < L.

On souhaite maintenant appliquer la Proposition 2.3.2 avec un choix ap-
proprié de K et L. Si ag et [y sont tels qu’ils figurent dans la Proposition
2.3.2 (un tel choix est toujours possible car det9Z (z, ¢o (z,t)) #£0), on choisit
K = |ag| et L = |By| + k pour k > 0 un entier fixé. Les identités (2.39) et
(2.40) assurent que g et ¢ vérifient les hypothéses de la Proposition 2.3.2
de sorte que 'on a, pour tout 3 € N? tel que || <k,

CLEP 9l
z,0) =
otP otP
Or ¢ est une série entiere convergente, donc a‘aﬂ‘f“ (x,0) est convergente pour

|B] < k. Comme ceci est valable pour tout choix de I'entier k, le Lemme 2.3.1
est démontré. O

(z,0). (2.41)
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2.3.2 Démonstration du Théoréme 1.2.4

On se place dans le contexte du Théoréme 1.2.4. Soient (M, p) et (M',p')
deux germes de sous-variétés génériques analytiques réelles de codimension
d > 1 dans C"*? avec M minimale en p et M’ holomorphiquement non
dégénérée en p/. On considére une application formelle H : (C"*4 p) —
(C"*4 p') qui envoie M dans M’ telle que JacH#0. Au cours de cette sec-
tion, on utilisera les notations établies dans la Section 2.1, on travaillera en
particulier dans les coordonnées normales.

Pour montrer que H est convergente, on va établir sa convergence le long
des ensembles de Segre (voir la Section 1.1.3 et [4, Chapitre X]). Le résultat
suivant montre la convergence le long du premier ensemble de Segre.

Proposition 2.3.3. Sous les hypothése‘sldu Théoreme 1.2.4 et avec les no-
ol8lH

tations précédentes, pour tout 3 € N4, W(z, 0) est convergente.
Démonstration. Puisque M’ est holomorphiquement non dégénérée, en util-
isant le critére de Stanton, il est possible de choisir ! € N* et 1 < 7; <

1Tk

)
d, pour i € {1,...,n} tels que det( C;Xc;k (X/’T,)) £0. Soit P(x/,7") =
: k.l

(PY(X',7"), ..., PP (X', 7)) la série entiére convergente définie par

Pk(X/ Tl) = { /;I};(leT/)’ pour 1 S k S n,
) . Q

N, T, pourn+1<k<n+d
Puisque %;?_E)(X/,T/) =1, et %;%)(X/,T/) =0,o0na
007
(x',7) = det ( o (X',T')) £0.
Ix; k)l

)

oP

A, T) = det_@(x’ )

Or H est de rang générique maximal donc A(H(x,7))#0. De plus, grace

- s lel
au Lemme 2.1.3, la série entiére gj

P(H(x, 7)) converge pour tout 5 €
0

T=

N¢. Le Lemme 2.3.1 montre donc que pour tout 8 € N¢ % . ﬁ(X;T) _
85‘,251(2,0) est convergente. -

La convergence de H le long des ensembles de Segre d’ordre supérieur sera
prouvée en utilisant les applications de Segre et notamment les applications
de Segre & paramétre définies dans la Section 1.1.3.
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En posant 7 = Uy (x!, 2%, X2, 2%, ... ;1) dans (2.2) et en utilisant (1.26),
on obtient I'identité suivante, pour tout j > 1,

Q' (F (V; (1% 22 i) (Vi (V2% 22 i)

=G (Vj (21,X2,z2, o ;t)) : (2.42)

On va maintenant prouver le résultat de convergence suivant

Proposition 2.3.4. Si on se place sous les conditions du Théoréeme 1.2.4 et
dans le contexte précédent alors pour tout f € N? et tout entier 7 > 1, la
série
o8l
otp

<H o Vi(x!, 2t x% 2% ;t)) converge.
t=0

Dans un premier temps, nous allons avoir besoin du résultat suivant dont

la preuve est inspirée de [19].

Lemme 2.3.5. Soient h(Z) une série entiére avec Z = (z,w) € C"* x C? et
j > 1 un entier fizé. Si pour tout € N¢

18l
P

(h o V(' X, ... ;t)) converge,
t=0

Bl

n+d d
alors pour tout v € N el tout B € N, Sz .

converge.

. ( (%) ij(zl,Xl,...;t)>

Démonstration. On montre ce résultat par récurrence sur |y|. Le cas v = 0
vient directement des hypothéses du lemme. Supposons donc le résultat vrai
pour tout v € N*"™4 |y| = [ et tout S € N, et montrons le pour 7/ € N*+¢,
Y| =1+ 1 et 8 € N% On note

ahlp

Rf'y(zl,xl, cot) = (W o V]) ('t t). (2.43)

N p . . , . 918l
L’hypothése de récurrence implique que les séries 57

R! sont conver-
=0
gentes. En dérivant (2.43) par rapport a ¢, on obtient

OR! oM+1h oU;
i 1 1 . _ i 1 1 . . J 1 1 .
375 (Z7X7.”7t>_<8Z78wo‘6)<z’x’...7t> at (Z7X7'~'7t)'
(2.44)
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Or on a %(O) = I; d’on %(O) = I;. Ainsi, en multipliant (2.44), par la

matrice adjointe de %(zl, XY, .. .5t), c’est a dire la transposée de la matrice
des cofacteurs notée adj (%(Zl, X ;t)), on obtient
R} . (ou;
(8'y+1h V> ( - t) atw(zlaxl,...;t)-ad,] (3_;(217X17__.;t)>
—FFF O j 29X 50 = U .
0270w det=2 (21, x1, ... ;1)

(2.45)

¢ 271 a l'identité précédente, on obtient que la

Si on applique maintenant 35

série formelle

o8l ohl+1p _
— ————o V) (z,x,...;t
ot |,_, \oZ7ow (=1 x )
est un quotient de deux séries entiéres convergentes dont le dénominateur

9181 all+1p 1 .1 .
7Wt_0 mo‘/} (Z,X,,t)est

convergente. Pour obtenir la convergence des autres dérivées, on dérive (2.43)
par rapport a 2!, ce qui donne

ORI [y[+1
’Y(Zl,Xl,...;t):(a h Vj> (Xt .. t)

ne s’annule pas en 0. Par conséquent

0z! 9279z °
1
(g';taz o v;.) (ot %(zl, b,

(2.46)

Toutes les séries % o %—ij(zl, X!, ...;t) sont convergentes. En effet, la série

% . RI(2',x",...;t) converge par hypothése, donc il en est de méme pour

la série -2r (% . RI(2, X', ... ;t)). Ceci implique la convergence de la

série %’2 . (%—]ﬁ(zl,xl, . ;t)).

Bl

Ainsi, on obtient la convergence de %7

ahl+ip 1 1 .
o <WOV7> (Z ,X ,...,t) en

utilisant le fait que % B <% o I/}) (24, x1,...;t) converge d’aprés le
résultat établi précédemment. Ce qui achéve la démonstration du Lemme
2.3.5. ]

Pour montrer la Proposition 2.3.4, nous aurons également besoin du résul-
tat suivant qui provient de [19] et qui fournit des identités entre applications.
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Lemme 2.3.6 ([19], Proposition 6.4). Dans la situation précédente et pour
j > 1 un entier firé, comme JacH#O on peut choisir v/ € N? tel que

) ({2 e ae)

Y

ot | ,_

pour [8'] < |7,

| ((5@ (FE Q7))

et, tel que pour tout entier positif k, on ait

o (s )

oo (et )

T:Ujﬂ(xl,zl,x?,...;t)) (2.47)

led

) £0, (2.48)

m=Uj11(x",25x2, . 5t)

k
T=Uj11 (X1721»X2»--~§t)>

k
TUj+1(X17317X27---§t)> )

(2.49)

1 9kl
(k~)! otk

=0
1 ol

Alors, pour tout o € N" et 3 € N tels que |a|+|8| > 0, il existe un polynome
universel en ses arguments Ty, g tel que l'on ait ce qui suit : pour tout j > 1
et tout r € {1,...,r}, on a lidentité

o8l . _
9 Q" (Fo Vj(zl,xz,z2,...;0),Ho jH(Xl,zl,XQ, . ;t))
t=0

[ ale! ol ()1 o1 1
Ta,ﬁ,'yj (( 815 t:0<<azlnH (2 7Q(Z 3 X ,‘r)))

t=0

det( (%(F(ZLQ(ZI’XI’T)))) |T=Uj+1(X1,zl,X

(2.50)

Démonstration de la Proposition 2.3.4. On va montrer cette proposition par
récurrence sur j. Pour 7 = 1, le résultat provient directement de la Propo-
sition 2.3.3. Supposons que la proposition est valable pour un entier j fixé
et montrons qu’elle est toujours valable pour 5 4+ 1. Pour cela, nous allons
utiliser le lemme suivant :

Lemme 2.3.7. Pour tout 3 € N, a e N" et r € {1,...,d},

BIE
ot?|,_,

Q" (Fij(zl,XQ,zQ,...;O),[:Io j+1(X1,zl,X2,...;t)) converge
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Démonstration. Commencons par le cas |a| = || = 0. En posant ¢ = 0 dans
(2.42), on obtient

(2.51)

Le membre de gauche de I’équation précédente est exactement I’expression
dont on veut montrer la convergence, le membre de droite est convergent par
I’hypothése de récurrence.

Pour le cas |a| + || > 0, on déduit du Lemme 2.3.6 que

Rl . B
5 Q" e (Fo ‘/}(21,X27z2, ...;0),Ho j+1(xl,zl,x2,...;t))
t=0

1] alnl (), 1 1.1
Ta,ﬂ,w((gt& B <(WH (27,Q(z"x 77'))> - 1.1.9 .
=0 TEU 102X ) ) 1< (Jad 418D @1y [+ D — ||

2(Jaf+[B8) -1
1 ahl a 1 1,1
<’Y! e tzodet<(6zl (F(z ,Q(z1,x ’T))))|7—:U]-+1(x1,z1,x2-,»-»;t)

Cette expression est un quotient de deux séries entiéres convergentes. En effet,
le numérateur est polynomial en les dérivées de (), qui sont convergentes, et
en des expressions de la forme

oldl
ot

gInl+lul [ O T (o t))
— (% z i z
o aznaw# ) y X Jj+1 X y X s 3 ’

c’est a dire, par le biais de (1.26), de la forme

oldl
ot

8|77\+|M|H
(W © Vj) (25 x% 2% 0),
t=0

qui sont aussi convergentes d’aprés 'hypothése de récurrence et le Lemme
2.3.5. O]

Revenons a la preuve de la Proposition 2.3.4. Comme dans la preuve de la
Proposition 2.3.3 et grace a la condition de non dégénérescence holomorphe
de M’ on peut choisir o’ € N" et 1 <r; < d pouri € {1,...,n} tels que

oQ"™,
det < n (X/,T/)) £0. 2.52
2% k.l ( )

)
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On définit la série entiére Pjy; : (CUTU™ x CHd () — (C™,0) de la fagon
suivante

QT (F(Vi(2h,x?, 2%,...50)),Y)

™ (F(V, z1,>'<2,z2,...;0)),Y)
Pj+1(X17217X27227"'7Y) = QZII(}(?(‘/]ZZ& 2 22 0)) )

Q’d(F(V}(zl,XQ', 22,...;0)),Y)

Par I’hypothése de récurrence, P; est une série entiére convergente. De plus,
on remarque que

oP; _
det 8?1 (Xl 2 x ,---;HOVjH(Xl,Zl,XQ,...;t)) £0. (2.53)
En effet, si on pose, dans (2. 53) 2= 0pour I > 1 et x' = 0 pour
[ > 2, on obtient, puisque VJH( ,0,..1) = (x4, gg( X, ) =0 et
(0, X, 7)) = Ia:
OP; "
det afyfl (x',0,...; H(x", 1) :det( a;’f (O,H(Xl,t)))
: kI (2.54)

= det (0@’;’2 (H(Xl,t))) ,
k.l

ox;

qui est non identiquement nul grace a (2.52) et au fait que H est générique-
ment de rang maximal.
Par ailleurs, le Lemme 2.3.7 implique que, pour tout 3 € N%, I’application

% ; P4 (Xl, 2N Ho Vi (25 8, ;t)) converge. Finalement,

le Ler:nme 2.3.1 fournit la conclusion souhaitée. O

On est maintenant en mesure de démontrer le Théoréme 1.2.4.

Démonstration du Théoreme 1.2.4. On utilise les notations précédentes. La
Proposition 2.3.4 nous permet d’affirmer que pour tout 7 > 1, 'application
HoV;(x*, 2% x?%,...;0) converge. De plus, on sait par le Théoréme 1.1.12 (voir
également la Section 1.1.3 et |4, §10.4, §10.5]) qu’il existe une suite (pg), qui
converge vers 0 et telle que, pour j = 2(d+ 1), le rang de V;(x*', 2%, x?,...;0)
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en chaque p; est égal & n + d avec Vj(pg;0) = 0. Ceci nous permet d’af-
firmer que Vagyn(x', 25 X%, ...;0) posséde un inverse a droite convergent
dans un voisinage d’un élément approprié p, assez proche de 0. Par con-
séquent, puisque 'application H o Vaai1y (X', 2%, X%, .. .; 0) est convergente, il
en est de méme pour H. O

2.3.3 Démonstration du Théoréme 1.2.6

Pour montrer le Théoréme 1.2.6, on va avoir besoin du lemme suivant,

Lemme 2.3.8. Soient (M, p) et (M',p') deuz germes d’hypersurfaces analy-
tiques réelles dans C"1. Si M est holomorphiquement non dégénérée en p et
st M’ ne contient pas de courbe holomorphe passant par p’ alors toute appli-
cation formelle holomorphe qui envoie (M, p) dans (M',p') est soit constante
soit de rang générique mazximal.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que p = p’ = 0.
La démonstration de la Proposition 7.1 de [5] contient le fait suivant

Lemme 2.3.9. Soient M et M' deuz hypersurfaces formelles dans C"* pas-
sant par 0 et H : (C"1 0) — (C""1,0) une application formelle holomorphe
qui envoie M dans M', avec M holomorphiquement non dégénérée en O et
M' ne contenant pas de courbe formelle holomorphe passant par 0 ; si de plus
M et M’ sont données en coordonnées normales et si H = (F,G) € C* x C,
alors G = 0 implique H = 0.

D’autre part, dans [20] Lamel et Mir prouvent un théoréme qui s’énonce
alnsi

Proposition 2.3.10 (|20], Théoréme 2.8). Soient M et M' deux hypersur-
faces formelles dans C"* passant par 0. Si M est holomorphiquement non
dégénérée en 0 alors toute application formelle holomorphe H : (C"*1 0) —
(C™1,0) envoyant M dans M' et transversalement non plate (i.e. vérifiant
en coordonnées normales GEQ) est de jacobien non identiquement nul.

Alinsi, pour montrer le lemme 2.3.8, il suffit d’appliquer les deux lemmes
précédents en notant que si M’ est une hypersurface analytique réelle qui ne
contient pas de courbe holomorphe passant par 0 alors elle ne contient pas
de courbe formelle holomorphe passant par ce méme point (voir [24]). O

Démonstration du Théoréme 1.2.6. Le théoréme est obtenu en combinant le
Lemme 2.3.8 et le Théoréme 1.2.4. Il
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2.4 Démonstration du théoréme artinien

Démonstration du Théoréme 1.2.12. Cette preuve est inspirée par la preuve
du Lemme 14.2 de [8]. On utilise les notations de la Section 2.2 et en par-
ticulier les coordonnées normales. D’aprés le Théoréme 2.2.1 on sait que
lapplication de réflexion R est convergente. Par conséquent, en utilisant le
développement de Taylor de la série @', la série Q' ,(H (x, 7)) = ra(x, T) con-
verge pour tout a € N". Pour k € N fixé, par le théoréme d’approximation
d’Artin [1], il existe H* : (C" x C,0) — (C" x C,0) une série entiére holo-
morphe convergente qui coincide avec H jusqu’a lordre k en 0 et telle que
Q' (H*(x, 7)) = 7a(x, 7), pour tout a € N*. Par conséquent, on a l'identité
suivante entre série entiere,

Q' H(x, 7)) =Q'(<, H*(x,7)). (2.55)

Pour montrer que, pour tout k € N, H* envoie un voisinage de 0 dans M
dans un voisinage de 0 dans M’ on considére

p T eU—w —Q'(2, X, ) e C, (2.56)
ou U est voisinage de 0 dans C?"*?2 suffisament petit, et
P T = p T 2 ). (2.57)
La série entiére convergente ¢ est de rang 1 dans un voisinage de 0 et
(2w, X', 7)) = 0 implique p'(2',w',x’,7") = 0 grace a Uidentité (1.4). 11
existe donc, u € C[[2/,w', X/, 7']] tel que,

J( X ) = (s ) 5w X T) (2.58)
On a, grace a (2.55),
P Hx,m) = p (¢ 0, H (x, 7)) (2.59)

et on sait que H* envoie M dans M’ si et seulement si

Q (F*(2,Q(z.,x, 7)), H" (x,7)) = G* (2,Q (2,x,7))
ie. pf (H"“ (2,Q (z,x, 7)), H (X,T)) = 0. Mais, on a

p(H" (2,Q (z.x, 7)) H* (x, 7))

P (H" (2,Q (2, x,7)), H (x,7)) d’apreés (2 59)

u(H* (2,Q (z.x.7))  H (x )5( zxa 7))

w(H* (2,Q (2. x.7))  H (x, 7)) 4/ (H Q(zx1)).
(2.60)



54 CHAPITRE 2. APPLICATIONS FORMELLES

Cependant, p/ (H(X,T),Hk(Z,Q(Z,X,T))) = 0. En effet, on rappelle que,
puisque H envoie M dans M’,

Q (F(z,Q(z,x, 7)), H(x,7)) = G(2,Q(2,x,7)).

On obtient donc, en appliquant Q’ (F (x,T) ,F(Z,Q(z,x,T)),.) a chaque
coté de l'identité précédente,

Q (F(x,7),F(2,Q(z,x,7),Q (F(2,Q(2.x. 7)), H (x.7)))
= Ql <F<X7T)7F(27Q(Z7X77—))7G(27Q(27X77-)))'

Ainsi, en utilisant l'identité (1.4), on a
Gx.m)=Q (F(x. ), H(2 Q(z,x,7))) (2.62)

ie. pf (ﬁ(X,T),H(z,Q(z,X,T))) = 0. Par conséquent, 'identité

(2.61)

P (H(x,7), H(2,Q(2,x,7))) =0

est vérifiée, ce qui compléte la preuve du Théoréeme 1.2.12. O



Chapitre 3

Applications CR de codimension
positive

Ce chapitre est organisé de la facon suivante. La Section 3.1 contient
des définitions basiques et des lemmes techniques utilisés dans la Section
3.2. Dans la Section 3.2, on donne des propriétés élémentaires d’un ensemble
analytique complexe invariant attaché au graphe d’une application CR lisse.
La derniére section est dédiée a la démonstration du Théoréme 1.2.13.

3.1 Préliminaires

Dans cette section, on commence par rappeler des définitions de base puis
on montre un lemme utilisé dans la section suivante.

Soit M C C¥ une sous-variété générique analytique réelle de codimension
d. On rappelle que M est dite minimale en p € M s’il n’existe pas de germe
de sous-variété réelle S C M passant par p tel que 'espace tangent complexe
de M en g soit tangent & S en tout point ¢ € S et tel que dimg S < dimg M
(voir la Section 1.1.3 et [4, §1.5]).

Comme dans [12], on note, pour une application CR. C® f: M — CN' et
pour p € M, T,(f) le germe du plus petit ensemble analytique complexe dans
CN+N" qui contient le germe du graphe de f en (p, f(p)). L’entier dim 7,(f) —
N sera appelé le degré d’analycité partielle de f en p et noté deg, f. On peut
remarquer que si M est minimale en p le degré d’analycité partielle de f en
p est positif (voir remarque 3.2.2).

On aura besoin du principe de réflexion bien connu qui suit (voir par

25
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exemple |7, 21])

Proposition 3.1.1 (Principe de réflexion). Soit M une sous-variété générique
analytique réelle dans CN minimale en un point p € M. Supposons que
u: M — C est une fonction continue CR prés de p dans M et que © :

((C2N+1, (p,ﬁ, m>) — C est un germe en <p,]5, m) de fonction holo-

morphe tel que la fonction F(Z) = © (Z, Z, (Z)) est CR pres de p dans

M. Alors F admet un unique prolongement holomorphe prés de p dans CV.

Dans ce qui suit, on dira qu’une application C® h: Q2 — C', avec Q ouvert
dans une variété réelle, est non identiquement nulle prés d’un point pg si le
germe de h en pg n’est pas nul, c’est a dire si 'on peut trouver des points p
aussi proches que I'on veut de pq tels que h(p) # 0.

On aura également besoin de la notion de wedge. Pour p € M, on con-
sidére un voisinage ouvert U de p dans C" ainsi qu'une fonction analytique
réelle définissante locale p: U — R? de M prés de p. Si ' est un coéne ouvert
convexe dans R? d’origine 0, on appelle wedge d’edge M dans la direction T
centré en p tout ensemble ouvert W de la forme {Z € U, p(Z,Z) € T'}.

Le résultat suivant est un lemme de [12| dont on va donner une démon-
stration plus élémentaire.

Lemme 3.1.2. Soit M C CV une sous-variété générique analytique réelle,
minimale en p € M. On considére F: (M,p) — C*® et u: (M,p) — C

deuz germes d’applications CR C™ et 1: <C2N+t+s, (p,ﬁ,u(p),F(p))) —
C un germe en <p,p,u(p),F(p)> de fonction holomorphe. Supposons que
Y <Z, Z,u(Z),F(Z)) =0 pour Z € M pres de p et que la fonction (Z,w) —

Y (Z, Z,u(2), w) ne soit pas identiquement nulle prés de (p, F'(p)) dans M x

C#. Alors on peut trouver des points ¢ € M aussi proches que l’on veut de p
tels que deg, F' < s.

Démonstration. Ce résultat va étre prouvé par récurrence sur I'entier s. On
considére d’abord le cas ot s = 1.
Soit A I'ensemble des points p; prés de p dans M tels que la fonction

holomorphe C 3 w — ¥ (pl,p_l,u (p1)7w> est non identiquement nulle prés
de F(p;) dans C. On peut trouver p; € A aussi proche que l'on veut de

p. En effet, puisque (Z, Z,u(Z),w> n’est pas identiquement nulle prés
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de (p, F' (p)) dans M x C, il existe (py1,p}) aussi proche que l'on veut de

(p, F(p)) tel que <p1,p_1,u (pl),p’1> = 0. Ainsi, par holomorphie C 3 w

Y (php_h u(p1), w) ne peut pas étre identiquement nulle prés de F'(p;) dans
C. D’autre part, pour Z € A fixé, comme la fonction holomorphe C 3 w

P (Z, Z, (Z),w) ne s’annule pas identiquement prés de F(Z) dans C, il

existe un unique entier k; > 1 tel que oltzly (Z, Z,u(Z),F(Z)) £ 0 et,

wkz

pour tout entier k < kg, %‘Z}lg’ (Z, Z,u (Z),F(Z)> = 0. On fixe maintenant

un voisinage V' de p dans M suffisamment petit et on considére I'entier suivant
K =min{kz,Z € ANV}

On peut choisir py € ANV tel que k,, = K et on a:

oK1

TK_? <p1,p_1,u(p1),F(p1)> = 07 (31)
BILY -
W;{P (php_bu(pl)aF(pl)) # 0. (3.2)

Puisque v est holomorphe prés de (p,ﬁ,u (p), F (p)) dans C2N*H1L par le
théoréme des fonctions implicites, il existe O: ((CQN”, (pl,p_l, u (p1)>> —C

un germe en (pl,p_l,u(p1)> de fonction holomorphe tel que les zéros de

%IZ;‘}” prés de <p1,p_1,u (p1), F (p1)> dans C?N*+*1 gont donnés par I’équa-

tion w = O (Z,(,v). Par ailleurs, on peut remarquer, que la fonction Z

HIE—1ly) (Z, Z,u(Z),F(Z)) est identiquement nulle prés de p; dans M. En

8UJK_1
effet, supposons que ceci est faux dans le but d’obtenir une contradiction.
Dans ce cas, on peut trouver p, aussi proche que l'on veut de p; dans

M tel que %lg%_lw (pg,p_g,u(pg),F(pg)) # 0, il existe donc un point py €
ANV avec k,, < K. Ceci contredit la définition de K. Par conséquent,
o1y (Z, Z,u(Z),F (Z)) = 0 pour Z € M prés de p; et, d’aprés la remar-

owkK-1

JwEk 17

p1 dans M. Mais, si p; est assez proche de p, on peut supposer que M est
minimale en p; (car M est analytique réelle et minimale en p) et par con-
séquent, on peut appliquer la Proposition 3.1.1 qui donne 'existence d’un

que sur les zéros de 91 on obtient que F(Z) =0 <Z, Z, (Z)) prés de
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prolongement holomorphe FdeF prés de p; dans C™. Ainsi le graphe de
F' est contenu, prés de p;, dans le graphe de F' qui est un ensemble analy-
tique complexe de dimension N. Par conséquent, la dimension de 7, (F) est
inférieure ou égale & N. On a donc montré que, pour V voisinage de p dans
M arbitrairement petit, il existe p; € V' tel que deg, F < 0. Ceci termine la
preuve du lemme pour s = 1.

On suppose maintenant que le lemme est vrai pour s — 1, et pour tout
t € N, pour tout germe d’application CR F: (M,p) — C*71 u: (M,p) —

C' et pour tout germe en (p,p,u(p),F(p)) de fonction holomorphe ) :

(C2N+t+s_1, (p,ﬁ,@,F(p))) — C. Notre but est alors de montrer le
méme résultat pour s. On note w = (w',ws) € C' x Cet F = (F'|F;) €
C1 x C.

On considére d’abord le cas ou <Z, Z,ﬁ, F’ (Z),ws> = 0 pour
(Z,ws) € M x C prés de (p, F5(p)). En prenant le développement de Taylor
de 9 en wy au point Fy(p),

W(Z, G w) =Y o Z.Grw) (ws = F (p) (3:3)

keN

on obtient que, pour tout k € N, 1/, <Z7 Zu(Z), F' (Z)) = 0 preés de p dans

M et qu’il existe ko tel que ¥y, (Z, Z,u(Z),w’) n’est pas identiquement

nulle prés de (p, F’ (p)) dans M x C571. 1l existe donc, par 'hypothése de
récurrence, un point ¢ € M aussi proche que I'on veut de p tel que deg, F' <
s — 1 et donc tel que deg, F' < s. Ceci compléte la preuve dans ce cas.

Pour terminer la démonstration, il reste a traiter le cas ou la fonction

(Z,wg) — ¢ (Z, Zu(Z), F'(Z) ,ws> n’est pas identiquement nulle prés de
(p, F5s(p)) dans M x C. Par la méme méthode que dans le cas s = 1, on
montre que l'on peut trouver p; aussi proche que 'on veut de p, o M est

minimale, et tel qu’il existe © : <(C2N+t+5*1, (pl,p_l, u(py), B (pl))> — C un
germe en <p1,171, u(pr), F’ (pl)) de fonction holomorphe vérifiant
F(2)=6(2.2,u(2),F (2)) (3.4)

prés de p; dans M. Soit ©(Z,(,v,w') = Y cne-1 OalZ, ¢, v) (W' — F'(p1))* le
développement de Taylor de © en w’ au point F'(p;).
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Si toutes les applications O, (Z, Z, (Z)) sont CR prés de p; dans M
alors par la Proposition 3.1.1 (on rappelle que M est minimale en p;), la fonc-

tion M x C5~' 5 (Z,w') — © <Z, Z, (Z),w’) € C admet un prolongement,

holomorphe © au voisinage de (p1, F” (p;)) dans C¥N*71. Le graphe de F est
alors contenu dans le graphe de 5) qui est un ensemble analytique complexe
de CV*s de dimension N + s — 1. Ceci revient & dire que le degré d’analycité
partielle de F' en p; est inférieur a s — 1.

S’il existe un multi-indice o € N*~! tel que Papplication O, (Z, Z, (Z))
n’est pas CR, alors il existe un champ de vecteurs L = Zjvzl a;(Z, Z)% au
J

voisinage de p dans C¥, ol ay,...ay sont des fonctions analytiques réelles
prés de p, tel que L]y, est un champ de vecteurs CR et

L (@ <Z, Z,u(2), w)> £0

prés de (p1, F'(p1)) dans M x C*~'. En utilisant la régle de la chaine, on
remarque qu’il existe une fonction W; holomorphe au voisinage du point

<p1,p_1, L (u(Z)) ‘Z : JF! (pl)) dans C?2V*t+s=1 te] que
=P1

L (@ (Z, 7. (Z),w’)) _ <Z, 7.1 (M) ,w’) (3.5)

prés de (py, F'(p1)) dans M x C5~1. Puisque M est minimale en p, le théoréme
de prolongement de Tumanov (voir [4, Théoréme 8.1.1]) implique que u admet
un prolongement holomorphe % dans un wedge W d’edge M centré en p. On
peut supposer que 'application u est C* sur W jusqu’a 'edge M. De plus,
pour tout Z € WU (M NV), ot V est un voisinage de p dans CV assez petit,
on a

Pour tout j € {1,..., N}, % est holomorphe dans W et C* jusqu’a I'edge
J

M. Ainsi Papplication U, dont les composantes sont les restrictions a M
preés de p des dérivées de u, est une application CR prés de p dans M.

Par conséquent, d’aprés 'identité (3.5), et comme L(u(Z)) = L(i(Z)), pour

7 € M assez proche de p, on peut trouver un germe en (pl,p_l, U(pr), F' (p1)>
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de fonction holomorphe, W: (CQN“*NHS_l, (pl,p_l,U(pl),F’ (p1)>) — C
tel que
L (@ (z, Z,u(2), wf)) — (z, 2,U(2), u/)

prés de (p1, F'(p1)) dans M x C*~1. De plus, on sait que

L <®(Z, Z,u(2),F (Z)) = L(F(2) =0

prés de p; dans M car F est CR; c’est & dire W (Z, Z,U(Z),F (Z)) =0

prés de p; dans M. Donc, puisque 'on a vu que ¥ <Z, Z,U (Z),w') £0 prés

de (p1, F' (p1)) dans M x C*7!, I’hypothése de récurrence implique que le
degré d’analyticité partielle de F” est strictement inférieur & s — 1 en des
points de M aussi proches que I'on veut de p; et donc de p. Ceci achéve la
démonstration du Lemme 3.1.2. O

Comme dans [12], on obtient, a partir du Lemme 3.1.2, le résultat suivant.

Lemme 3.1.3. Soit M C CV une sous-variété analytique réelle, minimale
enp € M, soit F': (M,p) — C* un germe d’application CR et soit

) (CQN”S, (p,zi F(p), F (p)>> —C

un germe en (p,ﬁ,F (p),F(p)) de fonction holomorphe. Supposons que
" <Z, 2, F(2), F(Z)) =0

pour Z € M prés de p et que la fonction (Z,v,w) v~ (2, Z, v, w) ne soit pas
identiquement nulle pres de <p,F(p),F(p)) dans M x C?¢. Alors, il existe
q € M aussi proche que l'on veut de p tel que deg, ' < s.

Démonstration. Premiérement, on suppose que ) (Z, Z,F(Z), w) n’est pas

identiquement nulle prés de (p, F((p)) dans M x C®. Puisque I'on sait que

Y (Z, Z, (Z),F(Z)) = 0 pour Z € M prés de p, on peut appliquer le
Lemme 3.1.2 et en déduire que le degré d’analycité partielle de F' en ¢ est
strictement inférieur & s pour ¢ arbitrairement proche de p.
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On traite maintenant le cas ou v (Z, Z, (Z),w) = 0 pour (Z,w) €

M x C? prés de (p, F'(p)). On considére pour cela le développement de Taylor
de ¥ en w au point F(p) :

W(Z.Co,w) =Y ¥al(Z.Cv) (w—F(p)”. (3.6)

aEeNs
L’hypothése implique alors que, pour tout a € N*, 1), (Z, Z, (Z)) =0
pres de p dans M. Cependant, grace aux hypothéses du lemme, il existe un
multi-indice ag tel que 1, (Z, Z, v) £0 prés de (p, F (p)) dans M x C%, et
le Lemme 3.1.2 donne le résultat souhaité. ]

3.2 Propriétés de 7,(H)

Dans cette section, on se donne une sous-variété générique analytique
réelle M C CV et une application H: M — M’ CR C*® sur M & valeurs dans
un ensemble analytique réel M’ C CV'. On va donner quelques propriétés du
degré d’analycité partielle de H et de I’ensemble analytique complexe 7,(H)
pour p € M. Tous les résultats de cette section peuvent étre trouvés dans
|12|, mais puisque les preuves que nous fournissons sont élémentaires par
rapport a [12], nous les incluons dans cet article par souci d’exhaustivité.

Le théoréme suivant est une conséquence directe du théoréme d’unicité
au bord.

Lemme 3.2.1. Soient M et M' comme précédemment. Si H admet un pro-
longement holomorphe H sur un wedge d’edge M centré en p alors le graphe
de H pres de (p, H(p)) est contenu dans T,(H).

Remarque 3.2.2. Si M est minimale en p € M, le théoréme de prolongement
de Tumanov implique, dans le cadre précédent, que H admet un unique
prolongement H holomorphe dans un wedge d’edge M centré en p. Ainsi,
7T,(H) contient le graphe de H prés de (p, H(p)). Par conséquent, la dimension
de T,(H) en p est supérieure ou égale & N autrement dit le degré d’analycité
partielle de H en p est positif.

Les deux lemmes suivants décrivent les points réguliers de 'ensemble
analytique complexe T,(H).
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Lemme 3.2.3. Dans la situation précédente, supposons que le degré d’ana-
lyticité partielle de H est constant prés d’un point p de M. Alors, il existe un
V01SINage ouvert UI} de p dans M tel que [’ensemble 211) cCMnN UI} des points
q € U; pour lesquels T,(H) n’est pas régulier en (q, H(q)) est un ensemble
fermé d’intérieur vide.

Démonstration. Tout d’abord, on peut trouver un voisinage U]} de p dans M
sur lequel 7,(H) est un ensemble analytique complexe et sur lequel le degré
d’analycité partielle de H est constant égal a s. Soit X} C M N U, I'ensem-
ble des points ¢ € U} pour lesquels 7,(H) n’est pas régulier en (¢, H(q)).
D’apreés la définition classique des points réguliers d’un ensemble analytique
complexe, X} est un sous-ensemble fermé de M N U). Pour montrer qu'il
est d’intérieur vide, supposons que 1’on peut trouver un ouvert V' de M non
vide et inclus dans E;. Dans ce cas, pour tout ¢ € V, le graphe de H preés
de (g, H(q)) est contenu dans 'ensemble des points singuliers de 7,(H) qui
est un ensemble analytique complexe de dimension strictement inférieure a
N+s. La dimension de 7,(H) est donc strictement inférieure & N+s pour tout
q € V. Nous aboutissons donc a une contradiction puisque, par hypothése,
le degré d’analycité partielle de H est constant égal & s sur V. O

Lemme 3.2.4. Dans la situation précédente, supposons que M est minimale
en p € M et que le degré d’analycité partielle de H est constant égal a s
pres de p dans M. Notons t = N' — s. Alors, il existe un voisinage ouvert
Ug C UZ} de p dans M (avec UZ} donné par le Lemme 3.2.3) et un ensemble
fermé d’intérieur vide X2 C M NU; tels que, pour tout g € U\ X2, il existe
des coordonnées holomorphes (u',v") € C* x C' pres de H(q) pour lesquelles
H = (F,G) € C* x C', et un germe en (q, F(q)) de fonction holomorphe
Ty: (CN*=,(q,F(q))) — C' tels que T,(H) est donné pres de (q,H(q)) par
Péquation v' =T, (Z,v'). En particulier, T,(H) est régulier en (q, H(q)).

Démonstration. Comme M est minimale en p et H est CR sur M, le théoréme
de prolongement de Tumanov assure 'existence d’un prolongement holomor-
phe H de H dans un wedge W d’edge M centré en p. De plus, ce prolongement
est C*™ jusqu’a 'edge M. Par le Lemme 3.2.1, le graphe de H est contenu
dans 7,(H) prés de (p, H(p)). Cela signifie que I'on peut choisir un voisinage
ouvert A de p dans CN tel que (Z, H(Z)) € T,(H) pour tout Z € ANW.
Si U! est le voisinage ouvert de p donné par le Lemme 3.2.3, on pose
Uy =UyNAet ¥ =¥ NUZ Pour un point fixé ¢ € U} \ X7, I'ensemble
analytique réel 7,(H) est donc régulier en (¢, H(q)). De plus, puisque le degré
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d’analycité partielle de H est constant égal a s sur UI}, la dimension de 7,(H)
en (q,H(q)) est N + s. Il existe donc un voisinage ouvert & C U? de q dans

CV, un voisinage ouvert V de H(q) dans CV" et une application holomorphe
f:UxXxV — Clderang t en (q, H(q)) tels que

T,(H)={(Z,Z"YeUxV, f(Z,Z") =0} (3.7)

On a donc pour Z €U =UNW N H(V),
f <Z, i (Z)) —0. (3.8)

Ainsi, 2 (Z, i (Z)) + 2L (Z, i (Z)) .91 (7) = 0 dans U'. Comme Iappli-

cation H est C*> jusqu’a 'edge M, on a l'identité suivante

57 (21 2) + 57 (2.0(2). Z—Z (2)=0 (3.9

sur M NU'. Mais f est de rang t en (g, H(q)) et 'identité (3.9) montre que
les colonnes de g—é (q, H (q)) sont des combinaisons linéaires des colonnes de
% (q, H (q)). Par conséquent, le rang de %(q, H(q)) est t. Le théoréme des
fonctions implicites implique alors I'existence de coordonnées holomorphes
(u',v") € C* x C' pour lesquelles H = (F,G) € C* x C' et d’une application
holomorphe T, prés de (q, F(q)) dans CVT* telles que les zéros de f sont
donnés par les points de la forme (Z,u/, T, (Z,u')) € CV x C* x C'. Ce qui
démontre le lemme. O

Pour le prochain résultat, on va noter 7: CN x CN' — CV et 7': CV x
CN' — €V’ les projections canoniques.

Lemme 3.2.5. Dans la situation précédente, supposons que M est minimale
en p € M et que le degré d’analycité partielle de H est constant égal a s
pres de p dans M. Alors il existe un voisinage ouvert U]‘j’ C Ug de p dans M
(avec U]f donné par le Lemme 3.2.4) et un ensemble fermé d’intérieur vide
¥ C MNUS tels que, pour tout ¢ € U\ X3, on peut trouver un voisinage
Q, de (q,H(q)) dans CN*N' wérifiant

7' (Tp (H) |pren N €y) € M,
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Démonstration. Soit p/: CV' — R? une fonction analytique réelle définis-
sante locale de M’ prés de H(p). Puisque H(M) C M’, on a l'identité suiv-
ante

o (H(Z),m) =0 (3.10)

pour Z € M prés de p.

On considére U]f et Z; respectivement le voisinage ouvert de p dans M et le
fermé d’intérieur vide donnés par le Lemme 3.2.4. Soit U} C U} un voisinage
connexe de p dans M suffisamment petit. Comme M est analytique réelle
et minimale en p, 'ensemble ¥; des points de Ug’ ot M n’est pas minimale
est un fermé d’intérieur vide. Ainsi, X3 = (32N U2) U X, est aussi un fermé
d’intérieur vide. De plus, pour tout g € Ug \ Eg, M est minimale en ¢ et on
peut trouver des coordonnées holomorphes (u',v') € C* x C' prés de H(q)
pour lesquelles H = (F,G) € C* x C', et un germe en (¢, F(¢)) d’application
holomorphe T,: (CN* (¢, F(q))) — C' tels que T,(H) est donné preés de
(¢, H(q)) par I'équation o' = T, (Z,v). Si U;’ est choisi assez petit, on peut
supposer que le graphe de H est contenu prés de q € UZ‘? \ 22 dans T,(H),
autrement dit, nous avons l'identité suivante

G(2Z)=T,(Z,F(2)) (3.11)

pour Z € M prés de q. On peut également supposer que I'application définie
par
U(Z, (v ) =p <u’,Tq (Z, '),V T, (Z,?)) (3.12)
est holomorphe prés de (g, 7, F(q), F(¢q)) dans C*N*?* pour tout ¢ € U} \ X3
D’aprés (3.11) et (3.10), on obtient

o (F (2),17,(Z,F (2)),F(2),T,(Z, F(Z))) =0 (3.13)
pour Z € M prés de g. On a donc, par (3.13),
v (Z, 2, F(2), F(Z)) =) (3.14)

pour Z € M prés de q. Puisque le degré d’analycité partielle de H est constant
égal a s sur Uj, on déduit de (3.11) que le degré d’analycité partielle de F
est constant égal & s sur UJ. L’identité (3.14) et le Lemme 3.1.3 (on rappelle
que M est minimale en ¢) impliquent donc que

V(Z,Z,V u)=0 (3.15)
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pour (Z,v/ u') € M x C* prés de (q, F(q), F(q)). Cette identité est équiva-
lente & _
J (u’,Tq(Z, o), v\ T, (Z, 7)) =0 (3.16)

pour (Z, V', u') € M x C* prés de (q, F(q), F(q)) Par conséquent, si on pose

V' =/ dans (3.16), on obtient que (Z,u', T,(Z,u')) € M’ dés que Z est assez
proche de ¢ dans M et u' est assez proche de F(q) dans C*. Ce qui fournit
le résultat souhaité. O]

On conclut cette section par un lemme qui utilise la semi-continuité
supérieure du degré d’analycité partielle ; les détails sont laissés au lecteur.

Lemme 3.2.6. Dans la situation précédente, il existe un fermé d’intérieur
vide X9 C M tel que le degré d’analycité partielle de H est constant sur
chaque composante connexe de M \ Xs.

3.3 Démonstration du théoréme principal

Dans cette section, on conserve les hypothéses et les notations de la Sec-
tion 3.2, c’est a dire que I'on considére une sous-variété générique analytique
réelle M dans CV et une application CR C® H: M — M’ ou M’ C CV est
un ensemble analytique réel. LLe Théoréeme 1.2.13 sera une conséquence du
résultat suivant.

Proposition 3.3.1. Dans la situation précédente, supposons que M est min-
imale en p € M et que le degré d’analycité partielle de H est constant égal a
s preés de p dans M. Soient Ug et Ef’, Cc Mn U;’ respectivement le voisinage
ouvert de p dans M et le fermé d’intérieur vide donnés par le Lemme 3.2.5.
Alors pour tout q € UZ‘? \ E;’) et pour tout entier positif k, il existe un germe
en q d’application CR analytique réelle H*: (M, q) — M’ dont le jet d’ordre
k en q coincide avec celui de H.

Démonstration. D’aprés les Lemmes 3.2.4 et 3.2.5, pour tout q € U;’ \ Z;,
on peut choisir des coordonnées holomorphes 7' = (u/,v') € C* x C! et
un germe en (g, F'(q)) d’application holomorphe T,: (CN+5, (q, F(q))) — C
tels que 7,(H) est donné par I'équation v = T,(Z,v') pres (¢, H(q)). On
peut également trouver un voisinage Q, de (¢, H(q)) dans CN*V' tel que
' (Tp (H) |prxen N ) € M.
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On fixe un point ¢q € Ug’ \ Zg et un entier positive k. Puisque le graphe

de H est contenu dans T,(H) prés de (¢, H (¢)), on a l'identité suivante
G(2) = Ty(Z, P(2)) (3.17)

prés de ¢ dans M. Soit F* le développement de Taylor de F a l'ordre k
au point ¢ (qui est bien une application holomorphe car H est CR, voir [4,
Proposition 1.7.14]). On définit I'application holomorphe G* prés de ¢ dans
CY en posant

GHNZ)=T,(Z,F*(2)). (3.18)

Ainsi H* = (F* G*) est une application holomorphe prés de ¢ dans CV a
valeurs dans CV'. De plus, par définition de H* et d’aprés (3.17), les k pre-
miéres dérivées de H* au point ¢ coincident avec celles de H. Pour compléter
la démonstration de la Proposition 3.3.1, il faut donc montrer que H* envoie
M dans M’ au voisinage de g. D’aprés la définition de H* et 1’équation qui
définit localement 7,(H) prés de (¢, H (q)) dans CN+N'| il existe un voisinage
ouvert @; de (¢, H (¢)) dans CN*N', tel que

G (1 (M % C) N0y € To(H) g 1,

ot Gy« est le graphe de Papplication H*. Mais on sait, grace au Lemme 3.2.5,
que
7 (Tp (H) |prxen N Q) € M.

Ce qui achéve la démonstration. O

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le résultat principal a
savoir le Théoréme 1.2.13.

Démonstration du Théoreme 1.2.13. Tout d’abord, on peut remarquer que
le Théoréme 1.2.13 est vrai quand N = 1 ou N’ = 1. En effet, dans C,
une sous-variété analytique réelle n’est minimale en aucun des ses points.
Le théoréme est donc trivialement vrai dans ce cas. Si N’ = 1, M’ est un
ensemble analytique réel de C, sa dimension vaut donc 0, 1 ou 2. Si M’ est de
dimension 0, il est constitué uniquement de points isolés. Toute application
CR lisse sur M & valeurs dans M’ est alors constante et la conclusion du
théoréme est évidente. Si M’ est de dimension 2, il s’agit d’un ouvert de C
et on obtient la conclusion du théoréme en tronquant, en chaque point ou
M est minimale, le développement de Taylor de H. Il nous reste a traiter le
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cas ou M’ est de dimension 1. Supposons d’abord qu’il existe un ouvert U
de M dont I'image par H est contenue dans I’ensemble des points singuliers
de M’'. Comme M’ est de dimension 1, 'ensemble de ses points singuliers est
discret. L’application CR H est donc constante sur U et par conséquent sur
M. Sinon, dans tout ouvert de M, on peut trouver un point dont 'image
par H est un point régulier de M’. Ainsi, I'ensemble des points ou M est
minimale et dont I'image est un point régulier de M’ est un ouvert dense
dans M. Or au voisinage d’un de ses points réguliers, on peut supposer, aprés
un applatissement biholomorphe, que M’ est en fait I'axe réel. On obtient
alors le théoréme en utilisant le fait que toute application CR lisse a valeurs
réelles admet un prolongement analytique réel.

Montrons maintenant le théoréme pour N, N’ > 2. On traite d’abord le
cas ou M est générique. Puisque M est analytique réelle et connexe, il existe
un ensemble analytique réel 3y de M tel que M est minimale en chaque point
p € M\ X;. De plus, d’aprés le Lemme 3.2.6, il existe un fermé d’intérieur
vide Yo C M tel que le degré d’analycité partielle de H est constant sur
chaque composante connexe de M \ ¥5. Notons ¥ = ¥; U ¥y qui est donc
également un fermé d’intérieur vide de M. On fixe un point p € M \ ¥, par
la Proposition 3.3.1, on peut trouver un voisinage ouvert U;f de p dans M et
un fermé d’intérieur vide X3 € M N U} tels que, pour tout ¢ € U\ X3, la
conclusion du Théoréme 1.2.13 est valable en ¢. Par conséquent, I’ensemble
O =Upeans (Up \ 33) fournit le résultat.

Si M n’est pas générique, pour tout p € M\ X; (ou X; désigne I'ensemble
des points ou M n’est pas minimale) on peut supposer, aprés un changement

de coordonnées holomorphes au voisinage de p, que M = M, x{0} C (Cgf” X

C’}, o1 r est un entier positif et M est une sous-variété générique analytique
réelle connexe qui est minimale (voir [4, Théoréme 1.8.1]). D’aprés le cas
générique traité précédemment, il existe un ouvert dense (5,, C Mp tel que,
pour tout entier k positif et tout ¢ € (5p, on peut trouver un germe en
¢ d’application CR analytique réelle HF: (Mp,q) — M’ dont le k-jet en ¢
coincide avec celui de M, > Z* — H(Z*,0). Le fait que Uperns, ((5p X {O})
soit un ouvert dense de M compléte la démonstration du Théoréme 1.2.13.

]
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