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Résumé

La majeure partie de cette thése concerne 1’étude de la susceptibilité diamagnétique en
champ magnétique nul d'un gaz d’électrons de Bloch & température et densité fixées dans
la limite des faibles températures. Pour les électrons libres (i.e. en ’absence de potentiel
périodique), la susceptibilité diamagnétique a été calculée par L. Landau en 1930 ; le résul-
tat est connu sous le nom de formule de Landau. Quant au cas des électrons de Bloch, E.R.
Peierls montra en 1933 que dans I'approximation des électrons fortement liés, la formule
pour la susceptibilité diamagnétique reste la méme en remplacant la masse de 1’électron
par sa "masse effective” ; ce résultat est connu sous le nom de formule de Landau-Peierls.
Depuis, de nombreuses tentatives pour clarifier les hypothéses de validité de la formule de
Landau-Peierls ont vu le jour. Le résultat principal de cette thése établit rigoureusement
qu’a température nulle, lorsque la densité d’électrons tend vers zéro, la contribution domi-
nante a la susceptibilité diamagnétique est donné par la formule de Landau-Peierls avec la
masse effective de la plus petite bande d’énergie de Bloch.
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Abstract

The main part of this thesis deals with the zero-field diamagnetic susceptibility of a
Bloch electrons gas at fixed temperature and fixed density in the limit of low temperatures.
For a free electrons gas (that is when the periodic potential is zero), the steady diamagnetic
susceptibility has been computed by L. Landau in 1930 ; the result is known as Landau
formula. As for the Bloch electrons, E.R. Peierls in 1933 showed that under the tight-
binding approximation, the formula for the diamagnetic susceptibility remains the same
but with the mass of the electron replaced by its “effective mass”’; this result is known
as the Landau-Peierls formula. Since, there were very many attempts in order to clarify
the assumptions of validity of the Landau-Peierls formula. The main result of this thesis
establishes rigorously that at zero temperature, as the density of electrons tends to zero,
the leading contribution of the diamagnetic susceptibility is given by the Landau-Peierls
formula with the effective mass of the lowest Bloch energy band.
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Introduction

Historique et position des problémes

Comprendre, décrire et classifier les comportements de la matiére en présence de champs
magnétiques ont été incontestablement I’'un des moteurs de I’évolution des concepts et des
formalismes que la physique théorique a connu dans les deux siécles derniers. Les origines
des deux principales formes du magnétisme que sont le paramagnétisme et le diamagnétisme
ne seront comprises qu’en 1930 avec ’émergence de la mécanique quantique. Cependant
les modéles théoriques décrivant les effets diamagnétiques dans les métaux restent encore
aujourd’hui discutables.

Les premiéres expériences connues mettant en évidence une des formes du magnétisme,
que le physicien anglais M. Faraday nommera en 1845 le diamagnétisme, remontent a la fin
du XVIIIéme siécle. En 1778, le physicien hollandais A. Brugmans observe la répulsion du
bismuth par les deux péles d’'un aimant. En 1827, le physicien frangais A.C.M. Le Baillif
publie un papier sur la répulsion magnétique du bismuth et de 'antimoine. En 1828, le
physicien allemand T.J. Seebeck décrit le méme effet pour de nombreuses substances.

Les travaux réalisés en 1845 par M. Faraday ont été déterminants puisqu’ils vont étre
a origine d’une théorie macroscopique du magnétisme. N’ayant vraisemblablement pas eu
connaissance des observations antérieures, il observe qu’un morceau de verre lourd accro-
ché entre les poles d’un électroaimant s’aligne perpendiculairement aux ligne de champs de
I’aimant. Ce comportement différe de celui déja bien connu qu’ont certains matériaux (par
ex. un aimant) qui sont attirés vers les régions de plus fort champ magnétique en s’orientant
parallélement aux lignes de champs. La découverte surprenante de Faraday est que pour
des champs magnétiques suffisamment fort, pratiquement tous les objets matériels sont
repoussés vers les régions de plus faible champ magnétique en s’orientant perpendiculaire-
ment aux lignes de champs. Il donne le nom de diamagnétisme & ce nouveau phénomeéne en
opposition au phénomeéne déja connu qu’il nomme paramagnétisme. Ces travaux laissent
déja entrevoir que le magnétisme est une propriété intrinséque a la matiére.

Dans le cadre de la théorie classique de I'électromagnétisme, publiée par le physicien
écossais J.C. Maxwell en 1864, on distingue deux formes de magnétisme que ’on caractérise
de la maniére suivante. Lorsqu’un milieu matériel a 1’équilibre thermique et initialement
non aimanté est soumis & un champ magnétique extérieur B stationnaire, il acquiert (en
réaction) une aimantation (ou moment magnétique moyen par unité de volume). Cela se
traduit par un vecteur aimantation qui est fonction du champ magnétique dans le matériau
M = M(B). Pour un matériau supposé linéaire, homogéne et isotrope, la relation locale

1



INTRODUCTION

entre M et B est linéaire et pour de faibles intensité du champ magnétique :
M = x.,B unités CGS

Xm €st une quantité sans dimension, indépendante de B appelée susceptibilité magnétique
par unité de volume. Suivant le signe de xn,, les matériaux se classent en deux familles : les
matériaux diamagnétiques pour lesquels y, < 0 et les matériaux paramagnétiques! pour
lesquels xm > 0.

Les travaux de M. Faraday suggérent que la diamagnétisme est un phénomeéne présent
dans presque tous les matériaux. Si un tel matériau manifeste le phénoméne de paramagné-
tisme pour de faibles champs magnétiques, les effet paramagnétiques qui sont prédominants
se superposent aux effets diamagnétiques. La susceptibilité magnétique x,, peut alors se
décomposer en une contribution paramagnétique et diamagnétique :

Xm = Xpara T Xdia

Suite a la découverte de ’électron par le physicien anglais J.J. Thomson en 1897, le
physicien allemand P. Drude adapte a 'aube du XXiéme siécle la théorie cinétique des gaz
(initié par J.C. Maxwell) aux électrons des métaux. Dans cette théorie classique des solides
(essentiellement des métaux en fait), seule une interprétation heurisitique du phénomeéne
de diamagnétisme peut étre apportée. En réaction a ’application d’un champ magnétique
extérieur, les électrons se trouvant & I'intérieur d’un métal se mettent en mouvement. Il
se crée alors un courant induit et par suite un champ magnétique induit conforme a la loi
de Lenz, i.e. qui s’oppose au champ magnétique extérieur. Le moment magnétique associé
a ce courant est un moment diamagnétique. Quant au phénomeéne de paramagnétisme, la
nature des moments magnétiques induits par le champ magnétique est sans réponse.

C’est I'émergence de la physique statistique d’équilibre (application de la théorie des
probabilités a I’étude des comportements thermodynamiques des systémes composés d’un
grand nombre de particules) initié en 1870 par le physicien autricihien L. Boltzmann puis
formalisée par le physicien américain W. Gibbs en 1902, qui va donner un premier cadre
qualitatif & I’étude statistique du diamagnétisme et paramagnétisme.

En 1905 le physicien francais P. Langevin propose une explication théorique du para-
magnétisme dans le cadre de la physique statistique dite "semi-classique”. Son modéle est
un gaz d’électrons (vus comme des particules "classiques”) portant un moment magnétique
permanent et ayant un mouvement sur une orbite implicitement privilégice sous l'effet
d’un champ magnétique uniforme. En dehors du domaine des basses température, P. Lan-
gevin retrouve qualitativement les résultats expérimentaux publiés en 1895 par le physicien
frangais P. Curie : la susceptibilité paramagnétique des matériaux varie inversement pro-
portionnel & la température, i.e. Xpara = Xpara(T) = C/T ott T' désigne la température et
C' la constante de Curie (intrinéque au matériau). L’interprétation que donne P. Langevin
est la suivante : les matériaux seraient formés d’une multitude de micro-aimants créés par
des électrons en mouvement sur une orbite fermée. En I’absence de champ magnétique ces
moments magnétiques seraient aléatoirement orientés et leur somme serait nulle & ’échelle

1 existe une sous-classification (découverte au XXéme siécle) pour les matériaux paramagnétiques
(ferromagnétiques, ferrimagnétiques et antiferromagnétiques) dont nous ne parlerons pas ici.

2
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macroscopique. En présence de champ magnétique, ces moments s’aligneraient dans le
méme sens que le champ magnétique mais I'agitation thermique tendrait a leur donner une
direction aléatoire. Dans le domaine des basses températures, il montre que I'aimantation
paramagnétique tend vers une constante. Il propose également un modéle semi-classique
pour le phénoméne de diamagnétisme dont on reviendra dessus un peu plus loin.

En 1911 la physicienne hollandaise J.H. Van Leuven montre que ’étude des phénoménes
de paramagnétisme et diamagnétisme (le modéle utilisé est un systéme de particules char-
gées placées dans un champ magnétique stationnaire et a équilibre thermique) dans le
cadre de la physique statistique classique méne au résultat suivant : le paramagnétisme
et le diamagnétisme se compensent toujours exactement et ’aimantation résultante d’un
systéme classique est toujours nulle. Ce résultat laisse entrevoir que les origines des effets
diamagnétiques et paramagnétiques ne peuvent étre que quantiques.

De l'émergence de la théorie des quantas au début du XXeéme siécle (initié par M.
Planck, A. Einstein puis N. Bohr) et des découvertes successives du noyau atomique (par
E. Rutherford en 1911) et du spin de I’électron (par O. Stern et W. Gerlach en 1922)
résultent le développement de la mécanique quantique entre les années 1920 et 1930 par
les travaux de E. Schrodinger, W.K. Heisenberg et P.A. Dirac principalement. Pour tenir
compte de I'indiscernabilité au niveau quantique des particules, la distribution classique
de Maxwell-Boltzmann utilisée alors en physique statistique classique (et semi-classique)
est remplacée par les distributions de Bose-Einstein pour les systémes de particules de
spin entier (bosons) et de Fermi-Dirac pour les systémes de particules de spin demi-entier
(fermions). La distribution de Fermi-Dirac tient compte du principe d’exclusion de Pauli
(postulat fondamental de la mécanique quantique selon lequel deux fermions ne peuvent
se trouver dans le méme état quantique).

Dans le cadre de la mécanique quantique, les origines des moments magnétiques per-
manents d’un atome (ou ion) libre sont identifiées. Il y a principalement deux origines? :
le moment magnétique de spin des électrons et le moment magnétique associé a leur mo-
ment cinétique orbital (i.e. moment magnétique associé au courant créé par les électrons
en mouvement). Suivant les régles de Hund, si ’atome isolé a toutes ses couches d’électrons
remplies (les électrons de la derniére couche non vide sont appelés électrons de valence ; les
électrons des couches plus "profondes” sont appelés électrons de coeur) alors la somme de
ces moments magnétiques est nulle et ’atome n’a pas de moment magnétique permanent.
Ainsi la susceptibilité magnétique d’un atome isolé ayant ses couches d’électrons remplies
(par exemple un atome de gaz noble comme I’hélium) et sujet & un faible champ magné-
tique est purement diamagnétique® (le seul moment magnétique résulte du mouvement
orbital des électrons en réaction au champ magnétique). La théorie des perturbations sta-
tionnaires (de Rayleigh-Schrodinger) fournit un modeéle théorique (voir [42]) qui redonne
le modéle semi-classique proposé par Langevin en 1905 :

2

atome __ € 2 2
Xm ~ Xdia = " g3 Z(rﬁ (unités CGS) (0.1)

6m

Il y en a en fait trois si on tient compte du moment magnétique de spin des nucléons (protons et
neutrons). En général, cette contribution est faible comparée a la contribution électronique.

3La contribution purement paramagnétique a la susceptibilité magnétique d’un atome dont les couches
électroniques sont incomplétes se modélise par la formule de Curie-Brillouin (voir [65]).
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ou —e est la charge de ’électron, m la masse de I'électron, c¢ la célérité de la lumiére et
(r?) est le carré moyen de la distance du iéme électron au noyau.

La connaissance des origines du paramagnétisme et du diamagnétisme pour un atome
(ou ion) isolé et lapparition de modéles théoriques associés conduisent la communauté
physicienne & s’intéresser au cas des solides, plus particuliérement les métaux puisqu’ils
font déja 'objet de mesures expérimentales peu avant les années 1930. Les modéles théo-
riques qui vont naitre reposent sur la théorie quantique des solides publiée par le physicien
allemand A. Sommerfeld en 1927. Dans cette théorie, les électrons de valence sont supposés
étre complétement “détachés” des ions (leur fonction d’onde n’est pas localisée et s’étend
sur I’ensemble du solide) formant ainsi un gaz parfait d’électrons (dits de conduction) sans
interaction (ils sont peu affectés par le réseau).

En toute généralité, la susceptibilité magnétique par unité de volume d’un systéme
(& Iéquilibre thermique) constitué d’un grand nombre d’atomes indépendants fixés aux
noeuds d’un réseau cristallin (fini) et sujet & un faible champ magnétique uniforme :

solide __ . e™ ,coeur e~ ,coeur e ,val
Xm = Xdia + Xpara + Xm (02)
ot x5;, ™ (resp. xpara ") est la contribution diamagnétique (resp. paramagnétique)

, - val e s L )
des électrons de coeur. i, " est la susceptibilité magnétique des électrons de valence

ou de conduction tenant compte : de la contribution paramagnétique liée aux moments
magnétiques de spin des électrons, de la contribution diamagnétique liée au mouvement
des électrons en réaction au champ magnétique, des éventuelles contributions (paramagné-
tique et /ou diamagnétique) associées au couplage spin-orbite pour les électrons, et enfin les
éventuelles contributions (paramagnétique et/ou diamagnétique) liées aux effets de bords?.

Entre 1928 et 1933 apparaissent trois modéles dans le cadre de la mécanique statistique
quantique permettant d’évaluer I’ordre de grandeur de la susceptibilités magnétique an’,val
pour les électrons de conduction dans un métal® a basse température.

En 1928, le physicien autrichien W.E. Pauli apporte un modéle permettant d’évaluer
I’ordre de grandeur de la susceptibilité purement paramagnétique liée aux moments magné-
tiques de spin des électrons de conduction. Dans [85], il montre que pour un gaz d’électrons
libres (obéissant a la statistique de Fermi-Dirac) a densité fixée, fortement dégénéré (i.e.
la température 7" — 0) et sujet a un faible champ magnétique uniforme, la susceptibilité
paramagnétique (par unité de volume) est indépendante de T et satifait :

2
e~ a.s.,cond € kF
4m2mc?

Xpara = XPauli = (unités CGS) a.s. = avec spin

4D’un point de vue semi-classique, les électrons ont une trajectoire hélicoidale. Ils peuvent donc “heurter
les surfaces du solide” modifiant le sens ou amplifiant 'amplitude des courants induits (équivalents a des
moments magnétiques).

®Le cas d’un isolant (par ex. un diélectrique) est beaucoup plus simple. A basse température, les couches
électroniques des atomes sont toutes remplies (y compris celle des électrons de valence). Pour un champ
magnétique suffisamment faible, la susceptibilité magnétique par unité de volume (0.2) se réduit a :

isolant ~ ,coeur + X67 ,val atome

€
Xm = Xdia aia = NvXdia

olt Ny est le nombre d’atomes par unité de volume. x3i°™° peut étre évaluée par (0.1).
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ol

oil —e est la charge et m la masse de 'électron, c la célérité de la lumiére et kp = (372p)
avec p le nombre d’électrons par unité de volume.

En 1930 le physicien russe L. Landau apporte un modéle permettant d’évaluer ’ordre
de grandeur de la susceptibilité magnétique des électrons de conduction en ’absence des
effets paramagnétiques liés a leur spin. Dans [70], L. Landau montre que sous I’hypothése
d’un gaz d’électrons libres sans spin (obéissant a la statistique de Fermi-Dirac) & densitée
fixée, confiné dans un domaine, fortement dégénéré et sujet & un faible champ magnétique
uniforme, la susceptibilité magnétique (par unité de volume) est purement diamagnétique
et n’est liée qu’a la quantification des orbites des fermions (niveaux de Landau) :

1 2kp

= XLandau ™~ _gXPauli = T 1972me?

A noter que L. Landau tient quand méme compte dans ses calculs de la dégénerescence
liée au spin des électrons de conduction. D’autre part, il suppose que les effets de bords
sont négligeables puisque seule une infime fraction des électrons du gaz "voit” les bords du
domaine (image semi-classique). Enfin il suggére I'existence d’une autre contribution dont

I'amplitude oscille avec I'intensité du champ magnétique®. En champ magnétique nul, cette

contribution est nulle et Y& " est une quantité intrinséque au gaz d’électrons libres.

e~ s.s,cond

X5 (unités CGS) s.s. = sans spin (0.3)

Suite aux résultats de W.E. Pauli et L. Landau, il nait un premier modéle pour la
susceptibilité magnétique (par unité de volume) d’un métal sous I'hypotheése de faible tem-
pérature (I' — 0) et de faible champ magnétique (B — 0) (en négligeant les contributions
éventuelles provenant du couplage spin-orbite pour les électrons de conduction) :

g ezkp
3 An2mc?

métal __ e ,coeur ,cond

Xm " = Xgia + Xm . Xm

,cond

(unités CGS)

(0.4)
En d’autres termes, le gaz d’électrons de conduction est globalement paramagnétique.
Aux débuts des années 1930, il semble peu envisageable de valider ou d’infirmer ce modéle
en le confrontant aux résultats expérimentaux (bien que le sodium métallique ait fait I’ob-
jet de nombreuses mesures, voir [25]) vu la difficulté expérimentale de mesurer séparément
chacune des contributions apparaissant dans (0.4). En 1931, la susceptibilité de Landau
XLandau €St remise en question par E. Teller dans [105], suivi de J.H. Van Vleck dans son
ouvrage [107]. Ils suggérent que les contributions a la susceptibilité magnétique liées aux
effets de bords (négligées par L. Landau) doivent étre prise en compte car les "électrons de
bords” seraient fortement paramagnétiques.

= XPauli T XLandau ~

Parallélement, au début des années 1930, la théorie quantique des solides s’est enrichie
des travaux du physicien suisse F. Bloch publiés en 1928 et la théorie des bandes” voit le
jour. Reposant sur le théoréme de Bloch, le modéle des électrons presque libres se substitue
au modéle des électrons libres pour traiter les électrons de conduction soumis au potentiel
périodique cristallin (appelés électrons de Bloch). Dans ce modéle le potentiel périodique
est traité comme une perturbation aux électrons libres. Ceci est justifié par le fait que
le mouvement des électrons de conduction est peu affecté par la charge des ions compte-
tenu des effets d’écrantage diis aux électrons de coeur. Un autre modeéle trés différent est

6C’st ce qu’on appelera plus tard effet de Haas-Van Alphen mis expérimentalement en évidence la
méme année en 1930 dans [37], puis dans [98] en 1939.
"Cette théorie permet d’expliquer les différences entre isolant, semi-conducteur et métal.
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développé : le modéle des liaisons fortes. Au lieu de considérer les électrons de valence, ce
sont ce sont les interactions entre les orbitales atomiques qui sont considérées.

En 1933 le physicien allemand R. Peierls apporte un modéle qui étend la théorie de
Landau aux électrons de Bloch (les effets paramagnétiques liés & leur spin sont négligés).
Dans [87|, R. Peierls montre que dans l’approximation des liaisons fortes, la susceptibilité
(par unité de volume) magnétique d'un gaz d’électrons de Bloch dans un meétal infini,
lorsque la température T — 0 et le champ magnétique est faible (B — 0) s’écrit :

€2kp

e~ s.s.,cond _
127m2m*c?

Xm =XLP + Xm,autre;  XLP "~ (unités CGS) (05)
xLp est la susceptibilité diamagnétique de Landau-Peierls®, m* est la masse effective de
I’électron. Xm autre €st une contribution sans signification particuliére dont le signe et ’ordre
de grandeur ne semblent pas étre déterminés.

En 1952, A. Adams est I'un des premiers a remettre en question le développement (0.5).
Dans [2], il conteste I'approximation des liaisons fortes, inadaptée aux métaux. Il suggére
que Xm,autre P€Ut contenir des contributions du méme ordre de grandeur que xrp.

La question de la validité des modéles de Landau et de Peierls ont été a l'origine de
nombreux débats entre les physiciens.

Entre 1939 et 1965, la question relative a la nature (paramagnétique et/ou diamagné-
tique) ainsi qu’aux ordres de grandeur des contributions, liées aux effets de bords, a la
susceptibilité purement diamagnétique d’un gaz d’électrons libres confiné dans un domaine
a généré de nombreux travaux (parfois contradictoires). Les principaux sont [81], [82], [103],
[39], [40], [80], [104], [41], [8], [47], [46], etc... Un bref historique avec une discussion de ces
travaux se trouvent dans [4]. Ce probléme trouvera une premiére issue rigoureuse par An-
gelescu et al. en 1975 dans [4]. La susceptibilité magnétique (par unité de volume) d’un
gaz d’électrons libres sans spin & densité fixée, confiné dans un domaine parallélépipédique
A de volume V' (A) et de surface S(A), vérifie & température nulle et en champ magnétique
nul le développement asymptotique :

an_s,s.,cond(A) — Xe_s.s.,cond(oo) + S(A) eff. bords +0<S(A)> lorsque V(A) — 00 (06)

" V() V(&)
ol Xf}fs's"cond(oo) est la limite thermodynamique de Xf}:S'S"COHd(A) et x&ff-bords 15 contri-
butions lides aux effets de bords. De plus, Y& **°"(00) = XLandau €t X Pords = XL bords

Entre 1952 et 1975, la question relative & la prédominance de la susceptibilité de
Landau-Peierls dans (0.5) a parallélement engendrée de nombreux travaux. Les principaux
sont [2], [66], [49], [50], [13], [108], [48], [89], [76], [75], etc... Un historique et une discussion
des méthodes utilisées dans ces travaux sont proposées dans le paragraphe "Commentaires
et connexions avec les résultats antérieurs”.

Au vu des résultats présentés ci-dessus, il apparait naturellement trois principaux pro-
blémes concernant la susceptibilité purement diamagnétique d’un gaz d’électrons de Bloch

81ci écrite sous sa forme la plus simple, i.e. dans le cas d’un cristal isotrope. En général, c’est le tenseur
de masse effective m;, 5 qui se substitue a la masse effective.

6
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a densitée fixée fortement dégénéré et en champ magnétique nul :

(P1) Un développement asymptotique du type (0.6) est-il encore valable ?
(P2) Sous quelles hypothéses xrp est la contribution prédominante dans (0.5) 7
(P3) Que peut-on dire de la susceptibilité purement diamagnétique d’un semi-conducteur ?

Cette thése apporte des éléments de réponse pour chacune de ces questions.

Reésultats principaux de la thése

Les résultats principaux sont énoncés pour la plupart dans le cas général d’un gaz quan-
tique quasi-parfait (obéissant soit a la statistique de Bose-Einstein, soit de Fermi-Dirac)
avec les hypothéses maximales. La section suivante tachera de faire la connexion entre ces
résultats et la problématique soulevée dans la section précédente.

Considérons un gaz quantique constitué d’un grand nombre de particules sans spin et
non relativiste, de masse m > 0 et de charge ¢, obéissant soit a la statistique de Fermi-
Dirac (fermions) soit a la statistique de Bose-Einstein (bosons). On suppose que le gaz
est confiné a l'intérieur d’une large ”boite” de taille macroscopique et qu’il est sujet & un
champ magnétique extérieur uniforme. On fait ’hypothése que, dans I'approximation a
un corps, chaque particule interagit avec un potentiel d’origine électrique. Les intéractions
entre particules sont négligées et le gaz est a 1’équilibre thermique avec un réservoir de
chaleur et de particules (de méme nature).

Précisons les hypothéses. Soit A C R? un ouvert simplement connexe contenant I’origine
des coordonnées de R3. Le gaz est piégé dans la "boite” Ay := {x € R® : x/L € A}.
On considére un champ magnétique B = (0,0, B) avec B > 0, paralléle a la troisiéme
composante de la base canonique de R?. On lui associe le potentiel vecteur magnétique A(x)
qui s’écrit dans la jauge de Coulomb : A(x) = 3B Ax = Ba(x), avec a(x) := 3(—z2, z1,0)
(jauge symétrique). On néglige le spin des particules puisqu’on s’intéresse seulement aux
effets purement diamagnétiques liés aux moments magnétiques induits par le mouvement
“orbital” des particules en réaction au champ magnétique. On suppose que le potentiel
V d’origine électrique est Kato-décomposable, V € Ki(R3?), ie. V. = VT + V™ avec
VT = sup{V,0} € Kjoc(R?) et V~ := sup{—V,0} € KL(R?) (cf. Définition 1.1).

Quand la "boite” est finie (1 < L < o0), la dynamique de chaque particule est décrite
par I'Hamiltonien défini sur L?(Ay) avec conditions de bords de Dirichlet sur Ay, par :

Hy(w,V) = %(—Nx Cwa®)2 4 Vi(x), (h=1=m)

ou V7, est la restriction de V' a la "boite” Az et w := ¢B/c € R est relié a la fréquence
cyclotron w, de la particule par la relation w = —w.. L’opérateur Hy(w, V') est 'unique
opérateur borné inférieurement et auto-adjoint de domaine D(Hp(w,V)) C H{(AL) asso-
cié a la forme sesquilinéaire correspondante. De plus Hy(w, V') est a résolvante compacte ;
par la suite, {e;(w)};>1 désignera I’ensemble de ses valeurs propores comptées avec leur

7
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multiplicité et indexées dans un ordre croissant.

Introduisons les grandeurs caractéristiques de la réponse diamagnétique du gaz quan-
tique quasi-parfait & volume fini. On utilise le formalisme grand canonique de la mé-
canique statistique quantique dans lequel le jeu de paramétres fixés est ([, z, |Ar|). Ici
B := (kpT)~! > 0 désigne "I'inverse" de la température T (kp est la constante de Boltz-
mann), z := e’ désigne la fugacité (i est le potentiel chimique) et |Ar| est le volume du
confinement. Le domaine de définition pour la fugacité est I.1 := (0, +00) pour le gaz de
fermions et I = I_;(w) := (0,e51®)) pour le gaz de bosons.

Pour tout 8 > 0, w € R et z € I, la pression et la densité grand canonique a volume
fini du gaz quasi-parfait sont définies respectivement par :

Pr(B,w,z,€ Tr 2( In (1 + eze PHL@V) ln 1—|—eze fej(w)
(0.7)
8PL ze —Be;j(w)
= 0.8
pL(ﬁawvzae) ﬁz 9z (672 w 6) ‘AL’ Z 1+ eze— Be; (w) ( )
ol € = —1 fait référence au gaz de bosons, € = +1 fait référence au gaz de fermions.

Introduisons les domaines D_i(ej(w)) = C\ [ 400) et Dyi(e1(w)) == C\
(—o0, feﬁel(“’)]. Le premier résultat est 'analycité jointe de la pression grand canonique a
volume fini par rapport a la fugacité et a l'intensité du champ magnétique :

Théoréme 0.1. Soit 3 > 0. Alors pour chaque ensemble ouvert et borné K tel que K C
Dc(e1(0)), € = +1, il existe un voisinage complexe N, de l'axe des rééls tel que la pression
grand canonique & volume fini Pr(B,w,z,€) soit jointement analytique par rapport aux
variables (w, z) sur N x K.

Justifié par ce résultat, on peut définir les susceptibilités généralisées grand canonique
a volume fini comme les dérivées partielles par rapport a l'intensité du champ magnétique
B de la pression grand canonique & volume fini :

"o Py
ow™

VneN', A7(B,w,z, €)= (Z) (B,w,2,6) >0, weR, z€Defer(w))

Pour z € I, les cas n = 1 et n = 2 correspondent respectivement a I’aimantation et a la
susceptibilité magnétique grand canonique par unité de volume.

Si la densité de particules pg > 0 est prise comme parameétre extérieur, la pression et
les susceptibilités généralisées grand canonique & densité fixée sont définis par :

PL(Br.p0.6) = Pu(Boo ™) B0, wE R
VnelN*  XMB,w,po,€) = XB,w, e ML ¢)

ou pr, = pr(B,w, po,€), avec uy, € (—o0,e1(w)) pour les bosons et uy, € R pour les fer-
mions, est I'unique solution de I'équation pr,(3,w, e, €) = po.
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A partir de maintenant, on suppose que la "boite” Ay, qui piége le gaz est le cube ouvert
de longueur d’aréte L > 1,i.e. A, = (—L/2,L/2)3, et on s’intéresse aux limites thermody-
namiques des grandeurs caractéristiques de la réponse diamagnétique a volume fini dans
les deux cas suivants : le cas ou V modélise un solide parfait et le cas ot V modélise un
solide imparfait (type alliage).

Cas ou le potentiel V modélise un solide parfait

On suppose que V € LP(R3/Y) avec p > 3, i.e. V est une fonction & valeurs réélles et
périodique par rapport & un réseau non dégénéré Y de R3 (assimilé & un réseau de Bra-
vais), de cellule élémentaire 2 (cellule de Wigner-Seitz). Un tel potentiel modélise, dans
I’approximation de Born-Oppenheimer, 'interaction de chaque particule avec le champ
cristallin d’un solide parfait (i.e. réseau infini ou chaque site est occupé par une méme
espéce d’ions supposés immobiles).

Quand L = oo, on désignera par Hoo(w, V) 'unique extension auto-adjointe de I'opé-
rateur 4 (—iVx —wa(x))?+V (x) défini sur C5°(R?). Hoo(w, V) n’a que du spectre essentiel
et est borné inférieurement ; par la suite on notera Ey(w) := inf 0(Hso(w, V).

Lorsque la boite A;, = (—L/2, L/2)3 remplit I'espace tout entier (c’est-a-dire & la limite
L — o), on établit le second résultat :

Théoréme 0.2. Ezistence des limites thermodynamiques et identifications
(). Pour (B,w,z) € Ri x R x De(Eg(w)), il existe P (B,w, 2,€) et poo(B,w, 2,€) tels que
pour tout compact K C De(Ep(w)) :

lim sup |PL(8,w,2,€) = Poo(B,w, 2,€)| =0

L—oo ek

lim sup |pL(ﬁaw7za€) - poo(ﬁ,w,z,ﬁﬂ =0

L—co ek
(i1). Pour (B,w,z) € RL x R X De(Ep(w)) et n € IN*, il existe X (B, w, z,€) tel que pour
tout compact K C D et [w1,w2] CR, —00 < w1 < wg < 400 :

lim sup sup\Xf(ﬁ,w,z,e)—X;(ﬁ,w,z,eﬂ =0

L—00 yefw wo] 2€K

(731). Pour tout w € R, Px(B,w,-,€) est analytique sur De(Ep(w)).
Pour tout z € D, R 5> w — Px(B,w, z,€) est de classe C* et on a les identifications :

P . P
o0, 2, €) 1= 3222 (B0, 2,6) = Tim 3220 L (B, 2,6) B> 0, wE R, 2 € Dy(Fo(w)
0z L—00 0z
(0.9)
* n L g ”anpoo T g ”8”PL
VneN*, XL(B,w,z€) := <c> Bn (B,w, z,¢€) —Lh_{lgo <c) Sn (B,w, z,€)
(0.10)

(iv). Lorsque la densité de particules py est un parametre fixé, avec py € (0,+00) pour les
fermions et py € (0, p.) pour les bosons (p. € R est la densité critique) :

Lhm PL(ﬁv“’aPOye) = Poo(ﬁ7w7p07€) = Poo(ﬁ’w’eﬁlloc’ﬁ) ﬁ > 07 weR
Ve, lim X7(8w,p0,€) i= X (8,0, po,€) = XL (5w, )
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0l floo = Moo(B,w, po,€), avec ls € (—00, Ey(w)) pour les bosons et s € R pour les
fermions, est Uunique solution de ’équation peo(B,w,e’™, €) = po.

On se limite maintenant au gaz quasi-parfait de fermions de charge électrique g = —e.
On suppose que l'intensité du champ magnétique est nulle et que la densité de particules
po > 0 est un paramétre fixé. La susceptibilité magnétique (par unité de volume) grand
canonique & densité fixée py > 0 et en champ magnétique nul est définie comme :

Xoo(ﬁnoo) = Xfo(ﬁaw = Oa P0; +1) = Xo20(67w = 07 eﬂuoo(ﬂ,PO), +1) (011)

0l 100 (B3, po) € R est I'unique solution de I'équation poo(3,w = 0, €5, +1) = py.
Dans le cas du gaz parfait, (0.11) n’est autre que la susceptibilité diamagnétique de Landau.

Supposons que V € C®(R3/Z3), i.e. V est lisse et périodique relativement au ré-
seau cubique Z3. Dans le cas w = 0, la théorie de Bloch-Floquet pour les opérateurs
périodiques permet de mettre en évidence la structure en bandes du spectre de 'opé-
rateur Ho(0,V). Si Q* = 27Q désigne la (premiére) zone de Brillouin du réseau dual
(Z3)* = 2n73, pour j € IN*, la j-éme fonction de bandes de Bloch est définie par
& = [mingeq- Fj(k), maxkeo- Fj(k)] ot {Ej(k)};j>1 est 'ensemble des valeurs propres
(comptées avec leur multiplicité et indexées dans un ordre croissant) de I’'Hamiltonien fibré
H(k) := $(—iV+k)?+V agissant dans L*(T3) avec T? := R?/Z3 le tore a trois dimensions.
Notons qu’avec cette définition, les fonctions d’énergie de Bloch k — Ej(k) sont continues
mais pas nécessairement différentiables par rapport a k aux points de croisement. Le spectre
de Popérateur Hx (0, V) est absolument continu et donné par o(He(0,V)) = U2, E;. No-
tons que les ensembles &£; peuvent se chevaucher et certains peuvent méme coincider. Les
énergies de bandes correspondent aux unions disjointes des £;. On parle de gap spectral
simax & < min &1 pour des j > 1. Le nombre de gaps dans le spectre est fini (si non nul).

Il reste a introduire la densité d’états intégrée de l'opérateur Hoo(0, V). Rappelons sa
définition. Pour E € R, soit Ny (F) le nombre de valeurs propres de Hr(0, V') plus petites
que E. La densité d’états intégrée de Hyo (0, V') est définie par la limite :

. Ny(E) . Tr{X(oo,m(HL(0,V))}
noo(E) = fim — = = lim AL

Voici le théoréme central de la thése :

Théoréme 0.3. (i). Soit pg > 0 la densité de particules fixée. Soit oo (3, po) € R 'unique
solution de l’équation pso(3,0,e%*,4+1) = po. Alors la limite Ep(po) = limp_, 100 foo(B; po)
existe et définie une fonction croissante, éventuellement discontinue, appelée I’énergie de
Fermi. On distingue deuz cas (semiconducteur et métallique) :

SC : S’il existe N € IN* tel que py = noo(E) pour tout E € [max En, min En41], alors :

max En + min En g
2

Er(po) =

M : supposons qu’il existe une unique solution Ey; a l’équation neo(Enr) = po appar-
tenant & Uintervalle (min En, max Ey) avec N € IN* éventuellement non unique. Alors :

Er(po) = Enmr
10
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(13). Supposons que lénergie de Fermi Ep(pg) se situe au miliew d’un gap non trivial
(max Ey < minEny1). Alors il existe 2N fonctions ¢j,d; définies sur Q@* en dehors d’un en-
semble de mesure (de Lebesgue) zéro, telles que l'intégrande ci-dessous puisse étre prolongé
par continuité sur tout Q0*, et :

2 N
Fac(m) = lim X0 = (£) G [ S {ei0 {509 -Entom oy 0}
j=1

(i4i). Supposons qu’il existe un unique N € IN* tel que Ep(pp) € (minEn, max Ey).
Supposons que Sp 1= {k e Q* : Enk) = Ep(po)} soit une surface lisse et non dégénérée.
Alors il existe 2N + 1 fonctions Gy, ¢j,0; avec 1 < j < N, définies sur Q* en dehors d’un
ensemble de mesure (de Lebesgue) zéro, telles qu’elles soient continues sur Sg et telles que
le second intégrande ci-dessous puisse étre prolongé par continuité sur tout 2* :

2
Haln) = D F ) = _(i> 112(27]%)3' (0.12)
do(k) [P*En(k) 9En(k) (9*Ex(k))’
{/SF [VEy (k)| [ oK? o2 ( T ) —SQN(k)]+

N
=0 [k S [ 5 0008500 + (5 ) = £ ) b (5 B0, 09) |
j=1

0 X[Eoer(po)) (), Fo := E0(0), est la fonction caractéristique de ’intervalle [Eo, Er(po)].
(). Soit kp = (67T2p0)%. Alors lorsque pg — 0, (0.12) donne la susceptibilité diamagné-
tique de Landau-Peterls :

e’ (mymimj)

wl=

XM(po) = krp + O(k)F) (013)

24m2c2 mim}

avec [ L

mj]1§i§3 les valeurs propres de la hessienne {8,%1_,% E1(0) }i<ij<3 définie positive.

Cas ou le potentiel V' modélise un solide imparfait (type alliage)

On choisit pour V' un potentiel du type Anderson pour modéliser un réseau cristallin
comportant des impuretés aléatoirement distribuées. Soit (N, 2, [P) un espace probabilisé
complet. Un potentiel type Anderson V;, est un champ scalaire aléatoire (i.e. V,, : N x
R? — R est jointement mesurable par rapport au produit de la o-algébre 2 des ensembles
d’événements dans N et de la o-algébre B(R?) des ensembles de Borel dans R?) dont les
réalisations sont données par :

Vi(x) = Z Ai(nu(x—1i) x¢€ R?

avec {\; }jczs une famille de variables aléatoires sur (NN, 2, P). On suppose que les variables
aléatoires A\j(n) sont P-indépendantes et identiquement distribuées avec valeurs sur un in-
tervalle borné tel que P(\og(n) € [a,b]) = ff dq f(q), ||fllcc < +00. On suppose également

que la fonction de site u(-) est bornée et |u(x)| = O(]x|27¢), € > 0, quand |x| — +oc.

11
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De maniére imagée, chaque site du réseau cristallin (infini) est occupé par une méme es-
péce d’ions sauf certains sites aléatoirement distibués qui sont occupés par d’autres espéces
d’ions (portant une charge électrique différente).

Quand L = oo, on désignera par Ho(w, V;)) 'unique extension auto-adjointe de I'opé-
rateur &(—iVyx — wa(x))? + V(x) défini sur C§°(R?). {Hoo(w, Vi) }yen est une famille
ergodique d’opérateurs auto-adjoint. Hoo(w, V) est borné inférieurement et son spectre
purement discret est vide P-presque strement. On notera Ey(w) := inf 0(Hoo (w, V3)).

Lorsque la boite A, = (—L/2, L/2)? remplit 'espace tout entier (c’est-a-dire & la limite
L — 00), on établit le troisiéme résultat :

Théoréme 0.4. Ezxistence des limites thermodynamiques
(i) Pour (B,w,z) € RL x R x De(Ey(w)), il existe Poo(B,w, z,€) tel que :

lim |PL(ﬁ7w7276) - Poo(ﬁv“’w% 6)| =0
L—oo
(i1) Pour (B,w,z) € Ry x R X De(Ep(w)) et n € IN*, il existe X1 (B,w, z,€) tel que :

vne N, lim [X7(5,w, 2, ¢) = X (0w, 2,6)| =0
— 00

Remarque

Cette thése apporte également quelques résultats mathématiques originaux. Citons par
exemple 'analycité (par rapport a la variable w) au sens de la topologie norme trace du
semi-groupe & un paramétre de générateur Hy (w, V') (L < 0o) pour des potentiels singuliers
du type Kato (cf. Corollaire 2.29). Ou encore I’analycité locale au sens de la topologie norme
de Hilbert-Schmidt de la résolvante (Hp(w, V) — &)1, avec € € p(Hp(w,V)) et L < oo (cf.
Proposition 2.10). Ces résultats ainsi que celui du théoréme 0.1 ont été prolongés pour des
potentiels vecteurs singuliers du type Kato dans [19].

Connexions et commentaires

Connexions avec la problématique

Une partie des résulats énoncés dans la section précédente concernent les gaz quantiques
quasi-parfait en toute généralité. Recadrons ces résultats avec la problématique soulevée
dans l'introduction.

Le cas particulier ou le gaz décrit dans la section précédente est un gaz de fermions
(obéissant a la statistique de Fermi-Dirac) portant une charge ¢ = —e ou chaque fermion
interagit avec un potentiel (d’origine électrique) périodique considéré dans la partie "Cas
ol le potentiel V' modélise un solide parfait”, constitue notre modéle pour un gaz d’élec-
trons de Bloch dans un solide a ’équilibre thermique avec un réservoir de chaleur et de

12
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(mémes) particules. Ce gaz d’électrons est "piégé” a l'intérieur d’un solide macroscopique
de forme cubique A; = (—L/2,L/2)3 délimité par ses bords Ay. Ce solide est modélisé
par un réseau périodique d’ions identiques supposés immobiles (approximation de Born-
Oppenheimer). Chaque électron interagit avec un potentiel périodique modélisant le champ
cristallin du solide. On néglige les interactions entre les électrons®. Enfin on néglige le spin
des électrons puisqu’on s’intéresse seulement aux effets liés uniquement aux moments ma-
gnétiques générés par les électrons en mouvement dans le réseau cristallin en réaction au
champ magnétique extérieur uniforme.

Dans le formalisme grand canonique de la mécanique statistique quantique, le jeu de
paramétres extérieurs est (3,2, |Az]) oi : 3 := (kgT)~! > 0 est Tinverse” de la tempé-
rature, z := e la fugacité (u est le potentiel chimique) et [Az| le volume occupé par le
systéme. Dans ce formalisme, la susceptibilité magnétique (par unité de volume) du gaz
d’électrons de Bloch, a température T' > 0, a la fugacité z € (0,400) et sujet au champ
magnétique d’intensité B > 0, est donnée par :

2 2 92
X (B,w, 2, 41) == %(5,(»,73,4—1) = <2> %(ﬁ,w,z,%—l), w = iB <0

ou Pr(B,w, z,+1) est la pression grand canonique définie en (0.7). Le Théoréme 0.1 assure
que cette quantité est bien définie.
Supposons que la densité pg > 0 des électrons de Bloch soit prise comme paramétre exté-
rieur. La susceptibilité magnétique (par unité de volume) a température 7' > 0 et a densité
fixée pg > 0 s’écrit :

X2(B,w, po,+1) = X2(B,w, L +1) (0.14)

ot ur, = pr(B,w,po,+1) € R est 'unique solution de I'équation pr(3,w, e, +1) = po,
avec pr(B,w, e, +1) la densité de particules grand canonique définie en (0.8).

La quantité définie en (0.14) incorpore la contribution purement diamagnétique liée au
mouvement “orbital” des électrons de Bloch dans le réseau cristallin ainsi que la contribu-
tion (diamagnétique et/ou paramagnétique) liée aux effets de bords.

Dans ses travaux sur le gaz parfait d’électrons, L. Landau suppose implicitement que les
effets de bords n’influencent pas le comportement thermodynamique global du systéme, et
par conséquent, qu’il existe une grandeur thermodynamique intrinséque au gaz d’électrons
indépendante du confinement. Le théoréme 0.2 permet de prouver 'existence de cette
quantité thermodynamique, appelée limite thermodynamique, pour le gaz d’électrons de
Bloch et d’identifier cette limite :

Jim XE(B,w, po, +1) = XZ,(8,w, po, +1)
—00

avec : -
9 _[(e\ 0Py Bline

Xoo(ﬁyva[)a—'_l) — <C> W(ﬁvwve ’ 7+]—)

o Py (B,w,z,+1) := limp_. Pr(8,w, z,+1) est la limite thermodynamqiue de la pres-
sion grand canonique et fioo = foo(B,w, po, +1) € R est I'unique solution de 1’équation

9Sauf si ces interactions peuvent étre modélisées par un potentiel périodique de méme période que le
réseau cristallin et qui soit le méme pour chaque électron.

13
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Poo(Byw, e +1) = po, avec poo(B3,w, e*, +1) définie en (0.9).
Dans la preuve du théoréme 0.2, on prouvera en fait le développement asymptotique :

1
Xz(ﬁawa po,+1) = Xgo(ﬁ,w,po, +1) + O(L) lorsque L — oo

Ce développement signifie tout simplement que lorsque le volume du confinement supposé
a géométrie “isotrope” est suffisamment grand, les contributions liées aux effets de bords
peuvent étre traiter comme des corrections a la quantité X2 (3, w, po, +1).

Le probléme (P1) soulevé a la fin de I'introduction est en parti résolu (nous n’avons pas
étudié la nature des contributions liées aux effets de bords).

Le reste de I’étude est centrée sur la limite thermodynamique de la susceptibilité ma-
gnétique grand canonique lorsque l'intensité du champ magnétique est nulle :

X2 (B,w=0,pp,+1) = X2 (8,w = 0,%=Br0) 11} 8>0, pg>0 (0.15)

L’hypothése de champ magnétique nul permet d’exclure les contributions "oscillantes” liées
a l'effet de Haas-van Alphen'C. Pour le gaz parfait d’¢lectrons, (0.15) redonne la suscepti-
bilité de Landau lorsque la température T'— 0 (gaz d’électrons fortement dégénéré) :

e2(6m2py) s

5122 +O(F7%) lorsque B — +o0

2
Xoo(ﬁaw = 07p07+1) = -
La différence avec (0.3) vient du fait que nous n’avons pas pris en compte la dégénéres-
cence liée au spin des électrons qui induit un facteur 2 supplémentaire au numéraﬂieur et
la définition du vecteur d’onde de Fermi est modifié. Dans notre cas, kp = (67%pg)3.

Dans le cas du gaz d’électrons de Bloch, c’est ’énergie de Fermi (plus haute énergie
occupé par les électrons du systéme a la température nulle) qui permet de distinguer le
cas semi-conducteur du cas métallique. Un semi-conducteur a son énergie de Fermi soit
au milieu d’un gap non trivial (i.e. bande interdite séparant deux bandes de Bloch) soit a
I’endroit ot deux bandes de Bloch consécutives “se touchent” fermant ainsi le gap. Quant
au métal, son énergie de Fermi se situe a l'intérieur d’une bande de Bloch.

Le théoréme 0.3 donne une réponse compléte aux problémes (P2) et (P3) soulevés
dans l'introduction. L’assertion (ii) (resp. (¢i¢)) fournit un développement exact de la sus-
ceptibilité magnétique (par unité de volume) en champ magnétique nul et & température
nulle d’un gaz d’électrons de Bloch dans un semi-conducteur (resp. dans un métal). Quant
a lassertion (iv), elle dit simplement que la susceptibilité de Landau-Peierls est la contri-
bution principale & la susceptibilité magnétique (par unité de volume) d’un gaz d’électrons
de Bloch dans un métal lorsque la densité des électrons pg — O :

2

e
skr lorsque lorsque kp — 0

MalPo) ~ =5

obtenue lorsque mj = m3 = m3 = m”*.

0Une étude rigoureuse (semi-classique) de ce phénoméne est proposée dans [28] pour un gaz parfait
d’électrons.
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Connexion avec les résultats antérieurs

En 1933, R. Peierls [87] introduit sa célébre substitution (qui porte son nom) et construit
un Hamiltonien effectif permettant de réduire le probléme au cas des électrons libres. Ce-
pendant, 'approximation & une seule bande d’énergie constitue une simplification trop
importante du probléme.

En 1952, E. Adams [2] est le premier a suggérer que la formule de Landau-Peierls n’est
pas la contribution la plus importante (a la susceptibilité magnétique des électrons de
Bloch) et qu'’il faut tenir compte des transitions interbandes virtuelles.

En 1957, T. Kjeldaas et W. Kohn [66] sont les premiers a suggérer que la formule de
Landau-Peierls doit étre corrigée avec des termes d’ordre supérieur dans la densité de par-
ticules et que ces termes proviennent des bandes ne contenant pas I’énergie de Fermi.

En 1960, J. Hebborn et E. Sondheimer [49], [50] traitent le probléme complet d’un
point de vue de la mécanique quantique ; méme si les porteurs de charge sont des boltzons
(obéissant a la statistique de Maxwell-Boltzmann) et non des fermions. Contrairement aux
précédents auteurs, ils développent une théorie des perturbations magnétiques pour la trace
par unité de volume définissant la pression. Le principal probléme est qu’ils supposent que
toutes les fonctions d’énergie de Bloch ne se chevauchent pas (ce qui est générallement
faux), et que les fonctions de Bloch sont lisses dans les variables de quasi-moment.

En 1962, L. Roth [89] développe un calcul type pseudodifférentiel partant des idées de
R. Peierls, T. Kjeldass et W. Kohn. Ce formalisme lui sert a calculer des traces locales
et des développements magnétiques. Des résultats similaires sont obtenus par E.I. Blount
[13]. Leur calculs formels peuvent trés vraisemblablement étre fait rigoureusement dans le
cas de bandes de Bloch simples (i.e. non dégénérées).

En 1964, Hebborn et al [48| simplifient le formalisme développé dans [50] et donnent
une formule pour la susceptibilité magnétique en champ magnétique nul pour un gaz de
boltzons. Leur méthode peut étre rendue vraisemblablement rigoureuse pour des systémes
ou les fonctions d’énergie de Bloch ne se croisent pas.

La méme année, G. Wannier et U. Upadhyaya [108] reprénent la méthode préconisée
par Peierls et remplacent le vrai opérateur de Schrédinger magnétique par un nombre de
bandes (éventuellement infini) avec le facteur de phase de Peierls. Ils affirment que leur
résultat est équivalent a celui de J. Hebborn et E. Sondheimer [50], mais aucun détail n’est
donné. Ces résultats utilisent de maniére essentielle le non-croisement des bandes.

En 1969, P. Misra et L. Roth [76] combinent la méthode de [89] avec les idées de [108]
afin d’inclure les électrons de coeur dans les calculs.

En 1972, P. Misra et L. Kleinman [75] utilisent des formules issues de la théorie des per-
turbations (les célébres "sum rules”) pour remplacer les dérivées par rapport aux variables
de quasi-moment avec des éléments de matrice du "vrai” opérateur moment. Ils réusissent
de cette maniére a réécrire les formules précédemment établies par P. Misra et L. Roth
(n’ayant de sens que pour des bandes sans croisement) dans une forme tenant compte des
croisements de bandes.

En 1990, B. Hellfer et J. Sjostrand [52| développent pour la premiére fois une théorie
rigoureuse basée sur la substitution de Peierls et considérent la connexion avec l'effet de
Haas-Van Alphen. Ces résultats et bien d’autres ont été revus par G. Nenciu en 1991 [78].
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Chapitre 1

Systémes magnétiques

1 Eléments de physique

Plagons-nous dans R? (on se limitera & un probléme & trois dimensions). Pour x =
(w1, 79, 23) € R3, |x| := /X - x désignera sa norme euclidienne induite par le produit sca-
laire canonique défini par u-v = Z§:1 v, avec u = (uq, ug, u3) et v = (vy,va,v3).

Construisons 1’'Hamiltonien classique d’une particule libre non relativiste de masse
m > 0 portant une charge g # 0 plongée dans un champ électromagnétique station-
naire (E(x), B(x)) dans 'espace tout entier. On se place sous I’hypothése ou les champs
sont suffisamment réguliers. Soient U(x) le potentiel électrique et A (x) le potentiel vecteur
magnétique définis respectivement (& une constante prés) par :

E(x) =-VU(x), B(x)=VAA(X) avec V :=(0y,,01,,0z,)
Dans le référentiel d’étude R supposé galiléen, la particule est soumise & la force de Lorentz :
F(x)=q(—VU(x)+%xAVAA(x)) (unités SI) (1.1)

ol x := dx/dt désigne la vitesse de la particule dans le référentiel R. Notons qu’en unités
CGS A(x) est remplacé par A(x)/c dans (1.1), ou ¢ désigne la célérité de la lumiére. Bien
que la force de Lorentz ne soit pas conservative au sens usuel (en raison de la présence du
% dans (1.1)), introduisons le potentiel généralisé :

®(x,%x) :=q(U(x) —%x- A(x)) (1.2)

Soit (e1,es,e3) la base canonique de R®. Soient {z;}; et {i;};, avec i € {1,2,3}, les
coordonnées généralisées indépendantes représentant chacune un degré de liberté pour la
particule. Etant donné (1.2) et en vertu de (1.1), on peut vérifier que :

d 0P . 0P . .
F(X)elzﬁa—xz(x,x)—a—xz(x,x), 16{1,2,3}
En désignant par T := %m)'(Q I’énergie cinétique de la particule, le Lagrangien associé au

systéme dans le référentiel galiléen R sécrit (voir par ex. [71]) :

L(x,%) = T — (x, %) — %ka + g% A(x) — qU(X)
17
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Les équations d’Euler-Lagrange permettant de déterminer la trajectoire effective de la
particule sont données par :

d oL, . oL

%%(X,X) - %(Xax) =0, ie{1,2,3}

Dans la cas ou B(x) = B est uniforme et U = 0, le mouvement de la particule est hélicoidal,
i.e. la composition d’'un mouvement circulaire uniforme dans le plan normal & B et d’un
mouvement rectiligne uniforme suivant B. (Il est & noter que dans le cas général ou les
champs sont stationnaires et orthogonaux, la trajectoire de la particule est trochoidale).
Le Lagrangien étant indépendant du temps, on déduit I’Hamiltonien classique par :

avec p; I'impulsion généralisée ou moment conjugué de z;. Il vient alors :
. A S .
H(x,p) = (mx +qA(x)) - x — §mx2 —qgx-A(x)+qU(x) =T+ qU(x)

= 5 (P~ 4AR)’ +U(x) (1.3)
En supposant que la particule (non relativiste) soit sans spin, le traitement quantique
fait apparaitre de nouveaux effets ("purement quantiques”) tels que l'existence, lorsque
B(x) = B est uniforme et U = 0, de niveaux d’énergies équidistants (les niveaux de
Landau) dans un plan normal & B. L’Hamiltonien quantique décrivant la dynamique de
la particule se déduit directement de (1.3) par les régles de quantification de Dirac. En
vertu du principe de correspondance, & chaque fonction de 1’énergie classique correspond
formellement un opérateur hermitien sur I’espace de Hilbert des états quantiques. Ainsi en
désignant par X et p les observables associées a la position x et a I'impulsion généralisée
p, Vopérateur quantique H correspondant a H(x,p) s’écrit :

1 2
H=—(p—qA(X V(x 1.4
5 (P —qA(R)" + V(%) (1.4)
o V(x) := qU(x) et out 'opérateur p = —ihV obéit aux régles de commutation canonique :
o . . ) 1 quand i =5
[.%'Z',.T}j] = 0, [pz',pj] = 0, [J}i,pj] = zhéij avec (Sij = { 0 sinon

L’Hamiltonien défini formellement en (1.4) constitue le point de départ de notre analyse.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans un premier temps, on construit ri-
goureusement, comme opérateur auto-adjoint sur 'espace de Hilbert des états quantiques,
I’Hamiltonien d’une particule quantique chargée, supposée sans spin et non relativiste,
plongée dans un champ magnétique extérieur B uniforme et intéragissant avec un poten-
tiel V' d’origine électrique. On traitera le cas ou la particule est piégée a l'intérieur d’une
"boite” (générallement modélisé par un puits de potentiel infini) et le cas sans confinement
(comme au-dessus). Les hypothéses précises de notre modéle figurent au paragraphe 3.1.
Puis, on construit 'Hamiltonien d’un gaz quantique confiné constitué d’un trés grand
nombre de telles particules sans interaction entre elles, lorsque leur nombre est fixe puis in-
déterminé (cas ou le gaz est en contact avec un réservoir de mémes particules, par exemple).
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2. NOTATIONS ET DEFINITIONS

En vu de préparer le chapitre 2, on introduit ensuite toute une série de résultats tech-
niques en relation avec les semi-groupes et les puissances de la résolvante (définitions, es-
timations sur les normes LP, normes de Hilbert-Schmidt et normes trace a volume fini,...).

Enfin dans une derniére partie, on introduit les principaux objets, en relation avec
le gaz quantique quasi-parfait confiné, nécessaires a 1’étude statistique du phénomeéne de
diamagnétisme. En particulier, on formule les grandeurs caractéristiques de la réponse
(dia)magnétique a volume fini dans I’ensemble grand-canonique (pression, densité, suscep-
tibilités) ainsi que dans I’ensemble canonique (énergie libre, susceptibilités) de la mécanique
statistique quantique. L’étude des propriétés de ces grandeurs sera ’'objet du chapitre 2.

2 Notations et définitions

Dans cette section, on définit les espaces de fonctions auxquels nous ferons référence
par la suite puis on introduit la classe de fonctions de Kato (voir par ex. [34]). Cette classe
joue un role important puisqu’elle regroupe l’essentiel des potentiels scalaires singuliers
utilisés en physique menant & un opérateur de Schrodinger borné inférieurement, ou en
d’autres termes, avec énergie de 1’état fondamental finie.

Pour 2 C R3 un sous-ensemble non-vide, yqo désigne sa fonction indicatrice :

1 pourx €
X = Xa(x) = { 0 sinon

90 := 0\  désigne les bords de ©, avec Q Padhérence de Q et Q Dintérieur de €.

Soit © C R? un ouvert de mesure (de Lebesgue) non nulle. L’espace de Banach LP(£2),
avec 1 < p < oo, des fonctions de puissance p-iéme intégrables (au sens de Lebesgue) est
constitué des fonctions mesurables & valeurs complexes f : 2 — C telles que :

1fllp == (/ dX|f(x)]p>p < 400 lorsque 1 < p < oo
Q

| flloo :=esssup|f(x)| < 400 lorsque p = oo
x€eQ

L’espace L%(€) devient un espace de Hilbert lorsqu’il est muni du produit scalaire :

(1.9) 1= | ax o)
La norme d’un opérateur A : LP(Q2) — L4(f2), avec 1 < p,q < 00, est définie par :
| Allp,q == | sup [|AYlq

p=1
L’espace Lf o), avec 1 < p < o0, des fonctions de puissance p-iéme localement intégrables
est constitué des fonctions f : 2 — C telles que fxx € LP(£2) pour tout compact K C Q.
L’espace Lﬁloc(ﬂ), avec 1 < p < oo, des fonctions de puissance p-iéme localement unifor-
mément intégrables est constitué¢ des fonctions f: @ — C telles que f € L} (Q) et :

P
| fllp,utoc := sup </QdYXB(x,1)(Y)|f(Y)|p> < 400 lorsque 1 < p < oo

x€R3

| flloo,uloc = €S8 sug)2 |f(x)] < 400 lorsque p = 0o
S
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ot B(x,1) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon 1.
A noter que dans le cas = R3, on a les inclusions suivantes :

LP(R3) 4+ L®°(R?) c LP, (R*) c L (R®) p>1

uloc loc
R’) C L, (R?), L} (R’) C Li, (R®) p>q>1

loc loc

LP

uloc(

Soit 2 C R3 un ensemble ouvert. L’espace de Sobolev local H™ (), avec m € IN, est
I'ensemble des fonctions f :  — C telles que f € L?(Q) et dont les dérivées au sens faible

Def = % € L%3(Q), avec a = (a1, a2, a3) tel que 0 < |a = a1 + ag + a3z < m.

af 5 a3
2z, 0Ty ° Og

H'™ () est un espace de Hilbert lorsqu’il est muni de la norme :

Hf||+m=< 3 IIDafH§>2

0<]al<m

L’espace de Sobolev local Hy(£2) est défini comme la complétion de C5°(2), 'espace des
fonctions indéfiniment dérivables a support compact dans €, dans la norme || - ||4,.
Notons qu’on a les inclusions : H{*(2) C H™ (L), avec m € IN; H{(Q) C H{(Q) et
H™(Q) C H™(Q) pour tout entier m > n > 0.

Convention d’extension :

Soit 2 C R? un ouvert non-vide. Toute fonction f & valeurs complexes définie a priori
sur Q peut étre étendue & R? en posant f(x) := 0 pour x ¢ Q. On utilise cette convention
pour plonger injectivement LP(Q) dans LP(R3), p > 1. Ainsi, LP(Q2) C LP(R3).

On a également C§°(€2) C C5°(R?) avec la convention d’extension définie ci-dessus.

On introduit maintenant la classe de fonctions de Kato (voir [34]) :
Définition 1.1. Un potentiel scalaire V : R? — R est dans la classe de Kato K(R?) si
Vv

lim sup / dy Vil =0
rl0 xecR3 |x—y|<r ‘X - y‘

V € Kioe(R?), la classe de Kato locale, si Vi € K(R3) pour tout compact K C R3.

V est dit "Kato décomposable”, que l’on note V € K+ (R3), si :

VT i=sup{V,0} € Kioc(R®) et V™ :=sup{-V,0} € K(R?) (1.5)

Remarque 1.2. Ci-dessous quelques remarques provenant de [21], [34] et [101] :
(7). Un moyen pratique de savoir si une fonction appartient a la classe de Kato ou a la
classe de Kato locale est d’utiliser les inclusions suivantes. Pour tout p > %,

LPJ(R?) € K(R?) C L. (R?)

uloc
L{)oc(R:g) - ICIOC(RB) - Llloc(R3>
(i1). K(R?) est un espace de Banach lorsqu’il est muni de la norme :

Vv
IV s, = sup / dy V)l
x€R3 J |x—y|<1 |X_y‘
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3. SYSTEMES MAGNETIQUES ET HAMILTONIENS

3 Systémes magnétiques et Hamiltoniens

Cette section tient une place centrale dans notre étude. En effet, on introduit le modéle
et les hypothéses qui seront utilisés dans ce manuscrit pour 1’étude statistique des effets
diamagnétiques liés aux moments magnétiques orbitaux des particules d’un gaz quantique
quasi-parfait (cf. Définition 1.3) confiné. Basé sur la construction rigoureuse de I'Hamil-
tonien d’une seule particule sous les hypothéses du modéle, on construit successivement
I’Hamiltonien d’un gaz quantique quasi-parfait confiné constitué d’un trés grand nombre,
fixé puis indéterminé, de particules identiques et indiscernables. Ceci constitue une étape
incontournable pour définir les grandeurs caractéristiques du gaz dans I’ensemble grand-
canonique de la mécanique statistique quantique, cf. section 5.

3.1 Modéle & hypothéses

Considérons un gaz quantique constitué d’un trés grand nombre de particules non-
relativistes identiques et indiscernables, de charge ¢ # 0 et de masse m > 0. Le spin des
particules n’est pas considéré dans notre modéle puisque seuls les effets liés aux moments
magnétiques orbitaux des particules seront étudiés'. On suppose que le gaz est piégé a
I'intérieur d’une large "boite” A et sujet & un champ magnétique extérieur B uniforme.
On suppose enfin que le gaz est quasi-parfait dans le sens :

Définition 1.3. Un gaz de particules identiques est dit quasi-parfait ou presque-parfait si :
(7). Les intéractions entre particules sont négligées (hypothése d’un gaz dilué),

(ii). Chaque particule du gaz interagit avec un potentiel d’origine électrique modélisant le
milieu extérieur, par exemple un réseau critallin parfait ou désordonné (type alliage), etc...

Précisons les hypothéses qui seront utilisées par la suite dans les chapitres 1 et 2 :

Hypothése (H1).
Le domaine de confinement du gaz A C R? est un ouvert borné simplement connexe.

Hypothése (H2).
Le champ magnétique extérieur B := Bes, avec B > 0, est orienté suivant la troisiéme
composante de la base canonique de R3. On lui associe le potentiel vecteur magnétique :

1 1
A(x) = §B Ax = Ba(x) avec a(x):= % AX = 5(—x2,x1,0) (1.6)

a(-) ainsi défini porte usuellement le nom de “jauge symétrique”.
Awvec ce choix de potentiel vecteur, on a V-A(x) = 0 (jauge de Coulomb) et B = VAA(x).

Hypothése (H3).
Le potentiel électrique V est "Kato décomposable”, i.e. V.=V —V~ avec V* définis en
(1.5). On désignera par la suite la restriction de V' a A par le méme symbole.

A noter que 'hypothése (H2) restera inchangée tout au long du manuscrit. Par contre,
les hypothéses (H1) et (H3) se verront affaiblies (dans les chapitres 4 et 5; en raison des
méthodes mises en ceuvre au cours de I’étude, cf. chapitre 3) respectivement en :

(H1’) Le domaine de confinement A = Ap, := (—L/2,L/2)3 est le cube ouvert centré en
I’origine des coordonnées de longueur d’aréte L > 1.

(H3’) Avec la convention d’extension de la section 2, V' € LingEcO (R3) avec €y > 0.

!Lorsque le couplage spin-orbite est négligé, les effets liés aux moments magnétiques de spin des parti-
cules et ceux liés au moment magnétique orbitaux des particules sont additifs ; voir par ex. [76].
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3.2 Hamiltonien a une particule

On construit ici ’Hamiltonien d’une seule particule avec, puis, sans confinement.
Partant de 'expression formelle (1.4), en utilisant les unités CGS (A — A/c) et les uni-
tés atomiques h = 1 = m; 'objectif de ce paragraphe est de construire rigoureusement
Popérateur de Schrédinger avec conditions de bords de Dirichlet sur A défini par

1 B
Hp(w,V) = 5(—@'V —wa)’+V, avec w:= q7 € R (unités CGS) (1.7)

comme un opérateur auto-adjoint agissant sur I'espace de Hilbert L?(A).
A noter que le paramétre w est lié & la fréquence cyclotron w, de la particule par w. = —w.

Sous les hypotheses (H1), (H2) et (H3) du paragraphe 3.1, on établit :

Proposition 1.4. Pour w € R, soit hX’V s HY(A) x HY(A) — C la forme sesquilinéaire :

3
hw V gb ¢ % Z 1,_ waj)¢7 (—iaxj — waj)i/)>+

(V)26 (VH)39) — (V7)3e,(V7)29)  (1.8)

Alors Hp(w, V) est lunique opérateur auto-adjoint borné inférieurement dans L*(A), de
domaine D(Hp(w,V)) C HY(A), associé a la forme sesquilinéaire hK’V tel que :

Vo € Hy(A), Yo € D(Ha(w,V)), K3V (6,9) = (¢, Ha(w, V)

Preuve Proposition 1.4.

Par souci de clarté, lorsqu’on définira une forme sesquilinéaire, on désignera par le méme
symbole sa fermeture ou/et toute extension fermée de cette forme. La construction s’effec-
tue en 3 étapes : d’abord w=0et V=0, puisw € Ret V=0, enfinw € Ret V #0.

Etape 1 : considérons w = 0 et V = 0. Soit h?\’o 1 Ce°(A) x Cg°(A) — C la forme sesquili-
néaire densément définie dans L?(A), symétrique et positive, définie par :

w

> (~i0s; 6, ~i0s,0)

J=1

l\D\H

h00¢¢

Le domaine de la fermeture de h?\’o est lespace de Sobolev local H}(A) (voir par ex. [35])
défini comme la complétion de C§°(A) pour la norme || - ||+ (voir section 2). Puisque la
forme h?\’o étendue au domaine ’H(l)(A) est fermée, symétrique et non-négative, d’aprés le
théoreme VIII.15 dans [90], elle définit un unique opérateur auto-adjoint non-négatif sur
L%(A), noté Hx(0,0), de domaine D(H(0,0)) C HA(A), tel que :

Vo € HA(A), Ve € D(HA,0)), Y6, ) = 56, (~iV)%)

Formellement, —2H(0,0) = V? correspond au Laplacien usuel sur A avec conditions de
bords de Dirichlet sur OA.

22
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Etape 2 : considérons w # 0 et V = 0. En désignant par Q(Hx(0,0)) = H{(A) le domaine
de la forme associée a I'opérateur H (0, 0), soit hX’O : Q(HA(0,0)) x Q(HA(0,0)) — C la
forme sesquilinéaire symétrique et non-négative définie par :

h0(¢,1) = ((—10s; — waj)¢, (—i0y, — wa;)) = hY*(6,9) + s%(6,)

N =
=

1

<
I

ou s% : Q(HA(0,0)) x Q(Hx(0,0)) — C est la forme sesquilinéaire symétrique définie par :

3 2 3
K(6,0) 1= —w D (=i, 6, ) + D (a;0,0,0) (1.9)

j=1 J=1
Soit ¢ € D(H(0,0)). Compte-tenu de la définition de la "jauge symétrique” (1.6) :

(oo 1= sup |a(x)| < 400 (1.10)
x€A

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

2

W _
Ve>0, [s8(e,0)| < elw, Ha(0,0)9) + —-as(1+ e )gl2

2
Il s’ensuit que s{ est Hx(0,0)-borné au sens des formes avec borne relative nulle. D’aprés
le théoreme KLMN (voir théoréme X.17 dans [91]), la forme h;‘\)’o définie sur Q(H(0,0))
est fermée et il existe un unique opérateur auto-adjoint non-négatif, noté Hy (w,0), associé
a la forme h?\’o + s{ de domaine Q(Hx(w,0)) = Q(Hx(0,0)) tel que :

V(b € Q(HA(W’O))7 Vl/] € D(HA(Oa 0))7 <¢) HA(W7O)¢> = <¢7 HA(O)O)¢> + SLX((ba ¢>
(1.11)
On adoptera la représentation Hy (w,0) := 3(—iV — wa)?. Cette construction de Hy(w,0)
correspond formellement & imposer les conditions de bords de Dirichlet sur OA.

Etape 3 : considérons w € R et V # 0.
En vertu de la convention d’extension (cf. section 2), soit V' € K4 (R3). Soit h‘[‘;’v la forme
sesquilinéaire symétrique définie en (1.8) de domaine Q(H (w,0)). D’une part V= € K(R?)
est Hp(w,0)-borné au sens des formes avec borne relative nulle (voir [86]). D’autre part
puisque A est borné, V+F € Kjo.(R?) est également H (w, 0)-borné au sens des formes avec
borne relative nulle. Par conséquent, pour tout € > 0, il existe € €R tel que :

Vo€ QUHAW0), H(VH)ie, (VE)3o)] < exl(~iV — wa)p, (~i¥ —wa)g) + € ol

Encore par le théoreme KLMN [91], la forme hX’V deéfinie sur Q(Hy(w,0)) est fermée et
bornée inférieurement, et il existe un unique opérateur auto-adjoint borné inférieurement,
noté Hp(w, V), associé a la forme hX’V de domaine Q(Hj(w,V)) = Q(Hx(w,0)) tel que :

Vo e QHA(w, V), V¢ € D(Ha(w,0)), (¢, Ha(w,V)9) = (¢, Ha(w,0)9) + (¢, ‘(/W |
1.12

]
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Remarque 1.5. C5°(A) est un ceeur de la forme sesquilinéaire h‘X’V définie en (1.8).

Remarque 1.6. D’aprés [93] proposition XIII.15.1, Hx(0,0) est essentiellement auto-
adjoint sur Dom(Hx(0,0)) := {¢ : ¢ € C*®(A), d|apn = 0}.

Remarque 1.7. Hp(w,0), avec w € R, peut également étre construit de la fagon suivante.
Soient s1 5 := a(x) - (iV) et sg.p 1= a?(x)/2 les opérateurs symétriques définis sur C5°(A).
s;n ¢tant Hx(0,0)-borné au sens des opérateurs avec borne relative nulle (cf. preuve
Lemme 1.19), le théoréme de Kato-Rellich (théoréme X.12 dans [91]) assure que Hj (w,0) =
HA(0,0)+wsy A +w?sa A est non-négatif et essentiellement auto-adjoint sur Dom(Hy (0, 0)).

Proposition 1.8. Pour tout w € R, Hy(w, V') est un opérateur a résolvante compacte.

Preuve Proposition 1.8.

Sous I’hypothése (H1) concernant le domaine de confinement A, 'opérateur Hy(0,0) =
—%A avec conditions de bords de Dirichlet sur A est un opérateur a résolvante compacte
(voir [35]). Puisque la forme symétrique s% définie en (1.9) est Hx(0,0)-bornée au sens
des formes avec borne relative nulle, d’aprés le théoréme XIII.68 dans 93|, opérateur
Hp(w,0) = Hp(0,0) + s§ (dans le sens (1.11)) est & résolvante compacte.

Il en est de méme pour 'opérateur Hp(w,V) = Hp(w,0) +V (dans le sens (1.12)).

Ainsi, Hy(w, V') a un spectre purement discret avec un point d’accumulation en +o00.
On notera par la suite {e;(w)};>1, avec ej(w) = €j(w, V, A), I'ensemble des valeurs propres
de Hp(w, V) comptées avec leur multiplicité et indexées dans un ordre croissant.

En ’absence de confinement...
On donne quelques résultats permettant de construire I’'opérateur défini par :

1 B
Hyo(w,V) = Hps(w,V) = 5(—1’V—wa)2+V, avec w = 1~ € R (unités CGS) (1.13)
c
comme un opérateur auto-adjoint agissant sur I'espace de Hilbert L?(R3).

Sous les hypotheses (H2) et (H3) du paragraphe 3.1, on établit :

Proposition 1.9. Soit Q le domaine défini par :
Q:={p e L*(R%) : (—idy, —way)¢ € L*(R?), (V)24 € L*(R?)} (1.14)

Pour tout w € R, soit Y 0 x 0 —Cla forme sesquilinéaire définie par :

M\H
-

RV (1) : ((—10z; — waj)p, (—i0y; — wa;)Y)+

j=1
(V) 20, (VF)20) — (V7)26,(V7)2¢)  (1.15)

Alors Hoo(w, V) est l'unique opérateur auto-adjoint borné inférieurement dans L*(R3), de
domaine D(Hoo(w,V)) C Q, associé i la forme sesquilinéaire h" tel que :

Vo€ Q V€ D(Ho(w,V)), 2V (,9) = (¢, Hoo(w, V1) (1.16)
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Preuve Proposition 1.9.

Définissons d’abord I’Hamiltonien magnétique libre par une extension de Friedrichs.
Pour w € R, l'opérateur §(—iV — wa)? défini sur C5°(R?) est symétrique et positif.
Soit h” : : C°(R3) x C§°(R3) — C la forme sesquilinéaire définie par :

he0 (1) - O, — wa;)*1)

l\l)\’i
Mw

]:1
D’apreés le théoréeme X.23 dans [91], la forme hY est fermable et sa fermeture est la forme
sesquilinéaire d’un unique opérateur auto-adjoint positif, noté Hs(w,0). Aussi Hy(w,0)
est 'unique extension auto-adjointe de %(—iv — wa)? dont le domaine soit contenu dans

le domaine de forme de la fermeture de hﬁ;’o’o.

Soit VT € Kjoc(R?). La forme sesquilinéaire AR CS(R3) x Cg°(R3) — C définie par :

3
BV (0,0) = 5 Y (=10, — waj)g, (—i0s, — way)e) + (V)Z6, (V)74)

Jj=1

l\)\)—t

est densément définie dans L?(RR?), symétrique et non-négative. D’aprés [99], sa fermeture

a pour domaine Q défini en (1.14). En vertu du théoréme VIII.15 dans [90], la forme hsV”
étendue au domaine Q définit un unique opérateur auto-adjoint non-négatif sur L?(R3),
noté Hoo(w, V1), de domaine D(Hqo(w, V™)) C Q, tel que :

Vo e Q Vi€ DHx(w, V), h" (6,9) = (¢, Hoo(w, V)
Soit V'~ € K(R?). Soit h‘;’o’v : @ X Q@ — C la forme sesquilinéaire symétrique définie par :

1 1
Y (¢,1) = b2V (6,9) — (V7)20, (V7)24)
D’aprés le théoréme 15.10 dans [100], V'~ € K(R?) est Hyo(w, V' )-borné au sens des formes
avec borne relative nulle. Par le théoréme KLMN, la forme sesquilinéaire hY définie sur

Q est fermée et bornée inférieurement, et il existe un unique opérateur auto-adjoint borné
inférieurement, noté Huo(w, V'), de domaine D(Hoo(w,V')) C Q, vérifiant (1.16).

|
Remarque 1.10. C5°(IR?) est un cceur de la forme sesquilinéaire heY .
On termine ce paragraphe par ce dernier résultat :
Proposition 1.11. Pour w € R, soit Ey(w) := inf 0(Hso(w, V). Alors on a linégalité :
info(Hp(w,V)) = e1(w) > Ep(w) (1.17)

Preuve Proposition 1.11.
Puisque C§°(A) est un cceur de la forme hj\)’v et CS°(R?) est un cceur de la forme hsY
d’aprés le principe du min-max (théoréme XIII.2 dans [93]) :

inf o(Hp(w,V)) = zpecwul\r)lfnwnz 1(1/J,HA(w,V)1/J>
Ey(w) :=info(Hy(w,V)) = inf (¥, Hoo(w, V')1b)

WECE (R3), [p]|2=1
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CHAPITRE 1. SYSTEMES MAGNETIQUES

Et par la convention d’extension de la section 2 :

info(Hp(w,V)) =

= inf S Hoo(w,V > Eo(w
¢608°(A),||¢||2:1<¢ (w,V)¥) o(w)

3.3 Hamiltonien du gaz quasi-parfait & nombre de particules fixé

On suppose ici que le gaz décrit dans le paragraphe 3.1 comporte un nombre entier N
fixé de particules identiques et indiscernables.

Avant d’introduire I’Hamiltonien du gaz quasi-parfait de N particules identiques, rap-
pelons la construction du produit tensoriel d’espaces de Hilbert. On se référe pour cela a
[9] ; une construction différente est proposée dans [90].

Soit ha := L?(A) l'espace de Hilbert a une particule. Considérons I’espace vectoriel £
engendré par les tenseurs formels ¢ ® -+ ® ¢n avec ¢; € hp, i € {1,..., N}. Cet espace
est muni d’une unique forme sesquilinéaire positive (-, )¢ telle que :

N

(1@ @on, ¢ @ - @dn)e = [[(di didna

i=1

Le produit tensoriel des N espaces de Hilbert by a := ®£\L1f) A est par définiton le séparé
complété de 'espace préhilbertien (5 y (e >g) Il est & noter que les espaces de Hilbert hy a
et L2(A"N) sont isomorphes (voir par ex. [90]).

Compte-tenu de ’absence d’intéraction entre les particules, ’'Hamiltonien du gaz quasi-
parfait de N particules identiques agissant dans hy a est défini comme la fermeture de
I'opérateur Hy A (w, V') défini par :

VoeR, Hya(w,V):=H\(w,V)@1@ @1+ +10 - 21® Hy(w,V) (1.18)

1er "terme" Niéme "teorme"

ot Hp(w, V) est 'Hamiltonien & une particule. En effet, en vertu du corollaire du théoréme
VIIL.33 dans [90], Hy A (w, V') est densément défini sur hy A et essentiellement auto-adjoint
sur Dom(Hpy A (w,V)) := @~ Dom(Hp(w, V)), ot Dom(Hy(w, V) désigne le domaine sur
lequel Hp(w, V') est essentiellement auto-adjoint.

Cette construction ne tient cependant pas compte de l'indiscernabilité des particules
du gaz & l'origine de quelques restrictions. Montrons par un argument physique simple
qu’il existe deux familles de particules indiscernables. Soit ®(xi,...,xy) un vecteur de
b A, supposé normalisé a I'unité, décrivant un état quantique du gaz. Etant donné que
les positions possibles de chacune des particules forment un continuum, la probabilité
pour que chaque particule se trouve dans un élément de volume dx; situé au point x; est
proportionnelle & dx; - - -dxy et infinitésimale :

ClP(Xl7 S 7XN) = ’(I)(Xl, ‘e 7X]\[)|2dX1 cee dXN
oil on interpréte |®(xy,...,xy)|? comme la densité de probabilité correspondante.
Puisque les particules sont indiscernables, la densité de probabilité de présence doit rester
invariante sous la permutation de deux coordonnées, ce qui implique :

‘@(Xl, sy Xy Xy e ,XN)‘ = "I’(Xl, cey Xy Xy e ,XN)’
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On distingue alors deux cas :

(1) ®(x1,...,%4,%X5,...,xXN) = P(x1,..., %X}, X4, ..., XN).
® est invariant sous la permutation de deux coordonnées, ’état est dit symétrique.
(2) (x1,...,%,%X5,...,XN) = —P(x1,..., X}, X4, ..., XN).

® est impaire sous la permutation de deux coordonnées, I'état est dit antisymétrique.

Définition 1.12. On définit deux familles de particules indiscernables :

(7). Les bosons dont les états sont symétriques sous la permutation de deuz coordonnées.
Les bosons satisfont a la statistique de Bose-Finstein.

(ii). Les fermions dont les états sont antisymétriques sous la permutation de deux coordon-
nées. Les fermions satisfont a la statistique de Fermi-Dirac.

On construit ci-dessous les espaces de Hilbert des états symétriques (pour les bosons)
et antisymétriques (pour les fermions). On se référe pour cela a [90].

Soit P le groupe des permutations a N éléments. Pour tout vecteur ¢1,...,¢on € ha,
introduisons les opérateurs Py ., avec € = %1, définis sur hy o par :

1
Py -1(d1® ®6N) = 15 > bm @ ® by (1.19)
TEPN
1
Pyia(d1® - ©on) = 1 > o(T)pm @ @ by (1.20)
TEPN
ou pour chaque permutation 7 : (1,...,N) — (71,...,7n), 0 : Py — {—1,1} est la si-
gnature; 0 = —1 dans les permutations impaires, et ¢ = +1 dans les permutations paires.

D’une part, les opérateurs Py s’étendent par linéarité aux opérateurs densément définis
sur hy A, d’autre part ils s’étendent par continuité aux opérateurs bornés de norme unité.
Les opérateurs Py, € = 1, sont des projecteurs orthogonaux : P]%, .= Pne= Py,

A partir des projecteurs Py, € = %1, on définit les espaces de Hilbert des états tota-
lement symétriques (pour les bosons) et totalement antisymétriques (pour les fermions) :

Définition 1.13. On définit lespace des états totalement symétriques pour le gaz de N
bosons et l’espace des états totalement antisymétriques pour le gaz de N fermions respec-
tivement par :

bya,—1:=Pn_1bna, Bnas1:=Pniibna (1.21)

Les espaces Gy ae, € = 1, sont des espaces de Hilbert (comme sous-espaces vectoriels
fermés de by a) pour le produit scalaire induit.

Montrons formellement que la construction de I'espace de Hilbert hy A 41 tient compte
du principe d’exclusion de Pauli pour les fermions. Soient {ej(w)};>1 'ensemble des valeurs
propres (comptées avec leur multiplicité et indexées dans un ordre croissant) de I’'Hamilto-
nien & une particule Hy(w, V) et {¢;};>1 I'ensemble des vecteurs propres correspondant.
¢, @---Q¢jy, avec j; € IN*, est alors un vecteur propre pour I’'Hamiltonien a IV particules
Hy A(w, V). Supposons que parmi les indices ji,...,jn il y en ait deux égaux jip = j.
Alors compte-tenu de (1.20), on a par antisymétrie :

Py 11(dj, @+ ® @), ® ¢, @~ @ pjy) =0
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En d’autres termes, deux fermions ne peuvent occuper le méme état quantique.

L’opérateur Hy a(w, V) commute avec les projections sur les espaces de Hilbert sy-
métrisé et antisymétrisé, et la restriction de Hya(w, V) & hya ., notée Hyp(w,V), est
essentiellement auto-adjointe sur Dom(Hy A (w, V) Nhnae (voir [90]).

Ainsi sous les hypothéses (H1), (H2) et (H3) du paragraphe 3.1, on définit :

Définition 1.14. Soit w € R. L’Hamiltonien décrivant la dynamique du gaz quasi-parfait
de N particules identiques et indiscernables (cas € = —1 pour les bosons et € = +1 pour les
fermions) sur Uespace de Hilbert by a  est l'unique extension auto-adjointe de lopérateur
Hype(w, V) :=Hya(w, V) [ byae, (i-e. la restriction de Hya(w, V) a hyac).

Par la suite, on désignera cette extension par le méme symbole.

En vertu du corollaire du théoréme VIII.33 dans [90] et compte-tenu du principe d’ex-
clusion de Pauli pour les fermions, on a :

Proposition 1.15. Le spectre des opérateurs Hy a (w, V'), avec € = £1, est discret :

N
o(Hna,-1(w,V)) = {Zejk(w)? Ji,---,JN € ]N*}

k=1

N

O-(HN,A,+1(wa V)) = { Zejk(w)’ jla e 7jN € ]N*7 jl ;é .]m lOTS(]U@ l ;é m}
k=1

3.4 Hamiltonien seconde quantifiée : nombre indéterminé de particules

On suppose que le gaz décrit dans le paragraphe 3.1 comporte un nombre indéterminé
de particules identiques et indiscernables. Une telle situation se produit lorsque le systéme,
constitué initialement du gaz quasi-parfait de N particules confinées dans A, est connecté a
un réservoir de particules de méme nature (identiques et indiscernables), cf. paragraphe 5.1.

Avant d’introduire ’'Hamiltonien du gaz quasi-parfait d’'un nombre indéterminé de par-
ticules identiques, rappelons la construction des espaces de Fock; on se référera a [10].
On définit Pespace de Fock associé a espace de Hilbert by := L?(A) comme :

F(ha) == P bna
n=0

ol ho o := C par convention, by 5 := by et hpa = @F_ ha = L?*(A™) pour n > 2 entier.
Ainsi un vecteur ¥ € §(ha) est une suite {1y, }n>0, avec 1, € by A, et by A peut étre identifié
au sous-espace fermé de F(ha) constitué par les vecteurs dont toutes les composantes,
excéptée la n-ieme, sont nulles. F(h) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

o

Vo= (d’Oa e DN ')7 U= (7/]07 N, ) € %(hA)a <(I>7\I]>3(hA) = Z<¢n7¢n>hn,/\

n=0
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L’Hamiltonien seconde quantifiée de Hp(w, V'), noté dI'(Hp(w,V)), agissant dans 'espace
de Fock §(hyp) est formellement défini par :

Vo eR, dl(Hp(w,V)):= i Hoa(w,V) (1.22)

ou par convention Hoa(w, V) := 0 et Vn € IN*, H, pA(w, V) est défini en (1.18). D’aprés
[90] (section VIIL.10), dI'(HA(w,V')) est symétrique et essentiellement auto-adjoint sur :

DOHI(dF(HA(UJ, V))) = {\Ij = {¢0; wla cee 7¢N7 oo 7} € g(h/\) :
Vn >0, ¢, € Dom(Hpa(w,V)), et ¢, =0 pour n suffisamment grand} (1.23)
avec Dom(Hy, p(w,V)) le domaine sur lequel H,, A (w, V') est essentiellement auto-adjoint.
Afin de tenir compte de lindiscernabilité des particules, on introduit (& partir des

opérateurs de projection P, ., avec n > 1 et € = £1, définis dans le paragraphe précédent)
les espaces de Fock des états symétriques et antisymétriques de la maniére suivante :

Définition 1.16. L’espace de Fock des états totalement symétriques (ou espace de Fock
de Bose) et l’espace de Fock des états totalement antisymétriques (ou espace de Fock de
Fermi) sont respectivement définis par :

Foa( @P —bnas Fa(ha) : @Pmbm (1.24)

n=0

Les espaces Fe(hp) , avec € = £1, sont des espaces de Hilbert pour le produit scalaire induit.

L’opérateur dI'(Hy(w,V)) commute avec les projections sur les espaces de Fock symé-
trisé et antisymétrisé et la restriction de dI'(Hp(w, V')) & Fe(ha), notée dl'e(Hp(w,V)), est
essentiellement auto-adjointe sur Dom (dI'(Hp (w, V'))) N Fe(ha) (voir [90]).

Ainsi sous les hypotheses (H1), (H2) et (H3) du paragraphe 3.1, on définit :

Définition 1.17. L’Hamiltonien seconde quantifiée de Hp(w, V') décrivant la dynamique
du gaz quasi-parfait d’un nombre indéterminé de particules identiques et indiscernables
(cas € = —1 pour les bosons et € = +1 pour les fermions) sur l’espace de Fock Fc(ha) est
Uunique extension auto-adjointe de l'opérateur dU'¢(Hp(w, V) := dU'(Hp(w,V)) | Te(ba).
Par la suite, on désignera cette extension par le méme symbole.

Remarque 1.18. On peut voir dI'¢(Hp(w,V)) comme l'unique opérateur auto-adjoint
dont les restrictions & by A . coincident avec Hy p (w, V) (voir Définition 1.14).
3.5 Lorsque w devient un paramétre complexe

Introduisons les opérateurs symétriques sur C5°(A) définis par :
1
s1a(wo) :==a(x) - (iV +woa(x)) et sgp = §a2(x), wo € R (1.25)

otl pour tout x € A, a?(x) désigne le produit scalaire a(x) - a(x).
Pour tout couple (w,wp) € C x R, avec dw := w — wyp, introduisons sur C§°(A) 'opérateur :
Hy(w,V) := Hp(wo, V) + sa(w,wp), avec sp(w,wp) := dwsia(wo) + ((5w)2327/\ (1.26)
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On montre dans ce paragraphe que {Hj(w,V), w € C} est une famille d’opérateurs
m-sectoriels analytique de type (A) (terminologie Kato, voir V.3.10 et VIL.2 dans [60]).

Lemme 1.19. {H)(w,V), w € C} est une famille analytique de type (A).

Preuve Lemme 1.19.
Soit (w,wp) € € x R. Les notations utilisées sont celles de la preuve de la Proposition 1.4.

Soit ¢ € D(Hp(wp,V)) C Q(Hp(wo,V)) = Q(HA(0,0)) tel que [|p]l2=1. On a :

S1G-+aa())el = 150, 0) < B2 (0, )HU(V ) o, (VDRI H(V ), (V) 3g)

(1.27)
Comme VT et V™~ sont tout deux H (wp,0)-bornés au sens des formes avec borne relative
nulle (voir Etape 3, preuve Proposition 1.4), alors pour tout v > 0 il existe v € R tel que :

1 1 W ’
{((VE)z, (VE)20) < vhP (0, 0) + v

On déduit de I'inégalité (1.27) que pour tout e € (0,1), il existe € € R tel que :

/
€

1—¢

SV + w0a)el3 < T, Halen, Vi) + (1.25)

—1—c¢

Puis par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout € > 0, il existe un autre € €R tel que :
1, .. /
1@V +woa(x))ellz < €l Halwo, V)pllz + € (1.29)

Compte-tenu de I'estimation (1.10), (1.29) implique que 'opérateur sy a(wp) est Ha(wo, V')-
borné au sens des opérateurs avec borne relative nulle. Idem pour 'opérateur sp o puisque
s2.a¢ll2 < a? /2. 1l s’ensuit que sp (w,wp) est Hp(wo, V)-borné avec borne relative nulle.
Le théoréme IV.1.1 dans [60] assure que 'opérateur Hp(w, V') est fermé sur le domaine
D(Hj(wo,V)) = D(HA(0,V)) indépendant de w. Il reste & utiliser que Hp(w, V)¢, avec
¢ € D(Hx(0,V)), est analytique pour conclure la preuve.

Remarque 1.20. Toutes les constantes v, v/’ et ¢, € apparaissant dans la preuve ci-dessus
peuvent étre choisies indépendantes du domaine A (voir par ex. [21]).

Remarque 1.21. Comme Hx(0,V) est a résolvante compacte (cf. Proposition 1.8), en
vertu de la théorie des perturbations analytiques (voir par ex. [60]), Ha(w, V), avec w € C,
est également a résolvante compacte. Par conséquent, Hp(w, V') n’a que du spectre discret.

Remarque 1.22. Soient wy € R et ¢ € D(Hoo(wo,V)) C Q (cf. Proposition 1.9) avec
ol = 1. V™ étant Hoo(wo, VT)-borné au sens des formes avec borne relative nulle, alors :

l
v

, 1 1
Vve(0,1) v eR §||(iv+woa(x))g0\|§ < ——{p, Hoo(wp, V) ) +

1—v 1—v

Puisque inf 0 (Huy (wo,0)) = |wo|/2 (voir [4]), on déduit de I'inégalité ci-dessus qu'’il existe
deux constantes a,b > 0 telles que :

Eo(wO) Z a|w0] —b (130)
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Lemme 1.23. {Hp(w,V), w € C} est une famille d’opérateurs m-sectoriels.

Preuve Lemme 1.23.
Soit w € C, Rw = wy et Sw = wy. Soit ¢ € D(Hp(wo, V') C Q(Hp(wo, V)) avec ||¢|]2 = 1.
Remarquons d’abord que :

2

(o Ha(w. Vo) = {0, Halwn, V)g) = -0, 2%) + iwr{p,a- (iV +woa)p)

D’une part, en utilisant 1’estimation (1.10) sur le potentiel vecteur magnétique :
wi 2 wi 4
R, Ha(w, V)p) = (p, Ha(wo, V)o) = 5 (0,a%0) 2 (p, Halwo, V) = a5, (1.31)

D’autre part, a partir de (1.28), il existe deux constantes ¢ > 0 et ¢ > |Eg(wp)| telles que :

3, Ha(w, V)| = |wi{p,a- (iV + woa)p)| < clwifac \/<s0, Hy(wo, V) + ¢ (1.32)

Soit ©(Hp (w, V) 'image numérique de Hy(w, V), i.e. 'ensemble des nombres complexes
(u, Hy(w, V)u) ott w € D(Hp(w, V), |lu|l2 = 1. En utilisant (1.31) et (1.32), il vient :

Wl wiad,
O(Ha(w,V)) C {g € C 1 [9¢] < clwlace|[RE +¢ + Tad, Re € [Fo(wo)— L ,+oo)}

(1.33)
O(Hp(w,V)) étant un un sous-ensemble de {& € C : RE > Ey(wo) —wiad,/2}, I'opérateur
Hp(w, V) est quasi-accrétif (voir section V.3.10, [60]). Il est méme quasi-m-accrétif puisque
pour ¢ € C avec |R¢| < Ep(w) choisi suffisamment grand, Ran(Hp(w, V) — €) = L2(A).
Posons v5(w) := —6 + Ep(wo) — %%CLQ avec 6 > 0. On a :

[e.e]

%<SO> HA(W7 V)‘P>
R{p, Hr(w, V)p) — v5(w)

‘ < clonlaseg (. Ha(wo, V)))

Vt+cd +96
0 | E = E
ou [Ep(wp),+00) 3t +— g(t) 16— Fo(wn) Comme pour tout ¢ € [Ep(wp), +00),
ig(t)—t+5_EO(wO)_2(t+0/+5)—— t+ 0+ Eo(wo) +2¢ —0
dt 2Vt +c +0(t+6 — Eg(wp))? 2Vt +c +0(t+ 6 — Eg(wp))?

alors g(-) est une fonction strictement décroissante sur [Ep(wp), +00).
En conséquence, pour tout § > 0, O(Hp(w,V)) est un sous-ensemble d’un secteur :

Soy (W) = {5 e : |arg(€ — (W) < O5(w) < g} (1.34)

de demi-angle 05(w) et de vertex v5(w) respectivement définis par :

V' Eo(wo) +5+c’> (1.35)

)
2

w
Y5(w) == =0 + Eo(wo) — ?1ac2>o (1.36)

0s(w) := arctan (c]wl |aoo

Au final, opérateur Hp(w, V') est quasi-m-accretif et sectoriel, il est donc m-sectoriel. Par
conséquent, son spectre o(Hp(w, V')) est un sous-ensemble du secteur Sy, (w) (voir [60]).
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[ |
Remarque 1.24. Par la suite, on fixera d = §y > 0 dans la définition (1.34) du secteur.

Remarque 1.25. Soient (w,wp) € € x R tels que |dw| soit suffisamment petit. Alors pour
tout ¢ € D(Hp(wo, V)) tel que ||¢|l2 = 1, on déduit de (1.31) sachant (1.17) :

R(p, Ha(w, V)g) = Ep(wo) + O(|dw|)

Remarque 1.26. Soit w € C. D’aprés la preuve précédente, I'extérieur du secteur Sp, (w)
est un sous-ensemble de 'ensemble résolvant p(Hp(w, V). Il s’ensuit alors (voir [91]) :

1

VEE Sa, (), A V) ~ 7 < e

ot ||- || désigne la norme opérateur. Cela assure que pour tout € > 0, il existe une constante
ce > 0 telle que pour tout £ € C satisfaisant |arg(§ — v5,(w))| > 05, (w) + € :

e oL
[(HA(w,V) =€) Hs\é—%so(w)l’ - (1.37)

4 Semi-groupe a un parameétre

Cette section se décompose en deux parties. La premiére est consacrée a la définition
et aux propriétés du semi-groupe a un paramétre de générateur Hx (w, V), avec X = A ou
X = R3, sur les espaces LP(X), p > 1. Dans la seconde partie, on établit des estimations sur
la norme Hilbert-Schmidt et la norme trace du semi-groupe & un paramétre de générateur
Hp(w, V). On transfére ensuite ces estimations sur les puissances de la résolvante & volume
fini par 'intermédiaire de la transformation de Laplace.

4.1 Définition et propriétés du semi-groupe a un paramétre

Sauf mention explicite du contraire, A C R? désigne un ouvert borné simplement
connexe. Souvent on utilisera la notation X pour désigner indifféeremment A ou R? = oo.
Pour tout w € R, l'opérateur Hx (w, V') est défini dans la Proposition 1.4 (cas X = A) et
dans la Proposition 1.9 (cas X = R3 = 00) sous les hypothéses du paragraphe 3.1.

On se réferera a [112] pour les définitions et a [21], [101] pour les preuves des résultats.

Pour tout w € R, le semi-groupe a un paramétre de générateur Hx (w, V') défini par :
{(Wx(B,w,V) := e AHx@V) . IP(X) — Lq(X)},B>0 1<p<g<x
est fortement continu, c’est-a-dire :

V3 >0, (Wx (8,0, V) = Wx (8,0, V)¢l =0 Vi€ L’(X), 1 <p< oo

lim ||
B —B
De plus il satisfait I'inégalité diamagnétique :

VB0, [Wx(Bw, V)¢l <Wx(B,0,V)|¢| VeeIP(X), 1<p<os  (L38)
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ainsi que la propriété de monotonie : pour A C A" C R3,
V320, Wa(B,0,V)xat < Wy (8,0,V)e Vi€ IP(A), 1<p<oo, >0

Enfin pour tout 8 > 0 et w € R, Wx(B,w,V) : LP(X) — LY(X), 1 < p < q < o0, est
borné. En particulier, il existe des constantes ¢ > 0 et C' > —inf o(Hy(0,V)) := —Ep(0)
ne dépendant que de V' (i.e. indépendantes de A, 3, w, p et q) telles que :

\V/ﬁ >0, Vw e R, ||WX(B7W>V)HP,(1 < ||WX(ﬁ,0,V)||p,q < ||WOO(ﬁﬂOaV)HP7q (1'39)

avec .

_3(1_1 cB
W (8,0, V)lpg <4 O, H70)e powr 1< p<q <o (1.40)
ceP pour 1 <p=g¢g<+o0

Remarque 1.27. La constante C' dans (1.40) peut étre choisie comme n’importe quel réél
strictement plus grand que —F(0). Par la suite, on choisira cette constante comme :

Co := max{1, —Fy(0) +1} >0 (1.41)

Lorsque p = 2 = ¢, lestimation (1.40) fournit une estimation sur la norme opérateur
IWA(B,w, V)| uniforme en A et en w, i.e. il existe une constante ¢ > 0 telle que :

VB3>0, YVweR, |Wa(BwV)|<ce? (1.42)

Maintenant on se limite aux propriétés du semi-groupe sur I’espace de Hilbert L?(X).
Pour tout w € R, 'opérateur W (5, w, V') est auto-adjoint et positif d’aprés le théoréme
spectral et le calcul fonctionnel pour les fonctions d’opérateurs auto-adjoints non-bornés.
Aussi pour tout 3 > 0 et pour tout w € R, Wx (3, w, V) étant borné de L?(X) — L>(X),
le théoréme de Dunford-Pettis (voir par ex. [101], [106]) assure que Wx (8,w,V) est un
opérateur intégral dans le sens :

Ve LX(X), (Wx(B.w,V)p)(x)= /Xdy Gx(x,y;68,w,V)p(y) p.p. tout x € X

D’aprés [21], le noyau intégral Gx (-, ;- ,w, V') est continu en (x,y,5) € X x X x (0,+00) ;
et il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que de V telle que :

[x—y|
V(x,y,8,w) € Xx X xR xR, |Gx(x,y;6,w,V)| < Guo(x,y;6,0,V) < ;360066_ o
2
(1.43)

La premiére inégalité dans (1.43) est une conséquence de 'inégalité diamagnétique (1.38).

4.2 Estimations en norme Hilbert-Schmidt et norme trace

Par la suite, B(L?(A)) désignera I’espace de Banach des opérateurs bornés sur L?(A).
L’espace de Banach J1(L?(A)) des opérateurs & trace et 1’espace de Hilbert Jo(L?(A)) des
opérateurs de Hilbert-Schmidt sont respectivement définis par :

ULAA)) = { T € BELAW)) : [Ty <400}, [T, = To|T| = ToVT+T
3o(L2(A)) = { T € BLAW)) : [Tlla, < +00 ), [Tll, = (X|TP)% = (2e(1*T))3
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ol pour un opérateur T positif, Tr(T) = Y 7 (¢n, Tdy) est indépendante de la base
hilbertienne {¢y }n>1. Notons qu’on a les inclusions : J1(L*(A)) C J2(L*(A)) C B(L3(A)).
Aussi J;(L*(A)), j € {1,2}, est un idéal bilatére de B(L3(A)) : si A € J;(L*(A)) et
B € B(L*(A)) alors AB € J;(L*(A)). De plus, le produit de deux opérateurs de Hilbert-
Schmidt est un opérateur & trace : si A, B € Jo(L?(A)) alors AB € J1(L?(A)).

Le lemme ci-dessous (dont la preuve est en annexe) donne des estimations sur les normes
1WA (B,w, V)3, et [Wa(B,w, V)]s, & partir de I'estimation (1.43) sur le noyau intégral :

Lemme 1.28. W) (8,w,V) est un opérateur a trace, i.e. il existe une constante ¢ > 0 ne

dépendant que de V telle que :

VB>0,VweR, [WalBw, V)|l <cf2e0A| (1.44)

avec Cy > 0 la constante définie en (1.41). De plus, sa norme Hilbert-Schmidt satisfait :
VB >0, VweR, [Wa(Bw, V)il < cB-1e@P A2 (1.45)
pour une autre constante ¢ > 0 ne dépendant que de V.

On souhaite maintenant obtenir des estimations sur la norme trace et la norme Hilbert-
Schmidt des puissances entiéres de la résolvante & volume fini.

Soient w € Ret & € p(Hx(w,V)) tel que REy < inf o(Hx (w, V')). Pour tout réél a > 0,
Vopérateur (Hx (w, V) — &)~ @ peut étre défini par le calcul fonctionnel comme opérateur
borné dans L?(X) (voir par ex. [93]). L'opérateur (Hx (w,V) — &)~ peut également étre
défini dans B(L?(A)) par une transformation de Laplace (monolatérale) du semi-groupe
Wx (8,w,V) (voir par ex. [60]); en désignant par I'(-) la fonction gamma d’Euler :

1 Foo
(Hx(o.V) ~&0) " = o / At S W (1w, V), o€ R (1.46)
0

A partir de (1.46), on établit maintenant une série d’estimations uniformes en A et w € R.
Pour cela, choisissons & € p(Hx(w,V)) tel que R < —Cp. L’'intégrale en (1.46) est
absolument convergente dans B(L?(X)), i.e. il existe ¢ > 0 dépendant de V telle que :

Va>0, YweR, |(Hx(w,V)—=~&) % <c(—R& +Ch))™@

Considérons seulement le cas @ € IN*. La transformation de Laplace permet d’obtenir a
partir de (1.40) que pour tout 1 < p < ¢ < oo vérifiant 1/p—1/q < 2a/3, (Hx (w,V)—&) ™
est borné de LP(X) — LI(X) :

Vo eR, [[(Hx(w,V)=&) “llpg < [[(Hoo(0,V) = R0)™[lpg < +00 (1.47)
L'opérateur (Hx (w,V) —&)~%, a € IN*, étant borné de L?(X) — L®(X), le théoréme de

Dunford-Pettis assure que (Hx(w,V) — &)™ est un opérateur intégral dans le sens :

Ve L*(X), (Hx(w,V)—&) %) (x) = /X dy R (x,y;w,V,&)p(y)  p.p. tout x € X

(1.48)
Son noyau intégral vérifie en vertu de (1.47) :

VweR, |RY(x,yiw, V&) < R (x,y;0,V,R&) pop. tout x,y € X
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Remarque 1.29. L’étude de la régularité des noyaux Rg?)(' , 5w, V), &) ainsi que leur es-

timation font I'objet du chapitre 3. Les résultats seront établis pour tout € p(Hx (w,V)).

Enfin la transformation de Laplace (1.46) permet de transférer les estimations du
Lemme 1.28 sur les puissances de la résolvante a volume fini (X = A) :

Lemme 1.30. Soient w € R et & € p(Hp(w,V)), avec REy < Ep(w) et |[REoy| assez large.
Alors (Hp(w, V) — &)~" est un opérateur de Hilbert-Schmidt, i.e. il existe une constante
c = cg > 0 dépendant de V' telle que :
1
VweR, [(Ha(w,V)—=&) a, <Al (1.49)

De plus pour tout entier o > 2, (Hpa(w, V) — &y)™% est un opérateur a trace, i.e. il existe
une autre constante ¢ = cq ¢, > 0 dépendant de V' telle que :

VweR, [(Ha(w, V) —=E&) "[la, < ¢l (1.50)

5 Grandeurs caractéristiques du gaz quantique quasi-parfait

On introduit dans cette section les principales grandeurs & volume fini décrivant les
propriétés statistiques du gaz quantique quasi-parfait introduit dans le paragraphe 3.1. Le
chapitre 2 sera consacré & l'étude des propriétés de ces grandeurs caractéristiques de la
réponse (dia)magnétique.

5.1 Grandeurs caractéristiques dans ’ensemble grand-canonique

Considérons le systéme, noté &, formé du gaz quantique quasi-parfait décrit dans le
paragraphe 3.1 comportant initialement un grand nombre de particules (identiques et indis-
cernables). On met en contact & avec un réservoir R de chaleur et de particules (identiques
et de méme nature que &) permettant ainsi des échanges libres de chaleur et de particules.
On suppose que & U R forme un systéme macroscopique a 1’équilibre et isolé (hypothéses
fondamentales pour appliquer le postulat microcanonique de la mécanique statistique).
Dés que G a atteint son état d’équilibre, on dit qu’il se trouve dans la situation grand-
canonique. Son état est alors déterminé par la donnée de la température T > 0 et du
potentiel chimique p fixés de l'extérieur par le réservoir fR.

Dans l'ensemble grand-canonique de la mécanique statistique, soit (5, z, |A]) le jeu de
paramétres extérieurs ot 3 := (kpT) ™! > 0 est "T'inverse” de la température T' (kp désigne
la constante de Boltzmann), z := e’ est la fugacité (v désigne le potentiel chimique) et
|A| est le volume occupé par le systéme S (i.e. le volume du confinement).

Avant d’introduire la fonction de partition grand-canonique comportant toutes les in-
formations statistiques du systéme & a I’équilibre, rappelons quelques notations introduites
dans les paragraphes 3.3 et 3.4. (en particulier, voir Définitions 1.13 et 1.16).

Soit by A le sous-espace fermé de 'espace de Hilbert b, p := ®j_1ba = L*(A™) a

n > 1 particules, constitué des fonctions totalement symétriques pour € = —1, totalement
antisymétriques pour € = +1. Soit Fe(ha) := Bp>0hn, A, avec par convention ho e := C,
I’espace de Fock de Bose pour € = —1, de Fermi pour € = +1.

Pour tout w € R, soit dI'c(Ha(w, V)) 'Hamiltonien seconde quantifiée de Hp(w, V') défini
comme 'unique opérateur auto-adjoint sur F(ha) dont les restrictions & by o ¢ coincident
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avec Hy A (w, V), la restriction & by, A . de 'Hamiltonien a n particules Hy p(w, V).
Soit N lopérateur "nombre de particules” sur l'espace de Fock §c(hp) défini comme
I'unique extension auto-adjointe de la multliplication par n sur chaque by A .

Soient 3 > 0 et Ey(w) := inf o(Hy(w,V)). Soient I, et J. les intervalles? définis par :

I =11(E(w)):= (anBEO(w))> Ii1 == (0,400)
Jo1 = Jfl(EO(w)) = (_OO7E0(W))7 Jy1 = (—OO, +OO)

Définition 1.31. Fonction de partition grand-canonique (voir par ex. [95])
Pour >0, weR et u€ Je, la fonction de partition grand-canonique est définie par :

Ea(B,w, z,€) :=Trg pyexp{ — B[dlc(Hp(w,V)) — pN]} = Z Z”TrhnyAﬁce_ﬂH"vAve(w’V)
n=0
(1.51)

Remarque 1.32. D’apreés [14] (cf. propositions 5.2.22 et 5.2.27), on a equivalence entre :
(1). Wa(B,w, V) := e PHA@V) est A trace sur L2(A).

(ii). exp{—p[dlc(Hp(w,V)) — pN]} est & trace sur §c(ha) pour tout p € I.

Ainsi la fonction de partition grand-canonique (1.51) est bien définie en vertu de (1.44).

On définit successivement la pression, la densité et les susceptibilités généralisées grand-
canonique & volume fini :

Définition 1.33. Pression et densité grand-canonique & volume fini (voir par ex. [55])
Soient >0, w € R et z € I.. Supposons que 0 < Ep(S,w, z,€) < +00.
Alors la pression grand-canonique a volume fini est définie par :

Pr(Byw, z,€) := ﬁ’lMln (EA(ﬁ,w,z,e)) (1.52)

Supposons de plus que z +— EA(S,w, z,€) soit dérivable. Alors la densité de particules
grand-canonique & volume fini est définie par :

0Py
o
Définition 1.34. Susceptibilités généralisées grand-canonique & volume fini (voir [16])
Soient B > 0, wp € R et z € I.. Supposons que w — Py(B,w, z,€) soit une fonction de

classe C*° sur un intervalle centré en wy.
Alors les susceptibilités généralisées grand-canonique & volume fini sont définies par :

0Py
- 9Bn

0Py

pA(Bawazae) = (ﬁ,w,eﬁ“,e) :ﬂ'zg(ﬁawvgaﬁ) (153)

VnelN*, X{(B,wo,z,€) :

n an
(ﬁ)w(]:zaﬁ) = <Z> 88511\ (ﬁaw()az) 6) (154)
Remarque 1.35. D’aprés [55], les cas n = 1 et n = 2 correspondent respectivement a
I’aimantation et & la susceptibilité magnétique grand-canonique par unité de volume.
Plus précisément, le cas n = 2 correspond en fait & la contribution, & la susceptibilité
magnétique, liée aux moments magnétiques orbitaux des particules du gaz confiné puisque
le spin des particules n’est pas considéré dans notre modéle, voir paragraphe 3.1.

2Lintervalle I_; (Eo(w)) = e?7-1(Fo()) egt, choisi indépendant de A pour les besoins du chapitre 5. Ce-
pendant, les résultats énoncés peuvent étre étendus a I_1(e1(w)) 2 I-1(Eo(w)), e1(w) := inf o (Ha (w, V)).
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Utilisant les propriétés du spectre de l'opérateur H,, p (w, V') (voir Proposition 1.15),
la somme infinie dans le membre de droite de (1.51) peut étre réécrite comme un produit de
sommes indépendantes. On obtient ainsi une expression pour la fonction de partition grand-
canonique faisant intervenir directement les valeurs propres {e;(w)};>1 de 'Hamiltonien a
une particule Hy(w, V) (voir [14] pour le détail des calculs) :

Proposition 1.36. Pour tout 3 >0, w e R etz € I, :
o
0 < Zpr(Byw,z,€) = H(l + eze WY < oo (1.55)
j=1

ot {e;j(w)}j>1 est l'ensemble des valeurs propres de Hy(w, V') comptées avec leur multipli-
cité et indexées dans un ordre croissant.

Utilisant maintenant la Définition 1.33, on déduit de (1.55) :

Proposition 1.37. Pour tout 3 >0, w e R etz € I, :

€ o
Py(Bw,z,€) = —— In(1 + ezePei @) 1.56
(B2, = g 3 i ) (1.56)
©© Ze_ﬁej w)
pa(B.,2,6) = ;H% — (1.57)

Remarque 1.38. En vertu du fait que le semi-groupe Wy (5,w, V) soit un opérateur
positif et & trace, on a ||[Wa(B,w, V)3, = TYLz(A)e*ﬁHA(“”V) = Z]"il e B W) < 4oo.
Les séries dans (1.56) et (1.57) sont par conséquent absolument convergentes.

On donne maintenant une autre représentation de la pression grand-canonique & volume
fini (1.56) a I’aide du calcul fonctionnel de Dunford-Schwartz (voir par ex. [44]). Pour cela,
on a besoin du lemme suivant dont la preuve se trouve en annexe :

Lemme 1.39. Soient 3 >0 et w € R.
(i). Pour tout z € 111, la fonction & — §41(0,2;€) :=1In (1 + ze_ﬁg) est holomorphe sur :

= {€€C : St (—n/B,7/) (158)
(ii). Soit z € I_1(Fy(w)) et K C I_1(Ep(w)) un sous-ensemble compact tel que z € K.
Soit a(w) un réél vérifiant —oo < a(w) < Ep(w) tel que K C I_1(a(w)) C I_1(Ep(w)).
Alors la fonction & — f_1(08,2;€) :==1n (1 — ze_ﬁf) est holomorphe sur :

¢ 1= {5 eC : e (—n/B,7/B), RE> a(w)} (1.59)

Par la suite, 7. avec € = 41 désignera le contour orienté positivement de la forme :

Ve := {5€(w) +iy, y € [— %, %} } U {x + i%, T > 5€(w)} (1.60)

ot 0_1(w) € (—o0, Ep(w)) est le réél dans (i) Lemme 1.39 et d41(w) := Ep(w) — 1.
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Proposition 1.40. Soient 6 >0, w € R et z € I, avec e = +1.
Alors la pression grand-canonique définie en (1.56) peut encore s’écrire :

Pr(Byw, z,€) = ﬁTrLz(A) In(1 + eze AHA@V)) (1.61)
avec, en tant qu’opérateur a trace :
In(L + eze V) = / A€ Fe(B, 21 &) (Ha(w, V) — &)~ (1.62)
U
Ve

Preuve Proposition 1.40.

Soient 3 >0, w € R et z € I.. Soit K C I. un sous-ensemble compact tel que z € K.
D’aprés le Lemme 1.39, le contour . introduit en (1.60) est inclus dans le domaine d’ho-
lomorphie €, de (5, z;-) et contourne la demi-droite [Ey(w),+00). Le calcul fonctionnel
de Dunford-Schwartz (voir [44]) permet alors de définir au sens des opérateurs bornés :

In(1 4 eze PHa@V))y — ;/ d¢ In(1 + eze P (Hp(w, V) — €)1 (1.63)
™
Ye

L’intégrale dans (1.63) est absolument convergente dans B(L?(A)) en vertu du fait que
|(Hp(w, V) — €)Y soit uniformément borné en & € v, (vu le paramétrage du contour 7, )
et du fait que |fe(83, z;€)| < ¢(8, K)e P pour RE > 0 suffisamment grand.

Soit & € p(Hp(w, V) vérifiant {y < Ey(w) avec |§g| choisi suffisamment grand. Pour tout
& € p(Hp(w,V)), la premiére équation résolvante itérée deux fois permet d’écrire :

(HA(W7 V) - 5)_1 = (HA(W’ V) - 50)_1 + (5 - 50)(HA("‘)7 V) - 50)_24'
+ (6= &) (Ha(w,V) = &) 2 (Ha(w, V) =€) (1.64)

En insérant (1.64) dans (1.63), puis en utilisant le théoréme intégral de Cauchy :

1

ln(]l—i-eze*ﬂHA(“’V)) =3
T

( [ et mtiese )ty o v>—5>1) (HA (w0, V)—)
- (1.65)

D’une part, I'intégrale entre parenthéses est absolument convergente dans B(L?(A)) puisque
|(Ha(w, V) — €)1 est uniformément borné en & € ~, et pour RE > 0 suffisamment grand,
(€ — &)%In(1 + eze™P8)| < (B, K, &) (R€)2e PRE. D’autre part, d’aprés le Lemme 1.30,
(Ha(w, V) — &)72 € J1(L3(A)). Utilisant enfin que J1(L?(A)) est un idéal bilatére, on
déduit que In(1 + eze PHr«V)) € 3, (L2(A)). Cet opérateur étant en plus positif et auto-
adjoint d’aprés le théoréme spectral et le calcul fonctionnel pour les fonctions d’opérateurs
auto-adjoints non bornés (voir [90]), on a les identités :

o0
[ In(1 4 eze PHA@V) |5 = Trp2p) In(1 + eze PHA@V)) — Z In(1 + eze P @))
j=1
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5.2 Grandeurs caractéristiques dans ’ensemble canonique

Considérons le systéeme & constitué du gaz quantique quasi-parfait décrit dans le pa-
ragraphe 3.1 comportant un grand nombre N € IN* de particules fixé. On met en contact
G avec un thermostat ¥ permettant ainsi des échanges libres de chaleur. On suppose que
S U T forme un systéme macroscopique a ’équilibre et isolé (hypothéses fondamentales
pour appliquer le postulat microcanonique). Dés que & a atteint son état d’équilibre, on
dit qu’il se trouve dans la situation canonique.

Dans ’ensemble canonique de la mécanique statistique, soit (3, N, A) le jeu de pa-
ramétres extérieurs ou 3 := (kgT)~! > 0 est "I'inverse” de la température 7, N > 1 le
nombre de particules dans & et |A| le volume occupé par &. Dans la plupart des problémes,
on préfére utiliser la densité de particules p > 0 (au lieu du nombre de particules) comme
paramétre. Le nombre de particules est alors relié a la densité par N(A) := p|A].

Toutes les informations (propriétés statistiques) concernant le systéme & dans la situa-
tion canonique sont contenues dans la fonction de partition canonique :

Définition 1.41. Fonction de partition canonique (voir par ex. [95])
Pour >0, w eR et p>0, la fonction de partition canonique est définie par :

ZA(B,w, p,€) = TrbN(AM’ee’ﬂHMA),A,e(W,V) (1.66)
ot Hy(aya,e(w, V) est la restriction a hyaya, de ’Hamiltonien a N(A) particules.
Remarque 1.42. A partir du membre de droite dans (1.51), on peut voir que la fonction

de partition grand-canonique est liée aux fonctions de partition canonique par la relation :

o0

EA(ﬁawvza 6) = Z ZN(A)ZA(/B7W7N(A)7€) (167>
N(A)=0

En particulier si Zp (8, w, 2, €) < +o0 alors Zx(8,w, p,€) < 2z PINEL (8, w, 2, €) < +o0.

On définit maintenant successivement ’énergie libre de Helmholtz et les susceptibilités
généralisées canonique a volume fini :

Définition 1.43. Energie libre canonique de Helmholtz (voir par ex. [55])
Soient >0, w € R et p > 0. Supposons que 0 < Zp(B,w, p,€) < +00.
Alors ’énergie libre canonique de Helmholtz a volume fini est définie par :

1
fA(/ga w, p, 6) = _B In (ZA<57 w, p, 6))
Définition 1.44. Susceptibilités généralisées canonique & volume fini (voir [29])
Soient B > 0, wg € R et p > 0. Supposons que w +— fa(B,w,p,€) soit une fonction de
classe C*™ sur un intervalle centré en wy.
Alors les susceptibilités généralisées canonique & volume fini sont définies par :

1 0" fa 1 <q)”8”fA

VnelN*,  MR(B,wo,p,€) = —WWW,WO,P, €) = “Ta\e)

(,B,W(), Ps 6)
(1.68)

Remarque 1.45. Les cas n = 1 et n = 2 dans (1.68) correspondent respectivement a
laimantation et & la susceptibilité magnétique canonique par unité de volume (voir [55]).
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6 Annexe

Preuve Lemme 1.28.
Soient # > 0 et w € R. Le noyau intégral Ga(-,-;5,w,V) étant continu sur A x A,
I'estimation (1.44) se déduit de (1.43) en utilisant que :

IWa (B, V)l = [ dxGalexi V) < i 2e? [ dx
A A

Quant a la norme || - ||5,, elle s’exprime a partir de G (-, -; 5,w, V) comme (voir [60]) :

IWa(B,w, V)2, = /A dx /A dy [Ga(x,y: 3,0, V)2

En vertu de l'estimation (1.43), il reste a utiliser que :

_Ix=y[?
es.s.s.up/dy]GA(X,y;B,w,VH2 < 32008 sup/ dye 25
x€EAJA x€R3 JR3

) _x—yl? 3
avec, par passage en coordonnées sphériques usuelles, supycgs f]R3 dye 28 =g \/g 02.

Preuve Lemme 1.30.

Soit w € R. Soit & € p(Hp(w,V)) tel que REy < —Cp, voir Remarque 1.27.

A partir des estimations (1.45) et (1.44) respectivement, 'intégrale dans (1.46) est abso-
lument convergente dans Jo(L?(A)) dés que o > 3/4 et dans J1(L?(A)) dés que o > 3/2 :

—+o00
|(Ha(w, V) — €) I3, < calAl} / dt 2~ TRt < ! (Rey, Co) A3
0

+oo
[(Ha(w, V) = &) |5, < Ca!A|/ dt 123 e(Re0+Co0)t < o (R0, Co)|A|
0

Preuve Lemme 1.39.
On utilise la détermination principale du logarithme définie par :

Su

Vu e C*, In(u) =In|u| 4+ iArg(u), avec Arg(u) = 2arctan<%u+|u’

> € (—m,

(1). Soient B > 0 et z € I,;. Comme (1 + ze %) = 2P Esin(BIE) # 0 dés que
¢ € (—n/B,7/B) \ {0} et R(1 + ze77) =1+ 26 P cos(83€) = 1 + ze PR > 0 lorsque
¢ = 0, alors & — In(1 + ze %) est holomorphe sur ¢ ;.

(7i). Soient B >0, w € Ret z € K C I_1(Fp(w)). Soit a(w) vérifiant —oo < a(w) < Ey(w)
tel que K C I_1(a(w)) C I_1(Ep(w)). Comme (1 — ze B8) = —2e PR sin(33¢€) # 0
dés que ¢ € (—n/B,7/8) \ {0} et R(1 — ze7%) = 1 — 26 P cos(BIE) = 1 — 26 PRE >
1 —sup,eg zePw) > 0 lorsque S€ = 0, alors & — In(1 + ze~ %) est holomorphe sur €_.
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Chapitre 2

Réponse magnétique a volume fini

On s’intéresse dans ce chapitre a la réponse (dia)magnétique du gaz quasi-parfait
confiné de particules identiques et indiscernables (obéissant soit a la statistique de Bose-
Einstein, soit a la statistique de Fermi-Dirac) décrit dans le paragraphe 3.1 du chapitre 1.

Les grandeurs caractéristiques associées au gaz a 1’équilibre thermique seront princi-
palement formulées dans I’ensemble grand-canonique de la mécanique statistique ou la
température T et la fugacité z sont les paramétres fixés de I'extérieur par un réservoir de
(mémes) particules et de chaleur (cf. paragraphe 5.1, chapitre 1). Le choix de ce formalisme
(plutot que celui du canonique) se justifie par le fait que les grandeurs grand-canonique
s’expriment directement en fonction des valeurs propres de ’'Hamiltonien a une particule.

La représentation de la pression grand-canonique & volume fini par une intégrale de
Dunford-Schwartz va jouer un role central. Motivé par la définition des susceptibilités
généralisées grand-canonique comme les dérivées partielles de la pression par rapport a
I'intensité du champ magnétique B, une grande partie de notre analyse est consacrée a
I’étude des propriétés de régularité de la pression en tant que fonction de B et de z.
Dans une premiére partie, on montre que la pression grand-canonique peut étre prolongée
analytiquement en B et en z jointement. Cette propriété est ensuite transférée a la fonction
de partition et & la densité grand-canonique & volume fini. Dans une seconde partie, on
établit une expression pour le prolongement analytique en la variable z des susceptibilités
généralisées grand-canonique par la théorie des perturbations magnétiques usuelle appli-
quée a 'opérateur résolvante & volume fini. Ces expressions seront au centre du chapitre 4.

Ce chapitre comporte trois appendices. Dans le premier, on se sert de I’analycité de la
pression grand-canonique en tant que fonction de la fugacité z pour transférer ses proprié-
tés d’analycité en la variable B sur I’énergie libre canonique de Helmholtz. Cette opération
nous permet de définir les susceptibilités généralisées dans ’ensemble canonique en vertu de
la Définition 1.44. Dans le deuxiéme appendice, on s’intéresse aux susceptibilités générali-
sées grand-canonique lorsque la densité de particules devient un paramétre fixé. On montre
qu’il existe une relation liant 'aimantation (resp. la susceptibilité magnétique) a densité
fixée a la dérivée premiére (resp. seconde) par rapport a la variable B de la transformée de
Legendre de la pression. Le troisiéme appendice est d’ordre technique uniquement.

Dans tout ce chapitre, les hypothéses concernant le domaine de confinement A du gaz,
le potentiel vecteur magnétique a et le potentiel électrique V' sont celles du paragraphe
3.1, chapitre 1. On supprime désormais la dépendance explicite en ”V” dans les notations.
On introduit systématiquement le paramétre ¢ = £1 dans les notations; on rappelle que
€ = —1 fait référence au gaz de bosons et ¢ = +1 au gaz de fermions.
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1 Résultats principaux

Dans le formalisme grand-canonique de la mécanique statistique quantique, soit (3, z, |A|)
le jeu de paramétres extérieurs ot 3 := (kgT)~! > 0 est "I'inverse” de la température T
(kp désigne la constante de Boltzmann), z := e est la fugacité (u désigne le potentiel
chimique) et |A| est le volume du domaine de confinement du gaz.

Pour wg € R, introduisons les domaines du plan complexe définis par :

Dy (Bo(wo)) i= €\ [P0, 4o0) et Dyy(Bolwn)) i= €\ (—o0, —e Eole)]  (2.1)

D.:= ] De(Bo(wo)) = De(Eo(0)),  Eolwn) := inf o( Hoo(w0)) (2.2)
wo€ER

Le premier résultat principal de ce chapitre établit que la pression grand-canonique &
volume fini initialement définie en (1.61), peut étre prolongé analytiquement!® en la fugacité
z et en 'intensité du champ magnétique B jointement :

Théoréme 2.1. Soit 3 > 0. Alors pour chaque ensemble ouvert et borné K tel que K C D,
€ = =£1, il existe un voisinage compleze Ny de 'aze réél tel que la pression grand-canonique
a volume fini Py(f3,-,-,€) soit jointement analytique en (w,z) sur Ny x K.

Le second résultat principal donne une expression du prolongement analytique sur
De(Eo(wp)) des susceptibilités généralisées grand-canonique a volume fini (voir Définition
1.34) ; Pexistence des susceptibilités généralisées étant assurée par le Théoréme 2.1.

Introduisons les notations nécessaires a la formulation du Théoréme 2.2.

Soient # > 0 et wy € R. Soient z € D(Ep(wp)) et K C De(Ep(wp)) un compact tel que
z € K. Par le calcul fonctionnel de Dunford-Schwartz, le prolongement analytique sur
De(Ep(wo)) de la pression grand-canonique a volume fini est défini par (voir page 45) :

PA(B,wo,2,€) 1 = = Trrzpy In(1 + eze™ BHA(wo)y

5IA|

€

(2.3)
|A| o TI"L2(A){ /FK d¢ fe(ﬁ,z;f)(HA(wo) - 5)_1}

avec ' un contour du type (2.14), inclus dans le domaine d’holomorphie de £ — (3, z; §) :=
In(1+ eze P¢) Vz € K (cf. Lemme 2.6), contournant la demi-droite [Ep(wp), +00).

A partir de lintégrale de Dunford-Schwartz en (2.3), on utilise la théorie des pertur-
bations magnétiques usuelle (au sens des opérateurs) appliquée a la résolvante & volume fini.
Soient s1 4 (wo) et sa A les opérateurs définis en (1.25). Pour £ € p(Hj(wo)), soient S;  (wo, &),
i € {1,2}, les opérateurs bornés sur L(A) (voir section 3) définis par :

$1.0(00,8) = s1.0(0) (Ha(wn) = ) ™F = a(x) - (¥ +w0al0) () =) (2.4)
Sa.al10,€) = o (Ha(wo) — €)™ = a2(0)(Ha(wo) — &) (2.5

Pour tout couple (w,wp) € C x R, posons dw = w — wy et introduisons :

Sa(w,wo, &) := (Ha(w) — Ha(wo)) (Ha(wo) —&) ™" = 6wS1a(wo, &)+ (0w)?Saa (w0, §) (2.6)

IPar souci de lisibilité, on utilisera généralement la méme notation pour désigner une grandeur grand-
canonique et son prolongement analytique par rapport a la variable z ou/et la variable w.
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Pour k € IN* et (iy,...,i;) € {1,2}", introduisons la famille d’opérateurs dans Jo(L?(A)) :

T a(it, ..., ix)(wo, &) = (Ha(wo) H i A (W0, € (2.7)
Pour tout entier n > k > 1, soit x7 (i1, ..., ) la fonction caractéristique définie par :
. . 1 sitg+---+i=n
i) ={ g S 23)

Voici le second résultat principal de ce chapitre :

Théoréme 2.2. Soient § > 0 et wg € R. Soient z € D(Ep(wp)) et K C De(Eo(wo)),
e = +1, un sous-ensemble compact tel que z € K. Alors pour tout entiern > 1, on a :

n n
q € 8 "
XL (B,wo0, 2,€) = < ) — Tryan—— In (1 4 eze PHa(wo) 99

A BIA] a2 ( ) (2.9)
avec, en tant qu’opérateur a trace :

an ,L n

o (1 eze0Hal)) = = /FK deFe(B, 25 €) 5 (Ha(wo) =)™

:n!%Z(—l)k Z XZ(’il,...,ik)/F d&fg(ﬂ,z;g)Jk,A(il,...,ik)(wo,ﬁ) (2.10)

k=1 ije{1,2}k

En particulier, dans le cas de Uaimantation et de la susceptibilité magnétique® grand cano-
nique & volume fini :

XA(B,wo, 2, €) = 5|€A|277TrL2(A){/F d&fe(B, ;&) (Ha(wo) —5)151,/\(00075)} (2.11)

2¢ 1

X3 (8, wo, 2, €) = M%TW(A’{ /F A€ fe(8, 23 €) (Ha(wo) =)~

{S1a (w0, )51 A (w10,€) — 52,A<wo,£>}} (2.12)

Remarque 2.3. Les domaines de définition de z ont été choisis ici indépendants de A
pour les besoins du chapitre 5. Mais les résultats énoncés restent encore valables lorsque
ces domaines sont étendus & De(e1(wp)) D De(Eo(wo)) avec eq(wp) := inf o (Hx (wp)).

Remarque 2.4. Comme indiqué dans ’énoncé du Théoréme 2.1, le voisinage complexe de
laxe des rééls NV dépend du domaine de confinement A. En 'occurrence si A; et Ay sont
deux ouverts bornés simplement connexe tels que A; C Ag, alors N, C Ny, .

2 Propriétés de la pression grand-canonique a volume fini

On commence par étudier séparément ’analycité de la pression grand-canonique a
volume fini en la variable z (paragraphe 2.1) puis en la variable w (paragraphe 2.2). Basé
sur le "théoréme d’holomorphie séparée” d’Hartog (voir par ex. [54]), on prouve dans le
paragraphe 2.3 le Théoréme 2.1. Enfin, on transfert cette propriété d’analycité jointe a la
fonction de partition et & la densité grand-canonique a volume fini (paragraphe 2.5).

211 s’agit ici de la contribution liée aux moments magnétiques orbitaux des particules du gaz confiné.
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2.1 Analycité en la fugacité z

A partir de (1.61) avec 8 > 0 et wp € R fixés, on construit ici une expression du
prolongement analytique de Py (3, wy, -, €) sur le domaine D (FEp(wp)) défini en (2.1).

Proposition 2.5. Soient § > 0 et wy € R. Alors la pression grand-canonique & volume
fini Px(B,wo, -, €) est analytique en z sur De(Ep(wo)).-

La preuve de ce résultat nécessite les 2 lemmes suivants (leur preuve figure en annexe) :

Lemme 2.6. Soient 3 > 0 et wy € R. Soit a(wp) un réél vérifiant —oo < a(wp) < Ep(wp).
Alors pour chaque sous-ensemble compact K C De(a(wp)) € De(Ep(wo)), € = £1, il existe
un réél ¢ > Eo(wo) satisfaisant la condition sup,c |2]e ™ P% < 1 pour RE > &k, et il
existe un autre réél ng > 0 tels que la fonction (z,£) — f(B,2;§) == In (1 + 626‘/65) soit
jointement analytique sur K x ®, ou ® désigne le domaine du plan complexe :

D= {ge@ L3¢ € (—%K%K) R € [a(wo),gK)}u{gec : &egzg;{} (2.13)

De plus si K' désigne un sous-ensemble compact tel que K' C K, alors Ny' > NK -

Lemme 2.7. Soient § > 0 et wg € R. Soit a(wg) un réél vérifiant —oo < awy) < Ep(wp).
Soient K C De(a(wp)) un compact et ng > 0, Ex > Eo(wo) les rééls du Lemme 2.6.
Avec ¢ € [O, 5), soit T'xc le contour orienté positivement, inclus dans ®, défini par :

Ty = {é)%g = a(wo), S € [— Z%, %} } U {%g e la(wo), £x), SE = i%{}u

U {%g > £ arg(§ kT z%{) - :l:g} (2.14)
Alors pour tout z € K, la fonction £ — fc(8,z;€) est exponentiellement décroissante sur le
contour T, i.e. il existe une constante c(3, K) > 0 telle que :

Vze K, VEET), [§(B,2:)| < c(B, K)e ™ (2.15)

Et pour tout polynome p(|€|), il existe une autre constante (3, K) > 0 telle que :

vie K, /F (e IpUEN 15 (8, 2 €)] < (B, K) < +oc (2.16)

Preuve Proposition 2.5.

Soient # > 0 et wy € R. Pour n € IN*, soit a,(wy) défini par a,,(wo) := Eo(wp) — %

Soit Ko C De(an(wp)) un compact tel que K oMY contienne un intervalle ouvert non-vide.
On commence par construire le prolongement analytique de Py (3, wy, -, €) sur Kj.

Soit 'k, le contour orienté positivement (voir (2.14) avec ¢ = 0) :

Pty = {RE € lan(wo), +00), $€ = 455 | U {RE = an(wo), SE € [~ T2, %}}
avec g > 0 le réél du Lemme 2.6. Ainsi construit, Ik, est inclus dans le domaine d’holo-
morphie de & — (3, z;§) et contourne la demi-droite [Ey(wp), +00). Le calcul fonctionnel
de Dunford (voir [44]) permet alors d’écrire au sens des opérateurs bornés sur L?(A) :

?

Vze Ko, In(l+eze PHale0)) = /F A& (B, 2 €) (Ha(wo) — €)

2
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2. PROPRIETES DE LA PRESSION GRAND-CANONIQUE A VOLUME FINI

Soit &y € p(Ha(wp)) tel que & < Ep(wp) et [€o| choisi assez grand. Par la premiére équation
résolvante itérée deux fois suivi du théoréme intégral de Cauchy, pour tout z € Kj :

In (1 + eze PHal0)) = (Z/F d€ (€ = €0)%*fe(B, 2 ) (Ha(wo) — é)_1> (Ha(wo) — &)

27

(2.17)
Puisque la trace d’une fonction a valeurs opérateurs Ji-analytique sur un ouvert 4 C C
est analytique sur U, il suffit de prouver que Ky 3 z — In(1 + eze_ﬁHA(‘”O)) est Ji-
analytique. D’une part, Ko 3 z — f(5,2;€) est holomorphe. D’autre part, de par le
choix de T'k,, l'opérateur (Hy(wp) — &)~! est borné uniformément en ¢ € Tk, (et wp) et
Ik, 3 & — fe(B, 2;€) est exponentiellement décroissante (cf. Lemme 2.7). Le théoréme
d’holomorphie sous le signe intégrale assure alors que la fonction & valeurs opérateurs :

7

Ko 32— Iz(B,wo, 2,€) 1= o~ /F d (€ = €0)*fe(8, 23 €) (Ha(wo) =)

est B-analytique (i.e. analytique au sens de la topologie || - ||).
Comme & — 0,f¢(0, ;&) est holomorphe sur le méme domaine que f.(f, z; - ), posons :

ce— B¢
1+ eze B¢

%(B,WO,Z,E) :L d£(£—£0)2<

0z 2 FKO

)(HA<wo> _o

Utilisant que (Hp(wo) — &) 2 est un opérateur a trace (cf. Lemme 1.30), on a :

. I y 5 + h, -1 ) ) — aI -

lim A(B,wo, 2 9 ~ I w0, 7€) (H(w0)—€0) =52 (B, wo, 2, €) (Ha (wo)—€0) >

h—0 h 0z J1
. I 9 9 + ha - I 9 9~y al —

< Jim | G022 R =Bz Oy oo — )2, = 0

ce qui garantit que Ky 3 z — In(1 + eze PHA0)) = Tx (B, wy, 2, €)(Hp(wp) — &) 2 est
Ji-analytique. Il s’ensuit 'analycité sur Ky de :

2 Pr(B,wo, 2, €) == ﬁTIL%A) In (1 + eze PHA0)) (2.18)

Puisque PA(ﬂ,wo,z,e) coincide avec Py (f3,wo, z,€) pour tout z € Ko NRY, (2.18) n’est
autre que le prolongement analytique de Py (3, wy, 2, €) sur K. Il reste maintenant a étendre
ce résultat sur tout le domaine D(Ey(wp)). Pour cela, considérons une suite croissante
(au sens de linclusion) de compacts {K;}iew, avec Ky choisi comme ci-dessus, tel que
Uien K7 = De(an(wp)). En vertu du Lemme 2.6, les extensions analytiques de Py (8, wo, -, €)

définies en (2.18) correspondant respectivement aux compacts K; et K, avec K; C Ky,
coincident sur K. Il suffit pour finir d’utiliser que Upen+De( v (wp)) = De(Eo(wp))-

2.2 Analycité en l’intensité du champ magnétique B

Dans ce paragraphe, on démontre le résultat d’analycité locale suivant :
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Proposition 2.8. Soient § > 0 et wg € R. Soit K C D(Ep(wp)) un compact, € = £1.
Alors il existe un voisinage compleze Vi g(wo) de wo tel que ¥z € K, la pression grand-
canonique & volume fini Ppy(f3,-, z,€) soit analytique en w sur Vi g (wo).

Ce théoréme admet un corollaire (immeédiat) concernant l'analycité globale de la pres-
sion grand-canonique & volume fini sur un voisinage complexe de l'axe réél (dépendant
du compact K). Mais dans ce cas, K doit étre pris dans 'intersection Ny,erDe(Eo(wo)),
c’est-a-~dire dans D, voir (2.2).

Corollaire 2.9. Soient 3 > 0 et K C D, un compact. Alors il existe un voisinage complexe
Na ik de Uaze 1éél tel que pour tout z € K, la pression grand-canonique a volume fini
Py(B,-,w,€) soit analytique en w sur Ny k.

Preuve Corollaire 2.9.
Il suffit simplement a partir de la Proposition 2.8 de poser N g = UwoeR Vi (wo).

Le reste de ce paragraphe est consacré & la preuve de la Proposition 2.8. Il est a
noter que la démonstration n’utilisera pas la représentation en série (1.56) de la pression
grand-canonique puisque les propriétés d’analycité des niveaux d’énergie ej(w), j > 1, sont
difficiles a obtenir et ne semblent pas étre connues sous les hypothéses considérées ici.

La preuve de la Proposition 2.8 est basée sur la Proposition 2.10 ci-dessous.

Dans I'appendice 3 de ce chapitre, on donne une autre preuve de la Proposition 2.10 bien
plus technique reposant sur 'utilisation du semi-groupe.

Proposition 2.10. Soient w € C et £ € p(HA(@)). Alors il existe un voisinage Va ¢(@) de
w tel que la fonction & valeurs opérateurs Va ¢(@) 3 w — (Ha(w) — &)™ soit Ja-analytique.

On a besoin pour cela du lemme suivant dont la preuve figure en annexe :

Lemme 2.11. Soient {A(u), u € U} et {B(u), u €U} deuz familles d’opérateurs bornés
définies sur un ouvert U C C. Soient U,V CU des ouverts et j € {1,2}.

(). Supposons que U > u+— A(u) soit B-analytique et V > u — B(u) J;-analytique.
Alors u +— A(u)B(u) est Jj-analytique sur UNV.

(13). Supposons que U > u — A(u) et V 3 u > B(u) soient Jz-analytique.

Alors u — A(u)B(u) est Ji-analytique sur UNV.

Notons que (i) repose simplement sur le fait que J;(L*(A)), j € {1,2}, est un idéal
bilatére, i.e. si A € J;(L%(A)) et B € B(L?(A)) alors AB € J;(L?(A)). (ii) repose sur le
fait qu’un produit de deux opérateurs de Hilbert-Schmidt est un opérateur a trace.

Preuve Proposition 2.10

Soient w € Cet & € p(Hp(w)). Ceci est toujours possible puisque 'opérateur Hp(w) est m-
sectoriel (cf. Lemme 1.23). On choisit &y < 75, (W), avec v5,(w) le vertex (1.36) du secteur
Ss, (@) (1.34), et || suffisamment grand. On montre d’abord l'existence d’'un voisinage
Ve, (@) de @ sur lequel w — (Hp(w) —&p) ! est Jp-analytique. Puis on étend cette propriété
pour tout & € p(Hp(w)) par I'intermédiaire de la premiére équation résolvante.

En utilisant l'opérateur s (@, wp = 0) défini en (1.26), on a sur D(Hx(0)) C Q(HA(0)) :

Hp(@) = §o = (HA(0) — o) + sa(@,0) = {1 + Ur(@, &) }(HA(0) — &o) (2.19)
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avec Up (@, &) = sa(@,0)(HA(0) — &)L € B(L3(A)), conséquence du fait que sy (w,0)
est Hy(0)-borné avec borne relative nulle (cf. preuve Lemme 1.19). Compte-tenu de (2.19),
Vopérateur {1 4+ Up (@, o)} est inversible d’inverse :

{1+ Un(@,&)} " = (Ha(0) — &) (Ha(@) — &) ™' =1 — s5(@,0)(Ha (@) — &) "

et {1 +Upr(@,&)} "t € B(LA(A)) car sp(w,0) est Hp(w)-borné avec borne relative nulle.
Comme {Hj(w), w € C} est une famille analytique de type (A), il existe un voisinage
veo (W) de @ tel que Vw € vg, (@), I'identité (2.19) soit encore valable. Par suite :

Vw € vy (@), (Ha(w) = &)™ = (Ha(0) = &)™ {1 + Unr(w, &)} (2.20)

Montrons maintenant que vg, (&) 2 w — (Hp(w) — &) ! est Jo-analytique. Posons :

Vw € g, (@), Up(w, &) := (a(x) - (iV) + wa’(x)) (H(0) — &) "
Soit w € vg,(w). Via la définition des opérateurs si A (0) et so.o en (1.25), il vient :

Un(w + h, &) — Un(w, éo)

L - U;X(wvg(])

lim
h—0

< lim [hla,||(HA(0) = &)™) = 0

ce qui assure que Vg, (@) 3 w — Up(w, &), et par suite vg, (@) 2 w — {1 + Up(w, &)} 1,
soient B-analytique. Utilisant cette derniére propriété puis que ||(Hx(0) — &) |5, < c(A)
d’aprés (1.49) ; on obtient & partir de (2.20) que pour tout w € vg,(©) :

- |((Haw+h) —&) " = (Ha(w) — &) d _
}Llﬂ% 3 - %(HA(W) — &)t .
-1 w —1
SC(A) }llli% {]]-+UA(w+h7€0)} - {]]-+UA( 750)} _%{]l‘f‘UA(w,fO)}il -0

ce qui garantit que vg, (@) > w — (Ha(w) — &) ™! est Jz-analytique.
Reste a étendre ce résultat pour £ € p(Hy (©)) quelconque. La premiére équation résolvante
donne au sens des opérateurs bornés :

(HA(@) =) 7" = (Ha(@) — &)™ + (€ — &) (HA(®) — &) (HA@) — &)™

Comme il existe un voisinage V(&) de @ tel que Ve(w) 3 w — (Hp(w) — f)_l soit B-
analytique, en utilisant (7) du Lemme 2.11, on déduit que la fonction & valeurs opérateurs
w— (Ha(w) — &) H(Ha(w) — &) ! est Jo-analytique sur Ve (@) := vg, (@) N Ve(@).
Finalement Ve (W) 3 w — (Hp(w) — 5)71 est Jo-analytique.

Corollaire 2.12. Soient w € C et § € p(Hp(@)). Alors il existe un voisinage Vp ¢(w) de @
tel que la fonction a valeurs opérateurs Vy ¢(&) 3 w — (Ha(w) — £)™2 soit J1-analytique.

Preuve Corollaire 2.12.
Etant donné le résultat de la Proposition 2.10, il suffit d’appliquer (ii) du Lemme 2.11.

]
47



CHAPITRE 2. REPONSE MAGNETIQUE A VOLUME FINI

Preuve Proposition 2.8.

Soient # > 0 et wy € R. Soit K C D(Ep(wp)), avec K un sous-ensemble compact.

Soit awp) vérifiant —oco < a(wp) < Ep(wp) et tel que K C De(a(wp)). Avec nx > 0 et
&k > Eo(wop) les rééls du Lemme 2.6, soit I'g (cf. (2.14) avec ¢ = 7/3) le contour :

D = {Re = afwo), S € | - 55, 55|} U {Re € [alen). £x), 9¢ =55 U

s

U {0 > e, a6 e Figy) =3} (221)

Ainsi construit, le contour ' est inclus dans le domaine d’holomorphie de & — f.(53, z; )
et contourne la demi-droite [Ey(wo), +00). Pour w' € €, soit f5,(w') le demi-angle (1.35) du

secteur Ss, (w'), voir (1.34) avec la Remarque 1.24. En utilisant successivement les inégalités
(1.31) et (1.33) puis (1.35), soient ry,, ; > 0 avec j € {1,2,3}, des rééls satisfaisant :

aZrZ, 1 = Eo(wo) — a(wo) > 0 (2.22)
/ TLQU() 2 K
T 2000\ (€ +1) + ¢ + —2a2 < == (2.23)
’ 2 30
T ) Eo(wo) + g + ¢
1 > 105, (wo £ 1w 3)] = 1> cryp 3000 \/ ( ()50 (2.24)
Posons 1y, := min{ry 1, w2, Twe,3} > 0 et notons Dk (wp,7w,) le disque ouvert centré

en wy et de rayon 7,,. Avec ce choix de ry,, Yw € Dk (wp,ry,), le spectre de 'opérateur
Hp(w) (inclus dans la parabole "grisée” ci-dessous, cf. (1.33)) se trouve a l'intérieur de I'k.

F1G. 2.1 - La figure ci-dessus représente la configuration obtenue pour un w € Dg (wo, Twy, )-
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En effet pour tout w € Dg(wo,Tw,), ®(wo) < min Ro(Hp(w)) (d’aprés (2.22)) et lorsque
Ro(Hp(w)) < &k + 1 alors max [So(Hy(w))| < 4 (dapres (2.23)). Enfin, pour tout
RE > €k + 1, le secteur Sy, (w) se trouve a I'intérieur du contour 'k (d’apres (2.24)).

Le calcul fonctionnel de Dunford-Schwartz (voir [44]) permet de définir :

Vze K, Vw € Dg(wo,Twy)s L(B,w,z,€) = 2277/F d&fe(B, z; &) (Hp(w) — {)_1 (2.25)

L’intégrale dans (2.25) est absolument convergente dans B (L?(A)) en vertu de la décrois-
sance exponentielle de f.(3, z;-) sur T'x et le fait que Yw € Dy (wo, 7wy, ||(Ha(w) — &)~ 1|
est uniformément borné en w (et méme en & € I'k). Cela est évident pour tout & € I'x
tel que RE € [a(wo), £k + 1] vu le paramétrage du contour. Et pour tout £ € 'k tel que
RE > £ + 1, un simple argument géométrique permet d’obtenir :

Vw € Dic(wo,rug),  [I(Ha(w) =€) 7" < ¢>0

¢
€ — & FiE|

Comme pour chaque ¢ € ', la fonction & valeurs opérateurs w — (Hp(w) — &)1 est B-
analytique sur Dy (wo, 7w, ), le théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale assure que
pour tout z € K, la famille d’opérateurs { L((,w, z,€), w € Dg(wo,Tw,)} est B-analytique.
Et puisque pour tout w € D (wo, ry,) "R, L(5,w, 2, €) coincide avec In (]l + eze_ﬁHA(“’)),
alors la fonction a valeurs opérateurs w — L((3,w,z,€) n’est autre que le prolongement
analytique (au sens de la topologie || - ||) de In (1 + eze_ﬁHA(')) sur le disque Dg (wo, Ty )-
Montrons maintenant que D g (wo,Tw,) D w — In (]l + eze*ﬁHA(w)) est Ji-analytique.
Soit &y € p(Ha(wo)) satisfaisant {y < s, (wo £ Ty, ) avec |€p| choisi suffisamment grand et
tel que Vw € D (wo, rwy), €0 € p(Ha(w)). Par la premiére équation résolvante itérée deux
fois suivi du théoréme intégral de Cauchy : Vw € D (wo,7y,) et Vz € K,

i (1450 900) = ([ a6 - P18, 5 (@) — 971 ) (Ha(w) — €0

Par les mémes arguments que ci-dessus, pour tout z € K, la famille d’opérateurs entre
parenthéses est une famille d’opérateurs B-analytique en w dans D (wp, 1y, ). Aussi d’aprés
le Corollaire 2.12, il existe un voisinage v(wp) de wy tel que la fonction a valeurs opérateurs
v(wo) D w — (Hp(w) — &) 2 soit Ji-analytique. Il ne reste plus qu’a utiliser (ii) Lemme
2.11 qui donne finalement que pour tout z € K, la fonction a valeurs opérateurs w +—
In (]l + eze_ﬁHA(“’)) est Ji-analytique sur Vi (wg) := v(wo) N D (wo,Tw,); et par suite
w— Pp(B,w, z,€) est analytique sur ce méme domaine.

Remarque 2.13. La démonstration de la Proposition 2.8 permet de mettre en évidence :
(7). Le voisinage Vi (wp) est d’autant plus "petit” que |wp| est grand. Cela vient de (2.24)
ou apparait Ep(wpg) sachant (1.30). Dans la limite |wy| — 0o, Vi (wp) se réduit & un point.
(7). Le voisinage Vi (wp) dépend implicitement du domaine A. Ceci est une conséquence
de (2.22), (2.23) et (2.24) : plus la quantité a 1= supycy |a(x)| est grande plus ry, doit
étre choisi petit. Dans la limite |A| — oo, on a alors 7, — 0.
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2.3 Analycité jointe en la fugacité et en I'intensité du champ magnétique

Ce paragraphe est consacré a la preuve du Théoréme 2.1 basée sur le "théoréme d’ho-
lomorphie séparée” d’'Hartog (voir par ex. [54] pour un énoncé détaillé) :

Théoréme 2.14. Théoréeme d’Hartog

Soit f une fonction a valeurs complexes définie sur un ensemble ouvert U C C".
Supposons que f soit analytique en chaque variable z; lorsque les autres variables zj, pour
k #£ j sont fixées. Alors f est analytique en ses n variables.

Il suffit maintenant d’appliquer directement le Théoréme 2.14 ci-dessus compte-tenu
du Corollaire 2.9 et de I'extension de la Proposition 2.5 ci-dessous :

Proposition 2.15. Soient 3 > 0 et K C D, un sous-ensemble compact, € = +1.
Alors il existe un voisinage compleze N a de Uaze 1éél tel que Vw € N ki, la pression
grand-canonique & volume fini Py(B,w, -, €) soit analytique en z sur K.

Preuve Proposition 2.15.

Soient 5 > 0 et K C D, un compact. Soit a un réél satisfaisant —oo < a < Ep(0) et tel
que K C D.(a). Avec ng > 0 et g > Ep(0) les rééls du Lemme 2.6, soit I'i (cf. (2.14)
avec ¢ = 7/3) le contour orienté positivement défini par :

NK MK NK
= {R =, e [~ T TV fne € fosgro, o6 = 7€ )
K E=a, SE e 23 28 ¢ € la,ék), ¢ 25
U {Re > e, arg(§—n Fids) = 25|
Soient 71 > 0 un réél vérifiant a2 7 := Eo(0) — a et 2 := {wo € R : Ep(wo) — a27? <
&k + 1}. Solent 7y := min, .o 7w,z > 0 avec 1,2 > 0 défini en (2.23) et pour chaque
wo € R, soit 74,3 > 0 défini en (2.24). Posons 7, := min{ry, 2, r,,3} > 0 et désignons
par D (wo,7w,) le disque ouvert centré en wy et de rayon 7. Considérons maintenant
Nk := Uyyer Dk (wo, Fu, ). Alors pour tout w € N, le spectre de Hp(w) est a lintérieur
de 'k et V& € Tk tel que RE > € + 1, le secteur S, (w) se trouve a l'intérieur de I'k.
Le calcul fonctionnel de Dunford-Schwartz (voir [44]) permet de définir dans B(L?(A)) :

VweNg, Vze K, In (]l + eze_ﬁHA("-’)) = 217T/F d&fe(B, z; &) (Hp(w) — f)_l

Reste a prouver que Vw € N, la famille {In (]l + eze_ﬁHA(“’)), z € K} est Jy-analytique.
Soient w € Nk et § € p(Hp(w)) tel que &y < 75,(0 £ir1) avec €| choisi assez grand. Par
la premiére équation résolvante itérée deux fois suivi du théoréme intégral de Cauchy :

i

vz e K, In (Leze M) (% /F ¢ (f—fo)Qfe(ﬁ,Z;f)(HA(w)—é)_l) (H(w)~60) 2

On finit la preuve en utilisant les mémes arguments que ceux menant a (2.18) sachant que
(Hp(w) — &)1 est uniformément borné en ¢ € T'yx et w € N (cf. preuve Proposition 2.8).

Remarque 2.16. Preuve alternative du Théoréme 2.1 sans utiliser le théoréme d’Hartog.
Etant donné les résultats du Corollaire 2.9 et de la Proposition 2.15, et compte-tenu du
fait que 0zPp(B,w, z,€) = 0 = O5Py(B,w, 2, €), il suffit de montrer en plus que Ny x K >
(w,2) — O, PA(B,w, z,€) et Ny x K 3 (w, 2) — 0,Px(B,w, 2, €) sont continues (voir [12]);
ce qu’on peut obtenir a peu de frais.
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2.4 Convexité en la variable p

On établit ici un résultat qui nous sera utile dans 'appendice 1 du chapitre 5.

Proposition 2.17. Soient 8 > 0 et wg € R. Soient J_; = J_1(wp) = (—00, Eg(wp)) et
Ji1 = (—00,4+00). Alors Je 3 p+— PA(B,wo, py€), € = +1, est une fonction conveze.

Preuve Proposition 2.17.

La démonstration repose essentiellement sur la relation (1.67) liant la fonction de partition
grand-canonique aux fonctions de partition canonique.

Soient p; € J, avec i € {1,2}. Soient v € (0,1) un réél et N > 1 entier. On a :

N

N ¥ 1—y
> et =) 7, (8, wo,n,€) = > [G”BMZA(@WOM, 6)} [en/B“QZA(/@,wo,n, €)
n=0 n=0

(2.26)

Comme 7 € (0,1), alors p := ; >1letgqg: j > 1 vérifient +-=-=1.

A partir de (2.26), I'inégalité de Holder permet d’écrire :

1
q

D=

1=y

N
Z { nﬁmZA (8,wo,m, E)r [enﬁuzz/\(ﬂ,wo,n,e)]

n=0
N v, N 1—
< (Ze"ﬁmzA(ﬁ,wo,n,e)> <Ze"’8“2ZA(ﬂ,wo,n,e)> (2.27)

Puisque ypu1 4+ (1 — y)pg € Je, en prenant la limite N — oo dans (2.27) sachant (1.67) :

—_ — Y/ 1=y
HA(ﬁaw(]:’YMl + (1 _’7)“%6) < <:A(/87w0>,u176)> (.:1;(,8,&)0,/12,6))
Puis en utilisant la définition de la pression grand-canonique a volume fini (1.52) :

PA(ﬁv“’O:Vﬂl + (1 - ’7)“276) < ’YPA(/@NUOMU'DG) + (1 - FY)PA(ﬁ:wOvM%ﬁ)

L’inégalité ci-dessus est valable pour tout v € [0, 1], ce qui achéve la preuve.

2.5 Transfert des propriétés d’analycité
Dans de ce paragraphe, on transfére les propriétés d’analycité de la pression grand-

canonique sur la fonction de partition et la densité grand-canonique & volume fini.

Compte-tenu de (1.52) et (2.3), pour tout 5 > 0 et wy € R, le prolongement analytique
sur De(Ep(wp)) de la fonction de partition grand-canonique & volume fini s’écrit :

EA(B, wo, 2,€) = exp (eTrLz(A) In (]1 + eze_ﬁH“(“’“))) = (det{ll + eze_ﬁHA(“’O)})6 (2.28)

A partir du Théoréme 2.1 et en vertu du fait que la fonction u — e* soit entiére sur C,
on a immédiatement le corollaire suivant :
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Corollaire 2.18. Soit 8 > 0. Alors pour chaque ensemble ouvert et borné K tel que
K C D., € = +1, il existe un voisinage complexe Ny de 'aze réél tel que la fonction de
partition grand-canonique Zx(B, -, ,€) soit jointement analytique en (w, z) sur Ny x K.

Compte-tenu de (1.53) et (2.3), pour tout 5 > 0 et wy € R, le prolongement analytique
sur D.(Ep(wp)) de la densité grand-canonique & volume fini s’écrit :

PA(B,wo, 2, €) := B20. PA(B,wo, 2, €) = ‘L;WTTB(A){/F d¢ eﬂé/lz_'_e(HA(wO) - 5)_1}
" (2.29)

ou K C D(Ep(wp)) est un sous-ensemble compact tel que z € K et I'x est un contour
orienté positivement du type (2.14). Notons que & — (€% /z 4+ ¢)~! n’est autre que la fonc-
tion distribution de Bose-Einstein lorsque ¢ = —1 et de Fermi-Dirac lorsque € = +1.

On a immeédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 2.19. Soit 8 > 0. Alors pour chaque ensemble ouvert et borné K tel que
K C D, € = *1, il existe un voisinage complexe Ny de laze réél tel que la densité grand-
canonique a volume fini pp(B,-,-,€) soit jointement analytique en (w,z) sur Ny x K.

3 Susceptibilités généralisées grand-canonique & volume fini

D’aprés la Proposition 2.8, pour tout 5 > 0, wp € R et z € D(Eo(wp)) NRYE, il existe
un intervalle centré en wy sur lequel Pp (3, -, z, €) est de classe C*°. En vertu de la Définition
1.34, les susceptibilités généralisées grand-canonique & volume fini sont bien définies :

o O™ Py A " Py
= W(ﬁvw()aZ?e) = <c> on

Comme corollaire du Théoréme 2.1, on a le résultat d’analycité globale :

VneN*, X{(B,wo,z,¢€)

(/va()? 2, 6)

Corollaire 2.20. Soit 8 > 0. Alors pour chaque ensemble ouvert et borné K tel que
K C D, € = £1, il existe un voisinage complexe Ny de laxe réél tel que X (B, -, -, €), avec
n € IN*, soit jointement analytique en (w,z) sur Ny x K.

L’objectif de ce paragraphe est de construire le prolongement analytique sur D¢(Ep(wp))
de X (5, wo, -, €) pour chaque n € IN*. En particulier, on prouve le Théoréme 2.2.

Pour cela, rappelons les notations introduites dans la section 1 "résultats principaux”.
Soient wg € R et & € p(Hp(wp)). Soient Sj A (wo,§), j € {1,2}, les opérateurs bornés :

S1a(wo, &) = a(x) - (iV + woa(x)) (Ha(wo) — €)™, Saa(wo, &) = %aQ(X)(HA(wo) -

Puisque (Ha(wo) — &) 1L%(A) — D(Ha(wo)) C Q(Ha(0)) (cf. paragraphe 3.2, chapitre 1),
alors Sy A (wo, &) € B(L3(A)) en vertu de (1.29). Et méme S A (wo, €) € T2(L?(A)) en vertu
de (1.49) (suivi de la premiére équation résolvante).

Pour tout couple (w,wp) € C x R, introduisons :

Sa(w,wo, £) = 0wSi A (wo, &) + (6w)?Sap(wo, &), 6w =w —wy
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Pour k € IN* et (iy,...,i) € {1,2}", soit la famille d’opérateurs dans Jo(L?(A)) :

T a(it, ..o ix)(wo, &) = (Ha(wo) H Sim,A (w0, §

Et pour tout entier n > k > 1, soit x}(41,...,4x) la fonction caractéristique définie par :

XZ(il, e

i)'_ 1 Sii1+--~+ik:n
BT Y 00 sinon

La preuve du Théoréme 2.2 repose essentiellement sur le résultat suivant :

Proposition 2.21. Soient wy € R et £ € p(Hp(wp)). Soit Vi ¢(wo) un voisinage compleze
de wo sur lequel la fonction & valeurs opérateurs w — (Hp(w) — &)71 est Ja-analytique.
Alors pour tout w € Va ¢(wo),

()~ & = 3 WOy ) g (2.30)

avec pour tout entier n > 1, en tant qu’opérateur dans Jo(L*(A)) :

aa:n(HA(wo - —n'z ST xR, k) Tea (it k) (w0, ) (2.31)

z]€{1,2}’C

Preuve Proposition 2.21.

Soient wy € R et & € p(Hp(wp)). Puisque {Hp(w), w € C} est une famille analytique de
type (A), il existe un voisinage complexe v¢(wp) de wo tel que Yw € vg(wo), § € p(Ha(w))
et ve(wo) D w = (Hp(w) — &)~ est B-analytique (voir par ex. [60]). La seconde équation
résolvante itérée n-fois donne au sens des opérateurs bornés (et méme de Hilbert-Schmidt) :

Vwe ve(wo), (Ha(w)=€) ™" = (Ha(wo) =€) +(Ha(wo) =€)~ Z F(Sa(w,wo, €))"+

+ (=) (Ha(w) —€)7 (SA(w,woaf))"+1 (2.32)
Utilisant que Sa(w, wo, &) = dwSi a(wo, &) + (6w)?S2.a(wo,€), on a :

n n

DD Sa(w,wo, ) =D (=1)F Y (dw)r H S, (w0, €)

k=1 k=1 ije{1,2}* m=1

Et puisque pour i; € {1,2}, k <1 +--- + 145 < 2k; en utilisant la fonction indicatrice :

n 2n n k
Z(_l)k(sl\(wawové.))k = Z(éw)lZ(_l)k Z Xk Zla"'7 H SZmA wOv
k=1 =1 k=1 ij€{172} m=1

En décomposant le membre de droite en deux sommes (I'une dont indice [ varie de 1
a n, lautre de n + 1 a 2n) et en explicitant Popérateur (Sy(w,wo, &))" ! par les mémes
arguments que ceux utilisés ci-dessus, (2.32) peut alors se réécrire :

\V/(A) € Vﬁ(&)o), (HA(w) - 6)_1 — (HA(WO) - 5)_1 + Z(&"})ksk,A(wOag) + Sn+1,/\(w7w07§)
k=1
(2.33)
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avec respectivement :

k
Sealwo, &) =D (=D" > xflir, .. i) Jialin, i) (wo. &), ke f{l,...,n} (2.34)

8n+1,A(w7 wo, f) =

n—1 n
(&U)n“{ Z(&U kz Z X G i) Ja (it - i) (wo, ©)+
k=0 =1 zje{l 2}

n+l n+1
DS (ew)f > T i) (HAw) = 7 ] sim,A(wo,g)}
k= m=1

ije{1,2)n+1
(2.35)

Dans (2.34), la somme Y7, est réduite en S.F_| puisque XF(it,...,i) = 0 lorsque k < L.
Montrons maintenant que pour w suffisamment proche de wy :

[Sn41,4 (w, wo, &) = O(|dw["+1) (2.36)

D’une part (Hp(wo) — &)7! est uniformément borné. Par suite, il existe une constante
¢ = c(as) > 0 telle que ||S24(wo,§)|| < ¢ uniformément en . En vertu de l'estimation
(1.29), il existe une autre constante ¢ = c¢(ax) > 0 telle que [|S1a(wo,&)] < (1 4+ |€]).
Ainsi VI € {1,...,n}, il existe un polyndme p;(|£|) tel que :

Vij {12}, il i) (wo, Il < [[(Ha(wo) = &7 H 1S (w0, O < pu([€])

(2.37)
I'indice [ dans p;(|£]) signifiant que son degré maximal est proportionnel a .
D’autre part pour tout w € vg(wp), (Ha(w) — €)~! est uniformément borné en w. Par les
mémes arguments que ceux utilisés ci-dessus, pour tout entier n > 1, il existe un polynéme
Pn+1(€]) tel que pour tout w € ve(wp) :

n+1
vij e {12}, [[(Ha@) =& T 1564 (wo, Ol < pasa (€D (2.38)

m=1

Compte-tenu de (2.35), les estimations (2.37) et (2.38) prouvent (2.36) pour w suffisam-
ment proche de wy. Ainsi par construction, S,41,a(+,wo, &) satisfait la propriété que ses n

premiéres dérivées partielles (par rapport a la variable w) évaluées en wy sont égales a 0.
Il s’ensuit alors de (2.33) I'identification dans B(L?(A)) :

(Ha(wo) =€)~ 1 = n! Sy alwo, €) (2.39)
D’autre part d’aprés la Proposition 2.10, il existe un voisinage complexe Ve(wp) de wq sur

lequel la fonction & valeurs opérateurs w — (Hp(w) — &)1 est Ja-analytique. Par unicité
du développement en série entiére sur Ve(wp) Nve(wp), (2.39) reste valable dans Jo(L?(A)).
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Preuve Théoréme 2.2.

Soient # > 0, wy € R. Soient z € D (Fy(wp)) et K C D(FEp(wp)) compact tel que z € K.
Soient 'k le contour défini en (2.21) et Dg(wo,7y,) le disque de centre wy et de rayon
Tw, > 0 introduit dans la preuve de la Proposition 2.8. On a vu que pour tout { € I'k, la
fonction & valeurs opérateurs w — (Hp(w) — &)1 est B-analytique sur Dx (wo, 7w, )-

A partir de (2.25), Vw € Dy (wo, 7w, ), on a au sens des opérateurs bornés sur L2(A) :

In (]l + ezefﬁHA(w)) = 2277/1‘ d¢fe(B, 2, §)<Z( )kSk,A(WO,f) +Sn+1,A(W7WOa§))

k=0

avec S A (wo, &) et Spy1.a(w,wo, ) définis respectivement par (2.34) et (2.35).

Comme la fonction a valeurs opérateurs w +— In (]1 —I—eze*ﬁHA(“’)) est aussi B-analytique sur
Dy (wo,Tw,) (conséquence du théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale dans (2.25)),
alors pour assurer I'identification (2.10) dans B(L?(A)), la seule chose & vérifier est que
pour w suffisamment proche de wy :

/F A€ Fe(B 25 )] |81 (0, w0, )| = O(e]™) (2.40)

D’une part l'estimation (2.37) est valable V¢ € Tk car (Hp(wo) — &)~ est uniformément
borné en £. D’aprés le Lemme 2.7, il existe une constante ¢ = ¢(3, K, 1) > 0 telle que :

Vee K, / €] (Bs 2 )| i, - i) (w0, )| S ¢ < 400 (2.41)

D’autre part, comme pour tout w € Dy (wo, 7w, ), (Ha(w) — €)1 est uniformément borné
en ¢ (et w), Pestimation (2.38) est encore valable Yw € Dy (wp, ry,). D’aprés le Lemme 2.7,
il existe une autre constante ¢ = ¢(3, K,n+1) > O telleque Vz € K et Vw € D (wo, ry,) :

n+1

vij e {1,2}, /F el (5.5 1a () =) T 1Si,aenn)] <o < oo 242

Utilisant (2.35), les estimations (2.41) et (2.42) prouvent (2.40) pour w proche de wy.

Enfin, en utilisant la preuve de la Proposition 2.8, il existe un voisinage complexe V(wyg) de
wp sur lequel la fonction & valeurs opérateurs w — In (]l + eze_ﬂHA(w)) est Ji-analytique.
Par unicité du développement en série enitére sur V(wp) N Dg (wo, 7w, ), 'identification

(2.10) reste valable dans J;(L?(A)).

4 Appendice 1 : Energie libre et susceptibilités canonique

Ici les paramétres extérieurs (fixés) sont ceux du formalisme canonique de la mécanique
statistique quantique, & savoir "I'inverse” de la température G > 0, le nombre de particules
np > 1 et |A| le volume du confinement du gaz. La densité de particules py > 0 (fixée) est
lite au nombre de particules par la relation : ny = po|A|.
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CHAPITRE 2. REPONSE MAGNETIQUE A VOLUME FINI

Rappelons que pour tout § > 0, pg > 0 et wyp € R, Iénergie libre (canonique) de
Helmholtz & volume fini est définie par (cf. paragraphe 5.2, chapitre 1) :

fa(B,wo, po, €) == —;111 (ZA(B,wo, po, €)) (2.43)

ou Zx(B,wo, po, €) désigne la fonction de partition canonique du gaz quantique confiné.

Le but de cet appendice est de transférer 'analycité (sur un voisinage complexe de
I'axe réél) de w +— Pp(f,w, 2, €) sur I'énergie libre de Helmholtz. On utilise pour cela une
relation "intégrale” liant la fonction de partition canonique & la pression grand-canonique &
volume fini (voir [29]). Les deux principaux ingrédients permettant d’établir cette relation
sont : premiérement, 'analycité de z — Pp (3, wo, 2, €) sur un voisinage complexe de z = 0
et deuxiémement, la relation liant la fonction de partition grand-canonique aux fonctions
de partition canonique :

Vz € De(Eo(wo)) NRY, Ea(B,wo,z,€) =Y 2"Za(B,w0,n, €) (2.44)
n=0

Voici le résultat principal de cet appendice qui est en fait un corollaire du Théoréme 2.1 :

Corollaire 2.22. Soient 3 > 0 et pg > 0 fizés. Alors il existe un voisinage N de l’aze
réél tel que 'énergie libre canonique fa(B,-, po,€) soit analytique en w sur Ny.

Le Corollaire 2.22 garantissant que R > w — fa (5, w, po, €) est de classe C*°, on peut
définir les susceptibilités généralisées canonique & volume fini comme les dérivées partielles
de ’énergie libre spécifique (i.e. énergie libre par unité de volume) par rapport a U'intensité
du champ magnétique B, voir Définition 1.44 :

. " 1 "on
vn € N ) MA(ﬂ7w07p0)6) = _w<z> au)fﬁ (/87("}0)/)076)

A partir du Corollaire 2.22, il vient immédiatement :

Corollaire 2.23. Soient 3 > 0 et pg > 0 fizés. Alors il existe un voisinage N de l’aze
réél tel que Ny 3 w — MR (B,w, po,€), avec n € IN*, soit analytique.

Le reste de cette section est consacré a la preuve du Corollaire 2.22.
Par la méme méthode que celle utilisée dans [29], on établit d’abord :

Proposition 2.24. Soient § > 0 et wy € R. Soient pg > 0 et npy = po|A| le nombre de
particules. La fonction de partition canonique est liée a la pression grand-canonique par :

B8
1 1|exp 7PA(67WOVZ76) A
ZA(ﬁaw()va?E) = /dZ|: (PO ) (245)
2im Jo 2 z
avec C un contour fermé autour de z = 0, inclus dans le domaine d’analycité D, de

P (B,wo, -, €). De plus, Zn(B,-, po,€) peut étre prolongé analytiquement sur un voisinage
complexe Vp de l'axe réél.
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Preuve Proposition 2.24.
Soient 3 > 0 et wp € R. Soit g, : D, \ {0} — C la fonction définie par :

VieDA{0), gu(z) = ATe0Z0

ZnA+1

avec E5 (3, wo, 2, €) la fonction de partition grand-canonique (2.28). Compte-tenu du Corol-
laire 2.18, E5 (3, wo, - , €) est analytique sur D, (comme composée de fonctions analytiques).
Par conséquent, g.(-) est analytique sur D, \ {0}.

Soit C un contour fermé inclus dans le domaine d’analycité D\ {0} de g(- ) et contournant
la singularité (non essentielle) 0. Par exemple on peut choisir :

C .= {rew, r =00 /2 ¢ e o, 7] }
Le théoréme des résidus permet alors d’écrire :

1 1 O™EN(B,wo, 2, €)
% Cdz gc(z) = Res(ge,0) avec Res(ge,0) = -~ 5 L

(2.46)

L’expression (2.44), qui peut étre étendue pour des z complexes avec |z| suffisamment petit
(par unicité du développement en série entiére), permet 'identification :
6nAEA(ﬁ7 wo, 2, 6)
0z™A I

= nA!ZA(ﬂvaanAaE) (247)

En insérant (2.47) dans (2.46) puis en utilisant la relation (2.28), on obtient (2.45).
Construisons un prolongement analytique de Zx (0, -, na,€) sur un voisinage de 1'axe réél.
D’aprés le Corollaire 2.18, pour tout z € C, il existe un voisinage complexe V) de 'axe
réél sur lequel la fonction de partition grand-canonique Z (0, -, z, €) est analytique. Ceci
assure que pour tout compact £ C V,, il existe une constante ¢ = ¢(3,Q,C, |A]) > 0 telle
que :

sup [Ex(B,w, 2,€)| < ¢
we

Le théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale garantit alors que la fonction :

EA(ﬂvwa Z, 6)

s (2.48)

A 1
w ZA(B w,np,€) = _/dz
2271' I
est analytique sur V. Puisque pour wg € R, ZA (6, wo,nA, €) coincide avec Zp (5, wp, np, €),

alors (2.48) n’est autre que le prolongement analytique de Zj (3, -,na,€) sur Vy.
|
Remarque 2.25. Notons que (2.44) et (2.45) assurent que (2.43) est bien définie car :

0< ZA(/67WO710076) < Z_pO‘MEA(ﬁ)wOazaE) < 400

Preuve Corollaire 2.22.

Soient 3 > 0 et pg > 0. Soit VA un voisinage complexe de 1'axe réél sur lequel Zx (3, -, po, €)
est analytique. D’aprés la Remarque 2.25, pour tout wy € R, Zx (8, wo, po, €) > 0. Il s’ensuit
par un argument de continuité qu’il existe un voisinage complexe vy de 'axe réél, tel que
pour tout w € vp on ait N2, (5, w, po, €) > 0. Puisque la fonction z — In z est analytique
sur C \ (—o0,0], alors VA Nvp 3 w — In(Za(B,w, po, €)) est analytique comme composée
de fonctions analytiques. D’ou 'analycité de Vy Nvy 2 w — fa(B,w, po, €).

]
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5 Appendice 2 : Grandeurs grand-canonique a densité fixée

La température et la densité de particules sont les deux paramétres extérieurs usuelle-
ment considérés dans les problémes en physique. Cependant, d’'un point de vue théorique,
les grandeurs définies dans ’ensemble canonique sont généralement difficiles & exploiter.
I1 suffit pour s’en convaincre de regarder le cas de 'énergie libre (2.43) compte-tenu de
la relation (2.45). La raison principale est que la fonction de partition canonique ne peut
s’exprimer comme un produit de sommes indépendantes (contrairement a la fonction de
partition grand-canonique). Il n’est alors pas possible d’exprimer directement les grandeurs
canonique & volume fini en termes des valeurs propres de I’'Hamiltonien a une particule.

Pour pallier ce probléme, un des moyens utilisés est de considérer les grandeurs grand-
canonique & densité de particules fixée. La définition de ces grandeurs peut étre rigou-
reusement justifiée puisqu’elle repose sur la possibilité d’inverser la relation liant la fuga-
cité a la densité grand-canonique. Comme on va le voir ci-dessous, I’étude des grandeurs
grand-canonique & densité fixée caractéristiques de la réponse (dia)magnétique peut étre
transférée a ’étude de la transformée de Legendre de la pression grand-canonique & volume
fini et de ses dérivées par rapport a 'intensité du champ magnétique B.

Aprés avoir introduit la pression et les susceptibilités généralisées grand-canonique a
volume fini et & densitée fixée, I'objectif est de démontrer qu’il existe une relation liant la
dérivée premiére (respectivement seconde) par rapport a U'intensité du champ magnétique
de la transformée de Legendre de la pression grand-canonique a I’aimantation (respective-
ment susceptibilité magnétique) grand-canonique & densitée fixée.

Cependant il n’y a aucune connexion évidente & volume fini entre la transformée de
Legendre de la pression grand-canonique (et ses dérivées partielles par rapport & B) et
I’énergie libre canonique (et les susceptibilités généralisées canonique).

Soient B > 0 et wy € R. Soient I, et J., avec € = +1, les intervalles définis par :

Iy = I_1(wo) := D_1(Ep(wp)) NRE = (0,PPo0)y [ := Dy (Eo(wo)) NRE = RY
(2.49)

J_1=J_1(wp) := (=00, Eg(wp)), J41:= (—00,+00) (2.50)
D’aprés (1.57), la densité de particules grand-canonique a volume fini est définie par :

oP, 1 & eBlu—ej(wo))
Bu . ZEA Br o\ — E :
VILL S J€7 PA(57Wan 76) . 8H (,8,0()076 76) |A| ~ 1 T eeﬁ(ﬂ_e,j(wo)) > 0

Supposons que la densité de particules pg > 0 soit fixée. Soit pa (3, wo, po,€) € Je 'unique
solution de I’équation pp (3, wo, e, €) = po, voir Lemme 2.27.
Introduisons la pression grand-canonique & volume fini et & densité fixée définie par :

Pr(B,wo, po, €) := PA(ﬂ,wo,eB“A(ﬁ’“’o”’07€),e) (2.51)

ainsi que les susceptibilités généralisées grand-canonique a volume fini et & densité fixée :
VnelN*, X{(8,wo,po,€) = Xﬁ(ﬁ,wo,eﬂ%(ﬁ’“o’po’g), e) (2.52)

La transformée de Legendre de la pression grand-canonique & volume fini est définie par :
Fa(B,wo, po,€) = 52};) (pop — PA(B,wO,eﬂ“,e)) (2.53)

Voici le résultat principal de cet appendice :
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Proposition 2.26. Soient 3 > 0 et wg € R. Soit pg > 0 la densité de particules fizée.
Soit pp := pa(B,wo, po,€) € Jeo Punique solution de I’équation pa(3,wo,e®™, €) = po.
Alors aimantation grand-canonique & volume fini et & densité fizée vérifie :

Xr(B,wo, pos €) 1= X3 (B,wo, e ¢) = —(c) %ﬂ (B, wo, po, €) (2.54)

Et la susceptibilité magnétique grand-canonique a volume fini et & densité fixée vérifie :

2 _ 2 — Bra — 82}—/\
Xi(B,wo =0, po,€) = XA(ﬁ,wo =0,e ,e) =— E — 5 (Bywo =0,po,€)  (2.55)

Le reste de cet appendice est consacré a la preuve de la Proposition 2.26.
On justifie d’abord qu’il est possible d’inverser la relation liant la fugacité a la densité :

Lemme 2.27. Soient 8 > 0 et wg € R. Soit pg > 0 fizé.
Alors il existe un unique pp = pa (B, wo, po,€) € Je solution de l’équation :

pa (B, wo, e, €) = po (2.56)

Preuve Lemme 2.27.

Pour 3 > 0 et wy € R, la fonction pp(3,wo,e” ,€) est de classe C>® (et méme analytique
réélle) en la variable p. En effet, d’une part Je 5 p — ePF est analytique réélle, d’autre part
I. 5 z — pa(B,wo, 2, €) est analytique réélle d’aprés le Corollaire 2.19. Comme I, = e77e,
il s’ensuit que J. > u — PA(ﬁ,wo,eﬁ“, €) est analytique réélle comme composée de deux
fonctions analytiques réélles (voir par ex. [67]). D’autre part :

Opa oy BN
3u (ﬁvw(h , € |A|Z

J:1

B(p—ej(wo))
Vue e,

>0 2.57
14+ eeﬂ p— ej(wo)))2 ( )

ce qui garantit que pa (3, wo, €%, €) est strictement croissante sur son ensemble de définition.
Le théoréme d’inversion globale assure que pj (3, wo, e, €) est un C*°-difféomorphisme de
Je sur (0, +00). Il s’ensuit alors 'existence d’un unique pp (3, wo, po, €) € Je vérifiant (2.56).

Ainsi la possibilité d’inverser la relation densité-fugacité permet de définir la pression
et les susceptibilités généralisées grand-canonique a densité fixée, voir (2.51) et (2.52).

Preuve Proposition 2.26.
Soient > 0, wyp € R et pg > 0. Soit up := pua(S,wo, po, €) I'unique solution de (2.56).
La transformée de Legendre de la pression grand-canonique & volume fini (2.53) s’écrit :

Fa(B,wo, pos€) = popia — Pa(B,wo,e4,€) = popun — Pa(3,wo, pos€) (2.58)

Montrons & partir de (2.58) que Fa(f3, -, po, €) est de classe C*° sur un voisinage de wy.

D’une part, la fonction (w, i) — pa (B, w, e, €)—pg est de classe C* (cf. Corollaire 2.19) sur
un voisinage de (wo, a), couple solution de 1'équation pa(8,w, e, €) — pg = 0. D’autre
part, (0,p1)(8,wo, €4, €) # 0 en vertu de (2.57). Par conséquent, pa(3, -, po,€) est de
classe C*° sur un voisinage de wy d’aprés le théoréme des fonctions implicites. Egalement
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PA(B,-,e"% ,€) est de classe C* sur un voisinage de (wp, 14). On utilise pour conclure que
la composée de fonctions de classe C* 'est encore. A partir de (2.58), en dérivant une fois :

L (FnBomel| =

ow w=wo

Op 0Py Oua APy
:0067(5@0,,0076) - %(ﬁ,wo,eﬁﬂzx,e) - aj(ﬁ’wo’po’G)W(ﬂ’wo’eﬁﬂAve)

11 suffit d’utiliser que (6MPA)(ﬁ,wo,eﬂ”A, €) = pa(B,wo, M2, €) = py pour obtenir (2.54).
En dérivant une seconde fois, il vient :

0? 0?P, 0 0*P,
7[‘7:A(ﬁawap07e)]‘w = A(B,O,eﬁ““,e)—%([3,0,/}0,6)8'“82

Ow? -0 Ow?
Il reste a utiliser une conséquence du théoréme des fonctions implicites (sachant (2.57)) :

/6707eﬂMA76
( )

-1
88[(1';\(&7 0, po, €) = _%pu/;(ﬁ’ 07eﬁ/ﬁA7 €) - (%plf(ﬂ, O,Qﬁ/“\, e)) (2.59)

puis que w — pa (S5, w, ePr, €) est une fonction paire (cf. Lemme 4.18, chapitre 4) assurant
que (9,pp)(B,0,e54 €) = 0; et par suite (9,u4)(3,0, po,€) = 0.

6 Appendice 3 : Une autre preuve de la Proposition 2.10

Dans cet appendice, on donne une autre démonstration (davantage technique) de la
Proposition 2.10 basée sur l'utilisation du semi-groupe de générateur Hy(w) avec w € C.
Rappelons d’abord quelques une de ses propriétés ; on se référera pour cela a [60] et [112].

Semi-groupe de générateur Hy(w), w € C

Puisque {Hj(w), w € C} est une famille d’opérateurs m-sectoriels (cf. Lemme 1.23),
alors Hy(w) est générateur d’un semi-groupe fortement continu :

Wi (B,w) = e PHAW) B3>0 weC
{Wa(B,w), w € C} est une famille de semi-groupes quasi-bornés (terminologie Kato) :
Lemme 2.28. Pour tout w € C, il existe une constante ¢ > 0 telle que :
V>0, |[Wa(B,w) < cem ) (2.60)
ol s, (w) est le vertex du secteur Ss,(w), voir (1.34) pour sa définition et Remarque 1.24.

Preuve Lemme 2.28.

Soient 3 > 0 et w € C. Soient f5,(w) et 7s,(w) le demi-angle et le vertex définis en (1.35) et
(1.36) respectivement du secteur Ss, (w). Soient 7 > 0 et ¢y > 0 satisfaisant eg < 5 — 05, (w).
Soit TUC, avec I' = I'F UT ™, un contour orienté positivement ott I'* et C sont définis par :

= {eeC i arg(§ 1, (w) = +(0h (@) + 5 ) avec [§ =, (@) = T} (261)

C:= {f eC : ¢= %ei¢+'y§0(w), ¢ € [950(w) + 650,27r - (950(w) + }} (2.62)
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Par construction, le secteur S;,(w) se trouve a I'intérieur du contour I'UC. Par conséquent,
le spectre (discret) de opérateur Hp(w) est également a U'intérieur de I' UC. En vertu du
calcul fonctionnel de Dunford [44], on a alors au sens des opérateurs bornés sur L2(A) :

Wa(3,w) = i /F e (Hy ) - ) (2.63)

Etant donné le choix des contours I't, on peut utiliser sur chacun d’eux I’estimation (1.37)
sur la norme opérateur de la résolvante. Par des considérations géométriques, on peut
montrer que ||(Hy(w) — &) 71| < (% sin %0)_1 uniformément en ¢ € C. Il vient alors :

1 le=5¢| B 1 _ﬁg}
W a_ €0 d — T € d .
Wl < 5-fe [ e B i 2o

Utilisons le paramétrage & = re**(%so @)+g) 4 vs, (w) avec r € [%v —|—oo) sur les contours
't et &= %ew + 750 (w) avec ¢ € [O5,(w) + L, 21 — (65, (w) + )] sur le contour C. Ainsi :

IWA(B,w)]
—Bsy (W) +o0 —Br cos(Bs, (w)+5) 21— (05, (w)+5)
S € 0 {2060/ dre 0 2 + ‘160 / 0 2 dqse—ﬁ;;COqu}
2 1 r Sin 3 Jos, (w)+2

(2.65)

En utilisant que cos(fs, (w)+%) > cos(5—%) = sin § > 0 et par le changement de variable

x := f(r dans la premiére intégrale, on prouve l'existence d’une constante ¢ = ¢(ey) > 0
majorant uniformément en 3 la quantité entre accolades dans (2.65).

Il reste a noter que la famille {W (8, w), w € C} est B-analytique, conséquence directe
du fait que {Hp(w), w € C} est une famille analytique de type (A) (cf. Lemme 1.19).
Comme corollaire de la Proposition 2.10 on a méme :

Corollaire 2.29. Soit > 0. {Wa(f,w), w € C} est une famille d’opérateurs J;-entiére.

Preuve Corollaire 2.29.
Soient 8 > 0 et w € C. Soient 7 > 0 et g > 0 satisfaisant ¢g < § — 05,(w). Soit ['UC, avec
I' =T+t UT'~, un contour orienté positivement ott I'* et C sont définis en (2.61) et (2.62)
respectivement. Par les mémes arguments que ceux utilisés dans la preuve précédente, le
spectre de l'opérateur Hp(w) se trouve a l'intérieur du contour I' U C. De plus, il existe
un voisinage v(w) de @ tel que pour tout w € v(w), le spectre de Hp(w) se trouve encore
a l'intérieur du contour I' U C. Le calcul fonctionnel de Dunford-Schwartz donne alors au
sens des opérateurs bornés sur L2(A) :

i

Vwerv(w), Wia(fw)= o

/ de e P (Hy(w) — )"
ruc

Choisissons maintenant £y < min{—Cy,v5,(w)} avec [{| suffisamment large afin que pour
tout w € v(w), { € p(Hp(w)). Par la premiére équation résolvante itérée 2 fois et en
utilisant le théoréme intégral de Cauchy (voir par ex. preuve de la Proposition 2.5) :

Ywer(@), Wa(Bw)= 2;( /F L <£—£o>2e‘ﬂf<HA<w>—£>‘1> (Ha(w)—£0)* (2.66)
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D’une part, le choix du contour assure que pour tout £ € I' UC, la fonction & valeurs
opérateurs v(@) D w — (Hp(w) — &)~ ! est B-analytique. D’autre part, (Hp(w) — &)~ est
uniformément borné en w € v(w) et £ € I' UC (par de simples arguments géométriques).
Le théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale garantit alors que la fonction & valeurs
opérateurs entre parenthéses dans (2.66) est B-analytique sur v(w). Aussi d’aprés le Co-
rollaire 2.12, il existe un voisinage V(w) de @ sur lequel la fonction & valeurs opérateurs
w  (Hp(w) — &) 2 est Jp-analytique. En utilisant (i) Lemme 2.11, w +— Wy (3,w) est
Ji-analytique sur v(w) NV(w). Il reste a étendre cette propriété sur tout le plan complexe.

Autre démonstration de la Proposition 2.10

Voici la stratégie de la preuve en 4 étapes :

Etape 1 : on montre que pour tout § > 0 la famille d’opérateurs {W(5,w), w € C} est
Ji-analytique (et par conséquent Js-analytique) en utilisant la théorie des perturbations
des semi-groupes de Gibbs (voir par exemple [5] et [112]).

Etape 2 : on établit une estimation sur ||Wa(5,w)|5,, avec w € C, de telle sorte que celle-ci
soit intégrable par rapport a la variable 8 au voisinage de 0.

Etape 3 : via cette estimation, on transfére localement, i.e. dans un voisinage v(w) de
w € C fixé, analycité (au sens de la topologie || - ||5,) du semi-groupe sur la résolvante
(Hp (@) — &)™t avec & < 0 bien choisi. On utilisera pour cela la transformation de Laplace.
Etape 4 : on "transporte” cette propriété d’analycité locale par la premiére équation résol-
vante sur (Hy (@) — &)7! pour € € p(Hp(®)) quelconque.

Etapes 1 et 2

Pour tout 8 > 0 et wy € R, introduisons les opérateurs bornés sur L?(A) :
Ry (B, wo) = s1,a(wo)Wa(B,wo) = a(x) - (iV + woa(x))Wa (8, wo) (2.67)
1
Ry A(B,w0) := so AWA(B,w0) = iaQ(X)WA(@wo) (2.68)

Le fait que Ry A(B,wo) € B(L?(A)) est prouvé en (2.72); Raoa(3,wo) € B(L?(A)) découle
de (1.42). Pour tout (w,wp) € € x R, posons dw = w — wy. Introduisons I'opérateur borné :

Rp(B,w,w0) == (Ha(w) — Ha(wo))WA (S, wo) = 6wRy (6, wo) + (6w)?Ro a(B,w0) (2.69)
Basé sur la théorie des perturbations des semi-groupes de Gibbs, on établit :

Proposition 2.30. Soit {Wx(5,w)}s>0 le semi-groupe fortement continu de générateur
Hp(w), w € C. Alors {Wx(B,w)}p>0 est un semi-groupe de Gibbs (i.e. sa norme trace
|- |l3, < 400). De plus pour tout B > 0, {W(B,w), w € C} est une famille J;-entiére.

Preuve Proposition 2.30.

Soit wp € R fixé. Il suffit de vérifier les 2 hypothéses du corollaire dans [5].

(i) D’une part, pour tout w € C, l'opérateur sy(w,wp) = wsia(wo) + (dw)?saa est
Hp(wp)-borné au sens des opérateurs avec borne relative nulle (cf. preuve Lemme 1.19).
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D’autre part, pour tout 5 > 0, la famille { R (5, w,wp), w € C} est B-analytique. Pour le
voir, posons R;\(ﬁ,w,wg) = Ry A(B,wo) + 20wRa A (B,wp), B> 0 et we C. On a alors :

RA(B;w + hywo) — RA(B,w,wo)
h

lim
h—0

Ry(B,w,wo)|| = lim [h|[ Rz (8, wo)|| =0

(73) Pour tout sous-ensemble compact 2 C C, on montre maintenant que :

1
/ dr sup ||RA (T, w, wo)|| < +o0
0 weQ

Il nous faut estimer pour 8 > 0 les normes opérateur || Ry a(5,wo)|| et ||[R2.a(83,wo)]-
D’abord a partir des estimations (1.10) et (1.42), il existe une constante ¢; > 0 telle que :

[Ro,A (B, wo)| < era2.e7° (2.70)

Soit ¢ € L%(A) tel que ||¢||2 = 1. Posons 9 := Wx (3, wo)é.
Puisque Wy (3,wo)L?(A) — D(Hp(wop)) C Q(Ha(0)) (cf. paragraphe 3.2, chapitre 1),
I'estimation (1.28) fournit l'existence d’une constante ca > 0 telle que :

1(iV +woa(x)¥ 3 < e2((w, Halwo)¥) + [1v]13) (2.71)

Puis en utilisant que V3 > 0, la fonction (0, +00) > t — te 2% atteint son maximum en
= (26)71, le théoréme spectral permet d’obtenir :

(W3, w0)6. Haloo)Wa (8| < 5 013

Enfin en utilisant (1.42), il existe une autre constante cz > 0 telle que :

Hmwﬁmw@s@mw+mmmw@s@@(;+&%) (2.72)

En réunissant (2.70) et (2.72), il vient 'existence d’une constante ¢ > 0 telle que :

1
VB3>0, sup|Rxr(Bw,wo)| < c( sup |dwl|acoy/ = + €20 + sup 15w|2a§0eﬁ00) (2.73)
we wel ﬂ we

et le majorant dans le membre de droite de (2.73) appartient a L((0,1],dg).
|

Remarque 2.31. Pour § > 0 et wy € R, les opérateurs R; A(3,wo), i € {1,2}, sont méme
a trace. En effet, Ro A (8, wo) € J1(L?(A)) en vertu de (1.44). Aussi Ry A(3,wo) € J1(L3*(A))
en utilisant la propriété d’idéal bilatére de J1(L2(A)) :

[R1,a(8,wo)ll5, < [[R1,a(8/2, wo) WA (B/2, wo)ll3, < +00
Proposition 2.32. Pour tout w € C, il existe une constante ¢ > 0 telle que :

V>0, [Wa(Bw)la, < o1+ |Swlas)?(1+ B)|A]2

(2.74)

ﬁ4
ot C(w) = max{Cy, —7s,(w)}, Co défini en (1.41) et ~s,(w) le vertex du secteur Ss,(w).
63



CHAPITRE 2. REPONSE MAGNETIQUE A VOLUME FINI

Preuve Proposition 2.32.
Soit 5 > 0. Soit w € C et posons Rw = wpy, Sw = wy. La formule de Duhamel (voir [60])
permet d’écrire :

B8
Wa(B,w) = Wa(B,wo) — /O dr W (B — 7.w0) R (7,0, wp) (2.75)

et lintégrale dans (2.75) est absolument convergente dans B(L?(A)) en vertu des es-
timations (1.42) et (2.73). Rappelons que 'on dispose déja de l'estimation (1.45) sur
[Wa(B,wo)|l5,- Utilisant le fait que Jo(L?(A)) est un idéal bilatére, on peut ainsi déduire
de (1.45) et (2.73) une estimation du type (2.74) sur ||[Wa(5,w)||5, via la relation (2.75).
On se propose ci-dessous d’estimer par une autre méthode la norme opérateur || Ra (3, w,wp)||-
Soient ¢ € L?(A) tel que ||¢]l2 = 1 et ¥ := W (B,w)p € Q(H(0)).

En utilisant 'estimation (2.71) et le fait que Hy(wg) = RHp(w) + %%az(x) au sens des
formes, on montre qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que :

1R1,4(8,00)913 < a2 [|(iV + woa(x)y (13 < cado ¢l (| Ha(w)¥llz + [$ll2(wfad, + 1))
et puisque :

1
| R2,A (B, w0)0|l2 < 5aé\\¢\|2

alors il existe deux autres constantes ¢ > 0 et ¢’ > 0 telles que :

, 1 1 "
IRA(S, w,wo)oll2 < ¢ |wilaco [ [I3 [ HA(W)YII3 + ¢ (1 + |wiace)?|[4]|2 (2.76)

I1 ne reste plus qu’a estimer || Hx (w)Wa (B, w)||. Pour cela on utilise la méme méthode que
celle utilisée pour estimer la norme opérateur ||WW, (5, w)|| dans la preuve du Lemme 2.28.
Le calcul fonctionnel de Dunford-Schwartz (voir [44]) donne au sens des opérateurs bornés :

A)Wa(9.) = 5= [ dsee ™ (Haw) ~ )

ot I'=T+UT~, I'" et C sont les contours respectivement définis en (2.61) et (2.62).
En utilisant les mémes arguments que ceux menant a (2.64), on obtient :

€ o= 65}
IHAWAB < 5o [ el Dt o [l L |
2.77

Et en utilisant les mémes paramétrages menant a (2.65), (2.77) devient :

e~ P15 (W) +0o0 —Br cos(85, (w)+3)
EaWaB. )l < g {2 [ art+ ) n
T 1 r

1 27‘-_(950("’))_‘_670) _B7 cos
= [ ( a6 (L + Pysa @) )e ¢} (2.78)

— e
SIN G g5, (w)+ 2L B

Par le changement de variable x := §r et vu que cos(fs,(w) + ) > sin ¢ > 0, il vient :

400 e—ﬁrcos(G(;O(w)—ﬁ—%o) .
[ e @D < ) @) + 57,
G
400 efxsin%o 400
avec + 00 > c(eg) = max{/ dx,/ dze ®sng } >0 (2.79)
U r U
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Quant a la seconde intégrale dans (2.78) :

2 (0 () + L) o
L T 0 (i @)™ < el (@) +87Y), el = 2n(Len)e > 0
05y (w)+ L B
(2.80)

En insérant (2.79) et (2.80) dans (2.78), il existe une autre constante c(eg) > 0 telle que :
eiﬁ’)ﬁo (w)
B

Il reste & introduire (2.81) dans (2.76) et & utiliser 'estimation (1.42) et la définition (1.36).
Ainsi il existe une constante c(eg,dg) > 0 telle que :

A (w)Wa (B, w)l| < e(eo) (1 + Blrsy (w)]) (2.81)

BC(w)
| Ba(B,w,w0)l| < cleo)(1 + [wrlase)*(1 + B)F——,  C(w) := max{Co, ~1a,(w)} > 0

062

N

pour une autre constante c(ep,dp) > 0. Finalement en utilisant 1’estimation (1.45) :

8
IWA(B, )l3, < [[Wa(B,wo)lls +/0 A7 [|[WA(B = 7, wo) |5, | Ba (7; w, wo) |

CoB3 Jé; Co(B—T7) o7C(w)
< c(e0, 00) (1 + [wilase) (1 + B) 3 [A[2 (eﬂs + / de : )
4 0

p-m)i T

et en majorant le membre de droite ci-dessus, on obtient (2.74).

Etapes 3 et 4

Soit w € C fixé. Soit & € p(Ha(w)) tel que & < min{—Cl, s, (0)} avec |&o| suffisam-
ment grand. Puisque { Hy (w), w € C} est une famille analytique de type (A), alors il existe
un voisinage vg, (w) de @ tel que pour tout w € v (@), § € p(Ha(w)).

Par la transformation de Laplace, voir (1.46) :

+o0o
YVw e Ve, (d)), (HA(W) — 50)_1 — / dr e{oTe—THA(w)
0

et cette intégrale est absolument convergente dans B(L?(A)) en vertu de 'estimation (2.60).
D’une part, la fonction a valeurs opérateurs vg,(w) > w +— e THAW) est Jy-analytique
d’aprés la Proposition 2.30. D’autre part pour tout compact Q C vg, (@), 'estimation
(2.74) donne l'existence de 2 constantes ¢ = ¢(Q2) > 0 et C = C(Q) > 0 telles que :

1 el&o+0)r
%7 sup |[Wa (8, w)|l5, < c|A|2 sup(1 4 aso|Sw|)?(1 + T)——5— (2.82)
weN weN T4
Le membre de droite de (2.82) appartient & L((0, +00), dr) puisque &y est choisi suffisam-
ment négatif. Le théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale garantit que la fonction a
valeurs opérateurs w — (Hj(w) — &)~ ! est Jp-analytique sur vg, ().
Reste a étendre ce résultat pour & € p(Hp(w)) quelconque. La premiére équation ré-
solvante donne au sens des opérateurs bornés :

(Hr(@) — &) 7' = (Ha(@) — &)™ + (£ = &) (Ha(@) — )7 (Ha(@) — &)
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Comme il existe un voisinage V¢ (w) de @ tel que w — (Ha(w) — 5)_1 soit B-analytique sur
Ve(@), la fonction a valeurs opérateurs w — (Hj(w)—&) ™ (Ha(w)—&) ! est Jo-analytique
sur vg, (W)NVe(w) (conséquence de (i) Lemme 2.11). Il s’ensuit alors que w — (HA(w)—é’)*l

est Jp-analytique sur vg, (@) N Ve(w).

7 Annexe

Preuve Lemme 2.6.
Soient 3 > 0 et wy € R. Pour tout z € D(FEp(wp)) N R, introduisons la fonction :

[Eo(wo), +00) 2 & — fe(3,2;€) :=1In (1 + 626_65), e==+1

Soient awyp) tel que —oo < a(wp) < Ep(wo) et K C De(a(wpo)) € De(Ep(wp)) un compact.
On utilisera ici la détermination principale du logarithme :

O

Vue C*, In(u) =Inlu|+ iArg(u), Arg(u)= 2arctan( > € (—m,m (2.83)

Ru + |ul

Etant donné (2.83), une condition suffisante pour que f.(53, -;-) soit jointement analytique
sur K x U, U C C un ouvert, est : V(2,&) € K x U, R(1 + eze 5 > 0.

Dans un premier temps, on montre qu’il existe un réél ng > 0 tel que la fonction (z,§) —
fe(B, z; &) soit jointement analytique sur le domaine :

Kx{¢cC:s¢e (f%‘%{) R¢ € [a(wo), +00) (2.84)
Clairement la fonction (z,€) — f(f, 2; €) est analytique sur D(ef*(“0)) x {¢ € C : R¢ €
[a(wp), +-00)}, ot D(r) désigne le disque ouvert centré en l'origine et de rayon r > 0.
Posons K := K \ D(e?®«0)) On distingue maintenant les cas e = —1 et € = +1.
Dans le cas e = —1, introduisons les rééls 0,,, et 03, définis respectivement par :

O = min{arg(z), z € K} et 6y := max{arg(z), z € K}

Puisque dist(f(, [efewo) —I—OO)) > 0, alors 0 < 6,,, < 0y < 27.
Posons 7 = 3 min{6,,, 2r — Op} > 0. Pour z € K et 3¢ e [- o, %‘]7 on a :

0 6
O<7m§arg(z)—ﬁ%£§7r+7M<27r

Ainsi 3(1 — ze™ ) = 0 <= arg(z) — 3¢ = 7, mais dans ce cas R(1 — ze™ %) > 0.
Dans le cas ou € = +1, introduisons les rééls 9;1 et 03\4 définis respectivement par :
0/

m

.= max{arg(z), z € K, arg(z) > 0} et 6}, := min{arg(z), z € K, arg(z) < 0}

Puisque dist(f(, [eﬁa(“’o), —I—OO)) > 0, alors —7m < 0;\/[ < 9;,1 < .
Posons 7y := 1 min{r — 6,,,7+60,} > 0. Pour 2 € K et ¢ € [ - ] on

9/ /
—7T<—E—|——M§arg(z)—ﬁ%£§ %n

Tyim o
2" 2 T
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Ainsi S(1 + ze ) =0 <= arg(z) — B3¢ = 0, mais dans ce cas R(1 + ze=7%) > 0.

Il s’ensuit alors que (z,&) — f(3, z; £) est analytique sur le domaine défini en (2.84).
Dans un deuxiéme temps, soit §/K le réél vérifiant sup, ¢y |z|e*55;< = 1. Il est clair que la
fonction (z,&) — fe(0, ;&) est jointement analytique sur le domaine :

x {£€C: N>} (2.85)

Au final, (z,€) — fc(0, z; €) est jointement analytique sur les domaines définis par (2.84) et
(2.85). Il reste a choisir par exemple {x = max{{lK, Ep(wo)} + 1; ce qui achéve la preuve.

Preuve Lemme 2.7.

Soient # > 0 et wy € R. Soit a(wp) un réél vérifiant —oco < a(wp) < Eo(wp).-

Soit K C De(a(wp)) un compact et nx > 0, Ex > Ep(wop) les rééls du Lemme 2.6.

Soit ® le domaine sur lequel € — f.(3, z; &) := In(1 + eze %) est holomorphe, voir (2.13).
Soit ¢ € [O, 5). Soit I'c le contour orienté positivement et inclus dans ®© défini par :

Iie o= {0 = alwn), S¢ € |- 22 28] LU {Re € [afwn), &x), € = 35U

2026 20
{3?5 > €K, al"g(§ {k F 27> = iC}
26
Par la suite, on posera n = () := g—g et on utilisera la détermination principale du
logarithme définie en (2.83) pour les estimations.
Soit RE = a(wp). Pour tout I¢ € [—n, ],
Vi K, (8,7 alwo) +iSE)| < (sup 2] + mefln) Jemral) (2.56)
z€K
Soit ¢ = £n. Pour tout RE € [a(wp), Ex),
Vze K, |f(B,2z;RELin)| < (sup |z| + Weﬁ§K>e_ﬂ§RE (2.87)
zeK

Pour RE = € + rcosc et I = £(n + rsing), avec 7 € (0,4+00) et ¢ € [0,7/2),

1
VzeK, B,z RE+iSE)| < 2sup |z <1—|— >e_ﬁ§R5 2.88
|f€( g §)| z€[€| | 1— SupzeK |Z|e_’8£K ( )

ot on a utilisé que |arctan(z)| < || ainsi que pour tout RE > €k, sup, i |zje PRE < 1.
Les estimations (2.86), (2.87) et (2.88) donnent l'existence d’une constante ¢(3, K) > 0
telle que pour tout ¢ € ' et pour tout z € K, [f(3,2;€)| < (B, K)e PR d’ou (2.15).
Prouvons maintenant (2.16) en donnant seulement les principaux arguments.

Pour n € IN*, soit p,(|€]) = Y t_o aklé|*, ar. € C Vk € {0,n}, un polynome de degré n.
Posons 19%{ = &k £ i et considérons seulement la partie du contour I'x correspondant
a {R¢ > &k, arg(€ — 19?() = 4¢}. Par le changement de variable £ = re®® + 19; et en
utilisant Pestimation (2.88); il existe une constante numérique ¢(3, K) > 0 telle que :

d " N ) QQ k_—pBrcosg
/{msng,arg@_ﬁ;) 1oy [l (EDI(P, 5] < (5, K Zm/ r(r+og ) e
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Par le changement de variable R = r + |19 |, il vient finalement :

/ ClellpalED (8. 2 )
{RE>€k, arg(§—VI%)==%¢}

< (3, )1 Z ] / dR RFe BB < (¢ (3 K)"T(1 +n) (2.89)
ou on a utilisé que pour tout entier n € IN et pour tout réél v > 0 (voir par ex. [1]) :

+o00o 5 5
0

Preuve Lemme 2.11.

(i). La preuve repose sur le fait que J;(L*(A)), j € {1,2}, est un idéal bilatére, i.e. si
A€ B(L*(AN)) et B € J,;(L%*(A)) alors AB € J;(L*(A)).

Soient U C C un ouvert et U,V C U des ouverts. Supposons que U > u +— A(u) soit B-
analytique et que V' 3 v — B(v) soit J;-analytique, j € {1,2}. Alors pour chaque u € U
et v € V, il existe respectivement A'(u) € B(L?(A)) et B'(v) € J;(L*(A)) tels que :

}Zim A(u+ h) — A(u) /
—0

o g |[BeE =B
h—0 h

Jj

Pour ug € UNV et h choisi assez petit (de telle sorte que ug +h € UNV), on a :

a — (A’ (u0) B(uo) + B (ug) A(up))

§ H A(ug + h) — A(uo)
= h

J;

B(ug + h) — B(ug)

— A (up) - — B'(ug)

Aol
B(ug + h) — B(uo)
h

Bl +|

T || Ao + 1) —A(uO)HH

Jj
Puisque A(-) est continue sur U au sens de la topologie || - ||, en prenant la limite h — 0 :

}lllif% A(UO + h)B(ug —i—hh) — A(Uo)B(Uo) B (A/ (UO)B(UO) " B/ (UO)A(UO))

=0
Jj

ce qui achéve la preuve en notant que (A/ (uo)B(uo) + B/(uo)A(uo)) € J;(L2(A)).
(7i). La preuve repose sur le fait qu'un produit de deux opérateurs de Hilbert-Schmidt est
un opérateur a trace. Il suffit ensuite d’utiliser la méme méthode que ci-dessus.
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Chapitre 3

Etude de quelques noyaux a volume
fini et infini

Dans le chapitre précédent, on a utilisé une théorie des perturbations magnétiques
"standarde” sur la résolvante dans I’expression de la pression grand-canonique (2.3) pour
déduire une expression pour les susceptibilités généralisées (voir section 3, chapitre 2).
Cependant la stratégie utilisée pour démontrer I'existence des limites thermodynamiques
de ces quantités (sous des hypothéses supplémentaires, voir chapitre 5) nécessite d’écrire
ces grandeurs en termes non plus d’opérateur (voir par ex. (2.10)) mais de leur noyau inté-
gral correspondant. Cette opération, qui sera le sujet du chapitre 4, requiert au préalable
quelques résultats techniques (régularité, estimation) sur le noyau intégral de la résolvante
qui pourront étre transférés sur les noyaux des opérateurs définis en (2.4) et (2.5).

Ainsi ce chapitre est consacré a ’étude du noyau intégral de la résolvante et de ses
puissances entiéres a volume fini (et infini) introduit dans le paragraphe 4.2 du chapitre 1
(voir (1.48)) lorsque & est choisi quelconque dans I’ensemble résolvent.

Dans une premiére partie, on étudie leur propriété de régularité (pour les variables
d’espace) et on en donne une estimation. On verra que les hypothéses du paragraphe 3.1
du chapitre 1 peuvent étre conservées dans ce cas. Dans une deuxiéme partie, on étudie
les dérivées spatiales du noyau de la résolvante. Les méthodes qui seront utilisées imposent
d’assouplir fortement les hypothéses (H1) et (H3) du paragraphe 3.1.

1 Reésultats principaux

Soit A C R? un ouvert borné simplement connexe contenant ’origine des coordonnées
de R3. Considérons la famille de domaines dilatés {Af}r>; définie par :

Ap:={xeR®: x/LeA}, L>1 (3.1)

Lorsque L — 0o, Ay, remplit 'espace tout entier R3. Par convention, on posera A, = R3.
Considérons I'hypothése (H2) sur le champ magnétique B et le potentiel vecteur magné-
tique associé ainsi que ’hypothése (H3) sur le potentiel V', voir paragraphe 3.1 chapitre 1.
Pour tout w € R et L € [1,00), soit Hr(w, V) := Hp, (w,V) 'opérateur avec conditions
de bords de Dirichlet sur A, agissant dans L?(Ay) défini dans la Proposition 1.4. Soit
Hoo(w, V) I'opérateur agissant dans L?(IR?) défini dans la Proposition 1.9.
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Noyau intégral des puissances de la résolvante

Soient w € Ret L € [1,00]. Soit & € p(Hf(w,V)) quelconque. Pour tout entier m € IN*,
R (w,V,€) == (Hp(w,V) — §)™™ est un opérateur intégral (cf. section 2) dans le sens :

Vo e L2(Ar), (RBP(w,V,€)e)(x) = | dy R (x,y;0,V,€)é(y) p.p. tout x € Ap,

On désignera par Dy, == {(x,y) € A x A : x =y} la diagonale dans A;, x Ap, L € [1,00].

Avec {Ar}r>1 la famille de domaines définie en (3.1) et sous les hypothéses (H2) et
(H3), on établit un premier résultat concernant les noyaux intégraux R(Lm)(- yw, ViE)

Proposition 3.1. Soient w € R et L € [1,00]. Alors :

(7). Pour tout £ € p(Hp(w,V)), Uopérateur Ry (w,V, &) posséde un noyau intégral :

R(Ll)(' yw, V08) (AL x Ap) \ D, — C continu.

(7i). Soit m > 0. Il existe un réél 69 > 0 et un polynoéme p(-) tels que pour tout & €
p(Hr(w,V)) vérifiant dist (&, o(Hr(w,V))) > n et pour tout § € [0,8] :

5
e*mb‘*ﬂ

V(x,y) € (Ar x A\ Dy, |[RY(x,y;w,V,€)| < p(l¢]) (3.2)

x -yl
La Proposition 3.1 peut étre étendue au résultat suivant :
Corollaire 3.2. Soient w € R et L € [1,00]. Alors :
(i). Pour tout £ € p(Hp(w,V)), Uopérateur R} (w,V,&) posséde un noyau intégral :
R(Lm)(- yw, Vi E) A x A — C jointement continu et uniformément borné en x,y € Ar.

(13). Soit n > 0. Il existe un 1éél 6, > 0 et un polynéme py,(-) tels que pour tout & €
p(HL(w,V)) vérifiant dist (&, 0 (Hr(w,V))) = n et pour tout § € [0, 6] -

Y(x,y) € Ap x A, R (x,y;w,V,€)| < pm(l€)e” TEXTY] (3.3)

Dérivées spatiales du noyau de la résolvante

Le deuxiéme résultat principal de ce chapitre concerne la premiére dérivée (spatiale)
du noyau intégral de la résolvante & volume fini et infini. La méthode utilisée pour I’étude
de cette quantité nécessite de choisir une géométrie “simple” pour Ay (en l'occurence un
cube centré en 'origine) et d’assouplir ’hypothése (H3). Voici ces nouvelles hypotheéses :

Hypothése (H1’).
A = (—L/2,L/2) est le cube ouvert centré en l'origine de longueur d’aréte L > 1.
Hypothése (H3’).
Awvec la convention d’extension de la section 2 du chapitre 1, le potentiel V vérifie :

Ve L3(R3)  avec g > 0

uloc

Sous les hypotheses (H1?), (H2) et (H3’), 'Hamiltonien Hy(w,V) (1 < L < o0) dé-
fini avec conditions de Dirichlet sur les bords OA est essentiellement auto-adjoint sur le
domaine {p : ¢ € C®(AL), ¢ | OAL = 0}, voir section 3. Dans le cas L = oo, I'opérateur
Hoo(w, V) est essentiellement auto-adjoint sur C§°(RR?), voir section 3.

On établit le résultat suivant :
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1. RESULTATS PRINCIPAUX

Proposition 3.3. Soient w € R et L € [1, 00].

Soient n est un vecteur unitaire de R? et j € {1,2,3}. Alors :

(7). Pour tout & € p(Hr(w,V)), Uapplication :

(%,y) = (i0y, —|—waj)RS;1)(x,y;w,V,£) est continue sur (A, x Ap)\ Dp.

(7). Soit n > 0. Il existe un réél 69 > 0 et un polynome p(-) tels que pour tout & €
p(HL(w,V)) vérifiant dist (&, o (Hp(w,V))) = n et pour tout § € [0, 8] :

5
e*wh‘*ﬂ

x —yl|?
(3.4)

V(x,y) € (ALxA)\Dr,  [n-(iVyxtwa(x)) R (x, 3w, V. €)| < p(I€]) (1+]w])?

Différence des noyaux de la résolvante

Pour k > 0 un réél et pour tout L € [1,00), soit A, :={x € Ay : dist(x,0Ar) < k}.
Sous les hypothéeses (H1”), (H2) et (H3’), voici les deux derniers résultats de ce chapitre :

Proposition 3.4. Soient w € R et L € [1,00). Alors :

(7). Pour tout & € p(Hr(w,V)) N p(Hoo(w, V), Uapplication :

X — {RS)(X, y;w,V,§€) — Rg)(x, viw, V&) Hy=x est continue sur Ar, \ Ay.

(7). Soit m > 0. Il existe un 1éél 69 > 0 et un polynéme p(-) tels que pour tout & €
p(HL(w,V)) N p(Hoo(w, V) vérifiant dist (¢, 0(Hoo(w,V))) > n et pour tout § € [0, ] :

V(x,y) € (A x Ap)\ Dy, \R(” (x,y;w, V,€) — RY (x,y;w, V,€)| <

(|£|)(1+’w|) e 1Jr‘§||x v ( )+ XAH(Y) Jreilf‘f (dist(x,0A L )+dist(y,0AL)) (35)
|X yl - x-vl

Proposition 3.5. Soientw € R et L € [1,00). Soit j € {1,2,3}. Alors :
(7). Pour tout & € p(Hr(w,V)) N p(Hso(w, V), Uapplication :

x — {(i0,, +waj(x))(RS:1)(x, yviw,V,€) ~RY (x,y;w,V, f))}’y:x est continue sur A\ Ay.
(13). Soit ; > 0. Il existe un 1éél 69 > 0 et un polynome p(-) tels que pour tout & €
p(HL(w,V)) N p(Hoo(w, V) vérifiant dist (¢, 0(Hoo(w,V))) =1 et pour tout § € [0, ]

Yey) € (AL x A\ Dr, - (9 +walo)) (R (e y:0,V.€) — B x50, V, )] <
plel 1+ e (= (y|)2+ el ) (g

ot n un vecteur unitaire de R3.

Remarque 3.6. Les estimations (3.2), (3.3) et (3.4) seront réguliérement utilisées dans
les chapitres 4 et 5 pour € € 'y C p(Hr(w,V)), L € [1,00], ot ' est un contour du type
(2.14). Vu le paramétrage d'un tel contour, le réél min{nx /203, |a(w) — Ep(w)|} > 0 (avec
ng >0 et —00 < a(w) < Ep(w) les rééls du Lemme 2.6) jouera le role du paramétre 7).

A noter que les estimations proposées ne sont pas optimales dans le sens ou la décroissance
exponentielle disparait lorsque || — +00. Néanmoins elles seront suffisantes pour la suite
puisque nous n’aurons pas besoin d’intégrer ces estimations sur le contour I'k.
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CHAPITRE 3. ETUDE DE QUELQUES NOYAUX A VOLUME FINI ET INFINI

2 Noyau de la résolvante & volume fini et infini

Cette section est consacrée a la preuve de la Proposition 3.1 et de son Corollaire 3.2.
La stratégie utilisée pour démontrer ’estimation (i¢) de la Proposition 3.1 suit de prés celle
utilisée dans la preuve du Lemme B.7.11 dans [101]. Quant & la preuve du Corollaire 3.2,
elle repose sur les résultats de la Proposition 3.1 et les résultats des Lemmes 3.21 et 3.25,
voir annexe section 5. Par souci de clarté, on énonce seulement les lemmes nécessaires a la
démonstration de la Proposition 3.1; leur preuve se trouvent en annexe, paragraphe 2.2.

2.1 Preuve de la Proposition 3.1 et du Corollaire 3.2

Considérons les hypothéses (H2) et (H3). Pour w € R et L € [1,00), soit I'opérateur
Hp(w,V) := Hp,(w,V) avec conditions de bords de Dirichlet sur OAj, défini & la Pro-
position 1.4; pour L = oo, soit Hoo(w, V') 'opérateur défini a la Proposition 1.9. Soient
A€ p(Hp(w,V)) tel que RA < —Cp (cf. Remarque 1.27) et £ € p(Hr(w,V')) quelconque.
Par la premiére équation résolvante, il vient au sens des opérateurs bornés sur L?(Ap) :

Rp(w,V,§) = Rp(w, V,A) +(§ = MRL(w, V,§)R(w,V,A) L € [1,00]

En vertu de (1.47), ||Rr(w, V, A)||2.00 < +00. Comme ||Rp(w,V, < L :
(147), |IRu (0, V. )2 1Re(e,V,O)lla € s

[RL(w, V) ll2.00 < |RL(w, V, Mll2,00 + 1§ = Al RL(w, V, Al[2,00| RL(w, V §) [l22 < +00

Et pour tout entier m > 2, | R7(w, V. §)||2,00 < |RL(w, V,&)l2,00 | RL(w, V, §)||727?2_1 < +00.
Ainsi pour tout entier m € IN* et pour tout & € p(Hp(w,V)) avec L € [1,00], R]*(w,V,€)
est borné de L?(Ar) — L*®°(Ar). En vertu du théoréme de Dunford-Pettis (voir par ex.
[101], [106]), R}*(w, V, &) est un opérateur intégral dans le sens :

Voe L*(AL), (RP(w,V,&e)(x)= /A dy R(Lm)(x,y;w,V,f)go(y) p.p. tout x € Ay,
L

(3.7)
On s’intéresse maintenant a la régularité du noyau R(Ll) (-, w, V,&). Lastratégie consiste
a écrire la premiére équation résolvante itérée deux fois (avec A bien choisi)

RL(W, ‘/7 5) = RL(W, Va )‘) + (5 - )\)R%(W, Vvﬂ )‘) + (g - )\)2RL(W, V7 )\)RL(W, ‘/a g)RL(wv V7 >‘)

qui entraine, sous condition que Ry (w,V,A\)Rr(w,V,&)RL(w,V,A) posséde un noyau :

R (x,y;w,V,6) = RV (x, y;0, V, A+
+ (€ = VR (%, y;0, Vi A) + (€ = N2 (Rr(w, V, N Rr(w, V,€) Re(w, V, 1)) (x,y)  (3.8)

Il suffit ensuite d’étudier séparément la régularité de chacun des noyaux a droite de I'égalité
ci-dessus, ce qui est 'objet du Lemme 3.7 et du Lemme 3.9 ci-dessous.

Lemme 3.7. Soientw € R et L € [1,00]. Soit A € p(Hr(w,V)) tel que RX\ < —Cy. Alors :
(7). L’application (x,y) — R(Ll)(x,y;w, V. A) est continue sur (Ap x Ap)\ Dp.

(i1). Il existe des constantes ¢ = c(RA\, V) > 0 et Cy := $/—(RA+ Cp) > 0 telles que :

—C1|x—y]|
V(xy) € (ALxA\DL, RV (xyiw, V)] < |RY(x,y:0,V, RN)| < - (3.9)

Ix -yl
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Remarque 3.8. Soient w € R et L € [1,00]. Soit A € p(Hr(w,V)) tel que RA < —Cy.
Soit R} (w, V, ), avec r > %, défini par le calcul fonctionnel (cf. paragraphe 4.2, chapitre 1).
A partir de (1.46) et de 'estimation (1.40) (avec p =2 et ¢ = 00), || R} (w, V, A)]]2,00 < 400
assurant que R} (w,V, &) est un opérateur intégral dans le sens (3.7) dés que r > %.

Par des arguments similaires a ceux utilisés dans la preuve du Lemme 3.7, on prouve :

(1) Pour tout r € (%, %], (x,y) — Rg)(x,y;w, V,A) est continu sur (Ap, x Ar)\ Dr.

De plus, pour tout r € (%, 5), il existe une constante ¢ = ¢(r, R\, V) > 0 telle que :

w

e~ Crlx—yl

V(x,y) € (AL x Ap) \ Dy, |R(LT)(Xaysw7V, Al < CW

(i) Pour tout r > 3, (x,y) — Rg) (x,¥;w, V, ) est continue sur Az, x Ay et uniformément
bornée en x,y € Ay. De plus, il existe une autre constante ¢ = ¢(r, R\, V) > 0 telle que :

V(x,y) € Ap x A, |R(LT)(:)c,y;w,V7 N)| < ce Gyl > 3/2 (3.10)

Lemme 3.9. Soient w € R et L € [1,00].

Soient X € p(Hr(w,V)) tel que RA < —Cy (voir (1.41)) et £ € p(HL(w,V)) quelconque.
Alors pour tout entier m € IN*, Uopérateur Rr(w,V,\) R} (w, V,&§)Rr(w,V,\) posséde un
noyau intégral K7'(-,-;w,V,\,€) : A, x A, — C jointement continu et défini par :

V(x,y) € ApxAp, KP(x,yiw, V€)== (R (x, 3w, V. X), R (w, V.ORY (- y; w0, V, A)
(3.11)

ot (-,-) désigne le produit scalaire sur L*(Ap).

De plus, il existe une constante ¢ = c¢(m, R\, V') > 0 telle que uniformément en x,y € Ay, :

KT (%, 55w, VA € < c (3.12)

Preuve (i) Proposition 3.1.
Pour L € [1, 00], soient A € p(Hr(w,V)) tel que RA < —Cp et € € p(Hp(w,V)) quelconque.
A partir de la premiére équation résolvante itérée deux fois écrite au sens des noyaux :
R (x,y;0,V,6) = RY (x, y1w, V. \)+
+ (6 - A)REQ) (X> y;w, Vv )‘) + (‘S - )‘)QKE(Xa y;w, V7 )‘a é) (313>
D’aprés (ii) Remarque 3.8 et le Lemme 3.9, les deux derniers noyaux du membre de droite

de (3.13) sont jointement continus. La singularité sur la diagonale de RS)(- ,oiw, V) est

donc transférée au noyau R(Ll)(' yw, V0 E).
[ ]

Remarquons que la stratégie développée ci-dessus est insuffisante pour démontrer (i7)
Proposition 3.1 puisqu’elle permet seulement de déduire une estimation du type (3.2)
lorsque 0 < |x —y| < 1. En effet, & partir de (3.13) et en utilisant successivement les
estimations (3.9), (3.10) et (3.12), il existe une constante ¢ = ¢(RA, V') > 0 telle que :

¥ (x,y) € (AL x A\ Dp, R (x,y3w,V,6)] < ce P ([x—y [N+ = A]) +cle = AP
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avec (1 > 0 apparaissant dans le Lemme 3.7. Soit ¢ > 0 assez petit.
Quitte a choisir A avec |RA| suffisamment grand pour assurer que —C1 46 < 0, on obtient :

o Tyl
Ix -yl

Pour traiter le cas |x — y| > 1, on utilise la stratégie suivante (voir [101] page 479).
On introduit une rotation de Combes-Thomas (voir [33]) a l'opérateur Hp(w, V') avec
L € [1,00] pour construire un opérateur (fermé) dépendant d'un paramétre 9 € R?,
notons-le Hy(w,, V), vérifiant les trois propriétés ci-dessous :

(1) Si € € p(Hr(w,V)) alors pour un choix adapté de 9, € p(Hr(w,d,V)) également.
(2) Avec un tel choix de ¥, le noyau Rg)(- ,w, 3,V E) de Rr(w, 9, V,€) (sous condition

d’existence) s’exprime en fonction du noyau R(Ll)(- - w, Vi €) de la fagon suivante :

R (%, 330, V,€)| < e(6, R\, V) (14§ = Al + |6 = AP) lorsque 0 < fx —y| < 1

V(x,y) € (A x A\ D, RV (x,yiw,9,V,6) = NRD(x yiw V,€) Lell, 0]

(3) R(Ll)(- , w3, V) €) est uniformément borné pour tout x,y € Ay, avec |x —y| > 1.
En vertu de I'identité ci-dessus, cette condition fournira la décroissance exponentielle sou-

haitée pour R(Ll)(' ;sw, V,§) lorsque [x —y| > 1.

Successivement, on construit rigoureusement l'opérateur Hy(w, 9, V') avec rotation de
Combes-Thomas (cf. Lemme 3.10). On donne ensuite des conditions suffisantes de stabilité
spectrale (cf. Lemme 3.11). Enfin, on démontre que la résolvante de Hp(w,?,V) est un
opérateur intégral dont le noyau vérifie les propriétés (2) et (3) ci-dessus (cf. Lemme 3.13).

Lemme 3.10. Soient w € R et 9 € R3, avec ¥ := |9].
Pour L € [1,00|, soit Hp(w,9,V) lopérateur agissant sur L*(A1) (avec conditions de
bords de Dirichlet pour L € [1,00)) formellement défini par :

Hp(w,9,V) = ®*Hp(w,V)e 9% (3.14)

Alors {HL(w,9,V), 9 € R?} est une famille analytique de type (A) (terminologie Kato).
De plus, {Hp(w,8,V), 9 € R3} est une famille d’opérateurs m-sectoriels de secteur :

SW):={EeC : |S¢ < ad(RE+1/20° + 2), RE € [Ey(w) — 1/20%, +00)}  (3.15)
ot +00 > ¢g,¢1 > 0, avec co > |Ep(w)]| et Ep(w) := inf o0(Huyo(w, V)).

Lemme 3.11. Soientw € R et L € [1, 00].

(7). Soit A € p(Hp(w,V)) tel que R\ < info(Hp(w,V)).

Alors pour tout 9 € R? vérifiant 0 < |9 < \/2(inf o (HL(w,V)) — RA), A € p(H(w,9,V)).
(7). Soit n > 0. Alors il existe un réél yo(n) > 0 tel que pour tout & € p(Hr(w,V)) avec
dist (¢, 0(Hp(w,V))) = n etV € R3 vérifiant 0 < [9](1+[€]) < v0(n), € € p(HL(w,9,V)).

Remarque 3.12. Les assertions (i) et (i7) peuvent étre regroupées en : V¢ € p(Hp(w,V)),
il existe un réél cg > 0 tel que V9 € R? vérifiant 0 < |9 < ¢¢, € € p(Hp(w,9,V)).

A noter qu’on peut aussi prouver le résultat suivant. Soit K C p(Hp(w,V)), K compact.
Alors il existe un réél cx > 0 tel que V9 € R? vérifiant 0 < |9| < cx, K C p(HL(w, 9, V)).

La preuve de (7i) Proposition 3.1 s’obtient avec ce dernier résultat :
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Lemme 3.13. Soientw € R et L € [1,00]. Soient £ € p(HL(w,V)) et € R3 avec |[9] > 0
suffisamment petit de telle sorte que & € p(Hp(w,V)) N p(Hr(w,9,V)), voir Lemme 3.11.
Alors :

(i). Rp(w,9,V, &) := (Hp(w,9,V) — &)L est un opérateur intégral de noyau défini par :

\V/(Xay) € (AL X AL) \DLa RS)(X’y,waﬂyué) = eﬁ'(x_y)RS)(Xay;w7‘/’§) (316)
(#i). L’application (x,y) — R(Ll)(x, yi;w, 9, V, &) est uniformément bornée en x,y € Ap, dés
que |x —y| > 1. De plus, il existe une constante ¢ = ¢(9,|£], V) > 0 telle que :

IRV (x,y;0,9,V,8)| <c |[x—y|>1 (3.17)

Preuve (ii) Proposition 3.1.

Soient 17 > 0 et vp(n) > 0 le réél du Lemme 3.11. Soit v > 0 un réél vérifiant y1 < vo(n).
Soient & € p(Hp(w,V)) avec dist (&, 0(HL(w,V)) = net ¥ € R3 tel que 0 < ¥(1+¢]) = 1.
En vertu de (i3) Lemme 3.11, £ € p(Hr(w, 9, V) également.

Considérons d’abord le cas |[x —y| > 1.

A partir de (i7) Lemme 3.13 et de (3.16), il existe une constante c(¥, ], V) > 0 telle que :

B (x,y50,V,€)] < c(0, €], V)e Y |x—y| > 1

Compte-tenu de I'expression explicite de ¢(¥, [€], V') dans (3.43) (voir preuve Lemme 3.13),
cette constante peut étre remplacée par un polynome p(|¢]) :

(1) . — e Xyl _
IRy (%, y;w, V, ) < p(|€])e T x—y|>1 (3.18)

Considérons ensuite le cas [x —y| < 1.
A partir de la premiére équation résolvante itérée deux fois au sens des noyaux (3.8), en
utilisant les estimations (3.9) et (3.12), il existe un autre polynéme ¢(|¢]) tel que :

1

Yy VOl a5 12k =yl >0 (3.19)

Il reste a trouver une estimation commune a (3.18) et (3.19). Pour cela, utilisons que :

1 1, e~ 2D XY
V(x,y) t.q. |x—y| <1, <ez2
x -yl x —yl
et ensuite que :
VE>0,Vpu>0 V>0, the ™ =the Te % < (2u/ve)“e7u7t (3.20)
ce qui assure que :
71
— ey v
.M _ 8 e 40+IED
V(x,y) ta [x—y[ =1, e Y < 21 eyt
1€ Ix -yl

Au final, il suffit de regrouper ces deux derniéres estimations et de poser dg := /4 > 0.

]
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Preuve Corollaire 3.1.
(1) Soient w € R et L € [1,00]. Soit £ € p(Hr(w,V)) quelconque.
Considérons pour commencer le cas m = 2. Le noyau intégral de R% (w, V, &) peut s’écrire :

R(LQ)(X,y;w,V, £) =/ dzR(Ll)(sz;w,V, £)R(Ll)(z,y;w,V,€) p.p. tout X,y € Ap,

Ap
D’une part, en vertu de (i) Proposition 3.1, R(Ll)(- yzZyw, V,E€) et R(Ll)(z, s w, V, &) sont conti-
nus sur Az, \ {z} pour presque tout z € Ay. D’autre part, en vertu de (i7) Proposition 3.1,
il existe un réél ¢ = ¢¢ > 0 suffisamment petit et une constante c(|£|) > 0 telle que :
e—c|x—y‘

V(x,y) € (AL x Ap)\ D, IR(Ll)(x,y;w,V, &) < c(\§|)W

Le Lemme 3.21 en section 5 assure que (X,y) — R(L2) (x,y;w,V, &) est continue sur Ap X Ap.

Puis avec lestimation (3.71) du Lemme 3.25 (cas oy = 1 = ), R(LQ)(~,-;w,V,§) est
uniformément borné en X,y € Ap.

(13) Pour n > 0 fixé, soit dy > 0 le réél de (i7) Proposition 3.1. Il existe un polynéme p(-)
tel que pour tout £ € p(Hp(w,V)) avec dist(&, o(Hp(w,V))) = n :

___ 9% _ ___ %0 _
o a+En X2l o~ en 2V

(2) 7570‘}(7},'
Ry (x,y;w,V, )] < p(|€])e 201D dz
[RL( )| < p([€]) . — P

Il reste a utiliser 'estimation (3.71) du Lemme 3.25 (cas a3 = 1 = ag) pour obtenir (3.3).

Pour m > 3 entier, il suffit de répéter les arguments utilisés ci-dessus & partir de :

V(x,y) € AL x A, R (x,yiw,V,€) = / dz RV (x,2;0,V, &) RV (2, y;w, V, €)

AL

2.2 Annexe

Preuve Lemme 3.7.

Soient w € R et L € [1,00]. Soit A € p(Hr(w,V)) tel que RA < —Cj, voir (1.41).

(7). A partir de Pestimation (1.43) sur le noyau du semi-groupe, il existe une constante
c > 0 telle que :

- x— 2
Vte (0,400), V(x,y) € ApxAp, |eMGL(x,y;t,w, V)| < coN+Co)t =3 o= 5 (3.21)

Le majorant dans (3.21) est intégrable en ¢t ~ +00 quand |x —y| > 0 et intégrable en t ~ 0
quand |x —y| > 0. Ainsi pour tout (x,y) € A x A telsque |[x —y|>d>0:

+oo +o0 3 _d?
/ dt |eMGL(x,y;:t,w, V)| < c/ dt ePMCOL 36~ T < 400 (3.22)
0 0

Utilisant maintenant la transformation de Laplace (1.46) au sens des noyaux, il s’ensuit :

+o0o
V(x,y) € (AL x Ap)\ Dg, Rg)(x,y;w,V,)\) = / dte’\tGL(x,y;t,w,V) (3.23)
0
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Par I'intermédiaire de I'estimation (3.22), le théoréme de continuité sous le signe intégrale
assure que Rg)(- ,+;w, V. A) est continu en dehors de la diagonale Dy.

(71). Le majorant dans (3.21) permet d’obtenir :

3 _ Ix—yl|?

—+00
V(x,y) € (AL x A)\ Dz, R (x,y30, V. A)| < c/ dt el =5 = "
0

)
Avec le changement de variable u := % :

)

e (RArCoyt,—3 xy? 2 RS WA I I S
dte 0% T2eT A = ——— due 7y 2e 40" 4, xXFYy
0 x -yl Jo

x—y|?

Puisque (0, 400) 3 u — ePACO) "I =6=1 atteint en ug := /—(RX + Co)|x — y| > 0 son
maximum, il vient :

Foo 3 |x—yl? e_w‘x_yl Foo e_%u
/ dt ePACOt—5 03 <2 / du ——
0 x -y 0 Vu

L’intégrale dans le membre de droite étant convergente, le Lemme 3.7 est prouvé.

Preuve Lemme 3.9.

Pour la premiére partie, il suffit de vérifier les hypothéses du lemme B.7.8. dans [101].
On rappelle (voir par ex. [24]) qu'un opérateur de Carleman est un opérateur borné sur
L?(Az) ayant un noyau N(-,-) de Carleman, i.c. vérifiant esssup,cy, [N (x,-)[2 < 4oc0.
(1). A partir de l'estimation (3.9), Rr(w, V, ) est clairement un opérateur de Carleman :

1

ess sup (/ dX|R(Ll)(X>Y;UJ7V7)\)|2>
AL

xEAL

e—2C1lx—y|\ 2 +o0 3
< ¢(RA, V)ess sup (/ dx 2) = c(R\,V) (47r/ dr e—2C1r> < 400
x€Ar \ JR3 x| 0

(3.24)

ol on a utilisé les coordonnées sphériques usuelles dans la derniére égalité.

(2). Pour tout ¢ € L*(Ar), AL > x+— fAL dy Rg)(x,y;w, V,\)¢(y) est continue.

Pour le voir, il suffit d’utiliser le Lemme 3.22 compte-tenu de la Remarque 3.24 en prenant
Ny(-,-) = RS)( ,-;w, V, ) vérifiant 'estimation (3.9), V = ¢ € L?(Az) et No(-,-) = 1.
(3). Ap>3x+— fAL dy |R5;1)(x,y;w,V, A)|? est continue.

Pour le voir, il suffit d’utiliser le Lemme 3.21 en prenant Ni(-,-) = R(Ll)(- ,sw, V) et
No(-,-) = R(Ll)(' yaw, Vo) = R(Ll)(- ,-;w, V, \) vérifiant tout deux I’estimation (3.9).

Par les mémes arguments, Ry (w, V, \) est un opérateur de Carleman et son noyau intégral
R(Ll)(- ,+;w, V, X) vérifie les propriétés (2) et (3) ci-dessus.

D’aprés lemme B.7.8. dans [101]|, Ry (w, V,\) R (w,V,§)Rr(w, V, ) est un opérateur de
Carleman dont le noyau intégral est jointement continu sur Az, x Ay, et est défini par (3.11).
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Maintenant prenons ¢, € C5°(Ar). Comme :

(%Rd%vﬂﬂﬁ%¢K®Rﬂ%VJWQ:/

dx 5(x) / dy K7'(%, 3w, Vo A\, €)1 (y)
Ar Ar

il s’ensuit & partir des "estimations de Sobolev” (i.e. estimations (1.47)) :

|<¢a RL(W, Vvv )‘)Rzn(wa ‘/a f)RL(W, V) )‘)¢>| <
[l RL(w, V. M2, [ Br(w, V, §) |55 RL(w, V, A)

‘172 < 400 (3.25)

Il reste & prendre pour ¢ et 1 des approximations de I'identité centrées au points xq et yg
respectivement. Ainsi il existe une constante ¢ = ¢, (R, V) > 0 tel que :

||RL(W7 Vvﬂ )‘)Rzl(wv Va g)RL(w> VYa /\)Hl,oo =€ess sup |K2n(x03y0;w7 ‘/7 )‘75)’ <c

X0,Y0€EAL
Par continuité jointe de K7*(-,-;w,V, A, §), le majorant essentiel est en fait le sup.
|

Remarque 3.14. Dans la preuve, les propriétés (2) et (3) vérifiées par Rg)(- yw, Vi)
disent simplement que ’application x — Rg) (x,-;w, V, A) est continue de Ay dans L?(Ar).

En effet, (1) montre que x — RS) (x,;w, V, \) est continue par rapport a la topologie faible

de L2(Ar); (2) implique que x + ||R(Ll)(x, -;w, V, A2 est continue.

Preuve Lemme 3.10.

On commence par donner un sens rigoureux a l'opérateur formellement défini en (3.14). On
limite la démonstration au cas ot 1 < L < oo. Le cas L = 0o se déduira par des arguments
similaires. On utilise ci-dessous les notations utilisées dans le paragraphe 3.2, chapitre 1.
Soit ¢ € C*°(AL) tel que ¢, V¢ et A¢ soient bornés. Pour w € R, soit w € D(Hp(w,V)) C
Q(HL(w,V)) = H§(AL). 1l existe alors une suite {uy }n>1 C C§°(R3) qui approxime u dans
la norme || - ||+1 (voir section 2, chapitre 1). En utilisant la formule de Leibniz, on montre
que la multiplication par ¢ est un opérateur borné sur Hg(Ar). Alors {¢uy, }n>1 approxime
¢u dans HE(Ap) et ainsi pu € Q(Hy(w,V)). Pour v € C§°(Ay), il vient alors :

%V@mm:%«4v—w@@mm4v—wmw+
+ (V)2 (gu), (VF)E0) — (V7))

[NIES
N[

(u), (V7)20)

Puis par des intégrations par parties, on obtient :
2 (g v) = (Y — wa)u, (¥ — wa)($v) + (V) b, (V) (o) +
1 1 1
—((V7)2u, (V7)2(¢0)) = ((iV9) - (—iV —waju, v) — S((Ag)u, v)
C’est-a-dire :

ngY (6u,0) = WY (u,60) — (1V6) - (~i¥ — wa)u,v) — L (Ad)u,v) (3.26)
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Puisque hf’v(u, -) est une forme linéaire bornée et ¢ est une fonction bornée, le premier
terme & droite de I’égalité dans (3.26) est une forme linéaire bornée de v € L?(Ap). Puisque
(—i0s; — waj)u € L*(AL) et puisque V¢ et A¢ sont bornées, le deuxiéme et le troisieme
terme & droite de 1'égalité (3.26) donnent également des formes linéaires bornées de v €

L?(Ap). Ainsi on conclut que ¢u € D(H(w,V)) et :
Hy(w,V)(6u) = 01 (0, V)u — (V) - (¥ —wa)u— 2 (Adju  (3.27)
A partir de (3.14) et en vertu de (3.27), soit 'opérateur ny,(w, ) défini sur C5°(Ar) par :
np(w,®) := —id - (iV + wa) — %02 (3.28)

Soit ¢ € D(Hp(w,V)) C Q(HL(w,V)) tel que ||¢|l2 = 1. En vertu de (1.29), pour tout
€ > 0, il existe € € R tel que :

Inz(w,9)¢ll2 < ed|| Hp(w, V)pllz + d(€ +9/2) (3.29)

Ainsi, Vopérateur np(w,d) est Hp(w,V)-borné avec borne relative nulle. Le théoréme
IV.1.1 dans [60] assure que Hy(w,9,V) = H(w,V)+n(w,9) = 3(—iV —wa+i9)>+V
est fermé sur le domaine D(Hp(w,V)) indépendant de ¥. Comme de plus Hp(w,d, V)o,
avec ¢ € D(Hp(w,V)), est analytique, on conclut que {H(w,9,V), 9 € R3} est une
famille analytique de type (A).

Pour terminer la preuve, il reste a prouver que {Hp(w,9,V), ¥ € R3} est une famille
d’opérateurs m-sectoriels. Soit ¢ € D(Hp(w,V)) C Q(Hr(w,V)) tel que ||¢[|2 = 1. Alors :

1 1
%<¢7 HL(W, "-97 V)¢> = <¢7 HL(W, V)¢> - §<¢> 192¢> > <¢7 HL(W, V)¢> - 5192 (330)
et d’autre part, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz suivi de l'estimation (1.28), il existe
deux constantes ¢ > 0 et ¢ > |Eg(w)| > 0 telles que :

IS¢, Hp(w,9, V)| = (6,9 - (iV + wa)e)| < ci({p, Hp(w,V)e) +¢ ) (3.31)

Soit ©(Hr(w,d,V)) l'image numérique de Hp(w,d, V). A partir de (3.30) et (3.31), on
obtient que O(Hf(w,¥,V)) est inclus dans le secteur S()) défini par (3.15).

L’opérateur Hr(w, ¥, V') étant m-sectoriel (i.e. quasi-m-accretif et sectoriel), 'extérieur du
secteur S(¢) est un sous-ensemble de ’ensemble résolvent p(Hr(w,d,V)).

Preuve Lemme 3.11.

(7). Soit A € p(Hr(w,V)) tel que RA < info(Hp(w,V)), avec 1 < L < oo.

La condition 0 < 9 < /2(inf o (Hp(w, V)) — RA) est une conséquence de (3.30).

(). Soit & € p(HL(w,V)) tel que dist(§,0(HL(w,V))) > n > 0. Considérons I'inégalité
(3.29) et fixons € > 0; en conséquence € = € (¢) est un nombre réél fixé. D’aprés le théoréme
IV.3.17 dans [60], une condition suffisante assurant que & € p(H(w,3,V)) est :

9(2l€| + )| Re(w, V, &) + Vel He(w, V) Rr(w, V,€)|| < 1 avec (de) < 1
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Sans perte de généralité, supposons que ¥ < 1. Alors la condition ci-dessus est a fortiori
satisfaite lorsque :

92l |+ D[ Rew, VOl + e[l + [€]|Re(w, ;)] < 1 avec (Je) < 1 (3.32)

En maximisant le membre de gauche de (3.32) avec l'estimation ||Rp(w,V,§)| < ko, ou
ko := max{1,n7'}, on a:

Il |+ DIIRL(w, V, &) + e[l + [¢]|| R (w, V; O] < kod(1 + €)1 +2[¢| +¢] < 1
et par conséquent (3.32) est a fortiori satisfaite lorsque :

1 1
0 avec 1>y =————7—>0 (3.33)
1+ (€] kol+2|¢|+e

¥ <

Preuve Lemme 3.13.
L’opérateur Hp (w,d,V) étant m-sectoriel, d’aprés le théoréme X.52 dans [91], il est le
générateur d’'un semi-groupe fortement continu quasi borné (terminologie Kato) :

{(Wr(B,w,9,V) = e PHLWOV) - [2(A1) — L2(Af 1<L<oc0

)}BZO

Pour tout 3 > 0, soit G(-,-;3,w, V) le noyau intégral de W(3,w, V) := e BHLWY) (cf,
paragraphe 4.1, chapitre 1). Considérons la fonction continue sur Az, x Ay définie par :

V(8,x,y) R x AL x Ap, Gr(x,y;8,w,9,V) =P VG(x,y;8,0,V) (3.34)

On peut vérifier que Gr(-,-;5,w,¥,V) est le noyau du semi-groupe W (5, w,d,V) de
générateur Hp(w,9,V). Soient ¢ € D(H(w,V)) et ¢ := e ¥*%¢ € D(Hp(w,V)) (voir
preuve Lemme 3.10). Il suffit d’utiliser que :

HL(0,9. V)6 = e Hy(w, V)i = lim 2 (e — ?* W (8,00, V)i

= lim 1 {(ﬁ —/ dy e VG (x,y; 8,0, V)o(y)
Ar

A partir de 'expression de son noyau (3.34), montrons que Wi (8,w,9,V) est borné de
LP(AL) — Li(AL) avec 1 < p < ¢ < oo, et que Wi (5,w,?, V) est un semi-groupe fortement
continu sur LI(Ar) avec 1 < g < oo (voir par ex. [38], [53] pour d’autres propriétés).

x2
En vertu de (1.43), le noyau (3.34) est borné par G (x;3,0,9,V) := cﬁ_%ec‘]ﬁem’d_@ :
il vient alors par I'inégalité de Young :
IWL(B,w,9,V)|lpg < [|Goo(-:8,0,9, V)|, avecr ' =144 —p!
. ﬁ\x|—ﬁ 20923 2 . ot L2 . .

Etant donné que e B <e e 88 puisque (0,400) Dt e 38 atteint son maximum
en tg := 40619 ; il s’ensuit :

[WL(B,w, 0, V)|lpg < ce@PHC0)8g=(=r™05 =g pml = ol 1 (3.35)
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pour une autre constante ¢ > 0 dépendant de V. En particulier :

IWL(B.0,9, V)10 =ess  sup  |Gr(x,y;B,w, 9, V)| < cel? T35 (3.36)
(x,y)EALxAL

Enfin, comme pour tout z € C, [¢* — 1| < |z[el*l, on a

|GL(X7Y§57W7197 V) - GL(X,}’;@W, V)| <

_lx—yl? ol Ix=yl?
C|ei9'(x—)’) _ HGCOBG B < clx — y’ec'oﬁemx yl=%5

et par conséquent, en utilisant encore une fois I'inégalité de Young :
x2
IWL(B,0,9, V) — Wi (8,0, V)lgg < cOcl2*+C03 / dx x|~ 5 < c(9)c@PHC03 33
R3

pour une constante ¢(¢9) > 0. Puisque la borne supérieure tend vers 0 quand § — 0,
Wr(6,w,9,V) est un semi-groupe fortement continu.

Soit A € p(Hp(w,V)) tel que RA < —Cp — 492 < inf 0(Hoo(w, V)) — 9%/2 avec |R)|
suffisamment grand. Cela assure que A € p(Hr(w,d,V)) (cf. (i) Lemme 3.11). A partir de la
transformation de Laplace, introduisons R} (w,d, V,A) := (Hp(w, ¥, V) —A)"™™, m € IN* :

1 teo
R (w,9,V,\) = F(m)/o dtt" MW (w,9,V), me N (3.37)

Utilisant (3.35) (avec p =2 et ¢ = 00), R} (w, ¥, V, A) est un opérateur intégral de noyau :
R(Lm) (x,y;w, 3, V,\) = eﬁ'(Xﬂ')R(Lm) (x,y;w,V,\) p.p. tout x,y € Ap (3.38)

En vertu de (i) Lemme 3.7, R(Ll)(- ;o w, 3, V) A) est continu sur (Ap X Ap)\ Dy et il existe
une constante ¢ = ¢(RA, V) > 0 telle que :

o—(C1=9)|x—y]

V(x,y) € (AL x AL\ Dy, |RP(x,y;w,9,V,\)| < ¢ , C1—9>0 (3.39)

Ix -yl

ot C1 := 5/—(RX+ Cp) > 0 (X a 6té choisi de telle sorte que C; — 9 > 0).

D’autre part, en vertu de (2) Remarque 3.8, R(LZ)(- ,sw, P, V) A) est continu sur Ay x Ap

et il existe une autre constante ¢ = ¢(R\, V') > 0 telle que uniformément en x,y € Ay, :
IR (x,y;0,9,V, )| < ¢ (3.40)

Soit & € p(Hp(w)) N p(Hf(w,d)) (Uintersection est non vide puisque Hp(w,?,V) est
m-sectoriel). Utilisant les résultats ci-dessus, et en réadaptant la preuve du Lemme 3.9,
Vopérateur Ry (w,d,V,\)Rp(w, 9, V,§)Rr(w,¥,V,\) a un noyau continu défini par :

KE(x,y;0,0,V, A, 8) = (@ IRY (x, 1w, V,X), R (w,9,V,)e® IRV yiw,V,N)

= eﬁ'(xfy)Ki(}Q yiw, V, A §)
(3.41)
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oil on a utilisé formellement que Ry (w,9,V,€) = e®*Rp(w,V,&)e™?*. A partir de (3.35)
et utilisant (3.37), il existe une autre constante ¢ = ¢(R\, V') > 0 telle que :

max (|| Re(w, 9, V, NllLz, [|RL(w, 9, V, \)|

+oo R 2 3 Cc
2700) S C/ dte( )\+CO+4’L9 )tt—z é _—
0 (C} —v?)1

ce qui implique (voir méthode dans la preuve Lemme 3.9) I’estimation :

sup KL% yiw, 9, VoA €)] < ——r

(%,y)EAL XA vV 012 — 9?2

pour une autre constante ¢ = ¢(R\, V) > 0.

(3.42)

On a maintenant tous les éléments pour prouver (i) et (i7).
(7). A partir de la premiére équation résolvante itérée deux fois écrite au sens des noyaux,
et en utilisant les expressions (3.38) et (3.41), on obtient directement :

R (x,y30,9,V.8) = P CVRD (x,y50,V,6) x#y
(73). A partir des estimations (3.39) (avec la condition |x —y| > 1), (3.40) ainsi que (3.42) :

€ — A2

B, yi0, 9, V)| < e, 6 V), e(9, [, V) = e(V) (1+]§=Al+ 012_192) (3.43)

3 Dérivées spatiales du noyau de la résolvante

Rappelons pour commencer quelques résultats relatifs aux dérivées spatiales du noyau
intégral du semi-groupe de générateur Hp, (w,0) = Hr(w,0) avec L € [1, c0].

Pour tout w € R, 'opérateur Hoo(w,0) := %(—iv — wa)? défini par une extension de
Firedrichs (cf. preuve Proposition 1.9) est essentiellement auto-adjoint sur C5°(IR3).
On considére dans tout cette section un potentiel V' € Lifgio (R3) avec € > 0, voir hypo-
thése (H3’) en début de chapitre. Puisque V est Hy(w,0)-borné au sens des opérateurs
avec borne relative nulle (théoréeme XIII.96 dans [93]), le théoréme de Kato-Rellich (théo-
réme X.12 dans [91]) assure que Heo(w,V) 1= 5(—iV — wa)? + V est essentiellement
auto-adjoint sur Cg° (R3). Par commodité, on notera sa fermeture par le méme symbole.

Soit {Wee (8, w,V)}s>0 le semi-groupe de générateur Hoo(w, V') ; pour ses propriétés,
voir paragraphe 4.1 du chapitre 1. Pour tout 8 > 0 et w € R, il posséde un noyau intégral
Goo(,-:8,w, V) : R?® x R® — C jointement continu et vérifiant I’estimation (1.43).
Ce noyau est connu explicitement dans les deux cas suivants :
(1) Lorsque w = 0 et V' = 0. Le noyau de la chaleur G (-,-;3,0,0) est de classe C* en

ses deux variables et est défini par (voir par ex. [36]) :

o2
wxp(—'xwy') (%,y,8) € R* x R? x (0, +00)  (3.44)

(2m3)>2

Goo(x,¥;3,0,0) :=
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(2) Lorsque w € Ret V =0. Goo(+, - ; 5,w,0) est de classe C* en ses deux variables. Avec
p(x,y) :=x-a(y) = § - (y Ax) désignant la phase magnétique, il est défini par (voir [29]) :

i B,w,0) = 1 wf/2 exp (twop(x .
1 wB/2 2 1 2
'eXp{_mmnh(wﬁ/Q)(eg/\(X_y)) —%(63'@(—}’)) } (x,y,0) € IR3><]R3><(0,—|—oo)

Voici une estimation établie dans [16] sur la premiére dérivée du noyau Guo(-,y; 3, w,0).
En désignant par n un vecteur unitaire de R?, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour
tout (x,y, ) € R? x R? x (0, 400) :

(1+5)

- (iVx + wa(x))Goo (X, y; 4, w, 0)] < el + M)W

Goo(x,y3;26,0,0) (3.45)

Considérons maintenant le cas L € [1,00). Etant donné la géométrie choisie pour Ay,
ie. Ap = (—L/2,L/2)3, Hr(0,0) :== —3A avec conditions de bords de Dirichlet sur OA[,
est essentiellement auto-adjoint sur Dom(H[(0,0)) = {¢ : ¢ € C®(AL), ¢ | OAL = 0}
(voir proposition XIIL.15.1 dans [93]). Idem pour opérateur Hp(w,0) = £(—iV — wa)?
en vertu de la Remarque 1.7. En désignant par le méme symbole la restriction de V &
Liﬁ)‘? (R3) (e9 > 0) & Ap, H(w,V) = 3(—iV —wa)? + V est essentiellement auto-adjoint
sur Dom(H,(0,0)). Par la suite, on notera sa fermeture par le méme symbole.

Soit {Wr(B,w,V)}s>0 le semi-groupe de générateur Hp(w,V); pour ses propriétés,
voir paragraphe 4.1 du chapitre 1. Pour tout § > 0 et w € R, il posséde un noyau intégral
GL(-,-;0,w,V) : AL x A, — C jointement continu et vérifiant l’estimation (1.43).

Ce noyau est connu explicitement seulement lorsque w = 0 et V = 0. Dans ce cas précis,
GL(-,-;0,0,0) est de classe C*™ en ses deux variables et est défini par (voir [4]) :

3

GL@gy;QJLO):lII{:E: %mp<__t%“—yg;2nu32>+

(275)% j=1 ~ mez
Z; i — (2m 2

En présence du champ magnétique, G (-, -; 8, w, 0) est également de classe C* en ses deux
variables (voir [29], [16]). On peut en donner une représentation spectrale. Avec {e;(w)};>1
désignant 1’ensemble des valeurs propres (comptées avec leur multiplicité et indexées dans
un ordre croissant) de Hy,(w,0) et avec {¢;};>1 'ensemble des fonctions propres associées :

v (Xa Y) € TL X rLa GL(Xa Y; ﬂa W, 0) = Z e_ﬁej(W)QSj(X)¢j(Y)
j=1

Cette série est absolument convergente sur A7 x Az. Pour le voir, il suffit d’utiliser que
(Hp(w,0) + 1)~ est borné de L2(Az) — L>®(Ag). Ainsi les fonctions propres ¢;(-), qui
appartiennent & Dom(H,(0,0)), vérifient I'estimation uniforme en x € Ay et en j € IN* :
[95(x)| < c(ej(w) +1)
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Il reste a utiliser (3.20) et le fait que Wr(83,w,0) est un opérateur a trace pour conclure.
Voici des estimations établies dans [29] sur les deux premiéres dérivées de Gr(-,y;3,0,0).
Il existe une autre constante ¢ > 0 telle que pour tout (x,y,3) € Ar x Ar x R et
uniformément en L > 1 :

0, G (%, v 3.0,0)| < c“jg)‘?’coax,y;w,o,m je {123}
(1+ )3

g

A partir de ces deux estimations et par l'intermédiaire de la régularisation par les phases
magnétiques (une telle méthode sera utilisée dans le chapitre 4), il est établi dans [16] une
estimation sur la premiére dérivée de GL(-,y;3,w,0). Il existe une autre constante ¢ > 0
telle que V (x,y, B,w) € AL x Ap x R% x R et uniformément en L > 1 :

02,02, GL(X,y;8,0,0)| < ¢ Goo(x,y3263,0,0) 4,5 €{1,2,3}

3(146)°
Vi3

ofl n est un vecteur unitaire de R3. En I’absence du potentiel vecteur dans le membre de
gauche de (3.46), on peut prouver par une méthode similaire & celle dans [16] I'estimation
suivante (pour une autre constante ¢ > 0) :

In- (iVx +wa(x))GL(x,y; 3,w,0)] < c(1+ |w|) Goo(%x,y;853,0,0) (3.46)

n- (V)G y: Bow0)] < el + W)L 6 (x.v:48,0,0)

L

ot le facteur L provient de la majoration de |0,,¢(x,y)|, avec ¢(x,y) := G - (y A x).
La présence du potentiel vecteur dans (3.46) permet ainsi de "réguler” la croissance en L.

Remarque 3.15. Puisque l'opérateur Hy(w, V'), L € [1,00), est défini avec conditions de
bords de Dirichlet sur 0Ay, alors :

Gr(x,y; B,w,V)=0 sixe€dApouy € AL (3.47)

Remarque 3.16. Etant donné (3.45) et (3.46), on utilisera par la suite l’estimation com-
mune suivante. Il existe une constante ¢ > 0 telle que V (x,y,3,w) € A x A x R} xR :

’)3 (1 + /8)5

(19 o)) G (e, 3.0, 0) € 1+ =L

Goo(x,y;83,0,0)  (3.48)
avec L € [1,00] et n un vecteur unitaire de R3.

3.1 Preuve de la Proposition 3.3

On se place sous les hypotheéses (H1’), (H2) et (H3’) annoncées a la page 70. Voici la
stratégie en trois étapes pour démontrer l'estimation (3.4) :

(1) On utilise la transformation de Laplace écrite au sens des noyaux (3.23) afin de "trans-
porter” l'estimation (3.48) sur |n - (iVx + wa(x))R(Ll)(x,y;w,V = 0,\)| dans le cas ou
A € p(Hr(w,0)) tel que A < 0 avec |A| suffisamment grand (cf. Lemme 3.17).
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(2) On étend l'estimation obtenue en (1) au cas ou V vérifie '’hypothése (H3’) en utilisant
la seconde équation résolvante (en fait son adjoint) au sens des noyaux (cf. Lemme 3.18) :

10y, + wa;(x) R (x, y;w, V, A) = (i0y, +wa;(x)) R (x, y; w0, 0, )+
—/ dz (70, +waj(x))R(Ll)(x,z;w,O, A)V(Z)R(Ll)(z,y;w, V,A\) x#y
AL

(3) On transfére I'estimation obtenue en (2) dans le cas ou £ € p(Hp(w,V')) en utilisant la
premiére équation résolvante au sens des noyaux :

(i0y, + wa; (%)) R (x, y;w, V,€) = (i0y, + wa; (x)) RV (x, y; w0 V, )+

+ (€= N / dz (i0,, + wa;(x)) RV (x, 20, V, )RV (2,10, V,6) x#y
AL

On énonce seulement les résultats intermédiaires nécessaires a la preuve de la Proposi-
tion 3.3 ; la preuve de ces résultats se situe dans ’annexe de cette section.

Lemme 3.17. Soient L € [1,00] et w € R. Soit A € p(Hr(w,0)) tel que R\ < 0.
Soient n un vecteur unitaire de R? et j € {1,2,3}. Alors :

(4). (x,y) > (104, —i—waj(x))R(Ll)(X,y;w,O, A) est continue sur (A, x Ap)\ Dr.
(73). Il existe une constante ¢ = c(RX) > 0 telle que pour tout (x,y) € (AL x Ap)\ Dr, :

e 2l —(®A+ Co)

S RPN A A A
x—yp2 !

In- (iVx —|—wa(x))RS)(x,y;w,0, A <e(l+ |w|) 5

(3.49)
Lemme 3.18. Soient L € [1,00] et w € R. Avec V' satisfaisant [’hypothése (H3’), soit

A€ p(Hp(w,V)) tel que A < 0 avec |\ suffisamment grand (i.e. A < —Cy, voir (1.41)).
Soient n un vecteur unitaire de R3 et j € {1,2,3}. Alors :

(i). (x,y) = (10, + waj(x))R(Ll)(X,y;w, V, A) est continue sur (A, x Ar)\ Dr.
(). 1l existe une constante ¢ = c(\, ||V||34ep.uloc) > 0 telle que V (x,y) € (A x Ap)\ Dy, -

- (1) N —(A+Co)
n- (iVx +wa(x))R, ' (x,y;w, V,A)| < (1 + |wl) Ty Oy = > 0
(3.50)
Preuve Proposition 3.3.
(7). Soit w € R. Soient A € p(Hp(w,V)) tel que A < —Cp et € € p(Hp(w,V)) quelconque.
A partir de la premiére équation résolvante au sens des noyaux, on a sur (Ar x Ap)\ Dy, :

(i0y, + wa;(x)) R (%, y; w0, V, €) = (i0,, + wa;(x)) R (x, y50, V, \)+
+(E-N) / dz (10, +wa;(x))RY (x, 23w, V, )R (z,y;0,V,€)  (3.51)
AL
Le premier noyau du membre de droite est continu sur (A x Ar) \ Dy d’aprés le Lemme

3.18. Compte-tenu des estimations (3.50) et (3.3), le Lemme 3.20 assure que le second
noyau du membre de droite de (3.51) est continu sur (A x Az) \ Dr.
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(73). Soit n > 0. A partir de (3.51) et utilisant (i¢) Proposition 3.1, il existe un réél dy et
un polyndéme p(-) tels que pour tout § € p(Hp(w,V)) vérifiant dist (5, o(Hp(w, V))) >n:

V(x,y) € (AL x Ap)\ Dr, |n-(iVy +wa(X))R(Ll)(X,y;w,V7§)|

L2} ) )
3 G—WIX—ﬂ e_mb{_zl e_r\ﬁl‘z_ﬂ
L

ot on a utilisé Pestimation (3.50) et le fait que pour A < —C avec |A| suffisamment grand :

] c 20} )
o~ 5 XY < o~ (F0)lx-ylo~ g Yl < g XY

Ensuite, le Lemme 3.25 (pour majorer I'intégrale par rapport a z) fournit 'existence d’un
autre polynoéme p(- ) tel que pour tout & € p(Hy(w, V) vérifiant dist (¢, o(Hr(w,V))) > 7n:

V(x,y) € (AL x AL)\ Dr, |n- (iVx +wa(x)) RV (x,y;0, V,€)]

3 1 , T Yl ey ey
< pED L+l (S S )

Pour conclure, il reste a utiliser (3.20) permettant d’obtenir :

— %0 |x—y| — %0 __|x—y]| — %0 __|x—y]|
e 20+iEn XY 5__|x—_y|€ ICHED y <4(1+|§|)>e ey XY

= |X — y|ei4(1+\§|)
Ix -y Ix —yl|? doe Ix —yl|?

3.2 Annexe

Preuve Lemme 3.17.

Soient L € [1,00] et w € R. Soit A € p(HL(w,0)) tel que ®A < 0 < inf(o(Hr(w,0))).

(7). A partir de I'estimation (3.48) et compte-tenu de (3.44), il existe une constante ¢ > 0
telle que pour tout (x,y,t,w) € Ap x A, x R% x R et pour tout j € {1,2,3} :

x—y|?

(14 |w])2e®™t=2(1 +t)% "~ (3.52)

X (i0s, + wa;j(x))GL(x,y3t,w,0)| < (

Njw

s

Le majorant dans (3.52) est intégrable en ¢ ~ 0 quand |x —y| > 0 et en ¢t ~ +00 quand
|x —y| > 0. Ainsi il existe une autre constante ¢ > 0 telle que V (x,y) avec |x—y| >d > 0:

+00 +oo 2
/ dt [ (10, +wa;(x))GL(x,y; t,w, 0)] < c(1+\w|)3/ dt ™Mt =2(14t)%e 16 < 400
0 0

(3.53)
Utilisant la transformation de Laplace au sens des noyaux (3.23), il s’ensuit :

—+o00
(10x; + waj(x))R(Ll)(x,y;w,O, A) = /0 dt e)‘t(iaxj +wa;j(x))Gr(x,y;t,w,0) x#Yy
(3.54)
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(1)

et les estimations ci-dessus assurent que (x,y) = (i0z; + wa;(x)) R}’ (%, y;w,0,\) est
continue sur (Ar, x Ar) \ Dy, en vertu du théoréme de continuité sous le signe intégrale.
(73). Soit |x —y| > 0. A partir de (3.54) puis en utilisant (3.52), il existe ¢ > 0 telle que :

_ Ix—y|?

5
. 1 5! Foo e 16t
(i, + wa; (x) R (x, y50,0, )] < e(1+ |w])® :7(5 —R /0 T
k=0

ogq byl g oy T .
En remarquant que 16|x — y|™* e 16t ={¢"“e” 16t , par une intégration par parties :

_lx—yl?

+o0 +o0 2

e~ 1ot 16 RAt  RA |x—y|

/ dt ™M P s = 5 / dt [ — RNt — k] th=1le™5 e 2 o Tor
0 3 Ix—yl*Jo

. RAt _ |x—y|? . . 1 X—
Puisque (0,400) 3¢t +—e2 e 1ot atteint son maximum en tg := ENG |_m§| >0:

_|x—y\2 _V=RX

+00 — 3vs (XYl ptoo
/ dte™ S T <162 . / dt [ — RAL+ K] tFle 2"
0 t x -yl 0

+oo
pid /
Il reste a utiliser que pour tout k € IN, / dtthe’s" < c(RA\ k) < 400 et % < 2?/8;)‘.
0

La preuve du Lemme 3.18 nécessite le résultat technique suivant :

Lemme 3.19. Soit v > 0 un réél. Soit V € L?) (R®) avec 1 < p < co. Alors :
(1). Pour tout x € R3, V(-)e "= € LY(R3) N LP(R3).
De plus, il existe une constante c(7, ||V||puoc) > 0 telle que uniformément en x € R3 :

max {[|V(-)e " 1V (e 7} < ey [V uioc) (3.55)

(i1). Soit o € (0,3) un réél. Sous la condition que p > 1 vérifie p > 3/(3 — «), pour tout
x € R3, V(:)e " l|lx — .| € LY(R3).

De plus, il existe une autre constante c(7, ||V ||puoc) > 0 telle que uniformément en x € R3 :

e_7|x_z|

Az |V(z)| o < Vo doc 3.56
[ 4 V@I < eV oo (3.56)

Preuve Lemme 3.19.
(). Soit v > 0. On commence par décomposer I'intégrale :

/ dz |V (z)|e ¥~ —/ dz |V (z)|e <2l +/ dz |V (z)|e ¥
R3 |x—z|<1

|x—z|>1

Avec ¢~ ' :=1 — p~ !, I'inégalité de Holder donne pour la premiére intégrale :

1 1
/ dz |V (z)|e "2 < sup (/ dz ]V(Z)\p> ’ </ dz eqﬂxz') ’
|x—z|<1 x€R3 |x—z|<1 |x—z|<1

1

1
< 1V llpastoc (Am / d) < +00
0
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ol on a utilisé dans la derniére ligne les coordonnées sphériques usuelles.
D’autre part, en utilisant encore 'inégalité de Holder (avec méme q) :

1 1
/ dz |V (z)|e 2l < (/ dz ‘V(Z)‘Pe—p;x—z|> » (/ dz e_q;|x_z> 7
x—z(>1 x—z|>1 |x—z|>1

e Y % +oo ¥ q
< <Z/ dz |V(Z)|pe_pzlx_z|> <47T/ dr Tze_qf)
1 Y k<|x—z|<k+1 0

0o 1
< () IV lpatoc (02 kk) " < oo
k=1

ol on a utilisé qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour chaque k, ”la coquille”
k < |z| < k+ 1 peut étre recouverte par Ck? boules de rayon unité (voir par ex. [96], [97]).
Les deux estimations ci-dessus garantissent que V (-)e™"*~"[ € L1(R3) et (3.55) est vérifice.
Sans utiliser l'inégalité de Holder, on montre que V (-)e="*—| € LP(R3) également.

3
=+
(i4). Soient v > 0 et o > 0 des rééls. Montrons que la condition V € L} 6(IR?’) avec
€ > 0 (aussi petit que I'on veut) est suffisante.
e—Vx—2| e—Vx—2| e Vx—2|
/ sz(z)\a:/ dz]V(z)\a—i—/ 4z |V (2)|
R3 ’X - Z’ |x—z|<1 ‘X - Z‘ |x—z|>1 ‘X - Z‘
Posons 7 := oi(lg_;ﬁ; > 0. Par l'inégalité de Holder avec p = @iﬁ et g = ?’?T" :

- L ey
/ dz |V (z)|——— < sup </ dz]V(z)p> <47r/ dz 2)
|x—z|<1 |X - Z|a x€R3 |x—z|<1 0 rac
1 —3;77'*/7’ =
e [eY 3—mn
< VI3 teuoc <47T/0 dr 7J17> <+

On voit que si € = 0, alors 7 = 0 et la derniére intégrale n’est plus convergente.
D’autre part, en utilisant encore 'inégalité de Holder (avec mémes p et g que ci-dessus) :

—|x—z| © 1 +o00 1
JERCLCl - (Z / dz |v<z>ypep%|le) ' (47T | ) q
|x—z|>1 ’X - z’a =1 Y k<|x—z|<k+1 0
00 5 (3;‘1)*77
R AN
<M VI 54 e utoc (Czk e (me)mm2 ) < +00
k=1
Les deux estimations ci-dessus garantissent que V(-)e ¥~ I|x —.|~® € L'(RR3) avec (3.56).

Preuve Lemme 3.18.

Soient L € [1,00] et w € R. Soit A € p(H(w,V)) tel que A < —Cj avec || assez grand.
La seconde équation résolvante permet d’écrire au sens des opérateurs bornés sur L2(Ap) :
Rp(w,V,\) = Rp(w,0,\) — Rp(w, V,\)VRL(w,0,\)
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Puisque chacun de ces opérateurs est auto-adjoint, en prenant ’adjoint correspondant de
I'équation précédente, il vient au sens des noyaux sur (A x Ap) \ Dy, :

RV (x,y;w0,V,0) = R (x,y;0,0, 1) — / dz R (x,2;0,0, V)V (2) R (2, y; 0, V, A)
Ap

La premiére chose a faire est de justifier 'existence de I'identité : V (x,y) € (A xAp)\ Dyr,

(i0x; + waj(x))R(Ll)(x,y;w, ViA) = (10, + waj(x))R(Ll)(x,y;w, 0, M)+

—/ dz (90, +waj(x))R(Ll)(x,z;w,0,/\)V(Z)R(Ll)(z,y;w,v,)\) je{1,2,3} (3.57)
Ag ‘

11 suffit pour cela de montrer que pour tout (x,y) € (A, x Ap)\ D et j € {1,2,3}:
Quix,¥:-) 1= (s, +wa;(x)) R (x, 50,0, )V (R (. yiw, V.A) € LN (AL)
De par les estimations (3.49) et (3.9), il existe une constante ¢ = ¢(A) > 0 telle que :

C
~ % ix—f o—Cilz—y|

[ eyl e lo® [0S v

X#£y
|z —y|

qui devient en utilisant (3.73) :

(/ . e—illx—z||v( ' / . e—iwx—zw( )’e—il|z—y|>
. z —: |V(2)| + z —|V(2)| ———
R3 |x — zf? R3 x — 2| z -yl

Puis en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans la derniére intégrale entre parentheéses :

5]

o Tyl o tlxl
[ asiauieyia) Sc<1+|w|>3{/ a2’ Viz)+
N =y U ¥ x—2

d e_%‘x_zl V % d e_%‘z_yl V %
(o) (L)) o

Puisque par hypotheése V' € Lifgeco (R3) avec ¢y > 0, on peut utiliser I'estimation (3.56)

pour majorer uniformément en x chacune des intégrales entre accolades dans (3.58).
Par conséquent, il existe une constante ¢ = ¢(A, ||V||34¢,uloc) > 0 telle que :

~ x|
V0ey) € (Arx A\ Dre [ d2lQuyim] € e IV o) 1+ i)
: (3.59)

Ainsi Qr(x,y;-) € LY(AL) et (3.57) est justifiée. Prouvons (i) et (i) a partir de (3.57).
(). D'une part, d’aprés (i) Lemme 3.17, (x,y) + (i0:; + waj(x))R(Ll)(X,y;w,O, A) est
continue sur (Az x Az )\ Dr. D’autre part avec les estimations (3.49) et (3.9) respectivement
sur |(i0; +wa; (x))RS) (x,y;w,0,\)| et |RS:1)(X, yv;w, V, A)|, le Lemme 3.22 assure que sous
I'hypothése (H3?), la fonction (x,y) — fAL dz Qr(x,y;z) est continue sur (Ar x Ap)\ Dr.
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(7). A partir de (3.57), en utilisant (3.49) et (3.59), il existe ¢ = c¢(A, ||V ||3+ep,uloc) > O
telle que :

C C
e~z =yl o—Fx—yl

(10, + wa; ()R (6, 7100, V.| < el + |wr>3< ) x £y

+
x —yl|? x —y|

Pour achever la preuve, il reste a utiliser (3.20) pour le dernier terme :

C C C
efflley‘ effl‘xfbd 8 ele|x7y‘
—_—— oz X7#VY

=x—yl—m < (=
x -yl x —y? eCr) |x—yl?

4 Différence des noyaux des résolvantes

Ce paragraphe est consacré aux preuves des Propositions 3.4 et 3.5. On se place sous les
hypothéses (H1%), (H2) et (H3’) (cf. page 70) afin de pouvoir utiliser 'estimation (3.4).
Soient w € Ret £ € p(Hr(w,V)) N p(Hoo(w,V)), avec L € [1,00).
Les deux preuves reposent sur ’expression de la différence des noyaux des résolvantes basée
sur la deuxiéme identité de Green (voir [74] et [92]) :

Ry (x,y3w,V,€) = RY (x, y3w,V,€) =
— / do(z) R(()}j) (x,z;w,V,&)ny, - VZR(Ll)(z,y;w, V,§) p.p.tout x,y € A, (3.60)

ol n, désigne la normale extérieure & A en z et do(z) la mesure sur OA;, définie par :

dzidze  siz = (21,2, +L/2)
Vz e dAp, dzodzs siz = (£L/2,z29,23)
dzidzg siz=(z1,+L/2,z3)

On rappelle que pour tout réél k > 0, ’ensemble A, est défini par :
A ={xeAp : dist(x,0Ar) <k} Le€ll,00)

Preuve Proposition 3.4.

(7). Solent w € R, € € p(HL(w,V)) N p(Hoo(w,V)), L € [1,00). D’aprés la Remarque 3.15,
pour tout (z,y) € AL XAy, nz'(in—l—wa(z))R(Ll)(z,y;w, V,€) = nz-inR(Ll)(z,y;w, V., €).
D’une part, pour tout z € Az, (Ap \ Ax) 2 x +— Rg,)(x,z;w, V,&)n, -VZR(Ll)(z,x;w, V,€)
est continue (comme produit de fonctions continues) d’aprés (i) Propositions 3.1 et 3.3.
D’autre part, via les estimations (3.2) et (3.4), il existe ¢(|¢], k) > 0 telle que :

VzedAL, VxeA\As,  [RY(x, 250, V.6, VR (2,50, V,6)| < c(l€], 5)(1+ |w])?

Par conséquent, (Ap \ Ayx) 3 x — {R(Ll)(x, yviw, V. §) — Rg,) (x,y;w,V, f)}‘y:x est continue
par application du théoréme de continuité sous le signe intégrale dans (3.60).
(13). Soit n > 0. A partir de (3.60) et utilisant (i7) Propositions 3.1 et 3.3, il existe un réél
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dp > 0 et un polynéme p(-) tels que pour tout & € p(Hp(w,V)) N p(Hoo(w, V)) vérifiant
dist(§, 0(Hoo(w, V))) > n et pour tout (x,y) € (Ap \ Ax) x (A \ Ay),

/ do(2) |RY (x, 2: 0, V, €)1y - Vo R (2,310, V,€)|
OAp

5 B0 o 20y (el +a—y1)
< p(IEN(1 + [w])’e 201D do(z) 5
AL K

[ [ . .

ou on a utilisé dans la derniére inégalité (par passage en coordonnées polaires) :

2 400
Vv >0, / do(z) e T X2 < 6/ d@/ drre A" < (VA +1EN? e(y) >0
OAL 0 0

Il reste a utiliser qu'’il existe un autre polynéme p(-) tel que pour tout & € p(Hp(w,V)) N
p(Hxo(w, V) vérifiant dist(§, 0(Heo(w, V))) > 1 :

V(x,y) € (AL x Ap)\ Dp,  [RV(x,y;0,V,€) — RO (x,y;w,V,€)|

20}
e*mb‘*)’\

< IRE (x,y3 VOl + 1 BR) Gyseo, Vo)L < pl€) = ——

ce qui couvre les cas :
(xy) € (AL \Ax) x Ay, (xy) €A x (AL\Ay), (xy) €A XA (xXF#Y)
n

Preuve Proposition 3.5.

(7). Soient w € R, & € p(HL(w,V)) N p(Hs(w,V)), L € [1,00). D’une part pour tout z €

OAL, (AL\Ax) D x— (i@xj+waj(x))Rg,)(x, Z;w, V,&)nz-VzR(Ll)(z,x;w, V, €) est continue.

D’autre part, il existe une constante c(|€|,x) > 0 telle que Vz € A et Vx € A \ Ag,
- (iVx + wa(x))RY (x, 70, V. )0, - Vo R (2, %30, V,€)| < e([€], m)(1+ w])°

L’application du théoréme de continuité sous l'intégrale dans (3.60) permet de conclure.
(74). Soit n > 0. Par les mémes arguments que ceux utilisés dans la preuve précédente, il
existe un réél 6o > 0 et un polynome p(- ) tels que pour tout & € p(Hr(w,V))Np(Hoo(w, V))
vérifiant dist(§, 0(Heo(w, V))) > n et pour tout (x,y) € (AL \ Ax) x (Ar \ Ax),

/ do(z) n - (iVx +wa(x))RY (x,2;w, V, )0y, - VR (2,550, V, )|
OAf

< p(E)(1 + |w‘)66—2(—1'3_%|x—y|e—4(%0'{‘)(dist(x,@AL)+dist(y,6AL))

Il reste a utiliser qu’il existe un autre polynéme p(-) tel que pour tout £ € p(Hr(w,V)) N
p(Hoo(w, V) vérifiant dist(§, 0(Heo(w, V))) > n et pour tout (x,y) € (AL x Ar)\ Dy, :

o)
3e_T\E\|X_y|

- (19 walo) (R Gy, Vo) = RY G yieo, VN < €D + o)’ —

ce qui couvre les cas :

(x,y) € (AL\Ax) X Ap, (xy) € A X (AL\ Ay), (x¥) € Aw X A (X#Y)
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5 Annexe

Les résultats établis dans les Lemmes 3.20 et 3.21 ci-dessous sont prouvés dans [23] et
[24] avec des hypothéses plus générales.

Lemme 3.20. Soient L € [1,00] et € {1,2}.

Soient Ni(-,-) : (AL x Ap) \ D — C des noyauz intégraux vérifiant les hypothéses :
(7). N1(-,z) et Na(z,-) sont continus sur Ap, \ {z} pour presque tout z € Ay,

(79). 1l existe des rééls v, > 0, ¢; > 0 et oy € [0,3) tels que :

V(x,y) € (AL X AL) \ Dy, |N1(X,y)‘ <q le {1,2} (361)

Ix — y|™

Alors (x,y) — R(x,y) := / dz N1(x,z)Na(z,y) est continue sur (Ar x Ar)\ Dr.
A

Preuve Lemme 3.20.

On commence par prouver le lemme dans le cas 1 < L < oo.
Soient xg,yo € Ar tels que xg # yg. Soit ¢ un réél satisfaisant :

1
0 < ¢ < min {dist(xo,BAL),dist(yo, OAL), g’XO - yo\}
Soit € > 0 fixé. Montrons que ¢ peut étre choisi de telle maniére que :

IR(x,y) — R(x0,¥0)| <& pour x € B(x0,5/2) et y € B(yo,s/2)

ou B(x,r) désigne la boule ouverte centrée en x et de rayon r > 0.
Pour tout x € B(xg,s/2) et pour tout y € B(yo,s/2), on a :

R(x,y) — R(x0,y0)| < /

NN )+ / dz | N (x0, 2) Na (2, yo) |+
B(xo0,s

B(x0,s)
+ / 42| N (x, 2) No(z, y)| + / dz | N (x0,2) Na (2, yo) [+
B(yo,s) B(yo0,s)
n ‘ / 4z (N1 (%, 2)Na(2, ¥) — Vi (x0, 2) Na(2, y0) }
AL\ (B(x0,5)UB(y0,5))

Etant donné 'hypothése (i7) du lemme, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout
(x,y) € B(x0,5/2) x B(yo,s/2) et z € B(xo,5), |Ni1(x,2)Na(z,y)| < c|x — z|~*'. Par
passage en coordonnées sphériques, il existe ¢ > 0 telle que uniformément en x et y :

[ amaNy)| < d 3.6
B(x0,¢5)
Par les mémes arguments, il existe une constante ¢’ > 0 telle que uniformément en x,y :
/ dz |N1(x,2)Na(2,y)| < ¢'¢* (3.63)
B(yo,s)

Les deux inégalités (3.62) et (3.63) sont encore valables pour x = xg et y = yo.
On choisit maintenant ¢ tel que 2c' 31 4 9" 32 < 5.
Il reste & montrer qu’avec un tel choix de ¢ la fonction ci-dessous est continue :

B(xo,5/2) x Blyo,5/2) 5 (x,y) — dz Ni(x, 2)Ns (2, ¥)
AL\ (B(%0,6)UB(y0,5))
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Remarquons que pour tout z € Ay, \ (B(xo,s) UB(yo,5)), |N1(x,2)N2(z,y)| < cte unifor-
mément en x,y. Etan donné ’hypothése (i), il reste a utiliser le théoréme de continuité
sous le signe intégrale pour conclure.

On prouve maintenant le lemme dans le cas L = oo.
Soient xg,yo € R? tels que xg # yo. Soit ¢ un réél satisfaisant 0 < ¢ < %’Xo —yol-
Soit € > 0 fixé. Montrons que ¢ peut étre choisi de telle maniére que :

|R(x,y) — R(x0,¥0)| <& pour x € B(x0,5/2) et y € B(yo,s/2)

Soit R > 0 un réél satisfaisant R > 2|x¢ — yo.
Pour tout x € B(xg,s/2) et pour tout y € B(yo,s/2), on a :

R(x,y) — R(x0,¥0)| < /

NG Na(a )+ / 4z | N (x0, 2)Na (2, yo) |+
B(x0,s

B(x0,s)
b daNixmNaa )|+ [ dalVie,n) Ntz vo)
B(yos) B(yo,s)
+/ dz |N1(x,z)Na(z,y)| + / dz | N1(x0,2z)Na(z,y0)|+
R3\B(x0,R) R3\B(x0,R)

+ dz {Ni(x,z)Na(z,y) — N1(x0,2)N2(z,y0)}

Aﬁﬂwwmwmmmnm%mm

D’une part, par les mémes arguments que dans le cas L < oo, il existe deux autres
constantes ¢ > 0 et ¢ > 0 toutes deux indépendantes de x et y telles que :

/ dz\Nl<x,z>N2<z,y>|s«:’<3a%/ dz |N1(x,2) Na(z,y)| < ¢’ 3
B(x0,5) B(yo,s)

et ces deux estimations sont encore valables pour x = xg et y = yg.

On choisit maintenant s tel que 2¢'¢3~ 4 2¢"¢3—22 < 5

D’autre part, en vertu de ’hypothése (i7), il existe une autre constante ¢ > 0 telle que pour
tout (x,y) € B(xo,5/2) x B(yo,s/2) et z € R?\ B(xg, R), on ait :

[N1(x,2)Na(z,y)| < ce 1P Zlem2le]

Puis en utilisant que B(x, R — d/3) C B(xo, R) et B(y, R —4d/3) C B(xo, R) avec d :=
|xo — yo| ; par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

/ 4z |N1 (x, 2) Na(2. )| <

R3\B(x0,R)

cess sup || Xma\aeer—azz) " 2 ess sup [[xme\seyr_sazme 2 Y 2 < oo (3.64)
x€R3 yER3

Quitte a choisir R suffisamment grand, le membre de droite de (3.64) est strictement plus
petit que §. L'inégalité (3.64) est encore valable pour x = x¢ et y = yo.
Il reste & montrer qu’avec un tel choix de ¢ et R la fonction ci-dessous est continue :

B(x0,5/2) x B(yo,s/2) > (x,y) »—>/ dz N1 (x,z)Na(z,y)
(R3\ (B(x0.5)UB(y0.))) NB(x0,R)

Notons que pour z € (R*\ (B(xq,5) U B(yo,<))) N B(xo, R), |N1(x,2)Na(z,y)| < cte
uniformément en x,y. On conclut par le théoréme de continuité sous le signe intégrale.
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Lemme 3.21. Soient L € [1,00] et | € {1,2}. Soient Ni(-,-) : (AL x Ar)\ D — C des

noyaux intégrauz vérifiant (i) et (it) du Lemme 3.20. Alors sous ’hypothése supplémentaire

a1 + a2 €0,3), (x,y) — R(x,y) := / dz Ny(x,z)N2(z,y) est continue sur A x Ap.
AL

Preuve Lemme 3.21.

Il suffit seulement de prouver la continuité de R(-,-) sur la diagonale Dy, puisque d’apreés

le Lemme 3.20, (x,y) — R(x,y) est continue sur (A x Ar)\ Dr.

On commence par prouver le lemme dans le cas 1 < L < oc.
Soient xg € Ay, et ¢ un réél satisfaisant 0 < ¢ < dist(xg, IAL).
Soit € > 0 fixé. Montrons que ¢ peut étre choisi de telle maniére que :

|R(x,x) — R(x0,%0)| <& pour x € B(x¢,5/2)
Pour tout x € B(xp,5/2), on a :

R(x, %) — R(x0, %0)| < /

B(x0,5)

(Vi g Natax) — N 2) Vot x0)}
Ap\B(x0,5)

dz | N1(x,2)Na(z, x)| +/ dz | N1(x0,z) N2(z, o) |+
B(x0,s)

Par I’hypothése (i7) et la condition o + a € [0, 3), il existe une constante ¢ > 0 telle que
Vx € B(xo,5/2) et Yz € B(x0,), |N1(x,2)Na(z,x)| < ¢|x — z|~(@1+22) 1] ’ensuit alors :

/ dz [Ny (x,2)Na(z, x)| < ¢ 3~ (@1ta2) (3.65)
(X07§)

avec ¢ > 0 une autre constante independante de x. (3.65) est encore valable pour x = xg.
On choisit maintenant ¢ tel que 2¢ ¢3~(e1taz) < 5
Il reste & montrer qu’avec un tel choix de ¢ la fonction suivante est continue :

B(x0,5/2) 2 x +— dz Ni(x,z)Na(z,x)
AL \B(x0,5)

11 suffit d’appliquer le théoréme de continuité sous le signe intégrale vu ’hypothése (7).
On prouve maintenant le lemme dans le cas L = oo.

Soient x¢ € R3? et ¢ un réél satisfaisant 0 < ¢ < ry.
Soit € > 0 fixé. Montrons que ¢ peut étre choisi de telle maniére que :

|R(x,%x) — R(x0,%X0)| <& pour x € B(xg,s/2)
Soit R > 0 un réél satisfaisant R > 2rg. Pour tout x € B(x¢,5/2), on a :

R(x, %) — R(x0, %0)| < /

da|Ni(x D)Na(, )| + [ da|Ny(xo.2) Na(a xo) +
B(x0,5)

B(x0,s)
+ [ 42| (x,2) Vol )| + | 42| N1 (x0, 2) No(z, Xo0) |+
R3\B(x0,R) R3\B(x0,R)
+‘ / a2 {N1 (%, 2) N (2 %) — N (%o, 2) N (2, %0)}
x0,R)\B(x0,5)

94



5. ANNEXE

Par I'hypothése (i¢) du lemme et la condition aj + g € [0, 3), il existe une autre constante
¢ > 0 telle que uniformément en x :

/ dz | N1 (x,2)Ny(z,x)| < ¢ 3~ (e1+az) (3.66)
B(x0,5)

Notons que (3.66) est encore valable pour x = xg. On choisit ¢ tel que 2¢ 3 (ataz) 5
D’autre part, par ’hypothése (i) du lemme, il existe une autre constante ¢ > 0 telle que
pour tout x € B(xg,</2) et z € R?\ B(xg, R), on ait |Ny(x,2z)Na(z,x)| < ce~(mtr2)x—zl
Puis en utilisant que B(x, R — r¢) C B(xo, R) :

/ dz|N1(x,2) Na(z,%)| < cess sup || xpe\sx,m-r)e TP < 400 (3.67)
R3\B(x0,R) x€R3

Quitte & choisir R suffisamment grand, le membre de droite de (3.67) est strictement plus
petit que §. L’inégalité (3.67) est encore valable pour x = xq.

Il reste & montrer qu’avec un tel choix de ¢ et R la fonction suivante est continue :

B(x0,5/2) 3 x — / dz Ni(x,z)Na(z,x)
B(xo0,R)\B(x0,s)
Notons que pour tout z € B(xg, R) \ B(xo,<), | N1(x,2)Na(z,x)| < cte uniformément en x.
On conclut par le théoréme de continuité sous le signe intégrale sachant ’hypothése (7).

Lemme 3.22. Soient L € [1,00] et | € {1,2}.
Soient Ni(-,-) : (AL xAp)\ D1 — C des noyauz intégraux vérifiant (i) et (ii) Lemme 3.20.
Soit V€ LP, (R3) avec p > 1 vérifiant p > 3/(3 — max{ay,as}) si aj + ag # 0.

uloc
Alors (x,y) — R(x,y) := / dz N1 (x,2)V(z)Na(z,y) est continue sur (A, x Ar)\ Dr.
AL
Preuve Lemme 3.22.
On démontre seulement le cas L = oo.
Soient xg, yo € R? tels que x¢ # yo. Soit ¢ un réél satisfaisant 0 < ¢ < %]xo —yol.
Soit € > 0 fixé. Montrons que ¢ peut étre choisi de telle maniére que :

A~ A~

IR(x,y) — R(x0,¥0)| <& pour x € B(x0,5/2) et y € B(yo,5/2)

Soit R > 0 un réél satisfaisant R > 2|xo — yo|. Pour tout (x,y) € B(xo,s/2) x B(yo,s/2),

IR(x,y) — R(x0,y0)| <

[ aNixav@ey) - [ dalNie2)V @ N ye)+
B(x0,5) B(x0,5)

4 / 42| N1 (x, 2)V (2) No(z, y)| + / 42| N1 (x0, 2)V (2) No(2, y0) | +
B(yo,s) B(

Y0,5)

+ / 42| N1 (x, 2)V (2) No(z, y)| + / 42| N1 (x0, 2)V (2) Na(2, y0) | +
R3\B(x0,R) R3\B(xo,R)

+ ‘ / dz {N1(x,2)V (2)Na(2, y) — N1(x0,2)V (2)N2(2,y0)}
(R3\(B(x0.6)UB(y0.5))) NB(x0,R)
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D’une part, il existe une constante ¢ > 0 telle que V z € B(xo, <) et uniformément en x,Yy,
on ait |Ny(x,2)V(2)Na(z,y)| < ¢|x — z|~*|V(z)|e”"*~2. Par Iinégalité de Holder avec
pl4qgl=1letqc< 3a1_1, il existe une constante ¢ > 0 indépendante de x et y telle
que :

/’ dz |N1(x,2)V (2) Na(z, )|
B(Xo,C)

1
1 q / -1
< V(- el / dz ————] <c® T (3.68
< cessxSEuEI;3 V(- )e llp B(xo.c) z |x — z|91 =c° ( )

ott on a utilisé que ||V (- )e= "l =>l||, < (41, |V [|p.uloc) uniformément en x, cf. Lemme 3.19.
Par les mémes arguments (l'inégalité de Holder doit étre appliquée avec ¢ < 3as, 1), il existe
une constante ¢ > 0 indépendante de x et y telle que :

/ dz |Ni(x,2)V (2)Na(z,y)| < ¢'¢¥ — (3.69)
B(yo,s)

Les deux inégalités (3.68) et (3.69) sont encore valables pour x = x¢ et y = yo.
On choisit maintenant ¢ tel que 2¢ G307 —on 4 9" (37— 5
D’autre part, en vertu de 'hypothése (i), il existe une autre constante ¢ > 0 telle que pour

tout (x,y) € B(x0,5/2) x B(yo,s/2) et z € R?\ B(xg, R), on ait :
N1 (x, 2)V (2)Na(2,y)| < ce” P2V (z)]em2l27]

Soient q1,q2 > 1 tels que ¢;* + ¢, ' = p~'. En utilisant que B(x, R — d/3) C B(xo, R) et
B(y, R —4d/3) C B(xg, R) avec d := |xo — yo|; par I'inégalité de Holder généralisée :

/ dz | Ny (x,2)V (2)Na (2, y)| < cess sup [[V(-)e 2 =1,
R?’\B(Xo,R) x€R3

7
- ess SUlp3 ||XR3\B(X,R—d/3)e 2

||, ess sup ”XR3\B(y,R—4d/3)e_w"_y‘qu < +oo (3.70)
xER; 3

yeR

Quitte a choisir R suffisamment grand, le membre de droite de (3.70) est strictement plus
petit que §. L'inégalité (3.70) est encore valable pour x = x¢ et y = yo.
Il reste & montrer qu’avec un tel choix de ¢ et R la fonction suivante est continue :

B(xp,5/2) x B(yo,s/2) > (x,y) — / dz Ni(x,2z)V (z)Na(z,y)
(R3\(B(x0.€)UB(y0.5))) NB(x0,R)

On a pour z € (R?\ (B(x0,5) U B(yo,s))) N B(xo, R), |N1(x,2)V (z)Na(z,y)| < cte|V(z)]
uniformément en x,y. Puisque LF, (R?) c L (R?) c L. _(R?), on peut conclure par le

uloc loc loc
théoréme de continuité sous le signe intégrale.

Remarque 3.23. Sous les hypothéses supplémentaires a1 + oz € [0,3) et V € L?, (R?)

uloc

avec p > 1 satisfaisant p > 3/(3 — a1 — a2), (x,y) — R(X,y) est continue sur Ay x Ap.
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5. ANNEXE

Remarque 3.24. La décroissance exponentielle exigée pour chacun des noyaux Ni(-,-)
est cruciale pour qu’on puisse considérer des potentiels du type V &€ Lﬁloc (R?) (avec une
certaine condition sur p). Pour illustrer ceci, considérons le cas ot Np(-,-) vérifie (i) et
(i1) du Lemme 3.20 et ot Na(-,-) = cste. Alors on ne peut espérer mieux que V € LP(R3)

avec p > 3/(3 — aq) si ag # 0 pour que le résultat du Lemme 3.22 reste valable.

Lemme 3.25. Soient L € [1,00] et l € {1,2}. Soient Ni(-,-) : (AL x Ap)\ Dr, — C des
noyaux intégraux. Supposons qu’il existe vy > 0, ¢; > 0 et oy € {0, 1,2} tels que :

e~ nlx=yl

V(X,y) € (AL X AL) \DL, |Nl(x,y)\ <q l e {1,2}

x —y|
Alors il existe une constante ¢ = ¢(y1,7v2) > 0 indépendante du domaine Ay, telle que :

o mln(';l ,Y2) |X—y‘

/ dz |Ni(x,2z)Na(z,y)| < C|X — y|min(a1,02)
A

_ mm("él »72) |x7y|

ap,ap # 1

(3.71)

ce o1 =1=an

Preuve Lemme 3.25.
L’ingrédient principal est 'estimation suivante : pour tout réél v > 0 et « € [0, 3) :

—x=yl —x=yl +o0 (3 -—
sup / dy eia < sup / dy 6704 = / drr?=%™ " = % (3.72)
x€AL JAL x -y x€R3 JR3 x -yl 0 v

uniformément en x € Az, et T'(-) désignant la fonction gamma d’Euler (voir par ex. [1]).
Soient a1 € [0,3) et ag = 0. Pour tout (x,y) € Ap x A :

-

_ min(y1,72) €

[ e Nty < e EH 0 sup [ s
Ap R3

xXEAL |X_ Z|OC1

Soit a1 = 1 = ao. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

V(x,y) € AL x A, / dz |N1(x,z)Na(z,y)|
Ar

~ B lx—al o~ 1z

_ min(v1,72) e

< cie0e 3 Xyl dz
rRe  |x—z[ [z—Y]

1 1
min(q . —-mnlx—z|\ 3 —v2lz—y|\ 2
e (/ a2 ez) sup (/ a2 ez)
xeAp, R3 |X_Z| yEAL R3 |Z_y|

Soient ar;y = 2 et g = 1. Remarquons que pour X #z £y :

1 1 1 1 1
2 = +
x—z]?lz—y| |x—z[\|x—z] |z-y[)[x—z[+]z-Y]

1 1 ( 1 1 )
< +
x—yllx—z\|x—2] |z-y]|

Ainsi par l'intermédiaire de (3.73) :

(3.73)

V(X,y) S (AL X AL) \ Dy, /A dz ’Nl(X,Z)NQ(Z,}’)‘

o Hn2) ey | o= B lx—z| o 5lx—zl o= Flz—yl
< crer / dz+/ dz
lx—y’ R3 |X—Z|2 R3 ‘X_Z‘ |Z_y’
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CHAPITRE 3. ETUDE DE QUELQUES NOYAUX A VOLUME FINI ET INFINI

En vertu de (3.72), la premiére intégrale se majore uniformément en x. Par l'inégalité de
Cauchy-Schwarz suivie de (3.72), la seconde intégrale se majore uniformément en x,y € Ay.
Enfin soient a1 = 2 et g = 2. Remarquons que pour X #z £y :

1 _( Lo, >2 1
x—zPlz—y*  \lx—z] |z—yl/) (x—2z|+|z-y])?

1 1 1 \?
< 3 +
x—-y?\|x—z] |z-y]

V(x,y) € (A x Ap)\ Dy, /A dz | N1 (x, 2) No(2, 3)
L
_ miﬂ(721772) Ix—y]

min(y72) — U |x—g ~2zy] ~Uix—z| ~ Z|z—y]
e e 2 e 2 e 2 e 2
< ci169 dz ———+ dz ———+2 dz
2 2 2
Ix -yl 3 |x— 2z RS |Z—Y] R3 x—z| |z-y|

11 suffit d’utiliser I’estimation (3.72) pour les deux premiéres intégrales entre parenthéses;
pour la derniére, on utilise encore l'inégalité de Cauchy-Schwarz suivi de (3.72).

(3.74)

Ainsi :
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Chapitre 4

Théories des perturbations
magnétiques a volume fini

L’objectif principal de ce chapitre est d’exprimer les grandeurs grand-canonique, carac-
téristiques de la réponse (dia)magnétique du gaz quantique quasi-parfait confiné, en termes
du noyau intégral de la résolvante & volume fini (pour la pression et la densité) et de ses
dérivées partielles par rapport a l'intensité du champ magnétique pour les susceptibilités
généralisées (voir expressions (2.10)). Pour cela, on met en ceuvre une théorie des perturba-
tions magnétiques sur le noyau intégral de la résolvante a volume fini, adaptée aux besoins
du chapitre 5. Comme les ingrédients principaux sont les estimations de la Proposition 3.1
et de la Proposition 3.3, on utilisera désormais les hypothéses (H1’) et (H3’) (voir page
70) a la place des hypothéses (H1) et (H3) du paragraphe 3.1 chapitre 1.

Dans un premier temps, on utilise la théorie des perturbations magnétiques usuelle
(méthode de la section 3 du chapitre 2 adaptée pour les noyaux) sur le noyau intégral de
la résolvante & volume fini pour prouver son analycité par rapport & w. Cela nous permet
d’identifier ses dérivées n-iémes et par suite de donner une expression des traces définissant
les susceptibilités généralisées en termes de ces noyaux. Cependant avec cette méthode, on
verra que les estimations obtenues sur les traces croissent polynémialement en L.

Dans une deuxiéme partie, on utilise une autre théorie des perturbations magnétiques
dite "régularisée” sur le noyau intégral de la résolvante a volume fini. L’idée est d’isoler la
singularité de la perturbation magnétique au travers d’un facteur de phase (magnétique).
Une "factorisation” appropriée de cette phase rend cette théorie des perturbation plus "ré-
guliére”. On obtient ainsi une nouvelle expression des traces définissant les susceptibilités
généralisées dont les estimations croissent au plus comme L3. De telles estimations sont
appropriées pour mettre en ceuvre la stratégie qui sera utilisée dans le chapitre 5.

On supprime comme dans le chapitre 2 la dépendance explicite en "V dans les nota-
tions. On introduit systématiquement le parameétre e = +1 dans les notations ; on rappelle
que € = —1 fait référence au gaz de bosons et € = +1 au gaz de fermions.

1 Reésultats principaux

Avant d’énoncer les principaux résultats, rappelons la définition de quelques opérateurs
introduits dans la section 3, chapitre 2 ; et introduisons de nouvelles notations.
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CHAPITRE 4. THEORIES DES PERTURBATIONS MAGNETIQUES A VOLUME FINI

Sous les hypotheses (H1”), (H2) et (H3’) (voir énoncés a la page 70) , soit Hp(wp),
avec wo € R, ’'Hamiltonien & une particule avec conditions de bord de Dirichlet sur dAf.
Soit & € p(H(wo)) tel que dist (&, [e1(wo), +00)) =1 > 0, e1(wo) := inf o(H(wo)).

Par la suite, Dy, := {(x,y) € A X A : x =y} désignera la diagonale dans Ay, x Ay.
Soit RS)(- w0, &)t (Ap xAp)\Dr, — C le noyau intégral de (Hp(wo) —&)~! := Rr(wo, £).
Soient 511, (wo, &) = a(x) - (1V + woa(x))Rr(wo, &) et Sz r(wo,§) = %az(x)RL(wo,g) les
opérateurs bornés sur L?(Ap) (voir estimation (4.27)) générés par leur noyau intégral
continu sur (Ay x Az)\ Dy défini respectivement par :

$1,0(%, 3 w0, €) = a(x) - (iVx + woa(x)) i (x, y; w0, ) (4.1)
0,006, ¥5000,6) = 5220 RE) (5,5 0.) (4.2

Pour k € IN* et (i1,...,ix) € {1,2}*, soit 'opérateur de Hilbert-Schmidt (cf. section 3,
chapitre 2) Jy (i1, ..., i)(wo,§) := Rr(wo, &) Hﬁq;l Sim.L (w0, &) de noyau intégral :

(X, y;wo, ) 12/

dZ1"'/ de—1/ dzkR(Ll)(X»ZIEWOag)Sil,L(ZlaZ2§w07‘§)"'
AL AL AL

T Sik,l,L(zk—la Z; W, £>Sik,L(zk7 Y;wo, 5)

continu sur Ay x Ay, excepté sur la diagonale Dy, lorsque i3 = 1 pour k = 1 et lorsque
i1+ ...+ i =k avec k > 2 (voir Remarque 4.10).
Pour n € N*, n > k > 1, soit x}(i1,...,ix) la fonction caractéristique définie par :

1 siig+-+ig=n

n( . ; —_
Xp(i1, ... i) = { 0 sinon (4.3)

Soit Ve r(wo) un voisinage complexe de wy sur lequel la fonction a valeurs opérateurs
w i Rp(w, &) est B-analytique, voir Proposition 2.10. En vertu de la Proposition 2.21 :

> (w — wo)" B”RL

Vwe Ve r(wo), RrL(w,§)= Z o D (wo,&), avec: (4.4)
n=0 ’
vnen, TEL o2 zn:(—l)k S Xt i) st i) (w0, ) (45)
) awn ) . . k:1 E{l 2}k: k 9o e ey s g0 e ey ) .

et par convention (9% Ry )(wo,€) := R (wo,§).
Le premier résultat de ce chapitre établit que pour w suffisamment proche de wy,
Vopérateur Ry (w, &) défini en (4.4) posséde un noyau intégral analytique en w :

Théoréme 4.1. Soient wy € R et £ € p(Hp(wo)) tel que dist(&, [e1(wp), +00)) > n > 0.
Alors :

(7). Pour tout n € IN, (0L RL)(wo,&) est un opérateur intégral.

Son noyau intégral noté (ORL)(-,;wo,§), continu sur (A, x Ap)\ Dy, est défini par :

n

. O"R - o ,
Vn e, S Eeyiwo §) = aly J(<1F YT xi i i) T (x yiwo € (46)
k=1 i;e{1,2}*
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1. RESULTATS PRINCIPAUX

avec la convention (OO RL)(X,y;wo, &) = Rg)(x,y;wo,Q pour (x,y) € (AL x Ap)\ Dr.
De plus il existe des constantes c(|£]) > 0, et ¢ > 0 suffisamment petit, telles que :

s
o~z Ix—yl

1
n!

"Ry,

own

Vn e N,

<x,y;wo,5>‘ < N1+ wol) L

(i1). 1l existe un voisinage complexe vg 1(wo) de wo tel que pour tout w € vg 1(wo), l'opéra-
teur Rr(w, &) posséde un noyau intégral R(Ll)(- ,sw, &) donné par :
(o)
Dy very 61— N (@ —w0)" "Ry
RL (X7y7w7§) T Z n' awn

n=0

(%, ¥;wo0, &) (4.8)

De plus R(Ll)(- ,w, &) est continu sur (A x Ap) \ Dr.

La croissance polynomiale en L dans I'estimation (4.7) rend compte de la singularité de
la perturbation magnétique. L’utilisation de la théorie des perturbations magnétiques "ré-
gularisée” (voir par ex. [30], [29], [78],...) permet d’obtenir une autre expression des dérivées
partielles (O"Rr)(-,;wo,&) = (GLLR(LD)(- ,+;wo, &) ayant la particularité que la singularité
de la perturbation se retrouve isolée au travers d’un facteur de phase magnétique.

Soient x,y,z € Ar. Introduisons la phase magnétique ¢ et le flux magnétique fl comme :

1
p(x,y) = 588" (y ANx) = —¢(y,x) (propriété d’antisymétrie) (4.9)
1
ﬂ(x,y,z) = ¢(X7y) + ¢(y,Z) + ¢(Z7X) = 563 : {(X - y) A (Z - y)} (410)
La quantité fl représente le flux magnétique & travers le triangle défini par les trois vecteurs.
Pour tout entier n > 1 et x = ygo,y1,...,yn des vecteurs arbitraires dans Ay, on définit :
n—1
Fln(X7 Yi,.-. 7yn) = ¢(YR7X) + Z ¢(yk7 Yk+1)7
k=0
n—1
avec Fli(x,z1) =0 et Fl,(x,y1,...,¥n) = Zﬂ(x,yk,ka) n>2 (4.11)
k=1

La quantité Fl, représente le flux magnétique a travers le contour polygonal y, - - - yo¥n.
Introduisons les opérateurs dans la classe de Hilbert-Schmidt T; 1, (wo, &) avec i € {1,2},
générés par leur noyau intégral continu sur (Az x Ap) \ Dy respectivement défini par :

T1,1(%,y;00,€) == a(x — y) - (iVx + woa(x) By (x, y; w0, €) (4.12)
T 1(X,¥;wo,&) := %az(x — y)R(Ll)(X,y;wo,f) (4.13)

Soit (x,y) € Ap, X Ap. Pour k € IN*, m € N, soit la fonction continue (cf. paragraphe 3.2) :

k

Tin (Xuy;w07£) = (_]‘)j Xk(/Ll??Z) le"‘ dz;-
i JZ; iﬁ%;?}j ’ ’ /AL /AL ’
(i(Flj(X7Z17 ce 7Zj) - ¢(Zj7x) + ¢(Z]7y)))m

: oy R(Ll)(&Zl;w07§)E1,L(Z1,Z2;w0,5)

T (21, 25500, 6) 155, 0(25, yiwo, §) - (4.14)
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CHAPITRE 4. THEORIES DES PERTURBATIONS MAGNETIQUES A VOLUME FINI

ot dans le cas m = 0 on adopte la convention 0° = 1.

Basé sur la théorie des perturbations magnétiques "régularisée”, le deuxiéme résultat
de ce chapitre fournit une nouvelle expression de la n-iéme dérivée partielle (par rapport
a l'intensité du champ magnétique) du noyau intégral de la résolvante a volume fini :

Théoréme 4.2. Soient wy € R et & € p(Hp(wo)) tel que dist(&, [e1(wo), +00)) > n > 0.
Alors pour tout (x,y) € (Ap, x Ap)\ D, on a :

. 1 9" RW ip(x,y .
VnelN ) ﬁ 6&/’5 (Xay;w07§) = (n))R(l)(X y7w07 + ZT X yaw07£)
’ ) k=1
(4.15)
De plus, on a ’estimation uniforme en L > 1 :
T3, (¢, %300, €)| < e i (1€1) (1 + |wol ) (4.16)

ol i ([€]) == cm+k(|£|)m72:n Z§:1 32™ et c(|€]) > 0 est une autre constante.

Le troisiéme résultat important de ce chapitre utilise ’expression des dérivées partielles
du noyau intégral de la résolvante du Théoréme 4.2 pour réécrire les grandeurs caracté-
ristiques (plus précisément leur prolongement analytique au domaine D¢ (Ep(wp))) de la
réponse (dia)magnétique du gaz quantique quasi-parfait :

Corollaire 4.3. Soient 3 > 0 et wy € R. Soient D(Ey(wp)), avec € = +1, les domaines
définis en (2.1). Soient z € De(Ep(wo)) et K C De(Eo(wo)) un compact tel que z € K.
Soit Tk le contour orienté positivement du type (2.14) inclus dans le domaine d’holomor-
phie ® de & — f(B3,2;€) := In(1 + eze™ %), voir (2.13).

Alors la pression grand-canonique a volume fini s’écrit encore comme :

€ 1 (1)
Bsn. 2 / ax ([ aeh(p 0 R yin. ) 417
( 0 ) ﬁLB 271' I ( ) L ( 0 ) yex ( )
Et la densité grand-canonique a volume fini s’écrit encore comme :
(B,wo, 2, €) == ﬁz@(ﬁ wo, 2, €) = N dx / d¢ R(l)(x ;wo, &)
PL sy W0,y <) L 82 s W0,y <) - L3 27'[' AL I‘K eﬁf/z—i— L )Yv 0 yex
(4.18)

ot & (€% /2 + €)™ est la distribution de Bose-Einstein (e = —1), Fermi-Dirac (e = +1).
Quant aux susceptibilités généralisées grand-canonique & volume fini, elles s’écrivent aussi :

xGn ) = (1) Shaae [ ax( [ act0507 E moyien)

n

—it(1) e [ 059 [ ax ST xoxn

k=1

Y7 (4.19)

avec ’];fngk( , w0, &) la fonction continue définie en (4.14).
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1. RESULTATS PRINCIPAUX

En particulier, pour Uaimantation et la susceptibilité! grand-canonique & volume fing :
X[{(ﬁ)w(h Z, 6) —

B (q) 5L32Zw /FK AEfe(B, 2:€) /A . /A da Ry (¢, 7 w0, )T 1(8 3 00,€) - (4.20)

c

€ 1

2
X7 (B, wo, 2, €) :2<Z) /BLS%/F d€ fe(B,2;6)-

/ dX-{/ dzl/ dZQR(Ll)(xaZlQWO,f)Tl,L(ZlaZ2§W07§)T1,L(227X§W07€)+
AL AL AL

- / dz RS)(XaZ;WOag)TQ,L(ZaX;WOag)} (421)
AL

Corollaire 4.4. Soient 3 > 0 et z € D(FEy(0)). Alors pour w € R assez proche de 0 :

2
Pu(B.0,20) = PL(0.0.2.0+ 5 (£) 23(5,0.2.0 + O

En particulier, ’aimantation en champ magnétique nul est identiquement nulle :
XL (B,w=0,2€ =0 (4.22)

Remarque 4.5. Les résultats du Théoréme 4.1 peuvent étre étendus sur Ay car Hp(w)
est essentiellement auto-adjoint sur {¢ : ¢ € C°(AL), ¢ | AL = 0}, voir chapitre 3.

Remarque 4.6. La théorie des perturbations magnétiques "régularisée” joue un role essen-
tiel. En effet I'expression des dérivées partielles du noyau intégral de la résolvante fournie
par cette théorie permet de mettre en évidence que les traces définissant la pression et les
susceptibilités généralisées grand-canonique & volume fini croissent au plus comme L3.

Remarque 4.7. Dans (4.7) et (4.16) les constantes c(|¢|) peuvent étre remplacées par des
polynomes en |£|. Quant a ¢ dans (4.7), d¢ = 0/(1 + [£]) avec § > 0 suffisamment petit.

Remarque 4.8. Les résultats du Corollaire 4.3 restent encore valables lorsque les domaines
De(Ep(wo)) sont étendus & De(eq(wp)) (dépendants de L).

Remarque 4.9. Par l'intermédiaire des opérateurs Tj 1, (wo, &) et T (wo, &) générés par
les noyaux intégraux (4.12) et (4.13), aimantation et la susceptibilité grand-canonique a
volume fini peuvent également s’écrire (de maniére plus concise) :
1 q\ € 1
XL (B, wo, 2,€) = — @%TTLQ(AL) défe(B3, 2 §) Rr(wo, §)T1,1(wo, §)

& Tx

€ 1

2
Xg(ﬁ,WQ,Z,E) :2<Z> ,8[/3271"1‘112(1\[’){/1—‘ dffe(ﬁaz§§)RL(W0>f)'

. {Tl,L(w07 §)T1,L<w(), ﬁ) - TQ,L(WOa 5)}}

LComme indiqué dans la chapitre 2, il s’agit ici seulement de la contribution liée aux moments magné-
tiques orbitaux des particules du gaz quantique confiné.
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CHAPITRE 4. THEORIES DES PERTURBATIONS MAGNETIQUES A VOLUME FINI

2 Analycité du noyau intégral de la résolvante a volume fini

L’objectif de cette section est de réécrire au sens des noyauzr le développement en sé-
rie de la résolvante & volume fini (2.30) (voir Proposition 2.21) afin de déduire I'analycité
locale de son noyau intégral. En particulier, on prouve le Théoréme 4.1.

Sa preuve repose non seulement sur l'utilisation des estimations (3.2) et (3.4), voir Propo-
sition 3.1 et Proposition 3.3 respectivement, mais également sur le Lemme 3.20.

Preuve de (i) Théoréme 4.1.

Soient wy € R et € € p(H(wo)) tel que dist(&, [e1(wp), +00)) = 1 > 0. On commence
par montrer que (0'Rr)(wp,&) défini en (4.5) est un opérateur intégral pour tout n € IN.
1 suffit pour cela d’utiliser que Ry, (wo, &) est borné de L2(A) — L>(Ay) (voir paragraphe
2.1, chapitre 3) et que les opérateurs S; 1 (wo, €), avec i € {1,2}, sont bornés sur L?(Ar).
Pour estimer les normes opérateurs de S; r,(wo, §), on utilise les estimations sur leur noyau
intégral a partir des Propositions 3.1 et 3.3. Ainsi il existe une constante ¢(|£|) > 0 uniforme
en L > 1 telle que :

—0g[x=y|
e %
V(x,y) € (AL x Ap)\ Dr,  [S1,0(x,y5w0,8)] < c(|€])L(1 + |WOD3W (4.23)
2e_6£‘x_)"
[S2,.(%, y; w0, §)| < e(l€) L ——— (4.24)
x — vl
avec d¢ > 0 suffisamment petit. Le facteur L provient de I'estimation |a(x)| < |x].
En utilisant que :
2 a
Va,b>0, Vt>0, te < <ba> o3t (4.25)
e
il existe une autre constante c(|£|) > 0 et un autre réél é¢ > 0 assez petit tels que :
i 3e_6§|x_y‘ .
V(x,y) € (AL x AL)\ D, |Sin(x,y;wo,&)| < (€))L (1 + |wol) x—y2 €{1,2}
(4.26)

D’une part, par le critére de Shur-Holmgren (voir par ex. [109]) :
I8:0ten. )] < max{ sup [ ay[usteyion €l swp [ axlSiabeyion o))
x€AL JAL yeAL JAL
< (1)L (1 + Jwol)?
(4.27)

et d’autre part :

| R (w0, €) 200 = o83 sup ( /A dyrRS><x,y;wo,§>\2)2Sc”uf\) (4.28)

XEAL

ol on a utilisé pour ces deux estimations les arguments de la preuve du Lemme 3.25; on
déduit, a partir de l'expression (4.5), l'existence d’une autre constante ¢(|£]) > 0 uniforme
en L > 1 telle que :

1
n!

0"Rp,

v N
n € 1IN, ERD

< (DL (1 + |wo )™ [ Rr(wo, ) ll2.00 < +00

2,00

(wo,§)
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2. ANALYCITE DU NOYAU INTEGRAL DE LA RESOLVANTE A VOLUME FINI

En vertu du théoréme de Dunford-Pettis (voir par ex. [101]), (0 RL)(wo, &) est un opérateur
intégral dans le sens :

Vo L), (R0 0)(x) = [ dy (LR yin, 0ly) D tout x € Ay

Par identification, pour tout n € IN*, son noyau intégral est défini sur (Az x Ap)\ Dy, par :

"R = . . . .
awnL (Xa y;wo, 5) = n! Z(_l)k A Z XZ(ZL cee azk)Jk,L(Zla cee >Zk)(xa y;wo, 6) (429)
k=1 ZjG{l,Q}k
avec Jy ,(11,...,1,)(-, - ;wo,§) défini d’abord en dehors de la diagonale Dy, par :

Jk,L(iL ey ik‘)(xay;woug) =
/ dz; - / dzy, R(Ll)(X7Z1§UJO7§)S711,L(Z17Z2§W07§) Sy, 0(Zr, Y w0, §)  (4.30)
AL Al

On s’intéresse maintenant a la régularité de Jy r,(i1,...,9)(-,;wo0,€).
La continuité sur (Ar x Ap) \ Dr, de Ji (i1, ... i) (-, ;w0,&) est une conséquence du
Lemme 3.20. En effet, pour k = 1, a partir des estimations (4.26) et (3.2), le Lemme 3.20
assure que (Xa Y) = (RL(wﬂa g)Sil,L(WO) 6)) (X) y) = fAL dz Rg) (Xu Z; Wo, g)Sil,L(z) y;wo, 5)
est continue sur (Az x Ar) \ Dr. Et d’aprés (3.71), il existe une constante ¢(|£]) > 0 telle
que :

%
D)y : 2 in ge_ 2
dz |RL (X7Z7w07£)5i1,L(ZaY?w07€)| <c (|£|)L (1 + ’wOD e ol
Ar x =yl
pour d¢ > 0 suffisamment petit. Pour k£ = 2, étant donné 'estimation ci-dessus, le Lemme
3.20 assure que (x,y) — fAL dz (RL(wo,ﬁ)Sil,L(wo,f))(x, 2)Si, 1.(2,y;wo,§) est continue
sur (Ar x Ap) \ Dr. Et d’aprés (3.71), il existe une autre constante ¢(|£]) > 0 telle que :

3
-7 Ix=yl
L e 7
/ dz [(RL(wo,§) S, (w0, §))(x,2)Si,,(2, ;3 wo, §)| < S(lENL (1 + |W0D6ﬁ
Ag -
Ainsi en appliquant k-fois le Lemme 3.20, on déduit que (x,y) — Ji (i1, ..., ik) (X, ¥; w0, §)
est continue sur (Az X Ap) \ Dy. Et il existe une autre constante c(|¢|) > 0 telle que :

[Tz (i1, -y i) (%, 35 w0, €)] < FHH(ENLAH k(L 4 fuwo])**

S (4.31)

Etant donné l'expression (4.29) du noyau, on déduit (4.7) & partir de l'estimation (4.31).
]

Remarque 4.10. L’utilisation de 'estimation commune (4.26) est le facteur limitant dans
la preuve de la régularité de Ji, 1,(i1,...,1) (-, ;wo,§).

En effet lorsque k = 1, si l'indice iy = 2 alors en vertu de l'estimation (4.24), le Lemme
3.21 assure que (x,y) — fAL dz R(Ll)(x,z;wg,f)SQ’L(z,y;wO,E) est continue sur Ay x Ap,.
Ainsi, si parmi les noyaux S, (-, ;w0,€) (1 < j < k) intervenant dans I'expression de
Je,n (i1, 508) (-, swo,€), il y @ au moins un noyau Sz (-, - ;wo, §), les arguments utilisés
ci-dessus assurent que Ji, 1,(i1,...,1) (-, ;wo,§) est continu sur Ay, x Ap.
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Remarque 4.11. Pour z réél, soit [x]| désignant la partie entiére par excés de z, i.e. le
plus petit entier supérieur ou égal & x. Pour tout entier n > 1, (4.29) peut encore s’écrire :

1 0"Ry,

! Own (x,y;w0,€) = (=1)" Z X (115 - 3 in ) Jn, L (X, ¥ wo, §)+

i;€{1,2}"

(X D ) S ity

1<k<[5] [F]1<k<n ije{1,2}F

Vu la définition (4.3) de la fonction caractéristique x7 (i1, ..., ), lasomme sur 1 < k < [§]
ne comporte que des termes identiquement nuls. Quant a la seconde somme sur [§] < k <
n, elle ne comporte que des termes continus sur Ay x Ay d’aprés la Remarque 4.10.
La singularité sur Dy, de (9"Rp)(-,-;wo,&) ne provient donc que du premier terme.

Preuve de (i) Théoréme 4.1.

Soient wy € R et & € p(Hp(wo)) tel que dist (&, [e1(wo), +00)) > 1 > 0.
Soit Ve 1,(wp) un voisinage complexe de wy sur lequel w — Ry (w, &) est B-analytique.
Soit ¢ € C3°(Ar). En utilisant que chaque (9 Rr)(wo, &) est un opérateur intégral, on a :

(Ru(w, O)p)x) = 3 @m0

/A dy (0L R)(x,y;w0,&)p(y) p.p. tout x € Ap
n=0 L

(4.32)
En utilisant I'estimation (4.7), il existe une constante c(|£]) > 0 et un réél J¢ > 0 suffisam-
ment petit tels que pour presque tout x € Ay, :

Z’w—woln/

n>0 A

n!

i "Ry,
n! Jwn

dy (X,y;wo,f)w(w'

—%Ix—y\
< c(J€D)||llos Z (c(1€])lw — wol L(1 + |w0|)3)ness sup /]R3 dy o>

Yy
n>0 x€eA |X - Y|
< ¢ (€D llelloo Y (4e(l€])w — wol L(L + |wo))*)"
n>0
ol on a utilisé que pour tout a > 0, sup,egs [gs dy %‘xyr‘ = (%)2 (voir par ex. [1]).

La série dans le membre de droite ci-dessus étant convergente pour w assez proche de wy,
le théoréme de Tonelli assure alors I'intervertion de I'intégrale avec la somme dans (4.32) :

(Re(w, &) (x) = /A dy )| W(é)ﬁm)(x,y;wmww p-p. tout x € Ag

n=0

et ce résultat peut étre étendu par continuité pour tout ¢ € L?(Ap), d’oi (4.8). Finalement,
puisque la série ci-dessus est uniformément convergente en x,y € Ay dés que [x—y| > d >
0, on conclut que I'application (x,y) — Rg)(x,y;w,ﬁ) est continue sur (A x Ap)\ Dp.

|
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3. DEVELOPPEMENT REGULARISE A VOLUME FINI

3 Développement régularisé a volume fini

L’estimation (4.7), sur la n-iéme dérivée partielle (par rapport a Uintensité du champ
magnétique) du noyau intégral de la résolvante a volume fini, rend compte de la singularité
de la perturbation (I’estimation croit polynomialement en L). Dans cette section, on établit
une nouvelle expression de la n-iéme dérivée partielle du noyau de la résolvante en utilisant
la théorie des perturbations magnétiques régularisée (voir par ex. [29], [30], [17]) consistant
a factoriser la singularité de la perturbation au travers d’un facteur de phase.

3.1 Préliminaires

Soient wy € R et & € p(Hp(wo)) tel que dist (&, [e1(wp), +00)) > 1 > 0.
Soient 75 1,(wo, €), i € {1,2}, les opérateurs bornés sur L*(Ar) de noyau intégral respectif :

V(x,y) € (AL x Ap)\ Dr, Ty r(x,y;w0,&) :==a(x—y)- (iVx +WOa(X))Rg)(X7y;W07€)

1
To.1(X,¥;wo,&) := §aQ(X - Y)R(Ll)(xa V;wo, &)

En vertu des Propositions 3.1 et 3.3, les noyaux T; 1.(-, - ;wo, &) sont continus sur (Az X
Ar) \ Dr. De plus, il existe une constante ¢(|£|) > 0 telle que uniformément en L > 1 :

3e_5§|X—Y|
Ty, L(x, y5 w0, €)| < e(|€))(A + wol) ™yl

|To,1.(x, y; wo, )] < c(|€])e %Y (4.34)

avec d¢ > 0 suffisamment petit. On a utilisé I'estimation évidente |a(x —y)| < |x — y|;
puis dans (4.34) on a utilisé (4.25). On déduit I’estimation commune uniforme en L > 1 :

(4.33)

—d¢|x—y
3€ 5| ‘

V(x,y) € (AL x Ap)\ Dr, [T L(x,y;w0,8)| < c(|€))(1 + |wol) ie{l,2}

(4.35)

Ix -yl

pour une autre constante c(|£|) > 0 et un autre réél é¢ > 0 suffisamment petit.
Par le critére de Shur-Holmgren, on déduit les estimations sur les normes opérateurs :

IT:,L(wo, ) < e(|ENA + lwol)® i € {1,2}

pour une autre constante c([¢[) > 0 uniforme en L > 1. )
Soit w € R et posons dw := w — wy. Soient T; 1, (w,wp, &) avec i € {1,2} et Rp(w,wo,§)
les opérateurs “régularisés” sur L?(Az) définis par leur noyau intégral respectif :
ﬂ,L(va;w7w07§) = ei6w¢(X7y)ﬂ,L(X7y;w07§) { € {1’ 2} (436)
RS) (Xa Y;w,wo, f) = ei6w¢(x’y) Rg) (X’ Y;wo, &-)
A Dexception du fac‘Eeur de phase ¢(x,y) = %83 - (y Ax), le noyau intégral de Ry (w,wp, &)
(respectivement de T 1(w,wo, §)) est le méme que celui de R (wo,§) (resp. de T; 1 (wo, §)).

Utilisant & nouveau le critére de Shur-Holmgren, Ry (w,wo,&) et T; 1(w,wp,&) sont des
opérateurs bornés sur L2(Ay), i.e. il existe une autre constante c(|£]) > 0 telle que :

max { || Rr(w, wo, )|, IR (w0, E)II} < e(€),
max {[|Ti,r(w, wo, )|, 1Tz (wo, )1} < e(I€)(L + |wol)®  (4.37)
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De plus ils appartiennent tout deux a la classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt :

1R (w, w0, )|, = \/ /A d"/A dy| R (x, y; w0, )12 = |Re (w0, €)l|, < e(|€])|AL|?

1T (@, w0, E)ll3, = 1T, (w0, ), < (€)1 + lwo))*|AL]2 i € {1,2}

pour une autre constante c(|¢]) > 0.

Soient j > 1 un entier et (i1,...,4;) € {1,2}/. Pour tout w € R, introduisons les familles

d’opérateurs de Hilbert-Schmidt sur L2(Ay) définies par :

Jin (i1, ... i) (w,wo, &) i= Rp(w,wo, )Ty 1 (w,wo, &) ... Th,_y 1. (w, wo, )Ty, 1 (w, wo, €)
(4.38)

et pour tout entier k > j > 1,

> Xy i) din(in, i) (w w0, €) (4.39)

Jj=1 i e{1,2}7

Ij;c,L(wv wo, 5) =

Pour w € R tel que £ € p(Hp(wp)), le résultat suivant fournit un développement de la
résolvante Ry (w,&) faisant intervenir les opérateurs régularisés définis ci-dessus.

Proposition 4.12. Soient wy € R et & € p(Hr(wp)). Soit w € R tel que £ € p(Hr(w))
aussi. Posons dw = w—wq. Alors en tant qu’opérateurs de Hilbert-Schmidt, on a l’identité :

Rp(w,&) = Rp(w,wo, &) + Z YT (w, w0, €) + Tngr,1(w, wo, €) (4.40)
k=1
avec !

IZN;“L+1,L(W7 wo, 5) =

n—1 n

(5w)n+1{2(5w kZ Z XkJrnJrl Zla“') .j)jj,L(ila"'7ij)(wvw07£)+
k=0 Jj=1 ue{l 2}
n+1 n+1 ~
+ (_1)7L+1 Z(éw)k Z XfliTll+1(Zla e ,’in+1)RL(W, 5) H EM’L(W,WD, 5)} (441)
k=0 je{1,2}t1 m=1

Preuve Proposition 4.12.
Soient wp € R et & € p(H(wo)). Soit w € R tel que & € p(Hr(wp)) également.
Au sens des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur L2(A ), on prouve d’abord I'identité :

(w E) (w wo, 5) - RL (w7 g)TL (w7 wo, 5) (442)
avec T, (w, wo, &) I'opérateur borné sur L2(Ay) défini par :
TL ((A), wo, é-) = 5le,L(w7 wo, f) + (5w)2T2,L(w7 wo, g) (443)

ol ﬁ,L(w, wo, &), avec i € {1,2}, sont les opérateurs générés par les noyaux (4.36).
Remarquons d’abord que a(-) étant la ”jauge symétrique”, pour chaque y € Ay, fixé, on a
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I'identité valable sur Dom(Hp,(w)) = Dom(HL(0)) := {¢ : ¢ € C®°(AL), ¢ | OAL = 0} (le
domaine sur lequel Hp(w) est essentiellement auto-adjoint) :

(—iVx — wa(x))ewey) = woy)(_iy, — woa(x) — dwa(x —y)) (4.44)
En utilisant d’une part (4.44) suivi par des intégrations par parties, et d’autre part que le
noyau R(Ll)(' ,+;wo, &) est solution de I'équation au sens des distributions :

(Hi(w0) = RE (%, y:w0.€) = 6(x ~ y)
on obtient une identité d’abord valable pour ¢ € Dom(H, (w)), et ¥ € Cg°(Apr) :
(Hr(w) = &)@, Ri(w, w0, &)0) = (0, ¥) + (o, Tr(w, w0, E)v) (4.45)
Puisque lopérateur 17, (w,wo, &) est borné sur L?(A ), application :
Co(AL) ¢ = ((Hi(w) = &)p, Ri(w, w0, E)¥)

peut étre étendue en une fonctionnelle linéaire et bornée sur L2(A ). Comme Hp (w) est es-
sentiellement auto-adjoint sur Dom(H,(w)), lapplication ¢ +— ((Hp(w)—€)p, R (w,wo, £)1),
avec ¢ € L?(Ap), peut étre étendue sur D(Hp(w)) (le domaine d’auto-adjontion).

Par conséquent V1) € L?(Ar), Ry (w,wo, €)Y € D(Hyp(w)), d’ou :

<907 (HL<W) - f)RL(wa wo, €)¢> - (‘Pa ¢> + <()07 TL(w7w07 §)¢>
puis par un argument de densité :
(HL(W) - f)RL(W, wo, g) =1+ TL(W,W(), 6)

ce qui achéve la preuve de (4.42).
Maintenant en itérant n-fois (4.42), il vient au sens des opérateurs de Hilbert-Schmidt :

Rp(w,&) = Rp(w,wo, & []lJrZ M(To(w woaﬁ))k} +(_1)n+1RL(wv5)(TL(W7‘U075))“+1

En reprenant les arguments utilisés dans la preuve de la Proposition 2.21, on a :

n

ST (1P (wT L w, w0, €) + (0w)*Ta,L(w, w0, €))* =

k=1

Z(éw)kZ(—l)j Z Xg (i1, . H (w, wo, &)+

k=1 j=1 ie{1,2} m=1
2n n J
+ ) W) (=17 DT G- T, .1(w, wo, €)
k=n+1 7j=1 i1€{1,2}7 m:l

et I'identité suivante :

(=1)" 'Ry (w, &) (Tr(w, wo, )" =

2n+-2 n+1
D™ YT Gw) Y xEG i) Ruw, ) [ Tin(w,w0,6)
k=n-+1 {12yt m=1
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Remarque 4.13. Le développement (au sens des opérateurs) de la résolvante (4.40) en
puissance de dw n’est pas complet puisqu’il comporte encore des opérateurs régularisés
(dépendant encore de w). Il est donc nécessaire de poursuivre ce développement au sens
des noyaux pour faire “sortir” tous les dw. Ceci est 'objet du prochain paragraphe.

3.2 Preuve du Théoréme 4.2

Soient wy € R et & € p(H(wo)) tel que dist (&, [e1(wo), +00)) =71 > 0.
Soit Vg, 1,(wp) un voisinage complexe de wy tel que pour tout w € Ve 1,(wo), & € p(Hp(w))

(c’est toujours possible car H(w) est un opérateur m-sectoriel, voir Lemme 1.23) et tel

que pour tout (x,y) € (A x Ap) \ Dr, Ve r(wo) 2 w — Rg)(x,y;w,ﬁ) soit analytique.

En réécrivant le développement (4.40) en termes des noyaux intégraux correspondants, on

obtient pour tout w € Ve 1,(wo) NR (sur cet intervalle R(Ll)(x, y; -, &) est analytique réélle) :

V(x,y) € (AL x A)\ D, R (x,y;0,8) = 0N R (x yiw, )+

+ Z(éw)k,j;c,[/(xv y;w,wo, 5) + jvl,n-‘rl,L(Xu y;w,wo, §> + j—Q,n-i—LL(Xa y;w,wo, g) (446>
k=1

avec pour tout entier k > 1 et pour tout (x,y) € Ap X A :

k
%,L(X7Y;waw075) = Z(_l)j Z X?(Zlavz])/ dzl"'/ dZ]
j=1 AL AL

1e{1,2}
] eiéw(¢(x,z1)+¢(z1,z2)+~--+¢(Zj,Y))R(Ll)(X, z1; w0, €)Ty,.1.(21, 223 wo, £) - - -
Ty (21, 25,00, §) Ty, (25, y; w0, &) (4.47)

ainsi que pour tout entier n > 1 et pour tout (x,y) € Ay x Ap :

n

n—1
Ij;l,nJrl,L(Xv y;,w,wo, f) = (5w)n+1 Z(éw)k Z(il)j Z X?+n+1(ila s 71])
k=0

Jj=1 ie{1,2}7

/ le"'/ deR(Ll)(xyZl;wawoaﬁ)fil,L(Zl,ZQ;%WmQ"'Tij,L(ZpY;W,wmf)
AL AL

n+1
%,n+1,L(X7 y;w,wo, g) = (_1)n+1(6w)n+1 Z(&"})k Z Xﬁi?+1 (ilv cee )in+1)'
k=0 e{1,2}+1

' / le v / dzn+1 R(Ll) (X7 Z; wv&)j:‘il,L(Zl) Z2;W,Wo, f) s T%n+1,L(Z7L+17 y;w,wo, 6)
Ap Ar

Remarquons que le noyau ’j}gL( , s w,wp, &) défini en (4.47) est continu sur Az, x Ar. Pour
le voir, il suffit d’appliquer j-fois le Lemme 3.21 étant donné (3.2) et I'estimation commune
(4.35) (une méthode similaire a déja été utilisée dans la preuve de (i) Théoréme 4.1 page
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105). De plus, puisque ’exponentielle peut étre majorer par 1, on déduit l’existence d’une
constante ¢(|€|) > 0 telle que uniformément en x,y € Ay et L > 1 :

Ty, (%, ¥ w, wo, €)| < FF(EN (L + wol)** (4.48)

Notons qu’on dispose également des mémes propri¢tés de continuité pour les noyaux
Tint1,0(c s 5w,w0,8) et Tapp1n(-, 5w, w0,8).

Développons maintenant ’exponentielle, en facteur du noyau R(Ll) (-, ;wo, &) dans (4.46),
en série entiére. Pour tout x # y, on a :

. " x
eZ&U(b(X’y)RS) (X> Yy wo, 5) = Z(éw)ka( )(X y:wo, §) + 75),71+1,L(X7 y,w,wo, g)
k=0 '
(4.49)

avec .

00 . k
7§,n+1,L(X>Y§W,W075) = Z (5w)k(%¢()(]€7!y>)R(Ll)(X7y;w07f)

k=n+1

Développons également ’exponentielle en série entiére a 'intérieur de (4.47). En utilisant
pour n € IN* la quantité Fl,(x,z1,...,2y) := ¢(2n, X) + ZZ;& &(zk, Zg+1), Zo *= X, 0n & :

\V/(Xay) € AL X ALv ,j;c,L(XaY;waw[% Z &‘J m,z;ﬁL X Y7w055) (450)
m=0

avec (en utilisant la convention 0 = 1) :

Z X?(il,...,ij)/ dzl---/ de'
; A Ar

Jj=1 ip€{1,2}J

. (i(Flj(x, z1,...,25) — ¢(zj,x) + qﬁ(zj,y)))m

m)!

TiL (%, y;wo,§) =

R(Ll)(X, z1;wo, &) T4, 1(21, 223 w0, &) - -
~Ti;_y . 0(Zj-1,255w0,§)Ti;,0(25, y;w0,§)  (4.51)

ol on a utilisé le théoréme de Fubini pour intervertir la somme avec les intégrales compte-
tenu du fait que l'estimation |p(u,v)| < v/3L? entraine que :

}i(Flj(x, Z1,.. -, Zj) - ¢<Zj7x) + ¢(Zj7}’))‘ < 2(] + 1)L2

Notons également que la fonction 7,'; (-, - ;wo, §) est continue sur Ar, X Ar. En effet, a partir
de la définition de F1; comme somme de phases, il suffit d’utiliser la formule du multinéme
pour répartir chacune des phases (avec une certaine puissance) sous les intégrales. I1 reste
ensuite a appliquer j-fois le Lemme 3.21 pour chaque terme de la somme.

On a besoin pour continuer du lemme suivant :
Lemme 4.14. Pour tout (x,y) € Ar x Ar, on a Uidentité :

Z i 5w m,];cLXY7w07§ —Z(SW ZTk me;wO,f)

k=1
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Par I'intermédiaire du Lemme 4.14, on obtient :

V(Xa.Y)GALXALa Z kz %nyvw())f)_
k=1 m=0
n k
k Z k7 m X y,woag) + ﬂ,nJrl,L(Xay;wawOag) (452)
k=1 m=1
avec . n o
Tin1,0 (% y;w,w0,) = > _(0w) > (6w)™ T, (%, ¥ wo, §)
k=1 m=n—k+1

Au final & partir de (4.46), en réunissant (4.49) et (4.50) sachant (4.52), on a :
V(x,y) € (A x Ap)\ Di, Ry (xy3w.6) =
(1) o Lot y)® )  m
Ry (%, y5w0,6) + ) _(0w)" ) Ry (k. yiw0,€) + ) T (. y5w0, €) o+
k=1

m=1
2

+ Z ji,n-&-l,L(Xa Yy;w, wo, f) + 7?3,71+1,L(X5 Y;w,wo, &-) + ﬂ,nJrl,L(X’ Y;w,wo, é-) (453)
=1

Par construction, les quatres termes dans la derniére ligne de (4.53) ont chacun leur n
premiéres dérivées partielles (par rapport a w) évaluées en wp égales & 0. On peut alors
identifier la n-iéme dérivée partielle évaluées en wy de la partie hors diagonale du noyau
de la résolvante comme le coefficient multipliant la puissance n-iéme de dw, d’ou (4.15).

Reste & prouver (4.16). Soient x € Ar, m > 1 et k > 1 des entiers. A partir de (4.51),
en utilisant les estimations (3.2) et (4.35), il existe une constante c¢(|£|) > 0 telle que :

=N

LS BRI MU A G [ i [z [z

|Fl;(x,21,...,25)|" e O¢lx—21] g —d¢|z1 2] e ¢l —x|

m) ' |x —z1| |z1 — 22 |z; — x|

pour ¢ > 0 suffisamment petit. Etant donné (4.11) sachant (4.10), on a l'estimation :

j—1 1
’Flj(X,Zl, e ,Zj)‘ S Z Z |Zl/_1 — Zl’HZl — Zl—}-l‘: Z) - — X

I=17=1
D’ou :
—O¢|x—z1| o—0¢|z1—22] —b¢|zj—x|
IFL(x,21,...,2;)|™" ¢ .

Ix —z1| |z1 — 272 |z; — x|

j—1 1 e—%|x z1|e m\zl z3| e—%|zj—x| m

< (ZZ 2y, — 2yll2s — 2001] . . > (.54
I=17— [x — 21| |2y —z2|m |z —x|m
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Pour 1<1<j—1,1<0 <letzy:= X,Z1,...,%j € A];rl, il existe c'(\§|) > 0 telle que :

e mlx Z1| e m‘zl ZQ‘ e m|z] X|

‘Zl/_1 _Zl’Hzl —Zl+1’ T T T

x — 2| |z —zofw |z —x|m

S 3 £
— o [x—21| 5|21 22| — 50 125 —x]
/ e 2m e 2m e 2m
>C (|£|)m2 1 1 1 (4'55)
x —zi|m |21 —z2|m  |z; —x|m

ol on a utilisé (4.25). Puis en insérant (4.55) dans (4.54) :

—d¢|x—21| o—0¢|z1—22] —d¢|z;—x%|
e Y% e % e %14
|F1j(X,Zl,...,Zj)|m
|x —z1| |21 — 22 |z; — x|
lxm] -l m| o Elzx
|§‘ <Zlm )
x —z1| |z1 — 29 zj — x|
——ﬂx—zﬂ —6—§|z1—z2| —6—5|z-—x|
’ . e 2 e 2 e 2177
< (c (g™ (52m*)™ e
x —z1| |z1 — 22| |z — x|

Par le Lemme 3.25, il existe une constante ¢ (|€]) > 0 telle que :

3 ¢ O¢
e~ o Ix—71l g— Tzl 57X "
sup/ dzl/ d/ dz; < ¢"(l¢l)
xeR3 JR3 R3 R3 Ix —z1| |21 — 22 |z — x|

Au final, il existe une autre constante ¢(|£]) > 0 (uniforme en L > 1) telle que :

VxeAL, |Tp(x x5w0,8)| < (1)) ( - Zj2m> + |wol)3*

4 Application aux grandeurs grand-canonique & volume fini

L’objectif de cette section est d’exprimer les traces par unité de volume définissant, en
(2.3) et (2.9) respectivement, la pression et les susceptibilités généralisées grand-canonique
a volume fini en fonction des dérivées partielles (par rapport a l'intensité du champ ma-
gnétique) du noyau intégral de la résolvante & volume fini. En particulier, on prouve le
Corollaire 4.3. On utilisera pour cela I'expression des dérivées partielles obtenue & partir
de la théorie des perturbations magnétiques régularisée (cf. Théoréme 4.2) puisque celle-ci
a I'avantage de fournir une estimation sur les traces de l'ordre de L? au plus.

Ceci s’avérera d’une importance capitale pour la méthode développée dans le chapitre 5.

Soient § > 0, wp € R. Soient z € D (Ep(wp)) (les domaines définis en (2.1)) et K C
D.(FEo(wo)) un compact tel que z € K. Soit ', un contour orienté positivement du type
(2.14) inclus dans le domaine d’holomorphie ® de & — fo(8, ;&) := In(1 4 eze™5), voir
Lemme 2.6. En tant qu’opérateurs a trace sur L?(Ay) (voir Théoréme 2.2), introduisons :

oIy, o i "Ry,
w

- —BHL(wo)y — .
o (B, 2,0) 1= G In(L e 1) = - [ a5,

(wo,§)  (4.56)
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ot (R (wo, &), n € IN*, est défini en (4.5) ; et par convention (0% Ry, )(wo, &) = Ry (wo, ).
Basé sur le Théoréme 4.1, on prouve d’abord le résultat suivant :

Proposition 4.15. Soient > 0 et wy € R. Soient z € D (Eo(wp)) et K C De(Eo(wp))
un sous-ensemble compact tel que z € K. Alors :

(7). Pour tout n € IN, (01Z1,)(B,wo, 2, €) est un opérateur intégral.

(13). Son noyau intégral (O2IL)(-,-; B, wo, z,€) est continu sur A, X Ap, et est défini par :

oL ; "R\
ﬁ(X,Y;ﬁ,wo,Zﬁ) = ). dé fe(B, 2 €) &Uﬁ (x,y;w0,§) quand x#y (4.57)
K
T i o R\
auﬂf (XaX;/67w07Z76) = 277(/1" d§f€(67z;‘£>aw7[;(X7Y;w07‘£>) (458)
K y=x

avec (Q?)R(Ll))(' ,wo, &) = Rg)(' ,wo, &) et (3£Rg))(- ,swo, €), n € IN*, défini en (4.6).
De plus, pour tout entier n > 0, il existe une constante ¢, = (3, K,n) > 0 telle que :

1
n!

o"T
V(X7Y) S AL X AL7 an(X,y;/B,WO,Z,G) S ann(l + ’wo‘)gn (459>

Preuve (i) Proposition 4.15

1 suffit de montrer que (97Z1)(3,wo, z,€), n € IN, est borné de L*(Ap) — L>®(Ayp).

La présence de l'intégrale par rapport a la variable £ dans (4.56) nécessite de connaitre
explicitement la dépendance en & dans les constantes ¢ (|€]) et ¢ (|€]) en (4.27) et (4.28).
En vertu des Propositions 3.1 et 3.3 respectivement, il existe un réél § > 0 suffisamment
petit et un polynome p(-) tels que :

5
e*mh‘*ﬂ

VeeTk, |RM(xyiwo, &) <p(€]) x4y (4.60)

x —yl

5
BG*T\EHX*Y\

S, (x, 35 w0, )| < PIENL (1 + |wol) k=7 ie{1,2} (4.61)

Les constantes ¢ (|€]) et ¢ (|€]) peuvent donc étre remplacées par des polynémes p(|€])
pour tout £ € I'. A partir de (4.56), en utilisant ces deux estimations et la décroissance
exponentielle de f¢(3, z; - ) sur le contour 'y (voir Lemme 2.7), il existe un autre polynéme

pn(|€]) tel que :

1
n!

oIy,
ow™

(ﬂvwﬂu 2, 6)

< I(1 + Jwo))™ / €] pu (D)5 (8, 2 €)] < +o0

2,00 'k

La notation py,(|£]) siginifie ici que le degré du polynéme est de la forme xn, avec k > 0.
Le théoréme de Dunford-Pettis (voir par ex. [106]) assure que (91Zr1)(8,wo, 2, €) est un
opérateur intégral dans le sens : pour tout ¢ € L?(Ay) et pour presque tout x € Ay,

((O1T1)(B, w0, 2, )p) (x) = /A dy (B1T1)(x, y: . w0, 2 ) (y)
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Identifions maintenant ce noyau. Soit ¢ € C5°(Ar). En vertu de (4.56) :
(O2T0) B 0) () = 5 [ (8,56 (@Ru)w )) (x)  pop. tout x € Ay
=5 L AR50 [ dy @R yien O (462

En reprenant les arguments de la preuve de (4.7) avec les estimations (4.60) et (4.61) (il
suffit de remplacer toutes les constantes par des polynémes p(|£|)), on montre que pour
tout n € IN, il existe ¢, = ¢(n) > 0 et un autre polynoéme p,(-) tels que V& € 'k :

)
1 |9 RY) : o) Tyl
Yxy) € A x ANDL | T yin, O] < pEDE (L )"
(4.63)

avec 6 > 0 suffisamment petit. Puis en utilisant la décroissance exponentielle de f.(3, z; - )
sur le contour I'g, 'estimation (4.63) permet d’obtenir :

p.p. tout x € Ag, / ] [£.(8, % 6)| /A dy [ RY) (x, y: w0, E)p(y)

[
—c(n) 13y -y

< nlllplloo L"(1 + wo|)*" / 4] pr (€D IFe(5. 25 €)] /Rgdye x—y]

<l L (1 + [wo))*" / €] P (DB, 2:€)| < 4o

1%
—e(n) 7 Py 1+ .
oyl = (c(n|)£5‘)2 (voir par ex. [1]).
Le théoréme de Tonelli assure alors 'intervertion des intégrales dans (4.62), et pour presque
tout x € Ay, on a l'identité :

ol on a utilisé supycps ng dy ©

1
(@225 00,2, 0) () = [ dy (2 [ i Z;f)(agRS;l))(XJ;wo,5)@(3’))
AL T JTk
(4.64)
qui peut étre étendue par continuité, (9"Z1)(3,wo, 2, €) étant borné, Vo € L2(Ar).
|

Sans modifier la définition (4.56) de opérateur (01Z1,)(f3, wo, 2, €), en raison d’une part
de l'estimation (4.63) et d’autre part de la décroissance exponentielle de f.(53, z; - ) sur le
contour I'g, la seule chose qu’on puisse prouver est que (01Zr)(-,-; 3, wo, 2, €) est continu
en dehors de la diagonale Dy, et obéit a une estimation du type :

10"y,

119, cn L™ (1 4 |wol)®?
n!| dw™

Ix -yl

V(XaY>€(AL><AL)\DLa X,y;ﬁ,WO,Z,E) S

pour une constante numérique ¢, = ¢(3, K,n) > 0.

La méthode utilisée pour prouver la continuité sur Ay, x Az de (92Z.)(-,-; B, wo, 2, €)
consiste a faire apparaitre une résolvante supplémentaire dans ’expression (4.5). Pour cela,
il suffit de faire une intégration par parties par rapport a la variable £ dans (4.56).

Pour la suite, on a besoin du lemme suivant (sa preuve se trouve en annexe) :
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Lemme 4.16. Soient f > 0 et wg € R. Soit K C D(Ep(wp)), € = £1, un compact.

Soit T un contour orienté positivement du type (2.14) inclus dans le domaine d’holomor-
phie ® de & — f(3, ;&) := In(1 + eze™5¢), voir Lemme 2.6.

Alors toute primitive de f¢(3,z;-) est également holomorphe sur le domaine ©.

De plus, parmi ces primitives, on peut toujours en choisir une exponentiellement décrois-
sante sur le contour U, i.e. il existe Fe(B3,z;-) et une constante ¢(3,K) > 0 tels que :

Vze K, VEeTk, [F(B,%8)<c(p K)e 2" (4.65)

Et pour tout polynome p(|€|), il existe une autre constante c(, K) > 0 telle que :

VzeK, /F el [pUEDIE(B, 2 €)| < (B, K) < +oo (4.66)

Preuve (ii) Proposition 4.15

On commence par prouver le cas particulier n = 0.

Considérons Popérateur (99Z1)(3,wo, 2, €) := In(1 + eze #Hr(«0)) Soit F.(3, z;-) une pri-
mitive de f.(53, z;-) choisie comme dans le Lemme 4.16. Puisque le contour ' est inclus
dans le domaine d’holomorphie de F.(f3,z;-) Vz € K, par une intégration par parties :

(8T1) (B,w0, 2,€) = — /F A€ 5B, 2 ) Re (w0 &) = —— [ A€ Fu(B, 2 €) B2 (w0, €)

27 27 Jry

Par identification (voir méthode page précédente), le noyau intégral de (0°Z1)(8,wo, 2, €)
peut encore s’écrire :

l
VO0y) € AL X Ary (BT B, 2ve) =~ | AER(B,HORY (x,yi00.)
K

ol R(LQ)(‘ ,-;wo, &) est le noyau intégral de R% (wp, €). Puisque R(L2)(' ,+3wo, &) est continu
et uniformément borné, pour tout { € ', par un polynoéme p(|¢|) (voir Corollaire 3.2), le
théoréme de continuité sous le signe intégrale assure que (99Z.)(-,-; 3, wo, 2, €) est continu
sur Az, X Ay et uniformément borné par une constante ¢y = ¢(3, K) > 0.

Prouvons maintenant que pour tout entier n > 1, le noyau (92Z1)(-,-; 3, wo, 2, €) est
continu sur Az x Ap. Par une intégration par parties par rapport a la variable £ dans (4.56)

compte-tenu de (4.5), pour tout n > 1, (9Z1,)(f, wo, 2, €) peut également s’écrire comme :

n

(QZIL)(ﬂva?z?e) = _n!iZ(_l)k Z XZ(ilﬂ"'ﬂik)/I: d€F6(57Z§§)RL(w07§)‘

k=1 ije{1,2}k

k
- (Jk,L(il, i) (@0, §) + Y Sk p(wo,€) - S 1w, €) - "Sik,L<w07§)) (4.67)

m=1
ol S'Z'W“L(U)Q, €), avec i, € {1,2}, désignent les opérateurs bornés sur L?(Ap) définis par :

S1,1(wo, €) = a(x) - (iV + woa(x)) R} (wo,£),  S2,0(wo,§) = %aQ(X)R%(wo,f)
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Ces deux opérateurs sont générés par leur noyau intégral défini respectivement par :

V(x,y) € (AL x Ap)\ Dy, S’l,L(x,y;wo,f) =a(x)- (iVx + woa(x))R(LQ)(x,y;wo,ﬁ)

. 1
V(x,y) € AL x Ap,  Sorn(x,y;wo,§) := §aQ(X)R(L2)(XaY;w0,§) (4.68)

Clairement 5’27L(- ,+5w0, &) est continu sur Ay x Ay alors que gle(- ,+;wp, &) est continu en
dehors de la diagonale Dy,. Pour le voir, il suffit d’utiliser le Lemme 3.20 étant donné que :

gl,L(va;w()ag) = / dz Sl,L<X7Z?‘UOaf)R(Ll)(Zvy;WOyf) X 7& y
Ar

Par ailleurs, il existe un réél § > 0 suffisamment petit et un polynéme p(-) tels que :

36—%|§|Ix—y\
Ix -yl

Partant de (4.67), le noyau intégral de (92Z1)(f3, wo, 2, €) est défini d’abord en dehors
de la diagonale Dy, par :

(anIL)<X Yy IB,WO,Z 6) _n'LZ(_l)k Z XZ(lh’Zk)/F dgFE(/B7Z7£)
' </A dz Rg)(X,EWOaf)Jk,L(il, sy Y'k‘)(zvyaw(bg)—'_

+Z/ dz R xz;wo,g)f,gjL(il,...,z’k)(z,y;wo,g)> (4.70)

ot (i1, .,%%) (-, ;wo, &) est défini en (4.30) ; et avec la convention zg 1=z, z; :==y :

IkL(Zl,---, k)(2,y;wo, &) -=/ dZ1"'/ dzy_1 S, 0(2,21;w0,€) - - -
AL AL

"Sim,L(melaZm;WOaé)"'Sik,L(Z/C—MY;wOaé-)a me {]-’ak} (471)

La continuité sur Az, x Az de (O2ZL)(-,-; 3, wo, 2, €) est une conséquence du Lemme 3.21.
En effet, en raison de 'estimation (4.31), le Lemme 3.21 assure que la fonction (x,y) —

fAL dz R(Ll)(x,z;wo,f)JkL(il, ooy ik)(Z,y5 w0, &) est continue sur Ap X Ap.
Par ailleurs, il existe un polynéme pg(-) tel que uniformément en x,y € Ay, :

vg € FK) / dz’Rg)(x7z;w07§)Jk,L(i17”'7ik)(z7y;w07§)’ Spk(’é“)L“Jr+lk(1+|w0’)3k
Ar
(4.72)
La continuité de (x,y) +— fAL dz R(LI)(X,z;wo,f)IAg?L(il,...,ik)(z,y;wo,g) sur A x Ap
est assurée par la présence d’'un noyau du type S’im’L(- ,+;wo,&) dans expression de
IAIZ”L(il, ey ig) (s, - wo, &) puisquil permet d’obtenir une estimation de la forme :

5
—C117e lz—y|

2 . . i1t €
I (s i) (2, 5500, ) < pr (€L (1 4 Jwo])*" z#y (473)
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pour un autre polynéme py(- ), avec ¢ = c¢(k) > 0 et 6 > 0 suffisamment petit.
Par conséquent, il existe un autre polynéme pg(-) tel que uniformément en x,y € Ay, :

VE €Tk, /A dz |RY (x, 2500, ) I (i1, ., i) (2, y3 w0, €)| < pr([€]) L% (14| wo)2*
L

(4.74)
Les estimations (4.72) et (4.74) ainsi que la décroissance exponentielle de Fe(3, z;-) sur
'k permettent d’obtenir d’une part que (9"Zr)(-,;5,wo, 2,€) est continu sur Ay x A,
par le théoréme de continuité sous le signe intégrale et d’autre part l'estimation (4.59).
Notons que d’aprés (4.64), le noyau intégral de (9"Z1)(5,wo, 2, €) s’écrit également :

(O0Zr)(x,y; B,wo, 2, €) = ;W/F A€ Fe(B, 2 ) (OLRM) (%, y3w0,6) x Ay

Comme (02Z1)(-,-; B, wo, 2, €) est continu sur Az, X Ap en vertu des arguments ci-dessus,
cela signifie que I'intégration par rapport a la variable & de f.(/3, z; - )(Q’jR(Ll))(x, y;wo, - ) fait
disparaitre la sigularité sur la diagonale des dérivées partielles du noyau de la résolvante :

Vx € AL, (90T0)(x,%; Brwo,2,€) = 2W( A few,z;@(asRS))(x,y;wO,g))

y=x
[

Remarquons que la borne supérieure sur (97Z1)(x,y; 3, wo, 2, €) fournie par (4.59) est
de I'ordre de L". Il s’ensuit qu’une borne supérieure de sa trace sera de l'ordre de L"+3.
Cependant, pour les besoins du chapitre 5, on souhaite une borne supérieure de l'ordre de
L? au plus. C'est 1a que le développement régularisé de la section 3 trouve son intérét.

Basé sur les résultats du Théoréme 4.2, on établit :

Proposition 4.17. Soient § > 0 et wy € R. Soient z € D(Ep(wp)) et K C De(Ep(wp))
un sous-ensemble compact tel que z € K.
Alors le noyau diagonal de Uopérateur (O"Z1)(5,wo, 2,€), n € IN*, peut s’écrire :

n

vxedn GGxifun o —nly [ Ah(6,59Y Tk (01
Tk =1

ow™

ot ’Z;CmL( , w0, &), avec m € IN, est la fonction continue définie en (4.14).

De plus, pour tout entier n > 0, il existe une constante ¢, = c(B,K,n) > 0 telle que

uniformément en L > 1 :
VxeAp,

< e+ lwo)) ™" (4.76)

1{0™7
'a L(X,x;ﬁ,wo,z,e)

ow™

n!

Preuve Proposition 4.17
A partir de (4.58) et compte-tenu de (4.15), il vient pour tout x € Ay, :

G e B .6) = - (i0(x.) </K 4 few,z;f)RS)(w;wmf)) yox |
i e
=+ 'I’L'g < /FK dg fe(ﬁ, Z5 5) ’;:1 ﬁva(X, Y;wo, f)) yex
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Comme ¢(x,x) = 0 et que 7"} (-, ;wo,&), avec m € IN, est une fonction continue; on
obtient directement (4.75). Enfin, en faisant apparaitre la dépendance explicite en |€| dans
les constantes intervenant dans la preuve de I'estimation (4.16), on prouve 'existence de
deux polynoémes pg(-) et g,(-) tels que uniformément en L > 1 et x € Ap, :

vEeTk, [T " (%xw0, )| < pr(1€)an(I€) (1 + wo )™
Il reste a utiliser la décroissance exponentielle de (5, z; - ) sur I'x pour obtenir (4.76).
[ |

Preuve Corollaire 4.3
Considérons d’abord le cas de la pression grand-canonique & volume fini défini en (2.3).
Puisque l'opérateur (99Z1)(8,wo, 2, €) := In(1 4 eze #HL(“0)) est & trace et que son noyau
(O°ZL)(-,-; B, wo, 2, €) est continu sur Az x Ap, (voir (ii) Proposition 4.15), il vient :
T,
PL(ﬁ,uJO,Z,C) = [36-[/3//\[1 anTé/(X,X;/B,WO,Z,E)

— s | ax( [ aer0.59m oy 0)

Le cas de la densité grand-canonique se déduit immédiatement de I'expression ci-dessus en
utilisant le fait que pr (8, wo, 2, €) := B2(0,Pr) (B, wo, 2, €).

Considérons enfin le cas des susceptibilités grand-canonique a volume fini définies en (2.9).
Puisque lopérateur (02Z1)(3,wo, 2,€) = 6%; In(1 + eze PHL(@0)) n € IN*| est a trace et
que son noyau (O%Z1)(-,-; 3, wo, z, €) est continu sur Az, x Ay, (voir (ii) Proposition 4.15) :

y=x

" o"T
e, o= (1) 55 [ a0
L

Il reste & insérer 'expression du noyau diagonal en (4.75) pour obtenir :

Ve N, XP(Bwo,z€) = n!(q> STiar /FK défe(B, 2 €) /A dx Y T (x, %500, )

c
k=1

ot on a utilisé le théoréme de Tonelli, justifié par l'estimation (4.76), pour intervertir la

trace avec I'intégrale sur le contour I'k.

On démontre maintenant le Corollaire 4.4. Sa preuve repose essentiellement sur le
lemme suivant (la preuve est en annexe) :

Lemme 4.18. Pour tout 3 > 0 et z € D(Ey(0)), w — Pp(B,w,z,€) est une fonction
paire. Méme chose pour w — pr(B,w, z,€).

Preuve Corollaire 4.4.
Soient 3 > 0 et z € D(Ep(0)). Etant donné que la fonction Pr(3, -, z,¢€) est de classe C*™
sur un intervalle centré en w = 0, on peut écrire son développement de Taylor :

PL(/B,W,Z,E) =

w2 82PL w3 63PL

8PL 4
PL(ﬁvoazae) +wm(ﬁaoazve) + 7W(ﬁaoazve) + am(ﬁaoazae) + O(w )
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La fonction Pr(f, -, z,€) étant paire (cf. Lemme 4.18), par conséquent :

OPr O*PL

8 (57026)_0_ awg (ﬁ70727€)

5 Annexe

Preuve Lemme 4.1/.
Soient (x,y) € Az, x Ap. Soit £ > 1 un entier et pour tout m € N, soit 7,7 (-, - ;wo,§) la
fonction définie en (4.14). Pour n > k > 1 un entier, soit h[n] 'hypothése de récurrence :

n k

n: Yy () Z (6) " T (%, 3 w0, &) = Y (6w)* Y~ Th " (%, y5w0,€)  (477)
k=1 m=0

k=1 m=1

h[1] est vraie puisque les membres de gauche et de droite donnent (dw)T°; (x,y;wo, €).
Supposons h[n] vraie et montrons h[n + 1] :

n+1 n+1—k n n—Fk
D (0w YT ()M LT (%, v wo, &) = D (6w)F D (0w) M T (%, v wo, §)+
k=1 m=0 k=1 m=0

+ ) (6w)* (6w) T RTI R (x, i wo, &) 4 (0w) T T (X, Y wo, €)
k=1

Puis en rassemblant les deux derniers termes, on obtient :

n+1 n+l1—k
D) > ()M (%, yiwo, §) =
k=1 m=0
n—k n+1
D (0w)F > (0w) T (%, y5w0, ) + (6w)™ Y TR (%, w0, ) (4.78)
k=1 m=0 k=1

Enfin, en utilisant ’hypothése de récurrence (4.77) dans le premier terme du membre de
droite de I’égalité (4.78), il vient :

n-+1 n+l—k n+1 k
Z(&w)k Z (5w)mf]7€ L(X Yﬂw(h - Z 6“] F Z k7 m X Y7w07£)
k=1 m=0 m=1

Preuve Lemme 4.16.

Soient 3 > 0 et wp € R. Soit a(wp) un réél vérifiant —oo < a(wp) < Ep(wo)-

Soient K C D(a(wp)) un compact et nxg > 0, g > Ep(wp) les rééls du Lemme 2.6.

Soit ® le domaine sur lequel & — fo(3, z;€) := In(1 + eze™¢) est holomorphe, voir (2.13).
Soit ¢ € [0, ). Soit I'gc le contour orienté positivement et inclus dans © défini par :

Iy = {R¢ = alw), 3¢ ¢ [—g—g,g—g}}u{me[a(ww,@() 3¢ = izg}
R > e, ara(€ - Fig) ) =+
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5. ANNEXE

Par la suite, on posera n = n(f) := ”—g et on utilisera la détermination principale du

logarithme définie en (2.83) pour les estimations.

La seule chose a faire est de construire une primitive de f¢(3, z; - ) vérifiant (4.65). (4.66)
sera alors automatiquement vérifiée, voir preuve Lemme 2.7 dans ’annexe du chapitre 2.
Considérons la primitive de f¢(3, z; - ) définie de la maniére suivante :

du1

Vze K, F.(B, 2§ ::/ dufe(B, z;u —/ — In(1 + ezuy) (4.79)

La fonction & — F(f, z; &) est clairement holomorphe sur le domaine ® pour tout z € K.
A noter que la constante dans (4.79) a été choisie a posteriori pour obtenir (4.65).
On commence par écrire (4.79) sous la forme suivante :

R RE+HITE
Fe(ﬂ,z;f)—/o dufe(B, z;u —/ duy In( 1—|—ezu1)—|—/ ’ dufe(B, z;u) (4.80)

B¢

En utilisant les changements de variable X := e % dans la premiére intégrale et ¥ :=
it (u — RE) dans la derniére intégrale du membre de droite de (4.80), il vient :

17 ax 3¢ ,
F.(3,2¢) = 3/, ~ (1 +ezX) +i /O AY In(1 + eze AREFY)y (481)

Soit a = a(f, K) > 0 un réél vérifiant a < min ((supzeK |z))71, e_ﬂfK) choisi assez petit.
Soit RE = a(wyp). Pour tout I¢ € [—n, ],

Vze K, |F( 5,z;a(wo) +iS¢)| <

Y| sup |z| + - 25uP-eic |7 + 7 sup |z| 4+ pmelo) e~ 30(w0)g=5a(wo) (4.82)
z€K 1 — aSUP,ek |Z| z€K

Soit ¢ = £n. Pour tout R € [a(wo), Ex),
vzeK, \Fe(ﬁ,z;%f + in)| <

2
ﬂ sup |2| + m SUPzecg 2| + 7y sup |2| + nﬂ_eﬁgK e—ga(wo)e—géﬁﬁ (4.83)
zeK e asup e || zeK

Pour R¢ = €x + rcoss et I = £(n + rsing), avec r € (0, +00) et ¢ € [0,7/2),

Vze K, |F(B,2%RE+iS6)| <

— 2 _Bype _Bg
Bl 4+n+r supz[1+ :|62£e25 4.84
( 1 ) z€K| | 1- SUPzek |Z|eiﬁ£K ( )
Il reste & utiliser dans (4.84) d’une part que (37! + 77)e_g§)(Eg < (B7t+ n)e_ng, et d’autre
part que re — 3R <re” greosse=Féx =< Bczosc)e 3t
Les estimations (4.82), (4.83) et (4.84) donnent l’existence d’une constante ¢(5, K) > 0
telle que pour tout § € T'k et pour tout z € K, |F(8,2;§)| < (B, K)e™ 2%5, d’ou (4.65).

]
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CHAPITRE 4. THEORIES DES PERTURBATIONS MAGNETIQUES A VOLUME FINI

Preuve Lemme 4.18.
Soient # > 0, w € R. Soient z € D (Fy(0)) et K C D(Ep(0)) un compact tel que z € K.
A partir de l'expression (4.17) de la pression grand-canonique a volume fini :

€ —1

b /AL dx (/FK d¢ In(1 + eze—@f)RS)(x,y;w,€)>

Comme 'axe réél est un axe de symétrie pour le contour I'e (voir par ex. [26]) :

PL(/87W7Z76) =

y=x

( / d¢ In(1 + eze—ﬂf)R(Ll)(x,y;w,f)) =- / dg In(1 + eze~ ) RY) (x, y;w, €)
FK FK
= —/ d¢ In(1 + ezefﬁf)R(Ll)(x,y;w,g)
'k
Il s’ensuit alors que :

Pr(B,w,z,€) = € ! /A dx(/F d¢ ln(l—l—eze_ﬁ&)R(Ll)(x,y;w,ﬁ))

T (4.85)

y=x
Utilisons maintenant qu’au sens des opérateurs bornés sur L2(Ap) :
(H(w) =&~ = (Hp(—w) — &)~
On obtient alors au sens des distributions :
(Hi(w) = O R (x,yiw,8) = 8(x —y) = (H(~w) — ) 'R (x, y:,€)

d’out 'on déduit :

RV (x,y;—w,6) = RV (x,y;0,8), x#y

Par conséquent, compte-tenu de (4.85) :
Pr(B,—w,z,€) = Pr(B,w, z,€) (4.86)
Par ailleurs, en utilisant qu’au sens des opérateurs bornés sur L?(Ap) :

(Hp(w) =& ") = (Hp(w) -9

puis que ((Hp(w) — 5)*1)* a pour noyau intégral R(Ll)(y,x;w,f) (voir par ex. [60]), on a :

R (v, xiw,6) = R (x,y10,8), x#y
D’ou l'on déduit, compte-tenu de (4.85) :
PL(B,w,z,€) = PL(B,w, z,¢€) (4.87)
En réunissant (4.86) et (4.87), on obtient que Pr(8,w, z,€) = PL(f, —w, z,€).
Enfin, en vertu de (4.18) :

_ 1t 1 My o
,OL(ﬁ,W,Z,E) - L3 or AL dX</FK df eﬁf/z—i—eRL (Xavaa£)>

y=x
Les arguments utilisés ci-dessus restant inchangés lorsqu’on remplace & — f.(3, z; ) par
€ (e5¢/z +¢€)71, alors on a également pr(B3,w, z,€) = pr(3, —w, 2, €).
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Chapitre 5

Limites thermodynamiques

Considérons les grandeurs grand-canonique & volume fini, caractéristiques de la réponse
(dia)magnétique du gaz quantique confiné, définies dans le Corollaire 4.3 (sous les hypo-
theses (HY1’), (H2) et (H3’), cf. page 70). Notons G, (5, w, z, €) une de ces grandeurs. On
dit qu’elle admet la limite thermodynamique (voir [95]) sil existe Goo (0, w, 2, €) tel que :

Gr(B,w, 2, €) = Goo(B,w, 2,€) + O(L™')  pour L suffisamment grand (5.1)
Goo(B,w, 2, €) est obtenue lorsque Aj = (—%%)3 remplit I’espace tout entier dans un sens
qui sera précisé ultérieurement. Etant indépendante des effets de bords liés au confinement,
la limite thermodynamique caractérise donc les propriétés (dia)magnétiques intrinséques
du gaz dans le milieu considéré (modélisé par le potentiel d’origine électrique).

La majeure partie de ce chapitre est consacrée a 1’étude des limites thermodynamiques
de ces grandeurs dans le cas particulier ou le potentiel V' est Y-périodique, avec Y un ré-
seau (non dégénéré) dans R3. Un tel potentiel permet de modéliser, dans I’approximation
a un corps, I'interaction de chaque particule avec le champ cristallin d’un solide infini! par-
fait (i.e. un réseau ou tous les sites sont occupés par des ions immobiles de méme nature)
de réseau de Bravais Y. Ainsi ce modéle couvre le cas d’un gaz d’électrons de conduction.

Sous ces hypothéses, on montre I'existence des limites thermodynamiques et on étudie
leurs propriétés (analycité par rapport a la variable z, régularité par rapport a w, régularité
jointe en (w, z) et intervertion des limites avec les dérivations). Les corrections de surface,
correspondant au coefficient en facteur de 1/L dans (5.1), ne seront pas abordées ici.

Ce chapitre comporte également trois appendices. Le premier est une extension des

résultats obtenus sous 'hypothése ou V' est Y-périodique. On y étudie les limites thermo-
dynamiques dans le cas ou la densité de particules devient un paramétre extérieur fixé.
Dans le deuxiéme appendice, on considére un potentiel type Anderson permettant de mo-
déliser l'interaction de chaque particule avec le champ cristallin d’un solide désordonné,
type alliage. Seule I'existence des limites thermodynamiques sera abordée.
Dauns le troisiéme appendice, on se propose de retrouver des résultats de [4], [6], [16] concer-
nant le gaz parfait (i.e. V= 0). On établit des formules en terme des fonctions de Bose et
de Fermi pour les limites thermodynamiques lorsque I'intensité du champ magnétique est
nulle. Dans la limite des faibles températures, on retrouve la "formule de Landau” comme
contribution diamagnétique dominante a la susceptibilité magnétique en champ nul.

'L’hypothese d’un réseau infini est acceptable compte-tenu des faibles dimensions atomiques comparées
a "la taille” d’un solide.
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CHAPITRE 5. LIMITES THERMODYNAMIQUES

Excepté dans les appendices 2 et 3, on omet la dépendance explicite en V dans les
notations. Comme dans les chapitres précédents, le cas ¢ = —1 fera référence au gaz de
bosons et le cas e = +1 fera référence au gaz de fermions.

1 Résultats principaux

Soient {e;}; une base de R3, ¥ = @?_,Ze; un réseau dans R? (réseau de Bravais) et
Q= {37 ze; —1 <; < 3} la cellule unité du réseau Y (cellule de Wigner-Seitz).On
suppose que V est une fonction a valeurs réélles Y-périodique et V' € LifgiO(IRS), e > 0.
Soit Hoo(w) = Heo(w, V), w € R, 'Hamiltonien & une particule sur I'espace tout entier.
Soit Dy := {(x,y) € R3 x R?® : x = y} la diagonale dans R? x R3. Pour ¢ € p(Hy(w)),
soit R(g;)(- ;i w, €) : (RP X R3)\ Doo — C le noyau intégral de Roo(w, €) = (Hoo(w) — &)1

Soient > 0, w € R et z € D(Ep(w)), avec Ep(w) := inf o(Hoo(w)) et De(Ep(w)) les
domaines du plan complexe définis en (2.1). Soit K C D.(FEp(w)) un sous-ensemble com-
pact tel que z € K. I'k désignera un contour orienté positivement du type (2.14) inclus
dans le domaine d’holomorphie ® de & + (83, z;€) := In(1 + eze ™), voir (2.13).

A partir de 'expression (4.17) de la pression grand-canonique & volume fini et compte-
tenu de la Y-périodicité de V, introduisons le candidat a la limite thermodynamique :

_ RO (x. v
Pl ne) = g [ax( [ deria R yiw)

ol ) est la cellule de Wigner-Seitz du réseau Y et xq la fonction indicatrice de €.
Le candidat a la limite thermodynamique est bien défini en vertu de la Proposition 5.15.

(5.2)

y=x

Voici le premier résultat de convergence uniforme établi dans ce chapitre :

Théoréme 5.1. Soient >0 et w € R. Alors pour tout compact K C De(Ep(w)),

lim sup |Pr(0B,w, z,€) — P (B, w, z,€)| =0

L—oo ek
ot {Pr(B,w,,€)}r>1 est la suite de fonctions définies en (4.17).
En vertu du Théoréme de Weierstrass, voir Théoréme 5.17, on a le corollaire :

Corollaire 5.2. Pour tout 3 > 0 etw € R, D(Ep(w)) 3 2z — Px(8,w, z,€) est analytique.
De plus, pour tout compact K C D(FEp(w)),

0" Py, 0" Py

5m (ﬁvwv%e)_azim =0

(B,w,z,¢)

Vm e IN*, lim sup

—X0zeK

Le cas de la densité grand-canonique s’obtient directement & partir du Corollaire 5.2.
Avec {pr(B,w,-,€)}r>1 la suite de fonctions définies en (4.18) et en posant :

0P, 1 4 1

VK C DG(EO(W))7 lim sup ‘pL(ﬁvwvz7€) - poo(ﬁvwvz7€)’ =0

70 zeK
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1. RESULTATS PRINCIPAUX

La définition des candidats & la limite thermodynamique pour les susceptibilités géné-
ralisées grand-canonique nécessite d’introduire de nouvelles notations.
Pour tout £ € p(Hoo(w)), soient T oo (w, €) et Th oo(w, ) les opérateurs bornés sur L2(R?)
générés par leur noyau intégral respectif continu sur (R? x R3) \ Dy, défini par :

T1oo(x,y1w,6) = a(x —y) - (iVx + wa(x)) R (x,y: 0, ) (5.4)
Ty e (6,30, €) = 522(x — ) RY (x,:0,) 55

A partir de expression (4.19) et compte-tenu de la Y-périodicité de V', les candidats a la
limite thermodynamique pour les susceptibilités grand-canonique sont définis par :

n . n k
VnelN*, XL(6,w,z,e¢) ::n!(q> L. d‘ffe(ﬁ,z;f)zz:(—l)j~

C 2w ﬁ|Q‘ Tk Pt

X n—k
Fl; ey 2
: E X]?(’L.I,...,ij)/dx/ dZ1"'/ dzj(z LLIRELY) R (x, 713w, &)-
. . J Q R3 R3 (n—k)'

: El,w(zla Zo;, W, 5) o Tij,hoo(zj—la Zj;w, é)Tij,oo(Zja X; W, 5) (56)

avec la convention 0° = 1; pour tout j € IN*, Fl; est défini en (4.11) et pour tout entier
k>j>1, X?(ih ...,1;) est la fonction caractéristique définie en (4.3).
Les candidats a la limite thermodynamique sont bien définis en vertu de la Proposition 5.26.

Avec De := NwerDe(Ep(w)) = De(Ep(0)), voici le second résultat de convergence uni-
forme (ici énoncé dans sa version globale) établi dans ce chapitre :

Théoréme 5.3. Soit § > 0. Alors pour tout compact [wi,ws] C R, —00 < w; < we < +00,
et pour tout compact K C D, :

VneN*, lim sup sup|X[(B,w,z,¢€) — XL (6w, z,€)]=0

L—o0 wElw1,w2] 2€K
ou {X['(B,,-,€)}r>1 est la suite de fonctions définies en (4.19).
Le Théoréme 5.3 admet pour corollaires :

Corollaire 5.4. Pour tout f >0 et z € D, R 3> w — Py (B,w, z,€) est de classe C*.
En particulier, pour tout w € R et z € D(Ep(w)), on a l'identification :

0" P c

N*, — =] X2
Vn e IN*, Son (Byw, z,€) (q> " (B,w, z,€)

De plus, ¥V z € D, et uniformément sur les compacts [wi,ws] C R, —00 < w1 < wy < +00 :

np np
¥YneN* lim 0Py 0" Poo
L—oo ﬁw” Ow”

(,3,&),2,6) =

(B,w,z,¢€)

Corollaire 5.5. Pour tout 3 >0 etw € R, D(Ep(w)) 3 z — XL (6, w, 2, €) est analytique.
De plus, pour tout compact K C D.(FEo(w)),
8m+nPL am—l—npoo

N, i Ay 7 T
vm e N, ngofg;}z 0zmOw™ (8,0, 2¢) 0zmOw™

(B,w,z,€)| =0
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CHAPITRE 5. LIMITES THERMODYNAMIQUES

Le dernier résultat de ce chapitre établit que la limite thermodynamique de la pression
grand-canonique est une fonction lisse dans les variables (w, z) jointement :

Théoréme 5.6. Pour >0, R x (DcNR) 3 (w,2) — Px(B,w, z,€) est de classe C*°.
Corollaire 5.7. Soient 3 > 0 et z € D(E(0)). Alors pour w € R assez proche de 0 :
2 2
P (B,w, z,€) = Px(0,0,z,€) + > <q> X5(6,0,z,€) + O(w™)

En particulier, aimantation en champ magnétique nul est identiquement nulle :
XL (B,w=0,2,6 =0

Remarque 5.8. Les résultats du Théoréme 5.1 et du Corollaire 5.2 seront également
démontrés pour des potentiels singuliers du type V € K4 (R3/Y), voir paragraphe 3.2.

Remarque 5.9. Lorsque Y = Z3 par exemple, hypothése V € L3 (R3), avec ¢y > 0,

uloc
peut étre remplacée par fQ dx |V (x)[3T% < 00} ici Q est le cube unité centré en l'origine.

En effet, on peut munir L?) (R3) avec la norme équivalente :

/1

x€eZ3

1
P
oe ~ SUD ( / dYIf(y)Ip> o> p>1 (5.7)
|x—y|<1

Remarque 5.10. Les Corollaires 5.2 et 5.4 assurent l'intervertion de la limite L — oo
avec les dérivées partielles par rapport a la variable z et la variable w respectivement :

. 0P, om .
nglgoaim(ﬂ,w z,€) = o m( hm PrL(B,w,z,€)) meN
o Py, o . .

Jim T(ﬂ,w 26) = 5 (Jim Pr(Bw,2.)) neN

Remarque 5.11. Réécriture des limites thermodynamiques en terme de trace.
La limite thermodynamique de la pression peut encore s’écrire (voir Remarque 5.16) :

Pe(bronnd = 2o LT (o [ LG EOR@O) 69

A partir des opérateurs 71 oo (w, &) et Th oo (w, &) générés par les noyaux (5.4) et (5.5) respec-
tivement, les limites thermodynamiques de 'aimantation et de la susceptibilité magnétique?
grand-canonique peuvent encore s’écrire (voir Remarques 5.21 et 5.25) :

Xolo(ﬁ7waza€) = <Z> 5‘;’217TTI'L2(R3){XQ/F d€f€(ﬁaz;g)ROO(w7§)T1,OO(w7§)} (59)

K

2
X2 (B, w, 2, ::2(q> € T23{ défe(B, z;€)-
2 (,0,7,¢) Fi 2 T (o [ €8, 259

@ Tl T e(0,6) ~ Tanl,} | 6.10)
Chacune des intégrales d’opérateurs (par rapport a la variable £) ci-dessus posséde un
noyau jointement continu sur R? x R? (voir Propositions 5.15, 5.20 et 5.24).

Remarque 5.12. Les résultats ci-dessus ne permettent pas de conclure quant & I’existence
ou non d’un voisinage complexe de I’axe réél sur lequel w — Py (3, w, z, €) serait analytique.

211 s’agit ici de la contribution, & la susceptibilité magnétique par unité de volume, liée aux moments
magnétiques orbitaux des particules du gaz en 1’absence de confinement (donc pas d’effets de bords).
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2. QUELQUES MOTS SUR LA METHODE UTILISEE

2  Quelques mots sur la méthode utilisée

La premiére étape consiste a construire les candidats & la limite thermodynamique pour
la pression grand-canonique et les susceptibilités généralisées grand-canonique. Dans cette
section, on expose les principaux arguments sur lesquels se fonde cette construction.

2.1 7Sens” pour la limite thermodynamique

Numeérotons et ordonnons les cellules du réseau Y en une suite dénombrable {2, },en.
Notons qu’on ne fait aucune hypothése restrictive quant a la géométrie des cellules.
Soient A, = (—L/2,L/2)3, avec L > 1, le cube ouvert centré en l'origine des coordonnées
et A, les bords du cube. Introduisons ’ensemble :

D::{Qn,’HE]N : Q, CApL et (Tnﬂé?AL:(Z)}
Quitte & choisir L assez grand, O est non vide. Considérons alors la décomposition de Ay, :

Ap =AM, UAS, avec A, = U Qp, ng:=card(Q, € O) (5.11)
Q€0

De maniére équivalente, on peut voir A,, comme 'union de toutes les cellules entiéres du
réseau Y contenues dans A, excepté celles qui "touchent” les bords dA 7.
Montrons maintenant qu’étant donné la décomposition (5.11) :

|AS | = O(L?) lorsque L — oo (5.12)

Soit d := diam(2) le diamétre de la cellule unité du réseau. A une distance des bords dA[,
strictement supérieure a d, on se trouve nécessairement a 'intérieur de I’ensemble A, :

{xeAp : dist(x,0AL) > d} C Ap, C AL

Il s’ensuit alors que :
(L —d)? < |Ap, | =ng|Q < L3 (5.13)

d’ou :

IS | =[AL] = |An, | € LP — (L —d)® = 3dL* — 3d°L + d*
Remarque 5.13. En vertu de (5.13), on a (nL|Q])% +d>1L> (nL]Q|)% Donc prendre
la limite L — oo dans Ay, revient a prendre la limite n;, — oo dans A, ; et inversement.
2.2 Construction des candidats a la limite thermodynamique

L’ingrédient principal intervenant dans la construction des candidats & la limite ther-
modynamique est le fait que I'Hamiltonien Hy(w, V') commute avec les translations ma-
gnétiques du réseau Y. Rappelons leur définition et propriétés (voir par ex. [53], [78]) :

Définition 5.14. Pour x,y € R3, soit ¢(x,y) := %83 - (y A x) la phase magnétique.
Pour tout w € R, les translations magnétiques du réseau X, {Ty o }oer, sont définies par :

VoeY, (Tout)(x)=e“"XV(x —v) e L*(R?)
Plus globalement les translations magnétiques réélles, {Txy w}x,ers, sont définies par :
Vxg € R, (Tipwth)(x) = e@P0X0yy(x — x4)  1p € L2(R?)
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CHAPITRE 5. LIMITES THERMODYNAMIQUES

Voici quelques propriétés consécutives a cette définition :
(7). Les translations magnétiques forment un quasi-groupe dans le sens :

thwTV%w — eiw¢(v1,v2)Tvl+v27w vi,va € G =7 ou R3
(i7) Comme Ty T v, =1 =T Ty, et puisque Ty, est un opérateur unitaire :
T, =T v,.=T;, veG="ouR’

Regardons maintenant ce que la commutation d’un opérateur intégral avec les transla-
tions magnétiques du réseau Y a comme conséquence sur son noyau.
En utilisant que Vx¢(x,v) = a(v) = a(x) — a(x — v), on a lidentité sur C§°(R?) :

(—iVx — wa(x))ewsv) — (W) (_jy _pa(x—v)) weR, veY (5.14)

assurant, par Y-périodicité de V', que Hoo(w, V') et Ty, , commutent : [Hoo(w, V'), Ty ] = 0.
Plus globalement, T4, ,G(Hoo(w, V)T = G(Hoo(w, V')) pour toute fonction G: R — C
borélienne bornée ; G(Hy (w, V) est borné sur L?(R3) par le calcul fonctionnel (voir [90]).
Supposons que G(Hy(w,V)) posséde un noyau intégral G (-, - ) défini presque partout.

Comme conséquence de Ty, ,G(Hoo(w, V) Ty = G(Hoo(w, V), le noyau Goo (-, - ) vérifie :

VoeX, e @EVG (x4+u,y+v)e®? o) — G (x,y) p.p. tout x,y € R (5.15)

En effet, pour tout ¢ € C5°(R?) et pour presque tout x € R3 :

(T—U»wg(Hoo (w, V))Tv,uﬂb) (x) = o ol / dy Go(x + v,y + v)eiw¢(y+v’v)w(§’)
R3

G(Hoo(w,V)) étant borné sur L?(R3), il reste a étendre cette identité pour tout ¢ € L*(IR3).
Si Goo(+, +) est partout défini, on déduit de (5.15) que le noyau diagonal est Y-périodique :

VoeY, Go(x+v,x+v)=0x(x,x) xcR? (5.16)

Tous les opérateurs introduits dans la section 1 "résultats principaux” commutent avec les
translations magnétiques du réseau Y. En particulier, considérons le cas de la résolvante.
Pour tout £ € p(Hoo(w,V)), son noyau Rg)(- ,-w, &) vérifie en vertu de (5.15) :

VvoeTd, Rg) (x+v,y+ v;w,g)eiw¢(y’v) = eiw¢(x’“)Rg) (x,y;w,€) p.p. tout x,y € R3

(5.17)
Quant aux opérateurs Tj o (w,§) générés par les noyaux Tjoo(-, ;w,§), j € {1,2}, ils
commutent également avec les translations magnétiques. En effet, pour tout ¢ € C3° (R3) :

p.p. tout x € R?, (T—v,0T1 00 (W, §) T ) (X)

= g WI (o) / dya(x +v —y) - (iVx +wa(x + v)) R (x + v, y;w, )"V oy — v)
R3

= ¢~ wolxv) / dY a(x = Y) - (iVx + wa(x + v))RY (x + v, Y + v;w, £)e“?Y V) p(Y)
R3

En utilisant (5.17) puis (5.14), le membre de droite s’identifie & (77 o0 (w, &)¢)(x). En pro-
longeant par continuité, T4, 11 00 (W, &) Ty w = T1,00(w, §). Méme chose pour 15 o (w, §).
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Expliquons formellement comment on utilise toutes ces propriétés dans la construction
des candidats a la limite thermodynamique. Pour § > 0, w € R et z € D (Ep(w)), soit
qr.(B,w, z,€) une grandeur grand-canonique & volume fini caractéristique de la réponse
(dia)magnétique du gaz quantique confiné dans le cube Ay, := (—L/2,L/2)3 :

1
qL(ﬁawazve) =T

= |AL|TrL2(AL){QL(B)w7 Z, E)}

ot 9r(B,w,z,€) € J1(AL) posséde un noyau Qr(-,-; 3, w,z,€) : A, x A, — C continu.
Faisons les hypothéses suivantes :
(1). La suite {Qr(-,; B, w, 2,€)} L>1, de fonctions converge simplement :

Vx e R?, Llim Qr(x,x; 8,w, 2,€) := Quo(X,X; B, w, 2, €)
—00
(2). La fonction x — Q. (x,x; 3, w, z,€) est YT-périodique.
En vertu de (5.16), cette condition est vérifiée si Qo (-, - ; 5, w, 2, €) génére par exemple un

opérateur Qoo (3, w, 2, €) borné sur L?(R3) vérifiant T, ., Qoo (B, w, 2, €) T = Qoo(B, w, 2, €).
(3). La fonction x — Q. (x,X; 8,w, z, €) est bornée uniformément en x € R3.

Sous ces hypothéses, on peut écrire :

1
QL(ﬁawazz 6) = m A\ dX{QL(va; 6aw52)6) - Qoo(xax;ﬂawazv 6)}+

1
+ — dXQoo(X,X;ﬁ,W,Z;E)
ALl A,

Pour le premier terme, supposons que pour L suffisamment grand :
1
Tx 1 / dx ’QL(Xv X3 /67 W, z, 6) - QOO(Xa X3 ﬂa W, z, G)l = O(L_l)
ALl Ja,

Pour le second terme, considérons la décomposition du cube Az, comme en (5.11). Comme :

A, A¢ AS
S, P VIR <1 |”L> (5.18)
Angl ALl [Anl ALl |An|
alors :
1
— dx Qo (X, X; B, w, 2,€) = / dx Qo (X, %; B, w, 2, €)+
Al Ja, Aol .,
1 AG | 1
+ dx Qo (X, X; B, w, 2,€) — — dx Qoo (%, %x; B, w, z,€)  (5.19)
Rl Jr;, Kol A2l Ja,

D’une part, par Y-périodicité de x — Qoo (x,x; B, w, 2, €) :
1 ny,
—_ dx Quo (X, X; f,w, 2,6) = —— [ dx Qo (X, X; B, w, 2, €)
Rl w2l Jo
D’autre part, puisque Qoo (X, X; 3, w, 2, €) est borné uniformément en x, les deux derniéres

intégrales dans (5.19) se majorent par cste|Af,, [/|Ay,|.
Il reste a utiliser (5.12) pour obtenir lorsque L est suffisamment grand :

qL(ﬁ,w,z,e) = ’Q1|/de QOO(X)X; ﬁ7w7276) + O(L_l)
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3 Limite thermodynamique : pression grand-canonique

Cette section se décompose en deux parties. Dans une premiére, on montre que le candi-
dat a la limite thermodynamique pour la pression grand-canonique en (5.2) est bien défini
puis on prouve le Théoréme 5.1 et son Corollaire 5.2 (qui est une simple conséquence du
théoréme de Weierstrass). L’ingrédient central dans la preuve du Théoréme 5.1 est l'esti-
mation sur la différence des noyaux de la résolvante, voir Proposition 3.4. Cette estimation
est cependant un facteur limitant puisqu’elle n’est plus valide pour des potentiels V' singu-
liers. Dans une second partie, on développe une autre stratégie pour étendre les résultats
du Théoréme 5.1, et par suite du Corollaire 5.2, pour des potentiels singuliers (typiquement
dans la classe de Kato locale). Cette stratégie utilise essentiellement les propriétés de la
densité d’états intégrée de lopérateur Hoo(w, V).

3.1 Preuve du Théoréme 5.1 et du Corollaire 5.2
On commence par démontrer ce premier résultat :

Proposition 5.15. Soient § > 0 et w € R. Soient z € D(Ey(w)) et K C D(Eo(w)) un
compact tel que z € K. Soit I un contour orienté positivement du type (2.14) inclus dans
le domaine d’holomorphie ® de & — §(8,z;€) := In(1 4 eze™ %), voir (2.13).

(1) Sous Uhypothése V € Lf’lfgzo (R3) avec eg > 0, introduisons :

Too(Byw, 2, €) = i /F (B, 2: €) Roo (@, ) (5.20)

Alors Too o(B,w, 2, €) est un opérateur intégral borné sur L?(R3).
Son noyau o o(-,-; B, w, 2,€) : R? x R? — € est continu et sa partie diagonale vérifie :

Vx e R3, Tooo(x,X; 0,w, 2,€) = Z</
271' T

= _% . d¢ Fo(B, 2 )R (x, x; w, £)

A€ §e(B, 2 €)RY <x,y;w,£>>

K

Y=X (5.21)

ot Rg))(- ;i w,€) R x R3 — C est le noyau intégral de R% (w,€) et F.(B,z;+) est une
primitive de f.(3, z; - ) exponentiellement décroissante sur le contour T (cf. Lemme 4.16).
(i1) Si en plus V' est X -périodique, alors x — T o(X,X; B,w, 2,€) est Y -périodique :

VoeX, Zoox+v,x+v;8,w, 26 =Tgo(X,x;0,w,2,6) xX€E R3

Preuve Proposition 5.15.

(7). La preuve reprend les mémes arguments que ceux des sections 2 et 4 du chapitre 4.
A partir de Pestimation (3.2), le critére de Schur-Holmgren donne ’existence d’un poly-
nome p(-) tel que pour tout § € I'k, ||Roo(w,&)]| < p(|€]). En vertu de la décroissance
exponentielle de f¢(3, z; - ) sur 'k, il existe une constante ¢ = ¢(, K) > 0 telle que :

1
Toco 0.2, < 5 sup [ 1€ (3,5 )l Rl Ol < € < 00

Encore a partir de l’estimation (3.2), il existe un autre polynéme p(-) tel que :

VEETK,  [[Roo(w,€)ll200 = ess sup ( /R 3 dy|R£?(x,y;w,s>\2>2 <p(eh)  (522)

x€R3
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En vertu de (2.16), il existe une autre constante ¢ = ¢(3, K) > 0 telle que :

1
o502 M < 500 [ AET (B, 25l R, e < < 400

zeK

Par le théoréme de Dunford-Pettis (voir [101]), Zoo 0(3,w, 2, €) est un opérateur intégral :

ng € LQ(R3)7 (Ioo,O(ﬁvwa 2, 6)¢) (X) = /]R3 dono,O(X7Y;/Baw7 2, 6)¢(Y) p-p. tout x € ]Rg

Il reste maintenant & identifier ce noyau et & étudier ses propriétés de régularité.
D’une part, en utilisant que Ry (w,&) est un opérateur intégral, pour tout ¢ € C°(R?) :
)
@@d@wxmwﬁ&%—zL/<ﬁh@xf{/cWRQ@nmmawW)ppwmmxem3
T I'x R3
(5.23)
D’autre part, en effectuant une intégration par parties (par rapport a la variable £) dans
(5.20), puis en utilisant que R2_(w, &) est un opérateur intégral, pour tout ¢ € C3°(R3) :
7
(ZToo0(8, 0, 2,€)) (%) = =5 <Mﬂ@x@)/;WR@@»m%®ﬂw p-p. tout x € R?
Tk R
(5.24)
ou F(B,z;-) est une primitive de f.(3, z; - ) choisie exponentiellement décroissante sur I'g.
Justifié par estimation esssupyegs [ps dy |R((>jo)(x,y;w,§)| < p(&]), 7 € {1,2}; le théo-
réme de Tonelli assure I'intervertion des intégrales dans (5.23) et (5.24). Zoo o(5,w, 2, €)
étant borné, ces identités se prolongent par continuité V¢ € L2(R3). On peut identifier :

Taaloyifo, 50 = - [ AR5 5ORD00y0.6) b tont () € R

_ d¢ F.(8, 2 €)RD (x,y;w, €)

2 Ik

Comme Ré?(-,-;w,{) est continu sur R? x R3 et uniformément borné par un poly-
nome en [¢| (voir Corollaire 3.2), le théoréme de continuité sous le signe intégrale assure
que Zoopo(+,-;3,w, 2,€) est continu sur R? x R3. Ainsi l'intégration par rapport a & de
fe(B, z; )Roo) (x,y;w, ) fait disparaitre la singularité sur la diagonale de Rg)( yiw, &)
(7). Soient {Ty . }wer les translations magnétiques du réseau Y, voir Définition 5.14.
Puisque [Ty, Roo(w, )] = 0, il s’ensuit que T4, Zoo (8, w, 2, €) Ty = Zooo(B,w, 2, €).
Zooo(+, -3 B,w, z,€) étant continu, sa diagonale est Y-périodique (cf. paragraphe 2.2).

Remarque 5.16. En vertu de la Proposition 5.15, le candidat a la limite thermodynamique
pour la pression grand-canonique (5.2) est bien défini :

Py (B,w,z,¢€) = mem/ dxZoo o(x,%; 0w, 2,€6) B3>0, w€R, 2z € D(Ep(w))
Q
On peut montrer que ce candidat peut encore s’écrire :

Poo(Byw, 2,€) = === Trroray{xaZooo(B,w, 2,€)} >0, w€ R, z € De(Ep(w))

mm
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11 suffit pour cela de montrer que x0Zoo0(3,w, 2,€) € J1(L*(R?)). Pour le voir, choisissons
& < Eo(w) avec || assez grand. Partant de (5.20) puis en utilisant la premiére équation
résolvante itérée deux fois suivi du théoréme intégral de Cauchy :

1

X0Zoo,0(B,w, 2, €) = xR (w, &) <2W

/ d§ (5 _60)2&(572;5)]%00(“}75))
'k

D’une part, I'intégrale entre parenthéses est absolument convergente dans B (L?(IR3)).
D’autre part, via (3.3) :

xRk o)l < [ | x| AL (e, i, 60)] < |9 < o0

Il reste a utiliser que J1(L?(IR3)) est un idéal bilatére pour conclure.

Preuve Théoréme 5.1.
La limite thermodynamique est prise dans le sens indiqué dans le paragraphe 2.1.
Considérons la décomposition du cube Ap, : Ay, = A, UAS, , voir (5.11). A partir de (5.2) :

L RO (x. y:
Pl ) = g [ax ([ aeris 50 R oy

1
B|An, | 27

y=x

/ dx< d&fe(ﬁ,Z;?S)Ré?(x,y;w,&))
AnL l_‘K

y=x
ou on a utilisé la Y-périodicité de x — Z o(%x,X; 3, w, 2, €), voir (i7) Proposition 5.15.

Puis en utilisant (5.18), il vient :

PL(ﬁvwv'Z?E) - Poo(ﬁ,w,z,e) =
€ 1

- 2 : (1) . _ pM :
i L, ([ ders 0 oy - R yw.0})

.

y=x

.

_|_
y=Xx

dx </F dffe(ﬁ,Zf)R(Ll)(XaYawag))

A%, |

’AHL ’ Anp

c
nL

dx</F d{fe(ﬂ,z;é)Rg};)(XaY;waf)>

que ’on peut encore écrire :

PL(ﬁvwa 2, 6) - Poo(ﬁawy 2, 6) -

b= { /FK de 1e(3, 7€) /A dx (R (x,y3w,6) = B (%, y3w, O}, +
_/ dé F.(B, 2;€) de(Lz)(x,x;w,g)+
Ik Ag L
A7 , @) (v <
+ ’AnL‘ 'y dEFe(ﬁvzvé) /AnL dXRoo (X7X7w7€)} (525)

car A, 3 x {R(Ll)(x,y;w,ﬁ) e (x,¥;w,&)}y=x est continue (voir (i) Proposition
3.4, compte-tenu de la définition de A,,, ) ainsi que Ap, 3 x — R(L2) (x,x;w,§), L €[1,00].
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I1 ne reste plus qu’a majorer le membre de droite de (5.25) uniformément en z € K.
Puisque pour L € [1, 0], Rg)(- , 3w, &) est uniformément borné par un polyndéme p(|€|)
V¢ € Tk, alors en vertu de (4.66), il existe une constante ¢ = ¢(3, K) > 0 telle que :

sup [ el F8 2] [ dx|RY e, 6] < clal)
Tk Ang

zeK

Puis compte-tenu de (5.12), il s’ensuit que pour L suffisamment grand :

sup/ de| \Fe(ﬂ,z;g)\/ dx | R (x, x; w0, €)| = O(L?) (5.26)
zeK JT i A%L
|AY,,

‘AnL| zeK

Sup/F ]d§]|F€([3,z;§)|/A dx |RP) (x, x;w, &)| = O(L?) (5.27)

Ensuite en utilisant I'estimation (i7) Proposition 3.4 (en substituant XA, () axa.(-)),il
existe un réél § > 0 assez petit et un autre polynome p(-) tels que :

zeEK

sup [ 1agl 0.z 0] [ xR (xyiw ) - RO oviw O, |

<(1+ |w|)3 SUP/ |d§’P(|f|)|fe(ﬁ,Z,§)|/A dxefﬁlf\dmt(x’aAL)

zeK JT

(5.28)
< ¢, K)(1+ |w|)*L?

ou on a utilisé (2.16) ainsi que l’estimation, valable pour tout réél v > 0 :

J

Regroupant (5.26), (5.27) et (5.28), le théoréme est prouvé.

~

dxc e—ist(x,A ) S/A dx e~ 7dist(x0AL) < L2/2 daje Mmm b2 = 4712 (5.29)
3 _

NS

nL

On rappelle I'énoncé du Théoréme de Weierstrass (voir par ex. [45]) :

Théoréme 5.17. Théoréme de Weierstrass

Soit U C C un ouvert non-vide du plan compleze. Soit {fn(-)}n>1 : U — C une suite de
fonctions analytiques convergeant uniformément sur tout compact K C U wvers f.

Alors [ est analytique sur U. De plus, pour tout entier m € IN*, la suite de fonctions
{(d7 fn) (- ) }n>1 converge uniformément sur tout compact vers la fonction (dJ'f)(-) :

m m
VK CU, lim sup d fn(z)—d /

n—00 L dzm dzm

(2)| =0

Preuve Corollaire 5.2.

Il suffit d’appliquer le Théoréme de Weierstrass & la suite de fonctions {Pr(8,w, -, €)}r>1
analytiques sur D¢(FEp(w)) convergeant uniformément sur tout compact K C D¢(Ep(w))
vers Poo(B,w, -, €) (cf. Théoréme 5.1). En particulier :

VK C De(Ey(w)), Llim su}g |82(0,Pr)(B,w, z,€) — B2(0,Po) (B, w, z,€)| =0
0 ze

Par conséquent, 52(0,Px)(8,w, 2, €) est la limite thermodynamique de pr(5,w, 2, €).
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3.2 Extensions

Il n’est pas possible d’étendre directement la preuve ci-dessus pour des potentiels V'
singuliers car 'estimation (3.5) n’est valable que pour V € Lifgﬁco (R3), eg > 0.
On va alors utiliser une autre démonstration reposant sur les propriétés de la densité

d’états intégrée (IDS) de I'opérateur Hoo(w, V') dont on rappelle sa définition.

Définition 5.18. Soit w € R. Pour E € R, soit Ni(E,w) le nombre de valeurs propres
de Uopérateur Hr(w, V), 1 < L < oo, plus petites que E comptées avec leur multiplicité.
On définit la densité d’états intégrée de 'opérateur Hoo(w, V') comme la limite, si elle existe,

- T NL(an)
Noo(F) = Neo (B, w) := Lh—>Holo ALl

On introduit la formule de Pastur-Shubin (voir [84]) sous nos hypothéses (voir [58]) :

Proposition 5.19. Sous l’hypothése V € K+ (R3/Y), la densité d’états intégrée de I’opé-
rateur Hoo(w, V) existe, et pour presque tout E € R :

1
Trrzrs){xaP(E£)}

Noo(F) = @

ot P(E) = P(_ g est le projecteur spectral associé & Hoo(w, V) sur lintervalle (—oo, E].

Preuve Théoréme 5.1 sous Uhypothése V € K+ (R3/Y).
En utilisant que la pression grand-canonique & volume fini peut aussi s’écrire (voir [20]) :

8f6 NL(E,w)

PL(/B,W,Z,E): |AL|

ﬁ g s E) =

et que sous I’hypothése V € K1 (RR?/Y), la densité d’états intégrée de Hoo(w, V) existe, on
obtient uniformément sur les compacts en z :

Ofe

Py (B,w,z,€) = I}LII;O Pr(B,w,z,€) = ﬁ dE

Reste a réécrire cette expression pour obtenir (5.8). A partir de la Proposition 5.19 et
compte-tenu du fait que {xoP(E), E € R} est une famille d’opérateurs a trace :

Py (B,w, z,€) mm/dE

Trp2(gs dP(E)$.(8, = E
— i T o [ @), 8)

ou la seconde identité provient d’une intégration par parties par rapport & la variable F.
Il reste a utiliser le théoréme spectral (voir par ex. [90]) (on ne donne pas plus de détails) :

7 (0,2 E)no(E)

O (8,2 BY Dy {xoP (B))

(ﬁ?w < 6) TrLQ(]R3 {XQfE /872 Heo ( V))}

ﬁIQI

suivi d'une intégrale issue du calcul fonctionnel de Dunford-Schwartz (voir [44]).
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4 Limite thermodynamique : aimantation grand-canonique

On se propose de prouver le Théoréme 5.3 dans le cas particulier de I'aimantation
grand-canonique pour se familiariser avec la méthode. Les ingrédients principaux de cette
preuve sont les estimations en (ii) Propositions 3.4 et 3.5 conjointement.

On commence par montrer que le candidat & la limite thermodynamique en (5.6) (cas
n = 1) est bien défini :

Proposition 5.20. Soient § > 0 et w € R. Soient z € D(Ep(w)) et K C De(Eo(w)) un
compact tel que z € K. Soit ' un contour orienté positivement du type (2.14) inclus dans
le domaine d’holomorphie ® de & — f.(3,z;€) := In(1 + eze™5%), voir (2.13).

(1). Sous Uhypothese V € L>T(R3) avec g > 0, introduisons :

uloc

1

Ioo,l(ﬂv w, z, 6) = 27 / df fe(ﬁa zZ3 f)Roo(w, g)Tl,oo(wa 6)
s Tk

avec T1 oo (w, &) Uopérateur généré par le noyau Th oo (-, - 5w, &) défini en (5.4).

Alors Too1(B,w, 2, €) est un opérateur intégral borné sur L?(R3).

Son noyau intégral Ioo1(-,-; 0, w, 2,€) : R? x R? — C est continu et est défini par :

Tl yifw ) = o [ 6850 [ da ROz T lmyi ) (530)

(1). Si en plus V' est X -périodique, alors x — Lo 1(X,X; B, w, 2,€) est X -périodique :
VoeX, Zoi(x+v,x+v;0,w, 2,6 =To1(X,x;0,w,2,6) x€E R3

Preuve Proposition 5.20.

(7). La preuve reprend les mémes arguments que ceux des sections 2 et 4 du chapitre 4.
Compte-tenu de l'expression du noyau (5.4), en utilisant l’estimation |a(x —y)| < |x — y|
ainsi que 'estimation (3.4), il existe un réél § > 0 assez petit et un polynéme p(-) tels que :

, o THE XY
x —y]
(5.31)
Le critére de Schur-Holmgren donne alors 'existence d’un autre polynéme p(- ) tel que pour
tout € € Tk, || T100(w, 6| < p(J€])(1 + |w|)3. Et en vertu de la décroissance exponentielle
de f(8, z; - ) sur le contour 'k, il existe une constante ¢ = ¢(3, K) > 0 telle que :

V(x,y) € (AL x Ap)\ D, V€ €Tk, [Thoo(x,y5w, )] < p(IED (L + |w])

1
[ Zo0,1 (B, w, 2, €)[| < 27T/ A€ [§e(8, 23 )| Roo (w, )| T100(w, )| < e(1 + |w])?
'k

Aussi de par lestimation (5.22), il existe une autre constante ¢ = ¢(3, K) > 0 telle que :

1
IZoo,1 (B, w, 2, €)ll2.00 < o i A€ [Fe(8, 23 )| Roo (@, €)l|2.00 /| T 00 (w, ) [l22 < (1 + |w])?

D’apreés le théoréeme de Dunford-Pettis, Zo 1(3, w, 2, €) est un opérateur intégral :

Vo€ LARY), (Tnor(f,w 2 €)0)(x) = /R Ay Toa(x,¥3 8,0, %, )6(y) pp. tout x € R
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Il reste maintenant & identifier ce noyau et & étudier ses propriétés de régularité.
Pour cela, on utilise que opérateur Roo(w, )T 00(w, &) posséde un noyau défini par :

(Roo (@, )Tt oo (w, ©)) (%, y) := /

dz RV (x, 2;w, &)T1 oo (2, ¥; w, €)
R3

Les noyaux Rgé)( yw, &) et Th oo, -y w, &) vérifiant les hypothéses du Lemme 3.21; I'ap-
plication (x,y) — (Roo(w, )T 00 (w, 5)) (x,y) est par conséquent continue sur R? x R3.

Comme Roo(w, €)T1 00 (w, £) est un opérateur intégral, on peut alors écrire V¢ € C3°(R3) :

(T2, 0) ) = 5= [ 1855 [ dy (Roo(w OT) (e, ) (x.9)6 )

(5.32)
Justifié par 'estimation (voir Lemme 3.25 & partir des estimations (3.2) et (5.31)) :

VéeTk, sup / dz |RY) (x,2;w, )T oo (2, 75w, E)| < p(|EN) (1 + [w])®  (5.33)
x,yeR3 JR3

le théoréme de Tonelli assure ainsi U'intervertion des intégrales dans (5.32) :
i

(Ioo,l(ﬁawazv 6)90)()() :/]R3 dy<277/1" dgfe(/gaZ;5)(Roo(w’g)Tl,oo(wvé-))(}QY))(P(y)

et cette identité peut étre prolongée par continuité pour tout ¢ € L?(R?) puisque I'opéra-
teur Zoo 1(3,w, 2, €) est borné sur L2(R?). Par identification du noyau, on obtient (5.30).
Compte-tenu de P'estimation (5.33) suivi de (2.16), le théoréme de continuité sous le signe
intégrale assure que le noyau Zoo 1(-, -5 3,w, 2, €) en (5.30) est continu sur R? x R3.

(7). Soient {Ty o }oey les translations magnétiques du réseau Y. D’aprés (i), le noyau
Zoo1(+,3B,w,2,€) est continu. Pour assurer la Y-périodicité de sa partie diagonale, il
suffit donc que Zoo 1 (B, w, 2,€) = T wZoo1(B,w, 2, €)Ty . Ceci est une conséquence de
[Roo(w, &), Tvw) =0 et [T oo(w, &), Ty w] = 0, voir paragraphe 2.2.

Remarque 5.21. En vertu de la Proposition 5.20, le candidat a la limite thermodynamique
pour l'aimantation grand-canonique (5.6) (avec n = 1) est bien défini :

(w0 = (1) 5 [ xTaabexifions 550, weR 2 DUEW)

Ce candidat peut également s’écrire :

X020 = (1) oM (aTwa (s 0} 5> 0, 0 R, 2 € D(E(w)

Pour le voir, il suffit de montrer que x0Zoo1(3,w, 2,€) € J1(L*(R?)) & partir de :

XQIOOJ(ﬂ? w, z, 6) = i /F d§ f6(67 z; g)XQROO (wv f)TI,OO(wa E)XQ
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4. LIMITE THERMODYNAMIQUE : AIMANTATION GRAND-CANONIQUE

D’abord, chacun des opérateurs xoRoo(w,§) et T oo(w,&)xq est de Hilbert-Schmidt sur
L?(R3) dont chacune des normes || - ||5, est bornée par un polynéme en [£] :

Rt )l = ([ axxad [ ay IRy, o) < plichlo?

i xalln = ([ dxxal) [ ay ity ) <5 0601+ )il

Puis en utilisant (2.16), il existe une constante ¢ = ¢(3, K, |w|) > 0 telle que :

1
X0 Zoo,1(B,w, 2, €)|3, < 277/ €| [Fe (8, 23 )l IxaRoo (ws )3 | T1,00 (w: E)xell3, < €
Ik

Remarque 5.22. Soient § > 0, w € R et z € D(Ep(w)). La Proposition 5.27 permettra
d’établir que le noyau diagonal de I'opérateur Zo, 1(8, w, 2, €) vérifie :

Vx € R3, Toon(x,%x; 0,w, 2,€) = Llim (0,Z1)(x,%x; B,w, 2, €)

ol (OLZL)(-,-;B,w,2,¢€) est le noyau de (9,Z1)(8,w, z,€) := d, In(1 + eze PHL)) " ayec
1 < L < oo, continu sur Ay, x Ap, voir Proposition 4.15.

On a besoin maintenant d’un dernier résultat (sa preuve se trouve en annexe) :

Lemme 5.23. [l existe une constante ¢ > 0 telle que :

—vx=y]
Yy >0, / dx/ y T <oy @R ke {1,2} (5.34)
A ]R3\AL |X—Y\

Preuve Théoréme 5.3 (cas n=1).

La limite thermodynamique est prise dans le sens indiqué dans le paragraphe 2.1.

Pour cela, on considere la décomposition du cube Ay, comme A, = A, U A%L, voir (5.11).
Dans toute cette preuve, on va utiliser (intensivement) les deux estunatlons ci-dessous.

A partir des estimations (3.2) et (3.4) d’une part, et a partir de (3.5) et (3.6) d’autre part,

il existe un réél 6 > 0 suffisamment petit et un polynéme p(-) tels que :

VL e [1,00], V(X,y) € (AL X AL)\DL, V¢ ey,

— 2 x—yl
max {| R (x, y;w, ), [T .1(x, y1w, )|} < p(l€])(1 + |wr>3e:iy, je{l,2} (5.35)
VL e [l,00), V(x,y) € (Ar x Ap)\ Dy, V€ €Ik,
max {| R (x, y;w,€) = RO, y:0,6)|, 1 T5.0(%,7;0,6) — Tjoo(X, y;0, )|}

— i vl

1+[€] 5 ; ;

< 6 e c _T{dlSt(xﬂaAL)""dISt(yvaAL)}

PUED + )= {xas, 00 +xa, () + 7 }
(5.36)
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ol on a utilisé que |a(x —y)| < [x —y| pour Tj (-, ;w,§) suivi de (4.25) pour j = 2.
A partir de Pexpression (5.6) dans le cas n = 1 puis en utilisant la Y-périodicité de
X = Too1(X,%x; 8,w, 2, €) (voir (i4) Proposition 5.20) :

Az = (D) g [ om0 [ [ anROmo o e xim)

- (2 < L ; W) (x. g ,
— (C)ﬁ‘AnL‘ 27 Jr, défe(B,2:€) /AnL dx /R3 dz R\ (x, 2; w, )T} 0o (2, x; w, €)

Puis en utilisant (5.18), il vient :

€ )

¢ 1 _ oyl _ v LAY,
(q> (XL(67W7276) Xoo(ﬂawaz76)) ﬁ’AL|2W AK d€f€(6727§)

{/ dx(/ dzR(Ll)(x,z;w,&)TLL(Z,X;w,ﬁ)—/ dzR&)(x,z;w,f)Tl’oo(z,x;w,£)>+
Any AL R3

+/ dx/ dzR(Ll)(x,z;w,f)TLL(z,x;w,g)—i—
% AL

|ATLL’ / dx /1;3 dZR X w?&)Tl,m(Z7x§W7§)}

que ’on peut encore écrire :

(Z) (XL(B,w,2,€) — XL (B,w,2,€)) = ﬁELgQ;/ dET(B, 2 €)-

i)

dx/ dz { R()(szﬁ) (szg)]TIL(zxwf)
AL

nr,

+ R&)(X,Z;W,g) [TLL(Z,X;W,f) - Tl,oo(zax;wag)] }+
+/ dx/ dzR(Ll)(X,Z;W7§)T1,L(Z7X3w7§)+
c A

/ dx / dz R (x, 20, €)Th o (2, X; w, )+
RS\AL

|A |/ dx /]deZR(l) szf)Tloo(zxwf)} (5.37)

ou on a utilisé notamment 'identité :

VX # z, R(Ll)(x,z;w,f)Tl,L(z,x;w,f) — R(g) (x,2;w, )T 00 (2, x;w,&) =
[RY (x, 7:,€) = R (x, 20, )T 12, %30, €)+
+ Rg})) (x,2z;w,8)[Th (2, x;w, &) — T1,00(2, X3 W, §)]
Il reste & majorer le membre de droite de (5.37) uniformément en z € K et uniformé-
ment en w € [wy,ws] C R, avec —00 < w1 < wa < 400.

A partir de Pestimation (5.33) valable pour L € [1,00] et utilisant la décroissance expo-
nentielle de f¢(3, z; - ) sur 'k, il existe une constante ¢ = ¢(3, K) > 0 telle que :

sup / de] 178, 2 )| / L dx / dz | R{! (x, 230, )11, (z, %0, €)] < e(1+ [w])*[AL)|
'y Anj A

zeK
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d’ou l'on déduit, compte-tenu de (5.12), que pour L suffisamment grand :

sup sup [ 1a€l 0201 [ dx [ aalR bemen T snxiw.€)| = O

w€|wi,wa] 2€K

(5.38)

sup sup/ |dE] |Fe(B, 25 €) ’AnL/ dx/ dz |RY (x, 2; w, &) T 00 (2, x; w, €)| = O(L?)
w€[wr,wa] 2€K ’ nL‘ R3 ( )
5.39

D’autre part, par 'intermédiaire du Lemme 5.23, il existe un autre polynoéme p(-) tel que :
veelu, [ dx [ dslRUx s O wlmxiw, ) < plg 1L+ w]) L
An R3\A
d’ott 'on déduit que pour L suffisamment grand :

op s [ A115, 5] [ e [ an ROt O el 6 = OL2)

we[w1,w2] zeK
(5.40)

Il ne reste plus qu’a prouver l'existence d’une constante ¢ = ¢(3, K, [w1, w2]) > 0 telle que :

sup sup/F |dE] [fe( ﬂ,z§|/ dx/ dz{|RL (x,z;w,€) — RY(x,z;w,€)|:

w€|wi,wa] 2zEK
’ |T1,L(Z7 X W, £)| + |Roo (X7 z; W, g) | |T17L(Z> XjWw, g) - TLOO(Z’ X W, 5 |} S CL2 (541)
A partir de (5.35) et (5.36), il existe § > 0 assez petit et un autre polynéme p(-) tels que :

Ve e Tk, / dx / dz {|RY (x, 25w, €) — RV (x,2;w,8)[|T1, (2, x; w, )|+
Any AL

+ ‘Rc(é) (Xv zZ; W, g)HTl,L(L X5 W, f) - Tl,OO(Za X; W, 5)‘}
st ong) | € T
e A A e A =
Ap x — 2|
D’abord, le premier terme du membre de droite dlsparalt puisque Vx € A, , XAs,, (x) =0.

|z
Puis l'estimation V¢ € I', esssupycps fIR3 dx % < p(|¢]) pour un autre polynéme

va jouer un double réle. Elle permet non seulement ’application du théoréme de Tonelli :

/ ( )e_lfﬁz_’d (2) o~ T 1!
dx/ dz xae (z —/ dz xace (z / dx ————
Any  JIAg e |z —x]? AL " A |z — x[?

L
mais aussi, elle fournit ’estimation :
e 1+\€\ l2—x]

V¢ e Tk, /dZXAc z/ dx ————5— < p(|¢])[A7,
o [ Ao ) [ aS T <A,

nL

Enfin en utilisant l'estimation (5.29), il existe un autre polynome p(-) tel que :

Ve e Ty, /
A

En regroupant les deux estimations ci-dessus puis en utilisant (2.16), on obtient (5.41).
A partir de (5.37) avec (5.38), (5.39), (5.40), (5.41), le Théoréme 5.3 est prouvé pour n = 1.
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CHAPITRE 5. LIMITES THERMODYNAMIQUES

5 Limite thermodynamique : susceptibilités grand-canonique

5.1 Préliminaires

Avant de montrer que les candidats a la limite thermodynamique en (5.6) pour les sus-
ceptibilités généralisées grand-canonique sont bien définis, arrétons-nous quelques instants
sur le cas de la susceptibilité magnétique grand-canonique :

Proposition 5.24. Soient § > 0 et w € R. Soient z € D(Ey(w)) et K C De(Eo(w)) un
compact tel que z € K. Soit T'ic un contour orienté positivement du type (2.14) inclus dans
le domaine d’holomorphie ® de & v fo(B,2;€) = In(1 + eze %), voir (2.13).

(1). Sous U'hypothese V € L3 (R3) avec ey > 0, introduisons :

uloc

1

1'0072(/87 W, z, 6) = % / dg fﬁ(/ga 2 g)ROO (wv 5){T1,00(w7 g)TLOO(w’ g) - T2700(w> g)}
'k

avec Th oo (w, &) et Th oo(w, &) les opérateurs générés par leur noyau respectif (5.4) et (5.5).

Alors Too 2(B,w, 2, €) est un opérateur intégral borné sur L?(R3).

Son noyau intégral Too 2(-,+; Byw,2,€) : R3 x R?® — C est continu et est défini par :

IOO,Q(X>Y;ﬁ7w>Z76> = 2171_/1_: défe(ﬁaz7£){ _/]R3 dZng)(XvZ;wag)TZoo(zay;w?g)—i_

+/ le/ dZ2Rc()?(X,Z1;W,§)T1,oo(z1,Z2;W,§)T1,oo(z2,yw7§>} (5.42)
R3 R3

(7). St en plus V' est X -périodique, alors x — Lo 2(X,X; B, w, 2, €) est X -périodique.

Preuve Proposition 5.24.

(7). En utilisant les mémes arguments que ceux utilisés dans la preuve de la Proposition
5.20, on montre que Zoo 2(3,w, 2, €) est un opérateur intégral borné sur L*(IR3).

Par identification (voir méthode preuve Proposition 5.20), son noyau est défini par :

Too2(%,y; B,w,2,€) = 2Z7r/r d&fe(ﬂ,Z;ﬁ){ —/]R3 dz R (x,2;w, &) T 00 (2, y; w, &)+

+ [ 02 (ReTre () . D T el y50)

Compte-tenu des estimations (5.33) et (5.35), les noyaux (Roo(w,&)Tie0(w,§))(-,-) et

T 0o(w,&)(-, ) vérifient les hypothéses du Lemme 3.21. Idem pour les noyaux Rg) (-, ;w, &)
et Ty ool 5w, &). Par conséquent, Zoo o(+, -3 B,w, 2, €) est continu sur R? x R3.

(7). Soient {T% w }o les translations magnétiques du réseau Y. Le noyau Zog o(-, - ; B, w, 2, €)
étant continu d’apreés (i), la Y-périodicité de sa partie diagonale est une conséquence de
T v wZoo2(B,w, 2,€) Ty = Loo2(B,w, 2, €), voir paragraphe 2.2.

Remarque 5.25. En vertu de la Proposition 5.24, le candidat a la limite thermodynamique
pour la susceptibilité magnétique grand-canonique (5.6) (avec n = 2) est bien défini :

2
X;(ﬂ,w,z, €) = 2(3) mem / dxZo2(x,x; 0,w,2,6) >0, weR, z€ D(Ep(w))
Q
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5. LIMITE THERMODYNAMIQUE : SUSCEPTIBILITES GRAND-CANONIQUE

Ce candidat peut encore s’écrire :

2
X020(57W7276) = 2<Z> ﬁTr[?(R?’){XQIOO,Q(ﬂ?w?Z? 6)} ﬁ > 07 w € ]Ra z € Dg(Eo(UJ))

1 suffit pour cela de montrer que x0Zeo 2(3,w, 2, €) € J1(L*(R?)) & partir de :

KT 2(Bui0,200) = —5= | T8 €)X R, e et

b [ 818 5 KR )T T e v

D’aprés la Remarque 5.21, les opérateurs xoRoo(w,&) et 11 o0(w,§)xq sont de Hilbert-
Schmidt et leur norme || - ||3, est bornée par un polynoéme en [£|. Méme chose pour
Th.00(w,&)xn. On conclut en utilisant la décroissance exponentielle de f¢(3, z;-) sur I'g
et le fait qu'un produit de deux opérateurs de Hilbert-Schmidt est un opérateur a trace.

Le résultat ci-dessous garantit que les candidats & la limite thermodynamique pour les
susceptibilités généralisées (5.6) sont bien définis :

Proposition 5.26. Soient § > 0 et w € R. Soient z € D(Ep(w)) et K C De(Ey(w)) un
compact tel que z € K. Soit ' un contour orienté positivement du type (2.14) inclus dans
le domaine d’holomorphie ® de & — f.(3, ;&) := In(1 + eze™5%), voir (2.13).

(1). Sous Uhypothese V € L>T(R3) avec g > 0, introduisons pour tout x € R3 :

uloc

. n k
Vne N, Toon(x; Biw, z,€) = “’i /FK d¢fe(8,%6) ) > (1)

k=1 j=1

. n—=k
- , (zFlj(x,zl,...,zj)) ) ‘
S Xj(zl,...,zj)/]RSdzl'--/dezj L R (x,21;w,€)-

iZE{l,Q}j

Ty 00(21, 223w, §) - Ty 00 (2-1, 23w, §) T 00 (25, X3 w, §) - (5.43)
Alors il existe une constante ¢, = (3, K, |w|,n) > 0 telle que :
Vx €R3 | Toon(x;8,w,2,€)] < cp (5.44)
(7). Si en plus V' est X -périodique, alors X — Lo n(X; B,w, 2, €) est Y-périodique :
VoeX, Zon(x+v;6,w,z2€) =ZTon(x;0,w,2,6) x€ R?

Preuve Proposition 5.26.
Avec la convention 0° = 1, pour tout entier j > 1, m € IN et L € [1, 0] ; posons :

- ‘o iFli(x,21,...,2))"
IC‘}: :IC‘E (X,Zl,..-,zj;wag) = ( ]( m! J)) Rgl)(x’zl;w’g).

' E1,L(Z17 Zo; W, 5) T Ej717L(Zj_1, Zj;W, g)nﬁL(Zj?X; W, g) (545)
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On commence par majorer la quantité |K&n_k|. Pour cela on utilise 'estimation (5.35).
Il existe ¢ > 0 suffisamment petit et un polynéme p;i1(-) tels que pour tout £ € I'g :

sesliFL (20, gk e wERml gl
(n—k)! |x — 21 |z; — x|
(5.46)
La notation pj41(-) signifie ici que le degré du polynéme est de la forme x(j + 1), x > 0.
A partir de la définition (4.11), utilisons maintenant l’estimation :

S H < pja (IED (L + [w])

J—1 1
|Fl;(zo,21,...,2;5)| < Z Z |z — 2|z — z141|  avec zg :=x
I=1)=1

Ainsi, pour 1 <1< j—1,1<1 <letz =X, 71, . -, % c R3G+D) .

Flj(z0,21,...,25)[" " TP ml e Izl
(n—k)! |20 — 21| 2; — 20|
-1 1 7+‘Z —Zz ‘ 7+|Z'*Z ‘ n—k
1 X e (n—k)(1+[€]) 0 1 e (n—k)(1F]€]) 149 0
S(n—k;)l<z:z:|zl’—1_Zz’HZl—ZlH\ — — )
! I=17—-1 ‘Zo—zlyn—k |Z] —Zo‘n—k
< AR (1 4 |¢])2n R (2(n — k)?)" " eTmmmE oAl
c ...
> (Tl—k')' |Z0—Z1| |Zj—Z0|
(5.47)
avec ¢ > 0, et oll on a utilisé que pour tout p,v > 0 et Vt € (0, +00), te # < (%)ue_%t.

Le reste de la preuve est basé sur le fait qu’il existe un autre polynéme p;(-) tel que :

—alm-ml—iela—zol

e If[gi#o—=L e 1+[E[1%iT2%0

S“p/ d/ a7 <p(lé) €eTx  (5.48)
R3 R3

20€R? |z — 21 |z — zo|

Ainsi en réunissant (5.47) et (5.48), il existe un autre polynéme p, (- ) et une autre constante
¢ > 1 tels que uniformément en x € R3 :

n k
vVEéeTg, ZZ Z x?(il,...,ij)/]R3dzl---/IRgdzj ]K&”_k(x,zl,...,zj;w,f)]

k=1j=1ie(1,2)7

n k ) n— n\n—k
<o (S I o)

k=1 j=1

z;-) sur ' pour obtenir (5.44).

I1 reste a utiliser la décroissance exponentielle de f(3,
) =% -(vAu),onapourjecN:

(ii). Soit x € R?. D’une part en utilisant que ¢(u, v
VoeX, Fli(x+wv,z,...,2))
= ¢(X + v, Zl) + ¢(Zl, Zg) + -+ (Z)(Zj_l,Zj) + ¢(zj,x + ’U)

=¢(x,21 —v) + ¢(z1 —v,22 — V) + -+ O(zj_1 — v, 2; — V) + $(z; — v,X)
=Fli(x,21 —v,...,z; —v)
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D’autre part, en utilisant (5.17) puis (5.15) appliqué au noyau Tj, (-, - ;w, &), @ € {1,2}
(on omet la dépendance en w et £ ci-dessous pour les noyaux) :

Rg})) (X + v, Zl)TiLOO(Zh Z2) T Tij—LOO(Zj—h Zj)T%j,OO(Zj? X+ U)
— eiwd)(x,v)RC(;)) (X, 71 — ,U)efiwgb(zl,'u)eiwdﬂzl,v)ﬂl,oo(zl — 0,79 — ,U)efiwgb(z%v) .

. ez’w¢(zj_1,v)j—% ) oo(zjfl —v,z; — v)e—iwqﬁ(zj,v)eiwd)(zj,v)z—%v oo(zj —v X)e—iw¢(x,v)
j—1 ’ 7o ’

En reprenant la notation (5.45), il s’ensuit alors :
VvoeX, le"'/ deng’on_k(X—l—'U,Zl,...,Zj;w,f)
R3 R3

47 —k .
:/R:adzl.../RSdzlef)o” (x,21 —v,...,2; —v;w,§)

:/ le---/ AZ; KR (%, Zy, . .., Zj;w, €)
R3 R3

On établit pour finir ce dernier résultat :

Proposition 5.27. Soient 5 >0, w € R et z € D(Ep(w)).

Pour tout entier n > 1 et L € [1,00), soit (O"Zr)(-,;0,w,z,€) le noyau intégral de
Vopérateur O In(1 4 eze PHL)) (cf. section 4, chapitre 4). Pour tout entier n > 1, soit
Toon(-;B,w,2,€) la fonction définie en (5.43). Alors :

Vx € R3, Toom(x; 0, w, 2,€) = Llim (O0TL)(x,x; B, w, 2, €)
—00

Preuve Proposition 5.27.
Soit (x,y) € (R? x R?)\ Dso. Soit L € [1,00) choisi suffisamment grand de telle sorte que
(x,y) € (AL x Ap)\ Dy, également. En vertu de (5.36), on a :
1
VEeTr, max{|RYM(x,y;w,8) — RO (x,y:w,6)|, |Tjr(x, 5w, €) — Tjoo(x, y;w, )|}

5
— 13 Ix—Vl
1+[€] ) i i
< p(I€H (A + ’W‘)Ge x -yl e g {dist(a,0AL ) +dist(y,0AL)}

L’estimation ci-dessus permet d’obtenir que pour tout (x,y) € (R? x R3) \ D :
. 1
Jim RYY(x,yiw,€) = RY (x,y5,€)
[}EI;OE,L(Xay;w>§) :Zt’j,oo(xay;wag) .] € {172}
Etant donné (5.45), il s’ensuit alors que pour tout j € N* et m € IN :

LILH;OICJI:m(X,Zl, s 7Zj;w7£) = Kg)l)m(X?Zb s 7Zj;wa§)

Puisque la quantité KL F est bornée uniformément en L par (5.47) et que I'on dispose de
lestimation (5.48), il reste a appliquer le théoréme de convergence dominée pour conclure.

]
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5.2 Preuve du Théoréme 5.3

Soient > 0, w € R. Soient z € D(Ep(w)) et K C De(Ep(w)) compact tel que z € K.
La limite thermodynamique est prise dans le sens indiqué dans le paragraphe 2.1.
Pour cela, on considére la décomposition du cube Az, comme A, = A, UAT , voir (5.11).
Avec (5.45), introduisons de nouvelles notations. Pour L € [1,00) et n > 1 entier, soient :

up (B, w, 2, €) i—n'/ dgfe(B, 2 €) ZZ Y xj/ dX/AJ dz K" *

k=1 j=1 zle{l 2}3
(5.49)

UZ(B7W7276) = n'i dé‘fc /872 f Z X]/ dX/ dZIC]n k
L k=1 J:1 zle{l 2} A
(5.50)

M»

En vertu de (4.19), les susceptibilités généralisées grand-canonique & volume fini s’écrivent :
n
VneN*, X(B,w,z,€) = (q) GIAL |{UL B,w,z,€) +vi(B,w,z€)}

A partir de (5.6) et par Y-périodicité de x — T n(%; 8, w, 2, €), cf. (i7) Proposition 5.26 :

X2 (B, w, z,€) = (Z)nﬁ\em/ dx Zoo n(x; B, w, 2, €)

— <Z> ﬁlAenLln!;r/r A€ Fe(B, 2 €) ZZ Iy XJ/A dx/]R3szICJ,n K

k=1 j=1 i1€{1,2}3

Introduisons pour tout entier n > 1 les deux quantités suivantes :

Y L) ) DED IRTY My AR et

k=1 j=1 i1€{1,2}9
(5.51)

n k

wa (B,w, z,€) 1= n!% d¢fe(B, 2 €) Z Z X] / dx -

Ik k=1 j=1 zle{l 2}

: { / le / dZ2 s / de K;é’on_k + / dZ1 / de—l / de K:g’on_k+
]RS\AL R3 R3 ]RS\AL
J—1 . A ’ -
+ / dzl--'/ dz// dz, / dz; ICJ” dzlcgvon_}

(5.52)

Avec ces notations, il vient alors :
Xr(B,w,z,€) — X2 (B,w,z,€) =
n
(q> ﬁ\AL|{ uy (B,w, z,€) — ul (B w, z,€)] + Vi (B, w, z,€) — wgo(ﬁ,w,z,e)} n € IN*
Prouvons maintenant ces deux résultats ce qui achévera la preuve du Théoréme 5.3 :
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Lemme 5.28. Soit § > 0. Soient K C D, et [w1,ws] C R, —00 < w1 < wp < +00, des
compacts. Alors il existe une constante ¢, 1 = c1(8, K, [wi,wz],n) > 0 telle que :

sup sup |uf (B, w,z,€) —ul (B,w,z,€)| < cn,lL2 (5.53)
wE€[wr,wa] 2€K

Lemme 5.29. Soit 8 > 0. Soient K C D, el [wi,w2] C R, —00 < w1 < wy < +00, des
compacts. Alors il existe des constantes cn; = ¢;(0, K, [w1,ws2],n) > 0, avec i € {2,3},
telles que pour L > 1 suffisamment grand :

sup sup v} (B, w,z,€)] < cmzL2 (5.54)
we€[wr,ws] 2€K
sup sup |wa (B, w,z,€)| < cmgL2 (5.55)

we€[wy,wa] 2z€K

Preuve Lemme 5.28.
Utilisant les définitions (5.49) et (5.51) de u} (B, w, z, €) et ul (B, w, 2, €) ; pour tout n € IN* :

u%(ﬂvwvzve) _un (,8,(4) z 6) =

n k

n!% d& §e(B, 25 ) Z Z x]/ dx/A]dz (K F — kipk)

Tk k=1j=1 ie{1,2}9

En omettant les dépendances en w et £ pour les noyaux, on a pour 1 < j < k < n entiers :

. —k
ik _ ik _ (zFlj(x,zl,...,zj))n N
L o0 (n—k)! L,00?

A} =R (x,20)T, 1(21,22) - Ty, L2, %) — R (x,21) T3, oo (21, 22) -+~ T, oo (25, %)

Remarquons que la quantité AJL s 1 <7 <k < n, peut s’écrire encore :

AL = (R (x,21) — RV (%,21)) T, 1.(21,%) + R (x,21) (Tiy 1. (21, %) — Ty o0 (21, %))

AL = (R (e, 21) = RY (x,20)) Ty, 1 (21, 22) T, (22, %)+
+ R (x,21) (T, 121, 22) — Ty 0o (21,22)) Ty 1 (22, X)+
+ Rg)) (X, Zl)T’il,oo(Zl’ Z2) (E%L(ZQ’ X) B Ti2’OO(Z2’ X))

et pour tout j > 3, avec la convention z;1 := X :

i;,0(Z5, %)+

+ RY(x, 21)(T5,,0(21,22) — T}y 00(21,22)) Ty (22, 23) - - - T, 1.(25, %)+

A= (R, 1) — RO (x,20)) Ty, 1(21,2) -+ T,

7j—1
+ Z R(()é) (X7 Zl)T’L'LOO(Zla ZQ) e (Til,L(Zl, Zl+1) - iril,oo(zla Zl+1))ﬂl+1,L(Zl+la Zl+2) e
=2

: 'T (Zjv ) + R( )(X7Z1>Ti1,<>0(zlvz2) : "Tij—hoo(zj—lvZj)(Tij,L(Zij) - Tij,oo(zjax))
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La premiére étape consiste a majorer la quantité ]AJL | 7> 1, puis ‘/C%n_k - KL k‘
Pour cela on va utiliser les estimations (5.35) et (5.36). En posant zg := x, il existe un réél
0 > 0 suffisamment petit et un polynoéme p;,i(-) tels que :

VEETk, [A] L <piri(|E)(1+[w])*.

: ; 5 5 5
J J e_T\EIIZO_le e—m\m—m\ e—m\zj—zo\

e . —dist(zs,aAL)} ce
{ ZXAHL(ZS)+;)Q Z0—71] |71 — 79 |2 — 2|

s=0

La notation pj41(-) signifie ici que le degré du polynéme est de la forme x(j + 1), £ > 0.
En utilisant les mémes arguments que ceux menant a la majoration de ]/C]’"_k| dans la
preuve de (i) Proposition 5.26, il existe un autre § > 0 assez petit tel que pour tout £ € I'k :

in—k . ]Fl-(zo,...,z-)]”_k ) —k
K" = K| = 1ALl S el = Bpga (€D (1 + e
) )
——=|z0—21] — 2|z, —20|
o THE o THIE 1%
1+ |w 6+3]{ AC Z + —dist(zs,0AL) }
A+l ZX ) Z |20 — 21 |2j — 20|

n—k

avec ¢(j,n — k) := 2"~ k)%, c>1.

Le reste de la preuve repose sur I’estimation (5.48) qui joue une double role. Elle permet
non seulement de justifier I’application du théoréme de Tonelli aux intégrales ci-dessous :

) )
Q*W|ZO*ZI| e*m|zj*20|
dzg dzq--- dz; xac (zs) e =
An Ap Ap " |zo — 21 |z; — 2
L

s s
o 1+‘§|‘257Zs+1‘ e 1+‘§|‘Z5717ZS‘
dz, - -- dz; dzg - - - dz, s T o
Ag Ap Anj, Ap Zg — Zs+1 Zs1 — Zg

) )
~ 137 1702l ~ 137 12—l
/ dZo/ dzq -- / dz e 1+\£Id15t(zs’aAL) L8 —
An, AL AL |zo — 1] |2; — 2o

5 [
e—r\gﬂzs—zs-ﬂ\ e_T\EI‘zs_l_zs‘
/ dzge 1+5Idlbt(ZS78AL)/ dzsiq - / dzg - - / dzs_1
A AL A AL |Zs — Zs 11| |Zs—1 — Zs]

mais aussi elle fournit l'existence de deux polynémes ¢;(-) et q;( ), j > s > 1, tels que
pour tout £ € 'k :

e_%‘ﬂ‘ZS_z&Fl' e_%mﬁzsfl_zs‘ .
[otme [ gy [ dm [ ame S S g ias,
Ag R3 R3 R3 |ZS Zs11 ’ Zs—1 — Zs

) )
—7|Zs—zs+1| —les—l—zsl
dist(zs,0AL) e 1Fll € ! / 2
/A dz, e — s 301Z3+1... des_1 ‘ < q;(I€)L
L R R

Zs — Zs—i—l’ ’Zs—l - Zs‘

nL

ol on a utilisé en plus l'estimation (5.29) dans la deuxiéme intégrale ci-dessus.
En réunissant les résultats ci-dessus, il existe un autre polynéme p,(-) et une autre
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constante ¢ > 1 tels que :

V¢ ey, ZZ Z Xj/ dx/ dz|IC]"k KCInk|

k=1j=14e{1,2}J

) )” * 6+3n 712
ZZ (1 + |w)™" Lpn([€])

k=1 j=1
Il reste a utiliser la décroissance exponentielle de f¢(3, z; - ) sur ' pour conclure.
|

Preuve Lemme 5.29.

On commence par prouver (5.54). A partir de 'expression (5.50) de v} (8, w, z, €), la pre-
miére étape consiste & majorer la quantité \K%n_k], 1 < j <k < n entiers. On peut
réutiliser les mémes arguments que ceux de la preuve de (i) Proposition 5.26 menant a la
majoration de |IC&"_]€|. Ainsi, il existe § > 0 assez petit et un polynéme pj;1(-) tels que :

5 5
BQ—W\X—ZH e—m\zj—x\

V6 € Dy I < el n—k)pya (€D AHEN " Q) Vo v =
J

Puis en utilisant I'estimation (5.48), il vient 'existence d’un autre polynoéme p, (- ) et d'une
autre constante ¢ > 1 tels que :

Vé €Tk, ZZ > Xj/ dx/ dz K}

k=1j=14e{1,2}J
) )n ‘ 3n+3|AcC
ZZ (1 + [w)*"31AS, Ipa (IE)

k=1 j=1

Il reste a utiliser la décroissance exponentielle de f¢(3, z; - ) sur I'x pour conclure.

Prouvons maintenant (5.55). A partir de la définition (5.52) de wi (5,w, z, €), prenons
un terme générique. Par exemple, pour 2 <[ < j—1:

. n k
wgojl,(ﬂ,w,z,e) = n!i défe(B,2;6) ZZ Z X?'

I'r k=1 j=1 il€{1,2}j

/ dx/ dzl~--/ dzl// dzl/+1-~-/ dz; KLk
Anp, Ar R3\Ay, R3 R3

k 1.
On commence par majorer la quantité ]IC] 5 "|. Pour cela, on reprend les arguments utilisés

dans la preuve de (7) Proposition 5.26. Ainsi, il existe un réél § > 0 suffisamment petit et
un polynome p;y1(-) tels que pour tout § € I'r :

5 3 L
36*T\§|\X*ZI| e*m\zj x|

KL < e(iyn = R)pja (€D (L + €)M (1 + |w])®*

[x — 21 |2 — x|
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Le reste de la preuve est basé sur ’estimation : il existe un polynéme gs(- ) tel que V¢ € I' :

e—%‘gl\m—zﬂ e_%‘f‘lzl_zﬂ e_%‘gMZS_z:)‘
sup / dzl--'/ dz, 7 < gs(I¢])
/ R3 R3 z0 —z1]  |z1 — 22| |z — 2|

20,2 €R3

En effet, elle permet non seulement 1’application du théoréme de Tonelli (ici zg := x) :

e—%‘gﬂzo—zll
vgeFK’ / dZO/ dzl"‘/ le// le/Jrl“-/ dzji
Any Ar R3\Ap R3 R3 |zo — 21

)
e—mhj—zd
‘Z—Z’:/ le/_l/ le//'le/_"_l-"/'de/ dZO"'
] 0 Ap R3\AL R3 R3 A"L

__6 _ __6 _ __39 o __5 _
e e 12 zz"e e 2 %y 1] e 3727 25 — 2ol e THE 120 o2
dz, ...
Ar

zy_y — zy| |z — Zl’+1| |z; — zo| Zy o — 2y 4|

mais aussi, elle fournit I'existence d’un autre polynéme g;(-) tel que :

7L‘Z ’ —Z /|
e I+ -1 T
V¢ e Tk, dz,_, dz, dzy - dz; dzg - -
AL R3\Ap |Zl'_1 - Zl'\ R3 R3 R3
1

é L
/ 1 T THER L gl el
. o Z, o o o e o o
-2
R3 \

zy — Zl’+1’ |z; — 2o |2y _o — 2z 4]

2" l -

< g ([ENL

ou on a utilisé le résultat du Lemme 5.23. Il vient alors 'existence d’un autre polynéme
pn(+) et d’'une autre constante ¢ > 1 tels que :

Vé e Tk, X/ dx/ dzl/ dz// dz,,, ---
ZZ Z J An, AL RA\AL U s U1

k=1j=14ec{1,2}s

rcdm—k n LA 2 nik) )" ) 3n+3712
/Rd K| < e ZZ (1+ [w])*™ 2 L2pn(J€])

Il reste & utiliser la décroissance exponentielle de (3, z; - ) sur le contour I' pour obtenir :

sup sup [w? (8,0, 2,6)| < o8, K, [w,wal, m) L2
welwi,wa] 2z€K

5.3 Preuve des Corollaires 5.4 et 5.5

Preuve Corollaire 5.4.

Soient B > 0 et z € D.. D’aprés les théorémes généraux sur les suites de fonctions, les
résultats du Corollaire 5.4 sont une conséquence de :

(1). {PL(B,,2,€)}>1 est une suite de fonctions de classe C* sur R.

(2). Vn € IN*, la suite de fonctions {(9Pr)(0, -, z,€) }r>1 converge simplement sur R.
(3). Vn € IN*, la suite de fonctions {(¢/c)"(02PL)(B, ", z,€)}r>1 converge uniformément
sur tout segment de R vers X2 (3, -, z, €), voir Théoréme 5.3.
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Preuve Corollaire 5.5.
Le Théoréme 5.3 donne en particulier que pour tout compact K C D(Ep(w)) :

Vn e IN¥, Llim sup | X7 (B,w, z,€) — XX (B,w,z,€)| =0 >0, weR

—XzeK

Il suffit d’appliquer le Théoréme 5.17 & la suite de fonctions {X['(3,w,-,€)}r>1 analy-
tiques sur D (Fy(w)) convergeant uniformément sur tout compact K C D(Ep(w)) vers
XL (B, w, z, €) étant donné que X2 (B, w, z,€) = (¢/¢)" (9" Pso ) (B, w, 2, €) (cf. Corollaire 5.4).

5.4 Preuve du Théoréme 5.6 et du Corollaire 5.7

Preuve Théoréme 5.6.
Pour > 0, introduisons les intervalles I, = I.(Ep(0)) définis par :

I 1: =D 1NR=(—00,eP0O) [, :=D 1 NR= (PO to0)

Soient z € I, et K C I. un sous-ensemble compact tel que z € K. Soit o un réél vérifiant
—o0 < a < Ep(0) tel que K C I (). Par les mémes arguments que ceux utilisés dans la
preuve du Lemme 1.39, £ — (8, z;€) := In(1 + eze ) est holomorphe sur le domaine :

C:={{eC: ¢ e (~-n/B,7/B), RE> a}
Posons (0%)(8,2;-) = f(8, z; - ). Utilisons que pour tout entier m > 1 :
- . eMme—mBE .
(OF) (B, €) = (m = D1 o geym m €N

Pour tout m € N, la fonction £ — (97'f¢)(5, z; §) est encore holomorphe sur le domaine ¢.
Introduisons le contour 4, orienté positivement et contournant [Ey(0), +00), défini par :

:{(5+iy NS {—%,%]} {a::i:z—ﬂ : xza} —oo < a< Ey0)

Le contour 4 est inclus dans le domaine d’holomorphie € de (87f)(6, z; - ), avec m € IN.
De plus, (97'¢)(5, z; - ) décroit exponentiellement sur le contour 4 pour £ > 0 assez large.
Pour tout w € R et pour tout entier m > 0 et n > 1, introduisons les quantités :
q n Z n k}
R L 4 k- N
ygom(ﬂ7w7zae) T n'<C> or ﬁ‘Q’/dg(amfﬁ ﬁ,Z 5 ZZ Z Xj(zl""7Z])

k=1 j=1 ue{1,2}

Fl; z))
/dX /R3 dZ1 /]Rr3 dz] (l (X(Zh_ k)7 )) R(l)(x Z,W, g) i1,00 (ZI;ZQ;W,f)"'

"j—lijfl, (Zj 17Z]7w 6) 15 OO(Z]7X w 6)

ot dans le cas m = 0, yggo(ﬁ,w, z,€) = X2 (B,w, z,€) pour tout entier n > 1, voir (5.6).
En reprenant les arguments utilisés dans la preuve de la Proposition 5.26, ces quantités
sont bien définies (I'ingrédient principal est la décroissance exponentielle de (07'f¢)(8, z; - )
sur le contour 4 pour R¢ > 0 assez large).

Comme corollaire du Théoréme 5.3, on établit le résultat suivant :
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Corollaire 5.30. Soit 8 > 0. Alors pour tout compact K C I et pour tout compact
[wi,wa] CR, —00 < w1 < wa < 400 -

VnelN*, lim sup sup|(0L0)PL)(B,w,z€)—YVr"(B,w,z,€)]=0 meNN

TR welwwa] zEK

Preuve Corollaire 5.30.
La preuve utilise exactement la méme méthode et les mémes arguments que ceux utilisées
dans la preuve du Théoréme 5.3 en substituant (07'f¢)(5, z;-) a f(0,z; ).

Ce résultat a deux conséquences immeédiates (voir preuve du Corollaire 5.4).
D’une part, pour tout z € I, R 5 w — (07" Px) (B, w, z,€), m € IN, est de classe C* et :

VneIN*, (950 Px)(B,w,z,€) =Y (B,w,z,¢) meN
D’autre part, (w, z) — (90 Poo)(B,w, z,€), m € N et n € IN*, est continue sur R x I.
Rappelons que d’aprés le Corollaire 5.4, I, 3 z — (0"Ps)(8,w, 2, €) est de classe C°.

On peut également démontrer que pour tout compact [wi,ws] C R, —00 < w; < we < 400,
et pour tout compact K C I (avec XP(B,w, z,€) := Pr(B,w, z,€), 1 < L < 0) :

VmelN', lim sup sup|(0rAP)(B,w,z€) — (ONXL)(Bw,z )| =0 neN

L—oo wE w1 ,wa] 2€K

Par suite, (w,z) — (879" Pao)(B,w, 2, €), avec m € IN* et n € IN, est continue sur R x I.

Il reste a utiliser que pour tout entier n,m tels que n +m > 1, on a les identités :
(OO Poc) (B, w, 2,€) = V™ (B,w, 2,€) = (070 Poc) (B, 0, 2,6), wER, z€ I

ce qui garantit que (w, z) — Poo(,w, 2, €) est de classe C* sur R x I.

Preuve Corollaire 5.7.

Soient 3 > 0 et z € D.. Po(f3,, 2,€) étant limite simple de la suite {Pr(8,-,z2,€)}1>1
de fonctions paires (voir Lemme 4.18), il s’ensuit que R 3 w — Py (8, w, z, €) est paire. 1l
reste & écrire le développement de Taylor de P (8, -, 2, €) autour de w = 0 pour conclure.

6 Appendice 1 : limites thermodynamiques a densité fixée

Dans cet appendice, on s’intéresse aux limites thermodynamiques des grandeurs grand-
canonique caractéristiques de la réponse (dia)magnétique du gaz quasi-parfait lorsque la
densité de particules pg > 0 devient un paramétre fixé. Avec la température T' > 0, ce sont
les deux paramétres extérieurs usuellement considérés dans les problémes physiques.

Dans une premiére partie, on démontre I’existence de ces limites thermodynamiques &
partir des définitions et propriétés des quantités grand-canonique & volume fini et & densité
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fixée introduites dans ’appendice 2 du chapitre 2, ainsi que des résultats énoncés dans la
section "résultats principaux” de ce chapitre. Dans une seconde partie, on donne les rela-
tions liant la premiére dérivée partielle (respectivement seconde) par rapport a l'intensité
du champ magnétique de la transformée de Legendre de la limite thermodynamique de la
pression grand-canonique, a la limite thermodynamique de 'aimantation (respectivement
susceptibilité magnétique) grand-canonique & densité fixée.

Comme dans les paragraphes précédents, on supposera que V est une fonction a valeurs
réélles Y-périodique et V € L3F<0 (R3?), € > 0.

uloc

6.1 Limites thermodynamiques des grandeurs a densité fixée
Soient B > 0 et w € R. Soient I, et J., avec ¢ = £1, les intervalles définis par :

I =T 1(w):=D_1(Ey(w)) NRYE = (0,20 111 := Dy (Ey(w)) NRE = (0, +00)
Jo1=J1(w) == (=00, Ey(w)), Ji1:=(—00,+00)

On suppose que la densité pg > 0 est prise comme paramétre extérieur.
Soient Pr(f5,w, po,€) et X['(5,w, po, €) avec n € IN*, la pression et les susceptibilités géné-
ralisées grand-canonique & volume fini et a densité fixée (voir appendice 2, chapitre 2) :

PL(ﬁawapan) = PL(ﬁawaeﬁuL7€)> Xg(ﬁ7w’p076) = Xf(ﬁvwaeﬁuL7€) n € IN*

ot ur, = pur(B,w, po,€) € Je est I'unique solution de pr,(3,w, e, €) = pg, voir Lemme 2.27.

En 'absence de confinement, la densité de particules pour le gaz de fermions peut
étre choisie quelconque dans l'intervalle (0,+00). Cela peut éventuellement ne pas étre
le cas pour le gaz de bosons lorsque celui-ci manifeste le phénoméne de condensation de
Bose-Einstein, correspondant & une accumulation macroscopique de particules sur un ou
plusieurs niveaux d’énergie, caractérisé par I’existence d’une valeur critique pour la densité :

Définition 5.31. Pour >0, w € R et u € J_1, s0it poo(3,w, e, —1) la limite thermo-
dynamique de la densité grand-canonique pour le gaz de bosons, voir (5.3).
Soit pe(B,w) € RE U {400} la densité critique définie par :
pe(B,w) == lim poo(ﬁ,w,eﬂu, —1) (5.56)
p—Eo(w)
On dit qu’il y a condensation de Bose-Einstein de type I (accumulation de particules sur
le niveau d’énergie le plus bas) si pe(5,w) < +00.

Rappelons que dans le cas du gaz parfait (non-confiné) de bosons (V' = 0) et en I’absence
de champ magnétique (w = 0), le phénomeéne de condensation est présent (voir [55]).
Toujours dans le cas du gaz parfait mais en présence de champ magnétique (w # 0), le
phénomeéne de condensation est absent (voir par ex. [6]). Etant donné les hypothéses que
nous considérons ici sur le potentiel V', il n’existe pas de critére permettant de déterminer
la présence ou non de condensation (pour davantage de détails, voir [20]).

Avec p.(fB,w) € R U {+oo} défini en (5.56), introduisons les intervalles M., avec
e==£1:
My = (0,+OO), M_y = M—l(w) = (07pc(/6)w))

Voici le résultat principal de ce paragraphe :
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Théoréme 5.32. Soient 3 >0, w € R et pg € M. Alors :

LILHOIOPL(ﬁawapan) = POO(/Bawap07€) = Pw<57w’eﬁﬂoo7€)

YneN,  lim A7 (B,w,p0.€) = XL(B,w, po,€) = Xb(B,w e, 0)
— 00

0l fhoo = Hoo(B,w, po,€) € Je est l'unique solution de [’équation poo(ﬂ,w,eﬁ“, €) = po-

Le reste de ce paragraphe est consacré a la preuve du Théoréme 5.32.
On a vu dans 'appendice 2 du chapitre 2 que les définitions de la pression et des susceptibi-
lités grand-canonique a volume fini et & densité fixée reposaient sur la possibilité d’inverser
la relation liant la fugacité & la densité grand-canonique. On montre ci-dessous qu’il est
également possible d’inverser la relation fugacité-densité en limite thermodynamique :

Proposition 5.33. Soient 6 >0, w € R et pg € M.
Soit peo(B,w,eP” €) la limite thermodynamique de la densité grand-canonique, voir (5.3).
Alors il existe un unique oo = loo(5,w, po,€) € Je solution de I’équation :

poo(ﬁ,w,eﬁ“,e) = Po (557>

La preuve de la Proposition 5.33 repose sur le lemme suivant :

Lemme 5.34. Pour tout § > 0 et w € R, la fonction J. > p — poo(B,w,e’ €) est
strictement croissante.

Preuve Lemme 5.3/.

Vue comme une fonction de la variable i, Py (3,w,e% ,€) est limite simple de la suite
{P(B,w,e% ,€)}r>1 de fonctions convexes (cf. Théoréme 5.1 et Proposition 2.17). Par
conséquent, p +— Poo(ﬁ,w,eﬂ“, €) est une fonction convexe. Il s’ensuit alors que Je 3 p —
Poo(,w, eﬁ“, €) est monotone croissante et sa dérivée et de signe constant positif :

vied, 0P8, 6% ) >0 (5.58)
O

En tant que limite uniforme sur les compacts en z de la suite {pr(8,w,,€)}r>1 de fonc-
tions analytiques, z — poo(f,w, 2, €) est analytique sur D.(FEy(w)), voir Corollaire 5.2.
Le théoréme des zéros isolés (voir [26]) garantit que si la fonction z — (0:p00)(8,w, 2, €)
posséde des zéros, ceux-ci ne peuvent étre que des points isolés de D.(FEy(w)), sans quoi
(02P00)(B,w, -, €) serait identiquement nulle. Par conséquent, I, 5 z — [£2(0,ps0) (B, w, 2, €)
ne peut s’annuler qu’en des points isolés ; méme chose pour Je 3 1 — (Oupoo) (B, w, et €)
puisque (O, p00) (5, w, e €) = $2(0.poo) (B, w, 2, €). Cet argument combiné avec (5.58) per-
met de conclure que la fonction J. 3 jt +— poo(B,w, e, €) est strictement croissante.

Preuve Proposition 5.33.

D’une part la fonction poo(ﬁ,w,eﬂ',e) est de classe C*°, et méme analytique réélle, par
rapport & la variable 1 comme composée de fonctions analytiques réélles, voir [60].
D’autre part, g — poo(8,w, ePr, €) est strictement croissante sur son ensemble de définition
d’aprés le Lemme 5.34. Le théoréme d’inversion globale assure que poo(3,w, €%, €) est un
C*° -difféomorphisme de .J. sur M,.
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Avant de prouver le Théoréme 5.32, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 5.35. Soient § > 0, w € R et pg € M. Soient pur(5,w,po,€) € Jo, L € [1,00),
lunique solution de pr (3, w, e, €) = po et fioo(B,w, po, €) € Je lunique solution de (5.57).
Alors la suite {pr(B,w, po,€)}>1 converge vers poo(B,w, po, €) lorsque L — 0.

Preuve Lemme 5.35.
On utilise la notation raccourcie uy, = ur(83,w, po,€), avec L € [1, 00].
Le lemme sera prouvé si on démontre 'inégalité :

foo < f1 1= liLminf,uL < pg :=limsup pr, < foo (5.59)
— 00

L—oo

On commence par démontrer la premiére inégalité (celle de gauche) par contraposeé.
Suppsons que g1 = liminfr o pr, < poo- Alors il existe n > 0 et une suite divergente
{Lp}n>1 telle que :

lim pp, =p et pr, <ploo—n Vn2>1

n—oo

Vue comme une fonction de p, pr, (3,w, e’ €) est une fonction croissante. Par suite :
PO = PL,, (ﬁ7 w, eﬂuL" ) 6) < PL, (ﬂv w, eﬁ(,u«oo*n), 6) vn >1

Comme la suite de fonctions {pr,, (5,w, -, €)}n>1 converge uniformément vers poo (5, w, -, €)
sur les compacts en z, on obtient (voir méthode dans la preuve du Théoréme 5.32) :

PO = pw(ﬂvwaeﬂﬂl)e) S poo(ﬂ’w’eﬁ(ﬂoo—n)7€) < pOO(ﬂaw7eB'uooa€) = pO

oil on a utilisé dans la seconde inégalité (la stricte) que poo(B3,w,e” €) est une fonction

strictement croissante d’aprés le Lemme 5.34. On arrive alors & une contradiction. Par
conséquent, i, < p1. La seconde inégalité dans (5.59) se démontre aussi par contraposé.

Preuve Théoréme 5.32.
Soient 8 > 0, w € R et py € M. On utilise la notation raccourcie uy, = pur(83,w, po, €) et
on posera Pr(3,w,-,¢€) = X2(B,w,-,€), L € [1,00]. Pour tout n € IN, on montre que :
X5 (8w, po,€) = lim X7(B,w, po, €) = X (B, w, e, c)
— 00

Soit § > 0 fixé. Partons de I'inégalité :

|Xo7g(ﬁ,w,eﬁ“°°,e)—Xf(ﬁ,w,po,eﬂ
< XL (B w, e, ) — X2 (8,w, e €)] + | XL (B, w, &0 €) — X7 (B,w, po, €)]

La fonction p — X7 (8, w,e%, €) étant continue,

| s

AN >0 t.q Ve, [p—pool <1 = |XL(B,w,e> ) — XL (B,w,e,¢)| <
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D’aprés le Lemme 5.35, la suite {pr}r>1 converge vers fio, i.e. il existe un rang Ly > 1
tel que pour tout L > Ly, |pur — pieo| < 1. 1l s’ensuit :

)
VLZle ‘Xono(ﬁ7w’e/3uooa€)7ngo(ﬁvwveﬁ‘ul"€)| < 5

(5.60)

Soit K C I. un compact tel que e € K. Par convergence de la suite {ur}>1, il existe
un rang Lo > 1 tel que pour tout L > Lo, ePPL € K. Aussi :

\Xg‘o(ﬁ,w,eﬂ“,e) — Xf(ﬂ,w,eﬁ“,eﬂ < sup |[XL(B,w, z,€) — XL (B, w, 2, €)]
zEK

Et d’aprés le Théoréme 5.3, il existe un rang L3 > 1 tel que :

o
VL>Ls, supl|XL(B,w,ze€ —X(0,w,z€)| < 5 (5.61)
2€K
Etant donné (5.60) et (5.61), en posant Lo := max{Li, Lo, L3} > 1, il vient :
|

6.2 Transformée de Legendre de la limite thermodynamique de la pres-
sion grand-canonique

Soient 8 > 0, w € R et pg € M.. En vertu de la Proposition 5.33, introduisons la
transformée de Legendre de la limite thermodynamique de la pression grand-canonique :

foo(/eaw7p07€) ‘= sup (POM - POO(B7w7eBM7E)) = POHoo — Poo(ﬂy('U?eﬁuooae) (562>
,UGJE

Ol oo = foo (B, w, po,€) € Je est unique solution de I'équation pao(8,w, e, €) = po.

Voici le résultat principal de ce paragraphe :

Proposition 5.36. Soient >0, w € R et py € M,.

Soit Fr(B,w, po,€), L € [1,00), la transformée de Legendre de la pression grand-canonique
a volume fini, voir (2.58). Soit Foo(fB,w, po,€) la transformée de Legendre de la limite
thermodynamique de pression grand-canonique, voir (5.62).

Alors on a les convergences simples suivantes :

. . OF 0F o
[}LII;OfL(/Ba(*‘J?pan) = }—oo(ﬂ#*%p()aﬁ), LIE;I;O T;(ﬂvwap(LE) = 8T(ﬁ7M7PO76)
. O*Fp 0> Foo
LIEI;O W(ﬂaw =0, p0,¢€) = W(ﬂaw =0, po, €)

Le reste de ce paragraphe est consacré a la preuve de la Proposition 5.36.
Compte-tenu des identités établies dans la Proposition 2.26 et du Théoréme 5.32, il suffit
de montrer ces deux identités :

0F o B c\ o1 0*Foo B A\’ .,
aT(ﬂkup())E) - _<q>Xoo(ﬂawap07€)a W(ﬁ)o)p07€) - _<q> Xoo(/BaOap()ye)

On a besoin pour cela du lemme suivant :
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Lemme 5.37. Pour tout 8 >0, we R etpuec Je:

aap;(ﬁ,w,eﬁ“, ) >0 (5.63)
Preuve Lemme 5.37.

D’une part, il existe un voisinage complexe V. de I, tel que R{(9,pL)(B,w, z,€)} > 0 pour
tout z € V.. Ceci est une conséquence de (2.57) et de la continuité de (9,p1)(83,w, -, €).
D’autre part, en tant que limite uniforme sur les compacts en z de la suite de fonctions
analytiques {(0.p1)(B,w,,€)}r>1, 2 — (02P00) (B, w, 2, €) est analytique sur V. (cf. Corol-
laire 5.2). Le Théoréme d’Hurwitz (voir Théoréme 5.68 en annexe) permet de conclure que
soit (02p00) (B, w, -, €) est identiquement nulle, soit (9, p0 ) (3, w, -, €) ne posséde pas de zéro
dans V.. Supposons que (0,po0)(5,w, -, €) soit identiquement nulle sur V.. Par conséquent,
B2(02p00) (B, w, -, €) est identiquement nulle sur I.. Or Je 3 p +— (Oupoo)(B,w, e, €) est
strictement croissante d’aprés le Lemme 5.34. On conclut que Je 3 p — (0upo0) (5, w, e €)
ne s’annule jamais.

Preuve Proposition 5.36.

On reprend point par point les arguments utilisés dans la preuve de la Proposition 2.26.
Justifié par le Théoréme 5.6, 'application du théoréme des fonctions implicites & la fonction
(W, 1) — poo(B,w, 1, €) — po assure que Fuo (S, -, po, €) est localement de classe C.

En utilisant d’abord que (8HPOO)(ﬂ,w,eﬁ“°°,e) = pPoo(B, W, lioo, €) = pp, on obtient :

W(ﬁvwapme):po Ow (Bava()ae)_%(ﬂawaeﬁu 76)_p0 Ow (ﬁ,w,po,e)
Puis en dérivant une seconde fois :
O*F, 9%P, o 0*P
Z Y — - _ o0 Bhico _ P - Biroo
w2 (ﬂaw 0,/)036) w2 (ﬂaoae 76) Ow (5’07/)0’6)8#8&} (5,076 56)

Pour conclure, il reste & utiliser que (9, 100)(3,0, po, €) = 0. Ceci est une conséquence du
théoréme des fonctions implicites compte-tenu de (5.63) :

(8W/’LOO)(ﬂa 0: P0, 6) = _(awpoo)(ﬂa 07 eﬁ,u«oo, 6) ((aupoo)(ﬂv 07 eﬁuoo ’ 6))

et de la parité de w — poo (B, w, 2, €) comme limite simple de la suite {pr(5,-,z,€)}r>1 de
fonctions paires (voir Lemme 4.18).

-1

7 Appendice 2 : limites thermodynamiques pour le modéle
d’Anderson

Un potentiel type Anderson est généralement utilisé en physique du solide pour mo-
déliser un alliage, c’est-a-dire un réseau cristallin idéal et infini constitué d’ions d’espéces
différentes (i.e. portant des charges électriques différentes). En général ces différents types
d’ions ne sont pas distribués de facon réguliére sur le réseau cristallin mais plutét de ma-
niére aléatoire. Le potentiel électrique "ressenti” par une particule chargée se trouvant a
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I'intérieur du réseau est la superposition des potentiels générés par chacun ions fixés aux
neeuds du réseau. Dans le modéle d’Anderson la charge électrique de ces ions joue le role
de variable aléatoire pouvant prendre des valeurs sur un ensemble (in)fini.

Le premier objectif de cet appendice est de prouver 'existence des limites thermodyna-
miques des grandeurs grand-canonique caractéristiques de la réponse (dia)magnétique du
gaz quasi-parfait lorsque le potentiel électrique est un potentiel aléatoire du type Anderson.
Ceci couvre par exemple le cas d’un gaz d’électrons de conduction dans un alliage.

Le second objectif (le plus important) est de mettre en application la théorie des opé-
rateurs de Schrodinger aléatoires et ses techniques & la mécanique statistique quantique.

Avant d’énoncer les résultats principaux, rappelons quelques définitions et résultats de
la théorie des opérateurs de Schrodinger aléatoires (on utilisera la terminologie de [62]).

7.1 Potentiel type Anderson et opérateurs de Schrodinger aléatoires

Soit (N, 2, P) un espace probabilisé complet, formé d’un ensemble N (univers), d’une
o-algébre 2 sur N et d'une mesure de probabilité P sur cette o-algébre telle que P(N) = 1.
Par la suite, on notera E[- ] := [(-)dP(n) espérance induite par la mesure de probabilité
P. On appelera variable aléatoire une fonction mesurable sur NV et on désignera par champ
scalaire aléatoire une fonction g : N x R? — R jointement mesurable par rapport au pro-
duit de la o-algébre 2 des ensembles d’événements dans N et de la o-algébre B(R?) des
ensembles de Borel dans R3. On notera g(n,x) = g,(x).

On définit le potentiel type Anderson comme le champ scalaire aléatoire dont les réa-
lisations sont données par :

Vo(x) =) M(pu(x—i) xR’ (5.64)
iez?
avec {\j}jezs une famille de variables aléatoires sur Iespace probabilisé (N, 2, P).
Par la suite, on se placera sous I’hypothése (H3”) dans laquelle on suppose :

Hypothése (H3”).
(7). Les variables aléatoires \; sont P-indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.).
(13). Les A\; sont continuement distribuées sur un intervalle borné I avec une densité bornée :

b
P(ho(n) € [a, b)) = / g f(@), | flloe < +o0

(i7i). La fonction de site u(-) vérifie les conditions de Birman-Solomyak (voir [56], [57]),
i.e. u € IL(L3T0) avec :

Py = {re ) - Y axueor)” < oe, 0o p 21

iez3
ot Q(j) désigne le cube ouvert unité centré sur le site j € Z3.

Remarque 5.38. Le fait d’avoir choisi les A i.i.d. sera justifié par la suite.

De maniére imagée, I'indépendance pour les variables aléatoires ); signifie que A; et Ak ne
s’influencent "pas trop” pour |j — k| assez grand. Et identiquement distribuée signifie que
la loi de probabilité est la méme en tout point du réseau (voir [62]).
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Remarque 5.39. En munissant L?, (R?®) de la norme équivalente (5.7), les hypothéses

uloc
3O (R3) Vi € N avec ||V]|31¢puloc < ¢ uniforme en i € N.

uloc —

(i1) et (i13) assurent que V,, € L

Rappelons maintenant la définition d’un champ aléatoire (& valeurs réélles ou com-
plexes) stationnaire ergodique (voir par ex. [62], [56], [57]) :

Définition 5.40. Un champ aléatoire g,(-) est dit G*-ergodique (ou G3-métriquement
transitif, terminologie [84]), avec G = Z ou R, si ces deux conditions sont réalisées :

(7). Sur (N,2(,P) il existe un groupe d’automorphismes {7y }ycqs préservant la mesure, i.e.
P(7ytA) = P(A) pour tout A €A et v € G3, tel que :

Vv eG®, grn(x)=g(x—v) xeR} neN

(i7). {7v}veqs est ergodique, c’est-a-dire tout ensemble A € A qui est invariant sous
{rv}vegs (i.e. 1A = A pour tout v € G3) a une probabilité 0 ou 1.

Remarque 5.41. Si seulement (i) est vérifiée, g,(-) est dit G3-stationnaire.

L’hypotheése i.i.d. pour les variables aléatoires \; dans (5.64) est essentielle puiqu’elle
assure que {\;j}jczs, vu comme un champ aléatoire sur Z3, est Z3-ergodique (voir [62]).
Il existe alors un groupe de transformations ergodiques {7y },cz3 préservant la mesure sur
(N, 2, P) tel que :

N(T7en) = Aiv(n) v ezZ? (5.65)

11 s’ensuit que V;, est un champ scalaire aléatoire Z3-ergodique (cf. Définition 5.40) :

Veon(x Z)\lv u(x —1) Z)\ x—j—v)=V,(x—-v)

iez? jez3

Remarque 5.42. De maniére imagée, la Z3-stationnarité pour V,, signifie que le réseau
cristallin est “en moyenne” homogene. La Z3-ergodicité signifie que les réalisations de V;;
aux points x et y sont "presque statistiquement indépendantes” pour |x — y| assez grand.

Bien que le potentiel type Anderson (5.64) ne soit que Z3-ergodique, on peut le rendre
artificiellement R3-ergodique. On utilise pour cela la “technique de suspension”, voir [61].

Considérons le nouvel espace probabilisé (N L2, I@) formé du produit de ’espace probabilisé
(N, 2, P) du champ aléatoire {\;} avec I’espace probabilisé (€2, 2o, Py) d’une variable aléa-
toire @ indépendante du champ {\;} et distribuée de maniére homogéne sur T3 := R3/Z3
le tore & 3 dimensions. g est la o-algébre des sous-ensembles de Borel de 2 = R3/Z3,
avec Q la cellule unite du réseau cubique Z3, et Py la mesure de Lebesgue sur . On notera

=/ N fQ 7)d0 V'espérance induite par la mesure de probabilité induite P x d6.
Pour (n,0) € N , deﬁmssons le groupe des transformations :

7v(n,0) = (1virem, (v +0)) veR® (5.66)

oil x et X désignent la décomposition (unique) d’un vecteur x € R? comme somme d'un
vecteur x € Z3 et d’un vecteur x € . Le groupe des transformations {7y }ycps est R3-
ergodique dans N puisque le groupe {7j};czs est Z3-ergodique dans N, voir [84].
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Soit f/(n’g) le potentiel type Anderson "modifié” dont les réalisations sont données par :

Vine) (x) =V, = > X(u(x—0—i) xecR? (5.67)
iez3

avec ‘7(7770) (x) = V,(x). Ainsi construit, ‘7(7779) est un champ scalaire aléatoire R3-ergodique :

Vi 0.0) (%) = Vg o(x = (v 4+ 8) = > N(nu(x = —v = 0) = V.9 (x — V)
jez3

On termine ce paragraphe par quelques propriétés spectrales de ’Hamiltonien & une
particule sur I'espace tout entier. Sous les hypothéses (H2) et (H3”), soient Hoo(w, Vy)) et
Hoo(w,V; 0) les opérateurs de Schrédinger aléatoires agissant dans L?(R3) définis par :

1 - 1 ~
VweR?, Hy(w,Vy) = (=i - wa)’ +Vy, He(w,Vye) = (=i - wa)® + 7V, ¢
En vertu de la Remarque 5.39, pour tout w € R, 'opérateur Hoo (w, V;)) (resp. Hoo(w, Vmg))
est essentiellement auto-adjoint sur C5°(R?) Vi € N (resp. V (1,0) € N x Q). Par commo-
dité, on désignera par la suite la fermeture de ces opérateurs par le méme symbole.
Pour déduire des propriétés sur o(Hoo(w, V;)) et o(Hxo(w, Vi) 0)), on utilise :

Proposition 5.43. Pour tout w € R, {Hx(w, Vy)) }nen est une famille ergodique d’opéra-
teurs auto-adjoints. Méme chose pour {Hso(w, Vn,o)}(n 0)cN -

Preuve Proposition 5.43.

Soit w € R. Comme Vj, est un champ aléatoire jointement mesurable et Hoo(w,V;) est
essentiellement auto-adjoint sur C§°(R?), alors { Hoo(w, V;) nen est une famille mesurable
d’opérateurs auto-adjoints (voir Proposition 2 du paragraphe 4.2 dans [62]). Méme chose
pour la famille {Hq(w V77 0)} (n.0)c N Puisque v 7,6 est également jointement mesurable.
En considérant {Ty ., }veqs, avec G = Z ou R, la famille des translations magnétiques (du
réseau Z3 lorsque G = 7 ou réélles lorsque G = R, voir Définition 5.14), on établit sur
C5°(R?) les identités

Heo(w,Voyy) = Ty wHoo(w, V;))T—v, n€EN, veZ? (5.68)
Hoo(w, Vay(.0) = TvwHoo(w, Vo) T—vew (1,0) €N, veER? (5.69)

ol {7y }yezs est le groupe des transformations ergodiques défini en (5.65) préservant la
mesure sur (N, 2, P) et {7y },crs le groupe des transformations ergodiques défini en (5.66)
préservant la mesure sur (N, 20, P). {Ty . }yes étant une famille d’opérateurs unitaires, on
conclut de (5.68) que la famille mesurable d’opérateurs auto-adjoints { Hoo(w, V3)) }pen est
ergodique (voir par ex. [83]). Méme chose pour {H (w, ‘77779)}(7779)€N.

Comme conséquence de la Proposition 5.43, le spectre o(Hoo(w, V) est non-aléatoire
P-presque stirement, i.e. il existe un ensemble ¥ C R tel que IP(U(HOO(w, V) = Z) =
(voir [63], [83]). Le spectre discret oqis(Hoo(w, V3)) et le spectre essentiel oess (Hoo(w, V3))
sont également non-aléatoires. D’autre part, og;s (Hoo (w, Vn)) = () P-presque siirement.
Les propriétés de o(Hxo(w, ‘7,7,9)) sont identiques & celles de de 0(Hoo(w, V;)). D’ailleurs
ces opérateurs sont unitairement équivalents :

Hoo(w, Viyo) = TowHoo(w, V) T_g,, 0 €Q (5.70)
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7.2 Reésultats principaux

Sous les hypothéses (H1’), (H2) et (H3”), soit Hp(w,V;) := $(—iV —wa)? + V,,
I’Hamiltonien & une particule avec conditions de bords de Dirichlet sur dA. Réécrivons
les grandeurs grand-canonique a volume fini, caractéristiques de la réponse magnétique du
gaz confiné, en faisant apparaitre la dépendance en n (marqueur de la stochasticité).

Comme 0 (Hx(w, V;)) est non-aléatoire P-presque stirement, il existe un sous-ensemble
Ny € 2 de N de P-mesure 1, i.e. P(N7) = 1, tel que Vn € Ni, info(Hy(w,V)) =
Ep(w) indépendant de 7. Pour 8 > 0, z € D(Ep(w)) et L € [1,00), soient Pg’)(ﬁ,w,z, €),
,o(Ln) (Byw, z,€) et X 27(77) (B,w, z,€) la pression, la densité et les susceptibilités généralisées
grand-canonique & volume fini définies respectivement par (voir Corollaire 4.3) :

(m) € 1 (1)
P (B0 = 5o [ dx(/ AT, 2 R x,y;w,v,g) vneN
L ( )= 3o N . ( )R :€) - ]
(n(ﬂwze):zli/ dx / dé ——— RY(x,yiw, V), €) VneN
) L327T AL 'y eﬂ{/z+ L y Yy Wy Vi yex
Vne N, (B w26 = n'(q>n : / 15,50 331
) L ’ - 5L32 € 9
k=1 j=1
n—k
(i Flj(x, 21, . ..,2;))
. Yri, ..., dx/ dz / dz,; .
D2 btinip) [ e [ am | a R

ye{1,2}J
: Rg)(x Z1; W, an é) i1,L (zla Zy; W, Vna 5) e ,—Tij7L(zj7 X W, V’V]a f) vn S Nl
Voici le résultat principal de cet appendice :

Théoréme 5.44. Soient f > 0 et w € R. Soient z € D(Ep(w)) et K C D(Ep(w)) un
compact tel que z € K. Soit T un contour orienté positivement du type (2.14) inclus dans
le domaine d’holomorphie ® de & v (3, 2;€) = In(1 + eze %), woir (2.13).

Alors il existe un ensemble No € A de P-mesure 1, i.e. P(Ng) =1, tel que Vn € Ny :

Po(B,w, z,€) 1= hrn P (B,w z,€) =

€ 'L . (1) .
=5 d0< / deF(8 5 OB (RS (0,y+e,w,vms>]) L, B
poo(Br0,2.6) = lim pf (5w, 2,) =
i M .
o Q(w(/p,(dgeﬁf/w E[R{ (0,y+0,w,Vn,§)]> .

€ 1

Yn e, XL(Gw.z0) = lim X (ﬂ,wze>—n'(q) o | acrpz)
—00 Tk

n k n—=k
‘ (’LF] (X,21,...,2 ))
.ZZ(—l)J Z X5, /d9 /1113 dz; - /]R3 dz; (n—k)! .

k=1 j=1 ie{1,2}3
[R( )(0 Z1;W, Vmﬁ) i1, oo(ZhZQaw an§> Tij,OO(Zjae;wvvna{)] (5'72)
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Remarque 5.45. Réécriture des limites en terme de trace.
La limite thermodynamique de la pression grand-canonique en (5.71) peut encore s’écrire :

hm P (ﬁaw Zy 6) T‘I‘L2(]R3 {XQ/ dgfe /872 5) [ (W,Vn,f)]} P-p.s.

52

Les limites thermodynamiques de ’aimantation et de la susceptibilité magnétique grand-
canonique (voir (5.72) avec n = 1 et n = 2 respectivement) peuvent encore s’écrire :

lim A} L) (B,w, z,€) =

L—oo

<Z>; .TrLQ IRS){XQ - dgfs(ﬁ7z;§)E[Roo(waVnaE)Tl,oo(anmg)]} P-p.s.

2
Jim X7 (B,w,2,¢) —2< ) Gon = Trp» R3){XQ/FK dé fe(6, 25 €)-
: E[Roo(wv ‘/;77 g)Tl,oo(wa an g)Tl,oo(wa ‘/;77 5) - Roo(wa Vna g)TZ,oo(wv Vna 5)] } P—p.S.

Remarque 5.46. Au vu des résultats du Théoréme 5.44, les limites thermodynamiques
pour le modéle d’Anderson ne différent de celles obtenues pour un potentiel purement
Z3-périodique que par la moyenne sur le “désordre” symbolisée par I'espérance E[-].

Les preuves de ces résultats reposent essentiellement sur le théoréme suivant :

Théoréme 5.47. Théoréeme d’ergodicité de Birkhoff- Khintchine (cf Proposition 1.13, [84])
Soient (E &, IP) un espace probabilisé complet et |- fE lespemnce induite.

Soit GO)(-) : E x R3 — C un champ aléatoire R3- ergodzque tel que EHQ )(0)]] < 400.
Désignant par A un cube de volume V' centré en l'origine, on a P-presque sdrement :

lim V! /A du g (u) = B[GE (0)]

V—oo

Remarque 5.48. Le théoréme de Birkhoff énoncé comme ci-dessus fournit seulement des
convergences simples. Par conséquent, les résultats du Théoréme 5.44 ne permettent pas
d’identifier les limites thermodynamiques des susceptibilités généralisées avec les dérivées
partielles (par rapport & w) de la limite thermodynamique de la pression grand-canonique.
Pour ce faire, il faudrait par exemple mettre en place une version “uniforme sur les com-
pacts” du théoréme d’ergodicité de Birkhoff. Ce probléme ne sera pas abordé ici.

7.3 Preuve du Théoréme 5.44

Dans tout ce qui suit, N7 € 2 désignera le sous-ensemble de N de P-mesure 1 tel que
Vn e Ny, info(Hoo(w,Vy)) = Eo(w) indépendant de 7.
Cas de la pression grand-canonique

On commence par ce premier résultat :
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Proposition 5.49. Soient § > 0 et w € R. Soient z € D(Ep(w)) et K C De(Eg(w)) un
compact tel que z € K. Soit ' un contour orienté positivement du type (2.14) inclus dans
le domaine d’holomorphie ® de & — f.(8, ;&) := In(1 + eze™5%), voir (2.13).
Sous l'hypothése (H8”), introduisons pour tout (n,0) € N1 x Q Uopérateur :

7005050 = o [ €13, 5O Rl Vyo.©)

(7). Iég:g) (B,w, z,€) est un opérateur intégral borné sur L*(R3).

Son noyau Iﬁg:g)(' ;i Byw, z,€) : R x R3 — C est continu et sa partie diagonale vérifie :

Ig:g) (Xa X; /87 w, 2, 6) - i ( /FK d€ f€</87 - g)ROO(X7 Vi ‘77779’ 5))

y=x
i
=5 )1 dé F.(8, 2;€) R (x,x;w, Vy 0, &)

ou R(z)(- - ;w,Vmg,f) :R3 x R® — C est le noyau intégral de R% (w, ‘7,7’9,§> et Fe(B,z;-)
est une primitive de f¢(3, z;-) exponentiellement décroissante sur le contour I'k.

(i1). x — Iéz:g) (x,%; B,w, 2,€) est un champ aléatoire (& valeurs complexes) R3-ergodique.
(731). 1l existe une constante ¢ = c¢(B,K) > 0 telle que :

[|I779 (0,0; 8,w,z,¢€)|]] <c

Preuve Proposition 5.49.

(). Puisque Vme € Liﬂfco (R?), il suffit d’utiliser les résultats de (i) Proposition 5.15.

(7). Soit {7v }vers le groupe des transformations ergodiques défini en (5.66) préservant la
mesure sur (N, 2, P) et {Ty o }yers les translations magnétiques réélles.

Comme conséquence de (5.69), Reo(w, N;v(n,g),ﬁ) = TywReo(w,V;) 0,6)T—y . Par suite
77v(m0) (Byw, z,€) =Ty, I(ng (B,w, z,€)T_y . Alors au sens des noyaux (cf. page 128) :

00,0

Vv € R?, va(onﬂ) (x,y; B,w, z,€) = ei“"z’(x"’)IéZ:g) (x—v,y —v;f,w,z €)e wIV)

o0,

— I(n 0)

00 (X =V, X —V;f,w,z,€).

En faisant x =y, on obtient : I;”(On’o) (x,x; 3, w, 2, €)
De par la Définition 5.40, x — Iéz:g) (x,%; B,w, 2,€) est un champ aléatoire R3-ergodique.
(7i7). D’abord Roo(w, ‘77779,5) =TgwRoo(w, V), &)T_g,, puisque les opérateurs Hoo(w, f/n,g)

et Hoo(w, V;)) sont unitairement équivalents, voir (5.70). Ceci entraine au sens des noyaux :
V(x,y) R’ xR?,  RE)(x,y;w, V0,8 = “?*ORYD (x - 0,y — 0;w, 1}, §)e w0 0)

Vx eR®, TU9(x,x; 0,0, 2,¢) = —i dEF.(8, 2 ) RD (x — 0,x — 0;w, V), €)
'
Puisque Ho(w, V) est borné inférieurement uniformément en n € N et que ||V||34¢,,uloc €st
borné uniformément en n € Ny, alors il existe un polynéme p(-) tel que pour tout € '
et uniformément en (1,0) € Ny x Q et x € R3, \Rg))(x —0,x — 0;w,V,,6)| < p(l€]).
Par décroissance exponentielle de F(3,z;-) sur I'k, il existe ¢ = ¢(8, K) > 0 telle que
uniformément en (7, ) :

T99 (x,%; B,w, 2, )| < / Ag] p(1€) (5, 2:€)] < e (5.73)

'k
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A partir de (5.73), on déduit :

B1200(0.0:6.0.2,0)] =E| [ a01280(0.0:6.0.z,0)1| < el [ apy

A noter que ces estimations permettent I’application du théoréme de Tonelli :

[1-(77» )(0 0; B, w, 2,€)] = _% A dE F.(B, z; f)fE[Rg?(—B, —0;w,V;,6)]

Remarque 5.50. Soit U C R? un ouvert et y sa fonction caractéristique associée. Par
les mémes arguments que ceux de la Remarque 5.16, on montre que xyZg (o, )(ﬁ, W, z,€) est

un opérateur & trace sur L2(R3). Et par continutié¢ du noyau Iég’g)(‘ ) ,ﬁ,w, z,€)

,0 ,0
TrLg(Rs){XUICEQO)(ﬁ,w,z,e)}:/deéZ’O)(x,x;ﬁ,w,z,e)
U
Lemme 5.51. Soient § > 0, w € R et z € D(Ep(w)). Soit K C De(Ep(w)) un sous-
ensemble compact tel que z € K. Alors pour tout n € Ny :

11

lim —

TrLQ(]R3){XAL /F d¢ fe(ﬁv Z;f){RL(wv Vn,f) - ROO(W7 Vnaf)}}' =0

Preuve Lemme 5.51.
En vertu de la Remarque 5.50, la quantité TI'L2(R3){XALIC(>Z:8) (B,w, z,€)} est bien définie.
Soit x > 0 un réél. On utilisera la décomposition du cube Ay, = (—L/2, L/2)3 suivante :
Ap = (AL \Ag)UA, avec A, :={x € A : dist(x,0Ar) < Kk} (5.74)
Pour L suffisamment grand, |A.| = O(L?) (5.75)

Avec F (53, z;+) une primitive de fc(3, z; - ) exponentiellement décroissante sur ', on a :

11
-3 ﬁ; TrLz<Rs){><AL /F de 1e(B, 2z {Ri(w, Vi, €) = Roo<w,an€>}}

_ L1 . ( (1)
= S| 600 [ (v V)~ Ry VOt

+ [ acrpa [ dx{R@(x,x;w,w,s)—R?(x,x;w,vn,s)}} vne M

K

car (A k) D X — xX,y;w, Vo, X, y;w, Vy, est continue (c
(AL \ Ax) {R{( Vi, €) — RE( Vi )}y (cf. (i)

Proposition 3.4 compte-tenu de la définition de A,;) ainsi que Ap, 3 x — RS:)(X, x;w, Vi, §).
En utilisant les mémes arguments que ceux de la preuve du Théoréme 5.1 pour le cas de la
pression (voir page 133), on montre que le module de chacune des intégrales a U'intérieur
des accolades se comporte comme un O(L?) pour L suffisamment grand en vertu de (5.75).

|
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Remarque 5.52. En choisissant une décomposition de Ay, du type (5.74), on prend im-
plicitement la limite Ay, — oo au sens de Van Hove, voir [95]. Il existe un autre moyen de
prendre cette limite, appelé limite au sens de Fisher, dont on rappelle la définition.

Soit A C R3 un ouvert borné simplement connexe a bords lisses JA. Pour tout réél p > 0,
solent A, = {x € A : dist(x,0A) < p} et diam(A) le diamétre de A. Alors A — oo au
sens de Fisher s’il existe une fonction 7(+) telle que limy o m(a) = 0 et :

’Aadiam(A) ‘
Al

< m(a) pour o > 0 suffisamment petit
Cette définition de convergence est moins générale que celle de Van Hove (|84], page 105).

Preuve Théoréme 5.44 : cas de la pression grand-canonique.
Pour les besoins de la preuve, posons Az (0) = Ap. Cette notation signifie que le cube
Ap = (—L/2,L/2)3 est centré en Porigine des coordonnées. On a :

€

BIAL(0)]2
|A;<>|2'EI“R”{XA“°%ﬁ\(“‘45*“@{RL@%V%€>—Raxw,%p9}} Ve N

( (Byw, z,€) = ' TI‘LQ(IE@){XAL(O)\/F dgfe(ﬂaz§§)Roo<W7Vn7§)}+

En vertu du Lemme 5.51, le second terme donne une contribution nulle & la limite L — oo.
Soit Az (@) le cube centré en 6. En utilisant que les opérateurs Huo(w, V;)) et Hoo(w, V3 0)
sont unitairement équivalents, voir (5.70) :

€

TrL2(1RS){XAL( )/ dffs(ﬂaz§§)Roo(Wav777§)}
BIAL(0)] 2 I

€

~ BIAL(0)]

€

~ BIAL(0)] 27

ol on a utilisé la cyclicité de la trace dans la derniére ligne. En décomposant l'intégrale

L _L
f2L+9J0 d6; comme (ffg —f ZJr(i' +f2+9 )d@j, Jj €4{1,2,3}, on peut écrire :
2 2

( )| TrLQ(R?’) {T—O,wTB,wXAL(O) /I‘K df fe (/87 zZ;3 g)ROO (wa an 5)}

TrL2(]R3){XAL(9)/F d€fe(B, 25 &) Roo (w, n,eé)}

1
|AL(0)]

dx</ dé (B8, z; f)R(l (x,y;w, Vnoaf)>
)N JaLo) Ik

y=x
1

d defe(B3, 2, ) RY (%, y;w, Vi o, )
dre A X(/FK £1(8, 2 RO (x,y:w, Ve, €)

+ "autres termes”
y=x

(5.76)

ol les "autres termes” (au nombre de 26) ont une contribution nulle a la limite L — oo.
En effet prenons des termes génériques, par exemple :

1[5 F+0;
L?’/dez/L dmj/ N

dn(é<ﬁM@ZQ (X%w%@®>
- K y=x

—+9 L+6k ) .
- / Re / dxk< /F RIICERL (x,y;w,vn,e,s)>

L
2

L
2

y=x
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Comme l’intégrande entre parenthéses est uniformément borné en x par une constante
c(B, K) > 0 (cf. estimation (5.73)), le module de tous les "autres termes” se comporte alors
comme O(L~1) lorsque L — oo. Il reste & appliquer le Théoréme de Birkhoff-Khintchine,
justifié par (i7) et (#i7) Proposition 5.49, au premier terme du membre de droite de (5.76) :

€ )
o o5 > (6105 0R v T )|
_f'g AW g v _ g -
ﬁ%EK/ A fe(B, = )RY(-0,y e,w,vmo) yo] P-pss.

€ 1

:ﬁQW/d0</FKd§fe(ﬁ,z OE[RY 8,y + 6;w me)]>

Il reste & vérifier que la limite ci-dessus existe pour P-presque tout n € N et pour tout
0 € Q et qu'elle s’identifie a 'expression (5.71).

I@’—p.s.

y=0

Cas des susceptibilités généralisées grand-canonique

Proposition 5.53. Soient 3 > 0 et w € R. Soient z € D(Ep(w)) et K C De(Ep(w)) un
compact tel que z € K. Soit T un contour orienté positivement du type (2.14) inclus dans
le domaine d’holomorphie ® de & — §.(3, 2;€) = In(1 + eze %), woir (2.13).

Sous Uhypothése (H8”), introduisons pour tout (n,8) € N1 x Q la fonction définie Vx € R3
par :

Vne N, T00(x w2, :_n'/ 659331

k=1 j=1

. n—k
K/ ) (zFlj(x,zl,...,zj)) 1 -
Z Xj(lla"wzj)/]Ra dzl"'/R3 dzj (n—k)' Rgo)(xazlaw7vn,97£)'

ie{1,2}9

: Til,oo(zla Z; W, ‘777,97 5) t Tz’jfl,oo(zjfla Zj;W, Vn,@» g)j—‘ij700(zj7 X5 W, Vn,e), g)
(). 1l existe une constante ¢, = c(f3, K, |w|,n) > 0 telle que :

VXERS, ’I(n’e)(x;ﬁawvzaﬁ)’ Scn

(77). x — I( (X B,w, 2, €) est un champ aléatoire (& valeurs compleves) R3-ergodique.
(t31). 1 emste une autre constante ¢, = c(8, K, |w|,n) > 0 telle que :

E[[Z09(0; 8w, 2,€)|] < en (5.77)

Preuve Proposition 5.53.

(7). Puisque Vn,g € Lf’lfgﬁco (R3?), il suffit d’utiliser les résultats de (i) Proposition 5.26.

(13). Soit {7y }vers le groupe des transformations ergodiques défini en (5.66) préservant la
mesure sur (N, 2, P) et {Ty o }yers les translations magnétiques réélles.

Avec la convention 0° = 1, pour tout entier j > 1, m € N et L € [1,00]; posons :

j, 11 ~ iFl'X,Zl,.‘.,Z' " ~
’C%: (szlv"‘vzj;w)v;pe7§) = ( J( ])) Rg)(x’zl;w7‘/;7,07£)'

m!
'ELL(ZLZQ;W,V%Q,&) : EJ 1L(ZJ 17Z]7w V 5) L(ZJ7X w V7797€> (578>
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D’abord en utilisant que ¢(u, w) = % - (w A u), on a pour tout v € R? :

Flj(X,Zl,...,Zj)
=o(x—vVv,21 —V)+P(z1 —Vv,20—V)+ -+ P(zj_1 —V,2; — V) + ¢(z; —V,Xx —V)
=Fli(x—v,z1—V,...,2; — V)

Ensuite, comme conséquence de (5.69), Roo(w, ‘77:‘,(7779),§> =Ty wRoo(w, ‘77779,§)T_v7w. Ceci
se traduit au sens des noyaux par :

RO (x,y;w, Va, (n.0),€) = e“? VR (x — v,y — viw, V, 9,0)e 00V x £y

Cette identité assure d’autre part que Tj,  (w, f/;_v(n’g),f) Ty T 00 (w ,‘777797 §)T_y ., pour
i; € {1,2} (voir méthode paragraphe 2.2). Au sens des noyaux, on a également :

Tiz,oo(x y;w, VT (n,0)> 5) = ew¢(x’v)ﬂ'l,oo(x —V,y —V,w, ‘7,779, f)e*i”‘ﬁ(y"’) XAy

Par I'intermédiaire de ces identités, il vient :

R(l)(x zl,w,VTv( 0) f)Til,oo(ZhZQ,W,Vr‘,( 0) f)"‘nj,W(Zij5wv‘/Tv(n, 9):¢)
- eiwtb(x,V)R(()é) (X —Vv,z1 — V;w, ‘777,9’ f)e_iw¢(zl’ ).
LB (21 — v, z9 — Vi W, V.0, £)ewolzzv)

BT, (25— v, x — Viw, Vg, §)e wOeY)

Au final, en réunissant tous ces résultats :

/]R3 dzl"'/]Rg dz; ’Cg’on_k(xazl» sy Zj W, VT (n,6):8) =
— / dz; - - / dzj ]Cg’onfk(x —V,Z] —V,...,Zj — V;wyvnﬂaf)
R3 R3
_/ dZ1"'/ dzjlcgvo"_k(x—v,zl,...,Zj;w,f/n,oaf)
R3 R3

ce qui permet d’obtenir que pour tout v € R3, Iigﬁ?"’) (x;8,w, z,€) = I(n’e) (x—v; B, w, z,€).

(747). En réutilisant les arguments de la preuve de (i7), on peut écrire :

Z(UG)(X B,w, 2, € _nl/ d€§e(8, 2;€) ZZ Z X?(ih...,ij).

k=1 j=1 74l€{192}j
/ le---/ dZ; K% (x — 0,Zy,..., 25w, V,, &) = I0 (x — 0; B,w,z,€) (5.79)
R3 R3
En effet, d'une part pour tout 6 € Q, Flj(x,z1,...,2;) = Flj(x — 0,21 — 0,...,2; — 0).

D’autre part, le fait que Roo(w, V;0,8) = TowRoo(w, V), §)T_g, et que Tj, oo (w, V;)0,&) =
To T 00(w, Vi, §)T g, pour 4; € {1,2}; entrainent respectivement au sens des noyaux :

RO (x,y1w, V0, €) = Y@ ORD(x — 0,y — 50, V,, e 0 x4y
El7w(xa y;w, ‘777,97 €> = eiw¢(x7e)ﬂl,oo<x -0,y — 6;uw, Vn, é)e—iwqb(y,e) X 7& y
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Ces résultats permettent alors d’obtenir :

/RS dzl---/]RS dzleg’O"*k(x,zl,...,zj;w,f/n,g,g) =
:/ dzl-n/ dszCZ;’O"_k(x—O,zl—9,...,zj—9;w,Vn,§)
R3 R3

Passons aux estimations. Rappelons que sous I'hypothése (H3”), Hy(w, V) est borné
inférieurement uniformément en n € N et que [|[V|[34¢ uloc €st borné uniformément en
n € N. En réutilisant les arguments menant a l'estimation commune (5.35), il existe un
polynéme p(-) et un réél § > 0 assez petit tel que uniformément en n € Ny :

V(x,y) € (AL x Ap)\ Dp, V€ €T, max {|RV(x,y;w, Vi, )], |Ty.0(%, y:w, Vi, )|}

5
*W\X*ﬂ

3€
< p([€N (1 + |w]) TRy

A partir de (5.80), on déduit I'existence d’'un polynéme pj;1(-) et d'un réél 6 > 0 assez
petit tel que uniformément en n € Ny :

je{1,2}, Le[l,00] (5.80)

VEETk, KLV (x—0,21,...,25;w, Vi, &) < pis1(I€)(A + |w])>H3.
iFlLi(x—0,2z1,...,2;)"F efﬁlﬁ\b{*e*zl‘ efﬁléﬂzlfzﬂ (f%l&HijerO\
J y 41, y 4y

(n—k)! x—0—2| |z1—2z] = |z;—x+0|

Cette estimation étant du méme type que (5.46), on peut répéter les arguments menant a
I'estimation (5.47) : il existe une constante ¢ > 0 telle que uniformément en n € Ny :

) -9 _k nn—k
V§€FK, ‘Icgon_k(x_Ovzla---azj;w,vn,g)’ §c2(n—k) (j (Tl ) ) .

(n—k)!
o) ) o)
—syen X021l |~ sy 171 — 22 — 5(r4eny 125 —x+6)|
. 2(1+1€D) e 20+[¢D) e 20+i¢h
(1 2(n—k),, 1 3j+3¢
(LD Py (DL + )+ g P——

Le reste de la preuve est basé sur le fait qu’il existe un autre polynéme p;(-) tel que
uniformément en x € R3, 8 € Q :

o T 0=l gl | g
Ve eTk / dZ1---/ dz.
" ke R |x—0—z1] |z — 2z |z; —x + 0]

|z —x+6|

< p;([€])

Ainsi en réunissant ces résultats, il existe un autre polynéme p,(-) et une autre constante
¢ > 1 tels que uniformément en x € R3 et (1,0) € Ny x Q :

n k
VEETk, D> Y. > Xﬂhw.w@)A;dm-~A;d%JK£“WX—&zh”WZﬁwJ@fﬂ

k=1j=1ie(1,2)J

n k 200 — k)2 n—k
< c"(ZZ u ((n _’2)? )<1+ W) palel)  (5.8)

k=1 j=1
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Puis en utilisant la décroissance exponentielle de f (3, z;-) sur le contour I'g

E[IZ30(0; 6,0, 2, ¢)]]
n k ) n— 2\n—k
o (S O N oyea] [ a0 [ laelan(hlss. 5 0)

(n—k)!

(n

n k Q’I’L* o\n—k
<omerp, (230 O Nk epyena [ aron)

L’estimation ci-dessus permet d’obtenir (5.77). Montrons pour finir que I’on peut réécrire

. n k
B[Z00(0:8,w,z.0] =nio= | dgf(Bz) D D (-1

oo,n )
T Ty k=1 j=1
> X, ,ij)/ d6 [ dz - / dz; E[KL 750,21, ... 253w, V,, €)]  (5.82)
. , Q R3 R3
ye{1,2}
Vu comme une conséquence du théoréme de Tonelli, il suffit de montrer qu’il existe une

constante ¢, = c¢(|w|,n) > 0 et un polynéme p,(-) tels que :

n k
VEETk, Y > > X?(il,...,ij)/QdO/]Rde1~-

k=1 j=1 i;e{1,2}J
/}R dz; B[|[KE" (0,21, ... 250,V )] < copn(l€])  (5.83)

Soient po,...,p; > 1 des entiers tels que Zl 0 p = 1. Par 'inégalité de Holder généralisée :
ik . |Z'Fl-(0,z1,...,z-)]”_k
E["Céon (O,Zla-..,zj,wav;wg)’] = : (’I’L—k‘)' : :

<.

1 1
[T 00 (20, Z141; 0, Vi, O] } 71 2jy1 =6

AE[|RY)(8, 215w, Vi, £)[F2] } 7o H

A partir de 'estimation (5.80) uniforme en € Ny, on déduit I'existence d’un polynéme

pj+1(-) et d’'un réél § > 0 assez petit tel que :

1

vEeTk, E[IKL0,21,... 250, Vo, 6)l] < pjrr(IE) (A + w7+

|iFL(0,21, ... ,2;)|"F e TR0l o~ g2l e‘lfglzj—elz[(/ . )>m
(n—k)! 0—z1] |21 — 2| ;-0 L1\ [y

Il suffit de répéter les mémes arguments que ceux menant a (5.81) pour obtenir (5.83)
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Lemme 5.54. Soient § > 0, w € R et z € D(Ep(w)). Soit K C De(Ep(w)) un sous-
ensemble compact tel que z € K. Alors pour tout n € Ny :

;F/F RGOS T Ay

k=1 j=1 ue{l,z}f

/ dx{/ dleJn k(x z;w, Vp, &) — / dZ/ngn_k(X,Z;%me)H:O
AL AJ R3]

Preuve Lemme 5.54.

Avec L € [1, o0], soit K(Ln’e)’j’m = K%m(x, Z1,. .., 255 W, Vmg, €) la quantité définie en (5.78).
Pour k > 0, soit (A \ Ax) U A, la décomposition du cube Ap, voir (5.74).

Pour tout L € [1,00), n € N1 et n > 1 entier, posons :

.
[ BL3

k

n i .
WM (B w, 2 €) = 2/ d&fe(B,2:€) ZZ Ty Xf/ dx/j dz {0 Ik
T k=1 j=1 ile{l,Q}j AL\Ax Ap
. n k
"na(n)  — L d . d d K(n70)7]n k
v, (ﬁ,w,z,e) T gfe(ﬁvzag)zz Z X] X z
2 Ik k=1 j=1 1l€{1 2} AJ
. n k
W Bwne) = o [ AREEOY Y1 N / dx [ | daklyOiint
27 Jri k=1j=1 ne{tay  JA\A JAY

n

S X [ e

k=1j=1 ie{1,2}9

{/ dzl/ dZQ--'/ dZ IC(TIO’JH k / d21 / de_l/ de ]C(()Z’O)’j’nikﬁ-
R3\AL R3 R3 R3\AL
j—1
+Z/ dzl---/ dzl// dzl/H---/ dzj/cggv")va”’f}Jr/ dx/ dz/cggvo%jv”’“]
/=2 AL R3\ApL R3 R3 Aw R33

Avec ces notations, il vient :

G20 = o [ dEr(B50)

n k

Qir/FKdgfe(ﬁ’Z;é)ZZ(_l)j Z X?(il,...,ij)-

k=1 j=1 i1€{1,2}

: / dx{ / g K(POIE / dzICg’g*O)’j’”"“H
AL A R3

< sup [0} (8, w, 2, €) — 2% (B, w, 2, €)| + sup [0 (8, w, 2, €)| + sup [ (B, w, 2, )|
zeK zeK zeK

En répétant les mémes arguments que ceux utilisés dans chacune des preuves des Lemmes
5.28 et 5.29, on montre que chacun des termes du membre de droite se comporte comme
un O(L?) pour L suffisamment grand en vertu de (5.75).

|
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Preuve Théoréme 5.44 : cas des susceptibilités généralisées grand-canonique.
Posons Az (0) = Ar. En reprenant les notations de la preuve précédente :

(5) 4000 = gy 72 ., IR WD ST

4 k=1 j=1 ile{l,Q}j

: / dx{ / dz PO / degZ’O)’j’"k}+
AL(0) Aj R3

€ 7 ( o
,GIA (0 )‘2 / deFe(8, %) ZZ Z X]/ dX/RSszIC"O Jin—k

k=1 j=1 zlE{l 2}3

En vertu du Lemme 5.54, le premier terme donne une contribution nulle & la limite L — oo.
Soit Az (@) le cube centré en 6. En vertu de I'identité (5.79), on a :

mAe( )|QZ / dgfe(5, 2:€) ZZ Z X /L dx/stdzIC"’ ).gn—k

k=1 j=1 zle{l 2}3

) -
€ 7 -
,8|A ( )‘2 / dgfe(ﬁazyg)ZZ( Z XJ/ 4dZIC((>Z’9)’]7n k
k=1 j=1 Zle{l 2}J R37J
3 “Lyg,  Lye, .
En décomposant I’'intégrale f L 2) df; comme (ffA _f_; j ‘|‘fﬁ z )dﬁj,] € [1.2.3).
2 2 B)

on peut écrire :

. n k
€ 1 / . ( 79)7.7.7n7’C
(0,503 (-1 3y / ax [ daKly
/3|A (0 )|2 k=1 j=1 16{1 2}3 B
. n k
€ 2
dé fe( ﬂ,ZE x/ dX/ dz KO
= @i S S e

+ "autres termes” (5.84)

ol les "autres termes” (au nombre de 26) ont une contribution nulle a la limite L — oo.
En effet prenons un terme générique, par exemple :

1
S GRS

n k
0),j.n—k
/de@/ de/dek< =1 > x]/ dz K(70):d )
2

2 k=1 j=1 ie{1,2}7

Comme l'intégrande entre parenthéses est uniformément borné en x par c(|w|)"pn(|€]),
avec c(Jw|) > 1 (cf. estimation (5.81)) assurant ainsi I’absolue convergence de 'intégrale
par rapport & la variable &, le module de tous les "autres termes” se comporte donc comme
O(L71) lorsque L — oco. Il reste & appliquer le Théoréme de Birkhoff-Khintchine, justifié
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par (i) et (4i7) Proposition 5.53, au premier terme du membre de droite de (5.84) :

oy SO0 o e

k=1 j=1 116{1 217
€ 1 -
:ﬁ%/ d¢fe(B, 2:€) ZZ Ty Xj/de dzE[K{D7"5(0,2)] P-p.s.
k=1 j=1 z,e{l 2} R

ol on a utilisé notamment (5.82) dans le membre de droite.
Il reste & vérifier que la limite ci-dessus existe pour P-presque tout n € N et pour tout
0 € Q et qu'elle s’identifie a I'expression (5.72).

8 Appendice 3 : limites thermodynamiques pour le cas V' =0

Dans cet appendice, on s’intéresse aux limites thermodynamiques des grandeurs grand-
canonique dans le cas particulier o V' = 0. On donne notamment des formules explicites
en terme des fonctions de Bose et de Fermi des limites thermodynamiques de la pression,
densité et susceptibilité grand-canonique lorsque l'intensité du champ magnétique est nulle.

8.1 Limites thermodynamiques

Résultats principaux

Soient > 0 et w € R. Lorsque V = 0, E(()O)(w) = inf 0 (Hy(w,0)) = |w|/2 (voir [6]).
Les domaines de définition de la fugacité (2.1) et (2.2) deviennent :

Do1(By) (@) i= C\ [, 00), Dy (B () 1= €\ (—o0, eI/
D_1 226\[1,4-00), Dy Z:(D\(—OO,—l]
Soient z € De(E(()O) (w)) et K C DE(E(()O) (w)) un sous-ensemble compact tel que z € K. 'k

désignera un contour orienté positivement du type (2.14) inclus dans le domaine d’holo-
morphie ® de & — f(5,2;€) := In(1 + 62,6755)’ voir (2.13).

Soit Péo) (B,w, z,€) la pression grand-canonique a volume fini définie en (4.17) avec
V' = 0. Introduisons son candidat a la limite thermodynamique (cf. justification paragraphe
suivant) :

€1
G2

On établit un premier résultat de convergence uniforme :

O (B,w,2,€) = (5.85)

<A<MMAzOMW0%wV—OQ>

y=0

Théoréme 5.55. Soient 3> 0 et w € R. Alors pour tout compact K C Dg(E(()O) (w)) -

lim sup [P{” (8, w,2,€) — PO (B,w,2,¢)| =0
L—o00 4ci

ot la limite est prise soit au sens de Van Hove, soit au sens de Fisher.
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8. APPENDICE 3 : LIMITES THERMODYNAMIQUES POUR LE CAS V =0

Soient X]?’(O) (B,w, z,€), n € IN*, les susceptibilités généralisées grand-canonique a volume
fini définies en (4.19) avec V' = 0. Introduisons leur candidat a la limite thermodynamique :

n . n k
VnelN, Xm0 w,z € = n!(Z) 2 a6 Y)Y (-1)-

270 Jric k=1 j=1
. n—k
1(F1,(0,2z1,...,2;
>, x?(z’l,...,z'j)/ dZ1~-/ L — ,J))) RY(0,2130,V = 0,6)-
R3 R3 (n ki)

ie{1,2}

- T5, 00(21, 22,0,V = 0,§) - - ~7}j71700(zj,1,zj;w, V =0,6T;, 00(25,0;w,V =0,§) (5.86)

g
avec la convention 00 = 1; pour tout j € IN*, Fl; est défini en (4.11) et pour tout entier
k>j>1, X;?(z'l, ...,1;) est la fonction caractéristique définie en (4.3).

Voici un second résultat de convergence uniforme (ici énoncé dans sa version globale) :

Théoréme 5.56. Soit § > 0. Alors pour tout compact [wi,ws] C R, —00 < w; < we <
400, et pour tout compact K C D, :

VYnelN*, lim sup sup ]Xg’(o) (Byw, z,€) — X;’(O) (Byw,z,€)| =0

L—o0 wE|wi,wa] 2zEK
ot la limite est prise soit au sens de Van Hove, soit au sens de Fisher.

Remarque 5.57. Les résultats du Corollaire 5.2 restent valables. En particulier, la densité
grand-canonique a volume fini en (4.18) (avec V' = 0) admet pour limite thermodynamique :

P (B,w, 2, €) = ﬂzapég) (B,w,2,€) = = / de RO 0,50,V = 0,¢)
[e%e] sy Wy <y . 82 IR Nad] ot T eﬁf/z—ke 0 [ Rl )

y=0
Remarque 5.58. Les résultats des Corollaires 5.4 et 5.5 restent valables et assurent 1’iden-

tification des quantités définies en (5.86) avec les dérivées partielles par rapport a w de
(5.85). Le Théoréme 5.6 et le Corollaire 5.7 restent également valables.

Construction des candidats pour la limite thermodynamique

Dans ce paragraphe, on justifie la définition du candidat & la limite thermodynamique
pour la pression grand-canonique en (5.85) et on démontre le Théoréme 5.55. Puisque les
méthodes mises en ceuvre sont trés proches du cas V' périodique, on donnera seulement les
principaux arguments menant a la construction des candidats pour les susceptibilités.

L’ingrédient principal intervenant dans la construction des candidats a la limite thermo-

dynamique est le fait que I'Hamiltonien purement magnétique Hy(w,0) := %(—iv —wa)?
commute avec les translations magnétiques réélles {Tx, w }xoers, voir Définition 5.14.

En effet, en utilisant que Vx¢(x,%0) = a(xg) = a(x) — a(x — xp), il vient sur C§°(R3) :
(—iVyx — wa(x))ewstexo) — giwelxx0)(_;iv  — ya(x —x0)) w € R, xp € R

assurant ainsi que [Hoo(w,0), Tx,w] = 0. Par conséquent [Roo(w,V = 0,¢&),Tx,w] = 0, ce
qui entraine au sens des noyaux (voir méthode page 128) : pour presque tout x,y € R?,

Vxo € R?, R(()i) (x + %0,y + Xp;w, V = 0,§)eiw¢(yvx0) = eiw‘b(x’xO)Rg? (x,y;w,V =0,§)
(5.87)
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Soit I (/B,w z,¢€) lopérateur défini en (5.20) avec V = 0. Puisque V € L®(R3), l'as-
sertion ( ) de la Proposition 5.15 garantit que 0070(570(.)72,6) est un opérateur intégral
de noyau Iég?o(-,o;ﬂ,w,z, €) : R? x R® — C continu, voir (5.21) pour sa définition. En
utilisant que T_xo,wfég?o(ﬁ, w, 2, €)Txpw = ég?o(ﬁ, w, z,€), on a alors au sens des noyaux :
VXO € ]R37 eiiw¢(X7XO)I£?0(X+XO7y+X0; ﬂvwa 2, e)eiw¢(y7x0) = I(O) (X y,ﬂ,w z 6) X,y € RS
0
(0) (

puis par continuité de la partie diagonale x — Zoo(x,%; B,w, z,€), on déduit :
Vxo € R?, I(O) o(x 4+ x0,X + x0; f,w, 2,€) = I(O)O(x,x;ﬁ,w, z,€) = I(O) 0(0,0;8,w, z,€)

ce qui assure que le candidat en (5.85) est bien défini : P (ﬁ, w,z,€) = BI(EO)O(O, 0; 5,w, z,¢€).

Prouvons maintenant le Théoréme 5.55; la limite sera prise au sens de Van Hove (cf.
Remarque 5.52). Partant de I'identité :

PO(B,w,z,6) = PO(B,w,2,6) + PO (B,w,2,6) = PO (B,w, 2,€)

et utilisant que ﬁ fAL deég?O(x,x;ﬂ,w,z,e) = IC(,S?O(O,O;ﬁ,w,z, €),on a :

+
y=0

Pl(/O)(ﬁvwwzve) = ﬂ_( - dgfﬁ(ﬂazag)R(()?(O’Yawavz075))

€ 1

+ﬁL3277/ALdX</FKd§fE(ﬂ’Z 5){R( )(X y;w,V=0,§)-R (X y;w, V=20 5)}>

y=x
Soit k > 0 un réél. Considérons la décomposition du cube Ay, comme en (5.74).
Avec F.(f3, z; - ) une primitive de f¢(3, z;-) exponentiellement décroissante sur I'g, on a :
P]go)(ﬁ,w, z,€) — Pég)(ﬁ,w, z,€) =
€ 1
{/ défe(ﬁ,zsé)/ dx R (x,y50,V = 0,6)~RY (%, 750,V = 0,6) Hy—x+
FK AL\AN

3
4 / a€ F.(B, 2 €) / dx R? (x, x;,0,€) — A / d«fﬂ(ﬁ,z;@Ré%)(o,o;w,o,ﬁ)}
g A

car (AL \Ax) 2 x+— {R(L (x,y;w,V =0, — RY (x,y;w,V =0,¢) }! est continue (cf.

(1) Proposition 3.4 vu la définition de A,) ainsi que Ay 3 x — R(L)(x, x;w,V =0,8).

En utilisant les mémes arguments que ceux de la preuve du Théoréme 5.1 pour le cas de la
pression (voir page 133), on montre que le module de chacune des intégrales a U'intérieur
des accolades se comporte comme un O(L?) pour L suffisamment grand en vertu de (5.75).

Justifions la définition des quantités en (5.86). Soient Tj oo (w,V = 0,&), j € {1,2}, les

opérateurs générés par les noyaux (5.4) et (5.5) avec V' = 0. Comme conséquence de (5.87)
(voir méthode page 128), pour presque tout x,y € R3 :
Vxg € Rg, e~ wo(x, XO)T co(X + X0,y + X0;w,V =0,§)e w(y.xo0) — =Tjoo(x,y;w,V =0,§)
Ceci entraine que la fonction R3 3 x — Iéo?n(x; B,w, z,€) définie en (5.43) avec V =0 est
constante (cf. preuve (ii) Proposition 5.26). La preuve du Théoréme 5.56 suit a partir des
arguments utilisés ci-dessus ainsi que ceux de la preuve du Lemme 5.54.
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8.2 Formules explicites en champ magnétique nul

Dans ce paragraphe, on se propose de retrouver quelques résultats démontrés dans [4],
[6] et [16]. Partant des expressions des limites thermodynamiques dans le cas V' = 0, on
donne des formules explicites, en terme des fonctions de Bose et de Fermi, des limites
thermodynamiques des grandeurs grand-canonique (pression, densité et susceptibilité ma-
gnétique par unité de volume) lorsque I'intensité du champ magnétique est nulle (w = 0).

Définissons d’abord les fonctions de Bose et de Fermi. Soit s € C\ IN* tel que Rs > 0.
La fonction de Bose gs(-) : €\ [1,+00) — C est définie par (voir par ex. [110]) :

(11—
PA-—s) [ 4
2im m et

Vu€ C\[l,+00), gs(u):=— (—t)*~1 (5.88)

— U

(- ) est la fonction Gamma d’Euler et Hl est un contour (type Hankel) orienté positivement
et contournant ’axe des rééls positifs (puisque I'intégrande dans (5.88) posséde une coupure
le long de I'axe des rééls positifs) de la forme :

Hl:={6+iy : -n<y<njuf{ztin: x> n>0 6<0 (5.89)

Les rééls 6 < 0 et n > 0 sont choisis de telle sorte que le contour HI soit inclus dans le
domaine d’holomorphie de ¢ — u/(e! — u).
La fonction de Fermi fs(-) : C\ (—o0, —1] — C est définie quant a elle par (voir [110]) :
r(1—s
Vue €\ (—oo, 1], fulu) = —ga(—u) = — L %) /1dt
H

20T

U
et +u

(=t)*~1 (5.90)

ot HI est un contour de la forme (5.89), I'intégrande dans (5.90) possédant également une
coupure le long de I'axe des rééls positifs. Les rééls § < 0 et n > 0 sont choisis de telle sorte
que le contour HI soit inclus dans le domaine d’holomorphie de ¢ — u/(e’ + u).

Remarque 5.59. En fait, la fonction de Bose n’est autre que le prolongement analytique
au-dela du cercle unité de la fonction polylogarithme (ou fonction de Jonquiére) :

. n
. u

n=1

qui se réduit a la fonction zeta de Riemann lorsque u =1 : g5(1) = ((s) (voir par ex. [1]).

Soient B > 0 et z € D, := DE(E(()O)(O)) = D(0). Soit K C D, un compact tel que
z € K. Par commodité, on utilisera par la suite le contour I'x défini en (2.14) avec ¢ =0 :

FK:{a+iy : —Z—ggygg—g}u{xiig—g : agx} (5.92)

avec o un réél satisfaisant —oco < a < E(()O) (0) = 0 et tel que K C De(a); nx > 0 est le
réél du Lemme 2.6. Ainsi construit, I'x est inclus dans le domaine d’holomorphie ® de

& 1B, 2 €), voir (2.13).
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Pression et densité grand-canonique

Proposition 5.60. Soit 3 > 0. Lorsque w = 0, on a les formules explicites :

VzeD_1, PU(3,0 2 -1)=p"12r8)"* 95/2(2)
Vz € Dy, ég(ﬁ,OZH) B1(2rB)” f5/2(2)

ot gs(-) et fs(-) sont les fonctions de Bose et de Fermi définies en (5.88) et (5.90).

NJ\C/J I\J\W

Preuve Proposition 5.60.
En vertu de P'expression (5.85) et sous 'hypothése w =0 :

R@Wﬁw&%=i<r @nw¢¢ﬂﬁxme=0@Q

A
02w

y=0
Utilisons maintenant le fait que la fonction de Green soit connue explicitement (voir [60]) :

e~ V—2€|x~y]|

¥ (x,y) € ®° x R)\ Do, R (x,3:0,6) = zaﬁ;fﬂ*

(5.93)

En développant ’exponentielle en série entiére dans (5.93), puis en insérant ce développe-
ment dans ’expression de la limite thermodynamique de la pression, il vient :

POB,0,z0= L L [ aeqo.z0) - [ ach(sz0v2%s
08 2m 21 Ik

lyl
(/ %h@z@(%ﬁ)ﬂ“%

+ZI

et la série dans le membre de droite de (5.94) est absolument convergente.
En effet, il existe une constante ¢(3, K) > 0 telle que (voir estimation (2.89)) :

(5.94)

y=0

[ w00 - <@ mRa . P = (3

et pour tout réél z > 0, la série 3°,o; 2%/ (%)! est convergente.

Par holomorphie de f.(3, z;-) a l'intérieur du contour ', la premiére intégrale dans le
membre de droite de (5.94) est nulle en vertu du théoréme intégrale de Cauchy. Puis en
faisant y = 0 dans la derniére intégrale, (5.94) devient :

1 —BEy
(8,0, 2,€) = fﬁﬂ 5in /FK d€ In(1 + eze P4)\/—¢€

Ensuite, par une intégration par parties par rapport & la variable £, on a :

g [ dem e )y=E =207 [ aemE (-0

2im Jr,. 3 20T el + ez

Njw

d’ott on déduit :

»
(NI

— 1 —1 4
POB0.2.0 = 2o [ de (-0 v 1
'k

o - _ i de — =2
3V2m 2im ePs + ez (2nB)2 3 2im /FK geﬁf + ez( 58)
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ot & — z/(e”€ + €z) est la fonction de Fermi-Dirac (lorsque ¢ = +1), de Bose-Einstein
(lorsque € = —1) holomorphe a l'intérieur de I'k. Par le changement de variable ¢ := 3¢ :

1 4\/771/dtz
Ik

(gﬂﬁ)% 3 2w el + ez

PO(B,0,2,¢) = - (—t)2

ot I'i est le contour dilaté défini par :
f‘K::{ﬂoH—iy : —%gyg%{}u{xii%{ : aﬁga:} (5.95)

Il ne reste plus qu’a utiliser (5.88) et (5.90) pour obtenir finalement :

1 47 1
(2rB): 3 T(-3/2)
1 47 1
(2n5)2 3 T(-3/2)

Pég)(ﬁ,(),z,—l) :ﬁ_l 95/2(2)

PO(B,0,2,+1) =~ Fspa(2), T(=3/2) = 4y/a/3

|
En réadaptant la preuve de la Proposition 5.60, on obtient immédiatement :
Proposition 5.61. Soit 8 > 0. Lorsque w = 0, on a les formules explicites :
VaeDoy, pQ(8,0,2-1) = (275) Egya(2) (5.96)
Vze Dy, p2(8,0,2,+1) = (278) 7 faja(2) (5.97)

ot gs(-) et fs(-) sont les fonctions de Bose et de Fermi définies en (5.88) et (5.90).

Remarque 5.62. Dans 'appendice 1 de ce chapitre, on a spécifié qu’il y a présence du
phénomeéne de condensation de Bose-Einstein (de type I) pour le gaz parfait de bosons
lorsque le champ magnétique est nul. En effet, la densité critique p.(f3,0) est finie :

(3.0 = dim  p(5,0,6%, 1) = (27) 2 ga5(1) = (2m5)"2((3/2) < +oo
p—Eg” (0)=0

ol on a utilisé dans la seconde égalité la Remarque 5.59.

Aimantation et susceptibilité magnétique (par unité de volume) grand-canonique

Lorque le champ magnétique est nul, ’aimantation grand-canonique est nulle :
VB>0,VzeD., X1(3,0,2€ =0

Ce résultat a déja été prouvé dans le cas d’un potentiel périodique, voir Corollaire 5.7.
Remarquons que 'on peut retrouver directement ce résultat & partir de I’expression (5.86)
avec n = 1. En effet, en vertu de I'expression explicite de la fonction de Green en (5.93) :

—V/—2€|x—y] —V=2€|x~y| —V/—2¢|x~y]|

e (§] (§]

o, Y T ey e as
T \x—y\ (xj Yj |X_y|3 \/75(:6] y]) |X_y|2 J { }
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puis en utilisant que a(x —y) = %(y2 — x9,x1 — Y1,0), il vient :

e~V —2Ex—y]

g >:0, X#Yy (5.98)

Tl,oo(xa Y; V = 07 6) = a(X - y) : (va

Pour finir, on souhaite redémontrer que dans le cas d’un gaz d’électrons libres et dans
la limite des faibles températures (i.e. gaz d’électrons fortement dégénéré), la contribution
dominante & la limite thermodynamique de la susceptibilité magnétique grand-canonique
par unité de volume®, en champ magnétique nul et & densité fixée, est purement diama-
gnétique et est donnée par la “formule de Landau” (voir par ex. [70], [4]).

Pour cela, on a besoin d’abord du résultat suivant :

Proposition 5.63. Soit 3 > 0. Alors lorsque w = 0, on a les formules explicites :

2
1 3
VzeD_y, &%29(5,0,z,-1) = —(i) m(%)’ﬁguz(@ (5.99)
2
1 3
VzeDy, AZ20(8,0,2+1) = —(Z> m(%)ﬁﬁ/ﬂz) (5.100)

ot gs(-) et fs(-) sont les fonctions de Bose et de Fermi définies en (5.88) et (5.90).

Preuve Proposition 5.63.
Partant de (5.86) (cas n = 2) et compte-tenu de (5.98), il vient :

2 .
OB =020 = =2(1) S [ aen(6.50) [ anRU0.20.0T (00,0

Utilisant la définition du noyau 75 oo (-, -;0,&) compte-tenu de (5.93), on a :

Vx € R, / dz R (x,2;0,8)Th 00 (2,%;0,€) =
]RS

1 1 / o—V—2E|x—7| 2e—¢T2£\z—x\
R3

s (20)? (1 = G2 =22

|x — z| |z — x|

Puis en adoptant le systéme de coordonnées sphériques usuel, il vient :

—2v/—2&|x—1z|
[ e+ e ) =
R

x — z|?
2 ™ +o00 4 )
/ dgb/ dﬁsin?’é?/ drr2e 2V—%r — 2n——
0 0 0 323(—2¢)2

En réunissant ces deux derniers résultats, on obtient :

200,50 - (1) E L L [ e+ ece ) (e
oo A E c 2 128 (2rr)3 2im Jry

3Dans notre modéle, il s’agit en fait de la susceptibilité “orbitale” puisque seuls les moments magnétiques
orbitaux des particules du gaz sont pris en compte (pas les moments magnétiques de spin).
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En effectuant une intégration par parties par rapport a la variable £ puis en faisant le
changement de variable ¢ := £ comme dans la preuve de la Proposition 5.60, on obtient :

2
© B g 1 1 1 z -
(6,0,2,¢) = (C) 12\F (27r) 2w / d et + ez( 2

ou I'x défini en (5.95) est inclus dans le domaine d’holomorphie de t — z/(e" + €z). Il ne
reste plus qu’a utiliser les définitions (5.88) et (5.90) sachant que I'(1/2) = /7.

N[

Remarque 5.64. En vertu de la Remarque 5.59, lim, 1 g1/9(2) = 2724 ﬁ = 400.
Le gas de bosons devient donc un diamagnet parfait au point de condensation :

2
1 3
lim x20(8,0,2,-1) = —(Z) W(%)_§ 21,1_{%91/2(2) = —00

Considérons maintenant le cas des électrons (la charge ¢ = —e) et supposons que la
densité de particules pg > 0 devient un paramétre fixé. On a alors :

Proposition 5.65. Soient 3 > 0 et pg > 0 fixzés. En champ magnétique nul, la limite
thermodynamique de la susceptibilité magnétique (par unité de volume) en (5.100) s’écrit :

2
ng(o)(ﬁ,O,Pm*‘l):_(z) 12;( )" f1/2(f3/2((27T5) po))

Soit kg .= (67r2p0)% le vecteur d’onde de Fermi. Alors lorsque 8 — +00, on a le dévelop-
pement asymptotique :

62]{7F
24m2c2
La contribution dominante, qui est purement diamagnétique, est communément appelée
“formule de Landau” pour le gaz d’électrons libres fortement dégénéré.

x20(8,0, po, +1) = — +0O(37?) (5.101)

Preuve Proposition 5.65.
Soient 3 > 0 et pp € (0,+00) fixés. D’aprés la Proposition 5.33, il existe un unique
Zoo = Zoo(3,0, po, +1) € (0,400) solution de ’équation :

po = p0(5,0,2,41) = (278) 2 f5a(2) (5.102)

ot on a utilisé (5.97) dans la seconde égalité. En inversant la relation (5.102), on obtient :

2
V8,0, p0,+1) = XL (5,0, 200, 1) = (j) mlﬁmriﬁ/g (f3/2((278)2 pv)

Enfin, le développement asymptotique lorsque § — +o0 est donné dans [4] :

Xo<;<0>(ﬂ,p0,o,+1):—<e>2 ! <Mpo> +0(37?)

¢) 1973

Remarque 5.66. L’expression obtenue ci-dessus pour la “formule de Landau” est deux
fois plus petite que celle dans [70] (et dans la littérature en générale) puisque nous n’avons
pas pris en compte la dégénérescence liée au spin des électrons.

Remarque 5.67. La plupart des résultats de cet appendice ont été démontré dans [6]
avec la jauge de Landau : a(x) = £(—2,0,0). Les résultats sont donc invariants de jauge.
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9 Annexe

Théoréme 5.68. Théoreme d’Hurwitz (pour sa démonstration, voir par ex. [45])

Soit U C C un ouvert non vide. Soit { fn(-)}n>1 : U — C une suite de fonctions analytiques
convergeant uniformément sur tout compact de U vers la fonction (analytique) f : U — C.
Supposons de plus que chaque fonction f,(-) ne s’annule pas sur U.

Alors soit f est identiquement nulle, soit f ne posséde pas de zéro dans U.

Preuve Lemme 5.23.
Pour tout x; € (—L/2,L/2) et pour tout y; € (—o0,—L/2) U (L/2,+00), i € {1,2,3} :

oVx=yl  o—leimul o= 3V(@2—y2)? (23 -ys)?
- < — ke{l,2}, v>0
x =yl 21 =yl (2 — )2 + (w5 — y3)2) 2

En posant x = (z2,x3) et ¥ = (y2,y3), par passage en coordonnées polaires :

[x-yl
ess sup / dy EES T < c'y_(Hk), c>0
%€R2 JR2 % -y

D’autre part, pour tout zy € (—L/2,L/2) :

—L/2 e 3l +00 o~ 3lz-u1l
/‘ dw==—E(—g@n+LQD,L/ dmg—————::—m(—guyzﬂno

oo |1 — w1 L/2 |z1 — 31

ou z — Ei(x) est la fonction exponentielle intégrale définie par (voir par ex. [1]) :

+oo —t x t
Ei(m)::—/ dtet:/ dt%

et 'intégrale doit étre comprise en termes de valeur principale de Cauchy.
Il s’ensuit alors que :

L
/ dx/ e —YIx—y] <o (1+l~c)L2/2
AL R3\AL Yix—ylF _

Il ne reste plus qu’a utiliser qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que :

_/g day E1<— %(m +L/2)) /O+°°d;z~1 Ei(— %5;1) < ey!

car Vy > 0, —Ei(—y) <e YIn(l1+1/y) < e*yy_% (la premiére inégalité vient de [1]).

dxl{—Ei(—%(xl—i—L/Q)) _Ei (—%(L/z—xl)) }

Nl

Nl
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Chapitre 6

Une preuve rigoureuse de la formule
de Landau-Peierls

Le point de départ est 'expression de la limite thermodynamique de la susceptibilité
magnétique (par unité de volume) grand-canonique en (5.10), qui est précisément la contri-
bution & la susceptibilité magnétique liée uniquement aux moments magnétiques orbitaux
des particules. Dans le cas d’'un gaz d’électrons (e = +1) et sous ’hypothése supplémen-
taire V € C>°(R3/Y), l'objectif de ce chapitre est double :

(1). Etablir, dans la limite des faibles températures, une expression de la susceptibilité
magnétique des électrons de conduction lorsque l'intensité du champ magnétique est nulle
et la densité de particules fixée. Cette expression doit tenir compte de la conjecture de
Bethe-Sommerfeld (voir page 182). On traitera séparément le cas des semi-conducteurs et
le cas des métaux ; quant au cas des semi-métaux, il ne sera pas abordé.

(2). Déterminer les hypothéses de validité de I'approximation de Landau-Peierls selon la-
quelle la contribution dominante, & la susceptibilité magnétique “orbitale” des électrons de
conduction d’un métal & température nulle, est purement diamagnétique et est donnée par
la (célebre) "formule de Landau-Peierls” (voir par ex. [87], [2], [66], etc...).

Dans ce chapitre, on omet la dépendance explicite en V' dans les notations et comme
les résultats énoncés ne concernent que le gaz de fermions, on supprime le parameétre e.

1 Reésultats principaux

Hypothéses, nouvelles notations et rappels de résultats

Considérons un gaz quantique constitué d’un grand nombre de particules non relati-
vistes, de masse m > 0 et de charge ¢ = —e, obéissant a la statistique de Fermi-Dirac.
Leur spin n’est pas considéré puisqu’on s’intéresse seulement a la contribution a la suscep-
tibilité magnétique (par unité de volume) liée aux moments magnétiques “orbitaux” des
particules. Le gaz est confiné & l'intérieur d’une "boite” et est sujet & un champ magné-
tique extérieur uniforme. De plus, le gaz est supposé quasi-parfait dans le sens ot chaque
particule interagit avec un potentiel d’origine électrique; les intéractions entre particules
sont négligées. Le potentiel électrique étant choisi périodique ; on parle alors, dans ce cas,
de gaz d’électrons de Bloch. Enfin le gaz est supposé a 1’équilibre thermique.

Précisons davantage ces hypothéses. Le gaz est piégé a l'intérieur d’une large boite cu-
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bique Ay, = (—L/2,L/2)3, avec L > 1. On considére un champ magnétique B = (0,0, B)
avec B > 0, paralléle & la troisiéme composante de la base canonique de R®. On lui
associe le potentiel vecteur magnétique A(x) qui s’écrit dans la jauge de Coulomb :
A(x) = $B Ax = Ba(x), avec a(x) := 3(—x2,21,0) (jauge symétrique).

Le potentiel électrique V' € C®(RR?) est une fonction & valeurs réélles et périodique
par rapport & un réseau de Bravais YT de cellule élémentaire €2 (cellule de Wigner-Seitz).
Sans perte de généralité, on supposera que X = Z3 (réseau cubique); par conséquent
Q = (—1/2,1/2)3 est le cube unité centré en l'origine des coordonnées. Un tel potentiel
modélise, dans 'approximation de Born-Oppenheimer, I'interaction de chaque particule
avec le champ cristallin d’un solide parfait (i.e. réseau infini ou chaque site est occupé par
une méme espéce d’ions statiques).

Quand la boite est finie, i.e. 1 < L < oo, la dynamique de chaque particule est décrite
par I’Hamiltonien défini sur L?(A) avec conditions de bords de Dirichlet sur 9Ay, par (ici
on fait le choix des unités atomiques A =1=m) :

Hp(w) = %(—ivx —wa(x))?+ Vi(x), w:=—eB/ccR (unités C.G.S.)

ou Vp, est la restriction de V' & Ay. La fréquence cyclotron w, est reliée a w par w. = —w.
En raison de la régularité de A, l'opérateur Hp(w) est auto-adjoint sur le domaine
D(Hp(w)) = H{(AL) NH?(A). Par des arguments standards (voir [91]), Hz(w) est borné
inférieurement et est & résolvante compacte. Par la suite, {e;(w)};>1 désignera I’ensemble
de ses valeurs propres comptées avec leur multiplicité et indexées dans un ordre croissant.

Quand L = oo, on désignera par Ho,(w) I'unique extension auto-adjointe de 'opérateur

% (-iVx —wa(x)* +V(x)  (h=1=m)

défini sur C§°(R?). Heo(w) est borné inférieurement et n’a que du spectre essentiel (cf. [20]).

Introduisons les grandeurs a volume fini caractéristiques de la réponse (dia)magnétique
du gaz de fermions. On utilise le formalisme grand-canonique de la mécanique statistique
dans lequel le jeu de paramétres fixés est (3, z, |Ar|). Ici 8 := (kgT)~! > 0 désigne "'in-
verse" de la température T' (kp est la constante de Boltzmann), z := e € (0, +-00) désigne
la fugacité (€ R est le potentiel chimique) et |Az| = L? est le volume du confinement.
Pour 8 >0, z € (0,400) et w € R, la pression et la densité grand-canonique & volume fini
du gaz sont données par :

2, W —Tr In (1 + ze AHL( In 1+ze Bej(w)
PL(B3, z,w) := £2(a,) In ( ﬂ!ALI Z )

ﬂ!/\ |

pu(B,2,0) = B2 (B 20 = i D0
j=1

Le semi-groupe e PHLW) ¢tant un opérateur A trace, les séries ci-dessus sont absolument
convergentes (voir Remarque 1.38). Puisque la fonction R 3 w +— Pr(f, z,w) est de classe
C® (voir Théoréme 2.1), on peut définir la susceptibilité magnétique grand-canonique a
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volume fini comme la dérivée seconde de la pression grand-canonique & volume fini par
rapport a l'intensité du champ magnétique B :

202
0°P
e) L(ﬁ,z,w), >0, z€ (0,+0), we R

Xg(ﬂ,z,W) = ( W

Cc

Lorsque Ay, remplit 'espace tout entier (i.e. a la limite L — o0), les limites thermodyna-
miques des trois quantités introduites ci-dessus existent (cf. chapitre 5).
En désignant par Py (0, z,w) := limy o Pr(f5, z,w), on a prouvé en particulier :

Py ) P
poo(ﬁasz) = 62887(6727“}) = ngréoﬁz%(ﬁ,z,w)

2 2
X2(8,2,w) = lim (e) PPLig ) (e) PP 5 . )

Loco \c/) Ow? c Ow?

et la limite commute avec la premiére dérivée partielle (resp. la seconde dérivée partielle)
de la pression grand-canonique par rapport a la fugacité z (resp. par rapport a l'intensité
du champ magnétique).

Supposons maintenant que 'intensité du champ magnétique soit nulle et que la densité
de particules py > 0 devienne un paramétre fixé. En vertu des résultats de 'appendice 1
du chapitre 5 (cf. Proposition 5.33), soit e (3, po) € R I'unique solution de ’équation :

poo(67eﬁ/—’«7w = 0) = pPo

La susceptibilité "orbitale”! en champ magnétique nul, & température positive et a densité
po > 0 fixées est alors définie comme :

X(8,po) := Xfo(ﬁa eﬁuoo(ﬁ,po)w =0)

Afin de formuler nos principaux résultats, on a besoin d’introduire d’autres notations.
Dans le cas ott w = 0, la théorie de Bloch-Floquet pour les opérateurs périodiques (voir par
ex. [11], [68]) permet de mettre en évidence la structure en bandes du spectre de 'opérateur
Ho(0). Si Q* = 270 désigne la (premiére) zone de Brillouin du réseau dual X* = 2773,
pour j € IN*, la j-éme bande de Bloch est définie par £ := [minkco- £;(k), maxgco+ £;(k)]
ou {E;(k)};>1 est 'ensemble des valeurs propres (comptées avec leur multiplicité et in-
dexées dans un ordre croissant) de la fibre H (k) := $(—iV +k)?>+V agissant dans L*(T?)
avec T3 := R3/Z3 le tore & trois dimensions. Notons qu’avec cette définition, les fonctions
d’énergie de Bloch k — E;(k) sont continues mais pas nécessairement différentiables par
rapport & k auz points de croisement. Le spectre de l'opérateur Ho,(0) est absolument
continu et donné par o(Hw(0)) = U2, ;. Les ensembles &; peuvent se chevaucher et cer-
tains peuvent méme coincider. Les bandes d’énergie correspondent aux unions disjointes
des &;. On parle de gap spectral si max&; < min&jq, j > 1. Le nombre de gaps dans le
spectre est fini (si non nul) : ¢’est la conjecture de Bethe-Sommerfeld, voir par ex. [102], [74].

!Désormais, on désignera par susceptibilité “orbitale” la limite thermodynamique de la contribution, a la
susceptibilité magnétique grand-canonique (par unité de volume), liée aux moments magnétiques orbitaux
des électrons de Bloch.
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Il reste & introduire la densité d’états intégrée de 'opérateur Hoo(0). Rappelons sa
définition. Pour F € R, soit N1 (E) le nombre de valeurs propres de Hp(0) plus petites
que E. La densité d’états intégrée de Hoo(0) est définie par la limite (voir par ex. [43]) :

. NL(BE) . Tr{X(—oo,m(HL(0))}
noo(B) i= lim L5 = lim ALl (6.1)

Enoncés des résultats principaux

Le premier théoréme n’est pas directement relié au probléme magnétique. Il traite de
la définition rigoureuse de ’énergie de Fermi pour le gaz d’électrons de Bloch. Bien que ces
résultats soient bien connus de la littérature physique (voir [7], [65], etc..), nous n’avons
pas trouvé jusqu’a présent de traitement rigoureux.

Théoréme 6.1. Soit pg > 0 la densité de particules fizée. Soit poo(5,po) € R unique
solution de ’équation peo(B,e’*,w = 0) = po. Alors la limite :

Er(po) := 5ETOO too (B3, Po)

existe et définie une fonction croissante, éventuellement discontinue, appelée ’énergie de
Fermi. On distingue seulement deuz cas :

SC (semi-métal/semi-conducteur/isolant) : supposons qu’il existe N € IN* tel que py =
Noo(E) pour tout E € [max En, minEn41], alors :

max Ey + min En4q

Er(po) = 5

(6.2)

M (métal) : supposons qu’il existe une unique solution Ey; a l’équation noo(Enr) = po
appartenant ¢ (minEx, max En) avec N € N* éventuellement non unique. Alors :

Er(po) = Eum (6.3)

Remarque 6.2. En d’autres termes, un semi-conducteur? a son énergie de Fermi soit
au milieu d’un gap non trivial (i.e. lorsque max &y < min&yn41), soit & 'endroit ou les
deux bandes de Bloch consécutives "se touchent” fermant ainsi le gap (i.e. si max&y =
min Ex41). Dans ce dernier cas, on parle usuellement de semi-métal. Quant au métal, son
énergie de Fermi se situe a l'intérieur d’une bande de Bloch.

Remarque 6.3. D’apreés les résultats ci-dessus, Ep(-) est discontinue en toutes les valeurs
de po pour lesquelles I'équation 1. (F) = pp n’a pas une unique solution. Il s’ensuit alors
que chaque gap ouvert donne lieu a une telle discontinuité.

Voici le résultat principal de ce chapitre concernant la susceptibilité “orbitale” (par
unité de volume) d’un gaz d’électrons de Bloch & densité fixée et a température nulle :

2 e . . . . N . . ,
Il s’agit ici d’un semi-conducteur intrinséque, i.e. sans impuretés.
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Théoréme 6.4. Soit Ey := inf 0(H(0)).

(7). Supposons que l’énergie de Fermi se situe au milieuw d’un gap non trivial, voir (6.2).
Alors il existe 2N fonctions ¢;,0;, avec 1 < j < N, définies sur * en dehors d’un ensemble
de mesure (de Lebesgue) zéro, telles que l'intégrande ci-dessous puisse étre prolongé par
continuité sur tout Q0 et :

2 N
Hac(m) = lim X(o) = (£) G [ S a0 {500 -Enon oy 0}
i=1

(6.4)

(13). Supposons qu’il existe un unique N € IN* tel que Ep(pp) € (minEn, max Ex).
Supposons que Sp 1= {k e Q* : Enk) = Ep(po)} soit une surface lisse et non dégénérée.
Alors il existe 2N + 1 fonctions Gn,¢;,0;, avec 1 < j < N, définies sur * en dehors d’un
ensemble de mesure (de Lebesgue) zéro, telles qu’elles soient continues sur Sg et telles que
le second intégrande ci-dessous puisse étre prolongé par continuité sur tout Q* :

211
Faton) = tim (50 =~ (£) T oy

do(k) [02En(k) 82En(k) [0?En(k)\’
{/SF [ViEn (k)| [ k2 oKz ( k1 0k ) _3gN(k)}+

N
= kD [ 5 0006500+ (5 8) — € ) b o (B3 B0, |

=1

(6.5)

0l X([Eo.er(po)) () €t la fonction caractéristique de l'intervalle [Eo, Er(po)]-
(1i1). Soit kg = (67r2p0)% le vecteur d’onde de Fermi. Alors lorsque pg — 0, (6.5) donne

la formule de Landau-Peierls :

e’ (mymims)

24wz mim}

W=

Xu(po) = kp +o(kp) (6.6)

7]
mrl1<i<s

avec | les valeurs propres de la Hessienne {8,31_@_ E1(0)}1<ij<3 définie positive.

Remarque 6.5. Les fonctions ¢;(-) et 9;(-), 1 < j < N, qui apparaissent dans (6.4)
sont les mémes que celles dans (6.5). Toutes ces fonctions peuvent s’écrire explicitement en
termes des fonctions d’énergie de Bloch et de leurs fonctions propres associées, ce qui rend
les expressions (6.4) et (6.5) adaptées a ’analyse numeérique (avec un modéle de bandes).

Remarque 6.6. Les fonctions ¢;(-) et 0;(-) peuvent avoir des singularités locales sur un
ensemble de mesure (de Lebesgue) zéro ou les bandes de Bloch éventuellement se "touchent”.
Cependant, leurs combinaisons entrant dans les intégrandes ci-dessus sont toujours bornées
car les singularités individuelles s’annulent par l'intermédiaire de la somme.

Remarque 6.7. Dans (ii1), lorsque m} = mj = m% = m*, (6.6) n’est rien d’autre que la
formule usuelle (voir par ex. [66]) de la susceptibilité de Landau-Peierls :

62

C 24m2mc?
A noter que 'expression (6.7) est deux fois plus petite que celle dans [87]| puisque nous
n’avons pas pris en compte la dégénérescence liée au spin des électrons de Bloch.

Xm(po) ~ krp lorsque kp — 0. (6.7)
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Remarque 6.8. L’hypothése V € C>(T?) peut étre affaiblie en V' € C"(T3), avec r > 23.

Remarque 6.9. Les résultats énoncés dans le Théoréme 6.4 ne prennent pas en compte
le cas des semi-métaux pour lesquels Ep(pg) = maxEx = minEnyq, N > 1.

2 L’énergie de Fermi des électrons de Bloch

Cette section traite de la localisation de I’énergie de Fermi lorsque l'intensité du champ
magnétique est nulle (i.e. w = 0). En particulier, on démontre le Théoréme 6.1.
Bien qu’on ait supposé dans 'introduction de ce chapitre que V' € C>(T3), tous les résultats
de cette section peuvent étre étendus par exemple & V € LP(T3), p > 3 (cf. Remarque 5.9).

2.1 Reésultats préparatoires

Dans ce paragraphe, on montre qu’a température nulle (i.e. 8 — +00), la limite ther-
modynamique de la densité grand-canonique en champ magnétique nul est identiquement
égale a la densité d’états intégrée de l'opérateur Hoo(0). On donne également quelques
propriétés sur la densité d’états intégrée au voisinage des bords d’un gap.

Soient B > 0 et z := e € (0,+00) les paramétres fixés. Soit & +— f(3,2;€) =
In(1 4 ze=%) la fonction holomorphe sur le domaine (cf. Lemme 1.39) :

¢:={¢eC : e (-n/8,7/8)} (6.8)
Soit v le contour orienté positivement et inclus dans € défini par :

v:={0+iy, y € [-7/26,7/20)} U{z+ir/26, x > 6} §:=Ey—1, Ey:=info(Hx(0))

(6.9)
Notons Reo(w,€) = (Heo(w) — )7L, € € p(Hx(w)) et w € R. A partir du Corollaire
5.2 et compte-tenu de 'expression (5.8), la limite thermodynamique de la densité grand-
canonique du gaz d’électrons de Bloch est définie par :

(8,e",w) = 1ZTrL2(R3){XQ/d§ fFD(ﬁ,Msf)Roo(%f)}
|| 27 .

(6.10)
ou  est le cube unité centré en 'origine des coordonnées (puisqu’on a supposé que V' est
périodique relativement au réseau cubique Z3), yq est la fonction caractéristique de €,
et frp (B, 1; &) = —B710F(B, 1;€) = (ePE€=1 4 1)=1 est la fonction distribution de Fermi-
Dirac. D’aprés les résultats du chapitre 5, poo (3, -, w) vue comme une fonction de z, peut
étre étendue analytiquement sur le domaine Dy 1(Fp(w)) = C \ (—oo, —efFo(w)],

0Py

poo(B, €7, w) : o

Remarque 6.10. Un autre moyen de définir la limite thermodynamique de la densité
grand-canonique du gaz d’électrons de Bloch est de faire intervenir la densité d’états inté-
grée de Hoo(w) (pour la méthode, cf. paragraphe 3.2, chapitre 5) :

el = [ T (5 a0 (6.11)

—0o0

avec la notation neo(-,w = 0) = neo(+).
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Supposons maintenant que U'intensité du champ magnétique soit nulle (i.e. w = 0).
Afin de réécrire (6.10) en termes des fonctions d’énergie de Bloch de l'opérateur Hoo(0),
rappelons quelques notations. Soit S(IR?) 'espace de Schwartz des fonctions a décroissance
rapide et considérons I'isométrie de Bloch :

2]
U:S(]Rg)HLZ(Q*,LQ(Q)):/ dk L*(Q)

*

qui peut étre étendue par continuité en un opérateur unitaire sur L?(R3). On identifie
'espace de Hilbert L2() avec L?(T3), out T3 := R3/Z3 est le tore & 3 dimensions. Aprés
une transformation unitaire de Bloch (voir par ex. [11], [93]), Hoo(0) := $(—iV) 4+ V est
décomposable en intégrale directe U Hy (0)U* = féB* dk H(k) ou la fibre H(k) agissant
dans L?(T3) est donnée par :

1
H(k) = 5 (=iV + kK?2+V, keQ*

Rappelons que H (k) est essentiellement auto-adjoint sur C>°(T?); le domaine de sa fer-
meture est 'espace de Sobolev H?(T?). Pour chaque k € Q*, H(k) n’a que du spectre
purement discret. Désignons par {E;(k)};>1 I'ensemble des valeurs propres comptées avec
leur multiplicité et indexées dans un ordre croissant. Les fonctions propres correspondantes
{u;(-;k)};>1 forment un systéme orthonormal complet dans L?(T?) et satisfont :

H(k)u;(-: k) = Ej(k)u;(-: k), ke

Avec ce choix d’indexation (ordre croissant), la théorie des perturbations standarde assure
que chaque fonction d’énergie de Bloch k — F;(k) est continue et 21Z3-périodique.

Lorsque w = 0, (6.10) peut étre réécrite uniquement en termes des fonctions d’énergie
de Bloch. L’expression ci-dessous (dont la preuve est donnée dans ’annexe de cette section)
repose sur la premiére assertion du Théoréme 6.32 (cf. appendice de ce chapitre) :

Proposition 6.11. Soient 8 > 0 et p € R. Désignons par 2* la premiére zone de Brillouin
du réseau dual 2n7Z3. Alors :

1 o
el M0 =0 = Y | akten(8.a B, (1) (612)

Rappelons que lorsque la densité de particules pp > 0 est prise comme paramétre exté-
rieur, la relation liant la fugacité a la densité peut étre inversée puisque pour tout 5 > 0,
Poo(f,-,w = 0) vue comme une fonction de z est strictement croissante sur (0,400) et
définie un C*°-difféomorphisme de (0, +00) dans (0, +00) (voir appendice 1, chapitre 5).
Ainsi il existe un unique zoo (3, po) € (0,400) et par conséquent un unique ps (3, po) € R
satisfaisant poo (3, e (B:00) ', = 0) = po.

A partir de (6.12) et (6.11) (avec w = 0), lorsque la température 7" — 0, on a 'identité
suivante (la preuve se trouve dans I'annexe de cette section) :
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Proposition 6.12. Soient Ey := inf 0(Hx(0)) et > Ey fizé. Alors :

1
li Pl =0) =
Birfmpm(ﬂ,e ;w=0) on

3 [ B = s (613

0t X([Ey,u () désigne la fonction caractéristique de l'intervalle [Eo, y1].

Ainsi (6.13) permet d’exprimer ne(-) uniquement en termes des fonctions d’énergie
de Bloch. A partir de cette relation, on voit directement que moo(-) est positive, non-
décroissante et continue (en p) en raison de la continuité des fonctions d’énergie de Bloch.
De plus, cette fonction est constante par morceaux quand p appartient & un gap spectral.
Enfin, on rappelle qu’elle posséde le comportement asymptotique (voir par ex. [62]) :

Noo(A) ~ A2 lorsque A — 400 (6.14)

La preuve du Théoréme 6.1 repose sur ce dernier résultat concernant le comportement
de ns au voisinage des bords d’un gap (la preuve est dans 'annexe de cette section) :

Lemme 6.13. Soit pg > 0 fizé. Supposons qu’il existe N € IN* tel que noo(E) = po pour
tout E satisfaisant maxEy < E < min&ny1. Posons ay := max&n et by := minEn41.
Supposons que le gap soit ouvert, i.e. ay < by. Alors pour § > 0 suffisamment petit, il
eziste une constante ¢ = cs > 0 telle que :
Noo(an) — oo(N) > clany — N)?  lorsque X € [an — 6, ay] (6.15)
Noo(N) = Neo (b)) > ¢\ — by)3  lorsque X € [by, by + 9]

2.2 Preuve du Théoréme 6.1 : le cas semi-conducteur (SC)

On se place dans la situation ou il existe N € IN* tel que n(E) = po > 0 pour tout F
satisfaisant max &y < EF < min&y41. Posons ay := max &y et by := minEnyq.
Soit () := peo (3, po) I'unique solution de 'équation puo (3, €%, w = 0) = po.
On commence avec ce premier lemme :
Lemme 6.14.
any < pp :=liminf p(B) < limsup pu(f) =: po < by
B—+o0 B——+o0

Preuve Lemme 6.14.
On prouve par contraposé I'inégalité ay < p1 := liminfg 4o ().
On suppose que p1 < ay. Alors il existe € > 0 et une suite divergente {3, }n>1 telle que :

Jim p(Bn) =1 et p(Bp) <an—e Vn=>1
Puisque poo (0, eﬂﬂ,w = 0), vue comme une fonction de pu, est une fonction croissante :
P = poo(Bn, €70 w0 = 0) < pog (B, 7N ") w0 = 0)
En passant a la limite n — oo dans l'inégalité ci-dessus, (6.13) implique :
p0 < no(an — €) < noc(an) = po

ou dans la seconde inégalité, on a utilisé (6.15). On arrive ainsi & une contradiction.
L’autre inégalité (p2 := limsupg_, o u(B) < by) se démontre par une méthode similaire.
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Remarquons maintenant que si ay = by, la preuve de (6.2) est finie. On peut alors
supposer que ay < by, c’est-a-dire que le gap est ouvert.
Avec les mémes notations que le lemme ci-dessus, prouvons ensuite les inégalités strictes :

Lemme 6.15.
any < p1 < p2 < by

Preuve Lemme 6.15.

Nous montrons seulement par contraposé l'inégalité p; > ay, 'autre inégalité (u2 < by)
se déduira par une méthode similaire. Supposons que p1 = an et posons € := by —ay > 0.
Il existe une suite {Gy, }n>1 avec B, — 400 et un entier M, > 1 assez grand tels que :

ay — 2 < WBn) < an + i lorsque n = Me

Séparons la suite construite ci-dessus en deux sous-suites : 'une dont tous les termes se
trouvent ”a gauche” de ap, et I'autre dont tous les termes se trouvent ”a droite” de ay.
Nous allons traiter séparément ces deux situations.

Situation 1
Considérons la situation dans laquelle il existe une sous-suite {{1(8y, ) }r>1 obéissant a :

klim w(Bn,) =an et an < pu(Bn,) <an —I—E lorsque k>1 (6.16)
— 00

Utilisons I'identité (6.11) (avec w = 0) dans laquelle on introduit ;(8y,). On obtient :

PO = noo(aN) = _/_ : dA %%D(Bnkau(ﬁnk)» )‘)noo(A) - noo(bN)](FD(ﬁnknu’(ﬂnk); bN)+
+o0 o
+ oo () f D (Bos 1By )3 an) = /b o 1D (1) Nnoc (V)

ol on a utilisé le fait que noo(E) = pp pour tout E € [ay, by]. Ensuite :

[ AN B (B i ) e () = e )} =

+oo
[ T2 5 5 i N e o) — ()} (617)
by

ou on a utilisé que imy_,_ oo frp (B, 1(Bny); A) = L et frp(Bnys (B )i A) < ce” i pour
A assez grand. Dans le membre de gauche de (6.17), on introduit 1’expression :

eﬁnk ()‘*N(ﬁnk)) eﬂ”k (aN*/‘«(ﬁnk))eﬁnk (A—an)

—DPny,

ONFFD (Bnys (B ); ) = =Dy, (P O i) 1 1)2 (P O—nlBny)) 4 1)2
(6.18)

alors que dans le membre de droite de (6.17) on utilise I'autre expression :

e_ﬁ"k ()‘_N(ﬁnk)) e_ﬁ"k (bN_N(Bnk))e_ﬁnk (A=bn)

_67%

8)\fFD(ﬁnknu(ﬁnk); A) = _ﬁnk

(1 + e Prx OnBug D)z — (1 + o P OB )2

(6.19)
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Par conséquent, l'identité (6.17) peut se réécrire comme :

an ePnp (A—an)
/_OO dA (o O 1 172 {noo(an) — noo(A)}
+oo eiﬂ"k ()\*bN)

— B, {20(Bny, ) —(an+bn)} )
o k bn ° (1+ e Pk (A_M(ﬁnk)))Q {noo(/\) noo(bN)} (6.20)

L’idée est de montrer que 'égalité (6.20) ne peut étre valable si k est suffisamment grand.
Nous allons montrer qu'une borne inférieure pour le membre de gauche de (6.20) devient
plus grande qu’une borne supérieure pour le membre de droite de (6.20) pour k assez grand.
Soit & > 0 assez petit. Utilisant (6.15) dans le membre de gauche de (6.20) :

anN eﬁnk (A*CLN) c an
/—oo (B O=p(Bni)) 4 1)2 {noo(an) = noo(A)} 2 1 /aN—6 e Pk (an — A)

Aprés un changement de variable :

anN 1 66nk
/ dhe PN gy — NP = — / dt 3
(lN—5 Nk 0
Soit kg > 1 suffisamment grand tel que Yk > ko, 63, > 2. A partir de ces estimations :
1 -1 86n _ -1
/ dtt3e™t > e—, / * dttde™ > e (1 - e_(‘sﬁ"k_l)) > e—lM > e 1
0 4 1 0 Bn,, 0 DBy

on déduit 'existence d’une autre constante c; > 0 telle que :

/ T S an) —me) 2 VE (6.21)
NoolQ — No Z oE Z :
—o (eﬁnk (Afﬂ(ﬁnk)) + ]_)2 N T5Lk ’

Montrons que le membre de droite de (6.20) décroit exponentiellement en (3, . La condition
p1(Bn,) < an + €/4 implique que 2u(8,,) —an — by < —€/2 et p(By,) < bn. Ainsi :

o~ B A=)

1 + efﬁnk (Afﬂ(ﬁnk)))

+
i (20(Bn,)~(an +o)} / ood)\( {100 (M) = oo ()}
bn

“+00
< e Pnie/? / dX\ e Prx (’\_bN)noo(/\)
by

Ensuite, utilisons (6.14) : il existe une constante ¢ > 0 telle que limy_, )\_%noo()\) =c.
Soit n > 0. Alors il existe A\g > 2by tel que pour tout A > Ag, neo(A) < (14 n)c)\g.
D’une part pour tout & > 1,

Ao
/ dXe P tVn (A) < noo()\O)ﬂl<1 — e P Qo=bn)y < Moo (Ao)

by Nk o Bnk

B
D’autre part, puisque A — A2e~ 2" atteint sont maximum en \ = Bi’ il existe une autre
Nk
constante ¢ > 0 telle que pour tout £ > 1 :

+o0 - (Ao—2bn)
/ d\e Pk (/\_bN)noo()\) < C—e 2 v .
\ 5

0

188



2. I’ENERGIE DE FERMI DES ELECTRONS DE BLOCH

En réunissant ces estimations, on déduit qu’il existe une constante cy > 0 telle que V& > 1,

+00 — B, (A—by) B &
By, {204(Bry, ) —(an+bn)} € — < 76
e g A; (M(1+e—mg»ww%»p{m”Q) Noo (bN)} < €3 5
(6.22)
Ainsi pour k suffisamment grand, (6.21) devient plus grand que (6.22).
En conclusion, nous ne pouvons pas trouver de sous-suite qui obéisse a (6.16).
Situation 2
Maintenant considérons la situation dans laquelle :
klim w(Bn,) =an et any —e/4 < pu(Bn,) <an lorsque k>1 (6.23)
—00

En utilisant (6.18) et (6.19), on a l'identité :

an eﬁnk (A_H(ﬁnk))
/oo dA By, (o O 1 1) {Nnoc(an) — noo(N)}

e_ﬁ”k ()‘_bN)

(1 + efﬂnk (A*M(ﬁnk )))2

= / T B, & Prw (b =(Bny)) {noo(A) — noo (b))} (6.24)

by

Nous allons encore montrer que 'identité (6.24) ne peut étre valable pour k assez large.
D’une part, compte-tenu de (6.23) et via (6.15), il existe une constante ¢; > 0 telle que :

an eﬂ"k ()\*,U«(ﬁnk))
/ dA B, (B A=n(Bni)) 4 1)

—0o0

2 {noc(an) = neo(A)} 2

1 [on—3% , .
4/ LA B, PO (an) — ooV} > cre P Wk > 1

—0o0
D’autre part, compte-tenu de (6.23),

e_B”k ()\_bN)

(1 + e_ﬁ”k ()‘_“(ﬁnk)) )2

/ dA By e o O =) {noo(A) = noo (b))}

by

S,Bnke_ﬁ"ke/ d)\e—ﬁnk()\—bN)noo(/\)
b

N
puis en utilisant les mémes arguments que précédemment, il existe c'2 > 0 telle que :
o0 ’ e_ﬂ"k%
ﬁnke_ﬁ"’fg/ d) e Prk (A—bN)noo()\) < ¢ 3
by 2
Brk

Ainsi un majorant du membre de droite de (6.24) devient plus petit qu'un minorant du
membre de gauche de (6.24). En conclusion, nous ne pouvons pas trouver de sous-suite qui
obéisse a (6.23). Cela conclut la preuve de l'inégalité an < p1.

L'inégalité po = limsupg_, , o foo(3) < by se démontre avec une méthode similaire.

Vk>1

La derniére étape dans la preuve du cas semi-conducteur est contenue dans le lemme
suivant. Avec les mémes notations que dans les deux lemmes au-dessus :
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Lemme 6.16.
an + by any + by
— <pp < pp < —

Preuve Lemme 6.16.

Supposons que ay < p1 < (ay + by)/2. A partir des deux lemmes précédents, il existe
€ > 0 suffisamment petit tel que ay < p1 < (ay +bn)/2 — €.

Il existe alors une suite divergente {3, },>1 telle que :

(GN + bN)

lim pu(Bn) =1 et ay <p(fp) <———= Vn>1
n—oo

€
2 2

Il en résulte que 2u(53,) —an — by < —€/2. Ainsi, on peut répéter les arguments utilisés

précédemment dans la "Situation 1”7 et montrer que le membre de gauche de (6.20) va

converger plus lentement vers 0 que le membre de droite de (6.20).

On conclut que (ay +bn)/2 < p.

Supposons enfin que (ay + by)/2 < po < by. Dans ce cas, on peut répéter les arguments

utilisés précédemment dans la "Situation 2” et prouver que le membre de gauche de (6.24)

va converger plus lentement vers 0 que le membre de droite de (6.24).

On conclut que pa < (ay + by)/2.

2.3 Preuve du Théoréme 6.1 : le cas métallique (M)

Considérons la situation ou il existe une unique solution Ej; a I'équation ne(F) = po,
et cette solution se trouve & I'intérieur d’une bande de Bloch. En d’autres termes, il existe
N € IN* éventuellement non unique tel que min £y < Fjy < max Ey. Notons que la densité
d’états intégrée neo(-) est une fonction strictement croissante sur [min &y, max Ex.

Soit 11(8) = poo (3, po) Punique solution de 'équation pa (3, %) w = 0) = po.
Montrons que :

Ey < g = lgminf,u(ﬁ) < limsup p(B) := p2 < Enr

—+00 B—+o0

ce qui achévera la preuve. On commence par montrer 'inégalité de gauche par contraposé.
Supposons que p; < Ejr. Alors il existe € > 0 et une suite divergente {3y, }n>1 tels que :

Jdim p(Bn) = et p(Bn) < Ey—e Yn>1
Puisque poo (0, ePr w = 0), vue comme une fonction de p, est une fonction croissante :
Noo(Ep) = po = lim poo (B, eﬁn#(ﬁn)’ 0) < lim poo(Bn, eﬁ"(EM_E)7O) = Noo(En — €)
n—oo n—oo

ou dans la derniére égalité, on a utilisé I'identité (6.13).

Mais I'inégalité neo(Enrr) < noo(Enyr — €) est en contradiction avec le fait que no(+) soit
une fonction strictement croissante au voisinage de Fjs. Par conséquent Fyy < 1.
Supposons que pg > Ejr. Alors il existe € > 0 et une suite divergente {3, },>1 tels que :

nh—{go M(ﬁn) =z et Ey+e< M(/Bn) Vn>1
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En utilisant & nouveau que poo (3, *#,w = 0) est une fonction croissante de la variable y :
Noo(En + €) = nh_{go poo(ﬁn’eﬂn(EM"ra’O) < nh—>nolo Poo(ﬂn,eﬁ"”(ﬁ"),o) = po = Noo(Er)

ou dans la premiére égalité, on a utilisé & nouveau 'identité (6.13).
Mais noo (Enr + €) < noo(Er) est en contradiction avec le fait que no(-) soit une fonction
strictement croissante au voisinage de Fjs. Par conséquent, ps < Eyy.

2.4 Annexe : preuves des résultats intermédiaires

Preuve Proposition 6.11.

La preuve repose essentiellement sur I'assertion (7) du Théoréme 6.32 établi dans la sec-
tion 6 de ce chapitre. Remarquons que puisque fFp(/3, ;- ) est exponentiellement décrois-
sante sur le contour v pour RE > 0 assez large, le résultat (6.81) concernant la trace par
unité de volume J3"(8, 1) définie en (6.77) peut étre réutilisé en remplacant (3, u;-) par
frp (B, p; - ). Ainsi, pour tout 8 > 0 et u € R, (6.10) peut étre réécrit comme :

(5 [l

Il ne reste plus qu’a appliquer le théoréme des résidus :

fro(B,1:) . .
<mw>/ &“‘igy—ﬁM&uime ke

poo(ﬁae . W_O

Preuve Proposition 6.12.
Soient Ey := inf 0(Hoo(0)) et u > Ey fixé. Utilisons (6.12) pour prouver les identités (6.13).
Comme pour tout & € [Ep,+00) \ {i}, on a le résultat de convergence simple suivant :

BETOO frD (B, 145€) = X(Eou (§)

Ol X[£,,(+) désigne la fonction caractéristique de I'intervalle [Fy, p], alors par le théoréme
de convergence dominée, on obtient :

lim poo(B, %, w = 0) = W,Z/ dk X ) (F5(K))

B0

Il reste a prouver la seconde identité. Pour cela, on va utiliser un résultat de [43] :
Vf € CP(R), 3§: Ak f(E /}ﬂ@f ()

En prenant une suite de fonctions faiblement convergente vérifiant f,,(z) — X[z, ()
lorsque n — o0, en vertu de 'identité ci-dessus, on obtient :

.
5 s 2 [k £y 1) = e
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Preuve Lemme 6.13.
Soient ay := max &y et by := minEx41. On suppose que le gap est ouvert : ay < by.
On prouve seulement (6.15) puisque l'autre inégalité se démontre de la méme maniére.
Remarquons d’abord que pour A suffisamment proche de ay vérifiant A < ap, la seconde
identité dans (6.13) permet d’écrire :

5
(2m)3 J{xear : a<Ex(k)<ay }
Donnons maintenant la stratégie. Compte-tenu du fait que ay = maxygeq+ En(k), le maxi-
mum est atteint en un point (éventuellement non unique) kg, i.e. ay = En(ko). any
est une valeur propre discréte, de multiplicité finie 1 < M < N, de la fibre H(kg) =
%(—iV + ko)2 + V. En particulier ay est isolée du reste du spectre puisqu’on a supposé
que ay < by < Eny1(kg). Pour k dans un petit voisinage de ko, la valeur propre ay va
se séparer au plus en M valeurs propres différentes.
Choisissons 0 > 0 suffisamment petit de telle sorte que :

o(H(ko))N[an —d,an + 3] = {En(ko)}

On utilise la théorie des perturbations analytiques afin de controler la localisation du
spectre de H (k) lorsque |k — kg| est petit (on suppose sans perte de généralité que ko se
trouve dans l'intérieur de Q*). Posons :

Noo(AN) — Noo(A) = dk

. (k — ko)
W10 = H(l) ~ H{ko) = (k — ko) - (~iV + 1) + K0S

Puisque (—iV + ko) est H (ko) -borné avec borne relative nulle, on peut alors trouver une
constante ¢ > 0 telle que (ici || - || désigne la norme opérateur sur L?(€2)) :

|W(k)(H (ko) —i) || < clk —ko|, |k—kol <1

Considérons maintenant un cercle C de centre ay et de rayon r := (ay — A)/2 < /2.
En vertu de la premiére équation résolvante, pour tout z € C :

(H (ko) = 2)" = (H(ko) —i)~' + (z — i) (H (ko) — i)' (H (ko) — 2) "

et en utilisant que pour tout z € C, ||(H (ko) — 2) || = 2/(ax — ) ; on peut trouver alors
une autre constante cg > 0 telle que :

soup [V (k) (H (ko) — 2) ]| < e 0!

—— |k—-kg| <1
zeC (aN_A) | O|_

et par suite :

sup W (k) (F (ko) — 2)"}[| < ecs lorsque [k — ko| < (an — A)e

z€eC
La théorie des perturbations analytiques assure que si € est choisi suffisamment petit, H (k)
aura exactement M valeurs propres & I'intérieur du cercle C. Et pour une telle valeur de e,
pour tout k tel que [k—ko| < e(any—A), o(H(k))N[ay—3d,an] C [(an+N)/2,an] C [N, an].
En particulier, A < En(k) < ay pour de tels k.
Au final, par passage en coordonnées sphériques, on obtient :

1 / 3
dk > clay — A\
(27)? [k—ko|<e(an—A) ( )

Noo(AN) — Moo (A) >
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3 Susceptibilité ”orbitale” en champ magnétique nul, a tem-
pérature positive et a densité fixées

L’objectif de cette section est d’établir une expression pour la susceptibilité “orbitale”
(par unité de volume) en champ magnétique nul, a température positive et a densité fixées,
ne faisant intervenir exzplicitement que les fonctions d’énergie de Bloch k — E;(k) et leurs
fonctions propres associées de la fibre H(k) = 3(—iV +k)? + V.

Cette expression est indispensable pour la preuve du Théoréme 6.4 puisque c’est a partir
de celle-ci que sera prise la limite § — 400 (cf. section 4).

3.1 Expression générale

Le point de départ est ’expression de la limite thermodynamique de la susceptibi-
lité magnétique (contribution “orbitale” seulement) grand-canonique établie au chapitre 5.
Rappelons cette expression en y introduisant de nouvelles notations.

Soient 8 > 0 et z := % € (0,4+00) les paramétres extérieurs fixés. Soit v le contour
orienté positivement défini en (6.9), contournant la demi-droite [Ep, +00) et inclus dans le
domaine d’holomorphie € := {¢ € C: 3¢ € (—n/B3,7/B)} de £ — (B, z; &) := In(142ze75%).
Pour 8 > 0, z € (0,+00) et w € R, la limite thermodynamique de la pression grand-
canonique du gaz d’électrons de Bloch est définie par (voir (5.8)) :

Pl = T o [ 461550 R0}
Bl 2 ;

oil € est le cube unité centré en I'origine des coordonnées (V est supposé Z3-périodique).
En vertu du fait que Py (8, 2, - ) soit une fonction lisse de la variable w (voir Corollaire
5.4), la limite thermodynamique de la susceptibilité grand-canonique s’écrit comme :

X2 (B, ) : = <> Pl (5 o )

c Ow?

2
2
_ <6> B|Q| {TI'LQ(]RJ {XQWOO l(ﬂ Hy W } — TrLQ(R3){XQWoo,2(B,M,W)}}

ol Woo1(5, i1, w) et Woo 2(5, i1, w) sont les opérateurs localement de classe trace dont les
noyaux sont jointement continus sur R? x R? (voir Remarque 5.11), définis par :

001(/67/1’7 ) .

7 /d{f(ﬂ,,u §) Roo(w, §)T1 oo (w, §)T1 00 (w, )

Waoa (B, ) - /ifﬁ,ué (@, ) a0 (,€)

T1,00(w, &) et Th oo (w, £) sont les opérateurs générés par les noyaux définis en (5.4) et (5.5).

Supposons maintenant que le champ magnétique soit nul (w = 0) et que la densité de
particules pg > 0 soit prise comme paramétre fixé. Dans ce cas, la susceptibilité "orbitale”
(par unité de volume) en champ magnétique nul, & température positive et & densité fixées,
est donnée par (voir appendice 1, chapitre 5) :

X (B, po) = X% (8, e, w = 0)

2
2
= <i> W{TTLQ(]RS){XQWOO,I(@ ,uoo,())} - ﬁL2(R3){XQWm,2(ﬁaMM>O>}} (6'25)
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Ol oo = foo (3, po) € R est I'unique solution de I'équation peo (3, €%, w = 0) = po.

Afin de formuler le résultat important de cette section, rappelons quelques notations.
Pour chaque k € Q*, soient {F;(k)};>1 'ensemble des valeurs propres (comptées avec leur
multiplicité et indexées dans un ordre croissant) et {u;(-;k)};>1 I'ensemble des fonctions
propres associées de la fibre H (k) := £(—iV +k)? + V agissant dans L*(T?).

Pour tout a € {1,2,3}, 7,5 € IN* et k € Q*, introduisons la quantité :

Trij(os k) := /deuz‘(x; K)[(pa + ka)u;(x: k)] = (uil- 1 k), (pa + ka)u;(-5 k) (6.26)
ol po = (—iV) - e, sont les composantes de I'opérateur impulsion défini dans L?(T3).

La susceptibilité "orbitale” en champ magnétique nul (6.25) peut encore s’écrire :

Théoréme 6.17. Soient 3 > 0 et pg > 0 fixés. Soit poo = poo(B, po) € R lunique solution
de poo(B3,€P7,0) = po. Alors pour chaque j; € IN*, il existe quatre familles de fonctions (a
valeurs complezes) ¢;, (- ), avec | € {0,1,2,3}, définies sur Q* en dehors d’un ensemble de
mesure (de Lebesque) zéro, telles que l'intégrande ci-dessous soit borné et continu sur Q*

x6.m= () o

avec la. convention (925) (B, pioos Ejy (K)) = (B, fiocs By (k). Pour tout jy € N*, les fone-
tions 0 3 k — ¢, 3(k) et Q* 3 k — ¢j, o(k) sont définies respectivement par :

Z / dk Z afl (B, oo; Ejy (k)¢ i(k) (6.27)

J1=1

Lf. T (2K)
¢, 3(k) = {71" g (1;k)|2<1 + JL.72 +
o 3! T jQZ::l EjQ (k) - Ej1 (k)
JeFj1
3 — T (1K)
+\7r-7-(2;k)2(1+ : -
e ]-2221 Ejz (k) - Ej1 (k)
J2#i1
o 2R(,,52 (2 K) 7 5 (1K)
— 7,50 (LK) 75, 4 (2,K) IL.J2 ’ (6.28)
J1,J1 J1,J1 ]; Ev]2 (k) . Ejl (k)
Je#j1
1 |7T (1 k)| + |7T31 ]2 2 ]2 ]1 ]1 J1 k) — le J1,J2,J1 (k)
c,72(k)::{ Ji,J2 71+ »J15]15 »J15J25 +
o 2 ]; EJz (k) EJl ( ]22:1 ) Ejl (k))2
Je#i Je#i

4 Z Z J1,J1,J27J3 ) +Cj1,j27j17j3(k)+Cj1,j27j37j1(k)} (6.29)

ja=1 jz=1 Ej (k))(Ej; (k) — Ej, (k)

J2#J1 3F 51

avec,

Cj17j27j37j4 (k) = {ﬁ-jl,jQ(l; k)ﬁ-jQJB (23 k) - frjhjz (2§ k)ﬁ'jz,j:s(l; k)}
ATsa (2750 (1K) — 7 5 (LK), 50 (2 K) } - (6.30)
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Remarque 6.18. Comme annoncé, la particularité de I'expression (6.27) réside dans le
fait que chaque fonction c¢;, ;(-), j1 € IN* et [ € {0,1,2,3}, peut s’écrire explicitement en
termes des fonctions de Bloch et de leurs fonctions propres associées. Comme on va le voir
ci-dessous, pour tout j; € IN*, les fonctions ¢;, ;(- ), [ € {0,1}, peuvent étre identifiées mais
leur expression explicite n’est pas nécessaire pour la preuve du Théoréme 6.4.

Remarque 6.19. Notons que I'expression (6.27) fait intervenir indirectement la fonction
distribution de Fermi-Dirac et ses dérivées partielles au plus d’ordre 2. Cela s’avérera d’une
grande importance quand on prendra la limite 8 — +oo dans la section 4.

Le reste de cette section est consacré a la preuve du Théoréme 6.17.

3.2 Preuve du Théoréme 6.17

Tous les résultats intermédiaires ont leur preuve dans I’annexe de cette section.
La premiére étape consiste a écrire les traces (locales) apparaissant dans (6.25) d’une
maniére adéquate pour 'application de la décomposition de Bloch-Floquet :

Lemme 6.20. Soient 8 > 0, u € R et pgp > 0 fixés. Soient p, = (—iV) - e4 avec
a € {1,2,3}, les composantes de l'opérateur impulsion défini dans L*(R?). Alors :

14
Trp2(r3){ X Weo,1 (8, 11,0) } = 427TTYL2(]R3){XQK/d£]((ﬁa s &)
: [Roo(oaé)leoo(Oag)pQRoo(Ov‘5){p2Roo(0v£)leoo(07£) *leoo(Oag)pQRoo(ng)}+

+ Roo(oa £)p2Roo(07 g)leoo(Oa {) {leoo(07 §)p2Roo(0a 5) - p2Roo(07 g)leoo(Oa 5) }] }
(6.31)

1

Try2(r3){ X Weo,2(8, 11, 0) } = _4%TTL2(IR3){XQ/d£ f(8, 15 €)-
v

' Roo(ov ‘S)Roo(ov é) [p2Roo(0> £)p2Roo(07 5) + leoo(Oa g)leoo(()? 5) - ROO(Oa {)] } (6'32>

Maintenant on utilise I'ingrédient principal de cette preuve qui est la formule de trace
locale fournie par 'assertion (i¢) du Théoréme 6.32 de la section 6. Par souci de lisibilité,
on énonce ci-dessous ce résultat :

Théoréme. Soient 3> 0 et u € R. Pour tout entier m,n > 1, considérons la trace :
jocrll,...,an (/67 :U') = TrL2(]R3) {XQ / d§ f(ﬂv s §)RZ§(0, f)poélROO(Q f) T panROO(Ov {)}
¥

Alors sous Uhypothése supplémentaire que le potentiel V € CT(T3), avec r > 6n—1, on a :

Torn (B 1) =

1 3 X
a1 X[ Ak k)
yegin=1"
. / d f(83, 1;€)
v (B (k) = M (E), (k) =€) - (B, (k) — )
ot toute les séries ci-dessus sont absolument convergentes et 7; j(c; k) est défini par (6.26).
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Remarque 6.21. Dans la preuve de (i7) Théoréme 6.32 (voir section 6), on montre que
I’on peut intervertir les séries avec les intégrales dans ’expression ci-dessus. En particulier,

m 1 R
jcu,...,an (/8, ) ‘Q*| o dk Z 71']1 o (041, k) Y AR (an; k)~
Ji

----- Jn=1

_/d5 f(83, 15 €)
v (B (k) = M (Ejy (k) =€) - (B, (k) =€)

et les séries sont absolument convergentes uniformément en k.

En appliquant les résultats de (i¢) Théoréme 6.32 aux traces (6.31) et (6.32), on obtient :

Proposition 6.22. Soient 3 > 0, pg > 0 fixés. Soit pieoc = poo(B, po) € R l'unique solution
de poo(3,€57,0) = po. Alors les traces (6.31) et (6.32) peuvent étre réécrites comme :

TTLZ(]RB){XQWoo,l(ﬂaHOOaO)}: 4|Q* Z /dkcjmws,ﬂ(k)

JiseesJa=1

1 ¢ §(8, toos €)
2277 ~ (Ejl (k) - 5)2(E]'2 (k) - 5)(Ej3 (k) - 5)(Ej4 (k) - 5)

(6.33)

B f(ﬁaﬂoo;g)
TrL2(R3){XQWoo,2(ﬂaMooy ) = 4’9* {Z/* / m+

f(ﬁvﬂoo;f)
-3 . st / &« (Ejl(k)—f)g(Ejz(k)—f)} (6.54)

J1,52=1

0 ¥ 3 k= Cj jy.js.ja (k) est définie en (6.30) et Q* 3 k — Cj, j,(k) est définie par :

le,jz (k) = 7frjhjz (1; k)ﬁjzyh (1§ k) + ﬁ-jhj2 (2; k)ﬁjmjl (2; k) = |7¢rj1,j2 (1; k)‘2 + ‘ﬁ-jhjz (2; k)|2
(6.35)

Remarque 6.23. L’hypothése V € C°°(T?) supposée au début du chapitre peut étre
affaiblie. En effet, chaque terme constitutif des traces (6.31) et (6.32) comporte au plus 4
composantes p; de l'opérateur impulsion. En vertu de (i7) Théoréme 6.32, les expressions
(6.33) et (6.34) restent simultanément valable lorsque V' € C"(T?3) avec r > 23.

Les deux traces (6.33) et (6.34) apparaissant dans l’expression (6.25) sont désormais
écrites d’'une maniére adéquate pour 'application du théoréme des résidus.
Désignons les intégrandes apparaissant dans (6.33) et (6.34) respectivement par :

o ) f(/87luoo§§)
931,32(ﬁ’M°°’§) ) (Ej1 (k) — 5)3<Ej2 (k) — 5)’

o e e f(/BHU'oo;g)
[]31,]2733,% (ﬁa,uom 5) : (Ej1 (k) — 5)2(Ej2 (k) _ f)(Ej:,» (k) — f)(Ej4 (k) _ f)

Remarquons que g, j, (3, ftoo; - ) Peut avoir des poles du premier, du troisiéme et méme
du quatriéme ordre (dans le cas ou j; = j2). De la méme maniére, b, j, js i (B, thoo; - )
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peut avoir des podles du premier ordre jusqu'au cinquiéme ordre au plus (dans le cas o
Jj1 = j2 = j3 = ja). Par le théoréme des résidus, il s’ensuit que l'intégration par rapport
a la variable £ de b, j, js.ja (B phoo; - ) dans (6.33) (respectivement de gj, j, (53, ftoo; - ) dans
(6.34)) va faire apparaitre des dérivées partielles de f(/3, ttoo; ) d’ordre au plus égal a 4
(respectivement d’ordre au plus égal a 3).

Revenons maintenant a l’expression (6.25). Compte-tenu des résultats de la Proposition

6.22, puis en vertu de la remarque ci-dessus, on s’attend & obtenir un développement de la
susceptibilité "orbitale” en champ magnétique nul du type :

x6.m =) m 32 .0 Za (8o B (R a(K) (636)

avec la convention (agf)(ﬁ,,uoo;Ejl (k)) = (B, poo; Ej, (k)). Les deux prochains lemmes
identifient ces fonctions ¢j, ;(-) provenant de (6.33) et (6.34) :

Lemme 6.24. La trace définie en (6.33) peut étre réécrite comme :

TI“LQ(Rs){XQWooJ(ﬁ’Hoo, = 4‘Q*| Z /*d Zafl ﬂvﬂoo, Jl(k))ajlal(k)

(6.37)
ou pour tout j1 € IN* et k € Q, les fonctions aj, 3(-) et aj, 2(-) sont définies par :

1. S e 2y (1K)
- a(k) = — o (1: k)2 J1,J2 2:k 2 J1,J2\ s
05 (8) 1= {3 (15K X 5= B e @OP 3 T
2= jo=
Je#i1 Jo#i
0 2R (7,50 (25 K) 5, (1K)
= T (LK) 5,51 (21 K) i : (6.38)
J1,J1 J1,J1 3.22:1 E]Q (k) - Ejl (k)
J2F#d1
]1731,J2,j3 + le J2,]17]3( ) + le,j2,j3,j1 (k)
aj; 2( +
- { Z Z EJ1(k))(E]3(k) _Ejl(k))

Jjo=1 jaz=1
J2#d1 JsFh

K) — Cj, i\ iniy (K)
+ 32,J1711,J1 71,715,721 (6.39)
3 SR
J275J1
Remarque 6.25. Il est possible d’identifier dans (6.37) les fonctions a;, ;(-), pour j; > 1
et [ € {1,0}, puisqu’un tel résultat n’est basé que sur des identités fournies par le théoréme
des résidus. Cependant, le nombre de termes est trés grand et nous n’utiliserons pas ces

expressions dans la preuve du Théoréme 6.4.
Maintenant on traite ’autre terme :

Lemme 6.26. La trace définie en (6.34) peut étre réécrite comme :

TrL2(]R3){XQW0072(ﬂ, Moo, 4|Q*| Z /*dk Z&fl ﬂa Moo ]1(k))bj1,l(k) (6'40)
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ot pour tout entier j1 > 1 et pour tout k € Q*, on a :

1 A ~
bjia(k) = o {1755 (LRI + 7 (2101} (6.41)
1o [ (GR)P + |75 (2 k)12 1
bji2(k) == -7 S s + (6.42)
" 2 Z: Ej, (k) — Ej, (k) 2
J2#n
T (LK) + 75 (25 k)
bj,s(k) == —(2— s) ’ 22 S0 e r0,1)
" g;‘l (Ejy (k) — Ej, (k)
J2#j1

Ainsi, le développement (6.27) de la susceptibilité “orbitale” en champ magnétique nul
se déduit de (6.25) en utilisant les Lemmes 6.24 et 6.26 ci-dessus ; les fonctions k — ¢;, ;(k)
étant définies par :

Vi1 € IN*, thl(k) = ajhl(k) + bjl,l(k)7 l e {0, 1,2, 3} (6.43)

Pour achever la preuve du Théoréme 6.17, il reste & utiliser ce dernier résultat :

Lemme 6.27. Pour tout entier j1 > 1 etl € {0,1,2,3}, les applications * 3 k — a;, ;(k)
et 0 3 k — bj, (k) sont bornées et continues sur tout sous-ensemble compact de 2* o
E; (-) est isolé du reste du spectre.

Ainsi, pour tout j; € IN*, les fonctions * 3 k — ¢, ;(k) apparaissant dans (6.27)
peuvent avoir des singularités sur un ensemble de mesure (de Lebesgue) zéro o Ej, (- ) peut
"toucher” les bandes voisines. Cependant I'intégrande dans (6.27) est borné et continu sur
Q* car il provient des intégrales complexes dans (6.33) et (6.34) qui n’ont pas de singularité
locale en k (cf. Remarque 6.21 et appendice a la fin du chapitre).

3.3 Annexe : preuves des résultats intermédiaires

Preuve Lemme 6.20.
On commence par (6.32). A partir de expression du noyau T5 oo (-, - ;w, ) en (5.5) :

T,y = 0,€) = Sfes A (x—y)} {es A (x — )R, y:0,6) x Ay
= 1o~ 2 + (1~ ) IRY 65, 350,6)

En insérant cette expression dans celle du noyau diagonal de 'opérateur We 2(3, 11, 0) :

Vx € R3, Woo,Q(va;ﬁa M?O) =

oo =

[ i)

;

- / dz RO (x, 2: 0, 6)[(20 — 22)2 + (21 — 21)2 R (2, % 0,€)  (6.44)
]R3

Soient [ € {1,2} et X l'opérateur multiplication par x. Alors ¥z # x, on peut écrire :

(21— 21) R (2,%:0,€) = [X - €1, R (0,£)](2,%) = { Roo(0,&)[Hoo(0), X - €] R (0, €) } (2, %)
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Avec Hy(0) = %Zzzlpi +V, comme [V,X -] =0 et [po, X €] =—idy,; (001 ;; est le

symbole de Kronecker), alors [H(0), X - €;] = —ip;. Par conséquent :
(21 = 2) B (2,%,0,€) = —i{ R (0, )p1Foc (0, €)}(2,%) (6.45)

Par les régles de commutation usuelles, on déduit de (6.45) que pour | € {1,2} et z # x :

(21 — 1) R (2,%;0,€) = —{2Ro0 (0, €)p1Roo (0, €)pr R (0,€) — R (0,€) R (0, €) } (2, %)

Il reste a insérer cette derniére identité dans (6.44), et on obtient (6.32).

Prouvons maintenant (6.31). A partir de I'expression du noyau T’ oo (-, ;w, ) en (5.4)
et compte-tenu du fait que V -a = 0, alors pour x #y on a :

)
Tl,oo(xvy;w = 075) = ivx : {63 A (X - Y)}Rc()é)(xvya O,f)

En insérant cette expression dans celle du noyau diagonal de 'opérateur Wee 1(8, 11, 0) :

1
Vx S ]R37 Woo,l(xvx;ﬁuuao) = 4/d€f(ﬁ7ﬂvg)/ le/ dZ2 Rg};)(xyzhoaf)
~ R3 R3

{(iV4, - e1)[= (21,2 — 22,2) Roo(0,€) (21, 22)] + (iVs, - €2)[(21,1 — 22,1) Roo (0, ) (21, 22)] }-
A{(iV4, - €1)[= (222 — 2) Roo (0, €) (22, X)] + (iV, - €2)[(22,1 — 21) Roo (0, €) (22, %)] }

Puis en utilisant (6.45), on déduit (6.31) & partir de I'identité suivante :

VxR Waaoxn0) = [ aeiae) [ dn [ dmRatemio )

: {ipl (ROO(()’ g)pQROO(()? f)) (Z17 Z2) — ip2 (ROO(O7 g)leOO(Oa 5)) (Zl? ZQ)}'
: {ipl (ROO(Ov £)p2R00(07 5)) (ZQ’ X) —ip2 (ROO (Oa g)leOO(Oa 5)) (ZQ? X)}

Preuve Lemme 6.2/.
Soit Q* 3 k — Cj, j, js.js (k) la fonction & valeurs complexes apparaissant dans (6.33) :

Ci gaugaa (K) = {1 o (L K)o gy (20 K) — 7)o (25 K) )y s (15K) -
A0 (2 K) T 5y (LK) = 7 g (LK) 7, 5, (2 K)
Remarquons que cette fonction est identiquement nulle pour les combinaisons d’indices :
N=Je=J3=Ja, J1=Je=7J3FJa J1=1J3=JaF Jo

Par conséquent le développement de (6.33) comporte des dérivées partielles de §(3, fioo; - )
d’ordre au plus égal & 3. D’autre part, puisque les fonctions Cj, j, j1.ji(+) €t Cji jogiii (+)
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sont identiquement nulles, la quadruple somme dans (6.33) se réduit a :

ST F(B. poc )
> enins(5i2) [ % - G aEmw o

J1yeeenja=1
_ — 1 f(ﬂ?ﬂo&g)
= 2 2 G (z) [ - e m—o
73 J
1 f(ﬁ:uw;g)
* Z Z Chiniss (517 [ € i b =g
Je#a
N (L (8, Hooi €)
" i 21 CJI’]Q’]B’J‘*(k)(?iW)/ydg (Ej, (k) = §)2(Ej, (k) — §)(Ejs (k) — §)(Fj, (k) —§)
.
indicig SOIEtS é?gaux
(6.46)

Par application du théoréme des résidus dans le premier terme du membre de droite de

I’égalité (6.46), on obtient :

]; C]1,J17]3,]1 (k) <2’L7T> [ydf (Ej1 (k) o 5)4(E]3 jSZ:l CJ1,]1,]3731
nn J3Fn
! 1 0°f B 3 1 9% .
| {?”Eja(k> — B, (0 0@ et B )+ 5 0~ o2 g (e En (D)

[
+ autres termes faisant intervenir a—gl(ﬂ, too;+), avec | < 1}

La fonction Cj, j, js,.j: (- ) en facteur de (ﬁ, Hoo; Ej, (k)) correspond & aj, 3(-) puisque :

~ ~ ~ ~ 2
1,71 (1; k)Trjl,JB (25 k) — 1,41 (2; k)ﬂjhjs(l; k)’

Vk e Q" C]'1,j17j3,]'1 (k) =

Notons que Cj, j, js.j: (+) contribue également au terme aj, o(-).
En appliquant encore une fois le théoréme des résidus dans le second terme du membre de

droite de I'égalité (6.46), on obtient :

S L §(8, poos €)
3 G5 | % e, oo

Jo=1
J2#d
o
1 1 an
_ C,..,k{_ B
]2221 Jl:]27]2132( ) 2' (Ejl (k) . E]2 (k))2 852( ] ]2( ))
J2#i1
l
+ autres termes faisant intervenir 878(@ foos *), avec | < 1}

La fonction Cj, j, j,.j. (- ) apparaissant en facteur de g%g(ﬁ, too; Ej, (k)) contribue a aj, o(-).
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Il reste & isoler dans la quadruple somme de (6.46) (ot au plus deux indices sont égaux)
toutes les combinaisons fournissant une dérivée partielle de f(/3, fioo; - ) du second ordre.
Ces combinaisons d’indices sont :
J1=1J2# 3,04, J1=J3F J2. 04, J1=JaF 2.3
La seule chose qu’il reste a faire est d’appliquer encore une fois le théoréme des résidus et
2
de regrouper tous les termes en facteur de g—g%(ﬁ, Hoos )

Preuve Lemme 6.26.
En séparant les cas j; = jo et j1 # j2, la double somme dans le développement (6.34)
s’écrit comme :

f(ﬁaﬂw;g)
>3 Gl <zm>/f15 (B, (k) — O3 (B (k) — &)

Jj1=1j2=1 s

z:: o <2m)/5 5,um7£)) n

DIPIME <2m>/ A e R

j1=1 ja=1
Je#J1

En utilisant le théoréme des résidus dans le premier terme du membre de droite de (6.47) :
1 f(8, oo §) 1 0%
<2z'7r)/7 (00 gyt~ aiges (Mt Bl

C’est le seul terme fournissant une dérivée partielle de (3, pioo; - ) d’ordre 3. En appliquant
encore une fois le théoréme des résidus dans le second terme du membre de droite de (6.47) :

(57) [ e -

£)
e [t | [t ]
2! 852 (EJ2 (k) - 5) ¢=E;j, (k) (Ej1 (k) - 5)3 £=Ej, (k)

avec, en utilisant la formule de Leibniz :

[Wm;@]:

o€ | (2, (k) — &)
R S ) | oy 2B nei &)
(@00 — &) ez o)+ g g e i) T 7 Ty e

La seule chose qu’il reste a faire est de regrouper tous les termes aprés avoir remarqué que
lautre somme apparaissant dans (6.34) peut étre écrite comme :

(2m>/ a B,uoo,é)) - N 225(57#00;Ej1(k))
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Preuve Lemme 6.27.

Pour j > 1 un entier, soit u;(-;k) une fonction propre de la fibre H(k) avec k € Q*. La
fonction w;(-;k) est Z3-périodique et compte-tenu du fait que V€ C*®°(T?), u;(-;k) est
lisse d’aprés le lemme de Sobolev (voir par ex. [91]).

Soient p, := (—iV)-eq, a € {1,2,3}, les composantes de I'opérateur impulsion défini dans
L?(2) avec conditions de bords périodiques. Par la théorie des perturbations standardes,
les applications Q* 5 k — u;(-; k) € L?(2) et Q* 2 k — pou;(-; k) € L?(£2) sont continues.
Il s’ensuit que P'application Q* 3 k — ; j(as k) = (u;(-; k), pau;(-; k)), avec i, j € IN*, est
une fonction continue.

Maintenant choisissons un terme générique apparaissant dans les fonctions k — a;, ;(k) et
k — b;, (k), avec j1 > 1 et [ € {0,1,2,3}. Par exemple :

- 7crjl,jz (2; k)ﬁjz,jl (1; k)
2 T B,00 - B,
Jo#i1

L’hypotheése faite sur £}, (-) (i.e. isolée du reste du spectre) permet d’écarter les singularités
provenant du dénominateur. Les seuls problémes de singularité peuvent donc provenir
de la somme infinie. Utilisons maintenant l’estimation (6.83) de la Proposition 6.34 en
appendice : pour tout entier M > 1 et pour tout § > —FEy + 1, il existe une constante
e, > 0 telle que uniformément en k € 0%, a € {1,2,3} et ji,j2 > 1:

(Ej, (k) + &)+
(Ej, (k) + &)™

Si |€o| est assez large et M > 2 (cf. Lemme 6.44), la série indexée en ja est absolument
convergente et uniformément bornée sur les compacts oit Ej (-) est isolée du reste du

T2, (s K)| = [ 7,50 (s k)| < enrg

spectre. Le prix & payer est I'apparition d’un polynéme en (Ej (k) + §O)M+%. Mais la
décroissance exponentielle de ((‘)éf)(ﬂ7 loo; B, (k)) fera converger la série indexée en j.

4 Susceptibilité “orbitale” en champ magnétique nul, & tem-
pérature nulle et & densité fixée

Ici on prouve (i) et (ii) du Théoréme 6.4 a partir du développement (6.27).

4.1 Cas des semi-conducteurs (SC) - Preuve de (i) Théoréme 6.4

Pour 8> 0 et pg > 0, 50it fioo = foo(3, po) € R I'unique solution de poo (5, €%, 0) = po.
En utilisant que frp (8, p; &) = —B7105(8, p; €), Vexpression (6.27) peut étre réécrite :

x6.m=(2) som

>3 2

> orp 1
/ dk{z (@Moo;Ejl(k))le,Hl(k)—f(ﬁ,ﬂoo;Ejl(k))le,o(k)} (6.48)
=17 1=0 B

gt
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A partir de (6.48), la preuve de (i) du Théoréme 6.4 repose sur deux ingrédients essentiels.
Le premier est que pour tout pu > Ej fixé, on a les convergences point par point :

V¢ € [Fo, +00) \ {1}, Bgrfoo ;f(ﬁ, 1;6) = (1 — &) X[Bo, (€) (6.49)

ﬁEToo frD (B, 115.€) = X[Eo ) (§)

ainsi que les convergences aux sens des distributions :

im P05 ey = ey, i 2TED

B—too OF S He2 (8, 1156) = —0:0(€ — ) (6.50)

Le second ingrédient est lié aux estimations sur les dérivées partielles de la distribution de
Fermi-Dirac : pour tout d > 0 et j € IN¥, il existe une constante c; 4 > 0 telle que :

; _Ble_
sup [0 frp (B, ;€| < cjae 216wl (6.51)
|€—p|>d>0

On se place maintenant dans le cas des semi-conducteurs avec un gap non trivial, c’est-
a-dire qu'il existe N € IN* tel que limg—, o0 oo (5, po) = (maxEx +minEny1)/2 = Er(po)
avec max &y < min Eny1. Puisque I'énergie de Fermi se trouve a l'intérieur d’un gap, tous
les termes dans (6.48) contenant des dérivées partielles de la distribution de Fermi-Dirac
vont converger vers 0 a la limite 5 — +o00. Ici 'estimation (6.51) joue un double role :
d’une part, elle rend la série indexée en j; convergente et d’autre part, elle fournit une
décroissance exponentielle en 3. Enfin en tenant compte de (6.49), on déduit directement
(6.4) de (6.48) en posant ¢, 1(-) = ¢j,(-) et ¢, 0(-) =05 (-), ;1 €{1,...,N}.

4.2 Cas métallique (M) - Preuve de (i) Théoréme 6.4

Dans le cas des métaux, la limite 8 — 400 n’est pas aussi simple que dans le cas des
semi-conducteurs puisque ’énergie de Fermi se trouve dans le spectre.
Le point de départ est le méme développement (6.27) que I'on modifie en éliminant les dé-
rivées partielles de (3, pioo; - ) d’ordre trois dans le but de faire apparaitre une contribution
du type Landau-Peierls. Cependant cette opération nécessite une hypothése supplémen-
taire de non-dégénérescence (qui fournira de la régularité en k) dans un voisinage de la
surface de Fermi. Ainsi on est amené & faire ’hypothése suivante :

Hypothéses. On suppose qu’il existe un unique N € IN* tel que limg_, ;oo oo (3, p0) =
Er(po) € (minén,max&y), c’est-a-dire l’énergie de Fermi se trouve a lintérieur de la
N-ié¢me bande de Bloch Exn. On suppose de plus que En soit une bande simple, i.e. En (k)
est une valeur propre non dégénérée o l'extérieur d’un ensemble (éventuellement vide) de
mesure (de Lebesque) zéro. On suppose enfin que la surface de Fermi définie par Sp :=
{ke Q" : En(k) = Er(po)} soit lisse et non dégénérée.

Notre hypothése a pour conséquence :

dist{Er(p0), UNS'E;} = di >0, dist{Er(po), ULy 1&} =d2 >0
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Notons que E7(0), le minimum de la plus petite bande de Bloch &7, est toujours simple
(conséquence du théoréme de Perron-Frobenius, voir par ex. [93]). Si la densité pg est suf-
fisamment petite alors I'Hypothése 4.2 est automatiquement satisfaite puisque la fonction
d’énergie de Bloch k — E; (k) est non-dégénérée dans un voisinage de k = 0 (voir [64]).

En fait, I'hypothése de non-dégénérescence nous est indispensable pour utiliser la théo-
rie des perturbations réguliéres permettant d’exprimer les fonctions définies par (6.38),
(6.41) et (6.42) (seulement dans le cas ot j; = N) a l'aide des dérivées partielles de En(-)
par rapport aux variables k;, pour k dans un voisinage de la surface de Fermi :

N _ owtis), i€ {1,2,3), (6.52)
0°En (k) TGk
——=1+2 . 1,2,3 6.53
572 + ;EN(k>_Ej<k), i€{1,23}, (6.53)
J#EN
ok, ~ 2= Bx(k) - B(K) Dkadlk; |
J#EN

Ces identités peuvent étre obtenues a I'aide de la formule de Feschbach (voir [32], [78]).
Il est & noter que les séries ci-dessus sont absolument convergentes si le potentiel V' est
suffisamment régulier (voir appendice de ce chapitre et [32]).

Maintenant en utilisant ’'Hypothése 4.2, on peut regrouper les coefficients en facteur des
dérivées partielles (8éf)(ﬂ, too; En(k)), avec I € {2,3}, apparaissant dans le développement
(6.27). Ceci nous permet d’isoler une contribution du type Landau-Peierls (la preuve de la
proposition ci-dessous se trouve dans l’annexe de cette section) :

Proposition 6.28. Supposons par simplicité que En soit une bande simple.
Sotent * 3 k — ey (k), I € {2,3}, les fonctions définies par (6.28) et (6.29) pour j; = N.
Alors, avec ¥* 3 k — aj,—n2(k) les fonctions définies en (6.39), on a lidentité :

3

8l
[ k> S i Ex(0)ena ()
@ =
B 9% _ 1 9?En(k) O2Ex(k) 1 (02En(k)\>
_/Q* dkag‘z(ﬂ’“m’EN(k)){?)! oK? k2 _3!( Dk10ks ) +“N’2(k)}

A partir de (6.27) et de la Proposition 6.28, on déduit un développement pour la
susceptibilité “orbitale” en champ magnétique nul tenant compte de 'Hypothése 4.2 :

Proposition 6.29. Supposons par simplicité que En soit une bande simple.
Pour chaque j1 € IN*, il existe quatre familles de fonctions cj (- ), avec I € {0,1,2,3},
définies sur Q* en dehors d’un ensemble de mesure (de Lebesgue) zéro, telles que le second
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tégrande ci-dessous soit borné et continu sur Q* :

x6.m = (%) gy
{/ " 2%’ MOO;EN(k))[QQEN(k) 0*En(k) <82EN(k)>2_3gN(k)]+

D¢ ok Ok Dk Ok
') 1 8Zf
w6 [ [ 3 Z 51 (Bt B3 090)651000) + 3 3 5B <k>>cj1,z<k>]}
];]{/ =2 j1=11=0
Ji

(6.55)

ol par convention (8gf)(ﬂ, foos ) = (B, too; - ) €t

CNN]2]3k +CNj2 js( )+CNj2j3N(k)
g k — _2a 2 i 7 R 9 I +
vk = =2avali JZZ 1 ]23 (00— Bn(9)(E;,(0) — En(k))
J2#N js#N
— Cn,N,jo,N (k)

4 .727NNN ,J25 656
Zl "oy (0%
J2
J2#EN

En particulier, pour tout entier j; > 1, les fonctions ¢j, 3(-) et ¢j, o(-) sont définies par
(6.28) et (6.29) respectivement.

La derniére chose qu'il reste a faire est de prendre la limite 5 — +oo dans (6.55).
Puisque I'énergie de Fermi se trouve a l'intérieur de la bande Ex et que cette bande est
isolée du reste des autres bandes, alors en utilisant (6.50) et (6.51), on a :

i L[ acs S agl (8, o (3, p0): B (€)) e (K) = 0

potoo B Jor j=1 1=2
AN

et, en désignant par Sp :={k € Q" : Ex(k) = Ep(po)} la surface de Fermi,

, ' PEN() 2En(k) [0*En(k)\>
gﬂlfoo 3 / dkag? 6’“‘”’EN(k)>{ ok? ok ( 8k18k2> _3gN(k)}

_ do (k) 0?’En(k) 0’En (k) 2En (k) >
a _/SF \VkEN(k)!{ ok? oKz ( k1 ks ) —3QN(k)}

En utilisant ces deux identités ainsi que (6.49), on déduit (6.5) de (6.55) en posant ¢;, 1(-) =
¢ () et ¢jio(-) =05(), 1 €{1,..., N}.
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4.3 Annexe - Preuve Proposition 6.28

A partir de (6.27) sachant (6.43) :

92
/ dk Z (%l (B, poo; En(k))en (k) = / dk 352 (B, too; En(k))an 2(k)
3f

En utilisant (6.52) et (6.53), les fonctions by ;(-), I € {2, 3}, peuvent étre réécrites comme :
0EN(k)\* | (0En(K)\?
b

11 (8?En(k) 0?En (k) _ 11[0*En(k)  0*En(k)

Puisque En(-) € C2(]R3/27TZ3), une simple intégration par parties permet d’obtenir :

. OENG) O aEN<k>

_ f2 _ 2Ep (k)
——/ dk; 852(ﬁ,uoo,EN(k))Tki2 (6.57)
d’ou :
°f , 1 0 P2En(k) 02En(k)
/ dk agg(ﬁauoo,EN(k))bNﬁ(k)——3'/ dk 862@”“007 (k)){ o2 4 - }
et :
: _11 0% 02En(k) 02En(K)
/. dkzagl (3ot Ex 0900100 = 515 [ 8§2<ﬁ,um,EN<k>>{ o }
(6.58)

D’autre part, en utilisant (6.52), (6.53) et (6.54), an 3(-) se réécrit comme :
OEN(k)\*1 O?En(K) dEN(k)\*1 O?*En(K)
k —|1—-—= —— | |1 - —=
anak) = 5 {< Oky ) > oz )T\ Tom ) 2 12
O0k1 Oks O0k10ks '
Notons que par une simple intégration par parties :

Vi e {1,2}, /_ dk; 81}76]\];]( )agi(ﬁ, tioo; En (k))

o 9 _[9Ey (k) 9*Ew (k)
__/ dkja£2(ﬁaﬂoanN(k))a]<;j[ Ok;  Ok? ]

+ dk 0?f ?En(k) ’En(k)  0En(k) 0 0*En(k)

Jagg(ﬁaMOOQEN(k)){ o1 e + oy Ok R }(6.60)

9% 9?En(k) ?Ex(k) 0En(k) 0 0*Ex(k)
_/ ki 52 (P “°°’EN(k>){ oKz Ok? ok; Ok; Ok;0k; }

BN (K) 5 Ex (k)
ok;  Ok?
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En vertu de (6.59), utilisant (6.60) et (6.57), on obtient :

3 2 2 2
Lk G B B a0 = g5 [ ke G5 s i {2

TS 312 Jo. o 0g2 Ok? k2
9En(k) 8 9*En(k) | 0En(k) 0 #En(k) 9*En(k) 0*En(k)
Ok, Ok Ok10ks Oky Ok OOk ok? k3
1 03f O0EN (k) OEN (k) 0*En (k)
~ [ ! . Ey(k 61
31/, W ag (B et BN (k) =5 == = ok, (00

Finalement par une derniére intégration par parties :

o o OEN(K) 0%, 0 9°En (k)
Vi#je{1,2}, /7r dk; ok, a—g(ﬁ,uoo,EN(k))aTﬁW

+7 82E k 82
= —/ dk; {akg,ij)agi(@uoo;EN(k))Jr
dEN(k) 9EN (k) 0°f . &*En (k)

Ainsi (6.61) se réduit a :

03§ 11 0%f
[ Sk B Exancalh) = 555 [ Sl (3. E10)
{QaQEN(m PEn(k) 2(82EN<1<>>2 _PEx(k) _ 82EN<k>} (6.62)
k> k2 k1 0k k> k2 '

En additionnant (6.58) a (6.62) on obtient :

3 al]( 63](
[ [ 20 B 00w 10 + 2 5 BB
Q* 1=2

1 0%
= dkww,quN(k)){

0’En(k) 0*Eny(k)  (9*En(k)\?
k2 k2 Ok10k;

Notons que la preuve n’est plus valable si En(-) "touche” d’autres bandes.
Dans ce cas, 'intégration par parties doit étre réalisée le long d’un voisinage tubulaire de
la surface de Fermi Sg; le prix & payer étant I’apparition de termes supplémentaires. Ces
termes disparaitront lorsque  — 400 puisqu’ils décroissent exponentiellement en 3.

5 Approximation de Landau-Peierls

Le but de cette section est d’établir un développement asymptotique de (6.5) dans la
limite des faibles densités (i.e. pg — 0). Ici on prouve le développement (6.6) dont (6.7) est
un cas particulier, lequel a été suggéré par T. Kjeldaas et W. Kohn en 1957.
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5.1 Preuve de (iii) Théoréme 6.4

Rappelons que Ey = mingeg+ E1(k) = FE1(0) et Ei(-) est non-dégénérée dans un
voisinage de k = 0 avec une matrice Hessienne définie positive (voir [64]). Egalement dans
[64], il est prouvé l'existence du développement quadratique de E;(k) pour k — 0 :

0*F,
Ok;Ok; (0)

Ei(k) = By + kT k+O(k') lorsquek — 0

1<i,j<3

Comme la matrice Hessienne est symétrique, ce développement quadratique s’écrit encore :

Ei(k)=Ey+ = Z

lorsque k — 0 (6.63)

ou [1/m}]i<i<3 sont les valeurs propres du tenseur de masse effective inverse.

Considérons maintenant 1’hypothése de faible densité pg € (0,1). Dans ce cas, I'énergie
de Fermi se trouve dans l'intervalle (Ey, maxykeq+ E1(k)). Lorsque pg — 0, il s’ensuit que
Er(po) va converger vers Ey. Le sous-ensemble des k de Q* tel que Ey < Ei(k) < Er(po)
est par conséquent localisé seulement prés de 'origine k = 0.

A partir de (6.63), on obtient le développement asymptotique de Er(po) — Ep lorsque
po — 0 (la preuve est donnée dans I'annexe de cette section) :

Proposition 6.30. Lorsque pg — 0, on a les développements suivants :

2 s 6725 [ 1 \3
Er(po) — Eo = spi + O(pd), = (6r°)s ( ) (6.64)

2 mimams

Dans le cas particulier ou m; =m* > 0 pour i € {1,2,3} et en posant kp = (67r2p0)% :

Erlpo) —Eo = o (k) (6.65)

Avant de prouver (iii) Théoréme 6.4, on a besoin du résultat technique suivant (sa
preuve se trouve dans l’annexe de cette section) :

Lemme 6.31. Supposons que Ey(k) reste non-dégénérée sur la boule B, (0) := {k € Q* :
k| < e}, €0 > 0 assez petit. Supposons que W : B, (0) — C soit une fonction continue.
Alors lorsque pg — 0, on a les développements asymptotiques suivants :

/ dai(k)W(k) Apd +0(,0§) avec A= \/771>f7717§77f£§4\@WVV(O)\/g (6.66)
se |VEL(K)|
BV2T 016

/* dK X[Eg,&r(p0)] (E1(k))W (k) = Bpo + o(po) avec B :=\/mimim} 3 W(0)s2
(6.67)

ou s est le coefficient défini en (6.64).
208



5. APPROXIMATION DE LANDAU-PEIERLS

Avec la Proposition 6.30 et le Lemme 6.31, on a désormais tous les éléments nécessaires
pour prouver la formule de Landau-Peierls (6.6). Le point de départ est le développement
(6.5) avec N = 1. Notons que sous I’hypothése de faible densité, inutile de supposer que
&1 soit une bande simple puisque Fj(-) est non-dégénérée et analytique sur un voisinage
de k = 0. Considérons le premier terme apparaissant dans le développement (6.5) :

()Lt / do(l) [ PEA(K) PEill) _ (PE0V g0
c) 12(2n)3 Js, [VE1(K)| | 0k2 k2 k1 0k; !
puisque c’est seulement ce terme qui va générer le comportement linéaire en kr dans (6.6).
En effet les autres termes vont se comporter comme pg : ceci est une conséquence de (6.67)

compte-tenu de (6.63) et du fait que les fonctions ¢; 1(-) = ¢1(-) et ¢10(-) = 01(-) sont
continues au voisinage de k = 0 (voir Lemme 6.27). Considérons maintenant la fonction :

_ PE(k) Bk (82E1(k)

2
W (k) := —3G1(k
() k2 k2 6k:18k:2> G (k)

En vertu du Lemme 6.27, W (-) est continue dans un voisinage de l'origine. D’aprés (6.66),
la seule chose dont nous avons besoin est de calculer W (0). Le déterminant de la matrice
Hessienne donne aprés quelques calculs :

O*Ei(k) 8°Ei(k)  (9*Ei(k)
ok? Ok k1 0k,

2

1

> = — *—l—(’)(k2) lorsque k — 0
mims

Ainsi on peut écrire :
e 1

2
Xni(po) = —<c> m(m“{mgm}‘,)

Wl

1 1 1 1

[m*m* — 391(0)} (6m)3pg +o(pi) lorsque py — 0
1M

Pour achever la preuve, il reste & prouver que G;(0) = 0. Rappelons que G (-) est définie

en (6.56) et les coefficients entrant dans sa définition sont définis en (6.30).

On commence par montrer que pour tout entier ja,j3 > 2, on a :

C1,1,42,55(0) = C1j5,j5,1(0) = Cj1,1,1(0) = C1,1,5,,1(0) = 0

En effet dans 'expression de chacune de ces fonctions, il est possible d’identifier des facteurs
du type 71,1(;0), a € {1,2}, qui ne sont rien d’autre que les dérivées partielles de E1(-)
en k = 0, voir (6.52). Par conséquent, ces termes sont identiquement nuls. Il s’ensuit que :

_ C J2,1,33 (0)
Go)y=>% > (E;,(0) — E11(0))1(Ej3(0) — £1(0))

Jo=2 jz=2

oo 0

(6.68)

Ensuite en utilisant (6.30), puisque :

Cl,j2717j3 (0) = 7%1,]'2(1; O)ﬁj2,1(2; 0)7}10'3 (2; O)ﬁ-j:s,l(l; 0)+7A71»j2 (2; O)ﬁjz,l(l; 0)ﬁ17j3(1; O)ﬁj3,1(2; 0)
— 1,52 (25 0) 7, 1(150) 71 55 (25 0) 751 (150) — 71 5, (150)75,,1(25 0) 71 s (15 0)75.1(25 0)

alors (6.68) peut s’écrire encore comme :

“

= #1,5(2;0)751(150)
G1(0) =22 "5 0) - £y(0)

#15(20)751(150)\* (o= 71,4(20)7,1(150) ) ?
E;(0) — E1(0) ) (Z E;(0) — E1(0) )
(6.69)
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On utilise maintenant que pour k = 0, les fonctions propres u;(-;0) peuvent étre choisies
réélles. Cela signifie que pour tout entier j > 2 et a € {1,2}, les éléments de matrice
71,(c; 0) sont purement imaginaires. Comme conséquence, les sommes dans (6.69) sont
des nombres rééls et s’annulent I'une 'autre. On conclut que G;(0) = 0.

5.2 Annexe - Preuves des résultats intermédiaires

Preuve Proposition 6.30.

A partir de (6.63), utilisons le changement de variables ki = % =, avec i € {1,2,3} :
- 1 e o - -
= Ei(ymik) = Ey + 5{1{:% + k2 + k?,} + O(k*) lorsque k — 0 (6.70)

que ’on peut encore écrire en utilisant les coordonnées sphériques usuelles :

~ 1
Ey(r,0,¢) = Ey + 57"2 +O(rt) lorsque r — 0 (6.71)

On veut exprimer r comme une fonction de E}, 0 et ¢. Pour pg > 0 suffisamment petit,
soit (6, ¢, po) 'unique solution de I’équation E4(r(0, ¢, po), 0, ) = Er(po)-
A partir de (6.71), en posant A := Ep(pg) — Fo :

7’(9, ¢a pO) = F(T((g, ¢7 ,00)) = \/ﬁ[l + O(T2(97 ¢7 PO))]

(0, ¢, po) étant un point fixe attractif de F(-), la suite (F'(0), F o F'(0), F o F o F(0),...)
converge vers 1(6, ¢, pp). Comme :

F(0) =V2A, FoF(0)=V2A[1+O(A)] = FoFoF(0)

Alors :
(6,9, p0) = V2A[1 + O(A)] lorsque A — 0 (6.72)
On peut maintenant exprimer py en fonction de A. Avec Q* := ——X__ (6.13) donne :
mymamsg

Po dk

_ /i [ o i

dk k) — /
Xiener (o)) (F1(K)) = (2m)3 (ke : Fo+ 1k2+O(k4) <Ep(po) }

puis en utilisant les coordonnées sphériques usuelles :

2w 2A T(0u¢7p0)
00 = leQOg/ dd)/ a6 sme{/ drr2+/ der}

V2A
D’une part :

Njw

2T T V2A A7
/ de / df sin 6 / drr? = —(24)
0 0 0 3

et d’autre part, par le changement de variable R = % :

2(6,8.,p0)

27 r(0,¢,p0) 3 27 T — o
/ d¢/ desme/ dr 12 (22)2/ d<z>/ d6sin0/ “ 4RVR
0 0 1

= 0(A)
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Il vient des deux calculs ci-dessus le développement suivant :

m1m2m3 4
(2m)?

Njw

po = (2A) 14+ O(A)] lorsque A — 0 (6.73)
La seule chose qu’il reste a faire maintenant est d’inverser (6.73) afin d’exprimer A en
fonction de pg :

2

Q2] 3 \3 2

S350 4 o))
A étant un point fixe attractif de Papplication G(- ), la suite (G(0), GoG(0), GoGoG(0), . ..)
converge vers A. Comme :

2 2
L (2m)® 3 >3 2 1( (2r)? 3 )3 2 2
G0) == ——— 5, GoG0) == ———— S+ O(pg

v 2< mymgms 4T 7o ° G0) 2 mimim} 4m Pl (5]

on obtient finalement :

A=G(n) ;:1<

1 4 % 1 3 2 2
A=erlpn) ~ Fo= 3 (@05 ) (e ) ol + 00 torsaue -0

2 3 mimsms
|
Preuve Lemme 6.31. B
Comme dans la preuve précédente, utilisons le changement de variables k; := \/kﬁ, avec
1€ 1,2,3.NotonsEl~<:E k,Wf{sz et = L

On commence par prouver (6.66). Formellement on peut écrire :
do (k) /
== W(k) = dk (€ — E(k)W(k
[ ey 00 = [ dkaEn(on) - B )W)
= i [ dka(Er(p0) = B () (1 (6.74)
do(k) .~ -
= \/mimyms

(ke : Br(l)=Er(p0) } [V E1(K)]
En considérant le développement quadratique (6.70), il vient :
IViE1(k)[? = & + &3 + k3 + O(k*) = K*[1 + O(k?)]

d’ou : o 3 3 }
IViEr (k)| = k|[1 + O(k?)] lorsque k — 0
En vertu des hypothéses faites sur W(-), (6.74) devient :

_do(k)
/SF VE (K ) \/mlmszW

do(k) [k| 7' [1 + o(1)]
(6.75)

Utilisant les coordonnées sphériques et en désignant par (0, ¢, po) 'unique solution de
I'équation E1(r(6, ¢, po), 0, ¢) = Er(po); (6.75) s’écrit encore :

do (k) _ o Ko o i sinfr o
/SFWW(k)_\/mlm—mW(O)/O 16 [ a0 5in0 (0.6, p0)[1 +o1)

/{RGQ* : By (k)=Er(po) }
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Maintenant en posant A := Ep(pg) — Ep et en utilisant (6.72) ; lorsque A — 0 :
do (k) ;
== W (k) = /mimimi4v2nW (0)VA[1 + o(1)]
s IVEL(K)]

Finalement en utilisant (6.64) ; lorsque pg — 0 :

AFW%MHHV&%—¢5m%mﬁ¢%ﬂdm¢wo+d%)

On prouve maintenant (6.67). A partir du développement quadratique (6.70) :
| Xt (B OOW OO = Vs [ kv

O {keQ* : Bo+3k+0(k*)<Ep(po) }
(6.76)

Utilisant les coordonnées sphériques et en désignant pat (6, ¢, po) 'unique solution de

Péquation Ey(r(0, ¢, po),0,6) = Er(po) ; (6.76) s’écrit encore :

L KX o (1 )W () =

2 m r(6,9,00)
VmimimiW (0) / d¢ / df sin 6 / drr?[1 4 o(1)]
0 0 0

Maintenant en posant A := Ep(pg) — Ep et en utilisant (6.72) ; lorsque A — 0 :

21 s
/ Ak X150 ooy (B2 ()W (K) = \/mimgm W (0) /0 do /0 46 sin 6.

/T(e,wo) dr [l + 0(1)]}

VA
{/ drr2[1+ o(1)] +
0 V2A
Comme :
V2A 3 5 (6,9) B
/ drr2[1+o(1)]:(2§) +o(AD), / drr2[1 + o(1)] = O(A3)
0 V2A

lorsque A — 0

il vient :
821 3
/Q* dk X[EO,EF(po)}(El (k))W(k) = wm’{mgmgTW(O)A2 [1 + 0(1)]

Finalement en utilisant (6.64) ; lorsque pg — 0 :
[ X o (B D)W ) = T
827 3
= vmimyms—o—W(0)s2po + o(po)

(SIS

B2 11 0) (spi 1.+ 0o 1) + o)
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6 Appendice : Quelques résultats techniques

6.1 Formulation du résultat principal

Soit Hs(0) 'opérateur de Schrédinger agissant dans L?(R3) défini par :
1 o 2
H(0) :25(—2V) +V

oit V€ L®(R?) est une fonction & valeurs réélles et périodique relativement & un réseau
(non dégénéré) Y de R? (réseau de Bravais) de cellule unité © (cellule de Wigner-Seitz).
Sans perte de généralité, on supposera par la suite que X = Z3 est le réseau cubique ; par
conséquent € := (—1/2,1/2)3 est le cube unité centré en I'origine des coordonnées.

Pour # > 0 et u € R, soit £ — f(B, u;§) :=In (1 + eﬂ(“_f)) la fonction holomorphe sur
le domaine € défini en (6.8). Soit « le contour orienté positivement défini en (6.9), inclus
dans € et contournant la demi-droite [Ey, +00) avec Ey := inf 0(H(0)).

Soient n,l > 1 des entiers tels que 1 <1 < n. Pour o; € {1, 2,3}, solent py, := (—iV)-eq,
les composantes cartésiennes de 1'opérateur impulsion défini dans L?(R?). Pour m € IN*,
soient Jg"(B, 1) et Tt o, (B, 1) les traces par unité de volume définies par :

m 1 —m
Jo" (B, 1) = |Q’TrL2(]R3){XQ / dEF(8, 13 €) (Hoo(0) =€) } (6.77)
g
m 1 —m - —
jal,...,an (/87 ,u) = @TrL2(]R3) {XQ / d¢ f(ﬂv s g)(Hoo(O) - f) H Pay, (Hoo(o) - f) 1}
v k=1
(6.78)
La trace locale (6.77) est bien définie en vertu des arguments utilisés dans la Remarque
5.16. Aussi la trace locale (6.78) est bien définie : quand m > 2, il suffit d'utiliser que
X (Hoo(0) — &)™ est a trace; quand m = 1, il suffit de faire une intégration par parties
par rapport & la variable £ (la primitive de f(3, u; - ) devant étre choisie exponentiellement
décroissante sur le contour v) et d’utiliser que xo(Heo(0) — €)1 et xaPa, (Hoo(0) — &)72
sont de Hilbert-Schmidt.

Par des arguments similaires a ceux utilisés dans les preuves des Propositions 4.15, 5.15
et 5.26, on peut montrer plus généralement que les intégrales d’opérateurs définies par :

W = / A€ (B, 13 €) (Hoo(0) = €) ™™ pay (Hoo (0) =€) ™™ -+ pa, (Hoo(0) — €)™
Y
n>1, 1<1<n, oq €{1,2,3}, m,m € N* (6.79)

avec par convention :
W = / AEF(B, 1 )(Hoo(0) — €)™, m € IN* (6.80)
Y

sont des opérateurs intégraux bornés sur L?(R3). De plus, leur noyau intégral respectif
WI(G,) :R3 X R3 — C et Wayla™(+,+) : R® x R3 — C sont jointement continus.
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Notons Q* := 27Q = (—n,7)3 la cellule élémentaire (premiére zone de Brillouin) du
réseau dual (X)* = 27Z3. En désignant par S(R?) I'espace de Schwartz des fonctions &
décroissance rapide, soit I’opérateur unitaire :

®
U:SR?) — b= L*(Q, L*(Q)) —/ dk L*(Q)

*

UNxK) =—F Y e M f(xtv), keQ, xeQ, feSRY)

qui peut étre étendu par continuité en un opérateur unitaire sur L?(R3). On identifiera
par la suite I'espace de Hilbert L2(2) a L?(T3), avec T3 := R3/Z3 le tore & 3 dimensions.
La transformation unitaire de Hx(0) est décomposable en intégrale directe U Hoo (0)U* =
féB* dk H (k) ot, pour chaque k € Q*, la fibre H(k) = 1(—iV +k)? 4+ V agit dans L*(T?).
H (k) est essentiellement auto-adjoint sur C>°(T?); le domaine de sa fermeture est 'espace
de Sobolev H?(T?). De plus, H(k) est & résolvante compacte et est borné inférieurement.
On notera {F;(k)};>1 I'ensemble des valeurs propres comptées avec leur multiplicité et
indexées dans un ordre croissant. Les fonctions propres {u;(-;k)};>1 peuvent étre choisies
telles que k — u;(-; k) soit mesurable sur Q* comme fonction a valeurs dans H?(T?), et tel
que pour k € Q* fixé, {uj( ; k)};il forme un systéme orthonormal complet dans L?(T3)
(voir [68]). Rappelons qu’avec ce choix d’indexation (ordre croissant), chaque fonction
d’énergie de Bloch k — E;(k) est continue (et 2rZ3-périodique) mais pas nécessairement
différentiable aux points de croisement. Méme chose pour k — u;(-; k).

Le résultat suivant donne une représentation des traces par unité de volume J3™ (53, i)
et I3 an(Bs 1) en termes des fonctions d’énergie de Bloch :

Théoréme 6.32. Soient 3 >0 et u € R.
Soient n,l € IN* tels que 1 <1 <n et py, := (—iV) - eq,, oy € {1,2,3}.
(i). Pour m € IN*, soit J3" (B, 1) la trace locale définie en (6.77). Alors :

Jo" (Bs ) = (23()3 ;/*dk/vdﬁm (6.81)

(ii). Pour m € N*, soit J3! . (B,p) la trace locale définie en (6.78).
Alors sous 'hypothese supplémentaire que le potentiel V € C*(T3), avec R > 6n — 1 :

N 1 00 oo A )
jal,,_,7an(/87l1/) = W Z L. Z /Q* dk?le,h(Oél;k) .. .ijjl(an;k).

=1 =1

: f(8, 1 €)
/ng (Ej (k) — f)m'H(Ej (k) —&)--- (Ejn (k) — &) (6.82)

ou pour tout i,j € IN*, ay € {1,2,3} et k € Q*, 7; j(ay; k) désigne la quantité :

ﬁi,j(aﬁ k) = /deui(x5 k)[(paz + ka;)”j(z; k)] = <ul( ;k)7 (paz + kaz)uj(' ;k)>

et toutes les séries ci-dessus sont absolument convergentes.
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Remarque 6.33. Etant donné I'hypothése nécessaire sur V' pour établir l'identité (6.82) ;
le lemme de Sobolev (voir par ex. [91]) garantit que wu;(-; k) € CR(T3).

La suite de ’appendice est consacrée a la preuve du Théoréme 6.32. L’ingrédient prin-
cipal de la preuve est la Proposition 6.34 ci-dessous.

6.2 Un résultat technique important

Proposition 6.34. Soit M > 1 un entier et supposons que V € C*M~1(T3),
Alors pour tout & > 0 vérifiant —&y < Ey et pour tout entier 1 < N < M, il existe une
constante cn ¢, > 0 telle que pour tout k € Q*, a € {1,2,3} eti,j € IN* :

. N+3
17 (s k)| = |7ji(as k)| < eng, (£;(k) + &) (6.83)

S (Bi(k) + &)Y
La preuve de ce résultat nécessite le lemme suivant :

Lemme 6.35. Soit M > 1 un entier et supposons que V € C*M~1(T3). Soit o € {1,2,3}.
Alors pour tout {o > 0 vérifiant —&y < Ey, il existe deux constantes cpre, > 0 et C;\/Lﬁo >0
telles que pour tout k € Q* :

1(H (k) + &0)" [pa + koo (H (k) + &) M| < earg (6.84)
1 () + &)™ &(H (k) + €0) M| < carg,e @€ CPM(T) (6:85)
ot || - || désigne ici la norme opérateur sur L*(T3).

Preuve Lemme 6.35.
Avant de commencer la preuve par récurrence, il est nécessaire de remarquer qu’étant donné
le choix de &p, il vient immédiatement :

Vke Q' [[(H(k) +&) ' <cogr cog = (Bo+&) ' >0 (6.86)

Initialisons la récurrence : cas ou M = 1.

Vérifions d’abord que Ran([ps + ka, (H(k) + &)71]) = D(H(k)) = H?(T?). Comme :
[Pa + ka, (H (k) + &)™ = (H(k) + &) [(H (k) + &), pa] (H (k) + &)™

avec [(H (k) + &), pa] = 10,V alors [pa + ka, (H (k) + &)1 L*(T?) — D(H(k)) et :
(H (k) + &0)[pa + ka, (H (k) + &) 7] = i(0aV) (H (k) + &)

d’ou :
I(H (k) + &0) [pa + Fa, (H (k) + &) ]Il < 100V [|ooc0.60 = c1e,

D’autre part :

-1 1 . k2 -1

(09 + )0 HK) + &) = { = 5(80) + k- (Vo) + (%5 +)o | (709 + &)

étant donné les hypothéses sur ¢ et le fait que 2* soit borné, il vient :

ICH (k) + €0)@(H (k) + &) M| < 1,
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Supposons I’hypothése de récurrence vraie jusqu’au rang M et montrons le rang M + 1.
(i) Pour la 1ére relation. Veérifions que Ran([py + ko, (H (k) + &)~ M+]) = D(H (k)M+1).

[Paus (H()+€0) 0] = (H (k)+€0) ™ [paus (H (K)+€0) ™|+ [P (H ()+60) ™1 (H (k) +&0)
(6.87)
Le premier terme dans le membre de droite de (6.87) peut s’écrire encore :

(H (k) +€0) " pas (H (k) + &)™) = (H (k) + &)~ M V(H(K) + &)™, pal (H (k) + &)
= (H(k) + &)~ MV (H (k) + €)™ [pa, (H (k) + &) ]
comme par hypothése de récurrence (H (k) +£&0)M [pa, (H (k) 4 &) ~M] est borné, il s’ensuit

que (H (k) + &)~ [Pa, (H (k) + &)~ M]L*(T?) — D(H (k)"*1).
Quant au second terme dans le membre de droite de (6.87) :

[Pas (H (k) + &0) ™ 1(H (k) + o) (H (k) + &)~
= (H(k) + &)~ [(H (k) + &), pal (H ()+§o)_M_1
= (H(k) + &)~ MV (H (k) + &)™ (0. V) (H (k) + &) (H (k) + &)™

puisque 9,V € C?M(T?3), par hypothése de récurrence, (H (k) +&)M (i0,V)(H (k) +&)~M
est borné. Ainsi [pa, (H (k) + &) ' (H (k) + &) M (H(k) + &)1 L2(T3) — D(H (k)M+1).
On peut donc multiplier & gauche par (H (k) + &)1 de chaque coté de 1'égalité (6.87) :

(H (k) + &0)™ " [pas (H (k) + &)~ M)
= (H (k) +&0)" [pa, (H (k) +&0) ] +i(H (k) + &)™ (8o V) (H (k) + &)~ (H (k) +&0)

L’hypothése de récurrence donne l'existence de cpr41,¢, > 0 indépendante de k telle que :
1(H (%) + &) [pa, (H (k) + &)™ M| < earprger earrig = earg + Carg o > 0
(i) Pour la 2nde relation. Développons ¢(H (k) + &)~ M+ a 'aide de commutateurs :

$(H (k) + )" MY = (H (k) + &)~ M Vo + o, (H(K) + &)~ M)
= (H(k) + &)~ MV + (H(k) + &)™ (¢, (H (k) + &) ']+
+ [0, (H (k) + &) M](H (k) + &)~

et par l'utilisation des doubles commutateurs :

$(H (k) + &)~ MY = (H (k) + &)~ M Vo + (H(k) + &)~ (o, (H (k) + &) ']+
+ (H(k) + &)~ [, (H (k) + &)™ = [(H(k) + &)~ [, (H (k) + &)~ (6.88)

Pour le dernier terme de (6.88), I'identité de Jacobi donne :

[(H (k) + &) ", [0, (H (k
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et puisque :
3

[H(k)7¢] = Z ’y¢ Py +

=1

l\.’JM—l

3 3
Z )+ ky(050)
~v=1 ~y=1

alors [H(k), ¢| peut se mettre sous la forme : szl fypy + g, ot fy := 0y¢ et g contient
au plus des dérivées partielles de ¢ d’ordre 2. Ainsi :

(H (k) + &) [(H () + &)™, [H(K), ] (H (k) + &) =
3
(H () +60)” {Z K)+£9)” ,fm<H<k>+so>—1+[<H<k>+so>—M,g]<H<k>+so>—1}

=1

et (6.88) devient alors :

G(H (k) + &)~ M = (H (k) + &)~ MY {¢+(H(k)+§o)[¢7(H(k)+§o)1]+
+ (H (k) + &0)M[e, (H (k) + &)™ + (H(k) + &) [(H (k) + &), g)(H (k) + &)~

+Z k) + &) M [(H ()+€o)_M,fvpv}(H(k)+§o)_1} (6.59)

Vérifions a partir de identité (6.89) que Ran(p(H (k)+&)~M+1)) = D(H (k)M+1). 1 suffit
de vérifier que chaque opérateur entre accolades est borné. Via 'hypothése de récurrence et
le fait que g € C?M(T3), les 4 premiers termes sont bornés (uniformément en k). Utilisant
ensuite 'identité :

3
ST(H ) + €)M [(HK) + &)™, fops (H(K) + &)~ =

v=1
3

D (H(K) + &o)M[(H (k) + &)™, f]py (H (k) + &) '+

=1
3

+ ) {(HW) +&)" 1 (H (k) +&0) M H(H (k) +&) M [(H (k) + &)~ py ] HH (k) + &)~

v=1

et le fait que f, € cM (T3), via ’hypothése de récurrence, I'opérateur ci-dessus est égale-
ment borné (uniformément en k). On peut donc multiplier a4 gauche par (H (k) + &)+
de chaque coté de 1'égalité (6.89). L’hypothése de récurrence donne finalement ’existence
d’une constante C;\4+1,§0 > ( indépendante de k telle que :

I(E (1) + €)M S (H (k) + o) M| < epyin g,
ce qui achéve la preuve.
|

Remarque 6.36. Dans la preuve ci-dessus, on a démontré en particulier que pour tout
M € N*, [po + ko, (H(k) + &) M]L*(T?) — D(H (k)™).
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Remarque 6.37. Sous les mémes hypothéses que le lemme précédent, les assertions (6.84)
et (6.85) peuvent étre remplacées (affaiblies) par :

VNeN, 1<N<M, |(HK) + &) [Pa+ ka: (Hk) + &) N < eng
I(H (k) + &)V (H (k) + &) N < egyn ¢ € CM(T?)
Preuve Proposition 6.3.
Soient N, M € IN* tels que 1 < N < M. Soit & > 0 vérifiant —&y < Ejy. Soient i,j € IN*
et a € {1,2,3}. En utilisant la définition 7; j(co; k) = (ui(-; k), (pa + ka)u; (-3 k)) -
715 (@ K)(Bi(k) + &)™ = (H(K) + &)V us(-; k), (o + ka)u;(-3k)), ke Q!

g e~ 10, e () + ) V(1) ke

Il en résulte immeédiatement :

N - R A I
3 (05) 5 g ey = (0 (09 600 (o + k) () +60) Vg1

= fij(as k) + (ui(-3 k), (H(K) + &) [pa + ko, (H(K) + &) Vu;(-:k)) (6.90)

oil on a utilisé que [pa + ko, (H(k) + &)~ N]L2(T?) — D(H(k)Y) (cf. Remarque 6.36).
Majorons le premier terme dans le membre de droite de I’égalité (6.90).
En utilisant d’abord 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

755 ) ] = (il 5 K), (P + ko) (FI(K) + €0) ™2 (H (K) + €0)2u;(- ; k)|
< (Bj(K) + &) 2| (pa + ko) (H(K) + &0) 2, (-5 K)||

puis la succession d’estimation :
2 < 1

(H (k) (H (k) + &) "u; (1K), u; (- 5 k)
L+ ([l + [V lso) | (E () + &) |

Il vient par l'intermédiaire de (6.86), I’estimation uniforme en k :

ﬁ'i’j(Oé; k)

1

3| Do artka) (H ()+60) 21K

Mw

S otk 2(H () +60) 1ty (- 5K), 15 ;k>>

a=1
+ (V) H (k) + &)~y (-5k), (1K)

I
—

[0}

IN A

. 1 1
715 (: )| < Cog (Bj(k) + €)%, Cog = V2(1+ (€] + [Vlso)co, ) ® (6.91)
A partir de (6.90), puis en utilisant (6.91) et (6.84) (avec la Remarque 6.37), on obtient :
1
B+ &) (50 +&)"
(k) + &)V "V (E(k) + &)
Quitte a choisir {y assez grand pour que Eg + &y > 1, avec Cn g, := Cp ¢, +Cng >0
1
(B;(k) + &)™z
(Ei(k) + &)V

La preuve de (6.83) s’achéve en remarquant que :

17,5 (s k)| < Cog,

1T (; k)| < Chng

ﬁi7j(a;k) :ﬁﬂ(a;k) —— ’ﬁ'i,j(a;k)’ = |ﬁ'j7i(a;k)|
|
Remarque 6.38. (6.91) garantit que l'estimation (6.83) est encore valable pour N = 0.
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6.3 Preuve du Théoréme 6.32

On se propose dans ce paragraphe de prouver la formule de trace locale (6.82). On ne
donnera que les principaux arguments menant a (6.81).

Preuve (détaillée) de ’identité (6.82)

Soit U 'isométrie de Bloch définie & la page 214 et U* son adjoint défini par :

U g)(x+v) =

" |1/ dkeik-(§+v)g(§; k), xeQ, ve Z3, g(-:k) e LZ(T3)
* 2 *

Donnons maintenant un résultat démontré dans [20] (les hypothéses de ce résultat ne
sont pas formulées telles quelles dans [20] bien qu’elles soient implicites) :

Proposition 6.39. Soit G : R — C une fonction borélienne bornée.

Défini par le calcul fonctionnel, soit G(Hso), Hoo := Hoo(0), lopérateur borné sur L?(R3).
Soit UG(Hoo U™ = féz dk G(H(k)) la décomposition en intégrale directe ou pour chaque
k € %, la fibre G(H(K)) est un opérateur borné sur L*(T3). Supposons que G(Hoo) soit un
opérateur intégral et que son noyau Gy (-, - ) vérifie les conditions (suffisantes) suivantes :

max {ess sup dy |Gm.. (x,¥)|, ess sup dx |G, (X,y)|} < 400 (conditions de mixité)
x€R3 JR3 yER3 JR3

et |G (x,y)| = (’)(]x— y|73*€), e>0 lorsque |x —y| — 400

Alors pour chaque k € Q*, la fibre G(H (k)) est un opérateur intégral dans le sens :

Vo(-:k) € LX(T%),  (G(H(K))e(-:k))(x) = /Qdng(k)(Xay; kK)o(y;k) p.p. tout x € Q

Son noyau intégral Gr (-, ; k) vérifie :
pp. tout (x,y) € QX Q, Grugx,yik) = > e &g, (x+o,y)
vezZ3
et on a la relation réciproque :

1
(2r)?

Si en plus Gy (-, ) est continue sur R3 x R? alors GH) (-3 k) peut étre prolongé en une
fonction continue périodique sur R? x R3.

p-p. tout (x,y) € R® x R®, Gp_ (x,y)= / dk ™Gy 00 (x, v k)

Basé sur la Proposition 6.39, on montre que la famille d’opérateurs définie en (6.79)
MMM g MM ey My

est décomposable en intégrale directe UWe,' ‘& = fé’i dk Wy, e (k), ou :

n

W (09 i= [ T8, (0 — 7 [[(m, + o) (HK) =™, k@
Y

v=1
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De plus {Wa,y "o (k),k € Q*} est une famille d’opérateurs intégraux bornés sur
L3(T3). Chaque noyau Wayemm (-2 k) : Q2 x Q — € est continu et peut étre prolongé
en une fonction continue périodique sur R? x R3. Ce noyau s’écrit au sens des distributions :

W (x, y s k) = /dff(ﬁ,mé) {Z( mZ 7””2 b Rn

Jji=1 ]1
(o] o0

7}.”7 "n(an_l;k) ﬁ-'n,'n (Oén,k T IN *
Z Jn—1,J Z ( Jnsdn+l )nujn+1(y;k)}, (x,y) €Q2xQ, ke

(B, (k) = )t 2 (B, (1) — )

j’lL:1
ou on a utilisé la représentation spectrale pour le noyau intégral de (H(k) —&)™" :
oo

(Hk)—&)"(xy;k Z ui(xk)uj(y;k) (x#ysiv=1)

J=1

On va procéder maintenant en 5 étapes.
Etape 1 : Application de la décomposition de Bloch a Wal’, ’,oin, n > 1, dans (6.78).

A partir de la famille d’opérateurs (6.79), la trace locale (6.78) s’écrit :

n fois

1 )
o ez ey {xaWar, Lo, 7 )

T (Bo) = 0

En vertu des arguments ci-dessus, pour k € Q*, la fibre Wil ah (k) sécrit -
Wey i (k) = / A€ §(8, 11 €) (H () =)™ [ [ (ba, + o )(H(K) =7 (6.92)
v v=1

Etape 2 : Intégration par parties par rapport a la variable £ dans (6.92).

On a besoin du lemme suivant dont la preuve est donnée en annexe :

Lemme 6.40. Soient § > 0 et p € R. Soit & — (B, 1;€) :=In (1 + eﬁ(“*g)) la fonction
holomorphe sur le domaine € défini en (6.8). Alors toute primitive fo(B, ;) d’ordre Q €

59
IN* de §(8, ;- ), i.e. dagfg (B, 1;8) = (B, 13 &), est holomorphe sur le domaine €.
De plus, parmi toutes les primitives d’ordre @ de f(3, ;- ), on peut toujours en choisir une
exponentiellement décroissante sur le contour v défini en (6.9), i.e. il existe fo(B, p;-) et

il existe une constante cqg(B, p) > 0 telles que :

veey, lig(B,m8)l < cq(B,me ! (6.93)

De plus, il existe une autre constante cq(f3, ) > 0 telle que :

/ 1] [io (8, 1:€)] < cq(B, ) < +o0 (6.94)
i
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Soit @) € IN* choisi assez grand. En intégrant par parties ) fois par rapport a la variable
¢ dans (6.92), la fibre Wil 2! (k) s’écrit comme une combinaison linéaire finie :

Wil = (=19 Y Copgup Wil (k) (6.95)
Q1+t any1=Q
qr€N

ot, avec la condition ¢ + @2+ -+ + qn+1 = Q :

Wit (k) = / A¢ fo (8, €) (H (k) =€)~ T (pa, ke, ) (H (k) =€) ~(HHe0)
i

v=1

avec fo (3, ;- ) une primitive d’ordre @ de (3, i1; - ) choisie exponentiellement décroissante
Ayl

sur le contour v (cf. Lemme 6.40). Le noyau intégral de Wa, o, (k) s’écrit alors :

Wbl yik) = (D9 Y Cypgup Wit et (x g k) (6.96)

ALy..0yOn
1t Fant1=0Q
gL €IN

avec, au sens des distributions :

e}

Wy LB e (x, i k) = /7d€ f(B, 13 €) - { 2 (Ejll(bl]cl)(f 5))m+q1'

Jj1=1
= i jo (a1;k) .- ﬁ-jnvjn+1 (a3 k) }
> XY uj, o (y;K) ¢y (X,y) €Q2xQ
j2:1 (E] (k) - 6)1+q2 jn+1:1 (Ejn+1 (k) - 5)1+Qn+1 It -

(6.97)

Remarque 6.41. Soit N' € IN*. Pour assurer 'existence d'un indice ¢ € IN, avec 1 <[ <

o 142,145
n + 1, vérifiant ¢ > N dans chacun des termes Wi 4t Han 41 (1) entrant dans la

combinaison linéaire (6.95), @ doit vérifier :
Q=g+ 4+ >N -n+1)—n=nN-1)+N
Etape 3 : Réécriture du noyau intégral Wgt?}&?q%'“’l*qnﬂ(. ,-:k) défini en (6.97).
Ici on choisit @ (la raison sera claire par la suite) de telle sorte que :

Q>Bn+3)-(n+1)—n (6.98)
Compte-tenu de la Remarque 6.41, pour chaque terme Wﬂt?f&lnﬂz"”’lﬂ”“(k) entrant
dans la combinaison linéaire (6.95), il existe un indice ¢; € IN*, avec 1 <1 < n+ 1, vérifiant
q: > 3n+3. Il s’ensuit alors que chaque noyau intégral Wﬂtf&lfq””’lﬂ"“ (-
dans la combinaison linéaire (6.96) vérifie I'un des 3 cas suivants :
Cas 1 : il existe un indice ¢; € IN*, avec 2 <[ < n, vérifiant ¢ > 3n + 3
Cas 2 : gpq1 > 3n + 3 et tous les autres indices vérifient : q1,...,q, < 3n+3

Cas 3 : q1 > 3n + 3 et tous les autres indices vérifient : go,...,¢nr1 <3n+3

,-; k) entrant

Dans les 3 cas énoncés ci-dessus, on démontre :
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Proposition 6.42. Pour k € Q*, soit Whi 9, gLk x Q — € le noyau
défini en (6.97). Alors sous l’hypothese supplementaire V e CR(T?), avec R>6n—1 :

m+qi,1+q2,...,1+ 1
Wor e, m(x,y; k) Z Z uj, (x: k) - 7y o (013 k) - -

Jj1=1 Jn+1=1

“ﬁjn’j"“(a";k)'%“(y’)/ 1 ﬁ(k)—f)mqfl@ .(.ﬁ.’(lg.f)

In+1

(k) — §)1+qn+1 (6.99)

et les séries ci-dessus sont absolument convergentes uniformément en x, y et k.

z 71 kA 71 -
Comme conséquence, 2 x 0 > (x — Wmﬂla a2ttty v k) est continue.
P 7 n == b

La preuve de la Proposition 6.42 nécessite les 3 résultats intermédiaires suivants (les
preuves de ces lemmes se situent en annexe).

Lemme 6.43. Soient j > 1 un entier et § > 0 vérifiant —&y < Ey := infU(Hoo(O)).
Soit u;(-; k) le vecteur propre normalisé a l'unité associé a la valeur propre E;(k).
Alors il existe une constante cg, > 0 telle que uniformément en j et en k :

Vxe€Q, |uj(xik)| < ce, (Ej(k) + &)

Lemme 6.44. Soient £ > 0 vérifiant —&y < Ey choisi assez grand et w > % un réél.
Alors la série Y-, (Ej(k) 4+ &)™ est absolument convergente et il existe une constante
Ceow > 0 telle que uniformément en k € 0* -

(0.)
<c < 400
; + 50) €o,w

Lemme 6.45. Soient 8 > 0 et u € R. Soit for (B, ;- ) une primitive d’ordre Q' € IN* de
f(B, p;+) choisie exponentiellement décroissante sur le contour . Alors pour tout & > 0
vérifiant —&y < Ey choisi suffisamment grand et pour tout entier ny,...,Mn+1 > 1, il existe
une constante cg, (3, 1) > 0 telle que pour tout k € Q et pour jp, e N* (1 <k<n+1):

oy (B, ) | »
/df‘ ‘EJI —&m Jn+1( ) — [t §C€0(67ﬂ)(Ejk(k)+§o) L 1<k<n+1
(6.100)

Preuve Proposition 6.42.
Soit J le multi-indice J := (j1,...,jn+1). Il suffit de prouver Iexistence d’une constante
Ceo (B, ) > 0 uniforme en x, y € Q et k € Q* telle que :

Yo D lasxyik)| < Cg (B p) < +oo (6.101)

J1=1 Jn+1=1

ou {ay(-, ;k)}s>1 désigne la suite de fonctions définie par :

ay(x,y; k) == uj, (x: k) - 7y jp (ans k) - - 75, 5y (as k) - gy g (s k) g, (5 k)

. fo (B, 1;€) N "
[ gm0 g E g Y Eaxe
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En vertu du Lemme 6.43, il existe une constante c¢, > 0 telle que :

|as (%, y: k)| < ego (Ejy (k) + &)y, jp (@i k)| 755y (s )L - [T s (s K-
lfQ(B, 1 )|
(Ej,.(k [ 1d
(Ejn i1 (k) + o) /7| 3 |Ejy (k) — &|mta - |Bj (k) — Eta- | By (k) — &[T
(6.102)

On distingue maintenant les 3 cas énoncés au début de I’étape 3.
Cas 1 : il existe un indice ¢; parmi ¢o, ..., g, vérifiant ¢; > 3n + 3.

A partir de (6.102), par I'intermédiaire de (6.100) appliquée a ng := 1+ ¢, il existe une
autre constante cg, (3, 1) > 0 telle que :

las (%, y: k)| < ey (B, 1) (Ejy (k) + &) |7y, o (13 k)| - - (Ej, (k) + &)~ ).
Ay g (s K7 g (s K- - |, i (s K) (B, (K) + &o)

Supposons que V € CM(T3), M > 1 grand, afin de pouvoir utiliser I’estimation (6.83) :
pour tout entier 71,...,r, > 1, il existe une autre constante cg, (3, 1) > 0 telle que :

) rﬁ—% . 7’1—1+%
|aJ(§v Y k)’ < ¢g (ﬁv M)(Ejl (k) + 50) (Z(?JEz](llZl){;_f?o)n o (f;j; (_kzlj; i?)&))rl—l .

e (Bl + &) (B () + &)
N B B+ T (B (9 + Gy e (460 (6:103)

Choisissons les entiers r1,...,7-1,77,...,7, de telle sorte que :

- (B (k) + &)

3 )
7"1—1>§ — 7’1>§

1 3
ri—1 — Tj—9 — = > 5 = 11 >2+4+1r_9

2
3 5
7"”—1>§ — Tn>§
1 3
7“[—7“1+1—§>§ — rl>2+rl+1

avec ¢ ayant été choisi suffisamment grand (en conséquence Q) afin d’assurer que :

1 1 3 3
1 - =T —=> = = > — _ 6.104
ta—mei -5 o5 > Q> 5 +rtro ( )
Ainsi les plus petites valeurs entiéres qu’on puisse choisir pour rq,..., 7, sont :
rn=3=rp...,ri-1=3-(l—-1),r;=3-(n—-101+1) (6.105)

" .. TP 3
Vu que g; a été choisi comme q; > 3n+3, (6.104) est vérifice : ¢ > 3-(n—1+1)+3-(I—1)+5.
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Notons qu’une condition suffisante sur V' garantissant la validité de (6.103) avec le choix
d’entiers (6.105) est V € CR(T?), avec R > 2 -max {3(l—1),3(n—1{+1)} —1,2<1<n.

Cas 2 : gpr1 > 3n + 3 et tous les autres indices vérifient q1,...,q, < 3n + 3.

A partir de (6.102), par 'intermédiaire de (6.100) appliquée a 7y, := 1 4 gn+1, il existe
une autre constante cg, (3, 1) > 0 telle que :
‘aJ(X’ Y k)‘ < C¢ (ﬁ, /’I/)(Ejl (k> + §0)|7ATJ'17]'2 (al; k)‘ |7Arj27j3 (OQ; k)’ T
g1 QR [F gy (0 K)| (B (K) 4 &)t (Hanst)
Supposons que V € CM(T3), M > 1 grand, afin de pouvoir utiliser I’estimation (6.83) :

pour tout entier sq,...,s, > 1, il existe une autre constante cg, (3, 1) > 0 telle que :

1) < | (Bjy () + )13 (Bjy () + &)+
|GJ(§aX7k)‘ < 50(57”)(E]1(k)+50) (Ejl(k)+£o)sl (EjQ(k)—f—fo)S?
(B3, () +60) 15 (B, (k) + &)
(Ejy (k) + &0 (B, (k) +&o)

(Ejpyr (K) + &)~ (6.106)

Choisissons les entiers sq,...,S,_1, S, de telle sorte que :
s 1> 5 == 851> >
! 2 7
1 3
S9g—81— = >- = S >2+s1
27 2
1 3
Sp—Sp_1—=> = = S, >24 8,1
272
avec gn+1 ayant été choisi suffisamment grand (en conséquence ) afin d’assurer que :
1 3
gn+1 — Sn — 5 > 5 =  Qpn+1 > 2+ s, (6107)
Ainsi les plus petites valeurs entiéres qu’on puisse choisir pour si,..., s, sont :
$51=3,80=06,...,8,-1=3(n—1),8, = 3n (6.108)

Vu que ¢,+1 a été choisi comme ¢p4+1 > 3n + 3, (6.107) est vérifiée : ¢,11 > 3n + 2.

Notons qu’une condition suffisante sur V' garantissant la validité de (6.106) avec le
choix d’entiers (6.108) est : V € C*(T?), avec R >2-3n — 1.

Cas 3 : q1 > 3n + 3 et tous les autres indices vérifient ¢, ..., gn+1 < 3n + 3.

A partir de (6.102), par I'intermédiaire de (6.100) appliquée a ng := m + q1, il existe
une autre constante cg, (3, 1) > 0 telle que :

a7 (%, y; k)| < g (8, w) (Ejy (k) + &) ™0 75,y (1K) 7, 5y (02 K| -+
T Q=1 KT g (s K) (B, (K) + S0)
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Supposons que V € CM(T3), M > 1 grand, afin de pouvoir utiliser I’estimation (6.83) :
pour tout entier t1,--- ,t, > 1, il existe une autre constante cg, (3, ) > 0 telle que :

(B, (k) + &)1 (Ejy (k) + )72
(Bi(k) + €)1t (B, (k) + &)

(B (K) + €)1 E (B, (k) + &)

(Ej, (k) + &)t (B, (k) + &)t

(%, y3X)| < e (B, 1) (B (k) + &) 7

(Ejnir (k) +&0)  (6.109)

Choisissons les entiers t1,...,t,_1,t, de telle sorte que :
t 1> 5 == I > >
" 2 "2
1 3
tn_]_—tn—§>§ — tn_1>2+tn

= t1>2+41ts

N W

1
tl—t2—§>

avec ¢ ayant été choisi suffisamment grand (en conséquence @) afin d’assurer que :

1 3
Q1+m—1—t1—§>§ = q@+m>t+3 (6.110)
Ainsi les plus petites valeurs entiéres qu’on puisse choisir pour t,,...,t; sont :
tn =3,th—1=6,...,to =3(n—1),t1 = 3n (6.111)

Vu que ¢ a été choisi comme ¢ > 3n + 3, (6.110) est vérifiée : ¢; > 3n + 2.

Notons qu’une condition suffisante sur V' garantissant la validité de (6.109) avec le
choix d’entiers (6.111) est : V € C®(T?), avec R >2-3n — 1.

Fin de la preuve :

En vertu du Lemme 6.44, dans chacun des 3 cas ci-dessus, le choix des entiers (6.105)
(Cas 1), (6.108) (Cas 2) et (6.111) (Cas 3) assure la convergence de chacune des séries
> ji>1(Ej (k) +&)P, 1 < i < n+ 1. Il s’ensuit finalement l'existence d’une constante
Ce, (B, 1) > 0 uniforme en x, y € Q et k € Q* telle que (6.101) soit vérifiée.

Le théoreme de Fubini assure alors I'intervertion de l'intégrale (par rapport a la variable
&) avec les séries dans (6.97), d’ou 'identité (6.99). Et puisque Wﬂfﬁ}&ln—i—q”"’l—‘_q"“ (+,-:k)
est limite uniforme de la série de fonctions continues ) ;- as(-,-;k), alors la fonction

1+4gz,...,1 )
Qx Q3 (x,y) — War D ra2e T (x yok) est continue.

|
Remarque 6.46. Puisque (6.101) est vérifiée, on déduit en particulier :
‘Wor{rit?’l&anqu.NJJran(Xj NE k)| < C’(ﬁ,,u), (57X) €O x Q, k e QF
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Etape 4 : Réécriture du noyau intégral Wal’ " ’n(- -; k) dans (6.96).

L’application Q x Q > (x,y) + Wﬁ’l’ 0;711 (X,y;k) est continue comme combinaison

linéaire finie de fonctions continues (cf. Proposition 6.42). De plus, en vertu de la Remarque
6.46, il existe une autre constante C'(3, 1) > 0 uniforme en x, y € Q et k € Q* telle que :
wieb-ol(x,yi k)| < C(B, 1), (x,y) €Q2xQ, keQ (6.112)

ALye0,Qn

En insérant (6.99) dans (6.96), on obtient :

oo o0
W(Tl’,l,f o (X ¥v:k Z Z e (013 K) - W (0 K) -, (Xv k)-

C
(=19 [ d &) - q1,Gnt1 }
{( ) [y Efo(B, 1 €) q1+...+zq;+1:Q (B, (k) — &)t (B, (k) — &)1t
gL €N

Il ne reste plus qu’a appliquer le théoréme des résidus deux fois successivement, et on a :

Warian (¥ k Z Z wjy (x5 k) - 75y g (s k) - 7, G (s k) g, (v k)
n=l  jpny1=1
(8, 1; &) .
| de L (xy)€NXQ, keQ
A B ) = (Epk) -0 (Bl —g) =Y

Etape 5 : Fin de la preuve de la formule de trace (6.82).

Utilisons les résultats de la Proposition 6 39 pour relier le noyau intégral de 'opérateur
nglai au noyau intégral de la fibre Wy, 17 T in (k) :

1
Wl (x,y) = / dk e’k (x=y)yym1,..., (X yv;k), (x,y)€ R? x R?

A1, 0n (27r)3 A1y, Qn

En utlhsant I'estimation uniforme (6.112), on déduit de ’expression ci-dessus que (x,y) —
Wﬁ’l’ ojn (x,¥y) est continue par le théoréme de continuité sous le signe intégrale.

En utilisant la continuité de R3 3 x — Wil (x,x), la trace (6.78) s’écrit alors

Tt e (B 1) = / dk/dxwml (x,x:k) (6.113)

Enfin, encore par l'intermédiaire de I'estimation uniforme (6.112), le théoréme de Fubini
assure l'intervertion des séries avec les intégrales :

/*dk/dxwm’l’ o1 (x, x; k) Z Z / (/dezaj,lﬂ(x;k)ujl(x;k))

J1=l1  gny1=1
) ) f(6, 15 &)
R S T S wk) - [ d
T Q10 T (0519 / 500 0" (EL W) - &) (B (B ©)
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Puis via I'identité (uj,.,,(-; k), uj (-;k)) = 9;

jni1,j1 (symbole de Kronecker), il vient :

/ dk/dxwm’l’ L(x,x; k) Z Z/ dk 75, j, (a1; K) - 75, iy (s K)-

Jji=1 Jn=1

: f(B3, 15 €)
/Ydé (Ejl (k) — f)erl (Ej2 (k)—¢)--- (Ejn (k) — &) (6.114)

En insérant (6.114) dans (6.113), on obtient (6.82).

Preuve succinte de (6.81)

Par 'intermédiaire de la Proposition 6.39, I'opérateur défini en (6.80) est décomposable
en intégrale directe UWy'U* = fgi dk Wi (k), ot pour k € Q, la fibre s’écrit :

Wi (k) = / AE (B, )(H(K) — )™, ke (6.115)
v

De plus {W7'(k),k € Q*} est une famille d’opérateurs intégraux bornés sur L?(T3).
Chaque noyau intégral WJ'(-,-;k) : @ x @ — C est continu et peut étre prolongé en
une fonction continue périodique sur R? x R3. Ce noyau s’écrit au sens des distributions :

k)u;(y; k)
(Ej(k) —&™

o U (X;

Wy, yik) = [ d€i(B )Y
Y j=1

ke, (x#ysim=1) (6.116)

Suivant les valeurs (entiéres) de m, on distingue deux cas :
Cas1:1<m<3

On commence par faire (4 —m) intégration(s) par parties par rapport a £ dans (6.115) :

W (k) = (—1ytm [ dchion(sm )00 -

(m—-1"J,

ol fa—m (B, ;) est une primitive d’ordre 4 — m de f(3, u;-) choisie exponentiellement
décroissante sur le contour vy (cf. Lemme 6.40). En vertu de (6.116), le noyau intégral de
W (k) s’écrit au sens des distributions :

3! -
W ey = () g [ e 0>

(m — (x,y) € 2xQ

)4’

j=1

En utilisant successivement les Lemmes 6.43, 6.45 et 6.44, on montre l'existence d’une
constante C(f3, ) > 0 uniforme en x, y € Q et k € Q* telle que :

|f4fm(ﬁa,u7£)|
Z 19 (R | el [ < 00, < oo
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Il s’ensuit alors que :

m . _ -m 3! = AR TRV TR f *m(ﬁa s 5)
W5 3310 = (' S s R [

Il reste a réécrire W (-, - ; k). Par une premiére application du théoréme des résidus :

—m_ 3 —m(B, 15 3 2Py,
(-1 (m_l)!LdSM=(—1)4 CESVED 5‘23 (8, 15 E;(K))

Suivi d’une seconde application, avec (8gf4,m)(ﬁ,,u; E;k)) = (Ognflf)(ﬁ,,u; E;k)) :

X o |
(—1)4‘2m{<n12—1)!<—1>’”§en—{(5’“5 Eﬂ'(k))} B /wdgm

il vient :

Wi (x, y: k) Zujxk )/Vdgm, (xy) €QxQ ke’

Cas2:m>4

A partir de (6.116), en utilisant successivement les Lemmes 6.43, 6.45 et 6.44, on montre
I'existence d’une constante C(3, 1) > 0 uniforme en x, y € Q et k € Q* telle que :

Z\uj (k)| Tk I/Idfl . §|’m < C(B,p1) < +o0

Il s’ensuit alors que :

Wi (x,y; k Zu] x; k)u;(y; )/dfm, (x,y) €QxQ, ke Q* (6.117)

Avec les Cas 1 et 2 ci-dessus, on vient de prouver que 'identité (6.117) est valable pour
tout m € IN*. De plus, I'application 2 x Q > (x,y) — W{'(x,y; k) est continue.

Pour conclure, il suffit de reprendre point par point la méme méthode que celle utilisée
dans Iétape 5 de la preuve de la formule de trace (6.82). En particulier, on utilise que :

T (B, ) = dx Wy (x,x; k)

dk

puis que :

/*dk/ﬂdxwgn(x,x;k) :/Q* dkg/gdx!uj(X;k)P/V&m

=1
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6.4 Annexe

Preuve Lemme 6.40.

Soient 8 > 0 et z := e € (0,+00). Soit & — (B, 2:€) = In(1 + ze=%) la fonction ho-

lomorphe sur le domaine € défini en (6.8). Soit 7 le contour orienté positivement défini
n (6.9), inclus dans € et contournant la demi-droite [Ep, +00). Par la suite, on posera

n=n(8) =3 ﬁ et on utilisera la détermination principale du logarithme définie en (2.83).

On commence par prouver (6.93) et (6.94) pour §(3, z; - ).
Soit ¢ = £n. Pour tout RE € [9,0] et pour tout RE € [0, +00) respectivement :
18, 23 RE £ )| < (24 m)e™ ™ < (24 m)e el
15(3, z; RE £ in)| < 32¢PRE < 3z¢me 0L
Soit RE = 4. Pour tout I € [—n, ],
158, 236 +iS€)| < (2 + me®)e ™ < (2 + we)f =2+ oAl

Ces trois estimations donnent 'existence d’une constante cy(3,z) > 0 telle que pour tout
€€, |f(B,2:6)| < co(B,2)e Pl Par des changements de variables adaptés, on prouve
qu’il existe une constante Cy(3, z) > 0 telle que fﬂ/ |dENF(B, z;€)| < Co(B, 2) < +oc.

Considérons les primitives d’ordre @ > 1 de € 3 £ — (3, 20; £) construites comme :

(8, 2:¢€) :=/ du (8, ) —/ W00 4 2w) (6.118)

. I
VQ =2, folBiz6) = /dqu (B, =)+

d’LL1 1 dUQ Q-1 d'LLQ

Pour tout Q) > 1, les fonctions £ — fq(ﬂ, z; 5) sont clairement holomorphes sur €. Montrons
que les constantes dans (6.118) et (6.119) ont été choisies de telle sorte que (6.93) et (6.94)
soient vérifiées. On donne les détails pour le cas Q = 1. Pour le cas @ > 2, il suffira d’itérer
les arguments utilisés pour le cas @ = 1 compte-tenu de la définition "récurrente” (6.119).

La primitive £ — fl(ﬁ, z;€) de (8, z; -) définie en (6.118) s’écrit encore :
. RE duy RE+iIE
0= [ sz -5 [+ [ auo, )
0 Re

En considérant les changements de variable X := e~#* dans la premiére intégrale et Y :=
1(u — R€) dans la troisiéme intégrale, on obtient :

fl(ﬂ,Z;f)
—pRe o
1 /[° X ¢ :
=—= d In(1+ 2X) — / duy In(1+ zu1) + 4 / dY In(1 + ze PREFY))y
B J1 X 0
o~ BRE
S X (14 2X) —1—1/ dY In(1 4 ze AREFY))
B Jo X 0
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Soit 3¢ = £n. Pour tout RE € [, 0] et pour tout RE € [0, +00) respectivement :
f 2 RE+in)| < B lze PR 4 (2 4+ m)ne PR < L n)z + )P (20t =Bl
F1(8, 2R £ in)| < B )n < (B +n U
[F1(8, 2 RE £ in)| < 571 ze” ™ 4 3zne™ ™ < 2(871 + 3p)ene
Soit RE = 4. Pour tout I € [—n, 1],
F1(8, 258 +iS€)| < B 2™ + (2 + weP)me ™ < (87" + )z + mne) e (7204M =K

Ces trois estimations donnent l’existence d’une constante c¢1(3, z) > 0 telle que pour tout
€€, 118,29 < alp, z)e_ﬁm. Par des changements de variables adaptés, on prouve
qu’il existe une autre constante C1(3, z) > 0 telle que f,y |dENF1(6, 2;:€)] < C1(B, 2) < +00.

Preuve Lemme 6.43.

Ici || - |2 désignera la norme opérateur sur L?(f2). Soient & > 0 vérifiant —&, < FEj et
k € Q* fixés. Soit u;(-;k) € H2(T3), j > 1, le vecteur propre normalisé a I'unité associé a
la valeur propre Ej;(k) de la fibre H(k) = 2(—iV + k)? + V. D’abord on a :

uj(-1k) = (H(k) + &)~ (H (k) + &o)u; (- 1 k) = (Bj(k) + &) (H (k) + ) ~'u(-3k) (6.120)
Supposons juste un instant que (H (k)4 &) ™! soit borné de L?(2) — L°(2) et qu'il existe
une constante c¢, > 0 uniforme en k (et en j) telle que :

I(H (k) + €0) " 2,00 < €t (6.121)
De (6.120) et (6.121), il vient immédiatement :

(K)o < (Ej(k) + &) (H (k) + &0) 20 lus (-3 K)ll2 < eg (B (k) + &o)

Montrons maintenant que ||(H (k) + &) }||2,00 st borné uniformément en k.
Utilisons pour cela les résultats de la Proposition 6.39. Puisque (Hoo(0) 4+ &)~ est un
opérateur intégral, alors (H (k) + fo)*1 est un opérateur intégral de noyau :

pp. tout (x,y) €QxQ, (Hk)+&H) ' (xy)= > e FEY(H (0)+5H) " (x+v,y)
veZ3
Comme :

1(H (k) +€0) 713 00 = esssup [|(H (k )+€o)_1(xa-)||§=eSSSUP/QdYI(H(k)+€o)_1(x,y)l2

xeQ xeQ

en utilisant d’une part I'inégalité de Minkowski et d’autre part le fait que Hy(0) commute
avec 'opérateur des translations du réseau Z?3 (voir Définition 5.14 avec w = 0) impliquant :

(Hoo(0) + &) Hx + v,y) = (Hoo(0) + fo)_l(z,z —v) p.p.tout (x,y) € 2 xQ

il vient :

I(H (k) +&0) ™13 00 <eSSi1€15/RS dy |(Hoo(0) + &)~ (x,¥)I?

Il reste & utiliser l'estimation (3.2) : il existe un réél § > 0 suffisamment petit et une
constante c¢, > 0 tels que :

e SIx—yl ,
Vx € Q, / dy |(Hoo(0) + &0) " (x,¥)[* < cg, sup Y TR S %
R3 x€R3 |X Y|
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Preuve Lemme 6.4/4.
Rappelons que les valeurs propres de la fibre H(k) = 1(—iV + k)? (lorsque V = 0) sont
connues explicitement :

1
By (k) = 5 (2m +k)°, nez’

Indexons ces valeurs propres, comptées avec leur multliplicité, dans un ordre croissant.
Par le principe variationnel, il vient :

VieN, EVK) |Vl < Ej(k) < EP (&) + |V

En posant ¢ := (& — [|[V]|eo)/(27%) > 0 avec & > 0 choisi suffisamment grand, la conver-
gence de la série 2]21 (E'j (k) + &) 7! est donnée par la convergence de I'intégrale :

+oo +o0 +o0o 1
/ dn1 / d’ng / dn3 (
—00 —o0 —o0 (

l
m52)7 o (no + 52)° + (ns 4+ £2)° 4 <)

En utilisant les coordonnées sphériques usuelles, il reste & utilier que :

+oo 7"2 3
Va >0, /0 drm<+oo lorsque [ > 3

Preuve Lemme 6.45.
En vertu de (6.93), il suffit de prouver qu'’il existe une constante Cg, (3, 1) > 0 telle que :

Ifor (8, 15.6)] o5l
B () — & |, () — e = ol g

VE €, (6.122)

n+1

D’abord, étant donné les caractéristiques du contour ~y (cf. preuve Lemme 6.40) :
VEET, Vin =1, |By(k) — € > = min(r/26,| By — d]) > 0
puis en utilisant la décroissance exponentielle de fQ/ (B, p; +) sur le contour 7 :
] 8
VEET, lig (B8] < cey(B, pe 2 ez IeH0l

il vient pour tout & € v :

iy (8,13 )I _ ceo (B, 1) o= 21élg—Sle+éol
‘Ej (k) — 5’771 A ‘Ej (k) _ §|77n+1 B i i I e /P T il /RS |Ejk (k) _ §|77k

(6.123)

n+1

On décompose maintenant le contour v en 2 parties : v = *y,j U7, , avec :
wo={Eey 1 |E) (k) = €| = (B (k) + &)/2},

e =1E€q 1 B (k) — €] < (B, (k) + &)/2}
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Comme V¢ € 7,7, |Ej, (k) — &7 < 27 (Ej, (k) + &) ", il s’ensuit de (6.123) :

[For (85 15 €)

Jr
VEEN T G g [y, () — €

< (B 1) T e (E;, (K) + Eo) (

6.124)

Comme V¢ € v, , |Ej, (k) — &7 < e et d’autre part, via I'inégalité triangulaire :
VEey, B (k) 48— (E+85) < (Ej k) +&)/2 = £+l = (Ej (k) +£0)/2>0

il s’ensuit de (6.123) :

\V/f c ’yi |fQ/ (/67 5 §)| < C¢o (,8, /J,) e_gm‘e_g(Ejk (k)+&0)
B ) € (B, () e am e
(6.125)
Et lorsque &y est choisi suffisamment grand :
B(E. —
e 1 (Ej, ) +6) < (4/8)™(E;, (k) + &)™
En vertu de (6.124) et (6.125), pour & assez grand, on obtient (6.122) en posant :
- c&o(ﬁa#) 11
Cﬁo (/BHU’) T 5771+“'+77k71+7]k+1+"'+77n+1 maX(2nk7 (45 /8 )nk) > 0
|
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RESUME

La majeure partie de cette thése concerne I’étude de la susceptibilité diamagnétique en champ
magnétique nul d’un gaz d’électrons de Bloch & température et densité fixées dans la limite des
faibles températures. Pour les électrons libres (i.e. en ’absence de potentiel périodique), la suscep-
tibilité diamagnétique a été calculée par L. Landau en 1930 ; le résultat est connu sous le nom de
formule de Landau. Quant au cas des électrons de Bloch, E.R. Peierls montra en 1933 que dans
I’approximation des électrons fortement liés, la formule pour la susceptibilité diamagnétique reste
la méme en remplacant la masse de 1’électron par sa "masse effective” ; ce résultat est connu sous le
nom de formule de Landau-Peierls. Depuis, de nombreuses tentatives pour clarifier les hypothéses
de validité de la formule de Landau-Peierls ont vu le jour. Le résultat principal de cette thése établit
rigoureusement qu’a température nulle, lorsque la densité d’électrons tend vers zéro, la contribu-
tion dominante & la susceptibilité diamagnétique est donné par la formule de Landau-Peierls avec
la masse effective de la plus petite bande d’énergie de Bloch.
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