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Chapitre 1

Introduction Générale

1.1 L’enrichissement des modèles numériques : une solution?

Les premières applications industrielles de mécanique desfluides numériques (en anglais
CFD pourComputational Fluid Dynamics) en aéronautique remontent aux années 70. Elles
concernent alors des modèles simples stationnaires qui permettent déjà néanmoins de capter les
ondes de chocs et la topologie générale des écoulements externes [1, 2] sans prendre en compte
l’aspect visqueux de l’écoulement (calculs Euler). Au cours des années 90, les méthodologies
numériques deviennent plus précises et plus robustes. Parallèlement, apparaissent des modèles
prenant en compte des phénomènes qu’englobe la mécanique des fluides : couches limites,
transferts thermiques convectifs ou diffusifs, rayonnement, réactions chimiques, combustions,
. . . Comme l’explique Gosman [3], les progrès réalisés dans les deux types d’activités que
sont :

– le maillage,
– la modélisation de la physique
permettent d’obtenir des modèles numériques de mécanique des fluides correspondant de

plus en plus à la richesse intrinsèque des écoulements rencontrés par l’industriel. Sur des géo-
métries de plus en plus réalistes, il dispose de cas test expérimentaux (essais en soufflerie) lui
permettant de valider les résultats obtenus par ses codes. Ainsi, depuis quelques années déjà,
les simulations numériques sont devenues suffisament robustes et précises pour être utilisées
en remplacement de séries d’essais expérimentaux et pour être dans certains cas pleinement
intégrées aux processus de conception [1, 2]. Dans cette optique, un certain nombre de codes
“à tout faire” (all purpose) voient le jour durant les deux dernières décennies du 20e siècle,
s’inspirant des travaux universitaires précédents, et proposent à l’industriel une alternative au
développement de codes “maison”, plus tournés vers ses applications.

Les points mis en avant par Gosman montrent qu’un gain en précision et en réalisme passe
presque nécessairement par une complexité accrue des modèles numériques, c’est-à-dire par
une augmentation des degrés de liberté. Et nonobstant les avancées fabuleuses des outils infor-
matiques en termes de capacités et de vitesse de calcul, ce gain se fait, de manière générale, au
prix d’un temps effectif de calcul non négligeable, voire exorbitant.
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1.2 Un enjeu de l’industrialisation de l’aérothermie numé-
rique

1.2.1 Concept d’observables

Ces outils CFD apportent une connaissance globale des écoulements auxquels est confronté
l’industriel. Cependant, les problèmes d’ingénierie se ramènent souvent à la recherche d’un
certain nombre de valeurs spécifiques et identifiées à l’avance, dans diverses conditions. La
connaissance de ces grandeurs, qu’on appelle des observables, s’obtient généralement par post-
traitement d’un calcul CFD. La finesse du calcul et la complexité de la modélisation influent
sur la précision de la résolution des champs. Mais il faut être conscient que seule la précision
de l’estimation des observables est importante, et que c’est uniquement elle qui définit le choix
du degré de résolution du calcul. Le processus CFD dans son ensemble doit être vu comme un
modèle entrées / sorties, dans lequel :

– les entrées sont les conditions que l’on connaît (géométrie, conditions aux limites, termes
sources, . . . )

– les sorties sont les observables que l’on post-traite.

1.2.2 Observables spécifiques

A Airbus, les calculs d’aérothermie sont souvent utilisés pour déterminer :
– des champs de température pariétale,
– des coefficients de transferts convectifs, ou des lois empiriques fournissant ces coeffi-

cients.
Il s’agit de grandeurs dont les valeurs sont définies par des écoulements et qui nécessitent le

recours à des simulations numériques. Les entrées de ces modèles CFD sont généralement des
conditions opératrices liées au fonctionnement de l’avionen conditions de vol. Il peut s’agir par
exemple des flux thermiques dissipés par les systèmes électriques. Dans le cas d’un refroidisse-
ment de compartiment moteur, le flux thermique à dissiper parles systèmes de refroidissement
dépend de la poussée du moteur, qui agit alors comme une condition opératrice. Le lecteur no-
tera que même si le numéricien a accès à toutes les composantes de l’écoulement (champs de
vitesse, de température, de pression . . . ), il n’est pas toujours intéressé par le détail de celui-ci.

Bien entendu, parmi les conditions opératrices qui serventd’entrées aux calculs d’aéro-
dynamique interne, certaines proviennent d’éléments de l’avion dont le fonctionnement est
lui-même objet de modélisation dans d’autres départements. Les sorties de ces modèles sont
utilisées comme entrées des modèles CFD. De la même façon, parmi les sorties des modèles
aérothermiques, certaines servent d’entrées pour d’autres modèles, qui ne sont pas forcément
aérothermiques. Ainsi, deux modèles peuvent être interfacés, les sorties de l’un correspondant
aux entrées de l’autre et vice-versa. Pour bien appréhenderle comportement de l’avion dans son
ensemble, il est alors indispensable de bien traiter les couplages entre les différents modèles.

Dans tous les cas, les entrées des calculs aérothermiques sont transitoires, puisqu’elles évo-
luent au cours d’une phase de vol. Or, les observables aérothermiques sont particulièrement
sensibles à ces évolutions au cours du temps. A cause de cettedynamique forte, des calculs
CFD stationnaires ne suffisent pas pour parvenir à une connaissance suffisament précise des
observables ciblés. Cependant, bien qu’impressionnants,les moyens de calculs ne permettent
pas d’intégrer dans un processus de conception des calculs transitoires de façon industrielle sur
toute une phase de vol. L’une des difficultés auxquelles on est confronté tient de l’écart entre
les temps caractéristiques d’évolution des champs de vitesse, et les temps d’évolutions des
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observables thermiques (température, flux, . . . ). Dans un calcul aérothermique transitoire, les
évolutions thermiques sont les plus lentes. Par conséquent, elles conditionnent la durée simulée.
Typiquement, les constantes de temps thermiques sont de l’ordre de plusieurs dizaines de mi-
nutes. Et parmi les différentes étapes qui constituent une phase de vol, le décollage et la montée
en altitude durent une demi-heure. A l’inverse, les évolutions les plus courtes dimensionnent le
pas de temps utilisé au cours de la simulation. Dans la mesureoù il y a plusieurs ordres de gran-
deurs entre les constantes de temps associées au champ de vitesse et les constantes de temps
thermiques, le nombre de pas de temps nécessaires à une simulation aérothermique sur toute
une phase de vol devient très important et dépasse ce qui peutêtre intégré dans un processus de
conception industrielle.

1.2.3 Exemple du calcul de compartiment moteur

L’un des projets dans lequel s’est inscrite cette thèse tient de la résolution de problèmes
multi-physiques. On entend par là des problèmes mettant en jeu différents systèmes couplés
qui ne sont pas régis par les mêmes équations physiques. On parle aussi de problèmes multi-
disciplinaires. Il s’agit par exemple de transferts thermiques conjugués (en anglaisConjugate
Heat Transfersou CHT) : une partie du domaine voit s’écouler un fluide en interaction avec une
partie solide, dans laquelle on étudie des transferts thermiques. A Airbus, on essaie d’être en
mesure d’évaluer un champ de température en régime transitoire dans un système impliquant à
la fois :

– une masse solide (la structure) dont la température maximale doit rester en deça d’un
certain seuil,

– une zone fluide siège de phénomènes de convection forcée, eten interaction avec la struc-
ture.

On dispose à Airbus de solveurs numériques spécialisés dansla prise en compte, soit de la
partie structure seule, soit de la région fluide seule. Plutôt que d’utiliser ou de développer des
solveurs capables de traiter un problème multi-physique dans sa globalité, on préfère conserver
l’expertise déjà acquise relativement aux solveurs monodisciplinaires. D’où le choix de disso-
cier le problème en deux problèmes classiques.

La méthode utilisée est itérative : les deux solveurs (CFD etthermique) sont utilisés sépa-
rément et de manière itérative (voir figure 1.1). A une itération donnée, les résultats du calcul
fluide sont utilisés comme conditions aux limites du calcul thermo-mécanique. Les résultats de
ce calcul définissent alors les conditions pour un nouveau calcul fluide, ce qui achève l’itération.

On se rend compte que dans ce genre de processus itératif, le temps nécessaire à la réali-
sation de chaque calcul aérothermique augmente avec la complexité de la géométrie (la figure
1.2 est un exemple de géométrie classiquement rencontrée).De plus, comme nous l’avons in-
diqué au paragraphe 1.2.2, une modélisation transitoire est nécessaire pour obtenir des résultats
réalistes. Le nombre de pas de temps requis pour parvenir à traiter correctement ce type de
problème devient alors un facteur limitant.

Pour Airbus, il apparaît donc nécessaire de se doter d’une méthode d’obtention de résultats
CFD stationnaires et transitoires avec un temps de calcul négligeable par rapport à ce qui se fait
classiquement aujourd’hui, tout en prenant en compte les phénomènes clés de l’écoulement.

1.3 Les modèles de remplacement

Nous venons de voir que, à la recherche d’une précision toujours accrue, la stratégie adoptée
communément revenait à augmenter la complexité des modèlesnumériques, c’est-à-dire, leur
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FIG . 1.1– Enchaînement des actions réalisées au cours d’une itération d’un algorithme de couplage en
transferts thermiques conjugués (Conjugate Heat Transfersen anglais, d’où le nom de la chaîne).
L’étape dite de “matching” sert de liaison entre les deux solveurs, et permet de gérer le fait que

l’interface entre les domaines fluide et solide soit mailléedifférement de part et d’autre.

nombre de degrés de libertés. Pour un problème donné, ces modèles cherchent une solution
dans un espace dont la dimension est ce nombre de degrés de liberté. On parle de la dimension
ou de la taille du modèle. Et en général, les temps de résolution des écoulements numériques
augmentent avec la taille du modèle numérique utilisé.

Ainsi, pour gagner en temps de calcul à capacités machines fixées, on cherchera naturelle-
ment à utiliser un modèle numérique de dimension aussi faible que possible. Par exemple, on
peut augmenter la taille de maille pour diminuer la taille dumaillage. On peut aussi utiliser un
modèle de turbulence à une équation plutôt que deux. On peut travailler sur des géométries 2D
plutôt que 3D. Cependant, avoir recours à ces manipulationspour diminuer les temps de calculs
implique d’appauvrir le contenu des écoulements simulés. Par exemple, passer en deux dimen-
sions empêche de capter les structures tridimensionelles,comme les différents modes du déta-
chement tourbillonaire (c.f. section 4.4.1). Augmenter la taille des cellules du maillage conduit
à une résolution de plus mauvaise qualité des régions à fortsgradients de vitesse (couches de
cisaillement, couches limites) ou de pression par exemple (ondes de choc). A partir d’un modèle
numérique dérivé de la résolution des équations de la mécanique des fluides (et de n’importe
quelles équations de la mécanique des milieux continus), ily a un compromis à faire entre la
richesse des écoulements que l’on désire obtenir, et le prixà payer pour les simuler.

Mais depuis quelques années, on voit se développer des méthodes alternatives à l’utilisation
de modèles numériques basés sur la résolution des équationsde Navier-Stokes. Il ne s’agit plus
de résoudre des équations en chaque point du maillage. On conçoit des modèles dont les entrées
et les sorties sont analogues à celles d’un modèle CFD, mais dont la taille est nettement plus
faible que celle du modèle CFD référent. Le modèle de faible dimension est alors construit ou
ajusté de manière à fournir pour une entrée donnée, une approximation de la sortie du modèle
CFD correspondant à cette entrée.
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FIG . 1.2– Géométrie simplifiée de compartiment moteur - Projet ATRAN (Aérothermique
TRANsitoire, étude de l’aérothermie transitoire au sein d’une nacelle, collaboration ONERA,

Airbus, Snecma Moteur)

Quelle que soit la méthode de construction de ces modèles alternatifs, ils répondent fonc-
tionnellement au besoin d’abaisser drastiquement la taille du modèle utilisé, sans trop perdre
la richesse de la description des écoulements simulés. C’est pourquoi nous parlerons de mo-
dèles de remplacement. Dans la mesure où l’on accepte d’avoir des écarts faibles par rapport
au modèle numérique de référence, ces modèles correspondent parfaitement à l’enjeu que nous
venons de définir :

1. par nature, une fois établis, ils sont quasiment gratuitsà utiliser,

2. étant construits à partir d’écoulements calculés numériquement, ils sont capables par
construction de reproduire les phénomènes que peut résoudre le solveur numérique clas-
sique.

De nombreuses méthodes de modèles de remplacement existent, et certaines d’entre elles
sont présentées dans le chapitre 2. Chaque méthode a ses spécificités en termes de :

– types d’entrées et de sortie
– méthode de construction
– méthode d’échantillonnage
– . . .
Dans le cadre de la résolution de problèmes multi-physiquesde type transferts thermiques

conjugués (transferts thermiques entre une zone solide et une zone fluide), un modèle réduit
doit permettre, sur une géométrie, de fournir tout ou partied’un champ de vitesse et de tem-
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pérature, en fonction de conditions aux limites qui peuventêtre différentes à chaque utilisa-
tion du modèle réduit, et ce, en stationnaire ou en transitoire. Pour répondre à cette probléma-
tique, la méthode retenue dans le cadre de cette thèse est la méthode d’identification modale.
Il s’agit d’une méthode développée depuis plusieurs annéesau sein de l’équipe COST du dé-
partement Fluide-Thermique-Combustion de l’institut PPRIME à Poitiers (ancien Laboratoire
d’Etudes Thermiques). L’identification modale a d’abord été développée pour des applications
thermiques linéaires [4, 5], puis a été étendue à certains cas non linéaires ([6]). Les travaux de
Balima [7] et de Rouizi [8] ont montré la faisabilité de cetteméthode pour des problèmes non
linéaires de mécanique des fluides.

1.4 Objectifs de la thèse

Nous chercherons à présenter ici une méthodologie de construction de modèles réduits qui
devront :

– produire des champs de vitesse et de température d’écoulements turbulents correspondant
à des conditions limites transitoires,

– s’appuyer sur des résultats issus de simulations numériques, tout en restant applicables à
des données provenant d’une campagne expérimentale,

– produire des sorties quasi-instantanément avec un faibleniveau d’erreur,
– et être applicables à des écoulements complexes.

1.5 Parcours et moyens utilisés

1.5.1 De l’exemple industriel au cas académique

En collaboration avec le département Structure, le serviceMéthodes Aérodynamiques d’Air-
bus développe des outils de transferts thermiques conjugués. Les applications sont diverses :
systèmes de ventilation, refroidissement de systèmes électriques, convection naturelle sous flux
solaire, . . . . Or une simulation numérique de ce type d’écoulement est un processus lourd. Le
cas du compartiment moteur (figure 1.3) illustre bien les difficultés auxquelles on peut être
confronté. Ce cas de simulation met en jeu :

– des transferts convectifs,
– des jets,
– de nombreux obstacles,
– des décollements et des zones de recirculation,
– une prise en compte nécessaire de la turbulence,
– des constantes de temps (cinétique et thermique) très éloignées.
Pour accélérer les différents tests nécessaires à la mise enplace de la méthodologie de ré-

duction de modèle, un cas d’écoulement moins lourd devait être choisi. L’écoulement turbulent
autour d’un cylindre circulaire a la particularité de mettre en jeu une zone de recirculation simi-
laire à celles que l’on retrouve dans l’écoulement auour desobstacles (tuyaux) du compartiment
moteur.

Pour introduire des transferts convectifs, le cylindre circulaire est chauffé. On considère
qu’il est creux et doté d’une épaisseur. On applique une condition limite thermique de type
flux imposé ou température imposée sur sa surface interne et on résout l’équation de l’energie
dans la masse solide en plus des équations de Navier-Stokes dans la zone fluide. On s’attaque
donc à un problème de transferts thermiques conjugués. Ainsi, nous pouvons nous intéresser à
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FIG . 1.3– Exemple d’écoulement dans un compartiment moteur - Projet ATRAN

l’applicabilité de la méthode non plus au problème de mécanique des fluides seul, mais aussi
au problème multi-disciplinaire tel qu’il est évoqué dans le problème du compartiment moteur
décrit plus haut.

1.5.2 Les développements

Parmi les objectifs de la thèse, deux sont particulièrementimportants :
– les écoulements traités doivent pouvoir être instationnaires ;
– les transferts thermiques doivent pouvoir être pris en compte.
En 2006, Olivier Balima [7] a développé un outil de réductionde modèle permettant d’esti-

mer un champ de vitesse :
– stationnaire laminaire et isotherme
– défini par une condition limite en vitesse
– bidimensionnel uniquement
Pour élargir le cadre d’application de cette méthode afin de répondre aux objectifs de la

thèse, des stratégies dans la mise en place de modèles d’ordre faible ont été développées dans
différents cas, puis testées sur l’écoulement généré autour d’un cylindre circulaire. Ces diffé-
rents cas sont visuellement résumés sur la figure 1.4. Ils y sont présentés sous forme de diffé-
rentes réalisations, correspondant chacune à un modèle réduit construit au cours de cette thèse.

Réalisation 1 : reproduire un calcul de détachement tourbillonaire

A partir d’un nombre de Reynolds de 47, le sillage derrière uncylindre circulaire devient
instationnaire (voir la section dédiée 4.4.1). Aux nombresde Reynolds concernés par cette thèse,
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FIG . 1.4– Pour asseoir la méthodologie d’obtention de modèles d’ordres faibles d’écoulements (MOF
sur la figure), différents types de dynamique ont fait l’objet de stratégies adaptées.

cette instationnarité se traduit par des phénomènes dont lapériode est relativement courte (de
l’ordre de 1 à 10 millisecondes) par rapport à la dynamique denos conditions aux limites.

Numériquement, on peut s’attacher à simuler, ou pas, et doncà observer, ou pas, ces insta-
tionnarités. Pour mieux le comprendre interprétons le pas de temps numérique comme la période
d’acquisition d’une sonde. S’il est significativement plusfaible que la période des instationnari-
tés décrites, alors la simulation permettra de les résoudre. Au contraire, ce même pas de temps
va gommer une instationnarité dont la fréquence est trop grande. Ainsi, le pas de temps agit
comme une fréquence de coupure. Il permet de faire apparaître sélectivement certains phéno-
mènes physiques en fonction de leur fréquence.

Plus clairement, pour une vitesse amont constante, en choisissant bien le pas de temps, on
peut observer le lâcher de tourbillons dans le sillage du cylindre. Le premier modèle d’ordre
faible doit être capable de faire le lien entre la vitesse amont et ce lâcher.

Comme cet écoulement a l’avantage d’être relativement simple à simuler numériquement,
il présente un intérêt en tant que sujet de test pour les schémas numériques, les méthodes d’op-
timisation et les formulations spécifiques du modèle réduit.

Réalisation 2 : émuler un champ de vitesse turbulent stationnaire

Nous cherchons maintenant à prédire, à l’aide d’un modèle d’ordre faible, pour une condi-
tion limite en vitesse constante, la topologie stationnaire de l’écoulement. Pour une vitesse
amont fixée, un calcul stationnaire propose un champ de vitesse constant autour du cylindre
circulaire. Le modèle d’ordre faible doit pouvoir estimer ce champ de vitesse en fonction de la
vitesse amont.

Réalisation 3 : prédire un champ de température instationnaire pour un champ de vitesse
stationnaire

On se met dans un cas de couplage faible dans lequel la température a un effet négligeable
sur le champ de vitesse. Sur l’écoulement stationnaire précédent, en appliquant dans la partie
solide une condition limite thermique dépendante du temps,on obtient dans le cylindre et dans
le sillage, un champ de température instationnaire que l’onveut être en mesure de prévoir.
Le modèle d’ordre faible doit donc associer une vitesse amont constante et une commande
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thermique dépendante du temps, à l’évolution au cours du temps d’un champ de température
(ou de n’importe quels observables thermiques).

Réalisation 4 : émuler un champ de vitesse turbulent instationnaire

Dans le prolongement de la seconde étape, on rend la condition limite en vitesse dépendante
du temps. En conséquence, la forme du sillage du cylindre se modifie au cours du temps (sans
détachement tourbillonnaire). Le modèle d’ordre faible que l’on construit doit en fournir une
approximation.

Réalisation 5 : estimer un champ de température instationnaire pour un champ de vitesse
instationnaire

Toujours dans un cas de couplage faible, le champ de température dépend du temps, non
seulement à cause d’une condition limite thermique dépendante du temps, mais aussi parce que
le sillage se modifie au cours du temps. Les évolutions au cours du temps de la vitesse d’entrée
et de la commande thermique constituent les entrées du modèle d’ordre faible. Les champs de
températures transitoires (ou n’importe quel autre observable thermique) en sont les sorties.

1.5.3 Les codes et les ressources machines

La construction de modèles réduits nécessite au préalable de disposer d’exemples d’écou-
lements que l’on désirera émuler par la suite. Ces exemples peuvent être obtenus soit à la suite
d’une campagne d’essais, soit comme c’est le cas dans le présent document, au moyen de si-
mulations numériques. Les écoulements qui ont servi de référence à la réalisation des modèles
réduits présentés dans cette thèse ont été simulés à l’aide du logiciel commercial Fluent.

Les codes d’obtention de modèle d’ordre faible ont été développés en Fortran 90. Ils font
appel à des techniques d’optimisation non-linéaires et dessous-programmes d’algèbre linéaire
de la bibliothèque en accès libre LAPACK. Ils ont été conçus parallélisés suivant le standard
MPI (Message Passing Interface).

1.6 Que trouve t-on dans ce mémoire ?

Ce mémoire a été organisé pour offrir au lecteur une vue d’ensemble sur le travail réalisé
pour atteindre les objectifs fixés au 1.4. Les différents chapitres doivent permettre de mieux
apréhender la notion de mise en place de modèles d’ordre faible, de bien cerner l’originalité de
la méthode utilisée, et de présenter les différents cas d’application et les stratégies spécifiques
mises en place.

– Le second chapitre se consacre à présenter diverses stratégies de remplacement de modèle
utilisées dans le cadre de la mécanique des fluides numérique. Il existe plusieurs méthodes
pour obtenir une approximation de l’état d’un système fluidesans avoir à recourir à une
simulation CFD coûteuse. On introduit dans le premier chapitre certaines d’entre elles
qui ont la particularité, comme la méthode que l’on utilisera, d’utiliser des simulations
numériques réalisées en amont.

– Le troisième chapitre est dédié aux développements de la méthode d’identification modale
dans le domaine de la réduction de modèles d’écoulements de convection forcée. On
expliquera d’abord les principes généraux qui justifient l’utilisation de la méthode que
nous avons retenue. Puis on décrira les différentes étapes de la construction d’un modèle
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d’ordre faible par identification, en les illustrant par leur application aux écoulements de
type Navier-Stokes.

– Le quatrième chapitre expose en application concrète, desmodèles d’écoulement obtenus
par identification. Il s’agira d’y présenter les applications des méthodes d’identification à
divers types d’écoulement autour d’un cylindre circulaire. Le chapitre commence par une
illustration de l’importance de la notion d’observables introduite dans le paragraphe 1.2.1.
Puis divers modèles réduits correspondant aux réalisations 1 à 5 sont décrits et testés.

– Le dernier chapitre présente les premiers modèles obtenuspar identification, dans le cas
d’écoulements compressibles. On s’écarte du cas de l’écoulement incompressible au-
tour du cylindre circulaire pour évaluer les performances de la méthode d’identification
modale dans le cadre d’écoulements sub à transsoniques autour d’un profil d’aile 2D
RAE2822.

'

&

$

%

Synthèse

– Industriellement, les systèmes mettant en jeu des phénomènes fluides
et thermiques transitoires nécessitent des simulations CFD dont le
coût pénalise les cycles de conception (nombre de pas de temps trop
important).

– L’ingénieur s’intéresse souvent à des grandeurs spécifiques, les ob-
servables, dont la connaissance passe par les simulations CFD.

– Dans de nombreux cas, une prise en compte d’effets instationnaires
ou transitoires est nécessaire pour rendre ces simulationsréalistes,
mais restent hors de prix.

– Dans les processus de conception on fait de plus en plus appel à des
modèles de remplacement (en anglaissurrogate models) qui offrent
une approximation à bas coût des observables issus des simulations
CFD.

– L’objectif de cette thèse est de développer une méthodologie pour ob-
tenir un modèle de remplacement orienté vers la prédiction d’écoule-
ments transitoires anisothermes turbulents.

– La méthode doit être utilisée pour estimer les champs de vitesse et
de température dans un compartiment moteur, mais le cas testchoisi
pour la déveloper est l’écoulement autour d’un cylindre circulaire
chauffé.
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Chapitre 2

Modèles d’ordre faible en mécanique des
fluides numérique : quelques applications

Résumé

De nombreux problèmes peuvent s’exprimer de façon générique : “ Quelle est la valeur prise
par la grandeur qui m’intéresse, lorsque varie l’environnement du système dont elle dépend ?”.

Pour répondre à cette question, il est nécessaire de mettre en place un modèle, c’est-à-dire
de déterminer :

1. quelles sont les grandeurs que l’on désire observer,

2. quelle est la part de l’environnement qui a un impact sur ces grandeurs,

3. de quelle manière, la connaissance de l’environnement permet de retrouver la réponse à
notre problème.

En ingénierie, la résolution classique de ce genre de problème passe par l’utilisation d’un
modèle numérique : la relation entre l’entrée (l’environnement) et la sortie (les grandeurs à
observer), passe par une discrétisation du système étudié et une résolution d’équations matri-
cielles.

Lorsque l’on dispose des sorties du modèle numérique correspondant à un certain nombre
d’entrées différentes, l’utilisation desurrogate models(modèles de remplacement), ou de mo-
dèles dits réduits, constitue une alternative intéressante au réemploi des modèles numériques.
Ce travail est consacré à la mise en place et à diverses applications de l’une d’elles, la Mé-
thode d’Identification Modale, en mécanique des fluides numérique (CFD pourComputational
Fluid Dynamics). Cependant, il existe en CFD plusieurs méthodes de réduction de modèle ou
de surrogate models.

Ce chapitre est dédié au développement et à l’utilisation dans le domaine de la CFD, de
quelques-unes d’entre elles, à savoir :

– des méthodes dites de surface de réponse : surfaces de réponse polynômiales, krigeage,
et fonctions de base radiales ;

– des méthodes dites de réduction de modèle : celles basées sur la décomposition ortho-
gonale en modes propres, et les méthodes d’identification modale que nous développons
dans le reste de ce document.

Le fonctionnement et les particularités de chaque méthode sont brièvement rappelés. Leurs
spécificités sont illustrées dans un second temps par quelques exemples d’applications sur les-
quelles ces méthodes ont été éprouvées. Puis, nous verrons qu’en plus de leur objectif commun,
elles partagent également un même schéma opérateur. Ce recul pris, nous pourrons aborder la
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réduction de modèle et le surrogate modelling de façon plus synthétique, souligner les forces de
la méthode d’identification modale, et justifier son choix pour les travaux qui seront présentés
dans cette thèse.
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2.1 Des modèles et des modèles alternatifs

Dans une terminologie empruntée en partie au domaine de l’automatique, un modèle est une
description mathématique d’un phénomène réel mettant en jeu :

– un ensemble dep valeurs supposé connu, appelé “l’entrée”,
– un ensemble deq valeurs supposé inconnu, appelé la “sortie” du modèle,
– une relation déterministe entre les deux, qui pour chaque valeur de l’entrée, associe une

valeur en sortie.
Dans ce qui suit, on noterau l’entrée du modèle, ety sa sortie. La figure 2.1 résume cette

définition d’un modèle. Par exemple, imaginons que l’on veuille prédire la traînée d’une aile
portante 2D. Si la forme est fixée, on peut établir un modèle qui, en fonction du nombre de
Mach à l’infini amont et de l’angle d’incidence (l’entrée), établit sa traînée (la sortie).

FIG . 2.1– Fonctionnement simplifié d’un modèle

La relation entreu et y peut éventuellement mettre en œuvre la résolution d’une équation
intermédiaire,l’équation d’état.

F (S,u) = 0 (2.1)

La solution de cette équation, notéeS, est appelée lavariable d’étatet est utilisée ensuite
pour évaluery. Le fonctionnement d’un tel modèle est résumé par la figure 2.2. En mécanique
des fluides numérique, la variable d’état peut classiquement être constituée des valeurs prises
par les variables conservatives dans toutes les cellules dumaillage. Dans ce cas, l’ensemble
des équations algébriques que doit résoudre le solveur forment l’équation d’état du système.
Dans notre exemple du profil d’aile, la traînée de l’aile peutêtre déterminée à partir d’un post-
traitement de la variable d’état (champs de variables conservatives et de pression). Le chapitre
3 illustre avec plus de détails les notions de variables et d’équations d’état.

En présence d’une équation d’état, la difficulté de la résolution du problème tient alors dans
la résolution de l’équation d’état. C’est pour cela que, dans ce cas, on dit que la dimension du
problème est celle de l’équation d’état.

La réduction de dimensionalité d’un modèle de référence(u,S,F,G,y) peut se décrire comme
la mise en place d’un modèle(u,s, f ,g,y∗), dont la dimension est plus faible que celle du mo-

FIG . 2.2– Fonctionnement simplifié d’un modèle avec équation d’état
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FIG . 2.3– Le modèle de remplacement propose des sorties proches de celles du modèle de référence.

dèle de référence, et qui fournit une approximation “raisonnable” des sorties du modèle de
référence :

y∗ (u) ≈ y(u) (2.2)

La notion de modèle de remplacement peut-être illustrée parle schéma de la figure 2.3.
Ce modèle peut-être appelé “modèle réduit”, “modèle d’ordre faible” ou “surrogate model”
(modèle alternatif) selon la méthode avec laquelle il a été construit.

De façon générale, la littérature propose le terme desurrogate modelspour désigner ces
modèles de faible dimension, destinés à agir en remplacement de modèles coûteux plus précis.
Parmi les méthodes permettant de construire des surrogate models, on peut citer :

– les méthodes dites de réduction de modèle,
– les méthodes dites à surface de réponse,
– les métamodèles,
– . . .
L’objectif de la section suivante est de faire un tour d’horizon, et en aucun cas exhaustif,

de certaines méthodes d’obtention de surrogate models employées dans le domaine de la méca-
nique des fluides numérique (CFD).

2.2 Quelques techniques de remplacement de modèle en CFD

2.2.1 Introduction

Nous allons dans ce paragraphe présenter brièvement trois types de méthodes utilisées pour
remplacer des calculs de mécanique des fluides numérique, à savoir :

– les méthodes explicitement dites de surfaces de réponse ;
– les méthodes issues de la décomposition orthogonale en modes propres (POD ouProper

Orthogonal Decomposition) ;
– les méthodes d’identification de modèle réduit, développées dans la Branche Thermique

du Département Fluide-Thermique-Combustion de l’Institut PPRIME.
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2.2.2 Surfaces de réponse

Les méthodes d’approximation de fonction par surface de réponse désignent un ensemble de
techniques statistiques permettant de construire un modèle approché de la réponse du système à
des entrées variées. Typiquement, ces méthodes proposent une approximation des réponses d’un
système dans tout un domaine de définitionDu, lorsque l’on connaît la réponse de référence en
quelques points deDu, appelés points d’échantillonnage.

En ce sens, si un modèle d’ordre faible fonctionne par interpolation ou par régression,
il entre dans la catégorie des surfaces de réponse. Nous présentons dans les paragraphes qui
suivent, quelques méthodes dites à surface de réponse.

Dans ce qui suit, on supposera que l’on dispose d’un ensembledens réalisations du modèle
de référence en réponse àns valeurs pour l’entréeu : u ∈

(

ui
)

i=1,...,ns
. Cette entrée est elle

même une matrice colonne de dimensionp. Pour reprendre l’exemple de l’aile portante utilisé
en introduction du chapitre, l’entrée avaitp = 2 composantes : le nombre de Mach à l’infini
amont et l’angle d’incidence.

Les méthodes présentées ci-dessous répondent alors à la problématique : à l’aide desns

réalisations, comment obtenir un modèle de faible dimension aussi fidèle au modèle de référence
que possible ?

2.2.2.1 Surfaces de réponse à fonctions de base polynômiales

En anglais, on parle depolynomial based Response Surface Methodology (RSM). Les mo-
dèles de ce type peuvent se mettre sous la forme générale :

y∗ = y∗ (u) =
n

∑
i=1

hiφi (u) (2.3)

Dans (2.3),lesφi sont des éléments d’une base de polynômes. Il s’agit en général de mo-
nômes de degrés 2, 3, 4, ... suivant la nature du modèle (quadratique, cubique, ...). La construc-
tion du modèle consiste à trouver les coefficientshi qui lui permettront de fournir une bonne
approximation des données de référence, obtenues expérimentalement ou à la suite d’essais
numériques. Lorsque l’on dispose de suffisamment d’échantillons, c’est-à-dire de réponses du
modèle d’origine à différentes entrées, on peut utiliser une formule analytique qui définira les
hi qui minimiseront l’erreur quadratique pour ces entrées précises.

2.2.2.2 Surfaces de réponses par krigeage

Le krigeage (kriging en anglais) est une méthode statistique d’évaluation de fonction, qui
utilise les corrélations entre l’entrée pour laquelle on veut une approximation de la fonction, et
lesns entrées pour lesquelles la valeur exacte de cette fonction aété calculée (échantillonnage).

En notanty∗ (u) la réponse du modèle réduit à une entrée quelconqueu, etY∼ la matrice
formée par les échantillons, on a ([1]) :

y∗ (u) = f (u)β(Y∼)+ τ(u)R(Y∼−Fβ) (2.4)

Dans (2.4),y∗ est un scalaire (il n’y a qu’un observable).f (u) =
t(

u0,u1, . . . ,unp−1
)

etτ(u)
sont des fonctions aisées à calculer.F ∈Mns,np (R) est la matrice de régression formée desf (u)
pris aux points d’échantillonnage.f (u)β est une fonction de régression (de l’entrée) polynô-
miale d’ordre faible, dont lesnp coefficients sont les éléments deβ. Par exemple, Laurenceau
et al. [1] choisissentf (u) = 1 (np = 1, etF = 1). τ(u) est elle une fonction de corrélation qui
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compareu à chaque entréeui utilisée pour l’échantillonnage. Il s’agit d’une matrice colonne de
ns (nombre d’échantillons) éléments vérifiant :

τi (u) = SCFθ
(

u,ui) , i = 1, . . . ,ns (2.5)

SCFθ
(

u,ui
)

est une fonction de corrélation spatiale (au sens de l’espace des entréesu) entre
u et ui , réglable par un ensemble de paramètresθ. SCFθ entre aussi en jeu dans la construction
des matricesβ et R, établies à partir des données (entrées et sorties) de l’échantillonnage. Cette
fonction doit être choisie en fonction de la topologie de la réponse du modèle de référence,
mais, de façon générale, on choisit des fonctions de covariance exponentielles (équation (2.7))
ou par splines cubiques (équation (2.8)) :

SCFθ
(

ui ,u j)= ∏
k

sc fkθ

(

|ui
k−u j

k|
)

(2.6)

sc fkθ (x) = e−θkxpk (2.7)

sc fkθ (x) =
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(
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,
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2θk ≤ x <
1
θk

0, x≥
1
θk

(2.8)

Dans ces trois équations, l’indice·i concerne l’échantillon (parmins), alors que l’indice·k

correspond à la composante considérée de l’entréeu ou deθ (parmi p).
Pour ces méthodes, la construction du modèle se fait par le réglage deθ. Celui-ci est dé-

terminé par un processus d’optimisation qui fait correspondre le modèle réduit et le modèle
d’origine aux points d’échantillonnage (interpolation).

2.2.2.3 Surfaces de réponse par fonctions de base radiales

En anglais, lesradial basis functions, ou RBF, désignent des fonctions dont la valeur ne
dépend que de la distance entre la variable et le centre de la fonction. A partir desns réponses
du modèle d’origine correspondant auxns entréesui distinctes, il est possible de construirens

fonctions de base radialesKi (‖u−ci‖), chacune ayant un centreci . En combinant ces fonctions
de base radiales, on cherche une approximation du modèle référent sous la forme (voir [2]) :

y∗ (u) =
ns

∑
i=1

wiKi (‖u−ci‖) (2.9)

Tikka [3] explique que la construction d’une surface de réponse de type RBF se fait en
général en trois étapes :

1. dans un premier temps, les centres des fonctions radialessont calculés en fonction des
entrées et selon des considérations statistiques ;

2. puis, les formes (les paramètres) de ces fonctions de basesont déterminées en utilisant
par exemple les donnnées de référence ;

3. enfin les matriceswi de (2.9) sont calculées par régression pour faire correspondre les
sorties du modèle de remplacement à celles du modèle d’origine pour les échantillons
disponibles.
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Concrètement, supposons que l’on ait choisi des fonctions radiales gaussiennes :

Ki (‖u−ci‖) = exp

(

−
‖u−ci‖

σi

)2

(2.10)

Dans ce cas, la première étape consiste à déterminer les centres ci . Tikka propose par
exemple d’utiliser une loi de mélange gaussienne. Puis les largeurs des fonctions radiales (les
paramètresσi) sont déterminées d’après les écarts-types des données de référence. Enfin, les
coefficientswi sont calculés pour minimiser l’erreur quadratique moyenneentre les réponses du
modèle et les échantillons disponibles.

On peut noter qu’une variante dite “hermitienne” [3] de ces méthodes consiste à inclure
également une information de gradient dans l’approximation de la fonction :

y∗ (u) =
ns

∑
i=1

wiKi (‖u−ci‖)+
ns

∑
i=1

p

∑
j=1

vi j
∂Ki (‖u−ci‖)

∂u j
(2.11)

2.2.3 Réduction de modèle par Décomposition Orthogonale enModes Propres

En mécanique des fluides, laProper Orthogonal Decomposition (POD)a d’abord été dé-
veloppée puis essentiellement utilisée pour isoler et caractériser des structures cohérentes dans
des écoulements instationnaires. Elle suppose que le signal de vitesse spatio-temporel peut être
vu comme une somme infinie de produits entre des fonctions spatiales et des fonctions tempo-
relles :

~v(x, t) =
∞

∑
k=1

ak (t)~φk (x) (2.12)

Pour limiter la quantité d’informations nécessaires à la description de l’écoulement, on ne
retient qu’un nombre limité de ces produits, correspondantaux fonctions spatiales les plus éner-
gétiques, pour décrire le signal de départ. Ainsi, l’approximation d’un signal spatio-temporel
~v(x, t) par un signal POD d’ordrer s’écrira :

~v∗ (x, t) =
r

∑
k=1

ak (t)~φk (x) (2.13)

Dans (2.13), les~φk sont appelés les modes de l’écoulement et sont calculés de façon statis-
tique (théorème de Kharunen-Loève), à partir dens échantillons [4]. Pour simplifier l’écriture,
on abandonne les notations fléchées dans ce qui suit.

Si l’on cherche simplement à analyser l’écoulement, les coefficients ak sont calculés par
produit scalaire pour que l’approximation (2.13) corresponde au mieux aux données échantillo-
nées. En effet, les modesφk sont construits orthonormaux entre eux, et la combinaison linéaire
des modes s’en déduit par :

ak (t) = 〈v∗ (t) ,φk (x)〉 (2.14)

〈·, ·〉 désignant l’intégrale du produit scalaire usuel sur tout ledomaine de l’écoulement.
On peut alors montrer ([4]) que retenir et combiner ainsi lesr modesφk les plus énergétiques
permet d’aboutir à l’approximation (2.13) d’ordrer qui conserve le plus d’énergie cinétique
dans l’écoulement. Autrement dit, pour une troncature donnée à l’ordrer, la POD est optimale
pour la reconstruction des données et toute autre approximation de type (2.13) au même ordre
sera moins efficiente, en termes d’énergie du signal, pour reconstruire ce dernier.
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Ceci était une (très) brève introduction de la POD, en tant qu’outil de description d’un écou-
lement. Si on souhaite observer tout l’écoulement (y = (v(xm, t))m=1,...,N) pour une nouvelle
entrée, alors on est a priori contraint de réutiliser l’outil (mesures ou CFD) qui a permis de pro-
duire lesns échantillons. Mais il vient aussi naturellement à l’espritde conserver les modesφk

calculés, et d’essayer de paramétrer des coefficientsak par l’entrée du modèle d’origine (essais
ou solveur CFD). On obtient ainsi un modèle de remplacement d’ordre r de type entrée-sortie
de la forme :

v∗ (x, t,u(t)) =
r

∑
k=1

ak (t,u(t))φk (x) (2.15)

Plusieurs techniques de réduction de modèle basées sur les modes POD existent, et si elles
ont en commun de combiner linéairement ces modes, elles se distinguent par la définition des
coefficientsak.

2.2.3.1 POD Galerkine

C’est ce qui se fait classiquement pour obtenir les coefficients ak en fonction des entrées,
lorsque celles-ci sont des conditions aux limites. Nous reprenons ici les explications de Newman
[5] pour présenter la technique.

Nous savons que le signal à reproduire est solution des équations de Navier-Stokes :

NS(v(u)) = 0 (2.16)

Pour les mêmes conditions aux limites et conditions initiales, l’approximationv∗ (u) dev(u)
n’est a priori pas solution des équations de Navier-Stokes :

NS(v∗ (u)) = err (u,v∗) (2.17)

Bien évidemment, on voudrait une approximationv∗ (u) la plus proche possible dev(u)
en utilisant lesr modesφk. Mais à défaut de pouvoir exprimer l’écart entrev∗ (u) et v(u), on
cherche plutôt une approximation qui soit la meilleure solution possible deNS(v∗) = 0 parmi
les combinaisons desr modesφk retenus.

Comme ces modes sont orthonormaux deux à deux, ils forment une base d’un espace vec-
toriel de dimensionr, Vect(φk)k=1,...,r . Dans cette optique, l’approximation cherchée est celle
qui annule la part deerr (u,v∗) contenue dans cet espace vectoriel. Autrement dit, on cherche à
faire en sorte que le résiduerr (u,v∗) n’ait aucune composante sur les modes retenus :

〈err (u,v∗) ,φk〉 = 0, k = 1. . . , r (2.18)

Chaque composantek= 1, . . . , r de ce résidu peut-être obtenue en prenant le produit scalaire
entre le termeNS(v∗) et le mode correspondant :

〈err (u,v∗) ,φk〉 = 〈NS(v∗ (u)) ,φk〉 (2.19)

Dans (2.19), on utilise la décomposition (2.13)v∗ (x, t) = ∑r
k=1ak (t)φk (x). Et en se sou-

venant de la condition d’orthonormalité entre les modesφk, comme le produit scalaire se fait
sur tout l’écoulement, on obtient ainsi une équation liant lesr matricesai et les conditions aux
limites :

d
dt

ak = Gk (a1, . . . ,ar ,u) (2.20)
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Comme on peut répéter ce processus pour chacune desr composantes du résiduerr (u,v∗),
on finit par produire un jeu der équations entre lesr inconnuesak et les conditions aux limites.
A partir des équations locales du modèle continu, on obtientune équation différentielle de faible
dimension.

Pour une entréeu donnée, la détermination des valeurs prises par les matrices ak en POD-
Galerkine revient donc au problème suivant :

“ Pour la condition limiteu donnée, trouver pour chaquek = 1, . . . , r la matriceak

vérifiant d
dt ak = Gk (a1, . . . ,ar ,u)”

2.2.3.2 POD associée à la correspondance de flux

Une façon originale de déterminer les fonctions de base en fonction des conditions aux
limites est proposée par Rambo et Rambo et Joshi [6, 7]. La combinaison linéaire (2.15) est
calculée pour égaler le flux d’une variable à la frontière du domaine à ce qui est imposé. Il
s’agit de résoudre un problème d’optimisation :

“ Pour la condition limiteu donnée, trouver les
(

a0
k

)

k=1,...,r correspondant au mini-
mum de :

‖F (u)−
Z

∂∑r
k=1 ΩakΦk·dS

‖ (2.21)

”

oùF (u) désigne un flux à travers la frontière∂Ω du domaine construit à partir de la condi-
tion limite u. En fait, ce flux est une donnée du problème, et on résout un problème d’optimi-
sation pour minimiser l’écart entre celui-ci et le flux estimé par le champ POD approché. Les
variables du problème d’optimisation sont les amplitudesak des modes, et on parle de méthode
de correspondance de flux (flux matching method). Pour le moment, cette méthode a été utilisée
dans le cas d’écoulements stationnaires, et les amplitudesne dépendent donc pas du temps.

2.2.3.3 Quelques Perspectives

Classiquement, la POD requiert le traitement statistique des observables dans l’ensemble
du domaine de calcul. Comme l’expliquent Alonsoet al. [8], cette exigence est à l’origine
de quelques-uns des inconvénients de la POD. Par exemple, sile modèle réduit est construit
à partir de champs CFD, il peut y avoir des points ou des régions du maillage pour lesquels
la convergence n’est pas assurée. L’influence des erreurs ainsi commises peut conduire à des
modèles POD instables, via la projection Galerkine. Pour y remedier, Alonsoet al. proposent
une méthode de calcul des amplitudes des modes à partir d’un nombre restreint de points.

Willcox [9] présente une méthode de reconstruction de données incomplètes à partir d’un
modèle POD, la Gappy POD. Disons que l’on dispose d’une base de modes d’un écoulement,
et d’une réalisation de cet écoulement qui serait incomplète. L’idée est de reconstruire la réa-
lisation en considérant l’écart entre le champ incomplet etsa reconstruction comme une com-
binaison linéaire des modes. Les coefficients de cette combinaison sont inconnus et sont pris
comme variable d’un problème d’optimisation. On minimise l’écart entre le champ incomplet
et sa reconstruction aux points connus. Bui-Thanhet al. [10] reprennent cette technique et la
complètent dans le cas où la base POD n’a pas pu être construite parce que les champs servant
de snapshots sont eux aussi incomplets. Les modes sont alorsconstruits itérativement : une base
POD construite à partir de snapshots incomplets sert à reconstruire ces snapshots, qui à leur tour
permettent de construire une nouvelle base.
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Mokhasiet al.[11], proposent, lorsque l’on s’intéresse à des phénomènesde période connue,
d’utiliser non pas une base POD formée de fonctions propres spatiales, mais plutôt des fonctions
propres spatio-temporelles. Ces fonctions propres sont déterminées en utilisant des groupes de
snapshots dont la taille dépend de la période du phénomène observé.

2.2.4 Méthodes d’identification de modèle

2.2.4.1 Présentation générale

Il s’agit de la classe de méthodes qui a été retenue pour résoudre les problématiques évo-
quées en introduction. Elles feront l’objet d’un chapitre de présentation plus approfondie, mais
nous allons donner ici malgré tout un aperçu de leur fonctionnement.

Les modèles d’ordre faibles obtenus grâce à une méthode d’identification de modèle s’or-
ganisent en deux étapes :

1. évaluation d’un faible nombre de fonctions

2. projection de ces fonctions dans l’espace des observables

Les fonctions de la première étape correspondent à la recherche de la solution d’une équa-
tion d’état de faible dimension. La forme de cette équation est dérivée de la discrétisation des
équations locales qui gouvernent la physique. Par exemple,considérons un système linéaire en
régime variable dontu est une condition aux limites. L’utilisation du modèle réduit commence
par la recherche de la solutions de :

L1
a,b(s, t,u) =

ds
dt

+as+bu= 0 (2.22)

dans laquelles∈Mn,1(R) est une matrice colonne de faible dimension (n est “petit”), a∈
Mn,n(R) etb∈Mn,p(R) sont des matrices inconnues, etp est le nombre de conditions limites et
de termes sources qui servent d’entrées au modèle. Les fonctions évoquées sont les composantes
des.

Pour ce modèle réduit,L1
a,b est l’équation d’état, donts est la variable d’état. Comme la

dimension des est faible, on parle aussi d’état réduit.
L’application qui permet d’obtenir lesq observables contenus dansy∗ à partir des, est

linéaire :

L2
h (y∗,s) = y∗ (u)−hs(u) = 0 (2.23)

avech∈Mq,n(R) une matrice elle aussi inconnue.
Le principe des méthodes d’identification de modèles réduits, est de considérer qu’un mo-

dèle formé de (2.22) et de (2.23) est paramétré par les coefficients des matricesa, b et h, et
de supposer qu’il existe un jeu de paramètresθ0 = (a0,b0,h0) pour lequel le modèle réduit
(

L1,L2
)

θ0
approche “suffisament bien” les sorties du modèle de référence.

La construction d’un modèle d’ordre faible par identification, consiste alors à déterminer
ce jeu optimal en utilisant divers échantillons calculés par le modèle de référence. Il s’agit
d’un problème d’optimisation : on cherche le modèle donnantla meilleure approximation des
données fournies par le modèle de référence aux points d’échantillonnage.

Pour construire le modèle, les méthodes d’identification demodèles réduits déterminent en
même temps :

– la forme de l’état réduit (définie para et b dans l’exemple du (2.22)),
– la transformation linéaireh,
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FIG . 2.4– Description simplifiée des méthodes d’identification basées sur des équations aux dérivées
partielles. On considère un modèle numérique dérivé d’un modèle continu, gouverné par une

équation de mécanique continue. La variable d’état numérique est alors solution d’une équation
différentielle matricielle. De cette équation, on tire la structure de l’équation d’état du modèle réduit.

offrant ainsi beaucoup de flexibilité au processus de construction qui est appelé “identifica-
tion”.

Pour allier cette flexibilité à un faible niveau d’erreur en des points qui n’ont pas servi à
l’identification (à la résolution du problème d’optimisation), la structure (la forme) de l’équa-
tion d’état (2.22) du modèle réduit est dérivée de celle de l’équation d’état discrétisée du modèle
de référence, qu’on appelle aussi modèle détaillé, modèle de référence ou modèle d’origine. Ce
concept est illustré par la figure 2.4. On y considère un écoulement à proximité d’un obstacle.
Cet écoulement est régi par les équations de Navier-Stokes,qui fournissent un modèle continu.
En maillant un domaine autour de cet obstacle, on transformece modèle continu en un modèle
discret, constitué d’équations différentielles. Les valeurs prises, par exemple, par les champs de
quantité de mouvement et d’énergie interne dans les différentes cellules de ce maillage, peuvent
faire alors faire office de variables d’état (paragraphe 2.1). La forme des équations différentielles
est alors utilisée pour construire la structure du modèle réduit. Alors que dans le modèle de ré-
férence, les spécificités géométriques, les schémas de discrétisation et les données du maillage
sont inscrits en filligrane dans les matrices de l’équation différentielle, ces informations dispa-
raissent complétement à l’écriture de l’équation d’état dumodèle d’ordre faible. Comme pour
les autres méthodes présentées de réduction de modèle ou de surrogate modeling, il ne s’agit pas
de construire un solveur alternatif de l’équation continued’origine. Le modèle réduit identifié
doit plutôt être vu comme une entité mathématique qui réagità l’entrée d’une façon similaire à
celle du modèle référent.

2.2.4.2 Etapes de la construction d’un modèle réduit par identification

Les différentes étapes de la réduction de modèle par identification sont schématisées sur la
figure 2.5. On peut y voir apparaître quatre grandes phases :

1. modélisation : il s’agit de définir une structure réduite d’équations à partir d’un modèle de
référence correspondant à une discrétisation spatiale deséquations locales qui gouvernent
la physique du problème ;
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FIG . 2.5– Modèles d’ordres faibles identifiés : de la conception à l’utilisation

2. échantillonnage : à partir de calculs numériques ou de campagnes d’expérience, on col-
lecte la réponse du modèle d’origine à différentes entrées (les points d’échantillonnage),
ce qui constitue les données de référence ;

3. identification : on construit les fonctions de base et la projection qui permettent au modèle
réduit de reproduire les données de référence aux points d’échantillonnage ;

4. utilisation : après avoir validé le modèle en vérifiant qu’il permet de prédire le compor-
tement du modèle d’origine ailleurs qu’aux points d’échantillonnage, on peut utiliser le
modèle réduit de façon répétée.

2.2.5 Comparaison des champs d’utilisation de ces méthodes

2.2.5.1 Présentation

Nous venons de présenter cinq méthodes très différentes pour construire des modèles de
remplacement : les modèles de régression polynômiale, les surfaces de réponses par fonctions
de base radiales, celles par krigeage, les méthodes dérivées de la POD et les méthodes d’iden-
tification modale. Bien entendu, toutes ces techniques ont leur spécificités dans les types d’ap-
plication qu’elles peuvent traiter. Dans les paragraphes qui suivent, nous allons souligner ces
différences en nous attachant à deux critères :

– quelles sont les entrées classiquement prises en compte ?
– quelles sont les sorties typiquement disponibles ?
Bien sûr, chaque méthode est à l’origine de nombreuses problématiques de recherche, et

est source de maintes extensions. Nous n’essayons pas ici d’en donner des descriptions rigides
et limitantes, mais plutôt de proposer au lecteur une idée générale des cas d’utilisation de ces
modèles.



2.2. Quelques techniques de remplacement de modèle en CFD24

2.2.5.2 Les entrées gérées par les modèles

En mécanique des fluides, les modèles de remplacement sont généralement construits pour
évaluer des grandeurs en fonction de deux types d’entrée :

– des conditions opératrices (puissance d’une ventilation, flux thermique, terme source,
. . . ),

– ou des paramètres de forme (dimensions et position d’un obstacle, espacement entre deux
obstacles, . . . )

Les méthodes que nous avons classées parmi les surfaces de réponse (regression polynô-
miale, RBF, Kriging) sont capables de prendre des entrées appartenant à l’une ou l’autre de ces
catégories. De plus, ces modèles prennent naturellement encompte plusieurs entrées, même si
leur précision diminue exponentiellement avec le nombre d’entrées. Par contre, nous n’avons
pas connaissance de surfaces de réponse polynômiale ou par kriging capables de prendre en
compte des variations au cours du temps des entrées. Il est peu courant de voir des modèles par
fonctions de base radiales dont les entrées dépendent du temps, mais cela arrive.

Nous avons trouvé dans la littérature des méthodes dérivéesde la POD pouvant admettre en
entrée soit des conditions opératrices, soit des paramètres de forme. A partir de la technique de
décomposition POD, il est possible d’adapter la méthode de construction d’un modèle d’ordre
faible en fonction des entrées que l’on doit prendre en compte. Par contre, nous n’avons pas
rencontré de modèle dérivé de la POD prenant en compte en entrée à la fois des paramètres
de forme et des conditions opératrices. De façon générale, les modèles prédictifs basés sur la
POD que nous avons trouvés dans les publications, admettentle plus souvent une seule entrée.
On peut noter les travaux d’Alonsoet al. [8] qui établissent un modèle à deux entrées (voir le
paragraphe 2.3.3). Cependant, nous n’avons pas trouvé de modèle de type POD rivalisant avec
les surfaces de réponse en terme de nombre d’entrées prises en compte.

Dans le cas de la POD Galerkine au moins, il est possible de paramétrer le modèle par des
entrées dépendant du temps.

Les méthodes d’identification modale ont été conçues pour prendre comme entrées des
conditions opératrices, dépendantes du temps, ou non. Aucune extension n’existe encore pour
construire des modèles pour les paramètres de forme. En théorie, ces méthodes peuvent prendre
en compte un nombre quelconque d’entrées, mais dans la pratique, elles ne sont pas commodes
à mettre en oeuvre lorsque l’on atteint, disons quatre ou cinq entrées. Dans le cas particulier des
systèmes linéaires à plusieurs entrées, il est possible d’identifier un modèle réduit par entrée.
Ces modèles sont ensuite “assemblés” en un unique modèle à plusieurs entrées. Dans ce cas, le
nombre d’entrées peut nettement dépasser la dizaine [12].

Le tableau 2.1 reprend ces commentaires de façon synthétique.

2.2.5.3 Les sorties gérées par les modèles

Les surfaces de réponse de type kriging sont a priori conçuespour proposer un scalaire en
sortie. Comme l’explique Kleijnen dans [13], pour construire un modèle à plusieurs sorties,
on fait autant de modèles qu’il y a de sorties, ce qui se révèlepeu commode lorsque l’on a
besoin de beaucoup de sorties. On rencontre le même problèmeavec les surfaces de réponse par
régression polynomiale.
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TAB . 2.1– Les modèles d’ordre faibles en fonction des entrées que l’onsouhaite imposer

Forme C. opératrices Les deux Temps
RSM polynômiales, kriging × × ×

RBF × × × ×
Modèles type POD × × ×

Méthodes d’identification × ×

Au contraire, selon Gorinevsky et Vukovich [14], les surfaces de réponse par fonctions de
base radiales peuvent être construites pour fournir un nombre quelconque de sorties. L’augmen-
tation du nombre de sorties n’a pas d’influence sur la complexité de la construction du modèle
mais simplement sur son coût (dépendance linéaire).

Nous n’avons pas trouvé d’exemple de méthodologie permettant de construire des surfaces
de réponse, soit polynômiales, soit par kriging, proposantdes sorties variant au cours du temps.
Par contre, nous avons rencontré des extensions des fonctions de base radiales capables de
prendre en compte une dépendance simplifiée au temps.

Les méthodes tirées de la POD fournissent des modèles à plusieurs sorties. Il peut s’agir par
exemple de champ de vitesse, ou de répartition de pression sur un obstacle. Lorsque le modèle
met en jeu une équation différentielle comme équation d’état, les sorties sont dépendantes du
temps.

Les modèles obtenus par identification modale sont eux très flexibles par rapport au choix
des sorties. On peut construire des modèles pour une sortie,un faible nombre de sorties, ou plu-
sieurs centaines de milliers. Ces sorties peuvent être des champs (vitesse, température, . . . ), ou
des grandeurs correspondant à un post-traitement, comme uncoefficient de transfert convectif,
ou un flux à travers une surface. Et surtout, l’équation d’état permet au modèle réduit de fournir
des sorties variant au cours du temps.

Ces observations sont reprises dans le tableau 2.2. Dans lesparagraphes qui suivent, nous
présentons quelques exemples illustrant l’utilisation qu’on peut faire des modèles d’ordre faible
en fonction des types d’entrée ou de sortie que l’on cherche àmettre en relation.

TAB . 2.2– Les modèles d’ordre faible en fonction des types de sortie qu’on souhaite observer

Une sortie Quelques unes Plus d’une centaine Temps
Kriging × ×

RSM polynômiale × ×
RBF × × × ×
POD × ×

Méthodes d’identification × × × ×
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2.3 Exemples d’application des modèles d’ordre faible

2.3.1 Présentation

L’objet de cette partie est de donner quelques exemples d’utilisation des modèles introduits
dans la section précédente, en prenant soin de les présenteren tant que relations entrées / sorties.
On ne cherche pas à détailler les méthodologies développéespar les auteurs, mais on essaie
plutôt de proposer au lecteur des illustrations de l’utilité des modèles d’ordre faibles décrits
dans les paragraphes précédents.

2.3.2 Modèles à plusieurs entrées et une sortie

Comme nous l’avons expliqué un peu plus haut, les surfaces deréponse par krigeage ou
régression polynômiale sont celles qui se prêtent le mieux àl’établissement de relations entre
une sortie et plusieurs entrées, lorsque la sortie ne dépendpas du temps. Par exemple, Chiang
[15] développe des surfaces de réponse quadratiques pour modéliser les relations entre les ca-
ractéristiques géométriques d’un radiateur de composant électronique (4 paramètres), et soit la
résistance thermique de celui-ci, soit la perte de charge qu’il occasionne (sorties).

Dans [16], Xiaoet al. mettent en place deux modèles de type kriging dans le cadre de
l’admission dans un moteur de voiture, en fonction de paramètres géométriques de la soupape
d’admission (6 entrées). L’un d’entre eux fournit le débit massique à travers la soupape, et
l’autre évalue le tumble dans la chambre de combustion, c’est-à-dire la rotation de l’écoulement
autour d’un axe perpendiculaire à l’axe principal de la chambre de combustion.

Dans ces deux travaux, on a utilisé des surfaces de réponse pour estimer la valeur statique
prise par une grandeur en fonction d’un certain nombre de paramètres de forme.

Dans l’exemple d’un écoulement de canal, Aggelogiannakiet al. [17] construisent une sur-
face de réponse dynamique pour la température. Ils considèrent un canal dans lequel la tempé-
rature d’injection est fixée, la vitesse d’entrée peut évoluer au cours du temps, et dont les parois
sont sujettes à des transferts thermiques convectifs (la température extérieure est fixée). Dans
cet écoulement, la température en une position ne dépend quela vitesse d’entrée, qui peut varier
au cours du temps. Les auteurs proposent une surface de réponse par fonctions de base radiales
en mesure d’estimer l’évolution au cours du temps de la température en n’importe quelle posi-
tion dans le canal. Pour cela, le modèle prend comme entrées la position à laquelle on cherche
la température à l’instant courant, ainsi que les valeurs prises par la vitesse d’entrée aux cinq
pas de temps précédents (modèle à 6 entrées).

Lorsque la sortie ne dépend pas du temps, on a a priori le choixentre ces trois méthodes de
surface de réponse. Selon Queipoet al. [18], il n’y a pas de manière de savoir à l’avance si une
méthode donne de meilleurs résultats qu’une autre. Pour cette raison, il indique que construire
et combiner plusieurs surfaces de réponse peut s’avérer intéressant.

2.3.3 Modèles à peu d’entrées et grand nombre de sorties

Pour mettre en place un modèle d’ordre faible qui, à un, deux voire trois paramètres, associe
un champ complet (vitesse, température, . . . ), on aura intérêt à se diriger vers les méthodes
d’identification modale, ou encore celles dérivées de la POD.

Par exemple, Rambo et Joshi [7], construisent des modèles detype POD prédisant champs
de vitesse et de température dans un canal contenant deux composants électroniques chauffés.
En fonction du débit massique dans le canal, un modèle permetd’estimer le champ de vitesse
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(1 entrée, 2×10000 sorties). Un autre prend en plus en compte les flux thermiques aux surfaces
des composants pour évaluer le champ de température (3 entrées, 10000 sorties).

Toujours en convection forcée, Alonsoet al. [8] travaillent sur une marche descendante
en écoulement laminaire. Des décompositions POD associéesà des projections Galerkine leur
permettent d’estimer vitesse, pression et température en fonction du nombre de Reynolds de
l’écoulement, et d’une température imposée sur une portionde la paroi.

Le cas de l’écoulement de marche descendante est également utilisé par Rouiziet al. pour
illustrer les possibilités de l’identification modale. Dans [19], Rouiziet al.mettent en place un
modèle permettant d’estimer le champ de vitesse lorsque le nombre de Reynolds varie (1 entrée,
2×140000 sorties). Puis, Rouiziet al.présentent dans [20] pour la même géométrie, un modèle
qui, en fonction du nombre de Reynolds et d’un flux de chaleur pariétal variable au cours du
temps, fournit une approximation de l’évolution de la température soit sur tout le champ, soit
en un nombre restreint de cellules de calcul (2 entrées, dontune transitoire, nombre variable de
sorties transitoires).

2.3.4 Conclusion partielle

Nous venons de voir que le type de modèle d’ordre faible que l’on choisit dépend :
– du type et du nombre de paramètres que l’on veut faire varier,
– et du type et du nombre de grandeurs que l’on veut observer.
Dans la section suivante, nous allons mettre en évidence le fait que, s’ils semblent très

différents dans leur modes de construction, les modèles d’ordre faible que nous avons décrits et
illustrés fonctionnent tous en suivant un schéma similaire.

2.4 Forme générale d’un modèle de remplacement

2.4.1 Description fonctionnelle

Au vu de la façon de fonctionner des trois classes de modèles de remplacement que sont
les surfaces de réponse, les modèles dérivés de la POD et les modèles réduits obtenus par
identification, on peut dégager une manière commune de lier les entrées aux sorties.

Dans tous les cas, l’entrée du modèle n’est utilisée que pourcalculer un faible nombre
de fonctions scalaires. En référence aux méthodes de kriging ou aux RBF, ces fonctions sont
appelées “fonctions de base”. Et en référence aux méthodes d’identification de modèles réduits,
nous dirons également qu’elles sont les composantes de la variable d’état du modèle.

Et dans tous les cas, une transformation permet de passer de la variable d’état aux obser-
vables. Nous dirons qu’elle est figée, dans la mesure où elle ne dépend jamais de l’entrée du
modèle. Par abus de language, nous parlerons de projection,même si on ne fait pas référence à
la notion mathématique de projecteur (p◦ p = p).

Puisque seules les fonctions de base sont dépendantes des entrées, leur nombre correspond
au nombre de degrés de liberté du modèle réduit. Elle peuventêtre définies :

– explicitement, comme c’est le cas des méthodes de surface de réponse : calculer la va-
riable d’état réduite consiste alors à réaliser un petit nombre de calculs directs ;

– ou implicitement, en tant que solution d’un problème (POD-Galerkine, POD et corres-
pondance de flux, ou méthodes d’identification de modèles réduits par exemple) : les
calculs sont plus complexes, mais leur coût reste bas, grâceau faible nombre de degrés
de liberté.

Cette vision générale des modèles réduits comme résultant de la composition entre
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FIG . 2.6– Le modèle de remplacement et le modèle de référence nécessitent tous les deux le calcul
d’une variable d’état, dont on tire les sorties du modèle. Legain de temps associé au modèle d’ordre
faible est lié à la faible dimension de l’état associé, qui n’est plus lié au maillage de l’écoulement.

– un calcul de la valeur prise par l’état réduit relativementà une entréeu,
– et une opération de projection directe, de l’état réduit vers les observables,
est notamment utilisée par Queipoet al. dans [18]. La figure 2.6 schématise brièvement

cette dissociation.
Les différentes méthodes de réduction de modèle se distinguent alors par :
– le choix des formes de fonctions de base : fonctions de base radiales (RBF), solutions

d’équations différentielles, splines cubiques, interpolations polynômiales, . . .
– le choix de la projection
– la méthode de construction des fonctions de base et de la projection : par exemple, cer-

taines méthodes commencent par fixer la projection puis déterminent les fonctions de
base pour reproduire les sorties du modèles de grande dimension. D’autres font l’inverse,
commençant par fixer les fonctions de base, puis déterminentla projection adéquate.

En reprenant les exemples de modèle de remplacement proposés plus haut, voyons mainte-
nant comment chacun d’entre eux s’intègre dans cette formulation.

2.4.2 Exemples

2.4.2.1 Surfaces de réponse polynômiales

Dans le paragraphe 2.2.2.1, nous avions vu qu’une réponse desurface polynômiale s’écrit
sous la forme générale de l’équation (2.3) :

y = f (u) =
n

∑
i=1

hiφi (u)

Dans ce cas, la variable d’état est la matrice colonne forméedesn polynômes de baseφi (u)
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(monômes par exemple), qui sont les fonctions de base évoquées dans la section 2.4.1. Dans
ce cas particulier, il n’y a pas de réglage spécifique des fonctions de base (des monômes deu)
autre que d’en choisir le nombre, c’est-à-dire l’ordre du modèle.

Une fois concaténés, les coefficientshi forment la matrice de projectionh. Une surface de
réponse polynômiale est donc construite en commençant par fixer les fonctions de base, puis en
déterminant la projection par rapport à celles-ci.

Les surfaces de réponse polynômiales sont aisées à mettre enœuvre. Il n’y a pas de contrainte
particulière quant à la position des points d’échantillonnage, mais elles sont connues pour être
peu efficaces lorsque la relation entre les entrées et les observables est fortement non linéaire,
voire discontinue.

2.4.2.2 Surfaces de réponse par krigeage

On a vu dans la section 2.2.2.2 qu’une surface de réponse de type krigeage se met sous la
forme (2.4) :

y∗ (u) = f (u)β(Y∼)+ τ(u)R(Y∼−Fβ)

Ici, la fonction de régressionf (u) et les fonctions de corrélationτ(u) constituent les fonc-
tions de base. Les opérations de projection sont déterminées parβ, F et R (ces matrices ne
dépendent pas de l’entrée du modèle).

Dans la méthodologie classique du krigeage, les fonctions de base et la projection sont dé-
terminées conjointement à l’aide du paramètreθ qui intervient dans l’expression des fonctions
de corrélation.

Ainsi, la construction du modèle se fait en réglant par le biais du paramètreθ, à la fois les
fonctions de base et la projection.

L’un des attraits principaux des méthodes de krigeage, est leur capacité d’accepter en entrée
plusieurs dizaines de variables. Par contre, le placement des points d’échantillonnage est une
opération critique. Par exemple, lorsqu’il existe des points d’échantillonnage proches (cluste-
ring), la matrice de corrélation devient singulière.

2.4.2.3 Surfaces de réponse par RBF

On avait vu dans la section 2.2.2.3 que les sorties d’un modèle de type RBF s’obtiennent
par combinaison linéaire des valeurs prises par des fonctions de base radiales, comme l’exprime
l’équation 2.9 :

y(u) =
ns

∑
i=1

wiKi (‖u−ci‖)

Comme il a été expliqué, la construction du modèle commence par la détermination des
fonctions de base, lesKi (‖u−ci‖), puis, une fois qu’elles sont fixées, on calcule la matrice de
projection formée deswi par régression, à l’aide des données d’échantillonnage.

La construction de ces surfaces de réponse est elle aussi particulièrement sensible au clus-
tering.

2.4.2.4 Modèles à base de POD

Dans les modèles de remplacement dérivés de la POD, les modesspatiaux obtenus par POD
sont linéairement combinés pour fournir la réponse du modèle (voir équation 2.15)
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y(u) =
r

∑
k=1

ak (u)φk

Dans ce genre de modèle, lesφk définissent une matrice de projection linéaire, de l’espace
d’arrivée des fonctions de baseak à l’espace des observables :

y(u) =
[

Φ
]

A(u) (2.24)

Les différentes méthodes de réduction de modèle basée sur laPOD vont se distinguer dans
la façon d’évaluer les fonctions de baseak. Mais dans tous les cas, à la construction du modèle,
la projection est fixée par une méthode statistique, et les fonctions de base sont adaptées à cette
projection pour définir le modèle.

Les méthodes de réduction de modèle par POD sont en général conçues et adaptées pour
des écoulements instationnaires comme des sillages, des décollements ou des profils vibrants.
Dans ces cas, un petit nombre de modes POD suffisent généralement à décrire la dynamique de
l’écoulement (voir [21, 22, 23] par exemple). Par contre, l’une des problématiques récurrentes
de la POD, est la façon de déterminer la projection (les modesPOD) pour qu’elle reste valable
lorsque l’on s’éloigne des points d’échantillonnage. Les méthodes de réduction de type POD
Galerkine, sont également connues pour connaître des problèmes de stabilité [8, 24].

2.4.2.5 Méthodes d’identification de modèle

Comme nous l’avons dit dans la section 2.2.4.1, ces modèles fonctionnent en deux étapes.
Une équation différentielle de faible dimension est résolue en fonction de l’entrée, puis la solu-
tion est projetée sur l’espace des observables à l’aide d’une matriceh.

Ici les fonctions de base (la solution de l’équation aux dérivées partielles en fonction de
l’entrée) ne sont pas explicites, mais restent malgré tout déterminées par les matrices qui inter-
viennent dans l’expression de l’équation. L’objet du processus d’identification est de déterminer
conjointement les fonctions de base et la projection, de telle manière qu’elles soient adaptées
les unes aux autres pour reproduire au mieux les données d’échantillonnage.

Cette co-adaptation est ce qui distingue les méthodes d’identification de modèle de la plupart
des méthodes de réduction ou de surface de réponse. Les fonctions de base et la projection sont
construites conjointement par optimisation pour travailler main dans la main. Mais le principal
défaut de la méthode tient dans le fait qu’elle se fait au prixd’un processus d’optimisation qui
peut coûter cher. D’autre part, elle n’est developpée qu’ausein du Laboratoire. En conséquence
elle est moins répandue que d’autres, dans le domaine de la mécanique des fluides.

2.4.3 Autres avantages des méthodes d’identification

Malgré ce manque de cas d’application, il ne faut pas omettrequatre autres aspects qui la
rendent particulièrement attrayante et simple à mettre en pratique :

1. elle est conçue pour prendre des conditions aux limites oudes termes sources comme
entrées ;

2. grâce à l’utilisation d’une équation d’état, il est facile d’implémenter des modèles insta-
tionnaires avec des conditions aux limites transitoires ;

3. elle est très flexible relativement aux observables : le nombre et le type des observables
correspondent aux choix de l’utilisateur. Et une fois qu’unmodèle a été construit pour
certaines sorties, il est rapide et aisé de l’adapter à d’autres ;
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4. elle n’est pas sensible au clustering : la principale contrainte par rapport à l’échantillon-
nage tient, comme pour toutes les méthodes de surface de réponse, dans la nécessité de
fournir suffisament d’informations quant à la description et à l’apparition de tous les phé-
nomènes que l’on veut prédire dans le domaine de validité. Contrairement aux méthodes
de krigeage ou utilisant des surfaces de base radiales, peu importe si deux points d’échan-
tillonnage sont proches l’un de l’autre. Cela peut ouvrir lavoie à des dévelopements
ultérieurs liés au raffinement automatique des zones jugéesd’importance.

Pour ces quatre raisons, les méthodes d’identification de modèle ont été retenues dans le
cadre de cette thèse.

2.5 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons vu qu’une façon d’aborderun problème d’ingénierie est
de le considérer comme la mise en place et l’utilisation d’unmodèle. Celui-ci établit une rela-
tion entre des paramètres que l’on maitrise ou auxquels on a accès, les entrées, et les grandeurs
qui définissent le problème d’ingénierie, les sorties. En CFD, on a classiquement recours à des
modèles numériques à plusieurs centaines de milliers, voire plusieurs millions de degrés de li-
berté. Pour éviter d’avoir à y recourir de façon répétée, l’ingénieur peut construire des modèles
de remplacement dont le nombre de degrés de liberté, et par conséquent la difficulté d’utilisa-
tion, seront très largement inférieurs à ceux du modèle numérique d’origine. Dans la mesure où
l’objet de cette thèse est de proposer une méthode de construction de modèles de remplacement
dans le cadre de l’aerothermie (voir le chapitre d’introduction), nous avons répertorié diverses
méthodes utilisées dans le secteur de la CFD.

Nous avons présenté cinq familles de méthodes de construction de modèles de remplace-
ment : trois surfaces de réponse (régression polynômiale, kriging et fonctions de base radiales),
les méthodes dérivées de la décomposition orthogonale en modes propres (POD), ainsi que le
méthodes d’identification modale. Ensuite, nous avons succintement répertorié leur utilisation
classique en termes de catégories d’entrées et de sorties, avant d’en donner quelques exemples
concrets d’application. Après avoir ainsi souligné leurs différences, nous avons montré qu’il est
possible de voir ces modèles de façon unifiée, et qu’elles partagent un mode de fonctionnement
commun. Ainsi, ayant mis en évidence les points communs et les spécificités de chaque mé-
thode, nous pouvons justifier du choix de la méthode d’identification modale pour la poursuite
de cette thèse.

Dans le chapitre suivant, nous présentons en détail le fonctionnement théorique de cette
méthode.
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Chapitre 3

Réduction de modèle par identification
modale en convection forcée

Résumé

Ce chapitre est dévolu à l’écriture formelle des modèles réduits identifiés que nous utilisons
dans cet ouvrage, et aux méthodes que nous employons pour lesconstruire effectivement.

Dans un premier temps, nous résumons succintement le cheminement qui permet de construire
ces modèles à partir de simulations CFD. Il s’agit de donner au lecteur une vue d’ensemble des
différentes étapes de la méthode d’identification modale.

Puis nous justifions en détail le passage du modèle continu (écoulement fluide) à la forme
que nous donnons au modèle réduit. En d’autres termes, à partir de la physique de l’écoulement,
nous concevons une équation d’état de faible dimension. Nous montrons qu’on aboutit à des
formes de modèles réduits différentes en fonction de l’écoulement (stationnaire, instationnaire,
isotherme, anisotherme, . . . ). Pour chaque catégorie d’écoulement, nous présentons une forme
de modèle réduit particulière.

Enfin, la construction effective du modèle réduit passe par un processus d’optimisation, que
nous appelons l’identification. Dans la dernière partie, nous nous attardons sur :

1. les méthodes d’optimisation que nous avons développées,

2. l’importance de l’échantillonnage pour la réussite de laconstruction du modèle.
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3.1 Introduction

La résolution classique d’un problème scientifique commence généralement par l’expres-
sion d’un problème continu : on définit le domaine d’étude, onchoisit les grandeurs que l’on
souhaite observer, on repère les variables et les grandeursqui ont une influence sur le résultat et
on détermine les équations, généralement aux dérivées partielles, dont sont solutions les gran-
deurs à observer. Lorsque le problème est bien posé, on peut alors en rechercher une solution par
le biais d’une résolution numérique. Celle-ci passe par la discrétisation de l’espace étudié, des
grandeurs observées et éventuellement des équations aux dérivées partielles définissant le pro-
blème. On cherche alors une solution discrète d’un problèmediscret en supposant qu’il s’agira
d’une solution approchée de la solution du problème continu.

L’obtention de la solution approchée passe par la résolution d’un nombreN d’équations
algébriques. Ce nombre est directement lié à la finesse de la discrétisation spatiale et au nombre
de variables impliquées dans l’équation différentielle continue. On peut alors considérer que la
solution est à trouver dans un espace de dimensionN. De façon générale, la précision du calcul
augmente avecN, mais son coût également.

Nous avons vu dans le chapitre précédent qu’une alternativeà l’utilisation directe des codes
de calcul consiste en l’utilisation de surrogate models et de modèles réduits. L’optique géné-
rale des méthodes de réduction de modèle est de réduire le nombre d’équations algébriques à
résoudre pour obtenir une solution approchée de qualité. Defaçon simplifiée, le principe d’une
méthode de réduction de modèle est :

– de définir et de construire un espace de dimension petite devantN,
– de transposer le système d’équations algébriques dont on cherche une solution, dans l’es-

pace de dimension réduite,
– de définir la façon dont est reconstruite la solution dans l’espace physique à partir de la

solution dans l’espace réduit.
La Méthode d’Identification Modale propose, pour les systèmes dynamiques, de transcrire

les équations dans un espace de dimension réduite en n’en conservant que la forme, ou structure.
Un processus d’identification permet alors, à l’aide d’une base de données fournie par le modèle
de référence, de calculer les paramètres d’un modèle réduitoffrant la meilleure approximation
des résultats de ce modèle de référence.

Au cours de ce chapitre, nous verrons comment, à partir d’un modèle de référence, identifier
un modèle réduit. Dans un premier temps (section 3.2), nous énoncerons le problème global de
la génération d’un modèle réduit identifié. Puis, (section 3.3) nous l’illustrerons dans le cas d’un
écoulement. Enfin, nous verrons que la méthode présente des difficultés intrinsèques, et nous
présenterons les moyens utilisés pour y remédier.

3.2 La MIM, une méthode de réduction de modèle dynamique

3.2.1 Du problème physique au modèle détaillé

On considère un problème physique décrit par unmodèle d’origineL :
– les entréesu deL sont des conditions opératrices appliquées à la frontière d’une topologie

Ω, ou des sources internes. Il peut s’agir, par exemple, d’un débit de fluide, ou d’un flux
de chaleur connu.

– les sortiesy deL sont des valeurs prises par des champs physiques (vitesse d’un fluide
ou température par exemple), ou des grandeurs intégrales calculées à partir de ces valeurs
(débit ou flux de chaleur à travers une surface par exemple)
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– le modèle lie les entréesu aux sortiesy grâce à :

1. une équation aux dérivées partiellesE associée à la prise en compte des conditions
aux limites, et à une condition initiale :

E :
∂S
∂t

+F (S) = 0 (3.1a)

E (∂Ω) : F(∂Ω) (S) = 0 (3.1b)

2. et une relation linéaire entre l’étatSet la sortiey

L’inconnueS deE est appeléel’état du modèle. L’équation d’état peut être par exemple
l’équation de la chaleur (l’état est alors le champ de température), ou bien des équations de
Navier-Stokes (état : variables conservatives). En général, F met en jeu des opérateurs de déri-
vation spatiale, ce qui fait de l’équation (3.1a) une équation aux dérivées partielles, non linéaire
dans le cas général.

Une méthode numérique d’obtention de la sortiey en fonction de l’entréeu passe par le
maillage de la topologie(Ω), c’est-à-dire sa discrétisation en un ensemble fini(Ωh) deN posi-
tions~mi . En utilisant une approximation des opérateurs de dérivation spatiale mis en œuvre dans
F (équation (3.1a)), et en tenant compte des conditions aux limites (3.1b) et des termes sources,
on peut mettre en évidence un modèleLh approchantL et basé sur une équation différentielle
matricielleEh :

Eh :
d
dt

Sh +Fh(Sh) = 0 (3.2)

où Fh est un opérateur matriciel, avec des termes linéaires, et d’autres non. La dimension
de cette équation d’état est celle deSh, c’est-à-direN ou un multiple deN. Le passage de la
variable d’étatSh à la sortiey se fait au moyen d’une matrice de sonde :

y = HSh (3.3)

L’entréeu, la sortiey, l’équation d’état matricielle (3.2) et l’équation de projection (3.3),
forment ce que l’on appellera lemodèle détaillé.

3.2.2 Du modèle détaillé au modèle réduit

Les méthodes d’identification modale proposent des modèlesréduits en approximation de
ces modèles discrets. A partir d’un modèle de référenceLh, on conçoit un modèle d’ordre faible
L∗ dont :

– les entrées sont les mêmes que celles deLh, mais éventuellement restreintes à un certain
domaine de définition ou de validité

– les sortiesy∗ sont destinées à être des valeurs approchées des sortiesy,
– la variable d’états est une matrice colonne de taillen≪ N
– la “forme” de l’équation d’étatEr est “similaire” à celle deEh, c’est-à-dire que les appli-

cations matricielles impliquées dansEh sont transcrites dansEr mais adaptées à la taille
plus faible des

Er :
ds
dt

+ f (s) = 0 (3.4)
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Si Fh fait intervenir des applications linéaires enSh, alors f fait également intervenir des
applications linéaires ens. S’il y a des termes non linéaires dansFh, alors f contiendra
aussi des termes non linéaires similaires.

– enfin, une relation linéaire permet de calculer les observablesy∗ à partir de l’état réduit
s :

y∗ = hs (3.5)

Plutôt que de parler de “forme” d’équation d’état, on parlera dorénavant de lastructure du
modèle réduit, incluant l’équation d’état réduit (3.4), et l’équation deprojection (3.5).

3.2.3 Echantillonnage et obtention du modèle réduit

Dériver la structure du modèle réduit à partir de celle du modèle détaillé ne suffit pas à ob-
tenir un modèle réduit capable de remplacer le modèle détaillé. Le modèle réduit est paramétré
par un ensemble de matrices : celles de l’équation d’état réduit Er et la matrice de projection
h. A ce stade, les valeurs numériques de ces matrices ne sont pas encore définies, et le modèle
réduit n’est donc pas encore opérationnel.

Supposons qu’il y aitd paramètres définissant un modèle réduitL∗. Chaque paramètre
pouvant varier dansR, l’ensemble des modèles d’ordre faible possibles estR

d. Parmi eux, le
modèle d’ordre faible optimal serait celui qui fournirait,sur un certain domaine de définition
Du, la meilleure approximationy∗ de la réponsey du modèle détaillé à une entrée quelconque
u∈Du. De façon précise, siθ est un jeu ded paramètres pouvant décrire un modèle réduitL∗

θ ,
alorsJ (θ) propose une mesure de la qualité du modèle réduit correspondant :

J (θ) =

Z

u∈Du

e(y(u) ,y∗θ (u)) (3.6)

oùe
(

y(u) ,y∗θ (u)
)

mesure une distance entrey(u) ety∗θ (u). PlusJ est faible, et meilleur est
le modèle réduit. L’objectif, lors de la construction du modèle réduit, est de trouver le paramètre
optimalθ0 qui minimise ce critère :

θ0 = arg

(

min
θ∈Rd

J (θ)

)

(3.7)

En clair, on cherche le modèle réduit, dont la structure est définie par (3.4) et (3.5), et qui
offre la meilleure approximation surDu des sorties du modèle détaillé.

Remarque.Dans la pratique, la distanceeest prise comme l’écart quadratique entrey(u) et
son approximation par le modèle réduit. Ainsi l’expression“meilleure approximation” doit être
comprise au sens des moindres carrés.

Bien entendu, on ne peut se permettre de calculer la réponsey du modèle détaillé sur tout
le domaineDu. En pratique, pour déterminerθ0, on récupèrens réponsesy

(

ui
)

correspondant
à ns entréesui . Le problème d’optimisation (3.7) est alors restreint aux seuls points d’échan-
tillonnageui. On définit une fonctionnelleJ(θ), mesure de la qualité du modèle en ces points,
et le modèle réduit que l’on recherche en pratique est celui qui minimise cette fonctionnelle :

J(θ) =
ns

∑
i=1

e
(

y
(

ui) ,y∗
(

ui)) (3.8)

θ0 = arg

(

min
θ∈Rd

J(θ)

)

(3.9)

Cette étape de construction effective du modèle réduit s’appelle l’identification.
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3.2.4 Utilisation du modèle réduit

Une fois que le problème d’optimisation (3.9) a été résolu, on dispose d’un modèle d’ordre
faible qui associe à toutu ∈ Du un états, et un observabley∗. Puisque le modèle réduit est
optimal uniquement pour les points d’échantillonnage, il faut encore vérifier que l’erreur est
faible sur le reste du domaineDu. Pour cela on compare les réponses des modèles détaillé et
réduit en des points supplémentaires, c’est-à-dire pour des entrées différentes de celles utilisées
pour identifier le modèle réduit. On vérifie que l’erreur commise alors reste acceptable. Même si
on ne dispose pas d’évaluation de l’erreur commise surDu, faire ces vérifications en des points
les plus éloignés possible des points d’échantillonnage permet généralement d’obtenir un ordre
de grandeur de l’erreur commise partout.

Si le résultat n’est pas satisfaisant, deux stratégies sontenvisageables pour en améliorer la
qualité :

1. On peut augmenter l’ordre du modèle, c’est-à-dire sa dimension.

2. On peut améliorer la qualité de l’échantillonnage, ce quirevient en général à augmenter
le nombre d’échantillons.

Nous venons de voir, de façon concise et peu détaillée, les différentes étapes pour concevoir
et construire un modèle réduit. Dans le chapitre suivant, nous présenterons les résultats obtenus
par des modèles réduits concrets pour des écoulements isothermes et anisothermes. Pour les
introduire, les paragraphes qui suivent sont consacrés à :

1. illustrer comment on obtient la structure du modèle détaillé pour ce type d’écoulement,

2. indiquer la manière dont est résolu le problème d’optimisation (3.9).

3.3 Structures de modèles réduits d’écoulement

3.3.1 Objectifs de la section

Nous cherchons dans toute la section 3.3 à éclaircir la façondont est déterminée la structure
d’un modèle réduit. Pour cela, nous reprenons les étapes présentées dans les paragraphes 3.2.1
et 3.2.2, et nous les mettons en œuvre dans le cadre d’un écoulement régi par les équations de
Navier-Stokes.

Les structures de tous les modèles réduits présentés dans cette thèse, ont été obtenues de
façon similaire. On profitera donc de cette section pour les établir et les énumérer une fois pour
toutes.

Dans les paragraphes 3.3.2 à 3.3.8 nous décrivons comment onobtient la forme de nos
modèles détaillés (paragraphe 3.2.1). Nous en déduisons dans les paragraphes 3.3.9 et 3.3.10
les structures des modèles réduits développés au cours de cette thèse.

3.3.2 Cadre général - Topologie

On considère un domaine(Ω) de l’espace dans lequel s’écoule un fluide dans un intervalle
de tempsT = [τ1;τ2]. (Ω) est doté d’un repère cartésien(~e1,~e2,~e3), et on peut y définir des
champs de vitesse, de pression et de température, qui offrent une solution aux équations de
Navier-Stokes incompressibles :

div(~v) = 0 (3.10a)
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∂~v
∂t

+
−→
div(~v⊗~v)+

1
ρ
−→
∇ p−ν

−→
div

(

∇~v+
t
∇~v

)

= 0 (3.10b)

ρCp
∂T
∂t

+ρCpdiv(T~v)−λ∆T = 0 (3.10c)

La masse volumique et les propriétés moléculaires du fluide (sa capacité massiqueCp, sa
diffusivité thermiqueλ et sa viscosité moléculaireν) étant supposées constantes, on se place
dans le cadre d’un écoulement de convection forcée. Les opérateurs div() et

−→
div() désignent

respectivement les opérateurs de divergence scalaire et vectorielle. ∇ correspond au gradient
tensoriel, et l’application non linéaire(·⊗ ·) renvoie le produit tensoriel de deux champs vecto-
riels.

Ces équations continues correspondent à l’équation aux dérivées partiellesE qui apparaît
dans le paragraphe 3.2.1 (équation (3.1a)).

(Ω) est doté d’une frontière(∂Ω), à proximité de laquelle les champs de vitesse, de pression
et de température sont supposés continus. Dans un premier temps, supposons que la vitesse et
la température soient connues aux bords :

~v =~v(∂Ω) sur (∂Ω) (3.11a)

T = T(∂Ω) sur (∂Ω) (3.11b)

Du fluide pénètre dans(Ω) à travers une partie de(∂Ω). On définitpv le nombre de condi-
tions aux limites en vitesse qui correspondent à ces injections de fluides. On se donne également
pT , le nombre de conditions aux limites en température. On a nécessairementpT ≥ pv dans la
mesure où la température du fluide entrant dans(Ω) est une condition aux limites. On définit
[

V(∂Ω)

]

et
[

T(∂Ω)

]

les matrices colonnes formées par ces conditions. Lespv + pt paramètres
constituent alors l’entréeu du modèle. Pour simplifier, lespv premières conditions de tempéra-

ture dans
[

T(∂Ω)

]

sont ordonnées comme dans
[

V(∂Ω)

]

. Pouri = 1, . . . , pv, V(∂Ω)
i correspond à

T(∂Ω)
i .

Le maillage de(Ω) produit :
– une partition(Ωh) de (Ω) formée deN cellules centrées chacune autour d’une position

~mi . On confondra(Ωh) avec(~mi)i=1,...,N
– une partition(∂Ωh) de(∂Ω) constituée deNf faces centrées chacune autour d’une posi-

tion ~fi . On confondra également(∂Ωh) avec l’ensemble de ces positions
(

~fi
)

i=1,...,Nf

Dans les paragraphes suivants (3.3.3 à 3.3.8), nous nous servirons de l’approximation des
équations de Navier-Stokes liée au maillage(Ωh) pour déterminer une structure de modèle
détaillé pour l’écoulement.

3.3.3 Approximation des dérivations spatiales

3.3.3.1 Objectif

Les méthodes dites par différences finies ou volumes finis onten commun d’estimer la
dérivée spatiale d’une grandeurg au centre d’une cellule, à partir des valeurs prises parg au
centre des cellules voisines. Nous allons employer une méthode similaire pour déterminer la
structure du modèle détaillédécrit par l’écoulement et le maillage.
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Remarque Précisons dès maintenant que, dans ce qui suit, nous n’essaierons jamais de
résoudre ou de proposer une méthode de résolution des équations de Navier-Stokes, ou de toute
autre équation. Nous nous contenterons d’écrire en chaque cellule du maillage les différents
termes de cette équation, sous une forme approchée “générique”, en prenant pour exemple les
approches de différences finies ou de volumes finis.

3.3.3.2 Dérivations spatiales et combinaisons linéaires

Supposons queg soit une variable d’écoulement distribuée sur un maillage(Ωh). Quelle que
soit la méthode préalable de résolution des équations de Navier-Stokes (3.10), on peut estimer
en post-traitement une dérivation spatiale deg par une combinaison linéaire de ses valeurs aux
différentes cellules de(Ωh) et sur les faces de la frontière. Prenons l’exemple de la divergence :

div(g)(~mi) = ∑
cellules j

αc
i j g j + ∑

facesk

α f
ikgk (3.12)

Les coefficientsαc
i j et α f

i j dépendent :
– de la position courante~mi

– de la positionj ou k prise en compte

αc/ f
i j exprime ainsi la prise en compte de la valeur deg dans la cellule/facej pour évaluer

la divergence deg dans la cellulei. En différences finies 1D par exemple, div(g~e1) =
∂g
∂x1

peut-

être estimé en une positioni à l’aide de la valeur prise parg aux positionsi −1 et i +1 via un
schéma centré d’ordre 2 par exemple :

∂g
∂x1

(~mi) =
gi+1−gi−1

2∆x1
+o
(

∆x2
1

)

(3.13)

En volumes finis, on cherchera à estimer l’intégrale sur chaque cellule du terme div(g) ou
−→
div(g) :

R

cellulediv(g)dVi, oùdVi est un élément infinitésimal de volume dans la cellulei. Cela
revient à calculer le flux deg à travers la surfaceSi de la cellule :

Z

cellule
div(g)dVi =

I

Si

gd~Si (3.14)

Si est un ensemble de facettes, et le flux deg à traversSi est calculé comme la somme des
flux à travers chacune de ces facettes :

I

Si

gd~Si = ∑
facettes

ḡk~sk (3.15)

où lesḡk représentent les valeurs moyennes prises parg aux centres des différentes facettes
~sk. Divers schémas en proposent une approximation par combinaison linéaire desgk des cellules
autour.

En définitive, lorsque l’on écrit (3.10) au centre d’une cellule de(Ωh), le terme correspon-
dant à div(g) se transcrit comme une combinaison linéaire desgk aux centres des cellules de
(Ωh) et des faces des frontières maillées de(Ω). C’est la signification de l’équation (3.12). On
peut également écrire cette equation sous la forme matricielle :

div(g)(~mi) =
t[αc

i

][

g
]

+
t[

α(∂Ω)
i

]

[

g(∂Ω)

]

(3.16)
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où
[

g
]

est la matrice colonne formée des valeurs deg en chaque cellule de(Ωh), et
[

g(∂Ω)

]

est celle des valeurs deg aux centres des faces à la frontière, qui sont, rappelons le,connues.
Lorsque les div(g)(~mi) sont écrites pour toutes les cellules de(Ωh), elles peuvent être as-

semblées au sein d’une matrice colonne
[

div(g)
]

qui s’exprime comme une somme de produits
matriciels :

[

div(g)
]

=
[

αc
][

g
]

+
[

α(∂Ω)
][

g(∂Ω)

]

(3.17)

Des expressions identiques peuvent être obtenues pour les autres opérateurs de dérivation
spatiale (gradient, laplacien, ...) et leurs compositions. Les paragraphes suivants se consacrent
à voir comment (3.17) peut alors s’exprimer pour chacun des termes de l’équation de Navier-
Stokes.

3.3.4 Les termes linéaires

Considérons les applications

~v 7−→ ν
−→
div

(

∇~v+
t
∇~v

)

T 7−→ λ∆T

Le second est un opérateur de dérivation spatiale, et le premier compose des dérivations
spatiales. Comme en (3.17), ces termes, écrits en chaque cellule du maillage, peuvent être vus
comme

[

ν
−→
div

(

∇~v+
t
∇~v

)]

= Av
[

V
]

+A(∂Ω)
v

[

V(∂Ω)

]

(3.18)

[

λ∆T
]

= AT
[

T
]

+A(∂Ω)
T

[

T(∂Ω)

]

(3.19)

où
[

V
]

=
t(
~v(~mi) ·~ej

)

1 ≤i ≤N
1 ≤ j ≤3

∈ M3N,1(R) et
[

T
]

= t(T (~mi))1≤i≤N ∈ MN,1(R) sont les

matrices colonnes regroupant pour l’une, les composantes de tous les vecteurs vitesse définis
sur(Ωh), et pour l’autre toutes les températures sur(Ωh).

3.3.5 Convection fluide

Dans (3.10b) apparaît le terme non-linéaire(~v⊗~v), défini par :

(~v⊗~v) =





(~v.~e1)
2 (~v.~e1)(~v.~e2) (~v.~e1)(~v.~e3)

(~v.~e2)(~v.~e1) (~v.~e2)
2 (~v.~e2)(~v.~e3)

(~v.~e3)(~v.~e1) (~v.~e3)(~v.~e2) (~v.~e3)
2



 (3.20)

La dérivation
−→
div(~v⊗~v) va faire intervenir des produits entre une composanter de vitesse en

~mj , et une autre composantesen~mk :
(

~v j .~er
)

(~vk.~es). Pour en tenir compte de façon matricielle,
on définit un terme de non-linéaritéΨv

([

V
])

Ψv
([

V
])

=
t(

ViVj
)

1≤i≤ j≤3N (3.21)

En 3D,Ψv compte 3N (3N+1)/2 composantes. De la même façon, on définitΨ(∂Ω)
v pour

tenir compte des conditions aux limites de façon quadratique :
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Ψ(∂Ω)
v =

t(
(

V(∂Ω)

)2
i

)

1≤i≤pv

(3.22)

Ainsi, la forme matricielle du terme convectif de (3.10b) intégré sur(Ωh) devient :
[

−→
div(~v⊗~v)

]

=
[

Bv
]

Ψv
([

V
])

+
[

B(∂Ω)
v

]

Ψ(∂Ω)
v (3.23)

3.3.6 Convection thermique

Dans l’équation de l’énergie,ρCpdiv(T~v) désigne le terme de transport de l’énergie ther-
mique par le champ de vitesse. Pour chaque cellule, l’approximation (3.12) de ce terme met en
jeu des produits entre la température et les composantes du champ de vitesse dans les autres
cellules. Pour prendre en compte ces produits, on définit comme dans le paragraphe précé-
dentΨvT (V,T), la matrice colonne répertoriant tous les produits entre les températures et les
vitesses :

ΨvT (V,T) =
t[

TiVj
]

1 ≤i ≤N
1 ≤ j ≤3N

(3.24)

De la même façon qu’elles injectent, à travers la frontière(∂Ω), de l’énergie cinétique dans
l’écoulement, lespv conditions aux limites cinétiques apportent également de l’énergie ther-
mique par convection. Pour prendre celle-ci en compte, on sedote de la matrice colonne de

débit d’énergie thermiqueΨ(∂Ω)
vT qui regroupe les produits entre lespv vitesses et températures

d’injection de fluide :

Ψ(∂Ω)
vT =

t(

T(∂Ω)
i V(∂Ω)

i

)

1≤i≤pv
(3.25)

L’approximation du terme de convection thermique dans (3.10c) devient alors, lorsqu’elle
est intégrée sur(Ωh) :

[

ρCpdiv(T~v)
]

=
[

BT
]

ΨvT (V,T)+
[

B(∂Ω)
T

]

Ψ(∂Ω)
vT (3.26)

3.3.7 Prise en compte du gradient de pression

3.3.7.1 Expression du gradient de pression en fonction du champ de vitesse

Dans les équations de quantité de mouvement apparaît un gradient de pression pour lequel
il n’existe pas d’équation explicite lorsque l’on traite des écoulements incompressibles. La pré-
sence de ce terme dans les solveurs CFD est à l’origine de nombreuses difficultés, à la fois dans
la résolution même des équations de quantité de mouvement, mais également dans la définition
et la prise en compte propres des conditions aux limites.

De façon générale, les méthodes conçues pour tenir compte dugradient de pression s’en
servent pour assurer la condition d’incompressibilité (3.10a). Dans l’optique de proposer une
structure de modèle détaillé, nous allons ici remplacer le terme en gradient de pression par une
fonction de la vitesse en nous servant de cette condition d’incompressibilité.

Pour cela nous utiliserons la notion de projecteur de Leray-Helmholtz. Il s’agit d’appliquer
une décomposition de Helmholtz au champ de vitesse~v solution de (3.10). Dans cette décom-
position,~v s’écrit comme somme unique d’un champ à divergence nulle et d’un gradient de
potentiel :
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~v =~vp+
−→
∇ Φ (3.27)

avec div(~vp) =~0 dans(Ω) et~vp ·~n= 0 sur(∂Ω) (~n représente le vecteur localement normal
à la frontière). Le projecteur de Leray-Helmholtz de~v, P (~v) est alors défini par le terme à
divergence nulle de cette décomposition. Le potentielΦ est notéQ (~v). Nous reprenons ici des
résultats présentés par Liuet al.dans [1]. Parmi ceux-ci, on notera notamment

1. que si~f est quelconque de carré intégrable sur(Ω), alors (I −P )~f est un champ de

gradient :(I −P )
(

~f
)

=
−→
∇Q

(

~f
)

2. que si∆ désigne le Laplacien et
−→
rot() le rotationnel, alors on a l’égalité(∆P −P∆)

(

~f
)

=

−(I −P )
−→
rot
(

−→
rot
(

~f
))

3. par conséquent(∆P −P∆)
(

~f
)

est le gradient d’un champps

(

~f
)

appelépression de

Stokes:

(∆P −P∆)~f = −
−→
∇Q

−→
rot
(

−→
rot
(

~f
))

=
−→
∇ ps

(

~f
)

(3.28)

Notons que
−→
∇ ps est un opérateur linéaire.

Supposons dans un premier temps que la composante normale des conditions aux limites à
la frontière soit nulle :~v(∂Ω) ·~n = 0. Dans ce cas, la condition d’incompressibilité implique que
le champ de vitesse est son projecteur de Leray :P~v =~v.

En appliquant ces résultats au champ de vitesse~v, et en utilisantP~v =~v, Liu et al montrent
que le champ de pression peut s’exprimer comme la somme d’unepression de Stokes et du
potentiel qu’on obtiendrait par la décomposition de Helmholtz de

−→
div(~v⊗~v) :

−→
∇ p = ν

−→
∇ ps(~v)+

−→
∇Q

(−→
div(~v⊗~v)

)

(3.29)

Pour ce faire, on prend le projecteur de Leray des différentstermes de l’équation de Navier-
Stokes, en se souvenant que, d’une part,P~v =~v, et que, d’autre part, le projecteur de Leray du
gradient de pression est nul. On obtient alors une équation pour la dérivée temporelle de~v que
l’on égalise à l’équation de quantité de mouvement pour obtenir la relation (3.29).

Lorsque la condition limite n’est pas tangentielle à la normale du domaine, le champ de
vitesse, même s’il est à divergence nulle, n’est pas son propre projecteur de Leray. Dans ce
cas

−→
∇Q (~v) 6= 0, mais est malgré tout à divergence nulle, puisque~v l’est. Ainsi,Q (~v) est une

fonction harmonique :∆Q = 0 sur(Ω).

Par définition, la composante normale de
−→
∇Q (~v) à la frontière égale celle de~v :

−→
∇Q (~v) ·~n =~v(∂Ω) ·~n (3.30)

Ainsi, Q ne dépend en fait que de la condition aux limitesv(∂Ω). Liu et al. utilisent la
notationR

(

~v(∂Ω)

)

.

Le projecteur de Leray de~v est~v−
−→
∇R

(

~v(∂Ω)

)

. La projection de Leray de l’équation de
quantité de mouvement donne cette fois-ci :

∂
∂t

(

~v−
−→
∇R

(

~v(∂Ω)

)

)

+ν
−→
∇ ps(~v) = ∆~v+

−→
∇Q

(−→
div(~v⊗~v)

)

(3.31)
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Pour écrire (3.31), on a utilisé l’expression du gradient depression de Stokes, et la définition

du laplacien vectoriel comme étant
−→
∇ ·div()−

−→
rot
(

−→
rot()

)

. En comparant (3.31) avec l’équation

de quantité de mouvement, on obtient l’expression suivantedu gradient de pression :

−→
∇ p = ν

−→
∇ ps+

−→
∇Q

(−→
div(~v⊗~v)

)

−
−→
∇

∂
∂t
R
(

~v(∂Ω)

)

(3.32)

Les applications~v 7−→ ps, ~f 7−→ Q ( f ), et~v(∂Ω) 7−→ R
(

~v(∂Ω)

)

sont linéaires. Le gradient
de pression s’exprime ainsi comme une somme de gradients de fonctions linéaires de~v, de~v⊗~v

et de
∂~v(∂Ω)

∂t
:

1
ρ
−→
∇ p =

−→
∇ ( f lin1(~v))+

−→
∇ ( f lin2(~v⊗~v))+

−→
∇
(

f lin3

(∂~v(∂Ω)

∂t

))

(3.33)

3.3.7.2 Expression matricielle du gradient de pression

Comme pour les autres termes des équations de Navier-Stokes, nous écrivons une approxi-
mation par combinaison linéaire (3.12) du gradient de pression (3.33), que nous assemblons sur
(Ωh) pour en obtenir une version matricielle de type (3.17). Comme dans le paragraphe 3.3.5,

on exprime l’approximation de
−→
∇ ( f lin2(~v⊗~v)) à l’aide deΨv

([

V
])

et deΨ(∂Ω)
v :

[

−→
∇ ( f lin2(~v⊗~v))

]

=
[

Z2
]

Ψv
([

V
])

+
[

Z(∂Ω)
3

]

Ψ(∂Ω)
v (3.34)

La version assemblée de (3.33) s’écrit alors :

[

1
ρ
−→
∇ p
]

=
[

Z1
][

V
]

+
[

Z2
]

Ψv
([

V
])

+
[

Z(∂Ω)
1

]

[

V(∂Ω)

]

+
[

Z(∂Ω)
2

]

Ψ(∂Ω)
v +

[

Z3
] d

dt

[

V(∂Ω)

]

(3.35)
L’équation (3.35) montre que pour prendre en compte le gradient de pression à l’aide du

champ de vitesse, il est a priori nécessaire de faire intervenir la dérivée temporelle de la vitesse
sur la frontière du domaine. Cependant, nous nous sommes rendu compte de la présence de ce
terme trop tard, et les développements qui suivent sont basés sur une formulation du gradient
de pression sans cette dérivée :

[

1
ρ
−→
∇ p
]

=
[

Z1
][

V
]

+
[

Z2
]

Ψv
([

V
])

+
[

Z(∂Ω)
1

]

[

V(∂Ω)

]

+
[

Z(∂Ω)
2

]

Ψ(∂Ω)
v (3.36)

Cette erreur peut éventuellement avoir un effet dans le cas des écoulements dont la vitesse
d’entrée dépend du temps. Il s’agit en particulier, parmi les résultats présentés au chapitre 4,
des écoulements présentés dans la section 4.5. Ces cas pourraient être l’occasion, dans des
travaux ultérieurs, d’évaluer l’impact de la prise en compte directe de la dérivée temporelle de
la vitesse d’entrée dans la conception d’un modèle réduit. Dans les autres écoulements étudiés,
cette vitesse d’entrée est constante, et l’équation (3.35)s’écrit naturellement (3.36).

3.3.8 Formulation de la structure du Modèle Détaillé

3.3.8.1 Formulation en vitesse-température

On reprend les formes discrétisées et assemblées des différents termes de l’équation de
quantité de mouvement (3.10b) et de l’équation de l’énergie(3.10c) décrites dans (3.18), (3.19),
(3.23), (3.26) et (3.36) :
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d
dt

[

V
]

+
([

Av
]

+
[

Z1
])[

V
]

+
([

Bv
]

+
[

Z2
])

Ψv
([

V
])

+
([

A(∂Ω)
v

]

+
[

Z(∂Ω)
1

])

V(∂Ω) +
([

B(∂Ω)
v

]

+
[

Z(∂Ω)
]

)

Ψ(∂Ω)
v = 0

(3.37a)

d
dt

[

T
]

+
[

AT
][

T
]

+
[

BT
]

ΨvT (V,T)+
[

A(∂Ω)
T

]

[

T(∂Ω)

]

+
[

B(∂Ω)
T

]

Ψ(∂Ω)
vT = 0 (3.37b)

Pour plus de clarté, on abandonne les
[ ]

, sauf pour
[

V
]

et
[

T
]

, et on fait dans (3.37a) les
substitutions :

Av +Z1 −→ Av

Bv +Z2 −→ Bv

A(∂Ω)
v +Z(∂Ω)

1 −→ A(∂Ω)
v

B(∂Ω)
v +Z(∂Ω)

2 −→ B(∂Ω)
v

On obtient alors les équations différentielles du premier ordre en temps :

d
dt

[

V
]

+Av
[

V
]

+BvΨv
([

V
])

+A(∂Ω)
v V(∂Ω) +B(∂Ω)

v Ψ(∂Ω)
v = 0 (3.38a)

d
dt

[

T
]

+AT
[

T
]

+BTΨvT (V,T)+A(∂Ω)
T T(∂Ω) +B(∂Ω)

T Ψ(∂Ω)
vT = 0 (3.38b)

Dans ces équations, les matrices colonnes
[

V
]

∈M3N,1(R) et
[

T
]

∈MN,1(R) constituent
l’état du modèle. L’effet sur cet état des variations spatiales de vitesse et de température est
pris en compte grâce aux matrices carréesAv ∈ M3N,3N (R) et AT ∈ MN,N (R). Ψv

([

V
])

∈
M3N(3N+1)/2,1(R) etΨvT (V,T)∈M3N2,1(R) permettent de prendre en compte les non-linéarités
introduites par les convections de quantité de mouvement etd’énergie thermique. Leur effet
sur les dynamiques de

[

V
]

et de
[

T
]

apparaît grâce aux matricesBv ∈ M3N,3N(3N+1)/2(R) et
BT ∈MN,3N2 (R).

V(∂Ω) ∈Mpv,1(R) et T(∂Ω) ∈MpT ,1(R) sont les matrices de commande. Elles forment en-
semble l’entréeu du modèle. Elles correspondent aux conditions aux limites que l’on impose.
Elles doivent leur influence sur les dynamiques des variables d’état

1. aux matricesA(∂Ω)
v ∈M3N,pv (R) et A(∂Ω)

T ∈MN,pT (R) pour la part linéaire,

2. aux matricesB(∂Ω)
v ∈M3N,pv (R) et B(∂Ω)

T ∈MN,pT (R) pour la part non linéaire, à travers

les fonctionsΨ(∂Ω)
v ∈Mpv,1(R) et Ψ(∂Ω)

vT ∈Mpv,1(R)

Les sortiesy sont obtenues de façon linéaire à partir des variables d’état. Disons que :
– il y a deux types de sorties, parmi lesquellesqv dépendent exclusivement du champ de

vitesse, et lesqT restantes ne dépendent que du champ de température ;
– les sorties dépendant du champ de vitesse sont regroupées dansyv, et celles dépendant du

champ de température formentyT
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– yv etyT peuvent s’obtenir par combinaison linéaire des valeurs, respectivement de vitesse
et de température, contenues dans

[

V
]

et
[

T
]

Les sortiesy, appelées également desobservables, qui sont particulièrement visées par cette
approche sont des valeurs de vitesse ou de température prises en différents points, leurs in-
tégrales ou des moyennes, ainsi que tous les observables quipeuvent s’obtenir par dérivation
spatiale de ces champs : flux de chaleur à travers une paroi, coefficient de frottement, . . .

Sous ces hypothèses, nous écrivons les équations d’observation du modèle :

yv = Cv
[

V
]

(3.39a)

yT = CT
[

T
]

(3.39b)

Les matricesCv ∈Mqv,3N (R) etCT ∈MqT ,N (R) peuvent être vues comme des matrices de
sonde, puisqu’elles permettent de “mesurer” en des positions précises dans(Ωh) les valeurs de
vitesse et de température.

Ensemble, les équations (3.38) et (3.39) définissent lastructure d’un Modèle Détailléliant
les conditions aux limitesV(∂Ω) et T(∂Ω) aux observablesyv et yT . On note ce modèleLh et il
s’écrit :

Eh :

{

d
dt

[

V
]

+Av
[

V
]

+BvΨv
([

V
])

+A(∂Ω)
v V(∂Ω) +B(∂Ω)

v Ψ(∂Ω)
v = 0

d
dt

[

T
]

+AT
[

T
]

+BTΨvT (V,T)+A(∂Ω)
T T(∂Ω) +B(∂Ω)

T Ψ(∂Ω)
vT = 0

(3.40a)

{

yv = Cv
[

V
]

yT = CT
[

T
] (3.40b)

Remarque.Au paragraphe 3.3.2, nous avions considéré que les valeurs de la vitesse et de
la température étaient prescrites sur la frontière. En pratique, ce n’est pas toujours le cas. Par
exemple, un flux thermique ou un flux de vitesse peuvent être imposés sur une partie de la
frontière. Dans ce cas, si les champs de vitesse ou de température sont continus, il est possible
d’écrire l’équation (3.12) en faisant intervenir les flux imposés dans la commande. On peut alors
les intégrer dans les commandesV(∂Ω) ou T(∂Ω) sans avoir à modifier la structure du modèle
détaillé (3.40).

3.3.8.2 Diagonalisation

Considérons la part cinétique du modèle dont nous venons d’écrire la structure :

d
dt

[

V
]

+Av
[

V
]

+BvΨv
([

V
])

+A(∂Ω)
v V(∂Ω) +B(∂Ω)

v Ψ(∂Ω)
v = 0 (3.41a)

yv = Cv
[

V
]

(3.41b)

La matrice de linéaritéAv étant carrée, on suppose qu’elle est diagonalisable :

Av = MvDvM
−1
v Dv diagonale (3.42a)

Sv = M−1
v

[

V
]

;
[

V
]

= MvSv (3.42b)

En :
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1. utilisant la substitution (3.42b) dans l’équation (3.41a),

2. en multipliant à gauche cette équation parM−1
v ,

3. écrivant (3.42a) dans l’équation obtenue,

on obtient une équation dynamique

d
dt

Sv +DvSv +B′
vΨv(Sv)+A′(∂Ω)

v V(∂Ω) +B′(∂Ω)
v Ψ(∂Ω)

v = 0 (3.43)

On opère également la substitution
[

V
]

= MvSv dans l’équation d’observation cinétique
(3.41b) pour obtenir :

yv = CvP
−1
v Sv (3.44)

On abandonne les ’ et on poseHv =CvP−1
v ∈Mqv,3N (R) pour obtenir une nouvelle structure

pour la part cinétique de notre modèle détaillé :

d
dt

Sv +DvSv +BvΨv (Sv)+A(∂Ω)
v V(∂Ω) +B(∂Ω)

v Ψ(∂Ω)
v = 0 (3.45a)

yv = HvSv (3.45b)

En résumé, plutôt que d’utiliser comme état un champ de vitesse
[

V
]

évoluant dans l’es-
pace des fonctions de(Ωh) versR

3N, on utiliseSv qui évolue dans un espace en bijection avec
celui-ci. Cet espace est obtenu par le changement de base associé aux vecteurs propres de l’ap-
proximation de la part linéaire des équations de Navier-Stokes.

On désigne cet espace parespace modal cinétique, et la variable d’étatSv est appeléeva-
riable d’état modale cinétique. Hv est une matrice de projection entre l’espace modal et celui
des observables cinétiquesyv.

En appliquant un traitement similaire à la part thermique dela structure du modèle détaillé
((3.38), (3.39)), on obtient une version modale de l’équation d’état thermique et de l’équation
d’observation thermique :

d
dt

ST +DTST +BTΨvT (Sv,ST)+A(∂Ω)
T T(∂Ω) +B(∂Ω)

T Ψ(∂Ω)
vT = 0 (3.45c)

yT = HTST (3.45d)

Cette fois, le changement de base s’est fait par rapport aux vecteurs propres deAT , la matrice
de diffusion thermique dans (3.38b). La matriceDT est diagonale et on appelleraST la variable
d’état modale thermique.

Les équations (3.45) définissent une autre structure pour lemodèle détaillé défini au pa-
ragraphe 3.3.8.1. La taille du modèle détaillé reste inchangée, mais dans les prochains para-
graphes, nous tirerons parti du fait que les matricesDv et DT sont diagonales.

L’équation d’état (3.45c) correspond à l’équation discrétiséeEh qui sert d’équation d’état
au modèle approchéLh du paragraphe 3.2.1.

3.3.9 Formulation de la structure du Modèle Réduit

3.3.9.1 Transcription

En s’inspirant de la forme (3.45) du modèle réduitLh, décrite au paragraphe précédent, on
définit une classe de modèlesL∗ :
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– dont les entrées sont les conditions aux limitesV(∂Ω) et T(∂Ω)

– dont les sorties sont des observables cinétiquesy∗v et thermiquesy∗T
– qui mettent en œuvre la résolution d’une équation d’étatEr dont la variable d’état(sv,sT)

est de dimension très faible devantN, et qui met en jeu le même type de termes queEh :

Er :

{

d
dt sv +dvsv +bvΨv (sv)+a(∂Ω)

v V(∂Ω) +b(∂Ω)
v Ψ(∂Ω)

v = 0
d
dt sT +dTsT +bTΨvT (sv,sT)+a(∂Ω)

T T(∂Ω) +b(∂Ω)
T Ψ(∂Ω)

vT = 0
(3.46a)

dimsv,dimsT ≪ N (3.46b)

– qui lie les variables d’état aux observables via une projection linéaire :
{

y∗v = hvsv

y∗T = hTsT
(3.47)

Les variables d’étatsv et sT sont dites réduites. On posenv et nT leurs tailles respectives :
sv ∈Mnv,1(R) ,sT ∈MnT ,1(R). Comme l’équation d’état deLh, l’équation d’état réduitEr fait
apparaître :

– des termes linéaires,dvsv et dTsT , avecdv ∈Mnv,nv (R) et dT ∈MnT ,nT (R) des matrices
diagonales ;

– des termes non linéaires grâce àΨv (sv)=
(

(sv)i (sv) j

)

1≤i≤ j≤nv
etΨvT (sv,sT)=

(

(sv)i (sT) j

)

1 ≤i ≤nv
1 ≤ j ≤nT

– une prise en compte de l’entrée à la fois linéaire et quadratique
Le principe de l’identification de modèle, est de trouver le modèle réduit de cette forme

solution du problème d’optimisation (3.7). Dans le paragraphe suivant, nous modifierons légè-
rement la forme du modèle pour faciliter la résolution de ce problème.

3.3.10 Modèle réduit final

3.3.10.1 Dimension du problème d’optimisation

Comme expliqué dans le paragraphe 3.2.3, la construction ouidentification d’un modèle
réduit dont la structure est définie par les équations (3.46a) et (3.47), passe par la résolution
d’un problème d’optimisation. Les variables de ce problèmesont les composantes des matrices
impliquées dans (3.46a) et celles des matrices de projection hv ethT .

Nous verrons dans le paragraphe 3.4.2.1, comment identifierle modèle réduit en résolvant
itérativement deux problèmes d’optimisation :

1. un non linéaire, dont les variables sont les composantes des matrices présentes dans
(3.46a),

2. un autre linéaire, dont les variables sont les composantes des matrices de projectionhv et
hT .

Quelle est la dimension du premier problème d’optimisation? Pour simplifier, considérons
un problème isotherme. L’équation d’état réduit se limite alors à

d
dt

sv +dvsv +bvΨv (sv)+a(∂Ω)
v V(∂Ω) +b(∂Ω)

v Ψ(∂Ω)
v = 0 (3.48)

Dans ce cas,d, le nombre de composantes à identifier pour définir (3.48) estla somme des
nombres de composantes des matrices :

1. dv ∈Mnv,nv (R) diagonale
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TAB . 3.1– Evolution en fonction de son ordrenv, du nombre de composantes d’un modèle réduit
d’écoulement isotherme à une commande. On suppose qu’il estconstruit à partir d’une équation

d’état de type(3.48). Il s’agit d’un polynôme de degré 3 ennv.

Ordre du modèle Nombre de composantesPart debv

1 4 1
2 12 6
3 27 18
4 52 40
5 90 75
6 144 126
7 217 196
8 312 288
9 432 405
10 580 550

2. bv ∈Mnv,nv(nv+1)/2(R)

3. a(∂Ω)
v ∈Mnv,pv (R)

4. b(∂Ω)
v ∈Mnv,pv (R)

Il y a doncd = nv(1+nv(nv +1)/2+2pv) éléments à déterminer. Dans un cas simple où il
y a pv = 1 commande en entrée, le tableau 3.1 rapporte l’évolution dunombre de composantes
à trouver pour construire des modèles réduits d’ordres 1 à 10.

A cause de la prise en compte quadratique des non-linéarités, le nombre de composantes
à déterminer, et donc la difficulté de l’optimisation évolueen O

(

n3
v

)

. Nous verrons dans le
paragraphe 3.4.2.4, que l’optimisation se fait en utilisant des algorithmes dits globaux, dont
l’efficacité dépend énormément de la dimensiond du problème.

3.3.10.2 Nouvelle Formulation : Réduction du nombre de composantes

Pour faciliter l’identification, il faut donc limiter le nombre de composantes à déterminer.
C’est par exemple pour cela que l’on utilise un modèle issu dela diagonalisation de la ma-
trice de linéarité (cf. paragraphe 3.3.8.2). Plutôt que d’identifier une matriceav contenantn2

v
composantes, on identifie une matrice diagonaledv denv termes.

Dans (3.48), le termebvΨv (sv) permet de prendre en compte, dans chaque lignei de l’equa-
tion, tous les produits possibles(Ψv (sv))l = (sv) j (sv)k :

(bvΨv(sv))i =
nv(nv+1)/2

∑
l=1

(bv)il (Ψv (sv))l (3.49)

Une alternative pour prendre en compte à chaque ligne l’ensemble des produits possibles
(sv) j (sv)k est de remplacer le termebvΨv (sv), par un produit terme à terme. On définit

R p×R p −→ R p

( f ,g) 7−→ ( f •g) /( f •g)i = figi
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TAB . 3.2– Dimension du problème d’optimisation en fonction de l’ordre. En passant à une équation
d’état de type(3.51), d devient un polynôme de degré 2 ennv.

Ordre du modèle Nombre de composantesParts debv1 et bv2

1 5 2
2 14 8
3 27 18
4 44 32
5 65 50
6 90 72
7 119 98
8 152 128
9 189 162
10 230 200

Pour prendre en compte à chaque ligne de l’équation d’état tous les produits possibles
(sv) j (sv)k, on définit deux matrices carréesbv1 ∈Mnv,nv (R) etbv2 ∈Mnv,nv (R), et à la place de
bvΨv(sv), on utilise :

(bv1sv•bv2sv) (3.50)

L’équation d’état (3.48) est remplacée par :

d
dt

sv +dvsv +(bv1sv•bv2sv)+a(∂Ω)
v V(∂Ω) +b(∂Ω)

v Ψ(∂Ω)
v = 0 (3.51)

Le nombre de composantes à identifier devient alors :

d = nv(1+2nv +2pv)

L’évolution ded en fonction de l’ordre est reprise dans le tableau 3.2 lorsqu’il n’y a qu’une
commande, entre les ordres 1 et 10.

On est passé d’une dépendance enO
(

n3
v

)

à une dépendance enO
(

n2
v

)

en changeant de
formulation, et ce tableau doit être comparé au tableau 3.1.A l’ordre 8, la seconde formulation
compte déjà deux fois moins de paramètres que la première.

On agit de même dans le cas d’un écoulement anisotherme. Dansce cas, la part thermique
de l’équation d’état réduit d’origine est :

d
dt

sT +dTsT +bTΨvT (sv,sT)+a(∂Ω)
T T(∂Ω) +b(∂Ω)

T Ψ(∂Ω)
vT = 0 (3.52)

Dans cette équation,bTΨvT (sv,sT) permet de prendre en compte à chaque ligne tous les
produits possibles(sv) j (sT)k. Comme pour la partie fluide, ce terme dimensionne rapidement à

lui seul la difficulté de l’identification. Ainsi, plutôt qued’identifiernvn2
T composantes dansbT ,

on utilise le produit terme à terme :

(bT1sT •bT2sv) (3.53)

où bT1 ∈MnT ,nT (R) et bT2 ∈MnT ,nv (R). On obtient ainsi une équation d’état pour la part
thermique de la forme
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d
dt

sT +dTsT +(bT1sT •bT2sv)+a(∂Ω)
T T(∂Ω) +b(∂Ω)

T Ψ(∂Ω)
vT = 0 (3.54)

Le nombre de composantes à identifier dues à la part convective passe donc denvn2
T à

nT (nT +nv), ce qui facilite vite les choses. Et dans l’équation (3.54),on a gardé pour chaque
ligne une dépendance à chaque produit(sv) j (sT)k.

3.3.10.3 Couplage faible cinétique / thermique

Que ce soit dans les équations de Navier-Stokes (3.10), dansla formulation générale de
la structure du modèle détaillé (3.38), ou dans les équations d’état réduit cinétique (3.51) et
thermique (3.54), on s’aperçoit qu’il est nécessaire de connaître l’état cinétique~v,

[

V
]

ou sv,
pour pouvoir déterminer l’état thermique. A l’inverse, l’état cinétique ne dépend pas de l’état
thermique. Il s’agit d’un cas de couplage faible qui est dû aux faits que :

1. on néglige les effets de compressibilité et de convectionnaturelle (la masse volumique
est constante) ;

2. on néglige les variations de la viscosité dynamique avec la température ;

Puisque l’état cinétique peut être déterminé de façon indépendante, on peut définir des mo-
dèles :

– détailléLh
v

Ev
h :

d
dt

Sv +DvSv +BvΨv(Sv)+A(∂Ω)
v V(∂Ω) +B(∂Ω)

v Ψ(∂Ω)
v = 0 (3.55a)

yv = HvSv (3.55b)

– et réduitL∗
v

Ev
r :

d
dt

sv +dvsv +(bv1sv•bv2sv)+a(∂Ω)
v V(∂Ω) +b(∂Ω)

v Ψ(∂Ω)
v = 0 (3.56a)

y∗v = hvsv (3.56b)

uniquement cinétiques. Les entrées sont lespv commandesV(∂Ω) et les sorties sont les ob-
servablesyv ou y∗v respectivement.

De la même façon, on peut définir les modèles détaillés et réduits thermiques. Mais l’état
thermique dépend de l’état cinétique. Par conséquent, un modèle thermique est défini par rap-
port à un modèle cinétique.

Désormais, on considérera des modèles thermiques :
– soit détaillésLh

T

ET
h :

d
dt

ST +DTST +BTΨvT (Sv,ST)+A(∂Ω)
T T(∂Ω) +B(∂Ω)

T Ψ(∂Ω)
vT = 0 (3.57a)

yT = HTST (3.57b)

– soit réduitsL∗
T

ET
r :

d
dt

sT +dTsT +(bT1sT •bT2sv)+a(∂Ω)
T T(∂Ω) +b(∂Ω)

T Ψ(∂Ω)
vT = 0 (3.58a)

y∗T = hTsT (3.58b)
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L’entrée compte cette fois les commandes en vitesse et en température, et les sorties sont les
observables thermiquesyT . Dans ces deux catégories de modèles, l’état cinétiqueSv ou sv est
nécessaire pour résoudreET

h ouET
r respectivement, et chaque modèle est déterminé par rapport

à un modèle cinétique fixé.
Les tableaux 3.3 reprennent les tailles des matrices des modèles réduits cinétique (3.56) et

thermique (3.58) en fonctions des ordresnv et nT .

TAB . 3.3– Tailles des matrices de modèles réduits.

(a) Modèle cinetique

Matrice Taille
dv nv×nv (diagonale)
bv1 nv×nv

bv2 nv×nv

a(∂Ω)
v nv× pv

b(∂Ω)
v nv× pv

hv qv×nv

(b) Modèle thermique

Matrice Taille
dT nT ×nT (diagonale)
bT1 nT ×nT

bT2 nT ×nv

a(∂Ω)
T nT × pT

b(∂Ω)
T nT × pv

hT qT ×nT

3.3.10.4 Cas particulier des modèles réduits cinétiques stationnaires

Dans ce mémoire seront présentés des cas d’écoulement pour lesquels on néglige les va-
riations temporelles du champ de vitesse. Cela peut être parexemple le cas lorsque les entrées
en vitesse ne dépendent pas du temps, ou lorsque l’on étudie un écoulement moyenné dans le
temps. Le cas échéant, dans l’équation d’état (3.56a) du modèle réduit, le terme instationnaire
d
dt sv est nul.

En multipliant cette équation d’état par l’inverse dedv, et en incluantd−1
v dansbv1, a(∂Ω)

v

et dansb(∂Ω)
v , on obtient une formulation pour un modèle réduit cinétiquestationnaireL∗

v de la
forme :

Ev
r : sv +(bv1sv•bv2sv)+a(∂Ω)

v V(∂Ω) +b(∂Ω)
v Ψ(∂Ω)

v = 0 (3.59a)

y∗v = hvsv (3.59b)

3.3.10.5 Formulations finales

Dorénavant on travaillera :
– pour des écoulements isothermes stationnaires, sur des modèles réduits dont la structure

est celle de (3.59)
– pour des écoulements isothermes instationnaires, sur desmodèles réduits cinétiques dont

la structure est définie par (3.56)
– pour des écoulements anisothermes instationnaires, sur deux modèles réduits distincts. Le

premier est un modèle réduit cinétique de type (3.56), fournissant une approximation des
observables cinétiques. Le second un modèle de type (3.58),et est construit par rapport
au premier. Il permet d’obtenir les sorties thermiques.
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Remarque.Les structures de ces modèles ont toutes été dérivées des équations de Navier-
Stokes. Comme nous l’avons expliqué, au cours de l’identification, ces matrices sont réglées à
l’aide de données provenant d’un modèle de référence, en l’occurrence de calculs CFD. Cepen-
dant, dans les applications qui vont suivre, il a été nécessaire d’utiliser un modèle de turbulence
(k−ω SST ou Spallart Allmaras). Par conséquent, les données de référence ne correspondent
pas à des écoulements solutions des équations de Navier-Stokes, mais d’une moyenne (d’en-
semble) de ces équations. Nous essaierons malgré cela de faire en sorte que les modèles réduits
proposent une bonne approximation des observables “CFD” sur un domaine de validité éven-
tuellement limité.

La construction des modèles réduits passe par un processus d’optimisation, qui, dans le cas
de la réduction de modèle par identification, va présenter des difficultés spécifiques qui sont de
deux ordres :

1. stratégie d’optimisation

2. stratégie d’échantillonnage

La dernière partie de ce chapitre s’attelera à présenter cesdifficultés, ainsi que la méthodes
utilisées pour y faire face.

3.4 Méthodologies

3.4.1 Echantillonnage

3.4.1.1 Des données échantillonnées à la surface de réponse

Reprenons le paragraphe 3.2.3. Nous y avions vu qu’en pratique, l’identification d’un mo-
dèle réduit conduit à un modèle capable de reproduire les réponses d’un modèle détaillé pour
certaines excitations appeléespoints d’échantillonnage. Or, la problématique générale est de
construire un modèle aussi précis que possible sur tout un domaine de validitéDu. Il faut donc
que le choix des points d’échantillonage permette au modèleconstruit sur une restriction deDu,
d’être valide sur toutDu. Cette problématique est commune à toutes les méthodes d’approxi-
mation de fonction (surrogate models) qui conçoivent un modèle à partir de données provenant
d’un modèle de référence.

3.4.1.2 Définition et critères

Ici, on appellera un échantillonnage un ensemble de couples(points d’échantillonnage;
réponses du modèle détaillé en ces points) utilisés pour construire une surface de réponse ou un
modèle réduit. La problématique du choix des points d’échantillonnage peut se résumer à :

Dans la mesure où on ne connaît rien du comportement de la fonction à reproduire,
quelle doit être dansDu, la répartition de la densité de points d’échantillonnage
(nombre et positions)?

Mais très souvent, les réponses du modèle détaillé coûtent cher à obtenir. Dans la pratique
on n’a donc accès qu’à un nombre limité de points d’échantillonnage. Par conséquent, dans la
littérature, la problématique de l’échantillonnage est vue sous deux aspects :

1. combien de points d’échantillonnage sont nécessaires pour que le modèle d’ordre réduit
ait une précision satisfaisante dans toutDu ?
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2. comment répartir ces points dansDu quand on ne connait pas a priori le comportement
du modèle de référence ?

3.4.1.3 Curse of Dimensionality

Certainement, le plus célèbre théorème concernant la quantité de points d’échantillonnage
nécessaires a été énoncé par Bellman en 1961. Concernant ce théorème, on parle decurse
of dimensionalityou malédiction de la dimensionalité. On parle également d’effet Hugues. Il
indique que le nombre d’échantillons nécessaires pour décrireDu augmente exponentiellement
avec le nombre d’entréesp du modèle. Bungartz et Griebel [5] présentent ce théorème dela
façon suivante. SifN est une approximation def faite avecN échantillons, alors une norme
‖ f − fN‖ de l’erreur maximale augmente en :

‖ f − fN‖ = O
(

N−r/p
)

(3.60)

r est la régularité isotropique de la fonctionf . C’est-à-dire que si, au mieux,d f (r−1), la
différentielle d’ordrer −1 de f , est continue, alorsf est de régularitér.

Ainsi, du nombre d’entrées du modèle dépend le nombre d’échantillons dont on aura besoin
pour construire le modèle réduit. Cette problématique est commune à toutes les méthodes de ré-
duction de modèle ou de surrogate models qui se servent de données d’un modèle de référence.

Remarque. Le processus d’identification se fait à l’aide d’un algorithme d’optimisation
globale. Pour déterminer un minimum global dans un espace ded paramètres, on procède à un
certain nombre d’évaluations de fonctions objectif. Ces évaluations peuvent être vues comme
des échantillons, et les paramètres comme des variables de la fonction objectif. La malédiction
de la dimensionalité montre alors qu’avec le nombre de paramètres, augmente exponentielle-
ment le nombre d’évaluations de fonctionnelles a priori nécessaires pour trouver des optima
locaux. D’où l’importance de limiter le nombre de composantes dans les structures des modèles
réduits.

3.4.1.4 Répartition des échantillons

Sachant que l’on peut se permettre d’évaluer un nombre fixé d’échantillons, comment pla-
cer les points pour obtenir le plus d’informations possiblesur la réponse du Modèle Détaillé ?
Plusieurs méthodes existent, et dans [6], Laurenceau distingue les méthodes d’échantillonnage
a priori des méthodesa posteriori.

Parmi les méthodesa priori, on trouve notamment les méthodes de Halton [7], ou d’hyper-
cube latin (en anglaisLHSpourLatin Hypercube Sampling). Les méthodes LHS, quadrillentDu

et s’arrangent pour placer un point d’échantillonnage par “ligne”. Il existe plusieurs solutions
à une telle problématique, et la méthode que l’on utilisera au chapitre 5 s’arrange pour maxi-
miser les distances entre les points. C’est la méthodeIHS ou Improved Distributed Hypercube
Sampling.

Les méthodes ditesa posterioricorrigent un modèle en rajoutant itérativement des échan-
tillons là où l’erreur est maximale. L’inconvénient majeurde la méthode vient du fait qu’elle
oblige à construire plusieurs modèles.
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3.4.2 Considérations sur l’optimisation

3.4.2.1 Séparation du problème d’optimisation(3.9)

L’identification est la construction effective du modèle réduit à partir des échantillons four-
nis par le Modèle Détaillé. Il s’agit d’un problème d’optimisation dont les variables sont les
composantes des matrices des deux équations (état et projection) du modèle réduit. Dans l’exemple
du modèle réduit cinétique (3.56) du paragraphe 3.3.10.3, il s’agit des matricesdv, bv1, bv2,

a(∂Ω)
v , b(∂Ω)

v ethv.
Parmi les paramètres à identifier dans un modèle d’ordrenv, on distingue :

1. un nombre de l’ordre den2
v de composantes des matrices de l’équation d’état, dont les

observablesy∗ dépendent non linéairement ;

2. nv×q composantes de la matrice de projectionhv, oùq désigne le nombre d’observables.
Ces observables dépendent linéairement de ces composantes.

Pour un jeu de matrices d’équation d’état donné, grâce à la linéarité de la relation entre
observables et projection, on sait que la solutionthv du système linéaire

[

sv
] t[

yv
]

=
(

[

sv
] t[

sv
]

)

thv (3.61)

est la transposée de la matricehv qui minimisera la distance entre
[

yv
]

et hv
[

sv
]

au sens des
moindres carrés linéaires, et pour les échantillons considérés (voir [8]). Dans (3.61),

[

yv
]

=
(yv,1, . . . ,yv,ns) ∈ Mq,ns (R) est une matrice qui contient les réponses du modèle détaillére-
lativement auxns entréesui (stationnaire) ou auxns pas de temps (instationnaire).

[

sv
]

=
(sv,1, . . . ,sv,ns) ∈Mnv,ns (R) est la matrice qui contient lesns états réduits calculés pour chacune
de ces entrées ou pas de temps. Cette estimation par moindrescarrés linéaires n’est cependant
possible que lorsque l’ordre du modèle est inférieur ou égale au nombre d’échantillons (en
stationnaire) ou de pas de temps (en instationnaire) dont ondispose :nv ≤ ns.

En résumé, pour une équation d’état fixée, il est possible de calculer la projection la plus
adaptée pour minimiser l’écart quadratique entre les données disponibles et les réponses du
modèle réduit. L’algorithme d’identification tire avantage de ce résultat en distinguant l’optimi-
sation non linéaire des matrices de l’équation d’état de celle de la matrice de projection :

– à matrices d’équation d’état fixées, on modifie la matrice deprojection,
– à matrice de projection fixée, on modifie les matrices d’équation d’état.
Il s’agit d’une méthode dite de point fixe. Elle a le désavantage de ne pas assurer de conver-

gence, mais elle permet de restreindre les algorithmes d’optimisation non linéaire aux seules
matrices de l’équation d’état. Dans certains cas, lorsque le nombre d’observables devient très
grand, on passe ainsi de plusieurs centaines de milliers de paramètres, à, au plus, quelques cen-
taines. La résolution du problème d’optimisation devient alors envisageable, par exemple en
utilisant des méthodes globales pour traiter la part non linéaire.

3.4.2.2 Algorithmes d’optimisation stochastiques

Les algorithmes d’identification proposés par Balima [9] sont construits autour d’une op-
timisation de type Quasi-Newton, avec une mise à jour de l’approximation du hessien de la
fonctionnelle par la formule dite BFGS, et un calcul de gradient par méthode adjointe. Dans ce
cas, l’utilisateur doit proposer un jeu de matrices pour initialiser la recherche. Or, on observe
que dans le cas des modèles d’écoulements de type (3.56), lesperformances du modèle réduit
obtenu sont très dépendantes de cette initialisation. Pourtenter de faire face à cette difficulté,
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nous nous sommes tournés vers des algorithmes d’optimisation stochastiques, plus à mêmes
d’éviter les minima locaux.

Le principe d’un algorithme d’optimisation stochastique,ou métaheuristique, est d’évaluer
la fonction à minimiser en plusieurs points de l’espace de recherche. Dans notre cas, s’il y a
d composantes à identifier parmi les matrices de l’équation d’état, alors en première approxi-
mation, l’espace de recherche estR

d. Le choix des points d’évaluation se fait itérativement, en
fonction des résultats précédemment obtenus, et en introduisant une part pseudo-aléatoire pour
pouvoir échapper aux minima locaux. Parmi les métaheuristiques les plus célèbres, on trouve
sans conteste les algorithmes génétiques, les colonies de fourmis, les optimisations par essaim
particulaire, les méthodes de tabou, et celles de recuit simulé .

Dans le cadre de cette thèse, deux types de métaheuristique ont été intégrés au processus
d’identification :

– un algorithme génétique ;
– un algorithme d’optimisation par essaim particulaire.

3.4.2.3 Algorithmes génétiques

Les algorithmes génétiques considèrent la fonction à optimiser comme une performance. Un
jeu de paramètres éventuellement solution est vu comme un individu, et la valeur prise par un
de ces paramètres est un allèle. Dans notre cas, un individu est un jeu de matrices de l’équation
d’état et les valeurs de leurs composantes sont les allèles.A partir d’une population initiale
d’individus, et par un jeu successif de sélections basées sur la performance, de croisements et
de mutations, on finit par retenir les allèles les plus performants. Dans la mesure où l’on dispose,
à chaque itération ougénération, de plusieurs individus que l’on sélectionne par rapport à leur
performance, un algorithme génétique est par nature capable de fournir un Front de Pareto dans
un problème d’optimisation multi-objectif. Pour plus d’informations, on pourra se référer à [10].
L’algorithme implémenté dans nos codes provient de la bibliothèque en accès libre PGAPACK
[11].

3.4.2.4 Optimisation par Essaim Particulaire

Dans l’optimisation par essaim particulaire (OEP), les paramètres à optimiser sont vus
comme des coordonnées dans l’espace de recherche. Dans cet espace, un ensemble de parti-
cules se déplacent itérativement. A une itération donnée, une particule est caractérisée par :

– ses coordonnées, c’est-à-dire les valeurs de son jeu de paramètres ;
– la valeur en sa position de la fonction à optimiser ;
– un vecteur déplacement qui indique la façon dont il faudra modifier sa position à l’itéra-

tion suivante.
Le déplacement d’une particule se fait sur un mode collaboratif. Chaque particule est dotée

d’une mémoire et se souvient de la meilleure position qu’elle ait trouvée. De plus, elle est en
mesure d’interroger la mémoire d’un certain nombre de particules, que l’on appelle les voisines.
Un déplacement est alors une combinaison :

– d’une tendance inertielle : le déplacement de l’itérationprécédente intervient dans le cal-
cul du nouveau déplacement,

– d’une tendance conservatrice : une partie du déplacement se fait vers la meilleure position
atteinte par la particule,

– et d’une tendance mimétique : le déplacement se fait aussi en partie vers la meilleure
position trouvée par les voisines.
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(a) (b)

FIG . 3.1– Optimisation par essaim particulaire : déplacement d’une particule. La fonctionnelle à
minimiser dépend de deux paramètres :d1 etd2. A une itération donnée, cinq particules sont dotées
d’une position(d1;d2) indiquée par un cercle plein, d’un déplacement (différenceentre la position
actuelle et la précédente, non représenté), et de la mémoirede la meilleure position qu’elles aient
atteinte, indiquée par un cercle en pointillé (particules2, 3 et4 seulement). La particule3 a accès
aux mémoires des particules2 et4 (figure de gauche). Supposons que la position “mémoire” de2

soit meilleure que celle de4. Le déplacement de3 vers sa nouvelle position pour l’itération suivante
(figure de droite, orange) est calculé en tenant compte de la position “mémoire” de2 (vert), de la

propre position “mémoire” de3 (cyan), et du déplacement précédent (part inertielle, violet). En cette
nouvelle position, on estimera une nouvelle valeur de la fonctionnelle.

La figure 3.1 illustre le déplacement des particules. En favorisant plus ou moins chacune de
ces tendances, on privilégie l’exploration de l’espace de recherche (éviter des minima locaux),
ou l’exploitation des résultats disponibles (on accélère la convergence).

Pour plus d’informations sur les essaims particulaires, onpeut se référer à [12]. Vu la sim-
plicité de codage, un algorithme “maison” a été développé pour être intégré dans nos codes
d’identification.

3.4.2.5 Choix d’un algorithme

Après avoir implémenté les deux types d’algorithmes dans nos codes, nous avons finalement
retenu l’optimisation par essaim particulaires pour deux raisons :

1. Contrairement aux essaims particulaires, il existe, dans les algorithmes génétiques, un
grand nombre de paramètres à régler : taille de la population, méthode de sélection, taux
de sélection, taux de mutation, méthode de croisement, tauxde croisement. Malheureu-
sement, la littérature n’est pas unanime sur un jeu de paramètres par défaut, capable de
traiter des problèmes d’optimisation quelconques. On peutcraindre dès lors que pour
chaque cas d’application de nos méthodes de réduction, on nesoit obligé de relancer
plusieurs fois un processus d’identification qui s’avère coûteux. Les paramètres des es-
saims particulaires sont beaucoup moins nombreux, et certains d’entre eux sont reconnus
comme pouvant être utilisés par défaut, même s’il ne sont pasforcément optimaux pour
nos cas d’application.

2. Les deux algorithmes ont été testés sur une identificationde détachement tourbillonaire.
Si les deux modèles réduits obtenus présentaient des performances similaires, les Essaims
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(a) (b)

FIG . 3.2– Méthode de parallélisation. Au lancement de la procédure d’identification, les observables
sont répartis entre lesnp différents processeurs disponibles, qui chargent alors les données

correspondantes issues du modèle détaillé (figure 3.2(a)).Lorsqu’un modèle d’ordre faible est
évalué, le processeur “maître” se charge de calculer l’états correspondant, avant de le transmettre
aux autres processeurs (figure 3.2(b)). Chacun d’entre eux est alors en mesure d’estimer par une
méthode de moindres carrés linéaire la part de la matrice de projection qui lui est assignée, et de

calculer sa contribution à la valeur de la fonctionnelle totale.

Particulaires ont nécessité moins de temps de calcul sur moins de machines. On ne dit pas
ici qu’un algorithme génétique est moins bon qu’un essaim particulaire. Par contre, un
essaim particulaire “par défaut” a permis d’identifier un champ de vitesse instationnaire
aussi bien et plus vite qu’un algorithme génétique, pour lequel on a essayé plusieurs
réglages.

3.4.2.6 Parallélisation

Dans la mesure où il met en œuvre des évaluations de fonction pour plusieurs particules
à chaque itération, un algorithme d’OEP est naturellement parallélisable : chaque processeur
traite un certain nombre de particules. Pourtant, on a décidé de procéder différement. Lorsque
le nombre d’observables devient très grand et qu’ils sont instationnaires se posent des soucis
de mémoire relatifs au stockage des réponses du modèle détaillé. Plutôt que de répartir les
particules sur les processeurs qui devraient charger l’ensemble des données issues du modèle
détaillé, la parallélisation s’est faite sur les observables. Comme le schématise la figure 3.2,
les processeurs se répartissent les observables pour le calcul de la matrice de projection. L’al-
gorithme OEP en lui-même, et les résolutions des équations d’état sont gérés par le processus
maître. Ainsi, les besoins en mémoire sont répartis entre les processeurs. Le standard de paral-
lélisation est leMessage Passing Interfaceou MPI.

3.4.3 Identification des modèles réduits stationnaires

3.4.3.1 Apparition d’une difficullté

Nous avions déterminé au paragraphe 3.3.10.4 la structure (3.59a) associée aux modèles
réduits cinétiques stationnaires :
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3.91
3.72
3.53
3.34
3.15
2.96
2.77
2.58
2.39
2.20
2.01
1.82
1.63
1.44
1.25
1.06
0.87
0.68
0.49
0.30
0.11

-0.08
-0.27
-0.46
-0.65
-0.84

(a)

2.76e+00
2.47e+00
2.18e+00
1.89e+00
1.60e+00
1.31e+00
1.02e+00
7.31e-01
4.42e-01
1.53e-01

-1.37e-01
-4.26e-01
-7.16e-01
-1.01e+00
-1.29e+00
-1.58e+00
-1.87e+00
-2.16e+00
-2.45e+00
-2.74e+00
-3.03e+00
-3.32e+00
-3.61e+00
-3.90e+00
-4.19e+00
-4.48e+00

(b)

4.12
3.92
3.72
3.52
3.32
3.12
2.92
2.72
2.52
2.32
2.12
1.92
1.72
1.52
1.32
1.12
0.92
0.72
0.52
0.32
0.12

-0.08
-0.28
-0.48
-0.68
-0.88

(c)

FIG . 3.3– Problématique de la résolution de l’équation d’état stationnaire. Les trois figures présentent
la composante axiale du champ de vitesse autour d’un cylindre. Les figures 3.3(a) et 3.3(c)
correspondent à des points d’échantillonnage (vitesses d’entrée2,8m.s−1 et2,95m.s−1) où

l’équation d’état est résolue correctement. Pour une vitesse d’entrée de2,84m.s−1 ne correspondant
à aucun point d’échantillonnage, un modèle réduit identifiépeut proposer le champ de vitesse non

physique de la figure 3.3(b). En ce point, l’équation d’état stationnaire a été mal résolue.

Ev
r : sv +(bv1sv•bv2sv)+a(∂Ω)

v V(∂Ω) +b(∂Ω)
v Ψ(∂Ω)

v = 0 (3.62a)

y∗v = hvsv (3.62b)

Il s’agit d’un système d’équations quadratiques couplées.La construction et l’utilisation
du modèle réduit nécessitent de la résoudre pour divers jeuxd’entréesV(∂Ω). Idéalement, on
cherche à obtenir un modèle réduit pour lequel l’équation d’étatEv

r puisse être résolue sur le
domaineDu. Cette résolution se fait via une méthode dérivée de la méthode hybride de Powell
(routinehybrdde la suite Minpack). Il s’agit d’une méthode itérative de minimisation du carré
du résidu d’une équationF (x) = 0. Dans la mesure où la minimisation se fait par descente de
gradient, le succès de l’utilisation de la routine n’est pasassuré. La figure 3.3 est une illustration
du fait que, le cas échéant, on peut obtenir des champs de vitesse peu vraisemblables.

Deux points sont susceptibles d’être à l’origine de ces difficultés.
– D’une part, dans la méthode d’Identification Modale, on n’afinalement que très peu de

contrôle sur les fonctions de base (les fonctionssv
(

V(∂Ω)

)

). Celles-ci sont définies impli-
citement comme des solutions d’équations non linéaires différentielles en instationnaire,
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ou algébriques en stationnaire. En instationnaire, on dispose généralement de suffisam-
ment de données pour que le modèle finalement retenu par le processus d’identification
soit régulier. Ce n’est généralement pas le cas en stationnaire, où la quantité d’informa-
tions disponibles est beaucoup plus faible, et où rien n’estfait pour assurer la régularité
des fonctions de base.

– D’autre part, au cours de l’identification, même lorsque l’équation (3.59a) est mal résolue,
le calcul de la matricehv permet d’obtenir une fonction objectif faible. Pour cette raison,
on risque de conserver au cours de l’identification des modèles réduits pour lesquelles
l’équation d’état réduite n’est même pas résolue aux pointsd’échantillonnage.

Pour améliorer la qualité de l’identification, nous avons mis en place deux processus qui
permettent d’élargir le domaine de validité du modèle réduit que l’on sélectionnera :

1. lissage de la réponse du modèle réduit ;

2. élimination des modèles réduits non-résolus en au moins un point d’échantillonnage.

3.4.3.2 Lissage de la réponse du modèle réduit

Pour lisser la réponse du modèle réduit, nous avons introduit dans le processus d’optimi-
sation un critère de régularisation. Pour rappel, la fonctionnelle classiquement utilisée évalue
l’écart quadratique entre les réponsesy du modèle de référence et cellesy∗ du modèle réduit en
un certain nombrens de points d’échantillonnage. L’équation (3.8) s’écrit pour un écart quadra-
tique :

J =
ns

∑
i=1

q

∑
k=1

(

yk
(

V(∂Ω)i
)

−y∗k
(

V(∂Ω)i
))2

(3.63)

oùyk
(

V(∂Ω)i
)

et y∗k
(

V(∂Ω)i
)

sont les valeurs prises par l’observablek au point d’échantillon-
nagei selon les modèles détaillé et réduit. En plus de demander au modèle réduit de reproduire
les réponses du modèle détaillé, on va aussi exiger de lui qu’il en approchel’allure autour des
points d’échantillonnage. Par différences finies, on peut estimer le gradient de la réponse du
modèle détaillé par rapport aux entrées autour du point d’échantillonnageV(∂Ω)i . Il s’agit d’une
matricepv×q où, rappelons-le,pv désigne le nombre d’entrées cinétiques. Par ailleurs, puisque
l’on dispose de la structure du modèle réduit, il est également possible de calculer le gradient de
la réponse du modèle réduit par rapport à ces mêmes entrées. En chaque point d’échantillonnage
V(∂Ω)i , on dispose donc de :

∂y
∂V(∂Ω)

(

V(∂Ω)i
)

∈Mpv,q(R) ,
∂y∗

∂V(∂Ω)

(

V(∂Ω)i
)

∈Mpv,q(R) (3.64)

Le lecteur est invité à consulter l’annexe A concernant l’estimation de
∂y

∂V(∂Ω)
et le calcul de

∂y∗

∂V(∂Ω)
. L’idée de la régularisation est d’estimer en plus de la fonctionnelle d’écart quadratique

(3.63) que l’on renommeJ1, l’écart quadratiqueJ2 entre les deux dérivées pour tous les points
d’échantillonnage :

J2 =
ns

∑
i=1

pv

∑
j=1

q

∑
k=1





(

∂y
∂V(∂Ω)

)

jk

(

V(∂Ω)i
)

−

(

∂y∗

∂V(∂Ω)

)

jk

(

V(∂Ω)i
)





2

(3.65)
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La figure 3.4 schématise l’apport de la prise en compte de la régularisation dans l’expression
de la fonctionnelle. La régularisation éloigne le modèle réduit du modèle détaillé aux points
d’échantillonnage, mais les tangentes ont plus de chances d’être bien reproduites.

Pour pouvoir comparerJ1 etJ2, ces deux fonctionnelles sont adimensionnées respectivement
par :

– la somme des carrés des valeurs :

J1 =

ns

∑
i=1

q
∑

k=1

(

yk
(

V(∂Ω)i
)

−y∗k
(

V(∂Ω)i
))2

ns

∑
i=1

q
∑

k=1
yk
(

V(∂Ω)i
)2

(3.66)

– et la somme des carrés des dérivées :

J2 =

ns

∑
i=1

pv

∑
j=1

q
∑

k=1





(

∂y
∂V(∂Ω)

)

jk

(

V(∂Ω)i
)

−

(

∂y∗

∂V(∂Ω)

)

jk

(

V(∂Ω)i
)





2

ns

∑
i=1

pv

∑
j=1

q
∑

k=1





(

∂y
∂V(∂Ω)

)

jk

(

V(∂Ω)i
)





2 (3.67)

Le problème d’optimisation compte désormais deux fonctionnelles,J1 et J2. Plutôt que
d’identifier plusieurs modèles réduits via une optimisation multiobjectif, on se ramène à une
optimisation classique, dont la fonctionnelle est une combinaison linéaire deJ1 et deJ2 :

J = αJ1+βJ2 (3.68)

Les poids relatifsα et β déterminent la part de la fonctionnelle que l’on privilégie. Dans
le cadre d’une optimisation bi-objectif traînée-portance, Laurenceau [2] agit de façon simi-
laire. Dans un problème d’optimisation multi-objectif, lefront de Pareto est l’ensemble des
propositions pour lesquelles améliorer une fonctionnelleen dégrade forcément une autre. On
le considère comme l’ensemble des solutions du problème, parmi lesquelles l’utillisateur doit
faire un arbitrage. Lorsque le front de Pareto est convexe, il se trouve que n’importe lequel de
ses points est solution d’un problème d’optimisation de type (3.68). Dans notre cas, si on veut
donner autant d’importance aux deux fonctionnelles, on essaiera de trouver un point situé “au
centre” du front de Pareto, c’est-à-dire equidistant des extrémités. On parle d’optimum équili-
bré.A contrario, on peut privilégier l’une ou l’autre des fonctionnelles enaugmentant son poids
relatif α ou β. Les extrémités du front de Paréto correspondent chacune à la résolution d’un
problème mono-objectif. Dans l’exemple de l’identification de modèle, un optimum équilibré
se caractérise par une importance égale donnée :

– à la reproduction des données du modèle détaillé aux pointsd’échantillonnage,
– et à la reproduction de la direction prise par le modèle détaillé en ces points.
Pour trouver cet optimum équilibré, on s’inspire des travaux de Das [3] et de Shukla [4] en

supposant que le front de Pareto est convexe. La figure 3.5 retrace les trois étapes de l’identifi-
cation. Dans un premier temps, les minimisations deJ1 et deJ2 sont résolues grossièrement et
indépendamment, avec un faible nombre d’itérations. La résolution du problème mono-objectif
de minimisation de l’écart quadratiqueJ1 mène au couple de fonctionnelles

(

Jmono1
1 ,Jmono1

2

)

,
où Jmono1

1 est a priori la plus petite valeur possible deJ1. De même, le problème mono-objectif
lié à J2 mène à

(

Jmono2
1 ,Jmono2

2

)

, et Jmono2
2 est aussi a priori la plus petite valeur possible pour

J2.
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(a)

(b)

FIG . 3.4– Apport de la régularisation à la construction du modèle réduit. Sans contrainte de
régularisation (figure du haut), le modèle réduit (courbe jaune, tirets) peut être proche du modèle
détaillé (courbe bleu foncée, trait plein) aux points d’échantillonnage, mais s’en éloigner entre.

L’ajout d’une information sur les dérivées (figure du bas) dégrade les performances du modèle réduit
(courbe verte, tirets) aux points d’échantillonnage, maispermet de mieux retrouver la direction prise

par le modèle détaillé en ces points (flèches jaunes).
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(a) (b)

(c)

FIG . 3.5– Recherche d’un optimum équilibré. Première étape : on minimise l’écart quadratique seul,
sans se préoccuper des dérivées (figure 3.5(a)). Seconde étape : on optimise les dérivées sans se

soucier de l’erreur quadratique (figure 3.5(b)). Troisièmeétape : l’identification principale se fait en
tenant compte des fonctionnelles obtenues dans les étapes précédentes (figure 3.5(c)). On cherche le

point dont la tangente est égale à la corde entre les deux extrémités.

Alors sous certaines hypothèses sur le front de Pareto (entre autres convexité, continuité et
dérivabilité), on peut obtenir une position approchée de l’optimum équilibré en choisissantα et
β en fonction des écarts entre les fonctionnelles mono-objectifs :

α =
1

Jmono2
1 −Jmono1

1

β =
1

Jmono1
2 −Jmono2

2

(3.69)

Le couple(α;β) correspond alors à la direction d’une approximation de la normale au front
de Pareto à l’optimum équilibré. Cette approximation est calculée à partir des résolutions des
problèmes mono-objectif qui conduisent aux extrémités du front de Pareto.

En résumé, on obtient par identification un modèle réduit plus régulier en accordant autant
d’importance aux deux critères de qualité que sont :

– l’erreur entre les réponses des deux modèles aux points d’échantillonnage,
– l’erreur sur les dérivées de ces réponses par rapport aux commandes, toujours aux points

d’échantillonnage,
Pour cela,

1. on commence par résoudre un problème d’optimisation ne prenant en compte que l’écart
quadratique entre les réponses des modèles détaillé et réduit ;

2. puis on opère de même en ne considérant que les dérivées de ces réponses par rapport aux
entrées ;

3. en fonction des résultats des deux étapes précédentes, onprocède à l’identification finale
du modèle.
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3.4.3.3 Critère de résolution

Le second axe de travail concerne l’élimination, au cours del’identification, des modèles
réduits pour lesquels on n’arrive pas à résoudre l’équationd’état stationnaire (3.59a) en chaque
point d’échantillonnage

(

V(∂Ω)

)

k
. On parle des solutions non admissibles. Pour qu’elles ne

soient pas sélectionnées, nous nous sommes inspirés des méthodes de pénalisation. On rajoute
dans l’évaluation de la fonctionnelle le terme :

P (θ) = 0,01×
Rm(θ)

ε
Ji

best (3.70)

Rm(θ) est la composante maximale du residu évalué en tous les points d’échantillonnage de
l’équation stationnaire (3.59a).ε est la valeur cible deRm : on aimerait obtenir un modèle réduit
θ pour lequel soit au pire de l’ordre deε. Enfin,Ji

bestest la plus petite fonctionnelle qui ait été
trouvée avant l’itérationi. Dans l’évaluation de la fonctionnelleJ(θ), on prend ainsi en compte
la qualité de la résolution de l’équation stationnaire :

J(θ) = αJ1(θ)+βJ2(θ)+P (θ) (3.71)

Lorsque le modèle réduit est mal résolu,P (θ) devient non négligeable par rapport àJi
best,

ce qui pénalise fortement ce modèle par rapport aux meilleurs modèles réduits connus. Ainsi,
l’algorithme d’optimisation aura tendance à ne pas retenirles solutions pour lesquellesRm(θ)
est grand.

3.5 Conclusion

Ce chapitre est un descriptif des différentes étapes et méthodes qui permettent concrètement
de construire un modèle réduit par identification.

La première partie décrit les différents aspects qui sous-tendent cette construction : expres-
sion de la physique du problème sous forme d’équations aux dérivées partielles, formulation du
modèle détaillé à l’aide d’une équation différentielle du premier ordre en temps, transcription
de cette équation vers une structure de modèle réduit, identification et validation de ce modèle
en des points d’échantillonnage.

Les premières étapes (formulation des modèles détaillé et réduit) sont ensuite détaillées dans
le cadre qui nous intéresse, celui des écoulements incompressibles de convection forcée. Ces
sections sont l’occasion d’introduire deux apports de cette thèse par rapport à la thèse de Balima
[9] :

1. Prise en compte directe du gradient de pression.Auparavant, le problème du gradient
de pression était écarté en adoptant une formulation en vorticité - fonction de courant, ce
qui rendait difficile l’extension de la théorie aux écoulements tridimensionnels. Dans cette
thèse, nous avons trouvé comment exprimer ce terme en fonction du champ de vitesse.
Cela permet d’adopter une formulation plus directe, valable aussi bien en 2D qu’en 3D.

2. Prise en compte quadratique de la vitesse amont.Par rapport aux travaux de Balima [9]
et à ceux de Rouizi [13], les modèles intègrent dans leur formulation l’injection d’éner-
gie cinétique et d’énergie thermique par convection à travers les frontières du domaine.

Pour cela, des termes quadratiques de commande enΨ(∂Ω)
v et Ψ(∂Ω)

vT sont introduits dans
l’équation d’état des modèles.
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La construction effective des modèles demande de faire faceà plusieurs défis : échantillon-
nage, optimisation, résolution d’équations différentielles, . . . Les dernières sections de ce cha-
pitre détaillent les apports de cette thèse concernant ces points :

1. L’identification se fait par optimisation globale. En mécanique des fluides, les pro-
cédés d’optimisation locale utilisés ne paraissaient plussuffisants. La thèse a été l’oc-
casion de tester et d’intégrer des algorithmes d’optimisation globale dans le processus
d’identification. Des deux méthodes essayées, nous avons finalement retenu la méthode
d’optimisation par essaim particulaire.

2. Parallélisation des codes.Une augmentation du temps d’identification accompagne le
passage à l’optimisation globale. De plus, dans les exemples présentés, le nombre d’ob-
servables à gérer peut être de l’ordre de plusieurs centaines de milliers. Pour y faire face,
les codes de réduction de modèle ont été conçus parallèles.

3. Régularisation des modèles réduits stationnaires.La méthode d’origine peut aboutir
à des modèles réduits inexacts entre les points d’échantillonnage. Cette thèse a permis
d’intégrer une prise en compte des dérivées des observablespar rapport aux entrées du
modèle, ce qui améliore la qualité du modèle réduit. Nous avons également introduit une
méthode de pénalisation originale permettant de maintenirla validité du modèle réduit
sur une part plus importante du domaine sur lequel on souhaite l’utiliser.

Le chapitre suivant permet de juger des capacités de la méthode d’identification à prédire
des champs de vitesse et/ou des observables thermiques dansle cadre d’écoulements autour
d’un cylindre circulaire.
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Chapitre 4

Validation sur un cas académique :
Ecoulement autour d’un cylindre

circulaire chauffé et réduction de modèle

Résumé

Nous développons dans ce chapitre des méthodologies de réduction de modèle adaptées
à plusieurs cas d’écoulement. Nous commençons par souligner la nécessité de correctement
déterminer les observables d’importance, afin d’adapter laméthode de résolution CFD.

Dans un second temps, la possibilité des méthodes d’identification modale d’offrir des mo-
dèles réduits d’écoulements purement instationnaires estévaluée. L’application principale visée
est la réduction de modèle d’écoulements de sillage instationnaires derrière un ou plusieurs obs-
tacles. Nous montrons que l’identification permet de construire des systèmes oscillants stables
capables de prévoir les champs de vitesse instationnaires derrière le cylindre circulaire.

Mais les méthodes d’identification modale permettent également de construire des modèles
réduits d’écoulements transitoiresi.e. gouvernés par des entrées dépendantes du temps. Dans
une troisième partie, nous illustrons cette capacité dans le cadre d’un écoulement transitoire en
convection forcée autour d’un cylindre circulaire.

Enfin, la méthodologie est adaptée dans un contexte semi-transitoire. Nous nous plaçons
dans un exemple dans lequel le champ de vitesse reste constant. En imposant une température
variable au cylindre circulaire, on observe un champ thermique transitoire. Nous terminons le
chapitre en démontrant la possiblité d’identifier des modèles réduits dans ce cas.
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4.1 Observables

4.1.1 Notion d’observables

De nombreux exemples de problèmes d’ingénierie type s’expriment comme la recherche
de la valeur prise par des grandeurs précises et déterminéesà l’avance, que l’on appelle des
observables. Il peut s’agir par exemple d’une température maximale sur une surface ou d’un
débit masssique à travers une section. Il peut s’agir d’une répartition de coefficient de pression
sur une surface portante ou d’un flux thermique à travers une surface.

En mécanique des fluides, on obtient ces observables après unpost-traitement de calculs
CFD. Si, dans de nombreux cas, on est intéressé par la topologie des champs de vitesse, de
température, de masse volumique, etc., souvent, l’information de la valeur prise par l’observable
suffit.

4.1.2 Degré de raffinement

Dans les applications ciblées par nos travaux, les informations sur les observables sont ob-
tenues classiquement via un calcul CFD. On peut chiffrer le coût d’un tel calcul en fonction
de :

Taille du maillage×Modélisation physique×Nombre de pas de temps

Ces trois éléments qualifient le degré de raffinement du calcul :
– plus la taille de maille sera faible,
– plus la modélisation physique sera fine (équations physiques),
– plus le pas de temps sera fin,
et plus le calcul sera raffiné et coûtera cher. Mais augmenterle degré de raffinement n’a pas

forcément un effet significatif sur la qualité des observables recherchés.

4.1.3 Observables et degré de raffinement

Pour maîtriser ses outils de calcul, le numéricien doit êtreconscient de la relation entre
leurs degrés de raffinement et la qualité des observables qu’ils fournissent. Ainsi, on saura
choisir le modèle CFD utilisé en fonction de la grandeur à observer, en minimisant la difficulté
de résolution.

Lorsque l’on a à sa disposition plusieurs méthodes de résolution numérique aux degrés de
raffinement différents, la première chose à faire est donc dedéterminer quels sont les obser-
vables qui nous intéressent. La méthode de résolution la plus adaptée peut être alors utilisée.
Elle occasionnera éventuellement des erreurs sur d’autresgrandeurs, mais qui seront sans trop
de conséquences tant que l’on obtient la précision désirée sur les observables d’importance.

Cette notion de se contenter d’être précis sur une partie uniquement des grandeurs calculées
par le solveur CFD pour optimiser les ressources de calcul rejoint le principe des méthodes de
réduction de modèle et des surrogate models. Ces modèles établissent une relation entre des
paramètres d’entrée et des observables. Par exemple un modèle de kriging peut établir la trainée
d’un profil d’aile en fonction de paramètres géométriques sans jamais calculer d’écoulement.
Dans de nombreux problèmes, dont font partie certaines simulations aérothermiques évoquées
dans le chapitre 1, peu importe si on n’a pas accès à toutes lesgrandeurs de l’écoulement, à
partir du moment où on connaît précisément celles qui nous intéressent.
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FIG . 4.1– Géométrie simplifiée de compartiment moteur. On s’intéresse à des écoulements internes de
fluide passant entre le carter et la nacelle (non représentéeici) et rencontrant des obstacles tels que

des tuyaux.

Le concept d’observable va ainsi intervenir à plusieurs niveaux dans ce chapitre. Nous com-
mencerons par présenter l’écoulement autour du cylindre circulaire qui a servi de cas test pour
la mise en place de la plupart des modèles réduits de cette thèse. Nous verrons que du raffi-
nement temporel, dépend la précision sur ce que l’on regardedans l’écoulement. Enfin, nous
montrerons que les méthodes d’identification modale peuvent être adaptées à ces divers degrés
de raffinement.

4.2 Présentation du cas

4.2.1 Motivations

La figure 4.1 présente une géométrie simplifiée de compartiment moteur. L’écoulement in-
terne dans ce type de configuration présente de nombreux phénomènes complexes tels que des
jets impactants, et des structures tridimensionelles. Beaucoup d’entre eux s’expliquent par la
présence de conduites, qui sont les obstacles typiques de cet écoulement.

L’écoulement turbulent autour du cylindre circulaire possède le double avantage de corres-
pondre géométriquement aux obstacles présents dans le compartiment moteur, et de mettre en
jeu de nombreux phénomènes communs à l’écoulement de compartiment moteur, comme des
décollements et des couches de mélange. Pour cette raison, cet écoulement a été choisi en début
de thèse comme cas type d’essai de nos méthodes de réduction de modèle.

La figure 4.2 illustre un calcul stationnaire autour d’un cylindre circulaire. En construisant
le nombre de Reynolds à partir du diamètre du cylindre, les études se feront à des nombres de
Reynolds variant entre 2000 et 4000 :
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FIG . 4.2– Champ de vitesse à proximité d’un cylindre circulaire - Nombre de Reynolds :3007

Re=
U∞D

ν
(4.1)

oùU∞, D et ν désignent respectivement la vitesse de référence (celle imposée en amont), le
diamètre du cylindre, et la viscosité cinématique du fluide.Il s’agit d’une évaluation globale du
rapport entre les efforts convectifs et les efforts visqueux dans l’écoulement.

Dans cet intervalle de nombres de Reynolds, on observe que :
– l’écoulement est turbulent,
– il est tridimensionnel,
– les couches limites décollent et donnent naissance à un sillage bordé de couches de mé-

lange,
– les couches limites et les couches de mélange sont des zonesà fort gradient de vitesse,
– le sillage du cylindre est le siège d’instabilités instationnaires (allées de Von Kármán,

instabilités de Kelvin-Helmholtz, . . . ).
Pour être plus représentatif des écoulements internes de type compartiment moteur, le cy-

lindre circulaire est chauffé et apporte de l’énergie thermique à l’écoulement. Pour cela, on le
munit d’une épaisseur, siège de transferts conductifs, et on en chauffe la surface interne. Cette
condition thermique peut être :

– une température imposée,
– ou un flux de chaleur imposé.
Dans le cadre du développement des méthodes de réduction de modèle, l’objet des simula-

tions numériques n’est pas vraiment d’accéder à une connaissance fine des phénomènes mise
en jeu dans l’écoulement. Il s’agit plutôt de fournir des données que les modèles réduit doivent
reproduire. Pour accélérer l’obtention de ces données en instationnaire, nous avons rélaisé des
simulations bidimensionnelles, en étant conscient qu’il s’agit là d’une simplification.

De nombreuses publications ont pour thème l’écoulement autour d’un cylindre circulaire.
On trouve dans [1] un tour d’horizon des différents régimes rencontrés en fonction du nombre de
Reynolds, ainsi que des explications sur la mécanique de formation des tourbillons. Les articles
d’Achenbach [2], de Norberg et Sundén [3], de Williamson [4]ou de Olsen et Rajagopalan [5]
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FIG . 4.3– Description générale de la géométrie étudiée et des conditions aux limites appliquées à
l’écoulement. Il y a deux zones distinctes, une fluide et une solide. La paroi intérieure du tuyau

constitue une condition limite en température. A l’entrée du domaine, la vitesse et la température du
fluide sont déterminées. Les conditions de symétrie parallèles à l’écoulement assurent la direction

locale du champ de vitesse. Enfin la condition de sortie annule les dérivées normales de température
et de vitesse

font le lien entre ces différents régimes et quelques grandeurs mesurables expérimentalement,
comme la répartition pariétale de coefficients de pression,la longueur de formation du sillage,
ou les efforts ressentis par le cylindre. Enfin, plus d’informations sur la nature des lâchers de
tourbillons tridimensionnels sont disponibles dans les articles de Leweke et Williamson [6], de
Thomsonet al. [7], de Bearman [8] ou de Thomsonet al. [9].

La littérature concernant un cylindre circulaire chauffé en convection forcée est également
abondante. On pensera notamment aux travaux expérimentauxde thèse de Park [11] ou ceux
de Ren [12] concernant les transferts convectifs au cœur du sillage et des couches de mélange.
Parmi les travaux sur les transferts convectifs moyens, on peut citer les travaux expérimentaux
d’Achenbach [13], de Matsumura et Antonia [14], de Nakamuraet Igarashi [15, 16], de Wang
et al. [17], de Wang et Trávníček [18], de Vítet al. [19], ou numériques de Langeet al. [20], de
Sabanca [21] ou de Zhanget al. [22].

4.2.2 Topologie et caractéristiques de l’écoulement étudié

Ici, nous donnons quelques précisions sur le cas général quenous allons traiter. La figure
4.3 décrit de façon générale le genre d’écoulement qui retient notre attention. L’obstacle est
un tuyau avec une surface extérieure en interface avec le fluide, et une surface intérieure. Le
fluide, en l’occurence de l’air, pénètre dans le domaine en étant doté d’une vitesseU∞ et d’une
températureT∞. La surface intérieure se voit imposer une températureTp.

Dans la zone solide (le tuyau), des transferts conductifs apparaissent entre les deux surfaces.
Le long de l’interface avec le fluide, on observe de la convection. Puis, l’énergie thermique se
propage vers l’aval de l’écoulement par conducto-convection.

Quelques hypothèses nous permettront d’exploiter les propriétés de l’écoulement. Pour
commencer, le nombre de Mach n’excédant jamais 0,01, on le considère incompressible.
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Par ailleurs, l’écart de température entre le cylindre et lefluide en amont restera en deça
de 140K. En basant le nombre de Richardson sur les nombres de Reynolds les plus faibles, les
écarts de températures les plus élevés et le diamètre du cylindre, ce nombre restera inférieur à
2.10−2 :

Ri =
gβ(Tp−Tf )D

U2
∞

(4.2)

où g = 9.81m.s−2 est l’accélération de la pesanteur,β le coefficient d’expansion du fluide
(pris ici à 1/T∞) et Tf =

Tp+T∞
2 est la température de film. Or, ce nombre sans dimension donne

une estimation du rapport entre l’énergie cinétique du fluide (convection) et son énergie poten-
tielle gravitationelle. On considère généralement que la convection mixte commence lorsque
ce nombre atteint 0,1. Devant les faibles valeurs prises par le nombre de Richardson, on peut
conclure que les effets de la convection naturelle pourronttoujours être négligés dans nos tra-
vaux.

De la même façon, les vitesses mises en jeu sont supposées suffisamment faibles pour pou-
voir négliger les termes de dissipation de chaleur par effetvisqueux devant les autres termes de
l’équation de l’énergie. On peut justifier cette hypothèse grâce à la relation entre le nombre de
PrandtlPr pris à 0,7 et le nombre d’EckertEc [23] :

Pr1/2Ec
2

≤ 2,5.10−4 ≪ 1,0

Le nombre d’Eckert est une estimation du rapport entre la dissipation de l’énergie cinétique
sous forme de chaleur et l’énergie interne du fluide :

Ec=
U2

∞
cp∆T

(4.3)

où cp désigne la capacité thermique massique du fluide. Enfin, il faut se souvenir que la
température du fluide influe sur sa viscosité. Par exemple, dans le cas d’un gaz parfait, on peut
citer la fameuse loi de Sutherland :

µ= µref

(

T
Tref

)3/2 Tref +S
T +S

(4.4)

où Tref est une température de référence,µref la viscosité dynamique à cette température,
et S la température de Sutherland, propre au gaz. Dans la pratique, les écarts de température
dans le fluide seront supposés suffisamment faibles (au plus de l’ordre d’une cinquantaine de
degrés Kelvin) pour négliger les effets des gradients de viscosité. Pour des raisons similaires, on
néglige également les effets des gradients de capacité thermique massiquecp, et de conductivité
thermiqueλ.

Ainsi, de façon générale, tous les écoulements proposerontune solution aux équations de
Navier-Stokes écrites sous la forme :

div(~v) = 0 (4.5a)

∂~v
∂t

+
−→
div(~v⊗~v)+

1
ρ
−→
∇ p−ν

−→
div
(

∇~v+ t∇~v
)

= 0 (4.5b)

ρCp
∂T
∂t

+ρCpdiv(T~v)−λ∆T = 0 (4.5c)
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FIG . 4.4– Présentation du système de coordonnées. Les coordonnées sont adimensionnées par le rayon
du cylindre. Par exemple, les cercles oranges indiquent lespositions(1,5rc;1,5rc) et (2,5rc; rc)

On présentera quelques évolutions de champ de vitesse ou de température en aval du cy-
lindre. Pour donner une idée des positions correspondant aux signaux analysés, on exprimera
leurs coordonnées en termes de rayonsrc de cylindre. L’origine du sytème de coordonnées est
prise au centre du cylindre, et la partie positive de l’axe des abscisses est dirigée vers l’aval de
l’écoulement. Par exemple les positions(2,5rc; rc) et (1,5rc;1,5rc) sont indiquées sur la figure
4.4.

4.2.3 Les différents cas étudiés - Régime transitoire forcéet instationna-
rités intrinsèques

Considérons uniquement la part cinétique de l’écoulement autour du cylindre. Au delà d’un
nombre de Reynolds de 47, à conditions opératrices constantes, l’écoulement est instationnaire.
On observe des tourbillons contra-rotatifs altérnés qui sont convectés vers l’aval de l’écoule-
ment. On parle de lâchers de tourbillons, ou d’allées de Kármán(voir la figure 4.5 par exemple).
Le paragraphe 4.4 s’étend plus sur ces phénomènes. Lorsque les conditions opératrices sont
dépendantes du temps, il y a donc deux sources d’instationnarité :

1. L’écoulement est le théatre d’instabilités, indépendamment de la variation des conditions
opératrices. On dira que l’écoulement est instrinsèquement instationnaire.

2. De plus, l’écoulement s’adapte aux conditions opératrices fonctions du temps. Il y a alors
une dépendance forcée au temps.

Sur la figure 4.6, on présente une évolution de champ de vitesse dans le sillage du cylindre,
calculée en tenant compte des deux types de phénomènes.

Dans la suite, nous essaierons de distinguer les instationnarités intrinsèques, du régime tran-
sitoire forcé. Pour cela, on réservera l’expression “écoulement instationnaire” pour décrire les
instationnarités intrinsèques de l’écoulement. On utilisera “régime transitoire” pour parler des
variations temporelles induites par des variations de conditions opératrices.
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FIG . 4.5– Isosurface de critèreQ [24] colorée en pression statique, dans le sillage d’un cylindre
circulaire à un nombre de Reynolds de616. Les structures tridimensionnelles rappellent celles

décrites par Thomsonet al.[9].
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FIG . 4.6– Signal de vitesse dans le sillage d’un cylindre circulaire.La vitesse d’entrée est fonction du
temps, et le pas de temps est suffisament petit pour observer les détachements tourbillonnaires

périodiques. Les évolutions “basses fréquences” sont imposées par la vitesse d’entrée, alors que les
variations périodiques de faible période sont l’expression du lâcher de tourbillons. Le signal présenté
est une portion d’un signal de vitesse correspondant à des conditions aux limites présentées un peu

plus loin, sur la figure 4.54 du paragraphe 4.5.3.
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(a) (b)

FIG . 4.7– Composantes transverses du champ de vitesse ; nombre de Reynolds de l’écoulement :2050.
En réglant le pas de temps à10 fois la période des lâchers tourbillonnaires, on observe unsillage
symétrique à tout instant (figure 4.7(a)). Lorsque, comme sur la figure 4.7(b) le pas de temps est

réduit à1/32ede cette période, on peut simuler le sillage pleinement instationnaire

Dans l’évaluation de ce qui a été appelé le degré de raffinement d’une simulation, ces deux
aspects vont intervenir. D’une part, le pas de temps nécessaire pour prendre en compte l’aspect
instationnaire du sillage joue sur le raffinement temporel de la simulation : plus le pas de temps
est faible et plus celui-ci est élevé. D’autre part, prendreen compte les variations de condi-
tions aux limites enrichit la modélisation du phénomène à simuler. En tenant compte ou non
des aspects instationnaire et transitoire dans la résolution numérique, ou joue sur le degré de
raffinement et le coût de celle-ci.

4.2.4 Raffinement temporel

Les fréquences associées au régime transitoire sont souvent beaucoup plus faibles que les
plus basses fréquences de l’écoulement instationnaire. Dans le cas du compartiment moteur, si
les conditions opératrices évoluent sur des périodes de temps de l’ordre de quelques minutes, la
période des détachements tourbillonnaires est plutôt de l’ordre de 10−2s.

Pour simuler un écoulement autour d’un cylindre en régime transitoire, il faut choisir un
pas de temps∆t. Si ∆t est suffisament plus faible queτ, la période des détachements tourbillon-
naires, alors ceux-ci pourront être simulés. Dans le cas inverse, le pas de temps agit comme un
filtre, et le détachement tourbillonnaire n’apparaît pas dans le calcul.

La figure 4.7 est une illustration de ce levier qu’est le choixdu pas de temps. Les conditions
opératrices y sont constantes, mais en réglant le pas de temps en fonction de la période des
détachements, on les fait ou non apparaître dans le calcul.

Lorsque le fluide est l’air et que le diamètre du cylindre vaut2,0cm, la période des lâ-
chers tourbillonnaires vaut au minimum dans nos applications τmin = τ4000 ≈ 0,030s. Si on
souhaite simuler numériquement ce détachement, le pas de temps∆t doit être significativement
plus petit queτ4000. Choisir∆t = τ4000

32 est un bon point de départ. Imaginons qu’il faille alors
prendre en compte des effets thermiques. Les temps d’établissement sont en général de l’ordre
de plusieurs minutes, voire plusieurs dizaines de minutes.Or, pour faire 30s de simulation avec
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FIG . 4.8– Les observables retenus pour l’étude sont les champs de vitesse et de température, les
densités de flux thermique le long de la surface extérieure ducylindre, et le flux thermique total.

∆t = 0,00093s, il faut compter pas moins de 32000 pas de temps.
Ainsi, pour être en mesure de réaliser des simulations de plusieurs minutes avec des temps

de calcul raisonnable, on est souvent obligé d’adapter le pas de temps à la durée totale de la si-
mulation. Ce pas de temps est alors beaucoup trop important pour pouvoir observer les lâchers
tourbillonnaires.

Remarque.Dans le cas des simulations d’aérothermie similaires au compartiment moteur,
les phénomènes thermiques imposent des durées totales de simulation de l’ordre de 30 minutes
(décollage et phase de montée).

L’écoulement autour du cylindre circulaire en régime transitoire fournit donc un exemple
d’écoulement pouvant être résolu avec deux degrés de raffinement différents. Comme nous
l’avions souligné dans le paragraphe 4.1, il est important de déterminer l’influence de la prise
en compte ou non des lâchers de tourbillons sur les observables que nous aurons choisis. C’est
là l’objet des paragraphes qui suivent.

4.2.5 Les observables

Comme l’illustre la figure 4.8, on s’intéressera à quatre types d’observable différents :
– le champ de vitesse,
– le champ de température dans le fluide et dans le solide,
– la densité de flux thermiqueφ(θ) à travers la paroi extérieure du cylindre (θ est l’angle

depuis le culot),
– le flux thermique total à travers cette même paroi.
Le flux thermique total est calculé directement par le logiciel CFD comme l’intégrale de

φ(θ) le long de la surface du cylindre :
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FIG . 4.9– Température en régime transitoire. A gauche (figure 4.9(a))les conditions opératrices
transitoires en vitesse d’entrée et température de cylindre. Sur la figure 4.9(b), l’évolution de

la température aux coordonnées(1,5rc;1,5rc).

Φ =

Z 2Π

0
rcφ(θ)dθ (4.6)

La densité de flux thermique est elle évaluée à l’aide des loisde parois utilisées par le mo-
dèle de turbulence. Celles-ci servent à modéliser le gradient de température dans les mailles
adjacentes à la paroi, dans la mesure où le maillage n’est pasassez fin pour les capter “naturel-
lement”.

4.2.6 Les différents écoulements étudiés

Pour mettre en évidence les impacts sur les observables du degré de raffinement, on étu-
diera quatre types d’écoulement, caractérisés chacun par une modélisation transitoire (prise en
compte ou non des variations des conditions aux limites), etun choix de pas de temps (large ou
fin).

1. Régime semi-transitoire : la vitesse amont est fixe et prend des valeurs comprises entre
1,5m.s−1 (nombre de Reynolds de 2000), et 3,0m.s−1 (nombre de Reynolds de 4000).
La températureTp imposée sur la paroi intérieure du cylindre varie, elle, au cours du
temps. Le pas de temps est trop important pour pouvoir observer l’aspect instationnaire
de l’écoulement. Comme le champ de température n’influe pas sur le champ de vitesse, la
part cinétique de l’écoulement est stationnaire. Par contre, d’un point de vue thermique,
on travaille en régime transitoire. Il s’agit d’un type de résolution similaire à celui effectué
par Rouiziet al.dans [25].

2. Régime transitoire : la vitesse amont et la température ducylindre varient au cours du
temps. Le pas de temps est toujours trop important pour observer l’instationnarité du
fluide. La figure 4.9 représente un exemple d’évolution des conditions opératrices et de la
température en un point du sillage.

3. Régime purement instationnaire : les conditions opératrices sont constantes, et le pas de
temps est suffisament fin pour observer le détachement tourbillonnaire. La figure 4.10
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FIG . 4.10– Régime instationnaire : signal de vitesse dans le sillage instationnaire du cylindre,
pour une vitesse d’entrée de2,8m.s−1 à la position(2rc; rc) (nombre de Reynolds :3826).

propose un exemple d’évolution du champ de vitesse au cours du temps.

4. Régime instationnaire et transitoire : les conditions opératrices évoluent au cours du
temps, et le pas de temps est réglé par rapport à la plus petitedes périodes de lâchers
tourbillonnaires. Il s’agit du type de simulation au degré de raffinement le plus élévé.
La figure 4.11 retranscrit un exemple d’évolution du champ detempérature au cours du
temps.

Ces différents cas sont graphiquement résumés sur la figure 4.12.

4.3 Sensibilité des Observables

4.3.1 Problématique

Au paragraphe précédent 4.2.6, nous avons présenté quatre types de calcul. Dans la mesure
où la précision d’un modèle réduit identifié sera au mieux celle du modèle détaillé qui a servi de
référence, l’utilisateur doit d’abord choisir le degré de raffinement qui lui convient, en fonction
des observables qui l’intéressent. Nous essayons d’illustrer ce concept avec les paragraphes qui
suivent. Pour cela, nous comparons, pour ces quatre types desimulation, les observables choisis
dans le paragraphe 4.2.5.

4.3.2 Présentation des calculs

4.3.2.1 Genéralités

Le solveur CFD retenu pour fournir les données de référence est le logiciel ANSYS Fluent,
dans ses versions 6.3.26 et 12.0.16. Le modèle de turbulenceretenu est le modèlek−ω SST.
L’étude de convergence en maillage a consisté à raffiner le maillage jusqu’à obtenir desy+

inférieurs à 1 sur la paroi du cylindre (taille de première maille adimensionnée par la vitesse de
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FIG . 4.11– Régime instationnaire transitoire : signal de températuredans le sillage du fluide à la
position(1,5rc;1,5rc), en réponse aux conditions opératrices de la figure 4.9(a)

FIG . 4.12– Différentes simulations ont été effectuées pour distinguer l’impact du degré de raffinement.
Les simulations de gauche s’attachent à résoudre l’aspect instationnaire du sillage, contrairement à
celles de droite. Les variations au cours du temps des conditions aux limites sont pleinement prises

en compte dans les régimes transitoire et instationnaire transitoire.
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FIG . 4.13– Le maillage de la zone fluide (bleu turquoise) est fait d’héxaèdres et de tétraèdres. Le
maillage de la zone solide (violet), est formé uniquement detétraèdres. L’interface entre les deux

zones (figure 4.13(b)) a été réalisée sous la contrainte de nepas avoir plus de quatre mailles “fluides”
pour une “solide”.

frottement). La figure 4.13 présente le maillage utilisé pour les études, tandis que la figure 4.14
propose un exemple d’évolution dey+ le long de la surface du cylindre. On compte au total
262 000 cellules dans la zone fluide contre 2048 dans la zone solide. L’interface entre les deux
est non-conforme : les maillages ne sont pas coïncidants. Lefluide utilisé est l’air, et le cylindre
est en acier.

4.3.2.2 Calculs en régimes stationnaires et semi-transitoires

D’un point de vue cinétique, les conditions opératrices sont constantes et le pas de temps
est suffisament grand pour filtrer le détachement tourbillonnaire : le calcul est stationnaire. La
figure 4.2 du paragraphe 4.2.1 est un exemple de champ de vitesse ainsi calculé.

Plusieurs champs de vitesse stationnaires ont été calculés, pour des nombres de Reynolds
allant de 2000 à 4000. Pour chacun, on peut estimer la réponsede l’écoulement à une excita-
tion thermique dépendante du tempsTp(t) de la paroi intérieure du cylindre. Cette réponse est
évaluée à travers l’évolution des observables thermiques :champ de température, répartition de
densité de flux, . . . . La figure 4.15 en est un exemple. Il s’agitd’un signal de température dans
le sillage, consécutif à un échelon deTp.

Dans les comparaisons qui vont suivre (paragraphe 4.3.3), seul un état permanent nous in-
téresse. Dans ce cas, il suffit de faire un calcul pleinement stationnaire (la température de paroi
est également constante).

4.3.2.3 Calculs en régime transitoire

Cette fois, la vitesse imposée en amont et la température varient en même temps. Le pas de
temps∆t est toujours choisi suffisamment grand pour éliminer les instationnarités intrinsèques
de l’écoulement. Les figures 4.16 et 4.17 proposent des exemples de variations de champ de
vitesse dans le sillage, et de champ de température dans les deux régions, pour des conditions
opératrices présentées sur la figure 4.16.
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FIG . 4.14– Evolution desy+ le long de la surface du cylindre. La vitesse d’entrée est de2,5m.s−1,
pour un nombre de Reynolds de3400(2,5m.s−1).
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FIG . 4.16– Régime transitoire : les figures 4.16(b) et 4.16(c) correspondent aux signaux de vitesse
(axiale puis transverse) induits par les conditions opératrices de la figure 4.16(a), et calculés avec un

pas de temps large. Les signaux sont pris aux positions(2,5rc; rc), (2rc; rc) et (1,5rc;1,5rc).

4.3.2.4 Calculs en régime purement instationnaire

Pour ces calculs, les conditions aux limites sont fixes, et lepas de temps est choisi en fonc-
tion de la période des allées tourbillonnaires, estimée a priori à partir de la vitesse d’entrée. Pour
cela on utilise le nombre de Strouhal, déterminé à partir de la vitesse d’entréeV∞ et du diamètre
D du cylindre :

St=
f D
V∞

(4.7)

La fréquencef est la fréquence du phénomène que l’on cherche à caractériser, en l’occu-
rence celle des lâchers. Sachant qu’aux nombres de Reynoldsqui nous intéressent, le nombre
de Strouhal vaut environ 0,2 [1], on détermine rapidement une approximationτ∼ de la période
des lâchers. Le calcul est alors effectué avec un pas de temps∆t = τ∼/32 ou∆t = τ∼/64. A
posteriori, on calcule la période exacteτ des lâchers à partir d’une transformée de Fourier d’un
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FIG . 4.17– Régime transitoire. Ces courbes retracent l’évolution au cours du temps de la température
correspondant aux conditions variables évoquées sur la figure 4.16(a). A gauche, la figure 4.17(a)

concerne quelques points dans le sillage, alors que la figure4.17(b) concerne quelques points dans la
partie solide.

signal de vitesse, tel que le montre la figure 4.18.

4.3.2.5 Calculs en régime instationnaire transitoire

Il s’agit des calculs transitoires aux plus hauts degrés de raffinement. Les conditions aux
limites varient au cours du temps sur des durées de l’ordre dequelques dizaines de secondes.
Le nombre de Reynolds de l’écoulement est compris entre 2000(périodeτ2000 la plus élevée) et
4000 (périodeτ4000 la plus faible). Le pas de temps est déterminé comme dans le cas purement
instationnaire, en prenant en compte la période minimale delâchers. Ainsi, les variations au
cours du temps des signaux de vitesse et de température sont dues au transitoire des conditions
opératrices, et à la résolution des lâchers de tourbillons.La figure 4.19 contient des exemples
de tels signaux.

4.3.3 Comparaison des différents régimes

4.3.3.1 Méthodologie

L’objet de cette section est d’illustrer sur ce cas l’effet que peut avoir le choix de l’un ou
l’autre des types de simulation présentés au 4.3.2, sur les observables retenus au paragraphe
4.2.5.

Pour cela, un calcul transitoire a été réalisé en régime transitoire pur (paragraphe 4.3.2.3) et
en régime instationnaire transitoire (paragraphe 4.3.2.5), avec les mêmes conditions aux limites,
présentées sur la figure 4.20.

On veut comparer ces deux régimes avec les régimes stationnaire et purement instationnaire.
A plusieurs instantsti, on récupère les valeurs des conditions aux limites imposées aux deux
calculs transitoires. Ces valeurs sont alors prises comme conditions opératrices constantes des
calculs stationnaires et purement instationnaires.
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FIG . 4.18– Régime instationnaire : densité spectrale de puissance derrière le cylindre circulaire. Elle a
été réalisée à partir d’un signal temporel de vitesse transverse correspondant à10 périodes de
détachement tourbillonnaire à la position(2,5rc; rc), pour un écoulement dont le nombre de

Reynolds vaut3417.
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FIG . 4.19– Régime instationnaire transitoire - Signaux de vitesse axiale et de température dans le
sillage. On a utilisé trois capteurs positionnés en(1,5rc,1,5rc), (2,5rc, rc) et (2rc, rc)
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FIG . 4.20– Conditions opératrices utilisées pour les deux calculs transitoires.

Comme indiqué au paragraphe 4.2.5, on s’intéressera au signaux de vitesse dans le sillage du
cylindre, à la température en un certain nombre de points de ce sillage et dans la région solide, à
la répartition de la densité de flux thermique à la surface du cylindre, et au flux thermique total
à travers cette paroi.

4.3.3.2 Comparaison de signaux de vitesse

Observons les signaux de vitesses présentés sur la figure 4.21. La figure 4.21(a) concerne la
composante de la vitesse dans la direction principale de l’écoulement à la position de coordo-
nées(2rc; rc). La figure 4.21(b) représente elle la composante perpendiculaire de la vitesse à la
position(2,5rc; rc).

De ces deux figures, on constate que :

1. les deux simulations à large pas de temps (stationnaire ettransitoire) ne renvoient qu’une
piètre approximation de la vitesse prédite par le calcul de référence (instationnaire transi-
toire) ;

2. les simulations instationnaires pures sont en accord avec le calcul de référence.

On peut en déduire que si l’observable considéré est un champde vitesse, alors ne pas
prendre en compte les lâchers de tourbillons a un impact sur la qualité du résultat. Le filtrage
par le pas de temps dégrade la précision sur les observables cinétiques. Par contre, pour prédire
un champ de vitesse transitoire, il n’est pas nécessaire quela simulation soit transitoire. Si le
pas de temps est suffisamment fin, une série de calculs à vitesse d’entrée constante offre une
meilleure précision qu’un calcul transitoire à large pas detemps. Sur ce type de calculs donc,
lorsque le raffinement temporel est suffisant, d’un point de vue cinétique, le long d’une rampe de
vitesse amont, le temps d’établissement du champ de vitesseest très court. Bien entendu, cette
analyse est faite pour le cylindre circulaire, et il n’est pas question d’en faire une généralisation
ici.
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FIG . 4.21– Comparaison des degrés de raffinement : signaux de vitesse. Agauche, la figure 4.21(a)
présente la composante axiale à la position(2rc; rc). A droite, 4.21(b) concerne les calculs de vitesse

transverse à la position(2,5rc; rc)

4.3.3.3 Comparaison des observables thermiques

Lorsque l’on observe par exemple l’évolution d’une température (figure 4.22), ou du flux à
travers la surface du cylindre (figure 4.23) consécutive à des sollicitations transitoires, ce constat
ne s’applique plus. Sur les figures 4.22 et 4.23, les courbes correspondent aux résultats des
deux calculs transitoires (transitoire pur et transitoireinstationnaire). Elles sont proches l’une
de l’autre. Les valeurs ponctuelles correspondent aux approches quasi-statiques, calculées en
régime permanent. Tant que l’état thermique permanent n’est pas atteint par le système, les
calculs permanents proposent une approximation de mauvaise qualité des résultats du calcul de
référence. La figure 4.24 compare des répartitions de densités de flux calculées en stationnaire
et en instationnaire pur, mais en régime permanent. On observe que la répartition du flux de
chaleur n’est pas affecté par la simulation ou non des lâchers de tourbillons.

On peut en déduire, que dans notre cas, si notre intérêt se porte sur des observables ther-
miques, des calculs transitoires sont nécessaires, mais que la simulation des allées tourbillon-
naires n’apporte pas un gain significatif. Dans nos simulations, leur impact sur les transferts
thermiques est négligeable.

4.3.4 Conclusion partielle

Jusqu’à maintenant, nous avons défini divers degrés de raffinement pour étudier un écoule-
ment en convection forcée, et nous avons une idée de l’impactdu choix de la modélisation sur
les observables qui nous intéressent.

Dans la suite, nous supposons que l’utilisateur a fait ce choix, et nous proposons une straté-
gie de réduction de modèle par identification pour trois régimes qui peuvent l’intéresser :

1. régime purement instationnaire,

2. régime transitoire,

3. régime semi-transitoire.
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4.4 Reproduction et Prédiction des Allées de Kármán

4.4.1 Le phénomène

L’écoulement autour d’un cylindre donne lieu à une concurrence entre les phénomènes vis-
queux et convectifs. Par exemple, les efforts visqueux auront tendance à atténuer des instabilités,
lorsque le transport convectif aura plutôt tendance à les entretenir. Une estimation globale du
rapport entre les efforts convectifs et visqueux est donnéepar le nombre de Reynolds : plus
celui-ci est grand, et plus les efforts convectifs prennentle pas sur les efforts visqueux.

L’écoulement autour du cylindre circulaire est marqué par trois grandes régions à gradients
de vitesse qui peuvent favoriser l’apparition d’instabilités spécifiques : le sillage à l’arrière du
cylindre, les couches limites attachées au cylindre, et lescouches de mélange qui s’en détachent.

Lorsque le nombre de Reynolds devient suffisamment grand (autour de 47), les instabilités
des couches de mélange ne peuvent plus être atténuées, et destourbillons contra-rotatifs alternés
apparaissent dans le sillage. Lorsque le nombre de Reynoldsaugmente, ceux-ci apparaissent
de plus en plus près du cylindre, jusqu’à paraître se détacher des couches limites. On parle
alors d’un lâcher de tourbillons alternés. Pour plus d’explications sur la mécanique des lâchers
tourbillonnaires, on peut lire l’article de Williamson [1].

Il s’agit d’un phénomène périodique dont la fréquence est liée au nombre de Reynolds et
au diamètre du cylindre (c.f. [3, 5, 10] par exemple). Lorsque l’écoulement est anisotherme, on
observe un effet thermique sur la fréquence des lâchers de tourbillons. Cependant, Vitet al.[19]
et Wanget al.[17] montrent que les variations de température modifient lenombre de Reynolds
effectif à l’approche du cylindre. La fréquence des lâchersreste ainsi liée à la géométrie du
cylindre et au nombre de Reynolds “ressenti” par l’écoulement, quels que soient les niveaux de
température.

Aux nombres de Reynolds auxquels nous nous intéresserons, les lâchers tourbillonnaires
sont tridimensionnels (la figure 4.25 en est une illustration). Il existe plusieurs “modes” de tri-
dimensionalité aux origines spécifiques. Une description de ces effets et des hypothèses quant
à l’origine des instabilités qui leur donnent naissance peuvent être trouvées dans les articles de
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FIG . 4.25– En haut, visualisation d’un lâcher de particules à partir d’une simulation numérique, en
dessous, observations de Williamson [1, 26]. Les images de gauche et de droite illustrent l’existence

d’au moins deux modes de lâchers tridimensionnels. Image deThomson [9]

Williamson [26], de Thomsonet al.[9], et de Leweke et Williamson [6]. Bien que conscients de
cette tridimensionalité, nous présenterons des résultatsobtenus à l’aide de simulations unique-
ment bidimensionnelles. A priori, la difficulté majeure de la réduction de modèle par identifi-
cation des allées de Kármán ne réside pas dans leur tridimensionalité, mais plutôt dans dans le
fait que l’instationnarité n’est pas forcée par les conditions aux limites. Par contre, la troisième
dimension spatiale implique des calculs CFD plus longs et plus difficiles à post-traiter que des
calculs bidimensionnels. Nous allons donc mettre en place la méthodologie d’identification de
modèles réduits relatifs aux lâchers tourbillonnaires en l’appliquant à des calculs 2D. Le pas-
sage au 3D serait une perspective intéressante, mais a priori pas plus difficile dans la mise en
œuvre.

4.4.2 Objectifs et Contexte

Nous avions vu au paragraphe 4.3.3 en comparant différents types de simulations, qu’adap-
ter le pas de temps de simulation aux lâchers de tourbillons n’a un effet significatif dans notre
cas que lorsque les observables sont cinétiques. Pour des observables thermiques, l’aspect tran-
sitoire de la simulation est bien plus important que son aspect instationnaire. Nous mettons en
place ici une méthodologie pour construire un modèle réduitqui prend en compte les lâchers
tourbillonnaires. Nous limiterons donc la méthodologie à des observables cinétiques.

L’application des méthodes de réduction de type MIM au cas dusillage instationnaire du
cylindre circulaire doit permettre de :

1. reproduire un signal de vitesse périodique fourni par un modèle détaillé, pour une condi-
tion de vitesse d’entrée constante ;

2. extrapoler ce même signal pour des durées plus importantes tout en restant stable ;

3. prévoir quel serait le signal périodique correspondant àune vitesse d’entrée ne faisant pas
partie des échantillons disponibles.
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Lorsque ces travaux ont débuté, les seuls modèles réduits identifiés dans le cadre de la
méthode d’identification modale dépendant du temps étaienttransitoires : les observables évo-
luaient au cours du temps parce que les conditions aux limites étaient transitoires. Jusque là,
aucun modèle réduit intrinsèquement instationnaire n’avait été produit par une méthode d’iden-
tification modale. En trouver un purement instationnaire par identification constitue donc un
objectif nouveau.

Les approches de décomposition orthogonale en modes propres POD se prêtent particuliè-
rement bien à l’extraction des structures que sont les allées de Kármán. Ainsi de nombreux
travaux de réduction de modèle basés sur la POD concernent lareproduction de sillages insta-
tionnaires. On peux citer parmi tant d’autres les travaux deGalletti et al. [27], de Mokhasi et
Rempfer [28], de Bergmannet al. [29], de Sirisup et Karniadakis [30] et de Deane et Mavriplis
[31]. Dans [32], Hamdouniet al.présentent eux aussi un tel modèle réduit.

Nous avons cependant trouvé peu de publications concernantdes modèles réduits POD de
sillage instationnaire qui prennent en entrée une vitesse amont quelconque (troisième objectif).
De nombreux travaux expérimentaux proposent des lois d’évolution du nombre de Strouhal du
lâcher tourbillonnaire en fonction du nombre de Reynolds. Pour cette raison, un modèle réduit
liant simplement un nombre de Reynolds quelconque à un sillage instationnaire peut paraître ne
revêtir que peu d’intérêt lorsque l’on traite d’un cylindrecirculaire. Par contre, les méthodolo-
gies de reconstruction paramétrée d’un sillage instationnaire pourraient s’appliquer à d’autres
géométries. A la connaissance de l’auteur, seuls Gallettiet al. [33] et Deaneet al. [34] pro-
posent un modèle réduit POD qui, pour différents nombres de Reynolds, construisent un sillage
instationnaire. Johanssonet al. [35] construisent également un modèle de type POD instation-
naire pour des écoulements de canal dont le nombre de Reynolds est l’entrée du modèle. Dans
ce modèle, les auteurs proposent de récupérer les modes POD construits pour un nombre de
Reynolds proche, et d’estimer leurs amplitudes via une projection Galerkine.

4.4.3 Reproduction d’un signal périodique unique (V∞ fixée)

4.4.3.1 Echantillonnage

Pour une vitesse d’entrée fixéeV∞, on essaie de proposer un modèle réduit produisant des
signaux de vitesse instationnaires correspondant àV∞.

Les données d’échantillonnage sont formées des valeurs temporelles du champ de vitesse,
pour une vitesse d’entréeV∞ = 1,50m.s−1, ce qui correspond à un nombre de Reynolds de
2050. Pour accélérer la construction du modèle réduit, on a limité le nombre d’observables aux
composantes de vitesse en 4375 positions dans le sillage. Ces positions sont indiquées par la
figure 4.26.

En supposant que le nombre de Strouhal vaut 0,2, une période de lâcherτ∼ = 0,0667s
est estimée a priori. Le pas de temps de la simulation est alors choisi en conséquence :∆t =
τ∼/32= 0,00218s. Une simulation numérique fournit les évolutions des observables sur une
durée 10τ∼, d’environ 10 périodes de lâchers.

4.4.3.2 Identification

L’identification consiste à déterminer un modèle réduit quipermette de reconstruire les si-
gnaux issus de l’échantillonnage. La forme choisie pour ce modèle correspond à l’équation

(3.56) du paragraphe 3.3.10.3. Ici,V(∂Ω) et Psi(∂Ω)
v s’écrivent simplementV∞ etV2

∞ :
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FIG . 4.26– La construction du modèle réduit est limitée aux signaux de vitesse dans les cellules
comprises dans le rectangle[1,8rc;2,5rc]× [−1,5rc;1,5rc].

Ev
r :

d
dt

sv +dvsv +(bv1sv•bv2sv)+a∞
v V∞ +b∞

v V2
∞ = 0 (4.8a)

y∗v = hvsv (4.8b)

Il s’agit de trouver par un processus d’optimisation stochastique, une équation d’état dif-
férentielleEv

r , dont la solution constitue un système oscillant. Dans la mesure où l’on doit ré-
soudre une équation différentielle, se pose l’épineux problème du choix de l’état initial. Comme
il n’existe pas de contrainte ou de simplification particulière pour l’état initial des observables,
il est difficile d’en concevoir une pour l’état initial des fonctions de basesv. Pour cette raison,
on agit similairement pour l’état réduit à ce qui est fait pour la simulation numérique. Un état
réduit initial est choisi arbitrairement (il vaut 1,0), et on laisse au signaly∗ du modèle réduit
suffisamment de temps pour s’établir. Passé un certain laps de temps, la qualité dey∗ est alors
évaluée par comparaison avec les signaux du calcul CFD. La figure 4.27 illustre ce processus.

On identifie ainsi un modèle réduit d’ordre 6 qui permet de reconstruire avec fidélité les
signaux des deux composantes de vitesse en n’importe laquelle des 4375 positions qui ont
fourni des données pour l’échantillonnage. La figure 4.28 illustre cette capacité. Le nombre de
degrés de liberté du modèle CFD dépasse lui 1 300 000 ( vitesse, pression,k et ω en 262 000
cellules).

Le tableau 4.1 donne quelques détails quant à la structure dumodèle réduit choisi.
Au final, le modèle réduit semble donner satisfaction, et reproduire avec exactitude les si-

gnaux de vitesse sur toute la durée de l’échantillonnage, soit une dizaine de périodes de lâchers.
La question qui se pose maintenant est de savoir si la réponsedu modèle réduit reste stable

sur des durées nettement plus longues que les 10 périodes surlesquelles il a été identifié.

4.4.3.3 Stabilité du modèle

Ce modèle qui vient d’être construit ne répond pas aux objectifs fixés dans la mesure où on
ne peut pas l’utiliser pour une autre vitesse d’entrée. Cependant, quelques-unes de ses propriétés
méritent d’être notées.
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FIG . 4.27– Méthode de comparaison. A droite, des signaux de vitesse de référence à la position
(2,8rc;0,45rc). L’échantillonnage dure0,663s. A gauche, la réponse du modèle réduit sur
3×0,663s. On laisse au modèle réduit le temps de s’établir, et on le compare au modèle de

référence uniquement sur les0,663dernières secondes de sa réponse.
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FIG . 4.28– Reproduction des signaux de vitesse échantillonnées à un nombre de Reynolds de 2050. A
gauche, la figure 4.28(a) concerne la position(2,6rc;−1,2rc). A droite, la figure 4.28(b) correspond

à la position(2,8rc;0,45rc)
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TAB . 4.1– Composition du modèle réduit de lâcher tourbillonnaire, etdétails de construction.

Type de modèle
cinétique

instationnaire
Structure Equation (3.56)

Ordre 6
Nombre d’entrées 1

Nombre de composantes
(équation d’état)

Total 90
Part linéairedv 6

Part non linéairebv1,bv2 2×36
Commande linéairea∞

v 6
Commande non linéaireb∞

v 6
Nombre d’observables 4375
Nombre d’échantillons 1

Nombre de pas de temps 320
Pas de temps 0,00208 s

1. C’est un modèle stable. Le processus d’identification a, lui, directement abouti à un sys-
tème stable, sans qu’il y ait eu besoin de prendre de mesure particulière. La figure 4.29
présente des diagrammes de phase de composantes de l’état réduit réalisés au bout d’en-
viron 20000 périodes de détachements tourbillonnaires.

2. Il n’y a pas de biais, ni en amplitude, ni en fréquence. La figure 4.30 présente trois spectres
de champ de vitesse très proches, l’un réalisé après 1000 périodes, un autre fait après
10000 périodes, et le dernier après 20000 périodes. On y observe que les trois signaux
ont des signatures spectrales proches. Le même type de résultats est présenté par le ta-
bleau 4.2, qui concerne, lui, des valeurs moyennes et des amplitudes. Sur au moins 20000
périodes, les valeurs moyennes évoluent peu, et les amplitudes restent inchangées.

TAB . 4.2– Comparaison des valeurs moyennes et des amplitudes de signaux de100périodes,
calculés après1000, 10000et20000périodes, à la cellule(2,5rc; rc). Les valeurs sont

exprimées en m.s−1, et les amplitudes sont calculées comme la différence entreles valeurs
maximale et minimale des signaux.

Après . . . Vx moyen AmplitudeVx Vy moyen AmplitudeVy

1000 périodes 0.7571 0.3973 −0.0990 0.2576
10000 périodes 0.7592 0.3973 −0.0944 0.2576
20000 périodes 0.7596 0.3973 −0.0982 0.2576

3. Les fréquences des signaux de vitesse fournis par le modèle réduit restent en accord avec
celles des signaux proposés par le modèle détaillé, même surdes durées plus importantes
que les 10 périodes utilisées pour construire le modèle. Surla figure 4.31, on compare les
spectres de deux signaux de 100 périodes de lâchers. L’un de ces signaux a été calculé
avec le code CFD, alors que l’autre correspond aux 100 dernières périodes d’un signal de
20000 périodes calculé par le modèle réduit.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIG . 4.29– Modèle réduit de sillage instationnaire construit pour un nombre de Reynolds de 2050. Les
diagrammes de phase retracent l’évolution au cours du tempsd’une composante de l’état réduit par
rapport à une autre. Ces diagrammes de phase correspondent àenviron20000périodes. Ils montrent
que les composantes de l’état réduit restent bien périodiques sur des durées dépassant largement les

10périodes de l’échantillonnage.
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FIG . 4.30– Identification d’une allée de Kármán. La signature spectrale des signaux produits par le
modèle réduit ne varie pas au cours du temps. Ici sont présentées les densités spectrales de puissance

des signaux obtenus par le modèle réduit. Sur chaque figure, trois spectres correspondent à trois
instants différents :t0 +1000périodes,t0 +10000périodes ett0 +20000périodes. Les figures

4.30(a) (vitesse axiale) et 4.30(b) (vitesse transverse) correspondent à la position(2,6rc;−1,2rc).
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FIG . 4.31– Modèle réduit de reproduction de lâchers tourbillonnaires. Spectres de signaux de
100périodes, obtenus soit par le calcul CFD, soit par le modèle réduit. Les signaux sont pris

en(2,5rc; rc).
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Ainsi, sur au moins 20000 périodes de lâchers de tourbillons, les spectres des signaux de
vitesse proposés par le modèle réduit restent précis.

On dispose donc d’un modèle capable de prévoir le comportement à long terme du sillage
instationnaire pour une vitesse amont de 1,5m.s−1. Il est néanmoins important d’indiquer ce
que sa construction a coûté, et ce qu’elle permet de faire gagner.

4.4.3.4 Considérations sur le coût du modèle réduit

Les deux composantes du coût de la construction du modèle réduit que nous venons de
mettre en place sont :

– l’obtention des données de référence via un calcul CFD,
– le processus d’identification en lui-même.
Concernant la simulation CFD, l’obtention des 10 périodes de sillage ayant fourni l’échan-

tillonnage nécessite d’abord l’obtention d’un sillage périodique. On peut considérer qu’il faille
simuler une cinquantaine de périodes pour récupérer l’échantillonnage dont on a besoin.

Le processus d’identification est gourmand en ressources CPU dans la mesure où il est basé
sur une méthode d’optimisation globale. Son coût dépend notamment des nombres d’obser-
vables, de pas de temps, d’évaluations de fonctionnelles etde l’ordre du modèle.

En définitive, le tableau 4.3 présente le bilan de la construction du modèle en termes de res-
sources CPU. Les deux étapes sont parallélisées mais le tableau présente les ressources totales.

TAB . 4.3– Coûts de construction du modèle réduit reproduisant les allées de Kármán à un nombre de
Reynolds de 2050.

Coût d’échantillonnage 60 heures CPU
Coût de réduction 370 heures CPU

Coût total 430 heures CPU

Ces valeurs sont à prendre avec circonspection. En particulier, le temps d’identification du
modèle réduit correspond à un premier essai, et peut certainement être drastisquement réduit en
rendant le processus plus mature et automatique.

Une fois construit, le modèle réduit coûte beaucoup moins cher à utiliser que le solveur
CFD. Par exemple, 400000s CPU ont été nécessaires au solveurCFD pour produire les 100
périodes qui ont servi à la validation. Le modèle réduit lui,met une vingtaine de secondes CPU
pour produire 20000 périodes.

Nous venons donc de voir qu’il est possible, par identification, de construire un modèle
réduit intrinsèquement instationnaire. Mais nous n’avonspas encore atteint notre objectif. Il
faut encore produire un modèle réduit permettant de prévoirle détachement tourbillonnaire
quelle que soit la vitesse d’entrée du fluide.

4.4.4 Lâcher tourbillonnaire dépendant de la vitesse d’entrée

4.4.4.1 Objectif

On cherche un modèle permettant de prévoir le détachement tourbillonnaire quelle que soit
la vitesse d’entrée entre 1,5 et 3,0m.s−1. Comme dans le cas précédant, on s’attachera à vérifier
que ses réponses restent stables au cours du temps.
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FIG . 4.32– Exemples de signaux d’échantillonnage pour la construction du modèle réduit de lâchers
de tourbillons. Les figures 4.32(a) et 4.32(b) correspondent chacune aux deux composantes de la
vitesse aux positions(2,8rc; rc) (nombre de Reynolds2405) et (2,5rc; rc) (nombre de Reynolds

3826) respectivement.

4.4.4.2 Echantillonnage

Pour 7 écoulements correspondant à 7 vitesses d’entrée différentes, on a recueilli les si-
gnaux de vitesse sur environ 10 périodes de lâcher tourbillonnaire. Comme dans le paragraphe
précédent, les pas de temps de calcul ont été déterminés à partir d’une estimation a priori des
périodes de détachement tourbillonnaire. Le tableau 4.4 liste les vitesses d’entrée ayant servi
de points d’échantillonnage, les nombres de Reynolds correspondant, les pas de temps utilisés
et les périodes déterminées a posteriori, des simulations effectuées. La figure 4.32 donne deux
exemples de signaux de vitesse périodiques. Pour limiter les ressources CPU exigées par l’iden-
tification, les observables du modèle se réduisent aux composantes du champ de vitesse en 233
cellules situées dans le rectangle[2,5rc;3,0rc]× [−1,5rc;1,5rc].

TAB . 4.4– Echantillonnage des données de référence pour le modèle réduit de lâcher de tourbillons.
Correspondance entre les valeurs de vitesse amontV∞, leur nombre de Reynolds, les pas de temps

utilisés pour générer les données, et les périodes effectives de lâchers, calculées a posteriori.

Vitesse d’entrée Reynolds Pas de temps de simulationPériode des lâchers tourbillonnaires
1,5m.s−1 2050 0,00208s 0,06978s
1,61m.s−1 2200 0,00194s 0,06403s
1,76m.s−1 2405 0,00178s 0,05875s
2,05m.s−1 2802 0,00152s 0,05017s
2,35m.s−1 3217 0,00133s 0,04612s
2,8m.s−1 3826 0,00112s 0,03581s
2,95m.s−1 4031 0,00106s 0,03389s
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4.4.4.3 Identification

Un modèle réduit d’ordre 6 a été construit par identificationpour reproduire les signaux
échantillonnés. Il s’agit d’un jeu de 6 équations différentielles couplées par des termes quadra-
tiques, dont les solutions aux différents points d’échantillonnage sont des systèmes oscillants.
La figure 4.33 présente des comparaisons entre des signaux d’échantillonnage, et les réponses
correspondantes du modèle réduit.

Quelques détails concernant ce modèle réduit sont repris dans le tableau 4.5.

TAB . 4.5– Composition du modèle réduit de lâcher tourbillonnaire dépendant de la vitesse d’entrée, et
détails de construction.

Type de modèle
cinétique

instationnaire
Structure Equation (3.56)

Ordre 6
Nombre d’entrées 1

Nombre de composantes
(équation d’état)

Total 90
Part linéairedv 6

Part non linéairebv1,bv2 2×36
Commande linéairea∞

v 6
Commande non linéaireb∞

v 6
Nombre d’observables 233
Nombre d’échantillons 7

Nombre de pas de temps 320

Relativement aux résultats obtenus lors de l’identification du modèle au nombre de Reynolds
de 2050 (paragraphe 4.4.3), les résultats de l’identification restent bons :

1. Les fréquences sont bien reproduites. Les figures 4.34 présentent chacune deux spectres
de vitesse réalisés sur les 10 périodes ayant servi à l’échantillonnage. L’un provient des
données CFD utilisées pour identifier le modèle réduit. L’autre est un spectre du champ
de vitesse proposé par le modèle réduit pour reproduire ces données. Les fréquences
des fondamentaux et l’énergie qu’ils transportent sont identiques pour les deux modèles
(réduit et CFD). Cet accord sur les fréquences se transmet même aux harmoniques : les
fréquences de celles prévues par le modèle réduit sont exactement celle prévues par le
calcul CFD. L’erreur faite sur les amplitudes des signaux transparaît dans l’erreur faite
sur l’énergie que transportent ces harmoniques.

2. Les valeurs moyennes des signaux correspondent bien. Le tableau 4.6 est une liste des
valeurs moyennes que prend ce signal pour les sept écoulements d’échantillonnage, et de
celles que propose le modèle réduit.

3. les amplitudes proposées par le modèle réduit peuvent être sensiblement différentes de
celles fournies par le modèle détaillé. Le tableau 4.7 propose des comparaisons entre
les amplitudes de signaux de vitesse transverse à la position (2,5rc; rc), tels qu’ils sont
calculés par le code CFD ou le modèle réduit.
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FIG . 4.33– Le modèle réduit est consruit pour reproduire les signaux devitesse proposés par le code
CFD. Ici on présente des évolutions de composantes du champ de vitesse, telles qu’elles ont été

calculées (CFD) ou reproduites (modèle réduit). Les figures4.33(a) (nombre de Reynolds de2802)
et 4.33(b) (nombre de Reynolds de3826) sont des signaux prélevés à la position(2,7rc;−1,2rc).

Les figures 4.33(c) (nombre de Reynolds de2405) et 4.33(d) (nombre de Reynolds de4031)
correspondent à la position(2,5rc;0,2rc).
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FIG . 4.34– Identification de modèle réduit de lâchers tourbillonnaires - Sur chaque figure on trouve le
spectre de puissance de signaux fournis par le solveur CFD. Le processus d’identification aboutit à

un modèle réduit qui reproduit ces signaux. Sur chaque figureon trouve également, pour
comparaison, le spectre du signal correspondant proposé par ce modèle réduit. La fréquence des
lâchers de tourbillons est bien reproduite, ainsi que les positions des harmoniques. Par contre, les
quantités d’énergie transportées par les harmoniques sontmal évaluées par le modèle réduit. Les

signaux ont été récupérés à la position(2,7rc;−1,2rc) pour les figures 4.34(a) (nombre de Reynolds
de2405) et 4.34(b) (nombre de Reynolds de3212), et à la position(2,5rc;0,2rc) pour les figures

4.34(c) (nombre de Reynolds de2802) et 4.34(d) (nombre de Reynolds de3826).
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TAB . 4.6– Modèle réduit instationnaire paramétré par la vitesse d’entrée : Comparaisons des
valeurs moyennes calculées (CFD) et reconstruites (modèleréduit) de la composante

transverse de la vitesse en(2,5rc; rc), aux points d’échantillonnage.

Vitesse d’entrée Reynolds Calcul CFD Modèle réduit
1,5m.s−1 2050 −0.0976m.s−1 −0.0865m.s−1

1,61m.s−1 2200 −0.0939m.s−1 −0.0940m.s−1

1,76m.s−1 2405 −0.1024m.s−1 −0.1040m.s−1

2,05m.s−1 2802 −0.1263m.s−1 −0.1244m.s−1

2,35m.s−1 3212 −0.1421m.s−1 −0.1457m.s−1

2,8m.s−1 3826 −0.1755m.s−1 −0.1776m.s−1

2,95m.s−1 4031 −0.1868m.s−1 −0.1879m.s−1

TAB . 4.7– Modèle réduit instationnaire paramétré par la vitesse d’entrée : Comparaisons des
amplitudes calculées (CFD) et reconstruites (modèle réduit) de la composante transverse de la

vitesse en(2,5rc; rc), aux points d’échantillonnage.

Vitesse d’entrée Calcul CFD Modèle réduit
1,5m.s−1 0.2589m.s−1 0.2018m.s−1

1,61m.s−1 0.2512m.s−1 0.2144m.s−1

1,76m.s−1 0.2642m.s−1 0.2311m.s−1

2,05m.s−1 0.2813m.s−1 0.2627m.s−1

2,35m.s−1 0.2909m.s−1 0.2946m.s−1

2,8m.s−1 0.2930m.s−1 0.3420m.s−1

2,95m.s−1 0.2934m.s−1 0.3578m.s−1

4.4.4.4 Stabilité du modèle aux points d’échantillonnage

Tout comme le modèle réduit instationnaire identifié au paragraphe 4.4.3 pour une vitesse
d’entrée unique de 1,5m.s−1, le modèle que nous avons identifié reste stable lorsqu’il est utilisé
sur des durées beaucoup plus longues que les 10 périodes de lâchers pour lesquelles il avait été
initialement construit.

Lorsque l’on trace, comme sur la figure 4.35, les 10 dernièrespériodes d’un signal qui en
compte 20000, elles sont peu différentes de 10 périodes d’unsignal calculé par le code CFD.
Même si l’erreur commise sur les amplitudes des signaux ne serésorbe pas avec le temps, les
valeurs moyennes continuent d’être bien reproduites.

De façon similaire, les fréquences des signaux restent constantes lorsque le modèle réduit
est utilisé sur des durées très longues. La figure 4.36 présente des spectres de signaux de vitesse
en différentes positions, pour différents points d’échantillonnage. Ils ont été tous réalisés avec
environ 100 périodes de signal, mais au terme soit de 1000, soit de 10000, ou soit de 20000
périodes. A chaque fois, les signatures spectrales des signaux de vitesse restent inchangées au
cours du temps.

La stabilité du modèle peut être également illustrée par l’examen des diagrammes de phase.
Ceux de la figure 4.37 montrent, qu’en chaque point d’échantillonnage, les composantes de
l’état réduitsv évoluent de façon périodique au cours du temps. Les diagrammes représentés
correspondent à une durée de 20000 periodes.
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FIG . 4.35– Modèle réduit de lâchers de tourbillons. Sur chaque figure, deux courbes sont présentées.
L’une d’entre elles est une évolution au cours du temps, pourdes écoulements d’échantillonnage, de
la vitesse dans le sillage du cylindre, calculée par le code CFD sur10périodes de lâchers. La seconde
est un signal de10 périodes, calculé par le modèle réduit après une durée de20000periodes. Ainsi,
sur cet intervalle de temps, le signal proposé par le modèle réduit reste équivalent à celui calculé par
le solveur CFD. Les champs de vitesse sont pris à la position(2,5rc; rc), et les figures correspondent

respectivement aux écoulements dont les nombres de Reynolds valent2050, 2405, 3212et3826.

4.4.4.5 Performances du modèle réduit ailleurs qu’aux points d’échantillonnage

L’un des objectifs de la construction du modèle réduit est depouvoir prédire des signaux de
vitesse quelle que que soit la vitesse amont de l’écoulement, lorsque celle-ci est comprise entre
1,5 et 3,0m.s−1. Pour le moment, nous avons montré qu’il est possible de construire un modèle
qui

1. reproduit un échantillonnage constitué de séries de 10 périodes de lâchers de tourbillons
dans le sillage du cylindre ;

2. extrapole ces signaux de vitesse pour des durées beaucoupplus importantes.

Cependant, nous n’avons pas encore montré que, lorsque l’onse place ailleurs qu’aux points
d’échantillonnage, le modèle réduit parvient à prévoir quel est le comportement du sillage. Pour
tester les performances du modèle, quatre simulations de lâchers tourbillonnaires supplémen-
taires ont été réalisées. Le tableau 4.8 résume les vitessesd’entrée qui ont été choisies, ainsi que
les périodes des allées de Kármán, calculées a posteriori.
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FIG . 4.36– Stabilité fréquentielle du modèle réduit aux différents points d’échantillonnage. On utilise
le modèle réduit réduit pour produire1000, 10000puis20000périodes de signal de vitesse pour

différentes commandes ayant servi à l’échantillonnage. Onréalise des densités spectrales de
puissance des100dernières périodes de ces signaux. On constate alors que la signature spectrale de
la réponse du modèle réduit reste constante au cours du temps. Les signaux analysés ont été pris à la

position(2,5rc; rc).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIG . 4.37– Quelques exemples de diagrammes de phase aux points d’échantillonnage. Les figures
correspondent respectivement aux écoulements dont les nombres de Reynolds valent2200, 2405,

2802, 3212, 3826et 4031. Ces diagrammes sont réalisés avec des signaux de vitesse correspondant
approximativement à20000périodes de lâchers.
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Pour évaluer la qualité du modèle réduit en ces points, nous nous intéressons :
– aux valeurs moyennes et aux amplitudes des signaux proposés par le modèle réduit ;
– au spectre des signaux sur 10 périodes de lâchers ;
– à la stabilité à long terme des réponses du modèle réduit.
Le tableau 4.9 regroupe des informations concernant les valeurs moyennes prédites par le

modèle aux quatres points listés dans le tableau 4.8, dans lesillage de l’écoulement. Le tableau
4.10 fait de même avec les amplitudes des signaux. De façon similaire, la figure 4.38 compare
les champs de vitesse calculés par le code CFD et ceux proposés par le modèle réduit en d’autres
positions.

TAB . 4.8– Points de validation du modèle réduit de lâchers de tourbillons. Correspondance entre les
valeurs de vitesse amontV∞, les nombres de Reynolds de l’écoulement, les pas de temps utilisés

pour générer les données, et les périodes effectives de lâchers, calculées a posteriori.

Vitesse d’entrée Nombre de Reynolds Pas de temps de simulationPériode des lâchers
1,9m.s−1 2595 0,00164s 0,05413s
2,2m.s−1 3007 0,00142s 0,04612s
2,5m.s−1 3417 0,00125s 0.04060s
2,64m.s−1 3608 0,00118s 0,03773s

TAB . 4.9– Modèle réduit instationnaire paramétré par la vitesse d’entrée : Comparaisons des valeurs
moyennes calculées (CFD) et prédites (modèle réduit) de la composante transverse de la vitesse en

(2,5rc; rc) ailleurs qu’aux points d’échantillonnage.

Vitesse d’entrée Calcul CFD Modèle réduit
1,9m.s−1 −0.1178m.s−1 −0.1139m.s−1

2,2m.s−1 −0.1376m.s−1 −0.1348m.s−1

2,5m.s−1 −0.1554m.s−1 −0.1558m.s−1

2,64m.s−1 −0.1617m.s−1 −0.1654m.s−1

TAB . 4.10– Modèle réduit instationnaire paramétré par la vitesse d’entrée : Comparaisons des
amplitudes des signaux calculés (CFD) et de celles des signaux prédits (modèle réduit) de la
composante transverse de la vitesse en(2,5rc; rc) ailleurs qu’aux points d’échantillonnage.

Vitesse d’entrée Calcul CFD Modèle réduit
1,9m.s−1 0.2735m.s−1 0.2465m.s−1

2,2m.s−1 0.2875m.s−1 0.2787m.s−1

2,5m.s−1 0.2931m.s−1 0.3104m.s−1

2,64m.s−1 0.2939m.s−1 0.3252m.s−1

L’analyse de ces deux tableaux est similaire à celle des tableaux 4.6 et 4.7 qui ont été réalisés
pour les points d’échantillonnage. Les valeurs moyennes sont bien prédites. Même si l’évolu-
tion prévue par le modèle réduit est sensiblement différente de celle proposée par le code CFD,
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FIG . 4.38– Le modèle réduit permet de reconstruire de bonnes approximations des deux composantes
du champ de vitesse ailleurs qu’aux points d’échantillonnage. Ici, on présente des signaux de vitesse
en trois de ces points de validation : un premier à un nombre deReynolds de2595(figure 4.38(a)),

un second à un nombre de Reynolds de3007(figure 4.38(b)) et un troisième à un nombre de
Reynolds de3608(figure 4.38(c)). Les positions correspondant à ces figures sont respectivement

(2,5rc;0,2rc), (2,7rc;−1,2rc) et (2,7rc;−1,2rc).
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sur la plage de vitesses d’entrée
[

1,5m.s−1;3,0m.s−1
]

, le modèle réduit paraît fournir des vi-
tesses dont les valeurs moyennes sont de bonnes approximations de celles des vitesses obtenues
par le calcul CFD. En ce qui concerne les amplitudes, l’erreur faite par le modèle réduit aux
points d’échantillonnage ne se résorbe pas lorsqu’on s’en éloigne, et reste sensible. Par contre,
on constate que l’erreur commise sur l’amplitude du champ devitesse hors des points d’échan-
tillonnage reste équivalente à celle commise aux points d’échantillonnage. C’est d’ailleurs éga-
lement le cas pour l’erreur sur les valeurs moyennes. S’éloigner des points pour lesquels le
modèle a été construit ne semble pas entraîner pas d’augmentation de l’erreur.

Par ailleurs, les signatures spectrales des signaux de vitesse sont relativement bien prédites.
La figure 4.39 correspond à un post-traitement similaire à celui de la figure 4.34 du paragraphe
4.4.4.3. On y observe divers spectres réalisés sur 10 périodes de signal, aux points de validation
du tableau 4.8 et en diverses positions dans le sillage. A chaque fois, on compare le spectre
réalisé à l’aide de calculs CFD à ceux que fournit le modèle réduit. Comme aux points d’échan-
tillonnage, le modèle réduit parvient à prévoir remarquablement bien les fréquences et énergie
des fondamentaux, ainsi que les fréquences des harmoniques. Tout comme pour les valeurs
moyennes et les amplitudes, l’erreur sur les fréquences faite hors des points d’échantillonnage
reste équivalente à celle faite aux points d’échantillonnage.

Pour évaluer la stabilité du modèle ailleurs qu’aux points d’échantillonnage, on peut com-
mencer par visualiser des diagrammes de phase réalisés sur des durées importantes. Ceux de
la figure 4.40 correspondent à environ 20000 périodes de signal. Sur toute la durée de ces si-
gnaux, en chaque point d’évaluation, les fonctions de base forment un cycle bien périodique. Ce
constat est corroboré par les densités spectrales de vitesse présentées sur la figure 4.41. Comme
dans le paragraphe 4.4.4.4, il s’agit à chaque fois de spectres réalisés sur 100 périodes de si-
gnal, mais après soit 1000, soit 10000, soit 20000 périodes de lâchers. Cette figure montre que
même hors des points d’échantillonnage, la signature spectrale du signal de vitesse produit par
le modèle réduit reste constante sur une durée de plus de 20000 périodes. Il n’y a pas non plus
de problèmes de stabilité des amplitudes ou des valeurs moyennes, comme le confirment les
diagrammes de phase.
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FIG . 4.39– Le modèle réduit prédit correctement les fréquences caractéristiques des lâchers de
tourbillons ailleurs qu’aux points d’échantillonnage. Comme aux points d’échantillonnage, les

positions et les énergies des fréquences fondamentales sont bien prédites. Les positions des
harmoniques également, mais l’énergie qu’elles transportent reste mal évaluée. Les signaux de

vitesse ont été pris à la position(2,7rc;−1,2rc) pour les figures 4.39(a) (nombre de Reynolds de
2595) et 4.39(b) (nombre de Reynolds de3417), et à la position(2,5rc;0,2rc) pour les figures

4.39(c) (nombre de Reynolds de3007) et 4.39(d) (nombre de Reynolds de3608).
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(a) (b)

(c) (d)

FIG . 4.40– Quelques exemples de diagrammes de phase du modèle réduit delâchers tourbillonnaires
pour des commandes n’ayant pas servi à l’identification. Elles correspondent à environ20000

périodes. Les nombres de Reynolds correspondant à chaque figure sont respectivement2595, 3007,
3417et3608.
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FIG . 4.41– Stabilité fréquentielle du modèle réduit ailleurs qu’aux points d’échantillonnage. En
effectuant un traitement similaire à celui de la figure 4.36,mais pour d’autres écoulements, on

s’aperçoit que la signature spectrale du modèle réduit varie extrêmement peu au cours du temps. Les
figures correspondent respectivement à des écoulements dont les nombres de Reynolds valent2595,

3007, 3417et 3608. Les signaux ont été récupérés à la position(2,5rc; rc).



4.4. Reproduction et Prédiction des Allées de Karman113

4.4.5 Comparaison avec les modèles réduits de type POD

4.4.5.1 Stabilité des modèles

Comme nous l’avons dit dans l’introduction de ce paragraphe, les méthodologies de réduc-
tion de modèle basées sur la POD ont été appliquées intensivement à la reproduction de la dy-
namique du sillage d’obstacles. Parmi les difficultés que les différents auteurs ont rencontrées,
on peut souligner le manque de stabilité de nombreux modèles.

Par stabilité, on entend, comme le présentent Sirisup et Karniadakis [30], le phénomène de
dérive qui touche de nombreux modèles de type POD. Même si, sur une courte durée, ils restent
précis, on observe que, sur le long terme, les cycles oscillants passent progressivement d’un état
à un autre. Cette dérive est également décrite par Bergmannet al. [29], Galletti et al. [33], et
par Couplet dans le second chapitre de sa thèse [36].

La plupart des auteurs imputent ce phénomène à l’absence, dans le modèle réduit, de prise
en compte des modes aux énergies les plus basses. Cette absence peut être due à notamment :

1. la troncature des modes : pour obtenir un modèle d’ordre aussi faible que possible, on a
éliminé les modes aux nombres d’onde les plus élevés ;

2. l’échantillonnage : garder l’ensemble des modes n’empêche pas forcément la dérive. Les
nombres d’ondes les plus élevés sont particulièrement sensibles à la discrétisation tem-
porelle de l’échantillonnage [31]. Pour prendre en compte les modes de faible énergie, il
faut donc que les snapshots utilisés échantillonnent correctement la dynamique de l’écou-
lement.

Pour prendre en compte dans un modèle d’odre faible les modesdont les nombres d’onde
sont trop élevés, la tendance semble être à l’adjonction dans le modèle d’un terme linéaire sup-
plémentaire de viscosité “artificielle”. Comme le soulignent Sirisup et Karniadakis, cette ap-
proche s’apparente un peu au concept de viscosité sous-maille de laLarge Eddy Simulation. Il
s’agit d’un terme linéaire supplémentaire qui peut être, par exemple, réglé en utilisant une ana-
lyse de bifurcation ([30]), ou encore calibré en résolvant un problème d’optimisation comme
le proposent Bergmannet al. dans [29] ou Galettiet al. dans [27]. Notons que dans [33], les
auteurs prennent en compte l’effet du gradient de pression en le modélisant par un terme li-
néaire qu’ils identifient par un processus d’optimisation.A nos yeux, cela revient à identifier
un terme de façon similaire à Bergmannet al., ce qui confère des qualités similaires de stabilité
au modèle réduit obtenu. Coupletet al. [37] observent eux aussi des problèmes de stabilité et y
font face en remplaçant la projection Galerkine par des systèmes d’équations polynômiales dont
les coefficients sont déterminés au cours d’un processus d’optimisation. C’est une approche qui
rejoint en partie les méthodes d’identification modale.

En ce qui concerne les modèles réduits obtenus par identification, on n’a pas rencontré les
limitations évoquées plus haut. Pour obtenir un système d’équations dont la résolution conduit
à un système oscillant stable, on n’aura pris que deux précautions :

1. Au cours de l’identification, on laisse aux modèles réduits suffisamment de temps pour
évacuer leurs phases transitoires avant qu’ils ne soient évalués ;

2. Au début de l’identification, la part linéaire du modèle est annulée. On évite ainsi de se
diriger très tôt vers des modèles à réponses stationnaires.Une fois que l’on obtient un
modèle oscillant sans part linéaire, on adjuste le modèle enrajoutant cette part comme
degré de liberté supplémentaire.

Nous interprétons la stabilité inhérente du modèle réduit identifié comme provenant de deux
sources :
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1. Le modèle est réglé pour correspondre à un signal suffisamment discrétisé. En prenant
approximativement 32 pas de temps par période, on dispose d’une relativement bonne
approximation du signal continu. Pour construire un modèleréduit ou une surface de
réponse, la qualité de l’échantillonnage est déterminante.

2. Toutes les données de l’échantillonnage sont prises en compte. Il n’y a pas de troncature,
et toutes les informations disponibles sont utilisées par le processus d’identification.

4.4.5.2 Utilisation du modèle réduit en dehors des points d’échantillonnage

L’utilisation du modèle réduit de type POD dans des conditions opératrices différentes de
celles correspondant à sa construction constitue une seconde source de difficultés. La paramé-
trisation de ces modèles par les conditions opératrices s’avère compliquée, dans la mesure où
les structures cohérentes dépendent du régime de l’écoulement. Ainsi les modes importants,
calculés pour une certaine vitesse d’entrée, ne porteront peut-être pas autant d’energie pour une
autre vitesse, ou n’apparaitront même pas. Bui-Thanhet al. font remarquer dans [38] que, si
l’intérêt d’une décomposition orthogonale est qu’elle fournit une matrice de reprojection opti-
male au sens de l’énergie retenue, cette optimalité n’est valable que pour cette vitesse d’entrée.
Parmi les approches relevées dans la littérature, nous en présentons quatre conçues pour utiliser
le modèle réduit POD ailleurs qu’aux points d’échantillonnage :

1. La première consiste à utiliser les modes propres calculés au point d’échantillonnage pour
un autre jeu d’entrées. C’est la méthode utilisée par Deaneet al.dans le cas du cylindre
circulaire. Cependant, les modèles réduits offrent de piètres performances à l’extrapola-
tion, ce qui est justifié par les auteurs comme étant dû aux trop importantes modifications
de topologie des modes propres.

2. Une autre méthode consiste à considérer l’instationnarité de l’écoulement sous la forme
d’une fréquence et d’une amplitude. Ainsi on supprime le paramètre temporel, et les
modes propres POD correspondent à des snapshots construitspour diverses conditions
opératrices. C’est par exemple l’approche de Hallet al. [39] ou d’Epureanuet al. [40].

3. Gallettiet al. [33] choisissent eux d’interpoler la matrice de corrélation qui fournit les
modes propres. Plusieurs matrices sont formées pour différents points d’échantillonnage,
et pour de nouvelles conditions opératrices, la matrice de corrélation est approchée par
une interpolation des matrices de corrélations des points d’échantillonnage. Ils en tirent
alors des modes propres pour lesquels les équations d’état sont résolues. On s’écarte un
peu du fonctionnement typique d’un modèle réduit dans la mesure où, à chaque utilisation
du modèle :
– les fonctions de base,
– et la matrice de reprojection

sont calculées.

4. Enfin, Bergmannet al.[29] proposent tout simplement de mettre à jour les modes propres
calculés au point d’échantillonnage. Pour cela, un calcul CFD est réalisé au nouveau
point, et les informations calculées sont utilisées pour modifier les modes propres.

Les méthodes d’identification modales ont été conçues pour produire des modèles para-
métrés par les conditions opératrices. Pour cette raison, les modèles réduits obtenus peuvent
naturellement prendre en compte une voire plusieurs entrées. La précision du modèle ailleurs
qu’aux points d’échantillonnage dépend ainsi uniquement de la qualité de l’échantillonnage.
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4.4.6 Conclusion Partielle

Nous avons pu montrer dans cette section que la méthodologiede réduction de modèle par
identification permet d’aboutir à des systèmes oscillants.Ces systèmes permettent de repro-
duire avec précision des champs de vitesse périodiques telsqu’on en trouve dans un sillage
instationnaire d’obstacle. Par construction, ces modèlespossèdent plusieurs qualités d’intérêt :

– les fréquences des signaux d’échantillonnage sont bien reproduites ;
– les modèles sont naturellement exploitables ailleurs qu’aux points d’échantillonnage ;
– les fréquences des signaux ailleurs qu’aux points d’échantillonnage sont bien prédites ;
– les réponses de ces modèles sont naturellement stables au cours du temps : on n’observe

pas de dérive ou de déphasage, même après des périodes très importantes.
Nous pouvons donc considérer que nous avons pu, dans le cas del’écoulement incompres-

sible turbulent autour du cylindre circulaire, mettre en place une méthodologie de réduction de
modèle qui répond aux objectifs que nous nous étions fixés au paragraphe 4.4.2.

4.5 Réduction de modèle d’écoulements transitoires

4.5.1 Motivations et objectifs

4.5.1.1 Introduction

L’utilisateur ciblé par les méthodes de réduction de la section précédente, cherche un moyen
de reproduire et de prévoir la forme du sillage d’un obstacle, avec un degré de raffinement
temporel particulièrement élevé. Cependant, pour certains observables, il pourra se contenter
de degrés de raffinement moins élevés. La section qui suit estdévolue à l’exemple des cas de
simulations transitoires.

Le paragraphe 4.3.3.3 avait été l’occasion de montrer que, pour notre cas test, et pour des
observables thermiques (températures, flux de chaleur), ilest bien plus important de prendre en
compte les aspects transitoires (forçage par les conditions opératrices), qu’instationnaires (lâ-
chers de tourbillons). Un utilisateur intéressé par ces observables thermiques aura alors intérêt
à faire des simulations transitoires avec un pas de temps filtrant les fréquences plus élevées que
celles de ses conditions opératrices.

Nous nous plaçons donc dans le cadre de simulations CFD uniquement transitoires, telles
que les décrit le paragraphe 4.3.2.3. L’objet de ces simulations est de fournir l’évolution au cours
du temps d’observables thermiques lorsque les conditions opératrices sont elles mêmes fonc-
tions du temps. Nous appliquons la méthodologie à l’écoulement autour du cylindre circulaire :
la vitesse d’entréeV∞ (t) et la température du cylindreTp(t) sont transitoires.

4.5.1.2 Quelques exemples tirés de la littérature

En couplant un modèle POD Galerkine avec un réseau de neurones (un autre type de surface
de réponse) pour les termes non linéaires, Romijnet al.présentent dans [41] un modèle réduit
de conducto-convection monodimensionel d’écoulement incompressible de verre en fusion. Le
champ de vitesse est fixé, et l’écoulement est réchauffé par des flammes, dont l’évolution de la
température au cours du temps constitue l’entrée du modèle.

Dans [42, 43], Balsa-Cantoet al. prennent également en compte une condition aux limites
transitoire dans un modèle réduit POD Galerkine. Il s’agit d’un modèle réduit de température
dans une conserve cylindrique au cours d’une stérilisation. La condition aux limites y est inté-
grée en faisant un changement de variable dépendant du temps. Ce modèle réduit leur permet
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de résoudre un problème d’optimisation, dont l’objectif est de trouver la loi de température de
stérilisation qui limite le niveau de dangerosité des germes présents dans la conserve, tout en
préservant le mieux possible les qualités nutritives du produit.

Les méthodes d’identification ont souvent été utilisées dans des cas anisothermes avec des
conditions aux limites transitoires. On peut par exemple citer les travaux de Girault et Petit [44]
qui ont mis en place un modèle réduit pour la température d’unécoulement bidimensionnel
chauffé dans un canal plan. Les conditions thermiques y sontdeux flux de chaleur à travers
la paroi du canal. Pour un champ de vitesse fixé et n’importe quelle loi de flux thermique, le
modèle est en mesure d’estimer l’évolution de la température en quelques points du canal. Ce
modèle est ensuite utilisé pour résoudre un problème inverse.

Dans [25], Rouiziet al. mettent en place un modèle d’écoulement de marche descendante
en convection forcée. Leur modèle réduit est capable de prévoir les champs de vitesse et de tem-
pérature correspondant à un nombre de Reynolds constant quelconque, et à une loi de chauffe
transitoire quelconque.

4.5.1.3 Méthodologie générale

Dans le cas du cylindre circulaire en convection forcée tel que nous l’avons appréhendé
jusqu’à maintenant, on peut considérer qu’il y a un couplagefaible entre les champs cinétique
et thermique. Le champ de vitesse est le moteur de l’écoulement et le champ de température
peut être considéré comme une scalaire passif, diffusé danset transporté par le champ de vitesse.
Au paragraphe 3.3.10.3 du chapitre 3, nous avions souligné que, dans ce type de cas, on peut
justifier une construction distincte de deux modèles :

1. Le premier modèle concerne des observables cinétiques etne tient pas compte des aspects
thermiques de l’écoulement. On parle de modèle réduit cinétique.

2. le second concerne les observables thermiques, et se construit à partir de l’état réduit d’un
modèle réduit cinétique. On parle de modèle réduit thermique.

Les paragraphes qui suivent vont illustrer cette méthodologie. On va construire deux mo-
dèles réduits thermiques :

– un premier pour le champ de température,
– un second pour le flux de chaleur total à travers la surface extérieure du cylindre.
Nous rappelons que l’objectif n’est cette fois pas de reproduire le champ de vitesse, mais

de capter la dynamique des observables thermiques. Ainsi, le modèle réduit cinétique n’existe
qu’en tant que passerelle vers l’état réduit thermique. Pour cette raison, dans les paragraphes
qui vont décrire les modèles transitoires, nous ne voulons pas nous attarder sur la qualité des
modèles réduits cinétiques.

Cependant, nous sommes conscients qu’un modèle réduit cinétique transitoire peut avoir un
intérêt propre. Par exemple, l’utilisateur peut désirer unmodèle réduit lui proposant l’évolution
purement transitoire du champ de vitesse autour du cylindrecorrespondant à des conditions
opératrices quelconques. Nous profitons de cette section pour montrer que l’identification per-
met de répondre à ce genre de problématique. Nous construisons un modèle réduit cinétique qui
associe l’évolution du champ de vitesse à des conditions auxlimites dépendantes du temps. Ce
modèle est ensuite utilisé pour construire le premier modèle réduit thermique, c’est-à-dire celui
pour le champ de température.

Par contre, dans le deuxième cas, pour illustrer la notion d’observables que nous avons
abordée à la section 4.1 de ce chapitre, nous n’accorderons pas d’importance à la précision du
modèle réduit cinétique lorsqu’il est utilisé comme prérequis au modèle réduit thermique.
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FIG . 4.42– Construction du modèle réduit transitoire pour les températures. On restreint les données
de référence aux températures des cellules situées dans le rectangle[−1,2rc;2,8rc]× [0;1,5rc].

4.5.2 Réduction de modèle transitoire pour les champs de vitesse et de
température

4.5.2.1 Objectifs et observables

Nous allons montrer que la méthodologie d’identification demodèle réduit peut permettre
de construire des modèles qui pour :

1. une loi de vitesse quelconque,

2. une loi de température de paroi quelconque,

fournissent avec précision :

1. des champs de vitesse transitoires,

2. des champs de température transitoires.

Si l’intégralité du champ de vitesse est sensible aux variations de la vitesse d’entrée, la zone
d’influence de la température du cylindre est beaucoup plus étroite. Par exemple, lorsque la
vitesse d’entrée vaut 1,61m.s−1, et que la température du cylindre vaut 380K, l’élévation de
température à 2,5 rayons derrière le culot du cylindre vaut moins de 7,0K. Pour cette raison,
alors que les observables du modèle réduit cinétique sont les deux composantes du champ de
vitesse en chaque cellule du maillage, on restreint les observables thermiques à des tempéra-
tures dans les cellules maillant le cylindre, et dans un certain nombre de cellules situées dans le
sillage (voir la figure 4.42 ).

Remarque.Bien que le modèle réduit thermique soit construit à partir du modèle réduit ci-
nétique, dans la mesure où l’on se sert des états réduits comme intermédiaires, il n’est nullement
besoin que les observables des deux modèles correspondent aux mêmes cellules.
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FIG . 4.43– Vitesse d’entrée transitoire ayant servi à simuler les champs de vitesse utilisés pour
identifier un modèle réduit cinétique.

4.5.2.2 Echantillonnage

Pour collecter les champs de vitesse de référence que le modèle réduit cinétique doit repro-
duire, nous utilisons la loi de vitesse d’entrée qui apparaît sur la figure 4.43. Quelques exemples
de réponse du champ de vitesse à ce signal sont proposés par lafigure 4.44.

Les températures de référence correspondent à la réponse del’écoulement à la superposition
de cette vitesse d’entrée et d’une série d’échelons de température de paroi. Ces deux conditions
aux limites sont présentées sur la figure 4.45. La figure 4.46 présente deux exemples d’évolu-
tions de température consécutives à l’emploi de ces conditions aux limites.

Remarque.Sur la figure 4.44, on observe des “pics” de vitesse correspondant aux échelons
de vitesse d’entrée appliqués, après l’instantt = 40,0s. La variation brutale juste consécutive
à ces échelons de vitesse d’entrée est difficile à interpréter. S’agit-il d’un phénomène physique
ou d’un problème de convergence ? Quoiqu’il en soit, l’examen des températures (figure 4.46)
semble indiquer que l’effet de ces “pics” sur la températuredu sillage est faible, et que son
influence sur la température dans le solide est quasiment nulle.

4.5.2.3 Identification des modèles réduits

En se servant des champs de vitesse collectés, on identifie unmodèle réduit cinétique transi-
toire d’ordre 6, dont la forme est décrite dans le paragraphe3.3.10.3 par l’équation (3.56) (voir
le tableau 4.11) :

Ev
r :

d
dt

sv +dvsv +(bv1sv•bv2sv)+a∞
v V∞ +b∞

v V2
∞ = 0 (4.9a)

y∗v = hvsv (4.9b)

L’identification conduit à un modèle réduit qui reproduit relativement bien les données du
modèle détaillé sur la durée de l’échantillonnage. Les erreurs moyennes et maximales, visibles
sur la figure 4.47, restent faibles.
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FIG . 4.44– Modèle réduit cinétique transitoire : Exemples d’évolutions de vitesse consécutives à
l’application des conditions aux limites de la figure 4.43. La figure 4.44(a) représente la composante

axiale de la vitesse à la position(0,8rc;0,8rc), alors que 4.44(b) retrace l’évolution de la
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Temps (s)

V
ite

ss
e

d
en

tre
e

(m
/s

)

T
em

pe
ra

tu
re

cy
lin

dr
e

(K
)

10 20 30 40 50 60 70
1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

3.2

280

300

320

340

360

380

400Temperature cylindre
Vitesse amont

FIG . 4.45– Lois de vitesse et de température ayant servi à collecter lesdonnées de référence pour
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FIG . 4.48– Identification d’un modèle réduit cinétique transitoire - Comparaison des signaux de
vitesse proposés par le code CFD et le modèle réduit en réponse aux conditions aux limites de la
figure 4.43. Les signaux correspondent aux positions(0,8rc;0,8rc) (figures 4.48(a) et 4.48(b)),

(1,5rc;−rc) (4.48(c) et 4.48(d)), et(2,2rc;0,75rc) (4.48(e) et 4.48(f))
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TAB . 4.11– Composition du modèle réduit transitoire pour le champ de vitesse, et détails de
construction.

Type de modèle
cinétique
transitoire

Structure Equation (3.56)
Ordre 6

Nombre d’entrées 1
Nombre de composantes

(équation d’état)
Total 90

Part linéairedv 6
Part non linéairebv1,bv2 2×36
Commande linéairea∞

v 6
Commande non linéaireb∞

v 6
Nombre d’observables 524000

Nombre de pas de temps 745
Pas de temps 0,1 s

Remarque. Dans la remarque du paragraphe 4.5.2.2, nous expliquions qu’au niveau des
échelons de vitesse d’entrée, le solveur CFD prévoit des variations brutales de vitesse. On
s’aperçoit sur la figure 4.48 que le modèle réduit que nous avons identifié réagit aux éche-
lons de vitesse de façon similaire, avec des discontinuitésde vitesse. Si les “pics” que renvoie
le modèle CFD correspondent à un phénomène physique, alors tant mieux. Par contre, s’ils sont
dus à un souci de convergence relatif à la brusque augmentation de la vitesse d’entrée, il est
dommage que le modèle réduit les reproduise. En effet, dans ce cas, le processus d’identifica-
tion aura cherché à reconstruire des instabilités numériques au prix d’une perte en précision à
d’autres instants.

Une fois que l’on dispose d’un modèle réduit cinétique, on peut se lancer dans l’identifica-
tion d’un modèle réduit thermique. La structure du modèle thermique est la forme (3.58) (voir
paragraphe 3.3.10.3) :

ET
r :

d
dt

sT +dTsT +(bT1sT •bT2sv)+a(∂Ω)
T T(∂Ω) +b∞

TΨ∞
vT = 0 (4.10a)

y∗T = hTsT (4.10b)

Dans l’équation d’état,sv est l’état réduit cinétique, de dimension 6. Il s’agit de la solution

de l’équation (4.9a) pour la commandeV∞. La commande thermiqueT(∂Ω) =

[

T∞
Tp

]

compte deux

termes :
– l’évolution au cours du temps de la températureTp du cylindre ;
– la température d’entrée du fluide,T∞ = 300K, qui reste constante.
Le termeΨ∞

vt = V∞T∞ correspond au flux convectif imposé d’energie thermique dans le
système. Il ne compte qu’un terme, qui varie au cours du temps.

Là encore, le processus d’identification permet de retrouver correctement les données issues
de l’échantillonnage. On a construit un modèle d’ordre 8, c’est-à-dire que l’état réduit thermique
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FIG . 4.49– Identification du modèle réduit transitoire de températures : le modèle réduit d’ordre8
reproduit le signal d’échantillonnage. La figure 4.49(a) donne un exemple d’évolution de

température dans le sillage du cylindre (en(1,1rc;0,5rc)). La figure 4.49(b) fait de même dans la
région solide (à la position(0,74rc;0,419rc)).

compte seulement 8 composantes (voir le tableau 4.12). Sur la figure 4.49, on peut observer deux
exemples d’évolutions de température consécutives à l’application des conditions aux limites de
la figure 4.45. La figure 4.50 présente elle les évolutions deserreurs maximale et moyenne au
cours du temps, ainsi que l’écart-type de cette erreur.

TAB . 4.12– Composition du modèle réduit transitoire pour les températures, et détails de construction.

Type de modèle
thermique
transitoire

Structure Equation (3.58)
Ordre 8

Ordre MR cinétique 6
Nombre d’entrées 3 (dont 1 constante)

Nombre de composantes
(équation d’état)

Total 144
Part linéairedT 8

Part non linéairebT1,bT2 64+48

Commande linéairea(∂Ω)
T 16

Commande non linéaireb(∂Ω)
T 8

Nombre d’observables 26986
Nombre de pas de temps 745

Pas de temps 0,1 s

Les deux modèles réduits ont été construits pour reproduireles signaux de vitesse et de tem-
pérature échantillonnés. Dans la mesure où on cherche à obtenir des modèles réduits utilisables
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FIG . 4.50– Identification du modèle réduit pour les températures. La figure 4.50(a) représente
l’évolution au cours du temps de la différence entre les données de référence et le signal construit

par le modèle réduit. La figure 4.50(b) représente l’évolution de l’écart-type de cette erreur, mise en
vis à vis avec le signal de vitesse d’entrée. Ainsi on note quesi les échelons de vitesse semblent

produire de l’erreur, celle-ci reste relativement faible.

pour des conditions opératrices quelconques, il faut se demander si leurs réponses restent va-
lables lorsque l’on change de conditions opératrices. Le paragraphe suivant traite de l’utilisation
de ces modèles pour des conditions opératrices autres que celles ayant servi à l’échantillonnage.

4.5.2.4 Validation des modèles réduits

L’écoulement est soumis aux conditions aux limites présentées sur la figure 4.51, et on
évalue les réponses en termes de champ de vitesse et de température.

En ce qui concerne le modèle réduit cinétique, la figure 4.52 présente quelques exemples
d’évolution de signaux de vitesse consécutivement à l’application des conditions aux limites de
la figure 4.51. Le modèle réduit permet de retrouver la dynamique générale de l’écoulement.
Même si la différence entre simulation et prédiction reste sensible, elle est du même ordre que
l’erreur commise lors de l’identification du modèle réduit cinétique.

Alors que la différence entre la simulation CFD et la prévision du modèle réduit cinétique est
sensible, le modèle réduit pour la température parvient à prédire précisément les évolutions des
températures, que ce soit dans le sillage du cylindre ou danssa partie solide, comme l’illustre
la figure 4.53.

4.5.2.5 Conclusions sur ces deux modèles

Deux modèles réduits transitoires ont été construits. L’unpermet de relier une loi de vitesse
d’entrée à un champ de vitesse transitoire. Le second associe cette loi de vitesse, un état réduit
cinétique calculé à l’aide de celle ci, et une loi de température de cylindre, à des températures
transitoires, mesurées dans la zone fluide (sillage) ou dansla région solide.

A l’utilisation, le modèle réduit cinétique permet de retrouver l’évolution du champ de vi-
tesse que produirait le solveur CFD, même si l’erreur commise reste sensible. Il semble que
des problèmes de convergence des calculs de référence pourraient entraîner une dégradation de
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FIG . 4.51– Conditions aux limites utilisées pour valider les modèles réduits cinétique et thermique de
température.

la qualité du modèle. Malgré tout, l’erreur commise en réponse à une loi de vitesse d’entrée
quelconque, reste comparable à celle qui apparaît au cours du processus d’identification.

Une fois construit, le modèle réduit thermique permet de prévoir avec une précision très
satisfaisante l’évolution des températures en réponse à des entrées en vitesse et en température
de paroi quelconques. Même s’il est construit à partir de l’état du modèle réduit cinétique, qui
semble t-il, est très sensible aux problèmes de convergence, et arbore une erreur visible, le
modèle réduit de température parvient à fournir les évolutions des champs de température au
cours du temps avec des précisions de l’ordre du kelvin.

Nous venons donc de voir qu’il est possible de mettre en placedes modèles réduits transi-
toires fournissant les évolutions de signaux de vitesse et/ou de température relatifs à des vitesses
d’entrée et températures imposées variables quelconques.Nous essayons maintenant d’utiliser
la même méthode dans le cas où l’observable qui intéresse l’utilisateur se résume au flux de
chaleur à travers la surface du cylindre.
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FIG . 4.52– Validation du modèle réduit cinétique transitoire : comparaison de composantes axiales et
transverses de signaux de vitesse dans le sillage. Figures 4.52(a) et 4.52(b) : position(0,8rc;0,8rc).
Figures 4.52(c) et 4.52(d) : position(1,5rc;−rc). Figures 4.52(e) et 4.52(f) : position(2,5rc;0,75rc).
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FIG . 4.53– Modèle réduit transitoire pour les températures : comparaisons entre les températures
prédites par le modèle réduit d’ordre8 et celles effectivement calculées par le solveur CFD. Les

figures 4.53(a) et 4.53(b) correspondent à des cellules situées dans le sillage du cylindre (en
(1,1rc;0,5rc) et (2,2rc; rc)). Les figures 4.53(c) et 4.53(d) concernent des cellules situées dans la

partie solide (en(0,74rc;0,419rc) et (0,092rc;0,938rc).)
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FIG . 4.54– Loi de vitesse d’entrée ayant servi à l’échantillonnage pour la construction de la part
cinétique du modèle réduit transitoire de flux de chaleur.

4.5.3 Réduction de modèle transitoire pour le flux de chaleur

4.5.3.1 Objectifs

Comme dans le paragraphe 4.5.2, l’entrée du modèle réduit que nous allons construire
consiste en :

1. une vitesse d’entrée transitoire du fluide,

2. une température transitoire imposée sur la surface intérieure du solide.

Le modèle doit prévoir avec précision le flux de chaleur totaléchangé entre le cylindre et
le fluide environnant. Comme nous l’avons expliqué au paragraphe 4.2.5, le flux de chaleur est
calculé par le code CFD par intégration de la répartition de densité de flux à la surface. Le
modèle réduit fournit lui directement ce scalaire : dans l’approche de réduction de modèle, le
flux de chaleur n’est pas obtenu par post-traitement.

Dans la mesure où la méthodologie de construction et d’évaluation du modèle réduit pour le
flux est identique à celle du modèle réduit de température présenté plus haut, nous présenterons
briévement les différentes étapes et les résultats obtenus.

4.5.3.2 Construction du modèle réduit cinétique

La méthodologie choisie pour construire un modèle réduit thermique en convection forcée,
débute par la mise en place d’un modèle réduit cinétique. Cette fois-ci, nous considérons que
le modèle réduit cinétique ne nous intéresse pas en tant qu’outil de prévision d’un champ de
vitesse. On a besoin d’un état réduit cinétique pour construire et utiliser le modèle réduit ther-
mique, et l’identification d’un modèle réduit cinétique se fait à cette fin. Pour cette raison, on
peut limiter les observables du modèle réduit cinétique à quelques composantes de vitesse prises
en quelques cellules du maillage. En l’occurence, nous utilisons la vitesse calculée aux positions
(1,5rc;0), (1,5rc;1,5rc), (2,0rc; rc) et (2,5rc; rc), en réponse à la loi de vitesse représentée sur
la figure 4.54. La structure du modèle réduit cinétique est inchangée, il s’agit de celle présentée
dans l’équation (4.9).
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FIG . 4.55– Conditions aux limites utilisées pour collecter les données de référence nécessaires à la
construction du modèle réduit pour les flux thermiques. La vitesse d’entrée est celle qui apparaît sur

la figure 4.54.

4.5.3.3 Identification du modèle réduit transitoire de flux de chaleur

L’échantillonnage servant à la construction du modèle réduit de flux thermique se compose
des flux calculés par le solveur CFD en réponse aux conditionsaux limites présentées sur la
figure 4.55. Les données de flux ont été collectées, et quatre modèles réduits thermiques ont été
construits pour les reproduire, comme le montre la figure 4.56.

Les quatre modèles captent correctement les variations de flux consécutives à l’application
des conditions aux limites transitoires en vitesse et température, et cela à tel point que l’examen
de la figure 4.56 ne permet pas d’affirmer qu’un modèle est meilleur qu’un autre. Si on trace
l’erreur produite par ces modèles (figure 4.57), on s’aperçoit néanmoins que, même si l’erreur
reste négligeable, les modèles d’ordre 8 et 10 se comportentmieux que ceux d’ordre 6 et 7. Le
tableau 4.13 illustre ce résultat de façon plus globale en fournissant les erreurs quadratiques non
adimensionnées moyennées sur la durée de l’échantillonnageτid :

j2 =

√

1
τid

Z τid

t=0
(y(t)−y∗ (t))2dt (4.11)

Le tableau 4.14 donne quelques indications sur le modèle réduit thermique d’ordre 10.

TAB . 4.13– Erreur quadratique moyennej2 ( (4.11)) des modèles réduits thermiques transitoires de
flux de chaleur.

Ordre du modèle Erreur j2 (W)
6 0,338
7 0,357
8 0,075
10 0,064
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FIG . 4.56– Comparaisons entre les flux thermiques calculés par le code CFD et ceux prédits par les
modèles réduits en réponse aux conditions aux limites de la figure 4.55. Les ordres des modèles

réduits présentés sont respectivement6, 7, 8 et10. L’erreur faite par ces modèles est affichée sur la
figure 4.57.
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FIG . 4.57– Erreur commise par les quatre modèles réduits thermiques présentés sur la figure 4.56 en
réponse au signal d’échantillonnage.
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TAB . 4.14– Composition du modèle réduit thermique transitoire d’ordre 10 pour le flux de chaleur, et
détails de construction.

Type de modèle
thermique
transitoire

Structure Equation (3.58)
Ordre 10

Ordre MR cinétique 8
Nombre d’entrées 3 (dont 1 constante)

Nombre de composantes
(équation d’état)

Total 220
Part linéairedT 10

Part non linéairebT1,bT2 100+80

Commande linéairea(∂Ω)
T 20

Commande non linéaireb(∂Ω)
T 10

Nombre d’observables 1
Nombre de pas de temps 147

Pas de temps 0,3392 s

4.5.3.4 Utilisation du modèle réduit pour les flux thermiques

Une fois ces modèles construits, on peut les utiliser pour évaluer le flux de chaleur à travers
la surface du cylindre pour n’importe quelle loi de vitesse d’entrée ou de température d’entrée.
Par exemple, la figure 4.59 montre que si on cherche le flux thermique qui résulte de l’utilisation
des conditions aux limites de la figure 4.58, les quatre modèles réduits fournissent une bonne
approximation de ce que calcule effectivement le solveur CFD.

Les quatre modèles parviennent à prédire le comportement dutransfert de chaleur calculé
par le code CFD. Nous avions vu au paragraphe précédent que les modèles d’ordre 6 et 7 ont,
pour la phase d’identification, un niveau d’erreur global plus important que les modèles d’ordre
8 et 10. Cependant, ce constat ne permet pas d’affirmer qu’ilsseront également moins bons
pour des conditions aux limites quelconques. La figure 4.60 retrace et compare les évolutions
au cours du temps de l’erreur commise par les quatre modèles.L’ordre de grandeur de cette
erreur reste effectivement très faible pour tous les ordres, mais le modèle d’ordre 10 s’en sort
clairement mieux que les autres. Par contre, contrairementà ce que l’on avait vu durant la phase
d’identification, le niveau d’erreur du modèle d’ordre 8 estle même que ceux des modèles
d’ordre 6 et 7. Augmenter l’ordre peut avoir un effet bénéfique à l’identification sans pour
autant résulter en une amélioration générale du modèle.

Il n’est pas possible de déterminer a priori l’ordre de modèle qui fournira les “meilleurs”
résultats. De toutes façons, le choix de l’ordre est limité par les contraintes inhérentes à l’optimi-
sation globale. De plus, rien ne garantit que les qualités obtenues lors de la phase d’identification
soient conservées lorsque le modèle est utilisé pour d’autres commandes, mêmes proches des
entrées d’échantillonnage. Déterminer un ordre de réduction tient donc de l’essai-erreur :

1. on s’assure que l’erreur du modèle en réponse aux commandes d’échantillonnage est
acceptable, c’est-à-dire qu’elle reste en deçà d’une valeur seuil ;

2. on vérifie que l’erreur reste acceptable pour une ou plusieurs commandes “test” ;
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FIG . 4.58– Conditions aux limites pour l’évaluation du modèle réduit transitoire thermique.
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FIG . 4.59– On évalue les modèles réduits transitoires pour les flux thermiques en comparant leur
réponse à celle que le solveur CFD propose relativement aux conditions limites de la figure 4.58. Les

ordres sont respectivement6, 7, 8 et10.
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FIG . 4.60– Comparaison des erreurs produites par les quatre modèles réduits thermiques en réponse
aux conditions aux limites de la figure 4.58 (phase d’évaluation).

3. si ce n’est pas le cas, on peut modifier l’ordre du modèle, soit en l’augmentant (pour
l’enrichir), soit en le diminuant (pour faciliter l’optimisation).

4.5.3.5 Conclusions sur l’utilisation du modèle réduit transitoire pour les flux thermiques

Ces travaux ont permis d’illustrer l’applicabilité des méthodes d’identification modale lorsque
les observables ne sont pas des variables d’état de l’écoulement (vitesse ou température), mais
une grandeur post-traitée au cours du processus CFD.

Pour construire le modèle réduit transitoire thermique, unmodèle réduit cinétique est néces-
saire. Dans l’exemple qui nous occupe, nous constatons que même en accordant peu d’impor-
tance à la qualité du modèle réduit cinétique, le processus d’identification permet de construire
un modèle réduit thermique précis. Supposons que l’on soit en présence de soucis de conver-
gence, ou que l’on ne puisse avoir confiance en la qualité du calcul des champs de vitesse. A
partir du moment où les champs thermiques sont déterminés avec une précision satisfaisante
pour l’utilisateur (exemple du régime transitoire du paragraphe 4.3.3 ), on pourra construire un
modèle réduit thermique transitoire de qualité équivalente à celle des données thermiques.

Plutôt que d’identifier distinctement des modèles réduits cinétiques puis thermiques, on
aurait également pu identifier d’un coup un modèle global dont la structure serait constituée :

– d’une équation d’état réduite cinétique de la forme (4.9a),
– d’une équation d’état réduite thermique de la forme (4.10a),
– d’une équation de projection thermique (4.10b).
Cela permettrait de ne plus avoir besoin de données de champ de vitesse, et, peut-être, d’ac-

célérer le processus d’identification dans son ensemble. Une telle identification a été tentée pour
proposer un modèle de flux de chaleur à travers la paroi du cylindre, mais n’a pas rencontré de
succès. Le probable responsable de cet échec est le nombre d’inconnues du problème d’opti-
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misation qui devient beaucoup plus important. Il devient difficile de trouver simultanément des
matrices “cinétiques” et “thermiques” permettant de reproduire les données thermiques. Deux
solutions sont envisageables :

1. construire un modèle dont les ordres cinétique et thermique sont faibles, puis l’utiliser
pour initialiser un modèle d’ordres supérieurs ;

2. commencer par construire deux modèles disctincts, commeprésenté dans ce paragraphe,
et les utiliser pour initialiser un modèle réduit “global”,construit uniquement à partir des
données thermiques.
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4.5.4 Conclusions d’étape

Nous venons de montrer la capacité des méthodes d’identification modale à produire des
modèles réduits transitoires pour des observables :

– cinétiques : tout ou partie d’un champ de vitesse
– thermiques : tout ou partie d’un champ de température, ou unflux de chaleur.
Ainsi, l’identification permet de traiter des observables correspondant aussi bien à des gran-

deurs réparties dans l’écoulement (champs de vitesse ou de température), qu’à des grandeurs in-
tégrales, usuellement calculées en post-traitement (ici un flux de chaleur dissipé dans le fluide).

Les entrées de ces modèles sont des variations au cours du temps de conditions opératrices :
vitesse et température imposées. Le principal constat que nous pouvons tirer des exemples que
nous avons choisis est que la qualité d’un modèle réduit est liée entre autres à la qualité des
simulations CFD qui fournissent les observables de référence.

L’écoulement semi-transitoire peut être vu comme un cas particulier d’écoulement transi-
toire. La vitesse d’entrée est constante, mais la température de cylindre varie au cours du temps.
Nous montrons dans les paragraphes qui suivent comment la méthode d’identification modale
peut-être appliquée à ce genre d’écoulement.

4.6 Réduction de Modèle en écoulement quasi-transitoire

4.6.1 Position du Problème

Au paragraphe 4.4, on a considéré que l’utilisateur des modèles réduits se donne les moyens
d’une résolution temporelle fine du sillage instationnairederrière un obstacle. Nous lui avons
donc proposé une méthodologie de mise en place de modèles réduits instationnaires, capables
de prédire un champ de vitesse instationnaire pour diversesvitesses d’entrée fixées. Dans le
paragraphe 4.5, il était intéressé uniquement par les évolutions transitoires de ses observables,
qu’ils soient cinétiques ou thermiques. Nous avons donc montré qu’il est également possible de
produire des modèles réduits transitoires paramétrés par des conditions opératrices cinétiques
et thermiques couplées.

L’utilisateur visé par le paragraphe 4.6 a un objectif différent. L’écoulement qu’il étudie est
caractérisé par :

– un champ de vitesse fixe,
– et éventuellement un champ thermique transitoire.
Le champ de vitesse correspond à une ou plusieurs conditionsaux limites de vitesse constantes

dans le temps. Le champ thermique dépend lui non seulement decette ou de ces conditions de
vitesse d’entrée, mais aussi d’une ou de plusieurs conditions aux limites thermiques qui sont
elles, transitoires. Ce type de simulations correspond au régime semi-transitoire évoqué au pa-
ragraphe 4.3.2.2.

La stratégie de réduction de modèle que nous présentons dansles paragraphes suivants
répond à deux objectifs :

1. d’une part, pour une vitesse amont donnée, on veut prédirele champ de vitesse tel qu’il
serait calculé par une simulation stationnaire ;

2. d’autre part, à champ de vitesse fixé, on veut prédire la réponse thermique instationnaire
de l’écoulement.

Pour répondre à ces deux objectifs, on adopte la stratégie présentée au paragraphe 4.5.1.3,
à savoir la construction de deux modèles réduits distincts :
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– un modèle réduit cinétique pour le champ de vitesse,
– un modèle réduit thermique pour les réponses thermiques.
Dans le cas test que nous retenons, les paramètres d’entrée des modèles seront la vitesse

amont du fluide, et la température du cylindre. Les observables que nous allons considérer
sont :

– le champ de vitesse entier pour le modèle réduit cinétique,
– la température dans le sillage et la partie solide du cylindre,
– la répartition de densité de flux le long de la surface extérieure du cylindre,
– le flux de chaleur total à travers cette surface.
Chaque type d’observable a donné lieu à la construction d’unmodèle réduit. Les trois der-

niers types d’observables sont dits thermiques. Les modèles réduits thermiques partagent tous
les trois le même modèle réduit cinétique. Le paragraphe suivant 4.6.3 concerne la génération
de ce modèle à partir de résultats de simulations CFD stationnaires. Puis nous verrons au para-
graphe 4.6.4 comment l’utiliser pour construire des modèles réduits thermiques transitoires.

4.6.2 Utilisation de modèles réduits et de surfaces de réponse dans le
cadre d’écoulements stationnaires

Une grande partie des problèmes d’ingénierie en mécanique des fluides consistent en la dé-
termination d’observables correspondant à des écoulements stationnaires. La topologie de ces
écoulements est fonction d’un plus ou moins grand nombre de paramètres (conditions aux li-
mites, termes sources, paramètres géométriques, ...). Si leur résolution passe généralement par
l’emploi d’une suite de codes CFD, ils sont également susceptibles de faire l’objet de l’uti-
lisation de modèles réduits ou de surfaces de réponse, lorsque le nombre de paramètres est
relativement faible.

Plusieurs méthodes de réduction de modèle basées sur la POD ont été conçues pour traiter
de problèmes d’écoulements stationnaires. Les modes POD sont construits en prenant des réa-
lisations de l’écoulement correspondant à diverses valeurs prises par les paramètres du modèle.
Les différentes méthodes se distinguent dans le calcul des fonctions de base qui seront asso-
ciées aux modes. Alonsoet al.[47] proposent de les estimer en minimisant un résidu dérivédes
équations continues (Navier-Stokes), et projetées sur descellules du maillage et sur les condi-
tions aux limites. La principale différence avec la projection Galerkine tient dans le fait que le
calcul du résidu ne prend pas en compte l’intégralité des données, mais les valeurs prises par
les grandeurs choisies (vitesse, température, . . . ) dans unnombre restreint de cellules. Ainsi, il
accélèrent l’estimation des fonctions de base, et ils éliminent également les cellules dans les-
quelles la convergence ne serait pas assurée. La méthode estillustrée sur le cas d’un écoulement
de marche descendante chauffée. Cet écoulement est caractérisé par

– un nombre de Reynolds qui varie entre 50 et 250,
– une température de chauffe sur la paroi inférieure de la marche, qui varie entre 293K et

353K.
L’objectif du modèle est de retrouver, à partir des champs devitesse, de pression et de

température fournis par le modèle réduit, la longueur de recirculation, le nombre de Nusselt
caractérisant les échanges thermiques entre l’écoulementet la paroi inférieure de la marche,
ainsi que la perte de charge entre l’entrée et la sortie de la marche.

Rambo et Joshi utilisent dans [48] la méthode de correspondance de flux (Flux Matching
Method) décrite dans le paragraphe 2.2.3.2 du chapitre 2. Il s’agitde déterminer les fonctions
de base en s’assurant que le champ reconstruit satisfait desconditions de flux à la frontière du
domaine. Leur cas test est un écoulement de canal par-dessusdeux blocs chauffés en tandem. Le
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débit massique en entrée et les puissances thermiques dégagées par les blocs consistuent les en-
trées de ce modèle. Les auteurs cherchent à déterminer les champs de vitesse et de température
dans le canal.

Sur une géométrie similaire (canal plan avec des blocs chauffés), Jaluria [49] propose plu-
sieurs surfaces de réponse de type Kriging pour établir un lien entre d’une part, la vitesse d’en-
trée de l’écoulement et les paramètres géométriques du canal, et d’autre part, soit des taux de
transferts thermiques, soit des pertes de charges.

En utilisant une méthode d’identification modale, Rouiziet al.construisent un modèle réduit
dans [50] qui permet de reconstruire le champ de vitesse stationnaire dans un écoulement de
marche descendante, en fonction de la vitesse d’entrée, exprimée sous la forme d’un nombre de
Reynolds.

4.6.3 Modèle Réduit d’un écoulement stationnaire autour d’un cylindre
circulaire

4.6.3.1 Données de référence

Sept écoulements stationnaires ont été calculés. Ils correspondent à sept nombres de Rey-
nolds compris entre 2000 et 4000. Le tableau 4.15 répertorieces nombres de Reynolds, et les
vitesses amontV∞ leur correspondant. En chaque cellule du maillage, les deuxcomposantes de
la vitesse locale ont été récupérées pour servir de données de référence à la construction du
modèle réduit.

TAB . 4.15– Echantillonage des données de référence pour le modèle réduit d’écoulement stationnaire.
Correspondance entre les valeurs de vitesse amontV∞ et les nombres de Reynolds caractéristiques

des écoulements.

Nombre de Reynolds Vitesse d’entrée
2050 1,5m.s−1

2200 1,61m.s−1

2405 1,76m.s−1

2802 2,05m.s−1

3212 2,35m.s−1

3826 2,8m.s−1

4031 2,95m.s−1

Comme nous l’avions expliqué au paragraphe 3 du chapitre 3.3.10.4, construire un mo-
dèle réduit qui se contente de bien correspondre aux donnéesde référence aux points d’échan-
tillonnage ne permet pas d’assurer que le modèle soit utilisable partout entre ces points. Pour
régulariser le modèle, nous avons pris le parti d’inclure dans la construction du modèle des
informations sur les dérivées des observables par rapport aux conditions aux limites. Dans le
cas présent, il s’agit d’effectuer sept simulations supplémentaires, correspondant chacune à des
vitesses d’entrée égales à 1,01 fois une vitesse d’entrée de point d’échantillonnage. Les vitesses
amont utilisées sont répertoriées dans le tableau 4.16. A l’aide des 14 écoulements, on peut dé-
terminer une approximation des dérivées des observables par rapport à la vitesse d’entrée du
fluide.
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TAB . 4.16– Modèle réduit d’écoulement stationnaire : vitesses d’entrée pour le calcul de régularisation.

Nombre de Reynolds V∞ V∞ +δV∞
2050 1,5m.s−1 1,5150m.s−1

2200 1,61m.s−1 1,6261m.s−1

2405 1,76m.s−1 1,7776m.s−1

2802 2,05m.s−1 2,0705m.s−1

3212 2,35m.s−1 2,3735m.s−1

3826 2,8m.s−1 2,8280m.s−1

4031 2,95m.s−1 2,9795m.s−1

4.6.3.2 Modèle et Identification

On essaie de proposer une approximation du champ de vitesse stationnaire autour du cy-
lindre circulaire à l’aide d’un modèle réduit cinétique stationnaire dont la forme est décrite par
(c.f.équation (3.59) du paragraphe 3.3.10.4) :

sv +(bv1sv•bv2sv)+a∞
v V∞ +b∞

v Ψ∞
v = 0 (4.12a)

y∗v = hvsv (4.12b)

Rappelons que l’identification des matrices présentes dans(4.12) se fait sur deux niveaux
itératifs. A chaque itération de l’algorithme d’optimisation, de nouvelles matrices d’équation
d’état sont d’abord déterminées. Il s’agit des matricesbv1, bv2, a∞

v et b∞
v . Pour ce jeu de ma-

trices, on détermine une solutionsv à l’équation (4.12a). Puis la matrice de reprojectionhv est
estimée par moindres carrés. Pour que cette estimation soitpossible, il est nécessaire de disposer
de plus de données (nombre d’observables× nombre de points d’échantillonnage) que d’incon-
nues danshv (nombre d’observables× ordre du modèle). Pour cette raison, l’ordre du modèle
réduit doit être limité pour rester strictement inférieur au nombre de points d’échantillonnage
disponibles. Cette problématique existe également lorsque le modèle est instationnaire ou tran-
sitoire, mais en pratique son ordre dépasse rarement la dizaine et on dispose de beaucoup plus
d’instants simulés.

En l’occurrence, ici avec 7 échantillons, on réalise un modèle réduit d’ordre 6. Le problème
d’optimisation lié aux matrices d’état compte 90 inconnues. Le détail du nombre d’inconnues
est repris dans le tableau 4.17.Le paragraphe suivant apporte quelques informations concernant
le résultat du processus d’identification.

4.6.3.3 Résultats aux points d’échantillonnage

L’identification aboutit à un modèle réduit qui reproduit avec satisfaction les données de
référence aux points d’échantillonnage. Le tableau 4.18 illustre la concordance entre les sorties
du modèle réduit et celles du modèle détaillé en ces points. Le premier critère utilisé est l’erreur
quadratique moyenne en chaque point d’échantillonnageV∞ adimensionnée par la somme des
valeurs de vitesse :
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TAB . 4.17– Composition du modèle réduit cinétique stationnaire, et détails de construction.

Type de modèle
cinétique

stationnaire
Structure Equation (3.59)

Ordre 6
Nombre d’entrées 1

Nombre de composantes
(équation d’état)

Total 84
Part non linéairebv1,bv2 2×36
Commande linéairea∞

v 6
Commande non linéaireb∞

v 6
Nombre d’observables 524000
Nombre d’échantillons 7 (+7)

j1(V∞) =

√

√

√

√

√

√

√

2N
∑

k=1

(

yk (V∞)−y∗k (V∞)
)2

2N
∑

k=1
yk (V∞)2

(4.13)

où N désigne le nombre de cellules dans le maillage (262000), où lesyk sont les valeurs
que prennent les composantes de la vitesse aux centres de cescellules, et où lesy∗ sont les
approximations correspondantes fournies par le modèle réduit. Le second critère est lui aussi
une erreur quadratique, mais non adimensionnée et moyennéepour chaqueV∞ sur l’ensemble
des cellules du maillage :

j2(V∞) =

√

√

√

√

1
2N

2N

∑
k=1

(

yk (V∞)−y∗k (V∞)
)2 (4.14)

Le troisième critère est l’erreur maximale en valeur absolue, le quatrième est la moyenne de
l’erreur en valeur absolue, et le cinquième est l’écart-type de cette erreur. La figure 4.61 permet
de comparer les champs de vitesse en divers points d’échantillonnage.

Le modèle réduit cinétique permet donc de reproduire avec précision des champs de vitesse
stationnaires fournis par le modèle CFD. Le paragraphe suivant est consacré à la validation de
ce modèle ailleurs qu’aux points d’échantillonnage.

4.6.3.4 Validation du modèle cinétique

Quatre simulations CFD supplémentaires ont été réalisées pour des vitesses d’entrée listées
dans le tableau 4.19. Ce tableau évalue également la qualitéde l’accord entre le calcul CFD et
le modèle réduit en ces quatre points. On y note que dans le pire des cas, l’erreur reste inférieure
à 5,0.10−2m.s−1.

La figure 4.62 présente quelques exemples de champ de vitesseprédits par le modèle réduit.
Ainsi, globalement, le modèle réduit donne une bonne approximation des champs de vitesse

entre les points. Contrairement aux modèles présentés dansles sections précédentes, l’erreur
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIG . 4.61– Identification du modèle réduit cinétique stationnaire. L’écoulement correspondant à une
vitesse d’entrée de2,8m.s−1 sert d’exemple. Il s’agit d’un point d’échantillonnage. Les figures

4.61(a) et 4.61(b) correspondent à la composante axiale de la vitesse calculée respectivement par le
solveur CFD et par le modèle réduit d’ordre6. Les figures 4.61(c) et 4.61(e) représentent les erreurs
faites sur les composantes axiale puis transverse du champ de vitesse. Les figures 4.61(d) et 4.61(f)

font de même, mais en zoomant près de la paroi du cylindre.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIG . 4.62– Evaluation du modèle réduit cinétique stationnaire ailleurs qu’aux points
d’échantillonnage. Figures 4.62(a) et 4.62(b) : composantes transverses des vitesses calculées par la

CFD et prévues par le modèle réduit d’ordre6 pour une vitesse d’entrée de2,20m.s−1. Figures
4.62(c) et 4.62(d) : composantes axiales de la vitesse (CFD puis MR) pour une vitesse d’entrée de
2,5m.s−1. Les figures 4.62(e) et 4.62(f) sont des cartographies des erreurs faites respectivement sur

les composantes axiale (2,20m.s−1) et transverse (2,5m.s−1) du champ de vitesse.
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TAB . 4.18– Etape d’identification - Evaluation de l’accord entre les champs de vitesse calculés par le
solveur CFD et ceux proposés par le modèle réduit.

Vitesse amont
(

m.s−1
)

1.5 1.61 1.76 2.05
j1 7.70.10−5 1.64.10−4 1.00.10−4 1.38.10−5

j2
(

m.s−1
)

7.77.10−5 1.78.10−4 1.19.10−4 1.91.10−5

max|y−y∗|
(

m.s−1
)

9.30.10−4 2.13.10−3 1.42.10−3 2.29.10−4

mean|y−y∗|
(

m.s−1
)

5.12.10−5 1.17.10−4 7.82.10−5 1.26.10−5

σ(|y−y∗|)
(

m.s−1
)

5.85.10−5 1.34.10−4 8.93.10−5 1.44.10−5

Vitesse amont
(

m.s−1
)

2.35 2.8 2.95
j1 2.07.10−5 7.23.10−5 5.22.10−5

j2
(

m.s−1
)

1.31.10−5 3.82.10−5 2.62.10−5

max|y−y∗|
(

m.s−1
)

2.48.10−4 8.65.10−4 6.25.10−4

moy|y−y∗|
(

m.s−1
)

1.36.10−5 4.76.10−5 3.44.10−5

σ(|y−y∗|)
(

m.s−1
)

1.56.10−5 5.44.10−5 3.93.10−5

TAB . 4.19– Modèle réduit cinétique stationnaire. Evaluation de la qualité du modèle ailleurs qu’aux
points d’échantillonnage.

Vitesse amont
(

m.s−1
)

1.9 2.2 2.5 2.64
Nombre de Reynolds 2.595 3.007 3.417 3.608

j1 7.15.10−3 4.20.10−3 4.02.10−4 2.31.10−4

j2
(

m.s−1
)

9.15.10−3 6.23.10−3 4.98.10−4 4.12.10−4

max|y−y∗|
(

m.s−1
)

4.20.10−2 3.54.10−2 3.42.10−3 3.94.10−3

mean|y−y∗|
(

m.s−1
)

) 6.56.10−3 4.48.10−3 4.61.10−4 2.98.10−4

σ(|y−y∗|)
(

m.s−1
)

6.38.10−3 4.33.10−3 4.98.10−4 2.84.10−4

faite entre les points d’échantillonnage est tout de même sensiblement plus grande que celle
faite aux points d’échantillonnage. Ce constat indique quela méthodologie peut encore être
améliorée.

On peut se demander s’il existe une “source” majeure d’erreur. La première candidate
concerne la modélisation. Toute la théorie présentée dans le chapitre 3 revient à se baser sur
une équation d’état réduite mettant en jeu différents termes dérivés des équations de Navier-
Stokes. L’identification consiste à régler ces termes en se servant de solutions avérées des équa-
tions de Navier-Stokes. Seulement,stricto sensu, les champs de vitesse dont nous nous sommes
servis pour identifier le modèle, ne sont pas des solutions des équations de Navier-Stokes. En
effet, puisqu’ils ont été obtenus à l’aide d’un modèle de turbulence, ce sont des solutions des
équations de Navier-Stokes moyennées :

∂~v
∂t

+
−→
div(~v⊗~v)+

1
ρ
−→
∇ p−ν

−→
div
(

∇~v+ t∇~v
)

−
−→
div(R) = 0 (4.15)

où R est la matrice des tensions de Reynolds. L’objet du modèle deturbulence est de pro-
poser une manière de calculer ce terme. Dans l’équation d’état du modèle réduit, il n’y a rien
qui soit dérivé du terme en tensions de Reynolds. Dans la mesure où celui-ci ne peut a priori
pas être relié linéairement ou quadratiquement au champ de vitesse, il devrait induire une erreur
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forte du modèle réduit dans les cellules où il est important.
Pour le vérifier, nous avons calculé, pourV∞ = 1,90m.s−1, les corrélations entre :
– la valeur absolue des composantes axiale ou transverse de l’erreur,
– et les valeurs absolues des différents termes de l’équation moyennée de quantité de mou-

vement (4.15), tels qu’ils sont calculés par le code CFD.
L’erreur absolue commise localement par le modèle réduit sur la composante du champ de

vitesse dans une directionx est notéerrx et sa valeur moyenne vaut ¯errx. gx est la valeur prise
localement par la composante axiale de l’un des termes de l’équation de quantité de mouve-
ment moyennée (4.15) (viscosité, convection, gradient de pression ou tensions de Reynolds).
Sa moyenne est ¯gx. La corrélation entreerrx, la composante axiale de l’erreur, etgx, la compo-
sante axiale du terme de l’équation RANS, est calculée ainsi:

corr (errx,gx) =

R

(Ω) (errx− ¯errx)(gx− ḡx)dΩ
R

(Ω) (errx− ¯errx)dΩ
R

(Ω) (gx− ḡx)dΩ
∈ [−1;1] (4.16)

Le terme local(errx− ¯errx)(gx− ḡx) est relativement important lorsque l’erreur est plus
forte que la moyenne, et que la grandeurgx a plus de poids qu’en moyenne dans l’équation
de quantité de mouvement RANS. La corrélation (4.16) permetdonc de quantifier, de façon
globale, si la cartographie de l’erreur coïncide avec cellede la grandeurgx. Le tableau 4.20
répertorie ces corrélations. On observe que si aucune corrélation n’est significative, on peut
toutefois conclure que ne pas rajouter dans l’équation d’état réduite un terme correspondant à
l’effet sur le champ moyen des tensions de Reynolds, n’ajoute pas une source majeure d’erreur.

TAB . 4.20– Corrélations entre les composantes de l’erreur absolue (x1 etx2) et les composantes
correspondantes des valeurs absolues des différents termes des deux équations RANS. Vitesse

d’entrée :1.90m.s−1.

erreur enx1 et convection (x1) cisaillement (x1)
∂p
∂x1

∂R1 j

∂x j
-0.188 -0.016 -0.131 -0.015

erreur enx2 et convection (x2) cisaillement (x2)
∂p
∂x2

∂R2 j

∂x j
0.325 0.068 0.365 0.051

Une autre source d’erreur pourrait provenir de la résolution de l’équation d’état réduit sta-
tionnaire (4.12a). Pour chaque entréeV∞, on détermine un pôle de celle-ci en minimisant un
critère quadratique sur son résidu, via une méthode dite de Maxwell-Powell. Cependant, a
priori, cette équation possède plusieurs zéros. La figure 4.63 présente des diagrammes de phase
réalisés sur l’intervalle de vitesse d’entrée

[

1,61m.s−1;2,95m.s−1
]

. Il s’agit comme dans le
paragraphe 4.4.3.3, de tracer l’évolution d’une composante de l’état réduit, en fonction d’une
autre. En chaque point, on a vérifié que l’équation d’état réduite était bien résolue. A la lec-
ture des diagrammes de phase, il semble que l’algorithme de résolution de l’équation d’état par
minimisation du résidu, aboutit à deux familles de solutions. Lorsque l’on parcourt le domaine
[

1,61m.s−1;2,95m.s−1
]

, on passe de l’une à l’autre des familles de solutions. Ainsi, à cause de
la difficulté de résoudre analytiquement le système d’équations quadratiques qu’est l’équation
d’état, on aboutit à des fonctions de base non continues.

Sur les 7 points d’échantillonnage, les deux familles de solutions sont représentées. Le cal-
cul de la matrice de reprojectionhv permet de faire correspondre le modèle réduit et le calcul
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FIG . 4.63– Ces diagrammes de phase sont obtenus en faisant varier la vitesse d’entrée entre1,61m.s−1

et2,95m.s−1. Les positions des points d’échantillonnage sont repéréespar des points rouges, et
celles des points de validation par des points bleus. Ces diagrammes de phase mettent en évidence

que la résolution de l’équation d’état réduit aboutit à deux“familles” de solutions. Sur la figure
4.63(a), les lignes montrent qu’en faisant varier la vitesse, on passe de façon discontinue et répétée

d’une famille à l’autre.

CFD aux points d’échantillonnage en prenant en compte la possibilité de se trouver sur l’une
ou l’autre des familles de solutions. Pour cette raison, on trouve toujours des champs de vi-
tesse corrects, quelle que soit la famille de solutions sur laquelle se trouve l’état réduit. On peut
imaginer cependant de rendre les fonctions de base continues en “forçant” l’algorithme de réso-
lution à ne sélectionner qu’une des deux familles de solutions. Dans ce cas, il est à parier que la
matrice de projection serait mieux adaptée et que l’on obtiendrait des résultats encore meilleurs
aux points d’échantillonnage et entre ceux-ci.

Dans la mesure où l’on dispose d’un modèle réduit cinétique,il est maintenant possible de
construire des modèles réduits thermiques basés sur lui. Ceux que nous étudions maintenant
sont transitoires, alors que le modèle réduit cinétique eststationnaire. Pour cette raison, nous
parlerons de modèle réduits thermique semi-transitoires.
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4.6.4 Modèles Réduits d’un écoulement anisotherme semi-transitoire

4.6.4.1 Objectifs et observables

A champ de vitesse fixé, on suppose qu’il est possible de chauffer le cylindre circulaire.
Une température dépendante du tempsTp(t) est imposée sur sa surface interne. Des transferts
thermiques vont alors prendre place :

– au sein de la région solide (conduction),
– entre le cylindre et le fluide (convection),
– dans le sillage du cylindre (conducto-convection).
L’objectif de cette partie sera de mettre en place des modèles réduits permettant d’évaluer les

réponses transitoires d’observables thermiques. On y présentera les résultats de trois modèles
réduits semi-transitoires. La vitesse d’entrée constantedu fluideV∞ ∈

[

1,5m.s−1;2,95m.s−1
]

et la loi d’évolution de la températureTp(t) imposée au cylindre seront les entrées de ces trois
modèles. En réponse :

– un modèle fournira le champ de température dans la partie solide du cylindre et dans le
sillage ;

– un autre fournira l’évolution au cours du temps de la répartition de densité de flux ther-
mique à la surface du cylindre ;

– le troisième fournira le flux transitoire de chaleur total àla paroi.
Le modèle réduit de température est construit, comme celui du paragraphe 4.5.2, pour des

cellules situées dans le domaine rectangulaire[−1,2rc;2,8rc]× [0;1,5rc] (figure 4.42). On y
trouve des cellules appartenant à la zone solide, ou au proche sillage.

4.6.4.2 Données de référence

La méthode usuelle [25, 45, 46] pour produire des données de référence pour identifier des
modèles réduits thermiques transitoires, est de calculer la réponse du système à des échelons
de sollicitation thermique. C’est ainsi que nous procédonsici. On réutilise les écoulements
calculés au paragraphe 4.6.3 et qui ont servi de points d’échantillonnage. Pour chacun d’eux,
on impose un ou plusieurs échelons deTp dont les valeurs sont répertoriées dans le tableau
4.21. La température initiale dans le domaine est homogène et vaut 300K, ce qui correspond
également à la température d’entrée du fluide.

TAB . 4.21– Construction des modèles thermiques semi-transitoires : Echelons de température pour la
collecte de données de référence.

Nombre de Reynolds Vitesse d’entrée Echelon deTp 1 Echelon deTp 2
2050 1,5m.s−1 330K 350K
2200 1,61m.s−1 350K -
2405 1,76m.s−1 350K -
2802 2,05m.s−1 350K 385K
3212 2,35m.s−1 350K 395K
3826 2,8m.s−1 350K 420K
4031 2,95m.s−1 350K 435K

Consécutivement à ces échelons, on récupère les réponses transitoires des trois types d’ob-
servables que nous avons choisis : les températures dans le solide et dans le sillage, les réparti-
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FIG . 4.64– Ecoulement semi-transitoire. A différents régimes d’écoulement, on récupère le champ de
température correspondant à un échelon deTp. Les figures 4.64(a) et 4.64(b) représentent les

évolutions de température dans des cellules de calcul l’unedu fluide (position(1,8rc; rc), et l’autre
du solide (position(0,74rc;0,419rc)). Vitesse d’entrée du fluide :2,05m.s−1 (Re= 2802). Echelon

de température à385K.

tions de densité de flux, et les flux thermiques à la surface du cylindre. Les figures 4.64, 4.65 et
4.66 présentent des exemples de réponses transitoires à ceséchelons. Le processus d’identifica-
tion consistera à construire des modèles réduits qui reproduiront au mieux ces évolutions.

4.6.4.3 Modèles et Identifications

La structure des modèles réduits thermiques semi-transitoires est la même que celle utilisée
pour le modèle pleinement transitoire au paragraphe 4.5.2.3 (équations (4.10)) :

ET
r :

d
dt

sT +dTsT +(bT1sT •bT2sv)+a(∂Ω)
T T(∂Ω) +b∞

TΨ∞
vT = 0 (4.17a)

y∗T = hTsT (4.17b)

oùT(∂Ω) =
[

T∞//Tp
]

, Ψ∞
vT = V∞T∞, et où lesy∗T sont au choix :

– des températures,
– le flux de chaleur,
– ou les densités de flux.
Dans (4.17a),sv est la variable d’état réduit cinétique. Si on veut déterminer l’évolution

de la variable d’état thermiquesT , pour des conditions opératrices(V∞;Tp), on a besoin de
déterminer en premier lieu l’état réduit cinétiquesv correspondant àV∞. Pour cela, on utilise
l’équation d’état du modèle réduit cinétique d’ordre 6 construit précédemment, au paragraphe
4.6.3 (équation (4.12a)).

Pour chacun des trois types d’observables, on construit un modèle réduit thermique en mi-
nimisant l’écart entrey∗T de l’équation (4.17b), et les données de référence collectées au para-
graphe 4.6.4.2. On obtient ainsi trois modèles qui reproduisent avec précision ces données de
référence, comme l’illustrent les figures 4.67, 4.68 et 4.69. Le modèle réduit pour la température
est d’ordre 8, ceux pour le flux de chaleur et la densité de flux sont d’ordre 10. Les détails du
modèle pour les densités de flux sont disponibles en exemple dans le tableau 4.22.
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FIG . 4.65– Ecoulement semi-transitoire. Pour différents régimes d’écoulement, on récupère le flux de
chaleur à travers la paroi du cylindre, suite à des échelons de Tp. Les figures 4.65(a) et 4.65(b)
représentent des évolutions de ce flux pour différentes conditions opératrices. Les nombres de

Reynolds et températures de paroi sont, à gauche,2200et 350K et, à droite,2802et385K.
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FIG . 4.66– Ecoulement semi-transitoire. A différents régimes d’écoulement, on récupère l’évolution
de la densité de flux correspondant à un échelon deTp. Les figures représentent ces densités durant
les cinq secondes consécutives à ces échelons. Les nombres de Reynolds et températures de paroi

sont :3212et395K pour la figure de gauche,3826et 420K pour celle de droite.
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TAB . 4.22– Composition du modèle réduit thermique transitoire pour ladensité de flux de chaleur, et
détails de construction.

Type de modèle
thermique
transitoire

Structure Equation (3.58)
Ordre 10

Ordre MR cinétique 6
Nombre d’entrées 3 (dont 1 constante)

Nombre de composantes
(équation d’état)

Total 200
Part linéaire 10

Part non linéaire 100+60
Commande linéaire 20

Commande non linéaire 10
Nombre d’observables 128

Nombre de pas de temps 201
Nombre d’échantillons 12
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FIG . 4.67– Ecoulement semi-transitoire. On construit un modèle réduit pour les températures, en
essayant de repoduire les données récupérées au paragraphe4.6.4.2. Les figures 4.67(a) et 4.67(b)

représentent les résultats dans des cellules du fluide pour l’une, et du solide pour l’autre. Les
conditions opératrices et les coordonnées des cellules présentées sont celles de la figure 4.64.

Une fois ces modèles réduits construits, la fiabilité de la réduction de modèle pour chacun
de ces observables est évaluée en comparant les réponses du solveur CFD et du modèle réduit,
pour des conditions opératrices différentes de celles utilisées pour l’identification.
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FIG . 4.68– Ecoulement semi-transitoire. On identifie le modèle pour leflux thermique à l’aide des
différents flux calculés au paragraphe 4.6.4.2. Les figures 4.68(a) (nombre de Reynolds :2200,

température de cylindre350K) et 4.68(b) (2802et385K) représentent la correspondance entre les
flux du modèle réduit, et ceux du modèle détaillé.

D
e
n
s
it
é
 d
e
 fl
u
x
 t
h
e
rm

iq
u
e
 (
W
/m

2
)

0

1000

2000

3000

4000

5000

Angle depuis le culot (°)

0 50 100 150 200 250 300 350 400

(a)

D
e
n
s
it
é
 d
e
 fl
u
x
 t
h
e
rm

iq
u
e
 (
W
/m

2
)

0

5000

10000

15000

20000

Angle depuis le culot (°)

0 50 100 150 200 250 300 350 400

(b)

FIG . 4.69– Ecoulement semi-transitoire. Le modèle réduit semi-transitoire pour les densités de flux est
construit pour reproduire les densités de flux calculées au paragraphe 4.6.4.2. Les figures permettent

d’évaluer l’accord entre le solveur CFD et les réponses du modèle réduit aux échelons de
température de paroi. On compare sur les figures les cinq secondes qui suivent l’échelon de

température. Nombres de Reynolds et températures de paroi :à gauche2405et350K, à droite4031
et435K.
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FIG . 4.70– Lois de température utilisées pour vérifier la qualité des modèles réduits semi-transitoires
thermiques. Ces températures ont été appliquées à des écoulements dont les nombres de Reynolds

valent, dans l’ordre,2595, 3007, 3417et3608.

4.6.4.4 Validations

Il s’agit d’évaluer la confiance que l’on peut accorder aux modèles réduits thermiques que
nous venons de construire, pour répondre aux objectifs énoncés au paragraphe 4.6.1. On com-
pare pour ce faire les réponses de ces modèles aux résultats CFD pour :

– une vitesse d’entrée constante qui n’a pas été utilisée pour construire le modèle réduit
cinétique (voir le tableau 4.15),

– une loi de température de paroi quelconque.
Pour ces différents écoulements, on calcule les évolutionsdes différents types d’observables

(température, flux pariétal et densités de flux) correspondant à des conditions aux limites ther-
miques similaires à celles présentées sur la figure 4.70.

Le modèle réduit thermique développé pour les températuresnous donne satisfaction, que
ce soit pour prévoir l’évolution de la température dans la région fluide ou dans la partie solide.
La figure 4.71 illustre ses capacités. On y observe qu’après quelques instants, le modèle réduit
parvient à reproduire avec précision les dynamiques des températures. Les erreurs maximales
sont observées durant les premiers instants. Elles sont certainement dues au fait que l’état ré-
duit initial est déterminé de façon analytique, en supposant un régime permanent, et que les



4.6. Réduction de Modèle en écoulement quasi-transitoire151

T
e
m
p
e
ra
tu
re
s
 (
K
)

298

300

302

304

306

308

310

Temps (s)

0 2 4 6 8 10 12 14 16

(a)

T
e
m
p
e
ra
tu
re
s
 (
K
)

298

300

302

304

306

308

310

Temps (s)

0 2 4 6 8 10 12 14 16

(b)

T
e
m
p
e
ra
tu
re
s
 (
K
)

300

320

340

360

380

400

Temps (s)

0 2 4 6 8 10 12 14 16

(c)

T
e
m
p
e
ra
tu
re
s
 (
K
)

300

310

320

330

340

350

360

370

380

Temps (s)

0 2 4 6 8 10 12 14 16

(d)

FIG . 4.71– Ecoulement semi-transitoire. Le modèle réduit semi-transitoire pour les températures
parvient à prédire l’évolution des températures pour une loi de température de cylindre quelconque.
Figures 4.71(a) et 4.71(b) : cellule du sillage(1,3rc;0,75rc), nombres de Reynolds de2595et de

3417. Figures 4.71(c) et 4.71(d) : cellule de la partie solide(0,074rc;0,419rc), nombres de Reynolds
de3007et de3608.

simulations CFD ne correspondent pas exactement aux hypothèses faites.
La figure 4.72 retrace les évolutions des erreurs maximales et moyennes faites sur l’en-

semble des températures pour lesquelles on a construit le modèle (voir figure 4.42). Les erreurs
maximales sont en général inférieures à 2K et présentent un pic aux premiers instants, lié à une
mauvaise estimation de l’état initial. L’erreur moyenne est très faible (moins de 0,5K), et vu la
faible valeur de l’écart-type (figure 4.73), est représentative de l’erreur commise partout.

Les résultats du modèle réduit de flux thermique total sont eux aussi excellents. Pour les
quatre écoulements, il a été en mesure de prédire l’évolution du flux thermique convecté dans
le sillage, avec une précision inférieure à 20W sur les premiers pas de temps, et de l’ordre de
quelques watts ensuite. La figure 4.74 retrace ces évolutions de flux thermiques.

Enfin, le modèle réduit pour les densités de flux parvient également à prédire correctement
ce que fournit le code CFD en réponse aux lois de température de la figure 4.70. Sur la figure
4.75, on a tracé les répartitions de densités de flux à divers instants, telles qu’elles sont calculées
par le code CFD et le modèle réduit d’ordre 10. Pour tous les écoulements testés, le modèle
réduit reste en accord avec le code CFD.
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FIG . 4.72– Erreurs maximale et moyenne du modèle semi-transitoire de température pour les
conditions aux limites de validation. Les nombres de Reynolds associés aux différentes figures sont
respectivement2595, 3007, 3417et3608. Les erreurs maximales correspondent aux axes à gauche,

tandis que les erreurs moyennes sont liées aux axes à droite.

4.6.5 Conclusion partielle

En utilisant une méthodologie similaire à celle de la section 4.5, nous avons montré en plus
que

– l’identification modale peut s’appliquer à des écoulements stationnaires calculés avec un
modèle de turbulence,

– qu’elle permet de capter la dynamique d’une densité pariétale de flux thermique.
Le cas stationnaire a été également l’occasion de montrer que la méthode est flexible en ce

qui concerne la présence d’un terme lié à la turbulence dans les données de référence. Peut-être
que le prendre en compte améliorerait la qualité des modèles. Mais, pour le moment, en ce qui
concerne les écoulements stationnaires, les principaux défis à relever par l’identification modale
concernent plutôt la phase d’identification :

– améliorer l’optimisation des paramètres des modèles réduits ;
– mieux résoudre l’équation d’état stationnaire.
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FIG . 4.73– Ecart-types de l’erreur faite pour les conditions aux limites de validation pour le modèle
réduit thermique transitoire de température. Les nombres de Reynolds associés aux différentes

figures sont respectivement2595, 3007, 3417et 3608.
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FIG . 4.74– Le modèle réduit semi-transitoire pour les flux thermiques parvient à prédire avec une
erreur faible les flux thermiques globaux entre le cylindre et son sillage dans les conditions de la

figure 4.70. Dans l’ordre, les figures correspondent aux écoulements dont les nombres de Reynolds
valent2595, 3007, 3417et3608.
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FIG . 4.75– Réponses du code CFD et du modèle réduit de densités de flux à des variations
quelconques de la température du cylindre. Les densités de flux sont représentées à2,0s,4,0s,9,0s
et16,0s. Les nombres de Reynolds des écoulements sont respectivement2595, 3007, 3417et3608.
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4.7 Conclusions du chapitre

Après avoir décrit au chapitre 3 les mécanismes qui permettent de construire un modèle
réduit par identification, nous avons illustré la méthode enl’appliquant à diverses catégories
d’écoulements autour d’un cylindre circulaire.

Avant de se lancer dans une réduction de modèle, il faut d’abord mettre en place un modèle
numérique adapté pour résoudre le problème auquel on est confronté. Pour cela, il faut commen-
cer par choisir les observables qui nous permettront de répondre à notre problématique. Puis,
dans la mesure où le numéricien a généralement à sa disposition plusieurs types de modélisation
(stationnaire / instationnaire, pas de temps, modèle de turbulence, prise en compte des transferts
thermiques, . . . ), il devra déterminer celle qui correspondle mieux à son choix d’observables.
Nous avons vu dans la section 4.3 que la façon de prendre en compte la dépendance au temps
d’un écoulement de convection forcée autour d’un cylindre circulaire peut influer de manière
différenciée sur le champ de vitesse ou sur les observables thermiques.

Nous avons développé dans les sections suivantes des stratégies de réduction de modèle cor-
respondant à différents choix de prise en compte de l’aspecttemporel de l’écoulement autour du
cylindre. Dans la section 4.4, nous avons montré qu’il est possible de trouver par identification
des modèles réduits capables de prédire le détachement tourbillonnaire opérant dans le sillage
du cylindre, quelle que soit la vitesse d’entrée comprise entre 1,5m.s−1 et 3,0m.s−1.

Nous nous sommes ensuite intéressés aux écoulements dits transitoires, pour lesquels les
conditions opératrices évoluent au cours du temps. Les modèles construits sont à même de
prévoir des évolutions de champs de vitesse où d’observables thermiques correspondant à des
variations temporelles de la vitesse d’entrée et de la température du cylindre. La stratégie de
réduction tire parti du couplage faible entre l’équation dequantité de mouvement et celle de
l’énergie. Pour obtenir une modélisation d’ordre faible d’un écoulement de convection forcée,
deux modèles sont construits à tour de rôle. Un premier modèle est élaboré pour des obser-
vables cinétiques (des signaux de vitesse en l’occurrence). Ce modèle, dit cinétique, produit un
état réduit cinétique, fonction de la vitesse d’entrée. Puis un second modèle est élaboré pour
les observables thermiques. Son équation d’état est une transcription, version “état réduit”, de
l’équation de la chaleur, et incorpore le couplage avec l’état réduit cinétique. A partir de la
vitesse d’entrée, de la commande thermique et de l’état réduit cinétique déterminé par le pré-
cédent modèle, ce modèle calcule un état réduit thermique qui donne accès aux observables
thermiques.

Le cas particulier de la vitesse d’entrée constante a été l’opportunité de montrer que l’iden-
tification modale est capable de prévoir des champs de vitesse stationnaires. Nous y avons vu
que pour des écoulements stationnaires calculés à l’aide d’un modèle de turbulence, les problé-
matiques liées à la phase d’identification (optimisation etrésolution de l’équation d’état) sont
plus néfastes que le fait de ne pas prendre en compte le modèlede turbulence.

En résumé, nous sommes maintenant en mesure de proposer :
– un modèle réduit instationnaire capable de déterminer, pour une vitesse d’entrée constante,

un lâcher de tourbillons dans un sillage ;
– un modèle réduit stationnaire pour prédire un champ de vitesse tel qu’il serait calculé par

une modélisation CFD stationnaire ;
– un modèle réduit transitoire prévoyant la dynamique d’un champ de vitesse déterminée

par une vitesse d’entrée dépendante du temps ;
– un modèle réduit transitoire qui peut évaluer l’évolutionau cours du temps d’observables
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thermiques (température ou flux) provoquée par des conditions opératrices dépendantes
du temps.

A travers ces exemples, nous avons montré que l’identification modale est effectivement
une méthode de réduction qui répond à de nombreuses problématiques liées à la modélisation
numérique des transferts thermiques dans des écoulements dde convection forcée autour d’obs-
tacles.
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Chapitre 5

Réduction de modèle par identification
d’un écoulement transsonique autour d’un

profil RAE2822

Résumé

Le chapitre précédent a été l’occasion d’illustrer la mise en place de la méthodologie de
réduction de modèle par identification, dans divers cas impliquant un cylindre circulaire dans
un écoulement incompressible. Ces cas tests ont été choisispour estimer l’applicabilité de ces
méthodes de réduction dans le cadre des écoulements internes. Le présent chapitre est lui des-
tiné à être une démonstration du potentiel de l’identification de modèle dans le domaine des
écoulements externes compressibles.

Les écoulements subsoniques ou transsoniques autour du profil d’aile bidimensionnel RAE2822
constituent des cas tests classiques pour valider des méthodes numériques liées à la CFD. Les
phénomènes aérodynamiques mis en jeu sont bien représentatifs des écoulements typiques ren-
contrés dans l’aéronautique civile. Nous essaierons de mettre en place un modèle réduit d’écou-
lement paramétré par :

– le nombre de Mach infini amont,
– l’angle d’incidence du profil.
Le domaine de vol sera limité à des écoulements sub à transsoniques à faible nombre

d’incidence. Dans la première section, nous présenterons les caractéristiques de l’écoulement
afin de mettre en relief la difficulté de la réduction de modèle. Nous y présentons également un
rapide aperçu de quelques travaux similaires impliquant des modèles réduits ou des surrogate
models. On propose dans la section 5.2 une formulation pour le modèle réduit. Enfin, les
sections 5.3 et 5.4 sont consacrées aux processus de construction et de validation du modèle
réduit.
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5.1 Ecoulements sub à transsoniques autour d’un profil 2D
RAE2822 : Réduction de modèle et surrogate modeling

5.1.1 Difficulté du cas

Nous nous intéressons aux modèles réduits stationnaires d’écoulement autour de profils
épais, sur un domaine de validitéDu allant du subsonique au transsonique, pour de faibles angles
d’incidence. Le profil d’aile RAE2822 est une géométrie dontle comportement est bien connu,
et qui représente un cas test pour de nombreux outils numériques développés en aérodynamique
externe. Sur le domaine étudié, l’écoulement autour d’un profil d’aile de type RAE2822 fait
apparaître différents phénomènes. Il peut mettre en jeu une, voire deux ondes de choc, qui
seront absentes dans la partie subsonique deDu (figure 5.1). La couche limite peut décoller, en
écoulement sub comme transsonique. En présence d’une onde de choc, elle peut interagir avec
celle-ci, et éventuellement donner lieu à des phénomènes instationnaires.

On peut considérer qu’en transsonique, une variation du nombre de Mach de 0,1 entraîne
des variations significatives de l’écoulement. Dans [1], Jakirlic et al. expliquent par exemple
que pour un angle d’incidence de 2,8 degrés, on observe une zone de recirculation derrière
le choc àMa = 0,75, qui n’apparaît pas, par exemple, àMa = 0,73. Chantrasmiet al. [2]
montrent que la topologie de l’écoulement en termes de nombre de Mach ou de coefficient de
pression à la paroi, est très sensible au nombre de Mach, sur un intervalle similaire. Luciaet al.
[3] expliquent qu’en présence d’une onde de choc, le nombre de snapshots à utiliser dans une
réduction de modèle de type POD, devrait correspondre au nombre de positions possibles du
choc, lorsque l’on parcourtDu.

Construire un modèle réduit capable de tenir compte d’autant de phénomènes est un défi.
Néanmoins, la difficulté de cette tâche devrait permettre deprendre plus de recul sur le poten-
tiel et les limitations en transsonique d’une méthode de réduction de modèle ou de surface de
réponse en général, et de la méthode d’identification modaleen particulier.

5.1.2 Réduction de modèle et surfaces de réponse pour écoulements trans-
soniques et supersoniques

Les méthodologies de surfaces de réponse ont déjà beaucoup été utilisées dans le cadre
d’écoulements transsoniques. Les processus d’optimisation de formes aérodynamiques peuvent
faire appel à un nombre élevé d’évaluations de fonctionnelles qui, en l’absence de modèle al-
ternatif, passeraient chacune par une simulation CFD. Des modèles de type Kriging (c.f. [4] par
exemple) ou RBF (c.f. [5, 6] par exemple) permettent d’évaluer la fonctionnelle en fonction des
paramètres géométriques. Cependant, peu de travaux ont ététrouvés mettant en œuvre une sur-
face de réponse paramétrée par des conditions opératrices (nombre de Mach, angle d’incidence,
. . . ). Qamar et Sanghi [7] font le même constat concernant la réduction de modèle couplée
avec la POD. Selon eux, le nombre de modèles réduits de type POD documentés paramétrés est
relativement faible.

On peut néanmoins citer les travaux de Luciaet al. [8] qui proposent une méthode de
construction de modèles réduits d’écoulements supersoniques autour d’un obstacle. Le modèle
qu’ils présentent est paramétré par le nombre de Mach et l’angle d’incidence. Ils utilisent une
méthode hybride Modèle Réduit / Calcul CFD qu’ils appellent“domain decomposition”. La po-
sition probable du choc se trouve dans une région de l’écoulement effectivement résolue par le
calcul CFD. Le reste du domaine est traité par un modèle réduit de type POD, et des conditions
particulières sont appliquées aux frontières. Ce modèle leur permet de prévoir la distribution
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FIG . 5.1– Exemples d’écoulement autour d’un profil d’aile RAE2822. Onaffiche les contours de
nombre de Mach à proximité du profil. Sur la figure 5.1(a), l’écoulement reste subsonique

(Ma = 0,606;1,38◦). On observe une onde de choc attachée à l’extrados sur la figure 5.1(b)
(0,73;2,8◦). Une seconde onde de choc peut apparaître sur l’intrados comme le montre la figure

5.1(c) (0,79;1,62◦).

de pression le long de la surface d’un obstacle, ainsi que le coefficient de portance, lorsque le
nombre de Mach amont varie entre 2,5 et 2,7, et que l’angle d’incidence varie entre−2◦ et
2◦. Le modèle a été construit avec 15 snapshots correspondant àdivers points de ce domaine.
Les auteurs montrent notamment que la précision du modèle endehors de ce domaine peut être
améliorée en augmentant le nombre de snapshots.

Dans [9], Epureanuet al. considèrent un sytème composé de plusieurs pales de rotor en
écoulement transsonique. Ces pales vibrent à une fréquenceimposée, et on observe un dépha-
sage constant entre elles. Les auteurs ont établi trois modèles qui en fonction de la fréquence
imposée pour l’un, du déphasage de pales pour l’autre, ou de ces deux paramètres pour le troi-
sième, fournit la répartition de pression le long d’une pale, ou le coefficient de portance.

Qamar et Sanghi ont construit dans [7] deux modèles d’écoulement supersonique autour
d’un obstacle doté d’une protubérance. Sur cette protubérance vient s’attacher un choc. En
faisant varier soit le nombre de Mach amont, soit la taille dela protubérance, ils peuvent prédire
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la topologie de l’écoulement ou des valeurs pariétales (coefficient de pression).
Comme nous l’avons dit un peu plus haut, on trouve de nombreuxtravaux présentant des

modèles de type Kriging ou RBF paramétrés par la forme d’un profil. L’idée est de les utiliser
dans un processus d’optimisation en remplacement du calculCFD. L’objectif de l’optimisation
peut être alors de minimiser la traînée à portance et nombre de Mach fixés. Mais pour Xiaoping
et al. [10], la surface de réponse devrait également être paramétrée par les conditions de vol.
En opérant ainsi, on devient capable de prendre en compte dans l’évaluation du profil d’aile au
cours du processus d’optimisation, non seulement sa finesseaux conditions de croisière, mais
également sa robustesse autour de ce point de fonctionnement. On s’assure ainsi de trouver
un profil dont les performances ne se détériorent pas massivement lorsque les conditions de
vol varient raisonablement. Les auteurs ont mis en place un modèle de type Kriging qui en
fonction des paramètres de forme du profil, et du nombre de Mach compris entre 0,7 et 0,8,
renvoie la traînée du profil correspondant à une portance prescrite. L’intégrale de la traînée sur
cet intervalle de nombres de Mach peut ainsi être aisément prise en compte dans l’évaluation
d’un profil d’aile.

Contrairement aux méthodes dites à surface de réponse ou à certaines méthodes dérivées de
la POD, il n’existe pas encore d’extension de la méthode d’identification modale lui permettant
de prendre formellement en compte des variations de paramètres géométriques. Par contre, tout
est déjà en place pour paramétrer les modèles réduits par desconditions opératrices, comme des
conditions de vol. L’objet de ce chapitre sera de tester les modèles réduits identifiés sur un cas
difficile, pour lequel ils n’ont pas, a priori, été conçus.

Nous allons essayer de construire par identification des modèles réduits d’écoulements sub à
transsoniques autour d’un profil d’aile RAE2822. Ces modèles seront paramétrés par le nombre
de Mach de l’écoulement, et son angle d’incidence. Nous proposerons un modèle qui devra pré-
dire la répartion de coefficients de pression à la surface du profil. Deux autres modèles devront
eux établir une relation entre les conditions de vol et les coefficients aérodynamiques de traînée
et de portance.

5.2 Modélisation de l’écoulement et structure du modèle ré-
duit

5.2.1 Equations de Navier-Stokes pour un écoulement compressible

Dans ce chapitre, nous considérons l’écoulement bidimensionnel, d’un gaz parfait newto-
nien, à l’approche du profil d’aile. Dans un repère galliléenmuni d’un repère cartésien(0;~e1;~e2),
on peut décrire la dynamique de cet écoulement à l’aide des équations de Navier-Stokes :
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(5.1)

Dans (5.1),ρ désigne la masse volumique du fluide,−→v est le champ de vitesse,I est le ten-
seur identité d’ordre 2,p est la pression du fluide,E est son énergie totale, etκ est la conductivité
thermique du gaz. Sous l’hypothèse d’un fluide newtonien, letenseur des contraintes visqueuses
τ s’écrit :
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τ = λdiv(−→v ) I +µ
(

∇−→v + t∇−→v
)

(5.2)

Ici, µetλ sont respectivement les coefficients de viscosité dynamique et volumique exprimés
en Poiseuille (kg.m−1.s−1). L’hypothèse de Stokes (5.3) établit une relation entre elles, et (5.4)
propose alors une relation simplifiée entre le tenseur des contraintes visqueuses et le champ de
vitesse.

3λ+2µ= 0 (5.3)

τ = −
2
3

µdiv(−→v ) I +µ
(

∇−→v + t∇−→v
)

(5.4)

Et en écrivant une relation entre la température et la viscosité telle que la loi de Sutherland,
on lie les contraintes visqueuses aux champs de vitesse et detempérature.

Remarque : Dans les chapitre précédents,λ désignait la conductivité thermique du fluide.
Ici, nous avons préféré la notationκ pour cette conductivité, afin de réserver la notationλ qui
désigne aussi classiquement la viscosité volumique.

Enfin, l’énergie totale est la somme de l’énergie mécanique1
2v2 et de l’énergie internee.

Cette part interne de l’énergie totale ne dépend que de la température. La loi des gaz parfaits
et la relation de Mayer permettent d’introduire des relations qui expriment la pression et la
température en fonction de l’énergie interne du fluide et de sa masse volumique :

p = (γ−1)ρe T =
γ−1

r
e (5.5)

Ce sont des relations de fermeture qui limitent les inconnues du système (5.1) aux variables
conservativesρ, ρ−→v , ρe. γ est le rapport des capacités thermiques, etr est la constante univer-
selle des gaz parfaits, ramenée à la masse volumique.

RemarqueDans les chapitres précédents, dans la mesure où l’écoulement était incompres-
sible, l’association des équations de quantité de mouvement et de continuité suffisait pour dé-
crire la dynamique de l’écoulement. L’équation de continuité permettait de trouver une relation
de clôture pour l’équation de mouvement, qui fournissait alors le champ de vitesse. La structure
du modèle réduit était alors dérivée de ces équations. Pour un écoulement compressible, trois
équations continues sont nécessaires pour décrire correctement la dynamique de l’écoulement.

5.2.2 Observables

L’écoulement sub à transsonique autour du profil peut faire intervenir aucune, une, voire
deux ondes de choc. Ces chocs se traduisent par une discontinuité dans la distribution de pres-
sion pariétale. Il est classique de déterminer la présence et la position de cette onde de choc en
visualisant la répartition du coefficient de pressionCp le long du profil :

Cp =
p− p∞
1
2ρ∞V2

∞
(5.6)

Les grandeursp∞, ρ∞ et V∞ sont les pression, masse volumique et vitesse d’écoulement
prises à l’infini en amont du profil. La figure 5.2 présente des exemples de répartition de−Cp

le long du profil.
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FIG . 5.2– Exemples de répartitions de coefficients de pression le longdu profil. La figure 5.2(a) ne
présente pas de discontinuité de pression et correspond à unécoulement subsonique

((Ma = 0,64;α = 1,09◦)). Sur les figures 5.2(b) et 5.2(c), on observe un, puis deux chocs attachés
sur le profil. Les conditions de vol correspondantes sont respectivement(Ma = 0,75;α = −2,73◦)

et (Ma = 0,76;α = −1,09◦).
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Par ailleurs, on s’intéresse également à la traînée et à la portance du profil. Ces deux efforts
sont généralement décrits en termes de coefficients de traînée et de portance :

Cd =
Fd

1
2ρ∞SV2

∞
Cl =

Fl
1
2ρ∞SV2

∞
(5.7)

Fd (traînée) etFl (portance) sont les composantes de l’effort ressenti par leprofil, respecti-
vement dans la direction de l’écoulement, et dans la direction perpendiculaire à celle-ci.

Nous nous intéressons par la suite aux trois observables quesont :
– la répartition deCp le long du profil,
– le coefficient de traînéeCd,
– le coefficient de portanceCl .
Il s’agit d’observables utilisés classiquement en aérodynamique externe, pour décrire les

performances d’un profil d’aile.

5.2.3 Structure du modèle réduit

Dans le chapitre 3, nous avions montré comment dériver une structure de modèle réduit à
partir des équations de Navier-Stokes. Les modèles alors proposés correspondaient à des écou-
lements que nous avions supposés incompressibles.

Cependant, les écoulements pour lesquels les effets de compressibilité sont prépondérants
se prêtent mal à une telle approche. En effet, les variables conservatives sont plusieurs fois
prises en compte de façon non polynômiale. Pour cette raison, la prise en compte de ces types
de non-linéarités augmenterait drastiquement le nombre dematrices à identifier dans le modèle
réduit. D’autre part, il n’y a pas de relation linéaire ou même polynômiale entre les observables
et les variables conservatives. Pire, en compressible, lesobservables dépendent explicitement
de l’entrée du modèle (V∞), et pas uniquement des variables d’état.

Pour ces raisons, plutôt que d’essayer de déterminer une structure de modèle réduit à partir
des équations de Navier-Stokes (5.2.1), nous approchons leproblème de façon différente. Nous
essayons de produire une surface de réponse liant les entrées (nombre de MachMa et angle
d’incidenceα), aux observables. Pour cela on adopte une formulation du type :

yi =
n

∑
k=1

hiksk (Ma,α) (5.8)

où yi est l’observable indicéi parmiq, n est l’ordre du modèle, lesn sk sont fonctions des
entrées du modèle, et leshik forment la matrice de reprojectionh∈Mq,n(R).

La construction du modèle passe par :
– la mise en place de la reprojectionh,
– l’expression de la fonction de bases.
Comme pour les méthodes d’identification modale, les fonctions de base sont des solutions

d’une équation matricielle dont les composantes sont a priori inconnues. La construction du
modèle consiste à trouver les composantes de cette équationqui permettent au modèle (5.8)
d’approcher au mieux les résultats d’un calcul CFD.

On cherche ici à reproduire et à prédire des observables d’unécoulement compressible
stationnaire, à l’aide d’une structure de modèle réduit incompressible stationnaire. La forme
choisie pour l’équation définissant la fonction de base est la structure stationnaire (3.59) du
paragraphe 3.3.10.4 :

s+(b1s•b2s)+a∞V∞ +b∞Ψ∞ = 0 (5.9)
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Les entrées de cette équation ne sont pas l’angle d’incidence et le nombre de Mach, mais les
composantes de de la vitesse à l’infini. Ces composantes sontdéterminées en faisant l’hypothèse
d’une pression et d’une température à l’infini constantes dans le domaine de vol.

Pour déterminer les matricesb1, b2, a∞, b∞ et h, on passe par un processus d’optimisation
qui minimise :

1. l’écart entre les observables calculés par le modèle réduit et ceux obtenus par le calcul
CFD en un certain nombre de points d’échantillonnage ;

2. l’écart entre les dérivées de ces observables par rapportaux commandes, aux mêmes
points d’échantillonnage (voir le paragraphe 3.3.10.4 du chapitre 3).

Pour ce faire, on doit commencer par collecter des valeurs prises par nos observables aux
points d’échantillonnage.

5.3 Tentative de construction d’un modèle d’écoulement com-
pressible

5.3.1 Expression du domaine de vol en composantes de vitesse

Dans le paragraphe 5.2.3, nous avions vu que le modèle réduitque nous proposons ici, est en
réalité paramétré par les composantesVx etVz du vecteur vitesse infini amont. Dans la mesure où
il est beaucoup plus naturel de parler en termes de nombres deMachMa et d’angles d’incidence
α, nous présenterons nos résultats en fonction de ces deux variables.

Pour construire et pour utiliser le modèle, on suppose que les conditions de pression et de
température infini amont ne varient pas sur le domaine de vol.A un couple(Ma;α) on associe
les composantes(Vx;Vz) suivantes :

Vx =
√

γrTMacosα Vz =
√

γrTMasinα (5.10)

5.3.2 Echantillonnage

Le domaine de vol sur lequel on veut construire le modèle s’étend deMa = Mamin = 0,6
à Ma = Mamax = 0,8, et deα = αmin = −3,0◦ à α = αmax = 3,0◦. On sépare[Mamin;Mamax]
et [αmin;αmax] en 11 intervalles réguliers chacun. On dispose ainsi de 12 valeurs deMa et de
12 valeurs deα. En combinant ces valeurs, on obtient 12 points d’échantillonnage, visibles sur
la figure 5.3. Pour collecter le maximum d’informations, on aessayé de les disposer de façon à
couvrir l’ensemble du domaine de vol.

Pour “lisser” les modèles stationnaires que l’on construit, on effectue, en chaque point
d’échantillonnage, deux calculs supplémentaires afin d’obtenir des informations sur la dérivée
des observables par rapport aux commandes (c.f. paragraphe A.2 en annexe).

Au final, on dispose donc des répartitions deCp et des coefficients aérodynamiques en 36
points. En utilisant au mieux ces données, nous pouvons essayer de proposer des modèles ré-
duits valables sur le domaine de vol.

5.3.3 Résolution numérique

Les écoulements sont simulés à l’aide du solveur CFD commercial Fluent. Le maillage,
constitué de 35000 cellules, est partiellement visible surla figure 5.4. La convergence des si-
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FIG . 5.3– Domaine de vol et points d’échantillonnage pour la construction des modèles réduits. Pour
chaque point du domaine de vol, deux calculs CFD supplémentaires ont été effectués en faisant

varier légèrement l’une des composantes de la vitesse amont. Au total,36 calculs ont été réalisés.

mulations a été estimée a posteriori, en s’assurant que les efforts ne variaient plus au cours des
itérations.

5.3.4 Construction du modèle réduit

La construction du modèle se fait à travers un processus d’optimisation dont la fonctionnelle
à minimiser prend en compte à la fois et de façon équilibrée, l’erreur faite sur les observables,
et l’erreur faite sur les dérivées de ces observables.

5.3.4.1 Modèle réduit de répartition deCp

Trois modèles réduits d’ordre 5, 8 et 10 respectivement ont été construits pour représenter
les répartitions de coefficients de pression aux points d’échantillonnage. Comme on le voit sur
les exemples de la figure 5.5, ils permettent de reproduire relativement bien les répartitions cal-
culées par le code CFD aux points d’échantillonnage. On constate qu’il y a une influence de
l’ordre du modèle. En effet, le modèle d’ordre 8 approche mieux les répartitions calculées de
Cp que le modèle d’ordre 5. De même, au vu des seuls résultats auxpoints d’échantillonnage,
le modèle d’ordre 10 semble meilleur que celui d’ordre 8. Ce constat devrait nous conduire
à continuer d’augmenter l’ordre du modèle. Cependant, nousverrons qu’en raison des perfor-
mances médiocres de ces modèles ailleurs qu’aux points d’échantillonnage, nous avons plutôt
intérêt à changer de stratégie. A titre d’exemple, le tableau 5.1 apporte quelques détails quant à
la structure du modèle d’ordre 8.

5.3.4.2 Construction des modèles réduits de coefficients aérodynamiques

Pour chaque coefficient (traînée et portance) on a construitpour les comparer deux modèles
réduits, d’ordre 5 et 10. Dans les tableaux 5.2 et 5.3 sont répertoriés leurs résultats aux points
d’échantillonnage.

On constate que les deux ordres de modèle réduit proposent des valeurs approchées satisfai-
santes pour les deux coefficients aérodynamiques. Et contrairement au cas des coefficients de
pression, augmenter l’ordre des modèles ne résulte pas en ungain significatif en précision. Au
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FIG . 5.4– Le maillage utilisé est un maillage multibloc comptant environ 35000cellules. Les figures
5.4(b) et 5.4(c) sont des agrandissements autour des bords d’attaque et de fuite.

vu des seuls résultats aux points d’échantillonnage, les deux ordres donnent des résultats très
proches.

Nous venons de montrer que les modèles que nous avons construits sont en accord avec
les simulations CFD aux points d’échantillonnage. S’ils sont de bonne qualité, on pourra les
utiliser pour déterminer des valeurs approchées de nos observables ailleurs qu’en ces points.
Pour s’en assurer, nous procédons à présent à la comparaisonentre les simulations CFD et le
modèle réduit ailleurs qu’aux points d’échantillonnage.

5.3.5 Utilisation et validation des modèles réduits

Pour examiner la validité du modèle ailleurs qu’aux points d’échantillonnage, nous avons
effectué des simulations en sept points supplémentaires. Ces points apparaissent sur la figure
5.6, parmi les points d’échantillonnage déjà visibles sur la figure 5.3.

5.3.5.1 Modèles de répartition deCp

En chacun de ces points, nous pouvons comparer les répartitions deCp prévues par les trois
modèles réduits, et celles effectivement calculées par le solveur CFD. On se rend compte ainsi
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FIG . 5.5– Etape d’identification. Les trois modèles réduits permettent de reproduire relativement bien
les phénomènes décrits par les simulations effectuées. Lesfigures 5.5(a) et 5.5(b) comparent les

modèles d’ordres5 et8 aux points d’échantillonnage(Ma = 0,67;α = 3,0◦) et (0,75;−2,73◦). Les
modèles d’ordres8 et 10sont mis en regard sur les figures 5.5(c) (au point(0,69;−1,64◦)) et 5.5(d)
(au point(0,8;−0,54◦)). Enfin, on trouve sur les figures 5.5(e) et 5.5(f) des comparaisons entre tous

les ordres aux points(0,73;2,8◦) et (0,78;2,45◦) du domaine de vol.
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TAB . 5.1– Composition du modèle réduit de coefficients de pression d’ordre8.

Type de modèle
cinétique

stationnaire
Structure Equation (3.59)

Ordre 8
Nombre d’entrées 2

Nombre de composantes
Total 160

Part non linéaireb1,b2 2×64
Commande linéairea∞ 16

Commande non linéaireb∞ 16
Nombre d’observables 480
Nombre d’échantillons 12 +(2×12)
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FIG . 5.6– Positions des points utilisés pour valider les modèles réduits parmi les points
d’échantillonnage

qu’aucun des trois ordres de modèle (5, 8 ou 10) ne permet de retrouver les phénomènes prévus
par le calcul CFD (voir la figure 5.7).

Aucun des trois modèles ne se démarque des autres, et ils sonttous inutilisables. Les mo-
dèles réduits ne parviennent pas à capter l’apparition des différents types d’écoulements dans
le domaine de vol. Par exemple, au point(Ma = 0,62;α = 2,2◦), les modèles prévoient la
présence d’un choc, que ne fait pas apparaître le calcul CFD.A l’inverse, le choc du point
(0,725;−1,7◦) est absent des prévisions des modèles. Ou encore, au point(0,787,0,0◦), les
modèles réduits prédisent un choc, là où il y en a en fait deux.Et si on pouvait dire en analy-
sant les performances des modèles aux points d’échantillonnage, qu’augmenter l’ordre semblait
améliorer le modèle, on s’aperçoit qu’il n’en est rien. Le modèle d’ordre 10 n’est pas meilleur
que le modèle d’ordre 5.

On se rend aussi compte que les performances des modèles réduits se dégradent lorsque l’on
s’éloigne un tant soit peu des points d’échantillonnage. Eneffet, si on évalue les performances
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TAB . 5.2– Résultats aux points d’échantillonnage des modèles réduits de traînée (erreur tronquée à
10−5 près).

Nombre de Mach Angle d’incidence Cref
d Ordre 5 Ordre 10

0.60 −2,45◦ 1,033.10−2 −4.10−5 5.10−5

0,64 1,09◦ 1,095.10−2 +3.10−5 +4.10−5

0,67 3,00◦ 1,606.10−2 −1.10−5 0
0,69 −1,64◦ 0,908.10−2 +6.10−5 −9.10−5

0,71 −3,00◦ 1,282.10−2 0 +5.10−5

0,72 0,55◦ 1,014.10−2 −5.10−5 −4.10−5

0,73 2,8◦ 3,152.10−2 +1.10−5 0
0,74 1,64◦ 2,091.10−2 +1.10−5 +2.10−5

0,75 −2,73◦ 2,093.10−2 +1.10−5 +2.10−5

0,76 −1,09◦ 1,372.10−2 +1.10−5 +5.10−5

0,78 2,45◦ 4,084.10−2 +1.10−5 0
0,80 −0,55◦ 2,901.10−2 −1.10−5 −1.10−5

TAB . 5.3– Résultats aux points d’échantillonnage des modèles réduits de portance (erreur tronquée à
10−4).

Nombre de Mach Angle d’incidence Cref
l Ordre 5 Ordre 10

0,60 −2,45◦ −0,1212 −3.10−4 0
0,64 1,09◦ 0,4965 −3.10−4 0
0,67 3,00◦ 0,8795 +7.10−4 +7.10−4

0,69 −1,64◦ 0,0056 +8.10−4 0
0,71 −3,00◦ −0,2680 0 0
0,72 0,55◦ 0,4333 +5.10−4 0
0,73 2,8◦ 0.8080 −5.10−4 −5.10−4

0,74 1,64◦ 0,6449 −1.10−4 0
0,75 −2,73◦ −0,2127 0 0
0,76 −1,09◦ 0,1107 −7.10−4 0
0,78 2,45◦ 0,5801 −11.10−4 −11.10−4

0,80 −0,55◦ 0,1799 +1.10−4 0
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FIG . 5.7– Performances des modèles de répartition deCp ailleurs qu’aux points d’échantillonnage.
Dans l’ordre, les figures correspondent aux points de vol(Ma = 0,62;α = 2,2◦), (0,725;−1,7◦),

(0,70;1,5◦), (0,787;0◦), (0,65;−0,8◦) et (0,793;1,2◦).
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FIG . 5.8– Evaluation des modèles réduits deCp près d’un point d’échantillonnage. On a utilisé les
données de la figure 5.8(b) pour construire les modèles réduits. En ce point les trois modèles sont en

accord avec le calcul CFD. Si on les évalue en un point proche (figure 5.8(a)), les résultats se
détériorent (figure 5.8(c)).
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TAB . 5.4– Résultats aux points de validation des modèles réduits de traînée

Nombre de Mach Angle d’incidence Cref
d Ordre 5 Ordre 10

0.62 −2,20◦ 1,284.10−2 −2,11.10−3 −3,57.10−3

0.65 −0,80◦ 9,385.10−3 +1,15.10−3 −7,87.10−3

0.70 1,50◦ 1,154.10−2 −0,94.10−3 +3,93.10−3

0.725 −1,70◦ 1,025.10−2 −0,70.10−3 +1,87.10−3

0.743 2,00◦ 2,624.10−2 +0,75.10−3 −1,89.10−3

0.787 0,0◦ 2,365.10−2 +2,59.10−3 8,10.10−3

0.793 1,2◦ 3,310.10−2 +1,36.10−3 −3,17.10−3

TAB . 5.5– Résultats aux points de validation des modèles réduits de portance

Nombre de Mach Angle d’incidence Cref
l Ordre 5 Ordre 10

0.62 −2,20◦ 0.6888 −1,08.10−3 −2,96.10−2

0.65 −0,80◦ 0.1630 −1,77.10−2 −9,77.10−2

0.70 1,50◦ 0.6096 +2,20.10−2 +3,81.10−2

0.725 −1,70◦ −1.4996.10−2 +1,16.10−2 3,18.10−2

0.743 2,00◦ 0.6888 −1,56.10−2 −2,92.10−2

0.787 0,0◦ 0.3054 −2,95.10−2 −2,40.10−2

0.793 1,2◦ 0.4205 −4,48.10−2 9,17.10−2

des modèles en un point relativement proche d’un point d’échantillonnage (figure 5.8), ils ne
parviennent pas à être aussi bons que lors du processus d’optimisation.

5.3.5.2 Evaluation des modèles réduits de coefficients aérodynamiques

On opère de même pour évaluer les qualités des modèles réduits de traînée et portance. Les
tableaux 5.4 et 5.5 comparent les traînées et portances des différents modèles, aux points de
validation de la figure 5.6.

Les deux modèles parviennent à capter les variations globales des coefficients, mais l’erreur
faite devient plus importante qu’aux points d’échantillonnage. De plus, augmenter l’ordre du
modèle ne garantit pas de mieux prévoir les valeurs des efforts hors des points d’échantillon-
nage. Ainsi, alors que le modèle d’ordre 10 était meilleur que celui d’ordre 5 pour les points
ayant servi à l’identification, on s’aperçoit que ce n’est plus le cas lorsque l’on regarde ailleurs.

Les topologies des coefficients d’efforts sont beaucoup plus “lisses” que celle des coeffi-
cients de pression : on n’observe de discontinuité ni de portance, ni de traînée dans le domaine
de vol. C’est certainement la raison pour laquelle, en suivant le même protocole, on parvient à
construire des surfaces de réponse pour les efforts, mais pas pour les coefficients de pression.

Quoiqu’il en soit, on se trouve donc dans un cas dans lequel, imiter les résultats des simu-
lations CFD aux points d’échantillonnage, ne permet pas d’assurer que le modèle réduit soit
utilisable et précis ailleurs. Dans le paragraphe qui suit,nous essayons d’identifier les causes
probables de cet échec.
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FIG . 5.9– 50×3 calculs sont réalisés dans le domaine de vol pour fournir le second échantillonnage.

5.3.6 Tentative d’amélioration des modèles

Deux axes se présentent à nous pour améliorer la qualité des modèles que nous construisons :

1. modifier la structure du modèle réduit pour la rendre plus spécifique des écoulements
compressibles ;

2. augmenter la densité de l’échantillonnage, comme le préconise la malédiction de la di-
mensionnalité.

Dériver une structure de modèle réduit des équations de Navier-Stokes compressibles (5.1)
présenterait des difficultés liées à la présence de non-linéarités non polynômiales. Cet exercice
mériterait du temps qu’on ne peut pas lui accorder dans la cadre de la présente application.
En optant pour la seconde solution, nous choisissons plutôtd’illustrer dans le paragraphe qui
vient, le fait que la densité d’échantillonnage a une importance critique pour la réussite de la
construction du modèle réduit.

5.4 Densification de l’échantillonnage et nouvelle construc-
tion de modèle

5.4.1 Nouvel échantillonnage

Pour construire les modèles réduits des paragraphes précédents, l’échantillonnage comptait
12 points apparaissant sur la figure 5.3, auquels s’ajoutaient 24 autres points proches, servant à
estimer les dérivées des observables (pour lisser le modèlestationnaire).

Pour évaluer l’effet de l’échantillonnage, nous augmentons le nombre de points, en passant
de 12 à 50 points. Par ailleurs, nous avons cette confié la répartition des points dans le domaine
de vol à un algorithme de type IHS (voir paragraphe 3.4.1.4 duchapitre 3). La figure 5.9 présente
l’échantillonnage qui servira à la construction des nouveaux modèles réduits.
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FIG . 5.10– Evaluation aux points d’échantillonnage des modèles réduits de répartition de coefficients
de pression. Les évaluations se font respectivement aux points(Ma = 0,606;α = 1,38◦),
(0,698;−2,94◦), (0,626;−2,34◦), (0,774;−1,62◦), (0,742;−2,70◦), et(0,790;1,62◦).
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FIG . 5.11– En rouge : points de construction des modèles réduits. En bleu : points de validation. Les
points de validation correspondent aux points d’échantillonnage et de validation des modèles réduits

issus du premier échantillonnage (voir la figure 5.6)

5.4.2 Construction et validation des modèles de distribution de coeffi-
cients de pression

Trois modèles réduits supplémentaires d’ordres 5, 8 et 10 ont été construits. Sur la figure
5.10, on trouve un aperçu de leurs performances aux points d’échantillonnage.

A l’examen de cette figure, on s’aperçoit que les modèles réduits se rapprochent beaucoup
plus difficilement des distributions deCp du calcul CFD, que dans le cas précédent. Pour être
plus précis, en l’absence de choc, les résultats des deux échantillonnages sont comparables,
mais, contrairement aux premiers, les nouveaux modèles onttendance à lisser les discontinuités
de choc. En effet, dans la mesure où il y a plus d’échantillons, les compromis trouvés par l’algo-
rithme d’identification sont moins généreux envers chaque point d’échantillonnage. Par contre,
les deux cas ont en commun le fait que lorsque l’ordre augmente, on améliore sensiblement les
résultats. Si cette tendance se vérifie à l’examen du modèle hors des points d’échantillonnage,
alors là, nous aurions intérêt à chercher une convergence enordre.

Les trois modèles sont donc évalués ailleurs qu’aux points d’échantillonnage. On utilise :
– les sept simulations qui ont servi à évaluer les premiers modèles (voir figure 5.6),
– et également les 12 simulations qui ont servi à construire ces premiers modèles.
La figure 5.11 permet de visualiser ces points de validation parmi les points ayant servi

d’échantillons.
La figure 5.12 présente quelques exemples de comparaison entre les données prédites par

les modèles réduits, et ceux calculés par le code CFD. Le principal résultat est que cette fois,
l’erreur commise aux points de validation est du même ordre de grandeur que l’erreur qui était
commise aux points d’échantillonnage.

Contrairement aux premiers modèles, ceux-ci ont permis de prévoir, aux points d’évalua-
tion, la présence ou non de chocs, et leurs positions, au pire, moyennes.

Lorsque les frontières du domaine n’ont pas fait l’objet d’un échantillonnage particulier,
les méthodes de surfaces de réponse peuvent y présenter des problèmes de précision. Il faut
être conscient que cette limitation peut affecter les performances du modèle sur les frontières
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FIG . 5.12– Les trois modèles réduits sont évalués hors des points d’échantillonnage. Les points
d’évaluation sont respectivement(Ma = 0,71,α = −3,0◦), (0,65;−0,8◦), (0,64,1,09◦),

(0,793;1,2◦), (0,73;2,80◦), et (0,78;2,45◦).
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FIG . 5.13– Aux frontières du domaine de vol, la qualité des modèles réduits peut s’étioler. La figure
5.13(a) est prise au point(Ma = 0,60;α = −2,45◦), et la figure 5.13(b) au point(0,67;3,0◦).

du domaine de vol, mais pas nécessairement. La figure 5.13 présente deux résultats moyens
des modèles réduits en des points que l’on peut considérer comme étant proches du bord :
(Ma = 0,60;α = −2,45◦) et (0,67;3,0◦). Par contre les points(0,71,−3,0◦) (figure 5.12(a)),
(0,73;2,80◦) (figure 5.12(e)) et(0,78;2,45◦) (figure 5.12(f)) peuvent également être considérés
comme proches des frontières du domaine, et pourtant les résultats sont corrects.

On constate encore une fois que la qualité des modèles augmente avec leur ordre. Cette ten-
dance s’observe donc aussi bien aux points d’échantillonnage qu’en ces points supplémentaires.
Pour cette raison, nous pourrions envisager de continuer à augmenter l’ordre des modèles. Nous
ne le faisons pas dans la mesure où l’objet de l’étude concerne l’effet de la densité de l’échan-
tillonnage. Mais nous voulons insister sur le fait que pour construire un modèle réduit de qualité,
l’échantillonnage doit être adapté à la régularité des observables étudiés. Moins les fonctions à
reproduire sont régulières, et plus la problématique de l’échantillonnage est dominante par rap-
port à celle de l’ordre. Avec un échantillonnage de piètre qualité par rapport à la régularité des
observables, augmenter l’ordre du modèle ne permettra pas de les reconstruire avec précision.

5.4.3 Construction et validation des modèles pour les coefficients aérody-
namiques

A l’aide des efforts calculés aux points d’échantillonnagesur la figure 5.9, on construit, pour
chaque coefficient, deux modèles, d’ordre 5 et 10. Les détails de la construction du modèle
d’ordre 10 de traînée sont disponibles dans le tableau 5.6 (ceux du modèle de portance sont
identiques). Plutôt que de présenter sous la forme d’un tableau, leurs résultats aux 50 points
d’échantillonnage, nous illustrons leurs performances demanière plus graphique. Une fois les
modèles réduits construits, il est possible de tracer les évolutions de traînée et de portance sur
tout le domaine de vol. La figure 5.14 donne des exemples de surfaces que l’on peut ainsi
obtenir.

On note au passage qu’il existe des régions dans lesquelles ces surfaces présentent des dis-
continuités (voir la figure 5.15). Elles correspondent en fait à des points pour lesquels l’équation
d’état (5.9) n’est pas correctement résolue, malgré les précautions prises lors de l’identification
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(a) (b)

FIG . 5.14– Coefficients aérodynamiques sur tout le domaine de vol. A l’aide du modèle réduit d’ordre
10, les coefficients de traînée (figure 5.14(a)) et de portance (figure 5.14(b)) ont été calculés en

10000points du domaine de vol pour créer ces surfaces.

TAB . 5.6– Composition du modèle réduit de coefficients de traînée d’ordre10.

Type de modèle
cinétique

stationnaire
Structure Equation (3.59)

Ordre 10
Nombre d’entrées 2

Nombre de composantes
Total 240

Part non linéaireb1,b2 2×100
Commande linéairea∞ 20

Commande non linéaireb∞ 20
Nombre d’observables 1
Nombre d’échantillons 50 +(2×50)

(les modèles retenus permettent de résoudre l’équation d’état en tous les points d’échantillon-
nage).

Comme le montre la figure 5.16, l’erreur faite aux points d’échantillonnage par les modèles
réduits de traînée reste inférieure à 0,0025 pour le modèle d’ordre 5, et à 0,001 pour le modèle
d’ordre 10. Les erreurs relatives restent quant à elles en deça de 12,5% et de 6% pour les
modèles d’ordre 5 et 10 respectivement (rapport entre l’erreur et la valeur du coefficient de
traînée proposée par le code CFD). On notera que les erreurs importantes n’apparaissent pas
aux mêmes endroits pour les deux modèles. Dans le cas du modèle d’ordre 5 par exemple,
l’erreur en valeur absolue est plus importante lorsque l’angle d’incidence se rapproche de 3◦,
alors qu’elle correspond aux nombres de Mach élevés pour le modèle d’ordre 10.

Pour tester ces modèles ailleurs qu’aux points d’échantillonnage, nous reprenons, comme
expliqué dans le pararaphe 5.4.2, les calculs CFD réalisés pour identifier et valider les premiers
modèles réduits (cf. paragraphe 5.3). En ce qui concerne les modèles réduits de traînée, le pre-
mier résultat est quele niveau d’erreur obtenu lors de l’identification est maintenu. Sur la
figure 5.17, on trouve les erreurs absolues et relatives en ces 19 points.
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(a) (b)

FIG . 5.15– Aux coins du domaine de vol correspondant aux nombres de Machélevés, l’équation d’état
du modèle réduit est mal résolue. Cela résulte en une discontinuité marquée et non physique des

surfaces de coefficients. Figure 5.15(a) : coefficient de traînée. Figure 5.15(b) : coefficient de
portance.

(a) (b)

(c) (d)

FIG . 5.16– Modèles réduits de traînée. Aux points d’identification, les modèles réduits reproduisent
relativement bien les coefficients fournis par le code CFD. Les figures 5.16(a) et 5.16(b) présentent

les erreurs absolues et relatives (exprimées en pourcentage) faites par le modèle d’ordre5. Les
figures 5.16(c) et 5.16(d) font de même pour le modèle d’ordre10.
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(a) (b)

(c) (d)

FIG . 5.17– Erreurs aux points de validation des modèles de traînée. Le modèle d’ordre5 est présenté
par la figure 5.17(a) (erreur absolue) et 5.17(b) (erreur relative). Les figures 5.17(c) (erreur absolue)

et 5.17(d) (erreur relative) correspondent aux résultats du modèle d’ordre10.

Comme durant la phase d’identification, le modèle réduit d’ordre 5 présente plus de dif-
ficultés lorsque l’angle d’attaque se rapproche de 3◦. Les forts nombres de Mach vont plutôt
correspondre aux erreurs du modèle d’ordre 10. Il semble donc que la répartition de l’erreur
faite par le modèle réduit ne soit pas entièrement dépendante de la forme de la fonction dont
on cherche une approximation. Cela laisse entendre qu’elleest partiellement fixée par ce qui se
passe lors du processus d’identification, et donc par la qualité de l’optimisation.

En ce qui concerne le coefficient de portance, la figure 5.18 présente les erreurs faites par
les modèles d’ordre 5 et 10, aux points ayant servi aux identifications. On constate que contrai-
rement au cas des modèles réduits de traînée, les répartitions d’erreur absolue des deux modèles
sont similaires. En ce qui concerne l’erreur relative, le point (Ma = 0,614;α = −1,74◦) est
problématique pour les deux modèles. Si pour le modèle d’ordre 10, cette erreur relative reste
inférieure à 6% sur le reste de l’échantillonnage, le modèled’ordre 5 présente également une er-
reur relative importante (92%) au point(0,774;−1,62◦). En dehors de ces deux points, l’erreur
relative de ce modèle reste en deça de 11%.

Aux points de validation (figure 5.19), les erreurs absolueset relatives faites par les deux
modèles augmentent sensiblement. Même s’il se comporte mieux que le modèle d’ordre 5,
la répartition d’erreur du modèle d’ordre 10 reste imprévisible. Sur la plupart des points de
validation, l’erreur relative de ce modèle reste en dessousde 10%, mais il existe un point parmi
eux où elle atteint 29%.
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(a) (b)

(c) (d)

FIG . 5.18– Erreurs des modèles réduits de portance d’ordre5 et10 aux points ayant servi à la
construction des modèles. Figures 5.18(a) (erreur absolue) et 5.18(b) (erreur relative) : modèle

d’ordre5. Figures 5.18(c) (erreur absolue) et 5.18(d) (erreur relative) : modèle d’ordre10.

A leur décharge, ces deux modèles ont été construits pour reproduire des données dont le
rapport entre les valeurs absolues maximale et minimale estd’environ 700. Dans le processus
d’optimisation, l’expression de la fonctionnelle désavantage alors les points dont la portance est
très faible en valeur absolue. Sur le domaine de vol, l’erreur absolue est relativement homogène.
Comme les valeurs à prédire peuvent varier dans un rapport de700, on observe naturellement
qu’aux points de portance quasi nulle, l’erreur relative devient extrêmement importante.
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(a) (b)

(c) (d)

FIG . 5.19– Modèles réduits de portance ailleurs qu’aux points d’échantillonnage. Modèle d’ordre5 :
figures 5.19(a) (erreur absolue) et 5.19(b) (erreur relative). Modèle d’ordre10 : figures 5.19(c)

(erreur absolue) et 5.19(d) (erreur relative).
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5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons essayé de mettre en valeur l’aspect “surface de réponse” de la
réduction de modèle par identification, lorsqu’on l’utilise en stationnaire et sur des observables
particuliers.

Pour cela, nous nous sommes intéressés au cas des écoulements sub à transsoniques à faibles
incidences autour d’un profil d’aile RAE2822. Il s’agissaitd’adapter les méthodologies de ré-
duction déjà développées, à la reproduction et à la prédiction du comportement de deux types
d’observables aéronautiques :

– des répartitions locales de coefficients de pression ;
– des efforts aérodynamiques (traînée et portance).
Ces deux types d’observables semblent de prime abord ne pas présenter le même niveau

de difficulté. Alors que les efforts aérodynamiques peuventêtre représentés par des fonctions
régulières dans le domaine de vol, l’évolution des répartitions de pression est discontinue et
fortement non linéaire.

Malgré cela, les stratégies à adopter pour construire des surfaces de réponse de qualité
semblent les mêmes. Comme pour n’importe quelle méthodologie de surface de réponse, la
problématique primordiale concerne la densité de l’échantillonnage. Dans l’exemple des coeffi-
cients de pression, avec un échantillonnage relativement lâche, nous avons obtenu des modèles
qui, alors qu’il étaient très bons aux points de construction, voyaient s’effronder leur capacité
à décrire les répartitions de coefficients de pression dans le reste du domaine, allant jusqu’à
prévoir régulièrement des répartitions de pression non physiques. En augmentant la densité de
l’échantillonnage, nous sommes passés à des modèles qui, à partir d’un certain ordre, parve-
naient à capter les discontinuités correspondant à la présence ou non de chocs. Mais malgré nos
précautions, les qualités des modèles peuvent diminuer lorsque l’on se rapproche des bords du
domaine de vol. C’est une difficulté qui n’est pas propre à la réduction de modèle par identifi-
cation, mais qui est également partagée par d’autres méthodes de surfaces de réponse. Pour y
remédier, il serait nécessaire d’échantillonner la frontière du domaine, comme on échantillonne
le domaine lui-même.

Nous avons obtenu des résultats similaires avec les modèlesréduits de coefficients d’efforts
aérodynamiques. Les modèles réduits obtenus avec un faiblenombre d’échantillons sont moins
bons, à la prédiction, que ceux construits à l’aide d’un échantillonnage plus fourni. Les résul-
tats des modèles de traînée sont particulièrement bons. On aprésenté les résultats de modèles
d’ordres 5 et 10, mais des modèles d’ordres 4 et 8 avaient également été construits, et ils mettent
en plus en évidence, que lorsque l’échantillonnage est suffisament fourni, il y a un effet d’ordre.
Entre les points d’échantillonnage, la qualité des modèlesva croissante avec leur ordre.

Il semble que les rapports entre les qualités de l’échantillonnage et de l’optimisation et
la régularité de la fonction dont on cherche une approximation, soient les éléments les plus
importants dans la construction des modèles réduits. Ainsi, alors que les écoulements étudiés
sont compressibles, les structures des modèles réduits sont dérivées des équations de Navier-
Stokes incompressibles, sans équation correspondant à la masse volumique ou à la température.
Malgré cela, avec un échantillonnage conséquent, on a pu produire des modèles réduits de bonne
facture. De plus, lorsque l’échantillonnage n’est pas suffisant, augmenter l’ordre d’un modèle
n’en améliore pas la qualité.

Cet exercice aura donc permis de mettre en avant le fait que, tout comme les surfaces de
réponse ou les modèles réduits POD décrits dans le chapitre 2, un modèle réduit identifié n’est
pas un solveur d’équations physiques. Il s’agit simplementd’un faible nombre de fonctions
mathématiques d’état, qui sont projetées dans l’espace desobservables d’une façon définie à
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l’avance. Les paramètres d’importance pour un modèle réduit identifié de qualité sont :
– le rapport entre le nombre de variables d’optimisation et la richesse du modèle réduit,
– la quantité de données nécessaire au réglage de la projection et à la régularisation des

fonctions d’état.
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Conclusions et perspectives

Des modèles réduits pour des systèmes aérothermiques indus-
triels

Un produit industriel peut souvent être décrit comme un assemblage de systèmes. Classi-
quement, la conception du produit passe par l’étude du fonctionnement de chacun de ces sys-
tèmes. Dans le cadre de la conception d’un avion par exemple,un ingénieur pourra, en fonction
de sa spécialisation, s’intéresser aux problématiques de ventilation cabine, à la disposition des
systèmes électriques et de leur câblage, où encore s’attacher à déterminer les efforts aérody-
namiques ressentis par les différents éléments de l’avion.Cependant, il faut se souvenir que,
pour un système donné, les autres systèmes du produit font partie de l’environnement. Dans la
conception du produit, on ne doit donc pas se représenter lesdifférents systèmes comme évo-
luant indépendamment les uns des autres. Pour apréhender lefonctionnement du produit, il est
nécessaire de modéliser et de prendre en compteles interactionsentre les multiples systèmes
qui le constituent.

Pour cela, il est particulièrement pratique de se représenter le fonctionnement des systèmes
sous la forme demodèles entrées / sorties. En évaluant l’impact d’un système sur les autres à
l’aide d’observables, on peut les assembler en un ensemble de modèles pour lesquels les sorties
des uns servent d’entrées pour les autres. Alors, lorsque l’on sait déterminer les relations entrées
/ sorties de chaque système, on est en mesure de maîtriser le fonctionnement global du produit.
Et c’est dans cette optique que desmodèles réduitstels que ceux qui ont vu le jour au cours de
cette thèse, répondent à un besoin réel.

En effet, dans de nombreux cas, cette relation entrées / sorties n’est pas explicite, et peut
mettre en jeu des processus longs et coûteux. Par exemple, à Airbus, la description de plusieurs
systèmes aérothermiques requiert des simulations instationnaires, pour lesquels le nombre de
pas de temps nécessaires rend le temps de calcul des observables extrêmement long. On pense
plus particulièrement aux systèmes nécessitant des modélisations numériques (CFD, structure,
. . . ). Dans ce cas, des modèles de remplacement, comme les modèles réduits, peuvent prendre le
relais des solveurs numériques, pour proposer des relations entrées / sorties calculées beaucoup
plus rapidement.
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Bilan

La problématique principale de cette thèse était de développer et d’asseoir la pratique de la
méthode d’identification modale dans le cas des écoulementsde convection forcée. L’objectif
était d’être capable, pour ces écoulements, de proposer desmodèles d’ordre faible prédisant
relativement bien, l’évolution d’un observable thermiquelorsque l’écoulement est soumis à
des conditions opératrices variables. Nous avons pu valider les méthodologies de réduction de
modèle en convection forcée en les appliquant à des cas d’écoulement autour d’un cylindre cir-
culaire. En plus, nous avons également montré que les principes de la méthode d’identification
modale peuvent également permettre de construire des modèles d’ordre faible dans des configu-
rations d’écoulement très diverses. Le tableau 6.1 récapitule l’ensemble des cas d’écoulement
qui ont pu faire l’objet d’une réduction de modèle.

TAB . 6.1– Récapitulatif des cas d’écoulements qui auront été sujets àla pratique de la méthode
d’identification modèle.

Stationnaire Lâcher tourbillonnaire Convection transitoire
Thermique non non oui
Observables Champ de vitesse, signaux de vitesse champ de vitesse

efforts, champ de température
profils de pression flux de chaleur

densités de flux
Commentaires “Lissage” des modèles ; EntréeV∞ constante, champ de vitesse

Ecoulements compressibles,mais observablesy(t) constant ou transitoire ;
ou incompressibles couplage de modèles

Parmi les thèmes qui sous-tendent la réduction de modèle, les travaux effectués au cours de
cette thèse ont permis d’avancer en particulier sur la formulation des modèles en mécanique des
fluides, sur l’échantillonnage nécessaire à la construction des modèles, et sur la phase d’optimi-
sation.

1. La formulation des modèles en mécanique des fluides.Un modèle réduit construit par
identification est structuré autour d’une équation différentielle. La forme des différents
termes qui y apparaissent est dérivée d’équations aux dérivées partielles de transferts
énergétiques. Dans l’hypothèse d’un écoulement incompressible en convection forcée,
nous avons développé une formulation de modèle détaillé, c’est-à-dire une description
discrète d’un champ de vitesse et d’un champ de température,comme solution d’une
équation matricielle de dimension élevée. De cette équation matricielle, nous avons pro-
posé une forme d’équation différentielle de faible dimension, véritable squelette de nos
modèles réduits.
Concernant la formulation du modèle détaillé, les apports de cette thèse par rapport aux
travaux précédents sont principalement de trois ordres :
– Nous avons renoncé à la formulation en vorticité - fonctionde courant, pour adop-

ter une formulation plus directe, consacrée aux champs de vitesse et de température.
Cela permet notamment d’envisager l’application immédiate de la méthode au cas des
écoulements tridimensionnels.

– Pour établir une formulation de modèle détaillé en vitessealors que l’écoulement est
incompressible, nous avons dû mettre en place une stratégiepour traiter le cas du gra-
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dient de pression. En utilisant la notion de projecteur de Leray-Helmholtz, nous avons
pu l’assimiler formellement à un terme quadratique en vitesse.

– Enfin, nous avons remarqué que, au moins dans le cas stationnaire, même lorsque la
structure du modèle réduit ne correspond pas exactement à celle d’un modèle détaillé
décrivant l’écoulement, la méthode d’identification modale permet malgré tout d’ob-
tenir des modèles d’ordre faible décrivant relativement bien la dynamique des obser-
vables. Par exemple, le fait que des écoulements aient été calculés à l’aide d’un modèle
de turbulence n’empêche pas de construire un modèle réduit dont l’équation différen-
tielle n’intègre pas de termes correspondant à ceux du modèle de turbulence. Mieux,
l’erreur commise par le modèle réduit semble être presque totalement décorrélée de
ces termes (paragraphe 4.6.3.4 du chapitre 4). Nous avons également pu construire au
chapitre 5 un modèle d’ordre faible d’écoulement fortementcompressible et turbulent
à l’aide d’une forme d’équation d’état a priori non adaptée.Cela laisse entendre que,
plus que par une formulation enrichie de modèles ou de termessupplémentaires, l’amé-
lioration des modèles réduits identifiés passe par une amélioration de la qualité de la
phase d’identification, et, au moins dans les cas stationnaires, une amélioration de la
qualité de l’échantillonnage.

2. L’échantillonnage. Pour les écoulements stationnaires nous avons illustré la probléma-
tique de la malédiction de la dimensionnalité en mettant en avant l’augmentation lourde
du nombre d’échantillons nécessaires lorsque le nombre d’entrées augmente, et que la
régularité de la fonction dont on cherche une valeur approchée diminue. Les résultats et
les conclusions sont tirés du cas de l’écoulement autour du profil d’aile traité au chapitre
5.

3. L’optimisation. L’identification est l’étape de construction effective du modèle réduit. Il
s’agit de la résolution d’un problème d’optimisation visant à trouver les valeurs des com-
posantes des matrices structurant le modèle réduit, qui permettent à celui-ci de reproduire
des données produites par le modèle de référence. Au moins deux problématiques appa-
raissent. D’une part, lorsque l’on s’intéresse à des phénomènes non linéaires, le nombre
de composantes à identifier augmente, et l’optimisation peut être confrontée à des sou-
cis de minima locaux. Cette thèse a été l’occasion de coder etd’utiliser des méthodes
d’optimisation globale, et notamment une méthode d’optimisation par essaim particu-
laire parallélisée. D’autre part, il faut limiter le risquede voir un modèle, qui semble bien
reproduire les données d’échantillonnage, devenir médiocre lorsque l’on modifie l’en-
trée du modèle. Il s’agit d’une problématique particulièrement sensible dans le cas du
traitement d’écoulements stationnaires. Dans cette optique, nous préconisons de fournir
suffisament d’information à l’algorithme d’optimisation :
– soit en densifiant l’échantillonnage,
– soit en rajoutant une information sur les dérivées des observables par rapport aux en-

trées.

Et maintenant ?

Plusieurs modèles réduits développés au cours de cette thèse semblent ouvrir à l’identifica-
tion de nouveaux champs d’exploration et des cas d’application potentiels. D’un point de vue
académique, les résultats obtenus en convection forcée ou sur les lâchers tourbillonnaires sont
prometteurs. On pourrait envisager :
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– de se placer dans des cas d’écoulements de convection naturelle ou mixte : l’écoule-
ment serait toujours gouverné par des conditions opératrices cinétiques et thermiques,
mais, cette fois, les conditions aux limites thermiques auraient un impact sur le champ
de vitesse. Dans de tels cas, les états réduits cinétiques etthermiques devraient alors être
totalement couplés, et non plus faiblement, comme nous l’avons fait au cours de cette
thèse. Les modèles réduits cinétiques et thermiques (ou au moins la façon de calculer
les états réduits) seraient alors construits conjointement au cours d’une unique procédure
d’identification.

– de vérifier si, dans le cadre des détachements tourbillonnaires en écoulement laminaire,
la méthode d’identification modale est capable de prendre encompte l’aspect tridimen-
sionnel des structures, et, le cas échéant, les différents modes de tridimensionnalité qui
dépendent du nombre de Reynolds.

– de coupler les deux aspects (instationnarité et convection mixte) en cherchant à prendre
en compte l’effet thermique sur la fréquence des lâchers de tourbillons.

D’un point de vue plus applicatif l’identification modale nous paraît prête à être portée sur
des cas de convection forcée, stationnaire ou transitoire,pour lesquels on rechercherait l’évo-
lution au cours du temps d’observables thermiques en fonction de plusieurs commandes ciné-
tiques et thermiques. Par ailleurs, les modèles présentés ont tous été construits à partir de don-
nées issues de calculs CFD. Mais ces données pourraient trèsbien provenir de campagnes d’es-
sais. L’utilisation de données expérimentales serait une application intéressante des méthodes
d’identification appliquées aux écoulements, car cela élargirait les possibilités d’utilisation des
modèles. Ainsi, la méthode d’identification pourrait être utilisée pour reproduire et prévoir des
données expérimentales de champs de vitesse ou d’observables thermiques (température, flux,
. . . ).

Dans la mesure où la phase d’identification est une étape critique vis à vis de la qualité des
modèles réduits, rendre plus efficaces les procédés d’optimisation, reste le chantier, qui à notre
avis, produira le plus d’effets bénéfiques. Plusieurs thèmes sont à explorer concernant cette
problématique. Le premier consiste à maximiser, tout en limitant le nombre de composantes
définissant le modèle réduit, la “richesse” des dynamiques qu’il peut produire. C’est ce que
nous avons fait en adoptant une formulation un peu particulière pour les termes quadratiques de
nos modèles.

Un second thème concerne l’algorithme d’optimisation. On peut par exemple envisager de
coupler l’algorithme d’essaim particulaire avec un algorithme d’optimisation locale, comme un
algorithme du simplexe. On parle de méthode d’optimisationhybride. Et si l’expression de la
fonctionnelle s’y prête, une méthode de descente de gradient devrait accélérer la convergence
de l’identification.

Un troisième axe de développement consisterait à automatiser l’ensemble du processus de
réduction de modèle. Pour pouvoir industrialiser la construction de modèle par identification,
il faudrait pouvoir intégrer dans une suite les différentesphases de cette construction : échan-
tillonnage, identification et validation. La plupart des étapes peuvent être réalisées de façon
automatique : le choix des points ou des commandes d’échantillonnage et de validation, ainsi
que les calculs CFD. Cependant, pour être réalisé sans intervention de l’utilisateur, le processus
d’identification nécessite encore quelques améliorations, dont une expression claire d’un critère
de convergence pour l’algorithme d’optimisation.

Ces points d’amélioration mettent en avant le fait que la méthode d’identification modale
a acquis en maturité, et est proche d’être industrialisable. Plus que du potentiel, elle possède
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des qualités qui, pour pouvoir être exploitées à plus grandeéchelle, n’ont plus besoin que de
quelques efforts, et de cas d’applications ambitieux.



A

Estimation de la dérivée des sorties des
modèles par rapport aux entrées

A.1 Ce qu’on cherche à faire

Dans la section 3.4.3 du chapitre 3, nous avions expliqué que, lorsque l’on essaie de construire
des modèles réduits d’écoulements stationnaires par identification, la faible quantité de données
issues du modèle détaillé conduit souvent à des modèles “instables”. Pour y remédier, on rajoute
au processus d’identification des informations concernantle gradient de la réponse du modèle
réduit par rapport aux entrées du modèle. L’objet de cette annexe est de détailler la méthode de
calcul de ce gradient.

On considère une structure de modèle réduit d’écoulement stationnaire, telle que décrite
dans l’équation (3.59) du paragraphe 3.3.10.4 :

Ev
r : sv +(bv1sv•bv2sv)+a(∂Ω)

v V(∂Ω) +b(∂Ω)
v Ψ(∂Ω)

v = 0 (A.1a)

y∗v = hvsv (A.1b)

Pour rappel,nv est l’ordre de ce modèle, c’est à dire la dimension de la variable d’état réduite
sv ∈Mnv,1(R). L’entrée du modèle,V(∂Ω) ∈Mpv,1(R), est une matrice colonne depv éléments.
Par exemple, dans l’application sur le cylindre circulaire, seule la vitesse d’entrée du fluide est
à prendre en compte, etpv = 1. Dans celle qui concerne le profil d’aile RAE2822, les deux
composantes de la vitesse infinie amont sont les entrées du modèle réduit. Dans ce cas,pv vaut
2. La sortie du modèle réduit,yv ∈Mq,1(R), est une matrice colonne deq termes.

Les matrices structurant l’équation d’état réduit sont
– pour la partie non linéaire :bv1,bv2 ∈Mnv,nv (R)

– pour la commande linéaire :a(∂Ω)
v ∈Mnv,pv (R)

– pour la commande non linéaire :b(∂Ω)
v ∈Mnv,pv (R)

La matrice de projectionhv est une matriceq×nv.
Deux termes sont à calculer en chaque point d’échantillonnage :

1. le gradient
∂y

∂V(∂Ω)
de la réponse du modèle détaillé par rapport aux entrées. Il s’agit d’une

matricepv×q ;

2.
∂y∗

∂V(∂Ω)
, celui de la réponse du modèle réduit par rapport à ces mêmes entrées. Bien évi-

demment, il s’agit pareillement d’une matricepv×q.
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A.2 Gradient de la réponse du modèle détaillé

Le gradient de la réponse du modèle détaillé est estimé à partir du code CFD que l’on
utilise. Certains codes proposent de calculer ce gradient.Si on ne dispose pas de tels codes,
alors le gradient est évalué par différences finies :

1. Pour chaque point d’échantillonnage, on réalise autant de calculs CFD supplémentaires
qu’il y a d’entrées (pv). Pour cela, on fait varier “légèrement” à chaque fois, l’une des
composantes deV(∂Ω) indépendamment des autres. On noteδ j

(

V(∂Ω)

)

ces nouveaux
points d’échantillonnage, proches de celui où on cherche à calculer le gradient :

δ j
(

V(∂Ω)

)

= t (V(∂Ω)1, . . . ,V(∂Ω) j +δV(∂Ω) j , . . . ,V(∂Ω)pv

)

(A.2)

2. Le gradient au point d’échantillonnageV0
(∂Ω) peut alors être estimé par un schéma de

différences finies d’ordre 1 :

(

∂y
∂V(∂Ω)

)

jk

(

V0
(∂Ω)

)

≈
yk

(

V0
(∂Ω) +δ j

(

V0
(∂Ω)

))

−yk

(

V0
(∂Ω)

)

δ j

(

V0
(∂Ω)

) (A.3)

Le contrecoup de cette méthode est qu’elle multiplie parpv + 1 le nombre de recours au
solveur CFD. Mais l’information supplémentaire permet de réellement régulariser le modèle
réduit.

Une alternative intéressante pourrait être de ne calculer que la dérivée dey par rapport à
une seule entrée, qui changerait entre les points d’échantillonnage. Ces dérivées seraient alors
comparées aux dérivées correspondantes du modèle réduit, et on ne multiplierait alors que par
deux le nombre de calculs CFD supplémentaires.

A.3 Gradient de la réponse du modèle réduit

Le gradient dey∗ par rapport aux entrées est calculé, pour chaque modèle testé aux cours de
l’identification, de façon analytique, à partir des valeursdes matrices qui le structurent.

Pour chacun de ces modèles, l’équation de reconstruction s’écrit comme en A.1b. Comme
hv ne dépend pas de l’entrée, le gradient cherché peut être calculé par :

∂y∗

∂V(∂Ω)
=

∂sv

∂V(∂Ω)
hv (A.4)

Donc, en sachant estimer la dérivée de la solutionsv de l’équation d’état réduite (A.1a)
par rapport aux entrées, on peut calculer le gradient dey∗. NotonsR∗

(

sv,V(∂Ω)

)

∈Mnv,1(R) le
résidu de cette équation d’état. A convergence, ce résidu est nul, quelle que soit la valeur prise
par l’entrée. Comme le résidu ne dépend pas de l’entrée :

dR∗

dV(∂Ω)
= 0 =

∂sv

∂V(∂Ω)

∂R∗

∂sv
+

∂R∗

∂V(∂Ω)
(A.5)

Donc la dérivée
∂sv

∂V(∂Ω)
vaut :

∂sv

∂V(∂Ω)
= −

∂R∗

∂V(∂Ω)

(

∂R∗

∂sv

)−1

(A.6)
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La ligne i parminv de l’équation d’état réduit (A.1a) s’écrit :

R∗
i = 0 = svi +

(

nv

∑
j=1

bv1,i j sv j

)(

nv

∑
k=1

bv2,iksvk

)

+
pv

∑
j=1

a(∂Ω)
v,i j V(∂Ω) j +

pv

∑
j=1

b(∂Ω)
v,i j V2

(∂Ω) j (A.7)

Le gradient
∂R∗

∂V(∂Ω)
du résidu par rapport aux entrées est une matricepv×nv. D’après l’ex-

pression (A.7), ce terme vaut :

∂R∗

∂V(∂Ω) jk

=
∂R∗

k

∂V(∂Ω) j
= a(∂Ω)

v,k j +2bv,k jV(∂Ω) j (A.8)

De même, la composante(m, i) du terme
∂R∗

∂sv
s’écrit :

(

∂R∗

∂sv

)

mi
=

∂R∗
i

∂svm
= bv1,im

nv

∑
k=1

bv2,iksvk+bv2,im

nv

∑
j=1

bv1,i j sv j +δim (A.9)

où δim est le symbole de Kronecker, valant 1 sii = m, et 0 sinon. Puisque l’on sait calculer

leur composantes, on est en mesure de déterminer les matrices
∂R∗

∂sv
et

∂R∗

∂V(∂Ω)
qui interviennent

dans l’expression (A.6) de la dérivée
∂sv

∂V(∂Ω)
. Si

∂R∗

∂sv
est bien conditionnée, on a accès à son

inverse grâce aux routines de LAPACK. Alors, à l’aide de
∂sv

∂V(∂Ω)
et de la matricehv, on peut

connaître le gradient analytique de la réponse du modèle réduit par rapport aux entrées.



Résumé

Les problèmes aérothermiques typiquement rencontrés en ingénierie imposent un recours à des si-
mulations numériques (CFD), qui, pour être réalistes, doivent nécessairement prendre en compte les
phénomènes transitoires. L’emploi de modèles réduits ou desurfaces de réponse offre une alternative
rapide et peu coûteuse à ces calculs exigeants en temps de calcul et en espace mémoire.

L’objet de cette thèse est d’étoffer l’applicabilité de la méthode d’identification modale (MIM) dans
le contexte de la mécanique des fluides. Il s’agit d’une méthode de réduction de modèle qui s’appuie sur
la minimisation d’un écart entre les sorties d’un modèle de référence et celles d’un modèle réduit. Les
paramètres du modèle réduit sont vus comme les variables d’un problème d’optimisation.

Nous développons la méthode dans le cadre d’écoulements turbulents. L’écoulement autour d’un
cylindre circulaire constitue le cas d’application principal de ces travaux. Il nous permet de tester nos
méthodologies dans diverses configurations incompressibles : stationnaires, instationnaires, écoulements
isothermes ou de convection forcée thermique. Ces modèles produisent des champs de vitesse, de tem-
pérature, des densités de flux de chaleur . . . Une autre application concerne un profil d’aile dans un
écoulement sub à transsonique. Pour celle-ci, les sorties des modèles sont des coefficients de traînée
et de portance, ainsi que des répartitions de coefficients depression le long de la surface portante. Cet
exemple nous permet de mettre en évidence l’impact de l’échantillonnage sur la construction du modèle.

Mots-clés: Aérothermie, écoulement instationnaire, modèles d’ordrefaible, optimisation, lâcher tour-
billonnaire

Abstract

Identification of reduced order models for forced convection flows. Illustration on the heated
circular cylinder case.
Most engineering processes dealing with aerothermics involve numerical simulations (CFD) which need
to take transient phenomena into account to be realistic. Low order models and response surfaces offer the
engineer an alternative to the high costs associated with CFD processes, providing him with surrogates
for the outputs of his interest.

This work is devoted to extend the Modal Identification Method (MIM) in the field of fluid dynamics.
MIM is a low order modeling techniques, based on the minimization of the discrepancy between a usually
large reference model, and a low order model. It solves an optimization problem whose variables are the
low order model parameters.

Low order models are built for several kinds of turbulent flows. The circular cylinder in a crossflow
provides us with several test cases. We cope with steady flowsor unsteady ones, be them in forced
convection or isothermal cases. Those models are able to produce outputs as different as velocity and
temperature fields, heat fluxes, . . . The compressible flow around a wing profile is also considered to
investigate the sampling effect. Those models give quick approximates of the pressure distribuution or
the force coefficients.

Keywords: Aerotermics, unsteady flows, reduced order models, optimization methods, vortex street pre-
diction
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