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Résumé

Cette theése porte sur certaines familles a un parameétre de surfaces de Riemann
compactes de genre 2 définies par des surfaces de translation. Les familles que
nous considérons constituent des géodésiques de Teichmiiller dans 1’espace des
modules.

Nous nous attachons en particulier a décrire ces surfaces par leurs matrices des
périodes et par les équations des courbes algébriques associées. Nous étudions no-
tamment les automorphismes admissibles par les surfaces qui sont des courbes
réelles a trois composantes réelles dans ces familles.

Le principal résultat consiste en une caractérisation explicite des matrices des pé-
riodes des courbes réelles a trois composantes réelles appartenant a la famille ob-
tenue par projection dans I’espace des modules de la SLo(IR)-orbite de la surface
de translation en «L» pavée par trois carreaux.

Nous montrons enfin, grace a une interprétation en termes de transformations de
Schwarz-Christoffel, comment calculer numériquement une équation de la courbe
algébrique définie par une surface de translation en «L».

Abstract

In this thesis we study some one parameter families of compact Riemann sur-
faces of genus 2 defined by translation surfaces. The families we consider are
Teichmiiller geodesics in the moduli space.

We mainly describe these surfaces by means of period matrices and equations of
the associated algebraic curves. We study admissible automorphisms for surfaces
that are real curves with three real components in those families.

The main result is an explicit characterisation of period matrices of real curves with
three real components belonging to the family obtained by projecting the SLy(R)-
orbit of the «L»-shaped translation surface tiled by three squares into the moduli
space.

We finally show, using an interpretation in terms of Schwarz-Christoffel transfor-
mations, how to numerically compute an equation of the algebraic curve defined
by a «L»-shaped translation surface.
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INTRODUCTION

Cette these porte sur certaines familles a un parameétre de surfaces de Riemann
compactes de genre 2 définies par des surfaces de translation ; les familles que nous
considérons constituent des géodésiques pour la métrique de Teichmiiller.

Les surfaces de Riemann peuvent revétir de multiples aspects. Historiquement,
B. Riemann a introduit ces surfaces afin de rendre univaluées des fonctions mul-
tivaluées, telles que le logarithme complexe ou les fonctions algébriques. On peut
ainsi les considérer tour a tour comme des revétements ramifiés du plan complexe,
des variétés analytiques, des courbes algébriques complexes, etc. Etablir des liens
explicites entre ces différentes formes est un probléme classique et, dans sa géné-
ralité, largement ouvert.

Ces dernieres années, les familles a un parametre de surfaces de Riemann ont
fait ’objet de nombreux travaux. Nombre d’entre elles apparaissent notamment
comme familles de surfaces hyperboliques, comme familles algébriques de courbes
algébriques ou encore comme géodésiques dans I’espace de Teichmiiller. Ces géo-
désiques, également appelées disques de Teichmiiller, sont des plongements holo-
morphes isométriques du demi-plan de Poincaré dans I’espace de Teichmiiller. Ce
sont précisément les familles auxquelles nous nous intéressons dans ce travail.

Dans les années 1960, les recherches de L. Ahlfors, L. Bers, J. Jenkins et
K. Strebel notamment, permettent de doter I’espace de Teichmiiller d’une struc-
ture analytique, donnant ainsi la solution au fameux probleme des modules posé
par B. Riemann au milieu du XIXe¢ siecle. La pierre angulaire de leurs travaux est
la correspondance entre les structures complexes et les différentielles quadratiques,
lesquelles définissent des métriques euclidiennes a singularités coniques.

Un moyen naturel de produire des métriques euclidiennes consiste a considérer
des surfaces de translation. Une telle surface peut étre construite géométriquement
par un assemblage de polygones euclidiens, dont les c6tés sont identifiés par trans-
lation de maniere appropriée. Les tores constituent sans doute les exemples les plus
connus. Lorsque le genre de la surface obtenue par cette construction est au moins
2, la métrique présente nécessairement des singularités coniques. L’ensemble des
structures de translation sur une surface topologique est muni d’une action natu-
relle du groupe SLa(R).

Par ailleurs, une surface de translation équivaut a la donnée d’une surface de
Riemann compacte X équipée d’une différentielle abélienne w (autrement dit, une

\%



vi

1-forme holomorphe). Une surface de translation définie par un polygone en forme
de «L», par exemple, fournit une surface de Riemann de genre 2 pourvue d’une
différentielle abélienne avec un zéro double. De la sorte, une telle surface peut
étre vue comme un élément (X, w) du fibré au-dessus de ’espace de Teichmiiller
dont la fibre en un point [X| est donnée par 1’espace vectoriel 2(X) des diffé-
rentielles abéliennes sur la surface de Riemann correspondante. On peut définir
I’action du groupe SLo(R) au niveau des différentielles abéliennes et la projec-
tion dans ’espace de Teichmiiller de 1’orbite d’un élément (X, w) est un disque
de Teichmiiller. Lorsque le stabilisateur de (X, w) est un réseau, ce disque se pro-
jette en une courbe algébrique dans I’espaces des modules de Riemann, appelée
courbe de Teichmiiller. Ces courbes jouent le role de géodésiques complexes pour
la métrique de Teichmiiller.

Les surfaces a petits carreaux sont des surfaces de translation construites par
revétement ramifié du tore et apparaissent notamment dans les travaux de W. Thurs-
ton [Thu88]. W. Veech [[Vee89,|Vee92] construit les premieres courbes de Teichmiil-
ler ne provenant pas de tores, engendrées par des surfaces de translation pavées par
des polygones réguliers, et montre que le stabilisateur de ces surfaces pour I’action
de SLa(RR) est un réseau. J. Smillie prouve au milieu des années 1990 que cette der-
niere condition est en fait nécessaire et suffisante pour que le disque de Teichmiiller
engendré par ces surfaces se projette en une courbe de Teichmiiller.

C. McMullen [McMO3| considere des polygones en forme de «L» et obtient
les premiers exemples de courbes de Teichmiiller engendrées par des surfaces de
translation dont les stabilisateurs ne sont pas commensurables a des groupes fuch-
siens triangulaires. Une caractéristique remarquable qui émerge des travaux de Mc-
Mullen est I’existence d’une multiplication réelle par un ordre quadratique sur les
jacobiennes des surfaces de Riemann définies par ces surfaces de translation. Cette
propriété frappante peut se traduire comme une manifestation algébrique des pro-
priétés dynamiques des trajectoires de billard dans ces polygones en «L».

Le critere établi par McMullen lui permet de dresser, au cours des années 2000,
la classification compléte des courbes de Teichmiiller en genre 2 dans [McMO05al,
McMO5b, McMO06]. McMullen montre que les courbes de Teichmiiller engendrées
par des polygones en «L» admettent au plus deux composantes irréductibles. Ces
courbes sont déterminées par deux invariants numériques entiers, a savoir le discri-
minant D de la multiplication réelle et, lorsque la courbe admet deux composantes
irréductibles, un invariant de spin binaire qui les distingue. De fagon indépendante,
P. Hubert et S. Lelievre [HLO6]] établissent ce résultat pour les surfaces a petits car-
reaux. Les surfaces de translation auxquelles nous nous intéressons dans cette these
engendrent des courbes de Teichmiiller irréductibles que McMullen note Wp.

Poursuivant ses travaux sur le probléme de I’uniformisation explicite des courbes
algébriques, R. Silhol [Sil07] s’intéresse notamment a la SLo(IR)-orbite de la sur-
face de translation définie par un polygone en «L» pavé par trois carrés. Pour ces
surfaces, Silhol décrit explicitement la structure hyperbolique et donne la forme
des équations des courbes algébriques associées. Considérant une famille plus gé-
nérale de surfaces de translation, Silhol [Sil06] calcule les matrices des périodes
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des courbes algébriques définies par des surfaces de translation de genre 2 admet-
tant un automorphisme d’ordre 4. La forme en «L» correspond au cas ou la sur-
face de translation définit une courbe algébrique réelle a trois composantes réelles.
L’étude plus avancée de cet exemple fournit la motivation et le cadre des travaux
de cette these.

Le plan que nous adoptons est le suivant.

Le premier chapitre a pour objectif de présenter les notions qui interviendront
tout au long de ce travail et les résultats essentiels qui leur sont liés.
Nous commencons par rappeler quelques propriétés des surfaces hyperelliptiques,
sur lesquelles porte notre étude. Nous présentons ensuite quelques éléments de
la théorie de Teichmiiller, puis nous abordons la notion de surface de translation.
Nous exposons plusieurs définitions équivalentes de ces surfaces et décrivons 1’ac-
tion du groupe GLJ (R) pour chacune d’elles.
Nous introduisons quelques rudiments de la théorie des variétés abéliennes com-
plexes, en particulier les variétés jacobiennes et les matrices des périodes. Les sur-
faces abéliennes a multiplication réelle et leurs espaces de modules, les surfaces
modulaires de Hilbert, sont évoquées en vue d’énoncer la classification des courbes
de Teichmiiller en genre 2, qui fait I’objet de la derniere section de ce chapitre.
Pour clore ce chapitre, nous montrons enfin, pour les surfaces de translation en
«L», comment la caractérisation des surfaces de Veech de genre 2 obtenue par
K. Calta [Cal04]] peut se déduire de la classification de C. McMullen, formulée en
termes de jacobiennes a multiplication réelle.

Le deuxieme chapitre porte un intérét particulier aux surfaces de translation
définies par un polygone en forme de croix suisse. De telles surfaces déterminent
des courbes algébriques réelles a trois composantes réelles admettant un automor-
phisme d’ordre 4. En laissant opérer le sous-groupe {(}9)}:>1 de GL (R), on
obtient une géodésique de Teichmiiller, pour laquelle nous donnons une expression
de la famille a un parametre de matrices des périodes associée. Nous montrons que
toutes les courbes réelles de genre 2 a trois composantes réelles admettent en fait
une matrice des périodes de la forme présentée.

La seule donnée des périodes d’une différentielle abélienne sur une surface de Rie-
mann est généralement insuffisante pour déterminer une équation de la courbe algé-
brique associée. Néanmoins, si cette courbe est réelle a trois composantes réelles et
que I’on suppose de plus que la différentielle a un zéro double, alors ces hypotheses
suffisent a déterminer une équation de la courbe. Ce cas coincide avec celui ol la
courbe algébrique est définie par une surface de translation en «L» et la transfor-
mation de Schwarz-Christoffel fournit alors un moyen d’exprimer cette équation.

Lorsqu’une surface de translation définie par une croix suisse engendre une courbe
de Teichmiiller, la jacobienne de la surface de Riemann compacte correspondante
admet une multiplication réelle. Nous montrons que 1’espace des différentielles
abéliennes sur cette surface admet alors une base de formes a zéro double, propres
pour I’action de la multiplication réelle. L’ existence d’une telle base est liée a celle
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d’une involution non hyperelliptique, qui est une donnée précieuse en vue du calcul
de matrices des périodes.

Ceci nous conduit naturellement a examiner, dans le troisieme chapitre, les au-
tomorphismes admissibles par les courbes réelles a trois composantes réelles des
familles engendrées par une croix suisse.

Les groupes d’automorphismes complexes des courbes réelles de genre 2 ont été
classifiés en termes de leurs équations par F.-J. Cirre [CirO1l]. Nous donnons égale-
ment, pour les courbes réelles a trois composantes réelles, une formulation de cette
classification du point de vue de leurs matrices des périodes et de leur structure
hyperbolique.

Nous nous appuyons sur cette classification pour établir le résultat suivant.

Théoreme A. — Pour D = 5 et 9, a I’exception de la courbe algébrique définie
par la croix suisse, aucune des courbes réelles a trois composantes réelles de la
famille Wp n’admet d’automorphisme non hyperelliptique.

Nous faisons appel a la description des équations des courbes algébriques associées
aux surfaces de Riemann de la famille W5 proposée par P. Lochak [Loc03l]. En ce
qui concerne la famille Wy, nous invoquons la description de ces courbes établie
par R. Silhol [Sil07].

Nous présentons également des arguments nous permettant de conjecturer le résul-
tat précédent pour D = 12, ou la famille est engendrée par la surface de Riemann
dont le groupe d’automorphismes est d’ordre 24.

La situation apparait donc comme particulierement rigide dans le cas réel a trois
composantes. Nous présentons en contre-partie 1’exemple d’une courbe réelle a
deux composantes dans la famille Wy admettant une involution non hyperellip-
tique.

Le quatrieme chapitre est consacré a la SLa(R)-orbite de la surface de transla-
tion en «L» pavée par trois carrés.
Le probleme de Schottky classique consiste a caractériser les jacobiennes de courbes
algébriques parmi les variétés abéliennes principalement polarisées. La question a
laquelle nous nous intéressons s’énonce comme suit : étant donné un élément 7
du demi-espace de Siegel de genre 2, quelles sont les conditions nécessaires et
suffisantes pour que Z soit une matrice des périodes d’une surface de Riemann ap-
partenant a la famille Wy ? Le résultat suivant fournit une réponse a cette question.

Théoréme B. — Soit (X1,w1) la surface de translation en «L» pavée par trois
carrés. Pour tout réel t > 1, soit (X, w) = (§9) - (X1,w1). Alors Z; est une
matrice des périodes de X, si, et seulement s’il existe un unique réel y tel que
y > 2t/3, vérifiant

7= (" )
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et satisfaisant a la condition

Z expm

(k‘l,kg,k‘g,)GZg

3 3
¢ 1 ) . 3t
(2_y+22> e_glkg +(y_t+'l) E kfkm+ <2Z_2> ;_1 ke =0.

1<l<m<3

Les surfaces de translation dans la SLo(IR)-orbite de la surface a trois carrés sont
caractérisées par I’existence d’un certain revétement double admettant un automor-
phisme d’ordre 3, introduit dans [Sil07]]. La surface revétante est hyperelliptique de
genre 3 et admet une matrice des périodes d’une forme bien particuliere. L’identité
précédente provient de I’annulation d’une certaine théta-caractéristique associée a
cette forme de matrices des périodes, que nous identifierons dans la démonstration
du résultat suivant.

Théoreme C. — Une surface de translation (X ,w) appartient a la SLa(R)-orbite
de la surface en «L» pavée par trois carrés si, et seulement si le revétement double
X de X admet une matrice des périodes Z de la forme

1
21 QZI 213
7 _ 1 1 3 1 1
7 = 521 5 + 121 — 5213 521
1
213 521 Z1

pour laquelle 9|} § 1] (Z)=0.

Nous décrivons la construction de ce revétement et de la base de I’homologie a
laquelle sont associées les matrices des périodes de la forme ci-dessus.

Nous proposons enfin, dans le cinquieme et dernier chapitre, une méthode nu-
mérique basée sur les transformations de Schwarz-Christoffel, permettant de cal-
culer une équation de la courbe algébrique définie par un polygone en «L». Nous
donnons plusieurs exemples pour les familles étudiées dans les chapitres précé-
dents.
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce travail, une courbe algébrique désigne, sauf précision explicite, une
courbe projective complexe (irréductible) lisse. Par définition, il s’agit de I’en-
semble des zéros d’équations polynomiales a coefficients complexes. Les courbes
algébriques peuvent néanmoins se présenter sous des aspects tres différents.

Ainsi, une telle courbe est naturellement une variété analytique complexe de
dimension 1, c’est-a-dire une surface de Riemann. Réciproquement, un résultat
classique dii a B. Riemann affirme qu’une telle surface compacte admet un plon-
gement dans un espace projectif complexe, permettant alors de la réaliser comme
une courbe algébrique. Les notions de surface de Riemann compacte et de courbe
algébrique sont donc équivalentes et, dans tout ce qui suit, nous ferons systémati-
quement usage de cette équivalence.

Par ailleurs, une collection de polygones euclidiens pourvus d’identifications
appropriées permet de définir une surface topologique munie de ce que 1’on appelle
une structure de translation. Il s’avere qu’une telle structure équivaut a la donnée
d’une surface de Riemann compacte et d’une 1-forme holomorphe sur cette sur-
face, déterminant de la sorte un moyen supplémentaire de produire une courbe
algébrique.

Enfin, le théoréme de Torelli affirme que la géométrie d’une courbe algébrique
est completement caractérisée par sa jacobienne polarisée, que 1’on peut définir par
une matrice des périodes de la courbe.

Ce chapitre est principalement destiné a présenter les objets que nous venons
de mentionner et les principaux résultats liés.

1.1. Courbes hyperelliptiques

Les surfaces de Riemann de genre 2, sur lesquelles portent I’ensemble de ce
travail, présentent la particularité d’étre hyperelliptiques. Cette section a pour but
de présenter quelques résultats spécifiques aux surfaces hyperelliptiques ; le lecteur
est invité a consulter le livre de H. Farkas et I. Kra [FK92| §I11.7] par exemple, pour
une présentation plus détaillée.

Soit X une courbe algébrique de genre g > 2. On dit que X est hyperelliptique
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si X est définie par une équation affine de la forme
m
(1.1.1) y* = Pa) =[]z — =)

Jj=1

ou les x; sont des complexes distincts et m = 2g + 1 ou 2g + 2. On notera

B {z1,..., 22942} si deg P(x) = 2g + 2,
X = .
{z1,..., 20911} U{o0} si deg P(z) =2g+1.
La projection 7 : (x,y) + z fait de X un revétement double de la sphere de
Riemann Pl = C U{oo}, ramifié au-dessus de By. L application

hx : (l‘,y) = (CE, _y)

est un automorphisme d’ordre 2, appelé involution hyperelliptique. Cette involution
appartient au centre du groupe Aut X et agit par échange des deux feuillets du
revétement X — IP(%:. Les points fixes de hx sont exactement les 2g + 2 points de
ramification du revétement, appelés points de Weierstrass.

Réciproquement, si une courbe algébrique X admet un automorphisme hx
d’ordre 2 fixant exactement 2g + 2 points, alors le quotient de X par le sous-groupe
de Aut X engendré par hx est de genre 0 d’aprés la formule de Riemann-Hiirwitz.
Le revétement 7 : X — X/ (hx) se ramifie aux 2g + 2 points fixes de hx et 7
est une fonction méromorphe de degré 2 sur X. On montre alors que la courbe X
peut étre définie par une équation de la forme (I.1.T).

Notons que pour une courbe algébrique de genre g > 2, I’involution hyperel-
liptique est I’unique automorphisme d’ordre 2 admettant 2g + 2 points fixes; la
fonction méromorphe 7 : X — IP’%: est alors unique a transformation de Mdobius
pres.

L’ énoncé suivant s’ obtient par une application directe du théoréme de Riemann-
Roch et illustre la spécificité des courbes de genre 2.

Proposition 1.1.1. — Toute courbe algébrique de genre 2 est hyperelliptique.

L’espace des 1-formes holomorphes sur une courbe hyperelliptique admet une base
privilégiée.

Proposition 1.1.2. — Soit X une courbe hyperelliptique de genre g définie par
une équation de la forme y*> = P(z) oit P(x) est un polynéme a coefficients
complexes. Alors les g différentielles

dr xdx 9 dx

5 g ey

y oy )

forment une base de ’espace des 1-formes holomorphes sur X.
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Automorphismes et transformations de Mobius. — Soient X et Y deux courbes
hyperelliptiques de genre g, définies respectivement par les équations y? = Px ()
et w?> = Py(2). Un isomorphisme f : X — Y induit une transformation de
Mébius M : Pi — P{ telle que M (By) = By.

Réciproquement, toute transformation de Mobius définie par

ar
M :z—

+2 avec a, b, c,d € R tels que |M| :=ad — bc # 0
cr

et vérifiant M (Bx) = By induit exactement deux isomorphismes fi, fo : X —
Y. Puisque I’involution hyperelliptique est un élément central du groupe des auto-
morphismes, les isomorphismes f et fo vérifient

fo=fiohx =hyo fi.

Ces isomorphismes sont appelés les relevements de M . Suivant [Cir06], il est pos-
sible de calculer explicitement leurs expressions, que nous donnons ci-dessous. Un
relevement f; de M est défini par :

(a) sioo € Bx et M(o0) = oo, alors

e = (M0 () V2.

(b) sioco € Bx et M(o0) # oo, alors

Al = (B o e IR (M) )

(c) sioo ¢ Bx et M(o0) = oo, alors

il y) = (aw;—b’y (Z)ngl) ;

(d) sioo ¢ Bx et M(co) # oo, alors

ar+b  ycIt!
cx+d’ (cx +d)9t!

fiz,y) = < Py (M(oo))) :

Si on note (z,w) = fi(x,y), alors le second relevement fo de M est défini par

fQ('fCay) = f1($7_y) = (Zv _w)'

Remarque 1.1.3. — Puisqu’une transformation de Mobius est complétement dé-
terminée par la donnée de trois points de IP’}C, la classe d’isomorphisme d’une
courbe hyperelliptique de genre g dépend de 2g — 1 parametres complexes.
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Classification des groupes d’automorphismes en genre 2. — Si X est une courbe
hyperelliptique et hx son involution hyperelliptique, on note

Aut(X) = Aut X /)

le groupe d’automorphismes réduit de X . La classification des groupes d’automor-
phismes réduits des courbes de genre 2 est connue depuis les travaux de
0. Bolza [Bol87]. Elle est rappelée dans le tableau suivant, ou Z,, désigne le groupe
cyclique d’ordre n, D,, le groupe diédral d’ordre 2n et 32, le groupe des permuta-
tions de n éléments :

Famille | Aut(X) Forme classique de 1’équation
Fo Zo y? = (2% — 1)(2? — a)(2? — b)
Fy Do y? = (22 — 1)(2? — a)(2® — 1/a)
(1.1.2) G D3 y? =25+ axd +1
F1a Dg y? =251
Fou Yy y? =2° —x
s Zs y? =2 -1
Remarque 1.1.4. — Exception faite de la courbe d’équation y? = 2° — 1, cette

classification montre en particulier qu’une courbe de genre 2 dont le groupe d’au-
tomorphismes réduit est non trivial admet toujours une involution non hyperellip-
tique.

On trouvera une classification des groupes d’automorphismes des courbes hy-
perelliptiques de genre 3 dans [GSSO0S5]].

1.2. Espaces de Teichmiiller

La classification des surfaces de Riemann compactes présente deux perspec-
tives ambivalentes. Une premiere question, a laquelle répond la notion de genre,
repose sur la recherche d’invariants numériques discrets. La seconde, qui est la
contre-partie continue, réside dans le probleéme des modules, qui consiste & munir
I’ensemble des classes d’isomorphisme d’une structure géométrique.

B. Riemann conjecture dans les années 1850 que 1’ensemble des structures
complexes dont on peut munir une surface compacte admet un paramétrage analy-
tique dépendant de 3g—3 parametres complexes. L. Ahlfors et L. Bers, développant
largement des idées introduites par O. Teichmiiller vers 1940, décrivent une struc-
ture analytique sur 1’espace des modules de Riemann et donnent ainsi la solution
au probleme des modules.

Nous présentons ici quelques éléments de la théorie de Teichmiiller ; le lecteur
se référera aux ouvrages de Y. Imayoshi et M. Taniguchi [IT92]] ou S. Nag [Nag88]|
pour un exposé détaillé.
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On se fixe une surface de Riemann X compacte de genre g > 2, destinée a
servir de surface de référence dans ce qui suit.

Une différentielle abélienne sur X est une 1-forme holomorphe. Les différen-
tielles abéliennes constituent un espace vectoriel complexe de dimension g noté
Q(X). Dans ce qui suit, toutes les différentielles abéliennes considérées seront
supposées non identiquement nulles.

Soit {(Uj, zj) } un atlas analytique de X, une différentielle quadratique est une
collection d’expressions { fj(z;)(dz;)*} ou f; est une fonction méromorphe sur
U; satisfaisant a la condition

de 2
fi(%) () = fr(2k).
Les différentielles quadratiques sur X forment un espace vectoriel complexe de
dimension 3¢ — 3.

Une surface de Riemann marquée est un couple (X1, f1) ou X est une surface
de Riemann et f; : X — X un difféomorphisme quasi-conforme.

Deux surfaces marquées (X1, f1) et (Xo, f2) sont dites équivalentes au sens
de Teichmiiller s’il existe une application ¢ : X; — X9 biholomorphe telle que
faopo fi L. X — X soit isotope a I’identité id x . Par abus de notation, on omettra
de préciser les marquages f et fs si aucune confusion n’est a craindre.

Lespace de Teichmiiller de X, noté 7 (X ), est ’ensemble des classes d’équi-
valence de surfaces de Riemann marquées. Soit ¢ : X; — X5 est un difféomor-
phisme quasi-conforme, on note

dzk

pg(P) = gzgg

pour tout P € X;. On définit alors la dilatation maximale de ¢, notée K (¢), par

1+ |ug(P)]

(1.2.1) K(¢) = S T

La distance de Teichmiiller est définie par

(12.2) dz(X1,Xs) = irdl)f log K(¢)

ou ¢ décrit I’ensemble des difféomorphismes quasi-conformes X; — X5 isotopes
afaof ! Muni de la topologie induite par cette distance, I’espace .7 (X) est
complet et homéomorphe a la boule unité ouverte de ’espace des différentielles
quadratiques sur X.

Le théoréme suivant est crucial dans la théorie des déformations des surfaces
de Riemann.

Théoréme 1.2.1 (Teichmiiller). — Soient (X1, f1) et (Xo, fo) deux surfaces de
Riemann marquées, alors il existe un unique difféomorphisme quasi-conforme ¢ :
X1 — Xy isotope a fo 0 fl_1 tel que d 7 (X1, X2) = log K(¢).
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En d’autres termes, 1’application ¢, dite extrémale, minimise la dilatation maxi-
male K. On pourra consulter [IT92] §5.2] pour une démonstration de ce résultat.

Le groupe modulaire de Teichmiiller, noté Mod (X)), est par définition le groupe
des classes d’isotopie de difféomorphismes de X préservant 1’orientation. Ce
groupe agit a droite sur .7 (X)) par

Mod(X) x Z(X) —  Z(X)
(¢, (X1, f1)) = (Xy, fioe™),

I’action d’un élément ¢ se faisant par isométries pour la distance de Teichmiiller
(voir [IT92], §6.3]).

La topologie induite sur .7 (X ) par la distance de Teichmiiller est donc indé-
pendante du choix du point base (X, idx ). Ainsi, on notera par la suite .7, et Mod,,
respectivement 1’espace de Teichmiiller et le groupe modulaire de genre g.

D’apres les travaux d’Ahlfors et Bers, on peut munir 1’espace de Teichmiiller
d’une structure de variété analytique complexe, pour laquelle H. Royden [Roy71]]
montre que Mod, agit proprement et discontiniment par biholomorphismes (voir
[IT92] §6.4]).

L’ensemble des classes d’isomorphisme de surfaces de Riemann compactes de
genre g est1’espace des modules de Riemann de genre g, noté .#,. On peut montrer
que

My = T3/Mod,

(voir [IT92, §1.3]). L’action de Mod, sur .7; n’est cependant pas libre : ainsi,
I’espace des modules n’est pas une variété analytique, mais un orbifold complexe
de dimension 3g — 3.

1.3. Différentielles abéliennes et surfaces de translation

Cette section est consacrée a une bréve présentation des liens existant entre les
différentielles abéliennes, les surfaces de translation et les structures complexes.

1.3.1. Différentielles abéliennes

Soient (X1, f1) et (X, f2) deux surfaces de Riemann marquées, supposées
équivalentes au sens de Teichmiiller par une application ¢ : X; — X5 biholo-
morphe, et soient w; et wy deux différentielles abéliennes sur X; et X respective-
ment. Deux couples (X1, w;) et (X2,ws) sont dits équivalents si w; = ¢*(ws).

Les espaces 2(X) forment un fibré vectoriel de rang g au-dessus de 1’espace
de Teichmiiller .7, et I’ensemble des classes d’équivalence (X, w) ainsi définies
est 'espace de Teichmiiller des différentielles abéliennes de genre g, noté §).7,.

L’espace des modules des différentielles abéliennes de genre g, noté Q.#,, est
par définition le quotient de 2.7, sous I’action du groupe modulaire Mod,.
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Soit (X,w) un élément de 2.7 et soient P, ..., P, les zéros de w d’ordres
respectifs k1, ..., k,. Alors la formule d’indice de Poincaré-Hopf donne
n
k; =2g — 2.

7j=1

Ceci donne lieu a une stratification de 1’espace §2.# : par définition, la strate
H(k1, ..., ky) est le sous-espace de Q. constitué des classes d’équivalences
de couples (X,w) ol w a exactement n zéros, ordonnés de maniere telle que
leurs multiplicités soient ki, ..., k,. Cette notation est symétrique, au sens ou
H(k1,. .. kn) = H(ky(1),- - - ko(n)) POUr toute permutation o € %,,. Chaque
strate est invariante sous I’action du groupe modulaire Mod,.

Ces strates portent une structure affine complexe (décrite dans [KZ03] par
exemple), provenant du premier groupe de cohomologie relative. Leur dimension
a été calculée par H. Masur et W. Veech :

Théoreme 1.3.1 (Masur [Mas82] ; Veech [Vee90])). — Chacune des strates est un
orbifold complexe de dimension

dime S (ky, ..., ky) =29 +n— 1.

Il existe une action naturelle du groupe SLa(R) sur les espaces 2.7 et Q0.#,,
préservant la stratification, que nous décrirons plus loin.

1.3.2. Surfaces de translation

Nous évoquons ici I’équivalence entre les notions de différentielle abélienne et
de surface de translation. On trouvera une introduction plus avancée a ce sujet dans
les articles de synthese de P. Hubert et T. Schmidt [HSO6] ou A. Zorich [Zor06],
par exemple.

Différentielles abéliennes et structures de translation

Dans tout ce qui suit, on identifie le plan complexe C au plan réel R? par
I’application R-linéaire qui envoie (1,4) sur la base canonique de R2.

Définition 1.3.2. — Une surface de translation est la donnée d’un couple (S, X)
ol S est une surface topologique compacte et ¥ = { Py, ..., P,,} un ensemble fini
de points de S, dits singuliers, tels que S \ ¥ admet un atlas maximal dont les
changements de cartes sont des translations.

Les changements de cartes d’une structure de translation sont donc biholo-
morphes. Par ailleurs, si I’on note w la forme différentielle obtenue en tirant en
arriere la forme dz sur C par les cartes de S'\ X, alors il existe une unique structure
complexe sur S telle que w est holomorphe. Les points singuliers donnent lieu a
des zéros de w. Une structure de translation sur .S fournit ainsi la donnée d’une
surface de Riemann compacte X et d’une différentielle abélienne w sur X.
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Réciproquement, la donnée d’un couple (X,w), ot X est une surface de Rie-
mann compacte et w une différentielle abélienne sur X, définit une structure de
translation de la maniere suivante. Fixons un point Py de X et soit U un voisinage
ouvert simplement connexe de Py, on définit une carte (U, z) en posant, pour tout

PeU:
P
z(P):/ w.
Py

Si Py n’est pas un zéro de w alors, dans cette coordonnée locale, on a w = dz.
Considérons, en un point )y de X, une carte (V,w) définie de la méme maniere,
alors pour tout P € U NV, on aw(P) — z(P) = c et la constante complexe ¢
ne dépend pas du point P. Ainsi, les changements de cartes sont des translations.
Sion note ¥ = Z(w) I’ensemble des zéros de w, on construit de cette maniére un
atlas maximal sur X \ X de telle sorte que (X, X)) soit une surface de translation.
Les cartes définies ci-dessus permettent de munir la surface de Riemann X
d’une métrique euclidienne |w|. Puisqu’on a supposé que X est de genre au moins
2, d’apres le théoreme de Gauss-Bonnet, cette métrique a une courbure non nulle,
concentrée aux z€éros de w. Au voisinage d’un zéro d’ordre k, il existe une carte

(U, z) dans laquelle
St
w=zrdz=d ,
kE+1

faisant de la surface X un revétement de degré k£ + 1 ramifié en ce zéro. Un zéro
d’ordre k de w produit ainsi une singularité de type conique d’angle 27 (k +1). On
dispose donc de la définition suivante, équivalente a la définition [I.3.2]

Définition 1.3.3. — Une surface de translation est définie par la donnée d’un
couple (X,w) ot X est une surface de Riemann compacte et w une différentielle
abélienne sur X.

Billards, polygones euclidiens et structures de translation

Les trajectoires de billard dans un polygone euclidien dont les angles sont des
multiples rationnels de 7 donnent lieu a de nombreux exemples de surfaces de
translation. De tels billards engendrent, via un processus de dépliage, une collec-
tion de polygones dont plusieurs cotés opposés sont identifiés. Nous invitons le
lecteur a consulter [HSO6]] pour des exemples détaillés et [MTO2]] pour plus de dé-
tails sur les billards et les sujets associés. La construction décrite dans 1’exemple
suivant suffira a illustrer notre propos.

Exemple 1.3.4 (dépliage d’un polygone en «L»). — Considérons une particule
décrivant une trajectoire rectiligne dans un polygone en forme de «L» assimilé a
un billard : lorsque la particule atteint I'un des c6tés du polygone, la trajectoire est
réfléchie avec un angle égal a I’angle d’incidence. On peut prolonger la trajectoire
a I’extérieur du polygone de départ en le «dépliant» c’est-a-dire en assemblant, le
long du coté atteint par la particule, I'image symétrique du polygone par rapport
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a ce coté (voir la figure [I.I). On obtient ainsi quatre images miroir du polygone
de départ, recollées par translation et dont les c6tés repérés par le méme symbole
sur la figure sont identifés par translation. On définit de la sorte une surface de
translation sur laquelle la trajectoire considérée est rectiligne.

el RN :
" i :

N N
R

FIGURE 1.1 — Trajectoire de billard dans un polygone en forme «L».

A I’inverse, on peut montrer qu’une surface de translation admet une triangu-
lation par des triangles géodésiques, qui produit une collection de polygones eucli-
diens que I’on peut assembler par translation. Plus précisément, on peut donner la
définition suivante.

Définition 1.3.5. — Une surface de translation est une union finie de polygone
euclidiens { Z1, ..., &, } tels que

(1) le bord de chaque polygone est orienté dans le sens direct ;

(2) pour tout j = 1,...,n, pour tout coté C; de &2, il existe un coté C}, d’un
polygone &, parallele a C; et de méme longueur. Les cotés C; et C}, sont
alors identifiés par translation.

Notons que de la sorte, un c6té gauche, par exemple, d’un polygone &?; se retrouve
identifié a un c6té droit d’un polygone &, et un c6té bas a un coté haut.

Cette définition permet de produire des réalisations concretes de surfaces de
translation, et donc de surfaces de Riemann compactes. On pourra consulter [Mas06]
pour davantage de détails concernant I’équivalence entre les trois définitions[I.3.2]
et

Exemple 1.3.6 (Ie double pentagone). — Considérons un pentagone euclidien & C
C dont le milieu de 1’un des cotés est 0. En recollant, le long de ce c6té, & et son
image notée — 2 par la symétrie centrale z — —z, on obtient un polygone eucli-
dien 2 = Z U (— ) dont on identifie par translation les paires de cotés opposés.
On définit ainsi une surface de translation (Y, ¢).

Notons «; I’angle total en un point P; ; d’apres la formule de Gauss-Bonnet, on a

> (21— ) =2m(2 - 29).

Pj €Yy
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En chaque point régulier, I’angle est égal a 27 et a donc une contribution nulle. Les
sommets de 2 s’identifient en un unique point, en lequel 1’angle total est 67 : il
s’agit de ’'unique singularité conique de cette surface de translation. La surface de
translation (Y, £) est donc de genre 2 et appartient a la strate 7#°(2).

(ng) = ("@/N adz)

FIGURE 1.2 — Une surface de translation (Y, £) de la strate .7°(2).

Exemple 1.3.7 (1a surface en «L», de nouveau). — Considérons la surface de trans-
lation (X, w) définie par le polygone en forme de croix muni des identifications
décrites sur la figure En découpant et recollant par translation certaines par-
ties de ce polygone, on obtient le polygone en forme de «L» décrit par la figure,
dont les cotés opposés sont identifiés par translation. Les points marqués en noir
s’identifient en un unique point de X, en lequel 1’angle total est 67 : il s’agit de
I’unique singularité conique. La surface de translation (X, w) est donc de genre 2
et appartient a la strate .77°(2).

S R

e

/A
7
7

FIGURE 1.3 — La surface de translation en «L» est de genre 2.

Par abus de langage, si (X, w) est une différentielle abélienne de genre ¢ ad-
mettant n zéros d’ordres ki, ..., k,, on parlera également de la surface de trans-
lation (X,w) de la strate .77 (k1, ..., ky). On utilisera aussi la notation (X,w) =
(3” [~ ,dz) ot le quotient ¢/~ désigne un arrangement de polygones muni
d’identifications de ses cdtés par translation et dz la 1-forme holomorphe sur C.
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Remarque 1.3.8. — Pour étre tout a fait précis, le cadre général adéquat est celui
des surfaces de demi-translation, c’est-a-dire pour lesquelles les atlas admettent
des changements de cartes de la forme z — 42z + c avec ¢ € C; une telle structure
correspond a un couple (X, 1) ol ¥ est une différentielle quadratique sur la surface
de Riemann compacte X . Les travaux d’ Ahlfors et Bers mettent en évidence une
correspondance entre les structures complexes sur une surface et les différentielles
quadratiques (voir [[192, §6.1] par exemple). Une telle généralité n’est cependant
pas nécessaire pour notre propos, nous nous en tiendrons donc a la bréve présenta-
tion ci-dessous.

Soient 1 une différentielle quadratique holomorphe ou a pdles simples sur X et
(U, w) une coordonnée locale de X dans laquelle ) = f(w)(dw)?. On peut tou-
jours supposer qu’il existe une détermination holomorphe de \/f dans U. Etant
donné un point Py de U fixé, on pose pour tout P € U :

P
z(P) = : V f(w)dw.

Un zéro d’ordre k de v produit une singularité conique d’angle 7 (k + 2) et un pole
simple donne un point conique d’angle 7. Si on note X* I’ensemble des points
de X qui ne sont ni des zéros, ni des poles de 1, on vérifie que les cartes (U, z)
construites de cette sorte forment un atlas de X* pour lequel les changements de
cartes sont des demi-translations.

En termes de polygones euclidiens, les recollements sont effectués le long des cotés
soit par des translations, soit par des rotations d’angle 7.

Une surface de translation au sens introduit ci-dessus correspond en fait a la donnée
d’un couple (X, 1) tel que la différentielle quadratique ¢ = w? est globalement le
carré d’une différentielle abélienne.

Surfaces a petits carreaux

Soient (X7, w1) et (X2, w2) deux surfaces de translation, un revétement ramifié
m: X1 — Xo est dit de translation si m s’exprime comme une translation dans les
cartes définies par les différentielles wy et wo. Pour j = 1,2, notons X; = Z (wj)
I’ensemble des z€ros de w; ; un revétement de translation est dit équilibré si on a
de plus (%) = Xa.

Soit (T, dz) le tore carré T = C/;7 7 muni de la structure de translation
définie par la différentielle dz sur C. Une surface a petits carreaux est un revé-
tement de translation équilibré 7 : (X,w) — (7, dz).

Soit (X, w) une surface a petits carreaux et soit Py un zéro de w, 1’application

7 (X,w) — (T, dz)
P = [jw(modiZ&Z)

est un revétement ramifié dont les points de ramification sont les zéros de w. Si le
revétement 7 est de degré n, alors X est pavée par les n préimages du carré unité.

(i). On rencontre parfois la dénomination «origami» dans la littérature.
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Exemple 1.3.9 (la surface a trois carrés). — Le polygone en forme de «L» obtenu
en assemblant trois carrés et muni des identifications naturelles définit une surface
de translation de la strate ##°(2). La singularité conique d’angle 67 est représentée
en noir sur la figure[T.4]

FIGURE 1.4 — Une surface de translation de .77°(2) pavée par trois carrés.

1.3.3. Action de GLJ (R)

On trouvera dans [HSO7, §2] un exposé agréable et complet sur les notions et
résultats que nous abordons ci-dessous.

Définitions

Dans tout ce qui suit, on est amené a considérer 1’action suivante du groupe
GL3 (R) sur le plan complexe. Soit M = (¢%) € GL3 (R), on pose pour tout
z=x+1iy € C:

M -z =ax + by + i(cx + dy).

I s’agit de ’action naturelle de GLJ (R) sur le plan affine réel R? auquel est iden-
tifié C.

Lorsqu’une surface de translation est définie géométriquement par un quotient
(9 [~ ,dz) ou & C C est un arrangement de polygones euclidiens, le groupe
GL; (R) agit naturellement sur ces polygones, pour donner une nouvelle surface de
translation. L’action est bien définie puisque les application linéaires transforment
les parallélogrammes en des parallélogrammes.

Si une surface est munie d’une structure de translation, alors GL; (R) opere
par post-composition avec les cartes.

Lorsque la surface de translation est définie par la donnée d’une différentielle
abélienne (X, w), on définit I’action de GLJ (R) sur 2.7, comme suit : soit M =
(¢b) € GLI (R), alors

n = aRe(w) + bSm(w) + i(cRe(w) + dSm(w))

est une forme harmonique sur X et il existe, sur la surface topologique S sous-
jacente a X, une unique structure complexe pour laquelle 7 est holomorphe. On
obtient de la sorte une nouvelle surface de Riemann notée Y et on note

M- (X,w) = (Y,n).



1.3. Différentielles abéliennes et surfaces de translation 13

Pour toute classe de cycle [y] € Hi (S, Z), cette action vérifie

//':M'/vw'

Compte tenu de 'identité ||n|| = |det(M)| - ||w]|, I’étude de I’action du sous-
groupe SLo(R) est souvent privilégiée, car elle est a I’avantage de préserver la
norme définie par |[w|| = % [, w A w*. En d’autres termes, I'action de SLy(R)
préserve I’aire de la surface de translation considérée.

Géodésiques de Teichmiiller

Nous donnons ici un exemple fondamental pour la suite de notre propos. Soit
w une différentielle abélienne sur une surface de Riemann compacte X, alors w
définit sur X* := X\ Z(w) une structure de translation dont les cartes sont données
par intégration, comme nous I’avons vu précédemment. Pour un réel ¢ > 1 donné,
posons D; = (§ 1) et considérons I’application R-linéaire M; : C — C définie
par

1 1
z:x+iy»—>tx+iy:§(t+1)z+§(t—1)§.

En composant par D; chacune des cartes de la structure de translation sur X*, on
définit une nouvelle structure de translation sur la surface topologique sous-jacente
a X*, qui donne lieu a une unique structure complexe sur X. On obtient de la sorte
une nouvelle surface de Riemann que 1’on note X; et une différentielle abélienne
notée wy provenant de la nouvelle structure de translation.

Le changement de structure complexe donne lieu a une application naturelle
ft + X — Xi (qui est topologiquement I’identité) vérifiant df; = D, et telle que,
pour tout P € X :

(P) = of(P) t—1
Pl = 55P) "t 1
Sa dilatation maximale est donc
1+ |pg (P
K(ft) = sup il Al t,

pex 1 —|uy, (P)|

d’ou
d7 (X, X;) = log().

L’homéomorphisme f; : X — X; est une application extrémale de Teichmiiller.
La surface X; est appelée la déformation de Teichmiiller de dilatation t associée a
w et la famille de surfaces de Riemann { X} };>; ainsi définie est une géodésique
de Teichmiiller.

Dans les cartes déterminées par w et wy, I’application f; s’exprime comme une
application affine réelle, c’est-a-dire de la forme 2 — M -z +cavec M € GLJ (R)
etc € C:onditque f; : (X,w) — (X¢,w;) est un homéomorphisme affine.
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De maniére plus générale, pour M € GLF (R), Paction M - (X,w) = (Y, n)
induit un homéomorphisme affine ¢ : (X,w) — (Y,n) avec dp = M, qui est
I’application quasi-conforme extrémale dans sa classe d’isotopie. La condition
det(M) > 0 garantit que ¢ préserve bien I’orientation.

Disques et courbes de Teichmiiller

Les fibres de 2.9, — 7, sont stabilisées par le sous-groupe des similitudes
R*-SO2(R). En effet, I’action d’une telle transformation sur une surface de trans-
lation (X, w) correspond a multiplier w par un scalaire complexe non nul.

L'action de GLj (R) sur .7, commute avec 1’action du groupe modulaire
Mod, et passe en une action sur le quotient (2.4, préservant chacune des strates
H(k1, ..., ky). On obtient alors une action de H = SOQ(R)\SLQ(R) sur Q..

Pour une forme (X, w) de référence sur laquelle on laisse opérer SLa(R), on a
donc le diagramme commutatif suivant :

SLy(R) £~ Q.

L,

H M

ou F(M) =M - (X,w) pour tout M € SLy(R). Soit ¢ € H, notons

B 1 1 Re(t)
M= o (0 amid) 51

et désignons par X; la surface de Riemann définie par M; - (X, w) = (X, wy).
Alors I'application f : H — ., est définie par f(t) = [X;] et on montre que
f+ est une isométrie pour les distances respectives (voir par exemple [HS07, §21]).
Toute forme (X, w) de 2.4, engendre ainsi une géodésique complexe H — 4.

Un disque de Teichmiiller est ’orbite dans ., d’un élément (X,w) sous
I’action de SLy(R). On note SL(X, w) le stabilisateur de (X, w) dans Q.4 sous
I’action du groupe SLa(R). D’apres les travaux de W. Veech [Vee89], le groupe
SL(X, w) est un sous-groupe discret de SLa(R).

Le groupe PSLy(R) = SL2(R)/{+1} opere fidélement sur le demi-plan su-
périeur, a la différence de SLa(R). L’image de SL(X,w) dans PSLa(R), notée
PSL(X,w) est le groupe de Veech de (X,w). C’est un réseau si I’aire du quo-
tient PSL(X, w)\H est finie pour la métrique hyperbolique induite. Lorsque c’est
le cas, on dira aussi que SL(X,w) est un réseau. Le résultat suivant, attribué a
J. Smillie mais non publié a I’origine, est annoncé par Veech dans [Vee93|.

Théoreme 1.3.10 (Smillie). — Si (X, w) est un élément de 2.7, alors le disque
de Teichmiiller engendré par (X,w) est fermé si, et seulement si SL(X,w) est un
réseau.
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On dit alors que la surface de translation (X, w) est une surface de Veech.

Si (X, w) est une surface de Veech, alors le disque de Teichmiiller engendré par
(X, w) se projette en une courbe algébrique dans .2, appelée courbe de Teichmiil-
ler. Sa normalisation est la surface de Riemann V := PSL(X, w)\H

1.4. Variétés abéliennes complexes

L’étude de la classification des courbes de Teichmiiller en genre 2 nécessite
d’introduire quelques notions concernant les variétés abéliennes et tout particulie-
rement les jacobiennes de surfaces de Riemann.

1.4.1. Tores complexes et polarisation

Les précisions et les démonstrations des résultats cités ici sont disponibles dans
le livre de C. Birkenhake et H. Lange [BL04].

Matrices des périodes

Soient V' un espace vectoriel complexe de dimension finie g et A un réseau de
V. Par définition, A est un sous-groupe discret de rang 2¢ agissant par translation
sur V et le tore complexe A = V' /A est une variété analytique complexe, compacte
et connexe.

Soient (v1, ..., vy) une base de V et (Aq,. .., Agy) une base du réseau A. Dans
la base (v1,...,vy), on peut écrire chaque \; sous la forme A; = °7_; A\jpvy et
définir la matrice des périodes de A associée a ces bases par

A171 - )\971
I = : : € Mg4(C).

)\2971 e )\2979

On a alors A = CY /1729 et la donnée de IT détermine completement A. Un
exposé détaillé sur ces notions est disponible dans [BLO4, §1.1].

Endomorphismes de tores complexes

Soient A = V JA et A = Vv’ /A’ deux tores complexes de dimension g, un
homomorphisme f : A — A’ est une application holomorphe compatible avec les
structures de groupes ; lorsque A = A’, on parle des endomorphismes de A. Les
homomorphismes de A dans A’ forment un groupe abélien libre de rang fini; on
notera End(A) le groupe des endomorphismes de A.

Soit f € End(A), alors f est induit par une unique application C-linéaire
F : A — A vérifiant F(A) C A. On obtient alors un homomorphisme injectif

pa: End(A) — Endc(V) = My(C)
f — F
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appelé représentation analytique de End(A). La restriction Fy de F' au réseau A
est Z-linéaire et détermine complétement F' et f, donnant ainsi un homomorphisme
injectif
pr: End(A) — Homgz(A) = Myy(C)
f = Fy

nommé représentation rationnelle de End(A). Etant données des bases de V et A
auxquelles est associée une matrice des périodes II de A, la condition p,(f)(A) C
A revient a supposer qu’il existe des matrices R € My, (Z) et I' € Mgy (C) telles
que

RII =1IT".

Réciproquement, la donnée de deux matrices R € Moyy(Z) et T' € My(C)
vérifiant la condition ci-dessus définit un endomorphisme f : A — A tel que

pa(f) =T etp(f) = ‘R.
On trouvera plus de détails dans [BL0O4, §1.2].

Polarisation

Une polarisation sur un tore complexe A = V' /A est une 2-forme alternée
E(-,-) sur A compatible avec la structure complexe sur A, ¢’est-a-dire vérifiant les
conditions suivantes :

(1) le prolongement R-linéaire de E a V' vérifie E(ix,iy) = E(x,y) pour tous
z,y€eV;
(2) la forme hermitienne définie par H(z,y) = E(z,iy) + i¢E(x,y) pour tous

x,y € V est définie positive sur V.

Une variété abélienne est un tore complexe muni d’une polarisation. Un mor-
phisme de variétés abéliennes polarisées est un morphisme de tores complexes qui
préserve les polarisations.

Une polarisation E est dite principale si det(E) = 1, c’est-a-dire s’il existe
une base du réseau A, dite symplectique, dans laquelle la matrice de E' s’écrit

_ (0 -
= )

Un tore complexe A admet une polarisation principale si, et seulement si une ma-
trice des périodes II de A vérifie les relations suivantes, appelées relations bili-
néaires de Riemann.

Théoréme 1.4.1 (Riemann). — Soit A = C9/t[1729 un tore complexe de di-
mension g, avec I1 € Mag 4(C). Alors A admet une polarisation principale si, et
seulement si
TLJI = 0,
' TLJTI > 0.
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Une version plus générale de ce résultat est prouvée dans [BLO4, §4.2]

Un théoreme de Lefschetz affirme que les variétés abéliennes sont exactement
les tores complexes admettant un plongement dans un espace projectif complexe,
ce qui en fait des variétés algébriques d’apres le théoreme de Chow.

Théoreme 1.4.2 (Lefschetz). — Soit A un tore complexe, alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) A admet une polarisation ;

(ii) A admet une structure de variété algébrique projective.

On pourra consulter [BL0O4, §4.5] pour davantage de détails sur ce théoréme et sa
démonstration.

Variété modulaire de Siegel

Le demi-espace de Siegel, défini par
Sy ={Z e My(C):"'Z = Z et Im(Z) > 0},

est un ouvert de I’espace des matrices complexes symétriques, dont la dimension

estg(g+1)/2.
Le groupe symplectique réel, défini par

Spyg(R) = {M € Myy(R) : 'M (12 _Olg) M= <1(; _olg>}

admet la description suivante : une matrice M est un élément de Spy,(R) si, et

seulement si M = (3 g ) avec «, f3, v et § des matrices de dimension (g, g) a

coefficients réels telles que

tary et B9 sont symétriques,
tad —typ = I, .

Notons par ailleurs que ce sous-groupe de My, (IR) est stable par transposition.
Ce groupe agit a gauche par biholomorphismes sur &, de la fagon suivante :
soit M = (5 %ye Spa,(R), on pose pour tout Z € &, :

M(Z) = (aZ + B)(vZ + &) .

Cette action est transitive.
On peut associer a chaque matrice Z € G, une variét€ abélienne principale-
ment polarisée : on définit un tore complexe en posant

Az=C(z 1,)2%,
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que I’on munit de la polarisation induite par la forme hermitienne sur CY définie
par la matrice 3m(Z)~!. Réciproquement, toute variété abélienne principalement
polarisée peut s’obtenir de la sorte, d’apres les relations bilinéaires de Riemann.

On peut montrer que deux matrices Z et Z’ de &, définissent des variétés abé-
liennes principalement polarisées isomorphes si, et seulement s’il existe une ma-
trice symplectique M € Spy,(Z) telle que Z' = M(Z). Le sous-groupe Sp,,(Z)
agit proprement et discontiniment sur le demi-espace de Siegel et le quotient
oy = Sp2g(Z)\6g est une variété analytique complexe, appelée variété modu-
laire de Siegel.

Théoréme 1.4.3. — La variété modulaire de Siegel <7 est I’espace des modules
des variétés abéliennes principalement polarisées de dimension g.

On pourra consulter [BL0O4, §8.2] pour une démonstration.

1.4.2. Multiplication réelle

L’anneau des endomorphismes d’une variété abélienne complexe simple|'"|gé-
nérique est isomorphe a Z. Il arrive cependant que cet anneau contienne un sous-
anneau bien plus gros que I’anneau des entiers, notamment lorsque la variété abé-
lienne admet ce que I’on appelle une multiplication réelle. Plus précisément, on a
la classification des algebres d’endomorphismes suivante :

Théoreme 1.4.4. — Soit A une variété abélienne complexe de dimension g > 2
telle que End(A) # Z, ona :

(a) soit A n’est pas simple, alors A est isogéne a un produit de variétés abé-
liennes B x B' avec1 <dim B < A;

(b) soit A est simple et End(A) ® Q contient un corps totalement réel K # Q;
(c) soit A est simple et End(A) ® Q contient un corps imaginaire quadratique L.
Dans le cas (b), on dit que A est a multiplication réelle. On introduit ci-dessous
une définition plus précise.

Soit K un corps de nombres de degré g, un ordre de K est un sous-anneau o
de I’anneau des entiers telque 1 € oet o ® Q = K.

Définition 1.4.5. — Soit A =V /A un tore complexe de dimension g, une multi-
plication réelle sur A est la donnée
(1) d’un ordre o d’un corps de nombres totalement réel de degré g sur Q;

(2) d’un morphisme injectif de Q-algébres p : 0 — End(A) tel que p n’admette
aucun prolongement en un morphisme injectif p’ : o/ — End(A) avec o
contenant strictement o.

(ii). Une variété abélienne est dite simple si elle n’admet aucune sous-variété abélienne non triviale.
(iii). Un homomorphisme f : A — B entre deux variétés abéliennes de méme dimension est une
isogénie si son noyau est fini.
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(3) Si A est une variété abélienne, on supposera de plus que pour tout A € o, le
relevement p(A) : V' — V est auto-adjoint pour la forme hermitienne définie
par la polarisation de A.

On dira alors que (A, p) est a multiplication réelle par o et on omettra de mention-
ner p s’il n’y a aucun risque de confusion.

On trouvera dans [BLO4, §5.5] la classification des algebres d’endomorphismes de
variétés abéliennes complexes. On pourra également consulter [Mum70, §IV.21].

Polarisation

L’existence d’une multiplication réelle sur un tore complexe est une condition
contraignante, a tel point qu’elle détermine une polarisation et donne donc lieu une
structure de variété algébrique projective.

Lemme 1.4.6. — Un tore complexe admettant une multiplication réelle est une
variété abélienne.

Démonstration. Suivant [vdG88|, §1X.1], si un tore complexe A = |4 /A de dimen-
sion g admet une multiplication réelle par 0 C K, alors A ® Q est un K-module
projectif de rang 2. Soit ¢ : A ® Q — K @ K un isomorphisme de K-modules,
alors ¢ détermine un isomorphisme C-linéaire ¢ : V' — CY tel que si 3 € K,
alors p~1(0,72) E A®Q C Vet

@(@71(0,332)) = (a:gl), .. ,:cgg)> e RY

o z — z) désigne le j-2me plongement K — R. Pour tout z; € K, il existe
alors 7 = (11,...,74) € C% avec 7; ¢ R pour tout j, tel que

@(go_l(xl, 0)) = (1:51)7'1, . ,chg)Tg) .

On peut toujours supposer 7; € H pour j = 1,..., g, quitte a changer 1’isomor-
phisme . Pour tout z = (z1,22) € K @ K, on note

or(x) = (1:51)7'1 + xél), . ,I‘gg)Tg + xég)> .

Considérons la forme alternée E(-, -) sur K & K définie par
E(z,y) = Trgyo (2 (951 v)

pour tous z,y € K @ K. A multiplication par un entier naturel prés, E prend des
valeurs entieres sur le réseau A. On définit une forme hermitienne H(-,-) sur CY
par

H(z,w) = "Zdiag (Sm(n), ..., Sm(r,)) 'w
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pour tous z,w € CY. La forme H est définie positive sur C" et pour tous x,y €
K®K,ona

I
,MQ

%m<H(¢T(I)7 ¢T(y))> (Sm(r;)) 'Sm ((:p%")ﬁ 2 (0, + yéz)>)

=1

I

(dm(r) " O3m ("7 1) (r 1) )
i=1

= Trigq (2 (051) )

Ainsi Sm(H) = E prend des valeurs entieres sur le réseau A et définit donc une
polarisation sur le tore A. O

Ordres quadratiques

Dans ce qui suit, on considere Q x Q comme 1’extension de QQ par I’inclusion
diagonale Q — Q x Q, avec I’automorphisme de Galois (z,y) — (y, ).
Soit K un corps quadratique ou Q x Q, tout ordre quadratique est isomorphe a
un
op = ZIX]/(X2 —bX —¢)

ou b et ¢ sont des entiers tels que b> + 4c = D. La classe d’isomorphisme de
op dépend uniquement de I’entier D vérifiant D = 0 ou 1 (mod 4) et appelé
discriminant de op.

Si D s’écrit D = f?E avec f et E des entiers tels que £ = 0 ou 1 (mod 4) et
f > 1, alors on dit que D est un discriminant fondamental.

Si D n’est pas un carré, alors op est un sous-anneau de 1’anneau des entiers
de Q(v/D) et op est exactement I’anneau des entiers si, et seulement si D est un
discriminant fondamental.

Si D = d? est un carré, alors o est un sous-anneau de Q x Q et

o2 ={(x,y) €EZXZ:x=ymodd}.

Si A est une surface abélienne, on peut définir, de maniere équivalente a la défi-
nition[T.4.5] une multiplication réelle sur A comme la donnée d’un endomorphisme
T de A, auto-adjoint pour la polarisation et engendrant un sous-anneau Z[T'] = op
propre[!¥)|dans End(A).

Surface modulaire de Hilbert

Les surfaces modulaires de Hilbert sont traitées en détails dans [vdG88]] ; nous
présentons ici les rudiments de cette théorie utiles a notre propos.

(iv). Un sous-anneau R C End(A) est dit propre si, pour tout 7" € R

{nT € R,n#0}=TE€R.
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Soit D un discriminant quadratique, on note Kp = op ® Q c’est-a-dire :

QxQ si D est un carré,
Kp = )
Q(vD) sinon.

Lorsque D n’est pas un carré, on note x — x pour tout x € Kp, I’involution de
Galois, qui envoie v D sur —v/' D.
On définit I’idéal fractionnaire o0}, par

o), ={x € Kp : Tr(zy) € Z,Yy € op}.
Dans le cas ot D n’est pas un carré, on a donc 0}, = %0 p- Le groupe modulaire

de Hilbert I'p = SL(0}, @ op) est défini par

I'p = {(‘CL Z) € SLy(Kp) :a,d€op,be (o)) ce ﬂﬁ}-

Ce groupe admet deux plongements dans SLa(R), donnés par les deux plonge-
ments z — x etz — x7 de Kp dans R, et agit donc proprement et discontiniiment
sur H x H par

b a® be
T:m,m)wm:(“m a’rs % )

cT] +d’ 1o+ d°

pour tout g = (2 %) € I'p. La surface modulaire de Hilbert de discriminant D est

le quotient

Le lien entre les surfaces modulaires de Hilbert et la théorie des variétés abé-
liennes apparait clairement dans le résultat suivant.

Théoreme 1.4.7. — La surface modulaire de Hilbert Hp est I’espace des modules
des couples (A, p) on A est une surface abélienne principalement polarisée et
p:op — End(A) le choix d’une multiplication réelle sur A.

On trouvera une démonstration de ce résultat dans [vdG88| §IX.2] ou encore dans
[McMO7]]. On pourra également consulter [BLO4, §9.2] pour un exposé plus géné-
ral.

Plongement dans la surface modulaire de Siegel. — On peut, suivant des idées
de E. Hecke [Hecl1l], plonger la surface modulaire de Hilbert Hp dans le demi-
espace de Siegel G grice a la construction suivante (voir [vdGU82] pour les dé-
tails).

Supposons que D n’est pas un carré et considérons le réseau 0}, & o p muni de
la forme alternée E(, -) définie dans la démonstration du lemme [1.4.6| par

E(x,y) = Trg,/o(z1y2 — 291)
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pour tous = = (21,%2),y = (y1,v2) € 0, ® 0p. Soient v = (D + v/D)/2 et

o = (-\}%,o) Las = (\/15,0> b1 = (0,1), by = (0,7),

alors (a1, ag, b1, bs) est une base symplectique de o0}, @ op, c’est-a-dire que la
matrice de F dans cette base s’écrit

0 -1
I, 0 /)°
Fixons 7 = (71, 72) € H x H et notons A = ¢-(0}, ® op), ou

Or(x) = (x1m1 + 2, ..., 2779 + 25)

pour tout z = (21, x2) € 0}, ® op. Sil’on note

7= L (T )
“vyD\ . -m

1 1
Zy. = ,
br <v v”)

A = Z,, 7> ®Z, 77, avec.

on a alors

La forme alternée E définit une polarisation principale sur le tore complexe c? /A
Soit Z la matrice

Zr = Za (% )—1:l (V)P4 — (VT ) 7
T D \— (7 +972) T+ T2

alors on vérifie que Z, € Gy, ce qui fait de
A= C(z, 12 0 72)

une variété abélienne principalement polarisée, isomorphe a c? /A, . On définit
ainsi une application
pp: Hp —
[r] = [Z].

Pour chaque g = (¢ Z) € I'p, la variété abélienne A ;) est isomorphe a A., ou
g(7) € H x H est caractérisé par

—1
(e +d 0 ax + ¢
Pg(r) (@) = ( 0 &+ d") O <b:c + d>

pour tout x € of @®op.
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Remarque 1.4.8. — D’apres le théoréme pour toute surface abélienne A
principalement polarisée a multiplication réelle par un ordre quadratique op avec
D # d?, il existe 7 € H x H tel que A est isomorphe a4 A,. En particulier, si
IT = '(1. 1, ) € Myo(C) est la matrice des périodes d’une telle surface abélienne
A, les réseaux des périodes II et A different par I’action d’un élément de Sp,(Z)
et les rapports des périodes

()11 ()12 ()1 (Hp)12
(a)21” (Ha)22” (Hp)21” (ITy)22

sont des éléments de Kp.

Relation singuliére de Humbert. — Soit
7 <Z1 m) &
Z12 22
et supposons que la surface abélienne A = c? /7 72 @ 7?2 admet une multiplica-
tion réelle par un ordre quadratique op. L’anneau End(A) contient alors un élé-

ment T auto-adjoint pour la polarisation et vérifiant T2 — bT — cid = O ol bet c
sont des entiers tels que b> + 4c = D. On a ainsi

o) (1) = (1) el

ou la représentation rationnelle p, (1) = t( Z g) € My(Z) vérifie

P Q\(0 -\ [0 —-L\'[/P Q
R S)\Ib 0 ) \IL ©0 R S)
On en déduit d’une part
PZ+Q=Z(RZ +'P),

et d’autre part

0 gq 0 r ¢ p1 P2
¢ <—q 0) (—T 0) ¢ (ps p4)

d’ou, notant P = (b} 12, 1a relation singuliere
(L4 pszi+ (1 —p1)ziz — paze + (2122 — 2h) — g = 0.

avec (p4 — p1)? — 4paps — 4qr = D. On pourra également consulter [vdG88), chap.
IX].
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1.4.3. Variétés jacobiennes

Les premiers exemples de variétés abéliennes complexes qui apparurent furent
les jacobiennes de surfaces de Riemann, ce qui en fait sans doute les objets les plus
importants et les mieux connus qui soient dans cette théorie.

Soit X une surface de Riemann compacte de genre g > 1. Soit ¥ une courbe
fermée simple sur X, on définit, pour toute différentielle abélienne w sur X,

per, (w) = /Vw

On obtient ainsi une application linéaire injective
per: Hi;(X,Z) — Q(X)*
b = per,

indépendante du choix d’une base de H; (X, Z) et bien définie, puisque f7 w dé-

pend uniquement de la classe d’homologie [7]. Cette application fait de I’image de
H1(X,Z) un réseau de Q(X)*, simplement noté Per(X).

Définition 1.4.9. — La jacobienne de X est le tore complexe
Jac(X) = Q(X)*/PGI(X) .

Produit d’intersection

Soit v une courbe fermée simple sur une surface de Riemann X, alors on peut
associer a 7y une 1-forme différentielle réelle 7, lisse, fermée et a support compact

sur X, telle que
/0:—/ 0 A n,y
o1 X

pour toute 1-forme réelle fermée 6 (voir [FK92, §I1.3]). Soient « et 5 deux cycles
de X, le nombre d’intersection de o et 3 est défini par

(a-ﬂ)Z/X%/\W

Le produit d’intersection ( - ) dépend uniquement de la classe d’homologie des
cycles; il est anti-commutatif, distributif par rapport a 1’addition des cycles et a
valeurs entieres (voir [FK92, §III.1]).

Une base symplectique de Hy (X, Z) estune base (o, ..., ag, f1,. .., fy) telle
que les nombres d’intersection sont

] sij#k,
(0 /6’“)_{—1 sij =k,

(aj - a) =0=(Bj B).
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FIGURE 1.5 — Produit d’intersection de deux cycles et base symplectique de
H;(X,Z) sur une surface de Riemann X de genre 2.

Relations bilinéaires et matrices des périodes

Les périodes d’une surface de Riemann compacte vérifient les relations bili-
néaires de Riemann :

Proposition 1.4.10. — Soit X une surface de Riemann compacte de genre g > 1
et soit (a1, ... a4, B1,...,By) une base symplectique de Hy(X, 7). Soient w et 1
deux différentielles abéliennes sur X, alors

g
S L L] e=o
j=17a; JB; aj B

,
> [ w[ n>0
j=17% j

Ce résultat est établi dans [FK92, §II1.3] notamment. En conséquence, étant donnée
(w1, ...,wy) une base de ©2(X), si on note

= () oo (),

)

alors Z = AB~! est un élément du demi-espace de Siegel S,. Ainsi, la jacobienne
Jac(X) = CY/ (Z 1,) Z?9 esten fait une variété abélienne complexe.

Notons que, par construction, la matrice Z dépend uniquement de la base sym-
plectique de Hy (X, Z) et aucunement du choix d’une base de 2(X) : on dit que Z
est la matrice des périodes normalisée associée a la base (o, ..., ag, B1, ..., Bg).

Cas d’une surface de Riemann hyperelliptique. — Dans le cas d’une surface
hyperelliptique X de genre g > 2 définie par une équation de la forme

y? = P(2) = [ (e~ ay),

m
j=1
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la description d’une base symplectique de H; (X, Z) et le calcul de la matrice des
périodes associée peuvent étre rendus particulierement explicites. On détaille dans
cette section la construction d’une telle base ; notons 7 la projection (z,y) — x et,
sim = 2g + 1, posons Ta4 2 = 00.

Soit €1 un arc simple dans }P’(lc joignant x1 a xo sans passer par aucun autre des
xj pour j > 3. Soit £2 un deuxiéme arc simple joignant xo a w3 sans passer par
71 ni aucun autre des x; pour j > 4, et tel que £ intersecte €1 uniquement en .
On construit de la méme manicre des arcs simples €3, ..., 2441, €242 joignant
respectivement x3 a T4, ..., Tag1 & Togio €t Togio a 1, de telle sorte que ¢;
n’intersecte €541 qu’en un seul point (j mod 2g + 2). Pour j = 1,...,2g9 + 2, le
relevé dans X de ¢; par 7 est une courbe fermée simple que 1’on note 9.

On choisit sur chaque arc €; une détermination holomorphe de VP pour la-
quelle I’orientation induite sur d; est telle que (6;-0;4+1) = 1 (j mod 2g+2), tous les
autres nombres d’intersection étant nuls. Avec cette convention, on a Z?ii 0o =0

+1
et Z?:l 52j71 =0.

Pour j =1,..., g, on définit alors
J
a; = — Z 6257
(=1
Bj = d2j-1,
et on vérifie que # = (ai,...,aq, b1, ..., y) forme une base symplectique de
Hi(X,Z). Si on pose
A ! = dx o dx
—1 YE20 V P(z) e2g12 /P () ik
B o dx

€251 VP(l’) ik

alors Z = AB~! est la matrice des périodes associée a 2.

Le théoréme de Torelli

Le résultat suivant montre a quel point la théorie des variétés jacobiennes et
celle des surfaces de Riemann sont intimement liées.

Théoreme 1.4.11 (Torelli). — Soient X et Xo deux surfaces de Riemann com-
pactes de genre g. Alors Xy et Xy sont isomorphes si, et seulement si Jac(X1) et
Jac(Xy) sont isomorphes en tant que variétés abéliennes principalement polari-
sées.

En d’autres termes, d’apres le théoréme @, si /1 et Z9 sont des matrices des
périodes normalisées de X; et X5 respectivement, alors X; et X2 sont isomorphes
si, et seulement s’il existe une matrice M € Spy,(Z) telle que M (X7) = Xo. On
peut trouver une démonstration de ce résultat dans [FK92, §II1.12] par exemple.
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1.5. Courbes de Teichmiiller en genre 2

C. McMullen établit dans les années 2000 la classification complete des courbes
de Teichmiiller en genre 2 en abordant le probléme a travers 1’étude des familles
de variétés jacobiennes associées. La structure des anneaux d’endomorphismes de
ces jacobiennes, et plus précisément 1’existence d’une multiplication réelle, joue
un rdle crucial dans cette classification.

1.5.1. Les théoremes de McMullen

Une forme (X, w) de genre g est dite primitive si elle ne peut s’obtenir comme
le tiré en arriere d’une forme (Y, 77) de genre h < g, ¢’est-a-dire s’il n’existe aucune
application holomorphe surjective f : X — Y telle que f*(n) = w. En ce sens, les
surfaces a petits carreaux donnent lieu, par définition, a des formes non primitives.
Une courbe de Teichmiiller est dite primitive si elle est engendrée par une forme
primitive.

McMullen montre que si une différentielle abélienne (X,w) de J#(2) en-
gendre une courbe de Teichmiiller primitive, alors Jac(X) admet une multipli-
cation réelle pour laquelle la forme w est propre. Plus précisément, on a 1I’énoncé
suivant.

Théoreme 1.5.1 (McMullen [McMO3l)). — Soit f : V' — .#> une courbe de
Teichmiiller primitive engendrée par une forme (X,w) de 7 (2). Alors il existe un
unique discriminant D = 0 ou 1 (mod 4) qui n’est pas un carré, tel que Jac(X)
admet une multiplication réelle par un ordre quadratique op pour laquelle la dif-
férentielle w est propre et I’application composée V- — Mo — <f5 se factorise par
une surface modulaire de Hilbert Hp, donnant le diagramme commutatif suivant :

H \% ! Mo
TN
H x H Hp 22> oty

Quitte a changer la forme de référence (X,w), on peut supposer sans perte de
généralité que SL(X,w) C SLo (Q(\/ﬁ) et que Uapplication ¢ est de la forme
o(t) = (t,F(t)) on I : H — H est une application holomorphe strictement
contractante pour la métrique hyperbolique.

On dit que D est le discriminant de la courbe de Teichmiiller f : V' — ..
L’application pp : Hp — 97 est le plongement décrit au §1.4.2] Notons que
I’application F vérifie, pour tout z € Hettout g = (¢ %) € SL(X,w),

P az+b\  a’F(z)+ b7
cz+d)  F(z)+do’
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oll z — 7 désigne I’involution de Galois de Q(+/D). Une telle application est
appelée un plongement modulaire et apparait entre autre dans les travaux de P. Co-
hen et J. Wolfart [CW90|] ou encore P. Schmutz Schaller et Wolfart [SSWO00]. On
trouvera notamment dans [CW90] une description de F' lorsque SL(X,w) est un
groupe fuchsien triangulaire.

Au vu du théoreme [1.5.1] il est utile d’introduire la définition suivante.

Définition 1.5.2. — La courbe de Weierstrass de discriminant D, notée Wp, est
le lieu dans .#; des surfaces de Riemann compactes X de genre 2 vérifiant les
conditions suivantes :

(1) Jac(X) admet une multiplication par 1’ordre quadratique op ;

(2) X admet une différentielle abélienne w avec un zéro double, propre pour 1’ac-
tion de op.

Chaque composante irréductible de W est une courbe de Teichmiiller de dis-
criminant D. On notera QWp — Wp le fibré des formes propres (X, w) avec un
zéro double.

Afin d’établir la classification compléte des courbes de Teichmiiller engendrées
par des formes de .7(2), McMullen introduit un invariant de spin € € Z/ 27,
constant sur chaque composante irréductible, et prouve que D et € sont les seuls
invariants discrets de ces courbes.

Théoréme 1.5.3 (McMullen [McMO05al)). — Soit D > 5 un discriminant, alors

(a) si D = 1 (mod 8) et D # 9, alors la courbe de Weierstrass Wp admet
exactement deux composantes irréductibles disjointes Wg et Wll) distinguées
par leur invariant de spin ;

(b) sinon, Wp est irréductible.
Notons que Wp = () pour D < 4.

Remarque 1.5.4. — Pour une surface de translation (X, w), notons
Per(w) = {/w 1y € Hl(X;Z)} CC=R%.
¥

Si (X, w) est une surface pavée par d carreaux telle que Per(w) = Z2, alors (X, w)
est un élément de QW 2. P. Hubert et S. Lelievre [HLOS|] montrent, indépendam-
ment de I’étude de McMullen, que la courbe de Weierstrass W2 engendrée par une
telle surface a petits carreaux admet au moins deux composantes connexes lorsque
I’entier d > 3 est impair, et exactement deux lorsque d > 5 est premier.

Notons que la courbe de Teichmiiller Wg engendrée par une surface a trois carreaux
admet une unique composante connexe.

Enfin, McMullen décrit également un représentant canonique pour chacune des
courbes de Teichmiiller engendrée par une différentielle abélienne a zéro double.
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Soient b et ¢ des entiers et A = (b+ Vb2 + 4¢) /2, soit (b, ¢) le polygone obtenu
en assemblant un carré de c6té \ sur un rectangle de dimensions 1 x c¢ (voir la
figure[I.6). Un tel polygone est dit admissible sib = —1,00u l,sib+ 1 < cetsi
c est pair lorsque b = 1.

ST S
A AN
[ ]
AN 1
C

FIGURE 1.6 — Représentant canonique & (b, c) de W7,.

Théoréme 1.5.5 (McMullen [McMO05al)). — Toute courbe de Teichmiiller engen-
drée par une forme de genre 2 avec un zéro double est également engendrée par
un unique polygone admissible (b, c).

Remarque 1.5.6. — Considérons la surface de translation (Y, 7) définie géométri-
quement par le quotient (-@ [~ dz) , ou Z est un décagone régulier dont les cotés
opposés sont identifiés par translation. Les dix sommets de Z s’identifient en deux
singularités coniques d’angle 47, qui donnent donc les deux zéros simples de la
différentielle abélienne 7 sur la surface de Riemann Y de genre 2. Le décagone
régulier définit ainsi une forme de la strate .7(1, 1).

McMullen montre dans [McMO3b] que la forme (Y, 7) engendre une courbe de
Teichmiiller de discriminant 5 et conjecture qu’il s’agit de ’unique courbe de
Teichmiiller engendrée par une forme de la strate .7°(1, 1) ; il prouve ce résultat
dans [McMO06].

Les courbes de Teichmiiller en genre 2 sont donc complétement classifiées et

sont engendrées

(a) soit par des polygones admissibles en forme de «L», qui définissent des formes
primitives a zéro double ;

(b) soit par des surfaces a petits carreaux, correspondant a des formes non primi-
tives ;

(c) soit par la forme définie par le décagone régulier, qui est I’unique forme primi-
tive a zéros simples en genre 2.

1.5.2. A propos de la classification de Calta

K. Calta [Cal04] établit, indépendamment des travaux de McMullen, une clas-
sification des surfaces de Veech de J#°(2), obtenue a partir de I’invariant J des
surfaces de translation introduit par R. Kenyon et J. Smillie [KSOO].
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Une direction v sur une surface de translation est dite complétement périodique
si toutes les trajectoires dans la direction v sont soit périodiques, soit partent et
aboutissent a une singularité.

Décomposition en cylindres horizontaux maximaux. — Supposons que les tra-
jectoires horizontales issues de points réguliers sur une surface de translation (X, w)
sont périodiques : on obtient de la sorte des familles de géodésiques paramétrées
continliment, c’est-a-dire des bandes de géodésiques périodiques, que 1’on peut
voir comme des cylindres euclidiens de la forme R /y, 7 x [0; h], ot w et h sont
des réels strictement positifs.

La surface (X, w) se décompose ainsi en une union de cylindres horizontaux
maximaux, dont les bords sont des géodésiques pour la métrique localement eucli-
dienne |w| joignant soit deux singularités coniques, soit une singularité conique a
elle-méme. En recollant ces cylindres le long des bords, on reconstruit la surface.

Dans le cas d’une surface de translation de .7#°(2), une telle décomposition
compte au plus deux cylindres horizontaux maximaux C'; et Co, représentés sur la
figure[I.7)(voir [HLO6])). Chaque cylindre C; est décrit par un parametre de largeur
w; et un de hauteur /;. Il peut étre nécessaire d’effectuer une rotation de 1’un des
bords d’un cylindre lors du recollement, donnant lieu a un troisi¢me parametre de
torsion ;.

FIGURE 1.7 — Décomposition d’une surface de .7#(2) en cylindres horizontaux.

Calta donne, pour les surfaces de translation de la strate .7°(2), des relations
sur les parametres de la décomposition en cylindres horizontaux permettant de ca-
ractériser les surfaces de Veech.

Théoréme 1.5.7 (Calta [Cal04]). — Soit (X,w) une surface de Veech de 7(2)
telle que Per(\w) ¢ Q x Q pour tout \ € C*.

Soit v une direction complétement périodique, supposons que (X, w) se décompose
en deux cylindres dans la direction v. Pour j = 1,2, notons wj, h; et t; respecti-
vement les parametres de largeur, hauteur et de torsion de ces cylindres : on peut
supposer sans perte de généralité que ces variables sont des entiers algébriques

(v). En dépit de cette terminologie, ce sont en fait les bases de ces cylindres qui sont horizontales.
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dans Q(V/' D), oit D est un entier positif sans facteur carré. Alors on a les équations
suivantes :

(1.5.1) wih] = —wah3,
(1.5.2) w‘ftl + wgtg = wlt‘f + U)th.

Réciproquement, soit (X,w) une surface de translation de 7 (2) satisfaisant aux

hypotheses ci-dessus et vérifiant les relations (1.5.1) et (I.5.2)), alors (X,w) est
une surface de Veech.

Cylindres horizontaux et multiplication réelle. — Grice au lemme suivant, nous
allons établir un lien direct entre la classification de McMullen, formulée en termes
de jacobiennes & multiplication réelle, et la classification de Calta énoncée ci-
dessus. Nous montrons ainsi que, pour une surface de translation en «L» de la strate
7€ (2), les conditions obtenues par Calta permettant de caractériser les surfaces de
Veech peuvent se déduire de 1’existence d’une forme propre pour la multiplication
réelle.

w2
-— >
ho
52 052
)
aq
N hl
)1
w1

FIGURE 1.8 — Cylindres horizontaux de (X,w) et base de H (X, Z).

Proposition 1.5.8. — Soit (X,w;) une surface de translation de 7 (2) définie,
pour t > 0, par I’action de (6 t91 ) sur un polygone admissible. Soient w1, hi, wa
et ha, les parametres de la décomposition en cylindres horizontaux maximaux de
(X,w); quitte a multiplier wy par un scalaire complexe non nul, on peut toujours
supposer qu’il existe un discriminant D tel que ces paramétres sont dans op. Alors

ces parametres vérifient I’équation de Calta (1.5.1)) :
wlh(f = —wghg.

Démonstration. D’apres le théoréme de McMullen la différentielle wy est
propre pour la multiplication réelle par op sur Jac(X) (ot D n’est pas un carré).
D’apres la remarque Soient wo une différentielle abélienne sur X telle que (wy, wa)
est une base propre de Q(X) et (a1, aa, 81, f2) la base symplectique de Hy (X, Z)

définie par la ﬁgure on note (Aj) = (fa wk) et (Bjy) = (fﬁ wk).
J J
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L’existence d’une multiplication réelle sur Jac(X) revient a dire que 1’anneau
End ( Jac(X )) contient un élément 7" auto-adjoint pour la polarisation et vérifiant
T? — bT — cid = 0 ol b et c sont des entiers tels que b> + 4c = D ; on a alors

(1.5.3) "pr(T) (é) = (g) pa(T).

La représentation analytique de 7" dans la base (w1, ws) s’écrit p, (T') = ( 6\ %)
ol A et \? sont les racines du polyndme X? — bX — c.
D’apres le ~, la représentation rationnelle p, (7)) =

vérifie
0 g¢q 0 r + pP1 P2
= ,R= et'S=P=
@ <_q O) (‘7“ 0> (ps D4

avec Tr(P) = b et det(P) = —c. Par ailleurs, ona

/ W :/T* (wr) :)\(k)/wk,
T (v) v ¥

pour tout [y] € Hy(X,Z), o A = Xet A = X, Les périodes réelles
(resp. imaginaires pures) s’envoient donc sur des périodes réelles (resp. imaginaires
pures) sous I’actionde 7', d’ott ¢ = r = 0.

En développant (1.5.3), on obtient alors

A (A12>U D2 A —Dp4

3

Aoy Aoy :/\—pl_ p3
Bn:<312>02/\—p4: P3
By Bas D2 A—pi

En remarquant (par exemple) que

on obtient alors 1’identité

A A1a\? B\’ B
(1.5.4) s - (12) - (21> _ b2

A21 A22 Bll BIQ
Compte tenu du choix de la base symplectique de Hy (X, Z), onaalors t; = to = 0,
Bi1 = wy, A11 = h1, Bo1 = —wy et Ay = —h2, d’ou le résultat. O

Remarque 1.5.9. — La relation (I.5.4) est en fait valide pour toute base sym-
plectique obtenue a partir de (a1, ag, 51, 52) par une transformation symplectique

donnée par (](\)f t]\?_l ) avec N € GLa(Z).



CHAPITRE 2

GEODESIQUE DE TEICHMULLER
ENGENDREE PAR UNE CROIX SUISSE

Un polygone euclidien en forme de «L» détermine une surface de translation
(X, w) de la strate 5#°(2). L’action du sous-groupe diagonal de SLy(R) donne lieu
a une famille de courbes algébriques a un parametre réel constituant une géodé-
sique de Teichmiiller dans I’espace des modules .#5.

Nous nous intéressons dans ce qui suit aux moyens de décrire les courbes al-
gébriques d’une telle famille dans le cas ou la surface de translation (X,w) est
définie par un polygone en forme de croix suisse. Plus précisément, la question qui
sous-tend ce chapitre est celle du calcul des matrices des périodes de ces courbes.

2.1. Exemples et motivations

Nous présentons quelques exemples connus de surfaces de translation pour les-
quels on connait de facon exacte des descriptions des courbes algébriques qu’elles
définissent.

Le double pentagone régulier

Reprenons I’exemple de la surface de translation (Y, &) définie géométrique-
ment par un double pentagone (<Z/~. , dz), dont la construction a été décrite dans
I’exemple On suppose a présent que le pentagone & de départ est régulier
(voir la figure [2.T)).

(2/~ .d2)

FIGURE 2.1 — Surface de translation de .77°(2) avec un automorphisme d’ordre 5.

33
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La rotation d’angle 7 dont le centre est le milieu du c6té commun aux deux
pentagones induit alors un automorphisme hy d’ordre 2 sur Y qui fixe six points,
a savoir les milieux des cinq paires de cotés identifiés et la singularité conique
d’angle 67. L’ automorphisme hy est donc I’involution hyperelliptique (voir §I.1J).

En faisant agir, sur chacun des deux polygones, la rotation d’angle 27v/5 dont
le centre est le milieu du polygone, on définit un automorphisme d’ordre 5 sur Y.
Ainsi, le groupe Aut Y contient un sous-groupe d’ordre 10 : d’apres la classifica-
tion des groupes d’automorphismes des surfaces de Riemann de genre 2 (voir le
tableau (I.1.2)), la surface Y est donc biholomorphe a la courbe algébrique définie
par I’équation affine 32 = 2% — 1.

La différentielle £ admet un zéro double, qui est nécessairement un point de
Weierstrass de Y, autrement dit un point de ramification du revétement double
Y — IP’(%: (voir . On peut donc supposer sans perte de généralité que £ =
dz /y qui est, a multiplication par un scalaire complexe pres, I’'unique différentielle
abélienne admettant un zéro double au-dessus de co.

En étudiant les actions induites par 1I’automorphisme d’ordre 5 sur I’espace
Q(Y) d’une part, et sur H; (Y, Z) d’autre part, on peut alors mettre en évidence
des relations entre les périodes de Y, permettant ainsi de calculer une matrice des
périodes normalisée de la surface Y (un exemple est décrit en détails dans [BLO4,
§11.7]). On obtient alors

4 2 _ 4
(2.1.1) 7Z = ( 12_4 4 = =6 ) avec ¢ = exp(2mi/5).
- =< ¢

Notons que, d’apres [Vee89| et [McMO3], la surface de translation (Q [~ dz)
définie par le double pentagone régulier engendre une courbe de Teichmiiller de
discriminant 5.

La croix suisse et ses variantes

C. McMullen présente dans [McMO3|] une famille de surfaces de translation,
construites a partir de polygones en forme de «L», engendrant des courbes de
Teichmiiller. L’étude de cette famille motive 1’exemple suivant, qui est le point
de départ de cette these.

R. Silhol décrit dans [Sil06]] un procédé permettant de calculer une matrice des
périodes de la courbe algébrique définie par une surface de translation (X, w) de la
strate #°(2) avec un automorphisme d’ordre 4.

Une telle surface peut étre définie par le quotient (@ o~ dz) ou Z, estun
polygone euclidien de la forme représentée par la figure avec o € C*, stable
par rotation d’angle 7 /2 et muni des identifications indiquées sur la figure.

Dans le cas particulier ol « est réel, on dira que le polygone &2, est une croix
suisse. Un tel polygone s’obtient en assemblant quatre copies d’un hexagone eu-
clidien dit en forme de «L», ¢’est-a-dire avec cinq angles de /2 et un angle de
3m/2.
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Po

FIGURE 2.2 — Surface de translation de .7#°(2) avec un automorphisme d’ordre 4.

Les points représentés en noir s’identifient en une unique singularité conique
d’angle 67. Cette surface de translation (X, w) appartient donc a la strate 7#°(2).

L’involution hyperelliptique sur X est, la encore, induite par la rotation d’angle
7. La rotation d’angle 7r/2 induit un automorphisme ¢ d’ordre 4, admettant exac-
tement deux points fixes, a savoir le centre de symétrie de &7, et la singularité
conique. Le groupe Aut X contient donc un sous-groupe isomorphe au groupe
diédral D,. La courbe algébrique correspondante admet donc une équation de la
forme

(2.1.2) y? = (2> — 1)(z — a)(z — 1/a) aveca € C\{—1,0,1}.

En particulier, Aut X contient également une involution non hyperelliptique ¢ qui
permute les points fixes de ¢ (voir §2.4)). Ceci permet d’exprimer explicitement les
périodes d’une seconde différentielle abélienne a zéro double sur X en fonction
des périodes de w.

Silhol montre qu’une matrice des périodes de X s’exprime par

20%2—2a+1 —2a(a—1)
(2.1.3) Z =i 7220?2211) 20422350%—‘,-1 )

2a—1 2a—1

Réciproquement, il est possible, étant donnée une équation de la forme (2.1.2),
d’exprimer en fonction de a le parametre o déterminant entierement la surface de
translation (X, w), au moyen d’intégrales hyperelliptiques.

Remarque 2.1.1. — L expression (2.1.3) donne, pour le cas particulier v = (v/3+
1)/2, 1a matrice des périodes

2v3 V3

_ 3 3
Z =1 3 oas |-

3

On reconnait une matrice des périodes normalisée de la courbe algébrique d’équa-
tion 4> = x% — 1 dont le groupe d’automorphismes est d’ordre 24 (il s’agit de
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I’exemple traité dans [BLO4) §11.7]). La surface hyperbolique correspondante s’ ob-
tient en assemblant quatre images miroir d’un hexagone hyperbolique a angles
droits, dont tous les cdtés sont de longueur arccosh(2) (voir la construction décrite
par la figure [3.1] et [Sil06]).

Pour une surface de translation (X,w) décrite par la figure I’expression
(2.1.3) de la matrice des périodes de X fournit une description complete de la
jacobienne de X. Il existe alors une expression analytique permettant de calculer
avec précision les racines d’une équation de la courbe algébrique associée (voir
$£.0.

Par ailleurs, les surfaces de Riemann de genre 2 avec un automorphisme d’ordre
4 constituent une famille a un parametre complexe dans I’espace des modules des
surfaces de genre 2 (voir [CRO1]| a ce propos). L’expression (2.1.3) donne donc un
paramétrage de cette famille dans 1’espace des modules 2% des surfaces abéliennes
principalement polarisées.

En vue d’étendre les résultats de [S1106]], les surfaces de translation vers les-
quelles se portent naturellement 1I’attention sont celles qui engendrent des courbes
de Teichmiiller et tout spécialement les surfaces définies par des polygones en
forme de «L». Ces surfaces correspondent au cas ou le parameétre noté o sur la
figure [2.2] est réel. En particulier, la famille de surfaces de Riemann définie en
laissant opérer le sous-groupe diagonal {(} t91 )}es0 de SLo(R) sur la surface
en forme de croix suisse est une géodésique de Teichmiiller. De plus, d’apres
[McMO3]], 1a surface de translation ( Pa [~ dz) engendre une courbe de Teichmiil-
ler dans .#5 si, et seulement si« € Qou v =1/2 + bvdavech € Qetd € N.

Il serait intéressant d’obtenir pour cette situation un paramétrage de la famille
a un parametre complexe de matrices des périodes déterminée par une courbe de
Teichmiiller. De la sorte, on pourrait espérer calculer, en fonction des périodes
d’une surface de référence, les périodes d’une autre surface de la méme famille.
Cette question est la principale motivation de ce chapitre.

2.2. Famille de matrices des périodes
associée a une géodésique de Teichmiiller

Une surface de translation obtenue a partir d’un polygone en forme de «L»
admet deux involutions anti-holomorphes et définit ce que 1’on appelle une M-
courbe réelle. Commencons par introduire quelques définitions.

2.2.1. M-courbes réelles

D’apres un théoreme de Weil, une courbe algébrique complexe X peut étre dé-
finie par des équations polynomiales a coefficients réels si, et seulement s’il existe
une involution anti-holomorphe o sur X. De plus, on peut toujours choisir ces po-
lynémes de telle sorte que o soit 1’involution induite par la conjugaison complexe.
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Une courbe algébrique réelle est par définition la donnée d’un tel couple (X, o) ;
on dit aussi que o est une structure réelle sur X. Si aucune ambiguité n’est a
craindre, on omet de préciser o et on dit simplement que X est une courbe réelle.
Nous adopterons cette convention lorsque X est défini par une équation polyno-
miale a coefficients réels et que o est la conjugaison complexe, ce qui sera le cas
qui nous intéressera tout au long de ce travail.

Soit (X, o) une courbe réelle de genre g > 2, on note X (R) I’ensemble des
points fixes de o, dont les composantes connexes sont dites réelles. On dit que X
est une M-courbe réelle si elle admet le nombre maximal possible de composantes
réelles, a savoir g + 1 (voir par exemple [GH81, §6]). Le cas échéant, X \ X (R)
admet alors exactement deux composantes connexes, chacune homéomorphe a une
sphere privée de g + 1 disques.

M-courbes hyperelliptiques réelles. — Supposons que X est une courbe hy-
perelliptique définie par une équation polynomiale de la forme 32> = P(x) avec
deg P(x) = 2g + 1 ou 2g + 2, et telle que o est induite par la conjugaison com-
plexe, avec X (R) # (). Alors (X, o) est une M-courbe réelle si, et seulement si
toutes les racines de P(z) sont réelles. En composant o par I’involution hyperel-
liptique, on obtient une seconde structure réelle notée —o, pour laquelle on note
X (iR) I'ensemble des points fixes. Les composantes connexes de X (i R) sont
dites imaginaires pures et si X est une M-courbe, alors I’ensemble des points de
Weierstrass coincide avec I’ensemble des points d’intersection de X (R) et X (i R).

@ o) [ CEEEGEREE
\\
@ Q ¢ o
| :
i 9
0 .
1 1
& TR B %) * s
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& )

FIGURE 2.3 — Une surface de translation en «L» définit une M-courbe réelle.

Exemple 2.2.1. — Soit (X,w) = (<’ /~ , dz) une surface de translation de .7’(2)
obtenue a partir de quatre images miroir d’un polygone en forme de «L» (voir la
partie gauche de la figure [2.3)). Quitte a faire agir une isométrie de C, on peut tou-
jours supposer que le polygone &7 admet O pour centre de symétrie et est stable
par la conjugaison complexe z +— Z. Cette derniere définit une involution anti-
holomorphe o sur X, qui fixe les points des trois courbes fermées simples prove-
nant de 1’axe de symétrie horizontale de &7 et de ses cOtés horizontaux : on obtient
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ainsi une M-courbe réelle (X, o).

L’involution hyperelliptique agit sur (X, w) par z — —z et les points fixes de la
seconde structure réelle —o, induite par z — —Z, proviennent de 1’axe de symétrie
verticale et des cotés verticaux de &. Sur la figure, des cercles repeérent les points
de Weierstrass autres que la singularité conique, représentée quant a elle par un
point noir.

La partie droite de la figure permet de repérer les composantes réelles et imagi-
naires pures de (X, o) et les points de Weierstrass sur la représentation en forme
de «L».

2.2.2. Déformations de Teichmiiller

Etant donné un réel 2 > 0 fixé, soit (X,w) = (P2/~ ,dz) la surface de
translation en «L» de .7#°(2) décrite par figure

Pour tout réel ¢ > 0, notons g; = (%) et (Xg,,wg,) = g - (X,w). Lac-
tion du sous-groupe {g;}+~0 de SLa(R) sur (X, w) définit une famille de formes
{(Xg,>wq,) }t>0 dans 72(2) telle que { X4, }+~0 est une géodésique de Teichmiiller
dans ./, ainsi que nous 1’avons vu au

Plut6t que de considérer 1’orbite du sous-groupe {g: }+~0, nous allons nous in-
téresser a celle d’un autre sous-groupe diagonal de GL;r (R) définissant la méme
famille de surfaces de Riemann, mais donnant lieu a une expression plus simple
pour la famille de matrices des périodes associée.

(Xpvwr) = (P, d2)

(Xvw): (’@x/’\’7dz) AN
tx
Q2
" N N a1
)
B2
)
t
1 L P
1 T 1 T

FIGURE 2.4 — La surface de translation (X}, w;).

Nous commencons par rassembler quelques faits élémentaires dans la remarque
suivante.
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Remarque 2.2.2. — Soit ¢ un réel strictement positif, notons hy = (§9) et v, =
(4 9). On définit les surfaces de translation (Xp,, wp,) = he-(X, w) et (Xy,, wy,) =
v; - (X, w). Rappelons que I’action du sous-groupe R* - SO5(R) de GL3 (R) laisse
invariantes les fibres de Q0.#, — .# : en d’autres termes, deux surfaces de trans-
lation qui different par I’action d’une similitude définissent une méme structure
complexe.

On vérifie alors facilement que

(1) les surfaces de Riemann X, et Xj, , (resp. Xy, et X, ,) sont isomorphes ;
(2) les surfaces de Riemann X}, et X, sont isomorphes ;

(3) les surfaces de Riemann X}, et X, hy1 (resp. Xy, et th_1) sont isomorphes.

Ainsi, il nous suffira par la suite de considérer I’action sur (X, w) des éléments
vy avec t > 1 et on notera simplement ( Xy, w;) = v - (X, w) (voir la figure 2.4).

2.2.3. Forme de la matrice des périodes

Nous décrivons ici une forme générale pour la matrice des périodes de la sur-
face de Riemann X; définie ci-dessus.

Matrices des périodes réelle

Soit (X, o) une courbe réelle, notons G le groupe engendré par o, agissant sur
H; (X, Z). Le sous-groupe invariant H; (X, Z)< est de rang g et, d’apres [Sil82] et
la théorie de Comessattti, toute base Br = (01,. .., By) de Hi(X, 7)% se com-
plete de maniere unique en une base symplectique # = (a1, ..., a4, B1,. .., Bg)
de H;(X,Z), de telle sorte que la matrice des périodes Z associée a cette base
vérifie

2Re(Z) € My ({0,1})

(voir [Si189, §1V.4], par exemple). On dira que Z est la matrice des périodes réelle
de X associée a Hy.

En particulier, si Z est une matrice des périodes réelle d’une M-courbe réelle,
alors suivant [[SS89, §7] par exemple, on a Re(Z) = 0.

Matrice des périodes d’une déformation de Teichmiiller

Avec les notations de la figure [2.4] la différentielle abélienne w; est I'unique
différentielle sur X admettant un zéro double en P; et telle que |, Bl W = 1.

On équipe H;(X,Z) de la base symplectique (o, ag, 81, f2) définie par la
ﬁgure D’apres la description de I’action de GL;(R) présentée au @L ona

/wt:vt-/w
Y Y

pour tout [y] € Hy(S,Z), ou S désigne la surface topologique de genre 2 sous-
jacente a X et X,.
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Pour ¢ fixé, notons 71 = wy ; il existe une unique différentielle abélienne 7y sur
X telle que |, 5 M2 = Oet i) 5,2 = 1. Remarquons que (11, 732) forme bien une
base de Q2(X) puisque f,81 1 # 0 (voir [FK92, §I11.2]).

Si on note A; = (faj nk) . et B = <f6j nk> , alors on a

Js Jk
. it($ + 1) Aoy [+ 1 0
At o < —itx A22 etB = T 1/’

d’ou la matrice des périodes normalisée associée a la base (aq, ag, 81, 82) de

Hi(X:,Z) -
) ((I-}—l)t—mAQl A21
Zy=AB ! = A )
_x($+122) Ago

. (z+1)A21+tx e
T

Puisque la matrice des périodes Z; est symétrique, on a Age = t

e (U a,
A21 _ (CC+1)A21 “+tx ¢

T

Comme la matrice des périodes Z; vérifie Re(Z;) = 0, on a alors Ay = iy avec
y € R,d’ou

(z+1)t—zy y
(2.2.1) Zy =1 ( o (1‘+1)Z/+tx> :
Yy T

Par ailleurs, la matrice Sm(Z;) est définie positive, d’ol les conditions
Sm(Zi)11 >0, Sm(Zy)oe >0 et det (Sm(Z)) > 0.

On obtient donc respectivement

- t(x+1) - —tx oy tr(x +1)
S ——— e e ——
y x x+1 4 2x + 1

et en remarquant que, pour tous réels x > Oett > 1,ona

tx 1 t t 1
— (IIZ+ )<_ z <O<(x7—i_)’
20+ 1 r+1 T

on en déduit que Z; € &y si, et seulement siy < —tx(z +1)/(2z + 1).

Pour des réels x > 0 et t > 1 donnés, le parametre réel y est défini de maniere
unique et détermine donc complétement la structure complexe de la déformation
de Teichmiiller X;.

Si z est de la forme z = (VD — 1)/2, alors (X,w) = (Z2/~ ,dz) en-
gendre une courbe de Teichmiiller et en particulier Jac(X;) admet une multiplica-
tion réelle pour tout £ > 1. L’existence d’une multiplication réelle est une condition
assez forte, comme en atteste le lemme@ Néanmoins, a la différence de ce que
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nous avons rencontré dans la section précédente lorsque la surface de Riemann ad-
met des automorphismes non triviaux, le théoréeme de McMullen [I.5.T|suggere une
relation de nature transcendante entre les périodes. Plus précisément, on cherchera
a caractériser les parametres x, y et ¢ par ’annulation d’une expression analytique
en ces variables. Le quatrieme chapitre sera consacré a cette question dans le cas
x = 1, correspondant aux déformations de Teichmiiller de la surface de Riemann
définie par la surface de translation pavée par trois carrés.

Notons enfin que, lorsque le parametre y n’est plus nécessairement assujetti
a déterminer la déformation de Teichmiiller X}, I’expression (2.2.1) fournit une
description de 1’espace des modules des M-courbes réelles. Plus précisément, on a
la proposition suivante.

Proposition 2.2.3. — Soit Z une matrice des périodes réelle d’une M-courbe
réelle. Alors il existe des réels x, y et t vérifiant x > 0,t > lety < —tz(r +
1)/(2x + 1) tels que

(z+1)t—zy y

Démonstration. Suivant [Sil89, §IV.4], on peut montrer que toute M-courbe réelle
admet une matrice des périodes Z € G de la forme

(2.2.3) 7 =i <y1 y12> avec 0<ys <
Y2 Y2 0< —2y12 < y1 + .

11 suffit alors de poser

$:1< Y1+ y2 — 2512 _1>
2 Y1 +y2 + 2y12 ’

Y = Y12,
1
t=3 (yl — 2+ V(1 +12)? — (2y12)2) :
pour obtenir la forme (2.2.2) annoncée. O

Remarque 2.2.4. — La base de H;(X,Z) décrite par la figure et dont nous
faisons usage dans cette section n’est pas la seule base symplectique qui apparaitra
dans ce travail. Il en sera de méme, par conséquent, des conditions satisfaites par
les coefficients des matrices des périodes des M-courbes réelles. Afin d’éviter toute
confusion, nous prendrons soin de mentionner explicitement les bases de I’homo-
logie auxquelles sont associées les matrices des périodes considérées lorsque le
contexte le nécessite.



42 Chapitre 2. Géodésique de Teichmiiller engendrée par une croix suisse

2.3. Détermination de la structure complexe

Une surface de translation (X, w) fournit la donnée des périodes d’une diffé-
rentielle abélienne sur X . En général, cette donnée est insuffisante a elle seule pour
déterminer la surface de Riemann X (que ce soit sous la forme d’une équation de
la courbe algébrique associée, d’une matrice des périodes ou d’un polygone hyper-
bolique). Lorsque X est une M-courbe réelle, nous allons voir que, si I’on suppose
que w a un z€éro double, cette hypotheése supplémentaire suffit a déterminer la struc-
ture complexe. Cette situation coincide avec le cas ou la surface de translation est
définie par un polygone en forme de «L».

2.3.1. Transformation de Schwarz-Christoffel

Commencons par rappeler un résultat classique d’analyse complexe qui, énoncé
sous la forme ci-dessous, compte parmi ses principaux contributeurs Riemann,
Poincaré, Koebe, Carathéodory et Osgood.

Théoreme 2.3.1 (Théoreme de 1’application conforme). — Soit U un ouvert non
vide simplement connexe du plan complexe, distinct de C, dont le bord est une
courbe de Jordan, et soit xy € U. Alors il existe une application biholomorphe
f : H — U, se prolongeant en un homéomorphisme H — U.

Si on suppose de plus f(xg) = 0 et f'(xg) = 1, alors f est unique.

Intéressons-nous au cas ou I’ouvert U est I'intérieur d’un polygone euclidien
& simplement connexe dans le plan complexe dont le bord est orienté dans le
sens direct et dont les sommets sont notés wy, .. ., Wy.

Si on note respectivement o, . .., o, 7 avec 0 < a; < 2 les angles intérieurs
correspondants, alors un exercice de géométrie euclidienne élémentaire permet de
montrer que Y 7 o = n — 2.

D’apres le théoréme il existe une application biholomorphe f : H — U
se prolongeant en un homéomorphisme qui envoie I’axe réel sur les cotés de &.
Par abus de notation, cet homéomorphisme sera de nouveau noté f. Le résultat
suivant fournit alors une expression explicite pour f.

Théoreéme 2.3.2 (Formule de Schwarz-Christoffel). — Soit U [’intérieur d’un po-
lygone euclidien & défini comme ci-dessus. Soient f : H — U une application bi-

holomorphe et x1, . .., x, des réels tels que x1 < ... < xy et Vérifiant f(x;) = w,
pour j =1,... n.Alors il existe des constantes A € C* et B € C telles que
z n
(2.3.1) f(z) = A/ [z =) "dz+ B.
0 -
7j=1

(1). On peut également envisager des cas ou le «polygone» & admet un ou plusieurs sommets &
I’infini, mais cela ne sera pas utile pour notre propos.
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Sous les mémes hypotheses, si on suppose de plus que x, = oo, alors la formule
ci-dessus devient

2 n—1
(2.3.2) f(z) = A/ [[(x )% 'de + B.
0 j=1

On pourra consulter [Neh52, §V.6] pour une démonstration de ce résultat et de ses
variantes.

Remarque 2.3.3. — Les pré-images ; des sommets w; de & sont appelées les
parametres de Schwarz-Christoffel. Puisqu’une transformation de Mobius est en-
tiecrement déterminée par ’image de trois points, on peut choisir arbitrairement
trois de ces parametres, incluant le point a I’'infini dans le cas ol ce dernier est la
pré-image d’un des sommets du polygone. Les n — 3 parametres restants sont so-
Iutions d’un systéme d’équations non linéaire. Les constantes complexes A et B,
quant a elles, expriment la position et la taille du polygone & et sont complete-
ment déterminées par la donnée de deux de ses sommets dans le plan complexe.
Ainsi, si on prescrit les sommets d’un polygone euclidien & et trois des para-
metres xj, alors I'application de Schwarz-Christoffel est I’unique application bi-
holomorphe de H dans I'intérieur de &7 qui envoie x; sur w;.

On détaille dans ce qui suit deux applications au cas d’'une M-courbe réelle de
genre 2 définie par une surface de translation.

2.3.2. Différentielle abélienne avec un zéro double
sur une M-courbe réelle de genre 2

Le polygone &7 qui nous intéresse tout particulierement est un hexagone eucli-
dien en forme de «L» c’est-a-dire tel que or; = 1/2pourj =1,...,5etag = 3/2,
le bord de & étant orienté dans le sens direct. Notons w1, . . . , wg les sommets de
& : quitte a faire agir une isométrie directe du plan complexe, on peut supposer
que w3 = 0 et que w4 est un réel strictement positif.

D’apres la remarque[2.3.3] on peut faire une agir une transformation de Mbius
de telle sorte que I’application de Schwarz-Christoffel admette pour expression

z dx
(2.3.3) f(z) = A/O \/x(ﬂf —1)(x—a)(x—0b)(x—rc)

pour tout z € H, avec A € C* et ol a, b et ¢ sont des réels vérifianta < b < 0 <
1 < cettels que

fla) = w1, f(b) = wa, f(0) = w3 =0, f(1) = wy, f(c) = w5 et f(o0) = wg.

Notons (X, w) la surface de translation de .7#°(2) définie par I’hexagone & via
le processus de dépliage évoqué au §1.3.2](voir la figure [2.5)).
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FIGURE 2.5 — Polygone en «L» et (X,w) € J(2).

Proposition 2.3.4. — Soient & le polygone décrit ci-dessus et f ’application
de Schwarz-Christoffel définie par [2.3.3). Soit (X,w) la surface de translation
de A (2) définie par dépliage de P, alors la courbe algébrique X admet pour
équation
9 dx
y>=z(z—1)(x —a)(x —b)(z —c) avecw = A—.
Yy

Démonstration. Par construction, X est une M-courbe réelle de genre 2 (voir I’exemple

et admet donc une équation de la forme

5

y? = P() = [[ (e — ),

J=1

ol les u; sont des réels tels que u1 < ... < us. Quitte a faire agir une transforma-
tion de Mobius, on peut supposer sans perte de généralité que uz = 0 et ug = 1.

Le polyndme P ne s’annule pas dans H : choisissons la détermination holo-
morphe de VP qui est réelle et négative sur le segment [u1; us] et considérons
I’application ¢ : H — C définie par

o) = [ dp(x)

L’image de H par ¢ est un hexagone euclidien avec cinq angles droits aux sommets
o(u1),...,e(us) et un angle de 37/2 au sommet p(00).

La différentielle abélienne w induite sur X par la forme dz sur C est, a multi-
plication par un scalaire complexe pres, I’'unique différentielle admettant un zéro
double au-dessus de oo, d’ott w = Adz/y pour une certaine constante A € C*.

Soit 7 1a courbe fermée simple sur X définie a partir du segment [ws; wy], alors

[yw=2/l:4dz=2f(w4)7

d’ou on déduit A = A. Puisque, lorsque les sommets du polygone sont spécifiés,
les parametres de Schwarz-Christoffel sont uniques,ona ¢ = fetu; =a,us = b
et us = c. ]




2.3. Détermination de la structure complexe 45

Remarque 2.3.5. — Requérir I'unicité des parametres de Schwarz-Christoffel re-
vient ici a prescrire le diviseur et les périodes de la différentielle w sur X, une fois
I’'un des sommets du polygone & fixé (en O par exemple).

2.3.3. Différentielle abélienne avec deux zéros simples
sur une M-courbe réelle de genre 2

Un second exemple intéressant consiste a considérer un polygone semblable a
celui de la section précédente, mais «fendu» par I’un de ses cotés. Plus précisément,
on définit un polygone & a sept sommets, notés wi, ..., s,w, dans cet ordre,
le bord de & étant orienté dans le sens direct. Notons a7 1’angle intérieur au
sommet s et, comme précédemment, soit o;7 1’angle intérieur au sommet w; pour
j=1,...,6.Onsuppose que as =2, j = 1/2pour j =1,...,5 et ag = 3m/2.

On peut interpréter graphiquement o = 2 en imaginant une particule se dé-
plagant le long du c6té [ws; s, s’arrétant en s et repartant dans la méme direction
mais dans le sens opposé (voir la figure [2.6)).

Quitte a faire agir une isométrie directe du plan complexe, on peut de nou-
veau supposer que wz = 0 et que w4 est un réel strictement positif. Il existe alors
une transformation de Mobius telle que la formule de Schwarz-Christoffel pour le
polygone & s’écrive

(x — xs)dx

234 = A/o Ve =) = a)(z =)z ~ o)

pour tout z € H, avec A € C* et ol a, b, c et x5 sont des réels vérifiant a < b <
0<1<c<zgettels que

fla) = w1, f(b) = w2, f(0) = w3 =0, f(1) = wy, f(c) = ws,
f(xs) = set f(c0) = we.

En assemblant quatre images miroirs de & et avec les identifications indiquées
sur la figure on obtient une surface de translation notée (X, w). Cette derniere
admet exactement deux singularités coniques d’angle conique 47, repérées sur la
figure par des cercles et des carrés noirs : la forme (X, w) appartient donc a la strate
H(1,1).

Proposition 2.3.6. — Soient &2 le polygone décrit ci-dessus et f ’application de
Schwarz-Christoffel définie par (2.3.4). Soit (X,w) la surface de translation de
A (1,1) définie par dépliage de &, alors la courbe algébrique X admet pour
équation

xdzx dx
v =z(z—1)(z—a)(z—b)(z—c)avecw = A < - m5> .
) Y
Démonstration. La preuve suit un schéma identique a celle de la proposition[2.3.4]
en tenant compte du fait que la différentielle abélienne w induite sur X par la forme
dz sur C est, a multiplication par un scalaire complexe pres, 1’unique différentielle

admettant deux zéros simples au-dessus de ;. O
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FIGURE 2.6 — Polygone en «L fendu» et (X, w) € 77(1,1).

2.3.4. Isopériodicité et structure complexe

Soit X une M-courbe réelle admettant une équation de la forme
5
v = P(x) = [[(x — )
j=1

ou les x; sont des réels. Soit w une différentielle abélienne admettant un zéro
double, on peut supposer sans perte de généralité que w = dx/y. On choisit
une détermination holomorphe de v/P et on considere 1’application de Schwarz-
Christoffel définie par

6= | o=
Z) =

0 P(z)
pour tout z € H, qui envoie le demi-plan supérieur dans I’intérieur d’un hexagone
euclidien & a cinq angles droits aux sommets images des racines de P(x) par
f, et un angle de 37 /2 en f(o0). Si les périodes de w sont prescrites, alors &2
est 'unique polygone fermé qui puisse étre construit de la sorte. La surface de
translation (X, w) obtenue en assemblant quatre images miroirs de &7 détermine
completement la structure complexe sur X.

On résume la discussion précédente dans I’énoncé suivant.

Proposition 2.3.7. — Soient X une M-courbe réelle et w une différentielle abé-
lienne sur X admettant un zéro double. Alors la donnée du diviseur et des périodes
de w détermine complétement la surface de translation (X, w), et donc la classe
d’isomorphisme complexe de la courbe X.

Remarque 2.3.8. — En général, connaissant les périodes d’une différentielle abé-
lienne w sur X et sachant que cette différentielle admet un zéro double, ces don-
nées ne suffisent pas a déterminer la forme (X, w). En effet, C. McMullen montre
dans [McMO07, §9] que la SL(2, R)-orbite de toute forme de genre 2 propre pour
la multiplication réelle par un ordre quadratique op (D # d?) contient une infinité
de formes isopériodiques, au sens suivant : deux formes (X1, w;) et (Xo,ws) de
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méme genre sont dites isopériodiques s’il existe un isomorphisme symplectique
¢ : Hi(X1,Z) — H1(X2,Z) tel que per,, = per,, o, ol

w2

per,, : Hi(X;Z) — C
Remarque 2.3.9. — Dans le cas ou une différentielle abélienne w admet deux

z€ros simples sur une M-courbe réelle X, la donnée des périodes de w ne permet
pas a priori de déterminer la surface de translation (X, w).

2.4. Multiplication réelle et base de formes a zéro double

McMullen montre dans [McMO3|, §9] que la surface de translation (X,w) =
(@x [~ d,z) engendre une courbe de Teichmiiller primitive lorsque 2 = (v/D —
1)/2 ot D = 0,1 (mod 4) n’est pas un carré. En particulier, la jacobienne de X
admet dans ce cas une multiplication réelle par op pour laquelle la différentielle
abélienne w est propre.

Dans ce cas précis, on peut en fait décrire une base d’élements de Q(X') propres
pour ’action de op.

4;»
B L (P d2)
N b1 B2
P P |
o2
-----_-_-pl: P2 al : 1

5 \

FIGURE 2.7 — Surface de translation de .7#°(2) avec automorphisme d’ordre 4.

Proposition 2.4.1. — Soit (X,w1) la surface de translation de genre 2 définie
géométriquement par le quotient («@ A/~ ,dz) décrit par la figure avec \ =
(VD 4+ 1)/2, oit D = 0,1 (mod 4) n’est pas un carré. Alors Q(X) admet une
base de différentielles abéliennes a zéro double, propres pour I’action de la multi-
plication réelle par op sur Jac(X).

Nous allons voir que les zéros doubles de ces différentielles propres sont les points
fixes de I’automorphisme d’ordre 4.
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Démonstration. Suivant [Sil06]], 1a surface de Riemann X admet un automorphisme
¢ d’ordre 4, induit par la rotation d’angle 7 /2 : la courbe algébrique associée admet
donc une équation de la forme
y? =z(z® — 1)(z — a)(z — 1/a) aveca € R\{—1,0,1},
pour laquelle ¢ est défini par
1wy
(ryy)— | - = |-
¢ (z,y) <x :Eg)
Cet automorphisme admet comme uniques points fixes les points de Weierstrass
(—=1,0) et (1,0).
La surface X admet un automorphisme d’ordre 2 supplémentaire noté 1) défini

par
3
ar —1 a?—1
Y (z,y) = Y ;

r—a r—a

qui échange les deux points de Weierstrass ci-dessus.

La surface de translation (X, wj) est stable par z — —iz : la différentielle w;
vérifie donc ¢1*(w1) = —iwp ol ¢ est ’automorphisme induit par la rotation
d’angle /2. Si on pose

dr xdx
w=———),
Yy Yy
alors on vérifie que ¢*(w) = —iw. Or, a multiplication par un scalaire com-

plexe pres, w est I’'unique différentielle abélienne satisfaisant cette condition, d’ ol
w1 = pw avec pp € C*.
Puisque w; admet un zéro double en P, les points (—1,0) et (1, 0) fixés par ¢
correspondent respectivement aux points P et Py représentés sur la figure
On vérifie par ailleurs que

) = 0L (de, wdT
V) = a+1<y+y>'

<dm xdx)
wo =p2 | —+—|.
Yy Y

Soit (a1, a2, B1, B2) la base symplectique de Hy (X, Z) décrite par la figure[2.7} on
choisit la constante o € C* de telle sorte que |, By_py W2 = ¢. La différentielle
abélienne wy est, a un multiple scalaire pres, 'unique différentielle admettant un
zéro double en (1,0).

Soient A = (fa wk) et B = (fﬂ wk) . D’apres [Si106], on a alors :
J Jik 7 Jik

A (A I=N_ (A X
BAVED NN A T W ROy A

b= (@(1_ i/\A) i(l—z}”) - (z‘(l_ ?M W?i 1>>’

On pose alors
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oll x —+ 27 désigne I’involution de Galois de Q(v/D).

Les hypothéses garantissent que Jac(X) admet une multiplication réelle par
I’ordre quadratique o p pour laquelle la forme w; est propre : il existe donc un endo-
morphisme 7 de Jac(X), auto-adjoint pour la polarisation et vérifiant
T? —T — cid = 0 avec 1 + 4c = D, et tel que w; est une forme propre pour
T*. Ainsi, pour tout [y] € H1(X,Z),ona

/Tm)w - /WT*(M) - A/vw’

ce qui permet de calculer, dans une base symplectique de Hy(X,Z) donnée, la
représentation rationnelle de 7. D’apres le §1.4.2] celle-ci s’écrit sous la forme

pr(T) = (t(l]) 9) avec P € Ma(Z), dans la base (a1, az, 81, 52). En remarquant

(par exemple) que

/\/w:>\2:>\~|—c:/w+c/ w,
o at a1t
)\/w:)\(l—)\):—c:—c/ w,

o) a1+az

T.(a1) = (1 + c)ar + cag,
Ti(ag) = —cag — cag,

P <1 +c ¢ ) '
—c  —c
On vérifie alors directement que
P 0 A\ (AN (X O
0 'PJ\B) \BJ\0 X)°

En d’autres termes, la représentation analytique de 7" dans la base (w1, ws) s’écrit
pa(T) = (3 &), d’ ot le résultat. O

on trouve

d’ou

La description d’une base de I’espace des différentielles abéliennes s’ avere pré-
cieuse en vue de calculer la matrice des périodes d’une courbe algébrique définie
par une surface de translation. En particulier, il serait intéressant de savoir s’il existe
d’autres surfaces de translation de genre 2 engendrant une courbe de Teichmiiller,
pour lesquelles il existe une base de différentielles a zéro double et propres pour
I’action de la multiplication réelle. Ainsi, dans le cas précédent, I’existence d’un
automorphisme d’ordre 4 est une hypothese cruciale, mais tres forte, qui permet
de mener a une telle description. En vue d’affaiblir cette hypothese, on pourrait se
restreindre aux automorphismes d’ordre 2 non hyperelliptiques.
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Cependant, on constate rapidement que, pour une surface (X,w) de la strate
2 (2), une telle involution ne peut &tre induite par une transformation affine préser-
vant la surface de translation. En effet, si on note ¢ un tel automorphisme d’ordre
2, alors un résultat classique de la théorie des surfaces de Riemann hyperelliptiques
affirme que ¢ vérifie nécessairement 1’un des cas suivants :

(a) soit  n’a aucun point fixe ;
(b) soit ¢ ne fixe que des points qui ne sont pas de Weierstrass ;
(c) soit ¢ est I’involution hyperelliptique

(voir [FK92| §V.2] pour la démonstration d’une version plus générale de ce résul-
tat). Or par hypothese, ¢ fixe le z€ro double de w, qui est nécessairement un point
de Weierstrass. On a donc le fait suivant.

Lemme 2.4.2. — Soit (X,w) une surface de translation de € (2) et soit p un
automorphisme d’ordre 2 de X induit par une transformation affine préservant
(X, w). Alors @ est I'involution hyperelliptique.

Soit (X, w) la surface de translation définie par une croix suisse et considérons
la géodésique de Teichmiiller {X;};>; définie comme la projection dans .#5 de
I’orbite de (X, w) sous I'action du sous-groupe {(§ ¢)}+>1 de GL3 (R). Nous sus-
pectons en fait qu’a I’exception de ¢ = 1, les surfaces de Riemann de cette famille
n’admettent aucun automorphisme non hyperelliptique.

Dans le chapitre suivant, nous traiterons en détails le cas de deux familles de
courbes algébriques pour lesquelles on dispose d’une description des équations.



CHAPITRE 3

M-COURBES REELLES DE W)p
ET LEURS AUTOMORPHISMES

Pour tout discriminant D > 5tel que D # 1 (mod 8), la courbe de Weierstrass
Wp est une courbe de Teichmiiller irréductible dans 1’espace des modules .#5. On
notera ng la famille des M-courbes réelles de Wp, c’est-a-dire I’intersection dans
Mo de Wp et des classes d’isomorphisme complexe de courbes algébriques réelles
a trois composantes réelles.

L’ objet de ce chapitre est d’établir le résultat suivant.

Théoreme 3.1. — Pour D = 5 et 9, la seule surface de Riemann de la famille
VV}:\,l admettant un automorphisme non hyperelliptique est définie par la surface de
translation en forme de croix suisse.

Nous conjecturons que ce résultat est valide pour D = 12. Plus généralement, il
serait intéressant de savoir si I’énoncé reste vrai pour tout discriminant D > 5 tel
que D # 1 (mod 8).

3.1. Automorphismes de M-courbes réelles de genre 2

Cette section rassemble quelques notions concernant les automorphismes des
courbes réelles, et en particulier des M-courbes hyperelliptiques. On pourra consul-
ter [GH81]] pour une présentation plus générale et détaillée.

3.1.1. Automorphismes réels

Un isomorphisme de courbes réelles ¢ : (X,0) — (Y, 7) est une application
biholomorphe X — Y commutant avec les structures réelles, c’est-a-dire telle que
poo=To00.

Lorsque X = Y et 0 = 7, on dit que ¢ est un automorphisme de (X, o) ; si
la définition de o est claire d’apres le contexte, on dit plus simplement que ¢ est
un automorphisme réel de X. On note Aut(X, o) le groupe des automorphismes
de (X, o). Le groupe Aut X des automorphismes de X (démunie de sa structure
réelle) est souvent appelé groupe des automorphismes complexes de (X, o).

51
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Courbes hyperelliptiques réelles. — Soit (X, o) une courbe hyperelliptique réelle
définie par une équation de la forme y* = P(z) et soit M : PL — P{. une trans-
formation de Mobius avec | M| # 0 telle que M (Bx) = Bx. On dit que M admet
des relevements réels si

(a) |M|>0sioco € By et M(oco) =o00;

(b) |M|P'(M(o0)) < 0sioo € By et M(o0) # 00;

(c) toujours si 0o ¢ By et M(00) = 00

(d) P(M(o0)) > 0sioo ¢ Bx et M(o0) # oo

(comparer avec les formules des relevements de transformations de Mobius du
§L.1). Alors, d’apres [CirO3]], les automorphismes réels de X sont exactement les

relevements de transformations de Mobius qui laissent By globalement invariant
et qui admettent des relevements réels.

3.1.2. Classification des automorphismes en genre 2

Nous abordons a présent la classification des groupes d’automorphismes com-
plexes d’une M-courbe réelle de genre 2.

En termes d’équations

F.-J. Cirre [CirO1]] décrit les groupes d’automorphismes complexes admissibles
par une courbe réelle de genre 2 ; le cas des M-courbes réelles est traité ci-dessous.

Théoreme 3.1.1 (Cirre). — Soient a, b et c trois réels tels que 0 < a < b < c < 1
et soit (X, o) la M-courbe réelle définie par I’équation

y? = P(z) = z(x — 1)(z — a)(z — b)(x — c).

Alors Aut(X,0) = Aut X si, ef seulement si a # b(c — 1)/(b — 1). De plus, on
distingue les cas suivants :
(1) supposons a #b(c—1)/(b—1):
(a) siona soita = be, soita = (b—c)/(c—1), soita =1+ c—c/b, alors
Aut X ~ Dy ;
(b) siona soitbc =a = (b—c)/(c—1), soitbc = a =1+ c— c/b, soit
(b—c)/(c—=1)=a=1+4+c—c/b alors Aut X ~ Dg;
(c) sinon, Aut X ~ Z/97,.
(2) Supposonsa =b(c—1)/(b—1):
(a) sionasoita = be, soita = (b—c)/(c—1),soita =1+ c—c/b, alors
Aut(X,0) ~ Dy et Aut X ~ Dy;
(b) sionasoitbc =a = (b—c)/(c—1), soitbc = a =1+ c— c/b, soit
(b—c)/(c—1)=a=1+c—c/b alors

112
(a,b,c)— <372>3>
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et Aut(X,0) ~ Dg et Aut X est isomorphe au groupe Goy d’ordre 24
admettant la présentation

G.1.1) (r,s|rt, s%, (rs)?, (r~1s)?);

(c) sinon, Aut(X,0) ~ Z/27 et Aut X ~ Ds.

Schéma de la preuve, d’apres Cirre. On pourra consulter [Cir0O3) §3] et [CirO1} §4]
pour les détails de la démonstration.

Par hypothése, I’ensemble By des racines de P(z) est contenu dans R. Ainsi,
une transformation de Mobius M laissant Bx globalement invariant admet des co-
efficients réels. De plus, ’image par M du sextuplet (0, a, b, ¢, 1, 00) est soit une
permutation circulaire de lui-méme, soit une permutation circulaire du sextuplet
(00,1, ¢,b,a,0). On obtient ainsi douze transformations de Mobius pouvant éven-
tuellement se relever en un automorphisme et on trouve, pour chacune d’entre elles,
les conditions nécessaires et suffisantes pour que By soit globalement invariant.

Par ailleurs, il s’avere que les seules transformations de Mobius préservant By
admettent des relévements réels si, et seulement si a # b(c — 1)/(b — 1). A I’aide
des formules de relevements de transformations de Mobius du §I.1] on obtient
alors ce qui suit.

(1) Supposons a # b(c —1)/(b— 1) et posons

—cx—a bY2(1—b)(c—1b)3?
e(w,y)z(b b/2(1 = b)(c — b) )

a—caz—b" (x —b)3

a a3/?
f(x,y) = (ZL"_yJ/B)

x—c —¢)3/?
ol.0) = (x_l,y((lx_i)g ) ‘

(a) Sia = bc, alors Aut X = (hy, f) ~ Ds.
Sia=(b—c)/(c—1),alors Aut X = (hx,g) ~ Ds.
Sia=1+c¢—c¢/b,alors Aut X = (hx,e) ~ Ds.

(b) Sia=bc=(b—c)/(c—1),alors Aut X = (f, g) ~ Ds.
Sia=bc=1+c—c/b,alors Aut X = (e, f) ~ Ds.
Sia=(b—-c¢)/(c—1)=14c—c/b,alors Aut X = (e, g) ~ Ds.

(c) Dans tous les autres cas,ona Aut X = (hx) ~ Z/27.

(2) Supposons a = b(c¢ —1)/(b— 1) et posons
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(a) Sia = bc,alors Aut(X,0) = (hx, f) ~ Do et Aut X = (f,t) ~ Dy.
Sia=(b—c)/(c—1),alors Aut(X,0) = (hx,g) ~ Dy et Aut X =

<gat> = -D4-
Sia=1+4+c—c/b,alors Aut(X,0) = (hx,e) ~ Dyet Aut X = (e, t) ~
Dy.

(b) Si(a,b,c) = (1/3,1/2,2/3), alors Aut(X,0) = (f,9) ~ D¢ et Aut X
est isomorphe au groupe G'24 admettant la présentation (3.1.1)), avec

-1 33
1 .
32 -3 "V 3z —3)3

r(z,y) = (1 —xz,iy) et s(x,y) = <

(c) Dans tous les autres cas, on a Aut(X, o) = (hyx) ~ Z/27 et Aut X =
(hx,t) ~ Ds.
O

Remarque 3.1.2. — Soit ( = exp(7i/3), un calcul direct montre que la transfor-
mation de Mobius définie par

(—1x-¢?
¢G-1lz-¢

induit un isomorphisme entre la courbe algébrique d’équation y? = 2% — 1 et celle
définie par y? = z(z — 1)(x — 1/3)(z — 1/2)(x — 2/3).

X —

En termes de matrices des périodes

La classification des groupes d’automorphismes complexes, énoncée ci-dessus
en termes des équations de ces courbes, peut étre reformulée en termes de leurs
matrices des périodes. Pour les M-courbes réelles, on peut décrire une construction
normalisée de ces matrices des périodes a partir de leur équation.

Matrices des périodes standard. — Soit X une M-courbe hyperelliptique réelle
de genre g > 2 définie par une équation de la forme

y? = P(z) = [J(x — )

j=1
ou les x; sont des réels tels que
T < T2 <...<T241 < T2g+42 sim = 2g + 2,
T <2 <...< Togy1€tTogyg =00 sim=2g+1.

Alors on peut spécialiser la construction d’une base symplectique de H; (X, Z)
décrite au §1.4.3|de la maniére suivante.
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Notons 7 : X — IF’}C le revétement double ramifié au-dessus des points x;
(G = 1,...,29 + 2). On définit 6; comme le relevé dans X par 7 du segment
[x1; x2], do comme le relevé de [x2; x3], et ainsi de suite. Puisque H est simplement
connexe et que P ne s’y annule pas, on peut choisir une détermination holomorphe
de v/P que I’on peut prolonger a R.

Sim = 2g+1, on choisit celle qui est réelle et positive sur le segment [x7; z2] ;
elle est alors réelle et négative sur [z3; z4], positive sur [z5; 2], et ainsi de suite.
Cette détermination est aussi imaginaire pure a partie imaginaire positive sur | —
00; 1], imaginaire pure a partie imaginaire négative sur [z2; 3], etc.

Sim = 2g + 2, on choisit la détermination qui est réelle et positive sur [x9; x3]
et qui est réelle et négative sur [x4; 5], positive sur [zg; 7], et ainsi de suite.

Pour tout z € Hi, la projection m admet pour réciproque 1’application holo-
morphe z — (z,/P(z)) ; 'orientation voulue sur les cycles &; est définie par
cette application et x croissant. Notons qu’avec cette convention, les cycles do;_1
correspondent aux composantes réelles et les cycles do; aux composantes imagi-
naires pures (j = 1,...,g+ 1).

La base symplectique % := (o, ..., a4, P31, ..., Bg) de Hi (X, Z) ainsi cons-
truite 2 partir de 1’équation y? = P(z) est dite standard. Si on pose

A = <_§/m2l+l xk_ldx o z1 Jfk_lda})
e VP@ oo VPW))
T2j—1 P($) gk
alors Z = AB~! est la matrice des périodes normalisée de X associée a4 % :

on dira que Z est la matrice des périodes standard de X associée a lI’équation
2 _
y* = P(z).

Classification des automorphismes. — On peut maintenant reformuler la classi-
fication énoncée dans le théoreme B.1.11

Corollaire 3.1.3. — Soient a, b et ¢ trois réels tels que 0 < a < b < ¢ < 1 et soit
(X, 0) la M-courbe réelle définie par I’équation

y? = P(z) = 2(x — 1)(z — a)(x — b)(z — ¢).

z21 0z
7= (% 12)cg,
212 22
la matrice des périodes standard de X associée a I’équation 3> = P(x). Alors

Aut(X,0) = Aut X si, et seulement si det(Z) # —1. De plus, on distingue les
cas suivants :

(1) Supposons det(Z) # —1:

Soit
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(a) sion asoit z1 = 2219, S0it z1 = 29, SOit 29 = 2219, alors Aut X ~ Dy ;
(b) sionaz = zo = 2219, alors Aut X ~ Dg ;
(c) sinon, Aut X ~ Z/27,.

(2) Supposons det(Z) = —1:

(a) sionasoit zy = 2219, 50it 21 = 23, S0it 29 = 2219, alors Aut(X, o) ~ Do
et Aut X ~ Dy ;

(b) sionaz = z9 = 2219, alors
et Aut(X,0) ~ Dg et Aut X ~ Goyg ot Goy est le groupe d’ordre 24 de
présentation (3.1.1)) ;

(c) sinon Aut(X,0) ~ Z/27, et Aut X ~ Ds.

N

[l
/N\w
IS
Lt

Démonstration. La démonstration du théoréeme [3. 1.1l fournit la liste exhaustive des
groupes d’automorphismes admissibles pour X, tout en présentant la structure de
chacun d’entre eux. A partir des expressions des applications rationnelles e, f, g et
t définies dans cette démonstration, on peut calculer la représentation rationnelle
des automorphismes qu’elles induisent, le cas échéant, dans la base symplectique
standard (o, a2, 1, B2) de Hy (X, Z) associée a I’équation y? = P(x).

D’apres le théoreme[3.1.1] ona Aut(X, o) = Aut X si, et seulement si I’appli-
cation rationnelle ¢ laisse globalement invariant I’ensemble des points de Weiers-
trass de X. Ainsi, lorsque ¢ induit un automorphisme de X, le calcul de la repré-
sentation rationnelle de ¢ donne

. 0 00 -1
pr(t):thz(S %8)-
—100 O

En d’autres termes, ¢ induit un automorphisme de X si, et seulement si M;(Z) =
Z, ce qui équivaut a det(Z) = —1.

On raisonne de méme pour les applications e, f et g : sous I’hypothése garan-
tissant que e (resp. f, resp. g) induit un automorphisme de X, le calcul de p,(e)

(tesp. p,(f). resp. pr(g)) donne

On distingue alors les cas suivants :
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(a) Onaa = besi, et seulement si M¢(Z) = Z, ce qui équivaut a z; = 2z19.
Onaa = (b—c)/(c—1) si, et seulement si My(Z) = Z, ce qui équivaut a

zZ1 = Z292.
Onaa = 1+ c— ¢/bsi, et seulement si M.(Z) = Z, ce qui équivaut a
29 = 2219.

(b) Deux parmi les trois égalités ci-dessus sont vérifiées si, et seulement si z; =
2212 = 29.

Le reste de 1’énoncé résulte alors du théoreme 3.1.11 O

Remarque 3.1.4. — Si ¢ : X — X est un automorphisme de (X, o), alors ¢ en-
voie les composantes réelles sur des composantes réelles. Par ailleurs, I’involution
hyperelliptique appartient au centre du groupe Aut X, donc ¢ induit également un
automorphisme de (X, —o) et envoie les composantes imaginaires pures sur les
composantes imaginaires pures. On montre alors (voir [BSO1, §2]) que, si

Z =i <y1 y12> € iMy(R)
Y12 Y2

est la matrice des périodes standard associée a 1’équation y?> = P(x), alors toute

matrice des périodes standard Z’ de (X, o) est de la forme Z' = M(Z) avec

M = ("N"" 0 ot N est un élément du sous-groupe de GLo(Z) engendré par

0 N
0 -1 0 -1
M= (O ) em= (] 0]

isomorphe au groupe diédral D3. Notons que si I’on conjugue ce groupe par 1’élé-
ment (§ ), ce qui revient & changer 1’ orientation des cycles s et (3, alors les
matrices des périodes associées a la nouvelle base de H; (X, Z) sont de la forme

7" — ( Y1 _yl2> .
—Y12 Y2

Au vu des conditions imposées sur la matrice des périodes, mentionnées au §2.2.3]
et en particulier dans la proposition[2.2.3] il s’agit de la forme que nous privilégie-
rons dans ce chapitre.

En termes d’hexagones hyperboliques

Les M-courbes réelles admettent une description hyperbolique particuliere.

Lemme 3.1.5. — Soit (X, o) une M-courbe hyperelliptique réelle de genre g >
2. Alors le complémentaire des composantes réelles et imaginaires pures de X
consiste en quatre polygones hyperboliques, isométriques, a angles droits et a 29+
2 cotés.

Réciproquement, toute M-courbe hyperelliptique réelle s’obtient a partir de quatre
images miroir d’un polygone hyperbolique a angles droits a 2g + 2 cotés.

Ce lemme est démontré dans [BSO1]. Nous présentons en détails le cas du genre 2
ci-dessous.



58 Chapitre 3. M-courbes réelles de W, et leurs automorphismes

Description hyperbolique en genre 2. — Soient {1, {5 et {3 trois réels stricte-
ments positifs, alors il existe un hexagone hyperbolique Z a angles droits dans
le disque de Poincaré, unique a isométrie pres, dont les cotés non adjacents sont
de longueur #1, {5 et £3 (voir [Bus92, §1.7] par exemple). Notons 51, €2 et 63 les
longueurs des cotés opposés respectivement a £1, £ et £, de telle sorte que, le bord
de I’hexagone étant orienté dans le sens direct, les cotes de .77 soient de longueur
l1, 63, la, El, {3 et 62 dans cet ordre (voir la ﬁgure . On a alors la loi des sinus :
sinh(/1)  sinh(fz)  sinh({3)

(3.1.2) —= = = =
sinh(¢;)  sinh(¢3)  sinh(/3)

(voir [Bus92, §2.4]). Les longueurs EAJ des trois autres cOtés non adjacents de 7
se calculent explicitement en fonction des /; et sont données par
cosh(¢;) + cosh(¢;_1) cosh({j41)
V/(cosh(j_1)? — 1)(cosh(£;11)? — 1)

Soit 7 un tel hexagone hyperbolique a angles droits. Recollons 7 et une
image miroir de Z le long des cdtés de longueurs /;, de fagon a obtenir un pan-
talon noté &, c’est-a-dire une surface hyperbolique de signature (0, 3) (topologi-
quement, une sphere privée de trois disques). On recolle a présent & et une image
miroir de & le long des géodésiques fermées de longueurs 2@ avec des parametres
de twist nuls (voir la partie gauche de la figure[3.1). On obtient ainsi une surface de
Riemann compacte X de genre 2 avec deux involutions anti-holomorphes, autre-
ment dit, une courbe algébrique réelle de genre 2 munie de deux structures réelles
admettant chacune trois composantes réelles.

On peut donner une variante de la construction précédente : quitte a appliquer
une isométrie du disque, on peut supposer que I’un des c6tés (celui de longueur #1,
par exemple) est un segment de I’axe réel et que 0 en est I’'une des extrémités. En
faisant agir les involutions anti-holomorphes z — Z et z — —Z, on obtient quatre
images miroir de .77. Le dodécagone hyperbolique a angles droits ainsi obtenu,
muni des identifications décrites sur la partie droite de la figure [3.1] donne lieu a
une M-courbe réelle de genre 2.

Si on note o la structure réelle sur X induite par la conjugaison complexe, alors
les trois composantes réelles (resp. imaginaires pures) sont les géodésiques fermées
simples de longueur 2¢; (resp. de longueur 2@). L’involution hyperelliptique sur
X est induite par la symétrie centrale z — —z, qui fixe exactement six points
coincidant avec les sommets de 7 et correspondant aux points de Weierstrass.

(3.13)  cosh(f;) =

(7 mod 3).

Classification des automorphismes. — Le théoréme [3.1.1|admet une reformula-
tion supplémentaire, en termes de I’hexagone hyperbolique a angles droits a partir
duquel est construite une M-courbe réelle.

Corollaire 3.1.6. — Soient a, b et ¢ trois réels tels que 0 < a < b < ¢ < 1 et soit
(X, 0) la M-courbe réelle définie par I’équation

y> = P(z) = z(x — 1)(z — a)(z — b)(z — ¢).
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FIGURE 3.1 — Construction hyperbolique d’une M-courbe réelle de genre 2

Considérons la décomposition en quatre hexagones hyperboliques a angles droits,
isométriques, décrite ci-dessus. Notons 7 I'un de ces hexagones, dont le bord est
orienté dans le sens direct et dont les cotés ont pour longueurs /1, 53, lo, Kl, /3, 62
dans cet ordre. Alors Aut(X, o) = Aut X si, et seulement si {1 # 01. De plus, on
distingue les cas suivants :

(1) Supposons {1 # b
(a) sion asoit {1 = {3, soit £1 = o, soit {9 = {3, alors Aut X ~ Doy,
(b) sionafty =¥y =1V3 alors Aut X ~ Dg;
(c) sinon, A\ut X ~ Z/27,.

(2) Supposons {1 = E/i :

(a) sion a soit b1 = U3, soit {1 = Uy, soit by = U3, alors Aut(X, o) ~ Dy et
Aut X ~ Dy;

(b) sionafty =Ly ="{3, alors pour j =1,2,3,
b= €Aj = arccosh(2)

et Aut(X,0) ~ Dg et Aut X ~ Gog ot Goy est le groupe d’ordre 24 de
présentation (3.1.1) ;
(c) sinon Aut(X,0) ~ Z/27, et Aut X ~ Ds.

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que la courbe fermée
simple de longueur 2¢; correspond au cycle réel 51 de la base symplectique stan-
dard (aq, ag, 81, B2) de Hi (X, Z). Alors les courbes fermées simples de longueur
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2?3, 205, 2€A1, 203 et 2[2 correspondent respectivement aux cycles —ay + aa, Ba,
ag, —f1 — Paet —aq.

Par ailleurs, un isomorphisme de X est une isométrie pour la métrique hyper-
bolique héritée du recollement des quatre images miroir de 7.

Ainsi, le calcul de p,(t) dans la démonstration du corollaire montre que
I’application ¢ induit un automorphisme de X si, et seulement si /; = ¢;. De mé&me,
les applications f, g et e induisent des automorphismes si, et seulement si £; = /3,
01 = Uy et Ly = (3 respectivement. L’énoncé découle alors du corollaire[3.1.3] O

3.1.3. Géodésiques de Teichmiiller et automorphismes

Reprenons les notations du et soit (X,w) = (Px/~ ,dz) la surface de
translation avec automorphisme d’ordre 4 définie par la figure[2.4] munie de la base
(o1, a2, B1, B2) de Hy (X, Z). L'action du sous-groupe {(§ 9)}+>1 de GL3 (R) sur
(X,w) définit une famille {(X¢,w:)}+>1 dans 5#(2), qui se projette en une géodé-
sique de Teichmiiller { X, };>1 dans 5.

Soient > O et ¢t > 1 des réels fixés, considérons I’expression (2.2.1)) de la
matrice des périodes réelle Z; associée a (51, B2) :

(z+1)t—zy y
Yy x

ol y est un parametre réel dépendant uniquement de x et ¢ et vérifiant y < —tx(x+

1)/(2z 4+ 1). Grace au corollaire et a la remarque [3.1.4] on peut énoncer
les conditions particulieres qui seraient imposées a cette matrice par 1’existence

d’éventuels automorphismes de X;.
Les trois cas suivants sont remarquables et correspondent a des automorphismes
réels d’ordre 2 :

(1) si(Zy)11 = (Zt)99, alors y = —2tx(x 4+ 1) /(22 4+ 1) et

20242241 2x(x+1)
Zt = it 2c+1 2z+1 .

- 2z(z+1)  22242z+1
2z+1 2z+1

On remarque ici que si ’on pose ¢ = 1 et &« = x + 1, ce dernier cas conduit
a I’expression (2.1.3) d’une matrice des périodes de la courbe avec automor-
phisme d’ordre 4 présentée au §2.1];

(2) lecas (Z;)11 = —2(Z;)12 donne y = —t(x + 1)/(x + 2) et meéne a la matrice

z-ie( s

z+2 z(z+2)

qui vérifie det (Sm(Zt)) <Opourx >1;
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(3) lecas (Z;)22 = —2(Z)12 implique y = tx/(x — 1), d’ou

__1 _z
_ z2—-1 z—1
Zt — Y/t ( T o 2x > .
r—1 r—1°

On note que dans ce dernier cas, comme dans le précédent, la matrice Z; obte-

nue appartient au demi-espace de Siegel Gg, si, et seulement si z < 1.
Soulignons que rien n’assure a priori qu’une des matrices Z; obtenues ci-dessus
soit une matrice des périodes de la surface de Riemann Xj.

Pour les deux derniers cas ci-dessus, on peut donner ’exemple x = (\f —
1)/2 < 1 qui se révele particulierement intéressant :

(1) sion suppose (Z;)11 = —2(Z)12, alors on obtient
. Vb—-1  —i5-1)
Zy =1t 2 .
! Z(—;(\/E—l) 1vs-1

N 0
0 tN—l

;L (5B =1) 0
Zy —2t<2 0 %(\/5_1)>

En faisant agir la matrice symplectique ( Javec N = (1), il vient

qui est une matrice des périodes d’une courbe singuliere dont la jacobienne est
isomorphe au produit de deux courbes elliptiques F; x F; ou

NG
TR

E,=C/ixt7p7 avec A\ =

(2) sion suppose (Z;)2o = —2(Z¢)12, alors on a

. ( 3Vh+1 —%(\/5+1)>
Zt =1t 1 .
—3(V5+1)  VB+1

En faisant agir cette fois la matrice symplectique ( ' éV No,l ), on voit apparaitre

la matrice des périodes du produit des deux courbes elliptiques de période

it(v/5 +1)/2.
Le paramétre = = (/5 — 1) /2 correspond 2 la situation dans laquelle la surface de
translation (X,w) = (#z/~ ,dz) définie par la figure 2.4/ engendre la courbe de
Teichmiiller W5.

La question qui se pose alors naturellement est la suivante. Soit X une M-
courbe réelle avec un automorphisme d’ordre 4 et w une différentielle abélienne
sur X avec un zéro double ; considérons la géodésique de Teichmiiller {X;};>1
engendrée par (X, w) : existe-t-il une surface de Riemann X; de cette famille dont
le groupe d’automorphismes contienne un sous-groupe isomorphe a Dy ?

Ce chapitre apporte une réponse négative dans les cas ou (X, w) engendre les
courbes de Teichmiiller de discriminant D = 5 et 9. Avec les notations du §2.2] ces



62 Chapitre 3. M-courbes réelles de W, et leurs automorphismes

surfaces sont définies respectivement par x = (v/5 — 1)/2 et z = 1. Les familles
de surfaces considérées figurent parmi les rares pour lesquelles on dispose d’une
description explicite des équations des courbes algébriques correspondantes.

Nous suspectons également le cas D = 12, pour lequel la famille est engendrée
par la surface de translation (¥« /~ ,dz) avec x = (v/3 — 1)/2, correspondant a
la courbe algébrique d’équation 3> = x® — 1 dont le groupe d’automorphismes est
maximal parmi les M-courbes réelles de genre 2 (voir la remarque [2.1.1)).

Il serait par ailleurs intéressant d’étudier la généralisation de ce phénomene
lorsque (X, w) engendre une courbe de Teichmiiller de discriminant D > 5 quel-
conque, voire méme pour des valeurs du parametre réel > 0 quelconques.

3.2. M-courbes réelles de 175

La premiere famille a laquelle nous nous intéressons, notée Wéw, est I’inter-
section dans .#5 de la courbe de Teichmiiller W5 et de I’ensemble des structures
complexes sur les M-courbes réelles de genre 2.

3.2.1. Description de W

Soit Y la courbe algébrique d’équation 2> = x° — 1 et £ = dz/y la dif-
férentielle abélienne (unique a multiplication par un scalaire complexe pres) sur
Y admettant un zéro double au-dessus de co. On peut décrire géométriquement
la forme (Y, &) comme le quotient (o@ [~ ,dz) ou 2 est le polygone obtenu en
recollant deux copies d’un pentagone régulier (voir les exemples[I.3.6]et le §2.1).

W. Veech [Vee89] montre que SL(Y, £) est le groupe triangulaire de signature
A(2,5,00), qui est un réseau de SLo(R). La surface de translation (Y, £) engendre
donc une courbe de Teichmiiller

1V~ A@2,5,00)\H — 4

qui, d’apres [McMO3], est envoyée par 1’application de Torelli Jac : Ao — oty
dans le lieu des surfaces abéliennes a multiplication réelle par o5. C. McMullen
montre que la courbe f : V — 45 est également engendrée par la surface de

translation ( Zz/~ , dz) décrite au avec r=(v5-1)/2.

P. Lochak [Loc05, §4] donne une description algébrique de cette courbe de
Teichmiiller : soient ( = exp(27i/5) etz;(s) = ¢ +s¢ 7 pourj =1,...,2g9+1.
Pour s € IP’}C considérons la courbe hyperelliptique X ¢ définie par 1’équation

2g+1

y2 — PS(;L') = H (z—:cj(s)).

j=1
Sionnote G C Aut(IP)%:) le groupe diédral engendré par s — s~ ! et s — (s, alors
V= (Pc\{s"=1})/q

et le plongement isométrique f ci-dessus est donné par f(s) = [X;] € 4.
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Equations des courbes de 1V

Nous allons considérer une variante de la description précédente : en faisant
agir la transformation de Mobius

x — xz2(s)
C 2a(s) — aa(s)

sur I’ensemble des racines du polyndme Ps(x), une équation de la courbe X,
s’écrit alors sous la forme

v = Qs(x) = x(z —1) (z —a(s)) (z = b(s)) (z — c(s)),

ou I’on a noté
(=St -¢Y

(=¢t+s(Ct=9Q)
_ C-1+4s(¢t 1)

(= ¢t +5(¢t =)
S (S

(=t +s(¢t =)
les racines de Qs(x). Le lemme suivant fournit une description des M-courbes
réelles de la famille Wi,

a(s)

b(s)

c(s)

Lemme 3.2.1. — Soit s = exp(if) avec 0 €]47/5; 67 /5] et soit X la M-courbe
réelle définie par I’ équation

(3.2.1) y? = Qs(x) = x(x — 1) (z —a(s)) (z = b(s)) (z — c(s)),

oit a(s), b(s) et c(s) sont définis ci-dessus. Alors X est une M-courbe réelle dans
la famille W,

Réciproquement, toute M-courbe réelle X de la famille W5 admet une telle des-
cription.

Démonstration. Considérons le pentagone euclidien dans le plan complexe dont
les sommets sont les racines cinquiémes de I’unité. Un calcul de géométrie eucli-
dienne élémentaire permet d’obtenir

arg(¢ — (%) = = = —arg(¢* — ¢¥).

10
On trouve également
Il
arg(¢ — 1) = 15 = —arg(¢* 1)
T
arg(¢ — ¢*) =I5 = —arg(¢* — (%)
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Soit s = pexp(if) avec p > 0et 0 < 6§ < 27. Pour 6 # 67/5, considérons le

parallélogramme engendré par ¢ — ¢2 et s(¢* — ¢?) : ce parallélogramme est un
losange si, et seulement si p = 1. Le cas échéant, notons
ap = arg(C — ¢?) — arg (s(C4 — Cg)) avec 0 # 67/5.

Puisque les diagonales de ce losange sont des bissectrices, on obtient

arg (¢ — 2+ 5(¢* — %)) = ara(¢ — ) — a9 = 3 (mod )

et, comme ses diagonales s’intersectent en leur milieu,

€= ¢+ s(¢* = ¢*) = 2|¢ — ¢*]| cos(ag/2)]
= 2|¢ — ¢*|| cos(m/10 — 0/2)|

(voir la figure [3.2). Un raisonnement identique permet d’obtenir

¢
¢(—¢*
1 “‘ | >
0 “‘ N
N RN IS
, .
C \ 5(C4 - CS)
<4
FIGURE 3.2 —
arg (( —1+s(¢* - 1)) = g (mod 7) (0 # 27/5)
arg (¢~ ¢ (¢~ ) = (mod m) (04 87/5)
arg (C— ¢ 4 5(Ch =) = § (mod m) (0 0)
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d’une part, et

a(s)] = ¢—¢? cos(7r/10—0/2)'
¢ —C*|| cos(m/2—6/2)

b(s)| = ¢—1 cos(77r/10—9/2)‘
¢—C*|| cos(m/2—6/2)

e(s)] = ¢-¢ cos(37r/109/2)‘
¢—C*|| cos(m/2—6/2)

d’autre part, avec

c-ep=2 eap
c-cp=2t

2

On en déduit que a(s), b(s) et c(s) sont réels si, et seulement si p = 1 et on vérifie
que 0 < a(s) < b(s) < c(s) < 1pourdrn/5 < < 6m/5. O

Remarque 3.2.2. — Pour tout § €|47/5; 67/5[, un calcul direct permet de vérifier
que la transformation de M6bius M : z — 1 — x envoie le triplet (a(s), b(s), c(s))
sur (c(s7),b(s71),a(s™!)), tandis qu’elle échange O et 1 et fixe oo la trans-
formation M induit donc un isomorphisme entre les courbes X et X,—1. L'en-
semble des classes d’isomorphisme complexe des M-courbes réelles de W5 s’iden-
tifie donc a

{seC:|s|=1etdrn/5 < arg(s) < 7}.

3.2.2. M-courbes réelles avec automorphismes dans V5

La famille W5 contient un représentant remarquable a priori : avec les nota-
tions du lemme [3.2.1] la courbe X_; a pour équation

Y =z(v— (3-V5)/4)(z —1/2)(z — (1 + V5)/4)(z — 1)

et admet un automorphisme d’ordre 4 défini par (z,y) — (1 — x,4y). Le groupe
d’automorphismes de cette courbe contient donc un sous-groupe isomorphe au
groupe diédral D,. En appliquant la transformation de Mébius z — z/(x — 1)
a Bx_,, on obtient I’équation

y? = 35(:62 —1)(z —a)(x —1/a)aveca =2 + V5.

D’apres [Sil06], cette courbe algébrique est définie par la surface de translation
définie par la croix suisse (X,w) = (Pe/~ ,dz), avec z = (Vb —1)/2 etw =
dz/y — xdz/y (voir la figure 2.7).

Cet exemple est en fait le seul cas de M-courbe réelle de cette famille admettant
un groupe d’automorphisme réduit non trivial.
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Proposition 3.2.3. — Soit X une M-courbe réelle définie par une équation de la
forme . Alors Aut(X) # {id} si, et seulement si s = —1.

Démonstration. Au vu du théoreme [3.1.1] il suffit de considérer les transforma-
tions de Mobius pouvant mener a un automorphisme d’ordre 2. Les possibilités
sont les suivantes :

(a) la courbe X, admet une involution induite par la transformation de Mobius
c(s) —b(s) x — a(s)
c(s) —a(s) x —b(s)’

ce qui est équivalent a a(s) = 1+ ¢(s) — ¢(s)/b(s) et mene a s = £1. Ce cas
correspond donc a la courbe X _; présentée ci-dessus.

(b) La transformation

a(s)
x
induit un automorphisme sur X si, et seulement si a(s) = b(s)c(s), qui donne

s = *exp(4mi/5). Ce cas conduit ainsi a la courbe singuliere X2 d’équation
y =z(z—(3- \/5)/2)2@ —1)2

(c) La transformation
x —c(s)
T —
z—1
induit un automorphisme sur X si, et seulement si
b(s) —
a(s) — 25 —el)
b(s) — 1

d’oti s = = exp(67i/5), qui meéne a la courbe singuliere X3 d’équation

v =% (x— (V5 —1)/2)°(z - 1).

Notons que la transformation de Mdébius z — 1 — x induit un isomorphisme
entre X2 et X3.

(d) Enfin, la courbe X; admet une involution induite par

x —c(s)
b(s)——22/
T (S)x ~(s)
si, et seulement si
c(s) —1

a(s) = b(s)m7

qui implique de nouveau s = £1.

Les calculs, quoiqu’un peu fastidieux, ne présentent pas de difficulté particuliere.
En conclusion, la seule M-courbe réelle (non singuliere) de la famille W5 admettant
un groupe d’automorphismes réduit non trivial est la courbe admettant un automor-
phisme d’ordre 4. O
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3.3. M-courbes réelles dans 17/,

Cette section est consacrée a la famille Wé\/[ et, a I'instar de la précédente, a
pour but de montrer que les courbes de cette famille n’admettent aucun automor-
phisme non trivial, hormis celle définie par la croix suisse. Dans ce cas-ci, cette
derniére n’est autre que la surface de translation en «L» de #°(2) pavée par trois
carrés.

3.3.1. Description de Wy

La SLa(R)-orbite dans .7#(2) de la surface de translation en «L» pavée par
trois carrés, notée (2Wy, se projette dans I’espace des modules .#> en une courbe
algébrique irréductible, notée Wy. Cette derniere est la courbe modulaire définie
par le quotient T'\H ou T est le sous-groupe de congruence de niveau 2 engendré

par
1 2 ot 0 —1
0 1 1 0
(voir [HLOS]). R. Silhol [Sil07, théoréme A] donne une description des courbes
algébriques de la famille Wy et montre qu’une surface de translation (X, w) €

€ (2) est un élément de QW si, et seulement si la courbe algébrique X admet
une équation de la forme

8 16
(3.3.1) y? = Py(x) = z(x — 1) <x3 + uz? — Fue + 9u)
d
avec w = )\ﬁ
Yy
pour u € C\{—9,0} et pour une certaine constante A € C*. Le polyndme
3 4+ ux? — %ux + %u admet exactement trois racines réelles distinctes si, et

seulement si son discriminant est strictement négatif, ce qui équivaut a supposer
que u est un réel tel que u < —9. Ainsi, une courbe X = X, de genre 2 définie
par une équation de la forme (3.3.1) est une M-courbe réelle si, et seulement si
u < —9.

De plus, la transformation x +— x/(x + 1) induit un isomorphisme (complexe,
mais non réel) entre les courbes X, et X,y avec v’ = —9u/(u 4+ 9) (voir [Sil07,
§4]). On peut donc identifier I’ensemble des classes d’isomorphisme complexe des
courbes de W a I’intervalle ouvert ] — 18; —9).

On définit

= r+3
. X —_—
—V3r+1

et on considere une courbe algébrique de genre 2 définie par une équation de la
forme

(333) = Qu(@) =a(a+1)(w — ) (w = fs(s)?) (2 = f5(fs(5)").

(3.3.2) /3
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En faisant agir la transformation x +— x + 1 sur les racines de Qs(z), un cal-
cul direct montre que cette courbe admet également une équation de la forme
y? = P,(z) avec

—81(s2+1)3
(35 4+1/3)2(3s — /3)2

On note que la transformation de Mobius f3 est d’ordre 3 et fixe les points 7 et —.
Les orbites de 0 et co sous f3 sont respectivement

{V3,—V3,0} et {—V/3/3,V/3/3, 0}.

On obtient ainsi 1’énoncé suivant.

(3.3.4) u =

Proposition 3.3.1. — Une surface de translation (X,w) € 5€(2) est dans la
SLo(R)-orbite de la surface de translation en «L» pavée par trois carrés si, et
seulement si la courbe algébrique X admet une équation de la forme

v? = Qua) = 2@+ 1)@ = s) (@ = f3(5)?) (2 = fs(fa(9)")

(dw xda;)
avec w = \ ? +

Yy
pour s € C\{0, 44, ++/3/3, £/3} et pour une certaine constante A € C*.

Démonstration. La différentielle abélienne dx/y + xdx/y est, a un multiple sca-
laire complexe pres, la seule sur X = X admettant un zéro double en (—1,0). Le
reste de I’assertion découle de la discussion précédente. 0

Equations des courbes de 17}

On vérifie que la fonction

—81(s2+1)3
(35 4+ 1/3)2(3s5 — v/3)2
définie par I’expression (3.3.4)) est paire et invariante par f3; de plus, on a
g(s) < —9 pour tout s réel et s2 < f3 (fg(s))2 < f3(s)? pour tout s €]0;v/3/3].
Au vu de ce qui précede, on peut alors identifier I’ensemble des classes d’isomor-

phisme complexe des M-courbes réelles de Wy avec I'intervalle ouvert |0; v/3/3][.
On obtient ainsi une autre description des M-courbes réelles de la famille Wy.

s g(s) =

Lemme 3.3.2. — Soit s un réel tel que 0 < s < \/3/3 et soit X la M-courbe
réelle définie par I’équation

(3.3.5) y? = Qs(z) =2(x + 1) (v — a(s)) (z — b(s)) (z — c(s)),

avec a(s) = s% b(s) = f3(f3(s)) et c(s) = f3(s). Alors X, est une M-courbe
réelle dans la famille Wy.

Réciproquement, toute M-courbe réelle X de la famille Wy admet une telle des-
cription.
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3.3.2. M-courbes réelles avec automorphismes dans W

La discussion ci-dessus incite a considérer en premier lieu la courbe définie par
une équation de la forme (3.3.1)) avec u = —18, c’est-a-dire

v’ =x(z—1)(z —84+4V3)(z — 2)(z — 8 — 4V/3).

Cette courbe admet un automorphisme d’ordre 4 induit par la transformation de
Mébius © — x/(z + 1). Si on applique la transformation z +— = — 1 a Bx_,,,
alors on a I’équation

y? = :c(x2 —1)(z —a)(z —1/a) avec a = 7+ 4V/3.

D’apres [ISil06]), cette courbe est définie par la croix suisse (X,w) = ( Pz /~ ,dz)
avec z = 1 etw = dx/y — xdx/y ; autrement dit, (X, w) est la surface de transla-
tion pavée par trois carrés (voir la figure . On peut remarquer que 7 — 4v/3 =
(2 —+/3)%2avec 0 < 2 — /3 < /3/3, et que

f2(2=V3)2 =T+ 4V3et f3(f3(2 - 4v3))° = 1.

Nous allons voir que cette surface est la seule M-courbe réelle de la famille Wy
a admettre un groupe d’automorphismes réduit non trivial.

Proposition 3.3.3. — Soit X une M-courbe réelle définie par une équation de la

forme (3.3.3). Alors Aut(X,) # {id} si, et seulement si s = 2 — /3.

Démonstration. Le raisonnement est identique a celui adopté pour la preuve de
la proposition En reprenant la démonstration du théoréme [3.1.1} on peut
aisément adapter les conditions assurant I’existence d’automorphismes a la forme
des équations qui est utilisée ici. Les possibilités sont les suivantes :

(a) la courbe X; admet une involution induite par la transformation de Mobius
c(s) —b(s) x — a(s)
b(s) —a(s) x —c(s)’

ce qui équivaut a

b(s)
=b(s) -1+ —+=
a(s) = bls) —1+ 203
et méne 2 une seule solution réelle dans I’intervalle ]0; v/3/3[, a savoir s = 2 —
V3. D’apres la discussion précédente, cette courbe admet un automorphisme
d’ordre 4;
(b) la transformation
z+1
x—als)———
x —al(s)

induit un automorphisme sur X si, et seulement si

b(s)c(s)

" TR )
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Les seules solutions réelles conduisent a la courbe singuliere d’équation
y?=a(e+ 1) (@ — V3/3)(z +V3/3)

correspondant a s = V3 /3

(c) la transformation
c(s) —x
r+1

T —

induit un automorphisme sur X si, et seulement si

c(s) — b(s)

a(s) =

qui mene a la courbe singuliere d’équation
y? =22 (x +1)(z — V3)(z + V3)

correspondant a s = 0.

Notons que la transformation de Mébius = +— 1/x induit un isomorphisme
entre les courbes Xy et X V3/35

(d) enfin, la courbe X s admet une involution induite par

. a(s) — b(s) x — c(s)

b(s) —c(s) z — a(s)

si, et seulement si
b(s)
als) =12 b(s) +c(s)’

qui donne de nouveau la solution s = 2 — /3.

Au vu de ce qui précede, le théoreme [3.1] est maintenant établi.

Démonstration du théoreme[3.1l Pour D = 5 et 9, les preuves des propositions
etfont apparaitre que les seules surfaces de Riemann de la famille Wll\)/[
avec un automorphisme non hyperelliptique admettent un automorphisme d’ordre
4 et sont définies par une surface de translation en forme de croix suisse. 0

3.3.3. Une courbe réelle de 1Vy avec automorphisme d’ordre 2

Nous décrivons ici une courbe réelle de la famille Wy qui n’est pas une M-
courbe et qui admet un automorphisme d’ordre 2 non hyperelliptique. Nous tenons
a remercier R. Silhol pour nous avoir mentionné cet exemple et communiqué le
calcul des matrices des périodes ci-dessous.
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Considérons la surface de translation (X, w,,) ol Xy, est la courbe réelle
définie par I’équation

8 16 9
y? = P, () =z(x —1) <:1:3 + ugz? — FuoT + 9u0> avec ug = 0

d
etw:)\ﬁ
Y

pour une certaine constante A € C*. Les racines de P, (x) sont 0, 1 et

4 11 3 - 11 3
— =" "1 =b=" — —4v/15.
a 5,b 32—1—32@ S5etc=1"b D) 321\/5
On vérifie alors que la transformation de Mobius
z—1
T—a
T—a

induit un automorphisme d’ordre 2 sur X, .

D’apres [Sil07], I’action de I’é1ément ( _11 ?) € SLy(Z) est induite au niveau
de I’espace des paramétres de la famille W' par la transformation u + —u — 9.
Ainsi, la courbe X,,, peut étre définie par la surface de translation

(Xumwuo) = (711 (1J) ' (Xugawug)a

ou X, est la M-courbe réelle d’équation

8 16 729
y? = Py (z) =z(z—1) <:c3 + upz? — guéaz + 9u6> avec u(, = %0
xdx
etw=u——-
Y

pour une certaine constante . € C* (voir la figure 3.3).
(X%, Wu{)) (Xugs W)

FIGURE 3.3 — La courbe algébrique X,,, admet un automorphisme d’ordre 2.

D’apres le ~, la matrice des périodes Z,, de X, associée a la base de
H; (X, Z) définie par la figure 2.4 admet une expression de la forme

(' =y /2 Y
Z% =1 < Y 2y
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avec t’ et ¢/ réels. A partir de I’équation y? = P% (x), on calcule une approxima-
tion de la matrice Z% et de 13, on obtient des valeurs approchées 2 10~ prés pour
les parametres ¢’ et ¢/’ :

t' =~ 0.438718830674111,
Y ~ —0.693170467669358,

d’ou

7~ 0.947622104664605 —0.693170467669358
Uo7\ —0.693170467669358  0.785304064508790 ) °

Il est alors possible d’exprimer une matrice des périodes Z,,, de la courbe X,,, sous
la forme

_ t=t +4
Zu0=i<t y/2 4 >avec{ T

y —t—2y y=—2t"—i

(-3 1 a2 e
AN S I B O VR V2
(3 1), ( 0877437661348222  —0.877437661348222
T\l -1 —0.877437661348222  1.316156492022333 )

De plus, on peut constater que la différentielle abélienne dont les périodes sont 7y,
—i(t + 2y), 0 et 1 admet un zéro double au-dessus de 1.

D’un point de vue hyperbolique, Silhol montre dans [Sil07, §4-5] que I’action
du groupe SLo(Z) sur les surfaces de translation en «L» pavées par trois carreaux
se réalise par composition de demi-twists de Dehn. En particulier, dans la décom-
position en pantalons associée a une M-courbe réelle décrite au §3.1.2] 1’élément
( *11 (1)) opere par un demi-twist de Dehn le long de la géodésique fermée simple
de longueur 2¢5 et un twist de Dehn le long de celle de longueur 2¢3 (voir la figure
B.1).
Ce exemple n’est a priori pas unique : il serait intéressant de savoir quelles
sont les courbes (non nécessairement réelles) de la famille Wy admettant des au-
tomorphismes non hyperelliptiques et de mettre en évidence des relations vérifiées
par leurs périodes.

34. A propos des M-courbes réelles de la famille 11/,

Intéressons-nous a présent au cas de la surface de translation (X,w) =

(P2/~ ,dz) avec z = (V/3 — 1)/2. D’aprés la remarque [2.1.1} la courbe al-
gébrique X est définie par I’équation

=8 —1

et il s’agit de 'unique courbe de genre 2 dont le groupe d’automorphisme est
d’ordre 24. La jacobienne de X admet une multiplication réelle par
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012 = Z[T]/ (T? — 2T — 2) dont la représentation rationnelle s’ écrit
5 1,9 4
pr(T) = (0 0 3 —1>
0 0 1-1

dans la base d’homologie («q, a9, 1, 82) décrite par la figure D’apres les
théoremes de McMullen, la forme (X, w) de .7#°(2) engendre donc 1'unique courbe
de Teichmiiller W7s.

Considérons la géodésique de Teichmiiller { X} }+>; dans .#5 définie par pro-
jection de 1’ orbite de (X,w) sous I’action du sous-groupe {(§ ?)}:>1 de GL] (R).
D’apres le la matrice des périodes normalisée de X; associée a (a1, ag, (1, 32)
admet la forme

L (t+(V3=2)y y
“ < y —t—(\/§+2)y>'

Suppposons a présent que la M-courbe réelle X; admette un automorphisme
réel d’ordre 2 : au vu de la discussion du §3.1.3] la matrice Z; vérifie

(Ze)11 = Zaz, ou (Z)11 = —2(Z¢)12, ou (Zi)aa = —2Zt12.

Chacune de ces trois hypothéses méne 2 y = —t+/3/3, qui donne

Zt:Zt _3ﬁ M% .
3

3

D’apres le corollaire 3.1.3] une matrice de la forme ci-dessus correspond a une
matrice des périodes d’une courbe réelle dont le groupe des automorphismes réels
est isomorphe au groupe diédral Dg. Le cas ¢ = 1 donne la matrice des périodes
de la courbe X d’équation y? = 26 — 1.

On résume ce qui précede par I’énoncé suivant :

Lemme 3.4.1. — Soit t un réel tel que t > 1 et (X, wy) = (§9) - (X,w). Si
X admet un automorphisme réel d’ordre 2, alors Aut X; contient un sous-groupe
isomorphe au groupe diédral Dg.

Ceci suggere en fait fortement que pour ¢ > 1, aucune des courbes X; n’ad-
met d’automorphisme non hyperelliptique et que la situation de la famille W74 est
identique a celle de WM et WM. En effet, 1’espace des modules des surfaces de
Riemann dont le groupe d’automorphismes contient un sous-groupe isomorphe a
Dg est une courbe algébrique dans .#> : d’aprés A. Costa et G. Riera [CROI]] sa
normalisation est la surface de Riemann A(2,6, oo)\H Par ailleurs, I’image par
I’application de Torelli Jac : .#2 — 275 de cette famille a un parametre intersecte
le lieu de la multiplication réelle par I’ordre quadratique 012 (paramétré par la sur-
face de Hilbert Hi2) en au moins un point. Ce dernier correspond bien entendu a
la jacobienne de la courbe d’équation y? = 26 — 1.
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Conjecture 3.4.2. — Sous les hypotheses du lemme sit > 1, alors la sur-
face de Riemann X, n’admet aucun automorphisme non hyperelliptique.

Nous donnons un argument numérique en faveur de cette conjecture dans la re-

marque



CHAPITRE 4

PROBLEME DE SCHOTTKY
POUR LES M-COURBES REELLES DE Wy

Ce chapitre est consacré a la famille notée Wy, c’est-a-dire la projection dans
I’espace des modules .#5 du disque de Teichmiiller engendré par la surface de
translation en «L» pavée par trois carrés.

D’apres les travaux de C. McMullen, une courbe de Teichmiiller V' — .5
admet un plongement sur une certaine surface modulaire de Hilbert, qui décrit le
lieu des surfaces abéliennes a multiplication réelle. Des lors, les périodes d’une
courbe algébrique X dans cette famille vérifient une relation dite singuliere tradui-
sant 1’existence d’une multiplication réelle sur Jac(X'), comme nous 1’avons déja
vu au §1.4.2| notamment.

En revanche, il est en général bien plus délicat de mettre en évidence des rela-
tions explicites entre les coefficients d’une matrice Z € G4 qui soient vérifiées si,
et seulement si Z est la matrice des périodes d’une courbe algébrique appartenant
alafamille V — 5.

Nous établissons dans ce chapitre une telle relation pour les matrices des pé-
riodes des M-courbes réelles de Wy.

Théoréme 4.1. — Soit (X1,w1) la surface de translation en «L» pavée par trois
carrés. Pour tout réel t > 1, soit (X¢,wy) = (§9) - (X1,w1). Alors Zy est une
matrice des périodes de X, si, et seulement s’il existe un unique réel y tel que
y > 2t/3, vérifiant

= ("0 )

et satisfaisant a la condition

(4.0.1) Z exp T [

(k1,k2,ks)€Z®

3 3
t 1. 9 , 3. 1
<2_y+22>;1ké+(y_t+l) E kekm+<22—2>g ke]:()-

1<t<m<3 (=1

75
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Nous associons a une surface de translation (X, w) de .7(2) un certain revéte-
ment double non ramifié p : ()? ,w) — (X,w) dont la construction sera présentée
en détails. Nous prouvons alors que, pour les surfaces de (2Wy, la matrice des pé-
riodes de X est caractérisée par ’annulation d’une certaine théta-caractéristique
paire ; I'identité 4.0.1] se déduit de cette caractérisation.

Théoréme 4.2. — Soit (X,w) une surface de translation de 7 (2), alors X est
dans la famille Wy si, et seulement si son revétement double X admet une matrice
des périodes Z de la forme

1
N Z1 521 213
1 1 3 1 1
1
Z13 521 Z1

pour laquelle 9[} § 1] (Z)=0.

Bien que la famille de surfaces de translation considérée soit tres particuliere
(pour les surfaces pavées par trois carreaux, les revétements considérés admettent
un automorphisme d’ordre 3), il s’agit vraisemblablement de la premiére descrip-
tion connue des relations entre les périodes de surfaces de Riemann formant une
géodésique de Teichmiiller en genre 2.

4.1. Théta-caractéristiques

Nous introduisons dans cette section quelques notions concernant les théta-
caractéristiques.
4.1.1. Définitions et propriétés élémentaires
Soient z € CY et Z € Gy, la fonction 1) de Riemann est définie par
(4.1.1) 9(z,Z) = > exp(mi'kZk + 2mi'kz).
keZ9

On montre que, pour toutes constantes réelles c; et co, la série ci-dessus converge
absolument et uniformément sur tout ensemble de la forme

C1
{z eC: 11%1]51§xg|%m(zj)] < %} x{Z e€6,:3m(Z) —c21, > 0},

faisant de ¥ une fonction holomorphe sur C? x&,.
Soient m,n € % 79, on définit les théta-caractéristiques d’ordre 2 par

19 [22:?] (2,2) = kgzjg exp (mi' (k +m)Z(k +m) + 2mi' (k +m)(z + n))

= exp (mi'mZm + 2mi'm(z +n))9(z + Zm +n, Z)
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qui, d’apres I'identité précédente, sont également des fonctions holomorphes sur
CI x6,.

Les propriétés suivantes sont bien connues, on pourra consulter par exemple
[FK92, §VI.1] ou [Mum&3}, §11.1].

Proposition 4.1.1. — Soient Z € G4 et m,n € %ZQ, alors pour tout z € C9, les
fonctions ¥ [22’77;] vérifient :

(4.1.2) ) [22:;1 (—2,Z) = exp(2mi‘mn)v [22:3] (2,2).

Pour tous p,q € 79, on a les identités suivantes :

4.13) ¥ [227:] (2,Z) = exp (wi'pZp + 27i'p(z + n))9 [2m

2TJ(ZJerJrqu)

et

4.1.4)

9 2m +2p
2n +2¢q

} (2, 7) = exp(2mitmq)d [227:] (2, 7).

Remarque 4.1.2. — D’apres I'identité (#1.2), la fonction z — ¥[47](z, Z) est
paire (resp. impaire) si, et seulement si 4'mn = 0 (mod 2) (resp. 4'mn = 1
(mod 2)).

On peut montrer qu’il y a exactement 229 théta-caractéristiques d’ordre 2, parmi
lesquelles 2971 (29 + 1) fonctions paires et 29~1(29 — 1) impaires.

Formule de transformation modulaire

La proposition montre certaines propriétés des [2273] (z, Z) considérées
comme fonctions de la variable z € CY ; le résultat suivant décrit leur transforma-
tion sous I’action de Spy,(R) essentiellement en tant que fonctions de la variable
modulaire Z € &,,.

Théoreme 4.1.3. — Soient m,n € 3 79, soit M = (: ”g) € Spyy(Z). Pour tout
(2,2) € CI xBy, on définit

M(z,2) = (t(’yz +6)7 12, (@Z + B)(vZ + 5)*1> :

Alors on a la formule de transformation des théta-caractéristiques suivante :

9 [227:,/] (M(2,2)) = Carexp (mitz(vZ + 8)Ly2) det (72 + 8) 39 [227:] (2, 7)
(- () )

avec
on I'on note diag(N) = (Ni1,...,Ngg) pour N € My (C), et ot (y € C* est
une racine huitieme de ['unité dépendant uniquement de M.

Pour une démonstration, voir par exemple [Mum83|, §I1.5].
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Théta-caractéristiques et courbes hyperelliptiques

Soient X une courbe algébrique de genre ¢ > 1 et Z € &, une matrice des
périodes de X. Soient m,n € (Z/ 2 Z)g , dans tout ce qui suit on adoptera la

notation
9 m (Z) =1 m 0, 2).

On appelle théta-caractéristiques de Z les valeurs de 9['}] (Z). Une théta-caracté-
ristique est dite paire (resp. impaire) si ‘mn est pair (resp. impair). En particulier,
toutes les théta-caractéristiques impaires de Z sont nulles.

Remarque 4.1.4. — Si 9 [’Zﬂ (Z) est nulle, alors d’apres (@.1.4)), pour tous p, q €
(Z/27)’ tels que p,q = 0 (mod 2), la théta-caractéristique 9 [ 1] (Z) est éga-
lement nulle.

Les théta-caractéristiques jouent un rdle particulierement important dans la
théorie des courbes hyperelliptiques, comme I’illustre le résultat suivant.

Théoreéme 4.1.5. — Soit Z une matrice des périodes d’une courbe X de genre 3.
Si X est non hyperelliptique, alors aucune théta-caractéristique paire de Z n’est
nulle, et X est hyperelliptique si, et seulement si exactement une théta-caracté-
ristique paire de X est nulle.

Ainsi, on peut voir la famille des courbes hyperelliptiques de genre 3 comme 1’en-
semble des zéros d’une fonction holomorphe sur G3, c’est-a-dire une hypersurface
de cet espace. Le lecteur pourra consulter [FK92, §VII.1] ou [Mum&4, §III.a.9]
pour une démonstration de ce théoreme.

4.2. Revétement double associé a une courbe de 1V,

Nous décrivons dans cette section la construction d’un revétement double non
ramifié d’une surface de .7(2) pavée par trois carreaux.

4.2.1. Construction du revétement

Soit (X, w) une surface de translation de la famille QWy, ¢’est-a-dire la SLo(R)-
orbite dans .#°(2) de la surface en «L» pavée par trois carrés. Une telle surface est
définie géométriquement par le quotient (9 [~ ,dz) ou & est ’hexagone eu-
clidien obtenu en assemblant trois copies d’un parallélogramme d’aire unité, par
exemple de la facon décrite sur la figure

Dans cette représentation, les six points de Weierstrass de X correspondent

— 2 la singularité conique d’angle 6, représentée par un point noir sur la fi-

gure,

— aux centres des carreaux et

— aux milieux des deux c6tés horizontaux et verticaux, identifiés deux-a-deux,

des deux carreaux non adjacents,
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P, ¢ 0)

FIGURE 4.1 — Revétement double : identifications et points de Weierstrass.

et sont tous représentés par des petits cercles.

On construit le revétement double non ramifié p : (X,%) — (X, w) en assem-
blant (X, w) avec son image par la symétrie dont le centre est I’un des deux points
de Weierstrass qui n’est ni la singularité, ni le centre d’un carreau. Plus précisé-
ment, on peut supposer, quitte a appliquer une translation, que le point noté P; sur
la figure .T]est O et on note — & I'image du polygone & par la symétrie centrale
z +— —z. Notons que le choix de I’un ou I’autre des deux points de Weierstrass P;
ou P» n’a aucune incidence sur la construction, comme on peut le vérifier facile-
ment en réassemblant les carreaux. Alors &2 U (—2) est un dodécagone euclidien,
que I’on munit des identifications par translation spécifiées sur la figure .1 Le
quotient (& U (—Z)/~ , dz) définit une surface de translation «en escalier» pa-
vée par six carreaux, dont les sommets s’identifient a deux singularités coniques
d’angle 67, repérées sur la figure par des disques et des carrés noirs. On obtient
ainsi une surface de translation de genre 3 dans la strate 7’ (2,2), que I’on note
(X,).

Remarque 4.2.1. — Avec les notations de [LSO7]], les surfaces de translation en
«L» pavées par trois carreaux rectangulaires forment la famille nommée Sto(2),
tandis que leurs revétements doubles a six carreaux constituent la famille Esca(3).

4.2.2. Automorphismes de la courbe revétante

La courbe algébrique X définie ci-dessus est hyperelliptique : les huit points
de Weierstrass sont

— les deux singularités coniques et
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— les centres des six carreaux, représentés par des petits cercles sur la figure
41l
La symétrie centrale induit un automorphisme d’ordre 2 supplémentaire, noté
19, La courbe X admet donc une équation de la forme

w? = P(z) = (22 +1)(z2 — a®) (2% = 1) (2% = &)
dz  2%dz

avec o = — + ,
w w

dans laquelle 15 s’exprime par (z,w) +— (—z,w). L’involution 1y fixe quatre
points, repérés par des croix sur la figure [d.1] qui correspondent
— au centre de symétrie de 1’arrangement de carreaux,
— aux milieux des deux c6tés horizontaux, identifiés, des deux carreaux cen-
traux, et
— aux milieux des quatre c6tés verticaux, identifiés deux-a-deux comme indi-
qué sur la figure, des deux carreaux situés aux extrémités.
En composant 1) avec I’involution hyperelliptique i ¢ : (z,w) — (z, —w), on
obtient une involution supplémentaire 7 : (z,w) — (—z, —w), sans point fixe, de

telle sorte que X = X /() et que I'application quotient p : X — X soit donnée

par (z,w) +— (22, 2w). La courbe algébrique X admet alors pour équation

y? = P(z) = a(x + )z — a®) (@ — 1) (@ - )

1 (da; xda:)
avecw =—-| —+— ).
2\vy y

La courbe X admet de plus un automorphisme d’ordre 3 défini comme suit.
Considérons la transformation affine induite par la rotation d’angle 7 autour de
chacune des deux singularités, qui opére par permutation circulaire des carreaux
d’une méme rangée «diagonale» de trois carreaux. Faire agir trois fois cette trans-
formation revient a remplacer @ par —&. Or, cette opération laisse invariante la
différentielle quadratique &2 qui induit la structure complexe sur X (voir la re-
marque . L’automorphisme sur X ainsi défini est d’ordre 3 et sera noté 3.

4.2.3. Base de I’homologie

Considérons une courbe complexe lisse X de genre 2 définie par une équation
de la forme

(4.2.1) y? = P(z) = z(z + 1)(z — a®)(z — b*)(z — ?).

On note 7 : X — P la projection (z,y) — .
Nous décrivons ici une base symplectique de Hy (X, Z) a partir de la construc-
tion exposée au §1.4.3] dont nous reprenons les notations avec

1 =—1,29 = 0,23 = a®, x4 = b? et x5 = 2.
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On obtient des courbes fermées simples d1, ..., dg sur X, orientées de telle sorte
que les nombres d’intersection sont (d; - d;41) = 1 (j mod 6), tous les autres étant
nuls, et telles que 22:1 boj = 0ety 54 d25-1 = 0.

Soit X la courbe hyperelliptique de genre 3 définie par 1’équation

(4.2.2) w? = ]3(2) = (22 +1)(22 - a®) (22 - ) (% - &),

onnote 7 : X — Pk la projection (2, w) — z.

N

Procédons de méme pour X, en appliquant la construction du a

r1=—¢,x0=—bxg=—a,x4y =1, x5 = —i,x6 = a,r7 = betxg = c.
Notons 71, . . ., 78 les cycles obtenus, vérifiant de nouveau (7y;-v;4+1) = 1 (j mod 8),
tous les autres nombres d’intersection étant nuls, et tels que 2?21 v2; = 0 et

4
Zj:l Y2j-1 = 0.
Posons a présent
ar =1, B1 = =72,
(4.2.3) a=7+73+7, B2=-—Y,
a3 =7, B3 =6
et
1 =091 — 6 3 =10
4.2.4) Gy = 01 — de, pr =1,
Qg = 0y, B2 = d3.

Alors £ := (aq, oz, as, b, ﬂg,gg) et B := (a1, do, B1, B2) sont respectivement
des bases symplectiques de Hy (X, Z) et Hy (X, Z), représentées par la ﬁgure

FIGURE 4.2 — Bases symplectiques de H; (X, 7Z) et H; ()A(, 7).
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Remarque 4.2.2. Si a2, b? et ¢ sont des réels strictement positifs, alors X
est une M-courbe réelle de genre 2 et X est une courbe réelle de genre 3 a trois
composantes réelles : ce cas correspond a la situation dans laquelle les surfaces de
translation (X, w) et ()? , @) sont pavées par des rectangles. On peut alors spéciali-
ser davantage la construction ci-dessus, en suivant les conventions du

On définit §; comme le relevé dans X par 7 du segment [—1; 0], d2 comme le
relevé de [0; a?] et ainsi de suite, et on choisit la détermination holomorphe de /P
qui est réelle positive sur le segment [—1; 0].
On construit de maniere similaire les cycles v; sur X (j =1,...,8), 'orientation
étant définie par le choix d’une détermination holomorphe de \/173 réelle et positive
sur [—b; —al.

La construction précédente permet d’exprimer les périodes de la courbe X a
partir des périodes de son revétement double X .

Lemme 4.2.3. — Soient X une courbe algébrique de genre 2 définie par une
équation de la forme

y? = P(z) = z(z + 1)(z — a®)(z — b*)(z — ¢?)
et X son revétement double de genre 3 défini par
w? = P(2) = (22 + 1)(22 — a®) (2% = 1) (2> = A).

Alors la matrice des périodes Z de X associée i la base B de Hl()/(\' ,Z) estde la
forme

N 21 Z12 213
(425) Z = Z12 Z9 Z192
213 212 21

et la matrice des périodes Z de X associée a la base % de H,(X,7) est donnée
par

(4.2.6) 7= (22 P2
2212 21 + 213

Démonstration. La courbe X admet un automorphisme d’ordre 2 non hyperellip-
tique 9 défini par

(4.2.7) Yo 1 (z,w) — (—z,w).

On note que Yo, (1) = —as, Yo, () = —ag et ¥, (a3) = —aq ; de méme pour
les 3;. On obtient ainsi la représentation rationnelle de v» dans la base symplec-
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tique (a5, 3;) de Hy (X,7Z)

0o o0 -1 0 0 ©0
O -1 0 0 0 O
-1 0 0 0 0 O
t _ —
o o0 o0 0 -1 0
o o o0 -1 0 O

La matrice Z est donc stable sous I’action de la matrice symplectique Ms, d’oll on
déduit la forme (@.2.5).
On peut détailler davantage, ce qui s’avérera utile pour la suite : notons

dz zdz Z%dz
((JJ]_,(UQ,WB) - Ty T

w w w

la base usuelle de formes holomorphes sur la courbe hyperelliptique X, on introduit

les matrices
AZ(/ wk> eth(/ wk> .
G )k Bi /i

) )

En remarquant que ¢9* (wr) = —wy pour k = 1,3, on déduit du calcul de M,
ci-dessus que A7 = Asj et A3 = Ass. En notant aussi que 12" (w2) = wo, on a
Ao = —Ass et Az = 0. On obtient des relations identiques pour B, on a ainsi
al as as b1 b2 bg
A= |an 0 asg | et B= | by 0 bas
al —a as bl —b2 b3

On obtient alors Z = AB~! sous la forme annoncée, avec

laz = laibaz — asba

= 2Dy | 2bibog — agby’
1y — azby —arby 1 azbys — azby
bibas — bsbar 2 biboz —bsbor
lajbeg —agbay  lap
3= s — a7
2 b1boz — b3bar 202
az3by — azb3
zZ9 =

 bybog — b3bay |

La courbe X est le quotient de X par I’involution sans point fixe 7 : (2, w) —
(—z,—w). Les formes holomorphes w; et w3 sur X sont invariantes par 7 et in-
duisent donc des formes holomorphes sur X, notées w; et wo respectivement. No-

tons
AZ(/ Lbk) etB:</@k> .
aj ik Bi ik

)
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Soit p : XX I’application quotient, alors p envoie a; et ag sur ¢, et aig sur
&1, tandis que (51 et B3 s’envoient sur 5o, et 8o sur B1. De plus, la restriction de p
est de degré 2 sur (35 et bijective sur chaque «;, 8; pour j # 2. On a donc

A— (02 a3) 45— Tbo1 3bog ’
a; a3 b1 b3
et un calcul direct donne alors I’expression (4.2.6) de la matrice des périodes Z =
AB~! pour la courbe X. O

4.3. Caractérisation du revétement double

Cette section est consacrée a la démonstration du théoreme [4.2] Dans ce qui
suit, nous nous intéresserons essentiellement aux M-courbes réelles de Wy. Ceci
permet uniquement de fixer les idées car les démonstrations suivantes fonctionnent
a I’identique dans le cas non réel : la seule difficulté réside alors éventuellement
dans I’expression du choix des arcs dans }P’}C dont les relevés fourniront les cycles
appropriés a la construction de la base symplectique Z. La méthode utilisée pour
exhiber la forme de la matrice des périodes et identifier la théta-caractéristique
nulle correspondante est inspirée de [SilO1]].

Nous commencons par établir I’expression (4.0.2)) d’une matrice des périodes
de X lorsque X est une M-courbe réelle de Wy.

Proposition 4.3.1. — Soit X une M-courbe réelle dans la famille Wy. Soit Z la

matrice des périodes de X associée a la base symplectique B de H; (X' ,Z) décrite
au Alors Z est de la forme

R iy iy 113
4.3.1) Z=|3iy1 3+ 3iy1 — iyis iy1 | avec y1,y13 € R.
Y13 iy W1

Démonstration. Soit f3 la transformation de Mobius définie par

. T+ \/3

P ——————,

—\/31’ +1

alors d’apres la discussion du §3.3.1] (et notamment la proposition[3.3.T]), la courbe
X admet une équation de la forme

(4.32) s

y? = z(x +1)(z — a®)(z — b)) (z — )
ou a, b et ¢ sont des réels tels que

V3

0<\a\<?<yby<\/§<\c\

et vérifiant b* = f3(fs (a))2 et ¢ = f3(a)?. Le revétement double X de X est
défini par
w? = (22 +1)(2% — a®)(2* = v?)(2* — &),
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et la transformation de Mobius réelle f3 se releve sur X en un automorphisme
d’ordre 3 noté )3, dont on calcule I’expression grice aux formules du §I.1]:

2+3 16w
—\/§z+1’(1—\/§z)4 ’

Soient a; et 8 (j = 1,2, 3) les cycles définis par (#.2.3) et soit (w1, ws, ws3) =
(dz/w, zdz/w, z*dz/w) la base de formes holomorphes sur X, on note

A= (faj wk)m et B = (fﬁj “”“)j,k'

D’apres la démonstration du lemme[4.2.3] on sait que Ay; = A3y, A13 = Ass,
Ajo = —Asg et Ago = 0 d’une part, et By; = B3y, B13 = B33, Bio = —Bsg et
Bgy = 0 d’autre part.

Un calcul direct donne

(4.3.3) Y3 (z,w) — (

\ 1 V3
P3*(wy) = Zwl - 7602 + ng

et en remarquant que 93, («3) = a1, on obtient A1y = @(AH — Aj3). Puisque

V3,(B1) = B3, on a aussi By = @(313 — Bn1).
Comme 93, (1) = a1 — 22 + 3 + B2, 0n a

/ wi = A1 — 2421 + A3y + Boy
1113*(&1)

1 V3 3
- ) = A — YA+ A
/al 3™ (wr) A5 12+ 1A,

d’olt Ay = gAu — %Alg + %Bgl. En notant que 3, (53) = B1 + P2 + Fs, le
méme raisonnement donne By = %313 — %BH.
Considérant f%*(al) Wz = fal h3*(w3) avec

3 V3
*
w3) = w1 + w2+ ~w
P3” (w3) QWL 5w s,
on trouve Az = 2A13 — %An + %ng et on obtient enfin Bog = %BH — gBlg
de maniere similaire.
On a ainsi montré que A et B sont de la forme

a @(m —ag) as
A= %(al—b1)+%(bg—a3) 0 %(bl—a1)+%(a3—b3)
ax Y3 (ag —ar) as
b1 @(53 —b1) b3
B=|3b3— 3k 0 3by — 5bs
VE]

by 23(by — b3) bs
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avec a1, ag € iR et by, bg € R d’apres les conventions de la remarque La
matrice des périodes de X associée a la base symplectique % de H;(X,Z) est

alors
1

21 371 213

4.3.4) AB™' = %Zl % + %21 - %213 %Zl
1

213 341 21

avec z1, z13 € ¢ R définis par

4a361 — a1b3
21 = -5 5

R
s — lagbl —aibsg + 3(a1b1 — a3b3)
3 b2 — b3
d’ou la forme (@.3.1]) annoncée. O

Nous calculons a présent la matrices des périodes du revétement double d’une
des M-courbes réelles de cette famille. Le choix se porte naturellement sur la
courbe définie par la surface de translation pavée par trois carrés : il s’agit en effet
de I’unique courbe de la famille W3 admettant un automorphisme non hyperellip-
tique, dont nous avons donné une équation au

Lemme 4.3.2. — Soit X1 la courbe d’équation

1
y? = P(z) = z(2? — 1)(z — a?) (x - 2) aveca =2 — /3
a

et X1 son revétement double. Alors la matrice des périodes 7| de X associée a la
base A est

4 - 2 . 1-

52 52 52
73 115 3
1= %’L 2+61 iz
gt 51 3l

Démonstration. La courbe X; admet un automorphisme ¢ d’ordre 4 induit par
x + 1/x. Son revétement double X est défini par 1’équation

w? = P(2) = (+' = 1)(2* - o?) <22 : >

a?

et o se releve en un automorphisme d’ordre 4 de X 1, noté 14 et défini par

4.3.5) ¢4:@gw)H><1iw>.

2z 24

On vérifie facilement que

d 2d 2d d
o () =2 e (25 <
w w

w w
On remarque également que 14" (1) = —f; d’ol, en reprenant les notations de
la preuve de la proposition[4.3.1} By; = —iA13 et B1g = —iA11. Un calcul direct

donne alors la matrice des périodes Z; annoncée. O
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Remarque 4.3.3. — D’apres le lemme 4.2.3| la matrice des périodes de X asso-

ciée 2 la base Z est ‘
7, = <1+ 3 z> .

3

Grace aux nombreux automorphismes de la courbe hyperelliptique X 1, la for-

mule de transformation modulaire du théoréme4.1.3| va nous permettre d’identifier
la théta-caractéristique paire annulée par la matrice 2.

Proposition 4.3.4. — Soient X1, X 1 et Z 1 vérifiant les hypotheses du lemme
Alors

WUl

I 31(Z)) =
Démonstration. Soit M = (2 5 6) € Spg(R), notons
p = diag(y'6) et ¢ = diag(a'p).

Alors d’apres le théoreme @.1.3] on a la formule de transformation des théta-
caractéristiques suivante :

(4.3.6) 9 Bﬂ (M(2)) = 6(M, m,n, Z)9 Bﬁﬂ (2),
avec
N o B R Rt

et ou ¢ est une fonction dépendant uniquement de M, de m,n € % Z3etde Z € G
et ne s’annulant pas.
La courbe X est hyperelliptique de genre 3 par construction, donc d’apres le

théoreme il existe une unique caractéristique paire [7}] = [’Zfll e 7,?33] pour

laquelle 0[] (Z1) = 0.
Les matrices des périodes de la forme (4.3.1)) sont stables sous 1’action des matrices
symplectiques

0 0-10 00
0-10 0 0 O
-10 0 0 0 O

My = 0 0 00 0 -1 r(%)
00 0 0 —-10
00 0-10 0
1-2101 0
1-100 0 —1

_ |1

etMy= {60000 1 | = rr(¥s)
0000-1-2
00011 1

donc d’apres I'identité (#3.6) et la remarque 4.1.4, on doit avoir My [7] = [7]
(mod 2) pour k£ = 2, 3. On en déduit

mi = mg = mg (mod 2)
ny = mg = n3 (mod 2)
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ce qui, parmi les théta-caractéristiques paires, réduit les possibilités aux trois sui-
vantes : 9[99 0], 9[1 § 1] et 9[] 3 Y], cette derniere n’étant jamais nulle (d’apres
le théoreme de Riemann sur le diviseur de la fonction 1}, voir [FK92, §VI1.3] ou
[Mum83|, §I1.3]). Par ailleurs, la matrice des périodes Z; est stable sous I’action de

000100

0100-10 .

000001

My=1| 100000 | = p(ta),

0200-10

00-1000
donc My [7[;] = m] (mod 2), ce qui fournit la condition supplémentaire mo = 1
(mod 2), d’ou le résultat. O

Nous pouvons maintenant prouver le théoréme

Démonstration du théoreme On suppose que les matrices des périodes des re-
vétements doubles sont associées a la méme base de I’homologie 8 de H; (X, Z),
de telle sorte que les matrices des périodes présentent la forme annoncée dans le
théoreme 4.2

L’ensemble des (classes d’isomorphisme de) courbes algébriques de genre 2
définies par une équation de la forme

43.8) ¥ =Qs(x)=x(z+1)(z— ) (z — f3(s)?) (:1: — f3 (f3(3))2).

est connexe, puisque les racines du polynéme Qs(z) sont des fonctions continues
de la variable s. De méme, les revétements doubles associés forment également
un sous-ensemble connexe de I’ensemble des courbes hyperelliptiques de genre 3.
L application qui, a I’équation d’un tel revétement, associe sa matrice des périodes,
est continue, donc I’ensemble des matrices des périodes des revétements doubles
est connexe.

D’apres le théoreme ces matrices annulent une et une seule théta-
caractéristique paire [’Zﬂ . Puisque, par la proposition la théta-caractéristique
0 H 5 ﬂ s’annule pour un représentant de cette famille, elle s’annule donc égale-
ment pour la matrice des périodes de tout revétement double d’un élément de la
famille définie par (4.3.8). 0

Remarque 4.3.5. — Pour une courbe X de la famille Wy, considérons la base de
Hy(X,Z), notée #', obtenue a partir de & en effectuant le changement de base
symplectique donné par

001000
—11-1000
— 1 00000
(4.3.9) M= 100000] cgsp,(z)
101010
111110

Les matrices des périodes des revétements doubles des courbes de la famille Wy
associée a cette base admettent la forme plus usuelle

/ / /
21 212 212 ;1 3 1
2,— / / / 21 =35+ 3171 — 3713
= Z12 Z1 Z12 avec ;1 1
21 210’ 2 z12' = 5 — 721 T 5213,
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pour laquelle on montre que ¥ [§ § ¢] (Z') = 0. En particulier, pour la M-courbe

réelle X, définie par la surface de translation pavée par trois carrés, la matrice des
périodes du revétement double X associée a la base %’ est

1 5 1 1, 1 1,
B RN U A
S GO T O
276 376 2716

4.4. Relation entre les périodes

Nous passons a présent a la démonstration du théoréme Soit (X1,w;) la
surface de translation en «L» pavée par trois carrés, définie par I’équation

(4.4.1) Y2 =a(@? —1)(z -7+ 4V3)(z — 7 —4V3)
<d:p a:dz:)
avecw) = A | — 4+ —
Yy Yy

pour une certaine constante A\ € C*. Considérons la base symplectique standard
de H;(X1,Z) associée a I’équation : avec les conventions adoptées dans la
ﬁgure le point Py correspond 4 (—1,0), P, 4 (0,0), P34 (7 — 44/3,0), Py a
(1,0), Ps a (7+4+/3,0) et Ps au point a I’infini. La constante \ est choisie de telle
sorte que fﬁl w; = 1.

® ® s ®
65
¢ ® 2 ®
a2 b1
® R (Xt we)
Qg
[

FIGURE 4.3 — La surface a trois carrés : base symplectique et déformation de
Teichmiiller.

Pour tout réel ¢ > 1, notons (Xy,wi) = (§?) - (X,w). Pour ¢ fixé, soient
m = we et e 'unique différentielle abélienne sur X, vérifiant [ g2 = 0 et
f 5,2 = 1, alors il existe des réels y et i/ uniques tels que

. [ ity o (1 0
Ar = (/an’“> - (—Qit iy/> ethi= (/ﬁ_"") - <—2 1)‘
i/ ik
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Notons que la matrice des périodes ci-dessus vérifie la relation singuliere
Q(AtB_l)ll — 5(AtB_1)12 + 2(AtB_1)22 =0

de discriminant 9, caractérisant le fait que Jac(X;) appartient au lieu de la multi-
plication réelle par 09 dans 1’espace des modules .o% des surfaces abéliennes prin-
cipalement polarisées.

La base Z = (dy, dia, B, 52) de Hy(X,Z) définie au s’obtient par le
changement de base symplectique donné par

La matrice des périodes de X, associée 2 la base Z est donc
Zy='N(AB™) = (1 i ifyy ~ i(y/% t)>
dont la partie imaginaire est définie positive si, et seulement si y > 2¢/3. Avec les
notations du théoréme il vient
z1 =1y
213 =it —y/2)

d’ou on déduit I’expression de la matrice des périodes associée a la base % du
revétement double X; :

R iy iy/2 i(t—y/2)
Z; = iy/2 T+ily—t/2) iy/2
i(t —y/2) iy/2 iy

En faisant agir la transformation symplectique donnée par (4.3.9), on obtient la
matrice

oo (grily—at) s gily—0) g =ity —1)
Zp="M(Z) = | 3 =3y - t) i 21( - 3t) 220y —lt)
s zily—1) 3—3iy—1t) z+i(y—3t)

associée a la base ' qui, d’apres la remarque4.3.5] annule la théta-caractéristique
?[3 § §]. En développant, on obtient

I

O

1
0

O

[Z)=" > expm

(k1,k2,k3)€Z?

Zl(klkz + koks + ksky — (K + k3 + kg))

1 1 3
+1 <2(k% + k3 + k3) — (krko + koks + kak1) — §(k1 + ko + k3) — 8>

I

1 3 9
+1 (2(16% + k3 + k3) + kikg + koks + ksky + §(k1 + ko + k3) + 8)

d’ou on déduit Iidentité (4.0.1]) du théoreme 4. 1]



CHAPITRE 5

METHODES NUMERIQUES

Nous proposons dans ce chapitre une méthode de calcul approché de 1’équation
d’une M-courbe réelle définie par une surface de translation en «L», basée sur les
transformations de Schwarz-Christoffel.

5.1. Calcul de I’équation

Soit X une courbe hyperelliptique de genre g, définie par une équation de la
forme

y? = P(x) = 2(z — 1)(z —z1) ... (. — 224-1),

ol les x1,...,294—1 sont des complexes distincts et différents de 0 et 1. Si % est,
par exemple, la base symplectique de Hy (X, Z) décrite au alors les racines
x1,...,%29—1 dupolyndme P(x) sont des fonctions holomorphes de la matrice des
périodes normalisée Z associée a la base Z. Plus précisément, on peut exprimer
lesz; (j =1,...,2g — 1) au moyen des théta-caractéristiques de Z. Par exemple,

pour g = 2, on a les expressions suivantes :

==

=
Il
VR
|

8

[N}

I
 ~
| >

<
oo orlooc or|ooc

N

—HOIFO OO0
— —~ |~ —~|
~— \_/5 ~— | —
> |
— = /=
O OO0 oOr|oo

[} e Y i}

[e=] [enlen]

. (19[0 01 (2)9[h ?](Z)> '

La méthode générale est exposée en détails dans [FK92, §VIL.4] et permet de pro-
duire de trés bonnes approximations des racines de P(x).

Dans le cadre de notre étude, une surface de translation fournit seulement les
périodes d’une différentielle abélienne. En général, en I’absence d’automorphismes
non triviaux, nous avons vu que cette donnée se révele insuffisante pour calculer
une matrice des périodes et la méthode ci-dessus est inadaptée. Toutefois, dans le
cas d’une M-courbe réelle, I’application de Schwarz-Christoffel fournit un moyen
direct d’obtenir les racines de I’équation, comme nous 1’avons vu au §2.3.1]
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Schwarz-Christoffel Toolbox pour MATLAB

En pratique, I’écueil majeur dans la formule de Schwarz-Christoffel ré-
side dans le calcul effectif des pré-images des sommets du polygone, connu comme
le probleme des parametres de Schwarz-Christoffel, qui se ramene a la résolution
d’un systeme d’équations non linéaires.

Lorsque le polygone présente notamment un degré de symétrie élevé, il est pos-
sible de résoudre analytiquement le probleme des parametres (quelques exemples
sont traités dans [Hen88|, §5.12]). Néanmoins, exception faite de ces rares cas par-
ticuliers, il n’existe en général aucune méthode analytique permettant de calculer
ces parametres lorsque les sommets sont au moins au nombre de 4 et on fait alors
appel a des méthodes numériques.

A la fin des années 1970, L. Trefethen développe le paquetage SCPACK pour
FORTRAN et présente dans [Ire80] ce qui apparait comme la premiere solution
fiable au probleme des parametres, pour I’application du disque unité dans un po-
lygone (voir [Hen86, §16.10] pour une introduction sur le sujet).

Le successeur du SCPACK de Trefethen est le logiciel Schwarz-Chistoffel
Toolbox (S-C Toolbox) congu par T. Driscoll. 1l s’agit d’un environnement pour
MATLAB permettant de calculer I’application de Schwarz-Christoffel depuis plu-
sieurs domaines, parmi lesquels le demi-plan supérieur et le disque unité, et com-
portant une interface graphique. Le logiciel ainsi qu’un guide détaillé pour I’utili-
sateur sont disponibles a 1’adresse web suivante :

http://www.math.udel.edu/~driscoll/software/SC/l

Le lecteur est invité a consulter le livre [DT02] pour un exposé détaillé concernant
les aspects pratiques des transformations de Schwarz-Christoffel et les méthodes
numériques qui y sont liées.

Commandes basiques. — Soit & C C un polygone euclidien dont le bord est
orienté dans le sens direct et les sommets notés wy, . . . , wy,.

La fonction polygon permet de définir le polygone & C C en spécifiant ses
sommets.

La commande hplmap calcule les parametres de Schwarz-Christoffel pour
I’unique transformation conforme f : H — & envoyant H dans I’intérieur de &
et vérifiant

F(=1) = wy, F(1) = w1 et f(o0) = w

Il est possible d’extraire cette donnée a 1’aide de prevertex et d’appli-
quer une transformation de Mobius M, que I’on peut déclarer grace a la fonction
moebius, afin de prescrire les pré-images de trois sommets.

5.2. Du polygone a I’équation

Nous donnons quelques exemples d’applications du S-C Toolbox au calcul des
racines d’équations d’une M-courbe réelle définie par une surface de translation.


http://www.math.udel.edu/~driscoll/software/SC/
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5.2.1. Surfaces de la strate .77(2)

La situation qui nous intéresse est bien entendu celle ou le polygone est un
hexagone euclidien en forme de «L» définissant une surface de translation de
A (2). Soitunréel x > 0 fixé, on considere le polygone &2, C C dont les sommets
sont

0,1+z,1+z+d1+i14+i(1+x)eti(l+x).

Notons (X,w) la surface de translation de .7°(2) obtenue en assemblant quatre
copies de &, munies des identifications usuelles.

Etant donné un réel ¢ > 1, notons (X, wi) = (§9)- (X, w). Géométriquement,
(X, w;) s’obtient a partir du polygone Z,(t) dont les sommets sont

wi(t) = 0,wa(t) = 1+ 2, w3(t) = 1+ 3 +it,
wa(t) = 1+ it, ws(t) = 1 +i(1 + 2)t et we(t) = i(1 + )t

(voir la figure [2.4). Gréce a S-C Toolbox, nous pouvons alors calculer des valeurs
approchées des racines de 1’équation de la courbe algébrique associée a X; pour de
petites valeurs de t. Nous donnons ici un exemple de code en MATLAB, corres-
pondant au cas de la surface pavée par trois carrés.

format long;

x=1

for t=1:0.2:2

t

p=polygon ([0 1+x IT4+x+t*xi 1+txi 1+txix(l+x) txix(1+x)]);
f=hplmap (p);

e=prevertex (f);

m=moebius ([e(3) e(4) 1],[Inf O 1]);

sort (m(e))

end

Les pré-images prescrites sont

f(o0) = ws(t), f(0) = wa(t) et f(1) = ws(t)

et la différentielle w admet un zéro double au-dessus de 0. Le résultat fournit trois
autres réels que nous notons a(t), b(t) et c(t), vérifiant 1 < a(t) < b(t) < ¢(t),
tels que la courbe algébrique associée a X; admette pour équation

y? = x(x — 1)(m — a(t)) (m — b(t)) (m — c(t)).

Avec ces conventions, I’automorphisme d’ordre 4 sur la M-courbe réelle corres-
pondant & ¢ = 1 est induit par transformation de Mobius x +— z/(z — 1).

Nous donnons ci-dessous quelques exemples de valeurs approchées a 10714
pres pour les familles étudiées au chapitre 3.
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Exemple 5.2.1 (famille WM, 2 = (v/5—1)/2). — Cette famille est engendrée par

la M-courbe réelle d’équation

P =a2(z—1)(z+1—V5)(z—2)(z—3—V5).

Chapitre 5. Méthodes numériques

Lt ]

a(t)

| b(t)

c(t)

1.0
1.2
14
1.6
1.8
2.0
2.5
3.0
3.5
4.0
4.5
5.0

1.23606797823798
1.15879726209384
1.10641036848146
1.07138016128584
1.04799134403505
1.03233853200817
1.01213829214724
1.00458103920795
1.00173276254835
1.00065598068184
1.00024842042951
1.00009408887696

2.00000000047463
2.14289192327064
2.26548704190606
2.36327165859567
2.43743091474219
2.49173838074197
2.56819903780785
2.59885837544478
2.61072704334034
2.61525997792407
2.61698229987291
2.61763551831413

5.23606798853573
4.08280374058920
3.49907534865017
3.17116505675340
2.97466451142364
2.85192383484649
2.70289782232094
2.64966737510841
2.62994391888068
2.62253492850119
2.61973732492892
2.61867898000159

La forme d’équations a laquelle nous avons eu recours au (notamment dans le
lemme 3.2.1)) s’obtient en appliquant la transformation de Mébius z — (z — 1) /x.

Exemple 5.2.2 (famille W, z = 1). — Cette famille est engendrée par la M-
courbe réelle d’équation

y? =x(z—1)(z —8+4V3)(z — 2)(z — 8 — 4V/3).

Lt ]

a(t)

b(t)

c(t)

1.0
1.2
14
1.6
1.8
2.0
2.5
3.0
3.5
4.0
4.5
5.0

1.07179677054380
1.03956677427964
1.02146369458998
1.01155089602826
1.00619066053065
1.00331070244055
1.00068974201855
1.00014344865742
1.00002982286924
1.00000619968773
1.00000128879368
1.00000026791403

2.00000000452986
2.30023363474102
2.59931120960474
2.87585378937431
3.11724017123538
3.31878114150643
3.66202002072149
3.83961737947435
3.92550703364006
3.96574519370040
3.98432092469360
3.99283863023006

14.92820355377485
9.67844504008467
7.33700557523007
6.10887825683047
5.39502389635177
4.95087901162208
4.39336548047517
4.17186740236022
4.07687919047939
4.03475079796903
4.01578219331241
4.00718292387462

La forme d’équations (3.3.3) invoquée dans le lemme[3.3.2]s’obtient en faisant agir

la transformation de Mobius x — = — 1.

Exemple 5.2.3 (famille W, x = (v/3—1)/2). — Cette famille est engendrée par

la M-courbe réelle d’équation

y? = x(x —1)(z —3/2)(z — 2)(x — 3).
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Lt ]

a(t)

| b(t)

| c(t)

1.0
1.2
14
1.6
1.8
2.0
2.5
3.0
3.5
4.0
4.5
5.0

1.50000000042915
1.37838187862676
1.28868569862519
1.22212877345353
1.17215203628947
1.13418124472439
1.07320028126606
1.04051442629050
1.02259343426117
1.01265064137228
1.00709912518551
1.00398868678254

2.00000000101190
1.99878240015980
1.99287099041075
1.98234770747424
1.96908007025837
1.95492744310471
1.92294324883099
1.90025774934083
1.88598322120621
1.87747479732193
1.87253722333982
1.86971156286004

3.00000000299884
2.58172155344708
2.34311409081520
2.19617523759317
2.10085750436318
2.03663347855191
1.94807740505548
1.90809220492412
1.88844245125972
1.87824973831327
1.87278194624617
1.86978893868383
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Remarque 5.2.4 (a propos de la famille W}, de nouveau). — Nous avons vu
au que si une courbe X; de la famille Wll\é[ admettait un automorphisme réel
d’ordre 2, alors elle aurait également un automorphisme d’ordre 3. Si X; est définie
par une équation de la forme

P=g(x—1)(z—alt)(z—b@)(z —c(t))
avec 1 < a(t) < b(t) < c(t),
alors un tel automorphisme d’ordre 3 doit étre induit par I’une des transformations
de Mobius
x — c(t)
x — b(t)

De plus, dans le premier cas, on a f(0) = a(t), ce qui mene a a(t)b(t) =
Dans le second, il vient f(0) = ¢(¢), ce qui conduit a la méme condition.
Les valeurs numériques calculées pour a(t), b(t) et ¢(t) semblent donc étayer

la conjecture[3.4.2]

5.2.2. Surfaces de la strate .77°(1,1)

x —al(t)

T .
r—1

etx — b(t)

c(t).

D’apres la proposition [2.3.6] la méthode peut également étre utilisée dans le
cas d’une surface de translation de 77 (1,1).

L’exemple traité ici, décrit par McMullen dans [McMOSb, §8], est un repré-
sentant canonique pour 1’'unique courbe de Teichmiiller engendrée par une forme
(X,w) de genre 2 a zéros simples, décrite par la figure Les points de Weiers-
trass sont représentés en noir tandis que le petit cercle figure I’'image par 1’applica-
tion de Schwarz-Christoffel du point de ]P’(%: noté s au-dessus duquel w admet deux
zéros simples. Si on pose

V-1 . 1 V5

TR

alors (X,w) est la surface de translation définie par la figure

A=
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FIGURE 5.1 — Représentant canonique pour la courbe de Teichmiiller engendrée
par une forme de 77°(1, 1).

Pour obtenir une équation de X de la forme
y? = 2(z — 1)(@ — a)(@ — b)(z - o)

avecl < a < b < ¢, lecode en MATLAB est le suivant :

format long

x=(sqrt(5)—1)/2;

t=1/2+sqrt(5)/10;

p=polygon ([0 1 1+i x—t*xx+1 X+i x+i*x(1+x) ix(1+x)]);
f=hplmap (p);

e=prevertex (f);

m=moebius([e(3) e(5) 1],[Inf O 1]);

sort(m(e))

On obtient

a ~ 1.87612924395
b~ 1137.97103156317
¢~ 2219.35384872120

et la différentielle w admet deux zéros simples au-dessus de s ~ —27.92896766822.

5.3. De I’équation aux périodes

5.3.1. Test de précision

Nous pouvons évaluer la précision de la méthode décrite dans la section pré-
cédente en recalculant une approximation des longueurs des cotés du polygone en
«L». Disposant d’une approximation de 1’équation et connaissant le zéro double de
la différentielle abélienne w, ceci revient & un calcul classique d’intégrales hyper-
elliptiques.
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Notons y? = P;(z) I’équation de la courbe définie par le polygone &, (t) (voir
la figure[5.2] alors d’apres les conventions adoptées dans la section précédente, on
aw = Azxdx/y avec A € C*. On choisit la constante de normalisation X de telle

sorte que fww;’((tg) dz = —1; on pose :

ot dg -
At__</1 \/Pt(x)>

ol \/P; est la détermination holomorphe de \/P; définie au §3.1.2)

Exemple 5.3.1. — On donne ci-dessous le résultat obtenu pour x = 1 ett = 3.

1
xdx
At/ —— ~ 2.999999996739871,
0o Pi(x)
b(t) d
Mt / T~ 5.999999995986184,
a(ty /Pi(z)

c(t) d
)\t/ T~ —1.99999999897302.
b

® VPi(x)

5.3.2. Une seconde forme propre pour la multiplication réelle

Nous avons vu que si la surface de translation (X, w) engendre une courbe
de Teichmiiller de discriminant D, alors la différentielle abélienne est propre pour
I’action de la multiplication réelle par op sur Jac(X). Grace aux méthodes in-
troduites ci-dessus, il est possible de calculer une approximation du point au-
dessus duquel s’annule une seconde différentielle propre. Nous étudions ci-dessous
I’exemple des M-courbes réelles de la famille Ws.

Exemple 5.3.2. — Soit (X, w) la surface de translation de QW5 définie géométri-
quement par («@x [~ ,dz) avec © = (v/5 — 1)/2, munie de la base symplectique
P = (a1, g, b1, B2) de H1 (X, Z) décrite par la figure Avec les conventions
adopées au §5.2.1] la courbe X est définie par I’équation

> =Px)=z(z—1)(z+1—V5)(z—2)(z—3—V5)

xdzx
avec w = A—
Y
ot la constante A € C* est choisie de telle sorte que fﬁz w=—1.

Soitt > 1, notons (X, w;) = (§9)(X,w). Si T estun endomorphisme propre
de Jac(X;), auto-adjoint pour la polarisation sur Jac(X¢) et tel que 7% — T —id =
0, alors on vérifie que la représentation rationnelle de 7" dans la base % s’écrit
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(Xt,w) = (‘@$<t)/w ,dz)

(X,w) = (P2/~ ,d2) )
tz| ¥
’ B2
Q2
T AN
®
[ ] al
£ s
11\ B
1 733 1 T

FIGURE 5.2 — Base symplectique de H; (X¢, Z).

(voir la preuve de la proposition [2.4.T| par exemple).

L’environnement S-C Toolbox permet de calculer une approximation des ra-
cines de I’équation de la M-courbe réelle X;. Si cette dernicre est définie par
I’équation

y? = x(x — 1)(:c — a(t)) (:c — b(t)) (a: - c(t)),

ot a(t), b(t) et c(t) sont définis au §5.2.1} alors on pose

wl =p (s(t)dx - xda;)
' y ooy

ol la constante ¢ € C* est choisie de telle sorte que | 5 wy = 1. Par dichotomie,

il est alors possible d’obtenir une valeur approchée du point s(t) € IP’}C au-dessus
duquel s’annule la seconde différentielle propre w{ : d’apres la proposition[I.5.8]
cette forme vérifie

fm Wi f,gg wy
faz W fﬁl wta

Les périodes ci-dessus sont alors évaluées par un calcul numérique d’intégrales
hyperelliptiques. Nous donnons dans le tableau ci-dessous des valeurs approchées
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de s(t) pour quelques valeurs de ¢ :

N O U W N o

5(t) |
2.000000000000
1.837802037948
1.813151114384
1.809610141453
1.809102092729
1.809029195214
1.809019160582

Si I’on note

fﬁz Wt f/ﬁz Wi f,BQ Wt f,32 wy

At — (fal wt fal wg) et Bt — (‘]‘51 Wt fﬁl wl?) ,

on peut ainsi vérifier que

S0 0 0 ) (A (AN (saevE o ) g
0 010/ \B) \B 0 30-vE)) T

le terme d’erreur étant de 1’ordre de 107 2 10710 selon les valeurs de ¢ ci-dessus.
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Familles a un parametre de surfaces en genre 2

Résumé

Cette these porte sur certaines familles a un parametre de surfaces de Riemann
compactes de genre 2 définies par des surfaces de translation. Les familles que
nous considérons constituent des géodésiques de Teichmiiller dans 1’espace des
modules.
Nous nous attachons en particulier a décrire ces surfaces par leurs matrices des
périodes et par les équations des courbes algébriques associées. Nous étudions no-
tamment les automorphismes admissibles par les surfaces qui sont des courbes
réelles a trois composantes réelles dans ces familles.
Le principal résultat consiste en une caractérisation explicite des matrices des pé-
riodes des courbes réelles a trois composantes réelles appartenant a la famille ob-
tenue par projection dans I’espace des modules de la SLo(IR)-orbite de la surface
de translation en «L» pavée par trois carreaux.
Nous montrons enfin, grace a une interprétation en termes de transformations de
Schwarz-Christoffel, comment calculer numériquement une équation de la courbe
algébrique définie par une surface de translation en «L».
Mots clés. — surfaces de Riemann, surfaces de translation, courbes algébriques,
matrices des périodes, géodésiques de Teichmiiller.

One parameter families of surfaces in genus 2

Abstract

In this thesis we study some one parameter families of compact Riemann sur-
faces of genus 2 defined by translation surfaces. The families we consider are
Teichmiiller geodesics in the moduli space.
We mainly describe these surfaces by means of period matrices and equations of
the associated algebraic curves. We study admissible automorphisms for surfaces
that are real curves with three real components in those families.
The main result is an explicit characterisation of period matrices of real curves with
three real components belonging to the family obtained by projecting the SLo(R)-
orbit of the «L»-shaped translation surface tiled by three squares into the moduli
space.
We finally show, using an interpretation in terms of Schwarz-Christoffel transfor-
mations, how to numerically compute an equation of the algebraic curve defined
by a «L»-shaped translation surface.
Key words. — Riemann surfaces, translation surfaces, algebraic curves, period
matrices, Teichmiiller geodesics.
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