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Chapitre 1

Introduction

Le modéle standard et la théorie quantique des champs nous donnent & I’heure actuelle
la meilleure description connue et vérifiée expérimentalement des interactions entre partic-
ules. Les particules élémentaires existantes sont classées entre les médiateurs des interac-
tions, les bosons, et les particules de matiére, les fermions, présentés figure 1.1.

Particules
Bosons Fermions
"Rayonnement” "Matiere”
Quarks Anti-quarks Leptons Anti-leptons
‘glunns ‘ w* 25 ‘ ‘ phoinn‘ _—q = i p_
d|u d|u e v et| v
wo & €| | Elémentaires
== - A=
s | ¢ s | M vy B vy
b |t b | ¥ e | 4T

. ‘ b Composites

(Hadrons)
Mésons Baryons Anti-baryons
(Quark-anti-quark) (Trols quarks) (Trois anti-quarks)

FiG. 1.1 — Classification des particules dans le modéle standard

Le présent travail s’intéressera au secteur de la ChromoDynamique Quantique, QCD,
qui a pour but de décrire les interactions fortes entre les quarks et les gluons. Les quarks,
particules de spin % sont au nombre de six, différenciés par leur saveur. Les quarks up
(u), charm, et top ont une charge de 2/3, les quarks down (d), strange et bottom de -1/3.

Nous nous limiterons dans cette thése au doublet d’isospin formé par les quarks (u,d).
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Les gluons, particules de spin 1 sont au nombre de 8. Ces particules supposées ponctuelles
permettent alors de décrire un riche spectre de particules composites, appelés hadrons.

Le formalisme de QCD s’appuie sur la théorie quantique relativiste des champs. Les
champs fermioniques de quarks sont notés ¢% f(x) ou l'indice f se référe a la saveur (f =
u,d), a ala couleur (a=1..3) et v est un indice de spineur (a«=1..4). On fera apparaitre les
indices de couleur et de spineur aux moments opportuns. Les champs bosoniques de gluons
seront notés Aj,(2)(i = 1..8), (u = 1..4).

La densité lagrangienne de la QCD peut s’écrire sous la forme :

1, -
Loop = =7 ()" + $(i" Dy = mq)yh (1.1)
ou
F., = 0,Al, — 0,Al + gf7* Al AL (1.2)

est le tenseur associé au champ du gluon. Le terme ot il apparait dans le langrangien est
associé a la densité d’énergie du champ de jauge. On notera que le dernier terme dans
I’expression de Fﬁy est & l'origine de l'interaction entre 3 et 4 gluons. On définit également
la dérivée covariante :

Dy = 0y — igAl X' (1.3)

Les A sont les générateurs du groupe SU(3) (au nombre de huit), 4, =", AL)\i étant un
élement de I’algebre de Lie SU(3). Le second terme de 1.3 est responsable de I'interaction
entre quarks et gluons. Dans les expressions précédentes g est la constante de couplage
forte, my la masse nue des quarks.

La construction d’un tel Lagrangien se base sur les principes primordiaux de la physique
de particules que sont les symétries et l'invariance de jauge locale. En effet, il est invariant
sous les transformations de Lorentz, les symétries discrétes C, P et T et les transformations
de jauge. Nous reviendrons sur ce principe lors de la formulation de la théorie sur réseau.

Rappelons les deux caractéristiques principales de 'interaction forte qui découlent du
N (9))

T Ar

comportement de la constante de couplage effective a,(Q) en fonction de I’échelle,
représenté par la figure 1.2 :

— Pour @ — o00,a5(Q) — 0 : cette propriété est nommeée liberté asymptotique, [1, 2].
Aux petites distances 'intensité de l'interaction forte est faible. Il est alors possible
d’effectuer des calculs perturbatifs valides pour des échelles d’énergie @ 2 10 GeV,
c.a.d aux échelles d’énergie atteintes dans les accélérateurs.

— L’intensité de 'interaction forte devient grande pour des échelles Q < 1 GeV ce qui
correspond & l'ordre de grandeur de la masse des hadrons légers. Dans ce domaine
les effets non-perturbatifs de la théorie sont a prendre en considération.



0.5

sa Deep Inelastic Scattering

0.4 L\ oe ¢'e Annihilation
¢ Hadron Collisions
@ ® Heavy Quarkonia

03¢+

0.2

0.1}

=QCD a: (M) =0.1189%0.0010

1 10 Q [GeV] 100

F1G. 1.2 — Evolution de la constante de couplage forte a,(Q) = @ en fonction de I’échelle

Cette derniére remarque implique que ’étude des prédictions de QCD & basse énergie
nécessite des méthodes non-perturbatives. La formulation de QCD sur réseau, historique-
ment inventée par Wilson [3], est la seule méthode permettant d’accéder aux grandeurs
phénomeénologiques de basse énergie a partir de premiers principes.

En QCD sur réseau, nous aurons accés aux éléments de matrices (m|O|n) ou |n) et |m)
sont des états hadroniques et O un opérateur. Cette théorie est construite a partir du seul
Lagrangien QCD, mais nous aurons accés aux éléments de matrices correspondant a des
couplages électrofaibles. Dans cette thése, j'ai étudié par des calculs de QCD sur réseau
ces éléments de matrice correspondant au couplage d'un photon, d’'un W ou d’un Z avec
un nucléon. Mon travail portera sur les facteurs de forme ainsi que sur le premier moment
des fonctions de distribution de partons.

J’expliquerais au chapitre 2 les développements théoriques et les connaissances expérimen-
tales actuelles des observables mentionnées ci-dessus. Le chapitre 3 sera dédié a la formu-
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lation de la QCD sur réseau. J’introduirais la théorie de QCD avec des fermions twistés,
et mentionnerais les conditions de nos simulations. Le chapitre 4 explicitera la méthode
utilisée pour le calcul des facteurs de forme du nucléon dans cette approche. Cette partie
fera une large place & ’étude de 1’énergie du nucléon. Par la suite nous expliquerons la
chaine d’analyse pour 'extraction des éléments de matrice en justifiant les différents choix
effectués. Le chapitre 5 décrira les résultats que j’ai obtenus dans la cadre de la collab-
oration European Twisted Mass. Nous mettrons alors en avant le controle de nos effets
systématiques.



Chapitre 2

Facteurs de forme et fonctions de
distribution de partons

2.1 Facteurs de forme

2.1.1 Facteurs de forme électromagnétique

Historiquement, les premiéres indications de la nature composite du nucléon provien-
nent de la mesure du moment magnétique du proton et du neutron qui ont fait apparaitre
des déviations significatives par rapport aux valeurs attendues dans le cas de particules
ponctuelles de Dirac [4]. Au milieu des années 1950, les expériences de diffusion élastique
donnérent les premiéres mesures des distributions spatiales des charges électriques et mag-
nétiques [5]. De nos jours, les paramétres définissant la structure électromagnétique du
nucléon sont connus & une bonne précision. Nous expliquerons ici le processus de la diffu-
sion élastique électron-proton, la cinématique associée et introduirons les facteurs de forme
du nucléon.

La diffusion électron-proton est dite élastique lorsque 'état final hadronique est le
méme que 1’état hadronique initial. La cinématique utilisée est celle de la figure 2.1, avec
g=k— k' =p' —p. Lors de ce processus nous nous restreindrons & I’étude des facteurs de
forme dans la région oti le moment transféré est de type espace, soit ¢> = —Q? < 0.

L’expression de la section efficace différentielle non polarisée pour un état final hadronique
arbitraire (donc élastique ou inélastique) est donnée par (2.1).

T 2K (s) (2n)P2k) 1L @mpzgya T O P '

Dans cette expression p,, = > ' ; p; est 'impulsion totale du systéme hadronique pro-
duit, 2K (s) est un facteur de flux,

K(s) = /4l(ph)? — m2M3] (22)

5
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(R (k)
q
Nip) N{p')
===
S

Fia. 2.1 — Nlustration de la diffusion élastique électron-nucléon avec échange d’un photon

L’amplitude M,, est donnée par :

1
a2

My, = 2a(k, N )y u(k, )\)q

(n| 7 M (0)|N, 7, s) (2.3)

ou A\, X, s désignent respectivement les polarisations de I’électron incident, sortant, et du
nucléon incident. Les notations et conventions adoptées pour les spineurs libres u(k, \) et
u(k', \') sont explicitées en annexe 1.

Dans le cas élastique, I’état hadronique sortant est constitué par un unique nucléon.
L’information sur la structure du nucléon est codée dans I’élément de matrice du courant
électromagnétique (IV, v, s’\JﬂEM(O)\N, D, ).

Lorsque I'on néglige la contribution des quarks les plus lourds (c,b,t), le courant élec-
tromagnétique JfM s’écrit en terme de champs de quarks (¢, %4, 1) sous la forme :

2 - 1 - _
T = Sthutbu — 5 (Wavutha + Ysmuds) (2.4)

Comme nous le justifierons ultérieurement, nous nous limiterons & I’étude du courant
isovectoriel V4" :

V;?(O) - dju’)’;ﬂ/}u - @d%ﬂpd (2.5)
Dans le cas on la symétrie SU(2) d’isospin est exacte, si ’on considére le doublet d’isospin

formé par les états du proton et du neutron <z ), on a l’égalité :

(pIV,O)lp) = (plT7 M (O)lp) — (n]17 M (0)|n) (2.6)
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En QCD sur réseau nous évaluerons <p|V5(0)|p>. Aux moments opportuns, les facteurs
de forme associés seront respectivement notés avec un exposant p (n) lorsqu’ils sont as-
sociés au courant électromagnétique du proton (du neutron). On comparera les résultats
de QCD sur réseau avec les résultats expérimentaux obtenus pour les facteurs de forme
électromagnétiques du proton auquel on soustrait ceux du neutron.

Pour un état du nucléon quelconque | N, p| s), I’élément de matrice (N, v, s’\JfM(O)\N,ﬁ s)
se décompose sous la forme :

(N7, |TE O)IN, 7 5) = 00 [ R (@) + i 5 @) up) (2.1

C’est la fagon la plus générale de paramétriser cet élément de matrice qui respecte la

conservation du courant électromagnétique et l'invariance par parité. De plus 'invariance

par renversement du temps implique que les facteurs de forme sont réels. Les facteurs de

forme dépendent de la virtualité Q?> = —¢? > 0, invariant de Lorentz caractéristique du
processus.

Nous reviendrons sur la conservation du courant électromagnétique dans une partie

ultérieure. Le premier terme de la décomposition (2.7) est appelé courant de Dirac, le
second est le terme de Pauli (ou terme de courant magnétique anormal). La conservation
du courant a pour conséquence celle de la charge électrique. Dans cette paramétrisation
ceci se traduit par F1(0) = Q ou Q est la charge électrique du nucléon en unité de |e|. La
valeur de F»(0) = k est le moment magnétique anormal.
L’interaction magnétique est décrite par une contribution provenant du premier terme et
du second terme de la décomposition (2.7). En effet un calcul dans la limite ou la diffusion
s’effectue dans un champ magnétique lentement variable permet de montrer que le moment
magnétique ji s’écrit sous la forme :

4 Q

fi = (F1(0) +F2(0))%0 (2.8)
ou § = &/2 est le spin du fermion de charge Q et de masse m. Lorsque ’on considére
I'ordre dominant des calculs perturbatifs du processus pour une particule ponctuelle de
spin 1/2, F5(0) est nul. Cependant, aux ordres supérieurs, les contributions des photons
virtuels donnent une valeur non nulle & F5(0). Par exemple, pour un électron, au premier
ordre des perturbations, [5(0) = 5=, d’out son appellation de moment magnétique anor-
mal. La comparaison entre les valeurs expérimentales et les valeurs théoriques sont alors
compatibles avec le fait que les leptons sont des particules ponctuelles. Par contre, dans le
cas des baryons, les résultats expérimentaux montrent qu’ils ne peuvent pas étre considérés
comme ponctuels. Pour le proton

fip/ iy = 2.792 | (précision 10~°) (2.9)



8 Chapitre 2. Facteurs de forme et fonctions de distribution de partons

et pour le neutron

pin /iy = —1.913 , (précision 2.5 1077) (2.10)

e[

avee UN = oo-
P

, M, étant la masse du proton.

Il est possible de reparamétriser la décomposition (2.7) en terme de facteur de forme
électrique G (q?) et magnétique Gy (¢?) de Sachs définis par :

2
Op(@) = F(Q) ~ 12z (@) 2.11)
On(@) = FQY) + Bo(@) (2.12)

Dans le référentiel de Breit, c’est-a-dire le référentiel du centre de masse du systeme
constitué de la cible entrante et sortante, le nucléon entrant a une impulsion P = —%, celui

sortant a une impulsion P’ = +4. Le photon échangé porte une impulsion ¢ mais aucune
énergie. Les éléments de matrice dans le référentiel de Breit s’écrivent alors :

(No(7/2)195 (0)[Ns(=/2)) = 2M G5 (3*)dss (2.13)
(N (7/2)|T7M (0)[Ns(~/2)) = G (@)xL i x axs (2.14)
ol xs est défini en annexe. Dans ce référentiel et pour un nucléon dans la limite statique

(]|\/_[ﬂ — 0), la transformée de Fourier tridimensionnel de G g(¢?),
P

3 .
o) = [ e T G (@) (215)

a alors un role analogue a la distribution de charge "classique" [6]. De méme la transformeée
de Fourier de G/(¢?) peut s’interpréter comme la densité de magnétisation [7].

Les facteurs de forme G%, et G, peuvent étre extraits indépendamment a partir de la
dépendance de la section efficace élastique en fonction de I'angle de diffusion, en utilisant
la technique de séparation de Rosenbluth. Le rapport G%/Gh, a également été mesuré
au Jefferson Lab en utilisant la technique de polarisation transférée, montrant un écart
significatif avec les analyses précédentes obtenues avec la technique de Rosenbluth. La
réanalyse des données obtenus avec la technique de Rosenbluth, en prenant en compte les
phénomenes d’échange a deux photons [8] a permis de réduire la majeure partie de I’écart
entre les deux expériences, une résolution compléte du probléme restant encore en suspens
[9].

Avec les premiéres données expérimentales, le comportement global des facteurs de
forme électrique et magnétique du proton sur une large gamme en Q? était assez bien
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TAB. 2.1 — Paramétres de fit pour I'extraction des facteurs de forme électrique et magné-
tique du proton, en utilisant la paramétrisation de I’ Eq. (2.17).

Paramétre G, /p, GY,
ay —-1.465 3.439
as 1.260 -1.602
as 0.262 0.068
b1 9.627 15.055
ba 0.000 48.061
bs 0.000 99.304
by 11.179 0.012
bs 13.245 8.650

représenté par une forme dipolaire, Gg, Gy /pu = Gp avec :

1
Gp(Q?) = 7(1 Q2>2 (2.16)
+ —_
A2
et A2 = 0.71GeV2.

La gamme d’énergie couverte par les expériences s’étant étendue, la précision s’étant
améliorée, les données expérimentales montrent une claire déviation par rapport & la forme
dipolaire pour Q% > 1GeV?, figure 2.2. Pour les comparaisons avec les calculs de QCD sur
réseau, nous utiliserons les résultats des fits de [9], la forme fonctionnelle étant donnnée
par :
1+ Z?:l a; T L

GY,, Gh = —== .
B G/ 1 1+Z?:+12 biri

(2.17)

2
e

Pour les facteurs de forme du neutron, les derniers résultats expérimentaux ont été
obtenus par I’ expérience BLAST [10], figure 2.3, pour le facteur de forme électrique, et
Pexpérience CLAS, [11], figure 2.4, pour le facteur de forme magnétique. Nous laissons le
soin au lecteur de se référer aux articles pour de plus amples explications et références.

avec T 1= Les paramétres du fit sont donnés dans le table 2.1.

Pour G, j’utiliserais le résultat du fit de BLAST dont la forme fonctionnelle est donnée
par :

GE(Q*) = Z alhi/(1+Q*/b,)? (i=1,2) (2.18)

Les paramétres de fit sont :

a,=—ah, = 0.095+0.018, bl =2.77+0.83 bE,=0.339=+0.046 (2.19)
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Q® [GeV?]

FIG. 2.2 — Valeurs de G, et G%, extraites de I’analyse de [9]. Les cercles ouverts sont les
résultats d’'une analyse combinée de la section efficace et des mesures de polarisation. Les
lignes continues sont les fits avec la section efficace corrigée des effets de double photon
échangés et des données des mesures de polarisation.

Pour G7;, nous nous référerons aux fits de données expérimentales effectuées dans [12],
utilisant la paramétrisation (2.20) de Kelly [13].

GR(@”) _ L i T (2.20)
N L4 by + b o7 + by a7

Les valeurs des paramétres pour la facteur de forme magnétique sont données par :

=210 £4.56, b, =T77+31 b4 = 238+ 105, (2.21)
alty, = 8.28 + 3.89. (2.22)

Il convient de noter que les résultats sur les facteurs de forme électromagnétiques
obtenus en QCD sur réseau sont loin d’égaler la précision expérimentale. L’incertitude
de ces calculs nous restreindra a des fits avec peu de parameétres, concrétement & des fits
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0.1 : : T
A Neutron Recoil Polarization
B o Polarized Deuterium N
0.081— m] Polarized He-3 |
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— = =« Glazier
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== == VMD +DR

Cloudy Bag RCQM 7
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0 0.5 1 15

Q%1 (GeVic)®

F1G. 2.3 — Données mondiales sur G% obtenues par les expériences en double polarisation.
Les données correspondent aux expériences avec des cibles 2H non-polarisé (triangles ou-
verts), avec cible 2H polarisé (cercles et points noirs) et cibles 3H (carrés vides). L’erreur
statistique (petites barres d’erreurs) et systématique est ajoutée quadratiquement (grandes
barres d’erreurs). Le fit "BLAST" est décrit dans [10] . Sont également présentés les ré-
sultats récents basés sur les modéles de Vector Meson Dominance et relation de dispersion
(lignes pointillées rouge et vertes) et sur le cloudy-bag model avec quarks constituants
relativistes (ligne cyan). Graphique tiré de [10].

de forme dipolaire. Nous sommes donc surtout intéressés par utiliser des fits décrivant cor-
rectement la forme globale des données expérimentales et non dans une étude détaillée de
ces fits et de ces parameétres.

Enfin, une caractéristique des facteurs de forme est la pente & Q? = 0 qui définit le
rayon carré moyen par :
() = 0 ACnM () 229
E.M GE',M(O) dQ? Q2=0 .
Dans le référentiel de Breit et pour une distribution de charge sphérique et un nucléon
infiniment lourd, cette définition coincide avec la relation plus usuelle (2.24).

o0
<T12E,M> = 477/ dr7'4PE,M(7") (2.24)
0
Les valeurs expérimentales de ces rayons sont pour le proton, [14, 15] :

(r&) = 0.7087 4 0.0012 fm?, (r3;) = 0.679 + 0.045 fm? (2.25)
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FiG. 2.4 - Comparaisons des résultats expérimentaux pour G%,/(unGp) et des calculs
théoriques, figure tirée de [11].

La valeur du rayon de charge électrique du proton connait un regain d’intérét avec les
résultats récents obtenus a partir du Lamb-shift de I'atome d’hydrogéne muonique [14]. 11
montre un écart significatif avec la compilation des données mondiales obtenues & partir
de la diffusion électron-proton [16], (r%) = 0.769 4 0.013 fm? . Des calculs de QCD sur
réseau précis apparaissent cruciaux pour cette observable.

Pour le neutron, |16, 17] :

(r%,) = —0.116 £ 0.0022 fm? (r3;) = 0.762 £ 0.02 fm? (2.26)

2.1.2 Facteurs de forme axiaux

Expérimentalement, la désintégration d’un neutron |n,p, s) en proton <p,1;; , 8’| met en
jeu I’élément de matrice :
<p,1;;, 5/|JEC|n,ﬁ, s) = cos HC(p,];’, 5/|Vﬂ+ — A:{|n,ﬁ, s) (2.27)
ch est le courant chargé et prend la forme (en négligeant les quarks s,c,b,t) :
JCC = Puyu(1 — v5)ha + hec (2.28)

ot h.c correspond a I'hermitien conjugué. De maniére explicite V" = Yuvuta, Ab =
YuYu Y5 et O est 'angle de Cabibbo.

Dans le cas ou la symétrie d’isospin est exactement respectée, les facteurs de forme
associés aux éléments de matrices faibles (p,];’, s’\VMﬂn,ﬁ, s) et (p,];’, s']Amn,ﬁ, s) sont re-

spectivement égaux aux facteurs de forme issus des éléments de matrice (p,p’, s’ ]Vi’]p, D, s)
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((p,];’, s’|A2|p,ﬁ, s)). Cest la réalisation dans le cadre du modéle standard de ’hypothése
du courant vectoriel conservée (CVC), [18, 19]. Elle implique que gy = (p, 0, s’|VM+|n, 0,s) =
1.
Dans le cas de nos calculs sur réseau, la brisure de cette symétrie ne sera pas considérée.
Comme nous utilisons des quarks 1égers de masse dégénérée, la brisure d’isospin ne peut
provenir que d’artefacts dus a la discrétisation et peut étre a priori négligée. Nous cal-
culerons en pratique ’élément de matrice (p, 1;’ ,s' ]Ai[p, P, s) pour accéder aux facteurs de
forme axiaux.

De maniére similaire & la relation (2.7) et en conservant les mémes notations cinéma-
tiques, ’élément de matrice du couplage axial entre deux états du nucléon se décompose
sous la forme :

- . B . q
(NP | AN, B s) = () 335G a(Q2) + i a595Gr (@) u(p) (2.29)
Cette décomposition découle de I'invariance de Lorentz, des symétries discrétes C,P
et T et de I’absence de courant tensoriel axial [7], ce qui est consistant avec I’expérience.
G A(Q?) est appelé facteur de forme axial et Gp(Q?) le facteur de forme pseudo-scalaire
induit.

Expérimentalement, le facteur de forme axial est déterminé par la diffusion de neutrino
sur des protons et par I’électroproduction de pion chargé. Ces deux mesures souffrent toutes
deux de larges erreurs systématiques, provenant notamment de la dépendance aux modéles
théoriques utilisés pour extraire les données. Pour une revue plus détaillée, 'auteur renvoie
a [20].

Dans les connaissances actuelles, les données pour G 4(Q?) sont compatibles jusqu’a
Q? = 1GeV? avec une forme dipolaire :

2y _ gA
Ga(Q7) = RENCAD fj—% 7 (2.30)

La moyenne des données mondiales donne M4 = 1.026+0.021GeV pour les expériences de
diffusion de neutrinos et M4 = 1.069+£0.016GeV pour les expériences d’électroproduction,
soit un rayon de charge axiale associé¢ (définition similaire & (2.23)) valant respectivement

((r2))Y/2 = Y12 — 0,666 + 0.014 fm et ((r3))"/2 = 0.639 + 0.010 fm.
A . . . . .

Le facteur de forme pseudo-scalaire induit est & ’heure actuelle le moins bien connu
expérimentalement des facteurs de forme, voir figure 2.6. Les données expérimentales 21|
[22] [23] proviennent soit de la capture d’un muon par le proton, soit de 1’électroproduction
de pion. Gp(Q?) décroit rapidement en fonction de @? comme le prédit 'hypothése de la

dominance de pole de pion qui prévoit le comportement donné par :

Gp(Q?) N AME;
Ga(Q?*)  Q*+ M?

(2.31)
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Fic. 2.5 — Données expérimentales pour le facteur de forme axial normalisé

(G 4(Q*)/G 4(0)) obtenues avec les expériences d’ électroproduction de pion dans la ré-
gion seuil. La ligne pointillée montre un fit dipolaire avec une masse axiale M4 = 1.1GeV .
Figure extraite de [20].

Ce comportement se base sur le fait que Gp(Q?) doit étre dominé par le pole du pion
et en supposant que le courant axial est approximativement bien conservé, tout au moins
pour des masses de pions faibles (Partially Conserved Axial Current).

2.2 Fonctions de distribution de partons

Nous considérerons tout d’abord les notions relatives a la diffusion profondément in-
élastique non-polarisée puis nous expliciterons directement les relations d’intérét dans le
cas polarisé.

2.2.1 Diffusion profondément inélastique non-polarisée

Lors de la diffusion profondément inélastique, la. quadri-impulsion transférée par le
photon est élevée (Q? > 1GeV?), 'état final est un état hadronique de haute énergie. Ce
régime est du plus grand intérét car les impulsions mises en jeu peuvent avoir accés a la
structure en quarks et gluons du nucléon. Ce processus est présenté figure 2.7, ou ’état
X (prn) est indéterminé.

Afin de déterminer la section efficace totale donnée par I’équation (2.1), il faut alors élever
au carré les éléments de matrice donnés par (2.3) et sommer sur tous les états finals
accessibles. On fait alors sortir de cette expression, le tenseur W, (¢, p) défini par :
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FIG. 2.6 — Données mondiales pour le facteur de forme pseudo-scalaire induit Gp(Q?).
Les données d’électroproduction de pion sont les cercles pleins. Le losange est la moyenne
mondiale provenant de la capture muonique. La courbe en pointillés est la prédiction en
pole de pion (algebre des courants). Figure extraite de [20].

Wonlp.0) = o YO8 +p = pa) (.5 O)m) (O 55 (252
= /d4xeiq$<N,ﬁ,S|Jﬂ(x)J,,(0)|N,ﬁ,s> (2.33)

ol on a conservé les notations de la partie 1. Par invariance de Lorentz et conservation du
courant électromagnétique, ce tenseur peut se décomposer sous la forme :

g Wa(v, Q* Pd gy PA

W (p,q) = Wi (v, @) (5 — gu) + ( 5 )(p“ — " - 54¢")  (2.34)
q My q q

Nous avons fait apparaitre les invariants de Lorentz du processus Q2 et v = —p-q/My

et nous ferons apparaitre par la suite la variable de Bjorken xp; = %. En 1968, des

expériences effectuées au Stanford Linear Accelerator Center découvrirent que les fonctions
de structure adimensionnées [} o définies par :

Fl(xBJ, QQ) = MWl(V, QQ) (235)
FQ(.%'BJ, Qz) = I/WQ(V, QQ) (236)

ne dépendaient, en premiére approximation, que de zpg; et étaient constantes en fonction
de @Q? dans le domaine cinématique considéré.
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Fia. 2.7 — Tllustration de la diffusion inélastique électron-nucléon avec échange d’un photon.

Ce phénomeéne de scaling prévu par Bjorken, [24], a été expliqué un peu plus tard de
maniére plus intuitive par Feynman, [25]. Il supposa que lors de la diffusion profondément
inélastique sur un nucléon ultra-relativiste d’impulsion p, le nucléon se comporte comme
sl était constitué de 'partons’ de différents types (étiquetés par 'indice i), chacun ayant
une probabilité f;(x)dz d’avoir une impulsion entre zp et (z + dz)p. Si 'on note @Q; la
charge associée au parton du type i (en unité de e), on obtient alors que les fonctions de
structure sont données dans ce modeéle (et pour des partons de spin 1/2) par :

1 2
Wy(v, Q%) = ZQ?/O dein($BJ)5(V—2M€TR] (2.37)
1 1 2 2
Wi(v, Q%) = 52@?/0 d$Bin($BJ)2M€TR]5(V_2M€Tm) (2.38)

Ces fonctions obéissent aux régles de scaling de Bjorken, Fy(zps, Q%) = v5J > Qifi(xry)
et Fi(zps) = 33, Qifi(zpy) = ﬁFQ(I’BL}). Les partons seront par la suite identifiés
en terme de quarks et de gluons. Bien que le comportement de scaling de Bjorken est
une bonne approximation, il est modifié par la prise en compte des corrections radiatives.
Lors de la diffusion d’un photon sur un quark, un gluon peut également étre émis. Ce pro-
cessus va alors entrainer une dépendance logarithmique en Q2. L’évolution des fonctions
de distribution de parton fi(zps, @?) en fonction de Q2 peut alors étre calculée en QCD
perturbative. La formulation ayant la plus claire interprétation physique a été donnée par

les équations de DGLAP, [26].

Ces fonctions de distribution de parton, abrégées par PDF, riches au niveau de la
phénomeénologie de la diffusion profondément inélastique n’ont pas été construites ini-
tialement & partir de la théorie des champs sous-jacente. Le développement en produit
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d’opérateurs permet de définir de telles fonctions & partir de la théorie des champs. Nous
signalerons quelques points de ce développement afin d’introduire les opérateurs utilisés
sur réseau et les quantités associées. La dérivation compléte des calculs peut étre trouvée
dans les ouvrages de référence [27, 28].

Selon Wilson [29] la partie singuliére du produit de deux opérateurs A(x) et B(y) peut
se développer lorsque x, est au voisinage de y, sous la forme :

r+y
2

A(@)B(y) = ) Clhplr — y)On( ) (2.39)
n

L’ensemble des {O,,(z)} constitue un ensemble complet d’opérateurs hermitiens locaux
et les {C z(z)} forment un ensemble de fonctions singuliéres a valeurs complexes. Cette
relation est exacte dans le cas de la théorie libre et constitue un développement valide dans
la théorie asymptotiquement libre que I'on considére, QCD. Ce développement permet de
pouvoir considérer les contributions principales du produit d’opérateurs lorsque x — y. En
effet dans le cas d’une théorie invariante d’échelle, le comportement des coefficients C} 5(x)
se déduit par analyse dimensionelle et on obtient :

Chp ~ afon=da=ds (2.40)

ot dp est la dimension de I'opérateur O en puissance de la masse ou de 'impulsion. La
contribution principale de A(x)B(y) quand z — y est alors donnée par les opérateurs O,,
ayant la plus faible dimension. Dans le cas plus concret de théorie asymptotiquement libre,
ce comportement des coefficients reste vrai avec des corrections en puissance de In(x —1y)?.

Plusieurs étapes sont alors nécessaires afin d’obtenir le développement de J,(x)J,(0).
Dans la situation qui nous intéresse de grand Q?, ce sont les coefficients C% g les plus
singuliers lorsque 22 — 0 qui dominent ’OPE. La structure générale du développement en
produit d’opérateurs prend alors la forme :

A)B(-L) = 3 Clp(a®)p 2, 080 (2.01)
n
Dans cette situation les opérateurs qui contribuent au développement en produit d’opéra-
teurs sont classés selon leur représentation irréductible sous les transformations du groupe
de Lorentz. Ces opérateurs sont des tenseurs symétriques de trace nulle avec j indices de
Lorentz, c’est-a-dire des tenseurs irréductibles de spin j. Le comportement attendu des
coefficients lorsque 22 — 0 est :

Clip(a?) v (@) Ton—snta=do)/2 (242)

Le degré de singularité associé aux opérateurs est alors déterminé par leur twist 7 :=
do,, — jn- Les singularités dominantes proviennent alors des opérateurs de plus faible twist.
Les opérateurs de twist dominant, égal & 2, invariants de jauge sont données par :
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(9?“1"””*1(27) = @Ef(z)w{“iﬁ‘“...i?””*l}d)f(z) — traces (2.43)

ou f étiquette les saveurs de quarks; D = (l_?> - <l_?) /2 est la dérivée covariante agissant
a gauche et a droite; les accolades sur les indices de Dirac indiquent une somme sur
les permutations des indices. [.’élément de matrice entre deux états du nucléon d’un tel
opérateur est donnée par :

(N, p,s|(9““1 HH N L s) = Ap pu(p)y pHt.ptr u(p) (2.44)

On peut alors montrer qu’en utilisant les méthodes des relations de dispersion que :

1
2 [ @ Q) = 3D @R g Ans) + O0/@), (245)

f=u,d

1
/O dea" By, Q) = 3 &) (42/Q% g() Aus() + O(1/Q?).  (2.46)

f=u,d

Dans les formules précédentes, nous avons fait apparaitre la dépendance en 1’échelle
p des coefficients. En pratique nous comparerons les valeurs de A, r(u) & I'échelle de 2
GeV, obtenues d’ une part a partir des résultats expérimentaux et des calculs perturbatifs
des coefficients c 1(1?/Q% g(w)) et d’autre part a partir des éléments de matrice nus
calculés sur réseau et de leurs constantes de renormalisation associées.
Il convient de plus de noter que la dépendance en la quadri—impulsion transférée par le
photon est entiérement codée dans la dépendance des coefﬁments c ( 2/Q%, g(n)). Une

invariance d’échelle de Bjorken exacte correspondrait a c (Q2) = const
Par identification avec la valeur attendue dans le modele des partons, on trouve alors :

1
Ay = @y = [ das (o) - (<1 ) (2.47)

Pour les mémes raisons évoquées pour les facteurs de forme, nous nous restreindrons a
I'étude des courants iso-vectoriels, opérateur non-singlet, c’est-a-dire a A,, , — Ay, 4.
, : . . . .
Le cas de l'opérateur singlet A, , + A, 4 entraine des complications supplémentaires : le
calcul des coefficients de Wilson nécessite de prendre en compte le mélange sous la renor-
malisation entre les opérateurs gluoniques et 'opérateur singlet.

Nous aurons donc acces a (z"),, — (x")q := (") y_qg-

Pour n—1, élément de matrice associé est (N, 7, s[tr(2)v*)¢(2)|N, P, s) et correspond
au facteur de forme défini dans la partie précédente.

1
(Dy—a = /0 dr(fu(x) = fa(@)) = (fa(z) - f3(2)) = A7 = F}74(0) = G 4(0) (2.48)
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Si Pon définit fr,(z) = fr(z) — fp(z) comme la distribution des quarks de valence, 1’-

expression de la régle de somme d’Adler [30] pour le proton fol dz(fu,(x) — fa,(x)) =1
correspond & la conservation du courant électromagnétique.
Dans le cas n=2, 'opérateur qui sera utilisé sera :

0*(z) = 7/_)(2)(7030 - %(71(31 + 72(32 + 73(33))7'31#(,2) (2.49)

Il nous permettra d’évaluer sur réseau la fraction d’impulsion portée par les quarks :

(£ud = /0 dr 2(fu(x) + fa(x)) — (fale) + fa(z)) = AL (2.50)

Dans le cas du scaling de Bjorken :

1
(#)a =3 /0 dx(FF (z) — FY (2)) (2.51)

Les analyses récentes des PDF donnent <x>5TfQ6'6 ~ 0.154 [31] et (z)MESTO6 ~ (0,158
[32], voir également [33, 34, 35]. Les moments des PDF peuvent étre en principe déduit par
intégration sur x des données expérimentales. En pratique, les fonctions de structure ne
sont connus que sur un certain domaine en x. Les incertitudes systématiques introduites par
ce fait sont difficiles & estimer car elles dépendent soit d’extrapolations modéle dépendant,
soit de paramétrisations phénoménologiques.

2.2.2 Diffusion profondément inélastique polarisée

Lors de la diffusion inélastique polarisée, le tenseur WH¥ posséde une partie anti-
symétrique W4" par rapport a la situation précédente ou seul WE” était consideré :

W =wg + wh? (2.52)

Similairement a la partie précédente, les opérateurs d’intérét sont alors :

(’)}Lﬂ"“"_l (2) = @f(z)’y{“iﬁ‘“...iﬁ“”—l}ffwf(z) — traces (2.53)
L’élément de matrice entre deux états du nucléon d’un tel opérateur est donnée par :

(N, 5, 8| 0N 11 N s) = A pu(p)yp™ 0= 5 u(p) (2.54)
et la relation avec le modeéle des partons s’exprime sous la forme :

1

Ay = ("), = /0 dz 3" (A F5() + (—1)" LA () (2.55)

ot 'on définit Afy(x) = f}(w) — f}(w) qui correspond & la fraction d’hélicité portée par

les quarks , f;(az) (f ;(x)) étant la probabilité de trouver un quark avec un spin paralléle
(antiparallele) & la polarisation longitudinale du proton.
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Pour la valeur n—1, I’élément de matrice associé correspond au facteur de forme axial
définit dans la partie précédente.

1
(1) Au-na = / dr (Afu(@) + Afa(z)) = (Afa(x) + Afg(x)) = AL =ga (2.56)
0
Dans le cas n=2, les opérateurs qui seront utilisés pour évaluer < x > (,_q) seront :

0%(2) = ()75 (v D oy)s8(2) (2.57)

La valeur phénoménologique est < & >au—_aq~ 0.20 dans le schéma MS & une échelle de
uw=2 GeV, [36].

Dans ce chapitre nous avons passé en revue les résultats expérimentaux en lien avec la
gamme d’observables pour lesquels nous ferons une comparaison avec les résultats obtenus
en QCD sur réseau.



Chapitre 3

QCD sur réseau

La QCD sur réseau constitue la seule méthode pour effectuer des calculs de la théorie

QCD de maniére non-perturbative & partir des premiers principes. Elle fut introduite par
Wilson [3] et n’a pas cessé de progresser ces 30 derniéres années.
Dans ce chapitre nous expliquerons les principes de base pour passer d'une action dans
un espace continu minkowskien & une action dans un espace discret euclidien. Nous ver-
rons ensuite les fondements de la méthode permettant d’effectuer les calculs numériques
d’observables physiques. Nous spécifierons par la suite I'action utilisée dans le cadre de ce
travail et justifierons son choix. Enfin nous décrirons ’évaluation et le contréle des erreurs
associées a nos calculs et les ressources disponibles afin de les maitriser.

3.1 Discrétisation de ’action

Afin de pouvoir estimer numériquement et non-perturbativement les fonctions de cor-
rélations en QCD, on se place sur un réseau quadri-dimensionnel. Ces caractéristiques sont :
sa longueur spatiale, notée L, sa longueur temporelle, T, et sa maille, a. Les conditions
aux bords sont des conditions périodiques dans les directions spatiales. Dans la direction
temporelle elles sont périodiques pour les gluons et anti-périodiques pour les quarks. En
chaque point de ce réseau on définit un champ fermionique z/)gf(x). Nous partirons du
Lagrangien 1.1 afin d’obtenir une version discrétisée de QCD.

Pour construire une théorie sur réseau invariante de jauge locale définissons :

U(z,y) = Pexp(—ig /y A,u(z)dz) (3.1)

avec U(xz,xz) = 1 et en reprenant les notations du chapitre 1. P signifie que I’on ordonne
les champs le long du chemin allant de = & y.
Considérons :

A d A A d A
U(z,z + drfi) = exp(—igAj,(z + ;,&))\’dx) =1—igA,(z + ;,&))\Zd.’ﬂ +0(dx?) (3.2)

21
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Si on introduit la dérivée discrétisée covariante forward

Vo) = (UG, + ap)p(a +ai) - () 33

alors :
Vuvle) = [0 igAi(e + SNayb(a +ai) — ()] + Oa) (3.4
= (W +ai) — 9(@) — igAL(x + SN +ai) + O()  (35)

Au premier ordre en a, on retrouve la dérivée du continu, Eq. 1.3.
Nous utiliserons par la suite la notation suivante pour les liens de jauge :

Uu(z) :==Ul(z,z + afpr) (3.6)
en remarquant de plus que :
Uz, z +app) = Ul (z + aji, z) (3.7)

De maniére similaire, on définit la dérivée discrétisée :
= 1

V() = —[(@) - Ul(z — afp)(w — aji) (38)

Les dérivées précédentes nous permettent d’obtenir un terme cinétique invariant par
changement local de jauge sur le champ 9 (z).

Rappelons que dans le continu, 'action QCD est définie par :

SQC’D - /d4x£QC’D (3.9)

Pour passer de la version continue & une version discrétisée de ’action, on remplace

[dtz — a*y, -

—

/d4mﬁ(z’7“Dﬂ —my)p — a* Z 1/_)(%7“ <Vﬂ + ?;) —mg)Y (3.10)

L’ensemble des U, (x) Vx,u sera appelé configuration. Une configuration représentera une
valeur possible du champ de gluons. Il faut maintenant trouver un équivalent sur réseau
du tenseur Fj,, afin de discrétiser la partie de ’action relative au champ de gluons, en
s’appuyant encore une fois sur I'invariance de jauge locale.

On définit une plaquette Up(z; pu, v) par :

(@)U, (x + ap)Uy(x + ajfi + a)U, (x + ab)
(@)U (z + ap) U} (z + aD)U} (x) (3.11)

UP($§M7V) = UN
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) Uf:(:c + arr) o
r+al ¢ - ¥ tap+oav
Ul(z) Y 1 Ul +ap)

S

Fia. 3.1 — Représentation d’une plaquette

On consideére alors la trace d’une plaquette qui est invariant de jauge. En prenant garde
au double comptage des plaquettes on peut montrer [37, 38| :

%Z > ReTx %(1 — Up(a; p,v)) = i /d“xFWF"” +0(a?) . (3.12)

T pu<v

On obtient ainsi I'action de jauge dite de Wilson :

S, = g%z S ReTr éu — Up(as ). (3.13)

xr pu<v

L’action de jauge utilisée en pratique lors des simulations considérées dans cette thése
est appelé tree-level Symanzik improved gauge action et qui permet d’améliorer la limite du
continu. Elle inclut, en plus des termes de plaquettes, les boucles de Wilson rectangulaires
Ulx2 Elle s’écrit :

ey

4 4
Sy = gz (b - ReTx{1—Up(wsp.v)}+b1 Y ReTr{l —U;,z?y}>, (3.14)

p,r=1 pv=1
1<p<v nFY
. . ) 6 . )
ot B est linverse de la constante de couplage nue au carré, 3 = — et ou on a fixé
0
by = —1/12 et by = 1 — 8b; comme cela est requis pour obtenir la limite du continue

correcte [39]. On peut noter que dans le cas by = 0 on retrouve l'action de jauge de Wilson
s’exprimant a 1’aide des seules plaquettes.

Les raisons de ce choix sont détaillés dans [40] et proviennent de considération sur les
transitions de phase lors de la variation des paramétres de maille et de masse des quarks.
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3.2 De Minkowski a Euclide

De maniére générale, une théorie quantique des champs est déterminée par ses valeurs
moyennes dans le vide du produit T-ordonné des champs :

(01T p(x1)...6(2n)[0) = (0O, ), AJ|0) (3.15)

c.a.d les fonctions de Green de la théorie (ot ¢(z) correspond & un champ de quark ou
de gluon). Ces fonctions de Green peuvent étre formulées en terme d’intégrale de chemin
évaluée sur toutes les configurations possibles des champs [41].

010065, Al0) = | DADYDIESHF 00, 6,4 (3.16)
avec
Z = / DADYDipe' S04l (3.17)

Généralement, les intégrales fonctionnelles dans 1’espace de Minkowski sont complexes
et oscillent rapidement. Elles ne peuvent pas étre évaluées de maniére numérique sous cette
forme. Afin d’évaluer numériquement cette intégrale de chemin , il est nécessaire de passer
a des temps imaginaires. Pour cela définissons :

2t =i 2 =2F k=1,2,3 (3.18)
pt =i’ pF =pF k=123 (3.19)
(3.20)

Le produit scalaire minkowskien est :
rxy = guaty’ = 2090 — zly! — 22y — 233 (3.21)
Le produit scalaire euclidien est :
zy =x'y' + 222+ 23y + a2ty = —xxy (3.22)
Définissons également les matrices de Dirac euclidiennes % :

752,3 = —W{w,zs (3.23)
W =—im =" (3.24)

On ne considérera par la suite que la version euclidienne des matrices et 'on omettra
I'exposant . On choisira la représentation chirale de ces matrices, définie en appendice.



3.3. L’intégration des champs sur réseau 25

L’action S est reliée a sa version euclidienne par : S — S = —Sg et donc eStbAl
e~ SBlY,A]

On obtient alors un poids statistique dans I'expression de I'intégrale de chemin qui va étre
évaluée par des simulations Monte-Carlo.

L’utilisation d’'un temps imaginaire est donc indispensable pour résoudre numérique-
ment une théorie quantique sur réseau. Son utilisation a été étudiée par Dyson,Wick,Schwinger
et Symanzik [42, 43, 44, 45].

Les fonctions de Schwinger sont définies comme les fonctions de corrélation dans la
région euclidienne :

S(y g, 7)) = (0|...0(—ix}, T3)...|0) (3.25)

Ce sont elles qui seront évaluées sur réseau. On peut relier ces fonctions aux fonctions
de correlation T-ordonnnées dans I'espace de Minkowski par une rotation de Wick :

0T P(x1)...0(zn)[0) = ¢lim/28(...; T, €91; ) (3.26)
avec
ay, = (—izp, &) = (0, 3%) , 74 € R (3.27)

Osterwalder et Schrader ont montré que, sous certaines conditions, la théorie quantique
des champs minkowskiens peut étre reconstruite & partir la théorie quantique des champs
euclidiens. Nous laissons le soin au lecteur de se référer aux articles pour le détail de ces
conditions [46, 47, 48|.

3.3 L’intégration des champs sur réseau

3.3.1 Principes généraux

Nous cherchons a évaluer I'intégrale :
1 _ - _
(0) =~ / DUDYDpe 2PV, 4, U (3.28)
avec

7 = / DUDYDipeSel:U] (3.29)

Dans cette intégrale fonctionnelle, on intégre sur les variables de liens Uy, (z), éléments
du groupe SU(N). Tl convient de définir la mesure d’intégration DU, également appelée
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mesure d’Haar, qui doit respecter 'invariance de jauge. L’auteur laisse le soin au lecteur
de parcourir la référence [37] pour une définition détaillée.
La valeur moyenne d'une observable s’exprime par :

_ fDUDl/}DT/J w(wl)zﬁ(agn) e—SqQcp

(1) D)) D b (3.30)
avec Sgop = Sy[U] + Sp[U,v,v]. L’action fermionique se met sous la forme
Sr(U, %, 9] = ¢ DU (3.31)

oit D(U) est I'opérateur de Dirac. v et ¢ étant des variables de Grassmann, on a I'égalité :
/ DYDipe SFIU¥] = det D[U] (3.32)

On peut alors réexprimer 1’expression ci-dessus sous la forme :

_ DU(1)..9(x)...) 5, det D[U]eSclUD

(th(21)..p(zn)) = TDU det D[U[e—SalT] (3.33)

ou

[ DYDY(al)..p(wy,) e SFIU]
- [ D(Wpy)e=SrlUa¥]

(W(@1).b(xn)) g, (3.34)

On appellera simulations quenched les calculs numériques ot on fait 'approximation
det D[U] = 1, dans le cas contraire les simulations seront dites unquenched.
L’intégration sur les variables de Grassmann peut s’effectuer de fagon analytique car ’ac-
tion est bilinéaire dans les champs de Dirac. La quantité (w(xf)zﬁ(w,»SF n’est autre que
le propagateur d’'un quark sur une configuration donnée entre le point dit au puits z et le
point dit source x;. Grace au théoréeme de Wick, on sait que tout autre observable fermion-
ique s’exprime a 1’aide des propagateurs des quarks, ce qui nous permettra d’accéder a
la valeur moyenne de toutes observables fermioniques a partir de la valeur moyenne des
propagateurs des quarks sur un ensemble de configurations.

Monte-Carlo

Le calcul de la valeur moyenne des observables va s’effectuer en deux temps. Tout
d’abord il faut effectuer I'intégration sur les variables de liens. Ceci est possible en générant
une séquence de configurations de variables de lien dont la distribution de probabilité est
donnée par le facteur de Boltzmann e~5IY! puis en moyennant sur ces configurations.

o—SIUI N

) (3.35)

5~
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si I'ensemble des configurations U; est distribué selon une probabilité e~5IUl. Dans les
expressions ci-dessus, nous avons :
S[U] = S4[U] +log( det D[U]) (3.36)

La partie log( det D[U]) correspond a la prise en compte des quarks de la mer. C’est la
partie la plus difficile & évaluer et la plus coiiteuse de nos simulations.

Nous utilisons des méthodes de type Monte-Carlo pour construire une séquence de con-
figurations constituant un ensemble représentatif sur lequel les observables sont mesurées.
On choisit une configuration initiale C' en fixant en chaque point du réseau et pour chaque
direction une matrice de lien SU(3) et on calcule le poids associé & la configuration en
mesurant la valeur de l'action de jauge a partir des plaquettes de Wilson. Puis dans le cas
de I'algorithme de Métropolis, on choisit une nouvelle configuration C’ d’action S(C"), que
I’'on garde suivant les conditions suivantes :

— 5 e 5@ e=5(0) 1y configuration C’ est acceptée car I'action a été diminu?e.

— sinon la configuration est acceptée aléatoirement avec une probabilité %((CC))

On vérifie alors que les probabiltés de transition P(C' — C”) pour passer d’une configu-
ration C' 4 une configuration C’ vérifient I’équation de balance détaillée :

e SOP(C — ) = e 5P — ) (3.37)

Grace au formalisme des chaines de Markov, il est prouvé qu’un systéme vérifiant I’équation
de balance détaillée converge vers un unique état d’équilibre, ’ensemble des configurations
vers la distribution souhaitée. Des améliorations ont été apportées par des algorithmes
privilégiant les trajectoires dans I'espace des configurations qui sont classiques (utilisant
les équations dite de dynamique moléculaire) et permettent ainsi d’atteindre plus rapide-
ment les configurations représentatives. Les configurations de la collaboration ETMC ont
notamment été générées par l'algorithme dit Hybrid Monte Carlo [49, 50, 51] avec plusieurs
améliorations successives. Sur chacune des configurations, nous devons alors calculer les
propagateurs de quarks associés.

Calcul des propagateurs de quarks

Les calculs des propagateurs de quark S(zf, )y = (w(xf)q/?(xi»SF se raméne a la
résolution d’un systéme linéaire. S(xf,z;)y est solution de I’équation :

agb a; _
Z Daj;’y(xfa y)S'I;al (ya xl) - 6If,mi5af,ai5afai (338)
Y:by

o Dgﬁg(xf,y) est 'opérateur de Dirac associé & I’action utilisée défini par Sg[U,,v] =
Y D(U)p. Sa forme explicite sera précisé plus loin. Pour déterminer Sg’;g; (xf,2;), il faut
résoudre ce systéme linéaire sur chacune des configurations. Afin de limiter le temps de
calcul, le point x; sera fixé, et on déterminera le vecteur SZ;Z‘;; (x£,0) en utilisant les méth-
odes basées sur le gradient conjugué. Des améliorations algorithmiques conséquentes ont
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été mises en place afin de diminuer le temps de calcul de cette étape. Nous laissons le
lecteur se référer a [52] pour de plus amples détails.
3.3.2 Doublement de fermions contre action fermionique de Wilson

Lorsque I’on passe & une théorie sur réseau dans un volume L, les impulsions permises
sont discrétes et inclues dans la zone de Brillouin :

2
7= {m=Fok=123}0<u <L-1 (3.39)

La relation de dispersion obtenue a partir de I’équation 3.10 est alors :
3 1
E;=+ <m§ +3 a? sin2(aqk)) 2 (3.40)
k=1

Lorsque a tend vers 0, on retrouve la relation de dispersion du continu mais on a :
Eq = Eqiq, (3.41)
avec
G = (ulﬂ-a U, U37T), w; € {0’ 1} (342)

Ce probléme est connu sous le nom de dédoublement de fermions. Pour obtenir la limite
du continu correcte, il faut éliminer ces fermions supplémentaires. Une des solutions a ce
probléme a été donnée par Wilson qui proposa de modifier 'action fermionique naive en
lui ajoutant un terme dit de Wilson :

—ar—= =,
S\%:Sgaive_zwjvuvuw (343)

r est appelé paramétre de Wilson. On notera :

1 — — ar — —
Dy =57 (Vu+ V;) - 5V.Vs (3.44)
Le terme de Wilson est supprimé lors de la limite du continu car il est de dimension 5.

La relation de dispersion est modifiée de la sorte [37] :

1
2

Ez= i{ [mq + 2 23:(1 - cos(aqk))} ’ + ZS: a2 sin2(aqk)} (3.45)

k=1 k=1

ce qui montre que les fermions doublers acquiérent une énergie infinie lorsque a — 0. Le
terme de Wilson soigne la maladie de dédoublement de fermions mais le terme de Wilson
brise la symétrie chirale dans la limite m, — 0. En fait il a été démontré par Nielsen et
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Ninomiya [53, 54, 55] qu’il est impossible de formuler sur réseau une théorie hermitienne,
locale et pour laquelle {D,~5} = 0 sans avoir de dédoublement de fermions. Dans le cas
de ’action de Wilson la restoration de la symétrie chirale s’effectue & la limite du continu.

Il existe différentes discrétisations possibles de I'action QCD qui convergent vers la
limite du continu. Chacune d’entre elles possede ses avantages et inconvénients en terme
de symétrie brisée. Dans cette thése je me suis restreint & la discrétisation avec des fermions
twistés.

3.4 Introduction i la twisted mass

3.4.1 Point de vue du continu

La formulation d’une action avec une masse twistée a été introduite dans les articles

suivants [56]. Pour une revue du domaine nous renvoyons également a [57].
Son étude a été motivée par le probléme de configurations exceptionelles. En effet dans
le cas quenched, les faibles valeurs propres de 'opérateur de Dirac posent probléme pour
générer les configurations. L’intérét de cette action dans les simulations unquenched vient
du fait qu’elle permet dans un cas particulier d’obtenir une action discrétisée ou les effets
de discrétisation dans les corrélateurs sont en O(a?) (au lieu d’étre en O(a) dans les actions
stantards), ce que I'on appellera "amélioration automatique en O(a).

Vérifions tout d’abord que la théorie du continu formulée avec une action de masse
twistée est équivalente a QCD. Considérons la version du continu de cette action & partir
d’arguments classiques. Nous appellerons I’ensemble des champs de fermions {y, x} la base
twistée. Dans cette base 'action twisted mass QCD (tm QCD) s’écrit :

S b, G = / A2 1Dy + g + 5 T3i1g) X (3.46)

ol my est la masse nue non-twistée des quarks et j, est la masse twistée des quarks , 73
étant la troisiéme matrice de Pauli agissant dans I’espace des saveurs. Définissons la masse

polaire M = , /m2 + uZ et 'angle a vérifiant :
tana = 12 (3.47)
Mg

Le terme de masse de ’action twistée peut s’écrire comme mg + iv573/g = M i3
Si on effectue le changement de variables, appelé rotation axiale :

Y = exp(iwys573/2) X

Y = Y exp(iwys73/2) (3.48)

alors ’action tm QCD s’écrit dans le cas a =w :

Stm[¥, 1, G] = / d*z¥ [y, D, + M) (3.49)
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et on retrouve la forme standard de ’action QCD. L’action tmQCD n’est donc qu’une
réexpression de 'action QCD dans une autre base appelée base twistée. L’action tm posséde
donc les mémes propriétés de symétrie que 'action QCD. Les transformations de symétries
dans la base twistée sont reliées au transformations de symétrie du continu par I’équation
3.48. La correspondance entre la base physique des opérateurs en la base twistée peuvent
se trouver dans [57] .

Il conviendra de bien noter dans quelle base sont développées les différentes formules.

Au niveau quantique lorsque ’on écrit la valeur moyenne dans le vide d’un opérateur,
nous avons :

(Ol.71) = [ PADYDGESEA01, 3, 4] (3.50)

La transformation de ’équation 3.48 constitue un changement de variables qui ne modifie
pas la mesure de I'intégration, elle n’est pas anormale. Si la théorie est renormalisée dans
un schéma indépendant de la masse, [58], on en déduit :

(O, V1) (g,0) = (O X XD (mm,pam) (3.51)

ot les indices inférieurs des fonctions de corrélation désignent pour le membre de gauche la
masse du quark dans la théorie standard de QCD, pour le membre de droite les paramétres
dans la théorie de tmQCD. L’indice R signifie que I’on utilise les quantités renormalisés.
L'opérateur O™ [y, x| est également reli¢ & O[y),1)] par la transformation de 1’équation
3.48. Les fonctions de corrélations en QCD sont des combinaisons linéaires des fonctions
de corrélations en tmQCD. Le calcul des fonctions de corrélation en tmQCD donnent accés
aux observables de QCD aprés avoir effectué le changement de base adéquate.

La procédure suivie pour calculer les fonctions de corrélation QCD est la suivante :

— prendre comme point de départ ’expression des fonctions de corrélation QCD.

— effectuer la rotation axiale sur les champs présents dans la fonction de corrélation

— calculer les fonctions de corrélation avec 'action discrétisée de tmQCD, pour des

parameétres choisi.

— calculer les constantes de renormalisation avec ’action discrétisée tmQCD

effectuer la limite du continu des observables renormalisées.

3.4.2 Sur réseau

L’action réseau fermionique en twisted mass prend la forme suivante :

Stm =a’ Z{)Zx [Dw + mg + i75T341] X:v} ; (3.52)

r est fixé & r = 1 dans nos simulations. La masse nue des quarks m, est reliée au parametre
appelé hopping parameter x par k = 1/(8 + 2am,). La masse non-twistée des quarks doit
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étre renormalisée & l'aide d’une constante additive m..;+ et d’'une constante multiplicative
L,

mp = Zm(mq - mcm’t) (353)

L’angle de twist renormalisé vaut :

Z
tan(w) = S R — (3.54)
Zm Mg — Merit
ot Z,, est la constante de renormalisation de la masse twistée p,. Les fermions de masse
twistée sont dits étre & maximal twist lorsque mp = 0, k sera alors a sa valeur dite critique
Rerit -
Il convient de modérer les arguments d’équivalence entre la théorie QCD et la théorie
twisted mass lorsqu’on se place sur réseau. Dans la base physique aprés avoir effectué la
rotation axiale :

© (3.55)
~ — — ar — =
Dw = 5 (Vu+ V) - SV,

Le terme de Wilson brise la symétrie axiale qui donnait la correspondance entre les 2
théories du continu. Ces théories correspondent donc & des régularisation différentes, c’est-
a-dire qu’elles différent pour des mailles de réseau fini mais possédent la méme limite du
continu. Les 2 théories partagent les symétries suivantes : invariance de jauge, rotations
euclidiennes du réseau, translations et conjugaison de charge. Par contre par rapport aux
fermions de Wilson, 'action de tmQCD sur réseau brise certaines symétries de 'action
classique a maille du réseau finie qui ne sont restorées qu’a la limite du continu : symétries
de parité, d’isospin et de renversement du temps. Le terme brisant ces symétries est nul a
la limite du continu. Nous allons voir que la théorie de masse twistée permet d’obtenir une
ameélioration automatique en O(a), et on espére ainsi que U'effet de ces brisures sera faible.
Cet effet dépendra des observables considérées et on s’attachera a le garder sous controle.

3.4.3 Un twist maximal pour une amélioration automatique en O(a)

Apres avoir décrit les défauts d’une telle discrétisation, regardons maintenant quels
en sont les bénéfices. Pour les actions discrétes, il est habituellement possible d’améliorer
la convergence vers la limite du continu en suivant le processus développé par Symanzik
[59, 60, 61]. Cela consiste a rajouter dans l’action et dans tous les champs des contre-termes
permettant d’éliminer les effets en O(a). Malheureusement, les coefficients de ces termes ne
sont a priori pas connus et doivent étre déterminés au cours des simulations, augmentant
considérablement les cotits de calcul. Mais pour I'action de twisted mass, il a été remarqué
que pour un choix judicieux de 'angle de twist, on obtenait une amélioration automatique
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des effets de discrétisation, [62].

Considérons tout d’abord l'action de Wilson.Il a été montré dans [62] qu’en effectuant
le développement & la Symanzik d’un corrélateur :

- Mmq)} = Bo)]  +0(). (3.56)

[y = 311©)

; +(0)
(mq) 2 (rymq)
Le coefficient Cg (1) est une fonction finie de r et g3, lexposant cont indiquant la valeur
dans le continu.
Nous ne rentrerons pas ici dans les détails de la démonstration de [62] mais 1'utiliserons
pour expliciter 'automatique amélioration en O(a?) de la twisted mass QCD sur réseau.
L’action tm sur réseau est invariante pour les deux transformations suivantes : [r — —r] x

[w— w4+ 7] et P X (w— —w) ol (en rappelant la définition zp = (—x,1)) :

Uo(z) — Ug(zp),  Up(z) = Ul(xp—ak), k=1,2,3
P %h(ﬂﬂ) - Vprh(xP) (3'57)

qszh(x) - lﬁph(xP)’YO

est la parité physique de la théorie. On remarque alors que dans le cas de maximal
twist (w = =£7/2) ces deux transformations sont : [r — —r| X [£7/2 — Fr /2] et
P x (Fr/2 — +7/2). L’application successive de ces 2 transformations sur un opérateur
permet d’obtenir :

o — (0 — PO 3.58
< >‘(—r,mq,w::|:7r/2) < (rymg,w=Fn/2) < >(r,mq,w::|:7r/2) ( )
o) = 2o P(O (3.59)
(mgq,w==£7/2) ) 2 (r,mg,w==+m/2) (r,mg,w==%7/2) ’
0 cont 9
= r){(O + O(a 3.60
g™, +0) (3.60)

On obtient ainsi une amélioration automatique des effets de discrétisation en O(a?) &
maximal twist si I’on effectue une moyenne sur ’opérateur et son partenaire sous parité.
En appliquant le résultat précédent aux valeurs propres de l'énergie Ej, d’un état
hadronique étiqueté par h,n ayant une impulsion E, on obtient :
1 -

5| B Bs 5oromy) + IR — K| = Bt (B, my) + O(a?) (3.61)

Pour les éléments de matrice d'un opérateur O pris entre deux états hadroniques
<h,n, k‘| et |h’,n/,k/>, soit (h,n,k|@|h,,n/,kj/>|(i”/2)

(rimg) » O1L €N déduit :
g
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3)

1 - = ( = | (
5 <h,n,k!(’)[h/,n,,k/> ( )+nhn hn /( k!(’)[h/ ]{7,>

Mg

+0(a?),

T - -, |cont
¢8(Gm)(h . KO K}

Mq

ol n,?n hnt = NMhon(— 1)PO 0y 4y, avec nyp, ,, nombre quantique de parité des états du con-
tinu, et po celui de 'opérateur. Aﬁn de bénéficier de cette amehoratmn automat1que dans
tous nos calculs on combinera les résultats obtenus aux impulsions ket —k.

Nous venons de voir que "amélioration automatique des effets de discrétisation en
tmQCD a lieu & maximal twist. Pour se placer dans ce cas il convient d’avoir une procédure
simple pour déterminer & quel angle de twist les simulations sont effectuées. Cette procédure
se base sur la définition de la masse Pseudo-Axiale Partiellement Conservée et peut étre
trouvée dans la bibliographie susmentionnée.

3.5 La renormalisation

Le langragien de QCD sur réseau comprend les paramétres suivants : la constante de
couplage nue go et les masses des quarks nues m,. Dans notre cas seules 2 saveurs de quarks
légers de masse dégénérée sont considérés et nous n’aurons que 2 parameétres.

Lors d’un calcul perturbatif de processus dans lequel intervient une particule virtuelle,
on obtient des résultats divergents dans la plupart des situations. Un moyen de supprimer
ces divergences, c’est-a-dire de régulariser la théorie, est d’introduire un cut-off u. Les
calculs sur réseau constituent une maniére de régulariser la théorie, le cut-off ultra-violet
étant fourni par 'inverse de la maille. Si la théorie quantique des champs constitue une
théorie valide pour décrire les phénoménes physiques aux échelles d’énergie qui nous sont
actuellement accessibles, la mesure des observables ne doit pas dépendre de la maniére dont
on effectue la régularisation. Cette procédure de régularisation doit étre complétée par une
procédure de renormalisation afin d’extraire de la théorie les prédictions physiques. La
renormalisation permet de faire la correspondance entre notre théorie calculée avec notre
régularisation et la limite correcte du continu.

Considérons une fonction de corrélation < @ > pour un opérateur qui s’est renormalisé
de fagon multiplicative. L’indices R se rapportera aux quantités renormalisées. Les valeurs
de < O > (a) correspondent aux quantités évaluées sur réseau pour une maille a. Le
passage des quantités sur réseau aux quantités physiques & une échelle u donnée s’effectue
grace a :

<O >p(p) =Zo(pa,g(a)) <O > (a) (3.62)
(3.63)
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Les constantes de renormalisation Zp dépendent de apu, g(a) et de Popérateur (schéma
de renormalisation indépendant de masse). Les constantes de renormalisation utilisées dans
cette thése pour renormaliser les opérateurs ont été obtenues avec le schéma RI-MOM [63],
[64]. Nous reviendrons sur leur valeurs au chapitre 5.

3.6 Estimation des erreurs

3.6.1 Les erreurs statistiques

Les observables mesurées par les calculs de QCD sur réseau nécessitent de moyenner
les valeurs des quantités sur un ensemble de configurations donné. De ce fait chacun de
nos résultats est entaché d’une erreur purement statistique. Afin d’avoir un estimateur
correct de nos erreurs statistiques, nous utiliserons la méthode de rééchantillonage jackknife
[65, 66, 67, 68].

Nous avons a notre disposition un ensemble {O(U;)}, @ = 1..N, pour une observable
mesurée sur N configurations. A partir de cet ensemble, nous construisons Nj = % en-
sembles {O}; ayant chacun N — j éléments, j étant fixé, définis par {O}; = {O(U;)} —
{O(U(1j—j+1))s -+ O(Us5))}. Sur chacun de ces ensembles jackknife, nous évaluons la moyenne :

Jj—j N
O, = NL_( > o+ Y owy) (3.64)
)3 Jj+1

On peut alors montrer que ’erreur est estimée par :

Ny

N—j—1 _
o?=——" = O;—0)? 3.65
N JZ::I( J ) (3.65)

Cette méthode de calcul d’erreur sera utilisée dans toutes nos étapes de calculs. Nous
utiliserons la valeur j = 3, aprés avoir déterminé que cette valeur est suffisante pour un
calcul correct de I’erreur.

3.6.2 Les erreurs systématiques

Les calculs sur réseau possédent intrinséquement 3 sources d’erreurs systématiques liées
4 nos paramétres de simulation :

— les erreurs systématiques de volume liées a la dimension spatiale, L, et temporelle,
T, finies de notre réseau.

— les erreurs systématiques de discrétisation liées a la maille finie de notre réseau, a.
Nous avons vu a la section 3.4.3 qu’elles se comportent en O(a?) en twisted mass.

— les erreurs systématiques liées aux masses de pion accessibles dans nos simulations.
En effet au parameétre p, de nos simulations va correspondre une masse de pion m.
A cause de I'explosion du temps de calculs lorsque f, est trop faible, les masses de
pion accessibles sont actuellement supérieures a 260 MeV.



3.6. Estimation des erreurs 35

Pour contréler chacune de ces erreurs, on effectuera des simulations pour un ensemble
de paramétres. Puis nous devons en théorie extrapoler dans la limite de volume infini, de
maille nulle et & la masse de pion physique. En pratique ces extrapolations sont limitées
par notre ignorance de la forme analytique précise de ces extrapolations, I’ensemble re-
streint de parameétres auxquelles sont effectués nos simulations mais aussi par les erreurs
statistiques des résultats dans le secteur du nucléon.

Pour I'extrapolation en volume infini nous n’avons qu’un ensemble de paramétre qui
differe par leurs volumes uniquement et ce pour deux volumes. Ceci ne nous permettra
pas de justifier que les formules d’extrapolation peuvent s’appliquer. Nous serons limités a
constater si ces effets de volume sont importants.

Pour 'extrapolation & la limite du continu, plusieurs ensembles différent par leur maille
uniquement mais seulement avec deux mailles différentes. Nous pourrons malgré tout es-
timer si ces effets de discrétisation sont importants sur nos résultats. De plus nous serons
attentifs a leur présence 14 ou ils peuvent étre détectés.

Enfin nous avons principalement 4 masses de pion différentes allant de 260 a 470 MeV.
Afin d’extrapoler vers la limite du pion physique, il convient alors d’utiliser les formules
déduites de la théorie des perturbations chirales. Les défauts majeurs de cette théorie sont,
d’une part, qu’il est impossible de connaitre a priori son domaine d’application dans le
secteur du nucléon, d’autre part que I'estimation de I’erreur systématique est difficile. En-
fin les formules disponibles pour les facteurs de forme du nucléon peuvent mettre en jeu
un grand nombre de parameétres & ajuster ce qui diminue leur caractére prédictif. A 'heure
actuelle et selon mon point de vue, 'utilisation des extrapolations chirales sur les données
de QCD sur réseau pour les facteurs de forme du nucléon constitue une vérification de la
théorie des extrapolations chirales et non une méthode d’extrapolation fiable et controlée
de nos données vers la masse de pion physique. Pour cette raison, ces extrapolations n’ont
été que peu exploitées dans cette thése.

Le bilan précédent de nos erreurs systématiques et leur exploitation peut paraitre mo-
rose. Ce n’est cependant pas le cas. En effet la trés grande force de la QCD sur réseau tient
dans le fait qu’elle constitue une discipline en perpétuelle amélioration. Avec 'augmenta-
tion des ressources de calculs et les améliorations algorithmiques, il sera possible dans un
futur plus ou moins proche d’effectuer des simulations pour des parameétres de simulation
ou les 3 erreurs systématiques précédentes seront négligeables. Pour arriver & un tel but,
il est nécessaire d’étudier aujourd’hui I'importance des différentes sources d’erreurs afin de
prévoir quels sont les paramétres judicieux pour les futures simulations. On suivra cette
ligne directrice pour I'exploitation des résultats obtenus, qui constituent les premiers ré-
sultats de QCD sur réseau sur les facteurs de forme du proton utilisant les ensembles de
I’European Twisted Mass.



36 Chapitre 3. QQCD sur réseau

3.6.3 Les ensembles

Les ensembles produits par la collaboration European Twisted Mass sont & I’heure
actuelle ceux permettant le meilleur controle des erreurs systématiques. Les désignations
des ensembles utilisés et leur caractéristiques sont données dans le tableau 3.1. Ainsi nous
avons & notre disposition des ensembles pour 3 mailles différentes pour des masses de pions
allant de 260 MeV & 470 MeV.

Ensemble (L/a)? x T/a g ajiq Kerit amq
B, 243 x 48 3.9 0.0040 0.160856 0.136
By 0.0064 0.169
Bs 0.0085 0.194
By 0.0100 0.210
Bg 323 x 64 0.0040 0.134
B 0.0030 0.117
@ 323 x 64 4.05 0.0030 0.157010 0.104
Cs 0.0060 0.143
Cs 0.0080 0.165
D, 483 x 96 4.2 0.0020 0.154073 0.074
D, 323 x 64 0.0065 0.133

TAB. 3.1 — Résumé des ensembles de ETMC utilisés. Sont donnés le volume du réseau
L3 x T, les valeurs de 'inverse de la constante de couplage 3 et le paramétre de twisted
mass afiy, le parameétre de hopping critique kit étant déterminé a fig min (i.€. & la valeur
de afiy apparaissant & la méme ligne que keri¢). Sont également données les masses de pion
mesurées en unités réseau.

Par souci d’économie de la puissance de calcul I’'ajustement & maximal twist est effectué
pour une seule valeur de la masse des quarks nues de nos simulations, soit la plus légére
[69].

Les valeurs de la maille du réseau fixées dans le secteur du nucléon correspondantes
aux 3 valeurs de (3 sont a ~ 0.0885fm (8 = 3.9), a =~ 0.0699 fm (8 = 4.05) et a ~ 0.0556 fm
(B = 4.2) [70]. Ces mailles ont par ailleurs étaient fixées dans le secteur des mésons [71].
Les valeurs obtenues différent dans le pire des cas d’un facteur 1.1. Par souci de cohérence
avec les résultats de la collaboration publiés sur la masse du nucléon [70], nous utiliserons
les déterminations dans le secteur du nucléon.

Nous avons décrit dans cette partie les principes fondamentaux de la QCD sur réseau
ainsi que le cadre général des calculs effectués. Nous allons expliciter au prochain chapitre
la méthode pour accéder aux facteurs de forme du proton en tmQCD sur réseau d’un point
de vue technique.



Chapitre 4

Méthodes de calcul des observables
liées a la structure du nucléon en
QCD sur réseau

Dans cette thése nous nous sommes intéressés aux propriétés du nucléon. Le choix a
donc été fait d’écrire les formules des différents opérateurs spécifiquement pour le proton,
privilégiant la compréhension de la formulation & ce cas spécifique au détriment d’une
formulation plus générale qui rendrait plus opaque les formules.

Rappelons de maniére schématique le principe du calcul. Un corrélateur

(Ot +71)0(t)), 7>0 (4.1)

peut étre évalué numériquement suivant 'intégrale fonctionnelle
1 _ _
(Ot +1)0®) = / DUDYDYe EP VIOt + 7)O(t) (4.2)

Dans cette partie nous expliciterons la méthode pour calculer la valeur moyenne des opéra-
teurs des fonctions & 2 et 3 points a partir des propagateurs de quark & partir de cette
formulation. D’autre part :

(Ot +71)0(t)) = (0eHTO)
= > _[0[Ofn)[Pe M (4.4)

Nous utiliserons par la suite ce type de relation afin d’extraire des données les quantités
physiques M, et [(0]O|n)|? & partir des corrélateurs estimés numériquement.

37
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4.1 Champs interpolants

4.1.1 Champs locaux

En théorie quantique des champs, les particules sont représentées par des opérateurs.
Chaque (anti)-particule est représentée comme l'action d’un opérateur sur I'état vide. Les
observables physiques s’obtiennent & partir de la moyenne d’opérateurs entre deux états du
vide. La formulation sous forme d’intégrale de chemin nous permet d’exprimer cette valeur
moyenne en terme d’intégrale sur les variables de champs. Dans une situation d’un calcul
théoriquement parfait, nous aurions donc accés a la valeur moyenne sur tous les états de
QCD de toutes les combinaisons d’opérateur de champ possible. La réalisation pratique
des calculs nous pousse a modérer cette ambition.

Nous allons considérer les opérateurs de champs dont le recouvrement avec les états de
QCD nous permet de sélectionner les états souhaités. Les champs dits interpolants sont
construits en s’appuyant sur les nombres quantiques des particules.

Le champ interpolant du proton choisi(dans la base physique) a la forme suivante
[72, 73] :

Po(z) = e (u ()" Cysd’ (x)ug,(x) (4.5)

o

Ce champ interpolant posséde certains nombres quantiques caractéristiques du proton.
Le proton est un singlet de couleur, il est formé de 3 quarks de couleurs différentes via le
tenseur antisymétrique de couleur €g.. Il posséde deux quarks de saveur up et un quark
de saveur down, sa charge d’isospin associée est de 1/2. Il n’est par contre pas projeté sur
I+% 1—7
et
2 2

son état de parité défini. En le multipliant par les matrices on projette

respectivement sur les états de parité positive et négative.

L’action de ce champ sur les états de QCD sera non nul pour tous les états possédant
les nombres quantiques énumérés précédemment. L’état fondamental, c¢’est-a-dire celui de
plus faible masse, sera le proton. Les autres états sélectionnés par ce champ seront appelés
par la suite les états excités du proton.

Ils seront en pratique de deux types :

— les états correspondants aux excitations physiques du proton qui se distinguent entre
eux par leurs excitations orbitales et/ou radiales. Afin de maximiser le recouvrement
du champ avec I’état du proton on utilisera des méthodes dites de smearing vu a la
section suivante.

— par abus de langage, les états de QCD dont le recouvrement avec ce champ serait
nul si les symétries de ’action étaient exactement celle du continu. L’action réseau
brise certaines de ces symétries. En principe les états de notre théorie devraient donc
étre étiquetés par les nombres caractéristiques des symétries de ’action utilisée. Nous
utiliserons la base des états du continu pour décomposer ces états et les symétries
du continu pour la classification des opérateurs. Ce choix se justifie par le fait qu’en
extrapolant a la limite du continu, les symétries sont restorées. On ne fera apparaitre
ces effets de discrétisation qu’au moment opportun et ils seront considérés par abus
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de langage comme faisant partie des effets des états excités, les deux ne pouvant
généralement pas étre distinguées en pratique.

4.1.2 Principe du smearing

Pour améliorer le recouvrement du champ interpolant avec 1’état propre du proton, il
est possible d’utiliser des champs de quarks étendus dit "sméarés”. L’idée est de construire
un champ du proton non local, étalé sur plusieurs sites du réseau. On construit un champ

sméaré de quark ws “ aprés n itérations de smearing de type gaussien, [74], & partir d'un
champ local et de la configuration de jauge en appliquant itérativement la formule :

¢(n ,a ZF —» ac¢(n 1), ( ,t) (46)
avec
= = g\ac 1 acs(= = = = j\ac
F(@,1)" = 1o (50 — ) + aH (7, 5,)") (4.7
et
3
H(Z,5,6)" = Uf(F,)0(&F — §— i) + U@ = i,)0(& — 5 — D)o@ — g +i)  (48)
i=1
et
PO(E, 1) = GL(E 1) (4.9)

On ajoute ainsi au champ local en (#,¢) une contribution des champs voisins. L’impor-
tance des champs des sites voisins dépend du facteur « (le champ total étant normalisé
grace au facteur —— +6 ), ainsi que du nombre d’itérations Nyqyss effectué de 'opération. On
caractérise la distribution spatiale obtenue en mesurant la rayon carré moyen défini par

[75, 76] :

o P THEE0F E.0),
ZxT’I“(F"( ’O)FWT( ,0))

(4.10)

La matrice H est construite afin d’ajouter les champs des sites voisins en respectant le
principe de transport paralléle permettant d’obtenir des opérateurs invariants de jauge.

A ce smearing gaussien on ajoute une étape préliminaire : au lieu d’utiliser les liens
de jauge, qui peuvent montrer de grandes fluctuations locales, on remplace chaque lien de
jauge U, (x) par une moyenne sur les liens de jauge voisins U, (). La méthode effectivement
appliquée est celle du 3D APE Smearing 77, 78]. Le résultat de la niéme itération de ce

procédé, U;(Ln)(a:), s’obtient par :
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O (@) = Psus{ U (@) + aapp Y. OP@00 @+ )0 @+ )} (@11)
pFV#0

et U(O)( ) = Uu(x). La notation Psys signifie que 'on "projette" sur le groupe SU(3)
le résultat de la somme des liens. Cette "projection", non unique, peut étre effectuée
de différentes maniere, [79], le choix ayant été fait d’effectuer la projection issue de la
décomposition polaire de la matrice.

A partir du smearing des champs de quarks, on peut construire différents types de
propagateurs, qui seront sméarés soit au point source x;, soit au point du puits zy ou les
deux, les notations usuels correspondant a 1’ordre puits-source :

— Propagateur local-local : Spr(z¢,2;) = <1/)(xf)1/_)(xz)>

— Propagateur local-smeared : Spg(xy,x;) = (¢(xf)¢( x;))

~ Propagateur smeared-local : Ssp(zf,2;) = (¢(z ) (x;))

— Propagateur smeared-smeared :Sgg(z¢,2;) = <1/)(a:f)1/)( x;))

Nous utiliserons dans cette thése essentiellement des propagateurs smeared-smeared. Ils
s’obtiennent en effectuant les étapes de calcul suivantes :

— smearing 3D APE de la configuration pour des parameétres aapp et Naopp itérations

donnés. On obtient alors une configuration smearée.

— en utilisant cette configuration smeéarée, on calcule une source sméarée, I(z, xZ)Z’}ZZ

La valeur de cette source a la niéme itération s’obtient par :

10 (24, 2;) ZF IV (zp,7,1) (4.12)

avec [(0).asai (xf, JUi)afa,- = 5xf,xi5afa,-5afai, qui correspond & une source locale dans
I’équation 3.38.

— inversion d’un propagateur dit smearé a la source Spg(z,z;), les liens de jauge inter-
venant dans l'opérateur de Dirac twisté étant les liens de jauge de la configuration
non smearé. Ce propagateur vérifie I’équation :

3" D(ayg, 2)a58 (2, w) 5% o, = @y, w)ehe, (4.13)
Z,c7f\/

— smearing du propagateur Spg(xf,x;) au puits en utilisant la configuration smearée
en effectuant :

Sss (@, by, ;)M = ZF £F, , 1) Sss (. by, x;) "1 (4.14)

avec Ssg(f},tf,xi)(o)’afai = Sps(@F,ty, ;). On obtient S(z,2;)ss.
Nous verrons comment sont modifiés ces étapes lors du calcul des fonctions & 3 points
avec des propagateurs smeared-smeared.
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5 Nape aapg Ngauss «

39 20 0.5 50 4.0
4.05 20 0.5 70 4.0
4.2 20 0.5 90 4.0

TAB. 4.1 — Paramétres de smearing utilisés pour les différents ensembles

Dans un but pédagogique, nous illustrerons 1’étape de smearing gaussien sur un champ
dont la distribution spatiale initiale est un pic de Dirac, dans le cas unidimensionnelle, en
considérant la configuration unité (U,(x) =1 Va, u ). Sur la figure 4.1 le champ initial est
un 6 de Dirac centré en x=16 et on a tracé ’étalement de cette source aprés le nombre
d’itérations indiqués en légende et avec o = 4.0. L’étalement obtenu est en trés bon accord
avec une distribution spatiale gaussienne. Ainsi on passe d’une distribution locale en espace
(soit une distribution des impulsions constante) & une distribution gaussienne en espace
centrée autour du point source (soit également gaussienne en impulsions centrée autour de
Iimpulsions nulle).On suppose que ces considérations seront similaires dans le cas 3D et
une configuration quelconque.

11— —n=0
B —n=10
B —n=20
0.8—
L —n=30
I —n=40
~~ I
X 06 —n=50
Lo |
— i
N’
g -
- 04—
0.2—
: s
ol A e Lt
0 5 10 15 20 25 30
X

FiG. 4.1 — Hlustration de ’étalement d’un pic de Dirac unidimensionnel aprés le nombre
d’itérations de smearing indiqué en légende et o = 4. Le fit par une gaussienne, indiqué en
pointillés noirs, est excellent (pour n > 20, x% < 107°).

Les valeurs des parameétres de smearing pour les différents ensembles sont données dans
le tableau 4.1
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4.2 Contraction de Wick pour la fonction & 2 points
Nous voulons calculer la fonction & 2 points du proton définit par :

O (x7,3:) = (P (w5) P, (1)) (4.15)

apa;
Au puits, on sélectionne un état d’impulsion p} en évaluant :
(Pay (tf, D7) Po (i) = Y P8Py () Pa (1)) (4.16)
f f
Ty

Le champ interpolant du proton a été décrit précédemment. On notera de maniére
générale les indices des champs a la source par un indice i, ceux aux puits par un indice f.

Grace au théoréme de Wick, la fonction & deux points peut s’exprimer comme la somme
d’un produit de propagateurs de quarks.

Les contractions de Wick effectuées, on obtient :

(Pay (ty,5p) Pay(zi)) = Y @Prieimi)cabe ate

<y
{ [Sch/ (zf,2i) <I’Sgb/ (xf, xl)f) TSZGI (s, xz)]

Tr [(FSZE’/ (xf, xi)IN“)TSg“/ (xf, xz):|

afoy
+ |8 g m)|
ooy

(4.17)

- T
avec : '=Crys et [' =g (C’)’5> Y9 = —Cns5.

La transposée du terme (FSflb/(x I xi)f)T agit sur les indices de spin et de couleur.

La formule précédente est valide pour ’action de Wilson. Pour calculer la fonction a
deux points en tmQCD on effectue la rotation de la base twistée & la base physique des
propagateurs de quark twisté S“™(x s, ;) obtenus aprés inversion, donnée & maximal twist
par la formule :

SPMS (g, i) = €137 M (@, 3,)e T (4.18)

On effectue par la suite les contractions indiquées par la formule 4.17. En sortie des con-
tractions on obtient le corrélateur du proton pour ay = 1..4 et a; = 1..4, dans la base
physique. On notera également que le point source x; est tiré aléatoirement sur chaque
configuration. L’objectif est de diminuer les corrélations entre les propagateurs inversés
sur différentes configurations, configurations qui peuvent étre corrélées entre elles malgré
les précautions prises lors de leur génération.

Les sorties de ces contractions doivent encore étre traitées pour accéder aux quantités
souhaitées :
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SOURCE SINK

.76?:7 i
Py

+Su CCf,CCZ'
Sy Lgydy
—Sglzy, x

F1a. 4.2 — Tllustration symbolique des contractions de Wick pour la fonction & deux points
du proton

— on compense les conditions anti-périodiques dans la direction temporelle. De maniére
"naive", la mise en place de cette condition au limite aurait pu s’effectuer en calculant
un propagateur de quark multiplié au bord du réseau par un facteur —1, pour obtenir
S(T,0) = —5(0,0). Afin d’effectuer cette opération d’une maniére plus continue,
le propagateur de quark effectivement calculé est e /T S(t,0) ce qui aboutit a
I’effet souhaité. On soustrait cet effet sur les résultats des contractions en effectuant
I’opération suivante :

(Pay (. 07) P (20)) — €T TPy by, 57) Pa, (2:)) (4.19)

— on projette sur les états de parité positive pour supprimer la contribution des états
de parité négative :

(1+’70)aia i3 (t s —ts =\
S IR s TP (1, p7) P (1) (4.20)

g,

A partir de cet objet on va extraire la masse et I’énergie du proton. Nous allons retrouver
bien que dans un ordre différent ces étapes de calcul pour les fonctions & 3 points.

4.3 Contraction de Wick pour la fonction & 3 points

Nous souhaitons obtenir la fonction de corrélation & 3 points défini par :

(Poy (tg,p7)T (Y, y) Pa (2:)) (4.21)

avec

76/) = 5600 v v = () (1.22)
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SOURCE SINK
z_é,tz
o Su(y: ﬂ"‘2)
+Su(xf7 y,)
Sulzf, z;)

+Sd':$f: ml)

F1G. 4.3 — Tllustration de la fonction & 3 points du proton avec un opérateur agissant sur
le quark u

Cependant cet objet étant difficile & évaluer, nous verrons au fil des étapes les restrictions
auxquelles nous serons contraints.

Les contractions de Wick d’un tel opérateur dépend de la saveur des quarks. Nous ne
calculerons que des observables de type iso-vecteur, c’est-a-dire des opérateurs du type :

T =00, y)m3¢(y) = uly )0, y)uly) — d(y )0y, y)d(y) (4.23)

En pratique nous effectuons les calculs pour chaque saveur de quarks indépendamment
et combinons les résultats pour se ramener aux opérateurs désirés lors de ’analyse.

L’opérateur O(y',y) du réseau peut dépendre de 2 points voisins lorsqu’on considére
les opérateurs dérivatifs.

Le résultat des contractions de Wick se comprend intuitivement en partant de I’expres-
sion pour les fonctions & deux points. Il suffit de remplacer dans I’équation 4.17 chaque prop-
agateur dont la saveur se trouve dans 'opérateur, S(xs,z;) par S(xys,2)O(2, 2)S(z, ;).

Nous écrirons également les relations pour des propagateurs de quarks de type Wilson
puis nous spécifierons les modifications apportées par la formulation en twisted mass. De
méme nous considérons tout d’abord tous les propagateurs locaux-locaux (pas de smearing)
et détaillerons les modifications & apporter pour 'utilisation de propagateurs smeared-
smeared.
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On obtient pour le courant associé au quark u :

(Poy (g, pp)u(y Oy, y)uly) Pa, (i)
_ Zezpf.(:vf T5) cabe Ea'b/c'
<y
[ qes NSt ! tc! b’ =\ T caar
{ [506n)0" W )Y ) (TS (e 20F) 3 )]

AT ,
S G w) (S (g, w)T) 822G )0 )8 0

apa;

afaiTr[(FSZb'(wf,xi)f)Tsza’(x f,xi)}

+ [sepa)] | T[(OSY (e a0f) S )0 W08 0200

+ _Sﬁs(xf, V)0 (v 9)SiE (y, wi)}

(4.24)
Yhowy)
u SINK
SOURCE tf
- u o =
xi, t; > py=0
Q; af
Suly y)
d ~Sulz ;)
+‘S’U(xf? xl)
+Sd(xfa ;)

Fia. 4.4 — Illustration des diagrammes disconnexes de la fonction & 3 points du proton
avec un opérateur agissant sur le quark u

On remarquera que les contributions disconnexes, illustrées sur le schéma 4.4 et qui
s’expriment sous la forme :

Tr | Sy (y, 4 )O™ (', y) | X (Pay (ts,py) P, (i) (4.25)
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ne sont pas pris en compte dans notre calcul. En effet par les techniques que nous employons
nous ne pouvons pas calculer ces diagrammes. C’est cette restriction qui nous limite & ne
considérer que des opérateurs isovectoriels pour lesquels la contribution des diagrammes
disconnexes est nulle. En effet, dans une théorie conservant la symétrie d’isospin, les con-
tributions des diagrammes disconnexes des quarks u et d sont égales et se soustraient
pour ces opérateurs. La symétrie d’isospin n’étant pas une symétrie de la tmQCD, cette
compensation n’est exacte qu’a la limite du continu.
Pour le quark d on obtient, sans contribution disconnexe :

(Pay (t5,7)d(y)O , y)d(y) Po, (1))
_ Zezp}(x}fﬁ) cabe Ea'b/c'
Ty

[ [55 @) (08 (g, )0 (0 )8 (3, 000T) S5 ap,0)|

apa;

+ [SZCI(ﬂff, xz)] Tr [Sff“/ (g, ;) (FSZS(xf, YO (yf, y)Séb/ (y, xz)f‘> T] }

apa;

Notre but est de calculer les quantités précédentes. Comme nous ’avons vu a la section
3.3.1 , les propagateurs de quarks sont calculés numériquement en inversant sur chaque
configuration 'opérateur de Dirac twisté. En théorie si I'on pouvait calculer les propaga-
teurs de quarks S(zf,z;) pour tous les points x; et xy ainsi que pour tous les indices de
Dirac et de couleur (propagateurs dits all-to-all), il nous suffirait simplement d’effectuer
les "contractions", c’est-a-dire les multiplications des matrices indiquées dans les équations
4.26 4.24.

Malheureusement nous avons vu que lors des inversions des propagateurs de quarks,
nous ne calculions ces derniers qu’avec un point source fixé, que 'on fixera en x; = 0.

Pour circonvenir & cette difficulté nous utilisons alors la technique des propagateurs
généralisés, introduite par Maiani et Martinelli [80].

4.3.1 Propagateurs généralisés

Le propagateur généralisé ,[S(;((tf,p']’c), Yo, x, ai)], est défini en mettant en facteur
dans les équations 4.26 4.24 la partie contenant 'opérateur et le propagateur partant de
la source et arrivant sur ’opérateur :

(x4)) (4.26)

O, y)Suly, i)

(Pa, (tr. 97 = 0)a(y)O, y)u(y) Pa,
N .

P,
= > |Sal(ty,pp), v op, i, i) )
p

/
PyT,S,C

S

(4.27)
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Oy, y)

P S ,SG(tfup}a y’j Qpy iy a'/ﬁ)
~ Ss(ffli’i’)

-,
ri, b ¢

SINK
SOUVRCE

Fia. 4.5 — Tllustration symbolique de la fonction & 3 points du proton faisant apparaitre le
propagateur généralisé Sg

Ce propagateur dépend explicitement de ses propres indices de spin et de couleur mais
également des indices de Dirac du proton a la source et au puits, a; et ay. De plus le prop-
agateur généralisé part du point spatial 3/ jusqu’au point du puits et dépend implicitement
du point source x;. Le propagateur généralisé peut se récrire sous la forme :

c/

TS _ Zeip}-(m}*ﬁ) |:Cc,c(($f,xi; 04f704i))} [Sﬁs(xf’y/)]g

P pe T

Ty
(4.28)

SG((tf7p})7 yl; Qyf,Ti, az)}

ou l'on a fait apparaitre le propagateur de quark entre le point d’ingertion de 'opérateur et

le point du puits [Sff(:cf, y’)} . [Cc/c((:cf, T o, ozl-))] pour le courant associé au quark
€T pe
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u est alors défini par :

[Cc’c((xf’xi;af,ai))] 6abc ea’b'c’
pe

by’ N\NT o
6afe|:<rsd (QTf,xZ)F) Su (xf’xi)}pa.

:Sffa/ (xf,xi) <I‘S§b/ (zy, xl)f’) T} af55pai

+

+ 5af55palTr[S““ (wfawz)<F5d (xf’x’)f> ]
I,

+ _Sga/(xf,xi)}afai[(FS (xf,x > }
(4.29)

Ce terme contient les propagateurs des deux quarks spectateurs et les dépendances dans
les indices de Dirac du proton.

4.3.2 Propagateurs Backward

Nous allons montrer que pour éviter de calculer le propagateur all-to-all {Sﬁs(x 7Y )}
€T

il suffit de fixer le temps du puits ¢ ainsi que I'impulsion du proton au puits py.

Pour le calcul des propagateurs de quark, le point source est fixé. Or dans notre cas nous
voulons pouvoir faire varier le point d’insertion de 'opérateur et fixer le point du puits.
On utilise alors la propriété suivante des propagateurs de quarks (qui découle directement
de la propriété de 'opérateur de Dirac) :

S (@p Y )er = [Vs}

ST (@p Y )er = [Vs}

sl [,

Sy )] N [] (4.30)

13

€ex

€x

Nous avons utilisé ici la formulation twisted mass de cette relation, reliant les propagateurs
de quark de saveurs différentes.
En appliquant cette relation dans 4.28, on obtient :

c's

[Sa((tr.77).v/50p. w0 00)] (4:2)
= Zeipﬂf'(z}fﬁ) [CC/C(ﬂff, Tio, Oli)'75} o [S&ksc(y/a xf)] o [75] o

Ty
= [B*Scl(?/, tr,Dfs of, x4, ai)} [75]
&p &t
(4.33)
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/

SC
ou l'on a défini le propagateur backward [B(y’, tr,Dfs of, x4, ai)]g :
p

/

By - o s¢/ _ § : ipy.(€F—23) S5¢(q) C* . ) ce
(y 7tf7pf7af7x27a’l) - € d (y 7xf) ((xf7xlaaf7al))75
&p = 9% PX
(4.34)

Celui-ci a les mémes dépendances que le propagateur généralisé mais va de (tf,py) a v/
Lorsqu’on applique l'opérateur de Dirac [Dgs(z, y )] . a gauche du propagateur backward,
T

on peut alors calculer un terme source ('indice d de Dy est ajouté a ce niveau pour spécifier
le fait qu’on utilise dans 'opérateur de Dirac une masse twistée de —u pour un courant
sur le quark u). Dans le cas d’une source locale on obtient :

/

sc
[Dfls(%?/)] {B(y/,ff,p};af,%ai)}
€ £p
= Zelp_}(l‘_}_ﬁ) [DgS(Z,yl)Sgc(y/’xf)] |:C*(,If,$z, af, Oli)'75 ce (435)
- X PX
rf

avec

(D5 ()85 )] = 8oy (4.36)
X
ec
Nous obtenons de cette maniére le terme source {I (z,ty, p};af,a:i,ai)] a implé-
TP
menter :

/ /

sc ec
|:D(eis(z7 y/):| - |:B(yl7 tf7p}a af, Ty, al)] £ |:I(Za tf7p_}7 Qf, g, al)]

TP
L ce
_ Zelpf.rf(;z,xf [C*(xf, Tis Ouf, Oéi)’75}
Ty
(4.37)

On inverse 'opérateur de Dirac avec ce terme source pour obtenir le propagateur back-
ward puis généralisé que 1’on utilise pour effectuer les contractions fournissant la fonction
de corrélation a 3 points.

4.3.3 Smearing pour la fonction & 3 points

On souhaite utiliser les principes de smearing pour les fonctions a 3 points. Il faut
ainsi 'appliquer au point source et au point du puits. Les points ot sont insérés le courant
ne sont pas concernés. Le smearing au point source x; est trivial : cela revient & utiliser
des propagateurs Srs(zf,x;) au lieu de Spr(xf, ;) dans les formules 4.37. Il en est de
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méme pour le propagateur S(y,x;) partant de la source et arrivant au point d’insertion de
lopérateur. Le smearing au puits va s’effectuer en smearant les propagateurs du terme C
de la formule 4.37 grace a la formule 4.14 et en remplacant le terme de source locale en
suivant la formule 4.12.

_~—10(y,y) SINK

B(y',ty, py: g, i, )

- ~B(y,)

SMEARING .
- at the source of B(y, x¢)

-

-------- /7N t P . _SMEARING

i ,(.‘; at the sink of S,(x;,x,) and 5z, x;)

SOURCE

FiG. 4.6 — Illustration du smearing

4.3.4 Formulation spécifique aux fermions de masse twistée

Les définitions précédentes ont été écrites pour des quarks de Wilson afin d’illustrer
avec simplicité la construction des propagateurs généralisés. Le seul passage spécifique a
la tmQCD dans les formules précédentes vient du changement de saveur dans la formule
4.31. Cette caractéristique de la twisted mass est importante car elle implique que le calcul
du propagateur généralisé relatif au courant du quark u doit s’effectuer avec 'opérateur de
Dirac ayant une masse —p et inversement l'inversion relative au courant du quark d avec
la masse +p , ce qui est a priori contre-intuitif par rapport aux inversions normales.

Si dans toutes les formules précédentes on utilise les propagateurs twistés S a la place
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des propagateurs S et si nous utilisons 'opérateur O défini par :
O™y y) = eii%“/sOphyS(y',y)eii%75 avec + si ¢ =u et — si ¢ = d. (4.38)
nous obtenons :
< B (g, o)™ ()0 (' )™ () Pl (i) > (4.39)

Les valeurs moyennes dans la base physique, indiquées avec I’exposant P¥*_ sont reliées
a l'expression précédente par la formule :

< Pg?ys(tﬁp_})l/;phys(yl)ophys(yl,y)l/iphys(y)ngys(xi) >
‘w5 R _ s
= (€27 o,z < PEM(tr, 000" (O™ , y)"™ (y) P (1) > (€727 ) g, (4.40)

On effectue donc deux changements par rapport au cas des fermions de Wilson pour
obtenir les résultats dans la base physique : les opérateurs a utiliser lors des contractions
sont ceux définis par (4.38); le terme source du propagateur généralisé est :

s . ec w5
(6227 )ozfﬁ/ |:I(Z7tf7pf;6/7xi7ﬁ):|7_p(6127 ),3041

On remarque que les fonctions & 3 points pour les courants de quarks u et d doivent
étre obtenus séparement ce qui nécessitera en pratique deux termes sources différents avec
deux inversions associées.

4.3.5 Projecteur sur les indices de Dirac du proton et conditions anti-
périodiques

La fonction & 3 points dépend en particulier des 2 indices de Dirac du proton (o, ay).
Pour avoir accés & la valeur pour tous les indices, il faudrait calculer 16 propagateurs
généralisés (donc 16 inversions), ce qui n’est pas raisonnable du point de vue temps de
calcul. On va donc sélectionner les composantes d’intérét pour les observables que l'on
étudie. Pour cela on multiplie la fonction & 3 points par un projecteur A agissant sur les
indices de spin du proton et on ne calcule que la trace de la matrice ainsi obtenue.

Tr (A < B (1,559 JOP 4 ) ()P ) ) =

1245 m =N Ttm m m ptm =
Aajap (€27 )app < PG (ty, 07)0"™ (' )O™ (', )™ (y) PE™ (1) > (€27 ) g

Ainsi la source du propagateur backward sera :

/

e’ ., 5
(6“57 ),

(w5 o
Aaiaf(el2,y )afﬁ’ [I(z,tf’pf;ﬁ,?xiaﬁ)] ™
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Afin de choisir les projecteurs pertinents, il faut étudier la décomposition des éléments
de matrice en terme de facteurs de forme expliquée dans le section 4.6.1.

Il faut enfin compenser les conditions anti-périodiques dans la direction temporelle. En
pratique il faut multiplier le résultat de 4.41 par le facteur :

i (ty—t:)/T gim(ty—t,)/T (4.41)

Le premier facteur a déja été expliqué pour la fonction a deux points. Il faut prendre garde
au second facteur lorsque les courants ne sont pas locaux (opérateurs dérivatifs).

4.3.6 Comparaison de la source du propagateur généralisé et du propa-
gateur généralisé avec la fonction a 2 points

J’ai implémenté un code informatique pour la création de la source du propagateur
généralisé sans smearing ainsi qu’un code de contractions afin de vérifier les codes existants.
Afin de le déboguer, j’ai mis en place des tests auto-consistants me permettant de vérifier
la cohérence des résultats obtenus. En effet la construction des propagateurs généralisés
permet de vérifier la source du propagateur backward ainsi que ce dernier. Le test de la
source est illustré sur la figure 4.7 : la source du propagateur généralisé contient deux
quarks spectateurs qu’il convient de contracter avec un autre propagateur pour retrouver
la fonction & deux points.

/ /

T 7% N cc c'c
Z [75 I'(z = xfatfapf;afaxiaai)} [Su(xf,xi)] (4.42)
p,7,C,c! pT pT
= D) M [Ccc/(xﬁ iz oy, i) SS (xy, xi)]
p,c,cl @y pp

= 2% (Paf (tf,p_})Pai(xi»
(4.43)

Ce test intéressant fonctionne en utilisant des propagateurs local-local, local-smeared
et smeared-smeared.

La fonction a 3 points est calculée en effectuant les contractions :

(i) (4.44)

(Pa, (tr. 97 = 0)a(y)OY, y)u(y) Pa,
[O(y/,y)Su(y,xi)

P,
= Z [SG((tfap_})a yla af, i, az):| P

!
p77-787c

sc
T TP

(4.45)

Pour tester le propagateur généralisé on peut remplacer dans 'expression le terme
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U
SINK
SOURCE ¢
U T
.I%,fz' _} =0
oy Qf
/ A
/ Y
Ao, d N
¢ Aﬂ’fﬂ’
Sul\xf, JCZ')
"‘Sdl\:cf, CCZ')
—'—Su(:cf, 233')

Fia. 4.7 — Tllustration symbolique de la vérification de la source du propagateur généralisé

sc’

[O(y’,y)Su(y,xi)} ) par ds0,. On obtient pour 3y = z; :

T

> [Salty p)aiagzian]

P op

= ) e [CCIC(JU}% wis g, i) Se (w, xi)]
oy

= 2% <Paf (tf,p_})pai (1))

pp

(4.46)

4.4 Représentation spectrale de la fonction a 2 points

4.4.1 Du corrélateur a la masse effective

Nous avons vu comment calculer de maniére effective les corrélateurs a 2 et 3 points. Il
faut par la suite en extraire les quantités physiques. Pour cela on utilisera la représentation
spectrale pour la théorie du continu. La fonction de corrélation obtenue par la méthode de
I'intégrale de chemin s’exprime sous la forme :

B Tr(e*HT 0)

(0) = “Tr(e ATy (4.47)

avec

o0
Tr(e HT) = Z R — (4.48)
n=0

T—o00
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SOURCE
SINK

+Su($f: y!)
T Slz g, )

Fia. 4.8 — Illustration symbolique de la vérification du propagateur généralisé

Le symbole H est l'opérateur hamiltonien. Nous allons ici considérer la fonction de cor-
rélation (Py, (zf)Fa,(0)), avec zy > 0.
Les opérateurs évoluent dans le temps suivant la loi :

O(t, ©) = e iPEeHt (0, 0)e~HteiP? (4.49)

Afin d’obtenir le comportement attendu de ces fonctions de corrélation, il faut prendre
en compte cette évolution et insérer la relation de fermeture sur les états. On ne considére
alors que les états ayant un recouvrement avec ’opérateur construit, c’est-a-dire I’état du
proton et ses excitations |V, px, s) :

o s (OB pIN. )

(0[P (xp)In) {(N,p_N,S‘Paf(xf)]m (4.50)
D . n’ N <0’Pa1(xz)’N,p?V,$>

<n’POéi (1'2)’ > {(N, p?v, S‘pai (.%'Z)‘O> (451)

Nous voulons également projeter sur les états qui ont une impulsion définie au puits et
calculons pour ce faire Cﬁ%i (t,p).

Cafetr,p) = / d*z pe P (P, (5) Poy (0)) (4.52)
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1
2pt _ 3,2 E § _
Cafaz(tfaﬁ) - /d PN 9EN

( _ENtf53(pN P){0| Py, (0)|N, pR, 8) (N, piv, 5| Pa, (0)]0)
e VI (R + ) (N, pik, 5| Pay (0)[0) (0] Pa (0)|V, i, )(4.53)
Soit |N,pR,s) l'état représentant Pantiparticule de I'état |N,py,s). Pour les états

|N, px, s) de parité positive,( |V, pk,s) de parité négative) les éléments de matrices dans
I’expression précédente s’écrivent sous la forme suivante :

O Pa(O)|N. Py s) = \JZYus(p) (N, pi sIPa(0)]0) = /20 as(p) (454
(N, B3, sIPa(0)[0) = \Z80s(p) . (OIPL(OIN.pieos) = \/Z005p)  (45)

Pour les états |V, pir, s) de parité négative,( |N,pk, s) de parité positive) on a :

(O1Pa(0)|N, PR, s) = £/ Z3 ysua(p) (NP, s|Pa(0)[0) = =1/ Z3ug,(p)ys  (4.56)
(N, R, 8| Pa(0)[0) = \/ Z3 508 (p) 5 (O[Pa(0)IN, pR, 5) = —\/ 2305 (p)ys  (4.57)

La constante Z5' donne I'amplitude de propagation de la particule dans une théorie
en interaction par rapport a la théorie sans interaction. Elle est indépendante de I'impul-
sion de la particule considérée mais est spécifique a chaque particule. Les spineurs libres
apparaissant dans ces formules vérifient les régles de sommation suivante :

Zus us =y+ My = Envo — p.7 + My (4.58)
ZUS ?}5 ﬂ MN—EN’)’o—p’)’ MN (459)
D’ou :
2pt
Cafaz Z 2EN
( e ENtf (EN’}/(] - ];;'7 + N MN)avai
+ e NI (Enyg + PP A — ivMN)aga;) (4.60)

ou Ny est la parité de l'état |N, py, s).
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L+
Yo

Co(ty,7,A°) = Tr(A°C*(ty,p))
g B0 v

Nous calculons ensuite avec le projecteur A =

E M
+ !Zév\—( Y 2EnN N) ~En(T=tp) (4.61)
(4.62)

Au temps longs, I’état fondamental de la théorie prédomine, dans notre cas I’état proton
de parité positive :

Eny + My) _
2pt te D AO ZN ( N Enty 4.
CHp A o VA e (4.63)
Pour extraire ’énergie de cet état, nous utiliserons ’énergie effective :
Cth t )
Begs(ty,) = In o \L02D) Ex(@) (4.64)

C2pt(tf + 1,]7) ty,T—tp—o00

Cette derniére quantité est tracée en fonction du temps et doit présenter un plateau que
I’on fitte pour extraire ’énergie de I’état fondamental.

Dans la limite du continu En(p) ne dépend que de § 2, tandis que le réseau brise la
symétrie O(4) de la métrique euclidienne. Dans le cas idéal d’une statistique infinie, si p=
(Pxs Dy p.) et si 1;; est un vecteur formé a partir de p’ par permutation de ses composantes
alors Ex () = En(p'). De plus si Paction utilisée est invariante sous parité alors Ey () =
En(—p). Aucune des deux remarques précédentes n’est valable dans notre situation, il nous
faut alors choisir quelle quantité nous voulons étudier. Afin de bénéficier de I’amélioration
automatique en O(a) de la twisted mass, il est nécessaire d’é¢tudier En (p) + En(—p).

Nous avons alors deux choix possibles pour traiter les énergies normalement dégénérées
sur réseau en statistique infinie.

— soit fitter séparement les plateaux de E.f¢(t,p) + Ecs¢(t, —p) pour les p’ équivalents
par permutations des composantes. On combine par la suite les résultats obtenus
avec leur erreur par une moyenne pondérée.

— soit sommer sur les p équivalents par symétrie H(4) les E.f¢(t,p). Puis fitter le
résultat avec ’erreur associée.

Sur le cas qui a été considéré, il n’a pas pu étre mis en évidence I'avantage d’une méthode
sur 'autre. La seconde méthode a donc été choisie pour minimiser le temps de calcul lors de
I’analyse. La préoccupation principale de la procédure est ensuite de déterminer la fenétre
de fit.

Plusieurs remarques au sujet du fit de ce plateau pour Fr¢(t, 0) :

— Plus t est grand, plus l'erreur statistique sur E.f(t,p) est grande. Dans le cas de la

masse du nucléon, le comportement du rapport signal sur bruit est proportionnel &

3
—(Mpyn—=Mz)t
o UM e,
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— Dans le cas d’une statistique infinie de configurations (pas d’erreur statistique), il
n’existerait pas de plateau. Ce sont les erreurs statistiques qui nous permettent
d’obtenir un ensemble de points compatible avec un plateau.

— Les valeurs de E.f¢(t,p) entre deux temps différents sont & priori corrélés ce qui
résulte en une diminution de la variation de E,f(t,p) entre des temps successifs.

— Lorsqu’on fitte le plateau entre [t1, t2], le résultats du fit dépend trés faiblement de ¢o,
pour ty assez grand (t2 = (1/3)T). En effet, plus ¢ est grand, plus lerreur statistique
sur E.f¢(t,p) est grande et moins le point a un poids important dans le fit pondéré.

La partie essentielle revient donc & déterminer le temps du début du plateau de maniére
a ce que l'effet des excitations en ce point soit plus faible que I'erreur statistique. Différents
choix peuvent étre effectués pour déterminer le début du plateau de maniére automatique.

~ Considérer le premier point tel que la variation sz (t + 1,0) — E.zf(t,0) soit com-
patible avec 0 dans les barres d’erreurs. Le désavantage de cette méthode est qu’elle
ne prend pas en compte les corrélations entre les temps voisins.

— Fitter la premiére excitation en méme temps que I’état fondamental. Avec ce résultat,
estimer en quel point la contribution du premier état excité est plus faible que I'erreur
statistique. Le désavantage de cette méthode est qu’il faut toujours choisir un temps
initial de fit, les valeurs trouvées pour les paramétres dépendant alors fortement de
ce temps. Nous n’utiliserons pas cette méthode.

Les résultats obtenus avec les deux méthodes sont généralement similaires. Faute de
pouvoir optimiser le temps initial du plateau pour diminuer au mieux ’erreur statistique du
résultat final, une méthode conservative serait alors de commencer & fitter un a deux temps
aprés le résultat obtenu par I'une des deux méthodes. Les commentaires effectués sont
valides pour ’extraction de la masse du nucléon et peuvent étre modulés pour 'extraction
de I’énergie qui constitue un cas plus défavorable : plus I'impulsion considérée est grande
plus les erreurs statistiques sont grandes, et moins les contributions des états excités sont
distinguables de ’état fondamental. La figure 4.9 montre les plateaux obtenus a différentes
énergies pour 'ensemble C3, défini dans le tableau 3.1.

Le travail de la theése n’est pas dédié a I’étude de la masse du nucléon mais nous verrons
par la suite que la valeur de la masse et ’énergie du nucléon sont des entrées nécessaires
pour 'extraction des observables liées aux fonctions & 3 points. Par souci de cohérence avec
les résultats de la collaboration publiés sur la masse du nucléon [81, 70| , nous utiliserons
les fenétres de fit déterminées a cette occasion et présentées dans la table 4.2. Nous avons
également conservé cette fenétre de fit du plateau de la masse pour 1’étude des énergies
du nucléon. C’est un choix discutable du fait des remarques précédentes mais il reste en
pratique correct aux faibles impulsions. Pour les grandes impulsions aucun des critéres
précédents ne permet de trancher du fait d’un bruit statistique trop grand. A titre d’ex-
emple, les valeurs des x?/d.o.f des fits sont représentées sur la figure 4.10 pour I’ensemble
C3, confirmant la remarque précédente.

La figure 4.11 montre que le choix du temps de début de plateau a en fait peu d’influence
sur les résultats des fits. Par contre le choix de ce temps influe sur les erreurs, plus le temps
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FIG. 4.9~ E.;;(t,p?) en fonction de at & différentes valeurs de (ap)?. Les lignes horizontales
pleines et en pointillés sont les résultats du fit du plateau sur la fenétre en temps [9-24].

B [tmin - tmam]
3.9 [8-17]

4.05 [9-24]

42 [10-30]

TAB. 4.2 — Fenétres de fit [tyin — tmas) utilisées pour l'extraction des énergies effectives
pour les différents ensembles.

de début de plateau est grand, plus les erreurs augmentent. Le choix des fenétres de fit
utilisées correspond & un bon compromis entre ’assurance d’étre faiblement contaminé par
les excitations tout en conservant des erreurs statistiques fiables.

Lors de I'extraction des facteurs de forme, il est nécessaire de connaitre I’énergie et la
masse du proton. En pratique, le choix a été fait d’utiliser la valeur de I’énergie déduite de
la relation de dispersion du continu.

Afin de corroborer ce choix, j’ai vérifié la validité de la relation de dispersion du continu.
Les graphiques 4.12 et 4.13 en sont l'illustration pour les différents ensembles disponibles.
Ils présentent la masse déduite & partir de la relation de dispersion du continu et des
énergies fittées aux différentes impulsions. Pour ces graphiques I’énergie n’a pas été fittée
par la méthode de plateau mais provient d’un fit en Ae F~* dont la fenétre de fit a été
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précédemment déterminée grace aux plateaux. Ce choix a été effectué car dans la prochaine
section nous allons étudier le comportement de A en fonction de 'impulsion du proton.
Les erreurs indiquées ont été déduites par principe jackknife en fittant chacun des bins
jackknife et en calculant ’erreur a partir de la dispersion des résultats ainsi obtenus.

La relation de dispersion du continu est trés bien vérifiée, excepté pour ’ensemble
Bs. Nous verrons que cet ensemble présente également pour d’autres observables un com-
portement qui s’écarte des valeurs attendues. Il sera écarté dans ’analyse des facteurs de
forme.

Les graphiques 4.14 et 4.15 permettent de visualiser la vérification de la relation de
dispersion aux différents 3 en fonction d'une échelle indépendante de la maille 5?/M%. On
remarque alors que le domaine des impulsions ol la relation de dispersion reste valide est
équivalent aux différentes mailles, aucun effet de discrétisation ne pouvant étre détecté.

Deux autres choix auraient pu étre effectués pour la valeur de I’énergie utilisée dans
I’extraction des 3 points :

— utiliser une version réseau de la relation de dispersion. Le défaut de cette méthode
réside dans le fait que l'on ne peut pas connaitre a priori les parameétres de cette
relation (effets de discrétisation). On se retrouve alors a devoir fitter ces derniers.
Dans le domaine d’impulsions considéré, ce raffinement parait superflu.

— fitter cette énergie avec le corrélateur de la fonction a 2 points. On prend ainsi en
compte les corrélations entre les fonctions & 2 et & 3 points pour chaque énergie.
Cette méthode n’apporte pas d’amélioration significative pour ’étude des facteurs
de forme aux impulsions considérées.



Chapitre 4. Méthodes de calcul des observables liées a la structure du nucléon en QCD sur

60 réseau
14—
x
12—
T X
1~
s 08
o C
el %
o
2 06—
- X
04— ¥ X
C XK
0'2,_
7| Il 1 1 | 1 1 1 1 | Il 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 ‘ 1 Il 1 1 | 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 025 03
a2 p’2

FiG. 4.10 — Valeur des x?/d.o.f obtenues pour les fits des plateaux de Eeff(t,ﬁg) sur la
fenétre en temps [9-24] en fonction de (ap)? pour 'ensemble C3, 3 = 4.05 1 = 0.008.
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FIG. 4.11 — Dépendance des résultats des fits de E.7s(p?) en fonction du temps du début
de plateau at,,;, aux différents (ap)? pour 'ensemble C3, 3 = 4.05 p = 0.008. Les lignes
pointillées correspondent & la valeur pour la fenétre de fit effectivement utilisée.



4.4. Représentation spectrale de la fonction a 2 points 61

18:— 4 L=21im m=304 MeV¥
E 0O L=211m m,=378 MeaV
16—
| A L=211m m=433MeV
L4l v L=211m m =468 MeV
12— 4’
N =
ICI)_ C
W 1E
9 08—
061 g v Pl i
E % £ i T ﬂ
04— % ﬂ
02
0:I ‘ 1 1 | | | | 1 1 1 ‘ 1 1 | | | 1 | 1 | ‘ 1 1 | 1 | 1 | 1
0 0.1 0.2 03 04 0.5
a’p?
1.8} . L=2.81m m, =260 MeV
16 m L=281m m=298 MeV
14
L l2e
1£I)_ C
w1
© 08—
0.6 : L
r & B PRy FrrT —TCEEEER) FEpE: ey e HEEEE CEET -FERL
04— * # *
02— s )
0:I ‘ 1 Il 1 Il | Il 1 1 Il | Il 1 1 1 ‘ 1 Il 1 | Il 1 1 Il { Il
0 0.1 0.2 04 05

F1G. 4.12 — Masse du proton en unité réseau déterminée a partir de la relation de dispersion
du continu en fonction de la norme de la tri-impulsion au carré. La figure du haut montre
les valeurs pour 8 = 3.9, L = 2.1 fm, celle du bas pour 8 = 3.9, L = 2.8 fm.
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F1G. 4.13 — Masse du proton en unité réseau déterminée a partir de la relation de dispersion
du continu en fonction de la norme de la tri-impulsion au carré. La figure du haut montre
les valeurs pour 3 = 4.05, celle du bas pour 8 = 4.2.
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F1G. 4.14 — Masse du proton en unité réseau déterminée a partir de la relation de dispersion
du continu en fonction de p? /MJQV La figure du haut présente la comparaison entre 3 = 3.9
et 0 =4.05 & m; ~ 468 MeV, celle du bas a m, ~ 300 MeV.
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F1G. 4.15 — Masse du proton en unité réseau déterminée & partir de la relation de dispersion
du continu en fonction de ]5’2/M]2\, Comparaison entre § = 3.9 et § = 4.2 & m, ~ 260 MeV.
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4.42 7,

L’équation 4.63 nous donne le comportement attendu au temps longs du corrélateur
de la fonction & 2 points. L’information physique principale que 1’on peut extraire du
corrélateur réside dans la décroissance exponentielle. Afin de maitriser au mieux ce cor-
rélateur que l'on utilisera par la suite, il est également intéressant de s’intéresser au co-
efficient \Zévli(EN + My)

2FE N
vue théorique le coefficient |Z| est constant en fonction de I'impulsion. Ceci n’est vrai
que pour des corrélateurs calculés avec des propagateurs de quarks locaux-locaux.

présent devant notre comportement exponentiel. D’un point de

3
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FIG. 4.16 — Comparaison du comportement de |ZY (52)|/|Z3 (0)| en fonction de p? en
utilisant des propagateurs locaux-locaux et smeared-smeared & 3 = 4.05 u = 0.008.

En effet ce comportement n’est plus valable lorsqu’on utilise des propagateurs smearés.
Sur la figure 4.16, j’ai représenté les valeurs de |Z2Y (5%)]/|ZY (0)| pour 'ensemble Bs, les
erreurs ayant été calculées par la méthode jackknife. Lorsqu’on utilise des propagateurs
locaux, le comportement est alors compatible avec une constante. Par contre, avec des
propagateurs smearés, nous observons une claire dépendance en fonction de I'impulsion de
|ZN (%)) |12 (6)\ Pour décrire ces corrélateurs obtenus dans le cas sméaré nous définirons
9(p%) telle que |Z3¥ (p°)| = 237 |9(P%).

La fonction g(p?) introduite dépend des paramétres de smearing utilisés. La figure 4.17
montre g(p?) pour I'ensemble C et pour 2 paramétres de smearing gaussien différents. On
remarque que de maniére systématique g(p?) est inférieur pour Ngaquss = 70 par rapport a
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F1G. 4.17 — Comparaison du comportement de |Z& (52)|/|Z& (0)| en fonction de p? en util-
isant des propagateurs smeared-smeared & § = 4.05 p = 0.003 ayant un nombre d’itération
de smearing gaussien de Nyqyuss = 50 et Nygyss = 70

Nyauss = 50. Pour seulement deux impulsions, les valeurs aux deux smearing different de
plus de 1 0. Nous avons donc une indication supplémentaire que le comportement de g(p?)

dépend du nombre d’itérations de smearing.

Dans le cas de smearing gaussien, nous testerons ’hypothése que g(p?) = Ae=BP Le
choix de cette fonction est guidé par le comportement empirique attendu si 'on appliquait
le smearing sur un champ spinoriel d’une particule ponctuelle libre de masse infinie. Cette
forme fonctionnelle est compatible pour tous les ensembles considérés. Les résultats sur
les x2/d.o.f sont en effet inférieurs & 1 et n’invalide pas notre comportement fonctionnel.
C’est pourquoi un calcul plus développé de la forme fonctionnelle n’a pas été approfondi en
premier lieu. Les valeurs du coefficient B fittés sont données dans le tableau 4.3, les figures
associées aux différents ensembles sont 4.18 et 4.19.

Nous avons une indication que le coefficient B dépend du nombre d’itérations du smear-
ing gaussien utilisée. Les écarts ne sont néanmoins pas significatifs pour conclure.

Nous retiendrons essentiellement que lors de I’étude des fonctions & 3 points il faudra
prendre garde de bien compenser les coefficients Z5 & la méme impulsion.
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Ensemble Ngquss B x%/d.o.f
B, 50 6.31 = 0.77 0.43
B3 50 745 4+ 1.31 0.16
By 50 523 +£0.79 0.39
By 50 592 +£0.79 0.23
Bg 50 5.85 +0.84 1.05
& 50 513 +£1.23 0.72
& 70 817 +£2.04 0.20
Cy 70 7.56 £0.96 0.45
Cs 70 7.78 £1.00 0.53

TaB. 4.3 — Résultats du fit de |Z (5%)|/|22 (0)| par e~ B7 pour les différents ensembles.
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FIG. 4.19 — Comportement de Z3(p?)/Z2(0) en fonction de p? pour les ensembles a 3 = 4.05,
(12,3 Les courbes pointillées sont les résultats du fit par la fonction e~ B

4.4.3 Etude de la structure spinorielle du corrélateur du proton

Les effets de discrétisation sont I'un des effets que 1’on cherche & mettre en évidence
dans les différentes quantités observées. Ils sont généralement faibles pour les observables
physiques auxquelles nous allons nous intéresser. Dans un souci de compréhension, il reste
intéressant de les faire apparaitre pour des quantités non physiques. J’ai ainsi calculé
& partir des corrélateurs & 2 points quels résultats étaient obtenus pour la structure en
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indices de Dirac du proton. Pour cela, j’ai calculé :

C%'(t,0,Da)

Lt D) = oo 60)

(4.65)

avec {D4}, A = 0...15 représentant une base des matrices de Dirac et C2(¢,0, D4) est
donné par ’équation 4.61. Dans la théorie du continu, pour ¢ suffisamment grand, seules
les matrices D4 € {1,79} doivent fournir un signal non nul.

Apres analyse, les L(t, D4) donnent les résultats attendus sauf pour 'un d’entre eux
correspondant & D4 = 75. Avec ce projecteur, la partie imaginaire de L(t, Dy4) est signi-
ficativement non nulle, comme cela est montré sur le graphique 4.20 pour I’ensemble Bj.
La quantité L(t, D) a d’ailleurs été construite sur le fait qu’elle présente un plateau per-
mettant de définir cet écart par rapport a la valeur nulle. J’ai fitté ce plateau entre t=10
et 16, les résultats étant donnés dans la table 4.4.3. Ces barres d’erreur sont calculées par
la méthode jackknife.

[ B=3.90 11=0.0040 stai=782_|

I ERERN RN R L'“"L'_J:‘.l AN RRRENRRARN ERAS

L

coa b b b b b e b b Py g Iy
4 6 8 10 12 14 16 18 20

at

F1G. 4.20 — Partie imaginaire de L(¢,D4) en fonction du temps pour ’ensemble Bj. La
ligne horizontale bleue est le résultat du fit par une constante pour t € [10 — 16], les lignes
pointillées représentant l'erreur associée, évaluée par la méthode jackknife.

L’écart par rapport & 0 ne peut provenir que d’un artefact du réseau caractéristique
de notre action. En effet, il devrait étre nul pour une action invariante sous parité. Sa
valeur augmente lorsque la masse du pion diminue. Cette étude serait & poursuivre par
I'identification exacte de ce terme avec sa valeur théorique dans le développement a la
Symanzik. Cette étude n’a pas été développée dans cette thése. Elle offre tout de méme une
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Ensemble

=39 u=001L=24 7.475e-03 £ 1.88e-02
8=39 1n=0.0085 L =24 9.797e-02 £ 2.66e-02
6=39 un=0.0064 L =24 1.262e-01 + 2.92e-02
=39 4=0004 L=24 1.125e-01 £ 3.46e-02
=39 up=0.004 L =32 1.838e-01 + 4.06e-02
=39 1=0.003 L=32 1.962e-01 £ 3.17e-02

TAB. 4.4 — Résultats du fit par un plateau de Im(L(t,7s5)) pour ¢ € [10—16] et les différents
ensembles.

accroche sur un effet de discrétisation accessible dans le secteur du nucléon caractéristique
de la tmQCD.

4.5 Représentation spectrale de la fonction a 3 points

Le développement de la fonction de corrélation a 3 points est similaire & celui de la
2 points. Nous voulons extraire 1’élément de matrice (N,p’, s'|J(2)|N,p, s). Le cadre du
calcul sur réseau nous limitera a :

— projeter I’état final du nucléon sur I’état d’impulsion nulle :

[ #2101Pa )T )P D0 (4.66)
— projeter avec A sur les indices de Dirac du proton :
Tr(A/d3a:f<O|Paf (z£)T (2)Pa, (0)]0)) (4.67)
— projeter sur la tri-impulsion transférée au niveau de 'opérateur :
Tr(A / 0260\ P, (7).7 (2) By (0)]0) (4.68)

— nous nous limiterons & I’étude des facteurs de forme dans le domaine des impulsions
transférées q2 de type espace, soit 0 < t, < ty. En effet nous pourrions naivement
s’attendre a accéder aux facteurs de forme dans la région de type temps par 'étude
de la fonction de corrélation a 3 points pour 0 < t; < t.. Maiani et Testa ont montré
dans [82] qu'une telle relation n’était pas simple et qu’il est impossible d’extraire
directement du comportement de la fonction & 3 points dans la région 0 <ty <t
les quantités physiques d’intérét. On pourra cependant retenir que le comportement
de la fonction a 3 points pour un temps d’insertion d’opérateur se trouvant aprés le
temps du puits n’est pas trivial.
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L’élément de matrice (N, 0, s|7(0)|N’, —¢, s') sera décomposé sous la forme :

(N0, 5| T (0)| N, =7, s") = aiy (0)0(Q*)uiy (—7) (4.69)

oit O(Q?) est une matrice agissant sur les indices de Dirac que 1'on identifiera dans les
équations 2.7, 2.29, 2.44 et 2.54 pour les différents opérateurs. En nous limitant & ces
considérations, la fonction a 3 points se décompose alors sous la forme :

CoPHt, g tp, A T)
~ Tr(A / @ 18326 (0| Py, ()7 (2) By (0)[0))

N N’
— \/Z \/Z ) —Mnyts o—(Eni(7%)—Mn)t: -
= e Mire Tr(A(L+70)O(0)(~7.q + My)

NN, 2EN/(G?)
(4.70)
Dans les limites t; —t, — oo et t, — oo, seul I'état fondamental contribue :
3pt \/ZN \/ZN
tZ? _; t ’A'?

CHE 4ty A T) tp—ta,tz—r00 2EN(3?)

x oMt =BV ML T (A(L 4 50)O(0)(~7.q + M)

(4.71)

On construit alors le rapport R(t,q,ts, A, J) donné par :

O)Cgpt(tf’ 6, AO)
0)CR (17, ~, A0)
(4.72)

. C¥(t, g te, N, T) | C%PL(ty — t,, —q, AO)C?P(t, 0, A
Rt gt A ) = ST >\/ (ty — ..~ 7. A") <#A
q,

Ci(t;,0,A0) | C%i(ty —t,,0,A0)C2(t,

Dans la limite ou les temps du puits et le temps d’insertion de 'opérateur sont suff-
isamment grands, la dépendance en temps du rapport est supprimée. On notera également
que les facteurs Zy se compensent.

Tr(A(L +30)0(0)(—7.0 + MN»\/ T e e

—T(G, A, J) (4.73)

R(t.,q,tp, A, T)

tp—ts,t:—00

La quantité I1(q, A, J) est indépendante du temps lorsque seul I’état fondamental de
la théorie contribue a R(t.,q,ts, A, J). En pratique les états excités contaminent notre
signal. Afin de se placer dans un régime ou leurs contributions sont faibles, on tracera
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15} Temps du puits Fenétre de fit de R

39 12 [3-9]
405 16 [4-12]
42 18 [5-13]

TaB. 4.5 — Fenétres de fit utilisés pour l'extraction des facteurs de forme.

R(t.,q,ts, A, J) en fonction de ¢, et nous détermineront la valeur de II(q, A, J) dans la
région présentant un plateau. Cette méthode est illustrée sur la figure 4.21 ot sont montrés

les plateaux obtenus et leur fit pour R(t,,q, 12, A°, 03’60"8), pour ’ensemble Bg et pour les

impulsions discrétes indiquées en légende. L’opérateur VS 1% sera décrit dans la section
4.8.1. Ces figures serviront d’exemple pour les commentaires qui suivent :

— En pratique le critére énoncé sur la détermination d’un plateau donne une contrainte
faible. En effet les barres d’erreur sur chacun des points sont trop grandes pour
contraindre une fenétre de fit, les x2/d.o.f obtenus sur les fits du plateau restant
inférieur & 1 pour un ensemble trés large de fenétre de fit. Nous n’avons pas d’évidence
claire nous assurant que les contributions des états excités soient faibles.

— Pour choisir malgré tout une fenétre de fit, nous nous plagons dans le cas ou la limite
t.,ty —t. — oo sera le mieux vérifié : on prend alors le point t, = t;/2 comme
référence puis on élargit la région de fit de maniére symétrique tant que le résultat
du fit reste compatible avec un plateau. Conscient des limites de cette méthode, nous
nous limiterons & des plateaux de taille maximum inférieure ou égale a ty/2 + 1. Les
domaines de fit utilisés sont décrits pour chaque ensemble dans la table 4.5.

— 2 critiques principales peuvent étre faites sur cette méthode. D’une part les plateaux
sont choisis de maniére symétrique par rapport a t, = t¢/2. Or on s’attend a ce que
le signal puisse étre approximativement symétrique seulement dans le cas ¢ = 0 et
non pour ¢ # 0. En pratique cette asymétrie n’est pas exploitable.

D’autre part, pour § # 0, les erreurs de R(t,, q, tr, A, J) augmentent avec t,. Or nous
effectuons un fit pondéré du plateau, ce qui va privilégier les points aux temps courts.

Nous avons vérifié a la fin de ’analyse que les résultats obtenus dépendent trés faiblement
du choix de ce plateau.

A T’heure actuelle, il n’est donc pas primordial de raffiner les critéres de ce choix mais
dans un avenir ou les erreurs et le temps du puits le permettront, il conviendra d’étre
attentif aux remarques précédentes.

Pour chacune des impulsions ¢, le fit sera effectué dans la méme fenétre. Les erreurs
sont encore une fois calculées sur le principe de jackknife : chaque bin jackknife est fitté, la
dispersion des résultats de fit sur chaque bin permettant de calculer ’erreur sur le résultat
moyen.

Les résultats obtenus pour II(g, A, J) pour tous les ¢ vont par la suite étre traités pour la
méthode de Décomposition en Valeurs Singuliéres, abrégé par SVD.
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FIG. 4.21 — Illustration de R(t,,q,12,A°, VO?”CO”S) pour I’ensemble Bg. La figure du haut
présente les impulsions telles que ¢2 = 0.04 en unité réseau, celle du milieu telles que
¢> = 0.12 et celle du bas telles que ¢® = 0.15.
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4.6 Décomposition en Valeurs Singuliéres

Afin d’obtenir les formules pour chaque opérateur, nous remplagons dans 1’équation
4.69 'opérateur J avec les opérateurs donnés dans les équations 2.7, 2.29, 2.44 et 2.54.

Suivant Popérateur utilisé, il faut choisir le projecteur A tel que T'r(A(1+9)O(0)(—¢+
My )) soit non nul.

Nous prendrons les notations suivantes :

14+
A= —F
4
AF =A%y, , k=1.3 (4.74)
C= L (4.75)
2EN(=q)(En(—q) + My) '
Les quantités I1(q, A, J) définies dans 4.73 prennent alors la forme suivante :
— pour le courant J = Vf? :
(7. A% V) = CU(My + En(@))d0, + 1410k 4] GE(Q7)
(7, A%, V3) = O ejriq;Gar(Q7) (4.76)

J

— pour le courant J = Ai :

I5:(7, AF, A%) = iC[—(My + En(9)0ixGa(Q?) + 21 Gp(Q?)] | kyi=1.3

2My
(4.77)

— pour le courant J = O .
s (0, A%, OM) = My AY™ = My (z)y_a (4.78)

— pour le courant J = (920 :
Hoio (0, A", OF) = —iMn6; x A3~ = —iMn6; 1. () Au-Ad (4.79)

Les relations 4.76 et 4.77 se mettent sous la forme d’un systéme linéaire a résoudre,
Ax =y.

Les facteurs de forme Gy (Q?) & Q? fixé sont nos fonctions de base constituant notre
vecteur colonne inconnu x = (G1(Q?), .., G (Q?)) avec m=1 ou 2 dans notre situation.
Le vecteur y sera formé & partir des résultats de Il(),(q, A, O,) pour u = 0.3, b =0..3,
et ’ensemble de ¢ tels que ¢® soit constante. Nous avons un ensemble de N "mesures",
notée y = {y;}, avec leur erreurs associées o; (déviation standard calculée par la méthode
jackknife). La matrice A est construite a laide des équations 4.76 et 4.77 suivant les
facteurs de forme considérés. Les coefficients de cette matrice font intervenir la masse et
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I’énergie du nucléon pour I'’ensemble considéré. La valeur de la masse utilisée est la masse
obtenue par la méthode des plateaux sur le méme ensemble statistique de configurations.
L’énergie est calculée par la relation de dispersion du continu comme nous 'avons justifié
dans la section 4.4.

Nous voulons alors déterminer le vecteur x des facteurs de forme qui ajuste au mieux
les données I1(5),,(q; Ab, O,.). Nous utiliserons la solution fournie par la SVD. Cette solution
est la meilleure approximation au sens des moindres carrés [83].

Nous formons alors le vecteur b de longueur N tel que :

Yi
b = = 4.80
=4 (4.80)
et construisons la matrice A’,
A
Al = JZ; (4.81)
Les routines de SVD nous fournissent le résultat a minimisant le x? = |A’-a — b|?.

Pour calculer les erreurs associées au résultat final, on applique la procédure de décomposi-
tion en valeurs singuliéres sur chaque bin jackknife en remplacant les valeurs de y; et de A;;
mesurées sur chaque bin jackknife tout en gardant la valeur de o; moyenne. L’erreur sur
les facteurs de forme est ensuite déduite de la dispersion des résultats des bins jackknife.
Nous prenons ainsi en compte ’erreur associée a la masse et a I’énergie du nucléon ainsi
que les corrélations entre mesures.

Afin de mieux appréhender le role de chacune des contributions et les erreurs associées
pour chaque Q? au facteur de forme, considérons le gain sur I'erreur en prenant en compte
les impulsions de méme ¢2.

Nous prendrons I'exemple de Gg(Q?) extrait de R(t,,q,12,A°, Vog’wns) pour l’ensem-
ble Bg en guise d’illustration. De maniére générale les résultats des fits du plateau de
R(t.,q,ts, A, J) pour les différentes impulsions de méme norme sont compatibles entre
eux, voir figure 4.22, les barres d’erreur étant similaires aux différentes impulsions.

La prise en compte de N impulsions de méme ¢? permet de maniére générale de gagner
un facteur -4 . La figure 4.23 illustre pour 'ensemble Bg et Gg((ag)? = 0.19)

( impulsions)
extrait de V"™ Dévolution de I'erreur relative de Gx(Q?2), 0Gu(@2)/Gr(Q?) en fonction
du nombre d’impulsions considérés en entrée de la SVD.

A
L’évolution est compatible avec le comportement en ———————= représenté en
(Nimpulsions)
pointillé. L’évolution de ’erreur des facteurs de forme en fonction de Q2 prend alors en

compte la dégénérescence des impulsions sur réseau, différente pour chaque 2.

Considérons maintenant le comportement en fonction des composantes p de I1,,(¢, A, J,,).
Afin de comparer les erreurs associées a chaque terme entrant dans la décomposition de
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]

Fic. 4.22 — Résultats de Ig(q, AY, 03’60"8) pour les différentes impulsions ¢ de norme
¢ = 0.08 extraits de R(t.,q,12,A°, 03’00"5) pour ’ensemble Bg. L’erreur représentée est
Perreur jackknife. Un fit pondéré a été effectué afin de montrer la compatibilité des résultats
entre les différentes impulsions.

SVD, on calcule le résultat de Gg(Q?) en ne considérant qu'une des composantes u de
I1,,(q, A", 2¢0n%) Nous nous placons dans un cas ou la dégénérescence des impulsions
contribue de maniére identique pour chaque composante, en pratique I'impulsion en unité
réseau (0.2, £0.2,40.2) pour 'ensemble Bg. Les résultats sont résumés dans la table 4.6.

Le résultat final sur Gg est équivalent a un fit pondéré de ces 4 valeurs dont ’erreur

est calculée par la méthode jackknife. Les valeurs moyennes de chaque composante sont
toutes compatibles entre elles. Mais ’erreur pour la composante 0 est environ quatre fois
plus faible. C’est donc cette composante qui dominera le résultat final.
Pour I’ensemble des impulsions, nous remarquerons de plus que la composante 0 de G
donne du signal pour toutes les impulsions alors que seuls les vecteurs ayant un ¢; non
nul donnent du signal pour la composante i. Les composantes i ont donc dans le pire cas
3 fois moins de statistiques que la composante 0. Il est donc primordial de tenir compte
des erreurs associées a l'extraction de chaque composante dans notre résultat, ce qui est
la force de la SVD. Le comportement général des erreurs en fonction de I'impulsion et
pour les différentes observables dépend des remarques précédentes et ne peut étre déduit
de maniére directe.
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FiG. 4.23 — Evolution de l'erreur relative de Gg(Q?), 0Gu(@2)/Gr(Q?) en fonction du
nombre d’impulsions considéré en entrée de la SVD pour 'ensemble Bg et (aq)? = 0.19.

vV (Nimpulsions) .

La courbe en pointillés représente le fit par la fonction

4.6.1 Choix des projecteurs

Le choix des projecteurs est délicat. Pour G (Q?) nous avons pris A°.

Pour les autres observables le choix peut étre plus varié. Il comprend dans tous les cas le

projecteur AY afin de projeter sur les états de parité positive. La démarche a ensuite été de
choisir un projecteur exigeant le moins d’hypothéses sur les contributions qui s’annulent en
moyenne. En effet nous avons vu dans la section 4.4.3 que pour la fonction & 2 points nous
pouvions avoir des effet de discrétisation non négligeables pour des composantes nulles
dans la limite du continu, ce qui incite & la plus grande prudence.
Par exemple, nous pourrions remplacer les projecteurs A* par >°, (A¥)/3 dans les formules
4.76 et 4.77. Une étude a montré qu’en terme d’erreur il n’y a pas de gain significatif entre
le choix d'un projecteur A* par rapport a >, (A¥)/3. Voulant se restreindre au minimum
d’hypothése, nous avons privilégié les projecteurs A*. Nous avons vérifié par la suite que les
contributions a priori nulles si nous avions utilisé Y, (A¥)/3 sont en moyenne compatible
avec 0.

L utilisation des 3 projecteurs A* pour k& = 1..3 au lieu d’un seul peut en théorie
améliorer au maximum nos erreurs statistiques par un facteur /3. Par contre, chaque pro-
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p Gg
0 0.427 £+ 0.022
1 0.494 + 0.115
2 0.463 £ 0.096
3 0.493 £+ 0.089

TaB. 4.6 — Résultats de Gp(@® = 0.12) extraits de IT1,(q, A, V™) en fonction de g,
chaque composante étant traitée séparément les unes des autres.

jecteur nécessite l'inversion d’un propagateur généralisé. Il convient donc de considérer leur
utilisation du point de vue du temps de calcul.

La partie la plus cotteuse de notre chaine de calcul est la génération de configurations.
Nous avons un nombre limité de configurations N., qu’il faut exploiter au mieux. Une
fagon d’améliorer la statistique est de tirer plusieurs points source et de faire la moyenne.
Une autre méthode consiste a utiliser plusieurs projecteurs. Nous avons envisagé deux
stratégies. Une premiére solution est de choisir différents points source avec un seul pro-
jecteur. Une deuxiéme solution est de choisir différents projecteurs avec un seul point
source. Soit Ngource le nombre de point source utilisé et Np.,; le nombre de projecteur
utilisé.

Dans notre situation les propagateurs de quarks étaient déja disponibles pour un point

source donné. Ainsi, la premiére solution aurait conduit a inverser (2Nource —2) Neon f Prop-
agateurs de quarks et 2 Nyource Neons Propagateurs généralisés. Soit (4Ngource — 2)Neonf
inversions pour une statistique de N' = Nypyrce Neonf mesures.
Les études sur 'utilisation de plusieurs points sources d’'une méme configuration, effectuées
par d’autres collaborations, semblent indiquer que les corrélations entre les mesures sont
faibles et que les erreurs varient en 1/ V/N. La deuxiéme solution est d’utiliser les propaga-
teurs de quarks existants et d’effectuer 2N, Neonp inversions pour avoir une statistique
de N = NprojNeons mesures. A statistique et temps de calcul équivalent, la deuxiéme
méthode sera donc plus avantageuse pour N,.,; = 3, tant que U'erreur finale obtenue est
au moins divisée par /2.

Une étude préliminaire effectuée sur g4 et sur un ensemble indiquait que I'on pouvait
espérer un gain de 1,5 de l'erreur validant ce choix. De plus l'utilisation des 3 projecteurs
a permis une étude plus détaillée des effets de chaque composante des opérateurs.

A posteriori ce choix peut-étre remis en cause. En effet, le gain obtenu dépend tout
d’abord du projecteur avec lequel on effectue la comparaison. Soit X = opx/ O oep A le
gain sur 'erreur relative obtenu par l'utilisation des 3 projecteurs séparés par rapport a
I'utilisation d’un seul projecteur. Pour g4 sur I’ensemble Bg, on observe que Y1 = 1,4,39 =
1,5 et X3 = 1,6. Donc le choix du meilleur des projecteurs semble étre plus intéressant que
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la méthode des 3 projecteurs séparés. Cela s’explique par le fait que les résultats obtenus
avec chacun des projecteurs sont combinés via la méthode de SVD. Ainsi le gain sur 'er-
reur sera supérieur pour le projecteur ayant la plus grande erreur par rapport au projecteur
ayant la plus faible erreur. Cet effet est de plus trés différent suivant ’ensemble considéré.
Pour I'ensemble By , Y3 = 1 alors que 1 = 2,7 pour g4 ! De plus une tendance générale
semble indiquer que plus 'impulsion transférée est grande, plus 3 est faible.

Enfin ¥, dépend fortement de 1'observable considéré. Pour G (Q?) et Gp(Q?), le critére
sur le gain est vérifié dans une majorité des cas, ce qui n’est pas le cas pour G4(Q?) quand

Q*#0.

En résumé, il n’y a pas d’argument trés fort pour choisir 'une ou l'autre stratégie. En
pratique nous avons utilisé la méthode utilisant trois projecteurs qui permet de controler
la structure en spin des corrélateurs.

4.7 Constante de renormalisation vectorielle

Nous avons donné au chapitre 1 la forme des opérateurs du continu auxquels nous
allons nous intéresser. Les résultats obtenus sur réseau avec ces opérateurs devront étre
renormalisés, en le multipliant par une constante Z 7 afin d’obtenir les valeurs attendues
des observables physiques.

Sur réseau nous pouvons construire différents opérateurs J!...7" équivalents aux opéra-
teurs précédents. Ils devront étre renormalisés avec une constante de renormalisation qui
leur est spécifique et ils seront dits équivalents entre eux lorsque :

<n|Z;Tn >—— A, Vi (4.82)

A représente la valeur de 1’observable physique. Pour une maille du réseau fixée, les <
n|Z 7 J%n > vont différer par des effets de discrétisation.

Ces notions sont illustrées dans notre cas a partir du courant vectoriel conservé. En effet
nous verrons dans la prochaine partie quel est le courant exactement conservé sur réseau
V2" On peut montrer que ce dernier n’a pas besoin d’étre renormalisé, soit Zys.cons = 1.
Par contre, le courant Vi’ = 1;’)’“1/} qui n’est alors pas exactement conservé sur réseau doit
étre renormalisé par une constante Zy .

Nous avons alors deux maniéres pour exploiter ce fait :

— En déterminant, Zy dans le secteur du nucléon a partir des résultats obtenus a partir
de V,f”cons et Vi’. Cela sera présenté a la section 5.3.2.

— 11 est également possible d’étudier les effets de discrétisation, en prenant Zy déter-
miné dans le secteur des mésons et en comparant les résultats obtenus avec ZVVS
et Vi’ € Cette remarque peut étre utilisée pour effectuer la limite du continu de
GE(Q?) et Gur(Q?) a Q% # 0 A partir de résultats présentant des effets de discréti-
sation différents et ainsi mieux contraindre cette limite. Cette démarche ne sera pas
considérée dans cette these.
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4.8 Utilisation du courant conservé

4.8.1 Conservation de la charge & impulsion transférée nulle

Le courant exactement conservé nous fournit des relations fortes entre nos observables
[84] qui m’ont permis d’effectuer des tests sur nos codes de calcul. En théorie classique
des champs, la conservation de l'isospin découle de la symétrie globale de 1’action selon les
transformations du groupe SU(2). A cette symétrie sont associés des courants conserveés
d’aprés le théoréme de Noether. Dans le cas de 'action QCD du continu, I'un de ces
courants conservés est Vi’ . On peut montrer & partir de ’action sur réseau de tmQCD que
le courant correspondant, et qui est exactement conservé, prend la forme suivante dans la
base physique :

Veons(z) = o {3+ (=i + um)Un(20(2) = () (—irs — ) U2l + )
(4.83)
La charge, définie par :
Q¥oms () = / e (ty, 2)d3F (4.84)

est alors indépendante du temps.
Plus exactement, la conservation de cette charge se traduit par une relation entre les
fonctions de corrélation de la théorie via les identités de Ward-Takashi. Nous avons alors :

(Pay (25)AuV,2" (2) Pay(0)v = (Pay (25) Po, (0))u(8(0, 2) — 8y, 2)) (4.85)

Nous avons pris la notation A, V2" (2) = V2 (2) = V;2" (2 — 11). De plus, la notation
()u indique que 1’égalité est considérée configuration par configuration. Cette identité est
valide configuration par configuration car lors de la dérivation de la formule & partir de la
formulation en intégrale fonctionnelle, il n’est pas nécessaire d’intégrer sur les champs de
jauge.

Nous nous intéresserons tout d’abord au cas ou I'impulsion transférée est ¢=0 :

DD APay (@) ALV (2 Pal0)rr = D> (Pay (@) Pay (0)0(6(0, 2) — d(xy, 2))
Ty Z Ty Z

(4.86)
De plus, comme le réseau est un espace compact avec des conditions aux bords périodiques :
S AVIO(2) =0 (4.87)

zZ

Finalement :

Z(Pozf (xf)A0Q37cons(tZ)pai (0)v = Z(Paf (xf)Pai (i))u(6(0,t2) — 5(tfv t:)) (4.88)
Ty Tf
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Pour le cas 0 < t1 < t3 < ty, nous retrouvons alors le fait que la charge ne dépend pas du
temps, soit :

(Z Po(z5)(Q™ () — Q%" (t1)) Pa(2i))y = 0 (4.89)

Ty
Cette égalité se traduit sur les corrélateurs effectivement calculés par le fait que :

CoP(tg, 0, b7, VEIO™) = COPL(t, 0, 8, V™) (4.90)

configuration par configuration. Elle a été vérifiée dans nos calculs dans la limite de la
précision numérique de ordre de 107%,1077. Cet ordre de grandeur est consistant avec la
précision numérique a laquelle sont effectuées les inversions de propagateurs de quarks (
10~ en précision relative sur la norme au carré des propagateurs soit 10~7 attendue sur
les coefficients d’un propagateur de quark).

Pour le cas 0 < t; <ty < t2, nous avons :
CSpt(th 6’ tf7 V03,c0n5) - CSpt(t27 67 tfa V03,conS) _ C«Zpt(tf7 6) (4.91)

configuration par configuration. Ici encore cette égalité nous donne un test fort sur le bon
déroulement de nos calculs, vérifiable a la précision numérique de 1076, 1077,
GE(Q? = 0) est déterminé & partir de la valeur moyenne du rapport :

Ro(t, 0,5, A°, VZeom) = C%L(L,0, 15, Vo) JOPL(L,0), avec t<t;  (4.92)

Or Ry(t,0, tr, A, VO?”CO"S) tend en moyenne vers 0 pour ¢ > ¢¢. Ainsi 'écart de Gg(Q?* =
0) par rapport a 1 est da a I’écart statistique de Ry(t, 0, tr, A, 03’60"8) avec t > ty par
rapport & 0. Les points bleus de la figure 4.24, montrent les valeurs de Ry(t, 0, ty =
12,A0,V03’C°"s) obtenues pour l’ensemble Bg. On obtient un plateau parfait pour 0 <
t. < ty. Les erreurs statistiques sont identiques pour chaque point et résultent du fait
que nous obtenons un plateau parfait pour chaque configuration. La distribution de ces
plateaux autour de 1 sont le reflet de la distribution des valeurs de Ro(t,0,s, A°, Og’wns)

avec t >ty autour de 0.

4.8.2 Conservation du courant a impulsion transférée non nulle

Le courant conservé nous permet d’obtenir des égalités vérifiables & la précision numérique
pres. Il constitue un outil en or pour vérifier notre chaine de calcul. La section précédente a
présenté son utilisation lorsque I'impulsion transférée est nulle. Mais nous n’avons toujours
pas de test théorique nous permettant de vérifier que nos calculs & impulsions transférées
non nulles se déroulent correctement.

Dans ce but, j’ai dérivé a partir des expressions précédentes les égalités théoriques pour
des impulsions transférées non nulles.
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Fic. 4.24 - Ro(t,ﬁ, 12’A0’V83) en fonction du temps. Les points bleus correspondent &
l'utilisation de l'opérateur V;"“"®, courant exactement conservé sur réseau, avec le fit du
plateau associé en tiret bleu. Les points rouges correspondent a l'utilisation de 'opérateur

V03 , courant du continu, avec le fit du plateau associé en trait plein rouge.

En préambule, nous devons tout d’abord remarquer que le courant implémenté dans
nos codes est exactement :
1
T2
Dans le cas ot I'impulsion transférée est nulle, ce fait ne change pas les remarques de
la partie précédente. Il faut remplacer V,f’ COM3(t,) par sa moyenne sur t, et t, — 1, ce qui
a été implicitement pris en compte dans les conditions 0 < 1 <ty <tpet 0 <ty <ty <to.

(73,cons 3,cons 3,cons
% (2) % (2) +V, (z—p)) (4.93)

Nous nous plagerons dans le cas 0 < t, <ty et voulons exploiter I’égalité :
DD EF P (@) DV () Pa(0)r = D Y @ (P (25) Py (0))0(5(0, 2) = (g, 2))
Ty Z Ty Z

(4.94)
Nous déduisons alors que :

C?’pt(tz, (T, tfa ‘/03,c0n5) - C3pt(tz o 1’ q—»’ tf7 ‘/0376077/8)
3
=iy tan(qe/2)(C™ (L., Gty VIO) + CFH (L, — 1, G,y V™)) (4.95)
k=1
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Comme 4 la section précédente cette égalité est valide configuration par configuration
et je lai vérifiée a la précision numérique.

En remarque finale sur l'utilisation des identités de Ward dans nos calculs, il serait
instructif de poursuivre en détail les informations et vérifications que 1’on pourrait tirer
des courants axiaux qui ne sont que partiellement conservés.

4.9 Retour sur les excitations et le plateau des 3 points

Un des problémes majeurs de nos calculs provient du fait qu’il est difficile d’estimer
la contribution des états excités dans ’extraction de nos observables. Nous avons vu que
deux conditions sont nécessaires pour s’assurer que leur contribution soit faible.

Premiérement ¢ty — oo : ceci nous assure qu’au temps du puits seul I’état du nucléon
est présent. Le premier critére est de le fixer & un temps supérieur au début du plateau de
la fonction & 2 points. Puis pour vérifier que le temps du puits est suffisamment grand, il
est alors nécessaire d’effectuer différentes simulations pour des temps du puits croissants.
Cette étude est en cours. Le principal probléme rencontré, observé sur les résultats prélim-
inaires sur ’ensemble C, provient du fait que les erreurs statistiques augmentent lorsque
ty croit. Ainsi sur 'ensemble précédent, avec la méme statistique, les erreurs augmentent
d’un facteur d’environ v/2 entre des simulations & ¢ r =15 et ty = 16, ce qui ne nous a
pas permis de conclure. Le coiit en temps de calcul est considérable pour faire apparaitre
un écart significatif entre les résultats aux temps du puits différents. Le choix a été fait de
prendre pour les différentes simulations une distance physique entre la source et le puits
d’environ 1 fm. Dans le futur, il conviendra d’augmenter cette distance lorsque les amélio-
rations algorithmiques apportant un gain considérable pour le cotit de calcul des inversions
de propagateurs de quarks auront été mises en place dans les codes.

Deuxiemement t.,t; —t, — oo : de cette limite, et seulement de celle-ci, dépend
directement la forme du signal R(t.,q,t¢, A, J) en fonction de t,. L’importance des états

excités dépend fortement de 'opérateur étudié. En effet cette dépendance en fonction de
t, est entiérement déterminée par I’élément de matrice :

(N0, s| / €T (b2, 2) 2N, =G, ) = e P @M (G, / ¢F7(0,2)d*ZN', ~q,5)
(4.96)
Pour n’avoir aucune dépendance de R(t.,q,ts, A, J) en fonction de ¢, , il faut que
(N, 0, s| / e 7(0,2)d*Z|N', -, 5"y =0 YN,N'\N # N’ (4.97)

Cette condition peut étre remplie dans le cas d’un courant exactement conservé a impulsion
nulle, comme nous ’avons vu dans la section 4.8.1. Les états du nucléon et ses excitations
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sont alors des états propres de [ ez g (0,2)d3Z. En effet, pour le courant conservé :
QB,cons(tz)’N/7 —q,8') = qv|N', =G, §') (4.98)
et donc
(N, 0, 5|Q¥"(t,)|N', =G, 8') = 05 O N 0s. s (4.99)

Nous obtenons alors un plateau parfait. La figure 4.24 montre la différence de plateau entre
le courant vectoriel et le courant local renormalisé. Les valeurs pour ¢, € [3—9] sont toutes
compatibles entre les 2 courants . Par contre, pour les temps en dehors de cette fenétre,
nous observons une déviation significative entre les deux courants. Cet effet ne peut étre
di qu’a un effet de discrétisation. Comme précédemment mentionné a le section 4.1.1, ces
effets sont communément assimilés aux excitations.

Dans le cas d’une contamination par de "vrais" excitations, ’effet sur le plateau dépend
alors de 'opérateur considéré, a savoir de la valeur des éléments de matrice de léquation
4.97. Ces éléments sont reliés aux facteurs de forme de transition.

Afin de vérifier la cohérence des fenétres de fit utilisées, nous pouvons représenter les
résultats obtenus pour chaque facteur de forme lorsque nous appliquons la méthode SVD
pour tous les points ¢, de R(t.,q,ts, A, J). Nous obtenons ainsi la véritable image des
plateaux obtenus aprés ’application compléte de notre chaine d’analyse. Les figures 4.25
et 4.26 montrent les différents facteurs de forme, Gg(Q?*)P~", Gn(Q*)P™", Ga(Q?) et
Gp(Q?) extraits en chaque point ¢, du plateau choisi pour différentes impulsions. Nous
contrdlons ainsi que pour les impulsions exploitées, la contamination par les excitations
relative a la limite ¢,,%y — ¢, — oo sont faibles : nos données sont toutes compatibles avec
un plateau pour nos fenétres de fit, nos barres d’erreurs statistiques contraignant cette fois-
ci fortement ce comportement en comparaison avec la figure 4.21. La figure 4.27 présente
quant & elle le plateau obtenu pour g4 pour ’ensemble D1.

J’ai expliqué dans ce chapitre la méthode utilisé pour extraire les facteurs de forme,
ses principes, ses tests. Une attention particuliére a été portée sur le controle de 'analyse.
Le chapitre suivant sera consacré aux résultats obtenus sur les ensembles de la collaboration
et leur exploitation.
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Fi1G. 4.25 — Résultats pour G, " (figure du haut) et G, (figure du bas) extraits a chaque
temps du plateau t, pour 'ensemble By et pour différentes valeurs de Q? en unité réseau
indiquées en légende.
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F1G. 4.26 — Résultats pour G4 (figure du haut) et Gp (figure du bas) extraits a chaque
temps du plateau t, pour 'ensemble By et pour différentes valeurs de Q? en unité réseau
indiquées en légende.
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Chapitre 5

Résultats sur les facteurs de forme

Dans ce chapitre nous présenterons les résultats obtenus avec les configurations pro-
duites par la collaboration ETMC et une discrétisation avec des fermions de masse twistée.
Nous ne présentons pas de comparaisons directes avec les autres collaborations mais nous
renvoyons a la revue [85] pour une description conscienceuse des valeurs récentes obtenues
de différents groupes, ainsi qu’aux résultats récents parus dans [86, 87, 88, 89].

5.1 Statistiques et caractéristiques des ensembles

Le tableau 5.1 présente le nombre de configurations utilisées pour extraire les facteurs
de forme. La colonne nommée "#conf avec A¥" indique le nombre d’inversions des propa-
gateurs généralisés effectué pour chaque projecteur AF, k = 1..3. La statistique équivalente
en terme de configurations est donc environ le double du chiffre indiqué, sous les mises en
garde effectuées dans la section 4.6.1.

Les choix de ces statistiques ont été guidés par la volonté d’obtenir pour tous les
ensembles des erreurs statistiques comparables pour les différentes observables. Dans ce
but il est nécessaire d’avoir une statistique plus grande pour les volumes en unité réseau
les plus petits et les masses de pion les plus faibles. J’ai contribué pour ma part a plus de la
moitié de la génération de ces statistiques en terme de gestion et controle des simulations
pour les fonctions a 3 points sur les fermes de calcul et super-calculateurs.

Les constantes de renormalisation utilisées se trouvent dans la table 5.2. Elles provien-
nent de la présentation lors d’une réunion de collaboration effectuée par M. Constantinou
[90] pour les constantes Zy et Z4. Zpaa et Zofg sont tirées quant a elles de la référence
[64].

5.2 Stratégie

Pour chaque observable nous présenterons tout d’abord les résultats obtenus pour les
facteurs de forme GP~" en fonction de Q? physique en utilisant les valeurs des mailles fixées

89
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Ensemble (L/a)?xT/a 3 am. mgL ty/a Hconfavec A° +conf avec A

By 243 x 48 3.9 0.136 326 12 2034 1254
By 0.169 4.05 555 555
Bs 0.194 4.65 363 363
By 0.210 5.04 477 477
Bs 323 x 64 0.134 4.29 363 348
B 0.117 3.74 633 405
Ci 323 x 64 4.05 0.104 3.33 16 444 444
Cs 0.143 4.58 321 321
Csy 0.165 5.28 402 402
D, 483 % 96 4.2 0.074 3.55 18 243 243
Dy 323 x 64 0.133  4.25 351 351

TaB. 5.1 — Résumé des ensembles de ETMC utilisés. Sont donnés le volume du réseau
L3 x T, les valeurs de l'inverse de la constante de couplage (3, les masses de pion mesurées
en unité réseau et les valeurs de m,L équivalentes. La colonne at; indique le temps du
puits utilisé. La colonne nommée "#conf avec A" présente le nombre d’inversions de
propagateurs généralisés effectué avec le projecteur A°. La colonne nommée "#conf avec
AF" présente le nombre d’inversions de propagateurs généralisés effectués pour chaque
projecteur A¥, k= 1..3.

dans le secteur du nucléon.

Les erreurs systématiques dues a l'incertitude sur la maille ne sont pas indiquées. Sur
les graphiques ot figurent les facteurs de forme en fonction de Q2 A maille fixée, nous
chercherons & analyser la dépendance en fonction de la masse du pion des différentes quan-
tités. Le choix de I’échelle de Q2 en GeV? est guidé par la lisibilité des graphiques. Seule la
comparaison par rapport a l'expérience est & prendre avec précaution du fait qu’il existe
une incertitude sur la maille. La variation de la maille entraine une dilatation de 1’axe en
@Q?. 11 ne parait donc pas judicieux de faire figurer erreur sur la maille en indiquant des
barres d’erreurs horizontales car celles-ci sont complétement corrélées entre tous les points.

B Zy  Za  Zou Z i

3.9 0635 0.757 1.038(10)(20) 1.153(6)(16)
4.05 0.666 0.775 1.097(5)(4)  1.159(7)(16)
42 0.689 0.788 1.114(11)(17) 1.159(9)(20)

TAB. 5.2 — Constantes de renormalisation des différents opérateurs dans le schéma MS(
a 2 GeV pour Zpa et Zof)- Les erreurs dans les premiéres et secondes parenthéses sont
respectivement les erreurs statistiques et systématiques.
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Pour étudier les effets de discrétisation, nous disposons de 3 mailles : a ~ 0.0885(40) fm
(8 =3.9), a~0.0699(30) fm (5 = 4.05) et a ~ 0.0556(40) fm (8 = 4.2). Dans les analyses,
nous avons conservé 1’échelle fixée par la maille. Nous aurions pu choisir de représenter
les quantités en fonction du paramétre de Sommer, qui est déterminé avec une meilleure
précision. Une étude a été effectuée pour vérifier que les conclusions générales étaient in-
changées avec ce choix.
Les incertitudes sur la maille sont importantes pour effectuer les extrapolations a la masse
du pion physique. Pour les quantités dimensionnées, ’erreur sur la maille entraine alors
une erreur systématique sur les deux axes des graphiques, aboutissant & une erreur diag-
onale. Pour les quantités adimensionnées seule I’échelle de la masse du pion est modifiée.
On conservera la tradition des différentes collaborations qui n’indiquent pas ces erreurs sur
les graphiques de résultats en fonction de la masse du pion en unité physique. Lors de la
présentation des extrapolations chirales par les différentes collaborations, il faut alors étre
attentif & la bonne prise en compte de cette erreur systématique qui est généralement de
méme ordre de grandeur que les barres d’erreurs statistiques affichées.
Comme nous le verrons dans la présentation des résultats, les effets de discrétisation sont
négligeables en comparaison de nos barres d’erreur. Nous n’effectuerons pas d’extrapola-
tion dans le continu.

Nous examinerons également pour chaque observable la dépendance en volume. Les
effets de volume dépendent de m, L : ils sont d’autant plus faibles que la valeur de m,L
est grande. Pour les étudier, nous disposons de 2 ensembles : By avec m,L = 3.3 et Bg
avec m,L = 4.3. L’ensemble By posséde la plus faible valeur de m L. Ainsi lorsqu’aucune
dépendance significative en volume ne sera observée entre ces deux ensembles, nous pour-
rons conclure que les corrections en volume pour tous les autres ensembles ne sont pas
significatives. Nous aurons alors une controle trés fort de cet effet.

Enfin nous donnerons un point de vue qualitatif sur la limite vers la masse de pion
physique de nos résultats. Les différents résultats expérimentaux utilisés dans ces graphiques
se trouvent au chapitre 1.

J’ai effectué ’ensemble des analyses de données qui sont présentées dans la suite de ce
chapitre. J’ai mis en place un programme en C+-+ en mettant & profit les outils fournis
par ROOT [91]. La classe TTree de ROOT fournit en effet une méthode optimale afin de
lire les données avec un accés de maniére conditionnelle. Elle est donc particuliérement
adaptée au traitement de nos données volumineuses et a leur manipulation contrélée. La
visualisation simple et instantanée des informations désirées, & n’importe quelle étape de
notre chaine d’analyse, en font un outil puissant grace auquel I’ensemble des graphiques de
cette thése ont été crées. Ces analyses ont également été effectuée par d’autres membres de
la collaboration, nous permettant de vérifier nos résultats. Mes résultats numériques sont
donnés dans ’annexe B.
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5.3 Courant vectoriel

5.3.1 G5 "(Q?
Dépendance dans I'impulsion

Les résultats de G%fn(Q2) pour les différents ensembles sont représentés sur les graphes
5.1, 5.2. Ils dépendent faiblement de la masse du pion. Les courbes en pointillés indiquent
les résultats des fits par une forme dipolaire :

1

(1+A%>2

Gp(Q%) = (5.1)

pour une fenétre de fit @ € [0,1.2]GeV?. Jai vérifié qu'un choix d’une fenétre de fit
plus restreinte ne modifie que trés faiblement nos résultats au vue de nos barres d’erreurs
statistiques. Cette fenétre n’est pas élargie par consistence avec les résultats expérimentaux
qui montrent une déviation par rapport a la forme dipolaire pour des Q2 plus élevés. Les
données sont toutes compatibles avec une forme dipolaire, les x?/d.o.f étant dans tous
les cas inférieurs & 1. A partir de ces fits, nous avons déduit la valeur du rayon de charge
électrique au carré donnée par :

12
rE) = —s 5.2
B =1 (52)
Les erreurs sur le rayon de charge sont déterminées par la méthode jackknife, en fittant
chaque bin jackknife puis en calculant ’erreur moyenne a partir de la dispersion de ces
résultats. Les données sont compatibles avec la forme dipolaire & un seul paramétre, la
valeur de GL,"(Q* = 0) étant fixée par la conservation de la charge. La dépendance
observée sur la figure du bas de 5.2 semble provenir d'un effet de volume, la dépendance
en la masse du pion étant négligeable sur les autres ensembles. Nous étudierons les effets
systématiques en détail dans la prochaine section, sur le seul paramétre qui est le rayon de
charge électrique.

Les données aux différentes mailles du réseau sont présentées sur les graphiques 5.3 et
5.4. Elles sont toutes compatibles, aucun effet de discrétisation significatif n’étant mis en
évidence.
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Fia. 5.1 - Reésultats de G, "(Q?) en fonction de Q? pour les ensembles By, B3 et By
sur la figure du haut, Bg, et B7 sur la figure du bas. Les courbes en pointillés de couleur
indiquent les résultats du fit par une forme dipolaire des différents ensembles. La courbe
en pointillés noirs est la valeur expérimentale des références données au chapitre 1.
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FIG. 5.2 - Résultats de G, " (Q?) en fonction de Q2 pour les ensembles Cy, Cy et Cs sur la
figure du haut, Dy et Dy sur la figure du bas. Les courbes en pointillés de couleur indiquent
les résultats du fit par une forme dipolaire des différents ensembles. La courbe en pointillés
noirs est la valeur expérimentale des références données au chapitre 1.
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F1G. 5.3 — Comparaison des résultats de G, " (Q?) en fonction de Q? aux différentes mailles
a la masse du pion ~ 468 MeV (ensembles By, C3 et Ds) sur la figure du haut et ~ 300
MeV (ensembles By, C1) sur la figure du bas. Les courbes en pointillés de couleur indiquent
les résultats du fit par une forme dipolaire des différents ensembles. La courbe en pointillés
noirs est la valeur expérimentale des références données au chapitre 1.
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FIG. 5.4 — Comparaison des résultats de G, " (Q?) en fonction de Q? aux différentes mailles
a la masse du pion ~ 261 MeV (ensembles B7 et D;). Les courbes en pointillés de couleur
indiquent les résultats du fit par une forme dipolaire des différents ensembles. La courbe
en pointillés noirs est la valeur expérimentale des références données au chapitre 1.
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Rayon de charge électrique

Nous avons représenté le rayon de charge électrique en fonction de la masse du pion
sur le graphique 5.5.
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NI +
S
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Fia. 5.5 — Dépendance en fonction de la masse du pion du rayon de charge électrique au
carré <r%>p*" pour les différents ensembles. La valeur expérimentale est représentée par
I’étoile bleue.

Nous nous apercevons qu’il y a un fort effet de volume entre les résultats de I’ensemble
Bg et 'ensemble By . Ce sont les seuls résultats disponibles pour étudier les effets de vol-
ume fini. Un travail a été effectué afin d’essayer d’obtenir des résultats a la méme masse de
pion et pour un volume plus petit de L ~ 1.8 fm mais les erreurs sur les résultats étaient
trop grandes pour les exploiter.

Pour étudier cet effet, on peut tenter de fitter ces effets de volume. J’ai testé un com-
portement du type :

Mg(m,L)=A+ el (5.3)

My L

qui est le comportement empirique vérifié pour les effets de volume sur la masse du nucléon
[92]. Cependant cette forme fonctionnelle ne peut pas étre utilisée pour nos données car le
nombre de degré de liberté se trouve étre nul. Nous ne pouvons pas corriger ces effets de
volumes sans hypothéses supplémentaires ce qui rend alors également impossible les tenta-
tives d’extrapolation chirale. Une conclusion conservative est de constater que les effets de
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F1a. 5.6 — Comparaison des résultats de Gf, " (Q?) en fonction de @ aux différents volumes
L =21fmet L =28 fm pour § = 3.9 et m; ~ 300 MeV. Les courbes en pointillés de
couleur indiquent les résultats du fit par une forme dipolaire des différents ensembles. La
courbe en pointillés noirs est la valeur expérimentale des références données au chapitre 1.
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Fia. 5.7 — Dépendance en fonction de la masse du pion du rayon de charge électrique
au carré (r%)P~" pour les différents ensembles. La ligne en pointillés marrons indique le
résultat d’un fit des données a f = 3.9 et en incluant le pion physique prenant en compte
la. dépendance chirale et la dépendance en volume. Les courbes pointillés nommeées iso L
indiquent les projections du résultat du fit combiné lorsque la masse du pion varie & volume
constant donné en légende.
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volume sont grands pour le rayon de charge électrique et nous allons essayer de les estimer.

Afin d’extraire le maximum d’informations utiles pour de futures simulations, j’ai ef-
fectué une étude avec les hypothéses suivantes :
— Nous incluons le point physique dans le fits.
— Nous supposons que la dépendance en masse de pion est correctement décrite par le
comportement donné dans [93] :

2
2 \p—n 1t XN IOg ﬂ—%% 5.4
o = (54)

14 5¢%
(A fr)?

— Nous supposons que la dépendance en volume est bien approximée par la formule 5.3.

avec YN = —

J’ai effectué un fit combiné de nos données incluant la dépendance chirale 5.4 et la
dépendance en volume 5.3, voir figure 5.7. Le coefficient B est égal a 24 + 13 GeV. Afin
d’éviter tout probléme de compatibilité entre nos résultats & maille différente, j’ai restreint
les données fittées a ’ensemble § = 3.9. Les autres données sont indiquées pour vérifier
la cohérence des résultats. A ce titre j’ai également indiqué les résultats obtenus par la
collaboration LHPC [88]. J’ai enfin représenté par les lignes en pointillés et nommeées iso L,
les projections du résultat du fit combiné lorsque la masse du pion varie & volume constant,
pratique courante des calculs de QCD sur réseau. La ligne en pointillés marrons indique la
valeur obtenue en volume infini, la zone grisée correspondant a son incertitude a 95 % de
niveau de confiance.

Le x?/d.o.f du fit combiné est de 0.48 montrant que nos données sont bien compatibles
avec les hypothéses du modéle. Les résultats du fit sont de plus compatibles avec les autres
ensembles mais également avec les données de LHPC. On remarque qu’a la masse du pion
de 300 MeV les corrections de volumes pour notre volume de 2.8 fm semblent faibles, d’env-
iron 7%. Par contre pour le volume de 2.1fm les corrections prédites sont d’environ 27%, et
pour la masse du pion de 260 MeV au volume de 2.8 fm d’environ 15%. La conclusion d'un
tel graphique est que les effets de volume affectent fortement le comportement du rayon
de charge électrique. Si ces effets ne sont pas pris en compte, les extrapolations chirales
appliquées a nos résultats sont biaisées.

Sous les hypothéses précédentes, ce graphique permet d’estimer le volume minimal
nécessaire & une masse de pion choisie pour que les effets de volume soient négligeables, ce
qui est crucial pour les futurs calculs sur réseau de cet observable. Par exemple, pour une
masse de pion de 200 MeV, un volume de 5 fm est nécessaire et pour un pion a la masse
physique, un volume de 6 fm semble judicieux. Etant donné qu’en tmQCD sur réseau, de
telles masses de pion ne sont accessibles qu’avec des mailles inférieures & 0.05 fm, il nous
faut envisager des simulations avec des volumes (L/a)? x T/a = 1283 x 256.

Il est clair qu’il faudrait plus de volumes pour avoir des conclusions définitives.
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B Zy de [63] Zy (M1) Zy (M2)
3.90 0.6103 £0.0003 0.6096 = 0.0022 0.6078 = 0.0008

4.05 0.6451 £0.0003 0.6487 £0.009  0.6445 £ 0.0015
4.2 0.6697 £ 0.0027  0.6730 £ 0.0002

TAB. 5.3 — Valeurs de Zy tiré de la référence [63] et déterminé dans le secteur du nucléon
a partir des méthodes (M1) et (M2).

5.3.2 7y

Comme nous I'avons mentionné a la section 4.7, nous pouvons extraire la constante de
renormalisation du courant vectoriel Zy de nos calculs. En effet :

Gp(Q*)P "

II —*AO 3y —
(Q’ ?Vp,) ZV

(5.5)
La constante de renormalisation vectorielle peut étre obtenue de I’équation 5.5 si nous
imposons la normalisation du facteur de forme électrique a @? = 0, i.e. G, "(Q* =0) = 1.
Nous appellerons cette premiére méthode (M1). Les résultats sont reportés dans la figure
5.8 et comparé avec les résultats dans la limite chirale obtenus dans le secteur des mésons
en utilisant I'identité de Ward [63]. On se référera également a la détermination de Zy a
partir des fonctions & 3 points des mésons [94]. Dans ce secteur, Zy dépend linéairement
en la masse des quarks, pur effet de discrétisation. Nous avons donc également extrapolé
a masse de quark nul nos résultats pour 8 = 3.9 et 8 = 4.05 avec une fonction linéaire en
la masse des quarks, les résultats finals se trouvant dans la table 5.3. Dans notre cas, cette
dépendance linéaire n’est pas mise en évidence, les résultats étant également compatible
avec une constante. A § = 4.2, en raison du nombre de degré de liberté restreint, nous
avons ajusté nos points par une constante.

Les erreurs relatives statistiques finales sur la détermination de Zy sont comprises entre
0.3 +1.4%.

Une autre méthode, nommeée (M2), permet de gagner un facteur ~ 3 =+ 5 sur nos

erreurs. Nous pouvons utiliser le fait que le courant exactement conservé Vi’ N 0’ pas
besoin d’étre renormalisé et obtenir Zy du rapport :
I (7 AO, 3,cons
Ao = (@) (5.6

II(q, A, V,3)

a Q% = 0. Les erreurs relatives statistiques finales sur la détermination de Zy sont alors
comprises entre 0.13 =+ 0.23%. Cette différence provient du calcul de nos erreurs statis-
tiques : nous les calculons par la méthode jackknife en divisant chaque bin jackknife de
I1(7, A°, V") par ceux de II(, A°, V,3). Les deux quantités étant extrémement corrélées
nous avons alors un gain substantiel dans les erreurs. Les résultats sont données dans la
table 5.3 et peuvent étre visualisés sur la figure 5.8. La figure 5.9 montre qu’il n’y a pas de
dépendance linéaire significative en la masse des quarks pour les simulations & 5 = 3.9.
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F1c. 5.8 — Constantes de renormalisation vectorielles obtenues aux différentes valeurs de la
masse nue des quarks en unités réseau. Les lignes pointillées sont les ajustements linéaires
(B = 3.9,4.05) et constant (G = 4.2) des points et les étoiles bleues désignent les valeurs
correspondantes au point chiral. Les étoiles jaunes sont les résultats obtenus dans le secteur
des mésons [63]. Dans la figure du haut Zy, est déduit de la formule 5.5 (méthode (M1)),
dans la figure du bas par la formule 5.6 (méthode (M2)).
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Fic. 5.9 — Constante de renormalisation vectorielle & § = 3.9 obtenue aux différentes
valeurs de la masse nue des quarks en unité réseau déduite de la formule 5.6. La ligne
en pointillés est ’ajustement linéaire des points et 1’ étoile bleue désigne la valeur corre-
spondante au point chiral. L’étoile jaune est le résultat obtenu dans le secteur des mésons
[63].

A 3 = 4.05, nos résultats sont compatibles a 1o avec la détermination dans le secteur
des mésons. A 8 = 3.9, nos résultats ne sont compatibles qu’a 2.30 avec la détermination
dans le secteur des mésons. Cet écart est di aux différents artefacts de discrétisation dans
la. détermination de Zy .

Les figures 5.10, 5.11 et 5.12 représentent Zy(Q?) déterminé pour Q% # 0 & partir
de I'équation 5.6 pour les différents ensembles. Les données sont bien ajustées par une
dépendance linéaire en fonction de Q? pour les impulsions Q% < 1 GeV2. Celle-ci ne peut
provenir que d'un pur effet de discrétisation et on observe que la pente est plus élevée
pour les petites masses de pion. Les figures 5.13 et 5.14 montrent les comparaisons & dif-
férentes mailles de cette dépendance. A la masse de pion ~ 468 MeV, on observe une nette
diminution de la pente lorsque la maille diminue, ce qui confirme que la dépendance en
Q? de Zy est un effet de discrétisation. Aux masses de pion < 300 MeV, cette atténuation
n’est pas visible, la pente des droites étant similaires aux différentes mailles mais il faut
remarquer que dans ce cas le produit m,L (~ 3 = 3.5) est peut-étre trop faible pour que
la comparaison soit significative.

L’é¢tude en fonction de Q? de Zy nous renseigne sur les valeurs du rayon de charge



5.3. Courant vectoriel 103

électrique que nous pourrions déterminer & partir de T1(g, A°, Vi’) et Zy(Q? =0). Zy(Q?)
présentant un comportement croissant en fonction de Q?, la valeur de ce rayon de charge
est alors supérieure aux valeurs déduites & partir du courant conservé, écart a attribuer
aux effets de discrétisation. Pour étudier la limite du continu nous possédons alors des
degrés de liberté supplémentaires qui, & 1’heure actuelle, nous font défaut pour effectuer
des extrapolations linéaires a la limite du continu. Le potentiel de telles extrapolations est
encore a 1’étude.

Enfin, cette étude met en lumiére la nécessité d’effectuer ’extrapolation dans le con-
tinu de Gg(Q?)P~" a chaque Q?. Sans cela, les conclusions physiques sont biaisés par les
artefacts de discrétisation.
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FIG. 5.10 — Constante de renormalisation vectorielle obtenue aux différentes valeurs de Q>
en GeV. Les lignes en pointillés sont les ajustements linéaires des points dans la fenétre
[0 — 1]GeV. La figure présente les ensemble By, Bs et By.
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FIG. 5.11 — Constante de renormalisation vectorielle obtenue aux différentes valeurs de Q>
en GeV. Les lignes en pointillés sont les ajustements linéaires des points dans la fenétre
[0 — 1]GeV. La figure du haut présente les ensembles B7 et Bg, celle du bas les ensembles
Cl, CQ et Cg.
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FiG. 5.12 - Constante de renormalisation vectorielle obtenue aux différentes valeurs de Q?
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[0 — 1]GeV. La figure présente les ensembles Dy et Ds.
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FiG. 5.13 — Comparaison des résultats de Zy (Q?) en fonction de Q2 aux différentes mailles
a la masse du pion ~ 468 MeV. Les courbes en pointillés de couleur indiquent les résultats
du fit par une fonction linéaire.
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FiG. 5.14 — Comparaison des résultats de Zy (Q?) en fonction de Q2 aux différentes mailles
a la masse du pion ~ 300 MeV sur la figure du haut et ~ 261 MeV sur la figure du bas.
Les courbes en pointillés de couleur indiquent les résultats du fit par une fonction linéaire.
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5.3.3 Gh"(Q?)

Les graphiques 5.15 et 5.16 présentent Gh, "(Q?) pour les différents ensembles . Ce
facteur de forme dépend nettement de la masse du pion. Les courbes en pointillés indiquent
le résultats des fits par une forme dipolaire & deux paramétres puP~" et My :

Cun(Q) = — (5.7)

(1+A§2—;)2

pour une fenétre de fit Q% € [0,1.2] GeV2. Cette fenétre nous permet d’avoir pour tous
les ensembles au minimum quatre points & ajuster pour deux paramétres libres dans le fit.
Cette fenétre n’est pas élargie pour les mémes raisons que pour Gg(Q?)P~". Les données
sont toutes compatibles avec une forme dipolaire, les x?/d.o.f étant dans tous les cas
inférieurs a 1. A partir de ces fits, on déduit la valeur du rayon de charge magnétique au
carré donnée par :

12

(i) = —5 (5.8)
My,

ainsi que la valeur de pP~". La comparaison des données aux différentes mailles du réseau

figure sur les graphiques 5.17, 5.18 ne montre aucun effet de discrétisation significatif. La

confrontation des données aux différents volumes est montrée sur le graphique 5.19 et ne

révele aucun effet de volume significatif.

Rayon de charge magnétique

Nous avons représenté le rayon de charge magnétique en fonction de la masse du pion
sur le graphique 5.20. Les points & la masse de pion de 300 MeV semblent indiquer un
comportement en direction du point physique. Les résultats obtenus & la masse de pion de
260 MeV, indiquent quant & eux un comportement plat en fonction de la masse du pion
qui nous conduirait & une valeur 2 fois plus faible que la valeur expérimentale. Cependant
on sait que la variation de (r%ﬁ est rapide lorsqu’on approche la masse du pion physique
[95] ce qui peut expliquer le désaccord apparent.

Moment magnétique

Nous montrons les valeurs du moment magnétique en fonction de la masse du pion
sur le graphique 5.21. Cette observable souffre de larges erreurs statistiques dues a la
nécessité d’extrapoler la valeur de Gp7(0) & partir des données pour Q? # 0 . Les résultats
sont raisonnablement décrits par une fonction constante et nous obtenons une valeur de
pr"

UN
d’un facteur 0.85 qui peut trés bien s’expliquer par I’extrapolation chirale, [96].

= 4.02 £ 0.09 au point physique. Ce résultat est inférieur a la valeur expérimentale
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Fia. 5.15 - Résultats de G4, "(Q?) en fonction de Q? pour les ensembles By, Bs et By
sur la figure du haut, Bg, et B7 sur la figure du bas. Les courbes en pointillés de couleur
indiquent les résultats du fit par une forme dipolaire des différents ensembles. La courbe
en pointillés noirs est la valeur expérimentale des références données au chapitre 1.
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FIG. 5.16 — Résultats de G5, "(Q?) en fonction de Q? pour les ensembles Cy, Cs et Cj
sur la figure du haut, Dy et D5 sur la figure du bas. Les courbes en pointillés de couleur
indiquent les résultats du fit par une forme dipolaire des différents ensembles. La courbe
en pointillés noirs est la valeur expérimentale des références données au chapitre 1.
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FI1G. 5.17 — Comparaison des résultats de Gh,"(Q?) en fonction de Q2 aux différentes
mailles & la masse du pion ~ 468 MeV sur la figure du haut et ~ 300 MeV sur la figure
du bas. Les courbes en pointillés de couleur indiquent les résultats du fit par une forme
dipolaire des différents ensembles. La courbe en pointillés noirs est la valeur expérimentale
des références données au chapitre 1.
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Fia. 5.18 — Comparaison des résultats de Gﬁ;n(Qz) en fonction de Q? aux différentes
mailles & la masse du pion ~ 261 MeV. Les courbes en pointillés de couleur indiquent les
résultats du fit par une forme dipolaire des différents ensembles. La courbe en pointillés
noirs est la valeur expérimentale des références données au chapitre 1.
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FI1G. 5.19 — Comparaison des résultats de G%,"(Q?) en fonction de Q? aux différents
volumes L = 2.1 fm et L = 2.8 fm pour 3 = 3.9 et m,; ~ 300 MeV. Les courbes en
pointillés de couleur indiquent les résultats du fit par une forme dipolaire des différents
ensembles. La courbe en pointillés noirs est la valeur expérimentale des références données
au chapitre 1.
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F1a. 5.20 — Dépendance en fonction de la masse du pion du rayon de charge magnétique

au carré (7"12M>p_” pour les différents ensembles. La valeur expérimentale est représentée

par I’étoile bleue.
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Fia. 5.21 — Dépendance en fonction de la masse du pion du moment magnétique

pour les différents ensembles. La valeur expérimentale est représentée par I’étoile bleue, le
résultat du fit par une constante est donné par 1’étoile noire.
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5.4 Courant axial

5.4.1 G4(Q?)

Les résultats de G4(Q?), renormalisé avec Z4, sont représentés sur les graphes 5.22 et
5.23. Les erreurs systématiques de Z4 ne seront inclues que pour I’étude de g4.Les courbes
en pointillés indiquent les résultats des fits par une forme dipolaire & deux paramétres, g4
et My :

Ga(@%) = —4— (5.9)

(1+%)2

pour une fenétre de fit Q% € [0, 1] GeV2. L’absence de données expérimentales pour Q2 > 1
GeV? nous restreint & cette fenétre afin de rester consistant pour la comparaison avec
I'expérience. Les données sont toutes compatibles avec une forme dipolaire, les x?/d.o.f
étant dans tous les cas inférieurs & 1. A partir de ces fits, on déduit la valeur du rayon de
charge axiale au carré donnée par :

12
i) = —5 5.10
Nous nous apercevons que les données pour Q% > 1 GeV? semblent dévier par rapport
a la forme dipolaire représentée et montrent une décroissance plus prononceée.
Les comparaisons des données aux différentes mailles du réseau figurent sur les graphiques
5.24 et 5.25. La comparaison des données aux différents volumes du réseau est montrée sur
le graphique 5.26. Aucun effet de volume significatif n’est mis en évidence.

Aucun effet de discrétisation n’est mis en évidence. La situation est donc analogue a
ce qu’on a observé pour le courant vectoriel. Dans ce dernier cas nous avons pu cependant
mettre en évidence un effet de discrétisation qui conduit a une dépendance en Q? de Zy .
Nous pouvons soupconner un effet similaire pour Z,4, ce qui peut biaiser la variation en
Q? de GA(Q?) mais pour quantifier cet effet il faudrait une étude spécifique qui va au-dela
de cette thése.
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FIG. 5.22 — Résultats de G'4(Q?) en fonction de Q? pour les ensembles By, B3 et By sur la
figure du haut, Bg, et B7 sur la figure du bas. Les courbes en pointillés de couleur indiquent

les résultats du fit par une forme dipolaire des différents ensembles. La courbe en pointillés
noirs est la valeur expérimentale des références données au chapitre 1.
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FIG. 5.23 — Résultats de G4(Q?) en fonction de Q? pour les ensembles Cy, Cy et Cs3 sur la
figure du haut, Dy et Dy sur la figure du bas. Les courbes en pointillés de couleur indiquent
les résultats du fit par une forme dipolaire des différents ensembles. La courbe en pointillés
noirs est la valeur expérimentale des références données au chapitre 1.
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FIG. 5.24 — Comparaison des résultats de G 4(Q?) en fonction de Q? aux différentes mailles
a la masse du pion ~ 468 MeV sur la figure du haut et ~ 300 MeV sur la figure du bas. Les
courbes en pointillés de couleur indiquent les résultats du fit par une forme dipolaire des
différents ensembles. La courbe en pointillés noirs est la valeur expérimentale des références
données au chapitre 1.
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FiG. 5.25 — Comparaison des résultats de G4(Q?) en fonction de Q? aux différentes mailles
a la masse du pion ~ 261 MeV. Les courbes en pointillés de couleur indiquent les résultats
du fit par une forme dipolaire des différents ensembles. La courbe en pointillés noirs est la
valeur expérimentale des références données au chapitre 1.
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FIG. 5.26 — Comparaison des résultats de G 4(Q?) en fonction de Q? aux différents volumes
L =21fmet L =28 fm pour 8 = 3.9 et m; ~ 300 MeV. Les courbes en pointillés de
couleur indiquent les résultats du fit par une forme dipolaire des différents ensembles. La
courbe en pointillés noirs est la valeur expérimentale des références données au chapitre 1.
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Rayon de charge axiale et g4

Le graphique 5.27 montre le rayon de charge axiale en fonction de la masse du pion.
Le comportement en fonction de la masse du pion est compatible avec une constante qui
nous conduirait & une valeur environ 2.2 fois plus faible que la valeur expérimentale.
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F1a. 5.27 — Dépendance en fonction de la masse du pion du rayon de charge axial au carré
(7“% pour les différents ensembles. La valeur expérimentale est représentée par 1'étoile
bleue.

Seules les données pour les ensembles By et Cy (m, ~ 300 MeV) ne sont pas compatibles
entre elles & 1o. En prenant en compte ’erreur sur la maille, les valeurs sont respectivement
de 0.15540.028 et de 0.242+0.042. Ces valeurs sont compatibles & 1.25 o, ’écart est donc
pour l'instant attribué & une fluctuation statistique.

La figure 5.28 présente les résultats sur le couplage axial en fonction de la masse du pion
en prenant en compte les incertitudes sur la constante de renormalisation. L’ensemble des
données est compatible avec une constante égale a 1.149 4+ 0.011, soit un écart de 10% par
rapport & la valeur expérimentale. En ce qui concerne la comparaison avec l’expérience,
ces résultats sont comparables & ceux que nous avons obtenu pour le facteur de forme
magnétique et il est aussi plausible que la variation de ces quantités lorsque m, approche
sa valeur physique puisse expliquer ce désaccord, [97].

Notons que de forts effets de volume fini, évoqués dans [89], semblent exclus par nos
données, au moins dans notre domaine de volume et de masse de pion.
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Fia. 5.28 — Dépendance en fonction de la masse du pion du couplage axial g4 pour les
différents ensembles. La valeur expérimentale est représentée par 1’étoile bleue, le résultat
du fit par une constante est donné par 1’étoile noire.

5.4.2 Gp(Q?)

Les résultats de Gp(Q?) pour les différents ensembles sont représentés sur les graphes
5.29 et 5.31, les valeurs expérimentales étant tirées de la référence [21].

Le facteur de forme pseudo-scalaire induit G'p(Q?) présente une dépendance en Q2
bien plus prononcée que les autres facteurs de forme ce qui est du a la présence du péle
de pion qui domine ce facteur de forme aux petites valeurs de Q2. A cause de ce pole une
comparaison naive avec les valeurs expérimentales n’a pas de sens.

Nous n’observons aucun effet de discrétisation pour les masses de pion ~ 468 MeV et
~ 300 MeV, voir figure 5.33. Nous observons un léger écart pour la valeur minimale en Q>
a la masse de pion de ~ 261 MeV dans la figure 5.34. Les données restent compatibles & 1.8
o, ce qui ne constitue pas une claire évidence d’un effet de discrétisation seulement visible
a des masses de pion assez faibles. Une mise en évidence univoque de cet effet nécessiterait
plus de statistiques sur ces ensembles.

Aucun effet de volume significatif ne peut étre mis en évidence, voir figure 5.32.
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FIG. 5.29 — Résultats de Gp(Q?) en fonction de Q2 pour les ensembles By, Bz et By
sur la figure du haut, Bg, et By sur la figure du bas. Les étoiles bleues sont les valeurs
expérimentales [21].
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FIG. 5.31 — Reésultats de Gp(Q?) en fonction de Q? pour les ensembles C;, Co et C3
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expérimentales [21].
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couleur indiquent les résultats du fit par une forme dipolaire des différents ensembles. La
courbe en pointillés noirs est la valeur expérimentale des références données au chapitre 1.
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FiG. 5.33 — Comparaison des résultats de Gp(Q?) en fonction de Q? aux différentes mailles
a la masse du pion ~ 468 MeV sur la figure du haut et ~ 300 MeV sur la figure du bas.
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FIG. 5.34 — Comparaison des résultats de Gp(Q?) en fonction de Q? aux différentes mailles
a la masse du pion ~ 261 MeV.
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Test de la relation de Goldberger-Treimann

Pour tester quantitativement nos résultats pour le courant axial et en particulier Gp,
il est judicieux de considérer une quantité dont le pole de pion a été soustrait. Nous
choisissons le rapport dont la symétrie chirale prédit qu’il est égal a 1 dans un domaine de
Q? de I'ordre de m2 :

Gp(Q?) Q* +m2
Ga(Q?) 4My,

appp ‘= =1 (511)

L’avantage de cette relation est qu’elle ne fait intervenir aucune constante de renor-
malisation ni valeur de notre maille. Nous la testons dans les figures 5.35 et 5.36 pour
les différents ensembles, en prenant les valeurs déterminées sur réseau pour les masses de
nucléon et de pion.

Nous observons effectivement une fenétre en Q? ou le rapport est constant, ce qui est
satisfaisant. Par contre la valeur dévie de 30 + 40% de la valeur prédite.

Les résultats obtenus avec des fermions de Wilson montrent une déviation similaire
[85], ce qui n’est pas observé avec des fermions de type hybrid [98]. Les effets de volumes
invoqués dans [85], ne sont pas visibles pour nos données comme lillustre la figure 5.38,
laissant cette question ouverte.

Les effets de discrétisation de G p(Q?) étant difficile a appreécier sur la figure 5.34, nous
les faisons ressortir en présentant appp a différentes mailles pour m, = 261 MeV sur la
figure 5.37. Bien qu’il soit prématuré de conclure car nous n’avons que deux valeurs de a,
nous observons néanmoins que le plateau se rapproche de 1 lorsque a diminue.
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FiG. 5.35 — Résultats de appp = 1 en fonction de Q? pour les ensembles B;, B3 et By
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expérimentales.
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FiG. 5.36 — Résultats de appp = 1 en fonction de Q? pour les ensembles Cy, Cy et Cs
sur la figure du haut, Dy et Dy sur la figure du bas. Les étoiles bleues sont les valeurs
expérimentales.
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F1G. 5.37 — Comparaison des résultats de appp = 1 en fonction de Q? aux différentes
mailles & la masse du pion ~ 261 MeV.
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FiG. 5.38 — Comparaison des résultats de appp = 1 en fonction de Q? aux différents
volumes L = 2.1 fm et L = 2.8 fm pour § = 3.9 et m, ~ 300 MeV.
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5.5 Moments des fonctions de structure

5.5.1 (2)y_g

Pour I'é¢tude de (z),_g4, les plateaux de fit ont été diminué par rapport au facteur
de forme. Nous avons choisi les valeurs se trouvant dans la table 5.4. En effet, bien que
faible, une légére déviation a été observé entre ces plateaux et les plateaux utilisés pour
les facteurs de forme. On observe effectivement sur la figure 5.39 que les données au temps
court peuvent dévier significativement par rapport aux valeurs se situant au milieu du
plateau.
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Fia. 5.39 — Illustration de (x}ﬁ“j’g en fonction du temps d’insertion de l'opérateur pour
I’ensemble Cy, 8 = 4.05 = 0.006 L = 32.

Le graphique 5.40 présente les résultats pour la fraction d’impulsion portée par les
quarks (x),_4 en fonction de la masse du pion dans le schéma MS a une échelle de p = 2
GeV. Cette quantité a été renormalisée, la constante de renormalisation Zp4a utilisée a été
décrite a la section 5.1. Les erreurs présentées sur le graphique tiennent compte de ’erreur
sur cette constante.

Les données sont compatibles avec une constante de 0.263 + 0.006 alors que la valeur
expérimentale est de 0.154 [31]. Ce désaccord est également observé par les autres collab-
orations, [85]. Les effets de discrétisation ne sont pas visibles dans les barres d’erreur. Les
effets de volume fini non plus mais il faut noter que suivant [99], ils ne se manifestent qu’a
des valeurs de la masse de pion en dessous de notre domaine.
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15} Temps du puits Fenétre de fit de R

39 12 [5-7]
4.05 16 [6-10]
42 18 [7-11]

TAB. 5.4 — Fenétres de fit utilisés pour ’extraction des moments des fonctions de structure.
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Fi1a. 5.40 — Dépendance en fonction de la masse du pion de (x),_4 pour les différents
ensembles. La valeur expérimentale est représentée par 1’étoile bleue, le résultat du fit par
une constante est donné par 1’étoile noire.

5.5.2 <x>Au—Ad

Pour I’étude de la fraction d’hélicité (x)a,—aq, j'al conservé les fenétres de fit de la table
5.4. La figure 5.41 présente la dépendance en fonction de la masse du pion de (z)Ay—Ad
renormalisé, la constante de renormalisation Zpys: étant donnée & la section 5.1. L’erreur
sur cette constante a été pris en compte pour le graphique 5.41.

Aucun effets de volume ni de discrétisation ne sont apparents dans nos données. Nous
observons que cette observable décroit faiblement lorsque m, diminue. Un fit linéaire en
m2 fournit un résultat de 0.285 & 0.012 a la masse de pion physique, valeur qui s’écarte
de 40% par rapport & la donnée expérimentale, mais on peut faire les mémes remarques
concernant la corrélation entre les effets de volume fini et I'extrapolation chirale.
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- R EE
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Fi1G. 5.41 — Dépendance en fonction de la masse du pion de (z),_g4 pour les différents
ensembles. La valeur expérimentale est représentée par 1'étoile bleue, le résultat du fit par
une fonction linéaire en m?2 est donné par 1’étoile noire.
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Conclusion

La théorie QCD offre a I’heure actuelle une large compréhension des phénomeénes
hadroniques aux hautes énergies. Cette compréhension est possible grace 4 la liberté asymp-
totique qui permet 'utilisation de la théorie des perturbations. Elle est la candidate priv-
ilégiée de la théorie des interactions fortes. Pour étre validée, elle doit également fournir
la description des observables de basse énergie des hadrons. Dans cette région d’énergie,
I'intensité de sa constante de couplage est tellement forte que les théories des perturba-
tions ne sont pas applicables. Une solution non-perturbative de la théorie est possible en
utilisant une formulation en terme d’intégrale fonctionnelle. I’évaluation de cette intégrale
fonctionnelle passe alors par une régularisation sur un réseau afin d’accéder aux grandeurs
non-perturbatives.

La QCD sur réseau présente a I’heure actuelle des succés impressionnants pour la spec-
troscopie des hadrons [100, 70]. Les calculs sur réseau sont alors en complet accord avec
I’expérience. [’étude de la structure interne des hadrons en QCD sur réseau est une tache
beaucoup plus ardue. Elle teste la dynamique des composants des particules et cherche a
extraire des informations plus complexes. Le but de ce travail de theése a été ’étude de la
structure en quarks du nucléon dans le cadre de la collaboration ETM (European Twisted
Mass). Au cours de ce travail, j’ai participé activement a I’élaboration d’un code pour la
génération des sources des propagateurs généralisés ainsi qu'un code de contraction, en
mettant notamment en place des vérifications drastiques de nos implémentations. J’ai eu
en charge la majorité de la production des calculs des fonctions & 3 points. J’ai effectué
I'intégralité de I’analyse présentée dans ce manuscrit en accordant un soin constant & justi-
fier les multiples choix effectuées comme par exemple les projecteurs et fenétres de fit de la
fonction & 3 points et les fenétres de fit pour les rayons de charge. De maniére volontaire,
j’ai exploité nos données afin d’étudier des quantités souvent mises & 1’écart. Les évolutions
de Zy et Zy en fonction de 'impulsion en sont des exemples sélectionnés. L’ensemble de
ces travaux a abouti aux résultats sur les facteurs de formes du nucléon et sur le premier
moment des fonctions de distribution de partons, qui ont été présentés & plusieurs con-
férences [101, 102, 103].
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Ces observables constituent une problématique actuelle. La structure électromagné-
tique du nucléon demeure un domaine ponctué de rebondissement. Effet de double-photon
échangé lors de la diffusion élastique électron-proton et désaccord sur la valeur du rayon de
charge électrique en sont l'illustration. Les mesures expérimentales de la structure axiale
du nucléon restent quant & elles peu nombreuses et limitées & un domaine restreint d’im-
pulsion. Les fonctions de distribution de partons sont utilisées par une large communauté
d’expérimentateurs et théoriciens pour le calcul des sections efficaces dans les grands col-
lisionneurs hadroniques. Le calcul de leurs moments en QCD sur réseau est le seul moyen
pour accéder a leur valeur de maniére purement théorique.

Les fermions de masse twistée constituent une maniére de discrétiser la théorie sur un
réseau. Ils ont 'avantage d’étre améliorés automatiquement en O(a) lorsqu’ils sont ajustés
a maximal twist. La collaboration ETM s’est employée a produire des configurations avec
des quarks twistés dynamiques pour une gamme variée de parameétres aboutissant & 20
ensembles différents [71]. A ’heure actuelle, ces ensembles sont ceux qui permettent de
maitriser au mieux les erreurs systématiques des calculs de QCD sur réseau, tant en effet
de volume que de discrétisation. Ils fournissent un contexte idéal pour le calcul d’une var-
iété d’observables afin de tester avec précision la QCD a basse énergie.

A ce titre, les quantités relatives a la structure du nucléon constituent un terrain priv-
ilégié. Les écarts par rapport aux valeurs expérimentales des données de QCD sur réseau
reste un probléme ouvert auquel nous apportons de nombreux indices pour le résoudre.

Le rayon de charge électrique isovectoriel qui, pour de faibles volumes, dévie d’un fac-

teur deux par rapport a ’expérience, s’explique par des effets de volume fini. En exploitant
les deux volumes disponibles & la faible masse de pion d’ ~ 300 MeV, les données devi-
ennent cohérentes avec le point expérimental. De prime importance, j’ai ainsi fourni un
comportement indicatif pour les choix stratégiques des volumes du réseau & considérer
pour les futures simulations.
Grace a’étude de la constante de renormalisation vectorielle, j’ai fait apparaitre une dépen-
dance en fonction de Q? des effets de discrétisation relative au facteur de forme électrique.
Bien que ces effets de discrétisation ne puissent pas étre mis en évidence de maniére directe
dans notre étude des différents rayons de charge, cet effet nous prouve que 1’étude détaillée
des facteurs de forme électriques avec une grande statistique (erreur relative inférieure a
2%) et notamment & grande impulsion nécessite une extrapolation dans le continu & ef-
fectuer a chaque impulsion. De plus, la détermination de Zy obtenue dans le secteur du
nucléon avec une précision remarquable fournit une évaluation alternative de cette con-
stante obtenue jusqu’alors dans le secteur des mésons.

Les autres quantités, rayon de charge magnétique isovectoriel, u?~", rayon de charge
axiale, g4 et (x),_q présentent un comportement en fonction de la masse du pion a élu-
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cider. En effet, les données sont toutes compatibles avec une fonction constante en la masse
du pion. Pour g4 et 4P~ nos résultats dévient faiblement par rapport & l'expérience. Par
contre pour les rayons de charge magnétique et axiale et (x),_g4 nous constatons un écart
considérable par rapport au point expérimental. Nos données ne montrent aucun effet de
discrétisation ni de volume significatif ce qui constitue la premiére étude aussi exhaustive
dans ce domaine.

Pour les paramétres ou la comparaison est possible, les résultats sur les facteurs de forme
des autres collaborations sont trés similaires aux notres. Nous renvoyons a la revue [85]
pour une description conscienceuse des valeurs récentes obtenues de différents groupes,
ainsi qu’aux résultats récents parus dans [86, 87, 88, 89]. Nous mentionnerons le cas parti-
culier de g4, dont les effets de volume sont invoqués afin d’expliquer I’écart par rapport a
I'expérience, tendance qui n’est pas détectée sur nos données. Les comportements prédits
par les extrapolations chirales prévoient une forte dépendance de ces observables a faible
masse de pion. A I'heure actuelle aucune évidence de cette courbure n’a été détectée sur nos
données, ce qui indique que les masses de pion accessibles ne sont pas encore suffisamment
faibles pour pouvoir appliquer ces prédictions & nos résultats.

Seule la contamination par les états excités ne peut pas étre clairement écartée. Pour
les observables & impulsion transférée nulle, g4 et (x),_q4, la qualité de nos plateaux est un
gage de confiance pour négliger cet effet. A impulsion transférée non-nulle, la construction
du ratio des fonctions & 2 et 3 points ne nous permet pas d’étre aussi affirmatif.

Les voies privilégiées pour résoudre ces différentes questions passent, d’'une part par
I’étude avec des temps du puits plus grands, d’autre part par la génération de simulations
a plus faibles masses de pion.

Les résultats de ce manuscrit seront présentés sous peu dans trois papiers en cours
d’écriture. La prochaine étape sera ensuite ’analyse des corrélateurs disponibles pour ex-
traire les éléments de matrice relatifs aux facteurs de forme généralisés. Enfin cette étude
effectuée avec deux masses de quarks twistées et dégénérées (Ny = 2) servira de référence
pour les simulations en cours de TETMC avec deux quarks légers dégénérées et les quarks
étrange et charmé (Ny =241+ 1).

Une amélioration significative des erreurs statistiques devra étre apportée. Cette possi-
bilité est aujourd’hui accessible grace aux améliorations algorithmiques considérables ap-
portées au calcul des propagateurs de quarks [104, 105]. Permettant des simulations immi-
nentes a plus faibles masses de pion, les propagateurs généralisés pourront alors s’obtenir
massivement, ouvrant la voie a des études plus poussées. Les méthodes de conditions aux
bords twistées permettront alors I’étude aux faibles impulsions transférées [106]. Les fac-
teurs de forme a grandes impulsions transférées découleront de I’emploi de différents champs
smeéarés, les études actuelles de cette technique étant encourageantes [107]. Enfin, pour un
faible coiit computationnel, il serait intéressant d’effectuer une étude de faisabilité de la
transposition du calcul de la pente d’Isgur-Wise [108| pour le calcul des rayons de charge.
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L’étude de la section 4.4.2 s’avérera alors primordiale pour prendre en compte I'influence
du smearing sur les corrélateurs.

L’une des principales forces de QCD sur réseau réside dans sa capacité a progresser
continuellement. A partir d’'un nombre minimal de paramétres, elle nous dévoile au fil du
temps la structure d’un systéme complexe constituant 99.9% de la matiére actuellement
connue, le nucléon. Pour ces raisons, son avenir apparait florissant.



Annexe A

Conventions

A.1 Matrices de Dirac

Nous avons choisi la représentation chirale des matrices de Dirac, ol :
T = < qr o > :
eu 0
Les matrices 2 x 2 e, utilisées sont :
€y — —1, € — —idk, (Al)
avec oy, sont les matrices de Pauli :

(0 1 (0 i (1 0
1=\ o) 2=\ o) B=\o 1)

De plus nous définissons :

1 0
V5 = 0717273 = V5 = ( 0 1 > :

En particulier :

et les matrices hermitiennes :

7
Opv = 5[’7;“’71/], Ouy = O-;ru/? (A.3)

sont explicitement données par :

log® 0 log% 0

ol ;5 est le tenseur totalement antisymétrique avec €123 = 1.
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A.2 Normalisation des spineurs

Les spineurs de Dirac libres sont données explicitement par :

us(p) = \/E—}—M( 3;»8 )
ErMXs

avec les spineurs a 2 composantes de Pauli :

1 0
Xs=+3 = \ Xs=—3 = \1

ui, (p)us(p) - 2E53’s ) as’(p)us(p) - 2M55’s

et la normalisation :

La relation de fermeture associée est :

E g /73 |n)(n| |n >=|N,p,,s >
2En(2 )3 ) Y LMy
S n

(A4)

(A.6)

(A7)



Annexe B

Résultats numériques

B.1 Facteurs de forme

Dans cette section sont rassemblés les résultats numériques pour Gg, Gy, Ga et Gp.

Les erreurs affichées pour G4 et Gp ne prennent pas en compte l'erreur de Z 4.

Résultats numériques pour ’ensemble B,

£=3.90

1=0.004

V=243x48

stat=2034

Mr=0.304 GeV

Tsink=12

inverse lattice spacing= 2.23 GeV

My=1.151 GeV

plateau :[3,9]

Z 4 =0.757 (6)

TaAB. B.1: Facteur de forme pour I'ensemble By

(aQ)2 GE GM GA GP
0.00 0.9949 £+ 0.0069  0.0000 £ 0.0000 1.0953 £ 0.0681  0.0000 =£ 0.0000
0.064 0.6316 £0.0185  2.4646 +0.2108 0.9003 + 0.0571  6.3944 + 0.7029
0.123  0.4629 £0.0202  1.6507 £ 0.1287 0.7541 +0.0463  3.9126 £ 0.3720
0.176  0.3636 £ 0.0327  1.3636 +0.1964 0.6427 + 0.0828 2.4702 + 0.4365
0.226  0.2810 £0.0403  0.8000 £ 0.1543  0.4089 = 0.0602  1.3365 £ 0.2958
0.273  0.2117£0.0335 0.7133 £0.1298 0.3931 = 0.0603 1.0631 £ 0.2167
0.317 0.1423 £0.0365 0.4372 +0.1436 0.2170 +0.0629 0.2851 + 0.1682
0.400 —0.055£0.0740 0.1144 £0.1621 0.0444 +£0.0768 0.1173 £ 0.2627
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Résultats numériques pour I’ensemble B,

£=3.90

1=0.0064

V' =243x48

stat=>555

M;=0.378 GeV

Tsink=12

inverse lattice spacing= 2.23 GeV

Mpy=1.240 GeV

plateau :[3,9]

Z 4 =0.757 (6)

TaB. B.2: Facteur de forme pour I’ensemble Bo

(aQ)? Gg Gu Ga Gp
0.000  1.0041 £ 0.0671 0.0000 4+ 0.0000 1.1225 +0.0273  0.0000 + 0.0000
0.065 0.6039 £0.0434 2.8075 £ 0.1577 0.9251 £ 0.0262 7.6035 £ 0.6328
0.124  0.4335 +£0.0367 2.1499 +0.1312 0.7871 £0.0272 4.1691 + 0.3331
0.179  0.3361 £0.0534 1.9437 +0.2215 0.7304 +0.0699 2.9860 + 0.4302
0.231 0.3161 £0.1098 1.5575 +0.5642 0.6041 +0.2061 1.9593 +£ 0.8490
0.279  0.2632 £0.0942 1.3039 +£0.4128 0.5937 +0.1775 1.6930 + 0.5794
0.326  0.1471 £0.0692 0.6735 £ 0.3572 0.3265 £ 0.1654 0.7637 £ 0.5169
0.412  0.0561 £0.0478 0.2414 +0.1499 0.1621 +0.0742 0.3592 + 0.2408

Résultats numériques pour I’ensemble Bj

£=3.90
1—0.0085
V=243x48
stat—363

M;=0.433 GeV

Tsink=12

inverse lattice spacing= 2.23 GeV
Mpy=1.264 GeV

plateau :[3,9]

Z4 =0.757 (6)

TaAB. B.3: Facteur de forme pour I’ensemble Bj

(0Q)?

Gg

Gu

Ga

Gp

0.000

0.9997 £ 0.0028

0.0000 £ 0.0000

1.1296 4+ 0.0236

0.0000 =£ 0.0000
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(aQ)* Gg

Gu

Ga

Gp

0.065 0.6606 £ 0.0173
0.125 0.4633 £ 0.0187
0.180  0.3400 £ 0.0304
0.232  0.2840 £ 0.0483
0.281  0.2590 £ 0.0567
0.328  0.1844 + 0.0699
0.415 0.0325 £ 0.0477

2.7305 £ 0.1187
1.9739 + 0.1095
1.6720 +0.1412
0.9804 £ 0.1730
0.9675 £ 0.2275
0.7047 £ 0.2497
0.0994 £ 0.1565

0.9083 £ 0.0211
0.7639 £ 0.0279
0.6527 £ 0.0465
0.5039 £ 0.0679
0.4637 £+ 0.0960
0.3593 £0.1137
0.0490 £ 0.0462

7.0924 + 0.5145
4.2596 + 0.2909
2.5475 £ 0.3181
1.6786 £+ 0.3617
1.0811 £ 0.2998
0.9365 £ 0.3512
0.0221 £ 0.1642

Résultats numériques pour I’ensemble By

£6—3.90
pn=0.01
V=243x48
stat=477
M,—0.468 GeV
Tsink=12

inverse lattice spacing= 2.23 GeV

MN:1327 GeV
plateau :[3,9]
Za =0.757 (6)

TAB. B.4: Facteur de forme pour I’ensemble By

(GQ)2 Gg

Gum

Ga

Gp

0.000  1.0020 £ 0.0018
0.065 0.6736 £ 0.0132
0.125  0.4900 £ 0.0167
0.182  0.3523 £ 0.0230
0.235  0.2530 £ 0.0295
0.285  0.1987 £ 0.0315
0.333  0.1807 £ 0.0572
0.423  0.0747 £ 0.0609

0.0000 £ 0.0000
3.0128 £ 0.1041
2.2292 £0.0834
1.7763 £ 0.0952
1.3559 +0.1393
1.1824 4+ 0.1469
0.9924 £ 0.2782
0.4695 + 0.4483

1.1628 +0.0184
0.9448 £+ 0.0148
0.8248 £ 0.0186
0.7106 £ 0.0312
0.5449 £ 0.0449
0.5387 £ 0.0588
0.5364 £ 0.1352
0.2466 + 0.1888

0.0000 £ 0.0000
7.3639 + 0.3911
4.8891 £+ 0.2314
3.2672 + 0.2249
2.1508 £ 0.2547
1.9747 £0.2735
1.8065 £ 0.5166
0.8149 £ 0.7152

Résultats numériques pour I’ensemble By

£—3.90
1=0.003
V—323x64
stat—633
M,=0.260 GeV
Tsink=12
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inverse lattice spacing= 2.23 GeV

My=1.072 GeV
plateau :[3,9]
Z 4 =0.757 (6)
TaB. B.5: Facteur de forme pour I’ensemble By
(aQ)2 GE GM GA GP
0.000  0.9986 £+ 0.0038 0.0000 £+ 0.0000 1.1603 £ 0.0483  0.0000 = 0.0000

0.037
0.071
0.104
0.134
0.164
0.192
0.244
0.269
0.294
0.317
0.340

0.7211 £ 0.0153
0.5652 £ 0.0172
0.4581 £ 0.0239
0.3512 £ 0.0258
0.3214 £ 0.0229
0.2656 £ 0.0256
0.1927 £ 0.0327
0.1745 £ 0.0328
0.1089 = 0.0313
0.1037 £ 0.0300
0.1502 £ 0.0634

2.5834 £ 0.1765
2.1289 £0.1334
1.8340 + 0.1378
1.4715 4+ 0.1536
1.4366 + 0.1227
1.1868 £ 0.1306
0.9468 £ 0.2008
0.7748 £ 0.1449
0.5842 £ 0.1244
0.4499 + 0.1032
0.4463 £ 0.2432

0.9997 £ 0.0424
0.9063 £ 0.0413
0.8180 £ 0.0504
0.6780 £ 0.0528
0.6534 £+ 0.0561
0.5911 £ 0.0639
0.4498 £+ 0.0823
0.3795 £ 0.0693
0.3227 £ 0.0642
0.2600 £ 0.0531
0.2075 £0.1174

8.1211 + 0.9487
6.0358 £ 0.5288
3.8328 £ 0.4856
2.5685 £ 0.4341
2.1931 £ 0.2937
1.6386 £+ 0.2709
1.1151 £ 0.2960
0.7096 £ 0.2463
0.5011 + 0.2358
0.5415 + 0.1884
0.7137 £ 0.4078

Résultats numériques pour I’ensemble By

£=3.90
1=0.004
V=323x64
stat=363
M7=0.298 GeV
Tsink=12
inverse lattice spacing= 2.23 GeV
My=1.119 GeV
plateau :[3,9]
Z 4 =0.757 (6)
TaB. B.6: Facteur de forme pour I’ensemble Bg
(aQ)2 GE GM GA GP
0.000  0.9989 £ 0.0023  0.0000 £ 0.0000 1.0982 +0.0314  0.0000 = 0.0000
0.037  0.7191 £0.0136 2.8278 £0.1680 0.9757 +0.0222 8.1062 + 0.6103
0.071  0.5514 £0.0150 2.2582 +0.1187 0.8814 £ 0.0220 5.7667 £ 0.4300

0.104

0.4329 £ 0.0199

1.7436 £+ 0.0971

0.7881 +£ 0.0245

4.0792 £0.3175
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(aQ)* Gg

Gu

Ga

Gp

0.135  0.3451 £ 0.0238
0.165  0.2969 + 0.0201
0.193  0.2337 £ 0.0199
0.247  0.2170 £ 0.0359
0.273  0.1451 £ 0.0282
0.297  0.0866 + 0.0316
0.321  0.0854 £ 0.0328
0.344  0.0273 £ 0.0966

1.5311 4+ 0.1436
1.3090 £ 0.0962
1.0420 £+ 0.1078
1.1006 £ 0.2356
0.7476 £ 0.1861
0.6731 £0.2176
0.4467 £ 0.1630
0.2182 + 0.2026

0.7041 £ 0.0412
0.6369 £ 0.0312
0.5866 £ 0.0409
0.5332 £ 0.0965
0.4550 £ 0.0909
0.4036 £ 0.1130
0.3167 £ 0.0970
0.0938 £ 0.0974

2.5472 + 0.3480
2.1804 + 0.2203
1.7903 £+ 0.2109
0.9763 £ 0.3037
0.8154 £ 0.2655
0.7695 + 0.3144
0.5123 £ 0.2354
0.0042 + 0.2394

Reésultats numériques pour ’ensemble C';

5=4.05
1—0.003
V—=323x64
stat=444
M,.=0.293 GeV
Tsink—16

inverse lattice spacing= 2.82 GeV

MyN=1.172 GeV
plateau :[4,12]
Za =0.776 (6)

TAB. B.7: Facteur de forme pour I’ensemble Cy

(aQ)* Gg

Gu

Ga

Gp

—0.00 0.9887 £ 0.0152
0.036  0.7089 £ 0.0439
0.069  0.4763 £ 0.0428
0.100  0.3791 £ 0.0688
0.129  0.3072 £0.0720
0.156  0.2741 £ 0.0926
0.182  0.1887 + 0.0614
0.230  0.0548 +£0.0514

0.0000 £ 0.0000
2.7557 £0.2738
1.9491 4+ 0.2025
1.4572 £ 0.2331
1.0907 + 0.2835
0.8270 £+ 0.3007
0.5342 £ 0.1837
0.2121 £ 0.1638

1.1941 + 0.0799
0.8675 £+ 0.0496
0.7414 £ 0.0537
0.5453 £ 0.0736
0.4611 £ 0.1036
0.5153 £ 0.1534
0.4118 £0.1003
0.0709 £+ 0.0635

0.0000 £ 0.0000
6.8323 £ 1.0932
4.2174 £ 0.5932
1.5385 £ 0.5766
1.3493 £+ 0.6005
1.3424 4+ 0.5480
1.1506 £+ 0.3628
0.2267 £ 0.2269

Résultats numériques pour I’ensemble Cy

£=4.05
1=0.006
V—323x64
stat=321
M,.—0.404 GeV
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Tsink=16

inverse lattice spacing= 2.82 GeV

Mpy=1.290 GeV

plateau :[4,12]

Z4 =0.776 (6)

TaB. B.8: Facteur de forme pour I’ensemble Cs

(aQ)2 GE GM GA GP
0.000  0.9995 + 0.0038 0.0000 #+ 0.0000 1.1680 +0.0304 0.0000 4+ 0.0000
0.036  0.6539 + 0.0210 3.0657 + 0.1631 0.9599 + 0.0289 8.2583 4+ 0.6298
0.070  0.4843 +0.0258 2.2726 +0.1464 0.8432 +0.0330 5.2063 £ 0.4065
0.102  0.3617 +0.0428 1.8460 +0.1905 0.7998 +0.0541 4.0180 + 0.4202
0.132  0.3332+0.0490 1.5014 +0.2203 0.6287 +0.0810 2.1711 4+ 0.4412
0.160 0.2193 +0.0309 1.0838 +0.1443 0.5239 +0.0495 1.5182 4+0.2120
0.187  0.2179 £ 0.0577 1.0716 + 0.3441 0.4975 + 0.1509 1.5022 4+ 0.5337
0.238  0.1005 +0.0359 0.3110 +0.1162 0.1997 +0.0517 0.5703 4+ 0.2046

Reésultats numériques pour ’ensemble C;

5=4.05
1—0.008
V—=323x64
stat=402

M;=0.466 GeV

Tsink=16

inverse lattice spacing= 2.82 GeV
Mpy=1.338 GeV

plateau :[4,12]
Za =0.776 (6)

TAB. B.9: Facteur de forme pour I’ensemble Cj

(0Q)?

Gg

Gu

Ga

Gp

0.000
0.037
0.071
0.103
0.134
0.163
0.190

0.9985 £ 0.0017
0.6802 £ 0.0122
0.5008 £ 0.0160
0.3987 £ 0.0265
0.3404 £ 0.0358
0.2747 £ 0.0356
0.2179 £ 0.0434

0.0000 £ 0.0000
2.9291 £0.1079
2.1628 £ 0.0954
1.8386 +0.1244
1.4805 £+ 0.1554
1.2948 4+ 0.1405
1.0124 £+ 0.1730

1.1752 4+ 0.0246
0.9749 £ 0.0198
0.8027 £ 0.0185
0.7285 £ 0.0308
0.6378 £ 0.0546
0.5654 £ 0.0545
0.4515 £ 0.0690

0.0000 =£ 0.0000
8.9315 £ 0.4928
4.9999 £ 0.2679
3.7569 £ 0.2810
2.5959 £ 0.3285
2.1437 £ 0.2426
1.4796 £ 0.2472
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(aQ)? Gg Gy Ga Gp
0.243  0.1186 +0.0429 0.5047 +0.1540 0.2684 + 0.0680 0.8538 4+ 0.2324

Résultats numériques pour I’ensemble D,

(5=4.20

©=0.002

V =483x96

stat—=243

M=0.263 GeV

Tsink=18

inverse lattice spacing= 3.55 GeV

Mpy=1.075 GeV

plateau :[5,13]

Z 4 =0.788 (6)

TaAB. B.10: Facteur de forme pour ’ensemble D

(aQ)? Gg Gu Ga Gp
0.000  0.9963 + 0.0061 0.0000 + 0.0000 1.1410 +0.0434 0.0000 4 0.0000
0.016  0.6982 + 0.0175 2.5901 + 0.1670 0.9907 +0.0333 11.331 4+ 0.8686
0.031  0.5753 +£0.0220 1.9910 +0.1186 0.8589 + 0.0214 5.9692 + 0.4337
0.046  0.4500 + 0.0286 1.7479 + 0.1418 0.7684 + 0.0285 3.8657 + 0.3761
0.059  0.3328 +0.0440 1.4276 +0.1416 0.7091 + 0.0496 3.0390 + 0.3777
0.072  0.2983 +0.0323 1.2967 + 0.1111  0.6250 +0.0305 2.2453 4+ 0.2013
0.084 0.2438 +0.0328 1.1406 + 0.1215 0.5815 +0.0373 1.6179 4+ 0.1852
0.107  0.1644 +0.0330 0.7481 £0.1208 0.4451 +0.0484 1.3029 + 0.2121
0.118  0.1340 +£0.0235 0.7086 + 0.0945 0.4080 + 0.0362 0.9029 4+ 0.1411
0.129  0.0916 + 0.0325 0.5054 + 0.1424 0.3519 +0.0593  0.6483 4+ 0.1699
0.139  0.1022 +0.0431 0.3563 +0.1346  0.2771 +0.0593  0.4980 4+ 0.1416

Résultats numériques pour I’ensemble Dy

3=4.20
1—0.0065
V—=323x64
stat=351

M;=0.471 Gev

Tsink=18

inverse lattice spacing= 3.55 GeV
MN:1345 Gev

plateau :[5,13]
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74 =0.788 (6)

TaAB. B.11: Facteur de forme pour ’ensemble Do

(0Q)?

Ga

Gp

—0.00
0.036
0.068
0.098
0.126
0.152
0.176

1.1342 4+ 0.0256
0.8490 £ 0.0217
0.7181 £ 0.0260
0.5819 £ 0.0585
0.4810 £0.1104
0.3817 £ 0.0773
0.2064 £ 0.0460

0.0000 £ 0.0000
6.2738 £ 0.4389
3.4608 £ 0.2366
2.0919 + 0.2980
1.1214 + 0.3802
0.8670 £ 0.2108
0.3785 £ 0.1102
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B.2 Rayons de charge et moment magnétique

La table B.12 présente les résultats numériques pour (r%), (r2,

Py (r

TAB. B.12: Résultats pour tous les ensembles de (r%),

2
A

(3P b et (PP

Ensemble (rZ)P~" (r32 yp=n " (r3)

By 0.362 +0.022 0.455 +£0.067 4.13 +£0.48 0.155 £ 0.026
By 0.403 = 0.053 0.275+£0.054 3.894+0.34 0.141 £0.017
Bs 0.347 £ 0.022 0.333 £0.040 398 +0.22 0.163 £0.017
By 0.328 = 0.017 0.297 +£0.024 4.09 +£0.17 0.143 £0.011
By 0.444 +0.025 0.357 £0.048 3.66 =0.29 0.186 £ 0.026
Bg 0.468 +0.024 0.432 +0.039 4.05+0.23 0.173 £0.017
& 0.350 =0.049 0.410 £0.099 4.07 £0.62 0.242 £+ 0.039
(s 0.365 £ 0.031 0.287 +£0.044 4.04 +£0.29 0.137 £0.018
Cs 0.334 = 0.017 0.301 £0.028 4.09 +0.17 0.164 £ 0.012
Dy 0.413 +£0.032 0.358 £0.037 3.89 +£0.23 0.178 £0.021
Doy 0.320 +0.020 0.223 £0.031 3.404+0.24 0.144 +£0.013

B.3 Fonctions de structure

P,

La table B.13 présente les résultats numériques pour (z),_g et (x)au—aq4- Les erreurs
affichées pour (z),_4 prennent en compte les erreurs sur les constantes de renormalisation

ZO44 et Zoig) .

TAB. B.13: Résultats pour tous les ensembles de (z),_4 et

() Au-ad-

Ensemble <x>u—d <x>Au—Ad

By 0.265 £ 0.017 0.288 £ 0.019
B3 0.266 £ 0.015 0.316 £0.011
By 0.264 +£0.014 0.316 £ 0.010
By 0.287 +£0.019 0.289 £ 0.019
Bg 0.255 £0.018 0.300 + 0.014
Ci 0.251 £ 0.033  0.309 4= 0.028
Co 0.241 £ 0.016  0.309 £ 0.014
Cs 0.265 £0.012 0.300 £ 0.011
Dy 0.275+0.020 0.280 £ 0.017
Doy 0.265 £0.016 0.300 £ 0.011
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Résumé

La compréhension de la structure interne du nucléon & partir de la ChromoDynamique
Quantique est un enjeu majeur de la physique hadronique. Seule la QCD sur réseau per-
met d’évaluer numériquement les observables & partir des principes ab-initio. Le sujet de
cette these est I’étude des facteurs de forme du nucléon et le premier moment des fonctions
de distributions de partons en utilisant une action discrétisée avec des fermions de masse
twistée. Cette derniére a ’avantage de supprimer les effets de discrétisation au premier
ordre en la maille du réseau. D’autre part, I’ensemble des simulations permet un controle
accru des erreurs systématiques. Aprés avoir détaillé les techniques de calcul utilisées, je
présenterai les résultats obtenus pour un large éventail de parameétres, mailles de réseau
variant entre 0.056 fm et 0.089 fm, volumes compris entre 2.1 et 2.7 fm et masses de pi-
ons dans le domaine 260-470 MeV. La constante de renormalisation vectorielle a ainsi été
obtenue dans le secteur du nucléon avec une grande précision. Pour le rayon de charge
électrique, les effets de volume fini mis en évidence fournissent une clef pour expliquer sa
dépendance chirale vers le point physique. Les résultats pour le moment magnétique et
axial, les fractions d’impulsion et d’hélicité portées par les quarks, ne présentent pas d’ef-
fets de discrétisation ni de volume fini significatifs. Aux masses de pions considérées, leurs
valeurs montrent une déviation par rapport aux valeurs expérimentales, leur comportement
chiral n’exhibant pas la courbure prédite par les perturbations chirales qui permettrait de
résoudre ce désaccord apparent.

Mots-clés : QCD sur réseau, facteurs de forme, électrique, magnétique, rayon de charge,
charge axial, fonctions de distributions de partons

Abstract

Understanding the structure of the nucleon from Quantum ChromoDynamics is one of the
greatest challenges of hadronic physics. Only lattice QCD allows to determine numerically
the values of the observables from ab-initio principles. This thesis aims to study the nucleon
form factors and the first moments of partons distribution fnctions by using a discretized
action with twisted mass fermions. As a main advantage, the discretization effects are
suppressed at first order in the lattice spacing. In addition, the set of simulations allows
a good control of the systematical errors. After reviewing the computation technics, the
results obtained for a wide range of parameters are presented, with lattice spacings varying
from 0.0056 fm to 0.089 fm, spatial volumes from 2.1 up to 2.7 fm and several pion masses
in the range of 260-470 MeV. The vector renormalization constant was determined in the
nucleon sector with improved precision. Concerning the electric charge radius, we found a
finite volume effect that provides a key towards an explanation of the chiral dependence to
the physical point. The results for the magnetic moment, the axila charge, the magnetic
and axial charge radii, the momentum and spin fractions carried by the quarks show no
dependence on the lattice spacing nor volume. In our range of pion masses, their values
show a deviationfrom the experimental values. Their chiral behaviour do not exhibit the
curvature predicted by the chiral perturbation theory which could explain the apparent
discrepancy.

Keywords : Lattice QCD, form factors, electric, magnetic, charge radius, axial charge,
partons distribution functions



