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Chapitre 1IntrodutionLe modèle standard et la théorie quantique des hamps nous donnent à l'heure atuellela meilleure desription onnue et véri�ée expérimentalement des interations entre parti-ules. Les partiules élémentaires existantes sont lassées entre les médiateurs des intera-tions, les bosons, et les partiules de matière, les fermions, présentés �gure 1.1.

Fig. 1.1 � Classi�ation des partiules dans le modèle standardLe présent travail s'intéressera au seteur de la ChromoDynamique Quantique, QCD,qui a pour but de dérire les interations fortes entre les quarks et les gluons. Les quarks,partiules de spin 1
2 sont au nombre de six, di�éreniés par leur saveur. Les quarks up(u), harm, et top ont une harge de 2/3, les quarks down (d), strange et bottom de -1/3.Nous nous limiterons dans ette thèse au doublet d'isospin formé par les quarks (u,d).1



2 Chapitre 1. IntrodutionLes gluons, partiules de spin 1 sont au nombre de 8. Ces partiules supposées pontuellespermettent alors de dérire un rihe spetre de partiules omposites, appelés hadrons.Le formalisme de QCD s'appuie sur la théorie quantique relativiste des hamps. Leshamps fermioniques de quarks sont notés ψaαf (x) où l'indie f se référe à la saveur (f =
u, d), a à la ouleur (a=1..3) et α est un indie de spineur (α=1..4). On fera apparaître lesindies de ouleur et de spineur aux moments opportuns. Les hamps bosoniques de gluonsseront notés Aiµ(z)(i = 1..8), (µ = 1..4).La densité lagrangienne de la QCD peut s'érire sous la forme :

LQCD = −1

4
(F iµν)

2 + ψ̄(iγµDµ −mq)ψ (1.1)où
F iµν = ∂µA

i
ν − ∂νAiµ + gf ijkAjµA

k
ν (1.2)est le tenseur assoié au hamp du gluon. Le terme où il apparaît dans le langrangien estassoié à la densité d'énergie du hamp de jauge. On notera que le dernier terme dansl'expression de F iµν est à l'origine de l'interation entre 3 et 4 gluons. On dé�nit égalementla dérivée ovariante :

Dµ = ∂µ − igAiµλi (1.3)Les λi sont les générateurs du groupe SU(3) (au nombre de huit), Aµ =
∑

iA
i
µλ

i étant unélement de l'algèbre de Lie SU(3). Le seond terme de 1.3 est responsable de l'interationentre quarks et gluons. Dans les expressions préédentes g est la onstante de ouplageforte, mq la masse nue des quarks.La onstrution d'un tel Lagrangien se base sur les prinipes primordiaux de la physiquede partiules que sont les symétries et l'invariane de jauge loale. En e�et, il est invariantsous les transformations de Lorentz, les symétries disrètes C, P et T et les transformationsde jauge. Nous reviendrons sur e prinipe lors de la formulation de la théorie sur réseau.Rappelons les deux aratéristiques prinipales de l'interation forte qui déoulent duomportement de la onstante de ouplage e�etive αs(Q) = g2(Q)
4π en fontion de l'éhelle,représenté par la �gure 1.2 :� Pour Q → ∞,αs(Q) → 0 : ette propriété est nommée liberté asymptotique, [1, 2℄.Aux petites distanes l'intensité de l'interation forte est faible. Il est alors possibled'e�etuer des aluls perturbatifs valides pour des éhelles d'énergie Q & 10 GeV,.a.d aux éhelles d'énergie atteintes dans les aélérateurs.� L'intensité de l'interation forte devient grande pour des éhelles Q . 1 GeV e quiorrespond à l'ordre de grandeur de la masse des hadrons légers. Dans e domaineles e�ets non-perturbatifs de la théorie sont à prendre en onsidération.



3

Fig. 1.2 � Evolution de la onstante de ouplage forte αs(Q) = g2(Q)
4π en fontion de l'éhelleCette dernière remarque implique que l'étude des préditions de QCD à basse énergienéessite des méthodes non-perturbatives. La formulation de QCD sur réseau, historique-ment inventée par Wilson [3℄, est la seule méthode permettant d'aéder aux grandeursphénoménologiques de basse énergie à partir de premiers prinipes.En QCD sur réseau, nous aurons aès aux éléments de matries 〈m|O|n〉 où |n〉 et |m〉sont des états hadroniques et O un opérateur. Cette théorie est onstruite à partir du seulLagrangien QCD, mais nous aurons aès aux éléments de matries orrespondant à desouplages életrofaibles. Dans ette thèse, j'ai étudié par des aluls de QCD sur réseaues éléments de matrie orrespondant au ouplage d'un photon, d'un W ou d'un Z aveun nuléon. Mon travail portera sur les fateurs de forme ainsi que sur le premier momentdes fontions de distribution de partons.J'expliquerais au hapitre 2 les développements théoriques et les onnaissanes expérimen-tales atuelles des observables mentionnées i-dessus. Le hapitre 3 sera dédié à la formu-



4 Chapitre 1. Introdutionlation de la QCD sur réseau. J'introduirais la théorie de QCD ave des fermions twistés,et mentionnerais les onditions de nos simulations. Le hapitre 4 expliitera la méthodeutilisée pour le alul des fateurs de forme du nuléon dans ette approhe. Cette partiefera une large plae à l'étude de l'énergie du nuléon. Par la suite nous expliquerons lahaîne d'analyse pour l'extration des éléments de matrie en justi�ant les di�érents hoixe�etués. Le hapitre 5 dérira les résultats que j'ai obtenus dans la adre de la ollab-oration European Twisted Mass. Nous mettrons alors en avant le ontr�le de nos e�etssystématiques.



Chapitre 2Fateurs de forme et fontions dedistribution de partons2.1 Fateurs de forme2.1.1 Fateurs de forme életromagnétiqueHistoriquement, les premières indiations de la nature omposite du nuléon provien-nent de la mesure du moment magnétique du proton et du neutron qui ont fait apparaîtredes déviations signi�atives par rapport aux valeurs attendues dans le as de partiulespontuelles de Dira [4℄. Au milieu des années 1950, les expérienes de di�usion élastiquedonnèrent les premières mesures des distributions spatiales des harges életriques et mag-nétiques [5℄. De nos jours, les paramètres dé�nissant la struture életromagnétique dunuléon sont onnus à une bonne préision. Nous expliquerons ii le proessus de la di�u-sion élastique életron-proton, la inématique assoiée et introduirons les fateurs de formedu nuléon.La di�usion életron-proton est dite élastique lorsque l'état �nal hadronique est lemême que l'état hadronique initial. La inématique utilisée est elle de la �gure 2.1, ave
q = k− k′ = p′ − p. Lors de e proessus nous nous restreindrons à l'étude des fateurs deforme dans la région où le moment transféré est de type espae, soit q2 = −Q2 < 0.L'expression de la setion e�ae di�érentielle non polarisée pour un état �nal hadroniquearbitraire (don élastique ou inélastique) est donnée par (2.1).

dσn =
1

2K(s)

d3k′

(2π)32k′0

n
∏

i=1

d3p′i
(2π)32p′i0

1

4

∑

sλλ′

|Mn|2(2π)4δ4(p+ k − k′ − p′n) (2.1)Dans ette expression p′n =
∑n

i=1 p
′
i est l'impulsion totale du système hadronique pro-duit, 2K(s) est un fateur de �ux,

K(s) =
√

4[(p.k)2 −m2
eM

2
N ] (2.2)5



6 Chapitre 2. Fateurs de forme et fontions de distribution de partons

Fig. 2.1 � Illustration de la di�usion élastique életron-nuléon ave éhange d'un photonL'amplitudeMn est donnée par :
Mn = e2ū(k′, λ′)γµu(k, λ)

1

q2
〈n|JEMµ (0)|N, ~p, s〉 (2.3)où λ, λ′, s désignent respetivement les polarisations de l'életron inident, sortant, et dunuléon inident. Les notations et onventions adoptées pour les spineurs libres u(k, λ) et

ū(k′, λ′) sont expliitées en annexe 1.Dans le as élastique, l'état hadronique sortant est onstitué par un unique nuléon.L'information sur la struture du nuléon est odée dans l'élément de matrie du ourantéletromagnétique 〈N, ~p′, s′|JEMµ (0)|N, ~p, s〉.Lorsque l'on néglige la ontribution des quarks les plus lourds (,b,t), le ourant éle-tromagnétique JEMµ s'érit en terme de hamps de quarks (ψu, ψd, ψs) sous la forme :
JEMµ =

2

3
ψ̄uγµψu −

1

3
(ψ̄dγµψd + ψ̄sγµψs) (2.4)Comme nous le justi�erons ultérieurement, nous nous limiterons à l'étude du ourantisovetoriel V µ

3 :
V 3
µ (0) = ψ̄uγµψu − ψ̄dγµψd (2.5)Dans le as où la symétrie SU(2) d'isospin est exate, si l'on onsidère le doublet d'isospinformé par les états du proton et du neutron (

p
n

), on a l'égalité :
〈p|V 3

µ (0)|p〉 = 〈p|JEMµ (0)|p〉 − 〈n|JEMµ (0)|n〉 (2.6)



2.1. Fateurs de forme 7En QCD sur réseau nous évaluerons 〈p|V 3
µ (0)|p〉. Aux moments opportuns, les fateursde forme assoiés seront respetivement notés ave un exposant p (n) lorsqu'ils sont as-soiés au ourant életromagnétique du proton (du neutron). On omparera les résultatsde QCD sur réseau ave les résultats expérimentaux obtenus pour les fateurs de formeéletromagnétiques du proton auquel on soustrait eux du neutron.Pour un état du nuléon quelonque |N, ~p, s〉, l'élément de matrie 〈N, ~p′, s′|JEMµ (0)|N, ~p, s〉se déompose sous la forme :

〈N, ~p′, s′|JEMµ (0)|N, ~p, s〉 = ū(p′)
[

γµF1(Q
2) + iσµνq

ν 1

2M
F2(Q

2)
]

u(p) (2.7)C'est la façon la plus générale de paramétriser et élément de matrie qui respete laonservation du ourant életromagnétique et l'invariane par parité. De plus l'invarianepar renversement du temps implique que les fateurs de forme sont réels. Les fateurs deforme dépendent de la virtualité Q2 = −q2 > 0, invariant de Lorentz aratéristique duproessus.Nous reviendrons sur la onservation du ourant életromagnétique dans une partieultérieure. Le premier terme de la déomposition (2.7) est appelé ourant de Dira, leseond est le terme de Pauli (ou terme de ourant magnétique anormal). La onservationdu ourant a pour onséquene elle de la harge életrique. Dans ette paramétrisationei se traduit par F1(0) = Q où Q est la harge életrique du nuléon en unité de |e|. Lavaleur de F2(0) = κ est le moment magnétique anormal.L'interation magnétique est dérite par une ontribution provenant du premier terme etdu seond terme de la déomposition (2.7). En e�et un alul dans la limite où la di�usions'e�etue dans un hamp magnétique lentement variable permet de montrer que le momentmagnétique ~µ s'érit sous la forme :
~µ = (F1(0) + F2(0))

Q
2m

~σ (2.8)où ~s = ~σ/2 est le spin du fermion de harge Q et de masse m. Lorsque l'on onsidèrel'ordre dominant des aluls perturbatifs du proessus pour une partiule pontuelle despin 1/2, F2(0) est nul. Cependant, aux ordres supérieurs, les ontributions des photonsvirtuels donnent une valeur non nulle à F2(0). Par exemple, pour un életron, au premierordre des perturbations, F2(0) = α
2π , d'où son appellation de moment magnétique anor-mal. La omparaison entre les valeurs expérimentales et les valeurs théoriques sont alorsompatibles ave le fait que les leptons sont des partiules pontuelles. Par ontre, dans leas des baryons, les résultats expérimentaux montrent qu'ils ne peuvent pas être onsidérésomme pontuels. Pour le proton

µp/µN = 2.792 , (préision 10−8) (2.9)



8 Chapitre 2. Fateurs de forme et fontions de distribution de partonset pour le neutron
µn/µN = −1.913 , (préision 2.5 10−7) (2.10)ave µN =

|e|~
2Mp

, Mp étant la masse du proton.Il est possible de reparamétriser la déomposition (2.7) en terme de fateur de formeéletrique GE(q2) et magnétique GM (q2) de Sahs dé�nis par :
GE(Q2) = F1(Q

2)− Q2

4M2
F2(Q

2) (2.11)
GM (Q2) = F1(Q

2) + F2(Q
2) (2.12)Dans le référentiel de Breit, 'est-à-dire le référentiel du entre de masse du systèmeonstitué de la ible entrante et sortante, le nuléon entrant a une impulsion ~P = − ~q

2 , eluisortant a une impulsion ~P ′ = + ~q
2 . Le photon éhangé porte une impulsion ~q mais auuneénergie. Les éléments de matrie dans le référentiel de Breit s'érivent alors :

〈Ns′(~q/2)|JEM0 (0)|Ns(−~q/2)〉 = 2MGE(~q2)δs′s (2.13)
〈Ns′(~q/2)| ~JEM (0)|Ns(−~q/2)〉 = GM (~q2)χ†

s′i~σ × ~qχs (2.14)où χs est dé�ni en annexe. Dans e référentiel et pour un nuléon dans la limite statique( |~q|
Mp
→ 0), la transformée de Fourier tridimensionnel de GE(~q2),

ρ(~r) =

∫

d3q

(2π)3
e−i~q~r

M

E(~q)
GE(~q2) (2.15)a alors un r�le analogue à la distribution de harge "lassique" [6℄. De même la transforméede Fourier de GM (~q2) peut s'interpréter omme la densité de magnétisation [7℄.Les fateurs de forme GpE et GpM peuvent être extraits indépendamment à partir de ladépendane de la setion e�ae élastique en fontion de l'angle de di�usion, en utilisantla tehnique de séparation de Rosenbluth. Le rapport GpE/GpM a également été mesuréau Je�erson Lab en utilisant la tehnique de polarisation transférée, montrant un éartsigni�atif ave les analyses préédentes obtenues ave la tehnique de Rosenbluth. Laréanalyse des données obtenus ave la tehnique de Rosenbluth, en prenant en ompte lesphénomènes d'éhange à deux photons [8℄ a permis de réduire la majeure partie de l'éartentre les deux expérienes, une résolution omplète du problème restant enore en suspens[9℄. Ave les premières données expérimentales, le omportement global des fateurs deforme életrique et magnétique du proton sur une large gamme en Q2 était assez bien



2.1. Fateurs de forme 9Tab. 2.1 � Paramètres de �t pour l'extration des fateurs de forme életrique et magné-tique du proton, en utilisant la paramétrisation de l' Eq. (2.17).Paramètre GpM/µp GpE
a1 �1.465 3.439
a2 1.260 �1.602
a3 0.262 0.068
b1 9.627 15.055
b2 0.000 48.061
b3 0.000 99.304
b4 11.179 0.012
b5 13.245 8.650représenté par une forme dipolaire, GE , GM/µ = GD ave :

GD(Q2) =
1

(

1 +
Q2

Λ2

)2
(2.16)et Λ2 = 0.71GeV 2.La gamme d'énergie ouverte par les expérienes s'étant étendue, la préision s'étantaméliorée, les données expérimentales montrent une laire déviation par rapport à la formedipolaire pour Q2 & 1GeV 2, �gure 2.2. Pour les omparaisons ave les aluls de QCD surréseau, nous utiliserons les résultats des �ts de [9℄, la forme fontionnelle étant donnnéepar :

GpE , G
p
M/µp =

1 +
∑n

i=1 aiτ
i

1 +
∑n+2

i=1 biτ
i
. (2.17)ave τ :=

Q2

4M2
p

. Les paramètres du �t sont donnés dans le table 2.1.Pour les fateurs de forme du neutron, les derniers résultats expérimentaux ont étéobtenus par l' expériene BLAST [10℄, �gure 2.3, pour le fateur de forme életrique, etl'expériene CLAS, [11℄, �gure 2.4, pour le fateur de forme magnétique. Nous laissons lesoin au leteur de se référer aux artiles pour de plus amples expliations et référenes.Pour GnE , j'utiliserais le résultat du �t de BLAST dont la forme fontionnelle est donnéepar :
GnE(Q2) =

∑

i

anE,i/(1 +Q2/bnE,i)
2 (i=1, 2) (2.18)Les paramètres de �t sont :

anE,1 = −anE,2 = 0.095 ± 0.018, bnE,1 = 2.77 ± 0.83 bnE,2 = 0.339 ± 0.046 (2.19)
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Fig. 2.2 � Valeurs de GpE et GpM extraites de l'analyse de [9℄. Les erles ouverts sont lesrésultats d'une analyse ombinée de la setion e�ae et des mesures de polarisation. Leslignes ontinues sont les �ts ave la setion e�ae orrigée des e�ets de double photonéhangés et des données des mesures de polarisation.Pour GnM , nous nous référerons aux �ts de données expérimentales e�etuées dans [12℄,utilisant la paramétrisation (2.20) de Kelly [13℄.
GnM (Q2)

µN
=

1 + anM,1τ

1 + bnM,1τ + bnM,2τ
2 + bnM,3τ

3 . (2.20)Les valeurs des paramètres pour la fateur de forme magnétique sont données par :
bnM,1 = 21.30 ± 4.56, bnM,2 = 77± 31 bnM,3 = 238 ± 105, (2.21)
anM,1 = 8.28 ± 3.89. (2.22)Il onvient de noter que les résultats sur les fateurs de forme életromagnétiquesobtenus en QCD sur réseau sont loin d'égaler la préision expérimentale. L'inertitudede es aluls nous restreindra à des �ts ave peu de paramètres, onrètement à des �ts
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Fig. 2.3 � Données mondiales sur GnE obtenues par les expérienes en double polarisation.Les données orrespondent aux expérienes ave des ibles 2H non-polarisé (triangles ou-verts), ave ible 2H polarisé (erles et points noirs) et ibles 3H (arrés vides). L'erreurstatistique (petites barres d'erreurs) et systématique est ajoutée quadratiquement (grandesbarres d'erreurs). Le �t "BLAST" est dérit dans [10℄ . Sont également présentés les ré-sultats réents basés sur les modèles de Vetor Meson Dominane et relation de dispersion(lignes pointillées rouge et vertes) et sur le loudy-bag model ave quarks onstituantsrelativistes (ligne yan). Graphique tiré de [10℄.de forme dipolaire. Nous sommes don surtout intéressés par utiliser des �ts dérivant or-retement la forme globale des données expérimentales et non dans une étude détaillée dees �ts et de es paramètres.En�n, une aratéristique des fateurs de forme est la pente à Q2 = 0 qui dé�nit lerayon arré moyen par :
〈r2E,M 〉 =

−6

GE,M (0)

dGE,M (Q2)

dQ2

∣

∣

∣

Q2=0
(2.23)Dans le référentiel de Breit et pour une distribution de harge sphérique et un nuléonin�niment lourd, ette dé�nition oïnide ave la relation plus usuelle (2.24).

〈r2E,M〉 = 4π

∫ ∞

0
drr4ρE,M(r) (2.24)Les valeurs expérimentales de es rayons sont pour le proton, [14, 15℄ :

〈r2E〉 = 0.7087 ± 0.0012 fm2, 〈r2M 〉 = 0.679 ± 0.045 fm2 (2.25)
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Fig. 2.4 � Comparaisons des résultats expérimentaux pour GnM/(µNGD) et des alulsthéoriques, �gure tirée de [11℄.La valeur du rayon de harge életrique du proton onnaît un regain d'intérêt ave lesrésultats réents obtenus à partir du Lamb-shift de l'atome d'hydrogène muonique [14℄. Ilmontre un éart signi�atif ave la ompilation des données mondiales obtenues à partirde la di�usion életron-proton [16℄, 〈r2E〉 = 0.769 ± 0.013 fm2 . Des aluls de QCD surréseau préis apparaissent ruiaux pour ette observable.Pour le neutron, [16, 17℄ :
〈r2E〉 = −0.116 ± 0.0022 fm2, 〈r2M 〉 = 0.762 ± 0.02 fm2 (2.26)2.1.2 Fateurs de forme axiauxExpérimentalement, la désintégration d'un neutron |n, ~p, s〉 en proton 〈p, ~p′, s′| met enjeu l'élément de matrie :
〈p, ~p′, s′|JCCµ |n, ~p, s〉 = cos θC〈p, ~p′, s′|V +

µ −A+
µ |n, ~p, s〉 (2.27)

JµCC est le ourant hargé et prend la forme (en négligeant les quarks s,,b,t) :
JCCµ = ψ̄uγµ(1− γ5)ψd + h.c (2.28)où h.c orrespond à l'hermitien onjugué. De manière expliite V +

µ = ψ̄uγµψd, A+
µ =

ψ̄uγµγ5ψd et θC est l'angle de Cabibbo.Dans le as où la symétrie d'isospin est exatement respetée, les fateurs de formeassoiés aux éléments de matries faibles 〈p, ~p′, s′|V +
µ |n, ~p, s〉 et 〈p, ~p′, s′|A+

µ |n, ~p, s〉 sont re-spetivement égaux aux fateurs de forme issus des éléments de matrie 〈p, ~p′, s′|V 3
µ |p, ~p, s〉



2.1. Fateurs de forme 13(〈p, ~p′, s′|A3
µ|p, ~p, s〉). C'est la réalisation dans le adre du modèle standard de l'hypothèsedu ourant vetoriel onservé (CVC), [18, 19℄. Elle implique que gV = 〈p,~0, s′|V +

µ |n,~0, s〉 =
1.Dans le as de nos aluls sur réseau, la brisure de ette symétrie ne sera pas onsidérée.Comme nous utilisons des quarks légers de masse dégénérée, la brisure d'isospin ne peutprovenir que d'artefats dus à la disrétisation et peut être a priori négligée. Nous al-ulerons en pratique l'élément de matrie 〈p, ~p′, s′|A3

µ|p, ~p, s〉 pour aéder aux fateurs deforme axiaux.De manière similaire à la relation (2.7) et en onservant les mêmes notations inéma-tiques, l'élément de matrie du ouplage axial entre deux états du nuléon se déomposesous la forme :
〈N, ~p′, s′|A3

µ|N, ~p, s〉 = ū(p′)
[

γµγ5GA(Q2) + i
qµ
2M

γ5GP (Q2)
]

u(p) (2.29)Cette déomposition déoule de l'invariane de Lorentz, des symétries disrètes C,Pet T et de l'absene de ourant tensoriel axial [7℄, e qui est onsistant ave l'expériene.
GA(Q2) est appelé fateur de forme axial et GP (Q2) le fateur de forme pseudo-salaireinduit.Expérimentalement, le fateur de forme axial est déterminé par la di�usion de neutrinosur des protons et par l'életroprodution de pion hargé. Ces deux mesures sou�rent toutesdeux de larges erreurs systématiques, provenant notamment de la dépendane aux modèlesthéoriques utilisés pour extraire les données. Pour une revue plus détaillée, l'auteur renvoieà [20℄.Dans les onnaissanes atuelles, les données pour GA(Q2) sont ompatibles jusqu'à
Q2 = 1GeV 2 ave une forme dipolaire :

GA(Q2) =
gA

(1 + Q2

M2
A

)2
(2.30)La moyenne des données mondiales donneMA = 1.026±0.021GeV pour les expérienes dedi�usion de neutrinos etMA = 1.069±0.016GeV pour les expérienes d'életroprodution,soit un rayon de harge axiale assoié (dé�nition similaire à (2.23)) valant respetivement

(〈r2A〉)1/2 =
√

12
MA

= 0.666 ± 0.014 fm et (〈r2A〉)1/2 = 0.639 ± 0.010 fm.Le fateur de forme pseudo-salaire induit est à l'heure atuelle le moins bien onnuexpérimentalement des fateurs de forme, voir �gure 2.6. Les données expérimentales [21℄[22℄ [23℄ proviennent soit de la apture d'un muon par le proton, soit de l'életroprodutionde pion. GP (Q2) déroît rapidement en fontion de Q2 omme le prédit l'hypothèse de ladominane de p�le de pion qui prévoit le omportement donné par :
GP (Q2)

GA(Q2)
∼ 4M2

N

Q2 +M2
π

(2.31)
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Fig. 2.5 � Données expérimentales pour le fateur de forme axial normalisé
(GA(Q2)/GA(0)) obtenues ave les expérienes d' életroprodution de pion dans la ré-gion seuil. La ligne pointillée montre un �t dipolaire ave une masse axiale MA = 1.1GeV .Figure extraite de [20℄.Ce omportement se base sur le fait que GP (Q2) doit être dominé par le p�le du pionet en supposant que le ourant axial est approximativement bien onservé, tout au moinspour des masses de pions faibles (Partially Conserved Axial Current).2.2 Fontions de distribution de partonsNous onsidèrerons tout d'abord les notions relatives à la di�usion profondément in-élastique non-polarisée puis nous expliiterons diretement les relations d'intérêt dans leas polarisé.2.2.1 Di�usion profondément inélastique non-polariséeLors de la di�usion profondément inélastique, la quadri-impulsion transférée par lephoton est élevée (Q2 & 1GeV2), l'état �nal est un état hadronique de haute énergie. Cerégime est du plus grand intérêt ar les impulsions mises en jeu peuvent avoir aès à lastruture en quarks et gluons du nuléon. Ce proessus est présenté �gure 2.7, où l'état
X(pn) est indéterminé.A�n de déterminer la setion e�ae totale donnée par l'équation (2.1), il faut alors éleverau arré les éléments de matrie donnés par (2.3) et sommer sur tous les états �nalsaessibles. On fait alors sortir de ette expression, le tenseur Wµν(q, p) dé�ni par :
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Fig. 2.6 � Données mondiales pour le fateur de forme pseudo-salaire induit GP (Q2).Les données d'életroprodution de pion sont les erles pleins. Le losange est la moyennemondiale provenant de la apture muonique. La ourbe en pointillés est la prédition enp�le de pion (algèbre des ourants). Figure extraite de [20℄.
Wµν(p, q) =

1

4MN

∑

n

(2π)3δ4(q + p− pn)〈N, ~p, s|Jµ(0)|n〉〈n|Jν(0)|N, ~p, s〉 (2.32)
=

∫

d4xeiqx〈N, ~p, s|Jµ(x)Jν(0)|N, ~p, s〉 (2.33)où on a onservé les notations de la partie 1. Par invariane de Lorentz et onservation duourant életromagnétique, e tenseur peut se déomposer sous la forme :
Wµν(p, q) = W1(ν,Q

2)(
qµqν
q2
− gµν) +

W2(ν,Q
2)

M2
N

(pµ − p · q
q2

qµ)(pν − p · q
q2

qν) (2.34)Nous avons fait apparaître les invariants de Lorentz du proessus Q2 et ν = −p · q/MNet nous ferons apparaître par la suite la variable de Bjorken xBJ = Q2

2p·q . En 1968, desexpérienes e�etuées au Stanford Linear Aelerator Center déouvrirent que les fontionsde struture adimensionnées F1,2 dé�nies par :
F1(xBJ , Q

2) = MW1(ν,Q
2) (2.35)

F2(xBJ , Q
2) = νW2(ν,Q

2) (2.36)ne dépendaient, en première approximation, que de xBJ et étaient onstantes en fontionde Q2 dans le domaine inématique onsidéré.
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Fig. 2.7 � Illustration de la di�usion inélastique életron-nuléon ave éhange d'un photon.Ce phénomène de saling prévu par Bjorken, [24℄, a été expliqué un peu plus tard demanière plus intuitive par Feynman, [25℄. Il supposa que lors de la di�usion profondémentinélastique sur un nuléon ultra-relativiste d'impulsion ~p, le nuléon se omporte ommes'il était onstitué de 'partons' de di�érents types (étiquetés par l'indie i), haun ayantune probabilité fi(x)dx d'avoir une impulsion entre x~p et (x + dx)~p. Si l'on note Qi laharge assoiée au parton du type i (en unité de e), on obtient alors que les fontions destruture sont données dans e modèle (et pour des partons de spin 1/2) par :
W2(ν,Q

2) =
∑

i

Q2
i

∫ 1

0
dxBJfi(xBJ )δ(ν − Q2

2MNxBJ
) (2.37)

W1(ν,Q
2) =

1

2

∑

i

Q2
i

∫ 1

0
dxBJfi(xBJ )

Q2

2MNxBJ
δ(ν − Q2

2MNxBJ
) (2.38)Ces fontions obéissent aux règles de saling de Bjorken, F2(xBJ , Q

2) = xBJ
∑

iQifi(xBJ )et F1(xBJ ) = 1
2

∑

iQifi(xBJ ) = 1
2xBJ

F2(xBJ ). Les partons seront par la suite identi�ésen terme de quarks et de gluons. Bien que le omportement de saling de Bjorken estune bonne approximation, il est modi�é par la prise en ompte des orretions radiatives.Lors de la di�usion d'un photon sur un quark, un gluon peut également être émis. Ce pro-essus va alors entraîner une dépendane logarithmique en Q2. L'évolution des fontionsde distribution de parton fi(xBJ , Q2) en fontion de Q2 peut alors être alulée en QCDperturbative. La formulation ayant la plus laire interprétation physique a été donnée parles équations de DGLAP, [26℄.Ces fontions de distribution de parton, abrégées par PDF, rihes au niveau de laphénoménologie de la di�usion profondément inélastique n'ont pas été onstruites ini-tialement à partir de la théorie des hamps sous-jaente. Le développement en produit



2.2. Fontions de distribution de partons 17d'opérateurs permet de dé�nir de telles fontions à partir de la théorie des hamps. Noussignalerons quelques points de e développement a�n d'introduire les opérateurs utiliséssur réseau et les quantités assoiées. La dérivation omplète des aluls peut être trouvéedans les ouvrages de référene [27, 28℄.Selon Wilson [29℄ la partie singulière du produit de deux opérateurs A(x) et B(y) peutse développer lorsque xµ est au voisinage de yµ sous la forme :
A(x)B(y)→

∑

n

CnAB(x− y)On(
x+ y

2
) (2.39)L'ensemble des {On(x)} onstitue un ensemble omplet d'opérateurs hermitiens loauxet les {CnAB(x)} forment un ensemble de fontions singulières à valeurs omplexes. Cetterelation est exate dans le as de la théorie libre et onstitue un développement valide dansla théorie asymptotiquement libre que l'on onsidère, QCD. Ce développement permet depouvoir onsidérer les ontributions prinipales du produit d'opérateurs lorsque x→ y. Ene�et dans le as d'une théorie invariante d'éhelle, le omportement des oe�ients CnAB(x)se déduit par analyse dimensionelle et on obtient :

CnAB ∼ xdOn−dA−dB (2.40)où dO est la dimension de l'opérateur O en puissane de la masse ou de l'impulsion. Laontribution prinipale de A(x)B(y) quand x → y est alors donnée par les opérateurs Onayant la plus faible dimension. Dans le as plus onret de théorie asymptotiquement libre,e omportement des oe�ients reste vrai ave des orretions en puissane de ln(x−y)2.Plusieurs étapes sont alors néessaires a�n d'obtenir le développement de Jµ(x)Jν(0).Dans la situation qui nous intéresse de grand Q2, e sont les oe�ients CnAB les plussinguliers lorsque x2 → 0 qui dominent l'OPE. La struture générale du développement enproduit d'opérateurs prend alors la forme :
A(

1

2
x)B(−1

2
x)→

∑

n

CnAB(x2)xµ1 ..xµj
O
µ1...µj
n (0) (2.41)Dans ette situation les opérateurs qui ontribuent au développement en produit d'opéra-teurs sont lassés selon leur représentation irrédutible sous les transformations du groupede Lorentz. Ces opérateurs sont des tenseurs symétriques de trae nulle ave j indies deLorentz, 'est-à-dire des tenseurs irrédutibles de spin j. Le omportement attendu desoe�ients lorsque x2 → 0 est :

CnAB(x2) ∼ (x2)(dOn−jn−dA−dB)/2 (2.42)Le degré de singularité assoié aux opérateurs est alors déterminé par leur twist τ :=
dOn− jn. Les singularités dominantes proviennent alors des opérateurs de plus faible twist.Les opérateurs de twist dominant, égal à 2, invariants de jauge sont données par :
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Oµµ1..µn−1

f (z) = ψ̄f (z)γ
{µi
←→
D µ1 ...i

←→
D µn−1}ψf (z)− traces (2.43)où f étiquette les saveurs de quarks ; ←→D = (

−→
D −←−D)/2 est la dérivée ovariante agissantà gauhe et à droite ; les aolades sur les indies de Dira indiquent une somme surles permutations des indies. L'élément de matrie entre deux états du nuléon d'un telopérateur est donnée par :

〈N, ~p, s|Oµµ1..µn−1

n,f |N, ~p, s〉 = An,f ū(p)γ
µpµ1 ...pµn−1u(p) (2.44)On peut alors montrer qu'en utilisant les méthodes des relations de dispersion que :

2

∫ 1

0
dxxn−1F1(x,Q

2) =
∑

f=u,d

c
(f)
1,n−1(µ

2/Q2, g(µ)) An,f(µ) +O(1/Q2), (2.45)
∫ 1

0
dxxn−2F2(x,Q

2) =
∑

f=u,d

c
(f)
2,n−1(µ

2/Q2, g(µ)) An,f(µ) +O(1/Q2). (2.46)Dans les formules préédentes, nous avons fait apparaître la dépendane en l'éhelle
µ des oe�ients. En pratique nous omparerons les valeurs de An,f (µ) à l'éhelle de 2GeV, obtenues d'une part à partir des résultats expérimentaux et des aluls perturbatifsdes oe�ients c(f)

i,n−1(µ
2/Q2, g(µ)) et d'autre part à partir des éléments de matrie nusalulés sur réseau et de leurs onstantes de renormalisation assoiées.Il onvient de plus de noter que la dépendane en la quadri-impulsion transférée par lephoton est entièrement odée dans la dépendane des oe�ients c(f)

i,n (µ2/Q2, g(µ)). Uneinvariane d'éhelle de Bjorken exate orrespondrait à c(f)
i,n (Q2) = const.Par identi�ation ave la valeur attendue dans le modèle des partons, on trouve alors :

An,f = 〈xn−1〉f =

∫ 1

0
dxxn−1(ff (x)− (−1)n−1ff̄ (x)) (2.47)Pour les mêmes raisons évoquées pour les fateurs de forme, nous nous restreindrons àl'étude des ourants iso-vetoriels, opérateur non-singlet, 'est-à-dire à An,u −An,d.Le as de l'opérateur singlet An,u + An,d entraîne des ompliations supplémentaires : lealul des oe�ients de Wilson néessite de prendre en ompte le mélange sous la renor-malisation entre les opérateurs gluoniques et l'opérateur singlet.Nous aurons don aès à 〈xn〉u − 〈xn〉d := 〈xn〉u−d.Pour n=1, l'élément de matrie assoié est 〈N, ~p, s|ψ̄f (z)γµψf (z)|N, ~p, s〉 et orrespondau fateur de forme dé�ni dans la partie préédente.

〈1〉u−d =

∫ 1

0
dx(fu(x)− fū(x))− (fd(x)− fd̄(x)) = Au−d1 = F u−d1 (0) = Gu−dE (0) (2.48)



2.2. Fontions de distribution de partons 19Si l'on dé�nit ffv
(x) := ff (x) − ff̄ (x) omme la distribution des quarks de valene, l'-expression de la règle de somme d'Adler [30℄ pour le proton ∫ 1

0 dx(fuv (x) − fdv
(x)) = 1orrespond à la onservation du ourant életromagnétique.Dans le as n=2, l'opérateur qui sera utilisé sera :

O44(z) = ψ̄(z)(γ0
←→
D 0 −

1

3
(γ1
←→
D 1 + γ2

←→
D 2 + γ3

←→
D 3))τ3ψ(z) (2.49)Il nous permettra d'évaluer sur réseau la fration d'impulsion portée par les quarks :

〈x〉u−d =

∫ 1

0
dx x(fu(x) + fū(x))− (fd(x) + fd̄(x)) = Au−d2 (2.50)Dans le as du saling de Bjorken :
〈x〉u−d = 3

∫ 1

0
dx(FP2 (x)− FN2 (x)) (2.51)Les analyses réentes des PDF donnent 〈x〉CTEQ6.6

u−d ≃ 0.154 [31℄ et 〈x〉MRST06
u−d ≃ 0.158[32℄, voir également [33, 34, 35℄. Les moments des PDF peuvent être en prinipe déduit parintégration sur x des données expérimentales. En pratique, les fontions de struture nesont onnus que sur un ertain domaine en x. Les inertitudes systématiques introduites pare fait sont di�iles à estimer ar elles dépendent soit d'extrapolations modèle dépendant,soit de paramétrisations phénoménologiques.2.2.2 Di�usion profondément inélastique polariséeLors de la di�usion inélastique polarisée, le tenseur W µν possède une partie anti-symétrique W µν

A par rapport à la situation préédente où seul W µν
S était onsidéré :

W µν = W µν
S +W µν

A (2.52)Similairement à la partie préédente, les opérateurs d'intérêt sont alors :
Oµµ1..µn−1

f,A (z) = ψ̄f (z)γ
{µi
←→
D µ1 ...i

←→
D µn−1}γ5ψf (z)− traces (2.53)L'élément de matrie entre deux états du nuléon d'un tel opérateur est donnée par :

〈N, ~p, s|Oµµ1..µn−1

n,A,f |N, ~p, s〉 = Ãn,f ū(p)γ
µpµ1 ...pµn−1γ5u(p) (2.54)et la relation ave le modèle des partons s'exprime sous la forme :

Ãn,f = 〈xn−1〉f =

∫ 1

0
dx xn−1(∆ff (x) + (−1)n−1∆ff̄(x)) (2.55)où l'on dé�nit ∆ff (x) = f↑f (x) − f
↓
f (x) qui orrespond à la fration d'héliité portée parles quarks , f↑f (x) (f↓f (x)) étant la probabilité de trouver un quark ave un spin parallèle(antiparallèle) à la polarisation longitudinale du proton.



20 Chapitre 2. Fateurs de forme et fontions de distribution de partonsPour la valeur n=1, l'élément de matrie assoié orrespond au fateur de forme axialdé�nit dans la partie préédente.
〈1〉∆u−∆d =

∫ 1

0
dx (∆fu(x) + ∆fū(x))− (∆fd(x) + ∆fd̄(x)) = Ãu−d1 = gA (2.56)Dans le as n=2, les opérateurs qui seront utilisés pour évaluer < x >∆(u−d) seront :

Oi0A (z) = ψ̄(z)γ5(γ{i
←→
D 0})τ3ψ(z) (2.57)La valeur phénoménologique est < x >∆u−∆d≃ 0.20 dans le shéma MS à une éhelle de

µ = 2 GeV, [36℄.Dans e hapitre nous avons passé en revue les résultats expérimentaux en lien ave lagamme d'observables pour lesquels nous ferons une omparaison ave les résultats obtenusen QCD sur réseau.



Chapitre 3QCD sur réseauLa QCD sur réseau onstitue la seule méthode pour e�etuer des aluls de la théorieQCD de manière non-perturbative à partir des premiers prinipes. Elle fut introduite parWilson [3℄ et n'a pas essé de progresser es 30 dernières années.Dans e hapitre nous expliquerons les prinipes de base pour passer d'une ation dansun espae ontinu minkowskien à une ation dans un espae disret eulidien. Nous ver-rons ensuite les fondements de la méthode permettant d'e�etuer les aluls numériquesd'observables physiques. Nous spéi�erons par la suite l'ation utilisée dans le adre de etravail et justi�erons son hoix. En�n nous dérirons l'évaluation et le ontr�le des erreursassoiées à nos aluls et les ressoures disponibles a�n de les mai�triser.3.1 Disrétisation de l'ationA�n de pouvoir estimer numériquement et non-perturbativement les fontions de or-rélations en QCD, on se plae sur un réseau quadri-dimensionnel. Ces aratéristiques sont :sa longueur spatiale, notée L, sa longueur temporelle, T, et sa maille, a. Les onditionsaux bords sont des onditions périodiques dans les diretions spatiales. Dans la diretiontemporelle elles sont périodiques pour les gluons et anti-périodiques pour les quarks. Enhaque point de e réseau on dé�nit un hamp fermionique ψaαf (x). Nous partirons duLagrangien 1.1 a�n d'obtenir une version disrétisée de QCD.Pour onstruire une théorie sur réseau invariante de jauge loale dé�nissons :
U(x, y) = P exp(−ig

∫ y

x
Aµ(z)dz) (3.1)ave U(x, x) = 1 et en reprenant les notations du hapitre 1. P signi�e que l'on ordonneles hamps le long du hemin allant de x à y.Considérons :

U(x, x+ dxµ̂) = exp(−igAiµ(x+
dx

2
µ̂)λidx) = 1− igAiµ(x+

dx

2
µ̂)λidx+ O(dx2) (3.2)21



22 Chapitre 3. QCD sur réseauSi on introduit la dérivée disrétisée ovariante forward
−→∇µψ(x) =

1

a
[U(x, x+ aµ̂)ψ(x+ aµ̂)− ψ(x)] (3.3)alors :

−→∇µψ(x) =
1

a
[(1− igAiµ(x+

a

2
µ̂)λia)ψ(x + aµ̂)− ψ(x)] + O(a) (3.4)

=
1

a
(ψ(x+ aµ̂)− ψ(x)) − igAiµ(x+

a

2
µ̂)λiψ(x+ aµ̂) + O(a) (3.5)Au premier ordre en a, on retrouve la dérivée du ontinu, Eq. 1.3.Nous utiliserons par la suite la notation suivante pour les liens de jauge :

Uµ(x) := U(x, x+ aµ̂) (3.6)en remarquant de plus que :
U(x, x+ aµ̂) = U †(x+ aµ̂, x) (3.7)De manière similaire, on dé�nit la dérivée disrétisée :

−→∇∗
µψ(x) =

1

a
[ψ(x)− U †

µ(x− aµ̂)ψ(x− aµ̂)] (3.8)Les dérivées préédentes nous permettent d'obtenir un terme inétique invariant parhangement loal de jauge sur le hamp ψ(x).Rappelons que dans le ontinu, l'ation QCD est dé�nie par :
SQCD =

∫

d4xLQCD (3.9)Pour passer de la version ontinue à une version disrétisée de l'ation, on remplae
∫

d4x −→ a4
∑

x :
∫

d4xψ̄(iγµDµ −mq)ψ −→ a4
∑

x

ψ̄(
1

2
γµ

(−→∇µ +
−→∇∗
µ

)

−mq)ψ (3.10)L'ensemble des Uµ(x) ∀x, µ sera appelé on�guration. Une on�guration représentera unevaleur possible du hamp de gluons. Il faut maintenant trouver un équivalent sur réseaudu tenseur Fµν a�n de disrétiser la partie de l'ation relative au hamp de gluons, ens'appuyant enore une fois sur l'invariane de jauge loale.On dé�nit une plaquette UP (x;µ, ν) par :
UP (x;µ, ν) := Uµ(x)Uν(x+ aµ̂)Uµ(x+ aµ̂+ aν̂)Uν(x+ aν̂)

= Uµ(x)Uν(x+ aµ̂)U †
µ(x+ aν̂)U †

ν (x) (3.11)



3.1. Disrétisation de l'ation 23

Fig. 3.1 � Représentation d'une plaquetteOn onsidère alors la trae d'une plaquette qui est invariant de jauge. En prenant gardeau double omptage des plaquettes on peut montrer [37, 38℄ :
6

g2

∑

x

∑

µ<ν

ReTr
1

3
(1− UP (x;µ, ν)) =

1

4

∫

d4xFµνF
µν +O(a2) . (3.12)On obtient ainsi l'ation de jauge dite de Wilson :

Sg =
6

g2

∑

x

∑

µ<ν

ReTr
1

3
(1− UP (x;µ, ν)) . (3.13)L'ation de jauge utilisée en pratique lors des simulations onsidérées dans ette thèseest appelé tree-level Symanzik improved gauge ation et qui permet d'améliorer la limite duontinu. Elle inlut, en plus des termes de plaquettes, les boules de Wilson retangulaires

U1×2
x,µ,ν. Elle s'érit :

Sg =
β

3

∑

x

(

b0

4
∑

µ,ν=1
1≤µ<ν

ReTr{1− UP (x;µ, ν)}+b1
4

∑

µ,ν=1
µ6=ν

ReTr{1− U1×2
x,µ,ν}

)

, (3.14)où β est l'inverse de la onstante de ouplage nue au arré, β =
6

g2
0

et où on a �xé
b1 = −1/12 et b0 = 1 − 8b1 omme ela est requis pour obtenir la limite du ontinueorrete [39℄. On peut noter que dans le as b1 = 0 on retrouve l'ation de jauge de Wilsons'exprimant à l'aide des seules plaquettes.Les raisons de e hoix sont détaillés dans [40℄ et proviennent de onsidération sur lestransitions de phase lors de la variation des paramètres de maille et de masse des quarks.



24 Chapitre 3. QCD sur réseau3.2 De Minkowski à EulideDe manière générale, une théorie quantique des hamps est déterminée par ses valeursmoyennes dans le vide du produit T-ordonné des hamps :
〈0|T φ(x1)...φ(xn)|0〉 = 〈0|O[ψ, ψ̄,A]|0〉 (3.15).a.d les fontions de Green de la théorie (où φ(x) orrespond à un hamp de quark oude gluon). Ces fontions de Green peuvent être formulées en terme d'intégrale de heminévaluée sur toutes les on�gurations possibles des hamps [41℄.

〈0|O[ψ, ψ̄,A]|0〉 =
1

Z

∫

DADψDψ̄eiS[ψ,ψ̄,A]O[ψ, ψ̄,A] (3.16)ave
Z =

∫

DADψDψ̄eiS[ψ,ψ̄,A] (3.17)Généralement, les intégrales fontionnelles dans l'espae de Minkowski sont omplexeset osillent rapidement. Elles ne peuvent pas être évaluées de manière numérique sous etteforme. A�n d'évaluer numériquement ette intégrale de hemin , il est néessaire de passerà des temps imaginaires. Pour ela dé�nissons :
x4 = ix0, xk = xk, k = 1, 2, 3 (3.18)
p4 = ip0, pk = pk, k = 1, 2, 3 (3.19)(3.20)Le produit salaire minkowskien est :

x ∗ y = gµνx
µyν = x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3 (3.21)Le produit salaire eulidien est :

x.y = x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4 = −x ∗ y (3.22)Dé�nissons également les matries de Dira eulidiennes γE :
γE1,2,3 = −iγM1,2,3 (3.23)

γE4 = −iγM4 = γM0 (3.24)On ne onsidérera par la suite que la version eulidienne des matries et l'on omettral'exposant E . On hoisira la représentation hirale de es matries, dé�nie en appendie.



3.3. L'intégration des hamps sur réseau 25L'ation S est reliée à sa version eulidienne par : S −→ iS = −SE et don eiS[ψ,ψ̄,A] −→
e−SE [ψ,ψ̄,A] .On obtient alors un poids statistique dans l'expression de l'intégrale de hemin qui va êtreévaluée par des simulations Monte-Carlo.L'utilisation d'un temps imaginaire est don indispensable pour résoudre numérique-ment une théorie quantique sur réseau. Son utilisation a été étudiée par Dyson,Wik,Shwingeret Symanzik [42, 43, 44, 45℄.Les fontions de Shwinger sont dé�nies omme les fontions de orrélation dans larégion eulidienne :

S(.., ~xk, x
4
k) = 〈0|...φ(−ix4

k , ~xk)...|0〉 (3.25)Ce sont elles qui seront évaluées sur réseau. On peut relier es fontions aux fontionsde orrelation T-ordonnnées dans l'espae de Minkowski par une rotation de Wik :
〈0|Tφ(x1)...φ(xn)|0〉 = lim

φ→π/2
S(...; ~xk, e

iφx0
k; ...) (3.26)ave

xk = (−ix4
k, ~xk) = (x0, ~xk) , x4

k ∈ R (3.27)Osterwalder et Shrader ont montré que, sous ertaines onditions, la théorie quantiquedes hamps minkowskiens peut être reonstruite à partir la théorie quantique des hampseulidiens. Nous laissons le soin au leteur de se référer aux artiles pour le détail de esonditions [46, 47, 48℄.3.3 L'intégration des hamps sur réseau3.3.1 Prinipes générauxNous herhons à évaluer l'intégrale :
〈O〉 =

1

Z

∫

DUDψDψ̄e−SE [ψ,ψ̄,U ]O[ψ, ψ̄, U ] (3.28)ave
Z =

∫

DUDψDψ̄e−SE [ψ,ψ̄,U ] (3.29)Dans ette intégrale fontionnelle, on intègre sur les variables de liens Uµ(x), élémentsdu groupe SU(N). Il onvient de dé�nir la mesure d'intégration DU , également appelée



26 Chapitre 3. QCD sur réseaumesure d'Haar, qui doit respeter l'invariane de jauge. L'auteur laisse le soin au leteurde parourir la référene [37℄ pour une dé�nition détaillée.La valeur moyenne d'une observable s'exprime par :
〈ψ(x1)...ψ̄(xn)...〉 =

∫

DUDψ̄Dψ ψ(x1)...ψ̄(xn)... e
−SQCD

∫

DUDψ̄Dψe−SQCD
(3.30)ave SQCD = Sg[U ] + SF [U,ψ, ψ̄]. L'ation fermionique se met sous la forme

SF [U,ψ, ψ̄] = ψ̄D(U)ψ (3.31)où D(U) est l'opérateur de Dira. ψ et ψ̄ étant des variables de Grassmann, on a l'égalité :
∫

Dψ̄Dψe−SF [U,ψ,ψ̄] = det D[U] (3.32)On peut alors réexprimer l'expression i-dessus sous la forme :
〈ψ(x1)...ψ̄(xn)〉 =

∫

DU〈ψ(x1)...ψ̄(xn)...〉SF
det D[U]e−SG[U])

∫

DU det D[U]e−SG [U]
(3.33)où

〈ψ(x1)...ψ̄(xn)〉SF
=

∫

Dψ̄Dψψ(x1)...ψ̄(xn) e
−SF [U,ψ,ψ̄]

∫

D(ψψ̄)e−SF [U,ψ,ψ̄]
(3.34)On appellera simulations quenhed les aluls numériques où on fait l'approximation

det D[U] = 1, dans le as ontraire les simulations seront dites unquenhed.L'intégration sur les variables de Grassmann peut s'e�etuer de façon analytique ar l'a-tion est bilinéaire dans les hamps de Dira. La quantité 〈ψ(xf )ψ̄(xi)〉SF
n'est autre quele propagateur d'un quark sur une on�guration donnée entre le point dit au puits xf et lepoint dit soure xi. Grâe au théorème de Wik, on sait que tout autre observable fermion-ique s'exprime à l'aide des propagateurs des quarks, e qui nous permettra d'aéder àla valeur moyenne de toutes observables fermioniques à partir de la valeur moyenne despropagateurs des quarks sur un ensemble de on�gurations.Monte-CarloLe alul de la valeur moyenne des observables va s'e�etuer en deux temps. Toutd'abord il faut e�etuer l'intégration sur les variables de liens. Cei est possible en générantune séquene de on�gurations de variables de lien dont la distribution de probabilité estdonnée par le fateur de Boltzmann e−S[U ] puis en moyennant sur es on�gurations.

〈O〉 =

∫

DUO[U ]e−S[U ]

∫

DUe−S[U ]
=

1

N

N
∑

i=1

O(Ui) + O(
1√
N

) (3.35)



3.3. L'intégration des hamps sur réseau 27si l'ensemble des on�gurations Ui est distribué selon une probabilité e−S[U ]. Dans lesexpressions i-dessus, nous avons :
S[U ] = Sg[U ] + log( det D[U]) (3.36)La partie log( det D[U]) orrespond à la prise en ompte des quarks de la mer. C'est lapartie la plus di�ile à évaluer et la plus oûteuse de nos simulations.Nous utilisons des méthodes de type Monte-Carlo pour onstruire une séquene de on-�gurations onstituant un ensemble représentatif sur lequel les observables sont mesurées.On hoisit une on�guration initiale C en �xant en haque point du réseau et pour haquediretion une matrie de lien SU(3) et on alule le poids assoié à la on�guration enmesurant la valeur de l'ation de jauge à partir des plaquettes de Wilson. Puis dans le asde l'algorithme de Métropolis, on hoisit une nouvelle on�guration C ′ d'ation S(C ′), quel'on garde suivant les onditions suivantes :� si e−S(C′)>e−S(C) la on�guration C ′ est aeptée ar l'ation a été diminuée.� sinon la on�guration est aeptée aléatoirement ave une probabilité e−S(C′)

e−S(C)On véri�e alors que les probabiltés de transition P (C −→ C ′) pour passer d'une on�gu-ration C á une on�guration C ′ véri�ent l'équation de balane détaillée :
e−S(C)P (C −→ C ′) = e−S(C′)P (C ′ −→ C)) (3.37)Grâe au formalisme des haînes de Markov, il est prouvé qu'un système véri�ant l'équationde balane détaillée onverge vers un unique état d'équilibre, l'ensemble des on�gurationsvers la distribution souhaitée. Des améliorations ont été apportées par des algorithmesprivilégiant les trajetoires dans l'espae des on�gurations qui sont lassiques (utilisantles équations dite de dynamique moléulaire) et permettent ainsi d'atteindre plus rapide-ment les on�gurations représentatives. Les on�gurations de la ollaboration ETMC ontnotamment été générées par l'algorithme dit Hybrid Monte Carlo [49, 50, 51℄ ave plusieursaméliorations suessives. Sur haune des on�gurations, nous devons alors aluler lespropagateurs de quarks assoiés.Calul des propagateurs de quarksLes aluls des propagateurs de quark S(xf , xi)U = 〈ψ(xf )ψ̄(xi)〉SF

se ramène à larésolution d'un système linéaire. S(xf , xi)U est solution de l'équation :
∑

y,b,γ

D
af b
αf γ(xf , y)S

bai
γαi

(y, xi) = δxf ,xi
δaf ,ai

δαfαi
(3.38)où Daf b

αfγ(xf , y) est l'opérateur de Dira assoié à l'ation utilisée dé�ni par SF [U,ψ, ψ̄] =

ψ̄D(U)ψ. Sa forme expliite sera préisé plus loin. Pour déterminer Safai
αfαi(xf , xi), il fautrésoudre e système linéaire sur haune des on�gurations. A�n de limiter le temps dealul, le point xi sera �xé, et on déterminera le veteur Safai

αfαi(xf , 0) en utilisant les méth-odes basées sur le gradient onjugué. Des améliorations algorithmiques onséquentes ont



28 Chapitre 3. QCD sur réseauété mises en plae a�n de diminuer le temps de alul de ette étape. Nous laissons leleteur se référer à [52℄ pour de plus amples détails.3.3.2 Doublement de fermions ontre ation fermionique de WilsonLorsque l'on passe à une théorie sur réseau dans un volume L, les impulsions permisessont disrètes et inlues dans la zone de Brillouin :
~q =

{

qk =
2π

L
vk; k = 1, 2, 3

}

, 0 ≤ vk ≤ L− 1 (3.39)La relation de dispersion obtenue à partir de l'équation 3.10 est alors :
E~q = ±

(

m2
q +

3
∑

k=1

a−2 sin2(aqk)
)

1
2 (3.40)Lorsque a tend vers 0, on retrouve la relation de dispersion du ontinu mais on a :

E~q = E~q+~qπ (3.41)ave
~qπ = (u1π, u2π, u3π), ui ∈ {0, 1} (3.42)Ce problème est onnu sous le nom de dédoublement de fermions. Pour obtenir la limitedu ontinu orrete, il faut éliminer es fermions supplémentaires. Une des solutions à eproblème a été donnée par Wilson qui proposa de modi�er l'ation fermionique naïve enlui ajoutant un terme dit de Wilson :
SF

W = SF
naive −

∑

x

ψ̄
ar

2

−→∇µ
−→∇∗
µψ (3.43)

r est appelé paramètre de Wilson. On notera :
DW =

1

2
γµ

(−→∇µ +
−→∇∗
µ

)

− ar

2

−→∇µ
−→∇∗
µ (3.44)Le terme de Wilson est supprimé lors de la limite du ontinu ar il est de dimension 5.La relation de dispersion est modi�ée de la sorte [37℄ :

E~q = ±
{[

mq +
r

a

3
∑

k=1

(1− cos(aqk))
]2

+

3
∑

k=1

a−2 sin2(aqk)
}

1
2 (3.45)e qui montre que les fermions doublers aquièrent une énergie in�nie lorsque a → 0. Leterme de Wilson soigne la maladie de dédoublement de fermions mais le terme de Wilsonbrise la symétrie hirale dans la limite mq → 0. En fait il a été démontré par Nielsen et



3.4. Introdution à la twisted mass 29Ninomiya [53, 54, 55℄ qu'il est impossible de formuler sur réseau une théorie hermitienne,loale et pour laquelle {D, γ5} = 0 sans avoir de dédoublement de fermions. Dans le asde l'ation de Wilson la restoration de la symétrie hirale s'e�etue à la limite du ontinu.Il existe di�érentes disrétisations possibles de l'ation QCD qui onvergent vers lalimite du ontinu. Chaune d'entre elles possède ses avantages et inonvénients en termede symétrie brisée. Dans ette thèse je me suis restreint à la disrétisation ave des fermionstwistés.3.4 Introdution à la twisted mass3.4.1 Point de vue du ontinuLa formulation d'une ation ave une masse twistée a été introduite dans les artilessuivants [56℄. Pour une revue du domaine nous renvoyons également à [57℄.Son étude a été motivée par le problème de on�gurations exeptionelles. En e�et dansle as quenhed, les faibles valeurs propres de l'opérateur de Dira posent problème pourgénérer les on�gurations. L'intérêt de ette ation dans les simulations unquenhed vientdu fait qu'elle permet dans un as partiulier d'obtenir une ation disrétisée où les e�etsde disrétisation dans les orrélateurs sont en O(a2) (au lieu d'être en O(a) dans les ationsstantards), e que l'on appellera l'amélioration automatique en O(a).Véri�ons tout d'abord que la théorie du ontinu formulée ave une ation de massetwistée est équivalente à QCD. Considérons la version du ontinu de ette ation à partird'arguments lassiques. Nous appellerons l'ensemble des hamps de fermions {χ, χ̄} la basetwistée. Dans ette base l'ation twisted mass QCD (tm QCD) s'érit :
SF

tm[χ, χ̄,G] =

∫

d4xχ̄ [γµDµ +mq + iγ5τ3µq]χ (3.46)où mq est la masse nue non-twistée des quarks et µq est la masse twistée des quarks , τ3étant la troisième matrie de Pauli agissant dans l'espae des saveurs. Dé�nissons la massepolaire M =
√

m2
q + µ2

q et l'angle α véri�ant :
tanα =

µq
mq

. (3.47)Le terme de masse de l'ation twistée peut s'érire omme mq + iγ5τ3µq = Meiαγ5τ3Si on e�etue le hangement de variables, appelé rotation axiale :
ψ = exp(iωγ5τ3/2)χ

ψ̄ = χ̄ exp(iωγ5τ3/2) (3.48)alors l'ation tm QCD s'érit dans le as α = ω :
SF

tm[ψ, ψ̄,G] =

∫

d4xψ̄ [γµDµ +M ]ψ (3.49)



30 Chapitre 3. QCD sur réseauet on retrouve la forme standard de l'ation QCD. L'ation tmQCD n'est don qu'uneréexpression de l'ation QCD dans une autre base appelée base twistée. L'ation tm possèdedon les mêmes propriétés de symétrie que l'ation QCD. Les transformations de symétriesdans la base twistée sont reliées au transformations de symétrie du ontinu par l'équation3.48. La orrespondane entre la base physique des opérateurs en la base twistée peuventse trouver dans [57℄ .Il onviendra de bien noter dans quelle base sont développées les di�érentes formules.Au niveau quantique lorsque l'on érit la valeur moyenne dans le vide d'un opérateur,nous avons :
〈O[ψ, ψ̄]〉 =

1

Z

∫

DADψDψ̄eiS[ψ,ψ̄,A]O[ψ, ψ̄,A] (3.50)La transformation de l'équation 3.48 onstitue un hangement de variables qui ne modi�epas la mesure de l'intégration, elle n'est pas anormale. Si la théorie est renormalisée dansun shéma indépendant de la masse, [58℄, on en déduit :
〈O[ψ, ψ̄]〉(MR,0) = 〈Otm[χ, χ̄]〉(mR ,µR) (3.51)où les indies inférieurs des fontions de orrélation désignent pour le membre de gauhe lamasse du quark dans la théorie standard de QCD, pour le membre de droite les paramètresdans la théorie de tmQCD. L'indie R signi�e que l'on utilise les quantités renormalisés.L'opérateur Otm[χ, χ̄] est également relié à O[ψ, ψ̄] par la transformation de l'équation3.48. Les fontions de orrélations en QCD sont des ombinaisons linéaires des fontionsde orrélations en tmQCD. Le alul des fontions de orrélation en tmQCD donnent aèsaux observables de QCD après avoir e�etué le hangement de base adéquate.La proédure suivie pour aluler les fontions de orrélation QCD est la suivante :� prendre omme point de départ l'expression des fontions de orrélation QCD.� e�etuer la rotation axiale sur les hamps présents dans la fontion de orrélation� aluler les fontions de orrélation ave l'ation disrétisée de tmQCD, pour desparamètres hoisi.� aluler les onstantes de renormalisation ave l'ation disrétisée tmQCD� e�etuer la limite du ontinu des observables renormalisées.3.4.2 Sur réseauL'ation réseau fermionique en twisted mass prend la forme suivante :
SF

tm =a4
∑

x

{

χ̄x [DW +mq + iγ5τ3µq]χx

}

, (3.52)
r est �xé à r = 1 dans nos simulations. La masse nue des quarks mq est reliée au paramètreappelé hopping parameter κ par κ = 1/(8 + 2amq). La masse non-twistée des quarks doit



3.4. Introdution à la twisted mass 31être renormalisée à l'aide d'une onstante additive mcrit et d'une onstante multipliative
Zm :

mR = Zm(mq −mcrit) (3.53)L'angle de twist renormalisé vaut :
tan(w) =

Zµq

Zm

µq
mq −mcrit

(3.54)où Zµq est la onstante de renormalisation de la masse twistée µq. Les fermions de massetwistée sont dits être à maximal twist lorsque mR = 0, κ sera alors à sa valeur dite ritique
κcrit.Il onvient de modérer les arguments d'équivalene entre la théorie QCD et la théorietwisted mass lorsqu'on se plae sur réseau. Dans la base physique après avoir e�etué larotation axiale :

SF
tm = a4

∑

x

{

ψ̄x

[

D̃W +M
]

ψx

}

,

D̃W =
1

2
γµ

(−→∇µ +
−→∇∗
µ

)

− ar

2
eiωγ5τ3

−→∇µ
−→∇∗
µ

(3.55)Le terme de Wilson brise la symétrie axiale qui donnait la orrespondane entre les 2théories du ontinu. Ces théories orrespondent don à des régularisation di�érentes, 'est-à-dire qu'elles di�érent pour des mailles de réseau �ni mais possèdent la même limite duontinu. Les 2 théories partagent les symétries suivantes : invariane de jauge, rotationseulidiennes du réseau, translations et onjugaison de harge. Par ontre par rapport auxfermions de Wilson, l'ation de tmQCD sur réseau brise ertaines symétries de l'ationlassique à maille du réseau �nie qui ne sont restorées qu'à la limite du ontinu : symétriesde parité, d'isospin et de renversement du temps. Le terme brisant es symétries est nul àla limite du ontinu. Nous allons voir que la théorie de masse twistée permet d'obtenir uneamélioration automatique en O(a), et on espère ainsi que l'e�et de es brisures sera faible.Cet e�et dépendra des observables onsidérées et on s'attahera à le garder sous ontr�le.3.4.3 Un twist maximal pour une amélioration automatique en O(a)Après avoir dérit les défauts d'une telle disrétisation, regardons maintenant quelsen sont les béné�es. Pour les ations disrètes, il est habituellement possible d'améliorerla onvergene vers la limite du ontinu en suivant le proessus développé par Symanzik[59, 60, 61℄. Cela onsiste à rajouter dans l'ation et dans tous les hamps des ontre-termespermettant d'éliminer les e�ets en O(a). Malheureusement, les oe�ients de es termes nesont a priori pas onnus et doivent être déterminés au ours des simulations, augmentantonsidérablement les oûts de alul. Mais pour l'ation de twisted mass, il a été remarquéque pour un hoix judiieux de l'angle de twist, on obtenait une amélioration automatique



32 Chapitre 3. QCD sur réseaudes e�ets de disrétisation, [62℄.Considérons tout d'abord l'ation de Wilson.Il a été montré dans [62℄ qu'en e�etuantle développement à la Symanzik d'un orrélateur :
〈O〉

∣

∣

∣

WA

(mq)
:=

1

2

[

〈O〉
∣

∣

∣

(r,mq)
+ 〈O〉

∣

∣

∣

(−r,mq)

]

= ζOO (r)〈O〉
∣

∣

∣

cont

(mq)
+ O(a2) . (3.56)Le oe�ient ζOO (r) est une fontion �nie de r et g2

0 , l'exposant cont indiquant la valeurdans le ontinu.Nous ne rentrerons pas ii dans les détails de la démonstration de [62℄ mais l'utiliseronspour expliiter l'automatique amélioration en O(a2) de la twisted mass QCD sur réseau.L'ation tm sur réseau est invariante pour les deux transformations suivantes : [r → −r]×
[ω → ω + π] et P × (ω → −ω) où (en rappelant la dé�nition xP = (−x, t)) :

P :























U0(x)→ U0(xP ) , Uk(x)→ U †
k(xP − ak̂) , k = 1, 2, 3

ψph(x)→ γ0ψph(xP )

ψ̄ph(x)→ ψ̄ph(xP )γ0

(3.57)est la parité physique de la théorie. On remarque alors que dans le as de maximaltwist (ω = ±π/2) es deux transformations sont : [r → −r] × [±π/2 → ∓π/2] et
P × (∓π/2 → ±π/2). L'appliation suessive de es 2 transformations sur un opérateurpermet d'obtenir :

〈O〉
∣

∣

∣

(−r,mq ,ω=±π/2)
= 〈O〉

∣

∣

∣

(r,mq ,ω=∓π/2)
= P〈O〉

∣

∣

∣

(r,mq,ω=±π/2)
(3.58)

〈O〉
∣

∣

∣

P

(mq ,ω=±π/2)
:=

1

2

[

〈O〉
∣

∣

∣

(r,mq ,ω=±π/2)
+ P〈O〉

∣

∣

∣

(r,mq,ω=±π/2)

] (3.59)
= ζOO (r)〈O〉

∣

∣

∣

cont

(mq ,ω=±π/2)
+ O(a2) (3.60)On obtient ainsi une amélioration automatique des e�ets de disrétisation en O(a2) àmaximal twist si l'on e�etue une moyenne sur l'opérateur et son partenaire sous parité.En appliquant le résultat préédent aux valeurs propres de l'énergie Eh,n d'un étathadronique étiqueté par h,n ayant une impulsion ~k, on obtient :

1

2

[

Eh,n(~k;
π

2
, r,mq) + [~k → −~k]

]

= Econt
h,n (~k,mq) + O(a2) . (3.61)Pour les éléments de matrie d'un opérateur O pris entre deux états hadroniques

〈h, n,~k| et |h′, n′, ~k′〉, soit 〈h, n,~k|O|h′, n′, ~k′〉|(±π/2)(r,mq) , on en déduit :
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1

2

[

〈h, n,~k|O|h′, n′, ~k′〉
∣

∣

∣

(π
2
)

(r,mq)
+ ηOhn,h′n′〈h, n,−~k|O|h′, n′,−~k′〉

∣

∣

∣

(π
2
)

(r,mq)

]

=

= ζOO (
π

2
, r)〈h, n,~k|O|h′, n′, ~k′〉

∣

∣

∣

cont

(mq)
+ O(a2) ,où ηOhn,h′n′ = ηh,n(−1)pOηh′,n′ , ave ηh,n nombre quantique de parité des états du on-tinu, et pO elui de l'opérateur. A�n de béné�ier de ette amélioration automatique, danstous nos aluls on ombinera les résultats obtenus aux impulsions ~k et −~k.Nous venons de voir que l'amélioration automatique des e�ets de disrétisation entmQCD a lieu à maximal twist. Pour se plaer dans e as il onvient d'avoir une proéduresimple pour déterminer à quel angle de twist les simulations sont e�etuées. Cette proédurese base sur la dé�nition de la masse Pseudo-Axiale Partiellement Conservée et peut êtretrouvée dans la bibliographie susmentionnée.3.5 La renormalisationLe langragien de QCD sur réseau omprend les paramètres suivants : la onstante deouplage nue g0 et les masses des quarks nues mq. Dans notre as seules 2 saveurs de quarkslégers de masse dégénérée sont onsidérés et nous n'aurons que 2 paramètres.Lors d'un alul perturbatif de proessus dans lequel intervient une partiule virtuelle,on obtient des résultats divergents dans la plupart des situations. Un moyen de supprimeres divergenes, 'est-à-dire de régulariser la théorie, est d'introduire un ut-o� µ. Lesaluls sur réseau onstituent une manière de régulariser la théorie, le ut-o� ultra-violetétant fourni par l'inverse de la maille. Si la théorie quantique des hamps onstitue unethéorie valide pour dérire les phénomènes physiques aux éhelles d'énergie qui nous sontatuellement aessibles, la mesure des observables ne doit pas dépendre de la manière donton e�etue la régularisation. Cette proédure de régularisation doit être omplétée par uneproédure de renormalisation a�n d'extraire de la théorie les préditions physiques. Larenormalisation permet de faire la orrespondane entre notre théorie alulée ave notrerégularisation et la limite orrete du ontinu.Considérons une fontion de orrélation < O > pour un opérateur qui s'est renormaliséde façon multipliative. L'indies R se rapportera aux quantités renormalisées. Les valeursde < O > (a) orrespondent aux quantités évaluées sur réseau pour une maille a. Lepassage des quantités sur réseau aux quantités physiques à une éhelle µ donnée s'e�etuegrâe à :

< O >R (µ) = ZO(µa, g(a)) < O > (a) (3.62)(3.63)



34 Chapitre 3. QCD sur réseauLes onstantes de renormalisation ZO dépendent de aµ, g(a) et de l'opérateur (shémade renormalisation indépendant de masse). Les onstantes de renormalisation utilisées dansette thèse pour renormaliser les opérateurs ont été obtenues ave le shéma RI-MOM [63℄,[64℄. Nous reviendrons sur leur valeurs au hapitre 5.3.6 Estimation des erreurs3.6.1 Les erreurs statistiquesLes observables mesurées par les aluls de QCD sur réseau néessitent de moyennerles valeurs des quantités sur un ensemble de on�gurations donné. De e fait haun denos résultats est entahé d'une erreur purement statistique. A�n d'avoir un estimateurorret de nos erreurs statistiques, nous utiliserons la méthode de rééhantillonage jakknife[65, 66, 67, 68℄.Nous avons à notre disposition un ensemble {O(Ui)}, i = 1..N , pour une observablemesurée sur N on�gurations. A partir de et ensemble, nous onstruisons NJ = N
j en-sembles {O}J ayant haun N − j éléments, j étant �xé, dé�nis par {O}J = {O(Ui)} −

{O(U(Jj−j+1)), ..., O(U(Jj))}. Sur haun de es ensembles jakknife, nous évaluons la moyenne :
ŌJ =

1

N − j
(

Jj−j
∑

i=1

O(Ui) +
N

∑

Jj+1

O(Ui)
) (3.64)On peut alors montrer que l'erreur est estimée par :

σ2 =
N − j − 1

N − j

NJ
∑

J=1

(ŌJ − Ō)2 (3.65)Cette méthode de alul d'erreur sera utilisée dans toutes nos étapes de aluls. Nousutiliserons la valeur j = 3, après avoir déterminé que ette valeur est su�sante pour unalul orret de l'erreur.3.6.2 Les erreurs systématiquesLes aluls sur réseau possèdent intrinsèquement 3 soures d'erreurs systématiques liéesà nos paramètres de simulation :� les erreurs systématiques de volume liées à la dimension spatiale, L, et temporelle,T, �nies de notre réseau.� les erreurs systématiques de disrétisation liées à la maille �nie de notre réseau, a.Nous avons vu à la setion 3.4.3 qu'elles se omportent en O(a2) en twisted mass.� les erreurs systématiques liées aux masses de pion aessibles dans nos simulations.En e�et au paramètre µq de nos simulations va orrespondre une masse de pion mπ.A ause de l'explosion du temps de aluls lorsque µq est trop faible, les masses depion aessibles sont atuellement supérieures à 260 MeV.



3.6. Estimation des erreurs 35Pour ontr�ler haune de es erreurs, on e�etuera des simulations pour un ensemblede paramètres. Puis nous devons en théorie extrapoler dans la limite de volume in�ni, demaille nulle et à la masse de pion physique. En pratique es extrapolations sont limitéespar notre ignorane de la forme analytique préise de es extrapolations, l'ensemble re-streint de paramètres auxquelles sont e�etués nos simulations mais aussi par les erreursstatistiques des résultats dans le seteur du nuléon.Pour l'extrapolation en volume in�ni nous n'avons qu'un ensemble de paramètre quidi�ère par leurs volumes uniquement et e pour deux volumes. Cei ne nous permettrapas de justi�er que les formules d'extrapolation peuvent s'appliquer. Nous serons limités àonstater si es e�ets de volume sont importants.Pour l'extrapolation à la limite du ontinu, plusieurs ensembles di�érent par leur mailleuniquement mais seulement ave deux mailles di�érentes. Nous pourrons malgré tout es-timer si es e�ets de disrétisation sont importants sur nos résultats. De plus nous seronsattentifs à leur présene là où ils peuvent être détetés.En�n nous avons prinipalement 4 masses de pion di�érentes allant de 260 à 470 MeV.A�n d'extrapoler vers la limite du pion physique, il onvient alors d'utiliser les formulesdéduites de la théorie des perturbations hirales. Les défauts majeurs de ette théorie sont,d'une part, qu'il est impossible de onnaître a priori son domaine d'appliation dans leseteur du nuléon, d'autre part que l'estimation de l'erreur systématique est di�ile. En-�n les formules disponibles pour les fateurs de forme du nuléon peuvent mettre en jeuun grand nombre de paramètres à ajuster e qui diminue leur aratère préditif. A l'heureatuelle et selon mon point de vue, l'utilisation des extrapolations hirales sur les donnéesde QCD sur réseau pour les fateurs de forme du nuléon onstitue une véri�ation de lathéorie des extrapolations hirales et non une méthode d'extrapolation �able et ontr�léede nos données vers la masse de pion physique. Pour ette raison, es extrapolations n'ontété que peu exploitées dans ette thèse.Le bilan préédent de nos erreurs systématiques et leur exploitation peut paraître mo-rose. Ce n'est ependant pas le as. En e�et la très grande fore de la QCD sur réseau tientdans le fait qu'elle onstitue une disipline en perpétuelle amélioration. Ave l'augmenta-tion des ressoures de aluls et les améliorations algorithmiques, il sera possible dans unfutur plus ou moins prohe d'e�etuer des simulations pour des paramètres de simulationoù les 3 erreurs systématiques préédentes seront négligeables. Pour arriver à un tel but,il est néessaire d'étudier aujourd'hui l'importane des di�érentes soures d'erreurs a�n deprévoir quels sont les paramètres judiieux pour les futures simulations. On suivra etteligne diretrie pour l'exploitation des résultats obtenus, qui onstituent les premiers ré-sultats de QCD sur réseau sur les fateurs de forme du proton utilisant les ensembles del'European Twisted Mass.



36 Chapitre 3. QCD sur réseau3.6.3 Les ensemblesLes ensembles produits par la ollaboration European Twisted Mass sont à l'heureatuelle eux permettant le meilleur ontr�le des erreurs systématiques. Les désignationsdes ensembles utilisés et leur aratéristiques sont données dans le tableau 3.1. Ainsi nousavons à notre disposition des ensembles pour 3 mailles di�érentes pour des masses de pionsallant de 260 MeV à 470 MeV.Ensemble (L/a)3 × T/a β aµq κcrit amπ

B1 243 × 48 3.9 0.0040 0.160856 0.136
B2 0.0064 0.169
B3 0.0085 0.194
B4 0.0100 0.210
B6 323 × 64 0.0040 0.134
B7 0.0030 0.117
C1 323 × 64 4.05 0.0030 0.157010 0.104
C2 0.0060 0.143
C3 0.0080 0.165
D1 483 × 96 4.2 0.0020 0.154073 0.074
D2 323 × 64 0.0065 0.133Tab. 3.1 � Résumé des ensembles de ETMC utilisés. Sont donnés le volume du réseau
L3 × T , les valeurs de l'inverse de la onstante de ouplage β et le paramètre de twistedmass aµq, le paramètre de hopping ritique κcrit étant déterminé à µq,min (i.e. à la valeurde aµq apparaissant à la même ligne que κcrit). Sont également données les masses de pionmesurées en unités réseau.Par soui d'éonomie de la puissane de alul l'ajustement à maximal twist est e�etuépour une seule valeur de la masse des quarks nues de nos simulations, soit la plus légère[69℄.Les valeurs de la maille du réseau �xées dans le seteur du nuléon orrespondantesaux 3 valeurs de β sont a ≈ 0.0885 fm (β = 3.9), a ≈ 0.0699 fm (β = 4.05) et a ≈ 0.0556 fm(β = 4.2) [70℄. Ces mailles ont par ailleurs étaient �xées dans le seteur des mésons [71℄.Les valeurs obtenues di�érent dans le pire des as d'un fateur 1.1. Par soui de ohéreneave les résultats de la ollaboration publiés sur la masse du nuléon [70℄, nous utiliseronsles déterminations dans le seteur du nuléon.Nous avons dérit dans ette partie les prinipes fondamentaux de la QCD sur réseauainsi que le adre général des aluls e�etués. Nous allons expliiter au prohain hapitrela méthode pour aéder aux fateurs de forme du proton en tmQCD sur réseau d'un pointde vue tehnique.



Chapitre 4Méthodes de alul des observablesliées à la struture du nuléon enQCD sur réseauDans ette thèse nous nous sommes intéressés aux propriétés du nuléon. Le hoix adon été fait d'érire les formules des di�érents opérateurs spéi�quement pour le proton,privilégiant la ompréhension de la formulation à e as spéi�que au détriment d'uneformulation plus générale qui rendrait plus opaque les formules.Rappelons de manière shématique le prinipe du alul. Un orrélateur
〈O(t+ τ)O(t)〉, τ ≥ 0 (4.1)peut être évalué numériquement suivant l'intégrale fontionnelle

〈O(t+ τ)O(t)〉 =
1

Z

∫

DUDψDψ̄e−SE [ψ,ψ̄,U ]O(t+ τ)O(t) (4.2)Dans ette partie nous expliiterons la méthode pour aluler la valeur moyenne des opéra-teurs des fontions à 2 et 3 points à partir des propagateurs de quark à partir de etteformulation. D'autre part :
〈O(t+ τ)O(t)〉 = 〈Oe−HτO〉 (4.3)

=
∑

n

|〈0|O|n〉|2e−Mnτ (4.4)Nous utiliserons par la suite e type de relation a�n d'extraire des données les quantitésphysiques Mn et |〈0|O|n〉|2 à partir des orrélateurs estimés numériquement.37



38Chapitre 4. Méthodes de alul des observables liées à la struture du nuléon en QCD surréseau4.1 Champs interpolants4.1.1 Champs loauxEn théorie quantique des hamps, les partiules sont représentées par des opérateurs.Chaque (anti)-partiule est représentée omme l'ation d'un opérateur sur l'état vide. Lesobservables physiques s'obtiennent à partir de la moyenne d'opérateurs entre deux états duvide. La formulation sous forme d'intégrale de hemin nous permet d'exprimer ette valeurmoyenne en terme d'intégrale sur les variables de hamps. Dans une situation d'un alulthéoriquement parfait, nous aurions don aès à la valeur moyenne sur tous les états deQCD de toutes les ombinaisons d'opérateur de hamp possible. La réalisation pratiquedes aluls nous pousse à modérer ette ambition.Nous allons onsidérer les opérateurs de hamps dont le reouvrement ave les états deQCD nous permet de séletionner les états souhaités. Les hamps dits interpolants sontonstruits en s'appuyant sur les nombres quantiques des partiules.Le hamp interpolant du proton hoisi(dans la base physique) a la forme suivante[72, 73℄ :
Pα(x) = ǫabc(ua(x)TCγ5d

b(x))ucα(x) (4.5)Ce hamp interpolant possède ertains nombres quantiques aratéristiques du proton.Le proton est un singlet de ouleur, il est formé de 3 quarks de ouleurs di�érentes via letenseur antisymétrique de ouleur ǫabc. Il possède deux quarks de saveur up et un quarkde saveur down, sa harge d'isospin assoiée est de 1/2. Il n'est par ontre pas projeté surson état de parité dé�ni. En le multipliant par les matries 1 + γ0

2
et 1− γ0

2
on projetterespetivement sur les états de parité positive et négative.L'ation de e hamp sur les états de QCD sera non nul pour tous les états possédantles nombres quantiques énumérés préédemment. L'état fondamental, 'est-à-dire elui deplus faible masse, sera le proton. Les autres états séletionnés par e hamp seront appeléspar la suite les états exités du proton.Ils seront en pratique de deux types :� les états orrespondants aux exitations physiques du proton qui se distinguent entreeux par leurs exitations orbitales et/ou radiales. A�n de maximiser le reouvrementdu hamp ave l'état du proton on utilisera des méthodes dites de smearing vu à lasetion suivante.� par abus de langage, les états de QCD dont le reouvrement ave e hamp seraitnul si les symétries de l'ation étaient exatement elle du ontinu. L'ation réseaubrise ertaines de es symétries. En prinipe les états de notre théorie devraient donêtre étiquetés par les nombres aratéristiques des symétries de l'ation utilisée. Nousutiliserons la base des états du ontinu pour déomposer es états et les symétriesdu ontinu pour la lassi�ation des opérateurs. Ce hoix se justi�e par le fait qu'enextrapolant à la limite du ontinu, les symétries sont restorées. On ne fera apparaîtrees e�ets de disrétisation qu'au moment opportun et ils seront onsidérés par abus



4.1. Champs interpolants 39de langage omme faisant partie des e�ets des états exités, les deux ne pouvantgénéralement pas être distinguées en pratique.4.1.2 Prinipe du smearingPour améliorer le reouvrement du hamp interpolant ave l'état propre du proton, ilest possible d'utiliser des hamps de quarks étendus dit �sméarés�. L'idée est de onstruireun hamp du proton non loal, étalé sur plusieurs sites du réseau. On onstruit un hampsméaré de quark ψ̃(n),a
s après n itérations de smearing de type gaussien, [74℄, à partir d'unhamp loal et de la on�guration de jauge en appliquant itérativement la formule :

ψ̃(n),a
s (~x, t) =

∑

~y

F (~x, ~y, t)acψ̃(n−1),c
s (~y, t) (4.6)ave

F (~x, ~y, t)ac =
1

1 + 6α
(δacδ(~x− ~y) + αH(~x, ~y, t)ac) (4.7)et

H(~x, ~y, t)ac =
3

∑

i=1

Uaci (~x, t)δ(~x − ~y −~i) + U †,ac
i (~x−~i, t)δ(~x − ~y −~i)δ(~x− ~y +~i) (4.8)et

ψ̃(0),a
s (~x, t) = ψas (~x, t) (4.9)On ajoute ainsi au hamp loal en (~x, t) une ontribution des hamps voisins. L'impor-tane des hamps des sites voisins dépend du fateur α (le hamp total étant normaliségrâe au fateur 1

1+6α ), ainsi que du nombre d'itérations Ngauss e�etué de l'opération. Onaratérise la distribution spatiale obtenue en mesurant la rayon arré moyen dé�ni par[75, 76℄ :
r2 := 〈

∑

~x ~x
2Tr(Fn(~x, 0)Fn,†(~x, 0))

∑

~x Tr(F
n(~x, 0)Fn,†(~x, 0))

〉 (4.10)La matrie H est onstruite a�n d'ajouter les hamps des sites voisins en respetant leprinipe de transport parallèle permettant d'obtenir des opérateurs invariants de jauge.A e smearing gaussien on ajoute une étape préliminaire : au lieu d'utiliser les liensde jauge, qui peuvent montrer de grandes �utuations loales, on remplae haque lien dejauge Uµ(x) par une moyenne sur les liens de jauge voisins Ũµ(x). La méthode e�etivementappliquée est elle du 3D APE Smearing [77, 78℄. Le résultat de la nième itération de eproédé, Ũ (n)
µ (x), s'obtient par :
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Ũ (n+1)
µ (x) = PSU3

{

Ũ (n)
µ (x) + αAPE

∑

µ6=ν 6=0

Ũ (n)
ν (x)Ũ (n)

µ (x+ ν)Ũ (n)†
ν (x+ µ)

} (4.11)et Ũ (0)
µ (x) = Uµ(x). La notation PSU3 signi�e que l'on "projette" sur le groupe SU(3)le résultat de la somme des liens. Cette "projetion", non unique, peut être e�etuéede di�érentes manière, [79℄, le hoix ayant été fait d'e�etuer la projetion issue de ladéomposition polaire de la matrie.A partir du smearing des hamps de quarks, on peut onstruire di�érents types depropagateurs, qui seront sméarés soit au point soure xi, soit au point du puits xf ou lesdeux, les notations usuels orrespondant à l'ordre puits-soure :� Propagateur loal-loal : SLL(xf , xi) = 〈ψ(xf )ψ̄(xi)〉.� Propagateur loal-smeared : SLS(xf , xi) = 〈ψ(xf )

˜̄ψ(xi)〉� Propagateur smeared-loal : SSL(xf , xi) = 〈ψ̃(xf )ψ̄(xi)〉� Propagateur smeared-smeared :SSS(xf , xi) = 〈ψ̃(xf )
˜̄ψ(xi)〉Nous utiliserons dans ette thèse essentiellement des propagateurs smeared-smeared. Ilss'obtiennent en e�etuant les étapes de alul suivantes :� smearing 3D APE de la on�guration pour des paramètres αAPE et NAPE itérationsdonnés. On obtient alors une on�guration smearée.� en utilisant ette on�guration sméarée, on alule une soure sméarée, I(xf , xi)afai

αfαi .La valeur de ette soure à la nième itération s'obtient par :
I(n)(xf , xi) =

∑

~y

F (~xi, ~y, t)I
(n−1)(xf , ~y, t) (4.12)ave I(0),afai(xf , xi)αfαi

= δxf ,xi
δafai

δαfαi
, qui orrespond à une soure loale dansl'équation 3.38.� inversion d'un propagateur dit smearé à la soure SLS(z, xi), les liens de jauge inter-venant dans l'opérateur de Dira twisté étant les liens de jauge de la on�gurationnon smearé. Ce propagateur véri�e l'équation :

∑

z,c,γ

D(xf , z)
af c
αf γS(z, xi)

cai

LS,γαi
= I(xf , xi)

afai
αfαi (4.13)� smearing du propagateur SLS(xf , xi) au puits en utilisant la on�guration smearéeen e�etuant :

SSS( ~xf , tf , xi)
(n),afai =

∑

~y

F ( ~xf , ~y, t)
af cSSS(~y, tf , xi)

(n−1),cai (4.14)ave SSS( ~xf , tf , xi)
(0),afai = SLS( ~xf , tf , xi)

afai . On obtient S(z, xi)SS .Nous verrons omment sont modi�és es étapes lors du alul des fontions à 3 pointsave des propagateurs smeared-smeared.
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β NAPE αAPE Ngauss α3.9 20 0.5 50 4.04.05 20 0.5 70 4.04.2 20 0.5 90 4.0Tab. 4.1 � Paramètres de smearing utilisés pour les di�érents ensemblesDans un but pédagogique, nous illustrerons l'étape de smearing gaussien sur un hampdont la distribution spatiale initiale est un pi de Dira, dans le as unidimensionnelle, enonsidérant la on�guration unité (Uµ(x) = 1 ∀x, µ ). Sur la �gure 4.1 le hamp initial estun δ de Dira entré en x=16 et on a traé l'étalement de ette soure après le nombred'itérations indiqués en légende et ave α = 4.0. L'étalement obtenu est en très bon aordave une distribution spatiale gaussienne. Ainsi on passe d'une distribution loale en espae(soit une distribution des impulsions onstante) à une distribution gaussienne en espaeentrée autour du point soure (soit également gaussienne en impulsions entrée autour del'impulsions nulle).On suppose que es onsidérations seront similaires dans le as 3D etune on�guration quelonque.
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Fig. 4.1 � Illustration de l'étalement d'un pi de Dira unidimensionnel après le nombred'itérations de smearing indiqué en légende et α = 4. Le �t par une gaussienne, indiqué enpointillés noirs, est exellent (pour n ≥ 20, χ2 < 10−5).Les valeurs des paramètres de smearing pour les di�érents ensembles sont données dansle tableau 4.1



42Chapitre 4. Méthodes de alul des observables liées à la struture du nuléon en QCD surréseau4.2 Contration de Wik pour la fontion à 2 pointsNous voulons aluler la fontion à 2 points du proton dé�nit par :
C2pt
αfαi

(xf , xi) = 〈Pαf
(xf )P̄αi

(xi)〉 (4.15)Au puits, on séletionne un état d'impulsion ~pf en évaluant :
〈Pαf

(tf , ~pf )P̄αi
(xi)〉 =

∑

~xf

ei~pf .( ~xf−~xi)〈Pαf
(xf )P̄αi

(xi)〉 (4.16)Le hamp interpolant du proton a été dérit préédemment. On notera de manièregénérale les indies des hamps à la soure par un indie i, eux aux puits par un indie f.Grâe au théorème de Wik, la fontion à deux points peut s'exprimer omme la sommed'un produit de propagateurs de quarks.Les ontrations de Wik e�etuées, on obtient :
〈Pαf

(tf , ~pf )P̄αi
(xi)〉 =

∑

~xf

ei~pf .( ~xf−~xi) ǫabc ǫa
′b′c′

{[

Scc
′

u (xf , xi)
(

ΓSbb
′

d (xf , xi)Γ̃
)

T

Saa
′

u (xf , xi)
]

αfαi

+
[

Scc
′

u (xf , xi)
]

αfαi

Tr
[(

ΓSbb
′

d (xf , xi)Γ̃
)T

Saa
′

u (xf , xi)
](4.17)ave : Γ = Cγ5 et Γ̃ = γ0

(

Cγ5

)

T

γ0 = −Cγ5.La transposée du terme (

ΓSbb
′

d (xf , xi)Γ̃
)T agit sur les indies de spin et de ouleur.La formule préédente est valide pour l'ation de Wilson. Pour aluler la fontion àdeux points en tmQCD on e�etue la rotation de la base twistée à la base physique despropagateurs de quark twisté Stm(xf , xi) obtenus après inversion, donnée à maximal twistpar la formule :

Sphys(xf , xi) = ei
π
4
γ5τ3

Stm(xf , xi)e
iπ
4
γ5τ3 (4.18)On e�etue par la suite les ontrations indiquées par la formule 4.17. En sortie des on-trations on obtient le orrélateur du proton pour αf = 1..4 et αi = 1..4, dans la basephysique. On notera également que le point soure xi est tiré aléatoirement sur haqueon�guration. L'objetif est de diminuer les orrélations entre les propagateurs inverséssur di�érentes on�gurations, on�gurations qui peuvent être orrélées entre elles malgréles préautions prises lors de leur génération.Les sorties de es ontrations doivent enore être traitées pour aéder aux quantitéssouhaitées :
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Fig. 4.2 � Illustration symbolique des ontrations de Wik pour la fontion à deux pointsdu proton� on ompense les onditions anti-périodiques dans la diretion temporelle. De manière"naïve�, la mise en plae de ette ondition au limite aurait pu s'e�etuer en alulantun propagateur de quark multiplié au bord du réseau par un fateur −1, pour obtenir
S(T, 0) = −S(0, 0). A�n d'e�etuer ette opération d'une manière plus ontinue,le propagateur de quark e�etivement alulé est e−iπt/TS(t, 0) e qui aboutit àl'e�et souhaité. On soustrait et e�et sur les résultats des ontrations en e�etuantl'opération suivante :

〈Pαf
(tf , ~pf )P̄αi

(xi)〉 → ei3π(tf−ti)/T 〈Pαf
(tf , ~pf )P̄αi

(xi)〉 (4.19)� on projette sur les états de parité positive pour supprimer la ontribution des étatsde parité négative :
∑

αi,αf

(1 + γ0)αiαf

4
ei3π(tf−ti)/T 〈Pαf

(tf , ~pf )P̄αi
(xi)〉 (4.20)A partir de et objet on va extraire la masse et l'énergie du proton. Nous allons retrouverbien que dans un ordre di�érent es étapes de alul pour les fontions à 3 points.4.3 Contration de Wik pour la fontion à 3 pointsNous souhaitons obtenir la fontion de orrélation à 3 points dé�ni par :

〈Pαf
(tf , ~pf )J (y′, y)P̄αi

(xi)〉 (4.21)ave
J (y′, y) = ψ̄(y′)O(y′, y)ψ(y) ψ =

(

u
d

) (4.22)
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Fig. 4.3 � Illustration de la fontion à 3 points du proton ave un opérateur agissant surle quark uCependant et objet étant di�ile à évaluer, nous verrons au �l des étapes les restritionsauxquelles nous serons ontraints.Les ontrations de Wik d'un tel opérateur dépend de la saveur des quarks. Nous nealulerons que des observables de type iso-veteur, 'est-à-dire des opérateurs du type :
J = ψ̄(y′)O(y′, y)τ3ψ(y) = ū(y′)O(y′, y)u(y)− d̄(y′)O(y′, y)d(y) (4.23)En pratique nous e�etuons les aluls pour haque saveur de quarks indépendammentet ombinons les résultats pour se ramener aux opérateurs désirés lors de l'analyse.L'opérateur O(y′, y) du réseau peut dépendre de 2 points voisins lorsqu'on onsidèreles opérateurs dérivatifs.Le résultat des ontrations de Wik se omprend intuitivement en partant de l'expres-sion pour les fontions à deux points. Il su�t de remplaer dans l'équation 4.17 haque prop-agateur dont la saveur se trouve dans l'opérateur, S(xf , xi) par S(xf , z

′)O(z′, z)S(z, xi).Nous érirons également les relations pour des propagateurs de quarks de type Wilsonpuis nous spéi�erons les modi�ations apportées par la formulation en twisted mass. Demême nous onsidérons tout d'abord tous les propagateurs loaux-loaux (pas de smearing)et détaillerons les modi�ations à apporter pour l'utilisation de propagateurs smeared-smeared.



4.3. Contration de Wik pour la fontion à 3 points 45On obtient pour le ourant assoié au quark u :
〈Pαf

(tf , ~pf )ū(y
′)O(y′, y)u(y)P̄αi

(xi)〉
=

∑

~xf

ei ~pf .( ~xf−~xi) ǫabc ǫa
′b′c′

{ [

Scsu (xf , y
′)Ost(y′, y)Stc

′

u (y, xi)
(

ΓSbb
′

d (xf , xi)Γ̃
)

T

Saa
′

u (xf , xi)
]

αfαi

+
[

Saa
′

u (xf , xi)
(

ΓSbb
′

d (xf , xi)Γ̃
)T

Scsu (xf , y
′)Ost(y′, y)Stc

′

u (z, xi)
]

αfαi

+
[

Scsu (xf , y
′)Ost(y′, y)Stc

′

u (y, xi)
]

αfαi

Tr
[(

ΓSbb
′

d (xf , xi)Γ̃
)

T

Saa
′

u (xf , xi)
]

+
[

Saa
′

u (xf , xi)
]

αfαi

Tr
[(

ΓSbb
′

d (xf , xi)Γ̃
)

T

Scsu (xf , y
′)Ost(y′, y)Stc

′

u (y, xi)
]}(4.24)
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Fig. 4.4 � Illustration des diagrammes disonnexes de la fontion à 3 points du protonave un opérateur agissant sur le quark uOn remarquera que les ontributions disonnexes, illustrées sur le shéma 4.4 et quis'expriment sous la forme :
Tr

[

Stsu (y, y′)Ost(y′, y)
]

× 〈Pαf
(tf , ~pf )P̄αi

(xi)〉 (4.25)



46Chapitre 4. Méthodes de alul des observables liées à la struture du nuléon en QCD surréseaune sont pas pris en ompte dans notre alul. En e�et par les tehniques que nous employonsnous ne pouvons pas aluler es diagrammes. C'est ette restrition qui nous limite à neonsidérer que des opérateurs isovetoriels pour lesquels la ontribution des diagrammesdisonnexes est nulle. En e�et, dans une théorie onservant la symétrie d'isospin, les on-tributions des diagrammes disonnexes des quarks u et d sont égales et se soustraientpour es opérateurs. La symétrie d'isospin n'étant pas une symétrie de la tmQCD, etteompensation n'est exate qu'à la limite du ontinu.Pour le quark d on obtient, sans ontribution disonnexe :
〈Pαf

(tf , ~pf )d̄(y
′)O(y′, y)d(y)P̄αi

(xi)〉
=

∑

~xf

ei ~pf .( ~xf−~xi) ǫabc ǫa
′b′c′

{ [

Scc
′

u (xf , xi)
(

ΓSbsd (xf , y
′)Ost(y′, y)Stb

′

d (y, xi)Γ̃
)

T

Saa
′

u (xf , xi)
]

αfαi

+
[

Scc
′

u (xf , xi)
]

αfαi

Tr
[

Saa
′

u (xf , xi)
(

ΓSbsd (xf , y
′)Ost(y′, y)Stb

′

d (y, xi)Γ̃
)

T
]}Notre but est de aluler les quantités préédentes. Comme nous l'avons vu à la setion3.3.1 , les propagateurs de quarks sont alulés numériquement en inversant sur haqueon�guration l'opérateur de Dira twisté. En théorie si l'on pouvait aluler les propaga-teurs de quarks S(xf , xi) pour tous les points xi et xf ainsi que pour tous les indies deDira et de ouleur (propagateurs dits all-to-all), il nous su�rait simplement d'e�etuerles "ontrations", 'est-à-dire les multipliations des matries indiquées dans les équations4.26 4.24.Malheureusement nous avons vu que lors des inversions des propagateurs de quarks,nous ne alulions es derniers qu'ave un point soure �xé, que l'on �xera en xi = 0.Pour ironvenir à ette di�ulté nous utilisons alors la tehnique des propagateursgénéralisés, introduite par Maiani et Martinelli [80℄.4.3.1 Propagateurs généralisésLe propagateur généralisé ,[SG((tf , ~pf ), y

′;αf , xi, αi)
], est dé�ni en mettant en fateurdans les équations 4.26 4.24 la partie ontenant l'opérateur et le propagateur partant dela soure et arrivant sur l'opérateur :

〈Pαf
(tf , ~pf = ~0)ū(y′)O(y′, y)u(y)P̄αi

(xi)〉 (4.26)
=

∑

ρ,τ,s,c′

[

SG((tf , ~pf ), y
′;αf , xi, αi)

]c′s

ρτ

[

O(y′, y)Su(y, xi)
]sc′

τρ (4.27)
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Fig. 4.5 � Illustration symbolique de la fontion à 3 points du proton faisant apparaître lepropagateur généralisé SG
Ce propagateur dépend expliitement de ses propres indies de spin et de ouleur maiségalement des indies de Dira du proton à la soure et au puits, αi et αf . De plus le prop-agateur généralisé part du point spatial y′ jusqu'au point du puits et dépend impliitementdu point soure xi. Le propagateur généralisé peut se rérire sous la forme :

[

SG((tf , ~pf ), y
′;αf , xi, αi)

]c′s

ρτ
=

∑

~xf

ei ~pf .( ~xf−~xi)
[

Cc
′c((xf , xi;αf , αi))

]

ρǫ

[

Scsu (xf , y
′)
]

ǫτ(4.28)
où l'on a fait apparaître le propagateur de quark entre le point d'insertion de l'opérateur etle point du puits [

Scsu (xf , y
′)
]

ǫτ
. [

Cc
′c((xf , xi;αf , αi))

]

ρǫ
pour le ourant assoié au quark
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[

Cc
′c((xf , xi;αf , αi))

]

ρǫ
= ǫabc ǫa

′b′c′

{

δαf ǫ

[(

ΓSbb
′

d (xf , xi)Γ̃
)T

Saa
′

u (xf , xi)
]

ραi

+
[

Saa
′

u (xf , xi)
(

ΓSbb
′

d (xf , xi)Γ̃
)T]

αf ǫ
δραi

+ δαf ǫδραi
Tr

[

Saa
′

u (xf , xi)
(

ΓSbb
′

d (xf , xi)Γ̃
)

T
]

+
[

Saa
′

u (xf , xi)
]

αfαi

[(

ΓSbb
′

d (xf , xi)Γ̃
)T]

ρǫ

} (4.29)Ce terme ontient les propagateurs des deux quarks spetateurs et les dépendanes dansles indies de Dira du proton.4.3.2 Propagateurs BakwardNous allons montrer que pour éviter de aluler le propagateur all-to-all [

Scsu (xf , y
′)
]

ǫτil su�t de �xer le temps du puits tf ainsi que l'impulsion du proton au puits ~pf .Pour le alul des propagateurs de quark, le point soure est �xé. Or dans notre as nousvoulons pouvoir faire varier le point d'insertion de l'opérateur et �xer le point du puits.On utilise alors la propriété suivante des propagateurs de quarks (qui déoule diretementde la propriété de l'opérateur de Dira) :
Scsu (xf , y

′)ǫτ =
[

γ5

]

ǫχ

[

S∗sc
d (y′, xf )

]

ξχ

[

γ5

]

ξτ

Scsd (xf , y
′)ǫτ =

[

γ5

]

ǫχ

[

S∗sc
u (y′, xf )

]

ξχ

[

γ5

]

ξτ
(4.30)(4.31)Nous avons utilisé ii la formulation twisted mass de ette relation, reliant les propagateursde quark de saveurs di�érentes.En appliquant ette relation dans 4.28, on obtient :

[

SG((tf , ~pf ), y
′;αf , xi, αi)

]c′s

ρτ
(4.32)

=
∑

~xf

ei ~pf .( ~xf−~xi)
[

Cc
′c(xf , xi;αf , αi)γ5

]

ρχ

[

S∗sc
d (y′, xf )

]

ξχ

[

γ5

]

ξτ

=
[

B∗sc′(y′, tf , ~pf ;αf , xi, αi)
]

ξρ

[

γ5

]

ξτ (4.33)



4.3. Contration de Wik pour la fontion à 3 points 49où l'on a dé�ni le propagateur bakward [

B(y′, tf , ~pf ;αf , xi, αi)
]sc′

ξρ
:

[

B(y′, tf , ~pf ;αf , xi, αi)
]sc′

ξρ
=

∑

~xf

ei ~pf .( ~xf−~xi)
[

Sscd (y′, xf )
]

ξχ

[

C∗((xf , xi;αf , αi))γ5

]c′c

ρχ(4.34)Celui-i a les mêmes dépendanes que le propagateur généralisé mais va de (tf , ~pf ) à y′.Lorsqu'on applique l'opérateur de Dira [

Des
d (z, y′)

]

τξ
à gauhe du propagateur bakward,on peut alors aluler un terme soure (l'indie d de Dd est ajouté à e niveau pour spéi�erle fait qu'on utilise dans l'opérateur de Dira une masse twistée de −µ pour un ourantsur le quark u). Dans le as d'une soure loale on obtient :

[

Des
d (z, y′)

]

τξ

[

B(y′, tf , ~pf ;αf , xi, αi)
]sc′

ξρ

=
∑

~xf

ei ~pf .( ~xf−~xi)
[

Des
d (z, y′)Sscd (y′, xf )

]

τχ

[

C∗(xf , xi;αf , αi)γ5

]c′c

ρχ
(4.35)ave

[

Des
d (z, y′)Sscd (y′, xf )

]

τχ
= δz,xf

δe,cδτχ (4.36)Nous obtenons de ette manière le terme soure [

I(z, tf , ~pf ;αf , xi, αi)
]ec′

τρ
à implé-menter :

[

Des
d (z, y′)

]

τξ

[

B(y′, tf , ~pf ;αf , xi, αi)
]sc′

ξρ
=

[

I(z, tf , ~pf ;αf , xi, αi)
]ec′

τρ

=
∑

~xf

ei ~pf . ~xf δz,xf

[

C∗(xf , xi;αf , αi)γ5

]c′e

ρτ(4.37)On inverse l'opérateur de Dira ave e terme soure pour obtenir le propagateur bak-ward puis généralisé que l'on utilise pour e�etuer les ontrations fournissant la fontionde orrélation à 3 points.4.3.3 Smearing pour la fontion à 3 pointsOn souhaite utiliser les prinipes de smearing pour les fontions à 3 points. Il fautainsi l'appliquer au point soure et au point du puits. Les points où sont insérés le ourantne sont pas onernés. Le smearing au point soure xi est trivial : ela revient à utiliserdes propagateurs SLS(xf , xi) au lieu de SLL(xf , xi) dans les formules 4.37. Il en est de



50Chapitre 4. Méthodes de alul des observables liées à la struture du nuléon en QCD surréseaumême pour le propagateur S(y, xi) partant de la soure et arrivant au point d'insertion del'opérateur. Le smearing au puits va s'e�etuer en smearant les propagateurs du terme Cde la formule 4.37 grâe à la formule 4.14 et en remplaçant le terme de soure loale ensuivant la formule 4.12.

Fig. 4.6 � Illustration du smearing
4.3.4 Formulation spéi�que aux fermions de masse twistéeLes dé�nitions préédentes ont été érites pour des quarks de Wilson a�n d'illustrerave simpliité la onstrution des propagateurs généralisés. Le seul passage spéi�que àla tmQCD dans les formules préédentes vient du hangement de saveur dans la formule4.31. Cette aratéristique de la twisted mass est importante ar elle implique que le aluldu propagateur généralisé relatif au ourant du quark u doit s'e�etuer ave l'opérateur deDira ayant une masse −µ et inversement l'inversion relative au ourant du quark d avela masse +µ , e qui est a priori ontre-intuitif par rapport aux inversions normales.Si dans toutes les formules préédentes on utilise les propagateurs twistés Stm à la plae



4.3. Contration de Wik pour la fontion à 3 points 51des propagateurs S et si nous utilisons l'opérateur Otm dé�ni par :
Otm(y′, y) = e±i

ω
2
γ5
Ophys(y′, y)e±i

ω
2
γ5 ave + si ψ = u et − si ψ = d. (4.38)nous obtenons :

< P tmαf
(tf , ~pf )ψ̄

tm(y′)Otm(y′, y)ψtm(y)P̄ tmαi
(xi) > (4.39)Les valeurs moyennes dans la base physique, indiquées ave l'exposant phys, sont reliéesà l'expression préédente par la formule :

< P physαf
(tf , ~pf )ψ̄

phys(y′)Ophys(y′, y)ψphys(y)P̄ physαi
(xi) >

= (ei
ω
2
γ5

)αfβ′ < P tmβ′ (tf , ~pf )ψ̄
tm(y′)Otm(y′, y)ψtm(y)P̄ tmβ (xi) > (ei

ω
2
γ5

)βαi
(4.40)On e�etue don deux hangements par rapport au as des fermions de Wilson pourobtenir les résultats dans la base physique : les opérateurs à utiliser lors des ontrationssont eux dé�nis par (4.38) ; le terme soure du propagateur généralisé est :

(ei
ω
2
γ5

)αfβ′

[

I(z, tf , ~pf ;β
′, xi, β)

]ec′

τρ
(ei

ω
2
γ5

)βαiOn remarque que les fontions à 3 points pour les ourants de quarks u et d doiventêtre obtenus séparement e qui néessitera en pratique deux termes soures di�érents avedeux inversions assoiées.4.3.5 Projeteur sur les indies de Dira du proton et onditions anti-périodiquesLa fontion à 3 points dépend en partiulier des 2 indies de Dira du proton (αi, αf ).Pour avoir aès à la valeur pour tous les indies, il faudrait aluler 16 propagateursgénéralisés (don 16 inversions), e qui n'est pas raisonnable du point de vue temps dealul. On va don séletionner les omposantes d'intérêt pour les observables que l'onétudie. Pour ela on multiplie la fontion à 3 points par un projeteur Λ agissant sur lesindies de spin du proton et on ne alule que la trae de la matrie ainsi obtenue.
Tr

(

Λ < P physαf
(tf , ~pf )ψ̄

phys(y′)Ophys(y′, y)ψphys(y)P̄ physαi
(xi) >

)

=

Λαiαf
(ei

ω
2
γ5

)αfβ′ < P tmβ′ (tf , ~pf )ψ̄
tm(y′)Otm(y′, y)ψtm(y)P̄ tmβ (xi) > (ei

ω
2
γ5

)βαiAinsi la soure du propagateur bakward sera :
Λαiαf

(ei
ω
2
γ5

)αfβ′

[

I(z, tf , ~pf ;β
′, xi, β)

]ec′

τρ
(ei

ω
2
γ5

)βαi



52Chapitre 4. Méthodes de alul des observables liées à la struture du nuléon en QCD surréseauA�n de hoisir les projeteurs pertinents, il faut étudier la déomposition des élémentsde matrie en terme de fateurs de forme expliquée dans le setion 4.6.1.Il faut en�n ompenser les onditions anti-périodiques dans la diretion temporelle. Enpratique il faut multiplier le résultat de 4.41 par le fateur :
ei3π(tf−ti)/T eiπ(ty−ty′)/T (4.41)Le premier fateur a déjà été expliqué pour la fontion à deux points. Il faut prendre gardeau seond fateur lorsque les ourants ne sont pas loaux (opérateurs dérivatifs).4.3.6 Comparaison de la soure du propagateur généralisé et du propa-gateur généralisé ave la fontion à 2 pointsJ'ai implémenté un ode informatique pour la réation de la soure du propagateurgénéralisé sans smearing ainsi qu'un ode de ontrations a�n de véri�er les odes existants.A�n de le déboguer, j'ai mis en plae des tests auto-onsistants me permettant de véri�erla ohérene des résultats obtenus. En e�et la onstrution des propagateurs généraliséspermet de véri�er la soure du propagateur bakward ainsi que e dernier. Le test de lasoure est illustré sur la �gure 4.7 : la soure du propagateur généralisé ontient deuxquarks spetateurs qu'il onvient de ontrater ave un autre propagateur pour retrouverla fontion à deux points.

∑

ρ,τ,c,c′

[

γT5 I
∗(z = xf , tf , ~pf ;αf , xi, αi)

]c′c

ρτ

[

Su(xf , xi)
]c′c

ρτ
(4.42)

=
∑

ρ,c,c′

∑

~xf

ei ~pf . ~xf

[

Ccc
′

(xf , xi;αf , αi)S
c′c
u (xf , xi)

]

ρρ

= 2 ∗ 〈Pαf
(tf , ~pf )P̄αi

(xi)〉 (4.43)Ce test intéressant fontionne en utilisant des propagateurs loal-loal, loal-smearedet smeared-smeared.La fontion à 3 points est alulée en e�etuant les ontrations :
〈Pαf

(tf , ~pf = ~0)ū(y′)O(y′, y)u(y)P̄αi
(xi)〉 (4.44)

=
∑

ρ,τ,s,c′

[

SG((tf , ~pf ), y
′;αf , xi, αi)

]c′s

ρτ

[

O(y′, y)Su(y, xi)
]sc′

τρ (4.45)Pour tester le propagateur généralisé on peut remplaer dans l'expression le terme
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Fig. 4.7 � Illustration symbolique de la véri�ation de la soure du propagateur généralisé
[

O(y′, y)Su(y, xi)
]sc′

τρ
par δsc′δτρ. On obtient pour y′ = xi :

∑

ρ,c′

[

SG((tf , ~pf ), xi;αf , xi, αi)
]c′c′

ρρ

=
∑

~xf

ei ~pf . ~xf

[

Cc
′c(xf , xi;αf , αi)S

cc′
u (xf , xi)

]

ρρ

= 2 ∗ 〈Pαf
(tf , ~pf )P̄αi

(xi)〉 (4.46)4.4 Représentation spetrale de la fontion à 2 points4.4.1 Du orrélateur à la masse e�etiveNous avons vu omment aluler de manière e�etive les orrélateurs à 2 et 3 points. Ilfaut par la suite en extraire les quantités physiques. Pour ela on utilisera la représentationspetrale pour la théorie du ontinu. La fontion de orrélation obtenue par la méthode del'intégrale de hemin s'exprime sous la forme :
〈O〉 = Tr(e−HT O)

Tr(e−HT )
(4.47)ave

Tr(e−HT ) =

∞
∑

n=0

e−EnT −−−−→
T→∞

1 (4.48)
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Fig. 4.8 � Illustration symbolique de la véri�ation du propagateur généraliséLe symbole H est l'opérateur hamiltonien. Nous allons ii onsidérer la fontion de or-rélation 〈Pαf
(xf )P̄αi

(0)〉, ave xf > 0.Les opérateurs évoluent dans le temps suivant la loi :
O(t, ~x) = e−i

~P~xeHtO(0,~0)e−Htei
~P~x (4.49)A�n d'obtenir le omportement attendu de es fontions de orrélation, il faut prendreen ompte ette évolution et insérer la relation de fermeture sur les états. On ne onsidèrealors que les états ayant un reouvrement ave l'opérateur onstruit, 'est-à-dire l'état duproton et ses exitations |N, ~pN , s〉 :

〈n′|Pαf
(xf )|n〉 →

{

〈0|Pαf
(xf )|N, ~pN , s〉

〈N, ~pN , s|Pαf
(xf )|0〉

(4.50)
〈n|P̄αi

(xi)|n′〉 →
{

〈0|P̄αi
(xi)|N, ~pN , s〉

〈N, ~pN , s|P̄αi
(xi)|0〉

(4.51)Nous voulons également projeter sur les états qui ont une impulsion dé�nie au puits etalulons pour e faire C2pt
αfαi(t, ~p).

C2pt
αfαi

(tf , ~p) =

∫

d3xfe
−i~p ~xf 〈Pαf

(xf )P̄αi
(0)〉 (4.52)
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C2pt
αfαi

(tf , ~p) =

∫

d3 ~pN
∑

s

∑

N

1

2EN

( e−EN tf δ3( ~pN − ~p′)〈0|Pαf
(0)|N, ~pN , s〉〈N, ~pN , s|P̄αi

(0)|0〉
+e−EN (T−tf )δ3( ~pN + ~p′)〈N, ~pN , s|Pαf

(0)|0〉〈0|P̄αi
(0)|N, ~pN , s〉(4.53)Soit |N̄ , ~pN , s〉 l'état représentant l'antipartiule de l'état |N, ~pN , s〉. Pour les états

|N, ~pN , s〉 de parité positive,( |N̄ , ~pN , s〉 de parité négative) les éléments de matries dansl'expression préédente s'érivent sous la forme suivante :
〈0|Pα(0)|N, ~pN , s〉 =

√

ZN2 u
s
α(p) , 〈N, ~pN , s|P̄α(0)|0〉 =

√

ZN2 ū
s
α(p) (4.54)

〈N̄ , ~pN , s|Pα(0)|0〉 =
√

ZN2 v
s
α(p) , 〈0|P̄α(0)|N̄ , ~pN , s〉 =

√

ZN2 v̄
s
α(p) (4.55)Pour les états |N, ~pN , s〉 de parité négative,( |N̄ , ~pN , s〉 de parité positive) on a :

〈0|Pα(0)|N, ~pN , s〉 =
√

ZN2 γ5u
s
α(p) , 〈N, ~pN , s|P̄α(0)|0〉 = −

√

ZN2 ū
s
α(p)γ5 (4.56)

〈N̄ , ~pN , s|Pα(0)|0〉 =
√

ZN2 γ5v
s
α(p) , 〈0|P̄α(0)|N̄ , ~pN , s〉 = −

√

ZN2 v̄
s
α(p)γ5 (4.57)La onstante ZN2 donne l'amplitude de propagation de la partiule dans une théorieen interation par rapport à la théorie sans interation. Elle est indépendante de l'impul-sion de la partiule onsidérée mais est spéi�que à haque partiule. Les spineurs libresapparaissant dans es formules véri�ent les règles de sommation suivante :

∑

s

us(p)ūs(p) = 6p+MN = ENγ0 − ~p.~γ +MN (4.58)
∑

s

vs(p)v̄s(p) = 6p−MN = ENγ0 − ~p.~γ −MN (4.59)D'où :
C2pt
αfαi

(tf , ~p) =
∑

N

|ZN2 |
2EN

( e−EN tf (ENγ0 − ~p′.~γ + ηN MN )αfαi

+ e−EN (T−tf )(ENγ0 + ~p′.~γ − ηNMN )αfαi
) (4.60)où ηN est la parité de l'état |N, ~pN , s〉.



56Chapitre 4. Méthodes de alul des observables liées à la struture du nuléon en QCD surréseauNous alulons ensuite ave le projeteur Λ0 =
1 + γ0

4
:

C2pt(tf , ~p,Λ
0) = Tr(Λ0C2pt(tf , ~p))

=
∑

N

|ZN2 |
(EN + ηNMN )

2EN
e−EN tf

+ |ZN2 |
(EN − ηNMN )

2EN
e−EN (T−tf ) (4.61)(4.62)Au temps longs, l'état fondamental de la théorie prédomine, dans notre as l'état protonde parité positive :

C2pt(tf , ~p,Λ
0) −−−−−−−−→

tf ,T−tf→∞
|ZN2 |

(EN +MN )

2EN
e−EN tf (4.63)Pour extraire l'énergie de et état, nous utiliserons l'énergie e�etive :

Eeff (tf , ~p) = ln
C2pt(tf , ~p)

C2pt(tf + 1, ~p)
−−−−−−−−→
tf ,T−tf→∞

EN (~p) (4.64)Cette dernière quantité est traée en fontion du temps et doit présenter un plateau quel'on �tte pour extraire l'énergie de l'état fondamental.Dans la limite du ontinu EN (~p) ne dépend que de ~p 2, tandis que le réseau brise lasymétrie O(4) de la métrique eulidienne. Dans le as idéal d'une statistique in�nie, si ~p =
(px, py, pz) et si ~p′ est un veteur formé à partir de ~p par permutation de ses omposantesalors EN (~p) = EN (~p′). De plus si l'ation utilisée est invariante sous parité alors EN (~p) =
EN (−~p). Auune des deux remarques préédentes n'est valable dans notre situation, il nousfaut alors hoisir quelle quantité nous voulons étudier. A�n de béné�ier de l'améliorationautomatique en O(a) de la twisted mass, il est néessaire d'étudier EN (~p) + EN (−~p).Nous avons alors deux hoix possibles pour traiter les énergies normalement dégénéréessur réseau en statistique in�nie.� soit �tter séparement les plateaux de Eeff (t, ~p) + Eeff (t,−~p) pour les ~p équivalentspar permutations des omposantes. On ombine par la suite les résultats obtenusave leur erreur par une moyenne pondérée.� soit sommer sur les ~p équivalents par symétrie H(4) les Eeff (t, ~p). Puis �tter lerésultat ave l'erreur assoiée.Sur le as qui a été onsidéré, il n'a pas pu être mis en évidene l'avantage d'une méthodesur l'autre. La seonde méthode a don été hoisie pour minimiser le temps de alul lors del'analyse. La préoupation prinipale de la proédure est ensuite de déterminer la fenêtrede �t.Plusieurs remarques au sujet du �t de e plateau pour Eeff (t,~0) :� Plus t est grand, plus l'erreur statistique sur Eeff (t, ~p) est grande. Dans le as de lamasse du nuléon, le omportement du rapport signal sur bruit est proportionnel à

e
−(MN−

3

2
Mπ)t, [68℄.



4.4. Représentation spetrale de la fontion à 2 points 57� Dans le as d'une statistique in�nie de on�gurations (pas d'erreur statistique), iln'existerait pas de plateau. Ce sont les erreurs statistiques qui nous permettentd'obtenir un ensemble de points ompatible ave un plateau.� Les valeurs de Eeff (t, ~p) entre deux temps di�érents sont à priori orrélés e quirésulte en une diminution de la variation de Eeff (t, ~p) entre des temps suessifs.� Lorsqu'on �tte le plateau entre [t1, t2], le résultats du �t dépend très faiblement de t2,pour t2 assez grand (t2 & (1/3)T ). En e�et, plus t est grand, plus l'erreur statistiquesur Eeff (t, ~p) est grande et moins le point a un poids important dans le �t pondéré.La partie essentielle revient don à déterminer le temps du début du plateau de manièreà e que l'e�et des exitations en e point soit plus faible que l'erreur statistique. Di�érentshoix peuvent être e�etués pour déterminer le début du plateau de manière automatique.� Considérer le premier point tel que la variation Eeff (t+ 1,~0)− Eeff (t,~0) soit om-patible ave 0 dans les barres d'erreurs. Le désavantage de ette méthode est qu'ellene prend pas en ompte les orrélations entre les temps voisins.� Fitter la première exitation en même temps que l'état fondamental. Ave e résultat,estimer en quel point la ontribution du premier état exité est plus faible que l'erreurstatistique. Le désavantage de ette méthode est qu'il faut toujours hoisir un tempsinitial de �t, les valeurs trouvées pour les paramètres dépendant alors fortement dee temps. Nous n'utiliserons pas ette méthode.Les résultats obtenus ave les deux méthodes sont généralement similaires. Faute depouvoir optimiser le temps initial du plateau pour diminuer au mieux l'erreur statistique durésultat �nal, une méthode onservative serait alors de ommener à �tter un à deux tempsaprès le résultat obtenu par l'une des deux méthodes. Les ommentaires e�etués sontvalides pour l'extration de la masse du nuléon et peuvent être modulés pour l'extrationde l'énergie qui onstitue un as plus défavorable : plus l'impulsion onsidérée est grandeplus les erreurs statistiques sont grandes, et moins les ontributions des états exités sontdistinguables de l'état fondamental. La �gure 4.9 montre les plateaux obtenus à di�érentesénergies pour l'ensemble C3, dé�ni dans le tableau 3.1.Le travail de la thèse n'est pas dédié à l'étude de la masse du nuléon mais nous verronspar la suite que la valeur de la masse et l'énergie du nuléon sont des entrées néessairespour l'extration des observables liées aux fontions à 3 points. Par soui de ohérene aveles résultats de la ollaboration publiés sur la masse du nuléon [81, 70℄ , nous utiliseronsles fenêtres de �t déterminées à ette oasion et présentées dans la table 4.2. Nous avonségalement onservé ette fenêtre de �t du plateau de la masse pour l'étude des énergiesdu nuléon. C'est un hoix disutable du fait des remarques préédentes mais il reste enpratique orret aux faibles impulsions. Pour les grandes impulsions auun des ritèrespréédents ne permet de tranher du fait d'un bruit statistique trop grand. A titre d'ex-emple, les valeurs des χ2/d.o.f des �ts sont représentées sur la �gure 4.10 pour l'ensemble
C3, on�rmant la remarque préédente.La �gure 4.11 montre que le hoix du temps de début de plateau a en fait peu d'in�uenesur les résultats des �ts. Par ontre le hoix de e temps in�ue sur les erreurs, plus le temps
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Fig. 4.9 � Eeff (t, ~p2) en fontion de at à di�érentes valeurs de (a~p)2. Les lignes horizontalespleines et en pointillés sont les résultats du �t du plateau sur la fenêtre en temps [9-24℄.
β [tmin − tmax]3.9 [8-17℄4.05 [9-24℄4.2 [10-30℄Tab. 4.2 � Fenêtres de �t [tmin − tmax] utilisées pour l'extration des énergies e�etivespour les di�érents ensembles.de début de plateau est grand, plus les erreurs augmentent. Le hoix des fenêtres de �tutilisées orrespond à un bon ompromis entre l'assurane d'être faiblement ontaminé parles exitations tout en onservant des erreurs statistiques �ables.Lors de l'extration des fateurs de forme, il est néessaire de onnaître l'énergie et lamasse du proton. En pratique, le hoix a été fait d'utiliser la valeur de l'énergie déduite dela relation de dispersion du ontinu.A�n de orroborer e hoix, j'ai véri�é la validité de la relation de dispersion du ontinu.Les graphiques 4.12 et 4.13 en sont l'illustration pour les di�érents ensembles disponibles.Ils présentent la masse déduite à partir de la relation de dispersion du ontinu et desénergies �ttées aux di�érentes impulsions. Pour es graphiques l'énergie n'a pas été �ttéepar la méthode de plateau mais provient d'un �t en Ae−EN t dont la fenêtre de �t a été



4.4. Représentation spetrale de la fontion à 2 points 59préédemment déterminée grâe aux plateaux. Ce hoix a été e�etué ar dans la prohainesetion nous allons étudier le omportement de A en fontion de l'impulsion du proton.Les erreurs indiquées ont été déduites par prinipe jakknife en �ttant haun des binsjakknife et en alulant l'erreur à partir de la dispersion des résultats ainsi obtenus.La relation de dispersion du ontinu est très bien véri�ée, exepté pour l'ensemble
B2. Nous verrons que et ensemble présente également pour d'autres observables un om-portement qui s'éarte des valeurs attendues. Il sera éarté dans l'analyse des fateurs deforme.Les graphiques 4.14 et 4.15 permettent de visualiser la véri�ation de la relation dedispersion aux di�érents β en fontion d'une éhelle indépendante de la maille ~p2/M2

N . Onremarque alors que le domaine des impulsions où la relation de dispersion reste valide estéquivalent aux di�érentes mailles, auun e�et de disrétisation ne pouvant être déteté.Deux autres hoix auraient pu être e�etués pour la valeur de l'énergie utilisée dansl'extration des 3 points :� utiliser une version réseau de la relation de dispersion. Le défaut de ette méthoderéside dans le fait que l'on ne peut pas onnaître a priori les paramètres de etterelation (e�ets de disrétisation). On se retrouve alors à devoir �tter es derniers.Dans le domaine d'impulsions onsidéré, e ra�nement paraît super�u.� �tter ette énergie ave le orrélateur de la fontion à 2 points. On prend ainsi enompte les orrélations entre les fontions à 2 et à 3 points pour haque énergie.Cette méthode n'apporte pas d'amélioration signi�ative pour l'étude des fateursde forme aux impulsions onsidérées.
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Fig. 4.10 � Valeur des χ2/d.o.f obtenues pour les �ts des plateaux de Eeff (t, ~p2) sur lafenêtre en temps [9-24℄ en fontion de (a~p)2 pour l'ensemble C3, β = 4.05 µ = 0.008.

Fig. 4.11 � Dépendane des résultats des �ts de Eeff (~p2) en fontion du temps du débutde plateau atmin aux di�érents (a~p)2 pour l'ensemble C3, β = 4.05 µ = 0.008. Les lignespointillées orrespondent à la valeur pour la fenêtre de �t e�etivement utilisée.
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Fig. 4.12 � Masse du proton en unité réseau déterminée à partir de la relation de dispersiondu ontinu en fontion de la norme de la tri-impulsion au arré. La �gure du haut montreles valeurs pour β = 3.9, L = 2.1 fm, elle du bas pour β = 3.9, L = 2.8 fm.
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Fig. 4.13 � Masse du proton en unité réseau déterminée à partir de la relation de dispersiondu ontinu en fontion de la norme de la tri-impulsion au arré. La �gure du haut montreles valeurs pour β = 4.05, elle du bas pour β = 4.2.
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Fig. 4.14 � Masse du proton en unité réseau déterminée à partir de la relation de dispersiondu ontinu en fontion de ~p2/M2
N . La �gure du haut présente la omparaison entre β = 3.9et β = 4.05 à mπ ∼ 468 MeV, elle du bas à mπ ∼ 300 MeV.
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Fig. 4.15 � Masse du proton en unité réseau déterminée à partir de la relation de dispersiondu ontinu en fontion de ~p2/M2
N . Comparaison entre β = 3.9 et β = 4.2 à mπ ∼ 260 MeV.



4.4. Représentation spetrale de la fontion à 2 points 654.4.2 Z2L'équation 4.63 nous donne le omportement attendu au temps longs du orrélateurde la fontion à 2 points. L'information physique prinipale que l'on peut extraire duorrélateur réside dans la déroissane exponentielle. A�n de maîtriser au mieux e or-rélateur que l'on utilisera par la suite, il est également intéressant de s'intéresser au o-e�ient |ZN2 |(EN +MN )

2EN
présent devant notre omportement exponentiel. D'un point devue théorique le oe�ient |ZN2 | est onstant en fontion de l'impulsion. Cei n'est vraique pour des orrélateurs alulés ave des propagateurs de quarks loaux-loaux.
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Fig. 4.16 � Comparaison du omportement de |ZN2 (~p2)|/|ZN2 (~0)| en fontion de ~p2 enutilisant des propagateurs loaux-loaux et smeared-smeared à β = 4.05 µ = 0.008.En e�et e omportement n'est plus valable lorsqu'on utilise des propagateurs smearés.Sur la �gure 4.16, j'ai représenté les valeurs de |ZN2 (~p2)|/|ZN2 (~0)| pour l'ensemble B3, leserreurs ayant été alulées par la méthode jakknife. Lorsqu'on utilise des propagateursloaux, le omportement est alors ompatible ave une onstante. Par ontre, ave despropagateurs smearés, nous observons une laire dépendane en fontion de l'impulsion de
|ZN2 (~p2)|/|ZN2 (~0)|. Pour dérire es orrélateurs obtenus dans le as sméaré nous dé�nirons
g(~p2) telle que |ZN2 (~p2)| = |ZN2 |g(~p2).La fontion g(~p2) introduite dépend des paramètres de smearing utilisés. La �gure 4.17montre g(~p2) pour l'ensemble C1 et pour 2 paramètres de smearing gaussien di�érents. Onremarque que de manière systématique g(~p2) est inférieur pour Ngauss = 70 par rapport à
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Ngauss = 50. Pour seulement deux impulsions, les valeurs aux deux smearing di�èrent deplus de 1 σ. Nous avons don une indiation supplémentaire que le omportement de g(~p2)dépend du nombre d'itérations de smearing.Dans le as de smearing gaussien, nous testerons l'hypothèse que g(~p2) = Ae−B~p
2 . Lehoix de ette fontion est guidé par le omportement empirique attendu si l'on appliquaitle smearing sur un hamp spinoriel d'une partiule pontuelle libre de masse in�nie. Cetteforme fontionnelle est ompatible pour tous les ensembles onsidérés. Les résultats surles χ2/d.o.f sont en e�et inférieurs à 1 et n'invalide pas notre omportement fontionnel.C'est pourquoi un alul plus développé de la forme fontionnelle n'a pas été approfondi enpremier lieu. Les valeurs du oe�ient B �ttés sont données dans le tableau 4.3, les �guresassoiées aux di�érents ensembles sont 4.18 et 4.19.Nous avons une indiation que le oe�ient B dépend du nombre d'itérations du smear-ing gaussien utilisée. Les éarts ne sont néanmoins pas signi�atifs pour onlure.Nous retiendrons essentiellement que lors de l'étude des fontions à 3 points il faudraprendre garde de bien ompenser les oe�ients Z2 à la même impulsion.
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Fig. 4.18 � Comportement de Z2(~p
2)/Z2(0) en fontion de ~p2 pour les ensembles à β =

3.9 L = 2.1fm, B1,2,3,4 pour la �gure du haut et β = 3.9 L = 2.8fm, B6,7 pour la �guredu bas . Les ourbes pointillées sont les résultats du �t par la fontion e−B~p2
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B1 50 6.31 ± 0.77 0.43
B3 50 7.45 ± 1.31 0.16
B4 50 5.23 ± 0.79 0.39
B7 50 5.92 ± 0.79 0.23
B6 50 5.85 ± 0.84 1.05
C1 50 5.13 ± 1.23 0.72
C1 70 8.17 ± 2.04 0.20
C2 70 7.56 ± 0.96 0.45
C3 70 7.78 ± 1.00 0.53Tab. 4.3 � Résultats du �t de |ZN2 (~p2)|/|ZN2 (~0)| par e−B~p2 pour les di�érents ensembles.
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Fig. 4.19 � Comportement de Z2(~p
2)/Z2(0) en fontion de ~p2 pour les ensembles à β = 4.05,

C1,2,3. Les ourbes pointillées sont les résultats du �t par la fontion e−B~p24.4.3 Étude de la struture spinorielle du orrélateur du protonLes e�ets de disrétisation sont l'un des e�ets que l'on herhe à mettre en évidenedans les di�érentes quantités observées. Ils sont généralement faibles pour les observablesphysiques auxquelles nous allons nous intéresser. Dans un soui de ompréhension, il resteintéressant de les faire apparaître pour des quantités non physiques. J'ai ainsi aluléà partir des orrélateurs à 2 points quels résultats étaient obtenus pour la struture en
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L(t,DA) =

C2pt(t,~0,DA)

C2pt(t,~0, 1)
(4.65)ave {DA}, A = 0...15 représentant une base des matries de Dira et C2pt(t,~0,DA) estdonné par l'équation 4.61. Dans la théorie du ontinu, pour t su�samment grand, seulesles matries DA ∈ {1, γ0} doivent fournir un signal non nul.Après analyse, les L(t,DA) donnent les résultats attendus sauf pour l'un d'entre euxorrespondant à DA = γ5. Ave e projeteur, la partie imaginaire de L(t,DA) est signi-�ativement non nulle, omme ela est montré sur le graphique 4.20 pour l'ensemble B1.La quantité L(t,DA) a d'ailleurs été onstruite sur le fait qu'elle présente un plateau per-mettant de dé�nir et éart par rapport à la valeur nulle. J'ai �tté e plateau entre t=10et 16, les résultats étant donnés dans la table 4.4.3. Ces barres d'erreur sont alulées parla méthode jakknife.

Fig. 4.20 � Partie imaginaire de L(t,DA) en fontion du temps pour l'ensemble B1. Laligne horizontale bleue est le résultat du �t par une onstante pour t ∈ [10− 16], les lignespointillées représentant l'erreur assoiée, évaluée par la méthode jakknife.L'éart par rapport à 0 ne peut provenir que d'un artefat du réseau aratéristiquede notre ation. En e�et, il devrait être nul pour une ation invariante sous parité. Savaleur augmente lorsque la masse du pion diminue. Cette étude serait à poursuivre parl'identi�ation exate de e terme ave sa valeur théorique dans le développement à laSymanzik. Cette étude n'a pas été développée dans ette thèse. Elle o�re tout de même une
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β = 3.9 µ = 0.01 L = 24 7.475e-03 ± 1.88e-02
β = 3.9 µ = 0.0085 L = 24 9.797e-02 ± 2.66e-02
β = 3.9 µ = 0.0064 L = 24 1.262e-01 ± 2.92e-02
β = 3.9 µ = 0.004 L = 24 1.125e-01 ± 3.46e-02
β = 3.9 µ = 0.004 L = 32 1.838e-01 ± 4.06e-02
β = 3.9 µ = 0.003 L = 32 1.962e-01 ± 3.17e-02Tab. 4.4 � Résultats du �t par un plateau de ℑm(L(t, γ5)) pour t ∈ [10−16] et les di�érentsensembles.arohe sur un e�et de disrétisation aessible dans le seteur du nuléon aratéristiquede la tmQCD.4.5 Représentation spetrale de la fontion à 3 pointsLe développement de la fontion de orrélation à 3 points est similaire à elui de la2 points. Nous voulons extraire l'élément de matrie 〈N, p′, s′|J (z)|N, p, s〉. Le adre dualul sur réseau nous limitera à :� projeter l'état �nal du nuléon sur l'état d'impulsion nulle :

∫

d3xf 〈0|Pαf
(xf )J (z)P̄αi

(0)|0〉 (4.66)� projeter ave Λ sur les indies de Dira du proton :
Tr(Λ

∫

d3xf 〈0|Pαf
(xf )J (z)P̄αi

(0)|0〉) (4.67)� projeter sur la tri-impulsion transférée au niveau de l'opérateur :
Tr(Λ

∫

d3xfd
3zei~q~z〈0|Pαf

(xf )J (z)P̄αi
(0)|0〉) (4.68)� nous nous limiterons à l'étude des fateurs de forme dans le domaine des impulsionstransférées q2 de type espae, soit 0 < tz < tf . En e�et nous pourrions naïvements'attendre à aéder aux fateurs de forme dans la région de type temps par l'étudede la fontion de orrélation à 3 points pour 0 < tf < tz. Maiani et Testa ont montrédans [82℄ qu'une telle relation n'était pas simple et qu'il est impossible d'extrairediretement du omportement de la fontion à 3 points dans la région 0 < tf < tzles quantités physiques d'intérêt. On pourra ependant retenir que le omportementde la fontion à 3 points pour un temps d'insertion d'opérateur se trouvant après letemps du puits n'est pas trivial.



4.5. Représentation spetrale de la fontion à 3 points 71L'élément de matrie 〈N,~0, s|J (0)|N ′,−~q, s′〉 sera déomposé sous la forme :
〈N,~0, s|J (0)|N ′,−~q, s′〉 = ūsN (0)O(Q2)us

′

N ′(−~q) (4.69)où O(Q2) est une matrie agissant sur les indies de Dira que l'on identi�era dans leséquations 2.7, 2.29, 2.44 et 2.54 pour les di�érents opérateurs. En nous limitant à esonsidérations, la fontion à 3 points se déompose alors sous la forme :
C3pt(t, ~q, tf ,Λ,J )

= Tr(Λ

∫

d3xfd
3zei~q~z〈0|Pαf

(xf )J (z)P̄αi
(0)|0〉)

=
∑

N,N ′

√

ZN2 (0)
√

ZN
′

2 (~q2)

2EN ′(~q2)
e−MN tf e−(EN′ (~q2)−MN )tzTr(Λ(1 + γ0)O(0)(−γ.q +MN ′))(4.70)Dans les limites tf − tz →∞ et tz →∞, seul l'état fondamental ontribue :

C3pt(tz, ~q, tf ,Λ,J ) −−−−−−−−→
tf−tz ,tz→∞

√

ZN2 (0)
√

ZN2 (~q2)

2EN (~q2)

× e−MN tf e−(EN (~q2)−MN )tzTr(Λ(1 + γ0)O(0)(−γ.q +MN ))(4.71)On onstruit alors le rapport R(tz, ~q, tf ,Λ,J ) donné par :
R(tz, ~q, tf ,Λ,J ) =

C3pt(t, ~q, tf ,Λ,J )

C2pt(tf ,~0,Λ0)

√

C2pt(tf − tz,−~q,Λ0)C2pt(t,~0,Λ0)C2pt(tf ,~0,Λ
0)

C2pt(tf − tz,~0,Λ0)C2pt(t,−~q,Λ0)C2pt(tf ,−~q,Λ0)(4.72)Dans la limite où les temps du puits et le temps d'insertion de l'opérateur sont su�-isamment grands, la dépendane en temps du rapport est supprimée. On notera égalementque les fateurs Z2 se ompensent.
R(tz, ~q, tf ,Λ,J ) −−−−−−−−→

tf−tz ,tz→∞
Tr(Λ(1 + γ0)O(0)(−γ.q +MN ))

√

1

2EN (−~q)(EN (−~q) +MN )

:= Π(~q,Λ,J ) (4.73)La quantité Π(~q,Λ,J ) est indépendante du temps lorsque seul l'état fondamental dela théorie ontribue à R(tz, ~q, tf ,Λ,J ). En pratique les états exités ontaminent notresignal. A�n de se plaer dans un régime où leurs ontributions sont faibles, on traera
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β Temps du puits Fenêtre de �t de R3.9 12 [3-9℄4.05 16 [4-12℄4.2 18 [5-13℄Tab. 4.5 � Fenêtres de �t utilisés pour l'extration des fateurs de forme.

R(tz, ~q, tf ,Λ,J ) en fontion de tz et nous détermineront la valeur de Π(~q,Λ,J ) dans larégion présentant un plateau. Cette méthode est illustrée sur la �gure 4.21 où sont montrésles plateaux obtenus et leur �t pour R(tz, ~q, 12,Λ
0, V 3,cons

0 ), pour l'ensemble B6 et pour lesimpulsions disrètes indiquées en légende. L'opérateur V 3,cons
µ sera dérit dans la setion4.8.1. Ces �gures serviront d'exemple pour les ommentaires qui suivent :� En pratique le ritère énoné sur la détermination d'un plateau donne une ontraintefaible. En e�et les barres d'erreur sur haun des points sont trop grandes pourontraindre une fenêtre de �t, les χ2/d.o.f obtenus sur les �ts du plateau restantinférieur à 1 pour un ensemble très large de fenêtre de �t. Nous n'avons pas d'évidenelaire nous assurant que les ontributions des états exités soient faibles.� Pour hoisir malgré tout une fenêtre de �t, nous nous plaçons dans le as où la limite

tz, tf − tz → ∞ sera le mieux véri�é : on prend alors le point tz = tf/2 ommeréférene puis on élargit la région de �t de manière symétrique tant que le résultatdu �t reste ompatible ave un plateau. Consient des limites de ette méthode, nousnous limiterons à des plateaux de taille maximum inférieure ou égale à tf/2 + 1. Lesdomaines de �t utilisés sont dérits pour haque ensemble dans la table 4.5.� 2 ritiques prinipales peuvent être faites sur ette méthode. D'une part les plateauxsont hoisis de manière symétrique par rapport à tz = tf/2. Or on s'attend à e quele signal puisse être approximativement symétrique seulement dans le as ~q = ~0 etnon pour ~q 6= ~0. En pratique ette asymétrie n'est pas exploitable.D'autre part, pour ~q 6= ~0, les erreurs de R(tz, ~q, tf ,Λ,J ) augmentent ave tz. Or nouse�etuons un �t pondéré du plateau, e qui va privilégier les points aux temps ourts.Nous avons véri�é à la �n de l'analyse que les résultats obtenus dépendent très faiblementdu hoix de e plateau.A l'heure atuelle, il n'est don pas primordial de ra�ner les ritères de e hoix maisdans un avenir où les erreurs et le temps du puits le permettront, il onviendra d'êtreattentif aux remarques préédentes.Pour haune des impulsions ~q, le �t sera e�etué dans la même fenêtre. Les erreurssont enore une fois alulées sur le prinipe de jakknife : haque bin jakknife est �tté, ladispersion des résultats de �t sur haque bin permettant de aluler l'erreur sur le résultatmoyen.Les résultats obtenus pour Π(~q,Λ,J ) pour tous les ~q vont par la suite être traités pour laméthode de Déomposition en Valeurs Singulières, abrégé par SVD.
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Fig. 4.21 � Illustration de R(tz, ~q, 12,Λ
0, V 3,cons

0 ) pour l'ensemble B6. La �gure du hautprésente les impulsions telles que ~q2 = 0.04 en unité réseau, elle du milieu telles que
~q2 = 0.12 et elle du bas telles que ~q2 = 0.15.



74Chapitre 4. Méthodes de alul des observables liées à la struture du nuléon en QCD surréseau4.6 Déomposition en Valeurs SingulièresA�n d'obtenir les formules pour haque opérateur, nous remplaçons dans l'équation4.69 l'opérateur J ave les opérateurs donnés dans les équations 2.7, 2.29, 2.44 et 2.54.Suivant l'opérateur utilisé, il faut hoisir le projeteur Λ tel que Tr(Λ(1+γ0)O(0)(−6q+
MN )) soit non nul.Nous prendrons les notations suivantes :

Λ0 =
1 + γ0

4

Λk = iΛ0γ5γk , k = 1..3 (4.74)
C =

√

1

2EN (−~q)(EN (−~q) +MN )
(4.75)Les quantités Π(~q,Λ,J ) dé�nies dans 4.73 prennent alors la forme suivante :� pour le ourant J = V 3

µ :
Πµ(~q,Λ

0, V 3
µ ) = C[(MN + EN (~q))δ0,µ + iqkδk,µ]GE(Q2)

Πi(~q,Λ
k, V 3

i ) = C
∑

j

ǫjkiqjGM (Q2) (4.76)� pour le ourant J = A3
µ :

Π5i(~q,Λ
k, A3

i ) = iC[−(MN + EN (~q))δi,kGA(Q2) +
qkqi
2MN

GP (Q2)] , k, i = 1..3(4.77)� pour le ourant J = O44 :
ΠO44(~0,Λ0,O44) = MNA

u−d
2 = MN 〈x〉u−d (4.78)� pour le ourant J = Oi0A :

ΠOi0
A

(~0,Λk,Oi0A ) = −iMNδi,kÃ
u−d
2 = −iMNδi,k〈x〉∆u−∆d (4.79)Les relations 4.76 et 4.77 se mettent sous la forme d'un système linéaire à résoudre,

Ax = y.Les fateurs de forme GX(Q2) à Q2 �xé sont nos fontions de base onstituant notreveteur olonne inonnu x = (G1(Q
2), .., Gm(Q2)) ave m=1 ou 2 dans notre situation.Le veteur y sera formé à partir des résultats de Π(5)µ(~q,Λ

b,Oµ) pour µ = 0..3, b = 0..3,et l'ensemble de ~q tels que ~q2 soit onstante. Nous avons un ensemble de N "mesures",notée y = {yi}, ave leur erreurs assoiées σi (déviation standard alulée par la méthodejakknife). La matrie A est onstruite à l'aide des équations 4.76 et 4.77 suivant lesfateurs de forme onsidérés. Les oe�ients de ette matrie font intervenir la masse et



4.6. Déomposition en Valeurs Singulières 75l'énergie du nuléon pour l'ensemble onsidéré. La valeur de la masse utilisée est la masseobtenue par la méthode des plateaux sur le même ensemble statistique de on�gurations.L'énergie est alulée par la relation de dispersion du ontinu omme nous l'avons justi�édans la setion 4.4.Nous voulons alors déterminer le veteur x des fateurs de forme qui ajuste au mieuxles données Π(5)µ(~q,Λ
b,Oµ). Nous utiliserons la solution fournie par la SVD. Cette solutionest la meilleure approximation au sens des moindres arrés [83℄.Nous formons alors le veteur b de longueur N tel que :

bi =
yi
σi

(4.80)et onstruisons la matrie A′,
A′
ij =

Aij
σi

(4.81)Les routines de SVD nous fournissent le résultat a minimisant le χ2 = |A′ · a− b|2.Pour aluler les erreurs assoiées au résultat �nal, on applique la proédure de déomposi-tion en valeurs singulières sur haque bin jakknife en remplaçant les valeurs de yi et de Aijmesurées sur haque bin jakknife tout en gardant la valeur de σi moyenne. L'erreur surles fateurs de forme est ensuite déduite de la dispersion des résultats des bins jakknife.Nous prenons ainsi en ompte l'erreur assoiée à la masse et à l'énergie du nuléon ainsique les orrélations entre mesures.A�n de mieux appréhender le r�le de haune des ontributions et les erreurs assoiéespour haque Q2 au fateur de forme, onsidérons le gain sur l'erreur en prenant en ompteles impulsions de même ~q2.Nous prendrons l'exemple de GE(Q2) extrait de R(tz, ~q, 12,Λ
0, V 3,cons

0 ) pour l'ensem-ble B6 en guise d'illustration. De manière générale les résultats des �ts du plateau de
R(tz, ~q, tf ,Λ,J ) pour les di�érentes impulsions de même norme sont ompatibles entreeux, voir �gure 4.22, les barres d'erreur étant similaires aux di�érentes impulsions.La prise en ompte de N impulsions de même ~q2 permet de manière générale de gagnerun fateur A

√

(Nimpulsions)
. La �gure 4.23 illustre pour l'ensemble B6 et GE((a~q)2 = 0.19)extrait de V 3,cons

0 l'évolution de l'erreur relative de GE(Q2), σGE(Q2)/GE(Q2) en fontiondu nombre d'impulsions onsidérés en entrée de la SVD.L'évolution est ompatible ave le omportement en A
√

(Nimpulsions)
représenté enpointillé. L'évolution de l'erreur des fateurs de forme en fontion de Q2 prend alors enompte la dégénéresene des impulsions sur réseau, di�érente pour haque ~q2.Considérons maintenant le omportement en fontion des omposantes µ de Πµ(~q,Λ,Jµ).A�n de omparer les erreurs assoiées à haque terme entrant dans la déomposition de
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Fig. 4.22 � Résultats de Π0(~q,Λ
0, V 3,cons

0 ) pour les di�érentes impulsions ~q de norme
~q2 = 0.08 extraits de R(tz, ~q, 12,Λ

0, V 3,cons
0 ) pour l'ensemble B6. L'erreur représentée estl'erreur jakknife. Un �t pondéré a été e�etué a�n de montrer la ompatibilité des résultatsentre les di�érentes impulsions.

SVD, on alule le résultat de GE(Q2) en ne onsidérant qu'une des omposantes µ de
Πµ(~q,Λ

0, V 3,cons
µ ). Nous nous plaçons dans un as où la dégénéresene des impulsionsontribue de manière identique pour haque omposante, en pratique l'impulsion en unitéréseau (±0.2,±0.2,±0.2) pour l'ensemble B6. Les résultats sont résumés dans la table 4.6.Le résultat �nal sur GE est équivalent à un �t pondéré de es 4 valeurs dont l'erreurest alulée par la méthode jakknife. Les valeurs moyennes de haque omposante sonttoutes ompatibles entre elles. Mais l'erreur pour la omposante 0 est environ quatre foisplus faible. C'est don ette omposante qui dominera le résultat �nal.Pour l'ensemble des impulsions, nous remarquerons de plus que la omposante 0 de GEdonne du signal pour toutes les impulsions alors que seuls les veteurs ayant un qi nonnul donnent du signal pour la omposante i. Les omposantes i ont don dans le pire as3 fois moins de statistiques que la omposante 0. Il est don primordial de tenir omptedes erreurs assoiées à l'extration de haque omposante dans notre résultat, e qui estla fore de la SVD. Le omportement général des erreurs en fontion de l'impulsion etpour les di�érentes observables dépend des remarques préédentes et ne peut être déduitde manière direte.
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Fig. 4.23 � Évolution de l'erreur relative de GE(Q2), σGE(Q2)/GE(Q2) en fontion dunombre d'impulsions onsidéré en entrée de la SVD pour l'ensemble B6 et (a~q)2 = 0.19.La ourbe en pointillés représente le �t par la fontion A
√

(Nimpulsions)
.4.6.1 Choix des projeteursLe hoix des projeteurs est déliat. Pour GE(Q2) nous avons pris Λ0.Pour les autres observables le hoix peut être plus varié. Il omprend dans tous les as leprojeteur Λ0 a�n de projeter sur les états de parité positive. La démarhe a ensuite été dehoisir un projeteur exigeant le moins d'hypothèses sur les ontributions qui s'annulent enmoyenne. En e�et nous avons vu dans la setion 4.4.3 que pour la fontion à 2 points nouspouvions avoir des e�et de disrétisation non négligeables pour des omposantes nullesdans la limite du ontinu, e qui inite à la plus grande prudene.Par exemple, nous pourrions remplaer les projeteurs Λk par ∑

k(Λ
k)/3 dans les formules4.76 et 4.77. Une étude a montré qu'en terme d'erreur il n'y a pas de gain signi�atif entrele hoix d'un projeteur Λk par rapport à ∑

k(Λ
k)/3. Voulant se restreindre au minimumd'hypothèse, nous avons privilégié les projeteurs Λk. Nous avons véri�é par la suite que lesontributions a priori nulles si nous avions utilisé ∑

k(Λ
k)/3 sont en moyenne ompatibleave 0.L'utilisation des 3 projeteurs Λk pour k = 1..3 au lieu d'un seul peut en théorieaméliorer au maximum nos erreurs statistiques par un fateur √3. Par ontre, haque pro-
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µ GE0 0.427 ± 0.0221 0.494 ± 0.1152 0.463 ± 0.0963 0.493 ± 0.089Tab. 4.6 � Résultats de GE(~q2 = 0.12) extraits de Πµ(~q,Λ, V

3,cons
µ ) en fontion de µ,haque omposante étant traitée séparément les unes des autres.jeteur néessite l'inversion d'un propagateur généralisé. Il onvient don de onsidérer leurutilisation du point de vue du temps de alul.La partie la plus oûteuse de notre haîne de alul est la génération de on�gurations.Nous avons un nombre limité de on�gurations Nconf qu'il faut exploiter au mieux. Unefaçon d'améliorer la statistique est de tirer plusieurs points soure et de faire la moyenne.Une autre méthode onsiste à utiliser plusieurs projeteurs. Nous avons envisagé deuxstratégies. Une première solution est de hoisir di�érents points soure ave un seul pro-jeteur. Une deuxième solution est de hoisir di�érents projeteurs ave un seul pointsoure. Soit Nsource le nombre de point soure utilisé et Nproj le nombre de projeteurutilisé.Dans notre situation les propagateurs de quarks étaient déjà disponibles pour un pointsoure donné. Ainsi, la première solution aurait onduit à inverser (2Nsource−2)Nconf prop-agateurs de quarks et 2 Nsource Nconf propagateurs généralisés. Soit (4Nsource − 2)Nconfinversions pour une statistique de N = NsourceNconf mesures.Les études sur l'utilisation de plusieurs points soures d'une même on�guration, e�etuéespar d'autres ollaborations, semblent indiquer que les orrélations entre les mesures sontfaibles et que les erreurs varient en 1/

√
N . La deuxième solution est d'utiliser les propaga-teurs de quarks existants et d'e�etuer 2NprojNconf inversions pour avoir une statistiquede N = NprojNconf mesures. A statistique et temps de alul équivalent, la deuxièmeméthode sera don plus avantageuse pour Nproj = 3, tant que l'erreur �nale obtenue estau moins divisée par √2.Une étude préliminaire e�etuée sur gA et sur un ensemble indiquait que l'on pouvaitespérer un gain de 1,5 de l'erreur validant e hoix. De plus l'utilisation des 3 projeteursa permis une étude plus détaillée des e�ets de haque omposante des opérateurs.A posteriori e hoix peut-être remis en ause. En e�et, le gain obtenu dépend toutd'abord du projeteur ave lequel on e�etue la omparaison. Soit Σk = σΛk/σP

k,sep Λk legain sur l'erreur relative obtenu par l'utilisation des 3 projeteurs séparés par rapport àl'utilisation d'un seul projeteur. Pour gA sur l'ensemble B6, on observe que Σ1 = 1, 4,Σ2 =
1, 5 et Σ3 = 1, 6. Don le hoix du meilleur des projeteurs semble être plus intéressant que



4.7. Constante de renormalisation vetorielle 79la méthode des 3 projeteurs séparés. Cela s'explique par le fait que les résultats obtenusave haun des projeteurs sont ombinés via la méthode de SVD. Ainsi le gain sur l'er-reur sera supérieur pour le projeteur ayant la plus grande erreur par rapport au projeteurayant la plus faible erreur. Cet e�et est de plus très di�érent suivant l'ensemble onsidéré.Pour l'ensemble B7 , Σ3 = 1 alors que Σ1 = 2, 7 pour gA ! De plus une tendane généralesemble indiquer que plus l'impulsion transférée est grande, plus Σk est faible.En�n Σk dépend fortement de l'observable onsidéré. Pour GM (Q2) et GP (Q2), le ritèresur le gain est véri�é dans une majorité des as, e qui n'est pas le as pour GA(Q2) quand
Q2 6= 0.En résumé, il n'y a pas d'argument très fort pour hoisir l'une ou l'autre stratégie. Enpratique nous avons utilisé la méthode utilisant trois projeteurs qui permet de ontrolerla struture en spin des orrélateurs.4.7 Constante de renormalisation vetorielleNous avons donné au hapitre 1 la forme des opérateurs du ontinu auxquels nousallons nous intéresser. Les résultats obtenus sur réseau ave es opérateurs devront êtrerenormalisés, en le multipliant par une onstante ZJ a�n d'obtenir les valeurs attenduesdes observables physiques.Sur réseau nous pouvons onstruire di�érents opérateurs J 1...J n équivalents aux opéra-teurs préédents. Ils devront être renormalisés ave une onstante de renormalisation quileur est spéi�que et ils seront dits équivalents entre eux lorsque :

< n|ZJ iJ i|n >−−−→
a→0

A , ∀i (4.82)A représente la valeur de l'observable physique. Pour une maille du réseau �xée, les <
n|ZJ iJ i|n > vont di�érer par des e�ets de disrétisation.Ces notions sont illustrées dans notre as à partir du ourant vetoriel onservé. En e�etnous verrons dans la prohaine partie quel est le ourant exatement onservé sur réseau
V 3,cons
µ . On peut montrer que e dernier n'a pas besoin d'être renormalisé, soit ZV 3,cons = 1.Par ontre, le ourant V 3

µ = ψ̄γµψ qui n'est alors pas exatement onservé sur réseau doitêtre renormalisé par une onstante ZV .Nous avons alors deux manières pour exploiter e fait :� En déterminant, ZV dans le seteur du nuléon à partir des résultats obtenus à partirde V 3,cons
µ et V 3

µ . Cela sera présenté à la setion 5.3.2.� Il est également possible d'étudier les e�ets de disrétisation, en prenant ZV déter-miné dans le seteur des mésons et en omparant les résultats obtenus ave ZV V 3
µet V 3,cons

µ . Cette remarque peut être utilisée pour e�etuer la limite du ontinu de
GE(Q2) et GM (Q2) à Q2 6= 0 à partir de résultats présentant des e�ets de disréti-sation di�érents et ainsi mieux ontraindre ette limite. Cette démarhe ne sera pasonsidérée dans ette thèse.



80Chapitre 4. Méthodes de alul des observables liées à la struture du nuléon en QCD surréseau4.8 Utilisation du ourant onservé4.8.1 Conservation de la harge à impulsion transférée nulleLe ourant exatement onservé nous fournit des relations fortes entre nos observables[84℄ qui m'ont permis d'e�etuer des tests sur nos odes de alul. En théorie lassiquedes hamps, la onservation de l'isospin déoule de la symétrie globale de l'ation selon lestransformations du groupe SU(2). A ette symétrie sont assoiés des ourants onservésd'après le théorème de Noether. Dans le as de l'ation QCD du ontinu, l'un de esourants onservés est V 3
µ . On peut montrer à partir de l'ation sur réseau de tmQCD quele ourant orrespondant, et qui est exatement onservé, prend la forme suivante dans labase physique :

V 3,cons
µ (z) =

1

2a

{

ψ̄(z + µ̂)(−irγ5 + γµτ3)Uµ(z)ψ(z) − ψ̄(z)(−irγ5 − γµτ3)U †
µ(z)ψ(z + µ̂)

}(4.83)La harge, dé�nie par :
Q3,cons(tz) =

∫

V 3,cons
0 (tz, ~z)d

3~z (4.84)est alors indépendante du temps.Plus exatement, la onservation de ette harge se traduit par une relation entre lesfontions de orrélation de la théorie via les identités de Ward-Takashi. Nous avons alors :
〈Pαf

(xf )∆µV
3,cons
µ (z)P̄αi

(0)〉U = 〈Pαf
(xf )P̄αi

(0)〉U (δ(0, z) − δ(xf , z)) (4.85)Nous avons pris la notation ∆µV
3,cons
µ (z) = V 3,cons

µ (z)−V 3,cons
µ (z−µ). De plus, la notation

〈〉U indique que l'égalité est onsidérée on�guration par on�guration. Cette identité estvalide on�guration par on�guration ar lors de la dérivation de la formule à partir de laformulation en intégrale fontionnelle, il n'est pas néessaire d'intégrer sur les hamps dejauge.Nous nous intéresserons tout d'abord au as où l'impulsion transférée est ~q = ~0 :
∑

~xf

∑

~z

〈Pαf
(xf )∆µV

3,cons
µ (z)P̄α(0)〉U =

∑

~xf

∑

~z

〈Pαf
(xf )P̄αi

(0)〉U (δ(0, z) − δ(xf , z))(4.86)De plus, omme le réseau est un espae ompat ave des onditions aux bords périodiques :
∑

~z

∆iV
3,cons
i (z) = 0 (4.87)Finalement :

∑

~xf

〈Pαf
(xf )∆0Q

3,cons(tz)P̄αi
(0)〉U =

∑

~xf

〈Pαf
(xf )P̄αi

(xi)〉U (δ(0, tz)− δ(tf , tz)) (4.88)



4.8. Utilisation du ourant onservé 81Pour le as 0 < t1 < t2 < tf , nous retrouvons alors le fait que la harge ne dépend pas dutemps, soit :
〈
∑

~xf

Pα(xf )(Q
3,cons(t2)−Q3,cons(t1))P̄α(xi)〉U = 0 (4.89)Cette égalité se traduit sur les orrélateurs e�etivement alulés par le fait que :

C3pt(t2,~0, tf , V
3,cons
0 ) = C3pt(t1,~0, tf , V

3,cons
0 ) (4.90)on�guration par on�guration. Elle a été véri�ée dans nos aluls dans la limite de lapréision numérique de l'ordre de 10−6, 10−7. Cet ordre de grandeur est onsistant ave lapréision numérique à laquelle sont e�etuées les inversions de propagateurs de quarks (

10−14 en préision relative sur la norme au arré des propagateurs soit 10−7 attendue surles oe�ients d'un propagateur de quark).Pour le as 0 < t1 < tf < t2, nous avons :
C3pt(t1,~0, tf , V

3,cons
0 )− C3pt(t2,~0, tf , V

3,cons
0 ) = C2pt(tf ,~0) (4.91)on�guration par on�guration. Ii enore ette égalité nous donne un test fort sur le bondéroulement de nos aluls, véri�able à la préision numérique de 10−6, 10−7.

GE(Q2 = 0) est déterminé à partir de la valeur moyenne du rapport :
R0(t,~0, tf ,Λ

0, V 3,cons
0 ) = C3pt(t,~0, tf , V

3,cons
0 )/C2pt(tf ,~0), ave t < tf (4.92)Or R0(t,~0, tf ,Λ

0, V 3,cons
0 ) tend en moyenne vers 0 pour t > tf . Ainsi l'éart de GE(Q2 =

0) par rapport à 1 est dû à l'éart statistique de R0(t,~0, tf ,Λ
0, V 3,cons

0 ) ave t > tf parrapport à 0. Les points bleus de la �gure 4.24, montrent les valeurs de R0(t,~0, tf =

12,Λ0, V 3,cons
0 ) obtenues pour l'ensemble B6. On obtient un plateau parfait pour 0 <

tz < tf . Les erreurs statistiques sont identiques pour haque point et résultent du faitque nous obtenons un plateau parfait pour haque on�guration. La distribution de esplateaux autour de 1 sont le re�et de la distribution des valeurs de R0(t,~0, tf ,Λ
0, V 3,cons

0 )ave t > tf autour de 0.4.8.2 Conservation du ourant à impulsion transférée non nulleLe ourant onservé nous permet d'obtenir des égalités véri�ables à la préision numériqueprès. Il onstitue un outil en or pour véri�er notre haîne de alul. La setion préédente aprésenté son utilisation lorsque l'impulsion transférée est nulle. Mais nous n'avons toujourspas de test théorique nous permettant de véri�er que nos aluls à impulsions transféréesnon nulles se déroulent orretement.Dans e but, j'ai dérivé à partir des expressions préédentes les égalités théoriques pourdes impulsions transférées non nulles.
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Fig. 4.24 � R0(t,~0, 12,Λ
0, V 3

0 ) en fontion du temps. Les points bleus orrespondent àl'utilisation de l'opérateur V 3,cons
0 , ourant exatement onservé sur réseau, ave le �t duplateau assoié en tiret bleu. Les points rouges orrespondent à l'utilisation de l'opérateur

V 3
0 , ourant du ontinu, ave le �t du plateau assoié en trait plein rouge.En préambule, nous devons tout d'abord remarquer que le ourant implémenté dansnos odes est exatement :

Ṽ 3,cons
µ (z) =

1

2
(V 3,cons
µ (z) + V 3,cons

µ (z − µ)) (4.93)Dans le as où l'impulsion transférée est nulle, e fait ne hange pas les remarques dela partie préédente. Il faut remplaer V 3,cons
µ (tz) par sa moyenne sur tz et tz − 1, e quia été impliitement pris en ompte dans les onditions 0 < t1 < t2 < tf et 0 < t1 < tf < t2.Nous nous plaçerons dans le as 0 < tz < tf et voulons exploiter l'égalité :

∑

~xf

∑

~z

ei~q~z〈Pαf
(xf )∆µV

3,cons
µ (z)P̄α(0)〉U =

∑

~xf

∑

~z

ei~q~z〈Pαf
(xf )P̄αi

(0)〉U (δ(0, z) − δ(xf , z))(4.94)Nous déduisons alors que :
C3pt(tz, ~q, tf , V

3,cons
0 )− C3pt(tz − 1, ~q, tf , V

3,cons
0 )

= i

3
∑

k=1

tan(qk/2)(C
3pt(tz, ~q, tf , V

3,cons
k ) + C3pt(tz − 1, ~q, tf , V

3,cons
k )) (4.95)



4.9. Retour sur les exitations et le plateau des 3 points 83Comme à la setion préédente ette égalité est valide on�guration par on�gurationet je l'ai véri�ée à la préision numérique.En remarque �nale sur l'utilisation des identités de Ward dans nos aluls, il seraitinstrutif de poursuivre en détail les informations et véri�ations que l'on pourrait tirerdes ourants axiaux qui ne sont que partiellement onservés.4.9 Retour sur les exitations et le plateau des 3 pointsUn des problèmes majeurs de nos aluls provient du fait qu'il est di�ile d'estimerla ontribution des états exités dans l'extration de nos observables. Nous avons vu quedeux onditions sont néessaires pour s'assurer que leur ontribution soit faible.Premièrement tf → ∞ : ei nous assure qu'au temps du puits seul l'état du nuléonest présent. Le premier ritère est de le �xer à un temps supérieur au début du plateau dela fontion à 2 points. Puis pour véri�er que le temps du puits est su�samment grand, ilest alors néessaire d'e�etuer di�érentes simulations pour des temps du puits roissants.Cette étude est en ours. Le prinipal problème renontré, observé sur les résultats prélim-inaires sur l'ensemble C1, provient du fait que les erreurs statistiques augmentent lorsque
tf roît. Ainsi sur l'ensemble préédent, ave la même statistique, les erreurs augmententd'un fateur d'environ √2 entre des simulations à tf = 15 et tf = 16, e qui ne nous apas permis de onlure. Le oût en temps de alul est onsidérable pour faire apparaîtreun éart signi�atif entre les résultats aux temps du puits di�érents. Le hoix a été fait deprendre pour les di�érentes simulations une distane physique entre la soure et le puitsd'environ 1 fm. Dans le futur, il onviendra d'augmenter ette distane lorsque les amélio-rations algorithmiques apportant un gain onsidérable pour le oût de alul des inversionsde propagateurs de quarks auront été mises en plae dans les odes.Deuxièmement tz, tf − tz → ∞ : de ette limite, et seulement de elle-i, dépenddiretement la forme du signal R(tz, ~q, tf ,Λ,J ) en fontion de tz. L'importane des étatsexités dépend fortement de l'opérateur étudié. En e�et ette dépendane en fontion de
tz est entièrement déterminée par l'élément de matrie :
〈N,~0, s|

∫

ei~q~zJ (tz, z)d
3~z|N ′,−~q, s′〉 = e−(EN′ (~q2)−MN )tz 〈N,~0, s|

∫

ei~q~zJ (0, ~z)d3~z|N ′,−~q, s′〉(4.96)Pour n'avoir auune dépendane de R(tz, ~q, tf ,Λ,J ) en fontion de tz , il faut que
〈N,~0, s|

∫

ei~q~zJ (0, ~z)d3~z|N ′,−~q, s′〉 = 0 ∀N,N ′ \N 6= N ′ (4.97)Cette ondition peut être remplie dans le as d'un ourant exatement onservé à impulsionnulle, omme nous l'avons vu dans la setion 4.8.1. Les états du nuléon et ses exitations



84Chapitre 4. Méthodes de alul des observables liées à la struture du nuléon en QCD surréseausont alors des états propres de ∫

ei~q~zJ (0, ~z)d3~z. En e�et, pour le ourant onservé :
Q3,cons(tz)|N ′,−~q, s′〉 = qN ′ |N ′,−~q, s′〉 (4.98)et don

〈N,~0, s|Q3,cons(tz)|N ′,−~q, s′〉 = δ~0,~qδN,N ′δs,s′ (4.99)Nous obtenons alors un plateau parfait. La �gure 4.24 montre la di�érene de plateau entrele ourant vetoriel et le ourant loal renormalisé. Les valeurs pour tz ∈ [3−9] sont toutesompatibles entre les 2 ourants . Par ontre, pour les temps en dehors de ette fenêtre,nous observons une déviation signi�ative entre les deux ourants. Cet e�et ne peut êtredû qu'à un e�et de disrétisation. Comme préédemment mentionné à le setion 4.1.1, ese�ets sont ommunément assimilés aux exitations.Dans le as d'une ontamination par de "vrais" exitations, l'e�et sur le plateau dépendalors de l'opérateur onsidéré, à savoir de la valeur des éléments de matrie de léquation4.97. Ces éléments sont reliés aux fateurs de forme de transition.A�n de véri�er la ohérene des fenêtres de �t utilisées, nous pouvons représenter lesrésultats obtenus pour haque fateur de forme lorsque nous appliquons la méthode SVDpour tous les points tz de R(tz, ~q, tf ,Λ,J ). Nous obtenons ainsi la véritable image desplateaux obtenus après l'appliation omplète de notre haîne d'analyse. Les �gures 4.25et 4.26 montrent les di�érents fateurs de forme, GE(Q2)p−n, GM (Q2)p−n, GA(Q2) et
GP (Q2) extraits en haque point tz du plateau hoisi pour di�érentes impulsions. Nousontr�lons ainsi que pour les impulsions exploitées, la ontamination par les exitationsrelative à la limite tz, tf − tz →∞ sont faibles : nos données sont toutes ompatibles aveun plateau pour nos fenêtres de �t, nos barres d'erreurs statistiques ontraignant ette fois-i fortement e omportement en omparaison ave la �gure 4.21. La �gure 4.27 présentequant à elle le plateau obtenu pour gA pour l'ensemble D1.J'ai expliqué dans e hapitre la méthode utilisé pour extraire les fateurs de forme,ses prinipes, ses tests. Une attention partiulière a été portée sur le ontr�le de l'analyse.Le hapitre suivant sera onsaré aux résultats obtenus sur les ensembles de la ollaborationet leur exploitation.
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Fig. 4.25 � Résultats pour Gp−nE (�gure du haut) et Gp−nM (�gure du bas) extraits à haquetemps du plateau tz pour l'ensemble B7 et pour di�érentes valeurs de Q2 en unité réseauindiquées en légende.



86Chapitre 4. Méthodes de alul des observables liées à la struture du nuléon en QCD surréseau

zat
3 4 5 6 7 8 9

A
G

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

zat
3 4 5 6 7 8 9

A
G

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2
=-0.000 2(aQ)

=0.072 2(aQ)

=0.136 2(aQ)

=0.193 2(aQ)

zat
3 4 5 6 7 8 9

P
G

0

2

4

6

8

10

12

14

16

zat
3 4 5 6 7 8 9

P
G

0

2

4

6

8

10

12

14

16
=0.037 2(aQ)

=0.105 2(aQ)

=0.165 2(aQ)
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Chapitre 5Résultats sur les fateurs de formeDans e hapitre nous présenterons les résultats obtenus ave les on�gurations pro-duites par la ollaboration ETMC et une disrétisation ave des fermions de masse twistée.Nous ne présentons pas de omparaisons diretes ave les autres ollaborations mais nousrenvoyons à la revue [85℄ pour une desription onsieneuse des valeurs réentes obtenuesde di�érents groupes, ainsi qu'aux résultats réents parus dans [86, 87, 88, 89℄.5.1 Statistiques et aratéristiques des ensemblesLe tableau 5.1 présente le nombre de on�gurations utilisées pour extraire les fateursde forme. La olonne nommée "#onf ave Λk" indique le nombre d'inversions des propa-gateurs généralisés e�etué pour haque projeteur Λk, k = 1..3. La statistique équivalenteen terme de on�gurations est don environ le double du hi�re indiqué, sous les mises engarde e�etuées dans la setion 4.6.1.Les hoix de es statistiques ont été guidés par la volonté d'obtenir pour tous lesensembles des erreurs statistiques omparables pour les di�érentes observables. Dans ebut il est néessaire d'avoir une statistique plus grande pour les volumes en unité réseaules plus petits et les masses de pion les plus faibles. J'ai ontribué pour ma part à plus de lamoitié de la génération de es statistiques en terme de gestion et ontr�le des simulationspour les fontions à 3 points sur les fermes de alul et super-alulateurs.Les onstantes de renormalisation utilisées se trouvent dans la table 5.2. Elles provien-nent de la présentation lors d'une réunion de ollaboration e�etuée par M. Constantinou[90℄ pour les onstantes ZV et ZA. ZO44 et ZOi0
A

sont tirées quant à elles de la référene[64℄.5.2 StratégiePour haque observable nous présenterons tout d'abord les résultats obtenus pour lesfateurs de forme Gp−n en fontion de Q2 physique en utilisant les valeurs des mailles �xées89



90 Chapitre 5. Résultats sur les fateurs de formeEnsemble (L/a)3 × T/a β amπ mπL tf/a #onf ave Λ0 #onf ave Λk

B1 243 × 48 3.9 0.136 3.26 12 2034 1254
B2 0.169 4.05 555 555
B3 0.194 4.65 363 363
B4 0.210 5.04 477 477
B6 323 × 64 0.134 4.29 363 348
B7 0.117 3.74 633 405
C1 323 × 64 4.05 0.104 3.33 16 444 444
C2 0.143 4.58 321 321
C3 0.165 5.28 402 402
D1 483 × 96 4.2 0.074 3.55 18 243 243
D2 323 × 64 0.133 4.25 351 351Tab. 5.1 � Résumé des ensembles de ETMC utilisés. Sont donnés le volume du réseau
L3× T , les valeurs de l'inverse de la onstante de ouplage β, les masses de pion mesuréesen unité réseau et les valeurs de mπL équivalentes. La olonne atf indique le temps dupuits utilisé. La olonne nommée "#onf ave Λ0" présente le nombre d'inversions depropagateurs généralisés e�etué ave le projeteur Λ0. La olonne nommée "#onf ave
Λk" présente le nombre d'inversions de propagateurs généralisés e�etués pour haqueprojeteur Λk, k = 1..3.dans le seteur du nuléon.Les erreurs systématiques dues à l'inertitude sur la maille ne sont pas indiquées. Surles graphiques où �gurent les fateurs de forme en fontion de Q2 à maille �xée, nousherherons à analyser la dépendane en fontion de la masse du pion des di�érentes quan-tités. Le hoix de l'éhelle de Q2 en GeV2 est guidé par la lisibilité des graphiques. Seule laomparaison par rapport à l'expériene est à prendre ave préaution du fait qu'il existeune inertitude sur la maille. La variation de la maille entraîne une dilatation de l'axe en
Q2. Il ne paraît don pas judiieux de faire �gurer l'erreur sur la maille en indiquant desbarres d'erreurs horizontales ar elles-i sont omplètement orrélées entre tous les points.

β ZV ZA ZO44 ZOi0
A3.9 0.635 0.757 1.038(10)(20) 1.153(6)(16)4.05 0.666 0.775 1.097(5)(4) 1.159(7)(16)4.2 0.689 0.788 1.114(11)(17) 1.159(9)(20)Tab. 5.2 � Constantes de renormalisation des di�érents opérateurs dans le shéma MS(à 2 GeV pour ZO44 et ZOi0

A
). Les erreurs dans les premières et seondes parenthèses sontrespetivement les erreurs statistiques et systématiques.



5.2. Stratégie 91Pour étudier les e�ets de disrétisation, nous disposons de 3 mailles : a ≈ 0.0885(40) fm(β = 3.9), a ≈ 0.0699(30) fm (β = 4.05) et a ≈ 0.0556(40) fm (β = 4.2). Dans les analyses,nous avons onservé l'éhelle �xée par la maille. Nous aurions pu hoisir de représenterles quantités en fontion du paramètre de Sommer, qui est déterminé ave une meilleurepréision. Une étude a été e�etuée pour véri�er que les onlusions générales étaient in-hangées ave e hoix.Les inertitudes sur la maille sont importantes pour e�etuer les extrapolations à la massedu pion physique. Pour les quantités dimensionnées, l'erreur sur la maille entraîne alorsune erreur systématique sur les deux axes des graphiques, aboutissant à une erreur diag-onale. Pour les quantités adimensionnées seule l'éhelle de la masse du pion est modi�ée.On onservera la tradition des di�érentes ollaborations qui n'indiquent pas es erreurs surles graphiques de résultats en fontion de la masse du pion en unité physique. Lors de laprésentation des extrapolations hirales par les di�érentes ollaborations, il faut alors êtreattentif à la bonne prise en ompte de ette erreur systématique qui est généralement demême ordre de grandeur que les barres d'erreurs statistiques a�hées.Comme nous le verrons dans la présentation des résultats, les e�ets de disrétisation sontnégligeables en omparaison de nos barres d'erreur. Nous n'e�etuerons pas d'extrapola-tion dans le ontinu.Nous examinerons également pour haque observable la dépendane en volume. Lese�ets de volume dépendent de mπL : ils sont d'autant plus faibles que la valeur de mπLest grande. Pour les étudier, nous disposons de 2 ensembles : B1 ave mπL = 3.3 et B6ave mπL = 4.3. L'ensemble B1 possède la plus faible valeur de mπL. Ainsi lorsqu'auunedépendane signi�ative en volume ne sera observée entre es deux ensembles, nous pour-rons onlure que les orretions en volume pour tous les autres ensembles ne sont passigni�atives. Nous aurons alors une ontr�le très fort de et e�et.En�n nous donnerons un point de vue qualitatif sur la limite vers la masse de pionphysique de nos résultats. Les di�érents résultats expérimentaux utilisés dans es graphiquesse trouvent au hapitre 1.J'ai e�etué l'ensemble des analyses de données qui sont présentées dans la suite de ehapitre. J'ai mis en plae un programme en C++ en mettant à pro�t les outils fournispar ROOT [91℄. La lasse TTree de ROOT fournit en e�et une méthode optimale a�n delire les données ave un aès de manière onditionnelle. Elle est don partiulièrementadaptée au traitement de nos données volumineuses et à leur manipulation ontr�lée. Lavisualisation simple et instantanée des informations désirées, à n'importe quelle étape denotre haîne d'analyse, en font un outil puissant grâe auquel l'ensemble des graphiques deette thèse ont été rées. Ces analyses ont également été e�etuée par d'autres membres dela ollaboration, nous permettant de véri�er nos résultats. Mes résultats numériques sontdonnés dans l'annexe B.



92 Chapitre 5. Résultats sur les fateurs de forme5.3 Courant vetoriel5.3.1 G
p−n
E (Q2)Dépendane dans l'impulsionLes résultats de Gp−nE (Q2) pour les di�érents ensembles sont représentés sur les graphes5.1, 5.2. Ils dépendent faiblement de la masse du pion. Les ourbes en pointillés indiquentles résultats des �ts par une forme dipolaire :

GE(Q2) =
1

(

1 +
Q2

M2
E

)2
(5.1)pour une fenêtre de �t Q2 ∈ [0, 1.2]GeV2 . J'ai véri�é qu'un hoix d'une fenêtre de �tplus restreinte ne modi�e que très faiblement nos résultats au vue de nos barres d'erreursstatistiques. Cette fenêtre n'est pas élargie par onsistene ave les résultats expérimentauxqui montrent une déviation par rapport à la forme dipolaire pour des Q2 plus élevés. Lesdonnées sont toutes ompatibles ave une forme dipolaire, les χ2/d.o.f étant dans tousles as inférieurs à 1. A partir de es �ts, nous avons déduit la valeur du rayon de hargeéletrique au arré donnée par :

〈r2E〉 =
12

M2
E

(5.2)Les erreurs sur le rayon de harge sont déterminées par la méthode jakknife, en �ttanthaque bin jakknife puis en alulant l'erreur moyenne à partir de la dispersion de esrésultats. Les données sont ompatibles ave la forme dipolaire à un seul paramètre, lavaleur de Gp−nE (Q2 = 0) étant �xée par la onservation de la harge. La dépendaneobservée sur la �gure du bas de 5.2 semble provenir d'un e�et de volume, la dépendaneen la masse du pion étant négligeable sur les autres ensembles. Nous étudierons les e�etssystématiques en détail dans la prohaine setion, sur le seul paramètre qui est le rayon deharge életrique.Les données aux di�érentes mailles du réseau sont présentées sur les graphiques 5.3 et5.4. Elles sont toutes ompatibles, auun e�et de disrétisation signi�atif n'étant mis enévidene.
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Fig. 5.1 � Résultats de Gp−nE (Q2) en fontion de Q2 pour les ensembles B1, B3 et B4sur la �gure du haut, B6, et B7 sur la �gure du bas. Les ourbes en pointillés de ouleurindiquent les résultats du �t par une forme dipolaire des di�érents ensembles. La ourbeen pointillés noirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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Fig. 5.2 � Résultats de Gp−nE (Q2) en fontion de Q2 pour les ensembles C1, C2 et C3 sur la�gure du haut, D1 et D2 sur la �gure du bas. Les ourbes en pointillés de ouleur indiquentles résultats du �t par une forme dipolaire des di�érents ensembles. La ourbe en pointillésnoirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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Fig. 5.3 � Comparaison des résultats de Gp−nE (Q2) en fontion de Q2 aux di�érentes maillesà la masse du pion ∼ 468 MeV (ensembles B4, C3 et D2) sur la �gure du haut et ∼ 300MeV (ensembles B1, C1) sur la �gure du bas. Les ourbes en pointillés de ouleur indiquentles résultats du �t par une forme dipolaire des di�érents ensembles. La ourbe en pointillésnoirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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Fig. 5.4 � Comparaison des résultats de Gp−nE (Q2) en fontion de Q2 aux di�érentes maillesà la masse du pion ∼ 261 MeV (ensembles B7 et D1). Les ourbes en pointillés de ouleurindiquent les résultats du �t par une forme dipolaire des di�érents ensembles. La ourbeen pointillés noirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.



5.3. Courant vetoriel 97Rayon de harge életriqueNous avons représenté le rayon de harge életrique en fontion de la masse du pionsur le graphique 5.5.
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Fig. 5.5 � Dépendane en fontion de la masse du pion du rayon de harge életrique auarré 〈r2E〉p−n pour les di�érents ensembles. La valeur expérimentale est représentée parl'étoile bleue.Nous nous aperçevons qu'il y a un fort e�et de volume entre les résultats de l'ensemble
B6 et l'ensemble B1 . Ce sont les seuls résultats disponibles pour étudier les e�ets de vol-ume �ni. Un travail a été e�etué a�n d'essayer d'obtenir des résultats à la même masse depion et pour un volume plus petit de L ∼ 1.8 fm mais les erreurs sur les résultats étaienttrop grandes pour les exploiter.Pour étudier et e�et, on peut tenter de �tter es e�ets de volume. J'ai testé un om-portement du type :

ME(mπL) = A+
B

mπL
e−mπL (5.3)qui est le omportement empirique véri�é pour les e�ets de volume sur la masse du nuléon[92℄. Cependant ette forme fontionnelle ne peut pas être utilisée pour nos données ar lenombre de degré de liberté se trouve être nul. Nous ne pouvons pas orriger es e�ets devolumes sans hypothèses supplémentaires e qui rend alors également impossible les tenta-tives d'extrapolation hirale. Une onlusion onservative est de onstater que les e�ets de
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Fig. 5.6 � Comparaison des résultats de Gp−nE (Q2) en fontion de Q2 aux di�érents volumes
L = 2.1 fm et L = 2.8 fm pour β = 3.9 et mπ ∼ 300 MeV. Les ourbes en pointillés deouleur indiquent les résultats du �t par une forme dipolaire des di�érents ensembles. Laourbe en pointillés noirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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Fig. 5.7 � Dépendane en fontion de la masse du pion du rayon de harge életriqueau arré 〈r2E〉p−n pour les di�érents ensembles. La ligne en pointillés marrons indique lerésultat d'un �t des données à β = 3.9 et en inluant le pion physique prenant en omptela dépendane hirale et la dépendane en volume. Les ourbes pointillés nommées iso Lindiquent les projetions du résultat du �t ombiné lorsque la masse du pion varie à volumeonstant donné en légende.



5.3. Courant vetoriel 99volume sont grands pour le rayon de harge életrique et nous allons essayer de les estimer.A�n d'extraire le maximum d'informations utiles pour de futures simulations, j'ai ef-fetué une étude ave les hypothèses suivantes :� Nous inluons le point physique dans le �ts.� Nous supposons que la dépendane en masse de pion est orretement dérite par leomportement donné dans [93℄ :
〈r2E〉p−n =

c1 + χN log m2
π

µ2+m2
π

1 + c2m2
π

(5.4)ave χN = −1 + 5g2
A

(4πfπ)2
.� Nous supposons que la dépendane en volume est bien approximée par la formule 5.3.J'ai e�etué un �t ombiné de nos données inluant la dépendane hirale 5.4 et ladépendane en volume 5.3, voir �gure 5.7. Le oe�ient B est égal à 24 ± 13 GeV. A�nd'éviter tout problème de ompatibilité entre nos résultats à maille di�érente, j'ai restreintles données �ttées à l'ensemble β = 3.9. Les autres données sont indiquées pour véri�erla ohérene des résultats. A e titre j'ai également indiqué les résultats obtenus par laollaboration LHPC [88℄. J'ai en�n représenté par les lignes en pointillés et nommées iso L,les projetions du résultat du �t ombiné lorsque la masse du pion varie à volume onstant,pratique ourante des aluls de QCD sur réseau. La ligne en pointillés marrons indique lavaleur obtenue en volume in�ni, la zone grisée orrespondant à son inertitude à 95 % deniveau de on�ane.Le χ2/d.o.f du �t ombiné est de 0.48 montrant que nos données sont bien ompatiblesave les hypothèses du modèle. Les résultats du �t sont de plus ompatibles ave les autresensembles mais également ave les données de LHPC. On remarque qu'à la masse du pionde 300 MeV les orretions de volumes pour notre volume de 2.8 fm semblent faibles, d'env-iron 7%. Par ontre pour le volume de 2.1fm les orretions prédites sont d'environ 27%, etpour la masse du pion de 260 MeV au volume de 2.8 fm d'environ 15%. La onlusion d'untel graphique est que les e�ets de volume a�etent fortement le omportement du rayonde harge életrique. Si es e�ets ne sont pas pris en ompte, les extrapolations hiralesappliquées à nos résultats sont biaisées.Sous les hypothèses préédentes, e graphique permet d'estimer le volume minimalnéessaire à une masse de pion hoisie pour que les e�ets de volume soient négligeables, equi est ruial pour les futurs aluls sur réseau de et observable. Par exemple, pour unemasse de pion de 200 MeV, un volume de 5 fm est néessaire et pour un pion à la massephysique, un volume de 6 fm semble judiieux. Étant donné qu'en tmQCD sur réseau, detelles masses de pion ne sont aessibles qu'ave des mailles inférieures à 0.05 fm, il nousfaut envisager des simulations ave des volumes (L/a)3 × T/a = 1283 × 256.Il est lair qu'il faudrait plus de volumes pour avoir des onlusions dé�nitives.
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β ZV de [63℄ ZV (M1) ZV (M2)3.90 0.6103 ± 0.0003 0.6096 ± 0.0022 0.6078 ± 0.00084.05 0.6451 ± 0.0003 0.6487 ± 0.009 0.6445 ± 0.00154.2 0.6697 ± 0.0027 0.6730 ± 0.0002Tab. 5.3 � Valeurs de ZV tiré de la référene [63℄ et déterminé dans le seteur du nuléonà partir des méthodes (M1) et (M2).5.3.2 ZVComme nous l'avons mentionné à la setion 4.7, nous pouvons extraire la onstante derenormalisation du ourant vetoriel ZV de nos aluls. En e�et :

Π(~q,Λ0, V 3
µ ) =

GE(Q2)p−n

ZV
(5.5)La onstante de renormalisation vetorielle peut être obtenue de l'équation 5.5 si nousimposons la normalisation du fateur de forme életrique à Q2 = 0, i.e. Gp−nE (Q2 = 0) = 1.Nous appellerons ette première méthode (M1). Les résultats sont reportés dans la �gure5.8 et omparé ave les résultats dans la limite hirale obtenus dans le seteur des mésonsen utilisant l'identité de Ward [63℄. On se référera également à la détermination de ZV àpartir des fontions à 3 points des mésons [94℄. Dans e seteur, ZV dépend linéairementen la masse des quarks, pur e�et de disrétisation. Nous avons don également extrapoléà masse de quark nul nos résultats pour β = 3.9 et β = 4.05 ave une fontion linéaire enla masse des quarks, les résultats �nals se trouvant dans la table 5.3. Dans notre as, ettedépendane linéaire n'est pas mise en évidene, les résultats étant également ompatibleave une onstante. A β = 4.2, en raison du nombre de degré de liberté restreint, nousavons ajusté nos points par une onstante.Les erreurs relatives statistiques �nales sur la détermination de ZV sont omprises entre

0.3÷ 1.4%.Une autre méthode, nommée (M2), permet de gagner un fateur ∼ 3 ÷ 5 sur noserreurs. Nous pouvons utiliser le fait que le ourant exatement onservé V 3,cons
µ n'a pasbesoin d'être renormalisé et obtenir ZV du rapport :

Π(~q,Λ0, V 3,cons
µ )

Π(~q,Λ0, V 3
µ )

= ZV (Q2) (5.6)à Q2 = 0. Les erreurs relatives statistiques �nales sur la détermination de ZV sont alorsomprises entre 0.13 ÷ 0.23%. Cette di�érene provient du alul de nos erreurs statis-tiques : nous les alulons par la méthode jakknife en divisant haque bin jakknife de
Π(~q,Λ0, V 3,cons

µ ) par eux de Π(~q,Λ0, V 3
µ ). Les deux quantités étant extrêmement orréléesnous avons alors un gain substantiel dans les erreurs. Les résultats sont données dans latable 5.3 et peuvent être visualisés sur la �gure 5.8. La �gure 5.9 montre qu'il n'y a pas dedépendane linéaire signi�ative en la masse des quarks pour les simulations à β = 3.9.
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Fig. 5.8 � Constantes de renormalisation vetorielles obtenues aux di�érentes valeurs de lamasse nue des quarks en unités réseau. Les lignes pointillées sont les ajustements linéaires(β = 3.9, 4.05) et onstant (β = 4.2) des points et les étoiles bleues désignent les valeursorrespondantes au point hiral. Les étoiles jaunes sont les résultats obtenus dans le seteurdes mésons [63℄. Dans la �gure du haut ZV , est déduit de la formule 5.5 (méthode (M1)),dans la �gure du bas par la formule 5.6 (méthode (M2)).
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Fig. 5.9 � Constante de renormalisation vetorielle à β = 3.9 obtenue aux di�érentesvaleurs de la masse nue des quarks en unité réseau déduite de la formule 5.6. La ligneen pointillés est l'ajustement linéaire des points et l' étoile bleue désigne la valeur orre-spondante au point hiral. L'étoile jaune est le résultat obtenu dans le seteur des mésons[63℄.A β = 4.05, nos résultats sont ompatibles à 1σ ave la détermination dans le seteurdes mésons. A β = 3.9, nos résultats ne sont ompatibles qu'à 2.3σ ave la déterminationdans le seteur des mésons. Cet éart est dû aux di�érents artefats de disrétisation dansla détermination de ZV .Les �gures 5.10, 5.11 et 5.12 représentent ZV (Q2) déterminé pour Q2 6= 0 à partirde l'équation 5.6 pour les di�érents ensembles. Les données sont bien ajustées par unedépendane linéaire en fontion de Q2 pour les impulsions Q2 . 1 GeV2. Celle-i ne peutprovenir que d'un pur e�et de disrétisation et on observe que la pente est plus élevéepour les petites masses de pion. Les �gures 5.13 et 5.14 montrent les omparaisons à dif-férentes mailles de ette dépendane. A la masse de pion ∼ 468 MeV, on observe une nettediminution de la pente lorsque la maille diminue, e qui on�rme que la dépendane en
Q2 de ZV est un e�et de disrétisation. Aux masses de pion . 300 MeV, ette atténuationn'est pas visible, la pente des droites étant similaires aux di�érentes mailles mais il fautremarquer que dans e as le produit mπL (∼ 3 ÷ 3.5) est peut-être trop faible pour quela omparaison soit signi�ative.L'étude en fontion de Q2 de ZV nous renseigne sur les valeurs du rayon de harge



5.3. Courant vetoriel 103életrique que nous pourrions déterminer à partir de Π(~q,Λ0, V 3
µ ) et ZV (Q2 = 0). ZV (Q2)présentant un omportement roissant en fontion de Q2, la valeur de e rayon de hargeest alors supérieure aux valeurs déduites à partir du ourant onservé, éart à attribueraux e�ets de disrétisation. Pour étudier la limite du ontinu nous possédons alors desdegrés de liberté supplémentaires qui, à l'heure atuelle, nous font défaut pour e�etuerdes extrapolations linéaires à la limite du ontinu. Le potentiel de telles extrapolations estenore à l'étude.En�n, ette étude met en lumière la néessité d'e�etuer l'extrapolation dans le on-tinu de GE(Q2)p−n à haque Q2. Sans ela, les onlusions physiques sont biaisés par lesartefats de disrétisation.
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Fig. 5.10 � Constante de renormalisation vetorielle obtenue aux di�érentes valeurs de Q2en GeV. Les lignes en pointillés sont les ajustements linéaires des points dans la fenêtre
[0− 1]GeV. La �gure présente les ensemble B1, B3 et B4.
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Fig. 5.11 � Constante de renormalisation vetorielle obtenue aux di�érentes valeurs de Q2en GeV. Les lignes en pointillés sont les ajustements linéaires des points dans la fenêtre
[0− 1]GeV. La �gure du haut présente les ensembles B7 et B6, elle du bas les ensembles
C1, C2 et C3.
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Fig. 5.12 � Constante de renormalisation vetorielle obtenue aux di�érentes valeurs de Q2en GeV. Les lignes en pointillés sont les ajustements linéaires des points dans la fenêtre
[0− 1]GeV. La �gure présente les ensembles D1 et D2.
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Fig. 5.13 � Comparaison des résultats de ZV (Q2) en fontion de Q2 aux di�érentes maillesà la masse du pion ∼ 468 MeV. Les ourbes en pointillés de ouleur indiquent les résultatsdu �t par une fontion linéaire.
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Fig. 5.14 � Comparaison des résultats de ZV (Q2) en fontion de Q2 aux di�érentes maillesà la masse du pion ∼ 300 MeV sur la �gure du haut et ∼ 261 MeV sur la �gure du bas.Les ourbes en pointillés de ouleur indiquent les résultats du �t par une fontion linéaire.
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p−n
M (Q2)Les graphiques 5.15 et 5.16 présentent Gp−nM (Q2) pour les di�érents ensembles . Cefateur de forme dépend nettement de la masse du pion. Les ourbes en pointillés indiquentle résultats des �ts par une forme dipolaire à deux paramètres µp−n et MM :

GM (Q2) =
µp−n

(

1 +
Q2

M2
M

)2
(5.7)pour une fenêtre de �t Q2 ∈ [0, 1.2] GeV2. Cette fenêtre nous permet d'avoir pour tousles ensembles au minimum quatre points à ajuster pour deux paramètres libres dans le �t.Cette fenêtre n'est pas élargie pour les mêmes raisons que pour GE(Q2)p−n. Les donnéessont toutes ompatibles ave une forme dipolaire, les χ2/d.o.f étant dans tous les asinférieurs à 1. A partir de es �ts, on déduit la valeur du rayon de harge magnétique auarré donnée par :

〈r2M 〉 =
12

M2
M

(5.8)ainsi que la valeur de µp−n. La omparaison des données aux di�érentes mailles du réseau�gure sur les graphiques 5.17, 5.18 ne montre auun e�et de disrétisation signi�atif. Laonfrontation des données aux di�érents volumes est montrée sur le graphique 5.19 et nerévèle auun e�et de volume signi�atif.Rayon de harge magnétiqueNous avons représenté le rayon de harge magnétique en fontion de la masse du pionsur le graphique 5.20. Les points à la masse de pion de 300 MeV semblent indiquer unomportement en diretion du point physique. Les résultats obtenus à la masse de pion de
260 MeV, indiquent quant à eux un omportement plat en fontion de la masse du pionqui nous onduirait à une valeur 2 fois plus faible que la valeur expérimentale. Cependanton sait que la variation de 〈r2M 〉 est rapide lorsqu'on approhe la masse du pion physique[95℄ e qui peut expliquer le désaord apparent.Moment magnétiqueNous montrons les valeurs du moment magnétique en fontion de la masse du pionsur le graphique 5.21. Cette observable sou�re de larges erreurs statistiques dues à lanéessité d'extrapoler la valeur de GM (0) à partir des données pour Q2 6= 0 . Les résultatssont raisonnablement dérits par une fontion onstante et nous obtenons une valeur de
µp−n

µN
= 4.02 ± 0.09 au point physique. Ce résultat est inférieur à la valeur expérimentaled'un fateur 0.85 qui peut très bien s'expliquer par l'extrapolation hirale, [96℄.
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Fig. 5.15 � Résultats de Gp−nM (Q2) en fontion de Q2 pour les ensembles B1, B3 et B4sur la �gure du haut, B6, et B7 sur la �gure du bas. Les ourbes en pointillés de ouleurindiquent les résultats du �t par une forme dipolaire des di�érents ensembles. La ourbeen pointillés noirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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Fig. 5.16 � Résultats de Gp−nM (Q2) en fontion de Q2 pour les ensembles C1, C2 et C3sur la �gure du haut, D1 et D2 sur la �gure du bas. Les ourbes en pointillés de ouleurindiquent les résultats du �t par une forme dipolaire des di�érents ensembles. La ourbeen pointillés noirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.



110 Chapitre 5. Résultats sur les fateurs de forme

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
=468 MeV π=3.90  L=2.1 fm   mβ

=466 MeV π=4.05  L=2.2 fm   mβ

=471 MeV π=4.20  L=1.8 fm   mβ

Experiment 

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
=468 MeV π=3.90  L=2.1 fm   mβ

=466 MeV π=4.05  L=2.2 fm   mβ

=471 MeV π=4.20  L=1.8 fm   mβ

Experiment 

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
=468 MeV π=3.90  L=2.1 fm   mβ

=466 MeV π=4.05  L=2.2 fm   mβ

=471 MeV π=4.20  L=1.8 fm   mβ

Experiment 

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
=468 MeV π=3.90  L=2.1 fm   mβ

=466 MeV π=4.05  L=2.2 fm   mβ

=471 MeV π=4.20  L=1.8 fm   mβ

Experiment 

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
=468 MeV π=3.90  L=2.1 fm   mβ

=466 MeV π=4.05  L=2.2 fm   mβ

=471 MeV π=4.20  L=1.8 fm   mβ

Experiment 

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
=468 MeV π=3.90  L=2.1 fm   mβ

=466 MeV π=4.05  L=2.2 fm   mβ

=471 MeV π=4.20  L=1.8 fm   mβ

Experiment 

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
=304 MeV π=3.90  L=2.1 fm   mβ

=293 MeV π=4.05  L=2.2 fm   mβ

Experiment 

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
=304 MeV π=3.90  L=2.1 fm   mβ

=293 MeV π=4.05  L=2.2 fm   mβ

Experiment 

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
=304 MeV π=3.90  L=2.1 fm   mβ

=293 MeV π=4.05  L=2.2 fm   mβ

Experiment 

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
=304 MeV π=3.90  L=2.1 fm   mβ

=293 MeV π=4.05  L=2.2 fm   mβ

Experiment 

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

]2 [GeV2Q
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Mn
-G

Mp
G

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
=304 MeV π=3.90  L=2.1 fm   mβ

=293 MeV π=4.05  L=2.2 fm   mβ

Experiment 

Fig. 5.17 � Comparaison des résultats de Gp−nM (Q2) en fontion de Q2 aux di�érentesmailles à la masse du pion ∼ 468 MeV sur la �gure du haut et ∼ 300 MeV sur la �guredu bas. Les ourbes en pointillés de ouleur indiquent les résultats du �t par une formedipolaire des di�érents ensembles. La ourbe en pointillés noirs est la valeur expérimentaledes référenes données au hapitre 1.
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Fig. 5.18 � Comparaison des résultats de Gp−nM (Q2) en fontion de Q2 aux di�érentesmailles à la masse du pion ∼ 261 MeV. Les ourbes en pointillés de ouleur indiquent lesrésultats du �t par une forme dipolaire des di�érents ensembles. La ourbe en pointillésnoirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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Fig. 5.19 � Comparaison des résultats de Gp−nM (Q2) en fontion de Q2 aux di�érentsvolumes L = 2.1 fm et L = 2.8 fm pour β = 3.9 et mπ ∼ 300 MeV. Les ourbes enpointillés de ouleur indiquent les résultats du �t par une forme dipolaire des di�érentsensembles. La ourbe en pointillés noirs est la valeur expérimentale des référenes donnéesau hapitre 1.
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Fig. 5.20 � Dépendane en fontion de la masse du pion du rayon de harge magnétiqueau arré 〈r2M 〉p−n pour les di�érents ensembles. La valeur expérimentale est représentéepar l'étoile bleue.
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Fig. 5.21 � Dépendane en fontion de la masse du pion du moment magnétique µp−n

µNpour les di�érents ensembles. La valeur expérimentale est représentée par l'étoile bleue, lerésultat du �t par une onstante est donné par l'étoile noire.



5.4. Courant axial 1135.4 Courant axial5.4.1 GA(Q2)Les résultats de GA(Q2), renormalisé ave ZA, sont représentés sur les graphes 5.22 et5.23. Les erreurs systématiques de ZA ne seront inlues que pour l'étude de gA.Les ourbesen pointillés indiquent les résultats des �ts par une forme dipolaire à deux paramètres, gAet MA :
GA(Q2) =

gA
(

1 +
Q2

M2
A

)2
(5.9)pour une fenêtre de �t Q2 ∈ [0, 1] GeV2. L'absene de données expérimentales pour Q2 > 1GeV2 nous restreint à ette fenêtre a�n de rester onsistant pour la omparaison avel'expériene. Les données sont toutes ompatibles ave une forme dipolaire, les χ2/d.o.fétant dans tous les as inférieurs à 1. A partir de es �ts, on déduit la valeur du rayon deharge axiale au arré donnée par :

〈r2A〉 =
12

M2
A

(5.10)Nous nous aperevons que les données pour Q2 > 1 GeV2 semblent dévier par rapportà la forme dipolaire représentée et montrent une déroissane plus prononée.Les omparaisons des données aux di�érentes mailles du réseau �gurent sur les graphiques5.24 et 5.25. La omparaison des données aux di�érents volumes du réseau est montrée surle graphique 5.26. Auun e�et de volume signi�atif n'est mis en évidene.Auun e�et de disrétisation n'est mis en évidene. La situation est don analogue àe qu'on a observé pour le ourant vetoriel. Dans e dernier as nous avons pu ependantmettre en évidene un e�et de disrétisation qui onduit à une dépendane en Q2 de ZV .Nous pouvons soupçonner un e�et similaire pour ZA, e qui peut biaiser la variation en
Q2 de GA(Q2) mais pour quanti�er et e�et il faudrait une étude spéi�que qui va au-delàde ette thèse.
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Fig. 5.22 � Résultats de GA(Q2) en fontion de Q2 pour les ensembles B1, B3 et B4 sur la�gure du haut, B6, et B7 sur la �gure du bas. Les ourbes en pointillés de ouleur indiquentles résultats du �t par une forme dipolaire des di�érents ensembles. La ourbe en pointillésnoirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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Fig. 5.23 � Résultats de GA(Q2) en fontion de Q2 pour les ensembles C1, C2 et C3 sur la�gure du haut, D1 et D2 sur la �gure du bas. Les ourbes en pointillés de ouleur indiquentles résultats du �t par une forme dipolaire des di�érents ensembles. La ourbe en pointillésnoirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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Fig. 5.24 � Comparaison des résultats de GA(Q2) en fontion de Q2 aux di�érentes maillesà la masse du pion ∼ 468 MeV sur la �gure du haut et ∼ 300 MeV sur la �gure du bas. Lesourbes en pointillés de ouleur indiquent les résultats du �t par une forme dipolaire desdi�érents ensembles. La ourbe en pointillés noirs est la valeur expérimentale des référenesdonnées au hapitre 1.
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Fig. 5.25 � Comparaison des résultats de GA(Q2) en fontion de Q2 aux di�érentes maillesà la masse du pion ∼ 261 MeV. Les ourbes en pointillés de ouleur indiquent les résultatsdu �t par une forme dipolaire des di�érents ensembles. La ourbe en pointillés noirs est lavaleur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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Fig. 5.26 � Comparaison des résultats de GA(Q2) en fontion de Q2 aux di�érents volumes
L = 2.1 fm et L = 2.8 fm pour β = 3.9 et mπ ∼ 300 MeV. Les ourbes en pointillés deouleur indiquent les résultats du �t par une forme dipolaire des di�érents ensembles. Laourbe en pointillés noirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.



118 Chapitre 5. Résultats sur les fateurs de formeRayon de harge axiale et gALe graphique 5.27 montre le rayon de harge axiale en fontion de la masse du pion.Le omportement en fontion de la masse du pion est ompatible ave une onstante quinous onduirait à une valeur environ 2.2 fois plus faible que la valeur expérimentale.

  (GeV)πm
0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

)2
>

  (
fm

2 A
<

r

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

  (GeV)πm
0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

)2
>

  (
fm

2 A
<

r

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45 =3.90  L=2.1 fm β
=3.90  L=2.8 fm β
=4.05  L=2.2 fm β
=4.20  L=2.7 fm β
=4.20  L=1.8 fm β

Exp. 

Fig. 5.27 � Dépendane en fontion de la masse du pion du rayon de harge axial au arré
〈r2A〉 pour les di�érents ensembles. La valeur expérimentale est représentée par l'étoilebleue.Seules les données pour les ensembles B1 et C1 (mπ ∼ 300 MeV) ne sont pas ompatiblesentre elles à 1σ. En prenant en ompte l'erreur sur la maille, les valeurs sont respetivementde 0.155±0.028 et de 0.242±0.042. Ces valeurs sont ompatibles à 1.25 σ, l'éart est donpour l'instant attribué à une �utuation statistique.La �gure 5.28 présente les résultats sur le ouplage axial en fontion de la masse du pionen prenant en ompte les inertitudes sur la onstante de renormalisation. L'ensemble desdonnées est ompatible ave une onstante égale à 1.149± 0.011, soit un éart de 10% parrapport à la valeur expérimentale. En e qui onerne la omparaison ave l'expériene,es résultats sont omparables à eux que nous avons obtenu pour le fateur de formemagnétique et il est aussi plausible que la variation de es quantités lorsque mπ approhesa valeur physique puisse expliquer e désaord, [97℄.Notons que de forts e�ets de volume �ni, évoqués dans [89℄, semblent exlus par nosdonnées, au moins dans notre domaine de volume et de masse de pion.
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Fig. 5.28 � Dépendane en fontion de la masse du pion du ouplage axial gA pour lesdi�érents ensembles. La valeur expérimentale est représentée par l'étoile bleue, le résultatdu �t par une onstante est donné par l'étoile noire.5.4.2 GP (Q2)Les résultats de GP (Q2) pour les di�érents ensembles sont représentés sur les graphes5.29 et 5.31, les valeurs expérimentales étant tirées de la référene [21℄.Le fateur de forme pseudo-salaire induit GP (Q2) présente une dépendane en Q2bien plus prononée que les autres fateurs de forme e qui est du à la présene du p�lede pion qui domine e fateur de forme aux petites valeurs de Q2. A ause de e p�le uneomparaison naïve ave les valeurs expérimentales n'a pas de sens.Nous n'observons auun e�et de disrétisation pour les masses de pion ∼ 468 MeV et
∼ 300 MeV, voir �gure 5.33. Nous observons un léger éart pour la valeur minimale en Q2à la masse de pion de ∼ 261 MeV dans la �gure 5.34. Les données restent ompatibles à 1.8
σ, e qui ne onstitue pas une laire évidene d'un e�et de disrétisation seulement visibleà des masses de pion assez faibles. Une mise en évidene univoque de et e�et néessiteraitplus de statistiques sur es ensembles.Auun e�et de volume signi�atif ne peut être mis en évidene, voir �gure 5.32.
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Fig. 5.29 � Résultats de GP (Q2) en fontion de Q2 pour les ensembles B1, B3 et B4sur la �gure du haut, B6, et B7 sur la �gure du bas. Les étoiles bleues sont les valeursexpérimentales [21℄.
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Fig. 5.30 �
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Fig. 5.31 � Résultats de GP (Q2) en fontion de Q2 pour les ensembles C1, C2 et C3sur la �gure du haut, D1 et D2 sur la �gure du bas. Les étoiles bleues sont les valeursexpérimentales [21℄.
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Fig. 5.32 � Comparaison des résultats de GP (Q2) en fontion de Q2 aux di�érents volumes
L = 2.1 fm et L = 2.8 fm pour β = 3.9 et mπ ∼ 300 MeV. Les ourbes en pointillés deouleur indiquent les résultats du �t par une forme dipolaire des di�érents ensembles. Laourbe en pointillés noirs est la valeur expérimentale des référenes données au hapitre 1.
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Fig. 5.33 � Comparaison des résultats de GP (Q2) en fontion de Q2 aux di�érentes maillesà la masse du pion ∼ 468 MeV sur la �gure du haut et ∼ 300 MeV sur la �gure du bas.
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Fig. 5.34 � Comparaison des résultats de GP (Q2) en fontion de Q2 aux di�érentes maillesà la masse du pion ∼ 261 MeV.



124 Chapitre 5. Résultats sur les fateurs de formeTest de la relation de Goldberger-TreimannPour tester quantitativement nos résultats pour le ourant axial et en partiulier GP ,il est judiieux de onsidérer une quantité dont le p�le de pion a été soustrait. Noushoisissons le rapport dont la symétrie hirale prédit qu'il est égal à 1 dans un domaine de
Q2 de l'ordre de m2

π :
αPPD :=

GP (Q2)

GA(Q2)

Q2 +m2
π

4M2
N

= 1 (5.11)L'avantage de ette relation est qu'elle ne fait intervenir auune onstante de renor-malisation ni valeur de notre maille. Nous la testons dans les �gures 5.35 et 5.36 pourles di�érents ensembles, en prenant les valeurs déterminées sur réseau pour les masses denuléon et de pion.Nous observons e�etivement une fenêtre en Q2 où le rapport est onstant, e qui estsatisfaisant. Par ontre la valeur dévie de 30÷ 40% de la valeur prédite.Les résultats obtenus ave des fermions de Wilson montrent une déviation similaire[85℄, e qui n'est pas observé ave des fermions de type hybrid [98℄. Les e�ets de volumesinvoqués dans [85℄, ne sont pas visibles pour nos données omme l'illustre la �gure 5.38,laissant ette question ouverte.Les e�ets de disrétisation de GP (Q2) étant di�ile à appréier sur la �gure 5.34, nousles faisons ressortir en présentant αPPD à di�érentes mailles pour mπ = 261 MeV sur la�gure 5.37. Bien qu'il soit prématuré de onlure ar nous n'avons que deux valeurs de a,nous observons néanmoins que le plateau se rapprohe de 1 lorsque a diminue.
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Fig. 5.35 � Résultats de αPPD = 1 en fontion de Q2 pour les ensembles B1, B3 et B4sur la �gure du haut, B6, et B7 sur la �gure du bas. Les étoiles bleues sont les valeursexpérimentales.
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Fig. 5.36 � Résultats de αPPD = 1 en fontion de Q2 pour les ensembles C1, C2 et C3sur la �gure du haut, D1 et D2 sur la �gure du bas. Les étoiles bleues sont les valeursexpérimentales.
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Fig. 5.37 � Comparaison des résultats de αPPD = 1 en fontion de Q2 aux di�érentesmailles à la masse du pion ∼ 261 MeV.
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Fig. 5.38 � Comparaison des résultats de αPPD = 1 en fontion de Q2 aux di�érentsvolumes L = 2.1 fm et L = 2.8 fm pour β = 3.9 et mπ ∼ 300 MeV.



128 Chapitre 5. Résultats sur les fateurs de forme5.5 Moments des fontions de struture5.5.1 〈x〉u−dPour l'étude de 〈x〉u−d, les plateaux de �t ont été diminué par rapport au fateurde forme. Nous avons hoisi les valeurs se trouvant dans la table 5.4. En e�et, bien quefaible, une légère déviation a été observé entre es plateaux et les plateaux utilisés pourles fateurs de forme. On observe e�etivement sur la �gure 5.39 que les données au tempsourt peuvent dévier signi�ativement par rapport aux valeurs se situant au milieu duplateau.
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Fig. 5.39 � Illustration de 〈x〉bareu−d en fontion du temps d'insertion de l'opérateur pourl'ensemble C2, β = 4.05 µ = 0.006 L = 32.Le graphique 5.40 présente les résultats pour la fration d'impulsion portée par lesquarks 〈x〉u−d en fontion de la masse du pion dans le shéma MS à une éhelle de µ = 2GeV. Cette quantité a été renormalisée, la onstante de renormalisation ZO44 utilisée a étédérite à la setion 5.1. Les erreurs présentées sur le graphique tiennent ompte de l'erreursur ette onstante.Les données sont ompatibles ave une onstante de 0.263 ± 0.006 alors que la valeurexpérimentale est de 0.154 [31℄. Ce désaord est également observé par les autres ollab-orations, [85℄. Les e�ets de disrétisation ne sont pas visibles dans les barres d'erreur. Lese�ets de volume �ni non plus mais il faut noter que suivant [99℄, ils ne se manifestent qu'àdes valeurs de la masse de pion en dessous de notre domaine.



5.5. Moments des fontions de struture 129
β Temps du puits Fenêtre de �t de R3.9 12 [5-7℄4.05 16 [6-10℄4.2 18 [7-11℄Tab. 5.4 � Fenêtres de �t utilisés pour l'extration des moments des fontions de struture.
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Fig. 5.40 � Dépendane en fontion de la masse du pion de 〈x〉u−d pour les di�érentsensembles. La valeur expérimentale est représentée par l'étoile bleue, le résultat du �t parune onstante est donné par l'étoile noire.5.5.2 〈x〉∆u−∆dPour l'étude de la fration d'héliité 〈x〉∆u−∆d, j'ai onservé les fenêtres de �t de la table5.4. La �gure 5.41 présente la dépendane en fontion de la masse du pion de 〈x〉∆u−∆drenormalisé, la onstante de renormalisation ZO5i étant dónnée à la setion 5.1. L'erreursur ette onstante a été pris en ompte pour le graphique 5.41.Auun e�ets de volume ni de disrétisation ne sont apparents dans nos données. Nousobservons que ette observable déroît faiblement lorsque mπ diminue. Un �t linéaire en
m2
π fournit un résultat de 0.285 ± 0.012 à la masse de pion physique, valeur qui s'éartede 40% par rapport à la donnée expérimentale, mais on peut faire les mêmes remarquesonçernant la orrélation entre les e�ets de volume �ni et l'extrapolation hirale.
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Fig. 5.41 � Dépendane en fontion de la masse du pion de 〈x〉u−d pour les di�érentsensembles. La valeur expérimentale est représentée par l'étoile bleue, le résultat du �t parune fontion linéaire en m2
π est donné par l'étoile noire.



Chapitre 6ConlusionLa théorie QCD o�re à l'heure atuelle une large ompréhension des phénomèneshadroniques aux hautes énergies. Cette ompréhension est possible grâe à la liberté asymp-totique qui permet l'utilisation de la théorie des perturbations. Elle est la andidate priv-ilégiée de la théorie des interations fortes. Pour être validée, elle doit également fournirla desription des observables de basse énergie des hadrons. Dans ette région d'énergie,l'intensité de sa onstante de ouplage est tellement forte que les théories des perturba-tions ne sont pas appliables. Une solution non-perturbative de la théorie est possible enutilisant une formulation en terme d'intégrale fontionnelle. L'évaluation de ette intégralefontionnelle passe alors par une régularisation sur un réseau a�n d'aéder aux grandeursnon-perturbatives.La QCD sur réseau présente à l'heure atuelle des suès impressionnants pour la spe-trosopie des hadrons [100, 70℄. Les aluls sur réseau sont alors en omplet aord avel'expériene. L'étude de la struture interne des hadrons en QCD sur réseau est une tâhebeauoup plus ardue. Elle teste la dynamique des omposants des partiules et herhe àextraire des informations plus omplexes. Le but de e travail de thèse a été l'étude de lastruture en quarks du nuléon dans le adre de la ollaboration ETM (European TwistedMass). Au ours de e travail, j'ai partiipé ativement à l'élaboration d'un ode pour lagénération des soures des propagateurs généralisés ainsi qu'un ode de ontration, enmettant notamment en plae des véri�ations drastiques de nos implémentations. J'ai euen harge la majorité de la prodution des aluls des fontions à 3 points. J'ai e�etuél'intégralité de l'analyse présentée dans e manusrit en aordant un soin onstant à justi-�er les multiples hoix e�etuées omme par exemple les projeteurs et fenêtres de �t de lafontion à 3 points et les fenêtres de �t pour les rayons de harge. De manière volontaire,j'ai exploité nos données a�n d'étudier des quantités souvent mises à l'éart. Les évolutionsde Z2 et ZV en fontion de l'impulsion en sont des exemples séletionnés. L'ensemble dees travaux a abouti aux résultats sur les fateurs de formes du nuléon et sur le premiermoment des fontions de distribution de partons, qui ont été présentés à plusieurs on-férenes [101, 102, 103℄. 131



132 Chapitre 6. ConlusionCes observables onstituent une problématique atuelle. La struture életromagné-tique du nuléon demeure un domaine pontué de rebondissement. E�et de double-photonéhangé lors de la di�usion élastique életron-proton et désaord sur la valeur du rayon deharge életrique en sont l'illustration. Les mesures expérimentales de la struture axialedu nuléon restent quant à elles peu nombreuses et limitées à un domaine restreint d'im-pulsion. Les fontions de distribution de partons sont utilisées par une large ommunautéd'expérimentateurs et théoriiens pour le alul des setions e�aes dans les grands ol-lisionneurs hadroniques. Le alul de leurs moments en QCD sur réseau est le seul moyenpour aéder à leur valeur de manière purement théorique.Les fermions de masse twistée onstituent une manière de disrétiser la théorie sur unréseau. Ils ont l'avantage d'être améliorés automatiquement en O(a) lorsqu'ils sont ajustésà maximal twist. La ollaboration ETM s'est employée à produire des on�gurations avedes quarks twistés dynamiques pour une gamme variée de paramètres aboutissant à 20ensembles di�érents [71℄. A l'heure atuelle, es ensembles sont eux qui permettent demaîtriser au mieux les erreurs systématiques des aluls de QCD sur réseau, tant en e�etde volume que de disrétisation. Ils fournissent un ontexte idéal pour le alul d'une var-iété d'observables a�n de tester ave préision la QCD à basse énergie.A e titre, les quantités relatives à la struture du nuléon onstituent un terrain priv-ilégié. Les éarts par rapport aux valeurs expérimentales des données de QCD sur réseaureste un problème ouvert auquel nous apportons de nombreux indies pour le résoudre.Le rayon de harge életrique isovetoriel qui, pour de faibles volumes, dévie d'un fa-teur deux par rapport à l'expériene, s'explique par des e�ets de volume �ni. En exploitantles deux volumes disponibles à la faible masse de pion d' ∼ 300 MeV, les données devi-ennent ohérentes ave le point expérimental. De prime importane, j'ai ainsi fourni unomportement indiatif pour les hoix stratégiques des volumes du réseau à onsidérerpour les futures simulations.Grâe à l'étude de la onstante de renormalisation vetorielle, j'ai fait apparaître une dépen-dane en fontion de Q2 des e�ets de disrétisation relative au fateur de forme életrique.Bien que es e�ets de disrétisation ne puissent pas être mis en évidene de manière diretedans notre étude des di�érents rayons de harge, et e�et nous prouve que l'étude détailléedes fateurs de forme életriques ave une grande statistique (erreur relative inférieure à2%) et notamment à grande impulsion néessite une extrapolation dans le ontinu à ef-fetuer à haque impulsion. De plus, la détermination de ZV obtenue dans le seteur dunuléon ave une préision remarquable fournit une évaluation alternative de ette on-stante obtenue jusqu'alors dans le seteur des mésons.Les autres quantités, rayon de harge magnétique isovetoriel, µp−n, rayon de hargeaxiale, gA et 〈x〉u−d présentent un omportement en fontion de la masse du pion à élu-



133ider. En e�et, les données sont toutes ompatibles ave une fontion onstante en la massedu pion. Pour gA et µp−n nos résultats dévient faiblement par rapport à l'expériene. Parontre pour les rayons de harge magnétique et axiale et 〈x〉u−d nous onstatons un éartonsidérable par rapport au point expérimental. Nos données ne montrent auun e�et dedisrétisation ni de volume signi�atif e qui onstitue la première étude aussi exhaustivedans e domaine.Pour les paramètres où la omparaison est possible, les résultats sur les fateurs de formedes autres ollaborations sont très similaires aux n�tres. Nous renvoyons à la revue [85℄pour une desription onsieneuse des valeurs réentes obtenues de di�érents groupes,ainsi qu'aux résultats réents parus dans [86, 87, 88, 89℄. Nous mentionnerons le as parti-ulier de gA, dont les e�ets de volume sont invoqués a�n d'expliquer l'éart par rapport àl'expériene, tendane qui n'est pas détetée sur nos données. Les omportements préditspar les extrapolations hirales prévoient une forte dépendane de es observables à faiblemasse de pion. A l'heure atuelle auune évidene de ette ourbure n'a été détetée sur nosdonnées, e qui indique que les masses de pion aessibles ne sont pas enore su�sammentfaibles pour pouvoir appliquer es préditions à nos résultats.Seule la ontamination par les états exités ne peut pas être lairement éartée. Pourles observables à impulsion transférée nulle, gA et 〈x〉u−d, la qualité de nos plateaux est ungage de on�ane pour négliger et e�et. A impulsion transférée non-nulle, la onstrutiondu ratio des fontions à 2 et 3 points ne nous permet pas d'être aussi a�rmatif.Les voies privilégiées pour résoudre es di�érentes questions passent, d'une part parl'étude ave des temps du puits plus grands, d'autre part par la génération de simulationsà plus faibles masses de pion.Les résultats de e manusrit seront présentés sous peu dans trois papiers en oursd'ériture. La prohaine étape sera ensuite l'analyse des orrélateurs disponibles pour ex-traire les éléments de matrie relatifs aux fateurs de forme généralisés. En�n ette étudee�etuée ave deux masses de quarks twistées et dégénérées (Nf = 2) servira de référenepour les simulations en ours de l'ETMC ave deux quarks légers dégénérées et les quarksétrange et harmé (Nf = 2 + 1 + 1).Une amélioration signi�ative des erreurs statistiques devra être apportée. Cette possi-bilité est aujourd'hui aessible grâe aux améliorations algorithmiques onsidérables ap-portées au alul des propagateurs de quarks [104, 105℄. Permettant des simulations immi-nentes à plus faibles masses de pion, les propagateurs généralisés pourront alors s'obtenirmassivement, ouvrant la voie à des études plus poussées. Les méthodes de onditions auxbords twistées permettront alors l'étude aux faibles impulsions transférées [106℄. Les fa-teurs de forme à grandes impulsions transférées déouleront de l'emploi de di�érents hampssméarés, les études atuelles de ette tehnique étant enourageantes [107℄. En�n, pour unfaible oût omputationnel, il serait intéressant d'e�etuer une étude de faisabilité de latransposition du alul de la pente d'Isgur-Wise [108℄ pour le alul des rayons de harge.



134 Chapitre 6. ConlusionL'étude de la setion 4.4.2 s'avérera alors primordiale pour prendre en ompte l'in�uenedu smearing sur les orrélateurs.L'une des prinipales fores de QCD sur réseau réside dans sa apaité à progresserontinuellement. A partir d'un nombre minimal de paramètres, elle nous dévoile au �l dutemps la struture d'un système omplexe onstituant 99.9% de la matière atuellementonnue, le nuléon. Pour es raisons, son avenir apparaît �orissant.



Annexe AConventionsA.1 Matries de DiraNous avons hoisi la représentation hirale des matries de Dira, où :
γµ =

(

0 eµ
e†µ 0

)

.Les matries 2× 2 eµ utilisées sont :
e0 = −1, ek = −iσk, (A.1)ave σk sont les matries de Pauli :

σ1 =

(

0 1
1 0

)

, σ2 =

(

0 −i
i 0

)

, σ3 =

(

1 0
0 −1

)

.De plus nous dé�nissons :
γ5 = γ0γ1γ2γ3 ⇒ γ5 =

(

1 0
0 −1

)

.En partiulier :
γ5 = γ†5, γ2

5 = 1, (A.2)et les matries hermitiennes :
σµν =

i

2
[γµ, γν ], σµν = σ†µν , (A.3)sont expliitement données par :

σ0k =

(

σk 0
0 −σk

)

, σij = −ǫijk
(

σk 0
0 σk

)

,où ǫijk est le tenseur totalement antisymétrique ave ǫ123 = 1.135



136 Chapitre A. ConventionsA.2 Normalisation des spineursLes spineurs de Dira libres sont données expliitement par :
us(p) =

√
E +M

(

χs
~σ·~p
E+Mχs

) (A.4)ave les spineurs à 2 omposantes de Pauli :
χs=+ 1

2
=

(

1
0

)

χs=− 1
2

=

(

0
1

) (A.5)et la normalisation :
u†s′(p)us(p) = 2Eδs′s , ūs′(p)us(p) = 2Mδs′s (A.6)La relation de fermeture assoiée est :

∑

s

∑

n

∫

d3 ~pn
2En(2π)3

|n〉〈n| , |n >= |N, ~pn, s > (A.7)



Annexe BRésultats numériquesB.1 Fateurs de formeDans ette setion sont rassemblés les résultats numériques pour GE , GM , GA et GP .Les erreurs a�hées pour GA et GP ne prennent pas en ompte l'erreur de ZA.Résultats numériques pour l'ensemble B1

β=3.90
µ=0.004
V=243x48stat=2034
Mπ=0.304 GeVTsink=12inverse lattie spaing= 2.23 GeV
MN=1.151 GeVplateau :[3,9℄
ZA =0.757 (6) Tab. B.1: Fateur de forme pour l'ensemble B1

(aQ)2 GE GM GA GP

0.00 0.9949 ± 0.0069 0.0000 ± 0.0000 1.0953 ± 0.0681 0.0000 ± 0.0000
0.064 0.6316 ± 0.0185 2.4646 ± 0.2108 0.9003 ± 0.0571 6.3944 ± 0.7029
0.123 0.4629 ± 0.0202 1.6507 ± 0.1287 0.7541 ± 0.0463 3.9126 ± 0.3720
0.176 0.3636 ± 0.0327 1.3636 ± 0.1964 0.6427 ± 0.0828 2.4702 ± 0.4365
0.226 0.2810 ± 0.0403 0.8000 ± 0.1543 0.4089 ± 0.0602 1.3365 ± 0.2958
0.273 0.2117 ± 0.0335 0.7133 ± 0.1298 0.3931 ± 0.0603 1.0631 ± 0.2167
0.317 0.1423 ± 0.0365 0.4372 ± 0.1436 0.2170 ± 0.0629 0.2851 ± 0.1682
0.400 −0.055 ± 0.0740 0.1144 ± 0.1621 0.0444 ± 0.0768 0.1173 ± 0.2627137



138 Chapitre B. Résultats numériquesRésultats numériques pour l'ensemble B2

β=3.90
µ=0.0064
V=243x48stat=555
Mπ=0.378 GeVTsink=12inverse lattie spaing= 2.23 GeV
MN=1.240 GeVplateau :[3,9℄
ZA =0.757 (6) Tab. B.2: Fateur de forme pour l'ensemble B2

(aQ)2 GE GM GA GP

0.000 1.0041 ± 0.0671 0.0000 ± 0.0000 1.1225 ± 0.0273 0.0000 ± 0.0000
0.065 0.6039 ± 0.0434 2.8075 ± 0.1577 0.9251 ± 0.0262 7.6035 ± 0.6328
0.124 0.4335 ± 0.0367 2.1499 ± 0.1312 0.7871 ± 0.0272 4.1691 ± 0.3331
0.179 0.3361 ± 0.0534 1.9437 ± 0.2215 0.7304 ± 0.0699 2.9860 ± 0.4302
0.231 0.3161 ± 0.1098 1.5575 ± 0.5642 0.6041 ± 0.2061 1.9593 ± 0.8490
0.279 0.2632 ± 0.0942 1.3039 ± 0.4128 0.5937 ± 0.1775 1.6930 ± 0.5794
0.326 0.1471 ± 0.0692 0.6735 ± 0.3572 0.3265 ± 0.1654 0.7637 ± 0.5169
0.412 0.0561 ± 0.0478 0.2414 ± 0.1499 0.1621 ± 0.0742 0.3592 ± 0.2408Résultats numériques pour l'ensemble B3

β=3.90
µ=0.0085
V=243x48stat=363
Mπ=0.433 GeVTsink=12inverse lattie spaing= 2.23 GeV
MN=1.264 GeVplateau :[3,9℄
ZA =0.757 (6) Tab. B.3: Fateur de forme pour l'ensemble B3

(aQ)2 GE GM GA GP

0.000 0.9997 ± 0.0028 0.0000 ± 0.0000 1.1296 ± 0.0236 0.0000 ± 0.0000



B.1. Fateurs de forme 139
(aQ)2 GE GM GA GP
0.065 0.6606 ± 0.0173 2.7305 ± 0.1187 0.9083 ± 0.0211 7.0924 ± 0.5145
0.125 0.4633 ± 0.0187 1.9739 ± 0.1095 0.7639 ± 0.0279 4.2596 ± 0.2909
0.180 0.3400 ± 0.0304 1.6720 ± 0.1412 0.6527 ± 0.0465 2.5475 ± 0.3181
0.232 0.2840 ± 0.0483 0.9804 ± 0.1730 0.5039 ± 0.0679 1.6786 ± 0.3617
0.281 0.2590 ± 0.0567 0.9675 ± 0.2275 0.4637 ± 0.0960 1.0811 ± 0.2998
0.328 0.1844 ± 0.0699 0.7047 ± 0.2497 0.3593 ± 0.1137 0.9365 ± 0.3512
0.415 0.0325 ± 0.0477 0.0994 ± 0.1565 0.0490 ± 0.0462 0.0221 ± 0.1642Résultats numériques pour l'ensemble B4

β=3.90
µ=0.01
V=243x48stat=477
Mπ=0.468 GeVTsink=12inverse lattie spaing= 2.23 GeV
MN=1.327 GeVplateau :[3,9℄
ZA =0.757 (6) Tab. B.4: Fateur de forme pour l'ensemble B4

(aQ)2 GE GM GA GP

0.000 1.0020 ± 0.0018 0.0000 ± 0.0000 1.1628 ± 0.0184 0.0000 ± 0.0000
0.065 0.6736 ± 0.0132 3.0128 ± 0.1041 0.9448 ± 0.0148 7.3639 ± 0.3911
0.125 0.4900 ± 0.0167 2.2292 ± 0.0834 0.8248 ± 0.0186 4.8891 ± 0.2314
0.182 0.3523 ± 0.0230 1.7763 ± 0.0952 0.7106 ± 0.0312 3.2672 ± 0.2249
0.235 0.2530 ± 0.0295 1.3559 ± 0.1393 0.5449 ± 0.0449 2.1508 ± 0.2547
0.285 0.1987 ± 0.0315 1.1824 ± 0.1469 0.5387 ± 0.0588 1.9747 ± 0.2735
0.333 0.1807 ± 0.0572 0.9924 ± 0.2782 0.5364 ± 0.1352 1.8065 ± 0.5166
0.423 0.0747 ± 0.0609 0.4695 ± 0.4483 0.2466 ± 0.1888 0.8149 ± 0.7152Résultats numériques pour l'ensemble B7

β=3.90
µ=0.003
V=323x64stat=633
Mπ=0.260 GeVTsink=12



140 Chapitre B. Résultats numériquesinverse lattie spaing= 2.23 GeV
MN=1.072 GeVplateau :[3,9℄
ZA =0.757 (6) Tab. B.5: Fateur de forme pour l'ensemble B7

(aQ)2 GE GM GA GP

0.000 0.9986 ± 0.0038 0.0000 ± 0.0000 1.1603 ± 0.0483 0.0000 ± 0.0000
0.037 0.7211 ± 0.0153 2.5834 ± 0.1765 0.9997 ± 0.0424 8.1211 ± 0.9487
0.071 0.5652 ± 0.0172 2.1289 ± 0.1334 0.9063 ± 0.0413 6.0358 ± 0.5288
0.104 0.4581 ± 0.0239 1.8340 ± 0.1378 0.8180 ± 0.0504 3.8328 ± 0.4856
0.134 0.3512 ± 0.0258 1.4715 ± 0.1536 0.6780 ± 0.0528 2.5685 ± 0.4341
0.164 0.3214 ± 0.0229 1.4366 ± 0.1227 0.6534 ± 0.0561 2.1931 ± 0.2937
0.192 0.2656 ± 0.0256 1.1868 ± 0.1306 0.5911 ± 0.0639 1.6386 ± 0.2709
0.244 0.1927 ± 0.0327 0.9468 ± 0.2008 0.4498 ± 0.0823 1.1151 ± 0.2960
0.269 0.1745 ± 0.0328 0.7748 ± 0.1449 0.3795 ± 0.0693 0.7096 ± 0.2463
0.294 0.1089 ± 0.0313 0.5842 ± 0.1244 0.3227 ± 0.0642 0.5011 ± 0.2358
0.317 0.1037 ± 0.0300 0.4499 ± 0.1032 0.2600 ± 0.0531 0.5415 ± 0.1884
0.340 0.1502 ± 0.0634 0.4463 ± 0.2432 0.2075 ± 0.1174 0.7137 ± 0.4078Résultats numériques pour l'ensemble B6

β=3.90
µ=0.004
V=323x64stat=363
Mπ=0.298 GeVTsink=12inverse lattie spaing= 2.23 GeV
MN=1.119 GeVplateau :[3,9℄
ZA =0.757 (6) Tab. B.6: Fateur de forme pour l'ensemble B6

(aQ)2 GE GM GA GP

0.000 0.9989 ± 0.0023 0.0000 ± 0.0000 1.0982 ± 0.0314 0.0000 ± 0.0000
0.037 0.7191 ± 0.0136 2.8278 ± 0.1680 0.9757 ± 0.0222 8.1062 ± 0.6103
0.071 0.5514 ± 0.0150 2.2582 ± 0.1187 0.8814 ± 0.0220 5.7667 ± 0.4300
0.104 0.4329 ± 0.0199 1.7436 ± 0.0971 0.7881 ± 0.0245 4.0792 ± 0.3175



B.1. Fateurs de forme 141
(aQ)2 GE GM GA GP
0.135 0.3451 ± 0.0238 1.5311 ± 0.1436 0.7041 ± 0.0412 2.5472 ± 0.3480
0.165 0.2969 ± 0.0201 1.3090 ± 0.0962 0.6369 ± 0.0312 2.1804 ± 0.2203
0.193 0.2337 ± 0.0199 1.0420 ± 0.1078 0.5866 ± 0.0409 1.7903 ± 0.2109
0.247 0.2170 ± 0.0359 1.1006 ± 0.2356 0.5332 ± 0.0965 0.9763 ± 0.3037
0.273 0.1451 ± 0.0282 0.7476 ± 0.1861 0.4550 ± 0.0909 0.8154 ± 0.2655
0.297 0.0866 ± 0.0316 0.6731 ± 0.2176 0.4036 ± 0.1130 0.7695 ± 0.3144
0.321 0.0854 ± 0.0328 0.4467 ± 0.1630 0.3167 ± 0.0970 0.5123 ± 0.2354
0.344 0.0273 ± 0.0966 0.2182 ± 0.2026 0.0938 ± 0.0974 0.0042 ± 0.2394Résultats numériques pour l'ensemble C1

β=4.05
µ=0.003
V=323x64stat=444
Mπ=0.293 GeVTsink=16inverse lattie spaing= 2.82 GeV
MN=1.172 GeVplateau :[4,12℄
ZA =0.776 (6) Tab. B.7: Fateur de forme pour l'ensemble C1

(aQ)2 GE GM GA GP

−0.00 0.9887 ± 0.0152 0.0000 ± 0.0000 1.1941 ± 0.0799 0.0000 ± 0.0000
0.036 0.7089 ± 0.0439 2.7557 ± 0.2738 0.8675 ± 0.0496 6.8323 ± 1.0932
0.069 0.4763 ± 0.0428 1.9491 ± 0.2025 0.7414 ± 0.0537 4.2174 ± 0.5932
0.100 0.3791 ± 0.0688 1.4572 ± 0.2331 0.5453 ± 0.0736 1.5385 ± 0.5766
0.129 0.3072 ± 0.0720 1.0907 ± 0.2835 0.4611 ± 0.1036 1.3493 ± 0.6005
0.156 0.2741 ± 0.0926 0.8270 ± 0.3007 0.5153 ± 0.1534 1.3424 ± 0.5480
0.182 0.1887 ± 0.0614 0.5342 ± 0.1837 0.4118 ± 0.1003 1.1506 ± 0.3628
0.230 0.0548 ± 0.0514 0.2121 ± 0.1638 0.0709 ± 0.0635 0.2267 ± 0.2269Résultats numériques pour l'ensemble C2

β=4.05
µ=0.006
V=323x64stat=321
Mπ=0.404 GeV



142 Chapitre B. Résultats numériquesTsink=16inverse lattie spaing= 2.82 GeV
MN=1.290 GeVplateau :[4,12℄
ZA =0.776 (6) Tab. B.8: Fateur de forme pour l'ensemble C2

(aQ)2 GE GM GA GP

0.000 0.9995 ± 0.0038 0.0000 ± 0.0000 1.1680 ± 0.0304 0.0000 ± 0.0000
0.036 0.6539 ± 0.0210 3.0657 ± 0.1631 0.9599 ± 0.0289 8.2583 ± 0.6298
0.070 0.4843 ± 0.0258 2.2726 ± 0.1464 0.8432 ± 0.0330 5.2063 ± 0.4065
0.102 0.3617 ± 0.0428 1.8460 ± 0.1905 0.7998 ± 0.0541 4.0180 ± 0.4202
0.132 0.3332 ± 0.0490 1.5014 ± 0.2203 0.6287 ± 0.0810 2.1711 ± 0.4412
0.160 0.2193 ± 0.0309 1.0838 ± 0.1443 0.5239 ± 0.0495 1.5182 ± 0.2120
0.187 0.2179 ± 0.0577 1.0716 ± 0.3441 0.4975 ± 0.1509 1.5022 ± 0.5337
0.238 0.1005 ± 0.0359 0.3110 ± 0.1162 0.1997 ± 0.0517 0.5703 ± 0.2046Résultats numériques pour l'ensemble C3

β=4.05
µ=0.008
V=323x64stat=402
Mπ=0.466 GeVTsink=16inverse lattie spaing= 2.82 GeV
MN=1.338 GeVplateau :[4,12℄
ZA =0.776 (6) Tab. B.9: Fateur de forme pour l'ensemble C3

(aQ)2 GE GM GA GP

0.000 0.9985 ± 0.0017 0.0000 ± 0.0000 1.1752 ± 0.0246 0.0000 ± 0.0000
0.037 0.6802 ± 0.0122 2.9291 ± 0.1079 0.9749 ± 0.0198 8.9315 ± 0.4928
0.071 0.5008 ± 0.0160 2.1628 ± 0.0954 0.8027 ± 0.0185 4.9999 ± 0.2679
0.103 0.3987 ± 0.0265 1.8386 ± 0.1244 0.7285 ± 0.0308 3.7569 ± 0.2810
0.134 0.3404 ± 0.0358 1.4805 ± 0.1554 0.6378 ± 0.0546 2.5959 ± 0.3285
0.163 0.2747 ± 0.0356 1.2948 ± 0.1405 0.5654 ± 0.0545 2.1437 ± 0.2426
0.190 0.2179 ± 0.0434 1.0124 ± 0.1730 0.4515 ± 0.0690 1.4796 ± 0.2472



B.1. Fateurs de forme 143
(aQ)2 GE GM GA GP
0.243 0.1186 ± 0.0429 0.5047 ± 0.1540 0.2684 ± 0.0680 0.8538 ± 0.2324Résultats numériques pour l'ensemble D1

β=4.20
µ=0.002
V=483x96stat=243
Mπ=0.263 GeVTsink=18inverse lattie spaing= 3.55 GeV
MN=1.075 GeVplateau :[5,13℄
ZA =0.788 (6) Tab. B.10: Fateur de forme pour l'ensemble D1

(aQ)2 GE GM GA GP

0.000 0.9963 ± 0.0061 0.0000 ± 0.0000 1.1410 ± 0.0434 0.0000 ± 0.0000
0.016 0.6982 ± 0.0175 2.5901 ± 0.1670 0.9907 ± 0.0333 11.331 ± 0.8686
0.031 0.5753 ± 0.0220 1.9910 ± 0.1186 0.8589 ± 0.0214 5.9692 ± 0.4337
0.046 0.4500 ± 0.0286 1.7479 ± 0.1418 0.7684 ± 0.0285 3.8657 ± 0.3761
0.059 0.3328 ± 0.0440 1.4276 ± 0.1416 0.7091 ± 0.0496 3.0390 ± 0.3777
0.072 0.2983 ± 0.0323 1.2967 ± 0.1111 0.6250 ± 0.0305 2.2453 ± 0.2013
0.084 0.2438 ± 0.0328 1.1406 ± 0.1215 0.5815 ± 0.0373 1.6179 ± 0.1852
0.107 0.1644 ± 0.0330 0.7481 ± 0.1208 0.4451 ± 0.0484 1.3029 ± 0.2121
0.118 0.1340 ± 0.0235 0.7086 ± 0.0945 0.4080 ± 0.0362 0.9029 ± 0.1411
0.129 0.0916 ± 0.0325 0.5054 ± 0.1424 0.3519 ± 0.0593 0.6483 ± 0.1699
0.139 0.1022 ± 0.0431 0.3563 ± 0.1346 0.2771 ± 0.0593 0.4980 ± 0.1416Résultats numériques pour l'ensemble D2

β=4.20
µ=0.0065
V=323x64stat=351
Mπ=0.471 GevTsink=18inverse lattie spaing= 3.55 GeV
MN=1.345 Gevplateau :[5,13℄
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ZA =0.788 (6) Tab. B.11: Fateur de forme pour l'ensemble D2

(aQ)2 GA GP

−0.00 1.1342 ± 0.0256 0.0000 ± 0.0000
0.036 0.8490 ± 0.0217 6.2738 ± 0.4389
0.068 0.7181 ± 0.0260 3.4608 ± 0.2366
0.098 0.5819 ± 0.0585 2.0919 ± 0.2980
0.126 0.4810 ± 0.1104 1.1214 ± 0.3802
0.152 0.3817 ± 0.0773 0.8670 ± 0.2108
0.176 0.2064 ± 0.0460 0.3785 ± 0.1102



B.3. Fontions de struture 145B.2 Rayons de harge et moment magnétiqueLa table B.12 présente les résultats numériques pour 〈r2E〉, 〈r2M 〉p−n, µp−nM , 〈r2A〉p−n.Tab. B.12: Résultats pour tous les ensembles de 〈r2E〉,
〈r2M 〉p−n, µp−nM et 〈r2A〉p−n.Ensemble 〈r2E〉p−n 〈r2M 〉p−n µp−nM 〈r2A〉

B1 0.362 ± 0.022 0.455 ± 0.067 4.13 ± 0.48 0.155 ± 0.026
B2 0.403 ± 0.053 0.275 ± 0.054 3.89 ± 0.34 0.141 ± 0.017
B3 0.347 ± 0.022 0.333 ± 0.040 3.98 ± 0.22 0.163 ± 0.017
B4 0.328 ± 0.017 0.297 ± 0.024 4.09 ± 0.17 0.143 ± 0.011
B7 0.444 ± 0.025 0.357 ± 0.048 3.66 ± 0.29 0.186 ± 0.026
B6 0.468 ± 0.024 0.432 ± 0.039 4.05 ± 0.23 0.173 ± 0.017
C1 0.350 ± 0.049 0.410 ± 0.099 4.07 ± 0.62 0.242 ± 0.039
C2 0.365 ± 0.031 0.287 ± 0.044 4.04 ± 0.29 0.137 ± 0.018
C3 0.334 ± 0.017 0.301 ± 0.028 4.09 ± 0.17 0.164 ± 0.012
D1 0.413 ± 0.032 0.358 ± 0.037 3.89 ± 0.23 0.178 ± 0.021
D2 0.320 ± 0.020 0.223 ± 0.031 3.40 ± 0.24 0.144 ± 0.013B.3 Fontions de strutureLa table B.13 présente les résultats numériques pour 〈x〉u−d et 〈x〉∆u−∆d. Les erreursa�hées pour 〈x〉u−d prennent en ompte les erreurs sur les onstantes de renormalisation

ZO44 et ZOi0
A
. Tab. B.13: Résultats pour tous les ensembles de 〈x〉u−d et
〈x〉∆u−∆d.Ensemble 〈x〉u−d 〈x〉∆u−∆d

B1 0.265 ± 0.017 0.288 ± 0.019
B3 0.266 ± 0.015 0.316 ± 0.011
B4 0.264 ± 0.014 0.316 ± 0.010
B7 0.287 ± 0.019 0.289 ± 0.019
B6 0.255 ± 0.018 0.300 ± 0.014
C1 0.251 ± 0.033 0.309 ± 0.028
C2 0.241 ± 0.016 0.309 ± 0.014
C3 0.265 ± 0.012 0.300 ± 0.011
D1 0.275 ± 0.020 0.280 ± 0.017
D2 0.265 ± 0.016 0.300 ± 0.011
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RésuméLa ompréhension de la struture interne du nuléon à partir de la ChromoDynamiqueQuantique est un enjeu majeur de la physique hadronique. Seule la QCD sur réseau per-met d'évaluer numériquement les observables à partir des prinipes ab-initio. Le sujet deette thèse est l'étude des fateurs de forme du nuléon et le premier moment des fontionsde distributions de partons en utilisant une ation disrétisée ave des fermions de massetwistée. Cette dernière a l'avantage de supprimer les e�ets de disrétisation au premierordre en la maille du réseau. D'autre part, l'ensemble des simulations permet un ontr�learu des erreurs systématiques. Après avoir détaillé les tehniques de alul utilisées, jeprésenterai les résultats obtenus pour un large éventail de paramètres, mailles de réseauvariant entre 0.056 fm et 0.089 fm, volumes ompris entre 2.1 et 2.7 fm et masses de pi-ons dans le domaine 260-470 MeV. La onstante de renormalisation vetorielle a ainsi étéobtenue dans le seteur du nuléon ave une grande préision. Pour le rayon de hargeéletrique, les e�ets de volume �ni mis en évidene fournissent une lef pour expliquer sadépendane hirale vers le point physique. Les résultats pour le moment magnétique etaxial, les frations d'impulsion et d'héliité portées par les quarks, ne présentent pas d'ef-fets de disrétisation ni de volume �ni signi�atifs. Aux masses de pions onsidérées, leursvaleurs montrent une déviation par rapport aux valeurs expérimentales, leur omportementhiral n'exhibant pas la ourbure prédite par les perturbations hirales qui permettrait derésoudre e désaord apparent.Mots-lés : QCD sur réseau, fateurs de forme, életrique, magnétique, rayon de harge,harge axial, fontions de distributions de partonsAbstratUnderstanding the struture of the nuleon from Quantum ChromoDynamis is one of thegreatest hallenges of hadroni physis. Only lattie QCD allows to determine numeriallythe values of the observables from ab-initio priniples. This thesis aims to study the nuleonform fators and the �rst moments of partons distribution fntions by using a disretizedation with twisted mass fermions. As a main advantage, the disretization e�ets aresuppressed at �rst order in the lattie spaing. In addition, the set of simulations allowsa good ontrol of the systematial errors. After reviewing the omputation tehnis, theresults obtained for a wide range of parameters are presented, with lattie spaings varyingfrom 0.0056 fm to 0.089 fm, spatial volumes from 2.1 up to 2.7 fm and several pion massesin the range of 260-470 MeV. The vetor renormalization onstant was determined in thenuleon setor with improved preision. Conerning the eletri harge radius, we found a�nite volume e�et that provides a key towards an explanation of the hiral dependene tothe physial point. The results for the magneti moment, the axila harge, the magnetiand axial harge radii, the momentum and spin frations arried by the quarks show nodependene on the lattie spaing nor volume. In our range of pion masses, their valuesshow a deviationfrom the experimental values. Their hiral behaviour do not exhibit theurvature predited by the hiral perturbation theory whih ould explain the apparentdisrepany.Keywords : Lattie QCD, form fators, eletri, magneti, harge radius, axial harge,partons distribution funtions


