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Chapitre 1

Introduction générale

Cette thèse a été financée par le Conseil Régional d’Aquitaine et a été effectuée au sein de
l’équipe-projet INRIA Concha1. L’objectif de cette équipe est le développement et l’analyse de
nouveaux algorithmes et d’une librairie C++ nommée CONCHA pour la simulation d’écoulements
complexes. Les applications sont, entre-autres, l’aérodynamique, les milieux poreux et les liquides
viscoélastiques. Plus précisément, un des objectifs est de développer des méthodes robustes pour
la simulation numérique des écoulements de liquides polymères.

Le plan de cette introduction générale est le suivant : nous allons d’abord exposer les motiva-
tions de cette thèse, ainsi que les travaux réalisés. Nous présenterons ensuite quelques perspectives
avant d’introduire des notations utilisées dans cette thèse.

1.1 Motivations et travaux effectués

Cette thèse est consacrée au développement de schémas numériques pour la simulation des
écoulements de liquides polymères. De tels liquides sont d’un point de vue rhéologique des fluides
viscoélastiques non-newtoniens. Ils ont donc des comportements particuliers (effet de mémoire,
apparition de contraintes normales...) qui ne peuvent être prévus par les équations de Navier-
Stokes. Bien que ces liquides soient utilisés très fréquemment dans l’industrie, il existe peu de
codes commerciaux pour simuler leurs écoulements.

Les principales difficultés sont dues aux propriétés intrinsèques des liquides polymères et
au couplage entre la viscoélasticité du liquide et l’écoulement. Ce couplage est quantifié par le
nombre de Weissenberg, défini par We = λγ̇, où λ est le temps de relaxation et γ̇ est la vitesse
de déformation ou le taux de cisaillement. Les codes commerciaux existants permettent générale-
ment d’obtenir des résultats pour des nombres de Weissenberg inférieurs à 10, ce qui est insuffisant
pour décrire des écoulements réalistes (cf [49] et [82]). La source du problème est la perte de la
convergence des algorithmes pour des nombres de Weissenberg élevés.

De plus, le comportement des liquides polymères est si complexe qu’il existe dans la littéra-
ture plusieurs modèles pour le décrire. La loi linéaire de Newton ne pouvant être appliquée, tout

1http ://sites.google.com/site/conchapau/
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un panel de lois constitutives existe pour simuler de manière plus ou moins réaliste de tels écou-
lements. On obtient donc des modèles non-linéaires ayant au moins trois inconnues : la vitesse,
la pression et le tenseur déviateur des contraintes. Nous nous concentrerons dans ce mémoire
sur les modèles de type différentiel et plus précisément sur le modèle non-linéaire de Giesekus
qui nous semble être un des plus réalistes. Ce modèle contient un terme quadratique en ten-
seur des contraintes, mais a l’avantage de reproduire correctement le comportement pour des écou-
lements élongationnels, de cisaillement et mixtes. En outre, il ne requiert la connaissance que de
deux paramètres du liquide facilement mesurables, sa viscosité η et son temps de relaxation λ.

L’objectif de cette thèse est de développer une approche numérique permettant d’obtenir des
résultats réalistes pour des nombres de Weissenberg élevés.

Ce manuscrit est divisé en deux parties chacune étant composée de trois chapitres, auxquelles
se rajoutent deux annexes. Les notations de chaque partie sont indépendantes.

Dans la Partie 1 nous nous sommes intéressés au problème de Stokes pour lequel nous avons
fait l’étude complète d’une méthode de Galerkin discontinue (dG) ayant un lien avec les éléments
finis non-conformes. De nombreuses études ont été faites sur les méthodes dG dans le cas ellip-
tique, on se réfère à [3] pour une présentation générale. Le principe de telles méthodes est basé sur
l’utilisation d’éléments finis totalement discontinus et sur l’ajout d’un terme de stabilisation sur
les arêtes assurant la coercivité discrète.

La méthode symétrique avec pénalisation interne («Interior Penalty») a été initialement intro-
duite pour le laplacien dans [2]. La discrétisation ainsi obtenue est bien posée et des estimations
d’erreur a priori optimales ont été obtenues. Cette méthode a été ensuite étendue aux problèmes
de Stokes et Navier-Stokes dans [37].

Un des principaux avantages de la méthode dG est sa facilité d’implémentation et sa flexibi-
lité. Cependant, même pour un degré polynomial bas, elle est très coûteuse en terme de nombre
d’inconnues et de couplage de matrices. De plus, la dépendance par rapport au paramètre de stabi-
lisation est un point crucial. C’est pourquoi il nous a semblé intéressant de considérer un terme de
stabilisation moins coûteux permettant de rapprocher notre méthode dG d’une méthode d’éléments
finis pour le problème de Stokes plus traditionnelle.

Comme dans la méthode IP classique de [37], notre approche consiste à approcher la vitesse
par des éléments finis P k et la pression par des éléments finis Pk−1 pour k = 1, 2 et 3. La
principale différence provient du choix du terme de stabilisation. Dans [37], les auteurs considèrent
la norme L2 du saut de la vitesse à travers les arêtes. Dans ce cas, la méthode n’est pas robuste pour
des valeurs élevées du paramètre de stabilisation, les espaces obtenus dans le cas limite n’étant
pas inf-sup stables pour le problème de Stokes. Pour pallier cet inconvénient, nous considérons un
terme de stabilisation faisant intervenir une projection adéquate du saut des vitesses à travers les
arêtes. Ce choix présente deux principaux avantages.

Tout d’abord, on montre que la solution de cette formulation tend, lorsque le paramètre de
stabilisation γ tend vers l’infini, vers la solution du problème de Stokes approché par éléments
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finisP k×Pk−1 non-conformes. De plus, on montre que la vitesse de convergence est γ−1. D’autre
part, notre terme de stabilisation nous permet de construire un tenseur d’approximation localement
conservatif dans l’espace d’éléments finis de Raviart-Thomas, ce qui nous permet d’établir un
estimateur d’erreur a posteriori simple. De plus, on montre que cet estimateur tend, lorsque γ →
∞, vers un estimateur d’erreur pour l’approximation non-conforme du problème de Stokes ; dans
le cas k = 1, ce dernier peut-être rapproché de l’estimateur bien connu de Dari, Durán et Padra
(cf [26]).

Nous avons aussi considéré la formulation en tenseur des vitesses de déformation D(u) =
1
2(∇u + ∇uT ) du problème de Stokes. En effet, cette deuxième formulation est équivalente à
la formulation à trois champs du problème de Stokes et semble donc être un point de départ
intéressant pour traiter le modèle à trois champs de Giesekus. Dans ce cas, on rajoute un deuxième
terme de stabilisation pour k = 1, nous permettant d’obtenir une inégalité de Korn pour les espaces
discontinus.

Des résultats numériques sont présentés pour illustrer les résultats théoriques obtenus, des
comparaisons avec la méthode «Interior Penalty» ont aussi été effectuées.

Néanmoins, les méthodes de type Galerkin discontinu sont très coûteuses et donc peu adaptées
aux formulations non linéaires à trois champs que l’on doit traiter dans le cas des polymères.

Dans la Partie 2, on s’intéresse plus particulièrement à la simulation des écoulements de
liquides polymères.

Apres avoir présenté quelques propriétés des liquides polymères, on s’intéresse à la discré-
tisation par éléments finis du modèle de Giesekus. Ce modèle contient un terme de convection
sur le tenseur des contraintes. On portera donc une attention particulière aux choix des espaces
d’approximation, mais aussi au traitement du terme convectif.

Plusieurs méthodes mixtes bien posées ont été développées ces dernières années. Certaines
approches consistent à stabiliser le schéma en rajoutant de l’ellipticité dans l’équation du mouve-
ment. On cite par exemple la méthode EEME (Elasticity Elliptic Momentum Equation) de [51] qui
reformule l’équation du mouvement afin de faire apparaître de manière explicite un terme ellip-
tique. Une autre méthode populaire est la méthode EVSS ( Elastic-Viscous Split Stress) introduite
dans [73]. Le tenseur des contraintes est décomposé en une partie élastique et une partie visqueuse,
le problème à quatre champs ainsi obtenu est alors approché après un changement de variable. La
méthode AVSS (Adaptive Viscous Split Stress) de [77] introduit un nouveau changement de va-
riable. Cependant, ces changements de variable ne peuvent pas être appliqués à tous les modèles
rhéologiques. La méthode DEVSS (Discrete Elastic-Viscous Split Stress) de [39] permet de pallier
ce problème, en effet la même décomposition du tenseur des contraintes est effectuée mais il n’y
a pas de changement de variable.

En ce qui concerne la discrétisation du terme convectif, on trouve deux principales approches :
la première est basée sur la méthode de décentrage en amont Streamline-Upwind (SU ou SUPG,
voir [47] et [20]) et la deuxième est basée sur les méthodes de type Galerkin discontinu. La pre-
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mière classe de méthodes, basée sur l’ajout de diffusivité artificielle, a été initialement appliquée
aux liquides viscoélastiques dans [60]. La deuxième méthode basée sur le schéma décentré de
Lesaint-Raviart (cf [55]) a été d’abord appliquée aux liquides viscoélastiques dans [32]. Un des
avantages de cette méthode est que la condition de compatibilité entre l’espace discret de la vi-
tesse et celui du tenseur des contraintes est facilement satisfaite. De plus, l’implémentation des
méthodes dG est plus facile. Une description complète de ces méthodes peut être trouvée dans la
littérature (cf [4], [5] et [69]).

Au vu des résultats obtenus avec la méthode dG, nous avons choisi d’utiliser pour le modèle
de Giesekus, des éléments finis totalement discontinus pour approcher le tenseur des contraintes et
des éléments finis non-conformes pour approcher la vitesse et la pression. Nous avons considéré
le cas triangulaire, pour lequel nous utilisons pour approcher la vitesse et la pression les éléments
finis de Crouzeix-Raviart (voir [24]), mais aussi le cas quadrangulaire, pour lequel nous utilisons
alors les éléments finis de Rannacher-Turek (voir [74]). L’analyse de ces schémas numériques a
été faite pour le problème de Stokes sous-jacent. Dans le cas quadrangulaire, on montre qu’il est
nécessaire d’ajouter un terme de régularisation afin d’avoir une méthode convergente. Des vitesses
de convergence optimales ont alors été obtenues dans les deux cas.

On s’intéresse aussi à la positivité d’un tenseur appelé tenseur de conformation qui est un
point crucial pour la simulation numérique. Le problème du nombre de Weissenberg élevé semble
être associé à la perte de la positivité de ce tenseur au niveau discret. On montre alors que sous
certaines hypothèses, les schémas numériques utilisés préservent cette propriété au niveau discret.

Nous avons comparé les résultats obtenus à des valeurs expérimentales, trouvées dans la lit-
térature (voir [72]). Ces comparaisons nous ont permis d’illustrer le bon comportement de notre
schéma numérique mais aussi de montrer le réalisme du modèle de Giesekus par rapport à d’autres
modèles rhéologiques. D’autre part, nous avons considéré des cas-test de référence en simulation
numérique des écoulements de liquides polymères : la contraction 4 :1, la contraction/expansion
4 :1 :4, et l’écoulement autour d’un cylindre. Nous avons effectué des comparaisons avec le code
commercial Polyflow®, connu dans le monde industriel pour sa fiabilité et sa robustesse. Les ré-
sultats obtenus sont similaires. Nous avons pu obtenir des résultats réalistes pour des nombres de
Weissenberg élevés. Afin de pouvoir utiliser des maillages fins (de l’ordre de 1 million d’éléments),
nous avons développé une méthode multigrilles basée sur un lisseur de type Vanka. Ceci nous a
permis de valider notre méthode en comparant nos calculs, en particulier la traînée, aux résultats
présents dans la littérature. Pour cela, nous avons considéré le cas-test populaire de l’écoulement
autour d’un cylindre centré et le modèle d’Oldroyd-B.

1.2 Perspectives

Dans la suite, plusieurs perspectives à ce travail peuvent être envisagées.

– Analyse du modèle de Giesekus.
Tout d’abord, concernant l’analyse mathématique du problème instationnaire de Giesekus, il
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serait intéressant d’établir des estimations d’énergie au niveau continu et discret, basées sur
la positivité du tenseur de conformation. De telles estimations pourront ensuite être utilisées
pour montrer l’existence d’une solution faible du problème continu. Cette approche a déjà
été appliquée dans [6] à un modèle régularisé d’Oldroyd-B ; néanmoins, afin de garantir que
le tenseur de conformation discret est symétrique défini positif, les auteurs sont amenés à
introduire plusieurs régularisations du problème discret, en suivant la démarche de [7].

– Adaptation de maillage.
Le développement de méthodes adaptatives serait important pour améliorer l’efficacité des
simulations numériques. En effet, les calculs effectués dans cette thèse montrent deux sources
de singularités. La première est de nature géométrique et relève des coins rentrants (par
exemple au niveau de la contraction 4:1). La seconde est liée au caractère des équations qui
fait que les solutions présentent des couches limites (voir par exemple la figure Fig. 7.25).
Le développement d’une méthode adaptative nécessite d’abord l’écriture d’un estimateur
d’erreur a posteriori, ce qui est en cours.

– Extension au cas 3D.
Dans le but de se rapprocher des applications réalistes, on peut envisager l’extension des
travaux effectués dans cette thèse aux écoulements de liquides viscoélastiques en trois di-
mensions. Cette extension inclut aussi bien un aspect algorithmique qu’un aspect numérique
important. D’un point de vue numérique, il faut développer et implémenter dans la librai-
rie CONCHA des schémas de discrétisation appropriés, qui soient stables pour les différents
termes de convection présents dans les équations et qui préservent de plus certaines proprié-
tés du système physique continu (comme la positivité du tenseur de conformation), afin de
garantir la robustesse par rapport aux grands nombres de Weissenberg. D’un point de vue
algorithmique, le passage de 2D à 3D implique le couplage non linéaire entre les différentes
variables physiques, ce qui engendre un surcoût de calcul très important. D’où la nécessité
de mettre en place des outils numériques performants et robustes comme le stockage des
matrices, les méthodes multigrilles, les méthodes adaptatives et la parallélisation du code.

– Prise en compte de la thermique.
Enfin, toujours dans le but d’accroître le réalisme des simulations numériques, il faut prendre
en compte le couplage thermomécanique. Ceci implique l’ajout de deux nouvelles variables,
la température et la masse volumique, et de deux équations, l’équation de conservation de
l’énergie et l’équation d’état. D’un point de vue numérique, ceci nécessite, le développe-
ment de schémas appropriés au cas où la masse volumique ρ n’est pas constante, en parti-
culier pour traiter les termes de convection ρv · ∇v et ρv · ∇T et l’équation de continuité
∂ρ
∂t + div(ρv) = 0. D’autres aspects, comme une viscosité thermo-dépendante pourront
aussi être pris en compte.
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1.3 Notations

Dans ce manuscrit, on utilisera les notations suivantes. Les vecteurs de dimension Rd (d = 2 ou
3 ) seront notés en gras, x = (x1, x2, ...xd) et les tenseurs d’ordre 2 sur Rd ×Rd seront soulignés
d’un trait, τ = (τij)0<i≤d, 0<j≤d.
On utilisera la convention de sommation d’Einstein (de l’indice répété).
Le produit scalaire de deux tenseurs d’ordre 2 sera noté :

τ : σ = τijσij ;

Pour tout k ∈ N, on notera par Pk l’ensemble des polynômes de Rd de degré plus petit ou égal
à k en chacune des variables.

Soit Ω un ouvert borné de Rd, de frontière lipschitzienne.
On rappelle la définition de quelques espaces fonctionnels usuels (voir par exemple [75]).

Pour m ∈ N, on définit l’espace de Sobolev d’ordre m par :

Hm(Ω) =
{
v ∈ L2(Ω) : ∀α ≤ m, ∂αv ∈ L2(Ω)

}
,

où ∂αv est la dérivée partielle (au sens des distributions) d’ordre α = (α1, ..., αm) ∈ Nm de v :

∂αv =
∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂x

αm
m
, avec |α| =

m∑
i=1

αi.

Hm(Ω) est un espace de Hilbert muni de la norme :

‖v‖m,Ω =

 ∑
|α|≤m

∫
Ω
|∂αv|2

1/2

.

On utilisera aussi la semi-norme définie par :

|v|m,Ω =

 ∑
|α|=m

∫
Ω
|∂αv|2dx

1/2

.

On introduit aussi les deux espaces usuels suivants :

H1
0 (Ω) =

{
v ∈ H1(Ω) : v = 0 sur ∂Ω

}
= D(Ω),

L2
0(Ω) =

{
q ∈ L2(Ω) :

∫
Ω
qdx = 0

}
.

On introduit aussi l’espace de traces suivant :

H1/2(∂Ω) =
{
g ∈ L2(∂Ω), tel que∃v ∈ H1(Ω), v = g sur ∂Ω

}
muni de la norme :

‖g‖1/2,∂Ω = inf
v=g sur ∂Ω

‖v‖1,Ω

6



On utilisera aussi l’espace des traces normales partielles sur une partie du bord Γ ( ∂Ω défini
par :

H−1/2(Γ) = [H1/2
00 (Γ)]′

avec [H1/2
00 (Γ)]′ l’espace dual de :

H
1/2
00 (Γ) = {ϕ ∈ L2(Γ), tel que ∃v ∈ H1(Ω),v = ϕ sur Γ et v = 0 sur ∂Ω \ Γ}.

Soit V un espace de Hilbert quelconque et soit d = 2 ou 3, on utilisera les notations suivantes :

V = {v = (v1, .., vd); vi ∈ V, 1 ≤ i ≤ d} = V d,

V = {τ = (τij); τij ∈ V, 1 < i ≤ d, 1 < j ≤ d}.

On introduit maintenant des notations spécifiques aux méthodes d’éléments finis.
On supposera désormais que Ω est un domaine polygonal. On considère une famille régulière

de triangulations, (Th)h>0, de Ω. Chaque triangulation Th est composée d’éléments T , qui peuvent
être des triangles ou des quadrilatères, de telle manière que :

Ω =
⋃
T∈Th

T.

On note εinth l’ensemble des arêtes internes de Th, ε∂h l’ensemble des arêtes du maillage situées sur
le bord ∂Ω et εh l’ensemble des arêtes de Th, εh = εinth ∪ ε∂h.
On note hT le diamètre d’un triangle T , ρT le diamètre du cercle inscrit de T et on pose h =
max
T∈Th

hT . Comme (Th)h>0 est une famille régulière, il existe un paramètre ς > 0 tel que :

∀T ∈ Th,
hT
ρT

= ςT ≤ ς. (1.1)

Sur chaque arête e de εinth , telle que e = ∂T i ∩ ∂T j , on définit une fois pour toutes la normale
unitaire ne. Pour une fonction donnée ϕ avec ϕ|T i ∈ C(T i) (1 ≤ i ≤ 2), on définit sur e :
ϕext(x) = lim ε→0

ε>0
ϕ(x − εne), ϕint(x) = lim ε→0

ε>0
ϕ(x + εne). On construit alors le saut et la

moyenne de ϕ de la manière suivante :

[ϕ] = ϕext − ϕint, (1.2)

{ϕ} =
1
2

(ϕint + ϕext). (1.3)

Si e se trouve sur ∂Ω, la normale ne est la normale extérieure n et le saut et la moyenne de ϕ
correspondent à la trace de ϕ sur e.

On notera par la suite, les projections L2(e)-orthogonales d’une fonction quelconque ϕ ∈
L2(e) sur un espace polynomial Pk, ∀k ∈ N, par πkϕ. On généralise cette notation pour ω 6= e, en
introduisant la projection L2(ω) orthogonales sur un espace polynomial Pk, ∀k ∈ N notée πωkϕ.

Ces projections satisfont les propriétées suivantes :

‖πω0u‖0,ω ≤ ‖u‖0,ω. (1.4)
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En effet, par définition de la projection on a :∫
ω
uvdx =

∫
ω
πω0uvdx, ∀v ∈ P0.

En prenant v = πω0u, on obtient le résultat souhaité à l’aide de l’inégalité de Cauchy-Schwartz.
On notera ϕ+ = max{ϕ , 0} la partie positive de ϕ et ϕ− = ϕ− ϕ+ sa partie négative.
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Première partie

Une méthode Galerkin discontinue pour
le problème de Stokes liée aux éléments

finis non-conformes
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Introduction

Dans cette partie, on introduit et analyse une nouvelle méthode de type Galerkin discontinue
(dG) pour le problème de Stokes. Cette partie est divisée en trois chapitres.

Dans un premier chapitre, nous décrivons la nouvelle méthode de type Galerkin discontinue
appliquée aux trois formulations du problème de Stokes : la formulation classique en terme de
gradient de vitesse mais aussi la formulation en terme de tenseur des vitesses de déformation
équivalente à la formulation à trois champs. On montre alors que les problèmes discrets sont bien
posés. De plus, on montre que les solutions de ces problèmes tendent, lorsque le paramètre de
stabilisation tend vers l’infini vers la solution du problème de Stokes approché par éléments finis
non-conformes.

Dans le second chapitre, nous faisons une analyse d’erreur a priori de ces schémas. En outre,
on montre l’éfficacité et l’optimalité d’un estimateur d’erreur a posteriori élaboré pour le problème
de Stokes en terme de gradient de vitesse. Cet estimateur tend lorsque le paramètre de stabilisation
tend vers l’infini vers un estimateur bien connu pour l’approximation non-conforme du problème
de Stokes.

Finalement, dans le troisième chapitre, nous présentons des résultats numériques illustrant les
résultats théoriques obtenus dans les deux premiers chapitres. Après avoir montré la convergence
de notre méthode, nous avons comparé les résultats obtenus avec notre méthode avec ceux ob-
tenus avec la méthode dG classique («Interior Penalty»). Nous présentons ensuite des tests sur
l’adaptation de maillage.

Ces travaux ont donné lieu à un article intitulé Connections between discontinuous Galerkin
and nonconfoming finite element methods for the Stokes equations soumis dans la revue Nume-
rical Methods in PDE’s axé sur la formulation en terme de gradient de vitesse du problème de
Stokes ainsi qu’a un proceeding de ENUMATH’09 A dG method for the strain-rate formulation
of the Stokes problem related with nonconforming finite element methods (Proceedings of ENU-
MATH’09) (cf. [11]) traitant de la formulation en terme de tenseur des vitesses de déformation.
De plus, un rapport de recherche INRIA a aussi été élaboré (cf. [10]). Enfin, ces travaux ont été
présentés dans des conférences avec comités de lectures : MAFELAP (Londres, Royaume-Uni,
2009), ENUMATH (Uppsala, Suède, 2009), Workshop on Mathematical Fluid Mechanics and
Applications (Évora, Portugal, 2010),MAMERN (Pau, France, 2009) .
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Chapitre 2

Nouvelle stabilisation Galerkin
discontinue et robustesse de la méthode

2.1 Problème de Stokes et trois formulations variationnelles

On s’intéresse aux équations de Stokes bi-dimensionnelles (d= 2) qui décrivent l’écoulement
stationnaire d’un fluide newtonien, incompressible pour des nombres de Reynolds peu élevés. Les
équations régissant de tels écoulements sont les suivantes :
• Conservation de la quantité de mouvement :

−∇ ·Π = f ; (2.1)

• Conservation de la masse :
∇ · u = 0; (2.2)

• Equation constitutive d’un liquide newtonien :

τ = 2µD(u); (2.3)

• Conditions de bords (de type Dirichlet pour simplifier l’étude) :

u = g.

Avec :
◦ u la vitesse et p la pression ;
◦ Π le tenseur des contraintes totales, défini par :

Π = τ − pI, (2.4)

τ étant le tenseur déviateur des contraintes et I la matrice identité ;
◦ D(u) le tenseur des vitesses de déformation, défini par :

D(u) =
1
2
(
∇u+∇uT

)
; (2.5)
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◦ µ la viscosité dynamique, supposée constante.

Les données du problème sont f ∈ L2(Ω) et g ∈H1/2(∂Ω). Nous allons étudier dans cette partie
trois formulations variationnelles mixtes de ce problème.

En substituant l’expression de Π dans (2.1), on écrit le problème de Stokes sous la forme
suivante :

−divτ +∇p = f dans Ω
∇ · u = 0 dans Ω

τ = 2µD(v) dans Ω
u = g sur ∂Ω.

(2.6)

Les inconnues de ce problème sont le tenseur déviateur des contrainte τ , la vitesse u et la pression
p.

D’autre part, en remplaçant τ dans l’équation de conservation de la quantité de mouvement,
on obtient :

divτ = 2µdivD(u).

En prenant en compte la condition d’incompressibilité, on a aussi :

2µdivD(u) = µ∆u,

ce qui nous mène aux deux formulations suivantes :

−µ∆u+∇p = f dans Ω
∇ · u = 0 dans Ω
u = g sur ∂Ω

(2.7)
−2µdiv(D(u)) +∇p = f dans Ω

∇ · u = 0 dans Ω
u = g sur ∂Ω

(2.8)

Dans ces deux formulations, les inconnues sont la vitesse u et la pression p.

Afin de proposer une formulation variationnelle, on introduit ug ∈ H1(Ω) un relèvement de
la donnée du bord g ∈H1/2(∂Ω) tel que :

ug = g sur ∂Ω et

‖ug‖1,Ω ≤ ‖g‖1/2,∂Ω.

On considère tout d’abord la formulation variationnelle classique, que l’on appellera la formu-
lation (∇u,∇v) de (2.7) :

Trouver (u, p) ∈ (ug +H1(Ω))× L2
0(Ω) tels que :

a(u,v) + b(p,v) = l(v) ∀v ∈H1
0(Ω)

b(q,u) = 0 ∀q ∈ L2
0(Ω)

(2.9)
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où les formes bilinéaires, respectivement linéaires sont définies par :

a(u,v) = µ

∫
Ω
∇u : ∇vdx,

b(p,v) = −
∫

Ω
pdivvdx,

l(v) =
∫

Ω
fvdx.

La formulation variationnelle de (2.8), appelée formulation (D(u), D(v)) est la suivante :
Trouver (u, p) ∈ (ug +H1(Ω))× L2

0(Ω) tels que :
c(u,v) + b(p,v) = l(v) ∀v ∈H1

0(Ω)
b(q,u) = 0 ∀q ∈ L2

0(Ω).

(2.10)

L’unique différence entre (2.9) et (2.10) est que la forme linéaire a(·, ·) est remplacée par :

c(u,v) = 2µ
∫

Ω
D(u) : D(v)dx.

Cette forme linéaire est obtenue en utilisant une propriété du produit entre un tenseur symétrique
et un tenseur anti-symétrique, ce qui donne :

2µ
∫

Ω
D(u) : ∇vdx = µ

∫
Ω
D(u) : D(v)dx.

Enfin, la formulation variationnelle à trois champs de (2.6) est :
Trouver (u, p, τ) ∈ (ug +H1(Ω))× L2

0(Ω)×X tels que :
b(p,v) + d(τ ,v) = l(v) ∀v ∈H1

0(Ω)
b(q,u) = 0 ∀q ∈ L2

0(Ω)
d(θ,u) − e(θ, τ) = 0 ∀θ ∈ X

(2.11)

où :

d(τ ,v) =
∫

Ω
τ : D(v)dx,

e(θ, τ) =
1

2µ

∫
Ω
θ : τdx,

X =
{
θ = (θij)1≤i,j≤2; θij = θji, θij ∈ L2(Ω), i, j = 1, 2

}
.

La preuve de l’existence et de l’unicité de la solution des problèmes (2.9) et (2.10) est bien
connue (voir par exemple [36] pour une démonstration). En ce qui concerne la formulation à trois
champs (2.11) on utilise son équivalence avec (2.10). En effet, si (u, p) est la solution de (2.10)
alors (u, p, 2µD(u)) est solution de (2.11), ce qui nous assure l’existence d’une solution. D’autre
part, si (u, p, 2µD(u)) est solution de (2.11), alors (u, p) vérifie (2.10) et τ = 2µD(u), ce qui
nous assure l’unicité de cette solution.

On note que la formulation à trois champs nous permet de considérer le tenseur des contraintes
comme inconnue et sera donc utile pour l’étude des écoulements de liquides non newtoniens, ce
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qui est l’objectif de la deuxième partie de ce manuscrit. En effet, lorsque l’on étudie de tels fluides,
on ne peut pas éliminer le tenseur des contraintes des équations constitutives correspondantes, et
on doit donc traiter des formulations ayant au moins trois inconnues.
D’autre part, on montrera par la suite l’équivalence entre la formulation variationnelle discrète
(2.8) et celle à trois champs, ce qui nous ramène de manière naturelle à l’étude de la formulation à
deux champs (2.8). Enfin, un autre point d’intêret de cette étude est lié aux conditions de bord de
Neumann : dans la formulation (2.7) on doit imposer (∇u)n alors que dans la formulation (2.8),
on doit imposer D(u)n (i.e. τn dans le cas newtonien) ce qui signifie d’un point de vue physique
les forces normales.

On s’intéresse par la suite à l’approximation de ces trois problèmes par une méthode de type
Galerkin discontinu (dG), avec une stabilisation plus faible que celle connue dans la littérature.

2.2 Discrétisations

2.2.1 Résultats préliminaires

On prend désormais k = 1, 2 ou 3. On introduit les espaces discrets de dimension finie V h,
Qh et Xh, dont les éléments sont complètement discontinus :

V h = {vh ∈ L2(Ω);vh|T ∈ P k, ∀T ∈ Th}

Qh = {qh ∈ L2
0(Ω); qh|T ∈ Pk−1, ∀T ∈ Th}

Xh =
{
θh ∈ X; (θh)/T ∈ P k−1, ∀T ∈ Th

}
.

On rappelle maintenant les propriétés d’approximation des espaces V h etQh (voir aussi [37]).
On sait qu’il existe un opérateur d’interpolation noté ih ∈ L(L2

0(Ω);Qh) tel que, pour tout T ∈ Th
et pour chaque k = 1, 2 et 3, on ait :

∀p ∈ L2
0(Ω), ∀r ∈ Pk−1,

∫
T
r(ihp− p)dx = 0. (2.12)

De plus, pour s un réel de [0, k] on a :

∀q ∈ Hs(Ω) ∩ L2
0(Ω), ‖q − ihq‖0,T ≤ ChsT |q|s,T (2.13)

Comme précédemment, pour chaque k = 1, 2 et 3, il existe un opérateur d’interpolation
Ih ∈ L(H1(Ω);V h) qui vérifie :

∀v ∈H1(Ω), ∀ r ∈ Pk−1,

∫
T
r∇ · (Ih(v)− v)dx = 0 (2.14)

∀v ∈H1
0(Ω), ∀ e ∈ εh, ∀ r ∈ Pk−1

∫
e
r[Ih(v)]ds = 0 (2.15)

On a de plus l’estimation d’erreur d’interpolation suivante :

∀s ∈ [0, k], ∀v ∈Hs(Ω), |v − Ih(v)|1,T ≤ ChsT |v|s+1,∆T
(2.16)
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où ∆T est un macro-élément contenant T .

Le cas k = 1 est traité dans [24] (avec ∆T = T ), celui k = 2 vient de [33] et la cas k = 3 est
étudié dans [23].

On introduit la forme bilinéaire sur (H1(Ω) + V h) × (H1(Ω) + V h) qui est notre nouveau
terme de stabilisation et qui a pour rôle d’assurer la coercivité discrète :

J(u,v) = µ
∑
e∈εh

1
|e|

∫
e
[πk−1u] · [πk−1v]ds. (2.17)

On remarque que J(u,v) = 0 pour tout u ∈H1
0(Ω).

On note | · |1,h la semi-norme brisée de H1(Ω) définie de la manière suivante :

| u |21,h=
∑
T∈Th

‖∇u‖20,T , ∀u ∈H1(Ω) + V h

et on peut maintenant introduire la semi-norme surH1(Ω)× V h :

‖|u|‖ =
(
µ|u|21,h + γJ(u,u)

)1/2 (2.18)

où γ > 0 est le paramètre de stabilisation. On montre alors :

Lemme 2.2.1. L’application u→‖| u |‖ est une norme sur V h.

Démonstration. On sait de manière triviale que ‖| u |‖ est une semi-norme dans V h.
Montrons que si ‖| u |‖= 0, alors u = 0. Par définition, on a :

‖| u |‖= 0 ⇐⇒

{
µ|u|21,h = 0 ∀u ∈ V h

γJ(u,u) = 0 ∀u ∈ V h

D’une part on a :

|u|21,h = 0 ⇐⇒
∑
T∈Th

∫
T

(∇u)2dx = 0,

⇐⇒ ∇u |T= 0, ∀T ∈ Th,

⇐⇒ u est constant sur T, ∀T ∈ Th.

D’autre part,

J(u,u) = 0 ⇐⇒ µ
∑
e∈εh

1
|e|

∫
e
[πk−1u]2ds = 0,

⇐⇒ [πk−1u] |e= 0 ∀e ∈ εh.

Si e ∈ εinth , alors il existe deux triangles T 1 et T 2 de Th tels que e = T 1 ∩ T 2. On a alors :

πk−1u |T 1= πk−1u |T 2 .
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Donc, ∀e ∈ εinth , u |e est continue aux points de Gauss. On en déduit donc que u est constant sur
Ω.
Si e ∈ ε∂h, on a πk−1u |e= 0 donc u |e est nul aux points de Gauss.
Comme u est constant sur Ω, on a bien :

u = 0 sur Ω.

On a donc montré que ‖| u |‖ est une norme sur V h.

2.2.2 Formulations discrètes

2.2.2.1 Formulation (∇u, ∇v) discrète

On considère la formulation discrète du problème (2.9) suivante :
Trouver (uh, ph) ∈ V h ×Qh tels que :

ah(uh,vh) + bh(ph,vh) = lh(vh) ∀vh ∈ V h

bh(qh,uh) = gh(qh) ∀qh ∈ Qh
(2.19)

où :

ah(uh,vh) = µ
∑
T∈Th

∫
T
∇uh : ∇vhdx+ γµ

∑
e∈εh

1
|e|

∫
e
[πk−1uh] · [πk−1vh]ds

− µ
∑
e∈εh

(∫
e

{
∂uh
∂ne

}
· [vh] ds+

∫
e

{
∂vh
∂ne

}
· [uh] ds

)
bh(qh,vh) = −

∑
T∈Th

∫
T
qh∇ · vhdx+

∑
e∈εh

∫
e
{qh}[vh · ne]ds

lh(vh) =
∑
T∈Th

∫
T
f · vhdx− µ

∑
e∈ε∂

h

∫
e

∂vh
∂ne

· gds+ γµ
∑
e∈ε∂

h

1
|e|

∫
e
πk−1g · πk−1vhds

gh(qh) =
∑
e∈ε∂

h

∫
e
qhg · neds.

Afin d’alleger les notations, on décompose la forme ah(uh,vh) de la manière suivante :

ah(·, ·) = A0(·, ·) +A1(·, ·) + γJ(·, ·),

où

A0(uh,vh) = µ
∑
T∈Th

∫
T
∇uh : ∇vhdx,

A1(uh,vh) = −µ
∑
e∈εh

(∫
e

{
∂uh
∂ne

}
· [vh] +

∫
e

{
∂vh
∂ne

}
· [uh]

)
ds.

Le premier terme de A1(·, ·) provient de l’intégration par parties de−∆u. On rajoute le deuxième
terme afin d’obtenir une forme ah(·, ·) symétrique. On note que la solution (uh, ph) dépend claire-
ment de γ. Cependant, afin d’alléger les notations, on ne rajoutera l’indice γ que dans les sections
2.4 et 3.2.3 de cette partie où la dépendance de la méthode par rapport à ce paramètre est étudiée.
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Remarque 1. Dans cette formulation (ainsi que dans toutes les méthodes dG), on prend en
compte de manière faible la condition de bord de Dirichlet, u = g sur ∂Ω en utilisant la méthode
de Nitsche qui évite de rajouter des conditions de bord dans la définition de l’espace. En effet, la
condition de bord est prise en compte de manière faible, dans la définition du second membre du
système. Cette méthode a été introduite par J. Nitsche en 1971 [65]. Elle a d’abord été utilisée
pour des méthodes d’approximation par éléments finis continus avant de l’être pour des méthodes
discontinues (voir par exemple [12]).

2.2.2.2 Formulation (D(u),D(v)) discrète

On considère la formulation discrète du problème (2.10) :
Trouver (Uh, Ph) ∈ V h ×Qh tels que :

ch(Uh,vh) + bh(Ph,vh) = fh(vh) ∀vh ∈ V h

bh(qh,Uh) = gh(qh) ∀qh ∈ Qh
(2.20)

où :

ch(·, ·) = C0(·, ·) + C1(·, ·) + γJ(·, ·) + γ1J1(·, ·)

C0(uh,vh) = 2µ
∑
T∈Th

∫
T
D(uh) : D(vh)dx

C1(uh,vh) = −2µ
∑
e∈εh

(∫
e
{D(uh)ne} · [vh] ds+

∫
e
{D(vh)ne} · [uh] ds

)
J1(uh,vh) = µ

∑
e∈εint

h

1
|e|

∫
e
[π1(uh · ne)] · [π1(vh · ne)]ds

fh(vh) =
∑
T∈Th

∫
T
f · vhdx− 2µ

∑
e∈ε∂

h

∫
e
(D(vh)ne) · gds

+µγ
∑
e∈ε∂

h

1
|e|

∫
e
πk−1g · πk−1vhds

et où maintenant γ > 0 et γ1 > 0 sont deux paramètres de stabilisation (qui peuvent être choisis
independants de h). Les termes C0(·, ·) et C1(·, ·) sont construits de la même manière que les
termes A0(·, ·) et A1(·, ·) de la formulation précédente. Le deuxième terme de stabilisation J1(·, ·)
est rajouté afin de retrouver la coercivité de la forme ch(·, ·) dans V h, à l’aide d’une inégalité de
type Korn.

Remarque 2. On note que si l’ordre polynomial est égal à 2 ou 3, il n’est pas nécessaire de
rajouter le terme J1(·, ·). En effet, on a KerhJ(·, ·) ⊂ KerhJ1(·, ·). On le laisse afin d’avoir une
écriture homogène pour toutes les valeurs de k.
D’autre part, on note que l’on a pas besoin de rajouter de stabilité sur le bord ∂Ω.

On introduit la semi norme suivante surH1(Ω) + V h :
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[[v]] =

2µ
∑
T∈Th

‖D(v)‖20,T + γJ(v,v) + γ1J1(v,v)

1/2

Lemme 2.2.2. L’ application v → [[v]] est une norme sur V h, pour tout k = 1, 2, 3.

Démonstration. Soit [[v]] = 0. Alors [πk−1v] = 0 sur chaque arête e ∈ εh, [π1v · ne] = 0 sur
chaque arête interne e ∈ εinth et D(v) = 0 sur chaque triangle T ∈ Th. Cette dernière relation
implique que v est un mouvement rigide sur chaque T ∈ Th (i.e. v = aT + bTx

⊥ avec aT ∈ R2,
bT ∈ R et x⊥ = (x2,−x1) ), donc v est linéaire par morceaux.

Pour k = 2 ou 3, on obtient que πk−1v = v et on peut donc en déduire de manière similaire
que dans le lemme 2.2.1 que v est continu à travers les arêtes et nul au bord. Donc v ∈H1

0(Ω) et
l’inégalité de Korn classique implique que v = 0 dans Ω.

Pour k = 1, on obtient que v ·ne est continu à travers les arêtes internes mais v est seulement
continu aux points milieux des arêtes. On note (cf. [61]) que la trace tangentielle d’un mouve-
ment rigide est constante sur un segment (et non pas une fonction entièrement linéaire) : en effet,
(bTx⊥) · te = bTx · ne est constant le long de l’arête e d’équation x · ne = const. On peut
donc immédiatement en conclure que v · te est aussi continu à travers les arêtes internes, d’où
v ∈H1(Ω). On a donc v = a+ bx⊥ dans Ω avec π0v = 0 sur chaque arête du bord e ∈ ε∂h , ce
qui implique v = 0.

2.2.2.3 Formulation discrète à trois champs

On considère l’approximation du problème (2.11) par éléments finis de type dG suivante :
Trouver (U

′
h, P

′
h, τ

′
h) ∈ V h ×Qh ×Xhtels que :

kh(U
′
h,vh) + bh(P

′
h,vh) + dh(τ

′
h,vh) = fh(vh) ∀vh ∈ V h

bh(qh,U
′
h) = gh(qh) ∀qh ∈ Qh

dh(θh,U
′
h) − e(θh, τ

′
h) = 0 ∀θh ∈ Xh,

(2.21)

où

kh(·, ·) = C1(·, ·) + γJ(·, ·) + γ1J1(·, ·)

dh(θh,vh) =
∑
T∈Th

∫
T
θh : D(vh)dx.

2.2.3 Autres méthodes dG pour le problème de Stokes

Dans [37], V. Girault, B. Rivière et M. F. Wheeler, font l’étude d’une méthode de type Galerkin
discontinue pour les problèmes de Stokes et de Navier-Stokes avec décomposition de domaine,
différente de celle que nous considérons. Plus précisément, ils considèrent le terme de stabilisation
J∗(·, ·) issue de la méthode IP ("Interior Penalty") classique :

J∗(uh,vh) = µ
∑
e∈εh

1
|e|

∫
e
[uh] · [vh]ds.
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Nous montrerons par la suite que notre méthode est robuste lorsque γ →∞. En effet, la solution de
(2.19) tend lorsque γ, tend vers l’infini, vers l’unique solution du problème de Stokes par éléments
finis P k × Pk−1 non-conformes, qui est stable pour tout k = 1, 2, et 3. En outre, on montre que
la vitesse de convergence est γ−1. Enfin , la constante inf-sup par rapport à notre norme énergie
est indépendante de γ, ce qui n’est pas le cas dans [37] où elle est O(1/

√
γ). D’autre part, en

choisissant ce terme, on peut approcher les intégrales sur les arêtes avec des formules de Gauss de
plus bas degrés que dans [37]. Enfin, cela nous permet de construire un tenseur d’approximation
localement conservatif dans l’espace d’éléments finis de Raviart-Thomas, que nous utiliserons afin
de définir un indicateur d’erreur a posteriori simple pour la méthode dG.

Un autre terme de stabilisation
∫

Ω
R([uh]) · R([vh])dx a été introduit par Bassi et Rebay

dans [8], oùR est un relèvement des sauts à travers les arêtes dans P disc
k . Dans le but de gagner en

efficacité d’un point de vue du coût de calcul, ils remplacent les contributions venant de l’opérateur
de relèvement global R, par un opérateur de relèvement local Re, défini par∑

T̄⊃e

∫
T
Re(w) · vhdx =

∫
e
w · {vh} ds, ∀vh ∈ P disc

k .

D’où ∫
T
Re(w) · vhdx =

1
2

∫
e
w · vhds, ∀vh ∈ P disc

k . (2.22)

On peut donc finalement approcher ce terme de stabilisation par :

J#(uh,vh) =
∑
e∈εh

∑
T̄⊃e

γT

∫
T
Re([uh]) ·Re([vh])dx.

On suppose maintenant que k = 1. On décompose alorsRe(w) sur un triangle T de la manière
suivante :

Re(w) = α1ϕ1 + α2ϕ2 + α3ϕ3,

et la projection du vecteur w sur une arête e de T :

π1w = β1ϕ1 + β2ϕ2,

où les αi et βi sont des constantes et les ϕi sont les fonctions de forme associées au triangle T .
On choisit maintenant comme fonction test vh, la fonction ϕ1 appartenant à P disc

1 . (2.22)
devient alors : ∫

T
Re(w) · ϕ1dx =

1
2

∫
e
w · ϕ1ds =

1
2

∫
e
π1w · ϕ1ds. (2.23)

En appliquant des formules d’intégrations numériques de Simpson, on peut réécrire (2.23) de la
manière suivante :

|T |
12

(2α1 + α2 + α3) =
|e|
6

(2β1 + β2)

En prenant successivement vh = ϕ2 et vh = ϕ3, on obtient les deux équations suivantes :

|T |
12

(α1 + 2α2 + α3) =
|e|
6

(β1 + 2β2)

|T |
12

(α1 + α2 + 2α3) = 0
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En résolvant le système formé des 3 équations précédentes on obtient que la restriction de Re(w)
sur e s’écrit :

Re(w)/e = α1ϕ1 + α2ϕ2

= 2
|e|
|T |

(β1ϕ1 + β2ϕ2) +
|e|

2|T |
(β1 + β2)(ϕ1 + ϕ2)

= 2
|e|
|T |

π1w +
|e|

2|T |
(β1 + β2)

En remarquant que ∫
e
π0wds =

∫
e
wds =

∫
e
π1wds,

il s’en suit que :

π0w =
β1 + β2

2
.

Et on obtient alors que :

Re(w)/e = 2
|e|
|T |

π1w +
|e|
|T |

π0w

Ce qui nous donne :∫
T
Re([uh]) ·Re([vh])dx =

1
2

∫
e
[uh] ·Re([vh])ds

=
|e|
|T |

∫
e
[uh] · [vh]ds+

|e|
2 |T |

∫
e
[π0uh] · [π0vh]ds.

En conclusion, en choisissant γT = γ on obtient que sur des maillages réguliers : J#(·, ·) '
J∗(·, ·) + 1

2J(·, ·). Si l’on change la définition de l’opérateur de relèvement et que l’on le cherche

dans P k−1 à la place de P k, alors il s’en suit que pour k = 1, Re(w)/e =
|e|

2 |T |
π0w et donc,

J#(·, ·) ' 1
2J(·, ·), puisque∫

T
Re([uh]) ·Re([vh])dx =

|e|
4 |T |

∫
e
[π0uh] · [π0vh]ds.

Des calculs similaires peuvent être effectués pour k = 2 ou 3, permettant d’exprimer J#(·, ·) en
fonction de J∗(·, ·) et de J(·, ·).

2.2.4 Extensions à d’autres condititions de bord

On s’intéresse ici au traitement de conditions de bord plus générales, plus particulièrement
associées à la deuxième formulation variationnelle (2.10), en vue de la généralisation aux liquides
non-newtoniens. On rappelle tout d’abord que τ = 2µD(u). En plus de la condition de bord clas-
sique de type Dirichlet, on peut vouloir aussi imposer une condition de Neumann τn − pn = χ.
Néanmoins, pour certaines applications, il est important d’avoir un panel plus complet de condi-
tions de bord. Par exemple, la solution exacte d’un écoulement de Poiseuille ne satisfait pas la
condition de Neumann précédente à la sortie. On peut aussi souhaiter imposer que l’un des bords
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du domaine soit un axe de symétrie, ce qui permet de diviser en deux le domaine de calcul.
On considère alors une partition du bord ∂Ω = Γ1∪Γ2∪Γ3∪Γ4 telle que Γ2 6= ∂Ω et on impose :

u · t = gt, u · n = gn sur Γ1 (Dirichlet pur)

τn · n− p = χn, τn · t = χt sur Γ2 (Neumann pur)

u · t = gt, τn · n− p = χn sur Γ3

u · n = gn, τn · t = χt sur Γ4,

avec εih l’ensemble des arêtes sur Γi.
Afin de traiter ces conditions de bord nous utilisons une méthode de Nitsche. Les formes

bilinéaires J(·, ·), C1(·, ·) et bh(·, ·), seront alors modifiées de la manière suivante :

J(uh,vh) = µ
∑

e∈εint
h ∪ε

1
h∪ε

3
h

1
|e|

∫
e
[πk−1uh · te][πk−1vh · te]ds

+µ
∑

e∈εint
h ∪ε

1
h∪ε

4
h

1
|e|

∫
e
[πk−1uh · ne][πk−1vh · ne]ds

C1(uh,vh) = −2µ
∑

e∈εint
h ∪ε

1
h∪ε

3
h

(∫
e
{D(vh)ne · te} [uh · te]ds+

∫
e
{D(uh)ne · te} [vh · te]ds

)

−2µ
∑

e∈εint
h ∪ε

1
h∪ε

4
h

(∫
e
{D(vh)ne · ne} [uh · ne]ds+

∫
e
{D(uh)ne · ne} [vh · ne]ds

)

bh(qh,vh) = −
∑
T∈Th

∫
T
qh∇ · vhdx+

∑
e∈εint

h ∪ε
1
h∪ε

4
h

∫
e
{qh} [uh · ne]ds.

De même, les formes linéaires sont modifiées comme suit :

fh(vh) =
∑
T∈Th

∫
T
f · vhdx+

∑
e∈ε2h∪ε

3
h

∫
e
χ1vh · neds+

∑
e∈ε2h∪ε

4
h

∫
e
χ2vh · teds

−2µ(
∑

e∈ε1h∪ε
3
h

∫
e
D(vh)ne · teg1ds+

∑
e∈ε1h∪ε

4
h

∫
e
D(vh)ne · neg2ds)

+µγ(
∑

e∈ε1h∪ε
3
h

1
|e|

∫
e
πk−1g1πk−1vh · teds+

∑
e∈ε1h∪ε

4
h

1
|e|

∫
e
πk−1g2πk−1vh · neds)

gh(qh) =
∑

e∈ε1h∪ε
4
h

∫
e
qhg2ds.

2.3 Existence et unicité

Dans cette section, on souhaite prouver l’existence et l’unicité de chacune des solutions des
formulations discrètes introduites précédemment. Pour cela, on va donc montrer que les formula-
tions à deux champs, (2.19) et (2.20), vérifient les hypothèses discrètes du théorème de Babuška-
Brezzi. On va tout d’abord vérifier la coercivité des formes ah(·, ·) et ch(·, ·) sur le noyau discret
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Kerhbh, puis la condition inf-sup pour bh par rapport aux normes ‖| · |‖ et [[·]]. On en déduira
alors que la formulation à trois champs est bien posée en montrant qu’elle est équivalente à la
formulation (2.20). On précise que si aucune spécification n’est donnée, les constantes utilisées
sont indépendantes des paramètres de stabilisation γ et γ1, du paramètre de discrétisation h et de
la viscosité µ.

2.3.1 Coercivité des formes ah(·, ·) et ch(·, ·)

Lemme 2.3.1.
Pour γ suffisamment grand, il existe une constante α1 > 0 elle que :

∀uh ∈ Kerhbh , ah(uh,uh) ≥ α1‖|uh|‖2. (2.24)

Démonstration.
On a, par définition :

ah(uh,uh) = µ|uh|21,h + γJ(uh,uh) +A1(uh,uh) = ‖|uh|‖2 +A1(uh,uh).

On souhaite donc contrôler le terme :

A1(uh,uh) = −2µ
∑
e∈εh

(∫
e

{
∂uh
∂ne

}
· [uh]

)
ds.

On note que
{
∂uh
∂ne

}∣∣∣∣
e

∈ Pk−1. Par définition de la projection sur Pk−1, on obtient :

A1(uh,uh) = −2µ
∑
e∈εh

(∫
e

{
∂uh
∂ne

}
· [πk−1uh]

)
ds.

On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

A1(uh,uh) ≥ −2µ
∑
e∈εh

√
|e|
∥∥∥∥{∂uh∂ne

}∥∥∥∥
0,e

1√
|e|
‖[πk−1uh]‖0,e

≥ −2µ

(∑
e∈εh

|e|
∥∥∥∥{∂uh∂ne

}∥∥∥∥2

0,e

)1/2(∑
e∈εh

1
|e|
‖[πk−1uh]‖20,e

)1/2

Soit e ∈ εinth , alors il existe deux triangles de Th, T 1 et T 2 tels que e = ∂T 1∩∂T 2. On obtient
en développant : √

|e|
∥∥∥∥{∂uh∂ne

}∥∥∥∥
0,e

≤
√
|e|
2

2∑
i=1

‖∇uh|T i‖0,e .

On peut donc appliquer la propriété suivant : soit v ∈ L2(e), soit F (x̂) la transformation affine
d’une arête e à une arête de référence ê, on a alors :

‖v‖20,e =
∫
e
v2(x)dx =

∫
ê
v(F (x̂))2 |e|

|ê|
dx̂ =

|e|
|ê|
‖v̂‖20,ê (2.25)
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On applique cette propriété à∇uh appartenant à L2(e) :

‖∇uh|T i‖0,e ≤
√
|e|√
|ê|

∥∥∥∇̂uh|T i

∥∥∥
0,ê
.

∇̂uh|T i appartient à un espace de dimension finie. On a donc :

∥∥∥∇̂uh|T i

∥∥∥
0,ê
≤ c

∥∥∥∇̂uh|T i

∥∥∥
0,T̂
≤ c

√
|T̂ |√
|T i|
‖∇uh|T i‖0,T i .

Finalement, on obtient :

‖∇uh|T i‖0,e ≤ c
√
|e|√
|T i|
‖∇uh|T i‖0,T i .

D’où : √
|e|
∥∥∥∥{∂uh∂ne

}∥∥∥∥
0,e

≤
√
|e|

2
√
|T 1|
|uh|1,T 1 +

√
|e|

2
√
|T 2|
|uh|1,T 2 .

En utilisant la propriété de régularité (1.1), on obtient que , ∀T ∈ Th :

|e|√
|T |
≤ hT
cρT
≤ ς

Ce qui nous permet de conclure que√
|e|
∥∥∥∥{∂uh∂ne

}∥∥∥∥
0,e

≤ c

2
(|uh|1,T 1 + |uh|1,T 2).

On applique le même raisonnement sur les arêtes du bord (il y aura dans ces cas là un seul
terme dans la somme sur i). En sommant sur toutes les arêtes , on obtient :

A1(uh,uh) ≥ −2c
√
µ|uh|1,h

√
J(uh,uh).

On obtient alors :

ah(uh,uh) ≥ µ|uh|21,h + γJ(uh,uh)− 2c
√
γ

(√
µ |uh|1,Ω

)(√
γJ(uh,uh)

)
.

En appliquant l’inégalité de Young : 2ab ≤ 1
εa

2 + εb2, pour tout ε > 0, on obtient :

ah(uh,uh) ≥ µ|uh|21,h + γJ(uh,uh)− c
√
γ

((
µ |uh|21,Ω

)
+ (γJ(uh,uh))

)
.

On en déduit que la forme ah(·, ·) est définie positive si 1 − c
√
γ
> 0 ⇔ γ > c2 . Il existe

donc une constante α1 = 1− c
√
γ

indépendante de h et de µ telle que

ah(uh,uh) ≥ α
(
µ|uh|21,Ω + J(uh,uh)

)
.

Pour γ suffisamment grand, la constante de coercivité admet une borne inférieure indépendante
de γ. On a donc montré la coercivité de ah(·, ·) sur tout l’espace V h, et donc en particulier, sur
Kerhbh, pour γ assez grand.
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Lemme 2.3.2.
Pour γ suffisamment grand, il existe une constante α2 > 0, telle que :

∀uh ∈ Kerhbh , ch(uh,uh) ≥ α2 [[uh]]2 . (2.26)

Démonstration. La démonstration de ce lemme est similaire à la démonstration du lemme 2.3.1.
Par définition, on a :

ch(uh,uh) = [[uh]]2 − 4µ
∑
e∈εh

(∫
e
{D(uh) · ne} [uh] ds

)

Comme précédemment, {D(uh) · ne} |e ∈ Pk−1, et donc :

4µ
∑
e∈εh

(∫
e
{D(uh) · ne} [uh] ds

)
= 4µ

∑
e∈εh

(∫
e
{D(uh) · ne} [πk−1uh] ds

)
.

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient directement que :

ch(uh,uh) ≥ [[uh]]2 − 4

(
µ
∑
e∈εh

|e| ‖{D(uh)ne}‖20,e

)1/2√
J(uh,uh).

Sur chaque arête e = ∂T 1 ∩ ∂T 2 on a :√
|e| ‖{D(uh)ne}‖0,e ≤ c

(
‖D(uh)‖0,T 1 + ‖D(uh)‖0,T 2

)
.

On obtient donc comme précédemment :

ch(uh,uh) ≥ [[uh]]2 − c 4√
2γ

√
2µ
∑
T∈Th

‖D(uh)‖0,T
√
γJ(uh,uh).

Ce qui nous donne :

ch(uh,uh) ≥ [[uh]]2 − c
√

2
γ

2µ
∑
T∈Th

‖D(uh)‖20,T + γJ(uh,uh)

 .

Or :

2µ
∑
T∈Th

‖D(uh)‖20,T + γJ(uh,uh) < [[uh]]2 ,

et donc
ch(uh,uh) ≥ [[uh]]2 −

√
2
c
√
γ

[[uh]]2 .

Pour 1−
√

2
c
√
γ
> 0⇔ γ > 2c2 , on a donc montré que la forme ch(·, ·) est coercive sur tout

l’espace V h, donc en particulier sur le noyau de la forme bh(·, ·). Comme précédemment, pour γ
suffisamment grand, α2 = 1−

√
2
c
√
γ

admet une borne inférieure indépendante de γ.

On s’intéresse maintenant aux conditions inf-sup, par rapport aux normes ‖| · |‖ et [[·]]
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2.3.2 Conditions inf-sup

Lemme 2.3.3 (Condition inf-sup).
Il existe une constante β1 > 0 telle que

inf
ph∈Qh

sup
vh∈V h

bh(ph,vh)
‖ph‖0,Ω‖|vh|‖

≥ β1√
µ
. (2.27)

Démonstration. On utilise l’argument de Fortin. Pour tout ph ∈ Qh, on associe un vh ∈ V h tel
que :

bh(ph,vh) = ‖ph‖20,Ω et ‖|vh|‖ ≤ c‖ph‖0,Ω.

Pour cela, on se base sur la condition inf-sup du problème continu (voir par exemple [36]). On sait
en effet, que pour tout p ∈ L2

0(Ω), il existe un v ∈H1
0(Ω), tel que :{

divv = p,

‖v‖1,Ω ≤ c‖p‖0,Ω.

On l’applique en particulier à ph ∈ Qh ⊂ L2
0(Ω) et on en déduit que ∃v ∈H1

0(Ω), tel que divv =
ph. On choisit maintenant vh = Ihv avec Ih l’opérateur d’interpolation de H1(Ω) dans V h in-
troduit précédemment. Par construction, on a pour tout ph ∈ Pk−1 :∫

T
phdiv(Ihv)dx =

∫
T
phdivvdx ∀T ∈ Th.

De plus la propriété (2.15) nous donne :∫
e
{ph}[Ihv · ne]ds = 0, ∀e ∈ εh.

On en déduit donc que :

bh(ph, Ihv) = b(ph,v) = ‖ph‖20,Ω. (2.28)

D’autre part, on a :

‖|Ihv|‖ =

µ ∑
T∈Th

|Ihv|21,T + γJ(Ihv, Ihv)

1/2

.

Par définition de la projection on peut écrire :∫
e
[πk−1Ihv][πk−1Ihv]ds =

∫
e
[πk−1Ihv][Ihv]ds. (2.29)

Comme πk−1Ihv ∈ Pk−1, d’après (2.15), on obtient que :

J((Ihv, Ihv) = 0. (2.30)
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On en déduit donc à l’aide de (2.16) que :

‖|Ihv|‖ ≤
√
µ|Ihv|1,h ≤ c

√
µ|v|1,h ≤ c

√
µ‖ph‖0,Ω,

Donc,

sup
vh∈V h

bh(ph,vh)
‖|vh|‖

≥ bh(ph, Ihv)
‖|Ihv|‖

≥ 1
c
√
µ
‖ph‖0,Ω ≥

β1√
µ
‖ph‖0,Ω.

Lemme 2.3.4 (Condition inf-sup).
Il existe une constante β2 > 0 telle que

inf
ph∈Qh

sup
vh∈V h

bh(ph,vh)
‖ph‖0,Ω[[vh]]

≥ β2√
µ
. (2.31)

Démonstration.
On suit le même raisonnement que pour le lemme 2.3.3. On associe à un ph ∈ Qh arbitraire la

même fonction vh = Ihv ∈ V h que précédemment. Il suffit donc de montrer que :

[[vh]] =

2µ
∑
T∈Th

‖D(vh)‖20,T + γ1J1(vh,vh)

1/2

≤ c√µ‖ph‖0,Ω.

Pour k = 2 ou 3, on a :
J1(vh,vh) = 0, puisque J(vh,vh) = 0. En utilisant (2.16) on peut écrire :∑

T∈Th

‖D(vh)‖0,T ≤ c |v|1,h ≤ c‖ph‖0,Ω.

et on obtient donc le résultat souhaité.
Pour k = 1, on doit contrôler le terme :

J1(vh,vh) = µ
∑
e∈εint

h

1
|e|
‖[vh · ne]‖20,e .

On considère tout d’abord le fait que [v · ne] = 0, et l’inégalité de trace sur {e} = ∂T1 ∩ ∂T2 :

1√
|e|
‖[(Ihv − v) · ne]‖0,e

≤ c
(

1
hT1
‖Ihv − v‖0,T1 + 1

hT2
‖Ihv − v‖0,T2 + |Ihv − v|1,T1

+ |Ihv − v|1,T2

)
(2.32)

puis, les propriétés d’interpolation de l’opérateur de Crouzeix-Raviart Ih. On obtient donc que

J1(vh,vh) ≤ cµ |v|21,h

ce qui nous permet de conclure.
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2.3.3 Continuité des formes ah(·, ·), ch(·, ·) et bh(·, ·)

Pour établir la continuité de la forme bilinéaire ah(·, ·), il suffit d’étudier celle de A1(·, ·). En
effet, on a :

A1(uh,vh) = −µ
∑
e∈εh

(∫
e

{
∂uh
∂ne

}
· [vh] +

∫
e

{
∂vh
∂ne

}
· [uh]

)
ds

= −µ
∑
e∈εh

(∫
e

{
∂uh
∂ne

}
· [πk−1vh] +

∫
e

{
∂vh
∂ne

}
· [πk−1uh]

)
ds

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

|A1(uh,vh)| ≤

(
µ
∑
e∈εh

∫
e
(
{
∂uh
∂ne

}2

+ [πk−1uh]2)ds

)1/2(
µ
∑
e∈εh

∫
e
(
{
∂vh
∂ne

}2

+ [πk−1vh]2)ds

)1/2

≤ ‖|uh|‖ ‖|vh|‖

Nous avons ici appliqué à ϕ = ∇uh l’inégalité de trace sur e ⊂ ∂T combinée avec une
inégalité inverse :

1√
|e|
‖ϕ‖0,e ≤ c(

1
hT
‖ϕ‖0,T + |ϕ|1,T ) ≤ c

hT
‖ϕ‖0,T .

On obtient alors que
|ah(uh,vh)| ≤ 2 ‖|uh|‖ ‖|vh|‖ .

On obtient de la même manière la continuité de la forme ch(·, ·) :

µ
∑
e∈εh

∫
e
{D(uh)ne} · [vh] ds ≤

µ ∑
T∈Th

‖D(uh)‖20,T

1/2

J(vh,vh)1/2 ≤ [[uh]] [[vh]]

et de bh(·, ·) :∑
e∈εh

∫
e
{qh} [vh · ne] ds =

∑
e∈εh

∫
e
{qh} [πk−1vh · ne] ds

≤ 1
√
µ

(∑
e∈εh

|e| ‖qh‖20,e

)1/2

J(vh,vh)1/2

≤ 1
√
µ
‖qh‖0,T J(vh,vh)1/2.

La continuité des formes linéaires lh(·), fh(·) et gh(·) s’obtient de la même manière.

Théorème 2.3.1.
Pour γ suffisamment grand, les problèmes mixtes (2.19) et (2.20) admettent une unique solution.

Démonstration. D’après les lemmes 2.3.1 et 2.3.3, respectivement, 2.3.2 et 2.3.4, le problème
(2.19), repectivement (2.20), vérifie les conditions du théorème de Babuška-Brezzi (cf. [19]). Cha-
cun des deux problèmes admet donc une unique solution.
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Théorème 2.3.2. Pour γ suffisamment grand, le problème (2.21) a une unique solution. De plus,
sa solution est (Uh, Ph, 2µD(Uh)) où (Uh, Ph) est l’unique solution de (2.20).

Démonstration. De manière évidente on a que (Uh, Ph, 2µD(Uh)) appartient à V h ×Qh ×Xh

et vérifie le problème (2.21). Le fait que les espaces soient de dimensions finies, assure l’unicité
de la solution.

2.4 Robustesse du schéma par rapport au paramètre de stabilisation

Afin de simplifier l’étude du schéma, on considérera par la suite des conditions de bords ho-
mogènes (i.e. g = 0).
Dans cette section, on rajoute un indice γ aux inconnues des deux méthodes dG (2.19) et (2.20)
et un indice ∗ pour les inconnues se rapportant aux méthodes non-conformes considérées par la
suite.

2.4.1 Passage à la limite lorsque γ →∞

Nous avons vu précédemment que le paramètre de stabilisation γ doit être suffisamment élevé
afin d’avoir la coercivité des formes ah(·, ·) et ch(·, ·) dans Kerhbh. Nous avons donc étudié le
comportement de notre méthode de type dG lorsque ce paramètre tend vers l’infini et on montre
qu’elle est robuste par rapport à des valeurs élevées de γ.
On s’intéresse tout d’abord à la formulation (2.19). Lorsque γ → ∞, la solution de (2.19) tend
vers la solution du problème de Stokes approché par des éléments finisP k×Pk−1 non-conformes,
définie de la manière suivante :

Trouver (u∗h, p
∗
h) ∈Hh ×Qh tels que :∑

T∈Th

µ

∫
T
∇u∗h : ∇v∗hdx+

∑
T∈Th

∫
T
p∗hdivv∗hdx =

∑
T∈Th

∫
T
fv∗hdx ∀v∗h ∈Hh∑

T∈Th

∫
T
q∗hdivu∗hdx = 0 ∀q∗h ∈ Qh

(2.33)

où :

Hh =
{
vh ∈ L2(Ω) : vh|T ∈ P k, ∀ e ∈ εinth ( resp. ε∂h),

vh|e continue (resp. nulle) aux points de Gauss
}
.

La principale différence avec notre schéma est que dans le cas non-conforme, la continuité de la
vitesse aux points de Gauss sur chaque arête est imposée dans la définition de l’espace d’approxi-
mation de la vitesse.
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Remarque 3. Lorsque k=1 on retrouve les éléments finis non-conformes de Crouzeix-Raviart
[24], le cas k=2 correspond aux éléments finis non-conformes de Fortin-Soulis [33], et enfin
lorsque k=3, on retrouve les éléments finis non conformes de Crouzeix-Falk [23]. On sait que
le problème (2.33) est bien posé pour k = 1, 2 et 3. La démonstration de ces résultats d’existence
et d’unicité fait appel à une inégalité de Poincaré uniforme surHh.

Remarque 4. On remarque que kerJ(uh,vh) = Hh. En effet :

kerJ(·, ·) =

{
vh ∈ V h ;

∑
e∈εh

1
|e|

∫
e
[πk−1uh][πk−1vh]ds = 0, ∀uh ∈ V h

}
= {vh ∈ V h ; [πk−1vh]|e = 0 ,∀e ∈ εh}

= Hh

Théorème 2.4.1.
Soit (uγh, p

γ
h) la solution du problème (2.19), et soit (u∗h, p

∗
h) celle du problème (2.33). On a alors :

lim
γ 7→∞

(
‖|uγh − u

∗
h|‖+ ‖ pγh − p

∗
h‖
)

= 0

Démonstration.
Montrons d’abord que la suite (uγh, p

γ
h)γ est bornée dans V h par rapport à γ.

On prend tout d’abord comme fonction test vh = uγh, on obtient alors que bh(pγh,u
γ
h) = 0 d’après

la deuxième équation du problème (2.19).
Donc ah(uγh,u

γ
h) = lh(uγh), et l’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne uγh ∈ V h :

ah(uγh,u
γ
h) = lh(uγh) ≤ ‖f‖0,Ω‖uγh‖0,Ω

De plus, le lemme 2.3.1, nous donne :

ah(uγh,u
γ
h) ≥ α1‖|uγh|‖

2 ∀uγh ∈ V h.

On rappelle maintenant une inégalité de Poincaré-Friedrichs pour les espaces d’éléments finis
discontinus (cf. Brenner [17]) :

‖v‖0,Ω ≤ c

|v|21,h +
∑
e∈εint

h

1
|e|
‖[π0v]‖20,e + φ(v)

1/2

, ∀v ∈ V h (2.34)

où φ : H1(Ω)→ R est une semi-norme continue telle que pour une fonction constante c, φ(c) =
0 si et seulement si c = 0. On choisit ici :

φ(v) =
∑
e∈ε∂

h

‖π0v‖20,e (2.35)

et on utilise le fait que ‖π0v‖0,e ≤ ‖πk−1v‖0,e, puisque

‖π0v‖20,e =
∫
e
π0v · vds =

∫
e
π0v · πk−1vds ≤ ‖πk−1v‖0,e‖π0v‖0,e.
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On en déduit donc une inégalité de Poincaré-Friedrichs quelque peu différente de celles de [17] et
que nous utiliserons dans la suite :

‖v‖0,Ω ≤ c
(
|v|21,h +

1
µ
J(v,v)

)1/2

, ∀v ∈ V h. (2.36)

On obtient donc finalement que :

α1‖|uγh|‖
2 ≤ ‖f‖0,Ω‖uγh‖0,Ω

≤ c‖f‖0,Ω
(
|uγh|

2
1,h +

1
µ
J(uγh,u

γ
h)
)1/2

Et on peut en déduire, pour γ suffisamment grand :

‖|uγh|‖ ≤
c

µ
(2.37)

où c est une constante indépendante de µ, h et de γ. De plus, à l’aide de la condition inf-sup (cf.
lemme 2.3.3) et de la continuité de la forme ah(·, ·), on obtient :

‖pγh‖0,Ω ≤
√
µ

β1
sup
vh∈V h

bh(pγh,vh)
‖| vh |‖

=
√
µ

β1
sup
vh∈V h

lh(vh)− ah(uγh,vh)
‖| vh |‖

≤
√
µ

β1

(
‖f‖0,Ω sup

vh∈V h

‖vh‖0,Ω
‖| vh |‖

+ 2 ‖| uγh |‖

)
donc d’après (2.36), on a, pour γ suffisamment grand, que ‖pγh‖0,Ω ≤ c avec c une constante
indépendante de h , µ et de γ.

On en déduit donc qu’il existe deux sous-suites de (uγh)h et (pγh)h qui convergent faiblement
(donc fortement, en dimension finie) vers deux valeurs u∞h ∈ V h pour la vitesse et p∞h ∈ Qh

pour la pression. Compte tenu de la définition de la norme ‖| · |‖, on en déduite que u∞h ∈ Hh.
(u∞h , p

∞
h ) est donc solution du problème limite (P∞h ) suivant :

Trouver (u∞h , p
∞
h ) ∈Hh ×Qh tels que :

A0(u∞h ,vh) +A1(u∞h ,vh) + bh(p∞h ,vh) = Fh(vh) ∀vh ∈Hh

bh(qh,u∞h ) = Gh(qh) ∀qh ∈ Qh
(2.38)

D’autre part, on remarque que ∀uh, vh ∈ Hh ×Hh, A1(uh,vh) = 0

En effet, comme
∂uh
∂ne

et
∂uh
∂ne

appartiennent à Pk−1, on a, par définition de la projection :

A1(uh,vh) = −µ

(∑
e∈εh

(∫
e

{
∂uh
∂ne

}
[πk−1vh] ds

)
+
∑
e∈εh

(∫
e

{
∂vh
∂ne

}
[πk−1uh] ds

))

Or ∀uh ∈Hh et ∀e ∈ εh, on a
∫
e

[uh] ds = 0.
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Donc ∀(uh,vh) ∈ Hh ×Hh, A1(uh,vh) = 0 et d’après la remarque 2.38 , J(uh,vh) = 0
La solution du problème limite (u∞h ,v

∞
h ) est donc solution du problème P ∗h .

Or, on sait que l’approximation par éléments finis P k × Pk−1 non-conformes du problème de
Stokes est bien posée. Il admet donc une unique solution (u∗h, p

∗
h) et on a donc :

(u∞h , p
∞
h ) = (u∗h, p

∗
h).

De plus, l’unicité de la limite assure que toute la suite (uγh, p
γ
h)γ est convergente.

Remarque. Si le terme de stabilisation J(·, ·) est remplacé par le terme J∗(·, ·) introduit dans
[37], alors la limite (u∞h , p

∞
h ) appartient à KerhJ∗ × Qh, qui sont les espaces d’éléments fi-

nis (P k-continu)×(Pk−1-discontinu). Ce couple d’espaces n’est pas stable pour le problème de
Stokes, et donc cela explique que la stabilisation IP classique ne soit pas robuste pour tout k
lorsque γ tend vers l’infini.

On s’intéresse maintenant à la formulation (2.20). Comme précédemment, nous allons montrer
que la solution obtenue à l’aide de cette formulation tend vers la solution du problème de Stokes
par éléments finis P k × Pk−1 non-conformes correspondante lorsque γ tend vers l’infini. On
distinguera les cas où k = 2 ou 3 où l’on peut négliger le terme J1(·, ·) , du cas où k = 1 où la
convergence est obtenue pour un γ1 fixé.

La formulation non-conforme est la suivante :

Trouver (U∗h, P
∗
h ) ∈Hh ×Qh tels que :∑

T∈Th

2η
∫
T
D(U∗h) : D(v∗h)dx+ µγ1

∑
e∈ε∂

h

1
|e|

∫
e
[π1(uh · n)][π1(vh · n)]ds

+
∑
T∈Th

∫
T
P ∗hdivv∗hdx =

∑
T∈Th

∫
T
fv∗hdx ∀v∗h ∈Hh∑

T∈Th

∫
T
q∗hdivU∗hdx = 0 ∀q∗h ∈ Qh

(2.39)

Remarque. Lorsque k = 2 ou 3, on obtient que J1(uh,vh) = 0 pour tout uh, vh ∈Hh.

On sait que la formulation (2.39) est bien posée, grâce au théorème de Babuška-Brezzi et aux
lemmes 2.3.2 et 2.3.4 ; on utilise que pour tout uh,vh ∈Hh on a

ch(uh,vh) = C0(uh,vh) + γ1J1(uh,vh).

Théorème 2.4.2. Soit (Uγ
h, P

γ
h ) la solution de (2.20) et (U∗h, P

∗
h ) la solution de (2.39). Alors,

pour γ1 fixé, on a :
lim
γ 7→∞

([[
Uγ
h −U

∗
h

]]
+ ‖P γh − P

∗
h‖0,Ω

)
= 0

Démonstration. La démonstration est similaire à celle du théorème précédent. La seule différence
concerne l’inégalité de Poincaré discrète (2.36) sur V h, que l’on doit remplacer ici par une inéga-
lité de type Korn. Pour cela, on rappelle le résultat suivant, établi tout d’abord par Brenner dans
[18] sous une forme plus forte, puis amélioré par Mardal et Whinter dans [61] :
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|v|1,h ≤ c

∑
T∈Th

‖D(v)‖20,T +
1
µ
J1(v,v) + φ(v)2

1/2

, ∀v ∈ V h

où maintenant φ : H1(Ω) → R est une semi-norme continue telle que si φ(v) = 0 pour un
mouvement rigide v, alors v est un vecteur constant. En choisissant

φ(v) =
∑
e∈ε∂

h

‖π0v‖0,e

on en déduit l’inégalité de Korn suivante sur V h :

|v|1,h ≤ c

∑
T∈Th

‖D(v)‖20,T +
∑
e∈ε∂

h

1
|e|
‖πk−1v‖20,e +

1
µ
J1(v,v)

1/2

, (2.40)

‖v‖0,Ω ≤ c

∑
T∈Th

‖D(v)‖20,T +
1
µ
J(v,v) +

1
µ
J1(v,v)

1/2

. (2.41)

Ce qui nous permet de conclure de la même manière que dans le théorème (2.4.1).

En ce qui concerne la formulation à trois champs (2.21), on obtient directement que pour γ1

fixé,
lim
γ 7→∞

∥∥∥τ ′γh − τ∗h∥∥∥
0,Ω

= 0

où τ
′γ
h = 2µD(Uγ

h) et τ∗h = 2µD(U∗h). On note que (U∗h, P
∗
h , τ

∗
h) est l’unique solution de

l’approximation P k × Pk−1 × P k−1non-conforme de la formulation à trois champs (2.6), définie
de la manière suivante :

Trouver (U∗h, P
∗
h , τ

∗
h) ∈Hh ×Qh ×Xh tels que :

γ1J1(U∗h,vh) + bh(P ∗h ,vh) + dh(τ∗h,vh) = fh(vh) ∀vh ∈Hh

bh(qh,U∗h) = 0 ∀qh ∈ Qh
dh(θh,U

∗
h) − e(θh, τ∗h) = 0 ∀θh ∈ Xh.

Remarque 5. Pour k = 1, si γ et γ1 tendent vers l’infini, la vitesse obtenue appartient à Xh =
KerJ ∩ KerJ1. On a P cont

1/∂Ω ⊂ Xh ⊂ P nc
1/∂Ω avec P cont

1/∂Ω, respectivement P nc
1/∂Ω, l’espace

d’éléments finis continus, respectivement d’éléments finis non-conformes avec des conditions de
bord de Dirichlet homogènes sur ∂Ω.

2.4.2 Vitesse de convergence

Dans ce paragraphe, on s’intéresse à la formulation (2.19) pour simplifier la présentation. On
améliore le résultat du théorème 2.4.1 en montrant, pour γ suffisamment grand :

√
µ
∥∥∣∣uγh − u∗h∣∣∥∥+

∥∥pγh − p∗h∥∥0,Ω
≤ C

γ
.
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Comme précédemment, la lettre C représente une constante quelconque indépendante de h, µ et
de γ.

Pour établir ce résultat, l’outil principal est l’hybridisation de la méthode dG. On introduit le
multiplicateur de Lagrange λγh appartenant à l’espace de dimension finie :

Lh =
{
θh ∈ Πe∈εh

L2(e); ∀e ∈ εh, (θh)/e ∈ P k−1,
}

et qui est défini par sa restriction sur chaque arête e ∈ εh de la manière suivante :

λγh|e =
γ
√
µ

|e|
[πk−1u

γ
h]|e, ∀e ∈ εh. (2.42)

L’espace Lh est muni de la norme ‖·‖0,εh
associée au produit scalaire suivant :

〈ϑh,θh〉0,εh
=
∑
e∈εh

|e|
∫
e
ϑh · θhds, ∀ϑh,θh ∈ Lh.

On pose xγh = (uγh, p
γ
h), χh = (vh, qh) et Xh = V h ×Qh, muni de la norme produit :

[χh] = (µ|vh|21,h + J(vh,vh) +
1
µ
‖qh‖20,Ω)1/2.

On introduit aussi les formes bilinéaires suivantes sur Xh ×Xh, respectivement Lh ×Xh :

Ξ(xγh, χh) = A0(uγh,vh) +A1(uγh,vh) + bh(pγh,vh)− bh(qh,u
γ
h),

Λh(θh, χh) =
∑
e∈εh

√
µ

∫
e
θh · [πk−1vh]ds.

La formulation discrète (2.19) peut alors être écrite de manière équivalente :
(xγh,λ

γ
h) ∈ Xh ×Lh

Ξ(xγh, χh) + Λh(λγh, χh) =
∫

Ω f · vhdx ∀χh ∈ Xh

Λh(θh, x
γ
h)− 1

γ

〈
λγh,θh

〉
0,εh

= 0 ∀θh ∈ Lh.
(2.43)

Lemme 2.4.1. Pour γ suffisamment grand, la forme bilinéaire Λh(·, ·) est continue sur Lh ×Xh

et satisfait le condition inf-sup suivante :

inf
θh∈Lh

sup
χh∈Xh

Λh(θh, χh)
‖θh‖0,εh

[χh]
≥ δ > 0.

Démonstration. La preuve de la continuité est évidente. Pour établir la condition inf-sup uniforme,
on utilise l’argument de Fortin : à chaque θh = (θeh)e∈εh

∈ Lh, on associe une fonction χh =
(vh, 0) ∈ Xh qui satisfait

Λh(θh, χh) ≥ C1‖θh‖20,εh
et
(
µ|vh|21,h + J(vh,vh)

)1/2 ≤ C2‖θh‖0,εh
.

Pour chaque arête e ∈ εh, on note Te le triangle tel que e ⊆ ∂Te et tel que ne soit extérieure à Te.
D’où, Th = {Te; e ∈ εh}. Sur chaque triangle Te, on considère le problème auxiliaire suivant :

−∆ve = 0 dans Te
∂ve

∂ne
= θeh sur e

ve = 0 sur ∂Te \ {e} .
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On en déduit de manière classique que |ve|1,Te
= ‖θeh‖−1/2,e. La formulation variationnelle nous

permet de plus d’obtenir que |ve|1,Te
≤ ‖θeh‖−1/2,e. Les autres inégalités sont obtenues en utilisant

la définition de la norme dans H−1/2(e), l’espace dual de H1/2
00 (e) :

‖θeh‖−1/2,e = sup
w∈W e

∫
e θ

e
h ·w ds

|w|1,Te

= sup
w∈W e

∫
Te
∇ve : ∇w dx

|w|1,Te

≤ |ve|1,Te
,

avecW e =
{
w ∈H1(Te); w = 0 sur ∂Te \ {e}

}
.

Soit v une fonction définie sur Ω par (v)/Te
= ve, pour tout e ∈ εh. On considère ensuite sur

Te la fonction discrète veh = Ihv
e et on définit finalement vh sur Ω par (vh)/Te

= veh, pour tout
e ∈ εh. On obtient alors de manière évidente que vh ∈ V h et grâce aux propriétés de Ih, que :∫

e
[πk−1vh] · [πk−1vh]ds =

∫
e
[πk−1vh] · [v] ds =

∫
e
[πk−1vh] · veds.

Il s’en suit ‖[πk−1vh]‖0,e ≤ c
√
|e| |ve|1,Te

, qui nous permet d’obtenir :(
µ|vh|21,h + J(vh,vh)

)1/2 ≤ c√µ |v|1,h .
De plus, on a aussi que :

Λh(θh, χh) =
√
µ
∑
e∈εh

∫
e
θeh · veds =

√
µ
∑
e∈εh

|ve|21,Te
=
√
µ |v|21,h .

On a prouvé que :

sup
χh∈Xh

Λh(θh, χh)
‖θh‖0,εh

[χh]
≥ C |v|1,h = C

(∑
e∈εh

‖θeh‖
2
−1/2,e

)1/2

.

On introduit ensuite qe = ∇ve ∈ H(div, Te) ainsi que son interpolée de Raviart-Thomas sur
Te , qe

h
∈ RT k−1. On note aussi que qe

h
ne = qene = θeh sur e. On obtient alors, par passage à

l’élément de référence basé sur la transformation de Piola (voir par exemple [76]), que :√
|e| ‖θeh‖0,e ≤ C

∥∥∥q̂e
h
n̂e

∥∥∥
0,ê
≤ C

∥∥∥q̂e
h
n̂e

∥∥∥
−1/2,ê

= C
∥∥q̂en̂e∥∥−1/2,ê

≤ C
∥∥q̂e∥∥

0,T̂e
≤ C

∥∥qe∥∥
0,Te

= C ‖θeh‖−1/2,e ,

Nous avons utilisé ci-dessus l’équivalence des normes dans des espaces de dimension finie et le
Théorème de trace normale dans H(div, T̂e). Ceci nous permet de conclure.

Remarque 6. L’équivalence des normes ‖ · ‖0,εh
et
(∑

T∈Th
‖.‖2−1/2,∂T

)1/2
dans Lh est un

résultat connu pour les méthodes hybrides et est cité dans [76] .

D’après le Théorème 2.4.1, on sait déjà que pour γ assez grand, la suite (xγh)γ est unifor-
mément bornée dans Xh et converge vers x∗h = (u∗h, p

∗
h). Grâce au Lemme 2.4.1, on obtient de

manière similaire que la suite (λγh)γ est aussi uniformément bornée dans Lh :
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‖λγh‖0,εh
≤ 1

δ
sup

χh∈Xh

∫
Ω f · vhdx− Ξ(xγh, χh)

[χh]

≤ C1√
µ

+ C2(µ|uγh|
2
1,h + J(uγh,u

γ
h) +

1
µ

∥∥pγh∥∥2

0,Ω
)1/2 ≤ C

√
µ
.

Il existe donc une sous-suite qui converge dans Lh vers λ∗h lorsque γ → ∞. On passe à la limite
dans le problème (2.43), et on obtient que (x∗h,λ

∗
h) satisfait le problème variationnel :

(x∗h,λ
∗
h) ∈ Xh ×Lh

Ξ(x∗h, χh) + Λh(λ∗h, χh) =
∫

Ω f · vhdx ∀χh ∈ Xh

Λh(θh, x∗h) = 0 ∀θh ∈ Lh.
(2.44)

Grâce au Théorème de Babuška-Brezzi, on en déduit que ce problème est bien posé, et comme
précédemment, l’unicité de la solution implique que toute la suite (λγh)γ est convergente.

On peut donc maintenant établir le résultat principal de cette section :

Théorème 2.4.3. Soit γ suffisamment grand, alors on a :∥∥∣∣uγh − u∗h∣∣∥∥+
1
√
µ

∥∥pγh − p∗h∥∥0,Ω
+ ‖λγh − λ

∗
h‖0,εh

≤ C

γ
√
µ
.

Démonstration. En soustrayant les équations (2.43) et (2.44), on obtient :

Ξ(xγh − x
∗
h, χh) + Λh(λγh − λ

∗
h, χh) = 0,

Λh(θh, x
γ
h − x

∗
h)− 1

γ

〈
λγh,θh

〉
0,εh

= 0. (2.45)

On note que KerΛh = Hh × Ph et on considère la décomposition orthogonale V h = Hh ⊕
H⊥h par rapport à la norme ‖|·|‖. On peut décomposer de manière unique chaque élément vh ∈ V h

de la manière suivante :
vh = v0

h + v⊥h ,

avec v0
h ∈Hh et v⊥h ∈H

⊥
h . En prenant χh =

(
(uγh − u

∗
h)0, pγh − p

∗
h

)
dans la première équation

de (2.45), on obtient grâce à la coercivité de Ξ(·, ·) dansHh que∥∥∣∣(uγh − u∗h)0
∣∣∥∥ ≤ C ∥∥∥∣∣∣(uγh − u∗h)⊥

∣∣∣∥∥∥ .
De plus, à l’aide de la condition inf-sup sur Λh(·, ·), on déduit de la seconde équation de (2.45)

que ∥∥∥∣∣∣(uγh − u∗h)⊥
∣∣∣∥∥∥ ≤ C

γ
‖λγh‖0,εh

≤ C

γ
√
µ
,

ce qui finalement nous donne
∥∥∣∣uγh − u∗h∣∣∥∥ ≤ C

γ
√
µ . Par conséquence, le Lemme 2.4.1 et le sys-

tème (2.45) impliquent que :

‖λγh − λ
∗
h‖0,εh

≤ C
∥∥∣∣uγh − u∗h∣∣∥∥ ≤ C

γ
√
µ
.

On prend ensuite χh = (vh, 0) comme fonction test dans (2.43) et (2.44), on soustrait encore
une fois les équations et on utilise la condition inf-sup sur bh(·, ·). Cela nous permet d’obtenir∥∥pγh − p∗h∥∥0,Ω

≤ C
γ , et donc de conclure.
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Chapitre 3

Analyse d’erreur a priori et a posteriori

3.1 Estimations d’erreur a priori

On établit des estimations d’erreur a priori de la vitesse et de la pression. On considère
d’abord l’erreur en norme énergie ‖| · |‖, respectivement [[·]], pour la vitesse et en norme L2

pour la pression.

Lemme 3.1.1. La solution (u, p) du problème continu de Stokes vérifie la propriété de consis-
tance :

ah(u,vh) + bh(p,vh) = lh(vh), ∀vh ∈ V h

bh(qh,u) = 0, ∀qh ∈ Qh.

Démonstration. La démonstration de ce lemme est classique (voir aussi [37]). La seconde relation
est évidente, en effet on a ∇ · u = 0 sur chaque triangle et [u · ne] = 0 à travers chaque arête
interne e. On utilise maintenant la régularité du problème de Stokes (cf. [38]) : pour une donnée
f ∈ L4/3(Ω) dans un polygone Ω, on sait que (u, p) ∈ W 2,4/3(Ω) × W 1,4/3(Ω). Cela nous
assure que ∇u et p ont une trace sur chaque segment e, et de plus cette trace appartient à L2(e).
On multiplie donc la première équation de (2.9) par une fonction test v ∈W 2,4/3(Ω) et on intègre
par partie :∫

Ω
(−µ∆u · v +∇p · v)dx =

∑
T∈Th

∫
T

(−µ∆u · v +∇p · v)dx

=
∑
T∈Th

(∫
T

(µ∇u : ∇v − p∇ · v)dx−
∫
∂T

(µ
∂u

∂nT
− p · nT ) · vds

)
;

où nT est la normale extérieure à ∂T .

Comme µ
∂u

∂ne
− pne est continu à travers chaque arête interne, on a sur chaque arête e :

∂u

∂ne
− pne =

{
µ
∂u

∂ne
− pne

}
=
{
µ
∂u

∂ne

}
− {p}ne
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On obtient alors que :∫
Ω
f · vdx =

∑
T∈Th

∫
T

(µ∇u : ∇v− p∇ · v)dx−
∑
e∈εh

∫
e

{
µ
∂u

∂ne

}
· [v]ds+

∑
e∈εh

∫
e
{p}[v]neds.

De plus, u est continue sur chaque arête interne du maillage et s’annule au bord du domaine, donc
son saut à travers chaque arête du maillage est nul. Cela nous donne que (u, p) vérifie bien la
première équation de (2.19).

Lemme 3.1.2. Il existe une constante c > 0 telle que :(∑
e∈εh

1
|e|
‖[vh]‖20,e

)1/2

≤ c max(1, 1/γ)
√
µ

‖|vh|‖ , ∀vh ∈ V h.

Démonstration. De manière évidente, on a sur chaque arête e ∈ εh :

‖[vh]‖0,e ≤ ‖[vh − πk−1vh]‖0,e + ‖[πk−1vh]‖0,e.

Soit T un triangle tel que e ⊂ ∂T . Alors

1√
|e|
‖vh − πk−1vh‖0,e ≤

1√
|e|
‖vh − πTk−1vh‖0,e ≤

c

hT
‖vh − πTk−1vh‖0,T ≤ c|vh|1,T

où πTk−1 denote la projection L2(T )-orthogonale sur P k−1 sur l’élément T . Ces inégalités nous
permettent de conclure, pour γ ≥ 1.

Lemme 3.1.3. Soit u ∈Hk+1 et soit γ ≥ 1, il existe une constante c telle que :

∀vh ∈ V h, |ah(u− Ihu,vh)| ≤ c√µhk‖|vh|‖|u|k+1,Ω (3.1)

Démonstration. Par définition, on a :

ah(u− Ihu,vh) = µ
∑
T∈Th

∫
T
∇(u− Ihu) : ∇vh − µ

∑
e∈εh

∫
e

{
∂(u− Ihu)

∂ne

}
[vh]

− µ
∑
e∈εh

∫
e

{
∂vh
∂ne

}
[u− Ihu] +

∑
e∈εh

γ

|e|

∫
e
[πk−1(u− Ih(u))][πk−1vh]

= A0(u− Ihu,vh) +A1(u− Ihu,vh) + γJ(u− Ihu,vh)

On a, en utilisant une inégalité Cauchy-Schwarz et la propriété (2.16 ) :

A0(u− Ihu,vh) ≤ µ
∑
T∈Th

‖∇(u− Ihu)‖0,T ‖∇vh‖0,T ,

≤ c
√
µhk‖|vh|‖|u|k+1,Ω
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De plus, en combinant la continuité de u à travers les arêtes et la propriété (2.15), on obtient :

J(u− Ihu,vh) =
∑
e∈εh

∫
e

1
|e|

[πk−1(u− Ihu)][πk−1vh]ds

=
∑
e∈εh

∫
e

1
|e|

[πk−1Ihu][πk−1vh]ds

=
∑
e∈εh

∫
e

1
|e|

[Ihu][πk−1vh]ds

= 0.

De la même manière on a : ∑
e∈εh

∫
e

{
∂vh
∂ne

}
· [u− Ihu] ds = 0.

On doit donc traiter le terme µ
∑
e∈εh

∫
e

{
∂(u− Ihu)

∂ne

}
·[vh] ds. On introduit alors, l’opérateur

d’interpolation de Lagrange sur P k, noté Lh. On peut alors écrire :∫
e

{
∂(u− Ihu)

∂ne

}
· [vh]ds =

∫
e
(
{
∂(u−Lhu)

∂ne

}
· [vh] +

{
∂(Lhu− Ihu)

∂ne

}
· [vh])ds

On considère le premier terme de l’expression précédente et on a :∫
e

{
∂(u−Lhu)

∂ne

}
· [vh]ds ≤ ‖[vh]‖0,e‖{∇(u−Lhu)}‖0,e.

Soit e ∈ εh alors il existe deux triangles T 1 et T 2 tels que e = ∂T 1 ∩ ∂T 2. La démonstration est
la même sur le bord. Grace à l’inégalité de trace (2.32) et à l’estimation d’erreur d’interpolation
classique pour Lh, on obtient :

1√
|e|
‖{∇(u−Lhu)}‖0,e ≤ c(

1
hT 1

‖∇(u−Lhu)‖0,T 1 +
1
hT 2

‖∇(u−Lhu)‖0,T 2

+ |∇(u−Lhu)|1,T 1∪T 2)

≤ chk−1|u|k+1,T 1∪T 2 .

Il s’en suit, grâce au lemme 3.1.2, que :

∑
e∈εh

∫
e

{
∂(u−Lhu)

∂ne

}
·[vh]ds ≤ chk

(∑
e∈εh

1
|e|
‖[vh]‖20,e

)1/2

|u|k+1,Ω ≤
c
√
µ
hk‖|vh|‖|u|k+1,Ω.

Enfin, un utilisant le fait que Lhu− Ihu est polynomial par maille, on obtient que :

1√
|e|
‖{∇(Lhu− Ihu)}‖0,e ≤ c

(
1
hT1

‖∇(Lhu− Ihu)‖0,T1 +
1
hT2

‖∇(Lhu− Ihu)‖0,T2

)
.

Une inégalité triangulaire implique alors, sur chaque triangle T :

|Lhu− Ihu|1,T ≤ |Lhu− u|1,T + |u− Ihu|1,T ≤ ch
k
T |u|k+1,∆T

,

41



et donc finalement,∑
e∈εh

∫
e

{
∂(Lhu− Ihu)

∂ne

}
· [πk−1vh]ds ≤ c

√
µ
hk
√
J(vh,vh)|u|k+1,Ω.

On peut maintenant rassembler toutes ces estimations pour obtenir le résultat souhaité.

Lemme 3.1.4. Soit p ∈ Hk(Ω) et soit γ ≥ 1. Alors, il existe une constante c > 0 telle que

∀vh ∈ V h, |bh(p− ihp,vh)| ≤ c
√
µ
hk‖|vh|‖|p|k,Ω.

Démonstration. On rappelle que

bh(p− ihp,vh) = −
∑
T∈Th

∫
T

(p− ihp)∇ · vhdx+
∑
e∈εh

∫
e
{p− ihp}[vh · ne]ds

=
∑
e∈εh

∫
e
{p− ihp}[vh · ne]ds.

D’après le Lemme 3.1.2, on a pour γ ≥ 1 que

|bh(p− ihp,vh)| ≤ c
√
µ

(∑
e∈εh

|e| ‖{p− ihp}‖20,e

)1/2

‖|vh|‖ .

Sur chaque arête e ∈ εh telle que e ⊂ ∂T , on borne le terme ‖p − ihp‖0,e de la même manière
que dans le Lemme 3.1.3. On note lh l’opérateur d’interpolation de Lagrange dans Pk−1 et pour
k = 2 ou 3, on obtient :

√
|e|‖p− ihp‖0,e ≤

√
|e| (‖p− lhp‖0,e + ‖lhp− ihp‖0,e)

≤ c
(
‖p− lhp‖0,T + hT |p− lhp|1,T + ‖lhp− ihp‖0,T

)
≤ chk|p|k,T .

Pour k = 1, on obtient directement :√
|e|‖p− ihp‖0,e ≤ c

(
‖p− ihp‖0,T + hT |p− ihp|1,T

)
≤ ch|p|1,T .

Ce qui nous permet de retrouver le résultat souhaité.

Remarque. Pour γ < 1, les deux Théorèmes précédents sont aussi vérifiés, mais dans ce cas, la
constante dépend de γ.

Théorème 3.1.1. Soit (u, p) ∈ Hk+1(Ω)×Hk(Ω) la solution du problème de Stokes continu et
soit γ suffisamment grand (comme dans le Lemme 2.3.1). Alors, la solution (uh, ph) du problème
discret (2.9) satisfait l’estimation d’erreur suivante :

‖| u− uh |‖ ≤ chk(
√
µ|u|k+1,Ω +

1
√
µ
|p|k,Ω) (3.2)

‖p− ph‖0,Ω ≤ chk(µ|u|k+1,Ω + |p|k,Ω) (3.3)

avec c une constante indépendante de h et de µ.
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Démonstration. D’après le Lemme 2.3.1, on sait que pour γ suffisamment grand, il existe une
constante α indépendante de h, telle que :

∀uh ∈ Vh , ah(uh,uh) ≥ α‖|uh|‖2.

En particulier, en remplaçant uh par uh − Ihu appartenant aussi à V h, on obtient :

α‖|uh − Ihu|‖2 ≤ ah(uh − Ihu,uh − Ihu) (3.4)

On intègre dans cette équation, la solution u ∈Hk+1(Ω) :

α‖|uh − Ihu|‖2 ≤ ah(uh,uh − Ihu)− ah(u,uh − Ihu) + ah(u− Ihu,uh − Ihu) (3.5)

Or, d’après la définition du problème (2.19) on a :

ah(uh,uh − Ihu) = lh(uh − Ihu)− bh(ph,uh − Ihu).

Le Lemme 3.1.1 de consistance nous permet d’écrire :

ah(u,uh − Ihu) = lh(uh − Ihu)− bh(p,uh − Ihu).

L’équation (3.5) devient :

α‖|uh − Ihu|‖2 ≤ bh(p− ph,uh − Ihu) + ah(u− Ihu, uh − Ihu).

D’une part, par continuité de la forme ah (cf. Lemme 3.1.3) on obtient :

ah(u− Ihu, uh − Ihu) ≤ c√µhk|u|k+1 · ‖|uh − Ihu|‖.

D’autre part, on peut écrire :

bh(p− ph, uh − Ihu) = bh(p− ihp, uh − Ihu) + bh(ihp− ph, uh − Ihu).

La deuxième équation du problème (2.19), nous donne que :

b(ihp− ph, uh) = 0.

et donc on obtient en utilisant une propriété de l’interpolateur Ih :

bh(ihp− ph, uh − Ihu) = −bh(ihp− ph, Ihu) = bh(ihp− ph, u) = 0.

De plus, le Lemme (3.1.4) nous donne :

b(ph − ihp, uh − Ihu) ≤ c
√
µ
hk‖|uh − Ihu|‖|p|k,Ω.

On peut maintenant écrire que :

α‖|uh − Ihu|‖ ≤ chk(
√
µ|u|k+1,Ω +

1
µ
|p|k,Ω). (3.6)
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On obtient l’estimation d’erreur a priori souhaitée grace à une inégalité triangulaire et à la relation
suivante :

J(u− Ihu,u− Ihu) = J(Ihu, Ihu) = 0.

Dans le but d’établir l’erreur sur la pression, on écrit :

‖p− ph‖0,h ≤ ‖p− ihp‖0,h + ‖ihp− ph‖0,h.

D’après la condition inf-sup discrète, on a :

‖ihp− ph‖0,h ≤
√
µ

β
sup
vh∈V h

bh(ihp− ph,vh)
‖|vh|‖

.

On introduit alors la solution p ∈ Hk(Ω) et on obtient :

‖ihp− ph‖0,h ≤
√
µ

β
sup
vh∈V h

bh(ihp− p,vh) + bh(p− ph,vh)
‖|vh|‖

.

Par continuité de la forme bh, (cf. Lemme 3.1.4), on a :

bh(ihp− p,vh) ≤ c
√
µ
hk|p|k,Ω‖|vh|‖.

D’autre part, en utilisant le Lemme 3.1.1 et la première équation du problème discret (2.19), on a :

ah(u− uh,vh) = −bh(p− ph,vh) ∀vh ∈ V h.

On peut alors montrer, grâce au Lemme 3.1.3 et à la continuité de ah(·, ·) dans V h, que

ah(u− uh,vh) = ah(u− Ihu,vh) + ah(Ihu− uh,vh)

≤ c
√
µhk|u|k+1,Ω‖|vh|‖+ 2 ‖| Ihu− uh |‖ ‖|vh|‖.

En conclusion, on obtient

‖ihp− ph‖0,Ω ≤ chk(µ|u|k+1,Ω + |p|k,Ω) + c
√
µ ‖| Ihu− uh |‖,

qui combiné avec (3.6) donne l’estimation souhaitée (3.3).

Théorème 3.1.2. On suppose Ω convexe, (u, p) ∈ Hk+1(Ω) ×Hk(Ω) et γ suffisamment grand.
Il existe alors une constante c telle que

‖u− uh‖0,Ω ≤ ch
k+1(|u|k+1,Ω +

1
µ
|p|k,Ω).

Démonstration. On adapte l’argument de Aubin-Nitsche à notre discrétisation. On suit les mêmes
étapes que dans [37], mais avec la norme ‖|·|‖ provenant d’une stabilisation différente.
On rappelle tout d’abord que grâce à la convexité de Ω, le problème de Stokes

−µ∆φ+∇ξ = ψ dans Ω
∇ · φ = 0 dans Ω
φ = 0 sur ∂Ω
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admet une unique solution (φ, ξ) ∈H2(Ω)×H1(Ω). De plus cette solution satisfait :

µ ‖φ‖2,Ω + ‖ξ‖1,Ω ≤ c ‖ψ‖0,Ω . (3.7)

On considère maintenant le problème dual avec ψ = uh − u et on écrit, après intégration par
parties sur chaque triangle T ∈ Th et en utilisant la régularité de φ et de ξ, que

‖u− uh‖20,Ω =
∫

Ω
(uh − u) · (−µ∆φ+∇ξ)dx

= ah(φ,uh − u) + bh(ξ,uh − u).

En utilisant les relations l’orthogonalité (cf. Lemme 3.1.1),

ah(uh − u,vh) + bh(ph − p,vh) = 0, ∀vh ∈ V h

bh(qh,uh − u) = 0, ∀qh ∈ Qh,

on obtient, en choisissant vh = Ihφ et qh = ihξ :

‖u− uh‖20,Ω = ah(φ− Ihφ,uh − u) + bh(ξ − ihξ,uh − u)− bh(ph − p, Ihφ). (3.8)

Dans la suite, nous allons donc estimer chacun des trois termes du second membre.
Le dernier terme peut être borné de la même manière que dans [37]. Nous allons donner

quelques détails de la preuve. Tout d’abord, grâce aux propriétés de φ et des opérateurs d’interpo-
lation Ih et ih, on écrit que :

bh(ph − p, Ihφ) = bh(ihp− p, Ihφ− φ) =
∑
e∈εh

∫
e
{ihp− p}[(Ihφ− φ) · ne]ds.

Puis, on utilise l’estimation d’interpolation (voir aussi le Lemme 3.1.4 ) et la régularité (3.7) pour
conclure que

bh(ph − p, Ihφ) ≤ c

µ
hk+1 |p|k,Ω ‖u− uh‖0,Ω . (3.9)

Pour le deuxième terme du second membre de (3.8), on peut écrire grâce à (2.12) et aux
propriétés de u que

bh(ξ − ihξ,uh − u) =
∑
e∈εh

∫
e
{ξ − ihξ}[(uh −Lhu) · ne]ds

≤ ch ‖u− uh‖0,Ω

(∑
e∈εh

1
|e|
‖[uh −Lhu]‖20,e

)1/2

.

En utilisant le Lemme 3.1.2, le fait que [u] = [Lhu] = 0 et l’estimation d’erreur (3.2), on obtient :(∑
e∈εh

1
|e|
‖[uh −Lhu]‖20,e

)1/2

≤ c
(
|u−Lhu|1,Ω +

1
√
µ
‖|u− uh|‖

)
≤ chk(|u|k+1,Ω+

1
µ
|p|k,Ω)

et donc finalement,

bh(ξ − ihξ,uh − u) ≤ chk+1(|u|k+1,Ω +
1
µ
|p|k,Ω) ‖u− uh‖0,Ω . (3.10)
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Il nous reste donc à contrôler le terme :

ah(φ−Ihφ,uh−u) = A0(φ−Ihφ,uh−u)+A1(φ−Ihφ,uh−u)+γJ(φ−Ihφ,uh−u).

On a que :

A0(φ− Ihφ,uh − u) + γJ(φ− Ihφ,uh − u) ≤ ‖|φ− Ihφ|‖ ‖|uh − u|‖

≤ chk+1(|u|k+1,Ω +
1
µ
|p|k,Ω) ‖u− uh‖0,Ω ;

il nous suffit donc de borner le terme :

A1(φ− Ihφ,uh − u) = −µ
∑
e∈εh

(∫
e

{
∂(φ− Ihφ)

∂ne

}
· [uh − u] ds

+
∫
e

{
∂(uh − u)

∂ne

}
· [φ− Ihφ] ds

)
.

En suivant le raisonnement utilisé pour la preuve du Lemme 3.1.3, on obtient que :

µ
∑
e∈εh

∫
e

{
∂(φ− Ihφ)

∂ne

}
· [uh − u] ds ≤ cµh|φ|2,Ω

(∑
e∈εh

1
|e|
‖[uh −Lhu]‖20,e

)1/2

≤ chk+1(|u|k+1,Ω +
1
µ
|p|k,Ω) ‖u− uh‖0,Ω .

On peut écrire à l’aide de (2.15) et du fait que
{
∂(uh−Lhu)

∂ne

}
∈ P k−1 sur chaque arête e ∈ εh,

que :

µ
∑
e∈εh

∫
e

{
∂(uh − u)

∂ne

}
· [φ− Ihφ] ds = µ

∑
e∈εh

∫
e

{
∂(Lhu− u)

∂ne

}
· [φ− Ihφ] ds

≤ cµhk+1 |φ|2,Ω |u|k+1,Ω

≤ chk+1 |u|k+1,Ω ‖u− uh‖0,Ω .

Les estimations précédentes nous donnent donc que :

ah(φ− Ihφ,uh − u) ≤ chk+1(|u|k+1,Ω +
1
µ
|p|k,Ω) ‖u− uh‖0,Ω . (3.11)

En rassemblant (3.8), (3.9), (3.10) et (3.11), on retrouve le résultat souhaité.

Nous allons maintenant étudier les estimations d’erreur a priori pour la formulation (2.20).

Théorème 3.1.3. Soit (u, p) ∈ Hk+1(Ω) × Hk(Ω) la solution du problème de Stokes continu
et soit γ suffisamment grand (comme dans le Lemme 2.3.1). Alors la solution (Uh, Ph) de (2.10)
satisfait :

[[u−Uh]] ≤ chk(
√
µ|u|k+1,Ω +

1
√
µ
|p|k,Ω)

‖p− Ph‖0,Ω ≤ chk(µ|u|k+1,Ω + |p|k,Ω)

46



avec c une constante. Si, de plus, Ω est convexe alors :

‖u−Uh‖0,Ω ≤ ch
k+1(|u|k+1,Ω +

1
µ
|p|k,Ω).

Démonstration. La démonstration est similaire à celles des Théorèmes 3.1.1 et 3.1.2.

En ce qui concerne l’erreur en norme énergie, nous avons juste besoin d’utiliser les nouvelles
estimations suivantes, pour tout vh ∈ V h :

J1(u− Ihu,vh) = 0 pour k = 2, 3

J1(u− Ihu,vh) ≤ c
√
µ

 ∑
e∈εint

h

1
|e|
‖[u− Ihu]‖20,e

1/2

[[vh]]

≤ c
√
µhk|u|k+1,Ω [[vh]] pour k = 1

‖|vh|‖ ≤ c [[vh]] ,

avec c indépendante de h de µ et de γ. La première estimation vient de l’inégalité de trace (2.32) et
de l’erreur d’interpolation (2.16), alors que la seconde est une conséquence immédiate de (2.40).

Concernant l’erreur en normeL2 de la vitesse, le principal changement est que l’on doit main-

tenant contrôler le terme
∑
e∈εh

1√
|e|
‖[Uh −Lhu]‖0,e. Grâce au Lemme 3.1.2 et aux relations

[Lhu] = [u] = 0, on obtient :∑
e∈εh

1√
|e|
‖[Uh −Lhu]‖0,e ≤

c
√
µ
‖|Uh −Lhu|‖ ≤

c
√
µ

[[Uh −Lhu]]

≤ c

(
‖D(u)−D(Lhu)‖0,Ω +

1
√
µ

[[u−Uh]]
)

≤ chk(|u|k+1,Ω +
1
µ
|p|k,Ω).

3.2 Estimations d’erreur a posteriori

Notre analyse suit l’idée de K. Kim [50] qui propose un indicateur d’erreur a posteriori
pour l’équation de Laplace basé sur la reconstruction d’un vecteur d’approximation H(div,Ω)-
conforme localement conservatif. Nous allons développer ici une analyse a posteriori uniquement
pour le problème (2.19) ; des résultats analogues peuvent être établis pour le problème (2.20). Pour
cela, on notera

H(div,Ω) =
{
θ ∈ L2(Ω); divθ ∈ L2(Ω)

}
et on introduit l’espace d’éléments finis de Raviart-Thomas (cf. [76])

Σh =
{
θh ∈ H(div,Ω); (θh)/T ∈ RT k−1, ∀T ∈ Th

}
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où RT k−1 = P k−1 + P k−1 ⊗ x. On construit alors un tenseur σh ∈ Σh à partir de la solution
(uh, ph) de (2.19) en précisant ses degrés de liberté. Plus précisement, on impose sa trace normale :

σhne = µ

{
∂uh
∂ne

}
− µγ

|e|
[πk−1uh]− {ph}ne, ∀e ∈ εh

et pour k = 2 ou 3, on définit aussi les moments internes :∫
T
σh : rdx =

∫
T

(µ∇uh − phI) : rdx, ∀T ∈ Th et ∀r ∈ P k−2.

En prenant comme fonction test vh dans la formulation dG (2.9) un polynôme de degré k − 1
par morceaux, on obtient que∫

T
(divσh + f) · rdx = 0, ∀T ∈ Th et ∀r ∈ P k−1 (3.12)

donc on a (divσh)/T = −πTk−1f sur chaque triangle T ∈ Th. σh est donc localement conservatif.
On introduit aussi σ = µ∇u− pI qui appartient à H(div,Ω).

On définit maintenant, comme dans [50], un estimateur par résidu de la manière suivante :

η2
1 =

1
µ

∑
T∈Th

‖σh − µ∇uh + phI‖20,T ,

η2 = η2
1 + J∗(uh,uh).

On introduit aussi le terme d’ordre supérieur suivant, prenant en compte l’approximation des don-
nées :

η2
hot =

1
µ

∑
T∈Th

h2
T

∥∥f − πTk−1f
∥∥2

0,T
.

3.2.1 Fiabilité de l’indicateur d’erreur

Dans le but d’établir la fiabilité de η, on note par S(·, ·) la forme bilinéaire du problème de
Stokes continu (2.9), que l’on étend sur (H1

0(Ω) + V h)× L2
0(Ω) de la manière suivante :

S((u, p), (v, q)) = µ
∑
T∈Th

∫
T
∇u : ∇vdx−

∑
T∈Th

∫
T
p∇ · vdx+

∑
T∈Th

∫
T
q∇ · udx

et soit (φ, ξ) ∈H1
0(Ω)× L2

0(Ω) l’unique solution de

S((φ, ξ), (v, q)) = S((uh, ph), (v, q)), ∀(v, q) ∈H1
0(Ω)× L2

0(Ω). (3.13)

On peut maintenant majorer l’erreur à l’aide d’une inégalité triangulaire :

√
µ |u− uh|1,Ω + 1√

µ ‖p− ph‖0,Ω ≤(√
µ |u− φ|1,Ω + 1√

µ ‖p− ξ‖0,Ω
)

+
(√

µ |uh − φ|1,Ω + 1√
µ ‖ph − ξ‖0,Ω

)
et dans la suite, on bornera tous les termes du second membre par rapport à η et ηhot.

48



Dans le but de mieux caractériser les constantes contenues dans les inégalités suivantes, on
introduit la constante inf-sup β̃ = β̃(Ω) pour le problème de Stokes continu :

β̃ ‖r‖0,Ω ≤ sup
v∈H1

0(Ω)

b(r,v)
|v|1,Ω

Lemme 3.2.1. Il existe une constante c(k) dépendant seulement de k telle que

√
µ |u− φ|1,Ω +

β̃

2
√
µ
‖p− ζ‖0,Ω ≤ η1 + c(k)

(
1
β̃

√
J∗(uh,uh) + ηhot

)
.

Démonstration. On a :

a(u− φ,u− φ)

= a(u− uh,u− φ) + b(p− ph,u− φ) + b(ξ − p,u− φ)

=
∫

Ω
(σ − σh) : ∇(u− φ)dx+

∑
T∈Th

∫
T

(σh − µ∇uh + phI) : ∇(u− φ)dx

+
∫

Ω
(ξ − p)∇ · (u− φ)dx.

Il s’en suit, après intégration par parties et après avoir utilisé (3.12), que

a(u− φ,u− φ) =∑
T∈Th

(∫
T

(σh − µ∇uh + phI) : ∇(u− φ)dx+
∫
T

(f − πTk−1f) · (u− φ) dx
)

−
∑
T∈Th

∫
T

(ξ − p)∇ · uhdx,

ce qui implique que :

µ |u− φ|21,Ω ≤

√
µ |u− φ|1,Ω (η1 + c1(k)ηhot) + ‖p− ξ‖0,Ω

∑
T∈Th

‖∇ · uh‖20,T

1/2

,

où c1(k) dénote une constante dépendant uniquement du degré polynomial k. Pour borner le terme
‖∇ · uh‖0,T , on choisit comme fonction test qh dans (2.19) la fonction égale à ∇ · uh sur T et 0
ailleurs. Alors,

‖∇ · uh‖20,T =
1
2

∑
e⊂∂T

∫
e
(∇ · uh)[uh · ne]ds

≤ c ‖∇ · uh‖0,T

(∑
e⊂∂T

1
|e|
‖[uh]‖20,e

)1/2

.

On obtient donc : ∑
T∈Th

‖∇ · uh‖20,T

1/2

≤ c2(k)
√
µ

√
J∗(uh,uh)
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qui conduit à :

µ |u− φ|21,Ω ≤
√
µ |u− φ|1,Ω (η1 + c1(k)ηhot) +

c2(k)
√
µ
‖p− ξ‖0,Ω

√
J∗(uh,uh). (3.14)

On écrit ensuite que

b(p− ξ,v) = b(p− ph,v) + a(u− uh,v) + a(φ− u,v)

≤ √µ(η1 + c1(k)ηhot) |v|1,Ω + µ |u− φ|1,Ω |v|1,Ω

et en utilisant la condition inf-sup, cela nous permet d’obtenir que :

β̃
√
µ
‖p− ξ‖0,Ω ≤ η1 + c1(k)ηhot +

√
µ |u− φ|1,Ω . (3.15)

En combinant (3.14) et (3.15) avec l’inégalité de Young, on obtient que :

µ |u− φ|21,Ω
≤ (η1 + c1(k)ηhot)2 + c2(k)2

β̃2
J∗(uh,uh) + 4c2(k)

β̃
(η1 + c1(k)ηhot)

√
J∗(uh,uh)

qui nous conduit finalement à ;

√
µ |u− φ|1,Ω ≤ η1 + c1(k)ηhot +

2c2(k)
β̃

√
J∗(uh,uh). (3.16)

L’inégalité (3.15) nous permet maintenant de conclure.

Lemme 3.2.2. Il existe une constante c3(k) dépendant de k telle que :

√
µ |uh − φ|1,h +

β̃
√
µ
‖ph − ζ‖0,Ω ≤

c3(k)(1 +
√

1 + β̃2)

β̃

√
J∗(uh,uh).

Démonstration. La condition inf-sup continue sur b(·, ·) implique que

β̃ ‖ph − ζ‖0,Ω ≤ sup
v∈H1

0(Ω)

b(ph − ξ,v)
|v|1,Ω

= sup
v∈H1

0(Ω)

a(uh − φ,v)
|v|1,Ω

≤ µ |uh − φ|1,h ,

il est donc suffisant de borner le terme
√
µ |uh − φ|1,h.

Un calcul simple combiné avec (3.13) donne, pour chaque v ∈H1
0(Ω) :

µ |uh − φ|21,h − µ |uh − v|
2
1,h

= S((uh − φ, ph − ξ), (uh − φ, ph − ξ))− S((uh − v, ph − ξ), (uh − v, ph − ξ))

= S((uh − φ, ph − ξ), (v − φ, 0)) + S((v − φ, 0), (uh − φ, ph − ξ))

−S((φ− v, 0), (φ− v, 0))

= 2
∑
T∈Th

∫
T

(ph − ξ)∇ · (v − φ)dx− µ |φ− v|21,Ω

≤ 2
∑
T∈Th

∫
T

(ph − ξ)∇ · (v − uh)dx.
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On obtient alors que

|uh − φ|21,h ≤ |uh − v|
2
1,h +

2
β̃
|uh − φ|1,h |uh − v|1,h

et donc

|uh − φ|1,h ≤
1 +

√
1 + β̃2

β̃
|uh − v|1,h , ∀v ∈H1

0(Ω).

On procède alors de la même manière que dans [50] (voir aussi [48]) et on prend pour v ∈
C0(Ω) la fonction P k par élément définie par ses valeurs aux noeuds de Lagrange z de la manière
suivante :

v(z) = (uh)/T (z),

où T ∈ Th est tel que z ∈ T . On peut alors établir (cf. [50]) que :

|uh − v|1,h ≤ c3(k)
√
J∗(uh,uh)

ce qui nous permet de conclure la démonstration de ce lemme.

Les deux Théorèmes précédents nous permettent d’établir la fiabilité de η, présentée dans le
Théorème suivant :

Théorème 3.2.1. Il existe une constante c(k) dépendant de k telle que :

√
µ |u− uh|1,h +

β̃

2
√
µ
‖p− ph‖0,Ω ≤ η1 + c(k)

1 +
√

1 + β̃2

β̃

√
J∗(uh,uh) + ηhot

 .

Remarque 7. On note que grâce à l’inégalité évidente suivante :

J(uh,uh) ≤ J∗(uh,uh),

on a aussi que :

‖|u− uh|‖ ≤ η1 + c(k, β̃)
√
γJ∗(uh,uh) + c(k)ηhot.

3.2.2 Optimalité de l’indicateur d’erreur

On s’intéresse maintenant à l’optimalité de l’indicateur d’erreur a posteriori. On introduit sur
chaque triangle T ∈ Th les contributions locales de notre indicateur :

η2
1,T =

1
µ
‖σh − µ∇uh + phI‖20,T ,

η2
2,T =

∑
e⊂(∂T\∂Ω)

µ

2 |e|
‖[uh]‖20,e +

∑
e⊂(∂T∩∂Ω)

µ

|e|
‖[uh]‖20,e ,

tels que
η2 =

∑
T∈Th

(η2
1,T + η2

2,T ).
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Il est utile de rappeler quelques résultats obtenus par Verfürth [81].

On note bT la fonction bulle cubique sur T ∈ Th et be la fonction bulle quadratique sur e ∈ εh,
satisfaisant 0 ≤ bT ≤ 1 = max bT et 0 ≤ be ≤ 1 = max be. Il existe alors une constante C
dépendant uniquement de l’angle minimum de Th et du degrée polynomial r tel que, pour tout
v ∈ Pr(T ) :

‖v‖0,T ≤ C
∥∥∥b1/2T v

∥∥∥
0,T

, ‖v‖0,e ≤ C
∥∥∥b1/2e v

∥∥∥
0,e
. (3.17)

De plus, il existe un opérateur Pe qui relève tout fonction définie sur e ∈ εh au triangle T et
satisfait :

C1

√
|e| ‖v‖0,e ≤ ‖bePev‖0,T ≤ C2

√
|e| ‖v‖0,e , ∀v ∈ Pr(e). (3.18)

On obtient alors :

Théorème 3.2.2. Il existe une constante c(k, Th) dépendant de l’angle minimum de Th et de k et
une constante c(k) tels que, pour tout T ∈ Th, on a

η2
1,T ≤ c(k, Th)

(
µ |u− uh|21,ωT

+ 1
µ ‖p− ph‖

2
0,ωT

)
+ c(k)γ2

∑
e⊂∂T

µ

|e|
‖[πk−1uh]‖20,e ,

η2
2,T ≤ c(k) |u− uh|21,ωT

+
∑
e⊂∂T

µ

|e|
‖[πk−1uh]‖20,e

où ωT est l’ensemble des éléments partageant une arête avec T . En conséquence,

η2 ≤ c1(k, Th)
(
µ |u− uh|21,h +

1
µ
‖p− ph‖20,Ω + (1 + γ2)J(uh,uh)

)
.

Démonstration. Pour contrôler le terme 1√
µ ‖σh − µ∇uh + phI‖0,T , on note que

σh − µ∇uh + phI

appartient à RT k−1(T ) et pour k ≥ 2, sa projection L2(T )-orthogonale sur P k−2 est nulle. Donc,
‖σh − µ∇uh + phI‖0,T et ‖(σh − µ∇uh + phI)ne‖0,∂T sont des normes équivalentes. Par pas-
sage à l’élément de référence, on obtient :

‖σh − µ∇uh + phI‖0,T ≤ c
∑
e⊂∂T

√
|e| ‖(σh − µ∇uh + phI)ne‖0,e ,

avec c une constante dépendant de k. Pour une arête donnée e ⊂ ∂T , on obtient ensuite

(σh − µ∇uh + phI)ne = ± [µ∇uh − phI]ne −
µγ

|e|
[πk−1uh]

le signe dépend de l’orientation de ne par rapport à T . Alors,

‖σh − µ∇uh + phI‖0,T ≤

c
∑
e⊂∂T

(√
|e| ‖[µ∇uh − phI]ne‖0,e +

µγ√
|e|
‖[πk−1uh]‖0,e

)
.
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On remarque qu’une intégration par parties nous donne, pour tout w ∈H1
0(Ω), que∑

T∈Th

∫
T

(σ − µ∇uh + phI) : ∇wdx+
∑
T∈Th

∫
T
div (σ − µ∇uh + phI) ·wdx

=
∑
T∈Th

∫
∂T

(σ − µ∇uh + phI)n ·wds

= −
∑
e∈εh

∫
e

[µ∇uh − phI]ne ·wds.

On emploie maintenant l’argument utilisé par Verfürth dans [81] qui est basé sur des normes
pondérées par les fonctions bulles et sur des inégalitées inverses. En prenant :

w = bTdiv(σ − µ∇uh + phI),

et en utilisant (3.17), on a tout d’abord que

hT ‖div(σ − µ∇uh + phI)‖0,T ≤ c ‖σ − µ∇uh + phI‖0,T .

On prend ensuite w = bePe([µ∇uh − phI]ne) et on obtient, grâce à (3.17) et à (3.18),√
|e| ‖[µ∇uh − phI]ne‖0,e ≤ c ‖σ − µ∇uh + phI‖0,T1∪T2

,

avec c qui dépend maintenant de l’angle minimum de Th et de k. Finalement, cela implique que :

η1,T ≤ c(k, Th)

√µ∑
S∈ωT

|u− uh|1,S +
1
√
µ
‖p− ph‖0,ωT


+γc(k)

(∑
e⊂∂T

√
µ√
|e|
‖[πk−1uh]‖0,e

)
.

Il nous reste à borner η2,T , ce qui revient à borner le terme
√
µ√
|e|
‖[uh]‖0,e, sur chaque arête

e ⊂ ∂T . Pour cela, on procède de la même manière que pour le Lemme 3.1.2 et, en utilisant que
[u] = 0, on écrit que :

‖[uh]‖0,e ≤ ‖[(uh − u)− πk−1(uh − u)]‖0,e + ‖[πk−1uh]‖0,e.

Soit S un triangle de Th tel que e ⊂ ∂S. L’inégalité de trace et les propriétés d’interpolation de
πSk−1 donnent que

1√
|e|
‖(uh − u)− πk−1(uh − u)‖0,e ≤ 1√

|e|
‖(uh − u)− πSk−1(uh − u)‖0,e

≤ c(k)
(

1
hS
‖(uh − u)− πSk−1(uh − u)‖0,S + |(uh − u)− πSk−1(uh − u)|1,S

)
≤ c(k)|uh − u|1,S .

Il s’en suit que∑
e⊂∂T

√
µ√
|e|
‖[uh]‖0,e ≤ c(k)

√
µ(
∑
S∈ωT

|uh − u|1,S) +
∑
e⊂∂T

√
µ√
|e|
‖[πk−1uh]‖0,e,

ce qui termine la démonstration .
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3.2.3 Comportement de l’indicateur d’erreur par rapport à γ

On s’intéresse à la limite lorsque γ →∞ de

ηγ =

 1
µ

∑
T∈Th

∥∥σγh − µ∇uγh + pγhI
∥∥2

0,T
+ J∗(uγh,u

γ
h)

1/2

.

En prenant en compte les résultats de la section 2.4 sur le convergence de notre méthode, on
définit un tenseur σ∗h ∈ Σh en précisant ses degrés de liberté de la manière suivante :

σ∗hne = µ

{
∂u∗h
∂ne

}
−√µλ∗h − {p∗h}ne, ∀e ∈ εh

pour k = 2 ou 3,∫
T
σ∗h : rdx =

∫
T

(µ∇u∗h − p∗hI) : rdx, ∀T ∈ Th et ∀r ∈ P k−2.

On rappelle que (u∗h, p
∗
h, λ
∗
h) est la solution non-conforme de (2.44). On introduit alors :

η∗1 =

 1
µ

∑
T∈Th

‖σ∗h − µ∇u∗h + p∗hI‖
2
0,T

1/2

,

η∗ =
(
(η∗1)2 + J∗(u∗h,u

∗
h)
)1/2

.

On montre alors :

Théorème 3.2.3. Il existe une constante c indépendante de h, µ, et γ telle que :

|ηγ − η∗| ≤ c

γ
√
µ
. (3.19)

Démonstration. Ce résultat est obtenu à l’aide du Théorème 2.4.3 et des inégalités suivantes :

1√
µ

∥∥σγh − σ∗h∥∥0,T

≤ c
∑
e⊂∂T

√
|e|

(
√
µ

∥∥∥∥{∂(uγh − u
∗
h)

∂ne

}∥∥∥∥
0,e

+
1
√
µ

∥∥{pγh − p∗h}∥∥0,e
+
∥∥λγh − λ∗h∥∥0,e

)

≤ c

(
√
µ
∣∣uγh − u∗h∣∣1,ωT

+ 1√
µ

∥∥pγh − p∗h∥∥0,ωT
+
∑
e⊂∂T

√
|e|
∥∥λγh − λ∗h∥∥0,e

)
≤ c

γ
√
µ .

Pour k = 1, l’indicateur d’erreur non-conforme η∗1 peut être écrit de manière plus simple. Pour
simplifier, on se restreint au cas où le second membre f est constant par maille.

Théorème 3.2.4. Soit k = 1 et soit le second membre f constant par morceaux par rapport à Th.
Alors on obtient :

η∗1 =

 1
4µ

∑
T∈Th

‖f ⊗ (x− xT )‖20,T

1/2

. (3.20)
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Démonstration. En suivant l’approche de Marini (cf. [62]), on définit sur chaque triangle T un
élément de RT 0 par :

σ′h = µ∇u∗h − p∗hI −
1
2
f ⊗ (x− xT ).

Soit un vh ∈ V h quelconque. Alors divσ′h = −f , σ′h ∈ Σh et, en utilisant le fait que∫
T (x− xT )dx = 0 :∑

e∈εh

∫
e
σ′hne · [vh] ds =

∫
Ω
divσ′h · vhdx+

∫
Ω
σ′h : ∇vhdx

=
∑
T∈Th

(−
∫
T
f · vhdx+ µ

∫
T
∇u∗h : ∇vhdx−

∫
T
p∗h∇ · vhdx).

En prenant comme fonction test χh = (vh, 0) dans le problème (2.44) et en utilisant l’expression
de σ∗h, on obtient immédiatement que∑

e∈εh

∫
e
σ′hne · [vh] ds =

∑
e∈εh

∫
e
σ∗hne · [vh] ds, ∀vh ∈ V h.

On obtient finallement σ′h = σ∗h, ce qui nous permet de conclure.

L’estimateur d’erreur a posteriori η∗ obtenu dans le cas limite est semblable à l’estimateur
introduit par Dari, Durán et Padra dans [26] pour la discrétisation P1 non-conforme (2.33). On
rappelle sa définition :

ηDDP =

 1
µ

∑
T∈Th

|T | ‖f‖20,T + µ
∑
e∈εh

|e|
∫
e
[
∂u∗h
∂te

]2 ds

1/2

(3.21)

où te dénote la tangente unitaire d’une arête e. Grâce à la condition de continuité de l’espace
non-conforme, on a sur chaque arête e ∈ εh que

1
|e|

∫
e
[u∗h]2ds =

|e|
12

∫
e
[
∂u∗h
∂te

]2ds.

On obtient finalement :
c1η

DDP ≤ η∗ ≤ c2η
DDP .

où c1 et c2 sont deux constantes numériques,
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Chapitre 4

Résultats numériques

Dans ce chapitre, nous allons présenter des résultats numériques dans le but d’illustrer et de va-
lider les résultats théoriques précédents. On s’intéresse à l’ordre de convergence de notre méthode
lors du raffinement de maillage et à l’influence du terme de stabilisation. Nous avons comparé
notre méthode à la méthode dG proposée dans [37] afin d’illustrer la robustesse de notre schéma.
Enfin, nous présentons des résultats concernant l’adaptation de maillage via l’estimateur a poste-
riori proposé. Nous avons implémenté ces méthodes dans la librairie C++ CONCHA.

4.1 Convergence de l’erreur

Nous avons montré une estimation d’erreur théorique optimale pour notre schéma. L’erreur
converge avec l’ordre O(hk) en norme énergie (‖| · |‖ pour la formulation (2.19) et [[·]] pour la
formulation (2.20)) pour la vitesse et en norme L2 pour la pression. De plus, l’erreur en norme L2

pour la vitesse converge avec l’ordre O(hk+1).

Dans cette partie, nous allons donc étudier le comportement de nos formulations par rapport à
des raffinements de maillage globaux, pour k = 1, 2 et 3.
La triangulation est obtenue en divisant d’abord le domaine en carré puis en décomposant chaque
carré en triangles comme on peut le voir sur la figure Fig. 4.1. On obtient donc un maillage de type
"CrissCross".

FIG. 4.1 – Maillage triangulaire à partir d’un maillage quadrangulaire
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À chaque pas de raffinement, le pas de discrétisation h sera donc divisé par 2. On notera N le
nombre de triangles.

Dans un premier temps on considère la solution exacte suivante pour le problème de Stokes
avec des conditions de bord non homogènes :

u =

(
π cos(πx) sin(πy)
−π sin(πx) cos(πy)

)
, p = sin(πx) sin(πy), (4.1)

sur un domaine carré Ω = [−1; 1]× [−1; 1]. Cette solution vérifie bien div u = 0 et
∫

Ω
pdx = 0.

4.1.1 Formulation (∇u, ∇v)

On choisit une valeur de γ = 10 et une viscosité µ = 1.
On récapitule dans le tableau Tab. 4.1 les erreurs obtenues pour la vitesse, ici notée u, et pour
la pression p en fonction du nombre d’éléments du maillage. On présente les erreurs ainsi que le
rapport entre l’erreur sur le maillage grossier et l’erreur obtenue sur le nouveau maillage raffiné.
Ce tableau regroupe les données obtenues pour k = 1.

N ‖u− uh‖0,Ω rapport |‖u− uh‖| rapport ‖p− ph‖0,Ω rapport

64 0,843959 — 10,010565 — 2,79255 —
256 0,276895 3,04793 4,767698 2,09966 1,77575 1,572603
1024 0,078143 3,54341 2,382578 2,00107 0,884179 2,008360
4096 0,020192 3,86998 1,188162 2,00526 0,43601 2,027886
16384 0,005090 3,96664 0,592460 2,00547 0,216991 2,009346
65536 0,001275 3,99174 0,295707 2,00354 0,108361 2,002482

TAB. 4.1 – Formulation (∇u, ∇v) : erreurs pour k = 1 (γ = 10)

On obtient donc :

(‖u− uh‖0,Ω)fin
(‖u− uh‖0,Ω)grossier

' 1
4
,

(|‖u− uh‖|)fin
(|‖u− uh‖|)grossier

' 1
2
,

(‖p− ph‖0,Ω)fin
(‖p− ph‖0,Ω)grossier

' 1
2
.

On retrouve bien numériquement l’ordre de convergence O(h) pour la vitesse en norme énergie
et O(h2) en norme L2, ainsi qu’une convergence d’ordre O(h) en norme L2 pour la pression.

On s’intéresse maintenant au cas où k = 2 et les résultats sont alors présentés dans le tableau
Tab. 4.2.

On obtient bien :

(‖u− uh‖0,Ω)fin
(‖u− uh‖0,Ω)grossier

' 1
8
,

(|‖u− uh‖|)fin
(|‖u− uh‖|)grossier

' 1
4
,

(‖p− ph‖0,Ω)fin
(‖p− ph‖0,Ω)grossier

' 1
4
.

Enfin, on passe au cas où k = 3. Dans un premier temps, nous avons choisi, comme dans les
test précédents, γ = 10. Cependant, la méthode ne converge pas. Cela n’est pas en contradiction
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N ‖u− uh‖0,Ω rapport |‖u− uh‖| rapport ‖p− ph‖0,Ω rapport

64 0,046359 — 2,122048 — 0,539482 —
256 0,004927 9,40802 0,492963 4,30468 0,125013 4,315407
1024 0,000557 8,83647 0,118451 4,16172 0,029860 4,186553
4096 6,645e-05 8,39157 0,029019 4,08185 0,007281 4,100626

TAB. 4.2 – Formulation (∇u,∇v) : erreurs pour k = 2 (γ = 10)

avec les résultats théoriques. En effet, dans le Lemme 2.3.1, on note que γ doit être suffisamment
grand pour avoir un problème bien posé, et que cette valeur dépend du degré polynomial. On
étudiera plus en détails l’influence du paramètre de stabilisation dans la partie suivante. Pour le
moment, nous avons choisi de faire ce test avec une valeur de γ plus élevée, γ = 100. Le tableau
Tab. 4.3 présente les résultats ainsi obtenus.

N ‖u− uh‖0,Ω rapport |‖u− uh‖| rapport ‖p− ph‖0,Ω rapport

64 0,006025 — 0,193471 — 0,062737 —
256 0,000387 15,5564 0,024415 7,9241 0,007919 7,921984
1024 2,443e-05 15,8513 0,003050 8,00418 0,001001 7,181947
4096 1,528e-06 15,9876 0,000380 8,02131 0,000126 7,907046

TAB. 4.3 – Formulation (∇u, ∇v) : erreurs pour k = 3 (γ = 100)

On obtient :

(‖u− uh‖0,Ω)fin
(‖u− uh‖0,Ω)grossier

' 1
16
,

(|‖u− uh‖|)fin
(|‖u− uh‖|)grossier

' 1
8
,

(‖p− ph‖0,Ω)fin
(‖p− ph‖0,Ω)grossier

' 1
8
.

On trace maintenant les courbes représentant le logarithme des trois erreurs calculées en fonc-
tion du logarithme du nombre d’éléments pour k = 1, 2, et 3 . Nous retrouvons dans la figure
Fig. 4.2 l’ordre de convergence théorique. Nous avons obtenus des résultats semblables pour dif-
férentes valeurs de µ, ce qui confirme que comme nous l’avions prévu théoriquement, la valeur
de µ n’a pas d’influence sur la vitesse de convergence. Nous présentons dans la figure Fig. 4.3 les
courbes d’erreur obtenues pour µ = 100 et k = 1.
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FIG. 4.2 – Formulation (∇u,∇v) : ordre de convergence pour différents k

60



−8

−6

−4

−2

 0

 2

 4

 6

 4  5  6  7  8  9  10  11  12

lo
g(

Er
re

ur
s)

 

log(N)

Convergence des erreurs (k=1)

Erreur L2 sur la vitesse
Erreur énergie sur la vitesse

Erreur L2 sur la pression

2
1

FIG. 4.3 – Formulation (∇u, ∇v) : ordre de convergence pour k = 1 et µ = 100

4.1.2 Formulation (D(u),D(v))

On procède maintenant au même test que dans le paragraphe précédent, mais en utilisant la
formulation (2.20). On rappelle que le deuxième terme de stabilisation J1(·, ·), dont le rôle est
d’assurer la coercivité de la formulation, est seulement nécessaire dans le cas où k = 1. Pour
cela, nous ne présenterons ici que la convergence des erreurs pour k = 1. Comme précédemment,
le tableau Tab. 4.4 récapitule les résultats obtenus. Les résultats obtenus sont en accord avec la

N ‖u− uh‖0,Ω rapport |‖u− uh‖| rapport ‖p− ph‖0,Ω rapport

64 0,732828 — 16,625998 — 3,06364 —
256 0,156187 4,69197 7,740131 2,14803 1,0945 2,799122
1024 0,037076 4,2126 3,750639 2,06368 0,470646 2,325527
4096 0,009035 4,1034 1,847880 2,0297 0,212294 2,216953

16384 0,002228 4,05541 0,916672 2,01586 0,100356 2,115409
65536 0,000553 4,02883 0,456425 2,00837 0,048785 2,057082

TAB. 4.4 – Formulation (D(u),D(v)) : rreurs pour k = 1 (γ = 10, µ = 1)

théorie, c’est à dire :

‖u− uh‖0,Ω = O(h2), [[u− uh]] = O(h), ‖p− ph‖0,Ω = O(h).

Nous avons représenté dans la figure Fig. 4.4 les courbes des erreurs sur la vitesse en norme
énergie et en norme L2 et sur la pression en norme L2. Comme précédemment, on représente la
logarithme des erreurs en fonction du logarithme du nombre de triangles.
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FIG. 4.4 – Formulation (D(u),D(v)) : ordre de convergence des erreurs pour k = 1

4.2 Comportement par rapport au paramètre de stabilisation

Dans cette partie, nous allons étudier le comportement des résultats obtenus avec notre dis-
crétisation en faisant varier le paramètre de stabilisation, afin de mettre en évidence sa robustesse
lorsque γ → ∞. On comparera les résultats obtenus avec notre méthode avec ceux obtenus avec
la méthode IP usuelle proposée dans [37] que l’on appellera aussi par la suite "GRW", sur un
maillage fixé. Dans une première partie, on considère le cas test défini précédemment pour lequel
la solution exacte est connue, puis on s’intéressera à des écoulements de type Poiseuille.

4.2.1 Comportement de l’erreur en comparaison avec la sabilisation IP

On considère la solution exacte (4.1). On utilise le même domaine que précédemment, Ω =
[−1, 1] × [−1, 1], et un maillage composé de 4 096 éléments. Nous étudions le comportement
de l’erreur obtenue sur la vitesse en norme énergie et sur la pression en norme L2 pour diverses
valeurs de γ et nous les comparons avec les erreurs obtenues avec la méthode IP (cf. [37]).

4.2.1.1 Formulation (∇u, ∇v)

La figure Fig.4.5 correspond au cas k = 1, Fig. 4.6 au cas k = 2 et enfin Fig. 4.7 correspond
à k = 3. Les courbes rouges representent les erreurs obtenues avec notre méthode alors que les
courbes vertes sont celle obtenues avec la méthode de [37]. Nous avons choisi différentes valeurs
pour la viscosité afin de montrer que les schémas étudiés sont bien indépendants de ce paramètre.

On observe que notre schéma est stable indépendamment de γ, contrairement à la méthode IP.
De plus pour des valeurs de γ très grandes, l’erreur obtenue sur la vitesse avec la methode [37]
devient supérieure à celle obtenue avec notre méthode. L’erreur obtenue sur la pression est dans
tous les cas moins élevée que celle obtenue avec la méthode [37].
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(a) Erreur énergie sur la vitesse

(b) Erreur sur la pression

FIG. 4.5 – k = 1, comportement des erreurs par rapport à γ (µ = 1)
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(a) Erreur énergie sur la vitesse

(b) Erreur sur la pression

FIG. 4.6 – k = 2, comportement des erreurs par rapport à γ (µ = 10)
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(a) Erreur énergie sur la vitesse

(b) Erreur sur la pression

FIG. 4.7 – k = 3, comportement des erreurs par rapport à γ (µ = 100)
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4.2.1.2 Formulation (D(u),D(v))

Pour k = 1, on considère le même test que précédemment, mais en considérant cette fois-ci la
formulation (2.20), pour γ1 fixé et égal à 10. Dans la figure Fig. 4.8, on compare donc les résultats
obtenus avec notre méthode, avec ceux obtenus avec la méthode IP usuelle pour cette deuxième
formulation. Comme précédemment, notre schéma a un comportement stable indépendamment
de γ.

(a) Erreur énergie sur la vitesse

(b) Erreur sur la pression

FIG. 4.8 – Formulation (D(u),D(v)) : comportement des erreurs par rapport à γ pour k = 1
(µ = 1, γ1 = 10)

4.2.2 Ecoulement de Poiseuille - Formulation (∇u, ∇v)

On considère maintenant un écoulement de Poiseuille et on compare la solution obtenue
avec notre méthode avec celle obtenue avec la méthode GRW. On considère donc le domaine
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Ω =[0 ; 0,06]×[-0,01 ;0,01] et afin d’obtenir un écoulement de Poiseuille parabolique, on impose
les conditions de bord suivantes où t dénote la tangente unitaire :

Á l’entrée
u · t = 0,
u · n = a(0,012 − y2),

Á la sortie, condition de Neumann homogène
µ(∇u)n− pn = 0

La solution exacte est connue et elle est de la forme :

u = (a(0,012 − y2), 0),

p = bx+ c.

Les tests numériques ont été réalisés sur un maillage non structuré composé de 10954 triangles.

Comme prévu, lorsque k ≥ 2, on retrouve la solution exacte avec les deux méthodes. On
présente dans Fig. 4.9, la solution exacte obtenue pour k = 2 qui nous servira de solution de
référence pour la suite.
On note que dans la suite U0 et U1 correspondent à la première, respectivement à la deuxième,
composante de la vitesse.

(a) U0 (b) U1

(c) P

FIG. 4.9 – Solution exacte de l’écoulement de Poiseuille avec des éléments P 2 × P1

On fait donc varier γ et on compare les solutions obtenues pour k = 1.
Nous avons obtenus des résultats similaires pour la vitesse, pour γ compris entre 10 et 100 000,

même si la méthode de [37] présente quelques instabilités pour γ grand. (voir Fig. 4.10 et 4.11).
Cependant, on note des différences significatives entre les deux méthodes en ce qui concerne la
pression, c’est pourquoi nous en présentons ici une étude plus détaillée par rapport à γ. On peut
voir dans Fig. 4.12 que la méthode de [37] est moins précise et moins stable que la nôtre.
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(a) Notre méthode (b) Méthode de [37]

FIG. 4.10 – Comparaison de U0 pour un écoulement de Poiseuille avec γ = 100 000

(a) Notre méthode (b) Méthode de [37]

FIG. 4.11 – Comparaison de U1 pour un écoulement de Poiseuille avec γ = 10 000

(a) Notre méthode pour γ = 100 (b) Méthode de [37] for γ = 100

(c) Notre méthode pour γ = 1 000 (d) Méthode de [37] for γ = 1 000

(e) Notre méthode pour γ = 10 000 (f) Méthode de [37] for γ = 10 000

(g) Notre méthode pour γ = 100 000 (h) Méthode de [37] for γ = 100 000

FIG. 4.12 – Ecoulement de Poiseuille : comparaison des pressions pour différents γ
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4.2.3 Écoulement de type Poiseuille à vitesse entrante constante

On souhaite maintenant tester notre méthode avec une solution non régulière. Pour cela, on
considère un écoulement de type Poiseuille et on impose à l’entrée du tube une vitesse normale
constante : v · n = 1. Les autres conditions de bord restent inchangées. On utilise un maillage
CrissCross composé de 18 432 triangles.

4.2.3.1 Formulation (∇u, ∇v)

On note que la vitesse exacte vérifiant ce problème n’appartient pas à H1(Ω). Pour avoir une
solution de référence, nous l’avons approché avec des éléments finis non-conformes de Crouzeix-
Raviart (voir Fig. 4.13) .

(a) Première composante de la vitesse (b) Seconde composante de la vitesse

(c) Pression

FIG. 4.13 – Solution obtenue avec des éléments P 1 × P0 non-conformes

On fait maintenant varier le terme de stabilisation γ. Comme précédemment, les vitesses obte-
nues avec les deux méthodes sont similaires (voir Fig. 4.14 et 4.15). On présentera donc de manière
plus détaillée dans Fig. 4.16 une comparaison des pressions obtenues avec les deux méthodes. On
note que la stabilisation IP est clairement moins stable et cela devient visible pour des valeurs de
γ relativement faibles.

Plus γ augmente et plus la méthode de [37] nous donne des résultats éloignés des résultats
que nous devrions théoriquement obtenir. Cet exemple illustre bien la robustesse de notre méthode
lorsque γ →∞.
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(a) Notre méthode, γ = 100 (b) Méthode de [37], γ = 100

(c) Notre méthode, γ = 100 000 (d) Méthode de [37], γ = 100 000

FIG. 4.14 – Première composante de la vitesse pour différents γ

(a) Notre méthode, γ = 100 (b) Méthode de [37], γ = 100

(c) Notre méthode, γ = 100 000 (d) Méthode de [37], γ = 100 000

FIG. 4.15 – Deuxième composante de la vitesse pour différents γ
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(a) Notre méthode pour γ = 10 (b) Méthode de [37] for γ = 10

(c) Notre méthode pour γ = 100 (d) Méthode de [37] for γ = 100

(e) Notre méthode pour γ = 1 000 (f) Méthode de [37] for γ = 1 000

(g) Notre méthode pour γ = 10 000 (h) Méthode de [37] for γ = 10 000

FIG. 4.16 – Écoulement de Poiseuille : comparaison des pressions pour différents γ
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4.2.3.2 Formulation (D(u),D(v))

On considère maintenant la formulation (2.20) et on effectue les mêmes tests que précédem-
ment. Cette fois-ci, on présente dans la figure Fig.4.18 les lignes de courant obtenues avec les
deux méthodes. On considère uniquement la pression, pour laquelle les résultats sont plus par-
lants. Comme précédemment, on choisit γ1 = 10. La pression de référence présentée dans la
figure Fig. 4.17 est obtenue en utilisant des éléments finis non-conformes de Crouzeix-Raviart. On
note bien que la méthode IP n’est pas stable et cela devient visible pour des valeurs faibles de γ.

(a) P

FIG. 4.17 – Pression exacte de l’écoulement de Poiseuille avec des éléments finis de Crouzeix-
Raviart

(a) Notre méthode pour γ = 10 (b) Méthode de [37] for γ = 10

(c) Notre méthode pour γ = 100 (d) Méthode de [37] for γ = 100

(e) Notre méthode pour γ = 1 000 (f) Méthode de [37] for γ = 1 000

FIG. 4.18 – Écoulement de Poiseuille : comparaison des pressions pour différents γ
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4.2.4 Vitesse de convergence de la solution dG vers la solution non-conforme

Théoriquement, nous avons montré que la vitesse de convergence par rapport à γ est de l’ordre
de O( 1

γ ). Afin de valider ce résultat, nous avons tracé dans la figure Fig. 4.19 le logarithme de
l’erreur |uγh − u

∗
h|1,h en fonction du logarithme de γ pour k = 1 et pour la première formulation

du problème de Stokes. On rappelle que u∗h est dans ce cas la solution obtenue avec des éléments
finis de Crouzeix-Raviart. Nous avons aussi tracé en noir la droite de référence de pente −1, et on
constate que l’on retrouve bien le comportement souhaité.

FIG. 4.19 – Vitesse de convergence par rapport à γ

4.3 Adaptation de maillage

Dans la section 3.2, nous avons considéré des conditions de bord de Dirichlet homogènes. Cet
estimateur peut être généralisé pour des conditions de bord non-homogènes, u = g sur εDh et des
conditions de Neumann χ sur εNh en rajoutant des termes sur les bords. Les degrés de liberté du
tenseur σh sur les arêtes sont alors définis de la manière suivante :

σh · ne =


µ

{
∂uh
∂ne

}
− µγ

|e|
[πk−1uh]− {ph}ne, ∀e ∈ εinth

µ
∂uh
∂ne

− µγ

|e|
πk−1(uh − g)− phne, ∀e ∈ εDh
πk−1χ, ∀e ∈ εNh
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4.3.1 Procédure de raffinement de maillage

On rappelle la définition des estimateurs d’erreur a posteriori :

η2 =
1
µ

∑
T∈Th

‖σh − µ∇uh + phI‖20,T + J∗(uh,uh),

η2
hot =

1
µ

∑
T∈Th

h2
T

∥∥f − πTk−1f
∥∥2

0,T
.

Pour chaque itération k, on détermine l’ensemble Mk des mailles marquées en suivant l’algo-
rithme 1. Le raffinement est ensuite propagé de manière à ne pas avoir plus d’un niveau d’écart
sur une arête.

Algorithme 1 Procédure de raffinement de maillage - itération k
ENTRÉES: γamr ∈ [0, 1], θamr ∈ ]0, 1]

si η2 > γamrη2
hot alors

On choisitMk de cardinalité minimale tel que :
η2(Mk) ≥ θamrη2

sinon
On choisitMk de cardinalité minimale tel que :
η2
hot(Mk) ≥ θamrη2

hot

finsi

4.3.2 Solution singulière

On considère un domaine fissuré Ω = [−1, 1]× [−1, 1] \ ({0} × [−1, 0]).
Ce problème est aussi utilisé dans [26] mais sur un domaine circulaire (cf. exemple 2). La solution
exacte est alors obtenue en résolvant le système :{

−∆u+∇p = 0 dans Ω
divu = 0 dans Ω,

avec des conditions de bord non-homogènes. L’expression de la solution analytique s’écrit alors
en coordonnées polaires :

u =


√
r

(
1,5 sin(ϕ)ψ(ϕ) + cos(ϕ)

∂

∂ϕ
ψ(ϕ)

)
√
r

(
sin(ϕ)

∂

∂ϕ
ψ(ϕ)− 1,5 cos(ϕ)ψ(ϕ)

)


p = −2r−1/2

(
(3/2)2 ∂

∂ϕ
ψ(ϕ) +

∂3

∂ϕ3
ψ(ϕ)

)
où

ψ(ϕ) = 3 sin(0,5ϕ)− sin(1,5ϕ)
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et

ϕ =

{
atan2(y, x) si y ≥ 0

2π − atan2(−y, x) sinon,
r =

√
(x2 − y2).

Dans la suite, on considère k = 1 et on prend η = 1, γ = 10 et N est le nombre d’éléments.
Afin d’étudier le comportement de l’estimateur et de l’erreur H1(Ω) de la vitesse, on calcule les
quotients suivants :

K1 =
(

Nfin

Ngrossier

)−1/2

, K2 =
ηfin

ηgrossier
, K3 =

(|u− uh|1,Ω)fin
(|u− uh|1,Ω)grossier

.

On considère tout d’abord un raffinement global (θamrest égal à 1,0). Dans ce cas, K1 = 0,5.
On présente dans le tableau Tab. 4.5 l’erreurH1(Ω) sur la vitesse et les valeurs de l’estimateur

pour un raffinement de maillage uniforme.

N η K2 |u− uh|1,Ω K3

64 1,550 - 3,001 -
256 1,332 0,859 2,387 0,792
1024 1,058 0,794 1,813 0,759
4096 0,795 0,751 1,332 0,735
16384 0,579 0,728 0,960 0,721

TAB. 4.5 – Solution singulière : erreursH1(Ω) et estimateur d’erreurs sur un raffinement uniforme
(γ=10)
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FIG. 4.20 – Solution singulière : comportement de l’erreur H1(Ω) et de l’estimateur d’erreur par
rapport au nombre d’éléments sur des maillages uniformément raffinés

On remarque que l’on obtient K2 ≈ K3 ≈ 1√
2
, l’ordre de convergence est donc O(h1/2) =

O(N−1). Afin d’illustrer ces résultats, nous avons tracé dans la figure Fig. 4.20 le logarithme de
l’erreur H1(Ω) et de l’estimateur en fonction du logarithme du nombre d’éléments.
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On considère maintenant un raffinement local, θamr est alors égal à 0.5 .
Le tableau Tab. 4.6, présente les valeurs de l’erreur H1(Ω) de la vitesse et de l’estimateur

η. On constate que pour cette solution exacte fortement singulière, on a un ordre de convergence
O(N−1/2). Dans la figure Fig. 4.21, nous avons tracé le logarithme de l’erreurH1(Ω) de la vitesse
et de l’estimateur, en fonction du logarithme du nombre d’éléments.

N K1 η K2 |u− uh|1,Ω K3

64 - 1,550 - 3,001 -
94 0,825 1,471 0,949 2,537 0,845

150 0,791 1,352 0,919 2,166 0,841
206 0,853 1,254 0,927 1,882 0,869
354 0,763 1,086 0,866 1,526 0,811
649 0,738 0,8695 0,800 1,182 0,774
1177 0,742 0,6822 0,784 0,9104 0,770
1998 0767 0,5334 0,782 0,6959 0,7643
3616 0,743 0,4026 0,754 0,5204 0,7478
6544 0,743 0,3046 0,7565 0,3911 0,751
11372 0,758 0,231 0,758 0,2942 0,7522
19502 0,764 0,1778 0,769 0,2252 0,7654

TAB. 4.6 – Solution singulière : erreur H1 et estimateur d’erreur sur un raffinement local (γ=10)
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FIG. 4.21 – Solution singulière : comportement de l’erreur H1(Ω) et de l’estimateur d’erreur par
rapport au nombre d’éléments sur des maillages localement raffinés

La figure Fig. 4.22 représente les maillages obtenus à différents pas. Comme attendu, le
maillage est très raffiné autour de la singularité à l’origine.
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(a) N = 64 (b) N = 354

(c) N = 3616 (d) N = 19 502

FIG. 4.22 – Solution singulière : maillages localement raffinés

4.3.3 Solution régulière

On considère maintenant la solution exacte définie dans la section précédente (cf (4.1)) et le
cas k = 1. On calcule les mêmes grandeurs que dans le cas précédent pour γ = 10 et µ = 1.

On considère tout d’abord un raffinement de maillage uniforme, les résultats sont présentés
dans le tableau Tab. 4.7. On obtient bien pour l’estimateur et pour l’erreur H1(Ω) un ordre de
convergence égal à O(h). On illustre ce comportement dans la figure Fig. 4.23.

On considère ensuite un raffinement de maillage local et comme précédemment, on choisit
θamr =0,5. Le tableau 4.8 présente les résultats obtenus, et la figure Fig. 4.24 présente les courbes
correspondantes. On constate que l’on ne retrouve pas l’ordre de convergence espéré, il reste
cependant inférieur à O(N−1).
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N η K2 |u− uh|1,Ω K3

64 10,570 - 9,382 -
256 5,129 0,485 4,756 0,507
1024 2,554 0,498 2,379 0,500
4096 1,276 0,500 1,186 0,499

16384 0,638 0,500 0,592 0,499

TAB. 4.7 – Solution régulière : erreur H1(Ω) et estimateur d’erreurs sur un raffinement uniforme
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FIG. 4.23 – Solution régulière : comportement de l’erreur H1(Ω) et de l’estimateur d’erreur par
rapport au nombre d’éléments sur des maillages globalement raffinés

N K1 η K2 |u− uh|1,Ω K3

64 - 10,570 - 9,382 -
247 0,509 5,373 0,508 4,907 0,523
567 0,660 4,421 0,823 4,040 0,823
796 0,844 3,715 0,840 3,305 0,818
1024 0,882 2,554 0,687 2,379 0,720
2688 0,617 2,156 0,844 1,971 0,828
3776 0,844 1,548 0,718 1,410 0,715
9344 0,636 1,148 0,742 1,061 0,752

14048 0,816 0,881 0,768 0,806 0,760
18464 0,872 0,637 0,723 0,591 0,733

TAB. 4.8 – Solution régulière : erreur H1(Ω) et estimateur d’erreurs sur un raffinement local
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FIG. 4.24 – Solution régulière : comportement de l’erreur H1(Ω) et de l’estimateur d’erreur par
rapport au nombre d’éléments sur des maillages localement raffinés
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4.3.4 Comportement quand γ →∞

Afin de valider numériquement le théorème 3.2.4, nous nous intéressons au comportement
de η lorsque γ → ∞. Nous avons montré théoriquement que si f est constant par maille, notre
estimateur η tend vers l’estimateur η∗ défini de la manière suivante :

η∗ =
1

4µ

∑
T∈Th

‖f ⊗ (x− xT )‖20,T + J∗(u∗h,u
∗
h)

où u∗h est la solution obtenue avec des éléments finis de Crouzeix-Raviart. On notera :

η∗1 =
1

4µ

∑
T∈Th

‖f ⊗ (x− xT )‖20,T .

On considère alors la solution exacte suivante :

u =

(
1 + x+ 2x2 + 2y2 + xy

1− y + 2x2 − 1
2y

2 − 4xy

)
, p = x− y. (4.2)

On note que des résultats similaires ont été obtenus pour d’autres solutions exactes. Dans le tableau
Tab. 4.9 nous présentons les valeurs successives de η pour un maillage donné comportant 4096
éléments. Plus précisément, on étudie le comportement du terme η1 qui devrait tendre vers η∗1 et
du terme J∗(uh,uh) qui devrait tendre vers le terme J∗(u∗h,u

∗
h) lorsque γ →∞.

γ 10 20 30 100 1000 γ →∞
η1 0,1687 0,1681 0,1680 0,1680 0,1680 η∗1=0,1680

J∗(uh,uh)1/2 0,1920 0,1918 0,1917 0,1917 0,1917 J∗(u∗h,u
∗
h)1/2 =0,1917

TAB. 4.9 – Comportement de chaque terme de η lorsque γ →∞
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Deuxième partie

Le modèle de Giesekus
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Introduction

Dans cette partie on s’intéresse à la discrétisation du problème de Giesekus pour la simulation
numérique des écoulements de liquides polymères. L’organisation de cette partie est la suivante.

Dans un premier chapitre, nous présentons quelques comportements des liquides polymères
et nous faisons une revue brève des modèles rhéologiques, permettant d’expliquer pourquoi nous
avons choisi de considérer principalement le modèle de Giesekus. Pour ce chapitre, nous nous
sommes appuyés sur les livres [58], [69] et [68].

Dans le second chapitre, on introduit la discrétisation du modèle de Giesekus par éléments
finis non-conformes sur des maillages triangulaires et quadrangulaires. Une analyse du problème
de Stokes sous-jacent sera présentée. En outre, on présente des résultats concernant la positivité du
tenseur de conformation, et on montre que notre schéma préserve sous certaines hypothèses cette
propriété au niveau discret.

Enfin, dans le troisième chapitre, on présente des résultats numériques. Des comparaisons avec
le code commercial Polyflow®, mais aussi avec des données expérimentales, nous ont permis de
valider les schémas numériques mais aussi de mettre en évidence leur bon comportement pour des
nombres de Weissenberg élevés.

Ces travaux ont donné lieu à deux articles : le premier, intitulé Discretization of Phan-Thien-
Tanner and Giesekus fluids through contraction/expansion flows using nonconforming finite ele-
ments, est en préparation et est axé sur le cas triangulaire alors que le deuxième, intitulé Non-
conforming finite element approximation of the Giesekus model for polymer flows et soumis dans
Computers ans Fluids - Special Issue : ICFD 2010 est en cours de révision et est axé sur le cas
quadrangulaire. D’autre part, ces travaux ont été présentés dans diverses conférences et workshop :
Tenth International Conference Zaragoza- Pau on Applied Mathematics and Statistics (Jaca, Es-
pagne, 2008), ICFD (Reading, Royaume-Uni, 2010), CANUM (Carcans, France, 2010), ECCO-
MAS CFD (Lisbonne, Portugal, 2010), Workshop on Mathematical Fluid Mechanics and Appli-
cations (Évora, Portugal, 2010).
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Chapitre 5

Les liquides polymères

5.1 Quelques définitions

Étymologiquement, le mot polymère vient du grec « polus » qui signifie « plusieurs » et de
« meros » qui signifie « partie ». Il s’agit d’une molécule constituée de l’enchaînement répété d’un
même motif, appelé le monomère. Les polymères sont caractérisés par une masse molaire élevée,
généralement comprise entre 3.104 g.mol-1 et 106 g.mol-1. Nous les qualifions de macromolécules.
À titre de comparaison, le carbone a une masse molaire de 12 g.mol-1.

La rhéologie désigne, par définition, l’étude des relations entre la déformation et la contrainte
d’un matériau. De par leurs structures, les polymères ont des propriétés rhéologiques particulières
que l’on détaillera par la suite.

On s’intéresse tout d’abord à la viscosité qui est la propriété la plus importante d’un liquide,
elle traduit sa résistance à l’écoulement. On rappelle que l’on distingue la viscosité dynamique
notée η [Pa.s] 1 de la viscosité cinématique notée ν [m2.s-1]. Ces viscosités sont liées par la relation
suivante :

ν =
η

ρ
,

avec ρ [kg.m-3], la masse volumique du liquide. Les liquides polymères sont caractérisés par une
viscosité dynamique importante. On présente dans le tableau Tab. 5.1, les viscosités de quelques
liquides à 20°C et à pression atmosphérique.

Considérons un écoulement laminaire (i.e. entre deux plans parallèles). L’intensité de l’écou-
lement est caractérisé par la vitesse de déformation notée γ̇. Un liquide est alors qualifié de new-
tonien si sa viscosité est indépendante de la vitesse de déformation. Dans le cas contraire, il est
qualifié de non-newtonien. Pour ces liquides et au dessus d’une certaine vitesse de déformation
dite critique, la viscosité du liquide va :

– décroître. Le liquide est qualifié de rhéofluidifiant ou pseudoplastique. C’est le cas des li-
quides polymères.

– augmenter. Le liquide est qualifié de rhéoépaississant ou dilatant. C’est le cas du bitume.

1On rappelle que l’on note µ la viscosité dynamique d’un liquide newtonien
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ν [m2.s-1] η [Pa.s]

air 10−9 10−6

eau 10−6 10−3

huiles 10−5 à 10−3 10−2 à 1

miel 0, 01 10

polymères 0, 1 à 100 102 à 105

TAB. 5.1 – Ordres de grandeurs de viscosités de quelques liquides

Dans le cas d’un liquide polymère, il est difficile de définir une viscosité car cette grandeur
varie en fonction de la vitesse de déformation. C’est pour cela qu’est définie la viscosité limite :

η0 = lim
γ̇→∞

η(γ̇).

Il faut noter qu’en raison de la taille de leurs molécules, les liquides polymères sont sensibles
à la nature de l’écoulement. Si ces liquides ont un comportement pseudoplastique pour un écou-
lement de cisaillement, ils ont un comportement de type dilatant dans le cas d’un écoulement
élongationnel2. De plus, les polymères sont des liquides viscoélastiques. D’un point de vue rhéo-
logique, cela correspond à un état intermédiaire entre un liquide visqueux et un solide élastique.

On se propose maintenant de présenter quelques comportements typiques des liquides poly-
mères :

– Dans la figure Fig. 5.1, une tige en rotation est placée dans un récipient contenant un poly-
mère liquide. On observe que le liquide monte le long de la tige en rotation, ceci s’explique
par l’existence de contraintes normales. Ce phénomène est appelé effet Weissenberg. Dans
le cas newtonien, le liquide aurait eu le comportement inverse, la surface se serait creusée
autour de la tige.

FIG. 5.1 – Effet Weissenberg

– La figure Fig.5.2, met en évidence l’effet mémoire d’un liquide polymère. En effet, le
polymère se rappelle de la forme qu’il avait dans le tube le plus large et va donc reprendre
son état initial en générant un gonflement à la sortie du tube le plus fin.

2Écoulement équivalent à une traction que l’on rencontre dans les divergents ou convergents.
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FIG. 5.2 – Gonflement en sortie de filière

– Dans la figure Fig. 5.3, une seringue est immergée dans un liquide polymère. En même
temps que l’on remplit la seringue, on l’éloigne du récipient. On observe que le liquide
continue à alimenter la seringue. Cet effet est nommé le siphon sans tube. Les polymères
sont constitués de longues chaînes enchevêtrées, enchevêtrement que l’on peut assimiler à
des nœuds. Lorsque le liquide est étiré, les nœuds se figent empêchant la rupture du tube de
liquide.

FIG. 5.3 – Expérience du siphon

5.2 Écoulements particulires : cisaillement et élongationnel

Afin d’évaluer le réalisme des modèles rhéologiques, on réalise des expériences d’écoulements
de cisaillement et élongationnels. Des grandeurs physiques associées aux matériaux, telle la vis-
cosité sont alors mesurées et comparées à celles déterminées à partir des modèles. On distinguera
deux types d’écoulements : l’écoulement de cisaillement simple et l’écoulement élongationnel
uniaxial.

L’écoulement entre deux plaques parallèles comme le montre la figure Fig. 5.4 est le cas ty-
pique d’un écoulement de cisaillement simple. Un liquide d’épaisseur e est soumis à l’action d’une
plaque se déplaçant à la vitesse V0. Pour cet écoulement, x correspond à la direction de l’écoule-
ment, y est perpendiculaire aux surfaces de cisaillement et z sera la direction neutre.
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FIG. 5.4 – Écoulement de cisaillement simple

La vitesse du liquide est alors :

u = (γ̇ y, 0, 0) , avec γ̇ =
V0

e
.

L’apparition d’une contrainte de cisaillement τxy constitue la seule réponse d’un liquide new-
tonien soumis à cet écoulement. Par contre pour un liquide quelconque tel qu’un polymère, il
peut apparaître des contraintes normales aux plans de cisaillement (effet Weissenberg). À partir
du champ de contraintes, on construit trois grandeurs physiques, appelées fonctions viscosimé-
triques :

– la viscosité de cisaillement :
η(γ̇) =

τxy
γ̇
,

– la première différence des contraintes normales :

Ψ1(γ̇) =
N1(γ̇)
γ̇2

=
τxx − τyy

γ̇2
,

– la seconde différence des contraintes normales :

Ψ2(γ̇) =
N2(γ̇)
γ̇2

=
τyy − τzz

γ̇2
.

L’écoulement élongationnel uniaxial est similaire à un essai de traction (cf. figure Fig. 5.5). Le
liquide est soumis à une force dirigée selon la direction x qui s’applique sur la surface de normale
x. La vitesse du liquide est alors :

u = (ux(x) , uy(y) , uz(z))

La vitesse de déformation élongationnelle est notée ε̇ et est définie par :
∂ux
∂x

. Il existe plusieurs
types d’écoulements élongationnels. Dans le cas d’un écoulement élongationnel uniaxial, la vis-
cosité élongationnelle est définie par la relation :

ηe =
τxx − τyy

ε̇

Pour un liquide newtonien, on a :
ηe = 3 η,
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FIG. 5.5 – Écoulement élongationnel uniaxial

et on parle alors de comportement troutonien.
Dans la section suivante, on présente plusieurs modèles rhéologiques, et on étudiera pour

chaque modèle les valeurs des fonctions viscosimétriques afin d’étudier leur réalisme.

5.3 Équations de base

On rappelle ici les équations décrivant l’écoulement isotherme d’un liquide incompressible :
• l’équation de conservation du moment :

D
Dt
u−∇ · τ +∇p = 0, (5.1)

• l’équation de conservation de la masse :

∇ · u = 0, (5.2)

• l’équation constitutive.

On rappelle que le rôle de l’équation constitutive est de relier l’état de contrainte d’un maté-
riau, caractérisé par le tenseur déviateur des contraintes τ à son état de déformation caractérisé par
la déformation γ, ou par la vitesse de déformation γ̇. Dans le cas d’un liquide newtonien, l’équa-
tion constitutive est définie de manière unique, comme nous le verrons par la suite. Les liquides
polymères étant non-newtoniens, il existe dans la littérature plusieurs modèles pour simuler de
manière plus ou moins réaliste leurs écoulements. Nous avons choisi de considérer dans ce travail
les équations constitutives sous forme d’équations différentielles mais on trouve aussi des modèles
intégraux.

5.4 Modèles rhéologiques

5.4.1 Modèles linéaires

Dans le cas d’un liquide visqueux newtonien, l’équation constitutive est définie de manière
unique et est donnée par la loi linéaire de Newton :

τ = 2η D(u), (5.3)
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où η est la viscosité newtonienne. Ce modèle ne traduit pas les comportements particuliers des
liquides polymères. Il permet d’aboutir en remplaçant l’expression de τ dans l’équation (5.1) au
modèle bien connu de Navier-Stokes.

D’autres modèles, appelés newtoniens généralisés, décrivent uniquement le caractère non-
newtonien du liquide, c’est à dire la dépendance de la viscosité par rapport à la vitesse de dé-
formation. On trouve dans la littérature plusieurs modèles pour les fluides rhéofluidifiants comme
pour les fluides rhéoépaississants. On note par exemple, la loi de puissance introduite par Oswald
dans [67] pour les fluides rhéofluidifiants qui s’écrit de la manière suivante :

η(γ̇) = Kγ̇n−1,

où n est l’indice de pseudoplasticité traduisant l’écart avec le comportement newtonien (obtenu
pour n = 1) etK est une constante à déterminer. Ce modèle permet de prendre en compte les effets
non-newtoniens obtenus pour de grandes déformations mais pas les effets newtoniens obtenus pour
de petites déformations.

5.4.2 Modèles viscoélastiques linéaires

On s’intéresse maintenant à des modèles prenant en compte la viscoélasticité du liquide. On
rappelle qu’un tel liquide présente un comportement intermédiaire entre un liquide visqueux et
un solide élastique. Dans le cas d’un solide élastique, l’équation constitutive unidimensionnelle la
plus simple est celle de Hooke :

τ = Gγ, (5.4)

où G est le module de torsion ou de cisaillement. Les modèles viscoélastiques linéaires sont donc
construits en combinant les comportements de base du liquide visqueux et du solide élastique.

Le modèle de Maxwell est le modèle de liquide viscolélastique linéaire le plus simple, l’équa-
tion constitutive est la suivante :

τ + λ
d

dt
τ = 2ηD(u). (5.5)

Le temps de relaxation λ est défini par :

λ =
η

G
.

Ce temps est caractéristique du matériau. Si le liquide de Maxwell est soumis à une déformation
constante γ0 à partir d’un temps t0, il apparaît une contrainte qui va décroître au cours du temps
de la manière suivante :

τ = τ0 exp(− t
λ

),

où τ0 = Gγ0. Pour un écoulement stationnaire, le modèle de Maxwell est donc identique au
modèle de Newton.

Il existe d’autres modèles viscoélastiques linéaires, nous présentons ici uniquement le modèle
de Jeffreys. Son équation constitutive est :

τ + λ
d

dt
τ = 2η

(
D(u) + λr

d

dt
D(u)

)
(5.6)
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Ici, λr est un autre temps caractéristique du liquide appelé temps de retard.
Ces modèles permettent donc de simuler uniquement des effets de viscoélasticité linéaire. De

plus, ces modèles ne sont pas objectifs, c’est à dire qu’ils ne sont pas invariants au changement
de repère. La difficulté vient des dérivées temporelles. Il faut donc construire d’autres types de
dérivées permettant de conserver l’invariance du tenseur considéré.

5.4.3 Dérivée de Gordon-Schowalter

On introduit la dérivée de Gordon-Schowalter d’un tenseur A notée
�
Aa :

�
Aa =

D
Dt
A+AΩ(u)− Ω(u)A− a (AD(u) +D(u)A) , (5.7)

où a est un paramètre ∈ [−1, 1], et DDt est la dérivée particulaire définie de la manière suivante :

D
Dt
A =

∂A

∂t
+ u · ∇A.

Pour des valeurs entières de a, on obtient les dérivées suivantes :

– pour a = 1, on obtient la dérivée convectée contravariante notée
O
A et définie par :

O
A =

D
Dt
A+AΩ(u)− Ω(u)A− (AD(u) +D(u)A) .

– pour a = 0, on obtient la dérivée corotationnelle ou de Jaumann notée
◦
A et définie par :

◦
A =

D
Dt
A+AΩ(u)− Ω(u)A.

– pour a = −1, on obtient la dérivée convectée covariante notée
M
A et définie par :

M
A =

D
Dt
A+AΩ(u)− Ω(u)A+ (AD(u) +D(u)A) .

En utilisant la définition du tenseur des vitesses de déformation :

D(u) =
1
2
(
∇u+∇uT

)
, (5.8)

et celle du tenseur de vorticité :

Ω(u) =
1
2
(
∇u−∇uT

)
, (5.9)

on obtient les expressions simplifiées des dérivées définies précédemment :
– Dérivée convectée contravariante :

O
A =

D
Dt
A−A∇uT −∇uA.

– Dérivée convectée covariante :
M
A =

D
Dt
A+A∇u+∇uT A.
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Remarque 8. Dans cette thèse, on utilise la définition suivante du gradient d’un vecteur u :

(∇u)ij =
∂ui
∂xj

i.e. pour un vecteur u = (ux, uy, uz) ∈ <3 :

∇u =


∂ux
∂x

∂ux
∂y

∂ux
∂z

∂uy

∂x
∂uy

∂y
∂uy

∂z
∂uz
∂x

∂uz
∂y

∂uz
∂z

 .

On trouve cependant une autre définition, généralement employée par les physiciens : (∇u)ij =
∂uj
∂xi

. Dans ce cas là, les transposées dans les formules précédentes n’auront pas la même position.

Remarque 9. L’utilisation de la dérivée particulaire, permettant le passage d’une description
eulérienne à une description lagrangienne est déjà un premier pas pour obtenir des modèles ob-
jectifs.

5.4.4 Modèles viscoélastiques quasi-linéaires

L’utilisation de ces dérivées objectives dans les modèles (5.5) et (5.6) conduits à deux types
de modèles, les modèles de type Maxwell et les modèles de type Jeffreys, appelés aussi modèles
d’Oldroyd.

5.4.4.1 Les modèles de type Maxwell

– Le modèle de Maxwell convecté contravariant (appelé aussi "UCM" pour "Upper-Convected
Maxwell") :

τ + λ
O
τ = 2ηD(u). (5.10)

– Le modèle de Maxwell corotationnel :

τ + λ
◦
τ = 2ηD(u).

– Le modèle de Maxwell convecté covariant :

τ + λ
M
τ = 2ηD(u).

Les expressions des différentes fonctions viscosimétriques pour ces modèles sont présentées
dans le tableau Tab. 5.2.

Dans le cas élongationnel, les modèles de Maxwell covariant et contravariant prédisent une
viscosité élongationnelle variant en fonction de ε̇ ce qui est conforme à la réalité. Néanmoins,
pour des écoulements de cisaillement, ces deux modèles ne permettent pas d’obtenir des compor-
tements réalistes. En effet, la viscosité ne dépend pas de la vitesse de déformation γ̇. En outre,
l’existence de contraintes normales (Ψ1(γ̇) 6= 0), fait que ces modèles ne conviennent pas pour
décrire correctement les écoulements de liquides newtoniens.

En cisaillement, le modèle de Maxwell corotationnel prédit le comportement rhéofluidifiant
du liquide et l’existence des deux différences des contraintes normales, il semble donc convenir
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Cisaillement Elongationnel

Modèle η(γ̇) Ψ1(γ̇) Ψ2(γ̇) ηe(ε̇)

Maxwell contravariant , a = 1 η 2ηλ 0
3η

(1− 2ε̇λ) (1 + ε̇λ)

Maxwell corotational, a = 0
η

1 + γ̇2λ2

2λη
1 + γ̇2λ2

− λη

1 + γ̇2λ2
3η

Maxwell covariant, a = −1 η 2ηλ −2ηλ
3η

(1 + 2ε̇λ) (1− ε̇λ)

TAB. 5.2 – Fonctions viscosimétriques - Modèles de Maxwell

pour simuler des écoulements de cisaillement de polymères. Cependant, nous ne détaillerons pas
les résultats ici, mais la variation de ces grandeurs est surestimée. Dans le cas élongationnel, la
viscosité élongationnelle ne dépend pas de ε̇ (comportement troutonien), ce qui n’est pas réaliste.

On voit donc que ces modèles semblent convenir pour simuler des écoulements cisaillés ou
des écoulements élongationnels mais pas des écoulements mixtes.

5.4.4.2 Modèles de type Jeffreys

– Le modèle de Jeffreys covariant ou modèle d’Oldroyd-B

τ + λ
O
τ = 2η

(
D(u) + λr

O
D(u)

)
. (5.11)

Ce modèle populaire a été introduit sous cette forme par Oldroyd en 1950 dans [66]. De
nombreuses études numériques et mathématiques ont été faites sur ce modèle, cependant,
comme on le verra par la suite, il ne traduit pas le comportement de liquides polymères.

– Le modèle de Jeffeys corotationnel :

τ + λ
◦
τ = 2η(D(u) + λr

◦
D(u)). (5.12)

On récapitule dans le tableau Tab. 5.3 les expressions des fonctions viscosimétriques pour les
deux modèles précédents.

On constate que, comme dans le cas des modèles de Maxwell, ces modèles ne permettent
pas de traduire des comportements réalistes dans des écoulements mixtes. Dans le cas du modèle
d’Oldroyd-B, on retrouve une expression de la viscosité elongationnnelle qui varie en fonction de
ε̇. Cependant, dans le cas d’un écoulement de cisaillement, on voit que la viscosité obtenue ne
dépend pas de γ̇, ce qui est typique pour un liquide newtonien.

A l’inverse, le modèle de Jeffreys corotationel prévoit un comportement rhéofluidifiant et
l’existence de différences des contraintes normales. Néanmoins, il ne traduit pas la dépendance
de la viscosité élongationnelle avec ε̇.
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Cisaillement Elongationnel

Modèle η(γ̇) Ψ1(γ̇) Ψ2(γ̇) ηe(ε̇)

Oldroyd-B η 2η (λ− λr) 0 3η
1− ε̇λr − 2ε̇2λλr

(1− 2ε̇λ) (1 + ε̇λr)

Jeffeys corotationnel η
1 + λλrγ̇

2

1 + λ2γ̇2
2η

λ− λr
1 + λ2γ̇2

−Ψ1(γ̇)
2

3η

TAB. 5.3 – Fonctions viscosimétriques - Modèles de Jeffreys

Remarque 10. Il existe une autre formulation du modèle d’Oldroyd-B. On considère la décom-
position suivante du tenseur déviateur des contraintes :

τ = τp + τn.

τn représente la partie newtonienne ou la partie solvant de la contrainte et est calculé à l’aide
de l’équation de Newton (5.3), 2ηnD(u). τp correspond à la partie polymère et est donné par
l’équation constitutive UCM (5.10).

τn = 2ηnD(u) (5.13)

τp + λ
O
τp = 2ηpD(u). (5.14)

Dans ce cas là, la contribution du solvant apparaît dans l’équation de conservation de la
quantité de mouvement et l’équation constitutive est celle du modèle UCM. Le modèle complet de
Oldroyd-B s’écrit donc de manière équivalente :

D
Dt
u− 2ηndiv(D(u)) +∇p = divτp

∇ · u = 0

τp + λ
O
τp = 2ηpD(u)

(5.15)

On peut montrer l’équivalence entre ces deux modèles. On a τp = τ−τn l’équation (5.14) devient
alors :

(τ − τn) + λ(
O
τ − O

τn) = 2ηpD(u).

En remplaçant l’expression (5.13) de τn dans cette équation on obtient :

τ + λ
O
τ = 2(ηn + ηp)

(
D(u) + λ

ηn
ηn + ηp

O
D(u)

)
.

On retrouve bien l’équation (5.11) avec :

η = ηn + ηp et λr = λ
ηn

ηn + ηp
.

On constate que la prise en compte des critères d’objectivité conduit à l’établissement de
modèles rhéologiques décrivant de manière réaliste des écoulements de liquides polymères. Ce-
pendant, ils ne conviennent pas pour des écoulements mixtes.
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5.4.5 Modèles viscoélastiques non-linéaires plus complexes

Les modèles non-linéaires que l’on considérera dans cette section, ont été souvent établis à
partir de considérations moléculaires. L’ajout d’un terme non-linéaire doit permettre de traiter
convenablement le cas des écoulements mixtes. On s’intéresse ici plus particulièrement aux mo-
dèles de Phan-Thien Tanner et de Giesekus, qui sont basés sur l’ajout d’un terme non-linéaire à
l’équation d’UCM (5.10). Il existe cependant d’autres modèles non-linéaires dans la littérature,
notamment le modèle de Leonov.

5.4.5.1 Modèles de Phan-Thien Tanner

On considère tout d’abord le modèle de Phan-Thien et Tanner, introduit dans [71] et [70], et
qui s’écrit sous forme exponentielle de la manière suivante :

λ
O
τ + exp(

ελ

η
tr τ) τ = 2ηD(u), (5.16)

où ε est un paramètre adimensionnel et ajustable, appelé paramètre extensionnel.
La version linéarisée de l’équation constitutive de Phan-Thien Tanner est obtenue en effectuant

un développement de Taylor sur le terme exponentiel :

λ
O
τ + τ +

ελ

η
(tr τ) τ = 2ηD(u). (5.17)

Cette nouvelle forme de l’équation constitutive est appelée modèle affine de Phan-Thien Tanner.
Par la suite, on nommera « PTT » cette version.

Les fonctions viscosimétriques associées à ce modèle sont les suivantes :

η(γ̇) =
τxy
γ̇

où τxy =
−241/3 ελ

η + 21/3κ
2/3
1

62/3 ελ
η κ

1/3
1

,

Ψ1(γ̇) =
N1(γ̇)
γ̇2

où N1(γ̇) =
2η
ε2λ

(
−62/3ε+ 61/3κ

2/3
2

6κ1/3
2

)2

,

Ψ2(γ̇) = 0,

avec :

κ1 = 9
(
ελ

η

)2

η
∂v1

∂x2
+

√√√√3
(
ελ

η

)3
(

4 + 27
ελ

η

(
∂v1

∂x2

)2
)
,

κ2 = 9γ̇ε2λ+
√

3ε3(2 + 27εγ̇2λ2).

Ce modèle traduit correctement le comportement rhéofluidifiant du liquide et prédit une pre-
mière différence des contraintes normales réaliste. Cependant, la deuxième différence des contraintes
normales est nulle. Dans la cas d’un écoulement élongationnel, on ne présente pas ici l’expression
de ηe(ε̇) qui est très complexe, ce modèle traduit convenablement le comportement d’un liquide
polymère.
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5.4.5.2 Le modèle de Giesekus

On s’intéresse dans cette thèse plus particulièrement au modèle non-linéaire de Giesekus, (cf.
[34] et [35] ) dont l’équation constitutive est la suivante (cf Annexe A.1) :

λ
O
τ +

αλ

η
τ τ + τ = 2η D(u), (5.18)

où α est un paramètre ∈ [0, 1].
Pour α = 0, on retrouve le modèle UCM. La valeur α = 0,5 donne le comportement le plus

réaliste et c’est donc cette valeur que nous avons retenue pour ce travail.
Les fonctions viscosimétriques associées à ce modèle sont les suivantes :

η(γ̇) =
2η

1 +
√

1 + 4λ2γ̇2
,

ψ1(γ̇) =
η
√

2
λ2γ̇3

−1− 2λ2γ̇2 +
√

1 + 4λ2γ̇2√√
1 + 4λ2γ̇2 − 1

,

ψ2(γ̇) = − η

λγ̇2

(
1 +
√

2
2λγ̇

√√
1 + 4λ2γ̇2 − 1

)
.

On présente en Annexe A.2 les calculs effectués pour retrouver ces fonctions ainsi que l’ex-
pression complexe de la viscosité élongationnelle.

On retrouve à l’aide de ce modèle les comportements caractéristiques des liquides polymères.
En effet, il traduit le caractère rhéofluidifiant du liquide et prédit une première et une deuxième dif-
férence des contraintes normales non-nulles dont les valeurs sont en accord avec les expériences.
Il traduit aussi de manière satisfaisante la dépendance de la viscosité élongationnelle par rapport à
ε̇.

De plus, en comparaison avec d’autres modèles qui contiennent un nombre important de pa-
ramètres à ajuster, ce modèle est simple. Il ne requiert la connaissance que de deux paramètres du
matériau, sa viscosité η et son temps de relaxation λ, grandeurs aisément mesurables.

5.5 Cas-tests

Dans cette section, on se propose de présenter des cas-tests permettant de mettre en évidence
les comportements de liquides polymères. Lorsque l’on considère des liquides viscoélastiques,
on utilise souvent pour des simulations des géométries comportant des contractions et/ou des ex-
pansions. Les géométries que nous utiliserons dans ce travail lors des essais numériques (voir
chapitre 7), sont présentées dans la figure Fig. 5.6. Il s’agit de la contraction 4 :1, de la contrac-
tion/expansion 4:1:4, et de l’écoulement autour d’un cylindre.

Ces trois géométries comportent des divergents et des convergents, zones qui sont le siège
d’écoulements mixtes. Ces géométries sont donc susceptibles de mettre en évidence les diffé-
rences de comportement entre les modèles rhéologiques choisis. Dans le cas d’un liquide poly-
mère, l’écoulement devrait avoir les caractéristiques suivantes :
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(a) Contraction 4:1

(b) Contraction 4:1:4

8a 24a

5a

a

(c) Ecoulement autour d’un cylindre

FIG. 5.6 – Géométries de référence

– contraction 4:1. En amont, loin de la contraction, on a un écoulement de cisaillement, carac-
térisé par un profil de vitesse non parabolique et l’apparition de contraintes normales. Ces
effets sont peu marqués en raison des faibles valeurs de la vitesse de déformation. Près de la
contraction, il apparaît une composante élongationnelle à l’écoulement (écoulement mixte).
L’existence de contraintes normales provoque l’accroissement des zones de recirculation
dans le coin entrant. En aval de la contraction, dans le canal, la composante élongationnelle
disparaît, faisant place à un écoulement de cisaillement simple, pour lequel la vitesse de
déformation est 4 fois plus élevée qu’avant la contraction.

– contraction/expansion 4:1:4. Par rapport à la géométrie précédente, l’expansion 1:4 permet
de mettre en évidence le gonflement en sortie de filière qui est une conséquence de plusieurs
phénomènes (effet mémoire, changement brutal du profil de vitesse, effet Weissenberg).

– écoulement autour d’un cylindre. Par rapport aux deux autres géométries, la transition entre
les écoulements de cisaillement et mixtes se fait de manière progressive. D’autre part, le
calcul de la traînée générée par le cylindre permet de comparer différentes approches numé-
riques associées à différents modèles rhéologiques.
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Chapitre 6

Approximation par éléments finis
non-conformes du problème de
Giesekus

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’approximation non-conforme du problème de Gie-
sekus sur des maillages triangulaires et quadrangulaires. Dans un premier temps, nous faisons
l’étude du problème de Stokes sous-jacent, c’est pourquoi nous considérons uniquement sa for-
mulation à trois champs :

−divτ +∇p = f dans Ω
∇ · u = 0 dans Ω
τ = 2µD(u) dans Ω
u = g sur ∂Ω,

(6.1)

ainsi que sa formulation (D(u), D(v)) équivalente :

−2µdiv(D(u)) +∇p = f dans Ω
∇ · u = 0 dans Ω
u = g sur ∂Ω.

(6.2)

On décrira ensuite ces schémas numériques appliqués au problème de Giesekus.

6.1 Approximation du problème de Stokes sur un maillage triangu-
laire

6.1.1 Eléments finis non-conformes sur des triangles

Dans cette section, on introduit les éléments finis non-conformes sur des triangles, pour le
degré polynomial k = 1, 2 ou 3. On note que le modèle de Giesekus étant non-linéaire sa résolution
est coûteuse, on considérera donc pour sa discrétisation uniquement des éléments de plus bas
degré.

99



Tout d’abord, on rappelle que la dénomination non-conforme vient du fait que les fonctions
contenues dans l’espace d’approximation ne sont pas continues sur tout le domaine mais par
élément, l’espace n’est donc pas inclus dans H1(Ω). Leur continuité à travers chaque arête du
maillage est alors imposée de manière faible dans la définition de l’espace.

Pour k = 1, on s’intéresse aux éléments finis de Crouzeix-Raviart, introduits en 1973 dans [24],
pour k = 2, on considère les éléments finis de Fortin-Soulie, introduits en 1983 dans [33]. Finale-
ment, pour k = 3 on considère les éléments finis de Crouzeix-Falk introduits dans [23] en 1989.
Pour k = 1, 2 et 3, on considère donc les espaces de dimension finie suivants :

V h =
{
v ∈ L2(Ω); (v)/T ∈ P k, ∀T ∈ Th et [πk−1v]/e = 0,∀e ∈ εh

}
,

Qh =
{
q ∈ L2

0(Ω); (q)/T ∈ Pk−1, ∀T ∈ Th
}
,

Xh =
{
σ ∈ X; (σ)/T ∈ P k−1, ∀T ∈ Th

}
.

Les degrés de liberté pour k = 1 sont représentés dans la figure Fig. 6.1.

(a) u (b) p (c) τ

FIG. 6.1 – Degrés de liberté : Crouzeix-Raviart dG0

On note que dans le cas triangulaire les degrés de liberté de l’espace d’approximation de la
vitesse peuvent être choisis de deux manières équivalentes. Ainsi, l’espace discret s’écrit aussi,
dans le cas de conditions de bord homogènes :

V h = {vh ∈ L2(Ω); vh|T ∈ P k, ∀T ∈ Th et ∀e ∈ εinth (resp. ε∂h),

vh|e continue (resp. nulle) aux k points de Gauss}.

On rappelle (voir [24], [33] et [23]) qu’il existe deux opérateurs d’interpolation Ih ∈
L(H1(Ω);V h) et ih ∈ L(L2

0(Ω);Qh) satisfaisant les estimations habituelles et :∫
T
r∇ · (Ihv − v)dx = 0,

∫
e
r · [Ihv]ds = 0, ∀r ∈ Pk−1, ∀v ∈H1

0(Ω),∫
T
r(ihq − q)dx = 0, ∀r ∈ Pk−1, ∀q ∈ L2

0(Ω).

6.1.2 Formulation discrète du problème de Stokes

On s’intéresse ici à la discrétisation du problème de Stokes à trois champs par éléments finis
non-conformes sur des maillages composés de triangles. Comme précédemment, on considère
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un domaine polygonal Ω de R2 et on prend la donnée f ∈ L2(Ω). Afin de simplifier l’étude
mathématique, on considère des conditions de bord de Dirichlet homogènes. On considère alors
une tiangulation Th composée de triangles T de telle manière que :

Ω =
⋃
T∈Th

T.

La formulation variationnelle associée à (6.1) s’écrit :
(u, p, τ) ∈H1

0(Ω)× L2
0(Ω)×X

b(p,v) + c0(τ ,v) = l(v) ∀v ∈H1
0(Ω)

b(q,u) = 0 ∀q ∈ L2
0(Ω)

2µc0(σ,u) − d0(σ, τ) = 0 ∀σ ∈ X,

(6.3)

où

c0(τ ,v) =
∑
T∈Th

∫
T
τ : D(v)dx, d0(σ, τ) =

∫
Ω
σ : τdx,

b(p,v) = −
∑
T∈Th

∫
T
p∇ · vdx, l(v) =

∫
Ω
f · vdx,

et où : X = {τ = (τij)1≤i,j≤2; τij = τji, τij ∈ L2(Ω), i, j = 1, 2} .
La troisième équation de (6.3) nous donne que τ = 2µD(u) et donc la formulation à trois champs
est équivalente à la formulation à deux champs suivante :

(u, p) ∈H1
0(Ω)× L2

0(Ω)
a0(u,v) + b(p,v) = l(v) ∀v ∈H1

0(Ω)
b(q,u) = 0 ∀q ∈ L2

0(Ω),

(6.4)

où a0(u,v) = 2µ
∑
T∈Th

∫
T
D(u) : D(v)dx.

Ce problème est bien posé, voir par exemple [36] pour une démonstration.

6.1.2.1 Deux formulations discrètes équivalentes

L’approximation discrète du problème de Stokes à deux champs s’écrit :
(uh, ph) ∈ V h ×Qh
ah(uh,vh) + b(ph,vh) = l(vh) ∀vh ∈ V h

b(qh,uh) = 0 ∀qh ∈ Qh
(6.5)

où

ah(·, ·) = a0(·, ·) + γ1J1(·, ·), J1(uh,vh) = µ
∑
e∈εint

h

1
|e|

∫
e
[π1(uh · ne)][π1(vh · ne)]ds

et γ1 est un paramètre de stabilisation qui peut être choisi indépendant de h. Le terme de stabili-
sation J1(·, ·) est ajouté seulement pour k = 1 afin d’obtenir la coercivité de la forme ah(·, ·), à
l’aide d’une inégalité de type Korn.

101



Remarque 11. On note que pour k = 2 ou 3, ∀vh ∈ V h, π1vh ⊂ vh. D’après la définition de
l’espace V h, on a donc J1(uh,vh) = 0 pour tout uh,vh ∈ V h.

Remarque 12. On rappelle que dans [18], Brenner introduit un terme de stabilisation différent
du nôtre :

J∗1 (uh,vh) = µ
∑
e∈εint

h

1
|e|

∫
e
[π1uh][π1vh]ds,

et que plus tard, Mardal et Winther dans [61] ont introduit le terme de stabilisation J1(·, ·).

L’approximation du problème à trois champs s’écrit :
(Uh, Ph, τh) ∈ V h ×Qh ×Xh

γ1J1(Uh,vh) + b(Ph,vh) + c0(τh,vh) = l(vh) ∀vh ∈ V h

b(qh,Uh) = 0 ∀qh ∈ Qh
2µc0(σh,Uh) − d0(σh, τh) = 0 ∀σh ∈ Xh.

(6.6)

Il est utile d’introduire la semi-norme suivante surH1
0(Ω) + V h :

[[v]] =
(
2µ‖D(v)‖20,h + γ1J1(v,v)

)1/2 = ah(v,v)1/2.

Lemme 6.1.1. L’ application v → [[v]] est une norme sur V h.

Démonstration. La démonstration est similaire à celle du Lemme 2.2.2 de la première partie de
ce manuscrit. Soit [[v]] = 0 alors [π1v · n] = 0 sur chaque arête interne e ∈ εinth et D(v) = 0
sur chaque triangle T ∈ Th. Comme précédemment, D(v) = 0 implique que v est un mouvement
rigide et donc v est affine par morceaux. Ainsi, π1v|e = v|e et comme [π1v · n] = 0 sur chaque
arête interne, on en déduit (cf. Lemme 2.2.2) que v ∈ H1(Ω). D’aprés la définition de l’espace,
on a π0v = 0 au bord ce qui implique que v est nul.

6.1.2.2 Existence et unicité de la solution et estimation a priori

On emploiera par la suite une inégalité de Korn discrète, déjà utilisée dans la première partie
de ce manuscrit. Nous avons appliqué le résultat suivant pour des fonctions H1 par morceaux
établi par Brenner [18] :

|v|1,h ≤ c
(
‖D(v)‖20,h +

1
µ
J1(v,v) + φ(v)2

)1/2

,

où φ : H1(Ω)→ R est une semi-norme telle que si φ(v) = 0 pour un mouvement rigide v, alors
v est un vecteur constant. En prenant

φ(v) =
∑
e∈ε∂

h

‖π0v‖0,e ,

φ(v) = 0 sur V h, d’où l’inégalité de Korn suivante :

|v|1,h ≤ c
(
‖D(v)‖20,h +

1
µ
J1(v,v)

)1/2

, ∀v ∈ V h (6.7)
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Théorème 6.1.1. Le problème (6.5) a une solution unique.

Démonstration. On vérifie les hypothèses du théorème de Babuška-Brezzi. La coercivité en norme
| · |1,h de la forme ah(·, ·) sur V h est obtenue de manière immédiate, grâce à (6.7). On doit donc
prouver la condition inf-sup. Pour cela on utilise la condition inf-sup du problème de Stokes
continu (cf. [36]), et à tout q ∈ Qh ⊂ L2

0(Ω) on associe z ∈ H1
0(Ω) tel que ∇ · z = q et

‖z‖1,Ω ≤ c‖q‖0,Ω. En prenant w = Ihz ∈ V h, on obtient immédiatement que b(q,w) = ‖q‖20,Ω
et |w|1,h ≤ c‖q‖0,Ω. Pour k = 2 ou 3, on a J1(w,w) = 0, le résultat est donc immédiat. Pour
k = 1, on doit encore borner :

J1(w,w) = µ
∑
e∈εh

1
|e|
‖[w · ne]‖20,e .

En utilisant le fait que [z · ne] = 0, et l’inégalité de trace (déjà utilisée dans la première partie)
sur {e} = ∂T 1 ∩ ∂T 2 suivante :

1√
|e|
‖[(Ihz − z) · ne]‖0,e ≤ c

(
1
hT 1

‖Ihz − z‖0,T 1 +
1
hT 2

‖Ihz − z‖0,T 2 + |Ihz − z|1,T 1

+ |Ihz − z|1,T 2

)
≤ c|z|1,T 1∪T 2 ,

on obtient
J1(w,w) ≤ cµ |z|21,Ω ≤ c‖q‖0,Ω,

grâce aux propriétés de l’opérateur d’interpolation Ih, ce qui nous permet de conclure.

L’existence et l’unicité de la solution de (6.6) sont maintenant immédiates, grâce à son équi-
valence avec (6.5).

Théorème 6.1.2. Le problème (6.6) a une unique solution donnée par (uh, ph, 2µD(uh)), où
(uh, ph) est la solution de (6.5).

Pour établir les estimations d’erreur a priori suivantes, nous avons utilisé les outils classiques
pour les méthodes d’éléments finis stabilisés. Le traitement des termes traduisant l’erreur non-
conforme sera présenté en détail pour le cas quadrangulaire dans la section suivante.

Théorème 6.1.3. Soit (u, p) ∈ Hk+1(Ω) × Hk(Ω) la solution du problème de Stokes continu.
Alors la solution (uh, ph) de (6.5) satisfait les estimations d’erreur a priori suivantes :

[[u− uh]] +
1
√
µ
‖p− ph‖0,Ω ≤ chk(

√
µ|u|k+1,Ω +

1
√
µ
|p|k,Ω)

avec c une constante indépendante de h et de µ. Si de plus, Ω est convexe, alors :

‖u− uh‖0,Ω ≤ ch
k+1(|u|k+1,Ω +

1
µ
|p|k,Ω).
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6.2 Approximation du problème de Stokes sur un maillage quadran-
gulaire

6.2.1 Éléments finis non-conformes de Rannacher-Turek

On souhaite maintenant utiliser des éléments finis non-conformes sur des maillages composés
de quadrilatères. On considère ici uniquement le cas où le degré polynomial k = 1. Dans la litté-
rature, il existe plusieurs éléments finis non-conformes de bas degré pour l’approximation du pro-
blème de Stokes. Nous avons choisi d’étudier plus en détail les éléments finis de Rannacher-Turek
que nous présenterons dans la suite. On considère donc un maillage Kh composé de quadrilatères
K de telle manière que

Ω =
⋃

K∈Kh

K.

Dans un premier temps, on présente les éléments finis de Rannacher-Turek introduits dans
[74]. On note K̂ = [−1, 1] × [−1, 1] l’élément fini de référence. On introduit l’espace vectoriel
défini par Q̂rot1 = vect{1, x̂, ŷ, x̂2 − ŷ2}.

Remarque 13. On retrouve l’espace Q̂rot1 à partir de l’espace polynomial classique :

Q1 = vect{1, x, y, xy}

en effectuant une rotation de 45° en prenant :{
x̂ = x+ y

ŷ = x− y

Pour chaque quadrangle K ∈ Kh, on notera Ψk : K̂ → K la transformation de l’élément de
référence à un élément quelconque. On introduit alors l’espace vectoriel suivant :

QK = {v; v ◦Ψk ∈ Q̂rot1 }.

Les espaces de dimension finie non-conformes que l’on considère sont les suivants et les degrés
de liberté sont présentés dans le figure Fig. 6.2 :

V h = {vh ∈ L2(Ω); vh|K ∈ QK ∀K ∈ Kh,
1
|e|

∫
e
[vh]ds = 0 ∀e ∈ εh}

Qh = {qh ∈ L2
0(Ω); qh|K ∈ Q0 ∀K ∈ Kh}

Xh =
{
θh ∈ X; (θh)|K ∈ Q0

∀K ∈ Kh
}
.

Remarque 14. Si on suppose que K est un parallélogramme, alors ΨK est une transformation
affine, i.e. on peut l’écrire sous la forme ΨK(x̂) = BKx̂ + bK = x, où x̂ représente le vecteur
de coordonnées sur K̂ et x celui sur K. On a alors P1(K) ⊂ QK .
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(a) u (b) p (c) τ

FIG. 6.2 – Degrés de liberté : Rannacher-Turek dG0

Si, de plus, K est un carré dont les cotés de longueur h sont parallèles aux axes Ox et Oy, on
a :

BK =

(
h/2 0
0 h/2

)
.

On obtient donc que QK = vect{1, x, y, x2 − y2} = Qrot1 .
Ce n’est pas le cas lorsque K est un rectangle de longueur h1 et de largeur h2, h1 6= h2. On

a dans ce cas :

BK =

(
h1/2 0

0 h2/2

)
, bK =

(
b1

b2

)
,

ce qui conduit à Qk 6= Qrot1 . En effet, en prenant :

v = x2 − y2 ∈ vect{1, x, y, x2 − y2},

on obtient :

(v ◦ΨK)(x̂, ŷ) = Ψ1
K(x̂, ŷ)2 −Ψ2

K(x̂, ŷ)2 =
h2

1

4
x̂2 − h2

2

4
ŷ2 + 2h1b1x̂− 2h2b2ŷ − b22 + b21

et donc v ◦ ΨK /∈ Q̂rot1 , c’est à dire, v /∈ QK . On montre de manière similaire, avec v(x, y) =
( 1
h1
x)2 − ( 1

h2
y)2 que Qk 6⊂ Qrot1 .

On rappelle les propriétés d’approximation des espaces V h et Qh. On sait qu’il existe un
opérateur d’interpolation noté ih ∈ L(L2

0(Ω);Qh) tel que, pour tout K ∈ Kh, on ait :

∀q ∈ P0,

∫
K
q(ih(p)− p)dx = 0. (6.8)

D’après [74], il existe un opérateur d’interpolation Ih ∈ L(H1(Ω);V h) qui vérifie :

∀v ∈H1(K), ∀ qh ∈ P0,

∫
K
qh∇ · (Ihv − v)dx = 0, (6.9)

∀v ∈H1
0(Ω), ∀ e ∈ εh, ∀ qh ∈ P0,

∫
e
qh[Ihv]ds = 0. (6.10)

On a de plus les estimations d’erreur d’interpolation suivantes :

∀q ∈ H1(Ω) ∩ L2
0(Ω), ‖q − ihq‖0,K ≤ ChK |q|1,K , (6.11)

∀v ∈H1(Ω), |v − Ihv|1,K ≤ ChK |v|2,K . (6.12)
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Remarque 15. Les degrés de liberté pour l’espace de discrétisation de la vitesse peuvent être
choisis d’une manière différente (cf. [74]) :

V PM
h = {vh ∈ L2(Ω); vh|K ∈ P k,∀K ∈ Kh et ∀e ∈ εinth (resp. ε∂h),

vh|e continue (resp. nulle) aux points de Gauss}

Contrairement au cas triangulaire, les espaces V h et V PM
h ne sont pas équivalents ; l’utilisation

de V PM
h implique de définir l’opérateur d’interpolation sur l’ensemble des fonctions continues,

i.e. d’utiliser H2(Ω) au lieu de H1(Ω).

Remarque 16. Il existe d’autres éléments finis non-conformes sur des quadrilatères pour le pro-
blème de Stokes, les premiers à avoir été considérés sont ceux de Han (cf. [42]). Contrairement à
l’élément fini de Rannacher-Turek qui comprend 4 degrés de liberté, l’élément fini de Han en a 5.
Les 4 premiers degrés de liberté sont les valeurs moyennes de la vitesse sur chacune des quatre
arêtes, et le cinquième est sa valeur moyenne sur toute la maille K.
L’espace d’approximation pour la vitesse est défini de la manière suivante :

V Han
h = {vh ∈ L2(Ω); vh|K ∈ vect{1, x, y, x2, y2}, ∀K ∈ Kh, et

1
|e|

∫
e
[vh]ds = 0, ∀e ∈ εh}.

6.2.2 Formulation discrète à deux champs du problème de Stokes

La formulation discrète du problème de Stokes (6.2) s’écrit :
Trouver (u∗h, p

∗
h) ∈ V h ×Qh tels que :

ah(u∗h,vh) + b(p∗h,vh) = l(vh) ∀vh ∈ V h

b(qh,u∗h) = 0 ∀qh ∈ Qh
(6.13)

où :

ah(·, ·) = a0(·, ·) + γ1J1(·, ·),

a0(u∗h,vh) = 2µ
∑
K∈Kh

∫
K
D(u∗h) : D(vh)dx,

J1(u∗h,vh) = µ
∑
e∈εint

h

1
|e|

∫
e
[π1(u∗h · ne)] · [π1(vh · ne)]ds,

b(p∗h,vh) = −
∑
K∈Kh

∫
K
p∗hdivvhdx, l(vh) =

∫
Ω
fvhdx.

Remarque 17. Contrairement au cas triangulaire, π1[vh ·ne] n’est pas égal à vh ·ne, pour tout
vh ∈ V h. En effet, les éléments finis de Rannacher-Tureck ainsi que ceux de Han, nous donnent
que vh · ne ∈ P2(e).

On utilise la semi-norme [[·]] surH1
0(Ω) + V h définie de la manière suivante :

[[v]] =

γ1J1(v,v) + 2µ
∑
K∈Kh

‖D(v)‖20,K

1/2

.
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De la même manière que dans la cas triangulaire, on montre que cette application est une norme
sur V h.

Théorème 6.2.1. Le problème (6.13) admet une unique solution et admet des estimations d’erreur
a priori optimales.

Démonstration. La démonstration est similaire à la démonstration du Théorème 6.1.1 et du Théo-
rème 6.1.3.

6.2.3 Formulation discrète à trois champs

On rappelle que la formulation variationnelle à trois champs du problème de Stokes que l’on
cherche à discrétiser s’écrit de la manière suivante :

Trouver (u, p, τ) ∈H1
0(Ω)× L2

0(Ω)×X tels que :
b(p,v) + c0(τ ,v) = l(v) ∀v ∈H1

0(Ω)
b(q,u) = 0 ∀q ∈ L2

0(Ω)
2µc0(θ,u) − d0(θ, τ) = 0 ∀θ ∈ X

(6.14)

où les formes bilinéaires supplémentaires c0(·, ·) et d0(·, ·) sont définies par :

c0(τ ,v) =
∑
K∈Kh

∫
K
τ : D(v)dx, d0(θ, τ) =

∑
K∈Kh

∫
K
θ : τdx.

6.2.3.1 Première approche : formulation naturelle

Pour sa discrétisation par éléments finis non-conformes et par analogie au cas triangulaire, il
semble naturel de considérer la formulation suivante :

Trouver (Uh, Ph, τh) ∈ V h ×Qh ×Xh tels que :
γ1J1(Uh,vh) + b(Ph,vh) + c0(τh,vh) = l(vh) ∀vh ∈ V h

b(qh,Uh) = 0 ∀qh ∈ Qh
2µc0(θh,Uh) − d0(θh, τh) = 0 ∀θh ∈ Xh

(6.15)

Il est à noter que contrairement au cas triangulaire, cette formulation n’est pas équivalente à la
formulation vitesse-pression (6.13). En effet, la troisième équation de (6.15) nous donne :

τh = 2µπK0 D(Uh). (6.16)

En remplaçant cette expression de τh dans la première équation, on obtient la formulation à deux
champs équivalente : 

Trouver (Uh, Ph) ∈ V h ×Qh tels que :
ãh(Uh,vh) + b(Ph,vh) = l(vh) ∀vh ∈ V h

b(qh,Uh) = 0 ∀qh ∈ Qh
(6.17)
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où

ãh(·, ·) = ã0(·, ·) + γ1J1(·, ·),

ã0(Uh,vh) = 2µ
∑
K∈Kh

∫
K
πK0 D(Uh) : πK0 D(vh)dx.

La forme bilinéaire ã0(·, ·) est donc différente de a0(·, ·) sur V h. En effet, toute fonction vh ∈ V h

peut s’écrire sous la forme :

vh|K =

(
a1 + b1x+ c1y + d1(x2 − y2)
a2 + b2x+ c2y + d2(x2 − y2)

)
(6.18)

où ai, bi, ci, di (1 ≤ i ≤ 2) sont des constantes numériques. En calculant alors D(vh) sur K, on
obtient la matrice :(

b1 + 2d1x
1
2(c1 + b2)− 2d1y + 2d2x

1
2(c1 + b2)− 2d1y + 2d2x c2 − 2d2y

)
qui n’est pas une matrice constante. On a que D(vh)|K appartient à P 1(K) et non à P 0(K), ainsi
πK0 D(vh) 6= D(vh).

Nous allons montrer que la formulation (6.17) n’est pas consistante et ne permet donc pas
d’obtenir de bons résultats d’approximation pour le problème de Stokes. On introduit une nouvelle
semi-norme [[[·]]] surH1

0(Ω)× V h :

[[[v]]] =

γ1J1(v,v) + 2µ
∑
k∈Kh

‖πK0 D(v)‖20,k

1/2

.

Nous avons essayé de prouver que cette application est bien une norme sur V h. On constate
que [[[v]]] = 0 implique que

∫
K D(v)dx = 0. On prend un vecteur v ∈ Q̂rot1 sur la maille de

reférence K̂. En prenant en compte la contrainte
∫
K̂ D(v̂)dx̂ = 0, on en déduit seulement que :

D(v̂) =

(
2d1x̂ −2d1ŷ + 2d2x̂

−2d1ŷ + 2d2x̂ −2d2ŷ

)
.

On ne peut donc pas en conclure que D(v̂) = 0 sur K̂.

Néanmoins, nous avons pu établir que le nombre de contraintes imposées en considérant
[[[v]]] = 0 , est supérieur au nombre de degrés de liberté de v ∈ V h. On considère pour cela
un maillage composé de rectangles avec n intervalles horizontaux et m intervalles verticaux. Une
fonction vectorielle, appartenant à QK sur chaque maille, est déterminée par 8nm paramètres. Le
nombre de contraintes imposées dans l’espace V h est 2 ∗ (2nm−n−m), nombre correspondant
au nombre d’arêtes internes, multiplié par le nombre de composantes. Enfin, on impose des condi-
tions de bord de Dirichlet ce qui rajoute 2∗ (2n+ 2m) contraintes. Le nombre de degrés de liberté
est donc 4nm− 2n− 2m.
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On calcule maintenant le nombre de contraintes correspondant à [[[v]]] = 0. La condition∫
K
D(v)dx = 0, ∀K ∈ Kh, rajoute 3nm contraintes, correspondant au nombre de mailles mul-

tiplié par les 3 composantes du tenseur symétrique D(v). La condition J1(v,v) = 0 impose la
continuité de v ·n aux deux points de Gauss sur chaque arête interne du maillage, et rajoute donc
2 ∗ (2nm− n−m) contraintes. On obtient un total de 7nm− 2n− 2m contraintes, supérieur au
nombre de degré de liberté. Cela ne nous permet pas de conclure que [[[v]]] est une norme sur V h

mais cela montre qu’il n’y a pas de contradiction.

On admet donc par la suite que [[[·]]] est une norme sur V h. Notons que nous avons obtenu des
résultats numériques que nous présenterons dans la suite, ce qui prouve que la matrice du système
correspondant est inversible et donc que le problème équivalent (6.17) admet une unique solution.

On s’intéresse alors à l’analyse du problème (6.17). Notre objectif ici est de montrer théori-
quement que la formulation (6.17) ne permet pas d’obtenir de bons résultats pour le problème de
Stokes. En effet, on montre que l’on ne peut pas borner de manière optimale l’erreur de consis-
tance. On ne détaillera pas ici l’étude de ce problème, mais une analyse complète du problème
régularisé sera effectuée dans la section suivante utilisant les mêmes outils que pour ce problème.

Comme par définition de la projection [[[vh]]] ≤ [[vh]], pour tout vh ∈ V h, la condition
inf-sup est satisfaite ; ãh(·, ·) est uniformément coercive et continue pour la norme [[[·]]].

On s’intéresse maintenant à l’étude de l’erreur a priori. On a alors, en suivant le démonstration
classique du second Lemme de Strang (voir aussi [22]) :

[[[uh − vh]]]2 ≤ ãh(uh − vh,uh − vh)

= ãh(u− vh,uh − vh) + l(uh − vh)− bh(ph,uh − vh)− ãh(u,uh − vh)

≤ [[[u− vh]]] · [[[uh − vh]]] + [[[uh − vh]]] · sup
wh∈V h

l(wh)− ãh(u,wh)− bh(p,wh)
[[[wh]]]

+ [[[uh − vh]]] · sup
wh∈V h

bh(p,wh)− bh(ph,wh)
[[[wh]]]

et donc

[[[uh−vh]]] ≤ [[[u−vh]]]+ sup
wh∈V h

l(wh)− ãh(u,wh)− bh(p,wh)
[[[wh]]]

+ sup
wh∈V h

bh(p,wh)− bh(ph,wh)
[[[wh]]]

On obtient de manière immédiate que :

sup
wh∈V h

bh(p,wh)− bh(ph,wh)
[[[wh]]]

≤ ‖p− ph‖0,Ω

Ce terme pourra donc être majorer à l’aide de la condition inf-sup.
On doit donc majorer le terme de consistance :

l(wh)− ãh(u,wh)− bh(p,wh)
[[[wh]]]

.

Or, on peut écrire que :

ãh(u,wh) = 2µ
∑
K∈Kh

∫
K
D(u) : D(wh)dx+ 2µ

∑
K∈K

∫
K
D(u) : (πK0 D(wh)−D(wh))dx
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On note que par définition de la projection on a :∫
K
D(u) : (πK0 D(wh)−D(wh))dx =

∫
K
πK0 D(u) : πK0 D(wh)dx−

∫
K
D(u) : D(wh)dx

=
∫
K
πK0 D(u) : D(wh)dx−

∫
K
D(u) : D(wh)dx

=
∫
K
πK0 (D(u)−D(u)) : D(wh)dx

Après intégration par parties, et en utilisant le problème de Stokes continu, il nous reste à
majorer :

sup
wh∈V h

Σu(u,wh) + Σp(wh, p) + 2µ
∑
K∈Kh

∫
K
D(u) : (πK0 D(wh)−D(wh))dx

[[[wh]]]

avec

Σu(u,wh) = 2µ
∑
e∈εh

∫
e
D(u) · ne[wh]ds

Σp(wh, p) =
∑
e∈εh

∫
e
p[wh] · neds

Comme on le montrera dans la section suivante, les deux premiers termes peuvent être bornés de
la manière suivante :∣∣∣∣∣2µ∑

e∈εh

∫
e
D(u) · ne[wh]ds+

∑
e∈εh

∫
e
p[wh] · neds

∣∣∣∣∣ ≤ ch(|u|2,Ω + |p|1,Ω)|wh|1,h

tandis que pour le dernier terme, on a :∣∣∣∣∣∣2µ
∑
K∈Kh

∫
K
D(u) : (πK0 D(wh)−D(wh))dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ ch|u|2,Ω‖D(wh)‖0,h

Or, il n’existe pas deux constantes c1 et c2 telles que :

|wh|1,h ≤ c1[[[wh]]]

‖D(wh)‖0,Ω ≤ c2[[[wh]]].

On ne peut donc pas obtenir des estimations d’erreur a priori optimales.
Afin d’illustrer ce poblème de consistance, on présente les résultats obtenus pour le cas-test

de la cavité entraînée. La figure Fig. 6.3 montre les résultats obtenus avec des éléments finis de
Crouzeix-Raviart sur des triangles (à titre de solution de référence), à gauche on montre ceux
obtenus à l’aide de la formulation (6.15) pour µ = 100 et γ1 = 10. On constate donc que cette
dernière formulation ne permet pas d’obtenir une bonne approximation du problème de Stokes.
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(a) Crouzeix-Raviart u0 (b) Rannacher-Turek u0

(c) Crouzeix-Raviart u1 (d) Rannacher-Turek u1

(e) Crouzeix-Raviart p (f) Rannacher-Turek p

(g) Crouzeix-Raviart τ12 (h) Rannacher-Turek τ12

FIG. 6.3 – Cavité entraînée : comparaison entre la formulation (6.6) (à droite) et la formulation
(6.15) (à gauche)
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6.2.3.2 Deuxième approche : problème régularisé

Formulation discrète
Nous avons vu dans la partie précédente que la formulation à trois champs (6.15) n’est pas

consistante et n’est donc pas une bonne approximation du problème de Stokes. Pour pallier cet in-
convénient, nous avons choisi de rajouter un terme de stabilisation. La formulation correspondante
est la suivante :


Trouver (uh, ph, τh) ∈ V h ×Qh ×Xhtels que :

γ1J1(uh,vh) + δR(uh,vh) + b(ph,vh) + c0(τh,vh) = l(vh) ∀vh ∈ V h

b(qh,uh) = 0 ∀qh ∈ Qh
2µc0(θh,uh) − d0(θh, τh) = 0 ∀θh ∈ Xh.

(6.19)

Le terme de régularisation R(uh,vh) est défini de la manière suivante :

R(uh,vh) = µ
∑
K∈Kh

∫
K

(D(uh)− πK0 D(uh)) : D(vh)dx, (6.20)

et, par définition de la projection, est aussi égal à :

R(uh,vh) = µ
∑
K∈Kh

∫
K
D(uh) : D(vh)dx− µ

∑
K∈Kh

∫
K
πK0 D(uh) : πK0 D(uh)dx. (6.21)

Ci-dessus, δ > 0 est un paramètre de régularisation.
En remplaçant l’expression (6.16) de τh dans la première équation, on obtient le problème

discret à deux champs équivalent suivant :
Trouver (uh, ph) ∈ V h ×Qh tels que :

aδh(uh,vh) + b(ph,vh) = l(vh) ∀vh ∈ V h

b(qh,uh) = 0 ∀qh ∈ Qh
(6.22)

où

aδh(·, ·) = ã0(·, ·) + γ1J1(·, ·) + δR(·, ·).

Remarque 18. En choisissant δ = 2, le problème (6.22) est équivalent au problème initial à deux
champs (6.13).

Lien avec la formulation à 4 champs
Cette formulation à trois champs régularisée peut être rapprochée de formulations à 4 champs

utilisées pour traiter des écoulements de liquides viscoélastiques. La méthode EVSS ("elastic-
viscous stress split") introduite par Rajagopalan et al. dans [73] et la méthode DEVSS ("discrete
elastic-viscous stress split") de Guénette et Fortin, introduite dans [39], sont basées sur le rajout
du tenseur des vitesses de déformation D(u) comme une quatrième inconnue.
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Dans la suite, on présente brièvement ces méthodes dans le cas newtonien. On rappelle d’abord la
formulation classique à trois champs du problème de Stokes continu :

−divτ +∇p = f dans Ω
∇ · u = 0 dans Ω

τ = 2µD(u) dans Ω

La méthode EVSS est basée sur un changement de variable : s = τ−2µD(u) et le rajout dans
la formulation d’une quatrième inconnue définie par d = D(u). La motivation de ce changement
de variable provient du fait que pour les modèles viscoélastiques (notamment le modèle PTT),
les équations du moment et de continuité ne sont pas bien posées si τ est fixé. À partir de là,
la quatrième inconnue est rajoutée pour obtenir la coercivité du problème en terme de vitesse-
pression. Le problème de Stokes s’écrit alors de la manière suivante :

−2µdivD(u) +∇p = f + divs dans Ω
∇ · u = 0 dans Ω

s = 0 dans Ω
d = D(u) dans Ω

(6.23)

Compte tenu du fait que le changement de variable s = τ − 2µD(u) ne peut être effectué
pour toutes les classes de modèles viscoélastiques, Guénette et Fortin ont rajouté dans les deux
membres de l’équation du mouvement le terme −2αdivD(u). Cela correspond à effectuer un
nouveau changement de variable s = τ − 2αD(u) où α est une constante positive. On obtient la
formulation en (u, p, τ , d) suivante :

−2αdivD(u) +∇p = f + divτ − 2αdivd dans Ω
∇ · u = 0 dans Ω

τ = 2µD(u) dans Ω
d = D(u) dans Ω

(6.24)

Remarque 19. Dans [73] et [39], la loi constitutive considérée est non-linéaire de la forme :

f(τ) + λ
O
τ + τ = 2ηD(u).

avec f(τ) une fonction non-linéaire. En effectuant la changement de variable s = τ − 2µD(u) la
troisième équation de s’écrit alors en terme de s :

f(s− 2µD(u)) + λ
O
s = −2µλ

O
d

Les problèmes non-linéaires sont ensuite traités par une méthode de point fixe, ce qui justifie le
passage des inconnues au second membre.

On remarque qu’au niveau discret, la formulation (6.24) est équivalente à la formulation régu-
larisée (6.19). La formulation discrète associée à (6.24), en utilisant les mêmes espaces d’éléments
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finis que pour (6.19), s’écrit :

Trouver (uh, ph, τh, dh) ∈ V h ×Qh ×Xh ×Xh tels que :

γ1J1(uh,vh) +
∑
K∈Kh

∫
K

2αD(uh) : D(vh)dx−
∑
K∈Kh

∫
K
ph∇ · vhdx

=
∑
K∈Kh

∫
K

(2αdh − τh) : D(vh)dx+ l(vh) ∀vh ∈ V h∑
K∈Kh

∫
K
qh∇ · uhdx = 0 ∀qh ∈ Qh∑

K∈Kh

∫
K
τh : θhdx = 2µ

∑
K∈Kh

∫
K
D(uh) : θhdx ∀θh ∈ Xh∑

K∈Kh

∫
K
dh : θhdx =

∑
K∈Kh

∫
K
D(uh) : θhdx ∀θh ∈ Xh

La quatrième équation nous donne dh = πK0 D(uh). En remplaçant ces expressions dans la pre-
mière équation on obtient alors :

γ1J1(uh,vh) +
∑
K∈Kh

∫
K

2α(D(uh)− πK0 D(uh)) : D(vh)dx−
∑
K∈Kh

∫
K
ph∇ · vhdx

=
∑
K∈Kh

∫
K
−τh : D(vh)dx+ l(vh) ∀vh ∈ V h.

En prenant δµ = 2α, on retrouve notre formulation régularisée (6.19).

Existence et unicité de la solution du problème régularisé
On s’intéresse maintenant à l’existence et à l’unicité de la solution du problème (6.22) par

rapport à la norme énergie [[·]] définie par (6.2.2) .

Théorème 6.2.2 (Coercivité de la forme aδh(·, ·) sur Kerhb).
Il existe une constante α indépendante de h et de µ, telle que :

∀vh ∈ Kerhb , aδh(vh,vh) ≥ α [[vh]]2 . (6.25)

De plus, si δ ≥ 2, α est aussi indépendante de δ.

Démonstration. On a par définition, ∀vh ∈ V h

aδh(vh,vh) = γ1J1(vh,vh) + δµ
∑
K∈Kh

‖D(vh)‖20,K + (2− δ)µ
∑
K∈Kh

‖πK0 D(vh)‖20,K .

On distingue alors deux cas.
Si δ ≥ 2, (2− δ) ≤ 0 et à l’aide de la continuité de l’opérateur de projection πK0 , on obtient :

(2− δ)µ
∑
K∈Kh

∫
K
πK0 D(vh) : πK0 D(vh)dx ≥ (2− δ)µ

∑
K∈Kh

∫
K
D(vh) : D(vh)dx.

Il s’en suit que
aδh(vh,vh) ≥ γ1J1(vh,vh) + 2µ‖D(vh)‖20,h.
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On en déduit donc la coercivité de aδh(·, ·) dans V h. De plus, la constante de coercivité est égale
à 1.
Si δ < 2, on obtient

aδh(vh,vh) ≥ γ1J1(vh,vh) + δµ
∑
K∈Kh

‖D(vh)‖20,K

≥ min(1,
δ

2
)
(
γ1J1(vh,vh) + 2µ‖D(vh)‖20,h

)
On en déduit la coercivité de aδh(·, ·) dans V h, avec une constante de coercivité qui dépend dans
ce cas de δ.

Lemme 6.2.1 (Condition inf-sup).
Il existe une constante β > 0, indépendante de h et de µ, telle que

inf
ph∈Qh

sup
vh∈V h

b(ph,vh)
‖ph‖0,Ω[[vh]]

≥ β
√
µ

(6.26)

Démonstration. On suit le même raisonnement que dans le Théorème 6.1.1.

Lemme 6.2.2 (Continuité de aδh(·, ·)). Il existe une constante c indépendante de h et de µ telle
que ∀uh , vh ∈ V h :

|aδh(uh,vh)| ≤ c[[uh]][[vh]].

Si δ ≤ 2, alors c = 1.

Démonstration. On a :

aδh(uh,vh) ≤ δµ
∑
K∈Kh

∣∣∣∣∫
K
D(uh) : D(vh)dx

∣∣∣∣+ (2− δ)µ
∑
K∈Kh

∣∣∣∣∫
K
πK0 D(uh) : D(vh)dx

∣∣∣∣
+ γ1 |J1(uh,vh)| .

En utilisant la continuité L2(K) de l’opérateur de projection πK0 et en appliquant l’inégalité de
Cauchy-Schwartz, on obtient que :

|aδh(uh,vh)| ≤ δµ
∑
K∈Kh

‖D(uh)‖0,K‖D(vh)‖0,K + |2− δ|µ
∑
K∈Kh

‖D(uh)‖0,K‖D(vh)‖0,K

+ γ1J1(uh,vh).

Si δ ≤ 2 , alors on obtient :

|aδh(uh,vh)| ≤ 2µ
∑
K∈Kh

‖D(uh)‖0,K‖D(vh)‖0,K + γ1J1(uh,vh)

≤ [[uh]][[vh]].

Si δ > 2 alors la constante dépend de δ.

La continuité des formes b(·, ·) et l(·) est classique.
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Estimations d’erreur a priori

Lemme 6.2.3.
La solution (u, p) du problème de Stokes continu vérifie :

aδh(u,vh) + b(p,vh) = l(vh)−
∑
e∈εh

∫
e
p[vh · n]ds+ 2µ

∑
e∈εh

∫
e
D(u) · n[vh]ds

+ (2− δ)µ
∑
K∈Kh

∫
K

(πK0 D(u)−D(u)) : D(vh)dx, ∀vh ∈ V h

b(qh,u) = 0, ∀qh ∈ Qh.

Démonstration. Soit (u, p) la solution du problème de Stokes continu, on a alors :

aδh(u,vh) = δµ
∑
K∈Kh

∫
K
D(u) : D(vh)dx+ (2− δ)µ

∑
K∈Kh

∫
K
πK0 D(u) : D(vh)dx

En effet, on a par définition de la projection π1 :∫
e
[π1(u · ne)] · [π1(vh · ne)]ds =

∫
e
[u · ne] · [π1(vh · ne)]ds.

Or, u est continue à travers chaque arête du maillage et s’annule au bord, donc [u] = 0 à travers
toutes les arêtes du maillage. Le terme J1(u,vh) est donc nul. On peut alors écrire que :

aδh(u,vh) = 2µ
∑
K∈Kh

∫
K
D(u) : D(vh)dx+ (2− δ)µ

∑
K∈Kh

∫
K

(πK0 D(u)−D(u)) : D(vh)dx,

et donc :

aδh(u,vh) + b(p,vh) = 2µ
∑
K∈Kh

∫
K
D(u) : D(vh)dx+

∑
K∈Kh

∫
K
p∇ · vhdx

+ (2− δ)µ
∑
K∈Kh

∫
K

(πK0 D(u)−D(u)) : D(vh)dx.

Après intégration par parties, on obtient :

aδh(u,vh) + b(p,vh) =
∑
K∈Kh

∫
K

(−2µdiv ·D(u) +∇p)vhdx−
∑
K∈Kh

∫
∂K

pvh · nds

+ 2µ
∑
K∈Kh

∫
∂K

D(u) · nvhds

+ (2− δ)µ
∑
K∈Kh

∫
K

(πK0 D(u)−D(u)) : D(vh)dx.

On en déduit donc :

aδh(u,vh) + b(p,vh) = l(vh)−
∑
e∈εh

∫
e
p[vh · n]ds+ 2µ

∑
e∈εh

∫
e
D(u) · n[vh]ds

+ (2− δ)µ
∑
K∈Kh

∫
K

(πK0 D(u)−D(u)) : D(vh)dx.
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La seconde équation est évidente, divu étant nul sur chaque maille K.

Remarque 20. Les termes −
∑
e∈εh

∫
e
p[vh · n]ds et 2µ

∑
e∈εh

∫
e
D(u) · n[vh]ds traduisent l’erreur

de consistance due au fait que la méthode n’est pas conforme, i.e. V h 6⊂H1(Ω).

Le terme (2− δ)µ
∑
K∈Kh

∫
K

(πK0 D(u)−D(u)) : D(vh)dx traduit l’erreur de consistance due à

l’ajout du terme de régularisation dans la formulation discrète.

Dans la suite, on notera :

Σp(vh, p) =
∑
e∈εh

∫
e
p[vh · n]ds,

Σu(u,vh) = 2µ
∑
e∈εh

∫
e
D(u) · n[vh]ds,

ε(u,vh) = (2− δ)µ
∑
K∈Kh

∫
K

(πK0 D(u)−D(u)) : D(vh)dx.

Afin d’établir des estimations d’erreur a priori, il est utile d’introduire le résultat préliminaire
suivant :

Lemme 6.2.4. Soit (u, p) ∈H2(Ω)×H1(Ω) la solution du problème de Stokes continu, alors il
existe une constante c indépendante de h et de µ telle que :∑

e∈εh

∫
e
p[vh · n]ds ≤ c

√
µ
h|p|1Ω[[vh]] ∀vh ∈ V h,

2µ
∑
e∈εh

∫
e
D(u) · n[vh]ds ≤ c

√
µh|u|2,Ω[[vh]] ∀vh ∈ V h.

Démonstration. Les termes Σu(u,vh) et Σp(vh, p) sont traités de manière analogue que dans
[74] . On a :

Σu(u,vh) = 2µ
∑
e∈εh

∫
e
(D(u)− πe0D(u)) · n[vh − πe0vh]ds

+ 2µ
∑
e∈εh

∫
e
πe0D(u) · n[vh]ds+ 2µ

∑
e∈εh

∫
e
(πe0D(u)−D(u)) · n[πe0vh]ds,

ce qui nous donne finalement, par définition de la projection sur P0(e) et de l’espace discret V h

(i.e.
∫
e[vh] = 0) :

Σu(u,vh) = 2µ
∑
e∈εh

∫
e
(D(u)− πe0D(u)) · n[vh − π0vh]ds.

On applique alors l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

Σu(u,vh) ≤ 2µ
∑
e∈εh

‖(D(u)− πe0D(u)) · n‖0,e‖[vh − πe0vh]‖0,e.
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Or, en appliquant une inégalité de trace, on obtient

‖D(u)− πe0D(u)) · n‖0,e ≤ c
√
h
(

1
h‖D(u)− πK0 D(u)) · n‖0,K + |(D(u)− πK0 D(u)) · n|1,K

)
≤ c
√
h
(

1
h‖(D(u)− πK0 D(u)) · n‖0,K + |D(u)|1,K

)
≤ c
√
h|D(u)|1,K .

Soit maintenant {e} = K1 ∩K2 :

‖[vh − πe0vh]‖0,e ≤ c
√
h

(
1
h
‖vh − πK

1

0 vh · n‖0,K1

+
1
h
‖vh − πK

2

0 vh · n‖0,K2 + |vh|1,K1 + |vh|1,K2

)
≤ c

√
h(2|vh|1,K1 + 2|vh|1,K2);

On obtient le résultat souhaité en utilisant l’inégalité de Korn discrète pour les espaces discontinus :

|v|1,h ≤ c

 ∑
K∈Kh

‖D(v)‖20,K +
1
µ
J1(v,v)

1/2

, (6.27)

d’où : ∑
e∈εh

‖[vh − πe0vh]‖0,e ≤ c
√
h|vh|1,h ≤

√
h

1
√
µ

[[vh]].

Et donc finalement :
Σu(u,vh) ≤ ch√µ|u|2,Ω[[vh]]. (6.28)

On parcourt les mêmes étapes pour traiter le terme Σp(vh, p). On a :

Σp(vh, p) =
∑
e∈εh

∫
e
(p− πe0p)[(vh − πe0vh) · n]ds

≤
∑
e∈εh

‖(p− πe0p)‖0,e‖[(vh − πe0vh) · n]‖0,e.

En appliquant l’inégalité de trace, on en déduit :

‖(p− πe0p)‖0,e ≤ c
√
h|p|1,Ω.

En combinant, l’inégalité de trace et l’inégalité de Korn (6.27), on obtient∑
e∈εh

‖[(vh − πe0vh) · n]‖0,e ≤
√
h

1
√
µ

[[vh]].

Ce qui nous permet de conclure :

Σp(vh, p) ≤
c
√
µ
h|p|1,Ω[[vh]]. (6.29)
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Théorème 6.2.3 (Estimations d’erreur a priori).
Soit (u, p) ∈ H2(Ω) ×H1(Ω) la solution du problème de Stokes continu. Alors, la solution

(uh, ph) du problème discret régularisé (6.22) satisfait l’estimation d’erreur suivante :

[[u− uh]] ≤ ch(
√
µ|u|2,Ω +

1
√
µ
|p|1,Ω), (6.30)

‖p− ph‖0,Ω ≤ ch(µ|u|2,Ω + |p|1,Ω), (6.31)

avec c une constante indépendante de h et de µ.

Démonstration. D’aprés le Lemme 6.2.3, on a :

aδh(uh,vh) = aδh(u,vh) + b(vh, p− ph) + Σp(vh, p)− Σu(u,vh)− ε(u,vh).

Soit V 0
h = Kerhb = {rh ∈ V h, ∀qh ∈ Qh, b(rh, qh) = 0}.

Soit Ihu l’opérateur d’interpolation de Rannacher-Turek défini précédemment, on a Ihu ∈ V h

et on peut donc écrire :

aδh(uh − Ihu,vh) = aδh(u− Ihu,vh) + b(vh, p− ph)

+ Σp(vh, p)− Σu(u,vh)− ε(u,vh)

On prend maintenant vh = uh − Ihu, et d’après le Théorème 6.2.2, la coercivité de la forme
aδh(·, ·) nous donne :

α[[uh − Ihu]]2 ≤ aδh(u− Ihu,uh − Ihu) + b(uh − Ihu, p− ph)

+ Σp(uh − Ihu, p)− Σu(u,uh − Ihu)− ε(u,uh − Ihu).

Or on a :

aδh(u− Ihu,uh − Ihu) = δµ
∑
K∈Kh

∫
K
D(u− Ihu) : D(uh − Ihu))dx

+ (2− δ)µ
∑
K∈Kh

∫
K
πK0 D(u− Ihu) : D(uh − Ihu))dx

+ γ1J1(u− Ihu,uh − Ihu)).

Or on a vu dans la première partie de ce manuscrit (voir par exemple le Théorème 3.1.3) que :

J1(u− Ihu,uh − Ihu)) ≤ c√µ|u|2,Ω[[uh − Ihu]].

De manière similaire que pour le Lemme 6.2.2, on obtient :

aδh(u− Ihu,uh − Ihu) ≤ c
√
µ
∑
K∈Kh

‖D(u− Ihu)‖0,K [[D(uh − Ihu)]]dx

+ c
√
µ|u|2,Ω[[uh − Ihu]].

D’où :
aδh(u− Ihu,uh − Ihu) ≤ ch√µ|u|2,Ω[[uh − Ihu]]. (6.32)
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D’autre part, on peut écrire que :

b(uh − Ihu, p− ph) = b(uh − Ihu, p− ihp) + b(uh − Ihu, ihp− ph).

La deuxième équation du problème (6.22) nous donne que b(uh − Ihu, ihp − ph) = 0. De plus
par continuité de la forme b(·, ·) et d’après la propriété de l’opérateur d’interpolation (6.11), on
obtient :

b(uh − Ihu, p− ihp) ≤ ch
1
√
µ

[[uh − Ihu]]|p|1,Ω.

On obtient donc que :

α[[uh − Ihu]]2 ≤ ch|u|2,Ω[[uh − Ihu]] + ch[[uh − Ihu]]|p|1,Ω
+ Σp(uh − Ihu, p)− Σu(u,uh − Ihu)− ε(u,uh − Ihu),

et :

α[[uh − Ihu]] ≤ ch|u|2,Ω + ch|p|1,Ω + sup
wh∈V h

|Σp(wh, p)− Σu(u,wh)− ε(u,wh)|
[[wh]]

.

D’après le Lemme 6.2.4, on a :

Σp(wh, p) ≤
c
√
µ
h|p|1Ω[[wh]], (6.33)

Σu(u,wh) ≤ c
√
µh|u|2,Ω[[wh]]. (6.34)

Il nous reste donc à contrôler le terme sur les quadrangles :

ε(u,wh) = (2− δ)µ
∑
K∈Kh

∫
K

(πK0 D(u)−D(u)) : D(wh)dx.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne :

ε(u,wh) ≤ |2− δ|µ
∑
K∈Kh

‖πK0 D(u)−D(u))‖0,K‖D(wh)‖0,K .

On obtient alors :

ε(u,wh) ≤ |2− δ|
√
µ
√

2
h
∑
K∈Kh

|D(u)|1,K [[wh]]

≤ |2− δ|
√
µ
√

2
h|u|2,h[[wh]].

D’où :
ε(u,wh) ≤ ch√µ|u|2,h[[wh]]. (6.35)

Finalement, on obtient :

α[[uh − Ihu]] ≤ ch
√
µ|u|2,Ω + ch|p|1,Ω + (ch|p|1,Ω + ch

√
µ|u|2,Ω + ch

√
µ|u|2,Ω) .
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⇔ α[[uh − Ihu]] ≤ ch
(
√
µ|u|2,Ω +

1
µ
|p|1,Ω

)
, (6.36)

ce qui à l’aide d’une inégalité triangulaire nous donne le résultat souhaité (6.30).
On s’intéresse maintenant à l’erreur sur la pression. On suit les étapes classiques de la dé-

monstration. On écrit :

‖p− ph‖0,Ω = ‖p− ihp‖0,Ω + ‖ihp− ph‖0,Ω,

et la condition inf-sup discrète nous donne :

‖ihp− ph‖0,Ω ≤
√
µ

β
sup
vh∈V h

b(ihp− p,vh) + b(p− ph,vh)
[[vh]]

. (6.37)

Or, grâce au Lemme 6.2.3 et à la première équation du problème discret (6.22) on peut écrire :

−b(p− ph,vh) = aδh(u− uh) + Σp(p,vh)− Σu(u,vh)− ε(u,vh).

On introduit alors l’opérateur d’interpolation Ih, ce qui nous donne :

−b(p− ph,vh) = aδh(u− Ihuh,vh) +aδh(Ihuh−uh,vh) + Σp(p,vh)−Σu(u,vh)− ε(u,vh).

En utilisant la continuité de la forme aδh ainsi que les estimations (6.33), (6.34) et (6.35), on
obtient :

|b(p− ph,vh)| ≤ ch√µ|u|2Ω[[vh]] +
c
√
µ
h|p|1,Ω + [[Ihu− uh]][[vh]].

On remplace cette expression dans (6.37) et en utilisant la continuité de la forme b(·, ·) et les
propriétés de l’opérateur d’interpolation ih, on obtient :

‖ihp− ph‖0,Ω ≤ ch (|p|1,Ω + µ|v|2,Ω) + c
√
µ[[Ihu− uh]]. (6.38)

Le résultat souhaité (6.31) est alors obtenu en utilisant l’inégalité (6.36).

6.3 Problème de Giesekus

On s’intéresse désormais à l’approximation du problème de Giesekus en 2 dimensions, et
comme précédemment, on considère un domaine polygonal Ω. Le modèle complet de Giesekus,
s’écrit alors de la manière suivante :

ρ
∂

∂t
u+ ρ (u · ∇)u−∇ · τ +∇p = f dans Ω

∇ · u = 0 dans Ω

λ

(
∂

∂t
τ + (u · ∇)τ −

(
τ ∇uT +∇u τ

))
+

1
2G

τ τ + τ = 2ηD(u) dans Ω

(6.39)

On rajoute des conditions de bord sur la vitesse : u = g sur ∂Ω. De plus, l’équation de Giesekus
contient un terme convectif sur le tenseur des contraintes, ce qui implique l’ajout de conditions de

121



bord pour τ sur le bord entrant du domaine ∂Ω− = {x ∈ ∂Ω;u(x) · n(x) < 0} : τ = τ int. Dans
le cas instationnaire, on rajoute aussi des conditions initiales sur u et τ .

Dans un premier temps, on considère le cas stationnaire et on présentera la discrétisation cor-
respondante, puis on considérera le cas instationnaire et on décrira le traitement des termes évo-
lutifs. Pour simplifier la présentation, on considère dans la suite des conditions de type Dirichlet
homogènes.

6.3.1 Cas stationnaire

Formellement, la formulation faible du problème de Giesekus s’écrit :
Trouver(u, p, τ) ∈ V ×Q×X tels que :
a1(u,u;v) + b(p,v) + c0(τ ,v) = l(v) ∀v ∈ V
b(q,u) = 0 ∀q ∈ Q
c(u, τ ;σ) + d(τ , τ ;σ) = 0 ∀σ ∈ X

(6.40)

On rappelle ici que les formes a1(·, ·; ·), b(·, ·) et c0(·, ·) correspondent au problème newtonien
sous-jacent :

a1(u,u;v) =
∫

Ω
ρu∇u · vdx, b(q,v) = −

∫
Ω
qdivvdx,

c0(τ ,v) =
∫

Ω
τ : D(v)dx.

Les formes non-linéaires spécifiques au modèle de Giesekus sont définies par :

c(u, τ ;σ) = −2ηc0(τ ,v) + c1(u, τ ;σ) + c2(u, τ ;σ),

d(τ , τ ;σ) = d0(τ , σ) + d1(τ , τ ;σ),

où

c1(u, τ ;σ) = λ

∫
Ω
u · ∇τ : σdx,

c2(u, τ ;σ) = −λ
∫

Ω
(τ ∇uT +∇u τ) : σdx,

d0(τ , σ) =
∫

Ω
τ : σdx,

d1(τ , τ ;σ) =
1

2G

∫
Ω

(τ · τ) : σdx.

Remarque 21. On présente ici un problème formel car dans le cadre de cette thèse, on ne s’est
pas intéressé à l’existence d’une solution de (6.40). Cependant, en choisissant : V × Q × X =
(H1

0(Ω)× L2
0(Ω)× L2

sym(Ω) ∩H1(Ω)) toutes les intégrales sont bien définies.

On s’intéresse maintenant à l’approximation de ce problème en utilisant des éléments finis
non-conformes. Dans le cas triangulaire, la vitesse et la pression sont approchées par des éléments
finis de Crouzeix-Raviart alors que dans le cas quadrangulaire on utilise des éléments finis de
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Rannacher-Turek. Dans tous les cas, le tenseur des contraintes est approché par des éléments finis
totalement discontinus et constants par maille. On note que désormais la triangulation Th dénote
un maillage qui peut être quadrangulaire ou triangulaire.

En se basant sur les résultats obtenus précédemment pour le problème de Stokes, on considère
la formulation discrète suivante :

Trouver (uh, ph, τh) ∈ V h ×Qh ×Xh tels que :
e(uh,vh) + b(ph,vh) + c0(τh,vh) = l(vh) ∀vh ∈ V h

b(qh,uh) = 0 ∀qh ∈ Qh
ch(uh, τh;σh) + d(τh, τh;σh) = 0 ∀σh ∈ Xh

(6.41)

Le terme e(uh,vh) prend en compte le terme convectif sur la vitesse ainsi que les termes de
stabilisation, qui diffèrent selon le type de maillage considéré. Dans le cas triangulaire, la forme
e(·, ·) est composée de deux termes :

e(·, ·) = ah(·, ·; ·) + γ1J1(·, ·).

Dans le cas quadrangulaire on rajoute le terme de régularisation :

e(·, ·) = ah(·, ·; ·) + γ1J1(·, ·) + δR(·, ·).

Les autres termes de (6.41) restent les mêmes dans les deux cas.
Le terme non-linéaire ah(·, ·; ·) prend en compte le terme convectif sur la vitesse :

ah (uh,uh;vh) =
∑
T ∈Th

∫
T
ρuh∇uh · vh dx.

La forme ch(·, ·; ·) est composée de trois termes :

ch(·, ·; ·) = −2ηc0(·, ·) + c1h(·, ·; ·) + c2(·, ·; ·).

Le terme c1h(·, ·; ·) prend en compte le terme convectif dans la loi constitutive. Nous avons traité
ce terme en utilisant un schéma décentré de type Lesaint-Raviart (cf. [55]), que nous avons adapté

à un champ de vitesse non-conforme. On approche alors en discret
∫

Ω
u · ∇τ : σdx, par :

c1h(uh, τh;σh) =
∑
e∈εh

∫
e
Fe(τh,uh,ne) : [σh]ds

où le flux numérique est défini par :

Fe(τh,uh,ne) = {uh · ne}+τ inth + {uh · ne}−τ exth .

On note que l’on a Fe(τh,uh,−ne) = −Fe(τh,uh,ne).

En utilisant les propriétés de continuité de l’espace non-conforme V h, on a
∫
e
{uh · ne}ds =∫

e
uh ·neds. Comme τh et σh sont constants par mailles, on peut alors réécrire la forme c1h(·, ·; ·)

de manière équivalente :

c1h(uh, τh;σh) = λ
∑
e∈εh

∫
e

(
(uh · ne)+τ inth + (uh · ne)−τ exth

)
: [σh]ds
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Remarque 22. Dans [55], Lesaint et Raviart considèrent un terme de transport de la forme β·∇u,
où β est une constante et u est approché par des éléments finis P1 de type Galerkin discontinus.
Ils introduisent alors l’ensemble des arêtes entrantes du maillage ∂T− défini par :

∂T− = {(x, y) ∈ ∂T ; tel que β · n < 0}

avec n la normale exterieure à ∂T . Le terme de transport est alors approché par :∑
T∈Th

∫
T
β · ∇uhvhdx−

∑
T∈Th

∫
∂T−

β · n(uh − uexth )vhds

Remarque 23. Nous avons présenté ici la discrétisation du modèle de Giesekus. Cependant, à
titre de comparaison, on considérera aussi le modèle de Phan-Thien Tanner. Le terme non-linéaire
d(·, ·; ·) est dans ce cas remplacé par :

dPTT (τh, τh;σh) =
ελ

η

∑
T∈Th

∫
T

(tr τh) τh : σhdx

Le système non-linéaire est résolu en utilisant une méthode de Newton, ce qui implique le
calcul de la matrice jacobienne : Ah,u + γ1J1 + δR B C0

BT 0 0

−2η CT0 + C1,u + C2,u 0 D0 + C1,τ + C2,τ + αD1,τ

 .

On note τ i et vi le tenseur des contraintes et la vitesse calculés à l’itération de Newton précé-
dente. Les formes sont alors définies par :

ah,u(uh,vh) =
∑
T ∈Th

∫
T

(
(ui · ∇)uhvh + (uh · ∇)uivh

)
dx,

c1,u(uh, σh) =
∑
T ∈Th

∫
∂T−

uh · n τ ext :
(
σinth − σexth

)
ds,

c1,τ (τh, σh) =
∑
T ∈Th

∫
∂T−

ui · n τ exth :
(
σinth − σexth

)
ds,

c2,u(uh, σh) = −λ
∑
T ∈Th

∫
T
τ i (∇uh)T : σh dx− λ

∑
T ∈Th

∫
T
∇uh τ i : σh dx,

c2,τ (τh, σh) = −λ
∑
T ∈Th

∫
T
τh
(
∇ui

)T : σh dx− λ
∑
T ∈Th

∫
T
∇ui τh : σh dx,

d1,τ (τh, σh) =
∑
T ∈Th

1
G

∫
T

(
τh τ

i + τ i τh
)

: σh dx.

La matrice jacobienne du problème de Giesekus, s’écrit sous la forme suivante :(
A C0

C D

)
avec A =

(
A B

BT 0

)
.
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Le théorème de Babuška-Brezzi a été étendu par Nicolaïdes dans [64] aux opérateurs des pro-
blèmes mixtes du type : (

A C0

C 0

)
.

Chacune des formes, A , C et C0 doit satisfaire des conditions inf-sup pour que l’opérateur mixte
soit inversible. Lorsque D 6= 0, ce qui est notre cas, il suffit de montrer en plus que D est positive.

Remarque 24. Dans le cas du problème de Stokes, la matrice jacobienne correspondante s’écrit : A B C0

BT 0 0

−2η CT0 0 D0

 .

On peut alors éliminer la troisième inconnue et se ramener à la matrice de la formulation à deux
champs équivalente : (

A B

BT 0

)
,

qui est inversible grâce à la théorie de Babuška-Brezzi. En particulier, notre analyse précédente
montre que B satisfait une condition inf-sup et que A est coercive, où :

A(u,v) = A(u,v) + 2η
∑
T∈Th

∫
T
πT0 D(u) : πT0 D(v)dx.

6.3.2 Cas instationnaire

On considère maintenant le cas où le modèle précédent dépend du temps. On considère alors
les expressions complètes des deux dérivées particulaires. La première est la dérivée de la vitesse
dans la première équation :

Du
Dt

=
∂u

∂t
+ u · ∇u, (6.42)

et la deuxième est la dérivée du tenseur des contraintes de l’équation constitutive :
Dτ
Dt

=
∂τ

∂t
+ u · ∇τ . (6.43)

Pour traiter la dépendance en temps, on utilise un θ-schéma. On note la pas de temps ∆t et on
aura donc tn = n∆t.

Pour simplifier la présentation de cette méthode, on note U = (u, p, τ)t et Un dénotera alors
la solution obtenue au temps tn. On écrit alors le problème de Giesekus sous la forme :

∂U
∂t

+A(U) = f(U)

Soit θ ∈ [0, 1] une constante, on discrétise les dérivées en temps de la manière suivante :
Un+1 − Un

∆t
= −θ A(Un+1) + θ f(Un+1) + (1− θ) A(Un)− (1− θ) f(Un)

A chaque pas de temps, on résout le système suivant en utilisant la méthode de Newton :
Un+1

θ∆t
+A(Un+1)− f(Un+1) =

1− θ
θ

A(Un) − 1− θ
θ

f(Un) +
Un
θ∆t

Dans les tests réalisés, nous avons choisi de prendre θ = 1, qui correspond au schéma d’Euler.
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6.3.3 Positivité du tenseur de conformation

On s’intéresse ici brièvement à la positivité d’un tenseur appelé tenseur de conformation. En
effet, l’arrêt de la convergence des algorithmes pour des nombres de Weissenberg élevés est sou-
vent associé à la perte de cette propriété au niveau discret.

On introduit tout d’abord le tenseur de conformation continu noté C et défini par :

C =
λ

η
τ + I, (6.44)

où I est la matrice identité.

Remarque 25. Dans [34], Giesekus a introduit son modèle en utilisant un tenseur de configura-
tion qui coïncide avec C. D’autre part, le tenseur de conformation peut-être aussi vu, dans le cas
d’un solide élastique comme le tenseur de Cauchy , noté C. En effet, la loi généralisée de Hooke

nous donne τ = 2GE avecE =
1
2

(C − I) le tenseur de Green-Lagrange. Or (6.44) est équivalent
à la relation τ = G(C − I), ce qui implique que C = C si on considère le liquide viscoélastique
comme un solide élastique.

On rappelle qu’au niveau continu, l’équation de Giesekus s’écrit de la manière suivante :

λ
O
τ +

1
2G

τ τ + τ = 2ηD(u),

avec, dans le cas stationnaire :

O
τ = u · ∇τ − τ ∇uT −∇u τ .

En utilisant que
O
I = −2D(u) et que λG = η, cette équation s’écrit en terme de tenseur de

conformation de la manière suivante :

λ(u · ∇C −∇uC − C∇uT ) +
1
2
C · C =

1
2
I. (6.45)

Le loi de Giesekus peut s’écrire sous une forme plus générale :

v · ∇C −AC − C AT + C2 = F dans Ω
C = Cint sur ∂Ω−,

(6.46)

avec v := 2λu, A := 2λ∇u and F := I (F symétrique défini positif).

Remarque 26. Pour α 6= 1
2 , la loi constitutive s’écrit en terme de tenseur de conformation :

λ
O
C + αC2 + (1− 2α)C = (1− α)I,

et se met aussi sous la forme (6.46), avec v := λ
αu, A := λ

α(∇u− 1−2α
2 I) et F := 1−α

α I .

Il est connu, pour certains modèles viscoélastiques que C est symétrique défini positif au
niveau continu. On peut effectivement montrer pour le modèle de Giesekus le résultat suivant :
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Théorème 6.3.1. Soit A et F , respectivement Cint, des matrices aux coefficients bornés et conti-
nus par morceaux sur Ω, respectivement sur ∂Ω−, avec F and Cint symétrique défini positif
(s.d.p.). Si la solution de (6.46) est continue sur Ω, alors C est s.d.p.

L’ingrédient principal de la démonstration est l’expression de la solution des équations diffé-
rentielles de Riccati :

∂tC −AC − C AT + C BC = F dans Ω

C(0) = C0 sur ∂Ω−,

avec C0, B et F s.d.p. (voir par exemple [27]).
Dans [54], cet argument a été appliqué à des équations constitutives instationnaires pour des

liquides viscoélastiques de la forme :

O
C + αC = βI avec β > 0.

Les auteurs écrivent cette équation sous la forme d’une équation généralisée de Riccati en utilisant
des dérivées de Lie. On adapte alors cette démonstration au cas stationnaire en combinant l’idée
précédente et la méthode des caractéristiques.

Remarque 27. Une autre démonstration a été donnée par Hulsen (voir [43] pour le cas 2D et [44]
pour le cas 3D) pour des équations quadratiques de type Giesekus ou Leonov, mais en négligeant

la convection,
O
C := ∂tC −∇uC − C∇uT . Il analyse le signe de ∂t(detC), et implicitement le

signe des valeurs propres de C, à l’aide de l’équation différentielle ordinaire que satisfait detC.
À titre d’exemple, le modèle de Giesekus en 2D satisfait l’équation suivante :

λ
∂(detC)

∂t
= − (αtrC + 2(1− 2α)) detC + (1− α)trC.

Plus récemment, une idée similaire a été utilisée dans [13] pour le modèle d’Oldroyd-B instation-
naire avec le terme de convection, pour prouver la positivité du tenseur de conformation à tout
temps t, sous une hypothèse de régularité C ∈ C1(0, T ; C1(Ω)).

Les schémas numériques qui préservent la positivité du tenseur de conformation au niveau dis-
cret semblent être plus stables et souvent, des estimations d’énergie discrètes peuvent être établies
(voir par exemple [6], [54] et [57] pour le modèle d’Oldroyd-B). Récemment, deux approches ont
été introduites pour obtenir de tels schémas.

Tout d’abord, Fatal et Kupfferman dans [30] utilisent la positivité de C au niveau continu
pour introduire Ψ = lnC. Ils écrivent l’équation constitutive en terme de Ψ en utilisant une
décomposition spécifique de∇u. Plus précisement, ils utilisent la décomposition suivante :

∇u = Ω + S +N · C−1

avec Ω = −ΩT , N = −NT , S = ST , S C−1 = C−1 S. Pour le modèle de Giesekus, on obtient
finalement :

λ(u · ∇Ψ− ΩΨ + ΨΩ− 2S) =
1
2

(e−Ψ − eΨ).
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Ils approchent alors Ψ par Ψh et ils retrouvent le tenseur de conformation discret en posant
Ch := eψh . Cette approche garantit que Ch est s.d.p. et ces dernières années plusieurs papiers
l’utilisant ont été publiés. Néanmoins, à ce jour aucune analyse de l’erreur d’approximation pour
cette transformation n’est connue.

Une idée différente a été introduite par Lee et Xu dans [54]. Ils ont remarqué que les équations
constitutives de certains liquides viscoélastiques peuvent être vu, en utilisant des dérivées de Lie,
comme des équations de Riccati généralisées. Les équations différentielles et algébriques de Ric-
cati ont été largement étudiées dans la littérature et sont souvent utilisées en théorie du contrôle
optimal (voir par exemple [52] et [63] pour une présentation générale). Dans [54] , les auteurs font

l’étude d’équations constitutives du type
O
C + αC = βI avec β > 0. Pour leurs discrétisation,

ils proposent soit d’approcher la solution analytique du problème continu sous forme intégrale
(qui ne peut être obtenue dans notre cas de loi quadratique), soit d’utiliser la méthode des carac-
téristiques combinée avec un opérateur préservant la positivité. Cependant, dans ce dernier cas,
l’équation discrète obtenue est une équation de type Lyapunov et non de type Riccati, c’est à dire
qu’il manque le terme quadratique. Des conditions sur la matrice A sont alors nécessaires pour
assurer la positivité de la solution. Cet aspect semble avoir été négligé dans [54].

Dans [9], les auteurs utilisent l’approche basée sur les équations de Riccati et l’appliquent au
modèle de Giesekus et à notre schéma numérique. Ils montrent que sous certaines hypothèses, le
schéma numérique préserve cette propriété de positivité. Nous allons présenter dans la suite ces
résultats.

On rappelle qu’une équation algébrique de Ricatti s’écrit de la manière suivante :

AX + XAT −XBX + F = O. (6.47)

La solution d’une telle équation n’est pas unique. Cependant si B et F sont s.d.p. alors on sait
qu’il existe une solution s.d.p. maximale X ∗ (i.e. X ∗−X est s.d.p., pour toute autre solution s.d.p.
X ).

En utilisant notre schéma numérique, l’équation discrète de Giesekus que satisfait Ch s’écrit
sous toute maille T quadrangulaire ou triangulaire sous la forme d’une équation algébrique de
Riccati :

AhCh + ChA
T
h − C2

h + F h = 0 (6.48)

où :

Ah = 2λπT0 ∇uh − λdhI, F h = I + 2λC∗h.

Remarque 28. Dans le cas triangulaire, πT0 ∇uh = ∇uh.

Le schéma décentré utilisé nous donne :

dh =
1
|T |

∑
e∈∂T+

∫
e
|uh · ne|ds > 0, C∗h =

1
|T |

∑
e∈∂T−

∫
e
|uh · ne|Cexth ds.
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Par définition, B := I est toujours symétrique défini positif. Il nous reste donc à nous assurer que
C∗h l’est aussi sur tout T , pour que F := F h soit s.d.p. Pour cela, on suppose que Cinth est s.d.p.
sur ∂Ω− et qu’il existe une numérotation des cellules Ω = ∪Ni=1Ti de telle manière que ∀i :

∂T−i ⊂ ∂Ω− ou ∂T−i ⊂ ∪j<i∂T
+
j . (6.49)

Remarque 29. Une telle numérotation peut être trouvée lorsqu’il n’y a pas de recirculation. Dans
le cas u constant la condition précédente est toujours satisfaite (cf. par exemple [55]). Dans le
cas général, on peut se passer de cette hypothèse via une modification de la méthode de Newton ;
de telles stratégies de numérotation ont déjà été utilisées en CFD (voir par exemple[41]).

Sous ces hypothèses, on a l’existence d’une solution de (6.48) s.d.p. maximale (voir par
exemple [52]).

On considère maintenant que u est donné et on montre que la méthode de Newton tend vers
la solution maximale sous certaines hypothèses sur la donnée initiale. En effet, on montre qu’une
itération de Newton pour résoudre le problème correspondant satisfait sur un élément T l’équation
suivante :

(Ah − Cn−1
h )Cnh + Cnh(Ah − Cn−1

h )T = −F h − (Cn−1
h )2

Il s’agit d’une équation de Lyapunov que l’on écrit généralement sous la forme :

AX + XAT = −F .

On utilise le résultat suivant (cf. par exemple [52]) :

Lemme 6.3.1. Si A est stable (i.e. Re(λ) < 0) et F est s.d.p., alors X est s.d.p. Réciproquement,
si X et F sont s.d.p. alors A est stable .

On peut alors montrer (cf. [52]) sur tout élément T que :

Théorème 6.3.2. Si (Ah − C0
h) est stable et F h et C0

h sont s.d.p., alors (Ah − Cnh) est stable et
Cnh est s.d.p. pour tout n. De plus, (Cnh)n converge de manière monotone vers la solution s.d.p.
maximale C∗h sur T .

Grâce à ce résultat, on en déduit par récurrence le résultat global sur Ω :

Théorème 6.3.3. On suppose que l’hypothèse (6.49) est vérifiée et que Cinth est s.d.p. Si C0
h

satisfait sur chaque maille T les hypothèses du Théorème 6.3.2, alors les iterés de Newton sont
s.d.p. et convergent vers la solution maximale s.d.p. de (6.48) sur Ω.

Dans le cas instationnaire, la matrice Ah est remplacée par Ah − 1
2∆tI qui va d’autant plus

satisfaire la condition de stabilité. D’un point de vue numérique, nous avons constaté que le cas
instationnaire permet en effet d’atteindre des nombres de Weissenberg plus élevés.
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Remarque 30. Si l’on considère le même schéma dG pour le modèle d’Oldroyd-B, l’équation
constitutive s’écrit :

u · ∇C −∇uC − C∇uT +
1

We
C =

1
We
I.

Sur chaque triangle T , Ch satisfait alors une équation de Lyapunov de matrice :

Ah := πT0 ∇uh −
dh
2
I − 1

2We
I,

qui, d’après le Lemme 6.3.1, doit être stable afin d’obtenir une solution s.d.p. On constate que
cette condition peut ne pas être satisfaite si le nombre de Weissenberg est trop élevé. Le cas ins-
tationnaire est plus facile à traiter. En effet, la matrice Ah étant remplacée par Ah − 1

2∆tI , la
propriété de stabilité peut être obtenue en choisissant ∆t suffisamment petit.
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Chapitre 7

Résultats numériques

Ce chapitre est consacré à la présentation de résultats numériques pour des liquides polymères,
principalement pour le modèle de Giesekus. Apres avoir traité quelques aspects importants de
l’implémentation des différents modèles dans la librairie C++ CONCHA, nous allons présenter
des tests réalisés afin de valider numériquement notre schéma numérique : comparaisons avec une
expérience, comparaisons avec un autre code de calcul, avec une solution analytique.... Finalement
on montre que nos schémas permettent d’obtenir des simulations réalistes pour des nombres de
Weissenberg élevés sur des géométries de référence.

7.1 Quelques aspects numériques

7.1.1 Solveurs

Le modèle de Giesekus étant non-linéaire, nous utilisons une méthode de Newton pour ré-
soudre ce problème. A chaque itération de Newton, on doit donc résoudre un système linéaire.

Dans un premier temps et pour éviter toute ambiguïté issue de la résolution itérative incom-
plète, nous avons utilisé une méthode directe (UMF Pack).

Nous avons aussi développé une méthode multigrilles pour les méthodes non-conformes utili-
sant un lisseur de type Vanka. Ce nouveau solveur linéaire nous a permis d’utiliser des maillages
plus fins nous avons ainsi effectué des comparaisons avec des résultats trouvés dans la littérature.
On décrit cette méthode ainsi que les résultats correspondants dans la section 7.3.

7.1.2 Nombre de Weissenberg

Un de nos objectifs est d’obtenir des simulations réalistes pour des nombres de Weissenberg
élevés. On rappelle que ce nombre adimensionnel est défini de la manière suivante :

We = λγ̇.

Il est important de noter que dans la littérature, on trouve plusieurs manières de définir le
nombre de Weissenberg. En effet, on peut choisir la valeur de γ̇ de manière différente. Par exemple,
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pour un écoulement entre deux plaques parallèles de largeur a, Lim et Schowalter utilisent dans
[56], γ̇ =

umax
a

avec umax la valeur de la vitesse sur l’axe central de l’écoulement, alors que

Xue et al utilisent dans [86], γ̇ =
ū

a
avec ū la vitesse moyenne dans le tube. Nous considérons la

valeur maximale de γ̇, i.e. calculée à la paroi du domaine, équivalente pour un liquide newtonien.
Pour les géométries utilisées, le calcul du nombre de Weissenberg est donné en Annexe B.

Si l’on considère initialement une valeur trop grande de We, les algorithmes divergent. On doit
donc augmenter ce nombre petit à petit. Nous avons utilisé deux techniques pour cela.

Dans le cas stationnaire, on utilise une méthode d’évolution. On fixe la valeur de la vitesse à
l’entrée puis, on résout tout d’abord le cas newtonien (i.e. pour λ = 0). La solution ainsi obtenue
sera prise comme solution initiale pour l’étape suivante, où la valeur du temps de relaxation sera
augmentée. On réitère ce procédé et à chaque étape, on adapte l’augmentation de λ pour avoir la
convergence de la méthode.

Dans le cas instationnaire, on fixe cette fois la valeur de λ et on impose la vitesse suivante à
l’entrée du domaine :

u · n = ū(1− e−βt).

ū est la vitesse moyenne et β est le paramètre définissant la vitesse à laquelle on augmente le
nombre de Weissenberg.

7.2 Validation du code

7.2.1 Solution exacte

Dans un premier temps, et pour valider notre code, nous avons considéré la solution exacte
suivante sur un domaine Ω = [−1; 1]× [−1; 1] :

u =

(
1 + x+ 2x2 + 2y2 + xy

1− y + 2x2 − 1
2y

2 − 4xy

)
, p = x− y, τ constant. (7.1)

On fixe alors la valeur de λ et on prend γ1 = 10 et δ = 2 pour le cas quadrangulaire. Nous
avons approché le problème de Giesekus avec second membre pour calculer différentes erreurs.
Pour λ = 0,005 s, on présente dans la figure Fig. 7.3 le logarithme de l’erreur H1 sur la vitesse
et de l’erreur L2 sur la pression et sur le tenseur des contraintes en fonction du logarithme du
nombre d’éléments. On présente tout d’abord les résultats obtenus sur des maillages triangulaires
et ensuite ceux obtenus sur des maillages quadrangulaires. Pour le cas triangulaire, on utilise
des maillages "CrissCross" définis dans le chapitre 4, dans le cas quadrangulaire, on utilise des
maillages structurés et à chaque pas de raffinement, un élément est subdivisé en 4 éléments. Dans
les deux cas, le pas de discrétisation h est divisé par deux à chaque raffinement.

On obtient un ordre de convergence O(h) qui est l’ordre de convergence optimal que l’on
pouvait espérer.
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(a) Triangles

(b) Quadrilatères

FIG. 7.1 – Convergence des erreurs pour λ = 0, 005 s

7.2.2 Comparaisons avec une solution analytique

On considère un écoulement entre deux plans parallèles. La géométrie est présentée dans la
figure Fig 7.2. On choisit a = 1 mm et les conditions de bord sont les suivantes :

– Γ1 est le bord entrant, on impose un profil de vitesse plat égal à 0,1 m.s et τ int = 0 .
– Sur Γ2, on impose une condition de Dirichlet homogène.
– Γ3 est la sortie, on impose une condition de type Neumann homogène, −p+ τn · n = 0.
– Γ4 est un axe de symétrie, ce qui nous permet de diviser le domaine de calcul par deux.
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FIG. 7.2 – Écoulement dans un tube

Pour cette géométrie, on calcule le nombre de Weissenberg de la manière suivante (cf. An-
nexe B.1) :

We = λ
3ū
a
,

où ū est la vitesse à l’entrée du tube.

Pour ce canal 2D, on trouve dans [56] une solution analytique pour le modèle de Giesekus
dans le cas d’un écoulement développé. Les composantes du tenseur des contraintes ainsi que la
vitesse, sont alors fonctions de y uniquement. On a :

ux(y) = umax

(
1− ln(1− β2y2)

ln(1− β2a2)

)
, We =

3
aβ

(
1− atanh(aβ)

aβ

)
. (7.2)

Ci-dessus β est relié au gradient de pression de la manière suivante β =
λ

η

∂p

∂x
. On calcule tout

d’abord ce paramètre à l’aide du nombre de Weissenberg. Puis ce dernier nous permet de calculer
le profil de vitesse, via l’équation (7.2).

On présente dans la figure Fig. 7.3 la première composante de la vitesse obtenue à l’aide de
CONCHA pour différentes valeurs du nombre de Weissenberg. Ces résultats ont été obtenus sur un
maillage composé de 40 960 triangles avec les données suivantes : µ = 1000 Pa.s, ρ = 1000 kg/m3

et γ1 = 10.

On constate un bon accord entre les solutions analytiques et celles obtenues avec CONCHA.
Pour We = 6, on remarque un écart des valeurs obtenues près de la paroi. Le nombre d’éléments
dans cette zone semble donc être insuffisant pour capter convenablement le comportement du
liquide. Il semble donc important de pouvoir utiliser des maillages plus fins.

7.2.3 Comparaisons avec des données expérimentales

En 1994, dans [72], Quinzani et ses collaborateurs, ont étudié expérimentalement l’écoulement
d’une solution de polymère parfaitement caractérisée dans une contraction par anémométrie laser
Doppler (LDA)1 et par biréfringence d’écoulement2.

1Laser-Doppler velocimetry (LDV)
2flow-induced birefringence (FIB)
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FIG. 7.3 – Giesekus : comparaison avec une solution analytique

Le liquide d’essai est constitué d’un polyisobutylène (PIB) de masse molaire élevée en solution
dans du tétradécane (C14H30). Les paramètres matériels de cette solution à 25°C sont : η0, la
viscosité limite est égale à 1,24 Pa.s, λ = 0,006 s et la masse volumique ρ = 800 kg/m3.

La géométrie employée est une contraction brusque d’un facteur 3,97:1. Un rapport de 10 entre
l’épaisseur du réservoir en amont de la contraction et sa profondeur permet d’assimiler cet écoule-
ment à un écoulement bidimensionnel. La vitesse moyenne dans le canal en aval de la contraction
est de 2,14 cm/s, ce qui correspond à une vitesse de 0,539 cm/s à l’entrée de la géométrie. Toutes
les données expérimentales employées ont été digitalisées à partir des figures de la publication
de Quinzani et al.. La géométrie que nous avons utilisée pour nos simulations est donnée dans la
Fig. 7.4. Les conditions de bord sont les mêmes que pour l’écoulement de la section 7.2.2 :

– Γ1 est le bord entrant, on impose un profil de vitesse plat égal à 0,539 cm/s et τ int = 0.
– Sur Γ2, on impose une condition de Dirichlet homogène.
– Γ3 est la sortie, on impose une condition de Neumann homogène.
– Γ4 est un axe de symétrie.

Nous avons utilisé un maillage composé de 32 768 triangles.

Dans [72], le nombre de Weissenberg est défini de la manière suivante :

We = λ
umoy
h

où umoy est la vitesse moyenne dans le canal et h est sa demi-hauteur. Dans ces conditions, ils
obtiennent We = 0,25.

Dans la Fig. 7.5, on compare les valeurs de la première composante de la vitesse ux des
données expérimentales et des résultats numériques obtenus grâce à CONCHA pour un liquide de
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FIG. 7.4 – Contraction 3,97 :1 (en mm)
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FIG. 7.5 – Giesekus : comparaisons avec des données expérimentales des profils de vitesse dans
le réservoir

Giesekus. ξ représente l’écart à la contraction et est donnée par ξ =
x− x0

h
avec x0 l’abscisse de

la contraction. Ces profils de vitesses sont obtenus le long de différentes abscisses dans la partie
réservoir de l’écoulement. Près de la partie centrale de l’écoulement, on remarque des différences
entre la simulation et les données. Aucune incertitude d’erreur sur les mesures n’est donnée, ce qui
rend difficile la comparaison avec les résultats numériques. En effet, en calculant le débit à partir
des mesures expérimentales, on constate des variations de l’ordre de 10% qui ne sont pas réalistes
pour un liquide incompressible et semblent avoir pour origine des imprécisions sur les mesures.
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FIG. 7.6 – Giesekus : comparaisons avec des données expérimentales des profils de vitesse dans
le canal

Dans la figure Fig. 7.6, les mêmes comparaisons sont effectuées mais cette fois-ci dans la
partie canal de l’écoulement. On obtient des résultats similaires pour des abscisses éloignées de
la contraction. Cependant, pour l’abscisse se situant sur la contraction on constate un écart plus
important. Nous avons constaté qu’au niveau de la contraction, le profil de vitesse est particuliè-
rement sensible à l’abscisse à laquelle il est mesuré. En effet, en décalant de seulement 0,5 mm
l’abscisse, la vitesse maximale obtenue numériquement diffère d’environ 4% de celle obtenue au
niveau de la contraction. Une imprécision même très faible dans les mesures peut donc induire des
erreurs importantes.

7.2.4 Comparaisons avec Polyflow®

Polyflow® est un des codes commerciaux les plus populaires pour la simulation numérique
des écoulements de liquides polymères (cf. [1]). Ce code a été développé dans les années 1980 par
l’équipe CESAME de l’Université catholique de Louvain. Ce code permet d’utiliser, en 2D et 3D,
un grand nombre de modèles rhéologiques différentiels comme le modèle de Giesekus, de PTT
ou d’Oldroyd-B mais aussi des modèles intégraux. Il reste une référence dans ce domaine même
s’il ne permet pas d’obtenir de simulations pour des nombres de Weissenberg élevés (en général
supérieurs à 10).

Dans Polyflow®, la vitesse est approchée par des éléments finis continus quadratiques et la
pression par des éléments finis linéaires. Pour l’approximation du tenseur des contraintes, plusieurs
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méthodes sont proposées, nous avons choisi d’utiliser la méthode EVSS et la méthode SU pour
traiter le terme convectif dans la loi constitutive. Pour cette comparaison, nous avons considéré
deux cas-tests classiques, la contraction/expansion 4 :1 :4 et l’écoulement autour d’un cylindre.
Tout d’abord on s’intéresse à une contraction/expansion 4:1:4 dont la géométrie est donnée dans
la figure Fig. 7.7. Comme précédemment, les conditions de bord sont les suivantes :

– Γ1 est le bord entrant, on impose un profil de vitesse plat égal à 0,1m/s et τ int = 0.
– Sur Γ2, on impose une condition de Dirichlet homogène.
– Γ3 est la sortie, on impose une condition de Neumann homogène.
– Γ4 est un axe de symétrie.

FIG. 7.7 – Contraction/Expansion 4:1:4

Nous avons comparé la vitesse le long d’un axe vertical au milieu de la partie contractée de
l’écoulement et la pression de long de l’axe de symétrie. Avec CONCHA, nous avons utilisé un
maillage triangulaire composé de 25 794 éléments et avec Polyflow® un maillage quadrangulaire
composé de 14 866 éléments, (voir la figure Fig. 7.8 pour le maillage autour de la partie contractée
utilisé avec CONCHA).

FIG. 7.8 – Maillage utilisé pour la contraction 4:1:4

Nous avons considéré un nombre de Weissenberg égal à 7,68, qui est pour ce cas, la valeur
limite pour laquelle Polyflow® converge. Les résultats sont présentés dans la figure Fig. 7.9 qui
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contient aussi les résultats obtenus avec CONCHA pour un liquide Newtonien (i.e pour λ = 0 s).

(a) Profils de vitesse dans la partie contracté

(b) Pressions le long de l’axe de symétrie

FIG. 7.9 – Contraction/Expansion 4:1:4 : comparaison avec Polyflow®

Pour le modèle de Giesekus, la simulation a été obtenue en 1 500 s avec CONCHA, et en 3 110 s
avec Polyflow®.

On constate que les résultats obtenus sont très proches. De plus, les deux codes numériques
prennent bien en compte le caractère rhéofluidifiant du liquide, caractérisé par l’aplatissement du
profil de vitesse. En outre, cela implique la chute de la viscosité à la paroi. Comme on le voit dans
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la figure Fig. 7.9(b), la pression nécessaire pour faire s’écouler un liquide polymère sera donc
moins élévée que dans le cas newtonien.

On considère maintenant un écoulement autour d’un cylindre. La géométrie est donnée dans la
figure Fig. 7.10 et nous avons pris a =0,001 m. Les conditions de bord sont les mêmes que pour la
contraction 4:1:4 mais nous n’utilisons pas cette fois d’axe de symétrie. Sur le bord du cylindre, on
impose une condition de Dirichlet homogène. Nous avons utilisé un maillage composé de 3 100
quadrilatères avec CONCHA et 7 600 avec Polyflow® (voir la figure Fig. 7.11 pour le maillage
autour du cylindre utilisé avec CONCHA). Les paramètres de stabilisation choisis sont γ1 = 10 et
δ = 2.

8a 24a

5a

a

FIG. 7.10 – Écoulement autour d’un cylindre

FIG. 7.11 – Maillage utilisé pour l’écoulement autour d’un cylindre

Nous présentons en figure Fig. 7.12 quelques comparaisons des simulations obtenues. Ces
résultats correspondent à un nombre de Weissenberg de 3,75 ; au delà, Polyflow® présente des
difficultés pour converger. Nous avons comparé les profils de vitesse le long de deux axes verti-
caux, un passant par le centre du cylindre (x = 8mm) et le second se situant entre le cylindre et la
sortie (x = 24mm). On obtient alors des résultats similaires. Nous nous sommes ensuite intéressés
à la pression le long de l’axe de symétrie de la géométrie. L’allure des courbes est semblable,
les différences pouvant être expliquées par l’utilisation de maillages n’ayant pas le même nombre
d’éléments.
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FIG. 7.12 – Écoulement autour d’un cylindre : comparaison avec Polyflow®

7.3 Comparaisons avec d’autres schémas numériques pour le modèle
d’Oldroyd-B

7.3.1 Principe de la méthode multigrilles

La méthode des multigrilles a été introduite par Fedorenko dans les années 1960 ([31]) pour
la résolution du système linéaire issu de la discrétisation par différences finies de l’équation de
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Poisson. Le principe consiste à utiliser une hiérarchie de maillages pour pallier le mauvais condi-
tionnement du système linéaire (O(h−1) si h est le pas de maillage), qui fatalement détériore la
convergence de méthodes simples comme Jacobi, Gauss-Seidel ou le gradient conjugué. Cette
méthode a ensuite été étendue à des problèmes elliptiques généraux et à d’autres équations, voir
par exemple Hackbush [40] et Wesseling [83]. La théorie est riche dans le contexte des éléments
finis, voir le livre de Bramble ([15]) et l’article synoptique de Yserantant [87] qui utilise les outils
d’analyse fonctionnelle ainsi que l’analyse mathématique des éléments finis. L’approche la plus
performante est aujourd’hui celle de Xu (voir [84] et [85]), qui interprète l’algorithme comme une
correction de sous-espaces (successive subspace correction).

L’avantage principal de cette méthode est que l’ordre asymptotique du nombre d’opérations
nécessaires pour résoudre un problème est de O(n), où n est le nombre d’inconnues du système.
A titre de comparaison, les méthodes itératives dites classiques ont des ordres de convergence
O(np) avec 1 < p ≤ 2. Par exemple, le nombre d’itérations du gradient conjugué double à chaque
raffinement de maillage. En ce qui concerne les solveurs directs, le progrès des algorithmes a per-
mis d’améliorer considérablement la constante, mais leur complexité ne peut être linéaire. Ils sont
utilisés dans le contexte des multigrilles sur le maillage le plus grossier.

Pour expliquer la méthode des multigrilles, on considère tout d’abord deux maillages hiérar-
chiques, en notant par h le pas de discrétisation de la grille la plus fine et par 2h celui de la grille
grossière. On cherche à résoudre le système

Ahuh = fh, (7.3)

dont on note par uh la solution (supposé existante et unique).
Par la suite, pour un vecteur vh on notera sur une grille de pas h le résidu

rh = fh −Ahvh.

L’erreur eh := uh − vh satisfait l’équation :

Aheh = rh.

L’algorithme de résolution du système (7.3) avec deux grilles est le suivant :

1 – On effectue nl itérations de lissage à l’aide d’un méthode itérative notée S, afin d’éliminer
les erreurs de hautes fréquences et d’obtenir ainsi une solution approchée ṽh de vh sur le
maillage fin.

ṽh = S(Ah,fh,v
0
h, nl)

2 – On calcule le résidu :
rh = fh −Ahṽh

3 – On projette le résidu sur le maillage grossier à l’aide d’un opérateur de restriction P h2h :

r2h = P h2hrh
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4 – On résout l’équation de l’erreur sur le maillage grossier à l’aide d’une méthode directe, afin
d’obtenir la correction à apporter :

w2h = A−1
2h r2h

5 – On prolonge cette erreur sur le maillage fin à l’aide d’un opérateur de prolongement P 2h
h :

wh = P 2h
h w2h

6 – On corrige la solution ṽh :

ṽh ← ṽh +wh

7 – On effectue np itérations de post-lissage à l’aide d’une méthode itérative.

Le cas de deux grilles traité précédemment se généralise à une méthode multigrilles. Pour cela,
à la fin de la troisième étape, à la place de calculer la correction, on recommence une itération à
deux grilles. On peut dans ce cas enchaîner le passage d’un niveau à un autre de plusieurs manières.
On considérera par la suite deux cas (voir la figure Fig 7.13 ) :

– Le V-cycle : on fait une opération de pré-lissage entre chaque passage d’une grille fine à une
grille grossière et une opération de post-lissage entre chaque passage d’une grille grossière
à une grille fine.

– Le W-cycle : on effectue la projection sur une grille qu’après avoir effectué deux cycles sur
la grille grossière consécutive.

FIG. 7.13 – Schémas du V-cycle et du W-cycle

Il est donc important de déterminer de manière adéquate la méthode itérative utilisée pour les
opérations de lissage, ainsi que les opérateurs de prolongement et de restriction.

7.3.2 Opérateurs de projection et de prolongement

Soit V h l’espace d’approximation sur la grille la plus fine notée Kh i.e. de pas h, et soit V 2h

celui sur la grille de pas 2h , notée K2h. On note ϕ2h
i , 1 ≤ i ≤ N les fonctions de base de

V h et φ2h
j , 1 ≤ j ≤ M les fonctions de base de V 2h. On cherche à construire un opérateur de
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prolongement P h2h, ainsi qu’un opérateur de restriction P 2h
h définis par :

P h2h : V 2h → V h,

P 2h
h : V h → V 2h.

Si l’on considère des espaces d’éléments finis conformes ( voir aussi [53] ), on aura V 2h ⊂
V h. Dans ce cas, P h2h peut être défini comme l’injection canonique. Il s’avère que son transposé
est la projection L2 et on prendra toujours

P 2h
h =

(
P h2h

)T
. (7.4)

Toujours dans le cas conforme, une fonction de base grossière s’écrit comme une combinaison
linéaire de fonctions de base fines :

φ2h
j =

∑
i

rjiφ
h
i ,

où rji sont des coefficients.
Une fonction v2h ∈ V 2h donnée par :

v2h =
∑
j

xjφ
2h
j ,

s’écrit donc comme élément de V h de la façon suivante :

v2h =
∑
j

xj
∑
i

rjiφ
h
i =

∑
i

yiφ
h
i , avec yi :=

∑
j

rjixj .

La dernière égalité donne l’opérateur de prolongement P h2h sous forme matricielle.
Lorsque l’on considère des espaces d’éléments finis non-conformes, ce qui est notre cas, on

a V 2h * V h. Les opérateurs de prolongement et de restriction doivent alors être construits.
On trouve dans la littérature plusieurs travaux sur la construction de tels opérateurs, on cite par
exemple [14] et [16] pour les éléments finis P1 non-conformes sur les triangles.

Une idée est de chercher un opérateur de prolongement P h2h satisfaisant :

〈P h2hv2h,wh〉h = 〈v2h,wh〉h, ∀wh ∈ V h,

où 〈·, ·〉h est un produit scalaire discret, qui doit être bien choisi pour éviter l’inversion de la
matrice de masse associée.

Soit K1 et K2 deux mailles adjacentes appartenant au maillage grossier K2h. Dans le cas
des éléments finis de Rannacher-Turek que l’on considère ici, les degrés de liberté étant la valeur
moyenne sur chaque arête e, l’opérateur P h2h peut être défini par (voir aussi [21]) :

∫
e
P h2hv2hds =


∫
e
v2hds si e 6⊂ ∂Kpour tout K ∈ K2h

1
2

∫
e
(v2h|K1 + v2h|K2)ds si e ∈ ∂K1

⋂
∂K2
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Soient maintenant e1 et e2 deux arêtes du maillage fin Kh formant l’arête e appartenant au
maillage grossier K2h, alors l’opérateur de restriction P 2h

h est défini par :

1
|e|

∫
e
P 2h
h vhds =

1
2

(
1
|e1|

∫
e1

vhds+
1
|e2|

∫
e2

vhds

)
Remarque 31. La même démarche est utilisée dans le cas des éléments finis de Crouzeix-Raviart,
sur des triangles.

7.3.3 Lisseur de type Vanka

On présente ici la méthode utilisée pour lisser le résidu, c’est à dire éliminer les erreurs de
hautes fréquences. En général, on utilise une méthode itérative classique. Ici une méthode de
type ILU (Incomplete LU), ne peut pas être utilisée car le bloc diagonal correspondant est nul.
Nous allons utiliser à la place une méthode de type Vanka (voir [79] et [80]), qui est bien adaptée
aux matrices issues des problèmes de point-selle. Le principe de cette méthode est de résoudre
des sous-systèmes de la matrice globale du système linéaire. Ces sous-systèmes seront choisi en
tenant en compte de la structure du système global. Une fois déterminés de manière adéquate, ils
peuvent être résolus en utilisant une méthode directe.

Le lisseur de Vanka a été appliqué avec succès pour la simulation de fluides incompressibles,
voir par exemple [78] et [46].

On introduit tout d’abord quelques notations. Soit A : Rn → Rn une matrice creuse de stencil
noté S(A). Il indique pour chaque ligne d’indice i l’ensemble Si(A) des indices des entrées non-
nulles, c’est à dire :

Si(A) := {1 ≤ j ≤ n : Aij 6= 0}.

Pour des ensembles d’indices I, J on note AI,J la sous-matrice correspondante de A.

7.3.3.1 Cas newtonien

Pour simplifier la description de la méthode, on considère dans un premier temps le problème
de Stokes approché par éléments finis de Rannacher-Turek. Le système correspondant est de la
forme : (

A C

B 0

)(
v

p

)
=

(
f

g

)
(7.5)

Une première étape est de définir la taille de la sous-matrice considérée. Soient N , respec-
tivement M , la dimension de l’espace de la vitesse, respectivement de la pression. Pour chaque
1 ≤ i ≤M on définit l’ensemble Jri des indices des degrés de liberté pour la pression, dépendant
de manière récursive d’un paramètre r = 0, 1, . . .. Pour r = 0 on prend J0

i := {i} et pour r > 0
on a :

Jri :=
⋃

j∈Jr−1
i

⋃
k∈Sj(B)

Sk(C). (7.6)
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On définit alors l’ensemble Iri des indices de la vitesse qui couplent avec ces pressions de la
manière suivante :

Iri =
⋃
j∈Jr

i

Sj(B). (7.7)

Les cas r = 0 et r = 1 sont présentés dans la figure Fig. 7.14.
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FIG. 7.14 – Patchs pour le lisseur de Vanka. • indique les degrés de libertés de la pression et ◦ de
la vitesse : r = 0 (à gauche) et r = 1 (à droite).

Pour simplifier la présentation, on omet l’indice r dans la suite.
Soit mi := cardJi et ni := cardIi. Le passage d’une itération de lissage n à l’itération n + 1

se fait de la manière suivante :

1. On considère que (vn, pn) est connu. On pose alors (vn,0, pn,0) = (vn, pn)

2. Pour i = 1, . . .M

(a) On calcule l’ensemble des résidus (ri, si) ∈ Rni × Rmi pour chaque sous-matrice :
k ∈ Ii : rik = fk −

∑
l∈Sk(A)

Ak,lv
n,i−1
l −

∑
l∈Sk(C)

Ck,lp
n,i−1
l

k ∈ Ji : sik = gk −
∑

l∈Sk(B)

Bk,lv
n,i−1
l

(b) On résout alors le sous-système suivant à l’aide d’une méthode directe pour obtenir la
correction (δvi, δpi) ∈ Rni × Rmi :(

AIi,Ii CIi,Ji

BJi,Ii 0

)(
δvi

δpi

)
=

(
ri

si

)
.

(c) On met à jour la solution par sous-ensembles, de la manière suivante :

k ∈ Ii : vn,ik = vn,i−1
k + ωv δv

i
k; k ∈ Ji : pn,i = pn,i−1 + ωp δp

i
k,

avec ωv, ωp deux paramètres de relaxation.

3. On pose (vn+1, pn+1) = (vn,m, pn,m).
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L’itération décrite correspond à une méthode de Gauss-Seidel relaxée par bloc avec recou-
vrement. Le sous-système résolu à chaque étape garantit que la correction des vitesses satisfait
la condition

∫
Ki
divvn,ik = 0. Elle correspond donc à la minimisation de l’énergie sous cette

contrainte, ce qui permet d’obtenir la correction de la pression comme multiplicateur associé. La
convergence de cette itération, sans toutefois donner des estimations de convergence précises, a
été établie par Manservisi [59].

7.3.3.2 Cas non-newtonien

On généralise la méthode précédente aux formulations à trois champs. On rappelle que la
vitesse et la pression sont approchées par des éléments finis de Rannacher-Turek et le tenseur
des contraintes par des éléments finis constants par maille. Dans le cas non-newtonien, on aura à
résoudre à chaque itération de Newton un système linéaire de la forme : A B C0

BT 0 0

C 0 D


vp
τ

 =

fg
l

 . (7.8)

La matrice du système linéaire est la matrice Jacobienne associée au problème considéré.

On note par P la dimension de l’espace du tenseur des contraintes. Les degrés de liberté pour
le tenseur des contraintes sont les mêmes que ceux considérés pour la pression. On notera Kr

i ,
l’ensemble des indices correspondants à ces degrés de liberté. Les cas r = 0 et r = 1 sont
présentés dans la figure Fig. 7.15.
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FIG. 7.15 – Patchs pour le lisseur de Vanka. • indique les degrés de liberté de la pression, ◦ de la
vitesse et× du tenseur des contraintes : r = 0 (à gauche) et r = 1 (à droite).

Le passage d’une itération n à une itération n+1 se fait de manière similaire au cas newtonien,
en rajoutant les données sur τ :

1. On considère que (vn, pn, τn) est connu. On pose alors (vn,0, pn,0, τn,0) = (vn, pn, τn)

2. Pour i = 1, . . .M
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(a) On calcule les résidus (ri, si, qi) ∈ Rni × Rmi × Rpi pour chaque sous-matrice :

k ∈ Ii : rik = fk −
∑

l∈Sk(A)

Ak,lv
n,i−1
l −

∑
l∈Sk(B)

Bk,lp
n,i−1
l −

∑
l∈Sk(C0)

C0k,lτ
n,i−1
l

k ∈ Ji : sik = gk −
∑

l∈Sk(BT )

BT
k,lv

n,i−1
l

k ∈ Ki : qi
k

= lk −
∑

l∈Sk(C)

Ck,lv
n,i−1
l −

∑
l∈Sk(D)

Dk,lτ
n,i−1
l

(b) On résout alors le sous-sytème suivant pour obtenir l’erreur (δvi, δpi, δτ i) ∈ Rni ×
Rmi × Rmi à l’aide d’une méthode directe :AIi,Ii BIi,Ji C0Ii,Ki

BT
Ji,Ii

0 0
CKi,Ii 0 DKi,Ki


δv

i

δpi

δτ i

 =

r
i

si

qi

 .

(c) On met à jour la solution par sous-ensembles de la manière suivante :

k ∈ Ii : vn,ik = vn,i−1
k + ωv δv

i
k

k ∈ Ji : pn,i = pn,i−1 + ωp δp
i
k

k ∈ Ki : τn,ik = τn,i−1
k + ωτ δτ

i
k

avec ωτ un paramètre de relaxation supplémentaire.

3. On pose (vn+1, pn+1, τn+1) = (vn,m, pn,m, τn,m).

7.3.4 Écoulement autour d’un cylindre centré

7.3.4.1 Description du cas-test

On souhaite ici comparer les résultats obtenus avec notre schéma numérique avec ceux que
l’on peut trouver dans la littérature.

Nous avons donc considéré un écoulement autour d’un cylindre centré. Cet écoulement à été
étudié dans divers papiers pour le modèle d’Oldroyd-B. Le calcul de la traînée permet d’obtenir
un critère de comparaison des divers schémas numériques.

Dans [45] et [25], les auteurs considèrent une formulation en terme de logarithme du tenseur
de conformation (cf. chapitre 6.3.3) du modèle d’Oldroyd-B. Dans ces papiers la vitesse est ap-
prochée par des éléments finis Q2 continus et la pression par des éléments finis P1 discontinus. Le
tenseur de conformation est approché dans [45] par des éléments finis continus Q1 et dans [25]
par des éléments finis Q2.

Dans [29] , les auteurs utilisent une formulation en terme de tenseur des contraintes où la
vitesse est approchée par des éléments finis P2 continus, la pression par des éléments finis P1

continus et pour le tenseur des contraintes par élément finis P1 discontinus . D’autres auteurs
([28]) présentent des résultats obtenus sur ce même cas-test mais en utilisant des schémas de
volumes finis.
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On rappelle que le modèle d’Oldroyd-B s’écrit sous la forme suivante (voir aussi 5.15 ) :
D
Dt
v − 2ηndiv(D(v)) +∇p = divτp

∇ · v = 0

τp + λ
O
τp = 2ηpD(v)

(7.9)

La géométrie est décrite dans la figure Fig. 7.16, avec a = 2R et avec R, le rayon du cylindre,
égal à 1.

FIG. 7.16 – Écoulement autour d’un cylindre centré

Pour ce cas-test les paramètres sont les suivants :
–
ηn
η

= 0,59 avec η = ηn + ηp = 1.

– On néglige le terme de transport sur la vitesse v · ∇v.

– Le nombre de Weissenberg est donné par We∗ =
λv̄

R
, avec v̄ la vitesse moyenne.

A l’entrée on impose le même profil de vitesse que celui utilisé dans [25] :

vx(y) =
3
2

(
1− y2

4

)
.

Remarque 32. Ce profil de vitesse est correct pour le modèle d’Oldroyd-B, car comme nous
l’avons vu dans le chapitre précédent, ce modèle conduit à un profil de vitesse newtonien.

On souhaite maintenant calculer la valeur du tenseur des contraintes correspondante à imposer
à l’entrée du domaine, sur le bord entrant. Tout d’abord on a :

∇v =

(
0 −3

4y

0 0

)
et donc D(v) =

1
2

(
0 −3

4y

−3
4y 0

)
.

On note

τ =

(
τxx τxy

τxy τyy

)
.

D’autre part, on a v · ∇τ = vx∂xτ = 0, car τ est indépendant de x.
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En remplaçant ces expressions dans l’équation constitutive on obtient :

(
τxx τxy

τxy τyy

)
− λ

(
−3

4yτxy 0
−3

4yτyy 0

)
− λ

(
−3

4yτxy −
3
4yτyy

0 0

)
= ηp

(
0 −3

4y

−3
4y 0

)
.

Ceci conduit au système d’équations suivant :
τxx + λ3

2yτxy = 0

τxy + λ3
4yτyy = −ηp 3

4y

τyy = 0

et on obtient finalement : 
τxx = 2ληp

(
3
2y
)2

τxy = −ηp 3
4y

τyy = 0

.

On récapitule les conditions de bord que l’on utilisera pour cette géométrie :

– sur Γ1 on impose :

 vx = 3
2

(
1− y2

4

)
vy = 0

et


τ intxx = 2ληp

(
3
2y
)2

τ intxy = −ηp 3
4y

τ intyy = 0

.

– Sur Γ2, on impose une conditions de bord de Dirichlet homogène.
– Sur Γ3, on impose une condition de Neumann.

7.3.4.2 Calcul de la traînée

On calcule alors la traînée le long du cylindre :

C =
∫

Γc

(1, 0)T ·Πnds

avec Π le tenseur des contraintes totales défini, pour la formulation (7.9) du modèle d’Oldroyd-B,
par :

Π = τp − pI + 2ηnD(u),

et n la normale unitaire extérieure.

Dans la suite,N désigne le nombre d’éléments, nN le nombre d’itérations de Newton et nM la
somme des itérations effectuées par le solveur linéaire. Concernant la méthode multigrilles, nous
avons utilisé les paramètres suivants : r = 1, ωv = 1, 0 , ωp = 1, 0 et ωτ = 1, 0. La tolérance pour
la méthode de Newton est de 10−8.

On compare dans les tableaux Tab 7.1, Tab 7.4 et Tab 7.5 les résultats obtenus sur différents
maillages pour λ = 0, λ = 0,3 et λ =0,6 respectivement. On constate que la méthode de Newton
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N nN nM C ∆C C∗

1024 3 5 131,704 - -

4096 3 6 131,982 0,278 -

16384 3 5 132,229 0,247 132,311

65536 3 10 132,321 0,092 132,352

262144 3 8 132,348 0,027 132,357

1048576 4 28 132,355 0,007 132,357

TAB. 7.1 – Valeur de la traînée en fonction du nombre d’éléments pour λ=0

converge avec un nombre d’itérations faible, indépendamment du pas de maillage. Le nombre
d’itérations de multigrilles reste aussi quasiment constant, mais augmente avec λ.

Dans le cas newtonien (λ = 0), on peut observer un comportement d’ordre deux de l’erreur de
discrétisation (les écarts sont divisés par quatre à chaque itération de raffinement), voir Tab. 7.1.
Cela justifie l’extrapolation aux limites pour augmenter la précision. Les valeurs extrapolées, no-
tées C∗ dans le même tableau, fournissent une erreur d’ordre 3.

Remarque 33. À titre de comparaison, nous avons considéré les formulations à deux champs
(∇u,∇v) et (D(u), D(v)) du problème de Stokes (voir (2.7) et (2.8), respectivement) approchées
par éléments finis de Rannacher-Turek. On présente dans les tableaux Tab. 7.3 et Tab. 7.2 la valeur
de la traînée en fonction du nombre d’éléments. Dans ces cas, le tenseur des contraintes totales
est défini par Π = η∆u− pI pour la formulation (∇u,∇v) respectivement, Π = 2ηD(u)− pI
pour la formulation (D(u), D(v)). On retrouve des valeurs similaires avec les deux formulations.

N nN nM C ∆C C∗

1024 1 8 129,023 - -

4096 1 8 131,507 2,484 -

16384 1 8 132,144 0,637 132,356

65536 1 8 132,304 0,160 132,357

262144 1 8 132,344 0,040 132,357

1048576 1 9 132,354 0,010 132,357

TAB. 7.2 – Valeur de la traînée en fonction du nombre d’éléments pour la formulation (∇u,∇v)
du problème de Stokes

Le comportement de l’erreur de discrétisation dans le cas non-newtonien est moins satisfaisant,
car nous observons un comportement d’ordre 1. Cela semble provenir de l’opérateur de transport
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N nN nM C ∆C C∗

1024 1 13 130,804 - -

4096 1 14 131,903 1,099 -

16384 1 15 132,235 0,331 132,345

65536 1 15 132,325 0,090 132,355

262144 1 19 132,349 0,023 132,357

1048576 1 17 132,355 0,006 132,357

TAB. 7.3 – Valeur de la traînée en fonction du nombre d’éléments pour la formulation
(D(u), D(v)) du problème de Stokes

N nN nM C ∆C C∗

1024 6 11 121,701 - -

4096 6 8 122,221 0,520 -

16384 4 8 122,623 0,402 123,025

65536 4 9 122,889 0,266 123,155

262144 5 14 123,038 0,149 123,187

1048576 4 22 123,114 0,076 123,190

TAB. 7.4 – Valeur de la traînée en fonction du nombre d’éléments pour λ=0,3

sur le tenseur des contraintes τ . On calcule alors des valeurs extrapolées notées C∗ telles que
l’erreur soit d’ordre 2.

N nN nM C ∆C C∗

1024 7 19 118,081 - -

4096 6 12 118,421 0,340 -

16384 6 18 118,349 0,072 -

65536 6 24 118,085 0,264 117,821

262144 5 20 117,936 0,149 117,787

1048576 5 31 117,858 0,078 117,780

TAB. 7.5 – Valeur de la traînée en fonction du nombre d’éléments pour λ=0,6

On compare dans le tableau Tab. 7.6 les valeurs obtenues extrapolées sur le maillage le plus
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fin avec des valeurs données dans la littérature (voit [28], [45], [29] et [25]). On observe une très
bonne concordance.

λ CONCHA Dou et al.[28] Hulsen et al.[45] Étienne et al.[29] Damanik et al. [25]

0 132,357 131,809 132,358 132,33 -

0,3 123,190 123,514 123,193 123,41 123,194

0,6 117,780 120,485 117,792 - 117,779

TAB. 7.6 – Valeur de la traînée, comparaisons avec d’autres schémas numériques pour λ =0 ; 0,3
et 0,6

7.4 Comportement dans des écoulements réalistes

Toutes ces simulations nous ont permis de valider notre code pour le modèle de Giesekus.
Après avoir montré la supériorité du réalisme de ce modèle, on s’intéresse à des simulations dans
des écoulements de référence pour différentes valeurs de We.

7.4.1 Pertinence des modèles rhéologiques utilisés

On considère la géométrie définie dans la figure Fig. 7.4. On compare alors la première com-
posante de la vitesse ux obtenue expérimentalement (cf. [72]) avec celle obtenue numériquement
pour différents modèles rhéologiques : Giesekus, PTT et Oldroyd-B. Les résultats obtenus sont
présentés dans la figure Fig. 7.17.

On constate que le profil de vitesse obtenu avec le modèle de Giesekus est très proche de la
vitesse expérimentale. Pour le modèle de PTT, nous avons considéré deux valeurs de ε : 0,05 et
0,25. Pour ces modèles, la vitesse est surestimée mais il est possible d’optimiser la valeur de ε, afin
de se rapprocher du profil de vitesse souhaité. Par contre, la valeur optimale pour cet écoulement
serait totalement inadaptée pour décrire convenablement l’écoulement élongationnel au niveau du
convergent. Avec le modèle de Giesekus et de PTT, on observe le comportement rhéofluidifiant
des liquides polymères. Cependant, dans le cas du liquide d’Oldroyd-B, on retrouve un profil de
vitesse parabolique, caractéristique d’un liquide newtonien. Cette simulation justifie notre choix
de considérer le modèle de Giesekus comme équation constitutive de référence pour décrire le
comportement des liquides polymères.

7.4.2 Contraction 4:1

On considère un écoulement dans une contraction 4:1 dont la géométrie est présentée dans la
figure Fig.7.18 avec a =0,001 m. On considère un maillage composé de triangles et les conditions
de bord sont les suivantes :

– Γ1 est le bord entrant, on impose un profil de vitesse plat égal à 0,1m/s et τ int = 0.
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FIG. 7.17 – Comparaison des modèles de Giesekus, PTT et Oldroyd-B avec des données expéri-
mentales

– Sur Γ2, on impose une condition de Dirichlet homogène.
– Γ3 est la sortie, on impose une condition de Neumann homogène.
– Γ4 est un axe de symétrie.

FIG. 7.18 – Contraction 4:1

On calcule le nombre de Weissenberg maximum pour un liquide newtonien équivalent (cf.
Annexe B.2) :

We =
12λū
a

où ū est la vitesse à l’entrée du domaine.
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Dans la figure Fig. 7.19, on présente les lignes de courant obtenues pour différentes valeurs
du nombre de Weissenberg pour le modèle de Giesekus, le modèle de PTT avec ε = 0,05 et pour
le modèle d’Oldroyd-B. Pour ces trois modèles, il existe une zone de recirculation en amont de
la contraction. Les dimensions de ces recirculations augmentent avec le nombre de Weissenberg.
Ce comportement est typique des liquides polymères et a pour origine l’existence des contraintes
normales quantifiées par N1(γ̇), ce qui peut être assimilé à une augmentation locale de l’élasticité
du liquide. Dans le domaine des grandes vitesses de déformation (au niveau de la contraction), et
pour des valeurs élevées du nombre de Weissenberg la variation de N1(γ̇) est donnée par :

– Giesekus : N1(γ̇) ≈ γ̇1/2

– Phan-Thien–Tanner : N1(γ̇) ≈ γ̇2/3

– Oldroyd-B : N1(γ̇) ≈ γ̇2

Pour des nombres de Weissenberg élevés, la taille de la zone de recirculation augmente plus rapi-
dement pour un liquide d’Oldroyd-B que pour les deux autres liquides, comme nous pouvons le
constater dans la figure Fig. 7.19.

Nous avons tracé dans la figure Fig. 7.20, la composante ux de la vitesse le long de l’axe de
symétrie pour les trois modèles considérés et pour différentes valeurs du nombre de Weissenberg.
Contrairement aux modèles de Giesekus et de PTT, pour le modèle d’Oldroyd-B, la vitesse est
supérieure à celle du liquide newtonien. Cela illustre le fait que le modèle d’Oldroyd-B ne traduit
pas le comportement rhéofluidifiant du liquide, impliquant l’aplatissement du profil de vitesse et ne
permet donc pas d’obtenir des simulations réalistes. D’autre part, on observe une pic de la vitesse
ux au niveau de la contraction que nous expliquons par l’apparition de contraintes normales aux
plans de cisaillement dans la zone du convergent.

En outre, pour les modèles PTT et Oldroyd-B, on remarque l’apparition d’oscillations d’am-
plitude croissante avec le nombre de Weissenberg. Ces oscillations n’ont aucun sens physique et
traduisent certainement des instabilités numériques. Elles semblent donc avoir un lien avec la perte
de la convergence des algorithmes pour des nombres de Weissenberg élevés, à mettre en relation
avec la positivité du tenseur de conformation discret.

155



FIG. 7.19 – Contraction 4:1 : lignes de courant

156



0 5 10 15 20

x/a
1

2

3

4

5

6

7
ux / 

_
 u

0
3
6

12
21

We

Giesekus (  = 0,5)

(a) Modèle de Giesekus

0 5 10 15 20

x/a
1

2

3

4

5

6

7
ux / 

_
 u

0
3
6

12
21

We

Phan-Thien and Tanner (  = 0,05)

(b) Modèle de PTT

0 5 10 15 20

x/a
1

2

3

4

5

6

7

8
ux / 

_
 u

0
3
6

12
21

We

Oldroyd-B
( r /  = 0,5)

(c) Modèle d’Oldroyd-B

FIG. 7.20 – Contraction 4:1 : profils de vitesse le long de l’axe de symétrie
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7.4.3 Contraction 4:1:4

Au vu des résultats précédemment obtenus, nous considérerons dorénavant uniquement le
modèle de Giesekus.

On reprend la géométrie de la contraction 4 :1 :4 introduite dans la sous-section 7.2.4 et le
même maillage composé de triangles. Comme pour la contraction 4 :1, nous avons tracé dans la
figure Fig. 7.21 les lignes de courant pour différentes valeurs de We pour le modèle de Giesekus.

FIG. 7.21 – Contraction 4:1:4 : lignes de courant pour le modèle de Giesekus

Comme dans le cas de la géométrie 4:1, en amont de la contraction, on constate que la dimen-
sion de la zone de recirculation augmente avec le nombre de Weissenberg. Par contre, la taille de la
recirculation située en aval du divergent diminue lorsque le nombre de Weissenberg augmente. Ce
phénomène est similaire à un gonflement en sortie de filière qui est provoqué par la combinaison
de trois effets :

– les contraintes normales. Dans le canal, l’écoulement du liquide génère l’apparition de
contraintes normales aux plans de cisaillement. Ces contraintes sont contenues par les pa-
rois du canal. Au niveau de sa sortie, ces contraintes sont libérées brutalement et provoquent
l’écartement des plans de cisaillement.

– l’effet mémoire. Le liquide se souvient de la forme qu’il avait dans le réservoir amont et
va donc essayer de la reprendre à la sortie du canal. Cependant, dans le canal le liquide va
relaxer. Si le canal est suffisamment long sa relaxation sera totale et cet effet ne générera
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pas de gonflement en sortie.
– Pour un liquide newtonien, le passage brutal du profil de vitesse parabolique dans le canal à

un profil plat implique une expansion du liquide. Bien que cet effet se retrouve pour les li-
quides non-newtoniens, il est moins important pour ces liquides en raison de l’aplatissement
du profil de vitesse.

Pour nos simulations, l’augmentation du nombre de Weissenberg se fait par l’augmentation
du temps de relaxation. Il en découle un accroissement des contraintes normales et aussi une
diminution de la relaxation du fluide dans le canal. Par contre, le profil de vitesse s’aplatit de plus
en plus lorsque le nombre de Weissenberg augmente, le gonflement associé à cet effet est de plus
en plus négligeable. L’explosion du liquide en sortie du canal provoque donc l’écrasement de la
zone de recirculation.

Dans la figure Fig. 7.22, on présente la vitesse ux le long de l’axe de symétrie pour différentes
valeurs du nombre de Weissenberg. On observe au niveau de la contraction, les mêmes phéno-
mènes que pour la contraction 4:1. De plus, juste avant l’expansion, la vitesse ux augmente dans
le cas non-newtonien. Cette accélération est due à l’explosion du liquide.
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Giesekus (  = 0.5)

(a) We ≤ 21

FIG. 7.22 – Contraction 4:1:4 : profils de vitesse le long de l’axe de symétrie

Pour ce cas test nous présentons aussi des résultats obtenus en utilisant le modèle instation-
naire. On montre dans la figure Fig. 7.23 que les résultats sont identiques à ceux obtenus dans le
cas stationnaire.

D’autre part, dans le cas instationnaire, nous avons pu obtenir des résultats pour des nombres
de Weissenberg allant jusqu’à 60. Le terme évolutif semble donc stabiliser la formulation. On
présente dans le figure Fig.7.24 les profils de vitesse le long de l’axe de symétrie. On note que
l’accélération avant l’expansion continue d’augmenter avec le nombre de Weissenberg.
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FIG. 7.23 – Contraction 4:1:4 : comparaison entre le schéma stationnaire et instationnaire
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FIG. 7.24 – Contraction 4:1:4 : profils de vitesse avec le schéma instationnaire

7.4.4 Écoulement autour d’un cylindre

On considère maintenant un écoulement autour d’un cylindre, et on utilise la géométrie décrite
dans la section 7.2.4. Comme précédemment, on utilise un maillage composé de 3 100 quadrila-

160



tères. On présente les profils de vitesse obtenus dans la figure Fig 7.25.

(a) Newtonien

(b) We=7,5

(c) We=15

(d) We=37,5

(e) We=75

FIG. 7.25 – Écoulement autour d’un cylindre : première composante de la vitesse

Au niveau du cylindre, on constate un aplatissement du profil de vitesse, en effet la surface
des domaines de vitesses maximales augmente avec le nombre de Weissenberg. À l’arrière du
cylindre on observe un effet de pointe s’expliquant, comme pour la géométrie 4 :1 :4, par une
expansion brutale du liquide.

Pour cette géométrie, nous n’avons pas atteint de limite en terme de nombre de Weissenberg.

7.4.5 Valeurs propres du tenseur de conformation

On s’intéresse ici à la positivité du tenseur de conformation. En effet, il a été montré dans
le chapitre précédent (cf. section 6.3.3) que notre schéma numérique préserve cette propriété au
niveau discret. Pour valider numériquement ce résultat, nous avons calculé les valeurs propres du
tenseur de conformation pour un écoulement dans la contraction 4:1 et un écoulement autour d’un
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cylindre dont les géométries ont été données dans la section 7.2.4. Ces résultats sont présentés dans
les figures Fig. 7.26 et Fig. 7.27 pour la contraction 4:1 et Fig. 7.28 et Fig. 7.29 pour l’écoulement
autour d’un cylindre.

(a) We = 6 (b) We = 18

(c) We = 30 (d) We = 33, 5

FIG. 7.26 – Contraction 4:1 : première valeur propre de Ch

(a) We = 6 (b) We = 18

(c) We = 30 (d) We = 33, 5

FIG. 7.27 – Contraction 4:1 : deuxième valeur propre de Ch

On constate que les valeurs propres restent positives, aussi bien dans le cas triangulaire que
dans celui quadrangulaire.
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(a) We = 15 (b) We = 37, 5

(c) We = 75

FIG. 7.28 – Écoulement autour d’un cylindre : première valeur propre de Ch

(a) We = 15 (b) We = 37, 5

(c) We = 75

FIG. 7.29 – Écoulement autour d’un cylindre : deuxième valeur propre de Ch
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Annexe A

Rhéologie - Modèle de Giesekus

A.1 Construction du modèle

Ce modèle est construit à partir du modèle de Maxwell convecté contravariant ou upper-
convected Maxwell model (UCM) :

τ + λ
O
τ = 2η D

En exprimant l’état de contrainte du fluide en fonction du tenseur de Cauchy C1, l’équation
constitutive du modèle de Maxwell devient :

τ + η
O
C = 0

Giesekus propose de rendre non-linéaire cette équation constitutive en introduisant un tenseur
d’anisotropie de mobilité des chaînes β. Ce tenseur exprime la relation entre la relaxation d’une
chaîne et sa forme induite par l’écoulement. Un élément de chaîne fortement déformé donc très
orienté sera peu mobile et emmagasinera une part importante de la contrainte :

1
2
{
β · τ + τ · β

}
+ η

O
C = 0

Dans le cas d’un ensemble de chaînes uniforme, le tenseur de mobilité est symétrique :

β · τ = τ · β ⇒ β · τ + η
O
C = 0 (A.1)

Pour relier le tenseur de mobilité au tenseur de Cauchy, Giesekus construit une fonction li-
néaire en considérant que lorsque le liquide est au repos, nous savons que limτ→0 β = I :

β = I + α {C − I} ⇒ β = (1− α) I + αC avec 0 ≤ α ≤ 1

En tenant compte de l’expression ci-dessus, l’équation (A.1) devient :

(1− α) τ + αC · τ + η
O
C = 0

1Tenseur de déformation droit de Cauchy-Green selon la terminologie de Noll-Truesdell
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En éliminant le tenseur déviateur des contraintes par son expression en fonction du tenseur de
Cauchy τ = G {C − I}, nous obtenons une première forme de l’équation constitutive du modèle
de Giesekus :

αC · C + (1− 2α)C − (1− α) I + λ
O
C = 0

Et en exprimant le tenseur de Cauchy en fonction du tenseur déviateur des contraintes, nous
aboutissons à la deuxième forme du modèle de Giesekus :

τ +
α

G
τ · τ + λ

O
τ = 2η D

Comme par définition λ = η/G, nous obtenons :

τ +
αλ

η
τ · τ + λ

O
τ = 2η D

Remarque. Pour α = 0, nous retrouvons le modèle de Maxwell convecté contravariant.

A.2 Comportements rhéologiques

Nous allons analyser les comportements rhéologiques prévus par ce modèle dans le cas d’un
écoulement de cisaillement simple et celui d’un écoulement élongationnel unixial. La valeur α =
1/ 2 est retenue car comme nous allons le voir, elle seule conduit à une description réaliste des
liquides polymères. La loi de comportement du liquide de Giesekus s’écrit alors :

τ +
λ

2η
τ · τ + λ

O
τ = 2η D (A.2)

A.2.1 Écoulement de cisaillement simple

Pour cet écoulement, la vitesse est donnée par :

u = (γ̇ y, 0, 0)

Le tenseur des vitesses de déformation est donc défini de la manière suivante :

D (u) =
1
2
(
∇u+∇uT

)
=

1
2

 0 ∂ux
∂y 0

∂ux
∂y 0 0

0 0 0

 . (A.3)

Le liquide ayant un comportement non-newtonien, le tenseur déviateur des contraintes est de
la forme :

τ =

τxx τxy 0
τxy τyy 0
0 0 τzz

 . (A.4)
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En remplaçant les tenseurs par leurs expressions (A.3) et (A.4), l’équation constitutive (A.2)
devient :

τxx τxy 0

τxy τyy 0
0 0 τzz

+
λ

2η


τ2
xx + τ2

xy τxy (τxx + τyy) 0

τxy (τxx + τyy) τ2
yy + τ2

xy 0
0 0 τ2

zz



− λ


2τxy τyy 0

τyy 0 0
0 0 0

 ∂ux
∂y

= η

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ∂ux
∂y

, (A.5)

ce qui conduit au système d’équations :

τxx +
λ

2η
(
τ2
xx + τ2

xy

)
− 2λτxy

∂ux
∂y

= 0 (A.6)

τyy +
λ

2η
(
τ2
yy + τ2

xy

)
= 0 (A.7)

τzz +
λ

2η
τ2
zz = 0 (A.8)

τxy +
λ

2η
τxy (τxx + τyy)− λτyy

∂ux
∂y

= η
∂ux
∂y

. (A.9)

De (A.8), nous obtenons τzz = 0 ou τzz = −2 η
λ . Seule la première solution a un sens phy-

sique.

On pose χ = λ ∂ux
∂y = λγ̇ et β = λ

2η , alors :

τxx + β
(
τ2
xx + τ2

xy

)
− 2χτxy = 0 (A.10)

τyy + β
(
τ2
yy + τ2

xy

)
= 0 (A.11)

τxy + β τxy (τxx + τyy)− χτyy = η γ̇. (A.12)

On commence par effectuer la soustraction (A.10) - (A.11) :

(τxx − τyy)
(

1 + β (τxx + τyy)
)

= 2χτxy (A.13)

On écrit, à partir de (A.12) :

τxy + β τxy (τxx + τyy) = η γ̇ + χτyy = χ
(η
λ

+ τyy

)
τxy (1 + β (τxx + τyy)) =

χ

2β
(1 + 2βτyy) . (A.14)

Il s’en suit que :

τxy

(
1 + β (τxx + τyy)

)
=

χ

2β
(1 + 2βτyy) . (A.15)
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En remplaçant l’expression (A.15) dans (A.13), on obtient :

τxx − τyy
τxy

=
2χτxy

χ
2β (1 + 2βτyy)

⇒ 1
4β

(τxx − τyy) (1 + 2βτyy) = τ2
xy. (A.16)

De (A.11) on sait que :

τyy (1 + βτyy) = −βτ2
xy, (A.17)

ce qui grâce à (A.16) conduit à :

1
4β

(τxx − τyy) (1 + 2βτyy) = − 1
β
τyy (1 + βτyy)

⇐⇒ (τxx − τyy) (1 + 2βτyy) + 4τyy (1 + βτyy) = 0

⇐⇒ τxx = −τyy
3 + 2βτyy
1 + 2βτyy

(A.18)

Ainsi on a :

τxx + τyy = −τyy
(

3 + 2βτyy
1 + 2βτyy

− 1
)

= −2
τyy

1 + 2βτyy
(A.19)

Les relations (A.19) et (A.14) impliquent :

τxy

(
1− 2β

τyy
1 + 2βτyy

)
=

χ

2β
(1 + 2βτyy) ⇔ τxy =

χ

2β
(1 + 2βτyy)

2 (A.20)

En effectuant la multiplication (A.14) × (A.13), on obtient :

(τxx − τyy)
(

1 + β (τxx + τyy)
)2

=
χ2

β
(1 + 2βτyy) . (A.21)

De (A.18) on déduit :

τxx − τyy = −τyy
(

3 + 2βτyy
1 + 2βτyy

+ 1
)

(A.22)

= −τyy
3 + 2βτyy + 1 + 2βτyy

1 + 2βτyy

= −4τyy
1 + βτyy
1 + 2βτyy

. (A.23)
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En remplaçant l’expression (A.23) dans (A.21) et dans (A.19), on obtient :

−4τyy
1 + βτyy
1 + 2βτyy

(
1 + β − 2

τyy
1 + 2βτyy

)2

=
χ2

β
(1 + 2βτyy)

⇐⇒ −4τyy
1 + βτyy
1 + 2βτyy

(
1 + 2βτyy − 2βτyy

1 + 2βτyy

)2

=
χ2

β
(1 + 2βτyy)

⇐⇒ −4βτyy
1 + βτyy
1 + 2βτyy

1
(1 + 2βτyy)

2 = χ2 (1 + 2βτyy)

⇐⇒ −4βτyy
1 + βτyy

(1 + 2βτyy)
3 = χ2 (1 + 2βτyy)

⇐⇒ χ2 = −4βτyy
1 + βτyy

(1 + 2βτyy)
4 (A.24)

L’équation (A.24) admet pour solution2 :

τyy =
−2β2χ2 ±

√
2
√
−β4χ2 + β3χ2

√
β2 + 4β2χ2

4β3χ2

=
−2β2χ2 ±

√
2
√
−β4χ2 + β4χ2

√
1 + 4χ2

4β3χ2

=
−2β2χ2 ± β2χ

√
2
√
−1 +

√
1 + 4χ2

4β3χ2

=
−2χ±

√
2
√
−1 +

√
1 + 4χ2

4βχ

= − 1
2β

(
1±
√

2
2χ

√√
1 + 4χ2 − 1

)
.

Comme τyy 6 0 alors :

τyy = − 1
2β

(
1 +
√

2
2χ

√√
1 + 4χ2 − 1

)

Finalement, on obtient :

τyy =
−2χ±

√
2
√
−1 +

√
1 + 4χ2

4βχ
= − 1

2β

(
1±
√

2
2χ

√√
1 + 4χ2 − 1

)
. (A.25)

Pour obtenir la contrainte de cisaillement τxy, reprenons l’équation (A.20) et remplaçons la

2Ce résultat a été obtenu à l’aide du logiciel MATHEMATICA.
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contrainte normale τyy par son expression donnée ci-dessus :

τxy =
χ

2β
(1 + 2βτyy)

2 =
χ

2β

(
1 + 2β

(
− 1

2β
+
√

2
4βχ

√√
1 + 4χ2 − 1

))2

=
χ

2β

(√
2

2χ

√√
1 + 4χ2 − 1

)2

=
1

4βχ

(√
1 + 4χ2 − 1

)
⇒ τxy =

χ

β

1

1 +
√

1 + 4χ2

Déterminons maintenant les différences des contraintes normales. De (A.23), on déduit :

τxx − τyy = −4τyy
1 + βτyy
1 + 2βτyy

.

Or, on a :

1 + βτyy = −1
2

(√
2

2χ

√√
1 + 4χ2 − 1− 1

)
1 + 2βτyy = −

√
2

2χ

√√
1 + 4χ2 − 1,

et donc :

1 + βτyy
1 + 2βτyy

=
χ√
2

√
2

2χ

√√
1 + 4χ2 − 1− 1√√
1 + 4χ2 − 1

La première différences des contraintes normales s’écrit :

τxx − τyy =
4χ

2
√

2β

(
1 +
√

2
2χ

√√
1 + 4χ2 − 1

) √2
2χ

√√
1 + 4χ2 − 1− 1√√
1 + 4χ2 − 1

=
1√
2βχ
−1− 2χ2 +

√
1 + 4χ2√√

1 + 4χ2 − 1

Les trois fonctions viscosimétriques s’écrivent finalement :

η(γ̇) =
τxy
γ̇

=
2η

1 +
√

1 + 4λ2γ̇2

ψ1(γ̇) =
τxx − τyy

γ̇2
=
η
√

2
λ2γ̇3

−1− 2λ2γ̇2 +
√

1 + 4λ2γ̇2√√
1 + 4λ2γ̇2 − 1

ψ2(γ̇) =
τyy − τzz

γ̇2
= − η

λγ̇2

(
1 +
√

2
2λγ̇

√√
1 + 4λ2γ̇2 − 1

)
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FIG. A.1 – Variation de la viscosité et de la première différence des contraintes en fonction de la
vitesse de déformation pour un liquide de Giesekus (λ = 1 s).

A.2.2 Écoulement élongationnel uniaxial

Pour cet écoulement, la vitesse est donc donnée par :

u = (ux(x) , uy(y) , uz(z))

Le tenseur des vitesses de déformation est donc définie de la manière suivante :

D (u) =
1
2
(
∇u+∇uT

)
=

1
2


∂ux
∂x 0 0
0 ∂uy

∂y 0

0 0 ∂uz
∂z


En posant ε̇ = ∂ux/ ∂x la vitesse de déformation élongationnelle, en utilisant la condition

d’incompressibilité, trD (u) = 0 et le caractère uniaxial de l’écoulement, le tenseur vitesse de
déformation s’écrit :

D (u) =

ε̇ 0 0
0 − ε̇

2 0
0 0 − ε̇

2

 (A.26)

Le tenseur déviateur des contraintes est de la forme :

τ =

τxx 0 0
0 τyy 0
0 0 τzz

 (A.27)
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Généralement, dans le cas d’un écoulement élongationnel, le régime établi n’est pas atteint.
Ainsi les trois fonctions rhéologiques caractéristiques du liquide sont les coefficients d’accroisse-
ment de contraintes définis par : 

η+
e1(ε̇, t) =

τxx − τzz
ε̇

η+
e2(ε̇, t) =

τyy − τzz
ε̇

η+
e3(ε̇, t) =

τxx − τyy
ε̇

(A.28)

Pour un écoulement élongationnel uniaxial, comme τyy = τzz , nous obtenons un seul coeffi-
cient d’accroissement de contrainte :

η+
e (ε̇, t) =

τxx − τyy
ε̇

(A.29)

Définition. La viscosité élongationnelle est définie par :

ηe(ε̇) = lim
t→∞

η+
e (ε̇, t)

En exprimant les différents tenseurs dans le cas d’un écoulement instationnaire, l’équation
constitutive (A.2), devient :

τxx 0 0

0 τyy 0

0 0 τzz

+
λ

2η


τ2
xx 0 0

0 τ2
yy 0

0 0 τ2
zz



+ λ


∂
∂t τxx − 2ε̇τxx 0 0

0 ∂
∂t τyy + ε̇τyy 0

0 0 ∂
∂t τzz + ε̇τzz

 = η

2 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 ε̇ (A.30)

Ce qui conduit au système d’équations différentielles :

λ
∂

∂t
τxx + (1− 2ε̇λ) τxx +

λ

2η
τ2
xx = 2ηε̇

λ
∂

∂t
τyy + (1 + ε̇λ) τyy +

λ

2η
τ2
yy = −ηε̇

La résolution de ces équations différentielles conduit à :

τxx =
λ

η

−4χ
(

1− exp
√

(1−2χ)2+4χ
λ t

)
1− 2χ−

√
(1− 2χ)2 + 4χ−

(
1− 2χ+

√
(1− 2χ)2 + 4χ

)
exp
√

(1−2χ)2+4χ
λ t

τyy =
λ

η

2χ
(

1− exp
√

(1−2χ)2−2χ
λ t

)
1− 2χ−

√
(1− 2χ)2 − 2χ−

(
1− 2χ+

√
(1− 2χ)2 − 2χ

)
exp
√

(1−2χ)2−2χ
λ t
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Annexe B

Calcul du nombre de Weissenberg

On détaille ici le calcul du nombre de Weissenberg d’un liquide newtonien équivalent dans les
quatre configurations de référence.

B.1 Écoulement entre deux plans parallèles

On s’intéresse ici au calcul du nombre de Weissenberg dans le cas d’un écoulement entre deux
plaques parallèles. On rappelle la géométrie considérée dans la figure Fig. B.1

FIG. B.1 – Écoulement entre deux plans parallèles

La vitesse u s’écrit donc (ux(y), 0, 0). On considère l’écoulement d’un liquide newtonien,
l’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit alors : −η∆u +∇p = 0, ce qui
nous donne :

∂2ux(y)
∂y2

=
1
η

∂p

∂x
. (B.1)

En intégrant deux fois on obtient donc l’expression de la vitesse :

ux(y) =
y2

2η
∂p

∂x
+ C1y + C2. (B.2)

On sait que la vitesse est nulle au bord, i.e. pour y = −a et y = a et est maximale au milieu
de l’écoulement, i.e. pour y = 0. On en déduit le système suivant :{

ux(a) = 0
∂ux(0)
∂y = 0

⇔


a2

2η
∂p

∂x
+ C1a+ C2 = 0

C1 = 0.
(B.3)

On obtient donc directement :

C2 = −a
2

2η
∂p

∂x
,
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d’où

ux(y) =
y2 − a2

2η
∂p

∂x
.

On calcule maintenant le débit dans le tube noté Qa0 :

Qa0 =
∫ a

0
ux(y)dy

=
1
2η
∂p

∂x

∫ a

0
(y2 − a2)dy

= −2a3

6η
∂p

∂x
.

En utilisant la définition du débit, on a :

aū = Qa0

avec ū la moyenne de la vitesse à l’entrée de l’écoulement. Ce qui nous donne :

∂p

∂x
= −ūη 3

a2
.

On en déduit l’expression de la vitesse :

vx(y) = −3
2
ū
y2 − a2

a2
.

On calcule alors la vitesse de déformation γ̇(y) =
∂vx(y)
∂y

:

γ̇(y) =
3
a2
ūy.

La valeur maximum de la vitesse de déformation se situe à la paroi, on obtient donc :

γ̇max =
3
a
ū,

ce qui nous permet d’obtenir l’expression du nombre de Weissenberg pour cet écoulement :

We =
3
a
λū.

B.2 Contractions 4:1 et 4:1:4

Le nombre de Weissenberg est le même pour les contractions 4:1 et 4:1:4 dont les géométries
sont rappelées dans la figure Fig. B.2 :

On sait que la vitesse est nulle au bord, i.e. pour y = a et y = −a. Á partir de l’expression de
ux (B.2), on déduit le système suivant :

{
ux(a) = 0
ux(−a) = 0

⇔


a2

2η
∂p

∂x
+ C1a+ C2 = 0

a2

2η
∂p

∂x
− C1a+ C2 = 0

. (B.4)
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FIG. B.2 – Contractions 4:1 et 4:1:4

En soustrayant ces deux équations on obtient directement que C1 = 0. En remplaçant dans la
première équation on a :

C2 = −a
2

2η
∂p

∂x
,

d’où

ux(y) =
y2 − a2

2η
∂p

∂x
.

On calcule maintenant le débit dans la partie la plus fine du tube :

Q−aa =
∫ a

−a
ux(y)dy

=
1
2η
∂p

∂x

∫ a

−a
(y2 − a2)dy

= −2a3

3η
∂p

∂x
.

Par conservation du débit on a :

Q0 = 8aū = Q−aa,

avec ū la vitesse moyenne à l’entrée. D’où :

∂p

∂x
= −ūη12

a2
.

On obtient donc l’expression de la vitesse :

ux(y) =
y2 − a2

a2
6ū.

On calcule maintenant la vitesse de déformation γ̇(y) = ∂ux(y)
∂y :

γ̇(y) =
12y
a2

ū.
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La vitesse de déformation étant maximale au bord, on a :

γ̇max = γ̇(a) =
12
a
ū,

ce qui nous donne l’expression du nombre de Weissenberg :

We = λ
12ū
a
.

B.3 Écoulement autour d’un cylindre

On considère l’écoulement autour d’un cylindre d’un liquide newtonien dans la géométrie
définie dans la figure Fig B.3.

8a 24a

5a

a

FIG. B.3 – Écoulement autour d’un cylindre

On cherche à nouveau à exprimer C1 et C2 dans (B.2). On sait que la vitesse à la paroi du
domaine et à celle du cylindre est nulle. En considérant le demi-domaine et en posant r = a

2 le
rayon du cylindre et l = 5a

2 la largeur du demi-domaine on obtient la système :

{
vx(r) = 0
vx(l) = 0

⇔


r2

2η
∂p

∂x
+ C1r + C2 = 0

l2

2η
∂p

∂x
+ C1l + C2 = 0

. (B.5)

En soustrayant les équations de (B.5) on obtient :

C1 = −r + l

2η
∂p

∂x
.

On remplace cette expression dans la première équation de (B.5) , ce qui nous donne :

C2 =
rl

2η
∂p

∂x
,

et finalement on a :

x(y) =
1
2η
∂p

∂x
(l − y)(r − y). (B.6)

On calcule maintenant le débit dans le partie la plus fine du tube, qui a pour largeur l − r :

Qlr =
∫ l

r
vx(y)dy

=
1
2η
∂p

∂x

∫ l

r
(l − y)(r − y)

=
1

12η
∂p

∂x
(r − l)3.
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Le liquide étant incompressible, le débit est conservé tout au long de l’écoulement. Soit Q0 le
débit à l’entrée du tube et ū la vitesse moyenne à l’entrée du tube. On a, par définition du débit :

Q0 = lū = Qlr,

et donc :
∂p

∂x
= −12η

l

(l − r)3
ū.

On obtient donc l’expression de la vitesse :

vx(y) = −6(l − y)(r − y)
l

(l − r)3
ū. (B.7)

On peut maintenant calculer γ̇(y) =
∂vx(y)
∂y

:

γ̇(y) = −6ūl
2y − l − r
(l − r)3

. (B.8)

On veut maintenant évaluer la valeur maximale de γ̇, on la calcule donc à la paroi y = l :

γ̇max = γ̇(l) =
−6ūl

(l − r)2

En exprimant l et r en fonction de a, il vient :

γ̇max =
15ū
4a

Ce qui nous permet d’obtenir l’expression du nombre de Weissenberg :

We = λ
15ū
4a

.
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Simulation numérique des écoulements de liquides polymères

Il existe peu de codes commerciaux pour la simulation numérique des écoulements de liquides poly-
mères. Les difficultés proviennent des propriétés intrinsèques des polymères, qui sont des fluides visco-
élastiques non-newtoniens. Ceci implique un couplage entre la viscoélasticité du liquide et l’écoulement,
couplage quantifié par le nombre de Weissenberg. D’un point de vue numérique, la source du problème
est la perte de convergence des algorithmes lorsque ce nombre devient trop élevé. Cette thèse porte sur
le développement de schémas numériques robustes pour la simulation de ces écoulements en considérant
principalement le modèle de Giesekus.

Nous nous sommes d’abord intéressés au problème de Stokes et nous avons fait l’étude d’une méthode
de Galerkin discontinue moins coûteuse et plus robuste que la méthode "Interior Penalty" classique. Nous
avons fait une analyse a priori et a posteriori et nous avons mis en évidence les relations entre cette méthode
dG et les éléments finis non-conformes. Les résultats théoriques obtenus ont été validés numériquement.

Par la suite, nous avons considéré le modèle à trois champs de Giesekus. La vitesse et la pression sont
approchées par éléments finis non-conformes tandis que l’équation constitutive est traitée à l’aide d’élé-
ments finis discontinus et d’un schéma décentré de type Lesaint-Raviart. L’analyse de ces schémas dans
le cas quadrangulaire et triangulaire a été faite pour le problème de Stokes sous-jacent. Ces schémas ont
ensuite été implémentés dans la librairie C++ Concha. Nous avons effectué des comparaisons avec des don-
nées expérimentales mettant en évidence le bon comportement du modèle de Giesekus mais aussi avec le
code commercial Polyflow et une solution semi-analytique afin de valider nos schémas numériques. Nous
avons obtenu des simulations réalistes pour des nombres de Weissenberg élevés sur des cas-tests popu-
laires : écoulement autour d’un cylindre, contractions 4:1 et 4:1:4.

Mots clés : Polymères ; modèle de Giesekus ; équations de Stokes ; méthodes de Galerkin discontinues ;
éléments finis non-conformes ; analyse d’erreur a priori et a posteriori

Numerical simulation of polymer flows

There exist few commercial codes for the simulation of polymer flows. The difficulties stem from the
intrinsec properties of polymers which are viscoelastic non-Newtonian. This implies a coupling between the
viscoelasticity of the liquid and the flow, quantified by the Weissenberg number. The source of the problem
is the breakdown in the convergence of the algorithms at critical values of this number. This work is devoted
to the development of robust numerical schemes for the simulation of polymer flows, mainly considering
the Giesekus model.

We have first focused on the Stokes problem and we proposed a discontinuous Galerkin method less
expensive and more robust than the classical Interior Penalty method. We carried out an a priori and a
posteriori error analysis and we highlighted the connections between our dG method and nonconforming
finite elements.

Then, we have considered the three-fields Giesekus model. The velocity and the pressure are approxi-
mated by nonconforming finite elements, whereas the stress tensor is treated by discontinuous finite ele-
ments and an upwinding scheme of Lesaint-Raviart type. The analysis for triangular and quadrilateral
meshes has been performed for the underlying Stokes problem. All the schemes have been implemen-
ted in the C++ library Concha. Comparisons with experimental data have been carried out illustrating the
good behaviour of the Giesekus model. Moreover, comparisons with the commercial code Polyflow and a
semi-analytical solution have also been performed, validating our numerical schemes. We obtained realistic
simulations for high Weissenberg numbers on typical benchmark problems such as flows past a cylinder,
4:1 and 4:1:4 contractions.

Keywords : Polymers ; Giesekus model ; Stokes equations ; discontinuous Galerkin methods ; noncon-
forming methods ; a priori and a posteriori error analysis


