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Chapitre 1

Introduction générale

Cette these a été financée par le Conseil Régional d’Aquitaine et a été effectuée au sein de
1’équipe-projet INRIA Concha!. L’ objectif de cette équipe est le développement et I’analyse de
nouveaux algorithmes et d’une librairie C++ nommée CONCHA pour la simulation d’écoulements
complexes. Les applications sont, entre-autres, I’aérodynamique, les milieux poreux et les liquides
viscoélastiques. Plus précisément, un des objectifs est de développer des méthodes robustes pour
la simulation numérique des écoulements de liquides polymeres.

Le plan de cette introduction générale est le suivant : nous allons d’abord exposer les motiva-
tions de cette theése, ainsi que les travaux réalisés. Nous présenterons ensuite quelques perspectives

avant d’introduire des notations utilisées dans cette these.

1.1 Motivations et travaux effectués

Cette these est consacrée au développement de schémas numériques pour la simulation des
écoulements de liquides polymeres. De tels liquides sont d’un point de vue rhéologique des fluides
viscoélastiques non-newtoniens. Ils ont donc des comportements particuliers (effet de mémoire,
apparition de contraintes normales...) qui ne peuvent €tre prévus par les équations de Navier-
Stokes. Bien que ces liquides soient utilisés trés fréquemment dans I’industrie, il existe peu de
codes commerciaux pour simuler leurs écoulements.

Les principales difficultés sont dues aux propriétés intrinseques des liquides polymeres et
au couplage entre la viscoélasticité du liquide et I’écoulement. Ce couplage est quantifié par le
nombre de Weissenberg, défini par We = A7, ou A est le temps de relaxation et  est la vitesse
de déformation ou le taux de cisaillement. Les codes commerciaux existants permettent générale-
ment d’obtenir des résultats pour des nombres de Weissenberg inférieurs a 10, ce qui est insuffisant
pour décrire des écoulements réalistes (cf [49] et [82]). La source du probleme est la perte de la
convergence des algorithmes pour des nombres de Weissenberg élevés.

De plus, le comportement des liquides polymeres est si complexe qu’il existe dans la littéra-

ture plusieurs modeles pour le décrire. La loi linéaire de Newton ne pouvant étre appliquée, tout

Ihttp ://sites.google.com/site/conchapau/



un panel de lois constitutives existe pour simuler de maniere plus ou moins réaliste de tels écou-
lements. On obtient donc des modeles non-linéaires ayant au moins trois inconnues : la vitesse,
la pression et le tenseur déviateur des contraintes. Nous nous concentrerons dans ce mémoire
sur les modeles de type différentiel et plus précisément sur le modele non-linéaire de Giesekus
qui nous semble étre un des plus réalistes. Ce modele contient un terme quadratique en ten-
seur des contraintes, mais a I’avantage de reproduire correctement le comportement pour des écou-
lements élongationnels, de cisaillement et mixtes. En outre, il ne requiert la connaissance que de
deux parametres du liquide facilement mesurables, sa viscosité 1 et son temps de relaxation .

L’ objectif de cette these est de développer une approche numérique permettant d’obtenir des

résultats réalistes pour des nombres de Weissenberg élevés.

Ce manuscrit est divisé en deux parties chacune étant composée de trois chapitres, auxquelles

se rajoutent deux annexes. Les notations de chaque partie sont indépendantes.

Dans la Partie 1 nous nous sommes intéressés au probleme de Stokes pour lequel nous avons
fait I’étude complete d’une méthode de Galerkin discontinue (dG) ayant un lien avec les éléments
finis non-conformes. De nombreuses études ont été faites sur les méthodes dG dans le cas ellip-
tique, on se réfere a [3] pour une présentation générale. Le principe de telles méthodes est basé sur
I’utilisation d’éléments finis totalement discontinus et sur 1’ajout d’un terme de stabilisation sur
les arétes assurant la coercivité discrete.

La méthode symétrique avec pénalisation interne («Interior Penalty») a été initialement intro-
duite pour le laplacien dans [2]. La discrétisation ainsi obtenue est bien posée et des estimations
d’erreur a priori optimales ont été obtenues. Cette méthode a été ensuite étendue aux problémes
de Stokes et Navier-Stokes dans [37].

Un des principaux avantages de la méthode dG est sa facilité d’implémentation et sa flexibi-
lité. Cependant, méme pour un degré polynomial bas, elle est tres coliteuse en terme de nombre
d’inconnues et de couplage de matrices. De plus, la dépendance par rapport au parametre de stabi-
lisation est un point crucial. C’est pourquoi il nous a semblé intéressant de considérer un terme de
stabilisation moins cofiteux permettant de rapprocher notre méthode dG d’une méthode d’éléments
finis pour le probleme de Stokes plus traditionnelle.

Comme dans la méthode IP classique de [37], notre approche consiste a approcher la vitesse
par des éléments finis Py, et la pression par des éléments finis P,_; pour £ = 1,2 et 3. La
principale différence provient du choix du terme de stabilisation. Dans [37], les auteurs considerent
la norme L2 du saut de la vitesse a travers les arétes. Dans ce cas, la méthode n’est pas robuste pour
des valeurs élevées du parametre de stabilisation, les espaces obtenus dans le cas limite n’étant
pas inf-sup stables pour le probleme de Stokes. Pour pallier cet inconvénient, nous considérons un
terme de stabilisation faisant intervenir une projection adéquate du saut des vitesses a travers les
arétes. Ce choix présente deux principaux avantages.

Tout d’abord, on montre que la solution de cette formulation tend, lorsque le parametre de

stabilisation v tend vers I’infini, vers la solution du probleme de Stokes approché par éléments

2



finis P}, x P,_; non-conformes. De plus, on montre que la vitesse de convergence est y~!. D’autre
part, notre terme de stabilisation nous permet de construire un tenseur d’approximation localement
conservatif dans ’espace d’éléments finis de Raviart-Thomas, ce qui nous permet d’établir un
estimateur d’erreur a posteriori simple. De plus, on montre que cet estimateur tend, lorsque v —
00, vers un estimateur d’erreur pour I’approximation non-conforme du probléme de Stokes ; dans
le cas k = 1, ce dernier peut-&tre rapproché de 1’estimateur bien connu de Dari, Duran et Padra
(cf [26]).

Nous avons aussi considéré la formulation en tenseur des vitesses de déformation D(u) =
%(Zu + ZUT) du probleme de Stokes. En effet, cette deuxieme formulation est équivalente a
la formulation a trois champs du probleme de Stokes et semble donc étre un point de départ
intéressant pour traiter le modele a trois champs de Giesekus. Dans ce cas, on rajoute un deuxieme
terme de stabilisation pour k£ = 1, nous permettant d’obtenir une inégalité de Korn pour les espaces
discontinus.

Des résultats numériques sont présentés pour illustrer les résultats théoriques obtenus, des
comparaisons avec la méthode «Interior Penalty» ont aussi été effectuées.

Néanmoins, les méthodes de type Galerkin discontinu sont tres coliteuses et donc peu adaptées

aux formulations non linéaires a trois champs que 1I’on doit traiter dans le cas des polymeres.

Dans la Partie 2, on s’intéresse plus particulierement a la simulation des écoulements de
liquides polymeres.

Apres avoir présenté quelques propriétés des liquides polymeres, on s’intéresse a la discré-
tisation par éléments finis du modele de Giesekus. Ce modele contient un terme de convection
sur le tenseur des contraintes. On portera donc une attention particuliere aux choix des espaces
d’approximation, mais aussi au traitement du terme convectif.

Plusieurs méthodes mixtes bien posées ont été développées ces dernieres années. Certaines
approches consistent a stabiliser le schéma en rajoutant de I’ellipticité dans 1’équation du mouve-
ment. On cite par exemple la méthode EEME (FElasticity Elliptic Momentum Equation) de [51] qui
reformule 1’équation du mouvement afin de faire apparaitre de maniere explicite un terme ellip-
tique. Une autre méthode populaire est la méthode EVSS ( Elastic-Viscous Split Stress) introduite
dans [73]. Le tenseur des contraintes est décomposé en une partie élastique et une partie visqueuse,
le probléme a quatre champs ainsi obtenu est alors approché aprés un changement de variable. La
méthode AVSS (Adaptive Viscous Split Stress) de [77] introduit un nouveau changement de va-
riable. Cependant, ces changements de variable ne peuvent pas étre appliqués a tous les modeles
rhéologiques. La méthode DEVSS (Discrete Elastic-Viscous Split Stress) de [39] permet de pallier
ce probleme, en effet la méme décomposition du tenseur des contraintes est effectuée mais il n’y
a pas de changement de variable.

En ce qui concerne la discrétisation du terme convectif, on trouve deux principales approches :
la premiere est basée sur la méthode de décentrage en amont Streamline-Upwind (SU ou SUPG,

voir [47] et [20]) et la deuxieme est basée sur les méthodes de type Galerkin discontinu. La pre-



miere classe de méthodes, basée sur I’ajout de diffusivité artificielle, a été initialement appliquée
aux liquides viscoélastiques dans [60]. La deuxieéme méthode basée sur le schéma décentré de
Lesaint-Raviart (cf [55]) a été d’abord appliquée aux liquides viscoélastiques dans [32]. Un des
avantages de cette méthode est que la condition de compatibilité entre 1’espace discret de la vi-
tesse et celui du tenseur des contraintes est facilement satisfaite. De plus, I’implémentation des
méthodes dG est plus facile. Une description complete de ces méthodes peut étre trouvée dans la
littérature (cf [4], [5] et [69]).

Au vu des résultats obtenus avec la méthode dG, nous avons choisi d’utiliser pour le modele
de Giesekus, des éléments finis totalement discontinus pour approcher le tenseur des contraintes et
des éléments finis non-conformes pour approcher la vitesse et la pression. Nous avons considéré
le cas triangulaire, pour lequel nous utilisons pour approcher la vitesse et la pression les éléments
finis de Crouzeix-Raviart (voir [24]), mais aussi le cas quadrangulaire, pour lequel nous utilisons
alors les éléments finis de Rannacher-Turek (voir [74]). L’analyse de ces schémas numériques a
été faite pour le probléme de Stokes sous-jacent. Dans le cas quadrangulaire, on montre qu’il est
nécessaire d’ajouter un terme de régularisation afin d’avoir une méthode convergente. Des vitesses
de convergence optimales ont alors été obtenues dans les deux cas.

On s’intéresse aussi a la positivité d’un tenseur appelé tenseur de conformation qui est un
point crucial pour la simulation numérique. Le probleme du nombre de Weissenberg élevé semble
étre associé a la perte de la positivité de ce tenseur au niveau discret. On montre alors que sous
certaines hypotheses, les schémas numériques utilisés préservent cette propriété au niveau discret.

Nous avons comparé les résultats obtenus a des valeurs expérimentales, trouvées dans la lit-
térature (voir [72]). Ces comparaisons nous ont permis d’illustrer le bon comportement de notre
schéma numérique mais aussi de montrer le réalisme du modele de Giesekus par rapport a d’autres
modeles rhéologiques. D’autre part, nous avons considéré des cas-test de référence en simulation
numérique des écoulements de liquides polymeres : la contraction 4 :1, la contraction/expansion
4:1:4, et I’écoulement autour d’un cylindre. Nous avons effectué des comparaisons avec le code
commercial Polyflow®, connu dans le monde industriel pour sa fiabilité et sa robustesse. Les ré-
sultats obtenus sont similaires. Nous avons pu obtenir des résultats réalistes pour des nombres de
Weissenberg élevés. Afin de pouvoir utiliser des maillages fins (de I’ordre de 1 million d’éléments),
nous avons développé une méthode multigrilles basée sur un lisseur de type Vanka. Ceci nous a
permis de valider notre méthode en comparant nos calculs, en particulier la trainée, aux résultats
présents dans la littérature. Pour cela, nous avons considéré le cas-test populaire de I’écoulement

autour d’un cylindre centré et le modele d’Oldroyd-B.

1.2 Perspectives

Dans la suite, plusieurs perspectives a ce travail peuvent étre envisagées.
— Analyse du modele de Giesekus.

Tout d’abord, concernant I’analyse mathématique du probléme instationnaire de Giesekus, il
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serait intéressant d’établir des estimations d’énergie au niveau continu et discret, basées sur
la positivité du tenseur de conformation. De telles estimations pourront ensuite &tre utilisées
pour montrer I’existence d’une solution faible du probléme continu. Cette approche a déja
été appliquée dans [6] a un modele régularisé d’Oldroyd-B ; néanmoins, afin de garantir que
le tenseur de conformation discret est symétrique défini positif, les auteurs sont amenés a
introduire plusieurs régularisations du probleme discret, en suivant la démarche de [7].
Adaptation de maillage.

Le développement de méthodes adaptatives serait important pour améliorer I’efficacité des
simulations numériques. En effet, les calculs effectués dans cette thése montrent deux sources
de singularités. La premiere est de nature géométrique et releve des coins rentrants (par
exemple au niveau de la contraction 4:1). La seconde est liée au caractere des équations qui
fait que les solutions présentent des couches limites (voir par exemple la figure Fig. 7.25).
Le développement d’une méthode adaptative nécessite d’abord 1’écriture d’un estimateur
d’erreur a posteriori, ce qui est en cours.

Extension au cas 3D.

Dans le but de se rapprocher des applications réalistes, on peut envisager 1’extension des
travaux effectués dans cette these aux écoulements de liquides viscoélastiques en trois di-
mensions. Cette extension inclut aussi bien un aspect algorithmique qu’un aspect numérique
important. D’un point de vue numérique, il faut développer et implémenter dans la librai-
rie CONCHA des schémas de discrétisation appropriés, qui soient stables pour les différents
termes de convection présents dans les équations et qui préservent de plus certaines proprié-
tés du systeéme physique continu (comme la positivité du tenseur de conformation), afin de
garantir la robustesse par rapport aux grands nombres de Weissenberg. D’un point de vue
algorithmique, le passage de 2D a 3D implique le couplage non linéaire entre les différentes
variables physiques, ce qui engendre un surcoit de calcul trés important. D’ol la nécessité
de mettre en place des outils numériques performants et robustes comme le stockage des
matrices, les méthodes multigrilles, les méthodes adaptatives et la parallélisation du code.
Prise en compte de la thermique.

Enfin, toujours dans le but d’accroitre le réalisme des simulations numériques, il faut prendre
en compte le couplage thermomécanique. Ceci implique I’ ajout de deux nouvelles variables,
la température et la masse volumique, et de deux équations, I’équation de conservation de
I’énergie et I’équation d’état. D’un point de vue numérique, ceci nécessite, le développe-
ment de schémas approprié€s au cas ot la masse volumique p n’est pas constante, en parti-
culier pour traiter les termes de convection pv - Vv et pv - VT et I’équation de continuité
% + div(pv) = 0. D’autres aspects, comme une viscosité thermo-dépendante pourront

aussi étre pris en compte.



1.3 Notations

Dans ce manuscrit, on utilisera les notations suivantes. Les vecteurs de dimension R% (d =2 ou

3 ) seront notés en gras, © = (1, T2, ...x4) et les tenseurs d’ordre 2 sur R? x R? seront soulignés
g y L2y T g

d’un trait, 7 = (Tij)0<i§d,0<j§d-
On utilisera la convention de sommation d’Einstein (de 1’indice répété).

Le produit scalaire de deux tenseurs d’ordre 2 sera noté :
T:0 = Tij04j;

Pour tout k& € N, on notera par P, I’ensemble des polynomes de R? de degré plus petit ou égal
a k en chacune des variables.

Soit £ un ouvert borné de R?, de frontiere lipschitzienne.

On rappelle la définition de quelques espaces fonctionnels usuels (voir par exemple [75]).
Pour m € N, on définit I’espace de Sobolev d’ordre m par :

H™(Q) = {v e L*(Q): YVa<m, 8% e L} (Q)},

ol 0%v est la dérivée partielle (au sens des distributions) d’ordre o = (g, ..., ap,) € N de v :
or o ol =3
V==, avec|al= Q.
0x" - - - Oy P
H™(2) est un espace de Hilbert muni de la norme :

1/2

oo = 3 /Q 0%’

la|<m
On utilisera aussi la semi-norme définie par :

1/2

Wlma={ Y / 0% da
Q

la)l=m

On introduit aussi les deux espaces usuels suivants :
Hy(Q) = {v € H(Q) : v =0sur9Q} = D(Q),
L) = {q € L*(Q): /quas = 0}.
On introduit aussi I’espace de traces suivant :
H'Y?(0Q) = {g € L*(39), tel que3v € H'(Q), v = g sur 9}

muni de la norme :

= inf
lglljzon = _inf o lvlie



On utilisera aussi 1’espace des traces normales partielles sur une partie du bord I' C 9 défini
par :
H=Y2(0) = [Hy*(T))

avec [Héo/z(l“)]’ ’espace dual de :
H&f(F) = {p € L*(),tel que v € H'(Q),v = psurTetv = 0 sur 9N\ I'}.
Soit V un espace de Hilbert quelconque et soit d = 2 ou 3, on utilisera les notations suivantes :

V={v=(v1,..,v9);v € V,1 <i<d}=V?
V={r=(n)mneV,1<i<d 1<j<d}.

On introduit maintenant des notations spécifiques aux méthodes d’éléments finis.
On supposera désormais que €2 est un domaine polygonal. On considére une famille régulicre
de triangulations, (7})x~0, de 2. Chaque triangulation 7j, est composée d’éléments 7', qui peuvent

étre des triangles ou des quadrilateres, de telle maniere que :

a=Jr

TeT),
On note 5};’” I’ensemble des arétes internes de 7y, 5‘2 I’ensemble des arétes du maillage situées sur
le bord 0f2 et g5, I’ensemble des arétes de 7, ¢, = 82’“ U 52.
On note hr le diametre d’un triangle T, pr le diametre du cercle inscrit de 7" et on pose h =

max hy. Comme (7},),~0 est une famille réguliere, il existe un paramétre ¢ > 0 tel que :
€7p

h
VT €T, — = <s. (1.1)
T
Sur chaque aréte e de 52”t, telle que e = 97" N AT7, on définit une fois pour toutes la normale
unitaire .. Pour une fonction donnée ¢ avec o € c(T ") (1 < 7 < 2), on définit sur e :
2

moyenne de ¢ de la maniere suivante :

“rlip) = hms:([)) o(x — ene), o™ (x) = lims;? o(x + en.). On construit alors le saut et la

[p] = @ — ™, (1.2)
1 .
{o} = g(w’"twm)- (1.3)

Si e se trouve sur Jf2, la normale mn. est la normale extérieure 7 et le saut et la moyenne de ¢
correspondent a la trace de ¢ sur e.

On notera par la suite, les projections L?(e)-orthogonales d’une fonction quelconque ¢ €
L?(e) sur un espace polynomial P, Vk € N, par 7. On généralise cette notation pour w # e, en
introduisant la projection L?(w) orthogonales sur un espace polynomial Py, Vk € N notée e P.

Ces projections satisfont les propriétées suivantes :

16 ullow < flefow- (1.4)
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En effet, par définition de la projection on a :

/uvd:v:/ﬁg’uvdx, Vv € F.
w w

En prenant v = 7ju, on obtient le résultat souhaité a I’aide de I’inégalité de Cauchy-Schwartz.

On notera ¢ = max{¢,0} la partie positive de ¢ et o~ = ¢ — T sa partie négative.



Premiere partie

Une méthode Galerkin discontinue pour
le probleme de Stokes liée aux éléments
finis non-conformes






Introduction

Dans cette partie, on introduit et analyse une nouvelle méthode de type Galerkin discontinue
(dG) pour le probleme de Stokes. Cette partie est divisée en trois chapitres.

Dans un premier chapitre, nous décrivons la nouvelle méthode de type Galerkin discontinue
appliquée aux trois formulations du probleme de Stokes : la formulation classique en terme de
gradient de vitesse mais aussi la formulation en terme de tenseur des vitesses de déformation
équivalente a la formulation a trois champs. On montre alors que les problémes discrets sont bien
posés. De plus, on montre que les solutions de ces problemes tendent, lorsque le parametre de
stabilisation tend vers I’infini vers la solution du probléeme de Stokes approché par éléments finis
non-conformes.

Dans le second chapitre, nous faisons une analyse d’erreur a priori de ces schémas. En outre,
on montre I’éfficacité et I’optimalité d’un estimateur d’erreur a posteriori élaboré pour le probleme
de Stokes en terme de gradient de vitesse. Cet estimateur tend lorsque le parametre de stabilisation
tend vers I’infini vers un estimateur bien connu pour I’approximation non-conforme du probléme
de Stokes.

Finalement, dans le troisicme chapitre, nous présentons des résultats numériques illustrant les
résultats théoriques obtenus dans les deux premiers chapitres. Apres avoir montré la convergence
de notre méthode, nous avons comparé les résultats obtenus avec notre méthode avec ceux ob-
tenus avec la méthode dG classique («Interior Penalty»). Nous présentons ensuite des tests sur
I’adaptation de maillage.

Ces travaux ont donné lieu a un article intitulé Connections between discontinuous Galerkin
and nonconfoming finite element methods for the Stokes equations soumis dans la revue Nume-
rical Methods in PDE’s axé sur la formulation en terme de gradient de vitesse du probleéme de
Stokes ainsi qu’a un proceeding de ENUMATH 09 A dG method for the strain-rate formulation
of the Stokes problem related with nonconforming finite element methods (Proceedings of ENU-
MATH’09) (cf. [11]) traitant de la formulation en terme de tenseur des vitesses de déformation.
De plus, un rapport de recherche INRIA a aussi été élaboré (cf. [10]). Enfin, ces travaux ont été
présentés dans des conférences avec comités de lectures : MAFELAP (Londres, Royaume-Uni,
2009), ENUMATH (Uppsala, Suede, 2009), Workshop on Mathematical Fluid Mechanics and
Applications (Evora, Portugal, 2010), MAMERN (Pau, France, 2009) .
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Chapitre 2

Nouvelle stabilisation Galerkin
discontinue et robustesse de la méthode

2.1 Probleme de Stokes et trois formulations variationnelles

On s’intéresse aux équations de Stokes bi-dimensionnelles (d= 2) qui décrivent I’écoulement
stationnaire d’un fluide newtonien, incompressible pour des nombres de Reynolds peu élevés. Les
équations régissant de tels écoulements sont les suivantes :

e Conservation de la quantité de mouvement :
=V -1 =f; (2.1)

e Conservation de la masse :
V-u=0; (2.2)

e Equation constitutive d’un liquide newtonien :
7 =2uD(u); (2.3)

e Conditions de bords (de type Dirichlet pour simplifier I’étude) :
u=g.

Avec :
o u la vitesse et p la pression ;

o II le tenseur des contraintes totales, défini par :
I=7-pl, (2.4)

T étant le tenseur déviateur des contraintes et / la matrice identité ;

o D(u) le tenseur des vitesses de déformation, défini par :

D(u) =

D % (Yu + Vul): 2.5)

13



o u la viscosité dynamique, supposée constante.
Les données du probleme sont f € L%(2) et g € H'/?(8Q). Nous allons étudier dans cette partie

trois formulations variationnelles mixtes de ce probleme.

En substituant I’expression de II dans (2.1), on écrit le probleme de Stokes sous la forme

suivante :
—divt +Vp = f dans €
V-u = 0 dans 2.6)
7 = 2uD(v) dans Q
u = g sur 0.

Les inconnues de ce probleme sont le tenseur déviateur des contrainte 7, la vitesse u et la pression

p.

D’autre part, en remplacant 7 dans 1’équation de conservation de la quantité de mouvement,

on obtient :

divt = 2udivD(u).

En prenant en compte la condition d’incompressibilité, on a aussi :
2udivD(u) = pAu,

ce qui nous mene aux deux formulations suivantes :

—pAu+Vp =f dansQ —2udiv(D(uw)) +Vp =f dansQ
V-u =0 dans Q 2.7 V-u =0 dans Q (2.8)
u =g sur 0f) u =g sur 0f)

Dans ces deux formulations, les inconnues sont la vitesse w et la pression p.

Afin de proposer une formulation variationnelle, on introduit u, € H 1(Q) un relévement de
la donnée du bord g € H'/?(89) tel que :

uy = g sur 0f) et

lugllro < llglli/2,00-

On considere tout d’abord la formulation variationnelle classique, que 1’on appellera la formu-
lation (Vu, Vo) de (2.7) :

Trouver (u, p) € (uy + H'(Q)) x LE(Q) tels que :
a(u,v) + b(p,v) =I(v) Yve HQ) (2.9)
b(g.w) —0 Ve L3)
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ou les formes bilinéaires, respectivement linéaires sont définies par :
a(lu,v) = u/ Yu : Vudz,
Q

b(p,v) = —/deivvda:,

I(v) = /Q Fodz.

La formulation variationnelle de (2.8), appelée formulation (D(u), D(v)) est la suivante :

Trouver (u, p) € (uy + H'(Q)) x L3(9) tels que :
c(u,v) +b(p,v) =Il(v) Yvec HLQ) (2.10)
b(g, u) =0 Vge (D).

L’unique différence entre (2.9) et (2.10) est que la forme linéaire a(-, -) est remplacée par :

clu,v) = QM/QD(U) : D(v)dx.

Cette forme linéaire est obtenue en utilisant une propriété du produit entre un tenseur symétrique

et un tenseur anti-symétrique, ce qui donne :

24 [ D(w): Tode = s [ Diw): D(w)is
Q Q
Enfin, la formulation variationnelle a trois champs de (2.6) est :
Trouver (u, p,T) € (uy + H(Q)) x L3(Q) x X tels que :
b(p,v) +d(r,v) =Il(v) Yvec H}Q)

b(q,w) =0 Vg € L3(Q)
d(0,u) —e(@,7) =0 Vo e X

2.11)

d(r,v) = / 7 : D(v)dx,
Q
e(@,r) = — [ 0:7dzx,
X = {0=(0i)1<ij<2:0ij = 05, 055 € L*(), 4,5 = 1,2} .

La preuve de I’existence et de 1’unicité de la solution des problemes (2.9) et (2.10) est bien
connue (voir par exemple [36] pour une démonstration). En ce qui concerne la formulation a trois
champs (2.11) on utilise son équivalence avec (2.10). En effet, si (u, p) est la solution de (2.10)
alors (u, p, 2uD(w)) est solution de (2.11), ce qui nous assure I’existence d’une solution. D’autre
part, si (u, p, 2uD(wu)) est solution de (2.11), alors (u, p) vérifie (2.10) et 7 = 2uD(u), ce qui
nous assure 1’unicité de cette solution.

On note que la formulation a trois champs nous permet de considérer le tenseur des contraintes

comme inconnue et sera donc utile pour I’étude des écoulements de liquides non newtoniens, ce
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qui est I’objectif de la deuxieme partie de ce manuscrit. En effet, lorsque 1’on étudie de tels fluides,
on ne peut pas éliminer le tenseur des contraintes des équations constitutives correspondantes, et
on doit donc traiter des formulations ayant au moins trois inconnues.

D’autre part, on montrera par la suite 1’équivalence entre la formulation variationnelle discrete
(2.8) et celle a trois champs, ce qui nous ramene de maniere naturelle a I’étude de la formulation a
deux champs (2.8). Enfin, un autre point d’intéret de cette étude est lié aux conditions de bord de
Neumann : dans la formulation (2.7) on doit imposer (Vu)n alors que dans la formulation (2.8),
on doit imposer D (u)n (i.e. 7n dans le cas newtonien) ce qui signifie d’un point de vue physique

les forces normales.

On s’intéresse par la suite a I’approximation de ces trois problémes par une méthode de type

Galerkin discontinu (dG), avec une stabilisation plus faible que celle connue dans la littérature.

2.2 Discrétisations

2.2.1 Résultats préliminaires

On prend désormais k£ = 1, 2 ou 3. On introduit les espaces discrets de dimension finie V7,
Qpn et X, dont les éléments sont completement discontinus :
Vi, = {'Uh ELZ(Q);’UMTEP]C, VTE’Z;L}
Qn {qn € Li(); qnp € Pe1, VT € T}
X, = {0,€X; )7 €Pypy, VT €T,}.

On rappelle maintenant les propriétés d’approximation des espaces V'j, et Oy, (voir aussi [37]).
On sait qu’il existe un opérateur d’interpolation noté i, € £(L3(£); Q) tel que, pour tout T € 7Ty,

et pour chaque k£ = 1, 2 et 3, on ait :

Vp € LE(Q), Vr € Py_q, / r(ipp — p)dx = 0. (2.12)
T

De plus, pour s un réel de [0, k] ona:
Vg € H(Q) N L§(Q), g —ingllor < Chilglsr (2.13)

Comme précédemment, pour chaque £ = 1, 2 et 3, il existe un opérateur d’interpolation
I, € L(HY(Q); V) qui vérifie :

Vv e HY(Q), Vr € Pp_1, /rV~(Ih(v)—v)da::O (2.14)
T
Vv e HYQ), Ve € e, Vr € Pyy /r[Ih(v)]ds ~0 2.15)

On a de plus I’estimation d’erreur d’interpolation suivante :

Vs € [0,k], Vv e H*(Q), |v —In(v)ir < Chy|vlstia, (2.16)
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ol A est un macro-élément contenant 7.

Le cas k = 1 est traité dans [24] (avec Ap = T"), celui k = 2 vient de [33] et la cas k = 3 est
étudié dans [23].

On introduit la forme bilinéaire sur (H'(Q) 4+ V) x (H(Q) 4+ V') qui est notre nouveau
terme de stabilisation et qui a pour réle d’assurer la coercivité discrete :

Juww)=pY |; / [ 1a] - [ 10]ds. @.17)

ecep

On remarque que J(u,v) = 0 pour tout u € H(Q).

On note | - |1 5 la semi-norme brisée de H'((2) définie de la maniére suivante :

luli= ) IVulgr, YueH'(Q)+V,
TeT),

et on peut maintenant introduire la semi-norme sur H'(Q) x V, :

el = (ol 47 () 2 2.18)
ou v > 0 est le parametre de stabilisation. On montre alors :
Lemme 2.2.1. L’application u — ||| u ||| est une norme sur V',

Démonstration. On sait de maniére triviale que ||| w ||| est une semi-norme dans V'y,.

Montrons que si ||| w |||= 0, alors w = 0. Par définition, on a :

2. =0 VYueV
lull=0 = { “he we v
vJ(u,u) =0 YueVy

D’une parton a :

=0 = Y /(Vu)2da: _o,
TeT,’ T
<~ Yul|r=0, VT €T,
<= westconstant sur T, VI € 7y,.

D’autre part,

1
J(u,u) =0 <= u Z el /[Trk_lu]2ds =0,

ecep

< [mp_1u] |e=0 Ve € &,

Siee 5}?”, alors il existe deux triangles 7" et T2 de 7}, tels que e = T'' N T2. On a alors :
Te—1UW ‘le Te—1UW ’T2 .
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Dong, Ve € aﬁl"t, u | est continue aux points de Gauss. On en déduit donc que w est constant sur
Q.
Sie e 52, onamg_1u |¢= 0 donc u |, est nul aux points de Gauss.

Comme u est constant sur {2, on a bien :
u =0 sur €.

On a donc montré que ||| w ||| est une norme sur V. O

2.2.2 Formulations discretes
2.2.2.1 Formulation (Vu, Vv) discréte
On considere la formulation discrete du probleme (2.9) suivante :

Trouver (up,pr) € Vi, X Qy, tels que :

ah(uh,vh)—i—bh(ph,vh) :lh(’Uh) Yo, € Vi, (2.19)
br(qn, un) = gnlan) Yan € Qn
ol
ah(uh,vh) = /Vuh Vvhdx+'yuz| |/7Tk 1uh 7Tk 1’Uh]d
TET ecep,
ou ov
X ({5t s [{5 h}-[uhws)
e€ep, e Ne
brlan,vn) = — ) /%V vhd$+2/{Qh} v, - meld
TeT, eEEh
h(ve) = Y, /f vpde — p Z 8 | |/7Tk 19 - Tk—1Vpds
TeT,
gnlan) = Z/th-neds-
eced '€

Afin d’alleger les notations, on décompose la forme ay (up, vy) de la maniére suivante :
CLh(-, ) = AO('v ) + Al('a ) —+ ’Yj(a ')7
ol

Ao(up,vp) = p Z /Vuh Yopdx,
TeTy

Ay (wp, o) = —p Y (/{8Uh} - [vg] +/e{gz};} : [uh]> ds.

ecep

Le premier terme de A; (-, -) provient de I’intégration par parties de —Aw. On rajoute le deuxieme
terme afin d’obtenir une forme ay, (-, ) symétrique. On note que la solution (uy,, pj,) dépend claire-
ment de . Cependant, afin d’alléger les notations, on ne rajoutera 1’indice v que dans les sections

2.4 et 3.2.3 de cette partie ou la dépendance de la méthode par rapport a ce parametre est étudiée.
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Remarque 1. Dans cette formulation (ainsi que dans toutes les méthodes dG), on prend en
compte de maniere faible la condition de bord de Dirichlet, u = g sur 0S) en utilisant la méthode
de Nitsche qui évite de rajouter des conditions de bord dans la définition de ’espace. En effet, la
condition de bord est prise en compte de maniere faible, dans la définition du second membre du
systeme. Cette méthode a été introduite par J. Nitsche en 1971 [65]. Elle a d’abord été utilisée
pour des méthodes d’approximation par éléments finis continus avant de I’étre pour des méthodes

discontinues (voir par exemple [12]).

2.2.2.2 Formulation (D(u),D(v)) discrete

On considere la formulation discrete du probleme (2.10) :

Trouver (U}, Pr) € Vi, X Qp, tels que :

Ch(Uh,’Uh) + bh(Ph,vh) = fh(vh) Yo, € Vi, (2.20)
br(qn, Up) = gnlqn) Van € Qn
cu() = Coly) +C1(e) +4J(, ) + ()
Co(up,vp) = QMTEZT}L/TD(Uh) : D(vp,)dx
Cita) = oS ([ 10@nilds+ [ {Dw0n) ) ds)
M) =p Y ’(13|/[ﬁl(uh-ne)]-[wl(vh-ne)]ds
po) = % / f-vhdx—zué [ @) - gds

1
—HVYE — | k19 - Tr_1Vxds
le]
eced ©

et ol maintenant v > 0 et y; > 0 sont deux parametres de stabilisation (qui peuvent étre choisis
independants de h). Les termes Cy(-,-) et C(-,-) sont construits de la méme maniere que les
termes Ao (-, -) et A1 (-, -) de la formulation précédente. Le deuxiéme terme de stabilisation .J; (-, -)
est rajouté afin de retrouver la coercivité de la forme ¢y, (-, -) dans V', a ’aide d’une inégalité de
type Korn.

Remarque 2. On note que si I’ordre polynomial est égal a 2 ou 3, il n’est pas nécessaire de
rajouter le terme J1(-,-). En effet, on a KerpJ(-,-) C KerpJi(-,-). On le laisse afin d’avoir une
écriture homogene pour toutes les valeurs de k.

D’autre part, on note que I’on a pas besoin de rajouter de stabilité sur le bord Of).
On introduit la semi norme suivante sur H'(Q) + V7, :
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1/2

[w] = | 20 > ID@)[§ 7+ 77 (v, 0) + 1J1(v,v)
TET,

Lemme 2.2.2. L’ application v — [[v]] est une norme sur V', pour tout k =1, 2, 3.

Démonstration. Soit [[v]] = 0. Alors [7;_1v] = 0 sur chaque aréte e € ¢y, [w1v - 1| = 0 sur
chaque aréte interne e € aﬁl”t et D(v) = 0 sur chaque triangle 7" € 7j,. Cette derniére relation
implique que v est un mouvement rigide sur chaque T’ € 7}, (i.e. v = ar + byrx’ avec ar € R2,
br € Retxzt = (x3, —x1) ), donc v est linéaire par morceaux.

Pour £ = 2 ou 3, on obtient que 7,1 v = v et on peut donc en déduire de maniere similaire
que dans le lemme 2.2.1 que v est continu a travers les arétes et nul au bord. Donc v € H}(Q2) et
I’inégalité de Korn classique implique que v = 0 dans €.

Pour k£ = 1, on obtient que v - . est continu a travers les arétes internes mais v est seulement
continu aux points milieux des arétes. On note (cf. [61]) que la trace tangentielle d’un mouve-
ment rigide est constante sur un segment (et non pas une fonction enticrement linéaire) : en effet,
(brxt) - t. = brx - n. est constant le long de 1’aréte e d’équation x - n, = const. On peut
donc immédiatement en conclure que v - t. est aussi continu a travers les arétes internes, d’ou
v € H'(Q). Onadonc v = a + bx' dans 2 avec mov = 0 sur chaque aréte du bord e € 52 , ce

qui implique v = 0. O
2.2.2.3 Formulation discrete a trois champs

On considere 1’approximation du probleme (2.11) par éléments finis de type dG suivante :

Trouver (U;L7 P,;,I;l) e Vi x Qp x Xtels que :
kh(Ulh, vp) + bh(P,;,vh) + clh(z;17 vy) = fu(vy) Yo, € Vy
b (gn, U}) = gn(an)  Van € Qn
(0, U) —e(Oh, 1) =0 W6, € X,

2.21)

kn(0) = Cil) +J() + i)
dn(Op,vn) = Z/TQ;L:D(vh)dx.

TeT),

2.2.3 Autres méthodes dG pour le probleme de Stokes

Dans [37], V. Girault, B. Riviere et M. F. Wheeler, font I’étude d’une méthode de type Galerkin
discontinue pour les problémes de Stokes et de Navier-Stokes avec décomposition de domaine,
différente de celle que nous considérons. Plus précisément, ils considerent le terme de stabilisation

J*(-,-) issue de la méthode IP ("Interior Penalty") classique :

J*(up,vp) = p Z ’l/[uh] - [vp]ds.

eceyp,
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Nous montrerons par la suite que notre méthode est robuste lorsque v — oo. En effet, la solution de
(2.19) tend lorsque v, tend vers I’infini, vers 1’'unique solution du probleme de Stokes par éléments
finis P x Pj,_1 non-conformes, qui est stable pour tout £ = 1, 2, et 3. En outre, on montre que
la vitesse de convergence est v~ !. Enfin , la constante inf-sup par rapport 4 notre norme énergie
est indépendante de ~, ce qui n’est pas le cas dans [37] ot elle est O(1/,/7). D autre part, en
choisissant ce terme, on peut approcher les intégrales sur les arétes avec des formules de Gauss de
plus bas degrés que dans [37]. Enfin, cela nous permet de construire un tenseur d’approximation
localement conservatif dans I’espace d’éléments finis de Raviart-Thomas, que nous utiliserons afin

de définir un indicateur d’erreur a posteriori simple pour la méthode dG.
Un autre terme de stabilisation / R(Jup)) - R([vy])dz a été introduit par Bassi et Rebay
Q ,
dans [8], ou R est un relévement des sauts a travers les arétes dans Pg”c. Dans le but de gagner en

efficacité d’un point de vue du cofit de calcul, ils remplacent les contributions venant de I’opérateur

de relevement global R, par un opérateur de relevement local R, défini par
Z/ R.(w) - vpdx = /w Awvplds, Yoy € PsC.
Toe T e

D’ou )
/ R.(w) - vpdx = 3 /'w -vpds, Vv € Pgisc. (2.22)
T e
On peut donc finalement approcher ce terme de stabilisation par :
T unon) = 2 Y r [ Rulfun)) - Rulfond
ecer Toe 4

On suppose maintenant que k£ = 1. On décompose alors R.(w) sur un triangle 7" de la maniere
suivante :

Re(w) = arp1 + a2pa + asps,

et la projection du vecteur w sur une aréte e de 1" :

mw = B1p1 + Bayps,

ou les ay; et 3; sont des constantes et les ¢; sont les fonctions de forme associées au triangle 7.
On choisit maintenant comme fonction test vy, la fonction ¢ appartenant a P‘fisc. (2.22)

devient alors : ) .
/ Re(w) - p1de = B /w ~p1ds = 5 /mw - p1ds. (2.23)
T e e

En appliquant des formules d’intégrations numériques de Simpson, on peut réécrire (2.23) de la

maniere suivante :

T e
12'(2041 +oag+a3) = ’6’(251 + 2)
En prenant successivement v, = 2 et v, = (3, on obtient les deux équations suivantes :
T e
u(cn +202 +a3) = u(ﬁl +202)
12 6
T

12|(a1 +az+2a3) = 0
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En résolvant le systeme formé des 3 équations précédentes on obtient que la restriction de R.(w)

sur e s’écrit :

Re(w))e = aip1+ asps
’ | (Brepr + Baga) + e (B1 + B2)(p1 + p2)
!T\ 2|T|
27 ]e\ 1w + ‘7|(/81 + B2)
)" 2|T|
En remarquant que
/Wgwds = /wds = /mwds,
e e e
il s’en suit que :
B1+ Bo

Et on obtient alors que :

_ o lel e
Re(w) /e 2m7r1'w + mﬂ' w
Ce qui nous donne :
| eltw) - Retoidde = 5[] Rel(on)is
= ”161” [up] - [vp]ds + 2’7‘,‘ [Toup] - [wovy)ds.

En conclusion, en choisissant vy = -y on obtient que sur des maillages réguliers : J #(-, )~

T )+ %J (+,-). Sil’on change la définition de 1’opérateur de relevement et que I’on le cherche

dans Pj,_; ala place de Py, alors il s’en suit que pour k = 1, Re(w) /. = 5 \T]

J#() ) %J(-, -), puisque

——mow et donc,

/TRE([Uh]) ‘Re([vp])dx = 4"6}| /e[TFOUh] - [movp]ds.

Des calculs similaires peuvent étre effectués pour & = 2 ou 3, permettant d’exprimer J7(-,-) en
fonction de J*(-,-) etde J(-,-).

2.2.4 Extensions a d’autres condititions de bord

On s’intéresse ici au traitement de conditions de bord plus générales, plus particulierement
associées a la deuxieéme formulation variationnelle (2.10), en vue de la généralisation aux liquides
non-newtoniens. On rappelle tout d’abord que 7 = 2D (w). En plus de la condition de bord clas-
sique de type Dirichlet, on peut vouloir aussi imposer une condition de Neumann 7n — pn = x.
Néanmoins, pour certaines applications, il est important d’avoir un panel plus complet de condi-
tions de bord. Par exemple, la solution exacte d’un écoulement de Poiseuille ne satisfait pas la

condition de Neumann précédente a la sortie. On peut aussi souhaiter imposer que 1’un des bords
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du domaine soit un axe de symétrie, ce qui permet de diviser en deux le domaine de calcul.

On considere alors une partition du bord 92 = I'1 UT's UT'3s UT 4 telle que I’y #£ OS2 et on impose :

u-t=g, uw-M=g, sur I';  (Dirichlet pur)

T -n—p=yYn IN-t=YX¢ sur 'y (Neumann pur)
u-t=g, TNR-M—p=Xyp sur I'
u-n=g, TN -t=rx sur I'y,

avec sﬁl I’ensemble des arétes sur I';.
Afin de traiter ces conditions de bord nous utilisons une méthode de Nitsche. Les formes

bilinéaires J(-,-), Ci(-,-) et by(-, -), seront alors modifiées de la maniere suivante :

1
J(uh, Uh) = W Z T /[ﬂ'kluh . te] [kal'vh . te]ds

int
ece) el Ueh

1
+,u Z ?’ /J?Tk_luh . ne] [7Tk_1’vh . ne]ds

eceintUe] Ued

Crlup,vn) = —2u ( / (D(vn)ne -t} [un - t.]ds + / {D(uhme-te}[vh-te]ds)

znt
ece; UE}LUE,L

Y ( [ o, n) fun - s + / (D(un)ne - ne) [or - ne]ds>

eEs}L"tUshUEh
br(qn, vn) - Z/th vpdz+ Y /{Qh} up, - meld
TeT) eceintUel Ued

De méme, les formes linéaires sont modifiées comme suit :

fu(vn) = /f vpdr + Z /xwh neds + Z /ngh t.ds

TeTn eEahU€h eEthgh
—2p( Z /D Vp)Ne - tegrds + Z /D Vp) e - Negods)
eEshUsh 6€€hUah
il le |/7rk 19110 - Beds + Z /ﬁk—1927rk—1vh-neds)
eeshUsh 6€6hUeh
gnlan) = Y /qhg2d5.
ecey Ue} €

2.3 Existence et unicité

Dans cette section, on souhaite prouver I’existence et I’unicité de chacune des solutions des
formulations discretes introduites précédemment. Pour cela, on va donc montrer que les formula-
tions a deux champs, (2.19) et (2.20), vérifient les hypotheses discretes du théoréme de Babuska-
Brezzi. On va tout d’abord vérifier la coercivité des formes ay (-, -) et ¢ (-, -) sur le noyau discret
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Kerpby, puis la condition inf-sup pour by, par rapport aux normes ||| - ||| et [[-]]. On en déduira
alors que la formulation a trois champs est bien posée en montrant qu’elle est équivalente a la
formulation (2.20). On précise que si aucune spécification n’est donnée, les constantes utilisées
sont indépendantes des parametres de stabilisation y et 1, du parametre de discrétisation h et de

la viscosité p.

2.3.1 Coercivité des formes a,(-, ) et ¢, (-, )

Lemme 2.3.1.

Pour ~y suffisamment grand, il existe une constante ov; > 0 elle que :

Vuh c Kerhbh , ah(uh,uh) > almuh]HQ. (2.24)
Démonstration.
On a, par définition :
an(wn, up) = plupli j, + v (W, un) + Ar(wn, wn) = [[Jual|® + Ar (s, up).

On souhaite donc contrdler le terme :

Mt =20 Y ([{5e} ] as.

eceyp

€ Pj_,. Par définition de la projection sur P,_1, on obtient :

0
On note que { 81':;} )

M) =20 Y ([ {50} v ) .

On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

ou 1
R S| e e i
ecep, €
PN 1/2 . ) 1/2
> —ou( 3kl {5} > vl
e€ep, € 0,e ecep

Soite € £, alors il existe deux triangles de 7y, T et T tels que e = 9T NIT?. On obtient

— || [ Qup,
’6‘ H{ane} 0,e

On peut donc appliquer la propriété suivant : soit v € L?(e), soit F'(2) la transformation affine

en développant :

2
Vel
< 9 anuh\wno,e'
i=1

d’une aréte e a une aréte de référence €, on a alors :

ol = [ o?e)de = [[olr@)? Gz = lolR. 229
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On applique cette propriété a Vuy, appartenant a L2 (e) :

[
[Cunla o, < f: v

Yup|7: appartient a un espace de dimension finie. On a donc :

VIT]
. <c - Zuh i i
7 \/W H |T ||O,T

,€

<],

Tl
Hi h‘T' 0,e

)

Finalement, on obtient :

e
[V wnlzillg, < C\/\/|T:\ IV un|illo i -

Ve 'l{@uh} d lun|1,r + i |[wn 172
One J llo,e A VA
En utilisant la propriété de régularité (1.1), on obtient que , VI" € 7}, :

D’ou:

le] hr

— <
N

Ce qui nous permet de conclure que

8uh
on,

On applique le méme raisonnement sur les arétes du bord (il y aura dans ces cas la un seul

c
0.e 2

le] (lunly 1 + Junly r2).

terme dans la somme sur 7). En sommant sur toutes les arétes , on obtient :

Ar(up, up) > =2¢v/plup|1py/ J (un, up).

On obtient alors :

\2/; (x/ﬁ!uhh,n> < ’YJ(UhaUh)) :

. NPT ) 1.2 2 ient :
En appliquant I’inégalité de Young : 2ab < Za” + €b“, pour tout € > 0, on obtient :

an (wn, wp) > plunli j, + v (wn, wp) —

C
an(wn, un) > plunld g, + 7 (wp, wp) — — ((M ‘uh‘ig) + (VJ(uh,uh))> :

val

On en déduit que la forme ay (-, -) est définie positive si 1 — L So0e v > ¢ . 1l existe
Y

donc une constante a; = 1 — \Cf indépendante de h et de p telle que
8l

ap(up,up) > « (,u\uhﬁg + J(up,up)) -

Pour ~y suffisamment grand, la constante de coercivité admet une borne inférieure indépendante
de 7. On a donc montré la coercivité de ay(-,-) sur tout I’espace V5, et donc en particulier, sur

Kery,by, pour ~ assez grand. O
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Lemme 2.3.2.

Pour ~y suffisamment grand, il existe une constante cg > 0, telle que :

Yuy, € Kerpby, , cp(up, up) > o [[ug]]® . (2.26)

Démonstration. La démonstration de ce lemme est similaire a la démonstration du lemme 2.3.1.

Par définition, on a :

entunw) = [ = 3 ([ (D)) i) s

ecep

Comme précédemment, {D(up) - ne} |e € Py—1, et donc :
Y ([0t n fwlds) = a0 S ([ (Do) n) tmorwlds).
ecep e€eyp,

En appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient directement que :

1/2
cn(wn, un) > [[up))* — 4 (u > lel H{D(uh)ne}llg,e> J(wn, up).

eceyp,

Sur chaque aréte e = 9T NOT? on a:

VIel I{D(un)neHlo.. < e (1) lori + D) 72 ) -

On obtient donc comme précédemment :
cn(wn, un) > [[up \/ w0 D) o /3T (wn, )
TeTy

Ce qui nous donne :

entans ) > [ = ey/ 20 3 100 i+ 7 w)

TeT),

21 1 D(n) 87 + 7 (s un) < [fun]]?,
TeT),

et donc
c

Nai

c .
Pour 1 —v/2— > 0 < v > 2¢%, on a donc montré que la forme cp (-, ) est coercive sur tout
Y

cn(un,up) = [[un]]® = vV2— [[u]]*.

I’espace V', donc en particulier sur le noyau de la forme by (-, -). Comme précédemment, pour -y

c e o
suffisamment grand, ap = 1 — v/2—— admet une borne inférieure indépendante de ~. O
Y
On s’intéresse maintenant aux conditions inf-sup, par rapport aux normes ||| - ||| et [[-]]
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2.3.2 Conditions inf-sup

Lemme 2.3.3 (Condition inf-sup).

1l existe une constante 31 > 0 telle que

bn(pn,vn) i

oallloall — i

Démonstration. On utilise I’argument de Fortin. Pour tout p;, € @5, on associe un vy, € V7, tel

inf  sup 2.27)

PhERR v, €V, th ’

que :

bn(pnsvn) = llpallse et [lvalll < cllpallo,o-

Pour cela, on se base sur la condition inf-sup du probléme continu (voir par exemple [36]). On sait
en effet, que pour tout p € L2(1), il existe un v € H (1), tel que :

dive = p,
[vll1.0 < clpllog-

On I’applique en particulier 2 pj, € Qp, C L2(Q) et on en déduit que Jv € H} (), tel que divv =
pr. On choisit maintenant v;, = Iv avec I, I’opérateur d’interpolation de H 1 (Q) dans V', in-

troduit précédemment. Par construction, on a pour tout p;, € P;_1 :

/phdiv(Ihv)da:—/phdivvdx VT €7y
T T

De plus la propriété (2.15) nous donne :

/{Ph}[Ih’v ‘nds =0, Vecey,.

On en déduit donc que :

bn(ph, Inv) = b(pn, v) = llpnll5.q- (2.28)
D’autre part, on a :
1/2
Tpolll = | 1Y Tplir + 7 (Iho, Ihv)
TeT),

Par définition de la projection on peut écrire :

/ iy 1Tyl [p 1 Tyvlds — / (s I po][Tpvlds. (2.29)
e e
Comme 7;,_1I,v € P_1,d’apres (2.15), on obtient que :

J((Ipv, Inv) =0. (2.30)
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On en déduit donc a I’aide de (2.16) que :

Donc,
bn(Ph,vn)  bn(pn, Inv 1
sup Prvn) s WP Ih0) Ly
onevy,  llvall I Tholll ey f
O
Lemme 2.3.4 (Condition inf-sup).
Il existe une constante (3 > 0 telle que
b
inf sup M > & (2.31)

PhEQn v, eV, IPnllo.ellvn]] — i

Démonstration.
On suit le méme raisonnement que pour le lemme 2.3.3. On associe a un p;, € ()}, arbitraire la

méme fonction vy, = I'yv € V), que précédemment. Il suffit donc de montrer que :

1/2

[wnl] = [ 26 ) ID(wR) 5. + 311 (v, v1)
TeT,

Pour k =2o0u3,ona:
J1(vp, vy) = 0, puisque J(vp, v;,) = 0. En utilisant (2.16) on peut écrire :

Y IDwn)llor < clvly, < clpnlloo:
TeTy,

et on obtient donc le résultat souhaité.

Pour k£ = 1, on doit contrbler le terme :

o) =u Y o llon-ndl,.

eEe”‘t

On considere tout d’abord le fait que [v - n.] = 0, et 'inégalité de trace sur {e} = 9T1 N I :
1
=@ — v) - nel
S c (%HI}{U - vHO,Tl + %HI}L,U - ’UHO’TQ + |Ihv - v’l,Tl + |Ih’U - ’U|1,T2> (232)
puis, les propriétés d’interpolation de 1’opérateur de Crouzeix-Raviart . On obtient donc que
Jy(vp,vp) < cplol},

ce qui nous permet de conclure.
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2.3.3 Continuité des formes ay(-,), cp(-,-) et by(-,-)

Pour établir la continuité de la forme bilinéaire ay,(-, -), il suffit d’étudier celle de A;(-,-). En

effet,on a:
zhmmm»:=—w£;<L{§Z§~wu+L{gZ}-mu)w
= o ([ o [ )

En appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

IN

| A1 (up, vp)|
ece

IN

Ienlll lon]l
Nous avons ici appliqué a ¢ = Vuy I'inégalité de trace sur e C 9T combinée avec une
inégalité inverse :
1 1 c
—=llelloe < G llellor +1elr) < - —llellor-
Vel hr hr
On obtient alors que
|an (un, vn)| < 2||[un]]| [[[oal]l

On obtient de la méme maniére la continuité de la forme ¢, (-, ) :

1/2
uZ/me}%®<uZMMNM T(wnv1)2 < [[un] [[on]
ecep ¥ ¢ TEeT),
etde by (+,-):

Z/{Qh} v M) ds = Z/{Qh} 10 - M) ds

eceyp, ecey
1/2
< (Z’ |||QhHoe> J(vp, vp)"/?
ecep
1
< —anlloz I (vn, vn)'/?

Vi

La continuité des formes linéaires [5,(-), fr(-) et g, (-) s’obtient de la méme maniere.

Théoreme 2.3.1.

Pour ~ suffisamment grand, les problemes mixtes (2.19) et (2.20) admettent une unique solution.

Démonstration. D’apres les lemmes 2.3.1 et 2.3.3, respectivement, 2.3.2 et 2.3.4, le probleme
(2.19), repectivement (2.20), vérifie les conditions du théoréme de Babuska-Brezzi (cf. [19]). Cha-

cun des deux problemes admet donc une unique solution. O
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Théoreme 2.3.2. Pour vy suffisamment grand, le probleme (2.21) a une unique solution. De plus,
sa solution est (U, Pp,2uD(U})) ou (Uy, Py) est 'unique solution de (2.20).

Démonstration. De maniere évidente on a que (U, P, 2uD(U},)) appartient a V', x Qp x X,
et vérifie le probleme (2.21). Le fait que les espaces soient de dimensions finies, assure 1’unicité

de la solution. ]

2.4 Robustesse du schéma par rapport au parametre de stabilisation

Afin de simplifier I’étude du schéma, on considérera par la suite des conditions de bords ho-
mogenes (i.e. g = 0).
Dans cette section, on rajoute un indice v aux inconnues des deux méthodes dG (2.19) et (2.20)
et un indice * pour les inconnues se rapportant aux méthodes non-conformes considérées par la

suite.

2.4.1 Passage a la limite lorsque v — oo

Nous avons vu précédemment que le parametre de stabilisation ~y doit étre suffisamment élevé
afin d’avoir la coercivité des formes ay(-,-) et ¢, (+,-) dans Kerpb,. Nous avons donc étudié le
comportement de notre méthode de type dG lorsque ce parametre tend vers I’infini et on montre
qu’elle est robuste par rapport a des valeurs élevées de .

On s’intéresse tout d’abord a la formulation (2.19). Lorsque v — oo, la solution de (2.19) tend
vers la solution du probléme de Stokes approché par des éléments finis Py, X Pj_1 non-conformes,

définie de la maniere suivante :

Trouver (uj,, pj,) € Hp, x Qy, tels que :

Z ,u/VuZ : Vojdx + Z /pZdivadm = Z / fupdx Vvj € Hy,
T T T

TET, TET, TeT, (2.33)
Z qrdivuydx =0 Vg € Qp
TeT, ' T
ou :
H;, = {vh e L*(Q): vpr € P, Ve € 47 ( resp. 52),

v, continue (resp. nulle) aux points de Gauss} .

La principale différence avec notre schéma est que dans le cas non-conforme, la continuité de la
vitesse aux points de Gauss sur chaque aréte est imposée dans la définition de 1’espace d’approxi-

mation de la vitesse.
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Remarque 3. Lorsque k=1 on retrouve les éléments finis non-conformes de Crouzeix-Raviart
[24], le cas k=2 correspond aux éléments finis non-conformes de Fortin-Soulis [33], et enfin
lorsque k=3, on retrouve les éléments finis non conformes de Crouzeix-Falk [23]. On sait que
le probléeme (2.33) est bien posé pour k = 1, 2 et 3. La démonstration de ces résultats d’existence

et d’unicité fait appel a une inégalité de Poincaré uniforme sur Hp,.

Remarque 4. On remarque que kerJ(up,vy) = Hp,. En effet :

1
kerJ(-, ) = {’Uh S Vh; Z H /[Wkluh] [kalvh}ds = 0, Vuh S Vh}

ecep
= {’Uh eEVn; [Wk—lvh”e =0,Ve e Eh}

Théoreme 2.4.1.
Soit (u), p;.) la solution du probléme (2.19), et soit (u},, p};) celle du probleme (2.33). On a alors :

lim (|[[w; — upll + [ py — pill) =0
Y00
Démonstration.
Montrons d’abord que la suite (u;, p; ) est bornée dans V', par rapport a .
On prend tout d’abord comme fonction test v;, = w;, on obtient alors que by, (p;, u] ) = 0 d’apres

la deuxieme équation du probleme (2.19).

Donc ap,(u;,u)) = l,(u]), et I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne u) € Vi, :
an (g, wy) = In(wy) < [ fllogllugloe
De plus, le lemme 2.3.1, nous donne :
ap(u),u)) > aq||[u)|||* Vu) € V.

On rappelle maintenant une inégalité de Poincaré-Friedrichs pour les espaces d’éléments finis
discontinus (cf. Brenner [17]) :
1/2

1
lwlog <c | lwia+ Y Sllmovlli. +ov) |, YweVy (2.34)

eceint |€|
h

oll ¢ : H*(Q) — R est une semi-norme continue telle que pour une fonction constante ¢, ¢(c) =

0 si et seulement si ¢ = 0. On choisit ici :

$(v) = |Imovllf. (2.35)

o
ece

et on utilise le fait que || wov|loe < ||7Tr—1||0,c, puisque

HTI'()’UH(Q),E = /71'[)’0 -vds = /71'0’0 . ﬁk_lvds S ||7'l']€_1’UH076||7T0’U”076.
e e
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On en déduit donc une inégalité de Poincaré-Friedrichs quelque peu différente de celles de [17] et

que nous utiliserons dans Ia suite :

1 1/2
lv)loo <c <|v|ih + MJ(v,v)) , YveVy. (2.36)

On obtient donc finalement que :

atllug I < lfloglluglloe

1 1/2
< dlfloe (mmih ; MJ(uz,u;z))

A

Et on peut en déduire, pour v suffisamment grand :
c
luplll < m (2.37)

ou c est une constante indépendante de i, h et de . De plus, a I’aide de la condition inf-sup (cf.

lemme 2.3.3) et de la continuité de la forme ay(-, -), on obtient :

N “ bn(p}, vn)

Ipplloe < %
h B wyevy, Nl vnlll
_ VB sup Ih(vp) — ap(u), vp)
ﬁl vLEV, ||| Up |||
N lvnllo.q
< [ Ifllo,e sup + 2 (| w) |||
B oneVy, Il vn |

donc d’apres (2.36), on a, pour ~ suffisamment grand, que HpZHQQ < c avec c une constante
indépendante de h , v et de .

On en déduit donc qu’il existe deux sous-suites de (u} ), et (p} ), qui convergent faiblement
(donc fortement, en dimension finie) vers deux valeurs u;° € V', pour la vitesse et pp° € @y,
pour la pression. Compte tenu de la définition de la norme ||| - |||, on en déduite que up® € H,.

(u3®, ps°) est donc solution du probleme limite (P7°) suivant :

Trouver (uy”, pp°) € Hp, x Q) tels que :

Ao(ufl’o,'uh) + Al(ujl’o,'uh) + bh(pﬁo,vh) = Fh(vh) Vv, € Hy, (2.38)

bn(qn, up’) = Gnlan) Van € Qn
D’autre part, on remarque que Vuy,, v, € Hjp x Hp, Aj(up,vy) =0

0
En effet, comme h et “h appartiennent a Pj_1, on a, par définition de la projection :
on. 0On,
Aq(up,vp) = — Z/auh[w vy) ds +Z/avh [Tr—1up] ds
1(Up, Vh) = — 1 ' on. k—1Uh ' on. k—1Up
ecep ecep

Or Vuy, eHhetVeEEh,ona/[uh]ds:O.

e
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Donc V(up,vp) € Hp x Hp, Aj(up,vp,) = 0etd’apres laremarque 2.38 , J(up, vp) =0
La solution du probleme limite (u}°, v;°) est donc solution du probleme P'.
Or, on sait que I’approximation par éléments finis P X Pj_; non-conformes du probléme de

Stokes est bien posée. Il admet donc une unique solution (uj, py) et on a donc :

(ui’, i) = (uh, pp)-

De plus, I’unicité de la limite assure que toute la suite (uz, pZ)V est convergente. 0

Remarque. Si le terme de stabilisation J(-,-) est remplacé par le terme J*(-,) introduit dans
[37], alors la limite (u;°,pi°) appartient a KerpJ* x Qp, qui sont les espaces d’éléments fi-
nis (Py-continu) X ( Py_1-discontinu). Ce couple d’espaces n’est pas stable pour le probléme de
Stokes, et donc cela explique que la stabilisation IP classique ne soit pas robuste pour tout k

lorsque ~y tend vers I’infini.

On s’intéresse maintenant a la formulation (2.20). Comme précédemment, nous allons montrer
que la solution obtenue a 1’aide de cette formulation tend vers la solution du probleme de Stokes
par éléments finis Py X P;_; non-conformes correspondante lorsque vy tend vers ’infini. On
distinguera les cas ot k& = 2 ou 3 ol I’on peut négliger le terme J1(+,-) , ducas ot k = 1 ou la
convergence est obtenue pour un -y; fixé.

La formulation non-conforme est la suivante :
.
Trouver (U}, Py) € Hj, x Q) tels que :

Z 217/ D(U7) : D(vy)dx + pum Z B ’/m up, - n)|[m1(vy - n)|ds

TeTy,
+ Z /Phdlvvhdx— Z/fvhdx Vv, € Hy, (2.39)

TEeT;, T€eT,

Z /qhdlthdx—O Vai, € Qn

TeTn

Remarque. Lorsque k = 2 ou 3, on obtient que Jy(up,vy) = 0 pour tout uy, vy, € Hp,.

On sait que la formulation (2.39) est bien posée, grace au théoreme de Babuska-Brezzi et aux

lemmes 2.3.2 et 2.3.4 ; on utilise que pour tout up, vy, € Hj ona

cn(up, vp) = Co(un, vy) + 11J1(up, vy).

Théoréme 2.4.2. Soit (U}, P))) la solution de (2.20) et (U}, Py;) la solution de (2.39). Alors,
pour 1 fixé, ona :
lim ([[U} - UR]] + 1P = Pillog) =0

Y00
Démonstration. La démonstration est similaire a celle du théoréme précédent. La seule différence
concerne I’inégalité de Poincaré discrete (2.36) sur V', que 1’on doit remplacer ici par une inéga-
lité de type Korn. Pour cela, on rappelle le résultat suivant, établi tout d’abord par Brenner dans

[18] sous une forme plus forte, puis amélioré par Mardal et Whinter dans [61] :
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1/2

1
L <e| YD)y + —h(v,v) +¢(@)? ], YoeV,
TeT, H

|v

oll maintenant ¢ : H'(Q) — R est une semi-norme continue telle que si ¢(v) = 0 pour un

mouvement rigide v, alors v est un vecteur constant. En choisissant

$(v) =Y movloe

1]
€€€h

on en déduit I’inégalité de Korn suivante sur V7, :

1/2
1 1

lvlin < ¢ ZHQ(v)Ilﬁ,T+2Hllﬂk—lvllﬁ,ﬁ;h(vm) . (240)

TeT), eesg

1/2
1 1

[vlloe < ¢ Z||Q<v>||%,T+;J<v,v>+;J1<v,v) : (2.41)

TeT,

Ce qui nous permet de conclure de la méme maniere que dans le théoréeme (2.4.1).
O

En ce qui concerne la formulation a trois champs (2.21), on obtient directement que pour y;

fixé
) ‘ /’Y .
lim th — 1T =0
Y00 0,0

ol z}] = 2uD(U}) et 75 = 2uD(U3). On note que (Uj, P, 75) est I'unique solution de
I’approximation Py x P;_; X P,_;non-conforme de la formulation & trois champs (2.6), définie

de la maniére suivante :

Trouver (U, Py, 73) € Hp, x Qp x X, tels que :

11J1(U}, vn) + bn(Py s vn) + di(z), vn) = fu(vn) Yo, € Hy,
br(qn, U}) =0 Yan € Qn
dn (05, U3) - e(QhaIZ) =0 Vo, € X,

Remarque 5. Pour k = 1, si vy et 7y tendent vers l'infini, la vitesse obtenue appartient a X, =
KerJ N KerJy. On a Pf‘;% C X, C P’f/caQ avec Pi%tg, respectivement P’f/caﬂ, Pespace
d’éléments finis continus, respectivement d’éléments finis non-conformes avec des conditions de

bord de Dirichlet homogénes sur 052.

2.4.2 Vitesse de convergence
Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la formulation (2.19) pour simplifier la présentation. On
améliore le résultat du théoreme 2.4.1 en montrant, pour y suffisamment grand :
C

V[, = i} + floi = phllog < =
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Comme précédemment, la lettre C' représente une constante quelconque indépendante de h, u et
de 7.
Pour établir ce résultat, I’outil principal est I’hybridisation de la méthode dG. On introduit le

multiplicateur de Lagrange )\Z appartenant a I’espace de dimension finie :
Ly, = {0y € Heee, L?(e); Ve € ep, (04) /e € Pi-1, }

et qui est défini par sa restriction sur chaque aréte e € ¢, de la maniére suivante :

Alle = M[me%he, Ve € . (2.42)

le]

L’espace Ly, est muni de la norme |-, ., associée au produit scalaire suivant :

<19h’0h>07€h = Z |€| /’l?h . Ghds, V’l?h,eh € Lh.
ecep €

On pose a:Z = (uz,pZ), Xn = (vh,qn) et X, = Vi, X Qp, muni de la norme produit :

1
[xn] = (ulvali s, + J(vp, vn) + M thHﬁ,g)”2~

On introduit aussi les formes bilinéaires suivantes sur X x X, respectivement Ly, X Xp, :

E(x),xn) = Ao(u),vp) + Ai(u),vp) + bp(p), vr) — bulan, w)),
Ap(On, xn) = Z \/ﬁ/ah - [mp_1vp]ds.
ecep €

La formulation discrete (2.19) peut alors étre écrite de maniere équivalente :

(l’Z,)\Z) S Xh X Lh
2z}, xn) + An(XL, xn) = Jof-vndz Vxn € X (2.43)
Ah(eh, xZ) — % <>\7L, 0h>0,8h =0 V0, € Ly,

Lemme 2.4.1. Pour ~y suffisamment grand, la forme bilinéaire Ay(-,-) est continue sur Ly x X},

et satisfait le condition inf-sup suivante :

inf sup MZ(5>O.

0,€L, XhEXn Heh 0,ep, [Xh]

Démonstration. La preuve de la continuité est évidente. Pour établir la condition inf-sup uniforme,
on utilise I’argument de Fortin : a chaque 6, = (67 )cc., € Ly, on associe une fonction yp =
(vp,0) € X}, qui satisfait

1/2
An(Bsxn) > CullOnl3., et (ulonl2y + J (v, o))" < Cal|Ohlo.cs-

Pour chaque aréte e € ¢, on note 7T, le triangle tel que e C 07T, et tel que n, soit extérieure a 7.

D’ou, 7, = {T¢; e € ep}. Sur chaque triangle T¢, on consideére le probleme auxiliaire suivant :

—-Av¢ =0 dans 7T,

g}i =05 sure
v° =0 surdT,\ {e}.
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On en déduit de manicre classique que [v°|; 7, = |65, ), .. La formulation variationnelle nous

permet de plus d’obtenir que [v°[; 1, < [|67]|_; 5 .. Les autres inégalités sont obtenues en utilisant

la définition de la norme dans H~'/2(e), I'espace dual de HO/ 2( )
[.65 - wds Jr. Yv©: Vwdz

651 jn = sup JTH0E
V2e ™ ew. lwly 7, weW, lwly g, o

avec W, = {w € HY(T,); w=0sur 97, \ {e}}.
Soit v une fonction définie sur €2 par (v) 7, = v°, pour tout e € €. On considere ensuite sur
T 1a fonction discrete v§, = I,v° et on définit finalement vy, sur {) par (vp) JT. = v§, pour tout

e € €p. On obtient alors de maniere évidente que vy, € V', et griace aux propriétés de I, que :
/[Wk_lvh] - [Tp—1vp]ds = /[Wk_lvh] - [v]ds = /[ﬂk_lfvh] -v¢ds.
e e e

Il s’en suit ||[mx—1v4][lg . < cy/le| [v®]; 1., qui nous permet d’obtenir :

1/2
(ulonliy + T (v, vn) /2 < eV lvlyy, -

De plus, on a aussi que :

MR OEN DS / cotds = i S [0y, = Vil

ecep V€ e€eyp,
On a prouvé que :

1/2
An(On, xn) 2
sup Lottt > Clvly,=C Z 10711Z1/2,
XnEXp || h||0 Eh [Xh] ecep

On introduit ensuite ¢¢ = Vv® € H(div,T,) ainsi que son interpolée de Raviart-Thomas sur
Te , QZ € RT\_1. On note aussi que g;ne = ¢ne = 05, sur e. On obtient alors, par passage a
I’élément de référence basé sur la transformation de Piola (voir par exemple [76]), que :

V0ell8hllo. <€

~€ A

q;,Me 75 7

qhne

~e A

0,6~ _pe M fell 1/2,
7 <O allgr, = CIOM 1 2

Nous avons utilisé ci-dessus 1’équivalence des normes dans des espaces de dimension finie et le
Théoréme de trace normale dans H (div, T ). Ceci nous permet de conclure.
O

1/
Remarque 6. L’équivalence des normes || - |0, et (ZTeTh H.||2_1/2 8T> dans Ly, est un

résultat connu pour les méthodes hybrides et est cité dans [76] .

D’apres le Théoreme 2.4.1, on sait déja que pour vy assez grand, la suite (l"h}j).\/ est unifor-
mément bornée dans X, et converge vers x; = (uj,pj). Grace au Lemme 2.4.1, on obtient de

manigre similaire que la suite (X)), est aussi uniformément bornée dans Ly, :
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Jo f - vnde —E(x), xn)

Aplloen < % sup
e 6Xh€Xh [Xh}
Cq 9 1 2 )2 < c
< — +Coplug)i g + (g ul) + = lp} o) <
Vi K1,k By W MH h”o,Q \f

Il existe donc une sous-suite qui converge dans Lj, vers A; lorsque v — oco. On passe a la limite

dans le probleme (2.43), et on obtient que (7, A) satisfait le probleme variationnel :

(a3, A}) € X x Ly,
E(zr, xn) + AN, xn) = fQ f-opdr Vyxn € Xy (2.44)
Ap (O, 7)) =0 VO € Ly,
Grace au Théoreme de Babuska-Brezzi, on en déduit que ce probleme est bien posé, et comme
précédemment, 1’unicité de la solution implique que toute la suite ()\Z)7 est convergente.

On peut donc maintenant établir le résultat principal de cette section :

Théoreme 2.4.3. Soit v suffisamment grand, alors on a :

. C
[wn —willl + —=[los = illo g + 1127 = Millos, < —~

Jw TWH

Démonstration. En soustrayant les équations (2.43) et (2.44), on obtient :
E(x) — xf, xn) + Ah(>\7 —Xxn) = 0,
Ay (0p, ] — x7) <>\h, 1), . =0 (2.45)

On note que KerA, = Hy x P eton cons1dere la décomposition orthogonale V', = Hy, &
H - par rapport a la norme |||-|||. On peut décomposer de maniére unique chaque élément v, € V7,
de la maniere suivante :
vp = U?L + vﬁ,
avec ’U?L € Hy et vﬁ € Hﬁ En prenant x, = ((UZ — uZ)O,pZ — p}'fL) dans la premiere équation
de (2.45), on obtient grice a la coercivité de Z(-, -) dans H, que

I =il < €| i~ wi ]|

De plus, a I’aide de la condition inf-sup sur Ay (-, -), on déduit de la seconde équation de (2.45)

que
C

TV

Par conséquence, le Lemme 2.4.1 et le sys-

C
1
[ =i ] < S INloa <

ce qui finalement nous donne |||u} — uj ||| < vf

teme (2.45) impliquent que :

IX: = Aillo.en < Cffuy, —wi]]| <

©
v

On prend ensuite x, = (vp,0) comme fonction test dans (2.43) et (2.44), on soustrait encore
une fois les équations et on utilise la condition inf-sup sur by(-, -). Cela nous permet d’obtenir

o7 — pi, HO’Q < % et donc de conclure. H
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Chapitre 3

Analyse d’erreur a priori et a posteriori

3.1 Estimations d’erreur a priori

On établit des estimations d’erreur a priori de la vitesse et de la pression. On considere

d’abord I’erreur en norme énergie ||| - |||, respectivement [[-]], pour la vitesse et en norme L2

pour la pression.

Lemme 3.1.1. La solution (u,p) du probléme continu de Stokes vérifie la propriété de consis-

tance :

ah(u, ’Uh) + bh(p, Uh) = lh(vh), Yv, € Vi,
bn(gn,u) = 0, VYgn € Qp.

Démonstration. La démonstration de ce lemme est classique (voir aussi [37]). La seconde relation
est évidente, en effet on a V - w = 0 sur chaque triangle et [u - n.] = 0 a travers chaque aréte
interne e. On utilise maintenant la régularité du probleme de Stokes (cf. [38]) : pour une donnée
f € L*3(Q) dans un polygone €2, on sait que (u,p) € W2/3(Q) x W4/3(Q). Cela nous
assure que Yu et p ont une trace sur chaque segment e, et de plus cette trace appartient 2 L?(e).
On multiplie donc la premiere équation de (2.9) par une fonction test v € W24/3 () et on intégre
par partie :

/(—,uAum—l—Vp-'v)da;— Z /(—,uAu-v—i—Vp-v)da:

N Z (A(Mvuzvv_pv'”)dw_/ W;Z—p'm)-vds);

TeTy, oT

ol np est la normale extérieure a 97

Comme p — pn. est continu a travers chaque aréte interne, on a sur chaque aréte e :

6u_n_ 8u_n B ou _{in
8’)’1,6 p e — /‘Lane p € - /‘I’@ne p e
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On obtient alors que :

/Qfmdx: Z /T(MVu:V'vpV"v)dmZ/e{uaa:e}o[v]derZ

TeTy ecep ecep

[wHoinads.

e

De plus, u est continue sur chaque aréte interne du maillage et s’annule au bord du domaine, donc
son saut a travers chaque aréte du maillage est nul. Cela nous donne que (w,p) vérifie bien la

premiére équation de (2.19). O

Lemme 3.1.2. [/ existe une constante ¢ > 0 telle que :

1/2
1 9 c max(1,1/7)
—||vp e < ——||vnlll, VYvp € Vi
(;hlei”[ 1||0,> S )

Démonstration. De maniere évidente, on a sur chaque aréte e € ¢y, :

[[vrllloe < llvn — Tr—1va]lloe + [[[Tr_1vn]]0,e-

Soit T un triangle tel que e C OT'. Alors

1 1 T c T
——|lvn — Tr1vplloe < ﬁth — T 1Vnlloe < Eth — 7 1Vnllor < clvplir

Vel

ou 71'{_1 denote la projection L? (T')-orthogonale sur Pj_1 sur I’élément 7T'. Ces inégalités nous

permettent de conclure, pour v > 1. O

Lemme 3.1.3. Soitu € H**! et soit v > 1, il existe une constante c telle que :
Yoy, € Vi, lan(u — Ipu, vp)| < ey/uh”|||og|||ules1,0 (3.1

Démonstration. Par définition, on a :

ap(u — Ihu,vp) = p Z /TV(U—Ihu)ivvh—MZ/e{W}@h]

TeT, cen
_ M; /e{gz};} [u — Il + ;;: % /E[Wk—l(u — Ip(u))|[mr—1v4]

= Ap(u — Ihu,vp) + Ar(u — Thu,vp) +vJ (u — Ipu,vp)

On a, en utilisant une inégalité Cauchy-Schwarz et la propriété (2.16 ) :

Ao(u— Thu,vp) < p > |V (u— Ihw)|or|Yovnllor,
TeTy,

ey/Bh ||| v || [wlkt1.0

IN
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De plus, en combinant la continuité de w a travers les arétes et la propriété (2.15), on obtient :

J(u— Ihu,vy) = Z/ |7Tk 1(u — Iyu)|[mp_1vp]ds

ecep,

= Z/ |7Tk I pul[m—1vp]ds

ecep

= Z/ ‘Ihu Tk—1Vp]ds

ecey,

= 0.

De la méme maniére on a :

A

e€ep,
{ u— Ihu)

On doit donc traiter le terme w Z /
on.

} -[vp] ds. On introduit alors, 1’opérateur
e

eceyp,
d’interpolation de Lagrange sur Py, noté Lj. On peut alors écrire :

/e{w}.mus _ /J{W}'[”W{W}'W)ds

On considere le premier terme de 1’expression précédente et on a :

/e {W} [olds < [[[onllloc1{¥ (e — Lyw)} o,

Soit e € ¢, alors il existe deux triangles 7! et T? tels que e = T N AT?. La démonstration est
la mé&me sur le bord. Grace a I’inégalité de trace (2.32) et a I’estimation d’erreur d’interpolation

classique pour Ly, on obtient :

1 1 1
—=I{¥(u = Lyu)tloe < c(7—IN(u— Lpu)lor + —I[IV(u — Lyu)|lor2
A /|€‘ ho hp2

+  [V(u — Lpu)ly 7172)

IN

k—1
ch |u’k+1,T1uT2-
Il s’en suit, grace au lemme 3.1.2, que :

1/2
> /{ - Lhu)} [vnlds < ch* <Z H”[”h]”oe) [ulki10 < \Thk|||'vh||||u]k+1ﬂ.

eceyp ecep

Enfin, un utilisant le fait que L,u — I, u est polynomial par maille, on obtient que :

(L - D)

Vel

Une inégalité triangulaire implique alors, sur chaque triangle 7" :

1 1
e<e (nvu:hu — Lw)llom + IV (Lyu — Ihu>||o,T2) .
th hT2

|Lnu — Iyuly 7 < |Lpw = uly g+ [u = Tyuly p < ehfpluliinan,
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et donc finalement,

O(Lpu — Inu c
> / Al = Inw) | [mr_1vplds < —=hF\/J (v, on) Uk 0-
ecep V€ One \/ﬁ

On peut maintenant rassembler toutes ces estimations pour obtenir le résultat souhaité.

Lemme 3.1.4. Soit p € H*(Q) et soit v > 1. Alors, il existe une constante ¢ > 0 telle que
c
Vop € Vi, [ba(p = inp, on)| < —=h"[[|vnll[plr.0-
N
Démonstration. On rappelle que

o= ipon) = = 3 [ =iV vude+ Y [(p—inp}lon- s

TET, ecep ¥ €
= 3 [t idon - nias.
ece, V€

D’apres le Lemme 3.1.2, on a pour v > 1 que

1/2
. & .
br(p — inp, vp)| < N (Z lel [{p — th}llﬁ,e> [|onl]l -

ecey,
Sur chaque aréte e € ¢, telle que e C OT', on borne le terme ||p — ipplo,c de la méme maniere
que dans le Lemme 3.1.3. On note [;, I’opérateur d’interpolation de Lagrange dans Py_; et pour

k = 2 ou 3, on obtient :

A

Vielllp —inplloe < Vlel (Ilp = uplloe + 1Ihp — inpllo.e)
¢ (IIp = pllor + b [p = il 7+ linp = inpllor)
< chFlp

IN

kT

Pour k£ = 1, on obtient directement :

Vlelllp = inplloe < ¢ (HP —inpllo,r + hr lp - ihp\l,T) < chlpli,r-
Ce qui nous permet de retrouver le résultat souhaité. 0
Remarque. Pour v < 1, les deux Théoremes précédents sont aussi vérifiés, mais dans ce cas, la
constante dépend de 7.

Théoréme 3.1.1. Soir (u,p) € H*1(Q) x H¥(Q) la solution du probléme de Stokes continu et
soit vy suffisamment grand (comme dans le Lemme 2.3.1). Alors, la solution (up, py) du probléme

discret (2.9) satisfait [’ estimation d’erreur suivante :

1
U — up < ch*(Vululptio + —|plo (3.2)
Il Il (Vilulg+1 \/ﬁl k,0)
Ip=pullog < ch*(plulrsre + plko) (3.3)

avec c une constante indépendante de h et de L.
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Démonstration. D’apres le Lemme 2.3.1, on sait que pour ~ suffisamment grand, il existe une

constante « indépendante de h, telle que :
Yuy, € Vi, , ap(up, up) > ofl|u||]?.
En particulier, en remplagant u, par wj, — I'pu appartenant aussi a V', on obtient :
ofllun — Tnul|® < an(un — Inu, un — Inu) (3:4)

On intégre dans cette équation, la solution w € H**1(Q) :

o[|up — Thul||? < ap(up, w, — Inw) — ap(w, wy, — Inw) + ap(w — Inu, uy, — Inu)  (3.5)
Or, d’apres la définition du probleme (2.19) on a :

ap(wn, up, — Inw) = lp(up — Inw) — by (pp, up — Inu).
Le Lemme 3.1.1 de consistance nous permet d’écrire :
ap(w,up, — Inu) = lp(up — Inuw) — by (p, up — Inu).
L’équation (3.5) devient :

oll|lun, — Inul||? < bu(p — phy un — Inw) + ap(u — Ty, wy — Ihu).

D’une part, par continuité de la forme ay, (cf. Lemme 3.1.3) on obtient :
an(u — Ipw, wy, — Inw) < e /phf|ulpy - [[|Jun — Thul|l.
D’autre part, on peut écrire :
br(p — phy wp — Inw) = by(p — inp, up — Inw) + bp(inp — pp, un — Ipu).
La deuxieme équation du probleme (2.19), nous donne que :
b(inp — ph, up) = 0.
et donc on obtient en utilisant une propriété de I’interpolateur I, :
br(inp — ph, wn — Inuw) = =by(inp — pp, Inu) = by(inp — pp, w) = 0.

De plus, le Lemme (3.1.4) nous donne :

c
b(pn — inp, un — Tnu) < —h¥[|Jup — Tyull||pl.o-
Vi
On peut maintenant écrire que :
1
afllun = Inul|| < ch*(Valulpi0 + ;|p|k79)- (3.6)
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On obtient I’estimation d’erreur a prior: souhaitée grace a une inégalité triangulaire et a la relation

suivante :
J(u—TIpu,u— Iyu) = JIpu, Inu) =0.

Dans le but d’établir I’erreur sur la pression, on écrit :

P — prllon < llp — inpllon + llinp — prllo.n-

D’apres la condition inf-sup discrete, on a :
br(inp — PhsVn)

sup

linp = prllon < -
/8 eV |||’Uh‘”
On introduit alors la solution p € H¥(£2) et on obtient :
: H bp(inp — p;Vn) + ba(p — Pr, Vi
thp_ph O,h S L ( H‘)vhH ( )

vR,EV)
Par continuité de la forme by, (cf. Lemme 3.1.4),ona:
bu(inp — p, o) < —=h*[pliall o]
i ,
D’autre part, en utilisant le Lemme 3.1.1 et la premiere équation du probleme discret (2.19), on a:
an(u — up,vp) = —bu(p — pp,vn) You € Vip.

On peut alors montrer, grice au Lemme 3.1.3 et a la continuité de ay (-, -) dans V,, que

ap(u — Ipu,vp) + ap(Ipw — up, vp)

ah(u - uhavh) =
[[oalll + 2 (I Tnw — wp ||| [[lvalll-

< cy/phluliiin

En conclusion, on obtient

linp = prllog < ch®(ululesra + Iplea) + ev/in I Tnu — un ],

qui combiné avec (3.6) donne I’estimation souhaitée (3.3).
O

Théoréme 3.1.2. On suppose ) convexe, (w,p) € H¥T1(Q) x H*(Q) et ~ suffisamment grand.

1l existe alors une constante c telle que

1
lu —unllg o < ch* (1,0 + ;|p’k9)

Démonstration. On adapte I’argument de Aubin-Nitsche & notre discrétisation. On suit les mémes

étapes que dans [37], mais avec la norme |||-||| provenant d’une stabilisation différente.

On rappelle tout d’abord que grice a la convexité de 2, le probleme de Stokes

—puAep+VE =1 dansQl
V-¢ =0 dansQ?
10} =0 sur 92
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admet une unique solution (¢, &) € H?(Q) x H'(Q). De plus cette solution satisfait :

pllollan +lElla < cllvloq- (3.7)

On considere maintenant le probleme dual avec 9 = w, — u et on écrit, apres intégration par

parties sur chaque triangle T' € 7}, et en utilisant la régularité de ¢ et de &, que

|lu — uh||(2)7Q = /Q(uh —u) - (—pAe¢ + VE)dr
= an(d,up —u) + b up — w).
En utilisant les relations I’orthogonalité (cf. Lemme 3.1.1),
ap(up — w,vp) +bp(pp —p,vn) = 0, Yo, €V,
bn(gn,up —u) = 0, Vgu € Qp,

on obtient, en choisissant v, = I, et ¢, = i, :

[ —wn|lg o = an($ — ITne, wp — w) + bu(€ — iné,wp — w) — bu(pp — p, Ing).  (3.8)

Dans la suite, nous allons donc estimer chacun des trois termes du second membre.
Le dernier terme peut étre borné de la méme maniere que dans [37]. Nous allons donner
quelques détails de la preuve. Tout d’abord, grace aux propriétés de ¢ et des opérateurs d’interpo-

lation I, et i, on écrit que :
bn(ph — P, In@) = b (inp —p, Ingp — @) = Y [ {inp — p}(Inp — @) - mc]ds.
ecep V€

Puis, on utilise I’estimation d’interpolation (voir aussi le Lemme 3.1.4 ) et la régularité (3.7) pour
conclure que
c
bh(ph - D, Ih¢) < ;hk—H |p|kQ ||U - UhHo@ . (3.9

Pour le deuxieme terme du second membre de (3.8), on peut écrire grace a (2.12) et aux

propriétés de u que

bh(€ —inéun —u) = Y [{&—int}[(up — Lyw) - n lds

ecep, V€
. 1/2
2
< chllu—uplyq (Z Tel [ [wn — Lhu]Ho,e) :
ecep
En utilisant le Lemme 3.1.2, le fait que [u] = [Lju] = 0 et ’estimation d’erreur (3.2), on obtient :
1/2

1 ) 1 i 1
> Tl lfun = Lnulllo, | < el lu—Lyul g+ —= [llu —usl| ) < ch*([ulprr0+—[plro)
ecey, \/ﬁ H

et donc finalement,

. 1
b (€ —in& up —u) < chF M (Jufpo + ;lp

ko) lu—unllyq - (3.10)
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11 nous reste donc a controler le terme :

an(@—Ind,up—u) = Ag(¢—I¢,up —u)+ A1(¢— Inop, up, —u) +vJ (¢ — I, up —u).

Onaque:

A0(¢ - Ih¢7uh - u) +’Y‘](¢ - Ih(z)v up — u)

IN

¢ = Inlll [llwn — wll]

1
k
ch* (|l o + L IPlea) llw = unlloqs

IN

il nous suffit donc de borner le terme :

Ai(p—Inp,up —u) = —MZ</{I}1¢)}'[WL—UMS

ecep Ne

+ /6{8(uahn—€u)} : [¢—Ih¢]d5)~

En suivant le raisonnement utilisé pour la preuve du Lemme 3.1.3, on obtient que :

1/2
¢ I,0) E 1 L
§ u/n{ h } hlh _'QL]dS (thM¢’2A) ( ’€’Hth - hz‘”‘&@)

ecep ecep

IN

IN

1
k
ch* (July o + E|P’k,ﬂ) | —unllgq -

On peut écrire a 1’aide de (2.15) et du fait que {W’é;nfhm} € Pjy_1 sur chaque aréte e € ¢y,

que :

3 [{P = e nglas = w Y [{PE=0 o nglas

ecep ecep

k
cuh ! |¢|27Q |u|k»+1,Q

IN

IA

k
ch*+! |u|k+17§2 Ju — uhHO,Q :

Les estimations précédentes nous donnent donc que :
1
an(p — Inep,up, —u) < ch* ' (Julpi0+ ;Wk@) lw —unllgq- (3.11)

En rassemblant (3.8), (3.9), (3.10) et (3.11), on retrouve le résultat souhaité.
O

Nous allons maintenant étudier les estimations d’erreur a prior: pour la formulation (2.20).

Théoreme 3.1.3. Soit (u,p) € H*1(Q) x H¥(Q) la solution du probleme de Stokes continu
et soit 7y suffisamment grand (comme dans le Lemme 2.3.1). Alors la solution (U}, Py) de (2.10)

satisfait :

1
[u=Unll < eh(Vilulirio + —=lples)

N

Ip=Pullog < ch*(plulesio + [pleo)
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avec c une constante. Si, de plus, Q) est convexe alors :
ket 1
lw—Unllgq < ch™ (Jufes,o + ;!P\k@)-

Démonstration. La démonstration est similaire a celles des Théoremes 3.1.1 et 3.1.2.
En ce qui concerne I’erreur en norme énergie, nous avons juste besoin d’utiliser les nouvelles

estimations suivantes, pour tout v, € Vy, :
Ji(u—Ipu,vp) = 0 pourk =23
1/2

Ji(u—Iyu,vp) < e/l Y e ||Hu Lllge | [[val]

int
ecey

IN

cy/ih*ulkir.a[vn]]  pour k=1

loalll < ellvall,

avec c indépendante de h de et de . La premicre estimation vient de I’inégalité de trace (2.32) et
de I’erreur d’interpolation (2.16), alors que la seconde est une conséquence immédiate de (2.40).
Concernant I’erreur en norme L2 de la vitesse, le principal changement est que I’on doit main-

tenant contrdler le terme Z

ecey, \/>

[[Ur — Lypul|ly .- Grace au Lemme 3.1.2 et aux relations

[Lpu] = [u] = 0, on obtient :
D % W~ Bl < 20~ D] < - [0 L]
< (10 - DBl + - vil))
<

1
ch*(Julpr1,0 + ;‘ﬂk,ﬂ)-

3.2 Estimations d’erreur a posteriori

Notre analyse suit ’idée de K. Kim [50] qui propose un indicateur d’erreur a posteriors
pour I’équation de Laplace basé sur la reconstruction d’un vecteur d’approximation H (div, §2)-
conforme localement conservatif. Nous allons développer ici une analyse a posteriori uniquement
pour le probleme (2.19) ; des résultats analogues peuvent étre établis pour le probleme (2.20). Pour

cela, on notera
H{(div, ) = {0 € L*(Q); divd € L*(2)}

et on introduit I’espace d’éléments finis de Raviart-Thomas (cf. [76])
Eh - {Qh € E(dlU,Q), (Qh)/T € M}g—l’ VT € 7;1}
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ou RT,_| = P;_{ + Py—1 ® . On construit alors un tenseur g;, € %, a partir de la solution
(wp, pr) de (2.19) en précisant ses degrés de liberté. Plus précisement, on impose sa trace normale :

ou
anz} - % [mr—1up] — {pr}ne, Vecep

OpNe = N{
et pour £ = 2 ou 3, on définit aussi les moments internes :
/ oy, s rdr = / (uNup, —ppl) :rde, VT € Ty etVr € Pp_s.
T T

En prenant comme fonction test v, dans la formulation dG (2.9) un polynéme de degré k — 1

par morceaux, on obtient que
/(divah +f) - rde =0, VT €TpetVre Py (3.12)
T

donc on a (divay,) /7 = —ml | f sur chaque triangle T’ € 7. g, est donc localement conservatif.
On introduit aussi ¢ = pVu — pl qui appartient a H (div, Q).

On définit maintenant, comme dans [50], un estimateur par résidu de la maniere suivante :

1 2
mo= =Y llon — uNun +pallly 1,
TeT,,
2 2 *
n = 771+J (uh7uh>'

On introduit aussi le terme d’ordre supérieur suivant, prenant en compte 1’approximation des don-
nées :

1
Mot = 2 W5 || f = 7E 1 F o
TeT,

3.2.1 Fiabilité de I’indicateur d’erreur

Dans le but d’établir la fiabilité de 7, on note par S(-,-) la forme bilinéaire du probleme de
Stokes continu (2.9), que I’on étend sur (H () + V) x L3(9) de la maniére suivante :

S ) =p Y [ uivotr— 3 [ vtet 3 [ 9 uie

TeT, TeT), TeT),
et soit (¢, &) € H}(Q) x L3(Q) I'unique solution de
S((¢,€). (v,9) = S((un,pn), (v,9)), V(v,q) € H(Q) x L(€). (3.13)

On peut maintenant majorer 1’erreur a 1’aide d’une inégalité triangulaire :

Vil —upl o+ ﬁ Ip—pnlloq <
(Vle = lig+ L llp = Ellog) + (VEIun = dlig + 5 lon — Ellog)

et dans la suite, on bornera tous les termes du second membre par rapport a 7 et Npo¢.
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Dans le but de mieux caractériser les constantes contenues dans les inégalités suivantes, on

introduit la constante inf-sup § = 3 (€2) pour le probleme de Stokes continu :

~ b(r,v
Blirlpo < sup 20
veH} (D) \’Uh,n

Lemme 3.2.1. 1/ existe une constante c¢(k) dépendant seulement de k telle que

1071 Z\ﬁ/ﬁ 1P = Cllo,o < m + (k) <;m+ 77h0t> :

Vit~ ¢
Démonstration. On a :
(I(’U, - ¢7u - ¢)
:a(’u—uh,u—¢)+b(p—ph,u—¢)+b(§—p,u—¢)
= /Q(U —0ap): V(u—¢)dr + Z /T(Uh — pNup +ppl) : V(u — ¢p)dzx

TeT,
+ [ (€=nV- (=)
Il s’en suit, apres intégration par parties et apres avoir utilisé (3.12), que

a(u— u— ) =
Z </T(Uh_ﬂvuh+phf)1V(U—d))da:—i-/T(f—ﬂ'g_lf)‘(u—(ﬁ)dx)

TeT,
=Y [ pY wde

TeTy,
ce qui implique que :
2
plu — d)‘l,ﬂ <
1/2

VE =@y o (m + cr(k)mmon) + lp = Ellog | D IV-unlor |
TeT,

ol ¢; (k) dénote une constante dépendant uniquement du degré polynomial k. Pour borner le terme
|V - upl| o> on choisit comme fonction test g, dans (2.19) la fonction égale a V - uy, sur T" et 0

ailleurs. Alors,

1
IV wnlly = QXLﬁv«mmmes

eCoT

1/2
1 9 /
< ¢V upllgr Zgll[uh]llo,e :

eCOT

On obtient donc :
1/2
co(k
SIVeunlie | < 2(k) J*(wn, up)
TeT), \/'E
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qui conduit a :

k
um—w%swmhwmmwawmw+$;w—mm¢Mwmm (3.14

On écrit ensuite que
b(p - 57,0) = b(p _phav) + a(u - ’U,h,’U) + CL(¢ - u,'u)
< VR + c1(k)nhot) [0l o + plu — @y o vl o

et en utilisant la condition inf-sup, cela nous permet d’obtenir que :

p
i 1P —&lloo < m + c1(k)mnot + Vit | — @ o - (3.15)
En combinant (3.14) et (3.15) avec I’'inégalité de Young, on obtient que :
2
ol — (f"l,ﬂ
2, (k) 1« ey (k) *
< (m + c1(k)mnor)® + =5 (wn, wn) + =57 (m + c1(k)nmot) v/ J* (wn, wn)
qui nous conduit finalement & ;
2co(k
\/ﬁ‘u_ ¢|1,Q <M +Cl(k)77hot+ ZB( ) J*(uhﬂuh)‘ (3.16)
L’inégalité (3.15) nous permet maintenant de conclure. ]

Lemme 3.2.2. 1/ existe une constante c3(k) dépendant de k telle que :

B 03(k)(1 + \/ 1 +/B2)\/m

Vi |un _¢|1,h+7 ||Ph—C||07Q = =

Vi B
Démonstration. La condition inf-sup continue sur b(-, -) implique que
s bph_é.,'v CL(U}L—(}’),’U)
Blon—Clog< sup 28 _ g alun—b0) gy
veH}(Q) ’”|1,Q veH}(Q) ’”’1,9

il est donc suffisant de borner le terme |/t |[up, — @[, .

Un calcul simple combiné avec (3.13) donne, pour chaque v € H (1)(9) :

wlun — ¢|ih — plup — Uﬁ,h
= S((un — ¢spn — &), (un — ¢,pn — §)) — S((up — v,pp — ), (up — v,pp —§))
= S((un — @, pn — &), (v — ¢,0)) + S((v — ¢,0), (up — &, pr — §))
_S((d) - ’U,O), (¢ - ’U,O))
=23 [ =0V o)z —nlo ol

TeT,

<2 Z /T(ph — 9V - (v —up)dz.

TeTy,
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On obtient alors que
2
2 2
lup — ¢\1,h < Jup — Uh,h + E lup — d’h,h lup — v 1,h

et donc

14+4/14 32 .
lup — ¢|1,h < T lup, —U|1,ha Vv € Hy(1).

On procede alors de la mé&me maniere que dans [50] (voir aussi [48]) et on prend pour v €
C°(Q) la fonction P}, par élément définie par ses valeurs aux noeuds de Lagrange z de la maniére

suivante :
v(2) = (un)7(2),
ou T € Tj, est tel que z € T. On peut alors établir (cf. [50]) que :
un —vly, < cs(k)y/ J*(wn, un)
ce qui nous permet de conclure la démonstration de ce lemme. 0

Les deux Théoremes précédents nous permettent d’établir la fiabilité de 7, présentée dans le

Théoréme suivant :

Théoreme 3.2.1. 1l existe une constante c(k) dépendant de k telle que :

5 144/1+ B2
1T O 1P = pullog < m +c(k) FW*‘ Thot

Vi =y,

Remarque 7. On note que grdce a l’inégalité évidente suivante :
J(un, up) < J"(un, up),

on a aussi que :

llw —wpl|| < m + e(k, B)vVyI*(wn, un) + c(k)Nhot-

3.2.2 Optimalité de I’indicateur d’erreur

On s’intéresse maintenant a I’optimalité de I’indicateur d’erreur a posteriori. On introduit sur

chaque triangle T' € 7}, les contributions locales de notre indicateur :

1 2
M = L lon — nNun + prlllg 7
H 2 H 2
o = Z 2l [[wn]llo,e + Z el [ [wn]llo.e
eC(9T\09) eC(aTNOR)

tels que

= Z (i +157)-
TET,
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Il est utile de rappeler quelques résultats obtenus par Verfiirth [81].

On note by la fonction bulle cubique sur 1" € 7;, et b, la fonction bulle quadratique sur e € &y,
satisfaisant 0 < by < 1 = maxbr et 0 < b, < 1 = maxb,. Il existe alors une constante C'
dépendant uniquement de 1’angle minimum de 7, et du degrée polynomial r tel que, pour tout
ve P(T):

lolor < Cfpi*] . ol <€ |o2/2]| . G3.17)
’ 0,7 ’ 0,e

De plus, il existe un opérateur P, qui releve tout fonction définie sur e € ¢g;, au triangle 7' et

satisfait :
CVlel [0l < [1BePevllor < Cov/lel ol Vo € Pr(e). (3.18)

On obtient alors :

Théoreme 3.2.2. [l existe une constante c(k,Ty,) dépendant de I’angle minimum de Ty, et de k et

une constante c(k) tels que, pour toutT € Tp, on a

2 2 2 2
n%,T < c(k,Tn) (N lu — ’u’h‘l,wT + % F2 —PhHo,wT) + c(k)y’ Z H H[ﬂ'kfluh]Ho,ev
eCOT

L

2 2
T’%,T < c(k) lu — uh’l,wT + Z le| |H7"k—1uh]Ho,e

eCOT

ou wr est I’ensemble des éléments partageant une aréte avec T. En conséquence,
2 2 1 2 2
n” < ek, Tn) (plu —wnli) + 4 I = prllog + (1 +77)J (un, un) | -
Démonstration. Pour controler le terme ﬁ len, — uNup + prlly 7, on note que

oy, — uNup + ppl

appartient 3 RT,_,(T) et pour k > 2, sa projection L?(T')-orthogonale sur P,,_, est nulle. Donc,
lop, — uNup + prlllg 7 et [(ep, — pNup + prl)ne|ly o sont des normes équivalentes. Par pas-

sage a I’élément de référence, on obtient :

oy, — uNwn + pulllor < > Vel ey, — pNun + prnell., ,
eCOT

avec ¢ une constante dépendant de k. Pour une aréte donnée e C 97, on obtient ensuite

(ap — uNup + ppl)ne = £ [pNuy, — ppl]ne — l|t€7| [T p—1un)
le signe dépend de I’ orientation de n. par rapport a T'. Alors,

lon — uNup + prlllgr <

wy
> (v el |[[uNun — prd] nellg . + ——= ||[7Tk?—1uh]”0,e> :

eCOT ’6’
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On remarque qu’une intégration par parties nous donne, pour tout w € H (1)(9) que

Z/ (o — pNup + ppl) : Vwdx + Z/dw (¢ — pNup + ppl) - wdz

TeT, TeTy,
Z / o — pNup +ppl)n - wds
TeT;, /T
= — Z/ uNup, — pplln. - wds.
ecep

On emploie maintenant 1’argument utilisé par Verfurth dans [81] qui est basé sur des normes

pondérées par les fonctions bulles et sur des inégalitées inverses. En prenant :
w = brdiv(c — pNuy, + ppl),
et en utilisant (3.17), on a tout d’abord que
hr ||div(e — pNup + ppd)llg 7 < cllo — uNup + pplllo 7 -
On prend ensuite w = b, P.([uNup, — prl] ne) et on obtient, grace a (3.17) et a (3.18),

Vel lluNun = prd]nelly . < clla — pNwn + prlllo ryum, -

avec ¢ qui dépend maintenant de 1’angle minimum de 7}, et de k. Finalement, cela implique que :

mr < ek, Tn) | VDY Ju—unl g+ —
Sewr f

V@j
+ye(k) < —= l[mr—1unl|l ) :
Y eé:T\/m k rlllo

Vi
Vel

e C JT. Pour cela, on procede de la méme maniere que pour le Lemme 3.1.2 et, en utilisant que

12— Phllowy

Il nous reste a borner 72 7, ce qui revient & borner le terme Il[wr]]|0,e. sur chaque aréte

[u] = 0, on écrit que :
Iwn]lloe < I[(wn —w) = mp—1(un — w)]lloe + l[7wr—1un]llo.e-

Soit S un triangle de 7, tel que e C 0S. L'inégalité de trace et les propriétés d’interpolation de

ﬂf_l donnent que
1 —u) — — 1 —u) — 7o _
il =) = s fan = )l < Sl — ) = () o
< (k) (s lun —w) =y (= w)llos + |(uwn = w) = w5 (un — w)ls)
< c(k)|un — ulys.

Il s’en suit que

> \/\/%'Huh]\\o,e < c(k)Va( Y lun —ulis) + Y \/\%H[wmuh]\lo,e,

eCOT Sewr eCoT

ce qui termine la démonstration . O
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3.2.3 Comportement de I’indicateur d’erreur par rapport a y
On s’intéresse a la limite lorsque v — oo de

1/2
1 2
- %
7=\ 2 ek - e+l T )
H TeT),
En prenant en compte les résultats de la section 2.4 sur le convergence de notre méthode, on

définit un tenseur o} € XJ;, en précisant ses degrés de libert€ de la manicre suivante :

. ouj
TpTte = 1 on
e

} — VA, —{pr}ne, Vecey,

pour k£ = 2 ou 3,
/ oy s rdr = / (uNu;, —ppI) :rde, VT € Ty etVr € Pp_s.
T T

On rappelle que (u},p, A};) est la solution non-conforme de (2.44). On introduit alors :

1/2
* 1 * * * 2
mo= |- Z oy, — 1Ny, + prlllo ¢ ;
H TeT),
* * * * %) 1/2
noo= ((771)2 +J (uhauh)) .

On montre alors :

Théoreme 3.2.3. Il existe une constante c indépendante de h, 1, ety telle que :

C
=t < ——. (3.19)
| | TV

Démonstration. Ce résultat est obtenu a 1’aide du Théoreme 2.4.3 et des inégalités suivantes :

valler = aillor

<o v { i)

n
eCOoT ¢

1 \ \
+ oz Hen =il + 12 = Aillo,

0,e f )
Y VR Azuo,e) <

eCOT

Sc(muz—umm;ﬁupz—pz
]

Pour k£ = 1, I'indicateur d’erreur non-conforme nj peut étre écrit de maniere plus simple. Pour

simplifier, on se restreint au cas ou le second membre f est constant par maille.

Théoreme 3.2.4. Soit k = 1 et soit le second membre f constant par morceaux par rapport a Tp,.

Alors on obtient :
1/2

. 1
=\ Z |f®(x— CL'T)Hg,T : (3.20)
H TeTy
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Démonstration. En suivant I’approche de Marini (cf. [62]), on définit sur chaque triangle 7" un
élément de RT' par :

1
o), = pNuy — pjl — 37 © (@ —zr).

Soit un v, € V' quelconque. Alors divgﬂZ =—f. Q’h € X, et, en utilisant le fait que
Jp(x —xp)de =0

Z/ahne (V] ds—/dwah vhdx+/ah Yopdx

ecep Q

= /f 'vhdaz—ku/Vuh V'vhd:c—/phv vpdr).
TG’T

En prenant comme fonction test x;, = (v, 0) dans le probleme (2.44) et en utilisant I’expression

de o7, on obtient immédiatement que

Z/ahne"vhds—Z/Uhne‘vh s, Yo, € V.

ecep V€ ecep V€

On obtient finallement g’h = 07, ce qui nous permet de conclure. O

L’estimateur d’erreur a posteriori n* obtenu dans le cas limite est semblable a I’estimateur
introduit par Dari, Durdn et Padra dans [26] pour la discrétisation P; non-conforme (2.33). On
rappelle sa définition :

1/2
(9uh

(3.21)

TGTh ecep

ou t. dénote la tangente unitaire d’une aréte e. Grace a la condition de continuité de 1’espace

non-conforme, on a sur chaque aréte e € 5 que
ou}
h12ds
i = [

anPPP <n* < eenPPr.

On obtient finalement :

ol ¢ et co sont deux constantes numériques,
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Chapitre 4

Résultats numériques

Dans ce chapitre, nous allons présenter des résultats numériques dans le but d’illustrer et de va-
lider les résultats théoriques précédents. On s’intéresse a I’ordre de convergence de notre méthode
lors du raffinement de maillage et a I’'influence du terme de stabilisation. Nous avons comparé
notre méthode a la méthode dG proposée dans [37] afin d’illustrer la robustesse de notre schéma.
Enfin, nous présentons des résultats concernant 1’adaptation de maillage via I’estimateur a poste-

riori proposé. Nous avons implémenté ces méthodes dans la librairie C++ CONCHA.

4.1 Convergence de ’erreur

Nous avons montré une estimation d’erreur théorique optimale pour notre schéma. L’erreur
converge avec I’ordre O(h*) en norme énergie (||| - ||| pour la formulation (2.19) et [[-]] pour la
formulation (2.20)) pour la vitesse et en norme L? pour la pression. De plus, I’erreur en norme L?
pour la vitesse converge avec I’ordre O(hF+1).

Dans cette partie, nous allons donc étudier le comportement de nos formulations par rapport a
des raffinements de maillage globaux, pour £ = 1, 2 et 3.

La triangulation est obtenue en divisant d’abord le domaine en carré puis en décomposant chaque
carré en triangles comme on peut le voir sur la figure Fig. 4.1. On obtient donc un maillage de type

"CrissCross".

FI1G. 4.1 — Maillage triangulaire a partir d’un maillage quadrangulaire
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A chaque pas de raffinement, le pas de discrétisation A sera donc divisé par 2. On notera N le

nombre de triangles.
Dans un premier temps on considere la solution exacte suivante pour le probleéme de Stokes

avec des conditions de bord non homogenes :

" — m cos(mx) sin(my) i) sin(x
( —m sin(mz) cos(my) > ’ p (mx) sin(7y), 4.1)

sur un domaine carré 2 = [—1; 1] x [—1; 1]. Cette solution vérifie bien div u = 0 et / pdz = 0.
Q

4.1.1 Formulation (Vu, Vv)

On choisit une valeur de v = 10 et une viscosité y = 1.
On récapitule dans le tableau Tab. 4.1 les erreurs obtenues pour la vitesse, ici notée u, et pour
la pression p en fonction du nombre d’éléments du maillage. On présente les erreurs ainsi que le
rapport entre ’erreur sur le maillage grossier et I’erreur obtenue sur le nouveau maillage raffiné.

Ce tableau regroupe les données obtenues pour k = 1.

N lu —uplloq | rapport || ||lu—upl|| | rapport || ||p —pnlloo | rapport

64 0,843959 — 10,010565 — 2,79255 —
256 0,276895 3,04793 || 4,767698 2,09966 || 1,77575 1,572603
1024 || 0,078143 3,54341 || 2,382578 2,00107 || 0,884179 2,008360
4096 || 0,020192 3,86998 || 1,188162 2,00526 || 0,43601 2,027886
16384 || 0,005090 3,96664 || 0,592460 2,00547 || 0,216991 2,009346
65536 | 0,001275 3,99174 || 0,295707 2,00354 || 0,108361 2,002482

TAB. 4.1 — Formulation (Vu, Vo) : erreurs pour k = 1 (y = 10)

On obtient donc :

(v —wnlog)fin 1 (e = unllDfin 1 Ulp = pallo.o)gin 1

~ —

(Hu_uhHO,Q)grossier 4’ (’”u_uhm)grossier N 57 (Hp_ph

‘O,Q)grossier 2 )

On retrouve bien numériquement 1’ordre de convergence O(h) pour la vitesse en norme énergie
et O(h?) en norme L2, ainsi qu’une convergence d’ordre O(h) en norme L? pour la pression.

On s’intéresse maintenant au cas ou k = 2 et les résultats sont alors présentés dans le tableau
Tab. 4.2.

On obtient bien :

(Jlw = wpllo,Q) fin 1 (Ile — wall]) fin

~

(Hu - uhHO,Q)grossier 8’ (’”u - uhH ’)QTOSSZ'ET

(Ilp = pullo.o) fin
(Hp — Ph HO,Q)grassier

1 1
~ 0 ~ 7

Enfin, on passe au cas ou k& = 3. Dans un premier temps, nous avons choisi, comme dans les

test précédents, v = 10. Cependant, la méthode ne converge pas. Cela n’est pas en contradiction
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N | llw—wunllog | rapport || [|lu—usll[ | rapport || |lp — pplloe | rapport

64 || 0,046359 — | 2122048 — |/ 0539482 —
256 | 0,004927 9,40802 || 0,492963 | 4,30468 || 0,125013 | 4,315407
1024 || 0,000557 8,83647 | 0,118451 | 4,16172 || 0,029860 | 4,186553
4096 || 6,645¢-05 | 8,39157 || 0,029019 | 4,08185 || 0,007281 | 4,100626

TAB. 4.2 — Formulation (Vu, V) : erreurs pour k = 2 (y = 10)

avec les résultats théoriques. En effet, dans le Lemme 2.3.1, on note que ~ doit étre suffisamment
grand pour avoir un probleme bien posé, et que cette valeur dépend du degré polynomial. On

étudiera plus en détails I’influence du parametre de stabilisation dans la partie suivante. Pour le

moment, nous avons choisi de faire ce test avec une valeur de  plus élevée, v = 100. Le tableau

Tab. 4.3 présente les résultats ainsi obtenus.

N | llw—wunllog | rapport || [|lu—wusll[ | rapport || |lp — pplloe | rapport
64 0,006025 — 0,193471 — 0,062737 —
256 || 0,000387 15,5564 || 0,024415 7,9241 || 0,007919 7,921984
1024 || 2,443e-05 15,8513 || 0,003050 8,00418 || 0,001001 7,181947
4096 || 1,528e-06 15,9876 || 0,000380 8,02131 || 0,000126 7,907046
TAB. 4.3 — Formulation (Vu, Yv) : erreurs pour k£ = 3 (v = 100)
On obtient :

(JJu — UhHo,Q)fm

(Hu - uh”O,Q)grassier

(e = walll) in

~

1
167 (|l — Uh|||)gmssier

1
~ 2

(llp = pullo,Q) fin

(”p — DPh ||O,Q)grossier

1
~ 3

On trace maintenant les courbes représentant le logarithme des trois erreurs calculées en fonc-
tion du logarithme du nombre d’éléments pour k£ = 1, 2, et 3 . Nous retrouvons dans la figure

Fig. 4.2 I’ordre de convergence théorique. Nous avons obtenus des résultats semblables pour dif-

férentes valeurs de u, ce qui confirme que comme nous I’avions prévu théoriquement, la valeur

de 1 n’a pas d’influence sur la vitesse de convergence. Nous présentons dans la figure Fig. 4.3 les

courbes d’erreur obtenues pour = 100 et k = 1.
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Convergence de I'erreur en norme énergie sur la vitesse

4 T
=1+
k=2 x
=3 —*—
.
2F 4
+
x -+
ol + 4
? x N
5
4 *
@ -2r x B
D
o
-4 * * -
—6F * 4
05—
1
-8 1 I *
4 5 6 7 8 9 10
log(N)
(a) V - erreur en norme énergie
Convergence de I'erreur L2 sur la vitesse
Or= Tk=1+
k=2 x
-+ =3 %
oL 4
+
X
-4 + 4
? - x N
5 -6f 7
e
a
> %
S 8- * J
-10F x 4
*
120 gs[—— 1
1 .
*
-14 I I I I I
5 6 7 8 9 10
log(N)
(b) V - erreur en norme L>
Convergence de I'erreur L2 sur la pression
2 T T T i —
k=2 x
+ . =3—%—
o} " E
* +
v
-2 x 7
> *
5
E) %
o —4r 1
=)
o * x
-6 4
*.
_8l i
05—
1 *
-10 I
5 6 7 8 9 10
log(N)

(c) Pression - erreur en norme L2

FIG. 4.2 — Formulation (Vu, Vv) : ordre de convergence pour différents &
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Convergence des erreurs (k=1)

T T T T T T —

X Erreur L2 sur la vitesse 2
X Erreur énergie sur la vitesse o

o % Erreur L2 sur la pression  —>%—

° *
° X

=
©

)
g =5
D
S 2L
1=
—41 =]
1=
6L 1 :
2 a
-8 I I
4 5 6 7 8 9 10 11 12

FIG. 4.3 — Formulation (Vu, Vv) : ordre de convergence pour k = 1 et = 100

4.1.2 Formulation (D(u),D(v))

On procede maintenant au méme test que dans le paragraphe précédent, mais en utilisant la
formulation (2.20). On rappelle que le deuxieéme terme de stabilisation Ji(-,), dont le rdle est
d’assurer la coercivité de la formulation, est seulement nécessaire dans le cas ou k = 1. Pour
cela, nous ne présenterons ici que la convergence des erreurs pour £ = 1. Comme précédemment,

le tableau Tab. 4.4 récapitule les résultats obtenus. Les résultats obtenus sont en accord avec la

N lu —wupllon | rapport || ||lw — ws||| | rapport || ||p —pnllo | rapport

64 0,732828 — 16,625998 — 3,06364 —
256 0,156187 4,69197 || 7,740131 2,14803 || 1,0945 2,799122
1024 || 0,037076 4,2126 | 3,750639 2,06368 || 0,470646 2,325527
4096 | 0,009035 4,1034 || 1,847880 2,0297 || 0,212294 2,216953
16384 || 0,002228 4,05541 || 0,916672 2,01586 || 0,100356 2,115409
65536 | 0,000553 4,02883 || 0,456425 2,00837 || 0,048785 2,057082

TAB. 4.4 — Formulation (D(u),D(v)) : rreurs pour k = 1 (y =10, p = 1)

théorie, c’est a dire :

00 =0(h%), [[u—wu]=0(h), |p—pl

||u—uh 0,Q :O(h)

Nous avons représenté dans la figure Fig. 4.4 les courbes des erreurs sur la vitesse en norme
énergie et en norme L? et sur la pression en norme L?. Comme précédemment, on représente la

logarithme des erreurs en fonction du logarithme du nombre de triangles.
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Convergence des erreurs (k = 1)
4 T T

T T
Erreur L2 sur la vitesse —&

Erreur énergie sur la vitesse —©

[} Erreur L2 sur la pression —>—

log(Erreurs)
I
N
T
a
|

—4l i

-8 I

IS
o
o
~
@
©
5
N

log(N)

FIG. 4.4 — Formulation (D(u),D(v)) : ordre de convergence des erreurs pour k = 1

4.2 Comportement par rapport au parametre de stabilisation

Dans cette partie, nous allons étudier le comportement des résultats obtenus avec notre dis-
crétisation en faisant varier le parametre de stabilisation, afin de mettre en évidence sa robustesse
lorsque v — oo. On comparera les résultats obtenus avec notre méthode avec ceux obtenus avec
la méthode IP usuelle proposée dans [37] que ’on appellera aussi par la suite "GRW", sur un
maillage fixé. Dans une premicére partie, on considere le cas test défini précédemment pour lequel

la solution exacte est connue, puis on s’intéressera a des écoulements de type Poiseuille.

4.2.1 Comportement de I’erreur en comparaison avec la sabilisation IP

On considere la solution exacte (4.1). On utilise le méme domaine que précédemment, (2 =
[—1,1] x [—1,1], et un maillage composé de 4 096 éléments. Nous étudions le comportement
de I’erreur obtenue sur la vitesse en norme énergie et sur la pression en norme L2 pour diverses

valeurs de ~y et nous les comparons avec les erreurs obtenues avec la méthode IP (cf. [37]).

4.2.1.1 Formulation (Vu, Vv)

La figure Fig.4.5 correspond au cas k = 1, Fig. 4.6 au cas k = 2 et enfin Fig. 4.7 correspond
a k = 3. Les courbes rouges representent les erreurs obtenues avec notre méthode alors que les
courbes vertes sont celle obtenues avec la méthode de [37]. Nous avons choisi différentes valeurs
pour la viscosité afin de montrer que les schémas étudiés sont bien indépendants de ce parametre.

On observe que notre schéma est stable indépendamment de -y, contrairement a la méthode IP.
De plus pour des valeurs de vy trés grandes, 1’erreur obtenue sur la vitesse avec la methode [37]
devient supérieure a celle obtenue avec notre méthode. L’ erreur obtenue sur la pression est dans

tous les cas moins élevée que celle obtenue avec la méthode [37].
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Erreur energie sur la vitesse en fonction de gamma

135 . .
Notre methode —+—
Methode GRW ——3¢—
13+ - 4
X
125 el
2 >
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(b) Erreur sur la pression

FI1G. 4.5 — k = 1, comportement des erreurs par rapport a y (i = 1)
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Erreur energie sur la vitesse en fonction de gamma

T T
Notre methode —+—
Methode GRW —e—"|

Erreur energic
o
b
T
.

025 - -

02 -

005 I I I I I I I I I
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000 100000

Gamma
(a) Erreur énergie sur la vitesse

Erreur L2 sur la pression en fonction de gamma

T T
Notre methode —+—
Methode GRW —— |

Erreur L2
o
i
T
L

0 + + t t t + + + +
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000 100000

Gamma

(b) Erreur sur la pression

FIG. 4.6 — k = 2, comportement des erreurs par rapport a y (¢ = 10)
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Erreur energic

Erreur L2

F1G. 4.7 — k = 3, comportement des erreurs par rapport a vy (i = 100)
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Erreur energie sur la vitesse en fonction de gamma
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4.2.1.2 Formulation (D(u),D(v))

Pour £ = 1, on considere le méme test que précédemment, mais en considérant cette fois-ci la
formulation (2.20), pour v, fixé et égal a 10. Dans la figure Fig. 4.8, on compare donc les résultats
obtenus avec notre méthode, avec ceux obtenus avec la méthode IP usuelle pour cette deuxieme
formulation. Comme précédemment, notre schéma a un comportement stable indépendamment
de 7.

Erreur énergie sur la vitesse en fonction de gamma

1.74

T T
Notre méthode —&—

Meéthode GRW

1.68 -

1.66 4

Erreur énergie

1.64 -

1.62 -

158 L L L L L L L L
10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000 100000

Gamma
(a) Erreur énergie sur la vitesse

Erreur L2 sur la pression en fonction de gamma

T T
Notre méthode —&—

Méthode GRW

Erreur L2
©
T
L

0 i F 7 i F 7 i F
10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000 100000

Gamma

(b) Erreur sur la pression

FIG. 4.8 — Formulation (D(w),D(v)) : comportement des erreurs par rapport a vy pour k = 1
(p=1,7m =10

4.2.2 Ecoulement de Poiseuille - Formulation (Vu, Vv)

On considere maintenant un écoulement de Poiseuille et on compare la solution obtenue

avec notre méthode avec celle obtenue avec la méthode GRW. On considére donc le domaine
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Q =[0; 0,06]x[-0,01;0,01] et afin d’obtenir un écoulement de Poiseuille parabolique, on impose

les conditions de bord suivantes ou ¢ dénote la tangente unitaire :

A I’entrée A 1a sortie, condition de Neumann homogéne
u-t=0, p(Vu)yn —pn =0
u-n= a(O,Ol2 — 12,

La solution exacte est connue et elle est de la forme :

u (a(0,012 —y*),0),

p = br+ec

Les tests numériques ont été réalisés sur un maillage non structuré composé de 10954 triangles.

Comme prévu, lorsque £ > 2, on retrouve la solution exacte avec les deux méthodes. On
présente dans Fig. 4.9, la solution exacte obtenue pour & = 2 qui nous servira de solution de
référence pour la suite.

On note que dans la suite Uy et U; correspondent a la premiere, respectivement a la deuxieme,

composante de la vitesse.

uo Ul
3330 oo
_— .
1.0068 6.0e-14
035445 | | 7.9¢-14
IO.O28253 I-1 5e-13
(@ Uo (b) Ux
I15F57.2
1198.7
Isoo‘25
I401.77

3.2972

(©) P

FIG. 4.9 — Solution exacte de 1’écoulement de Poiseuille avec des éléments Py x P;

On fait donc varier ~ et on compare les solutions obtenues pour & = 1.

Nous avons obtenus des résultats similaires pour la vitesse, pour v compris entre 10 et 100 000,
méme si la méthode de [37] présente quelques instabilités pour -y grand. (voir Fig. 4.10 et 4.11).
Cependant, on note des différences significatives entre les deux méthodes en ce qui concerne la
pression, c¢’est pourquoi nous en présentons ici une étude plus détaillée par rapport a . On peut
voir dans Fig. 4.12 que la méthode de [37] est moins précise et moins stable que la notre.
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UQ
1.3324
1.0065

0.68055

0.35462

0.028698

(a) Notre méthode

I 1 .4%%5
1.0844
0.73030
0.37618

0.022063

(b) Méthode de [37]

F1G. 4.10 — Comparaison de Uy pour un écoulement de Poiseuille avec v = 100 000

0 .0083] 1452
0.00013565
-4.3216e-05
-0.00022209

-0.00040096

(a) Notre méthode

Ul
0.037448

0.022006

|
|0.0065638

-0.0088785

-0.024321

(b) Méthode de [37]

FIG. 4.11 — Comparaison de U; pour un écoulement de Poiseuille avec v = 10000

1 537.4
1198.6
799.79
400.99

2.1878

(a) Notre méthode pour v = 100

1 537‘4
1198.6
799.79
400.99

2.1878
(c) Notre méthode pour v = 1000

1 5';7.4
1198.6
799.79
400.99

2.1878

(e) Notre méthode pour v = 10 000

P
I1597.4
1198.6

799.79

400.99

2.1878

(g) Notre méthode pour v = 100000

P
1605.5
1205.1

804.72

404.35

3.9737
(b) Méthode de [37] for v = 100

P
1680.6

I1249.9
819.20
388.53
-42.150

(d) Méthode de [37] for v = 1000

P
2411.2
1643.7

876.19

108.70

-658.79
(f) Méthode de [37] for v = 10 000

P
10366.

I5893.5
1420.8
-3051.9
-7524.6

(h) Méthode de [37] for v = 100 000

F1G. 4.12 — Ecoulement de Poiseuille : comparaison des pressions pour différents -y



4.2.3 Ecoulement de type Poiseuille a vitesse entrante constante

On souhaite maintenant tester notre méthode avec une solution non réguliere. Pour cela, on
considere un écoulement de type Poiseuille et on impose a I’entrée du tube une vitesse normale
constante : v - n = 1. Les autres conditions de bord restent inchangées. On utilise un maillage
CrissCross composé de 18 432 triangles.

4.2.3.1 Formulation (Vu, Vv)

On note que la vitesse exacte vérifiant ce probléme n’appartient pas a H'(£2). Pour avoir une
solution de référence, nous 1’avons approché avec des éléments finis non-conformes de Crouzeix-
Raviart (voir Fig. 4.13) .

V1 V2
|1 4976 I0.38807
11210 0.19403
0.36775 -0.19403 ’
I-0.0088713 I-O.38807
(a) Premiere composante de la vitesse (b) Seconde composante de la vitesse
|4428.7

3324.9
|2221 Al

I'H17.3

13.501

(c) Pression

FIG. 4.13 — Solution obtenue avec des éléments P x Py non-conformes

On fait maintenant varier le terme de stabilisation v. Comme précédemment, les vitesses obte-
nues avec les deux méthodes sont similaires (voir Fig. 4.14 et 4.15). On présentera donc de manicre
plus détaillée dans Fig. 4.16 une comparaison des pressions obtenues avec les deux méthodes. On
note que la stabilisation IP est clairement moins stable et cela devient visible pour des valeurs de
~ relativement faibles.

Plus v augmente et plus la méthode de [37] nous donne des résultats éloignés des résultats
que nous devrions théoriquement obtenir. Cet exemple illustre bien la robustesse de notre méthode

lorsque v — oo.
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uo
1.501

1495

1137 1133

0.7786 0.7655

0.4203 0.3978

0.06195 0.03013

(a) Notre méthode, v = 100 (b) Méthode de [37], v = 100

|1 4989 |1 5001
1.1320 1.1327
0.76503 0.76534
0.39807 0.39797
0.031121 0.030602

(c) Notre méthode, v = 100 000 (d) Méthode de [37], v = 100 000

F1G. 4.14 — Premiere composante de la vitesse pour différents ~y

I0.3%1083 IO.SL(J‘Jl‘ﬂé
0.17541 0.18308
0.0000 0.0000
-0.17541 -0.18308
-0.35083 -0.36616

(a) Notre méthode, v =100 (b) Méthode de [37], v =100

IO.SL%]] 06 I0.3%1?87
0.18553 0.19494
0.0000 0.0000
-0.18553 -0.19494
-0.37106 -0.38987

(c) Notre méthode, v = 100 000 (d) Méthode de [37], v = 100 000

F1G. 4.15 — Deuxiéme composante de la vitesse pour différents
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4285 60033
™ e

3324.7 4505.9
I2221 0 Isoos.A
Im7.2 |1511.0

13.500 13.532
(a) Notre méthode pour v = 10 (b) Méthode de [37] for v = 10
P P
I4428.5 Ioom 7
3324.7 7475.6
I2221 0 I4989.6
|1 17.2 |2503,5
13.500 17.496
(c) Notre méthode pour v = 100 (d) Méthode de [37] for v = 100
4428 5 151 03.
3324 7 10862
2221 0 6620 8
1 117.2 2379 7
13 500 1861 A
(e) Notre méthode pour v = 1 000 (f) Méthode de [37] for v = 1 000
I4428 5 I39§67,
3324.7 25910.
2221 0 12454
1 17.2 1003 0
13 500 14460
(g) Notre méthode pour v = 10000 (h) Méthode de [37] for v = 10000

FIG. 4.16 — Ecoulement de Poiseuille : comparaison des pressions pour différents
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4.2.3.2 Formulation (D(u),D(v))

On considére maintenant la formulation (2.20) et on effectue les mémes tests que précédem-
ment. Cette fois-ci, on présente dans la figure Fig.4.18 les lignes de courant obtenues avec les
deux méthodes. On considere uniquement la pression, pour laquelle les résultats sont plus par-
lants. Comme précédemment, on choisit y; = 10. La pression de référence présentée dans la
figure Fig. 4.17 est obtenue en utilisant des éléments finis non-conformes de Crouzeix-Raviart. On

note bien que la méthode IP n’est pas stable et cela devient visible pour des valeurs faibles de ~.

P
7634

liiE=

-0, 508

(a) P

F1G. 4.17 — Pression exacte de 1’écoulement de Poiseuille avec des éléments finis de Crouzeix-
Raviart

FIG. 4.18 — Ecoulement de Poiseuille : comparaison des pressions pour différents ~

1247.0

Ei%%]l)HHHHIQijggz : HHHHHC???

-24.061

(a) Notre méthode pour v = 10

A=

-0, 258

(c) Notre méthode pour v = 100

P
5761.3

ScE

-26.482

(e) Notre méthode pour v = 1000

- 153141

-B773

(b) Méthode de [37] for v = 10

- .
@ 75190
2\ 410?51
ﬁ) 7 2431 2

-1z278

(d) Méthode de [37] for v = 100

-1820.9

(f) Méthode de [37] for v = 1 000

P
15120,
10875,

60]9.6

%

23&1.41



4.2.4 Vitesse de convergence de la solution dG vers la solution non-conforme

Théoriquement, nous avons montré que la vitesse de convergence par rapport a -y est de 1’ordre
de (9(%) Afin de valider ce résultat, nous avons tracé dans la figure Fig. 4.19 le logarithme de
I’erreur ’"Z — uj |1, en fonction du logarithme de y pour k& = 1 et pour la premiére formulation
du probleme de Stokes. On rappelle que uj est dans ce cas la solution obtenue avec des €léments
finis de Crouzeix-Raviart. Nous avons aussi tracé en noir la droite de référence de pente —1, et on

constate que I’on retrouve bien le comportement souhaité.

Vitesse de convergence par rapport & gamma

T T
Erreur H1 sur la vitesse —+—

Pente -1 —x—
3 4

log(erreur)

log(gamma)

F1G. 4.19 — Vitesse de convergence par rapport a y

4.3 Adaptation de maillage

Dans la section 3.2, nous avons considéré des conditions de bord de Dirichlet homogenes. Cet
estimateur peut étre généralisé pour des conditions de bord non-homogenes, u = g sur ehD et des
conditions de Neumann x sur 5hN en rajoutant des termes sur les bords. Les degrés de liberté du

tenseur g, sur les arétes sont alors définis de la maniére suivante :

ou 4
1 {anh} _ B [mr_1un] — {pn} ne, Ve € Eﬁl”t

le]
. = Up Wy
T e Pom — gﬂk—ﬂuh —g) — PrTe, Ve € eP
e
Tk—1X Ve € €hN
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4.3.1 Procédure de raffinement de maillage

On rappelle la définition des estimateurs d’erreur a posteriors :

1 *
o= =3 oy — pNug + prLllg g + T (un, un),
MTETh
1 2
anLOt = - Z h%—’ H'f - ﬂz:—lfHO’T'
TeT,

Pour chaque itération k, on détermine 1’ensemble M), des mailles marquées en suivant I’algo-
rithme 1. Le raffinement est ensuite propagé de maniere a ne pas avoir plus d’un niveau d’écart

sur une aréte.

Algorithme 1 Procédure de raffinement de maillage - itération k
ENTREES: """ € [0,1], 64" €]0,1]

amrnr

sin? > ~v9mry2 - alors
On choisit M}, de cardinalité minimale tel que :
772(Mk:) > eamrn2

sinon
On choisit My, de cardinalité minimale tel que :
Mot (M) = 07",

finsi

4.3.2 Solution singuliere

On consideére un domaine fissuré 2 = [—1,1] x [—1,1] \ ({0} x [-1,0]).
Ce probléme est aussi utilisé dans [26] mais sur un domaine circulaire (cf. exemple 2). La solution

exacte est alors obtenue en résolvant le systeme :

—Au+Vp=0 dans(
divu =0 dans €2,

avec des conditions de bord non-homogenes. L’expression de la solution analytique s’écrit alors

en coordonnées polaires :

Vi (15sin(@)i(e) + cos(o) ()

O
Nz sin(so)aiw(m 15 cos()l)

3
p= 212 ((3/2>2§0w<so) n jﬂ(@)

¥(p) = 3sin(0,5¢) — sin(1,5¢)
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et
atan2(y, x) siy >0
v { 27 — atan2(—y,x)  sinon, =Vt -y
Dans Ia suite, on considere k = 1 et on prend n = 1, v = 10 et N est le nombre d’éléments.
Afin d’étudier le comportement de I’estimateur et de I’erreur H'((2) de la vitesse, on calcule les
quotients suivants :

N n 172 mn - n
Ky — < f > k= Koy — —u = unlha)s

Tlgrossier ’ (|u - uh|1,Q)grossier .

Ngrossier
On considere tout d’abord un raffinement global (0% est égal a 1,0). Dans ce cas, K1 = 0,5.
On présente dans le tableau Tab. 4.5 I’erreur H!(£2) sur la vitesse et les valeurs de 1’ estimateur

pour un raffinement de maillage uniforme.

N n ,CQ |u — uhh,Q IC3
64 1,550 - 3,001 -
256 1,332 | 0,859 2,387 0,792
1024 || 1,058 | 0,794 1,813 0,759
4096 | 0,795 | 0,751 1,332 0,735
16384 || 0,579 | 0,728 0,960 0,721

TAB. 4.5 — Solution singuliére : erreurs H*(2) et estimateur d’erreurs sur un raffinement uniforme
(v=10)

Erreurs par rapport & un raffinement global

Estifnateur +
Erreurs H1 sur la vitesse —*

log(Erreurs)

log(N)

FIG. 4.20 — Solution singuliere : comportement de I’erreur H'() et de I’estimateur d’erreur par

rapport au nombre d’éléments sur des maillages uniformément raffinés

On remarque que 1’on obtient Ky ~ K3 ~ —=, I’ordre de convergence est donc O(h'/?) =

\/5’
O(N~1Y). Afin d’illustrer ces résultats, nous avons tracé dans la figure Fig. 4.20 le logarithme de

’erreur H'(12) et de I’estimateur en fonction du logarithme du nombre d’éléments.
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On considére maintenant un raffinement local, 84" est alors égal 2 0.5 .

Le tableau Tab. 4.6, présente les valeurs de I’erreur H'!(Q) de la vitesse et de I’estimateur
7. On constate que pour cette solution exacte fortement singuliere, on a un ordre de convergence
O(N~1/2). Dans la figure Fig. 4.21, nous avons tracé le logarithme de I’erreur H'(Q) de la vitesse

et de I’estimateur, en fonction du logarithme du nombre d’éléments.

N ]Cl n lCQ |u — uh|179 IC3
64 - 1,550 - 3,001 -
94 0,825 || 1,471 | 0,949 2,537 0,845
150 | 0,791 || 1,352 | 0,919 2,166 0,841
206 | 0,853 || 1,254 | 0,927 1,882 0,869
354 | 0,763 || 1,086 | 0,866 1,526 0,811
649 | 0,738 || 0,8695 | 0,800 1,182 0,774

1177 | 0,742 || 0,6822 | 0,784 0,9104 0,770
1998 | 0767 || 0,5334 | 0,782 0,6959 0,7643
3616 | 0,743 || 0,4026 | 0,754 0,5204 0,7478
6544 | 0,743 || 0,3046 | 0,7565 0,3911 0,751
11372 | 0,758 || 0,231 | 0,758 0,2942 0,7522
19502 | 0,764 || 0,1778 | 0,769 0,2252 0,7654

TAB. 4.6 — Solution singuliére : erreur H' et estimateur d’erreur sur un raffinement local (y=10)

Erreurs par rapport & un raffinement local

Estimateur —+
Erreur H1 sur la vitesse —

log(Erreurs)

log(N)

FIG. 4.21 — Solution singuliére : comportement de 1’erreur H'(£2) et de 1’estimateur d’erreur par

rapport au nombre d’éléments sur des maillages localement raffinés

La figure Fig. 4.22 représente les maillages obtenus a différents pas. Comme attendu, le

maillage est tres raffiné autour de la singularité a I’origine.
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(@) N

=64

(b) N =354

(¢c) N =3616

F1G. 4.22 — Solution singuliére : maillages localement raffinés

4.3.3 Solution réguliere

On consideére maintenant la solution exacte définie dans la section précédente (cf (4.1)) et le
cas k = 1. On calcule les mémes grandeurs que dans le cas précédent pour v = 10 et p = 1.

On considere tout d’abord un raffinement de maillage uniforme, les résultats sont présentés
dans le tableau Tab. 4.7. On obtient bien pour I’estimateur et pour I’erreur H'(£2) un ordre de
convergence égal a O(h). On illustre ce comportement dans la figure Fig. 4.23.

On considere ensuite un raffinement de maillage local et comme précédemment, on choisit
4" =0,5. Le tableau 4.8 présente les résultats obtenus, et la figure Fig. 4.24 présente les courbes

correspondantes. On constate que I’on ne retrouve pas I’ordre de convergence espéré, il reste

cependant inférieur a O(N~1).
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Ko || |u—wuplin

K3

N 7

64 | 10,570
256 | 5,129
1024 || 2,554
4096 || 1,276
16384 | 0,638

0,485
0,498
0,500
0,500

9,382
4,756
2,379
1,186
0,592

0,507
0,500
0,499
0,499

TAB. 4.7 — Solution réguliere : erreur H!(2) et estimateur d’erreurs sur un raffinement uniforme

25

Erreurs par rapport & un raffinement global

log(Erreurs)

+

1

XA+

XA

Estimateur——+
Erreur H1 sur la vitesse —*

XA

X+

7
log(N)

FIG. 4.23 — Solution réguliére : comportement de 1’erreur H'(2) et de I’estimateur d’erreur par

rapport au nombre d’éléments sur des maillages globalement raffinés

N K1 n Ko lu—upli0 | K3
64 - 10,570 - 9,382 -
247 0,509 || 5,373 | 0,508 4,907 0,523
567 0,660 || 4,421 | 0,823 4,040 0,823
796 | 0,844 || 3,715 | 0,840 3,305 0,818
1024 | 0,882 || 2,554 | 0,687 2,379 0,720
2688 | 0,617 | 2,156 | 0,844 1,971 0,828
3776 | 0,844 1,548 | 0,718 1,410 0,715
9344 | 0,636 1,148 | 0,742 1,061 0,752
14048 | 0,816 || 0,881 | 0,768 0,806 0,760
18464 | 0,872 || 0,637 | 0,723 0,591 0,733

TAB. 4.8 — Solution réguliére : erreur H'(2) et estimateur d’erreurs sur un raffinement local
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Erreurs par rapport a un raffinement local

25
R ' ' ' Estimateur — +
X Erreur H1 sur la vitesse *
2 4
+
x
1.5+ + B
o
X
®
g 'l 3 I
D
o 05F- il

X+

XA

o
T
[
&)
X+
I

-1 I I I I I
4 5 6 7 8 9 10

log(N)

FIG. 4.24 — Solution réguliére : comportement de 1’erreur H!(12) et de I’estimateur d’erreur par

rapport au nombre d’éléments sur des maillages localement raffinés
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4.3.4 Comportement quand 7 — oo

Afin de valider numériquement le théoreme 3.2.4, nous nous intéressons au comportement
de 7 lorsque v — oo. Nous avons montré théoriquement que si f est constant par maille, notre

estimateur 7 tend vers 1’estimateur n* défini de la maniere suivante :

* 1 2 %0k *
=0 E 1f @ (@ — @)+ T (up, up)
1
TeTh

ol uj, est la solution obtenue avec des éléments finis de Crouzeix-Raviart. On notera :

* 1 2
m=4 Z 1f & (z— )5 -

4“ TETh

On considere alors la solution exacte suivante :

( 1+ 2+ 222+ 292 + ay >
U = s p

=z —y. 4.2
1—y+2x2—%y2—4xy Y e

On note que des résultats similaires ont été obtenus pour d’autres solutions exactes. Dans le tableau
Tab. 4.9 nous présentons les valeurs successives de n pour un maillage donné comportant 4096
éléments. Plus précisément, on étudie le comportement du terme n; qui devrait tendre vers 7] et

du terme J*(wp, wp,) qui devrait tendre vers le terme J*(u} , u;} ) lorsque v — oo.

v 10 20 30 100 | 1000 = 0
m 0,1687 | 0,1681 | 0,1680 | 0,1680 | 0,1680 77=0,1680
J*(up,up)/? || 0,1920 | 0,1918 | 0,1917 | 0,1917 | 0,1917 | J*(u},u})'/? =0,1917

TAB. 4.9 — Comportement de chaque terme de 7 lorsque v — oo
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Deuxieme partie

Le modele de Giesekus
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Introduction

Dans cette partie on s’intéresse a la discrétisation du probleme de Giesekus pour la simulation
numérique des écoulements de liquides polymeres. L’ organisation de cette partie est la suivante.

Dans un premier chapitre, nous présentons quelques comportements des liquides polymeres
et nous faisons une revue bréve des modeles rhéologiques, permettant d’expliquer pourquoi nous
avons choisi de considérer principalement le modele de Giesekus. Pour ce chapitre, nous nous
sommes appuyés sur les livres [58], [69] et [68].

Dans le second chapitre, on introduit la discrétisation du modele de Giesekus par éléments
finis non-conformes sur des maillages triangulaires et quadrangulaires. Une analyse du probléme
de Stokes sous-jacent sera présentée. En outre, on présente des résultats concernant la positivité du
tenseur de conformation, et on montre que notre schéma préserve sous certaines hypotheses cette
propriété au niveau discret.

Enfin, dans le troisieme chapitre, on présente des résultats numériques. Des comparaisons avec
le code commercial Polyflow®, mais aussi avec des données expérimentales, nous ont permis de
valider les schémas numériques mais aussi de mettre en évidence leur bon comportement pour des
nombres de Weissenberg élevés.

Ces travaux ont donné lieu a deux articles : le premier, intitulé Discretization of Phan-Thien-
Tanner and Giesekus fluids through contraction/expansion flows using nonconforming finite ele-
ments, est en préparation et est axé sur le cas triangulaire alors que le deuxie¢me, intitulé Non-
conforming finite element approximation of the Giesekus model for polymer flows et soumis dans
Computers ans Fluids - Special Issue : ICFD 2010 est en cours de révision et est axé sur le cas
quadrangulaire. D’autre part, ces travaux ont été présentés dans diverses conférences et workshop :
Tenth International Conference Zaragoza- Pau on Applied Mathematics and Statistics (Jaca, Es-
pagne, 2008), ICFD (Reading, Royaume-Uni, 2010), CANUM (Carcans, France, 2010), ECCO-
MAS CFD (Lisbonne, Portugal, 2010), Workshop on Mathematical Fluid Mechanics and Appli-
cations (Evora, Portugal, 2010).
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Chapitre 5

Les liquides polymeres

5.1 Quelques définitions

Etymologiquement, le mot polymere vient du grec « polus » qui signifie « plusieurs » et de
« meros » qui signifie « partie ». Il s’agit d’une molécule constituée de 1’enchainement répété d’un
méme motif, appelé le monomere. Les polymeres sont caractérisés par une masse molaire élevée,
généralement comprise entre 3.10% g.mol™! et 10° g.mol"'. Nous les qualifions de macromolécules.
A titre de comparaison, le carbone a une masse molaire de 12 g.mol!.

La rhéologie désigne, par définition, 1’étude des relations entre la déformation et la contrainte
d’un matériau. De par leurs structures, les polymeres ont des propriétés rhéologiques particulieres
que I’on détaillera par la suite.

On s’intéresse tout d’abord a la viscosité qui est la propriété la plus importante d’un liquide,
elle traduit sa résistance a I’écoulement. On rappelle que 1’on distingue la viscosité dynamique
notée n [Pa.s] I'de 1a viscosité cinématique notée v [m2.s71]. Ces viscosités sont liées par la relation
suivante :

V=,

p

avec p [kg.m™], la masse volumique du liquide. Les liquides polyméres sont caractérisés par une
viscosité dynamique importante. On présente dans le tableau Tab. 5.1, les viscosités de quelques
liquides a 20°C et a pression atmosphérique.

Considérons un écoulement laminaire (i.e. entre deux plans paralleles). L’intensité de 1’écou-
lement est caractérisé par la vitesse de déformation notée . Un liquide est alors qualifié de new-
tonien si sa viscosité est indépendante de la vitesse de déformation. Dans le cas contraire, il est
qualifié de non-newtonien. Pour ces liquides et au dessus d’une certaine vitesse de déformation
dite critique, la viscosité du liquide va :

— décroitre. Le liquide est qualifié de rhéofluidifiant ou pseudoplastique. C’est le cas des li-

quides polymeres.

— augmenter. Le liquide est qualifié de rhéoépaississant ou dilatant. C’est le cas du bitume.

'On rappelle que 1’on note y la viscosité dynamique d’un liquide newtonien
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| vim’s'] | n(Pas]

air 1079 106
eau 106 1073
huiles 10721073 || 107241
miel 0,01 10
polymeres | 0,12100 | 10%a10°

TAB. 5.1 — Ordres de grandeurs de viscosités de quelques liquides

Dans le cas d’un liquide polymere, il est difficile de définir une viscosité car cette grandeur

varie en fonction de la vitesse de déformation. C’est pour cela qu’est définie la viscosité limite :
mo = lim n(7).

Il faut noter qu’en raison de la taille de leurs molécules, les liquides polymeres sont sensibles
a la nature de I’écoulement. Si ces liquides ont un comportement pseudoplastique pour un écou-
lement de cisaillement, ils ont un comportement de type dilatant dans le cas d’un écoulement
élongationnel®. De plus, les polymeres sont des liquides viscoélastiques. D’un point de vue rhéo-
logique, cela correspond a un état intermédiaire entre un liquide visqueux et un solide élastique.

On se propose maintenant de présenter quelques comportements typiques des liquides poly-

meres :

— Dans la figure Fig. 5.1, une tige en rotation est placée dans un récipient contenant un poly-
mere liquide. On observe que le liquide monte le long de la tige en rotation, ceci s’explique
par ’existence de contraintes normales. Ce phénomene est appelé effet Weissenberg. Dans
le cas newtonien, le liquide aurait eu le comportement inverse, la surface se serait creusée
autour de la tige.

F1G. 5.1 — Effet Weissenberg

— La figure Fig.5.2, met en évidence 1’effet mémoire d’un liquide polymere. En effet, le
polymere se rappelle de la forme qu’il avait dans le tube le plus large et va donc reprendre
son état initial en générant un gonflement a la sortie du tube le plus fin.

*Ecoulement équivalent 2 une traction que 1’on rencontre dans les divergents ou convergents.
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F1G. 5.2 — Gonflement en sortie de filiere

— Dans la figure Fig. 5.3, une seringue est immergée dans un liquide polymere. En méme
temps que 1’on remplit la seringue, on 1’éloigne du récipient. On observe que le liquide
continue a alimenter la seringue. Cet effet est nommé le siphon sans tube. Les polymeres
sont constitués de longues chaines enchevétrées, enchevétrement que I’on peut assimiler a
des nceuds. Lorsque le liquide est étiré, les nceuds se figent empéchant la rupture du tube de
liquide.

L

F1G. 5.3 — Expérience du siphon

5.2 Ecoulements particulires : cisaillement et élongationnel

Afin d’évaluer le réalisme des modeles rhéologiques, on réalise des expériences d’écoulements
de cisaillement et élongationnels. Des grandeurs physiques associées aux matériaux, telle la vis-
cosité sont alors mesurées et comparées a celles déterminées a partir des modeles. On distinguera
deux types d’écoulements : I’écoulement de cisaillement simple et I’écoulement élongationnel
uniaxial.

L’écoulement entre deux plaques paralleles comme le montre la figure Fig. 5.4 est le cas ty-
pique d’un écoulement de cisaillement simple. Un liquide d’épaisseur e est soumis a I’action d’une
plaque se déplagant a la vitesse Vj. Pour cet écoulement, x correspond a la direction de 1’écoule-

ment, y est perpendiculaire aux surfaces de cisaillement et z sera la direction neutre.
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X

FIG. 5.4 — Ecoulement de cisaillement simple

La vitesse du liquide est alors :

.
u=(79.0,0), avec §=-".

L’apparition d’une contrainte de cisaillement 7, constitue la seule réponse d’un liquide new-
tonien soumis a cet écoulement. Par contre pour un liquide quelconque tel qu’un polymere, il
peut apparaitre des contraintes normales aux plans de cisaillement (effet Weissenberg). A partir
du champ de contraintes, on construit trois grandeurs physiques, appelées fonctions viscosimé-
triques :

— la viscosité de cisaillement :

— la premiere différence des contraintes normales :

_ Nl('}/) _ Tzx — Tyy

,')/2

W1(9)

— la seconde différence des contraintes normales :

_ NZ(’Y) _ Tyy — Tzz

32 - 2

s () 5 B

L’écoulement élongationnel uniaxial est similaire a un essai de traction (cf. figure Fig. 5.5). Le
liquide est soumis a une force dirigée selon la direction x qui s’applique sur la surface de normale

x. La vitesse du liquide est alors :
u = (ux(x) 7uy(y) ,UZ(Z))

La vitesse de déformation élongationnelle est notée € et est définie par : a—‘r Il existe plusieurs
i

types d’écoulements élongationnels. Dans le cas d’un écoulement élongationnel uniaxial, la vis-

cosité élongationnelle est définie par la relation :

Tex — Tyy

Tle = N
e

Pour un liquide newtonien, on a :

Ne = 31,
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FIG. 5.5 — Ecoulement élongationnel uniaxial

et on parle alors de comportement troutonien.
Dans la section suivante, on présente plusieurs modeles rhéologiques, et on étudiera pour

chaque modele les valeurs des fonctions viscosimétriques afin d’étudier leur réalisme.

53 Equations de base

On rappelle ici les équations décrivant I’écoulement isotherme d’un liquide incompressible :

e |’équation de conservation du moment :

D
ﬁu—v-erVp:O, 5.1

e |’équation de conservation de la masse :
V-u=0, (5.2)

e |’équation constitutive.

On rappelle que le role de I’équation constitutive est de relier 1’état de contrainte d’un maté-
riau, caractérisé par le tenseur déviateur des contraintes 7 a son état de déformation caractérisé par
la déformation -, ou par la vitesse de déformation . Dans le cas d’un liquide newtonien, 1’équa-
tion constitutive est définie de maniére unique, comme nous le verrons par la suite. Les liquides
polymeres étant non-newtoniens, il existe dans la littérature plusieurs modeles pour simuler de
maniere plus ou moins réaliste leurs écoulements. Nous avons choisi de considérer dans ce travail
les équations constitutives sous forme d’équations différentielles mais on trouve aussi des modeles
intégraux.

5.4 Modeles rhéologiques

5.4.1 Modeéeles linéaires

Dans le cas d’un liquide visqueux newtonien, I’équation constitutive est définie de maniere
unique et est donnée par la loi linéaire de Newton :

7= 29 D(u), (53)
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ou 7 est la viscosité newtonienne. Ce modele ne traduit pas les comportements particuliers des
liquides polymeres. Il permet d’aboutir en remplagant 1’expression de 7 dans I’équation (5.1) au
modele bien connu de Navier-Stokes.

D’autres modeles, appelés newtoniens généralisés, décrivent uniquement le caractére non-
newtonien du liquide, c’est a dire la dépendance de la viscosité par rapport a la vitesse de dé-
formation. On trouve dans la littérature plusieurs modeles pour les fluides rhéofluidifiants comme
pour les fluides rhéoépaississants. On note par exemple, la loi de puissance introduite par Oswald

dans [67] pour les fluides rhéofluidifiants qui s’écrit de la maniere suivante :

n(y) = K",

ou n est I’indice de pseudoplasticité traduisant I’écart avec le comportement newtonien (obtenu
pour n = 1) et K est une constante a déterminer. Ce modele permet de prendre en compte les effets
non-newtoniens obtenus pour de grandes déformations mais pas les effets newtoniens obtenus pour

de petites déformations.

5.4.2 Modeles viscoélastiques linéaires

On s’intéresse maintenant a des modeles prenant en compte la viscoélasticité du liquide. On
rappelle qu’un tel liquide présente un comportement intermédiaire entre un liquide visqueux et
un solide élastique. Dans le cas d’un solide élastique, 1’équation constitutive unidimensionnelle la
plus simple est celle de Hooke :

=Gy, (5.4)

ou G est le module de torsion ou de cisaillement. Les modeles viscoélastiques linéaires sont donc
construits en combinant les comportements de base du liquide visqueux et du solide élastique.
Le modele de Maxwell est le modele de liquide viscolélastique linéaire le plus simple, I’équa-

tion constitutive est la suivante :

d
T+ AT =2nD(u). (5.5)
Le temps de relaxation A est défini par :
N
A=—.
G

Ce temps est caractéristique du matériau. Si le liquide de Maxwell est soumis a une déformation
constante g a partir d’un temps g, il apparait une contrainte qui va décroitre au cours du temps
de la maniere suivante :

t
T="T exp(—X),

ou 79 = G~yg. Pour un écoulement stationnaire, le modele de Maxwell est donc identique au
modele de Newton.

Il existe d’autres modeles viscoélastiques linéaires, nous présentons ici uniquement le modele
de Jeffreys. Son équation constitutive est :

d d
THAZT =2 (D(u) + ArdtD(u)) (5.6)
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Ici, A, est un autre temps caractéristique du liquide appelé temps de retard.

Ces modeles permettent donc de simuler uniquement des effets de viscoélasticité linéaire. De
plus, ces modeles ne sont pas objectifs, c’est a dire qu’ils ne sont pas invariants au changement
de repere. La difficulté vient des dérivées temporelles. Il faut donc construire d’autres types de

dérivées permettant de conserver I’invariance du tenseur considéré.

5.4.3 Dérivée de Gordon-Schowalter

O
On introduit la dérivée de Gordon-Schowalter d’un tenseur A notée A4, :
0D
Ay = 2 A+ AQ(w) ~ Q(w) A~ a(AD(w) + D(w) A), (57

ol a est un parametre € [—1, 1], et % est la dérivée particulaire définie de la maniere suivante :

D 94
Za=2 L0 vA
D= g Tu V4

Pour des valeurs entiéres de a, on obtient les dérivées suivantes :

v
— pour a = 1, on obtient la dérivée convectée contravariante notée A et définie par :

A== A+ AQ(u) — Q(u) A— (AD(u) + D(u) A).

e]
— pour a = 0, on obtient la dérivée corotationnelle ou de Jaumann notée A et définie par :

° D
A= ﬁA + AQ(u) — Q(u) A.

A
— pour a = —1, on obtient la dérivée convectée covariante notée A et définie par :

A= L2 A1 AQ®w) — Q(u) A+ (AD(u) + D(u) 4).

Dt~ -
En utilisant la définition du tenseur des vitesses de déformation :
1 T
D(w) = 3 (Yu +Yu'), (5.8)
et celle du tenseur de vorticité :
1
Yu) = 5 (Vu - vul), (5.9)

on obtient les expressions simplifiées des dérivées définies précédemment :

— Dérivée convectée contravariante :

v D
A= _—A-AVu' —Vu A
Dt
— Dérivée convectée covariante :
I D
A= EA+AYu+YuTA



Remarque 8. Dans cette these, on utilise la définition suivante du gradient d’un vecteur u :

U .
(Yu);; = a—xl i.e. pour un vecteur u = (Ug, Uy, U,) € R3 -
b

Oug  Ouz  Oug

é?x 883,1 88,2
— | Guy Uy  OUy

Vu = Or Oy 0z
Ju, Ous, Ju:

oz oy 0z

On trouve cependant une autre définition, généralement employée par les physiciens : (Nu);j =
6Uj
8.%'1'

Remarque 9. L’utilisation de la dérivée particulaire, permettant le passage d’une description

. Dans ce cas la, les transposées dans les formules précédentes n’auront pas la méme position.

eulérienne a une description lagrangienne est déja un premier pas pour obtenir des modéles ob-
Jectifs.
5.4.4 Modeles viscoélastiques quasi-linéaires

L utilisation de ces dérivées objectives dans les modeles (5.5) et (5.6) conduits a deux types
de modeles, les modeles de type Maxwell et les modeles de type Jeffreys, appelés aussi modeles
d’Oldroyd.

5.4.4.1 Les modeles de type Maxwell

— Le modele de Maxwell convecté contravariant (appelé aussi "UCM" pour "Upper-Convected
Maxwell") :
T+ AT = 21D (w). (5.10)

— Le modele de Maxwell corotationnel :

T+ AT = 2nD(u).

— Le modele de Maxwell convecté covariant :
A
T+ AT = 2nD(u).

Les expressions des différentes fonctions viscosimétriques pour ces modeles sont présentées
dans le tableau Tab. 5.2.

Dans le cas élongationnel, les modeles de Maxwell covariant et contravariant prédisent une
viscosité élongationnelle variant en fonction de € ce qui est conforme a la réalité. Néanmoins,
pour des écoulements de cisaillement, ces deux modeles ne permettent pas d’obtenir des compor-
tements réalistes. En effet, la viscosité ne dépend pas de la vitesse de déformation . En outre,
I’existence de contraintes normales (V1(%) # 0), fait que ces modeles ne conviennent pas pour
décrire correctement les écoulements de liquides newtoniens.

En cisaillement, le modele de Maxwell corotationnel prédit le comportement rhéofluidifiant

du liquide et I’existence des deux différences des contraintes normales, il semble donc convenir
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Cisaillement Elongationnel

Modele n(¥) ¥1(%) Wa (%) Ne(€)

3n

M 11 cont iant, a = 1 2nA 0 : .
axwell contravariant , a n n (1 —28)) (L+EN)

n 2An An
T+A42X2 | 144202 1+42)2

Maxwell corotational, a = 0 3n

3
Maxwell covariant, a = —1 n 2n —2nA i+ 26,)\)77(1 Y

TAB. 5.2 — Fonctions viscosimétriques - Modeles de Maxwell

pour simuler des écoulements de cisaillement de polymeres. Cependant, nous ne détaillerons pas
les résultats ici, mais la variation de ces grandeurs est surestimée. Dans le cas élongationnel, la
viscosité élongationnelle ne dépend pas de € (comportement troutonien), ce qui n’est pas réaliste.

On voit donc que ces modeles semblent convenir pour simuler des écoulements cisaillés ou

des écoulements élongationnels mais pas des écoulements mixtes.

5.4.4.2 Modéeles de type Jeffreys

— Le modele de Jeffreys covariant ou modele d’Oldroyd-B
v v
THM =2 <D(u) - ATD(u>> : (5.11)

Ce modele populaire a été introduit sous cette forme par Oldroyd en 1950 dans [66]. De
nombreuses études numériques et mathématiques ont été faites sur ce modele, cependant,
comme on le verra par la suite, il ne traduit pas le comportement de liquides polymeres.

— Le modele de Jeffeys corotationnel :
T+ A7 = 2n(D(u) + A\ D(u)). (5.12)

On récapitule dans le tableau Tab. 5.3 les expressions des fonctions viscosimétriques pour les
deux modeles précédents.

On constate que, comme dans le cas des modeles de Maxwell, ces modeles ne permettent
pas de traduire des comportements réalistes dans des écoulements mixtes. Dans le cas du modele
d’Oldroyd-B, on retrouve une expression de la viscosité elongationnnelle qui varie en fonction de
¢€. Cependant, dans le cas d’un écoulement de cisaillement, on voit que la viscosité obtenue ne
dépend pas de 7, ce qui est typique pour un liquide newtonien.

A T’inverse, le modele de Jeffreys corotationel prévoit un comportement rhéofluidifiant et
I’existence de différences des contraintes normales. Néanmoins, il ne traduit pas la dépendance

de la viscosité élongationnelle avec é.
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Cisaillement Elongationnel

Modele n(y) (%) Ua(¥) ne(€)
1—éX — 2822\
Oldroyd-B n 2n(A = Ar) 0 3n (1— 25;\) (1+ é)\r)
T
14+ A\A2 A=A W (5
Jeffeys corotationnel | 7 1—:_ /\27;72 20 n )\2;2 _ 12(’7 ) 3n

TAB. 5.3 — Fonctions viscosimétriques - Modeles de Jeffreys

Remarque 10. [/ existe une autre formulation du modele d’Oldroyd-B. On considere la décom-

position suivante du tenseur déviateur des contraintes :
T=T,+ Ty

T,, représente la partie newtonienne ou la partie solvant de la contrainte et est calculé a l’aide
de I'équation de Newton (5.3),2n,D(u). T, correspond a la partie polymere et est donné par
I’équation constitutive UCM (5.10).

7, = 2n,D(u) (5.13)
7, + AT, = 2n,D (). (5.14)
Dans ce cas la, la contribution du solvant apparait dans [’équation de conservation de la

quantité de mouvement et I’équation constitutive est celle du modele UCM. Le modele complet de

Oldroyd-B s’écrit donc de maniere équivalente :
D . .
i 20, div(D(u)) + Vp = divt,
V-u =0 (5.15)
T, + )\zvp = 2n,D(u)

On peut montrer I’équivalence entre ces deux modeles. On a T,, = T —1,, I'équation (5.14) devient

alors :
(T —7,) + AT — T,) = 20, D(u).

En remplagant I’expression (5.13) de T,, dans cette équation on obtient :

v Mn v
T+ AT =2(n, + (Du + A Du).
()  D(w) + X, D(w)

On retrouve bien I’équation (5.11) avec :

Tin
nn + np

On constate que la prise en compte des criteres d’objectivité conduit a I’établissement de

N="n+1n, e A=A

modeles rhéologiques décrivant de maniere réaliste des écoulements de liquides polymeres. Ce-

pendant, ils ne conviennent pas pour des écoulements mixtes.
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5.4.5 Modeles viscoélastiques non-linéaires plus complexes

Les modeles non-linéaires que 1’on considérera dans cette section, ont été souvent établis a
partir de considérations moléculaires. L’ajout d’un terme non-linéaire doit permettre de traiter
convenablement le cas des écoulements mixtes. On s’intéresse ici plus particulierement aux mo-
deles de Phan-Thien Tanner et de Giesekus, qui sont basés sur 1’ajout d’un terme non-linéaire a
I’équation d’UCM (5.10). 1l existe cependant d’autres modeles non-linéaires dans la littérature,

notamment le modele de Leonov.

5.4.5.1 Modeles de Phan-Thien Tanner

On considere tout d’abord le modele de Phan-Thien et Tanner, introduit dans [71] et [70], et

qui s’écrit sous forme exponentielle de la maniere suivante :

Y
AT+ exp(%tr 7)1 = 2nD(w), (5.16)

ol € est un parametre adimensionnel et ajustable, appelé parametre extensionnel.
La version linéarisée de 1’équation constitutive de Phan-Thien Tanner est obtenue en effectuant

un développement de Taylor sur le terme exponentiel :
v €A
M +1+4+ —(tr7) 7 = 2nD(u). (5.17)
n

Cette nouvelle forme de 1’équation constitutive est appelée modele affine de Phan-Thien Tanner.
Par la suite, on nommera « PTT » cette version.

Les fonctions viscosimétriques associées a ce modele sont les suivantes :

_241/3 % + 21/31%?/3

ny)=— ol Ty= ;
,}/ Yy 62/3 %/{}/3
2
R C) oy (6 g 62
Ui(y) = ) ou Nl(V)ZT 173 )
Y e“A 6/&2/
P (y) =0,

avec

2 3 2
ng(d> U%+ 3<6A> 4497 (a“l> ,
n 0z n n \ 0z

Ko = 992N + 1/3€3(2 + 27632)2).

Ce modele traduit correctement le comportement rhéofluidifiant du liquide et prédit une pre-
miere différence des contraintes normales réaliste. Cependant, la deuxieme différence des contraintes
normales est nulle. Dans la cas d’un écoulement élongationnel, on ne présente pas ici 1’expression
de 7¢(€) qui est tres complexe, ce modele traduit convenablement le comportement d’un liquide

polymere.
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5.4.5.2 Le modele de Giesekus

On s’intéresse dans cette these plus particulierement au modele non-linéaire de Giesekus, (cf.

[34] et [35] ) dont I’équation constitutive est la suivante (cf Annexe A.1) :

77+ 1 =2nD(u), (5.18)

ol v est un parametre € [0, 1].
Pour o = 0, on retrouve le modele UCM. La valeur «« = 0,5 donne le comportement le plus
réaliste et c’est donc cette valeur que nous avons retenue pour ce travail.
Les fonctions viscosimétriques associées a ce modele sont les suivantes :
2

n(%) = i ,
1+ /14 4X242
V2 =1 = 20242 1 /1 +4X242
7/)1(7) = )\2’3/3 )

JVIF D -1
2

a(d) = — 10y 1+—f. \/\/1—!—4)\2'}/2—1 :
20\

A2

On présente en Annexe A.2 les calculs effectués pour retrouver ces fonctions ainsi que 1’ex-
pression complexe de la viscosité élongationnelle.

On retrouve a ’aide de ce modele les comportements caractéristiques des liquides polymeres.
En effet, il traduit le caractere rhéofluidifiant du liquide et prédit une premiere et une deuxieme dif-
férence des contraintes normales non-nulles dont les valeurs sont en accord avec les expériences.
Il traduit aussi de maniere satisfaisante la dépendance de la viscosité élongationnelle par rapport a
€.

De plus, en comparaison avec d’autres modeles qui contiennent un nombre important de pa-
rametres a ajuster, ce modele est simple. Il ne requiert la connaissance que de deux parametres du

matériau, sa viscosité n et son temps de relaxation A, grandeurs aisément mesurables.

5.5 Cas-tests

Dans cette section, on se propose de présenter des cas-tests permettant de mettre en évidence
les comportements de liquides polymeres. Lorsque 1’on considere des liquides viscoélastiques,
on utilise souvent pour des simulations des géométries comportant des contractions et/ou des ex-
pansions. Les géométries que nous utiliserons dans ce travail lors des essais numériques (voir
chapitre 7), sont présentées dans la figure Fig. 5.6. Il s’agit de la contraction 4:1, de la contrac-
tion/expansion 4:1:4, et de I’écoulement autour d’un cylindre.

Ces trois géométries comportent des divergents et des convergents, zones qui sont le sicge
d’écoulements mixtes. Ces géométries sont donc susceptibles de mettre en évidence les diffé-
rences de comportement entre les modeles rhéologiques choisis. Dans le cas d’un liquide poly-

mere, I’écoulement devrait avoir les caractéristiques suivantes :
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8a 32a

(a) Contraction 4:1

4a

8a 4a 12a

,GDI

8a 24a

(c) Ecoulement autour d’un cylindre

F1G. 5.6 — Géométries de référence

— contraction 4:1. En amont, loin de la contraction, on a un écoulement de cisaillement, carac-
térisé par un profil de vitesse non parabolique et 1’apparition de contraintes normales. Ces
effets sont peu marqués en raison des faibles valeurs de la vitesse de déformation. Pres de la
contraction, il apparait une composante élongationnelle a I’écoulement (écoulement mixte).
L’existence de contraintes normales provoque 1’accroissement des zones de recirculation
dans le coin entrant. En aval de la contraction, dans le canal, la composante élongationnelle
disparait, faisant place a un écoulement de cisaillement simple, pour lequel la vitesse de
déformation est 4 fois plus élevée qu’avant la contraction.

— contraction/expansion 4:1:4. Par rapport a la géométrie précédente, I’expansion 1:4 permet
de mettre en évidence le gonflement en sortie de filiere qui est une conséquence de plusieurs
phénomenes (effet mémoire, changement brutal du profil de vitesse, effet Weissenberg).

— écoulement autour d’un cylindre. Par rapport aux deux autres géométries, la transition entre
les écoulements de cisaillement et mixtes se fait de maniere progressive. D’autre part, le
calcul de la trainée générée par le cylindre permet de comparer différentes approches numé-

riques associées a différents modeles rhéologiques.
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Chapitre 6

Approximation par éléments finis
non-conformes du probleme de
Giesekus

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’approximation non-conforme du probleme de Gie-
sekus sur des maillages triangulaires et quadrangulaires. Dans un premier temps, nous faisons
I’étude du probleme de Stokes sous-jacent, c’est pourquoi nous considérons uniquement sa for-

mulation a trois champs :

—divt + Vp =f dans 2
V-u =0 dans () ©6.1)
T =2uD(u) dans 2
U =g sur 0f),
ainsi que sa formulation (D(u), D(v)) équivalente :
—2udiv(D(uw)) +Vp =f dansQ)
V-u =0 dans (6.2)

u =g sur ONQ.

On décrira ensuite ces schémas numériques appliqués au probleme de Giesekus.

6.1 Approximation du probléme de Stokes sur un maillage triangu-

laire

6.1.1 Eléments finis non-conformes sur des triangles

Dans cette section, on introduit les éléments finis non-conformes sur des triangles, pour le
degré polynomial £ = 1, 2 ou 3. On note que le modele de Giesekus étant non-linéaire sa résolution
est coliteuse, on considérera donc pour sa discrétisation uniquement des éléments de plus bas

degré.
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Tout d’abord, on rappelle que la dénomination non-conforme vient du fait que les fonctions
contenues dans I’espace d’approximation ne sont pas continues sur tout le domaine mais par
élément, I’espace n’est donc pas inclus dans H'((2). Leur continuité a travers chaque aréte du
maillage est alors imposée de maniere faible dans la définition de I’espace.

Pour k = 1, on s’intéresse aux éléments finis de Crouzeix-Raviart, introduits en 1973 dans [24],
pour k£ = 2, on considere les éléments finis de Fortin-Soulie, introduits en 1983 dans [33]. Finale-
ment, pour £k = 3 on considere les éléments finis de Crouzeix-Falk introduits dans [23] en 1989.

Pour £ = 1, 2 et 3, on considere donc les espaces de dimension finie suivants :
Vi ={veL*Q); (v)r € Py, VT € Ty et [mp_1v]/. = 0,Ve €&},

Qn = {a € L§(Q); (9)r € Pir, VT € Th},
X, ={ceX; (@)r € Py, VT € Th}

Les degrés de liberté pour k£ = 1 sont représentés dans la figure Fig. 6.1.

X
(@) u () p ©

F1G. 6.1 — Degrés de liberté : Crouzeix-Raviart dGO

On note que dans le cas triangulaire les degrés de liberté de 1’espace d’approximation de la
vitesse peuvent étre choisis de deux manieres équivalentes. Ainsi, I’espace discret s’écrit aussi,

dans le cas de conditions de bord homogenes :

Vi ={v, € L*(Q); v € Py, VT € Ty et Ve € it (resp. 9),

V| continue (resp. nulle) aux k points de Gauss}.

On rappelle (voir [24], [33] et [23]) qu’il existe deux opérateurs d’interpolation I, &
L(H(Q); V) eti, € L(LE(9); Qp) satisfaisant les estimations habituelles et :

/ rV .- (Ipv —v)dzx =0, /r [Ipw)ds =0, Vr € Py, Yo € H}(Q),
T

e

/ r(ing — q)dz =0, Vr € Py_1, Vg € LE(Q).
T

6.1.2 Formulation discréte du probléeme de Stokes

On s’intéresse ici a la discrétisation du probleme de Stokes a trois champs par éléments finis

non-conformes sur des maillages composés de triangles. Comme précédemment, on considere
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un domaine polygonal 2 de R? et on prend la donnée f € L?(Q). Afin de simplifier 1’étude
mathématique, on considere des conditions de bord de Dirichlet homogenes. On considere alors

une tiangulation 7, composée de triangles T de telle maniére que :

a=r

TeTy,
La formulation variationnelle associée a (6.1) s’écrit :

(u,p,7) € H}(Q) x L3(Q) x X

b(p,v) + co(T,v) =Il(v) Yve H}Q) 6.3)

b(q,u) =0 Vg € LE(Q) .

2uco(c, u) —do(a,7) =0 Vo € X,
ol

wv) = Y [ 2:Dwis o) = [ oirda,
TET, T @
)=~ 3 [ oV -vis, o) = [ £+ vd,
TeT), T @

etou : X = {1 = (1ij)1<ij<2:Tij = Tji, Tij € L2(Q), i,5 =1,2}.

La troisieéme équation de (6.3) nous donne que 7 = 2u.D(u) et donc la formulation a trois champs

est équivalente a la formulation a deux champs suivante :

(u,p) € Hy(Q) x L§(9)
ao(u,v) +b(p,v) =I(v) Yo c H}(Q) (6.4)
b(Qau) =0 Vq € L(Q)(Q)v

ol ap(u,v) =2 » /D(u) . D(v)da.
TeT), T
Ce probléme est bien posé, voir par exemple [36] pour une démonstration.

6.1.2.1 Deux formulations discretes équivalentes

Lapproximation discréte du probléme de Stokes a deux champs s’écrit :

(un,pn) € Vi X Qp

ah(uh, ’Uh) + b(ph, ’Uh) = l('vh) Yo, € Vi, (6.5)
b(qn,un) =0 Van € Qp
ou
1
an() = aol, )+ i), Ji(wn, o) =p Y Tel /[Wl(uh )] [m1 (v - me)]ds
eceint ¢

et 1 est un parametre de stabilisation qui peut étre choisi indépendant de h. Le terme de stabili-
sation Ji (-, ) est ajouté seulement pour £ = 1 afin d’obtenir la coercivité de la forme ap(-,-), a

I’aide d’une inégalité de type Korn.
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Remarque 11. On note que pour k = 2 ou 3, Vv, € Vj, mvy, C vy, D’apres la définition de

Iespace V', on a donc Jy(up,vp) = 0 pour tout up, vy € Vp,.

Remarque 12. On rappelle que dans [18], Brenner introduit un terme de stabilisation différent

du nétre :

Ji(un o) =p 3 i‘ / (v [ryon]ds,

eceint
et que plus tard, Mardal et Winther dans [61] ont introduit le terme de stabilisation J; (-, -).
L’ approximation du probléme a trois champs s’écrit :
(Un: Pr,7p) € Vi x Qn X X5,
71J1(Uh,vh) + b(Py,vp) + co(zh,'uh) = l(’Uh) Yo, € Vi

b(gn, Up) =0 Van € Qn
2uco(ap, Up) —do(ap,7,) =0 Vo, € X5,

(6.6)

Il est utile d’introduire la semi-norme suivante sur H}(Q) + V7,
1/2
[[0]] = ulD() [ + 11 (v,0)) " = ap(v,0)/2.
Lemme 6.1.1. L’ application v — [[v]] est une norme sur V'y,.

Démonstration. La démonstration est similaire a celle du Lemme 2.2.2 de la premiere partie de
ce manuscrit. Soit [[v]] = 0 alors v - n] = 0 sur chaque aréte interne e € & et D(v) = 0
sur chaque triangle 7' € 7j,. Comme précédemment, D(v) = 0 implique que v est un mouvement
rigide et donc v est affine par morceaux. Ainsi, mv|, = v|. et comme [m1v - n] = 0 sur chaque
aréte interne, on en déduit (cf. Lemme 2.2.2) que v € H' (). D’aprés la définition de 1’espace,

on a mpv = 0 au bord ce qui implique que v est nul. O

6.1.2.2 Existence et unicité de la solution et estimation a priori

On emploiera par la suite une inégalité de Korn discrete, déja utilisée dans la premiere partie
de ce manuscrit. Nous avons appliqué le résultat suivant pour des fonctions H' par morceaux
établi par Brenner [18] :

1 1/2
|mm§c(wxw%ﬁ+ﬂhwﬂo+mmﬂ ,

ol ¢ : H'(Q) — R est une semi-norme telle que si ¢(v) = 0 pour un mouvement rigide v, alors

v est un vecteur constant. En prenant

$(v) = Y |lmov

a9
ece?d

‘0,67

¢(v) = 0 sur V', d’ou I'inégalité de Korn suivante :

1 1/2
|wm§c0www&+uhwm0 eV, ©.7)
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Théoreme 6.1.1. Le probléme (6.5) a une solution unique.

Démonstration. On vérifie les hypothéses du théoréme de Babuska-Brezzi. La coercivité en norme
| - |1,5 de la forme ap(-, ) sur V', est obtenue de maniére immédiate, grace a (6.7). On doit donc
prouver la condition inf-sup. Pour cela on utilise la condition inf-sup du probleme de Stokes
continu (cf. [36]), et a tout ¢ € Q) C L3(Q) on associe z € H{(Q) tel que V - 2 = g et
llz]l1,0 < cllgllo,o- En prenant w = Iz € V', on obtient immédiatement que b(q, w) = ||q|](2)Q
et |lw|in < cl|¢lloo. Pour & = 2 ou 3, onaJ;(w,w) = 0, le résultat est donc immédiat. Pour

k = 1, on doit encore borner :
1 2
Ji(w,w) =p Y Tel [[w-nllg. -
eceyp,

En utilisant le fait que [z - n.] = 0, et I'inégalité de trace (déja utilisée dans la premiére partie)
sur {e} = 9T N OT? suivante :

1 1 1
— [Tnz = 2) el < c| —IMnz = zllorr + 7—I[Tnz — 2llo 72 + Lnz — 2|y
|e| ’ h]ﬂ hjﬂ ’
+ |[Inz — z‘l,T2>
< C’Z\l,TluT%
on obtient
Ji(w,w) < eulzlig < cllalloe,

grice aux propriétés de I’opérateur d’interpolation I, ce qui nous permet de conclure. O

Lexistence et I'unicité de la solution de (6.6) sont maintenant immédiates, grace a son équi-

valence avec (6.5).

Théoreme 6.1.2. Le probléme (6.6) a une unique solution donnée par (up, pp,2uD(uy)), ou
(up, pp) est la solution de (6.5).

Pour établir les estimations d’erreur a priori suivantes, nous avons utilisé les outils classiques
pour les méthodes d’éléments finis stabilisés. Le traitement des termes traduisant I’erreur non-

conforme sera présenté en détail pour le cas quadrangulaire dans la section suivante.

Théoréme 6.1.3. Soir (u,p) € H*1(Q) x H*(Q) la solution du probléme de Stokes continu.

Alors la solution (up, py) de (6.5) satisfait les estimations d’erreur a priori suivantes :

1 1
[[u — up]] + 7\\19 — pulloe < b (Valulpiro + 7\? k)

Vi Vi

avec c une constante indépendante de h et de p. Si de plus, €2 est convexe, alors :

1
l|lu — UhHO,Q < Chk+1(|u|k+1,ﬂ + ;‘p“ﬁ’ﬂ)
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6.2 Approximation du probléme de Stokes sur un maillage quadran-

gulaire

6.2.1 Eléments finis non-conformes de Rannacher-Turek

On souhaite maintenant utiliser des éléments finis non-conformes sur des maillages composés
de quadrilateres. On considere ici uniquement le cas ou le degré polynomial £ = 1. Dans la litté-
rature, il existe plusieurs éléments finis non-conformes de bas degré pour I’approximation du pro-
bléme de Stokes. Nous avons choisi d’étudier plus en détail les éléments finis de Rannacher-Turek

que nous présenterons dans la suite. On considére donc un maillage K, composé de quadrilatéres

Q= J K

KeKy

K de telle maniere que

Dans un premier temps, on présente les éléments finis de Rannacher-Turek introduits dans
[74]. On note K = [—1,1] x [—1,1] I’élément fini de référence. On introduit 1’espace vectoriel
défini par Q% = vect{1, Z, j, &% — §°}.

Remarque 13. On retrouve ’espace Q’f’t a partir de ’espace polynomial classique :

Ql = vect{l, z,Y, flf'y}

en effectuant une rotation de 45° en prenant :

{

Pour chaque quadrangle K € K}, on notera Wy, : K — K la transformation de I’élément de

=
I

+y

T
r—=y

<
Il

référence a un élément quelconque. On introduit alors 1’espace vectoriel suivant :
. Arot
QK:{’U,vOWkEQl }

Les espaces de dimension finie non-conformes que 1I’on consideére sont les suivants et les degrés

de liberté sont présentés dans le figure Fig. 6.2 :

1
Vi, = {’Uh S LQ(Q); VpKk € Qg VK € Ky, m /[’U;st =0Vee Sh}
e

Qn = {an € L§(Q); g € Qo VK € K}
X, = {8, €X; 0 eQ, VK K}

Remarque 14. Si on suppose que K est un parallélogramme, alors Vi est une transformation
daffine, i.e. on peut I’écrire sous la forme Vi (&) = Br& + b = x, ou & représente le vecteur

de coordonnées sur K et x celui sur K. On a alors P (K) C Qk.
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X X X X
%
(a) u (b) p ©z

FIG. 6.2 — Degrés de liberté : Rannacher-Turek dGO

Si, de plus, K est un carré dont les cotés de longueur h sont paralleles aux axes Ox et Oy, on

~(h2 0
BK_(O h/2>'

On obtient donc que Qk = vect{1,z,y, x> — y*} = Q7.

Ce n’est pas le cas lorsque K est un rectangle de longueur hy et de largeur ho, h1 # ho. On

hi/2 0 b
By = 1/ b= ],
0 hy/2 b

ce qui conduit a Qy, # Q1°'. En effet, en prenant :

a dans ce cas :

v =2 —y? cvect{l,z,y,2° — y*},

on obtient :

2 2
(vo Wi)(@, ) = Wi (#,§)” — Vi (3,9)* = %:z“’ - %.@2 + 2h1b1d — 2habaj) — b3 + b

et donc v oV ¢& Q1% c’est a dire, v ¢ Q. On montre de maniére similaire, avec v(z,y) =

(=2)? = (5)? que Qi ¢ Q7.
On rappelle les propriétés d’approximation des espaces V', et (Jy,. On sait qu’il existe un

opérateur d’interpolation noté i, € L£(L3(£2); Qy) tel que, pour tout K € Kj, on ait :

Vo€ P [ alinp) - pdo=0. 68

D’aprés [74], il existe un opérateur d’interpolation I}, € L(H'(Q); V'},) qui vérifie :
Vv e HY(K), Vg, € P, /thv - (Iyv —v)dz =0, (6.9)
Vv e HYQ), Ve €ep, Yau € Py, /qh[Ihv]ds =0. (6.10)

On a de plus les estimations d’erreur d’interpolation suivantes :

Vg e HY(Q)NLE(Q), g —ingllox < Chilgli k. (6.11)

Vo e HY(Q), [v— Ik < Chilv|a k. (6.12)
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Remarque 15. Les degrés de liberté pour 'espace de discrétisation de la vitesse peuvent étre
choisis d’une maniere différente (cf. [74]) :
VPM = Ly, € L*(Q); v € Py, VK € Kp, et Ve € £ (resp. £9),
V| continue (resp. nulle) aux points de Gauss}
Contrairement au cas triangulaire, les espaces V'j, et Vf M ne sont pas équivalents ; Iutilisation

de V{; M implique de définir I"opérateur d’interpolation sur I’ensemble des fonctions continues,
i.e. d’utiliser H*(Q) au lieu de H' (12).

Remarque 16. [/ existe d’autres éléments finis non-conformes sur des quadrilateres pour le pro-
bleme de Stokes, les premiers a avoir été considérés sont ceux de Han (cf. [42]). Contrairement a
I’élément fini de Rannacher-Turek qui comprend 4 degrés de liberté, |’ élément fini de Han en a 5.
Les 4 premiers degrés de liberté sont les valeurs moyennes de la vitesse sur chacune des quatre
arétes, et le cinquieme est sa valeur moyenne sur toute la maille K.

L’espace d’approximation pour la vitesse est défini de la maniére suivante :

1
Vil = {oy € LX(Q); vk € veer{1,2,y,2%, 4%}, VK € Ky, et Tl /[Uh]ds =0, Ve € ep}.

6.2.2 Formulation discrete a deux champs du probleme de Stokes
La formulation discrete du probleme de Stokes (6.2) s’écrit :

Trouver (u},p;) € Vi, x Q) tels que :

ap(uy,vp) +b(py,vn) =1l(vy) Vo, €Vy (6.13)
b(gn, uj) =0 Vg, € Qp,
ou:
CLh(',') = aO('?’)—’—leJl(‘v')?
i) = 2u Y- [ D) Dwn)ds,
Keky K
* 1 *
Mo = 0 o [mwi no) (o mojds,
eceint ¢
b(pi,vn) = — Y /p;;dmhdx, l(vh):/fvhdx.
Kek, K Q
h

Remarque 17. Contrairement au cas triangulaire, m1[vy, - ne| n’est pas égal a vy, - n., pour tout
vy, € V. En effet, les éléments finis de Rannacher-Tureck ainsi que ceux de Han, nous donnent

que vy, - ne € Pa(e).

On utilise la semi-norme [[-]] sur H} () + V', définie de la maniére suivante :
1/2
[w]] = { ndi(v,0) +2u Y [D()[F«
Keky,
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De la méme maniére que dans la cas triangulaire, on montre que cette application est une norme

sur Vy,.

Théoreme 6.2.1. Le probleme (6.13) admet une unique solution et admet des estimations d’erreur

a priori optimales.

Démonstration. La démonstration est similaire a la démonstration du Théoréme 6.1.1 et du Théo-
reme 6.1.3. O

6.2.3 Formulation discrete a trois champs

On rappelle que la formulation variationnelle a trois champs du probleme de Stokes que 1’on

cherche a discrétiser s’écrit de la maniére suivante :

Trouver (u,p,7) € H{(Q) x LE(9) x X tels que :

b(p,v) + co(T,v) I(v) VYve H)(Q)
0 Vg € LE(Q)
0 Vo e X

(6.14)

b(q,u)
2co(0, u) —do(0,7) =

ou les formes bilinéaires supplémentaires co(-, -) et do(-, -) sont définies par :

co(T,v) = Z /KTZD(’U)d.’E, do(0,1) = Z /KH:Td:c.

Keky, Kekp

6.2.3.1 Premiere approche : formulation naturelle

Pour sa discrétisation par éléments finis non-conformes et par analogie au cas triangulaire, il

semble naturel de considérer la formulation suivante :

Trouver (Uy, P, 13) € Vi, X Qp x X, tels que :
Y1J1(Up, vp) + b(Pp,vp) + co(Tp,vn) = 1U(vp) Yo € Vy
b(qn, Uh) =0 Van € Qn
2pco(6h, Up) —do(Op, 1) =0 Vo, € Xy,

(6.15)

Il est a noter que contrairement au cas triangulaire, cette formulation n’est pas équivalente a la

formulation vitesse-pression (6.13). En effet, la troisieme équation de (6.15) nous donne :
T, = 2urlS D(U}). (6.16)

En remplagant cette expression de 7;, dans la premiere équation, on obtient la formulation & deux

champs équivalente :

Trouver (U, Py) € Vi, x Qp, tels que :
an(Un,vp) +b(Pp,vp) =1(vy) Yo, € Vy (6.17)
b(qn, Up) =0 Van € Qn
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ou

an(+) = ao(--) +1h(,),
ao(Up,vp) = 2u Z/ KpWwy) : n& D(vp,)dz.
Keky

La forme bilinéaire ag (-, -) est donc différente de ag(-, -) sur V5. En effet, toute fonction v;, € V',

peut s’écrire sous la forme :

b dy (22 — 12
vh|K:<a1+ 1=+ cy +di(z y)) 6.18)

ag + box + coy + d2(:1:2 — y2)

ol a;, b;, ¢;,d; (1 < i < 2) sont des constantes numériques. En calculant alors D(vy,) sur K, on
obtient la matrice :

b1 + 2dqx %(Cl + b2) — 2d1y + 2dox
%(Cl + b2) — 2d1y + 2dax co — 2dsy

qui n’est pas une matrice constante. On a que D(vy,) x appartient & P (K) et non a Py(K), ainsi
o D(vp) # D(vp).

Nous allons montrer que la formulation (6.17) n’est pas consistante et ne permet donc pas
d’obtenir de bons résultats d’approximation pour le probleme de Stokes. On introduit une nouvelle
semi-norme [[[-]]] sur H} () x V7, :

1/2

(o)) = [ nJ1(v,0) + 21 Y |76 D(w) |51
ke,

Nous avons essayé de prouver que cette application est bien une norme sur V'j,. On constate
que [[[v]]] = 0 implique que [, D(v)dxz = 0. On prend un vecteur v € Q1 sur la maille de
reférence K. En prenant en compte la contrainte | i D(?)dz = 0, on en déduit seulement que :

D(s) 217 —2d19 + 2da
V)= .
= —2dyj) + 2da —2do9)

On ne peut donc pas en conclure que D(%) = 0 sur K.

Néanmoins, nous avons pu établir que le nombre de contraintes imposées en considérant
[[[v]]] = 0, est supérieur au nombre de degrés de liberté de v € V. On considére pour cela
un maillage composé de rectangles avec n intervalles horizontaux et m intervalles verticaux. Une
fonction vectorielle, appartenant a () i sur chaque maille, est déterminée par 8nm parametres. Le
nombre de contraintes imposées dans ’espace V'j, est 2 x (2nm — n — m), nombre correspondant
au nombre d’arétes internes, multiplié par le nombre de composantes. Enfin, on impose des condi-
tions de bord de Dirichlet ce qui rajoute 2 x (2n + 2m) contraintes. Le nombre de degrés de liberté

est donc 4nm — 2n — 2m.
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On calcule maintenant le nombre de contraintes correspondant a [[[v]]] = 0. La condition
/ D(v)dxr =0, VK € K}, rajoute 3nm contraintes, correspondant au nombre de mailles mul-

tiglié par les 3 composantes du tenseur symétrique D(v). La condition J;(v,v) = 0 impose la
continuité de v - n aux deux points de Gauss sur chaque aréte interne du maillage, et rajoute donc
2 % (2nm — n — m) contraintes. On obtient un total de 7nm — 2n — 2m contraintes, supérieur au
nombre de degré de liberté. Cela ne nous permet pas de conclure que [[[v]]] est une norme sur V',

mais cela montre qu’il n’y a pas de contradiction.

On admet donc par la suite que [[[-]]] est une norme sur V',. Notons que nous avons obtenu des
résultats numériques que nous présenterons dans la suite, ce qui prouve que la matrice du systeme
correspondant est inversible et donc que le probleme équivalent (6.17) admet une unique solution.

On s’intéresse alors a 1’analyse du probleme (6.17). Notre objectif ici est de montrer théori-
quement que la formulation (6.17) ne permet pas d’obtenir de bons résultats pour le probléme de
Stokes. En effet, on montre que 1I’on ne peut pas borner de maniere optimale I’erreur de consis-
tance. On ne détaillera pas ici I’étude de ce probleme, mais une analyse compléte du probleme
régularisé sera effectuée dans la section suivante utilisant les mémes outils que pour ce probleme.

Comme par définition de la projection [[[vy]]] < [[vp]], pour tout v, € Vi, la condition
inf-sup est satisfaite ; @+, -) est uniformément coercive et continue pour la norme [[[-]]].

On s’intéresse maintenant a I’étude de I’erreur a priori. On a alors, en suivant le démonstration

classique du second Lemme de Strang (voir aussi [22]) :

[[un = walll* < an(un — vn, un — vi)

= ap(uw — v, up —vp) + Hwy, — vy) — by (ph, un — vp) — an(uw, up — vy)
l(wp) — ap(u, wp) — by (p, wp)

<l =onll - (=0l + s =]l sup Tfwall
+ [[[un —vn]]] - wSlelI‘), bn(p, wh[f[;;fﬁ(l)h, wp,)
et donc
[[un—vp]]] < [[[u—vh]]}+wsgl‘)f l(wp) — ah(’[lf[,;l;j])]— br(p, wp,) "‘wS‘é% br(p, wh[ﬁ;}f)];]b](ph,wh)

On obtient de maniere immédiate que :

sup bn(p, wr) — by(ph, wh)
wheV), [[[wn]]]

Ce terme pourra donc étre majorer a I’aide de la condition inf-sup.

On doit donc majorer le terme de consistance :

l(wh) — dh(u, wh) — bh(p, wh)

[[[wn]]]

Or, on peut écrire que :

ap(uw,wp) =2p Z/D whdx—|—2,uZ/D : D(wp) — D(wy))dx

KeKy, KeK

109



On note que par définition de la projection on a :

/KD(u):(wé(D(wh)—D('wh))dx - /K KD(w) : 7l D(wy) d:c—/ D(w) : D(wy)dz

:/KK() 'whdaz—/D wp,)dx

N / o (D(u) — D(u)) : D(wy)dx
K

Apres intégration par parties, et en utilisant le probleme de Stokes continu, il nous reste a

majorer :

Yu(u, wp) + Ep(wp, p) + 21 Z / D(u) : (7 D(wy,) — D(wy,))dz
sup Kek,

wyeV, [[[wn]]]

avec

Yu(u,wp) = 2“Z/D ‘ne[wp]ds

ecep V€

Yp(wp,p) = Z/ wp] - Neds

ecep €

Comme on le montrera dans la section suivante, les deux premiers termes peuvent étre bornés de

la maniére suivante :

QMZ/D ‘ne[wy ds+2/ wp] - neds| < ch( Q)|wrlin
ecep eceyp,
tandis que pour le dernier terme, on a :
30 Y [ Dlw: (<l Dlws) = Dlwy))ds| < chlulaal] Dwn) o
Keky,
Or, il n’existe pas deux constantes c; et ¢y telles que :

[walin < ef[[w]]

|2 (wn) < colffwn]]]-

On ne peut donc pas obtenir des estimations d’erreur a prior: optimales.

Afin d’illustrer ce pobléme de consistance, on présente les résultats obtenus pour le cas-test
de la cavité entrainée. La figure Fig. 6.3 montre les résultats obtenus avec des éléments finis de
Crouzeix-Raviart sur des triangles (2 titre de solution de référence), a gauche on montre ceux
obtenus a I’aide de la formulation (6.15) pour i = 100 et y; = 10. On constate donc que cette

dernieére formulation ne permet pas d’obtenir une bonne approximation du probleme de Stokes.
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uo uo
I] .002 IO 5
0.6727
0.3431
0.01358
-0.3160 -0.004
(a) Crouzeix-Raviart ug (b) Rannacher-Turek ug
Ul
Ul
o407
0.2035 4.68-15
0.000 -9.3e-16
-0.2035 -0.56-15
-0.4070 -1.2e-14
(c) Crouzeix-Raviart uq (d) Rannacher-Turek u;
P P
|°209' I2 3e-11
3104. 1.2e-11
0.000 -6.7e-14
-3104. -1.2e-11
-6209. -2.3e-11
(e) Crouzeix-Raviart p (f) Rannacher-Turek p
TAUI
TAUT
I32OO' 50.00
2387, 50.00
1573, 50.00
760.2 50.00
53.03 50.00
(g) Crouzeix-Raviart 72 (h) Rannacher-Turek 712

F1G. 6.3 — Cavité entrainée : comparaison entre la formulation (6.6) (a droite) et la formulation
(6.15) (a gauche)
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6.2.3.2 Deuxieme approche : probleme régularisé

Formulation discrete

Nous avons vu dans la partie précédente que la formulation a trois champs (6.15) n’est pas
consistante et n’est donc pas une bonne approximation du probléme de Stokes. Pour pallier cet in-
convénient, nous avons choisi de rajouter un terme de stabilisation. La formulation correspondante

est la suivante :

Trouver (wp, pr,75) € Vi X Qn X X ptels que :
Y1J1(un, vp) + 6R(up, vp) + b(pr, vn) + co(Th,vn) =1U(vy) Yo, € Vy

(6.19)
b(qn, un) =0 Van € Qn
2pc0 (0, wn) —do(0p, 1) =0 VO, € X
Le terme de régularisation R(uyp, vy) est défini de la maniere suivante :
R(up,vp) = p Z / (up) — mp D(uh)) D(vp)dx, (6.20)

Keky

et, par définition de la projection, est aussi égal a :

R(up,vn) =p Y / D(up) : D(vp)de —p / KD(up) : 7& D(up)dz.  (6.21)
Keky, Keky,
Ci-dessus, d > 0 est un parametre de régularisation.
En remplagant 1’expression (6.16) de 7;, dans la premiere équation, on obtient le probleme

discret a deux champs équivalent suivant :

Trouver (up,pr) € Vi, X Qy, tels que :
al (wn, vp) + b(pp,vp) = 1(vy) Yo, € V), (6.22)
b(qn, un) =0 Yan € Qn

al() = dol-) + i) +6R(, ).

Remarque 18. En choisissant § = 2, le probléme (6.22) est équivalent au probléme initial a deux
champs (6.13).

Lien avec la formulation a 4 champs

Cette formulation a trois champs régularisée peut étre rapprochée de formulations a 4 champs
utilisées pour traiter des écoulements de liquides viscoélastiques. La méthode EVSS ("elastic-
viscous stress split") introduite par Rajagopalan et al. dans [73] et la méthode DEVSS ("discrete
elastic-viscous stress split") de Guénette et Fortin, introduite dans [39], sont basées sur le rajout

du tenseur des vitesses de déformation D(w) comme une quatrieme inconnue.
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Dans la suite, on présente brievement ces méthodes dans le cas newtonien. On rappelle d’abord la

formulation classique a trois champs du probleme de Stokes continu :

—divt +Vp = f dans
Vou = 0 dans 2
T = 2uD(u) dans Q

La méthode EVSS est basée sur un changement de variable : s = 7 — 2uD(u) et le rajout dans
la formulation d’une quatriéme inconnue définie par d = D(wu). La motivation de ce changement
de variable provient du fait que pour les modeles viscoélastiques (notamment le modele PTT),
les équations du moment et de continuité ne sont pas bien posées si T est fixé. A partir de 13,
la quatriéme inconnue est rajoutée pour obtenir la coercivité du probleme en terme de vitesse-

pression. Le probléme de Stokes s’écrit alors de la maniere suivante :

—2udivD(u) +Vp = f+divs dans Q
u = 0 dans Q
V-u ans 6.23)
s = 0 dans €2
d = D(u) dans Q

Compte tenu du fait que le changement de variable s = 7 — 2uD(w) ne peut étre effectué
pour toutes les classes de modeles viscoélastiques, Guénette et Fortin ont rajouté dans les deux
membres de 1’équation du mouvement le terme —2adivD(u). Cela correspond a effectuer un
nouveau changement de variable s = 7 — 2a.D(u) ol « est une constante positive. On obtient la

formulation en (u, p, 7, d) suivante :

—2adivD(u) +Vp = f+ divt —2adivd dans
. = d Q
V-u 0 ans 6.24)
T = 2uD(u) dans Q
d = D(u) dans

Remarque 19. Dans [73] et [39], la loi constitutive considérée est non-linéaire de la forme :
F(T) + AT +1 = 27D(u).

avec f (1) une fonction non-linéaire. En effectuant la changement de variable s = 7 — 2uD(u) la

troisieme équation de s’écrit alors en terme de s :
v v
f(s =2uD(u)) + As = —2puAd

Les problemes non-linéaires sont ensuite traités par une méthode de point fixe, ce qui justifie le

passage des inconnues au second membre.

On remarque qu’au niveau discret, la formulation (6.24) est équivalente a la formulation régu-

larisée (6.19). La formulation discréte associée a (6.24), en utilisant les mémes espaces d’éléments
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finis que pour (6.19), s’écrit :

Trouver (wp, pp, Tp, dp) € Vi X Qn x X, X X, tels que :
y1J1(up, vp) + Z / 2aD(uyp) : D(vp)dx — Z / prV - vpdr
Keky K Keky, 'K
= > [ (2ady, — 1) : D(wp)dz + 1(vy) Vo, €V
KeKx,
Z / th‘uhda;:O thEQh
KeK, K
> / Ty Opde =2p Y / D(uy,) : 8,,dx Vo, € X,
Keky, 7K Kek, 'K
> / djy  Opdz = Y / D(up) : 0,dx V0, € X,
KeK, K Keky K

La quatrieme équation nous donne d;, = wé{ D(uyp,). En remplagant ces expressions dans la pre-

micre équation on obtient alors :

nJ1(up, vy) + Z /}(204(D(uh) — W?Q(uh)) : D(vp)dx — Z /Kphv -vpdx

Keky, KeKy

= Z —Tp - Q(’Uh)dl‘ + l(vh) Yo, € V.
Keky, K

En prenant ju = 2q, on retrouve notre formulation régularisée (6.19).

Existence et unicité de la solution du probleme régularisé
On s’intéresse maintenant a ’existence et a I'unicité de la solution du probleme (6.22) par

rapport a la norme énergie [[-]] définie par (6.2.2) .

Théoreme 6.2.2 (Coercivité de la forme a‘fb(-, -) sur Kerpb).

1l existe une constante o indépendante de h et de p, telle que :

Yo, € Keryb , al (v, vy) > al[v]]*. (6.25)
De plus, si > 2, « est aussi indépendante de 9.

Démonstration. On a par définition, Vv, € Vj,
ap(vn,vn) =101 (0n,vn) + 6 > DRI & + (2= ) D 7 Do) k-
Keky, Kek,

On distingue alors deux cas.

Sid >2,(2—9) <O0etal’aide de la continuité de 1’opérateur de projection 7r£< , on obtient :

2-ou Y /Kﬂng(vh):wgD(vh)dxz(2—5>M 3 /KD(vh):D(vh)d:c.

Keky, Keky,

Il s’en suit que

al) (vp, vp) > 11 (vn, vp) + Q,UHQ(U}L)”%JL'
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On en déduit donc la coercivité de az(-, -) dans V';,. De plus, la constante de coercivité est égale
al.
Sid < 2, on obtient

a)(vh,vn) = Ji(vn,vp) +0p Y ID(wR) ke
KeKky

. 1)
> min(1, 5) (vlJl(Uh,’Uh) + 2/1”2("%)”(2),}1)

On en déduit la coercivité de a‘fb( -,+) dans V', avec une constante de coercivité qui dépend dans
ce cas de 9. O]

Lemme 6.2.1 (Condition inf-sup).

1l existe une constante 3 > 0, indépendante de h et de y, telle que

b(pn,vn) b

inf  sup —M—— > — (6.26)
PhEQR v, eV, ||ph||O,QHUhH VHE
Démonstration. On suit le méme raisonnement que dans le Théoreme 6.1.1. O

Lemme 6.2.2 (Continuité de ai(-, ). 1l existe une constante c indépendante de h et de i telle
queVuy, vy € Vi :
|ap (wn, vn)| < clfun]][[vn]-

Sid <2 alorsc=1.

Démonstration. On a :

aj(up,vp) < op Y
Keky,

+ 7 |Ji(up,vh)l.

+(2-0)u Y

KeKky,

/ Q(uh) :Q('vh)d:v
K

/ ﬁé(Q(uh) : D(vp)dx
K

En utilisant la continuité L?(K) de 1’opérateur de projection 7'('(])( et en appliquant I’inégalité de
Cauchy-Schwartz, on obtient que :

laf (wn, vn)| < 0 > ID(wn) o, |1 D(vr) lo.ic + 12 = 8l Y|P (wn)llo.x |1 D(vn)llo.xc
Keky, Keky,

+ mJi(up,vp).

Sid < 2, alors on obtient :

IN

20 Y | D(un) o,k ID(vn) o5 + Y1J1 (wn, vp)
Keky

< [[un]ll[va]l.

|a) (wn, vp))|

Si § > 2 alors la constante dépend de 9.

La continuité des formes b(-, -) et I(-) est classique.
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Estimations d’erreur a priori

Lemme 6.2.3.

La solution (u,p) du probléeme de Stokes continu vérifie :

A on) + o) = Uow)— 3 / plon - nlds + 21 Y / D(u) - nfvy)ds

ecep v € ecep, V€
+ @-0n Y [ (D) - Dw): Dlondz, Von €V,
KeKy, K

b(Qh,u) = 07 vqh S Qh'

Démonstration. Soit (u, p) la solution du probleme de Stokes continu, on a alors :
dw o) =op Y [ Dlw): Dlwi)ds + (2~ o)
Keky, 7K Keky,

En effet, on a par définition de la projection 7 :

/ (- 10)] - [ (vn - m)|ds = / ] - [ (vp - m)]ds.

€ €
Or, w est continue a travers chaque aréte du maillage et s’annule au bord, donc [u] = 0 a travers

toutes les arétes du maillage. Le terme J; (u, v},) est donc nul. On peut alors écrire que :

dh(won) =2 3 [ D) Dlowds+ =0 Y- [ (wDlw) - Dlw)) : Dlwida,

Keky, KeKy,

et donc :

h(won) +bpon) = 2 3 [ Dw): Dozt Y [ pV-vnds

KeKy, KeKy,
+ @-0n Y [ (D) - Dw): Dlon)d.
Kek, /K
Apres intégration par parties, on obtient :
ad (u,vp) + b(p,vy) = Z / (—2pdiv - D(u) + Vp) vpdr — Z/ pvy, - nds
Keky, 7K Keky, Y 0K
+ 2u Z D(u) - nvpds
Keky 9K
+ =00 Y [ (D) - D(w) s Do)z
Keky K

On en déduit donc :

ay(w, o) + b(p, o) = lvp) = > /p[vh ‘n)ds +2u ) /D(u) -nfvplds

— 7TK u) — u . v X.
. 6)#}(%/](( KD(u) - D(w)) : D(vy)d
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La seconde équation est évidente, divu étant nul sur chaque maille K.
O

Remarque 20. Les termes — Z / v, - nlds et 2 Z / D(u) - n[vy]ds traduisent I’erreur

ecep ecey
de consistance due au fait que la méthode n’est pas conforme, i.e. Vi, ¢ H' (Q).

Le terme (2 — 6) Z (7& D(w) — D(w)) : D(vp,)dx traduit Ierreur de consistance due a

KeKy,
I’ajout du terme de régularisation dans la formulation discrete.

Dans la suite, on notera :

Yp(vn,p) = Z/ vy, - nld

eceyp, €

Sulu,vp) = zﬂz/p(u).n[vh]ds,

o) = @0 Y /K (& D(u) — D(u)) : D(vy)dz.

Afin d’établir des estimations d’erreur a priori, il est utile d’introduire le résultat préliminaire

suivant :

Lemme 6.2.4. Soit (u,p) € H*(Q) x H(Q) la solution du probléme de Stokes continu, alors il

existe une constante c indépendante de h et de i telle que :

C
> | plon- < hipliallvn]] Yo € Vi,
e€€h‘/e \/'U’
2u Z /D < c\/ﬁh|u|2,g[['vh]] Yo, € V.
ecep V€

Démonstration. Les termes X, (u,vy) et Xp,(vp, p) sont traités de maniere analogue que dans
[74] .Ona:

Su(won) = 20Y [(D(w) - wDw) - nlos - mvrlds

eceyp
+ 2u Z / nlvplds + 2 Z / D(w)) - n[rivpds,
ecep eceyp

ce qui nous donne finalement, par définition de la projection sur Py(e) et de I’espace discret V',

(.e. [ [vp] =0):

On applique alors I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

Su(w,vp) < 20 ) I(D(w) = w5D(w)) - nlloellon — mGonlloe-

ecep,
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Or, en appliquant une inégalité de trace, on obtient

|D(u) = 7§D(u)) - nlloe < cVh(3|D(u) — 7 D(w)) - nllox + [(D(u) — 7 D(w)) - |1 k)
< evh (31(D(w) — 7§ D(w)) - nllo.x + |D(w)]1 k)
< evVh|D(w)|1 k-

Soit maintenant {e} = K'1 N K?:

1 1
llon = mgonlloe < Vi (4llon = 7 on -l

1 K2
+ ﬁ”’vh — 7 vh-nllo g2+ |vnl gt + VRl K2

< C\/E@"Uhh,Kl + 2|vply k2);
On obtient le résultat souhaité en utilisant 1’inégalité de Korn discrete pour les espaces discontinus :

1/2

1
whp<c| D ID@Gx + = Ti(v,0) | (6.27)
Kek K
h

d’ou :

S lon = wionllloe < Valorlis < wﬁ;ﬂnvhn-

ecep

Et donc finalement :
Yu(u, vy) < chy/plulzal[vs]]. (6.28)

On parcourt les mémes étapes pour traiter le terme 3, (v, p). Ona:

Sp(on,p) = > [ (p—76p)[(vn — wGvn) - nlds
< > =m0 loel(vn — 75vn) - nllloe-

ecep

En appliquant I’inégalité de trace, on en déduit :

I(p — 75p)lo.e < cVhlplg-

En combinant, I’'inégalité de trace et I’inégalité de Korn (6.27), on obtient

> l(wn = 7gvn) - nlllo.e < \/ﬁ\/lﬁ[[vh]]-

eceyp

Ce qui nous permet de conclure :

Sp(vp,p) < jﬁmph,gnvhn. (6.29)

118



Théoreme 6.2.3 (Estimations d’erreur a priori).
Soit (w,p) € H*(Q) x HY(Q) la solution du probléeme de Stokes continu. Alors, la solution

(up, pn) du probléme discret régularisé (6.22) satisfait I’estimation d’erreur suivante :

1
[w—wup]] < ch(Vplulzo+ ﬁ\ph,ﬂ), (6.30)
Ip=prlloqg < chlplulza + Iple), (6.31)

avec c une constante indépendante de h et de .
Démonstration. D’aprés le Lemme 6.2.3,0on a :
a) (wn, vn) = af (w, v1) + (v, p — pr) + Zp(vh, ) — Sulu, vh) — (u, vp).

Soit V) = Kerpb = {r), € Vi, Vg, € Qn, b(rp, qn) = 0}.
Soit Ipu I’opérateur d’interpolation de Rannacher-Turek défini précédemment, on a I,u € V7,

et on peut donc écrire :

ay(up — Thu,vy) = ad(u— Tyu,vy) + b(vs, p — pr)

+ Xp(vp,p) — Bu(u,vp) —e(u, vy)

On prend maintenant v;, = u, — Ipu, et d’aprés le Théoréme 6.2.2, la coercivité de la forme

ad (-, -) nous donne :

affup, — ] < af(u— Iu,uy — L) + b(uy, — Iu,p —pr)

+ Yp(up —Ipu,p) — Zy(u,up — Inu) — e(u, up, — Inu).
Orona:

ad(u — Iyu,up, — Iyu) = Op Z / D(u— Izu) : D(up — Ihu))dx
KeKy, K

+ mJi(u—Ipu,up — Ihu)).
Or on a vu dans la premiere partie de ce manuscrit (voir par exemple le Théoreme 3.1.3) que :
Ji(u — Iyu,up, — Inu)) < cy/plulaof[un, — Inull.
De maniére similaire que pour le Lemme 6.2.2, on obtient :

ay(u—Thu,up — Thou) < ey Y | D(w— Inu)|ox([D(uy — Inw))lds
KeKy,

+  ceyplulzolun — Thul).

az(u — Iyu,up, — Inu) < chy/plulzolluy, — Ihull. (6.32)
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D’autre part, on peut écrire que :
b(up — Ipw,p — pp) = b(up — Inu,p —ipp) + b(up, — Inw, inp — pr).

La deuxie¢me équation du probleme (6.22) nous donne que b(uy, — Ipu,ipp — py) = 0. De plus
par continuité de la forme b(-,-) et d’aprés la propriété de 1’opérateur d’interpolation (6.11), on
obtient :

1
b(up — Inu,p —ipp) < ch——|[[uy, — Ihull|p|i o
( ) \/ﬁ[[ 1llp|

On obtient donc que :

offup, — Lyw]® < chlulpglfun — Inul] + chlfuy, — Inulllplho

+  3p(up — Ipu,p) — Zy(u, up, — Inu) —e(u, up, — Iru),

et:

|Zp(wh7p> - Zu(ua wh) - 6(“’7 ’UJh)|

affup, — Inu)] < chlulan+chlplio+ sup

wpeVy, H’th]]
D’apres le Lemme 6.2.4,0n a :
c
Yp(wn,p) < —=h|phellws]], (6.33)
p(Wh, p) N Phallwh]]
Yu(u,wp) < cey/phlulzal[ws]]. (6.34)

Il nous reste donc a contrdler le terme sur les quadrangles :
e(u,wy) = (2—6)p > / (7& D(u) — D(u)) : D(wy,)dz.
K

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne :

e(u,wp) < [2—6lu Y mg Dw) — D(w))llo,x | D(wn) o,k
Keky,

On obtient alors :

\/ﬁ
(w,wp) < [2-0]"%=h | D(w)|1,k [[wh]]
€ h /2 K%:Ch LK |[wh
< 1261 Ehlulan i)l
D’ou
e(u,wp) < chy/plulapllwp]]. (6.35)

Finalement, on obtient :

offup, — Inpu]] < chy/plulpo + chlplio + (chlp

1o + chy/ulu

2.0+ Ch\/mu‘Q,Q) .
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1
& a[[uh — IhuH <ch <\/ﬁ|u 2.0+ M|p’1’ﬂ) , (6.36)

ce qui a I’aide d’une inégalité triangulaire nous donne le résultat souhaité (6.30).
On s’intéresse maintenant a 1’erreur sur la pression. On suit les étapes classiques de la dé-

monstration. On écrit :

lp = prlloe = llp — inpllo.a + linp — prlloo

et la condition inf-sup discréte nous donne :

b(inp — b(p —
thp o thO,Q S ﬂ Sup (/th p) 'Uh) + (p ph7 'Uh) . (637)
ﬁ vpEVY, [[Uh]]

Or, grace au Lemme 6.2.3 et a la premiere équation du probléme discret (6.22) on peut écrire :

—b(p — pn,vp) = az(u —up) + Xp(p, vp) — Eu(u, vp) — e(u, vp).
On introduit alors I’ opérateur d’interpolation I, ce qui nous donne :

—b(p —pn,vn) = a) (u— Ipup, vy) +af (Iuy — wp, vi) + Zp(p, v1) — S (w, vp) —e(u, vp).

En utilisant la continuité de la forme a‘,sl ainsi que les estimations (6.33), (6.34) et (6.35), on

obtient :

[b(p = ph,on)| < chy/pilulao|[vn]] + %h!pll,ﬂ + [[nu — wp]][[va]].

N

On remplace cette expression dans (6.37) et en utilisant la continuité de la forme b(-,-) et les

propriétés de I’opérateur d’interpolation ¢, on obtient :

linp — prlloo < ch (|plia + ulvl2,0) + ev/ul[Ihu — up)). (6.38)

Le résultat souhaité (6.31) est alors obtenu en utilisant I’inégalité (6.36).

6.3 Probleme de Giesekus

On s’intéresse désormais a I’approximation du probleéme de Giesekus en 2 dimensions, et
comme précédemment, on considére un domaine polygonal 2. Le modele complet de Giesekus,

s’écrit alors de la maniere suivante :

P;U+p(u.v)u_v,7+vp = f dans
Vou = 0 dans Q  (6.39)
A (gtTJr (u-V)r — (zVu” +Vur)> + %11 + 7 = 2nD(u) dansQ

On rajoute des conditions de bord sur la vitesse : u = g sur 9€2. De plus, I’équation de Giesekus

contient un terme convectif sur le tenseur des contraintes, ce qui implique I’ajout de conditions de
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bord pour 7 sur le bord entrant du domaine 9Q~ = {z € 9 u(x) - n(z) < 0} : £ = 7™ Dans
le cas instationnaire, on rajoute aussi des conditions initiales sur u et 7.

Dans un premier temps, on considere le cas stationnaire et on présentera la discrétisation cor-
respondante, puis on considérera le cas instationnaire et on décrira le traitement des termes évo-
lutifs. Pour simplifier la présentation, on considere dans la suite des conditions de type Dirichlet

homogenes.

6.3.1 Cas stationnaire

Formellement, la formulation faible du probleme de Giesekus s’écrit :

Trouver(u, p,7) € V x Q x X tels que :

a1 (w,u;v) + b(p,v) + co(r,v) =lIlv) YveV
b(q,u) =0 Vg eQ
c(u,1;0) + d(r,750) =0 Voe X

(6.40)

On rappelle ici que les formes a(-,-;-),b(+,+) et co(+,) correspondent au probléme newtonien

sous-jacent :
a1 (u,u;v) = / puVu - vdx, b(q,v) = —/ qdivvdz,
Q Q

co(T,v) = / 7: D(v)dx.
Q
Les formes non-linéaires spécifiques au modele de Giesekus sont définies par :

c(u,1;0) = —2nco(7,v) + c1(u, 7;0) + co(u, 7;0),

d(r,1;0) = do(z,0) + di(7, T3 0),

ci(u,750) = A/ u- V1 : odz,
Q

co(u,150) = —A/(TVUT + Vur): ode,
Q

%hﬂz/fmm

Q

di(r,750) = 21G/(T~T) :odx.
Q

Remarque 21. On présente ici un probleme formel car dans le cadre de cette thése, on ne s’est
pas intéressé a l’existence d’une solution de (6.40). Cependant, en choisissant : V x Q x X =
(H(Q) x LE(Q) x L2, (Q) N HY(Q)) toutes les intégrales sont bien définies.

sym

On s’intéresse maintenant a 1’approximation de ce probléme en utilisant des éléments finis
non-conformes. Dans le cas triangulaire, la vitesse et la pression sont approchées par des éléments

finis de Crouzeix-Raviart alors que dans le cas quadrangulaire on utilise des éléments finis de
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Rannacher-Turek. Dans tous les cas, le tenseur des contraintes est approché par des éléments finis
totalement discontinus et constants par maille. On note que désormais la triangulation 7;, dénote
un maillage qui peut étre quadrangulaire ou triangulaire.

En se basant sur les résultats obtenus précédemment pour le probleme de Stokes, on considere

la formulation discrete suivante :
Trouver (up, pr,7;,) € Vi X Qp X X, tels que :
e(up,vp) + b(pn,vn) + co(ty,vn) =1(vy) Yo, € Vi

b(qn, un) =0 Van € Qn
ch(un, p; 04) + d(zp,Th;0p) =0 Vo, € X},

(6.41)

Le terme e(up, vy) prend en compte le terme convectif sur la vitesse ainsi que les termes de
stabilisation, qui différent selon le type de maillage considéré. Dans le cas triangulaire, la forme
e(-, ) est composée de deux termes :

() =an(, ) +nJil, )
Dans le cas quadrangulaire on rajoute le terme de régularisation :
6('7 ) = ah('7 E ) + ’Yljl('v ) + 5R(7 )

Les autres termes de (6.41) restent les mémes dans les deux cas.

Le terme non-linéaire ay (-, -; -) prend en compte le terme convectif sur la vitesse :
ap (p, wpivp) = Y / pupVuy, - vy, de.
TeTy, T

La forme ¢y, (-, -; -) est composée de trois termes :
cn(50) = =2nco( ) + can(e50) + 2l ).
Le terme ¢y (-, -; -) prend en compte le terme convectif dans la loi constitutive. Nous avons traité

ce terme en utilisant un schéma décentré de type Lesaint-Raviart (cf. [55]), que nous avons adapté

a un champ de vitesse non-conforme. On approche alors en discret [ w - V71 : gdz, par:
Q

en(un, T3 0n) = Y /Fe(Thauhyne) [op]ds
ecey, €
ot le flux numérique est défini par :

Fo(zp,un, me) = {un - e} it + {u - e} o5,

On note que 'on a Fe (7}, up, —me) = —Fe(1),, up, 1e).

En utilisant les propriétés de continuité de 1’espace non-conforme V', on a / {up -n.}ds =
e

/ uyp, - ne.ds. Comme 7, et g;, sont constants par mailles, on peut alors réécrire la forme ¢y, (-, -; -)
e
de maniere équivalente :

c1n(Un, Tp; ap) = A Z ((up - )T + (up - ne) 75  [o]ds
ecep V€
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Remarque 22. Dans [55], Lesaint et Raviart considerent un terme de transport de la forme 3-Vu,
out B est une constante et u est approché par des éléments finis Py de type Galerkin discontinus.

1is introduisent alors I’ensemble des arétes entrantes du maillage 0T~ défini par :
T~ ={(x,y) € 0T ;tel que - < 0}

avec m la normale exterieure a OT. Le terme de transport est alors approché par :
Z / 8- Vupvpdr — Z n(up — uf’ Yoyds
TeT, TeT, BT_

Remarque 23. Nous avons présenté ici la discrétisation du modeéle de Giesekus. Cependant, a
titre de comparaison, on considérera aussi le modele de Phan-Thien Tanner. Le terme non-linéaire

d(-,-;-) est dans ce cas remplacé par :
e)\
dPTT (7, 145 03) Z / tr7y) T, opde
TGTh

Le systéme non-linéaire est résolu en utilisant une méthode de Newton, ce qui implique le

calcul de la matrice jacobienne :

Apu+mJ1i+0R B Ch
BT 0 0
—2CF +Ciu+Cou 0 Do+ Cir+Cor+aDy

On note 7° et v’ le tenseur des contraintes et la vitesse calculés a I’itération de Newton précé-

dente. Les formes sont alors définies par :

(W, o) = Y / ( V)upop + (up - V)u' vh) dz,

TeT,
Clu uh70h 2 / uh.nzext: (g;'lnt_gzxt) dS,
TeTy,
t int t
el = Y [ ulinits (o - i) ds
TeTy, or-
cou(un, ap) = —A Z/ (Yur)" : o) dz — A Z /VuhT o, dx,
TeT, TeT,
cor (Th,0p) = —A Z /Th Vu :Jhda:—)\ Z /Vu Ty, 1 0y dx,
TETh TeT,
le Th70h Z / hT +T Th) O'hd.’['
TeT;

La matrice jacobienne du probléme de Giesekus, s’écrit sous la forme suivante :

S avec &/ = A B.
€ 9 BT 0
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Le théoreme de BabuSka-Brezzi a été étendu par Nicolaides dans [64] aux opérateurs des pro-

[« 5)

Chacune des formes, <7, € et 6 doit satisfaire des conditions inf-sup pour que 1’opérateur mixte

blémes mixtes du type :

soit inversible. Lorsque & # 0, ce qui est notre cas, il suffit de montrer en plus que Z est positive.

Remarque 24. Dans le cas du probleme de Stokes, la matrice jacobienne correspondante s’écrit :

A B ()
BT 0 0
—2nC¥ 0 Dy

On peut alors éliminer la troisiéme inconnue et se ramener a la matrice de la formulation a deux

A B
BT o)’

qui est inversible grdce a la théorie de BabuSka-Brezzi. En particulier, notre analyse précédente

champs équivalente :

montre que B satisfait une condition inf-sup et que A est coercive, ol :

Au,v) = A(u,v) + 27 Y /:ngD(u) - 1l D(v)dz.

TeT,

6.3.2 Cas instationnaire

On considere maintenant le cas ot le modele précédent dépend du temps. On considere alors
les expressions completes des deux dérivées particulaires. La premiere est la dérivée de la vitesse

dans la premiere équation :

Du Ou

—_ = -V 6.42

Dt o TV (642
et la deuxieme est la dérivée du tenseur des contraintes de 1’équation constitutive :

Dr Or

— == - V. 6.43

ot o W VI (6.43)

Pour traiter la dépendance en temps, on utilise un #-schéma. On note la pas de temps At et on
aura donc t" = nAt.
Pour simplifier la présentation de cette méthode, on note U = (u, p, )" et U, dénotera alors

la solution obtenue au temps t™. On écrit alors le probleme de Giesekus sous la forme :

ou
— +AU)=fU
AU = )
Soit # € [0, 1] une constante, on discrétise les dérivées en temps de la maniére suivante :
Unt1 — Uy
= O AU + 0 fUnr) (1= 0) Alh) — (1-0) f(Uy)
A chaque pas de temps, on résout le systeme suivant en utilisant la méthode de Newton :
U1 10 1-40 Uy
oAr T AUns1) — f(Uns1) = 0 (Un) 0 fUn) + AL

Dans les tests réalisés, nous avons choisi de prendre 6 = 1, qui correspond au schéma d’Euler.
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6.3.3 Positivité du tenseur de conformation

On s’intéresse ici brievement a la positivité d’un tenseur appelé tenseur de conformation. En
effet, ’arrét de la convergence des algorithmes pour des nombres de Weissenberg élevés est sou-
vent associé a la perte de cette propriété au niveau discret.

On introduit tout d’abord le tenseur de conformation continu noté C' et défini par :

C=Tr+l (6.44)

ou /[ est la matrice identité.

Remarque 25. Dans [34], Giesekus a introduit son modele en utilisant un tenseur de configura-
tion qui coincide avec C. D’autre part, le tenseur de conformation peut-étre aussi vu, dans le cas
d’un solide élastique comme le tenseur de Cauchy , noté C. En effet, la loi généralisée de Hooke
nous donne T = 2GE avec E = %(Q — I) le tenseur de Green-Lagrange. Or (6.44) est équivalent
a la relation T = G(C — I), ce qui implique que C = C si on considere le liquide viscoélastique

comme un solide élastique.

On rappelle qu’au niveau continu, I’équation de Giesekus s’écrit de la maniere suivante :

1
AT+ 5GTT T = 20D (u),

avec, dans le cas stationnaire :
v T
T=u-Vr—7Vu —Vur.

v
En utilisant que I = —2D(u) et que A\G = 7, cette équation s’écrit en terme de tenseur de

conformation de la maniére suivante :

c-C= 1I. (6.45)

Mu - VC — VuC — CVuTl) + L

N

Le loi de Giesekus peut s’écrire sous une forme plus générale :

VC—-AC-CAT+C?> =F dans Q2
voveoAC-CA O =L dans (6.46)
Cc =C"™ sur 0027,
avec v := 2\u, A := 2AVu and F := [ (£ symétrique défini positif).

Remarque 26. Pour o # % la loi constitutive s’écrit en terme de tenseur de conformation :
A 2
AC+aC+(1-2a)C=(1-a)l,

; A A 1—2a 1«
et se met aussi sous la forme (6.46), avec v := Su, A= 2(Vu — ~5<[) et F := ~_%L.

Il est connu, pour certains modeles viscoélastiques que C est symétrique défini positif au

niveau continu. On peut effectivement montrer pour le modele de Giesekus le résultat suivant :
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Théoreme 6.3.1. Soit A et F, respectivement C™  des matrices aux coefficients bornés et conti-
nus par morceaux sur ), respectivement sur O, avec F and C'™ symétrique défini positif

(s.d.p.). Si la solution de (6.46) est continue sur Q, alors C est s.d.p.

L’ingrédient principal de la démonstration est 1’expression de la solution des équations diffé-

rentielles de Riccati :

HC—-AC-CA"+CBC = F  dansQ
(0 Co sur 9027,

~—

avec C, B et F' s.d.p. (voir par exemple [27]).
Dans [54], cet argument a été appliqué a des équations constitutives instationnaires pour des

liquides viscoélastiques de la forme :
v
C+aC =pI avec 8> 0.

Les auteurs écrivent cette équation sous la forme d’une équation généralisée de Riccati en utilisant
des dérivées de Lie. On adapte alors cette démonstration au cas stationnaire en combinant 1’idée

précédente et la méthode des caractéristiques.

Remarque 27. Une autre démonstration a été donnée par Hulsen (voir [43 ] pour le cas 2D et [44]
pour le cas 3D) pour des équations quadratiques de type Giesekus ou Leonov, mais en négligeant
v

la convection, C := 0,C — Yu C — C Vu'. Il analyse le signe de O(det C), et implicitement le

signe des valeurs propres de C, a I’aide de I’équation différentielle ordinaire que satisfait det C.
A titre d’exemple, le modéle de Giesekus en 2D satisfait I’équation suivante :

d(det C)

A=)

ot

Plus récemment, une idée similaire a été utilisée dans [13] pour le modéle d’Oldroyd-B instation-

= — (atrC 4+ 2(1 — 2a)) det C + (1 — a)trC.

naire avec le terme de convection, pour prouver la positivité du tenseur de conformation a tout
temps t, sous une hypothése de régularité C € C*(0,T;C(Q)).

Les schémas numériques qui préservent la positivité du tenseur de conformation au niveau dis-
cret semblent étre plus stables et souvent, des estimations d’énergie discrétes peuvent étre établies
(voir par exemple [6], [54] et [57] pour le modele d’Oldroyd-B). Récemment, deux approches ont
été introduites pour obtenir de tels schémas.

Tout d’abord, Fatal et Kupfferman dans [30] utilisent la positivité de C' au niveau continu
pour introduire ¥ = InC. Ils écrivent 1’équation constitutive en terme de W en utilisant une

décomposition spécifique de Vu. Plus précisement, ils utilisent la décomposition suivante :
Vu=Q+S+N-C*

avec Q = QT N = —NT,

05}

=87 SC~! = C~!8S. Pour le modele de Giesekus, on obtient
finalement : 1
Au- V¥ — QU 4 00 —25) = J(c ¥ —e¥).
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Ils approchent alors ¥ par ¥, et ils retrouvent le tenseur de conformation discret en posant
a, = e%n. Cette approche garantit que C, est s.d.p. et ces dernieres années plusieurs papiers
I’utilisant ont été publiés. Néanmoins, a ce jour aucune analyse de 1’erreur d’approximation pour
cette transformation n’est connue.

Une idée différente a été introduite par Lee et Xu dans [54]. Ils ont remarqué que les équations
constitutives de certains liquides viscoélastiques peuvent €tre vu, en utilisant des dérivées de Lie,
comme des équations de Riccati généralisées. Les équations différentielles et algébriques de Ric-
cati ont été largement étudiées dans la littérature et sont souvent utilisées en théorie du contrdle

optimal (voir par exemple [52] et [63] pour une présentation générale). Dans [54], les auteurs font

I’étude d’équations constitutives du type é + aC = BI avec 8 > 0. Pour leurs discrétisation,
ils proposent soit d’approcher la solution analytique du probléme continu sous forme intégrale
(qui ne peut étre obtenue dans notre cas de loi quadratique), soit d’utiliser la méthode des carac-
téristiques combinée avec un opérateur préservant la positivité. Cependant, dans ce dernier cas,
I’équation discrete obtenue est une équation de type Lyapunov et non de type Riccati, c’est a dire
qu’il manque le terme quadratique. Des conditions sur la matrice A sont alors nécessaires pour
assurer la positivité de la solution. Cet aspect semble avoir été négligé dans [54].

Dans [9], les auteurs utilisent 1’approche basée sur les équations de Riccati et I’appliquent au
modele de Giesekus et a notre schéma numérique. Ils montrent que sous certaines hypotheses, le
schéma numérique préserve cette propriété de positivité. Nous allons présenter dans la suite ces
résultats.

On rappelle qu’une équation algébrique de Ricatti s’écrit de la maniere suivante :

AX + XAT —XBX + F = 0. (6.47)

La solution d’une telle équation n’est pas unique. Cependant si B et F sont s.d.p. alors on sait
qu’il existe une solution s.d.p. maximale X* (i.e. X* — X est s.d.p., pour toute autre solution s.d.p.
X).

En utilisant notre schéma numérique, 1’équation discrete de Giesekus que satisfait C, s’écrit
sous toute maille 1" quadrangulaire ou triangulaire sous la forme d’une équation algébrique de
Riccati :

A C,+CLAL —C2+Fy =0 (6.48)

Ay = 2>\7rérlwz — Adp1, Fy, =1+2)C;.
Remarque 28. Dans le cas triangulaire, 71'(7; Vup = Vuy,.

Le schéma décentré utilisé nous donne :
= i * i ext
dp = T Z lup, - nelds > 0, Cp = T Z lup, - ne|CH ds.
ecdT+ "€ ecdT— "¢
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Par définition, B := I est toujours symétrique défini positif. Il nous reste donc a nous assurer que
C75, Iest aussi sur tout 7', pour que F := [, soit s.d.p. Pour cela, on suppose que Qﬁl"t est s.d.p.

sur J€2~ et qu’il existe une numérotation des cellules {2 = Ui]ilTi de telle maniere que Vi :
T, C Q™ ou IT; CUjdT; . (6.49)

Remarque 29. Une telle numérotation peut étre trouvée lorsqu’il n’y a pas de recirculation. Dans
le cas u constant la condition précédente est toujours satisfaite (cf. par exemple [55]). Dans le
cas général, on peut se passer de cette hypothese via une modification de la méthode de Newton ;

de telles stratégies de numérotation ont déja été utilisées en CFD (voir par exemple[41]).

Sous ces hypotheses, on a I’existence d’une solution de (6.48) s.d.p. maximale (voir par
exemple [52]).

On considere maintenant que u est donné et on montre que la méthode de Newton tend vers
la solution maximale sous certaines hypotheses sur la donnée initiale. En effet, on montre qu’une
itération de Newton pour résoudre le probleme correspondant satisfait sur un élément 7' 1’équation

suivante :

(A, = CpHCh + Ch(A, —Cr T = —F, = (C371)°
Il s’agit d’une équation de Lyapunov que 1’on écrit généralement sous la forme :
AX + XAT = - F.
On utilise le résultat suivant (cf. par exemple [52]) :

Lemme 6.3.1. Si A est stable (i.e. Re(\) < 0) et F est s.d.p., alors X est s.d.p. Réciproquement,
si X et F sont s.d.p. alors A est stable .

On peut alors montrer (cf. [52]) sur tout élément T" que :

Théoreme 6.3.2. Si (A, — CY) est stable et I}, et CY sont s.d.p., alors (A, — C}) est stable et
C% est s.d.p. pour tout n. De plus, (C},),, converge de maniére monotone vers la solution s.d.p.

maximale C surT.
Grice a ce résultat, on en déduit par récurrence le résultat global sur €2 :

Théoréme 6.3.3. On suppose que I’hypothése (6.49) est vérifiée et que Ci™ est s.d.p. Si C%)
satisfait sur chaque maille T les hypothéses du Théoreme 6.3.2, alors les iterés de Newton sont

s.d.p. et convergent vers la solution maximale s.d.p. de (6.48) sur ().

. . . . 2 1 . s
Dans le cas instationnaire, la matrice A, est remplacée par A;, — 553/ qui va d’autant plus
satisfaire la condition de stabilité. D’un point de vue numérique, nous avons constaté que le cas

instationnaire permet en effet d’atteindre des nombres de Weissenberg plus élevés.
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Remarque 30. Si ’on considere le méme schéma dG pour le modele d’Oldroyd-B, I’équation
constitutive s’écrit :

1 1

T
. _ _ —C=_"—1.
u-VC —-Vul -CVu' + eC el

Sur chaque triangle T, C}, satisfait alors une équation de Lyapunov de matrice :

d 1
Ah = Wgzuh - ghl - TWeL

qui, d’apres le Lemme 6.3.1, doit étre stable afin d’obtenir une solution s.d.p. On constate que
cette condition peut ne pas étre satisfaite si le nombre de Weissenberg est trop élevé. Le cas ins-
tationnaire est plus facile a traiter. En effet, la matrice A, étant remplacée par A; — ﬁL la

propriété de stabilité peut étre obtenue en choisissant At suffisamment petit.
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Chapitre 7

Résultats numériques

Ce chapitre est consacré a la présentation de résultats numériques pour des liquides polymeres,
principalement pour le modele de Giesekus. Apres avoir traité quelques aspects importants de
I’implémentation des différents modeles dans la librairie C++ CONCHA, nous allons présenter
des tests réalisés afin de valider numériquement notre schéma numérique : comparaisons avec une
expérience, comparaisons avec un autre code de calcul, avec une solution analytique.... Finalement
on montre que nos schémas permettent d’obtenir des simulations réalistes pour des nombres de

Weissenberg élevés sur des géométries de référence.

7.1 Quelques aspects numériques

7.1.1 Solveurs

Le modele de Giesekus étant non-linéaire, nous utilisons une méthode de Newton pour ré-
soudre ce probleme. A chaque itération de Newton, on doit donc résoudre un systéme linéaire.

Dans un premier temps et pour éviter toute ambiguité issue de la résolution itérative incom-
pléte, nous avons utilisé une méthode directe (UMF Pack).

Nous avons aussi développé une méthode multigrilles pour les méthodes non-conformes utili-
sant un lisseur de type Vanka. Ce nouveau solveur linéaire nous a permis d’utiliser des maillages
plus fins nous avons ainsi effectué des comparaisons avec des résultats trouvés dans la littérature.

On décrit cette méthode ainsi que les résultats correspondants dans la section 7.3.

7.1.2 Nombre de Weissenberg

Un de nos objectifs est d’obtenir des simulations réalistes pour des nombres de Weissenberg

élevés. On rappelle que ce nombre adimensionnel est défini de la maniere suivante :
We = \7.

Il est important de noter que dans la littérature, on trouve plusieurs manieres de définir le

nombre de Weissenberg. En effet, on peut choisir la valeur de 7 de maniere différente. Par exemple,
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pour un écoulement entre deux plaques paralleles de largeur a, Lim et Schowalter utilisent dans

. u . ,
[56], ¥ = —™T avec Uyq. la valeur de la vitesse sur I’axe central de 1’écoulement, alors que
a ~

Xue et al utilisent dans [86], v = v avec u la vitesse moyenne dans le tube. Nous considérons la
valeur maximale de 7, i.e. calculéeaé la paroi du domaine, équivalente pour un liquide newtonien.
Pour les géométries utilisées, le calcul du nombre de Weissenberg est donné en Annexe B.

Si I’on considere initialement une valeur trop grande de We, les algorithmes divergent. On doit
donc augmenter ce nombre petit & petit. Nous avons utilisé deux techniques pour cela.

Dans le cas stationnaire, on utilise une méthode d’évolution. On fixe la valeur de la vitesse a
I’entrée puis, on résout tout d’abord le cas newtonien (i.e. pour A = 0). La solution ainsi obtenue
sera prise comme solution initiale pour I’étape suivante, ot la valeur du temps de relaxation sera
augmentée. On réitere ce procédé et a chaque étape, on adapte I’augmentation de A pour avoir la
convergence de la méthode.

Dans le cas instationnaire, on fixe cette fois la valeur de X\ et on impose la vitesse suivante a

I’entrée du domaine :

w-n=a(l—e"),

u est la vitesse moyenne et (3 est le parametre définissant la vitesse a laquelle on augmente le

nombre de Weissenberg.

7.2 Validation du code

7.2.1 Solution exacte

Dans un premier temps, et pour valider notre code, nous avons considéré la solution exacte

suivante sur un domaine Q = [—1;1] x [-1;1] :

1424222 4+ 2y% + oy

u =
1—y+2x2—%y2—4my

, p=x—v, T constant. (7.1)

On fixe alors la valeur de X et on prend y; = 10 et § = 2 pour le cas quadrangulaire. Nous
avons approché le probleme de Giesekus avec second membre pour calculer différentes erreurs.
Pour A = 0,005 s, on présente dans la figure Fig. 7.3 le logarithme de ’erreur H' sur la vitesse
et de I’erreur L? sur la pression et sur le tenseur des contraintes en fonction du logarithme du
nombre d’éléments. On présente tout d’abord les résultats obtenus sur des maillages triangulaires
et ensuite ceux obtenus sur des maillages quadrangulaires. Pour le cas triangulaire, on utilise
des maillages "CrissCross" définis dans le chapitre 4, dans le cas quadrangulaire, on utilise des
maillages structurés et a chaque pas de raffinement, un élément est subdivisé en 4 éléments. Dans
les deux cas, le pas de discrétisation h est divisé par deux a chaque raffinement.

On obtient un ordre de convergence O(h) qui est I’ordre de convergence optimal que 1’on

pouvait espérer.
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Convergence des erreurs (triangles)

T T
Erreur HI sur la vitesse ——
Erreur L2 sur la pression ——

0s | Erreur L2 sur le tenseur des contraintes —%—

S 05 ]
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(a) Triangles
Convergence des erreurs (quadrilatéres)
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s J
@:, 15 | -
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2
a2l J
*
25 F 4
3k 4
X
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(b) Quadrilateres

F1G. 7.1 — Convergence des erreurs pour A = 0, 005 s

7.2.2 Comparaisons avec une solution analytique

On considere un écoulement entre deux plans paralleles. La géométrie est présentée dans la

figure Fig 7.2. On choisit @ = 1 mm et les conditions de bord sont les suivantes :

I’y est le bord entrant, on impose un profil de vitesse plat égal 4 0,1 m.s et 7" =0 .

Sur I'9, on impose une condition de Dirichlet homogene.

I'3 est la sortie, on impose une condition de type Neumann homogene, —p + 7n - n = 0.

T", est un axe de symétrie, ce qui nous permet de diviser le domaine de calcul par deux.
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20a

L

FIG. 7.2 — Ecoulement dans un tube

Pour cette géométrie, on calcule le nombre de Weissenberg de la maniere suivante (cf. An-
nexe B.1) :

20
We:)\—u,
a

ou u est la vitesse a I’entrée du tube.
Pour ce canal 2D, on trouve dans [56] une solution analytique pour le modele de Giesekus
dans le cas d’un écoulement développé. Les composantes du tenseur des contraintes ainsi que la

vitesse, sont alors fonctions de y uniquement. On a :

In(1 — 3%y?) 3 atanh(af)
= 11— ——%< We=—(1——7-+]. 7.2
ux(y) Umaz < ln(l — ﬁQaQ) ) af af (7.2)
: - . . N : dp
Ci-dessus 3 est relié au gradient de pression de la maniére suivante 3 = Pl On calcule tout
n Ox

d’abord ce parametre a I’aide du nombre de Weissenberg. Puis ce dernier nous permet de calculer
le profil de vitesse, via I’équation (7.2).

On présente dans la figure Fig. 7.3 la premiere composante de la vitesse obtenue a I’aide de
CONCHA pour différentes valeurs du nombre de Weissenberg. Ces résultats ont été obtenus sur un
maillage composé de 40 960 triangles avec les données suivantes : 1 = 1000 Pa.s, p = 1000 kg/m>
et y1 = 10.

On constate un bon accord entre les solutions analytiques et celles obtenues avec CONCHA.
Pour We = 6, on remarque un écart des valeurs obtenues pres de la paroi. Le nombre d’éléments
dans cette zone semble donc étre insuffisant pour capter convenablement le comportement du

liquide. 11 semble donc important de pouvoir utiliser des maillages plus fins.

7.2.3 Comparaisons avec des données expérimentales

En 1994, dans [72], Quinzani et ses collaborateurs, ont étudié expérimentalement 1’écoulement
d’une solution de polymere parfaitement caractérisée dans une contraction par anémométrie laser

Doppler (LDA)! et par biréfringence d’écoulement?.

"Laser-Doppler velocimetry (LDV)
*flow-induced birefringence (FIB)
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0,15

Giesekus (o =0,5)

+ T T T T T T T T T
-10 -0.8 -0,6 -04 -0,2 0,0

F1G. 7.3 — Giesekus : comparaison avec une solution analytique

Le liquide d’essai est constitué d’un polyisobutyléne (PIB) de masse molaire élevée en solution
dans du tétradécane (Cy4Hsg). Les parametres matériels de cette solution a 25°C sont : 19, la
viscosité limite est égale 4 1,24 Pa.s, A = 0,006 s et la masse volumique p = 800 kg/m>.

La géométrie employée est une contraction brusque d’un facteur 3,97:1. Un rapport de 10 entre
I’épaisseur du réservoir en amont de la contraction et sa profondeur permet d’assimiler cet écoule-
ment a un écoulement bidimensionnel. La vitesse moyenne dans le canal en aval de la contraction
est de 2,14 cm/s, ce qui correspond a une vitesse de 0,539 cm/s a I’entrée de la géométrie. Toutes
les données expérimentales employées ont été digitalisées a partir des figures de la publication
de Quinzani et al.. La géométrie que nous avons utilisée pour nos simulations est donnée dans la
Fig. 7.4. Les conditions de bord sont les mémes que pour 1’écoulement de la section 7.2.2 :

— I’y est le bord entrant, on impose un profil de vitesse plat égal 4 0,539 cm/s et 77 = 0.

Sur I'9, on impose une condition de Dirichlet homogene.

I'3 est la sortie, on impose une condition de Neumann homogene.

I" est un axe de symétrie.
Nous avons utilisé un maillage composé de 32 768 triangles.
Dans [72], le nombre de Weissenberg est défini de la maniere suivante :

Umoy
We = A\ ——=
T

Oll Uy est la vitesse moyenne dans le canal et / est sa demi-hauteur. Dans ces conditions, ils
obtiennent We = 0,25.
Dans la Fig. 7.5, on compare les valeurs de la premiere composante de la vitesse u, des

données expérimentales et des résultats numériques obtenus grace a CONCHA pour un liquide de
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réservoir canal

[\‘\ —
o 32
—
40 160
Iy
- - — I 3
I
I
FIG. 7.4 — Contraction 3,97 :1 (en mm)
3,0
1 u (cm/s) 5
4 o -625
b o -2,00 . .
25 A 100 Quinzani (1994)
i v 050
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] i
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0,5 _
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00 T T — I =y —T
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 125

FIG. 7.5 — Giesekus : comparaisons avec des données expérimentales des profils de vitesse dans

le réservoir

Giesekus. £ représente 1’écart a la contraction et est donnée par £ = % avec xg ’abscisse de
la contraction. Ces profils de vitesses sont obtenus le long de différentes abscisses dans la partie
réservoir de I’écoulement. Pres de la partie centrale de 1I’écoulement, on remarque des différences
entre la simulation et les données. Aucune incertitude d’erreur sur les mesures n’est donnée, ce qui
rend difficile la comparaison avec les résultats numériques. En effet, en calculant le débit a partir
des mesures expérimentales, on constate des variations de I’ordre de 10% qui ne sont pas réalistes

pour un liquide incompressible et semblent avoir pour origine des imprécisions sur les mesures.
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F1G. 7.6 — Giesekus : comparaisons avec des données expérimentales des profils de vitesse dans

le canal

Dans la figure Fig. 7.6, les mémes comparaisons sont effectuées mais cette fois-ci dans la
partie canal de I’écoulement. On obtient des résultats similaires pour des abscisses éloignées de
la contraction. Cependant, pour 1’abscisse se situant sur la contraction on constate un écart plus
important. Nous avons constaté qu’au niveau de la contraction, le profil de vitesse est particulie-
rement sensible a I’abscisse a laquelle il est mesuré. En effet, en décalant de seulement 0,5 mm
I’abscisse, la vitesse maximale obtenue numériquement différe d’environ 4% de celle obtenue au
niveau de la contraction. Une imprécision méme tres faible dans les mesures peut donc induire des

erreurs importantes.

7.2.4 Comparaisons avec Polyflow®

Polyflow® est un des codes commerciaux les plus populaires pour la simulation numérique
des écoulements de liquides polymeres (cf. [1]). Ce code a été développé dans les années 1980 par
I’équipe CESAME de I’Université catholique de Louvain. Ce code permet d’utiliser, en 2D et 3D,
un grand nombre de modeles rhéologiques différentiels comme le modele de Giesekus, de PTT
ou d’Oldroyd-B mais aussi des modeles intégraux. Il reste une référence dans ce domaine méme
s’il ne permet pas d’obtenir de simulations pour des nombres de Weissenberg élevés (en général
supérieurs a 10).

Dans Polyflow®, la vitesse est approchée par des éléments finis continus quadratiques et la

pression par des éléments finis linéaires. Pour I’approximation du tenseur des contraintes, plusieurs
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méthodes sont proposées, nous avons choisi d’utiliser la méthode EVSS et la méthode SU pour
traiter le terme convectif dans la loi constitutive. Pour cette comparaison, nous avons considéré
deux cas-tests classiques, la contraction/expansion 4 :1 :4 et I’écoulement autour d’un cylindre.
Tout d’abord on s’intéresse a une contraction/expansion 4:1:4 dont la géométrie est donnée dans

la figure Fig. 7.7. Comme précédemment, les conditions de bord sont les suivantes :

I'; est le bord entrant, on impose un profil de vitesse plat égal 4 0,1m/s et 77! = (.

Sur I'y, on impose une condition de Dirichlet homogene.

I'5 est la sortie, on impose une condition de Neumann homogene.

— I'y est un axe de symétrie.

<
=t
Y
8a 4a 12a
Iy
I I3
I,

F1G. 7.7 — Contraction/Expansion 4:1:4

Nous avons comparé la vitesse le long d’un axe vertical au milieu de la partie contractée de
I’écoulement et la pression de long de I’axe de symétrie. Avec CONCHA, nous avons utilisé un
maillage triangulaire composé de 25 794 éléments et avec Polyflow® un maillage quadrangulaire
composé de 14 866 éléments, (voir la figure Fig. 7.8 pour le maillage autour de la partie contractée

utilisé avec CONCHA).

F1G. 7.8 — Maillage utilisé pour la contraction 4:1:4

Nous avons considéré un nombre de Weissenberg égal a 7,68, qui est pour ce cas, la valeur

limite pour laquelle Polyflow® converge. Les résultats sont présentés dans la figure Fig. 7.9 qui
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contient aussi les résultats obtenus avec CONCHA pour un liquide Newtonien (i.e pour A = 0 s).

0.8
| s+ Liquide newtonien Concha
. o Giesckus Concha
: »—a Giesekus Polyflow
0.6 —
0.5
04—
0.3+
02
0.1+
0
15%107 - 10x10”7 s.0x100 00 s0x10™" 10107 15x107
(a) Profils de vitesse dans la partie contracté
L Pa)
1 +«— Liquide newtonien Concha
6x10° | +—  Giesekus Concha
= Giesckus Polyflow
5x10°
4x10°

3x10°

2x10°

1x10°

X (m)

0 0.01 0.02 0.03

(b) Pressions le long de 1’axe de symétrie

FIG. 7.9 — Contraction/Expansion 4:1:4 : comparaison avec Polyflow®

Pour le modele de Giesekus, la simulation a été obtenue en 1 500 s avec CONCHA, eten3 110
avec Polyflow®.

On constate que les résultats obtenus sont tres proches. De plus, les deux codes numériques
prennent bien en compte le caractére rhéofluidifiant du liquide, caractérisé par I’aplatissement du

profil de vitesse. En outre, cela implique la chute de la viscosité a la paroi. Comme on le voit dans
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la figure Fig. 7.9(b), la pression nécessaire pour faire s’écouler un liquide polymere sera donc
moins élévée que dans le cas newtonien.

On consideére maintenant un écoulement autour d’un cylindre. La géométrie est donnée dans la
figure Fig. 7.10 et nous avons pris a =0,001 m. Les conditions de bord sont les mémes que pour la
contraction 4:1:4 mais nous n’utilisons pas cette fois d’axe de symétrie. Sur le bord du cylindre, on
impose une condition de Dirichlet homogene. Nous avons utilisé un maillage composé de 3 100
quadrilatéres avec CONCHA et 7 600 avec Polyflow® (voir la figure Fig. 7.11 pour le maillage
autour du cylindre utilis€ avec CONCHA). Les parametres de stabilisation choisis sont y; = 10 et
0=2.

@1

8a 24a

F1G. 7.11 — Maillage utilisé pour I’écoulement autour d’un cylindre

Nous présentons en figure Fig. 7.12 quelques comparaisons des simulations obtenues. Ces
résultats correspondent & un nombre de Weissenberg de 3,75 ; au dela, Polyflow® présente des
difficultés pour converger. Nous avons comparé les profils de vitesse le long de deux axes verti-
caux, un passant par le centre du cylindre (x = 8mm) et le second se situant entre le cylindre et la
sortie (X = 24mm). On obtient alors des résultats similaires. Nous nous sommes ensuite intéressés
a la pression le long de I’axe de symétrie de la géométrie. L’allure des courbes est semblable,
les différences pouvant étre expliquées par I’utilisation de maillages n’ayant pas le méme nombre

d’éléments.
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FIG. 7.12 — Ecoulement autour d’un cylindre : comparaison avec Polyflow®

7.3 Comparaisons avec d’autres schémas numériques pour le modele
d’Oldroyd-B

7.3.1 Principe de la méthode multigrilles

La méthode des multigrilles a été introduite par Fedorenko dans les années 1960 ([31]) pour

la résolution du systéme linéaire issu de la discrétisation par différences finies de 1’équation de
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Poisson. Le principe consiste a utiliser une hiérarchie de maillages pour pallier le mauvais condi-
tionnement du systéme linéaire (O(h~!) si h est le pas de maillage), qui fatalement détériore la
convergence de méthodes simples comme Jacobi, Gauss-Seidel ou le gradient conjugué. Cette
méthode a ensuite été étendue a des problemes elliptiques généraux et a d’autres équations, voir
par exemple Hackbush [40] et Wesseling [83]. La théorie est riche dans le contexte des éléments
finis, voir le livre de Bramble ([15]) et I’article synoptique de Yserantant [87] qui utilise les outils
d’analyse fonctionnelle ainsi que 1’analyse mathématique des éléments finis. L’approche la plus
performante est aujourd’hui celle de Xu (voir [84] et [85]), qui interprete I’algorithme comme une
correction de sous-espaces (successive subspace correction).

L’avantage principal de cette méthode est que 1’ordre asymptotique du nombre d’opérations
nécessaires pour résoudre un probleme est de O(n), ot n est le nombre d’inconnues du systéme.
A titre de comparaison, les méthodes itératives dites classiques ont des ordres de convergence
O(nP) avec 1 < p < 2. Par exemple, le nombre d’itérations du gradient conjugué double a chaque
raffinement de maillage. En ce qui concerne les solveurs directs, le progres des algorithmes a per-
mis d’améliorer considérablement la constante, mais leur complexité ne peut étre linéaire. IIs sont

utilisés dans le contexte des multigrilles sur le maillage le plus grossier.

Pour expliquer la méthode des multigrilles, on considére tout d’abord deux maillages hiérar-
chiques, en notant par h le pas de discrétisation de la grille la plus fine et par 2h celui de la grille

grossiere. On cherche a résoudre le systeme
Apup = [, (7.3)

dont on note par uy, la solution (supposé existante et unique).

Par la suite, pour un vecteur v, on notera sur une grille de pas h le résidu
rh = fn — Apvp.
Lerreur e, := u;, — vy, satisfait I’équation :
Aheh = Tp.

L algorithme de résolution du systeme (7.3) avec deux grilles est le suivant :

1 — On effectue n; itérations de lissage a 1’aide d’un méthode itérative notée S, afin d’éliminer
les erreurs de hautes fréquences et d’obtenir ainsi une solution approchée vj, de vy, sur le
maillage fin.

v, = S(Ap, i, 00, m)

2 — On calcule le résidu :

Th:fh—Ah@vh

3 — On projette le résidu sur le maillage grossier a I’aide d’un opérateur de restriction P2hh :
h
Top = PQh'r'h
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4 — On résout I’équation de I’erreur sur le maillage grossier a I’aide d’une méthode directe, afin

d’obtenir la correction a apporter :
— AL
Waoh = Agy, T2p
5 — On prolonge cette erreur sur le maillage fin a ’aide d’un opérateur de prolongement P,fh :
2h
wy, = P woy,

6 — On corrige la solution vy, :

v}, — Uy + wy,

7 — On effectue n,, itérations de post-lissage a I’aide d’une méthode itérative.

Le cas de deux grilles traité précédemment se généralise a une méthode multigrilles. Pour cela,
a la fin de la troisieme étape, a la place de calculer la correction, on recommence une itération a
deux grilles. On peut dans ce cas enchainer le passage d’un niveau a un autre de plusieurs manieres.
On considérera par la suite deux cas (voir la figure Fig 7.13 ) :
— Le V-cycle : on fait une opération de pré-lissage entre chaque passage d’une grille fine a une
grille grossiére et une opération de post-lissage entre chaque passage d’une grille grossicre
a une grille fine.
— Le W-cycle : on effectue la projection sur une grille qu’apres avoir effectué deux cycles sur

la grille grossiere consécutive.

V-cycle W-cycle
Maillage fin

Maillage grossier

F1G. 7.13 — Schémas du V-cycle et du W-cycle

Il est donc important de déterminer de maniére adéquate la méthode itérative utilisée pour les

opérations de lissage, ainsi que les opérateurs de prolongement et de restriction.

7.3.2 Opérateurs de projection et de prolongement

Soit V', I’espace d’approximation sur la grille la plus fine notée Ky, i.e. de pas h, et soit Vo,
celui sur la grille de pas 2h , notée Kop. On note w?h, 1 <4 < N les fonctions de base de

Vi, et qﬁ?h, 1 < j < M les fonctions de base de V'9;,. On cherche a construire un opérateur de
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prolongement Pth, ainsi qu’un opérateur de restriction Pfh définis par :

Pl Vy — Vi,
PV, — Vg

Si I’on considere des espaces d’éléments finis conformes ( voir aussi [53] ), on aura Vo, C
V. Dans ce cas, P2hh peut étre défini comme I’injection canonique. Il s’aveére que son transposé

est la projection L? et on prendra toujours
T
p2h = <P2hh) . (7.4)

Toujours dans le cas conforme, une fonction de base grossiere s’écrit comme une combinaison

linéaire de fonctions de base fines :
2h h
oF" =it
i

ou 7j; sont des coefficients.

Une fonction vy, € Vo5, donnée par :
2h
von = »_ w7,
J
s’écrit donc comme élément de V', de la fagon suivante :

h h Pp—
Vop = Zl‘j eriéf)i = Zyi(bi ,avec Y 1= ermj.

La derniere égalité donne I’ opérateur de prolongement Pth sous forme matricielle.

Lorsque I’on considere des espaces d’éléments finis non-conformes, ce qui est notre cas, on
a Vo, ¢ V. Les opérateurs de prolongement et de restriction doivent alors étre construits.
On trouve dans la littérature plusieurs travaux sur la construction de tels opérateurs, on cite par
exemple [14] et [16] pour les éléments finis P; non-conformes sur les triangles.

Une idée est de chercher un opérateur de prolongement PZhh satisfaisant :

(Pl o, wp)n = (von, wi)p, Yy € Vi,

ou (-,-) est un produit scalaire discret, qui doit étre bien choisi pour éviter ’inversion de la
matrice de masse associée.

Soit K et K? deux mailles adjacentes appartenant au maillage grossier Kop,. Dans le cas
des éléments finis de Rannacher-Turek que I’on considere ici, les degrés de liberté étant la valeur

moyenne sur chaque aréte e, I’opérateur Pth peut étre défini par (voir aussi [21]) :

/vghds sie ¢ OKpour tout K € Koy,
/PthUthS - 16
€ 2/(’vghK1 —{—’U2h|K2)d8 Si€€aK1ﬂaK2
€

144



Soient maintenant e; et es deux arétes du maillage fin K}, formant 1’aréte e appartenant au

maillage grossier Koy, alors 1’opérateur de restriction Pﬁh est défini par :

1 1 1 1
/Pfhvhds = - (/ vpds + / vhds)
’6‘ e 2 ‘61’ el ‘62’ e

Remarque 31. La méme démarche est utilisée dans le cas des éléments finis de Crouzeix-Raviart,

sur des triangles.

7.3.3 Lisseur de type Vanka

On présente ici la méthode utilisée pour lisser le résidu, c’est a dire éliminer les erreurs de
hautes fréquences. En général, on utilise une méthode itérative classique. Ici une méthode de
type ILU (Incomplete LU), ne peut pas €tre utilisée car le bloc diagonal correspondant est nul.
Nous allons utiliser a la place une méthode de type Vanka (voir [79] et [80]), qui est bien adaptée
aux matrices issues des problemes de point-selle. Le principe de cette méthode est de résoudre
des sous-systemes de la matrice globale du systeme linéaire. Ces sous-systémes seront choisi en
tenant en compte de la structure du systeme global. Une fois déterminés de maniere adéquate, ils
peuvent étre résolus en utilisant une méthode directe.

Le lisseur de Vanka a été appliqué avec succes pour la simulation de fluides incompressibles,

voir par exemple [78] et [46].

On introduit tout d’abord quelques notations. Soit A : R™ — R™ une matrice creuse de stencil
noté S(A). 1l indique pour chaque ligne d’indice ¢ I’ensemble S;(A) des indices des entrées non-
nulles, c’est a dire :

Si(A) ={1<j<n: A #0}

Pour des ensembles d’indices I, J on note Ay ; la sous-matrice correspondante de A.

7.3.3.1 Cas newtonien

Pour simplifier 1a description de la méthode, on consideére dans un premier temps le probleme

de Stokes approché par éléments finis de Rannacher-Turek. Le systeme correspondant est de la

(0 (6)-()

Une premiere étape est de définir la taille de la sous-matrice considérée. Soient N, respec-
tivement M, la dimension de I’espace de la vitesse, respectivement de la pression. Pour chaque
1 <4 < M on définit I’ensemble J;" des indices des degrés de liberté pour la pression, dépendant
de maniére récursive d’un paramétre r = 0,1,.... Pour r = 0 on prend J? := {i} et pour r > 0
ona:

= U sl©). (7.6)

jeJ; ! keS;(B)
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On définit alors ’ensemble I des indices de la vitesse qui couplent avec ces pressions de la

maniere suivante :

Ir = U S;(B). (1.7)

jeJr

Les cas r = 0 et » = 1 sont présentés dans la figure Fig. 7.14.

D [ ] D
o o o o
D [ ] D D [ ] D [ ] D [ ] D
o o o o
D [ ] D
o

FIG. 7.14 — Patchs pour le lisseur de Vanka. e indique les degrés de libertés de la pression et o de

la vitesse : 7 = 0 (a gauche) et » = 1 (a droite).

Pour simplifier la présentation, on omet I’indice  dans la suite.
Soit m; := cardJ; et n; := cardl;. Le passage d’une itération de lissage n a I’itération n + 1

se fait de la maniere suivante :
1. On considere que (v™, p™) est connu. On pose alors (v™0, p™0) = (v™, p™)
2. Pouri=1,...M
(a) On calcule I’ensemble des résidus (77, s°) € R™ x R™i pour chaque sous-matrice :

kel : ’I‘;{ = fk — Z Akl’v?’i_l — Z Cka?’i_l
1€8,(A) 1€8,(C)

keJ: 82 = gL — Z B/@l’v?’iil
leSk(B)

(b) On résout alors le sous-systeme suivant a I’aide d’une méthode directe pour obtenir la
correction (§v, 6p?) € R™ x R™i :

A[i’[i C[W]i (S’Ui N 'r'i
) ()= ()
(c) On met a jour la solution par sous-ensembles, de la maniere suivante :
kel : vZ’i = 'UZ’i_l + wy OV kedi: p=p"! tw,dpl,
avec wy, wp deux parametres de relaxation.

3. Onpose (v"+1, ptl) = (vm prm),
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Litération décrite correspond a une méthode de Gauss-Seidel relaxée par bloc avec recou-
vrement. Le sous-systeme résolu a chaque étape garantit que la correction des vitesses satisfait
la condition || K; diva’i = 0. Elle correspond donc a la minimisation de 1’énergie sous cette
contrainte, ce qui permet d’obtenir la correction de la pression comme multiplicateur associé. La
convergence de cette itération, sans toutefois donner des estimations de convergence précises, a

été établie par Manservisi [59].

7.3.3.2 Cas non-newtonien

On généralise la méthode précédente aux formulations a trois champs. On rappelle que la
vitesse et la pression sont approchées par des éléments finis de Rannacher-Turek et le tenseur
des contraintes par des éléments finis constants par maille. Dans le cas non-newtonien, on aura a

résoudre a chaque itération de Newton un systeme linéaire de la forme :

A B C() v _f
BT 0 0 pl=1g (7.8)
C 0 D T l

La matrice du systeme linéaire est la matrice Jacobienne associée au probleme considéré.

On note par P la dimension de I’espace du tenseur des contraintes. Les degrés de liberté pour
le tenseur des contraintes sont les mémes que ceux considérés pour la pression. On notera K,
I’ensemble des indices correspondants a ces degrés de liberté. Les cas r = 0 et » = 1 sont

présentés dans la figure Fig. 7.15.

D » D
o o o o
D ¢ D D » D » D » D
o s s s
D » D
s

F1G. 7.15 — Patchs pour le lisseur de Vanka. e indique les degrés de liberté de la pression, o de la

vitesse et X du tenseur des contraintes : 7 = 0 (a gauche) et = 1 (a droite).

Le passage d’une itération n a une itération n+ 1 se fait de maniere similaire au cas newtonien,

en rajoutant les données sur 7 :

1. On considere que (v™, p", ") est connu. On pose alors (v™0, p™0, 77:0) = (v™ p", ™)

2. Pourt=1,...M
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(a) On calcule les résidus (77, s*, ¢") € R™ x R™i x RP# pour chaque sous-matrice :

kel rp=fi- Z Apv m = Z By, pm t- Z COk,lI;m;l
leSk(A) 1eS,(B) 1€ (Co)
ked: k; = gr — Z Bk ” i-1
€Sy BT)
keK;: =1, - Z Chr 'vm 1 Z Dlenz 1
\ 1eSL(C) 1€Sk(D)

(b) On résout alors le sous-sytéme suivant pour obtenir I’erreur (dv°, 6p?, 7¢) € R™ x
R™i x R™: 3 I’aide d’une méthode directe :

A[iJi Br,,1; COIiaKi ov’ rt

T e )
Bj. 1, 0 0 opt | =1 s
Cki.1; 0 D, k, or' QZ

(c) On met a jour la solution par sous-ensembles de la maniére suivante :

kel : vzz—'vzl R
keldi: p™=p" 4 w,dp;
ke K;: IZ’i:Ik’f + wy 074

avec w; un parametre de relaxation supplémentaire.

3. On pose (vn—i-l’pn—i-l’ In—H) — (,vn,m’pn,m,zn,m).

7.3.4 Ecoulement autour d’un cylindre centré
7.3.4.1 Description du cas-test

On souhaite ici comparer les résultats obtenus avec notre schéma numérique avec ceux que
I’on peut trouver dans la littérature.

Nous avons donc considéré un écoulement autour d’un cylindre centré. Cet écoulement a été
étudié dans divers papiers pour le modele d’Oldroyd-B. Le calcul de la trainée permet d’obtenir
un critére de comparaison des divers schémas numériques.

Dans [45] et [25], les auteurs considérent une formulation en terme de logarithme du tenseur
de conformation (cf. chapitre 6.3.3) du modele d’Oldroyd-B. Dans ces papiers la vitesse est ap-
prochée par des éléments finis ()2 continus et la pression par des éléments finis P; discontinus. Le
tenseur de conformation est approché dans [45] par des éléments finis continus (J; et dans [25]
par des éléments finis ()2.

Dans [29] , les auteurs utilisent une formulation en terme de tenseur des contraintes ou la
vitesse est approchée par des éléments finis P continus, la pression par des éléments finis P;
continus et pour le tenseur des contraintes par élément finis P; discontinus . D’autres auteurs
([28]) présentent des résultats obtenus sur ce méme cas-test mais en utilisant des schémas de

volumes finis.
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On rappelle que le modele d’Oldroyd-B s’écrit sous la forme suivante (voir aussi 5.15 ) :

D , .
T 2nndiv(D(v)) + Vp = divt,
V-v =0 (7.9)

La géométrie est décrite dans la figure Fig. 7.16, avec a = 2R et avec R, le rayon du cylindre,

égala 1.

i

I

R
S & I ~

/ |
|
15R } 15R
1—‘2
r
1—‘2

FIG. 7.16 — Ecoulement autour d’un cylindre centré

Pour ce cas-test les parameétres sont les suivants :
_ = 0,59 avecn =n, +n, = 1.
— On néglige le terme de transport sur la vitesse v - Vv.

) Av _ .
— Le nombre de Weissenberg est donné par We* = R avec v la vitesse moyenne.

A I’entrée on impose le méme profil de vitesse que celui utilisé dans [25] :

vx(y)=§<1—i>-

Remarque 32. Ce profil de vitesse est correct pour le modele d’Oldroyd-B, car comme nous

I’avons vu dans le chapitre précédent, ce modeéle conduit a un profil de vitesse newtonien.

On souhaite maintenant calculer la valeur du tenseur des contraintes correspondante & imposer

a I’entrée du domaine, sur le bord entrant. Tout d’abord on a :

0o -3 1{ o _3
Vv = 1Y) et donc Dv)=-{ , v
0 0 2\-3y 0

Tz Tx
T= 7.
Tey  Tyy

D’autre part,onav - V7 = v,0,7 = 0, car T est indépendant de x.

On note
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En remplagant ces expressions dans I’équation constitutive on obtient :

Tax Tay | _ _%yTwy 0) i\ _%yTwy _%yTyy =7 0 —%y
=1, .
Tey Tyy —%yTyy 0 0 0 —%y 0
Ceci conduit au systéme d’équations suivant :

Tz + )\%yTxy =0

3 3
Ty T ALYTyy = —Mp1Y
Tyy =0
et on obtient finalement : )
3
Tex = 2>‘77p (fy)
3
Tey = —NpgzY
Tyy =0
On récapitule les conditions de bord que 1’on utilisera pour cette géométrie :

— sur I'; on impose :

; 2
_3 Y T =2, (5y)
Vye = 5 1-— 4
t i 3
v =0 ¢ T;}Zt = —MpgY
Yy Tint =0
vy

— Sur I'y, on impose une conditions de bord de Dirichlet homogene.

— Sur I's, on impose une condition de Neumann.

7.3.4.2 Calcul de la trainée

On calcule alors la trainée le long du cylindre :

C= | (1,0)7 - IInds
Ie
avec II le tenseur des contraintes totales défini, pour la formulation (7.9) du modele d’Oldroyd-B,
par :
=1, pl+2n,D(u),

et n la normale unitaire extérieure.

Dans la suite, IV désigne le nombre d’éléments, n  le nombre d’itérations de Newton et nyy la
somme des itérations effectuées par le solveur linéaire. Concernant la méthode multigrilles, nous
avons utilisé les parametres suivants : 7 = 1,w, = 1,0, w, = 1,0 etw, = 1, 0. La tolérance pour
la méthode de Newton est de 1075,

On compare dans les tableaux Tab 7.1, Tab 7.4 et Tab 7.5 les résultats obtenus sur différents

maillages pour A = 0, A = 0,3 et A =0,6 respectivement. On constate que la méthode de Newton
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N ny | ny C AC Cc*
1024 3 5 131,704 - -
4096 3 6 131,982 | 0,278 -
16384 3 5 132,229 | 0,247 | 132,311

65536 3 10 | 132,321 | 0,092 | 132,352
262144 3 8 132,348 | 0,027 | 132,357
1048576 | 4 28 | 132,355 | 0,007 | 132,357

TAB. 7.1 — Valeur de la trainée en fonction du nombre d’éléments pour A=0

converge avec un nombre d’itérations faible, indépendamment du pas de maillage. Le nombre
d’itérations de multigrilles reste aussi quasiment constant, mais augmente avec \.

Dans le cas newtonien (A = 0), on peut observer un comportement d’ordre deux de I’erreur de
discrétisation (les écarts sont divisés par quatre a chaque itération de raffinement), voir Tab. 7.1.
Cela justifie I’extrapolation aux limites pour augmenter la précision. Les valeurs extrapolées, no-

tées C* dans le méme tableau, fournissent une erreur d’ordre 3.

Remarque 33. A titre de comparaison, nous avons considéré les formulations a deux champs
(Vu,Vv) et (D(u), D(v)) du probléme de Stokes (voir (2.7) et (2.8), respectivement) approchées
par éléments finis de Rannacher-Turek. On présente dans les tableaux Tab. 7.3 et Tab. 7.2 la valeur
de la trainée en fonction du nombre d’éléments. Dans ces cas, le tenseur des contraintes totales
est défini par I1 = nAw — pl pour la formulation (Nu, Vv) respectivement, I1 = 2nD(u) — pI

pour la formulation (D(w), D(v)). On retrouve des valeurs similaires avec les deux formulations.

N ny | ny C AC Cc*
1024 1 8 | 129,023 - -
4096 1 8 | 131,507 | 2,484 -
16384 1 8 | 132,144 | 0,637 | 132,356

65536 1 8 | 132,304 | 0,160 | 132,357
262144 1 8 | 132,344 | 0,040 | 132,357
1048576 | 1 9 | 132,354 | 0,010 | 132,357

TAB. 7.2 — Valeur de la trainée en fonction du nombre d’éléments pour la formulation (Vu, Vv)

du probleme de Stokes

Le comportement de I’erreur de discrétisation dans le cas non-newtonien est moins satisfaisant,

car nous observons un comportement d’ordre 1. Cela semble provenir de I’opérateur de transport
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N nN | ny C AC c*
1024 1 13 | 130,804 - -
4096 1 14 | 131,903 | 1,099 -
16384 1 15 | 132,235 | 0,331 | 132,345

65536 1 15 | 132,325 | 0,090 | 132,355
262144 1 19 | 132,349 | 0,023 | 132,357
1048576 | 1 17 | 132,355 | 0,006 | 132,357

TAB. 7.3 — Valeur de la trainée en fonction du nombre d’éléments pour la formulation
(D(u), D(v)) du probleme de Stokes

N ny | ny C AC Cc*
1024 6 11 | 121,701 - -
4096 6 8 122,221 | 0,520 -
16384 4 8 122,623 | 0,402 | 123,025

65536 4 9 | 122,889 | 0,266 | 123,155
262144 5 14 | 123,038 | 0,149 | 123,187
1048576 | 4 22 | 123,114 | 0,076 | 123,190

TAB. 7.4 — Valeur de la trainée en fonction du nombre d’éléments pour A=0,3

sur le tenseur des contraintes 7. On calcule alors des valeurs extrapolées notées C* telles que

I’erreur soit d’ordre 2.

N ny | ny C AC Cc*
1024 7 19 | 118,081 - -
4096 6 12 | 118,421 | 0,340 -
16384 6 18 | 118,349 | 0,072 -

65536 6 | 24 | 118,085 | 0,264 | 117,821
262144 5 20 | 117,936 | 0,149 | 117,787
1048576 | 5 | 31 | 117,858 | 0,078 | 117,780

TAB. 7.5 — Valeur de la trainée en fonction du nombre d’éléments pour A=0,6

On compare dans le tableau Tab. 7.6 les valeurs obtenues extrapolées sur le maillage le plus
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fin avec des valeurs données dans la littérature (voit [28], [45], [29] et [25]). On observe une tres

bonne concordance.

A CONCHA | Dou et al.[28] | Hulsen et al.[45] Etienne ef al. [29] | Damanik et al. [25]

0 132,357 131,809 132,358 132,33 -
0,3 || 123,190 123,514 123,193 123,41 123,194
0,6 | 117,780 120,485 117,792 - 117,779

TAB. 7.6 — Valeur de la trainée, comparaisons avec d’autres schémas numériques pour A =0; 0,3
et 0,6

7.4 Comportement dans des écoulements réalistes

Toutes ces simulations nous ont permis de valider notre code pour le modele de Giesekus.
Apres avoir montré la supériorité du réalisme de ce modele, on s’intéresse a des simulations dans

des écoulements de référence pour différentes valeurs de We.

7.4.1 Pertinence des modeles rhéologiques utilisés

On considere la géométrie définie dans la figure Fig. 7.4. On compare alors la premiére com-
posante de la vitesse u, obtenue expérimentalement (cf. [72]) avec celle obtenue numériquement
pour différents modeles rhéologiques : Giesekus, PTT et Oldroyd-B. Les résultats obtenus sont
présentés dans la figure Fig. 7.17.

On constate que le profil de vitesse obtenu avec le modele de Giesekus est tres proche de la
vitesse expérimentale. Pour le modele de PTT, nous avons considéré deux valeurs de € : 0,05 et
0,25. Pour ces modeles, la vitesse est surestimée mais il est possible d’optimiser la valeur de ¢, afin
de se rapprocher du profil de vitesse souhaité. Par contre, la valeur optimale pour cet écoulement
serait totalement inadaptée pour décrire convenablement 1’écoulement élongationnel au niveau du
convergent. Avec le modele de Giesekus et de PTT, on observe le comportement rhéofluidifiant
des liquides polymeres. Cependant, dans le cas du liquide d’Oldroyd-B, on retrouve un profil de
vitesse parabolique, caractéristique d’un liquide newtonien. Cette simulation justifie notre choix
de considérer le modele de Giesekus comme équation constitutive de référence pour décrire le

comportement des liquides polymeres.

7.4.2 Contraction 4:1

On considere un écoulement dans une contraction 4:1 dont la géométrie est présentée dans la
figure Fig.7.18 avec a =0,001 m. On considere un maillage composé de triangles et les conditions
de bord sont les suivantes :

— T’y est le bord entrant, on impose un profil de vitesse plat égal a 0,1m/s et 77" = 0.

153



0 Quinzani (1994) o
04— o—o Giesekus (o =0.5)

o—o PTT (¢ =0,05)

o—o PTT (¢ =0,25)

T o—o Oldroyd B

FI1G. 7.17 — Comparaison des modeles de Giesekus, PTT et Oldroyd-B avec des données expéri-

mentales

— Sur I'y, on impose une condition de Dirichlet homogene.
— I's est la sortie, on impose une condition de Neumann homogene.

— I'y est un axe de symétrie.

1

| |

fs1 * a
- 8a o 32a -
Ly

I,

I
b

F1G. 7.18 — Contraction 4:1

On calcule le nombre de Weissenberg maximum pour un liquide newtonien équivalent (cf.

Annexe B.2) :
12X

a

We

ou u est la vitesse a I’entrée du domaine.
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Dans la figure Fig. 7.19, on présente les lignes de courant obtenues pour différentes valeurs
du nombre de Weissenberg pour le modele de Giesekus, le modele de PTT avec ¢ = 0,05 et pour
le modele d’Oldroyd-B. Pour ces trois modeles, il existe une zone de recirculation en amont de
la contraction. Les dimensions de ces recirculations augmentent avec le nombre de Weissenberg.
Ce comportement est typique des liquides polymeres et a pour origine 1’existence des contraintes
normales quantifiées par N1 (), ce qui peut étre assimilé a une augmentation locale de I’élasticité
du liquide. Dans le domaine des grandes vitesses de déformation (au niveau de la contraction), et
pour des valeurs élevées du nombre de Weissenberg la variation de N1 () est donnée par :

— Giesekus : N1 (%) =~ 41/2

— Phan-Thien—Tanner : N1 (%) ~ 42/3

— Oldroyd-B : N (%) =~ 42

Pour des nombres de Weissenberg élevés, la taille de la zone de recirculation augmente plus rapi-
dement pour un liquide d’Oldroyd-B que pour les deux autres liquides, comme nous pouvons le
constater dans la figure Fig. 7.19.

Nous avons tracé dans la figure Fig. 7.20, la composante u,, de la vitesse le long de 1’axe de
symétrie pour les trois modeles considérés et pour différentes valeurs du nombre de Weissenberg.
Contrairement aux modeles de Giesekus et de PTT, pour le modele d’Oldroyd-B, la vitesse est
supérieure a celle du liquide newtonien. Cela illustre le fait que le modele d’Oldroyd-B ne traduit
pas le comportement rhéofluidifiant du liquide, impliquant 1’ aplatissement du profil de vitesse et ne
permet donc pas d’obtenir des simulations réalistes. D autre part, on observe une pic de la vitesse
u, au niveau de la contraction que nous expliquons par 1’apparition de contraintes normales aux
plans de cisaillement dans la zone du convergent.

En outre, pour les modeles PTT et Oldroyd-B, on remarque 1’apparition d’oscillations d’am-
plitude croissante avec le nombre de Weissenberg. Ces oscillations n’ont aucun sens physique et
traduisent certainement des instabilités numériques. Elles semblent donc avoir un lien avec la perte
de la convergence des algorithmes pour des nombres de Weissenberg élevés, a mettre en relation

avec la positivité du tenseur de conformation discret.
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Giesekus Phan-Thien & Tanner

FIG. 7.19 — Contraction 4:1 : lignes de courant
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Phan-Thien and Tanner (¢ = 0,05)
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(a) Modele de Giesekus

(b) Modele de PTT

Oldroyd-B
(,/A=0.)5)

(c) Modele d’Oldroyd-B

F1G. 7.20 — Contraction 4:1 : profils de vitesse le long de 1’axe de symétrie
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7.4.3 Contraction 4:1:4

Au vu des résultats précédemment obtenus, nous considérerons dorénavant uniquement le

modele de Giesekus.

On reprend la géométrie de la contraction 4 :1 :4 introduite dans la sous-section 7.2.4 et le

méme maillage composé de triangles. Comme pour la contraction 4 :1, nous avons tracé dans la

figure Fig. 7.21 les lignes de courant pour différentes valeurs de We pour le modele de Giesekus.

newtonien
) I
Y) \‘\@95
We=3 \
We =6
-l
/ﬁ
< &
—— ﬂ“i\‘
We =12
[°Y
We=21 |
Y

F1G. 7.21 — Contraction 4:1:4 : lignes de courant pour le modele de Giesekus

Comme dans le cas de la géométrie 4:1, en amont de la contraction, on constate que la dimen-

sion de la zone de recirculation augmente avec le nombre de Weissenberg. Par contre, la taille de la

recirculation située en aval du divergent diminue lorsque le nombre de Weissenberg augmente. Ce

phénomene est similaire a un gonflement en sortie de filiere qui est provoqué par la combinaison

de trois effets :

— les contraintes normales. Dans le canal, 1’écoulement du liquide génere 1’apparition de

contraintes normales aux plans de cisaillement. Ces contraintes sont contenues par les pa-

rois du canal. Au niveau de sa sortie, ces contraintes sont libérées brutalement et provoquent

I’écartement des plans de cisaillement.

— Deffet mémoire. Le liquide se souvient de la forme qu’il avait dans le réservoir amont et

va donc essayer de la reprendre a la sortie du canal. Cependant, dans le canal le liquide va

relaxer. Si le canal est suffisamment long sa relaxation sera totale et cet effet ne générera
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pas de gonflement en sortie.

— Pour un liquide newtonien, le passage brutal du profil de vitesse parabolique dans le canal a
un profil plat implique une expansion du liquide. Bien que cet effet se retrouve pour les li-
quides non-newtoniens, il est moins important pour ces liquides en raison de I’aplatissement

du profil de vitesse.

Pour nos simulations, I’augmentation du nombre de Weissenberg se fait par 1’augmentation
du temps de relaxation. Il en découle un accroissement des contraintes normales et aussi une
diminution de la relaxation du fluide dans le canal. Par contre, le profil de vitesse s’aplatit de plus
en plus lorsque le nombre de Weissenberg augmente, le gonflement associé a cet effet est de plus
en plus négligeable. L’ explosion du liquide en sortie du canal provoque donc 1’écrasement de la

zone de recirculation.

Dans la figure Fig. 7.22, on présente la vitesse u,. le long de 1’axe de symétrie pour différentes
valeurs du nombre de Weissenberg. On observe au niveau de la contraction, les mémes phéno-
menes que pour la contraction 4:1. De plus, juste avant 1’expansion, la vitesse u, augmente dans

le cas non-newtonien. Cette accélération est due a 1’explosion du liquide.

W

@

o —
—Rowo

IS
o e b b b b

x/a

o ey

=)
IS

(a) We < 21

F1G. 7.22 — Contraction 4:1:4 : profils de vitesse le long de 1’axe de symétrie

Pour ce cas test nous présentons aussi des résultats obtenus en utilisant le modele instation-
naire. On montre dans la figure Fig. 7.23 que les résultats sont identiques a ceux obtenus dans le

cas stationnaire.

D’autre part, dans le cas instationnaire, nous avons pu obtenir des résultats pour des nombres
de Weissenberg allant jusqu’a 60. Le terme évolutif semble donc stabiliser la formulation. On
présente dans le figure Fig.7.24 les profils de vitesse le long de ’axe de symétrie. On note que

I’accélération avant I’expansion continue d’augmenter avec le nombre de Weissenberg.
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F1G. 7.23 — Contraction 4:1:4 : comparaison entre le schéma stationnaire et instationnaire

u /a Giesekus (o =0.5)

W

F1G. 7.24 — Contraction 4:1 :4 : profils de vitesse avec le schéma instationnaire

7.4.4 Ecoulement autour d’un cylindre

On considere maintenant un écoulement autour d’un cylindre, et on utilise la géométrie décrite

dans la section 7.2.4. Comme précédemment, on utilise un maillage composé de 3 100 quadrila-
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teres. On présente les profils de vitesse obtenus dans la figure Fig 7.25.

(a) Newtonien

(b) We=7,5 VO
IO. 179

0.133

0.0872
(c) We=15

0.0414

-0.00434

(d) We=37,5

(e) We=75

FIG. 7.25 — Ecoulement autour d’un cylindre : premiére composante de la vitesse

Au niveau du cylindre, on constate un aplatissement du profil de vitesse, en effet la surface
des domaines de vitesses maximales augmente avec le nombre de Weissenberg. A 1’arriere du
cylindre on observe un effet de pointe s’expliquant, comme pour la géométrie 4 :1 :4, par une
expansion brutale du liquide.

Pour cette géométrie, nous n’avons pas atteint de limite en terme de nombre de Weissenberg.

7.4.5 Valeurs propres du tenseur de conformation

On s’intéresse ici a la positivité du tenseur de conformation. En effet, il a été montré dans
le chapitre précédent (cf. section 6.3.3) que notre schéma numérique préserve cette propriété au
niveau discret. Pour valider numériquement ce résultat, nous avons calculé les valeurs propres du
tenseur de conformation pour un écoulement dans la contraction 4:1 et un écoulement autour d’un
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cylindre dont les géométries ont été données dans la section 7.2.4. Ces résultats sont présentés dans
les figures Fig. 7.26 et Fig. 7.27 pour la contraction 4:1 et Fig. 7.28 et Fig. 7.29 pour I’écoulement

autour d’un cylindre.

I'%’B%?,l i%%qg]
7.8028 21990
| R - {14285
I2.a155 —
032190 Io.25771
(a) We =6 (b) We = 18
e )
35.948 40274
- [24.02 - {26,927
12144 13.580
|0.24219 |0.232a5
(€) We = 30 (d) We = 33,5
F1G. 7.26 — Contraction 4:1 : premiere valeur propre de Cj,
I'%%%%Q I'SE?%Q
2.8069 7.2225
[ 1.9085 - [ 2.8335
1.0102 2.4445
Im 1194 Io.ossssg
() We =6 (b) We = 18
I'?E?Sff’z I'SB‘S 75
13.684 15699
- fl9.1366 - {10,279
45895 5259
Io‘[maz Io‘oaomz
(c) We =30 (d) We = 33,5

FI1G. 7.27 — Contraction 4:1 : deuxieme valeur propre de Cj,

On constate que les valeurs propres restent positives, aussi bien dans le cas triangulaire que

dans celui quadrangulaire.
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FIG. 7.28 — Ecoulement autour d’un cylindre : premiére valeur propre de Cj,
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FIG. 7.29 — Ecoulement autour d’un cylindre : deuxieme valeur propre de Cj,

163



164



Troisieme partie

Annexes

165






Annexe A

Rhéologie - Modele de Giesekus

A.1 Construction du modele

Ce modele est construit a partir du modele de Maxwell convecté contravariant ou upper-
convected Maxwell model (UCM) :
T+AL=2D

En exprimant I’état de contrainte du fluide en fonction du tenseur de Cauchy C', I’équation

constitutive du modele de Maxwell devient :

Q<

T+nC =0

Giesekus propose de rendre non-linéaire cette équation constitutive en introduisant un tenseur
d’anisotropie de mobilité des chaines (3. Ce tenseur exprime la relation entre la relaxation d’une
chaine et sa forme induite par 1I’écoulement. Un élément de chaine fortement déformé donc trés

orienté sera peu mobile et emmagasinera une part importante de la contrainte :

1 v
iﬂ?1+z¢ﬁ+nQ=Q

Dans le cas d’un ensemble de chaines uniforme, le tenseur de mobilité est symétrique :

[@%

Br=17-8 = B-7+nC=0 (A.1)

Pour relier le tenseur de mobilité au tenseur de Cauchy, Giesekus construit une fonction li-

néaire en considérant que lorsque le liquide est au repos, nous savons que lim,; o8 = I :
B=I+a{C-1} = pB=(1-a)l+al avec 0<a<l
En tenant compte de I’expression ci-dessus, 1’équation (A.1) devient :

v
l-a)r+alC-7+nC=0

!"Tenseur de déformation droit de Cauchy-Green selon la terminologie de Noll-Truesdell
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En éliminant le tenseur déviateur des contraintes par son expression en fonction du tenseur de
Cauchy 7 = G {C — I}, nous obtenons une premiere forme de I’équation constitutive du modele

de Giesekus :

v
aC-C+(1-20)C—(1-a) I+ =0

Et en exprimant le tenseur de Cauchy en fonction du tenseur déviateur des contraintes, nous

aboutissons a la deuxieme forme du modele de Giesekus :

Comme par définition A = 1/ G, nous obtenons :

>

(07

z+7z~z+)\%:2772
n

Remarque. Pour o = 0, nous retrouvons le modele de Maxwell convecté contravariant.

A.2 Comportements rhéologiques

Nous allons analyser les comportements rhéologiques prévus par ce modele dans le cas d’un
écoulement de cisaillement simple et celui d’un écoulement élongationnel unixial. La valeur o =
1/ 2 est retenue car comme nous allons le voir, elle seule conduit & une description réaliste des

liquides polymeres. La loi de comportement du liquide de Giesekus s’écrit alors :

A
T4 T+ AL=2D (A2)
n
A.2.1 Ecoulement de cisaillement simple
Pour cet écoulement, la vitesse est donnée par :
u = (¥y,0,0)

Le tenseur des vitesses de déformation est donc défini de la maniere suivante :

Oug
. o 80 5 0
Q(u):§(Vu+Vu ):5 5= 0 0]. (A3)
0 0 0

Le liquide ayant un comportement non-newtonien, le tenseur déviateur des contraintes est de
la forme :
Tex Tzy 0
T=\|Tey Tyy O |- (A4)
0 0 7u
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En remplacant les tenseurs par leurs expressions (A.3) et (A.4), I’équation constitutive (A.2)

devient :
Tzx Tzy 0 Ta%a: + 7—.’/I%y Ty (Tﬂf + Tyy) 0
Toy Tyy O | T % Tay (Twx + Tyy) Tgy + Tgy 0
0 0 7 0 0 2,
2Tzy Tyy O 01 0
Ouy Ouy
Y = 1 AS
0 0 0 0 0 0
ce qui conduit au systeme d’équations :
A ou
Tz + % (T:?x + 7-38231) B 2>\T$?J 87; =0 (A.6)
Ao 2
Tyy + 2 (Tgy +Tay) =0 (A.7)
A
Tty 72, =0 (A.8)
A ou, ou
Try + % Tay (Taa + Tyy) — ATyy 87; =1 8;' (A.9)
De (A.8), nous obtenons 7,, = Qou 7,, = —2 % Seule la premiere solution a un sens phy-
sique.
J— 8 xr — ~ J— >\ .
On pose x = )‘aiy =Metf= %,alors.
Tex + B (T;?x + Tg?y) - QXT;Uy =0 (A.10)
Tyy + 0 (ij + szy) =0 (A.11)
Tay + B Tay (Tax + Tyy) — XTyy =07- (A.12)
On commence par effectuer la soustraction (A.10) - (A.11) :
(Taa — Tyy) <1 + B (7o + Tyy)> = 2XTay (A.13)
On écrit, a partir de (A.12) :
. n
Tay + BTay (Tax + Tyy) =07 + XTyy = X (X + Tyy)
Tay (14 B (Tag + Tyy)) = % (1+2087y,) . (A.14)
Il s’en suit que :
Tay <1 + B (140 + Tyy)> = % (1+ 287,,). (A.15)
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En remplagant I’expression (A.15) dans (A.13), on obtient :

Tex — Tyy 2XTay 1 9
= = — — 1+2 = .
Try % (14 QQTyy) 43 (T2 Tyy) 1+ ﬁTyy) Tay

De (A.11) on sait que :

Tyy (1 + 5Tyy) = _ﬁTz2y7
ce qui grace a (A.16) conduit a :

1
48
= (Twe — Tyy) (1 +287yy) + 47y (1 4 Bryy) =0

3+ 281y,

< Tex = —Tyy 71+2ﬁ7’
9y

Ainsion a :

34_257—9?%_1>:_2 Tyy

Tex + Tyy = —Tyy < 1T 257yy 126 n 2/87_yy

Les relations (A.19) et (A.14) impliquent :

X (1+ QBTyy)Q

Txy<1_25734y> :l(1+257yy) = Tay = 23

1+ 287y, 23

En effectuant la multiplication (A.14) x (A.13), on obtient :

2 2
(Tax — Tyy) (1 + B (Tae + Tyy)) = % (1+287yy).

De (A.18) on déduit :

3+ 20T,
Tox — Tyy = _Tyy<1 T 2ﬂ7_yy* + 1)
vy

_ 3+ 2087y + 14 2087y,
W 1+ 287y

. 1+ Bryy
W1 +207y,

=—4
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(Tzz — Tyy) (1 +2B7yy) = _BTyy (1 + Bryy)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)



En remplagant I’expression (A.23) dans (A.21) et dans (A.19), on obtient :

2
—4r, %<1+ﬂ—2%> :X;(Hmfyy)

W13 Tyy 1+ 207y,
(R S
= A0y 11:2%253; 1+ 2lﬁryy)2 = X* (1+2p7y,)
— —4087yy (11;;2:3;;)3 =x*(1+ 207yy)
= = -48r, L+ 7y (A.24)

(1+267,,)"

L’équation (A.24) admet pour solution? :

_252X2 i\/i\/_ﬁ4x2+ﬁsx2 BQ +452X2
Tyy = 463X2

~20°° £ VI + BV T 0P
4B3x?
—26%x% £ B%xV2 \/—1 + /1 +4x2
433
—2x + \/5\/—1 + /1 +4y2

48x

Comme 7, < 0 alors :

Ty = 55 <1—|—\/ 1+4x2 - >

Finalement, on obtient :

“2XEVZY STV A
Tyy = X f\/w;r . 1(1i\/ 1+4x2 - > (A.25)

Pour obtenir la contrainte de cisaillement 7., reprenons I’équation (A.20) et remplagons la

2Ce résultat a été obtenu a ’aide du logiciel MATHEMATICA.

171



contrainte normale 7, par son expression donnée ci-dessus :

2
X 2 X 1 V2
o= 2520yt = 5 (1420 - o 2 )
2
><ﬂ<f m_l) - o (ViFEe )

1

B 1+ /1+4x2

Déterminons maintenant les différences des contraintes normales. De (A.23), on déduit :

= Ty =

1+ 37
Txxnyy:74Tyy1+2ﬁ7l_/y'
vy
Or,ona:
14 fr,, = ;(gg,/ 1+ 4x2 —1—1)
1+207, = —$\/VI+42-1,
et donc :

L+Pmy X \2/73\/ VIt —1-1

1+281, V2 THaZ—1

La premiere différences des contraintes normales s’écrit :

Tex — T, :74)( \/ 1+42 QXV 1+4X_1_1
vy 2\/§ﬁ
VV1I+4x? -1

1 —1-22 4 1+ 4P

- V28x VVIFZ—1

Les trois fonctions viscosimétriques s’écrivent finalement :

n(y) =2 = &l
Yo 14 4/1+4X%52

V2 —1 —2X232 4+ /1 + 4)242

N Tz — Tyy
¢1(’>’)— 9 - )\273 i
\/\/1—1—4/\272—1
N Tyy — T2z M V2 -
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1, WmEg
10' 3 =10
10" 2 = 10"
-1 | I -2
10" 4 =10
107 3 =107
107 3 =107
. )\"Y. :
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FI1G. A.1 — Variation de la viscosité et de la premiere différence des contraintes en fonction de la

vitesse de déformation pour un liquide de Giesekus (A = 1 s).

A.2.2 Ecoulement élongationnel uniaxial
Pour cet écoulement, la vitesse est donc donnée par :
u = (s () uy(y) 2 (2)
Le tenseur des vitesses de déformation est donc définie de la maniere suivante :

Oug
TE= 00

1 1 y
D (u) = 3 (Vu + Vul) = 5| 0 —%yy 0
0 0 9=
0z

En posant ¢ = Ju,/ Ox la vitesse de déformation élongationnelle, en utilisant la condition
d’incompressibilité, trD (u) = 0 et le caractere uniaxial de I’écoulement, le tenseur vitesse de

déformation s’écrit :

e 0 0
D(u)=[0 -5 0 (A.26)
0 0 -5
Le tenseur déviateur des contraintes est de la forme :
Tee O 0
=10 7,y O (A.27)
0 0 74
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Généralement, dans le cas d’un écoulement élongationnel, le régime établi n’est pas atteint.
Ainsi les trois fonctions rhéologiques caractéristiques du liquide sont les coefficients d’accroisse-
ment de contraintes définis par :

Tex — Tzz

77;1 (57 t) = B
nh(e ) = = (A.28)
g
nh(e,) = Tz ~ Tyy
- 9

Pour un écoulement élongationnel uniaxial, comme 7,, = 7., nous obtenons un seul coeffi-

cient d’accroissement de contrainte :

0t (e,t) = T - Tvy (A.29)

Définition. La viscosité élongationnelle est définie par :
ne(€) = lim nf(¢,¢)
t—o0
En exprimant les différents tenseurs dans le cas d’un écoulement instationnaire, I’équation

constitutive (A.2), devient :

Tee O 0 Tgx 0 0
A 2
0 Tyy 0 + % 0 Tyy 0
0 0 Tzz 0 0 TZQZ
P )
ot Tex — 26Tyy 0 0 2 0 0
+A 0 %Tyy"‘éTyy 0 =nl0 -1 0 | (A30)
O O % Tosz -+ E.TZZ 0 0 -1

Ce qui conduit au systeme d’équations différentielles :

9 A
)\arm—ﬁ—(l—%)\)mx—}—%ﬁm = 2né
0 . A .
)\aTyy—F(l—F&'A)Tyy—l-%TyQy:—n&

La résolution de ces équations différentielles conduit a :

2
iy <1 _ exp YI=20%Hx t)

A
Tee = —
n 2 2 vV (1-2x)2+4x
1— 2y — /(1 —2y)% + 4y — (1 — 2y +4/(1—2y) +4x> exp Y1207
2
\ 2x <1 — exp 7(1_2;\() —2x t)
Tvv = E 2 2 (1—2x)%—2x
1—2x —/(1—=2x)"—2x — <1—2x+ (1-2x) —2x> exp —————1
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Annexe B

Calcul du nombre de Weissenberg

On détaille ici le calcul du nombre de Weissenberg d’un liquide newtonien équivalent dans les

quatre configurations de référence.

B.1 Ecoulement entre deux plans paralleles

On s’intéresse ici au calcul du nombre de Weissenberg dans le cas d’un écoulement entre deux

plaques paralleéles. On rappelle la géométrie considérée dans la figure Fig. B.1

20a

FIG. B.1 — Ecoulement entre deux plans paralleles

La vitesse u s’écrit donc (uz(y),0,0). On considere I’écoulement d’un liquide newtonien,

I’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit alors : —nAwu + Vp = 0, ce qui

nous donne : o 5
1
ualy) _ 10p (B.1)
Oy? n Ox
En intégrant deux fois on obtient donc I’expression de la vitesse :
2
Yy~ Op
=——+4C Cs. B.2
Uz (y) 2778x+ 1y +Co (B.2)
On sait que la vitesse est nulle au bord, i.e. pour y = —a et y = a et est maximale au milieu
de I’écoulement, i.e. pour y = 0. On en déduit le systeme suivant :
2
a® Op
uz(a) =0 — +Cia+Cy =0
{ Dua(0) 0 T 2 o (B.3)
Jy - Cl =0.
On obtient donc directement : )
a® Op
Co=——-—,
2 2n Ox
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d’ou

_y*—ad®op
- 2p Ox
On calcule maintenant le débit dans le tube noté ()0 :

Qa0 = /Oua:(y)dy

1 op [* 5 5
2a°p

6n Ox’

En utilisant la définition du débit, on a :

au = QaO

avec u la moyenne de la vitesse a I’entrée de I’écoulement. Ce qui nous donne :

Jp 3
— = —un—.
oz a2
On en déduit I’expression de la vitesse :
3_y? —ad?
valy) =~
0
On calcule alors la vitesse de déformation §(y) = Ug (v)
Y
. 3
1Y) = Suy.

La valeur maximum de la vitesse de déformation se situe a la paroi, on obtient donc :

Ymax = —U,

Q| w

ce qui nous permet d’obtenir I’expression du nombre de Weissenberg pour cet écoulement :

We = §)\ﬂ.
a

B.2 Contractions 4:1 et 4:1:4

Le nombre de Weissenberg est le méme pour les contractions 4:1 et 4:1:4 dont les géométries
sont rappelées dans la figure Fig. B.2 :
On sait que la vitesse est nulle au bord, i.e. pour y = a et y = —a. A partir de I’expression de

Uy (B.2), on déduit le systéme suivant :

a’ Op
ur(a) =0 27%‘1'01(1-1—02 =0
_, ® aﬂ O . (B.4)
uz(—a) = VI CratrCy =0
2n 0x
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8a 32a

F1G. B.2 — Contractions 4:1 et 4:1:4

En soustrayant ces deux équations on obtient directement que C; = 0. En remplagant dans la

premiere équation on a :
a® Op
Cy=—o-20,
2n Ox

d’ou
= L2
u = —_—.
=\ 2n Oz

On calcule maintenant le débit dans la partie la plus fine du tube :

a

Qoua = / o (y)dy

—a

- 2 ap/ (y* —a®)dy

20z ),
2a3 Op
3n Ox’
Par conservation du débit on a :
QO = 8au = Q—aav
avec u la vitesse moyenne a I’entrée. Dot :
Op _ 12
— =—un—.
Ox a2
On obtient donc I’expression de la vitesse :
2 2
y —a
U = 6.
2(y) "
On calcule maintenant la vitesse de déformation %/(y) = 8u§(y) :
y
. 12y
= —u
W) =3



La vitesse de déformation étant maximale au bord, on a :

. . 12 _
Ymax = ’V(G) = —u,
a
ce qui nous donne I’expression du nombre de Weissenberg :
124
We = A"

a

B.3 Ecoulement autour d’un cylindre

On considere 1’écoulement autour d’un cylindre d’un liquide newtonien dans la géométrie

définie dans la figure Fig B.3.

Sa

8a 24a

FIG. B.3 — Ecoulement autour d’un cylindre
On cherche a nouveau a exprimer C; et C dans (B.2). On sait que la vitesse a la paroi du

domaine et a celle du cylindre est nulle. En considérant le demi-domaine et en posant 7 = 35 le

rayon du cylindre et [ = 52—“ la largeur du demi-domaine on obtient la systeme :

2
— o +Cir+Cy =0
vz(r) =0 2 O
N —o & 2 ap . (B.5)
va(l) = —Locito =0
2n Ox
En soustrayant les équations de (B.5) on obtient :
1o
¢y =10
2n Ox
On remplace cette expression dans la premiere équation de (B.5) , ce qui nous donne :
rl Op
Co=——
7 20’
et finalementon a : L 9
p
et i ¢ — ). B.6
«(Y) 277(%3( y)(r—y) (B.6)

On calcule maintenant le débit dans le partie la plus fine du tube, qui a pour largeur [ — 7 :
!
Qi = / vz (y)dy
'

l
~ s [ =iy
(r—1)3.

L op
12n Ox
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Le liquide étant incompressible, le débit est conservé tout au long de 1’écoulement. Soit Qg le

débit a I’entrée du tube et « la vitesse moyenne a 1’entrée du tube. On a, par définition du débit :

QO =lu= era
et donc : 5 l
P _
— = —-12n-—-=a.
oz a3
On obtient donc I’expression de la vitesse :
I
ve(y) = —6(l —y)(r —y) =™ (B.7)
On peut maintenant calculer ¥(y) = afug;y)
2y —1l—r
y(y) = —6ul B.8

On veut maintenant évaluer la valeur maximale de +, on la calcule donc a la paroi y = [ :

. . —6ul
Ymax = 7(1) = (l — 7“)2

En exprimant [ et  en fonction de a, il vient :

. 15u
Ymax = Ta

Ce qui nous permet d’obtenir I’expression du nombre de Weissenberg :

15a
We = \—.
© 4a
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Simulation numérique des écoulements de liquides polymeres

Il existe peu de codes commerciaux pour la simulation numérique des écoulements de liquides poly-
meres. Les difficultés proviennent des propriétés intrinseéques des polymeres, qui sont des fluides visco-
élastiques non-newtoniens. Ceci implique un couplage entre la viscoélasticité du liquide et I’écoulement,
couplage quantifié par le nombre de Weissenberg. D’un point de vue numérique, la source du probléme
est la perte de convergence des algorithmes lorsque ce nombre devient trop élevé. Cette thése porte sur
le développement de schémas numériques robustes pour la simulation de ces écoulements en considérant
principalement le modele de Giesekus.

Nous nous sommes d’abord intéressés au probleéme de Stokes et nous avons fait 1’étude d’une méthode
de Galerkin discontinue moins cofiteuse et plus robuste que la méthode "Interior Penalty" classique. Nous
avons fait une analyse a priori et a posteriori et nous avons mis en évidence les relations entre cette méthode
dG et les éléments finis non-conformes. Les résultats théoriques obtenus ont été validés numériquement.

Par la suite, nous avons considéré le modele a trois champs de Giesekus. La vitesse et la pression sont
approchées par éléments finis non-conformes tandis que I’équation constitutive est traitée a 1’aide d’élé-
ments finis discontinus et d’un schéma décentré de type Lesaint-Raviart. L’analyse de ces schémas dans
le cas quadrangulaire et triangulaire a été faite pour le probleme de Stokes sous-jacent. Ces schémas ont
ensuite ét€ implémentés dans la librairie C++ Concha. Nous avons effectué des comparaisons avec des don-
nées expérimentales mettant en évidence le bon comportement du modele de Giesekus mais aussi avec le
code commercial Polyflow et une solution semi-analytique afin de valider nos schémas numériques. Nous
avons obtenu des simulations réalistes pour des nombres de Weissenberg élevés sur des cas-tests popu-
laires : écoulement autour d’un cylindre, contractions 4:1 et 4:1:4.

Mots clés : Polymeres ; modele de Giesekus ; équations de Stokes ; méthodes de Galerkin discontinues ;
éléments finis non-conformes ; analyse d’erreur a priori et a posteriori

Numerical simulation of polymer flows

There exist few commercial codes for the simulation of polymer flows. The difficulties stem from the
intrinsec properties of polymers which are viscoelastic non-Newtonian. This implies a coupling between the
viscoelasticity of the liquid and the flow, quantified by the Weissenberg number. The source of the problem
is the breakdown in the convergence of the algorithms at critical values of this number. This work is devoted
to the development of robust numerical schemes for the simulation of polymer flows, mainly considering
the Giesekus model.

We have first focused on the Stokes problem and we proposed a discontinuous Galerkin method less
expensive and more robust than the classical Interior Penalty method. We carried out an a priori and a
posteriori error analysis and we highlighted the connections between our dG method and nonconforming
finite elements.

Then, we have considered the three-fields Giesekus model. The velocity and the pressure are approxi-
mated by nonconforming finite elements, whereas the stress tensor is treated by discontinuous finite ele-
ments and an upwinding scheme of Lesaint-Raviart type. The analysis for triangular and quadrilateral
meshes has been performed for the underlying Stokes problem. All the schemes have been implemen-
ted in the C++ library Concha. Comparisons with experimental data have been carried out illustrating the
good behaviour of the Giesekus model. Moreover, comparisons with the commercial code Polyflow and a
semi-analytical solution have also been performed, validating our numerical schemes. We obtained realistic
simulations for high Weissenberg numbers on typical benchmark problems such as flows past a cylinder,
4:1 and 4:1:4 contractions.

Keywords : Polymers ; Giesekus model ; Stokes equations ; discontinuous Galerkin methods ; noncon-
forming methods ; a priori and a posteriori error analysis



