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Introduction

Dans un contexte post-crise, la gestion des risques ainsi que la prise en compte des in-
complétudes de marché prend tout son sens. Il devient nécessaire de considérer des regles
alternatives d’évaluation et de mieux prendre en compte le comportement des agents
économiques vis a vis du risque. Mes travaux s’inscrivent dans cette perspective et contri-
buent a I’étude des marchés incomplets. J’ai choisi de les regrouper en trois parties. La
premiere traite de la caractérisation de I’hypothese d’absence d’opportunité d’arbitrage et
de ses implications en termes d’évaluation. La seconde explore deux pistes possibles pour
I’évaluation et la couverture d’actifs dérivés en marché incomplet : la sur-réplication et
I’exploitation de la condition de No Good Deal. Enfin, la troisieme partie s’intéresse aux
comportements limites ainsi qu’a la stabilité des choix optimaux des agents par rapport
a des perturbations de leur évaluation du risque. Dans ce contexte, nous nous intéressons
aussi a d’autres regles d’évaluation : les prix d’utilités.

La premiere partie a donné lieu a un preprint et deux publications en collaboration avec
E. Jouini ainsi qu’une publication avec H. Pham et N. Touzi.

1 “Couts de transaction, contraintes de vente a découvert et taxes : une approche unifiée”
avec E. Jouini, Working Papers du CREST 9758, 1997

2 “Investment and arbitrage opportunities with short-sales constraints” avec E. Jouini,
dans Mathematical Finance, vol 8/3, july 1998 ppl169-178.

3 “A discrete stochastic model for investment with an application to the transaction costs
case” avec E. Jouini, dans Journal of Mathematical Economics, (33)1 2000 pp. 57-80.

4 “No arbitrage in discrete time under portfolio constraints” avec avec H. Pham et N.
Touzi, dans Mathematical Finance, vol 11/3, p 315-329, 2001.

Suivant I'idée développée dans l'article [1], tout actif peut étre défini par les flux qu’il
génere. Ainsi, on peut représenter une action par ses dates possibles d’achat et de vente
ainsi que son prix aux dites dates. Cette formalisation permet de prendre en compte
beaucoup d’imperfections de marché (cotits de transaction, cotts de vente a découvert,
taxes,...). Dans les articles [2] et [3], nous étudions un modele d’investissement vérifiant
une hypothese dite de stationnarité. Celle-ci implique, donc un modele & horizon infini,
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que tout flux d’investissement puisse étre initié a toute date et dans tout état du monde,
dans les mémes conditions. Dans [2], nous nous plagons dans un cadre déterministe, nous
modélisons nos investissements par des mesures de Radon : elles nous permettent de traiter
a la fois le cas des temps discret et continu. Nous démontrons alors différents résultats
sur 'absence d’arbitrage et, en particulier, sur I'existence d’un taux interne de rendement
pour un projet d’investissement. Dans [3], nous nous plagons dans un modele stochastique
discret en date et fini en états de la nature et démontrons un résultat d’absence d’arbitrage.
Puis, nous I'appliquons au cas d’'un marché financier avec cotuts de transaction. Nous
obtenons alors des résultats plus forts que ceux déja existants dans la littérature, en
particulier en termes d’évaluation.

Dans [4], nous donnons une caractérisation de ’absence d’opportunité d’arbitrage dans un
marché en temps discret, avec état de la nature quelconque, lorsque les stratégies d’échange
sont contraintes a appartenir a un ensemble convexe, modélisant ainsi, en particulier, les
marchés incomplets et les marchés avec contraintes de ventes a découvert. Puis, nous trai-
tons de la representation duale du cout de sur-replication pour un actif contingent positif.

La seconde partie regroupe les résultats obtenus sur le calcul explicite des prix d’actifs
dérivés et des couvertures associées en marché incomplet. Elle a donné lieu a un proceeding
avec E. Gobet et E. Temam, un preprint avec T. Vargoliu et un preprint avec E. Temam
(article soumis) :

5 “A class of financial products and models where super-replication prices are explicit”
avec E. Gobet et E. Temam, dans “International Symposium, on Stochastic Processes
and Mathematical Finance” at Ritsumeikan University, Kusatsu, Japan, March 2006

6 “Super-replication price for asset prices having bounded increments in discrete time”,
avec T. Vargiolu 2010, http ://hal.archives-ouvertes.fr /hal-00511665/fr/

7 “Pricing and Hedging Basis Risk under No Good Deal Assumption” avec E. Temam
2010, http ://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00498479/fr/ (soumis).

En marché incomplet, la réplication n’étant pas toujours possible, la couverture parfaite
du risque passe par la sur-réplication. Dans [5], nous proposons une formule fermée per-
mettant de calculer le prix de sur-réplication et la stratégie de couverture de tout type
d’option, pour quasiment toute dynamique de sous-jacent en temps discret. Cette formule
met en lumiere 'importance de la distribution conditionnelle de I’accroissement du cours
du sous-jacent. Lorsque cette distribution est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R™, nous calculons le prix de sur-réplication de plusieurs types d’options
européennes ou ameéricaines; nous montrons qu’il est trop élevé pour étre pratiquement
utilisable. Dans [6], nous étudions le cas ou cette distribution est & support borné. Nous

montrons que le prix de sur-réplication des options (européennes et américaines) de paie-
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ments convexes est leur prix de réplication dans un modele de Cox-Ross-Rubinstein dont
les parametres sont les bornes du support de cette distribution. Une des conclusions de
[5] et [6] est que la notion de sur-réplication aboutit & un prix beaucoup trop élevé pour
beaucoup de modeles financiers. Plusieurs solutions alternatives de prix sont possibles.
Dans 'article [7], nous étudions le “No Good Deal (NGD) pricing” pour évaluer le risque
de base. L’idée est d’exclure des stratégies admissibles les “Good Deal”, c’est-a-dire les
portefeuilles ayant un ratio de Sharpe trop élevé. Nous clarifions tout d’abord la notion
de ratio de Sharpe pour des stratégies dynamiques et calculons une borne inférieure et
une borne supérieure pour le prix NGD associé. Nous prouvons alors que le prix calculé
précédemment par Cochrane-Sad-Requejo (2001) est en fait plus petit que le prix NGD.
Nous remarquons aussi que la notion de prix NGD n’implique pas de stratégie de couver-
ture, contrairement au prix de sur-réplication. Dans ce contexte, il est nécessaire d’imposer
un critere de couverture. Nous traitons du critéere minimum variance et obtenons une for-
mule fermée pour les stratégies de couverture et ’erreur de couverture associée. Puis, nous
proposons diverses illustrations numériques montrant 'efficacité du prix NGD et de sa
couverture (en termes de probabilité de sur-réplication, perte moyenne attendue et VaR).

Enfin, la derniere partie traite du comportement asymptotiqgue d’une famille d’agents par
rapport a des perturbations de leur évaluation du risque, celle-ci étant modélisée par des
fonctions d’utilité de type von Neumann-Morgenstern (1944). Ces travaux ont donné lieu
a quatre publications en collaboration avec M. Rasonyi :

8 “Optimal strategies and utility-based prices converge when agents’ preferences do” avec
M. Rasonyi dans Mathematics of Operations Research, vol 32, 102-117, 2007

9 “Convergence of utility indifference prices to the superreplication price” avec M. Rasonyi
dans Mathematical Methods of Operations Research, vol 64, 145-154, 2006

10 “Convergence of utility indifference prices to the superreplication price : the whole real
line case” avec M. Rasonyi dans Acta Applicandae Mathematicae, vol 96, 119-135,
2007

11 “Risk-averse asymptotics for reservation prices” avec M. Rasonyi a paraitre dans An-
nals of Finance, actuellement en ligne sur le site de la revue :
http ://www.springerlink.com/content /94j611406614n4x6/fulltext.pdf

Les articles [8], [9] et [10] traitent des modeles financiers en temps discret avec processus de
prix bornés et 1’article [11] de modeles en temps continu avec processus de prix localement
bornés.

Dans Darticle [8], nous supposons que les préférences sont modélisées par des fonctions
d’utilité définies sur R. En supposant que les processus de prix satisfont I’hypothese d’ab-
sence d’opportunité d’arbitrage dite “uniforme forte” (voir Hypothese 8.4) et que les fonc-
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tions d’utilités satisfont la condition d’élasticité asymptotique uniforme *, nous montrons
la convergence des stratégies optimales ainsi que des prix d’utilité (prix de Davis (97)
et prix de Hodges-Neuberger (89)). Sous des hypotheses supplémentaires, nous estimons
les vitesses de convergence. Nous donnons également des contre-exemples montrant le
caractere nécessaire de nos hypotheses.

Dans 'article [10], toujours avec des fonctions d’utilité définies sur R et sous ’hypothese
d’absence d’opportunité d’arbitrage “uniforme forte”, nous montrons la convergence du
prix d’indifférence vers le prix de sur-réplication lorsque I'aversion pour le risque tend
vers l'infini. Nous montrons également qu’il existe un point d’accumulation a la suite des
stratégies optimales, qui est une stratégie de sur-réplication.

Dans larticle [9], nous supposons maintenant que les préférences sont modélisées par des
fonctions d’utilité définies sur Ry et nous montrons le méme résultat de convergence sur
les prix d’indifférence mais sous I’hypothese de non arbitrage “uniforme” (voir Hypothése
8.3).

Enfin dans Darticle [11], nous considérons des fonctions d’utilité définies sur R et un
marché semi-martingale. En faisant une hypothese d’élasticité asymptotique raisonnable
(voir Schachermayer (2001)) uniforme* et une hypotheése de compacité sur les mesures
risque neutre, nous montrons la convergence du prix d’indifférence vers le prix de sur-
réplication lorsque 'aversion pour le risque tend vers l'infini.

La suite du document est organisé comme suit. Chaque chapitre contient une introduction
ou nous procédons a une rapide revue de la littérature afin de mettre en perspective nos
travaux avec ’existant. Nous décrivons alors plus en détails les résulats obtenus.

Notons que nous avons choisi de mettre I’accent sur les résultats obtenus dans les articles
[7] et [8]. L’article [8] contient, & notre sens, beaucoup de matériel relatif a la stabilité
des choix optimaux et des prix d’utilité des agents lorsque leur évaluation du risque est
perturbée. L’article [7], quant & lui, explore une méthodologie d’évaluation alternative,
relative au No Good Deal, et propose plusieurs résultats intéressants (toujours a notre
sens) tant du point de vu théorique que numérique.

Je termine cette introduction par une rapide revue des travaux ne figurant pas dans mon
HDR :

12 “Portfolio optimization for nonconvex criteria functions” avec H. Pham dans RIMS
Kokytiroku series, ed. Shigeyoshi Ogawa, 2009.1 N1620 p81

13 “Pilier 2 Bale I, les fonds propres économiques : surmonter les difficultés méthodologiques”

x. Le terme uniforme signifie ici que les constantes apparaissant dans la condition d’élasticité asymp-
totique sont les mémes pour toutes les fonctions d’utilité.



avec M. Guidoux, M. Gourand et D.D. Barkat, dans Lettre des Services Financiers,
juin 2007

14 “The concept of no-arbitrage on financial markets : the case of the discrete finite time”,
chapitre pour Oiko NOMIA, avec C. Napp, 2000

15 “Valuation of financial assets using the no-arbitrage assumption : the case of the
discrete finite time”, chapitre pour Oiko NOMIA, avec C. Napp, 2000.

Actuellement, je travaille sur deux articles traitant, dans le cadre de modeles en temps
discret, du probleme de maximisation d’espérance d’utilité, pour des fonctions d’utilités
non concaves. Le premier étudie des fonctions d’utilités générales dans un espace probabi-
lisé classique, tandis que le second s’intéresse a des fonctions d’utilités plus particulieres,
mais avec des distorsions sur les probabilités (probleme de finance comportementale).

16 “Non concave utility maximization in discrete-time”, avec M. Réasonyi.

17 “Optimal investment problems for a behavioral investor in multiperiod incomplete
market models”, avec M. Rasonyi.

Je ne peux faire un résumé de mes travaux sans parler de mes activités d’enseignement et
dans le secteur privé. Je conclurai donc cette introduction par un tres bref apercu sur ces
deux themes. Notez que le caractere bref de ce résumé n’est en adéquation ni avec le temps
et ’énergie que j’ai pu déployé sur ces sujets, ni avec I'intérét que j’y porte. J’ai eu ces
derniéres années I'occasion d’enseigner des matiéres variées (mathématiques financieres,
probabilités, mathématiques générales, statistiques, informatique,...), a différents niveaux
(du L1 au M2), a différents publics (filieres mathématiques, MASS, Economie, Gestion) et
dans plusieurs établissements (universités Paris 7, Paris 9, Paris 1 et ENSAE). J’ai ainsi
pu acquérir une expérience certaine dans ce domaine. Ces différents enseignements ont
d’ailleurs donné lieu a un livre de mathématiques financieres, actuellement en préparation
et co-écrit avec G. Pages, un support de cours de probabilité que j’ai pour projet de
transformer en livre et un support de cours Power-Point sur les risques.

Enfin, je conclue par mon expérience dans le secteur privé. Apres une année de formation au
master 229 de Dauphine consacrée a ’audit et aux normes IFRS et un stage chez Mazars,
j’al travaillé deux ans au sein de Risk Services, Deloitte Conseil. Je suis intervenue dans le
cadre d’audit de grandes banques, en particulier sur la revue des modeles de valorisation
et celle des réserves. Dans le domaine de I’énergie, j’ai également travaillé sur la revue des
principes comptables IAS 39 et des méthodologies de valorisation d’instruments dérivés
sur matieres premieres. Je me suis aussi occupée de recrutement et de la relation avec
les écoles/universités. Depuis septembre 2008, j’ai commencé une activité de conseil dans
la société QuERi (Quant, Evaluation and Risk) in Finance et je travaille, aupres d’une
grande entreprise de la place, a améliorer la valorisation de leurs instruments financiers et
a les accompagner d’un point de vue méthodologique dans leur choix de modeles.
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Cette expérience dans le secteur privé a profondément changé ma vision de la finance. J’ai
depuis modifié non seulement ma méthode, mais encore le contenu de mon enseignement.
J’ai également pu avoir connaissance de nouvelles problématiques tres intéressantes et
qui ont inspirées de nouvelles recherches (article [7] ainsi qu'un projet de recherche sur
Pefficacité du Cash Flow Hedge *). Dans 'avenir, je vais donc continuer a travailler dans
ces directions, a la frontiere entre les mathématiques, I’économie et la gestion.

x. 11 s’agit de montrer que les incertitudes que ’on peut avoir sur la mesure de la juste valeur d’un actif
peu liquide sont suffisantes pour faire “sauter” le test d’efficacité.
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Premiere partie

Arbitrage en marché incomplet






Chapitre 1

Introduction

Dans cette premiere partie, nous étudions la caractérisation de I’hypothese d’absence d’op-
portunité d’arbitrage et ses implications en termes d’évaluation. Ceci a donné lieu a un
preprint et deux publications en collaboration avec E. Jouini et une publication avec H.
Pham et N. Touzi.

1 “Cotts de transaction, contraintes de vente a découvert et taxes : une approche unifiée”
avec E. Jouini, Working Papers du CREST 9758, 1997

2 “Investment and arbitrage opportunities with short-sales constraints” avec E. Jouini,
dans Mathematical Finance, vol 8/3, july 1998 pp169-178.

3 “A discrete stochastic model for investment with an application to the transaction costs
case” avec E. Jouini, dans Journal of Mathematical Economics, (33)1 (2000) pp. 57-
80.

4 “No arbitrage in discrete time under portfolio constraints” avec H. Pham et N. Touzi,
dans Mathematical Finance, vol 11/3, p 315-329, 2001.

Avant de préciser les résultats obtenus, nous rappelons ce qu’est ’absence d’opportunité
d’arbitrage et présentons un rapide récapitulatif de ’historique du théoreme fondamental
de I’évaluation par arbitrage.

L’absence d’opportunité d’arbitrage provient de 'auto-régulation du marché et traduit
I'idée qu’il est impossible de gagner de 'argent de fagon stre. En effet, dans un marché
organisé, si une telle possibilité existait, elle serait repérée et exploitée par les agents
économiques, et ainsi disparaitrait. Plus précisément, nous appellerons arbitrage, la possi-
bilité de construire un portefeuille auto-financé, qui génere un flux toujours positif ou nul,
et strictement positif avec probabilité strictement positive. L’hypothese d’absence d’op-
portunité d’arbitrage est également a la base de la théorie de I’évaluation. Cette théorie
fut initiée par les célebres contributions de Black-Scholes (1973) et de Merton (1973). Plus

3



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

tard, les articles de Harrison-Kreps (1979), Harrison-Pliska (1979), et Kreps (1981) ont
formalisé la théorie de I’évaluation par arbitrage.

Le théoreme fondamental de I’évaluation par arbitrage établit qu’il existe une mesure
de probabilité, équivalente a la probabilité historique, sous laquelle le processus de prix
actualisé par I'actif sans risque est une martingale. Cette probabilité est appelée probabilité
risque neutre ou probabilité martingale. Ce résultat d’existence est démontré dans le cadre
des marchés dits parfaits, par ailleurs 'unicité d’une telle probabilité équivalente n’est
assurée que s’ils sont complets.

Intuitivement, le théoreme peut étre interprété en disant que “si on ne peut pas gagner
en pariant sur un processus, alors celui-ci doit étre une martingale”. Ainsi, on montre la
réciproque du résultat classique : “on ne peut gagner en pariant sur une martingale”. Qui
plus est, le théoreme fondamental de I’évaluation par arbitrage permet d’utiliser toutes
les techniques mathématiques associées a la théorie des martingales. En particulier, le
probleme de I’évaluation du prix d’un bien contingent se réduit a calculer I’espérance de
son paiement actualisé sous une mesure risque neutre.

La preuve du théoreme fondamental de 1’évaluation par arbitrage lorsque ’ensemble des
dates est discret et fini et I’ensemble des états du monde quelconque est du a Dalang-
Morton-Willinger (1990) (voir ausssi Schachermayer (1992), Kabanov-Kramkov (1995) et
Kabanov-Stricker (2001) pour des preuves plus élémentaires). Les auteurs ne font aucune
hypothese sur le processus de prix des actifs et considere la condition de non-arbitrage. En
effet, le théoreme fondamental démontré initialement par Harrison-Kreps (1979) considére
des processus de prix dans L? et celui de Kreps (1981) considere la notion de “free lunch”.
Un “free lunch” est une limite d’arbitrage, c’est-a-dire que ’on peut trouver une suite de
portefeuilles telle que, a la limite, le flux généré soit positif ou nul, et strictement positif
avec probabilité strictement positive. Dans le cas d’'un ensemble discret mais infini de dates,
le théoreme fondamental de I’évaluation par arbitrage a été prouvé par Schachermayer
(1994). Delbaen (1992) a étudié le cas de processus de prix borné et continu lorsque
I’ensemble des dates est continu. Dans les deux cas, les théoremes obtenus s’énongent en
utilisant le concept de “no free lunch with bounded risk”. Un “free lunch with bounded
risk” impose qu’il existe une borne absolue aux pertes éventuelles qui apparaissent lors
du “free lunch”. En temps continu, Delbaen-Schachermayer (1994) ont résolu le probleme
dans le cas ou le processus de prix est une semi-martingale réelle et bornée. Ils prouvent
qu’il existe une mesure risque neutre si et seulement si le processus de prix de 'actif risqué
satisfait la condition de “no free lunch with vanishing risk” (NFLVR). La condition de
NFLVR est la suivante : il ne doit pas exister de suite de paiements terminaux formés
grace a des intégrales stochastiques admissibles, dont la partie négative tend vers zéro
uniformément et qui converge presque surement vers une fonction positive ou nulle et
strictement positive avec probabilité strictement positive.



Finalement, Delbaen-Schachermayer (1996) ont étendu le théoréme fondamental de 1’évaluation
par arbitrage a des processus de prix représentés par des semi-martingales a valeurs dans

R et pas nécessairement bornées. Ils obtiennent que la condition (NFLVR) est équivalente

a lexistence d’une mesure de probabilité équivalente a la probabilité historique et rendant

le processus de prix de I'actif risqué actualisé sigma-martingale.

Nous terminons cette introduction par une breve description des résultats obtenus.

Le fil directeur du chapitre 2, basé sur les articles [2] et [3], est que tout actif peut étre
représenté par les flux qu’il génere. Ainsi, au lieu de parler d’'une action, on peut considérer
ses dates possibles d’achat et de vente, et son prix aux dites dates. Cette formalisation
permet de prendre en compte divers types d’imperfections de marché comme les cotits de
transaction, les coiits de vente & découvert, et méme les taxes (voir article[1]). Dans ce cha-
pitre, nous étudions un modele d’investissement vérifiant une hypothese de stationnarité.
Celle-ci implique que tout flux d’investissement puisse étre initié a toute date et dans tout
état du monde, dans les mémes conditions. Le modele associé est alors nécessairement a
horizon infini. Dans une premiere section (basée sur [2]), nous nous plagons dans un cadre
déterministe, et nous traitons a la fois le cas des dates discretes et continues, grace a I'uti-
lisation de mesures de Radon. Nous démontrons alors un résultat d’absence d’arbitrage.
Dans la deuxiéme section (basée sur [3]), nous étudions le cas d’'un modele stochastique
en temps et état du monde discret. Dans un premier temps, nous démontrons un résultat
d’absence d’arbitrage. Puis, nous ’appliquons au cas d’un marché financier avec couts de
transaction. Nous obtenons alors des résultats plus précis que ceux déja existants dans la
littérature, en particulier en termes d’évaluation.

Enfin dans le chapitre 3 (basé sur [4]), nous donnons une caractérisation de ’absence d’op-
portunité d’arbitrage dans un marché en temps discret et avec état de la nature quelconque
lorsque les stratégies d’échange sont contraintes a appartenir & un ensemble convexe. Puis
nous traitons de la representation duale du cotit de sur-replication (voir chapitre 5 pour
plus de détails) pour un actif contingent positif.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION



Chapitre 2

Marché stationnaire

2.1 Cas déterministe

Cette premiere section est basée sur l'article “Investment and arbitrage opportunities
with short-sales constraints”, co-écrit avec E. Jouini, dans Mathematical Finance, vol 8/3,
juillet 1998 pp169-178. Nous étudions un modele d’investissement, ou les projets d’inves-
tissement (ou investissements) sont entierement décrits par leurs paiements ou flux. Nous
supposons que le modele est stationnaire, c’est-a-dire que les projets sont disponibles a
toutes dates, aux mémes conditions, ou encore que, a chaque date, il se crée des investisse-
ments ayant le méme profil. Mathématiquement, cela se traduit de la fagon suivante : si la
fonction représentant 'investissement appartient & ’ensemble des investissements dispo-
nibles, alors toutes les translations réelles positives de cette fonction appartiennent aussi
a cet ensemble. L’horizon du modele est alors nécessairement infini. Tout d’abord, nous
définissons les différentes notions de non-arbitrage dans ce modele. En effet, en horizon
infini, il est généralement nécessaire de considérer une condition plus forte de non arbi-
trage, ou encore une définition plus faible d’arbitrage : le “free lunch” ou le “free lunch
with bounded risk”.

Sous une premiére hypothése technique, nous démontrons que les notions de non-arbitrage,
de “non free lunch” et de “non free lunch with bounded risk” sont équivalentes. Puis,
au priz d’une deuziéme condition technique, nous montrons que l’'absence d’arbitrage est
équivalente a l’existence d’un tauzr d’actualisation qui rend la valeur présente de tous les
projets négative, s’il y a contraintes de vente a découvert et nulle sinon.

Rappelons que la valeur présente est une estimation objective de la valeur aujourd’hui
d’une séquence de flux versés dans le futur. Dans le cas de paiements discrets, un pro-
jet d’investissement de longueur n est représenté par la suite F' = (Fp, ..., F},), la valeur

présente est donc égale & ) ;' ﬁ, ou r est le taux d’actualisation. Dans le cas de
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paiements continus, un projet d’investissement de longueur n est représenté par une fonc-
tion f & support dans [0,n] et sa valeur présente est donc égale & fon f(t)e Ttdt, soit
donc la transformée de Laplace de f en r. Dans un modele avec contraintes de vente a
découvert, ’absence d’opportunités d’arbitrage est équivalente a ’existence d’une struc-
ture par terme de taux d’intérét Dy, telle que la valeur nette de I'investissement actualisée
par cette structure par terme soit négative ou nulle. Mathématiquement, cela s’écrit dans
le cas discret comme Z?:o FiD; <0 ou fon FiDidt < 0 dans le cas continu. Le théoréme
que nous obtenons montre que si on suppose le modele stationnaire, il existe une structure
par terme plate de la courbe des taux. Cela signifie qu’il existe un taux r tel que, pour
tout t, Dy = e~ "'. Remarquons que, dans un marché avec un seul investissement et sans
contraintes de vente a découvert, 'absence d’opportunités d’arbitrage est équivalente a
I'existence d’un taux de rendement interne, i.e. un taux (réel) qui annule la valeur présente
nette actualisée. L’application de notre théoreme montre que la stationnarité donne une
jolie caractérisation de l’existence d'un taux de rendement interne, celle-ci n’étant pas
toujours assurée dans le cas général.

Le théoréeme montré est valable pour une infinité de projets dont les flux sont discrets
ou continus. Ainsi, ce théoréeme généralise une partie des résultats de Cantor-Lippman
(1983,1995) et d’Adler-Gale (1997), qui travaillait dans un cadre discret avec un nombre
fini de projets d’investissement. Notre approche est totalement différente, car en temps
continu, les méthodes de Cantor et Lippman ou d’Adler et Gale ne s’adaptent pas. Dans
notre modélisation, les investissements et les stratégies sont représentés par des mesures
de Radon. Elles ont I'avantage de pouvoir représenter les paiements discrets aussi bien que
continus. Chaque investissement a un support fini. Afin qu’un investisseur ne puisse pas
reporter sa dette a l'infini, les stratégies ont aussi un support fini.

Nous allons rapidement décrire la preuve proposée qui est basée sur des techniques d’ana-
lyse fonctionnelle. Notons C(K) 'espace des fonctions continues de R dans R & support
inclus dans le compact K muni de la topologie de la convergence uniforme. Nous noterons
C la limite inductive des C(K), l'espace C est 1’espace des fonctions continues & support
compact. Nous chercherons & ramener les problemes ayant lieu dans ’espace des mesures de
Radon M a 'espace C. Pour ce faire nous remarquons que le produit de convolution d’une
mesure de Radon & support compact (qui représente nos investissements) par un élément
de C est encore un élément de C. Dans un premier temps, nous définissons précisément
I’ensemble des mesures de Radon et la topologie que nous lui associons : la topologie vague.
Puis, nous démontrons que les différentes notions d’arbitrage sont équivalentes. Pour cela,
nous montrons que l’ensemble des paiements est fermé pour la topologie vague. Ici, 'uti-
lisation de la convolution avec une fonction de C nous permet de nous restreindre a une
classe particuliere de stratégies : les stratégies modélisées par des mesures de Radon ayant
une densité. Nous démontrons alors que I’ensemble des paiements associés a ces stratégies
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particulieres est localement compact et fermé pour la topologie de la convergence uniforme,
grace au théoréeme d’Ascoli et aux propriétés des cones a semelle compacte. Puis en utili-
sant des suites régularisantes, nous démontrons que l’ensemble tout entier des paiements
est fermé pour la topologie vague. Ensuite, nous exprimons la condition de non-arbitrage
sous forme géométrique, afin d’utiliser un théoreme de séparation sur les cones. En fait,
par convolution avec une fonction de C, nous transformons nos projets d’investissements,
qui sont des mesures de Radon a support compact, en des fonctions de C, ce qui nous
permet, une fois encore, de travailler dans C. Remarquons que 'absence d’opportunités
d’arbitrage doit étre vérifiée pour chaque horizon et pour chaque sous-ensemble fini d’in-
vestissements. Rappelons également que I’ensemble des mesures de Radon M est le dual
de C muni de la topologie limite inductive. Les séparateurs que nous obtenons sont donc
des mesures de Radon dépendant de I’horizon d’investissement et du sous-ensemble fini
d’investissements. Nous prouvons que l’ensemble de ces séparateurs est vaguement rela-
tivement compact, et ainsi nous trouvons un séparateur indépendant de I’horizon. Enfin,
en utilisant les propriétés de la transformée de Laplace, nous trouvons que 'opposé de
Pabscisse de convergence de ce séparateur est le taux d’actualisation cherché (grace a
un résultat de compacité pour se débarrasser de la dépendance aux sous-ensembles finis
d’investissements).

Nous considérons également des cas particuliers de projet d’investissement. Ainsi, s’il n’y a
qu’un seul investissement ou dans le cas discret, nous montrons que seule une des deux hy-
potheses techniques est nécessaire (différente suivant le cas considéré). Enfin, nous étudions
le cas de stratégies dont le support n’est pas fini, et nous montrons que ’hypotheése d’ab-
sence d’arbitrage garde un sens, et que 'on a les mémes résultats que précédemment, si
les stratégies ont de bonnes propriétés de croissance.

2.2 Cas aléatoire

Cette section est basée sur I'article “A discrete stochastic model for investment with an
application to the transaction costs case”, co-écrit avec E. Jouini, dans Journal of Mathe-
matical Economics, (33)1 (2000) pp. 57-80. Nous étudions un modele stochastique, discret
en dates, fini en états de la nature et présentant la propriété de stationnarité. Maintenant,
celle-ci impose que les investissements puissent étre débutés a toutes dates et dans tous
états du monde, dans les mémes conditions. Nous supposons que notre modele contient
un taux d’intérét r, permettant de placer de 'argent. Nous établissons un théoréme ca-
ractérisant ’absence d’arbitrage. Pour le démontrer, nous considérons successivement deux
conditions différentes d’absence d’arbitrage. La premiere condition n’a pas vraiment de
sens économique, mais elle permet d’obtenir le théoreme cherché. Cette condition im-
plique d’utiliser a la place des investissements, qui ne sont pas forcément indépendants
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du chemin suivi, des transformées qui, elles, le seront. Pour prouver notre théoréme, nous
utilisons une version adaptée du lemme de Farkas. Puis, par compacité, nous trouvons
un séparateur indépendant de I’horizon. Grace a notre condition d’absence d’arbitrage
qui permet d’utiliser des instruments indépendants du chemin suivi, le séparateur est
aussi indépendant du chemin suivi. Nous pouvons alors utiliser deux fois le théoreme de
Schauder-Tychonoff, afin d’obtenir un séparateur de forme particuliere.

Finalement, nous trouvons que cette condition d’absence d’arbitrage implique [’existence
d’un taux d’intérét supérieur ou égal a r,, et d'une probabilité particuliere, rendant la
somme actualisée des espérances des flur négative, s’il y a des contraintes de vente a
découvert, et égale a zéro sinon.

La seconde condition d’absence d’arbitrage est la condition classique de non existence d’une
stratégie menant a un paiement positif et non nul. Pour pouvoir démontrer le théoréme
précédent sous cette condition de non-arbitrage, nous devons rajouter une hypothese tech-
nique afin que le séparateur demeure indépendant du chemin suivi.

Dans un deuxieme temps, nous étudions un modele incluant un actif sous-jacent dont
le prix évolue selon un processus binomial et une famille d’options écrites sur cet actif.
Rappelons qu’'une option d’achat est le droit d’acheter a une date fixée au départ, la date
d’exercice, l'actif sous-jacent pour un prix convenu au départ, le prix d’exercice. Nous
supposons qu’il y a des cofiits de transaction proportionnels a ’achat et a la vente. Nous
montrons tout d’abord que le modele est stationnaire et qu’il vérifie I’hypothese technique
faite précédemment.

Puis, nous montrons qu’a ’équilibre, le prix calculé par la formule de Cox-Ross-Rubinstein
(1979) est toujours compris entre le priz de vente de ’option et son priz d’achat. A fortiori,
s’il n’y a pas de cotuts de transaction sur [’option, son prix sera le priz calculé par la formule
de Cox-Ross-Rubinstein.

Ce résultat précise les résultats déja obtenus dans le cas de couts de transaction. En effet
dans Jouini-Kallal (1995 a), il est démontré que le prix de 'option n’est plus unique mais
appartient & un intervalle de prix. Sa borne inférieure (resp. supérieure) est obtenue comme
étant le minimum (resp. maximum) sur toutes les probabilités martingales équivalentes
de l'espérance des valeurs futures de 'option. De plus, les bornes de tout sous-intervalle
correspondent aussi & une fourchette de prix vente-achat compatible avec ’hypothese de
non-arbitrage. Bien siir, le prix calculé par la formule de Cox-Ross-Rubinstein appartient a
priori a l'intervalle maximal, mais il n’a aucune raison d’appartenir a tout sous-intervalle
de celui-ci. Nous prouvons ici que, en horizon a priori infini, les seuls intervalles prix
de vente-priz d’achat, observables a l’équilibre, sont ceux contenant le priz calculé par la
formule de Cox-Ross-Rubinstein. Dans le cas ot les coiits de transaction (a lachat et a
la vente) sur l'option sont constants, nous trouvons des bornes explicites sur le prixz de
loption.



Chapitre 3

Marché discret avec contraintes
convexes

Ce paragraphe est issu de I’article “No arbitrage in discrete time under portfolio constraints”,
co-écrit avec H. Pham et N. Touzi dans Mathematical Finance, vol 11/3, p 315-329, 2001.

Notre objectif est la généralisation du théoreme de Dalang-Morton-Willinger (1990) lors-
qu’il y a des contraintes convexes sur les stratégies de portefeuille. Nous supposons qu’il
y a d actifs risqués dont le processus de prix, de dimension d, actualisé par 'actif sans
risque est noté S. Soient CT et C~ deux ensembles convexes contenant zéro et tels que
le cone engendré par C* (resp. C'~) soit fermé. Comme dans Karatzas-Kou (1996), les
proportions de la richesse totale investie en chaque actif risqué sont contraintes : elles
forment un vecteur de R? appartenant & C* ou C~ selon le signe de la richesse & 'ins-
tant considéré. Donnons quelques exemples : tout d’abord ce modele contient bien sur le

cas non contraint si I'on considere Ot = C~ = R. Cette formalisation permet aussi de
prendre en compte les contraintes de vente & découvert en choisissant CT = —C~ = R™T,
En considérant CT = —C~ = {n € R? : m; = 0,i =n+1,...,d}, on représente un marché

incomplet classique (c’est-a-dire que tous les actifs ne sont pas négociables). Dans notre
modélisation, ’absence d’arbitrage impose que partant d’une dotation initiale x € R et
suivant une stratégie d’échange admissible (adaptée et appartenant & C* ou C~ selon le
signe de la richesse a la date considérée), on ne puisse obtenir une richesse supérieure ou
égale a x presque slirement et strictement supérieure a x avec probabilité non nulle.
Nous montrons qu’il n’y a pas d’opportunités d’arbitrage si et seulement si il existe un
couple de probabilité équivalente (Q,Q~) (avec densité essentiellement bornée) tel que
EQ" [diag(Sy) =" (Sex1 — Si)|F] € CF et EQ [diag(Sy) ™ (Sp+1 — Si)|F) € —C—, 00 C =
{z eR? : < z,y >< 0 pour tout y € C} et diag(S;) est la matrice diagonale dont le i°¢™*
terme diagonal est Si.

11
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Ce résultat est établi sous une contrainte de non dégénérescence du type de celle utilisée
par Pham-Touzi (1999) (plus précisément D, = CT U (—C7), ou D, est explicité dans
la définition 8.1). Nous généralisons ici leur résultat puisque leur ensemble de contraintes
doit étre aussi conique. Pour démontrer la premiere implication de notre théoreme, nous
exprimons la condition de non-arbitrage localement. Nous devons alors “séparer” deux en-
sembles, qui ne sont pas forcément fermés, de I'orthant positif. Pour résoudre le probleme,
nous considérons leurs adhérences et montrons qu’elles sont encore d’intersections vides
avec lorthant positif. Nous utilisons alors un théoréeme du a Yan (1980). Pour I'implica-
tion inverse, nous construisons une probabilité équivalente a la probabilité historique et
qui rend sur-martingale le processus de richesse.

Enfin dans le dernier chapitre, nous nous intéressons au prix de sur-réplication d’un actif
contingent positif ou nul et d’espérance finie. Ce prix est le montant minimum & investir &
la date initiale pour pouvoir dominer I’actif (voir la partie suivante pour plus de détails sur
le prix de sur-réplication). Dans cette partie, nous supposons que C := C* = —C~. Nous
relions notre résultat sur 'absence d’opportunité d’arbitrage au théoreme de Follmer-
Kramkov (1997), qui permet d’obtenir une représentation duale du prix de sur-réplication
en utilisant ’ensemble de probabilités équivalentes mis a jour par les conditions de non-
arbitrage.



Deuxieme partie

Evaluation et couverture en
marché incomplet
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Chapitre 4

Introduction

L’objectif de cette partie est de calculer explicitement les prix d’actifs contingents ainsi
que les couvertures associées en marché incomplet. Il a donné lieu a un proceeding avec
E. Gobet et E. Temam, un preprint avec T. Vargoliu et un preprint avec E. Temam :

5 “A class of financial products and models where super-replication prices are explicit”
avec E. Gobet et E. Temam, dans “International Symposium, on Stochastic Processes
and Mathematical Finance” at Ritsumeikan University, Kusatsu, Japan, March 2006

6 “Super-replication price for asset prices having bounded increments in discrete time”
avec T. Vargiolu 2010, http ://hal.archives-ouvertes.fr /hal-00511665/fr/

7 “Pricing and Hedging Basis Risk under No Good Deal Assumption” avec E. Temam
2010, http ://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00498479 /fr /(soumis).

En marché incomplet, la réplication n’étant pas toujours possible, la couverture parfaite
du risque passe par la sur-réplication (recherche d’une stratégie dont les versements sont
toujours supérieurs a ceux du bien & couvrir) et la notion naturelle de prix est alors le
montant minimum permettant d’initier une telle stratégie. Cette notion a été introduite
dans le cadre de modeles binomiaux avec couts de transaction par Bensaid-Lesne-Pages-
Scheinkman (1992). Puis, elle a été étudiée dans un cadre £2 pour des coiits de transaction
ou des contraintes de vente a découvert par Jouini-Kallal (1995a, 1995b) et dans un modele
de diffusion incomplet par El Karoui-Quenez (1995) (voir aussi Kramkov (1996) et Féllmer-
Kabanov (1998)) Le cas des modeles avec contraintes convexes a été traité, en autres, par
Cvitani¢-Karatzas (1993), Karatzas-Kou (1996), Broadie-Cvitanié¢-Soner (1998) et dans un
cadre tres général par Follmer-Kramkov (1997). Ces papiers proposent une caractérisation
dite duale du prix de sur-réplication. Dans le cas d’une option européenne, il est égal au
supremum sur un certain ensemble de probabilité de ’espérance du paiement actualisé de
loption (ou d’une modification de ce paiement). Cet ensemble de probabilité est caractérisé
par la condition d’absence d’arbitrage et dans le cas le plus simple de marché incomplet, il
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s’agit de ’ensemble des probabilités risque neutre. Malheureusement, cette caractérisation
duale ne permet que tres rarement le calcul explicite du prix de sur-réplication. Citons
cependant Cvitani¢-Shreve-Soner (1995), Cvitani¢-Pham-Touzi (1999a, 1999b) et Patry
(2001) ou il est démontré, dans différents contextes, que le prix de sur-réplication d’une
option d’achat européenne est égal au prix initial du sous-jacent sur lequel elle est écrite.
La stratégie de sur-réplication associée est alors la stratégie “Buy and Hold”. L’objectif
du chapitre 5 (voir les articles [5] et [6]) est de calculer de maniére effective le prix de sur-
réplication et la stratégie de couverture associée dans des modeles en temps discret. Dans
une premiere section (voir article [5]), nous proposons une formule fermée permettant de
calculer le prix de sur-réplication et la stratégie de couverture de tout type d’option, pour
toute dynamique de sous-jacent (sous une condition de non dégénérescence) en temps dis-
cret. La formule est issue d’un algorithme de programmation dynamique et met en évidence
I'importance de la distribution conditionnelle de ’accroissement du cours du sous-jacent.
Lorsque cette distribution est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
sur RT, nous calculons le prix de sur-replication de plusieurs types options européennes
ou américaines (en particulier asiatiques, barrieres ou lookback) ; nous montrons qu’il est
trop élevé pour étre pratiquement utilisable.

Dans une deuxiéme section (voir article [6]), nous étudions le cas ou le support de la
distribution conditionnelle de ’accroissement du cours du sous-jacent est borné. Nous
montrons que le prix de sur-réplication des options (européennes et américaines) de paie-
ments convexes est leur prix de réplication dans un modele de Cox-Ross-Rubinstein dont
les parametres sont les bornes du support de la distribution conditionnelle.

Un des conclusions de [5] et [6] est que la notion de sur-réplication, économiquement pleine
de sens, aboutit a un prix beaucoup trop élevé pour beaucoup de modeles financiers. Plu-
sieurs solutions alternatives de prix sont possibles. Nous verrons dans la partie III, la notion
de prix d’utilité, qui propose de prendre en compte les préférences des agents (de type Von
Neuman-Morgenstern (1944)). Une autre méthode, introduite par Cochrane-Sad-Requejo
(2001) est le “No Good Deal (NGD) pricing”. L’idée est d’exclure des stratégies admis-
sibles les “Good Deal” c’est-a-dire les portefeuilles ayant un ratio de Sharpe trop élévé!.
En effet, comme pour les opportunités d’arbitrage, “les bonnes affaires” disparaissent ra-
pidement car les investisseurs les exploitent immédiatement. Un prix NGD est donc un
prix pour lequel non seulement les opportunités d’arbitrage mais encore les “Good Deal”
ont été exclus. La question est alors de savoir comment définir le ratio de Sharpe d’un
processus. La définition pour un bien est clair : il mesure 1’écart de son rendement espéré
par rapport & celui d’un placement sans risque (autrement dit la prime de risque), divisé

1. Une valeur limite de 2 est utilisée par Cochrane-Sad-Requejo (2001).
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par la volatilité de ce bien. C’est un indicateur de la rentabilité (marginale) obtenue par
unité de risque. En revanche, pour une stratégie dynamique, il existe plusieurs définitions
possibles : globale (voir Kléppel-Schweizer (2007)) ou instantannée (voir Cochrane-Saé-
Requejo (2001) ou Bjork-Slinko (2006)) et selon la définition choisie, on n’aboutit pas a
priori a la méme notion de prix NGD.

Dans le chapitre 6 (voir article [7]), nous nous intéressons & un cas particulier d’in-
complétude : le risque de base. Notre marché est constitué de deux actifs risqués : I'un
est échangeable (S5) et a un risque couvrable et 'autre ne 'est pas (V') et son risque est
donc non couvrable ; de plus ces deux actifs sont supposés corrélés. L’objectif est d’évaluer
et de couvrir une option écrite sur V grace aux actifs échangeables i.e. S et 'actif sans
risque. Tout d’abord, nous clarifions la notion de ratio de Sharpe et de prix NGD pour
des stratégies dynamiques et calculons une borne inférieure et une borne supérieure pour
ce prix. Nous prouvons alors que le prix calculé précédemment par Cochrane-Saa-Requejo
(2001) ou Bjork-Slinko (2006) est en fait plus petit que le prix NGD.

Nous remarquons aussi que la notion de prix NGD n’implique pas de stratégie de cou-
verture, contrairement au prix de sur-réplication. Dans ce contexte, il est nécessaire d’im-
poser un critere de couverture. Nous traiterons du critére minimum variance, introduit
par Follmer-Sonderman (86) dans le contexte martingale, et qui consiste & minimiser la
variance, sous la probabilité historique, de I'erreur de réplication. Il s’agit d’un probleme
minimisation quadratique et 'idée naturelle, suivie par Duffie-Richardson (91) et plus
tard par Schweizer (92), est d’utiliser orthogonalité et de dire qu’'une stratégie (en actifs
échangeables) est solution si son erreur de réplication (i.e. la différence entre le paiement
de l'option et la valeur terminale de cette stratégie) est orthogonale a la valeur terminale
de toutes les stratégies (toujours en actifs échangeables). Ceci conduit a une EDP qui
n’est pas simple a résoudre explicitement. L’autre idée naturelle est de projeter ’option
sur 'ensemble des paiements générés par toutes les stratégies en actifs échangeables. Mais
ces actifs n’étant pas martingales sous la probabilité historique, ce n’est pas techniquement
aisé. Gouriéroux-Laurent-Pham (98) utilise le changement de numéraire et transforme le
probleme afin d’obtenir des martingales (locales) et de pouvoir projeter via le théoreme de
Galtchouk-Kunita-Watanabe (voir par exemple Jacod (79)). Ils resolvent ainsi le probléme
de minimum variance dans un cadre général. Dans notre contexte plus simple, nous suivons
la méme idée mais au lieu d’introduire la mesure dite de variance optimale, nous montrons
directement que la martingalité des actifs risqués implique une forme particuliere pour le
numéraire. Nous obtenons une formule fermée pour les stratégies de couverture et ’erreur
de couverture associée. Cette erreur peut étre divisée en deux parties. La premiere est due
au fait que la richesse initiale n’est pas égale au prix minimum variance. La seconde tend
vers zéro lorsque les deux actifs sont parfaitement corrélés et est la variance de ’erreur
liée au risque non couvrable.
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Enfin, nous proposons diverses illustrations numériques montrant 'efficacité du prix NGD
et de sa couverture selon le critere minimum variance. Nous calculons et comparons les
différents prix NGD : le prix de Cochrane-Saa-Requejo (2001) et nos bornes inférieure et
supérieure. Nous analysons également le sens de variation des prix NGD et leurs conver-
gences. Dans un second temps, nous calculons nos stratégies minimum variance et les
comparons & d’autres stratégies de couverture de type “buy and hold” ou Black Scholes.
La comparaison est faite a I’aune de trois mesures de risque : probabilité de sur-réplication,
perte moyenne anticipée et VaR. Nous constatons que notre stratégie conduit a de meilleurs
résultats.



Chapitre 5

Calcul effectif du prix de
sur-réplication

5.1 Formules fermées pour le prix de sur-réplication et les
stratégies associées

Ce paragraphe est issu de 'article “A class of financial products and models where super-
replication prices are explicit”, co-écrit avec E. Gobet et E. Temam et paru dans “Inter-
national Symposium on Stochastic Processes and Mathematical Finance” at Ritsumeikan
University, Kusatsu, Japan, March 2006.

Nous considérons un modele financier en temps discret. Ce type de modele est déja
génériquement incomplet, mais nous supposons, de plus, que les stratégies sont contraintes
a appartenir & un cone convexe fermé K, afin de prendre en compte les contraintes de vente
a découvert ou le cas d’actifs non échangeables.

Dans un premier temps, nous démontrons le théoreme de représentation duale du prix de
sur-réplication pour des options américaines. Ce résultat est bien connu pour les options
européennes (voir par exemple Follmer-Kramkov (1997) ou Pham (2000)). Schél (1999)
a étudié le cas des options américaines mais dans un contexte £2 et sans contraintes sur
la stratégie. Notons que notre preuve est différente de la sienne car elle est basée sur le
théoreme établie pour les options européennes.

Notre résultat principal est d’obtenir une caractérisation implémentable du prix de sur-
réplication et de la stratégie de couverture associée, ceci pour n’importe quels actifs dérivés.
Il s’agit en fait de calculer des sortes d’enveloppes concaves. Les coefficients de la fonction
affine apparaissant dans cette enveloppe donnent la stratégie de couverture.

Notons S le processus de prix actualisés des d actifs risqués. Nous supposons une condition
de non dégénérescence classique sur S (plus précisément D; = K ou Dy est explicité dans
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la définition 8.1). Considérons un dérivé américain H = (hy(So,...,St)): ou h; est une
fonction mesurable de (R?)**! dans [0, c0)?. Soit, pour tout t =0,...,T — 1,
I'%h(sg,...,s7) = hr(so,...,s7)
I'¢h(so,...,st) = he(so,...,st)Vess inf {a+ ("5t} (5.1)
aﬂ)Efrth(so ..... st)
et pour u de (RY)*2 dans R, I,,(so, ..., s;) est définie par
L,(soy...,st) = (5.2)

= {(O[,B) ERXK‘ P(Oé"‘ﬂ*St_’_l ZU(SO,...,St,SjH_l) | SOZSO,...,StZSt):l}-

L’essentiel infimum dans (5.1) est relié a la loi du vecteur (Sp,...,S:). Alors sous 'hy-
pothese de non arbitrage et en supposant que le supremum, sous toutes les probabilités
risque neutre et tous les temps d’arrét 7, des espérances de H; est fini, la valeur de la
stratégie de couverture optimale est donnée par I'¢h(Sp, . .., S¢) et le prix de sur-réplication
par la valeur initiale de cette stratégie, 7.e.

p*(H) = TG5h(S0)-

La stratégie optimale en actifs risqués est donnée par le 3 optimal dans (5.1) (les infimum
sont en effet atteints). La preuve utilise a la fois la formulation duale et la formulation
primale du prix de sur-réplication. Le résultat pour les options européennes est similaire
en définissant un opérateur I'h par

I'%h(so,...,s7) = h(so,...,sT)

I¢h(sg,...,8) = ess inf {a+ (s}

(avﬁ)ell'“ti+1h(so,“.,st)

Il apparait clairement au vu de (5.1) et (5.2) que le calcul explicite des prix et des stratégies
de sur-réplication dépend essentiellement du support de la loi conditionnelle des actifs
risqués sous-jacents.

Dans beaucoup de modeles financiers en temps continu, observés a des dates discretes
(EDS browniennes, modele de Merton avec sauts poissonniens, modeles a volatilité sto-
chastique), la loi conditionnelle des actifs risqués sous-jacents est équivalente & la mesure
de Lebesgue sur |0, oo[d : pour déterminer les opérateurs I'?, il suffit alors de déterminer les
enveloppes concaves a des ensembles de mesure nulle par rapport a la mesure de Lebesgue
sur ]0, oo[? prés. Pour les fonctions usuelles de paiement (souvent linéaires par morceaux),
ces enveloppes sont tres simples a calculer, permettant ainsi de mettre a jour le prix de
sur-réplication et la stratégie de couverture associée. Nous les calculons pour les options
européennes, asiatiques, barrieres, call sur maximum et look back : quelques exemples sont
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Paiement Prix Prix
Européen Américain
Call (St — K)+ So So
Put (K — S1)+ K K
T T T—1
Call asiatique <Z a;S; — K> So <Z a¢> < S iy %) So
i=1 i=1 i=2
(Prix d’exercice fixe) 0<a; ’ (a; =1/T)
Put asiatique (ST — ZT: a,ﬁ}) So(l —ar) So(l —ar)
i=1
(Prix d’exercice flottant) 0<a; <1 "
Call Lookback (ST — Amin(Sy,...,57))+ So So
partiel A e [0,1]
Call sur maximum (max(S1,...,57) — K)+ T So T So
Call barriere [[Is, < (ST — K)+ So(1—-K/U) | So(1—-K/U)
Up and Out (K <U,Sy<U)
Put barriere 55,50 (K — St)+ SoK /U SoK /U
Up and In (So < U)

TABLE 5.1 — Prix de sur-réplication de quelques options

fournis dans le tableau ci-dessus pour K = R?. Il parait clair au vu des prix du tableau
5.1 que le prix de sur-réplication n’est pas un concept raisonnable dans ce type de marché
financier. Nous étudions dans le chapitre 6 la notion de prix No Good Deal et dans la par-
tie III la notion de prix d’utilité. Dans la section suivante, nous examinons un autre type
de marché financier : ceux pour lesquels la distribution conditionnelle de 'accroissement
du cours du sous-jacent est a support borné.

5.2 Calcul effectif du prix de sur-réplication lorsque 1’ac-
croissement du processus de prix est borné

Ce paragraphe est issu de 'article “Super-replication price for asset prices having bounded
increments in discrete time”, avec T. Vargiolu. Le cadre d’étude est le méme que dans
le paragraphe précédent mais avec un seul actif risqué et K = R. Maintenant, au lieu
d’étudier des modeles financiers dont la distribution conditionnelle de ’accroissement du
cours du sous-jacent est équivalente a la mesure de Lebesgue, nous supposons qu’elle est
a support borné (hypothese 5.1).

Deux principaux types de processus de prix satisfont a cette hypothese. Tout d’abord,
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les modeles, ou conditionnellement & F;, la distribution de Sts—jl est discrete et finie :
prototypiquement des modeles d’arbres. La deuxiéme famille de modeles est celle dont
la distribution conditionnelle de ng—tl est équivalente a la mesure de Lebesgue sur un
compact [dy, us]. Toutes les combinaisons de ces deux types de modeles sont, bien sur,

prises en compte.

Hypothése 5.1 Pour tout t € {0,1,...,T — 1}, il existe des réels distincts uiy1 et diyq
St+1

tels que dy11 < 1 < gy et le support de 25— est inclus dans [dyy1, ups1].
Notons que la condition de non arbitrage implique que di+1 < 1 < ugy1. Nous montrons
que sous ’hypothese 5.1, il est seulement nécessaire de sur-répliquer une fonction convexe

au borne du support de la distribution conditionnelle. Ainsi, pour toute fonction convexe
u de R**?2 dans R,

Lu(s0, .-, 5t) = {(,8) €R* | v+ Bsex > ulso, - .., 8¢, 5:%) pour & € {dys1, ups1}}.

Nous en déduisons alors que pour tout actif américain H = (h(Sp, ..., S¢)): ou hy est une
fonction mesurable de R¥*! dans [0, c0), 'opérateur T'¢h est donné par

F%h(SO, ooy ST) = hT(SQ, ey ST)
Lih(so,...,5¢) = hie(s0,...,5)V (7Tt+1F?+1h(50a ooy 8ty StUpr1) + (1= mq1) T A(s0, -

1—di41
Up1—dpq1

+
Le prix de sur-replication de H = (hy(So,...,St)): est donc le prix de réplication de
Her = (he (S5, ..., 5¢"))¢ dans le modele Cox-Ross-Rubinstein définit ci-dessous :

pour t € {0,1,...,T — 1} et avec w41 =

Se = So,
o= SiTU, pourte{0,...T -1},
T

ou les fonctions de projection sont Uf" : Q¢ := H{ut, di} — {uyg,di} et
t=1

T
Pcc'r(w) = H (]th:mﬂ't +]Lut=dt(1 - Trt)) ’

t=1

-84 Sedeg))



Chapitre 6

Evaluation et couverture No Good
Deal

Ce chapitre est issu de l'article “Pricing and Hedging Basis Risk under No Good Deal
Assumption”, co-écrit avec E. Temam, 2010 et actuellement soumis pour publication.
Nous y proposons de nouveaux éléments pour 1’évaluation et la couverture du risque de
base. Nous considérons le probleme d’un agent recevant (ou payant) un dérivé écrit sur un
actif risqué V' qu’il est couteux, voir impossible d’échanger. Par exemple, pour des raisons
de liquidité, un investisseur peut choisir de vendre une option sur action et de se couvrir
via 'indice dont elle fait partie ou encore sur le marché des matiéres premieres, couvrir
une position en Fioul Oil Straight Run 0,5% grace a du Fioul Oil 1%. Dans tous ces cas,
on considere un actif S plus liquide et tres corrélé a V', et on se couvre uniquement en
S et dans l'actif sans risque. Soit (W;)o<i<r et (W;)o<i<r deux mouvements browniens
réels indépendants, définis sur 1’espace de probabilité complet (Q2, F, P) :

dsp = SPrdt
dSt = St (HSdt + O'Sth)
dVy = Vi(pydt + oy (pdWi + /1 — p2dWy))

Nous noterons hg = “i—;r et hy = “g—;r les ratios de Sharpe des deux actifs risqués. Pour
ce type d’incomplétude, ’ensemble M€(P) des mesures risque neutre sont les probabilités
rendant le processus S, actualisé au taux sans risque, martingale (attention la filtration
considérée est celle constituée de l'information sur les deux actifs risqués S et V, i.e
F = {F,0 <t < T} la P-augmentation de la filtration générée par (W, W*).). Soit

23
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A€ L (W,W*))! on définit Z3 et Y par

loc

1 T 1 T
Z3 = exp <—hSWT—2h§T+/ AsdWZ — 2/ A§d5> (6.1)
0 0

= 73y (6.2)

Dans le cadre du NGD, afin de pouvoir définir les ratios de Sharpe, nous considérerons
I'espace M2(P) := L*(P) N M¢(P) et montrons que :

Lemme 6.1 Soit A l’ensemble des A\ € L2 ((W,W*)) tels que Z3 soit une martingale de

loc
carré intégrable. L’espace M?(P) est donné explicitement par

MA(P) = {Q | 3N € A s.t. % = Zg}}

et est non vide.

Dans la suite, nous noterons Q* la probabilité de densité Zr}.

6.1 Ratio de Sharpe, Good Deal et évaluation

Nous introduisons maintenant les notions de ratio de Sharpe. Le ratio de Sharpe instan-
tané, définit par Bjork-Slinko (06) ou Bayraktar-Young (08), du processus X est donné
par

1E (L /F) —r
SRU(X,) = = (5/7) (6.3)

é”\/ar (%/FO

Il s’agit a priori d’un processus stochastique mais si I’on considére que X; est la valeur a

la date ¢t d’une stratégie auto-financée en S et SV, on voit facilement que SR'(X;) = hg.
Ainsi, dans le cas d’une stratégie en actifs échangeables seulement, le processus se réduit
a un chiffre : la prime de risque sur le risque couvrable W.
La seconde définition possible, le ratio de Sharpe global, est proposée par Kloppel-Schweizer
(07) et dépend d’une mesure risque neutre Q € M?2(P).

E(X) - E9(X)

SR*(X,Q) = T (6.4)

1. i.e. X\ est progressivement mesurable par rapport a IF' et tel que fot Ads < oo
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Kléppel-Schweizer (2007) montrent qu’il y a équivalence entre une borne sur le ratio de
Sharpe définit globalement et une borne sur la variance de la densité des mesures risque
neutre. Soit @ € M?(P) et z € R alors

sup SR*(X, Q) = \/Var Z7.
X

Il est donc clair que les deux définitions du ratio de Sharpe n’apportent pas la méme infor-
mation. Or le prix NGD est défini comme étant le supremum de I'espérance du paiement
actualisé de 'option sur ’ensemble des probabilités risque neutre mais en excluant les good
deals, c’est & dire en bornant le ratio de Sharpe. Cochrane-Saa-Requejo (01) définissent
az}
z
ner (A;);. Bjork-Slinko (06) définissent également leur prix NGD en bornant (\;);. Alors
comment relie-t-on ces définitions avec la notion de borne sur SR! ou SR?? L’argument
de Bjork-Slinko (06) (voir aussi Hansen-Jagannathan (91)) est que |SRY(X;)| = |hs| <
|(—hs, A\t)|gz et d’imposer alors une borne sur |(—hg, A¢)|gz au lieu du ratio de Sharpe

2
leur prix NGD en imposant une borne sur éE [( ) , ce qui est équivalent a bor-

|SRY(X¢)| = |hs|. C’est bien évidemment correct mathématiquement mais & notre sens
cela ne traduit pas la notion de NGD : naturellement seule une borne sur la prime de
risque couvrable apparait. Y a-t-il une équivalence entre une borne sur SR? et (\;); ? La
encore la réponse est non, sauf si (A¢); était un processus constant. En effet, remarquons
que

Var(Z3) = hSTEQ (efoT ’\gds) -1,

avec d@/dP = exp (—thWt — Zh%t + 2fg AsdW} — 2f(;t )\gds> . Dans le cas général ou
(A\t): est progressivement mesurable, on peut seulement montrer qu'une borne sur A\
implique une borne sur SR? mais la réciproque est fausse. Ainsi, le prix proposé par
Cochrane-Saé-Requejo (01) ou Bjork-Slinko (06) (en bornant A) est donc a priori plus
petit que celui obtenu en bornant SR? et, & notre avis, pas directement relié au principe
de NGD.

Nous choisissons de définir le ratio de Sharpe via SR%. X est un (3,Q)-Good deal pour
B>0et Qe M2?(P),si SR?(X,Q) > 3. Sous de I'’hypothese d’AOA 2 le No Good Deal
est alors équivalent a

M(P) = {Q e MX(P) | Ztll ) < VI 5} #0.

Contrairement & Cochrane-Sad-Requejo (2001) ou Bjork-Slinko (2006), qui ne justifient pas
le choix de leur regle d’évaluation, nous introduisons ensuite notre prix NGD en utilisant

2. Notons qu’il peut y avoir des opportunités d’arbitrage qui ne sont pas des Good Deal.
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une mesure de risque cohérente u (voir Kloppel-Schweizer (07) ou Cherny (08)) définie par

u(X) = Inf e a6 P) E9 [%} . Alors de fagon similaire au prix de sur-réplication,

T T
po(H) = inf{m € R| 3P st. u(m-i—/ ¢2d59+/ <I>t1dSt—H> > 0}. (6.5)
0 0

On montre alors que

po(H) = sup E@ [} . (6.6)
QEM2B(P)

Rappelons que la définition de Cochrane-Saé-Requejo (2001) ou Bjork-Slinko (2006) est
\H

po(H) = sup E [ZTSO} ) (6.7)
)\GLlZOC (VV,W"‘))7 s.t. )\e[,)\ma:c’)\max} T

avee A" =\ /L In(1+ 52) — b3,

La résolution du probleme 6.6 est bien plus complexe que celle de 6.7. Nous proposons
une borne supérieure (p§?) et une borne inférieure (p&?) pour po(H) (simplement noté
po deés a présent). pg B est obtenu en supprimant I’hypothese de positivité et en relaxant
la condition de martingalité sur les mesures martingales. Pour pOLB , nous supposons que la
prime de risque A du risque non couvrable W* est indépendante de W. Ceci nous permet
de calculer explicitement le probléeme d’optimisation (6.6) lorsque 1'on relaxe I’hypothése
de stricte positivité sur les mesures martingales. Puis, pour obtenir une mesure qui est bien
équivalente & la mesure historique, nous ajoutons une solution de (6.7). Nous montrons
alors que le prix de Cochrane-Saa-Requejo (2001) ou Bjork-Slinko (2006) po est toujours

inférieur & notre borne inférieure voir méme strictement inférieur 3.

Théoréme 6.2 Supposons que %ln(l—{—ﬂQ) >h%, H=(Vr—K); et quiil y a NGD. Soit

g = \/(1 + ﬁQ)e_h%T — 1, on alors l’encadrement suivant

PP = o + (1 — ) TR(ZRY ) < py < P = o TE(ZP ),
ot e € (0,1) et YU est défini dans (6.16) et (6.17) et
H-E(H|FY)
\/E 12— (1| F}Y)?] |

3. Ces calculs sont proposés pour une option d’achat mais pourrait étre menés a bien pour tout bien H

ZUB = 70 4 5T/ (6.8)

dont le prix se calcule par une formule fermée dans le modele de Black et Scholes.
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ot FW est la P-augmentation de la filtration générée par W. Le priz de Cochrane-Sad-
Requejo (2001) ou Bjérk-Slinko (2006) se calcule explicitement

po=e¢"TBS(Vy, T, K,y — oy phg + oy A" /1 — p2, ov), (6.9)
voir (6.11) pour la définition de BS. Enfin, les différents pric NGD se comparent ainsi
Py 2 > po > p§? > po, (6.10)
et dans certains cas (voir section 6.3) po > p§P > po.
Soit Y défini par Y; = Yyexp ((77 — %2> t+ gth> alors

BS(Y,, T —t,K,n,¢) = E[(Yr—K)y|F],

= V" TN (dy) — KN (dp), o (6.11)
2
di = di (Y, T — t, K,y ) = )+ (14 5) -0 (6.12)
1 — @1\, y 18510, @ - (pm :
dOZdO(maT_taKanu(p) = dl—@vT—t
d 6—12/2
N(d) = dx

oo V2T

Le calcul de pg est basé sur la croissance de la formule de BS en le drift et sur un théoréme
de comparaison de solution d’EDS. Soit

H
B = sup E [Zo} (6.13)
Z, EZ?2 <1+ 3?2 ST
E(Z| 7)) =23
Intuitivement, il s’agit bien d’une borne supérieure, car on enléve ’hypothese de positivité
et on relaxe celle de martingalité sur Z (on suppose que S/S° est martingale au vu l'infor-
mation sur le risque couvrable uniquement). La preuve qu’il s’agisse d’une borne supérieure
et son calcul explicite (6.8) utilise essentiellement I'inégalité de Cauchy-Schwartz. Pour la
borne inférieure, la définition est plus délicate. Supposons que A est indépendante de W.

Alors on montre que

A H —p ZO *
EQ [S%] = ¢ 'TEQ [YTW(WT)} , (6.14)
ott dQZ° JdP = (Z9)2JE(Z9)% = (Z9)2e~"3T | Y est définit en (6.2) et

2
Y(x) = BS <Voeg‘/ \ 17’)2”‘4,T, K, py —oyphs — (1 — pZ)UQV,an) )



28 CHAPITRE 6. EVALUATION ET COUVERTURE NO GOOD DEAL

Pour définir la borne inférieure, on relaxe alors la positivité de la densité de mesure mar-
tingale Z3 = Z2Y (voir (6.1))

0
g = sup TR [Yo(W)]. (6.15)
y >0, EQ7 v =1
EQZO Y2 <1+ 32

La solution de ce probleme est donnée par

0 0
_ EQ7 (p(W (W) —EQ7 (p(Wi
Sil1-p (1/;( r)) >0 alors Y% =14 ﬂd)( r) - (W(v7)) ,(6.16)
Var®” (W) Var@” (W)
0
_ Q% W W) — «
sil—g (lf( r)) <0 alors Ydour — So/)( 7) - )+ , (6.17)
Var@”’ y (W) EQ™ (p(Wr) —a)
ge?’ (v(Wi)—a)®
ou 'on montre qu’il existe un nombre positif a tel que = te =145

(]EQZO (v(Wi)—a), )
+ (1 — g)Ydown gatisfait les conditions du probléme 6.6, nous obtenons

max

Comme €Y7
bien une borne inférieure. Nous verrons dans la partie numérique que cette borne peut
étre sensiblement supérieure au prix py de Cochrane-Saa-Requejo (2001) ou Bjork-Slinko
(2006).

6.2 Couverture

Contrairement au prix de sur-réplication, il n’y a pas de stratégie naturelle associée au prix
NGD. Nous avons choisi de minimiser le carré de 'erreur de réplication sous la probabilité

historique.

. 2
vo(H) :(ﬁ%MH4ﬁ$+%&ﬂ. (6.18)

Nous suivons 'approche de Gouriéroux-Laurent-Pham (98). Nous faisons un changement
de numéraire U et transformons le probleme afin que %O et % soient des QU martingales

locales et ainsi de pouvoir projeter UAT sur %0 et % via le théoreme de Galtchouk-Kunita-

Watanabe (voir par exemple Jacod (79)). QU est définie par dQY /dP = U2/E(U2). La
seule originalité de la preuve est, au lieu d’introduire la mesure dite de variance optimale, de
montrer directement que la martingalité des actifs risqués implique une forme particuliere
pour U. Nous présentons ici le résultat obtenu pour 'option d’achat :
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Théoréme 6.3 Soit H = (Vr — K), la solution du probléme 6.18 est donnée par

Us [os + hg t L 1 Ly
eV — ZL TS TSy / hsK;+ p— ) dawl | —— ( hsK; + p=2
t Sg|: os < o+ 0 S Z+PUZ 1 og S t‘i‘PUt 5

plH — Ut thterﬁ —hg X0+/t hSKlﬂﬂ awl ).
t O'SSt Ut 0 Ul

Le minimum est égal a

et

vo(H) = e(2r=hZ)T [ (eiTTBS(VO, T, K, uy —oyhsp,oy) — Xo)2

+(1-p)EQ” (/OT (g)%) ] (6.19)

ot
U, = e—hsWt+(T—3/2h?s)t
e~ T(T—t)
Kt = TBS(%7T_7§7K7,LLV —O'VhS,O, OV)

Ly = oye T uv=ovhso)T=DYV N (dy(V;, T — t, K, pv — ovhsp,ov)),

et BS et dy sont définis par (6.11) et (6.12). WU = W, + 2hgt et W,V = W} sont des
mouvements brownians sous QU.

Remarque 6.4 KU, = e "T-DBS(V;, T—t, K, iy —oyhgp, ov) est le priz Black-Scholes
d’une option d’achat sur V si la mesure risque neutre est Q° (probabilité de densité Z%).
Ceci peut se produire dans deuz cas. Tout d’abord, on peut choisir d’évaluer sous la mesure
de variance minimale. Le deuziéme cas est celui ot V est échangeable et e~ "'V; est une
Q" martingale (uy — ovhsp = r). Dans ce cas, le processus Ly représente le “Delta” de

cette option.

La mise initiale optimale pour minimiser le risque quadratique est p8 =e'TBS Vo, T, K,
uy — oyhgp,oy), le prix minimum variance. Notons que comme nous partons du prix
NGD pg, U'erreur quadratique est supérieure a celle obtenue en partant de p8. Nous avons
un terme supplémentaire égal & e(r=h{)T (Popt — po)z. Le deuxiéme terme de notre erreur
tend vers zéro lorsque les deux actifs sont parfaitement corrélées et est la variance de

I’erreur liée au risque non couvrable.
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6.3 Reésultats numériques

Nous souhaitons maintenant évaluer numériquement l'efficience du prix NGD et de sa
stratégie de couverture minimum variance. Nous considérons un actif non échangeable,
plus risqué mais assurant une plus grande rentabilité que I’actif échangeable. Nous sommes

v | ov | Vo | ps os | So | r | T
0.04 | 0.32 |15 0.0272 | 0.256 | 100 | 2% | 0.25

TABLE 6.1 — Choix des paramétres du modéle

typiquement dans le cas d’un indice. Tout d’abord, nous calculons les différents prix NGD :
D0, péB et pg B notés respectivement “NGD-CSR”, “NGD-LB” et “NGD-UB” sur les gra-
phiques. Nous les comparons a des prix de type Black-Scholes : le prix minimum variance
Py (noté “MV-Price”), le prix Black-Scholes si V avait été échangeable (“V-BS Price”)
ainsi que le prix obtenu si on utilise au lieu de V' 1’évolution de S (i.e. le rendement g et
la volatilité og) partant de Vg (“S-BS Price”) 4. Nous étudions la variation de ces différents
prix en fonction des deux parametres : la corrélation p entre les actifs et le niveau maxi-
mum de ratio de Sharpe autorisé, 8. Nous nous placerons dans différentes situations selon
que 'option soit dans, a ou en dehors de la monnaie. Le cas économique prototypique est
p=0,8 g=2et K =15.

On observe tout d’abord que les prix NGD sont considérablement plus petits que la valeur
initiale de l’actif risqué non échangeable (le prix de sur-réplication si on dispose d’une unité
de V & la date initiale). Dans notre cas prototypique, notre borne inférieure est au dessus
“NGD-CSR” de 8.4%. L’écart peut méme aller jusqu’a 25% dans d’autres configurations
de marché. Nous voyons donc que le prix Cochrane-Sad-Requejo (2001) ou Bjork-Slinko
(2006) sous estime considérablement le “véritable” prix NGD.

Sur les graphiques, nous notons que les prix NGD (i) diminuent lorsque la corrélation aug-
mente, ce qui est satisfaisant économiquement >, (ii) convergent vers “MV-Price” lorsque
la corrélation tend vers 16,

Nous constatons également que les prix NGD (i) croissent lorsque 3 augmente”, (ii)
convergent vers “MV-Price” lorsque [ tend vers sa valeur limite v/ ehsT — 1 (= 0.014
dans notre contexte)®.

Enfin notons, que “V-BS Price” est proche de “MV-Price” mais ceci n’est pas vrai en
général (si og = 0.02 et p = 0.8, “MV-Price”= 0.08 tandis que “V-BS Price”= 0.48). De

Cela revient a calculer le prix de 'option de paiement <¥—gST - K ) .

+
Ce résultat est clair théoriquement pour “NGD-CSR”, mais pas pour “NGD-LB” et ‘NGD-UB”.
Ce résultat se montre également théoriquement.
Ce résultat est clair théoriquement pour “NGD-CSR” et “NGD-UB”, mais pas pour “NGD-LB”

NS ot e
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méme “S-BS Price” est tres faible : cela provient de notre choix de volatilité pour V qui
est bien supérieure a celle de S. Dans notre exemple, “S-BS Price” sous-estime clairement
le prix de 'option.

Nous passons maintenant a ’évaluation de notre stratégie de couverture. Rappelons que la

notion de NGD n’implique pas de stratégie de couverture particuliere, il est donc important

de la comparer & d’autres stratégies. En notant X la richesse, nous définissons les stratégies

suivantes :

— Buy and Hold en liquidité (“BaHCash”) : XBeHCash — xerT

— Buy and Hold en S (“BaHS”) : XB45 = XS7/S.

— Black Scholes (“BS”) : en partant de “S-BS” a ¢ = 0, on peut répliquer via une stratégie
de type Black Scholes (g—gST - K )+, le reste est placer en sans risque. Ainsi, X%?S =

(Yesr- K)+ + (Xo — S-BSo)e'™.
— No-Good-Deal (“NGD”) : en partant de Xy, on suit la stratégie obtenue dans le théoréme

6.3.
Nous choisirons X égal successivement a “MV Price”, “NGD-CSR” et “(NGD-UB+NGD-
LB)/2” (ou plus simplement “NGD”). L’erreur de couverture est mesurée selon trois me-
sures de risque. Nous utilisons tout d’abord la notion de probabilité de sur-réplication,
PIX3trat > (Vp — K)]. C'est évidemment une mesure importante économiquement, ce-
pendant, notons que méme si la probabilité est proche de 1, la perte peut étre énorme.
En outre, d’un point de vue numérique, ’estimateur habituel d’une probabilité est tres in-
stable car il integre une fonction de type “ un ou rien” : deux trajectoires proches peuvent
donc conduire a des résultats sensiblement différents. Notre deuxieéme mesure de risque
est la perte moyenne espérée, E[((VT - K); — X;tmt) +]. Elle permet d’évaluer la taille
de la perte mais ne dit pas combien de fois cette perte apparait. Les deux précédentes
mesures de risque sont tres fortement dépendantes du niveau choisi pour la richesse ini-
tiale (“ Effet prix”). Comme “NGD” peut étre cinq fois plus élevé que “MV-Price”, nous
nous attendons a ce que la probabilité de sur-réplication et les pertes moyennes attendues
soient meilleures en partant de “NGD” que de “MV-Price”. Pour pallier cet inconvénient,
nous introduisons une troisiéme mesure de risque la Value at Risk de la perte & 99 %, soit
la valeur de v telle que

PIXF — (Vo = K)4 2 —v] = 99%.

Afin d’interpréter nos résultats numériques notons que les meilleurs situations sont ca-
ractérisées par une probabilité de sur-réplication proche de 1, de petites pertes espérées et
une VaR faible. Remarquons tout d’abord que notre stratégie offre de meilleurs résultats
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FIGURE 6.1 — Ewvolution du prixz en fonction de p pour différentes valeurs de O et K.
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FIGURE 6.2 — Fvolution du priz en fonction de B pour différentes valeurs de 3 et K.
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FIGURE 6.3 — Comparaison des probabilités de sur-replication ainsi que des pertes attendues pour différentes
stratégies partant de “MV-Price”, “NGD-CSR” et de la moyenne entre “NGD-LB” et “NGD-UB”.
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en particulier quand la corrélation est importante : partant de “NGD-CSR” ou de “NGD”
la probabilité de sur-réplication est proche de 1 et la perte attendue ainsi que la VaR sont
faibles.

Nous pouvons classer nos stratégies en deux catégories : la premiere contient les stratégies
naives (“ BaHCash” et “ BaHS”) et la seconde les stratégies plus élaborées : la stratégie
minimum variance “NGD”et la stratégie Black-Scholes “BS ”. Nous voyons sur les figures
6.3 et 6.4 que chaque catégorie a un comportement similaire.

Ensuite, comme prévu, les résultats obtenus a partir des prix initiaux “NGD-CSR” et
“NGD” sont tres semblables : seul le niveau varie. Pour une corrélation de 0.8, le ratio
“NGD” par “NGD-CSR” est égal a 1.2 et en moyenne (sur les stratégies) la probabilité
de sur-réplication augmente de 4%, la perte attendue diminue 35% et la VaR de 19% si
I’on part de “NGD” au lieu de “NGD-CSR”.

Concernant la dépendance en p, il semble graphiquement que lorsque p est faible, les
stratégies aient toutes le méme comportement. Ce n’est cependant pas vrai pour un autre
choix de parametres.

Pour la premiere catégorie de stratégies (“BaHCash” et “BaHS”), on observe (voir figures
6.3 et 6.4) que la probabilité de sur-replication diminue et la perte attendue et la VaR
augmentent lorsque p augmente. Cela s’explique par le fait que, pour ces stratégies, la
corrélation apparait uniquement dans la richesse initiale, et que les prix “NGD-CSR”,
“NGD” et “MV” décroissent avec 'augmentation de la corrélation.

Contrairement aux stratégies buy and hold, “NGD” et “BS” approchent (ps pour “BS” et
L? pour les “NGD”) le paiement de 1’option. Lorsque p augmente, les actifs risqués S et V'
deviennent de plus en plus semblables en termes de risque, il est donc naturel que le risque
de perte découlant de la couverture d'une option écrite sur V avec une stratégie en S
diminue. Ainsi, on devrait observer une augmentation de la probabilité de sur-réplication
et une diminution de la perte attendue ainsi que de la Var.

Sur les figures 6.3 et 6.4, on 'observe bien pour la perte attendue ainsi que le Var. En
revanche pour la probabilité de sur-réplication partant de “MV”, ce n’est clairement pas le
cas. Il s’agit 1a d’un probléeme numérique car la perte est de type Dirac en zéro (on minimise
la variance de la perte) et donc I'estimation numérique de la probabilité de sur-réplication
associée doit étre d’environ 1/2 (et la perte attendue autour de 0).

Enfin, nous concluons en remarquant que nos deux approches sophistiquées “NGD” et
“BS” permettent de surmonter le fait que lorsque p augmente le prix diminue : méme si
nous commencons avec moins d’argent, nous arrivons a avoir une meilleure couverture du
risque.
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FIGURE 6.4 — Comparaison de la VaR pour différentes stratégies partant de “MV-Price”, “NGD-CSR” et de la
moyenne entre “NGD-LB” et “NGD-UB”.
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Chapitre 7

Introduction

L’objectif des différents travaux de cette partie est d’étudier le comportement limite d’une
famille d’agents en fonction de leur aversion pour le risque. Ces travaux ont donné lieu a
quatre publications en collaboration avec Miklés Rasonyi :

8 “Optimal strategies and utility-based prices converge when agents’ preferences do” avec
M. Rasonyi dans Mathematics of Operations Research, vol 32, 102-117, 2007

9 “Convergence of utility indifference prices to the superreplication price” avec M. Rasonyi
dans Mathematical Methods of Operations Research, vol 64, 145-154, 2006

10 “Convergence of utility indifference prices to the superreplication price : the whole real
line case” avec M. Rasonyi dans Acta Applicandae Mathematicae, vol 96, 119-135,
2007

11 “Risk-averse asymptotics for reservation prices” avec M. Rasonyi a paraitre dans An-
nals of Finance, actuellement en ligne sur le site de la revue :
http ://www.springerlink.com/content /94j611406614n4x6/fulltext.pdf

Les articles [8], [9] et [10] traitent des modeles financiers en temps discret avec processus de
prix bornés et I’article [11] de modeles en temps continu avec processus de prix localement
bornés. Avant de présenter les résultats obtenus plus en détails, nous proposons une rapide
revue de la littérature sur le sujet.

Considérons des agents dont les préférences sont modélisées par des fonctions d’utilité
de type von Neumann-Morgenstern (1944) (voir par exemple Duffie (1988) pour une
présentation pédagogique de ce concept) U, n € N convergeant vers une fonction d’utilité
U~ . Chaque agent peut se poser le probleme de la maximisation de I'utilité de sa richesse
terminale. Les stratégies optimales associées convergent-elles vers celle de I'utilité limite ?
Qu’en est-il des différents prix d’utilité associés 7 En marché incomplet, il n’y a plus unicité

du prix et le choix de la regle d’évaluation est crucial. Apres avoir étudié dans les parties
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précédentes le prix de sur-réplication et le prix no good deal, nous considérerons mainte-
nant les prix d’utilité : le prix de Davis (voir Davis (1997)) et le prix d’indifference ou de
réservation (voir Hodges-Neuberger (1989)). Le premier consiste & calculer I'espérance du
bien contingent sous une probabilité risque neutre particuliere, choisie selon un argument
de taux marginal de substitution. Le prix d’indifference, pour le vendeur d’un bien contin-
gent, est le montant minimum qu’il doit ajouter a sa richesse initiale, pour que son utilité
espérée en livrant le bien contingent soit supérieure ou égale a celle qu’il obtiendrait en
partant de sa richesse initiale et en traitant avec les actifs de base uniquement.
Jouini-Napp (2004) étudient le cas d’'un marché brownien complet avec des fonctions
d’utilité définies sur RT et prouvent que les stratégies optimales convergent bien (p.s et
LF). Pour cela, ils supposent que les fonctions d’utilité sont toutes majorées par une méme
fonction puissance (k1 + kox? avec § < 1). Citons également les travaux suivants portant
sur des fonctions d’utilité particulieres : Grasselli (2003) sur les fonctions HARA en marché
complet et Nutz (2010) pour les fonctions puissances dans le cadre général d’'un marché
semi-martingale continu.

Dans I'article [8], nous étudions une autre classe de modeles : les modeles en temps dis-
cret avec un horizon fini et des préférences modélisées par des fonctions d’utilité définies
sur R. De tels modeles sont génériquement incomplets contrairement au cas étudié par
Jouini-Napp (2004). Sous I’hypothese d’absence d’opportunité d’arbitrage dite uniforme
forte (voir Hypothese 8.4), d’élasticité asymptotique uniforme sur les fonctions d’utilité
en +oo (voir Kramkov-Schachermayer (1999) et remarque 8.9) et en considérant un pro-
cessus de prix borné, nous montrons la convergence des stratégies optimales ainsi que des
prix d’utilité. Sous des hypotheses supplémentaires, nous pouvons estimer la vitesse de
convergence. Nous donnons également des contre-exemples montrant la nécessité de nos
hypotheéses.

Nous continuous notre revue de la littérature sur le theme plus spécifique de la convergence
du prix d’indifférence vers le prix de sur-réplication lorsque I’aversion pour le risque tend
vers l'infini. Rappelons que le prix de sur-réplication est le colit minimal permettant de
couvrir complétement un actif contingent (voir chapitre 4). Cette question a été beaucoup
étudiée (et résolue) pour des agents ayant une aversion absolue pour le risque constante
(fonction d’utilité exponentielle). Dans Rouge-El Karoui (2000), le résultat est démontré
dans le cadre Brownien et dans Delbaen et all. (2002) dans le cadre semi-martingale.
Notons également qu’un cas de fonction d’utilité non exponentielle mais tres spécifique a
été traité dans Bouchard (2000).

Dans 'article [9], nous montrons la convergence pour des modeles en temps discret avec
un horizon fini et des préférences modélisées par des fonctions d’utilité définies sur R
sous I’hypotheése de non arbitrage uniforme (voir Hypothese 8.3). Nous n’avons pas be-
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soin de ’hypothese habituelle d’élasticité asymptotique en +oco car la preuve n’utilise pas
I’existence d’une stratégie optimale mais seulement le caractere fini de la fonction valeur.
Dans D'article [10], nous considérons des fonctions d’utilité définies sur R et montrons la
convergence sous I’hypotheése de non arbitrage uniforme fort (nous montrons cette fois que
les stratégies optimales existent pour n assez grand, toujours sans I’hypothese d’élasticité
asymptotique, mais en utilisant la convergence de I’aversion pour le risque vers I’c0).

Enfin dans I'article [11], nous considérons des fonctions d’utilité définies sur R et un marché
semi-martingale. Fn faisant une hypothese d’élasticité asymptotique raisonnable uniforme
(voir Schachermayer (2001) et Hypothese 9.2) sur les fonctions d’utilité et une hypothese
de compacité sur les mesures martingales, nous montrons le résultat de convergence.
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CHAPITRE 7. INTRODUCTION



Chapitre 8

Modeles en temps discret

8.1 Description du marché

Soit (2, F, (Ft)o<i<T, P) un espace probabilisé filtré ! en temps discret avec un horizon de
temps fini 7' € N. Soit {S;, 0 < ¢t < T} le processus de prix actualisé (par un numéraire)
de d actifs risqués. Nous noterons AS; := S, — S;_1, N:= NU {00}, L (L) I'ensemble
des variables aléatoires bornées (et positive ou nulle) sur (£2, F, P), muni de la norme sup
| - [lo €t Z¢ Pensemble des variables aléatoires Fy-mesurables, d-dimensionnelles.
L’ensemble ® des stratégies est constitué de processus prévisibles ¢ = {¢y, 1 <t < T}
(i.e. ¢y est Fy_1-mesurable). ¢! représente le nombre d’actif i détenu en portefeuille & la
date t. Les stratégies sont supposées auto-financées, ainsi la valeur du portefeuille ¢ € ®
a t en partant d’une richesse initiale z est donné par

t
VAP =2+ ) (¢5,A8)),
j=1

ou (-, -) est le produit scalaire de R?. L’hypothese d’absence d’opportunité d’arbitrage (voir
chapitre 1) s’écrit alors :

AOA: Yo e ® (VPP >0ps. = Vi =0 pas.).

Dans notre contexte, nous allons avoir besoin de renforcer 'hypothese d’AOA, aussi nous
commengons par la reformuler (voir proposition 8.2 ci-dessous). Pour cela, nous introdui-
sons formellement, I’ensemble Dy, que nous avons déja utilisé dans les parties précédentes :

Définition 8.1 D;(w) est le plus petit hyperplan affine contenant le support de la distri-
bution conditionnelle (réguliére) de AS; sachant Fy_1.

1. Fo est la famille des ensembles de mesure nulle.

43
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Si D; = R alors, intuitivement, il ne devrait pas y avoir d’actifs redondants. Sinon on
peut remplacer ¢y € =;_1 par sa projection orthogonale sur D;, notée ¢;, sans changer la
valeur du portefeuille car, (¢, AS;) = (¢r, ASt) p.s. Soit

ét = {g €Ty 5 S Dt+1 p-s., ’E‘ =1 sur {Dt+1 7£ {0}}}

Nous rappelons une caractérisation de ’absence d’opportunité d’arbitrage (voir Résonyi-
Stettner (2005) et aussi théoreme 3 de Jacod-Shiryaev (1998), remarque 3.5 de Schél
(2000), remarque 4.2 de Korn-Schél (1999))

Proposition 8.2 Il y a AOA si et seulement si il existe des variables aléatoires Fi-
mesurables et strictement positives kg, By, 0 <t <T —1 telles que

ess.giélgf P((§, ASt+1) < —B¢|Fi) > ki p.s. sur {Dyyq1 # {0}}. (8.1)
=t

Nous allons utiliser deux types de restriction de PAOA : c’est grace a elles que nous
pourrons obtenir des bornes sur les stratégies. Selon que les préférences des agents soient
définies sur (0,00) ou R, les hypotheses 8.3 ou 8.4 seront utilisées. L’hypothese 8.3 est en
fait, équivalente & la condition “uniform no-arbitrage” introduite dans Schél (2000) (hy-
pothese 4.3) et Korn-Schél (1999). Nous verrons dans I'exemple 8.20 que si cette hypothese
n’est pas satisfaite alors le maximum de l’espérance d’utilité peut étre oc.

Hypothese 8.3 Il existe une constante 3 > 0 telle que 0 <t <T —1
ess. inf P((§, ASi11) < —B|Ft) >0 p.s. sur {D¢y1 # {0}}.

£EEt

Lorsque les préférences des agents sont définies sur R, nous aurons besoin d’une hypothese
encore plus forte : en plus de G, k¢ doit aussi étre constant.

Hypotheése 8.4 [l existe des constantes 3,k > 0 telles que

ess.gin;f P((¢,ASi11) < —B|F:) > k p.s. sur {Dy1 # {0}}.
S

8.2 Description des préférences et problemes d’optimisation

Les préférences des agents sont décrites par des fonctions concaves, strictement croissantes
définies selon les cas sur (0,00) ou R. La concavité de U, est reliée a l’aversion au risque
de l'agent n. Arrow (1964) et Pratt (1965) introduisent une mesure de l’aversion au risque

dite absolue via des fonctions r;, définies par r,(x) := —g’i{gg Pratt (1965) montre qu'un

investisseur n a une aversion au risque absolue supérieure a celle de I'investisseur m (i.e
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rn(x) >y (z) pour tout x) si et seulement si n est globalement plus averse au risque que
m, dans le sens ou I’équivalent certain de chaque risque (le montant de numéraire pour
lequel il échangerait son risque) est plus petit pour n que pour m.

Soit G € L%°, ou G représente le paiement a la date T" d’un actif dérivé écrit sur S. Nous
rappelons la définition du prix de sur-réplication, i.e. la richesse initiale qui permet de se
couvrir sans risque (voir chapitre 5) dans notre contexte :

(@) :=inf{zeR: I ed, Vi¥>Gps). (8.2)
Soit
un(G,2) == sup  EU,(VZ¥ - Q). (8.3)
Ye®(Un,G,z)

Nous utiliserons également la notation u, (z) au lieu de u, (G, z). La quantité u,,(z) représente
le supremum de 1'utilité espérée en partant d’une richesse initiale z et en livrant G a la
date terminale. Selon que la fonction d’utilité ait pour support (0,00) ou R, ®(U,, G, 2)
ne sera pas défini de la méme fagon. Ainsi, si U,, est définie sur R alors ®(U,,, G, z) = {¢ €
D | EUn(V;’d) — Q) existe} et si U, est définie sur (0,00) alors ®(U,,G,z) = {¢p € ¢ :
Vj’f’w > G p.s.} pour z > 7(G). Notons que dans ce dernier cas, EUn(VTZ’w — () existe en
supposant seulement que S est borné et que 'hypothése 8.3 est satisfaite.

Nous introduisons maintenant le prix d’indifférence du & Hodges-Neuberger (1989). C’est
le montant minimum a payer au vendeur de G pour qu’il est une utilité supérieure a vendre
G plutot qu’a ne rien faire.

Définition 8.5 Soit G € LY et x € R, le priz d’indifférence p,(G,x) est défini par
(G, z) = inf{z € R: u, (G, x + 2) > u,(0,7)}, n €N.

On voit facilement que p, (G, z) est un prix de non arbitrage dans le sens ou vendre G a
ce prix ne crée pas une opportunité d’arbitrage sur le marché.

8.3 Convergence des stratégies optimales et des prix d’uti-
lité : cas dom(U,) =R

Cette section est issue de larticle “Optimal strategies and utility-based prices converge
when agents’ preferences do” avec M. Rasonyi dans Mathematics of Operations Research,
vol 32, 102-117, 2007. Nous traitons le probleme de maximisation de I'espérance d’utilité
en utilisant le principe de la programmation dynamique, a l'instar de Rasonyi-Stettner
(2005). 11 s’agit d’un approche naturelle dans le cadre discret et cela permet, qui plus est,
d’obtenir des bornes sur les stratégies.
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8.3.1 Hypotheses

Nous considérons une suite d’agents dont les préférences convergent vers une préférence
limite.

Hypothése 8.6 Supposons que U, : R — R, n € N soit une suite de fonctions concaves,
strictement croissantes et continiment derivables telles que pour x € R

Un(x) = Uso(z), n — oo.

Dans cette section, nous faisons une hypothése simplificatrice appelée (R) dans la suite :
D; =R% p.s pour tout 1 < ¢t < T.

Remarque 8.7 Comme nous l'avons vu, (R) revient d supposer qu’il n’y a pas d’actifs
conditionnellement redondants. Nous pouvons obtenir des résultats similaires sans (R) :
il suffit de projeter les stratégies optimales sur les ensembles Dy et nous montrons alors
que ces projections convergent vers la projection de la stratégie optimale pour la préférence
limite. Il va sans dire que les preuves deviennent alors peu lisibles.

Nous allons maintenant introduire une hypothese d’élasticité uniforme asymptotique en
+o0. Cette hypothese (sans I'uniformité) a été introduite par Kramkov-Schachermayer
(1999).

Hypothése 8.8 Supposons qu’il existe 0 < v < 1, T > 0 tels que pour tout A > 1,y > &
et tout n € N
Un(Ay) < XNUn(y). (8.4)

Remarque 8.9 Supposons qu’il n’y est qu’une seule fonction d’utilité U telle que

U’ o
liciris;ip U(J(S) <1et l;gﬁlgi xU(SS)

> 1. (8.5)

La premiére des deux conditions de (8.5) a été introduite par Kramkov-Schachermayer
(1999) et la seconde par Schachermayer (2001). Elles sont devenues standards dans la
littérature sur la maximisation d’espérance d’utilité. Une fonction U satisfaisant a (8.5) a
une élasticité asymptotique dite raisonnable. Kramkov-Schachermayer (1999) montre que
la condition (8.4) est équivalente a la premiere des deux conditions de (8.5). La condition
(8.4) est donc une hypothese d’élasticité asymptotique uniforme en n.

Contrairement au cas continue (voir Schachermayer (2001) et Biagini-Frittelli (2004)),
Uhypothése (8.4) est suffisante pour garantir l'ezistence d’une solution optimale en temps
discret ; elle est également nécessaire (voir Rdsonyi-Stettner (2005)). Tous les résultats de
cette section restent valables sous la seconde des hypothéses de (8.5) (voir Schachermayer
(2001) et Rasonyi-Stettner (2005)).
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Nous nous proposons aussi d’estimer le taux de convergence, dans ce cas il est nécessaire
de renforcer ’hypothese 8.6.

Hypothese 8.10 Les fonctions U,,, n € N sont concaves, strictement croissantes et deux
fois continiment differentiables. Pour tout N > 0, la dérivée seconde satisfait

UN) < |Uy(2)] < L(N), z € [-N,N], n €N,

avec les constantes £(N), L(N) > 0 et il existe une suite de nombre réels g(n) — 0, n — oo
tels que

Un(0) = Usc(0)| +  sup |Uy(x) = Ul ()] < C(N)g(n), n €N, (8.6)
z€[—N,N]

ou C(N) sont des constantes.

Remarque 8.11 La condition sur U]! est une sorte de propriété de “concavité uniforme
stricte”. Sous U'hypothése 8.10, l'inégalité

|Un(2) = Uso ()| < |Un(0) = Uso(0)] + /Ox Un(y) = Uso(y)1dy (8.7)

montre que U, tend vers Us, uniformément sur les compacts avec une vitesse O(g(n)).
Réciproquement cette derniére convergence n’implique pas nécessairement que (8.6) soit
vraze.

Exemple 8.12 Un exemple typique de telles fonctions d’utilité est Uy (z) = 1—e " x €
R, 0 < ap, n € N avee a,, — oo a la vitesse O(g(n)).
8.3.2 Problemes d’optimisation et convergence des solutions optimales

Rappelons que dans cette sous-section ®(U,, G, z) est 'ensemble des strategies ¢ € &
telles que EUn(VTZ’w — () existent. Nous présentons maintenant les résultats obtenus.

Théoréme 8.13 Supposons S borné et que les hypothéses 8.4, 8.6 et 8.8 sont satisfaites.
Alors il existe des strategies optimales w;’;’t(z), 1 <t<T, neN, uniques presque sirement

et telles que

un(z) = EU, (V"% — @),

Pour tout 1 <t < T, presque surement
lim wil,t(Z) = wio,t(z)~
n—oo

De plus, limy, o0 tun(2) = uso(z) uniformément sur les compacts.
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La notation v} (G, z) sera aussi utilisée dans les sections suivantes.

Théoreme 8.14 Supposons que S borné et les hypothéses 8.4, 8.10 et 8.8 sont satisfaites.
Pour tout N > 0 il existe des constantes J,(N) et J(N) telles que, pour tout 1 <t <T,

sup ¢ 1(2) = V()] < Ji(N)g(n),
z€[—N,N]

sup |un(2) — uso(2)] < J(N)g(n).
z€[—N,N]
Remarque 8.15 Considérons maintenant des fonctions d’utilité aléatoires Uy, (x,w). Ici,
nous étudions le cas ot Up(z,w) = Up(z — G(w)). Cependant les résultats du théoréme
8.13 (resp. 8.14) peuvent étre étendues a des fonctions d’utilité aléatoires générales si
nous supposons un analogue presque sur de U'hypothése 8.6 (resp. 8.10) et I’hypothése
supplémentaire :

Vz ess.sup [Up(z,w)| <oo et ess.inf U (0,w)| > 0.
QxN QOxN

8.3.3 Applications a la convergence des prix d’utilité

Davis (1997) a proposé d’évaluer une bien G par un argument de type “taux marginal de
substitution” (voir aussi Bingham-Kiesel (1998) p229) en utilisant la mesure

dQ(z) _ Uz )
dP EU’(V;’w*(O’z))’

ou U est une fonction d’utilité satisfaisant les bonnes hypotheses et ¢*(0, ) est la stratégie
optimale partant de z et sans livrer le bien, ie. u(0,2) = SUPyea(17,0,2) EU(V;’w) =
EU(V;’W(O’Z)). Sous de bonnes hypotheses (voir Résonyi-Stettner (2005)), Q(z) est une
mesure risque neutre et le prix de Davis peut étre défini par

(G, z) = E¥9(G)

et est donc un prix compatible avec ’absence d’arbitrage.
Le théoreme 8.13 nous permet d’établir la continuité du prix de Davis par rapport a des
variations des préférences des agents.

Théoreme 8.16 Sous les hypothéses du théoréme 8.13, les densités

dQu(2) _ Un(Vin0?)
dP EUT/L(V;#’;Q(O?Z)) ’
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définissent des mesures risque neutres pour S et Qn(z) — Qoo(z) pour la norme de la
variation totale. Ainsi,
lim ¢,(G,2) = ¢o(G, 2), (8.8)

n—oo
pour tout bien G € LY.
De plus sous les hypothéses du théoréme 8.14, pour tout N > 0 il existe des constantes

A(N) telles que

sup [gn (G, 2) = 4oo(G 2)| < A(N)g(n).
z€[—N,N]

Nous passons maintenant au résultat sur la convergence des prix d’indifférence.

Théoréme 8.17 Sous les hypotheses du théoréme 8.13,

lim p,(G,7) = peo(G, 7).

n—oo

8.3.4 Contre-exemples

L’objectif de ce paragraphe est de montrer les pathologies pouvant se produire si une de
nos hypotheses n’est pas satisfaite. Dans les exemples ci-dessous G = 0 et donc
up(x) == sup EUn(V#}).
Y»ed(U,0,z)
Exemple 8.18 : S non borné Nous montrons que si S n’est pas borné alors les strategies

optimales peuvent ne pas converger méme si toutes les autres hypothéses sont satisfaites.
Pour tout n € N, soit

I () — 1—(1—2)*" z <o,
0= 4 2 n)E T —4—2/n, 7> 0.

avec la convention 1/o0o = 0. Les hypothéses 8.6 et 8.8 sont alors satisfaites. Soient

o0

1 1
aq = kz:; 7k3log2k’ Qo 1= w2

Supposons T =1 et soit ASy défini par

1 1

2042k2 ’ -

ot 0 > 0 sera choisi plus tard. On peut montrer que l’hypotheése 8.4 est satisfaite et que
pour tout n € N et ¢ # 0, EU,(YAS]) = —oc0. Ainsi ¢} = 0 est optimale. D’autre part

1 & (k+1)2 > VOE+1
EU(AS)) == — — 19 k-
(A51) 2 Z 201 k3log?k Z agk?

k=2 k=1
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est fini et pour tout 0 suffisamment grand, strictement supérieur ¢ 0 = Uso(0). Ainsi ¥},
(qui eziste, voir Rdsonyi and Stettner (2005)) ne peut étre égale a 0.

Exemple 8.19 : S non borné Nous montrons maintenant que si S n’est pas borné, les
fonctions valeurs u, peuvent converger vers oo au lieu de Us. Supposons T =1, Sy : =0
et

1 1

P(ASlzk“—l):——\/m, k>4, et P(AS;=-1)=1/2.

=

Soit
x—i—%, z <0
Up(x) = %\/x—i—l, 0<z<n*-1,
n, x>n*—1.

Cette suite converge simplement vers

Pour x> 0, uso(z) = 0 mais comme
1 1
on voit que Uy (T) — 00 > Uso(x). Or on peut montrer que Uy, satisfait les hypothéses 8.8

et 8.6.

Exemple 8.20 : Hypotheése 8.4 non satisfaite Nous montrons que si [’hypothese 8.4
n’est pas satisfaite, la fonction valeur u(x) peut étre infinie méme si S est borné. Supposons
que T =2, Q = (N\ {0}) x {0,1} et P({(n,i)}) = 1/2"" n > 1, i = 1,2. De plus,
Fi={Ax{0,1} : AeP(N\{0})} et Fo =P(Q). Supposons que Sop =51 =1 et

ASs(n,0) = —1/22",  ASs(n,1) = 1.

On définit une fonction d’utilité U par

1
sx+1, <0
U = 2 ’ ’
(@) {\/:c—i—l, xz > 0.

Soit ¥(n,0) = ¥(n,1) := 22" — 1, n > 1, alors

e | 1
u(0) > EU(WASy) =) o 2 1+ 1+ gzzl = 0
n=1

Dans cet exemple, on peut choisir k1 = 1/2 constant, mais 1 ne peut étre choisi constant,
ainsi Uhypotheése 8.4 n’est pas satisfaite. Une construction similaire permet d’obtenir un
cas ou 31 est constant et k1 ne l’est pas.
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8.3.5 Programmation dynamique

A présent, nous présentons notre démarche pour arriver aux résultats énoncés précédemment.
Nous travaillons sur le probleme primal, en utilisant la programmation dynamique et nous
montrons 'existence de stratégies optimales ainsi que de bornes pour celles-ci. L’approche
duale (voir Kramkov-Schachermayer (1999) et Schachermayer (2001)) permet elle aussi
d’obtenir des bornes mais elles dépendent des mesures risque neutre et sont donc plus dif-
ficiles & traiter (nous verrons dans [11] la nécessité d’utiliser une hypothese de compacité
9.4).

Tout d’abord, le théoréme 8.23 ci-dessous est vrai sous des hypotheses sur (Up),,cx plus
faibles que I’hypothese 8.6. Plus précisément,

Hypothese 8.21 Les fonctions U, : R — R, n € N sont concaves, croissantes et
continiment differentiables,

sup |Uy(x)| < 0o, Vo € R et inf U,,(0) > 0.
neN neN

Dans la suite, 'hypothese d’élasticité asymptotique (Hypothese 8.8) est fondamentale.
Elle admet une reformulation ayant I’avantage d’étre préservée par la programmation
dynamique. Soit V : R — R

Condition 8.22 [] existe C1,Co > 0 tels que

Vidx) < XNV(x+Cp)+ Ca)\7,
V(daz) < AV(z+Cp)+ Ca\,

Ve eR et A\ >12.

Alors si Upr(z,w) := Up(xr — G(w)), sous les hypotheses 8.8 et 8.21, U, 1 satisfait la
condition 8.22 presque stirement avec des constantes C7,Cs indépendantes de n. Ceci
nous permet d’initier la procédure de programmation dynamique. Pour passer d’une date
a la précédente, on utilise le théoreme suivant :

Théoréme 8.23 Supposons S borné et que les hypothéses 8.4, 8.8 et 8.21 sont satisfaites.
Pour tout n € N, nous introduisons les fonctions aléatoires :

Un,T(m) = Un(l‘ — G),
Uns(x) = ess.sup E(Ups+1(x + (§,ASs11))|Fs), 0<s<T—1.
£eEs

2. La premiére inégalité sera utilisée lorsque la quantité V (Az) est positive et la seconde lorsqu’ elle est
négative.
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Pour toutn € N, 0 < s < T, Un,s sont bien définies et satisfont pour tout x € R

Un,s(z) < 00 p.s.
EU, s(x) > —o0.

Les fonctions U, s sont concaves, croissantes et continiment differentiables presque sirement
et satisfont la condition 8.22 avec des constantes uniformes en n.
Pour toutn € N, 0 < s <T —1 et x € R, il existe &, 511(x) € Es tel que

Un,S(x) = E(Un,S-H(w + <§~n,s+1(37)7 ASgy1))|Fs). (8.9)

Pour tout 0 < s < T — 1, il existe des fonctions croissantes Mg, Zs et Hs : R — R4
telles que pour tout n € N, z € R :

(@) < Zen(lal),
Un( - s+1<\x|>> Unst1(2) < Un(a + Mg (Ja])),
14@) = B(U (@ + Gosrt(0), ASe))| ),
UL s+1<\:c|>> < Uly(@) < UL(~Hapa(J2]).

IN

Pour tout n € N, z € R les problémes de mazimisation d’utilité
EU, (V7Y — G) — max., ¢ € ®(U,,G, 2),

admettent une solution optimale ¥} (z) donnée par

Un1(2) = Ea1(2)s U ia(2) = Eun (2 + ) (W] 1(2), ASR)). (8.14)
k=1

Il existe une fonction non décroissante Yy : Ry — R, telle que pour tout n € N, z € R

() < Til(2)). (8.15)

et les fonctions valeurs des problémes d’optimisations sont finies, i.e. pour tout z € R
un(2) = Upp(z) < 0. (8.16)

La preuve se fait par récurrence arriere et utilise des estimations fines des différentes va-
leurs ainsi que des stratégies.
Pour montrer I'unicité des stratégies optimales, il faut supposer en plus que les U, sont

strictement concaves.
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On montre alors la convergence de U,, ; vers Uy + uniformément sur les compacts 3. presque
strement, pour tout 0 < ¢ < T' et donc en particulier de uy,(2) = Upo(2) vers us(z) =
Uso,0(2). Pour cela, nous utilisons, entre autres choses, les arguments du lemme 2 et du
théoreme 1 de Kabanov-Stricker (2001). Pour obtenir les résultats sur les vitesses de conver-

gence, nous procédons aussi par récurrence en montrant

Lemme 8.24 Supposons S borné et que les hypotheses 8.4, 8.8 et 8.10 sont satisfaites.
Soit & s(z), n € N, 1 < s < T définit comme dans le théoréme 8.23. Alors pour tout
N >0, presque strement,

sup Uy, () = Ul s(x)] < Cs(N)g(n), n €N,
z€[-N,N] '
ls(N) <|U) ((z)] < Lg(N), z€[-N,N], neN,
sup ‘gn,S(x) - goo,S<$)’ < Ky(N)g(n), neN,
z€[—N,N]
sup  |Ups(z) —Usos(z)] < Bs(N)g(n), n €N,
z€[-N,N

avec les constantes appropriés {s(N), Lg(N), Cs(N),Ks(N),Bs(N) > 0 et pour tout
0<s<T.

Soit fni(x,§) := E(U,), (x + EAS)ASFi—1), v, € R, n € N, la preuve de ce lemme
nécessite de montrer que l'on peut travailler sur des versions continument differentiables
de fni, Upi—1 et ént(:v) et utilise le théoreme des fonctions implicites pour prouver que
pour tout n € N

~, O ft(, 6 ()
() - 02 fni(x, 5n,t(ﬂ3)
N fni(x, &) = E(U, (x+EASH)ASFi 1),
Oafui(x,6) = E(U, (x4 EAS)(AS)?|Fin),

V(@) = EU) (x4 &i(x)AS) (1 + &, () AS)|Fr1).

) avec
)7

8.4 Convergence du prix d’indifférence vers le prix de sur-
réplication : cas dom(U,) = R"
Cette section est basée sur “Convergence of utility indifference prices to the superreplica-

tion price” avec M. Rasonyi dans Mathematical Methods of Operations Research, vol 64,
145-154, 2006.

3. Notons qu’il suffit d’établir des convergences simples car par monotonicité et concavité des U, ¢, cela
implique l'uniforme convergence sur les compacts (voir Rockafellar (1970)).
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On suppose maintenant que les préférences des agents sont décrites par des fonctions d’uti-
lité définies sur R*. L’objectif est d’étudier la convergence du prix d’indifférence lorsque
I’aversion pour le risque tend vers I'infini. Nous considérons donc I'hypothese suivante.

Hypotheése 8.25 Supposons que U, : (0,00) — R, n € N est une suite de fonctions
concaves, strictement croissantes et deux fois continument derivable telles que

Up(z)

Vo € (0,00) m(z) = U )

— 00, N — O0.

Nous prolongeons par continuité chaque U, a [0,00) (Uy(0) peut étre égal & —oo).

Un exemple typique est Up(z) = —e "% x> 0ou 0 < 7, et 7, — o0 (rp(x) = Yn).
Un autre exemple est une suite de fonctions d’utilité dont les dérivés sont données par
Ul (x) = e 2> 00l 0 < v, et 7, — oo.

Nous rappelons que dans cette section, pour z > 7(G), ®(U,,G,z) = {¢p € ¢ : ij’w >
G p.s.}. Notons que si on prolonge U, sur la demi-droite négative par —oo, on peut se
passer de cette condition d’admissibilité sur les stratégies et travailler avec une richesse

initiale arbitraire.

Théoréme 8.26 Supposons que x € (0,00), que S est borné et que les hypothéses 8.3 et
8.25 sont satisfaites. Alors les prixz d’indifférence p, (G, z) sont bien définis et convergent

vers w(G) (voir (8.2)) lorsque n — .

Pour montrer ce résultat, on prouve que, sous nos hypotheses, la richesse associée a tout
portefeuille admissible est bornée uniformément (la borne ne dépend pas de la stratégie).
Cela nous permet, en particulier, de montrer que le probleme de maximization d’espérance
d’utilité est bien posé. Quitte a prendre une transformation linéaire (et préservant la notion
de prix d’indifférence) de nos fonctions d’utilité, nous nous ramenons au cas ot Uy (z) =0
et U}, (x) = 1. On montre alors que U,, tend vers Uy, avec

Uso(y) :=—00, 0<y<z, Ux(y):=0,y>uz

Si on pouvait appliquer les résultats de la section précédente alors comme on a la conver-
gence des prix d’indifférence, on aurait bien montré notre résultat. Ce n’est malheureu-
sement pas possible car Uy, n’est pas réguliere. Nous utilisons alors la fermeture en pro-
babilité de l'ensemble C' = {fo’w : 1 € @} — LY (voir Kabanov-Stricker (2001)) et la
propriété de bornitude uniforme des richesses pour montrer que u,(G,y) — —oo pour
Q) <y < w(G) +z, ie. z+ G ¢ C. Alors, si il existe z > 7 > 0 et une sous-
suite ny telles que py, (G,z) < 7(G) — n pour tout k € N, d’apres la définition 8.5,
Un, (G, z + 7(G) — 1) > up, (0,z). Le membre de gauche tend vers —oo, ce qui contredit
le fait que liminf,, o un(0,2) > liminf, o Up(z) = 0. Comme p,(G,z) < 7(G), on en
déduit le résultat souhaité.
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Il est possible d’étendre le théoreme 8.26 a des processus de prix non bornés et de relaxer
I’hypothese 8.3. Pour cela, considérons ’ensemble W des variables aléatoires avec des
moments de tout ordre finis. Si on suppose 'hypothese 8.25 et que AS; € W, 1/ €
W, 1<t <T, (avec 3 satisfaisant (8.1) dans la proposition 8.2), alors p, (G, x) tend vers
m(G).

8.5 Convergence du prix d’indifférence vers le prix de sur-
réplication : cas dom(U,) =R

Cette section est issue de “‘Convergence of utility indifference prices to the superreplication
price : the whole real line case” avec M. Rasonyi dans Acta Applicandae Mathematicae,
vol 96, 119-135, 2007. Nous nous intéressons maintenant aux fonctions définies sur R.
Comme d’habitude, le probleme est plus difficile & traiter dans ce cas que dans celui
de I'axe positif. De plus, une autre question se pose : est-ce que les stratégies optimales
convergent vers une stratégie de sur-réplication 7 Rappelons que cette question ne se posait
pas dans le cas dom(U,,) = (0, 00) car toutes les stratégies optimales étaient des stratégies
de sur-réplication. Ce n’est plus le cas a présent, car ’ensemble des stratégies admissibles
®(Up,,G,z) est défini comme l'ensemble des strategies ¢ € @ telles que EUn(V;’d) -
G) existe. On sait que la réponse a cette question est négative en général, voir section
2 de Cheridito-Summer (2006). Nous allons montrer que, cependant, il existe un point
d’accumulation pour la suite de stratégies optimales qui est une stratégie de sur-réplication.

8.5.1 Hypothese et résultats

Hypothese 8.27 Soient U, : R — R, n € N une suite de fonctions concaves, strictement
croissantes et deux fois contintiment dérivables telles que

_Ui(=)
Up ()

VeeR rp(x):= — 00, M — Q.
Dans le théoreme suivant, nous montrons que, en raison de la convergence particuliere de
U, en n — oo, on peut construire les stratégies optimales 1) (z) pour le probleme (8.3),
pour n assez grand, sans ’hypothese habituelle d’élasticité asymptotique (voir remarque
8.9).

Théoreme 8.28 Supposons S borné et que les hypotheses 8.4 et 8.27 sont satisfaites.
Alors il existe Ng € N tel que le probléme de mazimisation d’utilité (8.3) admette une
solution optimale ¥} (z), pour tout n > Ny et z € R.

Maintenant, nous nous intéressons a la convergence des prix d’indifférence.
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Théoréme 8.29 Supposons S borné et que les hypothéses 8.4 et 8.27 sont satisfaites.
Alors pour tout xy € R, les priz d’indifférence p,(G,xo) sont bien définis (pour n > Ngy)
et convergent vers w(G) lorsque n — oo.

Comme indiqué précédemment, nous allons étudier la convergence des stratégies opti-
males solutions de (8.3) pour une richesse initiale z > 7(G). Grandits-Summer (2006)
démontrent, pour un espace d’états §2 fini, que les stratégies optimales convergent vers
une stratégie de sur-réplication si

hﬁn ;2}% rn(z) = +o0. (8.17)

Mais Cheridito-Summer (2005) montrent que cette convergence n’est pas vraie pour des
espaces {2 quelconques. Lorsque T' = 1, ils montrent cependant que la distance entre les
stratégies de sur-réplication dites équilibrées et les stratégies optimales convergent vers 0
sous I’hypothese (8.17).

Sous I'hypothese 8.27, plus faible, nous montrons dans un modele multi-périodique et pour
un espace {2 quelconque qu’il existe un point d’accumulation pour la suite des stratégies
optimales qui est une stratégie de sur-réplication.

Nous commencons par définir la notion de point d’accumulation pour les stratégies op-
timales. En effet, une suite de variables aléatoires uniformément bornées n’admet pas
nécessairement une sous-suite convergente p.s. mais elle admet toujours une sous suite
aléatoire qui converge p.s. (voir lemme 2 de Kabanov-Stricker (2001)), d’ou le point (i)
dans la définition 8.30. La deuxiéme condition (i7) indique que I’on doit prendre en compte
le passé, i.e. choisir la sous-suite a ¢ + 1 de telle sorte qu’elle soit une sous-suite de celle
de la date t.

Définition 8.30 Une stratégie ( = {(;, 1 <t < T} € ® est une point d’accumulation
pour ¢p, = {pnt, 1 <t <T} € D sielle peut étre obtenue récursivement de la fagon suite :
pour tout 1 <t < T il existe des variables aléatoires o a valeur de N telles que

(i) okt, k € N sont Fy_i-mesurables et o < o414 D-S-;

(1) (Okt+1)k>0 est une sous-suite de (ok4)p>0 presque surement pour tout 1 <t <T —1;
(iii) (¢ = limy o0 Goy ,t Presque stirement, pour tout 1 <t < T

Théoreme 8.31 Supposons S borné et que les hypotheses 8.4 et 8.27 sont satisfaites. Soit
z > w(Q). La suite des strategies optimales (¥y,(2))n>Ny = ({¥n4(2), 1 <t < T}Hnx>n,
définies dans le théoréme 8.28 admet un point d’accumulation ((z) = {((z), 1 <t < T},
qui est une stratégie de sur-réplication.

Ce résultat a une interprétation économique claire : si 'aversion au risque de U, tend vers
I'infini, on peut alors asymptotiquement sur-couvrir le bien contingent en utilisant une
sous-suite convenablement choisie de la suite des stratégies optimales.
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Remarque 8.32 FEncore une fois, nous travaillons sur le probléme primal. Nous verrons
dans le chapitre suivant que l’on peut montrer le théoréme 8.29 via des techniques de
dualité. Cependant ce type de technique ne permet pas simplement d’obtenir la bornitude
uniforme de stratégies, ce qui est crucial pour le théoréme 8.51.

8.5.2 Programmation dynamique

La démarche utilisée pour arriver a nos résultats est similaire a celle employée dans la
sous-section 8.3.5. Mais, puisque nous n’utilisons pas I’hypothese d’élasticité asymptotique
(voir remarque 8.9), les estimations doivent étre menées différemment, en se basant sur
I’hypothése de convergence de ’aversion pour le risque. Soit, pour tout 0 < ¢ <7 — 1,

71-T(G') = G7
m(G) = ess.inf{X : 0(X) C F,3¢p € E; t.q.
X+ <¢), ASH_1> > 7Tt+1(G) pS}

Alors on montre facilement que 7(G) = 7(G). Puis on prouve un théoreme similaire au
théoreme 8.23, dont on reprend les notations. Ainsi en supposant que S est borné et que
les hypotheses 8.4, 8.27 sont satisfaites et que U, (0) =0, U},(0) = 1 pour tout n € N, on
montre qu’il existe des constantes Ny, 0 < s < T telles que pour tout n > N, les fonctions
Un,s sont bien finies. On montre aussi 'existence et la bornitude de la solution optimale4
(i.e. (8.9), (8.10), (8.11) (8.12), (8.14), (8.15)) et la finitude des fonctions valeurs ((8.16)).
Pour l'existence du point d’accumulation, on montre tout d’abord que

T

Pt 072028 < G -1/ < R (5.18)
Puis grace a (8.15) pour t = 1, on trouve qu’il existe une sous-suite (o, 1)k>0 de ny et
une constante (1(z) telles que, ¢ 1(2) — C1(z). Alors (8.15) pour t = 2 et le lemme
2 de Kabanov-Stricker (2001) montrent qu’il existe une sous-suite aléatoire Fj-mesurable
(0k,2)k>0 de (04,1)k>0 et une variable aléatoire Fi-mesurable (2(2) telles que w;k,ﬂ(z) —
(2(%) p.s. On continue la procédure et on montre 'existence d’une sous-suite aléatoire
(0k,t)k satisfaisant (i) et (i) dans la définition 8.30 et celle d’une variable aléatoire F;_1-
mesurable (;(z) satisfaisant (iii) : ((:(2))1<i<7 est alors un point d’accumulation de la
suite ((15, +(2))1<t<T)n>nN,- Gréce a (8.18), on montre que ((¢(2))1<i<7 est une stratégie
de sur-réplication pour G. Enfin on démontre la convergence des prix d’indifférence grace
au fait que sup,cq Up s(x) — 0 sur {x > 745(G)} et que Uy, o(75(G) — ) — —o0 p.s.

4. Les estimations, basées sur ’hypothése 8.27, nous permettent de montrer qu'une stratégie, pour
étre optimale, doit étre bornée. Puis on utilise un argument de compacité pour montrer qu’une stratégie
optimale existe.
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Chapitre 9

Convergence du prix d’indifférence
vers le prix de sur-réplication : cas
continu

Ce chapitre est basé sur l'article “Risk-averse asymptotics for reservation prices”, co-écrit
avec M. Rasonyi et a paraitre dans Annals of Finance (actuellement en ligne sur le site
de la revue). Les actifs risqués actualisés sont modélisés par une semi-martingale adaptée
Sy, t € [0,T] de dimension d définie sur un espace probabilisé et filtré (2, F, (F¢)sejo.17, P),
ol T représente ’horizon de temps. S est supposé localement borné.

Nous faisons 'hypothese classique d’absence d’opportunité d’arbitrage, qui peut se formu-
ler comme suit (voir Delbaen-Schachermayer (94))

Hypotheése 9.1 Supposons S localement borné et

M={Q, Q ~ Pt.qS est une Q-martingale locale} # . (9.1)

Soit Uy, n € N une suite de fonctions d’utilité définit sur R. Nous supposons qu’elle
satisfait I’hypothese 8.27. Nous introduisons les conjuguées de Fenchel V;,, de U, :

Va(y) :== igﬁ{Un(aﬁ) -y}, y € (0,00). (9.2)

Il est clair que les V,, sont des fonctions convexes et finies.

9.1 Hypotheses

Nous allons maintenant énoncer une condition élasticité asymptotique raisonnable qui,

dans notre contexte, sera de plus uniforme.

99
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Hypothese 9.2 Pour tout [Mo, A\1] C (0,00) il existe des constantes strictement positives
C1,C4, Cs telles que pour tout n et y > 0, on ait

Va(Ay) < CiVa(y) + Cay + Cs, (9.3)

pour tout X € [Ao, A\1].

Remarque 9.3 Si on considére une seule fonction d’utilité U (V' étant sa conjuguée)
alors Fittelli-Gianin (2004) montre que la condition (9.3) est équivalente a la condition
d’élasticité asymptotique raisonnable (voir remarque 8.9). Ainsi, I’hypothése 9.2 peut étre
considérée comme une condition d’élasticité asymptotique raisonnable uniforme en n (for-
mulée sur le dual).

Nous faisons a présent une hypothese qui permet de montrer que I’ensemble M, des pro-
babilités @ de M telles que la suite V,,(dQ/dP) est uniformément intégrable (par rapport
a P) est dense dans M pour la topologie de la variation totale (voir aussi proposition 6
de Biagini-Frittelli (04) et la proposition 2.1.20 de Kabanov-Safarian (01)).

Hypotheése 9.4 M, est non vide et on notera Qg un de ces éléments.

Remarque 9.5 Nous verrons plus loin des exemples ou cette hypothese est satisfaite.
Dans la remarque 9.10, nous proposerons également une hypothése alternative a 9.4.
L’hypothése 9.4 requiert une sorte de compacité. Des conditions similaires ont déja été
utilisées dans la littérature sur la stabilité des stratégies optimales par rapport a des per-
turbations sur les fonctions d’utilité, voir Larsen (2009) et Kardaras-Zitkovié¢ (2010). Dans
les deux articles, une suite U, de fonctions d’utilité convergent vers une fonction limite U
et la convergence des stratégies optimales et les fonctions valeurs associées sont étudiées
dans un cadre de marché semi-martingale, continu et incomplet.

Dans Larsen (2009), la suite U, est supposée magjorée par une fonction U dont la fonction
conjuguée V est telle que V(Z) est intégrable avec Z = dQo/dP et Qo est la mesure
martingale minimale. La convergence des stratégies optimales est montrée en probabilité.
Dans Kardaras-Zitkovié (2010), les auteurs étudient un marché ot certains actifs ne sont
pas échangeables (ce qui correspond a avoir une richesse initiale aléatoire) et font une
analyse en sensibilité par rapport a des perturbations sur les fonctions d’utilité mais aussi
sur le modéle (via une suite de probabilité P, ). Sous ’hypothése de convergence simple des
U, et en variation totale des P, ils étudient, en particulier, la convergence en probabilité
des stratégies optimales. Ils ont besoin d’une hypothése d’uniforme intégrabilité. Dans le
cas ou les actifs sont tous échangeables, elle suppose qu’il existe une probabilité martingale
Q telle (%VJ (y%)) est uniformément intégrable pour tout y > 0. Sous l’hypothese

n
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d’élasticité asymptotique raisonnable, il suffit en fait que la condition soit satisfaite pour
y = 1. Leur hypothése est donc similaire a la notre (P, = P dans notre contexte).
Notons, cependant, que dans les deux papiers cités, les U, sont définies seulement sur l’aze
positif.

9.2 Prix d’indifférence

Nous définissons a présent ’ensemble des stratégies admissibles (voir remarque 9.6 ci-
dessous) :

A := {¢ prévisible et S-intégrable t.q. Jw > 0, V> > —w V¢ € [0, T},

ol Vtmb =z + fOT ¢1dSy est la richesse associée a la stratégie ¢ si 'on part de x.

Soit G une variable aléatoire, positive, bornée et Fpr-mesurable représentant le paiement
d’un bien contingent en T'. On définit le méme probléme d’optimisation que précédemment
mais on prend maintenant le supremum sur A. Soit x € R,

Un (2, G) = sup EU,(Vi? — G). (9.4)
peA

Ce supremum est bien défini (les stratégies admissibles sont bornées inférieurement) mais
peut valoir 4o0.

Remarque 9.6 Notons que cette classe de stratégies admissibles ne contient pas les stratégies
optimales et qu’il est nécessaire de prendre un classe élargie (voir Schachermayer (2001))
pour les obtenir. Toutefois, la fonction valeur u,(x,G) est la méme que l'on prenne le
supremum sur notre ensemble ou ’ensemble élargi. Ainsi le prixz d’indifférence étant défini

a partir des quantités u,(x,G), il n’est pas nécessaire, dans notre contexte, de se placer
sur la classe élargie (qui est un peu plus complexe & définir).

Nous supposons enfin qu’il existe une richesse initiale g pour laquelle les investisseurs ont
(asymptotiquement) une préférence et un taux de croissance commun.

Hypotheése 9.7 Il existe zo, 3 € R et a € (0,00) tels que U} (zg) — « et

n—-+00
Unleo) =2, B

Théoreme 9.8 Supposons que les hypothése 8.27, 9.2, 9.1, 9.4 et 9.7 sont satisfaites.
Alors les quantités un(zo,G),n € N sont bien finies et les prixz d’indifférence associés
pn(x0, G) convergent vers mw(G) lorsque n — oo.
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Soit g € R, on peut obtenir un théoreme similaire sans ’hypothese 9.7 mais en imposant
I’hypotheése d’élasticité 9.2 et celle de compacité 9.4 & une famille de fonctions d’utilité
normalisées ﬁn(x) = w et & leur transformé de Fenchel Vj,, plutot qu'a U, et

Vi

Théoreme 9.9 Supposons que les hypothése 8.27 et 9.1, ainsi que 9.2 et 9.4 pour V,, sont
satisfaites. Alors les quantités un(xo, G),n € N sont bien finies et les priz d’indifférence
associés py(xo, G) convergent vers w(G) lorsque n — oco.

Les hypotheses du théoreme 9.9 peuvent étre plus faciles a vérifier dans la pratique : c’est
le cas des exemples ci-dessous.

Remarque 9.10 Supposons maintenant que les U,,n € N satisfont [’hypothése 8.27 ainsi
que

Hypothése 9.11 II existe Qo € M telle que dQo/dP et dP/dQy sont bornés.

On peut alors montrer que ’hypothése 9.11 est plus forte que ’hypothése 9.4 pour V,, et
permet donc de la supprimer. En effet le corollaire 1.2 de Kabanov-Stricker (2001) montre
directement que les probabilités Qo € M vérifiant 9.11 sont denses dans M.

On peut construire facilement des modéles qui satisfont Uhypothése 9.11 : considérons
une semi-martingale Sy localement bornée, t € [0,T] définie sur (2, F,(Fi)icpp): P) et
telle que M ={Qo} (par exemple le marché complet de Black-Scholes). Supposons que la
probabilité historique P est telle que P ~ Qo avec dP/dQq et dQo/dP bornés (par exemple
P = Qo). Alors le processus de priz (actualisé) S défini sur (2, F, (Fi)ejo,m), P) satisfait
Uhypothése 9.11. Notons qu’économiquement, ce type de marché n’a pas beaucoup de sens
et que dans la plupart des modéles en temps continu, [’hypothése 9.11 n’est pas satisfaite.
En temps discret cependant, c¢’est une hypothése qui est vérifiée sous des conditions rai-
sonnables (voir Rdsonyi-Stettner (2005) ou Rokhlin (2008)).

9.3 Exemples

Nous proposons dans cette section deux exemples (d’autres sont proposés dans le papier

11)).

Exemple 9.12 Nous vérifions tout d’abord que le cas de la fonction d’utilité exponentielle,
qui a déja €té traitée dans la littérature, est bien inclus dans notre cadre. Soit

1 —exp{—a,r}
= - ,

U, (x)
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avec ap > 0 convergeant vers oo avec n — 00. Si le modéle satisfait 9.1 et qu’il existe

Qo € M telle que
dQo . dQo
Eap ™ ap

alors pp(0,G) — w(G), n — oo. En fait, on peut montrer que la convergence est vraie

(9.5)

pour tout xg € R (par le théoréme 9.9).

Exemple 9.13 L’exemple suivant n’a pas €té traité, a notre connaissance, par la littérature,
en temps continu

Un () = —— (& + 1)~ — 1100y -

o oy + 2 (=)™ = Ulgaco)

avec oy > 0, tendant vers oo avec n — oo. On montre que les U, sont des fonctions
d’utilité satisfaisant Uhypothese 8.27 et que si le marché satisfait o 9.1 et qu’il existe
Qo € M tel que

dQO 14¢

F— .
1P < 00 (9.6)

pour un certain € > 0 alors p,(0,G) — 7(G), n — oco.
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