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Introduction

La notion de forme ou de motif est fondamentale dans la plupart des
activités humaines. Ce concept est connu et inconsciemment employé par
chacun d’entre nous depuis I’enfance mais il a été étudié formellement seule-
ment depuis le siécle dernier.

Prenons par exemple un des jouets préférés des petits enfants, la boite &
formes. Ce jeu consiste en un ensemble de piéces de différentes formes géo-
métriques (habituellement, un prisme rectangulaire, un prisme triangulaire,
et un cylindre) et une boite qui a plusieurs trous avec des formes (habituel-
lement, un carré, un triangle, et un cercle) correspondant aux formes des
piéces et I'objectif est d’insérer les piéces dans la boite. D’habitude, la boite
est congue pour permettre I'insertion d’une seule piéce dans chaque trou mais
parfois, une méme piéce peut étre insérée dans différents trous. La boite peut
également avoir plusieurs trous de la méme forme, induisant encore plus de
choix sur le trou qui pourrait étre choisi. On est donc confronté a un pro-
bléme de discrimination par rapport a des motifs (ou filtres) ou, autrement
dit, a un probléme de filtrage. En effet, ce type de jeu a été pour la plupart
d’entre nous la premiére expérience avec le concept de filtrage.

La notion de motif est en fait présente dans tous les aspects de la vie.
On utilise les motifs pour analyser les informations que l'on voit ou que
I'on entend lorsqu’on lit un texte ou lorsqu’on écoute de la musique, pour
prendre des décisions lorsqu’on conduit une voiture ou pour réaliser des rai-
sonnements (par cas) dans les démonstrations mathématiques. Par exemple,
lors de la lecture d’un texte, on ne lit pas caractére par caractére mais on
identifie des mots en général et méme, des morceaux entiers de phrase. De la
méme fagon, I'identification d’une chanson est réalisée en filtrant la mélodie
par rapport a des accords et éventuellement par rapport a un théme mais
les motifs recherchés sont rarement des notes musicales. Le parcours d’'un
itinéraire suppose l'identification d’un motif (un plan) obtenu a partir d’une
carte ou d’un dispositif GPS dans un paysage ou par rapport a une structure
routiére concrete.
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Les mathématiques utilisent pleinement la notion de motif, certains parti-
culiérement élaborés. Par exemple, pour résoudre I'équation 4u?+4u+1 = 81
il est utile de reconnaitre I'expression 4u? + 4u + 1 comme une instance de
la forme expansée de I’expression (z +%)?. Bien que ce dernier probléme soit
évidemment plus complexe que la boite & formes, les mémes notions de motif
et de filtrage sont utilisés dans les deux cas.

En informatique, I'utilisation de motifs permet une représentation proche
de notre fagon de penser pour les problémes & résoudre ainsi que pour
les calculs et les raisonnements correspondants. Les motifs ont été uti-
lisés initialement dans les éditeurs des textes pour la recherche des ex-
pressions réguliéres a la place des simples recherches par mot [DL67]. Le
filtrage sur les séquences (de caractéres) a été introduit dans des lan-
gages de programmation dédiés au traitement des chaines de caractéres
comme SNOBOL [Gim73| et un filtrage Ssur des structures d’arbre a été
ajouté aux versions initiales du langage LISP [McBT70]. Le filtrage est égale-
ment utilisé couramment dans la programmation fonctionnelle (par exemple,
ML [GMWT9, LDG™04], Haskell [HE92]), dans la programmation logique
(par exemple, Prolog [Rou75]), dans la programmation basée sur la réécriture
(par exemple, ASF+SDF [KIi93|, Elan [Vit94], Maude [CELM96, ICDE™01],
Obj* |GKK™87|, Stratego [Vis99]) et plus récemment intégré dans des lan-
gages existants (par exemple, ToM [MRV03|, JMatch [LMO3]).

Le filtrage n’est bien évidement pas un but en lui-méme : le filtrage est gé-
néralement réalisé lorsqu’on veut effectuer une action. Typiquement, quand
on détecte qu'un certain nombre est additionné & zéro ou, autrement dit,
quand on trouve un motif de la forme x + 0 dans une expression arithmé-
tique, on veut simplifier I’expression en remplagant toute instance de x + 0
par instance correspondante de x. L’action peut affecter ’expression filtrée
comme, par exemple, quand 7+ 0 est remplacé par 7, ou peut avoir juste un
« effet de bord ». Par exemple, si le filtrage détecte une expression de la forme
7/0 alors une exception peut étre levée. Ce type de transformation peut étre
naturellement décrite en utilisant la réécriture qui consiste, intuitivement, &
filtrer un objet et a le remplacer (partiellement) par un autre.

La réécriture Une approche naturelle pour la spécification des actions &
effectuer sur les objets est 'utilisation de régles de réécriture, c’est-a-dire
des entités de la forme [ — r qui indiquent qu’une instance de [ devrait étre
remplacée par I'instance correspondante de r. Des actions multiples peuvent
étre spécifiées par les systémes de réécriture qui sont des ensembles de régles
de réécriture. Par exemple, le systéme de réécriture comprenant les régles

O+zx — x (1.1)
s(y)+z — s(y+x) (1.2)

spécifie d'une fagon claire et trés proche de la définition originale [Pea89] les
actions atomiques définissant ’addition sur les entiers de Peano.



Les régles d’un systéme de réécriture spécifient explicitement la forme
des objets réductibles et la facon dont ils sont réécrits mais ne précisent pas
comment gérer les conflits potentiels liés au choix de la régle & appliquer ou de
la position d’application. Par exemple, les deux régles ci-dessus peuvent étre
appliquées a différentes positions du terme s(0) + (0 + s(0)) et les résultats
des réductions correspondantes sont différents. Il faut donc non seulement
décider quelle régle devrait étre appliquée et a quelle position mais une autre
question se pose naturellement dans ce contexte : quelle action doit étre
effectuée aprés I'application d’une régle? Doit-on considérer que le résultat
obtenu est définitif ou essayer d’appliquer la méme régle ou les autres régles
du systéme ?

Toutes ces questions sont au coeur de I’étude des systémes de réécriture
ou, en général, une relation de réécriture est définie et étudiée [HOS0, [BN9S|
KK99, [Ter03]. Quand le systéme de réécriture est confluent (garantissant
que les réductions correspondantes sont joignables) et fortement normali-
sant (garantissant que toute réduction termine), la notion de forme normale
permet de donner la sémantique de ’application d’un ensemble de régles de
réécriture. Par exemple, les régles ci-dessus donnent la sémantique de 1'opé-
rateur + et la forme normale du terme s(0) + (0 + s(0)) par rapport a ces
régles est s(s(0)).

Dans ce formalisme, 'application d’une régle de réécriture est néanmoins
implicite et le mécanisme global d’application d’un systéme de régles devient,
bien que tout a fait précis, relativement technique. Par ailleurs, puisque le
processus d’application d’une régle n’est pas visible dans le formalisme, il
n’est pas possible de donner une description explicite des stratégies de ré-
écriture et les quelques tentatives dans cette direction sont des fonctionnalités
supplémentaires ajoutés aux cadres existants comme, par exemple, les stra-
tégies locales d’Obj* ou les stratégies plus générales de Elan, Maude, Stratego
ou Towm.

Systémes d’ordre supérieur L’application est une opération explicite du
A-calcul, le formalisme bien connu et largement étudié introduit par Church
dans les années 40 [Chu4l]. D’autre part, il est surprenant que le A-calcul,
un des modéles de calcul les plus utilisés, utilise seulement un mécanisme de
filtrage trivial et il faut noter que ’absence de mécanismes de filtrage plus éla-
borés dans le A-calcul méne & des encodages complexes pour des notions clas-
siques. Par exemple, un nombre entier n peut étre représenté par le A-terme
Az f(f(...x)) ou f apparait n fois dans la partie droite de I'abstraction
et 'addition peut étre encodée par le terme n+m 2 An. Am.Af A z.nf(mfz).
Il est clair qu’il serait intéressant de disposer dans un formalisme comme le
A-calcul d’une spécification explicite des naturels et des opérations arithmé-
tiques exprimées d’une fagon plus intuitive.

En effet, S. Peyton-Jones définit une généralisation du A-calcul avec du
filtrage et propose ainsi un paradigme incluant de maniére primitive le fil-
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trage [PJ87] comme un fondement théorique pour les langages fonctionnels.
A partir des années 90, d’autres calculs avec motifs sont introduits soit dans
le cadre de la programmation fonctionnelle (le A-calcul avec motifs [vO90],
le calcul basique de filtrage [Kah03], le calcul a motifs purs [Jay04] [JTK0G]
et le A-calcul avec constructeurs [AMRO6]) soit pour donner une sémantique
aux langages a base de régles (le calcul de réécriture [CKO1]).

Le calcul de réécriture Nous avons introduit et étudié le calcul de réécri-
ture, appelé aussi p-calcul, un formalisme ot les notions de filtrage, de régle
de réécriture, d’application de régle et les résultats de ces applications sont
définis au méme niveau. Nous disposons donc d’un formalisme ot les ingré-
dients de la réécriture et du A-calcul sont intégrés d’une maniére uniforme,
précise et atomique.

Dans ma these [Cir00] j’ai montré que l'intégration uniforme des méca-
nismes de bases de la réécriture et du A-calcul permet une définition précise
des stratégies de réécriture utilisées dans les langages basés sur la réécriture.
J’ai continué I’étude de ce calcul et les recherches menées en collaboration
avec différents chercheurs ont conduit ces dix derniéres années a des déve-
loppements et des résultats trés fructueux comprenant :

— la définition des encodages de calculs a objets |CKLOlal et
des encodages simplifiés de stratégies classiques de parcours de
termes [CHWO07] ;

— des systémes de types dépendants [CKLO1b, BCKL03| étudiés dans le
contexte des assistants & la démonstration aussi bien que des systémes
de types [CLWO03| ICKLWO0G6] développés dans le contexte des langages
de programmation & base de régles et stratégies;

— la définition d’un formalisme pour la réécriture d’ordre supérieur et
I’étude de la relation avec des formalismes similaires et en particulier
avec les CRSs [BCKO06] ;

— la définition des extensions avec des mécanismes de filtrage et substi-
tutions explicites [CEKO07] ;

— la définition d’une extension avec des graphes [BBCKO06] permettant
le partage et la définition de structures de données cycliques.

D’autres aspects du calcul de réécriture ont été étudié indépendemment
et on peut citer, en particulier, 'intégration des mécanismes d’exceptions
dans le calcul [FK02, [CKL02|, des extensions du calcul avec des traits im-
pératifs [LS04, [LSOS|, des stratégies de réduction pour le calcul de réécri-
ture [EMS06] ainsi que I’étude des notions de modéles généralisant ceux du
A-calcul [Fau07].

Ce manuscrit se focalise sur la présentation du calcul de réécriture comme
un formalisme théorique permettant de donner la sémantique dynamique et
statique de toute une famille de langages basés sur le filtrage, les régles et les
stratégies de réécriture. Le p-calcul a plusieurs paramétres ce qui nous fait



parler du calcul quand on abstrait par rapport a ses paramétres et donner des
noms spécifiques aux calculs obtenus en précisant, par exemple, le filtrage
utilisé ou en ajoutant des fonctionnalités supplémentaires comme 1’échec ex-
plicite de filtrage. Nous présentons ici le calcul de réécriture général ainsi que
plusieurs instances et extensions. Nous mettons ’accent sur ’expressivité et
sur les propriétés de ces calculs. Plus précisément, nous montrons comment
le calcul de réécriture peut étre utilisé pour expliciter le processus de réécri-
ture (sous des stratégies) et nous présentons des encodages (typés ou non)
de différents formalismes similaires. La propriété qui est montrée pour tous
ces calculs est la confluence et nous fournissons les schémas des preuves qui
deviennent particuliérement élaborées quand le filtrage est non trivial ainsi
qu’une preuve de confluence générique qui isole les conditions suffisantes en
axiomatisant la maniére dont le filtrage est réalisé.

Le chapitre [2| introduit le calcul de réécriture général et illustre son ex-
pressivité. Nous nous intéressons dans ce chapitre & deux variantes du calcul
général et nous présentons les résultats de confluence correspondants. L’ex-
pressivité de ces calculs est illustrée a travers des encodages de la réécriture
avec stratégies. Nous discutons briévement les différentes présentations du
calcul de réécriture utilisées dans la littérature depuis son introduction.

Dans le chapitre [3| on s’intéresse aux aspects liés au typage dans le calcul
de réécriture et nous nous focalisons seulement sur les systémes de types dé-
veloppés dans l'optique d’un formalisme théorique pour le typage dans des
langages de programmation a base de régles. En particulier, nous montrons
que les encodages présentés dans le chapitre [2] sont bien typés. Nous prou-
vons également que les propriétés usuelles sont vérifiées par les différents
versions typées du calcul. Nous considérons ces systémes de types comme de
bons candidats pour donner la sémantique statique de toute une famille de
langages basés sur la réécriture.

Le chapitre [4] introduit progressivement un calcul de réécriture qui mani-
pule explicitement les contraintes de filtrage et I’application des substitutions
obtenues comme résultat. Le calcul proposé est modulaire dans le sens ot
il peut étre adapté a différentes théories de filtrage et cette modularité se
situe non seulement au niveau de la conception mais également au niveau
de la preuve de confluence qui est relativement complexe mais isole claire-
ment les parties concernées par le filtrage. Nous considérons que ces calculs
avec substitutions explicites sont particuliérement appropriés comme support
théorique pour les implantations des langages basés sur la réécriture.

On g’intéresse ensuite dans le chapitre [b| & une extension du calcul de
réécriture qui utilise non seulement les contraintes de filtrage du calcul pré-
sentées dans le chapitre 4] mais également des contraintes d’unification. Le
formalisme ainsi obtenu bénéficie non seulement des avantages du calcul de
réécriture général mais permet également la manipulation de graphes avec du
partage et des cycles. Il généralise le A-calcul cyclique et permet un encodage
des réductions des systémes de réécriture de termes-graphes. Le formalisme
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présenté ici met en évidence des techniques d’optimisation pour des implan-
tations basées sur le calcul de réécriture et suggére des extensions possibles
pour améliorer ’expressivité de langages & base de régles.

L’objectif du chapitre [f] est d’établir une méthodologie pour prouver la
confluence des différentes versions du calcul de réécriture mais également des
autres calculs & motifs. Nous introduisons un calcul d’ordre-supérieur avec
motifs et nous montrons que les principaux calculs a motifs introduits dans
la littérature ont des formulations alternatives dans le formalisme général. La
confluence de ce formalisme général est obtenue en imposant certaines condi-
tions de stabilité pour la fonction de filtrage sous-jacente et nous montrons
que tous les calculs & motifs étudiés satisfont ces conditions. Nous fournis-
sons ainsi un formalisme général permettant d’exprimer différents calculs &
motif et une méthodologie qui met en évidence les points clés permettant
d’obtenir la confluence de ces calculs.

Ce document présente seulement une partie de mes travaux de recherche
réalisés depuis ma thése. Pour terminer cette présentation, je discuterai brié-
vement les autres thémes abordés pendant ces dix derniéres années et je
donnerai des perspectives de recherche émergeant de tous ces travaux.






Contexte :

Les notions de filtrage et de réécriture sont omniprésentes en informatique
et elles apparaissent dés les fondements théoriques jusqu'aux réalisations
logicielles. La réécriture a été utilisée pour définir la sémantique opération-
nelle de langages de programmation, mais également pour décrire par des
régles d'inférence des logiques, des prouveurs de théorémes ou des solveurs
de contraintes. Il n'est donc pas surprenant que de nombreux langages se
sont construits autour de cette notion de réécriture.

Bien que la réécriture soit un formalisme Turing complet, les langages de
programmation reposant sur ce concept ont introduit des extensions per-
mettant de les rendre encore plus expressifs. La sémantique compléte de
ces langages devient donc plus élaborée et est souvent exprimée en utilisant
plusieurs formalismes.

Je me suis donc intéressé a I'étude d'un formalisme permettant d'exprimer
d’une maniére uniforme la sémantique des langages a base de régles et stra-
tégies et j'ai essayé de répondre a plusieurs questions dans ce contexte.

Questions :

e Quel formalisme pour expliciter les mécanismes de la réécriture avec stra-
tégies?

e Quel est son pouvoir d'expression ?

e Quelles sont ses propriétés ?

Contributions :

J'ai proposé le calcul de réécriture, un formalisme permettant de décrire
I'application de régles de réécriture et de représenter les résultats obtenus.
Nous avons montré que la définition des régles de réécriture et des ensembles
de résultats au niveau objet de ce calcul nous permet de modéliser I'exécution
des régles et stratégies de réécriture. Nous avons également montré que
I'expressivité du calcul va au-dela de la sémantique des langages a base de
régles et permet, en particulier, un encodage relativement simple de A-calculs
a objets. Nous ne présentons pas dans ce document ces encodages décrits par
ailleurs mais nous montrons un encodage des systémes de réécriture guidés
par des stratégies classiques. Ces études d'expressivité du calcul de réécriture
ont permis non seulement de donner une sémantique compléte au langage
Elan mais ont également conduit au développement du langages de stratégies
du langage ToM.

Le calcul n'est ni confluent ni terminant quand aucune discipline n’est im-
posée sur la constructions des termes. Nous avons proposé des restrictions
(syntaxiques) permettant d'obtenir la confluence pour le calcul de base et
pour des instances permettant une manipulation explicite de I'échec (de fil-
trage).



Le calcul de réécriture de base

Le calcul de réécriture, également appelé p-calcul, est un formalisme
d’ordre supérieur qui hérite du A-calcul ses fonctionnalités d’ordre supérieur :
le traitement explicite des fonctions et leur application. Pour exprimer des
régles de réécriture, la Ad-abstraction est généralisée a une abstraction sur des
motifs plus élaborés qu’une simple variable et 1’évaluation est basée sur le
filtrage sur les motifs qui peut étre réalisé syntaxiquement ou modulo une
théorie équationnelle. Dans le dernier cas, elle peut donner plusieurs résultats
qui sont groupés, dans le p-calcul, dans des collections de termes, permettant
ainsi un traitement naturel du non-déterminisme intrinséque a la réécriture.

Les premiéres présentations du p-calcul [CK98|, [CK99b! [Cir00), [CKO01] se
focalisent principalement sur ’encodage de la réécriture et des stratégies.
Une version simplifiée [CKLOIa] permettant I’encodage de A-calculs a ob-
jets a été introduite par la suite. Plusieurs extension du p-calcul ont été
également proposées afin de traiter différents problémes : pour traiter les ex-
ceptions [FK02|, pour manipuler explicitement le filtrage et les substitutions
(chapitre [4]), pour disposer de traits impératifs [LS04], pour manipuler des
graphes au lieu des termes (chapitre [5)).

Nous présentons dans ce chapitre le p-calcul de base et deux variantes :
le psk-calcul qui permet de gérer explicitement les échecs de filtrage et le
pg-calcul avec une application distributive. Nous discutons briévement les
propriétés de confluence du calcul de base et de ses extensions et nous illus-
trons leur puissance d’expression en montrant des encodages de la réécriture
stratégique. Dans ce document nous présentons seulement la syntaxe et la
sémantique de la derniére version du calcul ; la derniére section de ce chapitre
rappelle briévement les différences par rapport aux autres versions.

La premiére version du calcul de réécriture a été réalisée en collaboration
avec Claude Kirchner. La syntaxe et la sémantique du calcul de base présenté
ici est le résultat de plusieurs travaux réalisés avec Claude Kirchner et Luigi
Liquori. Benjamin Wack a joué un réle important dans le développement
des variantes présentées dans ce chapitre, le pg-calcul ayant été proposé avec
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T,P == X (Variables)
| K (Constantes)
| P—-T (Abstractions)
| T 7T (Applications)
| T 7 (Structures)

FIGURE 2.1 — Syntaze du p-calcul
Clément Houtmann dans le cadre de son stage de master.

2.1 La syntaxe du calcul de réécriture de base

Nous considérons les méta-symboles «  —  » (opérateur d’abstrac-
tion), « 1 » (opérateur de structure) et 'opérateur «  » d’application.
Etant donné un ensemble IC de constantes et un ensemble X de variables,
I’ensemble des termes du p-calcul de base est défini dans la figure

En p-calcul, une A-abstraction de la forme Ax.A est généralisée par une
abstraction sur un motif (également appelée régle) de la forme P — A ou P
peut étre un motif plus général qu’une simple variable. Le membre gauche de
Pabstraction définit les variables liées et une information de contexte. Dans
une abstraction de la forme P — A nous appelons le terme P le motif et le
terme A le corps.

Les termes peuvent étre groupés dans des structures de la forme A B
qui peuvent étre considérées comme des collections de termes. Une structure
peut étre vue comme une paire, mais on ’utilisera parfois comme un ensemble
ou une liste ordonnée, en se donnant une théorie équationnelle appropriée
sur le symbole « _?  ». Comme les régles sont elles-mémes des termes, la
structure permet de représenter non seulement des ensembles de résultats,
mais aussi des ensembles de régles, ce qui s’avére trés utile lorsqu’on veut
encoder la réécriture.

On suppose que, par défaut, 'opérateur d’application est associatif a
gauche, alors que les autres opérateurs sont associatifs a droite. L’application
est plus prioritaire que « ~ — _ » qui est & son tour plus prioritaire que
« 0o

On utilisera les symboles A, B,C, ... pour dénoter les termes de l’en-
semble 7, les symboles x, y, z, . . . pour les variables de ’ensemble X' (X C 7)),
les symboles a,b,c, ..., f,g,h,... et des chaines de caractéres construites en

les utilisant pour des constantes de l'ensemble K (K C 7). Finalement, les
symboles P, Q) dénotent des motifs de I'ensemble P (X C P C 7). Des vec-
teurs de termes de la forme (Aj,...,A,) sont notés par A. L’identité des
termes est notée =.

Si une méme variable apparait au plus une fois dans un terme alors le
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terme est dit linéaire.

Définition 1 (Termes algébriques) Les termes algébriques sont les
termes de la forme

(- ((f A1) A2)---) Ay

ot [ est une constante et A1, Ao, ..., A, sont des termes algébriques. On
utilise habituellement la notation f(Ay, A, ..., Ayn) ou encore fA pour ce
type de termes.

Les termes algébriques simulent exactement I'union de toutes les algébres
de termes 7 (K, X') que 'on peut construire en assignant tous les choix d’ari-
tés possibles aux constantes de . C’est une des classes de termes que nous
utiliserons le plus souvent pour les motifs.

Exemple 1 (Encodage de formules propositionnelles) Nous considé-
rons les constantes true, false, not, and, or, xor (qui dénotent les va-
leurs booléennes vrai et fauz, la négation, la conjonction, la disjonction et
la disjonction exclusive). Nous pouvons définir les termes and(x,true) et
or(not(z), not(y)) représentant des formules propositionnelles. Notons que les
deux termes sont algébriques.

Nous pouvons également définir quelques régles pour calculer dans l’al-
gebre booléenne :

— and(x,true) — x; loccurrence de la variable x dans le membre droit

est liée par le motif and(z, true).

— not(and(z,y)) — or(not(x), not(y)) ; cette régle lie les variables x et y.

— xor(x,x) — false ; une régle non-linéaire.
L’application de la deuziéme régle au terme not(and(true, false)) est repré-
sentée par le terme

(not(and(z, y)) — or(not(z), not(y))) not(and(true, false))

et, comme on wverra dans la section suivante, ce terme est réduit a
or(not(true), not(false)).

Exemple 2 (Instruction conditionnelle) Etant donné les constantes
true et false l’encodage de l'instruction conditionnelle est définie comme suit :

[neg] = (true — false ! false — true)
[if Athen Belse C] = (true — [B]false — [C]) [A4]

Définition 2 (Variables libres) L’ensemble de variables libres d’un terme
A et l’ensemble de variables liées, notés FV(A) et BV(A) respectivement,
sont définies inductivement par :
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FV() = 0 BV(c) £ 0
FV(xr) & {x} BV(z) £ 0
FV(A B) & FV(A)UFV(B) BV(A B) & BV(A)UBV(B)
FY(A1B) 2 FV(A)UFV(B) BV(A1B) & BV(A)UBV(B)
FV(P - A) 2 FV(A)\FV(P)
BY(P - A) & BV(A)UBV(P)UFV(P)

Quand I’ensemble de variables libres d’un terme est vide on dit que le terme
est clos. Sinon, il est ouvert.

Dans la suite de ce document nous travaillons modulo I’a-conversion,
c.-a-d. on ne fait pas de différence entre deux termes a-convertibles. Nous
adoptons la convention d’hygiéne de Barendregt [Bar84|, c.-a-d. pour un
terme donné, les ensembles de ses variables libres et liées sont disjoints.

Définition 3 (Substitution) Une substitution est une application de l’en-
semble des variables dans l’ensemble de termes. Le domaine d’une substi-
tution o, noté Dom(o), est l’ensemble de variables tel que o(x) # x. Si
Dom(o) = {x1,...,xn} et o(x;) = A, alors la substitution o est notée
{A1/z1... Ap/xn}. Une substitution s’étend & une application de termes
dans les termes. Cette application par rapport a un terme A, notée Ao, est
définie inductivement par

ro 2 o(x) ifx € Dom(o) (P—+B)o = P — (Bo)
yo £y if y ¢ Dom(o) (A1 A2)o = (A10) (A20)
coc £ ¢ (A1 Ag)o & (Ay0) (Az0)

Le co-domaine d’une substitution o, noté Ran(o), est défini comme 'union
des ensembles FV(zo) avec x € Dom(c). L’ensemble des variables d’une
substitution o, noté Var (o), est défini par Dom(c) U Ran(o).

La substitution identité, c.-a-d. la substitution qui envoie toute variable
sur elle-méme, est notée id.

Les substitutions sont appliquées modulo I’a-conversion et donc, les re-
présentants appropriés des termes sont utilisés afin d’éviter des captures
éventuelles de variables. Concrétement, dans le cas de I'abstraction, on peut
toujours supposer que Dom(c) N FV(P) = et FV(P) N Ran(f) = 0.

La composition de deux substitutions o et T est notée oot et elle est défi-
nie comme d’habitude, c.-a-d. z(oco7) = (z7)o. La restriction (du domaine)
d’une substitution o a un ensemble de variables 6 est notée ojg.

2.2 La sémantique du calcul de réécriture de base

Le mécanisme d’évaluation du p-calcul est basé sur 'opération fonda-
mentale de filtrage. Quand une régle est appliquée, cette opération permet



2.2. La sémantique du calcul de réécriture de base 13

de lier les variables a leurs valeurs correspondantes. Le formalisme général
ne précise pas explicitement le type de filtrage utilisé, filtrage qui peut étre
effectué syntaxiquement ou modulo une théorie équationnelle. L’ensemble
des motifs et la congruence modulo laquelle les termes sont filtrés sont ainsi
des paramétres du calcul. Le troisiéme paramétre est la théorie sous-jacente
a l'opérateur de structure (typiquement, une combinaison d’associativiteé,
commutativité et idempotence).

Nous donnons d’abord quelques exemples d’algorithmes de filtrage qui
peuvent étre utilisés par le mécanisme d’évaluation du p-calcul et ensuite
nous définissons la sémantique opérationnelle du p-calcul.

2.2.1 Filtrage

Nous définissons d’abord l'opération de filtrage et donnons ensuite
quelques exemples d’algorithmes de filtrage pour différents ensembles de mo-
tifs.

Définition 4 (Filtrage) FEtant donnée une théorie T, c.-a-d. un ensemble

‘ e . T
d’axiomes définissant une relation de congruence =, on a :

1. Une équation de filtrage (appelée aussi probleme de filtrage) est une
paire notée P K1 A avec P un motif et A un terme.

2. Une substitution o est une solution de l’équation P <1 A ssi Po Za

L’ensemble des solutions de P <1 A est noté Sol(P <1 A).

Nous considérons souvent Sol comme une fonction qui, étant donné un motif
et un terme, renvoie ’ensemble de substitutions (potentiellement vide) du
probléme de filtrage correspondant. Si la congruence utilisée pour le filtrage
est claire dans le contexte alors elle n’est pas mentionnée explicitement.

Nous verrons dans les sections suivantes que la confluence des différentes
instances et extensions du calcul est obtenue en imposant des restrictions
sur ’ensemble des motifs et implicitement sur le filtrage utilisé. Notons déja
que dans le cas du filtrage syntaxique, la substitution résultant du filtrage,
quand elle existe, est unique et peut étre calculée par un algorithme récursif
simple donné par exemple par G.Huet [Hue76].

Définition 5 (Filtrage syntaxique) On considére des contraintes de fil-
trage de la forme A <’ B et des conjonctions potentiellement vides de tels
problémes construites avec l’opérateur commutatif et associatif A. L’ensemble
sutvant de régles confluentes et terminantes peut étre utilisé pour résoudre
des problémes de filtrage syntazique (non-linéaire) :

A<'ANM - M
(A Ag <" By Bo)) AM — (A1 <"B) A (Ay <" By) A M
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(P—-A)B —p Ao ... Aoy,
avec {o1,...,0,} = Sol(P <1 B)
(A12A2)B —5 Ay BV Ay B

FIGURE 2.2 — Sémantique opérationnelle du p-calcul

L’ensemble des solutions d’un probléeme de filtrage P <y A est obtenu
en normalisant la contrainte de filtrage P <’ A par rapport auz régles de
réécriture ci-dessus et selon le résultat obtenu on a :

= Sol(P < A) = {{Ai/zi}ier} si le résultat est \;cpp(i <" A;) avec

Ai:Aj Sil‘i:l‘j,‘
— Sol(P < A) = {id} si le résultat est la conjonction vide ;
- Sol(P < A) =0 sinon.

Quand on manipule des motifs algébriques on peut remplacer la régle de
décomposition pour ’application par la régle suivante :

flAL A < f(Bry Bl AM = AL (A< B) A M

L’ensemble de régles ci-dessus peut étre utilisé pour résoudre des pro-
blémes de filtrage sur les termes algébriques et il peut étre facilement étendu
pour manipuler des structures de termes algébriques.

Définition 6 (Structures algébriques) L’ensemble de structures algé-
briques est défini par :

P = X|K|KP|PlP

Si aucune théorie n’est utilisée pour l'opérateur de structure alors cet
opérateur peut étre considéré comme une constante et on doit ajouter la
régle suivante aux algorithmes de filtrage précédents :

(P1Q<"A1A) AN M —  (P<'A)D AN Q<" A) A M

2.2.2 Reégles d’évaluation

La sémantique opérationnelle du p-calcul est donnée dans la figure
ou T dénote la congruence modulo laquelle les problémes de filtrage sont
résolus.

La régle (p) précise le comportement de I'application des abstractions :
pour appliquer une régle P — A & un terme B, on calcule d’abord les solu-
tions potentielles du probléme de filtrage entre P et B modulo la congruence
T. Si de telles solutions existent (& noter la condition implicite n > 1 dans la
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régle), les substitutions correspondantes sont appliquées a A et les résultats
sont alors groupés en utilisant 'opérateur de structure.

La régle (9) définit ’application des structures. L’application d’une struc-
ture A1 ! Ay & un terme B consiste simplement & distribuer 'application sur
I’argument par rapport aux éléments de la structure. Quand A; et As sont
des régles, ce type d’application correspond, intuitivement, & 'application de
plusieurs régles d’un systéme de réécriture au terme B.

La fermeture compatible d’une relation R serra notée —p ou, par abus
de notation, simplement R. Sa fermeture transitive et réflexive est notée soit
R soit R*. Par exemple, +,s dénote la fermeture réflexive et transitive de
la relation compatible induite par les régles (p) et (9).

Exemple 3 (Réductions)

1. Si on considére un filtrage syntazique (T =0), on a

(x - A) B +—, A{B/z}

(a—>A)a —, A
(a—a)b est en forme normale puisque a et b ne filtre pas
(f(z) = g(x)) fla) = gla)

(
(a—bla—c)a s (a—b)al(a—c)a
= bl(a—c)a

=, ble
2. Dans une théorie équationnelle f x y =1 f y x, nous avons

(x —z) f(a,b) +—, f(a,b)
(f(z,y) = ) f(a,b) = albd

Il faut noter que la fonction Sol associée & une théorie de filtrage non-
unitaire retourne un ensemble de substitutions et pour préserver la nature
non ordonnée de cet ensemble la théorie associée a I'opérateur de structure
devrait inclure I'associativité et la commutativité.

Exemple 4 (Application d’un systéme de réécriture) Dans une pre-
miere approzimation, 'application d’une structure de régles peut étre vue
comme application d’un systéme de réécriture. Le terme

(and(x,or(y,z)) — or(and(z,y),and(zx, z))
and(or(z,y), z) — or(and(z, z), and(y, z))) and(or(true, false), or(false, false))
représente 'application du systéme de réécriture

and(z,or(y,z)) — or(and(z,y),and(z,2))
and(or(z,y),z) — or(and(z,z),and(y, z))
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au terme and(or(true, false), or(false, false)). On wutilise la régle (0) pour dis-
tribuer les deux régles et on obtient :

(and(z, or(y, z)) — or(and(z,y),and(z, z))) and(or(true, false), or(false, false)) ¢
(and(or(z,y), z) — or(and(z, z),and(y, z))) and(or(true, false), or(false, false))

Apres deux réductions on obtient :

or(and(or(true, false), false), and(or(true, false), false)) 2
or(and(true, or(false, false)), and(false, or(false, false)))

L’application d’un systéme de réécriture n’est jamais aussi simple que ¢a.
Ici, nous encodons seulement un (méta) pas de réécriture mais, généralement
I’encodage est plus compliqué car on doit encoder non seulement ’application
d’une régle de réécriture a la position de téte d’un terme mais également la
stratégie de réduction guidant ’application des régles. Nous montrons dans
les sections et que le probléme peut étre résolu, par exemple, en
utilisant des points fixes (typés) [CKLWO03| pour appliquer le systéme de
réécriture récursivement.

2.3 Expressivité

Dans cette section nous donnons quelques exemples de p-termes et les
réductions correspondantes. Nous commencgons par donner un codage naturel
des A-termes en des p-termes.

Définition 7 (Encodage du A-calcul)
La translation de \-termes en p-termes est définie par

[«] 2z
\e.M] & x— [M]
[MN] = [M][N]

Quand on traduit des A-termes en p-termes I’abstracteur « A » est remplacé
par l'opérateur d’abstraction (de régle) « — ». Il est facile de voir que la
traduction est compatible avec la réduction des deux formalismes : pour
chaque (-réduction d'un A-terme il existe une p-réduction correspondante
du terme traduit dans le p-calcul. La traduction inverse du p-calcul vers le
A-calcul est considérablement plus élaborée [Wac05].

Théoréme 1 (Simulation du A-calcul en p-calcul) Si A et B sont deuz
A-termes alors

A—y3B si et seulement si [A] —, [B].
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Plusieurs calculs orientés abject, a savoir le « Lambda Calculus of Ob-
jects » de Fisher, Honsell, et Mitchell [FHM94] et le « Object Calcu-
lus » de Abadi et Cardelli [AC96a] peuvent également étre encodés dans
le p-calcul [CKLO1a.

En ce qui concerne la réécriture, la comparaison est un peu plus élaborée
car I’évaluation en p-calcul et en réécriture est assez différente :

— en p-calcul, les régles sont « consommées » une fois utilisées ;

— en p-calcul, la position ot une régles (de réécriture) est appliquée est

donnée explicitement (par 'opérateur d’application);

— en p-calcul, une éventuelle stratégie (sur l'ordre) d’application des

régles doit étre également donnée explicitement.

Les termes algébriques habituels des systémes de réécriture peuvent étre
traduits directement en p-termes algébriques. Nous considérons que cet en-
codage trivial est fait par le fonction [ | et nous obtenons un premier résultat
relatif & Pencodage des dérivations de la réécriture dans le p-calcul.

Théoréme 2 (Représentation d’un chemin de réécriture [CKO01])
Etant donné un systéme de réécriture R et deuz termes algébriques t et t/,
st trg t', alors il existe un p-terme A tel que

A [t =sllt]-

Nous pouvons aller encore plus loin et prouver que le comportement d’une
certaine classe de systémes de réécriture peut étre simulé. En particulier,
nous montrerons dans les sections et 2.6.2] que le comportement d’un
systéme de réécriture guidé par une certaine stratégie peut également étre
simulé [CLWO03|, [CKLWO03].

La combinaison de la réécriture de termes de premier ordre avec le
A-calcul a été déja réalisée soit en enrichissant la réécriture de premier ordre
avec des fonctionnalités d’ordre supérieur, comme dans les « Combinatory
Reduction Systems » (Crs) [Klo80, KvOvR93|, soit en ajoutant au A-calcul
des caractéristiques algébrique [BT8S8, [JO97].

Les divers systémes de réécriture d’ordre supérieur et le calcul de ré-
écriture partagent des concepts similaires et ont des applications similaires.
Il est donc naturel de comparer ces formalismes pour mieux comprendre
les différences et les avantages de chaque formalisme. Nous avons mon-
tré [BCKOG, Ber05] qu’on peut exprimer des dérivations d’'un CRS en termes
de dérivations du calcul de réécriture. Réciproquement, la version la plus
simple du p-calcul peut également étre codée par un CRS orthogonal [BKO7|
et, par conséquent, des propriétés importantes tel que la confluence, les dé-
veloppements finis et la standardisation sont déduites directement pour la
version correspondante du calcul de réécriture.
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2.4 Reésultats de confluence

Cette section rappelle les principaux résultats concernant la confluence
du p-calcul. Une étude plus détaillée de la confluence des calculs & motifs
sera faite dans le chapitre [6]

Nous devons tout d’abord préciser que 1'utilisation du filtrage syntaxique
peut mener & des réductions non-confluentes si nous n’imposons aucune res-
triction sur la forme des motifs. Les réductions

(zy—y) (z = 2)(ab))

b ab

illustrent le fait qu’en présence de motifs d’ordre supérieur (comme z y) le
filtrage de premier ordre n’est pas approprié.

Par ailleurs, les motifs non-linéaires de premier ordre peuvent mener éga-
lement & des réductions non-confluentes. La possibilité d’obtenir des paires
critiques non-joinables dans les systémes de réécriture d’ordre supérieur
manipulant des motifs non-linéaires a été montrée pour la premiére fois
par J.W.Klop [Klo80|]. Le contre-exemple de Klop peut étre encodé dans
le p-calcul [Wac05| montrant ainsi que le p-calcul non-linéaire n’est pas
confluent si aucune restriction n’est imposée sur les réductions.

Le combinateur de point fixe classique Y peut étre défini comme dans le
A-calcul

Y 2 (yers@ya)) (vsz—s(@yn))

et on a, pour tout p-terme A, la réduction Y A, A (Y A). On définit alors
les termes suivants

C = Y(y»x—»((dzz)we)(dx(ym)))
C +y (yma—(dz2)—=e) (dz(yz))C
= = ((dzz)—e)(dx (Cx))

A YC
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et on obtient les réductions

A CA ((dzz)—e)(dA(CA)
Ce ((dzz)—e)(d(CA)(CA)

La constante e est en forme normale et dans la plus courte réduction de
C e a e, il faut forcément réduire ses radicaux de téte. Au bout de quelques
p-réductions on obtient le terme ((d z z) — €) (d e (C e)), qui ne peut étre
réduit en téte qu’apres une réduction de C' e & e. Comme on a supposé la
minimalité de la réduction, on conclut par ’absurde que C' e ne se réduit pas
a e et donc les deux réductions ne confluent pas.

Pour garantir la confluence, V.van Oostrom propose dans son étude sur
le A-calcul avec motifs [vO90, KvOdV08] une condition de « motifs rigides ».
Nous présentons une caractérisation de cette condition ; la définition générale
sera discutée dans le chapitre [6]

Définition 8 (Rigid Pattern Condition) Un motif P respecte la « rigid
pattern condition » si il est

— linéaire (toute variable libre apparait au plus une fois),

— en forme pd-normale,

— sans variable active (c.-a-d., pas de sous-termes xA avec x libre).

Théoréme 3 (Confluence par Rigid Pattern Condition) La relation
pd est confluente si tous les motifs vérifient la Rigid Pattern Condition.

Malheureusement, ce résultat est valable dans le cas du filtrage syn-
taxique mais il est assez facile de voir que méme une théorie de filtrage trés
naturelle peut invalider la confluence du calcul. Comme mentionné précédem-
ment, ’ensemble de solutions d’un probléme de filtrage non-unitaire n’est pas
ordonné et donc, afin d’éviter des réductions trivialement non-confluentes,
la théorie associée a 'opérateur de structure devrait inclure I’associativité et
la commutativité. On pourrait imposer une certaine notion de préservation
d’ordre pour la liste de substitutions produite par l'algorithme de filtrage
pour éviter ce type de problémes mais la confluence du calcul ne peut pas
étre obtenue sans imposer des conditions supplémentaires sur la réduction.

Exemple 5 (Confluence avec filtrage non-unitaire) On considére un
symbole + associatif :

r+(y+z)=r(x+y) +=z
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On a alors les réductions suivantes :

(z—=(x+y—>2z)(a+t2) (b+c)

T e

(z+y—z) (a+(b+c)) (z—=a) (b+¢)
/| lp
al(a+0b) a

Le radical interne est réduit avant instanciation de z et donc il n’est pas
possible de réarranger 'argument a + z pour trouver les deuzx solutions du
probléeme de filtrage modulo ’associativité qui apparait dans la réduction de
gauche.

Pour obtenir un calcul confluent dans les théories de filtrage non syn-
taxiques il faut, en général, fixer une stratégie d’évaluation, autrement dit un
ordre bien précis de choix des radicaux dans un terme donné. Par exemple,
on peut autoriser des variables & gauche de ’application dans les motifs tout
en conservant un algorithme de filtrage trés simple, & condition que 1’al-
gorithme garanti que ces variables ne peuvent étre instanciées que par des
constantes. La forme des arguments autorisés rappelle alors le A-calcul par
valeurs de Plotkin [Plo75], adapté pour tenir compte du filtrage. Une étude
poussée de la confluence avec ce genre de motifs a été faite dans le calcul a
motifs purs [JKO06].

Une stratégie de réduction dans le p-calcul peut étre définie par un pré-
dicat C sur les p-termes tel que la régle (p) devient :

(P—A)B +—, Aoil...1Ao0,
si Sol(P <1 B) = {o1,...,0,} avec n > 0
et B satisfait C

La condition C est souvent définie par (I’appartenance a) un ensemble
de termes. Par exemple, si on considére qu’'un p-terme est une wvaleur rigide
s’il est clos et en forme normale par rapport & pd alors la stratégie d’appel
par valeurs rigides est la stratégie d’évaluation utilisant I’ensemble de valeurs
rigides.

Il n’est pas difficile de remarquer que si la régle (p) est appliquée quand
les arguments des abstractions ne peuvent plus évoluer on obtient un calcul
confluent puisqu’il y a seulement des paires critiques triviales. L’exemple
de réductions non-confluentes en présence d’un symbole associatif est main-
tenant résolu parce que I’évaluation qui méne & a n’est plus possible.

Théoréme 4 (Confluence par valeurs rigides [CHWO07, [Cir00])
Quelle que soit la théorie de filtrage choisie, la relation pd est confluente
sous la stratégie d’appel par valeurs rigides.
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P = X|K]|stk|KP (Motifs)
T = X|K|stk| P->T|TT|T T (Termes)

FIGURE 2.3 — Syntaxe de pstk

2.5 Echec explicite de filtrage : pgx

On a vu dans la section précédente que si le probléme de filtrage corres-
pondant a ’application d’une abstraction ne réussit pas alors aucune réduc-
tion n’est exécutée. Par exemple, le terme (a — b) ¢ est en forme normale.
En revanche, on n’a pour I'instant aucun moyen dans le calcul pour identi-
fier de tels échecs. De plus, il nous est impossible de différencier les échecs
temporaires des échecs définitifs : par exemple, dans (z — ((a — b) z)) a,
le sous-terme (a — b) x est en forme normale, mais aprés instanciation de x
par le radical externe, il devient le radical (a — b) a qui se réduit a a.

Nous nous concentrons ici sur une version du p-calcul qui utilise une
constante spéciale stk pour représenter les échecs de filtrage. Cette extension
du p-calcul de base, appelée ici pgi-calcul, peut étre utilisée pour encoder
des systémes de réécriture et pour donner une sémantique aux langages de
programmation fonctionnelle [CLW03].

Nous présentons ici la version non typée de ce calcul et nous illustrons
son pouvoir d’expression. Dans le calcul disposant d’un systéme de types
appropri¢ [CLWO03| on peut non seulement encoder mais également typer
des points fixe (orientés objet) et des systémes de réécriture de termes.

2.5.1 Syntaxe et sémantique de pgy

La syntaxe du pgk-calcul est donnée dans la figure Comme pour le
calcul de base, dans le cas général, on n’impose aucune restriction sur les
motifs, mais nous nous concentrons ici sur les motifs algébriques construits
en utilisant les constantes de la signature ainsi que la constante spéciale stk.
On verra plus tard que ceci nous permet de garantir la confluence du calcul.

Comme nous 'avons dit, la constante stk représente les applications de
régle qui ne réussissent jamais en raison d’échecs de filtrage permanents. Nous
devons donc décider quand un probléme de filtrage associé & I'application
d’une régle n’a pas de solution et n’en aura jamais une. Ceci correspond &
dire que le filtrage n’aura pas de solution quelque soient les instanciations et
les réductions des termes impliqués dans le filtrage ou, en d’autres termes,

Yoi,09, VB', Bo; ) B = Poy #DB'
(P —> A) B stk stk

Cependant, une telle régle de réduction pose probléme dans la mesure ou la
condition de réduction semble indécidable. C’est pourquoi nous introduisons
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(P—- A) B —p Ao ... Aoy,
avec {01,...,0,} = Sol(P <1 B)
(AleQ)B —5 Ay B1 Ay B

(P —> A) B — stk stk
siPZB
stk i A — stk A
A Ustk — stk A
stk A — otk stk

FIGURE 2.4 — Sémantique de psyx

une relation Z de superposition entre (des motifs et) des termes dont le
but est de caractériser une classe d’équations de filtrage qui n’ont pas et
n’auront jamais une solution (c.-d-d. indépendamment des instanciations et
des réductions éventuelles).

Définition 9 (Echecs définitifs) La relation £ est définie comme suit :

stk Z g(Bi,...,By) if g # stk

stk Z Q—B

f(Pi,....,Py) Z g(Bi,...,By) if f#£g orn#m or3di, P, L B;
f(P1,...,Pyn) £ stk

f(Pla"'u-Pm) Z Q—B

f(P,....,Py,) Z (Q—A)B ifQUZBor f(P,...,Pn) LA

Le psk-calcul réalise un traitement uniforme des échecs de filtrage et les
élimine quand ils ne sont pas significatifs pour I’évaluation. La sémantique
du pgk-calcul est donnée dans la figure

Comme mentionné précédemment, ces régles sont utilisées pour propager
ou éliminer les termes correspondants & des échecs définitif. Les structures
peuvent étre vues comme des collections de résultats (intéressants) et donc
on veut identifier tous les échecs (de filtrage) et les éliminer de ces collections;
ceci est matérialisé par les deux régles d’évaluations décrivant le comporte-
ment de stk par rapport a la structure. D’autre part, un terme stk peut étre
vu comme un ensemble vide de régles; la derniére régle correspond alors &
la reégle (0) pour les structures vides et donc, & une propagation de échec.

La fermeture compatible de la relation induite par les régles de psi est
notée |—>;;tk. Sa fermeture transitive et réflexive est notée comme d’habitude.

Théoréme 5 (Confluence du pgy-calcul [CLWO3]) Si tous les patterns

sont linéaires, la relation »—;%tk est confluente.
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2.5.2 Encodage des systémes de réécriture convergents

Nous commengons par montrer un exemple de point fixe contenant un
systéme de réécriture qui définit 'addition et nous donnerons ensuite une
méthode systématique de transformation d’un systéme de réécriture en un
p-terme. On définit :

[ (add0y) -y
plus £ (recz) ( Wadd (S x) y) = S (2 (rec 2) (add x y)) )

addition £ n —m — (plus (rec plus) (add n m))

Comme pour le combinateur de point fixe usuel, la variable z va propager
une copie de plus au fur et & mesure des réductions et permettre ainsi des
« appels récursifs ». Dans la dérivation ci-dessous on peut voir comment ce
terme calcule ’addition de deux entiers de Peano; les expressions m, m+n
et m—n sont des abréviations pour les termes S (... (S 0)...) avec le nombre
de S correspondant :

addition m ™
—,  plus(rec plus)(add 7@ )
= ((add 0 y) — y)(add 7 m)
U ((add (S x) y) — S (plus(rec plus)(add z y)))(add 7 ™)
 ((add 0 y) - y)(add 7 )
! S(plus(rec plus)(add n — 1 m))
stk S(plus(rec plus)(add n —1 m))

e S ((add 0 y) — y)(add n — 1 ™)
» ! ((add(S ) y) — S(plus(rec plus)(add z y)))(add n — 1 m)

stk ((add 0 y) — y)(add 0 m) 2
o S8 (add(S z) y) — S(plus(rec plus)(add x y)))(add 0 ™) )-)
= S (S ! ).

(add(S z) y) — S(plus(rec plus)(add x y)))(add 0 ™)

Le terme plus(rec plus) (add m m) admet évidemment des réductions
infinies, mais la réduction ci-dessus montre qu’il est faiblement normalisant.
La réduction —g élimine les n — 1 premiéres tentatives d’application de
la régle (add 0 y) — y car 0 [Z 7 tant que n > 0; en fin de réduction gy
détecte ’échec S z £ 0 ce qui permet d’éliminer le sous-terme non terminant.
La forme normale m~+n (unique par confluence) est bien le résultat attendu.
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Pour encoder le systéme de réécriture, il est suffisant dans ce cas de
réappliquer z (rec z) a un seul sous-terme dans les membres droits des régles.
Par contre, en général, on ne sait pas quels sont les sous-termes des membres
droits susceptibles d’étre encore réécrits et il faut donc prévoir un mécanisme
qui « essaie » des régles sur un terme et le laisse tel quel si aucune régle ne
convient.

On peut définir un tel mécanisme grace a stk. En effet, si Ay, As,..., A,
sont des termes, on définit

first(Al,Ag,...,An) =
x— ((stk = A, 2y —y) (... (stk = Ay zly —y) (A12)))

Alors on vérifie que, pour tout terme B, le terme first(Ay, ..., A,) B s’évalue
comme A; B si

7

Vj<i, Aj B 3% stk
A; B r—»;%tk fB

En effet, pour tout ¢ on a :

(stk = A1 By —y) (A B) 3% (stk = Aipq B) stk (y — y) stk
'_»ﬂsstk Az’—l—l B stk
sk Aip1 B

si A; B s’évalue a stk et

(stk = A1 By —y) (A B) w3 (stk = Ai1B) (fB) U (y = y) (f B)
H»ﬂs;k stk f B
sk f B

si A; B n—»l%tk f B puisque stk Z f B.

En particulier, on utilisera souvent first(Aq,..., A,,y — y) B, qui essaye
les différents A; B et renvoie son argument B & l'identique dans le cas ou
tous les A; B échouent.

Nous sommes maintenant en mesure de donner un encodage d’un systéme
de réécriture R quelconque.

Définition 10 (Encodage d’un systéme de réécriture) Etant donné
le systéme de réécriture R = {l; — r; | i = l.n} sur la signature
Y ={ai,...,an} et une variable z non utilisée dans R, le terme (R) est
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défini comme suit (avec la représentation usuelle des termes algébriques) :
ly = z (rec z) ri,

ln — z (rec z) ry,

(R) = (recz)—fist |, 2 . (Rec 2) (a12 (rec 2) @),

(amT) = z (Rec z) (amz (rec z) x),

ly = z (rec z) ry,

W Rec z) —» first L > 2 (rec 2) T,

y—=y

Pour évaluer un terme ¢ selon le systéme R, on évalue le p-terme
(R) (rec (R)) t. Notons que cette représentation applique en fait une stra-
tégie de réécriture bien précise. Dans les langages comme Maude |[CDET07]
ou Obj* [FN96], elle correspond a la stratégie locale £ (0 1 2 ...n) pour
toute constante f d’arité n, doublée d’un ordre sur les régles.

En effet, les régles sont d’abord essayées en téte des termes puisque rec z
est le seul motif qui filtre rec (R). Si aucune régle ne convient, les termes
(a;x) — ... déclenchent I’évaluation dans les sous-termes immédiats. En-
suite, quand ces sous-termes ne sont plus réductibles en téte, 'identité leur
est appliquée et le terme (R) (Rec (R)) relance une réduction de téte. Quand
le terme est en forme normale, I'identité s’applique et tous les (R)) s’éliminent.
Nous avons montré [CLWO03, Wac05] que cet encodage est correct et com-
plet pour tout systéme de réécriture convergent (autrement dit confluent et
terminant).

Théoréme 6 (Correction et complétude de ’encodage)

1. Pour tout systéme de réécriture R, pour tous termes algébriques t et t’,
(R) (rec (R)) (t) e—»;stk(]tll) = t—gt ett esten forme R-normale.

2. Pour tout systéme de réécriture convergent R, pour tous termes algé-
briques t et t' tels que t' est en forme R-normale,

t—rt = (R) (rec (R)) (t)—3"()

En particulier, la seconde propriété assure que (R) (rec (R)) (t) est
faiblement normalisant pour tout terme algébrique t.

Pour accompagner cette démonstration, on peut montrer des contre-
exemples a la complétude dans le cas ou le systéme de réécriture R n’est
pas convergent.



26 Chapitre 2. Le calcul de réécriture de base

Pour le cas oi R n’est pas confluent on peut considérer le systéme
R = {random — 0,random — 1} et dans ce cas on a la réduction
(R) (rec (R)) random »—»pf;tk 0 mais, par contre, la réduction random —x 1
n’est pas représentée dans le calcul.
Pour le cas ot R n’est pas terminant on peut considérer le systéme
g(z) — g(Sz)
R=9 g() — 0
f0) — 0

et dans ce cas on a

f(g(0)A =R ... == f(9(5"0)) == f(0) == O

mais
(R) (rec (R)) (f(g 0)) 5™
. 34(R) (ree (R)) FUIRD (rec (R)) g(S™0)) 5. ..

Nous avons utilisé 'opérateur first de facon assez restrictive, mais des
combinaisons plus subtiles des diverses régles du systéme de réécriture per-
mettent d’encoder d’autres stratégies.

On peut modifier (R) pour simuler différentes stratégies de ré-
duction. Par exemple, en placant les régles de propagation a;x —
z (Rec z) (a; z (rec z) x) au début du premier first, on obtient une stra-
tégie innermost : les régles sont d’abord appliquées sur les sous-termes les
plus profonds. Si au lieu de mettre toutes les régles dans un unique first, on
hiérarchise un peu plus leur application, on peut obtenir un contréle trés fin
sur 'application de R.

2.6 Application distributive : p,;

Les systémes de réécriture de termes et les stratégies de réécriture clas-
siques ont été codés dans la version originale du calcul de réécriture étendu
avec un opérateur de choix [CKO01] et, comme montré dans la section pré-
cédente, d’'une maniére plus directe dans pgk. Le premier codage est plutot
élaboré tandis que ce dernier est plus simple mais limité & des systémes de
réécriture de termes convergents. Afin d’étendre ce codage & des systémes de
réécriture arbitraires, une nouvelle régle d’évaluation qui enrichit la séman-
tique de l'opérateur de structure est ajoutée et une stratégie d’évaluation
est imposée en forcant une certaine discipline pour ’application des régles
d’évaluation. Cette stratégie est définie syntaxiquement en utilisant une no-
tion spécifique de wvaleur et est utilisée afin de garantir la confluence du
calcul qui n’est pas vérifiée dans le cas général. Le calcul obtenu est appelé
le p-calcul distributif ou encore le pg-calcul. Ce calcul a été introduit pour
la premiére fois dans [CHWO07].
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P X | K |stk| KP (Motifs)

T X|K|stk| P=T|TT|T 1T (Termes)

V u= X|K|KV|P—-T (Valeurs)

Vo= V[V VY (Valeurs structure)
VP = V| stk (Valeurs stuck)

FIGURE 2.5 — La syntaze de py

2.6.1 Syntaxe et sémantique de py

Ce formalisme partage la syntaxe de pgi et utilise la notion de wvaleur
qui représente intuitivement les termes qui n’ont pas besoin d’étre évalués.
Les valeurs classiques comprenant des termes algébriques et des abstractions
peuvent étre étendues a des valeurs structure et a des valeurs stuck qui seront
utilisées pour contraindre 'application des régles d’évaluation. La syntaxe du
pa-calcul est donnée dans la figure 2.5]

Dans cette section, on utilisera le symbole V' pour dénoter les valeurs, le
symbole V7 pour dénoter les valeurs structure de I’ensemble V7, le symbole
VP pour dénoter les valeurs stuck de 'ensemble V*°. Comme d’habitude,
tous ces symboles peuvent étre indexés.

Comme pour le p-calcul général, le mécanisme d’évaluation du pg-calcul
est basé sur l'opération fondamentale de filtrage et dans le cas général le
filtrage peut étre effectué modulo une congruence sur les termes. Dans cette
section nous nous limitons au filtrage syntaxique, dans quel cas la substitu-
tion résultant du filtrage, quand elle existe, est unique et peut étre calculée,
par exemple, en utilisant I’algorithme donné dans la section [2:2]

La sémantique opérationnelle du pg-calcul est donnée dans la figure [2.6
Les conditions implicites imposant que les arguments d’une application sont
des valeurs sont essentiellement liées & la confluence du calcul [CHWOT].

La différence principale par rapport a psk est la régle v qui est la contre-
partie de la régle (§) et qui définit la distributivité a gauche de application
par rapport a la structure. Bien que cette régle semble trés naturelle et non
dangereuse, elle méne & des réductions non confluentes si des restrictions sur
les valeurs structure ne sont pas imposées [CHWO07].

La fermeture compatible de la relation induite par les régles de pg est

notée »—ﬁ{;k. Sa fermeture transitive et réflexive est notée comme d’habitude.

Théoréme 7 (Confluence de p; [CHWO0T])

Si tous les patterns sont linéaires, la relation »—ﬁ;tyk est confluente.
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(P — A) VP —p Ao
avec {0} = Sol(P < V")
(A12A2) 1% —5 Aq Vp52A2 1%
A (V) v AVIVAY)
(P — A) B —> stk Stk
si PZA
stk ¢ A — stk A

A §stk — stk A
stk A — stk stk

FIGURE 2.6 — La sémantique de py

2.6.2 Encodage des systémes de réécriture

Grace a la régle (), qui définit la distributivité a droite de applica-
tion par rapport a la structure, nous pouvons encoder les systémes de ré-
écriture potentiellement non-confluents dans le pg-calcul. Plus précisément,
étant donné un systéme de réécriture R nous pouvons construire les termes
Q%z et Qr tel que

~ QL m représente (c.-a-d. est réduit a) le réduit en un pas de m par
rapport a R,

— Qg m représente les formes normales de m par rapport & R (si elles
existent).

Nous montrons sur un exemple comment le pg-calcul peut étre utilisé
pour encoder des systémes de réécriture de termes; plus de détails sur la
méthode systématique de traduction et sur les propriétés correspondantes
peuvent étre trouvés dans [CHWO7].

Exemple 6 (Groupes) On considére les axiomes de la théorie des groupes
ortentés comme suit :

{ flz,e) { f(z,i(z)) — e
fle,x) = x

f(f(2,y),2) — [, £y, 2))
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Ce systéme de réécriture n’est pas confluent car

f(i(i(a)),

Q<——

i(a) lf(i(a)wl)) /e,
f(i(i(a)),e)
i(i(a))

Les termes W712’ 9712’ wr et Qr sont définis par :

f(@,y),2) = f(x, f(y, 2))
stk — nop(stk)

29

i(z) — (nop(z) — z) (first (

y — nop(i(y))

) (@m0

) — (nop(z) — z) (first

f(z1,22) — (nop(z) — z) (first

stk — nop(stk)

y — nop(f(y,z2))
stk — nop(stk)

((m 7) x2))

y — nop(f(z1,y))

1 A 1 1
Qp =wr wr

Wr 25— x — first (stk = z) (z = (5 5) 2) (U )

; (x ) 21))

et
QR £ WR WR
Alors on a les encodages suivants pour les réductions en un pas :
Qr f(f(i(i(a)),i(a)),a o f(i(i(a), f(i(a),a)) ¥ f(e, a)
Qg f(i(i(a)), f(i(a),a o f(i(i(a)), €)
Qp f(i(i(a)),e) o i(i(a))
0k i(i(a)) K stk
Qf f(e,a) b—»ﬁfﬁk a
Qs a l—»fgfyk stk

et pour une réduction en forme normale on a

Qr f(f(i(i(a)),i(a)),a)

}_»stk

5y

i(i(a))a
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Cette derniére réduction refiete bien les réductions non confluentes du
terme f(f(i(i(a)),i(a)),a) par rapport au systéme de réécriture R puisque le
résultat i(i(a)) 1 a représente les deux formes normales.

2.7 Un peu d’histoire

La syntaxe du calcul de réécriture a changé plusieurs fois depuis sa pre-
miére version proposée en 1998 et nous décrivons briévement ici les différentes
présentations qui peuvent étre trouvées dans la littérature. Les différences
entre ces présentations concernent essentiellement les notations pour l'appli-
cation et les opérateurs de structure et le comportement de la structure par
rapport aux autres opérateurs.

Dans la premiére version du p-calcul [CKO1] 'opérateur binaire d’applica-
tion était noté « [ ](_) ». La notation et la sémantique classiques d’ensemble
étaient utilisées pour les structures. L’ensemble des p-termes de base était
défini inductivement par la grammaire suivante :

T w= X|f(T,....T) | {T,.... T} [TVT) | T - T

Puisque les ensembles donnent dans ce cas la sémantique des résultats, les
symboles « {} » et « () » représentent tous les deux 'ensemble vide et dans
les termes de la forme {A1,..., A,} la virgule est supposée associative, com-
mutative et idempotente.

Les régles d’évaluation ci-dessous ont été utilisées dans cette premiére
version de calcul (on suppose donnée une théorie T sur les p-termes avec un
probléme de filtrage décidable) :

[P_DA](B) — Fire {Aal,...,AO'n}
avec {01,...,0,} = Sol(P <1 B)

[f(Ar, .. A)I(f(Br,-. ., Bn))  —Cong {/([A](By1),-- -, [An](Bn))}
[f(A1,.. A)](9(Brs .., Bm))  —Congran 9
{A1,..., A }](B)  —pistriv  {[A1](B),...,[An](B)}
[BI({A1,.. -, An})  —Baten  {[BJ(A1),...,[B](An)}
{41,...,4,} = B —switen, {41 —B,...,A, — B}
A—{B1,...,Bn} —switechy {A—Bi,...,A— B,}

f(Bla"'7{A17"'7Am}7~-~>Bn) —OpOnSet
(F(Biyer s Atyee i Bo)seoo s f(Brse oy Ay oo Ba)}
{Al,...,{Bl,...,Bn},...,Am} — Flat {Al,...,Bh...,Bn,...,Am}

La régle Fire correspond a la régle (p) avec un filtrage non unitaire : ’appli-
cation d’une régle de réécriture a la position de téte d’'un terme est réalisée
en filtrant le membre gauche de la régle de réécriture contre ’argument et en
retournant le membre droit instancié correctement. Quand le filtrage méne
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a un échec représenté par un ensemble vide de substitutions, le résultat de
I’application de la régle Fire est ’ensemble vide.

Dans cette version du calcul, comme en A-calcul, 'application peut tou-
jours étre évaluée mais, par rapport au A-calcul, ’ensemble de résultats peut
étre vide. Plus généralement, quand on filtre modulo une théorie T, ’en-
semble de substitutions obtenu comme résultat peut étre vide, un singleton
(comme pour la théorie vide), un ensemble fini (comme pour I'associativité-
commutativité) ou infini (voir [FH83|). Nous avions ainsi choisi de représen-
ter le résultat de I'application d’une régle de réécriture & un terme par un
ensemble. Un ensemble vide signifie que la régle de réécriture P — A ne
s’applique pas & B (& cause d’un échec de filtrage entre P et B).

Afin de propager I’application des régles de réécriture plus profondément
dans des termes, les deux regles d’évaluation Cong et Congyqy ont été intro-
duites. Quand les deux termes de 'application [A](B) ont le méme symbole
de téte, les arguments du terme A sont appliqués sur ceux du terme B un
a un. Si les symboles de téte ne sont pas identiques, un ensemble vide est
obtenu.

Les régles Distrib et Batch décrivent l'interaction entre l’application et les
opérateurs d’ensemble, les régles Switchy, et Switchpr décrivent 'interaction
entre ’abstraction et les opérateurs d’ensemble, la régle OpOnSet décrit
I'interaction entre les symboles de la signature et les opérateurs d’ensemble.

On s’intéresse habituellement & ’ensemble de résultats obtenu par la
réduction des radicaux et non pas a la trace exacte de la réduction menant &
ces résultats. La régle d’évaluation Flat est utilisée pour aplatir les ensembles
et éliminer les symboles d’ensemble (imbriqués). Notez que ceci implique que
I’échec (c.-a-d. Pensemble vide) n’est pas propagé strictement par rapport
aux ensembles.

Dans cette présentation du calcul, les motifs algébriques étaient des
termes de la forme f(Aj,..., A,) construits a partir d'un symbole f d’arité
fixe n tandis que dans les versions suivantes du calcul on représente les
termes algébriques d’'une fagon curryfiée en utilisant 1'opérateur d’applica-
tion et donc, le terme ci-dessus correspond au terme (((f A;) Ag)--- Ay)
dans la version courante du calcul.

Dans les versions suivantes du calcul les ensembles ont été générali-
sés |[CKLOla] a des structures génériques dénoté d’abord par « , » et en-
suite par « { » et dont la sémantique est décrite par une théorie appropriée
qui dépend du type de résultats que I'on veut formaliser. Typiquement, nous
obtenons la sémantique initiale des ensembles de résultats en prenant une sé-
mantique associative-commutative et idempotente pour 'opérateur de struc-
ture. Si on préfére des listes ou des multi-ensembles de résultats, alors la
formalisation correspondante de l'opérateur de structure doit étre spécifiée.

La deuxiéme version du calcul [CKLOIa] utilise une notation différente
pour l'application (« ¢ ») et la structure vide est dénotée par « null ». La
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syntaxe de ce p-calcul simplifié est définie par :
T = X|K|T—-T|7TT|7,7T |null
La sémantique opérationnelle est définie par les régles :

null si A7 <t A3z n’a pas de solution

A — A .A —
(4 2)4s ’ { Azo1,..., Asoy  siog € Sol(Ar <t As)
(A1, Ag)eAs  —5  Ayeds, AseAs

nullet —,  null

Cette sémantique est une simplification de la précédente qui élimine les
régles d’évaluation dont le comportement peut étre simulé par des construc-
tions appropriées. Bien que la notation f(Aj,...,A,) soit toujours utilisée
parfois pour dénoter le terme (((f*A1)*Az)---*A,) les régles OpOnSet et
Congyqi ne sont plus nécessaires. L’aplatissement des structures est mainte-
nant contrdlé par la théorie sous-jacente de la structure et la distributivité de
lopérateur de structure par rapport a ’application est définie par les régles
(6) et (v) (correspondant a 'ancienne régle Distrib).

Le symbole « null » représente I’échec (de filtrage) et afin d’obtenir une
granularité plus fine permettant de faire la différence entre différents échecs,
les contraintes explicites ont été introduites dans la syntaxe [CKL02]. Cette
construction peut également étre vue comme un premier pas vers une version
explicite du calcul [CFK04]. La syntaxe de cette version du p-calcul est définie
par :

7 = X|K|T—-T|TT<T||TT|7T,T

Les termes de la forme Az[A; < A2]H dénotent des contraintes de filtrage en
attente et représentent une évolution importante en ce qui concerne la syn-
taxe et le comportement du calcul. L’application d’une abstraction A; — As
a un terme Ag est toujours déclenchée et produit le terme A3[4; < As] qui
représente un terme contraint ou I’équation de filtrage « est mise sur la pile ».
Si une solution o du filtrage entre A; et Ao existe alors le terme contraint
peut étre évalué a Aszo.

La sémantique de ce calcul est définie par les régles de réduction sui-
vantes :

(Al —> Ag)Ag —p Ao [A1 < Ag]
Ag[Al < Ag] — AQUl, . ,AgO’n if o; € SOl(Al ~<T Ag)

(A1,A2) A3 —5 A1 A3, A As

1. la notation [A; < Az].As a été utilisée quand cette construction a été présentée
pour la premiére fois
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Puisque les échecs (de filtrage) sont conservés tels quels dans cette ver-
sion du calcul, la régle (p) devient plus simple et la régle (v) n’est plus
nécessaire. D’autre part, la régle (o) est ajoutée pour décrire la sémantique
des contraintes de filtrage en attente. On peut noter que si on considére une
théorie vide de filtrage cette présentation est moralement identique & celle
présentée au début de ce chapitre; les régles (p) et (o) sont fusionnées dans
une seule régle (p).

2.8 Conclusions

Les travaux décrits dans ce chapitre ont eu pour but la conception d’un
formalisme permettant d’expliciter les mécanismes de la réécriture avec stra-
tégies et, en particulier, d’exprimer d’une maniére uniforme la sémantique des
langages a base de régles et stratégies (ASF+SDF [vD96], Elan [BKKMO02],
Maude [CDET07], Obj* [EN96], Stratego [VisO1], Tom |[BBK™07], etc.). Ce
travail a débuté a la fin des années '90 quand j’avais proposé en collabo-
ration avec Claude Kirchner la premiére version du calcul de réécriture. Le
formalisme a évolué pour arriver a sa présentation actuelle en 2003. Nous
nous sommes focalisé dans ce chapitre sur cette derniére version du calcul de
réécriture et sur deux versions qui utilisent une constante spéciale stk pour
représenter les échecs de filtrage.

Par rapport aux versions précédentes du calcul présentées briévement
dans la derniére section de ce chapitre, la version actuelle est plus simple
mais a exactement le méme pouvoir d’expression. L’encodage originel des
systémes de réécriture utilisait un traitement plus atomique des échecs de
filtrage basé sur l'introduction d’un opérateur primitif appelé first. Dans
la version actuelle nous ne disposons pas d’un tel opérateur et, de plus, les
régles de congruence et de distributivité ne sont plus disponibles. Nous avons
montré que le comportement de 'opérateur first peut étre néanmoins encodé
cette fois-ci au niveau objet du calcul (grace a la la constante stk). De plus,
nous allons voir que ce nouvel encodage est typable.

Puisque le calcul est une extension conservative du A-calcul et de la réécri-
ture, les problémes de confluence liés & ’ordre supérieur et & la non-linéarité
sont présents ici aussi. Pour récupérer la confluence, nous avions déja proposé
des stratégies d’évaluation appropriées. Les mémes conditions sur ’applica-
tion des régles d’évaluation peuvent étre utilisées pour les calculs présentés
ici et nous avons montré que, dans certains cas, ces conditions peuvent étre
remplacées par des restrictions syntaxiques sur les motifs utilisés. Les condi-
tions syntaxique utilisées pour le calcul général ne sont plus suffisantes dans
le cas du pg-calcul ot une notion de valeur est utilisée pour exprimer une
stratégie de type appel par valeurs.



Contexte :

Le calcul de réécriture permet la manipulation des régles de réécriture et
la définition des stratégies guidant leur application au niveau objet du cal-
cul, et fournit ainsi une sémantique uniforme aux langages basées sur les
régles et les stratégies. L'encodage des programmes Elan proposé initiale-
ment dans [CKOI] ainsi que la version simplifiée présentée dans le chapitre
précédent sont réalisées dans des versions non typée du p-calcul mais il est
bien connu qu'une analyse statique basée sur des systémes de types appro-
priés impose une discipline de programmation plus stricte.

En effet, les langages a basé régles sont traditionnellement typés et ils
cherchent a garantir un bon niveau de siireté sans sacrifier leur expressivité.
Ces objectifs sont en fait les motivations principales pour la recherche des
formalismes qui offrent un bon compromis entre la flexibilité et |'expressivité
d’'une approche non typée, et la rigueur d'une approche typée.

Le premier systéme de types proposé pour le calcul de réécriture [CKOO]
s'inscrit partiellement dans cette philosophie puisqu'il garantit la consistance
au niveau des types mais ne permet pas le typage des programmes poten-
tiellement non-terminants.

Nous avons essayé d’améliorer cette premiére approche pour traiter les en-
codages de la réécriture stratégique et plusieurs questions sont apparues
naturellement dans ce contexte.

Questions :

e Quels systémes de types dans cette optique de programmation ?
e Des décorations de type explicites ou des types inférés automatiquement ?
e Quelles sont les propriétés des systémes de types ainsi obtenus ?

Contributions :

Nous avons tout d'abord proposé un systéme de types de premier ordre pour
le psik-calcul. Dans ce formalisme, le filtrage permet la construction et le
typage de termes non-normalisant utilisés pour la définition d’« opérateurs
de récursion fonctionnels ». Par ailleurs, le systéme de types proposé est
suffisamment puissant pour assurer un typage correct pour les équations de
filtrage obtenues au cours de la réduction, c'est-a-dire I'instanciation des
paramétres formels est conforme a la discipline des types. Nous considérons
donc ce systéme de types pour le p-calcul comme un bon candidat pour
donner la sémantique statique de toute une famille de langages basés sur la
réécriture.

Nous avons également proposé un p-calcul typé qui dispose d'une forme
restreinte de polymorphisme qui correspond a une programmation avec des
régles et des stratégies ou |'utilisateur peut écrire des programmes dans le
langage non typé, et des types sont automatiquement inférés au moment de
la compilation.

Nous avons montré que les versions avec types simples et polymorphisme
vérifient la plupart des propriétés usuelles : préservation du type, unicité et
décidabilité du typage.



Systémes de types

Nous avons montré [CKOI| que le calcul de réécriture peut étre utilisé
comme une sémantique opérationnelle pour des langages & base de régles. Les
encodages proposés utilisent des opérateurs de point fixe inspirés des ceux
du A-calcul qui ne sont pas typables dans la version simplement typé [CKOO]
du calcul de réécriture initial.

L’analyse statique par l'intermédiaire d’un systéme de types approprié
impose néanmoins une discipline de programmation plus stricte. Les sys-
témes de types proposés dans le cadre du A-calcul et des langages fonctionnels
ont été utilisés comme point de départ pour le premier systéme de types pour
le p-calcul mais les restrictions plutét strictes imposées aux termes concer-
nés ne permettent pas un traitement complet des encodages des régles et des
stratégies de réécriture. Nous présentons ici une version typée du psik-calcul
avec des types de premier ordre et des termes auto-réproductibles [CLW03].

Ce systéme de types a été étendu [LWO05| pour obtenir un p-calcul a
la Church avec des types polymorphes de second ordre. Dans ce calcul de
réécriture de second ordre, les types des variables liées sont spécifiés dans
les termes, conduisant ainsi a une reconstruction et une vérification de type
relativement simple. Dans le calcul polymorphe ¢ la Curry [LWO05, Wac05],
puisque l'information de type n’est pas donnée dans le terme et que le sys-
téme de types n’est pas entiérement dirigé par la syntaxe on obtient une
discipline de types particulierement flexible. Malheureusement, comme pour
le A-calcul [Wel99|, la vérification et linférence de types dans le systéme
polymorphe @ la Curry sont des problémes indécidables.

Nous présentons dans la deuxiéme partie de ce chapitre une restriction
du systéme général, appelée pz< [CKLWO06], ou les types polymorphes sont
clairement séparés des schémas de type polymorphes. Nous montrons son ex-
pressivité et nous présentons un algorithme d’inférence de types. Ce systéme
peut étre vu comme un bon candidat pour donner la sémantique statique
d’une famille de langages de programmation basés sur le filtrage et la réécri-
ture.
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7" = KV |7V —-TY (Types simples)
A = 0|AXTY|AKTY (Contextes)
P = X|K|stk|KP (Motifs)
T = X|K|stk| P=aAT|TT|T T (Termes)

FIGURE 3.1 — Syntaze de ps typé

Les travaux décrits dans ce chapitre ont été réalisés en collaboration avec
Claude Kirchner, Luigi Liquori et Benjamin Wack.

3.1 Types simples

Nous présentons ici la version simplement typée du pgi-calcul introduit
dans la Sections Dans ce calcul disposant d’un systéme de types appro-
prié on peut non seulement encoder mais également typer des points fixes
(orientés objet) et des systémes de réécriture de termes.

3.1.1 Systéme de types a la Church pour pgy

Le premier systéme de types que nous allons définir est une adaptation
directe des types simples du A-calcul [Bar92] au p-calcul. La syntaxe du calcul
typé, appelée p, est donnée dans la figure

On considére des contextes qui associent un unique type simple & chaque
variables de X et a chaque constante de K (ce qui est plus précis que les arités
utilisées pour les termes algébriques). En A-calcul, a chaque A-abstraction on
associe le type de la variable correspondante mais comme ici on a un motif
plus élaboré, il faut associer a toute abstraction un contexte A qui précise
les types des variables sur lesquelles on abstrait.

On utilise le symbole 7 pour dénoter les types de 'ensemble 7, le sym-
bole ¢ pour les constantes de type de ’'ensemble K7 (K7 C 7V) et les symboles
A, T, ... pour les contextes.

Exemple 7 Dans la régle not(and(z,y)) — or(not(x),not(y)) du p-calcul
non-typé les variables x et y sont liées. Dans le calcul typé, ce terme peut
s’écrire not(and(x,y)) —>giry y:m Or(not(x), not(y)).

Les régles de typage sont présentées dans la figure 3.2

(Var), (Const) : Le type des variables et des constantes est déterminé a
partir d’'un contexte (qui ne peut pas contenir deux déclarations pour
la méme variable ou constante).
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xr €l firel I'tA:7 T'HB:T1
T (Va) ——— (Const) (Struct)
'Fax:7 'Ef:r 'HA!B:71
reT’ I'-rA:m—-m T'HFB:m
——  (Stuck) (Appl)
I'kstk: 7 I'FAB:m

LAFP:mp T,AFA:17 Dom(A) =FV(P)
'FP—wpAA:m—m

(Abs)

FIGURE 3.2 — Systéme de types simples pour psik

(Struct) : Cette régle impose que tous les éléments d’une méme structure
alent le méme type. Ceci correspond a une interprétation des struc-
tures comme des collections de résultats et donc, si une fonction peut
retourner plusieurs résultats on voudrait qu’ils aient tous le méme type.
Alternativement, on pourrait utiliser une régle plus générale

I'FA:»n THFB:7
T'FAYB:miAn

(Struct’)

et une notion de sous-typage permettant d’éliminer les A. Cette notion
de type conjonction ne doit pas étre confondue avec les types intersec-
tions [BCDS&3|, dans lesquels 71 et 7o doivent étre deux types admis-
sibles pour un méme terme. Une notion basique de type conjonction
pour le p-calcul a été étudiée dans [LS04].

(Stuck) : Etant donné que stk peut apparaitre dans toute structure, la pré-
servation du type n’est possible que si le terme stk peut avoir tous les
types possibles. On discutera briévement par la suite des alternatives
permettant un typage plus fins de ’échec.

(Appl) : Comme dans le A-calcul, on utilise directement l'information don-
née dans le type « fonctionnel » du terme & appliquer et on vérifie
statiquement que son argument a le type 7 attendu.

(Abs) : La régle pour l'abstraction ne se contente plus de copier le type
de la variable abstraite & gauche de la fleche mais elle doit calculer
un type pour le motif P et charger tout A dans le contexte. Comme
mentionné précédemment, les types de toutes les variables liées par
I’abstraction doivent étre donnés dans le contexte correspondant, c.-a-
d. Dom(A) = FV(P).

Exemple 8 (Dérivations simples) La régle (Appl) est utilisée pour
le typage des applications d’abstraction mais également pour les termes
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algébriques. Etant donné T' £ fu — 1, a: on a

F'Ef:v—¢ Tha:e

(Appl)
'Ffa:e
et siT' & fir) — T, g:11 — t,a:m alors
Fanbfax:mn Tiembga:t
(Abs)
PEfax—gr)ygaim—t I'fa:m

(Appl)
'k (f L () 9 .T) (f a) L

Comme mentionné précédemment, la régle pour les structures est
importante quand on les considére comme des collections des résultats. Si
A
I' = 3:,4:¢ alors

—— (Const) —— (Const)
I'H3::. I'H4:.

F=314:

(Struct)

Ce systéme de types a été congu comme une discipline de types pour un
langage de programmation : son but est de s’assurer que les arguments d’une
fonction ont les mémes types que les paramétres formels correspondants. La
notion de motif bien typé utilisée ici est cruciale puisqu’elle permet de garan-
tir que l'instanciation des variables du motif sera correcte par rapport aux
types (c.-a-d. les substitutions obtenues comme résultat du filtrage sont bien
typées) méme si aucune vérification de type n’est effectuée dans I'algorithme
de filtrage.

La sémantique de pgi est celle donnée dans la section mais dans le
cas typé nous devons considérer des substitutions bien typées et identifier
des théories de filtrage que nous pourrons utiliser en accord avec les types.

Définition 11 (Substitution bien typée) Dans un contexte T, une sub-
stitution 0 est dite bien typée relativement & un contexte A si

1. Dom(0) = Dom(A) ;
2. pour tout (z:7) € A, on aT'F 6 : 7.

Définition 12 (Théorie bien typée) Une théorie équationnelle T est une
théorie de filtrage bien typée si, pour tous termes P et A tels que ', A+ P : 1
et ' A: 7 avec Dom(A) = FV(P), toute solution de l’équation de filtrage
P <1 A est bien typée relativement a A.

Dans ce chapitre et plus généralement dans le cadre des p-calculs typés,
nous ne considérerons que des théories de filtrage bien typées et finitaires
(i.e. tout probléme de filtrage admet un nombre fini de solutions).
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Proposition 1 (Filtrage syntaxique et typage [Wac05|) La théorie
syntazique est une théorie de filtrage finitaire et bien typée.

3.1.2 Propriétés du calcul simplement typé

Nous regardons dans cette section les propriétés vérifiées par le systéme
de types simple. Le premier lemme indique que le typage est dirigé par la
syntaxe, c.-a-d. que toute dérivation de typage dépend de la forme du terme
a typer. Ce résultat est obtenu par simple inspection des régles de typage et
il est utilisé pour montrer les autres propriétés du calcul.

Lemme 1 (Lemme de génération) Dans une dérivation de typage ayant
pour conclusion I' = A : 7 la derniére régle utilisée dépend uniquement de la
forme de A ; si

(A=) alors la derniére reégle utilisée est (Var) et (x:7) € T';

(A= f) alors la derniére régle utilisée est (Const) et (f:1) € T';

(A= A1 1 As) alors la derniére regle utilisée est (Struct) avec ' Ay @ 7 et
Ay :7;

(A= Ay As) alors la derniére regle utilisée est (App) et il existe un type 7'
tel quel’ Ay : 7 — 7 etDlF Ay : 7.

(A= P —a A) alors la derniére regle utilisée est (Abs) et T =11 — T2 avec
IAFP:m et AR A7y

(A = stk) alors la derniére régle utilisée est (Stuck).

Un autre résultat important obtenu par récurrence sur la structure des
termes est la cloture du typage par substitution :

Lemme 2 (Lemme de substitution) Pour tous contextes I', A, pour
tout terme A et tout type T, si 0 est une substitution bien typée relativement
aAetsiD,AFA:7, alorsT'+ Af: 7.

En utilisant ce dernier lemme, on peut démontrer (par récurrence sur la
structure des termes) la préservation du type, une propriété fondamentale
qui assure qu’un objet ne change pas de type au cours de ses réductions.

Théoréme 8 (Préservation du type [CLWO03|) S: I' - A : 7 et si
A l—;f;tk A alorsTHA 7.

La préservation du type dans le cas d'un échec de filtrage est obtenue
grace au typage de stk qui peut avoir tous les types possibles. Alternative-
ment, on pourrait considérer une famille de constantes stk; qui garde l'in-
formation du type du terme qui a été a 'origine de 1’échec mais dans ce cas
il faudrait faire des vérifications de type dans les régles d’évaluation — .

Une seconde propriété importante pour les questions d’inférence et de
vérification de types est 'unicité du type. Cette propriété est montrée par
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récurrence sur la structure des termes et en utilisant le lemme [1| de généra-
tion. Il faut noter que les cas de base des variables et des constantes sont
déterminés de facon unique par le contexte correspondant. Puisque stk peut
avoir tous les types possibles, cette propriété n’est pas vérifiée pour le terme
stk.

Théoréme 9 (Unicité du type |[CLWO03]|) Pour tout contexte T, pour
tout terme A sansstk, siI'FA:7m et T'H A alors 71 = 5.

Ce théoreme garanti I'unicité du type pour les termes qui ne contiennent
pas un sous-terme stk. En fait, d’autres conditions moins restrictives peuvent
étre imposées pour obtenir I'unicité du type en présence du stk. Par exemple,
si stk n’apparait que dans des structures dont au moins un membre n’est pas
stk, alors le type de stk dans cette structure est imposé par les autres termes
et donc le typage reste unique. Cette condition est respectée par tous les
termes que nous avons utilisés dans la section 2.5 et que nous utiliseront par
la suite. Il faut néanmoins noter que cette condition n’est pas préservée par
la réduction.

On peut maintenant énoncer les résultats de décidabilité des problémes
de vérification et d’inférence de types.

Théoréme 10 (Décidabilité du typage [CLWO03|) Les deuz problemes
sutvants sont décidables :

1. Etant donnés un contexte T, un type 7 et un terme A sans stk, peut-on
dériver TFA: 77

2. Etant donnés un contexte T' et un terme A sans stk, existe-t-il un type
Ttelquel’'HFA:77%

Pour montrer la décidabilité du probléme de vérification il suffit de se ra-
mener au probléme d’inférence et montrer sa décidabilité. Plus précisément,
pour décider si I' - A : 7, il suffit de chercher un type 7/ tel que ' = A : 7/.
Si un tel type n’existe pas, alors 7 ne peut pas étre un type valide pour A.
Si 7/ existe alors, par unicité, 7 est un type valide pour A si et seulement si

=17

On peut donc se contenter de donner des algorithmes d’inférence de
types. Nous donnons un algorithme possible permettant de construire 7" (ou
retournant false s’il n’existe pas) et nous montrerons dans la section les
propriétés de l'algorithme généralisé pour le cas polymorphe.
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Type(4;T) =
A=z = T
ssi (z:7) €T
A=f = T
ssi (fir) el

A=A11 4y = Type(Ay;T)

ssi Type(A1;I') = Type(As; T)
A=P —-p A = Type(P;T,A) — Type(A4y;T,A)

ssi Type(P; I, A) # false # Type(Ap; T, A)
A=A Ay = T

ssi Type(A;T) =71 — 10 A Type(4g;T) =7

sinon = false

Nous pouvons maintenant utiliser cet algorithme pour résoudre le premier
probléme :

Typecheck(A;T';7) 2= si Type(A;T') = 7 alors Vrai else Faux

3.1.3 Typage des encodages des systémes de réécriture

Il est évident que le pgi-calcul typé est une extension conservative du
A-calcul typé : un A-terme représenté en p-calcul admet un type 7 si et
seulement s’il admet le méme type dans le systéme de types correspondant
en A-calcul. On doit néanmoins noter que la normalisation forte, 'une des
propriétés essentielles du A-calcul typé, n’est pas conservée. Méme si les
termes habituellement rejetés par les systémes de types du A-calcul sont
également rejetés par le systéme de types de psk, il existe des termes non
normalisants propres au p-calcul qui sont acceptés par le systéme de types
de Pstk-

Par exemple, le terme (z — x x) (x — x ) correspondant au classique
A-terme ww n’admet pas une dérivation de type dans pgi. Ceci est due au fait
qu’on essaye d’appliquer = & lui-méme, et donc que x (en tant qu’argument)
devrait étre dans son propre domaine (en tant que fonction). Au niveau du
systéme de types ceci reviendrait, intuitivement, & avoir des types 7 =7 —
7/, ce qui est impossible car aucun type 7 ne peut étre un de ses sous-termes.

Pour typer un terme de cette forme, il faudrait donc trouver un moyen
pour que x accepte x lui-méme comme argument. En A-calcul la solu-
tion classique est celle des types récursifs qui permettent de typer tout
A-terme [Cop85]. Dans le p-calcul, grace au filtrage, on peut obtenir un ré-
sultat similaire sans utiliser des types récursifs : prenons une variable x de
type ¢ — k; pour obtenir un terme de type ¢, il nous suffit de considérer
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une constante f de type (¢ — k) — ¢. On a alors les dérivations de typage
suivantes, ot A 2 (z:0 — k) et T = (f:(t — k) — 1)

'Ff:(t—kK) -t AFz:t—kK Arz:v—r T)AFfa:
(Appl) (Appl)
AR fax: ARz (fz):k

(Abs)
F'tfax—panx(fa):t—k

Si on définit wy £ fx —ax (f ) alors on a la dérivation :

F'Ef:(t—=K) =t Thwr:it—~k

(Appl)
F'~wr:t—k LEfwp:e

(Appl)
'Fwr (fwr):k

On peut maintenant remarquer que ce dernier terme admet une chaine infinie
de réductions :

wr (fwyp) = ((fz) =az(f2) (fw)
= w (f o) {wy/a}
= wr (fwy)
'_>stk
w

Des types similaires peuvent étre utilisés pour typer les p-termes permet-
tant 'encodage des calculs a objets et en particulier le ¢Obj [AC96b]. Nous
avons montré que 'utilisation du filtrage permet d’ameéliorer I’encodage pro-
posé dans le p-calcul non-typé [CKLOlal et que les termes correspondants
peuvent étre typés en utilisant le systéme de types présenté dans cette sec-
tion [CLWO03|. Dans notre approche, une méthode peut étre encodée par le
terme (m S) — 7, ou la constante m représente le nom de la méthode,
la variable S joue le réle du mot-clé this (contenant une copie de l'objet) et
T est le terme encodant le corps de la méthode. Un objet obj est alors une
structure contenant des méthodes. La méthode concréte meth est appelée
en utilisant 'application de Kamin [Kam88| obj.meth = obj (meth obj) et
dans ce cas on obtient :

obj (meth obj) = (...1meth S — Tyen U -..) (meth obj)
H»,;tk co VT e {obj /ST ...
’_»;5tk Tmeth{Obj/S}

puisque les autres méthodes échouent & cause du filtrage et les stk obtenus
sont éliminés successivement.
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Les termes correspondant aux objets et aux appels de méthode peuvent
étre typés par notre systéme. Pour des raison de simplicité on considére un
objet obj £ meth S — T, qui contient une seule méthode meth avec le
corps Teth- Si Kk est la constante de type des étiquettes et si on considére
A= (S:k—71)et ' =(meth:(k - 7) — K,...) alors on a :

F'AFmethS:x DI,AFTpen:T

(Abs)
I'Fmeth S —A Theth : K —> T

Il faut noter que puisque S correspond & this il est naturel que S et obj aient
le méme type.
Pour I'application de la méthode obj.meth £ obj (meth obj) on obtient :

I'kFobj:k—7 TI'Fmethobj:k
'+ obj (meth obj) : T

En utilisant la méme idée que pour le terme wy on peut définir le terme
Q 2 (loop S) —>a S.loop qui n’est rien d’autre qu'une version orientée objet
du terme ww. Ce terme est bien typée :

loop: (k = 7) — Kkt (loop §) —a S.loop : k — T
mais peut conduire a des réductions divergentes :

Q.loop = (loop S —a S.loop) (loop )
s (L.loop

e

Nous reprenons maintenant les différents p-termes utilisés dans la sec-
tion [2.5.2] pour définir des encodages de systémes de réécriture et nous mon-
trons que tous ces termes sont typables dans le systéme de types simples de
pstk-calcul, & condition de bien choisir les types des constantes utilisées.

On considére le terme introduit dans la section pour encoder un
systéme de réécriture qui définit 'addition mais cette fois-ci en précisant les
types des variables liées :

N . (add 0 y) =y
plus = (rec 2) —>a ( add (S 7) y) s S (= (rec 2) (add x y)) >

avec A = (zi, YL, 22k — L — L).
Si on considére les types suivants pour les constantes de ce terme

I'={0:,S:t — t,add:t — v+ — ,rec:(k = L — L) — K}

alors on peut facilement vérifier par applications successives de la régle (App)
que I'NAFaddxy: o, I',AFrecz:k I';AFS (2 (rec z) (add x y)) : ¢ et
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que I'AFadd 0y, TyAF add (S x) y: . En appliquant les régles (Abs)
et (Struct) nous obtenons le type ¢ — ¢ pour la structure et finalement

T'Fplus:k— 11—

Pour le terme qui encode ’addition par rapport 4 deux entiers passés en
parameétre

addition £ n =, m —(ms) (Plus (rec plus) (add n m))

on a
I'F addition : v — 1+ — ¢

Cette approche peut étre appliquée & la méthode générale d’encodage de
TRS et on peut noter que ’encodage (R introduit dans la définition 10| est
typable si le TRS R est bien typé, autrement dit si les membres gauches et
droits de toutes les régles de R sont typables et ont le méme type.

Tout d’abord, on peut remarquer qu’au terme appelé first dans la sec-
tion 2.5.2] correspond une famille de terme :

'ﬁl’St(z‘h7 Ao, ... ,An) 2
x—A ((stk—= Ay 20y —ary) (.. (stk—= Ay 2y —»ar y) (A12)))

avec des annotations de type pour la variable liée x potentiellement diffé-
rentes. Sion considére que les A; ont tous le méme type 7 — 7 (correspondant
au type des régles du TRS encodé) dans un contexte I' alors on doit prendre
A = (x:7) et A" = (y:7) et dans ce cason a I - first(Ay, Ao, ..., Ap) : 7 — 7.

Maintenant, si R manipule des données de type 7 alors on considére des
constantes rec et Rec de type (k — 7 — 7) — k et on obtient :

'FR):k—7—>7

3.2 Types polymorphes

On peut étendre ce systéme avec des types polymorphes qui comportent
des variables de type. Dans le calcul py « a la Church » [LWO05| les types
des variables liées sont spécifiés dans le terme et dans ce cas les propriétés
du calcul simplement typé restent valides.

Dans le contexte des langages de programmation fonctionnelle, le po-
lymorphisme est souhaitable dans la mesure ou il permet de définir des
fonctions trés générales. Cependant, le fait de devoir manipuler des types
explicitement peut rendre un tel langage inutilisable en pratique. On peut
donc considérer une version dans le style « @ la Curry », ol les types n’appa-
raissent pas du tout au niveau des termes [Mil78]. Si on considére le p-calcul
comme un formalisme de base pour les langages & base de régles, cette ap-
proche correspond & une version des langages comme Elan, Maude, Obj* ou
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S = x

TV = XV |KY(TY)| T — T (Types)
G = T |VXx".6 (Schémas)
A == D|AXG|AKGS (Contextes
P = X|K|KP (Motifs)
T 2= X|K|P—-T|TT|T 17T |let PKT inT (Termes)

FIGURE 3.3 — Syntaxe de pz<

ASF+SDF ou l'utilisateur peut écrire des programmes dans un langage non
typé, et des types sont automatiquement inférés au moment de la compi-
lation. Malheureusement, comme pour le A-calcul [Wel99] la vérification et
I'inférence de types dans le systéme polymorphe a la Curry sont des pro-
blémes indécidables.

Nous présentons dans cette section une restriction du systéme général
ou les types polymorphes sont clairement séparés des schémas de type poly-
morphes.

3.2.1 Le systéme de types

La syntaxe du calcul ainsi obtenu qu’on appelle ici PZ< est donnée dans
la figure On retrouve les termes du calcul non-typé sans aucune anno-
tation de type dans les abstractions avec une construction let P << B in A
similaire aux « contraintes de filtrage » présentes dans différentes versions
explicites [CFK04, BBCKO06] ou non [CKLOIa] du p-calcul. Cette construc-
tion permet de lier des variables par un motif P tout en sachant déja quel
sera I'argument B a filtrer selon P et on verra que ceci autorise une forme
restreinte de polymorphisme.

Nous disposons maintenant de types polymorphes qui comportent des
variables de type potentiellement liées en utilisant le lieur « ¥V ». Si aucune
discipline n’est imposée sur la formation des types, les propriétés usuelles
des systémes de types ne sont pas préservées.

Par exemple, si on considére un contexte I' = {1:, f:Va.(av — 1)}, alors
pour tout terme typable B, dans une version naive a la Curry de py on aurait
une dérivation de type de la forme [Wac05] :

MFf:Va.(a—1)

PEf:7—0 '-B:71
'fB:.




46 Chapitre 8. Systemes de types

et par conséquent

rrkEfz:. zkbai K

Ffe—w2:1t—k Ffl:e.
Ffz—x)(fl):k

Ce terme a donc un type k arbitraire et il se réduit & 1 qui a pour type ¢.

Pour éviter ce probléme, le type de chaque constante doit faire apparaitre
toutes les variables de type liées dans le type de retour. Avec cette contrainte,
le type proposé pour f dans ’exemple précédent n’est pas admissible car «
n’apparait pas dans ¢. Les constantes de type de p\2< sont ainsi « paramé-
trable » par un ensemble de variables et donc, le type de la constante f de
I'exemple précédent pourrait étre Va.(a — ().

L’indécidabilité du typage dans le calcul polymorphe a la Curry appelé
pve dans [Wac05] est due au langage de types trop important. Dans ce calcul
la liaison de variables peut apparaitre n’importe ot dans un type, ce qui
empéche de controler 'utilisation des régles de typage concernant les types
quantifiés. Nous avons adopté une approche inspirée de la solution utilisée en
ML et on s’est restreint a des schémas de type avec tous les lieurs se trouvant
en téte, c.-a-d. de la forme Va.r avec @ un ensemble de variables et 7 un
terme monomorphe. Les contextes associent maintenant un (unique) schéma
de type a chaque variable et constante mais, comme on verra par la suite,
on ne typera les termes qu’avec des types simples.

On utilisera, comme avant, le symbole 7 pour dénoter les types de I’en-
semble 77 et le symbole ¢ pour les constantes de type de I'ensemble 7. Les
symboles «, (8 seront utilisés pour désigner des variables de type de I’ensemble
XY et on utilisera la notation ¢y pour les constantes de type dépendant des
variables @. Finalement, le symbole o dénote des schémas de type.

On a maintenant une notion de variable de type libre ou liée (qu’on
notera FV et BV), qui s’étend aux contextes :

.7-'V(L) £ 0 BV(L) £
FV(a) = {a} BV(a) £ 0
FV(o—T1) & FV()UFV(r) BV(o—T1) 2 BV(o)UBV(T)
FV(a.r) & FV(r)\{a} BY(Va.r) & BY(r)u{a}
FvT,z:r) & FYI)UFV(r) BYI,z:r) = BYT)UBY(r)

On a également FV(let P < A in B) = FV((P — B) A).
On associe également une régle de réduction trés similaire a (p) pour la
nouvelle construction let P < B in A

let P< Bin A — Ao1l...0 Ao, avec {01,...,0,} = Sol(P <1 B)
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Les nouvelles régles de typage sont présentées dans la figure [3.4]; elles
permettent de prouver des jugements de la forme :

I'tyok et Tky7T:%x et THQU: 7T

correspondant a la vérification de la bonne formation de contextes, de types
et de termes respectivement.

Comme mentionné précédemment, la formation des schémas de type doit
respecter une certaine discipline : la condition utilisant l'opérateur Lab ga-
rantit que toutes les variables (de type) liées doivent apparaitre dans le type
de retour.

Pour passer d'un schéma & un type dans les régles pour les constantes et
les variables ((Const) et (Var)), on définit une relation < exprimant qu’'un
type 7T est une instance d’un schéma de type o.

o< rtssio2Va,.r NI, 271/}

Dans la régle (Abs) le contexte A doit étre inféré mais il peut assigner seule-
ment des types (et non des schémas de type) aux variables de P.

Les contraintes de filtrage de la forme let P < B in A permettent de
lier des variables par un motif P tout en sachant déja quel sera ’argument
B a filtrer selon P. Dans la régle (Match), cette connaissance supplémen-
taire autorise une forme restreinte de polymorphisme dans la mesure ou on
peut généraliser certaines variables de type apparaissant dans les types des
variables libres de P. La fonction auxiliaire Gen(A;I') transforme les types
des variables de A en schémas de types, en évitant les variables libres dans
I" pour ne pas créer d’incohérences.

Exemple 9 (Polymorphisme [Wac05|]) Si on considére le contexte I' =
{a:, bk, fiv — Kk — 1}, le terme (z — f (z a) (z b))(y — y) nlest pas typable
car lors du typage de la premiére abstraction, il faut fixer un type pour x, qui
ne peut étre a la fois 1 — ¢ et K — K.

Le terme let x <y —y in f (x a) (x b) admet les mémes réductions et
il est typable :

Foy—»ya—a za—abyzia—a Gen(z:a— a;0) by f (xa) (x b)e

Fhylet <y —y in f (za) (xb)

puisque Gen(z:a — ;D) affecte le schéma de type Va.(aw — a) a x et donc
il peut étre appliqué a la fois a a et a b dans f (z a) (x D).

On peut vérifier que la préservation du type est toujours vérifiée dans le
cas polymorphe.
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Contextes bien formés

'y ok ¢ Dom(T)

(Ctx-Empty) (TypeConst)
0 Fy ok T, u:x Fy ok
'ty ok = & Dom(T) 'y ok o Dom(T)
(Var) (Var¥)
I',z:0 Fy ok I, ax by ok

'tyok Thryox f&Dom(l)
I, fio Fy ok

(Const)

(Schémas de) types bien formés

a€lab(o) T amxbyo:x Iy ok
(TypeScheme") — (Type)
Ity Voo« T'hyr7:x

ou
Lab(tg) =@  Lab(m — ) = Lab(m»)

Lab(a) = {a} Lab(V3.0) = Lab(o)

Termes bien formés

Iaxwokyok o<t I ficokFyok o<t
(Var) (Const)

rxobyzx:T I, fiokFy f:7

I'tyA:7 THyB:71 I'tyA:mqm —»m I'FyB:m

(Struct) (Appl)

Fl—uAZBZT Fl—uABiTQ

T ARy P:m T,AFyA:7 Dom(A)=FV(P) BV(A)=10

(Abs)

'y P—-A:1 —m

ARy P:m T,Gen(A;T)FyA:img Ty B:m
Dom(A) = FV(P) BV(A) =1

(Match)
F'kylet PKBin A:my

ou
Gen(;T)
Gen(z:1, A;T)

Va.r aveca = FV(r)\ FV()
z:Gen(7;T), Gen(A;T)

L
L

FIGURE 3.4 — Systéme de types de pz<
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3.2.2 Inférence de types

Nous allons présenter maintenant un raffinement de 'algorithme W de
L. Damas et R. Milner [DM82] pour un systéme polymorphe a la Curry
dans le A-calcul qui infére un type principal étant donnés un terme A et un
contexte I'. Notre algorithme W donné dans la figure suit la présentation
utilisée par F. Pottier pour 'inférence de types dans Caml [Pot]. Il prend en
argument le terme a typer A, 'environnement de typage I' et un ensemble de
variables de type fraiches V utilisées pour créer de nouveaux types et vérifie
si A est typable, dans quel cas 'algorithme renvoie un type 7 dont il suffit
d’abstraire les variables libres pour obtenir un schéma de type principal, une
valuation € des variables de types libres dans I (qui servira notamment a
instancier les variables prises dans V) et le sous-ensemble V' des variables
non encore utilisées dans V.

L’algorithme utilise une fonction auxiliaire Inst qui transforme un schéma
de type en un type dont on connait les variables libres ainsi qu’une fonction
auxiliaire mgu qui calcule un unificateur plus général [JK91]. Il faut noter que
I’échec (false) doit étre propagé strictement, et doit notamment étre renvoyé
quand la fonction mgu échoue.

Nous pouvons d’abord montrer par récurrence sur la structure des termes
un lemme de substitution pour les variables de type.

Lemme 3 (Lemme de substitution pour les variables de type)
Pour tout contexte I', pour tout terme A et tout type 7, si I' -y A : 7, alors
pour toute substitution 0 telle que Dom(0) C X¥ on aTOFy A : 6.

Nous pouvons montrer la correction de ’algorithme par récurrence sur
la structure des termes et en utilisant la définition de Inst et le lemme de
substitution sur les variables de type.

Théoréme 11 (Correction de W [CKLW06])
Si WYI; A; V) = (1:0; V), alors TO Fy A« 7.

En ce qui concerne la complétude, il faut considérer une égalité particu-
liére sur les substitutions permettant de vérifier leur comportement sur les
nouvelles variables de type que 'on introduit. On définit donc une égalité
par rapport & un ensemble de variables :

Définition 13 Deux substitutions 61 et 2 coincident hors de V, noté 6 ie
02, si al; = aby pour tout a € V.

Nous pouvons maintenant montrer en utilisant une récurrence simultanée
, . . A <K
la complétude et la principalité de W

Théoréme 12 (Complétude et principalité [CKLWO06]|) Pour tous V
et T tels que VAFV(T) =0, siTop by A : 7' pour une substitutions ¢, alors :
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A=

lI>

let P << Ay in Ay

) &

Inst(Va.T ; V

FIGURE 3.5 - L
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WT; 4; V)
A=z = (r;id;V)
avec (7;V') = Inst(['(z) ; V)
ssi x € Dom(T)
A=f = (r;id;V)
avec (1;V') = Inst(T'(f) ; V)
ssi f € Dom(T")
A=A11Ay = (mpipobaob ;Vs)
avec (7‘1,91,V1 <<(F Al, )
(721025 V) = W05 Ap; V1)
w = mgu(r16y = 72)
A=P -+ A = (7‘192—>T2 ;02 00, ,V2)
avec T = FV(P)
a; €V
(1:01; V1) = WT, 7505 ; PV \ {a})
(723 0; Vo) = WT01, w01 ; Ay 5 Vi)
A=A A2 = (ap;pobBy0601 ;)\ {a})
avec (Tlaelavl <<<F Ala )
(721025 V) = WT'01 ; Az V1)
a€Vy

w=mgu(mby =1 — «)

(7‘3 '930“092091']/3)
WT; A ;D)

=
avec (11;01; V) =
T =FV(P)
az; € V1
(r202:Va) = W0y, 7705 P 3 V1 \ {a})
= mgu(m16y = 12)
(735 03; V3) = W(L010p1, z:Gen(czlap0 ; DO10211) ; A1 ; V)

sinon =- false
ol les 8 sont des variables distinctes prises dans V

(r{B/a}; V\{B})

‘algorithme w*©
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1. WAI; A; V) # false ;
2. il existe T, 0 et V' tels que W<<(F;A; V)= (1;6;V");

3. mT'=T1 et ¢ ¥ 1 o 0 pour une certaine substitution 1.

L’algorithme W< peut également étre utiliser pour démontre la décidabi-
lité du typage.

Théoréme 13 (Décidabilité du typage [CKLWO06|) Les deuxr pro-
blémes suivants sont décidables dans le systéme de types de p\% :

1. Etant donnés un contexte T, un type T et un terme A, peut-on dériver
'ty A: 77

2. Etant donnés un contexte T' et un terme A, existe-t-il un type T tel que
FFyA:77?

Puisque I'algorithme W est correct et complet, il permet de répondre
directement au second probléme. Pour le premier, par principalité, on peut
se ramener au probléme

WT; U5 V) = (736, V') A 7 =7 avec Dom(y) €V

et donc & un probléme de filtrage (modulo le renommage des variables de
type liées) décidable.

3.3 Conclusions

Nous avons présenté un systéme de types de premier ordre pour le pgy-
calcul et nous avons montré que les encodages présentés dans la section 2.5
sont bien typés. On doit noter que si la discipline de types est renforcée avec
des types dépendants [CKLOID, BCKLO3| alors tous les programmes pré-
sentés ici sont statiquement rejetés, c.-a-d. bloqués par le systéme de types.
Les systémes de types présentés ici ne s’inscrivent pas dans la philosophie
de [BCKLO03| ou les systémes de types (dépendants) ont été étudiés dans une
perspective logique ol la normalisation forte des termes typables est essen-
tielle, mais dans 'optique d’un formalisme théorique pour le typage dans des
langages de programmation disposant des mécanismes de filtrages expressifs
et puissants. Par conséquent, le systéme de types de pg est bien adapté
pour l'analyse statique des programmes, c.-d-d. pour garantir que les argu-
ments des fonctions ont le type attendu, mais ne garantit pas la terminaison
des termes bien typés qui correspondent & des programmes potentiellement
cycliques.

Des réductions non terminantes similaires peuvent apparaitre dans
d’autres formalismes et, en particulier, N.P. Mendler [Men87| a montré que
I'utilisation de définitions récursives dans le A-calcul typé peut mener & des
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réduction non terminantes si une condition de « positivité » n’est pas impo-
sée. Ce type de condition est utilisé également dans le calcul des constructions
inductives [Wer94] qui est a la base de 'assistant a la preuve Coq. Le méme
probléme peut apparaitre dans des langages de programmation également :
par exemple, dans ML on peut définir des fonctions récursives sans utiliser
letrec.

Nous avons également présenté pz<, un calcul de réécriture typé qui
dispose d’une forme restreinte de polymorphisme avec des restrictions trés
proches de celles adoptées dans ML. Nous avons montré que les versions avec
types simples et polymorphisme vérifient la plupart des propriétés usuelles :
préservation du type, unicité et décidabilité du typage.

Nous avons adapté l'algorithme W de Damas-Milner pour le calcul pré-
senté et nous avons prouvé que les propriétés classiques sont satisfaites : la
correction et la complétude de l'inférence de types ainsi que la décidabilité
du typage et 'existence d’un type principal pour tout terme.

L’algorithme d’inférence de types que nous avons présenté fournit un cri-
tére de correction pour les p-termes de la section 2.5 et par conséquent pour
les systémes de réécriture encodés. Ce systéme de types peut étre vu éga-
lement comme un point de départ pour l'intégration du polymorphisme et
donc pour I'amélioration de I'expressivité des systémes de types habituelle-
ment utilisés dans des langages a base de régles.
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Contexte :

Le filtrage ainsi que I'application de substitutions sont des opérations fonda-
mentales des calculs présentés dans les chapitres précédents mais elle sont
réalisées au méta-niveau de ces calculs. Dans des implantations concreétes ces
deux opérations doivent étre séparées et doivent interagir entre elles et avec
les mécanismes d’évaluation du calcul concerné.

Dans le contexte du A-calcul, on utilise un formalisme intermédiaire qui réa-
lise la décomposition de I'application de substitutions d'ordre supérieur en
des étapes plus atomiques et permet de capturer le comportement calcula-
toire du systéme original. Les systémes avec substitutions explicites ont été
largement étudiés. lls jouent évidement un réle central dans certaines implan-
tations de langages fonctionnels et logiques mais fournissent également des
outils intéressants pour |'unification d'ordre supérieur ou pour représenter les
preuves incomplétes dans la théorie des types.

Les calculs permettant de trouver la solution d'un probléme de filtrage sont
importants d'un point de vue conceptuel et calculatoire pour toutes les théo-
ries de filtrage, que ce soit de simples théories syntaxiques ou des théories
équationnelles ou d'ordre supérieur.

Je me suis donc intéressé a des approches permettant un traitement au niveau
objet du calcul de réécriture pour les opérations de filtrage et d’application
de substitutions qui en résultent.

Questions :

e Peut-on identifier les formalismes permettant une définition explicite du
filtrage et de |'application de substitutions?
e Quelles sont les propriétés du calcul explicite et de ses sous-calculs ?

Contributions :

Les mécanismes d'application de substitutions du calcul de réécriture sont
hérités du A-calcul et nous avons déja proposé, dans la premiére version du
calcul, une version avec substitutions explicites basée sur une approche avec
des indices de de Bruijn similaire a celle utilisée pour le Aoy-calcul. Nous
présentons dans ce document une approche plus modulaire permettant d’in-
tégrer d'une maniére indépendante des (sous-)calculs explicites pour calculer
et appliquer les solutions d'un probléme de filtrage.

Nous présentons le calcul avec filtrage explicite ainsi que le calcul explicite
mais nous nous focalisons sur une version qui combine les parties explicites
de ces deux calculs et qui permet la composition de substitutions. La preuve
de confluence n'est pas triviale mais elle est particuliérement intéressante car
elle permet d'identifier les points clés pour obtenir la confluence si un des
sous-calculs est remplacé par un calcul alternatif.
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La possibilité de paramétrer le p-calcul général par une théorie de filtrage
ouvre de nombreuses perspectives et méne & un calcul trés expressif. Néan-
moins, tous les calculs relatifs & la théorie de filtrage considérée sont toujours
effectués au méta-niveau. La méme situation apparait dans Rogue [SDK™T03,
un langage de programmation basé sur une version non typé du p-calcul et
destiné principalement & l'implantation de procédures de décision. La sé-
mantique opérationnelle de Rogue comme les régles du p-calcul utilisent des
fonctions auxiliaires qui sont en effet des calculs implicites. Ces calculs sont
importants d’'un point de vue conceptuel et calculatoire pour toutes les théo-
ries de filtrage, que ce soit de simples théories syntaxiques ou des théories
telles que 'associativité et la commutativité [Eke95]. Il est donc naturel d’en-
visager l'intégration explicite de ces calculs dans le formalisme de base.

Un premier pas vers une manipulation explicite des calculs liés au filtrage
a été l'introduction des problémes de filtrage explicitement dans la syntaxe
du p-calcul [CKLO2]. Les contraintes de filtrage sont résolues et les substi-
tutions qui en résultent sont appliquées en une étape. Dans des implanta-
tions concrétes ces opérations doivent étre séparées et doivent interagir avec
d’autres calculs et, en particulier, on veut que les calculs sur des contraintes
ainsi que 'application de contraintes résolues (c.-a-d. les substitutions) soient
explicites.

Les A-calculs avec substitutions explicites [ACCL91al [Les94, Mel95l
Mel96, [Ros96l, [DGO1) Kes07] ont été largement étudiés. Ils jouent un role
central dans certaines implantations de ML [LN04] et fournissent des outils
intéressants pour l'unification d’ordre supérieur [DHKO0| ou pour représenter
les preuves incomplétes dans la théorie des types [Mun97].

Dans tous les calculs avec substitutions explicites, les substitutions
peuvent étre retardées grace a la régle 5 qui transforme un S-radical (A\x.A) B
en lapplication explicite sur A de la substitution qui remplace x par B. Dans
le p-calcul explicite, ’application des substitutions est retardée au moment
ou la contrainte de filtrage originale est résolue. Ainsi, le role de la régle
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est joué par la régle p qui transforme ’application d’une régle de réécriture
en l'application d’une contrainte de filtrage et par les régles d’évaluation uti-
lisées pour résoudre le probléme de filtrage obtenu. Ceci méne & un calcul
comparable & A, [Ros96] simple et sans composition de substitutions.

Ce calcul [CEK04] manipule au niveau objet non seulement les problémes
de filtrage mais également 'application des substitutions obtenues. Néan-
moins, ces deux sous-calculs sont considérés séparément et ils sont gérés
différemment.

Nous présentons deux versions du p-calcul, I'une avec substitutions ex-
plicites et I'autre avec filtrage explicite, ainsi qu'une version qui combine les
deux et considére les problémes d’efficacité et plus précisément la composi-
tion des substitutions. Ceci nous permet d’isoler les caractéristiques absolu-
ment nécessaires dans les deux cas et d’analyser les problémes liés aux deux
approches. Le résultat est un calcul qui a les bonnes propriétés habituelles
des substitutions explicites (conservativité, terminaison) et qui est confluent.
Le p-calcul et, en particulier, les p-calculs avec substitutions explicites sont
donc particuliérement appropriés comme support théorique pour les implan-
tations des langages basés sur la réécriture.

Nous nous focalisons ici sur les aspects opérationnels de ces calculs a
filtrage et substitutions explicites et non sur les aspects logiques liés a ce
type de formalisme. Le lien entre les régles de réduction d’'un calcul avec
motifs et substitutions explicites et les pas de normalisation des preuves en
logique a été étudié dans [CK99al. Plus précisément, Serenella Ceritto et
Delia Kesner ont proposé le « Typed Pattern Calculus with Explicit Substi-
tutions » [CK99al [CK04], un calcul typé avec motifs et substitutions expli-
cites inspiré par I'isomorphisme dit de Curry-Howard entre les preuves dans
la déduction naturelle et les termes du lambda-calcul simplement typé. Les
régles de typage et les régles de réduction de ce calcul sont fondées sur le
calcul des séquents; les termes correspondent & des preuves du calcul des
séquents et les régles de réduction a l’élimination des coupures. Toujours
dans un contexte logique, les substitutions explicites ont été utilisées dans
les encodages de systémes d’ordre supérieur en déduction modulo [DHKO02]
et plus récemment par Guillame Burel pour ’encodage des systémes de type
purs fonctionnels en déduction surnaturelle [Bur08].

Les travaux décrits dans ce chapitre ont été réalisés en collaboration avec
Germain Faure et Claude Kirchner.

4.1 Substitutions explicites : le ps-calcul

Nous présentons dans cette section une généralisation de A, [Ros96],
appelé p-calcul avec substitutions explicites, qui utilise des abstractions non
seulement sur des simples variables mais également sur des motifs conte-
nant éventuellement plusieurs variables. D’autre part, le p-calcul avec sub-
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stitutions explicites, appelé également ps-calcul, peut étre vu comme une
extension du p-calcul de base avec des substitutions explicites.

Dans le p-calcul de base, pour évaluer I'application d’une régle & un
terme, le filtrage entre le membre gauche de la régle et le terme est résolu et
la substitution obtenue est appliquée au membre droit de la régle au méta-
niveau du calcul. Ceci signifie que, en une étape d’évaluation, on calcule
la substitution solution du probléme de filtrage et on ’applique au terme
correspondant.

Cette réduction peut évidemment étre décomposée en deux étapes, une
calculant la substitution et ’autre décrivant I’application de cette substitu-
tion. Cette décomposition ne signifie pas que les calculs liés au filtrage et
a l'application des substitutions sont explicites mais juste qu’ils sont claire-
ment séparés. Dans cette section nous faisons un premier pas vers une version
explicite du p-calcul en proposant une version du calcul ou 'application des
substitutions est exécutée explicitement tandis que les problémes de filtrage
sont encore résolus au méta-niveau.

4.1.1 La syntaxe des substitutions explicites

La syntaxe du p-calcul de base donné dans le chapitre [2] est étendue avec
un opérateur explicite de substitution et elle est donnée dans la figure[4.1] Par
la suite, nous suivons les conventions de notation et de nommage mentionnées
dans les chapitres précédents.

L’opérateur d’application de substitutions est une généralisation du méme
opérateur dans A,. Dans le A-calcul, une A-abstraction lie seulement une
variable et une substitution explicite considére ainsi une unique variable.
Dans le p-calcul, 'abstraction est réalisée sur un motif et puisqu’elle peut
lier un nombre arbitraire de variables, la définition d’une substitution est
étendue en conséquence. Le symbole id représente la substitution identité.
Il faut préciser que dans ce contexte le symbole « = » n’est pas symétrique.

On utilisera les symboles ¢, v, ... pour dénoter les substitutions de ’en-
semble ®. Un terme est appelé pur s’il ne contient aucune application de
substitution explicite.

Pour simplifier la lecture, nous adoptons la notation suivante pour ’ap-
plication explicite de substitutions

B [% — Ai]n 2 i=1..n

=1 -

Bid] sinon

De la méme facon, nous adoptons la notation suivante pour ’application de
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Termes
T, P == X (Variables)
| K (Constantes)
| P—-T (Abstractions)
| T 7T (Applications fonctionnelle)
| T 7T (Structures)
| 7 [¢] (Applications de substitution)
Substitutions
o n= id (Identité)
| Xx=T (Equations)
| oAD (Conjonctions)
avec A associatif et id son élément neutre

FIGURE 4.1 - Syntaze du ps-calcul

substitutions au méta-niveau

B{Cy/z1,...,Cp/zpn} sin>0
B{Ci/xi}}-y =

B sinon

Le domaine d’une substitution ¢ = A z; = A;, noté Dom(p), est
i=1...n

I'ensemble de variables {x;}7 ;.

Dans ce chapitre, nous nous limitons & des motifs qui sont des structures
algébriques définis dans la section La définition formelle de ’ensemble
de variables libres est obtenue en restreignant la définition donnée dans la
section [£.3] pour le calcul avec filtrage et substitutions explicites.

4.1.2 Application des substitutions explicites

La sémantique opérationnelle du p-calcul avec substitutions explicites
est donnée dans la figure [£.2] Nous suivons les conventions utilisées dans les
chapitres précédents et, en particulier, nous considérons les termes modulo
I'a-conversion. Les régles de réduction données dans la figure [1.2] sont sé-
parées en deux catégories : les régles décrivant I'application des structures
et des abstractions sur les p-termes et les régles définissant ’application des
substitutions.

La régle (p) est utilisée pour réduire l'application d’une abstraction a
un terme en filtrant le membre gauche de ’'abstraction contre ’argument
de la régle (en utilisant, par exemple, l'algorithme de filtrage donné dans
la section et en déclenchant 'application de la substitution obtenue
au membre droit de 'abstraction. Dans le cas particulier ou la fonction Sol
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(P—-A) B —, Al = Gl
avec Sol(P < B) = {C;/xz;}],
(A1 1 A2) B — Ay B1A; B
Alid] —Identity A
(oA (@ =A)AY] — Replace A
y [¢] “Var J
si y & Dom(o)
cl¢] —Const c
(P — A)[4] — Abs P¢] = Al4]
(A B)[¢] — App Al Bg]
(A B) 9] — Struct Alg] Bg]

FIGURE 4.2 — Sémantique opérationnelle du ps-calcul

renvoie la substitution identité (représentée par {Q;/z;})_;) le résultat est
'application explicite de id (représenté par Alz; = Q;]9_;). S'il n’existe pas
de solution pour le probléme de filtrage correspondant, alors la régle n’est
pas appliquée. La régle (6) est héritée du p-calcul de base.

Les régles concernant ’application de substitutions distribue 'applica-
tion par rapport aux différents opérateurs jusqu’a atteindre une variable ou
une constante. Si la variable est dans le domaine de la substitution alors le
terme correspondant la remplace ; une substitution appliquée & une variable
qui n’est pas dans son domaine ou & une constante est ignorée. Puisque
on considére des classes de termes modulo I’a-conversion, les représentants
appropriés sont toujours choisis afin d’éviter les éventuelles captures de va-
riables (potentiellement introduites par la régle (Abs)).

Nous définissons les relations o et pg induites par les régles manipulant
les substitutions (c.-a-d. (ldentity), (Replace), (Var), (Const), (Abs), (App),
(Struct)) et par I'ensemble de toutes les régles dans la figure respec-
tivement. Il faut préciser que dans le pg-calcul et dans les autres calculs
introduits dans les sections suivantes toutes les étapes d’évaluation sont ef-
fectuées modulo la théorie sous-jacente (associativité ou associativité avec
élément neutre) pour la conjonction (voir le Définition (15| pour une défini-
tion précise de la réécriture modulo).

On peut noter qu’en remplacant le motif P par une variable dans la régle
(p) nous retrouvons la régle () des A-calculs avec substitutions explicites.

Exemple 10 (Application d’une régle de réécriture) Pour calculer la
forme normale disjonctive d’une formule propositionnelle, nous utilisons la
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regle de réécriture
not(and(z,y)) — or(not(z), not(y)).

L’application de cette régle au terme not(and(true, false)) est définie en ps
par le terme (not(and(z,y)) — or(not(z), not(y))) not(and(true, false)) avec
la réduction suivante

(not(and(z,y)) — or(not(z), not(y))) not(and(true, false))
o or(not(z), not(y)) [x = true A y = false]

—App (or [x = true A y = false])(not(x [z = true A y = false]),
not(y [x = true A y = false]))

—

—const  of(not(z [x = true A y = false]), not(y [z = true A y = false]))
—Replace  Or(not(true), not(false))
Exemple 11 (Applications multiples) Puisque les substitutions ne
peuvent pas étre composées, application de chaque substitution est faite

indépendamment et peut impliquer beaucoup de pas d’évaluation pour accéder
aux feuilles du terme (vu comme un arbre) :

(9(x) = (f(y) = (=, y)) f(a)) g(b)
((f

= (y) = h(z,y)) fla)) [z =]
=z, y)ly = al[z =]

=y h(z,yly = a]) [z =]

=y h(x,a) |z =0

—y  h(z[x =0b],a)

—y  h(b,a)

Comme on verra plus tard, si les substitutions sont composées alors les pas
relatifs au parcours du terme peuvent étre factorisés (voir exemple @)

4.2 Filtrage explicite : le p,-calcul

Dans cette section nous nous concentrons sur les problémes de filtrage in-
trinséques au p-calcul et, plus précisément, nous voulons rendre explicites les
calculs liés au filtrage exécutés pendant la p-évaluation. Nous proposons ici
le p-calcul avec filtrage explicite, appelé aussi py-calcul, qui étend le p-calcul
de base avec des régles d’évaluation traitant le filtrage (syntaxique). Dans
ce calcul les problémes de filtrage obtenus sont résolus explicitement tandis
que 'application des substitutions est réalisée au méta-niveau.

4.2.1 Termes avec contraintes de filtrage

La syntaxe du p-calcul avec filtrage explicite est donnée dans la figure[1.3]
Les substitutions explicites du pg-calcul qui peuvent étre considérées comme
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Termes
T,P = X (Variables)
| K (Constantes)
| P—A (Abstractions)
| T T (Applications fonctionnelle)
| 71T (Structures)
| TIC] (Applications de contrainte)
Contraintes
C = id (Identité)
| PT (Equations de filtrage)
| CAC (Conjonctions de contraintes)
avec A associatif et id son élément neutre

FIGURE 4.3 — Syntaze du pg-calcul

des équations de filtrage en forme résolue sont remplacées par les contraintes
de filtrage qui seront résolues pendant le processus d’évaluation.

On utilisera les symboles €, D, €... pour dénoter des ensembles (poten-
tiellement vides) de contraintes. Le symbole id représente ici la contrainte
identité tandis que dans le ps-calcul le méme symbole était utilisé pour re-
présenter la substitution vide. On considére qu’une conjonction vide et id
représentent le méme objet.

Le domaine d’une contrainte €, noté Dom(<), est intuitivement le méme
que le domaine de la substitution qui résout tous les problémes de filtrage
correspondants et est calculé en prenant I'union des ensembles de variable
libres des motifs de toutes les équations de filtrage dans €. La définition
formelle est donnée dans la section £.3.1]

4.2.2 Résolution de contraintes de filtrage

La sémantique opérationnelle du p-calcul avec filtrage explicite consiste
en deux partie présentées dans la figure [£.4]

Comme pour le pg-calcul, la premiére partie décrit 'application des struc-
tures et des abstractions sur les p-termes. Cette fois, la régle (p) s’applique
toujours et réduit ’application d’une abstraction & un terme contraint par
le probléme de filtrage correspondant.

Les problémes de filtrage sont traités par la deuxiéme partie des régles
d’évaluation ; ces régles sont clairement inspirées par celles présentées dans la
section [2:2.1] Une contrainte de filtrage est simplifiée en utilisant les régles
de décomposition qui sont fortement liées & la théorie de filtrage considé-
rée. Comme nous 'avons déja mentionné, nous considérons seulement des
structures de termes algébriques comme motifs et nous nous limitons a une
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(P—-A) A —p A[P < B]
(AleQ)B —s Ay B1 Ay B
A1 1Ay < Bl B — Decompose, Al < BIAN A2 <K By
f(Ah ey An) < f(Bh ceey Bn) — Decompose A?zl(Ai < Bz)
CAz << ANDA (2 << A)ANE —Tdem CAz << A)ADNE
A [id] — Identity A
B [Q: A (ZL' < A) A @] —ToSubst B{A/ZL'} [Q: A ©]

siz &€ Dom(EAD)

FIGURE 4.4 — Sémantique opérationnelle de py

théorie de filtrage décidable et unitaire et, plus précisément, au filtrage syn-
taxique. Par conséquent, nous ne considérons pas les symboles d’ordre supé-
rieur (comme, par exemple, « — » et « < ») et nous décomposons seulement
les motifs restreints. Les deux régles de décomposition données dans la fi-
gure [£.4] sont ainsi exécutés par rapport a une théorie de filtrage syntaxique
pour 'opérateur de structure et pour les constantes. Puisqu’une conjonction
vides et id représentent le méme objet alors la régle (Decomposer) peut
étre utilisée pour des constantes (c.-a-d. n = 0) et dans ce cas le résultat est
Iidentité.

Quand une partie de la contrainte est résolue et indépendante du reste
de la contrainte, la substitution correspondante peut étre appliquée au méta-
niveau. Afin d’éviter les éventuelles captures de variables, nous considérons
que la méta-application de la substitution {A/x} au terme B, notée B{A/z}
est d’ordre supérieur et donc exécutée modulo I’a-conversion. La condition
dans la régle (ToSubst) garantit que le probléme de filtrage est (partielle-
ment) résolu et ainsi (une partie de) la substitution correspondante peut
étre appliquée seulement s’il y a qu'une assignation possible pour la variable
« résolue » dans la contrainte respective. Les problémes de filtrage non li-
néaires peuvent mener a des contraintes de filtrage qui associent différents
termes a une méme variable et qui représentent, intuitivement, un échec (voir
l’exemple. Les doublons dans une contrainte de filtrage sont éliminés avec
la régle (Idem).

Il faut noter que dans la régle (ToSubst), grace a la convention d’hygiéne,
I'intersection entre ’ensemble de variables libres de A et Dom(E€AD) est vide
et donc, les variables dans A ne peuvent pas étre capturées dans le membre
droit de la régle.

Le p-calcul (et en particulier le py-calcul) est bien adapté pour traiter
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les échecs (de filtrage), représentées par des contraintes sans solution, c.-a-
d., des contraintes qui ne représentent pas des substitutions. Selon 1'utilisa-
tion prévue du calcul nous pouvons envisager ou non la propagation de tels
(contraintes d’) échecs. Si les échecs sont propagés, 1'origine de l'erreur est
perdue et le résultat final serait un terme avec des contraintes sans solution
appliquées sur chaque feuille du terme (considéré comme un arbre). L’infor-
mation contenue dans un tel terme semble inutile quand on veut analyser
I’erreur et, pour ce type de raison, on veut pas perdre 'origine de 'erreur.
C’est pourquoi les échecs ne sont pas propagés tels quels mais seulement la
substitution correspondante (si elle existe) est propagée.

Exemple 12 (Application d’une régle de réécriture) Le terme pré-
senté dans l’exemple est réduit en p-calcul avec filtrage explicite comme
suit

(not(and(z,y)) — or(not(z), not(y))) not(and(true, false))

— or(not(x), not(y)) [not(and(z,y)) < not(and(true, false))]
Decomposer 0r<n0t(x>, not(y)) [1‘ Ltrue Ny K false]

T 0Subst or(not(true), not(false)) [1d]

= Identity or(not(true), not(false))

Exemple 13 (Application d’une régle de réécriture non-linéaire)
Quand des motifs non-linéaires sont utilisés, la régle (ldem) peut fusionner
les problémes de filtrage résolus identiques :

(xor(x, x) —» false) xor(true, true)

) false [xor(z, z) < xor(true, true)]
= Decompose»  Talse [z < true A z < true]

= Idem false [z < true]

FToSubst false [id]

= Identity false

Exemple 14 (Régle de réécriture non-linéaire avec échec) Bien évi-
demment, Uapplication d’une régle de réécriture non-linéaire peut mener a
des échecs dus a des conflits de fusion. Les conflits de fusion ne sont pas
réduits mais gardés comme un échec de l'application de la contrainte.

(xor(x,x) —» false) xor(true, false)
) false [xor(x, z) < xor(true, false)]
= Decomposer  false [T < true Az < false]

L’exemple suivant illustre 1'utilité du filtrage explicite quand nous vou-
lons dépister la source (ou autrement dit, la cause) de ’échec.
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Exemple 15 (Erreur au run-time : échec de filtrage) Considérons la
régle suivante qui vérifie si deux personnes sont de fréres, c.-a-d. si elles ont
le méme peére :

Brother(Person(Name(z),Father(z)),Person(Name(y),Father(z))) — true

Quand on vérifie si deux personnes (Alice et Bob) sont des fréres en appli-
quant cette régle au terme correspondant :

Brother(Person(Name(Alice),Father(John)), Person(Name(Bob),Father(Jim)))
on obtient comme résultat le terme
true [z < John A z < Jim]

indiquant que la variable z correspondant au pére ne peut pas étre correcte-
ment instanciée, c.-a-d., que le pére des deux personnes n’est pas le méme.

Ceci est en contraste avec le p-calcul avec substitutions explicites ot le
fait que Uapplication de la régle au terme est en forme normale indique que le
filtrage n’a aucune solution mais ne donne aucune information sur la source
de cet échec.

4.3 Le calcul avec substitution et filtrage expli-
cites : le p-calcul

La combinaison des deux calculs présentés précédemment, le pg-calcul
et le py-calcul, méne & une version du calcul qui manipule explicitement la
résolution des contraintes de filtrage aussi bien que I'application des substi-
tutions. Ce calcul, introduit dans [CEFKO04], ne considére pas la composition
des substitutions, une question clé quand on veut obtenir des implantations
efficaces.

Dans cette section nous montrons comment la composition peut étre réa-
lisée dans ce contexte et nous définissons le p3-calcul. Nous étudions ensuite
les propriétés de ce calcul.

4.3.1 Syntaxe de pj-calcul

La syntaxe des ps-termes présentée dans la figure est une fusion des
syntaxes du ps-calcul et du py-calcul. Par la suite, nous faisons référence aux
trois catégories de p$-termes en les appelant simplement termes, substitutions
et contraintes respectivement.

On peut noter que 'opérateur de conjonction A est surchargé et il est uti-
lisé pour construire des substitutions aussi bien que des contraintes. Puisque
les deux types de conjonctions sont disjoints, par la suite, on dénotera gé-
néralement les identités correspondantes tds et id,, par le méme symbole
id.
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Termes
T,P == X (Variables)
| K (Constantes)
| P—-T (Abstractions)
| T 7T (Applications fonctionnelle)
| T 7T (Structures)
| 7T [¢] (Applications de substitution)
| TIC] (Applications de contrainte)
Substitutions
o = ids (Identite)
| X=T (Equations)
| AP (Conjonctions d’équations)
Contraintes
C = idy, (Identité)
| PT (Equations de filtrage)
| CAC (Conjonctions de contraintes)

avec A associatif
et idg et id,, ses éléments neutres

FIGURE 4.5 — Syntaze du p,-calcul

Nous supposons que les opérateurs d’application fonctionnelle, de sub-
stitution et de contrainte associent a gauche, alors que les autres opérateurs
associent a droite. L’application de substitution est plus prioritaire que I’ap-
plication de contrainte qui est a son tour plus prioritaire que I'application
fonctionnelle. L’application a une priorité plus élevée que «  —  » qui
est d’une priorité plus élevée que « ¢ ». Les opérateurs d’équation sont
d’une priorité plus élevée que les opérateurs de conjonction. Les opérateurs
d’équation et de conjonction ont une priorité plus faible que les autres opé-
rateurs.

Définition 14 (Variables libres et domaines des contraintes)
L’ensemble de wvariables libres et le domaine d’une contrainte (resp.
substitution) sont définis par :

FV) = {x}

FVe) = 0 FV(P - A) = FV(A)\FV(P)
FV(AB) = FV(A)UFV(B) FV(A1B) = FV(A)UFV(B)
FV(BE)) = FV(€) U (FV(B)\Dom())

FV(B[g]) = FV(¢) U (FV(B)\Dom(s))
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FVEAD) = FVQOUFV®) FV(ory) = FV(p)UFV(Y)
FV(x=A) = FV(A) FV(id) =10

FV(P<A) = FV(A)

Dom(P < A) = FV(P) Dom(CAND) = Dom(€)UDom (D)
Dom(id) =0

Dom(z=A) = {x} Dom(p A1) = Dom(p) A Dom())

4.3.2 Sémantique du p;-calcul

Les régles d’évaluation du p3-calcul sont présentées dans la figure et
consistent en celles utilisées pour le pg-calcul et pour le py-calcul ainsi qu'une
régle de composition.

L’application des abstractions et des structures aussi bien que la décom-
position des contraintes de filtrage sont héritées du pyp-calcul. Comme dans
le py-calcul, quand une partie de la contrainte est résolue et indépendante
du reste de la contrainte, la substitution correspondante peut étre appliquée.
Dans le p$-calcul 'application de la substitution est juste déclenchée (comme
dans le ps-calcul) dans la régle (ToSubst) et les régles héritées du ps-calcul
réalisent son application. La régle (Identity) représente en fait deux régles,
une pour la substitution identité et une seconde pour la contrainte identité.
Quand la régle n’est pas clairement identifiable dans le contexte, la premiére
est appelée (Identitys) tandis que la derniére est appelée (Identity.).

La nouvelle régle (Constraint) distribue les substitutions dans les
contraintes. La régle (Compose) définit la composition des substitutions. La
condition utilisée pour ces deux régles indique que la contrainte et respec-
tivement la substitution ne peuvent pas étre des identités. Pour la simpli-
cité, nous avons utilisé un abus de notation dans la régle (Compose) ou
Bl N zj = A; [¢]]7_, dénote le terme B [p Az = A1 [¢] A ... Azxy = Ay [@]].

Exemple 16 (Applications multiples) La composition des substitutions
mene a des évaluations plus efficaces. L’évaluation suivante est obtenue
pour le terme considéré dans l’exemple [11]

(9(x) = (f(y) = h(z,y)) f(a)) g(b)
> ((f(y) = h(z,y)) fa)) [z =1b]
> h(z,y) [y = a] [x = b]
—Compose Mz, y) [t =bAy =alz =1
—pp hrlz=bAy=a],ylr=bAy=al)
—Replace (b, @)

Tous les pas d’évaluation concernant le parcours du terme h(x,y) sont
faits seulement une fois cette fois-ci puisque seulement une substitution doit
étre propagée.
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(P— A)B —p A[P < B]

(A1 1 A9) B —5 Ay Bl Ay B

A1 Ay < Bl B — Decompose, A1 K B1 A Ay < By
f(A1, ... Ay) < f(B1,...,Bn)  —Decomposer N—i(Ai < B;)
CAz << AHAANDA (2 << A)NE —14em CA(z << A)ANDNE
B[EA (z < A) AD] —ToSubst Blr = AJ[€ ND]

si x € Dom(CAD)

A [id] — Identity A

T [(;5 A (.T = A) A ¢] — Replace A

Y [¢] —Var Yy
si y & Dom(¢)

c [(b] —Const c

(P — A)[¢] — Abs Pl¢] — Alg)]

(A B) [¢] — App Al¢] B¢]

(A { B) [Qﬂ — Struct [ ] ! B [¢]

(A[PZ < B’L]?:l) [qb] —Constraint (A [qb])[opl [QS] < B; [¢]]?:1
s1n >

(B[Ilfz = Az]?zl) [(b] —Compose [(b Nxg = A [(b]]z 1
sin>0

FIGURE 4.6 — Sémantique opérationnelle du p,-calcul

L’évaluation non efficace donnée dans I’exemple [11] est toujours possible
mais tandis que c’était la seule alternative pour le ps-calcul, le probléme
disparait pour le pg-calcul si on applique les régles d’évaluation avec une
stratégie [BCDKO09| qui donne la priorité la plus élevée a la régle de compo-
sition, une maniére canonique de limiter les parcours de terme.

Comme mentionné au début de cette section, un p-calcul avec un traite-
ment explicite de la résolution de contraintes et de ’application de substi-
tutions a été présenté pour la premiére fois dans [CFK04|. Dans ce calcul,
appelé pg-calcul, il n’y avait aucun mécanisme pour la composition des sub-
stitutions (c.-a-d. pas de régle (Compose)) et par conséquent, pas de conjonc-
tion de substitutions. Par conséquent, nous pouvons considérer le py-calcul
comme une restriction du p3-calcul ol toutes les substitutions sont des équa-
tions simples et la régle (Compose) n’est pas disponible.
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4.4 Sur la confluence du p}-calcul

Nous avons étudié les propriétés de ces nouveaux calculs et nous avons
montré, en particulier, que le calcul explicite est confluent dans les mémes
conditions que le calcul général. Nous avons utilisé une technique de preuve
basée sur le lemme de Yokouchi-Hikita [YH90| (que nous avons étendu pour
le cas de la réécriture modulo) qui nous a permis non seulement de montrer
la confluence du calcul mais également de mettre en évidence les propriétés
des sous-calculs (de substitution et de filtrage) explicites. Nous présentons ici
juste les grandes lignes de la preuve et les différents résultats intermédiaires ;
une preuve plus détaillée est disponible dans [CEKO07].

Comme mentionné précédemment, toutes les étapes d’évaluation sont
exécutées modulo la théorie de la conjonction (dans le pg-calcul, modulo
lassociativité et les éléments neutres) et ainsi, la réécriture est effectuée
modulo un ensemble d’axiomes. Il faut donc tout d’abord préciser la relation
de réécriture modulo correspondante et ensuite montrer la confluence modulo
cette théorie.

Définition 15 (R/A) Etant donné un systéme de réécriture R et un en-
semble d’ariomes A, le terme t est (R/A)-réécrit en t', noté t —p/a t' s’
existe une régle l — r € R, un terme u, une occurrence p dans u et une sub-
stitution o tels que t —— 4 ulp — o(1)] et t' —— 4 ulp — o(r)] 0w ulp — v]

dénote le terme u avec le sous-terme a la position p remplacé par v.

Les propriétés de cette relation doivent étre prouvées mais 1’évalua-
tion ci-dessous est plus opérationnelle et elle est habituellement utilisée
dans les preuves et dans les implantations. La premiére définition est évi-
demment plus générale et dans certains cas les deux sont équivalentes;
pour une présentation détaillée de la réécriture modulo, nous nous référons
a [Hue80L JK86, [KIK99l [OhI9S].

Définition 16 (R, A) Etant donné un systéme de réécriture R et un en-
semble d’aziomes A, le terme t est (R, A)-réécrit en t', noté t —pa t' s’il
eriste une régle I — r € R, un terme u, une occurrence p dans u et une
substitution o tels que t|, 4 0(l) (c.-a-d. le sous-terme de t & la position
p est équivalent & o(l)), et t' = t[p « o(r)] (c.-a-d. t' est égal a t ou le
sous-terme a la position p est remplacé par o(r)).

Comme mentionné dans le chapitre 2] les motifs non linéaires peuvent
mener a des réductions non-confluentes. Ceci justifie la définition suivante.

Définition 17 (pg-calcul linéaire) Un motif est linéaire s’il ne contient
pas deux occurrences de la méme variable. Une substitution (x; = A;)l'q,n >
0, est linéaire si toutes les variables x; sont différentes. Une contrainte de
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filtrage (P; < A;)_q,n > 0, est linéaire si pour tous motifs P;, P; avec
1<i#j<nonaFV(P)NFV(P;)=0.ids et idy, sont linéaires.

Le p3-calcul linéaire est le pg-calcul ou tous les motifs, substitutions et
contraintes de filtrage sont linéaires.

Le schéma général de la preuve de confluence du p3-calcul linéaire suit la
preuve de confluence utilisée pour le Aoy-calcul et présentée dans [CHLIG]
et utilise une variante du lemme de Yokouchi-Hikita [YH90] (énoncé dans la

section [6.2.1)) :

Lemme 4 (Yokouchi-Hikita modulo [CFKO0T7|) FEtant données deuz re-
lations R et S définies sur le méme ensemble T et ~ une relation d’équiva-
lence telles que
— R est fortement normalisante,
- R est confluente modulo ~ : pour tous u,v,w dans T tels que uR*v et
uR*w il existe t1,ty dans T tels que vR*t1, wR*ty et t1 ~ to,
- S est fortement confluente : pour tous u,v,w dans T tels que uSv et
uSw il existe t dans T tel que vSt et wSt,
- R et § sont cohérentes modulo ~ : pour tous u,v,w tels que u ~ v,
uRw (resp. uSw) il existe un t tel que vRt (resp. vSt) et w ~t,
— le diagramme (de Yokouchi-Hikita modulo) suivant est satisfait :

Uy u Xw

R*SR*:’— *
N 4 R
tl ~ tg

Alors la relation R*SR* est confluente modulo ~.

On partage donc les régles d’évaluation du pj-calcul en deux relations
correspondant aux relations R et & du lemme précédent. Un choix naturel
pour la relation R est la relation de réécriture modulo induite par toutes les
régles d’évaluation a lexception de (p) et (0); cette relation est notée
par la suite. En fait, les régles traitant les contraintes et les substitutions
explicites devraient étre fortement normalisantes et confluentes (dans des
calculs de substitutions explicites on demande toujours ces propriétés pour
la partie explicite). La relation S ne peut pas étre la relation de réécriture
induite par les régles (p) et (§) puisque cette relation ne vérifie ni la confluence
forte (la régle () duplique des radicaux) ni le diagramme de Yokouchi-Hikita
modulo (la relation —¢ duplique également des radicaux). C’est pourquoi
nous utilisons une parallélisation des régles (p) et (9).
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Nous montrons d’abord la terminaison et la confluence de +—¢ prenant en
considération le fait que les régles peuvent étre appliquées modulo I'associa-
tivité et les éléments neutres (ids, id,,) pour les conjonctions. Nous définis-
sons ensuite formellement la parallélisation de (p) et (§) et nous montrons
qu’elle est fortement confluente. Finalement, nous prouvons le diagramme de
Yokouchi-Hikita modulo et on termine la preuve de confluence du p3-calcul
linéaire en observant que la parallélisation et la relation originale ont la méme
fermeture transitive.

On dénote par la suite par A1 'ensemble d’axiomes définissant 1’associa-
tivité et les éléments neutres id,, et ids pour la conjonction et par ~,; la
relation d’équivalence induite par ces axiomes. ¢ dénote donc la relation
a1 Ol k est la relation de réécriture induite par toutes les regles d’éva-
luation a l'exception de (p) et (4). On dénote par o3 le systéme de réécriture

donné dans la figure et on obtient ainsi les relations +— o ,, et — 0°
X

0y ,At /AL

4.4.1 Terminaison et confluence des calculs explicites

Pour montrer que —¢ normalise fortement nous avons utilisé le produit
lexicographique de deux ordres. Le premier ordre est une mesure (une taille)
sur les termes qui représente, pour tout terme, (une borne supérieure de) la
taille du terme pur correspondant ot toutes les substitutions en attente ont
été appliquées. La taille d'un terme B [x = A] est la taille de B plus la taille
de A multipliée par le nombre d’occurrences de = dans B (appelé ici la mul-
tiplicité de = dans B), prenant de ce fait en considération les instanciations
possibles de x par A dans B. En ce qui concerne les contraintes de filtrage,
on doit prendre en considération le fait qu’elles peuvent (potentiellement)
devenir des substitutions. Nous faisons ainsi une approximation et considé-
rons que pour les termes de la forme B[P < A], chaque variable de P est
(potentiellement) instanciée par un sous-terme de A qui est approximé par
A. Cette mesure est une sur-approximation qui est préservée par les régles
duplicatives (par exemple, le terme (z 1 ) [¢] et son réduit z [¢] ¢ = [¢] par
rapport a (Struct) ont la méme taille indépendamment de ¢) et qui décroit
sur les autres régles. Le deuxiéme ordre est basé sur une interprétation po-
lynomiale qui décroit sur toutes les régles dont la taille est préservée par le
premier ordre.

Lemme 5 La relation —¢ est fortement normalisante.

En ce qui concerne la confluence, nous prouvons d’abord que les substi-
tutions explicites correspondent aux substitutions réalisées au niveau méta.

Lemme 6 (Correction des substitutions explicites) Pour tout n > 1,
pour tous termes A; et B, il existe un terme B’ tel que

Bl = Al —e B'{Ai/zibin, et BB
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En utilisant ce résultat, on peut prouver par induction la confluence locale :

Lemme 7 (Confluence locale modulo A1) Pour tous termes A, By, B
tels que A ¢ By et A ¢ Ba, il existe deux termes B} et Bl tels que
By ¢ B} et By Bl avec B} ~y1 B) -

A
SN
By By

C\i\ }kC
B] ~u1 B

Nous pouvons montrer par analyse de cas que deux termes équivalents
modulo Al peuvent étre réduits & deux termes équivalents :

Lemme 8 (Cohérence modulo A1) Pour tous termes A, B, A’ tels que
Avrse B et A~y A, il existe B' tel que B ~4; B et A’ ¢ B'.

A ~41 A/
Cl o

Y
B ~u1 B

En utilisant la normalisation forte, la confluence locale modulo A1l et la
cohérence modulo A1, nous obtenons, conformément a [OhI98|, que ¢ est
Church-Rosser modulo A1. Nous obtenons comme conséquence immeédiate la
confluence modulo A1 de .

Lemme 9 La relation —¢ est confluente modulo 41.

4.4.2 Théoréme de confluence

La parallélisation des régles p et 6 définie inductivement dans la figure [£.7]
est une extension naturelle de la réduction paralléle de Tait et de Martin-Lof.
Le nombre important de régles de congruence conduit, dans notre cas, & une
définition un peu plus élaborée que celle utilisée pour la régle 5 du A-calcul.

On note que la relation ps, €st la parallélisation d’un systéme orthogonal
et nous obtenons ainsi sa confluence forte.

Lemme 10 (Confluence forte de »—>p5H) Pour tous termes A, By, By tels
que A s Bi et A s, Ba, il existe un terme A’ tel que B s, A et
B2 I—>p5H A,.

Nous pouvons montrer par analyse de cas sur les réductions explicite que
le diagramme de Yokouchi-Hikita modulo est satifait.
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A 03 A" B 03 B’

(P — A) By AP < B

Al ] Al Ag 8, A, B 8, B’

(A1 I AQ) B '_)p5|| All B’ I A/2 B’

A o A

A I—>p(§H A

A o A B o B’

AB o A B’

¢ +—>p5H Q:/ A +—>p5H A/

A[€] gy A (€]

B s B’

P—>A|—>p5HP—i>A’

A o A" B o B

AU B ps A B

¢ py ¢ Aoy A

(P < B) 5 (P < B)

¢ s ¢ D —ps, D'

CAD —ps T ND'

A[6] oy A'[8)

B 5, B’

¢ p) ¢/ P pd 7/]/

O N s & A

FIGURE 4.7 — Version paralléle de pd

Lemme 11 (Diagramme Yokouchi-Hikita modulo) Pour tous termes
A, By et By dans le pg linéaire, il existe les termes A}, A} tels que le dia-
gramme suivant est satisfait :

A
N
By By
\ /
C* pd C*\ / x
o) N y €

Ay o~ Al
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Il faut noter que la condition de linéarité est essentielle ici puisqu’elle
assure que la régle (ldem) n’est jamais utilisée. Si cette condition n’est pas
imposée et on permet des termes non-linéaires, alors le diagramme suivant
ne peut pas étre fermé et donne ainsi un contre-exemple au diagramme
Yokouchi-Hikita modulo.

rlr << (a—a)ahz < (a—a)al

T

zr < (a —a) a rlr<ala < a Az < (a—a)al

Toutes les hypothéses du lemme de Yokouchi-Hikita modulo (Lemme E[)
sont prouvées par les lemmes précédents et donc, nous obtenons la confluence
modulo A1 de la relation +—p 8, T €t puisque — 0% A A

X

0 a1 la confluence modulo A1 de la relation initiale.
X

Lemme 12 La relation 00 a1 est confluente modulo A1.

La confluence de la relation — 0%/a1 et donc du calcul est obtenue comme
X

une conséquence [Ohl98| des lemmes précédents et de la cohérence de — o

2.A1

modulo ~y;.
Théoréme 14 Le p;-calcul linéaire est confluent.

On peut facilement remarquer qu’un terme pur dont tous les patterns
sont linéaires ne peut pas étre réduit en un terme non-linéaire au sens de la
définition [I7) et donc, on peut dire, comme pour le calcul non-explicite, que
le p3-calcul est confluent pour tout terme pur avec tous les patterns linéaires.

4.5 Conclusions

Nous avons proposé un calcul de réécriture qui manipule explicitement
les contraintes de filtrage (syntaxiques) et ’application des substitutions ob-
tenues comme résultat. Ce calcul a de bonnes propriétés et, en particulier,
nous avons montré qu’il est confluent et que le sous-calcul qui manipulent
les différents types d’équations est confluent et terminant.

Ce travail s’inscrit dans la continuité des travaux sur les A-calculs avec
substitutions explicites en prenant en compte le filtrage, un ingrédient prin-
cipal du calcul de réécriture et des langages a base de régles. La manipula-
tion explicite du filtrage a été proposée pour la premiére fois dans le PSA-
Calcul [BKK98| qui peut étre vu comme l'ancétre du p-calcul. Dans ce cal-
cul I'application d’une régle de réécriture est explicite mais les stratégies ne
peuvent pas étre définies au niveau objet du calcul comme dans le p-calcul.
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Nous avons également proposé un calcul de réécriture avec des substitutions
explicites, appelé po-calcul [CK99bl [Cir00], mais dans ce cas le traitement
des problémes de filtrage est effectué au niveau méta du calcul.

Par rapport & ces différents formalismes, le calcul que nous avons présenté
ici est modulaire et peut étre adapté a différentes théories de filtrage. La
modularité se situe non seulement au niveau de la conception mais également
au niveau de la technique de preuve qui isole clairement les parties concernées
par le filtrage.

Nous avons considéré ici seulement des filtrages unitaires dans la théorie
vide mais dans la pratique, il est intéressant d’avoir la possibilité de raisonner
modulo des théories équationnelles. Dans ce cas, la régle de décomposition
Decomposer doit étre adaptée selon la théorie que 'on veut traiter et, par
exemple, si on veut manipuler des symboles commutatifs il suffit de construire
dans le membre droit de cette régle une structure contenant les conjonctions
correspondant aux différentes alternatives [CEKOQT7]. Si on veut disposer du
filtrage associatif ou associatif avec élément neutre (filtrage sur les listes)
utilisé, par exemple, dans le langage TOM, alors il faut intégrer les régles que
nous avons déja formalisées dans [CKKMI0]. 11 est évident que si la théorie
de I'opérateur de structure n’est pas vide alors la régle Decompose, doit étre
modifiée également.

Il faudra maintenant étudier la possibilité d’améliorer notre calcul en
utilisant d’autres approches basées sur des substitutions explicites. Une pre-
miére piste consiste & étudier une extension des travaux sur les calculs gé-
nériques de substitutions explicites [Ste00] pour prendre en compte la com-
position des substitutions. Il faudrait également comprendre comment 1’ap-
proche proposée dans [KLO05L [Kes07] et, en particulier, la permutation des
substitutions peut étre appliquée pour simplifier la notion de substitution du
p-calcul. L’utilisation des indices deBruijn [dB78] comme dans le po-calcul
est également envisageable.



4.5. Conclusions

75



Contexte :

Le calcul de réécriture est un modéle de calcul particulierement adapté pour
I'étude de la sémantique des langages basés sur les notions de motif et de fil-
trage. Certains aspects pratiques liés aux implantations concrétes sont étudiés
dans le calcul de réécriture avec substitutions explicites mais les technique uti-
lisées dans ce cas sont essentiellement liés au traitement explicite et efficace
des opérations de filtrage et d'application des substitutions correspondantes.
L'intégration d'autres techniques d'optimisation et, en particulier, d'une ap-
proche basée sur (la réécriture) de graphes déja étudiées dans le contexte
des langages déclaratifs [PJ87], est clairement envisageable dans un calcul
utilisé pour la modélisation de ce type de langage.

L’intérét d'une représentation au niveau objet du calcul des structures de
graphes va au-dela des aspects liés a |'efficacité des implantations et concerne
également une amélioration de I'expressivité d'un formalisme a base de termes
qui a montré ses limites pour la modélisation des systéme complexes comme
les systémes chimiques et biologiques. Ce type de systéme peut étre modélisé
avec de simples termes [BCCT03| mais les structures naturelles pour ce type
de formalisme sont les graphes J[AKOT7].

Je me suis donc intéressé a une extension du calcul de réécriture permettant
une représentation et une manipulation explicite des structures de graphes.

Questions :

e Comment représenter le partage et les cycles en calcul de réécriture?
e Quelles sont les propriétés du formalisme obtenu ?
e Quel lien avec les formalismes similaires 7

Contributions :

Le calcul de réécriture explicite permet une représentation au niveau objet
des substitutions et donc une certaine forme de partage ainsi qu'un trai-
tement explicite du filtrage syntaxique sur des termes sans partage. Nous
introduisons dans ce chapitre un calcul qui étend les contraintes de filtrage
a des contraintes d'unification permettant ainsi d'exprimer non seulement
le partage mais également des structures cycliques. Le filtrage est toujours
effectué explicitement dans ce calcul mais cette fois-ci il est réalisé sur des
termes-graphes éventuellement cycliques.

Nous avons montré que ce calcul généralise le calcul de réécriture de base en
permettant la manipulation de termes-graphes ainsi que le A-calcul cyclique
en permettant des motifs plus élaborés que des simples variables. Il permet
également un encodage des réductions des systémes de réécriture de termes-
graphes. Le calcul introduit ici représente donc un support théorique pour les
implantations efficaces et expressives des langages basés sur la réécriture.
La preuve de confluence de ce calcul est encore plus élaborée que pour les
autres calculs de réécriture mais elle reste modulaire et peut étre clairement
étendue pour des éventuelles extensions du filtrage sous-jacent.



Calcul de réécriture de graphes

Dans le p-calcul de base ainsi que dans les versions présentées dans les
chapitres précédents les termes sont vus comme des arbres et ’évaluation est
réalisée en remplacant des sous-arbres. Afin d’améliorer I'efficacité des im-
plantations correspondantes, il est fondamental de penser et d’implanter les
p-termes par des graphes [BvEGT87|. Dans ce cas, la possibilité de partager
des sous-termes permet d’ameéliorer la gestion de I'espace (en utilisant des
pointeurs multiples au méme sous-terme au lieu de dupliquer le sous-terme)
et efficacité en temps (un radical apparaissant dans un sous-terme partagé
sera réduit tout au plus une fois et des tests d’égalité peuvent étre faits en
temps constant quand le partage est maximal).

La réécriture de graphes est une technique utile pour 'optimisation des
implantations des langages fonctionnels et déclaratifs [PJ87]. D’ailleurs, la
possibilité de définir des cycles méne & une puissance accrue de l'expressi-
vité et permet, en particulier, de représenter facilement des structures de
données infinies réguliéres (c.-a-d. avec un nombre fini de sous-structures
différentes) comme, par exemple, le graphe cyclique représentant la liste cir-
culaire ones = 1 & ones, oll « P » dénote 'opérateur de concaténation. La
réécriture de termes-graphes cycliques a été largement étudiée, aussi bien
d’un point de vue opérationnel |[BvEGT87, [AK96] que d'un point de vue
catégorique/logique [CG99| (voir [SPvEI3| pour une présentation de la ré-
écriture de termes-graphes).

Dans ce contexte, un modéle abstrait généralisant le A-calcul en ajoutant
des cycles et des mécanismes de partage a été proposé par Z.M. Ariola et
J.W. Klop [AK97]. Leur approche consiste en un formalisme équationnel qui
modélise le A-calcul étendu avec de la récursion explicite. Un A-graphe est
traité comme un systéme d’équations récursives contenant éventuellement
des A-termes et la réécriture est décrite comme une séquence de transforma-
tions équationnelles. Cette approche permet la combinaison des structures
de graphes avec les mécanismes d’ordre supérieur du A-calcul. Un dernier
ingrédient important manque toujours : le filtrage (sur les motifs).
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Termes
G,P == X (Variables)
| K (Constantes)
| P—gG (Abstractions)
| GG (Applications fonctionnelle)
| GG (Structures)
| GIC] (Applications de contrainte)
Contraintes
C n= € (Identité)
| X=¢g (Equations)
| PG (Equations de filtrage)
| CAC (Conjonctions de contraintes)
avec A associatif, commutatif et idempotent
et € son élément neutre

FIGURE 5.1 — Syntaze de pg

Dans ce chapitre nous présentons un nouveau formalisme, appelé
pg-calcul, qui généralise le A-calcul cyclique de la méme maniére que le
p-calcul généralise le A-calcul classique. Le pg-calcul manipule des termes
avec des variables liées et peut exprimer le partage et les cycles en utilisant
des listes d’équations récursives. Comme la variante du p-calcul présentée
dans la section @, dans le pg-calcul les contraintes de filtrage sont explicites
et les calculs liés au filtrage sont exécutés au niveau objet du calcul. Pour
une présentation compléte du calcul et de ses propriétés le lecteur peut se
référer a [BBCKOG].

Les travaux décrits dans ce chapitre ont été réalisés en collaboration avec
Paolo Baldan, Clara Bertolissi et Claude Kirchner.

5.1 Termes avec contraintes généralisées

La syntaxe du pg-calcul présentée dans la figure étend la syntaxe du
p-calcul de base avec un nouvel opérateur d’application pour les contraintes
noté par « [ | » et déja utilisé dans la version explicite du calcul donnée
dans la section Comme le p-calcul avec filtrage explicite, le pg-calcul ma-
nipule explicitement les contraintes de filtrage mais il introduit une nouvelle
sorte de contrainte, les équations récursives.

Une contrainte de filtrage est générée quand on réduit ’application
d’une régle de réécriture & un terme comme, par exemple, 'application
(f(x) — g(x)) f(a) qui est réduite & g(x) [f(z) < f(a)]. Une équation
récursive est une contrainte de la forme X = G qui peut étre vue comme un
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environnement associé a un terme. Elle est utilisée pour définir des termes
avec partage et cycles et peut étre également vue comme une substitution en
attente. Par exemple, dans le terme G = h(z,x) [z = s(0)] le terme s(0) est
considéré partagé et nous pouvons penser a s(0) comme a la valeur associée a
la variable z dans le terme G. En résumant, les contraintes du pg-calcul sont
des conjonctions (construites en utilisant 'opérateur « A ») d’équations
de filtrage et d’équations récursives. La contrainte vide est notée e. L’opé-
rateur « A » est supposé associatif, commutatif et idempotent, avec €
comme élément neutre.

Ceci signifie que nous considérons égaux deux pg-termes qui different
seulement par l'ordre des équations dans leurs contraintes comme, par
exemple, z [z = f(y) Ay = g(z)] et @ [y = g(z) Az = f(y)] puisque, in-
tuitivement, ils représentent le méme terme-graphe. De la méme facon, nous
supposons l'opérateur « _ A » associatif. Par exemple, x [(x =fly) Ny =
9(2)) Az = a] est équivalent a z [z = f(y) A (y = g(2) A z = a)] et donc,
habituellement, les parenthéses sont omises. L’axiome d’idempotence évite
la duplication de contraintes identiques et donc = [r < f(y) Az < f(y)]
est équivalent & x [x < f(y)]. La duplication peut se produire pendant la
réduction de termes contenant des motifs non-linéaires comme, par exemple,
pour le terme (h(x,z) — z) h(a,a). Dans cet exemple, la contrainte de fil-
trage h(z,x) < h(a,a) produite peut étre décomposée en deux contraintes
identiques et on obtient le terme z [z < a A z < a] qui est simplifié, par
idempotence, en z [z < a).

Comme dans les chapitres précédents, on suppose que 'opérateur d’ap-
plication associe a gauche, tandis que les autres opérateurs associent a droite.
Les priorités qu’on considére pour les opérateurs du pg-calcul sont également
similaires & celles dans les chapitres précédents. Voici la liste des opérateurs

ordonnés de la plus haute priorité a la plus basse : application «  »,
K = vkl vk [ vk < v« = _vet« Ay
Les pg-termes seront généralement dénotés par les symboles G, H, ... et les

ensembles de contraintes par les symboles €, 9, .. ..

On dit qu'un pg-graphe est bien formé si chaque variable apparait tout
au plus une fois en tant que membre gauche d’une équation récursive. Tous
les pg-graphes considérés par la suite sont implicitement bien formés.

On appelle algébriques les pg-graphes définis par la grammaire suivante :

A= X | K| (KAA)..JA| AX=AN...AX=A

Comme pour les p-termes, un terme algébrique de la forme
(((f G1) G2)...) Gy, est généralement écrit f(G1,Ga,...,Gr).

Un ensembles de contraintes dont les équations récursives ont des ré-
férences mutuelles entre elles, comme dans z [z = f(y) Ay = g(z)], est
utilisée pour représenter les termes cycliques. Nous définissons formellement
la notion de cycle en utilisant la notation Ctx[(J] pour un contexte avec exac-
tement un trou noté [I. Il faut noter que I'insertion dans un contexte est une
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substitution qui peut mener & des captures de variables, c.-a-d. des variables
qui apparaissent libres dans G peuvent devenir liées dans Ctx[G].

Définition 18 (Order, cycle) On dénote par < le plus petit pré-ordre sur
les variables de récursion tel que x > y si Ctxq{z} < Ctxo{y} pour des
contezxtes Ctx; {0}, i = 1,2, ou le symbole < peut étre 'opérateur de récur-
sion = ou ['opérateur de filtrage <. L’équivalence induite par ce pré-ordre
est notée = et on dit que x et y sont cycliquement équivalent (z = y) si
x>y>x. Onéeritx >y six >y et x Zy.

On dit qu’un pg-graphe est acyclique si > est un ordre partiel (et = est
ainsi identité sur les variables).

Il faut noter qu'un pg-graphe cyclique contient un cycle, c.-a-d. une séquence
de contraintes de la forme Ctxo{zo} < Ctx;{x1} A Ctxo{z1} <« Ctxz{z2}A
N Cixp{ e} K Ctxpp1{xo}, avee ny,m e NJou g =21 = ... = .

Nous dénotons par e (trou noir) une constante, déja introduite par
Z.M.Ariola et JW.Klop [AK96] dans une approche équationnelle et éga-
lement par A.Corradini [Cor93| dans une approche catégorique, pour don-
ner un nom & des termes « inexistants » qui correspondent & l’expression
x [z = z] (un terme qui boucle sur lui-méme). La notation x =, x est une
abréviation pour la séquence x = x; A ... A x, = x.

Nous utilisons parfois une représentation graphique des pg-graphes sans
contraintes de filtrage pour donner I'intuition de ces termes. Il est clair que
n’importe quel terme sans contraintes peut étre représenté comme un arbre
tandis qu'un pg-graphe G [z1 = G1 A ... Az, = Gy] peut étre vu comme
une construction letrec x1 = G1,...,x, = G, in G et représenté par une
structure avec partage et cycles. Dans notre approche, la correspondance
entre une variable dans le membre gauche d’une régle et son occurrence liée
dans le membre droit est représentée en utilisant les mémes noms pour les
variables respectives (au lieu d’utiliser des pointeurs vers l'arriére). La cor-
respondance entre un terme et sa représentation graphique peut étre étendue
a des pg-graphes généraux, contenant éventuellement des contraintes de fil-
trage, comme décrit dans [Ber05]. Dans ce chapitre, nous utiliserons cette
correspondance seulement informellement et pour des pg-graphes simples ne
contenant pas des équations de filtrage.

Exemple 17 (pg-termes) La représentation graphique des termes ci-
dessous est donnée dans la figure[5.2

1. Dans la régle (2xx) — ((y +y) [y = f(x)]) le partage dans le membre
droit évite la copie de l’objet qui instancie f(x) quand la régle est ap-
pliquée a un pg-terme.

2. Le pg-terme cons(head(x),x) [v = cons(0,x)] représente une liste in-
finie de zéros. On peut noter que la variable de récursion x lie ['occur-
rence de x dans le membre droit de l’équation ainsi que celles dans le
terme cons(head(z), x) auquel la contrainte est appliquée.
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— cons f
/N
2 x i‘ l
0

() (i) (i)

FIGURE 5.2 — Des pg-termes

3. Le pg-terme f(x,y) [x = g(y) Ny = g(x)] est un exemple de partage
qui peut étre exprimé en utilisant la construction letrec. On a x >y
et y > x et par conséquent x =y.

Les notions de variable libre et liée des pg-termes prennent en considéra-
tion les trois lieurs du calcul : 'abstraction, la récursion et le filtrage. En par-
ticulier, pour simplifier la définition, nous introduisons également le domaine
d’une contrainte €, noté DV(€), comme l'ensemble de variables (potentiel-
lement) définies par les équations récursives et de filtrage qu’elle contient.
L’ensemble DV(€) contient donc, pour toute équation récursive z = G dans
¢ la variable x et pour toute équation de filtrage G1 < G2 dans € ’ensemble
de variables libres de (77.

Définition 19 (Variables libres, liées et définies) Etant donne un
pg-terme G, ses variables libres, notées FV(G), et ses variables liées, notées
BV(G), sont définies récursivement par :

FV(e) = 0 BV(c) & 0
FV(z) = {x} Bv(z) £ 0
FV(AB) & FV(A!B) BV(A B) & BV(A!B)

FV(A1B) & FVAUFV(B) BV(A1B) 2 BVY(A)UBY(B)
FV(P - A) & FVAN\FV(P) BV(P —-A) 2 BY(A)UBY(P)UFV(P)
FV(G[E]) £ (FV(G)UFV(Q)\DV(C)

BV(G [€]) £ BYV(G)UuBY(¢)

Pour une contrainte €, les variables libres, notées FV(C), les variables
liées, notées BV(€), et les variables définies, notées DV(C), sont définies par :

FV(e) = 0 DV(e) = 0
FV(x=G) =& FV(G) DV(z=G) = {z}
fV(Gl < Gz) e fV(GQ) DV(Gl < Gz) e fV(Gl)
FV@AC) 2 FVE)UFV(E) DV AC) 2 DV(E)UDV(C)
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BV £ 0
BVz=G) 2 {2} UBV(G)
BV(Gl < Gz) £ .7:V(G1) U BV(Gl) U BV(GQ)
BV(@l A 62) £ BV(@l) @] BV(@Q)

La notion d’a-conversion utilisée dans le p-calcul peut étre naturellement
étendue pour étre utilisée pour les termes du pg-calcul. 11 faut noter que
I’ensemble des variables liées dans les sous-termes G d’une application de
contrainte G [€] est 'union entre le domaine de € et ’ensemble de variables
lites de G. Par exemple, le terme z [z < a Az < b] est équivalent modulo a-
conversion au terme y [y < a Ay < b] (intuitivement, ce terme est similaire
ay [f(y,y) < fla,b)]).

Il faut noter également que la visibilité d’une variable de récursion est
limitée aux pg-termes de la contrainte oti la variable de récursion est définie et
au pg-terme auquel cette contrainte est appliquée. Par exemple, dans le terme
f(z,y) [z = g(y) [y = a]] la variable y définie dans I’équation récursive lie
son occurrence dans g(y) mais pas dans f(z,y). En fait, le terme ne satisfait
pas la condition de nommage puisque y a des occurrences libres et liées.

Ces conventions de nommage nous permettent d’ignorer certains termes
(voir les exemples ci-dessous) et d’appliquer ainsi des remplacements (comme
pour les régles d’évaluation dans la figure naivement puisqu’aucune cap-
ture de variable n’est possible.

Exemple 18 (Les variables libres et liées ont des noms différents)

Etant donné le pg-terme z [z = x — y Ny = & + x|, on pourrait envisager
de remplacer naivement la variable y par x + x dans le membre droit de
Uabstraction, ce qui conduirait & une capture de wvariable. Ceci pourrait
se produire a cause du fait que le terme précédent me respecte pas nos
conventions de nommage : la capture de variable n’est plus possible si on
considére le pg-terme z [z = x1 — y Ay = & + x| obtenu aprés a-conversion
et qui respecte ces conventions. Si on souhaite lier les occurrences de
la wvariable x apparaissant dans la derniére équation par [’abstraction,
alors on doit utiliser une contrainte imbriquée comme dans le pg-terme
zle=2—(yly=2+2z])]

Exemple 19 (Les variables liées différentes ont des noms différents)
Conformément aux notions de variable libre et lice, dans un pg-terme il ne
peut pas y avoir de partage entre le membre gauche d’une régle de réécriture
et le reste du terme. En d’autres termes, le membre gauche d’une régle de
réécriture est « self-contained ». Le partage & lintérieur du membre gauche
est possible et aucune restriction n’est imposée pour le membre droit. Par
exemple, dans le terme f(y, g(y) — a) [y = x| la premiére occurrence dey est
liée par la variable de récursion, alors que la portée de y dans 'abstraction
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« _ — _ » est limitée au membre droit de cette abstraction. Le pg-terme
devrait, en fait, étre réécrit (par a-conversion) en f(y,g(z) — a) [y = z|.

On doit noter également qu’il n’est pas possible d’exprimer le partage
entre les membres gauches et droits d’une abstraction. Par exemple, dans le
terme (r — x) [z = a] la variable x dans le membre droit de l’abstraction
est liée par le x dans le membre gauche et donc le terme peut étre a-converti
en (z — z) [x = a], terme qui vérifie la convention de nommage.

Dans ce chapitre nous nous limitons a des motifs (utilisés comme membre
gauche des abstractions et des équations de filtrage) qui sont des pg-graphes
acycliques algébriques. Par exemple, le pg-graphe (f(y) [y = g(y)] — a) n’est
pas permit puisque 'abstraction a un membre gauche cyclique.

5.2 Sémantique du calcul de réécriture de graphes

Dans le p-calcul de base, quand on réduit 'application d’une régle & un
terme, le probléme de filtrage correspondant est résolu et la substitution
obtenue est appliquée au méta-niveau du calcul. Dans la version explicite
du p-calcul présentée dans la section [£.3] cette réduction est décomposée en
deux phases clairement séparées et toutes les deux traitées explicitement,
une calculant les substitutions et 'autre décrivant ’application de ces sub-
stitutions.

Dans le pg-calcul, le calcul des substitutions solutions des contraintes de
filtrage est effectué explicitement et, si le calcul est réussi, le résultat est
une équation récursive ajoutée a la contrainte du terme. Ceci signifie que
la substitution n’est pas appliquée forcement immédiatement au terme mais
elle est gardée dans ’environnement pour une application ultérieure.

Les regles d’évaluation du pg-calcul présentées dans la figure @ peuvent
étre séparées en trois catégories : les régles décrivant ’application des abs-
tractions et des structures sur les pg-termes - BASIC RULES (Régles de base),
les régles décrivant la résolution des équations de filtrage - MATCHING RULES
(Regles de filtrage) et les régles décrivant les remplacements et le nettoyage
(« garbage collection ») - GRAPH RULES (Régles de graphes).

On rappelle que, formellement, les réductions ont lieu par rapport a des
classes d’équivalence de pg-termes définies modulo la théorie spécifiée pour
l'opérateur de conjonction pour des contraintes, c.-d-d. associativité, com-
mutativité, idempotence et axiome d’élément neutre pour €. Les régles d’éva-
luation sont ainsi appliquées a des pg-termes en utilisant un filtrage modulo
la théorie de I'opérateur de conjonction. On verra plus tard que ceci introduit
certaines difficultés techniques pour la preuve de confluence du calcul.

Les deux premiéres régles (p) et (§) viennent du p-calcul. La régle (§)
décrit la distributivité de ’application sur les structures construites avec
Popérateur « ! » tandis que la régle (p) déclenche 'application d’une

régle de réécriture a un pg-terme en appliquant la contrainte de filtrage
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BASIC RULES :

(P —G2) Gs —, Go [P < G3]

(P — G2) [€] Gs ) Gy [P < G3 N €]

(G11G2) G3 —5 G1 G31 Gy Gs

(G11Gs) [€] Gs —5 (G1 G31 G G3) [€]

MATCHING RULES :

P« (G [Q:D —>propagate P<GACE
siPéXx

K(G1,...Gp) < K(G},...GL)  —>decompose G1 < GY,...,Gpn < G,
avec n >0

<K< GANCE —>solved r=GANC
six Q'DV(Q:)

GRAPH RULES :

Cixly] [y = G A €] —ert—sub  CX[G] [y = G A ]

G [P Cxyl Ny =GN —ueye—sup G [P <K Cx[G1] Ny =G AT
six >y, Vo e FV(P)
avec K€ {=,<}

GlCAnz =G —>ge G [¢]
six & FV(€) UFV(G)
G [€] g G
Cix[z] [z =0 A €] —>pbh Ctx[e] [x =5 z A €]
G[P<CxyANy=cyAC] —p, G [P« Ctx[o] ANy =5 y A €]

si x>y, Yo e FY(P)

FIGURE 5.3 — Sémantique de pg

appropriée au membre droit de la régle. Pour chacune de ces régles une
régle supplémentaire prenant en compte ’existence éventuelle de contraintes
est ajoutée. Sans ces régles, 'application de pg-termes abstraction comme
fly) =z f(y) [x= f(y) = = f(y)] f(a) (qui peut encoder une application
récursive comme dans ’exemple ne peut pas étre réduite. Alternative-
ment, des régles appropriées de distributivité pourraient étre utilisées mais
cette approche n’est pas considérée dans ce document.

Les MATCHING RULES et, en particulier, la régle (decompose) sont for-
tement liées & la théorie modulo laquelle on veut calculer les solutions du
filtrage. Dans cette premiére version du pg-calcul, nous avons choisi de pré-
senter le pg-calcul avec une théorie vide, théorie connue pour étre décidable
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et unitaire, mais des extensions & des théories plus élaborées sont évide-
ment possibles. Due aux restrictions imposées aux membres gauches des
régles de réécriture, on doit seulement décomposer les termes algébriques.
Le but de cet ensemble de régles est de produire une contrainte de la forme
1= GiA... Nz, = G, a partir d'une équation de filtrage. Ceci est possible
quand les membres gauches et droits de I’équation de filtrage sont algébriques
mais certains remplacements pourraient étre nécessaires (comme décrit par
les GRAPH RULES) dés que les termes comporte du partage.

Une équation de filtrage contenant des contraintes est réduite (par la
régle propagate) & une contrainte contenant la méme équation de filtrage
sans les contraintes qui sont propagées au niveau juste au-dessus. Puisque les
membres gauche des équations de filtrage sont acycliques, il n’y a pas besoin
d’une régle d’évaluation propageant les contraintes du membre gauche de
I’équation de filtrage; les éventuelles contraintes de ce co6té de ’équation de
filtrage peuvent étre propagées plus bas dans le terme en utilisant les régles
de substitution et de nettoyage. Les termes algébriques sont décomposés et
les équations triviales sont éliminées. Une contrainte de filtrage + < G;
est transformée en une équation récursive x = G s’il n’existe aucune autre
contrainte de la forme x = G ou x < G5 dans la liste de contraintes. Par
exemple, la contrainte z < a A x < b ne peut pas étre réduite indiquant
ainsi que le probléme de filtrage (non linéaire) original n’a aucune solution.

Les régles GRAPH RULES sont héritées du A-calcul cyclique de Ariola
et Klop. Les deux premiéres regles font une copie d'un pg-terme asso-
cié & une variable récursive dans un terme qui est dans la portée de la
contrainte correspondante. Ceci est important quand un radical doit étre
rendu explicite (par exemple, dans z a [z = a — b]) ou quand une équa-
tion de filtrage doit étre résolue (par exemple, dans a [a < x Az = a]).
L’ordre sur les variables des pg-termes permet de réaliser les copies seule-
ment vers le haut. Sans cette condition la confluence est perdue : le
pg-terme 2y [21 = — 22 s(x) A z2 =y — 21 s(y)] peut étre réduit soit a
z1 [z1 =2 — 21 s(s(x))] soit & z1 [z21 = — 22 s(x) A za =y — 22 s(s(y))]
(voir [AK97| pour le contre-exemple complet). Comme on verra par la suite,
en imposant certaines restrictions sur la forme des régles de réécriture, cet
ordre est un des ingrédients essentiels pour obtenir la confluence du pg-calcul.

Les régles (gc) éliminent les équations récursives qui représentent des
parties non reliées du pg-terme. On n’élimine pas les contraintes de filtrage,
gardant de ce fait la trace des échecs de filtrage pendant une réduction non
réussie. Les régles (bh) liées aux trous noirs remplacent les pg-termes non
définis par la constante e.

La relation induite par les régles du pg-calcul est notée .

Exemple 20 (Non-linéarité) Le filtrage impliquant des motifs non-
linéaires peut mener o une forme normale qui est soit une contrainte
contenant seulement des équations récursives (qui représente un filtrage
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@ e +
|

7N e

FIGURE 5.4 — Ezemple de réductions

réussi) soit une contrainte qui contient un certain nombre d’équations de
filtrage (représentant un échec de filtrage).

fy,y) < fla,a) f(y,y) < fla,b)
—decompose Y K G (par idempOtence) —decompose Y K aANy K b
s y=a

Il serait intéressant d’étudier les stratégies appropriées qui retardent ’ap-
plication des régles de substitution (externes et acycliques) (ext-sub) et (acyc-
sub) pour garder l'information de partage aussi longtemps que possible. Une
idée, illustrée dans le prochain exemple, consiste a appliquer les régles de
substitution seulement si nécessaire pour produire de nouveaux radicaux
pour les régles de base ou de filtrage. De plus, les régles de substitutions
sont utilisées pour « éliminer » les équations récursives triviales de la forme

T =1y.

Définition 20 La stratégie SharingStrat ezécute une étape de réduction en
appliquant les régles d’évaluation (ext-sub) or (acyc-sub) a un pg-terme G
seulement si :
— une variable en position active est instanciée par une abstraction ou
une structure, ou
— une variable dans une équation de filtrage bloquée est instanciée, ou
— une variable est instanciée par une variable.

Exemple 21 (Multiplication) Si on utilise une notation infixée pour la
constante « x » alors le pg-terme suwant correspond a [’application de la
régle de réécriture R = x x s(y) — (x xy + x) au terme 1 * s(1) ou la
constante 1 est partagée. Le résultat est montré sous forme graphique dans
la figure[5)
(@xs(y) = (@xy+) (2xs(z) [z=1])

— rxy+x[r*s(y) < (zxs(z) [z=1])]
propagate T * Y+ & [x % s(y) K z*5(2),z = 1]
Hecompose TH¥YF+ T [t L2 Ny Lz Nz =1]
—%olved rxy+tzxlr=zANy=zAz=1]

)

)

s (zsz+2)[z=2ANy=2Nz=1]
e (zxz+2) [z=1]
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L’exemple suivant montre comment le combinateur de point fixe du
A-calcul peut étre représenté par un pg-terme cyclique.

Exemple 22 On considére la régle de réécriture Ry =Y x — z (Y x) qui
exprime le comportement du combinateur de point fire Y du A-calcul. Etant
donné un terme t, on obtient la séquence de réécriture infinie :

Yi Ry 1 (Y t) Ry 1 (t (Y t)) Ry
qui, dans un certain sens ([KKSdV91, [Cor93]), converge vers le terme infini
t(t(t(...)).
On peut représenter le combinateur Y dans le pg-calcul par le terme :

Y £ 29 [vg =2 — 2 (20 7)].

Si on prend R =x — x (x¢ ), alors on a la réduction suivante :

Y G
ept—sub (€ — 2 (20 x)) (20 = R] G
—p z (g z) [x < G Az = R]
g z (xg z) [t =G ANz = R]
s G (z0 G) [x =G ANzp = R]
= ge G (zo G) [xo = R]
g G(G(.%’() G)) [a}():R]
e

En continuant la réduction, on « converge » vers le terme de la figure (a),

On peut obtenir une implantation plus efficace de la réduction du méme
terme en utilisant une méthode proposée par D.A.Turner [Tur79] ou la
réegle Ry est modélisée en utilisant le terme cyclique représenté dans la fi-
gure ( b). Ceci correspond en pg-calcul au pg-terme

Yr&z—(z[z=22])

On obtient dans ce cas la réduction suivante :

Yr G
— zz=2 2] [r < G]
g zlz=xz [r =]
—ext—sub < [Z:GZ] [x:G]
e 2z [z=G 7]

Le pg-terme qui en résulte est représenté dans la figure (c) St on déplie de
fagon intuitive ce pg-terme cyclique alors on obtient le terme infini montré
dans la figure[5.5(a).

Cette réduction montre qu’une séquence finie de réécritures sur des pg-
termes cycliques peut correspondre a une réduction infinie de termes.
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a - a’)
N\ SN L Iy
G a a

N N T

8<—©

Y x
(a) (b) (c)

FIGURE 5.5 — Exemples de réductions

5.3 Reésultats de confluence

Puisque le pg-calcul généralise le p-calcul et le A-calcul, il n’est pas surpre-
nant qu’il n’est pas terminant. En plus des réductions infinies obtenues pour
des pg-termes correspondant a des A-termes comme Q = (Azr.zz)(Az.zx),
dans le pg-calcul on peut avoir des réductions non-terminantes induites par
la présence de cycles dans les termes, comme dans

&z [.CI} = f(ZC)] — ext—sub f(l') [x = f(l')] —ert—sub - - -

Nous montrons que pour un pg-calcul avec certaines restrictions de linéa-
rité on obtient la confluence sur des classes d’équivalence de pg-termes. La
méthode originale de preuve proposée ici généralise la preuve de la confluence
du A-calcul cyclique |[AK97| pour un formalisme permettant de traiter des
termes contenant des motifs et des équations de filtrage et ou la réécri-
ture est réalisée modulo une théorie équationnelle [OhI98|. La preuve utilise
le concept de « développement » et la propriété de « développements fi-
nis » déja définis dans la théorie classique du A-calcul. Nous présentons ici
seulement les grandes lignes de la preuve; la preuve compléte est disponible
dans [BBCKO06].

La confluence pour les systémes d’ordre supérieur utilisant du filtrage
non-linéaire est un probléme délicat & cause des paires critiques non joignable
obtenues habituellement pour ce type de formalisme. Ceci a été montré par
J.W .Klop dans le contexte du A-calcul [KIo80| et, comme on a vu dans la sec-
tion le contre-exemple de Klop peut étre encodé dans le p-calcul [Wac05].
Le contre-exemple reste valide dans le pg-calcul et donc, comme pour pg, nous
considérons une version du pg-calcul avec certaines conditions de linéarité.

Définition 21 (pg-calcul linéaire) La classe de motifs linéaires (algé-
briques) est définie par :

L= X | K| (KLo)L1)..) Ln | Lo[Xi=L1A..AXy=Ly]

ou on suppose que FV(L;) N FV(L;) = 0 pour i # j. Une contrainte de la
forme [L; <K G1 A ...\ L, K G,], ot e {=,<}, est linéaire si pour
tous motifs L;, L; avec 1 <i# j<n on a FV(L;) N FV(L;) = 0.
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Le pg-calcul linéaire est le pg-calcul ot tous les motifs et toutes les
contraintes sont linéaires.

Comme mentionné précédemment, 'opérateur « A » est supposé
associatif, commutatif et idempotent, avec e comme élément neutre. Cepen-
dant, dans le pg-calcul linéaire, I'idempotence n’est pas nécessaire puisque
les contraintes de la forme + < G A x < G ne sont pas permises (et ne
peuvent pas étre obtenues par réduction). Par conséquent, dans le pg-calcul,
la réécriture agit sur des classes d’équivalence de pg-termes par rapport a
~pc1, la relation de congruence générée par les axiomes d’associativité et
commutativité pour l'opérateur « A _ », et l'axiome d’élément neutre
pour €. iy dénote la relation induite par les régles du pg-calcul et donc
la relation induite sur des classes d’AC1-équivalence est notée — Pa/ACt (voir
définition [15)).

Concrétement, dans la plupart des preuves nous utiliserons la relation
de réécriture modulo AC1, notée +— Pg-ACt- Rappelons tout d’abord que dans
ce cas les régles de réécriture agissent sur des termes a la place des classes
d’équivalence de termes et le filtrage modulo AC1 est effectué a chaque étape
de la réduction (voir définition . Il faut mentionner que le filtrage modulo
AC1 peut mener & un nombre infini de solutions, mais I’ensemble complet de
solutions est finitaire et a comme représentant canonique la solution dans
laquelle les termes sont normalisés par rapport a 1’élément neutre [Kir90].
D’un point de vue calculatoire, la réécriture modulo AC1 est plus convenable
que la réécriture sur les classes d’équivalences AC1. En fait, dans ce dernier
cas la classe compléte (et donc potentiellement infinie) doit étre explorée
quand on recherche les termes réductible. D’autre part, comme on verra
dans la section suivante, puisque des conditions de cohérence (similaires a
celle du pg-calcul) sont satisfaites par notre calcul, la confluence de la relation
g At implique la confluence de la relation +— pg/ACt-

5.3.1 Résumé de la preuve

La preuve de confluence est assez élaborée et nous 'avons décomposée
en un certain nombre de lemmes pour obtenir le résultat final. Sa complexité
est principalement due a la non-terminaison du systéme et au fait que 1’équi-
valence modulo AC1 sur les pg-graphes doit étre considérée tout le long de la
preuve.

Nous commencgons par prouver un lemme fondamental de cohérence qui
montre que la relation de réécriture du pg-calcul a le bon comportement par
rapport a la relation de congruence AC1. Ce lemme assure que s’il existe un
pas de réécriture a partir d’'un pg-graphe G, alors le « méme » pas peut étre
exécuté & partir de n’importe quel terme AC1-équivalent a G.
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Lemme 13 (Cohérence modulo AC1) Pour tous termes A, B, A’ tels que
A g act B et A ~yer A, il existe B’ tel que B ~ 401 B’ et A’ = pg,AC1 B’

A ~ac1 A
pg,Aczl Pg.hct

'

B ~4c1 B’

Nous précisons que, puisque la cohérence est vérifiée pour toutes les
régles du pg-calcul, alors elle est également vérifiée pour n’'importe quel
sous-ensemble de régles d’évaluation du pg-calcul et, en particulier, pour
la sémantique compléte du pg-calcul.

Pour prouver la confluence de Fpg,ACt OUS utilisons une technique inspi-
rée par celle adoptée pour montrer la confluence du A-calcul cyclique [AK97].
Le nombre plus grand de régles d’évaluation du pg-calcul et le traitement ex-
plicite de la relation de congruence sur les pg-graphes rendent la preuve pour
le pg-calcul beaucoup plus élaborée.

L’idée principale de la preuve est de séparer les régles en deux sous-
ensembles, de montrer séparément leur confluence et de prouver ensuite la
confluence de 'union en utilisant un lemme de commutation pour les deux
ensembles de régles. L’ensemble de régles du pg-calcul est ainsi partagé en
les deux sous-ensembles suivants :

— les regles X, contenant les régles de substitution (ext-sub) et (acyc-sub),

plus la regle (6);

— les régles T, contenant toutes les autres régles.

Les régles X incluent les régles de substitution qui représentent « la part
non-terminante » du pg-calcul. La régle () est également incluse dans les
régles X bien qu’elle pourrait étre ajoutée sans risque au régles 7 en gardant
cet ensemble de régles terminant. Ce choix est motivé par le fait que, pour
des raisons de non-linéarité, ajouter la régle (0) au régles 7 aurait posé des
problémes dans la preuve du lemme final de commutation.

La preuve de confluence de g ACL est structurée en trois parties :

— la confluence modulo AC1 de la relation induite par les régles 7,

— la confluence modulo AC1 de la relation induite par les régles ¥,

— la confluence générale modulo AC1.

Pour prouver la confluence modulo AC1 de la relation induite par les
régles 7 nous utilisons le fait qu’une relation fortement normalisante et lo-
calement confluente modulo AC1 est confluente modulo AC1 si la propriété
de cohérence est vérifiée (ceci suit immédiatement par [Ohl98]). Pour prou-
ver la normalisation forte, une interprétation polynomiale des opérateurs du
pg-calcul est utilisée.

La confluence locale modulo AC1 est prouvée par analyse de paires cri-
tiques. Nous pouvons conclure ainsi la confluence modulo AC1 de la relation
induite par les régles 7 en utilisant la propriété de cohérence du Lemme
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Lemme 14 La relation — est confluente modulo AC1.

La preuve de confluence modulo AC1 de la relation induite par les régles
> est la partie la plus complexe de la preuve. Les difficultés dans cette
preuve résultent du fait que la relation de réécriture induite par les régles
3 n’est pas fortement normalisante. En particulier, on peut noter que les
relations de réécriture induites par les régles de substitution sont toutes les
deux non terminantes en présence de cycles :

€ [:E = f(y) Ny = g(y)] —acyc—sub L [I = f(g(y)) Ny = g(y)] —acyc—sub - -+
Yy [y = g(y)] — ext—sub g(y) [y = g(y)] —ext—sub - - -

Par conséquent, les techniques utilisées pour la relation 7 ne s’appliquent
pas pour prouver la confluence dans ce dernier cas. En s’inspirant de la
preuve de confluence du A-calcul cyclique [AK97], nous utilisons la méthode
de développements complets du A-calcul en 'adaptant a la relation +y.

Plus précisément, nous utilisons la méthode de développements complets
du A-calcul en définissant une version terminante de la relation induite par
les régles ¥ (le développement), et en utilisant ses propriétés pour déduire
la confluence de la relation originale de réécriture. D’abord, nous définissons
une nouvelle relation de réécriture — ¢, avec la méme fermeture transitive
que . Intuitivement, un pas de réécriture ~ ¢y sur un terme G représente
la réduction compléte d’un ensemble de radicaux fixes au départ dans G. En
d’autres termes, certains radicaux sont soulignés dans G et un développement
complet de ces radicaux est effectué par la relation + cy;.

Définition 22 (Relation —¢,;) Etant donnés les termes G1 et Ga, on a
G1 —cp1 Ga ssi il existe une version soulignée G de Gy telle que G| —x Ga
et G est en forme normale par rapport a la relation —y, induite par les regles

(GQGQ) Gs —5 G1 G311 Gy Gs
(GlEGQ) [€] G —5 (G1 G31G2 G3) [€]
Ctx[y] [y = G A ] —ert—sub  CX[G] [y = G A €]

G P Cxy Ny =G1,C —aye—suw G [P <K CX[Gi] Ay =GN E]
sixz >y, Yo e FV(P)
avec K€ {=,<}

Nous prouvons ensuite que la relation —y est faiblement normalisante
ainsi que sa confluence locale modulo AC1 et nous obtenons finalement la
confluence forte modulo AC1 de la relation — ¢y,;. Notez que si la relation
> cpy est fortement confluente modulo AC1 alors sa fermeture transitive 'est
aussi. La confluence de la relation +—y; suit alors facilement en montrant que
la relation —y et la relation — ¢, ont la méme fermeture transitive. Nous
pouvons conclure ainsi la confluence modulo AC1 de la relation induite par
les régles X.

Lemme 15 La relation —yx est confluente modulo AC1.
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Finalement, nous considérons 1'union des relations induites par les sous-
ensembles de régles 7 et 3. La confluence modulo AC1 générale est montrée
en utilisant les résultats précédents et le fait que la commutation modulo AC1
des relations —, et —yx peut étre montrée en analysant les paires critiques.

Lemme 16 La relation = pg.Act est confluente modulo AC1.

Comme mentionné au début de cette section, ce que nous visons est un
résultat plus général sur la réécriture sur des classes d’AC1-équivalence de pg-
termes. Grace a la propriété de cohérence des régles d’évaluation du pg-calcul
avec I’AC1, la propriété de Church-Rosser sur les classes d’AC1-équivalence
pour la relation de réécriture du pg-calcul peut étre facilement dérivée du
dernier lemme. Nous obtenons comme conséquence immeédiate la confluence
modulo AC1 du pg-calcul.

Théoréme 15 Le pg-calcul linéaire est confluent.

Le pg-calcul est donc confluent dans les mémes conditions que le p3-calcul
et le p-calcul.

5.4 Pouvoir d’expression

Nous montrons dans cette section que le pg-calcul est un formalisme tout
a fait expressif qui permet de simuler non seulement le p-calcul de base mais
aussi le A-calcul cyclique, fournissant ainsi un cadre homogéne pour le filtrage
sur les motifs et les structures de graphe d’ordre supérieur [BBCKO5|.

Par ailleurs, puisqu’on a la possibilité de représenter directement des
structures avec des cycles et du partage, la question qui se pose naturellement
est si la réécriture de termes-graphes de premier ordre peut étre simulée dans
ce formalisme. Dans cette section nous donnons une réponse positive; les
preuves complétes peuvent étre trouvées dans [BBCKOG].

5.4.1 Calcul de réécriture de base

L’ensemble de termes du p-calcul est un sous-ensemble strict de l’en-
semble de termes du pg-calcul (modulo quelques conventions syntactiques).
La différence principale pour les p-termes est la restriction pour certaines
versions du p-calcul de ’ensemble de contraintes a une contrainte simple
nécessairement de la forme « < » (contrainte de filtrage retardée).

Tout d’abord nous avons prouvé par induction structurelle que les régles
de filtrage MATCHING RULES du pg-calcul sont cohérentes par rapport a un
algorithme de filtrage classique limité aux motifs algébriques (comme celui
présenté dans la section .
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Lemme 17 Etant donné wun p-terme algébrigue T avec FV(T) =
{z1,...,2,} et un probléme de filtrage syntaxique T <K U avec la solution
o={U1/z1,...,Up/zn}, on a T K Urpx1 =Uy,...,x, =U,.

En utilisant ce dernier résultat, nous avons montré que pour chaque étape
de réduction dans le p-calcul on a une séquence d’étapes de réductions cor-
respondante dans le pg-calcul et donc, qu’une réduction en p-calcul peut étre
simulée dans le pg-calcul.

Théoréme 16 (Complétude) FEtant donnés les p-termes T et T', s’il
existe une réduction T s T' dans le p-calcul alors T e T" dans le pg-calcul.

Dans le cas des échecs de filtrage, les deux calculs manipulent les er-
reurs d’une maniére légérement différente, méme si, dans les deux cas, les
échecs de filtrage ne sont pas réduits & une constante spéciale comme dans
Pstk- En particulier, on peut avoir une décomposition d’un probléme de fil-
trage sans solution dans le pg-calcul et donc, il est possible qu'un p-terme en
forme normale puisse étre encore réduit dans le pg-calcul. La discussion de
la section [£.2] sur les avantages de décomposer des problémes de filtrage par
rapport au tragage de 'origine des erreurs (de filtrage) s’applique également
pour le pg-calcul.

Exemple 23 (Echec de filtrage dans le p-calcul et le p,-calcul) Le
terme (f(a) — b) f(c) est en forme normale en p-calcul tandis que dans le
pg-calcul l'origine de [’échec de filtrage peut étre identifiée avec précision :

(f(a) = b) f(c)
= b [f(a) < f(c)]
= decompose b [a < C]

On peut noter que dans le p-calcul, puisque algorithme de filtrage ne peut
pas calculer une substitution solution de l'équation f(a) < f(c), alors la
régle (p) ne peut pas étre appliquée et la réduction est ainsi bloquée. D’autre
part, dans le pg-calcul les regles de filtrage peuvent décomposer partiellement
l’équation de filtrage jusqu’a ce que l’échec a < ¢ soit atteint.

5.4.2 A-calcul cyclique

Le A-calcul cyclique proposé par Z.M.Ariola et J.W.Klop est un cadre
équationnel pour la réécriture de termes-graphes avec des cycles. Il étend le -
calcul en ajoutant une construction letrec de telle maniére que les nouveaux
termes, appelés A-graphes, sont représentés comme des systémes d’équations
récursives (potentiellement imbriquées) sur des A-termes standard. Si le sys-
téme est utilisé sans aucune restrictions sur les régles, alors la confluence est
perdue. Cette propriété peut étre néanmoins obtenue en contrélant les opéra-
tions sur les équations récursives. Le calcul qui en résulte, appelé A\¢ [AK9T],
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(ﬁ) ()\IL‘.tl) t2 -3 <t1 | Tr = t2>
(external sub) (Ctx[y] |y =t, E) —es (CtX[t] |y =t, E)
(acyclic sub) (t1 |y = Ctx[z],x =12, E) —qc (t1 |y = Cix[ta], @ = to, E)
sty >a
(black hole) (Ctx[z] | x =6 x, E) —o (Ctx[o] | 2 =, x, E)
(t|y=Cix[z],z =c 2, E) —o¢ (t|y=Ctxlo],z =2, FE)
Sty >x
(garbage collect) (t| E,E’) —gc (]| E)
siEB'#eet B L (E,t)
(t]e) g 1

FIGURE 5.6 — Reégles d’évaluation du \¢-calcul

est suffisamment puissant pour encoder le A-calcul classique [Bar84] ainsi
que le Ap-calcul [Par92] et le Ao-calcul avec des noms [ACCLI1Db| étendu
avec du partage horizontal et vertical. La syntaxe de A\¢ est la suivante :

t = x|f(t1,...tn)|tot1‘/\l’.f’(f()‘ xlztl,...,xn:tn)

L’ensemble de A¢-termes est composé de A-termes classiques (c.-a-d.
variables, fonctions d’arité fixe, applications, abstractions) et de nouveaux
termes construits en utilisant la construction letrec: (tg | 1 =t1,..., 2, =
tn), ol on suppose que les variables de récursion z;, i = 1,...,n, sont
toutes distinctes. On dénote par E une séquence non-ordonnée d’équations
xr1 =1t1,...,x, = t, et par € la séquence vide. Les variables sont liées soit par
la lambda abstraction soit par une équation récursive. On dénote par < le
plus petit pré-ordre sur les variables de récursion tels que x > y si x = Ctx[y]
pour un certain contexte Ctx[(J]. On écrit > y six > y et x #Z y, ou =
est 'équivalence induite par le pré-ordre, c-a-d. x = ysi x > y > x (les
variables x et y apparaissent dans un cycle). On écrit E L (E’,t), E est
orthogonal & une séquence d’équations E’ et un terme ¢, si les variables de
récursion liées de F n’intersectent pas ’ensemble de variables libres de B’
et t. La notation x =, x est une abréviation pour la séquence d’équations
récursives * = 1,...,Ty = .

Les régles de réduction du A¢-calcul de base sont données dans la fi-
gure [5.6] Certaines extensions de cet ensemble de régles de base peuvent
étre considérées [AK97] en ajoutant des régles de distribution (A¢p) ou des
régles de fusionnement et d’élimination (A¢2). Par la suite nous concentre-
rons notre attention sur le systéme de base de la figure [5.6| Dans la régle
0, la variable x liée par A devient liée par une équation récursive apres la
réduction. Les deux régles de substitution sont employées pour faire une co-
pie d'un graphe associé & une variable de récursion. La restriction sur 'ordre
des variables de récursion est introduite pour assurer la confluence dans le
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cas des configurations cycliques de lambda radicaux. La condition y > =z
dans les régles (acyclic sub) et (black hole) est nécessaire afin d’assurer la
confluence du systéme. La condition E' # € dans la régle (garbage collect)
évite des réductions non-terminantes triviales. On dénote par +— )4 la rela-
tion de réécriture induite par I'ensemble de régles de la figure et par 4
sa fermeture réflexive et transitive.

Les termes de A¢ peuvent étre facilement traduits en termes du pg-calcul.
La différence principale entre A¢ et le pg-calcul est la restriction de I’ensemble
de contraintes & une liste d’équations récursives. Les contraintes de filtrage
ne sont pas nécessaires puisqu’en A-calcul le filtrage est toujours trivialement
satisfait.

Définition 23 (Translation) La translation d’un A¢-terme t en un
pg-terme, notée [t], est définie inductivement par :

[z] = =
[Met] & x—[t]
[to t:] = [to] [t1]
[ft,- )] = f([l, -, [taD)
[[<t0| € :tl,...,$n:tn>]] £ [[to]] [:L'lz [[tlﬂ/\.../\l'n:[[tn]”

Les régles d’évaluation du pg-calcul peuvent étre vues comme une géné-
ralisation des celles du A¢-calcul. La régle § peut étre simulée en utilisant
les régles BASIC RULES du pg-calcul. Les autres régles peuvent étre simulées
en utilisant les régles correspondantes dans le sous-ensemble GRAPH RULES
du pg-calcul.

Nous pouvons montrer, en analysant chaque régle de réduction de Ag,
qu’une réduction en A¢-calcul peut étre simulée dans le pg-calcul :

Théoréme 17 (Complétude) FEtant donnés deux Ap-termes tq et to et une
réduction t1 g ta dans le A-calcul cyclique, il existe une réduction corres-
pondante [t1] g [t2] dans le pg-calcul.

5.4.3 Réécriture de graphes

Plusieurs présentations ont été proposées pour les systémes de réécriture
de termes-graphes (Term Graph Rewrite Systems - TGRS) (voir [SPvE93]).
Nous nous focalisons ici sur une présentation équationnelle dans le style
de [AK96], qui est plus proche de I'approche utilisée dans le pg-calcul. Etant
donné un ensemble de variables X et une signature de premier ordre F
avec des symboles d’arité fixe, un terme-graphe sur X et F est un systéme
d’équations de la forme

G={z1 |21 =1t1,...,00 =tp}
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ol ti,...,t, sont des termes de premier ordre sur X et F et les variables
de récursion x; sont mutuellement distinctes. La variable x1 & gauche re-
présente la racine du terme-graphe. On appelle corps du terme-graphe la
liste d’équations et on le dénote par E¢g, ou simplement F, quand le graphe
G est clair dans le contexte. La liste vide est dénotée par e. Chacune des
variables x1, ..., x, est liée dans le terme-graphe par I’équation récursive as-
sociée. Les autres variables apparaissant dans le terme-graphe G sont libres
et 'ensemble de variables libres est noté FV(G). Un terme-graphe sans va-
riables libres est clos. On dénote I’ensemble de variables apparaissant dans G
par Var(G). Deux graphes a-équivalents c.-a-d. deux graphes qui différent
seulement par les noms des variables liées, sont considérés égaux. Des cycles
peuvent apparaitre dans le systéme d’équations et les cycles dégénérés, c.-a-
d. les équations de la forme x = x, sont remplacés par = e (trou noir).

Un terme-graphe est en forme aplatie si toutes ses équations récursives
sont de la forme z = f(z1,...,zy,), ou les variables z,x1,...,x, ne sont
pas nécessairement distinctes. Par la suite nous considérerons seulement des
termes-graphes en forme aplatie et sans équations inutiles (« garbage »)
qui sont enlevées automatiquement pendant la réécriture. Un terme-graphe
en forme aplatie peut étre facilement interprété et représenté comme un
graphe avec I’ensemble de variables comme noeuds. Dans les exemples, nous
utiliserons souvent la représentation graphique pour donner l'intuition.

La réécriture est réalisée au moyen de régles de réécriture de termes-
graphes. Une régle de réécriture de termes-graphes est une paire de termes-
graphes (L, R) telle que L et R ont la méme racine, L n’est pas une simple
variable et FV(R) C FV(L). On dit qu'une régle de réécriture est linéaire
a gauche si L est un arbre. Par la suite nous nous limiterons aux régles de
réécriture linéaires & gauche.

Définition 24 (Substitution de variables) Une substitution o =
{y1/x1,...,yn/xn} est une fonction des variables vers les termes-graphes.
Son application a un terme-graphe G, noté o(QG), est définie par :

O'(.I) é Yi ifx:xie{xla"'vxn}
O’(f(G177Gn)) 2 f(U(Gl),,U(Gn))
o({xy |21 =G,z =Gn}) & {o(1) | o(x1) = a(Gh),...,0(xn) = 0(Gn)}

Une régle de réécriture peut étre appliquée & un terme-graphe G s’il
existe un filtre entre son membre gauche et le graphe. Formellement, un
homomorphisme (filtre) d’'un terme-graphe L & un terme-graphe G est une
substitution o telle que o(L) C G ou l'inclusion signifie que toutes les équa-
tions récursives de o (L) sont présentes également dans G. Notez que dans le
cas des termes-graphes en forme aplatie, ’homomorphisme ¢ est simplement
une substitution de variables.
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Un radical dans un terme-graphe G est une paire ((L, R),0) ou (L, R)
est une régle et o est un homomorphisme du membre gauche L de la régle a
G. Si x est la racine de L, on appelle o(x) la téte du radical.

Définition 25 (Chemin, position) Un chemin dans un graphe clos G
est une séquence de symboles de fonction intercalés avec des entiers p =
fitrfo. . cin_1fn telle que fji1 est le ij-éme argument de f;, pour tout
7 = 0...n. La séquence d’entiers iy ...in,—1 S’appelle la position du noeud
étiqueté f, et par un petit abus de notation elle peut également étre notée p.

Nous utilisons la notation G|, pour le sous-graphe de G a la position
p dans G, tandis que la notation G e, indique que G contient un terme-
graphe G’ a la position p. Dans la méme situation, si z est la racine de G’ et
z =t est ’équation correspondante alors on écrit également G(z:ﬂp. Avec la
notation G[Gl]p on dénote le terme-graphe G ou le sous-graphe G|, ou plus
précisément I'équation définissant la racine de G|, a été remplacé par G

Les notions de chemin et de position sont utilisées pour définir un pas de
réécriture. Soit ((L, R), o) un radical apparaissant dans G a la position p. Un
pas de réécriture consiste a enlever I’équation spécifiée par la téte du radical
et a la remplacer par le corps de o(R) avec ses variables liées remplacées par
des variables fraiches. En utilisant la notation introduite précédemment on
éerit Goa)=t), = Glo(En)),

Les termes-graphes et ’ensemble de régles peuvent étre traduits au ni-
veau d’objet du pg-calcul, c.-d-d. peuvent étre traduits en des pg-graphes.
En utilisant le cadre équationnel, I’ensemble des termes-graphes d’'un TGRS
est un sous-ensemble strict de I'ensemble des termes du pg-calcul, modulo
quelques conventions syntactiques évidentes. En particulier, par abus de no-
tation, on confond parfois les deux notations {z | E} et = [E]. Une régle de
réécriture (L, R) est traduite en un pg-graphe L — R. On rappelle que nous
considérons seulement des régles de réécriture de termes-graphes linéaire a
gauche.

Nous avons prouvé [BBCKO6] que le filtrage dans le pg-calcul est correct
par rapport & la notion d’homomorphisme de termes-graphes. Plus précisé-
ment, nous avons montré que s’il existe un homomorphisme, c.-a-d. un re-
nommage de variables, entre deux termes-graphes alors, dans le pg-calcul on
obtient ce renommage de variables (sous la forme d’un ensemble d’équations
récursives) comme résultat de I’évaluation du probléme de filtrage généré a
partir des deux graphes. En d’autres termes, ceci signifie que si une régle
de réécriture peut étre appliquée a un terme-graphe, 'application est encore
possible au niveau du pg-calcul.

En utilisant ce résultat, nous avons étudié la relation entre les dériva-
tions d’un systéme de réécriture de termes-graphes et les réductions dans le
pg-calcul. Etant donné un terme-graphe G et une dérivation de G par rapport
& un ensemble de régles de réécriture de termes-graphes, nous avons prouvé
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qu’il est possible de construire un pg-graphe qui est réduit dans le pg-calcul
4 un terme correspondant au terme-graphe final de la réduction originale.

Théoréme 18 FEtant donné un terme-graphe G et une régle de rééeriture
linéaire a gauche (L, R) de racine z tels que G(g(z):ﬂp — G[U(R)]p = Gy,
on peut construire le pg-graphe H tel que pour tout terme G’ (dont la forme
aplatie est) égal modulo le renommage des variables a G il existe une ré-
duction (H G') g GY telle que (la forme aplatie de) G| est égal modulo le
renommage des variables a Gy.

Le pg-terme final que nous obtenons n’est pas exactement identique au
terme-graphe résultant de la réduction dans le TGRS et ceci est dii & quelques
étapes de « unsharing » qui peuvent avoir lieu dans la réduction. Générale-
ment, on a un homomorphisme entre les deux graphes et ceci correspond au
fait que, en présence de cycles, le pg-terme est potentiellement plus « unra-
veled » que le terme-graphe G'.

Exemple 24 (Addition) On considére la régle de réécriture (L, R) avec
L = {x; | x1 = add(z2,y2), x2 = s(y1)} et R = {z1 | x1 = s(x2), x2 =
add(y1,y2)} décrivant addition des nombres naturels. On applique cette régle
au terme-graphe G = {z | z = s(z0), 20 = add(z1, 22), 21 = s(22),22 = 0} en
utilisant le renommage de variables o = {x1/z0,%2/21,Y1/%2,Y2/22} et on
obtient G' = {z | z = s(20), 20 = s(2}), 2} = add(z2, z2), z2 = 0}. Pour une
représentation graphique voir la figure [5.7

La réduction correspondante dans le pg-calcul est obtenue comme suil.
Tout d’abord, puisque la régle n’est pas appliquée a la position de téte de G,
on a besoin de définir le pg-terme H = y — s(x) — s(y x) qui propage
Uapplication de la régle de réécriture & la position d’application correspon-
dante c.-a-d. au niveau du symbole s. On considére le p-terme correspondant
G =z [z = s(20) N z0 = add(z1,22) N z1 = S(z2) A z2 = 0] = z [Eg]| et on
obtient la réduction

(y = s(z) = sy z)) (L—+R) G
(s(x) = s((L - R) x)) G
(L — R) z) [s(z) < G]
s((L — R) x) [s(z) < z A\ Eg]
(L = R) 20) [Ec]

[y1 = 22 A y2 = 22]) [Ec]

al : &al EI aal %I bI Eﬁl

s(

(

(
s(R [L < 20]) [Ec]
(R

(

(

Une soi-disant forme canonique G” de G" est alors obtenue en enlevant
les équations récursives inutiles dans Eq et en fusionnant les ensembles de
contraintes. On obtient G" = x [x = s(x1) A x1 = s(x2) A x2 = add(z1, z2) A
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add s s — s
/ | | v
s add add add
! I\ I\ Yo’
Yy Y2 Y1 Y2 Y Y2
régle de réécriture : L — R pas de réécriture : G — G’

FIGURE 5.7 — FExemple de réécritures dans un TGRS

20 = 0]. Le graphe G est homomorphe (dans ce cas-ci méme égal modulo le
renommage de variables) au terme-graphe G'.

5.5 Conclusions

Nous avons introduit le pg-calcul, une extension du p-calcul qui utilise
non seulement les contraintes de filtrage du p3-calcul mais également des
contraintes d’unification. Nous obtenons ainsi un calcul qui bénéficie des
avantages du pg-calcul et qui permet également la manipulation de graphes
avec du partage et des cycles (qui peuvent étre utilisés pour représenter les
structures de données infinies réguliéres).

Nous avons prouvé que le pg-calcul est confluent si des conditions de
linéarités appropriées sont imposées aux motifs ; ces conditions sont en fait
celles imposées au calcul de base mais étendues pour prendre en compte les
nouvelles constructions du pg-calcul.

Le pg-calcul est un calcul tres expressif, capable de simuler le A-calcul
cyclique aussi bien que la réécriture de termes-graphes. La différence prin-
cipale entre le pg-calcul et les TGRS est la méme qu’entre le p-calcul et les
systémes de réécriture de termes : dans les systémes de réécriture (de termes
ou de graphes) la stratégie d’application des régle de réécriture est soit im-
plicite soit exprimée au niveau méta du formalisme tandis que I'application
(des regles) est définie au niveau objet du calcul de réécriture. Nous avons
montré que toute réduction dans les TGRS correspond a un pg-terme mais il
serait certainement intéressant de définir d’une maniére générique, au niveau
objet du pg-calcul, des stratégies d’itération et de parcours de pg-graphes per-
mettant la simulation de la réécriture de graphes guidée par une stratégie
de réduction donnée. Nous conjecturons que les approches présentées dans
le chapitre [2| pour ’encodage des systémes de réécriture de termes utilisant
une p-structure contenant les régles de réécriture correspondantes encapsu-
lées dans un itérateur qui permet I’application répétitive des régles peut étre
adaptée et généralisée pour manipuler des termes-graphes et simuler ainsi
des réductions de termes-graphes.

Nous nous sommes focalisés ici, comme pour le p3-calcul, sur des pro-
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blémes de filtrage syntaxique mais cette fois-ci sur des termes-graphes. Nous
avons utilisé une régle de décomposition qui est déclenchée seulement quand
le membre gauche d’un probléme de filtrage est un terme pur mais il est
évident que d’autres approches alternatives peuvent étre envisagées. Tout
d’abord, au lieu d’appliquer les contraintes dans le membre gauche, on pour-
rait les distribuer dans les sous-problémes obtenus mais dans la perspective
d’une implantation concréte cette approche pourrait étre relativement coi-
teuses en espace et en temps. Alternativement, on pourrait avoir une régle
symétrique a la régle propagate qui propage les contraintes présentes dans le
membre gauche d’un probléme de filtrage. Dans ce dernier cas, nous devrions
traiter certains problémes de liaison de variables qui pourraient apparaitre &
cause des variables liées (localement) dans le membre gauche et qui sont pro-
pagées dans la contrainte globale menant ainsi a des captures de variables.
Ce type de probléme peut étre résolu avec une approche similaire & celle déja
utilisée dans d’autres calculs a motifs [BCKLO03| [JTK06] et qui consiste a asso-
cier explicitement a chaque opérateur d’abstraction et de filtrage la liste de
variables liées par 'opérateur respectif; cette approche sera présentée dans
le chapitre suivant pour un calcul sans cycles et sans partage.
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Contexte :

Le A-calcul est le modéle théorique utilisé comme support pour les lan-
gages de programmation fonctionnelle et, de maniére relativement surpre-
nante, bien que dans la pratique les langages fonctionnelles [All78] [Pey03]
LDG ™04, [Pic07] reposent fortement sur le filtrage, le A-calcul utilise seule-
ment un filtrage trivial. La conception des langages de programmation fonc-
tionnelle [Pey87] a conduit & I'émergence de plusieurs formalismes qui in-
tégrent le filtrage sur les motifs dans le A-calcul. On peut ainsi mentionner le
A-calcul avec motifs [vO90], le calcul de réécriture [CKO1], le calcul & motifs
purs [JKOO] et le A-calcul avec constructeurs [AMRO06].

La différence principale entre ces calculs & motifs se situe au niveau du traite-
ment du filtrage et leur confluence est perdue quand aucune restriction n'est
imposée aux algorithmes de filtrage correspondants. Les conditions imposées
pour récupérer la confluence concernent généralement la forme des motifs qui
peut &tre restreinte syntaxiquement ou sémantiquement ainsi que la forme
des termes filtrés qui peuvent &tre limités a certaines valeurs spécifiques. Les
méthodes utilisées pour montrer la confluence sont différentes mais elles par-
tagent généralement la méme structure et les propriétés intermédiaires qu'on
doit établir au cours de la preuve sont généralement les mémes. Nous avons
ainsi essayé de donner une réponse positive a plusieurs questions.

Questions :

e Quel formalisme pour généraliser les différents calculs & motifs ?
e Quelles sont les conditions nécessaires pour garantir la confluence?
e Ces conditions sont-elles satisfaites par les différents calculs & motifs ?

Contributions :

Nous avons proposé un calcul @ motifs dynamiques d’ordre supérieur, c’est-
a-dire, disposant des motifs qui peuvent é&tre instanciés et réduits, et nous
avons prouvé que les divers calculs a motifs de la littérature peuvent étre vus
comme des instances de ce formalisme. Le lien entre chacun de ces calculs et
le formalisme présenté est réalisé par la fonction de filtrage qui est générique
dans notre formalisme et instanciée d’'une maniére spécifique pour chaque
calcul.

Nous avons proposé une preuve de confluence générique qui isole les condi-
tions suffisantes en axiomatisant la maniére dont le filtrage est réalisé. In-
tuitivement, les conditions suffisantes pour garantir la confluence imposent
la stabilité par substitution et par réduction de la fonction de filtrage. Cette
approche ne fournit pas des preuves de confluence gratuites mais elle établit
une méthodologie de preuve en isolant les points clés qui rendent les calculs
confluents. Elle peut également mettre en évidence certains algorithmes de
filtrage qui semblent consistants mais qui peuvent mener & des réductions
non confluentes dans le calcul correspondant.



Confluence de \-calculs a motifs

Nous avons déja discuté de 'importance du filtrage sur des motifs pour
la modélisation du traitement de 'information et particuliérement pour les
langages de programmation et nous avons déja évoqué différents formalismes
avec motifs qui ont émergé dés la fin des années 90 [PJ87, w090, I(CKO1!
Kah03, [Jay04, [AMRO6]. Les différences entre ces calculs se situent essentiel-
lement au niveau de la fagon dont les motifs sont définis et de la fagon dont
les abstractions & base de motifs sont appliquées.

Ainsi, les motifs peuvent étre de simples variables comme dans le A-calcul,
des termes algébriques comme dans le p-calcul algébrique [CLWO03]|, des mo-
tifs (statiques) spéciaux qui satisfont certaines conditions (sémantiques ou
syntaxiques) comme dans A-calcul avec motifs [KvOdV08§| ou des motifs dy-
namiques qui peuvent étre instanciés et potentiellement réduits comme dans
le calcul & motifs purs [JK09| et certaines versions du p-calcul [BCKLO03|. La
théorie de filtrage sous-jacente dépend fortement de la forme des motifs et
peut étre syntaxique, équationnelle ou plus élaborée.

La confluence de ces formalismes est généralement perdue quand les abs-
tractions sont réalisées sur des motifs & la place de simples variables et au-
cune restriction n’est imposée sur la réduction correspondante. Plusieurs
approches sont alors utilisées pour récupérer la confluence. Une de ces tech-
niques consiste a limiter syntaxiquement l’ensemble de motifs et montrer
ensuite que la relation de réduction est confluente pour le sous-ensemble
choisi. Cette approche est utilisée, par exemple, dans le A-calcul avec motifs
et dans le p-calcul (avec des motifs algébriques). La deuxiéme technique est
basée sur une restriction de la relation de réduction initiale (c’est-a-dire, une
stratégie) pour garantir que le calcul est confluent sur I’ensemble complet de
termes. Cette technique est utilisée, par exemple, dans le calcul a motifs purs
ou l'algorithme de filtrage est une fonction partielle (tandis que n’importe
quel terme est un motif).

On peut néanmoins noter que dans la pratique les méthodes de preuve
partagent la méme structure et que chaque variation sur la fagcon dont les
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abstractions (sur les motifs) sont appliquées nécessite une preuve différente
de confluence. Il y a ainsi un besoin pour une approche plus abstraite et plus
modulaire dans esprit de [Mel02, [Kes00]. Une maniére possible d’avoir une
approche unifiée pour prouver la confluence est ’application des résultats gé-
néraux et puissants sur la confluence des systémes de réécriture d’ordre supé-
rieur [KvOvR93, MN98| [Ter03]. Bien que ces résultats ont été déja appliqués
pour certains calculs a motifs [BK07|, 'encodage semble plutot complexe
pour certains calculs et en particulier pour le formalisme général proposé ici.
Par ailleurs, il serait intéressant d’avoir un cadre ol 'expressivité et les pro-
priétés (de confluence) des différents calculs & motif peuvent étre comparées.

Nous montrons dans ce chapitre que tous les calculs & motifs peuvent étre
exprimés dans un formalisme général paramétrés par une fonction qui définit
I’algorithme de filtrage sous-jacent et ainsi la maniére dont les abstractions
sont appliquées. Cette fonction peut étre instanciée (implantée) par un al-
gorithme de filtrage unitaire comme dans [CKO01l, [JK06] mais également par
un algorithme de filtrage sur les anti-motifs [KKMOT7] ou il peut étre encore
plus général [LHLOT|. Nous proposons une preuve générique de confluence o
les abstractions sont appliquées de maniére axiomatisée. Intuitivement, les
conditions suffisantes pour assurer la confluence garantissent que la fonction
(de filtrage) est stable par substitution et par réduction.

Nous appliquons notre approche a plusieurs calculs & motifs classiques, a
savoir le A-calcul avec motifs, le calcul de réécriture, le A-calcul avec construc-
teurs et une version simplifiée du calcul & motifs purs. Pour tous ces cal-
culs, nous donnons les encodages dans le cadre général et nous obtenons
des preuves de confluence. Cette approche ne fournit pas des preuves de
confluence gratuites mais elle établit une méthodologie de preuve et isole
les points clés qui rendent les calculs confluents. Elle peut également mettre
en évidence certains algorithmes de filtrage qui bien que naturels a la pre-
miére vue peuvent mener a des réductions non confluentes dans le calcul
correspondant.

Les travaux décrits dans ce chapitre ont été réalisés en collaboration avec
Germain Faure.

6.1 Un calcul avec motifs dynamiques

Dans cette section, nous définissons d’abord la syntaxe et la sémantique
opérationnelle du A-calcul a motifs dynamiques de base. Nous donnons en-
suite la définition générale du A-calcul a motifs dynamiques.

6.1.1 Syntaxe

La syntaxe du A-calcul & motifs dynamiques de base est définie dans la
figure [6.1] On utilise les conventions syntaxiques des chapitres précédents.
En particulier, les variables sont notées x, v, z, . . ., les constantes sont notées
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T,P == X (Variables)
| K (Constantes)
| T —9T (Abstractions)
| T 7T (Applications)

FIGURE 6.1 — Syntaze de A-calcul & motifs dynamiques (de base)

a,b,c,d,e, f,... et on utilise parfois une notation algébrique f(Ay,...,Ay)
pour le terme ((f A1) ...) Ay). Dans une abstraction A —¢ B, 6 est un sous-
ensemble de l’ensemble de variables de A et représente les variables liées
par P'abstraction. Cet ensemble est souvent omis quand c’est exactement
I’ensemble de variables libres du motif. Les notions de variables libres et
liées sont donc légérement différentes par rapport aux approches classiques :

Définition 26 (Variables libres et liées) Les ensembles des wvariables
libres et liées d’un terme A, notés FV(A) et BV(A), sont définis inducti-
vement par :

FV() & 0 Bv(c) & 0
FV(z) & {z} BV(z) & ()
FV(A B) & FV(A)UFV(B) BV(A B) 2 BV(A)UBV(B)
FV(A1B) £ FV(A)UFV(B) BV(A!B) & BV(A)UBV(B)
FV(A -y B) (FV(A)U FV(B))\#

BV(A ¢ B) . BY(A) UBY(B) U

On abstrait ainsi non seulement sur des variables mais sur des termes
généraux et ’ensemble de variables liées par une abstraction n’est pas né-
cessairement le méme que l’ensemble de variables (libres) du motif corres-
pondant. On dit ainsi que les motifs sont dynamiques puisqu’ils peuvent étre
instanciés et potentiellement réduits.

Comme d’habitude, on dit qu'un terme est clos quand ’ensemble de ses
variables libres est vide et on travaille modulo ’a-conversion et modulo la
convention d’hygiéne de Barendregt. Les substitutions et 'application de
substitutions sont définies comme dans le chapitre

6.1.2 Sémantique

La sémantique opérationnelle du A-calcul a& motifs dynamiques de base
est donnée par une seule régle de réduction qui définit la maniére dont les
abstractions sur des motifs sont appliquées. Cette régle, donnée dans la fi-
gure est paramétrée par une fonction partielle, notée Sol(A <y B),
qui prend comme parameétres deux termes A et B et un ensemble de va-
riables 6 et renvoie une substitution. Pour simplifier la présentation nous
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(A—p B) C —p Bo
avec 0 = Sol(A <y C)

FIGURE 6.2 — Sémantique du A-calcul & motifs dynamiques de base

nous focalisons donc sur une version du calcul avec un filtrage unitaire et
nous considérons que la fonction Sol retourne une substitution et non un
ensemble (un singleton dans le cas unitaire) de substitutions comme dans le
p-calcul.

Différentes instances du A-calcul & motifs dynamiques de base sont obte-
nus en donnant des définitions concrétes pour la fonction Sol. Par exemple,
le A-calcul peut étre vu comme le A-calcul & motifs dynamiques de base tel
que

0 = So0l(A < C) ssi A est une variable z, § = {z} et Ao =C

On peut également considérer une fonction qui calcule les solutions du
probléme de filtrage syntaxique correspondant en modifiant la définition
pour prendre en compte les variables liées explicitement dans le A-calcul &
motifs dynamiques de base.

Définition 27 (Filtrage syntaxique) L’ensemble des solutions d’un pro-
bleme de filtrage A g B est obtenu en normalisant la contrainte de filtrage
A <" B par rapport auz régles de la définition @ et selon le résultat obtenu
Sol(A <¢ B) renvoie

~{Ai/zitier st FV(A) = 0 et le résultat est N;cpsg(wi < A avec

AZ':AJ‘ Siﬂ:‘i:.%‘j;
— id si le résultat est la conjonction vide ;
— rien (c.a.d. n'est pas définie) dans les autres cas.

Exemple 25 (Branchements) On considére un calcul a motifs avec une
construction de branchement notée « | » (correspondant a ’opérateur match
des langages de programmation fonctionnelle). Elle peut étre codée dans le
A-calcul a motifs dynamiques de base comme suit :

(A1I—>Bl‘|Ani—>Bn)C é ((A1‘—>Bl//An‘—>Bn) —Dx.ilf) C

ot x est une variable fraiche, les symboles — et / sont des constantes du
A-calcul o motifs dynamiques de base (notation infizée) et la fonction Sol
peut étre définie par

Sol((Ay < By/...[An — By) <a Aio) = {Bjo/x}
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Certains calculs & motifs disposent de fonctionnalités additionnelles et
ne peuvent pas étre exprimés comme des instances du A-calcul & motifs
dynamiques de base. Par exemple, le calcul & motifs purs [JK06] et quelques
versions du calcul de réécriture (voir la section réduisent ’application
d’une abstraction a un terme spécial quand le probléme correspondant de
filtrage n’a pas et n’aura jamais une solution. Dans le calcul de réécriture on a
également 'opérateur de structure et la régle correspondante de distribution
par rapport aux applications qui ne sont pas directement exprimables en
A-calcul & motifs dynamiques de base.

Nous définissons ainsi le A-calcul & motifs dynamiques comme le A-calcul
a motifs dynamiques de base étendu par un ensemble de régles d’évaluation.
De la méme maniére que nous avons procédé pour Sol, cet ensemble, noté
&, n’est pas précisé a priori et peut étre considéré comme un paramétre du
calcul. Il peut inclure, par exemple, des régles pour réduire des applications
d’abstractions particuliéres & une constante spéciale représentant un échec
définitif de filtrage ou des régles supplémentaires décrivant la distributivité de
certains symboles (comme 'opérateur de structure du p-calcul) par rapport
aux applications.

Par la suite, +, dénote la fermeture compatible de la relation induite
par la régle p et +, dénote la fermeture transitive de +—,. On dénote par
—,u¢ la fermeture compatible de la relation induite par les regles p et &.
Fyue dénote la fermeture transitive de — .

Dans les sections suivantes nous présentons les résultats de confluence
du A-calcul & motifs dynamiques et montrons comment on peut les ap-
pliquer pour différents calculs & motifs. Les versions courtes des preuves
correspondantes sont disponible dans [CFQT7| et des versions plus détaillées
dans [Fau07].

6.2 Reésultats de confluence

Nous avons déja vu que le p-calcul n’est pas confluent quand aucune res-
triction n’est imposée a la fonction Sol et ceci est le cas pour le A-calcul
& motifs dynamiques également. Les exemples donnés dans la section
sont directement applicables au A-calcul & motifs dynamiques et donc, on
peux obtenir des réductions non joignables si on utilise un filtrage naif im-
pliquant des termes d’ordre supérieur et en particulier, quand on permet
la décomposition des applications contenant des variables libres actives ou
quand on manipule des motifs non linéaires. Néanmoins, la confluence est
rétablie pour certaines définitions spécifiques de Sol comme, par exemple,
celle utilisée dans la section pour définir le A-calcul comme un A-calcul
a motifs dynamiques de base.

Dans cette section nous donnons des conditions suffisantes qui permettent
de garantir la confluence du A-calcul & motifs dynamiques de base. Intuitive-
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ment, les hypotheéses présentées dans la section [6.2.1]et utilisées pour prouver
la confluence garantissent la cohérence entre la fonction Sol et la relation
sous-jacente au calcul. Les résultats obtenus peuvent étre ensuite généralisés
pour un A-calcul & motifs dynamiques avec un ensemble £ de régles étendu
qui satisfait certaines conditions classiques de cohérence.

La preuve utilise la méthode introduite par Tait et Martin-Lof [Bar84]
qui consiste & définir une réduction paralléle qui, intuitivement, peut réduire
tous les radicaux présents initialement dans le terme et qui est fortement
confluente (méme si la réduction en un pas ne l'est pas) sous certaines hy-
pothéses.

Définition 28 (Réduction paralléle) La réduction paralléle est définie
inductivement sur ’ensemble de termes par :

A=,4A B=,B A=,A B=,B

A=, A AB =, A'B (A—y B) =, (A =4 B’

A=,A B=,B C=,C

SI o/ € Sol(A’ <o C’
(A—=¢B) C =, Bo o € Solld = )

Il faut noter également que la définition de la réduction paralléle donnée
ne coincide pas avec la notion classique de développements. Par exemple, si
nous utilisons une fonction Sol qui calcule la substitution solution du filtrage
entre ses deux arguments (par exemple, celle introduite dans la déﬁnition
alors on a

fz =, fx T =, x y—=fya =, fa
(frz—z)((y—=fy)a) =, a

La substitution {a/z} est solution du filtrage syntaxique entre les termes
f x et faet donc, méme si le terme initial ne contient aucun radical de téte
(parce que 'argument (y — f y) a doit étre réduit avant) il peut néanmoins
étre réduit en utilisant la réduction paralléle.

On étend la définition de la réduction paralléle aux substitutions ayant
le méme domaine et on écrit ¢ =, o dés que pour tout z dans le domaine
de o, onazo =, xo'.

6.2.1 Conditions suffisantes a la confluence

Comme nous l'avons déja dit, les conditions suffisantes pour assurer la
confluence garantissent que la fonction (de filtrage) Sol est stable par sub-
stitution et par réduction. Dans le reste de cette section nous discutons ces
conditions et nous énoncons les résultats de confluence.
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VA, C A, C'
Ho :
Dom(o) =6
Sol(A =<y C) =0 implique
Ran(o) C FV(C) U (FV(A)\0)
Hy:
V7 s.t. Var(t) N0 =0, on a
Sol(A<pC)=0 implique
Sol(AT <y C1) = (To0)p
Ha :
Sol(A <y C) =0 Sol(A' < ') =o'
implique
A=, A C =, o =, 0

FIGURE 6.3 — Conditions pour garantir la confluence du A-calcul & motifs
dynamiques de base

Préservation des variables libres Tout d’abord, quand on définit un
calcul d’ordre supérieur il est naturel de demander que ’ensemble de va-
riables libres soit préservé par réduction (des variables libres peuvent étre
perdues mais aucune variable libre ne peut apparaitre pendant la réduc-
tion). Par exemple, les variables libres du terme (A —¢ B) C devraient
inclure celles du terme Bo avec 0 = Sol(A <y C). Ainsi, la substitution o
devrait instancier toutes les variables liées (par l'abstraction) dans B, c.-a-
d., toutes les variables dans 6. De plus, les variables libres de o devraient
déja étre présentes dans C ou libres dans A. Ces conditions sont imposées
par I'hypothése Hy dans la figure

Si on voit Sol comme un algorithme de filtrage unitaire, les exemples qui
ne vérifient pas Hy sont souvent des algorithmes particuliers (par exemple,
la fonction qui renvoie la substitution {y/x} pour tout probléme). Quand on
considére du filtrage non unitaire (non traité ici), on peut exhiber plusieurs
exemples qui ne vérifient pas Hg. Par exemple, les algorithmes qui permettent
de résoudre des problémes de filtrage d’ordre supérieur ou des problémes de
filtrage dans des théories non-réguliéres (par exemple, tel que z x 0 = 0) ne
vérifient pas H).

Stabilité par substitution Dans le A-calcul a motifs dynamiques de base,
une abstraction peut étre appliquée & un argument contenant des variables.
On peut attendre que 'argument soit complétement instancié et seulement
ensuite calculer la substitution correspondante (si elle existe) et réduire 1’ap-
plication. D’autre part, on pourrait ne pas vouloir procéder de cette fagon
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mais effectuer la réduction aussitdét que possible. Néanmoins, le méme résul-
tat devrait étre obtenu pour les deux stratégies de réduction. Ceci est imposé
par 'hypothése H; dans la figure

Si on considére que Sol implante un algorithme naif de filtrage qui ne
prend pas en considération les variables de 6 et tel que Sol(a <y b) n’a au-
cune solution et Sol(z < y) = {y/x}, alors I'hypothése H; n’est clairement
pas vérifiée (il suffit de prendre 7 = {a/z,b/x}).

Stabilité par réduction Quand on applique une abstraction, ’argument
peut également ne pas étre entiérement réduit. De nouveau, si Sol réussit et
produit une substitution o alors les réductions alternatives ne devraient pas
mener & un échec définitif pour Sol. De plus, la substitution qui est obtenue
doit étre dérivable de o. Ceci est formellement défini dans I’hypothése Ho.

La fonction Sol introduite dans la définition ne satisfait pas cette
hypothése. Si on considére I £ (y — y) alors Sol(f(x,z) <, f(I I,I11)) =
{I I/x} mais Sol(f(z,x) < f(I I,I)) n’a aucune solution. De méme, cette
hypothése n’est pas satisfaite par un algorithme de filtrage qui permet la
décomposition des applications contenant une variable libre active (c.-a-d.
variable en position applicative). Par exemple, on peut avoir Sol(z a <,
(y = y) a) = {y = y/z} mais Sol(x a <, a) n’a aucune solution pour
lalgorithme classique de filtrage (de premier ordre).

La preuve de confluence du A-calcul & motifs dynamiques sous les hypo-
théses Hg, H1, Ha est réalisée en utilisant les techniques standard de réduc-
tion paralléle introduites par Tait et Martin-Lo6f. Nous montrons d’abord que
la fermeture réflexive et transitive des réductions paralléle et en un pas sont
identiques. Ensuite, nous prouvons que la réduction paralléle est fortement
confluente et nous en déduisons la confluence de la réduction en un pas.

Les trois hypothéses données dans la section précédente sont utilisées
pour montrer la confluence forte de la réduction paralléle et en particulier le
lemme [I9] D’autre part, nous pouvons prouver que la fermeture réflexive et
transitive de =, est égale a ), indépendamment des propriétés de Sol.

Lemme 18 Les inclusions suivantes sont vérifiées : —,C =, C .

La preuve de la confluence forte de la réduction paralléle utilise le lemme
suivant :

Lemme 19 (Lemme fondamental) Pour tous les termes C et C' et pour
toutes les substitutions o et o', tels que C =, C' et o =, o ona

Co =, C'0.

Lemme 20 (Confluence forte de =, ) La relation =, est fortement
confluente, c.-a-d. pour tous les termes A,B et C, si A =, BetA =, C
alors il existe un terme D tel que B =, D et C =, D.
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Théoréme 19 (Confluence) Le A-calcul a motifs dynamiques de base avec
Sol satisfaisant Hy, H1 et Ha est confluent.

Comme nous 'avons déja dit, la plupart des calculs & motifs étendent
la régle 5 de base (ou son équivalent) par un ensemble de régles. Nous
énoncerons ici les conditions qui devraient étre imposées afin de prouver
la confluence du A-calcul & motifs dynamiques, des conditions qui s’avérent
étre satisfaites par la plupart des différents calculs qui peuvent étre exprimés
comme instances du A-calcul & motifs dynamiques.

Nous avons prouvé qu’il est facile & déduire la confluence des extensions
du A-calcul a motifs dynamiques de base avec un ensemble approprié de régles
en utilisant le lemme de Yokouchi-Hikita [YH90] (voir également [CHL96]).

Lemme 21 (Yokouchi-Hikita) Etant données deux relations R et S défi-
nies sur le méme ensemble de termes T telles que

— R est fortement normalisante et confluente,

— S est fortement confluente,

— le diagramme (de Yokouchi-Hikita) suivant est satisfait :

7N
N

Alors la relation R*SR* est confluente.

Théoréme 20 Le A-calcul a motifs dynamiques est confluent quand
- Sol satisfait Ho, H1, Ha,
— l’ensemble de régles de réduction € est fortement normalisant et
confluent,
~ la relation =, et la relation induite par & satisfont le diagramme de
Yokouchi-Hikita.

En fait, ce théoréme dit que n’importe quel calcul & motifs défini comme
un A-calcul & motifs dynamiques avec une fonction Sol particuliére qui sa-
tisfait Hg, H1 et Ho est confluent.

6.2.2 Problémes de confluence en présence de motifs li-
néaires

Les conditions imposées pour obtenir les différents résultats de la section
précédente peuvent paraitre relativement restrictives. Ces conditions sont
néanmoins respectées par la plupart des calculs & motifs que nous avons
explorés et en les relaxant on obtient des contre-exemples classiques pour la
confluence.
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Par exemple, si le filtrage est réalisé syntaxiquement sur des variables
actives alors des réductions non-confluentes peuvent étre obtenues dans le
lambda-calcul avec motifs [vO90, [KvOdVO08| ainsi que dans le calcul de
réécriture [CLWO03]. De la méme fagon, les motifs non-linéaires ménent a
des réductions non-confluentes qui sont des variations du contre-exemple de
Klop [KIo80] pour les systémes d’ordre supérieur utilisant du filtrage non-
linéaire.

Quand on utilises des motifs dynamiques contenant des variables qui ne
sont pas liées dans l'abstraction les hypothéses de confluence doivent étre
soigneusement vérifiées. Plus précisément, le comportement des régles non-
linéaires peut étre encodé en utilisant des motifs lincaires et dynamiques.
Par conséquent, le contre-exemple de Klop peut étre encodé dans le calcul
correspondant qui est donc non-confluent.

On peut considérer, par exemple, une fonction Sol telle que pour tous
les termes A et B et pour une certaine constante d

Sol(A <y A) = id

Sol(x <, A) ={A/z}

Sol(d(x,y) <ay d(A, B)) = {A/z, B/y)}
Dans ce cas, on peut encoder des motifs non linéaires en utilisant des motifs
linéaires dynamiques et en particulier pour la régle (d z z) — e utilisée dans
la section on peut utiliser I’encodage

(dxz)—>ze £ (dzy) —zy(@x—pe)y

oll e est une constante mais peut étre remplacée par un terme arbitraire.

I1 est ensuite facile d’observer que I'instance correspondante du A-calcul a
motifs dynamiques de base n’est pas confluente. Ceci est montré en utilisant
une adaptation de I'encodage du contre-exemple de Klop dans le p-calcul
donné dans la section 2.4

Nous utilisons les mémes deux constantes d et e et on définit le combina-
teur de point fixe Y comme dans le A-calcul par (nous omettons 1’ensemble
0 de variables liées dans une abstraction quand il coincide avec ’ensemble
de variables libres du motif) :

Y2 (yera@ya)) (yro—si@@ye)

Comme d’habitude, pour tout terme A ona Y A+»p A (Y A). On définit les
termes suivant :

c’ (y =z — (d(z1,22) = (21 =g €) 22) d(z,y z))
C = Y[
A = YC
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Si on dénote par —»y les réductions en téte alors nous avons les réductions
suivantes :

C (y — x — (d(z1,22) = (21 —g €) 22) d(z,y x)) C
=y o — (d(z1,22) = (21 —p €) 22) d(z,C x)

et

A C A (d(z1,22) = (21 —p €) 22) d(A,C A)

Ce (d(z1,22) = (21 =g €) z2) d(C A,C A)

(C A=y A) (CA)

(&

La constante e est en forme normale. Considérons la plus petite réduction
de C' e a e. Dans cette réduction, les radicaux en téte doivent étre réduits :

Ce = (Y()e
—p CT (Y C)e
> (d(z1,22) = (21 —g €) 22) d(e,C e)
—n (e —=pe)(Ce)

Mais le terme (e —y e) (C e) peut étre réduit en téte seulement aprés
avoir réduit C' e & e. Ceci contredit la minimalité de la réduction et nous
concluons ainsi que C' e ne se réduit pas a e.

Comme conséquence nous obtenons qu’aucun calcul & motifs défini en uti-
lisant une fonction Sol qui remplit les conditions ci-dessus n’est confluent.
Ceci est relativement étonnant puisque les deux derniers calculs sont claire-
ment satisfaits par n’importe quel algorithme classique de filtrage syntaxique
et le premier semble un choix raisonnable. D’autre part, ignorer I'informa-
tion fournie par I’ensemble 6 de variables liées quand on effectue le filtrage
peut mener a des comportements étranges et, en particulier, ceci permet un
encodage de 1’égalité des termes.

Il y a eu des tentatives [BCKLO03| pour développer des calculs qui com-
binent ces trois conditions mais, naturellement, elles ne sont pas compléte-
ment satisfaisantes. En fait, la solution proposée dans [BCKLO03| valide la
premiére condition mais ne valide ni la deuxiéme condition ni la troisiéme :
la restriction syntaxique ne permet pas dans une abstraction (A —y B) des
motifs avec des variables dans 6 et n’est ainsi pas conservative par rapport
au A-calcul.
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(ar)  (A=B)Ao) -  Bo

FIGURE 6.4 — Sémantique opérationnelle du A-calcul avec motifs

6.3 Instances du calcul général

Dans cette section, nous analysons quelques instanciations du A-calcul a
motifs dynamiques. Pour des raison de simplicité, nous donnons seulement
les points clés pour chacun des calculs & motifs concernés. Tous ces calculs
ont été prouvés confluents sous des conditions appropriées; nous donnons
ici des preuves de confluence basées sur ces conditions et en utilisant la
preuve de confluence générale pour le A-calcul & motifs dynamiques. Cette
approche ne fournit pas des preuves de confluence automatiques mais donne
une méthodologie de preuve qui permet de se focaliser sur les propriétés
fondamentales du filtrage sous-jacent qui peut étre ainsi vu comme le point
clé des calculs & motifs.

6.3.1 \-calcul avec motifs

Le A-calcul avec motifs a été introduit dans [vO90, [KvOdV08| comme
une extension du A-calcul avec des possibilités de filtrage sur les motifs.
L’ensemble de termes est paramétré par un ensemble de motifs ® sur lesquels
on peut abstraire.

La syntaxe du A-calcul avec motifs est ainsi celle du A-calcul & motifs
dynamiques de base mais les motifs appartiennent dans ce cas a un ensemble
donné et les abstractions lient toujours toutes les variables (libres) du motif.
Sa sémantique opérationnelle est donnée par la régle py, dans la figure @

Au lieu de considérer des restrictions syntaxiques, nous pouvons, d’une
maniére équivalente, considérer qu’un probléme de filtrage A <y Ao a une
solution seulement quand A € ®. Le A-calcul avec motifs peut étre ainsi vu
comme une instance du A-calcul & motifs dynamiques de base.

Le calcul n’est pas confluent en général [vO90] mais certaines restrictions
peuvent étre imposées & ’ensemble de motifs pour récupérer la confluence.
Cette restriction s’appelle la condition de motif rigide ( Rigid Pattern Condi-
tion - RPC) et peut étre définie en utilisant la réduction paralléle du calcul.

Définition 29 (RPC) Un terme P satisfait la RPC si

Vo, VA, Po =, A implique A= Po" aveco =, o

La définition permet des motifs qui sont extensionnellement mais pas
intensionnellement rigide comme, par exemple, le terme ) x y avec ) =
(x — z x) (x — x ). Nous utilisons une caractérisation syntaxiques (moins
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générale) [vO90, [KvOdV08| que nous appelons également RPC et qui exclut
ces cas pathologiques.

Définition 30 (RPC) L’ensemble de termes satisfaisant RPC est l'en-
semble de tous les termes du A-calcul qui
— sont linéaires (chaque variable libres apparait au plus une fois),
— sont en forme normale,
— n’ont pas de variables actives (c.-a-d., pas de sous-termes de la forme
xA avec x libre).

Il faut noter que reformuler Ho dans le cas particulier d’une fonction Sol
qui réalise du filtrage sur des motifs clos méne & une condition proche de la
RPC originale (la réduction paralléle utilisée dans la définition de la RPC est
légerement différente). Néanmoins, ’hypothése Hy permet au filtrage d’étre
exécuté sur des motifs qui ne sont pas en forme normale (ou pas réductible
a eux-mémes) alors que ce n’est pas le cas pour la RPC.

Exemple 26 Les paires et les projections peuvent étre encodées dans le \-
calcul avec motifs en filtrant directement sur l’encodage des paires.

(z—= (2 2) y) = z)(z — (2 4) B) Soap x{A/z, B/y}
= A

On peut noter que les hypothéses Hg et H1 sont vérifiées pour le A-calcul
avec motifs. Pour Hz, on peut remarquer que si Po =, B avec P € RPC
alors 3B’, ¢’ tel que B’ = Po’ avec 0 =, o’. Ceci montre qu’un radical ne
peut pas se superposer avec P dans Po si P € RPC et donc que la condition
Ho est satisfaite. Nous pouvons ainsi utiliser le théoréme [19 et conclure a la
confluence du A-calcul avec motifs.

Proposition 2 Le A-calcul avec motifs est confluent si les motifs appartient
a l'ensemble de termes défini par la RPC.

6.3.2 Calculs de réécriture

Nous regardons maintenant les preuves de confluence des extensions du
p-calcul présentées dans les sections et [2.6] a savoir le pgy-calcul et le
pg-calcul.

Pour pgk, on peut considérer ! et stk comme des constantes du A-calcul
a motifs dynamiques et on peut voir ainsi la syntaxe de pgx comme une
instance de la syntaxe du A-calcul & motifs dynamiques. La régle (p) du psk-
calcul avec filtrage syntaxique correspond a la régle (p) du A-calcul & motifs
dynamiques avec la fonction Sol implantée en utilisant du filtrage linéaire
de premier ordre a la Huet (voir la définition et telle que Sol(P < B)
renvoie une solution seulement si P est un motif.
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Puisque 'ensemble de motifs de pgk est un sous-ensemble des motifs sa-
tisfaisant RPC et le filtrage est réalisé de la méme fagon dans le pgy-calcul
et dans le A-calcul avec motifs alors, on peut monter comme précédemment
que les hypothéses Hy, Hi1 et Ho sont vérifiées pour le pg-calcul. La rela-
tion induite par les régles § U stk est clairement terminante. On peut éga-
lement prouver en utilisant une induction facile sur la structure des termes
qu’elle est localement confluente et par conséquent confluente. Pour obtenir
la confluence de pgx comme une conséquence du théoréme 20] il suffit de
prouver (en utilisant une induction sur la structure des termes) que =, et
(0 U stk) satisfont le diagramme de Yokouchi-Hikita.

Proposition 3 Le pgk avec des motifs algébriques linéaires est confluent.

L’encodage du pg-calcul est similaire & celui de pg. 11 faut noter que pour
la régle (p) du pg-calcul, la fonction Sol correspondante a des solutions seule-
ment quand l'argument est une valeur stuck. La preuve est donc similaire &
celle de pgik- La preuve du diagramme de Yokouchi-Hikita est 1égérement dif-
férente mais I'utilisation des valeurs élimine la plupart des éventuelles paires
critiques.

Proposition 4 Le pg-calcul est confluent.

6.3.3 Version simplifié du calcul & motifs purs

Dans le A-calcul, les structures de données telles que les paires ou les
listes peuvent étre encodées et bien que le A-calcul permet la définitions de
certaines fonctions avec un comportement uniforme par rapport aux struc-
tures de données, il n’offre pas le support pour réaliser des opérations qui
exploitent des caractéristiques communes & toutes les structures de données
comme, par exemple, une fonction de mise & jour qui traverse toutes les
structures de données pour mettre a jour ses atomes. Dans le calcul & motifs
purs [JKO6] ou n’importe quel terme peut étre un motif, ’accent est mis sur
le filtrage dynamique des structures de données.

La syntaxe du calcul & motifs purs dans sa version originale est identique
a celle du A-calcul & motifs dynamiques (sauf que le calcul a motifs purs
définit un seul constructeur). Les abstractions sont appliquées en utilisant
un algorithme de filtrage particulier. Bien que le papier original utilise une
seule régle pour décrire I'application des abstractions (sur les motifs) nous
présentons ici la sémantique du calcul en utilisant deux régles. La premiére
régle dans la figure est une instance de la régle (p) du A-calcul & mo-
tifs dynamiques. La deuxiéme régle réduit les applications d’abstractions &
I'identité (la motivation pour cette seconde régle est donnée dans [JKOG])
quand le filtrage ne réussit pas.
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¢-structures de données et formes ¢-filtrable

D = z(ze¢p)|c|DA (¢-structures de données)
E === D|A—yB (formes ¢-filtrable)

ol A et B sont des termes arbitraires

Sémantique du calcul a motifs purs simplifié

(ppc) (A -0 B)C - Bo
sio=S8ol(A <y C)
(pf,tck) (A —¢ B)C — T — T

si none = Sol(A <y C)

FIGURE 6.5 — Version simplifiée du calcul a motifs purs

L’algorithme de filtrage du calcul & motifs purs est basé sur les notions de
¢-structures de données (noté D) et les formes ¢-filtrable (noté E) données
dans figure [6.5]

La sémantique opérationnelle du calcul & motifs purs simplifié donnée
dans la figure est basée sur la fonction partielle Sol définie par les équa-
tions suivantes appliquées en respectant ’ordre ci-dessous

Sol(x < A) = {A/x} siz el
Sol(c =g ¢) = id
SOl(AlAQ < BlBg) = SOZ(Al <9 Bl) Y SOZ(AQ <9 BQ)

si A1 Ag est une #-structure de données

si B1 By est une structure de données
Sol(Ay ¢ By) = none

si Ay est une forme O-filtrable

si By est une forme filtrable

Il faut noter que 'union W est seulement définie pour des substitutions
avec les domaines disjoints et que 1'union de none et ¢ est toujours none.

A la premiére vue, I’algorithme de filtrage peut sembler surprenant parce
qu’on décompose syntaxiquement ’application qui est un symbole d’ordre
supérieur mais cette décomposition est correcte puisqu’elle est réalisée seule-
ment sur les structures de données, qui sont des formes normales de téte.

Exemple 27 [JK06] On définit Uéliminateur générique elim = 1z —»
(xy) —>y y. Par exemple, étant données deuzx constantes Cons et Nil repreé-
sentant les constructeurs de liste, on définit la fonction singleton = x —»
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(Cons x Nil) et on peut vérifier

elim singleton = (z — (zy) —»y y) (z — (Cons x Nil))
> oc ((# — Cons x Nil)y) — y
> pc (ConsyNil) — y

Par rapport a la version simplifiée présentée dans cette section, le fil-
trage ainsi que la relation de réduction du calcul & motifs purs original sont
définis par rapport a une information de contexte et plus précisément, dé-
pendent des symboles qui lient (localement ou globalement) les variables des
problémes de filtrage et donc des redexes correspondants. Un telle approche
« context sensitive » permet, en particulier, la réduction de termes qui sont
irréductibles dans la version simplifiée du calcul présentée dans cette section.

La différence entre les deux approches est clairement illustrée dans [JK09]
par le terme (x — z) * —, x qui ne peut pas étre réduit dans le calcul a
motifs purs défini ici. Ceci vient du fait que x est libre dans x — x et de ce
fait attend une substitution avant le déclenchement de la régle. D’un autre
cOté, la méme variable x est liée par 'abstraction externe et donc elle ne
pourra jamais étre instanciée. Par conséquent, le terme (z — z) z est en
forme normale.

Ce probléme est résolu dans le calcul & motifs purs [JK09] en définissant
une relation de réduction qui dépend du contexte donné par les symboles
lies (dans l'exemple précédent, Iabstraction externe lie toutes les variables
de I'abstraction interne et dans ce cas le filtrage réussit et ’application est
réduite & x) ou, d’une maniére encore plus élégante, en introduisant une
notion de symbole « filtrable » qui permet une définition indépendante du
contexte de réduction mais isomorphe & la définition « context sensitive ».
Bien que la version simplifiée présentée ici est moins expressive que la version
originale et ne peut pas manipuler des exemples pathologiques comme celui
présenté ci-dessus, elle préserve néanmoins les fonctionnalités principales du
calcul initial.

Nous pouvons montrer la confluence du calcul & motifs purs en utili-
sant le théoréme de confluence énoncé précédemment. On peut tout d’abord
remarquer que '’hypothése Hy est clairement vérifiée. Les hypothéses H;
et Ho suivent, comme on pouvait s’y attendre, des résultats intermédiaires
dans [JKO6]. En particulier, le lemme 7 [JKO06] montre que la fonction Sol
est stable par substitution et le lemme 8 [JK06] montrent que la fonction Sol
est stable par réduction (quand elle renvoie une substitution et quand elle
retourne none). Nous utilisons cette propriété pour montrer (en utilisant une
induction simple) que la relation induite par la régle (p,sjtck) est localement
confluente. Elle termine trivialement, et elle est donc confluente. Le fait que
les relations =, et — itk vérifient le diagramme de Yokouchi-Hikita est ob-
tenu encore une fois par induction et en utilisant la stabilité par réduction
de la fonction Sol pour 'application d’une abstraction.
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Syntaxe du A-calculus with constructors

AB == z|c||AB|xz— A|{o}. A Termes

¢ = g Ay en— A Case bindings

(ci # cj for i # j)

Sémantique du A-calculus with constructors

(AppLam) (z — A)B — A{x — B}

(AppDai) U — od

(CaseCons) {¢f}.c — A si(c— A)eg
(CaseDai) {lo}. & — Y

(CaseApp) {9} (AB) ~ {ehA)B

(CascLam) {o}.(x—4)  —  w—{ohA sizgFV()
(CaseCase)  {[of}- {¢[}- A - {lpodl.A

FIGURE 6.6 — Le \-calcul avec constructeurs

Proposition 5 Le calcul & motifs purs simplifié est confluent.

Il faut préciser que 'approche présentée ici a été généralisée dans [JK09)
pour le calcul & motifs purs basé sur la notion de symbole filtrable mentionnée
précédemment.

6.3.4 M\-calcul avec constructeurs

Le A-calcul avec constructeurs introduit dans [AMROG] pour traiter le
probléme de l'interaction entre des fonctions et des valeurs peut étre égale-
ment encodé dans le A-calcul & motifs dynamiques [Fau07].

Une version légérement simplifiée de la syntaxe et de la sémantique opé-
rationnelle du A-calcul avec constructeurs est donnée dans la figure 6.6/ ot la
composition notée o est une opération externe définie par :

po(c1— Ay sen—An) = (aa— Ao} Al sen = {0 An)

Exemple 28 [AMRO0G] Dans le A-calcul avec constructeurs la fonction pré-
décesseur est implantée par

pred = (n — {0 — 0;s — (2 — z)[}.n)
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On peut vérifier que
pred0 — {0 — 0;5 +— (z = 2)[}.0 — 0

et
pred (s N) = {l0— 035 = (z = 2)[. (s N) = (0= 035 = (2 = 2)[}. 5) N
—(z—=»2)N—>N

L’encodage du A-calcul avec constructeurs dans le A-calcul & motifs dy-
namiques est inspiré par ’exemple [25| et utilise la traduction

flev = Avieoien = Aul B 2 (1= At/ ... Jen = Ay) =, 7) B

avec x une variable fraiche et les symboles < et / des constantes du A-
calcul & motifs dynamiques de base. Les régles (AppLam) et (CaseCons)
sont encodées par une unique régle (p) avec une fonction Sol définie par

Sol(x <5 A) = {A/z}
SOl((Cl — Al/ ... /Cn — An) <<z Cio) = {Aio/x}

On peut montrer facilement que la fonction Sol vérifie Hy, H1 et Hs. On
prend pour ’ensemble de régles £ toutes les régles données dans la figure a
I'exception de (AppLam) et (CaseCons) et on peut montrer que les conditions
du théoréme 20] sont satisfaites. On obtient ainsi la confluence du calcul.

Proposition 6 ([Fau07|) Le A-calcul avec constructeurs est confluent.

6.4 Conclusion

Nous avons présenté un calcul d’ordre-supérieur avec motifs et nous avons
donné les conditions qui assurent la confluence du calcul. La preuve de
confluence est modulaire et isole les propriétés principales des algorithmes
de filtrage sous-jacents, des éventuelles régles auxiliaires et de l'interaction
entre ces composants, qui garantissent la consistance du calcul. Nous avons
montré que les principaux calculs & motifs introduits dans la littérature ont
des formulations alternatives dans le formalisme général et nous avons ob-
tenu des preuves de confluence alternatives pour tous ces calculs en montrant
que les conditions de confluence sont satisfaites dans tous les cas.

La preuve de confluence utilise les techniques standards basées sur la ré-
duction paralléle de Tait et Martin-Lof et le lemme de Yokouchi-Hikita. La
méthode proposée par M.Takahashi [Tak95| utilise une notion de dévelop-
pements complets et méne, en général, a des preuves plus élégantes et plus
courtes. Nous pourrions évidement reformuler ’hypothése Ho et adapter les
preuves de confluence correspondantes en conséquence mais puisque les dé-
veloppements complets dépendent de la syntaxe du calcul, les hypothéses
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seraient moins génériques et moins modulaires. Par ailleurs, les hypothéses
reformulées seraient souvent plus difficile & prouver que dans le formulation
originale.

Nous avons montré que la preuve de confluence du p-calcul est déduite
facilement a partir de notre résultat général dés que le filtrage est unitaire
et 'opérateur de structure n’a pas de théorie associée. Il serait certainement
intéressant de raisonner modulo des théories non-unitaires et, en particulier,
des théories équationnelles (qui sont utilisées couramment dans la pratique)
et d’énoncer des résultats de confluence génériques similaires au cas unitaire.
Une telle extension n’est pas triviale puisqu’elle nécessite 'existence d’un
opérateur (associatif et commutatif) de structure pour grouper les différents
résultats (du filtrage) et, comme montré dans [FMQ9], elle souléve des défis
intéressants. Nous pensons néanmoins que ce travail est un bon point de
départ pour I’étude des propriétés de confluence des calculs & motifs avec un
filtrage non unitaire.
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Conclusions et perspectives

La réécriture est au cceur de mes travaux de recherche qui ont porté
jusqu’a présent sur les fondements théoriques de la réécriture ainsi que sur
le développement d’outils de vérification et de preuve basés sur la réécriture.
Ce manuscrit présente une partie des mes travaux sur le calcul de réécriture
réalisés pendant ces dix derniéres années et a également vocation a étre utilisé
comme support pour un cours introductif sur le calcul de réécriture.

Dans ce chapitre on retrouve un point sur 1’état des recherches sur le cal-
cul de réécriture ainsi qu’une présentation de mes autres thémes de recherche
et on discute les perspectives ouvertes par ces travaux. En annexe a ce do-
cument on peut trouver un recueil d’articles présentant certains aspects du
calcul de réécriture qui n’ont pas été couverts dans ce document ainsi qu’une
partie de mes travaux sur les applications possibles de la réécriture.

7.1 Point sur le calcul de réécriture

C’est avec Claude Kirchner, au cours de 'année 1998, que nous avons
défini la premiére version du calcul de réécriture. L’objectif de ce travail a
été depuis le début l'intégration dans un méme formalisme des propriétés
complémentaires de la réécriture de premier ordre et du A-calcul ainsi que
des fonctionnalités permettant d’exprimer le non-déterminisme. Ce calcul
s’est avéré suffisamment puissant pour décrire non seulement la réécriture
de termes mais également des stratégies classiques de réécriture. En effet,
cette premiére version du calcul [CK98, [CK99Db| nous a permis de donner
une sémantique compléte au langage Elan, le langage a base de régles et
stratégies développé a la méme époque dans 1’équipe Protheo.

J’ai continué le développement et I’étude du formalisme aprés ma thése et
en collaboration avec Claude Kirchner et Luigi Liquori, nous avons proposé
une version encore plus simple et plus générique mais avec une expressi-
vité tout aussi puissante [CKLOTIal]. Nous avons alors relevé un autre défi en
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essayant d’aller au-dela de ’encodage des systémes de réécriture et d’expri-
mer d’autres formalismes. Les similarités entre les structures du calcul de
réécriture et les classes et objets des différents calculs orientés objet nous
ont naturellement amené a étudier la relation entre ces formalismes et nous
avons montré que plusieurs calculs a objets, a savoir le « Lambda Calculus
of Objects » de Fisher, Honsell, et Mitchell et le « Object Calculus » de
Abadi et Cardelli peuvent étre encodés dans le calcul de réécriture.

Un plus grand nombre de personnes se sont alors impliquées dans 1’étude
de cette version qui est a la base de plusieurs extensions concernant des as-
pects dynamiques et statiques du calcul. Tout d’abord, plusieurs systémes
de types ont été proposés aussi bien dans le contexte de la programma-
tion [CLWO03, LWO05, [CKLWO06] que dans le contexte des assistants a la
preuve [CKLO1bL BCKLO03|. Les systémes de la premiére catégorie vérifient la
plupart des propriétés usuelles — la préservation du type, 'unicité et la déci-
dabilité du typage — mais, grace au filtrage, ces systémes de types autorisent
la définition de points fixes. Ils permettent donc le typage (des encodages)
des systémes de réécriture et des stratégies et nous donne ainsi une garan-
tie supplémentaire sur la stireté des programmes obtenus. Dans la deuxiéme
catégories on retrouve une autre famille de systémes de types développés
sur la base des « Pure Type Systems » introduit par S. Berardi et J. Ter-
louw pour le A-calcul : les « Pure Pattern Type Systems (P?T'S) ». Les
types dépendants utilisés dans ce cas permettent de démontrer la norma-
lisation forte des termes acceptés dans certains P2T.S [WHOS|. Les P*T'S
peuvent donc étre utilisés pour définir un Logical Framework avec des ca-
pacités de filtrage, ce qui permet une représentation plus concise et plus
naturelle des structures manipulées dans le contexte des assistants & la dé-
monstration [Wac05]. Le formalisme est encore généralisé par le « General
Logical Framework » [HLLOT| avec une abstraction paramétrée par un pré-
dicat qui est instancié par une contrainte de filtrage dans le cas des P?T'S.

L’étude de l'expressivité du calcul a été également continuée et nous
avons montré [BCKO03, [ BCKO06| que les dérivations des systémes de réécriture
d’ordre supérieur comme les CRS et les HRS peuvent étre exprimées en
termes de dérivations du calcul de réécriture. Par ailleurs, Clara Bertolissi et
Claude Kirchner ont montré [BK07| que la version la plus simple du calcul
de réécriture peut également étre encodée par un CRS orthogonal.

Nous avons également proposé une extension du calcul avec filtrage et
substitutions explicites [CEK04, [CFKO07], extension qui peut étre vue comme
un support pour 'implantation de calculs & motifs. Ce calcul satisfait les
propriétés classiques de ce type de formalisme, c’est-a-dire la confluence du
calcul général ainsi que la terminaison et la confluence de la partie dédiée
a la manipulation explicite des contraintes de filtrage. Nous avons montré
qu’on peut adopter soit une approche atomique et donner une définition
simple des substitutions, soit une approche plus générale et efficace permet-
tant de définir un calcul qui réalise la composition des substitutions. Le calcul
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est modulaire et peut étre adapté a différentes théories de filtrage pour les
constantes définies et pour 'opérateur de structure.

Les termes contraints utilisés dans le calcul avec substitutions explicites
ont été étendus pour exprimer un partage explicite et des structures de don-
nées cycliques. Ceci a conduit & l'introduction et & I’étude d’un calcul de
réécriture de graphes [BBCKO06] qui permet 'encodage des formalismes si-
milaires tels que la réécriture de graphes et le A-calcul cyclique introduit par
Z.M. Ariola et J.W. Klop. Ce formalisme permet en particulier ’abstraction
sur des motifs algébriques et utilise non seulement des équations récursives
mais également des contraintes de filtrage. La différence principale entre le
calcul de réécriture de graphes et la réécriture de graphes se situe au niveau
de Papplication des régles; dans le premier cas les régles et leur controle (la
position d’application) sont définis au niveau objet du calcul tandis que dans
la réécriture de graphes la stratégie de réduction est implicite.

D’autres extensions du calcul de réécriture général ont été proposées
soit pour l'intégration des mécanismes d’exceptions [FK02, I(CKL02|, soit
pour lintégration de traits impératifs [LS04, [LSO8|. Différentes straté-
gies d’évaluation ont été étudiées dans le contexte des langages fonction-
nels [FMS06, ICFFT07] ou du calcul de réécriture de graphes [BBCKO7]. Le
calcul de réécriture général a été également utilisé comme point de départ
pour différents formalismes permettant d’exprimer des modéles de calcul
chimiques et biologiques [AKO0S|, [AK09].

Nous avons proposé différentes approches pour obtenir la confluence du
calcul de réécriture général ainsi que la confluence des différentes versions pré-
sentées dans ce manuscrit. Les méthodes de preuves utilisées pour ces calculs
ainsi que pour d’autres formalismes similaires sont relativement proches, ce
qui montre 'importance d’une étude générique et modulaire de la confluence
des calculs a motifs. Le calcul d’ordre-supérieur introduit dans le chapitre [6]
représente une premiére étape dans cette direction puisqu’il généralise les
différents calculs & motifs et nous permet, en particulier, d’isoler les princi-
pales propriétés garantissant la confluence [CEFQT7|. Nous allons discuter par
la suite de 'importance de généraliser ce formalisme pour aller au-dela du
filtrage unitaire utilisé dans la version actuelle.

7.2 Fondements et applications de la réécriture

Dans le cadre de mes activité de recherche je me suis intéressé non seule-
ment & la sémantique des langages & base des régles mais également & d’autres
aspects de la réécriture stratégique et de ses applications.

Depuis le début de ma thése, je m’intéresse a 'utilisation de la program-
mation avec des régles de réécriture et des stratégies pour la preuve et la
vérification. Ma premiére expérience de programmation avec ce paradigme
de programmation a été I'implantation en Elan de différents prouveurs et en
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particulier du prouveur de prédicats proposé par J.R. Abrial [Abr97]. Je me
suis ensuite intéressé a la spécification et 'analyse des protocoles d’authen-
tification et je me suis focalisé dans un premier temps sur le protocole a clés
publiques de Needham-Schroeder [NS78|. L’implantation avec des régles de
réécriture de ce protocole utilisé pour réaliser une authentification mutuelle
entre un initiateur et un répondeur qui communiquent par l'intermédiaire
d’un réseau non sécurisé et en particulier, 'utilisation de stratégies, nous a
permis de découvrir efficacement des attaques similaires a celles déja décrites
dans la littérature |[CirO1]. Nous avons également proposé une implantation
alternative en ToM et nous avons montré [CMR04] que 'utilisation des li-
brairies Java pour la manipulation de collections permet une représentation
efficace des états du systéme correspondant et un traitement des espaces de
recherche plus importants que dans I'implantation Elan.

Nous avons utilisé des techniques similaires pour étudier des politiques de
sécurité et nous nous sommes focalisé sur I’analyse des modéles de politiques
d’accés de Bell-LaPadula et de McLean [LB96, McL88|. Nous avons proposé
une méthodologie pour la spécification et I'implantation de politiques d’accés
en TOM et nous avons montré que des fuites d’informations sont possibles si
les niveaux de sécurité dans un modéle de type Bell-LaPadula ne sont pas
complétement ordonnés [CMOOS].

La notion de stratégie est trés importante dans les applications men-
tionnées précédemment et elle est présente dans la plupart des langages a
bases de régles. D’un autre coté, les fondements théoriques des stratégies,
que ce soit dans le cadre des langages de programmation ou des assistants
a la preuve, ont été relativement peu étudiés. De fait, les notions correspon-
dantes ont été abordées d’une maniére générique que récemment [KKKOS].
Dans le méme esprit, nous avons proposé [BCDK09| une notion de stratégie
abstraite définie extensionnellement comme un ensemble de dérivations d’un
systéme de réécriture abstrait. Ce point de vue abstrait est complété par un
point de vue plus concret matérialisé par des définitions intentionnelles qui
décrivent la fagcon dont ces ensembles de dérivations sont construits. Nous
caractérisons également le lien entre les deux types de définitions et en par-
ticulier la classe de stratégies extensionnelles qui acceptent une définition
intentionnelle.

Ces différents travaux théoriques contribuent au développement des lan-
gages & base des régles et par exemple, certaines constructions du langages
ToM, dont les stratégies, sont directement inspirées de ’encodage de straté-
gies en calcul de réécriture. Je me suis intéressé a 'amélioration de I'expres-
sivité de ce type de langage non seulement au niveau des opérateurs de stra-
tégie mais également au niveau des algorithmes de filtrage utilisés. En parti-
culier, nous avons étudié les implications de I'utilisation dans les algorithmes
de filtrage d’une extension de la notion de terme, appelée « anti-terme » ou
« anti-pattern », qui permet d’exprimer l'idée de complément [CKKMIO0].
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Nous avons donné la sémantique précise de cette construction ainsi que des
algorithmes de filtrage pour les cas syntaxique et associatif avec élément
neutre.

7.3 Perspectives de recherche

L’étude du calcul de réécriture a ouvert de nombreuses perspectives
concernant, d’une part les propriétés du calcul général et de ses instances, et
d’autre part les applications de ce calcul.

La plupart des calculs de réécriture étudiés dans ce document ainsi que
les différents calculs & motifs proposés dans la littérature utilisent un fil-
trage unitaire et par conséquent le résultat de 'application d’une régle de
réécriture, si il existe, est unique. Néanmoins, dans des langages de program-
mation utilisant le paradigme de réécriture la théorie de filtrage est souvent
associative ou associative-commutative et donc non-unitaire. Puisque les ré-
sultats de 'application des régles sont manipulés au niveau objet du calcul
de réécriture, le non-déterminisme intrinséque aux systémes utilisant un fil-
trage non-unitaire peut étre facilement encodé dans notre calcul. Nous avons
montré que la version du calcul de réécriture permettant cet encodage est
confluente si une stratégie d’évaluation de type appel par valeur est utili-
sée mais ce type de stratégie est relativement « bas-niveau » et n’est pas
directement transposable aux autres calculs & motifs.

Il nous parait donc important de généraliser I’approche générique pro-
posée dans le chapitre [6] pour prendre en compte des théories de filtrage
non unitaires et d’utiliser cette généralisation pour étudier les extensions
possibles de divers calculs & motif avec des algorithmes de filtrage plus puis-
sants. Un point particuliérement intéressant dans cette direction concerne
I’étude d’algorithmes de filtrage sur des motifs plus généraux que les termes
algébriques et en particulier sur des collections de termes. La possibilité de
filtrer sur des structures de résultats permettrait, en particulier, d’exprimer
des stratégies plus élaborées que les stratégies de parcours généralement dé-
finies et implantées dans les langages & base de régles. On pourrait, par
exemple, utiliser le filtrage sur les collections de résultats pour déterminer si
différentes applications ménent a des résultats identiques ou pour traiter ces
résultats selon un certain ordre. Ce type de stratégies est utilisé, par exemple,
dans les analyseurs de politiques et de protocoles qui nécessitent un traite-
ment explicite de 'espace de recherche et donc des collections d’états. Cette
étude devrait également conduire a l'introduction de nouveaux opérateurs
de stratégie dans le langage TOM qui utilise pour I'instant des constructions
du langage hote et en particulier les collections de Java pour réaliser ce type
d’opération.

Cette généralisation avec des motifs plus élaborés et un filtrage poten-
tiellement non-unitaire est envisageable pour toutes les versions du calcul de
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réécriture. Nous avons déja donné quelques pistes dans cette direction pour le
calcul avec filtrage explicite du chapitre [] qui se préte particuliérement bien
a ce type d’extension grice a sa modularité et son adaptabilité a différentes
théories de filtrage éventuellement non-unitaires. Dans ce type de théorie,
comme [’'associativité-commutativité par exemple, il est bien plus efficace de
décider si un probléme de filtrage a une solution que de résoudre le probléme.
Il serait donc intéressant d’étudier une version optimisée du calcul explicite
qui permette d’étiqueter les équations de filtrage pour indiquer si elles ont
une solution et les résoudre seulement si les solutions correspondantes sont
effectivement utilisées.

L’efficacité des implantation basées sur le calcul de réécriture peut étre
également améliorée en utilisant des stratégies d’évaluation appropriées.
Dans le cas du calcul explicite, les stratégies d’évaluation doivent privilégier
la composition de substitutions et I’élimination des substitutions superflues
(c’est-a-~dire sans impact sur les termes) par rapport a leur propagation. La
situation est encore plus délicate dans le cas du calcul de réécriture de graphes
car I'information de partage doit étre gardée aussi longtemps que possible et
une propagation prématurée peut aller & I’encontre de cet objectif.

La stratégie de partage que nous avons proposée pour le calcul de réécri-
ture de graphes s’est avérée correcte et compléte pour des termes normalisant
et nous souhaitons tout d’abord étendre ce résultat et montrer la complé-
tude de la stratégie pour des réductions normalisantes (& partir de termes
qui ne sont pas nécessairement normalisants). Ensuite, nous avons 'intention
d’étudier la question de I'optimalité pour les stratégies d’évaluation, ou la
notion d’« optimal » doit étre formellement définie, par exemple en termes
de temps, d’espace ou de préservation du partage. Les travaux sur la réduc-
tion optimale pour le A-calcul constituent évidement un bon point de départ
pour ces recherches.

Nous nous intéressons a 'efficacité des implantation basées sur le calcul
de réécriture aussi bien qu’a la correction des programmes correspondants.
Nous avons proposé des systémes de types permettant 'analyse statique
des programmes et garantissant que les arguments des fonctions ont le type
attendu si la théorie de filtrage sous-jacente est en accord avec les types.
Nous avons montré que la théorie syntaxique est une théorie de filtrage bien
typée, c’est-a-dire garantissant que les substitutions obtenues comme résultat
du filtrage sont bien typées, et dans la perspective d’une généralisation & des
théories plus élaborées, il faudra étudier les conditions permettant de montrer
que cette propriété reste valide pour les algorithmes correspondants.

La régle de typage pour les structures qui reste adaptée méme dans le
cas d’'un filtrage non-unitaire peut étre considérée relativement restrictive
dans la perspective d’une utilisation pour des encodages typés de systémes
de réécriture généraux dont les régles peuvent porter sur des types différents.
En particulier, cette régle impose que tous les membres d’une méme structure
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aient le méme type et nous souhaitons lever cette restriction en utilisant des
types conjonctions et une notion de sous-typage appropriée.

Pour résumer les différentes directions de recherche mentionnées jusqu’a
maintenant, je souhaite continuer ’étude des calculs & motifs en général
et du calcul de réécriture en particulier pour améliorer leur expressivité et
leur efficacité en intégrant des théories de filtrage plus puissantes ainsi que
leur stireté en proposant des systémes de types plus élaborées. Je pense
que tous ces travaux permettront non seulement de mieux comprendre le
comportement des langages a base de régles et stratégies mais également
de les améliorer en inspirant de nouveaux constructions tant au niveau du

langage qu’au niveau des types.

En paralléle & ces travaux sur le calcul de réécriture, je souhaite conti-
nuer I'étude des stratégies aussi bien d’un point de vue de leur expressivité
que d’un point de vue de leurs propriétés. Il faudrait tout d’abord essayer
de raffiner la caractérisation des stratégies abstraites et plusieurs pistes sont
envisageables. Nous avons déja commencé 1’étude d’une approche logique qui
consiste & caractériser les réductions acceptables d’une stratégie définie in-
tentionnellement et qui permet de caractériser une classe plus importante de
stratégies abstraites que les stratégies intentionnelles pures. Il faut mainte-
nant caractériser les classes de stratégies abstraites exprimables en fonction
de la logique utilisée et étudier l'intégration de ce type de stratégies dans
un langage comme TOM. Une autre direction de recherche complémentaire a
la généralisation des stratégies intentionnelles concerne 1’étude de certaines
restrictions de ces stratégies. Nous nous sommes focalisé jusqu’a maintenant
soit sur des stratégies intentionnelles sans mémoire soit sur des stratégies
intentionnelles arbitraires et un autre cas mérite d’étre étudié : les stratégies
a mémoire finie. Ces stratégies sont trés intéressantes car elles peuvent étre
calculées par une machine & états finis et ont des applications potentielles
dans le domaine de la vérification.

L’étude des propriétés des stratégies, notamment la confluence et la ter-
minaison, est un autre point particuliérement intéressant. Ces propriétés sont
trés importantes, par exemple, dans le cadre de ’analyse de politiques de sé-
curité ou elles garantissent la consistance des politiques exprimées par des
systémes de réécriture. Ces propriétés ont été relativement peu étudiées et
les résultats correspondants ont été généralement obtenus par rapport a des
stratégies spécifiques et non dans un cadre générique. Il serait donc intéres-
sant de reformuler ces notions dans le formalisme général que nous avons
proposé et d’établir des conditions de confluence et de terminaison similaires
a celle de la réécriture classique. Nous étudions également une approche
moins générale mais plus directe consistant & traduire des stratégies définies
dans un langage donné (trés similaire au langage de stratégies de ToM) en
un systéme de réécriture qui n’est pas guidé par une stratégie d’évaluation
donnée. Ceci permet 'utilisation de techniques de preuve de terminaison dis-
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ponibles pour la réécriture classique et, en particulier, I'utilisation d’outils de
terminaison existants (tels que Aprove et TTT2) pour prouver la terminaison
de systémes de réécriture stratégiques.

Nous avons déja montré que la réécriture et les stratégies peuvent étre
utilisées pour la spécification et ’analyse de protocoles et de politiques de sé-
curité. Je souhaite continuer dans cette direction et proposer des formalismes
et des outils (basés sur la réécriture avec stratégies) pour la spécification et
la validations de politique de sécurité.

Les études de cas que nous avons réalisées jusqu’a maintenant sont relati-
vement modulaires dans le sens ot la politique est séparée de I’environnement
d’application mais les spécifications correspondantes sont étroitement liées
au formalisme de spécification. Nous avons donc commencé le développement
et I’étude d’'un cadre formel générique qui permet de décrire d’'une maniére
générale la sémantique des politiques de sécurité et d’exprimer différentes
propriétés de sécurité. Ce formalisme s’appuie sur des notions classiques
comme les systémes de transition pour spécifier, par exemple, les systémes &
sécuriser mais également sur des notions moins étudiées comme les systémes
de réécriture contraints pour spécifier, par exemple, les politiques. Ce tra-
vail ouvre donc plusieurs perspectives concernant les propriétés des différents
composants du formalismes ainsi que ses applications.

Tout d’abord, la consistance des politiques exprimées dans notre for-
malisme dépend des propriétés intrinséques aux systémes de réécriture
contraints utilisés pour leur spécification et donc, nous pensons qu'un axe de
recherche intéressant serait ’étude des conditions garantissant la confluence
et la terminaison des systémes de réécriture contraints. Puisque ces systémes
correspondent dans une certaine mesure aux stratégies (intentionnelles) men-
tionnées précédemment, cette étude est évidement liée a I'analyse des pro-
priétés de la réécriture sous stratégies.

Nous avons montré comment utiliser notre formalisme pour la spécifica-
tions de politiques d’accés et nous avons proposé une technique de transfor-
mation permettant la validation de propriétés classiques comme la confiden-
tialité et l'intégrité exprimées d’une fagon générique qui ne dépend pas des
détails d’implantation de la politique analysée. Nous pensons que cette tech-
nique de transformation permettant la séparation explicite de la politique et
du systéme sur lequel elle est appliquée sont particuliérement utiles pour le
développement de technique de comparaison et de composition de politiques
et de systémes sécurisés.
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