N

N

Etude théorique et numérique de la déformation d’une
interface séparant deux fluides non-miscibles a bas
nombre de Mach
Yohan Penel

» To cite this version:

Yohan Penel. Etude théorique et numérique de la déformation d’une interface séparant deux fluides
non-miscibles & bas nombre de Mach. Mathématiques [math]. Université Paris-Nord - Paris XIII,
2010. Francais. NNT: . tel-00547865

HAL Id: tel-00547865
https://theses.hal.science/tel-00547865
Submitted on 17 Dec 2010

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00547865
https://hal.archives-ouvertes.fr

A

Institut Galilée

energie atomique - energies alternatives

Université Paris 13

Laboratoire d”Analyse, Géométrie et Applications

Organisme d’accueil : Commissariat a ’Energie Atomique,
Centre de Saclay, DEn/DaNs/Dwm2s/SFME/LETR

THESE

présentée en premiere version en vu d’obtenir le grade de Docteur,
spécialité « Mathématiques Appliquées »

par
Yohan Penel

KRR AR AR AR AR KA KKK
ETUDE THEORIQUE ET NUMERIQUE

DE LA DEFORMATION D'UNE INTERFACE

SEPARANT DEUX FLUIDES NON-MISCIBLES

A BAS NOMBRE DE MACH

B S

These soutenue le 13 décembre 2010 apres avis des rapporteurs :

Mme SyLVIE BENZONI-GAVAGE = Université Lyon 1
M. BENOIT PERTHAME Université Paris 6

et devant le jury composé de :

Mme SYLVIE BENZONI-GAVAGE  Université Lyon 1 (Rapporteur)

M. Franck Boyer Université d’Aix-Marseille 3 (Président du jury)
M. STEPHANE DELLACHERIE CEA (Encadrant)

M. JEAN-MARC DELORT Université Paris 13 (Examinateur)

M. BruNO DESPRES Université Paris 6 (Examinateur)
Mme LAURENCE HALPERN Université Paris 13 (Examinatrice)

M. OLIVIER LAFITTE Université Paris 13 (Directeur de these)






A Mamie Bap

A Lulu






REMERCIEMENTS

Minds are like parachutes — they only function when open.

Thomas Dewar

Plus qu’une expérience professionnelle et au-dela des aspects scientifiques, une these
est a mes yeux un chemin initiatique vers une meilleure connaissance de soi-méme, une
opportunité de prouver sa capacité a faire les bons choix, a explorer des contrées encore
vierges et a améliorer la connaissance générale d’une thématique. De la rencontre entre
un novice, un chercheur expérimenté et un sujet, peuvent naitre différentes voies menant
a un horizon initialement tres flou. Il revient alors au doctorant le privilege de dessiner
les contours de cet horizon. Il ne saurait cependant y parvenir sans aide : 'objet de ces
quelques lignes est donc de remercier toutes les personnes qui, par leur présence ou leurs
conseils, ont contribué a cette grande aventure.

Une these peut s’apparenter a un saut en parachute dans la mesure ot les deux pre-
mieres années sont comparables a la chute libre initiale : on est animé d’un sentiment de
liberté, d’ivresse, alors que 'on se lance dans un projet, dans le nouveau monde qu’est
celui de la recherche. C’est bien plus tard que 1’on réalise que le sol se rapproche tres rapi-
dement. D’ot1 I'importance d’un moniteur pour indiquer le meilleur moment pour ouvrir
le parachute, en débutant la rédaction du mémoire; une derniere étape ot1 l'intensité est
croissante a mesure que 1'on se rapproche de ’échéance, jusqu’au moment o, si tout se
passe bien, on pose les pieds a terre, sain (?) et sauf. En un mot, une délivrance, car méme
si c’est avant tout une satisfaction personnelle, cela reste une épreuve usante (surtout sur
la fin ;-)).

Mes premiers remerciements vont naturellement a Olivier et Stéphane, qui m’ont
accompagné tout au long de cette aventure; a Olivier pour sa confiance constante depuis
six ans et mon arrivée un matin de septembre 2004 a Galilée, et a Stéphane pour tellement
de choses, en particulier pour son attention et son soutien permanents, ainsi que pour ses
relectures minutieuses et ses encouragements dans les moments les plus difficiles. Mille
fois merci.

Je remercie chaleureusement Sylvie Benzoni-Gavage et Benoit Perthame pour avoir
accepté de rapporter sur ma thése et m’avoir permis, a travers leurs commentaires et
remarques, d’améliorer ma connaissance et ma compréhension du sujet. Merci a Jean-
Marc Delort pour sa présence dans mon jury, aprés m’avoir donné gott a la recherche en
Mz2. Je souhaite également remercier Laurence Halpern, Franck Boyer et Bruno Després
pour leur participation a mon jury. Et j’en profite pour tirer mon chapeau a Franck pour
la qualité de son livre, que j'ai gardé a mes cotés pendant ces trois années.



Je tiens ensuite a exprimer ma gratitude a tous ceux qui ont contribué a la tenue
de cette these en la financant et en m’accueillant au CEA. Merci donc a Daniel Caruge
(chef du SFME), a Eric Royer et Daniéle Gallo-Lepage (chefs du LETR), a Jacques Segré
(conseiller scientifique du DM2S), et plus généralement a mes collegues de laboratoire a
Saclay et a Paris 13. En particulier, je remercie Pascal Omnes, qui m’a offert ma premiere
expérience de chercheur et mon premier article, Juliet Ryan pour sa gentillesse et son
aide depuis le début, Emmanuel Audusse et David Dos Santos Ferreira pour avoir été
d’excellents professeurs puis de formidables collegues de bureau.

Mes pensées vont de méme a tous mes camarades de jeu thésards, a commencer par
Floraine, qui a partagé mon bureau pendant plus de deux ans dans une ambiance géniale.
Je remercie également Marie, qui sait tout le bien que je pense d’elle, ainsi que tous les thé-
sards du LETR, en particulier Gloria (merci pour tout, et bien plus encore) et Benjamin.
Comment ne pas aussi remercier les participants a 1’aventure Maror, comme Clémence
et Julien, mes deux premiers présidents pour qui j’ai tant d’admiration. Merci a Agnés,
Arounie, Benoit et Sacha, merci a Thomas, le seul, I'unique, I'incomparable. J’adresse
également mes remerciements a Anouar, camarade de Macs, puis collegue admirable et
si sympa. Merci a tous les autres, a Saclay et a P13, en particulier Hayat et tous les parti-
cipants des Doctoriales 2008. Pour terminer ce chapitre « amis thésards », j'exprime toute
mon affection et mon amitié & Pauline et Matéo, voisins fontenaisiens et pour lesquels je
ne peux trouver de mots reflétant ma gratitude pour leur hospitalité.

N

Pour conclure la seule partie non scientifique de ce mémoire, je tiens a remercier
tout mon petit monde du badminton, mes amis badistes gratiennois (Fred, Sandra, JC,
Philippe, Francoise et tant d’autres), et plus généralement val d’oisiens (Agnés, Anne,
Caro L., Francelyse, Paul, et la aussi tant d’autres), pour cette vision commune du béné-
volat. Merci & mes petits champions de France, pour cette joie immense de juin dernier.
Il est ensuite difficile de trouver les mots pour remercier mes proches, amis ou membres
de ma famille, tellement je tiens a eux. Merci a Michaél, Caro M., GG, Rémi, Armelle et
Andréas, a Caro S., Nath, Guillaume, JB et Oyo. J'ai bien stir gardé les meilleurs pour la
fin, mes oncles et tantes, mes grands-parents que j'adore et que j'admire, avec une place
toute particuliére pour celle qui m’a quitté trop tot et que je n’oublierai jamais. Merci enfin
(c’est si peu dire) & Gwendoline, Isabelle et Olivier, ma sceur et mes parents, pour tout

ce qu’ils m’ont apporté et m’apportent encore.

11 est temps de refermer cette page de remerciements, sinon je risque d’en remplir plus
de pages qu’avec mes équations préférées ..."

Bonne lecture!

' Merci a Julien Chiquet pour avoir mis a disposition son fichier de style IXIgX, dont je me suis largement
inspiré pour rédiger ce mémoire.

Vi



TABLE DES MATIERES

TABLE DES MATIERES

L1sTE DES FIGURES

LISTE DES SYMBOLES

Introduction

I Position du probléme

1 EXPRESSIONS DES MODELES

1.1

1.2

1.3

1.4
1.5

Préliminaires . . . ... ... ... ..
1.1.1  Modele initial . . . . . ... ..
1.1.2  Conditions aux limites et initiales

Etablissement du modele

Reformulation . . . ... .......
1.3.1  Décomposition du systeme . . .
1.3.2  Cas particulier a s constant . .
1.3.3 Le systeme complet. . . . . ..

Systemes dérivés
Bilan

2 OUTILS MATHEMATIQUES

2.1

2.2

2.3
2.4
2.5

2.6

2.7

Espaces de Sobolev
Décomposition de Leray
Lemmes préliminaires

Meéthode des caractéristiques

Estimations d’énergie et résultats d’existence

2.5.1  Equationsdetransport . . . ... .. ... ... . o oo
252 Equations d’advection-diffusion . . . . . ... ... ... ... ...
253 Fquations elliptiques . . . . . . . . i
2.5.4  Systéme de Navier-Stokes incompressible linéarisé . . . . . ... ... ...
CombustionabasMach . ... ...... ... .. ... .. .. .. ... .. ..
261 Modele . . ... e
2.6.2  Théoreme d’existence et d'unicité pour le modele de combustion. . . . . . .
2.6.3 Régionsinvariantes . . . . . ... ... L0 oLl
Bilan . . . .. e

vii

xiii

11
12
12
14
15
19
20
20
21
22

24

27
28
30
31
36
40
41
47
55

57
61

62
66
68

70

vii



I Modele Abstrait de Vibration de Bulles 71

3 ETUDE THEORIQUE DU MODELE 73
3.1 FEtude qualitative du modéle ABV . . . .. .. ... ... 75
3.1.1  Restrictions surlepotentiel . . . . . . . ... ... ... 0oL 75

3.1.2  Donnéeinitiale . . . . . . ... Lo 76

3.1.3  Résultat d’existence et d’unicité en temps fini . . . . . ... ... ... ... 76

3.1.4  Réflexions sur le temps d’existence . . . . . ... ... 82

3.1.5 Invariances par homothéties et translations . . . . . ... ... ... .. .. 87

3.1.6  Autres propriétés pour des données moins régulieres . . . . . .. ... ... 88

3.1.7 Moyenne des solutions bornées . . . . . ... ... 0 oL 91

3.2 Modele abstrait de vibration de bulle en dimension 1 . . . . . ... ... ... 99
3.2.1  Reformulationsdumodele . . . . ... ... ... .. .. . 0oL, 100

3.2.2  Evolution d’une bulle dans un domaine borné . . . . ... ......... 100

3.2.3 Approximations de solutions discontinues . . . . . .. ... ... ... ... 104

3.3 Extension au casradialen2Det3D . ... ... ... ... ... ... 117
3.4 Conclusion . . . ... ... 121
4 INTERFACES ET SIMULATIONS NUMERIQUES DU MODELE ABV 123
4.1 Introduction a la problématique de la simulation d'interfaces . . ... .. .. 125
411 Suividinterfaces . . . . .. ... L o Lo oo 125

412 Captured’interfaces . . . . . ... ... L o oo 125

4.2 Transport de fonctions irrégulieres : leschéma DL . . . . . ... ... ... .. 127
4.3 Transport de fonctions réguliéres : le schéma MOCz2. . . . .. ... ... ... 129
43.1 Notations . . . . . . . . L e 130

4.3.2 Constructionduschéma . . . .. .. ... ... ... ... ... 132

433 Ftude séparée des deuxschémas . . . . . . ... ... ... ... L 138

4.3.4  Traitement du phénomene de dispersion : combinaison des deux schémas . . 144

4.3.5 Simulations numériques . . . . . .. ... Lo oo 151
4.4 Raffinement adaptatif de maillages . . . . . . ... ... ... .. .. .. ... 164
441 Motivations . . . . ... L L 164
4.4.2  Rappels sur les algorithmes AMR . . . . .. ... ... ... ........ 164
4.4.3 Adaptation a la résolution de I"équation de transport . . . . . .. ... ... 167
4.4.4 Simulationsdumodele ABV . . . .. .. oo oo 170

4.5 Un algorithme pour les équations de Navier-Stokes incompressible : le
schéma MAC . . . . .. e 171
4.6 Bilan . ... 174
III Diphasic Low Mach Number system 177
5 ETupE DU sYsTEME DLMN DANS LE CAS REGULIER 179
5.1 Systeme différentiel . . . ... ... Lo o o oL 180
5.2 Domaine d’existence . . . . .. . ... ... e 181
5.3 Preuve du théoreme d’existence . . .. ... ... ... ... ... 185
5.3.1  Systemeitératif . . . .. ... o o o o o 185

viii



532 Bornitude . . . . . ... 187

53.3 Convergence . . . . . . . ... e 197

53.4 FEnoncé duthéoréme . . . . . . . oo v vttt 203

5.3.5 Viscosité nonconstante . . . . . . ... .. L L Lo oo 205

5.4 Commentaires . . . . . . . . ... e e e e e e e 206
Conclusion et perspectives 209
A QUELQUES OUTILS MATHEMATIQUES SUPPLEMENTAIRES 213
A.1 Identités différentielles . . . . . . .. ... L 213
A.2 Propriété de continuation de lamoyenne . . . ... ... ... ... ... .. 213

B QUELQUES DETAILS DE CALCULS THERMODYNAMIQUES 217
B.1 Formulations des équations de Navier-Stokes . . . .. ... .. ... ..... 217
B.2 Calcul du second membre de I'équation de Poisson . . . . ... ... .. ... 219
BIBLIOGRAPHIE 221

iX



LisTE DES FIGURES

1.1

3.1
3.2
33
3-4
35
3.6
3.7

4.1

4.2
4.3
44
45
4.6
4.7
4.8
49
4.10
4.11
4.12

413
414

4-15
4.16
4.17
4.18
419
4.20
4.21

Descriptif d’un réacteur a eau pressurisée (réalisé par G. Faccanoni) . . . . .

Arbre généalogique des systemes étudiés dans ce document . . . . . . .. ..

Variations de la fonction ®(x) =ug—xe™ . . ... ... ... ...,

Un exemple de donnée initiale irréguliere . . . . . .. ... ...... ... ...
Un exemple de donnée initiale réguliere . . . . ... ...............
Exemples de données initiales réguliéres et paires . . . . . ... ... ... ..
Exemple de fonction «marche» . ... ..... ... ... ... ... . ...,
Profil de la solution réguliere Y . . . .. ... ... .. ... L.
Courbes caractéristiques pour les cas tests « bulle 1D » (L = 1, By = 0.6,

PE)=1,e=02) ...

Approximations d’ordres 1 et 2 de la courbe caractéristique passant par le

POINt (£,X) « . o v e
Probléme de condition aux limites . . . . ... ... . ... ... ... ...
Configurations de nceuds pouvant violer le principe du maximum . . . . . .
Lieux des barycentres (&, V;(0)), 1 € {gd} .. .. ... ... ... .. .. ...
Tableau de variations de 19(1/]{1) danslecas V' <Yy . ...
Deux criteres de validité des schémas YVoet Vy . . . ... .......... ..
Description des schémas MOC2 et MOC2" . . . . ... ... ..........
Phénomene de dispersion avec MOCg et MOCy . . . . o oo oo oo oL
Comparaison des différentes stratégies . .. ... ... ... ... .......
Schéma MOCapourA €Z . ... ... ... .. .. .. .
Evolution de la solution pour 'équation avec terme source. . . ... ... ..
Courbes d’erreur au cours du temps pour les différentes formules d’inté-

gration du terme source . . . . . ... ... Lo L e
Simulations a vitesse non constante . . ... ... ... . 0 0oL
Ordre de convergence en fonction de At pour I'équation de Burgers a don-

néelinéaire . . . . . . . .. L L
Equation de Burgers pour une donnée non triviale . . .. ...........
Simulations du modele ABv pour une régularisationPs . . . . ... ... ..
Simulations du modele ABv pour une régularisation linéaire . . . . . . . . ..
Simulations du modele ABv pour une donnée irréguliere . . . . . . ... ...
Mises en défaut de l'algorithme . . . . . ... ... ... ... . oL
Exemple de hiérarchie de maillages Properly Nested . . . . . ... ... ...
Schéma de l'algorithme AMR . . . ... ... ... ... ... ... ... ...



4.22 Apport de 'AMR par rapport aux cas traités sur les figures 4.19 . . ... .. 169

4.23 Schéma de l'algorithme LDC . . . . ... ... ... .. ... ...... 170
4.24 Simulations du modéle ABv par l'algorithme DL-AMR-LDC . . . . . ... .. 172
4.25 Inconnues pour le schéma MAC . . ... ... ... .. .. .. .. .. ... 172

X1






LISTE DES SYMBOLES

Variables intervenant dans le cadre du modéle ABV

«, B
ﬁez 58

M <

2 = A

Extrémités du plateau pour la solution discontinue en dimension 1, page 101
Abscisses correspondant aux zones de régularisation [—J¢(t), —B:(t)] et
[Be(1),6:(1)], page 108

Réel strictement positif correspondant a la taille de la zone de régularisation,
page 106

Flot caractéristique associé au modele en dimension 1, page 112

Fonction « marche » définissant la forme de la zone de régularisation,
page 106

Moyenne intégrale sur le domaine () (par défaut), page 76

Moyenne des puissances de Y sur le domaine (), page 91

Normale extérieure a la frontiere d(), page 73

Plus petit entier tel que % (R?) C L*®(R), i.e. so = |4] + 1, page 76

Flot caractéristique associé au modele 1D régularisé, voir équation (3.22a),
page 107

Potentiel de vitesse, page 73

Exposant intervenant dans I’équation d’énergie en norme W, »(Q)) relative

aux équations de type advection, page 41

Pulsation (fonction continue du temps), page 73

Primitive de ¢ s’annulant en 0, page 76

Primitive de la valeur absolue de ¢ s’annulant en 0, page 76

Fraction massique du fluide 1, page 73

Espace des fonctions bornées & valeurs dans [0, 1}, page 76

Donnée initiale en dimension 1 régularisée sur une zone de taille ¢ > 0, voir
équation (3.20), page 106

Solution en dimension 1 associée a la donnée Y?, page 106

Domaine d’étude (borné et régulier), page 73

Domaine ot1 la variable Y est égale a 1, page 91

xiii



Constantes

Capo(s,d,Q)) Constante apparaissant dans 1’estimation du temps d’existence pour le mo-
dele ABv, page 77

Caivo(r,d,Q) Constante apparaissant dans ’estimation d’énergie en norme W, 7(Q) re-
lative aux équations de type advection, page 41

Cadoa (r,d,Q)) Constante apparaissant dans I'estimation d’énergie en norme &, 7 (Q) re-

lative aux équations de type advection, page 42

Codo—di (i € {0,1}) Constantes apparaissant dans ’estimation d’énergie relative aux

équations de type advection-diffusion, page 47

Ceomp (k,d)  Constante apparaissant dans le lemme 2.6 sur les estimations de composées
de fonctions, page 34

Cien(C,4) Constante apparaissant dans le lemme 2.7, page 35

Ceii(s,d,Q)) Constante de régularité elliptique, page 55

Ce11, Cen12 Constantes apparaissant dans l’estimation de solutions d’équations ellip-
tiques, page 55

Cpi(s1,82,d ) Constante apparaissant dans le lemme 2.3 sur les estimations de Moser (pro-
duit de fonctions de H*®! et H*2, page 32

Cmp Constante apparaissant dans le lemme 2.4, page 32

Crw Constante de Poincaré-Wirtinger, page 56

Co1,Cop  Constantes de projection de Leray, page 59

Cx(s1,s2,d) Constante apparaissant dans le corollaire 2.3 (produit de fonctions de

Xsl,ﬁ(Q) et st,y(ﬂ)l page 33

Variables intervenant dans le cadre du systeme DLMN

« Coefficient de compressibilité de 1’écoulement, page 15

B Coefficient thermodynamique, page 19

r Coefficient thermodynamique, page 19

c Vitesse du son, page 19

Cp Capacité calorifique a pression constante, page 15

D(u) Tenseur de déformations linéarisé associé au champ de vitesse u, page 12
€ Energie interne de 1’écoulement, page 12

E Energie totale de 1’écoulement, page 12

g Champ de gravité, page 12

Y Variable donnant la valeur de la divergence du champ de vitesse, page 17
(C) Contraintes s’appliquant au vecteur 6, page 179

0 Triplet de variables principales (Y1, T, P), page 18

2] Notation pour le couple (T, P), page 180

% Module de compressibilité, page 18

h Enthalpie globale de I'écoulement, page 15

Hp Variable donnant la valeur de la dérivée temporelle de la pression, page 19



s}

S

g 3 1 u M

<

O (t)

Espaces
H(RY)
H"(Q)
Ws,7 ()

Xs,ﬂ(Q)

Conductivité thermique de I'écoulement, page 12

Premier coefficient de Lamé, page 12

Espace fonctionnel définissant la non-linéarité en 6, page 180

Module de cisaillement de 1’écoulement, page 12

Normale extérieure a la frontiere d(), page 14

Normale a l'interface X(t) orientée du fluide 1 vers le fluide 2, page 13
Ensemble des coefficients dépendant de 6, page 180

Exposant apparaissant dans 1’estimation d’énergie relative aux équations de
type advection-diffusion, page 47

Champ de pression dynamique, page 18
Champ de pression global de I’écoulement, page 12

Projecteur de Leray sur l'espace des champs a divergence nulle et trace nor-
male nulle sur le bord, page 31

Projecteur de Leray sur l'espace des champs de gradients, page 31
Densité globale de I’écoulement, page 12

Tenseur de contraintes de Cauchy, page 12

Interface entre les deux fluides, page 13

Entropie globale de 1’écoulement, page 15

Vecteur tangent a la frontiere d(), page 20

Champ de température global de 1’écoulement, page 12

Réel strictement positif (temps d’existence), page 31

Champ de vitesse global de I'écoulement, page 12

Partie solénoidale du champ de vitesse obtenue par la projection de Leray,
page 20

Potentiel de vitesse obtenu par la projection de Leray, page 20

Exposant intervenant dans I’équation d’énergie en norme X, 7(Q)) relative

aux équations de type advection, page 42
Fraction massique du fluide 1, page 12
Domaine d’étude (borné et régulier), page 12

Domaine occupé par le fluide 1 a 'instant ¢, page 13

Espace de Sobolev dans tout 1'espace, page 28

Espace de Sobolev dans le domaine borné (), page 28

Espace de travail associé aux équations d’advection : W, 7(Q) =
%0 ([0, 7], L2(Q)) N L™ ([0, 7], H*(QY)), page 31

Espace de travail associé aux équations d’advection-diffusion : X, 7(Q) =
%0 ([0, 7], L2(Q)) N L ([0, 7], H(Q)) N L2 ([0, 7], H¥T1(QY)), page 31
Espace de solutions moins réguliéres pour le modele ABv : Z5(Q)) =
L>([0, 7], W=(Q))), page 88

XV



Notations associées au schéma MOC:2

At
Ax
&

n
‘91‘]‘

Xvi

Pas de temps, page 132

Pas d’espace, page 132

Erreur de troncature, page 140

Position de l'approximation {f? dans lintervalle [x; xj11], voir équa-
tion (4.14), page 135

Abscisse en laquelle la fonction ) () atteint son extremum, page 146
Antécédents de Y] (# = —) et Y] | (# = +) par ), page 149

Nombre de Courant, page 138

Pied au temps 1 de la courbe caractéristique passant par x; au temps n +1,
page 133

Approximation du pied de la caractéristique dans le schéma MOC2, voir
équation (4.13), page 135

Nombre de points dans la discrétisation en temps, page 132

Nombre de points dans la discrétisation en espace, page 132

Discrétisation en temps, page 132

Champ de vitesse en dimension quelconque, page 130

Champ de vitesse en dimension 1, page 134

Approximation du champ de vitesse en (", x;), page 135

Représentation dans le plan (x,Y) de la solution Y}', page 144
Discrétisation en espace, page 132

Flot caractéristique associé a I"équation d’advection (4.6), considéré comme
une fonction de (£,s,x9), page 132

Approximation de la solution en (", x;), voir équation (4.9), page 133
Schéma d’interpolation utilisant les points x;, x; 11, Xj 2, page 136

Schéma d’interpolation utilisant les points x;_1, xj, xj 1, page 136



Notations additionnelles
On précise enfin quelques notations utilisées couramment dans le manuscrit.

Notations générales des variables
De maniere générale, les variables en gras désignent des vecteurs ou des matrices tandis

que les autres variables sont scalaire. En particulier, on note :

x,y(x,y) Variables d’espace en dimension d > 2 (resp. d = 1)
LT, 0 Variables de temps

On veillera donc a ne pas confondre /T ouc/o.

Multi-indices

7 et { désignent des éléments de IN?. On munit cet ensemble de la relation d’ordre :
y<{<=Vie{l,...,d}, vi <.

De maniere classique, on note |y| = Y_; ; la longueur de v, puis, pour vy < { :

(5)=11()

Les opérateurs différentiels suivent la méme regle :

97 Qi
o~ 1la
Opérateurs différentiels

Soient f une fonction réelle, u, v, des champs de R? et A une application a valeurs dans
M (R). On utilise dans toute la suite I'opérateur différentiel d’ordre 1 V (nabla) :

Vf Gradient de f : vecteur de R? de coordonnées 9; f
Vu Matrice jacobienne de u : matrice de coefficients (Vu);; = d;u;
V-u Divergence de u : opérateur scalaire ) _ d;u;
i
V-A Divergence de A : vecteur de RY de coordonnées Zainj
i
V Au Rotationnel de u : vecteur de coordonnées 0;u; — dju;

VVf = Hess(f) Matrice hessienne de f

De maniere générale, on utilise la notation abbrégée de dérivées spatiales D7 pour pYvE
x

On préferera la notation 97 pour traiter les dérivées de fonctions composées.

Divers
La notation |X| désigne soit la valeur absolue de X lorsque X est une fonction, soit la
mesure de Lebesgue de X lorsque X est un ensemble.

Une autre notation régulierement utilisée est le crochet de Poisson. R et 7 étant deux
opérateurs fonctionnels, on note [T, R]f =T (R(f)) — R(T (f)).
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Par ailleurs, en reprenant les notations précédentes (1, v champs vectoriels et A, B champs
matriciels), u ® v est le produit tensoriel sur les vecteurs, i.e. la matrice de coefficients Uu;v;
et A :: B est le produit scalaire usuel sur les matrices, donné par Zi,j AjjBjj.

Enfin, pour faciliter la lecture du manuscrit, on utilise le code couleur suivant :

Notations Hypotheses Résultats

Il est de plus recommandé de se reporter a la liste des symboles en cas de dofite sur la
signification de 1'un d’entre eux dans le corps du texte. Toutes les constantes apparais-
sant dans les démonstrations sont notées différemment et référencées dans la liste des
symboles. Leur définition est soit donnée au cceur des démonstrations, soit dans les re-

marques placées apres.
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INTRODUCTION

PROBLEMATIQUE ET MODELISATION

Cette these a pour objet la modélisation des écoulements a bulles dans les cceurs de ré-
acteurs nucléaires. Ce travail s’inscrit dans le vaste cadre des études de stireté réalisées
par le COMMISSARIAT A L'ENERGIE ATOMIQUE ET AUX ENERGIES ALTERNATIVES (CEA). La
présence de bulles de vapeur dans des écoulements d’eau est inhérente au concept de
réacteurs, que ce soit dans les réacteurs a eau bouillante (REB, ou BWR en anglais) en si-
tuation nominale (par définition) ou dans les réacteurs a eau pressurisée (REP, ou PWR en
anglais — cf. FIG. 1) en situation incidentelle voire accidentelle (pour éviter les problemes
d’ébullition, on maintient I’eau sous forme liquide par une augmentation de la pression —
il convient cependant de simuler les cas hautement improbables ot le fluide caloporteur
viendrait a se mélanger avec 1’eau du circuit secondaire). Dans les deux cas, la modélisa-
tion permet d’étudier le comportement des bulles afin de prévenir ou de comprendre les
accidents, comme ce fut le cas aux Etats-Unis en 1961 avec le réacteur SL-1.2

Mais la disparité des échelles d’espace et de temps intervenant dans ce contexte sou-
leve de nombreux problémes tant théoriques que numériques. Les plus petites bulles pou-
vant en effet avoir des dimensions de l'ordre du micron, il est « tentant » de les négliger
devant les metres de longueur du réacteur lui-méme, notamment dans une perspective
numérique. C’est pourquoi dans de nombreux modeles en CFD3, on raisonne sur des va-
riables moyennées. L'objectif de la Simulation Numérique Directe (SND, ou DNS en anglais)
est cependant de prendre en compte toutes ces échelles d’espace, en particulier celle des
bulles, ajoutant aux difficultés de simulation le probleme de la localisation des interfaces
entre phases liquide et vapeur. Pour ces raisons, le développement de la SND est devenu
un enjeu majeur en mécanique des fluides (entre autres), afin de mieux comprendre les
phénomenes physiques, méme si la simulation a 1’échelle du réacteur, prenant en compte
chacune des centaines de bulles individuellement, est encore hors de portée.

Quant aux échelles de temps (ondes acoustiques, ondes matérielles), on utilise un ar-
gument mathématique pour pallier a certaines difficultés. Principalement, compte-tenu du
fait que le nombre de Mach est de 1’ordre de 0,01 dans les écoulements considérés, il de-
vient envisageable de négliger dans les équations certains termes fonctions de ce nombre
de Mach. Cette méthode a été appliquée entre autres par Majda et Sethian [59] dans le
cadre des phénomeénes de combustion, ot1 un développement asymptotique par rapport

au nombre de Mach est effectué dans le systeme d’équations choisi pour la modélisation.

? Le réacteur militaire américain SL-1 était un réacteur de type BWR, détruit lors d"une vaporisation massive
de 'eau entourant le cceur, due au mauvais déplacement d'une barre de controle.
3 Computational Fluid Dynamics.



Introduction

En particulier, une des principales conséquences de ce raisonnement est de découpler le
champ de pression en deux variables, 1'une (thermodynamique) homogéne en espace, et
l'autre (dynamique) indépendante du nombre de Mach. Le résultat est un filtrage des
ondes acoustiques, méme si les principales propriétés du flot compressible sont conser-
vées, en particulier les effets thermiques (forts gradients de température) et la non-nullité
de la divergence du champ de vitesse. De nombreux travaux ont été menés sur ce theme
et plus particuliérement sur la « convergence du compressible vers l'incompressible », i.e.
sur le comportement des solutions lorsque le nombre de Mach tend vers 0. On peut citer
les travaux de Majda et Klainermann [54, 55], de Schochet [80] ou plus récemment de
Desjardins et al. [28], de Danchin [22] ou de Alazard [1].

Par ailleurs, d'un point de vue numérique, un schéma classique pour un écoulement
compressible dégénere lorsque le nombre de Mach devient de plus en plus petit, ce qui
en fait une problématique a part entiere. Citons par exemple les travaux de Guillard et
Viozat [45] ou de Dellacherie [26] sur les solveurs de type Godunov, travaux dans lesquels
des explications sur ces mauvais comportements sont données. Des propositions ont alors
été faites pour adapter au cas spécifique a bas Mach les schémas compressibles (comme
par exemple le schéma de Roe-Turkel, ...). On peut aussi penser, dans la mesure ot le
modele incompressible est la limite (au niveau continu) vers laquelle le modele compres-
sible converge, a utiliser des schémas incompressibles. Ces points ne seront toutefois pas

évoqués ici.

Ak

Dans ce mémoire, nous considérons deux phases du méme fluide, assimilé a deux
fluides non-miscibles. En reprenant le concept bas Mach, nous construisons un systéme
d’équations aux dérivées partielles, établi initialement par Dellacherie [24] et nommé
DLMN (pour Diphasic Low Mach Number). Ce systeme, déduit des équations de Navier-
Stokes sous les hypothéses physiques évoquées dans le chapitre précédent, présente de
nombreuses non-linéarités, qu’elles soient de nature algébrique (produits) ou physique
(coefficients donnés par des lois d’état et de comportement). Afin d’appréhender correcte-
ment chacun de ces termes, il est procédé dans [25] a certaines simplifications, débouchant
sur deux nouveaux sous-systemes. Le premier est dérivé sous ’hypothése que le champ
de vitesse est potentiel (d’ot1 le nom de DLMN-potentiel), ce qui permet d’« écarter » une
équation. Le second a pour but de fournir une meilleure connaissance d'un couplage
entre deux équations du systeme principal. Les autres équations sont ainsi laissées de
coté dans une premiere approche, afin de se concentrer uniquement sur ce couplage. Le
systeme résultant est appelé modele ABv (pour modele Abstrait de Vibration de Bulles). L'ana-
lyse progressive de chacun de ces systemes, du plus simple au plus complexe, permet de
converger vers une meilleure compréhension des mécanismes régissant le comportement
de I’écoulement. En particulier, de nombreux outils théoriques et numériques sont rappe-
1és, améliorés ou tout simplement développés dans ce mémoire, afin de faciliter I'étude

des systémes a étudier dans 1’avenir.
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En ce qui concerne la partie théorique, nos recherches ont été principalement axées sur
les « estimations d’énergie » associées aux équations constituant le systeme DLMN. Elles
permettent en effet de construire une solution classique dans le cas ot les données du
probléme sont régulieres, la précision des estimations étant fondamentale pour évaluer le
temps d’existence de ces solutions. Cependant, I'hypothése de non-miscibilité des deux
fluides sous-entend que certaines variables présentent une discontinuité a la traversée de
l'interface, ce qui incite a travailler avec des données (et donc des solutions) de régularité
tres faible. Mais dans le méme esprit que lors de la simplification des systemes, une pre-
miere étude sur des données régularisées fournit des indications sur les solutions, avec
également 1’éventualité de construire des solutions faibles en faisant converger un certain
parametre de régularisation vers 0. Ceci légitime les travaux présentés ici, qui constituent
une premiére approche du probléme. Quant aux aspects numériques, ’enjeu majeur des
simulations concerne le traitement des interfaces. Ce sujet a fait I'objet de nombreuses
publications, afin de garantir a la fois la précision mais aussi l’efficacité des méthodes nu-
mériques mises en ceuvre. Nous présentons ici une approche différente obtenue en cou-
plant plusieurs algorithmes, dédiés a la simulation des solutions discontinues. Lorsque
ces solutions sont en revanche réguliéres, un autre schéma est construit et utilisé dans ce
manuscrit. Divers résultats numériques sont alors détaillés afin de mettre en valeur les

propriétés de ces algorithmes.

kK

DESCRIPTION DU CONTENU DU MEMOIRE

Le plan de la these s’articule autour de trois parties, décomposées en cinq chapitres, dont

nous donnons ci-dessous une breve présentation.

[[ Partie I : Position du probléeme ]

[ CHAPITRE 1 : EXPRESSIONS DES MODELES ]

Ce premier chapitre est consacré a 1’établissement du systeme DLMN a partir des équa-
tions de Navier-Stokes. Ce cheminement, depuis le systéeme le plus communément utilisé
en mécanique des fluides jusqu’au modele construit par S. Dellacherie, est basé sur des cal-
culs thermodynamiques et sur un développement asymptotique a bas nombre de Mach.

Il prend la forme :

Y1+u-VY; =0,

V-u=%,

p[osu+ (u-V)u] =2V - [uD(u)] = =Vn +pg, (DLMN)
pcploT+u-VT] =aTP' (t)+ V- (kVT),

P(t) = ().
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Classiquement, u désigne ici le champ de vitesse, T la température, P et 7t les champs
de pressions thermodynamique et dynamique, et Y7 la fraction massique du fluide 1. Les
autres coefficients se déduisent de lois d’état et de comportement. Par rapport au modéle
initial publié dans [24], nous apportons ici une modification de 1’équation non linéaire sur
le champ de vitesse u, en utilisant la définition du tenseur de contraintes. Des précisions
sont également apportées sur les conditions initiales et aux limites associées a ce systéme.
En supposant que le champ de vitesse est potentiel (i.e. u = V¢), le systeme se simplifie

et s’écrit :

Y1 +Ve¢-VY; =0,

Ap =%y,

pcp[0i T+ V- VT] = aTP'(t) + V- (kVT),

Pi(t) = A(t) -

(DLMN-p)

Il se compose d'une équation d’advection sur Y;, d'une équation de Poisson sur ¢, d'une
équation d’advection-diffusion sur T et d'une équation différentielle sur P. Le second
membre ¥ de I'équation de Poisson est une fonctionnelle dépendant de 6 = (Y1, T, P).
La maitrise de ce systéme permettra, en le couplant a un systéeme de type Navier-Stokes
incompressible, de pouvoir étudier le systétme DLMN. Mais dans un premier temps, on
se concentre sur le couplage entre les deux premiéres équations. Pour cela, un dernier

modele a été introduit dans [25] :

oY (t,x)+Ve(t,x)-VY(t,x) =0,

1 (ABv)
B(tx) = 9(0) [¥(00) = oy [ ¥ dy.
Qf Ja
¥ est ici une fonction continue du temps, qui sert de parametre pour la déformation de
I'interface. Ce nouveau systeme résulte donc d’une simplification mathématique (rempla-
cement du second membre physique par un terme linéaire ne dépendant plus que de Y) et
permet de mettre en lumiere certaines propriétés des couplages hyperboliques-elliptiques.

[ CHAPITRE 2 : OUTILS MATHEMATIQUES ]

Le second chapitre regroupe tous les éléments théoriques mis en ceuvre dans les
preuves d’existence et d’unicité de solutions des systemes DLMN et ABv. Apreés avoir
rappelé quelques éléments de la théorie de Leray, nous présentons des résultats sur les
équations d’advection et d’advection-diffusion. Ces deux types d’équations sont large-
ment présents dans la littérature mais nous redémontrons ici les résultats, en améliorant
la précision des inégalités et en insistant sur la justification de chaque élément de dé-
monstration, avec une analyse des espaces fonctionnels utilisés. Une partie est également
consacrée a la méthode des caractéristiques. Nous concluons par une présentation des ré-
sultats d’Embid [36] sur la combustion, dont nous nous sommes largement inspirés dans
la preuve du résultat sur le systtme DLMN. En particulier, nous clarifions certains points

des démonstrations proposées par Embid.

Hek
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[[ Partie II : Modéle Abstrait de Vibration de Bulles ]]

{ CHAPITRE 3 : ETUDE THEORIQUE DU MODELE j

Dans ce troisiéme chapitre, nous présentons 1’analyse que nous avons faite du modéle
ABvV, comprenant un résultat d’existence et d’unicité en temps court de solutions pour
des données régulieres. Ce résultat avait été initialement prouvé dans [27]. Nous amélio-
rons ici la preuve en éliminant les contraintes pesant sur le temps d’existence afin d’en
donner une expression implicite. Nous prouvons ensuite diverses propriétés vérifiées par
les éventuelles solutions dans un cadre moins régulier. En particulier, nous obtenons une
expression explicite pour la moyenne des solutions, quelle que soit la régularité (au mi-
nimum bornée) de la donnée initiale YO = Y(0, ). Ainsi, quelle que soit la solution Y du
probleme ABv muni de la donnée initiale Y% ona:

o [yl dr = | Y @ep[¥ (Y ()] a
1Qf Jo /Qexp[‘}f(t)yo(x)] i

Nous en déduisons en particulier un principe du maximum faible pour les solutions du
modele.

La suite du chapitre est consacrée a I'étude de la dimension 1, pour laquelle nous
établissons l'existence de solutions globales en temps, pour toute donnée initiale bornée.
Nous prouvons ce résultat en déterminant une solution (semi-)explicite* fournie par la
méthode des caractéristiques dans le cas régulier et qui s’avere étre également valable
dans le cas discontinu.

[ CHAPITRE 4 : INTERFACES ET SIMULATIONS NUMERIQUES DU MODELE ABV ]

Une fois 'analyse théorique du modeéle ABv réalisée, nous nous intéressons aux as-
pects numériques, en débutant par un état de 1’art sur les méthodes numériques dédiées
a la simulation d’interfaces. En particulier, dans notre modele, l'interface est repérée par
la discontinuité de la fonction Y. La simulation de 1’équation de transport linéaire s’avere
donc fondamentale. De la méme maniére que pour la partie théorique, nous distinguons
deux cas, selon la régularité des solutions. Dans le cas régulier (et en dimension 1), nous
construisons un schéma basé sur la méthode des caractéristiques, que nous analysons
dans le cas ot le champ de vitesse est constant. Le schéma est alors d’ordre 2 en espace
et en temps, sans restriction de stabilité ou de consistance. Dans le cas irrégulier (en di-
mension 2), nous couplons le caractere anti-diffusif du schéma de Després et Lagoutiere a la
précision d’un algorithme de raffinement adaptatif de maillage pour simuler les solutions
du modele Abv.

4 L'expression de la solution requiert l'inversion d'un homéomorphisme. Dans la mesure o1 l'inverse n’est
pas connue explicitement, nous qualifions cette expression de semi-explicite.
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[ Partie III : Diphasic Low Mach Number system ]

[ CHAPITRE 5 : ETUDE DU sysTEME DLMN DANS LE CAS REGULIER j

Forts de I'analyse réalisée sur le modele ABv, nous nous intéressons dans ce dernier
chapitre au caractére bien posé (pour des données régulieres) du systeme DLMN. Pour
cela, nous construisons une suite de type itérées de Picard. En combinant des estimations
d’énergie, nous prouvons que cette suite est bornée dans un certain espace et convergente
dans un espace plus grand. Au préalable, nous définissons le type de non-linéarité en
précisant les lois d’état et de comportement admissibles. La démonstration du résultat
principal, dans un souci de clarté, est faite pour le cas ot la viscosité est constante dans
tout le domaine. Nous donnons ensuite les détails des points a modifier lorsque cette
hypotheése est retirée. Nous obtenons ainsi un résultat en temps fini pour des données

régulieres, en précisant les contraintes qui s’appliquent sur le temps d’existence.
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EXPRESSIONS DES MODELES
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y/ ANALYSE NUMERIQUE d’un systéme d’équations aux dérivées partielles comprend

;,%3, plus'ieurs étapes, de l’étz.iblis§e.ment d’un modele initial j.usqu’é la r'ésolution nu-

S5 mérique d'un modele simplifié en passant par la question de I'existence et/ou
de l'unicité de solutions. Le point de départ est le choix du systéeme utilisé pour dé-
crire le phénomene physique auquel on s’intéresse. Ce choix se porte ici, dans le cadre
de la modélisation des bulles dans les cceurs de réacteurs, sur le systeme des équations
de Navier-Stokes, qui est le plus couramment utilisé pour modéliser les écoulements en
mécanique des fluides. La complexité du systeme complet® incite toutefois a modifier
les équations en négligeant certains termes (par exemple des non-linéarités, des termes
d’ordres différentiels plus élevés ou tout simplement des termes physiques dont 1'impact
est négligeable) pour batir progressivement un modéle qui permette de tester des outils
théoriques et numériques. Dans ce processus d’analyse, on garde cependant a l'esprit le
systéme initial (et en particulier ses propriétés physiques) auquel, une fois les études sur
les systémes dérivés réalisées, on revient en reprenant le cheminement inverse.

Dans le cas présent, on introduit successivement les modeles DLMN, DLMN potentiel
et ABv. Le passage d’un systéme a l'autre correspond a des hypotheses physiques et/ou
mathématiques qui préservent autant que possible la structure mathématique des équa-
tions et le sens physiques des variables. Le schéma général des modéles est résumé sur

la figure 1.1, p. 25. Les équations présentées dans la suite ont été initialement établies

* Il n'existe a ce jour aucune preuve de l'existence et de 1'unicité d'une solution forte aux équations de

Navier-Stokes en dimension 3 d’espace.
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1.1

1.1.1

Chapitre 1. Expressions des modeles

et étudiées par S. DELLACHERIE dans [24, 25, 27]. On détaille ici le cheminement a partir
des équations de Navier-Stokes jusqu’au modele Abstrait de Vibration de Bulles en passant
par le systéme Diphasique @ Bas Nombre de Mach. On propose en particulier une nouvelle
formulation du probléme, avec une réécriture de certaines équations, ainsi qu’une étude

des conditions qui assurent son caractere bien posé.

PRELIMINAIRES

Modeéle initial

On considere initialement un écoulement diphasique compressible soumis a la gravité
dans un domaine borné Q) C R4, d € {1,2,3}, les phénomenes de changement de phase et
de tension de surface n’étant pas pris en compte. On peut alors assimiler cet écoulement a
un écoulement compressible bi-fluide a caractére non-miscible, hypothése qui sera faite
dans toute la suite. On fera donc le plus souvent référence aux fluides 1 et 2 plutdt qu'aux

phases gazeuse et liquide.

Le modele choisi pour cette étude est celui proposé par Navier et par Stokes au XIX“"
siecle pour décrire le mouvement de fluides newtoniens.” Il prend ici la forme suivante en
dimension 3 dans le repere (O, eq, e, e3) :

(oY1) + V- (pY1u) =0,

op+V-(pu) =0,

ot(ou) + V- (pu@u) = —VP+V -0 +pg,

0t(pE)+V - (pEu) = =V - (Pu) + V- («kVT)+V - (cu) +pg - u.

(1.1)

La variable u désigne ici le champ de vitesse global de I’écoulement, P la pression thermo-
dynamique, p la densité, T le champ de température, g = —ge3 l'intensité de la pesanteur,
E = e+ |u|?/2 I'énergie totale, € I'énergie interne, x la conductivité thermique (apparais-
sant dans la loi de Fourier) et o le tenseur de contraintes de Cauchy (sous ’hypothese de

I'élasticité linéaire) donné par :
o =2uD(u)+A(V-u)1d,

les variables scalaires p et A étant les coefficients de Lamé (cf. Chorin et Marsden [15],
p-33, par exemple), et D(u) le tenseur de déformation du systéme :

Vu+'Vu

Les équations (1.1) correspondent donc respectivement a la conservation des masses par-
tielles, de la masse globale, de la quantité de mouvement et de 1’énergie totale.

2 Pour la dérivation de ce systeme, se référer a Boyer et Fabrie [11] ou Chorin et Marsden [15].
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1.1. Préliminaires

Comme les fluides sont non-miscibles, on pourrait écrire un systéeme pour chaque
fluide, ce qui est une approche classique en dynamique multi-fluides. 11 faudrait alors
associer a ces deux systemes les conditions de transmission suivantes, composées d’équa-

tions de continuité a la traversée de l'interface :

[0(1) — P Zd) v1—n 2 [0 (uy) — Py Td) v,

T E2 Ty,

z
K1V -vi_o 0 VT -vi_,,

le vecteur v, désignant la normale a l'interface %(t) entre les deux fluides, orientée du
fluide 1 vers le fluide 2. Le choix fait dans cette étude est différent et consiste a n’écrire
qu’un seul ensemble d’équations régissant le mouvement des deux fluides. C’est pourquoi
les variables sont dites ici globales. On verra plus loin comment « générer » certaines de
ces variables a partir des variables d’état dans chaque fluide.

La différence entre le systéme (1.1) et le systéme que l'on utiliserait pour un écoulement
mono-fluide est la premiere équation (de conservation des masses partielles) ot1 intervient
la variable Y;, qui représente la fraction massique du fluide 1. On utilise cette variable
comme une fonction couleur qui caractérise le domaine O (t) C Q) occupé par le fluide 1.
En effet, lorsque les fluides 1 et 2 occupent initialement les domaines Q;(0) et ((0) =
0O\ (0) en I'absence initiale de vide, avec @ C Q4(0) C €, on associe la condition initiale
suivante :

1, six € q(0),
Yi(t=0,x) = Y(x) := S 10) (1.2)
0, sixe 0(0).

On cherche alors a étudier l'existence de solutions de la forme Yi(f,x) = 1q, () (x), de

sorte que 1’on ait les caractérisations :
O () ={xeR®: Yi(t,x) =1} ; O (t) = {x € R3 : Yi(t,x) = 0}. (1.3)

Intuitivement, si ce systéme modélise correctement le phénomene physique souhaité, les
deux fluides occupent des domaines disjoints a tout temps ¢ et les fractions massiques
prennent leurs valeurs dans ’ensemble fini {0, 1}, ce qui correspond bien a des fonctions
caractéristiques de sous-domaines de l'espace.

L'idée a retenir des égalités (1.3) est que déterminer la fonction Y; en tant que solu-
tion d’une équation aux dérivées partielles est équivalent a déterminer la position des
deux fluides pour tout temps.

Ici, Y7 est discontinue en présence des deux fluides (sauts de 0 a 1 et de 1 a 0) et
la surface de discontinuité coincide avec linterface X(t) entre les deux fluides. A noter
que le systéme est symétrique par rapport aux variables Y; et Y, les deux étant reliées
par I'égalité Y7 4+ Y, = 1. En revanche, sans I'hypothése de non-miscibilité, il peut appa-
raitre une zone de mélange, ot les fractions massiques varient dans l'intervalle |0,1[. La

caractérisation (1.3) n’est alors plus valable, car le domaine ot le fluide 1 est présent ne
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correspond plus a l'isovaleur 1 de la variable Y;. Toutefois, méme si la finalité est de traiter
le cas des écoulements liquide/vapeur oi1 il n'y a donc pas de mélange, il y a deux faits a
garder a 'esprit :

e Lors des simulations, la diffusion numérique inhérente aux schémas de résolution
introduit une zone de mélange (fictive), qu’il faut savoir traiter.

e D’autre part, d’'un point de vue théorique, la présence d'une discontinuité change
fondamentalement la nature du probleme : en effet, si Y0 est discontinue, la régula-
rité est moindre que s'il existe une zone de transition entre 0 et 1. Dans le premier
cas, on parle de solutions faibles, tandis que dans le second, on peut envisager de
travailler dans des espaces fonctionnels plus réguliers, de type Sobolev. C’est pour-
quoi, dans une premiere approche, on s’intéresse a des données initiales réguliéres,
pour lesquelles on dispose de résultats d’existence et d'unicité. Le but est alors d’ap-
pliquer ces résultats a des régularisations de données « bulles », en faisant tendre la

taille de la zone de régularisation vers 0.

Concluons ce paragraphe en évoquant les autres variables. En effet, sil est naturel de
définir une vitesse globale, certaines grandeurs sont définies de maniere propre a chaque
fluide a l'aide de lois d’état ou de comportement, comme les coefficients thermodyna-
miques ou élastiques. Se reporter au paragraphe 5.2 pour plus de détails. Ces restrictions
ne limitent cependant en rien la prise en compte de lois trés générales.

Conditions aux limites et initiales

On complete le systéme par des conditions aux limites sur le bord du domaine, en inter-
disant tout déplacement ainsi que tout flux thermique sur la frontiere :

u®o, (1.42)

vT-v %o, (1.4b)

v étant la normale extérieure a dQ). A noter que l'opérateur V - (u) fait intervenir des
dérivées de u d’ordre 2, ce qui justifie la condition d’adhérence forte u;n = 0 au lieu
d’une condition de glissement.

Enfin, outre la condition (1.2) qui définit la position des deux fluides, on impose ini-
tialement une vitesse uy, une température Tj et une pression Py. Les autres variables sont
déterminées a l'instant ¢ = 0 par les lois d’état et de comportement.

14
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1.2. Etablissement du modele

ETABLISSEMENT DU MODELE

On décrit ici les transitions successives permettant d’aboutir a un modele simplifié. Ce
cheminement repose sur l'utilisation des propriétés physiques de 1'écoulement, a com-
mencer par un faible nombre de Mach. La premiére étape consiste a récrire le systeme

(1.1) sous forme non conservative :

DiY; =0,

dp+V-(pu)=0,
pDiu=—-VP+V -0+ pg,

pcyDiT = aTDtP +V - (kVT) 4o :: Vu,

(1.5)

ot Dy = 0¢ + (u- V) est 'opérateur de dérivation lagrangienne, « le coefficient de com-

pressibilité et c, la capacité calorifique a pression constante, définis respectivement par :

= —; (gg{)}) et cp,= (ggﬁ)}) ou h =e+ P/p désigne l'enthalpie du systeme.
Le passage de (1.1) a (1.5) est classique et repose sur 1'utilisation de 1’équation de conser-
vation de la masse (cf. Annexe B). Le point complexe est la transition entre 1’équation de
conservation de 1’énergie a I'équation sur la température, qui n’est possible que sous I'hy-
pothése suivante, qui n’est autre que la relation fondamentale de la thermodynamique :
Hypothese 1

Le systeme admet une entropie S(p~1,e) strictement convexe, telle que —TdS = de +

Pd(p‘l).

Le résultat découle de la manipulation des différentes variables et égalités thermody-
namiques. Sous I'hypothese que 'on peut définir certaines grandeurs caractéristiques
communes pour les deux fluides, on peut adimensionner le systeme (1.5), tout en gar-
dant a l’esprit le fait que les deux fluides peuvent avoir des propriétés tres différentes. On
suppose tout d’abord qu'il existe des valeurs caractéristiques Uy, t, et L, respectivement
de la norme de la vitesse, de temps et de longueur vérifiant L, = Ut,, ce qui revient
a filtrer les ondes acoustiques du systeme (cf. Dellacherie [24]). On suppose également
que P et T, sont des valeurs représentatives de la pression et de la température pour les
deux fluides. Certaines grandeurs cependant sont propres a chaque fluide comme ay, ¢k,
Pk, Kk et pg, pour lesquelles il existe des valeurs caractéristiques distinctes a, k, Cps ks Pk
K. et i, . A partir de ces grandeurs caractéristiques, on peut définir des nombres sans

dimension qui refletent les propriétés des fluides tels que :

Nombre Mach Reynolds Prandtl Froude
U.L © 2
Expression M, = U Re, = S bxPak Proi= FokCpr Fog = U;
v P, /p*,k M k Ky k L*g
. oy 2 . . . . Ky kP* N
On introduit également le coefficient sans dimension B, ; = ﬁ, a ne pas confondre
#,kCpx,k
.. R ~ 1dP
avec le coefficient thermoélastique = PIT
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On suppose enfin que I'on peut choisir cy,,1 de sorte que soit vérifiée la relation :

uZ

M2 =
*,1 ’
T* Cp*,l

it T
so1t ¢ = —0x1-
px,1 P*P.,l

En conservant les mémes notations que précédemment pour les variables adimensionnées,
on obtient formellement le systéme :

DtY1 = 0, (1.6&)
op+ V- (pu) =0, (1.6b)
(1.6) __ 1 L g ., P
pDu Mi,l VP + Reor V.o Froa e3, (1.6¢)
- V- (KVT) M%/] B
pcp DT = By 1« TDtP + Reo1Pry  Rewn oc:Vu. (1.6d)

Le probléme physique qui est considéré dans cette étude, a savoir le traitement des bulles
dans les coeurs de réacteurs nucléaires, concerne des écoulements fortement subsoniques,

ce qui se traduit par I'ordre de grandeur du nombre de Mach :

Ce dernier point permet donc d’effectuer un développement asymptotique par rapport a
la variable M, 1, les autres parametres sans dimension étant supposés d’ordre 1. A noter
que l'on pourrait faire un développement par rapport a /\/lil, étant donné que seul le
carré du nombre de Mach apparait dans les équations (1.6).

Le but est d’obtenir un modéle d’écoulement trés faiblement compressible, mais qui
conserve des propriétés de la compressibilité, en particulier la présence d’effets ther-
miques importants. Ce raisonnement reprend les idées de Majda [59] et de Embid (cf. § 2.6)
pour I'étude d’un systeme de combustion & plusieurs espéces.

On établit tout d’abord formellement la dépendance des variables par rapport au
nombre de Mach. En premier lieu, on suppose que la fonction Y; se décompose sous
la forme :

Yq(t,x) = Yl(o)(t,x) + Ylu)(t, x, M. q). (1.7a)

De méme, on effectue les développements :
g(tx) = Tt %) + Moy - (W (2, Mag) + M2 - TP (6 x, Moy) + O(M3 ), (1.7b)

pour { € {u,P,T} U {p,«, & cp p,A}. Toutefois, si I'on consideére les variables thermo-
dynamiques comme des fonctions de (Y7, T, P) régulieres (cf. § 5.2), les développements
asymptotiques de Y7, u, P et T suffisent.
L’équation (1.6¢) fournit immédiatement les relations suivantes, du fait de la singularité
en M2, :
vPO =0 et vPW =0,

ce qui implique : P\¥) = P(O)(¢). Le niveau de référence pour la pression est donc homo-

géne en espace, ce qui est classique dans les approches bas Mach.
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1.2. Etablissement du modele

On obtient par ailleurs a I’ordre 0 dans les trois autres équations du systéeme (1.6) les

relations :
Dy — o,
9p? + V- (pVu®) =0, (1.8a)
(x0T
0),.(0) 4(0) ~(0) _ 0)(0) p(0)! , V (kT
ey D,”'T Biga TV PY 4 —RE*JP”*J
ol Dt(o) = 9; + (u(9) - V). On revient ensuite a I'équation (1.6c). En utilisant la décompo-

sition de Leray (cf. § 2.2) et le projecteur associé P sur 1’'espace des champs a divergence
nulle (et a trace nulle sur le bord), on obtient a partir de (1.6¢) :

1 [ —
P (thu " Rens V.o+ Frox 83) =0.

En y insérant le développement asymptotique (1.7b), il vient a l'ordre 0 :

0)
Op0. 0 _ 1 o ©0, P _
P(p D, u Re*,lv o +Fr*,1e3> 0.

La projection sur I'espace des champs a divergence nulle étant nulle, on en déduit 1’exis-

tence d’un champ de gradient de pression, dite dynamique, I1 tel que :

(0)
o0 _ P
Re*,l Ve Fr*,l

pODOy® = _vr1 4 es. (1.8b)
En toute rigueur, la pression dynamique IT est différente de la pression thermodynamique
P, méme si le développement asymptotique inséré directement dans I’équation (1.6c) four-
nit de maniere formelle VIT = VP(?), a ceci prés que le raisonnement que 1'on a utilisé
permet d’éliminer la dépendance de IT en M, ;.

On omet dans la suite et dans un souci de clarté les exposants *(?). Le systeme dit
DLMN (pour Diphasic Low Mach Number) obtenu a partir de (1.8) en revenant aux variables
dimensionnées, est donc le suivant :

DiY; =0, (1.92)

V-u=%, (1.9b)
(1.9)

oD = —-VII+V -0 +pg, (1.90)

pcpDiT = aTP'(t) + V- (kVT). (1.9d)

C’est le modele décrit dans [24]. L'équation (1.9b) est une reformulation de la loi de conser-
vation de la masse, avec :

Cette nouvelle expression permet de souligner que la divergence du champ de vitesse
est non nulle, ce qui rappelle qu’en dépit d"'un nombre de Mach trés faible, 1'écoulement

considéré est encore compressible.

3 Le champ IT est proche de celui que I'on obtiendrait en incompressible. Le découplage (P, IT) contribue au
filtrage des ondes acoustiques.
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Chapitre 1. Expressions des modeles

Ce choix a de nombreuses conséquences, qui seront détaillées dans la suite (change-
ment de variables principales, découplage avec d’autres équations, ...).

Les inconnues du systeme (1.9), tel qu’il a été établi initialement, sont Yy, T, P, u et
VTII. Pour déterminer les autres variables, on considere le vecteur 8 = (Y3, T, P) dont ces
variables sont supposées dépendre contintiment (cf. § 5.2).

On propose toutefois une autre expression de 1’équation (1.9c), en remarquant que le
tenseur de contraintes est fonction de #. On décompose ¢ de maniére orthogonale (pour
le produit scalaire matriciel usuel) :

o =2u (D(u) - %(V “u) Id> + V- -u)Zd, (1.10)

ott I'on a introduit le parametre ¢ = (3A + 2p)/3.4 En utilisant 1’expression (1.10) du

tenseur o, afin de faire apparaitre explicitement le champ de vitesse u, il vient a 'ordre 0 :

o
Pr*,l

ol désormais seul y intervient encore, le parametre A ayant été intégré dans le terme V7t
suite a I'étape de projection. La pression dynamique I du systéme initial (1.9) n’est donc
pas rigoureusement égale a la pression 71 du nouveau systeme. C’est ce dernier champ
que nous utiliserons dans cette étude, du fait de la simplification des autres termes (o
n’apparait plus dans la nouvelle formulation).

Le modele étudié prend donc la forme suivante, & ce stade du processus de construc-

tion :
DY =0, (1.112)
V-u=%, (1.11b)
(1.11)
oD = =V +2V - [uD(u)] + pg, (1.110)
pcyDiT = aTP'(t) + V - (kVT). (1.11d)

Le systeme DLMN a été établi originellement sous la forme (1.9) mais nous I'étudierons
dans la suite sous cette nouvelle forme (1.11), cette derniére permettant un certain nombre
de simplifications, en particulier dans le cas ol le module de cisaillement y est constant.

En s’interrogeant sur le gain de I’approche bas Mach, on constate que, par rapport a
la forme non conservative (1.5) des équations de Navier-Stokes, le développement asymp-
totique a permis d’éliminer l'influence du tenseur de contraintes dans 1’équation sur la
température, et que 1'on a découplé les différentes contributions de pression, avec une
variable thermodynamique P qui n’est plus fonction que du temps, et une variable dy-
namique 7t. Un autre aspect fondamental est le filtrage des ondes acoustiques : on ne
conserve plus qu'une seule échelle de temps et d’espace. Enfin, on a fait disparaitre le
tenseur de contraintes, en ne prenant plus en compte que la contribution de y. Comme
nous le verrons dans la suite, ces apports simplifient certains calculs dans la construction
d’une solution classique.

4 ¥ = 0 pour un gaz monoatomique.
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1.3. Reformulation

Il faut cependant souligner que le systeme n’est pas complet sous cette forme, puis-
qu’il manque une équation pour déterminer les inconnues (Y1, T, P, u, V), méme si la
derniere équation est implicitement contenue dans ce systéme, via des considérations ma-
thématiques. Dans le systéeme (1.15), le terme source % peut encore s’exprimer sous la
forme :

1P'(t) BV-(xVT)

B0 =~ £ 0 (1.12)

ol 1’on utilise les notations :

2 2 —1/2
5:£ et r="F~ avec ¢ = {(8;}) —”} .
pCp p oP)r ¢y

La variable ¢ désigne ici la vitesse du son (c¢f. Annexe B pour la dérivation de cette for-
mule). L'expression (1.12) n’est valable que sous I’hypothése 1, qui assure la stricte posi-
tivité de la quantité sous la racine.

On sait par ailleurs qu'une condition nécessaire et suffisante d’existence de la solution
¢ de (1.15) est (c¢f. Courant et Hilbert [21] par exemple) :

/. Gy(t,x)dx=0. (1.13)
o)

L’égalité (1.13) appliquée a I'expression (1.12) fournit I’équation permettant de déterminer
P, a savoir : ‘
/ B(Y1,T,P)V - (kVT) dx
P'(t) =22 1 . (1.14)
/Q F(Yll T/ P) dx

On introduit finalement la fonctionnelle :

0)V - [xk(6)VT]dx
1 ,
/dex

de sorte que P'(t) = #(t). Ceci met en valeur I'importance du coefficient B, qui influe

Hy(t) = '/“ﬁ(

sur les variations de la pression. En particulier, lorsque 8 est constant, compte-tenu des
conditions aux limites sur le bord du domaine et sur l'interface, on obtient P'(t) = 0.
Dans les autres cas, on constate que le gradient de température détermine la pression,
montrant I’aspect encore compressible de notre modele, qui, avec cette derniere équation,

est désormais clos.

REFORMULATION

Le systéme DLMN tel qu'il sera étudié dans la suite correspond aux quatre équations du
systéme (1.11), en plus de I'équation (1.14) sur la pression. Les inconnues sont la fraction
massique Yi, la température T, la pression thermodynamique P, la pression dynamique
7t et la vitesse u. On peut toutefois reformuler le systéme, en considérant deux variables
de vitesse (w, V¢) grace a la décomposition de Leray. Cette nouvelle forme permettra
d’introduire par la suite un modeéle pour les écoulements potentiels a bas Mach.
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Décomposition du systéme

Repartons du systéeme (1.9) établi initialement dans [24]. La décomposition de Leray
(cf. § 2.2) permet d’écrire le champ de vitesse sous la forme u = w + V¢, avec V- w =0
et w-vn = 0. Les égalités (1.9b-1.9c) couplées a la condition aux limites (1.4a) se dé-
composent alors en deux sous-systémes, a savoir un systéme elliptique sur le potentiel
¢

82,

(1.15)
V¢ v Ly ,
et un systeme de type Navier-Stokes incompressible linéarisé pour la partie solénoidale :

v.ow2o ,
pDiw 2V - o — VII+ pg — pD; V¢, (1.16)
w~va§0, w-TE)Q—ch'T.

La variable T désigne ici le vecteur tangent a la frontiere (en 2D) ou une base de vecteurs

tangents (en 3D). Si 'on utilise la nouvelle formulation (1.11¢) plut6ét que (1.9¢), la partie
« incompressible » s’écrit :

V-w Q 0,
pDrw 2yv. [(uD(w)] — Vrt+ pg + 2V - [ Hess(¢)] — pD: V¢, (1.16)
w~1/a§O, w-*rag—vwr.

Pour comparer avec (1.16), on remarque que le tenseur de contraintes s’écrit, avec la dé-
composition de Leray :

9
S (89) 4,

oc=2u <D(w) + Hess(¢) — %(Acp) ]271) +

ot Hess(¢) désigne la matrice hessienne de ¢. On retrouve donc le fait que l'on a fait
disparaitre le coefficient A via 1’étape de projection.

Cas particulier a y constant

Lorsque le module de cisaillement y est une constante (sans hypothese particuliere sur A,
qui n’intervient plus explicitement), le systéeme prend une forme plus simple. En conser-
vant I’équation (1.11c), on aurait :

oD;u 2 pAu —NVm+pg+uvVs,

en utilisant le fait que 2V - D(u) = Au+ V(V - u). Cependant, si on prend en compte
cette hypotheése en amont dans le processus (i.e. avant projection de Leray), on n’obtient
pas cette formulation. En effet, la divergence du tenseur de contraintes, donné par (1.10),

vaut :5

5 ¢f. Annexe A.1 pour les détails calculatoires.
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1.3. Reformulation

Veo=u[Mu+V(V-u)|+ VAV -u) = uAu+V [(p + M)V - 4],
=uAw+V [2u+ A)A¢p].

Il s’ensuit alors que 1’équation (1.11c) est remplacée par :
Q ’
oD = yAu—Vr+pg, (1.11¢")

par intégration dans V7 du terme de gradient de V - o, alors que la partie solénoidale
(1.16") du systeme DLMN prend la forme :

V-wgo,
pDiw £ pAw — V7 + pg — pD; Ve, (1.16”)
w~va§0, w~ra§—v¢-r.

L’avantage de cette derniere équation est de ne faire intervenir qu’un opérateur d’ordre
2 par rapport a ¢, alors que dans les autres formulations (1.16,1.16’) interviennent des
dérivées jusqu’a l'ordre 3.

Le systeme complet

Le systéme DLMN sera considéré dans la suite sous deux formes (équivalentes) :

o une forme compacte a 5 inconnues (et donc 5 équations) qui est donnée par (1.11),
avec pour équation sur la vitesse (1.11c) (ou (1.11¢”) si u est constant), complétée par
I'équation (1.14) qui détermine P, et par les conditions de bord (1.4a) pour la vitesse
et (1.4b) pour la température. Le champ de vitesse y apparait sous sa forme générale
u.

e une forme découplée a 6 inconnues (et donc 6 équations), qui comprend les équa-
tions (1.11a) et (1.11d) pour 'évolution de la fraction massique et de la température,
(1.15) pour le potentiel, (1.16”) (ou (1.16”) si u est constant) pour la partie solénoi-
dale et (1.14) pour la pression. On conserve la condition aux limites (1.4b) pour T,
les conditions aux limites pour w et V¢ étant incluses dans (1.15) et (1.16").

N

On obtient donc un systéme clos a cinq (resp. six) inconnues : Yi,T,P,u, Vrr (resp.
Y1,T,P,w, V¢, V). Les variables annexes p et € sont déterminées par des lois d’état en
fonction de (Y1, T,P), pu et x par des lois de comportement, puis &, B, I' et ¢, par les
relations thermodynamiques. Les deux formulations seront utilisées dans la suite, en par-

ticulier dans la preuve d’existence et d’unicité en temps court d’une solution réguliére

(cf. Ch.5).
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Quant aux conditions initiales que 1’on associe au systéme sous sa forme a 5 équations,
on impose comme précisé dans le paragraphe 1.1.2:

Yl (0/ x) YO( )

T(0,x) = To(x),

(1.17)
P(0,x) = po,
u(0,x) = up(x), avec V - ug = %,.

On a noté ici 8y = (Y?, Ty, po). Méme si dans le chapitre 5, Y est supposée réguliére, on
rappelle que la finalité est de traiter une condition initiale du type (1.2). On suppose de
plus que toutes les données initiales vérifient les différentes conditions aux limites.

Le systeme DLMN comporte donc une équation d’advection (hyperbolique) sur Y;,
une équation différentielle ordinaire sur la pression, une premiére équation elliptique non
homogene sur la vitesse, et enfin deux équations non-linéaires d’advection-diffusion sur
la vitesse et sur la température. La non-linéarité est toutefois fondamentalement différente
entre les équations (1.11c) et (1.11d). Dans la premiére, elle provient du terme classique
(u - V)u, tandis que pour la seconde, elle résulte de la dépendance de tous les coefficients
de I'équation par rapport a T. Ce sont ces coefficients qui engendrent le couplage entre
(1.110), (1.11d) et (1.14). Le couplage entre (1.11c) et les autres équations se fait par la
présence du champ u dans I'opérateur lagrangien D;.

Lorsque 'on considére la formulation a 6 équations, la derniere condition dans (1.17)

se récrit :
u(0,x) = wo(x) + Voo(x), avec V-wo=0 et Ay =%, (0, x).

Ces deux derniéres conditions sont nécessaires pour assurer la compatibilité avec les EDPs
elliptiques (stationnaires, donc en particulier vraies a l'instant 0). Dans cette formulation,
on conserve les équations d’advection (elliptique) et d’advection-diffusion (parabolique)
respectivement sur Y; et T ainsi que 'EDO sur P, auxquelles on ajoute une équation de
Poisson (elliptique) sur le potentiel et un systéme de type Navier-Stokes « linéaire » sur
la partie a divergence nulle. Gardons cependant a l'esprit que c’est le champ de vitesse
complet u# qui apparait dans 1’opérateur D; ; c’est pourquoi la «linéarité » n’est que fictive,

w apparaissant implicitement dans le terme d’advection.

Les couplages restent donc ici complexes et suggerent de simplifier le probleme dans le cadre
d’études préliminaires.

SYSTEMES DERIVES

On introduit ci-dessous des hypotheses simplificatrices afin d’atténuer les effets des cou-
plages et des non-linéarités. Le but n’est cependant pas d’affaiblir la portée physique de
I'étude, mais d’étudier les caractéristiques mathématiques du probléme & travers des mo-
deles simplifiés, en insistant sur les points communs et sur les moyens de « remonter »

jusqu’au modele d’origine. Ces modeles simplifiés ont été introduits dans [25].
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1.4. Systémes dérivés

Une premiere hypothese, courante en mécanique des fluides, est de supposer le champ
de vitesse potentiel, i.e. w = 0 et u = V¢. Cette hypothése est toujours réalisée en dimen-
sion 1, mais pas en dimensions supérieures. C’est une simplification avant tout mathéma-
tique, mais qui peut trouver des justifications dans certaines configurations, comme dans
le cas des fluides parfaits initialement irrotationnels (qui le restent pour tout temps, voir
Chorin et Marsden [15, § 1.2] par exemple).

Le systeme résultant (dit DLMN-potentiel) peut étre décomposé entre deux sous-

systémes, a savoir :

Y1 +V¢-VY; =0,
Y1(0,x) = Ylo(x) ,

(1.18a)
Ap =9,
V- vjp0=0,
et:
pcp(0:T +V¢-VT) =aTP'(t) + V- (xkVT),
(1.18b)

P(t) = A4 (t).

La simplification apportée en supposant le champ de vitesse potentiel a plusieurs consé-
quences. En premier lieu, elle permet de ne plus tenir compte de 'équation non linéaire
(1.11¢), et ainsi d’avoir une inconnue de moins (7). De plus, alors que le systeme (1.11)
était d’ordre 2 par rapport a la variable vectorielle u, le systeme (1.18) est d’ordre 2 par
rapport a la variable scalaire ¢. La condition d’adhérence (1.4a) est donc trop forte et elle
est remplacée par la condition de glissement dans (1.18a).

La premiere partie (1.18a) du systéme DLMN-potentiel est un couplage hyperbolique
- elliptique, mais les variables (Y7, V¢) sont encore reliées, via le second membre ¥, au
couple (T, P) déterminé par la partie (1.18b). Pour étudier spécifiquement ce couplage
hyperbolique - elliptique, on modifie le second membre de 1'équation de Poisson pour
supprimer la dépendance en (T, P). Ce nouveau second membre est choisi de facon a ne
dépendre que de Y; et a vérifier la condition de moyenne nulle. Le choix effectué dans
[25, 27] est une projection de Y7 sur I’espace des fonctions a moyenne nulle, pondérée par
une pulsation. Le nouveau modele, appelé modele abstrait de vibration de bulles (ABv),

a pour formulation :
Y1 +V¢-VY; =0,
Y1(0,x) = Y%(x),

1 / /
A = (1) (mt,x) _ m/ﬁlfl(t,x)dx),
v¢'v|BQ:0/

¢ étant une fonction donnée de classe C* ([0, +o0]).
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1.5

Chapitre 1. Expressions des modeles

D’autres choix non linéaires auraient pu étre faits, mais malgré le caractere arbitraire
et simple de ce nouveau terme, les résultats obtenus révelent des propriétés intéressantes.
Ce systeme fait 1'objet d’études théoriques et numériques, détaillées dans la partie II. Par

analogie avec le systeme DLMN, on pose :

60 = 9(0) (00 - o [ M) ax),

de sorte que A¢p = Gy, .

BiLAN

On résume sur la figure 1.1, page 25, les transitions entre les différents modéles évoqués
précédemment. On précise également 1’état de l’art sur ces différents systémes, ainsi que
les paragraphes qui s’y réferent.

On a ainsi construit puis exprimé sous différentes formes un systéme non-linéaire
d’équations aux dérivées partielles d’ordre 2, permettant de traiter le comportement de
bulles tout en tenant compte des propriétés physiques de 1’écoulement (domaine borné,
nombre de Mach trés faible). Les équations qui apparaissent dans ce systeme sont clas-
siques (advection, advection-diffusion, Poisson) mais leur couplage est le cceur des pro-
blemes mathématiques qui se posent, en particulier pour 1'étude de l'existence et/ou
de l'unicité de solutions. C’est pour cela que 'on introduit des systemes annexes, plus
simples mais conservant autant de propriétés du systeme principal que possible. L'étude
théorique et numérique du modele Asv fait I’objet de la partie II. Fort de cette étude, on

analyse ensuite le systétme DLMN dans la partie III.
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1.5. Bilan

Navier-Stokes Compressible Diphasique

at(le) +V. (leu) =0,

atp-‘rV'(pu) =0,

o (ou) + V- (pu®u) = —VP+ V-0 +pg,

0t(pE) + V- (puE) = =V - (Pu) + V - (kVT)
+V~(cru)+pg-u.J

Ve

Décomposition de Leray Développement asympto-
u = w+ Ve tique a bas Mach d’ordre 0

Donnée initiale réguliere

Ch, . s
I =7 ! existence et/ou unicité

Diphasic Low Mach Number (Dellacherie [24]) ) o= de solutions classiques
DyY; =0, ==
Ap =%,
V-w=0,
pDyw =2V - [uD(w)] — Vr + 2V - [ Hess(¢)]
+08 —pDiV,
pcpDiT = aTP'(t) + V - (kVT), ‘V\/\/\/\’
L P'(t) = (1) . | Donnée initiale

irréguliere

2 . 0-/a
= existence et/ou unicité
de solutions

[ Vitesse potentielle j

DLMN Potentiel (Dellacherie [>5])

Diy; =0,

Ap =%,

pcpDiT = aTP'(t) + V - (kVT),
P(t) = ().

L

e

! Changement de

1
: | second membre 1
1
X Donnée initiale réguliere
\L [§ l;;'j] existence et unicité
d’une solution classique
Modeéle Abstrait de Vibration de Bulles == -
(Dellacherie [25]) -
Q
atY1+V4)'VY1 =0,
Q
Y(0,%) 2Y(x),
Q
Ap = gyl ,
9Q WA
Vo-v=0, ' SN N
S Donnée initiale

|
irréguliere :
837 oxistence et/ou unicité :
de solutions |

F1G. 1.1 — Arbre généalogique des systemes étudiés dans ce document
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e~ O\G) ) ) , . , -
f‘/‘"@‘é{, E CHAPITRE est consacré aux résultats d’analyse fonctionnelle que 1’on utilise dans

@)‘Z,){ les preuves d’existence et d’unicité de solutions des systemes DLMN et Asv. Il

R LG

Nrc) contient en particulier des résultats sur les espaces fonctionnels utilisés, ainsi
que sur trois grandes familles d’EDPs récurrentes dans cette étude, a savoir les équations
d’advection, d’advection-diffusion et elliptiques de type Poisson. Tous les résultats de ce
chapitre sont connus et référencés dans la littérature. Cependant, on donne pour certains
des démonstrations modifiées afin d’améliorer leur précision, en particulier en ce qui
concerne les estimations d’énergie.

Ce chapitre comprend également les fondements de la méthode des caractéristiques,
qui sera utilisée dans le cadre de I'étude du modéle Asv. On termine par un résumé des
travaux de Embid sur la combustion lente, qui ont largement inspiré la présente étude.
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2.1

Chapitre 2. Outils mathématiques

Comme précisé dans la liste des symboles au début de ce mémoire, on utilise la no-
tation nabla (V) pour désigner les opérateurs différentiels usuels, a savoir Vx pour le
gradient ou la matrice jacobienne, V - x pour la divergence et V A x pour le rotationnel.

ESPACES DE SOBOLEV

On redonne ici les définitions d’espaces de Sobolev dans le cas classique des indices quel-
conques dans R?, mais aussi pour des domaines Q bornés (réguliers). Pour plus de détails,
se référer a Egorov et Shubin [33].

L'espace ¢5°(Q2), Q C RY, désigne I’ensemble des fonctions infiniment dérivables sur
et & support compact. S(R?) est I'espace de Schwarz des fonctions infiniment dérivables a
décroissance rapide. Son dual est I’espace des distributions tempérées et est noté S’(R%).

Définition 2.1 (Indices quelconques dans R?)

Soit s € R. On définit I'espace de Sobolev H*(R?) comme I'ensemble des distributions f €
S'(R?) vérifiant (1 + |§|2)s/2f(§) € L*(RY), oit f désigne la transformée de Fourier de la
distribution f.

L'espace H*(R?) peut de maniére équivalente étre défini comme ’adhérence de €5 (R™)

pour la norme :

2 1 s 2
117 = ey fo 1+ EPYIF@P 0
Ceci définit un espace de Hilbert pour tout s réel.

Pour tout QO C R?, on peut également construire les espaces de Sobolev pour des
indices entiers naturels :
Définition 2.2 (Indices entiers dans un domaine quelconque)

Soit m € IN. On définit I'espace de Sobolev H™ (Q)) comme I'ensemble des fonctions f € L*(Q)
telles que D¢ f € L?(Q) pour tout multi-indice { € N vérifiant |{| < m.

Dans le cas QO = R et s € IN, les deux définitions coincident. Par ailleurs, on vérifie que

I'espace H™(Q)) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(fr8)ma= Y /QDéf(x)~D§g(x)dx.

7|<m

La norme associée (qui est équivalente a || - ||, e + lorsque Q) = R?) est donc :

Ifl2a= Y (/(;IDCf(x)|2dx.

|Z|<m
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2.1. Espaces de Sobolev

On définit enfin les espaces de Sobolev pour des indices quelconques et des domaines
quelconques (bornés réguliers) par un processus de quotients :

Définition 2.3 (Indices et domaines quelconques)

Pour s € R, on pose :

H(Q) = HS(]Rd)/ {f e H'(RY) : fig = o}.

La norme associée a cet espace ainsi construit est naturellement :
; £ .7 ay F o
Ifllsq = inf {Iflorer : f€HRY, fia=f}

A noter que ces espaces peuvent étre définis autrement dans le cas s € Ry (principe
d’invariance par difféomorphisme). On dit que f € H*(Q) si f € H(Q) et si la quan-

e IDEf(y) — D)
D¢f(y) — D%f(x
dxdy
A \a;m ly — =260

est finie. On peut ensuite généraliser ces définitions aux espaces W (Q)) pour s € R et
p=1

On donne ensuite quelques définitions annexes. La premiére concerne les espaces
H™=1/2 et découle de la proposition suivante :
Proposition 2.1

Soient Q) un ouvert borné régulier et m € IN. L'application :

7‘{ Q) NH™MQ) — F°(Q)
' f — fpa

se prolonge en une application (toujours notée y) continue sur H™(Q). L'image de H™ (CY)
par 7y est notée H"~1/2(30)).

On s’intéresse ensuite aux espaces de fonctions a trace nulle :
Définition 2.4
L'espace H(QY) est défini par :

Hy(Q) = {f e M'(Q)  1(f) =0}

11 peut étre défini, de maniere équivalente, comme I'adhérence de €§°(QY) pour la norme de H'.

On rappelle enfin un résultat d’injection :

Théoréme 2.1

On a linjection compacte H*(Q)) C %é‘ (Q)) pour tout s > g +k, ot (fé‘ (Q)) désigne l'en-
semble des fonctions dérivables a 'ordre k, bornées et dont les dérivées (jusqu’a I'ordre k) sont

bornées.
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2.2

Chapitre 2. Outils mathématiques

DECOMPOSITION DE LERAY

On introduit dans cette partie un outil fondamental pour le traitement des systémes diffé-
rentiels qui vont suivre. Cette décomposition prend également dans la littérature les noms
de Hodge ou encore de Helmholtz. On se réfere ici au chapitre 2 dans Boyer et Fabrie [11]. La
théorie est détaillée dans le cadre de la dimension 2 mais se généralise & des dimensions
supérieures (le cas de la dimension 1 est trivial). En particulier, ces résultats sont utilisés
en mécanique des fluides pour décomposer tout champ de vitesse en une composante

incompressible et un champ de gradients.

Soit () un ouvert borné lipschitzien de R?> de normale extérieure v.
Lemme 2.1

On définit I'espace :

2

E(Q) = {ue (1) : V.uel?(0)},

que 'on munit de la norme : ||ul|p = \/||u 3’0 +||V- u||§,Q. Alors (%“(5))2 est dense

dans E(Q)).

Ce lemme permet de construire une application trace (normale) sur cet espace.

Proposition 2.2

1. L'application vy, qui d u € (€ (ﬁ))2 associe (u - v) |3 se prolonge en une application
linéaire continue de E(Q) dans H~1/%(3Q)).

2. Soit Eo(Q) I'adhérence de (‘50“’(0))2 dans E(Q). Alors :

Eo(Q) = ker(71v) -

On définit ensuite 1’espace :
2
V:{q)e (D(QY))” - V-(p:O} ,

ainsi que ses adhérences W dans (LZ(Q))2 et V dans (H(l)(Q))z.
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2.3

2.3. Lemmes préliminaires

Théoréme 2.2

On suppose Q) connexe. On a alors la décomposition suivante, dite de Leray :
(L) =wawt,
avec les caractérisations :
W= {u € (LA(Q) : Veu=0, 7(u) = o}

et:

wh = {ue (12Q)* : 3pe H'(Q), u=Vp} .

On a également la caractérisation suivante de V) :

V:{ve (H%(Q))2 : V-v:O}.

On associe a la décomposition de Leray u = w + Vp les projecteurs orthogonaux

P et Q définis par : Pu = w et Qu = Vp.

LEMMES PRELIMINAIRES

On rappelle ici certains résultats classiques d’analyse fonctionnelle dans les espaces de
Sobolev définis précédemment, et leur application a des espaces fonctionnels composés,
qui s’'imposent naturellement au cours de la démonstration. En effet, compte-tenu des
estimations d’énergie qui découlent des équations du systéme, on est amené a introduire
les espaces suivants :

o« W, 7(Q) = €0 ([0, 7], L3() N L=([0, 7], H: ()

o X,7(Q) = W, ()N L2 ([0, 7], HH(Q));
On souhaite traiter le cas oti Q) est un domaine borné régulier de RY, d € {1,2,3}. En pra-
tique, pour le systéme DLMN, on s’intéresse au cas des conditions aux limites périodiques
en prenant Q) = T¢. Dans la définition des espaces, on prend .7 > O ets € R .

Lespace ¢ ([0, 7], L*(Q2)) permet, d’une part, d’obtenir une solution classique par un
jeu d’inclusion (cf. Corollaire 2.1), et, d’autre part, de fournir une convergence forte via
le théoreme d’Arzela-Ascoli dans la preuve d’existence et d’unicité de la solution classique
d’une équation d’advection-diffusion. Une convergence faible—x est assurée dans l'espace
L*([0, 7], H*(Q)). Le dernier espace qui intervient ici, a savoir L2 ([0, 7], H¥™1(Q)), est
nécessaire pour assurer l’existence des seconds membres dans les estimations d’énergie.

Les espaces W; 7 (Q)) et X; 7(Q) sont respectivement munis des normes suivantes :

o lfll7 = sup [IF(EIE,

te[0,7]

2 2 7 2
IR = IFI7+ [ IVAC )2 at

ce qui leur confere la structure d’espaces de Banach.
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Chapitre 2. Outils mathématiques

On note également e; le j-éme vecteur de la base canonique de RY, ie. :

Enfin, pour ne pas allourdir les notations, on ne distinguera pas dans la suite les es-
paces X(Q)) (pour les variables scalaires) et (X(Q))d (pour les variables vectorielles), que
I'on notera parfois méme X, en 1’absence de confusions possibles sur le domaine spatial
concerné.

Commengons par caractériser 1’espace W; 7 (Q).

Lemme 2.2 (Lemme A.1, [27])

Pour s > 1, I'espace Wy 7(Q) s'injecte continiiment dans ¢° ([0, 7 ],HSI(Q)) pour tout
s" € [0,s].

Corollaire 2.1 (Lemme 2.1, [27])

Pour s > g, I'espace W, 7 (Q) s'injecte continfiment dans €° ([0, 7] x Q).

On rappelle ensuite le résultat fondamental des inégalités de Moser, qui fournit des
propriétés de stabilité par produit. En dimension d, on introduit 'entier sy = EJ +1, qui
est le plus petit entier s tel que H® s’injecte continiment dans L.

Lemme 2.3 (Moser, [61])

Soient sy et sy deux entiers vérifiant s; + sy > so. Si f € H et g € H2, alors fg € H,
avec s3 = min(sy, sy, 1 + Sp — Sp) et il existe Cay(s1,52,d) > 0 tel que :

178lls; < Car I f1ls, lIglls, -

On remarque tout d’abord que le lemme 2.3 donne I'inégalité pour f et ¢ dans H* N :

1781l < Car(max{k, so}, k, d) || fllmax(k,so) 1811k - (2.1)

En particulier, (2.1) assure que H* est stable par multiplication dés que k > sy. De méme,
on a le lemme suivant :

Lemme 2.4

Soit k € IN*. Pour k € IN, { € IN tel que |{| = k et v € IN? tel que v < T, il existe une
constante Cpp (|1, [v|,d) > 0 telle que, pour tous f € Hmax(kso) ef ¢ € HE

|p7f - DEg | < Canp (181171 ) 1 s I

Démonstration: Distinguons les cas k > sy et k < sp. Dans le premier cas, on prend, avec les
notations du lemme 2.3, s; = k — |y| et s, = |y|. D’ott s3 = min(k — |¥], |v],k — s9) = 0. On
abien D7 f € H%1, D5~ 7¢g € H*2 et le lemme 2.3 assure que :

ID7f - D gl < Cu(1g] = v |1, d) ID7 £l 1D~ 7glls, < Caap 1 FIl gl -
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2.3. Lemmes préliminaires

Dans le cas k < sp, on pose de méme s; = sy — |y| et s = ||, de sorte que D7 f € H,

DS~7g € H% et s3 = 0. On obtient finalement le résultat, en posant : Cmp(ICl, 7], d) =

Cam(max(so, [Z]) = ||, [v],4). u
Ces inégalités fonctionnelles permettent d’obtenir des résultats sur les espaces X; 7 ()
définis précédemment.

Corollaire 2.2

Les dérivées des fonctions de X 7 (Q)) sont dans X;_1 7 (Q)) pour s > 2.

Démonstration: Soit f € X; & (Q)). On vérifie tout d’abord que :

sup [[Vf(t)lls_1 < sup [If(£-)]ls <o,
te[0,7] tel0,7]
ce qui justifie que Vf € L*([0,7],H1(Q)). On prouve de méme que Vf €
L2([0, 7], H*(Q2)). Pour justifier que V f est dans ¢ ([0, 7], L*(Q))), on utilise le lemme 2.2 :
pours' =1<s, f € W, #(Q) C ¢° ([0, 7], H(Q)). Or,on a:

IVf(tr,-) = VIt )l < If(h,-) = fE2, )]s
b f(t ),

On conclut avec la continuité de { [ |

[0, 7] — HY{(Q).

Corollaire 2.3
Sife Xsl,g(Q) et g € XSZ,y(Q) avec sy = 1,50 = let sy +sy 2 s+ 2, alors fg €
X, 7(Q)), ot on a posé s3 = min{sy, sy, 51 + 52 — 5o}, et il existe Cx(sq,52,d) tel que :

If&llss, 7 < Cxll flls,, 785y, 7-

Démonstration: Parle lemme 2.3, fg € L*([0, 7], H*(Q)) et || fglls, < Cm(s1,52,4)flls, lIglls,-
On a ensuite :

T T T
L IvGs o<z ([T Irvsiio s [ IgvrR o d)
T
<2Culsr sz d? ([ IR OIVSIE () a
g
+ [ 1B W19 AE () a)

s
<2c%4< sup IF(t,) I3 [ VI3 6
te[0,7] 0

T
st IE, [ |Vf|§1(t)dt>

+ sup
t€[0,.7]
2 10 £ 2
< 2CuIIA1S,, 7 8IS, -
Dot fg € L2 ([0, 7], H=TH(Q)).
D’autre part, le lemme 2.2 fournit f € ¢° ([0, 7], H**71(Q)) et g € €0 ([0, 7], H2~1(QY)).

En posant s; = min{s; —1,5p — 1,59 + 5, —sp — 2}, on a, via le lemme 2.4 : fg €
€°([0, 7], H%3(Q)) € €° ([0, 7], L*(Q)) sous I'hypothese s; + sy > sp + 2. Le résultat est
établi, avec la notation : Cx(s1,52,d) = v3Cai(s1,52,d). [ ]
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Chapitre 2. Outils mathématiques

Corollaire 2.4

Soit s > s en dimension d > 2. Alors X 7(Q)) est stable par multiplication et est donc une

algebre de Banach.

Les deux derniers corollaires sont utilisés constamment dans la démonstration de convergence
du systeme itératif, sans qu'il y soit nécessairement fait référence. Leur importance est fonda-
mentale pour tous les calculs d’estimation d’énergie, bien qu’ils n’apparaissent pas dans

la littérature consacrée a ces équations.

On rappelle enfin quelques lemmes d’analyse fonctionnelle. Le premier concerne les

interpolations entre espaces de Sobolev, et les deux suivants des inégalités de composition.

Lemme 2.5 (Interpolation, [61])

Pour (s1,80) € N? et ¢ € [0,1], on pose r = 0s1 + (1 — 0)sy. Alors, pour toute fonction
f c Hmax(sl,sz) .
8\ 10
A1l < 1Al A Il

Lemme 2.6 ([55])

Soient G un ouvert de R, g une application sur G de réqularité €°(G,R?) et v une applica-
tion de Q) dans Gy ouvert borné tel que Gy C G. On suppose v € H*(Q, R?) N L®(Q, RY).
Alors il existe une constante Ceomp(k, d) tel que, pour tout T € IN“ tel que |{| =k <s:

I8 ()

¢ k=1 _ alg
[D%(2)||, < Coomp (14 101u) - [ F0 ;- max { o8

0<|y|<k

:UEG()}.

On introduit alors les notations :

R — I — r _
I8llcicy = maxiel et lgluog,s = max [958,

Pour les détails de notations sur les multi-indices et les dérivées par rapport a x ou a v, se

reporter a la Liste des symboles, p. xiii.
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2.3. Lemmes préliminaires

Lemme 2.7 ([56])

Soient G un ouvert de R, g une application sur G de réqularité €5+%(G,RP) et vy, vo
deux applications de Q dans Gy ouvert convexe borné tel que Gy C G. On suppose v1,v, €
HH(Q, RY) N L2 (O, RY). On note S, 0, Lapplication de ) dans 4, 4(R) définie par :

1
Foon (%) = [ s (co1(x) + (1= g)oa(x) de,

de sorte que g(v1) — g(v2) = g, o,  (v1 — v2). Alors pour tout { € IN? tel que |7| = s

’ ‘ Dggvl,vz

gm,vg

L < 101200815,

-1
0 < Ceomp(s,d) (1008 |00,y s (1 + 9100 + [02000)" " ([IVO1ll51 + [[VO2ll5_1) -

Si, de plus, vy et vy sont des fonctions régulieres du temps, avec Dy = 0y + (u- V) et u

suffisamment réqulier, on a :

958 (IDro1llg + [ Dro2lly) ,

<|
0

Dig ‘ 7
‘ ‘ gvl,‘Uz 0,Gg

H DéDtgvlrvz 958

<|
0

5, (1D¥Dr21lly + DDz o)

xgl (”Dtvlnmax(so,s) + HDth”max(so,s))

00,Go,s

+ Cdev(g/ d) ‘

-1
X (14 [v1]e + [02000)” " (V151 + V25 -1) -

On a noté ici : Cae (L, d) = Ceomp(k,d) ¥ (g) Coty (K, 7], d) > 0.
<l
770

On termine ce paragraphe sur les lemmes de base pour les chapitres a venir par celui
qui sera utilisé constamment, & savoir le(s) lemme(s) de Gronwall. Sous ce terme général
se cachent plusieurs résultats, impliquant des inégalités différentielles ou intégrales. On

en donne ici trois versions, parmi tant d’autres.
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Lemme 2.8 (Gronwall)

1. Soient f, g et H trois fonctions continues avec g positive, telles que :

t
f0 < [ s dr+H).
Alors ces trois fonctions vérifient I'inégalité :
t
f() <€ [ Cg(r)H(r) dr + H(t),

G étant une primitive de g.

2. Soient f, g et h trois fonctions continues, avec f dérivable, telles que :
F1(#) < f(B)8(8) +h(t).
Alors ces trois fonctions vérifient I'inégalité :
(1) < eSO ( o)+ [ PRECIES dT) ,

G étant la primitive de g qui s’annule en 0.

Ces deux estimations sont équivalentes, car lorsque f est dérivable, la premiére inégalité

redonne la seconde. On donne une derniére version, avec un second membre intégral :

Lemme 2.9
Soient f, g et h trois fonctions continues avec g positive, telles que :

t t
0 < [ g@f@dr+ [ nar.
Alors ces trois fonctions vérifient I'inégalité :

t
f(t) < eG(t)/ e~ Cn(1)dr,
0

G étant une primitive de g.

METHODE DES CARACTERISTIQUES

On s’intéresse dans ce paragraphe a la méthode des caractéristiques, qui permet de
construire des solutions pour des équations comportant un opérateur de convection (ad-

vection, advection-diffusion, ...).
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Définition 2.5
On appelle flot caractéristique associé au champ de vitesse u la famille de solutions X =
X (t;s,x0) aux EDOs paramétrées par le temps d’'origine s € R et par la position initiale
xg € Q)

dXx

T u(t, X(1)), (2.2a)

X (s) = xp. (2.2b)

La forme intégrale associée a ce probléeme s’écrit :

t
X (t;5,%0) :x0+/ u(t, X(1;8,x0)) dt.
S

Cette formulation est la base de la preuve du théoréme de Cauchy-Lipschitz ot la solution
est construite comme limite d"un processus itératif."

Le flot caractéristique lié a un écoulement permet de reformuler les équations en coor-
données lagrangiennes. X’ décrit en effet la position au temps t d'une particule située en
xp au temps s, dans un fluide évoluant a la vitesse u. Il convient toutefois de s’assurer que
ce champ X est bien défini mathématiquement, selon la régularité du champ de vitesse u
et les propriétés du domaine dans lequel on étudie I'EDO (2.2a).

Usuellement, on suppose u € %°([0,.7] x Q) et lipschitzien par rapport a la va-
riable d’espace, avec Q) C R?. Cela permet d’appliquer le théoreme de Cauchy-Lipschitz
au systeme (2.2), ce qui assure l'existence et l'unicité de la solution &X. On définit
ainsi, pour chaque couple (s, xp), une trajectoire dans R? et sur un intervalle de temps
I(s,x0) = [s — Tiy., 8+ Tk

7 : 2 . . . .
5. %0” sxo)- Dans le cas d’un domaine Q) borné lipschitzien, on ajoute

I'hypothese que le champ de vitesse est tangent au bord du domaine (u - v |3 = 0). Cela
permet de justifier que les trajectoires ne sortent pas du domaine quels que soient xy € ()
ets € [0, 7], ce qui assure que la solution est définie sur [0, 7].

On a de plus I'estimation de continuité :
1 (£, x1) = X (85, 32) | < ¥ |xy — 3o,

ou Cp, est la constante de Lipschtiz de u. Cette inégalité résulte de la version intégrale de
(2.2) et du lemme de Gronwall.

L'utilité de définir ces caractéristiques est de pouvoir récrire I'opérateur de convection
associé au champ de vitesse u. En effet, on vérifie que :

(Y +u-VY)(t, X(t)) = % [Y(tX())].

En particulier, dans le cas de I'advection pure, toute solution réguliére de

atY-f—u-VY:f,

Y0, =10, (2.3)

' La plupart des résultats sont établis sur la forme autonome de (2.2) : en posant X =(tX)etin = (1,u),
I'EDO se récrit X'(t) = it(X(t)), mais la régularité est alors supposée identique par rapport a t et x.
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est connue le long des courbes caractéristiques (et méme constante lorsque f = 0) :

Y (t, X (ts,x0)) = Y(s,x0) + /Stf(T,X(T;S, x0)) dt.

Pour exprimer explicitement la solution, il faut alors inverser le flot. La question se pose
donc de savoir si la fonction xy — X(t;s,x0) est bijective pour tous t et s fixés dans
[0, 7]. La réponse est apportée par la propriété suivante de semi-groupe, qui découle de
I'application du théoréme de Cauchy-Lipschitz (unicité des trajectoires passant par un point
donné) :

X (t1; b2, X (b5 t3,%0)) = X (t1;t3,%0). (2.4)

On vérifie en effet que les deux membres de l'égalité, considérés comme des fonctions
de t1, sont solutions de la méme équation caractéristique, avec la méme donnée initiale

X (tp; t3,x0). On a ainsi :
VaxgeQ X(ts, X(sit,x0)) =x0 et X(s;t, X(t;s,%)) = xo, (2.5)

ce qui assure que xg — A'(f;s,x9) est un homéomorphisme de () dans lui-méme pour
tous f et s fixés dans [0, .7]. Son inverse est I’application x — X (s; t, x). La solution vérifie

donc, en utilisant la propriété de semi-groupe pour s =0:
t
Y(t,x) = YO (X(0;t,x)) +/ f(t, X(tt,x)) dr.
0

Pour aller plus loin dans la caractérisation de X, on est amené a supposer plus de régula-
rité sur le champ de vitesse. Pour u € ¢V ([0, 7] x Q) N L*([0,.7],%*(Q)) (on conserve
le caractere uniformément lipschitzien), alors le jacobien du flot vérifie I'équation diffé-

rentielle [15, 12] :

I [det Vo X] (t;5,x0) = V- u(t, X(t;s,%))) x det Vi, X (£;5,x0). (2.6)

Avec Vy, X (s;s,x9) = Zd et donc det VX (s;s,x9) = 1, il vient :
t
det Vy, X (ts,x0) = exp {/ V-u(t, X(T;8,%)) dt| . (2.7)
JS

Le terme de droite étant strictement positif sous les hypotheses précédentes, on en déduit
par application du théoréme d’inversion locale que X (t;s, ) est un ¢'-difféomorphisme.
En particulier, pour les écoulements incompressibles, on a V - u = 0. D’o1, le jacobien
du flot est identiquement égal a 1, ce qui se traduit par la propriété de conservation des
volumes.

On s’intéresse ensuite a la régularité du flot, imposée par celle de u (c¢f. Th. 7.1 et 7.2
dans Coddington et Levinson [17]). Si u est de classe € par rapport a t, alors X est
de classe €**! par rapport a t. Pour ce qui est de la régularité par rapport aux données
initiales (s, x9), la régularité est celle de u par rapport a x. En particulier, siu € ¢V ([0, 7] x
Q) NL2([0,7],61(Q)), le flot est de classe ¢ par rapport a (£, s, x)-
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La régularité du flot étant établie, on peut en déduire la régularité de la solution Y
du probleme d’advection (2.3). Tout dépend alors de la régularité de la donnée initiale Y°
et du second membre f (la régularité de la solution étant égale a la régularité minimale
entre celle du flot et celle des données). Par exemple, si Y et f sont dans L*(Q}), alors
Y € L®(Q).2 Dans des cadres plus réguliers avec Y? € ¢1(Q) et f € ([0, 7], 41 (Q)), la
solution est dans ¢ ([0, 7] x Q).

HHe K

Pour u € €°([0, 7] x Q) NL*([0, 7],¢(Q)), comme X définit un changement de

variable, on a le résultat suivant :

VwCQ, / f(t,x)dx = / f(t, X(ts,x0))| det Vi, X (£, x0)| dxo.
w

X(tsw)
Rappelons le théoreme de transport qui en découle, pour un domaine w(t) dont 1’évolu-
tion est régie par le champ de vitesse u :

d

=y t d = ) . ; d

ar ( w(t)f("‘) x) /w(t)( f + V- (fu))(t,x) dx
En particulier, pour f =1,0na:

VwCQ, |X(ts,w) {/V u(t, X(7;8,%0)) dt| dxo,

d
dt X(t;s,w)| / V- u(t, x) dx.

tsw

HekeH

Par ailleurs, sous ces conditions de régularité sur le champ de vitesse (en rouge ci-
dessus), on a la relation suivante :

05X (t;5,x0) + Vg, X (t;5,x0) u(s,xp) =0,

qui peut étre établie soit en dérivant la relation (2.5) par rapport a s en utilisant la bijec-
tivité de X' (¢;s, -), soit en prouvant que le membre de gauche est solution d’une équation
différentielle ordinaire linéaire (en t) avec une condition initiale nulle [11].

A noter par ailleurs que lorsque u est de classe ¢!, on a I'égalité :

dzx

gz = @t (- V)u) (£, X (1)

Ce résultat trouve son intérét en particulier pour I'équation de Burgers [12], oli, bien
que I'équation soit non-linéaire, la solution reste constante le long des courbes caracté-
ristiques, qui s’averent étre des droites, comme dans le cas a vitesse constante. L’analyse
est cependant moins directe, du fait que 1'inconnue du probleme de Burgers est le champ

2 L*(Q) est le cadre naturel pour la modélisation des bulles.
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de vitesse lui-méme. Comme les caractéristiques sont construites a partir de ce champ de
vitesse, elles deviennent des inconnues du probleme. On est alors amené a résoudre un
probléeme de point fixe non-linéaire, lequel peut entrainer 1’apparition de chocs (consé-
quence de la non-linéarité globale du probleme de Burgers). On revient sur ce point dans

le paragraphe 4.3.5.
Hdek

Les hypotheses portant ici sur le champ de vitesse sont cependant restrictives (compte-
tenu de la régularité espérée du champ de vitesse en mécanique des fluides). Une perte
de régularité peut entrainer une perte d’unicité des trajectoires, et donc de la bijectivité
du flot. Parmi les extensions qui ont été introduites dans la littérature, on peut citer par
exemple le cas u € €°([0, 7], W*#(Q)) avec s > 1+d/p [10, Lemma A.6] ou encore
u e Ll ([0, 7],C0(Q)) avec Cu(€2) un espace de Lipschitz & poids [14].

Pour aller plus loin, la notion de flot régulier lagrangien a été développée pour des
champs de vitesse bornés. Un flot régulier lagrangien est une application X définie sur
[0, 7] x Q) telle que :

e Pour presque tout f et tout borélien A de mesure de Lebesgue nulle, alors la mesure

de I'ensemble {x € Q) : X(t,x) € A} est nulle.

o X vérifie 'équation caractéristique au sens des distributions, i.e. , pour toute fonction

test ¢ € 65° ([0, 7[x Q) :

/ / (t,x)0ep(t, x) + p(t, x)u(t, X (t,x))] dtdx+/ x¢(0,x) dx = 0.

On a alors des résultats d’existence d’un tel flot pour des champs de vitesse appartenant
al'espace L'([0, 7], W (Q)) N L ([0, 7] x Q) (avec quelques hypothéses en plus sur la
divergence du champ) ou a I'espace L! (R, BV(RY)) N L® (IR} x R?) a divergence bornée
(cf. De Lellis [23] pour plus de détails).

ESTIMATIONS D’ENERGIE ET RESULTATS D’EXISTENCE

On rappelle dans cette partie certains résultats sur les équations de type advection pure
et advection-diffusion, que 1’'on adapte aux espaces fonctionnels définis précédemment.
L’indice s désigne, sous mention contraire, un entier. En particulier, tous les résultats
d’existence et d’unicité de solutions pour les équations classiques citées en préambule
sont donnés pour des espaces de Sobolev a indices entiers.

On se place dans un domaine borné régulier () pour les équations d’advection. En
revanche, pour les équations d’advection-diffusion, les résultats sont donnés et démontrés
pour des conditions aux limites périodiques (ce qui revient a se placer sur T¢). La difficulté
liée aux domaines bornés quelconques provient des termes de bord issus des intégrations
par parties sur les termes différentiels d’ordre 2. En cas d’absence de viscosité, ces dérivées
disparaissent et on peut prouver des résultats analogues pour le cas d'un domaine ()

borné et régulier.
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Equations de transport

On s’intéresse dans toute cette partie a I'équation :

{ WY +u-VY2F (2.8a)
Y(0,x) 2 Yo (x). (2.8b)

u, f et Yo sont ici des données. Le domaine Q) est supposé régulier et borné dans R¥.

Remarque 1 — Dans ce qui suit, on s’intéresse a des données régulieres (de type Sobolev),
ce qui permet de parler de solutions fortes et d’utiliser des estimations d’énergie. On
démontre deux lemmes associés a cette équation. le premier sera utilisé dans le cadre du
modele ABv, le second dans le cadre du systeme DLMN.

Ces résultats sont utiles dans une premiere étape de la modélisation, afin d’étudier
le comportement des solutions des problemes considérés. Toutefois, a terme, il faudra se
placer dans un cadre moins régulier (solutions faibles) pour lequel les techniques sont

fondamentalement différentes. o

Le résultat est ici donné en deux parties. La premiere partie est placée dans le cadre des
espaces W; #(Q), qui s’inspirent de [27, 35]. La seconde partie est consacrée a 'extension
a l'espace X; 7(Q).

Lemme 2.10

Soient u et f dans Wy 7 (Q) pour 7 > 0et s > so + 1 avec u - vy, = 0. Alors, pour Yy €
H®, I'équation hyberbolique linéaire (2.8) admet une unique solution classique Y € Wy 7(Q),
qui vérifie pour tout v € {0, ..., s} l'inégalité d’énergie :

1Y

T
nr <) (ol + [ O], ar),

pour toute fonction x vérifiant :

1
SVt )l pour r =0,

X, (t) > 2

Cadoo(r,d, Q)[[Vu(t, )|

pourr € {1,...,s}.

max(r—1,59)”

Différentes constantes interviennent dans 1’énoncé du lemme et au cours de la dé-
monstration. Leurs expressions sont données soit directement dans la démonstration, soit

dans la remarque 3, page 45.
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Lemme 2.11
Soient u et f dans X, 7(Q) pour 7 > 0et s > so+ 1 avec u-vjpq = 0. Alors, pour
Yo € H**L, I'équation hyberbolique linéaire (2.8) admet une unique solution classique Y €
X, 7(Q)), qui vérifie pour tout v € {0, ..., s} l'inégalité d'énergie :

7

Y17+ [ ey (e, )| a

o 7
< (2l + [ e 0N

2
2a,

pour toute fonction x, vérifiant :

Cado 1 (r,d, Q) [[Vu(t, )|

sif=0,
X () >

max(r,80)”

1+ Cogon(r,d, Q)||Vu(t,-) sinon.

”max(r,so)'

On donne une démonstration commune pour ces deux lemmes.

Démonstration: L'existence d'une solution s’obtient par exemple par la méthode des caracté-

ristiques (cf. § 2.4 et [27]). On construit en effet une solution en résolvant les EDOs :

dx
{dt = u(t, (1)),

(Lem.2.11.i)

(Lem.2.11.ii)

Les inclusions Wy 7 (Q) C €°([0, 7] x Q) (corollaire 2.1) et Wy & (Q) C L®([0, 7], ¢1(Q))
pour s > sp + 1 (théoréme 2.1), prouvent que la solution X = X(t,t,xp) de (Lem.2.11.i)
existe et est unique, continiment différentiable par rapport a (¢, fo, xg), définissant ainsi un
¢1-difféomorphisme a (t,to) fixés d’inverse X (to,t,xo). Or, la solution de (Lem.2.11.ii) est

donnée par :
't
y(t, to,xo) = YO(XO) +/t f(T,X(T, to,xO)) dr.
0

On remonte alors les caractéristiques pour obtenir la solution :
t
Y(tx) =Yo(X(0,t,x)) + / f(t, X(t,t,x)) dr. (Lem.2.11.iii)
J0

Cette solution est de classe ¢! sur [0, 7] x Q en vertu des résultats énoncés dans la partie 2.4.

On s’intéresse ensuite plus particulierement aux estimations d’énergie qui fournissent la
régularité de cette solution (on en déduit également 1'unicité). On va dériver dans la suite
des estimations H°. Pour prouver que Y € W, #(Q) ou Y € X; 7 (Q)) (a ce stade, Y est de
classe €1), on peut soit utiliser la régularité exacte de u et de f pour améliorer celle du flot

X, soit construire une solution par un processus itératif (cf. annexe de [35]).
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Commengons par une estimation dans L?, en multipliant 1’équation (2.8a) par Y et en
intégrant sur tout le domaine. Apres intégration par parties et compte-tenu de la condition
de glissement, on obtient :

1d 2 1 2
22yt = = ~u)Y=d Y dx,
Gl =5 [(V-wydes [ fvax
V-l i
< %HYH(Z)-FK](,YML (Lem.2.11.iv)
IV - ulleo 112
<= IYIG+ 1Y ol 1l (Lem.2.11.v)

Selon que I’on souhaite une estimation de || Y|y ou de || Y||S, le traitement est différent. Dans
tous les cas, on remarque que 1’on peut majorer le premier terme du membre de droite par

Xo(t) | Y||35 pour toute fonction X, Vérifiant :

OE V- ué Moo

Cette remarque est a I'origine des majorations des exposants dans I’énoncé des deux lemmes.

Dans le premier cas (estimation de ||Y||,), on divise (Lem.2.11.v) par [|Y]|,, puis on ap-

plique l'inégalité de Gronwall (cf. lemme 2.8) pour obtenir :
VGl < e (1%l + [ B str, ]

Dans le second cas (estimation de ||Y||3), on utilise dans (Lem.2.11.v) V'inégalité de Young

(sur le dernier terme) puis de Gronwall, ce qui donne :

Y <00 [l + [ B piar],

avec xg(t) 2 1+ |V - u(t, )| -

Pour les ordres de dérivation supérieurs, on se donne k € {1,...,7} et { € N tel que
|| = k. On applique alors 'opérateur différentiel D¢ a 1’équation (2.8a). On obtient une
nouvelle équation d’advection :

DY 4+ u- VDY = D f + [u-V, DY

On applique l'estimation (Lem.2.11.iv) a cette équation, ce qui donne :

IV -4l uloo

4 poyp2 < I g + (D8£, DEY Y| + |- ¥, Dy DY) | Lemaavi

2dt

Traitons le crochet de Poisson :

(lu- 9,09y, D7) = - ¥ (i) /Q DY (D7u-DETVY) dx

1<

l7[>0

d
=L X ( )/DgY (D7 DETVY) dx

j=17<l—¢; ’Y+e]

d 4
<Y Y ( )IngYHoIID”(aju)~D(€"?")’”(VY)HO
j=17<g—¢; v e

< Ctldv,

/\

G ) IDYlg |Vt max(t-1,60) VY llx—q- (Lem.z.11.vii)
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44

On somme d’une part les inégalités (Lem.2.11.vi) en tenant compte de (Lem.2.11.vii)
pour tous les multi-indices { de longueur k, puis pour k de 1 a r, que 1'on additionne a

(Lem.2.11.iv) :

d 2 ‘v ) u‘oo 2 2
IVl < === Y1 + Caaoa (1, ) [V ttllimaxr—1,60) 1Y 17+ IAUAY Il - (Lem.2.12.vii)

1
2

ou encore, par Young et en multipliant par 2 :

d 2 2 2 2 2
Yl < IV - uleo Y17+ 2Caa03(r,d) [ Vatllmax(r—1,50) 1Y 17+ LI+ 1YL

(Lem.2.11.ix)

Le terme |V - u|,, peut étre majoré a 1'aide des résultats d’injections de Sobolev :

IV - oo < Coop(max{r — 1,50}, d) || Vull

max(r—1,s0)"

Comme précédemment, on peut en déduire deux estimations. La premiére est obtenue en

divisant (Lem.2.11.viii) par ||Y]|, :

1

d
1Yl < 5 [Coob +2Caao3(re )]V #tllimax(r—1,50) Y11 + F1l < 2Ol + £,/

Cndzv,(] (T,d)

expression a laquelle on applique I'inégalité de Gronwall :

t
Il <0 ol + [ 2 Op(r, )l e, (Lem.2.11.x)

ou on a introduit x  telle que K/r (t) = Cagoo(r, d)||Vu(t,-)| . La seconde possibilité

max(r—1,s0)
consiste a appliquer directement I'inégalité de Gronwall a (Lem.2.11.ix) :

N 't .
1Yt )2 < o2 [Hyon% + e*%"ﬁ>uf<r,->ufdr} , (Lem.2.11.xi)

1
avec {L(t) = 1 +2Cadv,0(r,d)|\Vu(t,~)|\maX<V71’SO). Si f = 0, le facteur - devant ||YH3
(provenant de l'inégalité de Young) est absent, et I’exposant prend la forme : %,(t) >
2Cado,0(r,d) || Vu(t,-)
qui donnerait pour exposant 2C,g, (7, d) || Vu(t, -)

||max(r71,50>. On aurait pu élever I'expression (Lem.2.11.x) au carré, ce

| max(r—1,50) dans tous les cas (en appli-

quant Cauchy-Schwarz discret et Jensen), mais avec un coefficient 2 devant le membre de

droite, ce qui n’est pas optimal.

D’autre part, pour obtenir l’estimation en norme X, > (Q2), on somme pour kdelar+1

les inégalités (Lem.2.11.vi-Lem.2.11.vii), ce qui donne :

d
FIVYIE < [ (Caonlmax{r,so} d) + 2Caios (1 + 1)) [ Vitlapax(rsy) + 1| IVYIF + VA1

Cadon (1,8)=2Caio0 (r+1,d)

On en déduit comme précédemment :

IVY(t-)]

a 't s
2ot ||9xl+ [ AT, ) e
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En intégrant cette inégalité, on obtient :

9 N 2 2 9 t A~ 2
/0 e VY (1, ) |2 dT < ZYolPs +/0 /0 e X0V f(x, )|} dedt.
(Lem.2.11.xii)

11 vient finalement, en tenant compte de (Lem.2.11.xi) avec pour exposant X, tel que :
X:(ﬂ =1+ andv,O(” +1, d) Hvu{t' ) Hmax(r,so)’
et (Lem.2.11.xii) :

T
2 X (T —X,(t 2
IYI 5+ 7) [ e h 09y (t, )

B T _
<) (e Dol + [ e ONAR, o).

|
Remarque 2 — Dans le cas f =0 etr =s, on a donc I'estimation :
2 X (- 2
YIS < v 1+ 7)ol (2.9)
t
avec X;(t) = 2Cua00(s +1, d)/ |Vu|,(t) dt. En particulier, on peut prendre ), (t) =
0
Cadoa(s, d)Vt||u 5,7, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, ott on a noté Cuypa(s,d) =
2Cadv,0 (S + 1/d)' ©
Remarque 3 — On donne ici les expressions des constantes intervenant dans la démons-
tration :
: ¢
o Cotnp(C,d) =Y. Y <’y L e‘> Cmp(|C] = 1,|v[,d) otr les constantes Cyp sont dé-
J=1<l—¢; ]
finies dans le lemme 2.4.
1/2
,
i Cudv,3(r/ d) = Z CidU,Z(g’ d)
Igl=1
1
hd Cadv,O(r/ d) = 2 [Csoh (max{r - 1150}’d) + 2Cudv,3(rrd)]'
o

Lemme 2.12
Soit s = sy + 1. On considere le systeme (2.8) avec f = 0 et on suppose la condition aux

limites u - v = 0.
1. Siu € X, 7(Q), alors 0;Y € X;_1 7(Q)).
2. Siu e W, 7(Q), alors 0;Y € Ws_1 7(Q).

3. L’unique solution vérifie le principe du maximum.

Démonstration: 1. Avec ;Y = —u - VY, on applique les corollaires 2.2 et 2.3 pour obtenir
9Y € Xsfl,ﬁ(ﬂ)'

2. Le principe est identique au point précédent en adaptant les corollaires 2.2 et 2.3 aux
espaces W; 7 (Q)).
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3. Onavu que la solution était donnée par (Lem.2.11.iii). Avec f = 0, on a immédiatement
le principe du maximum, i.e. Y(t,x) € [min Yy, max Yp]. On peut toutefois démontrer
ce résultat autrement. On pose Y_ = min(Y,0) = Y11y<oy- On cherche a prouver que
Y_ =0, en supposant que Yy > 0, i.e. Y_(0,x) = 0. D’apres le point précédent, Y est de
classe ¢! en espace-temps donc est différentiable par rapport a t et a x, ce qui permet
d’appliquer les formules : 9;Y_ = 1ry¢10:Y et VY_ = 11y u VY (¢f. [41], Lemma
7.6). D'ott :

% (% /Q Y2 (t,x) dx) = /Q Y_(t,x)0:Y(t,x)dx = — /Q Y_(t,x)u-VY(tx)dx

(Lem.2.12.1)
= /(.)Y(t,x)v- (uY_)(t, x)dx (car u- vy =0)

:/QY(t,x)wVY,(t,x) dx+/QYE(t,x)V-u(t,x) dx.

(Lem.2.12.ii)

Or,ona Y_VY = YVY_. D'ou, I'égalité entre (Lem.2.12.i) et (Lem.2.12.ii) s’écrit :
- /Q Y_(t,x)u-VY(t,x)dx = /Q Y_(t,x)u-VY(tx)dx+ /Q Y2 (t, %)V - u(t, x) dx,

soit :
— /Q Y_(t,x)u-VY(t,x)dx = % /Q Y2 (t,x)V - u(t,x) dx.

1l vient enfin :
Dy 2 = [ V2,0V ultx) dx.
dt 0 a —\tr 7

Commes >s)+1, V-ue€L*([0,7],H1(Q)) c L}([0,7],L*(Q)). D'ou:
d 2 2
3 1Y-1lo < V- uleo[[Y-[f5-

Par le lemme de Gronwall et en utilisant le fait que Y_(0,-) = 0, il vient Y(t,-) = 0.

On vérifie que Z = 1 — Y est solution de la méme équation. Ainsi, si Yy < 1, ce qui

équivaut a Zg > 0, alors, d’apres ce qui précede, Z(¢,-) = 0 et Y(t,-) < 1. Doy, si

Y,
initialement Y est & valeurs dans [a,b], on pose Zy = boiaa qui est a valeurs dans
[0,1] et on applique ce qui précede pour obtenir Y € [a,b] pour tout temps. [ ]

A noter qu’il existe des résultats d’existence pour une régularité affaiblie du champ
de vitesse, correspondant au concept de solutions faibles. Une solution faible de I'équa-
tion (2.8) est une fonction Y € L* ([0, 7] x Q) vérifiant 1'égalité suivante pour toute fonc-
tion test ¢ € %1 ([0, 7[xQ) :

T .
/O /Q Y (0 + V - (¢u)) dxdt + /Q Yo(x)¢(0, x) dx = 0.

On suppose ici que u et V - u appartiennent a L!([0, 7] x Q) avec u - viq = 0 et que
Yy € L®(Q)). On a alors l'existence d’une solution faible au systéme (2.8). Pour 'unicité,
on ajoute une hypothese sur la divergence du champ (dans un espace de Lebesgue a
poids). Pour plus de détails, se référer a [23, 30].
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2.5.2

2.5. Estimations d’énergie et résultats d’existence

Ce type de résultats est une perspective qu’il faudra considérer pour les études a venir
sur des données initiales de type bulle. On rappelle que 1'on se concentre essentiellement
dans ce mémoire sur les données de type Sobolev, méme si certains résultats concernent
les solutions faibles dans le chapitre 3.

Equations d’advection-diffusion

On poursuit avec un résultat similaire (de type Sobolev) pour les équations de type
advection-diffusion, énoncé dans [36] et amélioré ici. On s’intéresse aux systémes du type :
ow

o +(u-V)w—alw=f, (2.102)

w(t=0,")=wg. (2.10b)

On restreint I'étude au cas d’un domaine périodique, i.e. O = T,
Lemme 2.13 (Lemme 3.6, [36])
Soient wy € H*(T9), u € X, 1 7(T9), f € Xy » 7(T) et a € X,_q 7(T9) tel qu'il existe

ay €]0,1[ vérifiant : ¥ (t,x) €]0,+00[xT9, ay < a(t,x) < al_l. On suppose s = sy + 2.
Jw
- €

ot

Alors il existe une unique solution classique w € X, 7(T9) au systéme (2.10) vérifiant

Xs_z,y(Td) ainsi que l'estimation d’énergie pour r € {0,...,s} :

T
il 7+ €470 [ e d O Tao(r, )

pour toute fonction ¢, vérifiant :

EH(t) > E1(t) = Cagoa1(r,d, 1) (180t ) 2asir a0y 51+ 1V ) s 1s0) +1)

Remarque 4 — Un certain nombre de modifications ont été apportées par rapport au
résultat initial donné dans [36].

e Tout d’abord, on constate que la condition s > sy + 2 est nécessaire au cours de
la démonstration de ce résultat, alors qu’il était prescrit initialement s > % +1
(cf. (Lem.2.13.xiii) par exemple).

e D’autre part, on affaiblit les contraintes sur a en ne supposant plus le coefficient
que dans X, 1 #(T%) au lieu de X, 7(T“). Ce point est fondamental pour le cas du
systéeme DLMN, du fait que les coefficients de diffusion ont une régularité inférieure
a celle des solutions des équations d’advection-diffusion.

o De plus, on ajoute ici un degré de liberté supplémentaire dans les estimations d’éner-
gie, en utilisant pour exposant toute fonction & vérifiant ¢, > ¢. On voit en effet
dans (Lem.2.13.xii) que I'on peut majorer le coefficient de ||w)||?. Ce point est égale-
ment primordial pour le cas DLMN.

e Un soin particulier a été donné a l'explicitation des constantes, ce qui permet de
«suivre » les contributions de chaque terme.
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e Enfin, on a modifié par rapport [36] I’équation dont w* est solution, afin de pouvoir

justifier rigoureusement le caractére borné de la suite (en appliquant 'estimation
d’énergie prouvée initialement pour des données suffisamment réguliéres, ce qui

n’était pas possible avec la formulation dans [36]).

A noter enfin que ce résultat a été établi uniquement dans le cas du tore T, ie. des

conditions aux limites périodiques. Le cas des domaines bornés quelconques est rendu

complexe par les termes de bord dans les intégrations par parties, comme par exemple

dans (Lem.2.13.iii). S

Démonstration: La démonstration se décompose en deux parties. La premiere consiste a dé-
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montrer une estimation d’énergie pour des fonctions régulieres. On construit ensuite une
solution a 'aide d"une suite de type itérées de Picard dont les termes vérifient cette estima-

tion d’énergie. La preuve est semblable, dans les calculs, a celle des lemmes 2.10 et 2.11.

Commengons donc par établir une estimation d’énergie dans X, y(Td), 0<r<s,en
supposant toutes les variables apparaissant dans (2.10a) suffisamment régulieres. Effectuons

le produit scalaire 12 de I’équation (2.10a) par w.

1d

5 g llwt NG+ (- V)w, w)y — (adw, w)y = (f, w)o - (Lem.2.13.i)

Calculons chacun des termes de (Lem.2.13.i). En intégrant par parties, on a :

AVARR TIPS ..
(- V)w,w)| < % w(t, )3 (Lem.2.13.ii)

De méme, le second terme peut s’écrire :
— (aAw, w), Z/ aw;Aw; dx = Z/ (aw;) - Vw; dx
= IZ/WaWw,\ dx+;/w w;Va - Vw; dx. (Lem.2.13.ii)
Sous I'hypothese que a > a1, on a la minoration :

Z/ a|Vw,-|2dx>a1/ |Vw|? dx.
~ /T T

Les deux résultats (Lem.2.13.ii-Lem.2.13.iii) donnent donc :

Ho + a1 || Vw(t, )Ho

Ve '
<%Hw(t,-)||0 + [Valeo[lw(t, ) o Ve (t, )llg + (f,w)o.  (Lem.2.13.iv)

(e, )

On applique ensuite I'inégalité de Cauchy-Schwarz au dernier terme, puis l'inégalité de Young,

vraie pour tout ¢ > 0 :

af < (szx + /3 ) (Lem.2.13.v)
aux deux derniers termes de (Lem.2.13.iv) (avec € = a7) pour obtenir :
1d 2 2
Sdr [w(t, )y + a1l Vw(t, )l

zo(t, )5 1 2 1 a 2 | @ 2
\f |V'”|w+a\va|m+a +7||Vw(t,-)|lo+7Hf(t,-)\lo~
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On regroupe les termes en Vw et on simplifie par %, ce qui donne, du fait que a; < 1:

d d
on (Gl F + 19000, ) < Gillote )15+l Voot )13
1 1
<ot I (19 -+ -1Vl + o2 )+ ma e 1B,
1 ay

ce dont on déduit, par 1'inégalité de Gronwall (cf. lemme 2.9) :

lw(t, )H + efo ’)/ e~ | Vau(r, )HOdT<e‘:“ (\|wo\|o+/ e d(r )| f(r, )Hédr),

avec ¢y donnée par :

- 1 1

Q) = 5 [ (19wt o Vot 1) ar.
am a a

Comme précédemment pour I'équation d’advection, 1’estimation reste vraie pour toute fonc-

tion &y telle que &f) > .

Considérons ensuite le cas 7 > 0. Pour { € N tel que 0 < |{| = k < 7, on applique
l'opérateur D¢ a I'équation (2.10). L’équation est alors du méme type :

(% + (u- v)> D%w — aAD%w = fgr (Lem.2.13.vi)

ou f, = DSf + DS, a]Aw — [D¢,u - V]w. On applique I'inégalité différentielle (Lem.2.13.iv)

al'équation (Lem.2.13.vi), ce qui donne :

1d

5 IDfw(t,)llg + ar| VD o, ) g

V- uoo ..
\| | 1D (t, ) + | Valoo | D¥ a1, -) || VDEao (, -l + (f; D°w)o. (Lem.2.13.vii)

On s’intéresse au dernier terme du membre de droite dans (Lem.2.13.vii). On a, en intégrant

par parties dans la direction e; 3
(D f, DSw)o| < [(D4 f, D¢ w)o| < [|DE4 flo| VD wol, (Lem.2.13.viii)

ot j est tel que {; # 0, ce qui est possible car || # 0.# Calculons ensuite le premier crochet

de Poisson dans f;, que I'on exprime a l'aide de la formule de Leibniz :

[D¢,a]Aw = D¢ (aAw) — aD¢Aw = (g) DYaD* Aw

1<
770

—i 2 (Wfr )D'Y(a]-a)DC*W*ef(Aw).

3 On aurait pu appliquer Cauchy-Schwarz directement mais on souhaite ici abaisser autant que possible la
régularité de la donnée f. On verra plus loin que le terme en Vw qui apparait est a 1’origine de l'introduction
de l'espace L%([0, T], H'*1).

4 Par exemple j =min{k € {1,...,d} : {y =min{{; : {; #0}}.
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D’ot, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz et en utilisant le lemme 2.4, on obtient :

‘<[D§,a]Aw,D€w> ‘ < ||[D%, a)aw]|, [|D%wllo

0
d

<L X

(, £ )Catptl= 1,121, 0) 170l a1 18501 [0l
=1 y<i—e \Y T €

< Cadvfd,2 (C,d) HvaHmax(kfl,so) va”k HDgZUHO' (Lem.2.13.ix)

Exprimons ensuite le second crochet de Poisson de f;. Comme précédemment, on a :

([Dg,u . V]w)l. =Y ) ( 4 )D7(8jup)D€777"i(8pw,-) .

P v<ioe; \VYTE

On en déduit en intégrant par parties que le produit scalaire concerné se récrit :

([D%,u-V]w,Déw), =Y Y ( ¢ )<D7(a]-up),Dgf%ef(<’9pzul-)D§wi>0

ipr<lg \V 1€
7 ) D
=— ) DYu,,d; (DS~ (9,w;) Dsw;
. ps pi i
Ljpiy (7+ef < : ( >>0
')’gé*f]
4 ) ( o
=- ) DYu, D577 (9;0,w;) Dgw->
. P i9ri)s i/o
iLj.py (’y—l—e] [
'Ygg*ez

+(D7uy DFT1 (9107), DY (9j1) )
< @ Caty- a2 (6 D8]l man(i—1,5) || D¥0 ol Va0l + [ DEVao]lo | Vavl |, (Lem.223)

en concluant avec Cauchy-Schwarz sur chaque produit scalaire et le lemme 2.4 pour les termes
de produit résultants. En injectant les diverses inégalités (Lem.2.13.viii) & (Lem.2.13.x) dans

(Lem.2.13.vii), on obtient, en omettant la dépendance en temps :

1d

1d |V - u|oo
2 dt 2

2 2 2
ID¢wllo + a1 VD wlfy < IDSwllg + | Valeo|| DS 0]l || VD o]l
+ DS Fllo 1D Vewllg + Cadoa2(E,d) IVl max(k—1,5

+ oty a2 (@) |8 lmax(i10) [1D5 0| Va0l + | DEVao]lgao]l]

) Vel DS wlly

En sommant pour { € N tel que |{| = k puis pour k € {1,...,7} et enfin en additionnant
(Lem.2.13.iv), on obtient (en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz discréte) :

1d
2 dt

‘V ) u‘oo ‘
2
+ 1 flollewllo + Cado—a.2 (7, d) | Vallmax(r—1,5) V20l [[20]l,
+2d26adv—d,2(rld) ”uHmax(rfl,so) Her vaHr :

(Lem.2.13.xi)

2 2 2
[wlly + a1 [| Ve[, < [wlf; + Vals|[w] Vel + I fll, -1 [ Vel],

Cudo—d2(r,d) est la norme euclidienne sur R du vecteur de composantes Cyg,_g0(3, d).
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On applique ensuite I'inégalité de Young (Lem.2.13.v) a chacun des termes. Il vient :

1d 2 2 2|V - ul IVal2, | Cao—ap(r,d)? 2
@l +ml Vel < flollf| === + =2 + =5 [ Valar-1.40)
4d4éadv7d 2 (1’, d)z 2 1
+ 2es HuHmax(rfl,so) + E}
& +etestes 2 e 1 2
AR EE TS Tu (24 ) IS

a
On choisiteg = lete; =€) = ¢4 = €5 = Zl de sorte que €1 + €5 + €3 + €5 = a1. On simplifie

r—1,50)

par %, puis on utilise I'inclusion de Sobolev H™ax( C L* pour majorer |Va|e, ce qui

fournit :5
d 2 2
o (Gl + 1902

4 (Cyopp (max(r —1,50),d)” + Cogo—a 2 (r, d)2
4 sob 0 adv—d,2
<(1+2) |f|3_1+IWIf{ ( - )|w||$mx<

r—1,80)

Catv—a3(r,d,a1)

16d4éadvfd,2 (7/ d)z
a1

2 .
+|V - oo + [l max(r—1,50) T 1| - (Lem.2.13.xii)

Par I'inégalité de Gronwall, il vient :

_ R T -
2 () [T -6 2
ku,,,,ﬂee(])/o e8| Vw(T, ) |2 dr

<) (Jwnl} + Casomaolen ) [ e ¥, )12 ).

1 4
ot Cpgy—go(ar, d) = o + - Pour ce qui est de ’exposant, on peut prendre :
1

- 1 gt 1644C, q _dz(r,d)z 2
&t = o [ (17 a0z
+ Cadvfd,?) (1’, d/ ﬂl) HvaHIZnaX(}'—l,So) + 1) °
Cependant, avec u € Xs_llg(Td) ets>sgp+2,onaV- -uc XSO,g(Td). D'ou :

‘V : uloo < Csob(SO'd)Hv : u”sa < Csob“”“max(r—Z,So)-‘rl

2 2
<1+ Csob||u||m1x(r—2,so)+l )

(Lem.2.13.xiii)

On peut donc prendre, en majorant dans (Lem.2.13.xii) :

z 1t {(16d4cadvd,2(rrd)2 + Csob (SOrd)z
0

2
ér(t) = a ] n 4 ) ||uHmaX(r72,So)+l

2
+ Cudvfd,S (r/ d, al) HvaHmaX(V—l,So) +2|.

5 L'inégalité est vraie dans L2, car avec a € X, 1 o (T¢), || Val|,_; est bornée dans L2.
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En particulier, si ¥ = s, avecs —2 > sp,ona:

- T -
lwll5, > < A7) [ eSO V()| de

E(T) 2 7
Lot <”wOHs + Cudvfd,()(g]'d)

—
o
st

—&(1) £ ()12, dT> ,  (Lem.2.13.xiv)

0

t
&(t) = Cato—a1(5,d,a1) < [ [+ 1val2 +1] a.
—_———

1644T, sd)2 o (s0.d)?
%max{Cadv,dﬁ(S,d,m), ado d'2< + Wb(;o ) /2

a

On peut déduire de ce qui précede une estimation en norme Wi, 7(T%) pour la so-
lution. En effet, si 'on souhaite garder une régularité identique pour w et f, on ma-
jore <D€f, Dgw>0 par |[Déf|loID°w]|, au lieu de (Lem.2.13.viii), que 'on injecte dans
(Lem.2.13.xi). On choisit les parametres ¢; de sorte que les termes en ||Vw|\§ s’éliminent,

et on obtient :

<7 (Hwo\|5+/ e (T N s dT), (Lem.2.13.xv)

ol :

_ 1t 6d4*Cogo_dp(s,d)* o 3 2
w0 =g [} (19 ale+ SEt2ED 2 3, (s, da) [Vl ).

On se propose maintenant de prouver l'existence d’une solution de 1’équation (2.10) par la
méthode de Galerkin. Pour cela, on utilise la base hilbertienne classique de 1'espace Lz(Td),
a savoir :

Pm(x) = exp(2in0y, - x) € €*(TY), avec 0,, € N%.

On vérifie facilement que la famille (¢,) est orthogonale dans H'(T¢) pour tout r € N. On
a en effet :

la|<r

YueH (T, (u,on), = ( Y (271)2""9%;") (1, )y -

On note F la projection orthogonale de L2(T9) sur Vi = Vect(gy, ..., ¢x). On déduit de ce
qui précede que (]:k)lH’ est la projection orthogonale de H'(T?) sur V, et que Fj permute

avec les dérivées spatiales. On a de plus, pour tout r :

[FCOI < UFIl et (17 () = Fll, < A1

On considere alors le probleme "discret" d’inconnue wk € Vj :

wk
X 1 Flw) - V) — Fela) st = Fi(f),

(Lem.2.13.xvi)
wh(t=0,-) = Fi(wo) .

Le fait que w* € Vy implique une décomposition de la forme w (t,x) Z A

Le systeme (Lem.2.13.xvi) n’est autre qu'un systéme linéaire d’équations dlfferentlelles ordi-
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naires d’inconnues A; ,,. En effet, le produit scalaire L? de I’EDP dans (Lem.2.13.xvi) par ¢

donne pour m < k:

k
Vi 0 L2 (50 V195 = )0y, 9m) 11 (8) = (Fi oo
£

(Lem.2.13.xvii)

Aim(0) = (wo i, Pm) -

On a utilisé le fait que (f;, gm)o = (Fi(f;), @m)o + (fi = F(Fi), @m )o = (Fk(fi), om)o-

Pm
-
eVt €V

Comme u, a et f sont dans ©° ([O, 9],L2(T”’)) et comme @, € ¢%(T%), la continuité
de l'opérateur de projection Fj garantit la continuité des coefficients de I'EDO linéaire
(Lem.2.13.xvii). On obtient par le théoréeme de Cauchy l'existence et 1'unicité des solu-
tions A;,, € €'(0,7) de (Lem.2.13.xvii), ce qui justifie, par construction, que wf €
¢! ([O, ,7],Hr(11"d)) pour tout r € IN.

Par ailleurs, on montre que la suite est uniformément bornée. Les coefficients de
(Lem.2.13.xvi) étant suffisamment réguliers, on peut appliquer l'estimation (Lem.2.13.xiv),
en remplacant r par s, u par Fi(u), a par Fi(a) et f par Fi(f). On utilise les majorations
des normes || F(x*)]|;_q, ce qui donne :

= t =
k&, )15 +e50 [ &0 Tak(r, )| 2 v

_ of _
< s (\|w0\|§+cadz,_d,0 /0 e SO f(r, )12, dr). (Lem.2.13.xviii)

On rappelle qu'ici s > sp + 2.° Lestimation (Lem.2.13.xviii) montre alors que la suite
(w") est bornée dans L* <[0, 9],7‘[5(71"‘1)) N L? ([O, 9],H5+1(Td)>. Or, d’apres 1'équation
(Lem.2.13.xvi), on a :

dw*
=

< |[[(Fuw) - 3k = Atk - Flp)] &)
0

k k
0,§|vw |oo + ma O,,9|Aw |oo + H|f

Coob(s0, D)l ellg, 7 [V [|;_5 + [l

0,7

< lu
k
< 0,7 18w |l + I f

0,7

On déduit de la note de bas de page 6 sur les injections de Sobolev et du caractére borné
de la suite (w*) que la suite (3;w*) est bornée dans L™ ([O, 7], LZ(Td)>. Ceci prouve que la
suite (wk) est bornée et équicontinue’ dans ¢ ([0, 7], LZ(Td)>.

Le théoreme d’Arzela-Ascoli assure alors 'existence d’une sous-suite de (w*), que 1’on note
encore (wX), qui converge fortement dans ¢ <[O, T ],Lz(Td)). De plus, cette sous-suite
converge faiblement dans L2 ([0, T, HeH (Td)) et faiblement—x dans L* <[0, T, H(T? ))
car bornée dans ces deux espaces. Notons w € A, 7(T?) la limite faible—* de la sous-suite

dans chaque espace. Comme wk satisfait I'estimation (Lem.2.13.xviii), alors w vérifie bien
(Lem.2.13.xiv). On sait de plus que w € ©° ([0, 71,12 (Td)> vérifie :

wh(t,) = Fawo + [ [~{Flw) Voo + Ry + ()] (1,) de

dans L?(T%). Or, a, u et f sont dans ©° ([0, 7], Lz("ll"d)) et w* converge fortement vers w

6 Ce qui assure l'inclusion H*~2 C L.
7 On rappelle que w* est dans ¢ ([0, 7], L2(T%)).
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dans cet espace. De plus, F(*) converge vers * dans L2. On en déduit que I'intégrande y est
uniformément borné et converge simplement vers —(u - V)w + aAw + f. Par le théoréeme de

convergence dominée, w est solution de :

—w0+/ (u-V)w+aAw + f] (t,-)dt.
Ceci implique que w vérifie :

Jw

Wz—(u-V)w—}—aAw-Ff,

w(t:0,~):w0.

ow
Le membre de droite est dans X;_» o (T%), ce qui justifie que — € X, 5 7(T%). |

ot

On conclut ce paragraphe par un lemme d’équivalence entre EDO et équation

d’advection-diffusion a données homogenes en espace.

Lemme 2.14

Pour pg € Ret f € €°(Ry.), on introduit 'EDO :

p(t) = f(b),

(2.11)
p(0) = po.

Si u est un champ de XSOH/g(Td) tel que u - vy, = 0 dans un domaine C) borné, alors quelle
que soit la constante x > 0, toute solution régquliere du systéme :

op+u-Vp—xlAp = f(t),
Vp-y‘an =0, (2.12)
p(0,x) = po,

est solution de (2.11).

Ce lemme est utilisé pour unifier le comportement (i.e. solutions d’équations d’advection-

diffusion) des variables Y;, T et p dans le cadre de I'étude sur la combustion (cf. §2.6) ou

simplement des variables T et p dans le cadre du systeme DLMN.

Démonstration: La preuve repose sur l'estimation d’énergie associée a la variable Vp pour p
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vérifiant (2.12). L'existence et I'unicité de la solution de (2.12) est garantie par le lemme 2.13.
De plus, en appliquant 'opérateur V & I’EDP, puis en appliquant le produit scalaire avec
Vp, il vient :

2
Zdtnv ||0+/ Vuvp- vpdx+/ “. v'w‘ dx — / Vp-AVpdx = 0.
On integre par parties les deux derniers termes, ce qui fournit 1’égalité :

IWI2

1d 2__ 2
S IVl = '/wa Vpdx—t—/n(v ") dx — /(Ap) dx



2.5. Estimations d’énergie et résultats d’existence

Le dernier terme étant négatif, il vient :

1d
2dt

|V - |

2
5 Vel

IVpl3 < || Vitloo +

On conclut avec le lemme de Grinwall et le fait que ||Vpg||, = 0. |

2.5.3 Equations elliptiques

On rappelle ici quelques résultats de régularité elliptique pour le laplacien et I'opérateur
de divergence. Voir par exemple [11, 21].

Lemme 2.15

Pour f € H*(Q) et g € H*~1/2(3Q), sous la condition de compatibilité :

/Qf(x)dx+/80g(x)dx:0,

il existe une infinité de solutions dans H°T2(Q)), égales entre elles a une constante additive
pres, a I'équation de Laplace-Neumann :

—Ap=f,
Vo -v0 =8

et vérifiant I'estimation :

196141 < Con(s,4,0) (Ifllser + I8l 1/200) -

On présente ensuite un résultat particulier pour 1’équation vérifiée par la pression dans
le systeme de Navier-Stokes incompressible. Ce résultat a été prouvé dans [36], mais on
clarifie certains points ici.

Lemme 2.16 (Lemme 3.4, [36])

Soient p € W™(T%) (vérifiant pour tout x € T? p; < p(x) < py?, avec p; €10,1[), et
f € H~H(T4). On suppose de plus que f vérifie I'équation de compatibilité :

o f(x)dx =0. (2.13a)
Alors l'unique solution de moyenne nulle de :
V. (p71V7t) =f. (2.13b)
appartient @ HT1(T?) et satisfait les inégalités suivantes, pour tout s > 1 :

o 'V rlls < Copa (s, d) || flls—1, (2.13¢)
|V7lls < Conp(s,d, p, 01)ll0flls—1- (2.13d)
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Démonstration: On sait de maniére classique que sous I'hypothese de compatibilité (2.13a)
pour f € L?(T9), il existe une unique solution 77 € H! (a une constante additive pres) au
systéeme (2.13b). On peut en particulier choisir la constante de sorte que 7 soit d’intégrale

nulle. L'inégalité de Poincaré-Wirtinger fournit donc :
I7tllo < Cpw Vo -

Démontrons tout d’abord une estimation dans L2. La formulation variationnelle associée a
I'EDP (2.13b), ie. :

Ve, /p X)Vr- chdx—/ F(x)¢(x) dx,

donne pour le cas particulier ¢ = 77, avec p; < p~! < o1 !

pr Vs < [ o @IV dx = — [ o7 @)p(x)f(x)e(x) dx < oy o f Il
Par I'inégalité de Poincaré-Wirtinger, il vient :

CPW( )

[Vrllo < llofllo - (Lem.2.16.i)

Prouvons maintenant la majoration (2.13d), la majoration (2.13c) étant classique (régularité

elliptique). Pour s > 1, m € H*T! et I'équation (2.13b) est équivalente a la suivante :
At =V(Inp) -V +pf.
On a alors l’estimation de régularité elliptique (¢f. lemme 2.15) :
IV7lls < Coi(s, ) ||V (Inp) - Vit + pfls—1 - (Lem.2.16.ii)
Danslecass=1,0ona:
IV (np) - Vrello < [V (Inp) oIV ] -

On obtient (2.13d) en combinant cette derniére inégalité avec (Lem.2.16.i). La constante ap-

paraissant dans (2.13d) est alors :

C
Cennp(s =1,d,0,01) = Coyy(1,4) (;N|V(1HP)||OO + 1) :
1

Dans les cas s > 1, on utilise l'inégalité de Moser (2.1) et l'inégalité d’interpolation

(cf. lemme 2.5) :

Hv(lnp) : VTIHS,1 < CM(S - 1'd)|‘v(lnp)”max s—1,50) ||V7[||s,1

loflls-1-

&s

L)y . s—1 lc
) ||v(lnp)“max(s—1,so)( ) pW( )

Cette inégalité est vraie pour tout ¢ > 0, par 'inégalité de Young.8

s
8 Qui prend la forme ici pour tous a, b et ¢ strictement positifs : af < +epl,p=setq= o1

P
plge)/a 1
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2.5. Estimations d’énergie et résultats d’existence

En prenant par exemple € = , on obtient (2.13d) en insérant cette derniére majora-

_
2C(s,d)
tion dans (Lem.2.16.ii), avec :

Ceirp(s,d)

= ZCE”(S,d) 1+

CM(S — 1,d)
S

s s s — 1 s—1 C d
IV (I o) [ nax(s—1,50) (zce,,(s,d) : ) P ( )} .

03

Systéme de Navier-Stokes incompressible linéarisé

On utilise les résultats précédents pour obtenir I'existence et 'unicité de la solution dans le
cas du systéme complet avec vitesse et pression en incompressible (I'opérateur de convec-
tion est celui associé au champ u supposé connu, faisant disparaitre la non-linéarité clas-
sique de Navier-Stokes) :

Proposition 2.3 (Lemme 3.7, [36])

Soient wy € H¥(T?), f € Xy » 7(TY), u € X, 1 7(T9), p € X,_1,7(T%), p; €]0,1] et
Re > 0. On suppose icis > sg+2, V-wy =0et p1 < p(t,x) < pl_1 sur [0,.7] x T4, Alors
il existe une unique solution classique (w, V1) € X, 7 (T) x X,_» 7(T%) au probleme :

Jw 1
V-w=0, (2.14b)
w(0,) = wy. (2.140)

Pour démontrer la proposition 2.3, on s’appuie sur deux lemmes,” dont on donne les
démonstrations en insistant sur la rigueur des calculs et des estimations.

On commence par démontrer 1'équivalence suivante. On rappelle que que P et Q sont
les projecteurs de Leray (cf. §2.2) et que le domaine de travail est ici T, ce qui justifie
I'absence de termes de bord dans les intégrations par parties. De plus, on peut alors
permuter les projecteurs de Leray avec les dérivées spatiales et temporelles.

Lemme 2.17

Le systéme (2.14) est équivalent au systéme annexe suivant :

ow 1 1
1

Q- 9)Pw) - 0 (aPu), s

1 1 1 1
V-(Vﬂ) =—tVu: VPw—V~( >+V ()-APw, 2.15b
0 pf Re ¥ \p (2.15b)

w(0,-) = wy. (2.15¢0)

9 La démonstration débute a la page 6o.
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Démonstration: Démontrons tout d’abord I'implication (2.14) = (2.15). On applique 1'opérateur
P al’équation (2.14a) préalablement divisée par p. Ainsi, en utilisant I'identité P = 7d — Q,

on obtient :

(7d-9) <%{j +(u- V)w) = %Aw -Q (%Aw) -P (%(Vﬂ.’-i—f)) . (Lem.2.17.)

Or, I’équation (2.14b) donne les relations :
Pw=w e Qw=0. (Lem.2.17.ii)

La régularité supposée de w fournit alors :

ow  JQuw

= O

On remplace enfin w par Pw dans les deux termes de projection sur le champ de gradients
dans (Lem.2.17.i) pour obtenir (2.15a).

De la méme maniere, en appliquant 1’opérateur divergence a 1'équation (2.14a) divisée par

0, on obtient, toujours en tenant compte de (Lem.2.17.ii) :

V- (%(Vﬂ.’-i—f)) =V (iAw— %—T) =V. (%pr— (u-V)Pw) .

(Lem.2.17.iii)

On déduit alors de (Lem.2.17.iii) I'équation (2.15b), en tenant compte des identités :

((u-VYPw) =u-V(V-Pw)+ 'Vu:: VPw = 'Vu:: VPw,

1 (Lem.2.17.iv)

A&
1 1 1

V- (fAPw) =V (7> “APw+ —A(V-Pw) =V (7> -APw.
P P P P

Démontrons ensuite I'implication (2.15) == (2.14). On récrit tout d’abord l'équation (2.15a) sous

les formes suivantes, en décomposant w = Pw + Qw et en utilisant Zd —Q = P :

ow 1 1

=0Q <(u -V)Pw — iAPw + %(VTL’ + f)) ,  (Lem.2.17.v)

ow

T -P ((u-V)Pw—

1

1 1

(Lem.2.17.vi)

Le produit scalaire L?(T%) de I'équation (Lem.2.17.vi) par Qw fournit I'égalité suivante, en

tenant compte du fait que (Px, Qx)g =0:"°

(212w, Qu)o = (- V) Quw, Quo)o + o~ AQw, Qww)o .

Traitons chacun des termes de 1'égalité précédente :

d 2
EHQWHO,Q’

N[ —

(orw, Qw)g = (9 (Pw + Qw), Qw)y = (Pdw, Qw)g + (9: Qw, Qw)o =

1% La décomposition de Leray est orthogonale.
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On integre ensuite par parties le second terme :

V-
2

_ -1 2 4. u 2 |V - | 2
_<(u.V)Qw,Qw)0—T/Tdu.V|Qw\ dx—/w |Quwf dx < 12 | Quf .

On integre également par parties le dernier terme de 1’égalité :'*
(0" 'AQw, Qw)y = — /w (%\vgw& - <fvgw(gw),V(p-1)>) dx.  (Lem.2.17.vii)
L’inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire matriciel donne le résultat suivant :
t 1 2 Ly o2
(Axvy) = Ax (ly) < 5 alAl+ =7 yl") -

pour tout réel & > 0. En appliquant cette inégalité pour le dernier terme dans (Lem.2.17.vii),
on obtient, avec V(p 1) = —p~1V(Inp) et pour tout a > 0 :

' ' 1
- [L(17Qu(@u), Vo ax < & [ (alvQul+ 110wV (ing) ) ds.

On obtient finalement I'estimation a partir des trois termes exprimés :

d 2 IV ule | p1|V(np)3 2 .M 2
lowlia < (gt o oGP )y oo 4 w2 v Qulf.

Ainsi, pour « = 2, sachant que Qw( = 0, on obtient Qw = 0 apres application de l'inégalité
de Gronwall. Ainsi, w satisfait (2.14b). On en déduit de plus que Pw = w et I'équation

(2.15b) peut se récrire grace aux égalités (Lem.2.17.iv) :
Vel V) SN +1(Vrr+f) =0
u w oRe w P =0,

ce qui implique que l'image de la parenthese par Q est nulle. Combiné a l'équa-

tion (Lem.2.17.v), ce résultat permet de retrouver (2.14a). |

Le second lemme concerne des estimations de Sobolev pour le projecteur de Leray sur
I'espaces des gradients :

Lemme 2.18 (Lemme A.1, [36])

Si w et u sont dans H*(T9, R") avec s > so + 1, alors Q((u- V)Pw) € H5 (T4, R") et :

1Q((u-V)Pw)||, < Conllulls [Pwls.

De méme, pour a € H*~ (T, R) et w € H*(T¢,R") avec s > sg + 2, alors Q(aAPw) €
HH(TY, RY) et
1Q(aAPw)llsy < Cga

Val|s—2 [|[Pwls .

Démonstration: La preuve repose sur les résultats de régularité elliptique (cf. lemme 2.15).
En effet, en posant V¢ = Q((u- V)Pw) et V¢ = Q(aAPw), on a d’apres les égali-
tés (Lem.2.17.iv), sachant que V- Qx = V - x : A¢; = Vu :: VPw et A¢p = Va - APw.
On applique ensuite I'inégalité de type Moser (2.1) pour majorer les seconds membres. On a
Co1 = Cep(s —1,d)Cp(s —1,d) et Cqo = Coy(s —2,d)Cai(s — 2,d). [ ]

1V Quw est lajacobienne de Qw et |A|2 = Tr('AA) = A :: A désigne la norme matricielle usuelle sur M;(R).
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On revient maintenant a la proposition 2.3.

Démonstration: On applique ici la méthode des approximations successives, a savoir, partant

d’un état w(© = wy et vl = 0, on construit (wk"'l, V7r<k+1)) en résolvant le systeme :

dwk+1) 1
. (k1) _ = Agpltl) — (k)
Py +(u-V)w pReAw T,
k .
V- <1vn(k+1)) = — tVu . VPw(k) -V (lf) + \v4 (1) . L’LU(), (Prop'2'3'1)
P P P Re

w1 (0,-) = wp,

ol :

1 1
J© = —p (;(Vn(kﬂ) +f)> +9((u-V)yPw®) - 0 (@APwU‘)) .

On vérifie tout d’abord que le second membre de 1’équation elliptique dans (Prop.2.3.i) ap-

partient a X5,3/3(11"d). En effet, par le corollaire 2.3, %f € Xs,zlg(T‘i), puis, par le co-

1
rollaire 2.2, V - <E f) € X3, 7(T%). On procede de méme pour les autres termes. On

applique ensuite le lemme 2.16 pour obtenir I'existence de V7rk*1) dans Xs_p 7 (T9).

On peut ensuite montrer que | (k) Xs_o, g(Td ), en utilisant les corollaires 2.2 et 2.3 ainsi
que le lemme 2.18. Toutes les hypotheses du lemme 2.13 sont ainsi vérifiées et on obtient

I'existence de w**1) € X, 5 (T9). Le schéma itératif est donc bien défini.

On vérifie par ailleurs que w**+1) — w(®) et Vk+1) — v7(k) sont solutions du systeme :

D 1
Z (D) — ) - = (k+1) _ (k) = (k) _ y(k=1)
Dt(w wl) pReA(w wl) =0 -0,

(Prop.2.3.ii)

<w<k+1) - w(k>> (t=0,-) =0.

Des lemmes 2.3 et 2.16, on déduit les estimations'> pour tout t € [0, 7] eto € {s—2,5s —1}:

[ttt = v 0) < Cunale,d) (Chllell-all Tl o[V () — w00 |

Cu (k) _ gplk=1)
+ 29 (np) || |aP () — V)|
< Cusia (5,8, Re) [[plls-1, 71l 7 + [Ipl 7| [0 =] ().
(Prop.2.3.iii)
On en déduit la majoration :
(k+1) _ 7 (k) <C, (k) _ gpk=1) i
H‘Vﬂ Vr wag S Cusin(s,d, Re,p,u)mw w H‘s/y . (Prop.2.3.iv)

2 Les indices des normes ne sont pas optimaux. s — 2 suffirait pour chaque norme dans (Prop.2.3.iii), mais on
choisit ici de faire apparaitre la régularité exacte de chaque variable, en tenant compte des injections continues
H C HTl C HS2
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2.6. Combustion a bas Mach

On applique ensuite I'inégalité d’énergie pour les solutions d’équation d’advection-diffusion

(lemme 2.13) a w1 — w®) solution de (Prop.2.3.ii) :

Vte [0 y Hw (k+1) H < gdv d() S, d / H] 1(7) dr
Or, en utilisant le lemme 2.18, on a la majoration :
't 2 -t 2
k) <3¢z, ot / (k+1) _ o (K)
/0 HI s—1 (T) dT\SCMHp s—1,7 an v s—1 (T) dr
2 2 021 -1 2
+3 (CQ,lnuul,w ol m) [ o = w0t ) e

En utilisant la majoration (Prop.2.3.iii) dans les deux inégalités précédentes, on aboutit a la

)< Cusia | [

< Cnsi,3 t Hw<k) - w(kfl)

récurrence :

2
Vtelo,7], HwkHLwW (t (1) dt

2

e

Or, l'estimation d’énergie fournit également la majoration pour tout ¢ € [0, 7] :

/ t vt - vaol®) | (1) dr

S

(1) AT < Cago_ap /Of e -

< Cpsigt Hw<k> _ kD

2

7

5,7

par le méme raisonnement que précédemment. Finalement, en sommant et en itérant, on

obtient :
2 3
o -t <2
s, ﬁ
ce qui justifie la convergence de la série de terme général ‘Hw (k+1) H’ puis la conver-

gence de w®) dans Xs 7 (Td ). De la méme maniére, ce dernier résultat couple avec 'inégalité
(Prop.2.3.iv) prouve la convergence de la suite V7r%) dans X, _, #(T¢). Comme l'espace des

champs de gradients est fermé, la limite est de la forme V. |

COMBUSTION A BAS MACH

De nombreuses études ont été menées sur des systemes d’équations aux dérivées par-
tielles dans le but de prouver l'existence de solutions classiques. Une technique devenue
classique consiste a linéariser le systeme afin de construire un systeme itératif (itérées de
Picard) convergeant vers la solution du probleme.

On rappelle dans cette partie les travaux de Embid qui ont largement inspiré la présente
étude. Majda puis Embid ont étudié un systeme modélisant les phénomenes de combustion
a bas nombre de Mach et a M espéces de type gaz parfaits [35, 36, 59]. Ce systéme présente
des similitudes avec le systeme DLMN, tant mathématiques que physiques, ce qui justifie
I'intérét qui lui est porté. Ce paragraphe est a but informatif et ne contient aucun résultat
nouveau, méme si I'écriture est parfois différente par rapport aux travaux de Embid, afin
de mettre en valeur les points communs avec le systéeme DLMN.
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Modéle

Le systeme, de type Navier-Stokes compressible, utilisé pour la modélisation, s’écrit sous

forme non conservative :

¥y—1 vy—1 T
D u= y—1 1
PPN = S Re2” +PRr—l
M—
I' cpi—cpm
i IPM G T vy,
Zl Rer—l Le! VT-VY;

M-1
Y B Re o

i=1

1
Diu+A*Vp=—-V_.
pDiu + A“Vp yRev o,
r-1 1 M1 epi—cpm
DiT=—— —— AT —L YT . VY,
PP = 2 ReT " 77T ProRe “’; Pr-Re L’ vV
r—1 M-1
+ D~ Y (hi —hy)®
i=1
1
DY = ———V - (0VY;) + ®;,
Pt Pr Re Le? (PVYi) + &

ol les variables classiques p, u, T, p, de pression, vitesse, température et densité sont
adimensionnées, et 'opérateur D; désigne 1'opérateur agrangien usuel o; + (u - V). Les
constantes classiques qui apparaissent dans le systeme sont le nombre de Reynolds Re
(rapport entre forces d’inertie et forces visqueuses), le nombre de Prandt Pr (rapport entre
diffusivités cinématique et thermique) et le nombre de Lewis Le (rapport entre diffusivités
massique et thermique). On retrouve également les variables thermodynamiques v, I, ¢,
comme dans le systeme DLMN, ainsi que la masse moléculaire W;. o est le tenseur de
contraintes de Cauchy, y étant le coefficient de viscosité supposé constant dans tout le
mélange. Enfin, Y;, h; et ®; désignent respectivement la fraction massique de l'espece i,
I'enthalpie et le terme source de réaction chimique. L'espéce M est supposée largement
majoritaire dans le mélange. On simplifie alors le systéme au moyen d’un développement
asymptotique par rapport au parametre :

1
A= ———, ot M est le nombre de Mach.

MVT
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Pour alléger les notations, on récrit le systeme précédent sous la forme :3

D((T
Dip+ypV - -u= 70 c+G(p,T,Y),
1
oD+ A°’Vp=—V .o,
}Re (2.16)
8 M-1 M-1
pa? DT = ZUEe+ aTAT +pa® Y VT -VY;+ (v —1)Dip+ Y 7:®;,
i=1 i=1
pDyY; =l V- (pVY;) + ®;,
avec :
M-1 M-1 M=1
G(p,T,Y)=alAT +pa” Y VT -VYi+T Y afa?V-(0VY) + Y [szfb + 111} o,
i=1 i=1 i=1
et:
civy - YY) -1 Tivy . ¥(Y)—1 T y_ 1
)= Repr © )= T T R Y = PrReLel’
1 1 ’)/(Y)—l Cp;i —CpM
D _ - C — Jp— ’ ,
0 =10 (3~ ) W =g = T,

w(Y) = = = Lrg ).
On effectue un développement asymptotique par rapport au parametre A > 1 (du fait que
le nombre de Mach est supposé tres faible). On obtient tout d’abord le fait que le champ
de pression (a 'ordre 0) est homogene en espace, ce qui est classique dans les approches
bas Mach. On obtient dongc, a partir du systeme (2.16), une EDO pour la pression :

_ /Q'y_l(t,x)g(p,T,Y)(t,x) dx

p'(t) =H(t) , (2.17a)
/ 7t x) dx
Q
une équation de réaction - diffusion pour la température :
O M-1 M-1
pa’? DT — al AT = paT Y VT -VYi+ (y=1H(t)+ Y 7P;,
= i=1 (2.17b)
vT-v %o,
ainsi que pour les fractions massiques :
pDyY; — o) pAY; 2 0¥ Vp - VY + @;,
(2.17¢)

vy, -v 2o,

BY=(Yy,...,Yn)
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une équation elliptique pour la partie potentielle du champ de vitesse (en utilisant la
décomposition de Leray u = w + V) :

1
ApE —[G(p,T,Y)~H(D)],
TP (2.17d)
V¢ v % 0,

et enfin un systéme de type Navier-Stokes incompressible pour la partie solénoidale :

pDyw — %Aw a —Vrn—pDiVe,

V-w o 0,
(2.17€)

w/\vag—V(,b/\v.

En se plagant dans le cas des gaz parfaits, les variables p, h; et c, sont déterminées par les
relations :

, (2.18a)

©
|

%)
=
I
M= dIs
=
(e}
<

M
I’l,’ = Cp,l‘T + h? ’ Cy = Z YiCV,i ’ (2.18b)

i=1
otl, pour chaque fluide 7, les capacités calorifiques sont données par :

R vy I'—1 R 1 T-1
CV’Z_WZ-'y,-—l - (2.18¢)

Cpi= —
P Wiyi-1 T

c
On peut alors déterminer la loi d’évolution de ¢y = cl >1cary; > 1.
1%

Les relations (2.18) ne sont pas utilisées dans la suite en tant que telles, mais per-
mettent de justifier que p, ¢, et v ont la méme régularité que T, p et Y;, tant que p et T
sont strictement positives.

Le systeme (2.17) est complété par les conditions initiales suivantes. La pression est
initialement constante dans le domaine () :

p(0) = po. (2.19a)
On se donne également des états initaux pour la température et les fractions massiques :

T(0,x) = To(x), (2.19b)
Y;(0,x) = Yio(x). (2.19¢)
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De méme, la vitesse initiale se décompose sous la forme :

u(0,x) o up(x) = wo(x) + Vo (x), (2.19d)

V-wogo, wo-vago, (2.19€)
Q 20

Apg = ———— [G(po, To, Yo) — H(po, To, Yo)| , V¢o-v =0, 2.19f

$o A (io)po [G(po, To, Yo) (po, To, Yo)] $o (2.19f)

wo AV %0 —Ve¢oAv. (2.198)

On introduit enfin la notation vectorielle 8 = (p, T, Y1, ..., Yp—1) ainsi que le domaine
des contraintes ® portant sur ce vecteur :

M-1
0= {9:(p,T,Y1,...,YM_1)e]RM+1 :p>0,T>0,Y;>0et ) Y,»<1}.
i=1

Un cas simplifié

Le premier cas traité est celui des fluides non visqueux, pour lesquels y = 0, a7 = 0 et

Y

&

0 (ce qui correspond par exemple & un cas Re — 400 a Pr constant). Cela permet
de négliger tous les termes différentiels d’ordre 2 (AT, AY; et Aw) dans les équations
d’advection-diffusion (qui deviennent alors de simples équations d’advection) et donc
d’éviter les termes de bord dans les intégrations par parties. Le systéme se résume alors

a:

I'—-1
pcpDiT = TH(t) — Yi(hi = hpm) P,
pD:Y; = @,

(2.20)
pDyw = =V —pDV¢,

V-w=0,

- H
sy £,

avec 1 1 1
_ T T o ,
G(p,T,Y) = Z [’YT (Wi Wm> T— 1r(h1 ha) | @;.

1
Embid démontre le résultat suivant, dans le cas d’'un domaine () borné et régulier :

Théoréme 2.3 ([35])

Soient, pour s > % +1, 6y et ug dans H*(QY). On suppose que pour presque tout x € Q)
0o(x) € Go avec Gy compact dans ©, et que uy € H*(Q) vérifie les conditions initales
(2.19). Alors, il existe 7 > 0 tel que le systeme (2.20) admette une unique solution réguliére
(6,u, V) avec :

e 0etvdans C1([0, 7], L*(Q)) NL=([0, 7], H*(Q)) N Lip([0, 7], HS1(Q)) ;

o Vrdans C°([0,. 7], L2(Q2)) N L= ([0, 7], H*(QY)).
De plus, pour tout x € Q et tout t € [0, 7], 0(t,x) € GyN O.
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Ce cas purement théorique permet de travailler dans un domaine () quelconque, avec

une régularité équivalente pour 0 et u. Il sert de préliminaires a 1'étude du systéme com-

plet. L'indice s est ici entier, méme si cela n’est pas dit explicitement. La preuve utilise des

conditions de signe sur ®; en fonction de Y;. Le résultat repose sur les différents lemmes

et propositions énoncés dans les paragraphes précédents pour 1'équation d’advection.

2.6.2 Théoreme d’existence et d'unicité pour le modele de combustion

On considére cette fois-ci le modele complet (2.17). Dans le but encore une fois d’éviter

tout terme de bord dans les estimations d’énergie (cf. lemme 2.13), on se place dans le

cadre des conditions aux limites périodiques en prenant Q) = T¢. Le résultat est le suivant :

Théoreme 2.4 (Théoréme 2.1, [36])

Soient, pour s > so + 1, 0y € H5L(TY) tel que pour presque tout x € T, 8p(x) € Gy avec
Gy compact dans ©, et uy € HS(T”) vérifiant les conditions initales (2.19). Alors, il existe un
ouvert borné G tel que Gy C Gy et T = T (s,Gy,]|00lls, [|uolls) > O tels que le probleme
(2.17) admette une unique solution réguliere (6, u, V rr) avec :

20
e 0c Xs+l,,7(r]rd) et o € Xsfl,ﬂ(']rd);

P)
o uc X, (T et a—': € X,_p 7 (T;
o Ve X, ,7(TY.

De plus, pour tout x € T et tout t € [0, T], 8(t,x) € G NG.

La preuve utilise cette fois-ci les résultats sur les équations d’advection-diffusion, appli-

qués au systeme itératif constitué des conditions initiales :

05=0(t, x) = 6y(x), (2.21a)
u*=0(t,x) = up(x) . (2.21b)

puis, des équations sur o1

—1(yvk k
k+1 7 (Y)G(8Y) dx
W k(r) = ,

at ) dx (2210)

T
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M— M—-1
=paT(6°) Y i, VT* - VYF + (v = D)HE () + Y 7:(09)®:(6F),  (2.21d)
i i=1

p(6)DFYFH — o) p(6%)AYIH = & Vp(6F) - VY[ + @;(6Y), e
2.21e
YEL(0,x) = Yip(x),



2.6. Combustion a bas Mach

et enfin sur Vo1

1
APF1 = g(ekJrl _ Hk+1(t) ,
¢ 7(yk+1)pk+1 { ) ] (2210
APFH1(0,x) = ————— [G(po, To, Yo) — H(po, To, Yo)] ,
" (0,x) Y (Yio)P0 (G (po, To, Yo) (po, To, Yo)]
et sur wktl:
1 1
p(9k>D1{<wk+l _ R76A,u)k+l — _vn.kJrl _p(ek)DfV(PkJrl + FEVA¢k+1 ,
V- wtl=0, (2.21g)

w10, x) = wy(x).

Il est démontré dans un premier temps que les suites sont bornées dans des espaces
X, 7(T%), avant de prouver qu’elles convergent fortement dans X; 7 (T¢). Un point-clé
est de s’assurer que les fonctions T et p demeurent strictement positives et que Y; est a
valeurs dans [0,1], afin de garantir 'existence des coefficients thermodynamiques. Pour
la température et la pression, comme Ty et py sont strictement positives et que T et p
sont continues, il existe un intervalle [0, %] sur lequel ces deux variables conservent leur
signe. Pour ce qui est de la positivité des fractions massiques Y; (qui peuvent s’annuler et

donc potentiellement devenir négatives), Embid utilise la théorie des domaines invariants
(cf. §2.6.3).

Afin de donner un comportement identique aux M + 1 composantes de 0 (Iégitimant
ainsi la notation), on récrit (via le lemme 2.14 avec ¥ = 1 pour l'inconnue p) les équations
(2.21¢-d-e) sous la forme d’un systéme d’advection-diffusion :

(5 + - v)) 0 - 0@ )a0 = 5(0),

ou D est la matrice diagonale a coefficients strictement positifs :

1 1
al (pac?) ! (PrRepcp)~"(6)
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Régions invariantes

Ce paragraphe reprend quelques notions introduites par Chueh, Conley & Smoller [16, 81]
et utilisées par Embid. On considere deux ouverts U et V de R™ et R" respectivement. On
traite ici de propriétés des solutions de I’'EDP :

ou UL ou

i eD(t,x,u)Au + ;{ M (t, x,u)a—xi + f(t,x,u), (2.22)
ol u et f sont des fonctions de Ry x U et Ry x U x V (resp.) dans V. D et M sont des
matrices carrées d’ordre n définies sur Ry X U x V. € est un réel positif. On suppose de
plus que pour tous t € Ry, x € R" et v € R", les valeurs propres de la matrice D(t,x,v)
sont positives.

On introduit ensuite la notion de quasi-convexité.

Définition 2.6

"G R" — R est dite quasi-convexe au point v € V si, pour tout n € R" tel que
dGy(17) = 0, alors d2G|v(17, 1) = 0. Plus généralement, G est quasi-convexe sur V si, pour
tout ¢ € R, 'ensemble {v € R" : G(v) < c} est convexe.

Si G est suffisamment réguliere, alors G est quasi-convexe sur V ssi G est quasi-convexe
en tout point de V.

Par ailleurs, étant donnée une matrice symétrique définie positive S, on définit 1’opé-
rateur :

2'0
Asv(xg) = Esij(xO)L(xO) = ;/\k(xo)dzmxo (8x(x0), Ck(x0)) -

— axiaxj

i,j

ot Ax(xp) et &x(xp) les valeurs et vecteurs propres de S(xy).

Le lemme sur lequel repose la démonstration du résultat principal est le suivant :
Lemme 2.19
N Soit G : R" — R régulieres a dérivées non nulles. Pour vy € R", on note & = {v €
R" : G(v) < G(vg)}. Soit D une matrice symétrique définie positive. Alors les propositions
suivantes sont équivalentes :

1. G est quasi-convexe en vy et 'V G(v) est un vecteur propre a gauche de D.

2. Pour toute fonction v : R™ — X telle que v(xg) = v, I'inégalité suivante est vérifiée :

dG\vo (DAs’U(xO)) <0.

On introduit ensuite la notion principale du paragraphe.

Définition 2.7

[ Un ensemble B C V est dit positivement invariant par (2.22) si toute solution u de I'équa-
tion (2.22) munie de conditions initiales et aux limites dans B demeure dans B.
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2.6. Combustion a bas Mach

Le résultat utilisé dans les travaux sur la combustion est alors :

Théoréme 2.5 ([51])

Soit D une matrice symétrique définie positive telle que toute solution de (2.22) dépende
continfiment du terme source f au sens de la topologie €. Pour G; fonctions régulieres sur

p

V,onpose X = ({v eV : Gi(v) <0}. Alors ¥ est une région invariante pour (2.22) si et
i=1

seulement si les conditions suivantes sont satisfaites en tout point vy € 0%, i.e. pour lequel il

existe un indice i tel que G;(vg) =0:
1. 'V G;(vg) est un vecteur propre a gauche de D(t,x,vy) et de Mi(t,x,v0);
2. G; est quasi-convexe en v ;

3. VGi(vg) - f(t,x,09) <O.

Application au modele de combustion

On cherche a montrer ici que les fractions massiques Y; intervenant dans le modéle de
combustion (2.17) restent positives. Contrairement a T et p, ces variables peuvent en effet
s’annuler sur T a l'instant initial. Les considérations précédentes aident a prouver que
les Y; ne prennent pas de valeurs négatives.
On reformule I'équation (2.17c) comme suit :
BYZ-

o = w;AY; + [aiV(lnp) - u] -VY; + p71q31' ,

soit encore, sous forme vectorielle :

o _ DAY +Y_ M
j

Yy

R + -
an
oit D et M/ sont les matrices diagonales de coefficients :

D;i = «; et M{l = a;0i(Inp) —u;.

On note alors :
M-1

_ M-1 . _.
B = Ql {Ye]R .gl(Y)<0},

avec g; : RM~1 — R, x —— —x;. On vérifie les conditions d’application du théoréme 2.5.

En effet, comme Vg; = —e;, on a triviallement :
tvé’im:oD = Diitvgi\Yi:O'
thi\y,:oM] = M?itv&\y,.:o'

V¢ € R", Hess(g)G-¢ > 0, car Hess(g;) = 0.

Concernant la derniere hypotheése du théoreme, elle est garantie par des considérations
physiques qui justifient le signe des composantes ®;. D’ot1, B est une région invariante

pour I’équation (2.23).
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BrLaN

Remarques diverses sur les résultats d’Embid

L'intégralité des lemmes a été reprise dans ce document (§2.3) avec une démonstration
récrite rigoureusement, en explicitant les constantes et en améliorant la clarté de certains
calculs. De plus :

o Il est a souligner que tous les résultats sur les équations d’advection-diffusion sont
démontrés pour des conditions aux limites périodiques. Il serait intéressant dans
l'avenir d’étudier I'extension a un domaine borné suffisamment régulier. La princi-
pale difficulté est le traitement des termes de bord qui nécessiteront des inégalités
de trace adéquates.

o Leslemmes 3.5 et 3.6 présentés dans [35] par Embid sont regroupés ici dans le lemme
2.13 et donnés sous une forme légerement différente. On modifie les hypotheéses
sur le coefficient 4 en imposant une régularité plus faible. Un degré de liberté est
ajouté sur l’'exposant intervenant dans les estimations d’énergie (& savoir que 1’'on
peut majorer 1’'exposant bien que les inégalités ne soient a priori pas croissantes par
rapport a cet exposant). De plus, il est nécessaire pour la démonstration d’avoir
s 2> sg+2aulieudes > % + 1 pour avoir les inclusions de Sobolev requises.

e On a ajouté une étude minutieuse des propriétés des espaces X, 7 (T?), fonda-
mentale pour la justification de tous les calculs de régularité dans les preuves des
lemmes.

e En ce qui concerne la masse volumique, la loi des gaz parfaits n’est pas utilisée
en tant que telle, mais permet de justifier d'une part que p est strictement positive
(puisque le triplet de variables de base 8 = (Y, T, P) est supposé 1'étre), et d’autre
part qu’elle possede la méme régularité que 0. Ces deux propriétés permettent de
satisfaire les hypothéses des lemmes évoqués ci-dessus. On peut alors envisager de
prendre une loi d’état quelconque a partir du moment ot elle fournit une dépen-
dance de p (par rapport a 6) lui garantissant la méme régularité et le méme signe.

En résumé, les travaux de theése de Embid constituent une étude mathématique remar-
quable des équations de la combustion a bas Mach, comprenant de nombreux outils
d’analyse qui vont étre appliqués dans le chapitre 5. Elle contient parfois quelques li-
mites et quelques approximations, que nous avons souhaité mettre en lumiere dans ces
notes. Nous avons également adapté certains résultats du fait des spécificités du modele
DLMN, en particulier les régularités différentes des composantes du triplet (Y1, T,P) ou
encore la combinaison d’équations d’advection et d’advection-diffusion.

Boite a outils

Plusieurs lemmes d’analyse fonctionnelle ont été (re)Jdémontrés ou simplement rappelés,
dans la perspective de les utiliser dans la preuve d’existence (et d’unicité) d"une solution
forte au systeme DLMN. Ces outils sont en effet largement dédiés a 1’étude de solutions
d’EDPs appartenant a des espaces de Sobolev. Cependant, certains arguments restent va-
lables dans le cadre de solutions faibles, comme on le verra dans l’étude 1D du modele
ABv.
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tique se rapproche de celle du modeéle précédent. On rappelle sa formulation :

)Y +V¢-VY =0, (3.1a)
Y(0,-) = Yo, (3.1b)
6 Ap(t,x) = p(t) (Y(t, x) — |10| /QY(t, x') dx’), (3.10)
V- van =0. (3.1d)

Les données sont ici le domaine QO € R (d € {1,2,3}), supposé borné et lipschitzien,
de normale extérieure v, la pulsation ¢ € ¢Y(0,+o0) et la donnée initiale Yy, dont la
régularité influe sur le choix des méthodes théoriques et numériques mises en ceuvre dans
I'étude. Le cadre physique étant la modélisation des bulles, la fonction Y est supposée

représenter la fraction massique de la phase gazeuse. Plus précisément, d'un point de vue
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mathématique, Y est la fonction caractéristique d’un sous-domaine, lequel correspond a
'espace occupé par cette phase. Toutefois, le systéme sous sa forme (3.1) n’est pas adapté
au concept de solutions faibles (en particulier du fait de la présence du produit V¢ - VY).
On verra dans la suite comment reformuler le probleme afin de pouvoir traiter ce type
de solutions. C’est pourquoi on suppose, dans un premier temps, que la donnée Y; est
plus réguliere (qu'une fonction caractéristique), ce qui se traduit par plus de régularité
sur la solution. On se place ici dans des espaces de Sobolev, pour lesquels on dispose de
résultats d’analyse fonctionnelle. Cela permet également de pouvoir définir le terme de
produit. Une fois 1’analyse du cas régulier effectuée, il convient ensuite d’établir le lien
entre solutions régulieres et irréguliéres, par exemple par des processus de passage a la
limite.

On rappelle que ce modéle est non-physique dans la mesure ou1 il résulte d’une sim-
plification mathématique (changement pur et simple du second membre de 1’équation
sur le potentiel). On verra cependant dans la suite que les résultats numériques obtenus
(cf. Ch. 4) présentent des caractéristiques intéressantes et mettent en valeur notamment le
role de .

On trouve dans la littérature (en physique ou en biologie par exemple) des systemes
simplifiés de structures semblables. A titre d’exemple, on peut citer le modele d’instabilité
de Kull-Anisimov, que l'on trouve dans des études de front d’ablation en confinement
inertiel (e.g. Helffer et Lafitte [45]), dans 1’étude des nuages de plasma de Zalesak [90,
§ VIII] :

op+V-Vp=0,
V- (pVY¥)=E- Vp,
V«x VY AB,

(p étant la densité d’électrons et ¥ le potentiel de perturbation électrique) ou encore dans
certains modeles de chimiotaxie, comme celui présenté par Perthame [69] :

0
£ +xV - [pVc] = Ap,

Ac = —p.

Ici, p désigne la densité de cellules et c la concentration en substances chimiques. On
trouve dans la référence des résultats d’existence et d’'unicité en temps long pour un
domaine infini. On retrouve également un systeme analogue (parabolique-elliptique) en

astro-physique (cf. Chavanis ef al. [13]) avec I'équation de Smoluchowski :

9

a—’; =V [0Vp+pV¢],
Ap = 4mgp.

p désigne alors la densité d’étoiles et ¢ le potentiel gravitationnel. Dans [76], on trouve

une preuve d’existence en temps court pour des données générales. Mais dans tous les

cas, les propriétés des équations paraboliques contribuent largement a 1’établissement des

résultats, ce qui rend ce travail sur le couplage hyperbolique-elliptique innovant.
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3.1

3.1.1

3.1. Etude qualitative du modeéle ABV

A noter par ailleurs que 1'étude compléte de ce systéme se fait dans un domaine Q)
quelconque (régulier). On ne se limite pas au cas périodique comme ce sera le cas dans
I'étude du modele DimN. Cela provient du changement de nature du systéme lors du
passage de u a V¢, i.e. de DLMN a DLMN-potentiel (qui élimine 'opérateur différentiel
d’ordre 2 sur la vitesse a l'origine des termes de bord dans les intégrations par parties),
puis du passage de DLMN-potentiel a ABv (qui élimine les effets thermiques dus a 1'opé-
rateur d’ordre 2 sur la température).

On choisit de présenter les résultats par degré de régularité décroissant : on établit dans une
premiére partie un résultat d’existence et d’unicité en temps court d'une solution au systéme (3.1)
pour une donnée initiale réguliere, avec une approximation du temps d’existence. On démontre
également des propriétés algébriques satisfaites par les éventuelles solutions dans le cas de données
plus générales. On prouve ensuite un résultat explicite qui fournit une expression de la moyenne
des solutions, quelle que soit la régularité de la donnée initiale (bornée). On s’intéresse enfin au cas
de la dimension 1, oit on explicite des solutions globales en temps pour différents types de données
initiales.

On note par la suite ABv[Z", &, w] le systéme (3.1) pour la donnée initiale Z°, la pulsa-
tion ¢ et dans le domaine w. Par défaut, on appelle « modele ABv » le systeme (3.1) avec
les données Yy, i et Q).

ETUDE QUALITATIVE DU MODELE ABV

Restrictions sur le potentiel

On remarque en premier lieu que le potentiel de vitesse ¢ ne peut étre défini qu’a une
constante additive prés, puisque seules ses dérivées spatiales interviennent dans le sys-
téme. La condition de jauge choisie dans ce document est une condition de moyenne

nulle :

/Q ¢(x)dx = 0. (3-2)

En particulier, cela permet d’appliquer 1'inégalité de Poincaré-Wirtinger a ¢ :
I¢llo < Cow (2, d) - [V llo.

Le systeme ABv présente un couplage entre une équation hyperbolique (transport de
la phase gazeuse) avec une équation elliptique (équation de Poisson sur le potentiel de
vitesse). La premiere est une équation d’évolution tandis que la seconde est stationnaire.
Cette remarque est la base du schéma numérique développé dans le cadre de la résolution
de ce modele en dimensions 2 et 3. Ceci entraine également une seconde remarque sur la
donnée initiale pour la vitesse : étant donnée la fraction massique initiale Yy, le champ de

vitesse initial V¢ doit nécessairement vérifier 1'équation :

ao = 9(0) (Vo) - 1y [ Yola) ). 69
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3.1.2

3.1.3

Chapitre 3. Etude théorique du modéle

On sera amené au cours de la démonstration a utiliser les notations suivantes :

‘P(t):/otlp(r)dr ot ‘?’(t):/ot|zp(r)|dt

Méme si elles ne sont pas mentionnées, on supposera toujours dans la suite que les

hypotheses (3.2) et (3.3) sont vérifies.

Donnée initiale

On s’intéresse a une famille de solutions sur lesquelles s’appliquent des contraintes dé-
duites de considérations physiques évidentes. On est amené naturellement a introduire

I'ensemble suivant :
Y ={Y € L*(Q) : Y € [0,1] presque partout dans QO }.

On se restreint dans la suite de I'étude au cas o1 Yy € Y : la question se pose alors de
savoir si pour tout temps £, la (ou les) solution(s) éventuelle(s) Y (¢, -) reste(nt) dans Y. C’est
'objet des lemmes 3.5 et 3.9, qui sont des principes du maximum appliqués a ce systeme
particulier. D’autres questions inhérentes a ce type d’étude concernent la transmission
(ou non) des propriétés de la donnée initiale & la solution courante sur tout l'intervalle
d’existence. Le lemme 3.7 assure par exemple que la solution conserve les propriétés de
parité de Yy. En dimension 1, on verra que la méthode des caractéristiques assure que la
solution conserve un profil semblable a celui de la donnée initiale. De maniére générale,
Yy est une donnée dont on étudie l'influence sur les solutions. Toutefois, on s’intéresse
dans un premier temps a la question de l'existence et/ou de l'unicité des solutions au

systeme (3.1).

Résultat d’existence et d’unicité en temps fini

On présente ci-dessous le résultat prouvé initialement par Dellacherie et Lafitte [27] et
amélioré par Penel ef al. [67]. Les améliorations portent sur la précision des inégalités et
sur la donnée d’une estimation du temps d’existence, qui débouchent sur une existence

globale pour des données initiales suffisamment petites (ou des pulsations petites).

On rappelle la définition de certaines notations introduites dans le chapitre 2, a savoir :
W, 7 (Q) = €°([0, 7], L*(Q)) N L™ ([0, 7], H* (Q0)),

so=|d/2] +1et ||, 7 = sup [P(f)]. De plus, on pose :
te(0,7]

1
KO0 = oY) = g [ Y(x)dx
On énonce alors les deux résultats suivants, dont découlent les corollaires. Le premier

théoreme concerne le résultat d’existence et d'unicité a proprement parler, tandis que le

second donne une approximation du temps d’existence en fonction de Yy et de .
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3.1. Etude qualitative du modeéle ABV

Théoreme 3.1 (Théoréme 2.1, [27])
Soit Yo € H®(Q)), oit s > so + 1. Alors il existe un temps F > 0 dépendant de Y et de
pour lequel le systeme (3.1) admet une unique solution classique Y dans Wy 7 (), pour 7 au

moins égal a .

Théoréeme 3.2
Sous les hypotheses du Théoreme 3.1, la solution Y appartient a I'espace W 7, (Q)) pour tout

T > 0 tel que :

7 1
Yo = k00, [ 1907 < e G4

Capy est une constante universelle dont I'expression est donnée dans la démonstration.

Remarque 5 — Comme nous le verrons dans la suite, 1'estimation (3.4) provient d'une
condition nécessaire de convergence forte du systéme itératif utilisé pour construire la
solution du modele Asv. Il n’est donc pas prouvé que cette relation est optimale. Toutefois,
elle est compatible avec trois cas particuliers pour lesquels on peut conclure :
e SiYy=1¢c H¥(), ce quicorrespond au cas ot le fluide 1 occupe tout le domaine,
on vérifie que Y = 1 est I'unique solution de (3.1).
e De méme, si Y = 0, la solution Y = 0, pour laquelle le fluide 1 est absent, convient
et est unique. Il en est de méme pour toute donnée initiale constante.
e Enfin, si iy = 0, le systéeme n’évolue pas et Y = Y| est solution.
Le temps d’existence est infini dans ces trois cas, ce que fournit I'inégalité (3.4). Une
premiere estimation du temps d’existence avait été donnée dans [27], définie par trois
contraintes. Les modifications (raffinement de 1'étude de la suite || Y(¥)||; 5 et du processus
itératif pour la contraction) apportées ici dans la démonstration permettent de s’abstraire

de ces contraintes pour ne plus garder que (3.4). o

On peut par ailleurs interpréter le théoréme 3.2 de deux points de vue différents : soit
en considérant la bulle initiale et un temps .7 > 0 donné, pour lesquels on a existence
d’une solution locale pour toute pulsation ¢ vérifiant (3.4), soit en considérant les autres
parametres de 1'expérience (i et (1), pour lesquels on a existence d’une solution globale
(sous une condition d’intégrabilité de ) pour toute donnée initiale suffisamment proche
de sa moyenne. On traduit ces deux points de vue par les corollaires suivants.

Corollaire 3.1

Soit Yy une fonction non constante appartenant a H*01(Q). Pour tout temps 7 > 0 et pour

toute pulsation ¢ continue sur [0, 7| et vérifiant I'inégalité :

1
7 < ’
||1/’||L1(0,9) e Caupp(s,d, Q) || Yo — V(Y0)||s0+1

il existe une unique solution Y € Wy, 1 7 (Q)) au systeme (3.1).

77



Chapitre 3. Etude théorique du modéle

Corollaire 3.2

Soit P une fonction appartenant @ €°(0, +00) N L (0, +00). Alors il existe une unique solution
Y globale en temps pour toute donnée initiale Yo € H0H1(Q) telle que :

1
< .
0T e Cpo(s,d, Q) - [[9] 1

Yo — #(Yo)l

Avant d’établir les preuves des théoremes, on énonce le lemme suivant qui fournit la
régularité du champ de vitesse :
Emme 3.1

Soit Y € Wy, 7(Q) pour s € N et 7 > 0. Pour p € €°([0, +o0[), il existe une unique
solution ¢ au systeme :

Ap(t,x) = p(t) (Y(t,x) — |10|/0Y(t,x’)dx’) i
V¢ vpa =0, /ng(x) dx =0.

Cette solution vérifie Vi € Wy 1 7(Q)) et :

IVt )llo < Cpw(d, Q) - [p()] - [Y(E ) llos
et Vet g1 < Cauls, d, Q) - [p(0)] - 1Y (L) s

Pour la démonstration de ce lemme, on se réfere a [27, Lemme 3.2]. Démontrons mainte-

nant le théoréeme 3.1.

Démonstration: La démonstration se décompose entre trois parties, deux pour l'existence —
caractére borné dans W & (Q) et convergence dans Wy, (Q)) d’'une certaine suite — et une

pour l'unicité (pour la partie unicité, cf. lemme 3.4 sous des hypotheses plus générales).

La méthode est de type «itérées de Picard ». On construit la solution comme la limite
d’une suite Y¥) définie itérativement par :

@ On se donne YF=0) = v € H5(Q)) avec s > 5.

@ Etant donné Y, on détermine gb(k) en résolvant le systeme :

8¢ (%) = (1) (Y<’<><t,x> ~ i YO dx/) ,

(Th.3.2.1)
V(P(k) . v‘aQ = 0 .
® On construit ensuite Y*+1) 3 1aide de I'équation :
9, Yk 4 yok) . yy(k+l) — o,
! ¢ (Th.3.2.ii)
YD (0,) = Y,

Il faut cependant s’assurer que le processus itératif est bien défini. Ce point découle de I'ap-
plication des lemmes 2.10 et 3.1. On en déduit également que, pour tout k, Y ¢ W 7.(Q)
et Vo) € W1, (Q) pour un certain J; > 0.
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X 0 1 +00

Up Uo

~ 7

1
MO_E

B

(a) Cas up > e 1

X 0 X1 1 X2 ~+o00
Uup Up
o -/
& 0 0
NS
upg — 1

e

(b) Cas ug < e !

FI1G. 3.1 — Variations de la fonction ®(x) = ug — xe™*

Le temps 7 dépend a priori de I'indice d’itération k, mais comme chaque solution existe
sur le domaine d’existence temporelle des données de 'EDP et comme .7y = +o0 au vu du
choix fait pour y(k (1ndependant du temps), la suite est définie pour tout temps .7 > 0
(pour pouvoir appliquer les résultats théoriques, il faut un temps fini). On donne dans la
suite des contraintes sur le « temps d’existence » qui assurent la convergence des suites.

Les estimations déduites des équations (Th.3.2.i-Th.3.2.ii) par application des

lemmes 2.10 et 3.1 donnent, avec |[VV¢®) || = [[Hess(¢®) ||, < VoW, :*

T
YL, < ol exp |Cuaoa(s) [ [Fesslo®) (1) ]

< ollexp [Catoo(®)- Canls = 1)+ VO [ o) ]

1Yol exp [Capo(s) - YW,y & - ¥(7)],

<
< Yolly exp[Cabo(s) - 1Y P |5 7 - ¥ ()],

avec Cubv(s) = Cadv,O (S) Cent (S - 1)'

On introduit alors la suite récurrente (1) definie par 1y = Cupy(s) - ||Yol|s - ¥(7), puis
par u 1 = ugexp uy, de sorte que 1'on ait la majoration C,,,(s) - | Y|, T Y(7) < uy.

Etudions la suite (ug), qui est une suite récurrente non linéaire d’ordre 1. La positivité est
évidente, du fait que 1y > 0. En notant ®(x) = ugexpx, on a u 1 = P(uy). Les variations
et les éventuels points fixes de ® déterminent donc le comportement de la suite. La fonction
continue & étant croissante, la suite est monotone. On s’intéresse ensuite aux points fixes de
®, solutions de ’équation ®(x) = x, soit encore ®(x) = 0 pour ®(x) = 1y — xexp(—x). Les
variations de @ sont résumées dans les figures 3.1.

Ainsi, si ug > eil, d est strictement positive, ® n’admet aucun point fixe, et la suite est
croissante non majorée (sinon, elle convergerait vers £ qui serait alors un point fixe de @ :

absurde) donc diverge.

' On omet dans la suite les références aux parametres d et () dans les constantes afin d’alléger les notations.
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En revanche, pour uy < e 1, I'équation ®(x) = x admet deux racines (éventuellement
une racine double égale a 1 dans le cas 1y = e~ 1) vérifiant x; exp(—x;) =uget0<x <1<
x2. On en déduit que exp(—x1) < 1 et x; > ug. Par récurrence, il vient uy < up,q < xp etla
suite converge vers xj.

En conclusion, la suite (u;) converge si et seulement si uge < 1. D’o, sous I’hypothese :
e Capo(s) - || Yolls - ¥(7) < 1, (Th.3.2.ii)

la suite (Y(¥)) est bornée dans Wi, & (Q)) avec pour majorant :

k U X1 X .
YO, < = < =—< " Yoll,. (Th.3.24v)

Cabo(s) - ¥(F) " Capo(s) - ¥(7)

D’une part, le caractére borné de la suite permet de justifier que la suite de fonctions

t s |[Y®)(t,-)||, est équicontinue et uniformément bornée dans %°([0, 7]). Le théoreme
d’Arzela-Ascoli assure alors 'existence d’une sous-suite (Y(K)) qui converge fortement dans
%°([0, 7], L?(Q))). D’autre part, en considérant ’autre espace qui compose W 7 (Q), la pro-
priété de bornitude fournit la convergence faible-+ d’'une sous-suite (Y*")) de (Y*)) dans
L= ([0, 7], H*(€2)). Dans un souci de clarté, on conserve la notation (Y®)) pour la sous-suite
faiblement-+ convergente dans W o (Q) et on introduit sa limite Y € W & (Q).

Létape suivante consiste a prouver que la suite Y () converge fortement dans Wy o (Q)).
En effet, on a, par soustraction de deux étapes successives du processus itératif :

oy (Y(k+1) _y(R)y 4 v¢(k) V(YD) _y(R)y = _(v(p(k) — v4)(k*1)) .vY®),
(y(k+1) _ y(k))((), ) =0.

L'estimation d’énergie L? (cf. lemme 2.10) qui découle de ce systeme s’écrit, du fait que
s—12>sp:

0| (YD -y g
< [len'e
0

t
<CuOs=1,d)- YW, 5 [ e’
" Jo

0

(V4’(k) _ v4;(k*1)) VYW (r, ')Ho dr,

(5050

t (k)
< Cur-e"ol,-Cow sup Iy(0) | e @ (Y® -yt (| ar,

te[0,7

Cnbv,z

en utilisant les lemmes 2.3 et 3.1, ainsi que la borne (Th.3.2.iv) pour ||Y®) s,

t
Ici, )((()k) (t) = % /0 |A@k(T, )|l dT, qui est 'exposant optimal.> Or, on a la majoration sui-

vante :

Y (0) < 31901 IS (O (1) < [p(e)] - Y o0

<[P0 Caop(s0) - YWl 7 < X'(8),

pour x(t) := ™ ||Yo||;Csop(s0)F (£), 0tt on a utilisé (Th.3.2.iv).

2 AP € Wy 7 (Q) C€0([0, 7], o1 (w)) C L®([0, 7] x Q) d’apres le lemme 2.2 et du fait que s — 1 > sp.
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3.1. Etude qualitative du modeéle ABV

(k)

Ainsi, d’apreés le lemme 2.10, on peut remplacer x;;’ par x (qui présente la qualité d’étre

indépendant de k), ce qui donne :

0| (v v ) (1,

On peut alors itérer, ce qui fournit I'inégalité :

f ()
<Cabv,2/oe ur

(7)o

0

- (t)H(Y(kH) _ y(k))(t,A)H < C]ucbv,Z /; e X(0) (y(l) _ y(O))(TI .)HO (t

< (Cabv2 B HY Y(O)H

0

puis :

[ysn - o) <(abv277Hy Y| e,
0,7 0,7

La série de terme général || Y(k+1) — y(k) lo, converge donc, ce qui assure la convergence
forte de la suite Y(¥) dans l’espace complet W, 7(Q) vers Y € W, #(Q) quel que soit
Z > 0 vérifiant la condition (Th.3.2.iii).

Ainsi, Y() converge fortement dans Wy # (Q)) et faiblement—# dans W & (Q) vers une
limite qui, par unicité et par 'inclusion Wy &~ (Q) C Wy & (Q), ne peut étre que Y, ce qui
justifie que Y = Y ¢ W; 7 (). On montre méme par interpolation que la suite converge
fortement dans tous les espaces Wy & (Q) pour s’ < s, mais pas dans W; 7 (Q2), ot la
convergence n’est que faible—x.

De maniere identique, en utilisant les résultats de régularité elliptique, V¥ converge
dans Wy & (Q)) vers V¢ € Ws11 7 (Q). Le fait que la limite est un gradient provient du fait
que l’espace des champs de gradient est fermé.

Reste & prouver que les limites Y et V¢ sont bien solutions du modele Asv. Pour cela,
on écrit, d’apres (Th.3.2.i) et (Th.3.2.ii) :

(1) Zy / Vo . gy g,
0
Vo e (), [ Voo Vol dr=—y(t) [ o(r® —p(x¥))ds.

Comme tous les composants de ces égalités sont dans ¢°([0,.7] x Q), par convergence

dominée, on a :
t
Y:YO—/ V¢ VYdr,
VoecH (O /ng V(pdx——lp(t)/ogo(Y—y(Y))dx

On retrouve alors la dérivabilité en temps de Y, et le fait que le couple (Y, V¢) vérifie bien
les équations du modele Asv. ]

Remarque 6 — La solution Y obtenue dans le théoreme 3.1 peut étre qualifiée de
classique au sens ott on a ¥ € ¢!(Q) x [0,.7]). En effet, par le corollaire 2.1, Y €
#°(Q x [0,.7]) puisque s > 5o+ 1 > g De méme, 9;Y = —V¢-VY € W, 7(Q) C
%°(Q x [0,7]) pour la méme raison.

Par ailleurs, il est a noter que ce résultat reste valable si la fonction 1 n’est définie (et
continue) que sur un intervalle [0, 7p]. Le temps d’existence est alors le minimum de .7
et de .7 vérifiant (Th.3.2.iii). o
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On prouve ensuite le théoreme 3.2 sur le temps d’existence, en améliorant 1’estima-
tion (Th.3.2.iii).
Démonstration: On sait, d’apres le théoreme précédent, que, pour Yy € H® avecs > sg et ip €
%°(0, +00), il existe une unique solution classique Y € W; & (Q) avec .7 > 0 (éventuellement
T = 4o0) imposé par la condition (Th.3.2.iii).

Soit ¢y la constante telle que || Yy — cpl|; = mi]lrg Yo —cl|,, ie. :
ce

co = ﬁ /QYO(X) dx = p(Yp).

En effet, on a || Yy — c||§ = HYQH§ —2c|Q|u(Yo) + |Qc?. Ce polyndme du second degré en ¢
atteint bien son minimum en ¢y = p(Yp).

On a alors d’une part ||Yy — ol < || Yolls = |[Yo — OHE (avec égalité si Y| est de moyenne
nulle), et d’autre part, on remarque que Y — ¢y est solution de ABv[Yy — ¢g, 1, }]. Comme
Yp —co € H*(Q), on peut appliquer le théoréme 3.1. Il existe donc une unique solution
Z € W5, 5/(Q), ot la contrainte (Th.3.2.iii) se récrit :

!

T
e Capo - HYo—coHs/O lw(t)| dt < 1.

D’ou, par unicité, Y = Z + ¢q est solution du Syst. (3.1) sur [0, ']. On remarque que 7’ >
7, avec une inégalité stricte ssi cy # 0 et T < +o0. [ ]

A noter que l'on pourrait ensuite reprendre tous les raisonnements ci-dessus dans
le cas ot Yy € W*P(Q) dans le cadre des espaces de Sobolev classique. Cela nécessite
d’adapter toutes les estimations utilisées dans la démonstration au cas des espaces de
Lebesgue L” mais I’application directe ne semble pas soulever de problemes particuliers.

Réflexions sur le temps d’existence

Les théorémes 3.1 et 3.2 fournissent un résultat d’existence en temps court 0 < 7 < +o0
pour une donnée initiale réguliere. Ce temps .7 est restreint par la condition (3.4). Toute-
fois, il faut garder a I’esprit que, méme si au cours de la démonstration, une attention toute
particuliere a été portée a 'optimalité des estimations, la condition obtenue est propre a
la méthode choisie pour la preuve. Il n'est en aucun cas affirmé que l'inégalité (3.4) est
une condition nécessaire d’existence de la solution. On souléve donc dans ce paragraphe
la question de 'optimalité de temps d’existence, ce qui I’on peut reformuler comme suit :
si le temps d’existence n’est pas optimal, cela implique que 'on peut prolonger la so-
lution au-dela de l'intervalle [0, 7] donné par (3.4); si, en revanche, il y a optimalité, il
convient de s’interroger sur le facteur empéchant tout prolongement, comme une perte
de régularité et/ou un phénomene d’explosion.

Notons en premier lieu que l'estimation (3.4) est plus satisfaisante que (Th.3.2.ii),
compte-tenu de la remarque 5, p. 77. Elle fournit en effet les résultats attendus dans un
certain nombre de cas particuliers. De plus, si la condition (Th.3.2.iii) était monotone par
rapport a la norme de la donnée initiale, ce n’est plus le cas pour (3.4).
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I1 faut ensuite distinguer deux cas, selon l'existence d’une borne supérieure des temps

I vérifiant (3.4) :

® Soit cette borne n’existe pas, ce qui fournit une existence globale. Cette situation se
produit dans le cas ¥ € L'(0, +c0) de norme suffisamment petite (cf. Corrolaire 3.2).

@ Soit cette borne existe, et on la note :7? > 0. C’est alors un maximum, par continuité
de ¥, ce qui se traduit par le cas d’égalité dans (3.4) :

e+ Capo(s) - Yo — u(Yo)ll, - ¥(Z1) = 1.
On étudie ce cas dans la suite.

Estimation a priori

Montrons tout d’abord une nouvelle majoration pour la solution ¥ du modele, qui est la
méme que pour les termes de la suite construite en (Th.3.2.i-Th.3.2.ii). On note 73 < T le
temps vérifiant le cas d’égalité dans l'estimation non optimale (Th.3.2.iii), i.e. :

e Cabv(5> : ||Y0Hs {IVI(%) =1

Alors :

® De la convergence forte de (Y)) vers Y dans W;_1,2(Q) et de la majoration
| Y () ls—1,7 <ellYolls, (xo = 1lorsqu'il y a égalité dans I'estimation du temps d’exis-
tence), on déduit que ||Y[|;_; 5 < el|Yol|; par passage a la limite.

@ Par ailleurs, 1’estimation d’énergie relative a 'équation d’advection dont Y est solu-

tion s’écrit ici :

Y05 < 1Yolly exp (Caro (s d, Q)1 Y[y, 5 ¥ (50) ) < e

YOHSI (35)

en utilisant la majoration établie en @ et la définition de 7.

Cett estimation n’est vraie que sur [0,.7;], ott 'on a prouvé la convergence de Y®) vers
Y. Sil’'on considere le systeme itératif (Th.3.2.i-Th.3.2.ii) avec pour initialisation Z (k=0) —
Yo — p(Yp) et en imposant la condition initiale Z(c*1)(0, ) = Yy — p(Yp) dans (Th.3.2.ii), on
définit une suite Z(X) qui converge vers Y — 1(Yp) sur [0, 7. On a alors la majoration (3.5)
adaptée pour ce cas :

1Y = p(Yo)lly 7 < ellYo = u(Yo) ;- (3.62)

Comme nous le verrons dans la suite (cf. § 3.1.7), la fonction p(Y') est connue explicitement

en fonction de t (on la note y1). On en déduit I'estimation :

IYIE 5 < 1Yo = p(0)[1 +2] sup [ (0)ur ()] = (0)*|QL.  (3.6b)
te[0, 73]

On a donc une estimation a priori sur [0, 7).
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Explosion en temps fini

Comme évoqué précédemment, I'optimalité de la condition (3.4) se traduit par I'impos-
sibilité de prolonger la solution sur un intervalle de temps plus grand. Il convient donc
de s’intéresser a la variable qui empéche de prolonger, par exemple par un phénomene
d’explosion en temps fini.

Parmi les systemes d’équations servant a modéliser les écoulements en mécanique
des fluides, le systeme d’Euler pour un écoulement parfait et incompressible a fait 1’objet
de nombreuses études (Leray, Kato, Constantin, ...), qui ont servi de préliminaires pour
I'analyse de systemes plus complexes. On rappelle que les équations d’Euler, en 1’absence
de forces extérieures, prennent la forme :

oru+ (u-Viu=—-Vp,
V-u=0,

u(0,-) = u°.

On se place soit dans RY, d e {2,3}, soit dans Q) C R régulier (auquel cas on ajoute
au systéme une condition de glissement u - v3q = 0). Il a été prouvé que ce systeme
admettait une unique solution classique dans le cas d’une donnée initiale de type Sobolev
en dimension 2 (solution globale en temps, Kato [53]) et en dimension 3 (solution locale
en temps, Bourguignon et Brezis [10], Temam [86]). Dans ce dernier cas, la solution a pour
régularité :

uec ([0, 7], H R n& ([0, 7], HH(R?)).

Le temps d’existence .7 a fait 'objet d’un certain nombre d’articles, afin de déterminer
le phénomene expliquant I’explosion en temps fini constatée dans les simulations numé-
riques. Dans Beale ef al. [5], il a été prouvé que le temps d’existence .7 est le plus petit
temps pour lequel :

T
/O IV At )|, df = +oo.

Ainsi, c’est 'accumulation de vorticité (que 1’on note souvent w = V A u) qui explique que
la solution n’est pas globale. Suite a ce résultat, il a été remarqué qu’on avait également,

pour le méme temps, I’explosion du tenseur de déformation linéarisé (cf. Ponce [72]) :

T
| 1D (8) dt = e

Différents résultats a ce sujet sont donnés par Constantin [20]. Pour faire le lien avec les
équations plus complexes (et plus réalistes) de Navier-Stokes, il existe un résultat d’ex-
plosion : toute solution des équations de Navier-Stokes ne peut exploser sur un intervalle
de temps si la solution des équations d’Euler avec les mémes données n’y explose pas
(cf. Constantin [109]).

Des études sur le temps d’existence et sur les phénoménes d’explosion en temps fini
ont été menées sur d’autres équations (paraboliques), comme par exemple par Ball [3],

Souplet et Weissler [52], sur I'équation :
O — Au = |u|" tu.
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Temps d’existence pour le modele abstrait

Sans apporter de réponse a la problématique de ce paragraphe, on donne quelques pistes
d’étude sur le prolongement des solutions. Dans le cas du modeéle ABv, la quantité res-
ponsable de I'explosion (s’il y en a une) ne peut étre le rotationel du champ de vitesse
comme pour les équations d’Euler, puisque V A V¢ = 0.

On sait qu'il existe une solution Y; € W 2 (Q)) avec 71 vérifiant (3.4).3 Par I'inclusion
W, 7(Q) C €°([0, 7], H*1(Q)) pour tout 17 dans |0, s] (lemme 2.2), la fonction Y; (7, -)
appartient a H*~(Q). En revanche, comme Y; € L®([0, 7], H*(Q2)), on ne peut a priori
définir Y7 (73, -) comme une fonction de H*. Pour pouvoir prolonger la solution en utili-
sant de nouveau le théoréme 3.1, plusieurs possibilités se présentent :

® soit la solution a une régularité plus grande que celle fournit par le théo-
reme, avec Y1(7,-) € H°; on peut alors appliquer le résultat au probleme
ABV[Y1(A, ), (A + ), Q] dans H®.

@ soit ce n’est pas le cas, et on applique le résultat a Av[Y1(.7, ), ¥ (7 + ), Q)] dans
‘H*~". Cependant, le théoréme 3.1 n’a été prouvé que pour des indices de Sobolev
s entiers. Il faut pour cela adapter la preuve a la définition des espaces de Sobolev
a indices réels dans le cas d’'un domaine borné (cf. invariance par difféomorphisme,
§2.1), en estimant la norme additionnelle pour la partie s — [s]. Ainsi, sous réserve
d’extension du théoréme au cas non entier, on raisonne comme suit : on suppose
s=m+e¢e m € N tel que m > sy et e €]0,1], en conservant les hypotheses sur
Yo, a savoir Yy € H*. On cherche alors a construire une solution ¥ € W,, 7(Q)) en
appliquant successivement le théoréme a s — 7, pour une certaine suite #; tendant
vers e.

@ la derniere possibilité est enfin d’appliquer le théoreme a Av[Y; (.7, ), Y(F + ), Q]
dans H5~! sous réserve que l'on ait s > 59 4 2.

Donnons quelques détails pour chacun des trois points ci-dessus. Etant donnée la solution
Y7 sur [0,.71], il existe une unique solution Y, définie sur l'intervalle [0, ] solution de
ABV[Yi (A, -), (1 + ), Q) avec Y1 (A, -) € H'1, s} étant égal a s dans le cas @, s — ; dans
le cas @ et s — 1 dans le cas ®. Le temps % est donné ici par :

1

e Cabv(sf) : HYI(%/ ) - }ll</71)

YT+ %) -¥(7A) = .

1

On suppose bien siir que ce temps % existe. Sinon, on aurait une existence globale. On
pose alors :

Y (t, x) site 0,7,

Y(tx) =
Yo(t— A,x) sit €A, A+ %

On vérifie que le raccordement est suffisamment régulier pour avoir Y € Ws: 71 7 (Q).

3 On note ici .7 au lieu de _51 afin d’alléger les notations.
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Chapitre 3. Etude théorique du modéle

On poursuit de méme, une fois Y} construite. Il existe une unique solution Yj 1 de

k
ABV[Yi (T, ), i, QO pour ¢ (t) = (g + 1), T = ) 7] et avec l'indice :

j=1
s dans le cas @,
I3
Sp =4 m+ % dans le cas @,
s—k dans le cas ®, sous réserve que s — k > s.

On vérifie en annexe A.2 que p(Yi(t,+)) = u(Y(Zpo1 +t,+)) = u1(Zp—1 + 1).
La suite (Xj) est de plus donnée par :

1
e Capo(st) - V(T ) = 11 (Bl

¥ (Zhp) = F(Zh) +

En sommant cette relation pour k € {0,...,K} (avec K = s — sy — 1 dans le cas ®), il vient,
avec la convention %y = 0 :

1

K
‘YZ . .
K1) = 6 & Gl TV )~ (0l 67

f"::\»—\

La question du temps d’existence se raméne donc a I’étude de la convergence de la série. A
noter que pour le cas @ (le seul qui soit réalisable sans hypothese supplémentaire), 1'éga-
lité (3.7) donne le temps d’existence de la solution, avec Y € W;, s, (Q), ce qui constitue

un premier résultat de prolongement.

Pour les cas @ et @, si la solution Y ainsi construite a un temps d’existence fini, cela
implique que la suite (X;) converge (notons X« sa limite). La relation (3.7) impose donc
que la série converge. Il vient donc :

1
Cavo(s5) - 1Y (2, ) = p(Zi) g koo

0.

Comme la constante C, est croissante par rapport a 1'indice de Sobolev, on a dans les
deux cas Cupy(sp) < Cppp(s). La condition nécessaire de convergence vers 0 du terme
général se traduit donc par :

Jim Y (2 ) = (S = oo

Comme la fonction ;1 est bornée sur R, (par le principe du maximum, cf. lemme 3.5), on
obtient que I'hypothése d'un temps d’existence fini impose :

lim [|Y(t,)] 5 = +oo.
Jm Y )l = Foo

On rappelle toutefois que ce résultat est basé soit sur une régularité sur-estimée de la
solution, soit sur I'extension du théoréeme 3.1 au cas d’indices de Sobolev non entiers.
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Par ailleurs, pour évaluer le comportement du terme général de la série, on peut par

exemple utiliser I'estimation a priori (3.6) appliquée a Yj en remarquant que :

Y (Z ) = @)l = 1Ye( Tk ) = (VT ) e = Y2 (0,7) = (Y Tk )l
< Merr = (% (T )Ml 7.,
On peut aussi déterminer, avec Y solution du modele ABv, une estimation en norme
W, 7 (Q) pour la fonction Z(t,x) = Y(t,x) — p1(t).

La question du temps d’existence reste donc un probleme ouvert, méme si dans le cas de la

dimension 1, nous verrons que les solutions classiques sont globales en temps.

Invariances par homothéties et translations

On présente ici quelques résultats lorsque 1’on perturbe les données par dilatation ou par
changement d’échelle. On se donne pour cela (m,n, k) trois réels et pour tout A > 0, on
pose Oy = {x € R : Ax € Q}, YO = AKY((A"x) et gy k() = A" Fyp(A™H).

Lemme 3.2

Si (Y,¢) est solution de ABv[Yy,p,QY|, alors une solution de ABv [ank, YA m s Q)\n} est

donnée par :
(tx) —> (/\kY(Amt, Aix), A2 (A, A"x)) .

Ce résultat peut en particulier permettre des réductions d’échelle d'un point de vue
numérique. A¥, A" et A" sont les paramétres de dilatation respectifs sur la donnée initiale,
la variable de temps et la variable d’espace.

On peut par ailleurs évaluer l'influence de ces changements d’échelle sur le temps
d’existence donné par le théoréme 3.2. On suppose que pour A = 1 (cas classique sans
changement d’échelle), la contrainte (3.4) est saturée, i.e. (A =1,k =0,m = 0,n = 0)
Yg,n,k — HOun (Y/(\J,n,k)’

existe et est fini. On évalue en premier lieu le terme ‘ :
S

2
Y90 = 0 0,0 =2 [ oA") = oo (0(27))]* dx

Jon

= 2 %™ = 100 oy (Yo (A")?]

=A%y / ) ID*[Yo(A™)]|? dx — |Q|VQ(Y0)2]

nd
|a|<s A

=A%y )\n\tx\/ ID¥Yp(A"x)|* dx — |Q|VQ(YO)2]
Oy

_|zx\<s And
_ QO
= 2| T 0 [ Do) P dy — ()

la|<s
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La contrainte de temps s’écrit dans ce cas :

1
2

, —nd ~ (T (A k,m,n 1
Y (AH‘A HDQY()H@ — Q- ua(Yo)*| A2 Capo(s,d,Qun) - ¥ <(>> < -.

m
< A e

On constate tout d’abord que le parametre d’échelle sur la donnée initiale n’influe pas sur
le temps d’existence : .7 (A, k,m,n) = .7 (A, m,n). Si'on considere ensuite une dilatation

uniquement temporelle (n = 0), il vient :

1
<=
e

7

~ (T(A,m,0
1Yo — ma(Yo)lls - Cavo(s,d,Q2) - ¥ <(/\m>>

ce dont on déduit :
T (A,m,0)=A"7(1,0,0).

On énonce également un résultat de translation sur la donnée initiale.

Lemme 3.3

[ soitc e R. Si (Y, p) est solution de ABV[Yy, ¢, Q] alors une solution de ABv[Yy — c, ¢, Q]
est (Y —c, ).

En combinant les deux lemmes, on constate qu'une dilatation-translation de la donnée
initiale se traduit par une dilatation-translation de la solution sous réserve que la pul-

sation soit dilatée par le facteur inverse. En d’autres termes, pour qu'une solution du
Yy —

systéme (3.1) pour la donnée initiale

a . .Y —a .
, a et b réels distincts, soit = la pulsation

imposée doit étre (b — a)y(t).

Autres propriétés pour des données moins régulieres

Le théoréme 3.1 repose sur la régularité (de type Sobolev) de la donnée initiale, ce qui ne
correspond pas a la régularité des données que 1’on souhaite traiter, a savoir des fonctions
indicatrices (créneaux). On peut se demander si, en régularisant ces données (seulement
bornées) sur une zone de taille ¢, on peut prouver l'existence d’une solution faible en
faisant tendre e vers 0. Comme on le verra dans la partie 3.2, le temps d’existence (fini)
T (donné par le théoréme 3.2, en dimension 1) tend vers 0 avec . C’est par le résultat
d’existence globale 1D que 'on parvient a construire une solution faible.

A défaut d’existence globale en dimension quelconque (a ce jour), on s’intéresse a
des données de régularité de plus en plus faible pour mener une étude qualitative des
éventuelles solutions. Les données du probleme (3.1) étant Yy et ¢, on souhaite étudier la
propagation de leurs propriétés aux solutions (Y, V).

Il faut cependant s’interroger sur le sens a donner aux équations du modele Apv
lorsque 1’on considere des données moins régulieres (on suppose toujours ¢ continue sur
R+ et Q) borné lipschitzien). Introduisons dans un premier temps, pour .7 > 0, 'espace
Z4(Q) défini par :

27(Q) = L°([0, 7], W(0).
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3.1. Etude qualitative du modeéle ABV

On parlera dans la suite de solutions du modéle Asv dans Z(Q)) toute fonction Y €
Z7(Q)) vérifiant :

Y(t,x) = Yo(x) — /Ot V¢ VY(1,x)dr, (3.82)
8) Ap(t,x) = p(t) (Y(t, x) — lflll /Q Y(t, %) dx’), (3.8b)
Vo vpn =0, (380

avec Yy € Wh=(Q).

En effet, pour Y € L®([0,.7] x Q), le second membre de l'équation de Poisson
(3.8b) est borné. D’otl1, par les résultats usuels de régularité elliptique, il vient, pour
tout p > 1, V¢ € L°([0,.7], WP (Q)), puis, par les injections de Sobolev, V¢ €
L ([0, 7],%%1=%/7(Q))) lorsque p > d. En particulier, V¢ € L*([0, 7],%°(Q)). La condi-
tion de bord (3.8c) a donc un sens.

Comme VY € L*([0, 7] x Q), le produit V¢ - VY est bien défini, est borné, et ap-
partient a 'espace L!([0, 7], L?(Q))). Ainsi, le terme intégral dans (3.8a) est une fonction
continue du temps et différentiable pour presque tout ¢ [11, § I1.4.1] a valeurs dans L?(Q)
et ’équation (3.8a) est vraie pour tout t € [0,.7] et pour presque tout x € Q2. L'équation
(3.1a) du modeéle originel a alors un sens pour presque tout f et presque tout x.

II ne serait pas possible a priori de définir de telles solutions pour une équation de
transport isolée avec un champ de vitesse irrégulier. C’est 'EDP elliptique qui ici assure
une régularité suffisante au terme de produit pour étre défini.

Une fois cet espace et la notion de solutions associées bien définis, on énonce un certain
nombre de propriétés. Cependant, si cet espace convient a la formulation (3.8), il n’existe
pas de résultats d’existence de solutions, ni de lien entre la régularité de Y et celle d’éven-
tuelles solutions. On impose ici Yy € WV (Q) par compatibilité au temps 0 avec I'espace
Z4(Q)), mais il est possible que la régularité des solutions associées a Y| soit plus grande.

Unicité

Lemme 3.4

Il existe au plus une solution au systéme (3.1) dans l'espace Zg (Q)).

Démonstration: Soient (Y1, V1) et (Yo, V) deux solutions telles que Y7 et Yy appartiennent
a Z7(Q)). On vérifie que, presque partout :

(Y1 —Y2) + Vg1 - V(Y1 = Y2) = VY2 - V(1 — ¢),
(Y1 =Y2)(0,-) =0,

A1 — o) = (1) (Y1 — Yo — p(Y1 — Y2)),

V(g1 —¢2) - vjpq = 0.

On multiplie la premiere équation par Y; — Y, et on integre sur (), ce qui donne :

1d 1
EaHYl -Vl = 5 /QA<P1(Y1 —Yo)?dx — /Q(Yl —Y2)VY; - V($1 — ¢2) dx.
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Par Cauchy-Schwarz, il vient :

1d 2 _ 18911l 2
5l —Yallo < == 1Ya = Yallg + [IVY2lloo Y1 = Yallo IV (1 = ¢2)llo-
Le second terme est majoré grace aux estimations du lemme 3.1. On a alors :

1d
2 dt

2 2 [ 181l o
Y1 = Yallg < 11 = Yallp 2 +IVYallo - Cpw - [9(1)]] -

Le lemme de Gronwall permet de conclure grace a la condition initiale (Y; — Y5)(0,-) = 0.

D’ot1 le principe d'unicité des solutions dans Z (Q}). |

Principe du maximum

Dans la démonstration du point 3 du lemme 2.12, on remarque que les seules conditions
requises pour que les calculs soient valides sont la différentiabilité en espace-temps de
la solution et le fait que le champ de vitesse ait une divergence dans L!([0, 7], L®(Q))).
Comme on 1'a vu précédemment, ces conditions sont satisfaites dans le cadre Z5(Q)). On
en déduit donc le résultat suivant.

Lemme 3.5

Soit Y une solution de (3.1) dans Z5(Q). Si Yo(x) € [a,b] pour presque tout x € Q, alors
Y(t, x) € [a,b] pour presque tout t et x.

La définition de la réversibilité adaptée au systeme (3.8) se formule ainsi : soit Y € Z4(Q))
une solution de ABv[Yy, ¢, )] pour un certain temps 7 > 0, avec Yy € W'®(Q) et
Y(7,-) € Wh*(Q).4 Partant de Y (.7, -), on cherche a savoir si 1’on retrouve la donnée Y;
au temps .7 au moyen de la transformation t — 7 — ¢.

On considere donc le probleme ABv[Y(.Z,-),$, Q] pour §(t) = —¢(7 —t). Si l'on
note Y(t,x) = Y(7 —t,x) et §(t,x) = —¢(F —t,x), on vérifie que (Y, p) est bien solution
de ABV[Y(.7,-), %, Q). Comme Y € Z5(Q), par le lemme 3.4, (Y, $) est 'unique solution
et on a bien Y(.7,x) = Yo(x).

Lemme 3.6

Le modele ABv est réversible dans Zg (Q)).

Le dernier résultat de ce paragraphe concerne le cas des données symétriques. On suppose
dans ce paragraphe uniquement que le domaine () est symétrique au sens ot :

e xeO= (—x)€0;

o Vxe€d, v(—x) = —v(x).

4 On sait que si Y € Z5 (Q), alors, d’apres (3.8a), Y appartient a I'espace ([0, 7], L*(Q})). On peut définir
Y(7,-) dans L? mais a priori pas dans W', C’est pourquoi cela constitue une hypothése ici.
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Lemme 3.7

Si la donnée Yy € WV (Q) est paire dans le domaine Q symétrique, alors toute solution de

(3.1) dans Z5(Q)) est paire.

Démonstration: On considere une solution (Y, ¢) de ABv[Yp, ¢, Q). Le raisonnement est basé
sur 1'unicité de la solution. On pose alors Y(t,x) = Y(t,—x) et §(t,x) = ¢(t,—x). On vé-
rifie que (Y, ¢) est solution de ABv[Yy, 9, ), car Y(0,x) = Yo(—x) = Yo(x), V- v(x) =
—Vo¢(t,—x) - [—v(—x)] =0et:

/QY(t,x)dx:/QY(t,—x)dx:/QY(t,x)dx.

Par unicité (lemme 3.4), on a Y(t,x) = Y(t,x) = Y(t, —x) et Y est paire. De méme, le champ

de vitesse V¢ est impair. |

Moyenne des solutions bornées

On a étudié dans les paragraphes précédents des données initiales de type Sobolev H®
ou WL*_ Si I'on se replace dans le contexte de la modélisation des bulles, Y représente la
fraction massique de la phase vapeur et prend ses valeurs dans {0, 1}. Plus précisément,
si I'on introduit le domaine ;(f) occupé par la bulle, on recherche des solutions du
type Y(t,x) = 1, (;)(x). On est donc amené a introduire une nouvelle notion, & savoir la
notion de solutions faibles, dans le cas ou la donnée Yj est seulement bornée. Pour cela,
on reformule le modeéle comme suit :

XY + V- (YVP) = p(t)Y <y _ Ilﬂl /Q % dx’) , (3.92)

69) Y(t=0,) =Yy (3.9b)
ap(t3) = p) (Y(tx) — gy [ YY), 699

V¢ -vpa =0, (3-9d)

pour Yy € L*(Q)).
On appelle ainsi solution faible du systéme (3.9) sur 'intervalle [0, 7] toute fonction
Y € L*([0, 7] x Q) vérifiant, pour toute fonction’> ¢ € €5°([0, 7[xQ)), I'égalité :
Y5 {aup(tx) + Vg(t,x) - Tt x) + 9Bt x)[Y(42) = (¥ (1, )] } dxd
T

- [ @05 =0, Go

ou Oz = [0,.7] x Q. UEDP (3.9¢) est quant a elle a prendre au sens usuel, comme évoqué
dans le paragraphe précédent. La mise sous forme conservative (3.9) est le cadre naturel

pour définir des formulations faibles.

5 ¢ € ¢3([0, 7[xQ) suffit pour légitimer les calculs, mais on conserve le cadre fort des fonctions € a
support compact.
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L’objectif de ce paragraphe est de déterminer une expression explicite des quantités
pn(t) définies par :

() == p(Y"(t, ) = |10| R

pour toute solution faible Y du systéme (3.9).

Mais débutons par une remarque sur la suite (1, ) dans le cas de données initiales pour
lesquelles on dispose du principe du maximum, i.e. pour lesquelles on a l’existence d'une
solution bornée a valeurs dans [0,1], ce qui est par exemple le cas lorsque Yy € H01(Q)
a valeurs dans [0,1] (cf. théoréme 3.1 et lemme 3.5). Par le théoréeme de convergence
monotone, la suite (y,) décroit et converge pour presque tout ¢ vers la fonction :

oo ) = |Q|;)(|t>|, ot Oy () = {x € O : Y(t,x) =1}

Dans le cas général o1 Yy € L*(Q)) a valeurs dans [0,1], on n’a pas de principe du maxi-
mum a priori, ni méme d’existence de solutions, et on ne peut conclure sur le comporte-
ment de la suite. On va cependant établir au lemme 3.9 que l'on peut étendre le principe
du maximum aux solutions faibles.

Supposons qu’il existe au moins une solution faible Y € L%([0,7] x Q) de
ABV[Yy, 1P, Q2]. Alors, les termes de la suite (y,,) sont solutions d’équations différentielles
ordinaires couplées.

Lemme 3.8

Les termes de la suite (), sont de classe €' et satisfont les équations :

() = () (g1 () — pa(H)pa(t)). (3.11)

Démonstration: Par le principe de renormalisation [30], Y] vérifie I'équation de transport avec
champ de vitesse V¢ et condition initiale (Yy)", ce qui se traduit par 1'égalité (3.10) en
remplagant le facteur Y de I'accolade par Y et Y, par (Yg)". Sil'on prend ¢(t, x) = 6(t)&,(x)
avec 0 € E5°([0, 7]) et (Cp)p une suite de 65°(Q)) qui converge simplement vers 1, on
obtient :

T - T .
/0 o' (1) /Q &y (x)Y" (1, x) dxdt + /0 10 /Q Y (%) V(t x) - VE,(x)dxdt
T
+'/O ¢(t)9(f)/Qé’p(x)Y"(t,x)[Y(t,x)—yl(t)] c1xdt+9(o)/Q (Yo)" (x)&p(x) dx = 0.

Aprés passage a la limite pour p — 0o, par application du théoréme de convergence domi-
née, il reste (apres division par |Q)]) :

g , g "
[ 0@ dt+ [ p00(0) (141 = (Oa(0)) dt + 000 (%)) =o0.

Cette égalité est I'écriture au sens des distributions de I'EDO (3.11). Avec Y € L®([0, 7] x
Q), pin est une fonction bornée du temps pour tout 7. Le second membre de 'EDO (3.11) est
donc borné. D’apres [11, § II.4], la fonction p;, est continue et dérivable presque partout. De
fait, le second membre de (3.11) est désormais continu, ce qui justifie que ji;; est solution de

I'EDO (3.11) au sens classique. |
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Remarque 7 — On constate en premier lieu que y, a une régularité en temps supérieure
a celle supposée de Y : on s’est placé ici sous 'hypothese que la solution Y est seulement
bornée en temps, alors que sa moyenne est nécessairement continiment dérivable. Cela
laisse a penser que le systéeme tend a régulariser (en temps) la solution.

Par ailleurs, pour le cas n = 1, I'’équation #} = ¢(y2 — p?) est une équation de Ricatti
pour l'inconnue y; et fournit le sens de variations de y1. En effet, par 1'inégalité de Jensen,
le terme pp — p2 est positif. On en déduit que le signe de 3/ est celui de ¥, ce qui montre
que la monotonie de la moyenne des solutions est régie par le signe de la pulsation.
Pour les cas n > 1, I'EDO (3.11) est linéaire par rapport a y, (mais dépend de p,,11). ©

Bien qu’elles forment un systéme infini d’EDOs couplées, les équations (3.11) peuvent

étre résolues, le résultat étant donné dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.3

Soit Yy € L*®(Q)). Pour i continue sur [0, +oo[, on note ¥ la primitive de 1 qui s’annule en
0. Si Y est une solution faible bornée de ABv[Yy, P, QY], alors :

J 0@ exp[¥()¥o(x)] dx
/Q exp[¥(H)Yp(x)] dx

1
Un(t) == @ /Q Y*(t,x)dx = (3.12)

Démonstration: Notons 2) un majorant de Yy. On récrit tout d’abord 1’équation (3.11) sous la
forme d’une relation de récurrence intégrale. Comme le terme yj, + Ypuiptn (= Pu,41) peut

s’exprimer sous la forme :

[ﬂn(f)exp/otﬂl(TW( ] eXP( /;41 )

on obtient la forme intégrale, pour tout N € IN* :
= un(0) + / T)Mn41(7) dT, (Th.3.3.i)

t
avec My (t) := un(f) exp < / P(T)p1(7) dT) . Montrons alors la formule suivante par récur-
J0

rence :

N k-1 t _ N-1
My(1) = kzlykm)% + om0 B g s

Le cas N = 1 correspond a 1’égalité (Th.3.3.i). Pour N > 1, on a, en utilisant (Th.3.3.i) au
rang N +1:
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94

/Ot IP(T)MNH(T)[((Nfl)! dt

= [ s+ [ usateyav] pio EOHON o

N T _ N-1
= pn+1(0) +/Ot /0 [¢(7)W] (T )My (')] dr'dT
_ N-1
= pun+1(0 T )Mn2(T') [/TTIP(T)W dT} dr’
(d’apres le théoreme de Fubini)
_ NN
= pn+1(0 N' +/ T)Mn2(7 )—[T(t) NII!J(T ) dr’.

En additionnant ce résultat a (Th.3.3.ii), on obtient la formule souhaitée au rang N + 1.

Afin de déterminer une expression de M, on souhaite passer a la limite dans (Th.3.3.ii).
Justifions en premier lieu la convergence de la série, en notant que la fonction ¥ est continue.
De plus :

¥4

k
a0 20| < o BI¥O

k! ’

terme général d'une série exponentielle convergente sur tout compact (¥ y est bornée). On
en déduit que la série Yy i1 (0)F¥(#)/k! est normalement convergente sur tout compact.

Quant au terme intégral dans (Th.3.3.ii), en explicitant My et pny1, il s’écrit :

t T — (7T N t
ﬁ/o /()1/)(’() [Y( ,X) (‘Y(Zi[)' ‘Ij( ))} Y(t,x) exp (/0 1/;(0’)‘141(0’) d0’> dxdrt.

La fraction tend vers 0 lorsque N tend vers 4-co. Comme les autres termes sont bornés, on

en déduit, via le théoréeme de convergence dominée, que l'intégrale tend vers 0. D’o1y, apres

passage a la limite, il vient :

t #)k-1
mexp ([ piom (@ dr) =m0 = T mo) 5 (Th35.i)
J0 k=1 -
En multipliant par ¢ et en intégrant cette derniere égalité, on obtient :
t )k .
o0 ([ pom@ar) =1+ D@ = ST s
0 >1 k>0

En divisant (Th.3.3.iii) par le terme strictement positif (Th.3.3.iv), il vient :

)k—l

Zyk ( )
—k'

k>1

Zl"k

k>0

pi(t) =

On remarque enfin que les séries intervenant dans ce résultat sont des sommes d’intégrales.
En effet :

Z / dx.

2 #(0) k! |Q| &

k=0



3.1. Etude qualitative du modeéle ABV

Comme la série exponentielle Y, [¥ () Yo (x)]¥/k! est normalement convergente, on peut per-
muter les symboles somme et intégrale, ce qui donne :

I U [ ep[¥(t)Yo(x)] d.

= k! | Ja
On raisonne de maniére analogue pour le numérateur, pour finalement parvenir a la formule

souhaitée :

/Q Yo(x) exp[¥(£)Yp(x)] dx.

1(t) ==
it /Q exp[¥(£)Yo(x)] dx

(Th.3.3.v)

Pour démontrer la formule (3.12) dans le cas général pour n quelconque, on raisonne par

récurrence. Pour n = 2, on dérive les deux expressions de M; dans (Th.3.3.iii) 6

k-2
M) = (i (1) + (13 (1)) exp (/Ot ()i (7) dT) () gyk(o)‘(l;c(t—) -
Or, uy () + (i (t) = Y()p2(t) d’apres (3.11). Dot :
k-2
Mi(1) = p()Ma(8) = 9(0) T l0) G L

k>2

On distingue deux cas. Si (fy) # 0, on simplifie par ¢(ty) dans I'égalité ci-dessus, puis on
utilise les mémes arguments que précédemment, a savoir une interversion somme/intégrale

et une division par (Th.3.3.iv) pour obtenir (3.12) pour n = 2 :

() = /Q[Yo(x)}zexp[‘I’(to)yo(x)] dx .
e /Qexp[‘lf(to)yo(x)} dx ’ .3.3.

Si ¢(ty) = 0 et si P ne s'annule qu’en fy dans son voisinage, on prolonge par continuité la
fonction py, la fonction de droite dans (Th.3.3.vi) étant de classe €. Si ¢ s’annule sur un
intervalle [a, b] contenant fg, alors p5 (t) = 0 sur cet intervalle d’apres (3.11), et pip(f) = pp(a),
ce qui est cohérent avec (Th.3.3.vi) puisque ¥ (t) = ¥ (a) sur [a, b].

On montre de méme, a partir de M, (t) = ¢(t)M,,41, la formule (3.12). [ ]

On notera au passage la formule déduite de (Th.3.3.iv) :

exp /O Y(T)ur(t)dtr = ﬁ /Q exp [‘Y(t)Yo(x)} dx. (3.13)

Ce résultat appelle un certain nombre de remarques :

e On a obtenu une formule explicite (en fonction des données Yy, ¢ et Q2) pour la
variable yi1 = u(Y), quelle que soit la solution faible Y au modele Asv. En particulier,
cela fournit la moyenne de l'unique solution dans le cas régulier (théoréme 3.1).

e De plus, le second membre de (3.12) est défini pour tout temps, du fait de la conti-
nuité sur R4 de la fonction ¢. Cela laisse penser que la variable y, est de classe
¢1(Ry), quelle que soit la régularité de la donnée initiale (et donc de la solution) :
on ne voit pas apparaitre de singularité en temps fini.

6 La série dans le membre de droite de (Th.3.3.iii) est normalement convergente. De plus, son terme général
est de classe ¢ par rapport a . On en déduit que la série est dérivable.
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Chapitre 3. Etude théorique du modéle

e Outre l'influence” de 1 sur les variations de y1, on remarque que si ¥ est périodique
(i.e. si ¢ est périodique et d'intégrale nulle sur une période), alors y; est périodique
de méme période.® Cela souléve la question de la périodicité des solutions Y elles-
meémes, ce qui reste un probléeme ouvert. On verra que c’est effectivement le cas en
dimension 1.

e Par ailleurs, cette formule est cohérente avec les trois cas triviaux évoqués dans la
remarque 5, p. 77, a la suite du théoréme 3.1. 5i Yy = 1 (resp. Yo = 0), alors p; =1
(resp. Yo = 0). De méme, si ¢ = 0, alors ¥ = 0 et p1(t) = p1(0).

e La formule (Th.3.3.vi) achéve la preuve du caractére bien posé dans W » (), puis-
qu’elle fournit une majoration de la solution par la donnée initiale (on utilise le fait
que —[¥(1)] - Yol < ¥(H)Yo(x) < [E(B)] - [Yoll) :

1Y( )l = /101 pa(t) < 3/ 10 e F Ol g .

e Sil’on revient a I’étude préliminaire de la suite (y,,), on parvient a la méme conclu-
sion que dans le cas out Yy est a valeurs dans [0, 1] et ot on dispose d"un principe du
maximum : la suite (y,) converge. Le théoréme de convergence monotone assure en
effet la décroissance de la suite donnée par (3.12), avec pour limite :

[24(0) [ exp ¥ (1) |
010) P () + [ expl¥()Yo(x))dx

On ne peut toutefois pas affirmer que ce terme est égal a |()4(¢)|/|Q}], du fait que
I'on ne dispose d’aucune information sur le caractére borné ou non de Y.

e La moyenne étant explicitée, on peut reformuler le modele sous la forme suivante :

Y + V¢ VY =0,
Y(0,) = Yo,

Ap—y(t)Y = —p(H)pa(t),
V¢ -vpa =0,

la fonction p; étant donnée par (Th.3.3.v). Le second membre étant connu, on obtient
un systeme purement différentiel et non plus intégro-différentiel. L'information
ua(Y) = i se retrouve aisément par intégration de 1'équation elliptique lorsque
§(t) # 0 (on prolonge par continuité sinon).
Une autre conséquence du théoréme 3.3 est une preuve d'un principe du maximum
pour des solutions faibles.
Lemme 3.9
Soit Y € L®([0, 7] x Q) une solution faible du modele ABv pour un certain 7 > 0. Si
Yo € L®(Q) est a valeurs dans [a, b] pour presque tout x € Q, alors Y(t,-) € [a,b] presque

partout.

7 A noter que la donnée § n’intervient pas directement dans l'expression de la variable y1, mais par le biais
de sa primitive.
8 Ceci est en partie a l'origine de la dénomination de « pulsation » pour .

96



3.1. Etude qualitative du modeéle ABV

Démonstration: Commengons par le cas Yy € [0, 1]. Comme énoncé dans les remarques, la suite

(pn) converge, du fait que Yy € [0,1]. Or, par définition :

1 n
in(t) = @/Qy (1, %) dx.

Montrons que la fonction Y ne peut pas prendre de valeurs hors de [0,1] (2 un ensemble de
mesure nulle pres). Raisonnons par ’absurde en supposant qu’il existe w(t) C ) de mesure

non nulle sur lequel Y(#,x) > 1. Alors :
1
Y21 () dx 4+ — Y21 (¢, x) dx.

>0 — >+
n—-+o00

ni'L = TA7
k() = 187 Jon

Ceci montre que la suite (y,,) diverge, ce qui est absurde. D’otl, Y < 1 presque partout. De
méme, on considére la solution Z = 1 — Y associée & la condition initiale Z0 = 1 — Yy < 1.
De ce qui précede, on déduit que Z < 1, d’ot1 Y > 0 presque partout.

Dans le cas général ot Yy € [4,b], on considere une solution faible Y de Asv [Yy, 1, Q). La
variable Z = Z:Z est donc une solution faible de ABv [ZO, (b—a)y,Q), avec 70 = %

[0,1]. En appliquant ce que l'on vient de prouver dans le cas [0,1], on déduit que Z est &

valeurs dans [0, 1] presque partout, et donc que Y est a valeurs dans [a, b]. [ ]

Le lemme 3.9 est ainsi une généralisation au cas L* du lemme 3.5 qui s’appliquait au
cas des solutions dans Z4(Q2).

Par ailleurs, ce principe du maximum rend plausible la possibilité d’avoir des solutions
faibles de type «bulles », i.e. des fonctions caractéristiques de sous-domaines de ). Le
résultat suivant traite de ce type de solutions (sous 'hypothese qu’il en existe) et a été
prouvé initialement dans [27]. On donne ici une autre preuve de la formule (3.14), qui est
une conséquence du théoréme 3.3.

Lemme 3.10 (Lemnme 1.1, [27])

On suppose qu'il existe un domaine mobile Q)1 (t) tel que sa fonction caractéristique Y (t,x) =
1, (1) (x) soit solution du systeme (3.9) muni de la condition initiale Yo(x) = 10(1) (x), avec

01(0) = QY € Q donné. Alors V(t) = |Q|;)(r)| est solution de I'équation différentielle :
V() =9V ()1 -V(1)),

_ 19]]

V() = 15

La solution forte de ce systéme est donnée par la formule :

01(0)]exp [ () de

0]~ 10,(0)] + [0 0) xp [ p(1) e

[O1(1)] = 1] (3.14)
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Démonstration: Supposons que la fonction Y (t,x) = 1q, ) €L® ([0, +-00[xQ2) soit une solution

faible du modele ABv. Par définition, on a :

_ @l _
ﬂl(t) - |;)| - V(t)/

puis, pour tout n € IN*, u,(t) = py(t) = V(t), ce qui justifie le caractere €' de V. Les

EDOs (3.11) dont les moyennes i, sont solutions se réduisent dans ce cas a l'unique EDO :

Vi) =g V() (1-V(1),

avec V(0) € [0,1]. Les solutions triviales 0 et 1 correspondent aux cas ot Q) = @ et QY = Q.
Dans les autres cas initiaux, on a V(t) €]0,1[ d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz. On

peut ensuite en déduire I'expression de la solution en écrivant I'EDO sous forme séparée.

La formule (3.14) se déduit aussi directement de (Th.3.3.v) par le calcul :

[ expl¥(0¥o(x)] dx = [0 | exp ¥ (1) + 0] = |0,
|

Dans le cas des solutions de la forme 1 () (x), la variable i (t) représente le volume
relatif de la bulle, le volume global étant donné par :

1

| ()] = : .
B T

On retrouve les remarques précédentes sur 'influence de la pulsation : monotonie du
volume en fonction du signe de ¢ et périodicité éventuelle. De plus, si ¥(t) P +oo,
——+00
alors | (¢)] P | : si la bulle subit l’effet d’une pulsation qui explose, alors elle
— 4000

tend & occuper tout le domaine.

On remarque également que le volume de la bulle dépend de la taille du domaine.
L’équation d’advection seule aurait été en contradiction avec ce constat, mais il s’explique
par l'influence de I'équation de Poisson, dont l'effet est global et immédiat. Ainsi, une
méme bulle dans deux enceintes de tailles différentes aura des comportements distincts.
Asymptotiquement parlant, si le domaine est tres grand (assimilé a un domaine infini)
avec de petites bulles a 1’échelle du domaine, ce que 1'on traduit par [Q)] > 1 et |Q] >

101(0)], ona Iy (1) ~ 0 (0) exp [ 9(0)

On peut démontrer d’autres formules algébriques vérifiées par les solutions du modéle

ABv. Par exemple, on a :

oxp (= [ wom(e ) = [ expl-¥ (Y1) dn, 615)

soit encore :

1— (1)| /Q exp [— /th;(T) Y (t %) — yl(r)]dr] dx,
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3.2. Modele abstrait de vibration de bulle en dimension 1

a comparer avec (Th.3.3.iv) :

oxp ([ piom(@ar) = iy [ el (O] dx

gyt ‘I’( )

En effet, en introduisant la fonction ®(t) = 2 (=) ———u,(t),ona:
n=1
t
exp (—/0 P(T)p1(7) dT) =1-d(t). (3.16)

Cette relation découle de la formule suivante, vraie pour tout N € IN* :

t N
[ v dr= L - S

n!

N t N
# v L0 S dr - ()Y [ g dr

Par passage a la limite, il vient :

[ @) 0+ [ p@m@e) dr

D’ol1 1 — @ est solution de I'équation différentielle :

(1-@) = - (1-P),
(1-®)(0) = 1.

On en déduit la relation (3.16). Par ailleurs, on a :

+oo n+1 )”Y”(t x)
cp(t):n; ”' |Q| /Yn ) \QI/ n! dx
1

=1—— | exp(=Y(H)Y(t,x)) dx.
Q] Jo P OY ()
On conclut a (3.15). A noter que, bien que cette formule n’ait pas d’application directe,
elle est a I'origine des travaux effectués sur la moyenne des solutions et qui ont débouché

sur le théoréme 3.3 et sur le lemme 3.9.

MODELE ABSTRAIT DE VIBRATION DE BULLE EN DIMENSION 1

On a énoncé dans les paragraphes précédents des résultats valables en dimension quel-
conque. Il reste toutefois un certain nombre de problemes ouverts, comme la question de
I'existence de solutions faibles ou encore la détermination de solutions explicites. Dans
cette partie, on répond a ces questions pour le cas particulier de la dimension 1, dimen-
sion dans laquelle on peut simplifier certaines équations afin de pouvoir aller plus loin

que dans les études précédentes.
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3.2.1

3.2.2

Chapitre 3. Etude théorique du modéle

Reformulations du modeéle

On se place dans le domaine symétrique () = [—L, L|. Le systéme (3.1) s’écrit alors :

AY + 0,0, =0,

1 L / /
02, = () (Y —5r ), Yt dx ) ,

Bxp(t,—L) = du(t,L) = 0.

En dimension 1, I'existence de ¢ tel que u = dx¢ est immédiate, ce qui n’est pas le cas
en dimension supérieure. Le systeme précédent est donc rigoureusement équivalent au

suivant :
oY +ud,Y =0,

Y(t=0,") =Y,

1 L / /
dxu = P(t) (Y— 7 7LY(t,x )dx) ,

u(t,—L) =u(t,L) =0.

L’équation sur u s’intégrant directement, le systéme peut encore s’écrire sous la forme :

oY +ud,Y =0,

L
_x+k Y(t,x')dx’> ,

u(t, x) = p(t) </xL Y(t,x")dx’ oL

ou plus simplement comme une équation intégro-différentielle non-linéaire :

X x+L (L
o (tx) + () ([ Yty dy— 7= [ vity)dy) anx(ex) 0.
J—L J—L

x

Si 'on introduit la variable R(t, x) = / (Y(t,x") — 1 (t)) dx’, la variable p; étant connue
-L

indépendamment de Y par le théoréme 3.3, le systtme peut se reformuler en une unique

équation aux dérivées partielles non linéaire :
OhR(t,x) + (OR(E, )R = —puy (8),

avec les conditions aux limites R(t,L) = R(t, —L) = 0. Cependant, c’est la forme (3.17)
que l'on utilisera dans la suite.

Evolution d’une bulle dans un domaine borné

Ce travalil s’inspire de calculs effectués initialement par Pascal OMNEs. On détermine dans
ce paragraphe une solution faible explicite et globale en temps pour le systéme (3.17) dans

le cas de données de type « bulles », i.e. de fonctions indicatrices. La preuve repose sur
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3.2. Modele abstrait de vibration de bulle en dimension 1

YO(x)
1
1
I I
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 ! ! 1 x
-L %o Bo L

F1G. 3.2 — Un exemple de donnée initiale irréguliere

la relation de Rankine et Hugoniot pour les solutions faibles discontinues de I'équation de

transport. Plus précisément, on associe au systéme (3.17) la condition initiale (cf. F1G. 3.2) :

1, siag<x<Po,

X
Y(0,x) = YO(x) =
0, si - L<x<agouPop<x<L.

(3.18)

Proposition 3.1
Une solution du systeme (3.17) muni de la condition initiale (3.18) est donnée par Y (t, x) =
Liae) o)) (x), avec :

a2+ po  Bo— o
a(t) = ﬁi—lxo .
1—
2L

exp ¥ (t)

Bo — a0
+ 2L

, (3-192)

exp ¥ (t)

et:

wo+[30+/30—060
_ 2 2
ﬁ(ﬂ*l_ﬁo—ﬂéo
2L

exp ¥ (t)

Bo — a0
+ 2L

(3.19b)

exp ¥ (t) .

Démonstration: On suppose qu’il existe deux fonctions « et B du temps, définies et dérivables
sur un intervalle [0, 7] pour .7 > 0, telles que la fonction caractéristique du domaine
O (t) = [a(t), B(£)] soit solution de (3.17). On consideére donc une solution créneau de la
forme :

Vo) — {1, sia(t) < x <B(D),
0, si —L<x<ua(t)oup(t) <x<L.

Il vient ensuite par intégration et en tenant compte des conditions aux limites u(t, —L) =
u(t,L)=0:

2L
u(t,x) =)< x {1 - ﬁ(t)z—er(t)} +9(t) sia(t) <x<B(H),
(L—x) [5(”21”‘“)} siB(t) <x<L
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La continuité de u a la traversée de l'interface x = a(t) permet de déterminer vy :

SPRGEYC
On obtient finalement :
C(x+1L) [5(”21"‘(”} s —L<x<alt)
) = (o) x [1 - BOZ2O] HO2PD o) < x < i),
b [P a0] R

On vérifie également la continuité en x = B(t). Ecrivons ensuite la relation de Rankine et
Hugoniot pour les solutions faibles discontinues de 1’équation d’advection 0;Y + ud,Y = 0,

i.e. vérifiant la relation suivante, pour tout ¢ € 65° ([0, 7[x[—L,L]) :

//[,o,mx[fm Y(t,x) (31 (t, ¥) + dx (ug) (¢, x)) dxdt + /;LL YO(x)g(0,x) dx = 0,

avec u# donné par la derniere équation de (3.17). Compte-tenu de 'égalité :
d B(1)
G ([ etxydx) = B (De(t b))~ (D(t,a(t) +/ p(t, ) dx
dt \Ja(t)

'égalité faible s’écrit :
Bo L 0
—/ dxf/ ¢(0,x) dx+/LY (x)@(0,x) dx
Xo -

+/ {ﬁ’ ﬁ<t>)+a’<t>(p(w<t>)+[““")‘P(t")}fzg}dt

= [7 [o80) {(6,80)) - B'0)} ~ 9(t,a(0) {u(t,alt)) ~a'(1)}]

Par densité, on en déduit la condition de saut a travers les discontinuités régulieres x = a(t)
etx = p(t):
o () =u(ta(t) et B(t)=u(tB(t)).
Compte-tenu de I'expression de u obtenue précédemment, ces conditions s’écrivent :
t) —a(t .
o (t) = —1p(t)(L+zx(t))%, (Prop.3.1.i)

et:

B(t) = p(t) (L — 5(¢))M.

Notons V (t) := M le volume relatif de la bulle. D’apres les deux égalités précé-
dentes, V est solution de 1'équation différentielle ordinaire d’ordre 1 :

Vi) =gV (H(1-V(H),

V(O) — /30 — &0

5T €]o,1[.

On retrouve ici le résultat du lemme 3.10, dont la solution est donnée par :

B V(0)exp ¥ (t)
Vit) =12 V(0)+ V(0)exp ¥ (t)
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3.2. Modele abstrait de vibration de bulle en dimension 1

Par ailleurs, en considérant 'équation (Prop.3.1.i), on remarque que la variable &(t) = a(t) +

L satisfait I'égalité :

De ¥/ = ¢, on déduit que yV = (In [1 = V(0) + V(0)exp ¥])’, et :

a(t) = —2

puis de B(t) = 2LV (t) + a(t) :
%ﬁo +LV(0) exp ¥(t)
B(t) = 1-V(0)+V(0)exp¥(t) "

On a ainsi un résultat d’existence d’une solution faible en dimension 1, méme si
aucun résultat ne garantit 1'unicité. Toutefois, la construction de cette solution montre
qu'elle est la seule de la forme 1 (;)(x) avec ()(f) C [—L, L] simplement connexe. De
plus, cette solution est globale en temps.

On vérifie également que «a(t) + L (resp. B(t) — L) est du signe de ag + L (resp. Bo — L)
pour tout t > 0, i.e. a(t) > —L (resp. B(t) < L) : la bulle ne peut atteindre le bord du
domaine en temps fini. De méme, l'inégalité B(t) — a(t) > 0 pour tout ¢t > 0 assure que
la bulle ne disparait jamais.

Une autre remarque porte sur la monotonie par rapport a la donnée initiale. La solution
obtenue dépend contintiment des données initiales «( et By. On vérifie méme que « et §
sont croissants par rapport a «g et Bo, ce qui signifie que si 'on prend :

w1 < &2 < Bo2 < o1 == M(0) C 04(0),

ie. Y{) > YY), alors aq () < an(t) < Ba(t) < Ba(t), Qo) C Oy (t) et Yy = Yo

Par ailleurs, cette solution vérifie la propriété de symétrie décrite dans la partie pré-
cédente : si le domaine ()1 (0) est symétrique initialement par rapport a 'origine, ce qui
correspond a Y? paire (g = —PBy), on vérifie que Y reste paire (a(t) = —B(t)) en accord
avec le lemme 3.7.

On donne enfin I’expression du potentiel de vitesse associé au champ u :

_(Xj;iL)zv(t) si —L<x<al(t),
ot = p() § 5 - v - D O By o << p,
—(L_zix)zV(t)+M sip(t) <x<L.
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Y0(x)

!
|
|
|
|
|
|
|
;
_L a oy

5 B L

F1G. 3.3 — Un exemple de donnée initiale réguliere

YO(x) 4 YO (x) YO(x) £ YO(x)
1 1

—L —PBo Bo L L —Bo
—Bo— 5 Bo+ 5
—Bo+3 Po—3 —Bo—e¢ Po+e
(a) C.I symétrique avec u(Y?) = u(Y?) (b) C.I. symétrique avec YO > Y°

F1G. 3.4 — Exemples de données initiales paires, réguliéres (rouge) et irréguliere (bleu)

Approximations de solutions discontinues

On a démontré dans le paragraphe précédent qu’il existait une solution faible lorsque la
condition initiale était de type « bulle ». Dans la mesure ot I'unicité n’est pas prouvée,
on va chercher a construire une famille de solutions réguliéres paramétrée par la taille
de la zone de régularisation initiale et étudier la convergence de cette famille lorsque le
parametre tend vers 0. Ceci légitime les études préliminaires sur les données régulieres
(de type H?®, cf. théoreme 3.1) bien que le cadre originel de 'étude soit celui des bulles
(donc des données discontinues). Le but de cette partie est d’étudier la qualité de 1'ap-
proximation ainsi faite, par exemple en montrant la convergence des solutions régulieres
vers la solution discontinue de la partie précédente (ce qui laisserait supposer que cette
solution est unique) lorsque la zone de régularisation tend vers 0 (¢f. F1c. 3.4), avec une

étude du temps d’existence et du profil des solutions.
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3.2. Modele abstrait de vibration de bulle en dimension 1

F1G. 3.5 — Exemple de fonction « marche »

Construction

On reprend la donnée initiale de la partie 3.2.2, notée Y et représentée en bleu sur les
figures 3.4. On construit a partir de Y? une condition initiale Y? régularisée sur une zone
de taille ¢ > 0, au sens oli on conserve des intervalles sur lesquels Y est constante a 1 et
a 0, avec une transition continue (plus précisément au moins H? pour satisfaire 1’hypo-
these du théoréme 3.1, a savoir s > sy = 1 en dimension 1) et strictement monotone dans
chacune des zones de régularisation. Dans un souci de clarté, on se place dans le cas ol
les données initiales sont paires, ce qui simplifie les calculs. On rappelle que la finalité
est d’étudier I'influence de 1’épaisseur de la zone de régularisation sur la forme de la
solution, et 1’écart entre cette derniére et la solution du paragraphe 3.2.2.

Tout d’abord, précisons la forme de la donnée dans la zone de régularisation : on
considere une fonction « marche », croissante, continue, qui prend la valeur 0 en —1 et la
valeur 1 en 1 (c¢f. F1G. 3.5). Entre autres exemples, on peut prendre :

e une fonction P, polynomiale par morceaux (de degré impair n > 1 sur [—1,1])

satisfaisant les conditions P,(—1) = 0, P,(1) = 1, puis Py(lj) (-1) = P,Sj)(l) = 0 pour
toutes les dérivées d’ordre j > 1 tant que le degré du polyndme le permet (j < 2F1).

Par exemple :

0 six < —1,
o Py(x) = le sixe[-1,1],
1 six > 1.
0 six < —1,
o P3(x) = _T [x*—3x—-2] sixe[-1,1],
1 six > 1.
0 six < —1,
o Ps(x) = 201—48 [384x° — 1280x +1920x + 1024] six € [-1,1],
1 six > 1.

A noter que ces fonctions sont d’intégrales sur [—1,1] égales a 1.
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Chapitre 3. Etude théorique du modéle

e une fonction ® construite selon la formule :

/x ¢(y) dy
Px)="F——,

/ o ¢(y) dy

—00

pour une fonction ¢ positive et de classe %;° nulle en dehors de [—1,1]. On peut

prendre par exemple :

¢(x) = exp (1__xi2> 1_q,1(x)-

® vérifie les conditions de continuité en —1 et en 1 a tous les ordres et est d'intégrale
égale a 1 sur [—1,1].
Gréce a cette fonction « marche » que 1’on notera A en toute généralité dans toute la suite,

on construit une régularisation par changement de variables linéaire (cf. F1G. 3.3) :

0 six €[-1,4a],
X—w ,
A(2'y—1x_1) six € a9,
YR =141 six €]v,4],
Box L\
A(ZIB—(S 1) sixe[s,B],
0 six €]B,1].

Donnons la régularité des fonctions Y} (qui sont toutes au moins continues) pour les
différentes fonctions « marche » évoquées ci-dessus :

e A=P — Y e W(-L,L) C HY(~L,L);

e A=DP3 — Y € W¥(—L,L) C H3(-L,L);

e A=DP5 — Y} e W¥(-L,L) C H3(-L,L);

e A=0 — Y e (—L,L).

etk

Afin d’approcher la donnée initiale Y° discontinue, on se donne un réel ¢ > 0, qui par
la suite désignera la taille des zones de régularisation, et a partir duquel on construit
la donnée régularisée Y. On peut par exemple régulariser de maniére symétrique par
rapport a la discontinuité (cf. F1G. 3.4a), ce qui assure l'égalité des moyennes entre les
données continue et discontinue. Une autre possibilité consiste a raccorder le plateau
entier a ’axe des abscisses (cf. F1G. 3.4b). Les données vérifient ainsi Y2 > Y°.

On étudie dans un premier temps les propriétés qualitatives des solutions régularisées

avant d’établir une expression des solutions pour toute donnée initiale bornée.

106



3.2. Modele abstrait de vibration de bulle en dimension 1

Etude qualitative

On se place ici dans le cadre défini par les hypotheses du théoreme 3.1, ie. YO €
H?(—L,L).2 On se place dans le cadre de la figure 3.4b, i.e. :

0 six € [~L,—Bo—e[U]Bo+e L],
A 2%1304—1 six € [—Bo— ¢ —Po),
Yo (x) = By— x (320)
A 2T+1 six € [Bo, Bo +¢l,
1 six €] — Bo,Pol-

On cherche a déterminer le profil de 'unique solution Y, associée (dont le temps d’exis-
tence est noté .7;). On sait, par le principe du maximum (lemme 3.5), que Y; est a valeurs
dans [0,1]. De plus, la moyenne p, de Y, est donnée par le théoréme 3.3. A noter que les
intégrales intervenant dans cette formule de la moyenne s’expriment ici par :

/7 LL exp [W(t)yf(x)} dx =2 <L — Bo— e+ Boe®) + ; L 11 exp[¥(£)A(x)] dx> )

(3.21a)

/i YO (x) exp [\F(t)YS(x)] dx =2 </30e‘1’<f> + % /711 A(x) exp[F(H)A(x)] dx) . (3.21b)

La méthode des caractéristiques (cf. § 2.4) permet de caractériser cette solution de manieére
qualitative. Le champ de vitesse associé étant suffisamment régulier, on peut appliquer les
résultats décrits dans le paragraphe correspondant. On rappelle que le flot caractéristique
X, est défini comme la solution de 'EDO :

dx.
ar (£ Xe(1), (3.22a)
Xs(s) = Xo,
avec : i
wlt, ) =90 | [ Yl dy (x4 D). (3.22b)

De plus, X; = X;(t;s,x9) est de classe ‘51([0, T2 x [—L, L]) et est bijective par rap-
port & xo, pour tous t et s fixés. En particulier, x +— AX;(0;t,x) est bijective de
[Xe(£0,—Bo), Xe(£0, Bo)] dans [—Bo, Bo]. D’oty, par I'égalité :

Yo(t,x) = Y2 (X:(0; 1, x)),

on déduit que Y:(t,-) = 1 sur [X.(;0,—Bo), X:(£0, By]. On raisonne de méme pour les
intervalles [—L, X;(t;0, —Bo — €)] et [Xe(£;0, Bo + €), L] sur lesquels la fonction Y (t,-) est
identiquement nulle. On en déduit que le profil de Y, est semblable a celui de Y?, a savoir
un profil a support compact comportant un plateau sur lequel la fonction est égale a 1.

9 On exclut donc le cas A = Pj car la régularité n’est alors pas suffisante.
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Chapitre 3. Etude théorique du modéle

F1G. 3.6 — Profil de la solution réguliére Y

Convergence

Notons tout d’abord que :
e pour le cas de la figure 3.4a:

||YO—Y€OHL1 ZSXCAJ et ||YO—Y50HL2 :SXCA,Z/

ouCpp =2 (1 —./OlA(x) dx> etCpp = (1+./_11 A?(x) Clx—Z/Ol A(x) dx).

e pour le cas de la figure 3.4b :

Y= Yln=e et Y=Y =exCps,

1
ot Cp3 = / A?(x)dx.
-1

Les données régularisées ainsi construitres convergent bien vers Y lorsque ¢ — 0. Reste

a étudier la convergence de la suite (Y;) lorsque ¢ — 0 dans la perspective de construire

une solution faible du probléeme.

On se place dans le cadre de la figure 3.4b. Le profil de Y; est donné sur la figure 3.6,

d’apres les remarques du paragraphe précédent. On note B¢(f) = X:(t;0,B0) et dc(t) =

Xs(t/ 0/ ,BO + 8)-

Par parité et compte-tenu du profil de Y, on a la relation :

(t) 1 o)
Bel(t)

1 ()
He(t) = L /75£(t) Ye(t, x)dx = 7 T s Ye(t, x) dx.

D’apres (3.22a), (3.22b) et (3.23), B¢ Vérifie ’équation différentielle :

, de(t)
B = 9(0) 2Lielt) = [ Vet ) dy — (B + Lyl
= ${6) [2L3e(6) = (L) = Be(6) = (Bet) + L))

= PR (1~ ().
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3.2. Modele abstrait de vibration de bulle en dimension 1

Intéressons-nous ensuite a de. On a de maniere analogue :

e(£)
10 = 90 [ ¥elt ) dx— (8l) + L),

L
= (t) [2Lpe(t) — (Ge(t) + L) pe(t)],
= P(t)pe(t) (L — Ge(t)). (3-24b)

En multipliant (3.24a) par L — ; et (3.24b) par B¢, on obtient en sommant :

(L —6e)Be + Bed = (L — 5¢ ) Be-

En divisant par —B2, on vérifie que :

(L [;55>’ _ _lpL;S(Sg.
Be(t)

T—o.() Koeexp¥(t), avec kg, =

Dol :
Bo
L*ﬁo —e

On connait donc explicitement le rapport de la taille de la zone o1 Y; = 1 (plateau a 1) sur

(3-25)

celle de la zone ot Y; = 0 (plateau a 0), paramétré par la fonction ¥ et le rapport initial
des deux plateaux.

Par ailleurs, les équations (3.24a) et (3.24b) montrent que f, et 5, sont de méme signe,
ce qui signifie que les extrémités de la zone de régularisation évoluent dans le méme sens
(paramétré par le signe de ). Mais cela ne donne pas 1’évolution de la taille de I'interface.
Par soustraction des deux EDOs, il vient :

(e — ﬁe)/(t) =y(t) [LVE(t) — Be(t) — (5€(t) - ,Bs(t))ye(t)]'

Or, d’apres (3.23) :

e (t) 1
Lpe(t) — Be(t) = /m Ye(t,x) dx = (6(t) = Belt)) [ e[t Belt) + o (6clt) = Be(1))] o
Dot :

(6= /(1) = p(O0) = Bu(0) | [ Ve o) + o (0:) = Bult))] do = )]

Le crochet est majoré par 2 du fait que la fonction Y; est majorée par 1 (il en est de méme
pour ). Avec (6, — B¢)(0) = ¢, il vient :

0 < 6e(t) — Be(t) < sexp(Zq’(t)).

On déduit que :

lim 5¢(t) — Be(t) = 0.
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Chapitre 3. Etude théorique du modéle

Or, d’apres (3.25), on a:

(L —PBo—¢)(de(t) — Be(t)) + LBo eXP‘I’(t).

%e(t) = L—Bo—e+ Boexp¥(t)

J¢(t) admet donc une limite quand ¢ tend vers 0, donnée par :

LBoexp ¥ (t)
L—Bo+ Boexp¥(t)

lim B¢ (t) = lim 6, (t) = = B(t),

e—0 e—0

B étant la solution dans le cas discontinu de la partie 3.2.2. On pourrait conclure a la
convergence de la solution régularisée vers la solution irréguliere obtenue précédemment,
a ceci prés que les fonctions S et J; sont considérées comme les solutions d’équations
différentielles dont le temps d’existence dépend de e.

Toutefois, en notant que la fonction y,, considérée comme le second membre dans le
théoréme 3.3 (et non plus comme la moyenne d’une solution du modeéle), est explicitement
connue et définie sur R4, les solutions des EDOs (3.24a) et (3.24b) sont également définies
sur R, avec :

Be(t) = ﬁ? exp ¥(1) = LPo exp‘P( , (3.26a)
oxp [ WOperydr L py et pot s [

ol on a utilisé les formules (3.13) et (3.21), et :

L <Boc’wt) + % /.11 eV (HAR) dx)
; = . (3.26b)
(DAF) gy

of(t) = ¢ 1
L= po—e et + £ [ ornco

A titre indicatif, ces expressions permettent de situer le plateau régularisé par rapport au
plateau discontinu [—p(t), B(t)] (¢f. proposition 3.1). En effet, avec :

1
LBaet () 1 ¥MAmY g
eLBoe /_1( e ) X
2 (L — Bo+ ﬁoe‘f’(”) (L Bo — e+ Boet ™ 4 = / (HA®) dx)
v() | L= /50 JAGM) g
gt L5 [

(L Bo + Boe’ t)) (L Bo — e+ Poe¥ V) + = / dx>,

,Bs(t) - .B(t) =

Se(t) — B(t) = eL

on constate que & (f) > B(t) quels que soient f > 0 et ¢ > 0 (le pied de la régularisation
reste a droite de la discontinuité) tandis que le signe de B — f dépend de celui de ¥ :
si ¥(t) > 0, alors B:(t) < B(t) et la discontinuité est a l'intérieur de la zone de régula-
risation ; en revanche, lorsque ¥ (f) < 0, on a B¢(f) > B(t), ce qui signifie que la vitesse
de propagation du plateau dans le cas discontinu est plus grande (en valeur absolue) que
celle du plateau régularisé.

110



3.2. Modele abstrait de vibration de bulle en dimension 1

Dans tous les cas, on retrouve bien dans (3.26) la limite B lorsque ¢ — 0. Mais si S
et J; sont des fonctions définies sur R4, il n’en est pas de méme pour la solution Y, qui
n’est a priori définie que sur [0, 7|, avec .7, défini par (3.4), i.e. :*°

1/2
1

Te
/0 [p(r)[dT < ¢ Cpps=2d=1,Q=]—L L)

2 2
Z 4k£172kHA(k)HO e

k=0

Comme le crochet tend vers 400 quand ¢ — 0, on a :

N N

C’est pourquoi on est amené a utiliser un autre raisonnement pour conclure, a savoir
la construction d’une solution explicite et globale en temps, ce qui justifiera les calculs

effectués ci-dessus.

Solutions explicites du modele ABV

On reprend l'idée du paragraphe précédent, a savoir l'utilisation de la méthode des carac-
téristiques. Les propriétés de ce systéme permettent en effet de déterminer explicitement
le flot caractéristique, et par suite les solutions du modele (uniques dans le cas régulier,
faibles sinon).

On utilise de nouveau les résultats de la partie 2.4 que 1’'on applique a la solution de
(3.22a) avec pour origine du temps s = 0. En résolvant 'EDO (2.6) dont le jacobien de X
est solution, il vient :**

9, Xe(t;0,x0) = exp -/Ot Oxite (T, Xe(T;0,x0)) dr} ,
= exp _/Otlp( T) [Ye (T, Xe(7;0,%0)) — pe(7)] d”c} ,

= exp ‘P( HYY( xo exp { te(T )dT]
]

=2L

oxp [¥(YC(x (3.27)

| /i exp [¥(1)

compte-tenu de (3.13). On integre alors cette derniére égalité par rapport a xg, ce qui

donne :

[ exe [¥ (Y20 dy

exp [¥()Y2(v)] dy

Xe(£0,x0) = 2L + &)

—L

1 On a calculé ici la norme H? de Y? donnée par (3.20).
™ Ce qui permet de conclure en dimension 1 est que le déterminant de la matrice jacobienne se résume a
I'unique coefficient de cette matrice, ce qui rend délicat I'application de ces calculs en dimensions supérieures.
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Chapitre 3. Etude théorique du modéle

Etant donné X (t;0,L) = L, il vient &, (t) = —L et :

/LZ exp [¥ (DY (y)| dy L a9

Cexp [¥(OY2(y)] dy

Xg(t; O, X()) = 2L-

Les solutions du modeéle ABv sont donc données par :
Ye(t,x) = Y2 (X7 (t,x)),

ol X;l(t,x) = X,(0;t,x) est 'inverse (en temps que fonction de la variable x) de la
fonction X (t;0, x). Ce résultat est implicite, dans la mesure ot I'inversion de la fonction
xg — Xe(£0,x) n'est pas directe. Toutefois, comme la fonction explicitée dans (3.28) est
définie pour tout temps ¢ > 0, la solution ci-dessus est globale en temps. En particulier, la
convergence de f; et é; établie au paragraphe précédent reste vraie sur Ry, ce qui assure

que :
Y, converge vers Y (définie par la Prop. 3.1) presque partout lorsque ¢ — 0.

Comme l'inverse de xg — X,(£0,x9) est x — X:(0;t,x), on est tenté de reprendre le
méme raisonnement pour déterminer cette fonction, a partir de I'équation du jacobien.
Malheureusement, on aboutit a 1’égalité :

t

9y Xe(0;t,x) = exp [— /Ot (1) Ye (T, Xe(T5 1, x)) d’l’] exp {/0 P(T) pe(7) dr] i

= %/_LL exp [‘Y(t)YS(y)} dy - exp [~ ¥ (£)Ye(t, x)],

qui dépend de Y, ce qui ne fournit donc pas de formule explicite pour le flot inverse.

Mais on remarque surtout que 1’expression (3.28) a toujours un sens pour des données
initiales Y2 moins réguliéres. On établit donc le résultat suivant, qui fournit une expression
implicite de solutions dans le cas L™ :

Théoréme 3.4

Soient YO € L®(—L,L) et ¢ continue de primitive ¥ s’annulant en 0. Alors une solution
faible globale en temps du systeme (3.17) est donnée par Y(t,x) = Y°(©,(x)), oit ©; ! est
la réciproque (par rapport a xo) de la fonction :

[ exe [0V )] dy
T — L. (3.29)
exp [¥()Y'(y)] dy

O(t, xo) = 2L

Démonstration: On commence par caractériser © définie par (3.29) (en tant que fonction et plus
en tant que flot caractéristique). Sachant que Y* € L®(—L,L) et que ¥ € ¥1(0, +), on a
0@ € ([0, 7], W (—L,L)) pour tout temps 7 > 0. De plus, pour tout € [0, 7], O(t, )
est continu et croissant de [—L,L] dans lui-méme. O(f,-) est donc un homéomorphisme
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3.2. Modele abstrait de vibration de bulle en dimension 1

sur [—L,L]. On note ©, ! son inverse. De surcroit, 0o, ! est continu par rapport a ses deux
variables, ce qui prouve que la fonction Y (t,x) = Y?(®; !(x)) est bien dans L* ([0, 7] x Q).

Par ailleurs, l'inégalité

©(t,11) — O(t,x2)| < [x1 — 22 -exp(2 sup [¥] [ YV]|,)
[0,7]

prouve que O(t,-) est lipschitzienne. On peut donc appliquer le résultat suivant de change-
ment de variable lipschitzien [38] :

L L
vV feLY(~L,L), /Lf(x)dx - /LfoG)(t,xO) 10x,©(t, x0)| dxo. (Th.3.4.0)
Ces remarques étant faites, montrons que la fonction J = Y0 o e, L est une solution faible

du modele ABv, i.e. satisfaisant 1’égalité (3.10) pour toute fonction ¢ € €5°(Q 5 ), avec Qo =

[0, 7] x Q. En dimension 1, cette égalité faible s’écrit :

//007 Y [0t + udxp + p(H)(Y — pu(t))] (¢, x) dtdx + /fL Y% (x)@(0,x) dx = 0. (Th.3.4.ii)

On note U la vitesse associée a ) via (3.17). Apres calculs, on a :

9x,0(t, x9) = #e‘l’(t)yo(xo).
/ YOV ) gy
J-L
1l vient donc :
[ et ey
910(t, x0) = 2Ly (t) =L

B YY) gy
L
[ Z O W) gy L ) YO (y)e¥ ' W) qy
SR ¥ ()Y (y) Eyormyg,
Y Y
LLe dy /7Le dy

(0| [ Y020 dy - (©lt 1) + 1)

=90 [ /20 00 dx - (@t 30) + Lo,

=U(t,0(txp)). (Th.3.4.iii)

On a utilisé ici (Th.3.3.v) pour u et le changement de variables (Th.3.4.i). On retrouve donc
’équation caractéristique 9;® = U (¢, ®) dont on prouve l'existence d'une solution bien que
U ne soit pas assez régulier pour appliquer le théoreme de Cauchy-Lipschitz. En effet, ici,
UeL>([0,7], W= (-L,L)).

On introduit ensuite la notation :
AY) = //Q YV[0rp +Udxe] (t,x) didx.
JIQ g

Par le changement de variables (Th.3.4.i), il vient :

A(Y) = //Qﬁ Y% (x0) [rg + UDx ] (t, O(t, x0)) 9, O(t, x¢) dtdxp.
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On justifie les calculs suivants par des arguments de régularité. On remarque que (t,xg) —
@(t,©(t,x9)) appartient a I'espace ¢ ([0, 7],4°(—L,L)), ce qui légitime 1'égalité au sens
fort :

ot 0(t,x0))] =[orp + 40(t, 10)2:0)] (1, Ot x0)).

Gréce a (Th.3.4.iii), on en déduit :

A(Y) = /_LL Y0 (x) /Oy % [9(t, ©(t,x0))]0x,O(t, x0) dtdxo.

De méme, (t,xq) — 0x,0(t,x9) € €1([0, 7],L®(—L,L)), ce qui permet d’écrire :

(601, %0))]0x,0(1,10) = S [0(£,O(t,30))2,0(t, 30)] — (£, O(t,x0)) 22,01 ).

D’ou :
. =0 =1
AY) = '/7LYO(x0) [9(7,0(7, %)) 95,0(7, x0) — 9(0, x0) 3, ©(0, x)] g

L T
— [ Y00) [ 0(t0(tx0))225, 01, x0) iz

Afin d’évaluer le terme 0;9y,0, on dérive I'expression (3.29) par rapport a xg puis a ¢, ce qui
permet d’aboutir a I'identité'? 0;0,,0 = 94U (t, ®) - 95, 0. On obtient donc :

A) == [ Y (x0)9(0,70) dx
_/7LL/09yo(xo)(q?axb{)(t,@(t,xo))axl)@(t,xo)dtdxo.

En appliquant cette fois-ci le changement de variables (Th.3.4.i)) dans l’autre sens, on aboutit

au résultat souhaité, équivalent a (Th.3.4.i) :

L

Y (30)p(0, %) dxg — //Qg POVt ) p(t,x) (Yt x) — u(t)) didx.

Ay =- [

Y est donc bien une solution du modele ABv sur tout intervalle [0, 7], 7 > 0. |

Analyse du théoréme 3.4

Le théoréme 3.4 est avant tout un résultat d’existence de solutions faibles pour toute
donnée initiale bornée. Car si la méthode des caractéristiques fournit une solution pour
les équations d’advection linéaire a champ de vitesse donné, elle ne permettait a priori
pas ici de conclure (en particulier dans le cas non régulier ou elle n’a pas de légitimité).
En effet, I’équation d’advection apparaissant dans le modéle ABv est non linéaire, car le
champ de vitesse dépend de la solution elle-méme (comme par exemple pour 1'équation
de Burgers), ce qui signifie que pour « remonter » les courbes caractéristiques, il est né-
cessaire de connaitre ... la solution. La force de ce résultat tient au fait que, a posteriori,
I'expression du jacobien est indépendante de Y, ce qui permet d’obtenir un flot fonction

uniquement des données [YY, 1, L].

2 Pour Y? suffisamment régulier, on peut appliquer le lemme de Schwarz afin de permuter les deux dérivées

2. 0= 8§O/t®, et on retrouve 1’'équation du jacobien en dérivant (Th.3.4.iii) par rapport a xp.

t,xo
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Un des buts de l'analyse du modéle ABv est de caractériser 1’équilibre entre les pro-
priétés hyperboliques et elliptiques. Ce résultat apporte un élément de réponse. On a vu
par exemple que, dans le cas d'une bulle (cf. § 3.2.2), le domaine mobile sur lequel la
solution est égale a 1 se propage a vitesse finie (il ne peut atteindre le bord en temps fini).
De plus, la solution obtenue reste discontinue. En ce qui concerne les équations hyperbo-
liques linéaires, on parle de propriété de vitesse de propagation finie, dans la mesure ot
le domaine de dépendance de la solution est borné (voire réduit a un point, a savoir le
pied de la caractéristique dont le point courant est issu). L'expression du flot (3.29) montre
qu’ici les courbes caractéristiques requiert les valeurs de la donnée initiale dans sa glo-
balité a travers les intégrales. On observe donc un phénomeéne de dépendance globale,
propre aux équations elliptiques. Cependant, il n'y a pas de régularisation instantanée
comme on peut l'observer sur I'équation de la chaleur. On retrouve ainsi des propriétés
propres a chacune des deux équations qui composent le modele.

Cas particuliers

Si le théoreme 3.4 fournit un résultat d’existence, il n’y est toutefois pas question d’unicité.
Cependant, pour Y0 € W*(—L, L), on vérifie que le flot est un ¢!-difféomorphisme sur
[-L,L]. Dot ©; ! € €°([0, 7],¢"(~L,L)) pour tout 7 > 0.Onadonc Y € Z5(-L,L).
Par le lemme 3.4, cette solution est alors unique.

Cette solution étant donnée, le point délicat demeure l'inversion de la fonction ®. En
premier lieu, 1'expression (3.29) montre que, s’il existe ¢y > 0 tel que ¥(ty) = 0, alors
O(to, x0) = xo = O (xp) et on retrouve la configuration initiale Y°. Cela inclut le cas ot
Y est périodique (i.e. i périodique de moyenne nulle sur sa période), ce qui entraine la
périodicité (en temps) du flot et donc de la solution.

Remarquons ensuite que pour Y0 paire, le flot ©(t, -) est impair. En effet :

—x ox 0 L N .
N et A S
[LeXP [‘i’(t)YO(y)] dy LLeXp {‘I’(t)YO(y)} dy
X . 0
= LZL/LLe i [‘F(t)y (y)} v = -0t x),

[ exp [¥()Y(y)] dy
par parité de Y. Ceci justifie que ) est paire, comme préconisé par le lemme 3.7.

Par ailleurs, dans le cas YO = 114,55, ON retrouve le résultat de la proposition 3.1. En
effet, ona:

@(i’, xo) = —L+

xo+L, sixp € [—~L,ao,
2L

2L+ (Bo — ao) (¥ — 1)

X q L+ ag+ (xg— ao)ew(t), si xg € [, Bol,
L+ xo+ (,BO — Déo)(e\fr(t) — 1), si xg € }ﬁ(), L}.
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Chapitre 3. Etude théorique du modéle

On voit sur la figure 3.7a que les courbes caractéristiques recouvrent le domaine (¢, x).
On peut alors inverser O(¢, -) :

(2t+ (Bo—a0)(e*® — 1)) TL= -1, x € 0a(h)],
07 l(x) = [(ZL + (Bo — ) (e¥) — 1)) szFLL —L— ao] e Y 1y, x € [a(t), B(1)],
(2L + (Bo — a0) (¥ — 1)) XZ_LL +1, x €1p(1), L],

avec a(t) = O(t, ag) et B(t) = O(t, Bo), ce qui conduit bien a la solution 1,y gy (x) de la
proposition 3.1. Méme si cela ne prouve pas 1'unicité de cette solution faible, on remarque
que celle-ci a été obtenue par deux méthodes distinctes.

A titre d’exemple, on peut expliciter le flot associé a une condition initiale simulant
I’évolution de deux bulles. On se donne quatre réels —L < apg < B < 7o < dp < L tels que
do — 0 > Po — «p, ce qui revient & considérer la seconde bulle plus grande que la premiere.
Les caractéristiques issues de chacun de ces quatre points s’écrivent respectivement, en
notant Vy := 6y — yo + fo — «o :

2L(L 4 «g)
t) = -,
a(t) 2L — Vy + Voet ()
2L(L —ap)e¥®
lB(t) _ ( + g+ (50 ‘XO)E ) _ L,

2L — Vo + Voe‘Y(t)

0 = 2L(L+ a0+ (Bo —ao)e™ + 90— Bo)
= 2L — Vo + Voe¥ () ’

ot) = 2L(L + g + (Bo — wo)e¥ ) + 70 — Bo + (60 — 70)e¥™) - L
a 2L — Vg + Voet ) :

On en déduit :

o 2L(ﬁ0 — D(o)eqj(t)
2L — Vo + Voe‘Y(f)
_ 2L(% — y0)e*™
2L -— Vo + Voe‘Y(f)
__ 2L(v0—Po)
2L — Vg + Voet ()

> 0.

La derniere inégalité montre que les deux bulles ne peuvent se toucher, tandis que les
deux premieéres assurent que les deux bulles ne disparaissent pas. Les conclusions sont
donc analogues au cas d'une seule bulle.

Pour ce qui est des régularisations polynomiales, seule la fonction A = P; permet
d’inverser explicitement le flot (cf. F1G. 3.7b). On a vu que lorsque ¥ (ty) = 0, ona O(ty,-) =
7d. Pour t tel que ¥(t) # 0, on a, d’apres (3.21) :

Ae(t) := %[LL exp [‘I’(t)YSO(x)} dx =L — By —e+ Boet™ + A
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33

3.3. Extension au cas radial en 2D et 3D

Bo+e
Bo

(a) « bulle 1D » (b) « bulle 1D régularisée » (A = P;)

F1G. 3.7 — Courbes caractéristiques pour les cas tests « bulle 1D » (L =1, Bo = 0.6, p(t) =1, e =0.2)

D’ou : "
L
Ai(t) , x €10, Bol,
¥(r) _ (=
Ot x) = ASL(t) [ge ‘;(t) JFr’30€‘y(”] , X € [Bopotel,
L(L—
L_(Ae(t)x)' x €]po+e L]
On compléte par (im)parité. Puis :
Ag(t)e—‘w)%, x € [0, Be(H)],
O (x)={ Bo+e— %m {e‘y(t) + @ [goew) - Ag(t)iH . x € [Be(t), 56 (1),
L—Ac(t) [1 - %] , x €16:(t), L],

avec B et J; donnés par (3.26). La'> solution Y, avec A = Pj résulte ensuite de la compo-
sition de Y? et de ®; L

EXTENSION AU CAS RADIAL EN 2D ET 3D

Comme dans le cas de la dimension 1, on détermine dans le cas radial une solution lorsque
la donnée initiale est une bulle, représentée par la fonction indicatrice d’'un disque (resp.
d’une sphére en dimension 3). Le domaine d’étude est ici le disque Q) = B(0,R) C R? et
on se place en coordonnées polaires (r,0). Le systeme se récrit donc sous la forme :

0tY +0,Y - 9, + 50pY - 99 = 0,

Y(t=0,-) =Y

1 1, 1 2 R N EWEYY,
;ar(r8,¢)+r—2892¢:¢(t) Y—W/O /OY(t,r,G)rdrdG ,
9,¢(t,r =R,0) =0,

(3-30)

avec :

YO(r) = 10,001 (1), pour pg € |0, R[.

3 Pour A € P;,onaY? € Wv°(—~L,L) et on vérifie que Y € Z5(—L,L), espace dans lequel on a prouvé

I'unicité des solutions.
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Chapitre 3. Etude théorique du modéle

Dans ce qui suit, on cherche a construire des solutions radiales (Y, ¢) du systéme précé-
dent, i.e. fonctions uniquement du temps ¢ et du rayon r, ce qui permet de se rapprocher
du cas en dimension 1. Le systéme précédent se simplifie alors en :

9tY +9,Y -9, =0,
Y(t=0,-) =Y,

ar (I’ar(p) — rlp(t) (Y(t, 7’) . % /OR Y(t, 7"/) r/dr/) , (331)
9,¢(-,R) =0.

S'il existe une fonction p : Ry — R4 vérifiant p(0) = pg et telle que :

Y(t,7) = L)oo (7)),

alors la moyenne u de Y vaut :

2 e 0% (t)
y(t)fﬁ/o rdrf?.

Par ailleurs, en vertu du théoréme 3.3, on a :

o
o /0 ¥ ar p%e‘f’(t)
u(t) = = .
/Po eYrdr+ err poet ) + R? — 0
0 Lo

Par comparaison des deux expressions de y, on conclut que la seule fonction p solution

est donnée par :
poRe¥ ()72

p(t) = (3-32)

JoRet O + R2 — o3

La fonction p est alors de classe ' sur Ry. On vérifie a I'aide de formules de saut que,
réciproquement, la fonction 1y ,(;y;(r) avec p donnée par (3.32) est bien une solution faible
(globale) de (3.31) et plus généralement de (3.30) pour une donnée initiale radiale.

On peut retrouver ce résultat de différentes maniéres. On a, au sens des distributions :

{af (tr<om) =0 O=pte
or (1r<p(t)) = =0r—p(t)-

En intégrant I’équation sur ¢ entre r et R, on a :

2 2 2 2 _ 1’2
—0rp = —1p(t) {p BHR Rg B _e (Zr 1[o,p(t)](r)} :

r

En injectant les dernieres égalités dans 1'équation de transport, il vient :

2
P =(0p(0) (1- 25 ).
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3.3. Extension au cas radial en 2D et 3D

La fonction ¢ = p/R est donc solution de :

o' = po(1—0%).

On a ¢(0) € [0,1]. Si ¢ = 0 (resp. 1), la solution triviale est o(f) = 0 (resp. 1) d’apres
Cauchy-Lipschitz. Sinon, o(t) € ]0,1[ et 'EDO s’écrit :

_ ¢ 1 -2 0

£ b))

On déduit, apres intégration, que :

_ a0 exp¥(t)
O = T 407 T o0 exp ()’

ce qui redonne bien (3.32). On aurait également pu démontrer ce résultat en utilisant

'égalité faible [66, Annexe 1] :

V¢ € 6° ([0, 7[x]0,R]),
7 rR 2 R N
/0 /OY[atq)+ar¢~arq)+¢(t)q)(Y—RZ/O Y(t,¥)r dr)} rdrdt
00
—I—/O @(0,r) rdr = 0.

La formule (3.32) est la généralisation en dimension 2 de (3.19b) (qui donne l'expression
de la fonction B) dans le cas symétrique. Le méme calcul en dimension 3 confirme cette

généralisation, qui s’écrit donc en dimensions 1, 2 et 3 :

p[)Re‘F(t)/d
L\f/pggw) +RE— pf

p(t) =

Les raisonnements de la partie 1D peuvent de méme étre étendus au cas radial, o1,
par le biais de la méthode des caractéristiques, on établit des propriétés qualitatives sur
les solutions.

A titre d’exemple, on sait que les caractéristiques sont définies de maniére générale
par :

% = Vo(r, X(1)),
X(O) = X0-
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Chapitre 3. Etude théorique du modéle

En coordonnées radiales, avec X (7) = p(7)er(0(7)) et V¢ = (9,¢, 7 199¢p), 'EDO se
récrit :

' (1) = 3rp(T,0(7),0(7)),

0'(1) = pzil_)a(;(p(r, o(1),6(7)), (333)

0(0) = po, 6(0) = 6.

Ici, pg # 0. Par ailleurs, la relation (3.27) établie dans 1'étude 1D et donnant le jacobien

demeure vraie en dimension supérieure :

exp[¥(1)Y(x0)] .
é/ﬂexp[‘l’(t)Yo(x)] dx

detVy, X =

Ici, dans le repere (e,(6p),eg(6p)), ona:

X(1) = (p(T;pO’ %) C?S(Q(T/‘Po, bo) — 60)> ‘
P(T,‘ 0o, 90) Sln(e(’r;pO, 60) — 90)

D’ou, avec dy (e,(0)) = eg(6) :

89 1Y 89 0
1 COpyp — 5p0pyf c—— —sp——

V, 0 = (00X —0,X | = Po po |
po.8o £0 0o B 3 o+ oD g, 0 n dg,0
s c s—— 4+ cp——
o 0o £0 P o

avec ¢ = cos(f — 6p) et s = sin(6 — 6y).
Dans le cas qui nous concerne, a savoir celui de la géométrie radiale (Y = Y%(r)), ¢ n’est
fonction que de r. Il vient alors 6(7) = 6 et :

dp0 O
Voo X = 0 £
o
L'équation du jacobien devient donc :
1 poexp[¥ ()Y (po)]

o /OR exp[¥(6)Y0(r)] rdr

ce dont on déduit :

Rex 0 r r o
e [ ew¥ (Y] rd e tren

R R :
/Oexp[‘lf(t)YO(r)] rdr /Oexp[‘I’(t)YO(rﬂ rdr

On a utilisé le fait que la solution de p'(7) = 9,¢(7,p(7)), p(0) = R, est simplement
p(7T) = R, compte-tenu de la condition aux limites 0,¢(t, R) = 0.
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3.4

3.4. Conclusion

La fonction p? ainsi définie est nulle en pg = 0 (par prolongement par continuité,
I'expression ayant été obtenue sous I'hypothese py # 0), croissante par rapport a py (donc
positive). La fonction p = /p? est ainsi bien définie, continue et croissante sur [0, R],
et donc inversible, d’inverse p; !(r). La fonction (t,7) +— Y? (or 1(r)) est solution du
systeme (3.31). On obtient ainsi une formule analogue a celle qui a été explicitée dans le
théoreme 3.4. Les mémes conclusions peuvent alors étre émises.

Dans le cas général a donnée initiale quelconque pour le systéme (3.30), la méthode
requiert de résoudre (3.33), pour lequel il n’existe pas a priori de solutions explicites. Tou-

tefois, on peut utiliser ce systtme d’EDOs dans des perspectives numériques.

CONCLUSION

Le modele ABv a été construit a partir du systéme DLMN en se basant sur des considé-
rations mathématiques (vitesse potentielle, changement de second membre, découplage
avec la thermodynamique). En tant que systéme d’équations aux dérivées partielles, le
modéle a de nombreuses propriétés, dont certaines ont été détaillées dans ce chapitre. En
particulier, on a prouvé l'existence de solutions régulieres en temps court, avec une esti-
mation du temps d’existence. De plus, pour le cas de la dimension 1 ou de la dimension 2
a données radiales, on obtient non seulement des solutions classiques globales en temps,
mais on explicite également des solutions faibles, elles aussi globales en temps. Au regard
de ces solutions faibles, on constate que, pour une donnée initiale de type «bulle » (fonc-
tion a valeurs dans {0,1}), il existe une solution de type «bulle ». On est ainsi conforté
dans le choix de ce modéle qui, bien que simplifié, possede des caractéristiques souhaitées
(principe du maximum, symétrie). Enfin, on a démontré 1’existence d"une fonction définie
sur Ry et égale, sur son intervalle d’existence, a la moyenne sur (2 de la solution. On
connait donc explicitement la moyenne des solutions, qui ne dépend que de la condition
initiale et de la pulsation. Cela permet d’envisager deux conjectures : la premiere est qu'il
y a unicité des solutions faibles (puisque la moyenne est définie de maniere univoque), la
seconde est que les solutions sont globales en temps (la fonction moyenne est définie pour

tout temps), et ce, quel que soit le type de solutions considérées (faibles, fortes, classiques).

Parmi les problemes ouverts, il demeure donc en premier lieu la question du temps
d’existence des solutions classiques. Car si une estimation précise a été donnée, cette
derniere s’avere non optimale en dimension 1 : le temps d’existence y est infini, ce que
semblent confirmer les simulations numériques (en dimensions 1 et 2) qui ne montrent
pas d’explosion en temps fini. Par ailleurs, il reste & démontrer I'existence (sauf en dimen-
sion 1 ot1 on dispose de solutions explicites) et 'unicité (quelle que soit la dimension) de
solutions faibles au modeéle ABv. Ce point est d’autant plus important qu’il correspond a
la finalité de cette étude, a savoir le traitement de données en créneau. Pour cela, une tech-
nique qui pourrait s’avérer instructive est celle de I'approximation parabolique, commme

ce qui est fait par exemple dans [70].

Heek
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Chapitre 3. Etude théorique du modéle

Finalement, 1’étude du modele ABv constitue un excellent point de départ, du point
de vue théorique, pour 'analyse numérique du systeme DLMN. Elle a permis de tester les
outils fonctionnels dans les espaces de Sobolev (inégalités de Moser, estimations d’énergie)
au cours de la preuve du théoreme d’existence et d'unicité, et de mieux comprendre le
fonctionnement global du couplage hyperbolique / elliptique. Afin de « remonter » vers
le systeme DLMN, il est envisageable d’enrichir progressivement ce modele abstrait, par
I'ajout d"un terme source, puis par le couplage avec des équations thermodynamiques.
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y ES ECOULEMENTS qui interviennent dans les cceurs de réacteurs nucléaires

peuvent étre qualifiés de complexes dans la mesure o1 la disparité des échelles
‘ d’espace est trés grande. A titre d’exemple, on peut comparer la taille du réac-
teur (plusieurs metres) a celle des plus petites bulles (de 1’ordre de quelques microns). Du
point de vue numérique, les algorithmes ne peuvent tenir compte de toutes ces échelles,
pour des questions de cofit de calcul. Avec l'accroissement des puissances des ordina-
teurs, il devient aujourd’hui possible de prendre en compte (localement) les plus petites
échelles. Cela définit le cadre (ambitieux) de la Simulation Numérique Directe (SND'). La

* L’acronyme DNS (pour Direct Numerical Simulation) est passé dans le langage courant (des numériciens) en
frangais.
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Chapitre 4. Interfaces et simulations numériques du modele ABV

SND est devenue un enjeu majeur dans le monde de la modélisation en dynamique des
fluides, car sa maitrise permettra, a terme, de mieux connaitre et ainsi de mieux com-
prendre les phénomenes physiques qui se produisent durant une expérience, que ce soit
dans le domaine de la combustion, de I’aérodynamique ou encore de la thermodynamique
diphasique.

De maniere générale, les écoulements diphasiques peuvent étre considérés soit comme
des milieux continus, lorsque les deux phases sont potentiellement présentes en chaque
point du domaine (les variables sont alors moyennées), soit comme des milieux distincts,
lorsque les phases sont séparées par une interface infiniment mince. Dans ce dernier cas
(qui englobe les écoulements a bulles), les deux phases peuvent étre assimilées a deux
fluides distincts supposés non-miscibles. C’est le choix de modélisation qui est fait ici.
En termes d’équations, ce choix peut se traduire par deux types de formulations (équiva-
lentes) : soit on utilise deux ensembles distincts d’équations, propres a chacun des deux
fluides (on complete alors le modele par des conditions de transmission a la traversée de
l'interface), soit on prend en compte un unique ensemble d’équations, faisant intervenir
des variables « globales » ainsi que des termes sources supplémentaires (de type Dirac sur
l'interface, modélisant par exemple la tension de surface).

Mais quelle que soit la formulation choisie et en dépit des performances accrues des or-
dinateurs, la simulation des écoulements a bulles demeure problématique pour plusieurs
raisons : en premier lieu parce que certains phénomenes physiques inhérents au concept
de bulles engendrent des changements topologiques importants, comme par exemple en
cas de formation de bulles par changement de phases (nucléation), de coalescence ou en-
core de fragmentation; en second lieu parce que l'interface est infiniment mince, ce qui
requiert un traitement numérique « parfait », i.e. sans diffusion (laquelle aurait tendance
a transformer une interface infiniment mince en interface diffuse et rendrait de surcroit
délicat le calcul de forces surfaciques). La gestion rigoureuse de ces différents points, en
plus de la prise en compte d’échelles d’espace tres petites dans le cadre de la SND, peut
alors engendrer des cofits de calcul prohibitifs.

K

Dans ce chapitre, on décrit tout d’abord brievement les méthodes les plus classiques
pour le traitement numérique des interfaces. On s’intéresse ensuite plus particulierement
aux schémas numériques dédiés au transport d’interface. On construit alors un schéma
d’ordre 2, basé sur la méthode des caractéristiques, pour traiter le cas des interfaces régu-
lieres.” Puis, on présente un algorithme de raffinement adaptatif de maillages (AMR?) en
dimension supérieure a 1, appliqué au modéle simplifié de déformation de bulles (ABv).
Dans l'optique de traiter le systeme complet (DLMN) a I'aide de cette technique, on termine
le chapitre par des rappels sur l’algorithme Mac.

2 On opposera dans la suite le concept d’interfaces régulieres (diffuses) a celui d’interfaces irrégulieres

(infiniment minces).
3 Comme pour I'acronyme DNS, le terme anglais (Adaptive Mesh Refinement) est le plus utilisé, méme en
frangais.
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4.1

4.1.1

4.1.2

4.1. Introduction a la problématique de la simulation d’interfaces

INTRODUCTION A LA PROBLEMATIQUE DE LA SIMULATION D’IN-

TERFACES

On distingue globalement deux grandes familles de méthodes pour traiter les interfaces :
soit l'interface est elle-méme une inconnue a part entiere que 1’on suit au cours du temps
(on ajoute alors une ou plusieurs équations au systeme), soit elle est implicitement conte-
nue dans le modeéle et est déduite de la position des deux fluides. En d’autres termes, soit
on suit l'interface (on parle alors de front/interface tracking), soit on la capture a chaque
pas de temps (on parle de méthode interface capturing). Dans ce dernier cas, il peut y avoir
reconstruction de l'interface (Vo¥) ou non (comme dans les méthodes que nous allons
détailler).

Suivi d’interfaces

Dans la méthode dite de front tracking introduite par Unverdi et Tryggvason [88] puis
approfondie dans [87], les équations régissant 1"écoulement sont résolues par une mé-
thode classique (volumes finis, différences finies) sur un maillage fixe (en coordonnées
eulériennes), tandis que la frontiére séparant les deux fluides est représentée par un en-
semble de marqueurs reliés entre eux (appelé front). L'évolution de ces marqueurs est
traitée grace a une approche lagrangienne, les particules étant suivies au cours du mouve-
ment. Cela nécessite toutefois des interpolations entre les maillages fixe et mobile, et une
gestion rigoureuse des changements de topologie (nucléation, coalescence, fragmentation)
qui représentent la principale limite de cette méthode.

Quant a la résolution a proprement parler des équations (loin de l'interface), par
exemple les équations de Navier-Stokes, la principale difficulté est d’approcher les termes
surfaciques sur l'interface (comme la tension de surface) et d’appréhender les fortes va-
riations des gradients au voisinage de l'interface, en particulier pour la pression.

Les pionniers dans ce domaine furent Harlow et Welsh [47], dont on détaillera la
méthode dans le paragraphe 4.5. Dans leur approche, les marqueurs reperent chacun des
deux fluides et non directement 'interface (ce qui requiert donc un nombre plus important
de marqueurs que pour la méthode front tracking oli les marqueurs sont concentrés dans

un voisinage de l'interface).

Capture d’interfaces

Cette méthode générale consiste a repérer l'interface via I’évolution d"une fonction couleur,
réguliere ou non. Une premiére méthode est la méthode Vor (Volume-Of-Fluid), dont les
fondements ont été initiés par Noh et Woodward [62] puis formalisés par Hurt et Nichols
[50]. Cet algorithme (ou plutdt cette famille d’algorithmes) est composé de deux étapes :

@ évaluation de la fraction volumique* de la phase de référence dans chaque cellule

du maillage;

@ reconstruction de l'interface a partir des valeurs de la fraction volumique.

4 On parle parfois de volume tracking.
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L’algorithme Stic (Simple Line Interface Calculation, [17]) est basé sur 'hypothese que, dans
chaque cellule, l'interface est soit horizontale, soit verticale (en dimension 2). Pour déter-
miner sa position, on utilise des couples d’indicateurs de présence : pour la phase vapeur
par exemple, on détermine les entiers IL;, et IR, égaux soit a 1 (si la phase vapeur est
présente), soit a 0 (sinon), respectivement dans la cellule de gauche et la cellule de droite.
Bien que basique, cette méthode s’est révélée tres pratique du point de vue numérique. De
nombreuses évolutions ont été faites par la suite, avec la formalisation du concept de mé-
thode Vor par Hurt et Nichols [50], puis par Rider et Kothe [75]. Pour ce qui est de I'étape
@, la fraction volumique, qui sert ici de fonction couleur, est solution d’une équation de
transport [414, 73]. Pour 1'étape ®, la méthode PLic (Piecewise Linear Interface Calculation,
[69]) a succédé a la méthode Sric. La principale difficulté est d’évaluer numériquement
la normale a l'interface dans chaque cellule [64]. Une revue des différentes techniques de
type VoF est donnée dans [79].

Une autre méthode consiste a utiliser une fonction réguliére ¢, que I'on peut interpréter
comme la distance entre chaque point du fluide et I'interface. On parle alors de méthode
level set, introduite par Osher et Sethian [63]. La fonction distance ¢ est signée (nulle
sur l'interface, positive a l'extérieur de la bulle et négative a l'intérieur) et est solution
d’une équation d’advection. La fonction caractéristique de la phase vapeur est donc égale
al—H(¢), ou H est la fonction heaviside.

Cependant, afin d’éviter d’éventuelles instabilités numériques dues au traitement des
termes surfaciques, on « régularise » l'interface en introduisant la fonction H, (régularisa-
tion de la fonction Heaviside), avec € > 0 :

0, six < —¢,
1 1

He(x) = 3 l—i—%—i—;sin% , silx] <e,
1, sinon.

Toutefois, le champ de vitesse sur l'interface pouvant étre relié a la fonction ¢ elle-méme,
I'équation d’advection est en réalité une équation d’Hamilton-Jacobi, a laquelle on peut
appliquer tous les outils numériques associés a ce type d’équations.

A noter que des couplages entre ces différentes méthodes ont été mis en ceuvre, comme
par exemple dans [84] (VOF et level set).

Une autre possibilité est d'utiliser une des équations du systeme. Dans le cas du sys-
teme DLMN, la fraction massique Y7 de la phase vapeur est discontinue, et est égale a la
fonction caractéristique du domaine occupé par la phase. Résoudre 1'équation de conser-
vation des masses partielles permet donc de déterminer Y, et ainsi de localiser l'interface,
puisque celle-ci coincide avec la discontinuité de la fonction Y7. Mais ce choix nécessite de
disposer d’un algorithme tres peu diffusif afin de ne pas perdre trés rapidement en pré-
cision. C’est pourquoi on introduit, dans le paragraphe suivant, 1’algorithme anti-diffusif
de Després et Lagoutiere.
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TRANSPORT DE FONCTIONS IRREGULIERES : LE SCHEMA DL

L’idée de ce schéma est de combiner le décentrage amont (conditionnellement stable mais
diffusif) et aval (instable mais non diffusif) tout en conservant les avantages numériques
des deux approches. Ce schéma a été introduit par Després et Lagoutiere [29] et analysé
dans [56]. On y fera référence dans la suite comme schéma DL.

Dans tout le paragraphe, on travaille sur un maillage cartésien uniforme (", x;) du
domaine [0, 1]. Les pas de temps et d’espace sont notés At et Ax. On consideére dans un

premier temps 1’équation de transport a vitesse constante u > 0 :
OtY +udyY = 0;Y +0x(Yu) =0,
munie de la condition initiale :
Y(t=0,)=Y"eL},.

A l'instar des schémas pour les lois de conservation, le schéma a pour formulation géné-

rale :
ult

+1_
i =Y - Ax ( jt/2 = an—l/z) : (4.12)
Le point majeur est donc la définition des flux aux interfaces. On requiert, pour le choix

des flux, que ces derniers réalisent les conditions suivantes :

172 == max (Y, Yi ), (4.1b)

mi_q o == min(Y}", Y/ ;) < Y]”Jrl <ML

M1 < Y S M), (4.10)

Le premier critere permet la stabilité L* ainsi que la décroissance de la variation totale :
Z | j+1

La seconde condition est liée a la consistance du schéma. On cherche donc & déterminer
les flux admissibles & partir de ces deux contraintes. En remplacant Y]?Hl dans (4.1b) par
son expression (4.1a), on obtient :

Ax Ax
Yilip+ (Yn ]7'11/2) SYipSYipt oo (Yn m}ll/z) ,
ce qui fournit un encadrement de Y]’fi_l /o en fonction de Yf_l /- Pour avoir une majoration
explicite, on utilise (4.1¢) pour parvenir a la condition suffisante :

bj = uAt i (= M) + Mo < Vi < B =il + o g (= maz2).
(4.1d)
On vérifie en effet que si les encadrements (4.1c-4.1d) sont réalisés, il en est de méme pour

la condition (4.1b).
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De plus, sous 'hypothese de type CFL :

ult
0<—x<1
<Ax< !

I’ensemble [b]’-l,B]T’} N [m}ﬂrl /2o MJ 1 ),] est non vide et il est possible de trouver un flux

j+1/2

Y]?ﬂrl P vérifiant simultanément (4.1¢) et (4.1d). Pour déterminer la valeur du flux « op-

timale » dans l'intervalle considéré, on cherche a allier les caractéres stable du schéma
décentré amont et anti-dissipatif du schéma décentré aval, i.e. a décentrer vers 1’aval des
que cela est possible. Pour cela, on résout le probléeme de minimisation :
: \/ n
min ’Y— ]-+1‘ . (4-2)
b <Y<BY

S

n
Mmit1/2 i+1/2

La solution du probléme (4.2) est alors donnée par :

n 3 n n
bj , si Y].Jrl < bj ,
n _ .
Yiii= Yitq, sibf <Y/, <Bf, (4-3)
B, siYf, > B,

soit encore :
ynr —yn
n __vn n n : ult ] j—1
Yj+1/2 —Yj +( f+1_1/j ) max [O,mm{l, (1_Ax> w}} .

On peut donc réinterpréter cette méthode comme un schéma avec limiteur (qui a pour
nom dans la littérature d’UltraBee).
Dans le cas ot1 la vitesse est négative, on fait intervenir la cellule en aval dans le calcul

des flux, ce qui donne :

Ax
bj = v ( i M7+1/2) + Mg,

Pour étudier la qualité de la « convergence » du schéma, il est fait appel a la classe de
fonctions discretes DL (k) définie pour « € [0,1] par :

faj41 = f3j,

Viez,
fajr2 = xfaj01+ (1= %) f3)43 -

A la suite ( fj) de DL(x), on associe la fonction :
flx) = Zf/.l[xj—l/erHlﬁ[(x)‘
]

Cette classe de fonctions est advectée de maniére exacte par le schéma décrit précédem-
ment. On a de plus le résultat de densité suivant : si f € BV(R) N L!(RR), alors il existe
Cpr > 0 indépendante du maillage, x € [0,1[ et g € DL(x) tels que: || f — §||;1 < CprAx.
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4.3. Transport de fonctions régulieres : le schéma MOC2

Ce schéma a la propriété de ne diffuser que sur un nombre de cellules (1 en 1D, 2
ou 3 en 2D) uniforme en temps et convient parfaitement au traitement des fonctions
discontinues.

La méthode s’étend également aux cas ol la vitesse n’est pas constante. Si 'on se
donne une vitesse u, ; , en chaque nceud du maillage, on applique le schéma (4.3) en

considérant la vitesse constante par cellule |x; 1,5, X;11,2[, i.e. en prenant par exemple :
n n
n_ Yivi2 T
u; = 5 .

De méme, on peut utiliser cette méthode pour des dimensions supérieures. Par exemple,
en dimension 2, on procéde par « splitting directionnel » en se ramenant a la résolution

alternée des équations :
0tY +udyY =0 et Y+ LlyayY =0,

au sens ot on utilise le schéma :
YTlJrl/Z —yn _ ux At (
ik ik Ax

ndl _ ynti/2 | WAt a0 n41/2
YJ}k _Yj,k Ay j,k+1/2_Yj,k—1/2

n n
j+1/2k Yj—l/z,k) ’

TRANSPORT DE FONCTIONS REGULIERES : LE SCHEMA MOC2

L’équation de transport, et plus généralement les opérateurs d’advection, interviennent
dans de nombreux domaines d’applications des mathématiques, en particulier dans les
systtmes d’EDPs modélisant des écoulements en mécanique des fluides (équations de
Navier-Stokes sous forme non conservative, et plus généralement diagonalisation de sys-
temes hyperboliques [58]). Par ailleurs, commé décrit dans les paragraphes précédents, on
utilise I’équation de transport afin de suivre numériquement des interfaces entre fluides
non miscibles (transport de fonctions continues dans le cadre des méthodes Level Set [63]
ou transport de fonctions irrégulieres comme dans la présente étude).

La méthode des caractéristiques est depuis longtemps utilisée d’un point de vue théo-
rique comme principe de construction d"une solution a I'équation de transport (4.4). On
prouve ainsi l’existence d"une solution [4]. Mais cette méthode s’avere également étre un
outil numérique a part entiere (on parle alors de schéma MOC pour Method of Characteris-
tics), utilisant les propriétés du flot caractéristique associé au champ de vitesse (cf. §2.4).
On donne quelques exemples dans la suite, avant de construire une nouvelle méthode,
dans le but d’améliorer la précision générale du schéma. Ce nouveau schéma a en effet
pour but d’atteindre un ordre 2 par rapport aux parametres de discrétisation d’espace
et de temps, tout en conservant certaines propriétés physiques des solutions, comme le
caractere borné dans [0, 1]. Pour cela, on combine deux schémas avec une stratégie per-
mettant de garantir, par construction, le principe du maximum. ['avantage des schémas
MOC est leur stabilité inconditionnelle, puisque 1’on remonte les courbes caractéristiques
(sur lesquelles la solution est constante ou suit une loi d’évolution connue) aussi loin que
nécessaire. Le schéma proposé ici est donc explicite, stable, non dispersif et d’ordre 2.
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Notations

On introduit pour la suite le probléme de Cauchy suivant :

{ AY(tx) +U(tx) VY(tx) 2 £t x), (4.42)
9]

Y(0,-) 2. (4.4b)

L’inconnue est la fonction scalaire Y, que 1'on recherche dans un domaine Q C R? borné

lipschitzien (d € {1,2,3}). Les données du probleme sont la condition initiale Y0 e [® (Q),

le terme source f € L®(Ry x Q) et le champ de vitesse U. Ce champ de vitesse sera soit

supposé constant, auquel cas on ajoute une condition aux limites (pour Y) sur la partie du

bord ot le champ est entrant (U - v > 0), soit supposé appartenant a 'espace ¢’ (R4 x Q)

et vérifiant la condition aux limites :
U.-v=0.

Dans ce cas, aucune condition de bord sur Y n’est nécessaire.

On rappelle que le flot caractéristique est défini comme la solution de 'EDO :

4~ x),

X (s) = xo,

(4-5)

pour xg € QO ets € Ry. Numériquement, on peut utiliser cette méthode de deux manieres
distinctes :

® Si l'opérateur de convection Dy = 0; + (U - V) intervient dans un systéme plus
complexe (Euler, Navier-Stokes) du type D;Y + DY = f out D est un opérateur
différentiel, on écrit :

piv= [2 (vimx(w0)]

La semi-discrétisation en temps (de pas At) se fait alors le long de la caractéristique
par la formule :

Y(tx) = Y(t — AL, X(t — AL t,x))
At

+DY(t,x) = f(t,x).

La résolution en espace se fait généralement par une méthode d’éléments finis
[4, 31, 32, 40]. On parle alors de méthode de Lagrange-Galerkin. Parmi les premiers
schémas alliant MOC et éléments finis, le schéma de Bardos, Bercovier et Pironneau
[4] se basait sur une vitesse constante dans chaque élément de maillage, permettant
une résolution « exacte » de I'EDO caractéristique. Dans le méme temps a été déve-
loppé le schéma MMOC (modified method of characteristics, [32]). Ce schéma est toute-
fois connu pour ne pas vérifier le principe de conservation de la masse. Le schéma
MMOCAA (modified method of characteristics with adjusted advection, [31]) a alors été
construit, avec une correction du champ de vitesse a chaque étape, de sorte que ce
principe de conservation soit satisfait. On peut également citer le schéma FEMMOC
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(Finite Element MMOC, [34]), qui utilise des limiteurs pour pallier au probleme de
monotonie. Dans ces schémas, la caractéristique est donnée par une approximation
d’ordre 1. D’autres modeles se basent sur des méthodes de point fixe sur 1'incrément
spatial x — X' (t — At; t, x) [¢3]. Dans [40], on utilise une approximation d’ordre 2, avec
une adaptation en maillages fixe ou mobile. Plusieurs études de convergence ont été
menées sur ces schémas, parmi lesquelles on peut citer les travaux de Pironneau [71]
et de Siili [85].

@ Si, en revanche, on est en présence d'une « simple » équation de transport D;Y = f
(que le champ de vitesse soit donné ou soit solution d'une autre équation couplée),
la solution est cette fois-ci connue et donnée par :

Y(t,x) = YO(X(O; t,x)) + /Otf(a,X(a; t,x)) do.

Cette formule requiert toutefois la connaissance du flot X, solution de (4.5) pour
s = t, sur l'intervalle [0, f]. Cependant, résoudre a chaque étape 'EDO sur l'intervalle
complet [0,t] risque de propager des instabilités numériques. C’est pourquoi on
préfere utiliser la propriété de semi-groupe (2.4) du flot, qui permet de reformuler

la solution dans un voisinage de (¢, x) :
t
Y(tx) =Y(t— At, X(t— At;t,x)) +/ f(o, X(o;t,x)) do,
t—At

qui ne nécessite plus de résoudre (4.5) que sur l'intervalle [t — At, ], connaissant la
solution Y au temps t — At. On a ainsi une procédure locale, qui minimise l'erreur
commise dans la résolution. L'intégrale est quant a elle calculée par une formule
d’intégration numérique (rectangles, trapezes, ...). Cette méthode se décompose

donc en deux étapes :

® une premieére étape qui consiste a déterminer la solution de I'EDO (4.5). Cela
revient a approcher la courbe caractéristique qui passe par le point x au temps
t. C’est pourquoi on qualifiera souvent cette étape de « construction de la carac-
téristique ». Elle permet en particulier d’approcher le pied de la caractéristique,
¢ = X(t — At;t,x), nommé « upstream point » (ou point amont) dans la littéra-
ture (cf. F1G. 4.1).

® la seconde étape est une étape « d’interpolation ». En effet, le point ¢ n’étant
a priori pas un noeud du maillage et comme la solution Y(t — At,-) n’est elle
connue qu’aux nceuds, il est nécessaire de recourir a une interpolation. Par
exemple, dans [49], une interpolation d’Hermitte aux deux nceuds situés aux

extrémités de la cellule a laquelle appartient ¢ est utilisée.

Il existe également des schémas qui utilisent la-aussi un couplage avec les éléments

finis [52].

Dans la mesure oti le modele ABv comporte une équation d’advection pure, c’est cette
seconde stratégie qui est choisie. La résolution de 'EDP (4.4) se résume donc au traitement
de 'EDO (4.5).
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F1G. 4.1 — Approximations d’ordres 1 et 2 de la courbe caractéristique passant par le point (t,x)

Un premier intérét de ces méthodes est justement ce découpage en deux étapes, qui
correspond d’ailleurs a un splitting avec une étape en temps (la construction de la carac-
téristique ne fait apparaitre, d’'un point de vue théorique, que des parametres temporels)
et une étape en espace (interpolation). Ceci tend a justifier une certaine indépendance des
deux parametres de discrétisation At et Ax, ce que 1’'on confirmera a travers I'étude de la

stabilité inconditionnelle. L’apport est ici la montée en ordre sur les deux étapes.

Construction du schéma

On présente dans la suite le schéma MOCz, dédié a la résolution de 1’équation de transport
linéaire homogene :
Y +U-VY=0, Y(0,x)=Yx). (4.6)

On note ®(t,s,x9) = X (t;s,%0) la solution au temps t de (4.5).> Cet opérateur, de classe
€1 sur [0, 7)% x Q, vérifie la propriété de semi-groupe :
D (1,5,P(s,t,x0)) = P(T, 1 x0).

Ses dérivées vérifient également les égalités suivantes (cf. §2.4) :

0:D(t,s5,x0) = U(t, D(t,5,x0)), (4.7a)
9sP(t,5,x0) = =V, P(t,5,x0)U(s, xp). (4.7b)

Dy := D(t,s,) définit alors un (51-difféomorphisme de Q) dans lui-méme pour tous ¢ et
s fixés dans [0, 7]. Son inverse est alors @, 51 = @, ;. La solution de (4.6) est donc donnée

par :
Y(t,x) = YO(CD(O, t,x)) =Y(s, ®(s, t,x)). (4.8)

On introduit pour la suite un maillage spatio-temporel cartésien uniforme, paramétré par

les nombres de points en temps N; et en espace Ny.

5 On introduit la notation @ de sorte que s et xj soient considérés comme des variables (dont ® est fonction)
et non plus comme des parametres (dont X dépend).
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On se restreint au domaine [0, .7] X [a,b], pour un certain temps .7 > 0 et a < b. Les
neceuds sont alors donnés par :

T , b—
N, 1 et xi:a—l—(z—l)Ax,avech:Nx_ul.

t" = nAt, avec At =

On définit le schéma dans le cadre d"un maillage homogene, mais il est possible d’étendre
les résultats au cas d’un maillage quelconque.

Le schéma consiste donc, compte-tenu de (4.8) avec s = " et t = t"*1, 4 calculer la solution
au temps #"*1! par :

VI = V() = (e, 0, 9, ). 49

On distingue deux étapes dans le processus : la premiere étape est consacrée au calcul
de &' := @(#",#"*1, x;) et la seconde a I'approximation de Y(#",¢"), sachant que 1'on ne
connait la solution qu’aux nceuds du maillage. ¢ se situe donc, dans le repere (t,x) a l'in-
tersection de la courbe caractéristique issue du nceud (¢"*1,x;) avec la droite d’équation
t = t" (cf. F1G. 4.1).

La premiere étape est réalisée en dimension quelconque. La seconde, en revanche, est
adaptée a la dimension 1.

Etape en temps (calcul du point amont)

Dans un certain nombre de schémas MOC, le point amont est donné par une approxima-
tion d’ordre 1, a savoir :

an

gi,l =Xi— At - U(tnl xi)r (4.10)

ce qui revient a approcher la courbe par une droite (cf. F1G. 4.1). Cette formule est exacte
dans le cas d'un champ de vitesse constant. Pour des vitesses variables, on cherche a

améliorer la précision par un calcul de ¢} a 'aide de développements limités de ® et des
formules (4.7). On a tout d’abord :

e
2 9s?

O(t,s,x) = ®(t,t,x) + (s — t)%if(t, t,x) + (t,t,x) +O((s — t)°).

Déterminons une expression de chacun de ces termes en fonction de la donnée U. On a,
par définition, ®(t,t,x) = x et VP (t,t,x) = Zd. Il s’ensuit, d’apres (4.7b) :

9;®(t,t,x) = —U(t,x).
En dérivant cette égalité par rapport a ¢, on obtient :
02.D(t,t,x) + 02.D(t, t,x) = —3;U(t, x).

Afin d’évaluer la dérivée seconde 9%,®, on utilise le lemme de Schwarz (que 'on peut
appliquer du fait de la régularité supposée de U donc de ®), ce qui permet d’avoir %P =
02,®. En dérivant I'équation caractéristique (4.7a) par rapport a s, on obtient :

07.®(t,t,x) = VU(t,x)9sD(t, t,x) = —VU(t,x)U(t,x) = — (U - V)U(t, x).
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D'ou :
D(t,5,x) =x— (s — t)U(t, x) + (Gl [(U-V)U(t,x) — 9, U(t,x)] + O((s — 1)*).
Soit :
Ot " x) = x — At-U(H", x) + Ath [(U-V)U(H",x) — 2 U(t", x)] + O(AP).  (4.11)

C’est a ce point du développement qu’intervient le cadre général dans lequel s’insére
I'équation de transport (4.6). En effet, la formule (4.11) fait intervenir les dérivées du
champ de vitesse. S5i U est donné analytiquement, on peut calculer ses dérivées en temps
et en espace explicitement. En revanche, si le champ de vitesse est également une inconnue
du probléeme, il faut prendre garde a la disponibilité des données. Par exemple, dans le
modele Asv, U est donné par :

VUL %) « Y(t %) - |(1)|/QY(t,x’)dx’.

Comme la solution numérique Y n’est connue que jusqu’au temps t", la discrétisation de
0:U ne doit pas faire intervenir U(t”“,x). De méme, si la méthode des caractéristiques
est utilisée pour traiter I'équation de Burgers [12] :

U+ (U-V)U=0, (4.12)

2

gt 0P S .
on vérifie que FT 0, et la caractéristique est exactement donnée par :

Ot " x) = x — At- U, x).

Cependant, U(t”“, -) n’est pas encore connu. On utilise donc la formule (4.11). Or, dans
cette formule, intervient le terme 0;U. Une différence finie (U(#",x) — U(t""1,x)) /At né-
cessiterait le stockage de deux niveaux de temps de la solution. C’est pourquoi, dans ce
cas particulier, on remplace le terme 9;U par —(U - V)U d’apres (4.12). Le schéma prend
alors la forme, pour I'équation de Burgers :

O(t", " x) = x — At- U(t", x) + A [(U- V)U (", x) + O(AP). (4.13)

Dans les autres cas, en dimension 1 (ott on note ¢/ le champ de vitesse), le développement

limité s’écrit :

2
Gt =x— AU, x;) + ATt [0xU (1", x;) - U(t", x;) — JU(H", ;)] + O(AF),

n Atz Z’{z n n 3
:xi—At~Z/{(t ,xl-)—l—T Oy 7 (i’ ,xi)—atL{(t ,Xl') +O(At )

On testera dans la suite l'influence de la formulation conservative oy (U?) par rapport au
produit U, U. Dans la suite, on approxime la dérivée en temps par une formule d’Euler
et la dérivée en espace par une formule centrée.
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Le point amont dans le schéma MOC2 est donc approché par :

. At Ly AR Ul)? - (Ur)?
f =i — o (BU — U + —-— 2MZ , (4-14)

ou U]' désigne la valeur approchée de U(t", x;). Si le champ U est donné explicitement,
lerreur induite par (4.11) est en O(At®). Mais du fait des calculs approchés des dérivées,
l'erreur commise en prenant (4.14) est en O(A> + At?Ax?). Avec des arguments similaires
et en supposant plus de régularité sur U, on peut continuer d’augmenter la précision du
schéma en calculant le terme 823d>(t, t,x).

Cette étape de construction étant indépendante de la solution courante, elle peut étre
commune au transport de plusieurs variables sous le méme champ d’advection. L'étape
suivante est en revanche propre a chaque variable.

Etape en espace (interpolation)

Dans la suite, CAf désigne 'approximation du pied de la caractéristique, que ce soit par
une formule d’ordre 1 ou d’ordre 2 (voire d’ordre supérieur). On cherche a approcher la
valeur Y(t",¢!"). Pour cela, on détermine en premier lieu la cellule dans laquelle le pied
de la caractéristique se situe. Une fois isolée la maille® [xj,xj;1[ a laquelle appartient éf,
on introduit le facteur de position :

Xjt1 — G

n.,__
ij = Ax

(4.15)
On a, par définition, 9;} €]0,1], (’ffA = Xj41— G?ij et 9?]. :Al ssi 61” =X
Pour évaluer la valeur Y(t",¢}') sachant que x; < ¢ < xjy1, la premiere idée fut

historiquement d"utiliser une interpolation linéaire de Y7 et Y7 ;

ﬁ“:%ﬁ+@—%)ﬁr (4.16)

o . X u
En particulier, si le champ de vitesse est constant et sous '’hypothese 0 < Ax < 1, alors

Al'? =x; —UAt, j=1i—1 et le schéma MOC redonne le schéma upwind :”

an—&-l — Yin +UYin — Yz'n—l -0
At Ax

Cette remarque permet de mieux comprendre le sens de la condition CFL® qui assure la
stabilité du schéma upwind. Si la condition CFL n’est pas respectée, i.e. At > Ax /U, alors
le pied de la caractéristique vérifie :

51” < Xi—1 = gAzn & [xi_1, X[

2,
6 L'indice j est donné par j = 1+ {;Ax J , le domaine d’étude étant [a, b].
7 Avec Ax € [—1,0], on retrouve encore le schéma upwind, avec cette fois-ci j = i.

8 La condition de Courant-Friedrichs-Lewy pour le schéma upwind est

L{At‘ <1
Ax
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Le schéma upwind interpole toujours aux points x;_1 et x; alors que la caractéristique peut
étre tres éloignée de ces points. D’ot1 la contrainte imposée sur le domaine de dépendance
numérique d’inclure le domaine de dépendance physique. La condition CFL assure donc
la pertinence des valeurs prises en compte dans les schémas. La grande force des sché-
mas MOC est de toujours aller chercher les valeurs pertinentes aussi loin que nécessaire,
en fonction du champ de vitesse et des parametres de discrétisation. Ce stencil variable
explique pourquoi les schémas MOC sont généralement inconditionnellement stables.

Avec une interpolation linéaire (4.16), on obtient un schéma stable (combinaison
convexe), consistant a 'ordre 1 et non dispersif. Cependant, on souhaite ici améliorer
I'ordre en espace de la méthode, en choisissant une interpolation de degré plus élevé.
Gardant a l'esprit que plus le stencil est large, plus le phénomene de diffusion numérique
est important, on s’intéresse a l'ordre 2. Cet ordre fait intervenir 3 nceuds, dont le choix
reste a déterminer parmi {x;_1,x;, xj1} et {x;, xj11, xj52}

La formule d’interpolation de Lagrange d’ordre 2 aux points {x;_1,xj, xj;1} s'écrit :

Y(8) ~ Y(xj—1)€;-1(¢) + Y(x;)€;(8) + Y(xj1)€j51(S),
en notant ({;) la base de polynémes de Lagrange associée :

o - E X —X)
1= 2Ax2 A

(X*wqﬂwﬂfx)aﬂ _ (X)X —xj)
Ax2 j+i 2Ax2 '

Le schéma s’écrit alors an+1 = yg(e;ﬂ].), avec :

6(1-0 1-0)(2—0
Ve(0) = —%an,l +0(2-0)Y + % fi (4.17a)
62 6
=5 (v =2 ) = 5 (Y - 3 ) + Y (4.17b)

Cette formule peut également s’obtenir grace a un développement limité autour de x; en
cherchant une combinaison linéaire de Y7 ;, Y;' et Y/!; qui approche Y(#", ") alordre 2.

Sil'on choisit de faire intervenir les points {xj, xj11, Xj;2}, on obtient la formule Y/"* =
Va(0;;), avec :

6(1+6 0(1—0
Va(0) = 4§4§4421714-(1 —)Y!, - 4345442y7;2 (4.18a)
02 0
== (V=2 +) =5 (V=Y + (4.18b)

On nommera par la suite MOC, le schéma donné par (4.14), (4.15) et Yl-”Jrl = yg(eyj).
De méme, MOC, désigne la version avec Yi”Jrl = yd(e;ﬂ].). A noter que les formules poly-
nomiales en 8 (4.17b) et (4.18b) s’averent étre plus stables numériquement que les combi-
naisons linéaires (4.17a) et (4.18a) pour des questions de zéro machine. En effet, dans le
cas des fonctions de type « bulle régularisée », dans une zone ot la fonction est constante
a 0 ou a 1, chacune des parentheses dans (4.17b) est nulle et le résultat est donné par le
terme restant. Ceci risque de ne pas se produire avec (4.17a) a cause d’erreurs d’arrondi
dans le calcul des termes en 6.
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tn+l - == -
| 1
I P I
I e I
I . I
| e |
[ |
tr |
I I

L J_ =
a X2

F1G. 4.2 — Probleme de condition aux limites

Conditions aux limites

Un point fondamental dans les schémas MOC est le probléme des conditions aux limites.
En présence de conditions aux limites périodiques, il n'y a aucun traitement particulier
a faire. En revanche, si 'on prescrit des conditions de bord pour 'équation d’advection
(Dirichlet sur les parties de la frontiere ot1 le champ de vitesse est entrant : par exemple,
Y(t,a) = n(t) pour y donnée), il se peut que, partant du nceud (¢"*1,x;), les courbes
caractéristiques (exactes ou approchées) coupent la frontiere avant d’atteindre le temps
t". Prenons la configuration de la figure 4.2. Le point délicat est d’estimer le temps t*
auquel la caractéristique approchée atteint le bord, ce temps étant nécessaire pour évaluer
YI ~ Y(H,a) = y(t).
Plusieurs cas particuliers sont a explorer :
o Le cas le plus simple correspond a une condition aux limites constante, du type
n(t) = 0 par exemple. Il vient alors Y5 ™ = 0.
e Si la vitesse U est constante, onaa = xp — U - (t”Jrl — t*), ce qui fournit t*. On en
déduit Y.
e Si le champ de vitesse est connu, on peut utiliser 1'approximation a = x; —
M(thrl,xz) . (tn+l _ t*).
Dans le cas général, I'idée de Holly et Preissmann [49] est d’approcher la caractéristique

par une formule des trapezes :

ur+uyt!

tn—i—l _ t* ,
) 2

a=xy—(
avec U* donnée par une interpolation en temps du champ de vitesse :

tr—t" n+1

U = Uj + —— (U - ).

Ceci définit donc une expression implicite de t*. En combinant les deux égalités, on obtient
une équation polynomiale d’ordre 2 par rapport a t*, la solution pertinente étant celle

appartenant a I'intervalle [, #"+1].

Terme source

Terminons par quelques remarques dans le cas d’une équation de transport avec terme
source f. On a vu que la solution exacte vérifiait 1'égalité :

,tn+1

Y x) =Y (8 + | fo®(e " x)) do
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Supposons le calcul du point amont effectué, avec une approximation él” de ¢. On peut
approcher l'intégrale, notée I(t", x;), par les formules d’intégration classiques :

I(t", x;) = At f(£", &) (rectangles a gauche)
~ At F(1" ) (rectangles a droite)

£, 21 tn+1, .
~ Atf (#",67) +2f( xl). (trapeézes)

Classiquement, les deux premieres formules sont d’ordre 1 (par rapport a At) tandis que
la troisieme est d’ordre 2. De la méme manieére que pour 1’évaluation du champ de vitesse,
on distingue le cas ol le terme source est donné explicitement et celui o1 il provient de la
résolution d’une autre équation. Dans le premier cas, on a accés aux données f("*1,.) et,
comme éf est déja connu, on utilise la formule des trapezes telle qu’elle est présentée ici.
En revanche, si I'on ne dispose que des valeurs de f aux temps ", "~1, ... et aux nceuds
du maillage, on procéde par développement limité en temps pour évaluer f(#'*1,x;) eten

espace pour f(#",&").

Etude séparée des deux schémas

On propose ici une analyse du schéma MOCs, I'analyse de MOC; étant analogue. Pour
cela, on consideére I'équation de transport linéaire a vitesse constante /. Plus précisément,

le pied de la caractéristique est calculé par (4.14), qui se résume ici a :

A

&=t = x; —UAL,

1

. - lreg N (i UAt
et la phase d’interpolation est réalisée a 1'aide de );. En notant A = Ax le nombre de
Courant, il vient :

j=i+[—A], (4.19a)
et:
ij:j—i+1+/\:1+L—)LJ+)\:9. (4.19b)
Le schéma s’écrit donc :
w1 _ 0% (o n n 0 (vn n n n
Y= 2 (Y 2 ) — 5 (Y 4y Y] ) Y (4.19¢)

Nous allons montrer que le schéma (4.19) est linéaire, stable, conservatif et consistant, mais

source d’instabilités numériques, ce qui sera confirmé par les simulations numériques.

Linéarité

Comme le stencil est ici constant, a savoir {xi—lﬂ—)\j/ X | —AJr Xif14] A } et comme 6 est
indépendant de i et de #, la formule (4.19c) est linéaire.
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Conservativité

Le champ de vitesse étant constant, ’équation de transport peut se mettre sous la forme
conservative :

On vérifie alors que le schéma est conservatif, i.e. peut se mettre sous la forme :

1

1
Yz‘n+ -y i fﬂl/z - ]:1'111/2
At Ax

:0,

ou F' 4 /2= F <Yz'n—k1' LY 'Yz'n+k2) pour des indices kj et k; fixés, avec un critere de
consistance de flux donné par F(Y,...,Y) = YU.

Donnons tout d’abord quelques cas particuliers. Lorsque [A| < 1,ona:
e silf >0, alors j = i — 1 et on retrouve le schéma de Beam-Warming [58, p.101], qui
est consistant et convergent (on s’est placé ici sous la condition CFL A < 1). Le flux
s’écrit alors : .

Flap=U [Yin +5(1-24) (v - Yinl)] ;

e sil{ < 0, alors j = i et on obtient le schéma de Lax-Wendroff, qui a les mémes
propriétés, avec pour flux :

1
P =U X7+ 50-2) (g = ¥7).

Par ailleurs, lorsque A € Z, en vertu de (4.19b), on a 6 = 1 et le schéma s’écrit :
1 . .
Yt = Yj', avecj=i—A.

On a ainsi un transport avec conservation parfaite du profil de la donnée initiale, quels
que soient At et Ax.

De maniére générale, pour & > 0 et A > 1 (d'oiti > j+ 2), le flux numérique se
formule :

1
Fiap =U Y + 50 =) (Vi =Y

1 ¢ 24 | —A]
+1 X (Yl? Yt =Y )|
k=j+2
Ce flux, bien que plus complexe, demeure consistant et est cohérent avec le cas 0 < A <1

(la somme étant alors vide). Le méme raisonnement tient pour le cas A < —1.

Stabilité

Montrons, par une analyse de Von Neumann, la stabilité du schéma MOC,. Comme évo-
qué précédemment, on s’attend a aboutir a une stabilité inconditionnelle, caractéristique
des schémas MOC. Pour cela, notons ¢ le nombre complexe tel que /> = —1, puis suppo-
sons, pour k € Z, que :

Y] = v, explikx;].
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En insérant cette relation dans le schéma, il vient, compte-tenu de 1’égalité Y].” =
Y expli(j —i)Ax] :

kx K-y [ 01 —6) _ax 02— 0)+ (1-6)(2—0) ax

i L
= vue
2 2 ’

Vyp1e€"

soit encore :

Vn+1 = A(ll j/ k)Vnz

ot le coefficient d’amplification vaut :

2 2
— ptk(j—i)Ax [9(2 —6) + (1 —6)%cos(kAx) + 1(1 —6) sin(kAx)] .

.A(i,j,k) _ elk(j*i)Ax {_m_e)etkAx + 9(2 . 9) + (1_0)<2_6)elkAx:| )

Dot :
|A(i, j,k) 2 = 6%(2 — 0)% 4 (1 — 0)* cos? (kAx)
+20(2 - 6)(1 — 6)% cos(kAx) + (1 — 8)?sin?(kAx),
=022-60)>+(1—-6)*4+20(2 —60)(1 — )% cos(kAx)
+ [(1 —9)2—(1— 9)4} sin?(kAx),
=022—-0)2+(1-0)*+6(2—0)(1—0)?[2cos(kAx) + sin?(kAx)],
= [9(2 —0)+(1— 9)2]2 +60(2 —6)(1 — 6)?[2cos(kAx) + sin?(kAx) — 2],
=1-0(2-6)(1—0)*[1 — cos(kAx)]%.

Avec 0 €10,1], on vérifie que, quels que soient k € Z, At > 0 et Ax > 0, on a bien :
|A(, ], k) <1,
ce qui justifie la stabilité inconditionnelle de MOC;,.

Consistance des schémas

On étudie ensuite la consistance du schéma (4.19) ainsi que 'ordre de la méthode. Car si
les schémas MOC sont généralement inconditionnellement stables, leur principal défaut

est souvent la consistance. Le schéma proposé par Pironneau est par exemple d’ordre
2

A
(@) (At +Ax + Axt> [71]. On ne peut donc pas prendre de pas de temps trop petits.

Toutefois, comme on va le voir, on évite ici ce probléeme de consistance conditionnelle.

Pour Y solution de I’équation d’advection (4.4a), on pose :

1 6
E1(At,A%) == — [Y(t”“,xi) = 5 V(" xi0) = 2Y(F, ) + Y(#, %))
0
+ E [Y(tn, x]-_l) — 4Y(tn, X]) + 3Y(t”,xj+1)] - Y(tn, X]'+1> .
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Pour déterminer l'ordre de l’erreur de troncature, on effectue un développement de
Taylor avec reste intégral autour du point (", x;) :

_ N2 2
Y(#, x) = Y(H, x;) + (k— 1) Ax o, Y (¢, x;) + Ma,%xy(t”,xi)

2
x )2
+ / £ wY(3) (tnlz) dz/
X
du fait que x; — x; = (k — i)Ax. Il vient alors :

ALE (AL, Ax) = AR + At Y (1", x;) + %ﬂaﬁ\((t”,xi) + O(A)
0 w)ax [ (i) =2 -+ G- +1)
(=i =1~ 4G =)+ 3 ~i+1) = =i+ 1)]
LR A [T (G- 122G -+ G- +17)
+z((j—i—1)2—4(j—i)2+3(j—z‘+1)2)—(j—i+1)2},

avec :

. (1-60)(2-6) 5, 02—-0)5, , 0(1-0) 5,
i 2At Rijn= = ar Rt —oar Rij-v

et:

% (v — 2)2
R = /x ‘ My(?ﬁ(tn,z) dz.

i

D’ot, apres simplifications a l'intérieur des différents crochets grace a (4.19b) :

EN (AL, Ax) = [atY+uaxY} (", x;) + [a Y — UP2Y }(t",xi)wz;wcf)(mz).
#/ N
=0 =0

En effet, Y étant solution de (4.6), on a, par dérivation par rapport a t eta x, 9%Y = —Ud?, Y
et 92,Y = —Ud2,.Y, ce dont on déduit que Y est bien solution de 1'équation des ondes 1D :
02Y — U?2,Y = 0.

En supposant Y®) bornée, on majore le terme intégral comme suit :

n _ _ . _ 3 _ ] 3 _ s 3
R < DN [ -0)@-0)lj+1—if +20@ ) — i +0(1—0)}j—i ~1F)],
(4.20)
compte-tenu encore une fois que x; — x; = (k —i)Ax. On rappelle que le but est de montrer

que le second membre tend vers 0 lorsque At, Ax — 0. On pourrait penser que le crochet
2 Ax3 : ’ 7 .
est borné, engendrant une erreur en Ay e qui est I'erreur que l'on attendrait pour un

ordre 2 sur l’étape d’interpolation, par analogie avec [71]. Cependant, on a d’une part
j—i=|—A] d’apres (4.19a), et d’autre part, 6 fonction de A via (4.19b). Le crochet joue
donc un rdle non négligeable ici. En particulier, il est a noter que :

0 ~ A—0etl—0 ~ —A—0.

A—04 A—0_
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On conserve donc dans l'inégalité (4.20) les termes 6 et 1 — 6. En revanche, on majore 2 — 6
par 2 car 6 € [0,1]. Il vient donc :

IRY| < 1A2xA3t HY<3) Hw [2(1 —0)|[~A) + 17+ 46| [-A] [+ 0(1 - 0)|[-A] — 1}3] . (4.21)
Pour prouver la consistance du schéma, on va montrer que le second membre tend vers 0,
en étudiant la vitesse de convergence. Comme il n'y a aucune contrainte de stabilité, les
deux parametres At et Ax sont indépendants. On va donc montrer dans un premier temps
que lorsque At et Ax sont liés, on a bien convergence vers 0. On aboutit ensuite & la méme
conclusion pour le cas général At, Ax — 0, en s’inspirant du cas lié.

Supposons donc que l'on a At = Ax* pour « > 0 fixé et prouvons que le second
membre dans (4.21) tend vers 0 lorsque Ax — 0. On distingue trois cas :

@0 <a<1:alors A =UAx*1 — co. Comme 6 € [0,1], le comportement de 6
ne joue pas et on majore 6 et 1 — 0 par 1. Comme |—A| o —A, on constate que

chacun des trois termes du second membre de (4.21) est équivalent (a une constante
multiplicative pres) a :

3
ATxt\ |=AJP = A3 [ —uUnx 1| ~ [UPax® — 0.

@ a = 1:alors A = U est une constante, ce qui est également le cas du crochet dans
(4.21). Le terme en facteur devient Ax?, ce qui assure la convergence.

® a > 1:dans ce cas, A = UAx*! — 0. C’est ici que l'on utilise le comportement
asymptotique de 6. On suppose donc A suffisamment petit (|A| < 1).
e pour U > 0, chaque terme du second membre de (4.21) soit vaut 0 (car | —A| +1 =
0), soit est borné par 8Ax3~*. On utilise alors I'équivalent :

0
—— o~ UMY
Ax*=3 r—0, *
e pour U < 0, on a de méme des termes nuls (|—A| = 0) et d’autres bornés par

(1—0)Ax3>%. Avec :
1-06
Axx—3 /\:07 |U|Ax2/

on conclut a la convergence du second membre vers 0.
En résumé, on a pour erreur de troncature :
@ EM(ALAMYY) = O(AP), 0 < 1;
@ E£'(Ax*,Ax) = O(Ax?), a > 1.

Dans le cas général, i.e. Af, Ax — 0 indépendamment 1'un de l'autre, on reprend les
mémes arguments, en utilisant soit le fait que A — 0, soit le comportement de 6 au
voisinage de 0 et en faisant apparaitre une puissance pertinente de A. Prenons par exemple
le premier terme dans le second membre de (4.21), a savoir :

Ax3

S =02 +1°.
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Ce terme peut étre écrit, a At fixé :

3

7

UPAR(1—06) ‘L_AAJ“

ce qui donne un ordre en O(At?) a convergence lorsque Ax — 0 (A — o0). Mais le terme

peut également s’écrire a Ax fixé :

1-A) + 1
U |Ax*(1 —G)T.

Ce terme est nul pour A > 0 car |[—A| = —1, et est en O(Ax?) pour A < 0 lorsque At — 0
(A — 0), du fait que 1 — 6 ~ —A. On procede de méme pour les deux autres termes de

(4.21). En conclusion, on a :
AlimOS(At,Ax) = O(Ax?) et AlimOE(At, Ax) = O(A).
f— xX—

Pour MOC, les calculs sont similaires, avec :

6(1+6)
2At

=n (1—62) 5
R A Mt

a(1

—0) =

On conclut donc de maniére identique.

Bilan

Le schéma MOC, défini par (4.19) présente donc de nombreuses propriétés, dont une
consistance et une stabilité inconditionnelles. Cependant, il ne préserve pas le principe du
maximum, créant des instabilités numériques dans certaines configurations (cf. F1G. 4.8a).
Cela s’explique par la présence d'une dérivée d’ordre impair (3) comme terme principal
de l'erreur de troncature, ce qui induit de la dispersion. En développant a l'ordre 3, il
apparait en effet dans l’erreur de troncature le terme :
3
%9(1 — )Y (", x;).

Il en est de méme pour le schéma MOC,;. On donne dans le paragraphe suivant une
interprétation géométrique de ce phénomene, tout en proposant d’allier les avantages des
deux schémas afin de garantir le principe du maximum. On conserve ainsi la majorité
des propriétés évoquées précédemment. On perd toutefois la conservativité (qui n’était
pas primordiale ici puisque la finalité est de traiter une équation d’advection et non de
conservation) et la linéarité a travers la stratégie de choix proposée. On obtient toutefois
un schéma explicite, inconditionnellement stable et consistant.

143



4.3-4

Chapitre 4. Interfaces et simulations numériques du modele ABV

Traitement du phénomene de dispersion : combinaison des deux sché-
mas

Une premiére idée (basée sur une condition suffisante)

Les schémas MOC, et MOC; étant définis, 'idée de base de MOC2 est de les combiner
afin de préserver le principe du maximum global :

Vie{l,...,Ny}, Yi”Jrl € {mkm Y,?,m]?x YIZ’] . (4.22)

Pour cela, en chaque noeud, on choisit I'un ou 'autre schéma pour calculer Yi”+1 =) (G?j),
1 € {g,d}, sous réserve que le schéma MOC; satisfasse la condition (suffisante) locale :

V(6}) € lmin(Y, ¥fy), max(¥, Y/ 4:23)

Pour déterminer les configurations dans lesquelles ), et ); satisfont (4.23), revenons sur
les définitions (4.17a) et (4.18a) des formules d’interpolation. Analytiquement, on dispose
de deux combinaisons linéaires, dans lesquelles Y]n et Y]”_H ont des coefficients positifs, et
le dernier terme, a savoir Y;“_l ou Yj’fﬂ, a un coefficient négatif (le méme). C’est pour cette
raison que le résultat peut étre une valeur qui ne vérifie pas (4.23) (¢f. FiGs. 4.3). Sur la
figure 4.3a, I'image par la fonction? ), (6;(x)) de l'intervalle [x;, xj,1[ auquel appartient
& est [, Yj41[, ce qui n’est pas le cas pour V;(6;(x)), qui peut renvoyer une valeur trop
faible. La figure 4.3b donne de méme une configuration ot les conclusions sont inversées.

On peut interpréter géométriquement ce qui précede. Dans le plan (x,Y), on pose

Xe = (x,Y]), ke {j—1jj+1,j+2}etX) = (Ay,yl(eg;)),l € {g,d}. On vérifie que :

07 (1 —6%) (1—67)(2—67)

0 Yy 4y ij ij

Xg = —ij,l + 9;’}(2 — QZ)X]' + — s Xj+1,
0% (1+01) 07.(1— 67

Ainsi, les abscisses {x]-_l,x]-, Cf-l/xj+1} vérifient les mémes relations que les ordonnées

n n yhn+1l yn
{ijl’yj’Yi ’Yj+1

X; et Xj ;1. Il en est de méme pour Xg par rapport aux points X;, Xj 1 et Xjo.

}. Cela prouve donc que le point Xg, est barycentre des points X;_1,

Lorsque les trois points sont alignés, le barycentre est situé sur la méme droite et (4.23)
est nécessairement vérifié. Il n'y a donc pas de dégénérescence des schémas. En cas de
non-alignement, le barycentre se situe en dehors du triangle formé par les trois points,
dans le demi-plan de frontiere (X;X;,1) et ne contenant pas le point X;_1, du fait que ce
dernier point a un poids négatif contrairement aux deux autres points — cf. F1G. 4.4. Ce
constat corrobore le théoréeme de Godunov [58, Th. 16.1] : un schéma linéaire d’ordre 2 ne
peut étre monotone. Or la monotonie entraine le principe du maximum faible (4.23), qui
lui-méme implique le principe du maximum fort (4.22).

Xjip1— X .
9 On note ici 0;(x) = ]Hx pour x € [xj,xj;1], de sorte que b7 = 6;(G1)-
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F1G. 4.5 — Tableau de variations de 19(1/]{1) dans le cas Y]” <
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Pour que la contrainte (4.23) soit vérifiée, il suffit d'imposer que la fonction polyno-
miale (on reprend cette fois-ci les formules (4.17b) et (4.18b) pour YV, et V;) de degré 2
n’atteigne pas son extremum dans l'intervalle [0, 1], qui est '’équivalent en la variable 6 de
[xj, xj41]. En effet, la fonction ) y est alors strictement monotone et I'image de [0, 1] par
V) est [Y]”, Y]’TH] (ou [Y]TTH,Y]?“D du fait que );(0) = Yi g et Y@= Y.

En considérant I'expression (4.17b), on voit que la fonction ), atteint son extremum
(maximum ou minimum selon le signe du coefficient de 62, qui s’avére étre la concavité

discrete de la solution) en :

n  _ qyn n n _ _ yn
g = 2 B B 1 _1 + i~ Y =0¢(Y!" ).
207~y 2 v,

+
[0,1] en dressant le tableau de variations de d¢ (cf. FI1G. 4.5)."° Pour le cas Yj” = Y]*fH qui

Etant données les valeurs Y]?1 1 et Y7', on détermine les valeurs de Y;Ll telles que ﬁg(l/].’ﬂl) ¢

sera évoqué plus loin, on a ﬁg(Y]”_l) = 1 quel que soit Y]“ 1, ce qui signifie que l'extremum

est nécessairement atteint sur [0, 1]. Pour tous les autres cas, il vient :

0g ¢ [0,1] <= Y € [min(Y}!

iha,4Y] = 3Y( ), max(Y},, 4Y]" = 3Y} )],

< Yj\ — Y et 3Y[; —4Y] +Y]'; de méme signe. (4-248)

On obtient de la méme maniére :

01 = el Z [0,1]
20Y] =2Y! + Y] ,)

< Y}, € [min(Y},4Y/,, — 3Y]"), max(Y, 4Y}, — 3Y})],

<= Y\, — Y/ et — Y[\, +4Y]"; —3Y]" de méme signe. (4.24d)

Cela revient, étant donnés Y]”+1 et Y]-”, a ne pas avoir Y}ll et Y]”Jr2 trop grands ou trop petits
(cf. F1G. 4.6a). Analysons ces deux contraintes. Par un développement limité autour de
(t",x;) de la solution exacte (supposée de classe %? au voisinage du point), la condition

(4.24g) est équivalente a :
(ZAx RY(H", x;) + O(Ax3)) (ZAx DY (", x;) + 2002 2, Y (1", x;) + (’)(Ax3)> >0,

soit :
[OxY (", x})]% + Ax 0, Y (¢", x,)93, Y (", xj) + O(Ax?) > 0. (4.25)

Une premiere remarque est que si Y(t",-) n’admet pas d’extremum en x;, le terme domi-
nant est strictement positif et la contrainte est vérifiée asymptotiquement pour Ax — 0.
Par ailleurs, lorsque la solution est croissante et convexe en x;, ou décroissante et concave,
le second terme est également positif, d’ot1 les configurations dans lesquelles le schéma
Y, est parfaitement adapté (cf. F1G. 4.3a).

1 Lecas Y, = 2Y' — Y/, (valeur interdite dans le tableau de variations) correspond a l'alignement des
trois points, déja évoqué précédemment et pour lequel le principe du maximum local (4.23) est vérifié.
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(a) Domaine de validité des schémas Vg et Yy par (b) Validité du schéma d’interpolation YV
rapport a YJ.'Ll et Y]’jrz
FIG. 4.6 — Deux criteres de validité des schémas Vg et Yy
De méme, on obtient pour la contrainte (4.24d) :
2 2 2
[0xY (#", xj11)]" — Ax O Y (1", xj 1) 0%, Y(t", xj41) + O(Ax") > 0. (4.26)

Ce sont cette fois-ci les cas croissant-concave ou décroissant-convexe en xj.1 qui
conviennent (cf. F1G. 4.3b).

Stratégie de choix

Le dernier point de la construction de notre schéma consiste a établir la stratégie de choix
des schémas lorsqu’en un nceud, les deux formules sont admissibles au sens ot elles
préservent le principe du maximum local. La figure 4.6a donne les domaines de validité
des deux formules d’interpolation en termes de an—l et Y]”+2
Y]-’EH, il faut que an—l = Y]V ou Y]"+2 = Y]”+1 Le cadre de la modélisation des bulles est
parfaitement adapté, puisque les données sont des fonctions égales a 1 ou a 0 sur de

En particulier, lorsque Y]?‘ =

larges intervalles, ce qui assure que cette derniére condition est réalisée. On rappelle que
tous les raisonnements précédents sont basés sur une régularité supposée de la solution
(au moins %7?).

Le schéma repose sur I'’hypothése qu’en chaque nceud, 'une au moins des deux
contraintes (4.24g-4.24d) est vérifée, ce qui semble étre envisageable si I'on raffine suf-
fisamment, comme le montrent les développements limités ci-dessus. La non-réalisation
de cette hypothese peut d’ailleurs ne pas étre préjudiciable, puisque le principe du maxi-
mum local (4.23) peut étre brisé sans que le principe global (4.22) le soit (les zones « a
risques » sont les voisinages des extrema globaux de la solution).

Ainsi, en excluant le cas pathologique ol aucune contrainte n’est satisfaite, deux cas

peuvent se produire :

@ Soit une seule des deux contraintes est satisfaite, auquel cas on choisit pour ce nceud

le schéma correspondant ;
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@ Soit les deux contraintes sont vérifiées (ce qui se produit dans la majorité des cas

148

compte-tenu de (4.25) et (4.26)) et il faut faire une sélection. Comme on le verra dans
la partie numérique, ce choix influe de maniére non négligeable sur la solution.

©® En premier lieu, on peut utiliser une approche géométrique basée sur les consi-

dérations suivantes : d’une part, le point CA? se situe dans l'intervalle [x;, x;,1],
et d’autre part, la formule ), fait intervenir Xj-1, Xj et xjq tandis que ce sont
les noeuds xj, xj;1 et xj o qui sont impliqués dans ). On peut donc adopter
la stratégie suivante : si éf est plus proche de x;_; (91’7]- > 1/2), on choisit d’ap-
pliquer ), alors que dans le cas ou 6;1]- < 1/2, on choisit V; par proximité de
Xjt2.

Une seconde approche est de s’inspirer de la « physique » sous-jacente au pro-
bléme, a savoir le transport de ). D’ot l'idée d’utiliser le schéma amont ()
si U]?Z > 0, Yy si U]” < 0) dans les cas ot celui-ci est admissible, afin d’aller
chercher I'information en remontant le flot.

Au contraire, dans l’esprit du schéma anti-dissipatif de Després et Lagou-
tiere (cf. § 4.2), on peut privilégier le schéma aval des que cela est possible.
Comme on le verra dans le paragraphe 4.3.5 dédié aux simulations numériques,
ces deux stratégies sont similaires et engendrent des erreurs non symétriques
(cf. F1G. 4.9a).

On peut également tenir compte des remarques déduites des développements
limités (4.25) et (4.26) des deux contraintes, donnant des configurations plus
favorables & 1'une ou l'autre formule selon la monotonie et la convexité locale
de la solution. Le point délicat est d’évaluer ces deux concepts du point de vue

discret. On introduit naturellement les quantités :

+ n n .+ n n n

° T =Y! —Y! T =Y"_  — ! m.
m Y]+2 Y],c] Y]Jrz ZYJH—i—Y],
T =Yr, —_ynr T =Yr. — n no_.
em; =Y~V =Y, -2V Y

Ainsi, si mic > 0 (croissant-convexe ou décroissant-concave au voisinage de
xj), c’est généralement le schéma )y qui est le plus pertinent puisqu’il assure le
principe du maximum (c¢f. F1G. 4.3a). L'utilisation de Y, est de méme préconisé
par l'inégalité m].+ c;r < 0. Mais ne sachant lequel des deux produits tester, on
introduit un coefficient tenant compte des deux contributions, en posant :
mj = Ojm; + (1— GZ)m;r et ¢ =05 +(1- 9,7;)chr

Comme m; = 2Ax9,Y (t", &) + O(Ax®), ce coefficient est représentatif de la
monotonie de la solution discrete au voisinage de ¢;'. Idem pour ¢; vis-a-vis de
la convexité. Ainsi, si mjc; > 0, on utilise le schéma );. Si mjc; < 0, on choisit
Y-

Toutefois, on remarque que dans les simulations réalisées avec les stratégies
® et ® (¢f. F1G. 4.9b), une perte de précision se produit dans les régions dans
lesquelles les schémas sont supposés étre les plus adaptés, i.c. dans les régions
ol la solution est croissante et convexe (ou décroissante et concave) pour yg,
décroissante et convexe (ou croissante et concave) pour J;. On inverse alors les

conclusions du point @ : si m;c; > 0, on utilise le schéma )/; et inversement.
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® Une derniere stratégie consisterait a comparer les erreurs de troncature (expli-
citées dans le paragraphe Consistance), mais cela revient sensiblement a appli-
quer le point @.

Notons que dans le cas ot la vitesse est constante, 0?]- est constant sur tout le domaine. La
stratégie @ est donc identique soit a la stratégie @, soit a la stratégie ®, selon la position
de 6}; par rapport a 1.

On appelle MOC2 le schéma (4.9) avec (4.14) pour le calcul de la caractéristique et

(4.17a) ou (4.18a) pour l'interpolation sous réserve que (4.24g) ou (4.24d) soit vérifiée.

Pour aller plus loin (condition nécessaire et suffisante)

On va ici modifier la notion d’admissibilité des schémas. Le critere (4.24g-4.24d) est indé-
pendant'* de la position 91-"]- du pied de la caractéristique. Cela vient du fait que ces deux
contraintes découlent d’une condition suffisante : s’assurer que 1’extremum de la parabole
est atteint en dehors de [0, 1] est une condition suffisante mais non nécessaire de validité
du principe du maximum. On constate en effet sur la figure 4.6b qu’il existe un intervalle
sur lequel Vg (6) € [Y, Y]] bien que I'extremum soit atteint dans I'intervalle [0, 1]. Pour
déterminer une condition nécessaire et suffisante, on introduit les équations :

Vg(6) =Y}, Ya(0) =Y}, (4-27a)
Ye(0) =Y/, Va(0) = Y7 (4.27b)
Les égalités (4.27a) et (4.27b) ont pour solutions triviales respectives § = 1 et 8 = 0 (qui

s’averent étre les seules dans le cas dégénéré d’alignements des points). Des calculs directs

de résolution d’équations du second ordre fournissent les autres solutions respectives :

n n n n
kg = WZ(Yj?W f 12” ' kg = Yf(g; ij 13" '
j—1 j j+1 j j+1 j+2
= Y]”;l —4Y" 43y, ’ o VoY
Vil = 2Y7 + Y, Yi-2YR, + Y,

On note les relations x;” —x; = 1,1 € {g,d}. La condition suffisante 6; ¢ [0,1] correspond
donc au cas ou a la fois ;7 & [0,1] et x;" ¢ [0,1]. On vérifie d’ailleurs par le calcul
que la combinaison des deux inégalités Kg(l — KZ) <0 # € { —,+}, redonne bien la
condition (4.24g). Idem pour (4.24d) en remplagant Kzf par Kﬁ.

Pour améliorer cette contrainte, on remarque que sil’on a 9?]- € [0, x| ousi 91.”]. € [K;, 1],
alors on vérifie 1'inégalité (4.23), comme sur la figure 4.6b oti, pour Xg, dans la partie
hachurée bleue de la parabole, on a bien I'encadrement souhaité. La contrainte de validité
du schéma devient donc :

0jj < kg ou 0j; > K? (4-248")

De maniere équivalente, on a également pour l'autre schéma :

. + 7
91’; <k, ou 91’; > K. (4.24d")

™ On ne fait intervenir (91."]» que dans la stratégie de choix.
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("1, x;)

2 schémas valides (ou 0)

N

1 seul schéma valide
(pe{ga})

Sélection du schéma p € {g,d}

F1G. 4.7 — Description des schémas MOC2 et MOC2’

Les contraintes (4.248") et (4.24d") dépendent cette fois-ci de la premiere étape via 9;} et
sont des conditions nécessaires et suffisantes. Le cas pathologique ot1 aucun des schémas
ne satisfait le principe du maximum (4.23) correspond a la situation :

0jj € [max(0,x, ), min(1, K;)] N [max(0,x; ), min(1,x;)].

On appelle donc MOC2’ le schéma de calcul (4.9), out le pied de la caractéristique est
calculé par (4.14) et oi1 I'étape d’interpolation est réalisée grace aux formules (4.17b) et
(4.18b) sous réserve que (4.24g") ou (4.24d’) soit vérifiée. Les stratégies de choix énon-
cées précédemment restent valables pour ce nouveau critere de sélection. L'algorithme est
résumé sur la figure 4.7.

Extensions

Les propriétés numériques de ce schéma encouragent a I'étendre a des géométries plus
complexes, que ce soit en maillage 1D non uniforme, ou en maillages 2D /3D. Si le pre-
mier cas ne semble pas poser de probléemes conceptuels, I'extension aux dimensions su-
périeures n'est pas immédiate. Considérons les deux étapes de notre méthode, dans le
cas d’un maillage (quadrangulaire) cartésien uniforme. Pour I’approximation de la carac-
téristique, les différences finies étant compatibles avec le type de maillage considéré, le
schéma est reconductible en 1’état. En revanche, avec d’autres géométries, son application

est conditionnée au fait que le champ de vitesse soit donné analytiquement (les dérivées
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sont ainsi connues). Pour 'étape d’interpolation, I'idée de MOC2 est de combiner 2 sché-
mas d’ordre 2. Le premier point consiste donc a identifier la cellule dans laquelle se situe
le pied de la caractéristique (ce qui est encore une fois trivial dans le cas cartésien, mais
beaucoup plus complexe dans les autres cas car nécessitant un algorithme de localisation).
Pour utiliser une formule d’interpolation a 8 points (pour conserver 1’ordre 2 en espace), il
faut ensuite étudier les différentes combinaisons de voisinages possibles (une cellule ayant
quatre voisins — i.e. avec une aréte en commun — dans ce type de maillage) et sélectionner

la plus pertinente.

Simulations numériques

On présente dans ce paragraphe plusieurs simulations numériques en dimension 1 pour la
résolution de I’équation de transport linéaire sans second membre (4.6) a vitesse constante
ou non, puis avec second membre (4.4), pour I’équation de Burgers (4.12) et enfin pour le
modele ABv (3.17). Toutes ces simulations ont été réalisées sous MATLAB. Certains de ces
résultats font I’objet de l’article [65].

Pour ce qui est des conditions aux limites, aucune n’est a appliquer lorsque la vi-
tesse est nulle au bord (le flot reste dans le domaine). Dans les autres cas, on se place
dans le cadre périodique. L'objectif de ce paragraphe est d'une part de comparer les dif-
férents concepts évoqués dans la partie théorique (approximation d’ordre 1 ou 2 pour
la caractéristique, interpolation linéaire ou quadratique, stratégies de choix des schémas
d’interpolation lorsque les deux sont valables) et, d’autre part, de mettre en valeur les
propriétés numériques du schéma MOC2.

Revenons sur les différentes possibilités de paramétrer le schéma, ou plus précisément
sur la maniere de sélectionner une formule d’interpolation (ou l'autre) lorsque les deux
sont admissibles. « Admissible » signifie que les conditions de validité fortes (4.24g-4.24d),
ou plus faibles (4.24g"-4.24d’") sont satisfaites. En théorie, si le premier critére est validé, le
second l'est a fortiori. La réciproque est fausse, ce qui se traduit par le fait qu’en certains
points, un schéma peut étre refusé avec le premier critére mais pas avec le second. On
rappelle que le second critere est exact (condition nécessaire et suffisante), au contraire du
premier (condition suffisante). Numériquement parlant, les tests tendent a montrer que
les deux criteres sont équivalents, en remarquant toutefois que le second nécessite plus de
précautions (traitement des dénominateurs).

Une fois testée la validité des deux schémas, il faut ensuite considérer les différentes
stratégies de choix évoquées page 147 : position de 9}7]- (¢f. point @), privilege donné a
I'amont ou 1l'aval (® et ®), concept de monotonie — convexité en version intuitive ou
inversée (@ et ®). Nous verrons que les stratégies de choix donnent des résultats qualita-
tivement différents.
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Equation d’advection sans terme source

Le premier champ de vitesse considéré est le champ constant ¢/ = 0,5. La donnée initiale
correspond a la fonction Y? (cf. Eq. 3.20) avec A = P5, ¢ = 0,3 et Bg = 0,4 sur le domaine
Q) = [-2,2]. La solution exacte vaut alors :

Y(t x) = YO (x — tU — 4k), avec k = VZHJ €Z.
On tient compte ici des conditions aux limites périodiques (la correction —4k permet de
se ramener a l'intervalle [—2, 2)).

Ainsi, apres une période complete (i.e. avec N;At = |Q)|/U = 8), on retrouve au niveau
continu la donnée initiale. Les figures 4.8a et 4.8b mettent en évidence le défaut majeur des
schémas linéaires d’ordre 2 MOC, et MOC, qui présentent des oscillations au niveau des
plateaux extremaux. Le principe du maximum n’est alors pas vérifié, ce qui est a 'origine
de l'idée de combiner les deux schémas. On a pris ici Af =8-10 2 et Ax = 1,610 2.

Sur la figure 4.9a, on voit que la stratégie @ privilégiant le schéma amont (lorsque cela
est possible) engendre des solutions non symétriques. La dissymétrie se produit principa-
lement au niveau du plateau, comme le montre la figure 4.9b. Ce constat est a I'origine de
la stratégie ©.

On constate également que le schéma est exact lorsque A est entier, comme on peut le
voir sur la figure 4.10, 'erreur étant de 1’ordre du zéro machine. A vaut 3 sur la figure 4.10,

tandis que A vaut 2,5 pour les autres simulations.

Validation du code pour un second membre non nul

On présente dans ce paragraphe un résultat pour 1’équation d’advection avec terme source
(4.4a), dont les aspects numériques ont été présentés page 137. Le champ de vitesse est
toujours constant ((/ = 0,5). Le second membre choisi est ici :

TTX

f(t,x) = cos (7> .

Cette fonction est 4-périodique, de sorte que la solution soit donnée explicitement par :

Y(t,x) = YO (x — tUd — 4k) + 71272/[ {sinn(xgtu) - sin%
Les parametres de discrétisation sont ici N; = 100 et Ny = 450, et la donnée initiale est
celle du paragraphe précédent (Y£:0,3). La solution numérique correspond bien a la solu-
tion exacte, malgré des variations brutales en espace, comme le montrent les figures 4.11.
On retrouve a l'itération 100 la figure 4.11a. On compare sur la figure 4.12 les diffé-
rentes formules d’intégration numérique évoquées page 137. La méthode des trapezes
est, comme attendu, la plus précise. La quantité testée ici est l'erreur relative entre les

solutions exacte et numérique.
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Schema MOCg

(a) Résultats apres une période pour le schéma MOCg

Schema MOCd
15 T T T T

(b) Résultats apres une période pour le schéma MOC,

Schema MOC2
15 T T T T

(c) Résultats aprés une période pour le schéma MOC2

F1G. 4.8 — Phénomene de dispersion avec MOCg et MOCy
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(d) Zoom sur la zone haute : stratégiec @ (e) Zoom sur la zone haute : stratégie @

F16. 4.9 — Comparaison des différentes stratégies
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13 Error at final time with integer GFL
1 T T T

081 7

06 7

041 T

-0.2r 7

0.4F 4

-06 7

-081 T

F1G. 4.10 — Schéma MOCz pour A € Z

Vitesse non constante

Dans les tests précédents, le champ de vitesse était constant : I'étude a 1’ordre 2 du calcul
de la caractéristique, qui s’est traduit par la formule (4.14), n'a donc pas été mise en
valeur, puisque le pied de la caractéristique est donné explicitement par &' = x; — AtU.
C’est pourquoi on s’intéresse ici & un champ de vitesse non constant (sans terme source),

afin d’évaluer 1’apport de 1'ordre 2. Considérons ici le champ de vitesse :
U(t,x) = t(x* —4).

Cette vitesse est négative et nulle aux extrémités du domaine [—2,2]. On peut alors ré-
soudre explicitement 1’équation caractéristique (4.5) avec s = . On a en effet :

272 1 2—x 1 2—X(1;t,x)
= _In ()
2 4 2+x 4 2+ X(T;t,x)

x424e 2 (x—2)
x+2+e 2P (2—x)

On en déduit :
X(0;t,x) =2

On prend cette fois-ci la condition initiale réguliere a support compact :

0 —x?
Y'(x) = exp (1—x2> 1_q,17(%).

Cette fonction est représentée en pointillés noirs sur la figure 4.13a. On y représente égale-
ment la solution au temps 0,9. Comme X (0;t, x) tend vers 2, la solution tend vers 0, avec
une contraction de plus en plus importante au voisinage de —2, ce qui rend alors (a par-
tir du temps 1, 1) le schéma imprécis, puisque les variations de la solution se produisent
dans un domaine tres fin. Le maillage n’arrive alors plus a capter la solution de manieére

précise.
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Solution a literation 1

3F T T T 5

— Numerique
=== Exacte

(a) Itération 1

Solution a literation 30

(c) Itération 30

Solution aliteration 75

(e) Itération 75

Solution a literation 10

— Numerique
=== Exacte

(b) Itération 10

Solution a literation 50

(d) Itération 50

Solution a literation 90

— Numerique
=== Exacte

(f) Itération 90

FIG. 4.11 — Evolution de la solution pour I'équation avec terme source.



4.3. Transport de fonctions régulieres : le schéma MOC2

Comparaison des formulles dintegration

F1G. 4.12 — Courbes d’erreur au cours du temps pour les différentes formules d’intégration du terme source

On compare sur la figure 4.13b les courbes d’erreur en fonction du temps pour les
différentes stratégies de choix évoquées précédemment. Y apparait en particulier ’apport
de l'ordre 2 en espace et en temps puisque les erreurs issues des simulations avec ap-
proximations linéaires (formules a 'ordre 1 : (4.10) pour le calcul de la caractéristique et
(4.16) pour l'étape d’interpolation) sont plus importantes qu’avec les formules a 1’ordre 2.
A noter que parmi les stratégies de choix de schémas, la stratégie @ se révele plus précise
pour ce cas. La figure 4.13c montre quant a elle 'ordre de la méthode pour At « Ax!!. On
retrouve bien l’ordre 2 par rapport a Ax, comme préconisé dans le paragraphe Consis-
tance. Le schéma classique upwind n’est pas utilisable avec ce jeu de parametres, car la
condition CFL n’est pas vérifiée. La stabilité inconditionnelle du schéma MOC2 permet de
s’abstraire de cette contrainte.

Equation de Burgers

On traite dans ce paragraphe I'équation de Burgers (4.12), qui est une équation de trans-
port non-linéaire. Le champ transporté et le champ de vitesse correspondent a la méme
variable, d’ott I'importance de vérifier la disponibilité des valeurs nécessaires dans les dif-
férentes étapes du schéma. La forme particuliere que prend le schéma pour le cas de cette
équation a été donnée en (4.13). Le terme de dérivée temporelle d:f y est remplacé par le
terme de dérivée spatiale — (U - V)U afin de ne pas engendrer un schéma a plusieurs pas
en temps. La seule donnée du probléme est ici la condition initiale ¢/°. On se place dans
le domaine () = [0, 2].

On présente ici les simulations obtenues pour deux conditions initiales distinctes. Pour

U"(x) = x, la solution exacte vaut :

X

On vérifie la précision du schéma sur la figure 4.14. La convergence est ici indépendante
de Ax (les simulations sont réalisées avec seulement dix points en espace!) du fait du

caractere linéaire par rapport & x de la solution. L'ordre est bien égal a 2.
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Solution au temps 0.9

15 T T T T
— Numerique
Exact
== Initial
1
05 A
0
B . . . . . .
-2 15 1 0.5 0 05 1 15 2

(a) Solutions exacte et numérique au temps 0,9

Courbes derreur en fonction du temps
0.018 T i . T T

— Lineaire

== Strategie 1
* Strategie 4

== Strategie 5

0.016

00141

0.012

(b) Courbes d’erreur en fonction du temps pour les différents
degrés d’interpolation et stratégies de choix

Ordre du schema

.
-e- Moc2
= Upwind
— Ordre 1
— ordre2

10°E E

4
10°: / E
"
10 ¢ &
107 L
5 = .
10 10 10

(c) Ordre de la méthode en fonction de Ax — comparaison avec le
schéma upwind

FI1G. 4.13 — Simulations a vitesse non constante
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Ordre de convergence pour Burgers

— MOC2
=&- Ordre 1

|03’ == Ordre 2

\

F1G. 4.14 — Ordre de convergence en fonction de At pour I'équation de Burgers a donnée linéaire

Intéressons-nous maintenant a un cas pour lequel on ne dispose pas de solution exacte,

a savoir avec : )
—(x—10,5
U°(x) = exp <3(c(1x))> Tjo,1((x).

Du point de vue théorique, le flot caractéristique associé a I’équation de Burgers est donné
implicitement par :
X(T;s,x) =x+ (T—5)U(s, x).

La solution vérifie donc :

U(t,x) =U"(x — tU(t, x)).

La résolution de cette équation est équivalente au probleme de point fixe :

&=x—t¢),

ce qui requiert l'inversion de I'opérateur Zd +#4°. Dans le cas linéaire, I'inversion était
triviale. En revanche, dans le cas général, cet opérateur n’est pas nécessairement inversible
pour tout t > 0. En particulier, des que la fonction (L{O)/ prend des valeurs négatives, il
existe un temps critique pour lequel certaines courbes caractéristiques se croisent, rendant
impossible la résolution du probleme (la valeur de la solution au point d’intersection étant
égale a plusieurs valeurs de la donnée initiale). Ce temps est donné par [55] :

Fom .
min, (U%)"(x)

Dans notre cas, la fonction U° est décroissante sur [%,1], ce qui justifie que la dérivée
prend des valeurs négatives. Le minimum de (U 0)/ est atteint en § + ﬁ et vaut approxi-
mativement 0,2304. La figure 4.15b met en valeur ce phénomene. La solution avant .7;
est réguliere (en bleu), ce qui n’est plus le cas pour la courbe verte (solution a un temps
postérieur a 7). Cette figure, ainsi que la réprésentation de la solution a différents temps
(cf. F1G. 4.15a), mettent en valeur le fait que le schéma MOCz2, bien que construit sous
une hypothese de régularité de la solution, peut capturer des chocs et ainsi traiter des cas

irréguliers.
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Evolution de la solution
15 T T T T T T

05 il

05 L L I L L L L I L
0

(a) Solution de I'équation de Burgers a des temps successifs

Perte de regularite

071

0.6 7
05 1
04f 1

03r =

01 L |
0 L I I I I L L i

0.86 0.88 09 0.92 0.94 0.96 0.98 1 1.02

(b) Temps d’explosion

FIG. 4.15 — Equation de Burgers pour une donnée non triviale
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Solutions au temps final Solutions au temps final

— Moc2 — Moc2
==+ Exact ==+ Exact
* Upwind 1 * Upwind

08
06

041

(a) Comparaison avec la donnée initiale au temps final (b) Zoom sur les solutions

Error indicator Volume relative emor

— Moc2 — Moc2
— Upwind 00091 — Upwind

002 0.008

0.025

0007

0015 0.006

0005

001+ 1 0.004

0,003

0.005~ 1 0002

0.001

(c) Erreur €5 au cours du temps (d) Erreur relative sur le volume

F1G. 4.16 — Simulations du modele ABv pour une régularisation IPs

Modeéle ABV en dimension 1

Revenons enfin au modele ABv, qui fait l'objet de cette étude. Le traitement du sys-
téme (3.17) se fait par I'algorithme suivant pour ) = [—1,1]. Etant donnée la solution

(Y]"), au temps t", on calcule le champ de vitesse par la formule :

YT YR x4 Negl Y YT
Ule/)(t”)Ax Z ] 2] _ 12 Z ] 2]
j=1 j=1

On y utilise la formule des trapezes pour calculer les intégrales, dans le but de conserver
l'ordre 2. On détermine ensuite la solution au temps #**! en résolvant I’équation d’advec-
tion par le schéma MOCa.

Dans le premier test, I'initialisation est faite a 'aide de la fonction Y? (cf. Eq. 3.20) avec
A = Ps5,e = 0,25 et Bp = 0,25. La donnée initiale est suffisamment réguliere eu égard
aux hypothéses de régularité sous lesquelles le schéma MOCz2 a été construit. L'autre
parametre du modele, a savoir la pulsation ¢, est donné par () = 2 cos(30t), de fagon a

mettre en valeur le choix du terme « pulsation ».
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Solutions au temps final Solutions au temps final

— Moc2 — Mocz
==+ Exact ==+ Exact
* Upwind 1 * Upwind

(a) Comparaison avec la solution exacte au temps final (b) Zoom sur les solutions

Mass fraction relative error 3 Volume relative error

— Moc2
— Upwind

(c) Erreur relative par rapport a la solution exacte au (d) Erreur relative sur le volume
cours du temps

F1G. 4.17 — Simulations du modele ABv pour une régularisation linéaire

On prend N; = 200 et N, = 500. L'intervalle en temps est pris de sorte que la pulsation
réalise des périodes completes. La solution exacte au temps final n’est autre que la donnée
initiale.”* Les résultats sont présentés sur les figures 4.16. Sur les figures 4.16a et 4.16b, on
représente les solutions numériques obtenues avec les schémas MOC2 et upwind que
I'on compare a la solution exacte.’> Les figures 4.16c et 4.16d montrent respectivement
I’évolution d’un indicateur d’erreur sur la solution et de l’erreur relative sur le volume
au cours du temps. La solution n’étant pas connue, l'indicateur d’erreur est calculé par
rapport au haut ;¢ et au bas J; du plateau, lesquels sont donnés par (3.26a) et (3.26b), et
est égal a:

&s(t") = |1 Y| + |},

ot Be(t") € [xj,xj11] et e(t") € [xx, xg41[- Le schéma MOC2 présente ainsi une précision
supérieure a celle du schéma upwind, avec une erreur bornée dans le temps. L'erreur en
volume est cependant a relativiser, car par un jeu de compensation entre le haut et le
bas du plateau, celle-ci peut étre faible sans que la solution numérique soit proche de la
solution exacte.

2 1] a été prouvé qu’en dimension 1, la solution de ABv[Y?, ¢, ()] était périodique si ¢ était périodique et de
moyenne nulle, ce qui est le cas ici.

3 La solution exacte n’est connue qu’aux temps k7, k € N, 7, étant la période de ¢. Elle y est alors égale a
la donnée initiale.
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Comparaison des schemas pour le cas discontinu

1
- MOC2

L L I
0.15 02 025 03 0.35

F1G. 4.18 — Simulations du modele ABv pour une donnée irréguliere

On diminue ensuite la régularité en prenant pour fonction de régularisation A = P;.
On dispose alors d'une expression explicite de la solution exacte (¢f. page 117). La fi-
gure 4.17b montre un phénomene de diffusion au voisinage des points . et J; plus im-
portant que dans le cas Ps. Cela s’explique par le fait que la solution ne remplit plus
les hypotheses de régularité nécessaires pour 1'étape d’interpolation. L'erreur reste tou-
tefois notablement inférieure a celle produite par le schéma upwind et croit moins vite,
comme le montre la figure 4.17c. Cette figure retrace les simulations sur 800 itérations et
24 périodes.

On teste enfin le schéma sur le cas d’une «bulle » 1D, méme s’il n’est pas dédié a la
simulation de fonctions discontinues (par construction). On munit le modele de la condi-
tion initiale 1j_( 50,5 (x). La comparaison des résultats obtenus par les schémas MOCz,
upwind et DL (cf. § 4.2) a la solution exacte est faite sur la figure 4.18. Le schéma DL dif-
fuse sur 1 cellule tandis que les deux autres schémas diffusent sur un plus grand nombre
de cellules, le schéma MOC2 restant meilleur que le schéma upwind. Ce résultat était

prévisible du fait des caractéristiques de notre schéma.

Conclusion

Le schéma MOC2 est un schéma numérique permettant de simuler les solutions régu-
lieres des équations de transport. On a réalisé ici des simulations en dimension 1 pour
différentes variantes de cette équation : avec ou sans terme source, a vitesse constante ou
non, indépendante ou couplée avec une autre équation. Le principal attrait des méthodes
de type MOC est leur stabilité inconditionnelle, qui permet de choisir les parametres de
discrétisation indépendants 1'un de 1’autre. On obtient ainsi des nombres de Courant par-
fois élevés, sans pourtant porter préjudice a la précision des simulations. Pour construire
ce nouveau schéma, on a cherché a imposer le principe du maximum, qui n’est pas vérifié
pour les schémas linéaires d’ordre 2, ce que 1'on a réussi a faire ici en couplant deux for-
mules d’interpolation. L'ordre de la méthode est bien égal a 2, ce qui a été mis en évidence
dans les différentes situations.
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4.4.1

4.4.2

Chapitre 4. Interfaces et simulations numériques du modele ABV

RAFFINEMENT ADAPTATIF DE MAILLAGES

Motivations

Ce travail reprend les résultats obtenus par Anouar Mekkas lors de son stage au CEa [60]
en collaboration avec I'ONERA, que nous avons co-encadré avec Stéphane Dellacherie, et
publiés dans [68]. L'origine de ces recherches est le constat qu’en dimensions 2 et 3, la
non-diffusivité du schéma de Després et Lagoutiére ne suffit pas a assurer la précision des
simulations, en particulier lorsque 1’épaisseur de la bulle devient plus petite que le pas du
maillage, ou lorsque les bulles deviennent trop proches (distance entre les bulles inférieure
au pas du maillage). C’est le cas par exemple pour le test proposé par Rider et Kothe [75],
a savoir la simulation d'une équation de transport avec pour donnée initiale une sphere

(ou un disque), et pour champ de vitesse le champ périodique :'4

2 sin?(7rx) sin(27y) sin(2712)

27t .2 .
u(t,x,y,z) = cos <T — sin“(7ty) sin(271x) sin(27z)
— sin(27tx) sin(27ty) sin?(7rz)

Le probleme rencontré dans la simulation de ce cas-test, comme on le constate sur les
figures 4.19, est que la finesse de la « bulle » ne permet plus sa capture par le maillage. Il en
résulte alors un morcellement de la matiére, qui est un phénomeéne purement numérique
(la fragmentation n’est pas prise en compte dans cette modélisation). De plus, ce cas-test
a la propriété d’étre périodique : la solution finale doit coincider avec la donnée initiale,
ce que l'on ne retrouve pas sur les figures 4.19.

I1 est donc nécessaire de diminuer le pas du maillage. Cependant, compte-tenu des
configurations que 1’on souhaite simuler dans ce mémoire, il ne serait pas pertinent (en
termes de cofit et de temps de calcul) de raffiner uniformément le maillage en tout point.
En effet, les fonctions manipulées sont égales a 1 ou a 0 dans la majeure partie du domaine.
Ces données sont parfaitement transportées par 'algorithme DL. Les zones « critiques »
correspondent donc aux voisinages de l'interface. D’ol1 notre intérét pour les algorithmes
de Raffinement Adaptatif de Maillages, désignés par 'acronyme AMR dans la suite.

Rappels sur les algorithmes AMR

On se donne pour la suite un maillage cartésien en dimension 2, dont les cellules sont
notées (M;);¢;< pq- L'union Gy de ces cellules forme le maillage grossier. La structure des
algorithmes AMR se compose généralement de deux étapes :

® Marquage des cellules M; qui nécessitent un raffinement (zones de fortes variations

de la solution, par exemple au voisinage d'une discontinuité) ;
® Regroupement des cellules marquées en sous-domaines.

Le point @ est réalisé a 'aide d'un critére, appelé senseur, qui reflete le comportement
local de la solution. Si la valeur de ce senseur dans une cellule dépasse un certain seuil e
fixé par l'utilisateur, alors cette cellule est marquée (le terme anglais consacré est flagged).

— sin(7x) cos(ny))

sin(7ty) cos(7rx)

4 L’équivalent en dimension 2 est : u(t, x,y) = 2cos (%) sin(rx) sin(7ry) <
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(@) Bulle initiale (disque) (b) Bulle transportée (disque) a un temps
intermédiaire

(c) Bulle finale (disque)

(d) Bulle initiale (sphere) (e) Bulle transportée (sphere) a un temps
intermédiaire

(f) Bulle finale (sphere)

F1G. 4.19 — Mises en défaut de I'algorithme
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Le senseur peut étre adapté a 1’équation étudiée. Ici, le senseur utilisé est le suivant, pour
la cellule M; et au temps n :

(DxY™); 4 (DyY™),
sup [(DxY”)m + (f)yY”)p} '

m,p

ot D, désigne un opérateur discret représentant la dérivée dans la direction z. Les zones
de raffinement suivent donc la solution dans son évolution.

Une fois que toutes les cellules a raffiner ont été recensées, on met en ceuvre le point
0. Cette étape peut étre traitée a ’aide de plusieurs stratégies, qui engendrent autant d’al-
gorithmes différents. Une structure hiérarchisée de sous-domaines (lorsque 1’on souhaite
plusieurs niveaux de raffinement en fonction des seuils) est ainsi créée, les niveaux cor-
respondant a un taux de raffinement donné (rapport du pas de maillage fin sur le pas
du maillage grossier). Il existe deux grandes familles d’algorithmes AMR : les méthodes
d’arbres (appelées tree-based dans la littérature anglophone) [18] et les méthodes de patches
(patch-based) [8].

On considere ici un algorithme patch-based, ot les patches sont des ensembles de cel-
lules marquées (rectangles orientés selon les axes du maillage). Il existe de multiples
maniéres de regrouper ces cellules. Le raisonnement est lié a des considérations infor-
matiques. Le but de 'AMR est en effet d’obtenir, a I'aide du méme solveur, la méme
précision qu’en raffinant dans tout le domaine, tout en réduisant le temps et le cotit de
calcul. Cela requiert d’optimiser le regroupement des cellules marquées en tenant compte
des deux contraintes suivantes :

w créer des patches les plus petits possibles pour éviter d’englober des cellules non

marquées dans ces patches (rectangulaires) et ainsi éviter des calculs inutiles;

m créer des patches suffisamment grands pour ne pas multiplier les domaines de

calcul.

Ces deux contraintes s’'opposent 1'une a I’autre, d’ot1 un équilibre a trouver afin de garantir
une efficacité optimale. Un moyen d’évaluer I'efficacité d'un tel algorithme est de calculer,
pour chaque patch, le rapport de la surface des cellules marquées sur la surface totale du
patch. Les bases de l’algorithme utilisé ici (nommé Grouping-Clustering) ont été posées
par Berger [6, 7], puis formalisées dans [5] en s’inspirant de techniques développées dans
le milieu du traitement d’images. On renvoie a ces différents articles pour plus de détails
sur la méthode itérative de construction des patches.

On utilise le terme de patchwork pour désigner un ensemble de patches ayant le méme

taux de raffinement. Pour un niveau de raffinement 7; et un temps n (les maillages fins

k

évoluent au cours du temps), on note G; ,, le patchwork associé et (G, ) k<K
4 AN n

les patches
qui le composent.

Un algorithme AMR ne se limite pas a la construction d'une structure hiérarchisée
de maillages. Il comprend aussi la résolution des équations sur chacun des niveaux de
maillage, avec la gestion des conditions aux limites (physiques mais aussi conditions de
bord entre patches de méme niveau voire de niveaux distincts). Pour favoriser cette ré-
solution, la notion de maillages properly nested a été introduite par Quirk [74]. Celle-ci

impose a l'algorithme de regroupement des cellules marquées les contraintes suivantes :
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4.4. Raffinement adaptatif de maillages

i

F1G. 4.20 — Exemple de hiérarchie de maillages Properly Nested
w les patchworks sont inclus par ordre croissant de taux de raffinement :
Gl,n C Glfl,n C...CGy;

w Jes patches d'un méme niveau ne se recouvrent pas : f,n N G{/n = @ quels que
soienti et jdans {1,...,K;,};
w deux cellules voisines appartiennent soit au méme patchwork, soit a des patchworks
de niveaux consécutifs.
Le dernier point peut se reformuler comme suit : le patchwork G;, est nécessairement
séparé de G;_ ,\Gj_1, par des cellules de G;_1 ,, (cf. FIG. 4.20). Ce type d’algorithme a été
utilisé par exemple par Jouhaud [51] ou encore Ryan et Borrel [78].

Adaptation a la résolution de I’équation de transport

Intéressons-nous maintenant a la résolution de 1’équation de transport grace a cette stra-
tégie AMR. L'une des principales difficultés est la communication entre les différents ni-
veaux de raffinement, en particulier pour le calcul des données (projection d"une grille sur
I'autre) et le traitement des conditions aux limites.

On se restreint & un niveau de raffinement dans un souci de clarté, mais 1’extension a
plusieurs niveaux est réalisable. On se place au temps n. On décrit sur la figure 4.21 les

différentes étapes du processus :

> Les étapes 1 et 1’ correspondent a la résolution simultanée de 1’équation de transport
sur les maillages fin et grossier. Sp et S;, désignent le solveur (ici le schéma DL)
appliqué sur chacun des deux maillages. Le champ de vitesse utilisé est le champ au
temps n. On obtient donc deux vecteurs de valeurs dites fines (par S; ,,) et grossieres
(par Sp).

> L'étape 2 consiste a transmettre les valeurs du maillage fin au maillage grossier via
I'opérateur de restriction Rtl)’" : on conserve uniquement les valeurs fines aux nceuds
qui sont communs aux deux maillages (pour le cas des maillages dont les nceuds

sont situés aux sommets du maillage’).

5 Lorsque les noeuds sont au centre des mailles, on procede, sur une maille grossiére donnée, par interpola-
tion des valeurs dans les cellules fines recouvrant la cellule grossiére.
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F1G. 4.21 — Schéma résumant le passage du temps n au temps n + 1. Les bulles vertes (en trait plein), bleues
(en trait discontinu) et rouges (en pointillés) désignent respectivement les données au temps n, les valeurs
intermédiaires et les valeurs finales au temps n 4 1. En orange, les étapes successives et en violet, les

opérateurs associés.

> En parallele, on réalise 1’étape 2’ en conservant les valeurs grossieres issues des

cellules n’intersectant pas Gy ;.

> Dans I'étape 3, on regroupe dans un seul vecteur les valeurs collectées au cours des

étapes 2 et 2’, qui est la solution grossiere au temps n - 1.

> L'étape 4 est consacrée a la construction, a partir de la nouvelle solution grossiere,

du nouveau maillage fin par l'algorithme AMR décrit dans le paragraphe précédent

(marquage des cellules puis regroupement par la méthode Grouping-Clustering).

> Pour construire la nouvelle solution fine (étape 5), on projette (via I'opérateur d’in-

0

terpolation I7 ;) la nouvelle solution grossiere aux nceuds du nouveau maillage

fin. Le résultat n’est toutefois pas la solution au temps #n + 1 définitive. En effet,

lorsque des cellules sont communes a 'ancien et au nouveau maillages fins, on re-

prend dans ces cellules les valeurs correspondantes dans le vecteur ngnl (étape 6).

Cette procédure sert a éviter une perte de précision due aux deux projections « fin

— grossier » (2) puis « grossier — fin » (5).

Dans la mesure ottt I'on transporte une fonction égale a 1 ou a 0, la solution fine obtenue

est identique a celle que fournirait un raffinement global (de taux égal a celui du niveau

fin). En cas de plusieurs niveaux de raffinement, ce schéma, pour les niveaux supérieurs,

est intégré récursivement avant 1’étape 2.
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4.4. Raffinement adaptatif de maillages

(@) Bulle initiale (disque) (b) Bulle transportée (disque) a un temps
intermédiaire

(c) Bulle finale (disque)

(d) Bulle initiale (sphere) (e) Bulle transportée (sphere) a un temps
intermédiaire

(f) Bulle finale (sphere)

F1G. 4.22 — Apport de ’AMR par rapport aux cas traités sur les figures 4.19
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Chapitre 4. Interfaces et simulations numériques du modele ABV
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F1G. 4.23 — Exemple de grilles illustrant la méthode LDC avec un raffinement de 2. Les nceuds du maillage
grossier sont représentés par les cercles verts (plus grands) tandis que ceux du maillage fin sont bleus (petits
cercles, carrés, diamants). Les carrés sont des neeuds auxquels on applique une condition de Dirichlet, les
diamants une condition de Neumann. Quant aux nceuds entourés, la condition aux limites est laissée au
choix de I'utilisateur.

On présente sur les figures 4.22 les résultats obtenus par A. Mekkas grace a cet al-
gorithme sur le cas-test de cercle/sphere dans un champ rotationnel périodique. Cette
technique a permis de conserver 1'unité de la matiére au cours du temps et de recouvrer

la donnée initiale au terme d’une période.

Simulations du modeéle ABV

On a présenté dans le paragraphe précédent un algorithme permettant de traiter avec
précision la discontinuité des solutions d’une équation de transport, le solveur étant le
schéma de Després et Lagoutiere. Il reste a traiter la seconde équation du modéle, a savoir
I’équation de Poisson sur le potentiel de vitesse. Le second membre étant discontinu, on
utilise la aussi plusieurs niveaux de maillage pour assurer la qualité de la résolution. La
méthode choisie est la méthode LDC (Local Defect Correction), introduite par Hackbush
[46] puis améliorée par Anthonissen [2].

Donnons quelques détails sur la procédure. On suppose que 'on résout dans un do-
maine () une équation de Poisson avec condition de Neumann :

Ap = f,
Vé-vjpn =0,

avec un second membre de moyenne nulle, par compatibilité avec la condition aux limites.
On suppose de plus que le second membre varie fortement dans un sous-domaine €);. Si le
probleme de Poisson est bien posé dans (2, il ne I'est pas dans ();, ce qui impose d’ajouter
une condition aux limites sur le bord de (); qui n’intersecte pas 0Q).° Cette condition est

précisée dans la suite.

6 En cas d’intersection non vide, on conserve la condition de Neumann sur la partie correspondante.
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4.5

4.5. Un algorithme pour les équations de Navier-Stokes incompressible : le schéma MAC

On discrétise chacun des deux domaines par un maillage cartésien homogene (de pas
H pour Q) et de pas h = H/r;, r; € IN*, pour ();). Les ensembles de nceuds sont respecti-
vement notés O et Q? (cf. F1G. 4.23). La méthode LDC est une méthode itérative otr on
résout alternativement 1’équation de Poisson sur les deux maillages, avec une mise a jour
des données. Plus précisément, on résout I’équation de Poisson sur le maillage grossier par
le solveur A de son choix (gradient conjugué corrigé pour la condition de Neumann par
exemple), obtenant ainsi une solution ¢£'. On résout ensuite le probléme sur le maillage
fin en imposant la condition de Dirichlet ¢! = ¢} sur la frontiére non contenue dans 9.
Etant donnée gb’g, on résout de nouveau le probleme grossier mais en ajoutant au second

membre le résidu de la solution fine projetée sur la grille grossiere :
H Hh
0 = (A% ¢g); — fi

Cela fournit une nouvelle solution grossiére 1!, qui permet de mettre a jour la condition
aux limites du probleme fin, et ainsi de suite. La convergence est généralement tres rapide.

Ak

Fort de ces deux outils numériques, on peut maintenant traiter le modeéle Asv. La
premiere équation étant instationnaire, au contraire de la seconde, on effectue alternati-
vement une étape en temps par l'algorithme AMR pour 'équation d’advection, avec le
champ de vitesse au temps précédent, puis une étape de calcul du champ de vitesse grace
a la méthode LDC, déterminant ainsi le champ de vitesse au temps suivant. On donne ici
un résultat pour le cas Q = [—1,1]% et avec ¢(t) = 1. La combinaison de ces différents
algorithmes (FIGs. 4.24a-4.24c) permet d’éviter les phénomenes de coalescence numérique
observés sans AMR (F1G. 4.24d).

UN ALGORITHME POUR LES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES IN-

COMPRESSIBLE : LE SCHEMA MAC

Nous avons proposé dans les parties précédentes des méthodes numériques pour simuler
le modele ABv. Pour traiter le modele DLmMN, il est nécessaire d’ajouter un solveur pour
I'équation d’advection-diffusion sur la température, puis de coupler le tout avec un sol-
veur de type Navier-Stokes incompressible pour la partie solénoidale de la vitesse. C’est
pourquoi on donne ici quelques précisions sur un des premiers schémas traitant la si-
mulation des équations de Navier-Stokes pour un écoulement diphasique incompressible
(cf. Harlow et Welsh [47]).

Les caractéristiques principales de ce schéma sont au nombre de deux. La premiere
concerne le traitement de l'interface (ou plus généralement de surfaces libres) a l'aide de
marqueurs, qui ont donné son nom a la méthode (Mac pour Markers and Cell), posant
ainsi les bases des techniques de Front Tracking. La seconde est liée a la localisation des
inconnues sur une grille décalée, comme nous le verrons plus bas. C’est a ce second
critere que font référence les schémas MAC actuels (et plus nécessairement au suivi de

marqueurs).
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Chapitre 4. Interfaces et simulations numériques du modele ABV

(a) Bulles initiales

(c) Temps final avec AMR (d) Temps final sans AMR

F1G. 4.24 — Simulations du modele ABv par I'algorithme DL-AMR-LDC

u. 1. u. 1.
i—3,j ® [ ] [ ] l+§r]

F1G. 4.25 — Inconnues pour le schéma MAC
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4.5. Un algorithme pour les équations de Navier-Stokes incompressible : le schéma MAC

Les équations se présentent sous la forme :

V.-u=0, (4.28a)
ou+V-(u®@u)—vAu=g— VP. (4.28b)

On se donne un maillage cartésien uniforme dans R? dont les cellules sont centrées en
(xi,yj). Le champ u = (u,v) est donné dans chaque cellule selon la figure 4.25 : les
composantes du champ de vitesse sont données sur les faces et la pression au centre des
cellules.

On applique alors le schéma numérique suivant :

n+1 n n n n n
w, U g nooN2 _(y)2oul o ot g —ul o ol n n
i+3j  ith :_(ui+1,]') (ug;) e st e e T e M T e O Py — P
At Ax Ay Ax
u o —2u" u oooul . —=2u! u"
iy i+3, i+, + i—1 n i+3,j+1 i+3, + i+3,i-1 n
A2 A2 8xs
(4-292)
n+1 n n n n n
TR n 2_(p")2 w400 L g — U U n.o . _pn
ij+3  ijty _(vi,jJrl) (Ui,j) e A A P N T A M TA Pl — P
At Ay Ax Ay
n _ n n n _ n n
Uiy "2V Ty Y ey T
v + + 8y-
Ax? Ay?
(4.29b)

Lorsqu’il est nécessaire d’évaluer les inconnues en des points autres que ceux de la fi-

gure 4.25, on utilise des moyennes telles que :

* .
L ’+2/J + ~3i
*1,] = > ’
. Kl TRl
i+yity 2 ‘

Pour calculer le champ de pression, on utilise les propriétés des équations. On introduit
I'opérateur « divergence » discret :

PO 7 R Y P B
v Ax Ay
Des équations (4.29a-4.29b), on obtient la nouvelle équation :
+1
Dij = Di o Bl 2P+ Py Pl - 2R+ P
At b Ax2 Ay?
Dzn+1] ZD” + D} 1, Dl’f],H 2D} +D,] 1
+v sz + Ay2 , (4.30)
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Chapitre 4. Interfaces et simulations numériques du modele ABV

oll on a noté :

Lt D7 =20 ) () . (0F141)* = 2(00)2 + (v;_)?
b Ax? Ay?

n _ n _yn n
! 3J+3 z+2,]+; —|—ul;,], 1%i-1-1 ! Li-10ihj-1  MicL i+t licL i+l

Ax Ay

+2

L'équation (4.30) correspond a la discrétisation de I’équation continue que 1'on obtient en

prenant la divergence de 1’équation (4.28b), a savoir :
0:D —vAD = —AP - Q avecD=V-uetQ=V-[V:-(u®u).

En supposant que D”+1 = 0 quels que soient i et j, qui est 'analogue discret de (4.28a),
l'égalité (4.30) fourmt le schéma pour la pression P :

Pi’l

n
i+1,j ij+1 2P +P,] 1

— ZPZ-'Z- + Pin—l,j N pr
Ax? Ay2

ol R est défini par :

R — (l'_Dlr'fj_ D?—H] 2Dn+Dl 1]+D;1]+1 2Dn_'—DZ]l
MAE Ax? Ay? ’

(4-32)

En pratique, on peut utiliser indifféremment R et Q car les deux sont égaux a des multiples
de D pres, censés étre nuls d’apres 1'équation (4.28b)."” L'algorithme général consiste donc,
connaissant le champ de vitesse au temps #, a calculer R par la formule (4.32), puis a
déterminer le champ de pression P au temps 7 en tant que solution de (4.31), et enfin a

évaluer le champ de vitesse au temps n 4 1 grace aux équations (4.29a-4.29b).

BrLaN

La Simulation Numérique Directe des écoulements de bulles représente une thématique
a priori difficile a mettre en ceuvre, mais particuliérement stimulante, d’ot1 I'intérét de
nombreux chercheurs. On a présenté dans ce chapitre les enjeux et les probléemes associés
a ce défi scientifique, en particulier au sujet du traitement numérique des interfaces.
Dans l'optique de simuler le modele ABv, on s’est intéressé a plusieurs schémas numé-
riques de résolution de 1’équation de transport en fonction de la régularité des données
initiales (et donc des solutions). Pour les cas réguliers, on a proposé un nouveau schéma
de type MOC. Ce schéma permet, en dimension 1, de préserver le principe du maximum
(fondamental compte-tenu des contraintes physiques portant sur les variables simulées)
tout en assurant un ordre 2 en espace et en temps. De plus, ce schéma est incondition-
nellement stable et consistant, ce qui offre une grande liberté de choix pour discrétiser le

probleme.

7 En pratique, il est cependant recommandé d’utiliser R.
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4.6. Bilan

Pour les cas irréguliers, on a étudié le couplage entre le schéma anti-diffusif de Des-
prés et Lagoutiere, un algorithme de raffinement adaptatif de maillages pour 1’équation de
transport, et une méthode de résolution de I'équation de Poisson avec second membre
discontinu. Les résultats obtenus sont particulierement encourageants quant a 1’apport
des méthodes pré-citées par rapport a des simulations grossieres, tant du point de vue de
la précision que de l'efficacité des algorithmes.

Ce constat permet d’envisager d’appliquer ces méthodes a la simulation du systéme
DLMN-p puis du systeme DLMN.
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ETUDE DU sYSTEME DLMN DANS LE

CAS REGULIER
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- E CHAPITRE est consacré a la preuve de l’existence et de 1'unicité d’une solution

VI
-’\@;)‘ ,)}@ classique au systéme DLMN (1.11). On se restreint en premier lieu au cas ou la
b e

-

9
i\ o=

linéaires. On adapte ensuite la preuve au cas des viscosités non constantes. Cependant,

viscosité est constante, ce qui permet de diminuer le nombre de termes non-

dans les deux cas, on se limite au cas des conditions aux limites périodiques (ce qui revient
a se placer dans le domaine Q) = T9) afin de ne pas faire apparaitre de termes de bord
dans les intégrations par parties.

On s’inspire des travaux de Embid sur la combustion lente et des techniques utilisées
dans le chapitre 3, en employant constamment les outils rappelés ou énoncés dans le cha-
pitre 2. On applique successivement les résultats théoriques aux différentes équations du
systéme, a savoir a I’équation d’advection (pour la variable Y), a I'équation d’advection-
diffusion (pour T et P), a I'équation de Poisson (pour V¢) et enfin au systéme de type
Navier-Stokes incompressible linéarisé (pour w et V). Le schéma de la preuve est clas-
sique, basée sur la construction d’une suite de type itérées de Picard, bornée dans 1'es-
pace X, 7(T?) et convergente dans l'espace plus grand X, 7 (T9). Les deux difficultés
principales associées a ce probleme sont le traitement du temps d’existence et surtout des
non-linéarités. Contrairement au modele ABv, le systeme DLMN est non-linéaire par ses
coefficients (en plus des termes de produit), qui sont fonctions des inconnues principales.
I est donc nécessaire dans un premier temps de définir le type de non-linéarité (cf. §5.2)
afin de pouvoir appliquer les inégalités de composition (cf. lemme 2.6).
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5.1

Chapitre 5. Etude du systeme DLMN dans le cas régulier

Il faut ensuite veiller a respecter non seulement les contraintes mathématiques (de
régularité), mais aussi les hypothéses physiques (positivité des variables thermodyna-
miques, appartenance a l'intervalle [0,1] de la fraction massique, ...). La preuve repose
largement sur l'utilisation des estimations d’énergie associées aux différentes équations,
avec un souci constant d’évaluer la régularité des termes de produit, pour pouvoir ap-
pliquer les inégalités fonctionnelles les plus précises, d’autant plus que les trois variables
principales (Y, T et P) n’ont pas la méme régularité. Le résultat final est donc un théo-
reme d’existence et d’unicité en temps fini. On explicite en particulier les contraintes qui
s’appliquent au temps d’existence et qui découlent de la méthode de Picard. Comme pour
le modele ABv, ces contraintes sont des conditions suffisantes permettant la construction

d’une solution.

SYSTEME DIFFERENTIEL

On a introduit, dans le chapitre 1, le systéme (1.11) qui modélise 1’évolution d'un écou-
lement diphasique compressible sous I’hypothése d'un nombre de Mach tres faible. On
rappelle sa formulation, dans le cas oit O = T et ot la viscosité est égale a une constante,

notée py; > 0:

oY +u-VY =0, (5.1a)

pcp[0:T +u-VT] =aTP'(t) + V- (xkVT), (5.1b)

P'(t) = (1), (5.10)

Ap =Gy, (5.1d)

V.-w=0, (5.1€)

plorw+ (u-V)w| — pAw = =V +pg —p[0:Vo+ (u- V)V, (5.1f)
u=w+ V. (5.18)

On rappelle la notation 6 = (Y, T, P), qui est le triplet de variables principales du systeme.
L’application p (il en est de méme pour «, ¢, et a) est une fonction de 0 (cf. §5.2). Les
seconds membres de 1’équation différentielle sur P et de 1’équation de Poisson sur ¢ sont

donnés par :
/dﬁ(e)v - [x(8)VT] dx
Hy(t) = =L :
/Td W dx
" Go(t, x) = — 1 () | B(O)V - [x(6)VT]

r(e) P(t) P(t)

Les variables B et I' sont également considérées comme des fonctions de 6.
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5.2

5.2. Domaine d’existence

Les équations (5.1) forment ainsi un systéme non-linéaire de 6 EDPs a 6 variables (Y,
T, P, w, V¢ et V), que 'on compléte par des conditions aux limites (on ne donnera
pas de détails ici a ce sujet puisque 1'on se place dans le cas des CL périodiques) et des

conditions initiales :

Y(0,x) = Yp(x), (5.2a)
T(0,x) = To(x), (5.2b)
P(0) = po, (5.2¢)
u(0,x) = up(x), (5.2d)
avec ug(x) = wo(x) + Vo(x), ot V- wy = 0 et Ay = Yy, . (5.2€)

Comme évoqué ci-dessus, on souhaite, par le biais de ce systéme, modéliser 1’évolution
de bulles, i.e. d’inclusions de phases gazeuses dans une phase liquide, ce que 1’on peut
assimiler a un écoulement de deux fluides non miscibles. On impose une condition initiale
discontinue pour Y, a savoir la fonction caractéristique du domaine 1(0) C Q occupé

initialement par le fluide 1 :

1, sixe M(0),
Yo(x) =
0, sinon.

D’autres variables peuvent étre de facto également discontinues a l'interface, puisque les
variables non principales dépendent de Y.

Cependant, on choisit de s’intéresser dans un premier temps, de maniére analogue
au modele ABV (cf. § 3.1.3), a des données initiales réguliéres, dans la double perspective
de déterminer des caractéristiques globales que possédent les éventuelles solutions et de
construire des solutions faibles par un processus de régularisation. Comme précédemment
(cf. § 3.2.3), on peut par exemple prendre une régularisation de la fonction Y| ci-dessus
avec une faible zone de transition de taille ¢ (on considérera alors 1'influence de ¢ sur le
temps d’existence, pour éventuellement faire tendre ¢ vers 0), ce qui revient a supposer les

fluides (faiblement) miscibles. On conserve toutefois I’hypothese Y a valeurs dans [0, 1].

DOMAINE D’EXISTENCE

Le but de ce paragraphe est de donner des précisions sur les différents coefficients appa-
raissant dans le modele. Les restrictions prescrites par les hypotheses ci-dessous reposent
sur des criteres mathématiques, lesquels sont généralement vérifiés pour les lois d’état et
de comportement classiques. Ceci ne diminue donc pas la portée physique de ce systéme.

Les coefficients du systéme sont fonctions de 8 = (Y, T, P). Les contraintes mathéma-
tiques qui s’appliquent a ce vecteur se déduisent des contraintes physiques sous-jacentes,
ce qui amene a introduire I'ensemble :

@={0cR?:6,¢€[0,1], 6, >0, 63 >0}.
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Chapitre 5. Etude du systeme DLMN dans le cas régulier

Contrairement au cas de combustion traité par Embid, les comportements des trois
variables sont différents : Y est ici solution d'une équation d’advection simple,’ tandis
que T et P vérifient des équations d’advection-diffusion.> On note alors 8 = (T,P) la
restriction de 8 a R? et @ = (IR* )%, de sorte que ® = [0,1] x ©.

Considérons I'ensemble des coefficients auxquels s’applique ce paragraphe, que l'on
note :

E={px 0 cp i, BT}

On souhaite définir la dépendance de chacune de ces fonctions par rapport a la variable
0 = (Y, 8). Commengons par évoquer les lois propres a chaque fluide. On suppose en
effet que les fonctions ¢ de Z sont définies dans chaque fluide par une loi d’état ou de
comportement que 1’on note &; = ¢;(0). Pour générer la variable globale dans 'ensemble
du domaine (ici T¢), on souhaite utiliser des relations du type &(0) = Ce(Y,61(0),82(0)).
Cependant, les fonctions ¢z doivent satisfaire certaines propriétés, regroupées dans la dé-
finition de .Z.
Définition 5.1
On définit & comme l'ensemble des fonctions £ € €*([0,1] x R?) telles que :

OV (y,x1,x) €[0,1] x R%, £(y,x1,x2) = £(1 —y,x2,x1);

Q@ V (x1,x) € R% 4(1,x1, %) = x1;

® V(yx) e 01 xR,y x1,x1) = x1.

OV (y,x1,x) €[0,1] x R?, x1x0 #0 = £(y,x1,%2) #0;

eV (

Y, x1,%) €[0,1] x R?, x1xp > 0 = x1£(y, x1,%2) > 0;

L’hypothese de régularité €= est forte et peut étre remplacée par une appartenance a
H**1, ol s est la régularité de 0.

Expliquons ensuite la signification de chacune de ces contraintes. Le point @ est un
principe de symétrie entre les indices de deux fluides : si 'on échange les indices des
deux fluides, on doit retrouver les mémes résultats en changeant Y en 1 — Y. Quant au
point @, il assure que lorsque Y = 1, on est situé dans le fluide 1 et on obtient les propriétés
propres a ce fluide, i.e. £1(0). On note d’ailleurs que les conditions @ et @ impliquent que,
quels que soient (xq,x7) € R?, £(0,x1,%3) = x5 (si Y = 0, on est dans le fluide 2). Ensuite,
lorsque les deux fluides ont les mémes propriétés (51 = &), le fluide global doit également
avoir les mémes propriétés, ce qui est garanti par le point ®. Enfin, les conditions @ et ©
assurent que la variable globale conserve les propriétés de nullité et de signe des variables
particulieres. Ces deux derniéres conditions ne sont pas utiles pour tous les éléments de
&, mais pour ne pas alourdir les notations, on adopte les mémes hypotheses pour toutes
les variables. A titre d’exemples, on peut citer :

e la moyenne arithmétique : £(y, x1,x2) = yx1 + (1 —y)xp;

X1X2

e la moyenne géométrique : £(y,x1,X%) = —————.
Y g q (]/ 1 2) yx2+(1_y)xl

! Dans le modele de combustion, Y est solution d"une équation d’advection-diffusion.
2 P est en réalité solution d'une EDO en temps, mais on se raméne a une équation d’advection-diffusion via
le lemme 2.14.
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5.2. Domaine d’existence

On peut donc identifier notre premiere hypothese :
Hypothese 2

Chaque fonction ¢ de E est définie par la relation :

&(0) = £(Y,1(8),82(0))

pour une certaine fonction £ € Z.

On choisit la méme fonction ¢ pour toutes les variables dans un souci de clarté, mais on
pourrait sans difficulté additionnelle utiliser des fonctions différentes /. Il faut cependant
avoir a 'esprit que ces relations ne sont jamais utilisées en tant que telles. Elles servent
uniquement a fournir des informations sur la régularité et le signe des variables thermo-
dynamiques.

Dans ce qui précede, les variables de E ont été considérées comme des fonctions ma-
thématiques, indépendantes les unes des autres. On a cependant vu au cours du chapitre 1
qu’il fallait distinguer les variables « primitives », données par les lois d’état et de com-
portement, a savoir p, € (ou h), k et y, et les variables secondaires, déduites des premieres
par des relations thermodynamiques, comme & = —p~'d7p, ¢y, B et I'. On pourrait donc
n’appliquer I’hypothese 2 qu’a 'ensemble & = {p,¢,«, u} et utiliser les relations thermo-
dynamiques pour exprimer les autres variables. Cependant, dans une premiere approche,
et pour éviter des difficultés liées au signe de certaines quantités, on omet pour l'instant
le fait que les variables sont liées.

Les contraintes définissant I'ensemble .Z proviennent des hypotheses de validité des
lemmes d’advection et d’advection-diffusion, que 1’on souhaite voir vérifiées par les com-
posantes du systeme itératif. En particulier, certaines quantités apparaissent au dénomi-
nateur et doivent donc étre non nulles. De méme, pour pouvoir utiliser le résultat men-
tionné précédemment pour les équations d’advection-diffusion, il est nécessaire que les
coefficients de diffusion soient bornés par des constantes strictement positives. Eu égard
a ces considérations, on émet 'hypothese suivante :

Hypothese 3

Les fonctions p;, cp; et T; (i € {1,2}) sont non nulles sur un domaine ouvert non vide

K j . L
Gy C ©. De plus, —— et Pi- sont strictement positives sur Gi.

Picp,i i

Ainsi, pour ) € G, on a bien p(6y) # 0, ..., compte-tenu de I’hypothese 3 et des points
® et @ de la définition 5.1. On ajoute donc I'hypothese :
Hypothese 4

Le couple 8, = (To, po) est défini sur T & valeurs dans un ouvert borné convexe G C R? tel
que G C Gy.

En particulier, comme G est ouvert, il existe 6 > 0 tel que, si 0 : T — R? et si 10 — 60yl <
d¢, alors 8(T%) C G. Un point-clé de la démonstration consistera donc & prouver que pour
t suffisamment petit, 0 reste a valeurs dans G.
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Chapitre 5. Etude du systeme DLMN dans le cas régulier

On pose ensuite Gy = [0,1] x G, de sorte que Gy est un borné convexe de R® inclus
dans @. Ainsi, si ¢ € E vérifie I'hypothese 2 et si 8 : T — Gy, alors la fonction x

Z(6(x)) est bornée, au sens ot il existe une constante & €]0,1[ telle que, pour tout
xeTd, E<e(o(x) <&

HeK

Terminons par un exemple illustrant ces notions. Les lois d’état sont généralement
données sous la forme P(p, S), voire P(p, T) sous I'hypothese 1. Ici, on considere P comme
une variable principale et non plus p, ce qui est une conséquence de la réécriture de la
loi de conservation de la masse. Le systtme DLMN ne fait plus apparaitre p comme une
variable conservée au cours du temps mais comme un coefficient.

Considérons par exemple un gaz de van der Waals sous 1'hypothése de non co-

existence des deux phases. La loi d’état est alors donnée par :

leTl
P =
1 1 _plb/

R désignant la constante des gaz parfaits et b le covolume (b = 0 pour les gaz parfaits).
Cette relation peut encore s’écrire :

_ P < 1
PL=RT v~ 0
ce qui fournit une expression de p; en fonction de Tj et P;. La fonction p; ainsi définie vé-
rifie ’hypotheése 3 sur ©. En revanche, sil’on prend en compte les forces intermoléculaires,

la loi prend la forme :
_ MRy 5
h=q b P

avec a > 0 [77]. py vérifie alors ’équation polynomiale :

s A RL+PD P
17 ab TV ab
Pour Tj et P vérifianta < b(RT; + P1b), ceci définit p; de maniére univoque (et strictement

positive), ce qui permet de construire I'ouvert G; dans I'hypothése 3.
HeH¥

En conclusion, on a introduit ici la notion de dépendance vis-a-vis de 8 dans un sens
mathématique. Cette notion est fondamentale dans la mesure ot les coefficients concernés
engendrent des non-linéarités dans le systeme, et sont soumis & des contraintes de signe (et
de non-nullité). Dans une premiere approche (formelle), on omet les relations thermody-
namiques pour nous concentrer sur l'influence de ces coefficients. Les contraintes émises
permettent cependant la prise en compte de lois d’état trés générales, contrairement au
cas de combustion lente traité par Embid ot1 seuls des gaz parfaits étaient considérés.
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5.3 PREUVE DU THEOREME D’EXISTENCE

5.3.1 Systéme itératif

Tenant compte de lois d’état completes (ou de comportement) pour déterminer les élé-
ments de &, le systétme DLMN est clos. On va s’attacher dans les prochains paragraphes
a en construire une solution. Pour cela, on introduit quelques notations supplémentaires

afin d’alléger les écritures :

P() 3oy BOT _ co 1
0= gy dO=EGEaen re) - g
oy M1 . ()
RO = oy 0= o),

On cherche a construire une solution du systéme (5.1) par le systéeme itératif suivant :

® Initialisation :
YOt x) = Yo(x), 0°(t,x) = 0y(x), w*=O(t,x) = up(x). (5.3a)

On initialise le processus a 'aide des conditions initiales en temps afin de ne pas
ajouter de parametres supplémentaires. La régularité des données initiales suffit
pour appliquer les lemmes d’existence. De plus, l'intervalle d’existence en temps

de ces termes a l'itération 0 est infini.

® Calcul de 6Kt :

atyk—H + uk . vyk—H =0,
. (5:3b)
YEH(0,x) = Yo(x),
k
atTk-l-l Lk Tk K(Bk)ATk'H — B(ek)%lc(t) + M . VTk,
p(6%)cy(6%) (5.30)
TE1(0,x) = To(x),
atpk+1 4 yk .y pktl _ APk — %k(t),
(5.3d)
Pk+1(0[ x) = po,
® Calcul du potentiel V¢ :
A(Pk+1 - g9k+1/ (536)
@ Calcul du champ de vitesse solénoidal :
\va wk-l—l =0,
0(6%) [atwkﬂ + (k- V)wk-kl} — AW =
(5.3f)

— Ukt — p(6) [(at +uk - V)Vt — g} ,

w (0, ) = wy,

® Fvaluation finale du champ de vitesse : 1 = wk+1 4 Vgk+1.
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Remarquons tout d’abord que I'on a choisi une équation de type advection-diffusion pour
la pression. Cette formulation est équivalente a I'EDO (5.1c) dont P+ est solution, d’apres
le lemme 2.14. On sait toutefois que P**! n’est fonction que du temps. De plus, cela fournit
une évolution de méme type pour les variables de base T et P qui composent 6. On peut
donc regrouper les systemes (5.3¢) et (5.3d) :

pCp
1

~ dgk
o) A — B(0) Ay (1) + 'V (6F) - VTF
H (1)

~(nk
at6k+1 + (uk . V)ekJrl _ (K(G )
o a 0

D(6%) 16

(5-3¢d)
On a remplacé ici au préalable P’ par ., qui s’exprime a l'aide de dérivées spatiales de
0 et non de dérivées temporelles. On conserve de plus le bon indice d’itération, i.e. .7,
tandis qu’en conservant P¥', on aurait fait apparaitre /1. On pourra également utiliser
la notation suivante :

9,051 + (uF . V)0 = D(65) A0 + F(6Y), (5.3bcd)
0 0 0 0
avec D(6X) = [0 &(6%) 0] et F(6) = o ]
F(6%)
0o 0 1
Vérifions maintenant que le systéme itératif (5.3) est bien posé sous les hypotheses
suivantes :
Hypothese 5

80 € H*(T?) et Yy & valeurs dans [0,1],
ug € H5~Y(T?) et ug satisfait la condition (5.2¢) : V - ug = Yy

On impose une régularité supérieure pour Yy afin de satisfaire aux hypotheses du lemme
2.11. Ainsi, par récurrence et dés que s > sy + 2, en utilisant les lemmes 2.11, 2.13 et
2.15, la proposition 2.3, ainsi que les corollaires 2.2 et 2.3 pour les régularités, on obtient
I'existence et 1'unicité des solutions des équations du systéeme (5.3). Comme les équations
du systéme (5.3) sont linéaires, le temps d’existence .7 des solutions ne dépend que de
celui des coefficients qui interviennent, donc par récurrence, de celui des données qui
initialisent le processus itératif. Etant donné le choix fait pour cette initialisation, on en
déduit que 7* = +o0 pour tout k. Cependant, afin d’assurer la validité des estimations de
bornitude, on est amené & supposer le temps fini, auquel on va imposer des conditions.
Comme démontré dans la suite, ces conditions sont indépendantes de l'indice d’itération
k. On note donc [0, 7] l'intervalle de temps commun sur lequel on considere les termes
des suites. Les régularités fournies par les résultats théoriques sont donc :

Qk+1 c ;(5,_«7(7[‘[[), Yk+l c ngl,/?(v-ﬂ—‘d), uk+1 c ')(571,.‘7(7[‘[[) et V7Tk+1 c )(573,‘7(7[@)'
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5.3.2

5.3. Preuve du théoreme d’existence

Rappelons que la définition des espaces X, o (T?) est donnée dans le paragraphe 2.3. En
particulier, la norme sur ces espaces est définie par :

s
U2 = sup £t I+ [ IVF )2 dr.
t€[0,7] 0

La démonstration consiste donc en un jeu d’inégalités sur les normes de Sobolev des
inconnues. A titre d’exemple, le terme || V6! ||(27 peut étre majoré soit par ||6F*+! ||(27 41 des
que ¢ < s — 1 (on fait ainsi intervenir le premier terme de la norme), soit par || V6! ||(2,
des que 0 < s — 1 (ce qui implique le second terme de la norme).

Bornitude

Le point principal de cette section consiste a montrer que toutes les suites sont bornées
dans les espaces cités ci-dessus et sur un certain intervalle de temps [0, ;] que 1’on préci-
sera au cours de la preuve. L'hypothése principale est que s > sy + 3. Cela permet d'une
part d’avoir l'inclusion X, 7 (T9) C L*([0, 7] x T¢), pour tout ¢ > s — 3, et d’autre part
d’avoir la stabilité par produit de ce méme espace X, 7 (T).

Cette partie est donc consacrée a la preuve de la proposition suivante.

Proposition 5.1

Supposons s > sy + 3. 1l existe Ry > 0, Rp > 0 et L > 0 suffisamment grands, et 7, > 0
suffisamment petit tels que, pour tout k € IN, on ait les estimations suivantes :
k k
. <R,h <Ry,
5,7, X I\ 1,7, x N
o |||uf < Ry,
s—1,7%
. aMH <L
t 52,7, S
e |0 ukH <L,
! s—3,7 =
) Vnk‘ <L,
5—3,7 =
e sup Qk—Q()’ < dg.
t€[0,7] *©

Démonstration : On prouve la proposition précédente par récurrence. On choisit tout
d’abord R; et R de sorte que soient vérifiées les inégalités :

Yolls-1 <Ri,  [l8olls <Ry, luolls—y < Ro. (54)

Les inégalités strictes sont fondamentales pour la démonstration. Pour initialiser la récur-
rence, il suffit de vérifier que V¥ satisfait I'estimation souhaitée, puisque les dérivées
temporelles sont nulles. On ne détaille pas les calculs ici, puisqu’ils sont analogues a ceux
décrits dans la suite.

On suppose donc que les estimations sont vraies a l'itération k, sur un intervalle d’exis-
tence des solutions [0,.7]. On fait apparaitre dans les inégalités un certain nombre de
constantes, explicitées en fonction des constantes universelles introduites dans le cha-

pitre 2. On omet cependant le plus souvent les dépendances par rapport a s et d pour ne
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conserver que la dépendance par rapport a Ry, Ry et L. Les constantes sont soit données
au cours de la démonstration, soit détaillées dans la remarque suivant la preuve. Dans un
n-iéme souci de clarté, on introduit une derniére notation, associée au lemme 2.6 :

-1
Ce(f,0,R) = Ceomp(0, d)HfHOO,CO,g(l + Caop(s0)R)" 'R,
de sorte que, des que ||0|, < R,ona:

1£(0)[|, < Ce(f, 0, R).

Etablissons tout d’abord une estimation utile pour la suite, a savoir celle de /. En utili-
sant le lemme 2.6 de composition, on obtient :

(O] < 1Bl T,
< Con(50) 1B, T,

- - k k
< CotlBlliy I, [ OOV 0

< CsobCM(S —1,50 + 1)||/3\

V- [x(6")VT] Hoo(t)
(t)

50

v [x(e")wk}

K (6)

T

00,Go 11 110, Gy So+2(t)

0]

K\ 72k k
w0l ooy Ceomp 1l g1 (116510 116811 7

< CsobCM”:B'

7
s,

oll on a utilisé le fait que s > sy + 2. On en déduit en particulier :
16%]es < Coon(s0) 16115 < CoopRs,
d’apres '’hypothese de récurrence. On en déduit finalement :
(A ()] < Cr(s,d, Go, Ry) 7= CoopCml|Bllo,5, 1T o,y Ce (/8 = 1L, R1)Ry. - (5.5)

Remarquons ensuite qu’en alliant la majoration (Lem.2.11.xii) (en remplagant s par s — 1)
aux commentaires de la remarque 2 (p. 45) et a I'hypothése de récurrence, on obtient :

[Ive I dr= [TV dr+ [ VYR dr

< 7[R 4 LotV T g|2] . (s6)

Ces deux majorations établies, on utilise dans la suite les estimations d’énergie asso-
ciées aux équations d’advection et d’advection-diffusion (cf. lemmes 2.11 et 2.13), succes-

sivement pour majorer les normes des variables suivantes :
@ Y**1 en temps que solution de (5.3b),
@ 651, solution de (5.3¢d),
) Qk-‘rl — 0y,

@ 9;6""! dont I'équation d’évolution est déduite de (5.3bcd) en ne conservant que le
terme de dérivée temporelle dans le membre de gauche et en se souvenant que P
n’est fonction que du temps,
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5.3. Preuve du théoreme d’existence

® V*t!, solution de :

v ( ! Vnk+1> =
p(6")
B v TRV T v {ﬁ(ﬂk)} . (Auk"r1 - V%m) - (at +uk. V) Y1, (5.7a)

F
©® uFt1 solution de :
p(6%) [t 4 (- V)t | — Attt = V7 4 p(0)g — ja Vs, (57b)

@ atuk“.

N

L'égalité (5.7b) est établie a partir de I'équation d’advection-diffusion sur w (5.3f), en
divisant par p(8) et en réassociant les deux composantes du champ de vitesse u*t! =
w1+ V¢f+1. Ceci fait apparaitre des dérivées d’ordres supérieurs en ¢!, que I'on
remplace par des dérivées de %11 en utilisant 'équation (5.3e). L'équation (5.7a) se déduit

en prenant la divergence de (5.7b) et en utilisant 'annexe A.1.

® On applique les lemmes 2.11 et 2.12 ainsi que 'estimation (2.9) a I'équation (5.3b).
Y1 est bien dans X;_; 7 (T¥) a valeurs dans [0, 1] et vérifie, d’aprés I'hypothese de

récurrence :

I

<R+ 7)exp [cm
s—1,7

I, 7]
< I3+ 7) exp [CatoaRaV7 |

Considérons le second membre comme une fonction continue de .7. Lorsque .7 tend
vers 0, ce second membre tend vers HY0||§. Or, ||Y0||§ < R3. 1l existe donc Jg > 0 tel

que :
I0lI2(1 + Z8) exp | CadwaRo /T < RE, (5:8)
On a alors H‘Y"H < R;.
S*‘l,.'/'/:‘

@ De méme que précédemment, on applique le lemme 2.13 a I’équation (5.3cd), afin
d’établir la majoration :

o=

T
5 < (1002 + Cotvao [ IZ@IE (7 ar),

t

avec (1) = Cuto-ar [ (IVD04)24(7) +a¥21(7) +1) dr. Les hypotheses
du lemme sont vérifiées puisque la matrice D(6) est diagonale a coefficients bornés,
de borne inférieure commune Ql > 0.
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En utilisant les différents lemmes de produit et de composition, sachant que s >

s+1,il vient :
T IVD(EN 2 () dr = | 'V ask(h) 2, d
, IVRE)Iia(mdr= | ok (68%)[l5_1 dT
T
<Chi [ 120k(6") |2 4| VOF|2y
T
< CoClomp190R112, 5, 5 1/0 (1416%)2C 2| VOH |12, V6 |2, dT
2(5—2) 2 T
< CiChong 961 5y 1 [1+ Coatll O] 16407 [ 1002 d

D’ot1, en utilisant I'hypothese de récurrence ainsi que le résultat (5.6), on obtient

successivement les inégalités :

T
| IVDE9) 21 () dr < Cp(s,d, Ry) 7[R+ eConsfey T g 2]
0

avec .
Cp(s,d,Ry) = Cpi(s — 1,5 — 1)2Cc(dg%, s — 1, Ry)%.
Dou :

8(7) < Cato-an [Cp(Ry) (R + eComtBeV 7 |1yg 12) + RE+1] 7.

Majorons enfin, a I'aide de 'estimation (5.5), le second membre de (5.3cd) :

T
| IEEE () ar
T
< Chlmn) [2 [ 1B(@)IE (0 v+ 7T

: dgK 2
+sz<s—1,s—1>4/O 1961 | @) 1o e
-

<Ch 1T +2Ce(B s — 1, R1)?| 7

Cr1(s,d,Go,R1)

dgk 2
+2CHCe (p"cp,s -1, Rl) R? [R3 4 ottt/ 7 |15 2] 7

Cra(s,4,Go,R1)

En conclusion, l'estimation d’énergie pour 8! s’écrit :

5 C RoyvV T
’HekJrl 2 _ Cuv-an? cD(R1>(R%+e o k2T \|Y0\|§)+R%+1]

s, 7 =
% (18012 + Cato-a17 (Cra(Re) + Cra(Ry) { R + eCuioskeV 7y 21)].

De la méme maniére que dans la partie @, le second membre tend contintiment vers
16o]|? < R? quand .7 tend vers 0. Il existe donc .7, < 4 suffisamment petit tel

que :
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exp [Cadvfd,O’yo (CD(Rl) {R% + EC‘””“RZ\/%HYOH?} +R3 + 1)}
X MQOHE + Codo—d1 T (CF,l(Rl) +Cr2(Ry) {R% + ffc”d“RzmHYon}ﬂ <R3,
(5.9)

6k+]

de sorte que H <Ry

o 7,
s, 7%

. Ak+1 . N
® La variable 6 o gktl — 0, est solution du systeme :

{af?’k“ + (k- V)8 —D(6)A0 = F(65) — (45 - V)8, + D(6%)16,,

ékJrl(O’ ) -0

On en déduit donc :

02 < Caso-aae2) [ Z(64) (- V)60 + D680 (1)

Par ailleurs, en dimension 2 ou 3, H? s’injecte continiment dans L, ce dont on

déduit :
Ak+1
P +

‘oo(t) < Csop

QkﬂHz(t)

Or, comme précédemment, on a :

IE @917 < G (1T + 211017

2
aﬂ(gk>

k2 k)2
+2C(50,50)*Ca (1, 50)*[[6°11 5, 1 1 TI15, 41 oc,
1

< (1] +2C2,, 1Bl 2,1 B3

agK 2

+2Cw(50,50)*Ca(1,50)* Clpip RS oc
p

=: Cr3(d, Ry).
oo,ég,l

De méme,

|- )80 + D020y | < o (1,1 VE0lly + 12(69)1l, A8, )

<C
< CF,4(dr Rl/ R2)1/2 HQO Hs

Quant a I’exposant, on a :
t 2 2
22(t) = Caso-ar @) [ [IVD(IE, + 11, + 1]

b 2
< Canan M 41+ [ 1RO, | < Coald R, R

Dou:

2
(+) < 2C2 €1 (Cp 3 + Cr 4|6, 12).-

()

0

Ak+1‘
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Le second membre tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0 donc il existe .7 < .7, tel que :

2CZ,, T exp [Ce1 T <CF,3 + CF,4|\Q0|\§> < 5%, (5.10)

Ak .
de sorte que [0 |, < d¢, ce qui assure que 8571 € Gy.

@ A partir de 1’équation (5.3bcd), on évalue la norme de 8t6k+1, en utilisant le corol-
laire 2.3 :
[ L Y e
$s—2,7 s—1,7 s—2,7 $s—2,7 s—2,7
0
. CXH'vekJrl H 9% gk ‘ mwm
s—2,7 oCp s s—2,7

veu [[pe], .
< Cyy(s,d,Go, Ry, Ra),

A

en utilisant I'hypothese de récurrence déja établie pour 85*1. La constante Cyy est
explicitée dans la remarque 9, p. 196. D’ot, pour L > Cyy(R1, Ry), on vérifie la condi-
tion souhaitée.

® - ® : les deux étapes suivantes sont traitées simultanément. On vérifie en premier
lieu l’existence et I'unicité de V¢**! (régularité elliptique), puis de w**! et V7k+!
par application de la proposition 2.3. Afin de prouver la proposition 5.1, on établit
une majoration de la solution Vrktl de I'équation (5.7a), majoration dans laquelle

k1 en tant que

intervient "1, On l'injecte alors dans l’estimation d’énergie pour u
solution de (5.7b) et on conclut par un lemme de type Gronwall. On termine ensuite
en combinant les deux majorations pour obtenir celle de V7r¥*1. On rappelle que

dans le cadre de la proposition 5.1, on cherche a majorer la norme de Vrr*+1

par L,
et celle de #**1 par R,. Il faut donc préter attention aux dépendances des constantes

pour assurer l'existence de tels L et Rj.

Au préalable, on établit des estimations pour %1 et %’;’k +1- Avec :

G = — s (HT (O + &(ETHV - (VT € X, 5 #(TY),  (5.11)

ona: |9, , » < Cqls,d Gy, Ryi). Se reporter a la remarque 9, p. 196, pour une

expression de Cg. De méme :

d(ate -0gB)V - (kVT) + BV - (0¢0 - 99V T) 4+ BV - (V0 T)
1
T r

|7 (1)] < /T

010 - 9pT
I

(Lt ™

BV - (kVT)|.
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D’ot1, en utilisant les lemmes de composition, d’'injection de Sobolev ainsi que les
estimations déja prouvées sur 06K
| A (t)] < Cera(s,d, Go, Ry, Ry).

On établit enfin une derniere estimation. Si x est une fonction de 6, en notant Df =
9; + (u* - V) et en tenant compte du fait que 73 est stable par multiplication pour
s>sp+3,ona:

|t [xte*+)]

HDfekﬂ 'aex(GkH)H

s—3 - 5s—3

< Cumls — 3,5 —3)Ce(dpx,5 — 3, Rl)HDka“

s—3

Or, d’apres 'équation (5.3bcd), on a :

H Dl]‘CBkJrl

R CCallan WS G

- 1/2
< Co (JIR(E ) o5 + 1T [/651]]s

+CalRy) (VAI@) s+ 1'7%)

agK

dokK ok
PCP(B)

+ V2| T 521652

5—3

En combinant les deux derniéres estimations, on aboutit a :

HDf {X(Gk'l)} < Cpy(x,s,d,Go, Ry). (5.12)

H573

k+1

On s’intéresse maintenant a V7r*™", solution de 1'équation (5.7a). Le lemme 2.16

fournit la majoration (T € [0, 1]) :

2

(1) < Cuin
s—2

FNZ_5(0)

H 1 V7Tk+1
p(6")

2 2 - 2 2
< 4Cenn {C%Aluk sl ey (7) 4+ CRall () ey el s ()
K 2
+ HDtggk+l s

- 2
O+ ClAEN 1|2y | G13)

2
5 on utilise 'expression (5.11) :
s—

Pour traiter le terme HDf%kH

Diy = — 3T (0) — A DE[T(8)] + Df[&(6)]V[x(0)] - VT +&(0)V [x(6)] - DFVT
+&(8)DfV[k(0)] - VT + DF[a(0)]x(0)AT + &(0)DF[x(0)]AT + &(6)x(0) DFAT.

Les différents produits se majorent comme précédemment. Cependant, deux termes
(le premier et le dernier de la seconde ligne) posent probleme quant a leur régularité,
a savoir X;_4 7(T%). On rappelle en effet que 0,051 ¢ X,_3 7(T?). On prend donc

2 . . s
garde aux termes | V6¥1||S_; qui interviennent dans les intégrales de la norme sur
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X,_1 7(T9). Pour le premier terme, on écrit :

DV [x(6)] = Df['V6]9gx(6) + 'VODF[9px(6)],
= ['VDFo — VOV u¥|0gr(60) + 'VODF[0gx(0)]

En particulier, on utilise (5.3bcd) pour majorer ||VDf9k+1Hsf3 < ||Df9k+l||572.

Quant au second terme, on permute les opérateurs Df et A :
DYAT = ADFT — AuF - VT — 2'Vu* :: Hess(T).

De la méme maniére, I'équation (5.3c) permet de majorer | ADFT*+1||__,. Finalement,
on a, compte-tenu de (5.12) :

2
| DG 11 lls_3 < Ciga(R1, R2) + Cig2(R1) (||VTk+1H§ + ||V9k”§—1) . (5.14)

La combinaison de (5.13) et de (5.14) donne :

2
()
5—2
Cu1(R1,R2)/ Cogo—a0

H 1 vn.kJrl
p(6%)

~ 2 ~
< 4C1Chy [RE +Celfs = 1, R)?| 10k (1) + 4Cun1 [ C(fi,s — 1, Ri)Co (Ry)

+ Ci1(R1, Ra) + Cigp(Ra) (IVTHR + [ VOH 2, ) (7).
(5.15)

On sait par ailleurs qu’en tant que solution de 'EDP (5.7b), u**1 satisfait I’estimation
d’énergie :

_ 2 o 2
U) = eSO ) + [ e v e

_vnk+1 2

W dt. (5.16)

t
2 — (g
< ||u0||5—1+cadv—d,o/0 e §371(T)
5—2

+ g — ﬁ(Gk)V%m

En combinant (5.15) et (5.16), on obtient :

Cu,4 (Rl rRZ)

t
U(E) < U(0) +4C,;C3Cur (Ry, Ry) /0 U(t)dr

t
+ Cu,Z(Rlz RZ) /0 e—Cs,l(’r) dr + Cu,3(R1).

En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient :

2

H‘ S
s—1,7

T
< 1 (7)HCus T (”uo 124 Cun [ e @G gr 4 3) ‘
’ 0 ~ — 4

X

. t . 2 2
Lei, &1(1) = Cato-a(s 1) || [IVA(O9) [y + ]2, +1] d.
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Il vient donc &;_1(t) < C,;1(Rq, Rp)t, puis

2
H‘ukﬂ

L < e[(cll,1+cu,4)(R1’R2)}y (”uOH?_l —|— Cu,2(R1,R2)<7 + Cu’3(R])> .
s—1,.

Le second membre tend vers [ug|>_; + C,,3(R1) lorsque .7 — 0. On suppose donc
que R; est assez grand pour vérifier :3

l[10]|%; + Cu3(R1) < R3. (5.17)

Il existe alors J < Jo suffisamment petit pour que l'on ait :

e[(C“J+C,//4)(R1,R2)]f7q <Hu0‘|§71 + Cu,z(erR2)7¢ =+ Cu,3(R1)> < R%, (5.18)

On peut ensuite réutiliser ce résultat dans les majorations de Vrr

ce dont on déduit :
uk+1

_ <R
S*l,-‘/ﬁ

K+l

IV At ) ls—5 < Cana (s, d,0(6%),0) [0(6°) Fxlly s
< CT[,l (S/ d/ GO/ Rl/ RZ)I

d’apres le lemme 3.1 et les majorations précédemment établies, puis :

T 2
/0 192721 (7, )|12_sdT < Cra(s,d, Go, R, Ra).

Il vient alors :
‘H ooy

37 < CTL'(S/ d/ GO/ Rl/RZ)'

Il reste alors a prendre L suffisamment grand (tel que L > C;) de sorte que 1’on ait

bien :
L
s—3,7
@ On écrit enfin :
) V?Tk+1 ~
it = (V) (@) - - — () Ve g,

pour estimer :

3 D’ou I'importance du fait que C, 3 ne dépende que de R;.

195



Chapitre 5. Etude du systeme DLMN dans le cas régulier

/2
s e e ] | W Lo
e Al | G O U
i(6k ‘H k+1 ‘H ~1(gk ‘H k+1
* “Ll( ) s—3,7 " sfl,ﬂJr P ( ) s—3,7 v s—3,7
ok
@], il s 5],
1/2 -
< I8l 1T + Cx(s = 3,5 = 3)[R3 + Ce(fi,s — 3, Ri)Rs

+Ce(p 1,5 —3,R))Cr(Ry, Ra) + Ce(fi,s — 3, Rl)CG(Rl)]
< Ctu<sld/ GO/ Rl/RZ)'

k+1

On utilise ici la majoration de la norme de V*™" par C; et non par L pour des

<L,
$s—3,7

raisons évidentes. On choisit alors L de sorte que L > Cy, et ‘Hamkﬂ

Concluons enfin sur I'existence et le choix des constantes Ry, Ry, L et .7.. Remarquons
que les différentes contraintes sont indépendantes de k, ce qui est fondamental pour le
passage a la limite. Tous les termes de la suite peuvent donc étre considérés sur le méme
intervalle de temps [0, Z%]. Ainsi, on choisit Ry vérifiant (5.4), puis R, satisfaisant (5.17) et
enfin :

L > max{Cs9(R1,R2), Ctu(R1,R2),Cr(R1,R2) }.

Ces trois constantes étant fixées, on choisit finalement .7, de sorte que les inégalités
(5.8,5.9,5.10,5.18) soient vérifiées.

Les solutions a chaque itération existent donc sur l'intervalle [0, .7;]. Rien ne prouve
toutefois que ce temps d’existence 7 soit optimal, méme si les estimations sont établies
de la maniere la plus précise possible. Ceci acheve la démonstration de la proposition 5.1.
|

Remarque 8 — Comme les variables Y et 8 n’ont pas la méme régularité, il était nécessaire
d’adapter le lemme 3.6 [360] (donné sous la forme du lemme 2.13 dans ce document).
On y a affaibli les hypotheses sur le coefficient de diffusion. Dans sa version initiale,
ce coefficient avait la méme régularité que la solution. Toutefois, comme les coefficients
de diffusion intervenant dans le systéme itératif (par exemple dans I'équation donnant
6"*1) sont fonctions de 6%, leur régularité est inférieure a celle de 0. Cest pourquoi on
a démontré le lemme 2.13, avec un degré de régularité en moins pour le coefficient de

diffusion. o
Remarque 9 — On donne ici 'expression de quelques constantes intervenant dans la
preuve :

~ 1/2
Cio(s,d, Go, Ry, Rz) = Cia (Ry) |Ce(B,s =1, Ry) + [T 7]

+Cx(s—2) [R1R2 +Co(Rs — 1, Ry) + Cx (s — 2)Ce (2‘2“,s _1, Rl)] .
p

196



5.3. Preuve du théoreme d’existence

CG(S, d, Go, R1) = CH(Rl)CC(f,S — 1, Rl)
+ Cx(S - Z)Cx(s — 1)Cc(5c,s -1, R1)CC(K, S, R1)R1.

_ ITlle,5,Cro(s0, R, R2)Cam (1, 50)

Ciri(Ry, Ra) = T4 |:||89‘B||00,GOCC(K111R1)R1

1/2
+1|Blloog, T (Caa(1,50)Ce (g7, 1, R1)Ry + Ce(x, 1, Ry) )

2
T2 5,
T

9T
ha

_ H,BHOO/COCHJ (SO/ Rl/ RZ)CM(ll SO)CC(K/ 1/ Rl)Rl'

00,Go

CDX()(,S,d, Go,Rl) = CM(S —3,5s — 3)06(89)(,5 — 3,R1)><
agK

V2C2,(s — 3,5 — 3)Ce ( 5— 3,R1> R2 + Cy(Ry) <\/§CC(,B,S _3,Ry) + |1rd|”2)

Pep
4,1/2
+Cum(s—3,5—3) (Cc(x,s—3,R1)+|11" \ )R1 .

(o

5.3.3 Convergence

La seconde étape de la preuve consiste a montrer que les suites convergent fortement dans
des espaces X, 7 (T“), non pas pour des o grands (et pour lesquels les suites sont bornées
d’apres la section précédente), mais pour des o les plus petits possibles.

Le résultat que I'on démontre dans cette partie est le suivant :
Proposition 5.2

Quel que soit T €0, ), les suites (Y*), (6%) et (uX) convergent fortement dans les espaces
X, 7(T9), X3 7(T9) et X, 7 (T?) respectivement.

Comme pour l’étape de bornitude, la preuve de cette proposition repose sur des esti-
mations d’énergie. On se place ici dans des espaces X, 7(T?) pour des indices ¢ petits.
Le choix de prendre ¢ = 3 pour 0 est tel que 'on obtient une norme L? (¢ = 0) pour le
second membre de (5.19d). Un des outils majeurs utilisés ici est le lemme 2.7, qui permet
d’estimer les termes (6571) — 7 (65).

Comme il sera détaillé ultérieurement, cette étape n’apporte pas de contrainte supplé-
mentaire sur le temps d’existence. Afin de prouver la convergence des suites (6%), (Y*)

Y ket

et (uk ), on montre que les séries de termes généraux m okt — ka 3.7 2,7
H‘ukﬂ _ uk‘
2,.

> convergent quel que soit 7 < ;. Ainsi, contrairement a la partie pré-
cédente, on ne détaille pas les constantes, que I'on indice par ordre d’apparition, et qui

dépendent en toute généralité de s, d, Gg, Ry, Ry et L.
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Par soustraction de deux itérations successives du systéme (5.3), on a :

©® Calcul de 6Kt — g* .

at(Yk+1 _ Yk) 4 uk . v(yk—H _ Yk) — _(uk _ uk—l) . vyk,
(5.19a)

(Y- — Yk (0,x) =0,
at(Qk+1 . Qk) + (uk . V)(QkJrl _ Qk) —Q(Bk)A(Qk+l . Qk)

= F(0") - F(0") — [ — ). V] 6+ [D(6) ~ D" )| A6,
(Qk+1 _ Qk) (0/ x) =0,

(5.19b)
® Calcul de uFt1 —F .
at(ukﬂ _ uk) + (uk . V)(ukH _ uk) _ ﬁkA(ukH _ uk) —
\v4 k+1 \V4 k
— i SRAELE Vi1 + flk—1 VG
Pk Pk—1 (5.19¢)
— [ = k) | i — i) B0,
(1 — k) (0,x) =0,
® Calcul de V7! — vk .
k+1 ok
v. (M) v (L L) ve] G
Pk Pk Pk-1
Afin d’alléger une fois encore les notations, on a posé : { = ( (6") pour { €

{p,#1,B,B,x &% T} De méme, on note respectivement les seconds membres des équations
(5.19¢) et (5.19d) 5.7-';: et 5]-‘;: :

Vrktl — vk

sF! 1 1 ) - ) i
= — — —— | V" — 4 V(Y1 — YGoi) — — i 1)V
k Ok (pk Ok—1 P ( fk+1 Gk) (‘Z/lk Hk l) ok
- {(uk — uk_l) . V} u + (fix — ﬁk_l)Auk, (5.20a)

OFe ==tk o (VT — vk — v (VelF — vk Viig - A — ub)
+ V(fix — fik_1) - Mt* — DN (Gperr — Gpt) — Vit - V(g1 — Yt

— (Ve — ) +F 1) VG~ V- Kl - 1) Vnk] .

Pk Pk-1
(5.20b)

Démonstration: Commengons par écrire les estimations associées aux équations (5.19), dont les

données initiales sont nulles.

@ On applique le lemme 2.11 a ’équation d’advection avec second membre (5.19a).

. ) 2 L ) 2
e YK + [ e RO vy - oY)
Jo

< [ ek — 1 d P i)
NS 1.0 /A u 9r T. rop.5.2.1
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@ On s’intéresse ensuite a I’équation (5.19b), pour laquelle on a :

t
B0~ gF5(0) + [0 Ve - Vet Far
t _ B 2 B 2
<3Cuto-ao | [nzwk) ~ FO o+ | (@ — 1) )6
2
+[p@) - o] a0’ ar

Traitons chacun des termes de l'intégrale. On a tout d’abord, par application du
lemme 2.7 (dont on utilise les notations) :
k k1] agkll® = Iliz, _ % k||
[[p@) @] ad], = -7,
- 2 2
< (2,50 R g per (6= 071) | < calleF — "1

De méme :
[ (=) )] < Call —

On traite enfin le terme faisant intervenir F, dont la définition est donnée en (5.3cd).
Ona:

|1E(65) — F(6 1))

ai"(gk) _ Oox

B H(Bk = 1) A+ B (S — Hy) + {PCP pep

(9"*1)} VeV T
9o

2
. (k- 1y. [(vek — VoY VTF 4 Ve L(VTF - VTH)]
p

2
+ T - | Ay — A |

Jr

On majore chacun des termes a l'aide des résultats de la partie précédente sur le carac-
tere borné des suites, ainsi que des lemmes de composition 2.6 et 2.7. En particulier,
ona:
|y — Ay |, < Call0F — 0571
3 k10 S Cg 5

En combinant les différentes majorations, il vient finalement :

: 2 b ey b 112

e gf:,(f)HQl\H *Q](H3(t)+/0 e gg(T)HvaH 7vaH§dT</O e &(7) [CSHQk*Q}\ ]H3
1112 112 1012 ..

+Co || YF = YU + G|k — oF Y| + G| VYE — vYE] Hﬂ dt. (Prop.5.2.ii)

Les quatre constantes dépendent de Ry, s, d et .

® On procede de méme pour "équation (5.19¢) :

t
e @0t — k(1) 4 [ e @0V - k| dr
0

t -~ ul2
SCudvfd,O/O e=%(0 5-7:k 1dT-
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Parmi les termes a traiter dans I'expression (5.20a), le plus complexe est le suivant :

Gyt — Gy = —Tp (Ao — Hy) = ATy — T) + (@1 — 8V - (- VT
+ &y [V(Kk-H —x) - VT 4 (151 — 1) AT
+ Vi - V(T — TF) 4 g A(TFH — Tk)]. (Prop.5.2.ii)
D’ou :
2 2
IV — V3 < Coll 0+ — 6¥|[3 + Cao [ Y*' = V¥
2 2
+ Cp1 || VO — VO3 + Cpp|| VY — VY5, (Prop.5.2.iv)
1l vient donc :
t
e O R Al A 4 P
0
S e k1l oo k2 K+l k2 k1 k2
< € Ci3||Vr Vt|ly + Cuall@ 0°ll5 + Cis|Y’ YH[,
2 2 112
+ C16]| VO — VO |3+ Cip [ VYFF! — VY5 + Cig)|6F — 0571

+ C19Huk — k1 Hﬂ dt. (Prop.5.2.v)

@ 1l reste enfin a estimer le terme | VA1 — vk \ﬁ dans (Prop.5.2.v), en appliquant les

résultats de régularité elliptique a 1’équation (5.19d) :

k+1 k2 672
VA — vk |l] < CopallokFic llo-

On rappelle que oF ,7: est donné par (5.20b). Le point délicat est la majoration du terme
D¥(Gpis1 — Yyt ). Lorsque I'on applique I'opérateur de dérivée lagrangienne a ’expres-
sion (Prop.5.2.ii), on obtient des dérivées lagrangiennes soit de termes d’incrément

#kH+1_4k soit de termes simples 1 ou #. Dans le premier cas, on utilise le lemme 2.7

et les équations du systéme (5.19), tandis que dans le second cas, on utilise la proposi-

tion 5.1 qui fournit les bornes des différentes normes. Au final, on obtient :

IVt — vk}
< Coo| 6571 — 653 + Con [[ Y5+ — YH|[3 + Con 1 — w5
+ Coal| VO — V853 + Cou | VYS! — YE|3 4+ Cos 165 — 05715
+ Cog || YF - Yk*l”; + Co7 || — uqui + Cog | VYF — VYk*lH;
(Prop.5.2.vi)

On injecte alors (Prop.5.2.vi) dans (Prop.5.2.v) pour obtenir :
&),k k2 t _am) k41 k2
e 2Ny —uf |5 () + [ e 2|Vt — V||, dT
JO

b 2 2 2
< / e 62 (7) {CZ‘)HQk.] 7QkH% +C3()HY}(H o YkHZ +C3]Huk'] 7ukH2
0 &

2 2 . 1,2
+C || VO — VOF|[5 + Cas || VYFHT — VYF||5 + Cag|6F — 05713
2 - 2 - 1,2
+Cas || Y* = YFU 5 + Cag||u* — o571 + Ca7 || VYE — wYEL| T dr

(Prop.5.2.vii)
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® On dispose donc des inégalités (Prop.5.2.i-Prop.5.2.ii-Prop.5.2.vii). A noter que dans
ces estimations, les parametres ,, {3 et {, n'ont pas été fixés et doivent vérifier :
o Xo(t) 21+ Cago (2,d) [ Vull, ;

- 2 2
o E(6) > Cagoa1 (3,4, %) (VI3 + 5,1 +1)

X ~ 112 2
o (1) > Cazo-an (2, i) (I VAKIZ, + 15,40 +1)-
On majore chacun des seconds membres et on choisit :

Xa(t) = &3(t) = &a(t) = A(t),

2 2

1+ Cadv,l /2 + RZ
A(t) :=t-max | Cpppg1 (R34 Cc(s0+ 1,1, Ry)> + 1)
Cado—d1 (R3+Ce(so+ 1,1, Ry)? + 1)

On pose alors :
NE (D) = MO =Y )+ 1A Oy - oy e
oA gkT Qkug(t) + /O't e AT | vl — vek|2dr
+e MO [ 58 + /Ot e M| ikt - Tuk| dr.

Ces choix étant faits, on utilise (Prop.5.2.i) et (Prop.5.2.ii) pour faire disparaitre les
termes de gradient VY — VY et VO — VO dans (Prop.5.2.vii). On somme alors

I'inégalité obtenue avec (Prop.5.2.i-Prop.5.2.ii) :

NE(#) < ./Ot [Cos VK () + CaoNE 1 (7) + Cage™ 2O 9YF — VYF1 (7)) d.
Le lemme 2.9 de Gronwall donne ici :

e SNE (1) < /0 e=Cut [cggN,ﬁ*l(r) + Choe MO | WYF — wyk-1 ||f(r)] dr.

Le dernier terme empéche de conclure directement. Sa présence est due, encore une
fois, au fait que Y* a une régularité inférieure a % car solution d’une équation d’ad-
vection et pas d’advection-diffusion. En son absence, on pourrait reprendre le raison-
nement utilisé dans la démonstration du théoreme 3.1, & savoir itérer pour obtenir une
majoration par le terme général d’une série convergente. Ici, pour traiter ce terme, on

utilise I'inégalité (Prop.5.2.i) a I'itération précédente, ce qui donne :
ot
e CsINK (1) < /0 e~ T [C391V/]{7] (1) +C; C4(,J\”/}§72(T) dr. (Prop.5.2.viii)

Dans la méthode utilisée par Embid [36] ou Dellacherie et Lafitte [27], on cherche a im-
poser des contraintes sur les constantes apparaissant dans (Prop.5.2.viii) pour rendre
la suite contractante. Dans cette optique, comme N/ /k\ est croissante, on majore grossie-
rement par :

NE (1) < teCst [C39N/k(1(t) + C1C40N/’§*2(t)] .

La suite récurrente u = vjug_1 + vouy_o est le terme général d’une série convergente si
les racines de I'équation caractéristique associée sont de modules strictement inférieurs
a1, ce qui est équivalent a vy + 1, < 1, d’ot1 la contrainte te“3 [C39 4 C1Cyo] < 1.

Cependant, on raisonne ici différemment, en majorant plus finement les termes dans
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l'inégalité (Prop.5.2.viii). On pose tout d’abord M (t) := e~ !Nk (t). Ensuite, sans
perte de généralité et quitte & majorer Cy, Cag et Cyg par max{Cy, Czg, C4g}, on suppose
C1 = C39 = C40 =v.D'ol:

t t
N (t) < 1//0 N1 (1) dT—l—vz/O MNi_o(T) dt.

La méthode consiste ici a constater que par récurrence, il existe des polynéomes P; et

Qy tels que :

ot -t
Me(t) < v! /0 M ()P (¢, 7) dt + v+ /O M 1(1)Qu(t, 1) dT.  (Prop.5.2.ix)

Ces polyndmes sont donnés par Pi(f,7) = Qi(t,7) = 1, puis par les relations de

récurrence :
Qu(t,7) = /Tt Py(t,o)do et Priq(t,7) = Quia(t, 7) + Qult, 7).
On vérifie qu'il existe P, € R[X] et Q; € R[X] tels que :
Py(t, 1) = Pyt — 1) et Qu(t,7) = Qu(t— 7).

Une étude rapide de ces polyndmes montrent que :

-1 , . -1 .
Py = Z peiX et Qp= Y 4q,;X,
=51 j=15]
avec : . »
Pee—1 0j—1
Pesie = —5— = qp Q41 = i et pei1,j = qey1,j + 90
On a la relation :
e + 4
qe42,41 7}41 .

On détermine successivement les coefficients de degrés les plus hauts :

1 1 1 1
qee—1 = m, qee—2 = m, qee-3 = m, qee—4 = m

On conjecture puis on prouve que :

1
I = G- —2j+ U

Revenons a 1’étude de la suite 9. En prenant ¢ = k — 1 dans (Prop.5.2.ix) et en tenant

compte du fait que les polyndmes sont a coefficients positifs, on a :

ot t
N() < [ (B () dr o [ (1)Qe (1) d,
t
<9 |V T Qi(£,0) + [ [ /0 Qc_1(t, ) dt.  (Prop.5.2.x)

Etudions la série de terme général v~ 1 (t), que I'on écrit :

k=1 1 e ‘ kl(P(k) k—1—j
VIOt = v Y gt = v Z Ger-1-t =,
=13] =0
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ou (k) =k—1-— {SJ

On sépare 'étude selon la parité de k. Si k = 2p, il vient :

p=1 2p71t2p71 j

2p—1 A _
4 QZ (t) - 1 a;b 1—js
P ];)] (2P 2] Z jVp—1-j
vzt)j (vt)sz
olt aj = — et bj = -—-——. Comme ces deux suites sont les termes généraux de
/ 7! I 2+ 1)!

séries convergentes (séries exponentielles), on en déduit que va—lep (t) est également

le terme général d’une série convergente (produit de Cauchy). De méme, sik = 2p + 1,

il vient :
r V2P 2p—j
2r A
v Q2p+1 ; ZP 2] ]; a] p—jr
. W)Y enéral d'une séri . .
b, = , terme général d’une série convergente. En combinant les deux cas (pair

- @)

et impair), on obtient la convergence de la série de terme général vk~ 10y (t), avec :

Zvl\ IQ/ 1L\1)

k=1

Pour le second terme dans (Prop.5.2.x), les calculs sont identiques, au terme m pres
(provenant de l'intégration), et que I’'on majore par 1.

En conclusion, la série de terme général 9 () converge pour tout t < Z;. Comme la
norme M (7;) est équivalente a la norme N} (Z;), on en déduit que les suites (6",
(Y¥) et (u*) sont de Cauchy dans X3 7 (T?) et X, o (T) respectivement. Comme ces

espaces sont complets, ces suites sont convergentes, ce qui achéve la démonstration. @

5.3.4 Enoncé du théoreme

La proposition 5.2 fournit la convergence des suites 05, Y et u¥ dans X3 7, (T%) (pour
la premiere) et X, 7 (T?) (pour les deux derniéres). On note (6,Y,u) € X; 7 (T?) x
X, 7 (T%)? leurs limites. On ne démontre dans la suite que les résultats sur Y, mais la
preuve est analogue pour les autres variables.
Par le lemme 2.5 d’interpolation, on écrit, pour tout s’ € {2,...,s — 2} :
s—s'—1 s'—2
YR = Yl < YT = Y Y =Y

S,

< (2Ry) S Y -y,

On montre ainsi que Y* est de Cauchy respectivement dans Xy 7 (T4) s’ € {2,...,s — 2}
et converge donc dans cet espace vers une limite qui ne peut étre, par unicité, que Y.
On en déduit que Y € Xy 5 (T%) pour tout s’ < s — 2. On ne prouve cependant pas la
convergence forte dans X ; 7 (T%). Pour montrer que la limite est bien dans l’espace
souhaité, on utilise le caractere borné de Y¥ dans cet espace (proposition 5.1) qui assure
la convergence* faible—* d’une sous-suite (Y¥®)) dans Xs_1,7. (T?). Or, cette sous-suite
converge également faiblement—x dans les espaces X, 7 (T?) pour tout s’ < s — 1. On

4 La convergence n’est que faible— du fait de la partie L de 'espace complet.
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Chapitre 5. Etude du systeme DLMN dans le cas régulier

conclut encore une fois que cette limite est Y et on a finalement Y € X, | 5 (T). Il en est
de méme pour u et 0. En particulier, ces fonctions sont continues en espace-temps.
L'estimation (Prop.5.2.vi) permet, de maniére analogue, de justifier que la suite V¥
converge dans Xy 5 (T¢) pour s’ < s — 3 et que la limite IT est dans X; 3 # (T%). De plus,
'espace des champs de gradients étant fermé, on en déduit qu’il existe 7t tel que IT = V7.
Il reste a prouver que les limites obtenues sont bien solutions du systeme d’EDP de

départ. A partir des équations (5.3), on a dans L?(T9) :

t
Yk+l — YO _ / Mk . VYk+1dxl
0

t
Qk+l =0, _|_/0 {_(uk . V)Qk+1 +2(6k)AQk+1 +£(6k)} dx,

t
w1 = g —1—/0 — (k- V) e AuRT - — VA g — (05) Ve | d

0(6")

Les intégrandes sont uniformément bornés en temps dans L2(T?) et convergent simple-
ment vers des limites appartenant a ([0, 7], L?(T%)). Le théoréme de convergence
dominée permet de conclure que Y, 6 et u sont solutions des équations intégrales sou-
haitées et sont ainsi solutions classiques du systéme (5.1) : en effet, avec (Y,d;Y) €
X 1,7 (T x X,_p 7 (T C €°([0, Z] x Td)2, Y est de classe ! en espace-temps.

L’'unicité s’obtient classiquement en supposant qu’il existe deux solutions distinctes.
L’absurdité s’obtient a I’aide des estimations d’énergie dont le second membre s’aveére étre
nul.

On peut donc énoncer le résultat final :

Théoréeme 5.1

d
Soit s un entier tel que s > so+ 3, oit 5o = E (2> + 1. On suppose que 8y € H*(T?) et
uy € H¥Y(TY) vérifient les hypotheéses 4 et 5. Alors sous les hypothéses 2 et 3, il existe un

temps 7 > 0 pour lequel il existe une unique solution classique (0,u, Vt) au systeme (5.1),
de régularité :

o YEX 1,7(T), 06X 7(T), 00 € X, 5 7(T?,

o ue X, y,7(T), 0 € X,_37(T),

o Ve X, 34(TY.
De plus, pour tout (t,x) € [0, 7] x T4, 8(t, x) € G.
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5.3. Preuve du théoreme d’existence

5.3.5 Viscosité non constante

Dans le cas ol1 # est une variable strictement positive et fonction réguliere de 0, le sys-

téeme (5.1) prend la forme suivante :

Y +u-VY =0, (5.21a)
pcp(0¢:T +u-VT) =aTP'(t) + V- (kVT), (5.21b)
P/(t) = (1), (5-210)

Ap =%, (5.21d)

V-w=0, (5.21€)

plorw+ (u-V)w| — pAw = -V +pg—p[0:Vp + (u-V)V¢]
+2[D(w) + Hess(¢) | Vi + 2uAV ¢, (5.21f)
u=w+Vé¢. (5.218)

La linéarisation de I'équation (5.21f) s’effectue alors comme suit :

V- wk+1 =0,
Di(warl _ ‘ﬂkAwarl _ _plvn.k+1 +g— Dicvfpkle (5.22)
k
2
+p— [D(wk) + Hess(¢*)] Vg + 21, AVPFH1L.
k
On a posé, par cohérence avec ce qui précede, ji = % On en déduit les équations dont
u*+1 et V"1 sont solutions :
1 2
Df* 1 — e Auf ! = —p—VﬂkH + 8+ ik Vi1 + p—D(uk)Vyk, (5.23a)
k k
vkt P—_" k41 AR — k -
V. 5 = —'Vu" = Vu"" + AU - Vil — DiYpe + 201k AY 1
k
1
+ Vit - V911 + 2V - (pD(uk)Vyk> . (5.23b)
k

On conserve par ailleurs les équations du systéme (5.3) a 1'exception de (5.3f). Souli-
gnons tout d’abord les différences par rapport aux équations (5.7a-5.7b) : dans la pre-
miére équation, le terme — i V%11 devient fix V%1, et un terme supplémentaire appa-

2

rait : p—D(uk ) V. Ce terme ne présente cependant pas de difficulté particuliere puisque
k

de régularité X, , 7(T9). Dans la seconde équation interviennent les termes A1 et
1

V- (pD(uk)V Mk | qui nécessitent un traitement particulier. Toutefois, ces termes ne pré-

sentent que des dérivées spatiales, ce qui est semblable a ce que nous avons traité pré-
cédemment. Il n"en demeure pas moins que ces nouveaux seconds membres vérifient les
hypotheses nécessaires pour pouvoir appliquer le lemme 2.13, ce qui justifie que le schéma
itératif est bien défini. Détaillons les modifications notables dans la démonstration.
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5.4

Chapitre 5. Etude du systeme DLMN dans le cas régulier

Bornitude Pour la preuve du caractére borné en norme forte, seules les étapes ®-®

k+1||2

different. Dans la majoration de ||V 77|

_p, 0N a a estimer :
2 2 k12 k+1))2
”Ag(-)k“”sf?a < ”ng"“Hsz < CGXX(Rl) (”ve + Hs—l + HVT + Hs) .
De méme :

3 S Challe™ (0,2 D)l 2l (0) ],y < Cux(Ry, Ra).
.

v Geowrmm)

On integre ces deux inégalités a la majoration (5.15). En ce qui concerne l'estimation liée
a I'équation (5.23a), on utilise ce qui précede pour le terme nouveau. Le reste du raison-

nement est inchangé et I'inégalité (5.18) reste valable.

Convergence On reprend les parties ® et @. L'ajout des nouveaux termes se traduit par

la nouvelle expression des seconds membres :

°F = "F} + [D(u¥) - D@ )] Vi
Pk
_ 9ot

+ D(uk_l) p
k

tv(ek _ ek—l)ael
p

1 tyghl (a”‘
0

= F 4 20D Gy — D) + 2(fig — fig_1)

)

. . . 72 . AU 7
Interviennent dans les estimations d’énergie les normes H'! de °F} et L? de °F ,7: On a

k

naturellement :

k k— ko k- ~
ID () = D" 1)y < Ju* — a2, puis :

12|, < |7+ Cillt = ko + GollF — 05,

1
1A (D1 — G )|Jo < ||Ggrr1 — Yge||2 déja estimé par (Prop.5.2.iv).

Tous ces termes étant déja présents, I'inégalité (Prop.5.2.vi) reste vraie et la fin de la dé-
monstration identique. En conclusion, le théoréme 5.1 d’existence et d’unicité est valable

a viscosité non constante, i.e. pour le systéme (5.21).

COMMENTAIRES

Le théoreme 5.1 fournit l'existence d’une solution au systétme DLMN sur un certain in-
tervalle de temps [0, Z.]. On est ainsi parvenu & construire une solution malgré la non-
linéarité des équations et les couplages forts entre ces équations. Le temps d’existence est
contraint par 4 inégalités, dont on a pris soin d’expliciter les constantes en fonction des
différents parametres du systeme. Ces contraintes sont plus complexes que pour le mo-
dele ABv, ce qui ne permet pas de donner une expression explicite de ;. Une étude de
ces contraintes permettra toutefois de donner un encadrement de ce temps, qui, compte-
tenu de cette étude, dépend des normes des données initiales de maniére décroissante :
plus les données sont grandes, plus Ry, R; et L sont grands, plus .7 est petit.
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5.4. Commentaires

Il n’est cependant pas affirmé que ce temps est optimal. Comme on l'a vu dans le
chapitre 3, il existe des configurations dans lesquelles le temps d’existence est infini. A
noter que méme si le résultat sur le modele ABv n’a pas été utilisé en tant que tel, il s’est
avéré tres utile par la structure de sa démonstration qui a été appliquée ici. En particulier,
par rapport aux travaux analogues de Embid [35], on s’est abstrait d"une condition sur .7,
tout en améliorant la précision des autres conditions.

La régularité des données initiales prescrite par le théoréme est H* (en dimension 1) ou
H?> (en dimensions 2 ou 3). On est donc éloigné du cas L* correspondant a la modélisation
des bulles. Tout principe de régularisation (au sens ol on « lisse » les données initiales
autour des interfaces sur une zone de taille € > 0) est pour l'instant exclu, du fait que
le temps d’existence décroit lorsque les données deviennent de plus en plus grandes, ce
qui serait le cas pour ¢ — 0. L'étude du cas particulier de la dimension 1, comme pour
le modele ABv, pourra apporter des indices sur le comportement en temps long de la
solution. En particulier, I'équation elliptique en dimension 1 fournit le champ de vitesse

(tout champ est un champ de gradient en dimension 1) sur Q = [—1,1] :

u(t,x) = —P'(t) /x dy +/j1 B(t,y)ox [x(t,y)oxT(t,y)] ay.

P(t) J-1T(ty) P(t)

En particulier, lorsque B est constant dans le domaine, la pression thermodynamique est

constante avec P(t) = po, et:

u(t,x) = POt )9, T(L x).
Po

Ceci peut donner l'idée d’introduire un nouveau systéme intermédiaire, avec un champ
de vitesse donné par le gradient de la température ('approche bas Mach n’empéche pas
de fortes variations de T).

Revenons au cas discontinu. On peut en effet s'interroger sur la pertinence physique du
systeme DLMN, en particulier sur les propriétés caractéristiques de ce type d’écoulements,
comme la conservation de la masse. Elle prend la forme dans ce systéme :

P BO)Y - (x(6)VT)
OO O (5:24)

V'Ll:gg:

On peut ainsi se demander si, au sens des distributions, cette équation permet de recou-
vrer I'équation de continuité :
dp+V - (pu) =0. (5.25)

Pour cela, il est nécessaire de préciser la régularité de chaque terme apparaissant dans
la transition faite dans le chapitre 1 entre ces deux équations. La dérivation de 1'équation
(5.24) a partir de (5.25) se fait en supposant suffisamment de régularité pour que les calculs
soient valides. Le cheminement inverse est analogue, a partir du moment ot1 'on se place
sous 1’hypothese 2, qui assure la régularité des coefficients thermodynamiques non pas
par rapport a (t,x), mais par rapport a 6. On suppose toutefois que toutes les variables
sont continues par rapport a ¢.>

5 Ceci n'est pas déraisonnable dans la mesure ot, pour le modele Av en dimension 1, la solution faible
explicitée est bien continue par rapport a t.
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Chapitre 5. Etude du systeme DLMN dans le cas régulier

Prenons ¢ € %3 (]0, 7[x Q). On cherche a montrer que :
(0 +V - (pu), 9) =0,

soit encore :

(Dip, ) = — /Q p%p¢ dx.

p (de méme que %) est ici discontinue mais bornée, ce qui légitime I'écriture intégrale. on
rappelle que les champs u et VT sont continus a la traversée de l'interface. On souhaite-

rait donc écrire :

—P'(t) [ p(6) dx+<p(6)ﬁ(9)v.(K(B)VT)’¢>.

P8 =50 Jaie) P()

Le probleme est que le second membre n’est pas défini car produit de distributions. II est
cependant envisageable, en reformulant &, d’arriver a légitimer la transition entre (5.24)
et (5.25). Les calculs sont justes si I’on se place dans un sous-domaine w ne contenant pas
lI'interface (les variables sont régulieres dans chaque fluide). Le coeur du probleme est de
justifier les calculs a la traversée de 'interface, en utilisant les conditions de transmission.
On peut citer les travaux de Dellacherie [24], dans lesquels sont donnés certains résultats
qualitatifs sur le modéle, comme la conservation des masses partielles ou de 1’énergie
(Lemma 3.1). Le role du coefficient  y est également mis en valeur, son signe influant sur
la dilatation ou la contraction de la phase vapeur (Lemma 3.2). Des études similaires sont
donc encore a mener, tant sur le caractére global en temps du systéme pour le cas régulier,

que sur les propriétés générales pour le cas discontinu.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce travail de these, nous nous sommes intéressés a la mise en équation des mé-
canismes physiques a prendre en compte dans le contexte des écoulements diphasiques
a bas nombre de Mach et a I’échelle des bulles. Nous nous sommes basés sur les travaux
antérieurs de S. Dellacherie, travaux eux-mémes inspirés de ceux d’Embid et de Majda sur
la modélisation des phénomenes de combustion lente. Afin d’étudier le systéme ainsi ob-
tenu et nommé DLMN, nous avons réutilisé (et parfois amélioré) les principaux résultats
théoriques développés par Embid, du fait de caractéristiques communes entre les deux
systéemes (DLMN et modéle de combustion), a commencer par ’approche bas Mach.

Pour justifier la légitimité mathématique du systéme DLMN, nous avons été amenés,
dans le cadre d’une premiere approche, a étudier d’autres modeles, moins complexes en
termes de couplages et de non-linéarités. Une partie importante de ce manuscrit a ainsi
été consacrée a I'étude globale du modele ABv. Bien qu’extrémement simplifié, ce cou-
plage hyperbolique-elliptique a révélé des propriétés intéressantes. Outre le fait que nous
avons pu tester' les outils théoriques inhérents aux démonstrations d’existence et d"uni-
cité de solutions réguliéres, nous avons prouvé un certain nombre de résultats tels que
I'expression explicite de la moyenne des solutions,” une estimation du temps d’existence,
lI'influence de la fonction ¢ intervenant dans le modele ou encore l'existence de solutions
(faibles et classiques) globales en temps en dimension 1, ce qui fournit des informations
qualitatives sur les solutions. En particulier, les solutions restent bornées dans le méme
intervalle que la donnée initiale (qui transmet aux solutions d’autres propriétés comme la
parité). Nous avons également prouvé que si la donnée initiale était de type créneau (en
dimension 1 ou en dimensions supérieures dans le cas d'une symétrie radiale), il existait
des solutions de type créneau, ce qui légitime l'introduction de ce modele simplifié, ainsi
que sa dénomination.

Grace a I'expérience apportée par I'étude du modele ABv, nous avons pu ensuite trai-
ter le systeme DLMN selon le méme plan. Apres avoir adapté (aux équations d’advection)
certaines estimations d’énergie pour un espace fonctionnel particulier (propre aux équa-
tions d’advection-diffusion) en portant la plus grande attention a la régularité de chaque
terme, nous avons établi la preuve de l'existence et de 1'unicité de solutions classiques
pour le systtme DLMN. Celle-ci repose d’une part sur la forme des non-linéarités, que
nous définissons en fonction de la régularité nécessaire et des propriétés propres a chaque
fluide (lois d’état et de comportement), et d’autre part sur la combinaison d’estimations
en norme de Sobolev (estimations de produits, de compositions, ...). Le schéma de la
preuve est, comme pour le modeéle ABv, décomposé en deux étapes : I'une consacrée au

caractere borné de la suite, et ’autre a la convergence dans un certain espace.

1 «roder » dans la perspective de les appliquer dans le cadre du systéme DLMN.

2 Ce type de propriété semble spécifique a ce modele.
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Conclusion et perspectives

Les aspects théoriques étant en partie traités, nous avons ensuite porté notre atten-
tion sur les outils a mettre en ceuvre pour simuler numériquement les solutions du mo-
dele ABv. Notre algorithme de capture d’interface reposant sur le modéle lui-méme via
le transport de la fraction massique de la phase vapeur, 1'étude a été en grande partie
consacrée a 1’équation de transport. Des simulations avaient été réalisées, antérieurement
a cette these, pour des données discontinues, a I'aide du schéma anti-diffusif de Després
et Lagoutiere, permettant ainsi de préserver au niveau discret le caractére infiniment mince
des interfaces. Cependant, il a été mis en évidence que les bonnes propriétés numériques
de ce schéma n’étaient pas suffisantes dans certaines configurations. Des études ont alors
été initiées afin d’assurer la précision de la méthode au moyen d'un algorithme de raffi-
nement adaptatif de maillages, apportant ainsi des résultats probants (au cours du stage
d’A. Mekkas).

Toutefois, dans la mesure ot1 I'étude théorique s’est faite principalement dans le cadre
régulier, il convenait de simuler également les solutions classiques. Le schéma précédent
n’étant plus adapté, nous avons proposé une nouvelle méthode des caractéristiques numé-
rique d’ordre 2, basée sur le constat que la montée en ordre dans 1’étape d’interpolation
spatiale pouvait induire des oscillations numériques, quelle que soit la formule utilisée.
Ce constat est en accord avec le théoréeme de Godunov sur la monotonie des schémas li-
néaires d’ordre supérieur a 1. Nous avons réinterprété ce principe par des considérations
géométriques puis, en combinant deux schémas d’interpolation, nous avons construit une
méthode en dimension 1, stable, consistante et préservant le principe du maximum. Ce
schéma est appelé MOC2 et est d’ordre 2. En effet, en plus de la montée en ordre sur
'étape d’interpolation, on améliore la précision sur I'approximation de la caractéristique,
par un développement limité du flot. L'indépendance de ces deux étapes permet de traiter
des nombres de Courant aussi grands que 1’on souhaite, du fait de la stabilité incondition-

nelle.

Hokk

Etudions maintenant les pistes de recherche potentielles sur la thématique de la modé-
lisation des bulles. En premier lieu, concernant le modele ABv, il reste un certain nombre
de questions ouvertes, comme celle du temps d’existence des solutions. L’estimation prou-
vée dans ce document résulte en effet de la méthode choisie. Or, nous avons d'une part
prouvé que cette estimation n’est pas optimale en dimension 1, et d’autre part réalisé
des simulations qui semblent ne pas présenter d’explosion en temps fini. Ceci laisse pen-
ser qu’en réalité, le temps d’existence est infini. Une des pistes évoquées est de prouver
le résultat d’existence pour des données Sobolev a indices non entiers. Parmi les autres
questions ouvertes, il demeure celle des solutions faibles, car si certaines ont été explicitées
en dimension 1, leur unicité et leur existence en dimensions supérieures restent a prouver.
La notion d’approximation parabolique pour I'équation de transport semble pouvoir ap-
porter des réponses. Une autre question est la justification de la remontée vers le systeme

D1MN, en particulier dans le cas des solutions faibles.
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Conclusion et perspectives

Pour ce qui est du systeme DLMN, la question du temps d’existence des solutions
régulieres se pose également. Méme si nous avons réussi a nous abstraire de certaines
contraintes par rapport a des travaux antérieurs, les conditions qui portent sur le temps
d’existence (imposées par la méthode choisie) diminuent la portée du résultat. Ce dernier
a cependant le mérite de justifier que le systeme est bien posé. Un autre probléeme, fon-
damental, consistera a terme & déterminer s’il existe des solutions en créneau lorsque la
donnée initiale I'est (Iégitimant ainsi I’étude de ce systéme dans le cadre de la modélisa-

tion des bulles).

Pour bénéficier plus largement des enseignements tirés de ’analyse du modéle ABv,
la remontée vers le systtme DLMN devra alors passer par des systemes intermédiaires,
a commencer par DLMN-p (1.15). Par exemple, il semble intéressant de considérer le cas
particulier ou le facteur B = B est constant dans tout le domaine (ou tout du moins
homogene en espace). Compte-tenu de la condition aux limites xVT - v3q = 0, il vient
Hp =0et P(t) = po. Le systeme prend donc la forme :

atY] + V(P -VY; =0,

Ap = fOV - (xVT), (DLMN-B)

1
T+ V¢ -VT — —V - (xVT) =0.
pep
L'intérét de supposer un tel cas est de n’ajouter par rapport au modéle ABv qu'une seule
équation (parabolique) d’advection-diffusion. A noter que lorsque ¥ = & est également
constant, il vient :

_ PR
¢—pO[T pa(T)].

L’équation de Poisson peut donc étre ignorée, I’équation sur T devenant :
pr 2_ K
T+ —|VT|"— —AT =0.
Po PCp

Lintroduction de DLMN-$ peut s’avérer utile autant du point de vue théorique que du
point de vue numérique, afin de complexifier progressivement les études.

Une étape ultérieure consistera a enrichir le modele. En effet, nous avons considéré
ici les bulles déja formées (pas d’ébullition, ni de changement de phase). De plus, par
I’absence de termes modélisant la tension de surface et les forces de capillarité, tout phé-
nomene de coalescence est rendu impossible. Or, ces phénomeénes sont des mécanismes
inhérents aux écoulements de bulles et devront, a terme, étre pris en compte. Parmi les
pistes possibles, on peut citer les travaux de Faccanoni [39] sur la crise d’ébullition tant
du point de vue théorique que numérique, ou de Lakehal et al. [57]. Quant aux forces
surfaciques, on peut citer [9], le point-clé étant le calcul de la courbure moyenne [37]. Des
premieres études ont été réalisées sur ce dernier point au CEa.
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Conclusion et perspectives

Du point de vue numérique, nous distinguons deux axes. Le premier concerne les
solutions classiques avec la perspective d’étendre le schéma MOC2 a la dimension 2 pour
des maillages cartésiens (non nécessairement uniformes), ce qui est motivé par l'étude
effectuée en dimension 1. On pourra aussi affiner 'étude du cas de I'équation de Burgers
afin de valider le traitement du choc. Une autre étape consistera a utiliser le schéma
dans d’autres contextes (méthode level set, systemes de lois de conservation). Le second
est 'application du couplage DL-AMR au modele ABv en dimension 3, puis au systéme
DLMN-p (ou DLMN-f), ajoutant ainsi une équation d’advection-diffusion-réaction (ou juste
d’advection-diffusion). La derniére étape consistera a coupler un solveur de type Navier-
Stokes incompressible (de type MAc par exemple) pour recomposer le systeme DLMN
dans son intégralité.

A noter que, pour le modele ABv, le résultat portant sur les moments des solutions
fournit un test de précision pour les méthodes numériques. En effet, a défaut de connaitre
la solution, on dispose d’une quantité exacte et facilement calculable. Si la moyenne (mo-
ment d’ordre 1) a un sens physique, représentant le volume, elle peut s’avérer non perti-
nente du fait de phénomeénes de compensation. En revanche, la norme L? (moment d’ordre

2), est une quantité que 'on pourra utiliser pour évaluer la précision des schémas.
HHk

En conclusion, nous avons tenté d’apporter, par ce travail, un certain nombre d’élé-
ments d’information sur le comportement des solutions du modéle Asv, d’améliorer la
connaissance globale des propriétés des solutions dans un cadre régulier, permettant d’en-
visager une application a terme du systéme DLMN a des cas concrets. Cependant, une
étude approfondie des solutions faibles semble nécessaire, dans la mesure ot1 les données

que 'on souhaite modéliser sont des fonctions discontinues.
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QUELQUES OUTILS MATHEMATIQUES

SUPPLEMENTAIRES

Cette annexe est consacrée a quelques notations, rappels ou preuves de résultats. En parti-
culier, dans le premier paragraphe, on donne une liste de formules de dérivation (produits,
composition d’opérateurs différentiels, de fonctions a valeurs vectorielles ou matricielles)
utilisées couramment dans ce mémoire, tandis que dans le second, on s’intéresse a une

propriété annexe de la formule de la moyenne (théoreme 3.3).

A.1 IDENTITES DIFFERENTIELLES

On a ainsi les identités :

1. V~D(u):w;

2. D(u)u-fz% u~V(u~f)+f-V(|u2|2>};

3. V- [(u-V)o]=Vu:Vo+u-V(V-0);

4. Vuxu=(u-Vu;

5. V- (fA) =A(Vf)+ f(V-A); en particulier, V - (fZd) = Vf;
6. V-(Au) ='A=:Vu+ (V-1A) u;

7. V -Hess(f) = VAf;

8. VA(VAu)=—-Au+V(V-u);

9. VA[(u-Vu]l = (u-V)(VAu)—[(VAu) -V]u;

10. (V/\u)/\u:(u-V)u—%V\uF;
11. V- (uow) = [(Vu)ov] :: Vo;

A.2 PROPRIETE DE CONTINUATION DE LA MOYENNE

L’objectif de ce paragraphe est de prouver une propriété de translation de la moyenne des

solutions du modele ABv, donnée par le théoreme 3.3 : on rappelle que si Y est solution
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Annexe A. Quelques outils mathématiques supplémentaires

de Asv [YY, 1, Q)] sur I'intervalle [0, 7], alors :

- /QYO(x)exp[‘I’(t)YO(xﬂ dx

/Q exp[¥(1)Y0(x)] dx

p(Y(E) = o) = [ Y0 dx

Soit 71 €10, 7] et considérons une solution Y de Asv [Y!, 91, Q)], ot Y!(x) = Y(7, x) et
P1(t) = (A +t). Cette solution existe sur [0, T — 7] puisque (¢, x) — Y (7 +t,x) est
par définition solution. La question que 1’on souléve ici est de savoir si, pour t € [, 7] :

#Yllllh,ﬂ(t) = pyo (71 +1)? (A1)

La réponse (positive) est apportée par le biais du flot caractéristique X associé au champ
de vitesse V¢. Ce flot établit une bijection de (2 dans lui-méme entre I'instant initial et le
temps .7;. Le jacobien de X" est donné par (2.7) :

A
det Vy, X (77;0,x0) = exp [/ ' Ap(t, X(7;0,x0)) dT:| .
JO

On utilise alors I'équation de Poisson qui compose le modeéle pour exprimer A¢ dans
I'intégrale :

%
det Vi, X (77;0,x9) = exp [/0 P(0)[Y (T, X(7;0,%0)) — piyo 4,0 (7)] dr} .
_ el )
] Jo PIE(7)Y ()] dy

7

d’apres (3.13) et en remarquant que Y (7, X (7;0,x0)) = Y?(x), quel que soit 7.

Revenons au probléme (A.1). En appliquant le théoréme 3.3 a ce jeu de données, on a :

/ Y (x) exp [Y1(t) Y (x)] dx

Pyt 0(t) = 0 :
/Qexp[‘I’l(t)Yl(x)} dx

La fonction ¥; désigne la primitive de ¢; qui s’annule en 0, i.e. donnée par : ¥;(t) =
Y(7 +t) —Y(7). De plus, en remontant les courbes caractéristiques, on peut remplacer
dans la formule précédente Y!(x) par YO (X' (0; %, x)). Par le changement de variables
y = X(0; A, x) (soitx = X(.7;0,y) d’apres les propriétés du flot) dans les deux intégrales
de la moyenne, il vient d’apres le calcul du jacobien effectué ci-dessus :

| Y W) expl(¥1() + ¥ (7)) Y(9)] dy

[ exp (1) +¥ (7)Y (v)] dy

ﬂy1,¢1,0(t) = = ﬂyo,w,ﬂ(‘% +1).

Ainsi, I’égalité (A.1) est vérifiée, ce qui signifie que, lorsque 'on prolonge une solution sur
un nouvel intervalle de temps, la formule de la moyenne reste vraie pour la solution ainsi

étendue et la donnée initiale du probleme. De plus, on peut faire apparaitre dans cette
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A.2. Propriété de continuation de la moyenne

formule la solution en tout temps :

/QY(t’,x) exp[(¥(t+ 1) —¥(£))Y(F,x)] dx

/Qexp[(‘f(t+ ) =¥ ()Y, x)] dx

Hyo g o(t) =
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(QUELQUES DETAILS DE CALCULS

THERMODYNAMIQUES

On redonne ici quelques indications sur les transitions entre les différentes formulations
des équations de Navier-Stokes, et en particulier la démonstration de I'expression de la vi-
tesse du son dans I'égalité (1.12). Pour plus de détails sur la thermodynamique en général,
se référer par exemple a Greiner et al. [43]. On pourra également se reporter aux travaux
de Faccanoni [39] pour plus de précisions sur les couples de parametres admissibles et les
changements de variables thermodynamiques.

Dans la suite, toutes les variables sont supposées suffisamment régulieres pour que les

calculs soient valables.

FORMULATIONS DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

On démontre dans ce paragraphe I'équivalence entre les systémes :

ot (pY1) + V- (pYau) =0, (B.1a)
op+ V- (pu) =0, (B.1b)
d(pu)+ V- (pu®@u)=—-VP+V-0c+pg, (B.1¢)

0t(pE) +V - (pEu) = =V - (Pu) + V- (kVT)+ V - (cu) +pg - u, (B.1d)

et:
DY, =0, (B.2a)
dp+V-(pu)=0, (B.2b)
pDiu = —-VP+V -0+ pg, (B.2c)
pcyDiT = «aTDtP 4V - (kVT) + 0 :: Vu, (B.2d)

|u|? 1<8p) <8h> p
avecE=¢+-—,Di=0t+u-V),a=——|=—=|,ch=(==) eth=¢e+ —.
2 ( ) P P oT Jp P

On a choisi de prendre comme variables d’état le couple (T, P). Pour pouvoir effec-
tuer les changements de variables associés, on introduit le potentiel de Gibbs (ou encore

enthalpie libre) :
g=e+TS+ 5
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Annexe B. Quelques détails de calculs thermodynamiques

I'entropie S ayant été introduite dans I’hypothese 1, p. 15. En particulier, on a :

dG = &dT + d;,

compte-tenu du second principe de la thermodynamique.

Pour établir le systeme (B.2) a partir de la forme conservative (B.1), on commence
par remarquer que, quelle que soit la variable , la quantité d;(p{) + V - (plu) peut se
simplifier en pD;{ en prenant en compte I’équation de conservation de la masse (B.1b). Le

systéme conservatif se récrit donc :

oDyY; =0, (B.3a)
oo+ V- (pu) =0, (B.3b)
oD = —-VP+V .o+ pg, (B.3¢0)
pD{E = =V - (Pu) +V - (kVT)+V - (cu)+pg-u. (B.3d)

On s’intéresse ensuite plus particuliérement a I'équation (B.3d). On y remplace E par son
2
u
expression en fonction de ¢ et de u. Le terme Dtu se développe en : u - D;u. D’ol1, en
soustrayant a (B.3d) I'équation (B.3c) dont on a pris le produit scalaire par u, il reste :

pDie = =PV -u+V - (kVT)+ 0 :: Vu. (B.4)

En remplagant dans (B.4) € par h — 5, il vient :
p
pDth = D¢P — EDtP —PV-u+V-(xVT)+ 0 :: Vu.

En remarquant que —iDtp —PV.-u= _pp [Dip 4 pV - u] = 0, on obtient :

pDih = DiPV -u+V - (kVT) + 0 = Vu. (B.5)

La derniére étape menant a (B.2d) repose sur des calculs formels. Comme h dépend (de
maniere réguliére) de Y7, T et P, on peut écrire :

oh oh
thh = DYy +pﬁDtT—f—pﬁDtP

0 oh
aY;

Dans le second membre, le premier terme est nul d’apres (B.3a), tandis que le second

s’écrit PCp D;T. Reste a traiter le dernier terme. En partant de la définition de &, on a :

oh_de 1 _Pon
OP 9P p p20P°
Or, du second principe de la thermodynamique, on déduit :

de oS P oh

- lap " pap
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B.2. Calcul du second membre de I'équation de Poisson

Dot :
% — _Tg + 1
oP 9P o’
En utilisant les relations de Maxwell (équivalent du lemme de Schwarz sur la permutation

des dérivées secondes) appliquées au potentiel G, on a :

oS  1dp w

P~ p20T o’

oh —aT 1

En injectant cette derniére égalité dans (B.5), on obtient (B.2d).

CALCUL DU SECOND MEMBRE DE L'EQUATION DE POISSON

L’analyse contenue dans ce mémoire est en partie basée sur la réécriture de 1’'équation de
conservation de la masse sous la forme :

_Dtp

V-u=9 =
T

Une des conséquences est que 1'on ne considere plus p comme une variable d’état (il
n’y a plus de dérivées de p explicitement dans le systéme), mais comme une fonction des
variables Y, T, P. On établit dans la suite une nouvelle expression de %,. En tenant compte
des considérations précédentes, on écrit :

dp

9 9
Dtp = ?QDtYl + %D{T-ﬁ- ﬁDtP

dp

On remplace alors 5T

par —ap, puis D;T par son expression tirée de (B.2d), ce qui donne

finalement :

_ DiP[[0p «*T B .
w=-50 (), -5 |+ 7 6D+

«P . .
ol on a noté g = 0o, Il reste alors a interpréter le coefficient de D;P. On peut montrer

que la convexité de la variable S assure la positivité de la premiere parentheése. Ce nombre
positif s’avere étre lié & la vitesse du son, définie par :

oP
2= () .
o /s

La suite du raisonnement est basée sur des changements de variables. Pour éviter toute
confusion, on introduit les notations suivantes : P lorsque la pression est considérée
comme une variable d’état, P lorsque la pression est donnée par une loi d’état en (7, ¢) et

2 lorsque la loi d’état est donnée en fonction de (7,S), avec T = p‘l.
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Annexe B. Quelques détails de calculs thermodynamiques

. P
En tenant compte de ces notations, on a donc: 2 =-12 <> . On cherche a prouver

ot

> [(9p W27
(G =9

Comme le second membre est exprimé en variables (T, P), on va effectuer les changements

la relation :

de variables thermodynamiques dans le membre de gauche pour se ramener au méme
couple de variables. Remarquons tout d’abord que 'on a :

[ (3) o+ (8), 09 () o]

Compte-tenu du second principe de la thermodynamique, on a : (gi_) (tr,8) = —P.Par
S

ailleurs, en dérivant la relation P(T(T, P),¢(T, P)) = P par rapport a T et P, on obtient,

par inversion du systéme linéaire :

P\ <§€>P
), .5,

oy _
9 ).~ (3 (o) _
Dot : 5
(ar), +#(
2 _ 2 P
cC=T % T\ [oe ot . (B.7)
oP )\ oT /p oT ) p\oP ) ;
On s’intéresse ensuite au second membre de (B.6). On a
AN
oP ), oP )
D’autre part, en dérivant la premiére loi par rapport a P, il vient :
oe T oS T
(), +7Ge), =7 (5p), =7 (57), =
par les relations de Maxwell. De méme :
0 > oe oT
cp=|==| (e+P1)= <> +P<> .
P <aT P oT / p oT / p

En combinant ces trois égalités, on aboutit a (B.7), ce qui acheve la démonstration.
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Titre Ftude théorique et numérique de la déformation d'une interface séparant deux
fluides non-miscibles a bas nombre de Mach

Résumé L'objectif de cette thése est d’étudier un systeme modélisant 1’évolution d’écou-
lements bi-fluides non miscibles dans un domaine borné, avec la perspective de mieux
comprendre et de prédire le comportement de bulles dans les cceurs de réacteurs nu-
cléaires. Ce systéme, appelé DLMN, est construit a partir des équations de Navier-Stokes
sous I'hypothese d'un nombre de Mach tres faible. Dans le cadre d’études préliminaires,
on établit des résultats d’existence et d’unicité de solutions pour des données initiales ré-
gulieres (de type Sobolev) et pour différents systemes d’équations aux dérivées partielles
non-linéaires couplant équations hyperboliques, paraboliques et elliptiques. En particu-
lier, dans le cas du modele abstrait de vibration de bulles (ABv), on établit un certain
nombre de propriétés vérifiées par les solutions, lesquelles sont explicitées en dimension
1. On s’attache ensuite a simuler ces solutions, en utilisant des schémas adaptés a la régu-
larité des données. Pour le cas des données régulieres, on construit un schéma d’ordre 2
inconditionnellement stable et basé sur la méthode des caractéristiques. En revanche, en
présence de discontinuités, on associe un schéma non diffusif a un algorithme de raffine-
ment adaptatif de maillage.

Mots-clés modélisation de systemes diphasiques, solutions classiques d’EDPs non-
linéaires, temps d’existence, faible nombre de Mach, méthode des caractéristiques, sché-
mas numériques pour 'équation de transport, DLMN, ABV

Title Theoretical and numerical study of a moving interface between two immiscible

fluids at a low Mach number

Abstract We aimed at studying non-miscible two-fluid flows in a bounded domain in
order to better understand and to predict the overall process of bubbly flows in nuclear
reactors. A system of PDEs has been derived from the Navier-Stokes equations under
a low Mach number assumption and named DLMN. As a preliminary, we prove in this
thesis existence and uniqueness results for two sets of PDEs endowed with smooth ini-
tial data (Sobolev spaces) and consisting of hyperbolic, parabolic and elliptic equations.
In particular, we deal with an abstract bubble vibration model (ABv). In addition to the
proof of the short time existence result, we show that there exist global solutions in di-
mension 1 no matter what smooth initial data. We also demonstrate several properties
satisfied by potential solutions. We then carry out numerical simulations by means of an
unconditionally stable second-order scheme based on the method of characteristics (for
smooth solutions) or a coupling between an antidiffusive scheme and an adaptive mesh
refinement algorithm (in case of discontinuities).

Keywords modelling of diphasic flows, classical solutions of nonlinear PDEs, time of
existence, low Mach number, method of characteristics, numerical schemes for transport
equations, DLMN, ABV
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