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Résumé

Cette these est consacrée a 1’étude de différents modeles de fluides quantiques, en
particulier des modeles cinétiques, et aux liens entre ces modeles.

La premiere partie est dédiée aux gaz de bosons. Nous nous intéressons d’abord a
un fluide de bosons ayant une partie condensée, modélisé par deux équations couplées :
une équation de Boltzmann quantique pour la partie normale, et une équation de Gross-
Pitaevskii pour la partie condensée. Nous étudions formellement la limite hydrodynamique
de ce systeme dans le scaling hyperbolique, couplée avec une limite semi-classique, et
obtenons un systeme du type Euler compressible a deux fluides. Nous étudions le systeme
limite dans 'approximation isentropique : hyperbolicité, solutions faibles, chocs, simulation
numérique des chocs. Nous nous intéressons dans un deuxieéme temps a un modele de type
Boltzmann pour les bosons unidimensionnel et homogene en espace. Apres avoir prouvé
I'existence de solutions, nous montrons qu’elles convergent dans la limite des collisions
rasantes (et dans un sens tres faible) vers des solutions d’une équation de Fokker-Planck
quantique.

La deuxieme partie est centrée sur I’équation de Boltzmann pour les fermions. Nous
montrons un résultat d’existence de solutions vérifiant la conservation locale de la masse,
du moment et de I’énergie cinétique dans un domaine a bord. Nous prouvons ensuite
un résultat rigoureux de limite hydrodynamique dans le scaling Euler incompressible a
I’aide de la méthode de ’entropie relative couplée a des techniques de filtrage des ondes
acoustiques.

Mots-clés : théorie cinétique, gaz quantique, fermion, boson, limite hydrodynamique,
collisions rasantes, Boltzmann, entropie relative.

Abstract

Mathematical models for quantum gases. In this dissertation, we study various
models for quantum fluids, especially kinetic models, and how they are related.

In the first part, we study boson gas. We first focus on a boson fluid with a quantum
part modeled by two coupled equations : a quantum Boltzmann equation for the normal
part and a Gross-Pitaevskii equation for the condensate. We formally derive the hydrody-
namic limit of this system in the hyperbolic scaling and then perform the semi-classical
limit ; we get a compressible Euler-like system of two coupled fluids. We then study the
limit system using the isentropic approximation : hyperbolicity, weak solutions, shocks, nu-
merical simulation of shocks. Afterwards we study a Boltzmann-type space-homogeneous
model for bosons in one dimension. We prove existence of solutions and then convergence
in the grazing collision limit (and in a very weak sense) towards solutions of a quantum
Fokker-Planck equation.

In the second part, we focus on the Boltzmann equation for fermions. We prove the
existence of solutions in a bounded domain satisfying the local conservation of mass,
momentum and kinetic energy. We then rigorously derive the hydrodynamic limit in the
incompressible Euler scaling using the relative entropy method together with filtering
techniques.

Keywords : kinetic theory, quantum gases, fermion, boson, hydrodynamic limit, grazing
collisions, Boltzmann, relative entropy.
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1.1. Objectifs de la thése. Nous nous intéressons dans cette these a différents
modeles permettant de décrire des gaz ou des fluides (voire des plasmas) composés de
particules classiques ou, le plus souvent, ayant des propriétés quantiques'. Nous nous
concentrerons sur des modeles issus de la théorie cinétique quantique, en particulier sur
I’équation de Boltzmann quantique. Il s’agit d’un sujet dont la littérature aussi bien phy-
sique que mathématique est encore peu développée, mais qui a de nombreuses applications :
ces modeles permettent en effet de décrire des fluides dans des situations aussi diverses
que des électrons dans un semiconducteur ou qu'un condensat de Bose-Einstein en dehors

1. Présentation générale

de I’équilibre.

!Nous ne nous intéresserons pas ici aux effets relativistes : la vitesse de la lumiere sera toujours considérée

infinie.
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1.1.1. La théorie cinétique. La théorie cinétique est née suite aux travaux de Bernouilli
et de Clausius notamment, mais ses bases rigoureuses reposent sur les travaux de Maxwell
et Boltzmann dans la deuxieme moitié du XIX® siecle. Elle s’applique a tout systéme formé
d’un grand nombre de particules en interaction?. L’idée générale est que pour décrire le
systeme, on adopte une vision statistique. Dans le cas d’un fluide, on ne considére pas
la position et la vitesse de chaque particule, mais plutét la répartition statistique des
particules dans ’espace des phases (c’est-a-dire I'espace des positions et des vitesses).
Ainsi, typiquement, le fluide sera représenté par une fonction positive f(t,x,v) dépendant
du temps, de la position z et de la vitesse v, et telle que fw fv f(t,z,v)dvdz donne le
nombre (ou la proportion) de particules qui a 'instant ¢ se trouvent dans le volume w et
dont la vitesse est dans V.

La fonction f est toujours supposée intégrable, et on peut donc la normaliser. Elle
peut alors étre vue comme la densité de probabilité de la variable aléatoire « coordonnées
d’une particule dans ’espace des phases » . En 'absence d’interactions entre les particules
et le milieu extérieur et entre les particules elles-mémes, la distribution f est régie par
I’équation du transport libre

Of+v-Vyf=0
qui dit simplement que les particules se déplacent en ligne droite a la vitesse v. La
modélisation de l'interaction entre les particules dépend principalement de la portée de
ces interactions, donc de la physique du probleme. Lorsque les interactions sont a tres
longue portée, elles sont décrites par un terme de champ moyen. Lorsque les interactions
sont de courte portée, on les représentera plutot par un opérateur collisionnel. Ces deux
approches sont bien stir complémentaires lorsque la portée des collisions est intermédiaire,
le terme de collision étant vu comme une correction en temps grand du terme de champ
moyen. Plus précisément, lorsque 'interaction entre les particules découle d’un potentiel
en puissance inverse de la forme c
o(|z]) = T

avec s € [2,400[, une analyse d’échelle (voir [14]) montre que pour s > 3, le terme de
collisions domine le terme de champ moyen, tandis que si s < 3, le terme de collision est
négligeable devant le terme de champ moyen.

Un modele de champ moyen s’écrit

Of+v-Vyuf =V, -V, f=0, OP=0¢x,p

ou ¢(z) est le potentiel d’interaction et p est la densité locale de particules donnée par
p(t,z) = [ f(t,z,v)dv. L’équation est donc non linéaire. Le modele de champ moyen le
plus célebre est celui de Vlasov-Poisson, qui correspond au cas ou le potentiel d’interaction
est donné par la fonction de Green du laplacien, de telle sorte qu'on a

AP = p,
modélisant ainsi les forces électrostatiques. Un modele collisionnel s’écrit plutot
atf+v'vmfzc(f)

ou C(f) est un opérateur de collision qui s’exprime comme une intégrale dépendant de
f. Son expression dépend du type d’interaction entre les particules et de la physique des

2Le théorie cinétique postule que la matidre est constituée d’atomes invisibles & 1'oeil nu, ce qui était tres
controversé a ’époque.
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collisions. Pour donner un exemple, citons le cas qui nous occupera beaucoup par la suite,
celui de I’équation de Boltzmann quantique :

C(f) = /SQ /R3 B(v—v.,w) (FflA+cf)A+kf) — LA+ )1+ kf)) dowdw.

Les notations seront détaillées dans la Section 2 ; notons toutefois que si k = 0, on retrouve
I'opérateur de Boltzmann classique.

1.1.2. Les particules quantiques. Les effets quantiques sont observables lorsque les
énergies mises en jeu sont faibles, donc a basse température. Bien que ces effets soient
par nature microscopiques, ils peuvent entrainer des comportements observables ou ayant
des conséquences & I’échelle macroscopique comme la superfluidité 3 (propriété qui permet
a un fluide a tres basse température de s’écouler a travers des canaux capillaires sans vis-
cosité), la supraconductivité 4 (absence de résistance électrique) ou I'effet photo-électrique
5 (émission d’électrons par un matériau soumis & I’action de la lumiere) utilisé par exemple
dans les semi-conducteurs.

Il existe deux types de particules quantiques : les bosons et les fermions. Quelques
exemples : I’atome d’hydrogene est un boson, le proton, le neutron et 1’électron sont des
fermions, I’hélium 3 est un fermion tandis que 'hélium 4 est un boson. Ces deux types de
particules ont des comportements tres différents. Les bosons ont tendance a se regrouper
dans I’état de plus basse énergie, formant ainsi un condensat de Bose-Einstein ce qui peut
donner naissance a des phénomenes de superfluidité ou de superconductivité. Au contraire,
les fermions obéissent au principe d’exclusion de Pauli, qui interdit a deux fermions d’un
méme systeme de se retrouver dans le méme état quantique © . Les modeles décrivant
des fluides quantiques auront donc des propriétés tres différentes selon qu’ils décrivent des
bosons ou des fermions.

1.1.3. Trois échelles d’observation. Un fluide peut étre observé a différentes échelles
spatiales. A Téchelle microscopique, on s’intéresse a 1’évolution de chaque particule, et
les modeles utilisés pour décrire le fluide dans ce cas sont les équations de Newton pour
les particules classiques ou 1’équation de Schrédinger pour les particules quantiques. Le
probléme de cette représentation est qu’elle nous donne beaucoup trop d’information (dans
un fluide on n’a jamais besoin de connaitre la position et la vitesse de chaque particule!)
pour un cotlt de calcul gigantesque : dans le cas classique en dimension 3, pour un gaz
de N particules, il y a 6NV équations couplées pour autant d’inconnues; a titre d’exemple
dans un litre d’air & 20°C et 1 Bar on a N =~ 2.5 x 10?2 particules.

On préfere souvent adopter une vision statistique du fluide en renongant a une partie de
I'information : c’est ’échelle mésoscopique, qui est le point de vue de la théorie cinétique.
Le passage d’'un modele microscopique a un modele cinétique se fait de la fagon suivante

3découverte en 1937 par Pyotr Leonidovitch Kapitsa

4Kamerlingh Onnes a recu le prix Nobel de physique en 1913 pour la découverte de la supraconductivité
du mercure.

5Albert Einstein a expliqué ce phénomene par I’absorption de photons lors de I'interaction du matériau
avec la lumiere. Cette découverte lui valut le prix Nobel de physique en 1921.

5Un état quantique est la donnée de plusieurs nombres quantiques qui caractérisent cet état. Par exemple,
pour I’électron dans un atome, il s’agit du nombre quantique principal qui définit le niveau d’énergie de
I’électron, du nombre quantique secondaire qui détermine la sous-couche, du nombre quantique tertiaire
qui est lié a I'orientation de I'orbitale atomique et du nombre de spin qui, lié aux symétries des particules,
est une sorte de moment angulaire, bien que les particules ne soient pas en rotation sur elles-mémes.
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pour des particules classiques : on considere la densité de probabilité jointe de toute les par-
ticules f(t,x1,v1,x2,va,...,2N,vxN) sur espace (2 x R?)V. Elle est solution de I’équation
de Liouville, dont les caractéristiques sont les trajectoires des particules données par les
équations de Newton. Les marginales de f vérifient alors un systéme d’équations appelé
hiérarchie BBGKY . Dans la limite ol le nombre de particules est grand et si le gaz est
suffisamment peu dense, il y a propagation du chaos : si la donnée initiale est factorisée
f(0,z1,v1,22,02,...,xN,0N) = fo(z1,v1) fo(z2,v2) X ... X fo(zn,vN), ce qui correspond &
des particules statistiquement indépendantes, alors cette propriété est vraie approximati-
vement (dans la limite N — oco) pour tout temps, et la marginale associée a une particule
vérifie une équation cinétique collisionnelle. Des justifications rigoureuses de cette limite
appelée limite de Boltzmann-Grad existent [17, 45]. Avec des scalings différents, on peut
également justifier le passage de modeéles microscopiques & des modeles de champ moyen
(voir par exemple [42] et ses références).

Enfin, on peut obtenir des modeles a ’échelle macroscopique en « dézoomant » encore.
Le fluide est cette fois décrit par des variables ne dépendant que du temps et de I'espace,
comme la densité, la vitesse, la pression, la température ou encore ’entropie. Il est pos-
sible de passer du point de vue microscopique au niveau macroscopique par des méthodes
probabilistes (on pourra consulter par exemple a ce sujet [69] ou [43]). Cependant, nous
nous intéresserons plutot ici au passage du mésoscopique au macroscopique, appelé limite
hydrodynamique, qui consiste mathématiquement & faire tendre le nombre de Knudsen®
vers 0 (voir la Section 5). Dans cette limite, le temps caractéristique de 'interaction entre
les particules (et donc de leurs changements de vitesse) est trés petit devant le temps ca-
ractéristique de ’évolution spatiale. Ainsi, trés rapidement, la relaxation en vitesse a lieu,
c’est-a-dire que les vitesses s’ordonnent de manieére a correspondre a un état d’équilibre
thermodynamique qui est invariant sous l'action des termes d’interaction. L’évolution du
fluide est alors une évolution spatiale suivant des lois macroscopiques.

Les modeles cinétiques sont fondamentaux pour plusieurs raisons. D’abord, le nombre
de degrés de liberté est drastiquement réduit par rapport a une description microscopique,
ce qui rend ces modeéles abordables & la fois du point de vue analytique et du point de vue
de 'analyse numérique. Ensuite, ils permettent de prendre en compte dans la description
des fluides des aspects microscopiques comme la dynamique des collisions entre particules.
Enfin, ils décrivent des fluides qui ne sont pas forcément a ’équilibre thermodynamique
(contrairement aux modeles macroscopiques qui font toujours cette hypothese), ¢’est-a-dire
dont la répartition des vitesses ne suit pas nécessairement une loi gaussienne (cas classique),
une statistique de Bose-Einstein (cas des bosons) ou de Fermi-Dirac (cas des fermions). On
peut observer expérimentalement des fluides hors de I’équilibre thermodynamique local,
par exemple dans des écoulements tres rapides dans un gaz raréfié (comme 1’air autour
d’un corps volant & trés haute altitude) ; des condensats de Bose-Einstein ont également
été réalisés hors équilibre thermodynamique.

1.1.4. De nombreuses questions. Les modeles cinétiques quantiques restent peu étudiés
par rapport a leurs homologues classiques, et de nombreuses questions se posent autour
des différents modeles que nous avons évoqués. La premiere est évidemment celle de leur
validité physique. Permettent-ils de prévoir avec précision le comportement d’un gaz quan-
tique 7 Dans quels régimes, et sous quelles hypotheses 7 La question se pose en particulier
“pour Bogolyubov, Born, Green, Kirkwood et Yvon

8Le nombre de Knudsen est le rapport entre le libre parcours moyen des particules et I’échelle d’observation
du fluide.
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pour les fluides bosoniques, pour lesquels le phénomene de condensation est source de
difficultés. Se pose ensuite la question de la validité mathématique de ces modeles. En par-
ticulier, I’équation de Boltzmann quantique a-t-elle des solutions? Dans quels espaces?
Quel est le comportement de ces solutions 7 Nous verrons dans la Section 3 que seules des
réponses partielles a ces questions sont connues. En particulier, la théorie de Cauchy de
I’équation de Boltzmann pour les bosons est encore balbutiante.

On voudrait aussi pouvoir relier tous ces modeles entre eux. Dans quelle asymptotique
passe-t-on d’un modele a un autre ? Et surtout, peut-on justifier mathématiquement ces
passages ? Dans la Section 4 nous présentons une asymptotique appelée limite des collisions
rasantes qui permet de passer d’'un modele cinétique collisionnel a un modele de champ
moyen, puis dans la Section 5 nous décrivons le passage de ’équation de Boltzmann a des
modeles macroscopiques a travers une asymptotique dite limite hydrodynamique.

1.2. Quelques éléments de physique quantique. En physique quantique, les ob-
jets ont une nature aléatoire. Cet aléa n’est pas la traduction d’une mauvaise connaissance
des phénomenes quantiques comme en physique statistique, mais est inhérent a la nature
des particules. Il se traduit par le fait que I’état d’une particule n’est pas donné par un
ensemble de variables déterministes (position, vitesse, ... ), mais par une fonction d’onde
a valeurs complexes dont le module au carré est une densité de probabilité. Ainsi, lorsque
deux fonctions d’onde s’ajoutent, elles peuvent donner lieu a des interférences. En outre,
le principe d’incertitude dit qu’on ne peut pas connaltre avec précision a la fois la position
et la vitesse d’une particule.

1.2.1. Les postulats. Plusieurs postulats sont a la base de la physique quantique (voir
par exemple [9]).

Postulat 1 : I’état d’un systeme quantique est décrit a I'instant ¢ par un vecteur noté
|W(t)) d’un espace de Hilbert approprié H.

Dans le cas le plus simple ol le systeme est constitué d’une particule sans spin, I’espace
de Hilbert est L?(R3; C) et la particule est décrite par une fonction d’onde 9 (t, X) & valeurs
complexes telle que fQ |¢(t, X)|?dX donne la probabilité de présence de la particule &
'instant ¢ dans le domaine  C R3. On suppose dans ce cas que la fonction d’onde est
normalisée ||1||z2 = 1. Ce premier postulat est un principe de superposition : si ¥; et 12
sont des états possibles du systeme, alors 11 + atby est également un état possible (a € C),
ce qui peut causer des interférences.

Postulat 2 : si un systeme quantique est formé de deux sous-systemes, alors 1'espace
de Hilbert qui le décrit est le produit tensoriel des deux espaces de Hilbert décrivant les
sous-systemes.

Ainsi, lorsqu’on s’intéresse a un systeme formé de deux particules, I’espace approprié
devient L?(R%) = L?(R?) ® L?(R?). Mais si I'on comprend bien & quoi peut ressembler un
état du type |a + b) ® |c¢ + d), qui correspond & une superposition d’états pour les deux
particules, 'espace produit contient aussi des éléments de la forme |a) ® |c) + |b) ® |d)
qui n’ont pas d’interprétation classique évidente. Les états s’écrivant comme un produit
tensoriel sont appelés états purs, tandis que ceux s’écrivant comme une somme d’états
purs sont des états liés ou intriqués.

Postulat 3 : & toute grandeur physique A est associé un opérateur linéaire auto-
adjoint A (I'observable) sur H. Si |¥) est ’état du systéme lorsqu’on effectue la mesure de la
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grandeur A, le résultat de la mesure est aléatoire ; il vaut a, avec probabilité 7 [ (¢ ¥)|?

ol les (¢;);%, forment une base orthonormale de vecteurs propres de A engendﬁan‘s I’espace
Vo
Vol

propre associé a la valeur propre a,. L’état du systeme apres la mesure est”

L’opérateur associé & la position est (X |¥) = XU, et celui associé & 'impulsion (p|¥) =
%V xV¥ ou h = % avec h la constante de Planck!'®. D’apres le postulat, le résultat d’une
mesure est aléatoire, et le fait méme d’effectuer une mesure sur un systéme quantique
affecte le systeme. Son état juste apres la mesure est tel que si I'on répete cette mesure
immédiatement, on obtient le méme résultat. Il y a une perte d’information irréversible.
Notons que certains observables ont un spectre continu. On peut dans ce cas étendre le
postulat en utilisant la mesure spectrale.

Postulat 4 : notons |¥(t)) 'état d’un systeme a linstant t. Entre deux mesures,
I’évolution du systeme au cours du temps est régie par ’équation

. d -
ih (1) = W (b))

ot H est 'observable représentant 1’énergie du systeme.

C’est la forme générale de I’équation de Schrédinger. Dans le cas d’un systeme a une
particule, I’hamiltonien s’écrit

. h2

avec m la masse de la particule, A le laplacien dans R? et V(X) un potentiel.

Des expériences montrent que pour décrire convenablement des particules quantiques,
les variables position et impulsion ne sont pas suffisantes : il faut ajouter une variable
intrinseque appelée spin, qui est une sorte de moment magnétique et dont les propriétés
sont a la base de nombreuses applications, comme I'Imagerie par Résonance Magnétique.
Le spin d’une particule est soit un entier soit un demi-entier. Les particules de spin entier
sont les bosons et les particules de spin demi-entier sont des fermions.

1.2.2. Deux types de particules. Considérons un systeme de N particules identiques.
En mécanique classique, on peut suivre chaque particule car les trajectoires sont bien
définies, et donc on peut numéroter ces particules. En mécanique quantique en revanche,
les particules ont seulement une probabilité de présence dans I’espace et les particules n’ont
pas de trajectoires a proprement parler. Des particules identiques sont donc parfaitement
indiscernable. Ceci a une conséquence sur I’état du systeme : il doit étre soit symétrique,
soit antisymétrique. On peut montrer (c’est le théoréeme spin-statistique) que les vecteurs
d’état des bosons sont symétriques tandis que ceux des fermions sont antisymétriques.

Supposons qu’il existe une situation ou deux fermions sont indépendants ; I’hamiltonien
du systeme s’écrit

H = h(X1) + h(X3).

Lorsque I'hamiltonien ne dépend pas du temps, les fonctions de la forme e™*¥ sont solu-
tions de I’équation de Schrodinger si ¥ est une fonction propre de I’hamiltonien. Or les
fonctions propres de H sont de la forme ¢i(X1,01)¢;(X2,02) ol les ¢; sont des vecteurs
propres de h et 01,092 sont les variables de spin. Les indices i représentent les nombres
quantiques de la particule 1 (et donc numérotent les états possibles) tandis que les indices

9Nous notons |¥,) la projection orthonormale de |¥) sur le sous-espace propre associé & aaq.
"Yh = 16,6262 x 107%* J.s
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j numérotent les états pour la particule 2. Si les deux particules sont dans le méme état,
et donc si ¢ = j, la fonction d’onde s’écrit

U = ¢;(X1,01)0i(X2,09)

qui est symétrique. Or d’apres le théoréeme spin-statistique, les fermions ont une fonction
d’onde nécessairement antisymétrique. Ainsi, des fermions ne peuvent pas étre dans le
méme état quantique : c’est le principe d’exclusion de Pauli. Un systeme de N fermions
sera donc toujours dans un état de la forme

U(X,... Xy) = w% S ()61 (Xa)02(Xay) - o8 (Xoy)

" TeESN
uu Sy est 'ensemble des permutations de {1,..., N} et s() est la signature de la permu-
tation m, tandis que N bosons identiques seront dans un état de la forme

1
U(Xy,...,XN) = hi D 01 (K1) $2(Xn(2) - - SN (Xn ()

" TESN

1.2.3. Transformée de Wigner. Terminons cette présentation succinte de la mécanique
quantique en introduisant la transformée de Wigner d’une fonction d’onde a une particule

' W(X,P) = <217T>3/eiP'Y\I/ <X - ZY) T <X — ZY) dy

dont le but est de fournir une représentation dans I’espace des phases de la fonction d’onde.
Si la fonction d’onde vérifie une équation de Schrodinger, alors sa transformée de Wigner
vérifie une équation pseudodifférentielle et les deux formulations sont équivalentes ; de plus,
dans la limite semi-classique ou la constante de Planck h tend vers 0, I’équation satisfaite
par W devient 1’équation de Liouville. La transformée de Wigner peut donc s’interpréter
a la limite comme une sorte de probabilité de présence dans ’espace des phases.

2. L’équation de Boltzmann quantique

Nous allons maintenant présenter plus en détails les modeles auxquels nous nous
intéresserons et leurs liens, représentés sur la Figure 1.

2.1. Du microscopique au mésoscopique. La seule maniere de modéliser des
fluides quantiques sans aucune approximation est I’équation de Schrédinger & N parti-
cules

thoyWy = HyU N

ott Uy € L?(R3Y) est la fonction d’onde & N corps et Hy est 'hamiltonien du systeme.
Dans le contexte classique, une dérivation rigoureuse de ’équation de Boltzmann a partir
des lois de Newton a été obtenue par Lanford [45]. Cette dérivation est remarquable
car elle montre qu’une transition d’un systéme réversible (la dynamique hamiltonienne
microscopique) vers une dynamique irréversible (I’équation de Boltzmann) est possible, et
en méme temps elle n’est pas satisfaisante d’un point de vue physique car la convergence
d’une dynamique a une autre n’est prouvée qu’en temps court, de ’ordre du temps moyen
entre deux collisions. En revanche, jusqu’a présent, on ne sait pas dériver rigoureusement
les équations de Boltzmann quantiques a partir de I’équation de Schrodinger ; seuls des
résultats partiels ont été obtenus [10, 12]. On trouvera dans [13] un résumé clair de ’état
de l’art sur ce sujet.
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Equation de Schrodinger a N corps

couplage faible

N —

limite des colli- N
sions rasantes Modele de type

Fokker-Planck
avec corrections quantiques

\J

Equation de Boltzmann quantique

Nombre de Knudsen — 0

Modele hydrodynamique :
Euler, Navier-Stokes (avec
ou sans effets quantiques)

FiGc. 1. Différents modeles pour des fluides quantiques, et leurs interactions.

Le modele de départ est ’équation de Schrodinger & N corps pour N particules quan-
tiques identiques interagissant deux a deux a travers un potentiel ¢ de sorte que 1’énergie
totale d’interaction s’écrive

U(l‘l, ce ,J}N) = Z(ﬁ(l’z - ij).
1<j

L’équation de Schrodinger associée est
. 1
(21) ’Lat\If(XN,t) = —§AN\I/(XN,t)+U(XN)\I/(XN,t>

ol la constante de Planck A est normalisée, Ay est le laplacien par rapport aux variables
z; et Xy = (x1,...,2n). Comme les particules sont identiques, ¥ est supposée symétrique
par rapport aux x;. L’étape suivante est de considérer le changement d’échelle
1
r—ex, teet, ¢ ep, N=—.
€
Dans cette échelle, on étudie le gaz en temps long (de l'ordre de %) et sur de longues
distances (idem), de telle sorte que la vitesse typique de déplacement des particule est
de T'ordre de 'unité (c’est le scaling hyperbolique). D’autre part, la densité typique de
particules par unité de volume est également de I'ordre de I'unité (il ne s’agit pas d’un
gaz dilué) tandis que les interactions sont faibles'!, de 'ordre de /e. L’équation (2.1) se
réécrit )
€
i€ Ue(Xpn,t) = —EAN\I'E(XN, t) + U (XN)¥ (XN, t)
Ti— X
Us(Xy) = =),
G =vE Y6 (5
1<)
111 y a ici une différence importante avec le cas classique : ’équation de Boltzmann classique est obtenue

pour un gaz dilué, tandis que son homologue quantique s’obtient pour des gaz denses mais avec des
interactions faibles entre les particules.
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Pour étudier la limite € — 0, on adopte une approche cinétique en introduisant la trans-
formée de Wigner

1

3N
W (X, Vi) = (2W> /eiVN'YN\Iﬁ (XN + %YN) ue (XN - %YN) dYy.

On montre facilement que W satisfait une équation de transport :

1
OWN + Vy - Vx WY (Xy, V) = %(T]EVWN)(XNa VN).
L’opérateur T, prend en compte les « collisions » entre les différentes particules, méme
entre des particules distantes. Néanmoins, celles-ci sont pénalisées par un terme fortement
oscillant du type exp(i®=*£) qui disparait a la limite.
L’étape suivante est d’introduire une hiérarchie d’équations satisfaites par les traces

partielles de W%, notées flj\, et définies par

f]jV(Xj, V}) == /WN(XN, VN)dLEj+1 e d.TNd’UjJrl e d’UN.

Elles sont solutions de
4 : 1 N—j :
(& + kz::lvk : mG) fn(X5,V;) = \fong + chfﬂ A

ou le terme T} prend en compte les collisions entre particules du sous-systeme formé des
J premieres particules tandis que C’f 41 tient compte des collisions entre une particule
du sous-systeme et une particule extérieure. Dans le cas classique, une telle hiérarchie
d’équations s’appelle hiérarchie BBGKY.

Il faut maintenant spécifier une condition initiale pour f]jv Dans le cas classique, on
prend une condition initiale factorisée du type f]]Q (t =0) = £o®9 ou fy est une distribution
de probabilité & une particule. On s’attend alors a ce que la solution fjj\, reste factorisée
pour tout temps!'? f]{,(t) ~ f(t)®7, ot f(t) est solution de 1’équation de Boltzmann. Dans
le cas quantique en revanche, on ne peut pas espérer une telle décorrélation. On choisit
donc la condition initiale la plus décorréléee possible, qui correspond aux états dits « quasi-
libres » et s’écrit

N
[t =0,21,01,...,75,v5) = Z ﬁs(”)ff(xl,vl,...,xj,vj)
7I'€Sj

ou S; est 'ensemble des permutations de {1,...,j}, s(m) est la signature de la permutation
7w, k = +1 dans le cas bosonique et —1 dans le cas fermionique, et

f;r(xl, V1,y-..,Z5, 'Uj) = /dyl . dy]dw1 . dwjei(y1~v1+...+yj‘vj)

J ) , _
H e_éwk'(xk_xrr(k))e_%wk'(ylc‘f'yrr(k))f <mk T (k) 4 é_y/f Yz (k) wk>
2 4 ’
k=1

avec f une fonction de Wigner donnée a une particule. Cette écriture « barbare » est
simplement la traduction en terme de transformée de Wigner du théoréeme spin-statistique
qui dit que ’état d’un gaz de particules identiques est symétrique pour des bosons et
antisymétrique pour des fermions [11].

12Crest ce qu’on appelle la propagation du chaos.
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Avec cette condition initiale, on utilise la formule de Duhamel pour écrire fj{, comme
une série en puissances de £. On peut écrire le méme genre de série pour f7(t) = f®I(t)
ol f(t) est la limite supposé de fx (t), solution de I’équation de Boltzmann quantique, et
I'idée est alors de montrer que les termes de la premieére série convergent vers les termes
de la deuxieéme. Cette opération a été menée & bien pour les premiers ordres [10] mais
on est encore loin d’'une convergence uniforme en temps, méme sur des temps courts
comme pour le cas classique, notamment a cause de phénomenes d’oscillation. Néanmoins,
formellement, f (t) converge vers la solution f(¢) de I’équation de Boltzmann quantique

(2.2) Ouf +v-Vaf = Qu(f).

2.2. Description de l'opérateur de collision. Le terme a gauche de 1’égalité
modélise le transport libre : en ’absence de collision, une particule voyage en ligne droite

a vitesse constante. Le terme de droite est 'opérateur de collision, défini par
(2.3)

Qu(f) = /S s B(v = v, w) (' i+ &)+ 6fe) = [L(1+ 51+ 5 1)) dvedw.

Cette équation a été obtenue par les physiciens Nordheim [57] en 1928 puis Uehling et
Uhlenbeck [67] en 1933 directement gréace & des considérations physiques, sans dérivation a
partir d’'un modele microscopique. L’opérateur de collision décrit la variation de la densité
de particules f(t,z,v) sous l'effet des collisions entre particules. Comme il est classique de
le faire en théorie cinétique, nous avons utilisé les notations

fEf(t,JU,U)7 f*Ef(taJ:)U*)u f/Ef(t,ﬁ,’U/)? fiEf(t,J?,’U;)

ol v, v, sont les vitesses postcollisionnelles et v/, v, les vitesses précollisionnelles. Comme
nous ’avons précisé plus haut, x vaut 4+1 pour un gaz de bosons et —1 pour un gaz de
fermions, tandis que k = 0 correspond au cas classique.

L’opérateur de collision reflete directement les hypotheses physiques du systeme. En
effet, les collisions sont localisées en temps et en espace, c’est-a-dire ont lieu pendant une
durée et sur une distance trés courtes devant le temps et la longueur caractéristiques du
systeme, ce qui se traduit par le fait que 'opérateur de collision n’agit qu’en vitesse sur f.
De plus, les collisions sont supposées binaires, ce qui provient de I’hypothese de couplage
faible, et élastiques, c’est-a-dire préservant le moment et 1’énergie cinétique :

v+ v, =0 + 0,
02+ Jus]? = [V']2 + [v][?

ce qui permet de paramétrer les vitesses précollisionnelles possibles a I’aide d’'un parametre
n € S?

v'=v—[(v—u) nln

v, = v+ [(v =) nln
ou bien avec w € S2

U,_v+v* v — vy

2 2
e P

v, =
2 2
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Le noyau de collision B(v — v,,w) est une quantité positive qui figure en quelque sorte la
loi de probabilité (non normalisée) des vitesses précollisionnelles!3.

On retrouve dans l'opérateur de collision la propriété que les bosons ont tendance a
s’aggréger : le fait que des particules aient la vitesse v augmente la proportion de particules
obtenant cette méme vitesse apres collision ; a I'inverse, les fermions obéissent au principe
d’exclusion de Pauli, et le fait que des particules aient la vitesse v diminue la proportion
de particules acquérant cette méme vitesse apres collision.

Enfin, Q. (f) n’est pas quadratique en f comme dans le cas classique'* (k = 0), mais
cubique (les termes d’ordre 4 s’annulent). A priori, cette non linéarité supplémentaire est
une source de complications dans I’étude de l'existence de solutions & cette équation (voir
Section 3).

Les transformations (v,v,) — (v/,0)) et (v,0") — (vi,v)) ont pour jacobien 1, ce qui
permet au noyau de collision de jouir de propriétés de symétrie. Ainsi, pour toute fonction
f et toute fonction test ¢ telles que les intégrales soient bien définies, on a

/ Qr(f)pdv = ;/ B(v = v, w) ffe(L4+ 61+ 5 fL) (¢ + ¢k — ¢ — ¢x) dwdu,
R3 R3 JS2

et
1 ! gl ! /
[ @neav =1 [ [ Blo—o.w) (710 + R0+ 88 = FLO+ £+ 1))

X (¢4 @ — ¢ = ¢l) dwdu,
d’ou 'on tire deux propriétés formelles importantes de Qx(f) :

Invariants de collision et lois de conservation : Les fonctions ¢ qui annulent la
quantité [ Qx(f)e(v)dv quelque soit la distribution f sont appelées invariants de
collision et sont données par

(Vf » Qﬁ(f)w(v)dv:0> S p)=a+ 8- v+

avec « et 7y des réels et 0 un vecteur quelconques. Les invariants de collisions sont
donc les combinaisons linéaires de 1,v, |v|?, ce qui nous permet d’écrire les lois de
conservation formellement satisfaites par f en intégrant ’équation (2.2) contre ces
trois quantités :

at/ fdv+V, - vfdv =0
3

R3
(2.4) atf vfdv+Vx~/ v@uvfdv =20
3 R3

atﬁ |v|2fdv—|—Vx-/ |v[2v fdv = 0.
R3 R3

Elles expriment la conservation locale de la masse, du moment et de I’énergie : c’est
le premier principe de la thermodynamique.

Théoréme H :

Bt/ [flogf—/ﬁ(1+nf)log(1+/<;f)]dv+v$-/ v[flog f—rk(l+kf)log(1+ kf)]dv
R3 R3

_ f
/RBQK(f)log<1+Hf) dv <0.

13Voir la Section 4.
'0On peut consulter [70] pour une introduction trés compléte & 1'équation de Boltzmann classique et
quelques remarques sur le cas quantique.
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Il exprime le second principe de la thermodynamique : I’entropie fQ fR3 [flog f —
k(14 kf)log (14 kf)]dvdx décroit au cours du temps. Cela suggere que la solution
f converge vers une fonction qui minimise ’entropie & masse, moment et énergie
fixés. Les minimiseurs de l’entropie correspondent aux annulateurs du noyau de
collision [26].

Les invariants de collision permettent d’écrire un systéme de lois de conservations satisfaites
par f. Pour fermer ce systéme, il suffirait de pouvoir écrire les deux intégrales [v ® vfdv
et [w|v|*>fdv en fonction de la masse [ fdv, du moment [vfdv et de I’énergie cinétique
[ |v|? fdv. Cela n’est en général pas possible, mais lorsque f prend une forme particulicre,
celle de I’équilibre thermodynamique, alors le systéme peut étre clos.

2.3. Equilibre thermodynamique et variables macroscopiques. Le théoreme
H et les invariants de collision permettent de trouver la forme des solutions d’équilibre
régulieres. FEn effet, fixons f mesurable telle que les objets que nous écrivons aient un
sens ; alors

Qn(f):Op'p-<:>/Qn(f)10g<1fﬁf> dv=0

car
s
[ @utpon (L )ao
A -

1 !/ /
3 L L Lassoaensaarnmaensy (Lot - ol

X [log (14;fmf> + log <1%:f2f*> —log <ljmf’> —log <1+7€f’>] dv,dvdw

et I'intégrande symétrisée est partout négative (on suppose que 0 < f < 1 dans le cas des

fermions k = —1). Cela signifie que log (1 +fﬁ f) est un invariant de collisions, donc s’écrit
log< / ) =a+B-v+yf?
1+kf ’
ou encore
eatBot|vf?
f =

1— [Qea+,@'v+’7|v|2 )
Définissons les variables macroscopiques densité R, vitesse U et température T' en dimen-
sion 3 par

1 5 3 |v]?
R= fdv, RU = vfdv, §R|U| + §RT = fdv;
R3

R3 R3 7
les distributions d’équilibre dans le cas classique sont appelées maxwelliennes, et celle qui
a les mémes densité, vitesse et température que f s’écrit

R lv—U|?
M V) = ————e T
(R,U,T)( ) (27TT)5/2
lo—Ul? : e
Notons M = ~ve~ 2r (v > 0,7 > 0); pour un gaz de fermions, les distributions
d’équilibre sont données par

(2.5) P(v)

_ M)
14+ M(v)’
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appelée distribution de Fermi-Dirac, ou par
P) =1jy_<r  (R>0)

qui est une distribution dégénérée. Dans le cas des bosons, les états d’équilibre dépendent
de la température T' du systeme. On sait en effet qu’a tres basse température, les bosons
ont tendance a se mettre tous dans le méme état d’énergie et a former ainsi un condensat
de Bose-Einstein. Cela se traduit par I'existence d’une température critique T, > 0 telle
que les états d’équilibre s’écrivent

M (v) :
2. Pv)= —— 1 T>T,
(2.6) (v) = M) (1>0,0<y<1) i T>T,
qui est une distribution de Bose-Einstein, ou
M(v _
P(U)Z%Jru% (r>0,y=1, p>0) s T<T.

Dans le deuxieéme cas, la partie singuliere modélise un condensat de Bose-Einstein. Ainsi,
lorsque la masse du systeme est fixée, la condensation a lieu lorsque la température passe
en-dessous d’une température critique. Mais on peut également observer la condensation
en se placant a température fixée, lorsque la masse dépasse une masse critique déterminée.

Le lien entre les coefficients «,7,U des distributions régulieres (2.5) et (2.6) et les
variables macroscopiques R, U, T associées a ces distributions est plus compliqué que dans
le cas classique. Notons d’abord que la vitesse macroscopique U est bien égale au coefficient
U, ce qui nous autorise cet abus de notations. Arlotti et Lachowicz [5] montrent que 1’on
peut écrire

(2.7) R = 2272732451 (7)
(2.8) 3TR = 2722752702 ()
ol ~ ) .
1
p = p7§7d > ——

7 (7) /0 VU e P
et ou comme d’habitude kK = +1 pour les bosons et kK = —1 pour les fermions. Ils vont
méme plus loin en montrant que si on pose I =]0, 00, I_ =]0,1[ et Q, = I,;x]0, oo, alors

il existe deux nombres positifs [, tels que les relations (2.7)-(2.8) définissent une bijection
entre (v7,7) € Qx et (R, T) € Ay = {(R,T) € (R})?, T >1,R¥?}.

3. Sur le probleme de Cauchy

Dans cette section, nous allons détailler les théories d’existence de solutions a I’équation
de Boltzmann aussi bien dans le cas classique que dans le cas des fermions et des bosons.
Ceci nous permet de mettre en évidence certaines caractéristiques et certaines difficultés
de ces équations.

3.1. Cas classique. Lorsque les particules obéissent aux lois de la mécanique clas-
sique, 'opérateur de collision est quadratique en f et s’écrit

) = [ [ B v.w) s~ fhdds

avec les notations habituelles. La principale difficulté dans ’établissement d’une théorie
d’existence est que cet opérateur n’est pas défini en général pour des fonctions dans L' ni
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méme Llog L, qui sont les espaces d’étude naturels. Ceci est di au fait que cet opérateur
n’est qu’un produit de fonctions pour la variable x.

3.1.1. Les principauz résultats d’existence. Ils se divisent en quatre catégories :

Equation spatialement homogene : lorsque le probleme considéré ne dépend pas
de la variable d’espace, ’équation est considérablement simplifiée. Le terme de trans-
port disparait, et I'opérateur de collision est lipschitzien dans L' : on peut alors
montrer I’existence, I'unicité et la stabilité de solutions pour tout temps. On peut
en outre vérifier la convergence des solutions vers un état d’équilibre en temps grand.
Cette théorie a été initiée dans les annés 1930 par Carleman, et a été tres largement
enrichie depuis. Plusieurs raisons sont a ’origine de cette étude : d’abord, ’équation
de Boltzmann est tres compliquée, et il est naturel de séparer les problemes en
étudiant d’un coté ’équation de transport et de 'autre I'effet des collisions. Cette
approche est en outre utilisée en pratique par certains algorithmes de simulation
de solutions de I’équation de Boltzmann, dits « algorithmes de splitting » : on fait
avancer les particules par transport libre, puis on modifie les vitesses sous 'effet
des collisions, et on recommence. La compréhension de 1’équation de Boltzmann
spatialement homogene est nécessaire a la justification de tels schémas.

Théorie perturbative : on peut construire des solutions globales en temps lorsque
la donnée initiale est proche d’une solution d’équilibre. On a alors unicité des solu-
tions et convergence vers 1’équilibre. L’outil principal est ’étude des propriétés de
l'opérateur de collision linéarisé, et en particulier de son spectre. Citons a ce sujet
le résultat pionnier de Ukai [68] ou, plus récemment, les solutions construites par
Guo [36].

Solutions proches du vide : en choisissant une donnée initiale petite (et concentrée
en espace et en vitesse) vérifiant 0 < fo(z,v) < ae P(#PH®) avec a > 0 petit et
b > 0, on peut construire une unique solution satisfaisant

0< f(t,z,v) <C- ae~ble—vtl? pP-p-

en exploitant la monotonicité de la partie positive et de la partie négative de
I’opérateur de collision, respectivement

QT (f. f) = /Rg /SQ B(v, vy, w) f' fldwdu,

Q=1 /R 3 /S B(v,v2.) s

Solutions renormalisées : il s’agit du seul résultat d’existence globale sans autre
hypothése sur la donnée initiale qu'une masse, une énergie et une entropie finie,
dt & DiPerna et Lions [22]. Les ingrédients principaux sont : I'introduction d’une
nouvelle notion de solutions, les « solutions renormalisées » , qui rendent I'opérateur
de collision sous-linéaire; de la compacité griace aux propriétés de 'opérateur de
collision et aux de moyenne, et un résultat de stabilité faible. Les inconvénients de
ce résultats sont de ne pas donner d’informations sur I'unicité ni la régularité des
solutions; en particulier, on ne sait pas si les solutions conservent 1'énergie (elles
vérifient seulement une inégalité d’énergie), et elles ne vérifient méme pas I’équation
au sens des distributions! Elles sont toutefois incontournables des lors qu’on veut
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prouver des résultats n’ayant que des hypotheses réalistes du point de vue de la
physique.

3.1.2. Les solutions renormalisées. Nous allons nous concentrer sur la notion de solu-
tion renormalisée et voir quel résultat on obtient dans le cadre de I’équation de Boltzmann.
La version que nous présentons ici n’est pas celle de 'article original [22] mais une version
améliorée : on considére des solutions qui convergent a l'infini (en espace) vers une max-

. . T _ Iz .
wellienne [50], par exemple la maxwellienne centrée réduite M (v) = 2, et qui

vérifient une version faible de la conservation locale de I'impulsion impliquant une mesure
de défaut [51]. Cependant, nous ne nous préoccuperons pas des conditions de bord et
travaillerons dans ’espace entier pour simplifier.

Les solutions renormalisées ne sont pas solutions de I’équation au sens usuel, mais
elles vérifient plutdot une famille d’équations formellement équivalentes a I’équation de

Boltzmann. Précisons ce que nous entendons par la :

DEFINITION 3.1. Une solution renormalisée de 1’équation de Boltzmann relativement
a I’équilibre M est une fonction

f € C(RJH Llloc(R3 X R?)))
telle que, au sens des distributions, on ait

M0 +v- V)T (J{;) _F’<f>Q(f f)  surRy x R3xR3

fimo=fo >0  sur R®xR?

pour toute fonction I' € C1(R.) telle que I'(z) < \/17, dite renormalisation admissible.
On demande de plus que pour toute fonction test ¢ € CL(R3 x R3) et tout intervalle de

temps [t1,t2] C Ry on ait

AT T s P
_/t //R?)XR?) M(v- V)l <Af4> (t, 2, v)dvdadt
:/t1 //RMRB ( )Q(f £)(t, z,v)dvdzdt.

Il est clair qu’'une solution réguliere de I’équation de Boltzmann est aussi une solution
renormalisée. D’autre part, si Q=(f, f) € L,
I’équation de Boltzmann si et seulement si c¢’est une solution au sens des distributions.

alors f est une solution renormalisée de

Avec cette notion de solution, on peut montrer le théoreme suivant :

THEOREME 3.2. Supposons que le noyau de collision vérifie I’hypothése de cutoff de
Grad [35] :
0< B(|z],0) < Co(1+|2))’  p.p. sur R® x S?,  avec € [0,1]
2]

1
B(z,0)do > — p. sur R3.
/52 ( U>J_01+H b-p

Soit fo une donnée initiale qui soit une fluctuation autour de l’équilibre global M :

H(fo|M) = //R3 i, <f010g]{;—f0+M> daxdv < +00.

(3.1)
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Alors il existe une solution renormalisée f € C(Ry; L, (R3 x R3)) de ’équation de
Boltzmann de donnée initiale fo. De plus, f vérifie
— la conservation locale de la masse

(3.2) at/ fdv+Vz-/ vfdv =0 ;
R3 R3
— la conservation locale du moment avec une mesure de défaut
(3.3) 8t/ vfdv—kvx‘/v@vfdv—kvx-mzo
R3

ot m est une mesure de Radon positive sur Ry x R® & valeur dans les matrices
symétriques positives ;
— linégalité d’entropie

t
B + [tm)®) + [ [ D)s,2)deds < Bl
0 JR
ot tr(m) est la trace de m et ou la dissipation d’entropie est définie par

_1 . 1 f'f.
D=7 [, Bl f)os

1 dvdv,do.
La démonstration de ce résultat repose sur un résultat de stabilité qui permet d’affirmer

que si on a une suite de solutions renormalisées (f,,) uniformément bornée par l’entropie
relative, alors elle converge vers une fonction f qui est elle-méme une solution renormalisée
de I’équation de Boltzmann. Le probleme principal est que la borne sur I’entropie n’entraine
que la convergence faible de la suite (f,,), tandis que 'opérateur de collision est non linéaire
et donc a priori pas continu pour la topologie faible. Pour surmonter ces difficultés, il faut
gagner de la compacité forte, grace aux lemmes de moyenne.

Notons que le résultat précédent a été étendu a des noyaux de collision singuliers
plus raisonnables physiquement, au prix d'une définition plus faible encore de solution
renormalisée [3]. Un revue récente des résultats d’existence pour I’équation de Boltzmann
homogene et inhomogene avec noyau de collision singulier peut étre trouvée dans [2].

3.1.3. Les lemmes de moyenne. Les équations cinétiques, c’est-a-dire de la forme
(3.4) hf+v-Vaf =g ot f=f(tzv)

sont des équations de type hyperbolique. La solution f ne peut donc pas étre plus réguliere
que la donnée initiale ni que le terme source g. En supposant par exemple que 1’équation
(3.4) est posée sur R, x RY x RY, on le voit bien sur une formule de Duhamel aisément
obtenue a l’aide des caractéristiques qui nous permet d’écrire la solution en fonction de la
donnée initiale et du terme source

flt,z,v) = folx —vt,v) + /tg(s, z+ (s —t)v,v)ds.
0

En revanche, une particularité de ce type d’équations est que les moyennes en vitesse du
type
flt,z,v)p(v)dv
R3

oit ¢ € C°(R?) gagnent de la régularité. Ce phénomene a été observé pour la premiere
fois dans [29] dans un cadre L? puis étendu dans [28]. Les résultats ont régulierement été
améliorés depuis, et on peut trouver de nombreuses explications a ce sujet dans [39]. Les
lemmes de moyenne sont utiles a la fois pour prouver Iexistence des solutions renormalisées
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et pour étudier certaines limites hydrodynamiques, mais aussi dans 1’étude d’équations de
champ moyen, notamment 1’équation de Vlasov-Maxwell.

Appliquons la transformée de Fourier en temps et en espace a I’équation (3.4), qui est
supposée étre valable dans L?(R; x R3 x R3) :

i(r+v-§Ff(r,&v)=Fg.

Si|tr4+wv-& > a, Ff ade bonnes propriétés de décroissance, et donc la partie correspon-
dante de f est réguliere. Le fait de considérer une moyenne de f sert a rendre petite la
contribution de la partie ou |7 + v - £| < a. En écrivant cela plus rigoureusement et apres
optimisation de «, on obtient le résultat suivant [28] :

THEOREME 3.3. Soit f € L?(Ry x R2 x R?) solution de I’équation de transport (3.4).
Alors, pour toute fonction ¢ € L>®(R3) & support compact, on a

1/2
=< CHf||L/2 (Ry xR3 xR3) HgHL2 (RyxR3 xR3)
LQ(R;Hl/Q(Rg’))

fo(v)dv
R3

ou C est une constante positive ne dépendant que de ¢.

Ce résultat peut étre étendu au cas ou f € LP avec 1 < p < 400 grice a des arguments
d’interpolation. En revanche, il échoue dans L' & cause de problemes de concentration,
comme le montre le contrexemple suivant tiré de [28] : considérons une suite de termes
sources g, bornée dans L'(R x R? x R3), telle que

gn — Sol(t)(;x—vot & 51}—1)0
pour une fonction test ¢ € C.(R) et vg # 0. Soit f,, une suite de solutions de I’équation
de transport
Otfn +v-Vafn=0gn, (t,2,0) ERxR3 x R3.

La méthode des caractéristiques nous permet d’écrire

t

fu(t,z,v) = / gn(s,x — (t — s)v,v)ds.
— o

On a ainsi, pour toute fonction test 1) € C.(R

/ (/ falt @0 d”) de _/ //RBX]RS (s, 2,0)¢(2 + v(t — s))dvdzds

— ¢(t)¢(vot)

lorsque n — oo. Ainsi, ( fR3 fndv) converge vers une densité portée par le demi-plan
R x Ryvg au sens faible des mesures lorsque n — oo. En particulier, fR3 fndv n’est pas
relativement compact dans L} (R x R3), bien que

| £l rxr3xrs) < C, 0cfn + v - Vafol L mxrsxrs) < C.

Pour éviter de tels phénomenes de concentration, on ajoute une hypothese d’équiintégrabilité
en v qui s’énonce comme suit : on dit que la suite (¢,,) bornée dans L:}:,v est uniformément
équiintégrable par rapport a v si

hmsup/ sup / |t (z,v)|dv | dz = 0.
=0 n Jr3 \|Al<nJA

On remarque également que les propriétés de dispersion de 'opérateur de transport per-
mettent de transférer de 1’équiintégrabilité locale en v a la variable z. Cela permet de
prouver le résultat suivant [31] :
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PROPOSITION 3.4. Soit (f,) une suite bornée dans L= (R, L*(R3 x R?)) telle que
(Orfn +v-Vaufn) est borné dans LY (Ry x R? x R3)
(fn) est uniformément équiintégrable en v.

Alors la suite (fy) est uniformément équiintégrable (dans toutes les variables) et donc
faiblement compacte par le critére de Dunford-Pettis.

On peut raffiner cette proposition et obtenir de la compacité forte sur les moyennes
de fy; c’est la version utilisée dans la limite Navier-Stokes incompressible de ’équation de
Boltzmann :

THEOREME 3.5. Soit (f,) une suite bornée de L™= (R y; L' (R x R3)) telle que

1. Osfn+v-Vafn est borné dans L' (R, x R? x R3),

2. (fn) est uniformément équiintégrable en v.
Alors, pour toute fonction ¢ € L®(R3) a support compact, la suite ([ fnéd(v)dv), est
fortement compacte par rapport a la variable x, c’est-a-dire que pour tout compact K C
R, xR? ona

lim / /K ’ / Fult, 2, 0)b(v)dv — / Fults + 1, 0)6(v)do| dadt = 0.

n—0

3.1.4. Esquisse de preuve du Théoréme 3.2. Nous donnons a présent quelque éléments
de preuve du Théoreme 3.2, en suivant la présentation de [65]. La preuve consiste en un
schéma d’approximation des solutions, et un résultat de stabilité pour montrer la conver-
gence du schéma. Nous allons nous concentrer sur la stabilité en considérant une suite ( f,,)
de solutions renormalisées de I’équation de Boltzmann.

lére étape : il s’agit d’abord d’obtenir de la compacité faible pour (f,). Grace a la
borne uniforme sur ’entropie relative

sup H(fn|M)(t) < C
teR,

et a celle sur la dissipation d’entropie

/ D(f,)dzdt < C,
0 R3

on montre en utilisant I'inégalité de Young que

Q" (fns fn) est faiblement compact dans Lj,.(dtdzdv)
14+ 6f/M oc
puis que
(3.5) fn — f faiblement dans L}, (dz, L'(dv)) localement uniformément en t

éventuellement apres extraction d’une sous-suite.

2éme étape : il faut ensuite obtenir des résultats de compacité forte. En utilisant un
lemme de moyenne (Théoréme 3.5), on montre que pour toute fonction ¢ € C1(R3) avec
une croissance sous-quadratique a l'infini, on a

(3.6) / fad(v)dv est fortement relativement compacte dans L} (dt, L}, (dz)).

La convergence en moyenne de l'opérateur de collision s’obtient en utilisant la variante
suivante du théoreme d’Egorov, connue sous le nom de « Product Limit theorem » et
établie dans [22] :
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THEOREME 3.6. Soit (X, 1) un espace mesuré avec pu une mesure positive finie. Consi-
dérons deuz suites de fonctions réelles mesurables définies sur X (fn) et (gn). Si (gn) est
bornée dans L>=(X) avec g, — g presque partout et si f, — f faiblement dans L'(X),
alors fngn — fg faiblement dans L'(X).

Ce nouvel outil permet de montrer que, & extraction d’une sous-suite pres et pour
toute fonction test ¢ € C.(R; x R® x R3), on a

Qi(fnvfn Qi 1
1+ffndv / ffd gbdv dans Lj,.(dtdx).

3éme étape : les équations macroscopiques vérifiées par f sont obtenues en passant a

(3.7)

la limite faible dans les lois de conservation. L’inégalité d’entropie s’obtient en passant a la
limite grace a la convexité des fonctions définissant I’entropie et la dissipation d’entropie,
et aux limites faibles

— f dans Lj,.(dtdz; L*((1 + |v])dv)),

/fn]v| dvé/f\v ?dv + tr(m) dans L= (R, M(R?)),

fnfn* N ff* dans L;‘Oc(dtd$7 Ll(BdUdU*dCU))

146 [ fadv 146 [ fado
f;zfn*’ f/fi

1+6 [ fodv 1+6 [ fodv
4éme étape : il reste a montrer que f est bien une solution renormalisée de I’équation

dans L}, (dtdz; L' (Bdvdv,.dw)).

de Boltzmann, donc a passer a la limite dans I’équation renormalisée. Ceci requiert de la
compacité; or la difficulté réside dans le fait que 'on n’a de la compacité que sur les
moyennes de f, et pas sur f elle-méme.

Grace a des estimations ponctuelles sur I's(z) = et sa dérivée et a la premiere

lféz
étape, on montre que pour tout § > 0,

MTs ({\Z/) — f5 faiblement-* dans L>(R, x R? x R?),

<fn> QF (fu, fn) — Qf faiblement-* dans Lj,.(R; x R3 x R?).

De plus, grace a la borne uniforme sur ’entropie relative et a la convergence (3.5), il vient

f—]\g(t) —Ts (ﬁ;) (t) — 0 dans L}, .(dz, L'(dv)) uniformément en t,n lorsque § — 0

et donc

(3.8) fs y f dans L}, (dz, L'(dv)) uniformément en t et p. p. dans R, x R? x R3,
On cherche maintenant & passer a la limite dans
M(0;+v-Vy)log <1—|—
fsjt=0 = Ts(fo)-

qui est vérifiée en utilisant comme fonction de renormalisation log(1+1I'5(2)) et en prenant

f5> Q5 Q5
M 1+ fs/M

la limite n — oo. C’est une partie assez technique, dont les principaux ingrédients sont la
compacité forte (3.6), le Théoréme 3.6, une bonne décomposition de QT selon la taille de
(frfh)/(fnfne), et enfin la convergence de la dissipation d’entropie au sens des mesures.
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En rassemblant le tout, on obtient

+ -
M@ +v-Va)log (”A’;) e, <f,1fl f 34 (/,])

avec la condition initiale f;—g = fo. Il reste a vérifier que I'équation est vérifiée pour

n’importe quelle renormalisation admissible I', ce qui peut se faire soit par composition
soit par un argument d’approximation.

3.2. Cas des fermions. On considere a présent ’équation de Boltzmann pour les
fermions :

(3.9) of +v-Vaof =Qr(f)

ou l'opérateur de collision est

() = [ [ Bl (F 10 = = )= F10 = 1)1 - £)dod.

La non linéarité est plus forte que dans le cas classique, puisque 'opérateur de collision
n’est plus quadratique mais cubique en f (les termes quartiques s’annulent). La théorie
d’existence devrait donc se compliquer, mais un nouveau phénomene apparait : si la donnée
initiale fy satisfait les bornes

(3.10) 0< fo<1  dansR®x R3,

alors cette propriété est préservée par la solution (formelle) f. Autrement dit, on a lesti-
mation a priori suivante

(3.11) 0<f<1 dans R_ x R3 x R3.
L’espace d’étude naturel n’est plus L', mais L.

3.2.1. Noyau de collision intégrable. Cette propriété formelle peut étre vue simplement
par des considérations d’équations différentielles. Réécrivons pour cela I’équation (3.9) a
I’aide des caractéristiques du transport libre. En I'absence de collisions, les particules se
déplacent en ligne droite et a vitesse constante. La solution de I’équation de transport est
alors f(t,z,v) = fo(x — vt,v). En notant

gﬁ(t, z,v) = g(t,x + vt,v),
I'équation (3.9) est équivalente formellement a

aif* = Qr(f)F.

Il est ensuite facile de voir que si 0 < f < 1, alors 'opérateur de collision vérifie

—bf <Qr(f) <b(1—f)

ot b = || Bl|11(rsxg2)- Ainsi, aux points ot f s’annule, Qr(f) est positif, et aux points
ou f =1, Qr(f) est négatif, ce qui garantit la propagation de la borne (3.11) pour tout
temps. Notons cependant que nous avons fait ’hypothese tres restrictive

(3.12) | Bllz1rsxs2) < 00
qui exclut par exemple le cas des spheres dures pour lequel le noyau de collision vaut
B(v,w) = v - w|.

Les hypotheses (3.10) et (3.12) offrent ainsi un cadre d’étude pour le probleme de

Cauchy associé a 1’équation (3.9) plus agréable que les solutions renormalisées, et on a le
théoréme d’existence suivant di & Dolbeault [23] :
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THEOREME 3.7. Soit fo une fonction mesurable et B un nmoyau de collision positif
vérifiant (3.10) et (3.12). Alors I’équation (3.9) complétée par la donnée initiale fi,—o = fo
admet une unique solution f pour tout temps telle que

fEL®RL xR3> xR, 0<f<1 p.p.

De plus, f est absolument continue en temps.

DEMONSTRATION. La preuve consiste & montrer que I’opérateur nonlinéaire T' défini
dans L>(]0, 7] x R? x R3) par

T(f)(t,z,v) = fo(t,z — vt,v) / Qr(f)(s,z — (s —t)v,v)ds

avec f définie par

fosio<f<1
f=¢0 sif<O
1 sif>1

admet un point fixe. Or, on voit simplement que T est lipschitzien puisque
|Thy — Tha| poo (0,7 xr3xR3) < 87bl[h1 — ha|| Lo (0,7 xR3 xR3)-

Ainsi, en choisissant 7 < &, T est contractant et donc admet un point fixe. Par le raison-
nement fait plus haut on voit que ce point fixe vérifie les bornes (3.11), donc est solution
de (3.9). Comme les bornes sont propagées, on peut réitérer le processus sur [, 27], etc.
et on obtient une solution globale. O

En supposant en outre que le noyau de collision a les propriétés de symétrie usuelles
(3.13) B(v,w) = q(Jv],v - w),

la solution f conserve la masse et I’énergie globales et satisfait le théoreme H :

PROPOSITION 3.8. Soient fo et B > 0 vérifiant (3.10), (3.12) et (3.13). Soit f la
solution de l’équation (3.9) avec donnée initiale fy. On a :

- si fodzdv < o0, alors
R3 JR3

/ f(t,x,v)dedv = / fo(z,v)dzdv  pour tout t € Ry;
R3 JR3 R3 JR3

- si/ / 02| fodzdv < oo, alors
R3 JR3

/ / |U| f(t,z,v)dzedov —/ / |v|2f0(1‘,v)dxdv pour tout t € Ry;
R3 JR3 R3
- sz’/ / (|z|* + |[v|*) fodzdv < oo, alors

R3 JR3

//s(f ta:vdxdv—i—/// sa:vda:dvds—/ / s(fo)dxdv
R3 JR3 R3 JR3 R3 JR3

pour tout t € Ry, avec

s(x) =zlogz + (1 — x)log(l — x)
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et
o) =1 [, [ B =) (F £ = pL= £ = 12.0= £)0 = 1)

(PR PO £
! g(ff*(l—f’)(l—fi)

DEMONSTRATION. Le premier point est une conséquence du théoréme de Fubini car on
voit facilement que f € CO°(R,; L'(R? x R3)). Le second point est un peu plus technique ;
il est prouvé d’abord sous I'hypothese supplémentaire [ps [go [v]2B(v,w)dvdw < oo. On
peut ensuite relaxer cette hypothese grace a un argument de stabilité des solutions de

> dwdwv,

(3.9). Pour le dernier point, on montre d’abord que

/ / fllog fldvdz < C +/ / (|z> + |v|?) fodvdz pour tout t € R,
R3 JR3 R3 JR3
grace a 'inégalité
rlogz < 2y/x pour tout z €]0,1]
et a un découpage de l'intégrale selon que f est plus grande ou plus petite que la bosse
glissante e~ (Iz—tvl*+[v*)

vérifie

. On obtient ensuite le résultat en supposant que la donnée initiale

pe~ (el +1*D) < fo(z,v) <1—n pour tout (z,v) € R3 x R3
pour un certain 0 < n < 1. Cette borne est propagée sous la forme
nef(\vat\2+|v2\+bt) < f(t,$,’l)) <1-— nefbt

ce qui permet de montrer le théoreme H. On relaxe ensuite I’hypothese sur la donnée
initiale par un argument d’approximation. O

3.2.2. Noyau de collision avec cutoff de Grad. 1l est possible d’améliorer le Théoréme
3.7 en ne supposant plus que le noyau de collision B est intégrable, mais simplement qu’il
satisfait les hypotheses de cutoff de Grad

0< B(|z],0) < Co(1 +|2))? p.p.sur R? x S2,  avec § € [0, 1]

/52 B(z,0)do > Gt p.p. sur R°.
Cette hypothese inclut le cas physiquement réaliste des spheres dures. Dans ce cadre,
une solution de (3.9) est définie comme une fonction f € CO(R,; LP(R? x R?)) pour tout
1 <p < ootelle que 0 < f <1, de masse, d’énergie, et de dissipation d’entropie bornées
uniformément en temps, vérifiant (3.9) au sens des distributions. Dans ces conditions,

Bffu(L = f)(1 = fi) € L=([0,T]; L'(R x K, x Ry, % S3))

pour tout "> 0 et tout compact K, C R3, et donc
Bf'fi(1 = )1 = f) € LY([0,T] x R} x Ky x Ry, x S7)

grace a la borne sur la dissipation d’entropie; ainsi, 'opérateur de collision Qp(f) est
localement intégrable et I’équation (3.9) a un sens. On a alors le résultat suivant da a
Lions [49] :

THEOREME 3.9. Soient B comme dans (3.14) et fo vérifiant

(3.15) 0< fo<1, / / (1+ |22 + [v]2) fodadv < oo;
R3 JR3
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alors il existe une solution f a l’équation (3.9) de condition initiale fo vérifiant

(3.16) sup / / (1+ |z|* + |v|*) fdazdv < 0o pour tout T > 0
t€[0,7] JR3 JR3

T
(3.17) / / e(f)dvdt <0 pour tout T > 0.
0o Jr3

L’hypothese sur le noyau de collision est moins forte que pour le Théoréeme 3.7, mais
les conclusions sont moins fortes également : on a perdu 'unicité de la solution ainsi que
la conservation de I’énergie et le théoreme H local.

La preuve est une conséquence directe d’un argument de stabilité. On considére une
suite de données initiales ( fj') satisfaisant les bornes (3.15) uniformément en n. On conside-
re une suite de solutions (f™) a '’équation (3.9) de donnée initiale f§ et vérifiant les bornes
(3.16) et (3.17) uniformément en n. L’existence de ces solutions est en fait une conséquence
du Théoreme 3.9. Sans perte de généralité, on peut supposer que (f§') et (f™) convergent
faiblement dans L'(R? x R3) et L°(R? x R3) — x, L}([0,T] x R? x R3) (pour tout T > 0)
et L>°([0, +oo[xR3 x R3) —  vers respectivement fy et f. Dans la suite on note

QN = [ [ B =na- .
%(h = [ [ BIG= )0~ fded,
L(g) = /R3 /52 B(v — vy, w) gxdwdu,.

Le principal argument est donc le résultat suivant (Lions [49]) :
THEOREME 3.10. La limite f est solution de (3.9) de donnée initiale fo. De plus,

(3.18) / B(fM)pdv  est relativement compacte dans L*([0,T] x R®) (VT > 0)
R3

pour tout 3 € C(Ry;R) tel que B(t)t~! est borné autour de 0 et pour tout ¢ € LSS (R3)

loc

¥(v)
tel que T+ o] ‘U:;O 0,
(3.19) L(f") —= L(f) dans LP([0,T); L' (K x R})) V1 <p < oo
(3.20) QE(f™M),Qr(f™) convergent vers QE(f),Qr(f) respectivement

dans L*([0,T] x K x R3) pour tout compact K C R3.

Le démonstration de ce théoréme est basée sur des lemmes de moyenne ainsi que sur
des estimations de compacité sur l'opérateur de Boltzmann (classique) issues de [48], de
la forme

1QT(f Al msy < ClIfll2s)ll 1L ms)-

Notons que les deux résultats d’existence que nous avons présentés sont également
valables dans un domaine périodique. En revanche, aucun résultat n’a été établi pour des
domaines a bords.

3.2.3. Noyau de collision sans cutoff. La théorie d’existence de solutions a I’équation
de Boltzmann pour les fermions peut étre étendue a des noyaux de collisions ne vérifiant
pas les hypothéses de cutoff de Grad (3.14). Dans [1], Alexandre fait I’hypotheése que B
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s’écrit

(3:21) B (0= vl 22 w) = . — o)

Vs |

v — '
v = o]

avec*y:%etl/:

valeurs de |v, — v'| (cette derniére hypotheése pouvant toutefois étre enlevée). Le terme de
droite de (3.21) n’est pas une fonction de |v — v,| et |Z:Z:|
que ce soit le cas, il suffit de lui ajouter un terme qui vérifie les hypotheses de cutoff de

s+1 . . , BN < .
2+ Ici, ¢ est une fonction réguliere qui s’annule pour les petites

- w uniquement ; en fait, pour

Grad et est omis ici. Avec ce noyau de collision, Alexandre prouve le résultat suivant :

THEOREME 3.11. Soit fo une donnée initiale vérifiant les bornes
0< fo<1, / / (1+ ol + |2 + log fol) fodvdz < +oo;
R3 JR3

alors il existe une solution f € L™°(R.; LY(R3 x R?)) a I"équation (3.9) vérifiant 0 < f <1
qui conserve le masse totale et dont ’énergie, l’entropie et la dissipation d’entropie sont
bornées par des quantités ne dépendant que de foy.

L’équation (3.9) est vérifiée au sens des distributions, et 'opérateur de collision n’est
défini que dans un sens faible. En effet, on a seulement

Qr(f) € L*([0,T] x R3; H

_v=1l 3
7 (R,))-

La preuve du Théoreme 3.11 consiste a approcher le probleme par le probleme modifié

suivant :

Ouf 0Vl — A = Q)

puis a faire tendre m vers I'infini. Le terme supplémentaire permet d’avoir plus de régularité
sur la solution grace & une estimation sur la dissipation d’entropie. Le terme de collision est
ensuite réécrit de maniere tres sophistiquée de facon a tirer partie des gains de régularité
sur f dus a la singularité du noyau de collision.

Dans [55], Lu obtient un théoréme similaire en se placant dans un cadre périodique
en espace et avec un noyau de collision de type « potentiels mous » :

/ B(z,0)sin?0do < Aglz|” (=5 <y < 3)
S2

z
B — in? 0do < Aglz|" (- <
/32 </\(0),a>sm Odo < Aglz|"7 (-5 <y <3)

0 V—Vx
2 [v—vs]

les singularités ont lieu uniquement en vitesse. Les solutions sont des solutions faibles au

avec A(#) = max (cos

sin g) et 6 = arccos ( -0’>. On a ici un cutoff angulaire, et

sens o ’équation (3.9) est multpliée par une fonction test ¢ puis intégrée en vitesse, et
les dérivées sont basculées sur ¢ par intégration par parties. Le sens donné a 'opérateur
de collision est

<Qr(n o= [ QD6+ 6.~ - s
R3

La preuve, fondée sur un résultat de stabilité, utilise des inégalités d’entropie, des lemmes
de moyenne et des propriétés subtiles de 'opérateur de collision.
Sous 'hypothese d’'un cutoff angulaire plus fort

/32 <B(270) +B (A(Ze)"» sinfdo < Aol=[? (=5 <~ < 3)

la solution conserve la masse, le moment et I’énergie.
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3.3. Résultats obtenus (Chapitre 4). Dans le Chapitre 4, on montre un résultat
d’existence de solutions a I’équation de Boltzmann pour les fermions. Il s’agit d’une exten-
sion du résultat de Dolbeault (Théoréeme 3.7) aux domaines bornés avec réflexion spéculaire
au bord, obtenue en utilisant les caractéristiques du transport libre. On en déduit un corol-
laire important : les solutions vérifient les lois de conservation locale de la masse, I'impul-
sion et ’énergie cinétique. Ce résultat est nécessaire a I’étude des limites hydrodynamiques
(voir Section 5).

THEOREME 3.12. Soit Q un ouvert régulier inclus dans R?® (éventuellement R® tout
entier). Supposons que le noyau de collision vérifie

(3.22) 0< Be L' (R3x 8%,
et soit
(3.23) foe L@ xR%), 0<fo<L

Alors, l'équation (3.9) munie de la donnée initiale fi,—o = fo et des conditions de bord
(3.24) f(t,z,v) = f(t,z, Ry(v)) V(z,v) € 90 x R® tels que n(z).v <0
ot Ry (v) est lopérateur de réflexion spéculaire
(3.25) R,(v) = v —2(v.n(x))n(x)
a une unique solution [ satisfaisant
feL®Ry x Q xR, 0<f<1 pp.

De plus, f est absolument continue par rapport a t.

Comme pour les solutions de Dolbeault, si I’on suppose que le noyau de collision sécrit
(3.26) B(w,w) = q(lw|, |w.w|),

la solution conserve la masse et 1’énergie globales :

THEOREME 3.13. Soit fo une donnée initiale vérifiant (3.23), et B satisfaisant (3.22)
t (3.26). Alors
~ Si fo € LY(Q x R3), alors la solution f appartient a CO(Ry; L1 (2 x R3)) et

// f(t,z,v)dedv = // fo(z,v)dzdo, vVt € Ry;
QxR3 QxR3

- S foXRg, |v|2f0dxdv < 400, alors la solution f est telle que la fonction (t,x,v) —
[v]2f(t, z,v) appartient a CO(Ry; LY(Q x R3)) et

// lv2f(t, z, v)dzdv = // lv|% fo(z, v)dzdy, Vte Ry.
QxR3 QxR3
De plus, la fonction (t,z,v) — |v]?Qr(f)(t,z,v) est dans L (Ry; L' (2 x R3)).

Pour montrer que la solution conserve localement 1’énergie, on utilise un argument de
dispersion du a Perthame [60] :

THEOREME 3.14. Soit f € L*([0,T]; L' (2 x R®)) la solution de l’équation
Of+v.Vaf =y, f(t=0)=fo
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avec la condition au bord (3.24). Supposons que

T
// 02 fo(z, v)dzdy < +oo et / // [v|?g(t, z,v)dzdvdt < Co.
QxR3 0 QxR3

Alors, pour n’importe quel sous-ensemble régulier et borné K de 2, on a

T
/ dt/ dx/ o2 f(t, z,v)dv < Ck.
0 K R3

Ce théoreme montre que la solution d’une équation de transport a un moment de plus
en vitesse que le terme source, grace au fait que 'opérateur de transport contient un v. Le
fait de gagner un moment nous permet de donner un sens a ng v|v|?2 fdv, et donc d’obtenir
le résultat suivant :

COROLLAIRE 3.15. Soit B un noyau de collision vérifiant (3.22) and (3.26). Supposons
que la donnée initiale vérifie (3.23) et

// (1 + [v]) fo(z,v)dzdv < +oo.
QxR3

Alors, la solution f de l’équation (3.9) munie de la donnée initiale fy et de la condition
de bord (3.24) vérifie, au sens des distributions, les lois de conservation locales

1 v
(3.27) 8t/ v | fdv+ V. v@uv | fdv=0.
2\ o # \op?

3.4. Cas des bosons. Dans le cas de I’équation de Boltzmann pour les bosons,
I'opérateur de collision s’écrit

Qa(h)= [ [ Blo= o) £+ N+ L) = L0+ 1+ £))dudu,

ou encore, pour définir la partie positive Q5(f) et la partie négative Q5 (f),

Q6(0) = Q5N =Qp(1) = [ | [ Blo—ow)(f L0+ + 1= FR0+  + 1))

Il ressemble beaucoup dans son écriture a 'opérateur décrivant les collisions dans un gaz
de fermions, mais il est beaucoup plus difficile & traiter mathématiquement. En effet, Esco-
bedo, Mischler et Valle font la remarque suivante [25] : supposons que B = 1 et considérons
une fonction positive non identiquement nulle f € C.(R3). Soit f.(v) = 6% f(v/e); on a
alors

/W /R \ /S ) () (F(0) + fe(os) dwdondo
- ;/RS /RS /Sz F) FL)(f(v) + f(ve))dwdv,do,

ce qui empéche d’avoir une estimation de la forme

1QB(NlLr@s) < ([ fllLr(rs)),  ® € C(Ry).

Comme on n’a pas d’estimation a priori sur f autre que les estimations naturelles qui sont
la conservation de la masse, du moment et de ’énergie et le théoreme H, il est difficile de
donner un sens & Q. Dans ces conditions, il est pour 'instant hors de portée de construire
des solutions & I’équation de Boltzmann pour les bosons.

Escobedo, Mischler et Valle [25] et Lu [52, 53, 54] se sont intéressés a l’existence
de solutions homogenes en espace. On peut donner un sens a Qp(f) sous des hypotheses
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fortes de troncature du noyau de collision B et en considérant des fonctions isotropes :
f() = f(|v]), qu’on écrira également par abus de notation f(r) avec r = |v|. En suivant
[25], considérons une fonction positive w(v, vy, v’, v}) et une fonction donnée ¢(r,r.,7’,17%)

et posons
/ / / w(v, vy, V', 0. gdedv’dv.dul,
R3 JR3 JR3

oi C = {(v,vs,0',0)) € (R3 | v4v,e =0 +0L, |v]?+ |ve|? = V]2 + [vL]?}. On suppose
que
w(v, vy, v, 0))|[(v — v4) - w| ne dépend que de v — v, et de w

et on a alors
1
Qlq](v) = / B(v — vy, w)qdv,dw, B(v — vs,w) = —w(v, vy, V', VL) | (v — vs) - w.
e Joo 2

En passant en coordonnées sphériques v = ro, v, = rvoy, V' = r'd’, vl = rlol, dF =
(r"2dr!, dr, = (ry)2drs, A7 = (r})2dr. et en introduisant la nouvelle fonction

-~ o0 0 / /
W(T, Ts, T ,7"*) = / / / W(U,U*,U 7U*)6v+v*=v'+vido— dU*dU*v
52 J52 /52

on peut réécrire Qlg| de la fagon suivante :

(3.28) Qlg|(r) = /// Wqopdr' dr, A7,
(R4)3

avec C = {(r,r, 7, r.) € (Ry)* | r2 472 = ()2 + (.)?}. Remarquons que @ est bien
une fonction de 7 (et pas de v) si on suppose que pour toute rotation R € SO3(R)

w(Rv, Ry, Rv', Ru.) = w(v,v,, ", 0.)  Y(v,vs,0",0.) € (R}
Cette hypothese est vérifiée si par exemple B ne dépend que de |v — v, et de (v —vy) - w.

La proposition suivante précise dans quelle mesure on peut donner un sens a Q(f) :

PROPOSITION 3.16. Supposons que B soit tel que

1
(3.29) sup

T B(z,w)dw < 00
zer3 1+ |Z’ S2

avec s =1 et que

(3.30) W(r, v’ 1) € L2((R4)Y).
Alors pour toute fonction isotrope f € LA(R®) lopérateur Q(f) est bien défini et
(331) Q5 ) < Callf gy + CoallF I

ou Cp et Cy sont des constantes positives et

lollaces) = [ 1+ o) lg(o)lde.

DEMONSTRATION. Pour montrer cette proposition, il faut majorer la norme L' de
Qlq] pour différentes valeurs de ¢ : des termes quadratiques q = ff, ¢ = f'f. et des
termes cubiques ¢ = ff«f', q = fffl, a = f'fi.f, ¢ = [ f.f«. La partie quadratique est
facilement majorée grace a I'hypothese (3.29) par le premier terme dans (3.31). Pour les
termes cubiques, on effectue I'intégration en r, dans (3.28) et on obtient

= //2 QZ}%]_{T/2+T422T2}daA',d7Q;
RJr
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avec 1y = /12 + 12 —r2 grace & quoi on voit que QJg| est une fonction mesurable. En
intégrant encore une fois on a

N T A 1A qa
Qlg](v)dv = W(ry, 2,73, 7"4)*4]l{r2+7«2Zr?}f(Tl)f(TQ)f(T3)d7“2dT2d7“3
R, Ri 2 1772273
ot vy = /T + 735 — r3. On en déduit (3.31). O

REMARQUE 3.17. Si il existe une constante K > 0 telle que
(3.32) 0 < B(z,w) < K cos®fsinf|z|>

alors les deux hypotheses (3.29)-(3.30) sont satisfaites. Cette troncature tres forte du noyau
de collision empéche la condensation en temps fini, ce qui est commode mathématiquement
mais n’est pas réaliste du point de vue de la physique.

De maniere plus précise, Lu [52] montre que c’est la norme L3 de Qfg,( f) qui est majorée
par le terme de droite de (3.31). Il en déduit le théoreme suivant :

THEOREME 3.18. Soit 0 < B = B(|Jv — vy, (v — vy) - w) vérifiant (3.29) et (3.32). Soit
0 < f € LY(R3) une donnée initiale isotrope. Alors I’équation

of =Qp(f)

a une solution isotrope f € C([0,+oo[; L*(R3)) qui conserve la masse, le moment et
I’énergie.

Pour améliorer ce résultat, il faudrait pouvoir considérer des noyaux de collision B qui
ne doivent pas satisfaire I’hypothese (3.29), treés restrictive. D’un autre coté, on s’attend
a ce que dans un gaz de bosons, il puisse y avoir la formation d’un condensat de Bose-
Einstein, éventuellement en temps fini. Le bon cadre pour étudier I’équation de Boltz-
mann pour les bosons semble donc ne pas étre le cadre L', mais plutdt celui des mesures
boréliennes positives. Lu [53] montre ainsi le résultat suivant :

THEOREME 3.19. Soit B un noyau de collision vérifiant

B(.,.) € C(R4 x [0,1]), /BVT)dT>O vV >0,

sup BV,7) < oo, lim [ sup BUV.7) — 0
v>o, refo,] 1+V Tt \v>o 14V '

et Fy une mesure positive sur Ry vérifiant 0 < fR+ (1 +r2)dFy(r) < oco. Alors léquation
de Boltzmann pour les bosons spatialement homogene a une solution mesure isotrope Fy

qui conserve la masse et l’énergie et Fl—_q = Fp.

Le preuve du théoreme découle du théoreme précédent et d’un argument de stabilité.
Pour définir les solutions mesures isotropes, on part des solutions L' et on procede par
densité. Pour cela il convient de réécrire I’équation de maniere a autoriser les mesures. Soit
donc f une solution L'; on note dFy(r) = 4xr?f(t,r)dr, et on a, pour toute fonction test
¢ € CF(R4) (fonctions k fois dérivables dont toute les dérivées sont bornées sur R )

(r2)dFy(r) = <z> HYdFy(r / ds/R2 JB[0](r, r)dFy(r)dFs(ry)

+/0 ds///szsz BAGSf'fdvdvadw

R4
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avec

A¢ = ¢([v]*) + ¢(|val?) = & (|0'*) = o([vil?)

Tslolirr) = g [ Bler = raonigu?) - o(r2)dodo.a

oul'on av = ro, vy = ryo,. Le probléme est d’écrire I'intégrale contenant f f’ f. en fonction
de dF(r r")dFs(r). Une série de changements de variable nous permettent décrire

///RZ 52 (v — v, w)Apf ' frdvdu.dw

_2/// // dodo’ T Agp(r,r',rl) [ B(V,cosf) +B(V,sina)
o Ri S2%S2 0 X’I‘i —|— Y’I", X Y

r2f(7“)r’2f(r’)rff(r;)drdr’dri

X Ly >pjogyded

avec

Ag(r,r', 1) = O(F%) + ¢(r” + 12 = %) = o) — 6(r2),

X
7 =min(r,\/r2 +7r2), V=+vX2+Y2 0=arccos ———,
( ) ){2_'_}/2

=|ro —1'd’|,
Y =| (2 =102, +r2(1—(0-€)?
1/2
+2,/02 P07, +1V/T— (0 EPcost| .
g_u si 7’0'7&7’/0'/7 et 5:0’ si T’O':T'/O'/.
|ro —r'o’|

On peut donc réécrire 'opérateur de collision sous la forme faible suivante :

(Q@p(F), / / JB[¢](r, 74 )dF; (r)dFy(ry)

' / / o (Bl rARECARCL)

De bonnes estimations sur Jp[¢] et Kp[¢| permettent de montrer I'existence d’une solution
qui est une mesure positive conservant la masse et ’énergie.

REMARQUE 3.20. De nombreux problemes mathématiques sont posés par I’équation de
Boltzmann pour les bosons, dus au fait que 'opérateur de collision est cubique et a ce que
I’entropie est sous-linéaire. Cependant, il n’est pas non plus clair que ce modele soit le plus
pertinent du point de vue de la physique. En effet, des expériences menées en laboratoire
permettent d’observer la création de condensats de Bose-Einstein en temps fini, tandis que
I’équation ne nous permet jusqu’a présent d’observer la condensation qu’en temps infini
[54]. D’autre part, bien qu’il soit possible de considérer des solutions ayant une partie
réguliere et une partie singuliere, il est impossible d’en tirer un systeme d’équations, une
pour la partie réguliere et une autre pour la partie singuliere. On n’a donc pas d’information
sur la dynamique du systeme apres condensation.
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Des travaux de physiciens se sont donc intéressés a d’autres modeles pour un gaz de
bosons. En particulier, des modeles intéressants couplent une équation de type Boltzmann
pour la partie réguliere du fluide avec une équation de type Gross-Pitaevskii pour la partie
condensée [61] ou avec une équation de type fluide [56]. Ils permettent de mieux prendre
en compte les échanges entre les deux parties du fluide. On pourra consulter [64] pour une
présentation des différents types de modeles mathématiques pour les superfluides.

4. Limite des collisions rasantes

L’opérateur de collision (2.3) a une forme trés compliquée. Il s’exprime comme une
double intégrale et est fortement non linéaire. Cela rend son analyse particulierement
délicate, ce qui explique que de nombreuses questions sur les solutions de 1’équation de
Boltzmann quantique restent sans réponse. En outre, il est particulierement difficile d’en
faire des simulations numériques précises et rapides. Il est donc naturel d’en chercher des
approximations plus simples.

4.1. Le noyau de collision. Dans 'opérateur de collision (2.3), le noyau de collision
B donne un « poids » aux collisions : certaines sont en effet plus probables que d’autres.
Dans la section précédente, nous avons eu l'occasion de voir que B peut avoir différentes
expressions. En fait, il dépend de la nature des collisions. Des arguments physiques se
basant sur la géométrie des collisions montrent que le noyau de collision ne dépend que
de [v — vi| et (v —v,) - w (voir [25] et ses références). En définissant 1’angle 6 comme sur
la Figure 2, on peut dire que B = B(|v — vy, cos ). La forme précise de B dépend de la
force d’interaction entre les particules et ne peut pas toujours étre calculée explicitement.

4.1.1. Cas classique. Levons ici une ambigiiité : lorsqu’on parle de « collisions » entre
particules, il ne s’agit en général pas de collisions au sens courant du terme, c’est-a-dire
de chocs entre deux solides; on dit que deux particules entrent en collision lorsque leurs
trajectoires se rapprochent suffisamment pour qu’il y ait une interaction entre ces deux
particules, ce qui va dévier leurs trajectoires. Le parametre d’impact est alors la plus
courte distance entre ces deux particules. Lorsque celui-ci est grand, les deux trajectoires
ne sont quasiment pas déviées car l'interaction (en principe fonction décroissante de la
distance entre les particules) est tres faible, et la collision est dite rasante. Ce n’est pas
contradictoire avec I’hypothese que les collisions sont localisées en espace faite pour dériver
le noyau de collision, car on peut tout-a-fait avoir un parametre d’impact non nul a 1’échelle
microscopique et des collisions localisées a 1’échelle mésoscopique.

Calculer le noyau de collision B revient a étudier le probléeme suivant : étant donnée
une particule soumise a une force qui tend vers 0 a 'infini, a-t-elle une trajectoire asymp-
totiquement rectiligne uniforme lorsque t — +00 ? Sous des hypotheses de régularité et de
décroissance sur la force, on peut montrer que c’est le cas, et méme plus : une fois 'une des
deux asymptotiques prescrite (par exemple en t — —o0), il existe une unique trajectoire
asymptotique a une droite (qui est donc unique elle aussi) en t — +oo [62]. On décrit
bien le mécanisme des collisions de cette maniere (voir l'expérience de Rutherford); en
effet, on peut se ramener d’un probleme & deux particules a un probléme a une particule
en déplacant le centre de masse, et notre particule arrive et repart avec un mouvement de
transport libre. On peut alors définir le noyau de collision comme une sorte de mesure sur
I’ensemble des angles de déviation. C’est de cette maniere que sont calculés ceux que nous
donnons maintenant en exemple.
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Lorsque les particules interagissent a travers un potentiel de la forme
(4.1) o(r) = r—l_l, s> 2,
ou r est la distance entre les particules, on peut exprimer B de fagon semi-explicite :
B(|v — v, cos80) = b(cosO)|v — vi|7, v = :7? (en dimension 3).
La fonction b est localement réguliere mais non intégrable en 0 :
sin 6b(cos ) ~ K -2

=S

Le facteur siné vient du jacobien des coordonnées sphériques en dimension 3. La non

F1c. 2. Géométrie des collisions

intégrabilité est due aux collisions rasantes, pour lesquelles le parametre d’impact est
grand.

Lorque s = 5, B ne dépend que de 6 : on parle de particules mazwelliennes. C’est un
cas particulier intéressant car il permet parfois de faire des calculs explicites et d’utiliser
la transformée de Fourier. On parle de potentiels durs lorsque s > 5, et de potentiels mous
si2<s<bh.

Lorsque s = 2, les interactions sont coulombiennes et B(z,cosf) = W. Cepen-
dant, dans ce cas 'opérateur de collision de Boltzmann ne modélise plus correctement
les collisions dans le gaz, et il faut utiliser a la place 'opérateur de Landau introduit au
prochain paragraphe.

Citons enfin le cas des spheres dures : les particules sont assimilées a des sphéres de
rayon a et interagissent a travers un potentiel ¢(r) = lim,_,o ¢ (7), ot

¢n(7’)={ n sir<a

0 sir>a

Le noyau de collision s’écrit alors B(z, cos ) = a?.
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Nous avons vu dans la Section 3 que 'on peut étre amené a faire différentes hypothéses
sur B pour obtenir des résultats mathématiques rigoureux. Ces hypotheses sont parfois
irréalistes physiquement ; en particulier, il n’est pas rare de tronquer B pour les trop
grandes (ou trop petites) vitesses, ou autour de 6 = 0.

Les noyaux de collision ont une influence non négligeable sur le comportement de la
solution de I’équation de Boltzmann. En pratique, plus un noyau est singulier et plus il
est difficile d’établir I'existence d’une solution, mais meilleure sera la convergence vers
I’équilibre. En outre, les noyaux singuliers peuvent avoir des effets régularisants sur la
solution, alors que des noyaux tronqués ne laisseront se propager au mieux que la régularité
de la donnée initiale.

4.1.2. Cas quantique. Dans le cas quantique, le calcul de B se fait comme dans le cas
classique en considérant une particule soumise & un potentiel et qui se comporte a l'infini
comme si le potentiel était nul. Cependant, on ne peut pas parler ici de position ou de
vitesse, et ”particule” est a prendre au sens d’onde. On considere donc une particule libre
représentée par le paquet d’ondes

\I/(x,y,z) = /g(k)elkzdk (xa:% Z) € Rg

soumise & un potential & symétrie radiale U(r) (avec r = y/22 + y? + 22). La fonction g est
une fonction positive a support compact ayant un pic autour de k = kg. On peut montrer
[62] qu'il existe une solution a I’équation de Schrédinger linéaire

Zatqj = _A\Il(xa Y, Z) + U(T’)\I/(.%', Y, Z) =0
qui converge lorsque t — 400 vers une solution de I’équation de Schrédinger sans potentiel
10y = —AVq(z,y, 2).

Cette solution est de la forme
. etk(r—kt)
U(z,y,z) ~ /g(k:) e*E=R) L p (ke 0)——— | dk lorsque r — oo, t — Zo0.
T

Ainsi, le premier terme est localisé autour de z = kgt : c’est 'onde incidente. Le deuxieme
terme est localisé autour de r = kgt : lorsque ¢ — —o0, sa contribution est négligeable pour
tout r > 0 et on retrouve uniquement ’onde incidente. Lorsque t — 400, on a en plus de
I’onde incidente une onde radiale, résultat de la dispersion due au potentiel. La fonction
f(k,0) est reliée au noyau de collision que l'on cherche; son calcul est trés compliqué,
mais on peut obtenir une formule explicite dans certains cas, dont on déduit le noyau de
collision :
— Lorsque U(r) = % (C > 0), c’est-a-dire dans le cas coulombien, on retrouve l'ex-
pression du cas classique B(z,cosf) = Wﬁ.
— Dans le cas d’un potentiel de type spheres dures, sous la condition ka < 1 et k petit
on a B(z,cosf) = a?.
En outre, on peut extraire de [44] les informations suivantes : lorsque l'interaction entre
les particules dérive d’un potentiel de la forme (4.1),
— si s > 3, B est fini et intégrable autour de § =0
— si s < 3, B est infini et non intégrable autour de § = 0.
Dans le deuxieme cas, le potentiel d’interaction décroit lentement, et donc les collisions
rasantes prédominent.
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Notons enfin que le noyau de collision apparait naturellement dans la dérivation de
I’équation de Boltzmann quantique [11], et s’écrit,

B(z.w) = [ (= w)o) + 1 (—(z-w)w)]

ou gfg est la transformée de Fourier du potentiel d’interaction entre les particules, xk = +1
pour les bosons et kK = —1 pour les fermions. Cette expression est valable lorsque le
potentiel ¢ est borné et suffisamment régulier.

4.2. Passage a la limite. Nous avons vu qu’aussi bien pour un gaz de particules
classiques que pour des particules quantiques, les interactions entre particules peuvent
étre telles que les collisions rasantes prédominent largement. On introduit alors un modele
type permettant de décrire les collisions rasantes et d’en déduire des opérateurs approchant
I'opérateur de Boltzmann. On suppose pour cela que

B(v — vy, w) = ®(|v — vi|)b(cos ).
La quantité de moment typique transférée a une particule de vitesse v par collisions avec
des particules de vitesse v, est
1
B(lv — vi],w) (v —v')dw = i(v —v)T(Jv — vs).
5'2

La section efficace de transfert d’impulsion est la quantité T, qui vaut
™
T(Jv — vs]) = (Jv — v4])|S?| / b(cos 0)(1 — cos ) sin 0d6.
0

Pour modéliser la prédominance des collisions rasantes, on introduit une famille de noyaux
de collision B:(|v — vi],cos0) = ®(|v — v4|)be(cos §) vérifiant

1. V0p >0 sup be(cosf) — 0
0>00 e—0

2. ]5’2|/ be(cos0)(1 — cos ) sin HdO M
0 —

La limite ¢ — 0 est appelé limite des collisions rasantes. La premiere condition garantit
que les collisions se concentrent sur les collisions rasantes (autour de # = 0) tandis que la
deuxieme assure que la section efficace de transfert d’impulsion demeure finie a la limite.

Mentionnons deux exemples de résultats obtenus rigoureusement. Dans le cas classique,
dans la limite des collisions rasantes on obtient la convergence de 'opérateur de collision
de Boltzmann vers 'opérateur de Landau :

(42) Qs = Vo ([ o0 (2.0905) = 5905 )0,

ou la matrice a(z) est définie par
Hoo2 i%j
o) = laPo(an 5, - 5

Cette limite est justifiée rigoureusement dans [20, 4].
De méme, dans un cadre quantique unidimensionnel, I’équation de Kompaneets

0 0 0
3:28“::%(954 [di—f—f—kfﬂ)
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est la limite des collisions rasantes de 1’équation de Boltzmann-Compton

PG = [T+ DB Gai0) = F(1+ £)B(o.2.30)) do.

qui modélise la dynamique d’un gaz de photons homogene isotropique et de basse énergie
interagissant avec un gaz d’électrons a ’équilibre [24], sorte de version linéarisée de
I’équation de Boltzmann pour les bosons.

Voyons a présent sur un cas simple comment fonctionne cette limite formellement.
Lorsque la dimension d’espace vaut N = 1, 'opérateur de collision de Boltzmann et celui
de Landau n’ont plus de sens. Le modele de Kac se propose alors de remplacer celui de

8f+ gi Qk(f)

/ / BO) S~ [f)d0de..

Les vitesses précollisionnelles sont données par

Boltzmann :

avec

/ . .
v =wvcosh — v, sinf, vizvsm&—kv*cose,

de sorte que les collisions conservent la masse et ’énergie cinétique, mais pas le moment.
On montre le résultat suivant da a Desvillettes [20] :

PROPOSITION 4.1. Supposons que B soit a support dans [—m,w| et impair. Posons

0
(4.3) B.(0) = 53B (€>
On définit Q% comme lopérateur de Kac dans lequel on a remplacé le noyau de collision
B par une suite qui se concentre sur les collisions rasantes B.. Alors, formellement, on a

e (vf) O’f
QK(fs)ejO)A v +Bw-

A_</ fdv) (/ 0°B (0)d0>, B:;(/szfdv) (/_7;023(9)%)

et f est solution de l’équation de Fokker-Planck

8f W9 _ o(vf) O*f
ot %‘A gv T Bape

avec

DEMONSTRATION. La preuve consiste essentiellement en un développement limité de
f- On suppose donc que f est suffisamment réguliere, et on écrit

=5 / i ()ff* ££.)d6do.

= 52/}R 3 B (0) (f(vcos(ef) — vy sin(ef)) f(vsin(ed) + vy cos(e0)) — f f)dOdv,.
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En développant par rapport a €, on a
f)= 512/]1%/—: B () <f(v —ebv, — %52921) + O(3) f(vy + bv — %52920* +0(£%))
—f f*>d9dv*
=5 [ [ 8O [(f0)+ (eto. - 32000+ 522 0+ 0)

<f(v*) + (+ebv — %6292v*)f'(v*) + %5262v2f”(v*) + 0(63)> - ff*] dfdv,.

Comme B est impair, les termes d’ordre 1 en e disparaissent, et il reste

N ;/R/_ZB (®) [— 020, f(0) ' (v,) + 0202 F(0) £ (vs) — 20200, f' (V) f (v4)
— 020 f' () £ (vs) + 0202 (v) f (vs)

:;/1923(9) { /f 0,) dv*+—f( )/vaf(v*)dv*] +0(e),

d’ou on tire le résultat annoncé.

dfdv, + O(e)

4.3. Résultats obtenus (Chapitre 2, en collaboration avec Giuseppe Tos-
cani). Nous présentons ici les résultats du Chapitre 2. Il est facile d’étendre le modele de
Kac au cas des bosons. On définit ’opérateur suivant :

Qunf) = [ [ BOLA+ DO+ £) = 2.0+ £)(0+ 1))dv.do

ou les vitesses précollisionnelles sont données par
/ . / .
v =vcosf — v,sinb, v, = vsinf 4 v, cosd.

Les termes de la forme (1 + f) qu’on a ajoutés prennent en compte les effets quantiques.
Le noyau de collision B est positif, pair, et
1

4.4 0) ~ ——, l<v<?2

(14) ) 7~ G ,
prenant ainsi en compte la prédominance des collisions rasantes. On s’intéresse a ’équation
suivante :

(4.5) of = Qxp(f),

et on voudrait étudier la limite des collisions rasantes pour cette équation. On remplace
pour cela le noyau de collision par une suite B. se concentrant sur les collisions rasantes
et on s’intéresse a la limite de I'opérateur Q% 5(f) ainsi défini lorsque ¢ — 0. On peut
facilement obtenir un résultat analogue a la Proposition 4.1, grace a la méme méthode
(développement limité formel) :

Qienr) —; [ 1010) 2o+ ([ s+ sonar) 52

Cela nous permet déja de corriger le modele de champ moyen pour un gaz de bosons
proposé par les physiciens Kaniadakis et Quarati [40, 41] :
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O 9l = Qurlf) = Vo (Vo 4S04 1),

Les choses se compliquent des lors qu’on veut donner un sens rigoureux a cette limite.
En effet, il faut d’abord montrer I'existence de solutions & ’equation (4.5). Nous avons vu
dans la Section 3 que cela nécessite en général de fortement tronquer le noyau de collision,
ce qui est incompatible avec la prédominance des collisions rasantes, c’est-a-dire avec B
qui diverge autour de 6 = 0. Cependant, on remarque qu’on peut montrer ’existence de
solutions si on sait qu’elles sont bornées : plus particulierement, si les termes quantiques
(14 f) sont bornés. Nous sommes ainsi amenés & introduire un nouvel opérateur de collision
régularisé :

Qrnlf) = [ [ B L+ PO+ F) = 12.00+ )1+ oo

ou f = fx et Y est une fonction régularisante, c’est-a-dire une fonction positive a support
compact, réguliere et d’intégrale 1. On s’intéresse donc maintenant a 1’équation

(4.6) oif = Qxp(f).

On montre facilement que cette équation possede une solution qui conserve la masse et
I’énergie cinétique dans le cas ou B est borné, grace a un théoreme général sur les équations
différentielles. On remarque ensuite que lorsque l'on applique la transformée de Fourier
(en vitesse) a I’équation (4.6), on obtient

afgt, ¢ _ /

o / B(©) /R [f((s — ) cos ) f((€ — ) sin )

[ME]

B(6) (f(€ cos0) f(gsin0) ~ f(£)/(0)) o

jus
2

) e sineﬂ Fn)d(m)dndo

+217r/_2 B(G)/R[f(écos@—nsin@)f(—fsin&—ncosﬁ)

~ fe— sin) f(—ncos 9)] F )0y,

On remplace B par max(B,n). AneN fixé, cette équation a bien une solution, qui est
de classe C? car c’est la transformée de Fourier de la solution de (4.6) qui préserve le
deuxieme moment. On peut alors appliquer des développements de Taylor aux différents
termes de (4.7) pour obtenir des estimations permettant de passer a la limite n — oo et
on obtient :

THEOREME 4.2. Soit fo € LI(R) une donnée initiale positive. Soit B un noyau de
collision positif, pair et vérifiant (4.4). Il existe alors une fonction g € L (R ; C°NL>®(R))
solution de (4.6) au sens ot g vérifie (4.7), telle que ¢(0,.) = fo. En outre, g préserve la
masse au sens ot g(t,0) = [ps fo(v)dv pour tout t > 0.

Cependant, on ne sait pas montrer que g est bien la transformée de Fourier d’une
fonction solution de (4.6), ce qui serait vrai par exemple si g € L2.
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Pour justifier le développement de Taylor permettant de calculer la limite des collisions
rasantes, il faut montrer que g est suffisamment réguliere. Cela revient a montrer que la
solution f de (4.6) avec B borné a suffisamment de moments bornés. On peut ensuite
facilement passer a la limite pour transposer ce résultat & g. Bien str, comme ¢ est une
solution au sens Fourier de (4.6), elle ne pourra converger que vers une solution au sens
Fourier de I’équation limite.

THEOREME 4.3. Soit B comme dans le théoréme précédent, et soit f™(t,v) la solution
du probléme (4.6) avec le noyau de collision B, = max(B,n) et de donnée initiale positive
fo € LY(R). Alors il existe des constantes explicites a > 0, ¢ > 0, C > 0, A, Ay, 7, A,
telles qu’on ait

(4.8) sup [[f"(®)llzy < (1follpy +et)e®, >0,
n>npg
(4.9) sup sup [|f*(t)]|p1 < max{C,||follL1}-
n>np teR4

De plus, a,c dans (4.8) ne dépend que de || fol|11, Hf0||L%, 0, ¢y et A, tandis que C dans
(49> ne dépend que de Hf0HL17 HfOHL%7 0, ¥, A, A, An et n.

Ce résultat est obtenu en multipliant I’équation (4.6) par v* et en intégrant en v; il
faut ensuite majorer finement le terme de droite de maniere a compenser la singularité de
B par des fonctions de 6 s’annulant suffisamment en 0. La différence principale entre les
deux estimations (4.8) et (4.9) est que la premiere peut passer a la limite lorsque n tend
vers l'infini, et donne ainsi une estimation de régularité sur g.

On considere ensuite une famille de noyaux de collision (B:) se concentrant sur les
collisions rasantes, c’est-a-dire

(4.10) V6 >0 sup B.(|0]) — 0
0>0o e—0
et
(4.11) lim [ B.(]0))6*d6 = 1.
e—0t Jo

A Taide de la régularité de g., on peut effectuer un développement de Taylor dans (4.7);
tout comme pour montrer la propagation des moments, il faut majorer les différents termes
finement de maniere a compenser la singularité de B, par des fonctions s’annulant en 8 = 0.
On obtient finalement le résultat suivant :

THEOREME 4.4. Soit B(6) un noyau de collision positif vérifiant les hypothéses du
Théoréme 4.2, et soit B-(0) une famille se concentrant sur les collisions rasantes en sa-
tisfaisant (4.10) et (4.11). Soit g- la solution faible du probléme (4.6) dans lequel B(6) a
été remplacé par B:(0), de donnée initiale positive fo € Li(R).

Alors, pour tout T > 0, il existe une fonction g € L®(0,T; W4 (R)) telle que, a
extraction d’une sous-suite pres,

llge — gHLoo([tl,tQ]X;c) " Vo<t <to<T et KCR compact,
Okige = Okg dans L®((0,T) xR) faible-* —1<i<4,
&

—0
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et telle que g est solution (au sens Fourier) de ’équation de Fokker-Planck quantique

‘Z}Z = (/R h(v)dv> aav(uh(l +h) + </R v*h(v)(1+ fb(v))d’v> gjf;

5. Limites hydrodynamiques

Nous avons évoqué dans la Section 2 le passage de la description microscopique d’'un
gaz quantique (par une équation de Schrodinger & N corps) a une description cinétique
(par I’équation de Boltzmann quantique). Ce faisant, on perd une grande quantité d’infor-
mation. Toutefois, dans une description cinétique, le nombre de degrés de liberté reste tres
élevé : en dimension 3, 'espace des phases est inclus dans R3 x R3, ce qui reste tres grand
pour des simulations numériques. Il est alors intéressant de savoir si I’on peut réduire en-
core le nombre de degrés de liberté en passant d’une description cinétique & une description
fluide, valable sur des échelles de temps et d’espace macroscopiques.

Cette étude est motivée par le sixieme probleme de Hilbert sur I’axiomatisation de la
mécanique, posé a l'occasion du Congres International des Mathématiciens a Paris en 1900

[37] :

« Ainsi le Livre de M. Boltzmann sur les Principes de la Mécanique nous
incite a établir et a discuter au point de vue mathématique d’une maniere
complete et rigoureuse les méthodes basées sur l'idée de passage a la limite,
et qui de la conception atomique nous conduisent aux lots du mouvement des
continua. »

Dans son allocution, Hilbert suggere d’utiliser I’équation de Boltzmann comme in-
termédiaire entre les équations de Newton et les modeles hydrodynamiques. On perd ainsi
de la généralité, car ’équation de Boltzmann ne peut atteindre qu’une partie des équations
hydrodynamiques. Cependant, chacune des deux étapes reste intéressante et apporte son
lot de difficultés.

De nombreux travaux sur les limites hydrodynamiques de I’équation de Boltzmann ont
été publiés. Les premiers remontent & Hilbert [38] et & Chapman et Enskog [18].

5.1. Principe. Les limites hydrodynamiques sont obtenues dans la limite de relaxa-
tion rapide vers un équilibre thermodynamique local. Cela nécessite de comparer les ordres
de grandeur des parametres physiques du systéme. On introduit donc des nombres sans
dimensions qui caractérisent le régime. Ces nombres sont définis apres s’étre fixé une lon-
gueur, un temps et une température macroscopiques typiques du probleme [y, tg et Tp.

On définit d’abord le nombre de Knudsen comme le rapport entre le libre parcours
15

)

moyen A (distance moyenne parcourue par une particule entre deux collisions™) et la

longueur d’observation

Kn = é
lo

Le nombre de Knudsen mesure la raréfaction du fluide : plus il est grand et plus une
molécule du gaz doit parcourir de distance avant d’en rencontrer une autre, donc moins le

1511 y a plusieurs définitions possibles du libre parcours moyen, car plusieurs mesures de probabilité per-
mettent de mesurer la moyenne. Une définition possible consiste a choisir une molécule au hasard et a
suivre son parcours dans le gaz; apres N collisions avec d’autres particules, on divise la distance parcourue
par N et on obtient une quantité qui, lorsque N est tres grand, doit converger vers une notion de libre
parcours moyen.
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gaz est dense. On définit ensuite le nombre de Strouhal par

lo
Cto ’

. [
V3 m’

avec k la constante de Boltzmann et m la masse moléculaire. Deux autres nombres ca-

St =

ou ¢ est la vitesse du son du milieu

ractérisent le fluide : le nombre de Mach, qui mesure la compressibilité du fluide, est défini
par
U
Ma = —
c

ou ug est la vitesse du fluide. Si les parametres Iy, tg, Ty sont choisis de maniere a étre
consistants avec la géométrie du probléeme et la distribution initiale du fluide dans I’espace
des phases (ce que nous supposerons dans la suite), alors le ratio i—g n’est autre que uyg, et
ainsi
St = Ma.
Enfin, le nombre de Reynolds mesure la viscosité du fluide. Il vaut Re = % pour un gaz
parfait, c’est-a-dire un gaz dont le volume occupé par les molécules est négligeable devant
le volume occupé par le gaz.
L’équation de Boltzmann adimensionnée s’écrit

(5.1) Stof +v-Vauf = é@(f)-

Lorsque le libre parcours moyen devient tres petit devant 1’échelle d’observation, le temps
moyen entre deux collisions devient également petit devant le temps d’observation. De
nombreuses collisions ont alors lieu en chaque point en un temps tres court et on s’attend
au vu de I"équation (5.1) & ce que 1’équilibre thermodynamique soit atteint presque ins-
tantanément, c’est-a-dire a ce que f soit tres proche d’une solution d’équilibre telle que
décrite dans la Section 2.

Le probléeme de limite hydrodynamique consiste donc a montrer que dans la limite
Kn — 0, f se rapproche d’une solution d’équilibre et & en déduire des équations satisfaites
par les champs hydrodynamiques associés, qui sont

— la densité R(t,x) = / f(t,z,v)dv
R3
1
- la vi t = — t
a vitesse U (t, ) Rit.) /Rgvf(w,v)dv

1
— la température T'(¢, ) définie par (2R\U]2 + gRT) (t,x) = / —f(t,z,v)dv.
R3

Les différents régimes qui nous intéressent sont :
— Kn — 0, Ma = O(1) : régime Euler compressible
- Kn — 0, Ma — 0, Kn <« Ma : régime Euler incompressible
— Kn — 0, Ma — 0, Kn = Ma : régime Navier-Stokes incompressible.

5.2. Quelques résultats. L’idée originale de Hilbert est de développer f sous forme
d’une série
oo
(5.2) f(t o) = (Kn)" fult,z,0),

n=0
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d’insérer cette expression dans I’équation (5.1) et d’identifier les termes selon les puissances
de Kn. Chapman et Enskog proposent quant a eux d’utiliser un développement de la forme
(5.2) mais ou les f, ne dépendent de (¢,z) qu’a travers R(t,x), U(t,x), T(t,x) et leurs
dérivées. Ces méthodes ont été étudiées par exemple par Grad [34] et Caflisch [15, 16]
et sont encore aujourd’hui a la base de nombreuses dérivations formelles et rigoureuses de
modeles macroscopiques.

A Dordre 0, on obtient simplement

fo= My
ol My est la maxwellienne ayant les mémes moments que f, et le systeme de lois de
conservation (2.4) s’écrit
Mad;R+ V. - (RU) =0,
Mad,(RU) + V.- (RU®U + RTId) =0,
Mad(R|U* + 3RT) + V, - (U(R|U|* + 5RT)) = 0.

Il s’agit des équations d’Euler pour un fluide compressible. A Dordre suivant en Kn, on
obtient

Mad; My +v - Vo My = =ML, (1)
ou My x g1 = f1 et Ly, est la linéarisation de 'opérateur de collision autour de la
maxwellienne My. En utilisant les propriétés de l'opérateur linéarisé Ly,, on obtient le
systeme de Navier-Stokes compressible :

Mad;R + V. - (RU) = 0,

Mady(RU) + V. - (RU @ U + RTId) = KnV, - (u(R,T)DU) + O(Kn?),

Mady(R|U|* + 3RT) + V, - (U(R|U|* + 5RT)) = KnV, - (v(R,T)V,T + u(R,T)DU - U)
+ O(Kn?)

avec ) )

DU = (V.U + (v.0)T) — 3

et ou les coefficients diffusifs (la viscosité p(R,T) et la conductivité thermique v(R,T))
sont définis en utilisant £ M-

On s’attend donc a ce que les moments d’une solution de I’'équation de Boltzmann

soient proches d'une solution des équations d’Euler compressibles a 'ordre O(Kn), et

d’une solution des équations de Navier-Stokes compressibles faiblement visqueuses a ’ordre

(Vo U)Id

O(KnQ). Il en va de méme pour une solution de I’équation de Boltzmann quantique qui a les
mémes lois de conservation locales. Aux ordres suivants, on obtient des modeles (Burnett,
super-Burnett) dont la validité physique est loin d’étre claire.

Les régimes incompressibles s’obtiennent en faisant tendre le nombre de Mach vers 0
simultanément au nombre de Knudsen. Ainsi, le scaling

1
= QU £2)

(5.3) edfe+v-Vafe =
mene formellement, lorsque f- est une fluctuation autour d’un équilibre global et ¢ — 0,
aux équations d’Euler incompressibles si ¢ > 1 et aux équations de Navier-Stoles incom-
pressibles si ¢ = 1.

Les méthodes de Hilbert et Chapman-Enskog permettent de montrer des résultats
rigoureux en utilisant un développement asymptotique tronqué. Ainsi, Caflisch [15] a
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donné une justification rigoureuse de la limite Euler compressible jusqu’a la premiere
singularité :

THEOREME 5.1. Supposons que les équations d’Euler compressibles aient une solution
réguliere (R,U,T) sur [0,t.[. Alors il existe une suite (f:) de solutions de l’équation de
Boltzmann

Oife +v-Vufe = %Q(fsafs)

dont les moments (Re,Us,T.) convergent vers (R,U,T) lorsque ¢ — 0.

De méme, DeMasi, Esposito et Lebowitz [19] justifient la limite Navier-Stokes incom-
pressible :

THEOREME 5.2. Supposons que les équations de Navier-Stokes incompressibles aient
une solution réguliére u sur [0,t.[. Il existe alors une suite (f) de solutions de l’équation
de Boltzmann

Ofe v Vafe = ~QUfe. f2)

qui, dans un certain espace fonctionnel, est proche de la mazwellienne M ., 1) de densité
et température unité et de vitesse eu.

Le méme genre de résultat a été montré par Arlotti et Lachowicz [5] dans le cas de

I’équation de Boltzmann quantique'® :

THEOREME 5.3. On suppose que les équations d’Euler (ou Navier-Stokes) compres-
sibles admettent une solution réguliere (R,U,T) sur [0,t[ telle qu’il existe des coefficients
(7,77) réguliers permettant a I’état d’équilibre associé P, .y (voir Section 2) d’avoir pour
moments (R,U,T). Alors l’équation de Boltzmann quantique

8tfzs +v-Vofe= éQn(fs)

munie de la donnée initiale Py 1, ), ot Uy = Up—g et ot (y0,70) sont les coefficients
correspondant aux moments (R\t:OaT|t:0)7 admet une solution f. qui converge lorsque
e — 0 vers P(; ) dans un espace approprié.

5.3. Deux approches modernes de la limite hydrodynamique. Au début des
années 90, Bardos, Golse et Levermore ont proposé un programme pour étendre les
résultats de limites hydrodynamiques a des solutions faibles. Il s’agit de montrer que des
solutions renormalisées de 1’équation de Boltzmann convergent vers des solutions dissipa-
tives de I’équation d’Euler incompressible ou vers des solutions de Leray de ’équation de
Navier-Stokes incompressible. Les bases du programme sont posées dans [7, 8].

5.3.1. La méthode des moments. Le principe de cette méthode est d’obtenir les équa-
tions hydrodynamiques asymptotiques en passant a la limite dans les lois de conservations
satisfaites par les solutions de 1’équation de Boltzmann. Il est donc nécessaire d’obtenir
de la compacité sur les moments de f.. Cette méthode a été appliquée avec succes a
la limite Navier-Stokes incompressible. Les premiers résultats sont dus a Bardos, Golse
et Levermore [8] pour le cas stationnaire et a Lions et Masmoudi [51] pour le cas avec
dépendance en temps.

16(Crest & notre connaissance le seul résultat rigoureux de limite hydrodynamique pour ’équation de Boltz-
mann quantique.
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Définissons g. la fluctuation autour de la maxwellienne centrée réduite M = M g )
de la solution de I’équation de Boltzmann f. :

(5.4) fe=M(1+ege).
Cette fluctuation est d’ordre 1 si 'on prend le scaling suivant :
H(fein|M) < CE*.

En effet, sous cette condition, le théoreme H nous garantit que la famille des fluctuations
(g-) est faiblement relativement compacte dans L} (dtdz, L'(M (1 + |v|?)dv). L’équation

loc
de Boltzmann devient, en terme de g. :

1 1
(5'5) €0tge +v - Vyge + gﬁMgs = MQ(Mga Mgs)y

ol Ly est le linéarisé de ) autour de M. 1l est clair que formellement, lorsque € — 0, g
converge vers un élément du noyau de Ly, & savoir une maxwellienne infinitésimale g :

o(t,2,0) = p(t, 2) + ult,z) - v + %G(t, 2)([v]? = 3).

En passant a la limite dans les lois de conservation de la masse et du moment, on obtient
la contrainte d’incompressibilité et la relation de Boussinesq

(5.6) Ve u=0, Vailp+0)=0.

On réécrit alors les équations du moment et de 1’énergie sous la forme

1 1
at/MgEvdv—FVx‘5/Mg5<1>(v)dv+vz <38/Mg5]v|2dv) =0,

1 1
8t/Mg52(|v|2—5)dv+Vx-e/Mgg\Il(v)dv:O

ou ®(v) et ¥U(v) sont les tenseurs de flux de moment et de flux de chaleur définis par

1 1
P(v)=vRv— §|v|2ld, U(v) = 51}(|v|2 —5).

Ces tenseurs jouent un role important car ils sont dans (Ker L£y7)* = Im Ly (L est un
opérateur de Fredholm autoadjoint). On peut ainsi définir

boLih@), 0= L),

qui nous permettent d’écrire, en réutilisant (5.5),

8tP/Mgavdv + PV, - /(Q(]Wg87 Mge) —v- Vngg)é(v)dv = 0(e),

8t/Mg5;(v|2 —5)dv 4V, - /(Q(Mgg, Mg.) — v - Vo Mg )F(v)dv = Ofe)

ou P est le projecteur de Leray sur I’ensemble des vecteurs a divergence nulle. En utilisant
la relaxation g. ~ Ilg. ou II est la projection orthogonale sur Ker Ly, et I'identité

1
Q(MTlg, MTlg) = §M£M(Hg)2,

on identifie dans les deux équations les termes de convection et de diffusion, de sorte que
lorsque ¢ — 0, on obtient formellement

(5.7) Oru+u-Veu+ Vep — plAu = 0,

(5.8) 00 +uVa0 — vALH =0
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avec
(5.9) L (& dma 2 [y dnd
. = — . 'U, vV =— * V.
=10 15
Ce processus formel a été rendu rigoureux dans [8] ou [51] en supposant
— que les solutions de 1’équation de Boltzmann vérifient la conservation locale de la
masse, du moment et de I’énergie, ce qui n’est pas garanti par la théorie d’existence
des solutions renormalisées,
2
Hgii est relativement compact dans L} (dtdz, L'(Mdv)).
29e
La premiere hypothese a été levée en considérant dans lois de conservation approchées et

— et que (1 + [v]?)

en controlant asymptotiquement les défauts de conservation. La deuxiéme hypothese est
également levée en utilisant fortement le contréle donné par le théoreme H

Je = My, = O(€?)
et en combinant des propriétés dispersives de 'opérateur de transport avec un lemme de
moyenne dans L' (voir la Section 3). Ceci a mené & une dérivation rigoureuse de 1’équation
de Navier-Stokes dans le cas des molécules maxwelliennes puis pour les potentiels durs avec
cutoff par Golse et Saint-Raymond [32, 33], dans le cas des potentiels mous par Levermore

et Masmoudi [46] et trés récemment dans le cas d’une section de collision sans cutoff par
Arsenio [6]. Nous donnons ici la version de [33] :

THEOREME 5.4. Soit (fzin) une famille de données initiales qui soient des fluctuations
autour d’un équilibre global M :

1
?H(fs,m‘M) S C’ina

et vérifiant les convergences faibles dans L, () (Q C R3)
2P [ oo = w2 [ i = (P = 5)dv = 505,
Soit (f.) une famille de solutions renormalisées de ’équation de Boltzmann
e0ife +v-Vyfe = éQ(fe,fE) dans Ry x Q x R3,

f(0,.,.) = fein dans Q x R?,
avec réflexion spéculaire au bord (3.24), ot l'opérateur de collision est associé a un noyau
de collision B vérifiant [’hypothése de cutoff de Grad (3.1).
Alors la famille des fluctuations (gz) définies par (5.4) est faiblement relativement
compacte dans L. (dtdz, L*((1 + |[v|*)Mdv)), et chaque point d’accumulation g est une
mazwellienne infinitésimale

1
g:Hg:p—i—u-v—i—EQ(MQ—B).
De plus, les coefficients de g sont solutions du systéme de Navier-Stokes-Fourier (5.6)-
(5.7)-(5.8) de données initiale
u(0,.) = uin, 6(0,.) =0, sur ),

avec conditions au bord de Navier

u-n=0, %:0 sur Ry x 0€.
on
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Ce résultat s’étend a des conditions au bord plus générales que la réflexion spéculaire
[65]. En outre, le résultat de convergence faible peut étre renforcé grace a la notion de
convergence entropique introduite dans [8] :

DEFINITION 5.5. Une famille (a.) de L!'(Mdv) converge entropiquement & l'ordre
m > 0 vers a lorsque € — 0 si

— a. — a dans w — L*(Mdvdz) lorsque e — 0,

— 14 ¢€™a. > 0 p.p. pour tout € > 0,

1 1
- g—mH (M(1+e™a.)|M) — 3 /aQMdvdx.

Ainsi, si la fluctuation initiale converge entropiquement vers une maxwellienne infi-
nitésimale, si il n’y a pas d’ondes acoustiques et si le systeme de Navier-Stokes-Fourier a
une unique solution, alors la fluctuation converge entropiquement vers la maxwellienne infi-
nitésimale dont les coefficients sont 1’'unique solution du systéme de Navier-Stokes-Fourier.
On trouvera tous les détails ainsi que les démonstrations dans [65].

5.3.2. La méthode de [’entropie modulée. La méthode des moments qui utilise de la
compacité faible ne marche pas dans les régimes non visqueux. L’idée d’utiliser I’entropie
relative dans I’étude des limites hydrodynamiques de I’équation de Boltzmann remonte a la
notion de convergence entropique développé dans [8], et surtout a la solution au probléeme
de limite hydrodynamique pour le modeéle de Ginzburg-Landau proposée par Yau [71].

L’entropie relative de F' par rapport a G est définie par

H(F|G):// (FlogZ—F+G>dvdx.
Q JR3

On remarque que 'intégrande est positive, de sorte que l'intégrale est bien définie pour F
et G deux fonctions positives intégrables. D’autre part, ’entropie relative mesure dans un
certain sens 1’écart entre F' et G :

H\/F - \/EH%2(QXR3) < H(F’G)7
conséquence de I'inégalité ponctuelle

(f—\/§)2§xlog§—x+y Va,y > 0.

L’entropie relative de f, solution de I’équation de Boltzmann, par rapport a la maxwel-
lienne centrée réduite M est une fonctionnelle de Lyapounov d’apres le théoreme H. Dans
la limite hydrodynamique, on s’attend a ce que la solution f. de 1’équation de Boltz-
mann (5.3) ressemble & une maxwellienne dont les moments sont des fluctuations autour
d’une valeur d’équilibre, ces fluctuations étant solution des équations d’Euler (¢ > 1) ou
Navier-Stokes (¢ = 1) incompressibles. On étudie donc I’entropie modulée

HL(t) = E%Hcfg(t, LML L))

ou Mc(t,r,v) = Mg, v.1) et Re,Ue, T sont des fluctuations autour respectivement de
1,0, 1. La méthode de I’entropie modulée consiste a étudier I’évolution temporelle de H.(t)
et, grace a un lemme de Gronwall, & montrer que cette quantité tend vers 0 lorsque € — 0.

Cette méthode appliquée a la limite Navier-Stokes donne le résultat suivant, da a
Golse, Levermore et Saint-Raymond [27] :

THEOREME 5.6. Soit une famille (gein) convergeant entropiquement & l’ordre 1 vers
Gin = Uin(T) - v, 0U Uy, est un champ de vecteurs a divergence nulle sur le tore T3 tel
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que ’équation de Navier-Stokes incompressible (dont la viscosité est donnée par (5.9)) de
donnée initiale u;, admette une solution classique globale u. Soit f. une solution renor-
malisée de ’équation de Boltzmann (5.3) avec ¢ = 1 et cutoff de Grad (3.1) de donnée
initiale fein = M(1 4 gz in).

On suppose que pour tout € > 0 la solution renormalisée satisfait la conservation locale

de limpulsion, et que la famille des fluctuations g. = %ff% vérifie
2
\ |2%75 est relativement compacte dans w — L°°(dt; L' (Mdvdz)).
1+ §5|gs|

Alors g. — g = u(t,z) - v entropiquement a 'ordre 1 pour tout t > 0 lorsque € — 0.

Ce résultat est moins bon que la version forte du Théoreme 5.4 qui ne nécessite pas
I’hypothese de compacité ni celle de conservation locale du moment, et dans lequel on
ne suppose pas que les fluctuations de densité et de température sont nulles; mais il
n’est certainement pas optimal et les hypotheses supplémentaires peuvent probablement
étre levées. Pour la limite Euler, en revanche, la méthode de 'entropie relative permet
d’obtenir des résultats inaccessibles par des méthodes de compacité [63, 66] :

THEOREME 5.7. Soit (fein) une famille de fluctuations autour d’un équilibre global
M : .
?H(fs,zn‘M) S Cina

et qui converge entropiquement a l'ordre 1 vers gy, = uin(z) - v

1
?H(fs,in‘M(l,sum,l)) a_—>0) 0

pour un certain champ de vitesses uy, € L*(Q) a divergence nulle.

Soit (f:) une famille de solutions renormalisées de ’équation de Boltzmann (5.3) avec
q > 1 et cutoff de Grad (3.1) de donnée initiale f. in avec réflexion spéculaire au bord de
Q.

Alors la famille des vitesses u. = % [ fevdv est relativement compacte dans Llloc(dtda:),
et tout point d’accumulation u de (u:) est une solution dissipative des équations d’Euler

incompressibles.
Si de plus la donnée initiale u;y, est régquliére et si l’équation d’Euler admet une solution
S lid ' - _ 1fe=M :
régulicre u, alors la famille de fluctuations g. = -*5— converge entropiquement vers
g=u(t,z) - v.

Les solutions dissipatives de ’équation d’Euler incompressible sont des solutions dans
un sens tres faible, locales en temps, introduites par Lions [47]. Le Théoréme 5.7 nous
permet de passer des solutions renormalisées, qui sont des solutions faibles de ’équation
de Boltzmann, aux solutions dissipatives de 1’équation d’Euler incompressible, sans hy-
pothese de compacité. Cependant, il a fallu pour cela supposer que les champs densité
et température initiaux ne fluctuent pas, et que V. - u;, = 0, autrement dit que les
données initiales sont bien préparées, pour qu’il n’y ait pas d’ondes acoustiques. En effet,
lorsqu’on prend en compte les ondes acoustiques, il faut pouvoir écrire la conservation
locale de I’énergie, qui n’est pas vérifiée par les solutions renormalisées. On a aussi fait
une hypothese sur le profil cinétique, en supposant que des l'instant initial la solution f.
est proche d’une maxwellienne, autrement dit que la relaxation est quasi instantanée. En
utilisant une notion de solution plus forte, Saint-Raymond montre le résultat suivant [66] :
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THEOREME 5.8. Soit (f.in) une famille de fluctuations autour d’un équilibre global
M : 1
Sans perte de généralité, on suppose que les fluctuations g. i, convergent entropiquement
a Uordre 1 vers giy :

1

H(f: M) — /Mgmdvdx

Soit (fz) une famille de solutzons de ’équation de Boltzmann (5.3) avec ¢ > 1 et cutoff
de Grad (3.1) de donnée initiale f.;n avec réflexion spéculaire au bord de Q. On suppose
que

— M\?2
(5.10) /M <fEM > dv < C p.p. sur Ry x Q.

Alors, a extraction d’une sous-suite pres, la famille des fluctuations g. = éfEA}M

converge faiblement vers u - v + 10(|v|?> — 5), ot (u,0) est la solution lipschitzienne des
équations d’Fuler incompressibles

Owu+u-Vyu+ Vep =0, Veu =0,
00 +u-Vi0=0,

1
u(0,x) = Pujn(z), 0(0,x) = 5(391-,1 — 2pin)

tant que celle-ci existe (P désigne la projection de Leray sur les vecteurs a divergence
nulle).

L’hypothese (5.10) est satisfaite par des solutions régulieres de I’équation de Boltz-
mann, comme celles construites par Guo [36]. La stratégie de démonstration du Théoréme
5.8 est la suivante :

— On introduit 'entropie modulée 6%H(L)‘"5|M(RQU57TE)) oi1 I'on choisit R, = e, U, =

e et T, = =0, On note M: = Mg, v. 1.)-
— On montre, en utilisant les lois de conservation locales, que I’entropie modulée vérifie
I'inégalité

—H(fE|M M/ /D fo)dads

1
< S HF MR iU i Te i) / /ate Pdads

_ / // fg <1 e 5 ’U —EU) ; (eiea‘v —EfLP _ 3>> A&(ﬁ m é)d’l}dxds
- 52/0 / fe Vmﬂ 1P+ eégévxé . \I’g) dvdaxds

ou @, et W, sont des versions dilatées et translatées des flux ® et ¥, et ot A.(p, 4, é)
est un opérateur d’accélération défini par

Op+ u - Vmp—l—%vap;u
Aclp,u,0) = | O+ - Vout (S51) Volp+6) + 1Va(p + )
8t9+u-Vx9+%Vx'u
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— On fabrique, grace & des techniques de filtrage, des fonctions (p, @, 5) de maniere a
avoir

- 1 [t _
A.(p,u,0) — 0 dans L? et 52/ /ﬁteapdxds -0
0

lorsque € — 0. i
— On vérifie que les termes de flux a% fot I fe (Vxﬁ B, 4 e29V,0 - \1;8> dvdazds sont

controlés par 'entropie modulée et la dissipation d’entropie; il faut utiliser pour cela

une décomposition du flux grace & la fluctuation renormalisée §, = 2 (\ / ]\fTEE — 1) et

&€
une estimation de relaxation provenant de la coercivité de 'opérateur de Boltzmann

linéarisé autour de M, L.

19e = Tegell 2 vrany = OE2) 2+ O3 2 (ar.a0)

ou II. est la projection orthogonale sur le noyau de £.. C’est ici qu’intervient I'hy-
pothese de controle des grandes vitesses (5.10).

— On utilise le lemme de Gronwall pour montrer que e%H (fe|M:) — 0 lorsque € — 0,
dans le cas ou les données sont bien préparées (si a%H (fe,in|Me,in) — 0). Sinon il
faut aussi étudier le processus de relaxation en modulant la dissipation d’entropie.

5.4. Résultats obtenus dans le cas des bosons (Chapitre 3). Un modele pour
un gaz de bosons apres apparition d’un condensat a été proposé par les physiciens Pomeau,
Brachet, Métens et Rica [61]. Il s’agit de coupler une équation cinétique de type (2.2)
pour la partie normale du fluide avec une équation de Schrédinger non linéaire (ou Gross-
Pitaevskii) pour la partie condensée :

Of +v-Vaof =V Vi-Vof =Q(f) + psQ1(f)

(5.11) ] h2 ih

Ici, f est la densité de la partie normale du fluide et ¥ la fonction d’onde du condensat.
La premiere équation, qui modélise I’évolution de la partie normale, est constituée d’un
terme de transport (en I’absence d’interactions, les particules se déplacent en ligne droite
a vitesse constante), d'un terme de champ moyen modélisant les interactions a longue
portée entre les particules et de deux termes de collisions. La deuxieme équation modélise
I’évolution du condensat; des termes de couplage tiennent compte de l'interaction avec
le fluide normal aussi bien a longue portée (terme de champ moyen) qu’a courte portée
(terme de collisions).

L’opérateur de collision Q(f) est identique a (2.3) (avec k = 1) ; il modélise les colli-
sions entre particules du fluide normales, tandis que Q1(f) et Q2(f), qui en sont inspirés,
représentent les collisions entre une particule du fluide normal et une particule du fluide
condensé. Les potentiels sont donnés par Vi = a(2p,+ps), Vo = %Vl, ol p, et ps sont res-
pectivement la densité du fluide normal p, = [ fdv et celle du fluide condensé ps = |¥|?,
et a est une constante positive.

Etant donné 'état de I'art sur la théorie de Cauchy pour I’équation de Boltzmann pour
les bosons, il est illusoire de chercher & montrer un théoreme d’existence pour ce systeme.
Notons toutefois que Nouri [58] a obtenu 'existence d’une solution globale en temps & un
systeme analogue a la version spatialement homogene de (5.11). Ce qui nous intéresse est
la limite hydrodynamique formelle de ce systeme, autrement dit on cherche a dériver un
systeme d’équations macroscopiques pour un fluide de bosons ayant une partie condensée.
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Pour cela, on effectue le changement d’échelle d’espace et de temps hyperbolique

(t,z) — (,Z) (scaling Euler compressible), o € est le nombre de Knudsen, et on ob-

tient le systeme

- Of +0.9uf ~ VIR Vs = LU + ()
. 2 :
iho, W — —%AIII/ VU 4 %Qg(f)\ll

ot h = eh; on cherche alors & déteminer les asymptotiques de ce systéme lorsque A — 0
(limite semi-classique) et ¢ — 0 (limite hydrodynamique dans le scaling Euler compres-
sible).

L’idée est d’utiliser la méthode des moments : on détermine d’abord la forme que prend
f a la limite, puis on fait tendre h et £ vers 0 dans les lois de conservation gouvernant
les quantités macroscopiques, qui sont les densités du fluide normal p;,, et de la partie
condensée pg, les vitesses u, = pinffvdv et ug = %%(@VZ&IJ), et I'énergie totale du
systeme E = [ |[v]?fdv + pslus|® + BQIVz@]2 + %(2pn + ps)?. On obtient finalement le
systeme suivant :

Otpn + Ve (pntn) =0

Oips + Va.(psus) =0

Ot(pntin) + Va.(pnttn @ up + pIN) = —apn V(200 + ps)

(5.13) Ot (pstis) + Vi (psus @ us) = =5 ps V(200 + ps)

O(3pnlunl® + pslusl® + S0+ § (20 + ps)?))
+V$.<%pn|un\2un + 3 ps|usPus + (NQﬂpun

+%(2Pn + ps)(2pnn + Psus)> =0

\
avec Iy la matrice identité de taille NV x N. Il s’agit d’une sorte de systeme d’équations
d’Euler compressible a deux fluides, qui semble nouveau dans la littérature. Il differe
du modele a deux fluides de Landau puisqu’ici, les deux fluides échangent du moment
tout en conservant le moment total, mais ils n’échangent pas de masse. Ce systeme étant
relativement compliqué, on cherche a le simplifier afin de pouvoir en étudier les propriétés.
On introduit pour cela I’entropie du fluide normal

S() = - | (@ 1log(1 + 1) = Flog f)do,

et on montre que si ’entropie reste constante (approximation isentropique), alors la loi de

pression s’écrit
N+42

P =CNpn
ol N est la dimension de ’espace. En choisissant NV = 3 et en supposant que le systeme
est invariant selon les axes y et z, notre systeme devient :
Otpn + O (prun) =0
Oips + Ox(psus) = 0
Oe(pntin) + O (pnti + epy*) = —pndu(2pn + ps)
O (psus) + Oz (psu3) = =5 ps0z(2pn + ps)-

(5.14)
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La suite du travail consiste en une étude sommaire de ce systeme. On montre d’abord qu’il
est hyperbolique sous certaines conditions.

THEOREME 5.9. Le systéeme (5.14) est strictement hyperbolique si py,ps > 0 et tant
que l'une des conditions suivantes est vérifice :

1 (un —u)? < cp?/?
2/3
c3psp
9 (un Us)2 < %
con” + 2apy
c \3
3= ()
P = 2a

La condition 3 est la plus intéressante, car elle permet de montrer ’existence de so-
lutions faibles a donnée initiale petite. On montre pour finir que deux des champs sont
vraiment non linéaires, et qu’il existe des solutions discontinues (chocs), qu’on visualise
numériquement.

5.5. Résultats obtenus dans le cas des fermions (Chapitre 5). On s’intéresse
au probleme de limite hydrodynamique de 1’équation de Boltzmann pour les fermions,
dans le scaling Euler incompressible. Cette équation a une théorie d’existence beaucoup
plus favorable que I’équation de Boltzmann pour les bosons, et les lois de conservations
locales sont vérifées rigoureusement. Ceci nous permet d’utiliser la méthode de I'entropie
modulée couplée avec une technique de filtrage des ondes acoustiques sur le modele de ce
qui est fait pour ’équation de Boltzmann classique. Les principales différences avec le cas
classique sont les suivantes :

— Le phénomene de relaxation des solutions vers 1’équilibre thermodynamique est en-
core tres mal compris & ce jour, ce qui nous oblige a considérer uniquement des
données bien préparées.

— Les trois lois de conservation sont satisfaites rigoureusement, et les solutions sont
plus régulieres que les solutions renormalisées ; cependant cela n’est valable que lors-
qu’on considere un noyau de collision intégrable. Or, les propriétés de coercivité de
I'opérateur de collision linéarisé ne sont pas valables dans ce cas; on introduit donc
un noyau de collision tronqué de maniere a le rendre intégrable mais autorisant a la
limite la coercivité de I'opérateur linéarisé.

— Les variables macroscopiques ne s’expriment pas simplement en fonction des coef-
ficients de la distribution d’équilibre; cela nous oblige a choisir un scaling pour ces
coefficients différent du cas classique.

— La plus forte non linéarité de 'opérateur de collision complique les calculs et notam-
ment 'estimation sur la relaxation de la fluctuation renormalisée, nous obligeant a
introduire deux fluctuations renormalisées différentes ; cependant la borne 0 < f. <1
permet de résoudre une partie des problemes posés par la non linéarité.

On montre le résultat suivant :

THEOREME 5.10. Soit Q un domaine réqulier borné de R3. Soit (f-in) une famille de
fonctions positives mesurables sur @ x R® vérifiant les bornes

/Q/s(l + |z + o) fe indvda < C,
R

0 < fa,in S 17
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et fluctuant autour d’un équilibre thermodynamique global Py

1
7H(f5,in’P0> S C
) Py = o tM—aO’%S te de généralité ! tuati
ot Py = 13 et Mo = e"e *0 . Sans perte de généralité, on suppose que les fluctuations
Ge,in définies par fein = Po(1 4 €9z in) convergent entropiquement a l'ordre 1 :
1 Qin um bin 2
. — /4 = o+ —
Ge,in = Jin 1+ M, (ao bO 2b | ’

Soit P i, un état d’équilibre thermodynamique local de la forme (2.5) et dont les coefficients
sont donnés par

o= e®FeUn [ = euy,, T = boelin.
On suppose en outre que les données initiales sont bien préparés :
1

H(fs,in‘Re,in) — 0.

Soit f. une famille de solutions de l’équation de Boltzmann

€8tfa + U‘Va:fa = E%Q(fa)
fe(0,2,v) = foin(x,v) sur ) x R?
avec ¢ > 1 et Be(z,w) =1, .1, et avec la condition au bord
fe(t,x,v) = fo(t,z, Rp(v)) V(z,v) € 00 x R? tels que n(z).v <0

ot Ry (v) est Uopérateur de réflexion spéculaire (3.25). Supposons qu’on ait le contréle
susvant sur les grandes vitesses :

2
(5.15) / Py (fg P0> dv <C p.p.
R3 Py

et enfin, supposons que

(5.16) d=L"1D et V=LV sont au plus polynémiauz lorsque |v| — oco.

Alors les fluctuations (g:) definies par f- = Py(1+¢ge) convergent dans L*([0,T]; (1+
lv|?)dvda) faible

9e 01+ M, bo %q "
ou (a,,b) est l'unique solution lzpschztzzenne des équations d’Fuler incompressibles
ot +u.Vyu+ Vip =0, V=0
o+ u.Vya =0, b+ 1. Vb =0, Vz(boa + 1ob) =0

sur [0,T], ou T est le temps maximal d’existence de la solution.

L’hypothese sur les grandes vitesses (5.15) est identique a celle qui est faite dans le
cas classique. On pourrait penser que le fait que la solution vérifie rigoureusement la
conservation locale de I’énergie nous en dispense ; cependant ce n’est pas le cas a cause des
non linéarités supplémentaires.

D’un autre c6té, 'hypothese (5.16) est plutot raisonnable : elle a en effet été prouvée
dans le cas classique [21, 30], et il semblerait que la preuve s’étende sans difficulté au cas
quantique.
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Il est a noter qu’a la limite, on obtient I’équation d’Euler incompressible, exactement
comme dans le cas classique. L’approche formelle montre en effet que les effets quantiques
interviennent uniquement dans la loi de pression, ce qui est confirmé par les physiciens.

6. Perspectives

L’équation de Boltzmann pour les bosons est d’une grande complexité mathématique
et en méme temps sa validité physique est incertaine. Il semblerait qu’il vaille mieux
utiliser des modeles a deux fluides pour décrire des gaz de bosons comportant un conden-
sat. Cependant, lorsque ceux-ci font intervenir des opérateurs de collision similaires a
celui de Boltzmann pour les bosons, ils sont eux-mémes sources de grandes difficultés
mathématiques. On peut donc légitimement chercher des modeles plus simples reprenant
les principales propriétés physiques des gaz de bosons, par exemple un modele de type
BGK :

Of+v-Vof=P—Ff
ol P est une distribution de Bose-Einstein ayant les mémes masse, moment et énergie
cinétique que f. Un modele de ce type est étudié dans [59] dans un cadre unidimensionnel
et stationnaire.

D’autre part, on peut se demander si le modele macroscopique a deux fluides obtenu
dans le Chapitre 3 reflete bien toutes les propriétés physiques d’un gaz de bosons. En
effet, le fluide normal et le superfluide échangent du moment mais n’échangent pas de
masse, contrairement a ce qu’il se passe dans le modeéle de Landau. S’il n’est pas pertinent
physiquement, cela signifie peut-étre que le modele (équation de Boltzmann couplée avec
une équation de Gross-Pitaevskii) dont il a été dérivé n’est lui-méme pas pertinent. Comme
on le voit, beaucoup de travail reste a faire dans la modélisation des gaz de bosons.

L’équation de Boltzmann pour les fermions est quant a elle beaucoup mieux com-
prise mathématiquement, et il serait intéressant de continuer a explorer les problemes de
limite hydrodynamique. En particulier, peut-on affaiblir 'hypothese sur le controle des
grandes vitesses dans le Théoreme 5.10 7 On voudrait également pouvoir traiter le cas de
données initiales qui ne soient pas bien préparées ; cela nécessite une étude approfondie du
phénomene de relaxation. Il faudrait aussi regarder ce que donne la limite hydrodynamique
dans le scaling Navier-Stokes incompressible. Dans le cas classique, cette limite est la seule
pour laquelle on ait un résultat sans hypotheése non physique, et on peut se demander s’il
est possible d’obtenir un tel résultat pour les fermions.
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Abstract

We discuss the grazing collision limit of certain kinetic models of Bose-Einstein par-
ticles obtained from a suitable modification of the one-dimensional Kac caricature of a
Maxwellian gas without cut-off. We recover in the limit a nonlinear Fokker-Planck equa-
tion which presents many similarities with the one introduced by Kaniadakis and Quarati
in [84]. In order to do so, we perform a study of the moments of the solution. Moreover,
as is typical in Maxwell models, we make an essential use of the Fourier version of the
equation.

1. Introduction

The quantum dynamics of many body systems is often modelled by a nonlinear Boltz-
mann equation which exhibits a gas-particle-like collision behavior. The application of
quantum assumptions to molecular encounters leads to some divergences from the clas-
sical kinetic theory [76] and despite their formal analogies the Boltzmann equation for
classical and quantum kinetic theory present very different features. The interest in the
quantum framework of the Boltzmann equation has increased noticeably in the recent
years. Although the quantum Boltzmann equation, for a single specie of particles, is valid
for a gas of fermions as well as for a gas of bosons, blow up of the solution in finite time
may occur only in the latter case. As a consequence the quantum Boltzmann equation for
a gas of bosons represents the most challenging case both mathematically and numerically.
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In particular this equation has been successfully used for computing non-equilibrium situ-
ations where Bose-Einstein condensate occurs. From Chapman and Cowling [76] one can
learn that the Boltzmann Bose-Einstein equation (BBE) is established by imposing that,
when the mean distance between neighboring molecules is comparable with the size of the
quantum wave fields with which molecules are surrounded, a state of congestion results.
For a gas composed of Bose-Einstein identical particles, according to quantum theory, the
presence of a like particle in the velocity-range dv increases the probability that a parti-
cle will enter that range; the presence of f(v)dv particles per unit volume increases this
probability in the ratio 1+ df(v). This fundamental assumption yields the Boltzmann
Bose-Einstein equation

(1.1) o = Qass(N(tv),  teRy, vek
where
ny Qe = [ B w0 n0 4 o)

— [+ 0f) (1 +6f0))dvsdw,

where as usual we denoted

f:f(v)a f*:f(v*)7 f,:f(vl)7 fi:f('vfk)a
and the pairs (v,v,) (respectively (v',v))) are the post- (respectively pre-) collision ve-

locities in a elastic binary collision. In (1.2) B(z,w) is the collision kernel which is a
nonnegative Borel function of |z|,| < z,w > | only
< zw >
(1.3) B(z,w) =B <|z|, Z|‘|"> . (2w) €R®x S%
z

The solutions f(v,t) are velocity distribution functions (i.e., the density functions of par-
ticle number), § = (h/m)3/g, h is the Planck’s constant, m and g are the mass and the
“statistical weight” of a particle (see [88] for details).

For a non relativistic particle, by setting v(p) = p/m, the collision operator Qgpr can
be rewritten in general form as follows [93, 94]

QqBe(f)(t,p) = /Rg W(p,pe. 0, 05) (F fr(L+6F) (1 + 6 )
— [+ 6f) (1 + 0f.))dp.dpdp.,

where W is a nonnegative measure called transition rate, which is of the form

W (p, p«,?', D) = Qp, ps, 0, 05)0 (0, +05 — D' — P)0(E(D) + E(ps) — EW) — EL)),

where 0 represents the Dirac measure and £(p) is the energy of the particle. The quantity

(1.4)

Wdp'dp!, is the probability for the initial state (p,ps) to scatter and become a final state
of two particles whose momenta lie in a small region dp’dp’,. The function Q is directly
related to the differential cross section (see (1.3)), a quantity that is intrinsic to the colliding
particles and the kind of interaction between them. The collision operator (1.4) is simplified
by assuming a boson distribution which only depends on the total energy e = £(p). In
this last case f = f(e,t) is the boson density in energy space.

Together with the Boltzmann description given by the collision operators (1.2)-(1.4),
other kinetic models for Bose-Einstein particles have been introduced so far. In particular,
a related model described by means of Fokker-Planck type non linear operators has been
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proposed by Kompaneets [86] to describe the evolution of the radiation distribution f(z, )
in a homogeneous plasma when radiation interacts with matter via Compton scattering

10 of 9
(1.5 (N0 =575 (5 (0, +00)
In that context the coordinate p represents a momentum coordinate, p = |p|. More

precisely, an equation which includes (1.5) as a particular case is obtained in [86] as a
leading term for the corresponding Boltzmann equation under the crucial assumption that
the scattering cross section is of the classical Thomson type (see [81] for details).

The fundamental assumption which leads to the correction in the Boltzmann collision
operator (1.2), namely the fact that the presence of f(v)dv particles per unit volume
increases the probability that a particle will enter the velocity range dv in the ratio 1 +
df(v), has been recently used by Kaniadakis and Quarati [84, 83| to propose a correction
to the drift term of the Fokker-Planck equation in presence of quantum indistinguishable
particles, bosons or fermions. In their model, the collision operator (1.2) is substituted by

(1.6) Qrp(f)(t,v) =V - [Vf+vf(1+df)].

Maybe the most remarkable difference between the kinetic operators (1.2) and (1.6) is
that, while the former is such that mass, momentum and energy are collision invariant,
the latter does not admit the energy as collision invariant. This suggests that the operator
(1.6) would not result directly through an asymptotic procedure from the Bose-Einstein
collision operator (1.2), but instead from some linearized version, where only the mass is
preserved under the collision mechanism.

For a mathematical analysis of the quantum Boltzmann equation in the space homo-
geneous isotropic case we refer to [79, 80, 81, 88, 89]. We remark that already the issue
of giving mathematical sense to the collision operator is highly nontrivial (particularly if
positive measure solutions are allowed, as required by a careful analysis of the equilibrium
states). All the mathematical results, however, require very strong cut-off assumptions on
the cross-section [81, 88].

Also, accurate numerical discretization of the quantum Boltzmann equation, which
maintain the basic analytical and physical features of the continuous problem, namely,
mass and energy conservation, entropy growth and equilibrium distributions have been in-
troduced recently in [73, 90]. Related works [87, 91, 92] in which fast methods for Boltz-
mann equations were derived using different techniques like multipole methods, multigrid
methods and spectral methods, are relevant to quote.

At the Fokker-Planck level, the qualitative analysis of the Kompaneets equation de-
scribed by the operator (1.5) has been exhaustively studied in [78], while the numerical
simulation has been done by Buet and Cordier [74]. To our knowledge, the mathematical
study of the Fokker-Planck equation (1.6) introduced by Kaniadakis and Quarati [84] has
been done only very recently [75], where the one-dimensional version of (1.6) has been
studied.

In the case of the quantum Boltzmann equation the asymptotic equivalence between
the binary collision operators (1.2), (1.4) and the Fokker-Planck type operators (1.5) and
(1.6) is unknown. This is not the case for the classical binary collisions in a elastic gas,
where the asymptotic equivalence between the Boltzmann and the Fokker-Planck-Landau
equations has been proven rigorously in a series of papers by Villani [96, 97] by means of
the so-called grazing collision asymptotics.
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The same asymptotic procedure, in the case of the one-dimensional Kac equation [82],
showed the asymptotic equivalence between Kac collision operator and the linear Fokker-
Planck operator [95]. The method of proof in [95] takes advantage from the relatively
simple structure of Kac equation. Taking this into account, in order to establish the
asymptotic connection between the Boltzmann equation for Bose Einstein particles and
its Fokker-Planck description, we will introduce a one-dimensional kinetic model in the
spirit of Kac caricature of a Maxwell gas with a singular kernel. Then we will study the
grazing collision limit of the equation, which leads to a Fokker-Planck type equation in
which the drift is of the form of equation (1.6), but the coefficient of the (linear) diffusion
term depends on time through the density function. More precisely, the Fokker-Planck
collision operator reads

2
(1.7) Qrp(1)(t0) = AP 5L+ - wf+61),
where
(1.8) A(f) = /Rv?f(v,t)u +6f(,))dv.

The paper is organized as follows. In the next Section we will introduce the model,
together with some simplifications (mollified model) that allow to prove in Section 3 exis-
tence of a weak solution. Then in Section 4, we will focus on the moments of the solution
and on some regularity properties. In Section 5, we will deal with the grazing collision
limit. The last part of the work, Section 6 will contain some results for the non mollified
model.

2. The Kac caricature of a Bose Einstein gas

The simplest one-dimensional model which maintains almost all physical properties
of the Boltzmann equation for a Bose-Einstein gas can be obtained by generalizing Kac
caricature of a Maxwell gas to Bose-Einstein particles. This one-dimensional model reads

as follows

(2.1) % =Qqpe(f)(tv), teRy, veER,
f(0,v) = fo(v),

where

(2.2) QoBe(f)(t,v) = /—g B(0) /R(f L4 6£)146F,)

— O+ + 5f;))dv*d9.
For the sake of brevity, we used the usual notations
fEf(t,U)7 f/Ef<t7/U/)7 f*Ef(t,’U*), fiEf(tWi)a

The initial datum fy is a nonnegative measurable function. The pre-collision velocities
(v',v}) are defined by the Kac rotation rule [82], which is given by

v =vcosfh — v, sinf
(2.3) e
v, = vsinf + v, cos .
Collisions (2.3) imply the conservation of the energy

(2.4) v? 02 =02 02
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Let us observe that the system (2.3) can be reversed and that we can write the post-
collision velocities with respect to the pre-collision ones

{v =v'cosf + v, sinb

v = —0' sin @ + v/, cos 6.

(2.5)

The parameter § in (2.2) is a positive constant. The choice § = 0 would lead us back
to standard Kac model, whereas § negative would lead us to the Boltzmann-Fermi-Dirac
equation, whose features are very different from that of the Boltzmann-Bose-Einstein
equation.

The cross-section 3() is a function defined over (-7, 5). In the original Kac equation
[82], B(#) is assumed constant, which implies that collisions spread out uniformly with
respect to the angle 6. Following Desvillettes [77], we will here assume that the cross-
section is suitable to concentrate collisions on the grazing ones (these collisions are those
that are neglected when the cut-off assumption is made). This corresponds to satisfy one

or more of the following hypotheses

H1: 3(0) is a nonnegative even function.
H2: (3(0) satisfies a non-cutoff assumption on the form

1

with 1 < v < 2. That is,

/2 5(6)|sin 0|df = +oo
-3

whereas

bl
B(0)]sin O]*¢df < +oo

2
for all € > 0.
H3: ((0) is zero near —% and 7, namely there exists an 9 > 0 such that
BEO)=0  Voe (-5, —5+eln[5 —<0,3).

In the case in which the classical Kac equation is concerned, the asymptotic equivalence
between the non cut-off Kac equation and the linear Fokker-Planck equation as collisions
become grazing has been proven in [95]. Hence, the passage to grazing collisions in (2.2),
would give us the correct Fokker-Planck type operator which leads the initial density
towards the Bose-Einstein distribution.

Due to the symmetries of the kernel (2.2) and to the microscopic conservation of the
energy (2.4), it can be easily shown, at least at a formal level, that the mass and the global
energy of the solution are conserved

ANMMZAE@M

/Rv2f(t,v)dv:/Rv2fo(v)dv,

and
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for all ¢ > 0. Moreover, if

m(n = [ (§a+6tou(1+59) - flogf ) ao

denotes the Bose-Einstein entropy, the time derivative of H(f) is given by

“o0) [ r(srasnsr),

FRO+of)(1+ 5f;))dvdv*da

with

(a —b)log(a/b), a>0, b>0;
(2.7) I'(a,b) = { +oo, a>0, b=0 or a=0, b>0;
0, a=b=0.

Then, since D(f) > 0 the solution f(t) to equation (2.1) satisfies formally an H-theorem.
H(f(t)) is monotonically increasing unless f(¢) coincides with the Bose-Einstein density
fBE, defined by the relationship

(2.8) [BE(V) = ae*bvz,

1+6fpr(v)

where a and b are positive constant chosen to satisfy the mass and energy conservation
for fpg.

It can be easily verified by direct inspection that the fourth order term in (2.2) cancels
out from the collision integral, so that it can be rewritten as

Qapr(f)(t ) = / 2

(2.9) . p(o) /R(f fel+0f +6fs)

— [f(L40f" +6f1))dv.do.

In trying to give a rigorous signification to equation (2.1), several difficulties arise. In
fact, our non-cutoff cross-section 3(#) does not allow us neither to use the same change of
variable as in [88], nor to use the same weak formulation as in [77]. A sufficient condition
to give a sense to the collision kernel would be that f € L*°(R; x R). It would even
be enough that such a condition hold for the quantum part, that is for the f involved in
the terms of the form 1+ §f. To satisfy that condition, we modify the quantum part by
smoothing it. Let ¥ be a mollifier, that is

Then, let
ft.o) = [ £t =w)wiw)do = 2. 5.
The function f is regular in the velocity variable, and relies uniformly in all the LP(R)

spaces (for 1 < p < 400) since the L!'(R) norm of f(t,.) is constant. Moreover, f(t,.) is
as close as we want to f(t,.) in all these norms, provided v is well chosen, so that our new
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model is nothing but an approximation of (2.1):

(2.10) % =Qope(f), tERvER
f(()?v) = fo(v)

with

(2.11) Qope(f)(tv) = /2 5(9)/R(f il +6f)(1+6f.)

— A+ 61+ 5fL))dv.de.

This approximation still formally preserves mass and energy, while maintaining the same
nonlinearity of the original collision operator. It has to be remarked, however, that both
the validity of the H-theorem and the explicit form of the steady solution are lost. Other
approximations can be introduced, which do not exhibit this problem. Among others, the
operator

5 _[? A A S
(2.12) QQBE“)“””"/C ﬁ“”}£(1+5f'1+5f4 5071407,
(L4 8f)(1+6f)(1+6f) (1 + 6 f0)dv.db.

preserves mass and energy, satisfies the H-theorem and possesses the right steady state.
Unlikely, the nonlinearity of (2.12) is difficult to handle for our purposes.
The remaining of our work will concentrate on the study of (2.10). In Section 3, we

INIE]

will study the existence of a solution to this problem. Then in Section 4, we will focus on
the moments of the solution and on some regularity. In Section 5, we will finally study
the grazing collision limit. Our work will end in Section 6 with some partial result for the
non mollified model (2.1).

Let us end this Section with a few notations. The functional spaces that will be used
in the following, apart from the usual Lebesgue spaces, are the weighted Lebesgue spaces,
defined, for p > 0, by the norm

lollzgey = [ (1+ o))l

We will also need some Sobolev spaces, defined for 0 < s < 1 by the norm

I9ll7rs ) = llgll2 + lglir:

g(z+y) —gy)?
ol = [ L  deay.

Our convention for the Fourier transform is the following:

£(6) = F(F)(€) = /R F(v)e ey

and the inverse Fourier transform is given by

o) = 5= [ Foeag.

We will sometimes use the notations

m—/Rfo(v)dv

where
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and

e:/RUQfO(v)dv.

3. Existence theorems

The goal of this Section is to prove the existence of a solution to the problem (2.10).
To start with, we first consider the case of a cross-section with some cutoff.
We have

THEOREM 3.1. Let fo € Li(R) be a nonnegative function. Assume that the cross-
section satisfies B € L'(—%;%) and (H1). Then there exists a unique solution f €
L>®(Ry; LY(R)) to the problem (2.10), which is nonnegative, and preserves mass and en-
ergy.

PROOF. For f,g,h € L}(R), let

_ g 3N th 7 2 > < th
Pran = [ ;" o) [f o (e o+ o) = 0 (e

_ - h 2
+5hf+5h;>]dv*d9+f</Rg> (!}”ff\\u +25]\¢]\Lm4h>[ £(0)de.

us
2

Let

K = | follp (1 + 20wl o<l foll 1) [ B(6)d6.

-3
Let us consider the following problem

of B
(3.1) 5 TES=PULL)), teRyveR

f(()?U) = fo-
The operator P : (L})3 — Li is trilinear, and satisfies the inequality
IP(f.g: M)y < Crlfllrallgllslibliy — Vfig.h € Ly(R),
with

2
cr= [ 5oy <Hf0||L1 *45”““) '

Assume for the moment that K = 1. Thanks to a theorem of [85], there exists some T' > 0
such that there exists a solution f € L°°(0,T; LA(R)) to the problem (3.1). This solution
can be written as a Wild sum, which reads

+oo
f(t) = Z bkeft(l — 672t)kfk,
k=0

where

b;, b, b;
fe= Z ﬁp(filafigafig)) for k>1
i1+ig+iz=k—1 k
and

fr=0 = fo.
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The numbers b, are the coefficients of the Taylor expansion of

.
= bkxk.
1—=x =0

One can easily see that all the by are positive. Moreover
0<f.ghely = P(fg,h)>0.

Thus, the solution f of (3.1) is nonnegative. Moreover, owing to the definition of P(,-, ),
one can verify that this solution preserves the mass. From that we deduce that f is solution
of (2.10) on (0,7). But it preserves the mass, and it relies in L1, so that it also preserves
the energy. Since the time 7" depends only on || fol[z1, || foll 1. 1¥[| o, ||ﬁ||L1(,7r7%), we can

2
use the same arguments on the time intervals (T, 27T), (27, 3T), etc, to get a solution on

(0,400). Finally, in the case K # 1, it is enough to rescale the time to get the right
formulae, and to obtain the same conclusions. O

The following theorem claims the existence of a solution of (2.10) in the non-cutoff
case in some weak sense.

THEOREM 3.2. Let fo € LI(R) be a nonnegative function. Let 3 satisfy the assump-
tions (H1) and (H2). Then, there exists a function g € L°(Ry;C° N L (R)) which is a
solution of (2.10) in the weak sense defined by the forthcoming equation (3.2). Moreover,
g preserves the mass.

PrROOF. We introduce, for n € N,, the cross-section

Bn(0) = B(0) An = min(B(6), n),
and we denote by f™ the solution of the problem (2.10) corresponding to the cross-section
f3,,. This solution exists thanks to Theorem 3.1. For all n and all ¢ > 0, f,,(¢) relies in L*,
so that we can define its Fourier transform. Moreover, Qqopr(f™) also relies in L'. Hence,
we can write the following equation:

afn(t, 3 o o
fa(ttg):/ 425n(9)f”ff(1+5f"(v)+5f”(v*))(e €~ e dudv,do.

us
2

We can split the integral on the right into three parts. The first part gives

/ i / Ba(0) f7 f1 (e — e ") dvdv,dd
_T ]RQ
2

:/2

Bu(0) (f7 (¢ cos ) f (¢ sin0) — () (0) ) do.

[VE]
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The second part can be evaluated using the inverse Fourier transform of the function f7
which relies in L?

2 nen fng, IN(,—w'E  —iv€
5 | /R GO P e — e dodedg

5 [2 ) | |
= %/_gﬁn(fg) /]1%3 fnf:‘f(fn)(n)e”](UCOSO—y*Smg)‘

. <€fi£(v cosO—vysinf) efiv§> dndvdv*dﬁ
53 A A )
=5 | O [ (€= meos0) (e~ msn () )t

_ % / B (6) /R (€ = ncos0) f* (nsin0)F(f*)(n)dndo.

The third term can be computed in the same way. At the end we get that the Fourier
transform of f™ satisfies

8fn (tv 5) 2 n rn : rn rn
S = [ Bu(6) (7 (€ cost) f(gsinb) — F7(€)f"(0)) a6

Wl

+ 2(;/_2; ﬁn(g)/R [fn((§ — 1) cos0) f™((€ — n)sin 0)
(3:2) — f™(€ — ncosO) fM(nsin 9)} F(f™)(n)dnde
+ % /2 ﬂn(g)/R [f"(f cosf — nsin 0) f* (=& sin @ — 1 cos 0)

- e nsinﬂ)f”(ncos9)] F(I")(n)dnde.
Note that here the mass is the quantity f(0). In addition
F() ) = ()i (n).

Since the second moment of f™(v,t) is finite and conserved in time, its Fourier transform
is two times differentiable, and satisfies

sup |08 (1,€) 1~ < [ o).
>0 R
Hence, we can use the Taylor formula at the order 2
1
1(6) = h(0) + 6K/ (0) + 62 / (1= $)h"(s0)ds
0

on the functions 6 — f*(&cos®)f*(Esind), 0 — f((€ —n)cosO)f*((€ — n)sinb), 6 —
(€ = neosO) fr(nsing), 0 — fr(&cos® — nsind) f"(—Esinh — neosh) and 6 — fr(¢ —
nsin0) f*(—ncosf).
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Using the notations m = [, fo(v)dv and e = [pv 2 fo(v)dv, we get the following esti-
mates

‘ [ 00 (Frceosnri s - ) o

(3.3)
< «926(9)d0 (4l¢?me + 2/elm?2e!/?)

‘ )P neost) (s~ n)sind)

(3.4 (e neost)f(n sinm)f(f")(n)de
< [bnim [ * 628(0)a0 (40 — ol + IPyme +2(1€ = 1] + nm®/2e1/2)

and

‘/Wﬁn (f"(&zosG nsin @) f*(—€sin @ — n cos )
(35) — (= nsind) " (acos) ) ()0

< [b(mlm / 026(0)a0 (4((1€ + 1) + [nf*)me +2(1€] + 2l lym®/2e!/?)

2
The right member of (3.3) is integrable in time on any interval [t1,%2] C R, and the
right-members of (3.4) and (3.5) are integrable in (¢,7) on any [t1, 2] x R with 0 < t; < ta,
since ¢ € C2°(R). Therefore, to pass to the limit in (3.2), it is enough for f to converge
pointwise on Ry x R. But inequalities (3.3), (3.4) and (3.5) ensure that for all compact
set K C R, there exists a constant C depending only on &, m, e, ¥, 3, such that

1F 1 (t1,€) — [ (t2, )] S Clts —ta]  YO<t1 <ty, VEEK.

Then, thanks to Ascoli’s theorem, there exists a function g € L*([t1,t2] x K) such that,
up to the extraction of a subsequence,

||f _gHLOO [t1t2]><lC) — 0.

n—-+00
All this being true for every t1, to, K, we deduce that g is well defined on Ry x R and that
g € L®(Ry; L®NC%(R)). We can therefore pass to the limit in (3.2). Finally, we obtained
the existence of a function g(&,t) which satisfies (3.2) with the original cross-section [3,
and such that
g(t,0) =m vt > 0.

4. Moments of the cutoff solutions, regularity of the non cutoff solution

The second step of our analysis is the study of the regularity of the Fourier transform
of the solution obtained in the previous Section. This can be done by investigating the
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moments of the solution to the cut-off equation. Since it is enough for our needs, we will
limit ourselves to the fourth moment. Let
w/2
A= 3(6) cos §sin” Hd6
—7/2

w/2
An:/ B(6) cos | sin6'*7d0, v —-1<n<1,
—7/2
w/2
A = B() cos? O sin” Hdh
—7/2
and chose ng € N large enough such that, for all n > ng,
/2 A
B (6) cos® fsin® de > —*
—7/2 2

with 3,(0) = min(£(0),n). Our result is the following

THEOREM 4.1. Let 3(0) satisfy the assumptions (H1) and (H2), and let f™(t,v) be the
solution of the problem (2.10) with cross-section (3, and with nonnegative initial datum

fo € Ly(R). Then there are explicit constants a > 0, ¢ > 0, C' > 0 such that we have

(4.1) sup ||/ ()1 < (I foll s +ct)e™, ¢ >0,
n>ng
(4.2) sup sup || f"()]|y < max{C, |[foll}-
n>ngteRy

Moreover, a,c in (4.1) depend only on | follzt, || follzy. 0, ¥ and A, whereas C in (4.2)
depends only on || follp, 1follzy. 6, ¥ and A, A,, A and .

PROOF. Let us take ¢(v) = v* as test function. Thanks to the symmetries of the
kernel we obtain

d 4 rn
T Rv (v, t)dv
1 (2 . .
5 [ 8ul6) [ =ttt o £ 55 ) 4 67 () dudu.
-z R2

From the collision rule (2.3) it follows that
(@) + (@)~ ot o
= (v + v})(cos? 6 + sin? 6 — 1) + 120%v? sin? A cos? 6
+ 4vv, cos O sin O(v*(sin? @ — cos® 0) + v?(cos? 6 — sin” 0))
= —2cos? fsin? 0(v? + v}) + 120%0? sin? 0 cos? 6

+ 4 cos A sin § cos(20)vv, (v — v?).
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Consequently

d n
S @y

/2 N ~
= — /2ﬁn(0)cos20sm20//w (v* +vf) f 11 (1+6f (W) +of (v*)> dvdv,dd

w/2 - -
+6 B,,(0) cos? fsin” 0 // 2f”f* L+6f"() + (5f”(v;)) dvdv,dd

—7/2
w/2 ~ ~
42 B (8) cos O sin § cos(26) / / vu, frfT (1 Lo () 40 f"(u;)) dvdv,dd
—7/2 R2
=1 + Ir + Is.
In what follows we always assume n > ng. For the first and second terms Iy, I we use
1 w/2
iA* < Bn(0) cos® fsin?0dl < A,
—7/2
and
[ ()l Lee < mlle)]|pes
to get
1/ 2 1 a2 4n
L<-|= B(0) cos® Osin”0dO | 2m [ |v|* f"(¢,v)dv
(4.3) 2 ) r)2 R
— w2 A, — mA SO,
and
(4.4) Iy < 6(1 + 26m|[¢)]| 1o ) Ase®.
For the third term I3 we compute by change of variable (v, vy, 0) — (v, vs, —0)
w/2
Is=9¢ B (0) cos 0 sin 6 cos(26)
—7/2

< [[ oot =g (P + ) - P - Frel)) dudv.ds
R2

where

v =vcosb + v, sin, vl = —vsinf + v, cos .
Recall

v/ =wvcosh — v, sinb, vl = vsinf + v, cos
and

I F ) < il
It follows that
P2 + P — P = P < 1P = P+ ) — )
< 2m|¢)' || oo (Jv] + |vi])| sin 6].
The left hand side is also less than 2m||¢)|| = (since f > 0). Thus

(4.6) [/ () + " () = F1 @)= F (@) < 2m([[ o) (1 |zoe) (0] +[ve] )] sin 6],

(4.5)
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By (4.5) and (4.6) we obtain two estimates for I5:

b < 2841 A [ [ Jollonl(ol + o) + 03) " dud,
RQ

(4.7)
= Ko 8l AL ()1,
and
Lss;2nzah¢nLa»1—"<n¢/uLw>1—"dAnt/)/ ol o (o] + o) (02 + 02) £ fdudo,
(4.8) R2

3+n 347

< Ke(|9 =) ([0 |22) 710 A (L @) 2y) T = Cr(lLf" @)l y) T -
Here K, . > 0 depends only on m and e.

To prove the fist estimate (4.1) we omit the negative term I; and use (4.4), (4.7) and
notice that A, < A to get

d, . n
" Ollzy < 621+ 20ml[l|oe) A+ Ko o[9[ A (g, > 0.
This gives by Gronwall lemma

sup [|/" ()]s < (folly +et)e™, >0

n>ng

where
c=6e2(1420m|[Y||1=)A,  a= K d|Y|L=A.
To prove the second estimate (4.2) we use (4.3), (4.4) and (4.8) to see that

347

d
Ol = o+ Gl Olliy) T —mA " Olly, ¢ >0

Here and below C7, Cy and C3 depend only on m,e, 1,9, A, Ay, A, and . Applying the
following inequality

YO < (1/e)Ta +eY, aec(0,1),Y >0,e>0

to

347 mA,
Y - n = — —
1@y a=251, =22
gives
3+n
n 3+n 2C1 \ T=n mA, n
alr @l < (25) 7+ TR0l
and so q )
mn m * n
1wl <o - "ol 1o

Therefore,

2C
sup sup 170y < max { 22 oy}

n>ng t>0

Passing to the limit n — +o0 in inequality (4.2) we obtain

THEOREM 4.2. Let 3 satisfy (H1) and (H2), and let g be the weak solution of (2.10)
defined in Theorem 3.2, with nonnegative initial data fo € LY. Then, g(t) is C3 for all t
and

igg{!\g(t)\\m +10g(t) |2 + 1029tz + 1089t | Lo + 9gsg(t) | Loe } < +o0.

Moreover, g conserves the energy, in the sense that 8§2£g(t,0) = —e forallt > 0.
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PROOF. The conservation of the mass and inequality (4.2) imply that there exists a

constant C' > 0 which do not depend on n such that

10 f"| oo (my xr) < C

102 f " | oo xm) < C

1025 ™ | o xm) < C

1054 f " | oo . xm) < C-
Since L>°(Ry x R) is the dual space of the Banach space L'(R, x R), the four sequences
converge (up to the extraction of a subsequence) in L>°(R; x R) weak-*; the limits can
only be respectively O¢g, 85229, 8§3 g and 8214 g (since the convergence in L> (R x R) weak-*
implies the convergence in the distributional sense). Moreover, we have the inequalities,
for 1 <i <4,

108: 9l ooy xr) < %Elfolf 10 " | oo (R xR)-

Finally, we have the embedding

WH=(R) — C*(R),

so that g € L®(Ry; C3(R)).
It remains to prove that the energy is conserved. Let us fix some time ty > 0. It is
clear that for all integer n, we have

|’a§22fn(t07 e ®) < e
Therefore, up to the extraction of a subsequence, there exists a function h € L*(R) such

that
8§2f"(t0, J)—=h weak — x L°(R).

But it is clear that h = 8522 g(to, .), since for all function ¢ € C°°(R) with compact support,
[ 7.6 — [ ate0. 00" )0s
or, after two integrations per part on both sides,
[ ot b0, 00010006 — [ OBatto. (61,

Let us define an approximation of the Dirac measure

B, (6) = pif -5 <E< 4
b 0 otherwise

We have

021" (t0,0) — Dg(t,0)| <

@ﬂ%m—é%@%ﬁw@q
+| [ 806 (8 7700.6) - gt ©)) g

+ ’/R(I)P(g)6522g(t07g)d£ - 35229(150,0)‘ .
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The first and the third terms converge toward 0 when p converges to infinity, independently
of n since

102 f"(to, )|z < C
with C' > 0 independent of n. As for the second term, once p has been fixed, it converges
to 0 since ®, € L'(R), and the result follows. O

5. The grazing collision limit

We are now in a position to perform the grazing collision limit in equation (2.10). We
can now make precise assumptions on the asymptotics of the grazing collisions, namely in
letting the kernel § concentrate on the singularity 8 = 0. We will introduce a family of
kernels {3:(]0]) }s>0 satisfying hypotheses (H1) and (H2), with

(5.1) V6 >0 sup B:(|0])) — 0
0>6 e—0
and
(5.2) lm [ B.(6))6%df = 1
e—01 Jo

This can be obtained in several ways, for example taking, for 0 < u < 1

_ 2(1 —p) 1/(1—p)
ﬁ€(|0|)_€|9‘72+# 0<10|<e ",

1—p)e
B:(10]) = (|0|2_'52 elsewhere.

Let g. be the weak solution of the problem (2.10) in the sense that it satisfies equation
(3.2), where 3(6) has been replaced by (-(0).

THEOREM 5.1. Let 3(0) satisfy assumptions (H1), (H2), and let B:(0) satisfy (5.1)
and (5.2). Let g. be the weak solution of the problem (2.10) where $(0) has been replaced
by B=(0), with the nonnegative initial data fy satisfying fo € Li(R).

Then, for all T > 0, there exists a function g € L>(0,T; W4>(R)) such that, up to
the extraction of a subsequence,

19 = gll Loo ([t1,£] k) - 0 VO<ti <to<T and K CR compact,

%

and such that g is a solution of the Fourier form of the equation

oh 0 ~ ~ 0%h
5.3 — = —(vh(1 h(v)(1 .
63 < /R h(v)dv) S (wh(1 + 6h)) + ( /R Ph(v)(1 4 5h(v))dv> A

REMARK 5.2. If § = 0, equation (5.3) reduces to the classical linear Fokker-Planck
equation.

i —, aéig in L((0,T) x R) weak-* 1<1i<4,
E—

PRroOF. To pass to the limit, we need some regularity on the solution g.. However,
Theorem 4.2 is not sufficient, since the bound on the fourth derivative of g. depends on A,
wich becomes an unbounded quantity when replacing 8 by (. and as ¢ — 0. Therefore,
we use inequality (4.1) to obtain a regularity result on g. which is the same than Theorem
4.2, except that it works only on any time interval (0,7"). The gain is that the constants
used remain bounded as € — 0 when replacing § by (..

Let us fix some T > 0; g. is four times differentiable for almost any time in (0,7),
and these derivatives are bounded uniformly in time and independently of €, provided
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the initial datum fy relies in L(R). We now act as if 3(f) was integrable, and then we
will obtain the result by an approximation argument. A Taylor expansion in € under the
integral sign gives
0g:(t,€)
ot

— ;/i B(6) [&?95 (95(5)92(0)

4]

~ 3 (95(5 1)9: (1 )92(0)113(77)—gé(—n)gs(n)gs(ﬁ)qﬁ(n))dn)

(5.4)
2
vl (§Qg;'<o>gs<s> - 601(0900) — 5= [ 9 (¢~ mo-(n)ac(0)
+((n =€) = 1) g (€ — 1)9=(1) g (0) + E92(€) e (m)ge (=)

+ &Y (—n)g-(n )95(5)+2n§gé(§)ga(77)gé(—77))dn> +6°0(%) | db.

Since 3(#) is an even function, the first-order terms vanish.
By Theorem 4.1 there exists a constant A > 0 which do not depend on € such that

sup {Z 19 9= (t HLOO} < Ar.

o<t<T

Using equation (5.4), we see that the family (g.). is equicontinuous, so that we can use
Ascoli’s theorem, which says that there exists a function g € L*((0,7) x R) such that, up
to the extraction of a subsequence,

Hga - QHL‘X’([tl,tz]X’C) :OO

for all 0 < t; < to < T and all compact set JC C R. In addition, all the results of Theorem
4.2 are still valid for g on (0,7). Therefore, thanks to both the uniform convergence for
g and the convergence in L*°((0,T) x R) weak-* for its derivatives, we can pass to the
limit in equation (5.4), and we get, using classical formulae on the Fourier transform and
the conservation of mass and energy, that g satisfies the equation which is the Fourier
transform of equation (5.3). O

6. Other results

To give a sense to the collision kernel, we have been forced to mollify a part of our
original equation

(6.1) 2‘: = Qope(f)(t,v), teRy, vER,
f(0,v) = fo(v),

where

(6.2) Qene(f)(E:0) :/_g 5(9)A(f’fi(1+5f)(1+5f*)

— FEA 0 (1 + 6£))dv,dd.
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However, assuming that a solution to this equation exists and is regular enough, we are
able to obtain some interesting consequences.

6.1. H-theorem. The first one is the H-theorem. Under the right assumptions on
the solution f of equation (6.1), we can define

H(f):/R<(15(1+5f)10g(1+5f)—flogf> dv

and
1 (2
p)=1 [ 00 [ r(sr0+onasr)
FRA+oF)(1+ 5f;))dvdv*d9
with
(a —b)log(a/b), a>0, b>0;
(6.3) I'(a,b) = < +oo, a>0, b=0 or a=0, b>0;

0, a=b=0.
Then, f satisfies the so-called H-theorem:

THEOREM 6.1. Let f be a solution of the problem (6.1), with fo € Llog L(R), and
assume that H(f) and D(f) are well defined. Then

H(f(t,.) = H(fo) +/0 D(f(s,.))ds ¥Vt >o0.

Consequently, the entropy H is increasing along the solution.

6.2. Regularity of the solution. Using the H-theorem, we can give an a priori
estimate on the solution f of (6.1).

THEOREM 6.2. Let [ satisfy the properties (H1), (H2) and (H3), and let f(t,v) be
a solution of the problem (6.1) with the initial datum fo € LN Llog L. Assume that f
satisfies the H-theorem. Then we have

log(1 +6f) € Lie(Ry; HY/*(R)).

loc

If in addition f € L (R4 x R), then we have

f € Lipe(Ry; H'2(R)).

loc

Proor. We will do the computations as if the cross-section and the function f were
smooth. Using the classical changes of variable (v, vy, 0) — (v, v}, —0) and (v, vy) — (v, V)
which have unit jacobian, we have:
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D)= [ 00 [ (Fr0+500+55) - 71O+ +31)

FRA+6f)A+0f)
FRA+6f)(1+0f0)

[ o0 L (£ra8na+58) - 1.0+ 500+ 67)

x log dvdv,dé

x log (ff*(l +0f)(1+ 5f;))dvdv*d9
= _/_2 ﬁw)/{R? (f/f;(1+5f)(1+5f*) —ff*(1+5f’)(1+5fi))

x log (f(l + 5f’))dvdv*d9

[t / , S(L+6f)
_/_ ﬁ(@)/RZff*(1+6f)(1—|—5f*)logf/(1+6f)dvdv*d9

IERYE

f+6f)
f'(1+4f)

)+ 1+ 5f)>dvdv*d0

5(0) [ 1.0+ 82 (F01+ 57 o

[NIEY

o f 50) [ 1.0+ 57 (70465~ P01+ ot

=1 + I.

The term I» can be treated easily, because it can be written as
2
= [ 50) [ £+ 87 - f)dude.ds,
_r R2
2

and the presence of f — f’ involves strong cancellations. In fact, the term I verifies

™

(6.4) b=l [ o) (1- 5 ) e

s cosf
2

To prove (6.4), consider that
g

- /_ o) /R flf = f)dvdv.df +9 /_ B(o) /R JoLU(f = f)dvdv,dd

us
2

=1+ 13

Thanks to the change of variable (v,vs,0) — (v/,v}, —0), we see that I3 = 0. On the
second part of I, we use the change of variable v — v with v, and 6 fixed, which jacobian
is

dv
dv/  cosf’
Therefore .
2 1
- / > 8(0) <1— > / £, fdvdy, o
. cosf ) Jre

and from this (6.4) follows.



84 CHAPITRE 2. GRAZING COLLISION LIMIT FOR BOSE-EINSTEIN PARTICLES

Using now the inequality

xlog%—x%—yZ(\f—\/@)Q, Va,y >0,

we obtain
Ilz/ﬁ / Fo1+0f) <\/f 1101 — V/f( 1+6f) dvdv,dd.

Therefore 2

(6.5) / / F(1+6f) (\/f 1401 — /1 1+5f) dudv,dd < D(f) + 1|l f]12

where

Wl

1
clz/_gﬁ(0)<cose—1>d9>0.

VIA+f) = V(L +6f) = (10g(1+5f’)—(10g1+5f))\/

For 0 < a <z, let

Now, we write

1+4f) \/f’ (1+0f)
g(1+df") —log(1+4df)

o) = V(1 +da) — /a(l + )
= log(1 + da) —log(1 4 dz)
Then, there exists some constant ca > 0 that does not depend on x or a such that

lp(x)| > co YV > a.

JFrom this inequality we deduce that
bl 2
02/ _Bo) /R f-(1+6£)(log(1 +6f') —log(1+6f)) " < D(f) +eillfI3s
2

It has been shown in [72] that if F is a real function such that F(f) € L?(R) satisfying

[

2
o) [ 5.(Pu)=F0) < DU+l
then the following inequality holds:

IE (/2 < D)+ eall £l
Taking F'(f) = colog(1 + df) the result follows O

6.3. Moments of the solution. To study the grazing collision limit, we needed
some regularity on the Fourier transform of the solution. This is equivalent to have a
uniform bound on some higher moment of the solution. In proving Theorem 4.1, we used
the regularity of the mollified part, more precisely the fact that this part was in C*. In fact
it could be enough to use the H? regularity which follows from the H-theorem. Indeed,
the terms that raise problems in the proof of Theorem 4.1 are I; and I». Let us see how
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to treat the first one. We have

|| = ’/ﬁ(ﬂ) sin@cosse/]R2 v, (V2 — 02) ff(f(V) — f(f)’))dvdv*dﬁ‘

= ‘/6(9) sin 6 cos® 0 - vv*(’u2 — vf)f(v)f(v*) [v(l — cos 9)]

PO~ S
[v(1 —cosG)]ad dv,df

1/p

< /ﬁ(9)| sin |1 — cos 0]*| cos® 0 </RQ (v v, (0* — vf))”f(v)pf(v*)pdudv*>
. (/ dedv*>l/q d.
R

2 |v(1 — cos 0)]|>4

In order to deal with moments not exceeding the fourth one, we use Holder’s inequality,

with p such that (3+ a)p = 4. Consequently ¢ = ﬁ. Moreover, in order to recognize the
semi-norm of f in the Sobolev space H*/2 in the last term of the product, we need to set
ag=1+4v,
and thus
1+v
o=
5+v

(note that 0 < aw < 1). With these constants, we have
N _ f(5)e 1/q 1 N (N g 1/q
([ e-s0,0,) " - ([ 1 s o
R R

2 (1 — cos 6)|*4 |1 — cosf|1/a 2 (1 — cos 6)|*4

1—2

2

2

@ £ )

>~ 1
|1 — cosf|a|sinf|«

2
q
Hv/2"®

Finally

il < € [ 5@)cosollsinbl! ¢ 11— cos 020 ( [ 01 s(t,00a0) " 17010

The integral in 6 is finite if and only if

Recalling that

4
qil—oz
and that
1+v
o= ,
5+ v

this request is equivalent to

V2w —4<0,
which is verified for —1 — /5 < v < v/5 — 1. Combining this with the previous constraints
on the parameter v, we obtain that our bound of the fourth moment works for all v
verifying

l<v<Vs-1
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The treatment of I, is quite more simple, since it requires only some changes of variable.
Indeed, using the changes of variable v — v — v, sin 6 and 6 — —6

I, = : B(@)sinfcos® [ v, (v? —v2)f(v)f(v.)(f(@) — f(v))dvdv,db
R2

ERYS

= B(0)sinfcos® 0 | vv. (v —v2)f(v)f(ve)f(¥)dvdv,db
R2

MERVTN

= 3(6) sin 6 cos® 6-

vl

. / (v 4 vy 8in 0)v, (v + vy 8in 0) — 02) f (v + vs sin 0) f (v,) f (v)dvdv,db
R2

g
= — [~ B(6)sinf cos® b-

. / (v — vy sin 0)v, (v — vy sin 0) — 2) F(') f () f (v)dvdv,db
R2

This implies

Ty < Clm, e) ( * 3(0) sin? 9de> LF(6)]] e <e2 +mi </Rv4f(t, v)dv)4> .

_
2

We proved

THEOREM 6.3. Assume that the cross-section (3 satisfies (H1), (H2), with 1 < v <
V5 — 1. Assume that there exists a solution f to the problem (6.1). Assume that f is
regular, in the sense that || f(t)|| Lo (®) and || f(?)| ;5 are in LF(Ry) for some p big enough;
then there exists some constant A > 0 such that f satisfies

17Ol < mas {A 1 foll gy }

7. Conclusions

In this paper we investigated the asymptotic equivalence between the (mollified) Kac
caricature od a Bose-Einstein gas and a nonlinear Fokker-Planck type equation in the
so-called grazing collision limit. The limit equation differs from the analogous one present
in the literature [83], since in our case the linear diffusion has a diffusivity which depends
on the solution itself, in order to guarantee the conservation of energy. Our analysis refers
to a mollified version of the equation, due to the difficulties of handle the third order
nonlinearity present in the Bose-Einstein correction. A further inside on the true model,
done in the last part of the paper, shows that a proof of the boundedness of the solution
would be sufficient to avoid the presence of the mollifier.
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Abstract

We formally derive the hydrodynamic limit of a system modelling a bosons gas having
a condensed part, made of a quantum kinetic and a Gross-Pitaevskii equation. The limit
model, which is a two-fluids Euler system, is approximated by an isentropic system, which
is then studied. We find in particular some conditions for the hyperbolicity, and we study
the weak solutions. A numerical example is given at the end.

1. Introduction

There has been a lot of research done about Bose-Einstein condensates in mathematics
and physics, especially since t. In particular, mathematicians have been working on various
models to see if the predictions of the physicists could be justified mathematically.

There are actually several types of models to describe a Bose-Einstein condensate
[109]. The only one which is valid without any approximation is the atomistic one, that
is, the linear Schrodinger equation for the P bodies density:

(1.1) ihOUp = HpUp
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Schrodinger equation
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[
\
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FIGURE 1. Various models describing a Bose gas, and their interactions.

where Hp is the Hamiltonian, i.e. the energy operator, of the system, and A is Planck’s
constant. Other models can be found depending on the regime under consideration. At
zero temperature, the gas is entirely condensated. Assuming that it is in a non-dissipative
trap, the one-body density is governed by the Gross-Pitaevskii equation:

ihoy U = —h2A, U + UV + |U|2¥

where U is the trapping potential. When the temperature of the gas is close to zero,
the gas is composed of a condensate and a normal component. The condensate is still
expected to be governed by a Gross-Pitaevskii-type equation, with coupling terms taking
into account the mass and momentum exchanges with the normal component. The latter
can be described in a probabilistic way using kinetic equations; in this case, a quantum
Boltzmann equation, first proposed by Nordheim [108], with additional terms. We could
also use a fluid description for the normal part together with the usual Gross-Pitaevskii
equation for the condensate; still another possibility is to use a fluid description for both
parts of the gas, leading to a two fluids model as predicted by Landau [106]. The way
these models are related is represented in Figure 1.

In [110], a kinetic model for the non-condensate part has been derived from (1.1) using
the BBGKY expansion in the low density limit. The condensated part is then described by
a Gross-Pitaevskii equation, which takes into account both the interactions between the
atoms of the condensate, and between them and those of the non-condensate part (called
normal fluid).

What we are interested in is to link this model with models at a larger scale, namely,
fluid models. This can be done considering the fast relaxation limit for the kinetic equation,
together with the semiclassical limit for the Gross-Pitaevskii equation.
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Our starting point is the following model: let
p=p(t,z,v) >0
denote the phase-space density function of the normal fluid, and
(1.2) U(t,x) = \/ps(t, x)edE2/h

denote the wave function of the condensated (or superfluid) phase, with ps being the mass
of the superfluid. Here, ¢t € R, is the time variable, and z,v € RN for N > 1 are the
position and velocity variables.

In [110], Pomeau, Brachet, Métens and Rica derive the following coupled system of
equations:

Ao+ 0.V — Vo ViV = Q() + psQ1(e)

(1.3) 2
ihoy ¥ = —%Aﬂf + Vo + %Qz(@‘lﬁ

The first equation expresses a balance between the left-hand term, which is a Vlasov op-
erator for a gas in the external field V, V7, and the right-hand term, which comes from the
normal fluid-normal fluid and normal fluid-superfluid interactions. The second equation is
a cubic Schrodinger equation (because of the form (1.8) of V3), with an interaction term
with the normal fluid. The first collision operator Q(¢) is the usual Boltzmann-Nordheim
operator for the bosons, modelling the collisions between two particles from the normal
fluid. It writes

14 Q= [ [ AR+ - el @)+ 6) dudn

with the usual notations

e =op(t,z,v), p.=0tz,v.), ¢ =0l z), o=tz

The post-collisional velocities (v, v,) and the precollisional ones (v', v,) satisfy the conser-
vation of momentum and kinetic energy

v+ v, =0+
15) {

0] + [oa]? = [0']? + [l
since the collisions are assumed to be elastic. The solutions of (1.5) can be parametrized
by a unit vector n € SV1, so that

v=v—[(v—uv)n|n
vl = ve + [(v = vi).n)n.
The other two collision operators Q1(¢) and Q2(p) both take into account the collisions

between particles from the normal fluid and from the superfluid. The operator Q1(p)
writes
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where (1 is the set of all the velocities v/, v/, such that

{ Vil +v=10v+1,

1.7
(1.7) —20;0 — 2V1 + |v]? = |V'|? + |[vL]?,

and C is the set of the velocities vy, v), satisfying

Vil + v, =v+ v,
—2040 — 2V + |V, |2 = |v]? + |us ]2

As to the last collision operator (s, it writes
Q2(p) = /C [p (") (v)) = p(v:) (p(v) + (V) + 1)] dvedv’dv,
3

where Cj is the set of all velocities vy, v, v}, such that

Vi +ve =0 + 0,
—20,0 — 21 + |v. ]2 = |2 + VL%

The terms —20;60 — 2V, which are added in the microscopic energy conservation equations
are here to ensure the possibility of having a condensate with velocity and energy which are
other than zero. Indeed, the usual Boltzmann-Nordheim equation was derived in a space
homogeneous setting, and up to translations the energy and the velocity of the condensate
can only be zero in such a framework.

The potentials V7 and V5 are given by

(1.8) { Vi =a(2pn + ps)
Vo = %(2/)71 +ps)

where « is a positive constant, ps is given by (1.2) and

pn:/ o(t,z,v)dv
RN

is the mass of the normal fluid.

Note that very few is known mathematically about the Boltzmann equation for the
bosons. It has been studied only in the spatially homogeneous case; see for example
[107, 102, 103].

In this work, we will (formally) perform the compressible Euler limit on the system
(1.3) together with a semiclassical limit. To do this, we rescale time and space by changing
(t,z) to (é, ), where ¢ is a small parameter, which gives the scaled system

1 s
o) O +0-Vap = VaVi.Vop = —Q(p) + %Ql(@)
- . h? ih
oY = - A, U+ Vol + - Qal) ¥

where h = eh, and we want to determine the asymptotics of this system as h — 0 and
e—0.

In Section 2, we detail the main physical properties of the model. Then, in Section
3, we obtain a fluid description of the Bose-Einstein condensate and the non-condensate
phase. We therefore study the fluid system. In Section 4, we get some conditions for the
system to be hyperbolic, and then we show the existence of some local strong solutions. In
Section 5, we finally give some details about weak solutions and the propagation of shocks.
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2. Properties of the model

The possibility of obtaining a fluid description of the Bose gas governed by (1.3) is a
consequence of some fundamental properties of this system. First, like for the classical
Boltzmann and Schrédinger equations, we can write the macroscopic equations wich govern
the mass, momentum and energy for both parts of the gas. Then, we characterize the
distributions ¢ which minimize the entropy and thus are expected to be attractors of the
dynamics in the fast relaxation limit. These two informations will allow us to perform the
compressible Euler limit in Section 3.

2.1. Conservation laws. Integrating the kinetic equation in (1.3) against 1, v, |v|?,
we obtain the equations on the mass, momentum and kinetic energy of the normal fluid.
From the Gross-Pitaevskii equation, we derive the equations for the mass, momentum and
energy of the condensate.

2.1.1. Mass. We plug the expression of ¥ (1.2) in the second equation of the system
(1.3). After dividing by the exponential, we can write two equations, one for the real part
and one for the imaginary part. They read

(2.1) 615,05 + vm-(Psus) = psQ2((p)
and

2 2
(2.2) 00 = h Ag/ps — lual” Va

N
where
Us = Vg0
denotes the bulk velocity of the condensed phase. Equation (2.1) gives the law governing
the mass density of the condensate.
For the kinetic equation, let us first remark that

1 1
(2.3) / v |Q@Edr=—[ w0
RYA Jv)? —20,6 — 213

Then, integrating with respect to the velocity over the whole space RY, we obtain the
equation satisfied by the mass of the normal fluid:

(2'4) Orpn + vx(pnun) = _psQQ(@)
where we defined the bulk velocity of the normal fluid as
1
Up = — vf(t,xz,v)dv.
Pn JRN

We can see that neither p, nor ps are conserved quantities, unless the thermodynamic
equilibrium is reached, that is,

Q2(p) = 0.

However, the total mass
P = pPn+tpPs
satisfies a conservation law without any assumption of equilibrium:

(2.5) Op + V. (ppun + psus) = 0.
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This means that the normal fluid and the condensate exchange mass until they are at
thermodynamic equilibrium.

2.1.2. Momentum. Integrating the kinetic equation against v, we get

(2.6) O(pnun) + V. (/N v v@dv) = —pnVaVi — psusQa(p).
R

For the condensed part, we differentiate equation (2.2) with respect to x, and, thanks to
the mass equations (2.1) and (2.4), we can write

8t(psus) + vz-(psus X us) = _psvaQ + PsUsQZ(SO)
h2

Plugging the expression of the potentials (1.8), we can see that the total momentum
satisfies

at(pnun + psus) + V. (/N v ® vpdv + psus @ us + Ol(2pn + ps)IN>
R

h2
= va (\/Ev?c Ps — vz\//75® Vac ps)

where Iy is the N x N identity matrix.

The momentum of each fluid is not preserved even at thermodynamic equilibrium;
however, the total momentum obeys a conservation law. This means that, even at the
equilibrium, the two parts of the fluid exchange some momentum.

2.1.3. Energy. We now integrate the kinetic equation against |v|?:

O </ ]v|2cpdv> + V.. </ v|v\2<pdv> = —2ppu,.V, V1
RN RN
— (pelusP + pu(2Ve = Vi) = W Vpide /s = paVi ) Qalp):

For the condensed part, the energy writes h?|V,¥|?, and satisfies
Oh2 VU2 = B3R(iV (AL T).V,0) — 2hS(TV, ¥V, Va
+ EVIPSVmQ2(¢> + hQ’vI\I/‘QQ2(90)
Computing
R3R(iV (A T).V,T)
and since
hQWm‘I’F = PS|US|2 + h2|vm\//Ts|2a
it follows that

8t (ps|us|2 + h2|vmm|2) + vx-(,os|us|2us) = _2,Osusvx‘/2 + ps|us|2Q2((P)
h2
t+ 5 Vaps VaQa(9) + B2V /ps*Qa(¢0)

+ 3h2Vz.(Vx\/p>s® Vr/pPs : Us)
- hQVw-(\/fTsusA:v ps) + hQVx-(mevz'(@US))'
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On the other hand, the equation for the potential energy writes:
o
at§(2pn + ps)2+vz-(a(2pn + ps)(zpnun + psus))
= a(2pntn + psts)-Va(2pn + ps) — aps(2pn + ps)Q2(p)
= 2ppun Vo Vi + 2p5usV Vo — psV1Q2(p)
thanks to expressions (1.8) of the potentials. If we add this equation the the equation for
the energy of the condensed part (2.7), we note that we obtain a conservation equation,
plus some terms coming from the interaction with the normal fluid. This conservation
property is reminiscent from the energy conservation of the solutions to the Schrédinger

equation.
Collecting all the pieces together, we get the full energy equation:

o0 ([ IoPodo s pulunl 4 121+ 2on 407
RN

2.8
(28) + Va. (/ v|v|2<,0dv + Ps|us|2us + a(2pn + ps) (2pnun + Psus)>

= W*T(p, ps, us)
with
T(‘Pa Ps; Us) :vx-(\/FTSQ2(90)vx Ps) + 3V$-(V;p\/ﬁ75® Va/ps Us)
— V. (v/PstsDan/Ps) + Vo (Var/ps Vi (v/Pstis)).

We check that the total energy is conserved, and that all the terms which do not have
a clear physical interpretation formally vanish in the limit h — 0.

2.2. Thermodynamic equilibrium. Letting ¢ — 0 in (1.9) suggests that, in the
fast relaxation limit, ¢ satisfies, for almost every v € RV,

Q) + psQ1(p) = 0.

We therefore need to characterize such functions:

PROPOSITION 2.1. Let ¢ = p(v) be a smooth, positive valued function on RN. Let
us € RN, Vi € R be some given constants and let

1
Pn = / o(v)dv, Up = — vp(v)dv.
vERN Pn JRN

Define Q(y) and Q1(p) by (1.4) and (1.6). Assume that h = 0, so that Cy is the set of
all the velocities vy, v, such that
Us + v, = v+ v
{ Jusl? + Vi 4[4[ = [0l + Jo. .
Then,
Q) + psQui(p) =0

if and only if v is a bosonian, i.e.

M
2.9 =
(29) ov) = ——,
where
7|U—“n\2—|us—un\2+‘/1
M=c¢ 2T ,

for some positive constant T .
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PRroOF. The identity
Q) + psQi(p) =0
implies that

[ @)+ pastenios (12 ) av=o

Using the symmetries of the collision integrals, we have

Q) l0g <9”> dv

RN 1+§0

/ /

¢ o © P
= 1+ @)(1+ @)1+ )1+ ¢ —
/RN/JRN/SNI( DL+ @)1+ ¢)<1+¢’1+s0’* 1+901+90*>

/ /
x(log <‘p P )—log( LA ))dvdv*dn
14+ 914 . 14+ ¢ 14 ¢

[ @i (£ ) aw

/

P "2 P©x
= 1+ @)1+ @) (1 + ¢, -
/RN/C; 21+ o) so>(1+¢; Hmw*)

/
% Px P /
1 o —1 dvdv,dvs.
X<Og<1+901+90*> Og<1+§0§>> ey

But for all z,y > 0 we have

and

(z —y)(logy —logz) <0
with equality if and only if x = y. Hence both integrands are nonpositive functions, and
we claim that:
Q(#) + psQi(p) =0
if and only if

Q(p) =0 ae. and Q1(p) =0 a.e.

For the same reason, Q(¢) vanishes if and only if
/

A
1+ 1+¢, 1+pl+op,

for almost every v,v, € RN, n € SN~1 with v/, v, satisfying (1.5), and Q1(y) vanishes
only when

(2.10)

Yy P s
1+¢, 1491+ o,
for almost every v € RN and v,, vl € Cy with h =0 (us € RYN and V; are fixed).
We therefore have to solve the functional equation (2.10). Thanks to the classical
Boltzmann theory, we know that if for all v, v,,v’, v} satisfying (1.5) we have

fr=1f,

then f is a Maxwellian distribution, namely

f =M= 6(a\v|2+b.v+c)
with a,c € R and b € RN. Taking f = ﬁ gives that Q(¢) vanishes if and only if

M
1-M

gp:
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The Maxwellian function M can be rewritten
vV—Un 2
M = e~ “Zp+e

for some T' > 0 and § € R using the macroscopic velocity, since

/ vodv = ppiy,.
RN

We can compute § by plugging this into @Q1(p) = 0, which leads to
M! = MM,

for all v € RV, v,, v, € Cy. We thus obtain:

A R U G A T R
2T 2T 2T
which gives, thanks to the definition of Cs,
5 _ ’us _un’2 - Vl
2T ’
which is the expected result. O
REMARK 2.2. M satisfies

Y _ M,

14+
so that

0<M<1.

In particular,
s — un|* < (2pn + ps)-

REMARK 2.3. In [103], it is shown that the equilibrium solutions of the Boltzmann-
Nordheim equation, which are the minimizers of the entropy, are the bosonian distributions
(2.9) to which a Dirac function must be added if the mass of the initial data is greater
than some critical value. In fact, for initial data having a big mass, the formation of a
singularity taking the form of a Dirac function means that a condensate has been created
in the fluid. Our goal here is to study a model (1.3) where a condensate has already
occured, and then the corresponding mass has been deleted from the normal component
of the fluid. Hence, the initial mass of the normal part of the fluid is assumed to be
less than the critical value, and consequently the equilibrium solution is made only of the
regular part.

3. Formal derivation of the fluid model

Our goal in this section is to derive a fluid description of the Bose gas governed by
(1.3). This will be achieved at formal level in three steps: we first perform the semiclassical
limit h — 0. It allows to pass from a quantum to a classical description of the condensed
part. Then, rescaling the time and space as in (1.9), we perform the compressible Euler
limit by the moment method. We get a set of equations on the masses and momentum of
the two fluids, and an equation for the total energy. This system is closed. However, it is
a system of 2N 4+ 3 equations and as much unknowns. To simplify the subsequent study,
we replace it in the third step with a smaller system using the isentropic approximation.

3.1. Semiclassical limit. When performed on the usual Schrédinger equation, the
semiclassical limit h — 0 allows to recover the laws of classical mechanics from quantum
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dynamics [100]. Indeed, h can be seen as a measure of how far we are from classical
mechanics. In our case, the limit will allow us to treat the condensed part as a classical
fluid.

We assume that all the quantities converge in suitable functional spaces as h — 0.
Moreover, we still write ps,us, 8, @, pn, un the limits of these quantities. Under these
assumptions, the equation for the phase (2.2) becomes

]u5]2

ol = =

— V.

Hence, as h — 0, Q2(¢p) is changed into

Q2(p) = /C [p(")(v)) — p(v:)(p(v) + (V) + 1)] dvedv’dv,
3
where the new Cj is the set of all velocities v, v’, v, such that

Us + v =0 + 0
Jus* = Vi + [vif? = [/ + [l

Substituting Q2(p) with its new expression, the mass equations (2.1), (2.4) and (2.5) write
the same as before. The momentum equation for the normal fluid (2.6) is also unchanged.
The equation for the momentum of the condensed part becomes:

at(psus) + vz-(psus ® Us) = _Psvmv2 + psusQQ((P)'

Thus, the total momentum satisfies the conservation law

8t(PnUn + psus) + V. </
R

Letting h — 0 in the energy equation (2.8) leads to:

o ( [ ot pufuf? + 5 2 + ps>2)
RN

v @ vpdv + psus @ us + a(2pn + ps)IN> =0.

N

@
2

+ V. (/ 'U|U’2<,de + P3|Us|2us + 04(2,071 + Ps)(QPnun + Psus)> =0.

Note that in the semiclassical limit, the total energy is conserved.

3.2. Hydrodynamic limit. We now perform the change of scale (¢,z) — (é, )
where ¢ — 0 is a small parameter. As can be seen on the system (1.9), this scaling leaves
the equations associated to the condensed part unchanged, excepted the collision term
Q2(p) which gets a factor % The small parameter ¢ is known as the Knudsen number,
which is proportional to the mean free path, that is, the average length covered by the
particules of the gas between two collisions. Letting this parameter go to 0 means that
the collisions occur on a time scale which is very small compared with the observation
time scale, so that one can consider that the local thermodynamic equilibrium is reached
almost instantaneously.

The principle of the moment method for the compressible Euler limit is as follows:
multiplying the kinetic equation in (1.9) by € and letting € — 0 suggests that ¢ converges
to the bosonian (2.9). We thus replace ¢ by its limiting value in the moment equations,
namely, in the equations for the mass, momentum and kinetic energy of the normal fluid.
We do the same for the equations which govern the mass, momentum and energy of
the condensate, and we obtain a closed set of hydrodynamic equations describing the

macroscopic evolution of a Bose gas.
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We assume that all the macroscopic quantities converge as ¢ — 0 in suitable func-
tional spaces. The only technical point is to compute some integrals, in particular those
associated with the momentum and heat flux. We have the identity

M
RNU(X)vl_Mdv:pnun@un—{—pIN

defining the pressure
v\2

_v®
1 |v|2ﬁ€7ﬂ

= — 2
N Jry l—ﬂe_%

p

where
|“s—un|2—V1

B=e 2T and 0<pB<1.

Using obvious symmetry properties, we deduce that

M
[ P de = pulunl? + N,
R

1-M

In the same way, we have

M
/ v|v|? dv = pp|un*un + (N + 2)pu,.
RN 1-M

At the end, the hydrodynamic limit of the system (1.3) is given by the following set of

equations:

Opn + Va.(ppun) =0

atps + vx'(psus) =0

Ot(pntn) + Vi (prtin ® up + pIN) = —apn Vi (2pn + ps)
(31) at(psus) + vx-(psus ® us) = _%psvx(zpn + ps)

8t(%Pn‘un‘2 + %ps|us|2 + %p + %(Qpn + 03)2))

N+2
+Vx-(%Pn|Un|2Un + %ps|us|gus + (gi)pun

+%(2pn + ps)(2pnun + psUS)) =0

This is a kind of two-phases Euler system, the second fluid (the superfluid) being
pressureless. They do not exchange mass, while they exchange some momentum, contrary
to what occurs in the model proposed by Landau [106].

3.3. The isentropic approximation. The system (3.1) is somehow very complex
insofar as it is not a system of conservation laws, and defining weak solutions for such a
system is complicated. Consequently, we approximate it with a simpler system, which can
be written as a system of conservation laws. To do this, we first claim that the kinetic
equation in (1.9) is endowed with a natural entropy S(y), which is defined by:

S(e) = - [ (14 ) Tog(1+ ) ~ plog ) dv.

We will show that in the case when that entropy is approximatively constant, we can
compute the pressure law, thus reducing the number of unknowns, and obtain a closed
system of conservation laws.
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The entropy satisfies the following equation:

Or(pnS(2)) + V. ( [ (@ otogli+ )~ glogp) dv>

(3.2) , " .
——1 [ @@+ pitenios (2 Yav=o0

3

which is analogous to Boltzmann’s H-theorem. When ¢ — 0, the density function ¢ goes
to its equilibrium value % and the entropy (now called S) becomes

M
3. .S = — log M + log(1 — M) | .
(33 s == [ (2510w +1og(a - 1))
Then, it comes
1 1 M M
1 - 1 — Pn n
/RN”<1—MOg1—M 1—Mog1—M>dU prSu

and S satisfies

O¢(pnS) + Va.(pnSun) = 0.
Moreover, thanks to the mass conservation for the normal fluid (first equation in the
system (3.1)), we get

(3.4) S + . VS = 0

which is a transport equation. Note that S = Sy, where Sy is a constant, is a trivial
solution of (3.4).

REMARK 3.1. In the fast relaxation limit ¢ — 0, the entropy dissipation is expected
to concentrate on shock solutions, as occurs for the classical Boltzmann equation. Hence,
inequality (3.2) is expected to become an equality in the limit as long as smooth solutions
are considered. In other words, (3.4) should be a combination of the other equations of
the system.

Using (3.3), we can compute the entropy with respect to p,,p, s and 7"
N/2

p _
—lo — / log(1 — Be™ 2 )dw.
T, %% 5 o fow g(1-p )

From the expressions of the density and pressure for the normal fluid:

ik 1 _lZ
Pn = TN/2/ o 2|v|2 dv, p= TN/2+1/ |U|2 pe 2 dv,
N RN 1 _ 56 3

S=N

remarking that, thanks to an integration by parts,
w2

_ N 2
/ |v|2’66722dv = —— log(1 — ﬁe_%)dv,
RN

[v]

1—pe 2 B Jrw

we get

If we write

(3.5) pn=TN2E(B),  p=~TV1Ey(g),
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we obtain at the end

_ (1, 1\ EB)
S_<2+N>Fo(ﬁ) gl

It comes out that the entropy depends only on the variable . If we show that §+— S(3)
is one-to-one, we will be able to say that if S remains constant, so is §; hence, thanks to
(3.5), we will obtain the following pressure law:

N2
(3.6) p=Cenpnt
with ) F(fo)
_ 2(bo
S e VN |
N7 N (Fo(Bo)) 2N g

for some constant Gy € (0,1).
LEMMA 3.2. The function 5 € (0,1) — S(B) is one-to-one.

PrROOF. We compute the derivative of S with respect to G:

) 1 1\ EYB)F(B) — Fa(B)F! 1
) = (L 4) BB BORE) 1

Hence,

i (1 1\ 1 2 e 2 ﬁ
S(ﬂ)—<2+N) FO(BV(/RNM <lﬁev22>2dv/RN1ﬂev22dv

2
[v]

e st )1
/]RN v . _Ude/RN ( U22>2dv> 5

e 2 1—Be

We want to show that S’(3) is negative. To do this, we expand the integrands into power
series. We get for the simplest one

'u2
/ \\2 / Zﬂn —(nt1) 2 dv—Zﬁ”/ e~ DI g
RN 1 _ RN

that is,

ez _m = " 1
/RNl_ﬁe ;d”:(/RN dv);ﬁ (n+ 1)N/2’

0
We compute the other integrals using the same tool, and the entropy derivative becomes

5@ =05+ %) ([ e Fa) ([ Fa) 2o
= 2 N RN RN Fo()?
00 2 00 .
n 1 n 1 n 1 _ l
(’;ﬁ (nJrl)NQ) nz:%ﬁ (n+ 1)N/2+1 ;B (n+ 1)N/2-1 3
We can calculate the products of the summations:

(Zﬂnn_i_l N/2> chﬁn
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with
55 1
— (k+ 1)N/2(n — k + 1)N/2’
and - - -
Zﬁn; Zﬁn; — nggn
~ (n_|_1)N/2+1 — (n+1)N/2—1 ~
with

" 1
Z N/2+1 N/2—-1"
S (k+ N2 (n — k+ 1)V

A simple calculation shows that

Cn = Cp.
But since
) ) oo
S'(B8) = (; + ;) /RN |v|2e_%dv /RN e dUF()(ﬁﬁ)2 (;(cn - En)ﬁn> - ;,
it comes
§'(B) <0,
and thus § — S(f) is one to one. O

From now on, we will assume that the dimension of the space is N = 3. Moreover,
we assume that the gas is translation invariant along the y- and z-axis, and that the y-
and z-components of the velocities u, and us are zero. Under these conditions, the system
under consideration becomes one-dimensional

Otpn + Ox(pnun) =0

Ops + Ox(psus) = 0

Or(pnun) + aac(pnu% + EP;Z/S) = —app0x(2pn + ps)
O(psus) + 890(95“2) = _%Psax@pn + ps)

(3.7)

where ¢ = ¢3.

If (pn, ps, un, us) is a regular solution of (3.7), then (py, ps, tn, us, p = 6,0,51/3) will be
a regular solution of (3.1). However, this is not true any more when dealing with weak
solutions. The reason is that the entropy does not remain constant along shock waves
as mentioned in remark 3.1. Hence, system (3.7) is actually an approximation of system
(3.1), and not just a particular case of it.

4. Hyperbolicity and regular solutions

In view of giving some mathematical justifications to the derivation of the hydrody-
namic model (3.1) and of its isentropic approximation (3.7), it is necessary to have a good
understanding of its structure and a good mathematical theory of existence and stability.
We are therefore interested in this section in finding smooth solutions to (3.7).

In Section 5, we will deal with weak solutions of this system. As it will be more
convenient to work with a system of conservation laws, we introduce right now the following
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system of equations:

Ops + 8:c(psus) =0
5/3

(4.1) Ot (prnun + psus) + 8x(pnu% + psug +cpn "+ %(QPn + /78)2) =0
0e(Lpntis + Spsu? + 3600 + alpn + Lps)?)
+ax(%,0nufl + %Psug + gépg/%m + a(Pn + %ps)@ﬂnun + psus)) =0

\

Actually, the inversibility of the function
F:Ry xRI xRxR—R} xR} xR xR}

1 2 1 2
(Prs Ps» Uns Us) = (Pns Pss Prlin + Psiis, Epnun + 5,03“5

3_ 3 1
+ 5800+ olpn + 55)%)

(whose jacobian is jr = pnps(us — uyp)) on the sets
P

Oy =qU = 55 s.t. pn,ps >0 and u, > ug
n

Us
and
Pn

O_=U= 58 s.t. pn,ps >0 and u, < ug
n

Us )
is enough to say that on these sets, the smooth solutions to (3.7) are also solutions of (4.1),
and conversely. In addition, they are also solutions of

(4.2) U + A0, U =0
where
Un O Pn O
0 U 0
(4.3) A=| . 0P
con®+2a a u, 0
o 5 0 us

(with ¢ = 2¢ > 0), and any of this problem is (strictly) hyperbolic provided the others are.

4.1. Hyperbolicity. For a system of the form (4.2), the right property to study is
hyperbolicity, that is, the possibility to diagonalize the matrix A given by (4.3). Indeed,
this property allows to claim the existence and uniqueness of smooth solutions to (4.2)
(see [101]). It will also be useful when dealing with weak solutions.

Since system (3.7) is hyperbolic if and only if system (4.1) or system (4.2) is, it is
enough to investigate the eigenvalues of the matrix A given by (4.3) to conclude on the
hyperbolicity of any of these systems. The characteristic polynomial of A writes

2 3 2 2
Pa(N) = [ (AN —upn)® — cpi — 2apn (()\—us) — 5,03) — aCppps-

Even if it is of degree 4 and there are explicit formulae for the roots of polynomials of
degree 4, they are very complicated and we are not able to use them here. Our analysis
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relies only on basic analytical tools to find cases where the polynomial has 4 different
roots. The main result of this section is the following:

THEOREM 4.1. Systems (3.7), (4.1) and (4.2) are strictly hyperbolic if py, ps > 0 and
if one of these conditions holds:

(4.4) (un — us)? < cp?/®
o 2/3
(4.5) (ty, — ug)? < %
cpn ” + 2apy,
c \3
4.6 < (7) .
( ) Pn > %

Obviously, the condition (4.6) is the most interesting, because it can be propagated by
the solution, whereas the other two may fail to hold after a small time.

PRrROOF. We work with U = (pyp, ps, un, us) and « fixed, with py, ps,a > 0. We first
notice that

li P = .
)\—1>I:£loo A (A) o0

N T
A5 = s +/5ps
Vi=1,2 P(\}) = —a®pups < 0.
But us € (A}, \3) satisfies

a
Pa(us) = —5,03 ((un - us)2 - Cp%/?)) .
Hence, if we assume that (4.4) holds, we have

PA(US) > 0.

On the other hand, if we let

we can remark that

Since P4 is a continous function of A, we claim that it has four distinct roots (\;)i=1.4
depending on U and « and satisfying (see Figure 2)

/\1<u5—1/%p5<x\2<u5<)\3<u5+1/%p5<)\4.

In the same way, we let

2/3

A3 =up —\cpn' "+ 2ap,
Ny = un 4\ 1 20p,
then
Pa(X3) = Pa(A}) = —a?pnps <0
and
Paun) = o pop? — (un — us)*(cp® + 200,).

2
Thus, under the condition (4.5), P4 has four distinct roots (\;);=1.4 wich satisfy

A1 <un—\/cp3/3+2apn<)\2<un<)\3<un—|—\/cp72/3+2apn</\4.
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Py(N)

A

FIGURE 2. In the case when Pj(us) > 0, the polynom P4 has four distinct roots.

We have then proved that under the condition (4.4) or (4.5), the systems (3.7), (4.1) and
(4.2) are strictly hyperbolic.
We now assume that neither (4.4) nor (4.5) are verified, that is,

(4.7) (un — us)2 > Cp72‘b/3
and
o 2/3
(4.8) (ty — ug)? > %
cpn” + 2app

Thus, w, # s, Pau) <0 and Pa(u ok,

s) < 0. Let us study the sign of Py(
Up + U 1 l/a
Py ( . S> = —(un — u8)4 4 (59 + Cp2/3 + 2(1[)”) (upn — us) +tcy psp2/3'

2 16 2
Let Q(X) be the polynomial defined by
1
—X?2_= /3 ) 2/3
QX) = 16X 4<2ﬂs+6p + 2app, X+C2psp .

Its discriminant is
l ra 2/3 5/3
5:E(2'0 cpn/ +2ap) +02p/ > 0,
and its two roots write

6_231<411< ps +cp /3+2apn)—\/g>

1 /1 2/3
By = 5 <4( ps +cpy +2apn)+\/5>.
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Hence,

P (u”;us) >06 (U, —us)® > By or (up —us)? < [
Let us assume that (4.6) holds, or equivalently, that
2ap, < cp2/®.
Then,

L (a 2/3)
B+<64(2ps+30pn :
But, thanks to (4.7) and (4.8), we know that

(un — us)* > CIO?L/3

and N
(un — us)® > 2P
from which we deduce that

(ty, — us)* > By
Moreover, we notice that P (us)P)(u,) # 0. We can conclude that the systems (3.7),
(4.1) and (4.2) are strictly hyperbolic under the condition (4.4), or (4.5), or under the
only condition (4.6). In this case, the eigenvalues of A satisfy

Up + U
A< U, < XA < n ®

<)\3§us<)\4

if u,, < ug, or the same thing inverting u,, and wus if us < uy,. O

4.2. Entropy. We are now interested in finding a convex entropy to system (3.7),
that is, a convex function E(U) such that there exists a function G(U) which satisfies

OE(U) + 8,G(U) = 0.

Our research is motivated by the fact that a strictly hyperbolic system having a strictly
convex entropy admits regular solutions (see [101] for example).
The entropy we are looking for is given by the physical energy:
E(U) = 1pnu2 + 1P5U2 + ECPE + a(pn + 1ps)2-
2 "2 10 2
We can find the equation satisfied by E just from (4.2); it writes

BEU) + 0,G(U) =0
with
1 4 1 4 3 3 1
G(U) = zpnuy, + zpsuy + =cpnun + a(pn + =ps)(2pnun + psiss).

2 2 2 2
Let us now study its convexity. Its Hessian matrix is given by
1
con®+2a a u, 0
e
VigBW)=| ¢ 2 0w
Unp, 0 pn O
0 us 0 psg
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If we denote X = (x1,x2, x3, x4)T, where 7 is the transposition operator, then

2 2
u u
X' (VEyEU)X =ps <x4 + pu) + pn (:cg - p%)

S n

=2 ) (w2 + ——=m
2 ps aps — 2u?
1 2 92 2
+ <C,0n3 + 20 — Un _ Ozp52> ZL‘%
Pn aps — 2“’5

Hence, E will be strictly convex uniformly on every compact subset of O under the con-

ditions )
2%
2 ps , ,
1 2
cpn3+2a—u—"— TP~

which are equivalent to

(4.9) 00

We can now write the following theorem of existence of solutions:

THEOREM 4.2. Let o > 0, and

A :{(pn,ps,un,us)T, Pnyps >0, (4.4),(4.5) or (4.6) holds,

(0%

Ug < 5/)57 PA(O) >0, Un?'éus}'

Let Uy € CY(R;Q) where Q is a compact subset of A, such that 0,Uy € H' for some
> % Then there exists T, such that 0 < Ty < 00, and a unique function U €
CH([0,T) x R;.A), which is a classical solution of the problem (4.2) on [0, Tx,) with the
initial condition

U(0,z) = Up(x), Vo € R,
and of the problem (4.1) with same initial condition. Moreover,

0,U(.,t) € C°([0,T); HY).

5. Weak solutions and the Riemann problem

In Section 4, we have proved the existence of smooth solutions to the problem (3.7),
or equivalently to (4.1) or (4.2). However, these solutions are not satisfactory. First, they
exist only for small times, while we would like to have global solutions. Moreover, phys-
ical experiments often show non regular behaviours to physical problems. The solutions
of hyperbolic systems having a physical meaning should therefore be authorized to be
discontinous. It is then natural to define a weaker notion of solutions.

In this section, we will recall the usual definition of weak solutions to a system of
conservation laws, and state an existence and uniqueness result for the system (4.1). We
will then give some details on the qualitative behaviour of such a solution by studying the
characteristic fields and the shock curves.

5.1. Existence of weak solutions. When dealing with weak solutions, systems
(3.7), (4.1) and (4.2) are no more equivalent. Indeed, the usual definition of weak solutions
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for an hyperbolic system is valid only for systems of conservation laws. We consequently
restrict our analysis to the system (4.1), which we rewrite here:

atps + am(psus) =0

~ 3
(5.1) s (prittn, + pstis) + Ou(ppti + psu2 + Epy > + %(2pn + ps)2) = 0
Q(3pnul + Lpsu2 + 3ep0” + alpn + 1p0)?)
+am(%p"u§l + %psug + 25,02/3% + Oé(pn + %ps)(Qpnun + psus)) =0

With obvious notations, we can write it
WFU)+0,H(U)=0.

We define weak solutions in the usual way:

DEFINITION 5.1. Let Uy = (%, p%,u¥ u?) € (L®°(R))%. We say that the bounded
vector field U = (pn, ps, Un, us) is a weak solution of system (5.1) supplemented with the
initial condition Uy if for all ® € (C*(Ry x R))* compactly supported we have

/m/ (F(U(t, )0, (¢, ) + H(U(t,a:)).@x(b(t,:c))d:cdt
0 R
+ /IRF(UO(Qz))@(O, xz)dr = 0.

Moreover, we say that U is a solution of the Riemann problem if the initial condition

Uy ifz<0
Up(z) =4 °
o) {UO+ it 2> 0

is of the form

where USE are two constant states in R?.
We now state the existence and uniqueness result:

THEOREM 5.2. Let U = (pp, ps, Un, Us) be a constant state such that p,,ps > 0 and
Uy # tis. Let U = (p2, p,ul u) be a bounded function of x having small total variation
and such that ||U® —U|| 1~ is sufficiently small; in particular, there exists a constant v > 0
such that p2 > r and p° > r, and such that u) —u > r almost everywhere, or u? —u2 > r
a.e.. Then the system (5.1) endowed with the intial condition UY admits a unique weak
global entropic (in the sense of Liu) solution.

Weak solutions of hyperbolic equations are not unique in general. The entropy criterion
of Liu is a way of selecting physical solutions, and weak solutions are unique in that class.
See [98] for details and more general results on uniqueness of solutions to hyperbolic
systems. General existence theorems for hyperbolic systems can be found in [99] or [104].
Let us just mention that this theorem holds true because of the hyperbolicity condition
(4.6) wich is propagated by the solutions.

5.2. Nature of the characteristic fields. Let A be an eigenvalue of A, that is, a
solution of

2 a
(5.2) <()\ —up)? — cpd — 2apn> (()\ —u)? — Eps) — a2ppps = 0.
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An associated eigenvector is

(= w)? — §ps

_ aps
P2 L0 w0 - w)? - 900)
a(\ — ug)

We can compute the derivatives of A directly from (5.2) and then we get, letting

1

o Gepn® +20) (505 — (A = u)?)

vor— | (ol + 200 = O\ = un)?)
FO =) (505 = (A —u)?)

O = u)(epi® + 20p, — (A = un)?)

Thus, we get for the associated characteristic field

1 1 /2 o 2
X = | 2 (%7309 e — (N — u)?
Vi [ 5 <3cpn + a) <2p5 (A — uy) )

o 2
+ —ps <cm°i + 2apn — (A — un)2>

4
= (M=)t = o)

+ (A = uy)? (cm%z + 2apn, — (A — un)Q)] ~

It is easy to see that if
2
(5.3) (A —un)? — cpid — 2ap, >0,

holds, then the field is genuinely nonlinear. Since

2 2
Pa(tn — \ cpd + 2ap,) = Pa(un + \ cpi + 20p,) = —a2pups <0,

condition (5.3) always holds for the fields 1 and 4 associated with the extremal eigenvalues.
Hence these fields are genuinely nonlinear, and they will induce the formation of shock or
rarefaction waves. Nevertheless, we have not been able to establish anything for the fields
2 and 3.

5.3. Shock curves. In this part, we are interested in the shock solutions of the
Riemann problem for system (4.1). The solutions we are looking for are of the form

Ut 2) U~ ifx<ot
y L) =
Ut ifz>ot
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with U* = (pf, pF, u, uZ) the left and right constant states, and o € R the shock speed.
They must satisfy the Rankine-Hugoniot equations, which write for our system

Pn
Ps
Prnln + PsUs
%an% + %psuz + %5p2/3 + a(pn + %Ps)2
PnlUn
PsUs
N P + psu? + Epn > + 2 (2pn + ps)’
%Pnu% + %Psug + %595/371% + apn + %Ps)(zpnun + psts)
Here, the bracket means
X]=X"-X".
Let
Wp = Up — T
and
Ws = Us — 0.

Then, the first two equations of (5.4) write simply

(5.5) { [inn] =0

[psws] = 0.

Hence, if we know the left state U~ = (p,,, p5, u;,, ul), the shock speed o and the right
densities p;f, pf, it is easy to compute the right velocities u;” and u.
The third equation in (5.4) writes
_ o
[Pty = putind + patid — peuse +2p/° + 7 (200 + ps)?] = 0.

Using (5.5) and letting

My, = pyw, = prwy, My = pywg = pjwy,
and
1 1
T = —, Ts = —,
Pn Ps
it becomes
_ et
(5.6) M (o) + M 7] + elof/®) + S [(2pn + ps)*] = 0.
In the same way, the fourth Rankine-Hugoniot relation (5.4) becomes, using (5.6):
(57) M) + M) + 5Malpi*] + a(2My + My)[2pn + ps] = 0.
Let
pn(un - 0')
ps(us — o)
J(Pns sy Un, Us, @) = | pn(un — 0)2 + ps(us — ‘7)2 + EP?L/S + %(2/771 + P8)2

Pt — 0)3 + py(us — 0)® + 2p5 *(uy — )

+5(2pn + ps) (2pn(un — o) + ps(us — 0))
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Equations (5.5), (5.6), (5.7) imply that the Rankine-Hugoniot relations are satisfied if and
only if

J(p:,pj,u;f,uj,a) = J(py, ps s U s U5, 0).
Thanks to the implicit functions theorem, for any left state U~ = (p,,, p5 ,u, ,u; ) and
prspssunsus)d (Prs Ps s U Ug  00) is invertible (take for example
pn = ps =u, =1, u; =0y =0), there exist some right states U (o) close to U~ for o
in a neighbourhood of ¢g such that

J(UT(0),0) =J(U ,0),

shock velocity o such that D

that is, system (5.1) admits some shock solutions, which can be parametrized by the
velocity o. Note that the entropy criterion will select just half of each shock curve.

Such shock solutions can be observed with numerical simulations. Examples of nu-
merical results using a Lax-Friedrichs scheme (see [105] for example) are given by Figure
3 which represents the quantity p,. The figure is made of three graphics which show the
results of the numerical scheme using a spatial grid made of 1000, 5000 and 10000 points.
The time step is taken so that

At

= _5

Ax
As expected, the solutions show 5 different states separated by 4 waves. This contrasts with
the solutions of the Euler equations which cannot exhibit more than 3 waves in general,
2 waves in the isentropic case. The presence of the superfluid part induces therefore some
changes even in the behaviour of the normal part of the fluid compared to a usual (non
quantum) fluid.

6. Conclusions

We have derived a two-fluids model for a quantum gas from a system consisting of a
Boltzmann-like and a Gross-Pitaevskii equations. Our derivation is formal, and it seems
to be very difficult to obtain a rigourous proof of convergence, at least until there is a good
existence framework for the quantum Boltzmann-Bose equation. However, we have shown
that our hydrodynamic model is well-posed, which is the first step in a good understanding
of the limiting process.

The limit system (4.1) that we propose does not seem to exist in the litterature. It
remains to see whether it provides a good description of the evolution of a superfluid,
before any further mathematical exploration of its properties.
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Abstract

We prove an existence theorem for the Boltzmann-Fermi-Dirac equation for integrable
collision cross-sections in possibly bounded domains with specular reflection at the bound-
aries, using the characteristic lines of the free transport. We then obtain that the solution
satisfies the local conservations of mass, momentum and kinetic energy thanks to a dis-
persion technique.

1. Introduction

In this note, we are concerned with the Boltzmann equation for a gas of fermions. It
has been studied for example by J. Dolbeault [113], P.-L. Lions [116] and X. Lu [117]. Our
goal is double: first, proving that the existence result and the properties of the solution
proved in [113] can be extended to more general domains than R3, if we supplement the
equation with a specular reflection condition at the boundaries; and then, establishing the
local conservation laws. These two properties are needed in the study of hydrodynamic
limits, especially in the incompressible inviscid regime, which is studied in a forthcoming
paper [111].

Let us detail the problem. Let 2 be a subset of R? having bounded curvature, and
regular enough such that the function x — n(x), where n(z) is the outer unit normal at
point z of 052, can be extended into a continously differentiable function on R3.

The Boltzmann equation for a gas of fermions reads

(1.1) Of +v.Vef =Q(f)

where f(t,z,v) is the density of particles which at time ¢t € Ry are at point x € £ with
velocity v € R3. It is supplemented with an initial condition

(1.2) f(0,z,v) = fo(x,v) V(z,v) € Q2 x R?
and a boundary condition

(1.3) ft,z,v) = f(t,z, Ry(v)) Y(z,v) € 90 x R® such that n(z).v <0
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where R, (v) is the specular reflection law
Ry(v) =v —2(v.n(z))n(x).
The collision integral Q(f) is given by

14 Q= [ [ o= onw) (70 = D= £) = FR0= (1= £)) dvads
with the usual notations
fo=ftav), [ =fa0),  fo=fta,v)
and where the precollisional velocities (v',v},) are deduced from the postcollisional ones by
V=0 — (v — ) ww, vl = vi + (U — V). ww.

The collision integral differs from the classical one by the terms (1 — f), which take into
account the Pauli exclusion principle.

The function b(w,w), known as the collision cross-section, is measurable, a.e. positive,
and is assumed to be in L' as in [113]. For the study of the conservations, we will moreover
assume that

(1.5) b(w,w) = q(|wl, [w.wl),
which is physically relevant, and endows (formally) Q(f) with symmetry properties:

(1.6) A;LuwﬁQUmUzo

for all f such that the integrals make sense. Then, integrating equation (1.1) against

1, v, |v|?, we obtain that the solution f satisfies formally the following conservation laws:
1 v
(1.7) at/, v fdv—l—Vx./[ v@v | fdv=20
R3 ‘U’Q R3 ’U|U‘2

This note aims at showing first an existence theorem for the initial-boundary value
(IBV) problem (1.1)-(1.3), and then that the local conservation laws (1.7) are satisfied
rigourously by the solution of the problem.

2. The IBV problem

Following [115] and [114], we define the characteristic lines of the free transport equa-

tion
8tf + vaf =0

in the following way: for (z,v) €  x R3, the characteristic line is given by z + vt, at
least if ¢ is small. Then, let to(x,v) be the first value of ¢ for which = + tgv € 9. Then,
for t > to, the trajectory continues as x + tov + (t — to)Ryttv(v). If it intersects one
more time the boundary of 2 at time ¢;(z,v), then the trajectory continues with velocity
Rt tgv-+(t1~t0) Rap 10 () (Ry+t40(v)), and so on. We then define a family of maps {¥*} called
the trajectory maps, W!(xg,vg) beeing the point in phase space at wich we arrive at time
t following the trajectory line issuing from (zg,vg). For t = tg,t;..., we define ! to be
continous (in time) from the right. Since 2 has bounded curvature, the trajectory intersects
the boundary finitely many times in finite times. Moreover, the energy is conserved at



2. THE IBV PROBLEM 115

each reflection, U maps Q x R? onto itself for every ¢, and the jacobian of U! is always
unity [115].
With this construction, we now define

fﬁ<t7 Z, 1)) - f(tv \Ijt(xv 1))),

that is, we conjugate f with the free transport semigroup. This notation allows to reformu-
late the boundary condition in a simpler way. Indeed, notice that if U=0(xq,vg) = (z,v),
then Wi(xg,v9) = U0 (20, v9) = (2, R(v)), so that the boundary condition can be written
(2.1) FAH(t — 0,20, v0) = fH(t + 0,20, vp),
that is, t — f#(t,2,v) is continuous.

The existence result for the IBV problem (1.1))-(1.2)-(2.1) is a consequence of the
following lemma:

LEMMA 2.1. Let f,h € LT (Ry x Q x R3). Then f is a solution of

loc
(2.2) of +vV.f=nh in D'(Ry x Q x R?)
with boundary condition (2.1) if and only if for almost all (xz,v) € Q x R3, ft is absolutely
continuous with respect to t, h¥(t,z,v) € L} (Ry) and

loc

it a,v) = fg(t,l‘,v) + /t h¥(s, z,v)ds.
0

PROOF. It is very similar to what is done in [112, 114]. It consists un multiplying
(2.2) by x(¥!(z,v)))é(t) and integrating, with y € D(Q x R?) and ¢ € D(R, ). Using then
the change of variables (X, V) = U!(z,v) leads to

/Q><R3 x(@v) < /R+ £ (1) + Roo(t)] dt> dzdv = 0

and then to the announced result, since this is true for every xy € D(Q x R3) and ¢ €
D(Ry). O

Equipped with this lemma, it is now possible to apply all the strategy developped in
[113], and we obtain the following two theorems:

THEOREM 2.2. Let Q be either R? or a reqular subset of R3. Let the collision cross-
section be such that

(2.3) 0<be LYR?x 5?),
and let
(2.4) fo € L®(Q x R3), 0< fo<1.

Then, the problem (1.1)-(1.2)-(2.1) has a unique solution f satisfying
feL®Ry x Q xR, 0<f<1 ae.

Moreover, f is absolutely continuous with respect to t.

SKETCH OF PROOF. The main idea is to show that the function

T f o (@ (a,0)) + /0 QUF)(s, 0" (w,0))ds
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has a fixed point, with

0if £<0

it o<1

1if £f>1

This is achieved by showing that T is contractive in L>([0, 8] x Q x R3) if 6 is small enough.
Then, since

f

“Bumax(£,0) < ~BJ < Q(f) < B - ) < B — min(1, J))
where B = [|b]| 1 (3 s2), it comes
—Bmax(f*,0) < 8;f* < B(1 —min(1, f*)),

which ensures that f = f. It is then possible to reiterate the process on [0,26], and so on,
to construct a global solution. O

3. Conservation laws

Under the (physically relevant) assumption on the cross-section (1.5) the collision
operator Q(f) features the very interesting symmetry properties (1.6), thanks to which f
preserves some macroscopic quantities such as the total mass and the total kinetic energy.
Indeed the following result holds as in [113] or [117]:

THEOREM 3.1. Let fo satisfy (2.4), and b satisfy (1.5) and (2.3). Then

o if fo € LY (2 xR3), then the solution f to (1.1)-(1.2)-(2.1) belongs to CO(R; L} (2 x
R?)) and

// f(t,x,v)dedv = // fo(z,v)dzdo, vVt € Ry;
QxR3 OxR3

o if [[oups [v|*fodzdv < +o00, then the solution f to (1.1)-(1.2)-(2.1) is such that the
function (t,z,v) — |[v|?f(t,z,v) belongs to CO(Ry; L} (2 x R?)) and

// lv2f(t, x,v)dzdv = // v|? fo(x, v)dado, Vit e Ry
QxR3 QxR3
Moreover, the function (t,z,v) — |[v|?Q(f)(t,z,v) belongs to L>°(R; L' (2 x R3)).

SKETCH OF PROOF. Since the solution f to (1.1) belongs to C°(Ry; LY(Q x R3)) it
is easy to see that Q(f) € C°(Ry;LY(Q x R?)) and the first point is a consequence
of Fubini’s theorem. The second point is more tricky and is dealt with as in [113],
showing first the result with a fixed point in L°°([0, 4]; L' (dz(1 + |v|?)dv)) assuming that
Jrs Jg2 b(w, w)|w[*dwdw < oo and then using a stability argument to relax this assump-
tion. U

We can go further and show that even the microscopic quantities are conserved. This
is a consequence of the following dispersion estimate due to B. Perthame [118]:

THEOREM 3.2. Let f € L'([0,T]; L*(Q2 x R?)) be solution of

Wf+oVef=g,  ft=0)=fo
with boundary condition (2.1). Assume that

T
// 02 fo(z, v)dzdy < +oo and / // [v|?g(t, z,v)dzdvdt < Cy.
QxR3 0 QxR3
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Then, for any bounded subset K of ), we have

T
/ dt/ dz |2 f(t, 2, v)dv < Ck.
0 K R3

This dispersion estimate is the key to obtain that f locally conserves the mass, mo-
mentum and kinetic energy:

COROLLARY 3.3. Let the cross-section b satisfy (1.5) and (2.3). Assume that the initial
data satisfy (2.4), and

// (1+ IU\S)fO(xm)dxdv < 400,
QxR3

Then, the solution f to (1.1)-(1.2)-(2.1) satisfies, in distributional sense, the local conser-
vation laws (1.7).

Note that because of the boundary condition (1.3), it is easy to see that the momentum
is tangential to the boundary:

n/ vfdv=20 Y € 002.
R3
PROOF. In the sense of distributions, f satisfies (1.1). Let ¢ € D(R4 x Q) and Vg €
D(R3) satisfy:
1 iflv| <R
a(v) = { v

0 if [u| > 2R.

Then equation (1.1) 1mphes

v
/ 8t¢>/ fdv d:z:dt+/ Vo / Ur) [vew | fdv| dedt
R4 XxQ ‘|2 R4 X R3 |2
1
v

olv
:_/IR+XQ¢ /RS‘I’R( v)

We may pass to the limit R — +oco thanks to 3.1 and theorem 3.2. At the end, we get the
desired result. O

Q(f)dv| dzdt
o]
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The incompressible Euler limit for a gas of fermions
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Abstract

We are interested in the hydrodynamic limit of the Boltzmann equation for a gas
of fermions in the incompressible Euler regime. We use the relative entropy method as
improved by Saint-Raymond in the classical case [130]. Our result is analogous to the
classical case result, but the treatment is slightly complicated by the cubic nonlinearity of
the collision operator.

1. Introduction

The study of quantum gases has been given increasing interest in the literature over
the last decade. In particular, quantum kinetic theory is an expanding field of research.
By quantum gases we mean gases made of quantum particles, that are, bosons or fermions.
The first ones aim at aggregating together, forming the so-called ”Bose-Einstein conden-
sates”. Conversely, fermions obey Pauli’s exclusion principle, which prevents any pair of
fermions from being in the same state.

Among the possible models for quantum gases, the Boltzmann-type models first pro-
posed by Nordheim in 1928 [128] then Uehling and Uhlenbeck in 1933 [132] are very
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popular. Although their range of validity is not clear, they seem to capture some aspects
of the behaviour of bosonic or fermionic particles. Indeed, it has been proved, in the
bosonic (and space homogeneous) case, that under a threshold temperature, a condensate
occurs in infinite time [125, 124]. On the contrary, solutions of the fermionic Boltzmann
equation satisfy a natural L® bound which makes the Cauchy problem easier. Indeed,
there is no need for renormalized solutions in this case since one can prove the existence
of global weak solutions [127, 123, 120].

1.1. The Boltzmann equation for fermions. In this work, we investigate the
incompressible Euler limit of the Boltzmann equation for a gas of fermions (or Boltzmann-
Fermi equation). It reads in nondimensional form

(11) Madhf +0.0f = - Q(f)

where f(t,z,v) is the density of particles which at time ¢t € R, are at the point z € R? with
velocity v € R3. The left-hand term express the free transport of the particle in absence of
interactions, while the right-hand term takes into account the effects of collisions between
particles. The positive constants Ma and Kn are numbers determined by the physical
situation of the gas and defined by

mean free path

Kn =
observation length scale

bulk velocity

Ma= ——F-——.
speed of sound

The Knudsen number is a measure of the rarefaction of the gas whereas the Mach number

measures its compressibility.

The collision integral Q(f) is given by
12) QU = [ [ Bl v (PR D)0 £) = 120 £)(1 - 1) dode
52 JR3

with the usual notations

f*:f(t,x,v*), f/:f(tax7vl)’ fi:f(t,x,v;)
and where the precollisional velocities (v, v}) are deduced from the postcollisional ones by
the relations
V=0 — (v—v)ww,
vl =i+ (v — vi)ww,
where w is a unit norm vector. These relations express the conservation of momentum
and kinetic energy at each collision.

The collision integral (1.2) differs from the classical one by the presence of cubic terms,
due to Pauli’s exclusion principle, and thus take into account the quantum nature of the
gas. Indeed the probability for a particle with velocity v’ of taking velocity v after a
collision is all the more penalized as other particles at the same point already have velocity
v. This prevents any pair of two fermions from being in the same quantum state. As a
consequence the solution f satisfy a natural L°° bound : if the initial datum fy is chosen
such that

0<fo<1,
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this bound is preserved by the solution f for all times. This property is of great help in
the study of this equation and make it having very different features from the classical or
the bosonic Boltzmann equation although they look very similar.

The function B(z,w), known as the collision kernel, is measurable, a.e. positive, and
depends only on |z| and on the scalar product z - w. It is often assumed to satisfy Grad’s
cutoff assumption:

(1.3) 0 < B(z,w) < Cp(1+|2])° ae. on S? xR3
(1.4) / B(z,w)dw > 14 a.e. on R?
' 2V =Cpl+ls “°

for some constants Cp > 0 and 3 € [0,1]. These assumptions guarantee the existence
of a solution to equation (1.1) in the whole domain R? or in the torus T3 [123, 127].
However, in order to have existence of solutions in more general domains and to ensure
that they satisfy the local conservation of mass, momentum, and energy, as well as the
entropy inequality, we will have to make more restrictive assumptions [120], as will be
explained later.

The symmetry properties of the collision operator, coming from the fact that the
transformations (v, v,) — (v/,v.) and (v,v") — (vs,v)) have unit jacobian, imply that at
least formally,

1 ! pl ! /
[ euear=1 [ [ BUrRa=na- )= fr0- 0= 1)

X (@ + @« — ' — &) dvsdw

(1.5)

and then
[ et =o.

As a consequence, the solution f of equation (1.1) formally satisfies the conservations of
mass, momentum and kinetic energy:

at/fdv—i—l\iavz. </vfdv> =0
3t/vfdv+1\iavm. (/v@vfdv) =0
8t/]fu]2fdv+ Miavz (/U‘q;Pfd’U) =0.

Moreover, taking ¢ = log (%) in (1.5) leads to the so-called H-theorem, which expresses

the second principle of thermodynamics:
1 1
O /R3 s(f)(v)dv + mvi. </RS vs(f)(v)dv) = _MaKnD(f)

s(f) = flog f + (1 — f)log(1 — f)

with

and
D)= [, B=w) (L= =)= FLO= )0 = 1)

o (SO Da -,
1g<fﬂu—fwl—ﬁ>

> dv,dw.
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Notice that D(f) is non-negative. The minimizers of the entropy which are also the
functions that cancel the collision operator, are given by :

PROPOSITION 1.1. Assume that g € L*(R3) is such that Q(g) and D(g) are well defined
and satisfy the bounds 0 < f < 1. Then

M
QRQg)=0 < D(g)=0 < g= Y or g = Lyea
where M is a mazwellian distribution, that is,
v—u 2
M = ae_‘ 2b|

with a > 0, b > 0, and for some subset A C R3. In the first case the distributions are
called Fermi-Dirac or Planckian distributions, whereas they are called degenerate Fermi-
Dirac distributions in the second case.

Proofs and details are to be found in [123, 125]. The coefficiens of the Planckian
distribution a, b, u are fully determined by macroscopic parameters of the fluid with dis-
tribution g, namely the mass p,4, bulk velocity u, and pressure pgy, defined by

1
pq(t,x :/ g(t,z,v)dv, ug(t, :/ vg(t, x,v)dv
g( ) RS ( ) g( ) pg(t,ﬂi') RS ( )

and
Dyt ,0) = / v — g (t, 2) Pg(t, 7, v)dv.
R3

This relation will be detailed in the next Section.

1.2. The formal hydrodynamic limit. In the fast relaxation regime, that is, when
the Knudsen number goes to 0, the collision process becomes predominant and we expect
in view of (1.1) that a local thermodynamic equilibrium is reached almost instantaneously.
The distribution f describing the gas is then close to Planckian distribution fully deter-
mined by some coefficients a, b, © which in turn are caracterized by the hydrodynamic fields
ps(t,x), usp(t,z) and ps(t, x). The conservation laws then become up to order O(Kn)

Mad;ps + Vi - (pruy) =0

1
Maat(prf) + Vg - <prf ®uy + 3pff3) =0

)
Maat(pfufv +pf)+ V- (pf\chQUf + Sprf> =0

which are the compressible Euler equations for perfect gases. If now the Mach number also
goes to 0, that is, in an incompressible regime, the first equation becomes V- (pfuy) = 0,
which is nothing but the incompressibility constraint. The other equations of motions
are obtained by a systematic multiscale expansion, depending on another parameter: the

Reynolds number, defined by
Ma

" Kn
for perfect gases, and measuring the viscosity of the gas. In all the sequel, we are interested

in the inviscid incompressible regime, so that we consider

Re

Ma = ¢, Kn=¢?9 ¢g>1
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and investigate the asymptotic € — 0. The Boltzmann equation for fermions then writes

(1.6 O + 0V f = Q)

Moreover, the hydrodynamic fluids will be assumed to be fluctuations around a global
constant equilibrium (pg, 0, pp), so that, denoting the fluctuations around the mass, mo-
mentum and pressure by p, 4 and p,

pf=po+ep, up=c¢eu, pf=po+ep.
We also define the temperature Ty by
py=psTy

and its fluctuation T by T =T+ eT where Tj is a constant equilibrium value. Plugging
these expressions into the hydrodynamic equations (1.2) we get at leading order

Ve =0,  Vo(Top+ poT) =0

which are known as the incompressibility and the Boussinesq relations; at next order it
comes

Op+u-Vyyp=0

O+ @ - Vi + Vi (pT) = 0.

The rest of the paper is organized as follows: in Section 2, we give some details about
equation (1.6). Then in Section 3 we explain the strategy which is based on the modulated
entropy and give our main result Theorem 3.1. We give some useful intermediate results
in Section 4. In Section 5 we compute the time derivative of the modulated entropy. In
Section 6 we construct an approximate solution of (1.6) the parameters of which satisfy
the incompressible Euler equation. Finally in Section 7 we end the proof of the main result
by controling some flux terms.

2. Some details on the Boltzmann equation for fermions

In this Section we explain the relation between the hydrodynamic fields and the co-
efficients a, u, b of the Planckian distribution defined in Proposition (1.1). We then state
the existence result to be used in the sequel.

2.1. Relations between the coefficients and the macroscopic quantities. We
recall here the definition of the hydrodynamic fields: for a given distribution function f
the mass py, the bulk velocity u; and the pressure p; are defined by

prt) = [ rita o w(t,x):pfém) [, otttz

and
pr(t,z,v) —/ \U—Uf(t,m)IQf(t,x,v)dv.
]R3

When the thermodynamic equilibrium is reached, the density function is an equilibrium

solution o ,
lv—ul
f = m’ M = age” 20

with a,b > 0. It is then clear that u = uy. Let us define for comodity the functions

2
[v]

ae 2
R = [ o= —.
14+ae™ 2
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They are well defined for a € [0, +00). Then we write
pr=b"?Fy(a),  py=0b""Fa).

If we define now the internal energy

1
= (pr—4 2
€ = g, Pr ~ dpslusl),

we can quote the following result from [121]:
PROPOSITION 2.1. There exists a positive constant | such that the mapping
(aa b) S (O7+OO)2 = (pf7ef) €g,
where € = {(ps,ef) s.t. e > lp?/?’}, is one-to-one.

From now on, we will denote by Py a global equilibrium defined by

My _l?
— My = e%0 20
1 n M()’ 0 e e 0

where ag, by > 0 and ag is such that

Fy(e™) > 21Fp(e™)35.

(2.1) Py

2.2. Existence theory. Let ) be a subset of R? regular enough such that the normal
is well defined on the boundary. The equation

(2.2) Wf+v.V.f=Q(f)
must be supplemented with an initial condition:
(2.3) f(0,z,v) = fo(z,v) V(z,v) € Q x R?

and a boundary condition we choose to be specular reflection for simplicity:
(2.4) flt,z,v) = f(t,z, Ry(v)) V(z,v) € 9 x R® such that n(z).v <0
where R, (v) is the specular reflection law

(2.5) R, (v) =v+2(v.n(z))n(x).

The choice of the specular reflection as a boundary condition makes all the boundary terms
vanish in the weak formulation of the equation. It also cancels the Prandtl layer along the
boundary.

The following existence result was proved in [123, 120]:

THEOREM 2.2. Let Q be either R? or a reqular subset of R3. Let the collision kernel
B be such that

(2.6) 0< BeL'(R?x 8%,
and let
(2.7) fo € L®(Q x R3), 0< fo<l.

Then, the problem (2.2)-(2.4) has a unique solution f satisfying
FEL®R, xQxR?), 0<f<1 ae
Moreover, [ is absolutely continuous with respect to t.

The assumption made on the collision kernel (2.6) is very strong, much more than
Grad’s cut-off assumption (1.3)-(1.4) which would be enough to ensure the existence of
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a solution [127]. However, it is (until now) necessary in order to prove that the local
conservation laws are satisfied by the solution. It is the case if we assume that the collision
kernel has the symmetry

(2.8) B(w,w) = q(|w], [w.wl),

which is physically relevant. The following proposition was proved in [120] using a dis-
persion argument which states roughly that if f is the solution to the transport equations

atf+v'vmf:g

and fOT Joxrs lv]2gdvdzdt < Cp, then fOT Jre Jgs |v]? fdvdadt < C for all compact subsets
K cR3,

PROPOSITION 2.3. Assume that the collision kernel B is as in (2.6) and (2.8). Assume
moreover that the initial data is as in (2.7), and

// (1 + [v]*) fo(z,v)dzdv < +o0.
QxR3

Then, the solution f to (2.2)-(2.4) satisfies, in the distributional sense, the local conser-

vation laws
O fdv 4+ V. (/ deU) =0
R3 R3

(2.9) Ot/RSdeU—I—Vx. </Rgv®vfdv>:0
Ot/ ]2 fdv + V. </ v|v2fdv> =0
R3 R3

Finally, under the same assumptions, Boltzmann’s H-theorem is true:

,

PROPOSITION 2.4. Let the collision kernel B satisfy (2.6) and (2.6). Assume that the
initial data satisfy (2.7), and

// (2 + [02) fo (, v)dwdv < oo,
QxR3

and let f be the solution to (2.2)-(2.4). Then,

//QX]RSS(f)(t)dvdx—k/ot/QD(f)dxds://QXRSS(]CO),

3. Strategy and main result

In investigating the incompressible Euler limit of the Boltzmann-Fermi equation, we
use the modulated entropy method as in the classical case [130]. Let us first introduce
the relative entropy of the solution f; to (1.6) with respect to the global thermodynamic
equilibrium Fy:

Hrr = [

f:
<flegP€ —fet+ P
QxR3 0
1-— f £
1-F
It is a non-negative Lyapunov functional for the Boltzmann-Fermi equation thanks to the
H theorem. In the fast relaxation limit, f. is supposed to be clos to a thermodynamic

+ (1 — f:)log (1—fo)+1— Po) dodz.

equilibrium, we therefore define the modulated entropy by
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H(fa‘Pf-:):/QX (flegﬁ_fa‘i‘Ps

1-—
+ (1~ fe)log g ]J; (1—f) ~|—1—P€>dvdm.
where P. = 1%\2 is some local equilibrium which approximates the solution f., with

|[v—uel

M. = ace 2% . The relative entropy functional measures this approximation since

1Ry = [ (VE = VE) v

consequence of the pointwise inequality
T
(f—\/ﬂ)zgxlogf—a:%—y Vz,y > 0.
Yy

We then study the time evolution of the modulated entropy and prove the following sta-
bility equality:

t
H(f|P:)(t) = %H(fa,mfps,in) - q1+3/ /QD(fg)dxds

- 2
_ / // ( v eu’ v — eul ) - A(a1,u, by )dadvds
OxR3 be 2be
2/ // febeWe - Vabidzduds — 2/ // (e - Vyu)dzduds
28 OxR3 2e OxR3

e—eb1 |42
751)1 9 €a0+€alfwlvl
352/ T // |U| e dvdz | ds.
0 QxR3 1+6a0+€a1—T

where the acceleration term A (a1, u,bp) is defined by (5.3). It will go to 0 when ¢ — 0
together with the last term by choosing some appropriate functions ai,u,b; thanks to
some filtering techniques.

The main difficulty relies in the control of the flux terms

2/ // febeVe - Vybidoduds and 2/ // = (®. - Vyu)dzduds
2¢ QOxR3 2¢e QOxR3

containing translated and rescaled variants of the flux momentum and energy
1
<I):v®v—§|v|217 U =o(|v|* = 7).

They are dealt with thanks to some bounds containing the relative entropy and the entropy
dissipation, coming from the theory of the linearized collision operator. Using Gronwall’s

lemma we finally prove that
1
— H(fe|P:) sj)O 0.

Our main result is the following:

THEOREM 3.1. Let Q be some reqular bounded domain of R3. Let (f.n) be a family
of measurable nonnegative functions over  x R® satisfying the bounds

/9/3(1 + |z* + [v]*) fz indvde < C,
R

0 S fa,z‘n S 17
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and the scaling condition
1
QH(fe,MPo) <C.

Without loss of generality, assume that the fluctuation ge in defined by fein = Po(1+€ge,in)
converges

1 Qin | Uin bin | 12
We assume moreover that the initial data is well-prepared:

1
(31) ?H(fa,in|Pa,in) — 0.

Let f. be some family of solutions to the scaled Boltzmann-Fermi equation

{ O fe +v.Vaf = LQ(F)
(3.2)
f€(0a$77—7) :fs,in(lE,U) on Q x R3

with ¢ > 1, and with Be(z,w) = ]1|Z‘§;, endowed with the boundary condition

(3.3) fe(t,z,v) = fe(t, z, Ry(v)) V(z,v) € 92 x R® such that n(z).v < 0

where Ry (v) is the specular reflection law (2.5). Assume that we have the following control
on the tails :

2
(3.4) /]1%3 Py (fa; PO) dv < C a.e.

0

and, finally, assume that
(3.5) d=L71® and ¥=L"'T areat most polynomial as |v| — oco.

Then the fluctuation (g.) defined by f. = Po(1+eg.) converges in L* ([0, T]; (1+|v|?*)dvdz)
weak

1 a n U n b o]?
— —+ — v+ —
9e e—0 1+ My \ ag bo 2bg
where (a, u, I_)) is the unique Lipschitz solution to the incompressible Fuler equations
Ot + u.Vatu+ Vap = 0, Vet =0
supplemented with
Oia + u.Vya =0, Ob+ 1. Vb =0, Vz(boa + ob) = 0

on [0,T], and T is the mazimal lifespan of the solution.

In (3.5), £ is the linearized collision operator around Fy. We will see in the next
subsection that it is a Hilbert-Schmidt operator and that ® and ¥ are orthogonal to its
kernel. This gives a sense to ® and .

It should be very technical but not very hard to prove that (3.5) is true, as it was
proved in the classical case in [126]. Actually, the real assumptions are (3.1), which allows
us to consider solutions that are close to equilibrium even at t = 0, and thus not to talk
about relaxation and Knudsen layer; and (3.4), which gives a stronger control that what
is needed, but will be used in the control of the flux terms.
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4. Useful intermediate results

In this section we define and study the linearized collision operator, and then give
some bounds that will be very useful in the proof of Theorem 3.1.

4.1. The linearized collision operator. As we look at solutions of (1.6) which are
fluctuations around an equilibrium state, that is,

fe = Pa(l +5§e)a

it makes sense to use the linearized collision operator, which is defined as

% 1 1
5.9_/5,2/]R3 T Uy, W 1—|—M€*1+M,1+Mé7*
(90 + M) + g(1+ M) — g’ (1 + ML) — g2(1 4 M. ,)) dvidw.
Let us define

U_U*)Me*(1+Me)
41 - ’ dv,d
(4.1) ) /Sz/Rs T+ Mo)(1+ M1+ ML)
lv—ue|?

and recall that P. = lfrwij\}g with M, = ace™ % ; the following proposition gives some

properties of L.:

PROPOSITION 4.1. Assume that the cross section B(z,w) satisfies Grad’s cutoff as-
sumptions (1.3)-(1.4); then L. is a non-negative self-adjoint operator on L*(M.dv) with
domain

D(L.) = {g € L*(M.dv) | veg € L*(M.dv)} = L*(v-M_.dv).

1 v |v|?
Kerl. = .
e Span{1+M€’1+M€’1+ME

and kernel

It can be decomposed as
Leg(v) = ve(v)g(v) + Keg(v)
where K. is a compact integral operator on L*(M.dv) and

0<v_ <v.(v) <Cp(1+ v
provided that
(4.2) 0<a. <C and %gbg
with C' a positive constant independent of ¢.

REMARK 4.2. The assumption about the collision kernel B(z,w) (1.3)-(1.4) is not
compatible with the assumption B € L'(R? x S?) that we made to ensure the existence
of a solution which satisfies the local conservation laws. To bypass this difficulty, we will
consider the simplified situation with a collision kernel

which is in L1 (R? x S?) but satisfies Grad’s cutoff assumptions in the limt ¢ — 0. When
spectral properties of the linearized collision operator will be needed, we will consider the
cross section B = 1 and then evaluate the difference between the terms involving B, and
those with B.
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PROOF. Let g,h € L?(M.dv). Then
/hEEgMEdv:/h(l—FM T

/// M. M., 1 1
— Vs, W
o 1+M U+ Moo 1+ MI1+ ML,

(9(1 4+ Me) + g1+ M) — g'(1+ ML) — gL (1 + M)
X (h(l + M) + ho (L4 M. ,) — B'(1+ ML) — h,(1+ M. ,)) dvdv.dw

dv

which easily shows that L. is a non-negative self-adjoint operator. Moreover, letting h = ¢
implies that g is in the nullspace of L. if and only if, for almost all (v, v, w) € R3 xR3 x §2,

g1+ M)+ g(1+ M) = g' (1 + M) + g, (1 + M_ ).

In other words, g(1 + M.) must be a collision invariant, and therefore the nullspace of L.
; v|
is made of all linear combinations of 1+M T 1LM (see [122]).
The next step is to split £, into two parts:

Leg= Vs(v)g + /CJL(U)

with
(v —ve) Me (1 + M)
4.4 = : dv,dw.
(44) ) /S/R T+ Me)(1+ M1+ ML)
and

M, 1 1
K = B(v — vy, =
=9(v) /52 » (v —vew)5 Mo 1+ MM

X (gs(L4+ M) — g/ (1 + ML) — g (1 + ML ,)) dv.dw.

The bounds on v, can be proved using Grad’s cutoff assumptions (1.3)-(1.4). They are

uniform in ¢ thanks to (4.2). The operator K. can be split into two operators in the
following way:

Keg(v) = K2g(v) — KZg(v)

with
// WYMoy — L gdud
T Uy, W * «* AV AW
rs Jg2 E’ 1+M41+ME’7*9
and
M, 1 1
KZg(v) = B(v — vy, —
29(v) /52 s (v—w W)1+ME7*1+Mé1+ME’,*

x (¢ (1+ M)+ g.(1+ M. ,)) dvdw.

In the classical case, the same decomposition holds, and a clever change of variables
known as “Carleman’s parametrization” allows to show that the following two operators
are compact on L2(M dv) (see [129] for example):

/ / (v — vy, w) M, #gxdvedw
R3 S2

Kag(v / / — Vs, W) Me i (¢ + gl )dvsdw.
R3 J g2
It is easy to see that
1K€ r2(aedvy < ClIK1GI L2 (0. dv)
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and
HIngHLQ(MEdv) < C (IIK2gll 2 (moav) + 1K2(Meg) | 12(0.av))
from which we deduce that K. is a compact operator on L?(M_.dv). O

With these results, we can assert that L. is coercive, and therefore is a Fredholm
operator:

COROLLARY 4.3. There exists C > 0 such that, for each g € D(L:) N (Ker(L:))™",

/Q»CagMed'U > CEHQH%Q(VSMEdv)‘

If (4.2) holds, then Cr is independent of .

PROOF. This result is a consequence of Proposition 4.1. Indeed, the multiplication
operator g — v.g is self-adjoint on L?(v.M.dv) and has continuous spectrum, namely the
numerical range of v, [v7, +o0o[ where

vo <y, = Uienﬂé ve(v).

Then, since K. is self-adjoint and compact on L?(M.dv), Weyl’s theorem ensures that the
spectrum of L. is made of [, +00[ and of a sequence of eigenvalues on the interval [0, v ]
with v as unique possible accumulation point. Consequently, there exists a smallest
eigenvalue \! which is bounded by below by A! if (4.2) holds, and the following spectral
gap inequality is satisfied for each g € D(L.) N (Ker(£:))™:

[ otgrav = Celglur.an,
Recalling that

/gEEgMgdv = /Vag2M5dv—/glCegMgdv

and using the continuity of I, we get the inequality with the weighted norm as stated
above. O

4.2. Useful bounds. This subsection lists some a priori bounds which are needed
for the proof of convergence in the hydrodynamic limit. The first estimate comes from
Young’s inequality:

PROPOSITION 4.4. For z > —1 we define the function

h(z) = (14 z)log(1+ z) — z.
It satisfies
h(z) >0 forz>—1,
N 1
plz] < AW (p) + 1 h(2)

where h* is the Legendre transform of h

h(p) = max(pz — h(z)) = e’ —p — 1.

The study of the function h is motivated by the relation

H(f.|P.) = //QXIR3 P.h <f5 ;€P5> dvdz + //QXRS(l — P)h (?_‘ﬁ:) dvdz,
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PROOF. The first two properties are immediate from the definitions of A and the
modulated entropy. The last one comes from Young’s inequality

pz < h(p) + h(2),
supplemented with the two inequalities
h(lz|]) < h(z) z> -1
R*(Ap) < XN2h*(p) p>0, Ae0,1].
O]

It will be useful to work in L? since it is the natural space for the study of £., and then we
will use renormalized fluctuations instead of the natural one defined as f. = P.(1 + £gc):

PROPOSITION 4.5. Let us define the renormalized fluctuations

and

Then
1
(4.5) // P.g?dvdx + // (1 — P)h2dvde < <5 H(f.|P.).
QOxR3 QxR3

Moreover,

(4.6) le v/ Pegell 2 quz) + lehell e @oaz) < C
where C' > 0 does not depend on ¢, provided that (4.2) holds.

PROOF. Estimate (4.5) is a direct consequence of the definition of g. and h. and the
following inequality:

xlogg—x+y2(\f—\/§)2, Va,y > 0.

Recalling that 0 < f. < 1 and that P. is bounded indipendently of £ the second point
comes by direct inspection. O

In the L? setting, the collision kernel needs also to be renormalized. We repeat here the
définition of the entropy dissipation:

DU = [ Belo=vas) (LA = )= fo) = b1 = £ = 12,)

4
Ff (=)= feu
-log <f5fg*( — (1 - f;,*)> dv,dw.

PROPOSITION 4.6. Define the renormalized collision kernel by

0= [[ B (JRF0= )0 fo) = U= )0 12.)) oo,

with

A — M€M€7*
(L4 M)+ M)+ MO+ ML)
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Assume that (4.2) holds. Then

1621220, 1 g0y < CDUS2)

where ve is the collision frequency defined by (4.1) and C' is a positive constant independent

of €.

PrOOF. This estimate is obtained by the Cauchy-Schwarz inequality:

G < % ( / / BEngv*dw> < / BaAadv*dw>
€

Ge =\ 7.0 = £ = for) =\ Fefor L = £ = £2,).
We easily see that

with

/ B A dv,dw = 1, 1L

Next, using the classical inequality
(x—y)log= > 4(Va - §)’,  Va,y>0,
Yy

we get thanks to (4.2)

||Cj€HiQ(V§1Padv) é CD(fE)

Mixing together the previous estimates, we can prove a relaxation result. Define Il as
the orthogonal projection in L?(P.dv) on Ker L.. The following proposition will be useful
in the control of the flux terms: couped with the control on the tails (3.4) and some
interpolation argument, it will allow us to control the third moment of f..

PROPOSITION 4.7. Define §. and he as in Proposition 4.5 and assume (4.2). Then
gé‘ - ];‘8 H QS - iLE
1+M., 1+ M.
c ¢/ L2 (P.dv)
. 5 1 - P,
= 50(”95”%2(135) + ez + \/52 /Psh <ng ) dv) +o(e).
&€

ProoF. Plugging the identities
fo=P(1+e3.)",  1-fo=(1-P)(1+ch)?

into

VI = £ = o)

gives

VIO = F)Q = for) = \[PLPL(1L = P)(1 = Pr) (U edl) (14 20L,) (L 2h)(Lt-he)
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which leads to the key following identity:

N — fow) = Lofon( 1)
= EA;/Q (ga - hla + ga,* - hla,* - (ge - ile) - (ge,* - ils,»g))

+ 52A;/2 (gégé,* - gs@s,* + Bshe,* - Béﬁ/e,* + g;ﬁs - gehlg

(4.7) b e =GRl 4 G ke = Gehl 5L e — Gl
NG (g;g;*(ﬁa Fhe ) — Gege (L +RL)
o b (9 + G = RLRL (3 + Ge) )
N2 (G0 hehe s = Gee W BLIL,)

Raising it to the square and dividing by €2, we get, thanks to

(4.8) le v/ Pegie || oo (doda) + llehe |l oo (doda) < C,
the following control:
1 g — he — he
gE ,C ga M d

C R31+M "1+ M.

/// \/fgfs* — fex) — \/fgfs,*(l—fg)(l—fé*))dedu*dw

+e (||98”L2(P5dv)+ ||h6||L2(dv))

Note that here we used the fact that, for a given integrable function u, we have (see [119]

for more details)
/ u(v)dvdw < C/ u(v)dv
R3 x 52 R3

The next step is to decompose B = B, + (B — B.), so that

///B (VIR 0~ o) Rl (1 J2,0)) v,

e / / (B — B.)f.fdwdvdo,

vfue\Q

_ lv—uel”
Recalling that f. can be written f. = P.(14+2eg. +£2§?) and M. = a.e” 2= , and thanks
to the following inequality

1
(4.9) \v Vs |>1M M. . < a1/2M3/4M3/4€ 16be<?
we get
C
E2/// ﬂ|v_v*‘>%f€f57*dwdvdv*
c __1_ ~2
(4.10) < ¢ 0eZ + 2///ﬂ|v_v*|>1P€Pg7*gadvdv*

o /// ﬂ'”‘”*|>§P5P€v*g§§s,*dvdv*
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Using Proposition 4.4 we obtain for § > 0

/ / / Ly, |51 Pe Pz g2 dvdu,
f€ - * 1
<6//PE*Ph< )dvdv* //ﬂh; v|>1PP5*h <5€2)dvdv*
gc&( /Ph(ff >dv>+ce‘csz
g2 P.

if ¢ is chosen big enough. Since €4/ P; +Js« is bounded, the same computation works for
the second term in the right hand side of (4.10), so that we finally get

€2 /// \/fsfs a = fex) \/fafa,*(l - O - fé,*))Q dwdvdo,

2 1 fs __1_
S (f£)+5 ”gaHLQ Pgdv)+05 Ph P d’l} +C€ 052‘

Collecting all the pieces together and using the coercivity of the linearized operator (Corol-
lary 4.3) leads to the inequality stated above. ]

5. The modulated entropy

The main idea to prove the convergence of the solutions to the scaled Boltzmann-
Fermi equation toward a solution of the incompressible Euler equation is to study the
time evolution of the modulated entropy. Let

M, _lv—eul?

P = M = Qq-€ 2be
€ 1+ Mg? € € 9
be a local equilibrium which approximates the solution f., with
(5.1) a. = e0tea be = boe™

Recall that ag and by are positive constants which were defined in Subsection 2.1. The
modulated entropy is defined by

fe

H(fa|Pa):/Q . <f£10gP — fe+ P +(1_fa)log1 fe

- F

—(1-f)+1- P€> dvdz.

PROPOSITION 5.1. Any solution to the scaled Boltzmann-Fermi equation (1.6) satisfies
the following identity

1 1 1 t
E (f€|P)() (fs’m|P51n _q+3/ /QD(fE)dl‘dS

— _ 2
_ / // < % Eu’ ’U 5“’ ) .AE(G/l?u?bl)dxdvds
QxR3 a 2b5
U, _ v,
2€2/ //Q><R3 febe U, .V, bidrduds 252/ //QXR3 O, - Vyu)daxduds

e—eb1 v|2

—Ebl eao-‘réal— o
dvdz | ds.
352 /O dt //{;><R3 ao+€a1*675b1|v|2
_|_ e 2bg

where the acceleration operator Ac(ay,u,by) is defined by (5.3).
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ProoF. The modulated entropy can be written as
My 14+ M,

H(f.|P.) = H(f:| P, log — + log dvdz.

(P =(r + [ (o 4o 1 ) duda

The H-theorem allows to write

t
H(fe|Po)(t) = H(feinl Pein) — iH/ / D(f.)dzds
P

o L (e 52 g
+/0 [dt //Q><R3 Iog(1+ME)dxdv] ds.

The last term is rewritten thanks to an integration per part,

9 age 2
log(1+M)dxdv— b ot
QxR3 QOxR3 1+ ace 2b€

5.2), we compute the time derivative:

duvdx.

w2 2
€
_ v

For the other term in (

p—eul? P
—1 - dzdv
//Qst < TS 2
lv—eul? |u]?
— of. (-1 v—eul” It
//wa{tk( T 2

O |v — eul? €
+ fe <—(‘3t loga. — 25|2b€| — E(v —cu) - 8tu> ]d:cdv.

Using the conservation laws (2.9), it comes

d |v—<€u|2 |v|2
— [ —loga, + ————— dad
dt //Qstf ( T 2 Y

—// ng[ﬁtloga5+u~vxloga€
QxR

1
+ bi(v —eu) <8tu+ u- Vau+ gvzu s (v —eu)
€

lv —eul? [ O;be Vb 1 V .be
. —(v— . dvdz.

+ 5. b +u b + E(v £u) b vdx

Introducing the rescaled translated versions of the momentum and energy fluxes

1
+ bV, log a8>
€

1
o, = ™ ((v— eu)®? — v — 5u|21)
3

U, = % (jv—euf* — %),
3
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(7e is chosen so that 1= M € (KerL.)"') we then obtain:

d ]v—su!Q \v|2
— —loga, + ————— dzd
dt //QngfE< TS 2 !

—//Q Sfa[ﬁtlogag—i—u-vxlogag
xR

1 b
—|—b£(v—su) <8tu+u V$u+ bV loga. + 27’5%6>
3

be
_ 2 2
+ [v €u| < ;b + u- Vbb 3—Vm u> ]dvdx

// fe¥. -V bdxdv—// = (P: - Vyu)dzdo.
QxR3 QxR3

We now replace a. and b, by (5.1), which leads to

v —eul*  |?
O e IL
//Q Rdfa[ (Orar +u - Vyay)
X

1
+ — ) (v —eu) (8tu—|—u Veu + b -Vzal + TEV b1>
£

2
+¢ |Ub€u|<({3tb +u-V b1+ Vx u>]dvdx

// fe¥. -V bdxdv—// = (®: - Vyu)dzdo.
OxR3 QxR3

Summarizing, the modulated entropy satisfies the following equation:

1 1
HUEIP®) = SH el ) = 5 [ [ DUz

- ol
_/ // ( Y su7 v — eyl ) - A(ar, u, br)dedods
QxRS b 2.

2/// e (bUe - Vb + &, - Vyu) dedods
26 QxR3

—Ebl‘ ‘2

/ // _8b1 T

dvdz | ds
9.2 e—€b1 |12 :
T o |dt JJoxrs Qrotea1— —

2b

where the acceleration operator is defined by

ora +u.Vza
(5.3) Ac(a,u,b) = | du+ u.Vou+ bp& 1V a+ = ( —70) Vb + 1 =Vz (boa + 10b)
O +u.V b+ 2V,

6. Construction of the approximate solutions

A global equilibrium solution is not expected to be a good approximation of f. in the
fast relaxation limit since fast oscillations can take place, such as acoustic waves. Hence
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we have to find correctors in order to obtain a refined approximation which will lead to
the convenient asymptotics.
Define the unknown
V= (al, u, bl),

the penalization operator

2
WV = (o, V. (boar + mob1) , gvx.u)

and the bilinear operator

u. Va1
B(‘/, V) = u.Veu + bgb1Vear + 11 Vebr
u.bel
(11 is a linear combination of a; and b1); we want to find V. = (af,ue,bj) such that

Ac(a$,ue, b5) — 0 in L2, that is,

1

with the constraint

—eby 2
fsbl eaoJrsalf QbOU‘
1 —
(6.1) A 62 dt - T dvdz — 0,
xR 1+eao+aa1 BT

which is the main difficulty. However, for this constraint to be satisfied, we only need the
mass conservation, as shown by Proposition 6.2.
In L? equipped with the norm

3
IVIZ2 = laslZz + lullz: + TTOHboal + 70172,

the operator W is skew-symmetric. We can thus defined the associated semigroup W. If
we conjugate the equation with W(1), it comes

(W <z> V) 4+ W (i) B(V,V) =0

Defining

it becomes

o ao(ala( ()0

The problem can be dealt with using filtering methods (see [131] for example). We will
prove the following result:

THEOREM 6.1. Let (ai™,u™,bi") belong to H*(Q) for some s > 3. Then there exists
some T > 0 and some family (a3 N, us N, b‘i’N) such that

sup lim || (a7, u™, 57)

o0 . S < C [}
Sup, | oo (0,175 (02)) < Cr

(a7 Nm us N bi’N’m) — (ai,u™ b)Y in H¥(Q) as € — 0 then N — +o0,
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Ag(ai’N,us’N, bi’N) — 0 in L*([0,T] x Q) as € — 0 then N — +o0,

and y
e,
N ‘—Ebl 2
14 e*Ebf’N eaOeri ,%
AN = — — v|? dvde — 0
= g2dt b —eb5 N
QxR3 0 a +Ea€,N_e 1 |v|?
1+e 0 1 T 2bg

in L*([0,T]) as e — 0 then N — +o0.

6.1. Study of W. At this point, we need spectral properties of the operator W. As
it is skew-symmetric, its eigenvalues are purely imaginary, and its eigenvectors satisfy

WV =iAVy,
which can be written
0 =ilay
Va(boay + 10by) = iAuy
2Vouy = iAby
In other words, if A # 0, the eigenvectors satisfy
ay=0
Agby = —522%by
Viby = i%uA

Hence, the operator W has the same spectral structure as the laplacian on {2, which means
that is is diagonalizable on the orthogonal of its kernel. Indeed, there exists an hilbertian
basis (¢n)ner of L2(Q) such that

—Appp = pppn, with n.Vyéd, =0 on 99
with u, > 0 for n € N* and
Ay =0 with n.Vy¢,=0 on 9N
for n € I\ N*. This yields that the family (¢, )nez defined by

3710

v = [ 0,7 sgn(n
(n) 2

Va®inls ¢|n|>

is an hilbertian basis of (ker W)+. An explicit computation shows that the orthogonal
projection on ker W is

QI [(b b)dz — b
Ho(%u,b):(a,Pu,‘ |~ J (boa + Tob)dw oa>

7o
where P is the Leray projection, that is, the orthogonal projection onto the divergence-free
vectors. In the sequel, ITy is the orthogonal projection onto ker(W — A\I).

6.2. Construction. We just sketch here the construction of approximate solutions
0 (6.2), but we refer to [130] for all the details. The method consists in:

e Decompose the operator W as W =} ,., All\ and plug this into (6.2). It leads
to
oV + > @EMu e AI, B, VI, V) =0

k1,k2,ks€oyp
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e The first order approximation Vj of V is defined as the solution of equation (6.2)
when we take into account only the resonant modes, that is,

aVo+ > Ty B(Iy Vo, M, Vo) =0
Aky =Akg +Aig

This equation is known to have solutions in L§° ([0, 7%), H*(2)) provided that V" €
H*(Q) and s > 3. However, V is not an approximation of V in the sense that A, (Vp)
converges weakly but not strongly in L? to 0. We therefore have to add correctors.
e Hence, we construct the second order approximation plugging V=Vy+eVi+ o(e)
into (6.2). To avoid the problem of small divisors, we introduce the projection onto
a finite dimensional subset of C°(2) Jy, which is the orthogonal projection onto
the N first harmonics of W and the N first harmonics in ker W. We then denote

ViV = Jx Vo, and we check that [Vodz = [ V{Vdz. We define V;¥ by

it
- exp (2(A\x — Ak, — Mg ~ ~
Z(Akl + )\k’z - Ak) ! 2
Ak TAky Ak

Then, XN/ON + 5\71N is an approximate solution of (6.2). However, it does not satisfy
% (V¥ + eV¥)dz — 0 when € — 0.
e We therefore define the third order approximation ‘72N as in [130] by plugging
VN =V 4+ V¥ 4 2VN 4 o(¢?) into (6.2), and we check that
— VSN = VON + €V1N + 82‘72N is an approximate solution of (6.2),
— E%f‘N/ENdxHOWhensHO.

The key ingredient for the above computations to work is that, for A, u # 0 with A # p,
we have
o B(II\V,11,V) = 0.
Indeed, writing II\V = (ax,uy, b)), we get

uA.anM + uM.an,\
ux-Vaty + 1y Vauy + bob,\Vwau + bobuvxa)\ )
+(ctay + c?bx) Vb, + (ctay, + ¢2b,)Viby |’
u,\.beM + uu.beA

1
o B(II\V,11,V) = 51’[0

but ay = a, = 0 since A\, u # 0, so that

0
1
1_[0B(H>\V7 HMV) = 51_[0 uA.Vmu“ + ’U,’u.sz)\ + CQb,\Vmb# + Czbuvzb)\
U)\.beu + uM.be,\
0
= | P(ux.Vauy, +u,.Vaouy)
$(ux.Vzby + 1, Vaby)de)

Note that qu.be#dx = —% fb/\.bud$ = 0 since A\ # u. Moreover,
(ux-Veuy +u,.Vauy), = (Ve (uyuy)) + ui\ (@ui — (‘)Zui) + Uf; (@-ué\ — 8Zuf\) ,

so that
o B(II\V,11,V) = 0.
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In addition, if A # 0,

2 2
bydx = —i/ Veuyder =i1— u.ndo, = 0.

At the end, we get that
d

- d
E bde=2S [ bodz =0
at Jo oF dt/QOx

d -
dt/ﬂadx—O,

which is the key to see that % [VNdz — 0 when ¢ — 0.
The equation for the non-oscillating part can be decoupled from the rest of the system,

and

and writes
oIV + HoB(HoV, HoV) =0,

o0ia +u.Vya =0, Ob+u.Vib=0, Va(boa + 1ob) = 0,
Oyl + GVt + Vap =0, Vi = 0.
This is the incompressible Euler system. Now it remains to show that the approximate

solution we constructed satisfies the constraint (6.1). This is the object of the following
result:

PROPOSITION 6.2. With the above contruction of f/;N = (a,uN,b), the quantity

N e o2
1d e—ebt el oteu T Ty
(6.3) AN = 2// lv|? ~——dvdz
g2 dt QxR3 bo a +€aN_e*€b1 [v]2
1+e 0 177 2pg

goes to 0 ase — 0 for all N > 1.

PrOOF. AY can be rewritten

e2d
where
N _ ebN N __ _ao+ea
B boe®1 | fo% e 1
and
_ 12
ae” 2
_ P
Fyfa) = [ 1o —dv
14+ ae™ 2

Using the equality

we compute
3/2
AN — SbO/
€ 2e

We easily prove the two identities

/ (e%'sbivFg(aéV)atbjlv + egabivFg(aéV)ata{V) dz.

3 N 2 2 3N
€201 (u.V, b + gvx.uN) = V.. (36625b1 uN>
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and )
/Fg(aév)vx. (3 EbNuN> dz = /€2Eb1 Fo(aM)uN Vel de,
which imply that

3/2
Ay 3% : / (FQ(aN)e%EbiV oY 4+ ulN .V bY + va.uN
e 2 € 3e

+ Fg(aév)e%Eb{V ((‘ML{V + uN.an]lV) )da:.

Using the fact that A(a{v ulY, b{v ) — 0 in L? and the conservation of the mass, we deduce
that

Aév — 0.
e—0

7. End of the proof

We now have all the ingredients to prove Theorem 3.1. We begin by controlling the
flux terms, and then end the proof of the theorem.

7.1. Control of the flux terms. Our goal is to estimate the terms

1 t
2/ // febe V. - Vi bidaxduds
& Jo QxR3

1 t

2/ // fe(®o - Vyu)dadods
" Jo QOxR3

with respect to the modulated entropy and the entropy dissipation. The main difficulty
is that ¥. = O(|v|®) whereas the modulated entropy allows us to control the powers of

and

v only up to 2, via Young’s inequality. We therefore try to gain as much integrability as

possible. Here the relaxation estimate (4.3) plays an central role. Since it gives a control

Jge— hs
1+M:>

on we use a new decomposition of f.

A~

—h .2
2 € P —
(7.1) fe = P+5P<1Hr><gs+h5+€)

and we obtain the following estimate:

PROPOSITION 7.1. Assume that ®. and V. have at most polynomial growth and that
(4.2) holds. Then the flux terms are bounded by the following quantities:

t
i / / / Jebe 0V by daduds + / / / (®. - Vyu)deduds
€ Jo JJaxrs QxR3
C t
< & [ Istu b snsmior (HEAPI) + [ D) as+ ot

PROOF. The proof for the momentum flux (involving ®.) is identical to the one with
the energy flux (involving W.), hence we will focus on the first one. Writing f. as in (7.1),
we use a first decomposition of the flux terms:

1 2 — he g — h -
(72) 52/R3(I)Efadv_/(pp —|—Md —’—/(bpag‘g E(§g+h8)dv
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since fR3 P.®.dv = 0. To treat the first term in the right hand side, we use the identity
(4.7), wich implies

(7.3) A
1/P95_AZ<I>d_ M.d. £1+_]\Z€dv
=5 [[[ B (a0 = 0 ) R ) 1) dedvade

- /// B(I)s As gég;,* - gsgs,* + hshs * h;hls * + géhs - gsh;

+ gg €% h/ T gé,*he - gs,*il/g + gé,*ﬁs * gs *h )dvdv*dw

~ ~

<] / BN (33, (he + o) — e (B + L)
b (9 + G = RRL (3 + ge) ) dvdv.do
g2 / / BéA. (ggggv*ﬁgﬁa,* — Gelenhli *>dvdv*dw
The first term can be estimated by the entropy dissipation as showed by the next lemma,

while the other terms are controlled straightforwardly by the L?(M.dv) norm of j., and
hence by the modulated entropy.

LEMMA 7.2. Assume that ®. has at most a polynomial growth and that (4.2) holds.
Then the first term in the decomposition (7.3) is estimated by:

/(/B(I) AL (\/fsfe* L= fo)(I = feu) = \/fafa* — O - fe*)) dvdv*dw>2dx
§C</D(f5)dx—|—emls2>

PROOF. Let

Gs:\/féfe/,*(l fz—:* \/fefs* fa 1_f6>k)

We decompose

/ B®.AY2G dvdv,dw
(7.4)

= / B.®.AY?G dvdv.dw + / (B — B.)®.AY2G dvdv,dw.

The first term is dealt with thanks to the Cauchy-Schwarz inequality and Proposition
(4.6):

~ B 1/2
/ B.®.AY?G.dvdv,dw < C < / B(<I>5)2A5dv*dvdw> D(f-)'/?
By Corollary 4.3, the coercivity inequality implies, since @, € (Ker£.)*, that

~ M,
B(®.)%A.dv, < —_(P,)?
/ (Po)*Acdvidvdw < C/ (1+M€)2( ) dv,

with C' > 0 independent of .
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The second term in the right hand side of (7.4), containing the high velocities, is
handled using the inequality

\ MM, < 1/2M3/4M3/46_16b15

\v vi|[>2

using that ®.(1 4 M.) is at most polynomial:
/(B — B.)®.(1 + M.)AY?2Gdvdv,dw

1
< Ce 32bge2 .

The next terms in (7.3) are dealt with using Cauchy-Schwarz inequality and the a priori
bound (4.6), and therefore are easily bounded by C’(HQEH%Q[PEdU + ||h<|3,). Coming back
o (7.2), the second term on the right hand side is splitted as follows, in order to use the
relaxation estimate:

gsfhe 7 _ 7il€ gafﬁs ~ 7

0B ) R
+/<I)€PEH€ <i]€+ Mz> (Ge + he)dv

The last term is easily handled:

N _B . . . R
[e-ra. (i’; ME) (92 + he)v < O 2p.am + il z2)

while we need some control on the high velocities for the first one. From the hypothesis

(3.4), we deduce that
e\
/ P. <€> dv < (), a.e.
R3 P

for all p < 1 and uniformly in & (which depends on p), since the moments of P. differ from
that of Py only by terms of order €. This estimate leads to some control on the rescaled
fluctuations:

elge| + elhe| = O(1) Lgo 1av(P.dv)

g iL g - BE
) << L ) ST ) = O() s, v P.aw)

1
The relaxation estimate (4.3) coupled with some interpolation gives
gs - ﬁs o A - iL
14+ M, 1 + M.

so that

_ O(Hffsnmpadv) el

(B ra(52))

_8p
L2p+T (P.dv)
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Choosing p > 5 lmphes 2 1> 2, and we can obtain the final estimate:
—h G — h A . . .
l/d?P (1+A; ngf+ﬂi>(ge+h9dv:()owdu%&mo+HhALQ

E_PS
+;/3h0£%>d0+dn

O]

7.2. Proof of convergence. In view of the preceding results, we are now able to
prove Theorem 3.1. Proposition 5.1 together with Proposition 7.1 imply the following;:

SH(EP)) q%/ /Dkdms

1 _ _ 2
< < H(fein|Pein) — / // Y Eu, [v— eyl Ac(ag,u, by)daduds
g2 ’ ’ QxR3 be 2b,

e—¢eb1 |U|2

—6b1 eao-‘rsal—i%o
/ // |v|? dvdz | ds
b
352 0 dt QOxR3 bo ap+ea— < 1 ju)?

1+e 2bo

+ g /Otqu,bl)(s)umoo ( (FP)E) + [ DI dx) ds + of1).

e, bi’N) constructed in Theorem 6.1 in the approximate

We plug the functions (ai’N,u
solution P.. It follows by Gronwall’s lemma that

1 t CN e
SHEPN)() < G H(feinlPX,) exp ( / | Da vN,bl’N><s>uL2mm<m)ds

' / e / D )l o

_ e,N e,N
// < v Eu 7| E’LL | ) Ae( 8]\77 E’N,b?N)ded’U
QxR3 be 2b,

e, N

o—cb? N a0+aa1 N_e _ PI° 21b0 o2
+ 55 // v|? = dvdz | +o(1
3 dt axrs  bo o N e N|u|2 M)
26,

1 +e ap+eay’
The last term go to 0 as € — 0 then N — 0 thanks to Theorem 6.1, using the fact that

[ A e =0
Q

The fist term can be decomposed as

ds

1 1
(fE m| 6zn) - (fE 2n|P in yin bm)) H(P(azi" win bin) |P6]\£n)

(a'Ln u'Ln bln)
/ fE n azn’uin’bzin)) lOg T

g, m
A
1- PN

+ (Plgin yim piny — f,in) 108 )dvd:c

which tends to 0 as ¢ — 0 and N — oo since a%H ( fg7in‘P(a§n’uin7bli7L)) — 0 by hypothesis

and ( e, Nm 57]\7,@'”’ bi’N’m) _ (ailn7 uin’ bﬁn)
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This leads to
1

?H(f€|P€N) — 0 in Lj5([0;T)) as € — 0 then N — oo,

which is a stronger result respect to the one stated above.
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