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Résumé

Ce travail traite de 'utilisation de méthodes de type éléments finis de frontiere appliquées
a la résolution de problemes de plasticité associée en petites perturbations. Apres avoir rappelé
le formalisme thermodynamique de I’étude, nous présentons les algorithmes d’intégration locale
résultant de la discrétisation en temps de équations régissant le systéme mécanique, ainsi que
les méthodes des éléments finis de domaine rencontrés dans la littérature.

L’approche directe par équations intégrales classiqueemnt utilisée dans la littérature consiste
a identifier la trace de la représentation intégrale du champ de déplacement a la densité du
potentiel élastique de double couche en un nombre fini de points de la surface. Il en résulte
I’équation intégrale, dite en déplacement ou DBIE (Displacement Boundary Integral Equation).
Une approche régularisée [Bonnet86] permet de s’affranchir du calcul d’intégrales en valeur
principale de Cauchy.

Cette démarche est néanmoins mise en défaut pour des problemes plus spécifiques, pour
lesquels il est nécessaire de déterminer 1’équation intégrale dite en wvecteur-contrainte [Bui77]
et [Weaver77|, ce qui entraine I’évaluation de la trace des dérivées des potentiels élastiques sur
la frontiere. Ce sujet constitue depuis une quinzaine d’années une branche trés active dans le
développement des méthodes des éléments finis de frontiere et a donné lieu a de trés nombreuses
publications ([Sladek et al.83], [Polch et al.87], [Levan88], [Guiggiani et al.92], [Bonnet et al.93],
[Huber et al.93], [Cruse et al.96]). Le calcul numérique des intégrales singuliéres (valeur prin-
cipale de Cauchy [Guiggiani et al.90] et partie finie de Hadamard [Guiggiani et al.92]) ne pose
plus de probléemes conceptuels ([Mikhlin et al.86] et [Schwab et al.92a]) mais les expressions
des traces sur la frontiere proposées pour le gradient des potentiels élastique ne sont établis
qu’en des points réguliers de la surface et sont trés lourdes & mettre en ceuvre numériquement
([Huber et al.96], [Poon et al.98b] et [Poon et al.98al).

Nous proposons une représentation intégrale originale du gradient du déplacement valable
en tout point de la frontiere, formulation qui fait intervenir les mémes opérateurs intégraux que
ceux apparaissant dans la représentation intégrale du déplacement. Cette procédure généralisant
I’approche proposée dans [Polch et al.87] est basée sur l'introduction d’une quantité auxiliaire
représentant le gradient reconstitué du déplacement sur la frontiere. On obtient alors une nou-
velle équation intégrale en vecteur-contrainte (Traction Boundary Integral Equation - TBIE),
indispensable en mécanique de la rupture, pouvant étre écrite aux noeuds du maillage sur-
facique. Cette approche permet alors d’aboutir a un systeme d’équations intégrales de type
Fredholm de seconde espéce connu pour son bon conditionnement et rend également possible
I’évaluation du champ de déformation ou de contrainte en tout point du domaine fermé de
maniere cohérente. Ce dernier point s’avere étre crucial dans le développement d’algorithmes
non-linéaires par éléments finis de frontiere [Foerster et al.94]. Cette procédure est implémentée
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dans un algorithme basé sur une approche par collocation, reposant sur une discrétisation tem-
porelle implicite et intégrant la notion d’Opérateur Tangent Cohérent (CTO), largement répandu
en éléments finis de domaine [Simo et al.85] et introduit pour la premiere fois en éléments finis
de frontiere dans [Bonnet et al.96].

Parallelement a la méthode de collocation, nous proposons une formulation variationnelle
symétrique entierement régularisée par équations intégrales, basée sur un principe a trois champs,
dont les inconnues du probleme représentent les densitées surfaciques, les déformations totales et
les déformations plastiques. Cette formulation généralise la procédure proposée en élasticité dans
[Bonnet95b] et est largement inspirée de [Maier et al.87|, [Maier et al.93] et [Polizzotto et al.94].
L’originalité de notre algorithme est d’intégrer la notion de CTO et d’aboutir a une matrice
tangente symétrique apres écriture des lois d’évolution sous forme faible. Cette formulation est
d’autant plus intéressante qu’elle permet de donner une signification énergétique aux différentes
matrices d’influence. Les interpolations des champs de déformations sont prises continues et il est
alors possible, comme pour ’algorithme de collocation, de faire évoluer la loi de comportement
en des noeuds du maillage volumique.

La mise en ceuvre numérique de ce deux algorithmes et les résultats numériques obtenus
permettent de valider les différentes formulations proposées et de montrer la faisabilité d’une
implémentation des méthodes des éléments finis de frontiere dans les codes de calcul existants.



Introduction

L’utilisation de la methode des éléments finis de frontiere est particulierement adaptee pour
resoudre des problemes specifiques de la mecanique (frontieres mobiles, milieux infinis) et est
principalement appliquee a la resolution de problemes lineaires [Bonnet95a] (rupture fragile,
contact de solides elastiques, analyse inverse, optimisation de forme, ...). Des extensions des
methodes des équations intégrales a des probléemes non-lineaires ont ete proposees (voir par
exemple [Sledow et al.71], [Mukherjee et al.87] et [Foerster et al.94]). Leur mise en ceuvre nu-
merique pour resoudre des problemes ayant des non-linearites confinees (rupture ductile, con-
tact avec déformations permanentes, endommagement, elastoplasticite dans un massif infini, ...)
consitue un axe de recherche des plus interessants et fait actuellement l'objet d’investigations
poussees [Leitao et al.95], [Bonnet et al.96], [Huber et al.96] [Herding et al.96], [Kuhn et al.99]
et [Aliabadi et al.99].

Dans la representation intégrale du champ de déplacement, il apparait dans ce cas, en plus
des operateurs surfaciques, un operateur integral de volume faisant intervenir des quantites
caracteristiques du probléme non-lineaire (déformations plastiques pour des modeles elastoplas-
tiques en petites perturbations). Le fait que l'on s’interesse aux methodes integrales se justifie
d’autant plus que la zone susceptible de presenter des non-linearites est petite devant les dimen-
sions caracteristiques du domaine considere, ce qui est le cas en mecanique non-lineaire de la
rupture et du contact.

La principale difficulte des methodes integrales provient de la relative complexite des for-
mulations. La presence d’operateurs integraux surfaciques demande beaucoup de soins dans la
manipulation des differentes expressions, notamment dans I'obtention de la trace sur la frontiere
des potentiels surfaciques [Krishnasamy et al.92a] et du gradient du potentiel de volume [Bui78|.
Ceci explique tres certainement, la place plutét marginale dans la litterature qu’occupent les
methodes des éléments finis de frontiere dans la resolution de problémes non-lineaires.

Les principaux objectifs que nous nous sommes fixes sont les suivants :

¢ Retablir un juste equilibre entre les methodes des équations intégrale et les methodes des
éléments finis dans le domaine de la mecanique numerique non-lineaire,

¢ Faire la synthese des differents algorithmes proposes dans la litterature et concernant la
resolution d’un probleme elastoplastique,

© Donner une approche synthetique des techniques de regularisation des operateurs integraux
singuliers.
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Chapitre 1

Description du cadre de 1’étude

Introduction

L’objectif de ce chapitre d’introduction est double : préciser le cadre mathématique de I’étude
et le contexte mécanique défini par le modele de 1’élastoplasticité en petites transformations.

Le premier paragraphe regroupera donc les principales notations utilisées dans ce mémoire,
suivi de la description des espaces fonctionnels qui nous seront particulierement utiles dans
I’'obtention des résultats de ce travail.

Le second paragraphe rappelle la théorie des matériaux standard généralisés décrite dans
[Halphen et al.75], qui s’applique parfaitement au comportement élastoplastique des matériaux
métalliques envisagés dans notre étude et dont le formalisme thermodynamique permet d’obtenir
de facon élégante les lois d’état et d’évolution. Nous inclurons une description de la résolution
locale, qui représente un des noyaux durs du calcul de I’évolution élastoplastique et qui est
d’ailleurs commune a toute approche de résolution numérique, par éléments finis de domaine
ou de frontiere. En particulier, il résultera de la discrétisation en temps effectuée par le
schéma d’Euler conduit, deux types d’algorithmes d’intégration locale, pilotés respectivement
en déformation [Simo et al.85] et en contrainte [Simo et al.89].

La résolution du probleme non linéaire discrétisé en espace est quant a lui discuté dans le
dernier paragraphe. Nous ajouterons au contenu fort classique du sujet quelques développements
nouveaux, en montrant qu’il est possible de construire plusieurs fonctionnelles dont le point-selle
correspond & 1’état élastoplastique recherché et qui engendrent les méthodes de résolution de
type éléments finis de domaine. Ceci nous permettra de proposer enfin pour un matériau avec
écrouissage isotrope et cinématique linéaire trois formulations différentes, une en déplacement,
une mixte contrainte-déplacement et une de type de Hu-Washizu.
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1.1 Définitions et notations

NOTATIONS

Certaines conventions et notations que nous définissons dans ce paragraphe sont constam-
ment utilisées dans ce mémoire. Les caracteres maigres désignent des quantités scalaires et
les caracteres gras, des grandeurs vectorielles ou tensorielles. La convention de sommation
d’Einstein sur les indices latins variant de 1 a 3, est employée sauf mention explicite.

Toutes les composantes tensorielles sont rapportées a un repere cartésien orthonormé direct
(O, e, ez, €e3), de maniére a pouvoir écrire

Vv€R3, V= €

I.1
VI ceRPRR3, T =T,e ®e, D

Nous définissons également 'opérateur gradient dans R3, noté V et défini par la relation
ci-dessous, o1 (e) ; désigne la dérivation partielle par rapport a la i-eme composante.

V(e)= (o) ®e; (1.2)
Pour une partie € bornée ou non de R3, 'orientation sur S est toujours choisie de telle maniere
que la normale n(y) soit sortante au domaine ().
ESPACES FONCTIONNELS

Considérons un ouvert €2 de R™ avec n € N. Nous définissons alors classiquement certains
espaces fonctionnels sur Q. Ainsi C*(Q) désigne I’ensemble des fonctions dérivables & I’ordre k
de dérivées continues dans €.

Dans la littérature portant sur les équations intégrales, on introduit généralement 1’espace
des fonctions Héldérienees C*#(Q) avec (k, B) € Nx]0,1] et f € CFP(Q) si f vérifie la propriété,

fFeCHQ) et 3C>0/V(x,y) e, |Vif(y) - V(@) <y —=z|’ (I3)

L’espace LP(2) avec p € N correspond a I’ensemble des fonctions d’exposant p intégrables sur €.
Pour I’étude des méthodes variationnelles, il est commode de considérer les espaces de Sobolev
H?(Q) et admettant la définition suivante [Lions et al.67] :

Definition I.1 On note H*(2) 'espace des distributions u définies dans €2 telles que :
1. lorsque s = m est entier V®u € L?*(Q) pour |a| < m,

2. lorsque s = m + o est non-entier et positif (m entier et 0 < o < 1),

Voc V% 2
ue H™(Q) et pour |af=m, / / | Hy - a:]]”+2"( ll dy dx < 400 (1.4)

Pour s > 0, Hj(12) désigne la fermeture dans H*(Q2) de l'espace C§°(f2) et H*(2) représente
le dual de H§(€2). Nous noterons également

o H? (Q) pour s > 0, le sous-espace de H*(2) des fonctions dont le prolongement par zéro
hors de Q appartient & H*(R"™),
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o Hj .(Q2), I'espace des distributions u sur € telles que pour tout ¢ € C§°(£2), la distribution

pu appartienne a H*(£2).

Dans la suite du mémoire, nous appelerons B, (x,€), la boule dans R™ pour n € N, centrée
en x et de rayon €.

1.2 Equations associées au probleme mécanique

Ce paragraphe fait appel a des notions tres classiques de mécanique des milieux continus que
'on peut par exemple trouver dans [Lemaitre et al.85], [Germain86], [Duvaut90] ou [Salen¢on92].
Apres avoir brievement rappelé les relations découlant des états cinématique et sthénique du
milieu, nous nous intéresserons plus particulierement aux lois de conservation de I’énergie don-
nant lieu au formalisme thermodynamique des milieux continus. Il en résultera les équations
caractéristiques des lois de comportement et d’évolution du systeme.

Les équations du probleme posées, nous présenterons une méthode de résolution couramment
utilisée en mécanique numérique, consistant a discrétiser les relations en temps et a résoudre les
équations en espace ainsi obtenues a chaque pas de temps au moyen d’une formulation faible.

I.2.1 Présentation du modele élastoplastique en H.P.P.
EQUATIONS MECANIQUES DU PROBLEME

Considérons un milieu occupant un domaine borné ou non, Q C R? de frontiere S et nous
introduisons le champ de déplacement u(y), caractérisant ’évolution au cours du temps de la
position du point y défini dans la configuration intiale €2. Nous supposons que {2 est soumis & un
chargement volumique pf(y,t), & un chargement surfacique io(y, t) sur S; et & un déplacement
imposé @’ (y,t) sur S, sur un intervalle de temps t € [0, T].

Par la suite nous négligerons toujours les quantités d’accélération pour se ramener a un
probleme quasi-statique pour lequel la notion de temps physique t disparait et devient un
parametre cinématique de 'histoire du chargement. Nous nous placerons également dans le
cadre des petites perturbations de maniére a pouvoir constamment confondre la configuration a
I'instant ¢ avec ) et a ne considérer que la partie linéaire du tenseur des déformations.

Compte tenu de toutes ces hypotheses, nous obtenons une premiere classe d’équations
mécaniques et prenant la forme ci-dessous

o Equations de champ,

div o(x,t) + pf(x,t) =0 (L5)
e(x,t) = Viu(x,t)

o Equations aux limites,
u(z,t) = a’(x, t) (I.7)
o(@,t)n =1 (z,t) (L8)
Les relations de domaine représentent les équations d’équilibre du milieu et les équations de

compatibilité du champ des déformations. Il nous reste a introduire la notion de comportement
et d’évolution, faisant 'objet du prochain paragraphe.
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EQUATIONS THERMODYNAMIQUES DU PROBLEME

La formulation des lois d’état et des lois d’évolution nécessite de satisfaire les principes de
thermodynamique ou plus précisément de thermostatique [Germain86]. Ces relations reviennent
a considérer que chaque élément de matiere est a tout instant en état d’équilibre au cours du
temps. Notons au passage que la méthode de 1’état local n’est pas universelle et n’est par exemple
pas justifiée en mécanique des fluides. Pour I’étude des solides, cette hypothése est actuellement
communément admise et permet de placer les modeles généralement rencontrés dans un méme
formalisme.

La présentation retenue dans ce paragraphe est principalement inspirée de [Duvaut90],
[Germain86] et [Lemaitre et al.85] et repose sur l’application du premier et du second principe
de la thermodynamique, représentant respectivement la conservation de I’énergie et I’existence
de processus irréversibles.

Enonce 1.1 (Premier Principe)

A tout systéme matériel quasistatique, il est possible de définir une énergie interne spécifique
e telle que la dérivée particulaire de ’énergie interne totale soit égale a la somme des puissances
des efforts externes et du taux de chaleur regue.

Soit B une partie quelconque de 2. En appliquant le premier principe au systéme contenu
dans B, il vient

4 pedV:/pf.zl dV+/ (o.n).u dS+/pr dV—/ jmnds (1.9)
dt Jp B oB B OB

ou r et j désignent respectivement ’apport spécifique de chaleur par unité de temps et le flux
de chaleur. En tenant compte de 1’équation d’équilibre (I.5) et du fait que I’égalité précédente
est valable pour toute partie de B de 2, il vient la forme locale du premier principe.

d
pd—(z =o:&+ pr—divy (I.10)

Le caractere irréversible d’une transformation est donné par le second principe de la ther-
modynamique. Une introduction tout a fait élégante, suivant la forme initialement due a
Carathéodory, peut étre trouvée dans [Germain86] et donne une idée précise des différentes
étapes suivies pour batir la théorie.

Enonce 1.2 (Second Principe)

Etant donné un état d’équilibre &, il existe dans tout voisinage de £ au moins un état
d’équilibre &', tel qu’aucune transformation adiabatique ne permette de passer de £ a &’.

On montre alors en s’aidant du principe zero définissant la notion de température absolue
T, qu’il existe un repérage associée a T' et appelé entropie S. On associe alors a S, I’entropie
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spécifique notée s et on énonce finalement le second principe sous sa forme classique suivante :
pour toute partie B de €2 et pour toute évolution thermodynamique du systeme, on a l'inégalité

d pr jn
— av z | = dV — — dS .11
dt /Bp ’ /B T o T (L1)

Cette derniere inégalité admet la forme locale suivante

ds _ pr (3
— > —div[ = )
P = 1( > (I.12)

Il est intéressant d’éliminer la quantité pr dans (1.10) en s’aidant de (1.12) et d’introduire I’ énergie
libre spécifique ¥ = e — T s, ce qui permet d’obtenir I'inégalité de Clausius-Duhem, donnée par

U:é—p<cf;f—|—s CZ;)—;.VT}O (I.13)
Le relation (I.13) est une loi trés générale indépendante du matériau considéré et que nous
chercherons constamment a satisfaire. Intéressons-nous plus particulierement au cas du mi-
lieu élastoplastique. Nous supposons donc par la suite que les phénomenes thermiques sont
négligeables et que la température T reste constante. Pour une étude plus générale, nous ren-
voyons le lecteur & [Lemaitre et al.85] et [Halphen et al.75].

LOIS D’ETAT POUR UNE TRANSFORMATION ISOTHERME

Afin de formuler les lois de comportement de tels matériaux, on définit leur état thermo-
dynamique par un ensemble de variables, dites d’état, constitué de grandeurs mesurables et de
quantités, n’étant pas nécessairement accessibles expérimentalement. Ces dernieres sont qual-
ifiées de wvariables internes et nous les notons de maniére formelle o, pouvant représenter un
ensemble de quantité scalaires ou tensorielles. Le choix de ces quantités est basé sur des obser-
vations phénoménologiques et résulte en grande partie de considérations subjectives.

En petites perturbations, nous distinguons la partie réversible €® de la déformation totale €,
de la partie irreversible P et nous introduisons I’hypothese supplémentaire que € = €€ + €P.

On admet alors que ’énergie libre spécifique ¢ peut se mettre sous la forme ¢ = 1[)(66, a).
En introduisant cette définition dans I'inégalité de Clausius-Duhem (I.13), il vient alors

00\ e 04
o— e+ o0:eP—p— . a=0 I.14
On considere alors toute transformation réversible pour laquelle il n’y a aucune évolution de P
et des variables internes « et qui correspond au comportement élastique du matériau au point
étudié. L’inégalité (I1.14) est alors vérifiée si
o
g =
P oee

(L15)

Par analogie a (I.15), il est commode 'introduire les forces thermodynamiques g associées aux
variables d’écrouissage ¢ et définies par

%
9= p5e (1.16)
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L’inégalité de Clausius-Duhem prend finalement la forme ci-dessous
c:éP—q.a>0 (L.17)

Les relations liant les quantités o, €P, q et & ne peuvent étre quelconques puisqu’elles doivent sat-
isfaire I'inégalité ci-dessus, stipulant que la dissipation en chaque point du milieu ne peut étre que
positive. La théorie des matériauzx standard généralisés consiste a postuler I'existence d’un poten-
tiel de dissipation ¢ convexe, semi-continu inférieurement, positif et nul en 0 [Halphen et al.75],
vérifiant

Y= @(épa Ol) et (0-7 _q) € a(é”,d)(ﬁ(épa a) (118)

ol Jzrp et Oy désignent respectivement les sous-différentiels par rapport aux variables &P et
& de la fonction @.

Remarque I.1 Rappelons qu’'une définition simple du sous-différentiel d’une fonction ¢(a) au
point ap € E avec E un espace de Hilbert, peut se mettre sous la forme suivante

Japlag) ={A € E*/Ya e E, (A,a—ap) < ¢(a) — p(ao)} (I.19)
O

On vérifie alors aisément qu’en imposant les conditions (I.18), on satisfait automatiquement
I'inégalité (I.17) en tenant compte de la définition (I.19).

Remarque 1.2 Le choix (I.18) nous place implicitement dans le cadre des matériaux stan-
dard généralisés initilalement proposés dans [Halphen et al.75]. On peut définir une classe de
matériaux plus large que celle des matériaux standard généralisés, les matériauxr standard im-
plicites introduits dans [Saxcé et al.97]. O

Notons que la définition de la dissipation (I.17) fait correspondre en dualité la vitesse des
grandeurs cinématiques (eP, ) et les forces associées (o, —q). La formulation (I.18) privilégie
I’approche cinématique et il est possible d’obtenir une approche sthénique, on introduisant le
potentiel dual ¢* de ¢ défini par la transformée de Legendre-Fenchel de ¢ comme suit

Ploa) = s (o028 -g 6 pena) (1.20)

(eP,ar)
et il suffit alors d’avoir les propriétés (1.21) pour vérifier systématiquement le second principe.
90* = 95*(0-7 —Q) et (épv Oé) € 8(0.7,,1)(,5*(0', —Q) (121)

Cette forme s’avére souvent plus intéressante, comme lors de la définition du modele élastoplastique.
Notons que le modele du matériau est alors entierement déterminé par la donnée de deux fonc-
tions

o L’énergie interne spécifique de la forme 1) = 1)(e€, &) permettant de relier les variables de
déformations généralisées aux variables de contraintes généralisées,

o Le pseudo-potentiel de dissipation sous la forme (I1.18) ou (1.21).
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APPLICATION A UN MATERIAU ELASTOPLASTIQUE

Pour un matériau élastoplastique, les variables internes a contiennent en chaque point,
les informations liées & l'histoire de cet élément de matiere et sont qualifiées de wvariables
d’écrouissage. Si on suppose de plus que le comportement élastique du matériau n’est pas
altéré par I’écrouissage du milieu, hypothese justifiée pour les métaux (voir par exemple les
arguments donnés dans [Frangois et al.92]), on peut envisager ¢ sous la forme suivante.

(e —ePa) = %(s—sp) :C:(e—€P)+0(a) (1.22)

ou O(a) désigne ’énergie d’écrouissage que nous supposerons par la suite convexe et deux fois
différentiable.

Pour définir le domaine d’élasticité i.e. I'ensemble des états (o, q) pour lesquels la transfor-
mation reste réversible, on introduit la fonction de charge f(o,q). L’adoption d’'un modele de
plasticité suivant le principe du travail plastique mazximal, souvent introduit dans la littérature
(voir [Halphen et al.87]), nous incite a choisir le potentiel de dissipation sous la forme

0 si f(e,q) <0

' (1.23)
+00 si f(o,q)>0

¢*(o,q) = {

ce qui peut encore s’écrire p*(o,q) = I¢ ou I¢ représente la fonction indicatice du domaine
d’élasticité C. Si la fonction f(o,q) est différentiable, le sous-différentiel représentant le cone
des normales extérieures, se réduit a la direction normale extérieure a la surface de charge. Il
vient alors en appliquant les définitions (1.22) et (I1.23), les lois d’état et les lois de normalité :

00

oc=C:(e—¢€P) q= 8—a(a) (I.24)

.9 )
w-iiloq —a=iZlog (1.25)
avec A>0, f(o,q)<0 et X f(o,q)=0 (1.26)

Remarque 1.3 Le fait de s’étre placé d’emblée dans le cadre des matériaux standard généralisés,
induit implicitement un modele de plasticité de type associé. O

Ces équations peuvent & présent étre résolues et le multiplicateur plastique A peut étre ex-
plicitement donné. Supposons qu'il y ait charge au point considéré. Le point (o, q) reste sur la
frontiere du domaine d’élasticité et la condition de cohérence f = 0 n’évolue pas. Nous pouvons
alors écrire of of

'0', =— :0+—.4q=0 1.27

flo,q) =5~ g 4 (L.27)
Notons qu’il est possible d’exprimer A en fonction d’une vitesse, soit de déformation, soit de
contrainte.

. 1 /of . of 0°0 of
_ . My=—>.— .= 1.2
A M, <80' U> avee dq  0q®> Oq (128)

of

1 jof .. L of ., of of ®e of
)\_]\46<80'C€> avec ME—%C +

670- aiq . 87q2 . aiq (1.29)
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ou < y > désigne la partie positive de la quantité y donnée par <y >= (y + |y|)/2.

Notons que, contrairement & l’obtention de (I1.28), il nous faut tenir compte de la loi de Hooke
o = C : (e — €P) pour arriver a (1.29). On peut également remarquer que pour un matériau
parfaitement plastique, la relation (1.28) n’est pas définie.

Le fait d’introduire un écrouissage a un effet régularisant sur les solutions recherchées. De
plus dans le cas ou I’énergie spécifique d’écrouissage ©(a) est une forme quadratique (comme
cela est le cas pour les problemes avec écrouissage isotrope et cinématique linéaire), on montre
par exemple dans [Nguyen77] que le probléme d’évolution est unique en contraintes généralisées.
Les résultats d’existence de 1'état élastostatique sont donnés dans [Johnson78].

Par la suite, nous envisagerons toujours le cas ou

Ola)=-a .0 .a dou oo _ C] (1.30)

N |
Q|
=)
[NV

Remarque I.4 Lorsqu’on se place en plasticité parfaite, la définition d’un bon cadre fonctionnel
nécessite 'introduction de 'espace des déformations bornées [Suquet88] et [Temam84]. On
constate également l’existence de discontinuités pour les champs de vitesses de déplacement
[Suquet88]. Ces travaux font largement appel a la notion de régularisation de Yosida, qui
revient a envisager un matériau visco-plastique de type Perzyna de viscosité u, admettant un
pseudo-potentiel de dissipation ¢* différentiable et a effectuer un processus de passage a la limite
p — 0 (voir [Duvaut et al.72] et [Johnson76]). O

MODELE AVEC ECROUISSAGE ISOTROPE ET CINEMATIQUE LINEAIRE

Lors de la mise en ceuvre numérique, nous nous limiterons a des matériaux élastoplastiques
obéissant au critere de von Mises et rendant compte d’un écrouissage isotrope et cinématique
linéaire mais ce choix n’enléve en rien le caractere général de ’étude.

Introduisons alors les forces thermodynamiques 8 et R, désignant repectivement le centre
et la variation d’amplitude du domaine d’élasticité C(8, R) et appelons ~ et p, les variables
d’écrouissage correspondantes. Nous avons alors a = (v, p) et ¢ = (3, R) et il vient les relations
suivantes

. 1 1 1
V(e —eP,yp) =5(e—eP):Ci(e—eP)+Shp’+ JH vy (1.31)

f(a—ﬂ,fe):wa—m:J:(a—ﬂ)—\/g(awR) (1.32)

ou J représente le tenseur déviateur défini par V7 € R?@R3, J : 7 = 17— %tr(r) 1. Les relations
de normalité et les lois d’état s’écrivent alors pour ce modele sous la forme suivante

eP =\ 0:f(€,R), A =A0f(&R), p:\/gx avec £€=o—f3 (1.33)
avec A>0, f(&,R)<0 et A f(&,R)=0 (1.34)

2
oc=C:(e—¢€P), ,3:§H'y, R=hp (1.35)
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BILAN DES EQUATIONS

Nous pouvons a ce stade établir le bilan des équations et des inconnues. Apres regroupement
des différentes relations rencontrées au cours de ce paragraphe, il en résulte que le probleme
d’évolution en élastoplasticité est régi par le systeme d’équations suivant

o Equations de champ mécaniques (équilibre et compatibilité des déformations),

dive (z,t) + pf(x,t) =0 et e(x,t) = Viu(x,t) (1.36)

o Lois d’état découlant du premier principe

o(x,t) =C:[e(x,t) —eP(x,t) ] et q(z,t) =0 . a(x,i) (1.37)
¢ Conditions aux limites de type Dirichlet et Neuman,

u(z,t) = a(z,t) et oz, t)n="= (1) (1.38)

¢ Lois d’évolution provenant du second principe,

. . df . cOf
p = —_ — = _—
eP(x,t) )\aa(m,t) et a(x,t) =\ q(m,t) (1.39)
¢ Conditions de cohérence.
Ma,t) >0, f(z,t) <O et Aa,t) f(z,t) =0 (1.40)

¢ Conditions initiales du problemes permettant d’initialiser toutes les variables.

Il s’agit a présent de résoudre le probléeme d’évolution ainsi posé. Notons que ces équations font
simultanément intervenir les variables en temps t et en espace .

[.2.2 Résolution du probleme d’évolution par une méthode incrémentale

Une technique couramment employée consiste a envisager une méthode incrémentale. Celle-
ci repose sur une discrétisation en temps des équations ci-dessus et on est alors ramené a résoudre
a chaque pas de temps un probléme non-linéaire en espace.

Remarque 1.5 Une technique alternative consiste a mettre en ceuvre la méthode a grand
incrément de temps proposée dans [Ladeveze96]. Dans le cadre de ce mémoire, nous ne nous oc-
cuperons pas de savoir, laquelle des deux méthodes est la plus efficace pour résoudre le probleme
d’évolution élastoplastique. Le choix d’une méthode incémentale s’est uniquement fait pour des
raisons de commodité.

Remarquons seulement que ’agorithme proposé dans le paragraphe I1.3 a une structure
identique a celui rencontré en appliquant une technique éléments finis de domaine standards,
faisant ’objet de la section I1.3. Une procédure de résolution de type méthode a grand incrément
de temps, peut donc aisément étre déduite des formulations présentées dans ce mémoire. Pour
ce faire, nous ne manquerons pas de donner quelques éléments de réponse. O
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Pour obtenir les équations discrétisées en temps, on se propose d’appliquer un schéma
d’intégration d’Euler en temps d’ordre 6, avec 0 < 8 < 1. Ce type de méthode est caractérisé
par un pas de temps At,. Notons que certaines études utilisant des techniques & pas multi-
ples ont été proposées comme dans [Papadopoulos et al.94]. La choix d’une méthode & un pas,
est principalement motivé pour sa simplicité de mise en ceuvre numérique. De plus I'étude
des algorithmes qui en découlent a donné lieu & de nombreuses publications traitant des pro-
priétés de stabilité, de consistence et de convergence. Citons a titre d’exemple, les travaux de
[Simo et al.91], [Moreau76], [Nguyen77], [Ortiz et al.85] et [Simo et al.98].

Pour toute grandeur g intervenant dans le probléme, on construit une suite {g,,} composée
des valeurs prises par g au pas de temps t, et on force les équations du systeme a étre vérifiée
a tp+¢. Introduisons les notations suivantes,

9(@,tnye) = (1 = 0)g(x,tn) + 0g(v,tny1) (1.42)
qn = g(xa tn) et In+1 = Gn + Agn—l-l (143)

Resultat 1.1

Apres avoir écrit les relations régissant le systeme d’évolution au temps t,9, nous obtenons le
systeme d’équations en espace, donné par les formulations suivantes et admettant pour inconnues
les champs définis a t,,41.

o Equations de champ mécaniques (équilibre et compatibilité des déformations),

div opt1 +pfri1 =0 et epp1 = Viug (I.44)

¢ Lois d’état avec notamment la loi de Hooke,

On1=C:(enp1—€b ) et g1 =0 . oy (I.45)

¢ Conditions aux limites de type Dirichlet et Neuman,

- ~0
Upt] = u%H et opp1m=t, (1.46)
¢ Lois de normalité définissant les regles d’écoulement plastique,
P P 9
€n+1 =&y + )\n+1%(an+97 qn+9) et Apt1 = Op — )\n+187q(a-n+97 qn+0) (147)
¢ Conditions de cohérence ou de Kuhn-Tucker.
Ai1f(On40,8n10) =0 avec A1 20 et f(0nye,qp49) <O (1.48)

A ces équations s’ajoutent bien évidemment les conditions initiales du probléme qui sont nulles
dans la majorité des cas.
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Lorsque 6 prend les valeurs 0, 1/2 ou 1, nous aboutissons respectivement & un schéma
d’intégration en temps de type explicite, semi-implicite ou implicite.

Ces équations engendrent 'algorithme de Retour Radial, basé sur une méthode de prédiction
élastique et d’une éventuelle correction plastique, se traduisant par la projection, au sens de la
norme (C~ 1, ®71), de la prédiction élastique sur le domaine élastique défini & t,,9. Ce point
fait ’objet du prochain paragraphe.

I[.2.3 Intégration locale et algorithme de Retour Radial

Pour le probléme continu, il est possible de déterminer le multiplicateur plastique A de deux
manieres. On peut faire apparaitre une vitesse, soit de déformation &, soit de contrainte ¢. Dans
la construction d’un algorithme d’intégration locale de la loi de comportement, nous sommes
amené a faire la méme distinction.

Le principe de 'algorithme de Retour Radial, noté par la suite ARR, est de donner pour un
état (o, €n,€h,q,,ay) défini & un instant ¢,, un état au temps t, 1 caractérisé par
(Gn+1,Ent1,E0 410 Ani1s Ont1), vérifiant les regles de normalité et les lois d’état et induit par
un accroissement fini, soit de déformation Ae, 1, soit de contrainte Ao,41. On parle alors
respectivement d’ARR piloté en déformation et en contrainte.

La démarche mise en ceuvre est tres simple et est basée sur une méthode de type prédiction
/ correction. On considére ainsi un incrément de déformation ou de contrainte et il en résulte
un état de déformation EEJFQ = e, +0Ae, 11 ou de contrainte GEJFO =o,+0A0,11, dite d’essai,
reposant sur une reponse élastique du milieu. Si I’état d’essai ne satisfait pas le critéere de
plasticité, on détermine ’accroissement de déformation plastique et des variables pour vérifier
la condition de cohérence.

ALGORITHME DE RETOUR RADIAL PILOTE EN DEFORMATION

Ce schéma d’intégration locale est tres utilisé dans les méthodes par éléments finis de domaine
basées sur des formulations en déplacement [Simo et al.85] et a été introduit dans les méthodes
par équations intégrales dans [Bonnet et al.96].

Il est intéressant d’introduire les parties déviatoriques e et s de € et o. Définissons de plus
les contraintes déviatoriques d’essai en utilisant la loi de Hooke.

sk = s +2GAe; 11 (1.49)
35—5—9 = (1 - H)Sn + 9354_1 (1.50)
35+9 = 8, + 2GOAe, 11 (I.51)

Il est également commode d’introduire le vecteur n = J¢ f et en tenant compte des notations
précédentes, il vient alors

Sn+6 = 354,9 —2G0O )\i+1ﬂn+9 (152)

5 §
n+
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En généralisant I’approche utilisée dans le cas implicite [Simo et al.85], on peut exprimer s,¢
en fonction du déviateur d’essai &2 g =Sk 1o — B, et on montre que les vecteurs ¢k g et g
sont colinéaires, ce qui permet d’en conclure que

2 ) ) 3
S$nt0 = Bnto = Shro — By — (2G + gH)Q A1fnto et Mg = ﬁ (1.54)
n+60

I1 ne reste alors qu’a déterminer le multiplicateur plastique A5, ; que I’on obtient en écrivant les
conditions de cohérence (I1.48).

2
I 110~ Busa | =200+ o) =0 (155)
L e DV W P,
n+1 29(G+%) n+1 29(G+%) n+6 ns Pn .

Remarque 1.6 Il est intéressant de déterminer le multiplicateur plastique A,4+; dans le cas
d’un schéma explicite. En faisant tendre # — 0 dans (1.56), on retrouve I’expression ci-dessous,
ce qui permet de donner un sens a A7, ; dans le cas explicite.

1
Z+1 = 17H+h<8£f(3n — B Pn)  Aenyi) (I.57)
+ 56

0

Traitons le cas de ’ARR piloté en contrainte. Cet algorithme est rencontré pour les formu-
lations éléments finis de domaine, basées sur un principe mixte comme dans [Simo et al.89].

ALGORITHME DE RETOUR RADIAL PILOTE EN CONTRAINTE

Comme lors du calcul de /'\, il est possible d’obtenir une formulation en contrainte, ne faisant
pas intervenir la loi de Hooke. On pilote alors ’A.R.R. en contrainte et il est intéressant de
définir les tenseurs déviatoriques suivants.

37]15—&-9 =8, +0As,41 et EE-;-G = 37]154_9 - B, (1.58)
2H .
Snt9 — Bnro = Envo — ?9 A1t (1.59)

Une démarche similaire au cas d’un algorithme piloté en déformation, permet alors de déterminer
Tptg. Comme précédemment on retrouve la propriété remarquable (I1.54) et 1'écriture de la
condition de cohérence f(0n4+9 — B,19,Pnt+o) = 0 donne finalement le multiplicateur plastique
Ap.q et il vient,

2 o 2 " 3
g(H+ RO AT =]l € 4 | —\/;(UO +hpn) = A= m(f( L ogopn))  (1.60)

Remarque 1.7 On constate que pour un matériau élastoplastique parfait, ’ARR piloté en
contrainte ne donne aucun résultat vu qu’il n’est pas possible d’évaluer A7, ;. O
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PROPRIETES DES ALGORITHMES DE RETOUR RADIAL

Les algorithmes de Retour Radial possedent des propriétés bien établies issues de 1’étude
des équations différentielles [Crouzeix et al.84], qui se révelent déterminantes d’un point de vue
numérique. Des résultats de stabilité, de consistance et de convergence des différentes méthodes
sont donnés dans [Simo et al.91] et se résument de la manieére suivante

o la propriété de consistance est vérifiée pour tout 0 € [0, 1],
o ’ARR est d’ordre 2 pour a = % et d’ordre 1 pour les autres valeurs de «,

o ’ARR est stable au sens de la B-stabilité pour 8 € [%, 1], i.e. toute perturbation dans les
conditions initiales n’est pas amplifiée par ’algorithme.

Les propriétés de consistance et de stabilité entrainant la convergence, on en déduit que les
schémas numériques basés sur ’ARR sont convergents pour 6 € [%, 1]. Rappelons que ’ARR
fournit un état intermédiaire (Gp41,&n+1,&" 410 An15 Ont1) qui satisfait les relations liées au
comportement mais ne tient pas compte des équations mécaniques du probleme. Ces dernieres

restent a étre vérifées et font I’'objet de la prochaine section.

I.3 Algorithmes élastoplastiques par éléments finis de domaine

Aprés avoir discrétisé les équations en temps, il nous faut a présent résoudre le probleéme en
espace. On envisage tres classiquement une méthode de type élément fini de domaine qui repose
dans la grande majorité des cas, sur une formulation variationnelle.

L’objet de ce paragraphe est double

¢ présenter brievement les méthodes classiquement utilisées et les placer dans un formalisme
énergétique,

o montrer qu’il est possible de construire différentes formulations variationnelles associées
au probleme d’évolution élastoplastique.

I.3.1 Formulation en déplacement

Le principe de la formulation en déplacement repose sur la constatation suivante. Etant
donné un champ de déplacement, 'algorithme de Retour Radial en déformation permet de
déterminer entierement l'état élastoplastique x,,,; du systéme et il reste a satisfaire deux
équations mécaniques du systeme, a savoir les équations d’équilibre et les conditions aux limites
du probleme.

Il est alors intéressant d’introduire comme en élasticité, une fonctionnelle pour laquelle
I’état élastoplastique représente un point-selle, ce qui permet d’obtenir des résultats d’existence,
d’unicité de la solution et de la convergence de la méthode de galerkin associée grace aux
résultats d’analyse convexe [Moreau76| et [Ciarlet82]. En introduisant classiquement 1’ensemble
des déplacements admissibles noté V, 11 et 'ensemble ? 41 définis par

Vo1 ={v € HY(Q) /vy =@, sur S} (1.61)
W ={veH Q) /vpy1 =0 sur S,} (1.62)

nous allons montrer le résultat suivant
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Resultat 1.2

Soit w11 le champ de déplacement solution du probléeme élastoplastique au pas de temps
tng1. Alors w,41 minimise sur 'ensemble V11 la fonctionnelle 7, ; définie ci-dessous

jn+1(vn+1 / \% Un+1 - c:v? Un+1 dv — /pfn+1'vn+1 av
Q

1 1 E s 2
- /St tn+1 Un+1 ds — /9292(6;,_‘_]_]_‘%)<f(£n+9(v un+1)7qn)> av (163)

ou X, désigne ’état élastoplastique a ¢,, et &, +9(Vsun+1), le déviateur d’essai de 'ARR piloté
en déformation.

Preuve
Considérons la fonctionnnelle 7, ; et déterminons le champ w1 pour lequel la premiere
variation de J* | (vn41) est nulle. Il vient alors en tenant compte des relations (1.54) et (1.56).

Vou € Vi, , /V du:C: <V Unt1 — (A5 fzn+9)(Vsun+1,Xn)> av

Q S

Ces relations sont la traduction sous forme faible des équations régissant le probleme discrétisé
en temps, pour lequel toutes les quantités ont été écrites en fonction de wyy1.

|

11 convient de noter que 1’équation variationnelle (1.64) est non-linéaire. Pour la résoudre, on

envisage une méthode de type Newton-Raphson (également rencontrée sous le nom de méthode
d’Usawa). Nous sommes alors ramené a résoudre le probleme itératif suivant

Vou € V0,1, < 7(upit),0u >= /Vs(su C: (V Upt1 — (A4 ﬁn+9)(V5un+1,xn)) av

—/ pfpi1-0u dV — / in+1.5u dS =0 (1.65)
Q St
Schéma itératif de Newton-Raphson
S 86- S S
Vou € Vi, 4, / Vidu : . (Viul 1, x,,) t VEAURT] dV = — <r(uf,)),6u>  (166)
avec uf’;ﬂ = unH + Auf’;ﬂ et =C:enp1— (A1 Mnto)(Entl, Xn) (1.67)

Il apparait de fagon naturelle dans le schéma, une quantité tres intéressante qualifiée d” Opérateur
Tangent Cohérent que ’on notera CTO par la suite et défini par la relation
oo
CTO = —(ent1,Xn) (1.68)
8571—}—1

Ce tenseur a été introduit pour la premiere fois dans [Simo et al.85] pour le schéma implicite
et représente l'opérateur tangent du schéma numérique (1.66). Nous allons montrer dans la
proposition suivante que le CTO differe de 'opérateur tangent continu.
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Resultat 1.3

L’Opérateur Tangent Cohérent pour I’algorithme de Retour Radial piloté en déformation est
donné par la relation ci-dessous

do O 1 Mo & Ty o
—(Ent1, X ):C—2G<2G"+(J—ﬁ 19 @ Apag) + ———— (1.69)
Depir I Xn g I L+

Preuve
La définition du CTO nous permet d’écrire la relation suivante
do 0 R
(€n+17 Xn) =C-C ()‘fz+1nn+9) (170)

0ent1 Oent1

En calculant cette derniere quantité et en tenant compte des expressions ci-dessous, il vient
finalement le résultat.

0 ONE Ofpig
A L _ n+1 ® + A\E n+
785,1“( n+1nn+9) Denit Nn+o n+1 Denin
OANE 1 . afE 0 1 N
ntl Nptg: ntf — H+h Nptg: J (171)

dent1 20(G + Hh) Oeny1 1+ HH
Ohnyo _ Oinyg 06Ty 2GO

86n+1 65 . 8€n+1 B H €5+9 H

[ —Tpyg @ gy ] J

avec la définition des tenseurs suivants

Liji = %(5ik5jl +0i05k) et Jijr = Lijr — %5@'514:1 (L.72)

et en remarquant que
fino: J = fnpo et [ —finrg ®fnse |1 J = J — finro © finso (L.73)
|

Remarque 1.8 Dans [Halphen et al.87], on trouve également une formulation en contraintes
définie sur ’ensemble des champs statiquement admissibles pour le probléme continu en temps.
Ce résultat tres intéressant sur la plan théorique est difficilement applicable d’un point de vue
numérique, puisqu’une approximation éléments finis de I’ensemble des champs statiquement
admissibles n’est pas aisée a construire. O

I.3.2 Formulation mixte contrainte-déplacement

Quelques formulations basées sur des principes a deux champs ont également été proposées
dans la littérature. Citons [Carstensen97] qui présente une fonctionnelle faisant intervenir comme
inconnues principales, le champ de déplacement w,41 et le champ des déformations plastiques
el 41~ Ce résultat fait cependant apparaitre le pseudo-potentiel de dissipation ¢ exprimé dans
I’espace des variables cinématiques, ce qui ne rentre pas dans le cadre des algorithmes de Retour
Radial présentés.
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Une formulation plus intéressante, peut étre trouvée dans [Simo et al.89] et provient d’un
principe de type Hellinger-Reissner, appliqué au cas élastoplastique. En introduisant l'espace
fonctionnel S,,.+1 = {7 € L?*(Q)}, nous allons montrer le résultat suivant mettant en jeu le couple

(uTH-l? O'n+1)-

Resultat 1.4

Soit (wp+t1,0n+1) le champ de déplacement et le champ de contrainte, solution du probleme
élastoplastique au pas de temps t,41. Alors le couple (w,41,0,41) est un point-selle de la
fonctionnelle jﬁl donnée ci-dessous et définie sur V41 X Spy1,

1

jﬁl(vn-s-l,Tn—H) = —2/QTn+1 .C7h: Tn+1 dV—"_/QTTI-Fl : Vi, dV—/Qan+1-Un+1 av

. 1 3 ?
_/s tSL+1-Un+1 dS_Q/QélGGQ(H—s—h)<f(£E+0(Un+1)’q")> av. (L74)

ol x,, désigne I’état élastoplastique a ¢, et 55 +9(0nt1), le déviateur d’essai intervenant dans
I’'ARR piloté en contrainte.

Preuve
Soit (41,0 n+1) un couple représentant le point-selle de jﬁl. I1 en résulte de I’écriture de
la stationnarité de la fonctionnelle et des relations (1.54) et (1.60), que

1 .
/Q(SO' : < — C_l 1041t Vsun+1 — ﬁ()\g—’—l nn+9)(a'n+1, X,,J)dv =0 (175)
/ Ont+1: Vou dV = / pfni1-0u dV +/ ig+1.5u as (1.76)
Q Q St
V (0u,80) € V)1 X Spi1 (L.77)

La premiere relation n’est autre que la loi de Hooke combinée avec ’expression explicite de la

p . 7 . . 7 97 . 92 K .
€,41, exprimée sous forme faible tandis que la seconde représente I'équation d’équilibre, ce qui
acheve la démonstration.

Il est intéressant de noter que ce systeéme d’équations est composé d’'un équation linéaire
(relation d’équilibre) et d’une équation non-linéaire traduisant la relation de comportement. On
montre aisément que l'opérateur tangent cohérent global de la méthode de Newton-Raphson
associé au schéma (1.75) est symétrique. Il en résulte alors

1 .
< ro(oni1),0u >= /Qéo' : (— Clioni+Viuy — @()‘Z—H nn+9)(a'n+1,xn)>dV

< ryu(Unt1), 00 >= /

Ont1: Vou dV — / pfni1-0u dV — / igﬂ.éu as (L.78)
Q Q

t
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Schéma itératif de Newton-Raphson

_ 1 0 o ~ k s k
/960' : (_ c - ﬁﬁ()\nﬂ nnw)) : Aanﬂ dV—l—/QJO' 'V Aunﬂ av
=—-< r,,(o-th, do > (I.79)
/QV(SU PAGPT AV = — < ry(ul ), 0u >, YV (du,d0) € VI X Sut (1.80)
avec  (upll, opi) = (unpy, o )+ (Auply, Aopiy) (L81)

L’opérateur tangent global est entierement déterminé en tenant compte de ’expression du
multiplicateur plastique pour ’ARR piloté en contrainte, ce qui améne aux relations ci-dessous

0 2 Do
— ()T An — n+1 An 2o n+
8an+1( i) 00 11 ®Nnto + Ant Doy
041 3 . 857%9 3 R
Donsr  20(H 1+ h) " Bopey | 2(H + h) (1.82)
Onn o _ Ofnyo . 8§f+9 . 0

= : = J_ﬁn 0 ®ﬁn 0
0o i1 o8 Ooni | EE, ||[ i ]

Meéme si cette formulation qui s’apparente a une méthode de type Hellinger-Reissner, est lourde
a mettre en ceuvre sur le plan numérique, elle a 'intérét de montrer qu’il est possible comme
en élasticité de construire des fonctionnelles pour lesquelles la solution du probleme d’évolution
élastoplastique représente un point-selle.

En plus, elle permet de construire dans le paragraphe suivant une représentation tres générale
de type Hu-Washizu qui englobe les deux formulations précédentes comme cas particuliers. La
méthodologie ainsi mise en évidence permettra de bien comprendre les techniques de résolution
développées dans le cadre des éléments finis de frontiere.

1.3.3 Formulation générale de type Hu-Washizu

Nous proposons dans ce paragraphe un principe s’apparentant a une formulation de type
Hu-Washizu et consistant a chercher une fonctionnelle faisant intervenir 1’état élastoplastique
total x,, 1. Tous les algorithmes mis en ceuvre dans ce travail sont en fait regroupés dans ce
principe. La présentation retenue est inspirée des travaux de [Simo et al.89] et [Simo et al.98].
Enongons alors le résultat suivant

Resultat 1.5

Soit x,,41 = (u,t,0,¢€,€P,q, a, \), 41 lasolution au pas de temps t,,1 du probleme mécanique
d’évolution élastoplastique. Alors, connaissant x,,, I'état élastoplastique x,,,; est un point-selle
de la fonctionnelle L(x,,, ) définie ci-dessous pour X, € H'(Q) x Hfé(Su) x (L2(2))° x K,
ott K désigne le cone positif donné par K = {~ € L?(Q), v > 0}

n ex )\n
L) = [ pons aV+ [ DI av =Pt = [ 2L f(V g V(183
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avec les notations suivantes

1
pl/}n+1 = Wn+1 + ianH.D.anH + On+1 - (Vsun+1 - €n+1) (184)
Dyt = (ni1 =€) VWit — (a1 — @) - @iy (1.85)
..,0 ~
Prih = /prnJrl'unJrl dv +/S L1 Ungr dS +/ tng1-(Uns1 — U yy) dS (1.86)
t u
1
Wi = §(€n+1 - 5g+1) :C:(engr1 — €g+1) (1.87)
VWhiog =60 VW, 1+ (1—6) VIV, (1.88)

Notons que W, 11 représente ’énergie de déformation élastique du systeme au pas de temps ¢,,41
et pny1, I'énergie libre spécifique totale. La quantité Pf;fl désigne le travail des efforts et de
liaison. La quantité D! est plus difficilement interprétable physiquement et est caractéristique

de la dissipation entre ¢, et t,41.

Preuve

En écrivant les conditions de stationnarité de cette fonctionnelle, on obtient les équations
sous forme faible, du probleme élastoplastique discrétisé en temps. Il en résulte les équations
variationnelles du syteme.

DLnpi1.0u = /Q Veduion dv - | Su.ty,, dS =0 (1.89)
A
DL, 1.0t =— /S 8t.(upi1 — 4y ) dS =0 (1.90)
DL, 1.0 = /QJU [ Viupy1 —epng1 | dV =0 (1.91)
DL, 1.0e = /Qae | o1 + VW1 +C i (€8 — el — M1 Do frgp) ] dV =0 (1.92)
DL, 1.6eP = —/Qésp [ C:(eh y — €8 — A1 Oofnsg ] AV =0 (1.93)
DLp1.0a = /Q(')"a.[ D. oyi1—¢qu]dV=0 (1.94)
DL, 1.0q =-— /Q 0q.[ app1 —ap + Ap10gfnte | AV =0 (1.95)
DL,1.0N = /Q 6N f(Ont0,Apig) AV =0 (1.96)

Ces relations sont écrites pour tous les champs variés dx € H'(Q) x H_%(Su) x (L3(Q))° x K,
avec dx = (du, dt,d0,6¢e,0¢eP,dq,da, 6)\) et on acheve ainsi la démonstration.

[

Il est intéressant de noter que cette formulation englobe tous les schémas de résolution

numérique. Ainsi si les équations (1.96), (1.95), (1.94), (1.93) et (1.91) sont satisfaites en tout

point du domaine €2, on retrouve la formulation mixte de type Hellinger-Reissner. Si de plus on
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choisit 0,41 de maniére a vérifier automatiquement (1.92), on obtient la formulation classique
en déplacement.

Numériquement, le schéma en déplacement repose toujours sur ’écriture des lois de com-
portement et d’évolution, aux points de Gauss de chaque élément fini de domaine. On constate
de ce fait que cette opération revient a choisir pour champ varié, des mesures de Dirac con-
centrées aux points de Gauss. Dans tous les cas, les équations finales sont partitionnées en deux
groupes, le premier étant résolu au niveau global de la structure et le second au niveau local
(généralement aux points de Gauss) et on peut appliquer toutes les méthodes de décomposition
par sous-domaines [Carstensen97].

Conclusion

Ce chapitre a permis de rappeler le systéme d’équations régissant le modele de ’élastoplasticité
en petites transformations et a introduit un cadre mathématique de ’étude. Deux aspects
intéressants obtenus dans ce chapitre méritent d’étre soulignés :

¢ La résolution des équations discrétisées en temps conduit a 'intégration locale qui est com-
mune a toute les méthodes de résolution numérique du probleme incrémental. L’algorithme
de Retour Radial qui en découle et qui donne explicitement le multiplicateur plastique peut
étre piloté soit en déformation, soit en contrainte.

o Nous avons montré qu’il est possible de construire différentes formulations variationnelles
du probleme élastoplastique sous forme incrémentale pour un matériau avec écrouissage
isotrope et cinématique linéaire. Ces formulations sont & la base de toutes des méthodes
des éléments finis de domaine.

Apres avoir défini le cadre de cette étude et rappelé les méthodes des éléments finis de domaine
qui sont généralement utilisées pour résoudre ce type de probléeme, nous allons montrer dans
le prochain chapitre comment intégrer les approches par équations intégrales dans la résolution
d’un probleme d’évolution élastoplastique.
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Chapitre 11

Représentations intégrales et méthodes des équations
intégrales

Introduction

Les formulations par éléments finis de frontiere en élasticité reposent sur la notion de
représentation intégrale du champ de déplacement, qui a ’aide d’une quasi-inversion de 1'opé-
rateur de Lamé-Navier permet d’expliciter toute solution des équations de champ en fonction
des informations sur la frontiere. Cette technique intégrale peut aussi s’étendre a des probléemes
élastoplastiques du fait de la partition de la déformation totale en une déformation élastique et
une déformation plastique.

Up41  Solution de l’équation de Lamé-Navier
div [C: (Vi uns1 — €541)] + pFpy1 =0
Ent1 = VUpi1

Ent1 = VS'ufn—&—l ~

U+1:CI(€+1—EP )
" wHl = Eni nii = C: (ent1 — Py

La forme des équations ci-dessus montre que la résolution du probleme d’évolution élastoplastique
se ramene a celle d'un probleme d’élasticité linéaire en traitant les déformations plastiques
comme des déformations initiales d’un type particulier.

Ce chapitre traite de 'obtention de la représentation intégrale du champ de déplacement issue
des équations précédentes et des algorithmes de résolution du probléeme d’évolution élastoplastique
qui en découle.

Nous rappellerons dans le premier paragraphe certains résultats de géométrie différentielle
en insistant sur la notion de régularité d’une surface, notion essentielle pour bien fixer le cadre
fonctionnel des densités définies sur une surface. Cette révision géométrique permettra de mon-
trer dans quelles conditions les résultats connus pour les surfaces régulieres peuvent étre étendus
au cas des variétés polyédrales comportant des singularités géométriques.

Nous montrons dans le second paragraphe une méthode systématique pour obtenir une
représentation intégrale du champ de déplacement, qui s’écrira sous la forme d’une somme
de potentiels définis sur la frontiere du domaine et de potentiels volumiques dont les densités
représentent les forces de volume et les déformations plastiques.

29
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Si approche choisie, basée sur la théorie des distributions, peut paraitre plus abstraite
que 'approche classique, elle a ’avantage de conférer une structure mathématique rigoureuse a
I’étude des équations intégrales et de regrouper de maniere élégante sous le méme formalisme
aussi bien les approches qualifiées de directes et d’indirectes, que les problemes en milieu borné
et en milieu infini, ce dernier cas représentant un domaine d’application de prédilection des
éléments finis de frontiere.

Signalons que cette présentation se révele aussi tres intéressante en mécanique de la rup-
ture, car elle formule directement le probleme en terme de saut de vecteur-contrainte et de
déplacement. Cette derniere quantité une fois connue, permet d’obtenir directement les facteurs
d’intensité de contrainte (voir par exemple [Bui77] et [Levan88]). Nous n’aborderons pas ex-
plicitement ce type de probleme mais les formulations établies pourront étre aisément étendues
a des milieux fissurés, bornés ou non.

Le dernier paragraphe sera consacré aux algorithmes de résolution des équations intégrales
déduites des représentations intégrales obtenues précédemment. Nous montrerons que les équa-
tions se réduisent formellement & un systéme de deux équations, I'une linéaire et ’autre non-
linéaire, dont les inconnues principales sont soit (8n+1,€£ 41), soit (O'n+1,sf; +1). L’algorithme
est donc directement piloté en contrainte ou en déformation, le champ de déplacement w1
devenant du coup une information secondaire. Enfin, nous montrerons comment incorporer
les algorithmes d’intégration locale présentés dans le chapitre I dans les schémas de résolution
numérique du probleéme d’évolution élastoplastique par les éléments finis de frontiere.
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I1.1 Rappels de géométrie différentielle

Les méthodes des équations intégrales reposent sur le principe que le probleme initial aux
dérivées partielles, posé en terme d’un champ de déplacement w sur un domaine 2, peut étre
reformulé en un probleme sur la frontiere S de €2 ne faisant intervenir que les traces de u sur S.

On congoit alors 'importance des notions de surface et de fonctions ou densités définies sur
S qui doivent étre introduites avec le plus grand soin. Ce travail s’averera essentiel dans I’étude
réalisée dans le chapitre III, ou 'obtention des équations intégrales sera fortement assujettie a la
régularité des densités des opérateurs intégraux. Certains résultats auxquels nous ferons appel
sont tres classiques mais par souci de clarté et d’autonomie, nous faisons ce rappel de géométrie
différentielle pour bien fixer les définitions et les propriétés qui seront indispensables pour la
suite.

Du point de vue de la modélisation du probleme mécanique, les domaines rencontrés dans
la pratique comportent tres généralement des arétes et des coins. Ces singularités géométriques
nécessitent une modélisation et une analyse mathématique rigoureuse et feront largement ’objet
de la discussion qui suit.

Si 'on écarte les considérations de topologie, on peut se représenter une surface comme une
variété différentielle [Lafontaine96] ou [Egorov et al.97], notion qui est constamment utilisée
dans I’étude d’équations faisant intervenir des opérateurs surfaciques (voir [Wendland87a] et
[Schwab et al.92a]). Dans le cadre de ce mémoire, nous allons brievement rappeler comment il
est possible de se ramener a cette description de .S, en mettant en évidence les points délicats
de la construction.

La présentation suivie reprend dans les grandes lignes celle de [Wloka87], auquel nous ren-
voyons le lecteur pour un exposé plus complet et pour se rendre compte de la complexité du
probleme des que 'on considere des ouverts admettant des singularités géométriques. Cette
approche est reprise par différents auteurs comme par exemple dans [Hackbusch92].

REGULARITE D’UNE SURFACE ET PARAMETRISATION LOCALE NORMALE

Soit €7 un ouvert borné de R3. Nous définissons le domaine Qy = R?\ Q; et la frontiere
S = Q1 N Q. La surface bornée S peut alors étre caractérisée par une propriété de régularité
de type N*F avec k € Net § € [0, 1]. Celle-ci définie ci-dessous a également été introduite dans
[Necas67].

Definition II1.1

Soit S la frontiere d’un domaine borné ;. On dit que S est de régularité N*#, il existe un
recouvrement fini de S par des ouverts (Z/Ii)ie[L M) tel que pour tout i € [1, M], il existe un repeére
orthonormé R;, deux réels positifs (d;, h;) et une fonction «; de classe CkB sur le voisinage U;,
vérifiant les propriétés

V€ € By(0,d;), (& (b)) €U (IL.1)
V(&,0) € (B2(0,di)x] — hi,0)), (& a(§) +6) € (IL.2)
V(ﬁ,é) S (Bg(O,di)x}O, th, (E,Oz(ﬁ) + (5) € Qo (H.3)

ou (&, ) désigne la décomposition sur le repere R; = (f](j))ke[l,?)] du vecteur flfgi) +£2fgi) +(5fg).
On vérifie alors la propriété ||(€,0)||? = ||&]|* + &2
On dira également que S admet une paramétrisation locale normale en tout point z € S.
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Figure II.1 : Régularité d’une surface

On constate que cette définition confere un role privilégié a la troisieme direction fj, na-
turellement prise comme le vecteur normal a la surface lorsqu’on se place en un point régulier
[Kupradze et al.79]. Cette définition est tres intuitive et revient a projeter I’élément de surface
contenu dans le cylindre d’axe f3, de hauteur h; et rayon d; sur un plan de normale f3.

RECULARITE D’UN DOMAINE ET PARTITION DE L’UNITE

La propriété de régularité N*# n’est malheureusement pas suffisamment commode pour
définir simplement les notions de trace et de reléevement qui seront constamment évoquées dans
ce travail. La trace correspond a la valeur prise sur S par une fonction définie dans un voisinage
de R3 de la frontiere et le relevement, & un prolongement dans un voisinage volumique d’une
densité de support S.

On lui préfere par conséquent une définition plus intrinseque basée sur la notion de régularité
CHkP d’un domaine ouvert borné €. Cette approche est utilisée dans la quasi-majorité des
travaux traitant de problemes d’équations aux dérivées partielles (voir [Wloka87], [Brezis83],
[Mikhlin et al.86] et [Hackbusch92]).

Definition II1.2 Soit k € N et § € [0,1]. Nous dirons que Q; est de classe C*?, si pour tout
z € S, il existe un voisinage U € R3 de z tel qu’il existe une application bijective ¢ définie par
¢ : B9(0,1)x] —1,1] — U, vérifiant les propriétés

¢ e CPP(By(0,1)x] —1,1]) et o' e CHB(U) (IL.4)
o N UNQ) =By(0,1)x] —1,0] et ¢ H(UNQ) = Bz(0,1)x]0, 1] (IL5)
o H(UNS) = By(0,1) x {0} (IL.6)

ol Bo(0,1) € R? désigne la boule centrée en 0 de rayon 1.
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&3

Y’a

Figure I1.2 : Régularité d’'un domaine

Remarque II.1 Il est important de constater que la présence d'un coin ou d’une aréte ne
confere a ; qu’une régularité C%!, méme si le domaine est plus régulier presque partout ailleurs.
Pour nous en convaincre, considérons en effet la géométrie tres simple d’un cube. Compte tenu
de la définition (II.2), nous pouvons seulement affirmer que €; € C%! alors que celui-ci est de
classe C*° presque partout, excepté aux points situés sur les arétes. La définition (II.2) bien que
tres restrictive permettra néanmoins de définir une topologie sur S. ]

La définition (II.2) permet alors de construire un atlas de S au moyen de la donnée des
voisinages (Ui)z‘e[o, M) et de conférer a S la structure de variété différentielle, comme dans
[Mikhlin et al.86] et [Egorov et al.97].

Resultat II.1

Soit ©; un domaine ouvert borné de R3 de classe C*#. Alors il existe M € N, une famille
finie d’ouverts bornés (U i)ie[07 M) € R3, telle que 1'on puisse construire une famille d’ouverts de
S et une application, notée (U, ¥;);c1,m) avec les propriétés

=M i=M

U'ccy, 4 |JU et S=|JU avec Vie[l,M, U=U'NS (IL7)
=0 =1

V€ € By(0,1), 9i(&) = ¢'(£,0) et (¢')iepn vérifiant la définition (I1.2) (IL.8)

Preuve

Nous reprenons la démonstration dans [Hackbusch92]. compte tenu de sa relative simplicité,
nous nous proposons de la rappeler brievement.

Comme Q; est de classe C*#, il existe pour tout point z € S, un couple (Uz, @) vérifiant
la définition (I1.2). Soit (V7);cn, un ensemble d’ouverts satisfaisant V7 CC €y donné par

VIi={xeQ /dist(z,S) > 1/}

L’ensemble |J, g U, U UjeN V7 constitue alors un recouvrement de Q; par des ouverts. Le
domaine Q; étant compact, il existe de ce fait un recouvrement fini de Q; composé de U’ = U,
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pour i = [1, M], avec (2;);e,p) un nombre fini de points de S, et d’au moins un des ouverts V'
que nous notons U°.

La famille de cartes (qbi)ie[LM] est donnée par (¢, )ic[1,a et on choisit (9;);e, 2 comme
les restrictions a S des (qbi)ie[l,M]

[ |

Le résultat (II.1) permet de construire naturellement un systéme de coordonnées associé a
S. On note de plus que la donnée de (U, 19016[1’ M) représente un atlas de S ou chaque ouvert
U; de S est mis en bijection avec Bz(0, 1) conformément a la définition (II.2).

Remarque II.2 On peut noter que le résultat (II.1) et la definition (II.1) sont tres similaires
mais cette derniére est moins générale puisqu’elle impose une forme particuliere des cartes ¥(§).
d

[Wloka87] a montré que si S posséde la propriété de régularité N kB alors le domaine 5 est de
classe C*# . Tl est possible de prouver que ces deux notions sont équivalentes lorsque k& > 1. Dans
le cadre de cette étude, il n’existe a notre connaissance aucune correspondance établie pour ces
deux définitions pour le cas lipschitzien. Ceci a peu d’importance dans la mesure ot la régularité
NO1 sera entierement suffisante puisqu’elle entraine 1 € C%! et de ce fait, la définition (I1.1)
est un cas particulier de (IL.2).

Dans toute la suite du mémoire, nous supposerons toujours qu’il existe en tout
point de la surface S, une représentation paramétrique normale de classe lipschitzi-
enne, i.e. que S est réguliere de classe N'!.

La derniere notion dont nous aurons besoin est la partition de [’unité. Nous nous contenterons
d’énoncer le résultat suivant, sachant qu'une démonstration peut étre trouvée dans [Wloka87].

Resultat I1.2

Soit une famille finie d’ouverts (U i)i€[07 1) satisfaisant la propriété suivante

i=M
mc U et U'ccoy (11.9)
=0

alors il existe un ensemble fini de fonctions lisses o; € C§°(R3) pour i € [1, M], telle que

=M
vz € Q, Z oi(x) =1, Vie[l,M], supp(o;) CU" et 0;>0 (I1.10)
i=0

Notons que cette définition induit naturellement une partition de 'unité propre a S associée aux
ouverts (U;);e1,n) €t composée des fonctions (0;);c(1,as] restreintes aux points de la frontiere.
FONCTIONS DEFINIES SUR UNE VARIETE DIFFERENTIELLE

Tous les éléments sont a présent a notre disposition pour définir la notion de régularité d’une
fonction de support S qui s’énonce de la maniére suivante.
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Definition I1.3

Soit Q1 un ouvert de classe C*? avec k € N et 8 € [0,1] tels que k + 3 > 1. Pour tout
couple (p,v) tel que p < k et v < B, espace CP7(S) est défini comme ’ensemble des fonctions
v : S — R3 telles que

Vi€ [1,M], (0,0) 09 € CFT(R?) et [[v]lcra(sy = Y [I(0iv) 0 Fillcpome)
=1

~

De la méme maniere, nous introduisons l'espace H*(S) pour s < k + 8 comme ’ensemble des
fonctions v : S — R3, telles que

I
g

Vi€ [1,M], (o;v)0; € HS(R?) et (v, w)pgs(5) = <(O’Z"U) o, (o;w) o ’l9i>

1 Hg (R?)

-
Il

On montre que la définition (II.3) des espaces fonctionnels sur S est bien indépendante du
systéme de coordonnées locales (U;,9;)ic[1,ar) choisi.

Remarque I1.3 Il est essentiel de remarquer que la définition de la régularité d’une fonction
définie sur S est intimement liée a la régularité du domaine puisque ¥ apparait dans cette
construction. Une conséquence de la définition (II1.3) est qu’il n’est pas possible de définir (du
moins dans le cadre classique de la géométrie différentielle) la classe de fonction C1#(S) pour S
présentant des singularités géométriques de type aréte ou coin. ([l

RECULARITE LOCALE DE FONCTIONS DEFINIES SUR S

Les remarques (II.1) et (II.3) montrent que les définitions (II.2) et (II.3) rendent compte
de propriétés globales sur S. Une caractérisation locale peut étre introduite par la définition
suivante utilisant directement le systeme de coordonnées locales (U;, ;) i1, 1) @pparaissant dans
la définition (IL.1).

Definition I1.4

Soit z € S avec S de régularité N*#. Il existe alors une représentation paramétrique normale
(U, i, R;) avec i fixé dans un voisinage de S au point z = (1, «;(n)). On dit que pour [+~ > 1,
la frontiere S est de classe N“7 au voisinage de z, s'il existe (d(z), h(2)) tel que

a(é) € CY(By(n,d(2))) et (£a(§) €S (IL.11)
Vo €]l—h(z),0], (&, a(€)+0) e et V€0,h(2)], (& a(f)+9) € Qe (I1.12)

On introduit de maniere identique & la définition (I1.3), des classes de fonctions définies locale-
ment dans un voisinage de S en z.
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Remarque I1.4 Il est intéressant de noter que l'on peut avoir [ > k et v > (8. Le caractere
local de cette définition provient du fait que le systéme de coordonnées locales fait intervenir
z. Pour des géométries pouvant présenter des singularités de type aréte ou coin, les dimen-
sions (d, h) du voisinage d’un point régulier z dans lequel la surface reste localement réguliere,
doit nécessairement dépendre de z puisque plus on se rapproche d’un point singulier, plus ces
dimensions deviennent petites. ]

Dans toute la suite, nous supposons toujours que S est de classe N%! et peut étre définie
comme une variété polyédrale, i.e. S peut se décomposer en un nombre fini de surfaces ouvertes
régulieres de classe C1P. Un élément de surface de classe C1# est également appelé surface de
Liapunov.

SeN et S= U S™ avec Vne[l,N], S™ec,  Beo,1 (IL13)

Pour ce type de géométrie, il convient alors de distinguer les points réguliers pour lesquels on
définit un plan tangent, des points singuliers pour lesquels il n’en existe pas. Notons que pour
un domaine polyédral, il est possible de faire correspndre a tout point de chaque composante
réguliere de S un systéme de coordonnées locales (U;, ;) et d’y associer les vecteurs a1(§) =
9.1(&) et az(§) = ¥2(§) de la base naturelle, définissant le plan tangent T, & S en z et d’y
définir classiquement des opérateurs différentiels tangentiels.

OPERATEURS DIFFERENTIELS TANGENTIELS

Il est essentiel d’introduire la notion de différentiabilité pour une fonction v définie sur S.
La principale difficulté est qu’on ne peut pas utiliser la définition du gradient V(e) sur R? vu
que le support de v se restreint & .S. On considere alors la dérivée surfacique introduite a ’aide
du systeme de coordonnées locales (U;, 9;);c,ar et utilisant (I1.3).

Definition II.5 Soit z = ¥(n) un point régulier de S. Soit f(&) une fonction scalaire définie et
dérivable sur Ba(n,d(z)). On appelle dérivée surfacique la forme différentielle df € T définie
sur T, donnée par

_of

df_a? d¢' avec d¢' : X = X'a;jeT, — X' €R (I.14)

Remarquons que cette définition fait intervenir les covecteurs d€’ et on préfere identifier chacune
de ces formes différentielles & un vecteur du plan tangent (qui a une signification plus physique)
en utilisant la dualité entre T, et T7;. On obtient alors le résultat suivant

Resultat I1.3 Soit z = ¥(n) un point régulier de S. Soit f(£) une fonction scalaire définie
et dérivable sur Bs(n,d(z)). La dérivée surfacique de f peut alors étre identifiée au vecteur
Df €T, avec

of

g7a; avec VX €Ty, (Df, X) = (df, X) (I1.15)

ou g% désigne les composantes contravariantes du tenseur métrique en z.
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Preuve
Soit X € T, nous pouvons alors écrire X = Xiaj ce qui permet d’obtenir la relation
ci-dessous.
VX €Ty, gij X'=(a;,X) avec gij = (a;,a;) (IL.16)
On montre tres facilement que I'inverse du tenseur métrique g;; écrit sous forme covariante, n’est
autre que l'expression de g défini dans la base contravariante, i.e. gz ¢ = 5{ , ce qui mene au
résultat escompté.
|

Il est également intéressant d’introduire le rotationnel surfacique en posant la définition
suivante, valable en un point régulier de S et admettant I’expression tres simple (I1.18).

Definition II.6 Soit z un point régulier de S. Le rotationnel surfacique de f est le vecteur
Rf € T, donné par la relation ci-dessous.

a; N\ az o0

Rf(z) =n(z) ANDf(z) avec n(z)= Tax Aaal et a;= % (IL.17)
lax A as|) Rf(z) = (fffl as - gg; ar (IL.15)

FORMULES D’ INTEGRATION PAR PARTIES

Les notions de dérivée et de rotationnel surfacique sont tres intéressantes car elles permettent
de définir des formules d’intégration par parties sur des surfaces. Celles-ci sont obtenues a ’aide
du systeme de coordonnées locales et de la partition de I'unité associée qui permet de localiser
I’étude sur chaque élément de surface. Nous obtenons alors les théoremes suivants :

Resultat 11.4

Soit un élément de surface S de classe C1? limité par un nombre fini d’arcs réguliers. On
désigne par £ le vecteur tangent a la courbe 9S, n la normale & S et v la normale au bord
contenue dans le plan tangent. Ainsi v = £ A n. Soit f une fonction scalaire définie sur S et
admettant une dérivée surfacique sur S. Nous avons alors :

e Formule d’intégration par parties

/ Dif(y) S, = / F(y) ny) dL, + / Dyny(y)f(y) naly) dS, (IL19)
S oS S
e Formule de Stokes

/S Rif(y) dSy = | f(y) tily) dL, (I1.20)

f
oS

Notons que les relations (II.19) et (I1.20) ne sont établies que pour une surface S réguliére.
Dans le cadre de cette étude, nous supposons que la frontiere du domaine considéré est définie



38 Chapitre II. Représentations intégrales et méthodes des équations intégrales

par (I1.13), i.e. pouvant admettre des singularités géométriques. Il est donc essentiel de voir dans
quelle mesure les formules d’intégration par parties sont généralisables & des variétés polyédrales.

Prenons un exemple tres simple d’'une surface S non-nécessairement fermée et composée de
la réunion de deux surfaces de Liapunov S; et Sy. L’application de (I1.19) et de (I1.20) & chaque
composante réguliere de S permet d’obtenir

| Ditw) ds, = [ divsn(u) @) n(w) ds, + [ 1) nilw) i,
S S 081

+ [ f(y) va(y) dLy (I1.21)
082

/ Rf(y) dS, = / ) (y) dLy+ | F(y) bo(y) dLy (11.22)
S 0S1 0Ss

On remarque que les termes de contour ne se réduisent pas a une intégrale sur S et que les
contributions sur 0S5 N S, ne disparaissent pas. La formule (I1.19) n’est dons pas directement
transposable a une variété polyédrale et il convient de 'utiliser avec précaution.

Les choses sont plus simples pour la formule de Stokes (I1.20). En effet compte tenu des
conventions d’orientation cohérentes définies sur S, les vecteurs £;(y) et £2(y) sont opposés
sur 051 N 98 et lintégrale sur ce contour s’annule pour f continue sur S. Le résultat (I1.20)
reste alors valable pour S définie par (I1.13) et f continue sur S et différentiable sur chaque
composante réguliere.

Remarque II.5 Le fait que la relation (I1.19) ne soit pas directement transposable a une surface
réguliére par morceaux est tres contraignant d’un point de vue numérique. En effet la frontiere
discrétisée étant composée d’une multitudes de facettes, 'application de (I1.19) sur la surface
formée des éléments finis de frontiere devient trés lourde a mettre en ceuvre. O

Comme nous aurons également besoin d’une formule d’intégration par parties sur un domaine,
rappelons la formule de Gauss-Ostrogradsky donnée pour une quantité tensorielle f(y) admet-
tant une dérivée intégrable sur un domaine borné D.

/ Vi) dViy) = | Fu)©nly)ds, (11.23)
D oD

II.2 Représentations intégrales du probleme avec déformations
initiales

L’obtention d’une représentation intégrale du champ de déplacement en élasticité repose
sur la linéarité du systeme d’équations aux dérivées partielles et peut trouver son origine
dans le théoréme de réciprocité de Mazwell-Betti comme dans [Bonnet95a] ou [Balas et al.89].
L’extension des formulations intégrales a des problemes élastoplastiques est alors facilement en-
visageable du fait de la partition de la déformation totale en une déformation élastique et une
déformation plastique. Compte tenu de la forme de la loi de Hooke o0 = C : (V®u — €P), les
déformations plastiques peuvent alors étre assimilées a des déformations libres, en reprenant
la dénomination employée dans [Francois et al.92] et le probleme revient & considérer un milieu
élastique linéaire soumis & une répartition de déformations initiales, ces dernieres étant supposées
connues.
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Un intérét majeur des éléments finis de frontiere réside dans la résolution de problemes
définis sur des domaines infinis. Pour ce faire, nous nous inspirons largement des travaux de
[Costabel et al.86], [Hamdi82] et [Bousquet90], qui permet de traiter simultanément les cas
de milieu borné ou non et regroupe du méme coup dans un méme formalisme, les approches
qualifiées de directe et indirecte.

I1.2.1 Probleme élastostatique avec déformations initiales
EQUATIONS DU PROBLEME

Considérons comme précédemment un ouvert borné lipschitzien Q; de R3 et définissons
Qs = R3\ Q. La frontiere commune notée S, variété polyédrale, est orientée de maniere & ce
que la normale soit sortante par rapport a €2;. Dans chaque sous-domaine (); avec j = 1,2 nous
pouvons définir un état élastostatique (u;, o, p fj,s?) représentant respectivement le champ
de déplacement, de contrainte, des efforts volumiques et de déformation initiale restreint a ;.
Le probleme se ramene alors a trouver les couples (uj, o ;) solution dans ©; pour j = 1,2 du
systeme :

divo ; =0
{ ivo; + pf; dans ; pour j=1,2 (1I1.24)

0;=C:(Viu; — e?)

J

Le probleme ainsi posé introduit naturellement la surface de discontinuité S. Ce type de

Q

Figure I1.3 : Introduction des notations géométriques

probleme est généralement rencontré en aérodynamique dans 1’étude d’écoulements de fluides
supposés parfaits et incompressibles. Il est alors intéressant de rechercher une solution au sens
des distributions de (11.24). Ce choix est principalement motivé par le fait que les opérations de
dérivation dans I'espace des distributions conservent les informations liées a d’éventuels sauts a la
traversée d’une surface [Bousquet90]. Le lecteur désireux d’approfondir ce sujet peut se reporter
a [Bousquet90], [Costabel et al.86], [Schwartz66] et [Chen et al.92]. Notons qu’il s’agit d’une
démarche couramment utilisée dans I’étude des systemes d’équations aux dérivées partielles
[Schwartz65], [Dautray et al.85].
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SOLUTION AU SENS DES DISTRIBUTIONS

Introduisons classiquement C§°(R3), I'ensemble des fonctions infiniment dérivables et & sup-
port borné i.e. Vo € CP(R3), 3 R(p) > 0, V |z| > R(p), p(x) = 0 et D'(R3), I'espace des
distibutions représentant I’ensemble des formes linéaires continues sur C§°(R3). Les équations
(I1.24) peuvent alors étre reformulées de maniere faible et le systeme (I1.24) est équivalent &

Y € CP(RY), Z / _[ L(V)ujpiq, —div(V)C : )., + pf o, | 2 =0 (11.25)

ou L(V) désigne l'opérateur de Lamé-Navier. Le vecteur ¢ étant & support compact, nous
pouvons alors appliquer la formule de réciprocité [Necas67] associée a l'opérateur d’élasticité
L(V), aux sous-domaines €21 et Q9. Reprenant les notations de [Bonnet95a] et introduisant
P; = P|q,, NOUS avons

/Q [L(V)uj.0; —u;.L(V)p; | dQ; :/s [ T(V.nj)u;vde —%uwT(V,n)e; | dS; (11.26)

J i

avec T(V,nj)u; = (C: 'y(J)V uj).n;, souvent denommé dérivée conormale ot m; représente la
normale extérieure au domaine €, de frontiere S;. Rappelons que l'opérateur ) (e) désigne la
trace sur S; d'une fonction définie dans €2; et que les surfaces S et Sz coincident géométriquement
mais ont des orientations opposées.

Remarque I1.6 Du fait de la présence des déformations initiales, 7(V,n;)u; n'est pas le
vecteur-contrainte de u; sur la frontiere de (2;. O

S étant une surface de discontinuité des différentes quantités recherchées, il est intéressant
d’introduire des sauts de déplacement et de dérivée conormale & la traversée de S définis comme
suit [Hamdi82], [Maier et al.87]

[[T(V, TL)UH —T(V, TLQ)’LLQ - T(V, nl)ul = T(V, ’I’ll)’u,g — T(V, nl)ul
[[(C:e%)n]] = —(C : 12e9)my — (C : 7}eD).ny = (C : 42ed).ny — (C: Le?)my  (11.27)
[[u]] = Afuz — yowi

Cette définition du saut de vecteur-contrainte ne fait intervenir que n1, normale extérieur a
et qui sera notée plus simplement n par la suite puisque ny = —ny pour presque tout point de
S. Compte tenu de la définition de la dérivée conormale, nous écrirons également

T(V, nl)ul = T(V, ’n)u1 et T(V, ’I’LQ)UQ = —T(V, TI,)’U,

S’aidant de (I1.26) et en procédant & une intégration par parties sur le terme de volume faisant
apparaitre les déformations initiales, il est possible de reformuler (I1.25) pour obtenir

j=2
Vo € CO(RY), Y /Quj.,C(V)goj Q= - /Q[pfj.(ijre;?:c:vsoj]de
j=1 3 j=1 j

_ / 1(C : €9).m]l 70 dS — / T(V,n)p dS + / 1TV, n)ullvop dS (I1.28)
S S
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puisque le vecteur ¢ vérifie toutes les conditions de transmission, & savoir continuité ¢ et de
T(V,n)e a la traversée de S, & savoir yop = Y3p = Y et T(V,n)p = T(V,n1)p; =
_T(Va n2)302'

L’interprétation des intégrales de volume dans (I1.28) est alors immédiate. Considérons en
effet les distributions u, €° et pf respectivement associées aux fonctions (wuq,us), (€?,€9) et
(pf1,pfy) définies sur R3. Compte tenu du caractére autoadjoint de £(V) et de la définition
de div(V), nous avons [Schwartz66]

Vi € CP(R?), (div(V)C : €% ) = —/ (C: €% : Vi, dy —/ (C:€9): Vi, dQy

Ql Q2
(I1.29)
Y € CP(RY), (L(V)u, p) :/Q u1.L(V)p; d +/Q u2.L(V)py do (11.30)
1 2
Vi € C°(R?), (of, ) :/Q pfip1 dh +/Q pfo-py dSd (I.31)
1 2

Les termes surfaciques peuvent étre assimilés a des distributions de Dirac sur S i.e. ayant
leur support contenu dans .S. Une introduction compléte des fonctions généralisées définies sur
une variété différentielle représentées par 7%(V,n)ds peut étre trouvée dans [Gel’fand et al.64]
ou [Schwartz65]. Par définition nous pouvons alors reconnaitre pour ¢ € C§°(R3)

([T(V,n)u — (C:€%.n]]|®dg,p) = /S[[T(V, n)u — (C : €%).n]]. dS (11.32)

([u]] © T*(V,n)ds, @) — /S [w]).T(V,n)p dS (I1.33)

ou l'opérateur adjoint de 7 (V,n) est noté 7*(V,n). Son expression explicite n’est pas nécessaire
comme nous le verrons par la suite. On peut d’ores et déja remarquer ’apparition du saut de
vecteur-contrainte que on assimile A [[t]] = [[T(V,n)u]] — [[(C : €°).n]].

L’équation (I1.28) est réécrite au sens des distributions avec u € D'(R3), (€2, pf) € L1 (R3)?
et ([[u]], [[t]]) € L'(S)? et prend la forme suivante

L(V)u=—pf +div(V)C : €2 + [[u]] ® T*(V.,n)ds — [[t] ® o5 (I1.34)

La relation (I1.34) contient toutes les informations & savoir, les équations d’équilibre dans Q; et
(29 ainsi que les discontinuités du déplacement et du vecteur-contrainte a la traversée de S. De
plus son obtention n’a introduit aucune hypothese de comportement a I'infini. Cette équation
linéaire aux dérivées partielles exprimée au sens des distributions est alors résolue de maniere
formelle dans D'(R3), ce point faisant ’'objet du prochain paragraphe.
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I1.2.2 Formules de représentations intégrales
SOLUTIONS ELEMENTAIRES

Considérons de maniere générale, un opérateur différentiel linéaire P(V) dans R™ d’ordre m
donné par la définition suivante

P(V) = Z ao Ve avec V*=V{Vy2.. . Von,

laj<m
9%
a5 n
Vijzax%. et a=(a,m,...an) €ZY
7

On appelle solution élémentaire G(r) toute distribution solution de 1’équation ci-dessous ou dy
désigne la mesure de Dirac en 0 et I, le tenseur unité de R™.

—P(V)G(r) = doI,, avec (dg,p)=¢(0) Yo CFR) (I1.35)

On montre dans [Egorov et al.97] que toute opérateur différentiel linéaire admet une solution
élémentaire. Bien évidemment le probleme d’obtention d’une solution élémentaire n’est pas
unique puisque deux solutions de (II.35) different d’un champ wuo(r) vérifiant P(V)ug(r) = 0.

En particulier pour le probleme d’élasticité homogene isotrope, on introduit tres souvent la
solution élémentaire de Kelvin U (r) et le tenseur des contraintes X(r) = C : VU(r) associé,
définis par

Ur)=Uf(r) ey e ot X(r)= Efj(r) e;Qe;®e;j avec r=]|r| et

1
k - - _ . .
Ui (T') - 167TG(1 _ V)T [ (3 41/) 62]6 + ’r,lr,k ] (1136)
1
B = ~ g —pyys [Brarari+ (1= 20) (Gury + 0 = Gijr) (IL37)

Physiquement la k-iéme ligne de U (r) représente le champ de déplacement dans I'espace R?
induit par une force concentrée d’amplitude I et de direction e;. Nous envisagerons exclusive-
ment le tenseur de Kelvin dans la suite du mémoire. D’autres solutions élémentaires (solution
de Mindlin, solution de Rongved, ...) sont données dans [Bonnet95a].

REPRESENTATION INTEGRALE DU CHAMP DE DEPLACEMENT

L’obtention d’une formule explicite de toute solution du probleme élastique avec déformations
initiales repose sur l'introdution d’une solution élémentaire et sur la définition de produit de
convolution. A cet effet introduisons £'(R3) I'espace dual de C*°(R?), étant également identifié
au sous-ensemble de D'(R3) des distributions & support compact [Schwartz66], [Bousquet90].
Soient alors deux distributions (f,g) € (D'(R?),&'(R?)). Le produit de convolution de f et g
est donné par (voir [Schwartz66] ou [Gel'fand et al.64])

Vo € CP(R?), (fxg,0) = (f(@)@g(y),e(x+y)) = (f(®),(gy),ex+y) (1138)

Certaines propriétés du produit de convolution se révelent tres intéressantes et on rappelle
brievement que pour tout opérateur différentiel linéaire P(V),

P(V)(f*g)=P(V)fxg=f+P(V)g (IL.39)
dol3* f=f
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Reprenons ’équation aux dérivées partielles régissant le probléme élastique avec inclusions
initiales. (I1.34) peut alors étre mise sous la forme ci-dessous :

—L(V)u=g avec (u,g)€ (D'(R*)* et

, (I1.40)
g=pf—div(V)C : € — [[u]] ® T*(V,n)ds + [[t]] ® s

Supposons & présent que g € £'(R?), hypothese que nous discuterons & la fin de ce paragraphe.
Il est alors possible de se ramener a une définition équivalente du produit de convolution de U
et de g en posant comme dans [Dautray et al.85]

Vo € Cg° (R3) ({Uxg,0)=(g,U" %)
(IL.41)
avec U x p(x / Ux—y). ey dVy

Remarque I1.7 Cette définition a bien un sens car pour ¢ € CS°(R3), U x ¢ € C®(R3), ce
qui justifie le crochet de dualité du second membre. O

Nous obtenons alors 'inversion de 'opérateur d’élasticité £(V) en tenant compte de (I1.39) pour
(u,g) € (D'(R?),&'(R%))

—L(V)u=g —UxL(V)u=Uxg —L(V)U xu=U xg u=Uxg (1142)
La relation (I1.42) constitue la formule de représentation intégrale du champ de déplacement qui
permet d’exhiber toute solution de (II.34). Il nous reste a expliciter le second membre.

Soit ¢ € C§°(R3), il est possible d’écrire en tenant compte de (IL.41) et en utilisant le
théoreme de Fubini

({Uxpf.p) = /pfz( )(/ Ul(y — ) pr(z) dVy ) dV,
/Rg /Rg Uf(y — ) pfi(y) dVy ) pu(x) dVa (I1.43)

Le terme faisant intervenir les déformations initiales est réarrangé de la manieére suivante

—(U xdivC : €%, ) = —(div(U * (C : €%), ) = (U % (C : €°), V) (11.44)
=(C:%UxVp)=(C:e° VU x )

cette derniere relation étant justifiée par le fait que VU € L'(R?), ce qui implique V(U * ¢) €
C>(R3). Explicitons le dernier crochet de dualité

(U #divC : €2, ) = /R G ) ( /R Uk~ ) gele) AV ) dV, (I1.45)

:/RS(/R3 Chqij Ulﬁq(y — ) 5?j(y) dVy ) or(x) dVy
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Les produits de convolution avec les distributions de support S sont déterminés en reprenant les
définitions (I11.32).

U@ ds.e) = [[0w) ([ Uk —=) eula) avi ) as,

— [ ([ Uty ) [t(w) S, ) on(a) ave (1L.46)
R3 JS
() & T(V.mbs. o) = [ (@) T(V.m) ([ UEw—a) eule) ava) s,
= [ ([ S emw) (i) 4S, ) eu(a) Ve (1147
R3 JS

Remarque I1.8 L’obtention des relations (I1.46) et (I1.47) repose sur la continuité de U * ¢
et de VU x ¢ a la traversée de S. Ces résultats font 'objet du paragraphe (I11.3) et découlent
des propriétés U € L'(R3), VU € L'(R?) et ¢ réguliere. O

On aboutit finalement a ’expression classique de la formule de représentation intégrale de u qui
peut étre trouvée par exemple dans [Cruse88| ou [Telles83].

ui () = /S Ty, y — ) [lli(y) dSy /5 UF(y — ) ([f]i(y) dS,
+ /R \ Uf(y — ) pfiy) dVy + /R . Sh(y — ) ed(y) dVy,  (I1.48)

ot le noyau 7' est défini par TF(y,y — =) = Efj(y —x) n;(y)

Remarque I1.9 L’obtention de (I1.48) a supposé que g € £'(R?) i.e. g est une distribution a
support borné. Les potentiels surfaciques vérifient automatiquement cette hypothese. Quant aux
potentiels de volume, on montre par exemple dans [Bonnet95a] qu’il est possible de se ramener a
des intégrales de surface lorsque les forces de volume découlent d’un potentiel (pesanteur, inertie
centrifuge, ...), en introduisant le vecteur de Galerkin. Les déformations initiales se restreignent
généralement & une partie bornée de 'espace (déformations plastiques localisées) et dans la suite
du mémoire, nous envisagerons toujours cette hypothese, ce qui justifie alors le choix g € £'(R3).

Au cas ou cette hypothese n’est pas vérifiée, on obtient tout de méme la représentation
intégrale (11.48), en introduisant la notion de distribution réguliére a l’infini intervant également
dans des probléemes ou S est non borné, propriété que doit alors satisfaire g. Nous renvoyons
le lecteur a [Dautray et al.85] pour de plus amples précisions. Dans la suite du mémoire, nous
envisagerons toujours un champ de déformations plastiques nul en dehors d’une région bornée.
a

Remarque I1.10 Notons juste que le fait de choisir g € £'(R?), entraine que u vérifie automa-
tiquement les conditions de radiations & l'infini. Les conditions de radiations & l’infini, méme si
elles n’apparaissent pas explicitement, doivent bien étre contenues dans la formulation. O

I1.3 Algorithmes élastoplastiques par éléments finis de frontiere

Le chapitre I a permis de mettre en place le cadre de I'étude et a donné les équations
régissant le probleme d’évolution élastoplastique. L’objet du précédent paragraphe a été de
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résoudre implicitement certaines des relations, en ramenant le systeme d’équations non plus a
un probléeme posé en terme de déplacement comme dans le paragraphe 1.3, mais en terme de
sauts de traces sur la frontiere S des déplacements.

L’obtention d’une représentation intégrale du champ de déplacement a introduit deux prob-
lemes posés respectivement dans 27 et 23. Nous avons adopté cette démarche pour rendre
compte de deux techniques rencontrées dans la littérature, a savoir la méthode directe et la
méthode indirecte et pour montrer qu’elles découlent finalement d’une méme formulation.

I1.3.1 Méthodes directe et indirecte

Le principal argument utilisé pour obtenir la représentation (I1.48) a été d’assimiler cer-
taines des relations du probleme d’évolution élastoplastique écrites sous forme incrémentale,
aux équations définies dans le domaine et gouvernant un probleme d’élasticité incluant des
déformations initiales. Ce type d’approche est par exemple constamment mis en avant dans
[Polizzotto88a] et [Polizzotto88b].

Des lors si on suppose e 41 @ priori connue, les relations d’équilibre, de compatibilité et la
loi de Hooke, jointes aux conditions aux limites, constituent alors un probleme élastique qu’il est
possible de résoudre. Ce dernier peut alors étre résolu au moyen d’une méthode par équations
intégrales et s’écrit sous la forme suivante.

— 2,0
Uptl = Uy, SUT S,

(I1.49)

dive,i1+pf1 =0
€nt1 = ViUpi dans € , {

0

opr1m=t sur S,
—C - P ntl n+l t
Ontl = C . (€n+1 — €n+1)

Le paragraphe I1.2 a permis d’exhiber tout champ de déplacement solution des équations de
Lamé-Navier. Les champs de déformation et de contrainte sont alors obtenus apres dérivation
de la représentation intégrale du déplacement et application de la loi de Hooke. Les relations
restant a étre satisfaites sont alors les conditions aux limites.

On remarque que les inconnues intervenant dans le probleme (I1.49) se réduisent aux dis-
continuités de déplacement et de vecteur-contrainte a travers S. Examinons plus précisément
les relations traduisant les conditions aux limites et considérons un point z de la surface S.
L’application de la formule de Green au sens des distributions fait intervenir quatre quantités
en ce point, & savoir le déplacement et le vecteur-contrainte de part et d’autre de .S. D’un autre
cOté pour qu’un probleme soit bien posé, on peut au plus imposer deuzr de ces conditions aux
limites (une correspondant au probléme intérieur, ’autre au probléme extérieur). Ayant affaire
a un systeme sous-déterminé, il est alors nécessaire d’émettre des hypotheses supplémentaires
sur les densités surfaciques, consistant souvent a annuler certaines quantités de surface, afin de
se ramener a un probleme bien posé.

Ce choix induit donc plusieurs méthodes par équations intégrales qui ne sont pas équivalentes
comme nous allons le montrer.

METHODES DIRECTES

Les méthodes directes sont tres largement utilisées dans la littérature car elles permettent
de donner une signification immédiate des densités sur la frontiere. leur principe repose sur le
fait qu’initialement, le probleme & résoudre est posé soit sur €27, soit sur 5. L’introduction
du probleme fictif adjoint n’est qu’un jeu d’écriture pour obtenir une représentation intégrale
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du champ de déplacement la plus générale possible. Distinguons alors le probléme intérieur du
probleme extérieur, les deux étant entierement découplés.

Probléme intérieur

Envisageons le probleme d’évolution élastoplastique défini sur §2;. Le champ ws n’ayant
aucune réalité physique, nous le prenons nul et nous notons u, le champ de déplacement du
domaine ;. Bien évidemment les traces de ugy sur la surface orientée Sy (voir le paragraphe
I1.2) sont alors nulles et la représentation intégrale (I1.48) se réduit a la formule classique

K@) (@) = |

Uk - @) ) 45, ~ [ THw.w - @) w(y) ds,
S1

S1

+ /Q 1 Uf(y — ) pfi(y) dVy + /Q 1 Sy — ) e);(y) dVy  (I1.50)

ot (#(y),t(y)) représentent respectivement le champ de déplacement et le vecteur-contrainte
sur S7. Le terme /1(1)(:1:) est égal a 1 pour € Q; et & 0 pour = € Qy. Rappelons que (I1.50)
n’est valable que pour & € R3\ S.

Probléme extérieur

En suivant la démarche duale de la précédente, on annule le champ fictif w;. En notant u
le champ de déplacement défini dans €29 et en tenant compte de 'orientation opposée sur Ss,
frontiere du domaine 2o, on aboutit finalement a la représentation intégrale suivante

K@) ) = |

Ub(y — @) L.(y) dS, — / THy,y — =) @(y) dS,
Sa

Sa

+ /92 Ui (y — @) pfily) dVy + /QQ Sy — ) e);(y) dVy,  (IL51)

ot (@i(y),t(y)) désigne cette fois, le champ de déplacement et le vecteur-contrainte sur Sp. Le
terme k) (z) est égal & 1 pour & € Qy et & 0 pour = € Q.

Remarquons que les expressions (I1.50) et (I1.51) sont en tout point similaires et nous pouvons
finalement donner une représentation intégrale pour la méthode directe sous la forme générale
suivant.

Resultat I1.5

Toute solution des équations de Lamé-Navier dans le domaine €2 de frontiere S avec 2 = Q,,
ot m désigne soit 1, soit 2, admet la représentation intégrale pour & € R\ S, définie ci-dessous.

() i (i) = /S Uk(y — @) Ti(y) dSy — /S THy,y - ) @(y) dS,
+/ Uf(y — ) pfiy) dVy +/ S5y — ) € (y) dVyy  (I1.52)
Q Q

ot k(x) désigne un réel valant 1 si & € Q et 0 sinon. Les grandeurs surfaciques (@, t) représentent
la trace du déplacement et le vecteur-contrainte sur la frontiere S de €.
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Cette formulation est quasi-unanimement utilisée actuellement, car elle donne une significa-
tion physique aux densités réparties sur la frontiere, vu qu’elle fait explicitement intervenir le
déplacement et le vecteur-contrainte sur S.

Remarque II.11 Notons que la relation (I1.52) peut directement étre obtenue en appliquant
le théoréme de réciprocité de Mazxwell-Betti au couple formé d’une solution élémentaire et du
champ de déplacement vérifiant les équations de Lamé-Navier dans 2, ainsi que les conditions
de radiations a l'infini. O

METHODES INDIRECTES

Les méthodes indirectes apparaissent peu dans les travaux traitant de la résolution numérique
de problemes de mécanique des solides par des méthodes de type éléments finis de frontiere.
Nous pouvons néanmoins citer [Nédelec82] et [Bonnet95b]. Ces approches restent tres utiles
pour I'étude théorique des équations intégrales comme dans [Kupradze et al.79] et sont plus
courantes en acoustique [Hamdi82] ou en aérodynamique [Bousquet90].

Premiére variante

Nous pouvons annuler certaines grandeurs sur la surface vu que le probleme complémentaire
a introduit des conditons sur la frontieére, qui ne nous intéressent pas.

Supposons que le probléeme soit défini dans Q = Q,,, avec m € [1, 2] et appelons S, la frontiére
de 2 orientée de maniere a ce que la normale & S soit sortante. Une premiere approche consiste
a imposer les mémes conditions aux limites aux deux problémes, ce qui revient a annuler le saut
de déplacement sur S, et le saut de vecteur-contrainte sur S;. Introduisons alors les notations

suivantes
{ e sur S, et { g St (IL.53)
[t]](y) = t(y)

ou (u, i) désignent respectivement le saut de déplacement sur S; et le saut de vecteur-contrainte
sur S, et deviennent du coup les quantités a évaluer pour connaitre entierement la solution
du probleme (I1.49). En reportant ce choix dans la représentation intégrale (I1.48), on en tire
I'expression utilisée dans [Nédelec82] et [Bonnet95b] et se mettant sous la forme suivante.

™ (@) = /S TH(y,y — @) i(y) dS, /S Uk(y — ) i(y) dS,
+ / Uf(y — ) pfily) dVy + / SE(y — ) ed(y) dVy, (IL54)
Q Q

Seconde variante

Une approche duale de la précédente consiste a annuler respectivement les sauts de déplace-
ment et de vecteur-contrainte, sur S; et S,. Les inconnues du probleme (I1.49) deviennent alors
le saut de déplacement sur S, et le saut de vecteur-contrainte sur S, notés (u,t).

{ [w) =aly) o { wlw=0 o (1L55)
[£)(y) =0 ’ 0)(y) = t(y)
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Cette technique peut étre trouvée dans [Kupradze et al.79] et il en résulte alors la représentation
intégrale ci-dessous.

™ (@) = /S TH(y,y — @) ly) dSy / Uk(y — o) i(y) dS,

St

+/ Uy — ) pfi(y) dVy +/ Sy — ) e);(y) dVy  (I1.56)
Q Q

Remarque I1.12 Les méthodes indirectes ne découplent pas les probléemes intérieur et extérieur.
Le déplacement donné par les relations (I1.54) et (I1.56) n’est donc pas nul dans le complémentaire
du domaine étudié comme cela est le cas par la méthode directe. O

A ce stade de I’étude, nous avons levé les indéterminations qu’avait naturellement introduit
le fait de considérer le probleme complémentaire. Il nous reste a présent a trouver les rela-
tions que doivent satisfaire les densités surfaciques, pour que la représentation intégrale obtenue
selon la méthode choisie précédemment soit la solution en déplacement du probleme d’évolution
élastoplastique a t,,41.

I1.3.2 Introduction des équations intégrales du probleme

Rappelons que la représentation intégrale du champ de déplacement n’est valable que pour
des points n’étant pas situés sur la frontiere. Les équations que doivent alors satisfaire les densités
sont alors déduites du comportement de la représentation intégrale du champ de déplacement
au voisinage de S.

Ainsi pour la méthode directe, nous identifions les densités surfaciques avec la trace de
u(x) et le vecteur-contrainte dérivant de u(x). Quant aux méthodes indirectes, il convient de
satisfaire aux conditions aux limites données du probleme. Les relations auxquelles on aboutit
donnent lieu aux équations intégrales du probleme.

Remarque I1.13 Notons que la détermination des limites de (I1.52), (I1.54) et (I1.56), pour un
point tendant vers un point de la frontiere n’est pas immédiate et qu’elle nécessite un traitement
soigneux étant donné que les opérateurs intégraux font apparaitre des noyaux singuliers pour x
situé sur S. Ce sujet est longuement abordé dans le chapitre III pour des points réguliers de S.

Remarquons également que S étant une surface de discontinuité du champ de déplacement
défini sur R\ S, il convient de distinguer les limites de part et d’autre de la frontiere de la
représentation intégrale du champ de déplacement. ]

Sans entrer dans les détails, I’écriture des équations intégrales prend alors la forme ci-dessous,
donnant les densités surfaciques introduites (@, t),.+1 en fonction de sfl’ 41- L’obtention explicite
de ces relations fait ’'objet de la section (II1.4). Nous pouvons formellement écrire

K(a,t)n = f(ﬁo,ioa P Ins1 + Qeb
— (@01 = KTUF @, 8, pf)npr + K1QeP, (IL.57)

ou I, F et Q sont des opérateurs intégraux linéaires. L’inversibilité de K est directement liée
au fait qu’il existe une solution au probleme élastique.
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On constate également que le terme K1 F ('&0, Zo)n+1 a une signification physique immédiate.
Il s’agit en effet de la réponse du probleme supposé purement élastique aux sollicitations exté-
rieures (@, %0)n+1. En reportant la relation (I1.57) dans I’équation de compatibilité et la loi de
Hooke et en notant (Uffiﬁ, szljﬁ) les champs de contrainte et de déformation du probleme fictif

élastique, il vient alors

(@ B) i1 = (@, )59 + K1 QeP, (IL58)
Ent1 = Eleisl — Xfep (I1.59)
Oni1 = 025 — x%eP | (I1.60)

ol X¢ et X7 sont des opérateurs intégraux volumiques linéaires, restant constants au cours du
probleme d’évolution. Ce dernier point est crucial lors de la mise en ceuvre numérique car ces
quantités n’ont a étre évaluées qu'une fois au cours du calcul.

Remarque I1.14 Cette présentation peut sembler abstraite mais elle permet de mieux ap-
préhender la structure générale d’un algorithme de résolution d’un probleme élastoplastique basé
sur une méthode de type équations intégrales. De nombreux points seront éclaircis lorsqu’on
aura donné une forme explicite des différents opérateurs intervenant dans la formulation (I1.58),
obtenue & la fin du chapitre III. Il

Au cours de ce paragraphe, nous avons montré comment insérer une formulation de type
équations intégrales dans la méthode de résolution du probleme d’évolution élastoplastique.
Le prise en compte d’un premier groupe de relations (I1.49) nous a amené a chercher la solution
d’un probleme élastique intermédiaire présentant des déformations initiales assimilées a 52 11
La résolution de probleme nous donne en définitive une expression explicite liant les champs de
contrainte 0,11 et de déformation €,41 aux déformations plastiques sg 41- Cette relation est
linéaire et doit étre vérifée a tout instant. Il ne nous reste a présent qu’a introduire les lois
d’évolution du systeme.

11.3.3 Prise en compte des lois d’évolution

L’intégration locale des lois d’évolution engendre les algorithmes de Retour Radial (ou de
rattrapage) qu'’il suffit d’ajouter aux relations (II.58) pour résoudre entierement le probleme
élastoplastique. Nous distinguerons les formulations pilotées directement en déformation et en
contrainte. Il en résulte alors les systemes d’équations suivants, chacun se réduisant a une
équation non-linéaire que doivent respectivement vérifier €,41 et op41. Rappelons que x,,
désigne 1’état élastoplastique au temps t,,.

e Méthode de résolution pilotée en déformations

R e = (11.61)
P = et (A Mnte)(Entts Xn)

= r(ent1) = Enrt + XS 1 Rnt0) (€nt1s Xy) + XTER — €8 =0 (IL.62)
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e Méthode de résolution pilotée en contraintes

— elas XC%e vy
U;LH ”;}zﬂ Ent1 (11.63)
Ept1 = 5n+(An+1nn+0)(0n+17Xn)
— 17(001) = Ot + X7 s0) (011, X) + XTEE — 05 = 0 (IL64)

Les deux algorithmes proposés ont une structure similaire, faisant intervenir une équation
linéaire traduisant les relations de Lamé-Navier et la loi d’évolution. Notons que 'opérateur X<
n’est pas inversible (voir [Bui et al.70] et [Polizzotto88b]) car il est possible de construire des
champ de déformations initiales, n’induisant pas de contraintes. On parle alors de champs de
déformations initiales autocontraint. La méme remarque s’applique a X¢.

Dans les deux cas, I’équation non-linéaire obtenue est directement pilotée soit en déformation,
soit en contrainte. On constate que le champ de déplacement n’intervient plus dans la for-
mulation et joue un role secondaire [Telles83]. Ainsi le schéma de résolution du probleme
d’évolution élastoplatique admet la structure donnée ci-dessous. Prenons le cas de I'algorithme
en déformation €,41.

~ k
(1 252 O i) e ) )+ Akt = —r¥(ek)

k+1

_ k k41
Ent1 = Ent1 + A€n+1
Calcul du champ de déformation ¢,,; dans le domaine

ﬂ (I1.65)

Mise a jour de (€5+1,an+1,0n+1,qn+1) dans le domaine

FEtape facultative

1
Evaluation de (i,,1,%,,1) sur la frontiére

4

Détermination de u,; dans tout le domaine

L’algorithme (I1.65) explicitant clairement une équation non-linéaire & résoudre et utilisant
le concept d’Opérateur Tangent Cohérent, a été introduit pour la premiere fois dans l'article
[Bonnet et al.96].

Notons a titre d’information que des algorithmes similaires ont été proposés dans [Telles83]
et [Banerjee et al.86]. Dans ces deux travaux, un processus itératif analogue au schéma (I1.65)
y est décrit mais le test de convergence porte sur la correction en déformation plastique donnée

par Azsﬁ_ﬂJrl = esz'l — En—f—l Citons également [Cruse et al.86b] ou I'équation intégrale (I1.57)
est insérée dans la résolution du probleme non-linéaire et le critere d’arrét établi sur la quantité
j o oA eP k+1

n+1l -

Pour les travaux antérieurs a [Bui78], nous renvoyons le lecteur aux références citées dans
[Telles83] pour une analyse critique des résultats obtenus jusqu’alors.
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Conclusion

Ce chapitre nous a permis d’obtenir la représentation intégrale du champ de déplacement
upy1 du probleme élastoplastique en fonction des informations sur la frontiere, des forces vo-
lumiques et des déformations plastiques 52 41 et a donné T'algorithme général de résolution du
probleme d’évolution élastoplastique qui en découle. Plusieurs points importants ont été mis en
évidence.

¢ L’obtention de la représentation intégrale de u,+1 a largement fait appel a la théorie des
distributions et nous avons clairement fait apparaitre que la recherche d’une solution au
sens des distributions des équations de Lamé-Navier, revient a considérer la frontiere .S
comme une surface de discontinuité, dont les termes de saut sont précisément les den-
sités intervenant dans les potentiels surfaciques. Cette approche nous a alors permis de
regrouper dans un méme formalisme 1’étude des problemes intérieur et extérieur.

¢ La prise en compte du probleme complémentaire étant totalement fictive, I'introduction
d’hypotheses supplémentaires permet de se ramener & un probleme bien posé. Nous avons
montré que selon les choix effectués, les densités surfaciques et les représentations intégrales
obtenues ne recoivent pas la méme interprétation et nous avons ainsi pu mettre en évidence
les liens existant entre les approches directe et indirecte.

¢ Nous avons montré comment intégrer la notion de représentation intégrale dans un algo-
rithme de résolution du probléme d’évolution élastoplastique. Dans ce type de formula-
tion, le champ de déplacement joue un role tout a fait secondaire et il est alors possible
d’obtenir une relation linéaire liant directement les déformations plastiques e 41, Soit aux
déformations €1, soit aux contraintes o, 1.

A l’issu de ce chapitre, il nous reste a donner les expressions explicites des équations intégrales
du probleme d’évolution élastoplastique et du champ gradient de la représentation intégrale de
Up11, ces points faisant 'objet du prochain chapitre.
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Chapitre 111

Propriétés des potentiels aux points réguliers

Introduction

Le précédent chapitre a permis de résoudre de maniere implicite les équations de champ d’un
probleme d’élastoplasticité et d’obtenir la solution sous la forme d’une représentation intégrale
faisant intervenir des potentiels surfaciques et volumiques a noyaux singuliers.

L’algorithme général de résolution du probleme d’évolution élastoplastique tenant compte
de cette représentation intégrale du champ de déplacement, a montré la nécessité de déterminer
le gradient de ces potentiels ainsi que leur comportement au voisinage de la surface S. En
particulier, la formule de représentation intégrale du champ de déplacement n’étant pas valable
pour un point de la frontiere, il convient de traiter le passage a la limite avec le plus grand soin.

L’objet de ce chapitre est de déterminer d’une part les conditions de régularité que doivent
satisfaire les densités des différents potentiels pour que les champs u(x) et Vu(x) puissent étre
prolongés par continuité de part et d’autre de la surface S et d’autre part les expressions de ces
prolongements.

Dans un premier temps, nous nous intéresserons aux potentiels surfaciques. Nous évaluerons
précisément le comportement de ces potentiels et de leur gradient en des points réguliers de
la surface. L’étude plus difficile du comportement aux points singuliers de type aréte ou coin,
formant un ensemble de mesure nulle, sera menée a part dans la section 1V.1.

S’agissant de points réguliers, le sujet a été abordé dans une littérature tres vaste et la
diversité des approches a été tres bien représentée dans ’article de syntheése de [Tanaka et al.94].
Ici nous suivrons plutdt approche développée dans [Toh et al.94] dans le cadre de la théorie
du potentiel scalaire afin de présenter une méthode originale permettant de regrouper tous
les processus existants de régularisation dans un méme formalisme et d’évaluer de maniere
systématique la trace d’un opérateur intégral surfacique.

Nous développerons en particulier 1’étude délicate du prolongement par continuité du gra-
dient de Vu,41(x) et nous montrerons que la technique de régularisation auz second ordre
menant a une formulation hypersinguliere est équivalente a la régularisation au premier ordre
précédée d’une intégration par parties.

Le paragraphe suivant est consacré a I’étude des potentiels volumiques et un accent tout par-
ticulier est mis sur 'obtention du gradient des opérateurs intégraux volumiques. En exploitant

93
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un procédé décrit dans [Bui et al.70] nous montrerons qu’il est possible d’aboutir & une version
singuliere et régularisée du gradient du potentiel volumique de seconde espece.

Nous établirons alors une expression singuliere et une expression régularisée de la dérivée
conormale des potentiels volumiques sur la frontiere. Ces expressions permettront dans la
suite de déduire I’équation intégrale en vecteur-contrainte et constituent une généralisation des
résultats obtenus dans [Huber et al.96], [Sladek et al.98], [Poon et al.98b] et [Poon et al.98a).

En combinant les méthodes présentées dans le chapitre I1.2 avec les résultats du présent
chapitre, nous expliciterons les systemes d’équations intégrales dans le dernier paragraphe. Ces
relations, écrites sous forme singuliere pour presque tout point de la frontiére, font ressortir
la structure des équations a résoudre, en particulier le fait qu’elles ne sont pas équivalentes
[Chen et al.92], et peuvent s’étudier dans le cadre tres général de la théorie des opérateurs
pseudo-différentiels présentée dans [Wendland87a] et [Schwab et al.92a].

Ce chapitre constitue une synthese des résultats plus ou moins connus dans le domaine
de I’étude des potentiels élastiques. Il permettra aussi de cerner les limites des techniques de
régularisation proposées dans la littératuree et de montrer a travers la lourdeur des expressions
obtenues l'intérét de I’approche qui sera développée dans le chapitre IV.
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III.1 Théoreme de convergence dominée

La présentation adoptée tout au long de ce paragraphe est inspirée de [Dautray et al.85]
et [Kupradze et al.79] et la démarche suivie fait largement appel au théoréme de convergence
dominée de Lebesgue qui constitue un résultat classique en théorie de 'intégration [Schwartz65]
ou [Brezis83].

Resultat II1.1 (théoréme de Lebesgue) Soit D un ensemble muni d’une mesure dx. Soit
(fn)nen une suite de fonctions définies sur D telle que

Jim fo(x) = f(®) pp. ®eD

Supposons de plus qu'il existe g € L'(D) telle que pour presque tout & € D, || f,(x)|| < g(z).
Alors

nlggo [fn = fllLrpy =0 ie. nh~>n<10 Dfn(w) dr = /Df(w) dx
Ce théoreme constitue la piece maitresse de notre argumentation et permet de justifier
toutes les techniques de régularisation, comme nous le montrerons par la suite. Il donne lieu
au résultat fondamental suivant [Schwartz65], donnant des informations sur la continuité de
grandeurs définies a I'aide d’une intégrale.

Resultat I11.2

Soient (D, E) deux sous-ensembles de R? et introduisons une fonction f(y,z) définie sur
D x E. Si f(y,x) est séparément continue en & au point &g, pour presque toutes les valeurs de
y et si f(y,x) est uniformément majorée en module par une fonction g(y) > 0 sommable, alors
F(x) définie ci-dessous est continue en & au point xg

F(z) = /D f(y.x) dy

Dans la pratique le théoreme (I11.2) se révele étre d’une tres grande efficacité dans I’étude des
potentiels surfaciques et volumiques. Il suffit en effet d’exhiber une dominante qui n’a pas besoin
d’étre bornée mais uniquement intégrable et indépendante du point considéré, pour assurer la
continuité du potentiel en ce point.

II1.2 Reégularité des potentiels surfaciques

Le cas des potentiels surfaciques est abordé dans de nombreux travaux comme par exemple
[Dautray et al.85], [Chen et al.92] ou [Kress89] pour la théorie du potentiel et [Kupradze et al.79]
ou [Chen et al.92] pour des problemes d’élasticité. La principale difficulté réside dans le fait que
I’on ne peut pas directement utiliser les résultats de régularité des fonctions représentées par
une intégrale [Schwartz65]. Par souci de clarté, il est nécessaire de rappeler ici certains résultats
obtenus dans [Kupradze et al.79] et [Chen et al.92] pour des points réguliers de S, de maniére
a cerner les hypotheses sous-jacentes a I’obtention des expressions.
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Nous montrerons dans cette section que le comportement des potentiels surfaciques est dicté
par les propriétés géométriques locales et la régularité locale des densités des différents po-
tentiels au point considéré. Nous expliciterons également les différents liens existant entre les
techniques de régularisation dites directe et indirecte (voir [Tanaka et al.94], [Bonnet95a] et
[Krishnasamy et al.92a]). L’extension de ces résultats a des points irréguliers fera l'objet du
paragraphe IV.1.

I11.2.1 Préliminaires

Appliquons le résultat (II1.2) a I’étude du prolongement par continuité sur S des opérateurs
intégraux surfaciques. Considérons un potentiel surfacique quelconque K, x () de densité x(y)
définie sur une variété S. K, x(x) peut alors s’écrire de maniere treés générale sous la forme

Knx(x) = /SKn(y7y —x). x(y) dSy avec Vx € R3 \ S, |Kn(y,y —@)|| < M. ||y —x|™"

(I11.1)
ou n € Z désigne 'ordre du noyau K, (y,r) de K,x(x) et M un réel positif. On distingue
généralement deux classes d’opérateurs intégraux :

o opérateurs intégraux admettant un noyau intégrable (n < 2), qualifiés de faiblement sin-
guliers pour lesquels il est possible de définir IC,,x(z) pour z € S. Ces potentiels possedent
la propriété d’étre de Fredholm [Kress89],

o opérateurs intégraux présentant une singularité non-intégrable (n > 2), qualifiés de sin-
guliers voire d’hypersinguliers dans la littérature mécanique [Krishnasamy et al.92a] et
pour lesquels une représentation en z € S n’est pas immédiate.

Intéressons-nous tout d’abord au comportement au voisinage d’un point z de la surface S d’un
opérateur intégral quelconque de la forme (III.1). II est clair qu’il n’est pas possible d’appliquer
directement le résultat (II1.2) car on ne peut pas trouver de dominante intégrable de I'intégrande
de K, x(x) qui ne dépende que de y. On peut néanmoins se restreindre a I’étude du potentiel in-
duit par un voisinage de S en z, par exemple SN B(z,¢) ou & désigne un réel positif suffisamment
petit. Considérons alors

Kix(x) = / K,(y,y —x). x(y) dSy (IT1.2)
SNB(z,)

OPERATEURS INTEGRAUX FAIBLEMENT SINGULIERS

Pour Ki(y,y — ) € L*(S,R3\ S), nous établissons le lemme suivant.

Lemme III.1

Considérons n = 1 et x(y) € LP avec p > 2 dans un voisinage d’un point z € S. Soit € > 0,
alors le potentiel faiblement singulier 5 (x) de densité x(y) peut étre prolongé par continuité
au point z en posant

“x(2) = lim Kix(@) = / Ki(y.y - 2). x(y) dS,
T2 SNB(z,)



II1.2. Régularité des potentiels surfaciques 57

Preuve

Soit z un point de S. En reprenant les notations du paragraphe (II.1), il existe alors une
représentation paramétrique normale (U, «, R) pour laquelle z € U et z = (n,a(n)). Intro-
duisons € > 0 tel que (SN B(z,¢)) C U. Pour x € R?\ S suffisamment proche de z, I'intégrale
est réécrite en terme de coordonnées locales (&, h) dans le repére R avec & = (7], a(7]) + 5) et
y = (& a(§)) avec (€,7) € (B2(0,d))* et & €] — 1,0,

ix(x) = / K1((& a(6), (€ = 71, a(€) — () — ). x(& a(9)) (1 + [ Da(&)[[*)? de
a~1(SNB(z,e)) (IH 3)

La propriété suivante justifie I'introduction d’une représentation normale de la surface S au
voisinage de z et permet d’exhiber une dominante intégrable de l'intégrande de Kjx(x)

V(€ 7) € B2(0.d), V6 €] —h,0[, |ly —z[* = [I(§ — 7, a(§) — (i) — )| (IT1.4)
= [l€ =il + la(€) — a(@) = 8] > € -l

Le noyau vérifiant la propriété |[K1(y,y — z)|| < M |y — x|~ il en résulte que le terme sous
I'intégrale K5 x () est absolument majoré par la quantité Z(§) définie par

IIx(&; a(€))ll avec C =DM sup (1+HD0¢(§)||2)% (II1.5)

() =C ,
© 1€ — 7l ¢€B2(0,d)

Puisque |||~ € L (R3) pour tout ¢ < 2, la fonction Z(§) est intégrable sur Bs(0,d) pour p

loc

vérifiant % + % =1et ¢ € LP(S) en vertu de I'inégalité de Hélder (II1.6)

1 5 >
Jrrog | < € (/,32<0,d)||5—77uqd5> ( Lo, Il df) (11L6)

Pour (£,7) € (B2(0,d))?, on établit aisément que & — 7 € Ba(0,2d). Le premiere intégrale peut
alors étre réécrite en introduisant les coordonnées polaires, sous la forme

1 2d
— df < 27r/ —— dr avec & =141 (cosb,sind (I11.7
=" o ( ) :

La dominante ainsi obtenue est intégrable pour ¢ < 2 et est indépendante du point . En
appliquant le résultat (II1.2), on acheéve la démonstration.
[ |

OPERATEURS INTEGRAUX SINGULIERS

Le traitement des opérateurs intégraux singuliers demande plus de soin et est spécifique
au noyau considéré. Il suffit pour s’en convaincre de constater qu’on ne peut pas appliquer
brutalement la démarche retenue pour obtenir le lemme (II1.1), 'obtention d’une dominante de
Z(&) intégrable n’étant plus assurée.

Fixons un point régulier z € S et considérons une représentation paramétrique normale
(U,a, R) associée a un voisinage de z. Soit £ € R?\ S un point suffisamment proche de z.
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Comme précédement, x est réexprimé sous la forme x = (7, a(7) + J) avec 7 € Ba(0,d) et
6 €] —h,ol.

Il est alors commode d’introduire le point de la frontiere z défini par z = (7, (7)) et
représentant le projeté sur S du point x selon la troisieme direction du repere R. Clairement
pour x — z, il en résulte que z — z. L’idée consiste alors a introduire un développement de
Taylor de la densité x(y) au voisinage du point Z € S et de réécrire 'opérateur intégral sous la
forme suivante, pour k > 0

p=k
1 - -

Gax@ = [ Kaw-o). (xw)- Y -2 Dx(a) a5,

SNB(z,) =0 b:
p=k
1 - -
+3oDXE) [ Kalyy o)y - 2P ds, (L)

p—0 b SNB(z,)

Nous pouvons alors obtenir un résultat analogue a (II1.1) pour la premiére intégrale, en imposant
des conditions de régularité plus séveres a la densité x(y). Pour ce faire, il est nécessaire
d’introduire la notion de continuité au sens de Dini et définie ci-dessous. Le traitement des
termes restants, qualifiés de termes libres, reste spécifique au noyau considéré et demandera un
traitement particulier.

Definition III.1 Soit D un ensemble compact muni d’une distance p. Une fonction v : D —
R3 appartient & I'ensemble des fontions continues au sens de Dini, noté Di’(D), 'l existe une
fonction croissante continue w(w, ) telle que

L(u,r) dr < oo
r

Ju(y) — u(a)| < wlupay) e [
Un choix naturel pour construire w(w, ) consiste a prendre le module de continuité de u donné
par la relation
wu,r) = sup |u(y) - u(z)]
(z,y)eD?
plx,y)<r

On définit ensuite classiquement les espaces Di*(D) pour k > 1 en posant w € Di¥(D) si et
seulement si u € C*(D) et V¥u € Di%(D).

Remarque III.1 Pour construire les classes de fonctions du type Di*(S) avec S une variété
différentielle, nous devons implicitement supposer S de classe Di*, i.e. S définie & Paide d’un
atlas de régularité Di*(S). O

Il convient de noter que l’ensemble Di*(D) contient les fonctions hélderiennes C*#(D)
qui sont généralement introduites pour la définition d’intégrales singulieres. Certaines ques-
tions liées aux conditions nécessaires et suffisantes d’existence de telles intégrales sont posées
dans [Krishnasamy et al.92b] et l'introduction de Di¥(D) permet d’y répondre comme dans
[Mikhlin et al.86] et [Dautray et al.85]. Le lemme suivant est alors établi pour les opérateurs
singuliers d’ordre 2 + k avec k € N.
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Lemme II1.2

Soit n =2+ k, avec k > 0 et considérons z un point régulier de S. Supposons de plus que
S est de classe Di* au voisinage de z, ce qui nous permet de considérer x(y) € Di*(S). Le
potentiel suivant défini par

K5 px () = /S mB(Z’E)K (y,y —x) ( Z%' — 2)? DPx(z )) dSy (I11.9)

peut étre prolongé par continuité en z en posant

p—k

i K3xte) = [ Ky -2 (xw) Z y-2 Dyx(x)) s, (L10)
Tz SNB(z,e) 0

Preuve

Fixons un point régulier z € S et considérons une représentation paramétrique normale
(U,a,R) en z. De maniere analogue a I’étude des opérateurs intégraux faiblement singuliers,
l@g 11X () est réécrite dans les coordonnées locales associés a un voisinage de z pour ¢ suffisam-
ment petit. On obtient la formulation

5 ot = [ (Kn[@,a(s)), (€~ 71.a(6) — a(i) - 5)].
a~1(SNB(z,))

(e Z; ~ 2 DPx(iali) ) (1 + [Da©))} ) de

p=0

La densité x(y) étant de régularité Di* dans un voisinage de z, il vient apres écriture d'un
développement de Taylor au voisinage de 2

1 . £ — ¥ i
Hx(&a(ﬁ))—E: -2y Dpxm,a(n))H < s e -
i !
Le noyau Koy étant supposé vérifier la propriété |[Koyr(r)|| < M ||| 727%, il en résulte

que l'intégrande de l@g 11 X(x) est majorée par la quantité J(§) définie ci-dessous, en utilisant
'inégalité (IIL.4) V(€,7) € (B(0,¢))2, Vo €] — h(2),0[, |ly — x| > ||€ — 7.

k =
(D™, |1 - 277||) avec C=M sup (1+||Da(6)|?)? (111.12)
k(1€ =l £€Ba(0.¢)

JE)=0C

Compte tenu des hypotheses portant sur w(Dx;, ||€ — 7)), il reste & montrer que J(&) est
localement intégrable sur R? et admet une dominante intégrable indépendante de x ou 7.

Pour (&,7) € (B2(0,¢))?, on a £ —ij € Bs(0,2¢) et apres introduction des coordonnées polaires
sur R?, I'intégrale de J(¢) peut finalement étre majorée par la quantité

25
/ C w 27T C / dr pour & =17+ (cost,sinf)
B2(0,2¢) k! ||€][2
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D¥x étant continue au sens de Dini, le terme de droite est intégrable par définition et est de
plus indépendant de x ou 7, d’out le résultat annoncé en vertu du résultat (I11.2).
|
Ces résultats vont étre d’un grand intérét pour I'obtention de la trace sur S des poten-
tiels élastiques surfaciques et leur gradient. Nous verons que l’application de la technique de
régularisation des opérateurs singuliers (II1.8) permettra systématiquement de mener au résultat.
Le traitement spécifique des termes libres sera également abordé.

111.2.2 Evaluation des traces des potentiels surfaciques

L’objet de ce paragraphe est de déterminer la limite de part et d’autre de S des potentiels
surfaciques de simple couche Vi [[1]] et de double couche Vs [[¢]] pour un point & € Q; (i =1,2)
tendant vers un point de la frontiere z. De ce fait, nous serons amené a définir les conditions
de régularité portant sur les densités ¢ et 1, fonctions définies sur S, pour que le prolongement
par continuité de V1 [[¢]] et Va [[@]] soit possible. Définissons alors

Vidu(@) = /5 Ub(y — @) vily) dSy  Vadu(@) = /S THy,y — ) éi(y) dS,  (IIL13)

Remarque II1.2 Il est aisé de montrer en utilisant le théoreme de dérivation sous le signe
somme (II1.10) que les potentiels surfaciques Vi ¢(x) et Vagp(x) sont de régularité C°°(£y) pour
(p,1) € (L'(9))? ot Q) désigne un ensemble compact strictement inclus dans €23 ou €y, i.e.
Qp CC Q7 ou Qy CC No. ]

POTENTIEL DE SIMPLE COUCHE

Resultat I11.3

Soit ¥ (y) € LP(S) avec p > 2. Alors le potentiel de simple couche Vi1 de 9 est continu sur
R3 et est défini en un point z de S par

Viw(z) = lim Vi () = /S Uk (y — 2) ¥ily) dS, (IT1.14)

Preuve

Soit z un point régulier de S. En reprenant les notations du paragraphe (II.1), il existe
alors une représentation paramétrique normale (U, «, R) pour laquelle z € U et z = (1, a(n)).
Introduisons ¢ > 0 tel que (S N B(z,g)) CU. Pour = € R?\ S nous pouvons écrire Vi1 (x) =

I,S,I)(:B) + IIEH) () avec

19(@) = / Uy — ) i) dSy et 1D(a) = / Uk(y — ) 4iy) dS,
S\B(z,¢) SNB(z,)

Puisque U (y — «) est borné pour (y,x) € (S\ B(z,¢)) x B(z,£/2), le théoreme de Lebesgue
donne la limite de la premiere intégrale.

r—z

i @) = [ Uy 2) wilw) 05, (IIL.15)
S\B(z,e)
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La limite pour  — z du terme IU7)(x) est établie grace au lemme (ITL.1) en remarquant que
U(r) = O(r~!) et nous obtenons pour ¥ (y) € LP(S) avec p > 2

lim IUD (z) = / Uk(y — 2z) ¥i(y) dSy (I11.16)
SNB(z,)

r—z

La démonstration est achevée en recombinant les deux intégrales.
|
Interessons nous a présent au prolongement par continuité sur S du potentiel de double
couche. L’obtention des relations ci-dessous fait appel a la notion de continuité au sens de Dini,
définie dans le paragraphe I11.2.1.

POTENTIEL DE DOUBLE COUCHE

Resultat I11.4

Soit ¢(y) € Di%(S) et considérons € un réel arbitraire strictement positif. Alors le potentiel
de double couche intérieur V2(1)¢(w) défini par ¢(y) se prolonge par continuité & Oy en posant

pour z un point de §

Waonlz) = [ Ty —2) [oity) - i(2)] as, - 22D g )

SNB(z,e) 4m

+ / TF(y,y — 2) ¢i(y) dSy + Ci(2) bi(z) (IIL17)
S\B(z,¢)

olt Sz(z,€) désigne la portion de surface réguliere B(z, ) N s, orientée comme OB(z, ) et ot
C;,;(z) est donné par la définition

Cri(2) = / K¥(y — 2)t,(y) dS, (II1.18)
SNOB(z,e)

De la méme maniére le potentiel de double couche extérieur Vogp(x) de ¢(y) se prolonge par
continuité a g, en introduisant Si(z,e) = 0B(z,¢) N par

W) = [ Ty 2) [ail) - az)] ds, + SESED )

SNB(z,e) am

+ / TF(y,y — 2) ¢i(y) dSy +C;(2) di(z) (I11.19)
S\B(z,)

Preuve

Fixons un point z € S et considérons une représentation paramétrique normale (U, a, R) en

z. De maniére analogue au paragraphe précédent, Voo (x) = I IgI)(m) +1 ,EH) (x)+1 IEHI) (z) pour
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x € R3\ S avec

@)= [ o Ty =) o) ds,
10D () = /S o Ty =) [6ly) — 6i2) ] 45,

19 (@) = :(2) / THy,y - ) dS,
SNB(z,)

Le terme I () ne pose pas de probleme, l'intégrande restant bornée pour (y,x) € (SN
B(z,¢)) x B(z,e/2) et apres passage a la limite # — z, on obtient I'intégrale de la limite.
Traitons & présent Dintégrale 10 (x). Le tenseur des contraintes associé a la solution de Kelvin
vérifiant ||S(r)|| < M ||| 72, il s’agit d’un noyau singulier d’ordre 2. La densité ¢(y) étant
supposée continue au sens de Dini, il en résulte apres application du lemme (I11.2) que

jim 7" (z) = [ e Ty =2 [0) — )] a5y (111.20)

r—z

L’intégrale I (1) (x) qualifiée de terme libre fait apparaitre le terme de saut et est générale-
ment traité en utilisant une propriété des solutions élémentaires appelée identité de corps rigide
[Bonnet95a]. Modifions quelque peu Pexpression de I/ (x). On montre dans [Tanaka et al.94]
que le noyau ¥(r) admet la décomposition suivante (voir 'annexe B).

55(1) = eqjsKy o(r) + 0iG () (I11.21)
Bp) — — Cai g 1
Kpi(r) = S (1= 20)dpk +rprs] et Glr) = — (111.22)

L’intégrale I (Hf)(a:) se réécrit sous la forme ci-dessous et on procéde a une intégration par
parties en utilisant le théoreme de Stokes (I1.20), ce qui aboutit &

19 () = 34(3) /

o HOy =) Sy 0(2) | Kiw-w) ) dz, )
NB(z,e

SNOB(z,e)

ou H(y,y — x) désigne le potentiel de double couche relatif & opérateur de Poisson c’est-a dire
H(y,y —x) = VG(y — z).n(y).

L’intégrale de contour ne pose manifestement aucune difficulté, 'intégrande étant réguliere
et nous avons grace au théoreme de Lebesgue et a la définition (II1.18) du terme libre C;,(2)

lm Kb (y - @) €yy) dLy = C(2) (111.24)
T2 JSNOB(z,¢)

Quant a la premiere intégrale, il est nécessaire de distinguer les cas de la représentation intérieure
et de la représentation extérieure. Introduisons respectivement Sy, (z,¢) = 9B(z,¢) U Qy, pour
m € [1,2]. La normale sur S,,(z,¢) est prise sortante par rapport & B(z,¢) i.e. Sp(z,¢) et
0B(z,¢) ont la méme orientation.
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Qo

So(z,e
o (2,¢)

B(z,¢)

Si1(z,¢)

Figure III.1 : Surfaces élémentaires associées au voisinage d’exclusion

Représentation intérieure x € )y

Considérons x € )y et définissons 'ouvert O1(z,e) = Qs N B(z,¢). Par construction nous
avons « ¢ Q1(z,¢e) et l'identité de corps rigide [Bonnet95a] pour l'opérateur de Laplace, ap-
pliquée au domaine O;(z, ), conduit a la relation

| Hiy e s, =0 (111.25)
001 (z,¢)

ou n désigne la normale extérieur a O1(z,e). Effectuons alors la partition de la frontiere
001(z,¢) selon 001(z,e) = (SN B(z,¢)) U Sa(z,¢)). L’identité (II1.25) peut alors étre re-
formulée comme suit et T/ )(a:) admet 1’expression suivante

/ H(y,y —x) dSy = / H(y,y —x) dS, (I11.26)
SNB(z,) Sa(z,e)

La fonction ¢(y) étant continue en z et le noyau H(y,y — x) étant uniformément borné pour
(y,x) € Sa(z,¢e) x B(z,e/2), on en déduit apres application du théroreme de Lebesgue que

lim 10 (@) = ¢4(2) /8 ( )H(y,y — 2) dSy + C5,(2) ¢i(2) (I11.27)

e —z

Représentation extérieure x € (o

De maniere analogue au probléeme intérieur, on introduit pour un point & € s I'ouvert
Os(z,¢) = Q1 N B(z,¢) et un raisonnement similaire conduit aux conclusions suivantes

/ H(y,y — ) dSy = —/ H(y,y —x) dSy (I11.28)
SNB(z,) S1(z,¢)
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ce qui engendre la limite de U (x) pour x € Qy — 2

lim 1 (@) = —gi(2) / H(y,y — z) dSy + Cii(2) ¢i(2) (I11.29)

xENo—2z S1(z,)

Les termes de noyau H(y,y — z) admettent une interprétation géométrique et représentent
I'angle solide algébrique w(z,S,,) au facteur 47 pres, sous lequel z voit la portion de surface
Spm. Afin d’alléger la présentation, nous noterons par la suite dans les expressions de v7' Vo (2)

S =1
W) (2, ) =  W(Z:S2)  pour m - (I11.30)
— w(z,81) pour m=2

ce qui permet de réexprimer la trace de Vo (y) de part et d’autre de S, sous la forme suivante

w™(z
BVana) = [ Ty —2) [al) - aiz) | 48y - T B o)

SNB(z,) am

+ / TF(y,y — z) ¢i(y) dSy + Cii(2) bi(z) (IIL31)
S\B(z,¢)

Notons que les résultats obtenus reposent principalement sur l'utilisation du théoreme de
Lebesgue et sur les propriétés de régularité locale de la densité ¢(y).

Il est essentiel de noter que I'expression de la trace du potentiel de double couche de part et
d’autre de S est indépendante du réel € > 0. Celui-ci a été introduit au cours de la démonstration
de maniere arbitraire pour permettre le traitement des intégrales singulieres. L’expression
(IT1.31) est la plus générale qui soit et on peut par exemple choisir d’éliminer £ pour retrouver
deux processus de régularisation que I'on qualifie dans la littérature de directe et d’indirecte et
correspondant respectivement aux cas € — 0 et € — 0.

Régularisation indirecte

Q1 étant borné, on peut trouver gg suffisamment grand pour lequel Ve > ¢g, Vz € S, Q1 C
B(z,¢). Les relations (II1.17) et (II1.19) s’écrivent alors [Bonnet95a]

Vadi(z) = —du(z) + /S THy,y - 2) [i(y) — ¢i(2)] dS,

2 Vhey(z) = / THy,y - 2) [6i(y) — di(2)] dS,
S

Ces relations peuvent encore se mettre sous forme condensée en définissant classiquement w(m)
pour m € [1,2] par k) =1 et k2 =0

Vadi(2) = —5™ G (2) + /S THy.y - 2) [ily) - éi(2)] dS,  (IIL32)
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Régularisation directe

Le processus de passage a la limite € — 0 nécessite plus de soin et il est alors nécessaire de
déterminer la limite quand e devient petit des différents termes de (II1.17) et (II1.19). L’intégrale
de support SNB(z, €) étant réguliere, sa contribution disparait. De plus z étant un point régulier
de S, on montre aisément que

1

gg% . H(y,y — z) dSy = —5 (I11.33)

L’évaluation du terme de support S N OB(z,¢) est plus délicate et on peut noter qu’il n’a a
priori aucune raison de disparaitre. Il s’agit d’ailleurs du principal argument (voir [Bonnet95a])
pour montrer que l'intégrale sur S de noyau T'(y,y — x) est singuliere pour € S. Ce terme
demeure néanmoins borné, compte tenu du fait que K(r) = O(r71).

En faisant tendre € vers 0, on constate que la somme des contributions dues a l'intégrale de
support S\ B(z,¢) et au terme de contour, reste borné. On peut également noter que la forme
du voisinage d’exclusion n’a aucune influence sur le résultat (III.4), puisqu’aucune hypothese
concernant ce voisinage n’est jamais intervenue explicitement lors de la démonstration.

Introduisons de ce fait la partie finie du potentiel de double couche en z, définie par la
relation

f / TH(y,y — 2) ¢i(y) dSy = lim ( / THy,y — =) ¢ily) dS, +Cii(2) @(z)) (I1L.34)
s =0 \ J5\B(z.e)

ou B(z,¢) peut a présent, représenter tout voisinage quelconque de z gardant une forme fixe au

cours du processus de passage a la limite € — 0. Le choix d’une boule de rayon ¢ et centrée en

z se fait uniquement par commodité et 1’on peut considérer pour B(z,¢€) toute surface réguliere

représentée en coordonnées sphériques par r = ¢ 7(p,1), comme dans [Schwab et al.92a] et

[Toh et al.94].

On constate que I'expression de la limite ne dépend plus du voisinage d’exclusion et est
donnée par la relation (I11.35). Il en va de méme pour le terme libre qui ne contient que des
informations géométriques locales, a savoir ’angle solide a un facteur pres, sous lequel z voit
S. Un résultat analogue a été obtenu dans le cadre de la théorie du potentiel par [Kieser92]
référencé dans [Schwab et al.92a] et dans le cadre de ’élasticité par [Toh et al.94].

1
g = (5 =) o) ot [ Ty -2 e as, )
Cette approche est des plus plaisantes car elle donne un caractere intrinseque au probleme
de régularisation des intégrales singulieres et généralise la notion de valeur principale qui est
tres couramment rencontrée dans la littérature [Kupradze et al.79] ou [Guiggiani et al.90]. La
quantité finalement intéressante est la partie finie de cette intégrale définie par (II1.34).

Remarque III.3 Si on reprend un voisinage d’exclusion représentant la boule de rayon e
centrée en z, il est alors possible de montrer que C;,(z) s’annule lorsque ¢ — 0 comme dans
[Kupradze et al.79].

En effet, supposons tout d’abord que SN B(z,¢) soit localement plane autour de z. Il vient
naturellement que SNOB(z,¢€) est un cercle centré en z et de rayon . Etant donné que le noyau
K (r) est pair i.e. K(—7r) = K(r), on constate que l'intégrale de contour disparait puisque les
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contributions de deux points diamétralement opposés s’annulent. Ce résultat est valable pour
tout voisinage d’exclusion présentant une symétrie centrale [Fiedler95|. Dans le cas plus général
d’une surface localement de Liapunov en z i.e. S € C8 il est possible de montrer [Hartmann81]
que lintégrale de contour C§,(z) est un O(e”) et tend de ce fait vers 0 lorsque ¢ — 0 et il en
découle finalement que
lim Kk (y— 2)lg(y) dLy =0 (I11.36)
=0 SNOB(z,e)
En reprenant l'expression (II1.31), il reste a déterminer le terme de support S\ B(z,e). Ce
terme a une limite finie que 1'on note valeur principale sur S de T'(y,y — z).¢(y) et est définie
par
v [ Ty~ 2) oulw) dS, =l THy,y— 2) 6ily) dS, (I1L37)
s =0 J5\B(z,e)
En regroupant les différents termes obtenus, nous pouvons finalement mettre la relation (I11.31)
pour m € [1,2], sous la forme définitive

1

i) = (51 i) 4w [ THwy -2 s as, )

On peut noter que pour un point régulier z € S, il n’y a pas de différence fondamentale entre les
expressions (I11.35) et (IT1.38). Celle-ci n’apparaitra que lors de I’étude en des points irréguliers,
faisant I’objet du paragraphe (IV.1). O

Remarque ITI.4 Les relations définies dans (II1.35) montrent que le potentiel de double couche
est discontinu a la traversée de la surface S en z et la valeur de cette discontinuité n’est autre

que ¢(z) puisque 1§Vadr(2) — 15 V2dr(2) = dr(2). O

I11.2.3 Evaluation des traces du gradient des potentiels surfaciques

Cette section traite de I’évaluation des traces de part et d’autre de S des gradients des
potentiels de simple et de double couche. L’expression de ces derniers est obtenue pour & € R3\ S
apres dérivation sous le signe somme par rapport a  de Vi¢(x) et Vap(x).

VWit(e) =~ [ Ully - @) vi(y) dS,
s (I11.39)

VVadri(x) = — /S ZZ’J('!/ —x)n;(y) ¢i(y) dSy

PRELIMINAIRES

Pour déterminer les traces sur S de Vi¢(x) et Vap(x), nous nous proposons de reprendre la
méthodologie adoptée dans le paragraphe II1.2.2. Celle-ci repose sur deux points essentiels qui,
associés au théoreme de Lebesgue, permettent d’aboutir au résultat :

¢ l'introduction d’un voisinage d’exclusion suivie d'une technique de régularisation basée sur
un développement de Taylor de la densité,

¢ le traitement spécifique des termes libres invoquant les propriétés intrinseques du noyau.
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Le prolongement par continuité sur S des gradients des potentiels surfaciques peut alors étre
réalisé en utilisant les techniques précédentes couplées a une décomposition des noyaux VU (y —
x) et VE(y — x).n(y) dans un systeme de coordonnées locales associées a y € S comme dans
[Kupradze et al.79]. Par souci de clarté, rappelons brievement quelques résultats classiques tirés
de la théorie du potentiel scalaire. Considérons les potentiels scalaires K1) (x) et Kap(x), définis

pour (¢,1) € (L'(S5))? par
Kup(z) = / Gly - ) ¥(y) dSy et Kao(x) = / VG(y — z)nly) é(y) dS,
S S

L’évaluation de la trace sur S du gradient des potentiels scalaires est par exemple traitée dans
[Chen et al.92] et I'idée principale consiste & exprimer pour & € R*\ S le noyau (VG)s(y — x)
en un point courant de la surface y en fonction de sa composante surfacique DG s(y — ) et
normale VG(y — x).n(y) selon

(VG)is(y —x) = DGs(y —x) + VG(y — z).n(y) (I11.40)

Il est alors possible de réexprimer VI 9 (x) et Va¢(x) a 'aide d’opérateurs intégro-différentiels
de noyaux G(y — x) et VG(y — x).n(y) dont on connait le comportement au voisinage de S.
Pour de plus amples détails, nous renvoyons le lecteur a ’annexe A.

Pour les opérateurs élastiques, la situation est nettement plus compliquée puisque le noyau
VU (y — x).n(y) n’apparait pas explicitement dans les formulations. L’idée consiste alors a
décomposer le noyau (VU )|s(y — ) selon sa composante surfacique DU |s(y — x) et sa com-
posante conormale (C : VU (y — x)).n(y) [Kupradze et al.79]. Pour ce faire, nous utilisons le
résultat classique suivant obtenu dans le cadre de 1’élasticité linéaire et pouvant étre trouvé dans
[Telles83], [Bonnet95a] ou [Balas et al.89].

Resultat II1.5

Soit y un point régulier de S et considérons une fonction u(x) € C1(O(y)) avec O(y) C R?
un voisinage de y. Notons respectivement u(y) et 7(y), la trace et la dérivée conormale de u
en y. Nous pouvons alors écrire

(Vu)s(y) = Dug(y) + Vu(y).n(y) (I11.41)
Vuly)n(y) = 5|1~ ’W #(y) — n(y) Dily) — 2 (divsi(y) n(y) (1142)
avee ii(y) = us(y) et F(y) = (C : (Va)s(w))n(y) (I11.43)

Ces relations peuvent se mettre sous la forme condensée ci-dessous

(Vu)is(y) = @(y).7(y) + ¥(y) : Duly)  wei(y) = Prii(y) 7i(y) + Vi (y) Dyti(y)
(IIL.44)

avec ®(y) et ¥(y), deux opérateurs linéaires dépendant du point courant y, représentés par
deux tenseurs définis par les expressions

Prii(y) = é <5m - W) n(y) (I11.45)

14
Vii(y) = 0idiy — Okj mu(y)ni(y) — 1——0ij n(y)m(y) (IIL.46)
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Preuve
Introduisons la notation dpu(y) = (Vu)s(y).n(y). Il est alors possible d’exprimer la
dérivé conormale T(y) sous la forme ci-dessous, en insérant la décomposition (Vu)s(y) =

Du(y) + Onu(y) ® n(y) dans 7(y) = (C : (Vu)s(y)).n(y).

2v

5, (divsa(y)) n(y)+n(y).Dﬁ(y)> +G (I+ n(y) @ n(y)

1-—-2v

T(y) =G <1 5, > Onu(y) (I11.47)

L’opérateur apparaissant devant d,u(y) est inversible et admet pour inverse 'opérateur défini
ci-apres, ce qui mene a la relation (111.42).

<I N n(?Jl)E@;;(y))_l _;_ "y ony) (I11.48)

Remarque ITL.5 Rappelons que pour un probleme d’élasticité linéaire avec déformations (ou
contrainte) initiales €2, le vecteur-contrainte #(y) est relié a la dérivée conormale 7(y) par la
relation

7(y) = t(y) + (C : efs(y))-n(y) (I11.49)
O

Intéressons-nous a présent au prolongement par continuité de part et d’autre de S du gradient
du potentiel de simple couche.

GRADIENT DU POTENTIEL DE SIMPLE COUCHE

Resultat I11.6

Soit z un point régulier de S et soit € > 0 un réel quelconque. Si 1(y) € Di%(S) et S € C1#
en z alors les restrictions & ,,, m € [1,2] du gradient du potentiel de simple couche, notées

Vme)'t,b(ac), peuvent étre prolongées par continuité en z € S en posant

Y VYR (2) = lim SVN/Jk,z(CB) = —/ Uiy — ) [Wi(y) — 1i(2)] dSy
SNB(z,)

rEQm—2zE
- / Ui (y — =) vily) dSy — AL (z,) ¢i(z)  (IT1.50)
S\B(z.)

avec la définition suivante

A (z,e) = /S o Y = 2) (i)~ ()] 45,
£ w(m) (Z, 5) 1
+ (I)klp(z) Cip(‘z) - T(Sip + SnB( )Dqu(y - z) [\Ilklpq(y) - \I’klpq(zﬂ dSy

+ Whipg(2) <~A§qi(z) +/S Uiy — 2) Dana(y)ng(y) dSy> (IIL.51)

NB(z,e)



II1.2. Régularité des potentiels surfaciques 69

ou les quantités ®(y) et ¥(y) sont définies par les relations (II11.45) et (II1.46) et ou le coefficient

. ;
qi(#) du terme libre vaut

Apqi(2) = / Uply — 2)lq(y) dLy (I11.52)
S(MNIB(z,¢)

Preuve

Soit z € S un point régulier de la frontiere. Considérons alors comme précédément un réel
strictement positif quelconque € et écrivons VVj4h(x) pour € R3 \ S sous la somme suivante
avec @ = (7], (7)) + h) et 2 = (7}, a(7])) dans une représentation paramétrique normale (U, a, R)
associée a z.

Iy (@) = - /S _ Uji(y — ) ¢i(y) dSy (I11.53)
1@ =- | ey Uiy =) [ity) i (2)] a5y (ITL54)
1" @) = —(2) [ o Uity =) 4, (IT1.55)

L’intégrande de ID)(x) étant uniformément bornée pour (y,x) € (SN B(z,¢)) x B(z,¢/2),
il est possible d’écrire en appliquant le théoreme de Lebesgue
lim 11D () = — / Ui(y — 2) ¥i(y) dS, (IT1.56)
Tz S\B(z,¢)
Etant donné que VU (r) = O(r2) et 1(y) est supposée continue au sens de Dini sur

SN B(z,¢), nous obtenons la limite du terme I/7) () apres application du lemme (I11.2). Il en
résulte alors

: 11 ;
i 7 (@) = [ Ully - 2) [ly) - (=) dS, (I1L57)
Tz SNB(z,e)

Le terme T () est traité en utilisant le résultat (IIL5) appliqué au noyau VU (r). Nous
pouvons ainsi exprimer ce dernier par I'intermédiaire de (I11.44) sous la forme suivante

Uiy(y — @) = Cpp(y) Ty, y — @) + Viipg(y) DUL(y — ) (I11.58)

En notant I]g x) = —Agi(x,e) 1¥;(Z), nous obtenons une expression de Ay (x,e) faisant
intervenir des opérateurs intégraux de noyau T'(y,y — x) et DU (y — x) associés respectivement
aux densités U(y) et ®(y). Ainsi Apy(x,e) admet formellement la décomposition suivante
Api(z,€) = AR (z,e) + A)(z,€) avec

II7
A

Ao = [ Ty ) tuyly) d, (ITL59)
SNB(z,e)

Api(x,e) = / DU (y — &) Wpipg(y) dSy (111.60)
SNB(z,e)

Il reste a évaluer la limite pour  — z de ces deux expressions.

La surface S étant suposée de classe C1# en z, pour e suffisamment petit, le champ de
normale vérifie la propriété n(y) € C%%(S N B(z,¢)), ce qui nous permet d’avoir les propriétés
de régularité (®(y), ¥(y)) € [ COP(S N B(z,¢)) 2.
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Traitement de l'intégrale A}, (x)

Le terme A, (x) étant un potentiel de double couche de densité ®(y) vérifiant la continuité
de Dini, nous sommes amenés a distiguer les cas des représentations intérieure et extérieure.

En introduisant de maniere analogue a la démonstration du résultat (II1.3), les surfaces
Sm(z,e) = Qy NOB(z,¢) et en les orientant comme 0B(z,¢), il vient pour m € [1, 2],

AL = [ Ty 2) Buyly) - (=) d,
SNB(z.¢)

wm(z, e
R G = R I )

Traitement de Uintégrale A}, (x)

La densité W¥(y) étant de classe Di dans un voisinage de z, nous pouvons écrire pour &
suffisamment petit

AYi(@,c) = /S e DA =) Wi (9) Vi) S, (IIL62)

+ Whipa(2) / DUy — ) dS,
SNB(z,e)

Comme DU = O(r2) et ¥(y) vérifie la condition de Dini en z, l'utilisation du lemme (III.2)
donne la limite pour & — z de la premiere intégrale.

lim DqU;Z;(y - 56) [\I’klpq(y) - \Ijkzlpq('%)] dSy
=2 JSNB(z,e)

— / DUy — 2) [Vaipg(y) — Uripg()] dS, (IIL63)
SNB(z,)

Le second terme ne fait intervenir que le noyau DU (y — x) et est traité en effectuant une
intégration par partie. Rappelons que S est une réunion d’un nombre fini de surface de Liapunov
S i] résulte alors apres écriture de la relation (I1.19) sur chaque partie réguliere S () de S,

/ DUi(y — ) dSy = / Uiy — ) v{(y) dLy
SNB(z,) S(MNIB(z,e)

T / Up(y — 2) Dana(y)ng(y) dSy (111.64)
SNB(z.e)

Les limites de ces deux intégrales pour & — z ne posent plus de probleme et sont obtenues apres
application du théoréeme de convergence dominée de Lebesgue. Ainsi z étant un point régulier de
S, aucune aréte n’intersecte z et 'intégrande de la premiere intégrale est uniformément bornée
pour tout (y,x) € (SN B(z,¢)) x B(z,£/2), ce qui mene en vertu du résultat (II1.2) pour tout
n € [l,N]a

lim Ut y—x () y) dL _/ i y— 2 »(m) y) dL 1165
Tz S(")ﬂaB(z75) p( ) q ( ) Yy S<”)OBB(2,5) p( ) q ( ) Y ( )
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La seconde intégrale de la relation (I11.64) représente le potentiel de simple couche d’une densité
X (y) restreinte & SN B(z,¢) et définie par x(y) = divgn(y) n(y). Il nous suffit de montrer que
x(y) € LP(S) pour p > 2.

La surface S étant de classe C1? en z, nous avons pour ¢ suffisamment petit,

3C 20, V(y1,y2) € (SN B(z,z—:))Q, In(y1) —n(yy)l < C |y, - ?J2H5 (I11.66)

Il en résulte la propriété intéressante
3C >0, Vy € SN B(z,¢), |Dn(y)|| <C |ly— =z (I11.67)
ce qui nous permet finalement de majorer la densité x(y) dans un voisinage de z par la quantité
Ix(y)ll = [divsn(y) n(y)|| < C |y — =" (TI1.68)

On vérifie alors tres aisément que x(y) € LP(S) pour p > 2, ce qui nous permet finalement
d’obtenir en appliquant le résultat (II1.3), la limite suivante

lim U;(y—a:) Dang(y)ng(y) dSy = / U;(y—z) Dang(y)ng(y) dSy (I11.69)
T2 JSNB(z) SNB(z,)

Apres avoir regroupé les différents termes, nous aboutissons finalement a I’expression de la limite
pour & — z de A} (x,¢) donnée par

lim A, (2,¢) = / DqU;(y — 2) [Whipg(y) — Vhipg(2)] dSy (II1.70)
Tz SNB(z,)

+Wipg(2) ( / Ui(y — 2) Dana(y)ng(y) dSy + / Uy — 2) v§" (y) dLy>
SNB(z,) S(M)NOB(z,e)

La limite de part et d’autre de S en z du terme libre Ay (@, <) est obtenue en tenant compte
de (II1.61) et (II1.70), ce qui acheve la démonstration.
[ |

Remarque III.6 Pour une surface S réguliere de Liapunov, le terme relatif aux intégrales
de contour s’élimine. En effet ¥(y) est alors continue sur S et compte tenu des conventions
d’orientation cohérentes des S, on a la propriété

Y(ni,np) € [1,N]?, v 40 =0 sur §) N §n2) (IT1.71)
U

Remarque III.7 Le processus de régularisation ainsi mis en ceuvre est indépendant de la forme
du voisinage d’exclusion choisi et B(z, ) peut désigner un voisinage arbitraire gardant une forme
donnée au cours du passage a la limite ¢ — 0. (I

L’expression des traces du gradient du potentiel de simple couche de part et d’autre de S fait
intervenir un réel positif arbitraire positif € qu’il est possible d’éliminer comme lors de I'étude
du potentiel de double couche, en considérant deux cas limites : € — 0 et € — oo correspondant
respectivement aux processus de régularisation directe et indirecte.

On se propose d’évaluer les expressions des traces ainsi obtenues, ce qui nous permettra de
retrouver certaines expressions rencontrées dans la littérature.
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Régularisation indirecte

Considérons ¢ suffisamment grand de maniere & avoir la propriété Vz € S, S\ B(z,¢e) =0,
ce qui entraine que Vz € S, SN B(z,e) = S. Les surfaces S,,(z,¢) se réduisent alors a

Si(z,e) =0 et Sy(z,e)=8 (II1.72)

Les traces 7"V V11 (z) en z de part et d’autre de S pour m € [1,2], admettent les expressions
suivantes

V() = = [ Ulaty =) [slo) = (2] dSy = A (2.00) walz)  (ILTS)
et le terme libre Ag;) (z,00) peut finalement étre mis sous la forme suivante
AJ(JZ) (2,00) = =™ ¢p(2) + /STé(y, Y — 2) [Puip(y) — Prip(2)] dSy (II1.74)
+/SU§(?J = 2) Dana(y)ng(y) Yiipg(y) dSy — /S Up(y — 2) DygWiipq(y) dSy
+ /a o Uiy — 2) Uhipg(y) v\ (y) dLy

L’expression (IIL.74) est bien définie puisque la densité ¥(y) est de classe C%?(S(™) pour
n € [1, N] et que sa dérivée surfacique au sens des distributions est alors intégrable sur chaque
composante réguliere de S. Notons que I’écriture de la derniere intégrale contient également une
sommation sur n (conventions d’Einstein).

La formulation (II1.74) ainsi obtenue est composée d’une intégrale de noyau T'(y,y — z) et
de trois opérateurs intégro-différentiels de noyau U (y — z). On constate 'apparition de dérivées
surfaciques d’ordre 2, ce qui numériquement n’est pas tres intéressant. Cette expression peut
toutefois étre reformulée comme dans [Bonnet et al.93], vu que

A (z,00) = lim Ui (y — ) dSy (111.75)

z€EQm—z Jg

Régularisation directe

Les méthodes de régularisation directe faisant apparaitre des intégrales singulieres, corre-
spondent au cas ou € — 0. Notons que pour tout z de S pour lequel il existe un voisinage
O(z) de S de Liapunov, il correspond ng € [1, N], tel que O(z) C S0). On peut alors choisir
¢ suffisamment petit de maniére & avoir S N B(z,e) C S (o) 1] est alors possible d’exprimer
A} (z,¢) donné par (IT1.70) sous la forme suivante

Az = [ DUy~ 2) Waim(y) — Vuan(2)] S,
SNB(z,e)

() [ o 0= 2) Danlyny ) 5, + /

Uiy — z) v{™(y) dLy)
S(0)NIB(z,¢)

On peut distinguer trois types d’intégrales apparaissant dans I’expression de v§*Vi¢4,(2). Tout
d’abord, les termes de support S N B(z,¢) sont réguliers et tendent vers 0 lorsque € — 0.
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Quant aux termes de contour, ils restent bornés lorsque ¢ devient tres petit. En effet,
prenons 'exemple de l'intégrale de noyau U (r), nous pouvons, en tenant compte du fait que
VA >0, UAr) = A"'U(r), la réexprimer sous la forme

1 S yYy—z
i(2) = = U() {0 (y) dLy, = O(e° I11.76
0 =2 Jeoomomen Py —21) 4000 dy =00 i

Notons que ces termes dépendent implicitement de la forme du voisinage d’exclusion choisi. Il
en est de méme pour Cfp(z) déja rencontrée lors de I’étude du potentiel de double couche.

En reprenant l'idée de partie finie introduite pour le potentiel de double couche, nous
définissons alors de maniere analogue & [Krishnasamy et al.90] et [Toh et al.94] pour un voisinage
d’exclusion arbitraire B(z,¢) gardant une forme donnée lors du processus € — 0,

ot [ Ubuty - ) vity) dS, = Im [ [ o) v as,
S S\B(z,¢)

e—0
+ <‘1>kZp(Z)Cfp(z) + \Iszpq(z)A;qi(z))wi(z)] (I11.77)

Ces notations permettent alors de réécrire la relation (II1.50) sous une formulation plus générale,
indépendante du voisinage d’exclusion. La encore, le terme libre ne contient que la valeur de
I'angle solide et ne fait plus intervenir la forme de B(z,¢). Nous obtenons finalement comme
[Chen et al.92]

WV (2) = a3 (2) i(z) = pf /5 Uiy — @) $ily) dSy (IIL78)
et a7 (z) = (Mm) - ;) Dpil(2) (I11.79)

Remarque II1.8 Il est intéressant d’évaluer les termes de contour pour B(z,e). En tenant
compte de la relation (II1.36), le terme de noyau K (r) disparait. Il nous reste a traiter I'intégrale
de noyau U(r).

Placons nous tout d’abord dans le cas ou S N B(z,¢) est une surface plane. Le contour
Sp N OB(z,¢) est alors un cercle de rayon € centré en z. Compte tenu de la parité de U(r),
c’est-a-dire U(—r) = U(r), on vérifie facilement que

/(n | U;(y —z) Vé”o)(y) dLy =0 (I11.80)
Sp 0’NOB(z,¢)

Dans le cas plus général d'un voisinage SNB(z, ¢) de Liapunov C, les variations des différentes
grandeurs géométriques par rapport aux mémes quantités définies dans le plan tangent, sont de
ordre de €® (voir par exemple [Kupradze et al.79], [Hartmann81] et [Hartmann82]), ce qui
permet d’en conclure que

lim Ul(y — z) v\") (y) dL, = 0 I11.81
0 S("O)ﬁaB(z,s) p(y ) q (y) Yy ( )

Le terme libre A,({:Z)(z,a) ayant une limite finie pour ¢ — 0, il en résulte que l'intégrale de
noyau VU (r) existe en valeur principale de Cauchy et on aboutit & 'expression définitive de
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Yo Vik,(z). Ce résultat peut par exemple étre trouvé pour le cas d'une surface S de Liapunov
dans [Kupradze et al.79], [Balas et al.89] et [Chen et al.92]. Ainsi

BVibi(2) = a0 () () = v [ Ubity =) waly) dS, (11L82)
avec VP/ Uj.i(y — @) ¢i(y) dSy = lim Upi(y — @) 1i(y) dSy (IIL.83)
s €0 J5\B(z,e)

0

Remarque ITI1.9 Il est intéressant d’évaluer le saut de la dérivée conormale de Viip(x) a la
traversée de S au point régulier z. Nous avons alors

Cavkt © [V V1¥1,(2) — VoV1Yk1(2) | nb(2) = —Coapanp(2) @i (2) Vi(2) = —a(z)  (111.84)

Ce saut vaut la densité v prise au point z du potentiel de simple couche V1% (x). On retrouve
de ce fait un résultat tres classique [Kupradze et al.79] et [Chen et al.92]. O

Interessons-nous au prolongement par continuité en S du gradient du potentiel de double
couche Vogp(x) de la densité surfacique ¢(y). Une démarche analogue a I'étude de Vi (x),
reposant sur la technique de régularisation (II1.8) et sur la décomposition (III.5), est mise en
ceuvre.

GRADIENT DU POTENTIEL DE DOUBLE COUCHE

L’étude du prolongement par continuité sur la frontiere du potentiel de double couche a
donné lieu & de nombreux travaux. Remarquons que VVa¢(x) fait intervenir un noyau V3i(r) =
O(r=3), ce qui rend le processus de passage a la limite pour  — z € S a priori plus délicat.
Deux méthodes sont rencontrées dans la littérature pour résoudre ce probleme.

o On applique la technique de régularisation (II1.8) directement & VVap(x) et il vient une
formulation directe ou apparait une intégrale devant étre prise au sens de la partie finie de
Hadamard. Le formulation indirecte obtenue par une régularisation au second ordre peut
étre trouvée dans [Bonnet et al.93],

o On procéde a une intégration par parties de VVag(x), permettant de réduire l'ordre
de singularité de l'opérateur intégral et aboutissant a une intégrale singuliere en valeur
principale de Cauchy [Sladek et al.83]. La formulation indirecte associée est donnée dans
[Bonnet et al.93].

En suivant une démarche analogue a [Toh et al.94] et [Krishnasamy et al.92a], nous nous
proposons de présenter le prolongement par continuité de VVa¢ () par ces deux méthodes, aux
points réguliers. Nous montrerons que ces techniques mettent en jeu les mémes conditions de
régularité pour ¢(y) et qu’elles ne sont pas transposables a une étude aux points singuliers de
la frontiere S.
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Régularisation au second ordre

Le noyau de VVa¢(x) étant singulier d’ordre trois, on applique un développement de Taylor
a l'ordre deux de la densité ¢(y) et on étudie séparément les termes libres apparaissants. Cette
méthode donne alors lieu au résultat suivant.

Resultat II1.7

Soit z un point régulier de S et soit € > 0 un réel quelconque. Si ¢(y) € Di'(S) et S € C18
en z alors les restrictions a Q,,, m € [1,2] du gradient du potentiel de simple couche, notées

VVQ(m)qb(a:), peuvent étre prolongées par continuité en z € S en posant
V0 Vadr(z) = —/ 2510y — 2)ni(y) [i(y) — 6i(2) — Dpi(2) (yp — 2p)] dSy
- /S\B( )Efj,z(y — 2)n;(y) 6iy) dSy — Exi(2) di(2) — Fp (2.€) Dpii(z) (I1L85)
z,

ol les termes libres £2(z) et F(™)(z, ¢) admettent alors les expressions ci-dessous avec A™(z, ¢)
introduit dans l'obtention du résultat (II1.6).

m m w(m) z,€
Fit(z,€) = ni(2) Cipay Ay (2,) + 0ridiy 4(%) ~ C5i(2) Oy + Fiyip(2)
+ / Sh(y - 2) (nz(y) - nz(z)> dSy (I11.86)
SNB(z,e)

kip(Z) = / Sy — 2)(Wp — 20) €jigle(y) dLy (II1.87)
SNOB(z,)

&ulx)= [ Shw-2) enlily) dLy (I11.58)
SNOB(z,¢)

Preuve

Soit z € S un point régulier de la frontiere. Considérons alors comme précédement un réel
strictement positif quelconque € et écrivons VWV (z) pour & € R?\ S sous la somme suivante
avec & = (7], a(7)) + h) et z = (71, a(7)) dans une représentation paramétrique normale (U, a, R)
associée a z.

Iy () = — / 51y — @) (y) ¢i(y) dSy (I11.89)

1" (@) = — /S e SE (g — 2)n;(y) [ ¢i(y) — 6i(2) — Dpoi(2)(yp — 5) 1 dSy  (LIL90)

17" (@) = —¢3(2) /S N )EZ,l(y—w)nj(y) ds, (IT1.91)
NB(z,e
1, (@) = —Dyi(2) /S . )E?j,z(y —x)n;(y) (Yp — Zp) dSy (111.92)
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L’intégrande de I")(2) étant uniformément bornée pour (y, ) € (SN B(z,¢)) x B(z,¢/2),
il est possible d’écrire en appliquant le théoreme de Lebesgue

lim 1D () = — / SE (y — 2)n;(y) ¢i(y) dSy (IT1.93)
S\B(z,¢)

r—z

Etant donné que VX(r) = O(r=3) et que ¢(y) est supposée de classe Dil sur SN B(z,e¢),
nous obtenons la limite du terme I/ (x) aprés application du lemme (IT1.2). 11 en résulte alors

r—z

lim Ilng) () = - /SHB(z § Sy — 2)ni(y) [ 6i(y) — ¢i(2) — Dpdi(2) (yp — 2p) | dSy (111.94)

Les deux termes libres restants sont traités en utilisant la propriété suivante, que 1’on peut
par exemple trouver dans [Bonnet95a]

Vx € R?\ S, E%7l(y —xz)nj(y) = DlefjJ(y —x) car Vr #0, Efj,j(r) =0 (I11.95)
ot DSy — ) = Tf (y — 2)n;(y) — iy (y — 2)m(y)

Introduisons également les notations suivantes

IIE:II[I)(:D) = —qﬁi(%) Ekli(w,a) et I,E:ZIV)(:B) = — p(z)i(é) Fklip(zr:,e)
Ekli(m, 6) = mEQligzeS /SmB( \ ij,l(’y - Z)nj(y) dSy (111.96)
m z,E

Frip(x,€) = 25;71(3, —x)n;(y) (Yp — Zp) dSy (I11.97)

lim /
ey —2€S SNB(z,e)

La limite du terme E(x,¢) est obtenue en utilisant la relation (II1.95) en se ramenant a une
intégrale de coutour apres application de la formule de Stokes (I1.20). Ainsi

Epi(x,e) = / Dﬂzi.fj(y —x) dSy = / zfj(y —x)ejigly(y) dLy (IT1.98)
SNB(z,) SNOB(z,e)

L’intégrande étant uniformément bornée pour (y,x) € (SN IB(z,¢)) x B(z,¢/2), on applique
le résultat (II1.2) et on en déduit par définition (II1.88) du terme libre £%(z)

lim Ey(x,e) = / Efj(y —2) ejigly(y) dLy = Eryi(2) (I11.99)
SNOB(z,)

r—z

De maniére analogue, on procede & une intégration de Stokes du terme libre F(x,e). En
tenant compte de (II11.95), il vient alors la relation

Fiip(z, ) :/ Dszfj(y —x) (yp — Zp) dSy (I11.100)
SNB(z,e)
:/ Dj (Efj(y —x) (yp — Zp)) dSy — / Efj(y —x) Djiy, dSy
SNB(z,e) SNB(z,e)
— [ Shw-o) -5 eutu®) dly+ [ Shiy-en(y) s,
SNIB(z,e) SNB(z,)

e / S (y — 2)n;(y) dS,
SNB(z,)

car Djy, = n_](y) Opl — n(y) 0j
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Le point z admettant un voisinage de S de classe C1"?, le champ de normale est Hldérien dans
ce voisinage et l'intégrale peut finalement étre mise sous la forme suivante

Fuip(,€) = / SE(y — ) (4 — 5) €j1qla(y) dLy +n(2) / St (y — @) dS,
SNOB(z,e) SNB(z,)
4 / Sy — ) [ miy) — mi(Z) ] dSy — 6, / TH(y,y — @) dS, (IIL101)
SNB(z,e) SNB(z,e)

L’évaluation de la limite lorsque @ — z de ces différentes intégrales ne pose plus de probleme.
Ainsi le terme de contour a une intégrande uniformément bornée pour (y,x) € (SNIB(z,¢)) X
B(z,e/2). Nous pouvons de ce fait écrire compte tenu de la définition (II1.87),

lim Sy — ) (Yp — %) ejigly(y) dL
o SﬁBB(z,E) 17 p P Jtq™q Yy

= [ by 2) th - 5) eulu(y) dLy = Filz) (11102
SNIB(z,¢e)
En remarquant que Efp(r) = CipabU§7b(r), il vient la limite ci-dessous

im  ny(2) / SE (y — 2) dSy = m(2) Cipap A (2,¢) (I11.103)
SNB(z,e)

rEQm—2z

Le champ n(y) étant de classe C'? dans un voisinage de S en z, il vérifie la condition de
continuite au sens de Dini, ce qui permet d’aboutir apres application du lemme (I11.2) au résultat

lim S (y - @) [my) - mi(3) ] dS,

T2 JSNB(z,e)

_ / Sk (y — 2) [mi(y) —mi(z) ] dS, (I1.104)
SNB(z,e)

L’intégrale restante de noyau T'(y,y — x) a été traitée au cours de la démonstration précédente,
ce qui meéne finalement au résultat (IIL.7).
[ |
Comme pour les études précédentes, nous pouvons considérer deux cas extrémes pour le
parametre €. Envisageons tout d’abord la régularisation indirecte puis nous traiterons le cas
€ — 0, donnant lieu a 'obtention des formulations hypersingulieres.

Régularisation indirecte

Nous nous proposons de choisir € suffisamment grand de maniere & avoir Vz € S, SNB(z,¢) =
S, ce qui entraine que SNOB(z,e) = ). Les intégrale de support S\ B(z, ¢) s’annulent également
et tenant compte des relations (II1.32), il en découle que

Y0 Vati(2) = weg?_)z Voo () = —F;E;ZZ (2,00) Dpoi(2)

- /Szfj,z(y — 2)n;(y) [0i(y) — ¢i(2) — Dpoi(2) (yp — 2)] dSy  (II1.105)
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On constate que le terme libre E(z,00) disparait et les expressions de F(m)(z, o0) de part et
d’autre de S, sont données par

Fit) (z,00) = my(z) By (2,00) + /S SE(y — ) [nu(y) — m(z)] dSy — & 64,8, (IIL.106)

ol BZ.(;Z) (z,00) = Cz‘pabAg?k) (z,00) et ou A(m)(z, o0) est donné par la relation (I11.74).

Régularisation directe

Le second cas limite correspond a faire tendre € vers 0 et il est intéressant d’examiner le com-
portement des différentes intégrales lorsque e devient petit. Les termes de support S N B(z,¢)
tendent classiquement vers 0 lorsque € — 0.

Quant aux intégrales de contour on vérifie tres aisément les ordres de grandeur des intégrale de
contour lorsque € devient petit, compte du fait que X(r) = O(r~2) et que X(r).r = O(r—1)

E(z) = O(i) et Fo(z) = 0(Y) (IT1.107)
Comme précédemment, ces termes dépendent du choix du voisinage d’exclusion. Notons égale-
ment que le premier terme n’a manifestement pas de limite pour € = 0. Il n’en demeure pas moins
que la trace du gradient du potentiel de double couche de part et d’autre de S existe comme
le prouve le résultat (IT1.7). Nécessairement l'intégrale de support S\ B(z,¢) est également un
O(e7!) et en suivant [Krishnasamy et al.90], [Guiggiani et al.92] ou [Toh et al.94], on introduit

ot [ 4100 = 2)niw) 61(w) a5, = Iy [ / o Bl =) aty) dS,

e—0

1 £°(2) dulz) + ( 20(2) + 10(2) it | Patp(2)CE(2) + V() Aoy (2) ]) qusi(z)}
(IIL.108)

Avec ces notations, nous pouvons alors mettre vj*V2¢(z) sous la forme suivante

Yo Voo (z) = (; - K(m)> [ 11(2) CijabPrab(z) + 0ridij | Djgi(2)
—of [ 2y - 2ny(w) u(w) ds, (IL109)

L’expression du terme libre se simplifie quelque peu, en tenant compte de la relation (III.79).
Tout d’abord

Cijabtﬁabk(z) = %(51] nk(z) + 5kj nl(z) + (5]“ nj(z) — nz(z) Tijizg nk(z)

(I11.110)

ce qui permet finalement d’obtenir la relation (III.112) en tenant compte du fait que la dérivée
surfacique est contenue dans le plan tangent D,¢;(z) ny(z) = 0. L’expression définitive de
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Yo" Vap(2) est alors la suivante

W Vadra(2) = BI(2) Didi(z) — pf /S ni(y) di(y) d (IL111)
avec b (2) = <;— >\I'kh](z) (IIL.112)

Remarque IT1.10 Dans le voisinage d’exclusion B(z,¢), on montre que les deux intégrales de
contour bornées s’annulent lorsque ¢ — 0. Les quantités apparaissant dans A™(z) ont fait
'objet de la remarque IT1.8 et il reste & évaluer F¢(z). Le noyau X(7).r = O(r~!) de cette
derniere intégrale étant pair, nous en tirons facilement le résultat

lim E?j (Y — 2) (yp — 2p) €jiglq(y) dLy =0 (II1.113)
€20 J5naB(z,¢)
Toutes les intégrale de contour qu restent bornées, s’annulent alors et nous retrouvons alors
la définition de la partie finie de l'intégrale de noyau V3 (r), initialement introduite dans les
travaux de [Guiggiani et al.92] et donnée par

Bt [ 5100 = 25 (w) oty ds), = ( / e Sty = 2w 6(v) d

e—0

~02) [ Shy-2) eut(w) diy) (11
SNOB(z,e)
O

Remarque ITI.11 1l est intéressant d’évaluer le saut de la dérivée conormale de Votp(x) a la
traversée de S au point z. Nous avons alors

Capht © |75 Vodri(2) — ’Yévlﬁbk,l(z)} 1p(2) = Caprinp(2)Yiiip(z) Dpdi(z) =0 (II1.115)

compte tenu de la définition de ¥(z). On retrouve la propriété classique, montrant que la
dérivée conormale du potentiel de double couche est continue a la traversée de S en un point
régulier z € S [Kupradze et al.79]. O

Intégration par parties et régularisation au premier ordre

La méthode précédente a consisté a appliquer abruptement les techniques de régularisation
contenues dans lexpression (II1.8) & VVa¢p(x). L’évaluation des limites pour * — =z des
intégrales E(x,c) et F(x,c) est basée sur la propriété tres intéressante (I11.95). L’idée ap-
paraissant dans [Kupradze et al.79] et [Sladek et al.83], consiste a réaliser une intégration par
parties en utilisant (I11.20) sur VVa¢(x), ce qui permet alors de réduire l'ordre de la singularité
du noyau. On fait de ce fait apparaitre le rotationnel surfacique de ¢(y). Ainsi en tenant compte
de (IT1.95) et S étant fermée, on obtient [Bonnet95al,

Vagy(x) = /S SFi(y — ) Djgi(y) dS,y (I11.116)

La suite de ce paragraphe traite du prolongement par continuité de (I11.116) sur la frontiere S et
on se propose de comparer les deux approches : régularisation au second ordre et régularisation
au premier ordre apres intégration par parties.
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Resultat I11.8

Soit z un point régulier de S et soit € > 0 un réel quelconque. Si ¢(y) € Di'(S) et S € CHF8
en z alors les restrictions a €,,,, m € [1,2] du gradient du potentiel de simple couche, notées

VVZ(m)qb(:c), peuvent étre prolongées par continuité en z € S en posant

Y0 Vadr(z) = /SOB( )ij(y — z) [Dj¢i(y) — Dj¢i(2)] dSy

[ Sy 2) Duoilw) Sy + B (2,6) Dudu(z) (LALT)
S\B(z,¢)
avec la définition suivante

B (z,e)=  lim / sF(y — ) dS, (IT1.118)
SNB(z,e)

x€EQm—2ES

Le terme libre B (z, ) admet alors 'expression BZ.(;Z)(z, ) = Cijab ASZZ)(Z, ) ot A (z.¢) a
été introduit dans l'obtention du résultat (II1.6).

Preuve

Soit z € S un point régulier de la frontiere. Considérons alors comme précédement un réel
strictement positif quelconque ¢ et écrivons VVa¢p(z) pour & € R3\ S sous la somme suivante
avec = (1, a(7) + fz) et Z = (1, a(n)) dans une représentation paramétrique normale (U, o, R)
associée a z.

Iy (@) = / S5 (y — @) Djdi(y) dS,y (I11.119)
S\B(z,)
" (@) = / Sy — ) [ Djgi(y) — Djgi(2) | dS, (I11.120)
SNB(z,e)
14" (@) = Djii(2) / S5y — x) dSy (II1.121)
SNB(z,)

L’intégrande de I") () étant uniformément bornée pour (y, ) € (SN B(z,¢)) x B(z,¢/2),
il est possible d’écrire en appliquant le théoreme de Lebesgue

lim 1D (z) = / =E(y — 2) Djgi(y) dSy (I11.122)
S\B(z,)

rT—z
Etant donné que X(r) = O(r~2) et que ¢(y) étant supposée de classe Di' sur S N B(z,¢),

nous avons rotsg(y) € Di et la limite du terme I/7)(x) est alors obtenue apres application du
lemme (II1.2). Il en résulte

r—z

lim 117 (z) = /SQB(Z ! SE(y — 2) [ Dudi(y) — Dugi(2) ] dS,y (I11.123)

La limite pour * — z du terme libre est donnée au facteur C pres par le résultat (I11.6).

On a ainsi Bi(;z)(z, e) = Cijap | Afbkgm)(z) +AY (2)], ot les quantités A® (™) (z) et AY(2) sont
respectivement définies par les relations (II11.61) et (III.70).
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Comme pour les études précédentes, nous pouvons considérer deux cas extrémes pour le
parametre €. Envisageons tout d’abord la régularisation indirecte puis nous traiterons le cas
€ — 0, donnant lieu a 'obtention des formulations singulieres.

Régularisation indirecte

Nous nous proposons de choisir € suffisamment grand de maniére & avoir Vz € S, SNB(z,¢) =
S, ce qui entraine que SNOB(z,e) = . Les intégrale de support S\ B(z, ¢) s’annulent également
et tenant compte des relations (II1.32), il en découle que

W Vadra(2) = BUy (2,00) Ddi() + /S SE(y — 2) [Dudily) — Dpgi(2)] dSy  (IIL124)

Le terme libre vaut Bgz) (z,00) = Cl-jabAgl:Q(z, 00) olt A (z, 00) est obtenue en utilisant la
relation (II1.74).
Régularisation directe

Etudions le processus ¢ — 0 dans Pexpression (III1.117). Comme lors de ’étude des limites

précédentes, la quantité B(m)(z,e) contient des intégrales de contour qui ne s’annulent pas
lorsque e devient petit. Ces termes demeurent néanmoins bornés comme le montre par exemple
(IT1.76). De maniere analogue a (II1.77), nous définissons alors la partie finie de I'opérateur
intégro-différentiel de noyau 3(r) comme suit

pf/ S5 (y — x) Djgi(y) dSy = lim [/ S5 (y — @) Djgi(y) dSy
S S\B(z,¢)

e—0
+ Cklab <‘I)abp(z)cfp(z) + \I/abpq(z).qui(Z)> Djl¢i(Z):| (I11.125)

En introduisant cette notion, la relation (II1.117) prend finalement la forme ci-dessous en tenant
compte de la définition du terme libre B(m)(z) donnée par (I11.112)

Vo Vadi(2) = —Cijapicr) (z) Djigs(z) + pt /S =F(y — 2) Djgi(y) dSy (IT1.126)

en rappelant que ds;;)(z) est fourni par l'expression (II1.79). En simplifiant expression du

terme libre et en utilisant la définition de I'opérateur Dj;(e), il vient finalement
CijabPavk(2) Dji¢i(z) = Viij(2)Djdi(2) (I11.127)

et la représentation de J'VVa¢(z) prend en définitive la forme (II1.128) ou le terme libre
™ (z) a été introduit par la relation (III1.112).

Yo Vadi(2) = by (2) D;i(2) +pf/s 2y — 2) Djgi(y) dSy (IT.128)



82 Chapitre III. Propriétés des potentiels aux points réguliers

Remarque III.12 A notre grand soulagement, les deux méthodes sont strictement équivalentes
et aboutissent a des expressions des traces de part et d’autre de S de VV¢(x), tres analogues.
Ainsi les techniques de régularisation au second ordre et de régularisation au premier ordre
menent aux résultats suivants valables aux points réguliers de S.

Y0 Vatr(2) = (; - ’“”v(m)) Wriij(z) Dji(z) — Pf/szfj,z(y — z)n;(y) ¢i(y) dSy

1

Yo Vot (z) = (2 - H(m)> Ui (z) Djdi(z) + pf/szfj(y —z) Dji¢i(y) dSy

Les deux termes libres sont identiques mais les ordres de singularités des opérateurs intégraux
different. 0

Ce paragraphe a permis d’évaluer les traces sur la frontiere S des potentiels surfaciques définis
par (II1.13) ainsi que de leur gradient en des points réguliers z € S. Notons que I'obtention
des résultats (I11.6) et (II1.7), a clairement mis en évidence la nécessité d’ajouter les hypotheses
de régularité de la surface en z. Les questions d’un prolongement par continuité en des points
singuliers demeurent a ce stade de I’étude sans réponse.

L’application systematique de la technique de régularisation représentée par la relation (I11.8)
s’est également montrée tres robuste et a permis de résoudre les problemes de passage a la limite
sur la frontiere.

I11.3 Etude des potentiels volumiques

L’étude des potentiels volumiques est tres peu abordée dans le littérature. L’utilisation
de méthodes basées sur les équations intégrales est généralement associée au fait que seule la
discrétisation de la frontiere du domaine est nécessaire. Pour les forces de volume dérivant d’un
gradient, il est possible de ramener I'intégrale de domaine Wi pf (x) sur la frontiere. Lorsque cela
n’est pas possible, il est alors nécessaire d’introduire un maillage volumique, composé d’éléments
finis de domaine souvent appelés cellules d’intégration.

La représentation intégrale du champ de déplacement pour un probleme avec déformations
initiales fait de plus intervenir Wse®(x) représentant un potentiel volumique d’ordre deux. La
méthodologie présentée dans la section I1.3 fait clairement apparaitre la nécessité du calcul du
gradient de la représentation intégrale du champ de déplacement, ce qui demande un traitement
soigné de la dérivation de Whe(zx).

L’obtention des équations intégrales du probleme demande également 1’évaluation de la trace
des potentiels volumiques. Comme S est assimilée & une surface de discontinuité du modele,
il convient de noter que le comportement des opérateurs intégraux de volume peuvent a priori
differer de part et d’autre de S. Avant d’entrer dans le vif du sujet, procédons a quelques
rappels.
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I11.3.1 Préliminaires

Comme pour les potentiels surfaciques, considérons un potentiel volumique de densité x(y)
défini sur un variété D de dimension trois, sous sa forme la plus générale

Qux(x) = /DQn(y,y —x).x(y) dVy (IIL.129)
avec V(a:,y) € D27 HQn(y7y - CC)H < M ”y - x)H_n

La encore, il convient de distinguer les opérateurs intégraux de noyau intégrable et de noyau
singulier. Pour les potentiels de noyau régulier, il est possible d’établir le lemme suivant, pouvant
étre trouvé par exemple dans [Kupradze et al.79]

Lemme II1.3

Considérons n < 2. Si la densité x(y) est de régularité LP(D), avec p > 2, alors le
potentiel Q,,x(x) est continu sur D.

Preuve

Comme pour 'étude des traces sur S des potentiels surfaciques, il n’est pas envisageable
d’appliquer directement le résultat (II1.2), vu qu’il n’est pas possible d’exhiber une dominante
intégrable de l'intégrande.

Soit alors & € R3. Introduisons classiquement un voisinage d’exclusion B(x, ) que nous
choisissons par commodité, égal a la boule centrée en x et de rayon € > 0. Considérons alors la
décomposition suivante Qux(z) = I (x) + I/ (x) avec

1 (@) = / Q.(y.y —x).x(y) dVy (II1.130)
R3\ B(z,¢)
11" (x) :/B( )Qn(y,y—w).x(y) dv,, (I11.131)

Le noyau de la premiére intégrale étant uniformément borné pour (y, z) € (R*\ B(z, <)) x B(zx, €)
et x(y) étant intégrable, il vient I'inégalité (I111.132)

<2 ([ Ixtwll av, ) (1.132)

H / Q,(y,y —x).x(y) dVy
R3\ B(z,e)

ce qui entraine que I)(x) est continue en x en vertu du résultat (IIL2). Le second terme
Iz )(:c) est traité de maniere analogue en introduisant les coordonnées sphériques locales pour
éliminer la singularité de Q,,(y,y — )

y—x

VyGB(:D,a), y:a:—l—r m avec 0<T‘<€ (111133)

L’inégalité de Holder (II1.6) appliquée a l'intégrale I (1) (x) pour le couple (p,q) vérifiant la
condition 1% + % = 1, donne alors I'inégalité (II1.134).

1 1
<dr M (/ p2-an dr)q (/ Ix(y)|” dVy>p (I11.134)
0 R3

H / Q,(y,y —x).x(y) dVy
B(xz,e)
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Le noyau Q,,(y,y — ) vérifiant la propriété Vn ¢ < 3, Q,,(y,y — =) € L} (y,R?), les deux
intégrales du membre de droite de (I11.134) sont définies pour p > % et sont indépendantes
de x, ce qui acheve la démonstration en vertu du résultat (II1.2).
|
Notons qu’intuitivement la dérivée du potentiel de seconde espece fera vraisemblablement
intervenir un noyau singulier vu que X(r) = O(r~2). Comme pour les potentiels surfaciques,
I’étude de la régularité des opérateurs volumiques singuliers se fera par l'intermédiaire d’un
résultat analogue au lemme (II1.2).
En reprenant les notations introduites pour le lemme (II1.3), nous obtenons pour un opérateur

volumique singulier, le résultat suivant.

Lemme II1.4

Soit Q(y,y — x) un noyau singulier d’ordre 3. Si x(y) est continue au sens de Dini sur D,
alors le potentiel suivant défini ci-dessous est continu sur D et on a pour tout & € D.

() = /DQg(y,y —x). (x(y) —X(w)) dSy (111.135)

Preuve

Soit & € D. La densité x(y) étant de classe Di, on vérifie aisément que x(y) est continue
sur D, ce qui permet de donner un sens & x/(zx) pour & € dD.

Considérons e un réel positif arbitraire. Le potentiel volumique Q(x) est alors la somme
des deux termes suivants

1 (z) = /D\B( )Qg(y,y—a:). (x(y) —x(a:)) AV, (I11.136)

I1M(z) = /MB( )Qg(y,y—w). (x(y) —x(m)> AV, (111.137)

La premiere intégrale ayant un noyau uniformément borné, il vient que I (1) (z) est continu en
x. Le second terme est traité en introduisant les coorodonnées sphériques dans un voisinage de
x pour ¢ suffisamment petit.

Nous avons [|Q3(y,y — )|l < M [ly —z| 7> et [x(y) — x(@)] < w(e’, |ly —@)]]), ce qui nous
permet d’écrire :

H /D“B@c,a) Qsly-y =) <X(y) - x(w)> av,,

L’intégrale du second membre étant indépendante de x et intégrable par définition de la conti-
nuité au sens de Dini, on achéve la démonstration, en vertu du résultat (II1.2).

€ 0
<dn C / “(ir) dr (I11.138)
0

I11.3.2 Continuité des potentiels volumiques

L’objet de ce paragraphe est de déterminer les propriétés de régularité des potentiels volu-
miques de premiere espece W(z) = Wy pf(x) et de seconde espece W2(zx) = Wy €9(x) avec
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les définitions
Wiph(e) = [ Uy -) pfl) v, Waelle) = [ Sy —o) ) avy, (L)

pour un point z € R? ainsi que les conditions de régularité portant sur les densités pf(y) et
e%(y), fonctions définies sur R?, pour que les potentiels induits Wipf(x) et Whe®(x) soient
continus.

Resultat I11.9

Soient pf(y) € LP(R?) avec p > 3 et €%(y) € LP(R3) avec p > 3. Alors les potentiels
volumiques de premiere et seconde espece, Wy pf(x) et Wa €°(x), sont des fonctions continues
sur R3.

Preuve
On vérifie aisément que les noyaux U (r) et X(r) sont singuliers respectivement d’odre 1 et
2. En appliquant le lemme (II1.3), on en conclut que les potentiels volumiques sont continus
pour des densités satisfaisant les conditions de régularité, pf(y) € LP(R?) avec p > 3 et %(y) €
LP(R3) avec p > 3.
|

Remarque II1.13 Il est important de remarquer que les potentiels volumiques sont continus
sur R? pour des densités suffisamment régulieres, conditions établies précédemment. Lors de
I'obtention des relations (I1.46) et (I1.47), nous avions admis la continuité a la traversée de S de
ces potentiels pour ¢(y) € C°(R3). Les résultats (I11.9) permettent de justifier ces propriétés.
O

I11.3.3 Dérivabilité des potentiels volumiques

L’étude des gradients des potentiels volumiques soulevent certaines interrogations, lies a
I'obtention des formules de représentations comme dans [Bui78]. Il est en effet légitime de se
demander comment obtenir les expressions des gradients de fonctions définies a ’aide d’intégrale
présentant des singularités.

PRELIMINAIRES

Ce paragraphe va débuter par un bref rappel de la dérivation sous le signe intégrale, que ’'on
peut par exemple trouver dans [Schwartz65] et qui est tres classiquement utilisée pour aboutir
au résultat. Il convient néanmoins de bien comprendre dans quelle mesure, il est possible
d’appliquer cette technique pour éviter 'oubli des termes convectifs et pour donner un sens aux
intégrales singulieres apparaissant dans les formulations [Bui et al.70].

Resultat I11.10 (Dérivation sous le signe somme) Soit (D, F) deux sous-ensembles de R3
et introduisons une fonction f(y,x) définie sur D x E. Si f(y,x) admet un gradient Vg f(y, x)
pour presque tout y € D, si Vg f(y,x) est séparément continue en & au point &g, pour presque
toutes les valeurs de y, si V, f(y, ) est majorée en module par une fonction g(y) > 0 sommable
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et si F(x) définie ci-dessous existe au moins pour un élément de E alors F(x) est continue et
dérivable en @ au point xg

F(z) = /D fly.x) dy et VF(x)= /D Vo f(y.z) dy

Reprenons alors par exemple, la définition du potentiel volumique de premiere espece et essayons
de déterminer le gradient par rapport a  de I'intégrande. Nous avons

Wi (z) = /R Uf(y=2) pfi(y) dVy et 8il(Ui’“(y—w) pfi(y)) = —Uf(y—w) pfi(y) (111.140)

I1 est clair qu’il n’est pas possible d’obtenir directement une dominante indépendante de @ dans
le but d’appliquer le théoreme (I11.10). Une approche développée dans [Bui et al.70] et [Bui78|,
se basant sur les travaux de S.G. Mikhlin, consiste a exclure un petit voisinage B(x,¢) de x
de l'intégrale (avec € > 0 comme lors de I’évaluation des traces des potentiels surfaciques) et a
traiter le terme singulier en utilisant (II1.10) apres s’étre placé dans le systéme de coordonnées
locales (I11.133) comme dans [Kupradze et al.79].

Dans ce mémoire, nous avons préféré présenter les choses en se placant dans le cadre des
distributions comme pour l'obtention des formules de représentations intégrales, en suivant la
démarche de [Dautray et al.85], ceci pour deux raisons essentielles :

o la dérivée au sens des distributions existe toujours et il suffit alors de montrer que ’on
peut l'identifier & une fonction intégrable,

¢ il est alors possible de développer une méthodologie tres générale pour traiter tout type
d’opérateur intégral volumique de noyau quelconque (par exemple I'opérateur A? appa-
raissant dans I’étude des plaques de Kirchhoff-Love).

L’objet des prochaines sections est d’étudier la régularité des deux potentiels volumiques et de
leur comportement a la traversée de la surface de discontinuité S.

GRADIENT DU POTENTIEL DE PREMIERE ESPECE

Resultat I11.11

Soit pf(y) € LP(y) avec p > 3. Alors le potentiel volumique de premieére espece Wipf(x)
est de classe C*(R3) et on a

Wipfri(z) = — /R \ Uiy — ) pfi(y) dVy (I11.141)

Preuve
Le gradient de Wy pf(x) est défini au sens des distributions par la relation

Vi € CF(R), (YWanf o)== |

([ vkw=2) phiw) avy) uta) dv@)  (me
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La fonction ¢(y) étant a support compact et le noyau VU (r) étant intégrable, il vient apres
avoir appliqué le théoreme de Fubini et intégré par parties

Ve € CP(RY), (VWipf. @) = — /R 3

( /R Uh(y =) pfily) dVy> oi(z) dV(z)  (I11143)

en tenant compte du fait que VU (—r) = —VU(r). Ceci montre que Wipf(x) admet comme
dérivée, la distribution définie par (III.141). En utilisant le résultat (IIL.9), on en conclut de
plus que VW;pf(x) est continue pour pf(x) de régularité LP(R?) avec p > 3.
[ |
L’obtention du gradient du potentiel de seconde espéce pose plus de problemes et on constate
intuitivement que la formulation fera intervenir des opérateurs singuliers du fait que VX(r)
n’est pas intégrable. Un autre aspect délicat concerne le comportement a la traversée de S qui
rappelons-le, est une surface de discontinuité du probleme.

GRADIENT DU POTENTIEL DE SECONDE ESPECE

Nous allons considérer séparément les restrictions a €, pour m € [1,2] du gradient du
potentiel volumique de seconde espece induit par les déformations intiales dans §2; et 9. La
principale difficulté provient du fait que S constitue une surface de discontinuité de €°(y).
Notons alors pour m € [1, 2],

Va € Q,, WMl (x) = / Sh(y — ) <X (y) dVy, (IT1.144)
RB

On se propose de déterminer les conditions de régularité portant sur la densité €°(y) pour que
le potentiel WQ(m)E,‘O () soit différentiable dans €,.

La démarche suivie peut étre trouvée dans [Bui et al.70] et consiste & se ramener & un po-
tentiel intégro-différentiel pour lequel il est possible d’appliquer le résultat (I11.11). Considérons
tout d’abord le potentiel intérieur.

Représentation intérieure

Resultat I11.12

Si s?Ql(y) € Di(€y), alors le potentiel volumique de seconde espece Wél)eo(ac) est de classe

C1(21) et on a pour tout & €
WO @) =~ [ Shiw-o) b avy - [ shily ) i) v
) Qi1\B(xz,e)
- / Ei‘gj,l(y —x) [5%(?!) - 5%‘(5'3)] dVy — 5?]'(‘5) / Zg(y —x) ny(y) dSy
QiNB(x,e) O(Q1NB(x,e))
(II1.145)

Preuve
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Considérons € 1 et € > 0. Supposons de plus que €°(y) est continue au sens de Dini dans
B(x,e) pour ¢ suffisamment petit. Nous avons alors d’apres la definition (III.1), la propriété
suivante

2 0 0 0 ®w(e )
V(y1,y2) € B(z,e)”, |le"(y2) —e (y)ll Swl(e™, [lyz —u1ll)  avec A dr < 400
(IT1.146)
Il est de ce fait possible d’écrire que,
0 h) — 0 0 h
Vy € B(x,c/2), Vh € B(0,¢/2), 1 WM =Wl wie . [hl) (IIT.147)

itdl =Rl

En faisant tendre b — 0, on montre du coup que €°(y) admet une dérivée au sens des distribu-
tions, intégrable [Schwartz65]. Appliquons alors la formule d’Ostrogradsky (I1.23) a la définition
(II1.144) en remarquant que X(r) = C : VU(r).

Wél)sg(:n) = / ij (y —x) e% (y) dVy —i—/ﬂ CijabUf’b(y —x) E%(y) avy
1
= /Q Sy — o) e (y) dVy + /SCijabUf(y — )y €5;(Y)j0, dSy
2

—/Q CijabUc’f(y— ) € Ub( ) dSy (II1.148)
1

Les deux premieres intégrales sont différentiables par rapport a & pour tout € Q, vu que
I'intégrande étant C'*°, il est possible de dériver sous le signe somme. Le terme de support €y
I'est également compte tenu du résultat (II1.11) et il vient alors

WM (a >——/ s (y— ) £%(y) dVy,

/ CijabUsi(y — @)no(y) (y)jo, dSy + /Q CijabUsi(y — @) €i;(y) dVy  (111.149)
1

Toute la démarche consiste a présent a réexprimer ces quantités en éliminant les termes en
Ve%(y). En effet les opérateurs intégraux apparaissant dans 'expression (I11.149) font intervenir
la dérivée de €°(y) sur laquelle on ne dispose que de trés peu d’informations. On ne peut
quaffirmer que Ve0(y) est intégrable, ce qui est insuffisant pour pouvoir appliquer le lemme
(II1.3). En reprenant une démarche que 'on peut trouver dans [Bui et al.70], le terme de volume
est ainsi reformulé de la maniere suivante

/ CijabUc]f,z(y - ) €4, b(Y) dVy = / CijabUZZl(y —x) g?j,b(y) dvy
91 Qi1\B(z,e)
+ CijanU, (y —x) e Z]b( ) dVy  (I11.150)

QlﬁB

Le noyau VU (r) étant borné sur €y \ B(x, ), nous pouvons appliquer le théoreme d’ Ostro-
gradsky (I1.23) a l'intégrale de support Qq \ B(x,¢), pour aboutir & I’expression ci-dessous.

/ CijabU(]Zl(y —x) 5?j,b(y) dVy = / CijabUc’f,l(y —x)np(y) 5?3'(?/) dSy
Q1\B(x,e) O(Q1\B(z,¢))

- / CijanUb(y — ) e)i(y) dV,, (IIL.151)
Q1\B(xz,e)
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Quant a lintégrale sur Oy N B(x,¢), on écrit finalement que

/ CiiaUb1(y — ) €);,(y) dVy, (I11.152)
QiNB(x,e)
= / CijanUs1(y — ) mp(y) [£3;(y) — &3 (2)] dSy

O(Q1NB(x,e))

- / CoimUk iy — ) [€%(y) — &% ()] dVy,
Qi1NB(x,e)

En remarquant que S = 9(Q; \ B(x,¢)) Ud(21 N B(x,€)), nous pouvons regrouper les termes
surfaciques qui finalement s’éliminent exepté le terme libre en €°(z). On obtient alors

W@ = [ oo Sw - [ she- o) )
QQ Ql\B(:l:,E)
[ Shwee) ) - @) av, <) | CrjuUt(y —2) mo(y) dS,
QiNB(x,e) O(Q1NB(x,e))

(II.153)

L’intégrale de surface peut étre reformulée de la maniére suivante, en utilisant une intégration
par parties (I1.20) pour faire apparaitre le noyau %(r)

/ CijanUl 1 (y — ) my(y) dSy
O(Q1NB(x,e))

= Cijab / DblU(f(y —x) dSy +/ Efj(y —x) ny(y) dSy (111.154)
O(Q1NB(x,e)) O(Q1NB(x,e))

Le premier terme du membre de droite disparait, vu que S est fermée et il vient finalement
I'expression (II1.145).

Quant a la continuité de VW2(1)€0 (), celle-ci résulte de 'application du résultat (II1.2). En
effet pour « € 21, 'intégrande du potentiel surfacique est uniformément bornée, ce qui assure
la continuité de ce terme. Il en va de méme pour les intégrales de support Q; \ B(x,¢) et Qo.
Le terme défini sur 0y N B(x,¢) est traité en utilisant le lemme (I11.4).

|

Représentation extérieure

Le traitement du potentiel extérieur se fait de maniere similaire. Rappelons néanmoins, que
nous supposons que la taille de la zone plastique reste finie. Mathématiquement cette hypothese
revient & considérer €°(y) de support borné (voir paragraphe II.2), ce qui se traduit par la
propriété suivante

JOYCQy avec mes(Q) < +oo, Yy € N\ (2 UNY), e2(y) =0 (III.155)

Le potentiel extérieur de seconde espece peut alors se réécrire sous la forme suivante, avec Q9
borné, ce qui permet d’obtenir le résultat (III1.13)

W§2)52(33) = /QO Efj(y — ) E?j(y)lﬂz dVy "‘/Q ij(y — ) E%(y)ml dVy (IIL.156)
1

2
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________

Figure II1.2 : Définition de €29

Resultat 111.13

Si E?QQ (y) € Di(£3), alors le potentiel volumique de seconde espece W§2)EO(:D) est de classe
C1(£22) et on a pour tout = € s

2
WP @) =~ [ Shiw-o) b avy - [ shily o) i) v
o3 Q9\B(xe)
[ sy ) - @) vy - @) [ Shy — ) mly) ds,
QINB(z,e) A(Q9NB(x,¢))

(I11.157)

Preuve

Vu que 2 est borné et tenant compte de la relation (I11.156), le résultat (II1.13) est obtenu
de maniere analogue a (II1.12).

|
Comme lors de I’étude des potentiels surfaciques, les expressions du gradient des potentiels
de seconde espece intérieur et extérieur, font intervenir un parametre € qui peut étre éliminé en

le faisant tendre soit vers 0 soit vers oo. Nous retrouvons alors les notions de régularisations
directe et indirecte.

Régularisation indirecte

Les ensembles Q; et 9 étant bornés, lorsque ¢ devient trés grand, il est possible de trouver
€0, tel qu’on ait les propriétés suivantes

QU \B(x,e)=0 et QU NBx,e)=N

II1.158
I\ B(z,e) =0 et QYN B(x,e) =N ( )

Ve > gg, Vmeﬂluﬂg, {
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Les expressions de VWém)eo (x) pour m € [1,2], se mettent alors sous la forme suivante

Wei(e) = = [ Sl —) ) — @) v

1

— | Shiy —x) efily) dVy — (@) | By — ) m(y) dSy (IT.159)
09 S

2

W) () = — / Sy — ) [2(y) — e ()] dVy

- /Q Sy — @) €9 (y) dVy — &% () / Sk (y — z) m(y) dS, (I11.160)

La formulation du gradient du potentiel extérieur peut étre modifiée en tenant compte de la
propriété suivante. Soit R > g¢, 'intégrale de support Qg est réécrite sous la forme

[ Ehity—2) (€0 ~ @) v, = h(a) [ sy — ) dV,
Q) B(a,R)\(21U99)

+ / S5y — ) [0 (y) — ey (x)] dVy,  (IT1.161)
B(m»R)\Ql '

car Vy € B(z,R) \ (21 UQY), €%(y) = 0 et le noyau VE(r) est régulier pour la premiere
intégrale pour y € Q9. Cette derniere devient apres intégration par parties et en tenant compte
des orientations choisies pour 999 et S,

Z?j,l(y —x) dVy = / Ef}(y —x) ny(y) dSy

/B(:c,R)\(QlUQg) 9B(z,R)

- [ Shw—m) ) s, + [ S —a) mi) s, @16

La premiere intégrale du second membre est un tenseur d’ordre quatre, ne dépendant ni de @, ni
de R et est appelé tenseur d’Eshelby pour une boule. Par la suite, on le note dy;;. Il en résulte

alors ’expression de la représentation extérieure de VWég)so(a:) avec R — oo.

WPe@) = [ =i - =) () - @) v,

Qo

- /91 ij’l(y —x) e (y) dVy — &);() <ciklij — /SEfj(y —x) n(y) dSy> (II1.163)

Ce dernier résultat a été obtenu dans [Sladek et al.98] dans le cas d’un solide élastique anisotrope
soumis & des déformations ou contraintes initiales. Rappelons brievement que dans le cadre de
I’élasticité isotrope, on a

- 1
drlij = ) [(1 — 5)0k16i5 — (4 — 5v)(6pidij + 5kj61i)] (I11.164)

15(1 —v
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Régularisation directe

On considere a présent le processus de passage a la limite ¢ — 0. Pour ¢ suffisamment petit,
nous avons pour € ), la propriété Q,, N B(x,e) = B(x, &) car x est un point intérieur a Q,,.
Le terme libre se réduit alors au tenseur d’Eshelby et 'intégrale de support B(x,¢) disparait
quand € — 0. Il en résulte que le terme de support €, \ B(x,¢) reste borné lorsque ¢ devient
petit et il vient finalement [Bui78] pour € R3\ S,

avec vp / E%l(y —x) egj(y) dVy = lim E%l(y —x) 5%(y) A
R3 €20 JR3\ B(z.¢)

Cette formulation est prédominante dans la littérature et est utilisée dans des nombreux travaux
sur les éléments finis de frontiere appliqués a la résolution de problemes élastoplastiques. On
peut notamment citer [Telles83], [Cruse et al.86a], [Banerjee94] et [Leitao94].

Remarque III.14 Le principal inconvénient de cette formulation, est de ne pouvoir donner
d’informations de VWém)EO (z) au voisinage de S, vu qu'’il existe & la connaissance de 'auteur
aucun résultat analogue au théoréeme de convergence dominée de Lebesgue pour des intégrales
singuliéres, du moins définies au sens de la valeur principale de Cauchy. O

TRACES DU GRADIENT DU POTENTIEL VOLUMIQUE DE SECONDE ESPECE

Le potentiel volumique W1e®(x) est parfaitement défini pour un point de S et est continu &
sa traversée. Il n’en est pas de méme pour VW1e?(x) dont il est nécessaire d’évaluer les traces
de part et d’autre de S pour déterminer le gradient du champ de déplacement sur la frontiere,
lors de I'obtention de I’équation intégrale en vecteur-contrainte ou de la représentation intégrale
des déformations sur S.

Dans la suite de ’exposé nous considérerons uniquement la forme régularisée compte tenu de
la remarque (II1.14). Nous montrons que nous sommes alors capable d’obtenir une formulation
singuliere et réguliere de trace 7'V V1e0(z2).

Représentation intérieure

Envisageons tout d’abord la représentation intérieure et considérons une suite de points
(Zn)nen € Q1 tendant vers z € S. Nous obtenons alors la limite suivante.

Resultat I11.14

Soit z un point régulier de S et soit € un réel arbitraire positif arbitraire. Si les densités
EIOQm (y) sont continues au sens de Dini dans €, alors la représentation intérieure VWS)EO ()

est prolongeable par continuité en S au point z et en désignant [[€°]](2), Pamplitude de discon-
tinuité du champ de déformations initiales & la traversée de S, i.e. [[€°]](2) = 5?92 (z) — €|OQI (2).
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on a ’expression suivante

. 1
WWa(z) = lim WiV (@) =~ /Q Zhily—2) ()~ <()a, ] 4%
— | SE - 2) [€(y) — %(2)a, | dVy — duij €%(2)0
0, i, ij ij [Q2 Yy 1] ij |Q2
i [[e%]](z)( / e Bl 2) m) -+ () Bz

" /sma(z,g) S5y — =) [(y) —m(z)] dVy> (111.166)

Preuve

De maniere analogue a I’étude des potentiels surfaciques, considérons z un point régulier de S.
En reprenant les notations du paragraphe (II.1), il existe alors une représentation paramétrique
normale (U, , R) pour laquelle z € U et z = (1, a(n)). Introduisons € > 0 tel que (SNB(z,¢)) C
U. Pour z € Q) suffisamment proche de z, nous avons & = (7, a(7]) + h) et y = (£, a(€)) avec
(£,7) € (Ba(0,d))? et —1 < h < 0. On introduit également le point de la frontiére 2 défini par
z = (7,a(7))

Soit € > 0. Le point z étant régulier, la représentation intérieure de VW5e%(x) est alors
donnée par la somme des termes suivants.

Iy (@) = - /Q Sy — @) [ef(y) — ()] dVy, (I11.167)
(1) _ k o 0
1@ == [ Shiw—=) ) v, (I1L.168)
2

1" (@) = —<Y () / SE(y — =) ni(y) dSy (I11.169)
S\B(z,¢)

Iy (@) = —(x) / SE(y — ) [(y) — mi(2)] dSy (111.170)
SNB(z,e)

1@ =@ m@ [ she-o)ds, (IL171)

SNB(z,e)

Les restrictions de la densité €%(y) a €, étant de classe Di, on vérifie aisément qu’elles sont
uniformément continues sur Q,, et qu’elles admettent de ce fait, une valeur en z de part et
d’autre de S, notée E?Qm(z). Ceci étant, on montre sans difficulté en utilisant le résultat (II1.2)
et les propriétés spécifiques a la représentation normale introduite (II1.4), que

lim I (z) = —°, / Sk (y — d IIL172
mEfllllnﬁz kl ({L') 62] (Z)Kh S\B(Z’g‘) Z](y w) nl(y) Sy ( 7 )

lim 15" (@) = —%(2)0, / SE(y — 2) [mi(y) —mi(2)] dSy (IT1.173)
rEN —2z SNB(z.¢e)

lim I} (x) = —BU)(2.¢€) €%(2)j0,m(2) (IT1.174)

e —2z
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ol le terme libre B("™) (2, &) a été introduit lors de Pobtention du résultat (IIL.8). Il nous reste
a traiter les termes de volume.

La continuité de I (z) est obtenue en appliquant le lemme (II1.4), ce qui nous permet
d’écrire la limite ci-dessous.

xe—z

im 1@ =~ [ S 2) [0 - @0 dv (IL.175)
1

Le terme IU7) (z) pose plus de problemes et il n’est pas vraiment possible d’exhiber une domi-
nante intégrable vu que V3(7) est singulier d’ordre 3. Nous allons alors envisager une technique
de régularisation analogue a (II1.8). Mais avant toute chose, remarquons que pour R suffisam-
ment grand

Iy (@) = ~ / Sy — ) &;(y) (I11.176)
(%.R)\

car les déformations initiales sont supposées nulles en dehors du domaine Qg. Il est alors possible
de reformuler le terme IU7) (z) sous la forme suivante.

II -
(@) = - / SE oy — ) [ (y) — €% (2)10,) dVy
B(z,R)\{1
— e (2, / S5y — =) dV,  (ITL177)
B(z,R)\

On montre par une démonstration analogue a celle du lemme (I11.2), que la limite de la premiere
intégrale du second membre quand & — z est donnée par

y Sk — ) [ 20 () — &0 ()0 1 dV.
wEfllrlnﬁ\z B(z,R)\1 ZJal(y CC) [qu(y) EZJ(Z)|Q2 ] v

:/( ne Sy = 2) [(y) — ()i, | dVy  (IL178)

Le terme libre restant admettant une intégrande réguliere pour & € {21, on peut appliquer le
théoreme d’Ostrogradsky (I1.23) et il vient alors en tenant compte des conventions d’orientations
sur S.

/ 22] l( ) dVy - dklzg / Efy(y - x)nl(y) dVy (111179)
(z, R\ S
La limite pour x tendant vers z de l'intégrale de support S est finalement traitée de maniere

classique en exluant un voisinage de la forme B(z,¢). On obtient en définitive pour le terme
IUD (), la limite suivante

i 7D :_/ sk (g — 0 (4y) — £0 v,
I R () B(2.R)\h i1y = 2) [eij(y) = eij(2)j0, | dVy

_ <€?]-(Z)|Q2 <Ciklij — /S\B( )Efj(y —z) y(y) dVy — ny(z) Bg;,i(z,e)

[ ) ) - ) ) (s
SNB(z,)
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R étant un parametre arbitraire, il est possible de I’éliminer en le faisant tendre vers l'infini. Il
ne nous reste alors qu’a regrouper les différents termes pour en déduire la relation (I11.166) et
finir la démonstration.
|
Nous pouvons alors obtenir une représentation ne présentant que des intégrales régulieres,
en faisant tendre e vers oco. Ce type de régularisation peut étre trouvée dans les travaux
[Poon et al.98b], [Poon et al.98a], [Huber et al.96] et [Sladek et al.98], pour 'obtention d’une
représentation du champ de gradient des déplacements en un point de la frontiere S. Notons
que 'hypothese de régularité de S en z, joue un role essentiel.

Représentation extérieure

Un résultat analogue & (II1.14) concerne le prolongement par continuité de la représentation
extérieure de VW2(2)60 (y). On obtient ainsi le résultat suivant.

Resultat I11.15

Soit z un point régulier de S et soit € un réel arbitraire positif arbitraire. Si les densités

sfﬂm (y) sont continues au sens de Dini dans (),,,, alors la représentation intérieure VW2(2)50 (x)

est prolongeable par continuité en S au point z et on a

. 2
WWeed (2) = lim WP (x) = — /Q SE oy —2) [5(y) —%(2)0, | dVy,
1

reQr—z

- / Sy — 2) [0 () — (2, | dVy — duiy <%(2)j0,

Qo

n ue?jmz)( / e Ty 2) m) 4 () B0

" /SDB(z,a) Eg(y a Z) [nl(y) B nl(z)] dVy> (111181)

Preuve
La démonstration est obtenue de maniére analogue a celle du résultat (II1.14) en reprenant
I'expression (II1.163) pour VWQ(Q)EIO(CC).
|
On peut noter que les expressions (II1.166) et (II1.181) peuvent s’écrire de manieére condensée
sous la forme suivante ou m désigne soit 1 ou 2.

WWeed (z) = lim  WEMed (2) = - / SE oy —2) [e%(y) — % (2)0, | dVy

TEQm—2 o

- /Q S (- 2) [ 9(w) — % (2, ] dVy — duij <% (20,

2

=) ( / o By %) m) Y+ () B (e

+ /S . S5y — 2) [u(y) — m(2)] dvy> (111.182)
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Comme pour les potentiels surfaciques, le parametre € peut étre éliminé au moyen de deux
processus de passage a la limite € — oo et € — 0. Ce dernier se révele tres intéressant pour la
remarque (I11.15). Quoiqu’il en soit nous avons alors

el (2) = — /Q SE (- 2) [9(9) — (2, | 4V,

1

- / ij,l(y -z) 5%(3!) - E?j(z)\ﬂz ] dVy — ‘zklij 5?j(z)|ﬂz

Q2

+ HE%H(Z)< BE}Z’(z)nz(z) - vp/SEfj(y —z) my(y) dVy ) (I11.183)

La relation (II1.183) peut étre reformulée de maniere a ne faire intervenir que des opérateurs
intégraux singuliers qui sont plus intéressants pour les études théoriques (voir [Bui et al.70] et
[Schwab et al.92a]). Il est en effet possible d’écrire pour m € [1, 2]

/Q Efg;l(y —z) | 5%(’!4) - S?j(z)mm ] dVy = VP/Q Efj,l(’y - z) 5?;'(1/) dVy

m

+ );(2)j0,, lim SE(y—z) dV, (IIL184)
=0 JQ,\B(z,e)

On procede alors & une intégration par parties sur le seconde intégrale en utilisant le théoréeme
d’Ostrogradsky (I1.23) et il en résulte les égalités ci-dessous

[ shw-adman - [ shy- 2 ds,
Q1\B(z,) S\B(z,¢)
+ / S5y — 2)mi(y) dS,y (I11.185)
Si(z,e)
[ - S ah=dge) - [ Sk ds,
Q\B(z,¢) S\B(z,¢)
+ / S5y — 2)mi(y) dS,y (I11.186)
Sa(z,e)

ot on rappelle que S,,(2,¢) = O, N OB(z,¢). En regroupant les différents termes et en faisant
tendre ¢ — 0, il vient finalement 1’expression de la trace de part et d’autre de S de VWse®(z)
sous forme singuliere.

WWaed (2) = = —vp /Q SE (g — 2) &% (y) dVy — vp /Q SE (g — 2) & (y) dVy,
1 2
7(m 7 7(2
+ B (2)mi(2) [[91)(2) + hig(2) €(2)j, + high(2) €% (2)j0,
avec ﬁglyzj)(z) = lim ij (y — z)ni(y) dSy (IT1.187)

£20J8m(2.)

Notons simplement que la somme de ﬁ(l)(z) et fz@)(z) est égale au tenseur d’Eshelby c~l(z) et
ﬁ(m)(z) joue un roéle analogue a é(m)(z) défini dans le paragraphe IV.1 pour le potentiel de
double couche. Il est également important de rappeler que I'expression (II1.187) n’est valable

qu’en un point régulier de S.
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Remarque III.15 Evaluons le saut & travers S de la dérivée conormale de Whe®(x) défini par
la relation ci-dessous, en choisissant la normale extérieure a {2y comme normale de référence.
Nous avons ainsi

([CabWaeR )] (2) = Capial o Waep (2) — o Waep 1 (2) Ine(2) (II1.188)

On constate que le seul terme faisant intervenir un terme de discontinuité dans les expressions
(ITI.187) est " (2z). Il vient finalement

[CabkiWVaeR m])(2) = Caprn(2)nu(2) CijpgPpar(2) [[3]](2)
= Capijnn(2) [[e3j]](2) (II1.189)
On retrouve bien la discontinuité introduite dans le chapitre II lors de ’obtention de la représen-
tation intégrale du champ de déplacement. [l

II1.3.4 Remarques et commentaires

Ces commentaires concernent les résultats obtenus quant a la dérivabilité du potentiel de
seconde espece Whe?(x) et de son comportement au voisinage de la surface S. Notons tout
d’abord que les formulations obtenues sont relativement lourdes mais permettent en contre-
partie d’imposer des conditions de régularité des densités volumiques garantissant la continuité
du gradient, ce qui est d’'une importance capitale pour la mise en ceuvre numérique.

Notons qu’au cours de la démonstration des théoremes (II1.12) et (II1.13), nous avions obtenu
une représentation de VWse%(x) faisant intervenir le gradient des déformations initiales. Nous
étions malheureusement incapable de conclure sans imposer des hypotheses plus séveres sur la
régularités des densités volumiques, ce qui nous a poussé dans les développements précédents.

Rappelons brievement, que le potentiel W1e®(x) peut se mettre sous la forme ci-dessous,
expression obtenue apres application de la formule d’Ostrogradsky sur 2; et €22 et en tenant
compte du fait que toute fonction continue au sens de Dini, admet une dérivée intégrable.

Vo € B3\ S, Whel(z) = — /S Ciran U (y — 2)m(w) [%]](w) dS,

_/Q Cijab Uy (y — ) 5?j,b(y)|ﬂl dSy _/Q Cijab Uy (y — ) 5?j,b<y)|Qz dSy (111.190)
1

2

Comme précédemment, ces termes sont dérivables au sens des distributions et il est finalement
possible d’écrire

Vo € RP\ S, Waey (@) = /Scijab Uiy — z)np(y) [[e5]](y) dSy

+ /Q Cijab Uty — @) €;4(y) 10, dSy + /Q Cijab U1y — @) &;4(y)j0, dSy  (I1191)
1 2

Remarque IT1.16 La quantité (II1.191) étant strictement équivalente aux expressions sin-
gulieres (II1.145) et (II1.157), les résultats concernant ces dernieres sont directement trans-
posables a la nouvelle formulation, ce qui justifie a posteriori I’étude précédente. O
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Aussi curieux que cela puisse paraitre, cette représentation du gradient de Wge?x) n’est jamais
énoncée et ne peut étre trouvée que dans [Bui et al.70]. En fait, ’évaluation de gradient de
€%(y) n’est généralement pas trés intéressante du point de vue de la mise en ceuvre numérique,
ce qui peut justifier ce constat mais nous montrerons dans le chapitre IV que ces expressions
pourront étre considérablement simplifiées.

III.4 Formes explicites des équations intégrales

Les sections II1.2 et II1.3 ont permis d’obtenir les valeurs des prolongement par continuité en
tout point régulier de la frontiere S des opérateurs surfaciques et volumiques, intervenant dans la
représentation intégrale de tout champ de déplacement, solution des équations de Lamé-Navier.
D’un point de vue mathématique, ces résultats sont alors suffisants pour déteminer les équations
intégrales du probleme d’évolution élastoplastique, vu que pour une variété polyedrale de classe
NO1 les points sont réguliers presque partout.

Compte tenu des résultats obtenus précédemment, il est grand temps de donner les relations
(IL.57) sous une forme explicite. Il convient de distinguer les méthodes directes, des méthodes
indirectes et nous montrons que la structure du systeme d’équations intégrales du probleme
n’est pas unique et résulte d’un choix [Wendland87a]. Nous n’envisagerons que les formulations
résultant du processus de régularisation directe, i.e. faisant clairement intervenir des opérateurs
intégraux méme singuliers.

I11.4.1 Méthodes directes

Rappelons brievement le résultat (IL.5). Soit = Q,, avec m = 1 ou m = 2, un domaine
borné ou non de R3 de frontiere finie S. Alors le champ de déplacement w(x) solution des
équations de Lamé-Navier admet la représentation intégrale suivante dans (2.

Va € Q, u(e) = /S Uk(y — @) Li(y) dS, — /S THy,y — ) w(y) dS,

+ /Q Uf(y — @) pfily) dVy + /Q Sy — o) el (y) dvy,  (I152)

En utilisant les résulats des paragraphe II1.2 et I1I1.3, il est alors possible de déterminer les traces
sur S de la représentation intégrale (I1.52) et de son gradient, représentant les limites de ces
expressions lorsque & € Q — z € S. Il vient alors pour (@,t) € Di'(S) x Di(S), les relations
ci-dessous.

e Trace de u(x) sur la frontiére

ue(2) = = dg(z) — Vp/STi"“(y,y — z) U;(y) dSy + /SUZ“(y — z) ti(y) dSy

N | —

+ /Q Uk = 2) pfiw) dV + | Sy —2) ) dv; (I11.192)
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e Trace de Vu(x) sur la frontiére

1

uk(z) = 5 (@kli(z)fi(z) + \I/kh-j(z)Dj&i(z)> + pf/s Z%Ay —z)n;(y) u;(y) dSy

_ vp/SUi]fz(y —z) ti(y) dSy — /Q Ufl(y — 2) pfi(y) dVy + hai(2) el (2)
1
_ Vp/(]2§j7l(y - Z) 5?](1/) dVy + 5 Ciqu@qu(z)nl(z) gfj(z) (111193)

avec Bklij(z) = ;1_1% - )ij(y — z)ny(y) dSy
Z,E

Ayant le gradient de u(x) sur la frontiére, on détermine simplement le vecteur-contrainte sur S
et on obtient tout calcul fait

tr(2) = Criap (Vua,b 15(2) — 5§b(z)) ny(z)

- 1
=0 [ m(#) OG0y = 2y ) Taly) dSy + k(=)

- VP/S”I(Z)Z@(?J - z) Ez(y) dSy — /in(z)Z};l(y —z) pfi(y) dVy

+ Grij(2) €7;(2) — vp[)nl(z)CklabE%7b(y —z) epi(y) dVy (I11.194)

avec la définition suivante du terme libre g(z)

gkij (z) = Cliab <l~1abij(z) + % C’iqu@pqa(z)nb(z)> nl(z) (111.195)

Si u(x) donné par la représentation intégrale (I1.52) est la solution du probleme élastique aux-
iliaire avec déformations initiales, nous pouvons alors écrire les égalités suivantes,

u(z) (2) pp.z€S; et t(z)=t(z) pp. z€S,

~0u -0 (I11.196)
u(z)=u(z) pp.z€S, et t(z)=t(z) pp. z€S:

Si on effectue un rapide bilan des équations et des inconnues du probleme on constate que si
on écrit simultanément 1’équation intégrale en déplacement (Displacement Boundary Integral
Equation - DBIE) et I’équation intégrale en vecteur-contrainte (Traction Boundary Integral
Equation - TBIE), on aboutit & un systéme sur-déterminé et il y a deux fois plus de relations a
satisfaire que d’inconnues du probleme.

On choisit alors de satisfaire la moitié des équations provenant de I’écriture de (I11.192) et
(IT1.194), ce choix étant a priori arbitraire. Bien évidemment, la solution du probléme vérifiera
toutes les équations. Pour une résolution approchée du probleme, les relations non-satisfaites,
constitue un bon indicateur d’erreur.

Sans oOter le caractere général de cette étude et pour ne pas alourdir inutilement les expres-

sions, nous supposerons que les forces de volume pf(x) sont nulles.
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SYSTEME D’EQUATIONS DE FREDHOLM DE PREMIERE ESPECE

On se propose de satisfaire les relations découlant directement des conditions aux limites
du probleme et revenant & écrire u(z) = @%(2), p.p. z € Sy et t(z) = io(z), p.p. z € 5. On
aboutit alors a un systéeme d’équations de Fredholm de Premiere espece ci-dessous.

e Equation intégrale en déplacement sur S,

| vty i) ds, - [ Sy - 2niw) ) ds,
Su St
—5 ) - [ Ty -2 i) as, - [ U - 2) ) s,

+ / Sy — 2) &;(y) dVy (I11.197)
Q

e Equation intégrale en vecteur-contrainte sur S;

/S m(2)Shaly — 2) iy) dSy — bt | m(2)Cuan S 4ly - 2ns(v) ily) dS,

St

= / n1(2)CriavX5;5(y — 2)n;(y) @ (y) dSy — vp / m(2)Zj(y — 2) 7 (y) dSy

St

1 - a
5%2(z) + Grij(2) €7;(2) — vp/in(z)CklabEij7b(y —z) epi(y) dVy (II1.198)

u

Le systeme précédent peut ainsi étre mis sous la forme plus condensée suivante.

) 0
K (?) (2) = & (gf’) (2) +£" (pf) (2) + QeP(2) (I1.199)

Dans la littérature, on évite généralement de considérer cette formulation car elle est connue pour
étre mal conditionnée [Bonnet95a] et dans le cadre de la théorie des opérateurs il n’existe pas
de résultats d’existence et d’unicité du probleme. De plus la TBIE fait intervenir un opérateur
hypersingulier.

Il convient néanmoins de tempérer ce constat et il découle de ce systeme d’équations d’autres
propriétés tout & fait essentielles que nous mentionnerons dans le chapitre V. Nous renvoyons
le lecteur aux travaux [Costabel et al.86] et [Wendland87a] pour se faire un idée plus juste du
traitement de systemes d’équations intégrales.

SYSTEME D’EQUATIONS DE FREDHOLM DE SECONDE ESPECE

Cette formulation repose sur I’écriture des conditions aux limites duales de la méthode
précédente. Ainsi on envisage de satisfaire u(z) = w(z), p.p. z € Sy et t(z) = t(z), p.p. z € S,.
On aboutit alors a un systeme d’équations de Fredholm de Seconde espece, prenant la forme
ci-dessous.
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e Equation intégrale en déplacement sur S;

N | —

()= [ Shiy -2t i) dsy + [ Uy - 2) Bw) as,

- [ vky -2 B as, - [ S -2l @) as, - [ he-2) ) v,
St Sy, Q
(I11.200)

e Equation intégrale en vecteur-contrainte sur 5,

[ i) Cuianip(y — 2y () () S, + 5iu(z) ~vp [ m( Sy - 2) ) S,
St Su

= _/5 n(2)Criab X5 (y — 2)n;(y) @ (y) dSy +/ n(2)Sh,(y — z) £ (y) dSy

St

— Grij(2) efi(2) + Vp/Qm(Z)CkzabZ%,b(y —z) ep;(y) dVy (IIL.201)

Ce systeme d’équations admet la représentation formelle suivante

- a0
(;1 + /c> (’;) (z) = £5 <i°> (2) + £ (pf) (2) + QeP(2) (I11.202)

Cette structure est généralement tres intéressante car le terme libre confere au systeme
d’équations un bon conditionnement. La formulation faisant intervenir des opérateurs intégraux
singuliers, on montre dans [Kupradze et al.79], qu’il est possible de se ramener dans le cadre
de alternative de Fredholm aprés régularisation du systeme d’équations. On dispose alors de
résultats d’existence et d’unicité de la solution, issus de la théorie spectrale des opérateurs.

SYSTEMES MIXTES

Bien évidemment, il est possible d’obtenir tous les cas intermédiaires ou le systeme global
peut étre partitionné en deux sous-systemes possedant respectivement une structure de type
Fredholm de premiere et seconde espece.

Dans la plupart des travaux publiés jusqu’a présent, on écrit I’équation intégrale la plus sim-
ple & mettre en oeuvre, la DBIE que fournit la relation (I11.192). Cette derniére n’est néanmoins
plus suffisante pour des probleme de mécanique de la rupture ol ’on observe la phénomene de
dégénérescence de la DBIE et il est alors nécessaire d’écrire la TBIE aux points situés sur la
fissure. Dans [Levan88], la TBIE est appliquée avec succes sur toute la frontiere du domaine et
sur la fissure et la DBIE n’est jamais utilisée.

Nous avons montré dans ce paragraphe, que le systeme d’équations intégrales régissant le
probleme direct n’est pas obtenu de maniere de maniere unique. Nous verrons dans les chapitres
IV et V, qu’il est plus intéressant de résoudre une équation de Fredholm de seconde espéce
pour une méthode de collocation alors qu’une formulation variationnelle induit naturellement
un systeme de Fredholm de premiére espéce pour une méthode directe.
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I11.4.2 Méthodes indirectes

Nous allons brievement donner les équations intégrales obtenues en considérant une méthode
indirecte. Rappelons que les inconnues de frontiere apparaissant dans la formulation n’ont plus
de grande signification physique et peuvent au mieux étre assimilées a des sauts de déplacement
ou de vecteur-contrainte en introduisant le probleme complémentaire. L’écriture des conditions
aux limites se résume alors aux relations suivantes.

u(z) =a%z) pp.z€S, et t(z)=1t(2) pp z€S (IT1.203)

On vérifie alors facilement que selon la variante considérée (voir paragraphe I1.3.1), on obtient
un systeme de Fredholm, soit de premiere espece, soit de seconde espece. Ainsi

EQUuATIONS INTEGRALE POUR LA PREMIERE VARIANTE

En reprenant la représentation intégrale donnée par I'expression et en appliquant les condi-
tions aux limites ci-dessus, il vient finalement le systeme de Fredholm de premiere espéce.

e Equation intégrale en déplacement sur S,

/ Uk(y - 2) Ti(y) dS, — / Sk (y — 2)n;(y) @ily) dS,
Su St

= ud(z) - /Q S5y — 2) ehi(y) dV, (I11.204)

¢ Equation intégrale en vecteur-contrainte sur S;

D | m1(2)Cua By — 2y () () dS, + /S m(2)Sh(y — 2) Gy) dS,

= 10(2) = Grij(2) €5;(2) + Vp/in(z)CklabZ%,b(y —z) ep(y) dVy (1I1.205)

EQUATIONS INTEGRALE POUR LA SECONDE VARIANTE

Le fait de considérer la seconde variante, aboutit & un systeme d’équations intégrales de
Fredholm de seconde espéce, pouvant par exemple étre trouvé dans [Kupradze et al.79]. Les
relations a satisfaire admettent alors ’expression suivante.

e Equation intégrale en déplacement sur S;

— 5w [ S 2 wly) 45, - [ U= 2) i) s,

= ) (z) - /Q Sii(y — 2) eli(y) dV, (I11.206)
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e Equation intégrale en vecteur-contrainte sur S,
1. < - .
— 5tk(2) +VP/S ni(2)X5(y — 2) ti(y) dSy —/S n1(2)Criay 23 (Y — 2)n;(y) @i(y) dSy
u t

= p(2) = Grij(2) €5;(2) +vp /Q n(2)Criab 55 (y — 2) €;(y) dVy (I11.207)

Ces approches sont utilisées dans [Kupradze et al.79] pour obtenir des résultats d’existence et
d’unicité des problemes élastiques définis sur des ouverts réguliers de classe C15.

II1.4.3 Equations intégrales et opérateurs pseudo-différentiels

Au cours de ce paragraphe, nous avons donné une expression explicite des équations intégrales
du probleme données formellemant dans la section I1.3. La structure de ces équations est étudiée
de maniere tres générale dans [Costabel et al.86] et fait intervenir la notion d’opérateur pseudo-
différentiel défini par un symbole, permettant de donner un cadre mathématique propice a 1’étude
d’équations intégrales obtenues. Une introduction tres claire aux opérateurs pseudo-différentiels
peut par exemple étre trouvée dans [Durand83] et dans [Egorov et al.97].

L’objet de ces rappels est de rendre compte des principales propriétés qui résultent de
I'introduction de cette théorie mathématiques et de familiariser le lecteur avec certains con-
cepts qui généralement ne sortent pas de la sphere mathématique. Nous nous contenterons
de définir la notion d’opérateur pseudo-différentiel en suivant [Egorov et al.97] et de donner
quelques remarques justifiant ces définitions.

Definition III.2

Un opérateur P(x, V) est pseudo-différentiel dans 2, un ensemble ouvert borné de R™ avec
n € N, g’ est de la forme suivante

p(x.€) f(y) Y8 dy dg
(IT1.208)

P.9) f(o) = L (0.6 Fenel©) = 5

n n

ou p(x, &) est appelé symbole satisfait la condition suivante
Im €N, Y(a,8) e N?,  [|VEVEp(x,&)| < Cap (1+ [1€])™ (IT1.209)

pour tout £ € R" et € K, avec K un ensemble compact de €. L’entier m est appelé ordre de
Popérateur P(x, V).

L’ensemble des symboles d’ordre m est noté S™(£2). On vérifie aisément que si P(x, V) est
un opérateur différentiel linéaire introduit dans la section I1.2.2, son symbole sera un polynoéme
de degré m en £. La notion d’opérateur pseudo-différentiel est donc une extension du concept
d’opérateur différentiel linéaire.

Un opérateur pseudo-différentiel P(x, V) de symbole p(x, &) d’ordre m est dit classique s’il
vérifie les conditions suivantes.

j=N
YN €N, p(z,€) — > pj(x.£) € S"N(Q) (I11.210)
7=0
avec VjeN, Vt <0, V€ #0, pj(x,t§) = tm—j pj(z,§) (IT1.211)

La fonction po(x, £) est appelé symbole principal.
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Une propriété analogue a la caractérisation des opérateurs différentiels linéaire peut alors
étre écrite pour les opérateurs pseudo-différentiels. Cette propriété tres intéressante s’énonce de
la maniere suivante.

Resultat I11.16

Soit P(x, V) un opérateur pseudo-différentiel de symbole p(x, &) € S™(Q2). Alors pour toute
fonction lisse h(x) € C§°(R™), il existe C' > 0 tel que

Vs € R, Yu(z) € H*(R), ||h(z) Pz, V)u(@)| gem < C ||ul| g (I11.212)

autrement dit pour tout s € R nous avons continuité de l'application P(z,V) : H*(R") —
Hs—m(Rn).

On montre dans [Schwab et al.92a] que tout opérateur pseudo-différentiel classique peut étre
interprété comme un opérateur intégral, le noyau de ce dernier étant alors la transformée de
Fourier inverse par rapport a & du symbole p(x, £). Si le noyau n’est pas intégrable, il convient
de considérer une régularisation du noyau au sens des distributions (voir [Schwartz66]) et on
retrouve naturellement les conditions de Giraud-Mikhlin en imposant a la régularisation du
noyau d’étre une distribution homogene.

De nombreux résultats issus de la théorie de Fredholm [Mikhlin et al.86], de la régularisation
des noyaux singuliers [Kupradze et al.79] et de I'introduction d’opérateurs intégraux trées sin-
guliers [Schwab et al.92a], découlent directement de la théorie des opérateurs pseudo-différentiels.
Nous renvoyons le lecteur aux premiers chapitres de [Egorov et al.97] pour s’en convaincre.

Ayant défini les opérateurs pseudo-différentiels sur un domaine, on étend cette notion sur
une variété différentielle en considérant un atlas (Uiaﬂi)ieu, M) et en localisant 1'opérateur au
moyen de la partition de 'unité. On retrouve cette démarche dans [Wendland87a].

Il est également possible d’étendre la notion d’ellipticité forte définie pour les opérateurs ellip-
tiques différentiels linéaires. Rappelons que cette derniere entraine 1’inégalité de Garding perme-
ttant d’obtenir les résultats d’existence et d’unicité du probleme élastique [Necas67]. Ces notions
sortent largement du cadre de ce travail et le lecteur désireux d’approfondir ces notions pourra
se référer aux travaux de [Costabel84], [Costabel et al.86], [Wendland87b], [Wendland87a] et
[Costabel88] pour un exposé sur I'obtention d’une inégalité de Garding relative aux opérateurs de
frontiere apparaissant dans les différents systemes d’équations intégrales du probleme élastique
fictif introduit au début de ce paragraphe.

Conclusion

L’étude du comportement de la représentation intégrale de u, 1 et de son gradient au voisi-
nage de points réguliers de la frontiere d’un domaine polyédral est une étape indispensable vu
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que les points réguliers constituent la quasi-majorité des points surfaciques. Cette étude menée
dans ce chapitre a permis d’aboutir aux résultats suivants :

e Comportement des potentiels surfaciques

o Nous avons présenté et mis en ceuvre une méthodologie générale permettant d’obtenir un
prolongement par continuité des potentiels surfaciques aux points réguliers de la frontiere.
Cette technique basée sur le théroreme de convergence dominée de Lebesgue et sur un
développement de Taylor de la densité surfacique présente le principal intérét de pouvoir
regrouper les approches qualifiées de directe et indirecte dans un méme formalisme et de
montrer qu’elles correspondent & deux cas limites d’un processus de régularisation plus
général.

o Nous avons pu mettre en évidence les conditions nécessaires et suffisantes portant sur la
densité surfacique pour qu’un tel prolongement soit possible. La continuité au sens de Dini,
plus faible que la continuité héldérienne, joue un role déterminant et permet d’aboutir au
résultat.

¢ L’indépendance de la forme du voisinage d’exclusion dans le processus de régularisation,
établie dans le cadre de la théorie du potentiel scalaire, a été étendue au probleme élastique.
Bien évidemment ce voisinage d’exclusion doit garder une forme homothétique au cours
du passage a la limite ¢ — 0.

¢ Nous avons introduit une notion de partie finie plus générale que les définions classiques
et qui présente I’avantage d’étre une quantité intrinseque au noyau de 'intégrale singuliere
considérée.

e Comportement des potentiels volumiques

o Il a clairement été montré que l'utilisation de la théorie des distributions dans 1’étude de
la dérivabilité des potentiels volumiques, permet d’aboutir directement au résultat.

o Nous avons établi que les formulations singulieres et régularisées du gradient du potentiel
volumique de seconde espece sont obtenues a partir d’'une expression plus générale.

¢ Afin de pouvoir écrire I’équation intégrale en vecteur-contrainte pour un probleme élasto-
plastique, une expression singuliere et régularisée de la trace sur la frontiere du gradient
du potentiel de seconde espéce ont été établies.

e Equations intégrales du probleme

o Les systemes d’équations intégrales apparaissant pour les divers formulations envisagées
dans le précédent chapitre ont été donnés de maniere explicite sous forme singuliere.
Deux structures particulieres ont été mises en évidence : les systémes d’équations inté-
grales de Fredholm de premiere et de seconde espece, possédant des propriétés différentes
[Chen et al.92].

o Pour la méthode directe, nous avons montré qu’un choix se posait quant a 1’écriture en
un point de la frontiere, soit de la DBIE, soit de la TBIE et que la nature du systéme
d’équations intégrales obtenu dans chacun des cas differait. Nous verrons dans les prochains
chapitres, que la méthode de résolution mise en ceuvre conditionne grandement ce choix.
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Par la suite, nous ne considérerons que les méthodes directes car les densités surfaciques
représentent directement le déplacement et le vecteur-contrainte sur la frontiere, ce qui donne
une signification physique aux densités surfaciques et permet d’envisager un couplage simple
avec les méthodes de type éléments finis de domaine.



Chapitre IV

Résolution par une méthode de collocation

Introduction

Ce chapitre traite d’une nouvelle méthode de résolution du probleme d’évolution élasto-
plastique utilisant une approche par collocation. Rappelons que cette derniere consiste & intro-
duire une approximation de type élément fini des champs inconnus et a écrire que les équations
régissant le systeme sont vérifiées en un certain nombre de points dont le nombre est au moins
égal au nombre d’inconnues nodales du modele. Il s’agit de 'approche utilisée dans de tres
nombreux travaux du fait que le formalisme par équations intégrales s’y préte naturellement.

Dans le but de développer une méthode simple et systématique, nous chercherons toujours
a confondre les points de collocation et les points définissant le maillage. Nous nous proposons
également de développer une formulation permettant d’écrire indifféremment la DBIE et la TBIE
en un point de la frontiere pour un probléeme élastoplastique, de maniere a pouvoir envisager
tous les systemes d’équations intégrales présentés dans la section II1.4. Il est intéressant de noter
que la TBIE obtenue, indispensable pour 1’étude des problémes en mécanique de la rupture, est
tout aussi importante en ’absence des fissures. En effet, cette équation utilisée en bonne alter-
nance avec la DBIE permettra d’obtenir un systeme final de Fredholm de seconde espéce dont la
stabilité est bien établie en analyse numérique. Rappelons de plus que la TBIE est intimement
liée a l'obtention d’une représentation intégrale du gradient du champ de déplacement sur S
(Gradient Boundary Integral Representation - GBIR).

Les résultats du paragraphe II1.2 ont montré la nécessité de vérifier I'hypothése w,41 €
Dil'(S), soit de facon équivalente Rit, 1 € Di%(S), en tout point de collocation régulier, hy-
pothese assez forte puisque 'utilisation brutale des éléments finis classiques permet seulement
de réaliser la condition 1,1 € C%P(S). D’autre part, négliger cette condition peut entrainer
des résultats numériques peu satisfaisants [Krishnasamy et al.92b] et dépendants du maillage
[Sladek et al.96].

Une des tentatives les plus naturelles en élasticité qui consistait a introduire les éléments de
Overhauser [Liu et al.91] satisfaisant par construction 4,1 € C15(S) n’a pas été tres conclu-
ante dans la mesure ou ces éléments sont difficiles & mettre en ceuvre numériquement. En fait,
[Polch et al.87] ont été les premiers & proposer un procédé efficace pour vérifier Rit, 1 € C%3(S),
cependant leur formulation n’est valable que sur les parties régulieres de S.

La situation se complique encore en plasticité, car il est indispensable d’évaluer la trace sur
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S du potentiel volumique VWQE?; _H(ac) pour obtenir une représentation intégrale du champ
gradient du déplacement sur la frontiere. Ce dernier point est tres délicat puisqu’une intégrale
de frontiere de noyau singulier 3(y —x) ® n(y) apparait dans la formulation. Tres tot, [Telles83]
a par exemple indiqué une méthode simple de calcul des tenseurs complets de déformation et
de contrainte a la frontiére connaissant les quantités surfaciques (ﬁn+1,zn+1,€g +1)- Cepen-
dant, [Guiggiani94] a déja montré en élasticité que si cette méthode n’impliquant que des cal-
culs algébriques est simple, elle ne fournit pas de résultats assez précis et qu’il est préférable
d’obtenir les champs € et o a ’aide d’une représentation intégrale. Ce constat est confirmé dans
[Foerster et al.94], ou il est clairement établi que pour des problémes fortement non-linéaires,
I’évaluation des champs de déformation ou de contrainte dans € doit étre réalisée de facon
cohérente, i.e. en considérant une représentation intégrale de €,y ou 0,41 pour les points
intérieurs et sur la frontiere.

Afin de contourner la singularité forte due a la présence de deux intégrales surfaciques de
noyau en O(r~2), [Leitao94] et [Leitao et al.95] ont considéré des éléments finis spéciaux dits
a interpolation semi-continue, ou les noeuds au lieu d’étre sur la frontiere sont disposés a une
certaine distance de celle-ci. Bien que ce retrait permette d’éviter les intégrales singulieres, il
conduit néanmoins a évaluer des intégrales d’autant plus quasi-singulieres que le point interne
se rapproche de S. Par ailleurs, ces éléments finis ayant un comportement assez sensible a la
distance de retrait, ils ne peuvent étre utilisés de fagon fiable. Cette technique est applicable si
I’'on envisage uniquement de satisafaire la DBIE mais devient caduque deés que I'on veut écrire
la TBIE en un point de la frontiere, comme cela est nécessaire pour les problemes de rupture
élastoplastique.

[Huber et al.96] ont proposé une alternative plus intéressante pour satisfaire la condition
U1 € CYP(S) en prenant des points de collocation sur '’élément surfacique mais distincts
des positions des noeuds et a ainsi réussi a obtenir une GBIR en des points réguliers de la
surface. Allant plus loin dans cette direction, [Poon et al.98b] et [Poon et al.98a] ont proposé
une version régularisée du résultat de [Huber et al.96] et sont parvenus en plus a généraliser a
la plasticité le travail accompli en élasticité dans [Polch et al.87]. Notons que tous les résultats
cités s’appliquent uniquement aux points réguliers de la frontiere.

Nous nous proposons dans ce chapitre d’étudier le probleme d’évolution élastoplastique par
la méthode collocation. Les développements présentés formant une généralisation des résultats
de la littérature sont caractérisés par les point suivants :

¢ Les formulations proposées sont valables en élastoplasticité,

¢ Les noeuds de collocation sont confondus avec les noeuds de 1’élément fini. Nous écrirons
ainsi les expressions GBIR et TBIE qui sont valables aux points réguliers et singuliers de
la frontiere et nous remplacerons par la méme occasion la condition R, 1 € C%3(S),
uniquement valable aux points réguliers, par une autre plus générale,

¢ Enfin, tous les résultats obtenus sont fournis sous une forme singuliere et régularisée.

Dans un premier paragraphe, nous allons donner des conditions nécessaires et suffisantes
portant sur les densités des différents potentiels, pour que le champ de déplacement induit soit
de régularité C1(Q). Insistons sur le fait que nous ne chercherons pas & satisfaire des conditions
de régularité réelle de la solution recherchée. Nous établirons une représentation intégrale du
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gradient du champ de déplacement qui admet un prolongement par continuité en tout point de
la frontiere.

Apres discrétisation des équations et application d’une méthode de collocation, nous présen-
terons deux algorithmes de résolution du probleme d’évolution élastoplastique, pilotés respec-
tivement en contrainte et en déformation.

Dans un dernier paragraphe, nous présenterons les procédures d’intégration numérique mises
en ceuvre. Deux méthodes de régularisation seront données, basées respectivement sur une
introduction d’un systeme de coordonnées triangulaires de Duffy et d’un systeme de coordonnées
polaires.
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IV.1 Etude des potentiels dans des domaines polyédraux

Par souci de clarté nous avons tout d’abord traité le cas des points réguliers dans le chapitre
III. Le fait de considérer une méthode de collocation, qui puisse admettre un point singulier
comme point de collocation, nous pousse a étudier plus en détail les propriétés des potentiels
élastiques au voisinage des points singuliers de la frontiere.

Rappelons que les conditions de régularité obtenues dans les sections II1.2 et II1.3 ne sont
en aucun cas liées a des notions de régularité réelle des solutions du probleme élastique. Cet
aspect du probléeme fait 'objet de nombreux travaux parmi lesquels on peut par exemple citer
[Grisvard92] et [Petersdorff89] traitant spécifiquement de la régularité de la solution du modele
élastique au voisinage des arétes et coins.

Il convient toutefois de noter que méme en un point régulier de la surface, il peut y avoir
singularité de la solution élastique. Il suffit par exemple de considérer les points de S, pour
lesquels on impose une discontinuité du vecteur-contrainte.

Nous allons montrer qu’il est possible de prolonger la représentation intégrale du champ
de déplacement et son gradient en tout point de la frontiere S sous la condition que certaines
densités tensorielles de support S, définies a partir de [[u]], [[t]] et [[€P]], soient de régularité
suffisante. Nous donnerons également une signification physique a ces densités auxiliaires que
nous nommerons gradient du déplacement reconstitué et contrainte reconstituée sur la frontiere.

IV.1.1 Préliminaires

L’objet du prochain paragraphe est ’étude du prolongement par continuité des potentiels
surfaciques V19 (y) et Vag(y) en un point singulier z € S. Rappelons que l'obtention des
résultats en des points réguliers repose principalement sur les lemmes (III.1) et (IIL.2). La
question qui se pose a nous, est de voir dans quelle mesure, il est possible d’étendre ces lemmes
aux points irréguliers. Deux remarques s’imposent alors quant aux résultats obtenus pour les
points réguliers.

o L’introduction d’un systéme de coordonnées locales donné par I’hypothese S € N%!, per-
mettant I'écriture de la propriété (I11.4), est ’argument décidif pour obtenir une majoration
uniforme par rapport a « des intégrandes de Kj(x) et IC; 41 (), ce qui rend le prolongement
par continuité possible.

o Le lemme (II1.2) est établi pour une régularité de la densité surfacique relativement sévere
qui est intrinsequement liée & la régularité de la géométrie par la définition (I1.3).

Dans le cas présent, I'hypothese S € N%! permet d’exhiber en tout point de S, un systeme de
coordonnées possedant la propriété (I11.4). Il est donc possible d’étendre en des points singuliers
le lemme (I11.1) puisque l'introduction d’une représentation paramétrique locale normale est
toujours assurée et la quantité Da € L*°(S) reste bornée par définition de S. Il vient alors le
lemme ci-dessous.

Lemme IV.1

Soit z un point quelconque de S € N%! et soit e > 0. Considérons x(y) € LP(S) avec p > 2,
alors le potentiel faiblement singulier £{x(x) de x(y) peut étre prolongé par continuité en z en



IV.1. Etude des potentiels dans des domaines polyédraux 111

définissant 5x(z) de la maniére suivante,

ix()= lim Kix@) = [ Kiwy - 2). x(v) d5,
r—Zz SNB(z,)
ou nous rappelons que
Ve e R®\ S, Kix(x) = / Ki(y,y—z). x(y) dSy
SNB(z,)

Interessons-nous a présent aux potentiels surfaciques pouvant présenter un noyau singulier.
Le résultat (I11.2) relatifs aux potentiels singuliers, ne peut étre étendu aussi abruptement aux
points irréguliers, vu qu’il n’est plus possible de définir la classe de fonctions Di¥ pour k > 1,
la géométrie n’étant localement que lipschitzienne. Nous pouvons au mieux aboutir au résultat
suivant, en reprenant la démonstation adoptée pour le lemme (I11.2).

Lemme IV.2

Considérons z un point quelconque de S, frontiere de classe N%! d’un domaine Q. Supposons
que la densité x(y) est continue au sens de Dini dans un voisinage de S en z, alors le potentiel
suivant défini par la relation ci-dessous, ou z a été introduit dans la section III,

B = [ Ky o)) - x(3)] ds, (v.1)
SNB(z,e)
peut étre prolongé par continuité en z en posant
lin K@) = [ Klyy-2): y) - x(:) ds, (1v.2)
r—z SNB(z.e)

Le lemme (IV.2) reste donc le seul résultat qui soit & notre disposition pour traiter les
potentiels singuliers. Nous allons montrer dans le prochain paragraphe que ces deux lemmes
sont suffisants pour évaluer la trace des potentiels surfaciques sur la frontiere.

IV.1.2 Traces des potentiels surfaciques

Compte tenu des lemmes (IV.1) et (IV.2), il est alors possible de prolonger les potentiels
surfaciques de part et d’autre de S, et on montre aisément que les résultats (II11.3) et (II1.4)
restent vrais en un point quelconque z de S € N%!. Rappelons brievement que

Y0 Vivw(z) = /S Uf(y — 2) vily) dSy (IIL.14)
L w(m)(z,a)
Y0 Vaor(z) = / Ti(y,y — 2) [¢i(y) — ¢i(2)] dSy — ———— d(2) (I11.31)
SNB(z,) ™

S\B(z,e)

Il est intéressant de reprendre les processus de passage a la limite € — 0o et € — 0, dans le but
d’éliminer le parametre £. On aboutit alors aux formulations suivantes.
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REGULARISATION INDIRECTE

Ayant déterminer la relation (II1.31) pour tout point de S, nous pouvons écrire que pour
¢(y) € Di(S), le potentiel de double couche admet de part et d’autre de S, le prolongement par
continuité suivant [Rigolot78] et [Bonnet86].

Vz €8, i Vadi(z) = —k™ gy (2) + /S TF(y,y — z) [¢i(y) — ¢i(2)] dS, (IV.3)

La densité ¢(y) étant continue au sens de Dini, elle admet sur S un rotationnel surfacique faible
R¢(y) intégrable et utilisant la décomposition (II1.21), l'intégrale peut étre reformulée apres
application du théoréme de Stokes (I1.20). Il vient alors

Vz €S, vgWVaor(z) = — (/@(m) —l—/SH(y,y —z) dSy> or(2z)

+ [ .y - =) ouly) S, ~ [ Khy-2) Routy) ds,  (V.4)
S S

ou R(e) désigne le rotationnel surfacique défini par R,(e) = e4j5n;(y)Ds(®). Rappelons quune
telle formulation peut étre trouvée dans [Tanaka et al.94], [Bonnet95a] et [Li et al.98].

REGULARISATION DIRECTE

Le processus de passage a la limite € — 0 est tres intéressant dans le cas d’un point sin-
gulier de la géométrie. Ces résultats théoriques sont connus suite aux travaux [Rigolot78],
[Hartmann81] et [Hartmann82| et le traitement numérique de ces formulations est abordé dans
[Guiggiani et al.90].

Bien entendu la formulation (II11.35) en partie finie reste valable puisque la formule de Stokes
(I1.20) peut étre utilisée pour une surface S de Liapunov. Il est néanmoins intéressant de
comparer 'expression (II1.35) avec les relations obtenus dans la littérature. Rappelons de ce
fait la formulation (II1.35), dans laquelle B(z, ) peut désigner tout voisinage gardant une forme
quelconque au cours du processus € — 0.

pf / T (y,y — 2) ¢i(y) dSy = lim ( / T} (y.y — 2) ¢i(y) dSy + Cii(2) @-(z))
S S\B(z,)

e—0

Yo Vooi(2) = (; - H(m)) or(z) + pf/STik(y,y —z) ¢i(y) dSy (I11.35)

Remarquons que U'intégrale de contour de noyau K (r), reste bornée lorsque € devient petit mais
ne s’annule plus pour un point irrégulier. Dans [Hartmann81], on introduit alors 1’expression

suivante
¥z € S, W Vadi(2) = &t (2) di(2) + vp /S Ty, y — 2) ¢iy) dS,y (IV.5)
avec 6,(;;1) (z) = wii,O) +Cpi(2) (IV.6)

Dans la formulation (II1.35), le terme libre ¢(z) a été introduit dans la définition de la partie
finie de l'intégrale de noyau T'(y,y — z), ce qui lui confere une valeur intrinseque puisqu’elle
regroupe tous les termes faisant explicitement intervenir le voisinage d’exclusion.
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Remarque IV.1 Une notion analogue & (II1.34) a été introduite dans [Cruse et al.96] mais ou
I'intégrale de coutour ne prend en compte que la partie singuliere du noyau T'(y,y — z). Ainsi
ce dernier admet la décomposition

k —z:~k —z ; 1
T (y,y—2)=T;(y,y )+Dm<” zll) (IV.7)

ou Tik(y, y — z) désigne la partie intégrable de TF(y,y — z). On définit alors la partie finie de
I'intégrale par la relation suivante

e—0

1—-2v €ikq
t i / oy taly dL)
0= [ onie Ty 2 1Y)

[Cruse et al.96] montre alors qu’a l'aide de la définition (IV.8), la trace du potentiel de double
couche se met sous la forme suivante

I;f/ TF(y,y — 2) ¢i(y) dSy = lim </ TF(y,y — 2) ¢i(y) dSy (IV.8)
S S\B(z,)

Vz € 5, AVadi(z) = & (2)i(z) + pF /S TH(y,y — 2) di(y) dS, (Iv.9)

Notons que le terme libre elm )( ) ne renferme plus d’information liée & la forme du voisinage
d’exclusion [Cruse et al.96] mais est encore fonction du noyau singulier considéré, ce qui n’est
pas le cas de la formulation en partie finie (II1.34) proposée dans ce mémoire. O

IV.1.3 Traces du gradient de la représentation intégrale des déplacements

La question du prolongement par continuité des gradients de V19 (y) et Vo (y) est beaucoup
plus problématique. Notons tout d’abord que les résultats (II1.6) et (III.7) ont clairement fait
intervenir I’hypothese de régularité de type Liapunov, du voisinage de S au point z de la surface.
L’annexe A traitant de la théorie du potentiel, permet de montrer clairement qu’il n’est pas
possible de généraliser la méthode utilisée pour les points réguliers, au traitement des points
singuliers. En fait il apparait alors des termes portant sur des arétes contenant le point z, pour
lesquels ’obtention d’une dominante intégrable nous parait exclue.

De plus 7'V Wse®(z) n’a pour l'instant de sens, que pour z admettant un voisinage de S de
Liapunov, comme le montrent les résultats (I11.14) et (II1.15). [Mura82] montre méme que pour
un champ de déformations initiales constant dans un volume parallélépipedique, le potentiel
’ygLVWQ»sO(a:) est singulier aux points situés sur les aretes, ce qui rend toute investigation aux
points irréguliers caduque.

Nous allons contourner le probleme, en remarquant que nous avons constamment cherché a
prolonger séparément par continuité les gradients des potentiels Vi1 (y), Vao(y) et Wael(y).
L’idée consiste alors a traiter ces termes de maniere globale. L’annexe A applique cette nouvelle
approche dans le cadre de la théorie du potentiel et nous y renvoyons le lecteur pour mieux
comprendre les motivations qui nous ont poussées dans cette voie.

Insistons bien sur le fait que dans ce paragraphe il n’est nullement question
de régularité de la solution réelle du probléeme élastique avec déformations initiales.
Nous nous proposons uniquement de déterminer des conditions suffisantes portant sur les densités
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des différents potentiels pour que la représentation intégrale du champ de déplacement admette
un gradient qui puisse étre prolongé par continuité dans 2. Notre seule motivation est de pouvoir
mettre en ceuvre numériquement la méthode de collocation de la maniere la plus simple qui soit.

REPRESENTATION INTEGRALE POUR UN POINT INTERIEUR

Le gradient du potentiel volumique de premiere espece ne pose aucun probleme et est continu
a la traversée de S. Rappelons alors que le gradient de toute solution de I’équation de Lamé-
Navier pour z € R3\ S, se met sous la forme

wai(@) =~ [ Sty — o) Dallullv) s, + [ Vit~ ) [E(w) a5,
+ [ Conn Uity = 2na(w) [£°0(9) 45, + [ Cujor Uit = 2) (0 ¥,

- [ Ukt =) otiw) v, (1V.10)

En remarquant que Uf(r) = UF(r) et en introduisant le saut du vecteur conormal défini par
(I1.27), les deux intégrales surfaciques peuvent étre regroupées et il en résulte que

uii(a) = = [ Sy =) Dy () Sy + [ Uiy =) [rlhtw) a5,
+ [ Cuw Ukt =) hulw) Vi + [ U =) piitw) dv, (V-11)

en rappelant que [[7]];(y = [[t]]i(y) + Cijab[[€°]]ab(y) 7;(y). En reprenant les quantitées ®(y) et
W(y) introduites dans le paragraphe I11.2.3, nous allons définir le tenseur d’ordre deux suivant,
défini sur S.

Definition IV.1

Soient (@(y), 7(y)) deux densitées surfaciques. En supposant que @(y) admette une dérivée
surfacique intégrable sur chaque composante réguliere de S, on appelle gradient du déplacement
reconstitué du couple (@(y), 7(y)), le tenseur d’ordre deux de support S donné par la relation

h(y) = ®(y).7(y) + ¥(y) : Du(y) (IV.12)

Cette quantité est introduite dans certains travaux [Telles83], [Balas et al.89] et [Leitao94]
pour évaluer directement les champs de déformations ou de contraintes sur la frontiere. Le prin-
cipal inconvénient de cette technique est de ne pas étre cohérente avec le calcul des déformations
ou des contraintes aux points intérieurs utilisant une représentation intégrale.

Remarque I'V.2 Insistons sur le fait que la dénomination gradient du déplacement reconstitué
n’entraine en rien que que cette quantité soit la trace d’une fonction gradient définie dans le
domaine ou du moins dans un voisinage tridimensionnel de S. O
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L’introduction de la densité auxiliaire ﬁ(y) est motivée par la constatation suivante. Soit z un
point de la frontiere S. Considérons alors un champ v(y) défini dans un voisinage O(z) C R3
de z et de classe C'. On cherche & déterminer la régularité de la dérivée surfacique Dv5(y) et
de la dérivée conormale T(y) = C : (Vv)5(y).n(y).

Le champ v(y) étant de classe C'(O(z)), il en résulte que (Vv)s(y) est continue sur le
voisinage S N O(z) de S. Bien évidemment si z est un point régulier de S, le champ de la
normale n(y) étant continu sur S N O(z), on vérifie aisément que

Dvis(y) e C(SNO(z)) et 7(y) € C(SNO(2)) (IV.13)

Le probleme se complique quelque peu lorsque z est un point singulier de S. Si S est la réunion
d’une nombre fini (n € [1,N]) de surfaces régulieres S (hypothese de variété polyédrale),
alors il existe un nombre fini de surfaces S(™ qui intersectent le voisinage O(z). Sur chacune
des composantes régulieres de S, il est alors possible de définir la dérivée surfacique et le vecteur
conormale de v(y) et on note que

vn e [1,N] \ O(z)nS™ £,

(IV.14)
Dvs(y) € C(S™N0O(2) et T(y) € C(S™ NO(2))

Pourtant du fait de la discontinuité du champ de la normale n(y), il nous est impossible d’écrire
la continuité de la dérivée surfacique et de la conormale. Ainsi

Dyi5(y)  C(SNO(2)) et 7(y) € C(SNO(2)) (IV.15)
mais  (Vv)s(y) € C(SNO(z)) (IV.16)

L’idée est alors de reformuler les gradients des différents potentiels élastiques surfaciques,
Vi[[7]](x) et Va[[u]](x) en fonction du gradient du déplacement reconstitué de [[7]](y) et [[u]](y),
noté [[h]](y) et d’essayer d’exprimer des conditions de régularité portant cette fois-ci sur [[h]](y)
pour obtenir le prolongement par continuité de (IV.11) en des points singuliers de S.

Remarque IV.3 Un point tres intéressant qui va dans le sens de cette intuition concerne les
termes libres de la représentation de ces opérateurs intégraux pour un point régulier. Rappelons
brievement que pour z ayant un voisinage dans S de Liapunov, on obtient pour m € [1,2], les
limites

EIra) = (7 = 5) Buite) () — ot [ Oty ~ @) [l(w) as,

1

Elluliat) = (5~ ) B ) Dyllalto) + o | Sy - 2) Dillall(v) as,

On constate que la différence des deux termes libres n’est autre que le gradient du déplacement
reconstitué [[h]](y) affecté au signe pres de 'angle solide sous lequel z voit S. O

On se propose de reprendre la formulation (IV.11) et d’y intégrer la quantité [[h]](y). Il vient
alors le résultat suivant

Resultat IV.1




116 Chapitre IV. Résolution par une méthode de collocation

Soit [[h]](y) le gradient du déplacement reconstitué du couple ([[u]](y),[[T]](y)). Alors le
gradient de tout champ de déplacement vérifiant les équations de Lamé-Navier et donné par la
relation (IV.11), admet I’expression ci-dessous pour & € R3\ S.

wa(@) = /5 TH(y,y — ) [h]]a(y) dSy - /S DUy — ) [[o]]ij (y) dSy
+ [ Shw—o) i) v, — [ Uktw—a) phly) avy (V)

ou [[o]](y) désigne le saut de contrainte reconstituée sur S donné par

[lo]l(y) = C: [ [[Al}(y) — [[e"(y) ] (IV.18)

Preuve

Soit un champ u(x) donné pour & € R3\ S par la relation (IV.11) et introduisons le gradient
du déplacement reconstitué [[h]](y) du couple ([[u]](y),[[7]](y)). Rappelons que nous avons la
relation (IV.11)

up () = /SE%(:U —a) Dyj[[u]]i(y) dSy +/SU§fz(y —x) [[7]li(y) dSy
+ [ Cou Ubity =~ ) byl avy+ [ Uk =) piity) a¥;, (@V.11)
Nous allons alors reformuler les différentes intégrandes et on montre simplement que

Dyj[[u]li(y) = mu(y) Dj[[ulli(y) — n;i(y) Dil[ulli(y) = m(y)[[h]li;(y) — n;i(y)[[k]la(y) (IV.19)

Cette propriété résulte directement de la définition méme de [[h]](y). L’intégrale surfacique de
noyau X(r) se réécrit alors

- / E?j(y —x) Dyj[[u]]i(y) dSy = / Tik(y,y —x) [[h]]u(y) dSy
s s
- [ Sty - @hntv) (Al as, V)

Par construction de [[h]](y), nous avons également [[7]];(y) = Cija|[h]]as(y)n;(y), ce qui nous
permet de reformuler la quantitité de noyau VU () de la maniere ci-dessous

[ Vhitw =) (o) 48y = [ Conllfily — @hns ) [lt) d, (1v.21)
S S

Notons qu’a ce stade de 1’étude, nous avons totalement éliminé les densités surfaciques ([[ul]](y)
et [[7]](y)) de la formulation de (IV.11) et seuls apparaissent encore [[h]](y) et €°(y).

Remarquons néanmoins que l'intégrale de volume portant sur les déformations initiales, fait
intervenir un tenseur d’ordre cing qui est numériquement tres lourd a évaluer. Il est alors
préférable de modifier quelque peu cette expresssion. L’idée est de se ramener & une intégrale
de noyau X(r), que I'on voit apparaitre si on arrive a permuter les indices [ et b.



IV.1. Etude des potentiels dans des domaines polyédraux 117

Les déformations initiales étant a support compact, on introduit comme dans le paragraphe
I11.3 la partie bornée Q9 de Qs contenant les déformations plastiques non-nulles. 11 vient alors
apres application du théoreme d’Ostrogradsky

/r Cz]abU ( ) €43, b( dVy - / C’Ljab (y - w)nb(y) [ 0( )|Ql - 60 ( )|Ql] dS
- [ Conlibuty =) @)~ @) dS, ~ [ Contiinty - 2) Ew) - ) ds,
+ / CijarUs1(y — @)n(y) [ () 10y — €55 (®) 9] dSy (IV.22)
09

On constate que les termes volumiques font intervenir une dérivation double selon b et [ et on
réapplique le théoreme d’Ostrogradsky par rapport a I'indice [. On aboutit ainsi a la formulation
ci-dessous, faisant clairement apparaitre le noyau X(r).

/R3 CijabUzI;,l(y —x) 5%,{;(9) dVy =

Il nous suffit alors de regrouper les différents termes obtenus. En introduisant la décomposition
3(r) = C : VU(r) dans l'intégrale surfacique de noyau X(r), il vient '’expression suivante,

wa(x) = / TH(y,y — ) ([Alla(y) dS,
/ CiianUm(y) [[Blla(y) dSy + /S CiianUl(y — @) (y) [W]las(y) dS,
; /S Ciian DU (y — ) [[%]ap(y) dSy + / Sy @) ) av,  (V.21)

Remarquons que tous les termes de noyau U (r) se réarrangent de maniere tres intéressante et
en introduisant le saut de contrainte reconstituée sur S, on aboutit finalement a l’expression
(IV.17), ce qui acheve la démonstration.

|

On constate que le noyau du potentiel volumique considéré se réduit a un tenseur d’ordre
trois, ce qui justifie la démarche retenue. Il est également important de noter que la relation
(IV.17) fait intervenir simultanément le saut du gradient du déplacement et de la contrainte
reconstitués sur S, ce qui restaure la dualité de la formulation. On ne privilégie donc pas [[h]](y)
au profit de [[o]](y) comme cela est le cas si nous ne reformulons pas le potentiel volumique de
maniere & faire apparaitre le noyau 3(r).

Le principal intérét de I'expression (IV.17) est qu’elle fait intervenir des opérateurs intégraux
denoyau T'(y,y—x), RU(y—x) et X(y—x), qui peuvent a présent étre prolongés par continuité
en tout point de S, régulier ou non. Rappelons a cet effet, que ces mémes noyaux sont présent
dans la représentation intégrale du champ de déplacement solution des équations de Lamé-
Navier. On réstaure du coup une certaine dualité entre les représentations intégrales de u(x) et
Vu(x), aspect qui est totalement perdu dans le chapitre III. De ce fait, il n’est pas plus difficile
d’évaluer v"Vu(z) que 7§ u(z), comme nous allons le montrer.
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REPRESENTATION INTEGRALE POUR UN POINT SURFACIQUE

Resultat IV.2

Si les densités ([[u]](y), [[t]](v),€%(y)) sont telles que sloﬂm (y) € Di(Qy,) pour m € [1,2] et
[[R]](y) € Di(S), ou [[h]](y) désigne le saut de gradient du déplacement reconstitué donné par
la définition ( IV.1), alors le gradient de tout champ de déplacement vérifiant les équations de
Lamé-Navier, est prolongeable par continuité en tout point z € S et ’expression de sa trace de
part et d’autre de S, s’écrit pour tout réel arbitraire € > 0

w™ (z
o) = [ Ty -2 [Bl) dS,+ (G0 - 70 ) ()

/ TF(y,y — 2) <[[h]]u(y) - [[h]]iz(Z)) dSy / DyUf(y — =) [[olij(y) dSy
SNB(z,) S\B(z,¢)

() (oo - [ Dyttt - 2) (el - lolls(=)) ds,

SNB(z,)
+ [ Sy - o) ) av - [ Ul ) ofiw) v, (1V 25)
avec la définition Hip(z) = / UF(y — 2) erjqly(y) dLy (IV.26)
SNOB(z,e)

Preuve

Soit z un point de S. La limite pour & — z des opérateurs intégraux volumiques ne posent
aucun probleme vu que les noyaux sont intégrables et les intégrales sont continues a la traversée
de S en vertu du résultat (II1.9). La limite du potentiel de double couche pour  — z a été
évaluée dans le paragraphe I11.2.2 et fait apparaitre un terme libre.

Intéressons-nous a l'intégrale de noyau RU(y — «). Apres avoir introduit un voisinage
d’exclusion B(z,¢) et en appliquant la technique classique de régularisation (III.8), nous sommes
alors amené a évaluer la limite pour  — z de I'intégrale de RU (y—«x) sur le voisinage SNB(z, ¢).
Apres utilisation de la formule de Stokes, il vient alors en tenant compte de la définition (IV.26)
de M55 (2) :

lim DyUF(y — x) dSy = lim UF(y — @) erjglq(y) dLy = Hj(2) (IV.27)
T2 JSNB(z,e) T2 JSNOB(z.€)

ce qui mene finalement & I'expression (IV.25) et achéve la démonstration.
|
Comme lors de ’étude des potentiels aux points réguliers, I'expression (IV.25) dépend d’un
parametre arbitraire € qu’il est possible d’éliminer au moyen de deux passages a la limite € — 0
et € — 00, correspondant respectivement aux processus de régularisation direct et indirect.

Régularisation directe

En faisant tendre ¢ — 0, toutes les intégrales de contour restent bornées. Le potentiel de
double couche existe en valeur principale et admet donc une limite finie pour € devenant petit.
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Il en résulte immédiatement que l'opérateur intégral de noyau RU (y — x) peut également étre
défini au sens de la valeur principale et on a la relation,

W™ (2
unslz) =vp [ THwy —2) [blatw) s, + (C&«z) -0 [kl
—vp [ DUk = 2) llollu(v) 45, ~ Ghu(=) oy (2)
+ /R Ny = 2) ehly) dvy - /R Uiy — 2) pfi(y) dVy (IV.28)

Notons que pour un point régulier les termes libres CP.(z) et G ijk1(%) s’annulent et il reste la
quantité relative a I’angle solide qui vaut alors un demi au signe pres. La méme valeur avait été
obtenue dans le chapitre III.

Régularisation indirecte

Lorsque ¢ devient trés grand, les intégrales de support S\ B(z,¢) et SNOB(z, ¢) disparaissent
et il vient la formulation

() =~ [al) + [ Ty -2 (nhnﬂ(m - uhniz<z>) as,
- [ Dtk - 2) (uanmy) - [[a}]mz)) as,
S
+ [ Shw-2 ) - [ Uh-2 pfw) v, (V)

Remarque IV.4 Dans le cadre de ce mémoire, i.e. S est une surface fermée de classe N%!, on
peut procéder a une intégration par partie sur les intégrales surfaciques et on obtient 1’expression
ci-dessous.

Pu(z) = ( + [ Hwy-2as ) 2+ [ Hi.y -2 [Ally) s,
- /5 K (y — 2) Ry[[hlla(y) dSy + / Uk(y — 2) Dyjllo])is(w) dS,
+/Rszfj(y z) el (y) dVy — / y — z) pfi(y) dV, (IV.30)

Ceci se justifie car [[o]](y) et [[o]](y) étant de classe Di(.S), leur rotationnel surfacique au sens
des distributions, peut étre identifié a une fonction intégrable sur S. Cette opération n’est plus
justifiée si le milieu comporte une fissure. (Il

Remarque IV.5 Notons que la relation (IV.30) est entierement régularisée c’est-a-dire qu’au-
cune intégrale n’y apparait, ce qui va grandement faciliter I'implémentation numérique de cette
formulation. O

Avant de pousser plus loin I'exposé, effectuons un rapide bilan des résultats obtenus jusqu’ici.
Rappelons que par souci de clarté, nous avons simultanément traité le probléeme intérieur et le
probléeme extérieur et en assimilant S a 57 la surface du domaine borné 2.
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IV.1.4 Equations du probléme pour un domaine polyédral

Revenons au probleme initial posé sur un domaine 2 de frontiereS pouvant étre borné ou
non. Dans le cadre d'une méthode directe, il convient d’annuler les grandeurs du probleme
complémentaire et en prenant soin de choisir la bonne orientation pour S, il est possible de
présenter les résultats obtenus de la maniere suivante,

e Grandeurs reconstituées sur S

hij(y) = Pije(¥) [ Tr(y) + Criavely, (W)nu(y) 1+ Yijr(y) D (y) (IV.31)
Gij(y) = Cijrr (hua(y) — by (y) ) (IV.32)

e Représentation intérieure a ) du champ de déplacement

ui () = — / H(y,y — ) fily) dSy + /S Uy — @) Ei(y) dS,
/ Yy — ) Ryti(y) dSy +/QE%(y —x) e);(y) dVy
+ [ Utw=2) orw) av, (1V.33)
Q

e Représentation intérieure a 2 du champ gradient de déplacement
ug () = / UF(y — x) Dj6:j(y) dSy — SH(yay — ) hy(y) dSy
/ ) Ryhi(y) dSy + /R3 EZ(?J —x) E?j,l(y) dVy
- /]R \ Ufi(y — ) pfi(y) dVy (IV.34)
e Représentation intérieure a () des champ de déformation et de contrainte
5ij(a:) = Lijki uk,l(:c) et oij(m) = Cijkl [ ukJ(az) — é‘il(l‘) ] (IV.35)
e Représentation de frontiere du champ de déplacement
uk(z):<m+/Hyy—z)dS>uk /Hyy—z Uy (y) dSy

+ [ Uk =2 itw as, + [ Kiw—2) Rty ds,
+ [ Shw—2) ) v+ [ Uty -2) pst) v (IV.36)
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e Représentation de frontiére du champ gradient de déplacement

ukvl(z):</‘i+/Hyy—z)dS >hkl /Hyy—z)hkl( ) dSy
/ _ 2) Ryhaly) dS, + /S Uk(y — 2) Dydy(y) dS,
+ /R Ty = 2) e(y) dvy - /R Uli(y = 2) pfily) dVy (IV.37)
e Représentation de frontiére des champ de déformation et de contrainte

5ij(z) = Lijki ukJ(z) et Uij(z) = Cijkl [ uk’l(z) — 5£l(z) ] (IVSS)

ol I représente le symétriseur introduit dans la section 1.2.3 et ol x désigne un réel valant 1
s’il s’agit d’un probleme défini en milieu borné et 0 sinon.

A ce stade de I’étude, nous disposons de tous les éléments pour mettre en ceuvre une méthode
de collocation simple et originale. Ce point constitue 'objet de la prochaine section.

IV.2 Mise en oeuvre numérique d’un algorithme par collocation

Dans la section précédente, I'introduction de la densité surfacique auxiliaire h,, 41 (y) définie
a partir de @n41(y), tni1(y) et €, (y) est déterminante dans I'obtention d’une représentation
intégrale du gradient de la représentation intégrale du champ de déplacement Vu,,1(y) en tout
point du domaine .

Nous allons montrer que h,1(y) joue un role capital dans la mise en ceuvre d’une méthode
de résolution du probleme d’évolution élastoplastique basée sur une approche par collocation.
L’algorithme qui en résulte permet alors d’atteindre les objectifs suivants :

o Développement d’un schéma de résolution numérique par collocation, pour lequel les points
de collocation et les points définissant le maillage sont confondus, ce qui évite ’apparition
d’intégrales quasi-singulieres,

¢ Evaluation du champ de contrainte ou de déformation en tout point du maillage volumique
méme en un point irrégulier de la frontiére permettant le calcul de déformations plastiques
sur S,

o Possibilité d’écrire une équation intégrale en vecteur-contrainte (TBIE) en tout point du
maillage de S méme irrégulier. Dans ce dernier cas, on choisit la normale attachée en ce
point & une des portions régulieres de surface adjacentes a la singularité géométrique.

L’idée consiste a considérer fzn+1 (y) comme une inconnue du probléme et s’apparente au procédé
tres intéressant proposé dans [Polch et al.87], permettant 1’écriture de la TBIE en un noeud du
maillage d’une fissure et reposant sur I'introduction de I'inconnue auxiliaire Rt,,41(y).

IV.2.1 Discrétisation des représentations intégrales

Dans le but de résoudre numériquement le systeéme d’équations relatif au probléme d’évolution
élastoplastique, nous considérons une méthode de type élément fini. Pour ce faire, on introduit
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une discrétisation de la frontiere S caractérisée par Eg éléments finis de frontiére et Ng points
surfaciques (y;) pour i € [1, Ng| et un maillage volumique de €2, composé de Eq éléments finis
de domaine associés a une famille de Nq points volumiques (x;) avec ¢ € [1, Ng].

On construit alors sur chaque ¢élément fini de frontiere une approximation des quantités
Uny1(Y), tns1(y) et hypi(y) et on interpole P, (y) sur chaque élément fini de domaine. On
peut alors formellement écrire.

tn1(y) = Nu@) Uns1,  tni1(y) = No(y) Tnpr (IV.39)

huii(y) = Ny(x).Hppy et eh (x) = No(z).E)

ot les IN (4)(x) désignent des fonctions d’interpolation classiquement utilisées en éléments finis
de domaine [Batoz et al.90] ou en éléments finis de frontiere [Bonnet95a].

NATURE DES INTERPOLATIONS CHOISIES

L’introduction des quantités discrétisées doit garantir un champ de déplacement, donné
par la représentation intégrale de w,i(x) et induit par les différentes interpolations, qui soit
physiquement acceptable. Rappelons que suite aux résultats obtenus dans la section IV.1, il
possible d’écrire pour tout point & € € les représentations intégrales u,1(z) et Vu,11(x) sont
la forme suivante

un+1(m) = U[ ﬁn+1vin+17€g+1 ](m) et Vun+1(x) = gu[ hn+1752+1 ](m) (IV'4O)

Nous devons imposer & wu,1(x) d’étre continu dans €2, ce qui nous force & choisir @, 1(y)
continue au sens de Dini sur S. Nous envisageons de ce fait une interpolation continue classique
qui permet d’avoir @, 1(y) € C%P(S).

La condition de régularité imposée au vecteur-contrainte pour obtenir un champ de déplace-
ment u,,11(y) est beaucoup moins sévere. Le comportement de £, 1(y) est étroitement lié au
vecteur normal a S et est généralement discontinu au passage des singularités géométriques
de type arétes ou coins. Nous pouvons physiquement choisir une interpolation de inﬂ(y)
non-continue et définie indépendamment sur chaque élément fini de frontiere. Cette technique
augmente fortement le nombre d’inconnues du probléeme et nous préférons considérer une ap-
proximation partiellement continue [Bonnet86], ne présentant de discontinuités qu’au voisinage
des points irréguliers de S. Notons néanmoins que nous n’introduisons pas de quantités nodales
définies a l'intérieur de 1’élément fini de frontiere. Les grandeurs nodales en vecteur-contrainte
sont directement rattachées aux points définissant l'interpolation géométrique.

L’introduction de hy,,;1(y) a permis d’obtenir une représentation intégrale de Ve, () en
tout point x € Q si on assure une continuité au sens de Dini des densités hn1(y) et € (y).
Comme pour le champ de déplacement surfacique, nous considérons alors une interpolation

continue pour ﬁn+1(y) et E£+1(y)~



IV.2. Mise en oeuvre numérique d’un algorithme par collocation 123

FORME MATRICIEL DES REPRESENTATIONS INTEGRALES DISCRETISEE

L’introduction des discrétisations des inconnues, induit en tout point & € Q des champs
Unt1(x) et Vupi1(x) donnés par les expressions,

Ve € Q, upi1(z) = A(x).Upi1 + B(x). Thi1 + Q(z).EY (IV.41)
Ve € Q, Vu,(x) = D(x).H, 1 + R(x).E" | (IV.42)

En s’inspirant du procédé présenté dans [Polch et al.87] ; il est possible d’exprimer le vecteur
des inconnues nodales H, .1 en fonction des vecteurs Uj,y1, Thi1 et EfL 4+1- Dans ce but,
rappelons que la densité izn+1(y) est définie par la relation (IV.31) qui ne peut étre satisfaite

si on introduit séparément des interpolations pour hy,11(y), Unt1(y), tni1(y) et X +1(y). En
cherchant a satisfaire au mieux la relation (IV.31) par une méthode au sens des moindres carées,

il en résulte une relation du type
H, =L, Ups1+L;.Tpi1+L..EPpyy (IV.43)

Il ne reste a présent qu’a tenir compte des conditions aux limites données du probleme d’évolution
élastoplastique et a éliminer le vecteur H 1, ce qui permet de réexprimer les expressions (IV.41)
et (IV.42) sous la forme ci-dessous,

Ve € Q, upyi(z) = —K(2).Y 11 + Qu(z).EY | + Fy(x) (IV.44)
Vo € Q, Vupii(x) = _Kvu(w)-?fwl + QVu(m)'Ele + Fyy(x) (IV.45)

ou Yn+1 désigne le vecteur des densités surfaciques nodales inconnues et ou les vecteurs F,(x)
et Fy,(x) contiennent les conditions aux limites données du probléme.

I est essentiel de noter que les relations (IV.44) et (IV.45) ont une structure identique et
sont définies pour tout point de Q. II suffit de reprendre I’algorithme général de résolution
du probleme d’évolution élastoplastique décrit dans la section I1.3, pour obtenir une solution
numérique.

IV.2.2 Equations intégrales du probléeme discrétisé

La démarche utilisée pour obtenir les équations intégrales consiste a identifier la trace sur S
et le vecteur-contrainte obtenus & partir des représentations intégrales de up+1(x) et Vu,q1(x)
avec les densités surfaciques, ce qui nous permet d’obtenir une relation directe que doivent vérifier
les densités surfaciques inconnues. Dans ce but, nous envisageons une méthode de collocation
qui consiste a vérifier ces relations en un nombre suffisant de points de S. Une synthese claire
de la technique d’obtention des équations intégrales pour des conditions aux limites mixtes,
reposant sur l'utilisation de la DBIE peut étre trouvée dans [Bonnet86].

Remarquons que l'obtention des relations (IV.44) et (IV.45) permet d’écrire de maniére tres
simple la DBIE ou la TBIE en tout point de la frontiere S. Notons également que le systeme
d’équations intégrales de Fredholm de deuxieme espece est particulierement intéressant puisqu’il
permet d’obtenir directement un systeme matriciel carré, vu que 'on écrit en chaque point (y(i))
du maillage de S I’équation intégrale correspondant a la condition de frontiere inconnue.

L’écriture des équations intégrales en un nombre de points suffisants de la frontiere permet
finalement en tenant compte des expressions (IV.41) et (IV.42) d’obtenir la relation matriciel
ci-dessous. .

KY,=F,1+QE" (IV.46)
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La résolution de ce systéme pouvant étre carré ou surabondant [Bonnet86] conduit & ’expression
de vecteur des densités nodales inconnues pouvant se mettre sous la forme suivante,

~ ~_elas

Y, =Y, 1 +K 'QE" (IV.47)
o-cl . ) N . . p p .

Le vecteur Yiisl désigne la réponse du systeme si celui-ci est supposé purement élastique et

la notation K ! est & définir plus précisément dans le cas d’un systéme matriciel surabondant

[Ciarlet82] et [Bonnet86].

IV.2.3 Résolution du probleme d’évolution élastoplastique

Il nous reste a prendre en compte 1’évolution élastoplastique du systeme mécanique. Deux
formulations duales peuvent étre proposées, reposant respectivement sur une approche en con-
trainte et en déformation. Cette derniere est la moins rencontrée dans la littérature mais présente
lavantage de pouvoir incorporer 1'algorithme de Retour Radial [Bonnet et al.96] méme pour
des problemes de plasticité parfaite. Nous n’exposerons dans ce mémoire que l'approche en
déformation sachant que la formulation en contrainte est obtenue de maniere strictement iden-
tique.

la résolution des équations intégrales a nécessité l'introduction d’un maillage volumique de
(2, définis a 'aide des points () pour interpoler le champ de déformations plastiques el ().
Notons que la connaissance de e? +1(y) détermine entierement I’état élastoplastique du systeme
grace a la relation (IV.45) permettant d’évaluer en tout point le champ de déformation ou de
contrainte et d’obtenir le multliplicateur plastique A, +1(y) a I’aide des algorithmes d’intégration
locale.

Nous allons donc tout naturellement introduire une approximation des quantités restantes du
méme type que b, (y) et définie aux points () par les grandeurs nodales correspondantes.

Nous avons ainsi,

ent1(x) = Ne(x).8ny1, Bppi1(x) = Ne(x).Bpgr

pn+1(w) = N5($).Pn+1 et )\n+1(w) = max(Na(w), O)'An—H (IV48)

En restant dans 'optique d’une approche par collocation, I'introduction d’une interpolation du
champ de déformation €,1(y) permet alors d’exprimer le vecteur nodal des déformations E,, 1
en s’aidant de la relation (IV.42) aux points (). Il en résulte que,

En1=AY, 1+Q.E\, +F,,, (IV.49)

En tenant compte de ’expression du vecteur fan donné par la relation (IV.47), il vient finale-
ment,

E,. = Ej —E.E) (IV.50)

~_elas

avec EXS=F,  +AY,] e E=-Q-A K 'Q (IV.51)

A ce stade de I’étude il ne nous reste qu’a prendre en compte les lois d’évolution du systeme
discrétisées en temps et a forcer ces relations a étre vérifiées aux points ((?). Nous obtenons
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ainsi en introduisant le vecteur ¥ = (l) (l)

n+1 n+6°

E? | =E! + ¥ (Ep1,X,) (IV.52)
@) _ p6) . 2H 6 N0

B,y =B + A7, (IV.53)

2 .

P, =P+ \/;Affil (IV.54)
@w __ L |70 @)y _ gy p

An+1 29(G + %) <f(C : ( n+0 Eﬁ ) Bn ’Pn ) (IV55)

@) I’état élastoplastique

ol la notation () désigne la valeur nodale du champ considéré et X
nodal au point (.

Finalement en reportant I’équation (IV.52) dans la représentation intégrale discrétisé du
champ de déformation (IV.50), il en résulte I’équation non-linéaire pilotée en déformation

[Bonnet et al.96] définie ci-dessous
R.(E,:1) = Eni1 + Ec.0p¥(Eni1, X)) — B9 + E.EP =0 (IV.56)

Pour résoudre cette équation non-linéaire en FE, .1, on envisage un schéma itératif de type
Newton-Raphson prenant la forme suivante,

(142098, X)) ABL = ~Ru(B ) (1V.57)

O(Ani1Mp40)
8En-i—l

- 5 . 0 i) (i
avec Og¥(E,+1,Xn) (En+17Xn) = diag 8674_1( )‘Z(—i—)lngl—)&-@ )

k+1 k+1
et Enil - En+1 + AEnj—l—l
Notons que la matrice 8E\I!(En+1,)~(n) est une matrice diagonale par bloc, ol chaque bloc
représente I'opérateur tangent local au point (V) [Bonnet et al.96].

Dans cette section, nous avons présenté la structure générale d’un algorithme de résolution
du probleme d’évolution élastoplastique dans le cadre d’une approche par collocation exprimée
en terme de déformation. Il convient de souligner qu'une procédure tout a fait identique peut
étre développée pour une formulation en contrainte. L’originalité de la méthode proposée repose
sur l'utilisation du gradient du déplacement reconstitué sur S qui permet de faciliter grandement
la mise en ceuvre numérique et de donner une réponse simple quant a 1’écriture de la GBIR ou
TBIE en tout point singulier de la frontiere méme singulier.

IV.3 Evaluation numérique des intégrales

La discrétisation des équations intégrales du probleme et I’évaluation du champ de déforma-
tion ou de contrainte basée sur une représentation intégrale engendre le calcul d’intégrales dites
élémentaires ayant pour support un élément fini donné. L’avantage des formulations obtenues
a laide d’un processus de régularisation indirecte est de ne faire intervenir que des intégrales
élémentaires régulieres ou faiblement singulieres.
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Le traitement des intégrales réguliéres ne pose pas de probleme majeure et est par exemple
traité dans [Lachat et al.76] et [Rezayat et al.86]. Des méthodes spécifiques pour I’évaluation
d’intégrales quasi-singulieres sont données dans [Hayami et al.88] et [Hackbusch et al.94].

Concernant I’évaluation des intégrales faiblement singulieres apparaissant lorsque le support
de I'intégrale contient le point de collocation, on subdivise I’élément fini en triangles ou pyramides
et un changement de variables adéquat permet de se ramener a une intégration réguliere réalisée
a aide d’une regle par points de Gauss. Deux changements de variables sont principalement
préconisés dans la littérature [Schwab et al.92b],

¢ lintroduction des coordonnées triangulaires de Duffy,
¢ lintroduction des coordonnées radiales (polaire ou sphérique).

L’introduction des coordonnées triangulaires de Duffy est tres largement utilisée dans ’approche
en collocation [Mutsoe84|, [Schwab et al.92b], [Huber et al.96] et [Wendland97] et ne sera pas
rappelée dans ce mémoire. Signalons que cette technique est de mise en oeuvre tres simple et
est basée sur la dégénérescence d’un élément quadrangulaire ou parallélépipédique [Mutsoe84],
ce qui fait ne intervenir qu’'un changement de variable de type polynomial.

Dans cette section, nous nous intéresserons tout particulierement a ’approche utilisant
un systéeme de coordonnées radiales que nous couplerons a des transformations angulaires.
Cette technique développée pour l'intégration surfacique dans [Hayami et al.88] sera étendue
a l'intégration volumique.

Sans perdre le caractere général de cette étude, nous nous limiterons a I’évaluation d’intégrales
singulieres définies sur des éléments finis quandrangulaires ou parallélépipédiques. De plus nous
ne chercherons pas a donner de régles liées a un choix optimal du nombre de points de Gauss,
qui constitue un travail de longue haleine.

IV.3.1 Intégration singuliére surfacique

Considérons un point source x situé sur un élément fini de frontiere noté S.. Nous sommes
alors amenés a évaluer une intégrale élémentaire singuliére pouvant formellement s’écrire,

Z(x) —/S f(x,y) dSy avec |f(x,y)||<C |y— :cH_l (IV.58)

En utilisant la bijection ¢ existant entre ’élément fini réel S, et ’élément de référence A,
[Batoz et al.90], nous introduisons les antécédents € et 7 de y = ®(£) et & = ®(n) et il est alors
possible de réexprimer I'intégrale Z(x) sous la forme suivante

I(x) = /A F(®(n), B(E)) J(€) dE on A, =[1,1? (IV.59)

L’élément de référence A, est alors subdivisé en quatre triangles 7;( ) de sommet 1. On associe
a un chaque triangle 7;( ) un systeme de coordonnées locales cartésiennes £ et une représentation
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polaire, définis par,

E=PY £ ot E€=n+ p(cos B, sin b)) (IV.60)
R . .

avec 0< p<p?(0), p90) = ﬁ et GY) <0< Gg) (IV.61)

ou p(()i) =1—171, tan ng‘) =— L 2)772 et tan Gg) = % (IV.62)

Po Po
ou les matrices de passages P sont données sur chaque triangle 7;(7;) par les relations ci-dessous,
¢ Triangle 7;(1) de base & = —1: El = —&, et ég =&,
¢ Triangle 7% de base €1 =1:& =¢& et & =&,
¢ Triangle 7;(3) de base & =1: él =&, et ég =&,

o Triangle 72(4) de base £, = —1: él =& et é2 =—&,.

£2A

Figure IV.1 : Changement de variable régularisant I'intégrale

En tenant compte de la représentation paramétrique polaire, I'intégrale Z(x) peut alors se
réexprimer sous la forme suivante

Po)

=1 o p(0)
=3 [, [ o, w(.0)] J€(0.0)) p do a (1V63)

Il est essentiel de remarquer que l'intégrande ainsi obtenue est réguliere sur chaque triangle Te(i),
car ®(&) étant polynomiale [Bonnet86], nous pouvons écrire

ly — || = |®(&) — ®(n)l| = p D(&(p,0),m) avec & #0 (IV.64)
lp £[®(n), ®(&(p,0))]|| < C 2(&(p,0),m) (IV.65)
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Un changement de variable supplémentaire permet de ramener les bornes d’intégration de p sur
I'intervalle [—1, 1] et il en résulte,

I(z) = ;/99 2COSQ/1f[<1>(77)7<I>(£(u,6))] J(€(u,0)) plu,0) du df (IV.66)
(@)
avec p = p(u,d) = 2€059(1 +u) pour wue€[—1,1] (IV.67)

Notons que la représentation polaire engendre un terme indésirable en ﬁ, qui peut présenter
des variations tres importantes lorsque § — 7, ce qui entraine une augmentation significative du
nombre de points de Gauss pour garantir une évaluation précise de l'intégrale. En reprenant une
idée développée dans [Hayami et al.88], on introduit alors un changement de variable § = 0(t)

tel que
dt 1

do - cos @

1 1+sind
doit tzt(ﬂ)ziln% (IV.68)

La variable 8 parcourant l'intervalle [H(i), Qg)] et la transformation #(0) étant croissante et bi-

jective puisque % > 0, le parametre ¢ varie entre les valeurs 5(9?)) et f(@gi)) et un ultime

changement de variable ¢ — v permet de se ramener a 'intervalle [—1, 1] en posant

INGORRCOMICORICD

t= 5 (14wv) avec wve[-1,1] (IV.69)

Ces méthodes ont été étudiées sur les plans théorique et numérique dans [Hayami et al.88],
[Kieser et al.92] et [Hackbusch et al.94] et ces travaux montrent clairement que Iintroduction
de la transformation angulaire (IV.68) améliore nettement la robustesse du schéma d’intégration
numérique et le nombre de points de Gauss dans chaque triangle ﬁ(i) est quasi-indépendant de
la position de 1 dans I’élément de référence A..

Remarque IV.6 L’impact de cette méthode d’intégration numérique sur I’évaluation d’intégrale
singulieres dans I’approche par collocation n’est néanmoins pas tres significatif. En effet, pour
une méthode de collocation utilisant comme points de collocation les points du maillage, le terme
en ﬁ varie peu, ce qui permet d’obtenir de tres bons résultats avec I'introduction d’un systeme
de coordonnées triangulaires ou polaires. ([l

IV.3.2 Intégration singuliére volumique

Nous nous proposons d’étendre les concepts développés pour l'intégration singuliere sur-
facique a I’évaluation d’intégrales singulieres volumiques.

Considérons un point source x situé sur un élément fini volumique V.. Nous cherchons a
évaluer la quantité,

T(x) = / o(@,y) AV, avec |lg(z, )l < C |y — |~ (IV.70)

e

En utilisant la bijection ® existant entre ’élément fini réel V. et ’élément de référence A,
[Batoz et al.90], nous introduisons comme précédemment les antécédents &€ et n de y = ®(€) et
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x = ®(n) et il est alors possible de réexprimer l'intégrale J(x) sous la forme suivante
(@) = [ o(@m).9©) 1) d¢ o A= [-11 (v.71)

L’élément de référence A, est alors subdivisé en six pyramides Pé ) de sommet 1. On associe a
un chaque triangle 736( ) un systeme de coordonnées locales cartésiennes £ et une représentation

sphérique, définis par,

=P ¢ ot €= 1 + p(cos 6 cos ¢, cos 0 sin ¢, sin 6) (IV.72)
(i) (i) p(()i) (4) (1)
<p<p0,9), pV(0,0) = —F— <0<y Iv.
avec 0< p<pW(B,¢), p\ (0, ) 050003 0 et 0 6 <6, (IV.73)
i - i 1+7 i 1—17
ol pé) =1—-m, tangbg) =— +.772 , tan g) = 2 (IV.74)
(4) (1)
Po Po
i ] i 1—1
tan 0§ )(qﬁ) - —2;73 cos¢ et tan 95 )((b) = T’?i% Ccos ¢ (IV.75)
Po Po

ol les matrices de passages P® sont données sur chaque pyramide Pe(i) par les relations ci-

dessous,
o Pyramide 73(51) de base £, = —1: 51 = —&,, 52 =& et 53 =&3
¢ Pyramide PéQ) de base &, =1 El =&, éz =&, et ég =&3
o Pyramide PL” de base &, = 1: & =&, & = —& et & =&,
¢ Pyramide Pé4) de base &, = —1: 51 =—£, 52 =&y et 53 =&

Pyramide Pés) de base &3 = —1: El = —&;, éz =&, et 53 =&

o

o Pyramide 735@ de base &3 = —1: él = &3, EQ = —&y et 53 =&

En tenant compte de la représentation paramétrique sphérique, l'intégrale Z(x) peut alors se
réexprimer sous la forme suivante

=6 ey 600 0 0.0)
= 2
T@ =2 / o /95")(@ [ ol 000,00 T(E(0.0.0) o7 cos0 dp a0 o

(IV.76)

Il est essentiel de remarquer que l'intégrande de [J(x) ainsi obtenue est réguliere sur chaque
q q g

pyramide Pc@, car ®(&) étant polynomiale, nous pouvons écrire

ly — 2|l = [ 2(€) — Bl = * B(&(p,6,8).m) avec &0 (1v.77)

I p* gl@(n), 2(&(p.0,9))] || < C 2(&(p. 0, 0),m) (IV.78)
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Un changement de variable supplémentaire permet de ramener les bornes d’intégration de p sur
I'intervalle [—1, 1] et il en résulte,

Z/ 2 COS¢ COSQ (i)(97¢7 x) df do (IV.79)

T 0, 6,2) = / 1 20 1), (& 6, 6))] J(ECw,6, 8))) 2,0, 8)cosd du (IV.50)

(4)

avec p = p(u,d,¢) = %(ﬁm(l +u) pour wu € [—1,1] (IV.81)

Comme pour l'intégration surfacique, on introduit les changements de variables s = §(¢) et
t = £(#) permettant d’absorber les termes indésirables et Il en résulte ainsi,

cosO cosqb
1. 1+sing ~ooy 1 1+sind

avec selsi),s)] et telt(9),t5(9)] ou s =30") et t7(g) =406 (0))

On se ramene finalement au domaine d’intégration [—1,1]* en considérant les changements de
variables affines permettant de transformer les intervalles [sgz), sg)] et [tgl)(qﬁ), tg)(d))] en [—1,1].

Cette section a présenté une technique d’intégration singuliére valable pour des intégrales
surfaciques et volumiques et basée sur l'introduction d’un systéme de coordonnées radiales
suivi d’une transformation angulaire adéquate. Cette approche est numériquement tres robuste

[Hayami et al.88] et [Kieser92| et permet a faible coit une bonne évaluation en tout point de S,
ou V.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés dans un premier temps au prolongement par
continuité en S du gradient de la représentation intégrale du champ de déplacement w1, puis
nous avons proposé une méthode de résolution du probleme d’évolution élastoplastique basée
sur une approche par collocation. Les résultats importants obtenus dans ce chapitre sont les
suivants :

e Gradient de la représentation intégrale du champ de déplacement

¢ Nous avons montré que les techniques de prolongement par continuité développées dans
le chapitre III ne sont plus valables aux points irréguliers de la frontiere et les différents
potentiels ne peuvent plus étre séparément prolongés par continuité.

o Nous avons montré qu’il est néanmoins possible de trouver une limite, pour un point
atteignant la frontiere, du gradient de la représentation intégrale du champ de déplacement
sous la condition qu’une grandeur tensorielle auxiliaire définie sur S, appelée le gradient
du déplacement reconstitué sur S, soit de régularité suffisante.
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o La nouvelle représentation intégrale du gradient du déplacement permet une évalation
cohérente de Vu,11(x) en tout point du domaine fermé 2, méme les points irréguliers de
S et differe des approches classiquement rencontrées, donnant le gradient du déplacement
sur la frontiere comme solution d’un systéme linéaire.

¢ Les noyaux apparaissant dans la représentation intégrale Vu,.i(x) proposée sont les
mémes que ceux intervenant dans la représentation intégrale de u,41(x). On restaure du
coup la dualité entre la DBIE et la TBIE, dualité qui est perdue dans les formulations
classiques ou les noyaux des opérateurs intégraux de la TBIE sont plus singuliers que ceux
de la DBIE.

e Mise en ceuvre d’une méthode de collocation

o La méthode présentée utilise une interpolation continue des champs de déformation, de
contrainte et de déformation plastique, ce qui est une caractéristique tout a fait originale
des méthodes basées sur l'utilisation de la représentation intégrale de u,4+1(x).

o La nouvelle expression de la représentation intégrale du gradient de w,4+1(x) permet
d’évaluer numériquement de maniére cohérente, le champ de déformation ou de contrainte
en tout point, régulier, irrégulier et intérieur du domaine. Cette formulation fait inter-
venir une approximation continue de iLnH(y), obtenue par une technique de lissage a
partir des approximations (@+1(y), tni1(y), el +1(y)) et généralisant I’approche proposée
dans [Polch et al.87].

o L’approche par collocation présentée dans ce chapitre permet de choisir les points définis-
sant le maillage, qu’ils soient réguliers ou non, comme points de collocation. Il en résulte
une méthode numérique simple et systématique.

¢ Le fait d’envisager une formulation régularisée permet de faciliter la mise en ceuvre numeéri-
que de la méthode puisqu’aucune procédure d’intégration singuliere n’a a étre développée.
Quant a I’évaluation des intégrale faiblement singuliéres, nous avons présenté une nouvelle
technique permettant le calcul des intégrales volumiques et inspirée de [Hayami et al.88].

Seule la formulation en déformation a été implémentée car I’algorithme de Retour Radial piloté
en déformation se dégénere bien dans le cas de la plasticité parfaite. Les résultats numériques
obtenus seront présentés dans le dernier chapitre.
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Chapitre V

Résolution par une méthode de (alerkin

Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons mis en ceuvre une méthode par collocation pour
résoudre le systeme d’évolution élastoplastique. Meéme si cette technique est tres largement
utilisée, elle n’est pas la seule possible dans la mesure ou il est possible de construire comme
pour les algorithmes par éléments finis de domaine une formulation variationnelle du probléeme
élastoplastique.

Cette derniere approche a fait I’'objet de nombreux exposés mathématiques parmi lesquels

on peut citer [Nédelec82], [Costabel84], [Costabel et al.86] et [Wendland87b] et traitant du
probleme élastique. Parallelement une formulation variationnelle des équations du probleme
d’évolution élastoplastique a été présentée pour la premiere fois a la communauté des mécaniciens
dans [Maier et al.87] suivi des articles [Polizzotto88a] et [Polizzotto88b].
La formulation définitive découlant directement de considérations énergétiques fait I’objet des
travaux [Polizzotto et al.93] et [Polizzotto et al.94]. Le fait de pouvoir rattacher la formulation &
un principe énergétique est crucial pour la mise en ceuvre numérique car elles permet de donner
une signification physique aux matrices d’influence et de les rendre symétriques. Pour un exposé
plus détaillé des principaux arguments permettant de justifier I'intérét accordé a la méthode
variationnelle, nous renvoyons le lecteur a article de syntheése [Bonnet et al.98].

La formulation variationnelle présente plusieurs avantages. Tout d’abord elle engendre au-
tomatiquement un systeme d’équations intégrales s’apparentant a un systeme de Fredholm de
premiére espéce [Costabel84] et la question du choix, apparaissant dans la méthode de colloca-
tion, entre ’écriture en un point de la DBIE et celle de la TBIE ne se pose plus. Nous verrons
que les conditions de régularité que doivent satisfaire les champs inconnus sont également plus
faibles que celles rencontrées dans ’approche en collocation (voir chapitre IV). Enfin on dis-
pose de plus de résultats de stabilité et de convergence du schéma numérique qui sont donnés
en éléments finis de domaine dans [Simo et al.91] et qui ont été appliqués dans le cadre des
méthodes des équations intégrales dans [Comi et al.92].

Dans ce chapitre, apres avoir défini le cadre fonctionnel de I’étude, nous présenterons une
démarche inspirée de celle proposée dans [Bonnet95b] pour un probleme d’élasticité, permet-
tant d’aboutir & une formulation variationnelle des équations régissant le probleme d’évolution
élastoplastique. Notre point de départ sera la formulation de type Hu-Washizu obtenu dans le
paragraphe 1.3.3, pour laquelle nous envisagerons des champs tests en déplacement du obtenus a
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partir de la variation de la représentation intégrale du champ de déplacement (I1.48). L’incorpo-
ration de du dans les équations variationnelles associées aux conditions de stationnarité de la
fonctionnelle définie par la relation (1.83) conduira finalement & une formulation par équations
intégrales du probleme d’évolution élastoplastique.

Deux algorithmes de résolution équivalents seront présentés, le premier en contrainte et
le second en déformation, et nous montrerons comment incorporer les algorithmes de Retour
Radial dans ces formulations. Nous établirons alors que le schéma de Newton-Raphson associé
a chacune de ces formulations est symétrique, ce qui consitue un résultat tout a fait original et
justifiant pleinement l'intérét que suscite la méthode de Galerkin.

Nous expliciterons les équations variationnelles du probleme sous une forme entierement
régularisée, ce qui sera d’un intérét crucial lors de la mise en ceuvre numérique. En reprenant
I’approche décrite dans [Costabel88] pour des domaines lipschitziens, nous généraliserons la
méthode de régularisation de 'opérateur hypersingulier proposée dans [Nédelec82] et [Bonnet95b]
pour les surfaces régulieres et appliquée avec succes dans [Nishimura et al.90] et [Li et al.98].

Nous nous intéresserons finalement & I’évaluation numérique des intégrale doubles engendrées
par la méthode. Le principal avantage de la formulation entierement régularisée est de pouvoir
réutiliser les algorithmes d’intégration numérique développés pour le schéma par collocation et
d’obtenir des procédures de calcul d’intégrales doubles, qui soient simples et systématiques.

Nous discuterons en fin de chapitre les différentes améliorations et perspectives qui sont
envisageables dans ’approche variationnelle.
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V.1 Formulation variationnelle du probleme

Les premiers travaux relatifs aux formulations variationnelles des équations intégrales con-
cernent la théorie du potentiel scalaire [Nédelec76], [Nédelec77] et [Hsiao et al.77]. L’approche
de ces auteurs est tres simple et consiste a reformuler les équations variationnelles du probleme
en termes de traces sur la frontiere du champ de potentiel inconnu. L’ensemble de ces travaux
supposent toujours la frontiere réguliére. La résolution numérique, décrite dans [Nédelec76], des
équations obtenues pour 'opérateur de Laplace a donné des résultats tout a fait satisfaisants
dans [Hamdi82].

Ces formulations théoriques ont été étendues a 1'élasticité dans [Nédelec82], [Costabel84]
et [Costabel et al.86]. Certains travaux traitent plus spécifiquement de ’équation intégrale
en vecteur-contrainte [Nédelec83] et [Stephan86]. Une revue trés détaillée de Iensemble des
résultats obtenus peut étre trouvée dans [Costabel88]. L’étude de la solution de probleme
élastique associé a des conditions aux limites mixtes (Dirichlet et Neuman) dans un domaine
a frontiere polyédrale et résultant d’un systeme d’équations intégrales, est clairement détaillée
dans [Petersdorff89] ol des conditions de régularité de la solution sont également exhibées. Ces
approches sont tres intéressantes car elles permettent de donner un cadre mathématique aux
formulations par équations intégrales, relié a des quantités énergétiques.

Parallelement a ces études mathématiques du probleme, une formulation variationnelle plus
méacanique utilisant la notion de représentation intégrale du champ de déplacement ont été pro-
posées dans [Maier et al.87] et [Polizzotto88b] dans le cadre du probléme élastoplastique. Il est
clairement montré dans [Polizzotto et al.93] et [Polizzotto et al.94] que I’écriture des équations
sous forme faible, résulte de la stationnarité d’une fonctionnelle donnée explictement pour un
matériau élastoplastique parfait. L’implémentation de cette méthode et la présentation de
quelques résultats numériques, sont décrites dans [Maier et al.93]. Le champ de déplacement est
pris linéaire sur S et le champ de vecteur-contrainte et les déformations plastiques sont choisis
constants par élément respectivement sur S et dans €2,.

Quelques travaux en élasticité, basés sur des formulations variationnelles, ont été présentés
et nous renvoyons le lecteur & [Bonnet et al.98] pour un exposé exhaustif. Les premiers résultats
significatifs pour une implémentation tridimensionnelle du probleme élastique ont été obtenus
dans les travaux [Bonnet95b], [André et al.97] et [Xia098] et présentent I’avantage de pouvoir
prendre en compte n’importe quel type d’élément fini. Dans le premier article, la régularisation
de lopérateur hypersingulier est achevée de maniere indirecte [Nédelec82] alors que dans le sec-
ond, on envisage des expressions faisant intervenir des intégrales singuliéres et hypersingulieres.

Dans le cadre de ce travail, nous nous proposons d’étendre la formulation régularisée proposée
dans [Bonnet95b], & un corps comportant des singularités géométriques et ayant un comporte-
ment élastoplastique. La formulation que nous établirons permettra de considérer une large
gamme d’éléments finis comme nous le verrons dans la section V.2.

V.1.1 Equations intégrales sous forme variationnelle

Le paragraphe I1.3 a mis en évidence la structure générale d’un algorithme de résolution du
probleme d’évolution élastoplastique, a savoir

¢ Ecriture des équations intégrales d’un probleme élastique fictif ou les déformations plas-
tiques P 41 sont supposées connues et traitées comme des déformations initiales,
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¢ Elimination des conditions aux limites inconnues et obtention d’une relation linéaire entre
€nt1 et €F 41 pour I'approche en déformation et entre o1 et el 41 pour I'approche en
contrainte,

o Prise en compte des lois d’évolution (loi d’écoulement plastique et lois d’écrouissage).

L’idée fondamentale de I'obtention d’une formulation variationnelle des équations intégrales
consiste a reprendre les équations sous forme faible résultant de la stationnarité de (I1.83) et de
faire certains choix sur les champs variés dx.

Comme pour la présentation de la méthode de collocation au chapitre IV, € désigne un ouvert
borné ou non de R3, de frontiere S bornée et on appelle ), C €2 la zone bornée susceptible de
plastifier. On introduit également le réel k valant 1 s’il s’agit d’un probléme intérieur et 0 sinon.

PROBLEME ELASTIQUE AVEC INCLUSIONS INITIALES

Considérons une approche en déplacement comme dans [Bonnet95b]. Soit (wp41,tn+1), le
champ de déplacement dans €2 et le champ de vecteur-contrainte sur S,, solution du probleme
défini par les relations (I1.49) & ¢,41. Nous avons alors d’apres les équations (1.89) et (1.90) la
relation suivante

V(du,dt) € HY(Q) x Hfé(Su) , / Viou :C: (Viuppr —eb ) dV
Q
- / ou.pf, 1 dV —/ 5u.i2+1 ds —/ 0t.(upi1 — 4oy q) dS=0 (V.1)

En imposant des conditions plus fortes sur les champs variés, a savoir div(C : V*du) = 0
dans Q et 0t = (C : V*du).n sur S, l'intégrale de volume portant sur w,; se réduit a une
intégrale surfacique ne portant que sur la trace de u,11 sur S et la conormale de du. Apres
avoir reformulé la relation (V.1), on obtient alors la formulation variationnelle suivante

Vou € H'(L,9Q) / div(C : V*6u) =0,

/ Unt1.[ C v Vi0u |.n dS+/ w1 [C Vi |n dS—/(Su.pfn+1 av
St Q

u

—/ 7~52+1-’)’05U dsS —/ inﬂ.%éu dsS — Véu:C : EZ_H dV =0 (V.2)
St Su Qp

ou le couple (41, tn+1) désigne le déplacement et le vecteur-contrainte inconnus sur la frontiere.
Rappelons que v € H!(L, Q) signifie que v € H'(Q) et que Lv € L?(Q).

Les conditions imposées & du peuvent paraitre tres strictes. Toutefois tout élément du sous-
espace vectoriel V. = {v € HY(L,Q) / Lv = 0} est entierement connu sous la forme d'une
représentation intégrale faisant intervenir la trace et la dérivée conormale de du sur S. Nous
montrerons alors que les équations variationnelles (V.2) se rameénent & un probléeme défini sur
la frontiere. Il vient ainsi le résultat suivant.
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Resultat V.1

Soit u,41 le champ de déplacement solution du probléme d’évolution éastoplastique a ,,41.
Alors u,+1 admet la représentation intégrale suivante ou €f 41 est supposé connu,

w@)nis = [ Uty =) Bl 8y~ [ St — o)) wlwlon dS,

t

+ /S UF(y — @) &(y)n41 dSy — / SE(y — 2)nj(y) @ (y)ns+1 dSy

u

+ [ Uk =a) oo aVy+ [ Shw—a) s avy (V3
P
avec (@, @0)ns1, & E)nsr € H2(S) x H2(S), les champs (@ns1,Enr1) € H2(Sy) x H™2(S,)
représentant les conditions aux limites inconnues sur .S. Ces derniéres sont solution du probleme
variationnel symétrique ci-dessous.

(8@, 8t) € H2(S,) x H™2(S.) , (V.4)
Qs (0T, Ty 1) + Gt (0T, Ly 1) = Lo (0T) + Gy (0, an) V)
(0, Tny1) + an (0t tny1) = £i(0t) + asc (0t €h )
Ay (00, ) = ayy(t, o)
avec les propriétés a(6t,t) = ayul(t,6t) (V.6)
(W, i) = atu(i7a)

Les différentes formes bilinéaires intervenant dans le premier membre de la formulation (V.4)
sont données par les expressions ci-dessous.

Ay (O, @) :/S /S R0ty (x) Bigrs(y — x) Rytii(y) dSy dSy (V.7)
(ot = [ [, @) Ay - =) ity dS, dse
- /S [ o) Kly — ) Ryi(y) S, dS. (V.8)
aut (00, t) /S / Sug(x) H(z,x —y) tp(y) dSy dSq
/S / Rybdiis(z) KL (@ — y) fuly) dSy dS, (V.9)

as (0t 1) //6t ) UF(y — x) tx(y) dSy dSs (V.10)

Les formes bilinéaires relatives aux déformations plastiques peuvent s’écrire sous forme régularisée
de la maniere suivante.

aye (0w, €P) /S /Q Rotp(x) Yisij(y — ) sfj(y) dVy dSg (V.11)
¢t JQp

a4 (01, €P) = / 5t (@)Zh (y — @) (y) dVy dSe (V.12)
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Quant aux formes linéaires du second membre contenant les conditions aux limites données a
tn+1 et les forces de volume appliquées au systeme, elles admettent les expressions suivantes,

- / / RySiin (@) Biggs (y — @) Ryil(y) dS, dSe
St

o [ Rodiate) Kty - =) pfitw) dvy dSe — [ [ ia(a) He. — y) pfi(y) vy ds.
+ /St /St R 6u;(x) Kiq(y —x) tk(y) dSy dSz — /St . dug(x) H(x,x — y)ig(y) dSy dSg
5ak( (/-ht/H Y,y — )dSy) () dSq (V.13)

+(6t) /S / Sty (x —x) pfi(y) dVy dSg —I—/ g Sti(z) UF(y — ) #2(y) dSy dSe

/ / Sty (x (y — x) R, (y) dSy dSq /S / 5tp(x) H(y,y — x) Y (y) dSy dSq
8 5ty () <:‘£ -1+ /S H(y,y —x) dSy) aQ(x) dSy (V.14)

Les différents noyaux apparaissant dans ces formulations seront explicitées au cours de la
démonstration. Notons que toutes les intégrandes mises en jeu sont sommables.

Preuve

Les conditions aux limites inconnues du probleme formées du couple (@1, in+1) sont les so-
lutions de I’équation variationnelle (V.2) écrites pour tout champ du € H'(L, Q). Cet ensemble
est exactement connu et fut ’objet de la section II.2.

Compte tenu de I'expression de la représentation intégrale de w,4; donnée par la relation
(V.3), nous allons choisir un champ varié sous la forme suivante

dup(y) = g 5fi(:c)Uf(m —y) dSg —/S Tzk(a:,a: —y)ou;(x) dSy
u t

= 6t;(x)UF(x — y) dSz + / Ki]f](az —y)Ry0u;(x) dSy
Su St

g H(x,x —vy) dur(x) dSy (V.15)

Cette relation est obtenue en tenant compte de la décomposition (II1.21) du tenseur 3(r) pro-
posée initialement dans [Tanaka et al.94] et du fait que du(x) = 0 sur le contour 9S; de la
partition de surface S;, ce qui annule l'intégrale sur le contour 95; issue de l'intégration par
partie du terme de noyau TF(x,x — y).

CADRE FONCTIONNEL DE L’ETUDE

Définissons d’abord le cadre fonctionnel. La question qui se pose a nous est de choisir
les espaces fonctionnels adéquats pour le couple (du, dt), pour avoir du € V. Pour ce faire,
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[Costabel88] montre que les potentiels surfaciques pour des densités définies sur la frontiere S
d’un domaine € de classe C%! agissent de la maniere suivante.

11

5r5h Vi H2T5(S) = HUSR3) et Vy: H2tS(S) — HYS(Q)  (V.16)

loc

Vs € | —

Dans la suite de la démonstration, nous aurons souvent a caractériser la restriction a .S, ou Sy
d’une fonction v € H*(S), ou H*(S) est donné dans le paragraphe II.1 par la définition (II1.3).
Pour une densité v de support S = S; U §,, nous introduisons la notation v = (v|g,, v|g, )-

En reprenant les définitions des espaces de Sobolev de la section 1.1, il vient les propriétés
suivantes que ’on peut par exemple trouver dans [Costabel et al.85]

YV éu ¢ I{I%(St), V11 (0u,0) € H%(S) — Hjpo(R?)

. ) - ) (V.17)
Vot € H2(S,), V2 :(0,6t) € H 2(S) — H(Q)

Compte tenu des relations (V.17), nous prendrons par la suite le couple (du, 6%) dans les espaces
fonctionnels 2 (St) x Hz (Sw)-

Le cadre fonctionnel de notre étude étant défini, nous pouvons réexprimer I’équation varia-
tionnelle (V.2) en y reportant la représentation intégrale de du. Il est possible de décomposer
I’équation variationnelle (V.2) de la maniére ci-dessous ot les fonctionnelles J) (du), JU (du)
et JUID (§u) seront traitées séparément.

vou €V, JD(5u) — JUD(du) — JHD (§u) — JUV) (du) = 0 (V.18)

JD(8u) _/ Gnyi1[ C:yVou|n dS+/ @l 1.[ C:Viu .n dS
St Su

_ /S (i1, @0 1)-[ C : 70 V*Su | dS (V.19)

JID (§u) = / &, 0w dS + / thi1.700u dS = / (o s 12 Ens1) 700U dS (V.20)
S

t u

JUD (§4) = / du.pf,q dV (V.21)
Q

JIV) (§u) = / Véu:C: el dV =0 (V.22)
Qp

TRAITEMENT DE J (du)

L’évaluation du terme J!(du) est la partie la plus délicate de la démonstration. Il convient
en effet de rappeler que I'expression de v V*du donne lieu a des formulations mettant en jeu des
intégrales hypersinguliéres [André et al.97], comme nous I’avons montré dans la section III.2.

Un moyen pour contourner cette difficulté consiste a appliquer une technique de régularisation
reposant sur une double intégration par parties et initialement introduite dans [Nédelec77]. Cette
technique a été étendue a un probleme d’élasticité 3D avec conditions aux limites mixtes dans
[Bonnet95b]. Cette approche consiste & introduire une surface auxiliaire S(n) extérieure a Q et
construite a partir de S supposée réguliere a ’aide du parametre n > 0 de la maniere suivante :

VyeS, §geSn)=y+nny) (V.23)
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La représentation intégrale (V.15) n’est plus écrite sur S mais sur S(7), ce qui permet d’effectuer
des opérations classiques sur les intégrales. Lorsque la formulation obtenue ne fait plus apparaitre
que des intégrales faiblement singulieres, on procede a un passage a la limite consistant a faire
tendre uniformément la surface S (n) vers S correspondant a 7 — 0 et on obtient une formulation
régularisée sous forme variationnelle des équations intégrales.

Cette approche est tres naturelle et permet de bien rendre compte du processus de régu-
larisation. Malheureusement elle n’est pas directement transposable a des domaines pouvant
présenter des singularités géométriques et qui constituent I’objet de ce travail. Nous allons
néanmoins montrer que la formulation obtenue dans [Bonnet95b] reste valable pour des ouverts
de classe C%!. Pour ce faire, nous allons considérer la définition de la dérivée conormale au sens
des distributions d’une fonction v € H*(L,2) [Costabel88].

Yo € H3(S), /

p.[C: vV ]ndS = / Vv e:C:VvdV — / Yo p-Lv AV (V.24)
s Q Q

oll 7y, (e) désigne I'opérateur de relévement sur S. La fonction 7, ¢ définie dans Q représente
donc un relevement arbitraire de la fonction ¢ de support S. On vérifie tres aisément que la
relation (V.24) est bien indépendante du relevement v, ¢ choisi.

Ayant choisi (@, @°),11 € H%(S) et du € HY(L,Q) vérifiant Véu = 0, introduisons un
relevement arbitraire de v, u de la densité (u, @)1 1. 11 en résulte alors

T (§u) = / Vou:C: Vygudv = JD(sa) + 150 (%) (V.25)
Q
7D (0a) = /Q%_Ui,j(y)/s Cijav X p(® — Y)mu(x) dtug(z) dSe dVy (V.26)
t
K60 == [ guste) [ S —y) i) dse av, (v.21)

Evaluation de Jl(l) (6u)

Compte tenu du caractére hypersingulier du noyau 3(r) = O(r~3), nous ne pouvons pas
permuter les deux intégrations par le biais du théoreme de Fubini. L’idée est alors de réduire
Iordre de singularité en effectuant une intégration par parties par rapport a y. Pour ce faire,
nous introduisons la décomposition suivante [Bonnet et al.98]

Cijab X 5 (1) = —€jpqCins Bighs,fn (1) — Cijrid(0) (V.28)

Il vient alors la relation

/5 Cijab X p(® — Y)ru(y)oix(z) dSe = —ejgq /S esthDnBigks, f(x — y)nu(x) tg(x) dSq
t t

= —eij/s RBigis,f(x —y) dug(x) dSy p.p.yeQ (V.29)
t

11 est intéressant de noter que 'on fait apparaitre le rotationnel surfacique du noyau VB(y — x)
par rapport & @ et de rappeler que la formule de Stokes (I1.20) est valable pour une surface de
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Liapunov par morceaux. Nous allons donc pouvoir intégrer par parties de maniere a di}r%inuer
lordre de singularité de 'opérateur surfacique apparaissant dans (V.29). Ayant w € H2(S;),
on obtient finalement

/S Cijabzgl,b(m —y)ny(y) dug(x) dSg = eij/ Bigrs, t(x —y) Rsdug(xz) dSy p.p. y € Q
t t (V.30)
Le noyau V B(r) étant intégrable dans R?, il est alors possible d’appliquer le théoréme de Fubini

et de permuter les signes intégraux dans 1’expression de JI(I)((WL) apres avoir tenu compte de la
relation (V.30).

sew) = [

; Rsdug(x) Yo /Q Biqk&f(y —x) eijyaui7j(y) dSz dVy (V.31)

Interessons-nous tout d’abord au potentiel volumique de la variable . Mofidions quelque peu
son expression en appliquant le théoreme d’Ostrogradsy (I1.23) par rapport a y. Nous avons
alors ’expression suivante p.p. € ().

- /QBiqks,f(y - ZI:) eij’)/()_ui,j(y) dvy = /g;[ Biqks<y - 113) equ76ui,j(y) ],f dVy
- /Q Bigks(y — ) eqrjvg wijr(y) dVy = /S Bigks(y — ) Ry(it,0°);(y)nt1 dSy (V.32)

L’intégrale portant sur 2 est bien nulle, vu que la densité représente le rotationnel du gradient de
Yo w. Quant a la trace sur S de intégrale de noyau B(r), celle-ci est égale a I'intégrale de la trace
de l'intégrande sur S. Le noyau B(r) est en effet faiblement singulier puisque B(r) = O(r—1),
ce qui permet de conclure grace au théoreme de convergence dominée de Lebesgue. On aboutit

alors a la formulation définitive de JI(I)((WL).

7D (i) = / / Robiin(x) Bighs (y — ) Ry(it, i0)i(y)ns1 dSy dSq (V.33)
St J St

Evaluation de J2(I) (6t)

Le terme JQ(I)(éi) fait intervenir le noyau X(7) qui est intégrable dans R3. En permutant
les signes intégraux et en tenant compte de la décomposition (I11.21), nous pouvons alors écrire

J2(I)(5i) sous la forme ci-dessous.

50 (5%) = / 5T ()70 / SE(y — @) 75 i (y) dVy dSe
S ¢ (V.34)
D (57) = /S 5T (@)l IS (@) + 1) (@) | dSa

avec les définitions des quantités I gl)(a:) et I 52) (x) suivantes

) (x) = /Q Cqir Gl (y — @) 7o uig(y) dVy et I)(y) = /Q Gy — @) vy upj(y) dVy
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Les deux intégrales I gl) (x)et I 52) (x) sont reformulées en appliquant le théoreme d’Ostrogradsky
(I1.23) et en faisant apparaitre la quantité rot V~, u qui est bien évidemment nulle. Il vient alors
les expressions valables a l'intérieur du domaine p.p. « € €2,

I 1 / (~7 U )1( Y)n+1 dS / erquaui,jQ(y) dVy

/ Ry (i, @°)i(y)nt1 dSy (V.35)
@) = [ 64w - @ni(w) (@i 45y~ [ Gty @) 25 unly) a7,
- /S Hy,y — ) (i) (8)asr dSy + g up(e) (V.36)

Toutes les intégrales apparaissant dans la formulation ci-dessus ont un comportement connu au
voisinage de la frontiere S et il ne nous reste qu’a déterminer les traces sur S, des différentes
quantités. Il vient alors les expressions p.p. € S,

2ol / Ry(it,@)i(y)n 11 dSy (vV.a7)
I () = /3 Hy,y — @) (@ @)e(@)nsr dSy + (1 — 1) B(@)nis
- (@) [ Hyy ) ds, (V.38)
S

En recombinant les différents termes obtenus, il en résulte ’expression définitive du terme
JQ(I)((si), se mettant sous la forme,

I (6%) = — /S /S i) KE (y — @) Ry(,@)i(y)ns1 dSy dSs
+ /S /g 5i() Hy,y — ) (i 2)(y)ns1 dSy dSs

+ 5 5t (x) (1 — K- /SH(y,y —x) dsy> AQ(x) s 1 dSq (V.39)

Remarque V.1 Notons que les expressions de Jl(l)(éﬁ) et JQ(I) (6t) ne font intervenir que
des champs surfaciques et les formulations définitives obtenues sont bien indéprendantes du
relevement 7, w choisi. O

TRAITEMENT DE .J (D) (u)

La détermination de JU(§u) est beaucoup plus simple et se réduit & 1’évaluation de la
trace de la représentation intégrale (V.15) sur la frontiere S. La trace de du sur S, ne pose
aucun probleme vu que le potentiel de simple couche est continu a la traversée de S. Quant a
la trace sur S, elle fait apparaitre le terme libre résultant de la discontinuité du potentiel de
double couche au voisinage de la frontiere. Compte tenu des résultats obtenus dans la section
IV.1, nous obtenons les formulations régularisées suivantes
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e Trace de du sur S; valable p.p. y € S;

Yodup(y) — / Uk(@ — y) 6%i(z) dSe + / KE (@ — ) Rydiis(x) dSa
Su St

- [ @ y) i) ds. + (n + /S Hz o —y) dSw> Sig(y)  (V.40)

e Trace de du sur 5, valable p.p. y € Sy

Yodup(y) = / Uk(e — y) 6%i(z) dSe + / KE (@ — ) Rydiis(z) dSa
Su St

-/ H(x,xz —y) dug(x) dSy (V.41)

Ces résultats sont alors incorporés dans I'expression du terme JU!) (u) et il vient une formula-
tion ou n’apparaissent que des densités définies sur S, s’exprimant de la maniere ci-dessous.

J0D (5u) = /S /S 5ii(x) UF(y — ) () (9)nsr dSy dSa
- [ [ Radita) Kby @) @ Duty)un a5, dS.
- /S /S i) H(z,x —y) (1% Dp(@)ns1 dSy dSq

+ 8 Stig, () (n+/SH(y,y—az) dSy) () e 1 dSq (V.42)

On note que les termes de noyau H(y,y—x) et H(x,x—1y) sont exactement connus et valent
% au signe pres. Rappelons en effet qu'une variété poyédrale est réguliere presque partout sauf
aux points situés sur les arétes. Néanmoins pour une question de cohérence de I’évaluation des
différents termes et contrairement a [Li et al.98], nous ne tiendrons pas compte de ce résultat et

nous envisagerons les expressions du résultat (V.1) pour la mise en ceuvre numérique.

TRAITEMENT DE JD (§u)

Le terme JU!! )(éu) prend en compte 'influence des forces volumiques et son expression est
immédiate. Tous les noyaux apparaissant dans la représentation intégrale de du sont intégrables
dans R? et apres avoir appliqué le théoreme de Fubini il en résulte,

JUID (50 = /S /Q ot(x) Uf(y — ) pfi(y) dVy dSe (V-43)

- /5 /Q Fybts(w) Ky = @) pliy) dVy dSy - /s /géak(w) H(z,x —y) pfi(y) dVy dSe
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TRAITEMENT DE JV)(§u)

La quantité JUV)(du) contient les termes de déformations initiales assimilées & eb ... Par
définition de JU'V)(du), nous avons la relation ci-dessous

JIV)(fu) = — /

) [ CowSiiye - yn(@) si(x) S, v,
Q, S

+ / &b (y) / S5 (@ — y) 0tp(x) dSp dVy,  (V.44)
Q, S
En tenant compte de ’égalité (V.30), nous pouvons reformuler l'intégrale contenant le noyau
hypersingulier et ne faire apparaitre que des noyaux intégrables dans R3. D’apres les résultats de
continuité des potentiels volumiques, obtenus dans la section I11.3, il est alors permis de permuter
les intégrations surfacique et volumique et il vient alors I'expression définitive de JU V)((Su),

JIV) (5u) = / R0t (@) Thsij(y — x) €¥:(y) dVy dSe
Sy JQp

_ /Su /Qp 5ty (x) Efj(y —x) g’fj(y) av,, dS,
(V.45)

ol nous avons préalablement défini Y (7) = €4 Bigks,f (7). Notons également que 'expression
(V.45) ne fait intervenir que des intégrales faiblement singulieres.

A ce stade de I’étude, tous les termes de 1’équation variationnelle (V.2) ont été évalués et en
regroupant les différentes quantités, il vient finalement le systéme variationnel (V.4) défini sur
I'espace des traces FI%(S}) X H_%(Su).

[

Remarque V.2 Les formes bilinéaires faisant intervenir les traces (@1, t,+1) peuvent égale-
ment étre trouvées dans [Bonnet95b] et [Li et al.98]. Quant aux formes relatives aux déformations
plastiques, une version singuliere est donnée dans [Maier et al.93]. ]

Remarquons simplement que les équations relatives & @ et & t représentent respectivement
les équations intégrales en vecteur-contrainte sur S, et en déplacement sur Sy, écrites sous forme
faible. Le résultat (V.1) a 'avantage de ne faire apparaitre que des quantités intégrables, ce qui
s’avere crucial lors de la mise en ceuvre numérique. Le fait d’avoir choisi un champ varié du
suffisamment régulier dans ’écriture sous forme faible de la TBIE, nous permet d’imposer moins
de régularité sur la densité . Rappelons simplement que pour la méthode de collocation, cette
équation ne peut étre directement écrite qu’en un point régulier et il faut de plus vérifier w € Di'.

En anticipant sur la section V.3 concernant la mise en ceuvre numérique de la méthode, il
est possible d’intéger par parties les formes bilinéaires relatives a la présence de déformations
initiales, ce qui permet de réduire 'ordre de la singularité des intégrales, & condition que &P 11
soit suffisamment réguliere.

Le résultat qui va suivre n’intégre aucune considération relative a la régularité réelle de ’état
élastoplastique recherché. Il permet juste de réexprimer les formes bilinéaires a,.(du, 52 41) et
age (01, el 4+1) sous une forme qui sera plus intéressante sur le plan numérique.
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Resultat V.2

Pour un champ de déformations plastiques sf: 41 suffisamment régulier Ef: 1 €H HQ), les

formes bilinéaires ay. (0%, eh_ ) et a;(dt,eh ;) admettent les expressions ci-dessous.

au€(5ﬂ¢€£+1) = _/S s deak(:ﬂ) Biqks(y - w) equnf(y)gfj(y) dSy dSm
t
+ / R0ty (%) Bigks(y — ) eqjrer; ;(y) dVy dSs (V.46)
s, Ja,
@t et ) = [ [ Shu(e) Coulity = )mly) (v) vy dS.
u v/ Op

- /S [ iu(w) Conl(u = =) <, w) avy dS. (V.47)
u 7/ {p

Ce dernier résultat pose les équations variationnelles régissant le probleme élastique avec
déformations initiales "55 41 ou ces dernicres sont supposées connues. Il est important de noter
que le systeme (V.4) n’est autre que le systeme d’équations intégrales correspondant au systéme
de Fredholm de premiére espéce et qui a largement été étudié dans les travaux [Costabel84] et
[Costabel et al.86].

V.1.2 Représentation intégrale des contraintes et déformations

Les travaux [Maier et al.87], [Polizzotto88a] et [Polizzotto88b] ont permis de montrer qu’il
existe une dualité entre le systéme d’équations intégrales du probléeme sous forme variationnelle
et I’écriture sous forme faible, dans le domaine €2,,, du champ de contrainte o, dérivant de la
représentation intégrale (V.3). Nous allons ainsi montrer que ’on retrouve les formes bilinéaires
adjointes & aye(du,eh, ) et age (0, eb ;) dans 'expression de (0eP, 0 41)q,, oit 6P désigne un
champ test quelconque.

Compte tenu du cadre fonctionnel fixé par le résultat (I1.5), nous avons o,41 € L%(€),), ce
qui nous amene naturellement a considérer ’expression sous forme faible de o1 définie par
la relation ci-dessous et correspondant a I’équation (1.92) résultant de la stationnarité de la
fonctionnelle représentée par 1.83.

VoeP € L2(%,), 6eP 1oy dV = | 6eP:C: [ Viup —€b, ] dV (V.48)
QP QP

La représentation du champ gradient de déformation sous sa forme régularisée [Bonnet et al.96],
rappelée dans le paragraphe II1.3, est donnée par la relation ci-dessous valable pour un point
intérieur = € €2,.

Ua p(T)nt1 = /SEiz,b(y —@)ny(y) (@,3°)k(Y)n+1 dSy —LUﬁ,b(y — ) (1 Or(Y)nt1 dSy

—/ Z%l,b(y —x) [€Zl(y)n+1 - Ezz(x)nﬂ] dVy — 6Zz(w)n+1 / Yy —z)np(y) dSy  (V.49)

P Sp
En reportant la représentation intégrale (V.49) dans I'expression sous forme faible du tenseur
des contrainte o1, il vient alors le résultat suivant :
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Resultat V.3

Soit u,41 le champ de déplacement solution du probleme d’évolution élastoplastique. Alors
le champ de contrainte 0,41 correspondant a u,4+1 est donné sous forme faible dans 2, par la
relation ci-dessous,

VoeP € L2(9, / 0eP 1 o y1 AV = 0 (0€P) + ay (0P, Upt1)
+ ac(0eP ,th) —aZ (0eP, EZH) (V.50)

ot les formes linéaires et bilinéaires apparaissant dans la relation (V.50) admettent les expres-
sions suivantes.

aZ (8eP, eP) = /Q 55%(32)/9 CijarXip(y — ) [}, (y) — ey (x)] dVyy dVy
V3 P

—I—/Q det;(x) <C’ijkl —|—/S Cijab2t (y — x)np(y) dSy> eP(x) dVyg (V.51)
P P

1o (062, 1) = / 567,(2) Yoty (u — @) Ralix(y) dSy dVa (V.52)
Q, Js,
a;(8eP,t) = — / oel(x) i (y — @) tr(y) dSy dVa (V.53)

- (8eP) / / 0et () Traij(y — @) R (y) dSy dVa

_ /Q [ 5@ == =) Blw) as, v, (V.54)
t

Preuve

Considérons la forme faible de la représentation intégrale du champ de contrainte o donné
par la relation (V.48) et substituons la représentation intégrale (V.49) a V®u,41 dans (V.48).
Il nous est alors possible d’écrire

/ eP() : oy () dVy = / 50 ( / CriabS2 oy — @)u(y) (5 )k (W) dSy dVi
/ 57 ( / (g — ) (2 Di(y)nss dSy dVa
- / @) [ CouStinl - o) ) - @) avy av;
Qp Qp

—/Q 55%-(33) (Cijkl —l—/s Cijab i (y — x)np(y) dSy> el(x) dVy (V.55)

En tenant compte de la relation (V.30) établie précédemment, on reformule les termes invoquant
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I'opérateur hypersingulier de la maniere ci-dessous et on acheéve la démonstration.

/Q 55%(33)/Scijab2iz,b(y —&)ny(y) (@, @)k (Y)ns1 dSy dVi
P
= [ [ 5eh@) Ty = ) Rl i)iwhs 45, Ve (V50
P

[ |

Il est intéressant de noter que les formes bilinéaires faisant simultanément intervenir des

densités surfacique et volumique, possedent les propriétés de symétrie ci-dessous qui vont étre
décisives pour aboutir a une formulation entiérement symétrique.

acy(€,0) = aye(u,€) et ag(e, t) = aw(t, e) (V.57)

On montre également que la forme bilinéaire aZ (de,€) est autoadjointe. En effet en remar-
quant que pour deP € LQ(Qp)7 il est toujours possible d’écrire la relation suivante, en notant
Cijab i (1) = Sija(r).

57 () / Sy — @) () — £y (@)] dVy dVa
Q, Q,
. /Q /Q 627, (y) — 6% (2)] Syl — ) (<L) — eby()] dVy dVa
—i—/ﬂ /Q Sijri(y — ) 0¢;(y) ey (y) — epy(®)] dVy dVi (V.58)

En évaluant la différence entre aZ (de,e) et aZ (e, de), il en résulte en tenant compte de la
relation précédente que

0% (8¢, €) — aZ(e, be) — /Q /Q Sin(y — @) [Ben(@)es; (y) — deiy()en(@)] dVy dVi  (V.59)

Il est clair que Sjjp(r) = ijabCklqug’qb(r) possede la symétrie majeure Sjjp (1) = Skiij(r)
et est de plus paire, i.e. S(—r) = S(r). Ces remarques permettent alors d’en conclure que
I'intégrale double du second membre de la relation (V.59) est nulle.

En utilisant des considérations énergétiques, il est également possible de montrer que la forme
bilinéaire est semi-définie positive [Bui et al.70] et [Polizzotto88b]. Malheureusement 'inégalité
stricte ne peut étre obtenue car il existe des états de déformations initiales vérifiant automa-
tiquement les équations d’équilibre.

Comme pour les formes bilinéaires intervenant dans le systeme d’équations intégrales sous
forme variationnelle, il est possible de réexprimer les quantités £.(8&P), a-,(8€P, @) et ac;(deP, t)
en faisant apparaitre des noyaux moins singuliers. Cette opération est effectuée au moyen
d’une intégration par parties, en utilisant le théoreme d’Ostrogradsky et en supposant deP
suffisamment réguliere. Il en résulte alors,

Resultat V.4
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Soit 6eP € H'(Q). Les formes linéaires et bilinéaires ¢.(8eP), a-,(8eP, ) et aci(deP,t)
admettent alors les expressions ci-dessous.

104 (6eP, ) / / 374 (@)00) (@) Biges(y — @) Ruiig(y) dSy dSs
+ /Q p /S Citad<% () Bko(y — ) Raie(y) dSy dV (V.60)
0-1(3eP, 1) = /S [ b @ni(e) Coullh(y =) fu(w) d5, dSs
s,
_ /Q s 5l (@) CisarUb(y — ) Ti(y) dSy dVi (V.61)
Lo = [ p / esgans )3t @) Bugaly — ) Raifly) dS, S
+ p / es148el () By — @) Raif(y) dSy Y
+ /S /S ny(@)3, (@) CoypUL(y — @) B(y) dSy dSa
Js.

/Q i 8¢t (@) CijapUp (y — ) T(y) dSy dVe (V.62)
P t

Le caractere autoadjoint de aZ (de,e) peut étre montré de maniere plus immédiate si I'on
suppose les densités (de,e) plus régulieres. On aboutit alors a une variante de ’expression
de aZ (de,e) qui admet directement une formulation symétrique. Cette propriété s’avere tres
importante car elle permet de prendre en compte le caractere autoadjoint de aZ (de,e) lors de
la mise en ceuvre numérique, contrairement a la formulation (V.51).

Resultat V.5

oit (6eP,eP) € . La forme bilinéaire aZ_(de, €) admet alors expression ci-dessous.
Soit (8eP, eP) € (H'(Q,))?. La forme bilinéaire a% (de, €) admet alors I ion ci-d
aZ.(0e?P,eP) = (0eP,eP)q q, + (0P, eP) s q, + (eP, 0eP)5,q, + (0P, eP) s, s, (V.63)

ou les différentes formes bilinéaires introduites dans la relation (V.63) peuvent étre formulées de
la maniere suivante

(867, &P, — / / (cass 0%, )(@) Buagsly — ) (eonihy) () dVy dVi (V.64)

(8€P, eP)s /5 / (eqsin07)(2) Bigks(y — @) (caiely ) (w)dVy dSe  (V.65)
P

(0eP,eP)s, s, —/ / (eqrinroel;)(®) Bigks(y — ) (esmnneyy)(y) dSy dSq (V.66)

Preuve
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Insérons la décomposition (V.28) du tenseur hypersingulier dans la définition (V.51) de
aZ (6eP, eP). En rappelant la relation (V.28), il vient alors

aZ (0P, eP) / 6% / ejfqCins Bigks, tn(y — ) [ e, (y) —ep(@) ] dVy dVi
- /Q 50 ( / Ciguad(y — @) y(y) — (@) | dVy dVa
P
/ 55” <Cijkl +/S Cijab i (y — z)np(y) dSy) ep(@) AV (V.67)
D

Par définition de la distribution de Dirac d(r), la deuxiéme intégrale du second membre disparait.
On note que le noyau apparaissant dans le premier terme fait apparaitre un double gradient et
en suivant 'idée appliquée lors de la régularisation de 1'opérateur hypersingulier, nous allons
intégrer cette double intégrale par parties, tout d’abord par rapport a y, puis selon x.

Ainsi en appliquant le théoreme d’Ostrogradsky (I1.23) par rapport a y, il en résulte la
formulation suivante

as(oem,e) == | be(a) /S € faBigks.r (4 — ) emnsrn(8), () dSy dVa
/ deg; ( / €jfqBigks,f (Y — @) enscyy ,(y) dVy dVa
+ /Q def; () <Cijkl+ /S CijavZi(y — T)np(y) dSy

—{—/S eijelhsBiqk&f(y - m)nh(y) dSy>sp(m) dVy (V.68)

P

Les noyaux apparaissant dans les deux premieres intégrales doubles sont a présent intégrables
dans R? et il est donc possible de permuter les signes intégraux en vertu du théoreme de Fubini.
Apres intégration par parties selon x, on aboutit au résultat. En effet la décomposition (V.28)
de S(r) engendre I’égalité ci-dessous, valable p.p. & € €2,,.

/S CijabXi(y — z)np(y) dSy + / €jfqCihs Bigks,f (Y — ®)np(y) dSy + Cijpe =0 (V.69)
P

P

Remarque V.3 Notons que la formulation (V.63) fait trés nettement ressortir le caractére
autoadjoint de la forme bilinéaire aZ (de,e). Comme nous le verrons dans le paragraphe V.2,
cette expression est plus avantageuse sur le plan de la mise en ceuvre numérique. [l

Le relation (V.63) ne fait intervenir que le produit contracté deux fois du noyau B(r) avec le
tenseur de permutation e. Il est néanmoins possible d’éliminer e dans ’expression de (V.63) en
reformulant le noyau D (r) défini par Djjrrin(r) = eqjfesniBigks(T). Cette opération est détaillée
dans la section B. 3 située en annexe.
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En reportant I’expression de D;; sip(7) ainsi obtenue dans la définition de la forme bilinéaire
des déformations plastiques, on obtient :

(0P, eP)q,0, = /Q A dei; (@) Dijpran(y — @) e, (y) dVy dVy
P
8”50, = = [ [ s @ini(@) Duypunte — ) i) vy a5 (v.170)
P P

(5eP, Py, 5, = /S /S 57 (@)np(@) D pan(y — ) =Ly (y)nn(y) dSy dSa

Pour la mise en ceuvre numérique, nous avons choisi la formulation (V.70) pro-
posée précédemment. En fait cette expression n’est pas la seule possible et on est également
en mesure de reformuler la forme bilinéaire en faisant apparaitre le noyau U(r). Il nous a
semblé important d’expliciter cette formulation pour donner au lecteur une expression stricte-
ment équivalente sur le plan théorique mais qui peut étre plus ou moins intéressante d’un point
de vue numérique.

Pour obtenir la relation (V.63), nous avons utilisé la décomposition (V.28) du noyau hyper-
singulier S(r). D’apres [Bonnet], une autre possibilité consiste & envisager plus simplement le
résultat suivant

Sijrt(r) = CijabChipgUp. g (1) (V.71)

De maniere analogue a I'obtention du résultat (V.5), nous allons supposer (deP, eP) suffisamment
réguliers et intégrer par parties tout d’abord selon y puis par rapport a x. Il vient alors le résultat
suivant,

Resultat V.6

Soit (6eP, eP) € (H'(£2,))?. La forme bilinéaire aZ.(de, e) admet alors 'expression ci-dessous.

aZ. (0P, eP) = (C : 6eP,C : eP)5 o + (C : 0eP,C 1 eP) o

+(C :€P,C:6eP)5 o +(C:0eP,C:eP)5 o +/ 0eP : C:eP dV (V.72)
Qp

ou les différentes formes bilinéaires introduites dans la relation (V.63) peuvent étre formulées de
la maniére suivante

(607,07} o = / 507, (x) Uk(y — @) ol () dVy dVs
Q, Jo,
(607, 0PVt o = /S [ st @y (@) Uy — =) oy () 4V, dSs (V.73)
p v p

(00P,0P)5 o = —/S /S dop;(x)n;(x) UF(y — ) ni(y)or,(y) dSy dSs
P P

Preuve
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Considérons a nouveau la forme linéaire a (deP, eP) et introduisons la décomposition (V.71).
En posant 6P = C : €P et §oP = C : §eP, nous reformulons alors a?(deP,eP) de la maniere
suivante

aw0er.e”) = [ soli(@) | Uiyt —) [olulw) = (@) | v, dVa
—1—/9 dop;(x) (Cijkl +/S Uity — x)n;(y) d5y> op(y) dVy (V.74)

Il ne reste alors qu’a appliquer deux fois le théoreme d’Ostrogradsky respectivement par rapport
aux variables y et . L’intégrale surfacique du terme libre se simplifie et il ne demeure qu’'une
intégrale simple faisant intervenir C.
]
Il convient de noter que les formes bilinéraires intervenant dans lexpression (V.72) de
a’(0eP,eP) ont exactement la méme forme que celles apparaissant dans (V.63). Dans le deux
cas, le noyau des intégrales doubles est singulier en O(r—1).

Ce paragraphe nous a permis d’obtenir une représentation sous forme faible du champ de
contrainte 0,41 qui s’avere tres intéressante dans la mise en ceuvre numérique. Elle donne ainsi
en presque tout point du domaine (), une valeur 0,11 pour des densités surfaciques qui ne
présentent pas les conditions de régularités décrites dans les précédents chapitres.

Numériquement l’application d’un schéma de type Galerkin a la relation (V.50) revient en
définitive a rechercher la meilleure interpolation de 0,41 correspondant & une norme énergie.

Tout au long de ce mémoire, nous faisons constamment apparaitre la dualité entre les ap-
proches en déformation et en contrainte. Nous pouvons déteminer une représentation intégrale
sous forme faible du champ de déformation &,41, comme pour le champ de contrainte o,1. 1l
vient alors tout naturellement le résultat suivant, en ayant simplement utilisé la loi de Hooke

on1=C: (ent1 — €£+1)~

Resultat V.7

Soit u,41 le champ de déplacement solution du probleme d’évolution élastoplastique. Alors
le champ de déformation €,41 correspondant a u, 11 est donné sous forme faible dans (2, par la
relation ci-dessous,

VoeP € LQ(Qp) , 0eP : C :epqq AV =L (0€P) + acy (0P, tp11)
Qp
+ act (0P, tny1) — al(6eP, b ) (V.75)

ol le forme bilinéaire af,(deP,e¥ ) admet I'expression suivante,
a (6P, P ) = aZ (6¢P,eb ) /Q ocP:C el dV (V.76)
P

oil les formes linéaires et bilinéaires £.(8€P), aey (0P, Wpy1) et az¢(deP, t,11) ont été introduites
pour l'obtention du résultat (V.3).



152 Chapitre V. Résolution par une méthode de Galerkin

Notons que la relation (V.75) représente la représentation intégrale de €,4; au facteur C
pres. Ce facteur intervient naturellement dans la formulation pour donner une signification
énergétique a l'expression (V.75).

Remarque V.4 Nous avons établi que la forme bilinéaire a?(deP, eP) pouvait admettre deux
expressions régularisées pour (8eP,eP) € (H'(€2,))?, faisant respectivement intervenir le noyau
B(r) et le noyau U(r). Notons que l'intégrale simple de noyau C disparait dans la relation
(V.76) si on utilise l'expression (V.72) pour déterminer a”(deP, eP). Nous obtenons alors, en
tenant compte de la définition des différents produits scalaires dans le résultat (V.6),

az (0P, eP) = (C : 8eP,C : e )5y o +(C:0eP,C: P )5 o
+(C:eP,C:0eP )5 o +(C:0eP,C:eP ) o (V.T7)
]

V.1.3 Formulations variationnelles du probleme élastoplastique

Tous les éléments sont a présent a notre disposition pour obtenir une formulation variation-
nelle du probleme d’évolution élastoplastique basée sur une méthode par équations intégrales.
Comme depuis le début, nous distinguerons les approches en déformation et en contrainte et
considérerons un principe trés général du type Hu-Washizu obtenu dans le résultat (1.5).

En reprenant les équations sous forme faible des résultats (V.1), (V.3) et (V.7) et en intégrant
les lois d’évolution et la condition de cohérence, nous pouvons alors reformuler les probleme
d’évolution élastoplastique de la maniere ci-dessous.

FORMULATION EN CONTRAINTE

Cette formulation du probleme est actuellement la seule approche rencontrée dans la littéra-
ture. Elle peut notamment étre trouvée dans [Polizzotto88b], [Comi et al.92], [Polizzotto et al.94]
et [Maier et al.95]. Dans [Polizzotto et al.94], on montre clairement que le systeme d’équations
sous forme faible du probleme élastoplastique dérive de la stationarité d’une fonctionnelle pour
un matériau élastoplastique.

Nous allons généraliser I’approche précédente et présenter le résultat suivant valable pour un
matériau élastoplastique écrouissable. Définissons alors I’état élastoplastique x| regroupant
les quantités suivantes (@41, :i:n+1, Ontl, sgﬂ, i1, Ayt Antl)

Resultat V.8

Soit x 7 | caractérisant I’état élastoplastique au temps t,, 1. Alors x| est le point-selle de
la fonctionnelle 17 (xg ;) définie par la relation ci-dessous.

- ~ 1 1
HU(XZH) = etas(Uni1, tny, €Z+1) + 3 /Q Qnt1.0.ap11 dV + *ags(ngrl? €£+1) - EE(E£+1)

2
P
An
[ Lowns (@R =) = an(en = an) |V = [ 20 {0 au) &V (VTS

D D
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N . ~ it p .z \ 7’ . . .
ou la fonctionnelle Ilgjqs(Wnt1, tnti, €, +1) est associée au probleme élastique avec inclusions
initiales et admet I’expression suivante,

- ~ 1 - - 1 ~ -~ ~ -
Helas (un—l-l; tn+17 554_1) = iauu (un—l—b un—H) + §att (tn+17 tn—l—l) + Gyt (un+17 tn—l—l)

— Ly (Upt1) — Et(in-i-l) — Que(Un i1, 524—1) - ata(zn—kla Ez—&—l) (V.79)

ol nous rappelons que (@),,19 = (1 —0) (®), + 6 (®),11.

FORMULATION EN DEFORMATION

De maniere analogue a 'approche en contrainte, la formulation en déformation résulte de la
solution d’un probléeme d’optimisation proposé ci-dessous et faisant intervenir 1’état élastoplas-
tique inconnu x; ; défini par les quantités (i1, tn41, Eng1, 5£+17 Qni1, Qpi1s Antl)-

Resultat V.9

Soit x; ,; caractérisant I’état élastoplastique au temps t,,41. Alors x; ,; est le point-selle de
la fonctionnelle TI* (x5 ) définie par la relation ci-dessous.

1

HE(szJrl) = Helas(XZ+1) + 2/9 apy1.9.05 1 dV _/Q Qn+1‘(an+1 —ay) | dV (V.80)
P

P

An
+/Q (Ent1 — EZH) 1O (EZH —eh) dV —/Q 9+1 f(C: (enyo — €£+6)7qn+9) av

P P
1
+ 5“?&(554&7 5£+1) - ea(egﬂ)

ou la fonctionnelle Iejos(Tnt1, Upni1,€h 41) a été définie précédemment par la relation (V.79).

On constate que les fonctionnelles IT17 (x7_ ;) et II*(x}, ;) sont tres similaires et se déduisent
I'une de autre par le simple changement de variable 0,41 = C : (€41 — Efl’ +1)’ relation qui
n’apparailt jamais explicitement dans les formulations variationnelles.

Il ne reste qu’a résoudre l’ensemble des équations variationnelles régissant les probleme
d’évolution élastoplatique et dérivant de la stationnarité de I17(xJ,;) ou de II*(x5 ), en
y intégrant les procédures d’intégration locale décrites dans le paragraphe 1.2.3. Nous dis-
tinguerons les approches en déformation et en contrainte qui font respectivement intervenir
I’algorithme de Retour Radial piloté en déformation ou en contrainte.
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V.1.4 Remarques et commentaires

Avant d’aborder la résolution du probleme d’évolution élastoplastique, intéressons-nous plus
particulierement aux propriétés fondamentales du probleme auxiliaire élastique avec déformations
initiales.

En élasticité, une propriété constamment mise en avant dans les résultats théoriques con-
cernant ’étude des systemes d’équations intégrales est 'existence d’une inégalité de Garding.
Celle-ci traduit concrétement une propriété de coercivité [Necas67] qui assure l'existence et
I'unicité de la solution mais également la convergence et la stabilité du schéma de Galerkin,
lorsque la taille caractéristique du maillage tend vers 0. Notons que cette derniere propriété est
déterminante sur le plan numérique.

Un résulat tres important concerne le systeme d’équations intégrales de Fredholm de premiére
espéce du probleme élastique. Dans les travaux [Costabel84] et [Costabel88], il est montré
qu’il est possible d’obtenir une inégalité de Garding sur la fonctionelle définie sur les traces
(Wpt1, in+1) découlant directement de I'inégalité de Korn méme pour des domaines polyédraux.
Le systeme de Fredholm de premiere espece résulte donc de considérations énergétiques comme
cela est présenté plus physiquement dans [Bonnet95b].

Dans la section III.4, nous avons montré qu’il était possible d’écrire deux types de systeme
d’équations intégrales, a savoir les systéemes de Fredholm de premiere et seconde espece. Ainsi
on peut envisager une expression différente de (V.15) pour du, en prenant par exemple le choix
dual suivant,

Sucly) = [ dii(@)Uk @~ y) dS + /S KE (a0 — y) Rydiig(x) dS,

- /S H(z, 2 — y) di(x) dSa (V.81)

Sans entrer dans le détail des calculs, remarquons que ce choix aboutit alors & un systeme
d’équations intégrales de Fredholm de seconde espéce [Costabel et al.86]. Malheureusement les
formes bilinéaires croisées perdent les propriétés de dualité (V.6) et (V.57), qui sont détermi-
nantes pour obtenir une formulation variationnelle du probleme et il n’est alors plus possible
de ramener la résolution du probleme d’évolution élastoplastique a la recherche d’un point-selle
d’une fonctionnelle.

De plus bien qu’il soit possible d’exhiber une inégalité de Garding pour le systeme d’équations
intégrales de Fredholm de seconde espece pour des domaines réguliers, ’obtention d’une inégalité
de Garding en élasticité est malheureusement mise en défaut pour des ouverts présentant des
singularités géométriques [Costabel et al.86].

Il n’y a donc aucune raison de retenir la représentation intégrale (V.81) et la démarche
présentée dans cette section est donc absolument nécessaire pour obtenir un systeme d’équations
sous forme faible traduisant les conditions de stationnarité d’une fonctionnelle.

Cette remarque acheve la présentation théorique d’une formulation variationnelle par équa-
tions intégrales pour le probleme d’évolution élastoplastique. Nous avons montré que les équa-
tions sous forme faible du probleme d’évolution élastoplastique résultent de la stationnarité des
fonctionnelles T1%(x5_ ;) et II7(x 7, ;) selon qu’on choisissait une approche en déformation ou
en contrainte. Il est grand temps de décrire les algorithmes correspondants et d’expliciter les
différents termes intervenant dans les formulations.
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V.2 Mise en oeuvre numérique d’un algorithme par Galerkin

Dans la section précédente, nous avons établi deux formulations variationnelles du probleme
d’évolution élastoplastique utilisant la représentation intégrale du champ de déplacement w1,
basées respectivement sur une approche en contrainte et en déformation. Assez curieusement,
seule la méthode en contrainte est actuellement présentée dans la littérature [Polizzotto88b],
[Maier et al.93], [Polizzotto et al.94], [Maier et al.95] et [Bonnet et al.98] et l’algorithme de Re-
tour Radial n’est jamais explicitement introduit.

Nous nous proposons de présenter dans cette section la mise en ceuvre numérique de ces deux
formulations. Nous incorporerons les algorithmes de Retour Radial décrits dans le paragraphe
[.2.3 et le probleme non-linéaire qui en résulte sera résolu par une méthode itérative de type
Newton-Raphson. Nous montrerons également que I’Opérateur Tangent Cohérent global associé
a ce schéma de résolution numérique est toujours symétrique.

V.2.1 Résolution du probleme d’évolution élastoplastique en contrainte

La formulation en contrainte du probleme d’évolution élastoplastique découle des conditions
de stationnarité de la fonctionelle (V.78) définie dans le résultat (V.8). Il nous reste a explicter
clairement ces relations.

EQUATIONS VARIATIONNELLES DE L’APPROCHE EN CONTRAINTE

En écrivant ’annulation de la premiere variation de la fonctionnelle I17(xg, ;) donnée par
la relation (V.78), il vient les équations variationnelles ci-dessous,

Véu € H2(S,) , Vot € H 2(S,) , V(8a,8eP,83,5p) € (LA(Q)* , Yo e K |
e Variation dans la direction 4,4

Qo (8, 1) + At (00, Tng1) — aue (60, €l 1) = £, (00) (V.82)
e Variation dans la direction in+1

atu((sia ﬁn+1) + att(aiv ii'nJrl) - at&(aiv €5+1) = gt(éi) (V'83)

e Variation dans la direction sg 41

—cu(8EP, Upt1) — act (8P, tny) + aZ (6P, b ) + / 0eP i o1 dV =0 (0eP) (V.84)
QP
e Variation dans la direction o,

do:eb AV = [ do:(el+ Mpifne ) dV (V.85)
Qp QP

e Variation dans la direction 3,

| 88580 dv = [ 8658, 4 Amsrrinna ) AV (V.86)
Q, Qp
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e Variation dans la direction p,

2
/ 5]) Pn+1 v = 5]7 ( Pn + \/;)\n—i-l ) dv (V87)
Q, Q,

e Variation dans la direction A\,

[ 0N f(@nso = Busgrpuse) AV =0 (V.88)
P

Vu que cette formulation fait intervenir explicitement le champ de contrainte 0,41 comme
inconnue du probléme, nous envisageons de traiter la non-linéarité du probleme a ’aide ’ARR
piloté en contrainte. Pour un matériau écrouissable, on substitue alors la relation (I.60) sous
forme faible a I’équation de cohérence (V.88), ce qui permet d’écrire

o S 3 _
t&MMHW>AfHW+WUwLm+M%%WMV (V.89)

Il nous faut a présent discrétiser ce systeme d’équations non-linéaires et nous allons mettre en
évidence qu’un choix adéquat du type d’approximation des champs inconnus et variés permet
d’aboutir a un opérateut tangent symétrique.

DISCRETISATION DU SYSTEME D’EQUATIONS VARIATIONNELLES

Dans le but de résoudre numériquement le systeme variationnel ci-dessus, nous considérons
une méthode de type élément fini. Pour ce faire, on introduit une discrétisation de la frontiere
S caractérisée par Fg éléments finis de frontiere et Ng points surfaciques (y;) pour i € [1, Ng]
et un maillage volumique de 2, composé de Eq éléments finis de domaine associés a une famille
de Nq points volumiques (z;) avec i € [1, Ng]

On construit alors sur chaque élément fini de frontiere ou de domaine une approximation des
différentes grandeurs inconnues. Celles-ci peuvent formellement étre écrites sur chaque élément
fini de la maniére suivante,

an—f—l(y) = Nu(y)Un—i-l ) tn—i—l(y) = Nt(y)~Tn+1 y O'n+1($) - No(m)-Sn+1 3
eni1(®) = Ner(2).E Ly, Bpypi() = Ng(@).Bi1, pri1(x) = Np(@).Poy1 (V.90)
et Apyi1(x) = max(Ny(x),0).App1 dout Ay € K

ot les IN (4y(x) désignent des fonctions d’interpolation classiquement utilisées en éléments finis de
domaine [Batoz et al.90] ou en éléments finis de frontiere [Bonnet95a]. Notons qu’on introduit
une approximation du multiplicateur plastique A,4+1 [Polizzotto et al.93]. Cette démarche se
retrouve également dans les méthodes des éléments finis de domaine mais ce maniére moins
explicite. En effet le champ A,41 étant calculé aux points de Gauss des éléments du maillage,
on peut considérer que A, est lié a une approximation nodale définie aux points de Gauss sur
chaque élément fini de domaine [Simo et al.89].
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Nature des approximations et des champs variés des quantités surfaciques

Le champ de déplacement @,,+1(y) est pris continu sur S de maniére & garantir la conformité
de la méthode. Quant & 'approximation du vecteur-contrainte inH(y), on peut théoriquement
la choisir continue par morceaux, par exemple définie indépendamment sur chaque élément
fini (non-conformité totale) comme cela est préconisé dans [Bonnet95b] ou [André et al.97].
Cette méthode augmente fortement le nombre d’inconnues nodales Tn+1 et nous avons préféré
envisager, comme pour ’approche en collocation, une approximation partiellement non-continue,
ne présentant de discontinuités qu’au voisinage des arétes et des coins.

Une méthode de type Bubnov-Galerkin étant envisagée pour résoudre ce systeme d’équations,
nous choisirons tout naturellement les mémes types d’interpolations pour les champs inconnus
et les champs variés.

Yy € S;, du(y) = Nu(y).0U et Yy e S, ot(y) = Ni(y).6T (V.91)

1l convient du noter que nous devons également satisfaire da(y) € H %(St). Le choix précédent
pour d@(y) entrainant dw(y) € CP(S,), il nous faut alors vérifier Yy € 9S;, du(y) = 0. Cette
derniere condition se traduit numériquement en imposant un champ varié da(y) nul sur les
noeuds situés sur le contour 9S; délimitant la partie de la frontiere S;.

Nature des approximations et des champs variés des grandeurs volumiques

Comme pour la méthode de collocation, nous envisageons des approximations continues pour
les grandeurs définies dans €2, rencontrées dans la méthode des éléments finis de domaine. Ceci
nous amene tout naturellement a introduire des valeurs nodales aux points (x;) comme inconnus
du probleme. Nous prendrons de plus les mémes interpolations pour le champ de contrainte
on+1 et le champ de déformation plastique eP 41> 1.e. Ne(x) = Ny(x), de maniere a avoir
une approximation cohérente des différentes inconnues. Notons que toutes les interpolations
considérées sont bien contenues dans L2(€2,).

Il nous reste a choisir la forme des champs variés volumiques. Remarquons que les champs de
déformation plastique €?_; (x) et de contrainte o,41(x) jouent un réle particulier puisqu’ils ap-
paraissent explicitement de maniere duales dans les formes bilinéaires croisées a,e (@, €), ai(t, €),
aeu(0€, ) et aci(8e,t). Pour pouvoir pleinement utiliser la propriété de symétrie (V.57), nous
allons considérer les champs variés deP(x) et do(x) sous la forme suivante

Ve € Qp, do(x) = Ny(x).0S et 0eP(x) = N,(x).0EP (V.92)

Pour les quantités variées restantes, a savoir le multiplicateur plastique et les variables d’écrou-
issage isotrope et cinématique, nous prenons des mesures de Dirac concentrées au points (x;)
du maillage volumique. Ceci revient physiquement a appliquer l'algorithme de Retour Radial,
non pas aux points de Gauss comme pour les éléments finis de domaine, mais directement aux
noeuds du maillage de (2,,.

Remarque V.5 Notons que ce choix differe de 'approche présentée dans [Polizzotto et al.93]
et [Maier et al.95] ou les approximations et les champs variés des champs de contrainte et de
déformation plastique sont définis indépendamment dans chaque élément fini de domaine du
maillage de €2,,.

Nous avons opté pour une interpolation continue des différentes quantités volumiques pour
les raisons suivantes :
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¢ Dans la méthode des éléments finis de domaine, les champs de contrainte o,11 et de
déplacement w1 sont liés par la loi de Hooke. Le champ Vu,, 1 étant uniquement continu
par morceaux, on adopte pour des raisons de cohérence une interpolation analogue pour
Ont1 [Simo et al.89] et [Simo et al.98]. Dans la méthode des éléments finis de frontiere,
la représentation intégrale du déplacement wu,.1 fournit un champ tres régulier, ce qui
nous permet d’envisager un champ de contrainte o,+1 et de déformation plastique sz 41
continu.

¢ Le fait de choisir des champs volumiques définis indépendamment dans chaque élément
fini de domaine, augmente considérablement le nombre d’inconnues du systéme discrétisé.

o Ce choix nous permet de vérifier directement la condition de cohérence aux points (x;) du
maillage de €2, ce qui rend possible I’évaluation des variables internes sur la surface S.

0

Forme discrétisée des équations variationnelles

Définissons le vecteur fan regroupant les valeurs nodales des conditions aux limites incon-
nues du probleme élastoplastique au temps t,+1. En restreignant la formulation variationnelle
obtenue au début de ce paragraphe aux champs inconnus et variés précédents et en écrivant les
conditions de stationnarité pour toute variation des champs discrets, il vient le systeme discret
suivant

K.f/n_t,_l — Q‘Efl—&-l = Fn+1
_Qt-l}n+1 + G)U'EfL—‘rl + MU-Sn+1 = Gn+1 (V'93)
Mo.EY | — W5(Sp41,X,) = M,.EP
+ Lois d’écrouissage et condition de cohérence écrites auz points (x;) (V.94)
i o, 2H 6y G i i 2 G i o i) )
B7(1—)i-1 =B{ + 3 Aillniie ; P’EL-)‘y-l =P+ 3 Afz—)i-l et A7(1—)|-1 = n+1(S7(1—)I—17Xn )

ot la notation (e)® désigne la valeur de la quantité nodale au point (? du maillage de Q,.

Rappelons que X, désigne D'état élastoplastique du systéme discrétisé en espace & Dinstant ¢,
; X . — (V P
ie. Xo) = (¥ (o) S0, E() Ba): Pra)).

Les vecteurs F, 11 et G 1 contiennent les conditions aux limites et les sollicitations volu-
miques données a t,+1 et les différentes matrices d’influence qui restent constantes au cours de
I’évolution du systeme admettent les expressions ci-dessous :
[auu(NZ,Nu) aut(NfuNt) ] { auu(NZvNU) 20

avec

at(NE, Ny)  a(NE, Ny) arr(Nt, N¢) <0

awe(N, N,
= ( . ) ) O, =aZ(N' N,) avec aZ(N.,N,) =0 (V.95)
a/tg(th, NO’)
My = | Ny@No(@) dVe of PolSm1.Xn)= | Ni(@)A 1 (@)nso dVa

Qp Qp
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Le caracteére semi-défini positif des matrices a,,(NY, Ny, ) et aZ.(N%, N,) et la définie négativité
de a;(Nt, N) sont clairement montrés dans [Polizzotto et al.94]. Notons par exemple que pour
la frontiere S d'un domaine simplement connexe 2, on peut avoir une matrice a,,(N’, N,)
définie positive si les conditions aux limites sont telles que S, # ().

Les équations du systeme régissant le probleme d’évolution élastoplastique étant posées, il
nous reste a résoudre ce systéme non-linéaire. Pour ce faire, nous envisageons un schéma de
type Newton-Raphson piloté en S;,11. En introduisant le résidu Ry (X ,+1), nous devons alors
satisfaire,

KY,1-QE)  —Fu
Ro(Xni1)={ —Q' Y1 +0O4.El  + Mg.Spi1—Gpi1 ¢ =0 (V.96)
MU.Eﬁ_s_1 — U, (Sni1, Xp) — M, .E?
Lorsque I'état de contrainte S,,41 sera connu, la condition de cohérence permettra de déterminer
le multiplicateur plastique en chaque point (cc(i)) a l'aide de la relation suivante,
ALy = AT (S X)) (v.97)

et les variables d’écrouissage seront mises a jour en écrivant les lois d’écrouissage aux points
() définissant le maillage de €.

2H ; <
B, = BY + 2 A0 a0, o PO, =P +[2 Al (V.99
Nous sommes donc amenés & déterminer les inconnues principales X, 11 = (f/n+1, Sni1, EY +1)
qui sont solution du systéme non-linéaire donné par Ry (X ,,+1) = 0.

Nous allons montrer que la matrice tangente associée au schéma de résolution de type
Newton-Raphson de I’équation non-linéaire (V.96) d’inconnue X, ;1 est symétrique, ce qui jus-
tifie totalement les interpolations choisies pour les champs inconnus et variés au début de ce
paragraphe.

Resultat V.10

Considérons une résolution de I’équation non-linéaire (V.96) par un schéma de type Newton-
Raphson. Alors 'opérateur tangent cohérent global associé a ce schéma est symétrique et est
donné par la relation ci-dessous,

OR, .
X 11 (XE 1, Xn) . AXFH = —Ro(XE, |, X,) avee XIH1=XE  +AXI (V.99)
K -Q o0
OR, . .
0X T (Xn+17X ): _Q (")a' Ma' (V.IOO)

0 M, 0s¥,
oll la matrice dgW, est définie de la maniere suivante,

ow ~ 'n'n 9)
v, = d Nt (x A1 Tt LAY N () d 101
50 = jer Sk Xa) = [ Vo) TEITN () v (V101
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Preuve
En reprenant la définition du vecteur \Ila(Sn+1,Xn) et en différentiant par rapport au
vecteur Sy11, il vient la relation ci-dessous.

a‘IlO' n l'ﬁ 0) ao'n-i-l n—i—ln +6)
= | Ni(z)—F—— / N (zx S No(x) dV
8Sn-&-l / 80'71-1—1 8Sn-‘,—l 80'71-1—1 (w)

(V.102)

Le tenseur d’ordre quatre apparaissant dans la derniére intégrale est donné par la relation (I1.82)
et est symétrique, ce qui acheve la démonstration.
|
Compte tenu de la taille tres élevée de la matrice tangente (V.100), il n’est numériquement
pas envisageable d’inverser & chaque itération le systéeme matriciel (V.99). Reprenons alors le
systeme d’équations formées des équations intégrales, de la représentation intégrale du champ
de contrainte et de la loi d’écoulement plastique.

K.Y 1 =Fn1+Q.EL,, (V.103)
Mg.Spi1 =Gni1 + Q'Y i1 — ©5.EP | (V.104)
Mg .EY, | =My .EP + Uy (8,41, X,) (V.105)

Comme pour la méthode de collocation, les densités surfaciques inconnues peuvent étre évaluées
en inversant I'équation (V.103) pour E? | connu a priori. On constate que la recherche de
Sn+1 se réduit alors a la résolution d’un systeme de deux inconnues caractérisé par une équation
linéaire et une équation non-linéaire représentant la loi d’écoulement plastique sous forme faible,
ce qui permet de retrouver la structure décrite dans la section I1.3. Il vient alors,

Bo By ) + Mo.Sns1 = My S (V.106)
Mo, E} | —9,(Spi1,X,) = M, .EL
+ Mise a jour des densités surfaciques inconnues (V.107)
b l
Y=Y, 1 +K "QE,,, (V.108)

ou les relations ci-dessus ont été obtenues a 'aide des définitions suivantes

elas elas

Y, =K ' Fu1, My.895 =G + Q'Y et E,=0,-Q K '.Q (V.109)

Remarquons que Yn +1 et Sele nt1 représentent respectivement les vecteurs des densités surfaciques
inconnues et des contrainte nodales dans €2, du milieu supposé uniquement élastique. On peut
noter que l'opérateur tangent cohérent du schéma de Newton associé au systeme d’équations
(V.106) est symétrique et résulte de la condensation de la matrice (V.100) par rapport a la
variable f’n+1.

Algorithme pour la formulation variationnelle en contrainte

L’idée est de trouver une équation non-linéaire de tres petite taille dont 'inconnue S, 41
est déteminée par un processus itératif de type Newton-Raphson. Nous allons montrer, comme
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pour la méthode de collocation, que les équations (V.106) se réduisent & une seule équation
non-linéaire d’inconnue S, 41, dont la structure du schéma itératif est tres similaire au schéma
donné par la relation (IV.57).

Resultat V.11

Soit S,,+1 le champ de contraintes nodales, solution du probleme d’évolution élastoplastique
a tp41. Alors S,41 est solution de I’équation non-linéaire ci-dessous.

Ro(Sni1) = Sni1 + M B M (Uy(Sni1) + Mo .ER) — 8995 =0 (V.110)

Cette équation est résolue au moyen d’un schéma de type Newton-Raphson donné par I'algorithme

)\n An T
[I—i—M_l.E(,..M—l./Q Ng(x)WNg(x) dVy . ASKH = —R,(Sk.)  (V.111)
) n

k+1 k k+1
Syt =8n +ASTH (V.112)
ol nous rappelons que 'opérateur tangent local admet I'expression suivante,

0 ~ 9)\n+1

(>\n+1nn+0) =
& |

3 Mo @ Npyg

(J — Np+o & nn-‘r@) + 2(H + h)

domi1 (V.113)

L’état élastoplastique X, 41 est ensuite entierement déterminé en réactualisant toutes les quan-
tités inconnues en s’aidant des relations ci-dessous

EZ—H = E£+M;1.\I10.(Sn+1,Xn) (V114)

>, ~_clas _

Y,1=Y, +K 'QE" (V.115)
i ), 2H )y LG =

ng)ﬂ =B\ + 3 (A7(‘L-)i-1n§LJ)rG>(STL+17Xn) (V.116)
i i 2 G <

sz—)&-l =P} + 3 A1(1—)|—1(Sn+17Xn) (V.117)

Preuve

Les interpolations de o1 et de sg 41 ¢tant prises continues, la matrice M, est définie
positive donc inversible. Apres avoir reporté le vecteur Efl 1 issu de la loi d’écoulement plastique
dans la relation reliant les déformations plastiques E? 41 aux contraintes Sy 11, il vient I'’équation
non-linéaire (V.110).

La solution de cette équation d’inconnue Sy est recherchée a 'aide d’un schéma itératif
de Newton-Raphson admettant trivialement la forme (V.111).

|

Remarque V.6 La structure de l'algorithme de Newton-Raphson est tres similaire a celui
obtenu pour la méthode de collocation. On constate la présence de la matrice identité I et d’un
terme correctif représentant le produit de deux matrices symétriques. Il convient cependant de
noter que la matrice tangente dans (V.111) n’est plus symétrique, bien que l'opérateur tangent
global de (V.106) le soit.
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On peut également envisager un schéma de type Newton-Raphson modifié en choisisant
comme direction de descente la matrice I. On obtient alors un algorithme tres simple et rapide,
qui ne nécessite aucune inversion de matrice. Cette technique est par exemple utilisée dans les
travaux [Maier et al.93] et [Maier et al.95]. O

Dans ce paragraphe, nous avons montré qu’il était possible d’obtenir en élastoplasticité une
formulation variationnelle symétrique d’inconnue o,11. Nous allons également proposer une
méthode duale reposant sur une formulation en déformation qui présente I’avantage d’introduire
un algorithme de Retour Radial qui se dégénere bien en élastoplasticité.

V.2.2 Résolution du probleme d’évolution élastoplastique en deformation

La formulation variationnelle en déformation se déduit de maniere tres simple de la formu-
lation en contrainte par le simple changement de variable €,41 = c . Ont1 + sf; 1. Les
équations variationnelles régissant le probléeme élastoplastique sont donc tres similaires.

EQUATIONS VARIATIONNELLES DE L’APPROCHE EN DEFORMATION

Les équations sous forme variationnelle sont obtenues en écrivant les conditions de station-
narité de la fonctionnelle définie dans la section V.1 par la relation (V.80). Nous avons ainsi,

Vou € H2(S,) , Vot € H™2(S,) , V(de, 8P, 53,0p) € (L2(Q)*, VoA e K,
e Variation dans la direction @,

A (08, Uny1) + @t (0T, Eny1) — aue (80, €8 ) = €, (60) (V.82)
e Variation dans la direction %,

(Ot Upi1) + ag (8t £y 1) — aie (0, ery) = 4(8t) (V.83)

e Variation dans la direction &P

— e (06€P, Upi1) — At (6P, L) + al (6P, €0 ) + /Q 0eP : C : gpqq dV = (. (6€P) (V.118)
P

e Variation dans la direction de
/Q de:C:eb AV —/Q 0e:C: (el + N\tiNiptg ) AV (V.119)
P P

e Variation dans la direction 3,

2H R
; 083 : By dV = /Q 08 : (B, + ?)‘nJrlnn-l-B ) dv (V.86)

e Variation dans la direction p,

2
/ 6p pny1 dV = [ 6p (pn+ \/;Anﬂ ) v (V.87)
QP QP
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e Variation dans la direction )\

0 P f(C : (En-l-@ - EZJ,_@) - ﬁn+97pn+9) dV =0 (V120)
P

Il est intéressant de noter que les équations correspondant aux variations da, 0t, 63 et dp de la
fonctionnelle I1¢(x;, | ;) sont identiques aux variations de I17 (7, ;) dans ces mémes directions.

Remarque V.7 Le fait de considérer une formulation en déformation fait apparaitre le tenseur
d’élasticité C' dans certains termes des relations (V.118) et (V.119), de maniére & donner une
signification énergétique a ces quantités. O

Cette formulation faisant intervenir le champ de déformation €, comme inconnue du probléeme,
nous subsituons la relation (I.56) écrite sous forme faible & I’équation de cohérence (V.120) et il
vient alors pour tout d\ € K,

1
SA NS dV:/ SN ————— (o +0C : Aepy1 — By, pn)) dV V.121
fo AN V= [0\ e U net — b)) (v.121)

Il nous reste a présent a discrétiser ces équations et compte tenu de la forte similitude existant
entre les formulations en contrainte et en déformation, nous allons montrer dans le prochain
paragraphe que toutes les propriétés obtenues pour l'algorithme en contrainte restent valables
pour l'algorithme en déformation.

Le principal avantage de ’approche en déformation est de pouvoir donné un sens au multi-
plicateur plastique A,y1 dans le cas d’un matériau élastoplastique parfait.

DISCRETISATION DU SYSTEME D’EQUATIONS VARIATIONNELLES

Nous envisageons les mémes types d’interpolation des champs inconnus et variés que pour
I’approche en contrainte. La seule différence concerne la prise en compte de €,41 au lieu de
o,11.- Afin d’envisager des approximations cohérentes pour les champs de déformation totale
et plastique et de profiter pleinement des propriétés de dualité (V.57), nous envisageons les
approximations et les champs variés de €,,41 et de P 41 sous la forme suivante,

ent1(x) = Ne(x).Eny1 et eb  (x) = N.(x).E (V.122)
de(x) = N (x).0E et deP(x)= N (x).0EP (V.123)
En restreignant la formulation variationnelle obtenue au début de ce paragraphe aux champs

inconnus et variés précédents et en écrivant les relations obtenues pour toutes variations des
champs discrets, il vient le systeéme discret suivant

KY,.1 - QE’, = Fo.
Q' Yp1 + O.EV., + M.E,, = Gpup (V.124)
M.E' , — 9 (E,.,X, = M.E"
+ Lois d’écrouissage et condition de cohérence écrites aux points (x;) (V.125)

i . i i NG i (i)
B()1—B()+ A'ﬁz—)i-l £LJ)rG7PS7,—)i-1:P£L)+\/;A7(‘L—)i—1 et A()l_)‘n—i-l( ilpx )
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ot la notation X, désigne comme precedemment I’état élastoplastique du systeme discrétisé en
espace a l'instant ¢, et donné par X( o = (Y(.) (,),E(.) B, P(4))-

Les vecteurs Fj41 et G411 et les matrices K et Q représentent les mémes quantités intro-
duite pour I'approche en contrainte. Seuls les termes @, M. et ¥ (E, 1, X,,) sont propres a
la formulation en déformation et valent,

©.=a.(NL,N.), M. :/ Nl(xz):C: N (x) dV,
et U (E,i1,X / NL(x)\i1(x) C : Apyg(x) dVy

=2G NL(@)Apy1(2) Py 10(x) dVy
QP

Ce systeme d’équations non-linéraire régissant le probleme d’évolution élastoplastique est fi-
nalement résolu au moyen d’un schéma de type Newton-Raphson piloté en E,,11 et il vient en
introduisant le résidu Re(X p41),

K-Yn-l-l - Q-E%,)H_l - Fn+1
Re(Xp11)= Q"Y1+ O.El |+ Mc.Eyi1—Gpyy p=0 (V.126)
Mc.E' | — 9 (Ep1,X,) — Mo .EP,

La structure de ’algorithme de résolution numérique est identique a celle relative a 'approche
en contrainte. Ainsi si I’état de déformation E,, ;1 est connu, la condition de cohérence permet
de déterminer le champ de multiplicateur plastique A,41 en chaque point (a:(i)) a l’aide de la
relation suivante,

i (%)
A( ) 1= (B 'El—)i-l? X, (V.127)
et les variables d’écrouissage nodales sont ensuite mises a jour a I’aide des expressions ci-dessous.
; 2H , .
B =80+ 2 AD A0, @ PO PO 2AD, (v

JOREN 7 . . . . _ </ D
Nous sommes donc amenés & déterminer les inconnues principales X411 = (Y pt1, Ent1, E;, +1)
qui sont solution du systéme non-linéaire donné par Re(X,+1) = 0.
Pour I'approche en déformation, il vient un résultat analogue a (V.10) s’énongant de la maniere
suivante,

Resultat V.12

Considérons une résolution de I’équation non-linéaire (V.126) par un schéma de type Newton-
Raphson et introduisons le vecteur inconnu X,4; = (Yn+17En+17E€l +1). Alors l'opérateur
tangent cohérent global du schéma itératif est symétrigue et est donné par la relation ci-dessous,

OR, - -
R (xb ). AXE] = ~R(Xhy Xe) wvee XAE = Kb+ AXE] (VI
K -Q o
OR, K - ;
X 1 (Xn—l—bXn) = _Q O, M. (V.130)

0 M. Og¥.
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ou la matrice OgW. est définie de la maniere suivante,

. O 7y,
OpW¥,. = (EF,,, X,)=2G N@@)M

N.(xz) dV V.131
3En+1 Qp 85%-{-1 E( ) ( )

ol le tenseur d’ordre quatre intervenant dans la derniere intégrale est donné par la relation
(I.71).

La démonstration est immédiate et identique a celle du résultat (V.10). Il est égalemnt possible
de se ramener a un systeme de deux équations, I'une linéaire et ’autre non-linéaire, portant
sur les inconnues (Ep11, E? +1), dont le schéma de Newton-Raphson correspondant admet une
matrice tangente symétrique.

Nous ne détaillerons pas les calculs permettant d’obtenir des expressions analogues aux
relations (V.106). L’algorithme numérique qui a été mise en ceuvre repose sur le résultat ci-
dessous et permet de se ramener a la résolution d’une équation non-linéaire portant sur FE, 1,
les autres quantités inconnues étant mises a jour une fois E, 1 connu.

Resultat V.13

Soit E, 11 le champ de contraintes nodales, solution du probleme d’évolution élastoplastique
a tpe1. Alors E,, 41 est solution de I’équation non-linéaire ci-dessous.

Ro(Eui1)=Ep + MV Ec. M (O (Eyp1) + M. EP) — E995 =0 (V.132)

€

Cette équation est résolue au moyen d’un schéma de type Newton-Raphson donné par ’algorithme

A Apr1m -

[I+2G M 2. M. N@(@WNE@) dVy |.AEM = —R.(EF,|) (V.133)

Qp n+

EY) = Ep + ABE (V.134)
ol nous rappelons que 'opérateur tangent local admet ’expression suivante,
0 . O+ R . 49 @ Tint9

——— (Mnt1fin19) = 2G—F—(J — g @ Npyg) + ———— V.135

3€n+1 n n ” 554_9 || n n 1+ Iéi—gvh ( )

L’état élastoplastique X 41 est ensuite entierement déterminé en réactualisant toutes les quan-
tités inconnues en s’aidant des relations ci-dessous

EV, = E)+ M_' W (Ep1,X,) (V.136)

Y=Y+ K .QE",, (V.137)
7 i 2H i ~ (i ~

BT(I-)‘rl = BY) + = (Afl?&-ln;—)&-e)(En—&-la Xn) (V.138)
i ; NG

PO = P2 A (B, X vam)

N ) >-elas .1 . . . - P
olt la réponse (Y, 1, Ezlﬁ) du milieu supposé purement élastique et la matrice E, sont définies

par les expressions,

~_elas ~_elas

Y, =K 'Fu, Mc.EYYS =G+ QLY et Ec=0.-Q K '.Q (V.140)
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Ce résultat achéve ce paragraphe consacré a la mise en ceuvre numérique de formulations varia-
tionnelles en élastoplasticité mettant en jeu des équations intégrales. Plusieurs points méritent
d’étre soulignés

¢ Deux formulations variationnelles reposant respectivement sur une approche en contrainte
et en déformation ont été présentées, intégrant tous deux les algorithmes d’intégration
locale du chapitre 1.

¢ L’application d’une méthode de type Bubnov-Galerkin pour le triplet de champs inconnus
((a,t),e,eP)p41 ou ((w,t),o,eP), 1 engendre un schéma de Newton-Raphson appliqué
au systeme global qui présente une matrice tangente cohérente globale symétrique.

© Nous avons montré que le systeme non-linéaire global peut se réduire a une unique équation
non-linéaire portant, soit sur E,,;1, soit sur S, 41, représentant respectivement les déforma-
tions et les contraintes nodales du maillage de €2,,. L’algorithme qui en découle est en tout
point analogue & ’algorithme obtenu pour ’approche en collocation.

Le schéma de résolution étant clairement défini, il nous reste a traiter les procédures d’intégration
numérique permettant d’évaluer les différentes intégrales doubles apparaissant dans les formu-
lations, ce point faisant ’objet de la prochaine section.

V.3 Evaluation numérique des intégrales doubles

La discrétisation des relations issues de I’approche variationnelle font intervenir des intégrales
doubles. En reprenant I’expression des formes bilinéaires obtenues par les résultats (V.1), (V.4)
et (V.5), nous pouvons distinguer trois types d’intégrales doubles élémentaires respectivement
définies sur des couples élémentaires Surface-Surface, Surface-Volume et Volume-Volume. Dans
tous les cas de figures, nous sommes amenés a évaluer I'intégrale double Z définie par la relation
ci-dessous.

T = /(1) @ fn(wa y) dDZ(J2) d'Dg) avec fn(a:, y) — O(Hy _ wan) (V.141)
De De

ou Dgl) et D,(f) représentent les supports géométriques de deux éléments finis pouvant étre
surfaciques ou volumiques. L’entier n vaut 1 si Dg) est un élément fini de frontiere et n vaut 2
s’il s’agit d’un élément fini de domaine.

Nous introduisons ’élément de référence A.(f) et la bijection &) associbs a chaque élément

réel DEJ') et Z peut étre reformulée de la maniere suivante,
1= / o [y (@D (), @D (€)) Jy(€) Ju(m) dE dn (V.142)
Ae Ag

Comme pour ’approche en collocation, l'intégration réguliere correspondant au cas ou les
supports Agl) et Ag) sont disjoints, ne pose aucun probléme et une technique inspirée de
[Lachat et al.76] est utilisée dans [André et al.97] pour adapter le nombre de points de Gauss
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de maniere optimale.

Dans ce mémoire, nous nous focaliserons essentiellement sur I'intégration double singuliere.
Des techniques d’intégration numérique respectant la symétrie de l'intégration double, i.e. ne
privilégiant a priori aucune des deux sommations, ont été abordés en 3D dans les travaux
[André et al.97], [Sauter et al.97b], [Sauter et al.97a] et [Erichsen et al.98]. Malheureusement
tous ces schémas d’intégration sont obtenus en élasticité et ces résultats ne concernent par
conséquent que des intégrations doubles singulieres surfaciques avec Dgl) = Sél) et Dg) = Séz).
De plus il est nécessaire de distinguer trois cas d’intégrations singulieres :

¢ les supports Sél) et SéQ) sont confondus (coincident elements),

@

o les supports Sél) et Se” ont une aréte commune (edge-ajdacent elements),

(2)

¢ les supports Sél) et S¢”’ ont un coin commun (vertez-adjacent elements).

Ces regles d’intégration présentent de nombreux avantages sur le plan théorique [Sauter et al.96].
Néanmoins leur mise en ceuvre numérique demande un investissement tres lourd.

Pour le probleme élastoplastique, remarquons que le nombre de cas d’intégration a con-
sidérer augmente tres rapidement et qu’il n’existe actuellement aucun résultat publié concernant
I’évaluation d’intégrales singulieres de type Surface-Volume et Volume-Volume. Par conséquent,
nous avons adopté un choix plus simple décrit par exemple dans [Bonnet95b] et appliqué avec
succes dans [Li et al.98] et [Xia098]. Cette technique utilise pleinement le caractere régularisé
de la formulation.

Nous avons montré dans le chapitre III que les potentiels surfaciques et volumiques admettant
des noyaux intégrables sont continus en tout point de ’espace pour des densités suffisamment
régulieres. Nous pouvons alors écrire les relations suivantes,

1= /A(l) Z(n) Jy(n) dn avec I(n)= o F(@D(m), 8P (£)) J,(€) de (V.143)

ou Z(n) est une fonction continue pour tout n € Agl). Afin de lever proprement le caractere
singulier de I'intégrande, nous introduisons pour tout point n € P e point £4(n) € A qéfini
par

vn e AN, gy(n) = min [|€ — || (V.144)
geal?

L’intersection des supports Dgl) et Dg) n’étant pas vide, il existe un élément unique ny(n)
de Dgl) tel que
oW (my(n)) = ) (£y(n)) (V.145)

L’introduction des points 1y(n) et £3(n) va étre déterminante pour obtenir un changement de
variable adéquat permettant de se ramener a une intégrande de Z bornée et continue.
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CAS oU DéQ) EST UN ELEMENT FINI DE FRONTIERE

Envisageons le cas ou le support Dg) est surfacique. Pour tout n € D,gl) fixé, nous allons

alors introduire un représentation polaire du domaine de référence Dg ), en subdivisant ce dernier

en triangles. Nous pouvons ainsi écrire,
€ =&y(n) + p(cosb,sinb) (V.146)

Il est alors possible de réexprimer l'intégrale intérieure Z(n) de la maniére suivante,

2n rp(0)
I(n) = /0 /0 " R@ (), 80 () Jy(€) pdp o (V.147)

Pour tout n € Dél), il en résulte que l'intégrale Z(n) est toujours réguliére et ceci grace a

I'introduction d’un systeme de coordonnées polaires dépendant de 7. En utilisant la relation
(V.145), nous avons en effet ’expression ci-dessous.

v € DY, |y — || = [|8®(€) — M (n)] (V.148)
= 2P (&) — &P (&(m) + & (m(m)) — 2V (m)| (V.149)
= [p2@) (&, &(m)) + 2 (mg(m)) — @1 (m)]| (V.150)

avec la propriété remarquable que ey (&,€&y(n)) ne s’annule jamais, ce qui montre que ce change-
ment de variables (V.146) régularise I'intégrale interne Z(n), permettant du coup ’évaluation
de Z par points de Gauss.

N 2 P
CAs ou 'Dé ) EST UN ELEMENT FINI DE DOMAINE

Envisageons le cas ou le support ’Dg) est volumique. Pour tout n € Dg) fixé, nous intro-

duisons un représentation sphérigue du domaine de référence Dé ), en subdivisant ce dernier en
pyramides. Nous pouvons ainsi écrire,

& =&y(n) + p(cos b cos ¢, cos sin ¢, sin §) (V.151)

Comme pour le traitement de I'intégration surfacique, il est alors possible de réexprimer 'intégrale
intérieure Z(n) de la maniere suivante,

T T p(h,0)
ztn) - | 2 [ n@®@.00m) 1) o cosd dp s do (V.152)
0 0 0

L’introduction du systéme de coordonnées sphériques mobile (V.151) absorbe la singularité
p~2 de la fonction fs, ce qui rend I'intégrande de Z(n) bornée et continue. Il est alors possible
d’évaluer I'intégrale double en utilisant une regle d’intégration numérique par points de Gauss.

Remarque V.8 Dans les travaux [Hayami et al.88] et [Xiao98], tout le processus de régularisa-
tion décrit précédemment est réalisé sur 1’élément réel. On introduit ainsi un point £,(n) € AP
donné par
€ A, &y(m = min [9°(€) ~ o) (V.159)
€A¢
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Figure V.1 : Cas d’une intégration surfacique singuliere adjacente

Lorsque les éléments finis ne sont pas trop distordus, ces notions sont bien évidemment équiva-
lentes car les fonctions d’interpolation ont alors des gradients modérés. Notons néanmoins que
la recherche de &(m) donné par (V.153) fait intervenir un calcul non-linéaire [Xiao98] et peut
admettre plusieurs solutions pour des éléments courbes, alors que la définition (V.144) n’induit
pas ces problemes. O

MISE EN OEUVRE NUMERIQUE

Etant donné que Z(n) € C (Agl)), nous pouvons utiliser classiquement la regle d’intégration
par points de Gauss (w(i), n(i)) sur le domaine A.(gl) pour la sommation par rapport a la variable

x et il en résulte que

N

I=) o Jm®) IMm?) avee IMm®)= | (@D 0"),02(€) Jy(€) dE (V.154)
i=1 e

L’intégrale Z(n®) est ensuite évaluée & 'aide de la procédure d’intégration singuliere décrite
dans la section IV.2, en introduisant un systéeme de coordonnées radiales centré au point éo(n(l))
défini par la relation (V.144).

Remarque V.9 Le développement de la méthode d’intégration singuliere dans la section IV.2
se justifie pleinement lors de ’évaluation des intégrales doubles singulieres. Pour certains points
d’intégrations externes, la subdivision de 1’élément interne conduit a l’existence de triangles si
obtus que la transformation angulaire devient nécessaire. O

Conclusion

Nous avons présenté une formulation variationnelle symétrique entierement régularisées basée
sur une approche mixte éléments finis de frontiere/éléments finis de domaine, valable pour un
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probleme intérieur et extérieur de frontiere lipschitzienne. Cette formulation est caractérisée par
les points suivants :

e Formulation variationnelle du probleme élastoplastique

o Ce systeme d’équations variationnelles découlent directement de la stationnarité d’une
fonctionnelle de type Hu Washizu. Pour 'obtention de ces équations, nous avons restreint
I’ensemble des déplacements tests aux éléments donnés sous la forme d’une variation de la
représentation intégrale de u,41. Nous avons également montré que ce choix engendrant
un systeme d’équations intégrales de Fredholm de premiere espece est le seul a mener a
une formulation variationnelle.

¢ La régularisation de I'opérateur surfacique hypersingulier a été effectuée en considérant
lopérateur de dérivation conormale au sens des distributions. Si le champ de déformation
plastique est suffisamment régulier, il est possible de reformuler les formes bilinéaires rel-
atives aux déformations plastiques et d’atténuer le caractere singulier de I'intégrande, en
ne faisant intervenir que des noyaux en O(r—1).

¢ Deux algorithmes basés respectivement sur une approche en contrainte et en déformation
ont été proposés et présentent une structure identique. Tous deux engendrent un opérateur
tangent global symétrique. Cette propriété est une conséquence de ’écriture sous forme
faible de la loi d’écoulement plastique.

e Mise en ceuvre d’une méthode de type Bubnov-Galerkin

¢ Nous avons présenté les algorithmes pilotés en contrainte et en déformation résultant d’une
approche de type Bubnov-Galerkin admettant pour inconnues principales, les densités
surfaciques, les déformations plastiques et les contraintes ou les déformations totales.

o Cette méthode se révele d’une mise en ceuvre numérique tres simple et le fait de ne
considérer que des noyaux intégrables permet de réutiliser les procédures d’intégrations
développées pour 'approche en collocation.

o Les approximations des champs de déformations totales, de déformations plastiques et
de contraintes pouvant étre prises continues, nous avons montré que seule la formulation
ne faisant intervenir que des noyaux en O(r~!) permet une évaluation satisfaisante des
différentes matrices d’influence & un moindre cout et permet de rester dans des temps de
calcul acceptables.

¢ Nous avons clairement établi la nécessité d’utiliser les systemes de coordonnées sphériques
lors de I’évaluation numérique des intégrale internes faiblement singulieres. Ce changement
de variables permet de mieux représenter les variations rapides de I'intégrande au voisinage
de la singularité que le systeme de coordonnées triangulaires de Duffy.

La mise en ceuvre numérique de la méthode variationnelle n’envisage que la formulation en
déformation car seul l'algorithme de Retour Radial piloté en déformation se dégénere bien dans
le cas de la plasticité parfaite. Les résultats obtenus seront présentés dans le prochain chapitre.



Chapitre VI

Exemples numériques

Introduction

Dans ce dernier chapitre, nous nous proposons de traiter plusieurs exemples numériques a
I’aide des différentes méthodes de résolution par équations intégrales décrites dans ce mémoire.
Trois procédures numériques ont été développées dans le cadre de cette these :

o Approche par collocation reposant sur ’écriture de I’équation intégrale en déplacement
DBIE (Displacement Boundary Integral Equations).

o Approche par collocation utilisant respectivement ’équation intégrale en déplacement et
en vecteur-contrainte aux points du maillage de S associés a des conditions aux limites de
type Neumann et Dirichlet. Cette méthode mene a un systeme d’équations intégrales de
Fredholm de seconde espece MBIE (Mized Boundary Integral Equations),

o Approche variationnelle reposant sur une méthode de résolution de type Bubnov-Galerkin
GBEM.

L’objet principal de ce chapitre est de valider les formulations relativement complexes obtenues
dans ce mémoire pour des probleme définis sur des domaines polyédraux et de discuter des
résultats obtenus a 'aide des différentes méthodes. Nous nous proposons de traiter les trois
exemples numériques suivants :

o Cylindre élastoplastique sollicité en torsion,

o Cavité sphérique en milieu infini soumis, soit a un déplacement radial constant, soit & une
pression interne uniforme,

o Plaque trouée sollicitée en traction.
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VI.1 Cylindre en torsion

Cet exemple numérique constitue un cas-test tres intéressant car ce probleme admet une
solution analytique et la géométrie considérée présente des singularités de type aréte, situées a
I'intersection des faces supérieure et inférieure et de ’enveloppe latérale.

VI.1.1 Description du probleme et solution analytique

On consideére un cylindre élastoplastique parfait de rayon ¢ = 100 mm et de hauteur h =
50 mm, soumis a ses deux extrémités a une rotation angulaire +60/2 de torsion. Les constantes
caractérisant le matériau sont données par le module d’Young FE = 200000 M Pa, le coefficient
de Poisson v = 0,3 et la limite élastique o = 240 M Pa. A partir de ces valeurs, on définit
classiquement le module d’élasticité en cisaillement G et la limite d’élasticité en cisaillement kg
a ’aide des relations ci-dessous :

—7E et k _ 9B
T 2(1+v) V]

Introduisons alors la rotation de la section g pour laquelle il y a début de plastification et
Tr le moment de torsion correspondant. Nous obtenons alors,

kg h m kg

0 = et Tp=

E=Ge E 2

La solution du probleme d’évolution élastoplastique peut étre facilement caractérisée par la loi

de comportement intégrée reliant le moment de torsion a la rotation angulaire et s’exprimant

sous la forme suivante,

G (VL1)

o (V1.2)

T0)=Tg . pour 6 < #6g (VL3)
E
4 1 3
T(0) = 3TE[ - <9(f> ] pour 6> 0p (V1.4)

VI.1.2 Résultats numériques

Le modeéle numérique est obtenu a partir des maillages surfacique et volumique représentés
sur la figure (VI.1), consitués de 48 éléments finis de frontiere de type @ 9 et 8 éléments finis
de domaine de type H 27. Les relations obtenues, liant le moment de torsion 1" a la rotation
angulaire 6 sont représentées sur les figures suivantes

o Approche par une méthode de collocation DBIE sur la figure (VI.2),
o Approche par une méthode de collocation mixte MBIE sur la figure (VI.3),
o Approche par une méthode variationnelle sur la figure (VI.4).

On constate une tres bonne adéquation entre les résultats numériques obtenus et la solution
analytique du probléeme. Nous avons également comparé les valeurs locales des différents champs
inconnus a savoir, le déplacement sur la frontiere, le vecteur-contrainte sur les faces supérieure
et inférieure ainsi que les contraintes, déformations et déformations plastiques et les écarts entre
la solution analytique et les solutions numériques ne dépassent pas 0,7 %.
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(a) Maillage surfacique

(b) Maillage volumique

Figure VI.1 : Discrétisations EFF / EFD du cylindre
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Figure V1.3 : Approche par une méthode de collocation MBIE
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VI.1.3 Simulation de sollicitations cycliques

Une perspective intéressante de ’'utilisation des méthodes intégrales concerne la simulation
de sollicitations cycliques. Pour ce type de probleme, un trés grand nombre d’incréments doit
étre pris en compte pour bien représenter I'histoire du chargement, ce qui génere des couts de
calcul prohibitifs, vu qu’il est nécessaire de résoudre un systeme linéaire a chaque itération.

En éléments finis de domaine, 'utilisation d’une méthode de Newton-Raphson modifiée per-
met de se restreindre a une décomposition de Cholesky a chaque incrément et & deux remontées
de systeme triangulaire a chaque itération. Ce type d’approche peut engendrer une augmanta-
tion du nombre d’itérations au cours d’un incrément [Simo et al.85].

En éléments finis de frontiere, il convient de remarquer que la fait d’envisager une méthode de
Newton-Raphson modifiée pour résoudre les équations non-linéaires (IV.56) ou (V.132) revient
a choisir la matrice identité I comme opérateur tangent. Ce choix est des plus intéressants car il
ne demande aucune inversion de systéme matriciel. De plus, on s’apercgoit qu’'une grande partie
du temps CPU global concerne I’évaluation des matrices d’influence [Jiang et al.97]. Plus le
nombre d’incréments est important, plus le calcul de ces différents termes de (IV.56) ou (V.132)
peut ainsi étre amorti.

Un calcul simulant 7 cycles alternés, correspondant a 98 incréments, a été effectué en incluant
un effet d’écrouissage du matériau. Les informations liées au temps CPU et au temps CPU
relatifs des phases d’évaluation des systémes matricels sont consignées dans le tableau (IV.1).
Remarquons que le temps consacré a 'obtention du modele numérique est tres important et
représente au moins 90 % du temps CPU global.

Collocation MBIE Galerkin GBEM
Calcul Systeme \ Schéma itératif || Calcul Systéme \ Schéma itératif
Temps CPU (en s) 230 32 3375 32
Temps CPU relatif 88 % 12 % 99 % 1%

Tableau VI.1: Simulation de sollicitations cycliques - Comparaison des temps CPU

Nous présentons les résultats obtenus pour un matériau avec un écrouissage tout d’abord
isotrope linéaire correspondant a h = 20000 M Pa (voir figure VI.5) puis cinématique linéaire
avec H = 20000 M Pa (voir figure VI.6).
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Figure VI.5 : Approche variationnelle - Simulation avec écrouissage isotrope
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VI.2 Cavité sphérique en milieu infini

Le deuxieme exemple numérique traite de ’étude d’une cavité sphérique dans un milieu infini
élastoplastique parfait. La résolution par équations intégrales est particulierement bien adaptée
a de type de probleme, vu que contrairement aux éléments finis de domaine le maillage considéré
n’a pas a étre tronqué arbitrairement.

Figure VI.7 : Cavité sphérique en milieu infini

VI.2.1 Description du probleme et solution analytique

On considere une cavité sphérique de rayon a avec a = 1 mm dans un milieu infini élastoplas-
tique caractérisé par les constantes matérielles suivantes, module d’Young E = 200000 M Pa,
coefficient de Poisson v = 0, 3 et limite élastique o = 240 M Pa.

Le choix de ce cas-test est motivé par le fait que ce probleme admet une solution analytique
simple. Notons u(r) le déplacement radial, p(r) = o,,.(r) la pression radiale du tenseur des
contraintes, ¢ le rayon de la zone plastifiée et introduisons pg la pression correspondant au

2

début de plastification du milieu. Nous avons alors pp = § op et les grandeurs surfaciques, a

savoir déplacement radial et pression sur S, sont données par les expressions suivantes :

e Solution élastique

a 2 F

wa) _ 1+v p(a) (VL5)

e Solution élastoplastique

oo glanE) domsg)] o

pla) = % 0B [1 +3 an} (VL7)

S|
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Remarquons qu’il est possible de considérer ce probleme, posé soit en terme de déplacement
imposé (probléeme de Dirichlet), soit en terme de vecteur-contrainte imposé (probléme de Neu-
mann), ce qui confére a ce cas-test un intérét supplémentaire.

VI.2.2 Résultats numériques

Le modele numérique envisagé est tres grossier (24 éléments finis de frontiere de type @ 9
et 24 éléments finis de domaine de type H 27) et est caractérisé par les maillages surfacique et
volumique représentés sur les figures (VI.8). Nous allons successivement envisager des conditions

(a) Maillage surfacique (b) Maillage volumique
Figure VI.8 : Discrétisations EFF / EFD de la cavité

aux limites de type déplacement radial imposé et de type pression imposée et comparer les
résultats obtenus a ’aide des différentes méthodes des équations intégrales.

CONDITIONS AUX LIMITES DE TYPE DIRICHLET

L’introduction de conditions aux limites de type déplacement imposé engendre un systeme
d’équations intégrales, qui differe selon la méthode de résolution envisagée.

o DBIE : Ecriture de I’équation intégrale en déplacement aboutissant a une équation de
Fredholm de premieére espéce,

o MBIE : Ecriture de I’équation intégrale en vecteur-contrainte aboutissant a une équation
de Fredholm de seconde espéce,

¢ GBEM : Ecriture de I’équation intégrale en déplacement aboutissant a une équation de
Fredholm de premiere espéce sous forme variationnelle.

Nous nous sommes dans un premier temps intéressé a la réponse élastique du milieu soumis a
un déplacement imposé u(a) = 2,6 1073 mm correspondant & une pression théorique p(a) =
80 M Pa. Le maillage étant tridimensionnel, on reléve pour chaque point de la frontiere la
pression résultant du calcul.

On constate alors que les méthodes DBIE et GBEM donnent des résultats tres similaires
et ne permettent pas une bonne évaluation du vecteur-contrainte inconnu sur la frontiere, ce
qui met clairement en évidence le caractére numériquement mal posé du systeme de Fredholm
de premiere espece. Par contre, le fait d’envisager un systéeme de Fredholm de seconde espéce
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fournit de tres bons résultats (voir tableau (VI.2)), ce qui justifie et valide pleinement I’approche
originale par collocation présentée dans le chapitre IV.

’ H Collocation DBIE H Collocation MBIE H

Pression minimale (en MPa) 61 7
Pression maximale (en MPa) 91 82
Amplitude (en MPa) 30 5

Erreur maximale 25 % 4 %

Tableau VI.2: Evaluation du vecteur-contrainte pour une réponse élastique

Les résultats élastiques présentés ne sont néanmoins pas trés bons et ce constat résulte
vraisemblablement d’une discrétisation tros grossiere de la géométrie. Nous n’avons donc pas
jugé nécessaire de poursuivre le calcul dans le domaine élastoplastique.

CONDITIONS AUX LIMITES DE TYPE NEUMANN

Nous nous proposons a présent de considérer le probleme de la cavité sphérique soumise a
une pression interne. Les inconnues de frontiere deviennent ainsi les valeurs nodales du champ de
déplacement sur S. Notons que les deux approches par collocation sont équivalentes et résultent
de la discrétisation de I’équation intégrale en déplacement.

Etant en présence d’un probleme de Neumann, la matrice K est singuliere pour ’approche
GBEM et les modes rigides ont été supprimés a ’aide du procédé décrit dans [Huang et al.97].
Pour la méthode de collocation, le probleme étant extérieur, la matrice KK n’est pas singuliere
[Kupradze et al.79] et [Chen et al.92].

La réponse élastoplastique du milieu, obtenue respectivement a 1’aide des approches par
collocation et variationnelle, est représentée sur les figures (VI.9) et (VI.10). Le nuage de
points résulte du fait que le probléeme n’est pas numériquement axisymétrique, ce qui induit
un déplacement radial non uniforme sur S. Nous avons également tracé sur la méme figure, la
réponse théorique et la réponse du milieu supposé purement élastique.

On constate que les résultats sont tres encourageants mais les deux modeéles numériques
demeurent trop raides, ce qui occasionne une erreur relative maximale atteignant 12%. Il con-
vient cependant de noter que la discrétisation adoptée par rendre compte du comportement
élastoplastique est tres grossiere.

Pour s’en convaincre, nous avons adopté de représenter le nuage de points (u,p) en prenant
pour p la composante o, isssu de la représentation intégrale du tenseur de contrainte. Il est
alors possible de mieux se rendre compte de la pertinence des discrétisations adoptées et on note
une dispersion tres importante des résultats représentés sur les figures (VI.11) et (VI.12). Nous
n’avons malheurement pas été en mesure de raffiner les maillages surfacique et volumique, ceci
conduisant a un modele numérique trop important.



180 Chapitre VI. Exemples numériques

350

300

250

200

150

100

Pression radiale (MPa)

50

0 ! IR IR 1 IR B! I
0.0005 0.001 0.0015 0.002

Deplacement radial (mm)

o

Figure VI.9 : Approche par collocation - DBIE
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Figure VI.10 : Approche variationnelle - GBEM
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Figure VI.11 : Approche par collocation - DBIE
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Figure VI.12 : Approche variationnelle - GBEM
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V1.3 Plaque trouée

Ce dernier exemple numérique concerne I’étude d’une plaque trouée sollicitée en traction. Ce
cas-test a été abordé dans de nombreuses publications (voir [Banerjee et al.86], [Cruse et al.86b],
[Huber et al.96] et [Cisilino et al.97]) et constitue de ce fait une bonne référence pour valider les
formulations proposées.

Considérons la géométrie définie sur la figure (VI.13) avec L = 360 mm, | = 200 mm,
r = 50 mm et la hauteur valant h = 40 mm. Les constantes matérielles du matériau sont
données par le module d’Young F = 70000 M Pa, le coefficient de Poisson v = 0,2, la limite
élastique op = 243 M Pa et un coefficient d’écrouissage isotrope h = 2240 M Pa (voir par
exemple [Huber et al.96]). Le probleme élastoplastique de la plaque trouée n’admettant pas de

Y

point D

S ]

4
|
|
|
o

N~

point C

Nt~
8

point A point B
Figure VI.13 : Définition de la géométrie de la plaque trouée

solution analytique, nous avons établi une solution de référence a l’aide d’un calcul éléments
finis de domaine en considérant un maillage fin, noté FEM 2 et représenté sur la figure (VI.14).

Les maillages utilisés par les formulations par équations intégrales sont donnés sur la fig-
ure (VI.14). Nous nous proposons également de comparer les méthodes des éléments finis de
frontiere et des éléments finis de domaine a maillage égal, noté FEM 1. Pour ce faire, nous
représentons le déplacement caractéristique (u/r ou v/r) aux points A, B, C et D en fonction
du parametre de chargement A, défini par tg = A op. Les résultats obtenus sont donnés sur les
figures (VI.15), (VI.16), (VI.17) et (VI.18).

A Tissue des différents résultats présentés, il convient de tirer deux conclusions majeures :

¢ Le modele numérique DBIE résultant de I’approche en collocation est plus raide que celui
obtenu par la méthode variationnelle GBEM. Ceci résulte du fait que la formulation de
Galerkin, basée sur des considérations énergétiques, est plus globale et donc moins sensible
a d’éventuelles inadaptations de la représentation des déformations plastiques.
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¢ Les modeles FEM 1 et GBEM fournissent des résultats quasi-identiques concernant les
courbes force-déplacement. L’évaluation plus fine des champs de contrainte et de défor-
mation plastique permettra de mieux comparer les précisions relatives des deux méthodes.
Pour ce faire, il sera nécessaire de placer deuxr éléments dans le sens de la hauteur
[Huber et al.96]. Malheureusement, le modele numérique qui en résulte est trop volu-
mineux et n’a pu étre traité. La prise en compte d’éventuelles symétries permettrait de
remédier & cet inconvénient.

(a) Maillage surfacique (b) Maillage volumique

(c) Maillage de référence (prise en compte des symétries)

Figure VI.14 : Maillages de la plaque trouée
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Figure VI.15 : Réponse élastoplastique au point A
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Figure VI.16 : Réponse élastoplastique au point B
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Figure VI.17 : Réponse élastoplastique au point C
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Figure VI.18 : Réponse élastoplastique au point D
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons mis en ceuvre les différentes formulations présentées dans ce
mémoire dans le but de résoudre des problemes élastoplastiques tridimensionnels a l’aide de
méthodes intégrales. Plusieurs points méritent d’étre rappelés :

o Nous avons montré que les algorithmes proposés, a savoir méthode de collocation et
méthode variationnelle, donnent des résultats tout a fait satisfaisants, ce qui permet
d’envisager un développement plus optimisé des procédures actuelles et leur incorpora-
tion dans des codes de calcul standard. Certains aspects plus mineurs, comme la prise en
compte d’éventuelles symétries, devront également étre programmés a court terme.

¢ Les méthodes numériques proposées permettent de traiter indifféremment des problemes
posés en milieu borné ou infini.

¢ Pour les méthodes de collocation, nous avons prouvé la robustesse et la validité de la
nouvelle équation intégrale en vecteur-contrainte proposée dans le chapitre IV. Ceci nous
permettra de traiter dans un avenir proche des problemes de mécanique de la rupture,
pour lesquels la TBIE est indispensable.

o Lors de I’étude de la plaque trouée, la formulation variationnelle s’est avérée plus précise
que 'approche par collocation, ce qui justifie a posteriori les investissements tres lourds,
nécessaires au développement de cette méthode, décrits dans le chapitre V.

¢ La principale difficulté rencontrée concerne des temps de calcul plutot prohibitfs qu’engen-
drent les méthodes intégrales et notamment le temps CPU nécessaire a évaluer les différen-
tes matrices du modele numérique. L’approche par collocation est actuellement la plus
achevée et l'intégration numérique est bien maitrisée et optimisée, ce qui aboutit a des
temps de calcul raisonnable. L’algorithme de Galerkin souffre encore de problemes liés
au choix de la méthode d’évaluation des intégrales doubles. Les procédures d’intégration
numériques développées sont certes simples et systematiques mais privilégient une des
intégrations. Le développement tres récent dans le cadre de 1’élasticité de méthodes re-
spectant la symétrie des domaines d’intégration ([Sauter et al.97b] et [André et al.97])
devrait permettre de diminuer de maniere significative le temps CPU.

¢ Les phases de calcul étant entierement découplées et la construction des systemes matriciels
représentant la partie gourmande en temps CPU, la parallélisation du calcul devrait rendre
les méthodes développées plus compétitives [Jiang et al.97]. Bien évidemment, il ne faudra
pas perdre de vue le couplage éléments finis de frontiere / éléments finis de domaine qui
apparalt comme une solution a court terme tout a fait intéressante ([Zienkiewicz et al.77],
[Brink et al.95] et [Hsiao et al.99]).

L’implémentation des différentes procédures dans des codes de calcul existants s’avere a présent
primordiale. En diposant d’un environnement numérique adéquat, il sera certainement possible
de mieux cerner les performances des méthodes intégrales appliquées a des problemes non-
linéaires. Certains travaux en cours, comme la thése de Saida Mouhoubi au Laboratoire de
Génie Civil d’Egletons (Universite de Limoges), permettront de donner une premieére réponse.
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Annexe A

Théorie du potentiel scalaire

Cette annexe fait le point sur I’étude des potentiels scalaire de simple et double couche dans le cas
d’une surface de discontinuité représentée par une variété polyedrale. On se propose de mettre
en ceuvre sur l'opérateur elliptique le plus simple (opérateur de Laplace) toutes les techniques
de prolongement par continuité développées dans les paragraphes II1.2 et IV.1. Ceci permet
généralement de mieux faire transparaitre la méthode utilisée et de mieux cerner les difficultés
rencontrées. En effet les formulations obtenues dans le cadre de la théorie du potentiel scalaire
ont une expression tres simple et évitent de perdre le lecteur dans les notations tensorielles.

A. 1 Généralités sur les potentiels scalaires

On considere tres classiquement (voir paragraphe I1.2) un ouvert borné 1, son complémen-
taire €2y dans R3 et on note S, la frontiere de §; supposée étre une variété polyédrale. Comme
dans le reste du mémoire, on envisage le cas ot .S est une réunion finie de surfaces de Liapunov.
On note alors respectivement K19(x) et Kaog(x), les potentiels de simple et double couche des
densités surfaciques 1 (y) et ¢(y). Ainsi pour (¢(y), ¥ (y)) € (L1(S))?

Ki(x /G —x) Y(y) dSy et Kop(x /VG —x).n(y) ¢(y) dSy (A.1)

1
avec G(r)=-— et r=|r|
o

Soit z un point de S. On montre aisément en appliquant les lemmes (IV.1) et (IV.2) que K19 (x)
est continu en z pour ¥(y) € LP(S) avec p > 2 et que Ko¢(x) est prolongeable par continuité
de part et d’autre de S en z pour une régularité ¢(y) € Di(S). On a de plus

WKaol2) = Jim | Kaola) = (£ - 3) o(a) + Kas(2) (A2)

I Q-

Intéressons-nous a présent au comportement du gradient des potentiels de simple et double
couche au voisinage de S.

A. 2 Trace du gradient du potentiel de simple couche

Pour z € R?\ S, la fonction VG(y — ) est uniformément bornée et il en résulte aprés
application du théoreme de dérivation sous le signe somme (résultat (II1.10)) que le potentiel de
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simple couche est dérivable et il vient I’expression

Ve e R3\ S, VK19(x) = — /S VG(y — ) ¥(y) dSy (A.3)

On se propose de déterminer la limite quand & € Q,, — z de VKi9(x). Dans ce but, intro-
duisons un réel € > 0 et considérons un voisinage d’exclusion B(z,¢) que l'on choisit par com-
modité comme la boule centrée en z et de rayon . Nous pouvons alors écrire en décomposant
le noyau VG(y — x) selon sa composante normale et surfacique, que

VEK1(z) = ID(z) + 10D () (A.4)

@) =~ [ VG(y-=) vy ds, (A.5)
S\B(z,¢)

10D () = — /S o [V @) | winty) ds, (A.6)

TUID () = — /S . )DG(y — ) P(y) dS, (A.7)

Le premier terme ne pose aucun probleme puisque l'intégrande est uniformément borné et
Iapplication du théoreme de Lebesgue (I11.2) aboutit au résultat.

La quantité I ur )(:1:) représente au signe pres, le potentiel de double couche de la densité
Y(y)n(y) restreinte a S N B(z,¢), dont la limite est de ce fait connue mais uniquement pour
Y(y)n(y) € Di(S) i.e. z est un point régulier. Dans ce cas, il existe un voisinage de S en z
régulier et I'intégrale de noyau DG (y — @) est traitée de la maniere suivante.

TUID () = /S . )DG(y — ) P(y) dS, (A.8)

- / DG(y — ) [ () — ¥(2) ] dSy + (=) / DG(y - ) dS,
SNB(z,)

SNB(z,.)

Le dernier terme est alors reformulé moyennant une intégration par parties et en utilisant (I1.19),
il en résulte

/ DG(y —x) dSy
SNB(z,e)

- / Gly — @) v(y) dLy + / divsn(y)Gly — @) n(y) dS,
SNOB(z,) SNB(z,)

1 . :
=1 divgn(y) n(y) dSy —|—/ diven(y)G(y — x) n(y) dSy (A.9)
TE JSNB(z,e) SNB(z,e)

car G(y — x) est constant et vaut 1/(4we) sur le contour SN 9IB(z,¢). Le voisinage SN B(z,¢)
étant de classe C1P, on montre que ces intégrales sont de ordre de grandeur de 8. Apres avoir
fait tendre € vers 0, on aboutit finalement a la limite valable en z régulier

1

YV K1Y (z) = (2 - n<m>> Y(z)n(z) — vpVK1(2) (A.10)
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Remarque A.1 Notons que nous utilisons la formule d’intégration par parties (I1.19) qui n’est
valable que pour des surfaces de Liapunov. Dans la paragraphe II.1, nous avons montrer que
I'extension de (I1.19) a des variétés polyedrale engendre des intégrales définies sur les contours
des différentes parties régulieres de S.

Dans notre cas, si le point z est singulier, il existe au moins une arete de S qui rencontre z.
Or tout le processus de régularisation est basé sur le théoreme de Lebesgue et la contribution
des intégrales d’aretes n’admet a priori plus de dominante intégrable et on ne peut pas conclure.

On peut dans un premier temps envisager d’imposer une densité nulle aux points singuliers.
Mais ceci n’est physiquement pas envisageable et il doit nécéssairement exister des techniques
pour contourner ce probleme. En effet il existe des solutions analytiques & des problémes
présentant des singularités géométriques (le cas du cylindre en torsion est traité dans le chapitre
VI et dont le gradient ne s’annule pas aux points irréguliers. [l

Avant d’essayer de vouloir résoudre le probleme des points singuliers, donnons a titre de rappel
le prolongement par continuité du gradient du potentiel de double couche Ko¢(x).

A. 3 Trace du gradient du potentiel de double couche

Concernant 1’étude de Va¢(x), nous allons tout d’abord transformer quelque peu l'expres-
sion du potentiel de double couche comme dans [Chen et al.92]. On a ainsi

vz € RP\ S, Kod(m) = —V. /G _ 2) $(y)n(y) dS, = —V.K1(én) (@) (A11)

En utilisant la propriété classique V(V.(e)) = A(e) + V A (V A (o)) et en remarquant que
AKi(¢n) =0, il vient finalement que

VKsd(x) = V A (VA Ka(6m) () (A12)

En tenant compte du fait que n(y) A VG(y — ) = n(y) A DG(y — x), il est alors possible de
montrer la relation ci-dessous

V AKi(én)(x /RG —x)p(y) dSy (A.13)

Rappelons que R(e) désigne le rotationnel surfacique défini par R(e) = n(y) A D(e). On
procede ensuite & une intégration par parties en appliquant la formule de Stokes (I1.20) et il
vient finalement ’expression du gradient du potentiel de double couche

Ve € R*\ S, VKyo(x / VG(y —x) A Ro(y) d (A.14)

On reconnait ’expression analogue au gradient de simple couche et une démonstration identique
permet de déterminer en un point régulier z de .S, la limite suivante

W VK20(z) = <z~e<m> - ;) Dg(2) - vpVK20(2) (A.15)

Remarquons que 'obtention de (A.15) repose sur la continuité au sens de Dini de D¢(y) i.e.
#(y) € Di' dans un voisinage de z. La encore, nous utilisons ’hypothese de régularité de la
surface au point z considéré, puisque le point doit étre régulier pour définir la classe de fonction
Dit(8S).
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A. 4 Prolongement par continuité en des points singuliers

L’obtention d’une représentation intégrale aux points singuliers n’est pas immédiate. Tout
d’abord, il n’est pas possible de définir la classe de fonctions Dil(S) pour S € C%! par la
définition (II.3). Comme mentionné dans la remarque (A.1l), l'approche consistant & isoler
la singularité au point z au travers d’une intégrale de contour ne contenant plus z, devient
obsolete puisqu’il demeure les contributions d’aretes passant par z. L’idée consiste alors a

(a) Point régulier de S (b) Point singulier de S

Figure A.1 : Prolongement par continuité des potentiels

ne plus considérer les deux potentiels de maniere séparée. Rappelons que toute solution de
I’équation de poisson Au(z) = 0 pour & € R3\ S admet la représentation intégrale suivante

Ve € R3\ S, u(x) = Kop(x) — Kyah(x) (A.16)

ol ¢(z) et 1(z) désignent respectivement les éventuels sauts de potentiel et de flux a travers S.
Remarquons qu’en un point régulier, il apparait alors un saut de Vu(x) d’amplitude D¢(z) +
Y (z)n(z) au facteur un demi pres. Modifions alors les expressions des gradients des potentiels
surfaciques de la maniere suivante.

Dans un premier temps, on décompose de noyau VG(y — x) selon sa composante normale
et surfacique. Il vient alors en posant H(y,y —x) = VG(t — x).n(y),

VEiy(z) = — /S DG(y —z) ¥(y) dSy — /SH(yyy —x) P(y)n(y) dSy (A.17)

ViCoh(x) = - /S DG(y — x) A R(y) dS, — /S H(y.y — x)n(y) A Ré(y) dS,  (A.18)

Les quantités suivantes sont reformulées en utilisant le fait que les vecteurs D f(y) et Rf(y)
pour une fonction surfacique f(y) appartiennent au plan tangent en y et on obtient

n(y) A R(y) = —Dg(y) (A.19)
DGy —x) = —n(y) N RG(y — x) (A.20)
DG(y — ) A Ro(y) = Do(y) A RG(y — ) (A.21)

Compte tenu de ces remarques, il vient finalement que le gradient du champ u(x) admet
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I’expresssion ci-dessous

Vu(x) = /SH(y,y — ) [Dé(y) + ¥(y)n(y)] dSy
+ /SRG (y — ) AN [Do(y) + ¥ (y)n(y)] dSy (A.22)

Les techniques classiques de régularisation (I11.8) peuvent a nouveau étre appliqueées a condition
d’avoir la densité h(y) = D¢(y) + ¢ (y)n(y) de classe Di au point singulier. En effet la seconde
intégrale n’est autre que le potentiel de double couche de h(y) dont on connait le comportement
au voisinage de S. Le premier terme a la propriété tres intéressante de faire intervenir le noyau
RG(y—x). Ainsi soit z € S et supposons que h(y) soit de classe Di dans un voisinage de z dans
S. Nous pouvons écrire en utilisant la formule de Stokes (I1.20) pour € > 0 et en introduisant
classiquement z € S,

/ RG(y —x) ANh(y) dSy =
SNB(z,)

| RGy-o)Alhly) - k()] dS, - hEA [ t(y) dL, (A.23)
SNB(z,)

—/
SNOB(z,) 47T||y - ZCH

Comme la formule de Stokes est valable pour des surfaces de Liapunov par morceauz, I'intégrale
de contour ne contient jamais z et le prolongement par continuité est possible. Il vient finalement

lim RG(y —x) ANh(y) dSy =

T2 JSNB(z)

/ RG(y — 2) A [h(y) — h(z)] dSy — h(z) A —
SNB(z,)

= e(y) dL, (A.24
4me SNOB(z,e) ( ) Y ( )
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Annexe B

Généralités sur les noyaux des opérateurs intégraux

Cette annexe traite de 'obtention des différents noyaux introduits dans ce mémoire, intervenant
dans ’établissement de nombreux résultats. Toutes les expressions obtenues sont valables pour
le tenseur de Kelvin et repose sur I'introduction du vecteur de Galerkin. Il vient facilement

UF(r) =2(1-v)G},, — Gt ; (B.1)
G (r) =F (7)o (B.2)
Fr) :16776{1 —v) (B-3)

En modifiant quelque peu cette formulation, les expressions précdentes se reformulent de la
maniere suivante

G?,i(r)
Uf(r)

F(r)

(B.4)
2(1 = v)Fpp(r)dir — Fig(r)

B. 1 Evaluation du tenseur K(r)

L’idée principale consiste a remarquer que du fait de la définition du tenseur de Kelvin, on a
Efj,j(r) —0iG j(r) =0 (B.5)
Rappelons qu’en introduisant le vecteur de Galerkin, nous pouvons écrire les relations suivantes
S5 (r) = 1|20 65 Fppi(r) + 2(1 = 1) (0 F s (1) + 0ja F i (1)) — 2Fij (1) (B.6)
Gj(r) =2u(1 — V) Fpp;(r) (B.7)
ce qui nous permet alors d’évaluer la différence
B3(r) = 6 G j (1) = ul 20635 F ppro(r) + 2(1 = )81 Fppi(r) — 2F i (r) | (B.8)
ce qui devient apres avoir réarrangé les termes
S5(r) = 6 G i (r) = p[ 2(1 = )6 Fui(r) — 2F ij5(r) + 265 Fue(r) — 2(1 — )85 F i (r) |
= p(610ip — 036p1)[ 2(1 — v)0pu Faap(T) — 2F jap(7) |
=t €jpgeligl 2(1 — V)6 Faa(r) — 2F () | p (B.9)
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Définissons alors le tenseur K (r) donné par la relation

KF(r) =2u etig [ (1 = v)6uFlaa(r) — Fra(r) ] (B.10)
ij(’r) = equKZ]f]p( )+ 0iG () (B.11)

Apres introduction de I'expression du vecteur de Galerkin, il vient la relation suivante qui est
également proposée dans [Tanaka et al.94] et [Li et al.98].

Kb(r)y= — 119 B.12
zq(r) 871'(1 — Z/)T[ ( V)(Skl + TET ] ( )

B. 2 Evaluation du tenseur B(r)

L’opérateur hypersingulier S(r) est défini par la relation suivante
Sijkt(r) = Cijap Sy p(T) (B.13)

Ce tenseur intervient dans l’expression de la représentation intégrale du champ de contrainte.
11 nous reste alors a remplacer I'expression de U(r) dans S(7) pour essayer d’obtenir une for-
mulation plus sympathique.

Sijrt(r) = Cijab Cripg Uy g(7) (B.14)
= Cijab 1t [ 2(1 = v)[ Foppin(7)0ak + Foppit(1)0a1 ] + 20 F ppap(7) 011 — 2F apia (1) |
412
= /‘2[ @5ij5le,ppqq(T') + AW EF ppri (1) 035 + AVE ppii (1) 0t

+ 201 = v)[ Fppij (r)0ik + Fppit (7)1 + Fppij (7)0it + Fpprei (1) 051 | — 4F (7)) |
On obtient en réorganisant les termes

1
E&'jkl(’“) = —4| Fiji(r) — 65 F ppri (1) — 61 F ppij (1) ]

=201 = v)[ Fijra(r) = i ppij (1) = 050 F ppine (1) + Flijra(r)

412
= Gt Fppj (1) = 0k Fppia (1) | + méijéle,ppqq(r) (B.15)
On peut alors facilement montrer les expressions suivantes
€iep €jfq €kgr €lhs 5pq Ors F,efgh(r) (B'16)

=Fijii(r) — 6ij Fppri(r) — Ok F ppij (1) + 0550k F ppaq(T)
Ciep €jfq Chgr €lhs Opr OgsE efgn(T)

=Fijki(r) = irFppjt() = 651F ppik (1) + 0ik 051 F ppqq(T)
€iep €jfq Ckgr €lhs Opg OrsFefgn(T)

=Fij(r) = 0 ppji(T) — 0k Fppit(7) + 8i10 1 F ppgq (T)

On aboutit finalement aux relations

Sijkt(r) = — ejrq€ins Bighs,pn(r) + Siip 6(0) (B.17)

Bigs(1) = €iep ergr| 4V0pq0rs + 2(1 — 1) (Opr0gs + psOgr) | 12 F eg(r) (B.18)
2v

Simd(0) = 2(1 - v) T, 00k + Girdji + Gindju | 12 Fppgq (1) (B.19)
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On utilise alors la relation définissant F'(7) pour obtenir le tenseur S 0 et il en résulte 'expression
définitive

.
Fir)=—————
(r) 167G(1 — v)
2 S SN T
AFM =saa—n® &) (5:20)
2v
Szojkl =G| E&ijékl + 6051 + 010 |

Remarque B.1 Le terme constant S° n’est autre que le tenseur d’élasticité C' et apparait dans
l'article de [Nishimura et al.90] mais n’est jamais explicité. O

Il nous reste & expliciter le tenseur B(r) défini précédemment.

BiqkS(r) = €iep Ckgr [ 4vopqgbrs + 2(1— V)(5pr5qs + 5p85q7") ] MQF,eg(T) (B.21)
1

2 BiqkS(r) = dveicqergsFeg(T) + 2(1 — V)eicrergrOqs Fpp(r) + 2(1 — v)eicsergq Feg(r)  (B.22)

Modifions quelque peu l'expression des termes apparaissant avec les signes de permutations
[Bonnet].

eiesekgqF,eg(r) = €kgq [ eiesEeg(r) - eigSEpp(r) ] + ekgqeiQSEpp(r)
eieSEeg(T) — €igsFpp(T) = €ims [ Oemdgn — Oendgm ]F,en(r) (B.23)

€ies Eeg("’) - eigsEpp(r) = €ims €egt Emnt F,en(r)

On obtient alors, tout calcul fait

eiesekgqF,eg('r) :5in,ks(r) - 5qu,ki(7') - 5ikF,qS(T) + (Sk’sF,iq(T) + [ 5ik5qs - 5iq(5kzs ]Fpp(r)

),

€ieqChgs Fleg(T) =0is Fliq(T) — 0qs Fki(1) — 05t Flgs (1) + g Flis(r) + [ dikdgs — bisOkg | Fpp(T)
En reportant ces relations dans I’expression de B(r), on aboutit aux expressions

Bigks(r) = Bigrs(r) + Bz(g?q,q(r) + Bi(;]l,s(r) + Bz'(lgiz)s(r>

;Biqks(r) = —40¢s Fir(r) + [ 40ik0qs — 4v0i50kq — 2(1 — 1)0ig0ks | Fpp(T)

[;BZ.(ZZ(T-) = A Fi(r) + 2(1 — v) 6y Fa(r) (B.24)
S BA) = B, Fa(r) + 201 = 1) Fa(r)

;Bi‘g” (r) = —2(1 + )0y F(r)

Reportons alors I'expression obtenue pour B(r) dans la définition du tenseur S(r).

Sijk1 (1) = — €jfqCihsBigks, in (1) + Cijrad(0) (B.25)

= — ejpqeinsl Bigks.gn(r) + BY) (1) + BE)L o (r) + BYE) L (r) ]+ Cijuad(0)

= - eijelhsBiqk:s,fh(T) + Cijkl 5(0)
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Les termes croisés s’annulent, vu qu’ils représentent le rotationnel d’un gradient. Seule la partie
notée B(r) dans [Li et al.98] demeure et il vient

. - H . S — Wi She — (1 — V)G,
quks("") = 471'(1 — V)’I“[ 5qu,ZT‘7k + 5zk6qs 2V5155kq (1 V)(Slq(sks ] (B.26)

B. 3 Evaluation du tenseur D(r)

Dans la représentation intégrale, soit du champ de contrainte o, soit du champ de con-
trainte élastique C' : g, intervient une forme bilinéaire de noyau, un tenseur composé du produit
contracté de B(r) et de deux tenseurs de permutation.

Dijpran(r) = €jsqeins Bighs(r) (B.27)
1
EBiqkS(r) = _45quik (’I") + [ 45ik:5qs — 47/52’85kq - 2(1 — V)éiqék;s ]Epp(r) (B.QS)
Trois termes apparaissent alors
€jfq€thsdqs = 0j10h — Ojndy1 (B-29)
eijelhséis(iqk = € fkC€lhi (BSO)
€ fq€lhsOigOks = €jfiClhk = €ij fCkih (B.31)

Le dernier terme est laissé sous la forme ci-dessus mais on se propose de modifier la deuxieme
expression en remarquant que

_5i56qk = (5ik5qs - 5isqu) - 5ik5qs = €miqCmks — 5ik5qs (B'32)
Apres avoir remplacé I'expression obtenue dans la définition de b(r), on obtient finalement

1 -
EDijfklh(T) = [4(1 = V)i Fpp(r) — 4Fix(r) 105100 — djn0 1)

+ dvemigemps€;fq€ins Fpp(r) — 2(1 — v)eij perinE pp(r) (B.33)
ce qui peut se mettre sous la forme définitive

1 -
EDijfklh(T) = [4(1 = V)i Fpp(r) — 4Fix(r) 10101 — djn0 1)

+4v | 5z’f5j15kh — 5if6jh5kl — 5ij5kh5fl + 6fh5ij5kl }Epp(r)
—2(1 = v)eijrepnt pp(r)

Notons D(r), la partie de D(r) apportant une réelle contribution & l'intégrale. Compte tenu
de la symétrie des déformations initiales, on peut écrire

€ij fEkIh 5621 6% =0 (B.34)
On obtient alors I'expression suivante pour D(r),

1 -
EDijfklh(r) = [4(1 = v)0ikFpp(r) — 4F i (r) 1650050 — 05nd51)

+ 4v| 0i£0j10kh — 0 fOjn0k1 — 05j0kn0 1 + 0 £10450k1 ]F,pp(’l“) (B.35)
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ce qui devient apres avoir réexprimer D(r) en fonction de Vr,

_r
Ar(1 —v)r

20 03 0;10kn — 6if0in0k1 — 0ijOkn0 1 + O pr0i0k | |

Dijrran(r) = [ (00 ¢n — Ojnp1) (rar i + (1 — 2v)d4 )+

(B.36)

B. 4 Evaluation du tenseur Y(r)

Ce tenseur intervient dans les formes bilinéaires couplant le champ de déplacement au champ
de déformation plastique. Il est donné par

Yiisij (1) = € g Bighs, () (B.37)

Déterminons le gradient de B(r). On a ainsi

Bigks,f(1) = ﬁ[ %(T,iﬂ",k + 7t kf)
- j;g (Sqst i 1o + Oik0gs — 2081500 — (1 — 1)8iq0ks ) |
= m[ Oqs( 0ifT jg + Oppri — Ok f — 31T i ¢ )
+ ( 20050kq + (1 = v)0iqOks )7 | (B.38)

De cette relation, on tire alors 'expression définitive de X (r).

~ M e .
Tiosi (1) =22 [ S (S go + Oppri — g — 3 it g )

:47r(1 —v)r?
+ ( 200;50kq + (1 — ) 0ig0ks )7 ¢ ] (B.39)
Remarquons enfin que
€jfq0qs0if = €jis €t €jrq0igOks = €45 fOks (B.40)

Ces termes n’apportent aucune contribution & l'intégrale et en notant Y'(r) la partie de Y(r)
privée des termes précédents, il en résulte

..
Tsij () = Mﬁ%fsw[ SqsOksTi — OgsOikT.f — 30qsT i kT f + 200;50pq7 1 | (B.41)



CONTRIBUTION A L’ETUDE DES METHODES DES EQUATIONS INTEGRALES ET A LEUR MISE EN (EUVRE NUMERIQUE
EN ELASTOPLASTICITE.

Résumé : Cette étude traite des méthodes des équations intégrales appliquées a la résolution d’un probleme
élastoplastique sous ’hypothése des petites perturbations. L’introduction de 'identité de Somigliana intégrant
des déformations initiales permet d’obtenir une formulation du probléeme directement pilotée en déformations
ou en contraintes dans la zone potentiellement plastique, ce qui constitue une différence fondamentale avec les
méthodes des éléments finis de domaine.

La résolution numérique du systéme non-linéaire est réalisée a I'aide de deux méthodes distinctes (Collocation
et Galerkin), pour lesquelles les conditions de régularités des champs inconnus different. Dans les deux cas,
I'intégration locale de la loi de comportement est effectuée au moyen d’un algorithme de type Retour Radial et
la notion d’opérateur tangent cohérent (CTO) est introduite dans le schéma itératif de Newton-Raphson. Apres
avoir présenté une méthode systématique de régularisation des opérateurs intégraux en des points réguliers de la
frontiere, nous étendons ces résultats a des géométries singuliéres, ce qui conduit a une représentation inégrale
originale des déformations en tout point du domaine fermé. Cette expression donne lieu a une méthode de
collocation simple et cohérente, rétablissant en outre la dualité entre les équations intégrales en déplacement et
en vecteur-contrainte.

Nous montrons également que le systeme d’équations régissant le probleme dérive de la stationnarité d’une
fonctionnelle ne comportant que des intégrales réguliéres et admet un opérateur tangent global symétrique. La
mise en oeuvre numérique de la méthode de Galerkin qui en résulte est décrite et nous présentons une regle de
quadrature simple et systématique des intégrales doubles, celle-ci devant néanmoins étre optimisée a long terme.
Des exemples numériques permettent de valider les formulations et les algorithmes proposés.

Mots-clés : représentations intégrales, équations intégrales, elastoplasticité, régularisation, Collocation, Galerkin.

BOUNDARY-DOMAIN ELEMENT METHODS APPLIED TO SMALL-STRAIN ELASTOPLASTICITY : THEORY AND NU-
MERICAL IMPLEMENTATION.

Abstract : This study deals with Boundary-Domain Element Methods (BDEM) applied to small-strain elasto-
plasticity. The governing equations are obtained by using the Somigliana displacement identity with initial strains
and unlike in Finite Element Methods (FEM), the main unknown of the resulting formulation is the strain or the
stress field in the potentially plastic region.

In order to solve the problem, two numerical procedures (Collocation and Galerkin methods) are implemented.
It is worth noting that the regularity requirements of the unknown fields are not identical in both approaches.
An implicit scheme is adopted for constitutive time integration, which leads to the well-known Return Mapping
Algorithm ; moreover the Consistent Tangent Operator (CTO) is inserted in the iterative Newton-Raphson
method. An unified presentation of the regularisation techniques at regular points of the boundary is given. These
concepts are extended to singular boundary points by introducing the ”reconstituted displacement gradient”. As
a result, a new integral representation of the strain field, even valid for singular boundary points, is proposed
and implemented in a Collocation method. This evaluation of the boundary strain gives rise to a new Traction
Boundary Integral Equation (TBIE), which can be written at boundary nodes.

It is also shown that the governing equations, which take into account the Somigliana identity, result from
the stationarity conditions of a fully regularised functional. This result gives an energetic meaning to the BDEM
formulation. The numerical implementation of the resulting Galerkin scheme is described and a simple quadrature
rule is presented to evaluate the singular double integrals. This procedure however needs to be optimised in future
work. Some numerical results validate the proposed formulations and algorithms.

Keywords : integral representations, integral equations, elastoplasticity, regularization, Collocation, Galerkin.



