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1 Introduction

1.1 Présentation des principales notions

Le mapping class group

Le mapping class group Mod(X) d’une surface ¥ non nécessairement connexe est l'en-
semble des classes d’isotopie des difféomorphismes de ¥ préservant 'orientation : Mod(X) =
7o(Diff T (X)). Le mapping class group est parfois appelé groupe de difféotopies. Si ¥ n’est pas
connexe, les mapping classes de Mod(X) peuvent permuter les composantes connexes de .

Donnons les principales définitions dérivées de cette derniére (cette liste sera reprise et com-
plétée au chapitre 3, paragraphe 3.1) :

— Le mapping class group de ¥ étendu noté Mod®(X) est le groupe des classes d’isotopie des
difféomorphismes de ¥ ne préservant éventuellement pas l'orientation de X ; lorsque X est
connexe, Mod(X) est un sous-groupe normal de Mod®(X) d’indice 2.

— Le mapping class group de X préservant chaque composante connexe et chaque composante
de bord, noté PMod(X), est le groupe des classes d’isotopie des difféomorphismes de %
(préservant l'orientation et) préservant globalement chaque composante de bord.

— Le mapping class group de ¥ relativement au bord, noté Mod(%, 9%), est le groupe des
classes d’isotopie des difféomorphismes de ¥ (préservant l'orientation et) fixant 9% point
par point & tout temps, les isotopies étant elles-mémes assujetties a fixer les bords points
par points.

— Le cas échéant, on introduira dans le corps du texte d’autres définitions du mapping class
group, dérivées de celles-ci.

Tout au long de cette theése, ¥, j, désigne la surface connexe, orientable, de genre g, possédant
b composantes de bord, ot g et b sont tels que la surface ¥, ; soit de caractéristique d’Euler
strictement négative. De plus, pour alléger les énoncés, on écrira souvent :

« Soit 3 la surface X, 4 »
au lieu de :
« Soient g et b deux entiers positifs ou nuls tels que 2 —2g — b < —1 et soit X la surface Xy 5 ».

Les résultats portant sur les mapping classes groups seront toujours donnés dans un premier
temps pour PMod(X) et dans un deuxiéme temps pour Mod(3, 0%).

Contexte historique

L’étude des mapping class groups a débuté en 1920 avec M. Dehn [Del|, [De2| et J. Nielsen
[Nil]|, [Ni2|, [Ni3]|. Bien que leurs travaux portaient sur des sujets communs, en général, leurs
approches étaient différentes. M. Dehn s’intéressait au mapping class group en tant que groupe,
s’attaquant par exemple aux problémes de présentation de type fini du mapping class group.
Dans cette direction, il développa puis exploita un outil fondamental : ’action du mapping class
group sur I’ensemble des classes d’isotopie de courbes de la surface.

A Topposé, J. Nielsen s’est davantage intéressé aux éléments du mapping class group pris un
a un. Son principal outil a été la géométrie hyperbolique (un aspect que M. Dehn a également
utilisé).

Pendant quelques temps, les idées de M. Dehn et J. Nielsen ont été oubliées. Puis dans les
années soixante-dix, W. Harvey [Hv1]|, [Hv2] poursuivit les travaux de M. Dehn en introduisant
le complexe de courbes qui n’est rien d’autre que ’ensemble des classes d’isotopie de courbes
étudié par M. Dehn auquel W. Harvey ajoute une structure de complexe simplicial. Un objet



trés similaire a été introduit dans un article de 1980 de A. Hatcher et W. Thurston [HaTh|,
qui eut alors une grande portée. Toujours vers la fin des années soixante-dix, Les idées de J.
Nielsen ont été partiellement redécouvertes, étendues et exposées par W. Thurston dans une
forme achevée : la théorie des difféeomorphismes des surfaces |[TH|, [FLP|. Plus tard, sa théorie
fut appliquée également a la structure des mapping class groups, dépassant le cadre des éléments
pris isolément.

Au début des années 80, J. Birman, A. Lubotzky et J. McCarthy (cf. [BiLuMc|) et d’autre
part N.V. Ivanov de facon indépendante (cf. [Iv]) complétent la théorie de Thurston appliquée aux
mapping classes groups en définissant le systéme de réduction canonique pour tout sous-groupe
abélien du mapping class group, et en particulier pour un élément quelconque du mapping class
group. Ce résultat leur permit entre autres de déterminer le rang maximal des sous-groupes
abéliens du mapping class group, égal a 3g — 3 + b si la surface est connexe, de genre g et ayant
b composantes de bord.

Le groupe de tresses

L’une des fagons d’avancer dans ce domaine est de chercher d’autres groupes reliés aux
mapping class groups et susceptibles d’y étre inclus. Considérons le groupe de tresses a n brins
défini par sa présentation classique :

TiT; = T;T; S1 |t — ] 1:
(7t 72, T | { TiT;Ti :jTjTZ‘TJ si \i|—7é]\ _ 1. )
Les générateurs de cette présentation seront appelés générateurs standards du groupe B,. Par
extension, si deux éléments a et b dans un groupe vérifient aba = bab, on dit que a et b vérifient
une relation de tresses.

Représentations géométriques

De fagon générale, on parlera de représentations géométriques d’un groupe, notamment du
groupe de tresses, pour désigner les morphismes de ce groupe dans le mapping class group. Le but
de cette these est de déterminer toutes les représentations géométriques de B, dans PMod(3,, ),
lorsque b est quelconque et n et g sont liés par la relation :

g< 5.
Une famille de mapping classes joue un role particulier dans la description des représentations
de B,, dans PMod (X, p) : les twists de Dehn.

Les twists de Dehn

Etant donnée a une courbe dans ¥ ~\. 0% non homotope & un point, soient }V un voisinage
tubulaire compact de a dans 3 et ¢ un homéomorphisme positif allant du voisinage tubulaire
compact V de a dans 'anneau A = [0,1] x S muni de l'orientation produit. Définissons 1’ho-
méomorphisme

A=[0,1]x 8" — A=[0,1] x S*

D : (t, eie) N (t, ei(&—i—?mﬁ))

Le twist de Dehn le long de la courbe a, noté Ty, est la classe d’isotopie de 'homéomorphisme
valant Iidentité hors du voisinage tubulaire V et valant ¢~' D¢ sur V. Puisque ¢ est unique a
isotopie pres, T, est bien défini (cf. figure 1). De plus, il suffit de définir la courbe a & isotopie
prés pour que T, soit bien défini. Par abus de langage, lorsque d est un bord de X, on parlera
de twists de Dehn le long de la courbe d pour désigner un twist de Dehn le long d’une courbe
homotope a d, incluse dans X \ 0X.
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F1G. 1 — Définition du twist de Dehn (gauche).

Les twists de Dehn vérifient les propriétés suivantes bien connues (cf. par exemple [FaMal],
section 2.3) :

Lemme 1.1. Etant données a et b deux courbes non homotopes a un point et non isotopes entre
elles, T, et T, commutent si et seulement sl existe deuzx courbes disjointes a’ et b’ isotopes a a
et b; d’autre part T, et Ty, vérifient une relation de tresse si et seulement s’il existe deux courbes
a’ et b isotopes a a et b et ayant entre elles une intersection réduite a un point. O

On va montrer que toutes les représentations géométriques de B, dont l'image n’est pas
cyclique s’expriment & partir des représentations de monodromie.

1.2 Enoncés des théorémes

Représentations cycliques de B,, et représentations de monodromie de B3,

Définition 1.2 (Représentation cyclique de B,,).
On appelle représentation (ou morphisme) cyclique de B, dans un groupe quelconque G tout
morphisme de B, dans G dont I'image est cyclique.

Il est facile de voir qu’une représentation de B, est cyclique si et seulement si tous les
générateurs standards de B,, ont la méme image.

Définition 1.3 (Représentation de monodromie de B,,).

On appelle représentation (ou morphisme) de monodromie de B, une représentation géométrique
de B,, (donc un morphisme dans PMod(X,;)) qui envoie les différents générateurs standards de
B,, sur des twists de Dehn distincts.

En vertu du lemme 1.1, une représentation de monodromie 5, est équivalente & la donnée
d’une liste ordonnée de n — 1 courbes (a1, a9, ..., ap—1) telle que pour tous 7, j € {1,..., n—1},
a; et a;j sont disjointes lorsque |i — j| # 1, et a; et a; s’intersectent en exactement un point
lorsque |i — j| = 1.

Prenant PMod(X) ou Mod(X, %) pour définitions du mapping class group, les questions
auxquelles on se propose de répondre sont les suivantes :

— Quels sont les groupes de tresses inclus dans le mapping class group d’une surface donnée ?
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— Comment ces groupes de tresses sont-ils plongés ?
— Qu’en est-il des morphismes non nécessairement injectifs entre groupes de tresses et map-
ping class group ?

On répond partiellement a ces questions, en traitant le cas ot le nombre de brins n du groupe
de tresses et le genre g de la surface ¥ sont liés par la relations g < 5. On répond d’abord a la
troisiéme question par les théorémes 1 et 2 (ci-dessous), dont les énoncés font appel a la notion
de transvection.

Définition 1.4 (Transvection d’une représentation de B;,).

Soient n un entier supérieur ou égal & 3, G un groupe quelconque, p un morphisme de B,, dans G,
et w un élément du centralisateur de p(B,,) dans G. La transvection du morphisme p de direction
w est le morphisme L,,(p) défini sur les générateurs standards {7;, 1 <i < n — 1} du groupe de
tresses par :

Lu(p)(7i) = p(7i) w.

Théoréme 1 (Morphismes de B,, dans PMod(X) avec n > 6).

Soient n un entier supérieur ou égal a 6, 3 une surface (connexe, orientable, de caractéristique
strictement négative), g son genre et b son nombre de composantes de bord, tels que b > 0 et
g < 5. Alors tout morphisme p de By, dans PMod(X) est soit cyclique, soit une transvection
de morphisme de monodromie. De plus de telles transvections de morphismes de monodromie
eristent si et seulement si g > % — 1.

Ce résultat subsiste en considérant Mod(X, 0X) plutdt que PMod(X) :

Théoréme 2 (Morphismes de B,, dans Mod(X, 9%) avec n > 6).

Soient n un entier supérieur ou égal a 6, 3 une surface (connexe, orientable, de caractéristique
strictement négative), g son genre et b son nombre de composantes de bord, tels que b > 0 et
g < 5. Alors tout morphisme p de By, dans Mod(X, 0%) est soit cyclique, soit une transvection
de morphisme de monodromie. De plus de telles transvections de morphismes de monodromie
existent si et seulement si g > % —

Remarque. Cette fagon systématique de chercher les morphismes entre le groupe de tresses et
un autre type de groupe a déja été amorcé par E. Artin (cf. [At3]) et V. Lin (cf. [Ln2]), ou le
groupe image est le groupe symétrique &,,. Artin avait étudié les morphismes de B,, dans &y
avec k < n, et Lin a poursuivi I’étude pour obtenir une description compléte des morphismes de
B, dans &j, avec k < 2n.

1.3 Plan

Cette thése se divise en trois parties :

Partie 1 : Chapitres 2-4.
C’est une partie de préliminaires ot 'on présente les objets et les principaux outils que nous
utiliserons. On y a rassemblé des résultats généraux sur les classes d’isotopie de courbes
et de surfaces (chapitre 2), sur les mapping class groups (chapitre 3) et sur les groupes
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de tresses (chapitre 4). De nombreux résultats présentés dans cette partie sont connus des
experts, mais sont absents de la littérature ; certains sont adaptés ou complétés; d’autres
sont nouveaux. Le lecteur habitué aux mapping class groups pourra par exemple sauter
ces préliminaires, et y revenir ponctuellement lorsqu’on y fera référence.

Partie 2 : Chapitres 5-6.

Ces deux chapitres présentent les corollaires du théoréme principal, le théoréme 1. Plus
précisément, le chapitre 5 définit différents types de morphismes géométriques du groupes
de tresses et établit des liens entre eux, de fagon a poser le bon cadre pour le chapitre 6.
Et ce sera dans ce chapitre-1a que seront énoncés et prouvés les corollaires du théoréme 1.

Partie 3 : Chapitres 7-13.

C’est la partie principale de cette thése. On y démontre le théoréme 1. Dans un premier
temps, on ne prouve ce théoréme que dans le cas ol n est pair, puis on en déduit le résultat
général. L'outil principal de la preuve est I’étude des systémes de réduction canonique (cf.
définitions 3.37 et 3.39) des images des générateurs standards de 5, dans le mapping class
group, et 'action simultanée de B, sur lui-méme et sur ces systémes de courbes.

1.4 Corollaires

Aprés avoir énoncé les théoréemes 1 et 2, présentons leurs corollaires. Ils sont nombreux. On
a choisi de les répartir ainsi :
— Dinjectivité des morphismes de B, dans les différents mapping class groups Mod (X, 9%)
et PMod(X);
— les morphismes de B,, dans B,, avec m <n +1;
— les morphismes entre les mapping class groups de deux surfaces éventuellement différentes ;
— les morphismes du mapping class group d’une surface dans lui-méme et les automorphismes.

Les résultats que 'on va énoncer se rapprochent des théorémes de Ivanov et McCarthy, Bell
et Margalit, Dyer et Grossman. L’un des intéréts de cette thése est de les réunir derriére un
unique résultat principal dont ils sont des corollaires. Ce faisant, on fait le lien entre les endo-
morphismes de B, et les endomorphismes du mapping class group. On aura & coeur d’expliquer
les différences entre nos résultats et les théorémes déja existants. De fagon générale, nos résultats
concernent les morphismes sans restriction alors que les résultats déja existants ne considérent
que les morphismes injectifs.

1.4.1 Injectivité des morphismes de 5,, dans le mapping class group

La premiére question naturelle venant & la suite des énoncés des théorémes 1 et 2 consiste a
demander quels sont les morphismes injectifs parmi ceux décrits.

Définition 1.5 (La surface ¥(p) incluse dans X).

Soit p une transvection de morphisme de monodromie de B,, dans le mapping class group d’une
surface ¥. Il existe alors une (n — 1)-chaine de courbes (a;, 1 < ¢ < n — 1) dans ¥, un entier
¢ € {£1} et une mapping class W de ¥ fixant chaque courbe a; de sorte que W commute avec
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T,, pour tout i et que I'on ait p(7;) = T,; W pour tout i. On note ¥(p) le voisinage tubulaire de
la réunion U a;.
i<n—1
La surface ¥(p) va nous permettre de caractériser l'injectivité des transvections de mor-
phismes de monodromie.

Théoréme 3 (Injectivité des morphismes du groupe de tresses dans le mapping class group).
Soient n un entier supérieur ou égal a 6 et ¥ la surface Xy avec g < 5. Soit p un morphisme
de By, dans Mod(X, 0%) ou dans PMod(X).

i) Cas de Mod(X, 0%). Le morphisme p est injectif si et seulement s’il est une transvection
de morphisme de monodromie telle que les courbes de bord de ¥(p) ne bordent pas de disque dans
3.

it) Cas de PMod(X). Le morphisme p est injectif si et seulement s’il est une transvection de
morphisme de monodromie telle que les courbes de bord de ¥(p) ne bordent pas de disque dans
Y et au moins 'une des courbes de bord de 3(p) n’est isotope 4 aucune courbe de bord de 3.

1.4.2 Morphismes entre groupes de tresses.

L’un des corollaires du théoréme 1 est la description des morphismes de B,, dans lui-méme.
Les premiers & avoir énoncé un théoréme allant dans ce sens ont été Dyer et Grossman en 1981.
Ils ont en effet déterminé le groupe des automorphismes extérieurs du groupe de tresses. Nous
redémontrerons ce théoréme pour n > 6.

Théoréme 1.6 (Dyer & Grossman, [DyGr|, 1981).
Pour tout entier n supérieur ou égal a 4, le groupe Out(B,,) est isomorphe a 7 /27.

En 2000, R.Bell et D.Margalit (cf. [BeMa]) ont poussé I’étude aux morphismes injectifs du groupe
de tresses B,, dans lui-méme et dans B,,;1. La description de ces morphismes nécessite la définition
de l'involution Inv ci-dessous. On donne & la suite I’énoncé de leur théoréme.

Notation 1.7 (L’involution Inv).
Etant donné le groupe B,, muni de sa présentation standard, I’automorphisme involutif qui envoie
chaque générateur standard sur son inverse sera noté Inv.

Théoréme 1.8 (R.Bell & D.Margalit, [BeMa|, 2000).

Soient n un entier supérieur ou égal & 4, m un entier égal a n ou n + 1, et p un morphisme
injectif de B,, dans By,. Alors l'un des deuz morphismes p ou Inv o p est une transvection (de la
restriction de By, a B, si m =n+ 1) d’automorphisme intérieur de By, .

Leur preuve s’appuie sur une caractérisation algébrique des twists de tresses qui utilise le
maximum des rangs des sous-groupes abéliens du groupe B,, et de son image par le morphisme
considéré. Leur preuve exige donc que les morphismes étudiés soient injectifs. Nous montrons
pour notre part (cf. le théoréme 4 ci-dessous) que tous les morphismes non cycliques de B,, dans
B, o m € {n, n + 1} sont de la forme annoncée par R.Bell et D.Margalit. Au passage, nous
redémontrons le théoréme suivant di a Lin en 1982, cf. [Lnl| page 765 : si m est strictement
inférieur & n, les morphismes de B, dans B,, se résument aux morphismes cycliques.
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L’énoncé du théoréme 4 fait référence a un élément noté A de B,. Il est défini par A =
T1(7271)(T3T2T1) « . . (Tn—1...7271) et son carré engendre le centre de B,, (cf. la définition 4.6 et le
théoréme 4.7).

Théoréme 4 (Morphismes entre groupes de tresses).
Soit n un entier supérieur ou égal d 6.
i) Tout morphisme ¢ de By, dans By, avec m < n est cyclique.

i1) Tout morphisme ¢ non cyclique de B, dans By, est une transvection d’automorphisme
intérieur composée éventuellement par l'involution Inv : il existe v,v € By, et e = £1 tels
que pour tout entier i inférieur ou égal a n — 1, on ait :

(i) =vy7y .

De plus, v est un multiple de A?.

iti) Considérons le groupe B,, comme le sous-groupe de By+1 engendré par les n— 1 premiers
générateurs standards de Bn41. Alors, tout morphisme ¢ de By, dans By1 est a transvection
pres la restriction a By, d’un morphisme de By,+1 dans lui-méme. D’apres le ii), si ¢ n'est
pas cyclique, il existe donc v,v € Buy1 et € = 1 tels que pour tout entier ¢ inférieur ou
égal an—1, on ait :

(i) =y7y .

De plus, v appartient au centralisateur de {véy~1, € € B,} dans By1.

iv) Tous les morphismes non cycliques ci-dessus sont injectifs.

1.4.3 Morphismes entre mapping class groups

Les théorémes 1 et 2 permettent également de déduire des résultats concernant les morphismes
entre mapping class groups. Le premier résultat dans ce sens est le théoréme de N.V.Ivanov et
J.McCarthy, datant de 1999 :

Théoréme 1.9 (Ivanov & McCarthy, [IvMc|, 1999).
Sotent ¥ la surface X4 et ¥/ la surface Xy y avec g > 2 et (¢', V) # (2,0), et telles que
linégalité

(B =3+0)— (B¢ =3+V)|<1
ait lieu. S’il existe un morphisme injectif p de Mod(X) dans Mod(X'), alors X/ est homéomorphe
a XY et p est un automorphisme induit par un difféomorphisme de ¥ dans X' ne préservant pas
forcément orientation.

IIs ont également complété ce théoréme lorsque (¢/, b') = (2, 0) et ont traité de nombreux
cas lorsque g = 1. Ce théoréme contient la cohopfianité de Mod(X) (i.e. tout morphisme injectif
de Mod(X) dans lui-méme est un automorphisme) et le calcul des automorphismes extérieurs de
Mod(X). Leur preuve est basée sur une caractérisation algébrique des twists de Dehn qui n’est
possible que si les maxima des rangs des sous-groupes abéliens de Mod(X) et Mod(X') différent
au plus d’un. La preuve exige de plus que les morphismes considérés respectent ces rangs et
doivent donc étre injectifs.

Plutot que d’utiliser le rang de sous-groupes abéliens plongés dans le mapping class group,
nous avons utilisé de plongements de groupes de tresses dans le mapping class group. La proximité
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(encore bien mystérieuse) entre les groupes de tresses et les mapping class groups explique la
force de notre méthode : nous nous affranchissons de ’hypothése d’injectivité en traitant le cas
de tous les morphismes, et nous ne placons de borne que sur le genre, pas sur le nombre de
composantes de bord. Il est intéressant de comparer les résultats d’Ivanov et McCarthy et les
notres.

Résultats d’Ivanov et McCarthy (1999) non couverts dans cette thése :

e Pour tout entier positif m et pour € valant 0 ou 1, il n’existe pas de morphismes injectifs
de Mod(Xg, p43m) dans Mod(Eg4m pte), ot g = 2 et b > 0. Il est remarquable que les
hypothéses autorisent le genre de la surface & 'arrivée a étre arbitrairement grand par
rapport au genre de la surface de départ !

e Les éléments des mapping class group considérés peuvent permuter les composantes de

bord.

Nos résultats (2009) non couverts par Ivanov et McCarthy :

e Description compléte des morphismes Mod(3g 5, 0X4) dans Mod(Ey v, Xy i)
lorsque ¢’ < g et g > 2, et quels que soient b et b'. En particulier, tous ces morphismes
sont triviaux ou cycliques.

e Description compléte des morphismes de Mod(3g 5, 0¥, ) dans Mod(Ey v, Xy 1)
lorsque ¢ = gou g = g+ 1, et g > 2, et quels que soient b et &’. Dans ces cas-1a, il
existe des morphismes non cycliques dont certains (bien déterminés) sont injectifs.

e On prouve également ces résultats dans le cas ol les éléments du mapping class group
préservent chaque composante de bord globalement.

Plus précisément, dans cette thése, nous étudions les morphismes entre deux mapping class
groups associés a deux surfaces ¥ et X/ de genres g et ¢’ tels que g > 2 et ¢ < g+ 1, et de
nombres de bords b et b’ quelconques. On décrira ainsi les ensembles suivants :

— tous les morphismes de Mod(3, 9%) dans Mod(¥/, 9%') (cf. théorémes 5 et 6),

— tous les morphismes de PMod(X) dans PMod(X') (cf. théorémes 7 et 8),

— tous les morphismes injectifs de Mod (X, 9%) dans Mod (X', 9%') (cf. théoréme 9),

— tous les morphismes injectifs de PMod(X) dans PMod(X’) (cf. théoréme 10).

A Tinstar de Ivanov et McCarthy, nous montrerons essentiellement que les morphismes non
triviaux entre mapping class groups sont induits par des plongements (le résultat est toutefois
légérement différent lorsque le genre de la surface X vaut 2). Précisons ce que nous entendons
par 1a :

Définition 1.10 (Morphisme de Mod(X, 9%) dans Mod(Y', 9%') induit par un plongement,
conjugaison extérieure).

Soient deux surfaces ¥ et X' connexes (munies d’une orientation). Soit F' la classe d’isotopie
d’un plongement de ¥ dans ¥’ pouvant ne pas respecter les orientations de ¥ et Y/, et soit
¥" la sous-surface de ¥’ image de ¥ par F. Notons F un représentant de F; F est un difféo-
morphisme de ¥ dans ¥”. Pour toute mapping class A de Mod(X%, 9%) et tout représentant
A de A dans Difft (2, 9%), le produit FAF~! préserve l'orientation de X" et induit I'identité
sur 0% ( = FAF~1(0%) ), donc FAF~! appartient a Diff (X", 9¥”). La classe d’isotopie de
FAF~! dans Mod (X", 9%¥") ne dépend que de F et A. Or il existe un prolongement canonique
de Mod(¥", 9%") dans Mod (%', 9%'). Notons Adp(A) I'image de la classe d’isotopie de FAF~!
par ce prolongement. L’application Adg ainsi définie

Mod(%, 9¥) — Mod(¥/, 9%)

Adp A s Adp(A)
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est un morphisme de groupes. Un tel morphisme sera appelé le morphisme de Mod(X, 0%) dans
Mod (X, 0%') induit par le plongement F. Insistons sur le fait que rien n’est supposé sur le
plongement F : I'image par F' d’une courbe de bord de ¥ peut border un disque dans Y, ou
encore les images par F' de deux courbes de bord de ¥ peuvent étre isotopes dans ¥'. De plus,
ce plongement peut ne pas respecter les orientations de X et Y.

Lorsque X" = Y/, on peut identifier ¥ et ¥ de sorte que le plongement F' devienne un élément
de Mod®(¥). Le morphisme obtenu Adp est alors un automorphisme de Mod(3, 9%). Dans ce
cas, Adp sera appelé conjugaison extérieure par F.

Avant de passer & I’énoncé des théorémes décrivant ’ensemble des morphismes entre les
différents mapping class groups, nous posons quelques définitions. Nous justifierons au chapitre
6 celles qui nécessitent de 1’étre.

Définition 1.11 (Involution hyper-elliptique).
Soit X la surface fermée de genre 2. Soit H la rotation d’angle m autour de I’axe d sur la figure 34.
Notons H la classe d’isotopie de H. Cette mapping class est appelée [’involution hyper-elliptique

de Mod(X).

F1G. 2 — La mapping class H de Mod(%3 o).

Définition 1.12 (Morphismes cycliques du mapping class group de Xg p).
Un morphisme de Mod(X2 ), ott b > 0, dans un groupe quelconque est dit cyclique si son image
est cyclique.

Définition 1.13 (Transvection d’un morphisme du mapping class group dans un groupe).
Soit ¥ une surface de genre 2, soit M 1'un des mapping class groups P.Mod(X) ou Mod(X, 9%),
soit G un groupe. Pour tout morphisme ¥ de M dans G et pour tout élément g appartenant au
centralisateur de ¥(M) dans G tel que g'° = 1, on appellera transvection de ¥ de direction g le
morphisme ¥’ qui associe a tout twist de Dehn T, le long d’une courbe non séparante a l'image
U(T,)g.

Cette définition est cohérente comme nous le verrons au lemme 6.10. Une transvection de
direction 1g d’un morphisme est égale a ce morphisme.

Nous pouvons passer aux énoncés des théorémes. Nous traitons d’abord le cas des map-
ping class groups relativement au bord. Le théoréme suivant est un théoréme d’existence de
morphismes non triviaux entre mapping class groups. Il est complété par un second théoréme
précisant la situation en cas d’existence de morphismes non triviaux.
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Théoréme 5 (Existence de morphismes non triviaux et non cycliques de Mod(X%, 9%) dans
Mod (X, 9%)).
Sotent ¥ la surface Xgp et X' la surface Xy y avec g > 2 et ¢ < g+ 1.

— Lorsque g = 2 et seulement dans ce cas-la, il existe des morphismes cycliques non triviauz
de Mod(3sa,p, 032,p) dans n'importe quel mapping class group admettant un sous-groupe
isomorphe o Z/27, Z./5Z ou Z/10Z.

~ Lorsque g > 2, il existe des morphismes non cycliques de Mod(%, 0%) dans Mod(Y', 9%)
si et seulement si l'une des deux conditions est vérifiée : b# 0 et ¢ > g, ou bien b =0 et
Y est homéomorphe a 3.

Voici le théoréme principal sur les morphismes de Mod(X, 0X) dans Mod (X', 9%'). L’énoncé
tient compte des restrictions d’existence des morphismes non cycliques de Mod(X,0%) dans
Mod(¥, 9%') évoquées dans le théoréme 5.

Théoréme 6 (Morphismes de Mod(X, 93) dans Mod(¥', 9%)).

Soient 3 la surface Xgp et X' la surface Ly avec g > 2 et ¢ € {g, g + 1}, et telles que
¥ =% si b = 0. Tout morphisme non cyclique de Mod(X, %) dans Mod(X', 9¥') est un
morphisme induit par la classe d’isotopie d’un plongement de ¥ dans Y/, ou éventuellement une
transvection de direction H (Iinvolution hyper-elliptique de Mod(X2,0) ) d’un tel morphisme si
g=2et(g,b)=1(2,0). En particulier, si b = 0, le morphisme induit par la classe d’isotopie
d’un plongement de ¥ dans X' (& transvection prés dans le cas mentionné ci-dessus) est une
conjugaison extérieure.

Passons maintenant aux morphismes de PMod(X) dans PMod(YX'). Ceux-1a aussi peuvent
dans la plupart des cas s’exprimer simplement & partir de morphismes induits par un plongement.
Il nous faut d’abord définir ce terme dans le cas des morphismes de P Mod(X) dans PMod(X').

Définition 1.14 (Morphisme de PMod(X) dans PMod(Y') induit par un plongement, conju-
gaison extérieure).
Soient X la surface 3y et X' la surface Xy p telles que g = ¢’ et b > V. Soit F la classe
d’isotopie d’un plongement de X dans Y telle que F envoie les bords de X sur des bords de ¥/
ou des courbes de X' bordant un disque ; dans cette définition, on fera référence a cette condition
par le symbole (). Précisons que F' peut ne pas respecter les orientations de ¥ et ¥/, Soit 3" la
sous-surface de ¥’ image de ¥ par F. Notons F un représentant de F ; F est un difféomorphisme
de ¥ dans X”. Pour toute mapping class A de PMod(X) et tout représentant A de A dans
Diff 7 (%), le produit FAF~! préserve I'orientation de ¥, donc FAF~! appartient a Diff 7 (%").
Puisque g = ¢/, b > V' et d’aprés (x), le complémentaire de X" dans ' est une réunion disjointe
de disques. Donc d’aprés le lemme d’Alexander, FAF~! induit canoniquement 4 isotopie prés un
diffeomorphisme de ¥'. Notons Adx(A) la classe d’isotopie de ce diffeomorphisme. Et puisque A
préserve les bords de ¥, FAF ! préserve les bords de X, or d’aprés (), 'ensemble des bords de
¥’ est inclus dans 'ensemble des bords de X", donc les bords de ¥’ sont préservés par Adp(A).
Finalement, Adp(A) appartient & PMod(X'). L’application Adp ainsi définie
PMod(X) — PMod(¥Y)

A —  Adp(A4)
est un morphisme de groupes. Un tel morphisme sera appelé le morphisme de PMod(X) dans
PMod(Y') induit par le plongement F.

Adp :
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Lorsque X' = X, d’aprés (x), il vient que X" = 3/, donc la classe d’isotopie F est inversible.
Donc dans ce cas, F' est un élément de Mod®(X). Le morphisme obtenu Adg est alors un
automorphisme de P Mod(X) que 'on appellera conjugaison extérieure par F'.

Dans le cas des mapping class groups ou les composantes de bord ne sont plus fixées point
par point mais seulement préservées, ’analogue des théorémes 5 et 6 sont les théorémes 7 et 8.

Théoréme 7 (Existence de morphismes non triviaux et non cycliques de PMod(X) dans
PMod(X2)).
Soient 3 la surface X5 et X' la surface Sy avec g > 2 et ¢’ < g+ 1.

— Lorsque g = 2 et seulement dans ce cas-la, il existe des morphismes cycliques non tri-
viaur de PMod(3a,5) dans n’importe quel mapping class group admettant un sous-groupe
isomorphe a Z/2Z, Z/5Z ou Z/10Z.

— Lorsque g > 2, il existe des morphismes non cycliques de PMod(X) dans PMod(X') si et
seulement si g’ = g et b < b.

Conformément a cet énoncé, I’étude des morphismes non triviaux et non cycliques de P Mod(X)
dans PMod(Y') lorsque ¢’ < g + 1 se réduit a 'étude des morphismes de PMod(X) dans
PMod(X) lorsque ¢’ = g et b/ < b. Cest 'objet du théoréme 8 ci-dessous.

Théoréme 8 (Morphismes de PMod(X) dans PMod(X')).
Sotent ¥ la surface X4y, et X' la surface Xy avec g > 2, ¢’ = g etV < b. Soit ¥ un morphisme
non cyclique de PMod(X) dans PMod(X'). Alors il existe un plongement F de X dans Y/ tel
que

F(Bord(X)) NCourb(X') = @
et tel que U soit le morphisme Adp induit par le plongement F', ou éventuellement la transvection
par H (cf. définition 1.11) du morphisme Adp si g =2 et (¢', b') = (2, 0).

Parmi tous ces morphismes entre mapping class groups relativement ou non au bord, on
souhaite décrire ceux qui sont injectifs. C’est ’objet des théorémes 9 et 10.

Théoréme 9 (Injections de Mod(X, 9%) dans Mod(¥', 9%)).
Soient ¥ la surface Xg p, et X' la surface gy avec g > 2 et g’ < g+ 1. Alors, un morphisme de
Mod(E, 9%) dans Mod(X', 9%') est injectif si et seulement :
e [orsque b # 0 : s’il est induit, & transvection pres lorsque g = 2, par un plongement F de
Y dans X tel que F envoie les courbes de Bord(X) sur des courbes deuz a deux distinctes
dans Y éventuellement isotopes a des bords de Y,
e lorsque b = 0 : s’il n'est pas cyclique (il s’agit alors, & transvection prés lorsque g = 2,
d’une conjugaison extérieure avec ¥ =3).

Théoréme 10 (Injections de PMod(X) dans PMod(¥')).
Soient ¥ la surface gy, et X' la surface Xy v avec g > 2 et g < g+ 1. Alors, un morphisme
de PMod(X) dans PMod(Y') est injectif si et seulement si les deux conditions suivantes sont
vérifices :
— les surfaces ¥ et X' sont homéomorphes,
— le morphisme est une conjugaison extérieure (i.e. un automorphisme de la forme Adp avec
F € Mod®(X) cf. définition 6.5), ou éventuellement la transvection d’une conjugaison
extérieure lorsque ¥/ et ¥ sont homéomorphes a 3 .
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1.4.4 Morphismes du mapping class group dans lui-méme.

On termine cette étude des morphismes entre mapping class groups en précisant la situation
lorsqu’on a la méme surface a la source et a larrivée. En particulier, on retrouve le théoréme
d’Ivanov et McCarthy stipulant que PMod(X) est cohopfien (cf. [IvMc]) - en fait, ils ont méme
démontré que Mod(X) était cohopfien (on dit qu'un groupe est cohopfien si tous les endo-
morphismes injectifs de ce groupe sont des automorphismes). On donne également une preuve
compléte de la cohopfianité de Mod (X, 9%) (cf. théorémes 11 et 12). Il est & remarquer que dans
le cas des surfaces sans bord, Mod(X) posséde une propriété beaucoup plus forte qu’étre cohop-
fien, puisque tous les morphismes non triviaux (non cycliques, dans le cas de X2 o) de Mod(%)
dans lui-méme sont des automorphismes (cf. théoréme 12). Comme précédemment, compte tenu
du centre non trivial de Mod (X2 ), le cas de la surface X9 o est & part, et fait I'objet d'un
théoréme indépendant.

Théoréme 11 (Cohopfianité de Mod(X, 0X) et structure de Aut(Mod(3, 9%)), ot ¥ # 33 ).

Soit ¥ la surface g 0t g =2 et b >0 tels que (g,b) # (2,0).

i) Le mapping class group Mod (X, %) est cohopfien, c’est-a-dire que les injections sont
des automorphismes. De plus, lorsque b = 0, ce sont tous les morphismes non triviauz de
Mod(X) qui sont des automorphismes.

ii) L’application Ad : Mod®(X) — Aut(Mod(X, 0X)) est un isomorphisme.

iti) Le groupe d’automorphismes extérieurs Out(Mod (X, 0%)) de Mod(X, 0X) est isomorphe
au produit direct Z/2Z x Sym(b), ou Sym(b) est le groupe symétrique sur b éléments.

Passons au cas de la surface ¥ . Remarquons que le résultat est trés différent. En effet,
en raison du centre non trivial exceptionnel de Mod(X2 o), le morphisme Ad : Mod®(X) —
Aut(Mod(Xs o)) n’est ni injectif, ni surjectif.

Théoréme 12 (Cohopfianité de Mod(X, 0X) et structure de Aut(Mod(%, 9%)), ou ¥ = 3 ).
Soit ¥ la surface X9 . Rappelons que l'on note H involution hyper-elliptique de Mod(X) (cf.
définition 1.11). Notons également (g la transvection de direction H (cf. définition 1.18) de
Uidentité de Aut(Mod(X)). Alors :
i) Le mapping class group Mod(X) est cohopfien. On a méme mieux : tous les endomor-
phismes non cycliques sont des automorphismes.

it) Le morphisme Ly de Mod(X) est une involution, et toute transvection de direction H
d’une conjugaison extérieure coincide avec le produit (commutatif) de cette conjugaison
extérieure par Lg.

iii) 1l existe une involution K de Mod®(X) renversant lorientation. Le sous-groupe de
Aut(Mod(X)) engendré par Adg et Ly est isomorphe a /27 x Z/2Z et ne contient que
des automorphismes extérieurs en dehors de l’identité.

iv) La restriction de la fleche Aut(Mod(X)) — Out(Mod(X)) a (Adg, £r) est un isomor-
phisme. En particulier, Out(Mod(X)) = Z /27 x 7/27Z.

v) L’application Ad : Mod®(X) — Aut(Mod(X)) participe a la suite exacte suivante :

1 — (H) — Mod®(2) 2% Aut(Mod(D)) — (Tr) — 1,
ot Uy est l'image de £y dans le quotient de Aut(Mod(X)) par Ad(Mod®(X)).
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I. Préliminaires

Cette partie se compose de trois chapitres, présentant les principales notions utiles dans cette
thése : les courbes, surfaces et sous-surfaces au le chapitre 2, le mapping class group au chapitre
3 et les groupes de tresses au chapitre 4.

2 Surfaces, courbes et sous-surfaces

Commencgons par la définition de surface qu’on utilisera tout au long de cette thése.

Définition 2.1 (Surfaces).
Une surface sera pour nous une variété de dimension 2, compacte, orientable et orientée, dont
chaque composante connexe est de caractéristique d’Euler strictement négative, avec ou sans
composantes de bord. De plus notons :

e J0Y le bord topologique de ¥, c’est-a-dire la surface ¥ privée de son intérieur ;

e Comp() I'ensemble des composantes connexes de X.

Notation 2.2. Tout au long de cette these, X ;, désigne la surface connexe, orientable, de genre
g, possédant b composantes de bord, oti g et b sont tels que la surface ¥, j, soit de caractéristique
d’Euler strictement négative. De plus, pour alléger les énoncés, on écrira souvent :

« Soit ¥ la surface X »
au lieu de :

« Soient g et b deux entiers positifs ou nuls tels que 2 — 2g — b < —1 et soit ¥ la surface Xy 5 ».

Ce chapitre a pour but de présenter, notamment au paragraphe 2.2, les principaux ingrédients
topologiques associés aux surfaces : les courbes et les sous-surfaces. On s’intéressera davantage
dans cette thése aux classes d’isotopie de courbes et de sous-surfaces qu’aux courbes et aux
sous-surfaces elles-mémes. Les définitions qu’on adoptera au paragraphe 2.2 iront dans ce sens.
Le paragraphe 2.1 nous sert de préambule : on vérifie que certains objets associés aux courbes
et aux sous-surfaces ne dépendent bien que des classes d’isotopie. Les deux résultats principaux
de ce paragraphe se trouvent dans les propositions 2.13 et 2.15 du paragraphe 2.2. Elles sont
reformulées dans la proposition 2.3 ci-dessous, accessible au lecteur s’étant déja familiarisé avec
les définitions du paragraphe 2.2. On la donne ici en début de chapitre pour qu’elle puisse étre
retrouvée facilement si le lecteur en ressent le besoin.

Proposition 2.3. Soit ¥ une surface. Etant donné un ensemble de courbes A, il existe un
ensemble de représentants des courbes de A qui sont en position minimale d’intersection. De
plus, si A est sans intersection triple, un tel ensemble de représentants est unique & isotopie
forte pres.
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2.1 Classes d’isotopie d’ensemble de courbes

Commengons par définir ce que 'on entend par courbe (cf. définition 2.4). Cette définition
est provisoire : elle sera remplacée par la définition 2.16 & partir du paragraphe 2.2; c’est cette
derniére définition que I'on utilisera dans toute cette thése.

Définition 2.4 (définitions provisoires). Soit ¥ une surface.
e Une courbe sera pour nous une 1-sous-variété lisse de X, compacte, connexe, qui ne borde
pas de disque dans .
e Deux courbes a et b sont dites isotopes s’il existe un chemin continu de courbes d’extrémités
a et b. Lorsque a et b sont incluses dans ¥ \ 0%, il est équivalent de dire qu’il existe un
chemin de difféomorphismes de 3 que 'on note (Ht )Ogtgl tel que Hy =1d et Hi(a) = 0.
Dans I’ensemble des courbes, étre isotope est une relation d’équivalence.

e Le nombre d’intersection géométrique de deux courbes a et b est Uentier I(a, b) égal au
nombre minimum de points d’intersection entre a et une courbe o’ transverse a a et isotope
ab:

I(a,b) = min{laN?¥|, v/ ~b}.

e Soit A un ensemble fini de courbes dans ¥. On dira que les courbes de A sont en position
minimale d’intersection si pour toutes courbes distinctes a et b dans A, le nombre de points
d’intersection entre a et b vérifie [a N b| = I(a, b).

La notion de classe d’isotopie de courbes entraine deux définitions possibles lorsqu’on tente
de passer aux classes d’isotopie d’ensembles de courbes :

Définition 2.5 (Isotopie forte et faible entre ensembles de courbes).
Soit ¥ une surface. Soient r un entier vérifiant r > 1 et {aq, az,..., a,} et {b1, ba, ..., b} deux
ensembles de courbes deux & deux non isotopes, que 1'on note respectivement A et B. Alors A
et B sont dits :
— faiblement isotopes si, & permutation prés, pour tout ¢ < r, les courbes a; et b; sont isotopes.
La classe d’isotopie faible de A sera notée [A]. On a ainsi [A] = {[a1], [a2],. .., [ar]}.

— fortement isotopes s’il existe un chemin de difféomorphismes de ¥ que 1’on note (Ht )0 <<l
tel que Hg = Id et tel que, & permutation prés, pour tout entier 4 inférieur ou égal a r, on
ait Hj(a;) = b;. La classe d’isotopie forte de A sera notée [A] ou [ai, asg,..., ar].

Cas des simplexes.

Définition 2.6 (Définition provisoire : Simplexe de courbes).
Soit ¥ une surface. Un ensemble de courbes dans ¥, deux & deux disjointes et non isotopes, sera
appelé simplexe de courbes (en référence au complexe de courbes défini a posteriori).

Etant donnés une surface 3, un entier r supérieur ou égal a 1, et un ensemble {a1, ag, ..., a,}
noté A de r courbes tel que toute paire {a;, a;} de courbes de A vérifie I(a;, aj) = 0, on montre
facilement par récurrence sur r que pour tout entier ¢ inférieur ou égal & r, il existe une courbe a/
isotope a a; telle quau final, les courbes af, df, ..., al. soient deux a deux disjointes. Autrement
dit, on a le lemme suivant :
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Lemme 2.7. Soit ¥ une surface. Soit A un ensemble de courbes dans Y, deur & deuzr mon
isotopes, tel que tout couple de courbes a et b incluses dans A vérifie I(a, b) = 0. Alors la classe
d’isotopie faible de A contient un simpleze.

On fera la démonstration dans un cadre plus général aprés avoir énoncé la proposition 2.13.
On peut compléter ce lemme par un résultat d’unicité que 'on démontrera également dans le
cadre plus général de la proposition 2.15 :

Lemme 2.8. Soit ¥ une surface. Soit A un ensemble de courbes dans X, deur o deux mon
isotopes tel que tout couple de courbes a et b incluses dans A vérifie I(a, b) = 0. Alors tous les
simplexes contenus dans la classe d’isotopie faible de A sont fortement isotopes.

Afin de généraliser les deux lemmes précédents a des ensembles de courbes autres que des
simplexes, on rappelle la notion de bigone introduite par Epstein, [E].

Bigones.

Définition 2.9 (Bigone, Epstein [E]).
Soient Y une surface et a et b deux courbes dans X. Un bigone cobordé par a et b est un disque

inclus dans X dont le bord est la réunion d’un arc de a noté @ et d’un arc de b noté b (cf. figure
3).

bigone

F1G. 3 — Bigone cobordé par a et b

Proposition 2.10 (Paris, Rolfsen [PaRo|). Soient ¥ une surface et a et b deux courbes dans
Y qui s’intersectent transversalement. Alors a et b sont en position minimale d’intersection si et
seulement si a et b ne cobordent pas de bigone. O

Fixons le vocabulaire lié aux bigones.

Définition 2.11 (Cotés du bigone, rentrée et sortie du bigone).

Soit ¥ une surface, a et b deux courbes dans ¥, et D un bigone cobordé par a et b. Je note a et
b les deux arcs issus de a et b et dont la réunion constitue le bord du bigone. J’appelle cétés du
bigone I'un et autre de ces deux arcs. Je dirai qu'un chemin orienté ¢ : [0, 1] — X rentre dans
le bigone D au temps tg si c(tg) appartient au bord de D et s’il existe € > 0 tel que

C(]to—S, to[)ﬂDZQ et C(]to, t0—|—€[)CD.

De méme, je dirai qu'un chemin orienté ¢ : [0, 1] — X sort du bigone D au temps ty si c(to)
appartient au bord de D et g’il existe € > 0 tel que

C(]to — £, to[) CD et C(]to, to +€D NnND=g.
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Généralisation du cas des simplexes.

Définition 2.12 (Nombre d’intersection de deux ensembles de courbes).
Soit 3 une surface. Soit A, respectivement 3, un ensemble de courbes deux & deux non isotopes
dans . Le nombre d’intersection I(A, B) est par définition :

I(A,B)= > Iab).

(a,b)eAXB

Remarquons que dans cette définition, il peut exister a et a’ dans A tels que I(a, a’) # 0
(méme chose dans B), mais ces intersections n’entrent pas dans le décompte de I(A, B).

La proposition suivante généralise le lemme 2.7.

Proposition 2.13. Soient X une surface, r un entier supérieur ou égal a 1, et {ay, ag,..., a,}
un ensemble noté A de r courbes dans Y2, deuzx & deux non isotopes. Alors il existe un ensemble
B ={b1, ba,..., b} der courbes dans X, deux a deuz en position minimale d’intersection, telles
que pour tout i < r, les courbes b; et a; soient isotopes.

Démonstration. On fait une récurrence sur r. Le cas r = 2 est vrai par définition du nombre
d’intersection. Supposons que r soit supérieur ou égal & 3 et que le résultat est établi pour
r —1 : il existe des courbes {b1, ba, ..., by,_1} en position minimale d’intersection telles que pour
tout ¢ < r — 1, les courbes a; et b; sont isotopes. On peut également supposer que les courbes
{b1, ba,..., by_1} et a, s’intersectent transversalement en des points doubles. Alors, d’apreés la
proposition 2.10, dans I’ensemble {b;, bo, ..., b._1, a,}, tous les bigones sont cobordés par une
courbe b;, ¢ < r — 1 et par a,. Appelons D; un tel bigone et I;Z et a, ses deux cotés. Montrons
qu’on peut éliminer un par un tous les bigones D;, ¢ < r — 1, par une isotopie sur a, sans créer
ailleurs d’autres bigones. Cela prouvera la proposition.

L’inclusion établit un ordre partiel entre les bigones. Considérons un bigone minimal D;.
Aucune courbe by (k < r—1, k # i) rentrant dans D; en coupant ’arc @, ne peut en ressortir en
recoupant ’arc a, car on aurait alors un bigone Dy, strictement inclus dans D;. Méme chose avec
le coté l;i, car il n’existe pas de bigones cobordés par b et b;. Donc toute courbe by rentrant dans
D; en ressort en coupant le coté opposé. Alors en poussant a, & travers le bigone D;, le bigone
D; disparait (cf. figure 4). Tout au long de cette isotopie, a, et by restent transverses et aucun
bigone n’est créé entre a, et by. Par contre, la quantité |a, N b;| a diminué de deux. Répétons

ce processus jusqu’a ce que pour tout ¢ < r — 1, on ait |a, N b;| = I(a,, b;). Ainsi le dernier
bigone disparait et la courbe b, isotope a a, est la courbe a, obtenue au terme de ces opérations.
O

Il s’agit d’un résultat d’existence. On introduit la propriété d’ensemble de courbes sans in-
tersection triple (cf. la définition 2.14 ci-dessous) qui est une condition suffisante (et nécessaire,
mais nous ne démontrerons ni n’utiliserons cet aspect) pour obtenir un résultat d’unicité (cf. la
proposition 2.15). Celui-ci est une généralisation du lemme 2.8.

Définition 2.14 (Ensemble de courbes sans intersection triple).

Soit ¥ une surface. On dira que A, un ensemble de courbes, est sans intersection triple si pour
tout triplet de courbes {a;, a;, ar} dans A, I'une des trois intersections a; Na;, a; Nax ou a; Nay,
est vide.
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F1G. 4 — Pousser a,, a travers le bigone D; (démonstration de la proposition 2.13).

Proposition 2.15. Soient ¥ une surface, r un entier supérieur ou égal o 1, et {by, ba,..., b.}
un ensemble noté B de courbes deur & deux non isotopes, en position minimale d’intersection
et sans intersection triple. Soit {b}, by, ..., b.} un autre ensemble noté B' de courbes ayant les
mémes propriétés que B et tel que pour tout i < 1, les courbes b; et b, soient isotopes. Alors il
existe un chemin de difféomorphismes de 3 noté (Ht) tel que Hy = 1d et tel que pour tout

i <r, on ait Hi(b;) = bl

0<t<1

Démonstration. On raisonne par récurrence sur . Le cas r = 1 est classique. Posons r > 2 et
supposons le résultat vrai pour r — 1 : il existe une isotopie H envoyant {by, ba,..., b._1} sur
{V), by, ..., b._1} et envoyant b, sur un courbe z isotope a b). et en position minimale d’intersec-
tion avec les courbes b}, ¢ < r— 1. On cherche une isotopie G qui laisse les b}, i < r— 1, invariants
et qui améne x sur b...

Si |[zNb)| = @, alors x et b, cobordent un anneau. L’isotopie G consiste & faire glisser
a travers cet anneau pour 'amener sur b, et & prolonger G hors d’un voisinage de cet anneau
par l'identité (cf. figure 5). Pour tout ¢ < r — 1, b est en position minimale d’intersection avec
x et avec b, donc si b) intersecte cet anneau en entrant par 'une des deux courbes x ou ¥/, b
ne peut que ressortir par 'autre. Si I'on considére maintenant deux courbes b} et b}, traversant
I'anneau, puisqu’elles coupent b/, et que B’ est sans intersection triple, I(b, b)) = 0. Comme elles
sont en position minimale d’intersection, ceci implique qu’elle sont disjointes. En particulier,
elles ne s’intersectent pas dans 'anneau. Les courbes b} pour ¢ < 7 — 1 sont donc toutes isotopes
deux & deux dans I'anneau et I'isotopie proposée G fixe chacune de ces courbes b, tandis qu’elle
maintient z transverse a ces courbes 0.

F1G. 5 — Faire glisser x a travers un anneau (démonstration de la proposition 2.15).
Si|zNbl.| # @, cest que = et bl bordent un bigone. Considérons un bigone minimal pour

l'ordre de l'inclusion et montrons que par une isotopie, on peut déplacer z hors de ce bigone
tout en préservant les autres courbes b}, i < r — 1. Ainsi, on sera capable de se ramener au
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cas précédent et la proposition sera démontrée. Il suffit en fait de constater que comme dans le
cas précédent avec I'anneau, toutes les courbes b, qui entrent dans le bigone ne peuvent que le
traverser en ressortant par le coté opposé et sont toutes deux & deux isotopes dans le bigone.
L’isotopie consiste encore a simplement pousser x hors du bigone. U

2.2

Définitions

Définitions relatives aux courbes :

Définition 2.16 (Courbes).
Dorénavant, dans toute cette thése, étant donnée une surface X,

Deux 1-sous-variétés a et b de ¥, fermées, lisses, compactes, connexes, sont dites isotopes s’il
existe un chemin continu de 1-sous-variétés d’extrémités a et b. Lorsque @ et b sont incluses
dans ¥\ 0%, il est équivalent de dire qu’il existe un chemin de difféomorphismes de > que
I'on note ( Hy )ogtgl tel que Hy = Id et Hy(a) = b. Dans I’ensemble des 1-sous-variétés de
3., fermées, lisses, compactes et connexes, étre isotope est une relation d’équivalence.

Une courbe sera la classe d’isotopie d’une 1-sous-variété de X, fermée, lisse, compacte,
connexe, qui ne borde pas de disque dans .

On note Bord(X) l'ensemble des courbes de X correspondant aux classes d’isotopie des
composantes connexes de 0X.

On note Courb(X, 93) I’ensemble des courbes de 3 et Courb(X) ’ensemble Courb(X, 9X)
privé de Bord(X%).

Un représentant d’une courbe a € Courb(X) est une 1-sous-variété lisse de 3 appartenant
a a.

L’intersection géométrique entre deux courbes a et b est le nombre I(a, b) minimum de
points d’intersection entre deux représentants transverses a et b de a et b. Nous dirons que
deux courbes a et b s’intersectent ou se coupent si elles vérifient I(a, b) # 0.

Précisons qu'un ensemble de courbes, par définition d’ensemble au sens habituel du terme,
ne contient chaque élément qu’'une fois. De plus, nous les choisirons toujours de cardinal
fini.

L’intersection géométrique de deux ensembles de courbes A et B est U'entier I(A, B) défini
par :

I(A,B)= > Iab)
(a,b)eAxB

Un représentant d’un ensemble A de courbes est un ensemble de représentants des courbes
de A (un représentant par courbe).

Un représentant en position minimale d’intersection d’un ensemble A de courbes est un
représentant de ’ensemble A tel que pour tout couple (a, b) de courbes de A, les représen-
tants a et b sont en position minimale d’intersection.

Harvey a introduit dans [Ha| le compleve de courbes' ou les sommets sont les courbes
de Courb(X, 0%) et pour tout entier k > 0, les k-simplexes sont les ensembles A de k +

'Le complexe C(Courb(X, d%)) est de dimension 3g — 3¢ 4 2b — 1 d’aprés la proposition 2.17 plus bas. Pour
mémoire, le groupe d’automorphismes du complexe de courbes a été étudié par Ivanov [Iv2]|, Korkmaz [Kol],
et Luo [Lu]. Ils ont montré le théoréme suivant : sauf pour un nombre fini de surfaces exceptionnelles, tous les
automorphismes du complexe de courbes sont induits par des difféomorphismes. On n’utilisera pas ce résultat.
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1 courbes distinctes, tels que I(A, A) = 0. On utilisera abondamment cette notion de
stmplexe de courbes.

e Un ensemble de courbes sans intersection triple sera un ensemble de courbes tel que pour
trois courbes a, b et ¢ y appartenant, le produit I(a, b)I(b, ¢)I(c, a) est nul.

On retiendra les deux propositions suivantes. La premiére est bien connue et découle d’un
découpage de la surface en pantalon.

Proposition 2.17. Soit 3 une surface et soient ¢, g, b respectivement le nombre de composantes
connezes, le genre et le nombre de composantes de bord de Y. Alors tout simplexe de courbes
appartenant 4 Courb(X) contient au plus 3g — 3c+b courbes. De plus, tout simplexe est une face
d’un simplexe contenant exactement 3g — 3c + b courbes. O

Les propositions 2.13 et 2.15 peuvent étre reformulées ainsi :

Proposition 2.3. Soit ¥ une surface. Etant donné un ensemble de courbes A, il existe un
ensemble de représentants des courbes de A qui soient en position minimale d’intersection. De
plus, si A est sans intersection triple, un tel ensemble de représentants est unique a isotopie forte
pPres. Il

Définitions relatives aux sous-surfaces :

Soit une surface X.

Définition 2.18 (Isotopie entre 2-sous-variétés).

Deux 2-sous-variétés lisses compactes non vides V' et W dans ¥ sont dites isotopes 8’il existe un
chemin continu de 2-sous-variétés lisses compactes d’extrémités V et W. Si V et W sont incluses
dans ¥ \ 0%, il est équivalent de dire qu’il existe un chemin continu de difféomorphismes de 3
que l'on note (Hy )0<t<1 tel que Hy =1Id et H1 (V) = W.

On réserve la dénomination de sous-surface pour une certaine classe de 2-sous-variétés. Pour
poser clairement les définitions, on commence par distinguer deux types de sous-surfaces : les
sous-surfaces non marquées dont les courbes de bord sont deux & deux non isotopes dans X, et
les sous-surfaces marquées qui complétent la définition et la généralisent.

Définition 2.19 (Sous-surfaces non marquées).
e Une sous-surface non marquée S de ¥ sera la classe d’isotopie d’une 2-sous-variété V de
Y., connexe, non vide, dont les bords sont des représentants de courbes de Courb(3, 9¥)
tels que V' ne contienne pas deux bords isotopes dans X..

e Soit S une sous-surface non marquée de X, un représentant de S est une 2-sous-variété de
Y isotope a V, et 95 est la classe d’isotopie de la 1-sous-variété 9V .

e Soit S une sous-surface non marquée. On note Bord(S) l'ensemble des courbes de
Courb(X, 9%) qui sont la classe d’isotopie d’une composante connexe de OV ou V est
un représentant de X.

Lorsqu’une 2-sous-variété contient des paires de bords isotopes, on utilise la définition de
sous-surface marquée décrite ci-dessous :

Définition 2.20 (Sous-surfaces marquées).

27



e Lorsque V est une 2-sous-variété V' connexe non vide, non homéomorphe a un disque ou
un cylindre, dont les bords sont soit confondus avec ceux de X, soit des représentants de
courbes de Courb(X), on associe & V' la sous-surface marquée (T, A) ot T est la sous-surface
non marquée (au sens décrit ci-dessus) associée a la 2-variété W obtenue & partir de V' en
recollant entre eux chaque couple de bords isotopes, et ou A est un simplexe de courbes de
Courb(X) appelé marquage et contenant pour chaque paire de courbes de bords isotopes
de V la classe d’isotopie de ces deux courbes. Ainsi, V et W sont de méme caractéristique
d’Euler, mais le genre de W est égal a la somme du genre de V' et du cardinal de |A| (cf.
figure 6).

F1G. 6 — Exemple d'une sous-surface marquée (.9, A) associée a la 2-sous-variété V, ot S est la
classe d’isotopie de W et ot A = {a1, az}.

e Soit (T, A) une surface marquée que 'on note S, soit W un représentant de T', soit V le
voisinage tubulaire ouvert inclus dans W d’une 1-sous-variété représentant A et incluse
dans W. Un représentant de S est une 2-sous-variété de 3 isotope & W .V, et 05 est la
réunion de la classe d’isotopie de la 1-sous-variété OW et des courbes de A.

e Soit (T, A) une surface marquée que ’'on note S. Le simplexe de courbes Bord(S) est par
définition la réunion Bord(7) U A.

e Soit (7, A) une surface marquée que 'on note S. On distingue dans Bord(S) les bords
naturels de S, confondus avec des bords de . — on les note Bord™(S), et les bords intérieurs
de S, appartenant a Courb(X) — on les note Bord™(S). Ainsi par définition,

Bord™(S) = Bord(S) N Bord(X),
Bord™(S) = Bord(S) N Courb(¥) et A C Bord™(S).

Par exemple, sur la figure 6, Bord™(S) = {d } et Bord™(S) = {a1, ag, y1, y2, Y3, Y3, Y4, Us}.

e Soit (T, A) une surface marquée que 1’on note S. On note Courb(S) 'ensemble des courbes
c de Courb(T") \. A telles que I(c, A) = 0 (si A est vide, on oublie cette derniére condition).
On note Courb(S, 95) la réunion de Courb(S) U Bord(SS).

e On note Sub(X) I'ensemble des sous-surfaces marquées dans X.

Convention. Toute sous-surface non marquée S peut étre considérée comme une sous-surface
marquée S’ égale a (S, &). Dans ce cas, on commettra ’abus de langage consistant a confondre S
et S’. D’ailleurs, les définitions relatives aux sous-surfaces non marquées peuvent étre vues comme
des cas particuliers des définitions de méme nom relatives aux sous-surfaces marquées. Dans la
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suite de cette thése, on emploiera le terme sous-surface pour désigner les sous-surfaces marquées
dont le marquage peut étre éventuellement vide. On parlera explicitement de sous-surface non
marquée ou de sous-surfaces a marquage non vide si 'on a besoin de faire la distinction.

Remarque. La définition de sous-surface que I'on a adoptée peut paraitre inutilement compli-
quée, mais elle permet d’établir une bijection entre les simplexes de courbes de Courb(X) et les
partitions de ¥ en sous-surfaces (cf. définition 2.24 de Sub4(X)).

Le lemme suivant est trés pratique et nous 'utiliserons souvent de fagon implicite. Sa dé-
monstration découle de la définition de sous-surface, elle est laissée au lecteur.

Lemme 2.21 (Somme de caractéristique d’Euler de sous-surfaces disjointes).
Etant donnée une surface 3, la somme des caractéristiques d’Euler de sous-surfaces disjointes
de ¥ est minorée par la caractéristique d’Fuler de X. O

Définition 2.22 (Complexe de sous-surfaces).

Le complexe de sous-surfaces® est le complexe simplicial dont les sommets sont les sous-surfaces
de Sub(X) et dont les k-simplexes (pour tout entier k£ > 0) sont les ensembles de k + 1 sous-
surfaces distinctes A = {Sp, S1,..., Sk} tels que tout couple de sous-surfaces (.5;, S;) dans A
vérifie S; N S; = @. Le complexe de sous-surfaces présenté ici difféere du complexe de domaines
défini par McCarthy et Papadopoulos [McPp| en ce sens que ’on considére non les sous-surfaces
plongées, mais les classes d’isotopie de telles sous-surfaces, et que l'on s’interdit les anneaux.

Définition 2.23 (Inclusion entre courbes et sous-surfaces ou entre sous-surfaces).
Soit X une surface
i) Etant données une courbe a € Courb(X) et une sous-surface S € Sub(X), on dira que a
est incluse dans S s’il existe un représentant @ de a et un représentant S de S tel que a
soit inclus dans S.
ii) Soient deux sous-surfaces S et T' de ¥. On dit que S est inclus dans T s’il existe deux
représentants S et T de S et de T tels que S est inclus dans 7.

Remarque. L’intersection entre sous-surfaces est bien définie, car la réunion des ensembles des
bords de chaque surface constitue un ensemble de courbes sans intersection triple. Cependant,
les composantes connexes de l'intersection peuvent étre homéomorphes & des disques ou des
cylindres, donc l'intersection de sous-surfaces n’est pas une sous-surface a notre sens.

Les couples surface et simplexe de courbes :

Définition 2.24. Soit ¥ une surface et soit .4 un simplexe de courbes inclus dans Courb(X). On
note :

*En raison de l'additivité de la caractéristique d’Euler et du fait que les sous-surfaces de Sub(X) sont de
caractéristique d’Euler strictement négative, le cardinal de tout ensemble de sous-surfaces disjointes est majoré
par —x(X). Comme ce nombre est atteint lors d’'une décomposition de ¥ en pantalons, la dimension du complexe
de sous-surfaces est égale & —x(2) — 1.
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o Suby4(X) l'ensemble des sous-surfaces S de ¥ telles que Bord(S) soit inclus dans A U
Bord(X) et telles que Courb(S) N A soit vide. On exclut @ (la sous-surface vide) de
Suby ().

e I'(X, A) le graphe ayant un sommet par sous-surface dans Sub 4(X), et ayant une aréte par
courbe de A, de sorte que les extrémités d'une aréte associée a a soient les deux sommets
associés aux deux sous-surfaces dont a est un bord, cf. figure 7.

a;
induit 24
yl S ys U
T V3

Fi1G. 7 — Soit A le simplexe {a1, a2, y1, Y2, Y3, Y4, y5} nous ayant servi d’exemple figure 6. On
a représenté le graphe I'(3, A) associé en donnant aux sommets et aux arétes les noms des
sous-surfaces et des courbes d’oi ils sont issus.

e Y 4 la surface X éclatée le long des courbes de A.

e recy : Y4 — X Papplication canonique de recollement de 3 4 dans 3.
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3 Mapping class group

Nous commencons ce chapitre par un paragraphe dédié aux différentes définitions du mapping
class group et des liens qui existent entre elles (paragraphe 3.1). Puis au cours des trois para-
graphes suivants, nous présentons trois types fondamentaux de mapping classes : les twists de
Dehn (paragraphe 3.2), les mapping classes périodiques (paragraphe 3.3), et les mapping classes
pseudo-Anosov (paragraphe 3.4). Ces trois types de mapping classes sont au cceur de la classi-
fication de Nielsen-Thurston des difféomorphismes, que nous présentons a la fin de ce chapitre
au paragraphe 3.6 et qui sera notre outil principal dans 1’étude des morphismes du groupe de
tresses dans le mapping class group.

3.1 Les différentes définitions du mapping class group et les liens entre elles

On a déja donné dans 'introduction la définition de différents mapping class groups et leurs
notations respectives. Cependant, on sera parfois amené au cours de cette thése a utiliser d’autres
définitions du mapping class group dérivées de ces précédentes. On recense ci-dessous les diffé-
rentes notations correspondant & ces différentes définitions, puis on évoque certains liens entre
ces définitions qui nous permettront de passer de I’'une & I'autre.

Définition 3.1. Soit X une surface orientable, non nécessairement connexe, de bord éventuelle-
ment vide.
— Le mapping class group de ¥ noté Mod(X) est le groupe des classes d’isotopie des difféomor-
phismes de X préservant l'orientation de X, pouvant échanger les différentes composantes
de bord et les différentes composantes connexes de X.
— Le mapping class group de ¥ étendu noté Mod®(X) est le groupe des classes d’isotopie des
difféomorphismes de ¥ ne préservant éventuellement pas l'orientation de X ; lorsque X est
connexe, Mod(X) est un sous-groupe normal de Mod®(X) d’indice 2.

— Le mapping class group de ¥ préservant chaque composantes de bord, noté PMod(X), est
le groupe des classes d’isotopie des difféomorphismes de ¥ (préservant 'orientation et)
préservant globalement chaque composantes de bord.

— Soit X la réunion disjointe dans ¥ d’une sous-surface éventuellement non connexe et d’une
1-sous-variété éventuellement non connexe. Le mapping class group de ¥ relativement a X,
noté Mod(X, X), est le groupe des classes d’isotopie des difféomorphismes de ¥ (préservant
lorientation et) fixant X point par point, les isotopies étant elles-mémes assujetties a fixer
X point par point. On appellera ouby : Mod(3, X) — Mod(X) le morphisme canonique.

— Soit A un simplexe de courbes non isotopes & un bord de ¥. On note également Mod 4(X)
le groupe des classes d’isotopie des difféomorphismes de ¥ préservant globalement A et
pouvant échanger entre elles des composantes de bord. Soit dec4 le morphisme canonique
Mod4(X) — Mod(X 4). On définit également PMod4(X) = Mod4(X) N PMod(X).

— Gardons la méme définition de A. On note P 4Mod(X) le sous-groupe de Mod 4(X) égal &
dec;‘l(PMod(Z 4)). Ainsi, P4 Mod(X) est le groupe des classes d’isotopie des difféomor-
phismes de X préservant A courbe par courbe, préservant les composantes de bord de 3,
et ne permutant pas les sous-surfaces bordées par les courbes de A U Bord(X).
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Les différentes assertions contenues dans la prochaine proposition établissent des liens entre
les différents mapping class groups évoqués ci-dessus. Les preuves sont laissées au lecteur. Cette
proposition est & compléter par la proposition 3.9. Cette derniére fait intervenir les twists de
Dehn, des mapping classes que nous allons définir au prochain paragraphe.

Proposition 3.2.
i) Soit X' une sous-surface de % et soit X" l’adhérence du complémentaire de X' dans X.
On a alors lisomorphisme :

Mod(S, ¥/ Ud%) = Mod (X", 05").

i1) Pour tout simplexe de courbes A, les deux mapping class groups suivants sont isomorphes :

Mod(S, 92U (U a)) = Mod(S4, I(Ea))-

iti) Soient Y et X" deux sous-surfaces dans X telles que X' est l’adhérence du complémentaire
de X' dans X, Alors Mod(%, X') et Mod(X, X") sont deux sous-groupes de Mod(X) tel

que chacun des deux est inclus dans le centralisateur de 'autre. O

3.2 Les twists de Dehn

Une famille importante de mapping classes est celle des twists de Dehn, car ce sont des
mapping classes élémentaires qui engendrent Mod(X, 0X) (cf. le théoréme 3.8). Par ailleurs, elles
permettent de réaliser des relations de tresses dans le mapping class group (cf. la proposition
3.4), relations qui sont a l'origine des morphismes existant entre groupes de tresses et mapping
class groups, dont I’étude est le sujet de cette thése.

Définition 3.3 (Twists de Dehn le long de courbes de Courb(3, 9¥)).

Soit ¥ une surface orientée. On donne & I’anneau [0, 1] x S* noté A I'orientation produit. Etant
donnée une courbe a appartenant & Courb(X), soit a une 1-sous-variété lisse de ¥ \ 9% repré-
sentant a. Soit V un voisinage tubulaire compact de a et soit ¢ un homéomorphisme positif de
V dans 'anneau A. Définissons 'homéomorphisme

A=[0,1]x 8" — A=[0,1] x S*

D : (t, eie) — (t, ei(9+2ﬂ-t))

F1G. 8 — Définition du twist de Dehn.

Considérons I’homéomorphisme t, valant I'identité hors du voisinage tubulaire V et valant ¢! o
D o ¢ sur V. Par un résultat classique en topologie différentielle en dimension deux, la classe
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d’isotopie de tout homéomorphisme contient une unique classe d’isotopie de difféomorphismes.
C’est ainsi que t, définit une unique classe d’isotopie de difféomorphismes, autrement dit une
unique mapping class de Mod(X, 9%). On la note Ty, et on l'appelle le twist de Dehn selon la
courbe a. Remarquons qu’a priori, T, dépend de la classe d’isotopie de I’lhoméomorphisme positif
¢, mais il n’existe qu'une seule telle classe d’isotopie (le mapping class group du cylindre est
trivial) ; de méme les choix du représentant a et du voisinage V sont indifférents, donc le twists
de Dehn T, est bien défini. La mapping class induite par 7}, dans Mod(X) est encore notée Ty,
et est encore appelée le twist de Dehn selon la courbe a.

On définit également de fagon similaire les twists de Dehn le long de courbes de Bord(X).
Pour cela, étant donnée une courbe a € Bord(X), on choisit un représentant a dans ¥ \ 0%
isotope au bord correspondant a a (isotope au sens de chemin continu de courbes). On définit
alors T, comme précédemment. Le twist de Dehn T;, vu dans le groupe Mod (3, %) n’est pas
trivial, tandis que vu dans Mod(X), il est trivial.

Lorsque ¥ est plongée dans S* et qu’on la regarde de l'extérieur (intérieur et extérieur
dépendent de l'orientation de X), un twist de Dehn le long de la courbe a a pour effet sur une
courbe b intersectant a de lui faire parcourir une fois la courbe a en partant vers la gauche chaque
fois qu’elle intersecte a.

Premiéres propriétés des twists de Dehn.

La proposition suivante est classique. Elle joue un grand réle dans cette thése.

Proposition 3.4 (Propriétés des twists de Dehn, N.V. Ivanov, J.D. McCarthy [Mcl]).
Les twists de Dehn vérifient les propriétés suivantes :
— Pour tout F' dans Mod(X), FT, =T, F si et seulement si F(a) = a.
— Soient T, et Ty, deux twists de Dehn, et i et j deuzr entiers non nuls. La relation T, T =
Ty T," a lieu si et seulement si I(a, b) = 0.
— Soient T, et Ty deux twists de Dehn, et i et j deux entiers non nuls. La relation de tresse
T, TY T,) = Ty T,' Ty’ a lieu si et seulement si I(a, b) =1 et i =j = £1. O

La démonstration de cette proposition est classique (cf. [FLP]). Signalons qu’elle utilise la
formule d’intersection donnée au lemme 3.5, qu’on ne démontrera pas non plus, mais que l'on
réutilisera dans cette thése.

Lemme 3.5 (Fathi, Laudenbach, Poénaru, cf. [FLP]).
Si a, b, ¢ sont trois courbes telles que I1(b, ¢) =0, alors pour tout entier k,

I(TF(b), ©) = [k|I(a, b)I(a, c).
Dans le cas général, lorsqu’on ne suppose pas I(b, ¢) =0, on a l'inégalité :

| I(TF®), ¢) — |k|I(a, b)I(a, c) | < I(b, c).

Chaine de courbes.

Il existe d’autres relations vérifiées par les twists de Dehn qui sont d’une importance capitale
dans cette thése : les relations faisant intervenir des chaines de courbes.
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Définition 3.6 (Chaine de courbes).

Etant donnée une surface X, pour tout entier k > 2, une k-chaine de courbes est une suite
ordonnée de courbes deux & deux distinctes (ai, ag,..., ar) telle que pour tout couple (i, j)
d’entiers inférieurs a k, on ait I(a;, a;) = 0si |t — j| # 1 et I(a;, aj) = 1si i — j| =1 (cf. figure
9).

Fi1G. 9 — Exemple de chaine de courbes.

Les relations entre twists de Dehn le long de courbes disposées en chaines de courbes sont
exposées dans le lemme 3.7 ci-dessous. Il est classique, on ne le redémontrera pas, mais on
reviendra dessus au cours du chapitre 4 présentant le groupe de tresses, a la proposition 4.16,
pour en donner une interprétation plus profonde.

Lemme 3.7 (C. Labruére, L. Paris, cf. [LaPa]).

Soit (c1, ca, ..., cx) une k-chaine de courbes ot k est un entier supérieur ou égal a 2. Alors,
- si k est pair, le voisinage tubulaire de c1 Ucy U ---Ucy est une surface S de genre % avec

une composante de bord d, et le produit (T, (Te,Tv,) ... (T, - ..TC2T61))2 est la mapping
class oo qui préserve chaque courbe ¢;, 1 < i < k, dont la restriction hors de S coincide avec
Uidentité, et telle que o® = Ty, le twist de Dehn le long de la courbe d bordant la surface S
(cf. figure 10). Notons qu’apres avoir attribué une orientation auz courbes ¢;, 1 <i <k, «
renverse cette orientation.

k est pair>2: identité
demi-tour

F1c. 10 - Le produit (T, (T, T,) .. (T, - - . TCZ,TCI))2 lorsque k est pair.

— si k est impair, le voisinage tubulaire de ¢ U cy U --- U ¢y, est une surface S de genre k—;l

avec deux composantes de bord di et do, et le produit (TC1 (Te, Tey) - - - (T, - .TCQTcl))2 est
le produit des deuz twists de Dehn Ty, Ty, (cf. figure 11). O
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k estimpair>3: o = le sz

F1G. 11 — Le produit T¢, (Te,T¢, ) - . . (Tt - - - Te, Tt ) lorsque k est impair.

Présentation du mapping class group par les twists de Dehn.

Rappelons le théoréme suivant dit & M. Dehn [D] puis redécouvert par W.B.R. Lickorish [Lk].
Pour la démonstration de la partie 1°) , on pourra se référer a [Bi], théoréme 4.1. La partie 2°) est
une conséquence de la partie 1°) en utilisant des relations de la lanterne (cf. [FaMa] section 5.1)
afin d’obtenir les twists de Dehn le long des courbes de bord.

Théoréme 3.8 (Le mapping class group engendré par les twists de Dehn).

1°) Soit ¥4 une surface dont le genre vérifie g > 1. Le groupe PMod(X3) est engendré par
les twists de Dehn le long des courbes non séparantes de X4p. On peut par exemple se restreindre
aux courbes dessinées sur la figure 12.

2°) Les mémes twists de Dehn peuvent étre vus comme appartenant & Mod(Xgy, 03gp) ;
dans ce cas ils engendrent Mod(3gp, 0X44). O

F1G. 12 — Courbes dans ¥, engendrant PMod(2,).

Liens entre mapping class groups et twists de Dehn.

Donnons trois résultats classiques et un théoréme de Paris et Rolfsen ot les twists de Dehn
apparaissent naturellement lorsqu’on compare différents mapping class groups.

Proposition 3.9 (Suites exactes centrales entre mapping class groups).
Les trois suites ci-dessous sont des suites exactes centrales.

i) Pour toute surface ¥ connexe, la suite ci-dessous est exacte :
oubyx

1 —(Ty, d €Bord(X)) — Mod(X, 0¥) ——= PMod(X) — 1.
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it) Pour tout simplexe de courbes A C Courb(X), la suite ci-dessous est exacte :
1= (Th, a€A) = PyMod(E) L4 PMod(E4) — 1.
i11) Soit A un simplexe de courbes non isotopes a un bord de ¥. Pour toute courbe a € A,
notons at et a~ les deux bords dans ¥ 4 provenant a. En recollant dans X 4 chaque bord
a®t (a € A) sur son bord associé a~, on retrouve la surface ¥. Une telle opération de
recollement induit un morphisme canonique recq : Mod(X 4, 0¥ 4) — PaMod(E, 0%)
qui vérifie la suite exacte suivante :
1= (TT ! ae A) = Mod(S4,054) —= PaMod(S, 0%) — 1.
O

La notion de sous-groupe parabolique du mapping class group a été introduite par L. Paris et
D. Rolfsen dans [PaRo| : Etant donnée une surface 3, les sous-groupes paraboliques du mapping
class group de ¥ sont les sous-groupes induit par 'inclusion de sous-surfaces ¥’ C X. Le prochain
théoréme, di & Paris et Rolfsen, étudie certains noyaux associés aux sous-groupes paraboliques
du mapping class group.

Théoréme 3.10 (Paris et Rolfsen, [PaRo]).

Soit X3 une surface et ¥’ une surface incluse dans X telles que 90X et 9% soient disjoints. On
note ai, az, ..., ar les bords de X' bordant un disque dans ¥ ; on note bj, b;» pour 1 < j < s les
paires de bords de X' qui cobordent un anneau dans Y. Alors Uinclusion v : Y — X induit un
morphisme 1 : Mod(X, %) — Mod(3, 9%) dont le noyau est le groupe abélien T de rang
r+ s engendré par Ty, 1 <1i < r et par szlTb;, 1<j5<s.

Des produits particuliers de twists de Dehn : les multitwists.

On finit ce paragraphe sur les twists de Dehn en présentant les multitwists. Ce sont des
produits particuliers de twists de Dehn qui apparaissent souvent dans le noyau de morphismes
entre différents mapping class groups, comme au ii) de la proposition 3.9.

Définition 3.11 (Les multitwists).
Un multitwist le long de courbes de A ot A est un simplexe de courbes est le produit de puissances
de twists de Dehn le long des courbes de A.

Un multitwist ne peut s’écrire que d’une seule maniére comme produit de puissances de twists
de Dehn (a l'ordre prés des facteurs, en excluant les puissances nulles et en rassemblant en une
seul facteur les puissances d’un méme twist de Dehn) :

Lemme 3.12 (Unicité de la factorisation d’un multitwist en produit de twists de Dehn).
Soient A et B deux simplexes® de courbes et soient (kg)aca et ()ves deus familles d’entiers non
nuls indicées par A et B. Si

l
[acaTd =Thes T,"
Alors A = B et pour tout couple de courbes (a, b) dans A x B, l’égalité a = b implique [’égalité
ko = lp.

Le bon cadre pour prouver ce lemme est la théorie de Thurston et I'introduction du systeme
de réduction canonique o qui se fera au paragraphe 3.6 de ce chapitre. C’est donc au paragraphe
3.6 que l'on prouvera le lemme 3.12.

3Rappelons qu’un simplexe de courbes est un ensemble de courbes deux & deux disjointes : il n’y a pas de
doublons.
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3.3 Les mapping classes périodiques

Définition 3.13 (Mapping classes périodiques, ordre et période).

Une mapping class F € Mod(X) est dite périodique s’il existe un entier k£ non nul tel que
FF=1d (o Id est la classe d’isotopie de I'identité de X). Le plus petit entier k tel que FF=1d
est appelé [’ordre de F. Une mapping class de Mod(X, 9%) est dite périodique si sa projection F
dans Mod(X) est une mapping class périodique au sens précédent. Le plus petit entier k tel que
Fk =1d sera appelé la période de F et non I'ordre de F car F* n’est pas 'identité. Cependant,
la période de F est égale a I'ordre de F.

En guise d’exemple, voici un lemme classique :
Lemme 3.14. Les twists de Dehn ne sont pas périodiques.

Démonstration. Soit ¥ une surface (de caractéristique d’Euler strictement négative) telle que
Courb(X) soit non vide (donc ¥ n’est pas un pantalon), et soit a une courbe de Courb(X). Si a
est non séparante, il est facile de construire une courbe b appartenant a Courb(X) qui intersecte
a en un point, en considérant un chemin dans ¥, joignant les deux bords issus de la courbe a. Un
raisonnement similaire permet de construire une courbe b appartenant a Courb(X) qui intersecte
a en deux points, lorsque a est séparante. Alors, pour tout entier £ non nul, Tak n’est pas trivial
car d’aprés le lemme 3.5,

I(T,f(b), b) = |k|I(a, b)* # 0,
tandis que I(Id (b), b) = 0. O

Le théoréme suivant donne toutes les mapping classes périodiques & partir des isométries de
la surface. Etant donnée une surface admissible ¥ que 'on munit d’une métrique hyperbolique
g, notons Isom™ (X, g) le groupe des isométries positives de (3, g), qui est un sous-groupe de
Diff *(¥). D’aprés le théoréme de réalisation de Nielsen, si ¥ = @, pour toute mapping class
F € Mod(X) périodique d’ordre m, il existe une métrique hyperbolique g sur ¥ et une isométrie
f € Isom™ (%, g) telle que F est la classe d’isotopie de f et f vérifie f™ = Id. Ce théoréme de
Nielsen a été généralisé par Kerckhoff aux sous-groupes finis de Mod(X) ou 0¥ peut ne pas étre
vide (cf.[Kel] et [Ke2]) :

Théoréme 3.15 (« Théoréme de réalisation de Nielsen », Kerckhoff, cf. [Ke2]).

Soit 3 une surface, avec ou sans bord. Soit T' un sous-groupe fini de Mod(X). Alors il existe
un groupe fini T' de Diff™(X) qui s’envoie isomorphiquement sur T par le morphisme naturel
Diff () — Mod(X). De plus, on peut choisir T comme étant un sous-groupe du groupe d’iso-
métries d’une métrique de courbure constante sur 3 ou les bords sont géodésiques.

Cecin’a pas d’équivalent sur Mod (3, 0) lorsque 93 est non vide, car le groupe Mod(X, 9X)
est sans torsion dés que 0% est non vide. En effet, si ' € Mod (%, 9%) est périodique de période
m, F™ est un multitwist non trivial le long des courbes de bord. Cette situation est précisée par
le lemme 3.17 ci-dessous.
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3.3.1 Les mapping classes périodiques dans les surfaces a bord

On se place dans le cadre des mapping classes périodiques préservant au moins un bord de
la surface considérée. Avant d’énoncer le lemme 3.17, rappelons un résultat classique provenant
de la théorie des variétés riemaniennes que ’on admettra dans cette thése.

Lemme 3.16. Soit M une variété riemannienne et f une isométrie sur M. Si f fixe un point
x et si la différentielle de f en x est l'identité, alors [ est l'identité. Méme chose lorsque f fixe
point par point une courbe de bord de M. O

Les corollaires du lemme 3.16. Le lemme 3.16 est fondamental & la compréhension des
mapping classes périodiques. Il est & I'origine de nombreux corollaires essentiels dans cette thése :

— Le lemme 3.17 : « Si % est non vide, alors Mod(X, 0X) est sans torsion. »

— Le corollaire 3.18 du lemme 3.17, qui permet de déduire I'existence de certaines mapping
classes périodiques & partir de mapping classes périodiques définies sur des surfaces « plus
simples » (i.e. de genre plus petit ou de caractéristique d’Euler plus grande).

— Le lemme 3.19 : « Si 0% est non vide et si d appartient & Bord(X), alors tout sous-groupe
fini de Modg(X) est cyclique. »

Lemme 3.17 (Comportement des mapping classes périodiques au voisinage de 9¥).

Soit 3 une surface connexe telle que 0¥ # @. Soit d une courbe de bord de ¥ et soit Mod(X, d)
lensemble des mapping classes de X fixant d point par point. Alors le groupe Mod(X%, d) est
sans torsion. De plus, soit F' une mapping class périodique de période m > 2 appartenant a
Mod(X, d). Alors il existe un entier { premier avec m tel que F™ = Tdé (en particulier, { est
non nul).

Démonstration. Toute mapping class qui appartiendrait a la torsion de Mod (X, d) est par
définition une mapping class périodique. Or si 'on montre qu’aucune puissance non nulle d’une
mapping class périodique n’est triviale dans Mod (%, d), on aura montré que Mod (3, d) est sans
torsion. C’est ce que nous allons faire en démontrant la deuxiéme partie de ce lemme.

Soit F appartenant & Diff * (2, d) un représentant de F fixant d point par point. Soit d’ une
courbe isotope & d dans ¥ et n’intersectant pas 03. Appelons V le cylindre compact inclus dans
Y. dont les deux bords sont d et d' et soit X' adhérence du complémentaire de V dans X (cf.
figure 13).

s B(d)={0}<S
b=ty

Fi1G. 13 — La situation décrite dans la démonstration du lemme 3.17.

Appliquons le théoréme de réalisation de Nielsen - Kerckhoff : il existe une métrique hyper-
bolique g sur ¥’ et une isométrie F; de (X', g) représentant la restriction de F' a ¥'. Notons
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f la restriction de Fy a d’. Puisque F est une isométrie périodique d’ordre m, il existe un en-
tier k tel que f est une rotation d’angle %ﬁ sur d’ muni de la métrique induite. Or pour tout
p € {l,2,..., m— 1}, la mapping class ouby(F)P (ot ouby(F') est la mapping class induite par
F dans Mod(X)) est différente de I'identité donc d’aprés le lemme 3.16, fP est différente de
I'identité. Donc k est premier avec m.

Soit A I'anneau [0, 1] x St et soit ¢ un diffSomorphisme positif de V dans A tel que ¢(d) =
{0} x St et ¢(d’) = {1} xS* (cf. figure 13). De plus, on peut construire ¢ de sorte que I'application
pofogptde {1} x S' dans {1} x S' coincide avec (1,e) — (l,ei(9+2%)) puisque f est une

rotation d’angle Qkﬁ sur d’. On prolonge f sur V (cf. figure 14) en posant pour tout ¢ € [0, 1] et
g €0, 27| :
F(67H((t€)) ) = 671 ((1, /O 570)).
= ! 2ikn )
A [03 I]XS (]’ ezlmﬁ) (t’ e m t) (t, eZltht)
e (@) (@
\f/f

\f’”/r

F1G. 14 — Image du segment [0, 1] x {1} par f et f™.

De cette facon, f fixe d point par point et coincide avec Fy sur d’. Soit F» I’homéomorphisme
de ¥ fixant d point par point, coincidant avec f sur V et avec I} sur ¥'. Par définition du twist
de Dehn, la classe d’isotopie de ’homéomorphisme F,™ contient Tdk € Mod(%, d). Soit G la
mapping class de Mod(%, d) incluse dans la classe d’isotopie de ’homéomorphisme FF’Q_I. Par
construction ouby(F) = oubg(F»), donc d’aprés la suite exacte centrale suivante

1 — (T) — Mod(Z, d) 2% Mody(S) — 1,
les classes d’isotopie de F et F{l dans Mod (%, d) commutent, donc les homéomorphismes
(FF_’Q_I)m et ™ F’Q_m sont isotopes, donc G™ = Fde_k. D’autre part, d’aprés cette méme suite
exacte, le fait que ouby(F) = ouby(F,) implique qu'il existe un entier j tel que G = de . De

ces deux derniéres égalités, il vient F™ = G™T dk = dem+k, et jm + k est premier avec m.
a

Donnons un corollaire du lemme 3.17 qui permet de déduire 'existence de certaines map-
ping classes périodiques & partir de mapping classes périodiques définies sur des surfaces « plus
simples » (i.e. de genre plus petit ou de caractéristique d’Euler plus grande).

Corollaire 3.18 (Reconstruction d’'une mapping class périodique).

Soit ¥ une surface connexe. Soit I un ensemble fini et soit Ay = {a;, i € I} un simplexe de
courbes dans Y. Pour tout i € I, on note af et a; les bords de ¥ 4, issus du découpage de
Ar le long de la courbe a;. Soit F une mapping class de Mod(X.4,) périodique d’ordre deux
qui préserve {aj, a; } pour tout i € I. Alors il existe une unique mapping class F € Mod(X)

périodique d’ordre deux telle que F induise F dans Mod(X 4,).
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Démonstration.
1°) Notations

Soient J et K deux sous-ensembles de I tels que J U K formeN une partition de I et tels que
pour tout j € J, les bords a;r et a; de X 4, soient échangés par F', tandis que pour tout k € K,

les bords a} et a; de ¥4, ne le soient pas. On note Ay = {a;, j € J} et Ax = {ay, k € K}.

2°) Existence de F

Soit F} un difféomorphisme de Diff (3 4,) d’ordre 2 représentant F. On construit un difféo-
morphisme Fy de Diff 7(3 4, ) en identifiant dans 4, chaque bord aj au bord a; en posant la
relation suivante dans X 4, : pour tout couple de points (z, y) € X 4,,

T =y,

x ~ gy si et seulement si ¢ ou

x, Yy € a;r Uaj ety = Fy(x).
La structure différentielle de ¥ 4, induite de celle de X 4, est bien définie & conjugaison pres
par un diffeomorphisme (cf. [Hi| page 184 : Gluing Manifolds Together) et par construction,
F? est bien un difféomorphisme de ¥ 4,.. Soit Fy la mapping class de Mod(X 4,.) contenant
F5. 11 est clair que Fy est périodique d’ordre deux. Remarquons que Fh préserve chaque bord
ai,, k € K, e € {+, —}. On peut alors définir F3 comme étant un représentant de F, dans
Mod(E 4, {a;, a,, k € K}). D’aprés le lemme 3.17, pour tout k& € K, il existe deux entiers
impairs m; et m, tels que

Ff = [rer T;;

Soit F la mapping class de Mod(X) obtenue en identifiant pour tout k& € K les bords aZ et a .
La mapping class Fy ainsi construite vérifie :

+ —
k ka
Ay,

2 (m++m7)
F4 — HkEKTak k k .
. -1 . Lo . mz'—i—m,:
Posons alors F5 = F4(erK Ta;f) , oi pour tout k € K, le rationnel ¢; défini par £ = —t5—*~

est un entier puisque m: et m, sont tous deux impairs. Puisque ce produit est commutatif, il
vient que F, 52 = Id. Par construction, la mapping class F5 fixe les courbes de A; et induit dans
Mod(X 4,) la mapping class F'. La mapping class F5 joue donc le role de F' dans I’énoncé.

3°) Unicité de F

Supposons qu’il existe deux mapping classes F' et F’ dans Mod 4, (%) telles que F?2=F" =
Id et telles que F et F’ induisent F dans Mod(X4,). D’apres la suite exacte

1 — (T,,,i€l) - Mody,(X) = Mod(X4,) — 1,

il existe des entiers p;, i € I et une mapping class W = [[,; Ta, tels que F' = FW. Mais F et I’
fixent les courbes de A;, donc ces deux mapping classes commutent avec W et (FF'~1)2 = W2,
Or FF'! est périodique d’ordre deux comme produit commutatif de deux mapping classes
périodiques d’ordre deux, donc la mapping class W? = [Lic: T a%p " est triviale. Alors pour tout
1€ 1, 2p; =0, donc W est trivial et finalement, F' = F’ d’aprés le lemme 3.12. O

Le lemme 3.16 permet d’étudier les mapping classes périodiques lorsque X est de bord non
vide et que ces mapping classes préservent au moins un bord que l'on appellera d. Ce lemme
meéne a deux résultats, selon que l'on étudie les mapping classes de Mod (X, d), c’est-a-dire les
mapping class fixant d point par point, cf. le lemme 3.17, ou que 'on étudie les mapping classes
de Mody(X), c’est-a-dire les mapping classes préservant d globalement, cf. le lemme 3.19. Dans
le cas de Mod(Z, d), le lemme 3.16 nous a permis de montrer que Mod (X, d) était sans torsion.

40



Dans le cas de Mody(X), le lemme 3.16 va nous permettre de montrer que tout sous-groupe fini
de Mody(X) est cyclique :

Lemme 3.19. Soit 3 une surface connexe de bord non vide et soit d une composante de bord.
Tout sous-groupe fini de Mody(X) est cyclique.

Démonstration. Soit I" un groupe fini inclus dans Mod4(X). D’aprés le théoréme de Kerckhoff
(cf. théoréme 3.15) il existe une métrique hyperbolique g sur ¥ et un groupe fini " de Isom™ (%, g)
qui s’envoie isomorphiquement sur I' par le morphisme naturel Diff * () — Mod (). Orientons
le bord d et définissons I’application
9 : T —R/2nZ

qui a toute isométrie K associe I'angle de la rotation induite par K sur d, cet angle est un réel
modulo 27. Il est clair que € est un morphisme. D’apreés le lemme 3.16, toute isométrie qui fixe
d point par point est l'identité, donc 6 est un morphisme injectif. Ainsi I" est isomorphe a un
sous-groupe fini de R/27Z, donc I' est cyclique. O

3.3.2 Ordre maximal des mapping classes et groupes finis en fonction de la surface.

Chercher I'ordre maximal des mapping classes périodiques sur une surface donnée ou chercher
Pordre du plus grand sous-groupe fini du mapping class group d’une surface donnée revient au
méme lorsque cette surface a du bord, d’aprés le lemme 3.19. Dans ce qui suit, on rappelle la
formule de Riemann-Hurewicz (lemme 3.20), un calcul de caractéristique d’Euler, de laquelle
découle le calcul de 'ordre maximal

— d’une mapping class périodique dans une surface de genre nul (corollaire 3.23),

— d’une mapping class périodique dans une surface a bord (corollaires 3.24 et 3.25),

— des sous-groupes finis dans une surface sans bord (corollaire 3.26).

Le lemme suivant, dii & Hurwitz, est classique et sa preuve est laissée au lecteur.

Lemme 3.20 (Formule de Riemann-Hurwitz).

Soit > une surface éventuellement & bord et soit T’ un sous-groupe fini d’ordre m de Diff (%), tel
que m > 1 . Alors X /T est une surface et le quotient naturel m : X — X/T" est un revétement
ramifié. Soit Q1,...,Qy les points de ramification de 7, et, pour 1 < i < £, soit o(Q;) le nombre
d’antécédents de Q; par w. Alors les caractéristiques d’Euler de X et 3 /T (en tant que surface)
sont liées par la formule :

l

X(2)+ ) (m—o(Qi) = mx(S/T) .

1=1

Définition 3.21 (Points de ramification et points singuliers).

Les points de ¥/T" dont le nombre d’antécédents par la projection ¥ — X /I" est strictement
inférieur a |I'| sont appelés points de ramifications. Leurs antécédents dans ¥ sont appelés points
singuliers.
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Remarque.

— Pour tout 4, le groupe I' agit transitivement sur 7=1({Q;}). Pour cette raison, le cardinal
0(Q;) de 77 1({Q;}) divise m.

— Lorsque T est engendré par un seul élément f, pour tout i < ¢, Paction de f sur 771 ({Q;})
est cyclique, donc 7~ 1({Q;}) appartient a Fix(f°(@)), 'ensemble des points fixes de fo(@).
Or d’apres le théoréme de Lefschetz, le nombre de points fixes de f et de ses itérées ne
dépend que de la classe d’isotopie de f (précisons que dans le théoréme de Lefschetz, le
nombre de points fixes tient compte de l'ordre de multiplicité de chaque point fixe, mais
dans le cas d’isométries différentes de I'identité, cet entier vaut toujours 1). Donc la donnée
de et de {o(Q;) , 1 < i < £} est un invariant de la classe d’isotopie de f. Puisque x(2/(f))
ainsi que le nombre de bords de X/(f) sont aussi invariants par isotopie sur f, la surface
Y /(f) elle-méme est un invariant de la classe d’isotopie de f.

— Ce lemme conjointement avec le théoréme de Kerckhoff a de nombreux corollaires dont en
voici quelques uns que 'on utilisera au cours de cette thése.

L’ordre maximal des mapping classes périodiques sur une surface et le nombre de bords fixés
/ points fixes dans cette surface varient en sens inverse. Plus précisément :

Corollaire 3.22 (Points fixes et de bords préservés par une mapping class périodique).

Soit 3 la surface X5 et soit F' une mapping class de Mod(X) périodique d’ordre m. Alors, la
somme du nombre de composantes de bords préservées par F' et du mombre de points fizes de F
est magjorée par 2 + %.

Démonstration. Soit F un difféomorphisme d’ordre m représentant F. Soit b’ le nombre de
bords préservés par F et soit £ le nombre de points fixes de F. Soit D I’ensemble des bords de 2
qui ne font pas partis des ¢’ bords fixés par F. Soit ¥’ la surface ¥ dont chacun des bords de D
ont été rebouchés. Soit F” le diffeomorphisme induit par F' dans ¥’. Appliquons le lemme 3.20
a F' en reprenant les notations introduites dans son énoncé. L’ordre m de F” (égale a 1'ordre de
F) coincide avec I'ordre du groupe I' = (F’). Remarquons en outre que :

o x(X)=2-29-V;

e pour tout point fixe @, o(Q) = 1;
Sy (m = o(Qy)) = €(m —1);
x(X'/r)<2-1%".
Finalement, on obtient :

(2—29g-V)+(m—-1)<m.(2-V),
d’ou :
(m—10 +0(m—-1)<2(m—1)+2g,
d’otu la formule : &' + ¢ < 2 + % . -

Le corollaire suivant est le cas particulier ot g = 0.
Corollaire 3.23 (Mapping casses périodiques sur une sphére).

Soit S une sphére a trous et F' une mapping class périodique de Mod(S). S’il existe au moins
trois bords dans S chacun préservé par F, alors F est l'identité de Mod(S). O

Corollaire 3.24 (Ordre des mapping classes périodiques dans les surfaces a bord).
L’ordre des mapping classes périodiques dans PMod(X, ) avec g > 1 et b >1 est :
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— inférieur ou égal a 6|x(X)| lorsque b =1,
— inférieur ou égal a 2|x(X)| lorsque b = 2,
— inférieur ou égal a |x(X)| lorsque b > 3.

Démonstration. Reprenons la formule de Riemann-Hurewicz (lemme 3.20) appliqué a une
mapping class F' périodique d’ordre m dans PMod(3, ) :

X+ (m =) = mx(s) (1)

ol ¢ = (Q 5 et o Y =¥ /(F). Remarquons que puisque F' appartient & PMod(X), ¥ posséde
le méme nombre de composantes de bords que X. Si x(X') < 0, alors on déduit de ( ) que
m < |x(2)]. Or lorsque b > 3, ¥/ posséde au moins trois bords, donc x(¥') < 0, donc m < |x(X)|
et ’énoncé est prouvé dans ce cas la.

Lorsque b =1 ou b = 2, si x(X') < 0, le résultat est prouvé de la méme maniére. Supposons
donc que b = 1 ou b = 2 et que x(X') > 0. Puisque F est une mapping class qui respecte
lorientation et que x(X') > 0, ¥’ est un disque si b = 1 ou un anneau si b = 2. Distinguons les
cas selon que b=1ou b = 2.

e Cas ou b = 1. Reprenons I'égalité (1). On la divise par —m, on remplace x(X') par 1 et on
obtient :
¢
X&) > l =/0—1. (2)
i=1 7"
Il vient les résultats suivants :
—sile {0 1}, alors l’équation (2) ne peut étre vérifiée ;

) 1

- sil= ‘X( ) + + = 1 implique que > g car pour tous entiers ¢; et g2, on a

1, 1 1,1 -1
!I1+ 10uq1+qz\2

+ 3 = 2. Donc m < 6|x(2)];
— si £ > 3, il vient |X(E)| +§ >

1
3
X

| Sn \ +Zi:1a =¢—1, dou |X£n72)\ > 1 (le cas extréme a

lieu lorsque ¢ = 3 et g1 = q2 = g3 = 2). Donc m < 2|x(X)].
Finalement, lorsque b = 1, on vérifie toujours m < 6|x(X)|.

e Cas ou b= 2. L’égalité (1) devient :

B (3)

=1 (Iz
Il vient les résultats suivants :
— si ¢ =0, alors 'équation (3) ne peut étre vérifiée ;

— si > 1,1l vient @ +L> M +3 i =/, d’ou ‘Xg” > 1 (le cas extréme a lieu

lorsque ¢ =1 et ¢1 = 2). Donc m < 2|x(2)].
Finalement, lorsque b = 2, on vérifie toujours m < 2|x(X)|. O

Précisons les choses lorsque la surface est de genre 1 :

Lemme 3.25 (Ordre des mapping classes périodiques dans PMod(%4 ), b > 1).

)

L’ordre mazimal des mapping classes périodiques de PMod(X1 ), b > 1, est 6.

Démonstration. Notons m l'ordre d’une mapping class vivant dans PMod(X; ). Lorsque
b =1, onam < 6[x(X1,1)| daprés le corollaire 3.24, donc m < 6. Lorsque b = 2, on a
m < 2|x(X1,2)| d’apreés le corollaire 3.24, donc m < 4. Enfin, lorsque b > 3, I'équation b < 2+%
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provenant du lemme 3.22 implique que m < 3 (rappelons que g = 1). Finalement, pour tout b
supérieur ou égal & 1, on a m < 6. Le cas m = 6 est atteint par exemple par la classe d’isotopie
du difféeomorphisme du tore & un trou provenant du diffeomorphisme linéaire de R? représenté

par la matrice (_11 é) d’ordre 6. ([l

Enfin le résultat suivant est un corollaire technique du lemme 3.20, qui fournit une borne au
cardinal d’un sous-groupe fini du mapping class group d’une surface ¥ de genre g. Il est di a
Hurwitz. Nous le donnons sans démonstration. Pour une référence, voir [FaMal, section 6.2.

Corollaire 3.26 (Le théoréme « 84(g-1) »).
Soit 3 une surface connexe sans bord de genre au moins 2. Alors l'ordre d’un sous-groupe fini
du mapping class group est majoré par la borne 42|x(X)| égale a 84(g — 1). O

3.4 Les mapping classes pseudo-Anosov

Dans les chapitres ultérieurs, les seuls faits qu’on utilisera sur les mapping classes pseudo-
Anosov sont la définition 3.27 et les deux résultats qui suivent (la proposition 3.30 et le théoréme
3.32). Cependant, la démonstration de la proposition 3.30 fait appel a la théorie des difféo-
morphismes pseudo-Anosov que 1'on présente plus bas au paragraphe 3.5. Si 'on accepte cette
proposition 3.30, on peut sauter le paragraphe 3.5 et continuer la lecture au paragraphe 3.6.

La définition suivante des mapping classes pseudo-Anosov est équivalente a la définition
historique des mapping classes pseudo-Anosov, elle a 'avantage sur cette derniére de proposer
un énoncé tres simple. Elle peut étre vue comme une conséquence des travaux de Thurston.

Définition 3.27 (Mapping classes pseudo-Anosov).

Pour toute surface ¥ connexe non homéomorphe & un pantalon, une mapping class F' € Mod(X)
qui vérifie F¥(a) # a pour toute courbe a appartenant & Courb(X) et tout entier non nul k est
dite pseudo-Anosov.

Remarque. Conformément & cette définition, il n’existe pas de mapping class pseudo-Anosov
sur un pantalon. On peut prouver directement que les mapping classes sur un pantalon sont
toutes périodiques si les bords peuvent étre permutés, ou sont triviales s’ils ne le sont pas. De
facon générale, une mapping class ne peut pas étre a la fois périodique et pseudo-Anosov.

La prochaine proposition fait appel & la définition suivante :
Définition 3.28 (Centr(F)).
Etant donnée une surface 3, pour toute mapping class pseudo-Anosov F' appartenant & Mod(X%),

on note CE?IRI‘(F) le sous-groupe de Mod(X) constitué des mapping classes G telles qu'il existe
un entier non nul m tel que G et F" commutent.

Les propriétés suivantes sont immédiates.
Lemme 3.29. Quels que soient les entiers k # 0, k' # 0 et les mapping classes pseudo-Anosov

F,F' € Mod(%),
i) Centr(F*) = Centr(F).
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i) Si F¥ = (F)¥', alors Centr(F) = Centr(F”). O
Le paragraphe 3.5 est consacré a la démonstration de la proposition suivante.

Proposition 3.30 (Structure de Centr(F)). Soit ¥ une surface connexe sans bord et soit F une
mapping class pseudo-Anosov dans Mod(X). Il existe un morphisme surjectif {p : CeAn/tr(F) —
Z vérifiant les propriétés suivantes :
i) Le noyau Ker ((r) coincide avec Uensemble des mapping classes d’ordre fini de Centr(F).
it) Le noyau Ker (¢r) est un groupe d’ordre inférieur ou égal a 6|x(X)|.
ii) Le morphisme g ne dépend pas de F, mais uniquement de Centr(F) & un facteur —1
pres. St deuz pseudo-Anosov F et F' sont tels qu’il existe deuz entiers positifs p et q tels

que FP = F'?, alors Centr(F) = Centr(F') et {p = (.

En corollaire vient le résultat suivant dit & McCarthy « le centralisateur d’un pseudo-Anosov
dans Mod(X) est virtuellement infini cyclique ». Ce résultat est vrai également pour Centr(F)
lorsque F' est une mapping class pseudo-Anosov. Rappelons la définition de groupe virtuellement
cyclique, puis énongons le corollaire.

Définition 3.31 (Groupe virtuellement infini cyclique).
On dit qu'un groupe est virtuellement cyclique s’il est fini ou contient un sous-groupe infini
cyclique d’indice fini.

Théoréme 3.32 (J.D. McCarthy [Mc2|). Soit ¥ une surface admissible et F' une mapping class
pseudo-Anosov de Mod(X). Alors Centr(F) est virtuellement infini cyclique.

Démonstration. Soit M une mapping class de Centr(F) tel que /(M) = 1. Alors 'ensemble
quotient Centr(F')/(M) est en bijection avec Ker (£), donc [Centr(F) : (M)] = |Ker (¢)|. Ainsi
(M) est un sous-groupe infini cyclique d’indice fini de Centr(F). O

Le but du prochain paragraphe est de développer (en surface) la théorie pseudo-Anosov de
fagon & prouver la proposition 3.30.

3.5 Théorie des diffétomorphismes pseudo-Anosov.

Nous allons maintenant rappeler les résultats fondamentaux de la théorie des difféomor-
phismes pseudo-Anosov sur des surfaces sans bords, afin de prouver la proposition 3.30. Il existe
une littérature trés riche concernant cette théorie. Dans la suite de ce paragraphe, nous nous
appuierons principalement sur l'article de C. Bonatti et L. Paris [BoPal, section 2. Les références
classiques sont [FLP|, [Th|, [BICa|, [Ivl]. Commencons par une remarque sur la terminologie
concernant les « difféeomorphismes pseudo-Anosov ». Dans tout le paragraphe 3.5, ¥ désignera
une surface sans bord.

Difféomorphismes et homéomorphismes pseudo-Anosov. Rappelons que les « difféomor-
phismes pseudo-Anosov » sur une surface ¥ sont en fait a la fois des homéomorphismes sur
Y., et des difféeomorphismes sur ¥ privé d’'un nombre fini de points, au voisinage desquels on
connait 'allure de ces homéomorphismes (les points singuliers, cf. [BoPal). A ce sujet, C. Bo-
natti et L. Paris [BoPa| parlent d’« homéomorphismes pseudo-Anosov » quand nous parlons de
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« difféomorphismes pseudo-Anosov », mais il s’agit bien des mémes objets. Rappelons également
qu’il existe des diffeomorphismes au sens strict dans la classe d’isotopie d'un « difféomorphisme
pseudo-Anosov » et qu'un « difféomorphisme pseudo-Anosov » définit toujours une unique classe
d’isotopie de difféomorphismes au sens strict, i.e. définit bien une unique mapping class.

Propriétés des difféomorphismes pseudo-Anosov. Le théoréme fondamental de la théorie
pseudo-Anosov, di & Thurston (cf. [Cal, [Th]), est le suivant :

Une mapping class F € M(X) est pseudo-Anosov au sens de la définition 3.27, si
et seulement s’il existe un « difféomorphisme pseudo-Anosov » (cf. ci-aprés) F €
Diff(X) représentant F'.

En guise de définition de « difféomorphisme pseudo-Anosov », on se contente de décrire certaines
de leurs propriétés ci-dessous. Pour cela, on se donne un « difféomorphisme pseudo-Anosov »
quelconque F' appartenant a Diff(X) (on réserve les lettres capitales pour les mapping classes de
Mod(X) et les lettres capitales avec une barre au-dessus pour les difféomorphismes de Diff (3)).
Alors par définition, F vérifie les propriétés suivantes :

Les feuilletages F*, F*, le groupe Norm(F*®, F“) et le morphisme L. Il existe deux
feuilletages uniques transverses F* et F“ associés a F appelés feuilletages stable et instable,
invariants par F' et munis de mesures tranverses invariantes (cf. [BoPa]). Notons Norm(F*, F)
I'ensemble des difféomorphismes de Diff(X) qui préservent F* et F". Les difféomorphismes de
Norm(F*, F*) sont pseudo-Anosov ou d’ordre fini. La proposition 3.34 donne les principales
propriétés du logarithme du coefficient de dilatation A\*(.) (cf. [BoPa]) des difféomorphismes de
Norm(F?®, F*) a travers un morphisme
Norm(F*, F*) — R

G — log ()\“(G)) '
Nous n’utiliserons pas la définition de coefficient de dilatation, mais uniquement l’existence du
morphisme L et la proposition 3.34 ci-dessous.

L :

Points singuliers, séparatrices et indice. Le feuilletage F* associé & F contient un nombre
fini de points singuliers (cf. [BoPa|), ils sont confondus avec les points singuliers de F*. On
note S I'ensemble des points singuliers. De chaque point singulier part un nombre fini £ > 1
de feuilles appelées séparatrices (cf. [BoPa|). L’entier k associé & un point singulier P est noté
Ind(F*, F* : P), est appelé lindice de (F*, F*) au point singulier P, et est toujours supérieur
ou égal & 3. Tous les éléments de Norm(F*, F*) envoient les points singuliers sur des points
singuliers de méme indice. Chaque séparatrice contient un unique point singulier (cf. [BoPa]
proposition 2.1, assertion (3)). Les indices et la caractéristique d’Euler de ¥ sont reliés par la
proposition suivante (cf. [FLP|, Exposé 5) :

)= % (1 T P

PeS

Proposition 3.33.

Proposition 3.34 (Propriétés de L). Le morphisme L : Norm(F®, F*) — R (dépendant du
difféomorphisme pseudo-Anosov F') vérifie les cing propriétés suivantes :

i) le réel L(F) vérifie L(F) > 0,
it) l’image de L est isomorphe a Z,
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it1) le noyau Ker (L) agit librement sur l'ensemble des séparatrices de F",
iv) le noyau Ker (L) est de cardinal fini.

Démonstration.
i) Par définition du coefficient de dilatation, L(F) = log(A“(F')) veérifie L(F) > 0 car
X4(F) > 1 (cf. [FLP], Exposé 9).
ii) On se référe & [ArYo| pour ce résultat.

iii) Puisque Ker (L) est inclus dans Norm(F?®, F*), Ker (L) préserve F" et permute les
séparatrices. L’action induite par Ker (L) sur I'ensemble des séparatrices de F* est libre
d’aprés le lemme 2.11 de [BoPa| (le groupe Ker (L) est noté Sym(F*®, F*) dans [BoPal).

iv) Puisque S est fini et qu’en chaque point singulier part un nombre fini de séparatrices,
Iensemble des séparatrices est un ensemble fini. Or Ker (L) agit librement dessus, donc
Ker (L) est de cardinal fini. O

Rappelons que pour toute mapping class pseudo-Anosov F' € Mod(X), on a défini Cér\ftr(F )
comme étant ’ensemble des mapping classes G € Mod(X) telles qu'il existe un entier non nul
m tel que G et F™ commutent (cf. définition 3.28).

Précisons que le groupe CeNntr(F ) contient le centralisateur de F', mais n’y est pas égal en
général. Cette définition est posée en vue de la proposition suivante établissant un isomorphisme
entre Centr(F') et Norm(F*, F*).

Proposition 3.35 (Réalisation de Centr(F) dans Norm(F*, F¥)).
Soit F' une mapping class pseudo-Anosov de Mod(X) et soient F* et F* les deuz feuilletages
stable et instable d’un difféomorphisme pseudo-Anosov représentant F'. Alors il existe un unique
isomorphisme
Centr(F) — Norm(F*, F¥)

G — G

ow pour tout G € Centr(F), G est un représentant de G appartenant ¢ Norm(F®, F*).

(VR

Démonstration. On démontre plutdt I'existence de 'isomorphisme inverse de 9 que 1’on note
dans cette démonstration
b Norm(F*, F*) — Centr(F)

G — G
ot G est la classe d’isotopie de G. Dans toute cette preuve, soit F' le représentant de F' que I'on
a choisi pour définir les feuilletages F° et F*. Il existe un entier non nul k tel que F* fixe toutes
les séparatrices.

Montrons d’abord que ¢ est bien défini. Pour tout difféomorphisme G appartenant a
Norm(F*, F*), GF*G~'F~* appartient & Norm(F*, F*) et fixe toutes les séparatrices. Or
puisque L est un morphisme dans R, L(GFFG='F~%) = 0, donc GF*G™'F* = Id et G
commute avec F¥, donc G appartient & Ce?1tr(F ).

Montrons que le morphisme ¢ est injectif. Pour tout difféomorphisme A € Ker (¢), A est
isotope a l'identité. Alors A préserve les classe d’isotopie de courbes, donc A ne peut pas étre
pseudo-Anosov, donc A est un difféeomorphisme d’ordre fini isotope & Iidentité. Alors, d’aprés
[FLP], exposé 12, A est I'identité.

Montrons enfin que le morphisme ¢ est surjectif. Soit G un élément de Cévmr(F) - il existe un
entier non nul £ tel que G et F commutent. Alors soit G’ un représentant de G dans Diff(¥/, P);
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G verifie G'FAGr Y est isotope a F*, donc d’aprés le théoréme ITI, exposé 12 dans [FLP] (voir
aussi théoréme 2.14 dans [BoPal), il existe un diffeomorphisme H isotope & l'identité tel que
HG'FY'(HG')™' = F*. Posons G = HG'. On a alors GF‘G~! = F*. Donc G préserve les feuille-
tages stable et instable de F¢, donc G appartient & Norm(F*, F*). Ainsi tout G de Centr(F) a
un antécédent dans Norm(F*, FY). O

On est maintenant en mesure de prouver la proposition 3.30, dont on redonne 1’énoncé :

Proposition 3.30. Soit ¥ une surface connexe sans bord et soit F' une mapping class pseudo-
Anosov dans Mod(X). Il existe un morphisme surjectif {r : Centr(F) — Z vérifiant les pro-
PTiétés suivantes :
i) Le noyau Ker ((r) coincide avec Uensemble des mapping classes d’ordre fini de Centr(F).
it) Le noyau Ker (¢r) est un groupe d’ordre inférieur ou égal a 6|x(X)|.
ii) Le morphisme g ne dépend pas de F, mais uniquement de Centr(F) & un facteur —1
pres. Si deuzx pseudo-Anosov F et F' sont tels qu’il existe deux entiers positifs p et q tels

que FP = F'? alors Centr(F) = Centr(F') et {p = (.

Démonstration. Soit X une surface sans bord. D’aprés la proposition 3.35, il existe un isomor-
phisme ¢ : Centr(F) — Norm(F?*, F*), G — G, tel que G soit un représentant de G. Soit ¢
le morphisme L o 1) renormalisé, de sorte que Im (¢/r) = Z. Démontrons les points i), ii) et iii).

i) Il est clair que pour tout G € Centr(F), si £x(G) # 0, pour tout entier m différent de 1,
(r(G™) # £r(G), donc G n’est pas d’ordre fini. Par contre, Ker (£) est égal a ¢! (Ker (L)) qui
est fini, donc les éléments de Ker (¢) sont d’ordre fini.

ii) Le morphisme % est un isomorphisme d’aprés la proposition 3.35, donc Ker (£), qui est
égal a Ker (L o), est isomorphe a Ker (L). Calculons le cardinal de Ker (L) dont on sait qu'il
est fini d’aprés la proposition 3.34.iv).

Rappelons que tous les points singuliers sont d’indice au moins 3. Partons de la proposition

3.33 :
@)=Y (1 )

PeS

La surface X est de caractéristique d’Euler strictement négative, donc ’ensemble des points
singuliers n’est pas vide. Posons X l’ensemble des séparatrices de F*. Soit P un point singulier et
notons k = Ind(F?*, F* : P). Les k séparatrices issues de P ont conjointement une contribution
de 1 — % a la caractéristique d’Euler de ¥, donc ont chacune une contribution de % — % Ainsi,
puisque k > 3, la contribution par séparatrice issue de P a la caractéristique d’Euler de ¥ est
inférieure ou égale a —%. Ceci étant également vrai pour toutes les séparatrices de F*, I’ensemble
X des séparatrices de F* doit étre de cardinal au plus 6|x(X)|. Or 'action de Ker (L) sur X est
libre d’apreés la proposition 3.34.iii), donc Ker (L) est de cardinal inférieur ou égal celui de X,
d’ou :

|[Ker (L)] < 6[x(Z)].
Or Ker (L) est isomorphe & Ker (¢f) via 1, donc :
[Ker (£p)| < 6|x(Z)].

iii) Soit G une mapping class pseudo-Anosov telle que Centr(G) = Centr(F) et soient (¢ et
{r les deux morphismes associés & G et F. Les éléments périodiques de Centr(G) et de Centr(F)
sont les mémes donc Ker (¢¢) = Ker (/r). On a donc le diagramme commutatif suivant ot les
lignes sont exactes et les fleches verticales pleines sont des égalités, donc la fleche en pointillés
est un isomorphisme.
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1 Ker ({g) —— Centr(QG) Z 1
l N{ o :
1 Ker ({r) — Centr(F) Z 1

Or (- (respectivement £g) est Papplication quotient Centr(G) — Centr(G)/Ker ({g) = Z (resp.
Centr(F) — Centr(F)/Ker (¢r) = Z). Donc {g et £r coincident & un isomorphisme de Z prés.
Or le seul isomorphisme non trivial de Z envoie 1 sur —1.

Soient F' et F’ deux pseudo-Anosov tels qu’il existe deux entiers positifs p et ¢ tels que
FP = F' soient ¢ et {5 les deux morphismes associés a F et F'. Le fait F? = F'? implique
que Centr(F) = Centr(F"), donc d’aprés ce qui précede, £ = £/ ou £ = —{'. Soient u et v les deux
entiers positifs tels que £p(F) = u et £ (F') = v. Alors £p(FP) = pu et £ (FP) = Lp (F'?) = qu,
donc p(FP) et £p(FP) sont de mémes signes, donc {p = {pr. O

Remarque. Dans le cas général, Cér?cr(F ) est un produit semi-direct Per x Z ou Per est le
sous-groupe fini de Centr(F') constitué des éléments d’ordre fini de Centr(F'). En effet, la suite
exacte

1—>Per—m—Cl—'—>Cefr?cr(F)—éﬂ—>Z—>1

est scindée puisque l'avant dernier terme de la suite est Z. Cependant, le produit n’est direct
que s’il existe une mapping class pseudo-Anosov appartenant a E;l({l}), dont 'action sur les
séparatrices est triviale.

3.6 Théorie de Thurston, systéme de réduction essentiel

Birman, Lubotsky et McCarthy, ainsi que Ivanov ont classifié¢ les mapping classes en fonc-
tion d'un ensemble de courbes caractéristiques appelées courbes de réduction essentielles, cf. la
définition 3.37. L’ensemble de ces courbes est lui-méme appelé systéme de réduction canonique,
cf. la définition 3.39.

Définition 3.36 (Courbes de réduction).
On appelle courbe de réduction d’une mapping class F' € Mod(X) une (classe d’isotopie de)

courbe a telle que 'ensemble {F?(a), i € N} soit fini et constitue un simplexe de courbes de
Courb(X).

En particulier, il existe un entier non nul m vérifiant F™(a) = a. Si A est un simplexe de
courbes de réduction de F' qui est F-stable, alors la mapping class F' induit une mapping class
F dans Mod(X2 4). En notant Mod4(X) le groupe des mapping classes F' préservant le simplexe
de courbes A, on a le morphisme canonique :

Mody(X) — Mod(X4)

~

F — F

La définition qui suit a été donnée et exploitée dans [BiLuMc]| et [Iv] :
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Définition 3.37 (Courbes de réduction essentielles).
Une courbe de réduction d’une mapping class F' est dite essentielle s’il n’existe aucune autre
courbe de réduction de F' qui est d’intersection géométrique non nulle avec elle.

Le lemme suivant est évident compte-tenu de la définition de courbes de réduction essentielle.

Lemme 3.38. L’ensemble de toutes les courbes de réduction essentielles d’une mapping class F'
est un simplexe F-stable. O

Définition 3.39 (Systéme de réduction canonique o).
L’ensemble des courbes de réduction essentielle d’une mapping class F' est noté o(F) et est appelé
systeme de réduction canonique de F'.

Le systéme de réduction canonique posséde les propriétés suivantes que 'on utilisera tout au
long de ces pages. La démonstration se trouve dans [BiLuMc| et dans [Iv].

Proposition 3.40 (Propriétés de o).
Soient F' et G deux mapping classes quelconques. Alors :
i) G(o(F)) =o(GFG™');
i1) pour tout entier m non nul, o(F™) = o(F);
iti) si F et G commutent, les courbes de o(F') sont des courbes de réduction pour G et
réciproquement. En particulier, I(o(F), o(G)) =0;
i) o(F) est vide si et seulement si F' est périodique ou pseudo-Anosov. O

Définition 3.41 (Systéme adéquatement réduit, composante pseudo-Anosov).

Un simplexe A de courbes de réduction d’'une mapping class F' est dit adéquatement réduit s’il
existe un entier non nul m tel que ™ fixe globalement chaque composante connexe de ¥ 4 et Fm
induit sur chaque composante connexe de ¥ 4 une mapping class périodique ou pseudo-Anosov.
Un tel entier m étant donné, une composante connexe de X 4 sur laquelle la restriction de Fm
est pseudo-Anosov est appelée composante pseudo-Anosov relativement o F (on vérifie que cette
définition est indépendante de m).

Alors le théoréme de classification de Nielsen-Thurston, revu par Birman, Lubotzky, McCar-
thy et Ivanov s’énonce ainsi :

Théoréme 3.42 (Théoréme de classification de Nielsen-Thurston revisité, [BiLuMc| et [Iv1]).
Soit ¥ une surface et soit F' une mapping class de Mod(X). Un systéeme de réduction A pour F

est adéquatement réduit si et seulement si A contient le systéme de réduction canonique o(F).
O

En guise de premier exemple, le lemme suivant décide si une courbe de réduction doit étre
une courbe de réduction essentielle ou non, en fonction du comportement de la restriction de la
mapping class & une sous-surface contenant cette courbe. En corollaire, on prouvera le lemme
3.12 dont on avait reporté la démonstration, puis on donnera la proposition 3.46, établissant
un lien entre les systémes de réduction canoniques de deux mapping classes et de leur produit
lorsque ces deux mapping classes commutent.
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Lemme 3.43 (Systéme de réduction canonique sur des sous-surfaces).
Soit 2 une surface et X' une sous-surface de ¥ mon homéomorphe a un pantalon. Soit F' une
mapping class de Mod(X) qui préserve ¥/ et soit F' dans Mod(X') la restriction de F a 3.
1°) Sl existe une courbe de réduction de F dans Courb(X) non incluse dans ¥\ Y/, alors
il existe une courbe de réduction d’une puissance non nulle de F' dans Courb(X’).
2°) Soit x une courbe appartenant a Courb(X'). Sl existe une courbe de réduction de F
dans Courb(X) qui intersecte x, alors il existe une courbe de réduction d’une puissance non
nulle de F' dans Courb(X') qui intersecte x.
3°) Toute courbe de o(F) non isotope a un bord de ¥/ est incluse soit dans X', soit dans
DIEND I
4°) De plus, o(F') = o(F) N Courb(X').

Démonstration. Le 2°) implique le 1°) : il suffit en effet de choisir une courbe x dans ¥’ qui
intersecte une courbe de réduction de F' et d’aprés le 2°) , il existe une courbe de réduction de
F’ incluse dans ¥'. Soit  une courbe de réduction de Courb(¥’), soit ¢ une courbe de réduction
de F telle que I(z, ¢) # 0. On va montrer qu’il existe une courbe de réduction ¢ de F” telle que
I(x, ) #0.

Si ¢ est inclus dans Y, il n’y a rien & démontrer. Sinon, ¢ N X’ consiste en un nombre fini de
chemins & extrémités dans 9%/, et ce nombre est non nul car la courbe ¢ intersecte la courbe x
qui est incluse dans Y'. Alors il existe un entier m non nul tel que F™ préserve chaque bord de Y/
et préserve chaque composante connexe de ¢ Y. Au moins 'un de ces chemins coupe la courbe
x puisque I(c, ) # 0. Prenons-en un que 'on appelle d. Le chemin d est & extrémités dans un
ou deux bords de Y. Dans les deux cas, soit P le pantalon correspondant a 'intersection de Y/
avec le voisinage tubulaire de la réunion de d et du ou des bords de ¥ contenant ses extrémités
(en foncé sur les figures 15 et 16) dont F?™ préserve chaque bord. Remarquons qu’aucun bord
de P ne borde de disque :

— si P n’a qu'un seul bord a en commun avec ¥, alors chacun des deux autres bords est
isotope a la réunion d’un chemin inclus dans a et d’un chemin inclus dans d, mais a et d
ne cobordent pas de bigones, donc les deux bords de P autres que a ne bordent pas de
disque;

F1G. 15 — Le pantalon P dans Y’ lorsque les deux extrémités de P appartiennent au méme bord
a de Y.

— et si P a deux bords en commun avec X', ces deux bords étant non isotopes dans X, ils ne
peuvent coborder un cylindre, donc le troisiéme bord de P ne peut pas border de disque
(ni bien str les deux autres car ils appartiennent a Bord(X')).

Remarquons aussi que la courbe x ne peut étre I'un des bords de P sinon, d n’intersecterait pas
x. La courbe z ne peut pas non plus étre incluse dans P car toutes les courbes incluses dans un
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F1G. 16 — Le pantalon P dans Y’ lorsque les deux extrémités de P appartiennent a deux bords
distincts a; et ag de X'.

pantalon sont isotopes & I'un de ses bords. Par conséquent, il existe un bord ¢’ de P qui intersecte
la courbe z. Ce bord ¢ ne peut pas étre un bord de ¥’ sinon, il n’intersecterait pas x. La courbe
¢ est donc une courbe de Courb(Y'), stable par F?™ donc par (F')*™, et intersectant la courbe
xz. C’est ce qu’il fallait démontrer.

Montrons le 3°). La mapping class F' préserve ¥/, donc F(Bord(Y')) = Bord(Y'), donc les
courbes de Bord(X') sont des courbes de réduction de F. Or une courbe de o(F) n’intersecte
aucune courbe de réduction de F', donc toute courbe de o(F) non isotope a un bord de ¥’ est
incluse soit dans Y/, soit dans X ~ Y.

Montrons le 4°). Soit z une courbe de réduction de F’. Si x n’est pas une courbe de réduction
essentielle de F, alors il existe une courbe de réduction ¢ de F' dans Courb(X) qui intersecte .
Alors d’aprés le 2°), il existe un entier m non nul et une courbe de réduction ¢’ de (F’)™ dans
Courb(Y’) qui intersecte x. Donc x n’est pas une courbe de réduction essentielle de (F')™, donc
x n’est pas une courbe de réduction essentielle de F’ (puisque o(F’) = o((F’)™)). Autrement
dit, o(F") C o(F) N Courb(X). L’inclusion réciproque est évidente : si une courbe appartient a
o(F), elle appartient a fortiori a o(F”). dJ

Lemme 3.44 (Caractérisation des courbes de réduction essentielles).
Soit ¥ une surface et soit F' appartenant & Mod(X). Soit a une courbe orientée telle que F' pré-
serve a et son orientation. Alors, il existe deuz sous-surfaces connexes Sy et So (éventuellement
confondues) dans ¥ telles que
— la courbe a borde Sy (respectivement Ss) par la gauche (rep. par la droite),
— les surfaces S1 et Sy sont stables par F,
— pour tout © € {1, 2}, la mapping class induite par F dans Mod(S;), notée F\Si’ est soit
périodique, soit pseudo-Anosouv.
Notons S12 la réunion de Sy et Sy le long de a. Notons F‘Sl2 la mapping class induite par F' dans
Mod(S12). Alors a appartient a o(F') si et seulement si on est dans l'un des trois cas suivants :
a) F\Sl o F‘SQ est pseudo-Anosov ;
b) F s, et F 5, sont toutes deux périodiques de méme ordre m > 1, et F™ |51 est une
puissance non nulle du twist de Dehn le long de la courbe a ;
c) F‘Sl et F‘S2 sont périodiques d’ordre respectivement my > 1 et mo > 1 avec my # mo.

Démonstration. Soit I' 'ensemble de courbes o(F')U{a}. Orientons a et notons Sy (respective-
ment S3) la composante connexe de X bordant a par la gauche (resp. par la droite). Pour tout
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i € {1, 2}, remarquons que O'(F‘S_) = &, donc F| ¢ est soit pseudo-Anosov, soit périodique. Par
ailleurs, la surface S12 ne peut pas étre un pantalon, donc il existe des courbes dans Courb(.S12)
qui intersectent a.

Montrons que si a appartient & o(F'), alors a), b) ou ¢) est vérifié. Les cas a), b), ¢) décrivent
tous les cas possibles sauf celui ot F s, et F S sont périodiques d’ordre m > 1 et F ™ Sia coincide
avec l'identité. Soit ¢ une courbe de Courb(S12) qui intersecte a. Cette courbe ¢ est préservée par
F™, donc ¢ est une courbe de réduction de F, donc a ne peut pas appartenir a o(F™), donc a
n’appartient pas non plus a o(F).

Montrons maintenant que chacun des cas a), b), ¢) implique que a € o(F") (ou qu'il existe un
entier p tel que a € o(FP), ce qui est équivalent).

Dans le cas a), appelons ¥’ la sous-surface S; ou Sy sur laquelle F' induit une mapping class
pseudo-Anosov. Alors ¥’ n’est pas un pantalon. S’il existait une courbe de réduction ¢ de F' qui
intersectait a, elle ne serait pas incluse dans ¥\, donc on peut appliquer le 1°) du lemme 3.43 :
il existerait une courbe de réduction ¢’ d’une puissance non nulle de F' qui serait incluse dans Y/
(cf. figure 17). Ceci est absurde car la restriction de F' (et de ses puissances non nulles) a ¥/ est
pseudo-Anosov. Donc toute courbe ¢ de Courb(X) telle que I(a, ¢) # 0 n’est pas une courbe de

réduction de F', donc la courbe de réduction a de F' est une courbe de réduction essentielle de
F.

F1G. 17 — Description du cas a) lors de la démonstration du lemme 3.44.

Dans le cas b), il existe un entier non nul ¢ tel que (F\Slg)m = T,f. Mais alors pour tout
entier p et toute courbe ¢ de Courb(S12) intersectant a, on a d’apres le lemme 3.5 :
15
I((F)g )" (c), ¢) = I(Ta"(c), ¢) = |tp| I(a, c)* #0.
Donc aucune courbe c intersectant a ne peut étre préservée par une quelconque puissance de

(F‘Sm)m, donc a appartient a 0((F\512)m)' Donc a appartient & o(F"™) d’aprés le 4°) du lemme
3.43.

Dans le cas c), S; et Sy ne peuvent étre confondues. Pour tout ¢ € {1, 2}, soit Mod(S;, a)
I'ensemble des classes d’isotopie de difféomorphismes de S; fixant (un représentant de) la courbe
a point par point, et soit F; € Mod(S;, a) telle que F; induise la mapping class F s, dans
Mod(S;). Introduisons quelques notations :

— Pour deux entiers k et ¢, notons k A £ leur pged et k V £ leur ppcm.

— Pour tout i € {1, 2}, soit d; tel que F/™ = T,% avec d; Am; = 1 d’aprés le lemme 3.17.

_ [ mi1 __ miVma
Posons my = 7o = =2
— Posons mjy = 12— = m%ImQ ; ainsi, m) et m), sont premiers entre eux.

Alors pour tout i € {1, 2},

F.(mlvm2) -, m; -, (3—1)

(2

Donc il existe un entier g tel que :
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(F‘512)(m1\/m2) — Tém§d1+m’1d2) TaCI(ml\/mQ)'

Puisque my et mo sont différents, I'un d’eux, par exemple mo, n’est pas égal & m; V mo, donc
m/ est différent de 1. Or d; et m), sont premiers avec m}, donc m) est premier avec mbhd;.
Or mj divise mids + q(m1 V ma), donc m/ est premier avec mhd; + m/ds + q(m1 V ma), donc
mbdy +m)da+q(my Vmg) est différent de zéro. Donc (F‘ 512)(7”1\””2) est une puissance non nulle
de T,,. Ainsi, en prenant p = (mj Vmz) et en considérant FP a la place de F', on s’est ramené au
cas b) avec m = 1. O

En corollaire, on établit le lien entre un multitwist et son systéme de réduction canonique.

Corollaire 3.45 (Systéme de réduction canonique d’un multitwist).

Soit A un simplexe de courbes. Soit [],c 4 Tk« un multitwist noté A le long des courbes de A.
Alors 0(A) ={a € A | ko # 0}. En particulier, si A est un multitwist tel que c(A) = @, alors
A=1d.

Démonstration. C’est un corollaire direct du lemme 3.44 o ’on applique le cas b) au voisinage
de chaque courbe de A. O

On est maintenant en mesure de prouver le lemme 3.12 dont on avait reporté la démonstration.
Rappelons-en ’énoncé.

Lemme 3.12 (Unicité de la factorisation d’un multitwist en produit de twists de Dehn). Soient
A et B deux simplexes de courbes et soient (kq)aca €t (bp)pep deuz familles d’entiers non nuls
indicées par A et B. Si

4
[MocaTd =Tlhes T,"
Alors A = B et pour tout couple de courbes (a, b) dans A x B, l’égalité a = b implique [’égalité
ko = lp.

Démonstration. Notons A = [[,c 4 TF et B =[[,c5 szb. Puisque A = B, on a 0(A4) = o(B).
Or d’apres le lemme 3.45, on a 0(A) = A et o(B) = B car les puissances kq, a € A, et {, b € B,
sont non nulles par hypothése, donc A = B. Considérons alors la suite d’entiers (j,)qea définie
par jo = ko — £4. On a :

[ToeaTi* =1d.
Donc o ( [T,ea T ) =o(Id) = @, donc d’apreés le corollaire 3.45, pour tout a € A, on a j, =0,
ce qu’il fallait démontrer. O

Voici un dernier corollaire du lemme 3.44, qui établit un lien entre les systémes de réduction
canoniques de F', de G, et de F'G lorsque F' et G sont deux mapping classes qui commutent.

Proposition 3.46. Soient F' et G deux mapping classes qui commutent. Alors,
o(FG) C o(F)Uo(G).

Démonstration. Soit une courbe a appartenant a o(FG). Puisque F'G commute avec F et avec
G, I(a, o(F)Uo(G)) = 0. Notons A = o(F) Uo(G). Supposons que a n’appartienne pas a A et
montrons que cela est absurde.

Puisque a n’appartient pas a A, tout en vérifiant I(a, A) = 0, il existe une sous-surface
S de Suby(X) telle que a est incluse dans S. Or par hypothése, les mapping classes F' et G
commutent, donc chacune préserve o(F) et préserve o(G), donc elles préservent A, donc elles
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permutent les sous-surfaces de Suby(X). De plus, F'G commute avec F' et avec G, donc F et
G préservent o(FQG). 11 existe donc un entier m > 0 tel que F™ et G™ fixent la composante
connexe S et la courbe a. De plus, quitte a choisir m assez grand, on peut supposer que les
restrictions de F™ et G™ & S, notées (F")| 4 et (G™)) g, soient des mapping classes de Mod(S)
chacune égales & l'identité ou pseudo-Anosov. Mais elles ne peuvent pas étre pseudo-Anosov
puisqu’elles fixent a. Donc (F'G)™ préserve S et ((F'G)™)) 4 est 'identité. Donc d’apres le lemme
3.44, a ne peut pas étre une courbe de réduction essentielle. D’ou la contradiction attendue.

O
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4 Groupes de tresses

Le groupe de tresses B,, apparait dans des domaines trés divers des mathématiques et par

conséquent peut étre défini de nombreuses maniéres dont celles-ci :

— de fagon purement géométrique (comme le définit Artin en 1925, cf. [Bi]);

— comme groupe fondamental d’un espace de configurations, (comme 'ont remarqué Fadell
et Neuwirth cf. [FaNe]) ;

— comme groupe d’Artin par générateurs et relations, cf. ci-dessous;

— comme mapping class group d’un disque pointé, (découvert par Artin, cf. [At2], [Bi] et
[BiBd]):

— comme mapping class group symétrique d’une surface de genre strictement positif ayant
une ou deux composantes de bord, (c’est un théoréme de Birman, repris plus tard par
Perron et Vannier dans un cadre plus général, cf. [BiHi| ou [PeV]);

— comme sous-groupe du groupe des automorphismes du groupe libre a n générateurs (cf.

[At1]);

Plan : Au paragraphe 4.1, nous énoncons rapidement les conventions choisies pour dessiner les
tresses, mais nous ne définissons véritablement le groupe de tresses qu’au paragraphe 4.2, alors vu
comme groupe d’Artin de type A,_;. Au paragraphe 4.3 nous donnons la définition (équivalente)
de B, vu comme mapping class group du disque pointé, afin d’étre en mesure au paragraphe 4.4
d’interpréter le théoréme de Birman et Hilden faisant le lien entre B, et le mapping class group
symétrique d’une surface de genre non nul. Ce théoréme permet de considérer B, comme un
sous-groupe d’'un mapping class group d’une surface de genre non nul relativement a son bord
et a inspiré le théoréme principal de cette thése.

4.1 Le groupe de tresses vu de fagon géométrique

Nous ne développons pas cet aspect, nous supposons qu’il est déja connu du lecteur et nous
nous contentons de préciser les conventions choisies (nous avons repris celles de Kassel et Turaev
utilisées dans [KaTu|) pour dessiner les tresses de B, oil n est un entier supérieur ou égal a 2.

— Les brins des tresses sont dessinées du haut vers le bas;

— les brins sont implictement numérotés de 1 & n en partant de la gauche;

— un croisement positif entre les brin 7 et ¢ + 1 est un croisement ou le brin ¢ + 1 passe
au-dessus du brin ¢, dans le cas contraire, le croisement est dit négatif ;

— pour tout entier i tel que 0 < i < n—1, on note 7; (respectivement 7';1) la tresse consistant
en un croisement positif (resp. négatif) des brins i et i + 1 (cf. figure 18);

— étant données a et B deux tresses, le produit af est la tresse commencant par a puis se
poursuivant plus bas par la tresse 3 (cf. figure 18).

T
T

i Y

F1G. 18 — Exemples de tresses dans Bs.
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4.2 Le groupe de tresses en tant que groupe d’Artin

Artin a démontré en 1925 que toute tresse géométrique de B,, ou n est un entier supérieur
ou égal & 2, peut s’écrire comme un produit des tresses géométriques 7; définies au paragraphe
précédent et de leurs inverses, et a montré que le groupe B,, admettait la présentation suivante (cf.
définition 4.1), en prenant pour ensemble de générateurs les tresses ;. C'est cette présentation
qui nous servira de définition pour le groupe de tresses a n brins B,,.

Définition 4.1 (Le groupe de tresses B,,).
Le groupe de tresses a n brins By est le groupe admettant la présentation suivante que ’on
appellera présentation classique du groupe de tresses :
— générateurs : 7, 1 <1< n—1,
7,75 = 7;7; lorsque |i — j| # 1 ;

— relations : pour tous ¢, j <n—1: .
7,77 = T;T;7j lorsque |i — j| =1.

Notation 4.2 (L’ensemble des générateurs standards classique).
L’ensemble {71, 79,..., T,—1} sera appelé l’ensemble des générateurs standards et sera noté
Gen%ln. L’ensemble des relations sera noté R.. On note :

O=T1T2...Tp—1 -

Dans cette présentation, 71 et 7,,_1 ont des réles particuliers. Pour rendre tout & fait symétrique les
roles des générateurs standard, il suffit, comme nous allons le voir, d’ajouter un n°™¢ générateur

7o (cf. figure 19) :
d
N\
AN
AN
AN
N\

F1G. 19 — Les tresses § et 79 (aprés simplification) dans Bs.

T0 = 5Tn_15_1 .

X

Notation 4.3 (L’ensemble des générateurs standards augmenté).

L’ensemble {79, 71,..., T,—1} sera appelé l’ensemble des générateurs standards augmenté et sera
noté Gen%:g , oll 79 = 07,—10~ L. On adopte la notation suivante : pour tout entier k, 7, est le
générateur standard 7, ol £ est le reste de la division euclidienne de k par n. De plus, pour tout
couple d’entiers (i, j), on note |i — j|,, U'entier min({|i — j + kn|,k € Z}). Celui-ci correspond a
la distance dans Z/nZ entre les classes modulo n de i et de j.
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Passer de Gen%ln a GenaB:g ne change pas la présentation si 'on ajoute a R la relation rq :
TOTL -+ Tne2 = T1T2 ++ - Tn—1 - (ro)

On va montrer de plus que les relations suivantes, faisant intervenir 79 sont vérifiées dans B, et
peuvent donc étre ajoutées a la présentation <Gen%ig | Ret U{ro}) de B, sans changer le groupe

B, :

Lemme 4.4.
i) Pour tout entier i tel que 0 <i<n—1, onad7m6 ' =7y .

ii) Pour tout entier i tel que 0 < i < n — 1, les tresses 7; et 7; vérifient une relation de
tresses si et seulement si |i — j|, = 1. Autrement elles commutent.

i11) Pour tout entier i tel que 0 < i < n—1, posons 6; = Tit1Ti+2 - - - Titn—1 (cf. figure 20).

Onad=06)=61=--=0p_1.

5,

o

( \/\ K °

0 \ S \
> < % <
N N N N
R [T A
N N N
< e

X e

N

/

/X/H/

N\

F1G. 20 — Les tresses d; (ici dans Bs) représentent toutes la tresse 0.

On en déduit alors :

Corollaire 4.5. Le groupe de tresses a n brins B, admet la présentation suivante que [’on
appellera présentation cyclique du groupe de tresses :
- générateurs : T, 1 €40, 1,...,n—1},
Ti+1Ti+2 - - - Titn—1 = Tj4+1Tj42 - - - Tj4n—1 3
— relations : pour tous i, j € {0, 1,..., n—1} : 7,75 = T;T; lorsque |i — jln, # 1 ;
7,7 = 77Ty lorsque |i — jl, =1 .

Démonstration du lemme 4.4.
Montrons i). Lorsque 1 <i<n—2,o0na:
(5 I (Tl . -Ti—l) Ti Ti+1 (’TH_Q e Tn—l) T
(T4 Tic1) Ti Tik1 Ti (Tig2 + - Tn—1)
(T4 oo Tic1) Tik1 Ti Tik1 (Tit2 -+ - T—1)
= Ti+1 (7‘1 .. .7'@;1) Ti Ti+1 (7'@'+2 Ce Tnfl)
Tit1 0
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Lorsque i =n — 1, on a 6 7,—1 01 = 79 par définition de 7y. Lorsque ¢ = 0, I'égalité 6796 ' = 7
vient de ce que 62 7,_1 = 71 §2. Or effectivement,

2
0° Th—1 = TIT2---Tn-9Tn-1 0 Tn—1

T172 ... Tp—2 5 Tn—2 Tpn—1
= 710 TT2...Th-2 Tn-1
T1 (52
Montrons ii). Remarquons que pour tout i compris entre 1 et n — 2, le couple (79, 7;) est
conjugué par ’élément § au couple (71, 741). Par ailleurs, le couple (79, 7,—1) est conjugué par
I'élément 61 au couple (7,1, 7,_2). Donc pour tous i, j compris entre 0 et n — 1, les relations
entre 7; et 7; ne dépendent que de la valeur de [i — j|,.

Montrons iii). Pour tout i compris entre 1 et n — 1, d’aprés le point i), on a :

0i = Tif1Tit2--- Titn—1 ‘ A
= (0'167 ") (0" 207") ... (0"Tp—107")
= §66"
= 4. O

Remarque. SiI’on dispose les brins dans R?, non pas alignés les uns a co6té des autres comme au
paragraphe 4.1 mais en cercle, le générateur 7y est le croisement du premier et du n®™® brin. Ce
type de présentation du groupe de tresse a été étudié dans un cadre plus général par V. Sergiescu
(cf. [S]). Les conventions de V. Sergiescu représentent chaque brin par un point et représentent
les générateurs que l'on choisit (des croisements entre deux brins) par une aréte reliant les deux
points correspondants, cf. figure 21.

1 2 3 n-2 n-1 n

F1a. 21 — Graphes de V. Sergiescu associés au groupe B, : & gauche, le graphe associé a la
présentation classique, a droite le graphe associé a la présentation cylcique.

Il existe dans B,, un élément particulier appelé élément de Garside et noté A, dont I'une des
puissances engendre le centre de B, :

Définition 4.6 (Elément de Garside du groupe de tresses).
L’élément de Garside A dans B, est :

A = 711(1om1)(137271) - (Tr—1Tn—2 ... T1)
Cet élément vérifie les propriétés suivantes.
Théoréme 4.7 (Propriétés de A).
e Pour tout entier i compris entre 1 et n— 1, on a AT, = Tn_i A ;

e A2=(mm...Th1)" = (Tno1Tn—2...71)";
o le centre de By, est un groupe cyclique infini engendré par A2. O
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4.3 Le groupe de tresses en tant que mapping class group d’un disque pointé ;
les twists de tresses

Définition 4.8. Soit D,, un disque dans C contenant les points {1, 2,..., n}. Considérons l’en-
semble Diﬂ';n (D,,, OD,,) des difféeomorphismes de D, qui préservent 'orientation, stabilisent ’en-
semble de n points P, = {1, 2,..., n} et fixent le bord dD,,. La composition fait de cet ensemble
un groupe. Ce groupe passe au quotient sous la relation d’isotopie suivante : deux difféomor-
phismes sont dits isotopes s’ils sont les extrémités d’un chemin continu de difféomorphismes de
Diffab (D, OD,,). Le groupe quotient n’est autre que le groupe de tresses & n brins (Artin, 1925,
cf. plus bas le théoréme 4.13). On peut donc définir le groupe de tresses ainsi :

B,, = mo(Dift};, (Dy, ODy,)).

Il existe un systéme de n — 1 générateurs vérifiant les mémes relations que les 7, 1 < n — 1.
Ces générateurs sont les twists de tresses définis comme suit.

Définition 4.9 (Twists de tresses).
Soient deux points p et g appartenant a P, et un arc a d’extrémité p et ¢ et dont l'intérieur
évite P, et JD. Soit V un voisinage tubulaire compact de a et soit ¢ un homéomorphisme positif
allant de V dans D, le disque dans C de centre 0 et de rayon 1 tel que ¢(p) = —% o(q) = % et
o(a) = [—%, %] Définissons I’homéomorphisme

D — D

24|z

h :

z = ze

D2

F1G. 22 — Définition du twist de tresses.

Soit h, 'homéomorphisme valant I'identité hors de V et valant ¢~ th¢ sur V. Appelons twist
de tresses selon 'arc a et notons-le H, 'unique classe d’isotopie de difféomorphismes contenue
dans la classe d’isotopie d’homéomorphismes de h,. Puisque ¢ est unique & isotopie prés, H, est

bien défini.

Définition 4.10. On notera 7, ’ensemble des twists de tresses.

L’ensemble 7, coincide ainsi avec la classe de conjugaison des générateurs standards du
groupe B,.

Deux éléments de 7,, peuvent vérifier des relations de tresses ou des relations de commutation.
Ces deux cas de figure peuvent étre caractérisé géométriquement ; c’est ce qui motive la prochaine
définition. Dans les autres cas, d’aprés un résultat de Crisp et Paris (cf. [CrPal), deux éléments
de 7, engendrent un groupe libre.
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Définition 4.11 (Adjacence et indépendance).

Etant donnés deux arcs aj et ag de D, (Pn U 8Dn) a extrémités dans P, les twists de tresses
H,, et H,, seront dits adjacents (respectivement indépendants) si I'intersection des deux arcs a;
et ag est réduite a une et une seule extrémité, (resp. si les deux arcs aj et ag sont disjoints) cf.
figure 23.

a; a

a a 2
1 2 *—e *—e
r—o—o

Fi1G. 23 — Deux arcs adjacents & gauche; deux arcs indépendants & droite.

Les deux résultats suivants sont dus & Artin et motivent ces définitions.

Proposition 4.12 (Relations entre twists de tresses).
Deuz twists de tresses commutent si et seulement s’ils sont indépendants. Deux twists de tresses
vérifient une relation de tresses si et seulement s’ils sont adjacents. 0

Le théoréme suivant a été énoncé en premier par Artin en 1925. On trouvera une démonstra-
tion dans [Bi], théoréme 1.8 page 18.

Théoréme 4.13 (B, est isomorphe au groupe Mod(D,,, 0D,,), Artin, 1925).
Soientn—1 arcs ay, ..., an_1 de Dy~ (PnUE)]D)n) a extrémités dans Py, tels que pour tous entiers
i et j inférieurs ou égauxr a n —1, les arcs a; et aj sont adjacents si i — j = %1, et sont disjoints
sili—j| =2 (cf. figure 24). Alors les H,, engendrent Mod(Dy,, D). De plus, la présentation
de Mod(D,,, ODy,) avec les générateurs H,, coincident avec la présentation standard :

— générateurs : Hy,, 1 <i<n—1,
Ho Ho; = Hy, Hg, si Ji—jl#1

— relations : pour tous i,j <n—1: I
b IS { Hy Ho Hoy, = Ho HoHay  si |i—j| =1

F1G. 24 — Les H,,, i <n — 1, engendrent Mod(ID,,, OD),).
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4.4 Le groupe de tresses en tant que mapping class group symétrique; un
plongement de 5, dans Mod(%, 0Y%)

Cet aspect du groupe de tresses sera fondamental dans cette thése. En particulier, comme
nous le démontrerons (cf. théorémes 1 et 2), le morphisme pyef donné ci-dessous est a la base de
tous les morphismes non triviaux du groupe de tresses dans le mapping class group, pourvu que
le genre de la surface ne soit pas trop grand.

Définition 4.14 (Surfaces de référence X(B,,) et représentations de référence pref).
Pour tout entier n inférieur ou égal & 3, notons ¥(B,,) la surface X n—1 | si n est impair, ou Xn-2 ,
2 0 2

si n est pair. Notons (¢;)1<i<n—1 la (n — 1)-chaine de courbes représentée figures 25 et 26, et soit
pref le morphisme de référence donné par

B, — Mod(X(B,),0%(B,))

Pref - T Tci

pour tout entier ¢ compris entre 1 et n — 1. On note prer la projection de pres dans Mod(X(B,)).

Z(By)

Pref

F1G. 25 — Le morphisme de référence pres : B, — Mod(X(B,,)) lorsque n est impair.

Dans le but de mieux décrire pref, on définit le mapping class group symétrique SMod(X(5,,)).
Le théoréme 4.17 ci-aprés justifie cette définition.

Définition 4.15 (Le Mapping class group symétrique SMod(X(B,,)) associé & pef)-
Soit n un entier supérieur ou égal & 3. On se fixe un morphisme de référence prer. On définit :

e 5 le difféomorphisme périodique d’ordre deux de Diff " (X(,,)) coincidant avec la symétrie
par rapport & I’axe § représentée dans les figures 25 et 26 ;

e SDiff*(X(B,,), 0%(B,)) 'ensemble des difféomorphismes de Diff ™ (3(B,,), 9%(B,,)) qui com-
mutent avec §;

o SMod(X(B,), 0X(

B,)) lensemble des classes d’isotopie des difféomorphismes de
SDiff* (X(B,,), 0%(B

n)), ¢’est un sous-groupe de Mod(3(B,,), 0%(B,));
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Pref

F1G. 26 — Le morphisme de référence prr @ B, — Mod(X(B,,)) lorsque n est pair.

o SMod(X(B,)) le sous-groupe de PMod(X(B,,)) induit par SMod(X(B,,), 0X(By,)) ;

e s la mapping class égale & prr(A?) dans Mod(X(B,,) lorsque n est impair ; lorsque n est
pair, s n’est pas défini;

e 5 le relevé de s dans Mod(X(B,,), 0%(B,)) lorsque n est impair, tel que 32 = Ty ol d est
I'unique bord de X(B,) ; lorsque n est pair, § n’est pas défini.

Reprenons le lemme 3.7 & la lumiére de ces nouvelles définitions :

Proposition 4.16 (C.Labruére, L.Paris, [LaPa).
Pour tout entier n supérieur ou égal a 3, dans Mod(X(B,,), 03(B,)),
o lorsque n est impair, preg(A%) =5 (cf. figure 25 et définition 4.15);
o lorsque n est pair, pret(A?) = Ty, Ty, (cf. figure 26). O

C’est grace au théoréme ci-dessous que l'on sait que B,, apparait comme un sous-groupe du
mapping class group.

Théoréme 4.17 (B,, comme sous-groupe de Mod(X(B,), 0X(B,,)), Birman-Hilden, |BiHi]).
Soit n un entier supérieur ou égal a 3. Le mapping class group symétrique SMod(X(B,,), 03(B,,))
associé & pres est égal a l'image de pyer dans Mod(3(B,,), 0X(By)). O

Précisons les liens entre B,, et SMod(X, 0¥) ou ¥ = X(B,,). L’isomorphisme p,ef envoie la
classe de conjugaison des twists de tresses sur la classe de conjugaison des twists de Dehn de
SMod(X, 9%) le long de courbes non séparantes, et transforme la proposition 3.4 traduisant
les relations entre twists de Dehn en la proposition 4.12 traduisant les relations entre twists de
tresses. On rassemble ces résultats dans la proposition 4.18.

Proposition 4.18 (Liens entre twists de Dehn et twists de tresses).

Soit n un entier supérieur ou égal a 3 et soit ¥ la surface X(By,). Soit Ty, la classe de conjugaison
des twists de tresses de B,,.
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i) Les images des twists de tresses de By, par pret sont exactement les twists de Dehn de
SMod(X) le long de courbes non séparantes.
it) Les twists de Dehn de SMod(X) le long de courbes non séparantes constituent une unique
classe de conjugaison dans SMod(X), image de T, par pref-
i11) Le morphisme pref envoie deuz twists de tresses indépendants sur deux twists de Dehn Ty,
et Ty définis le long de deux courbes a et b vérifiant I(a, b) = 0; et pref envoie deuz twists
de tresses adjacents sur deux twists de Dehn T, et Ty, définis le long de deux courbes a et
b vérifiant I(a, b) = 1.

Démonstration.

Montrons i). L'inclusion pyef(7,,) C {Twists de Dehn} est facile : un conjugué de H,, est
envoyé sur un conjugué de Ty, , donc un twist de Dehn le long d’une courbe non séparante, qui
de plus doit appartenir & SMod(X) d’apres le théoréme 4.17. Montrons que réciproquement,
les twists de Dehn appartenant & SMod(X) le long de courbes non séparantes appartiennent a
Pref (,Z;L)

Rappelons que SMod(X) est I'ensemble des mapping classes qui commutent avec a (cf.
définition 4.15). Soit 7 le morphisme de revétement de ¥ dans I, o les n points marqués sont
les points de ramification du revétement (cf. par exemple [PeVa]). C’est un résultat classique
que de vérifier que pef coincide avec le relévement associé & m dans SMod(X) des mapping
classes de Mod(D,,, dD,,) représentant les éléments de B,,. On sait également que tout twist de
Dehn le long d’une courbe ayant un représentant préservé par un représentant & et passant par
deux points fixes de @ est envoyé via 7 sur un twist de tresses dans Mod(D,,, 9D,,). Alors pour
montrer le i), il suffit de montrer que toutes les courbes non séparantes de X et stables par «
possédent un représentant préservé par un représentant & et passant par deux points fixes de .

Vérifions-le. Soit ¢ une courbe non séparante de ¥ stable par a. D’aprés le théoréme de
Kerckhoff (cf. le théoréme 3.15), il existe une métrique hyperbolique sur ¥ telle que « soit
représenté par une isométrie a. Soit ¢ la géodésique (bien définie et unique, d’aprés un résultat
classique de géométrie hyperbolique) dans la classe d’isotopie de ¢. La restriction de & a la courbe
¢ est une isométrie du cercle, donc une symétrie ou une rotation. Dans le premier cas, ¢ ne contient
exactement deux points fixes de @ et on a démontré ce qu’on voulait. Dans le deuxiéme, ¢ n’en
contient aucun, et nous allons démontrer que ceci est absurde. Supposons donc que ¢ ne passe
par aucun point fixe de & et que & au voisinage de ¢ est une rotation. Alors la restriction de &
& un voisinage tubulaire compact a-stable de ¢ préserve chaque bord de ce cylindre. Donc, en
considérant la surface X privé d’un voisinage tubulaire ouvert de ¢ stable par &, on obtient une
surface ¥’ qui a deux nouveaux bords préservés par @. Or @ avait déja 2g + 2 points fixes et
bords préservés (2g + 1 point fixes et un bord préservé lorsque n est impair, et 2g + 2 points
fixes lorsque n est pair). Maintenant, @ induit sur ¥’ une mapping class d’ordre deux avec 2g+4
points fixes et bords préservés, ce qui est trop si X/ était connexe d’aprés le corollaire 3.22, donc
Y’ n’est pas connexe et ¢ était séparante, ce qui est contradiction avec nos hypothéses. Donc le
i) est démontré.

Montrons 4i). On sait déja que 7, est la classe de conjugaison des twists de tresses de
Mod(Dy,, OD,,). En transportant cette situation via pf dans SMod(X) et en utilisant le ré-
sultat du i), il vient que les twists de Dehn de SMod(X) le long de courbes non séparantes
forment une unique classe de conjugaison dans SMod(X).

Montrons iii). Ce résultat découle des propositions 3.4 concernant les twists de Dehn et 4.12
concernant les twists de tresses. ]
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Centralisateurs et normalisateurs associés aux images de ppof €t pPret.

On termine ce paragraphe en donnant le centralisateur de 'image de B,, par des morphismes
particuliers inspirés de pef, allant de B,, dans différents mapping class groups. Puis on donnera
le normalisateur de pyef(By,) dans Mod(X(B,,)).

Proposition 4.19 (Centralisateur de I'image de B,,, n impair, par des morphismes particuliers).
Soit n un entier impair supérieur ou égal a 5. Soit ¥ la surface X4, ot g > "T_l et b > 0. Soit
(a1, ag, ..., an—1) une (n—1)-chaine de courbes. Soit M l'un des groupes Mod(¥), PMod(X),
ou Mod(%, 9%). Soit p le morphisme de B,, dans M défini par

p(7i) = Ty,
pour tout i € {1,..., n—1}. On appelle 3X(p) le voisinage tubulaire compact de la réunion des

courbes a;, 1 <i < n—1. Soit M>®) le sous-groupe de M des mapping classes qui préservent
S(p) et induisent Uidentité dans Mod(X(p)). Enfin, soit Z la mapping class p(A?). Alors :

i) le centralisateur de p(B,) dans M est le groupe engendré par Z et par M)

ii) pour toute mapping class V appartenant au centralisateur de p(By) dans M, V2 appar-
tient o M=),

Remarque. Avant de démontrer cette proposition, remarquons que puisque g > ”T_l avecn = 9,

il existe des (n — 1)-chaines de courbes dans ¥. Donc quel que soit le triplet d’entiers (n, g, b)
prévu par I’énoncé, celui-ci décrit une situation qui existe.

Démonstration. Commencons par montrer le i). Il est clair que le groupe M=) défini dans
I'énoncé est dans le centralisateur de p(B,,), et que d’aprés les propriétés de A? dans By, Z est
également dans le centralisateur de p(B,). Donc le groupe engendré par MZP) et Z est bien
dans le centralisateur de p(B,,). Réciproquement, montrons que tout élément du centralisateur
de p(B,) s’exprime comme le produit de Id ou Z par un élément de ME®) Pour cela, nous
partons d’une mapping class F' appartenant au centralisateur de p(B,,). Nous allons d’abord
poser quelques définitions dans X, puis nous allons étudier F'.

a) Définitions dans X.
Pour tout entier ¢ compris entre 2 et n — 1, posons :
Ai = 7'1(7'2’7'1) ce (7'@"7'1',1 RN 7'1).
Pour tout ¢ pair compris entre 4 et n— 1, soient les courbes e;r et e; telles que p(A?fl) = Te:"Tei_'

Par récurrence sur I’entier ¢ impair compris entre 3 et n — 2, on définit les pantalons Pi+ et P~
(cf. figure 27) de sorte que :
e lorsque ¢ = 3, notons P;r et P; respectivement les pantalons inclus dans ¥ de bord
{ab as, 62_} et {ala as, 62}7
e lorsque ¢ est un entier impair compris entre 5 et n — 2 et que Pz—tZ et P._, ont été deé-
finis, quitte & échanger les courbes ez:Ll et e;,;, on peut supposer que {ej_l,ai,eg:_l} et
{e;_1,ai,e; . } sont les bords de deux pantalons que 1'on appelle respectivement PZ-Jr et P, .
Soit enfin la courbe d telle que p(A% ;) = T;. On note P le pantalon de bord {e; ,, e ,, d}
(cf. figure 27). On note également A" la réunion des courbes a;, i pair compris entre 2 et n — 1,
et A! la réunion des courbes a;, i impair compris entre 1 et n — 2 et des courbes ej et e, j pair
compris entre 4 et n — 1.

b) Etude de la mapping class F' appartenant au centralisateur de p(By,).
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FIG. 27 - Le découpage de ¥(p) en pantalons ; la courbe d et le simplexe A' contenant les courbes
a;, © impair tel que 1 <7 < n — 1 et les courbes ej, e; , J pair telque4 < j<n-—1 (casoun
est impair).

La mapping class F' commute avec T, pour tout ¢ impair compris entre 1 et n—2, donc F'(a;) = a;.

De méme, F' commute avec T+ 7, pour tout j pair compris entre 4 et n—1, donc F({e;r, e;}) =
J J

{ej, ej_}. Donc F préserve I'ensemble de sous-surface { P;", P;”} pour tout i impair compris entre
3 et n — 2. Enfin, F' commute avec Ty car T, appartient a p(B,), donc F' préserve la courbe d,
préserve le pantalon Py et préserve la surface 3(p) incluse dans X, de bord d et contenant la
courbe a;. Remarquons que pour tout ¢ impair compris entre 3 et n — 4, les pantalons P;“ et
P, ont la courbe €], ; en commun, donc les pantalons F(P;") et F(P;,) ont la courbe F(e], ;)
en commun. De deux choses ['une :

— ou bien F(ef, ;) =€/, donc F(P;") = P et F(PL,) = P,

— ou bien F(ef, ) =€, , donc F(P;") = P et F(Pl,) = P_,.
Finalement, de proche en proche, seules deux alternatives sont possibles :

~ Premiére alternative : pour tout ¢ impair compris entre 3 et n — 2, F(P;") = P, Alors F

fixe ej et e pour tout j pair compris entre 4 et n— 1. On définit F’ € Mod(2(p)) comme

étant la restriction de F' a X(p).

— Deuxiéme alternative : pour tout ¢ impair compris entre 3 et n — 2, F' (Pf) = P . Alors
F' échange e;L et e; pour tout j pair compris entre 4 et n — 1. Or Z fixe les courbes a;
pour tout ¢ impair compris entre 1 et n — 1, et échange les courbes e;r et ej_ pour tout
j pair compris entre 4 et n — 1. Donc FZ fixe toutes les courbes de A'. Puisque F et Z
préservent la surface X(p) incluse dans X, on peut définir F' € Mod(X(p)) comme étant

la restriction de F'Z a X(p).

Etudions F’. La mapping class F” fixe toutes les courbes de A!, donc préserve chaque sous-surface
de Sub 41(X(p)), lesquelles sont des pantalons, et préserve chacun de leurs bords, donc F” induit
dans PMod( (E(,o))A1 ) une mapping class triviale, ou (Z(p))A1 est la surface obtenue de X(p)
aprés découpage le long des courbes de A'. Alors, d’aprés la suite exacte :
1= (Ta, a € A') = P Mod(E(p)) — PMod((2(p)) o) — 1,

la mapping class F’ est un multitwist le long des courbes de A'. Cependant, I’ commute avec
T,, a € A°, donc d’aprés la proposition 3.4, les courbes A? sont des courbes de réduction de
F’. Or chaque courbe de A'! intersecte I'une des courbes de A", donc aucune des courbes de A'
ne peut étre une courbe de réduction essentielle de F’, donc d’aprés le corollaire 3.45, F” est
I'identité.

Revenons & la mapping class F. La restriction de F' a X(p) ou la restriction de F.Z a X(p)
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vaut Id dans Mod(X(p)). Donc le centralisateur de p(B,) dans M est le groupe engendré par
Z et par M=) le sous-groupe de M des mapping classes induisant I'identité sur X(p).

Prouvons le ii). D’aprés le i), pour tout V appartenant au centralisateur de p(B,), il existe
ee{0,1} et V' € MEP) tel que V = Z€V'. Calculons V2. La mapping class Z peut étre vue
comme un élément de M qui induit I'identité hors de X(p), donc Z commute avec tout élément
de M>®) donc V? = Z%(V')2. D’autre part, Z? = T, ot d est le bord de X(p), donc Z? peut étre
vu comme un élément de M=), Puisque V' appartient M>(®) on en déduit que V2 appartient
a M), O

Proposition 4.20 (Centralisateur de I'image de B,,, n pair, par des morphismes particuliers).
Soit n un entier pair supérieur ou égal a 6. Soit X la surface ¥4 ot g > 5 — 1 et b > 0. Soit
M Dun des groupes Mod(X), PMod(X), ou Mod(X, 0X). Soit (a1, ag, ..., an—1) une (n—1)-
chaine de courbes. Soit p le morphisme de B,, dans M défini par
p(Ti) = Tai
pour tout entier i compris entre 1 et n — 1. On appelle 3(p) le voisinage tubulaire compact de la
réunion des courbes a;, 1 <i < n—1. Soit M¥®) le sous-groupe de M des mapping classes qui
préservent $(p) et induisent Uidentité dans Mod((p)). Alors :

i) le centralisateur de p(B,) dans M est réduit au groupe M>P)  sauf dans les cas (a)
et (b) ci-dessous ou il est égal au groupe engendré par MEO) et par Z, ou Z est un
prolongement quelconque a tout X de la mapping class s € Mod(X(p)) définie a la définition
4.15 (précisons que X(p) est homéomorphe a X(By,)).

ii) pour toute mapping class V appartenant au centralisateur de p(By,) dans M, V? appartient
a MEW0).
Les cas (a) et (b) évoqués ci-dessus sont les suivants ou A est le simpleze {a1, az, ..., ap—1} :
(a) Uensemble de courbes A est non séparant,
(b) ¥ 4 consiste en deux composantes connexes homéomorphes et M = Mod(X).

Démonstration. A quelques modifications prés, précisées ci-dessous, la démonstration est la
méme que dans le cas impair (cf. la proposition 4.19).

Commengons par prouver le i). Il est clair que le centralisateur de p(B,) contient dans M
contient selon les cas les groupes annoncés au i) de 1’énoncé. Montrons l'inclusion réciproque. De
fagon similaire & la démonstration de la proposition 4.19, on définit les objets suivants que 1'on
retrouve sur la figure 28 :

— une (n — 1)-chaine de courbes (ai)lgz‘gn—l’
— des courbes ej et e; pour tout j pair compris entre 4 et n — 2,

— des courbes dT et d—,

— des pantalons PZ-Jr et P, pour tout ¢ impair compris entre 3 et n — 1,

— D’ensemble de courbes A des courbes a;, i impair compris entre 1 et n — 1,

I'ensemble de courbes A! des courbes de A et des courbes e;-" et e; pour tout j pair compris
entre 4 et n — 2.

Partons d’une mapping class F' appartenant au centralisateur de p(B,). En remarquant que
Y(p) = X(By), soit s la mapping class de Mod(X(p)) définie a la définition 4.15. L’action de s
sur les courbes de A! consiste a fixer les courbes a; pour tout i impair compris entre 1 et n—1, &

échanger les courbes ej et e; pour tout J pair compris entre 4 et n — 2, et a échanger les courbes
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FIG. 28 — Le découpage de X(p) en pantalons; les courbes d*, d~ et le simplexe A! contenant
les courbes a;, ¢ impair tel que 1 < i < n—1 et les courbes ej et e, Jpairtelqued <j<n—2
(cas ou m est pair).

d™ et d~. Comme au cours de la démonstration de la proposition 4.19, en considérant I’action
de F sur ’ensemble de pantalons de Sub AL(S(p))» On s’apercoit que la restriction de F' a X(p)
coincide avec s ou avec l'identité de X(p), selon que F fixe ou échange les bords d* et d~.
Plagons-nous dans 'un quelconque des cas (a) ou (b) de I’énoncé. Alors la mapping class
s € Mod(X(p)) est prolongeable sur tout M. On appelle Z ce prolongement. Dans tous les
autres cas (les cas différents de (a) et (b)), les courbes d et d~ n’appartiennent pas a la méme
orbite sous 'action de P Mod(X) sur Courb(3, 0¥), donc dans ces cas, F' ne peut pas échanger
d" et d~ et ne peut pas coincider avec s sur X(p), donc F induit l'identité dans Mod(X(p)).
Pour conclure,
— lorsque 'une des conditions (a) ou (b) est satisfaite, le centralisateur de p(88,,) dans M est
le groupe engendré par Z et M=),
— lorsqu’aucune des conditions (a) ou (b) n’est satisfaite, le centralisateur de p(B,,) dans M
est le sous-groupe M=),

Prouvons le ii). Hors des cas (a) et (b), il n’y a rien & prouver. Dans les cas (a) ou (b), d’aprés
le i), pour tout V appartenant au centralisateur de p(By,), il existe ¢ € {0, 1} et V! € M>(®)
tel que V.= Z°V’'. Sie =0, il n’y a rien a prouver. Sinon, remarquons que la mapping class Z
préserve 'ensemble de courbes {d,, d_}, et préserve ¥\ X(p) donc Z~'V'Z appartient a M>(),
OrV2=2V'ZV' =2%(Z"'V'Z)V' et Z? appartient & M>®) donc V? appartient lui aussi a
ME®) O

La prochaine proposition calcule le normalisateur de pref(By,) et de pres(B),) dans respective-
ment Mod(X(B,)) et Mod(X(B,,), 0X(B,)). Elle fait appel au lemme ci-dessous.

Lemme 4.21. Tout automorphisme de B, qui préserve les twists de tresses est intérieur.

Démonstration. Soit ¢ un automorphisme de B,, préservant les twists de tresses. Soit (a;)1<i<n—1
la suite d’arcs dans D2 telle que par 'identification B,, = Mod(D2), 7; = H,,. Notons (b;)1<i<n—1
la suite d’arcs dans D2 telle que ¢(7;) = Hy,. Puisque les Hp,, 1 < i < n — 1, vérifient les mémes
relations que les H,,, 1 < ¢ < n — 1, en appliquant la proposition 4.12, il vient que les b;
constituent une chaine d’arcs. Il existe alors un homéomorphisme du disque qui envoie la chaine
(@i)1<ig<n—1 sur la chaine (b;)1<i<n—1 et qui préserve P. La classe d’isotopie d’un tel homéo-
morphisme est un élément de B, qui agit par conjugaison sur les générateurs standards de B,
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de la méme maniére que . On en déduit que 'automorphisme ¢ est exactement l'action par
conjugaison de cet élément. O

Proposition 4.22 (Normalisateur de pref(By) et de prer(Br)).
Le normalisateur de pyes(By) dans Mod(X(B,,)) est le groupe engendré par pret(By) et par le
centralisateur de pret(By) (i.e. le groupe d’ordre 2 engendré par s d’aprés les propositions 4.19 et
4.20 dans le cas ou 3 = X(p) = X(By,)).

Le normalisateur de pret(Bp) dans Mod(3(B,,), 0X(By,)) est le groupe pret(Br) lorsque n est
impair, et est le groupe engendré par pref(Bp) et par le twist de Dehn Ty, lorsque n est pair, ol
d4 est l'un des deuzx bords de X(By,).

Démonstration. Commencons par déterminer le normalisateur de pyef(By,) dans Mod(X(5,,)).
Pour tout F € Mod(3(B,)), 'automorphisme intérieur Adr qui envoie tout élément G sur
FGF~! préserve les twists de Dehn le long de courbes non séparantes. Donc pour tout F &
Norm agoa(s(B,)) (Pret(Brn)), Adr préserve les twists de Dehn de SMod(¥(B,,)) le long de courbes
non séparantes, donc d’aprés la proposition 4.18, Adp induit dans B, un automorphisme qui
préserve les twists de tresses. Or, d’aprés le lemme 4.21, de tels automorphismes sont intérieurs.
Autrement dit, il existe & € By, tel que Ad, () et Adp coincide sur pref(By,), donc Ad, (e)-1F
fixe les éléments de pref(Br). Donc pre(€)~LF est dans le centralisateur de pper(By), d’ou le
résultat.

Passons maintenant au normalisateur de pyer(By,) dans Mod(3(B,,), 0%(B,)). Rappelons que
I'on dispose de la suite exacte centrale :

1 — (Ty, d € Bord(2(Bn))) — Mod(£(By), 95(By,)) — PMod(S(B,)) — 1.

n)
Par conséquent, le normalisateur de pres(B,) dans Mod(X(B,,), 0X(B,)) est inclus dans I'en-
semble des relevés des éléments du normalisateur de pre(B,,) dans PMod(X(B,,)).

— Dans le cas n impair, les relevés de s sont déja dans pres(By), et le twist de Dehn Ty on
d est 'unique bord de X(B,) est également déja dans pyef(By,), donc le normalisateur de
Pref(Br) dans Mod(3(B,,), 03(B,,)) est pret(Bn), qui coincide avec I'ensemble de relevés
des éléments du normalisateur de pyef(B;,) dans PMod(X(B,)).

— Dans le cas ou n est pair, le normalisateur de pet(B,) dans PMod(3(B,,)) est réduit a
pref(Br) car la mapping class s n’appartient pas & PMod(X(B,,)). Donc le normalisateur
de prer(Br) dans Mod(X(B,,), 0X(B,)) est le groupe engendré par prer(By), Ta, et T;_ ou
dy et d_ sont les deux bords de X(B,,). Mais le produit Ty, T;_ appartient déja & prer(Bn),
donc le normalisateur de pyef(B;,) dans Mod(X(By,), 0X(B,)) est le groupe engendré par
ﬁref(Bn) et Td+. O
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II. Morphismes géométriques du groupe de
tresses et corollaires

Dans cette partie, nous prouvons les corollaires du théoréme 1. Elle est composée de deux
chapitres, le premier définit le cadre du deuxiéme dans lequel les corollaires sont énoncés et
prouvés. Plus précisément :

Chapitre 5 :

Ce chapitre a pour but de présenter différents types de morphismes géométriques du groupe de
tresses et de poser certaines définitions afin d’énoncer le théoréme principal (le théoréme 1) dans
un contexte qui lui est adapté.

On donnera également quelques résultats reliant différents types de morphismes géométriques
entre eux. Ces résultats serviront notamment lors du deuxiéme chapitre de cette partie, lorsqu’on
prouvera les corollaires du théoréme 1, mais ils serviront également plus loin dans la preuve du
théoréme 1.

Chapitre 6 :

On prouve dans ce chapitre tous les corollaires du théoréme 1, dont certains reprennent des
théorémes d’Ivanov et McCarthy, Bell et Margalit, Dyer et Grossman.
— on étudie l'injectivité des morphismes de B, dans les différents mapping class groups
Mod(Z, 9%) et PMod(X);
— on étudie les morphismes de B,, dans lui-méme, 'injectivité de tels morphismes et les
automorphismes de By, ;
— enfin on étudie les morphismes du mapping class group d’une surface de genre g > 2 dans
celui d’une surface de genre ¢’ < g + 1, l'injectivité de tels morphismes et les automor-
phismes du mapping class group.

71



72



5 Les morphismes entre groupe de tresses et mapping class group,
le théoréme 1

Ce chapitre a pour but de :

1°) poser les principales définitions concernant les morphismes du groupes de tresses dans les
mapping class groups (morphismes cycliques, morphismes de monodromie, transvection),
et donner quelques faits basiques;

2°) énoncer le théoréme principal dans le cas des morphismes de B, dans PMod(X), et
dans celui des morphismes de B,, dans Mod(X%, 0%);

3°) montrer comment l'on passe de Hom(B,,, PMod(X)) a Hom(B,,, Mod(¥, 0%)), et com-
ment les deux théorémes ci-dessus se déduisent 'un de 'autre ;

4°) présenter quelques résultats sur les transvections de morphismes de monodromie et en
déduire le calcul du centralisateur de 'image d’un morphisme de monodromie.

Les quatre paragraphes de ce chapitre suivront ce plan.

5.1 Morphismes cycliques, morphismes de monodromie et transvections

On donne dans ce paragraphe les principales définitions relatives aux morphismes du groupe
de tresses dans les mapping class group : les morphismes cycliques, les morphismes de monodro-
mie, les transvections de morphismes de monodromie.

Morphismes cycliques.

Définition 5.1 (Morphismes cycliques).
Pour tout entier n supérieur ou égal & 3, tout morphisme ¢ du groupe de tresses B, dans un
groupe quelconque est dit cyclique si :

p(m1) = p(12) = - = p(Tp—1)-

Lemme 5.2. Pour tout entier n supérieur ou égal & 5, étant donné un morphisme de B, dans
un groupe quelconque, dés qu’il existe deux entiers distincts © et j de {0, 1,..., n — 1} tels que
(1) = @(75), alors ¢ est un morphisme cyclique.

Démonstration. Rappelons que par convention, pour tout entier ¢, 7, désigne le générateur
standard 7y, ol k est le reste de la division euclidienne de £ par n. De plus, rappelons que pour
tous entiers ¢ et j, on note |i — j|, Uentier min({|i — j + kn|, k € Z}).

Soient i et j deux entiers distincts dans {0, 1,..., n — 1} tels que ¢(7;) = (7).

a) Si |i—j|, = 1, par exemple si j = i+1, le fait d’avoir p(7;) = @(7;41) implique p(d7;6 1) =
(674167 1), autrement dit ¢(7i11) = ©(7i12) et finalement de proche en proche,

e(r1) = () = -+ = p(Tn-1).

b) Si |i —j|n > 1 et |(i+1)— j|n > 1, alors posons 3; = 7;7;+17;. Le fait d’avoir ¢(7;) = ¢(7;)
entraine (8,7 0; 1) = (87 8; 1), d'ott p(7i41) = (1), donc finalement p(7;) = ¢(7i41), et on
s’est ramené au a).
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c)Sili—jlpn >1let|(i+1) —jlp =1 alorsonaj=1i+2o0uj=1i+2—mn, donc
li — jln > 1et |i —(j+ 1), > 1, et en échangeant les roles de i et j, on s’est ramené au b).
0

Rappelons que 'abélianisé de B,, est infini cyclique. On en déduit le lemme suivant :

Lemme 5.3. Soit n un entier supérieur ou égal a 3. Tout morphisme de B, dans un groupe
abélien est cyclique. O

Morphismes de monodromie.

Définition 5.4 (Morphismes de monodromie).

Pour tout entier n supérieur ou égal & 3 et toute surface ¥, un morphisme de B, dans un
sous-groupe M de Mod(X) ou de Mod(X, 0X) est appelé un morphisme de monodromie si les
générateurs standards du groupe de tresses sont envoyés sur des twists de Dehn ou leurs inverses
le long de courbes deux & deux distinctes.

En posant cette définition, on a & l’esprit la proposition 3.4 (propriétés de twists de Dehn)
et la définition 3.6 (chaine de courbes), de sorte que :

Lemme 5.5. Pour tout entier n supérieur ou égal a 3, toute surface X et tout morphisme de
monodromie p de B, dans Mod(X) ou Mod(X, 9%), il existe une (n — 1)-chaine de courbes
(a1, ag,..., ap—1) ainsi qu'un entier ¢ € {1} tels que pour tout entier i compris entre 1 et
n—1, on ait :
p(Tl) = Tai-'
0

En corollaire, on obtient une condition nécessaire et suffisante pour ’existence de morphisme
de monodromie.

Lemme 5.6 (Critére d’existence des morphismes de monodromie).
Soit n un entier supérieur ou égal a 3 et ¥ la surface ¥4 4. Il existe des morphismes de mono-
dromie de By, dans PMod(X) si et seulement si g > 5§ — 1.

Démonstration. Pour la condition suffisante, il suffit de considérer un plongement de X(5;,)
dans ¥. Alors le morphisme de monodromie de référence pyr : B, — PMod(X(B,,)) induit un
morphisme de monodromie dans PMod ().

Pour la condition nécessaire, remarquons que l'existence de morphismes de monodromie ne
dépend que de celle d’'une (n — 1)-chaine de courbes. Or ’il existe une (n — 1)-chaine dans X,
d’aprés la proposition 2.3, il existe un représentant en position minimale d’intersection d’une telle
(n—1)-chaine. Le voisinage tubulaire compact d’un tel représentant (ils sont tous homéomorphes,
donc il suffit de le constater sur un exemple) est une surface plongée dans ¥ qui est de genre
égal a la partie entiere de § — 1. Donc g > 5§ — 1. O
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Transvections.

Définition 5.7 (Transvections).

Soit n un entier supérieur ou égal a 3, soit G un groupe quelconque et soient p et p’ deux
morphismes de B,, dans G. On dira que p’ est une transvection de p s’il existe un élément g dans
le centralisateur de p(B,,) dans G tel que pour tout entier ¢ compris entre 1 et n — 1, on ait :

P (1) = p(Ti)g.

Le lemme suivant montre de quelle facon les transvections surviennent naturellement a partir
d’une suite exacte centrale de groupes. De telles suites sont fréquentes entre mapping class
groups : la proposition 3.9 en donnait déja trois exemples différents.

Lemme 5.8. Soient une suite exacte centrale de groupes 1 — N — G ¥, G — 1, un entier
n > 3 et deux morphismes p et p' de By, dans G tels que o p =1 o p'. Alors

i) p' est une transvection de p,

it) p est cyclique si et seulement si 1 o p est cyclique.

Démonstration. Prouvons le i). Pour tout entier ¢ compris entre 1 et n — 1, il existe g; € N tel
que p'(1;) = p(77)gi- On a alors les égalités suivantes, vraies pour tout entier ¢ compris entre 1 et
n—1:
p'(i) p(ris1) p(7i) = p(7i) p(Tis1) p(73) Gi Git1 Gis
P (Tix1) p/(70) P (Tix1) = p(Tit1) p(7i) p(Tit1) git1 Gi Gir-
Les relations de tresses dans B, impliquent que les quatre membres apparaissant dans ces deux
égalités sont tous égaux entre eux. On en déduit que pour tout entier ¢ compris entre 1 et n — 1,

9i 9i+1 9i = 9i+1 9i Git-1-
Or les g;, 1 <1 < n— 1, commutent, donc sont tous égaux. Donc p’ est une transvection de p.

Prouvons maintenant le ii). Si p est cyclique, alors 1o p est cyclique. Réciproquement, si 1o p
est cyclique, alors il est clair qu’il existe un morphisme cyclique p’ tel que ¥ o p’ = 1) o p. Mais
alors, d’apres le i), p est une transvection de p’. Donc p est cyclique. O

Le plus souvent, les transvections que ’on rencontrera seront des transvections de morphismes
de monodromie. Bien que ’on déduit la définition de transvections de morphismes de monodromie
de celles de transvection et de morphisme de monodromie, on la redonne ici pour fixer les idées.
On prouvera que sous certaines conditions, tous les morphismes de B,, dans Mod(X) ou X est
une surface connexe sont des transvections de monodromie.

Définition 5.9 (Transvection de morphisme de monodromie).
Soient un entier n supérieur ou égal & 3, une surface ¥, un sous-groupe M de Mod(X) ou de
Mod (%, 9%). Une transvection de morphisme de monodromie est un morphisme p tel qu’il existe
— une (n — 1)-chaine de courbes (a;)1<i<n—1 dans Courb(X),
— un entier € € {£1},
— une mapping class V' € M commutant avec T}, pour tout ¢ < n — 1,
et qui vérifient pour tout entier ¢ compris entre 1 et n — 1 :

p(Tl) = Tai- V.

Enfin, on adopte la définition suivante :
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Définition 5.10 (Morphisme de méme nature).

Soient un entier n supérieur ou égal a 3, une surface ¥ et deux morphismes p; et po de B,
dans un sous-groupe de Mod(X) ou Mod(%, 0¥). On dira que p; et pa sont de méme nature
g’ils sont tous deux des morphismes cycliques, ou tous deux des transvections de morphismes de
monodromie, ou tous deux ni I'un ni 'autre. Dans le cas contraire, on dira qu’il sont de nature
différente.

5.2 Enoncé du théoréme principal

Rappelons ’énoncé du théoréme 1 (prouvé au cours du chapitre 13) :

Théoréme 1 (Morphismes de B,, dans PMod(X), n = 6).

Soient n un entier quelconque supérieur ou égal a 6 et ¥ la surface ¥4y, avec g < 5. Soit p un
morphisme de B, dans PMod(X). Si p n'est pas cyclique, p est une transvection de morphisme
de monodromie. De plus, de telles transvections de morphismes de monodromie existent si et
seulement si g > 5 — 1.

En fait, on prouvera d’abord le théoréme 1 dans le cas otl n est un entier pair supérieur ou
égal a 6, cf. chapitres 7 a 12. On prouvera le cas général avec n pair ou impair au chapitre 13.

Comme on le verra plus bas dans ce chapitre au paragraphe 5.3, on peut en déduire de ce
théoréme le théoréme suivant 2 dans lequel on ne considére plus les morphismes de B, dans

PMod(Y), mais dans Mod(X, 9%).

Théoréme 2 (Morphismes de B,, dans Mod(X%, 9%), n > 6).

Sotent n un entier quelconque supérieur ou €gal a 6 et ¥ la surface ¥4y avec g < 5. Soit
p un morphisme de B, dans Mod(X, 0%). Alors p est cyclique ou bien est une transvection
de morphisme de monodromie. De plus de telles transvections de morphismes de monodromie
existent st et seulement st g > g — 1.

5.3 Passage de Hom(B,,, PMod(X)) a Hom(B,, Mod(X, 0%))

Dans ce paragraphe, on montre les liens qui existent entre les ensembles Hom(5,,, PMod(X))

et Hom(B,,, Mod(X, 0%)). On montre en particulier deux résultats :

— La proposition 5.12 : pour tout n > 3 et toute surface X, tout morphisme de B,, dans
PMod(X) se reléve de fagon unique a transvection prés en un morphisme de B, dans
Mod(Z, o%).

— Le théoréme 2 : pour tout n > 6 et toute surface ¥ de genre g < 5, tout morphisme de B,
dans Mod (2, 9%) est soit cyclique, soit une transvection de morphisme de monodromie
(il s’agit du théoréme 1 adapté aux morphismes de B,, dans Mod(%, 9%)).

Lemme 5.11. Soit ¥ une surface de bord non vide. Soient F' et G appartenant a PMod(Z)
telles que I et G commutent. Alors pour tous relevés F' et G de F et G dans Mod (%, 0%), F
et G commutent.
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Remarque. Ce lemme n’est pas aussi évident qu’il y parait. Si a et b sont des éléments d’un
groupe G qui commutent et si H est une extention centrale de G, alors des relevés de a et b
dans H ne commutent par forcément. A titre d’exemple, que 'on considére I'extension centrale
de Z/27 x )27 = (i, j|ij = ji,i*? = j* = 1) par Z/2Z = {£1} qui est égale au groupe
quaternionique Hg = (i, j, —1, | — 1 est central,ij = —ji, i?> = j> = —1, (—=1)®> = 1). Les
éléments i et j commutent dans Z/27 x 7/27, mais pas leurs antécédents i et j dans Hg! La
preuve du lemme 5.11 ci-dessous parait longue et technique, mais je suis incapable d’en produire

une plus simple.
Démonstration. Repartons de la suite exacte centrale reliant Mod(%, 0X) et PMod(X) :

1 — (Ty, d € Bord(X)) - Mod(Z, 03) — PMod(¥) — 1. (%)
Alors deux relevés dans Mod(X, 0¥) d’un méme élément de PMod(X) different d’un élément
central. Par conséquent, pour démontrer le lemme, il suffit de montrer que partant de deux
éléments F' et G de PMod(X) qui commutent, il existe deux relevés F' et G de F' et G dans

Mod(X, 0%) qui commutent. Soit donc F' et G deux mapping classes de PMod(X) qui com-
mutent.

1°) Si F' et G sont périodiques, puisque ¥ est de bord non vide, d’aprés le lemme 3.19 il
existe H € Mod(X) telle que F' et G sont toutes deux des puissances de H. Soit p et ¢ deux
entiers tels que F' = H? et G = HY. Soit H un relevé de H dans Mod(%, 9%). Alors HP et HY
sont des relevés de F' et G qui commutent.

2°) Etudions le cas ou F est pseudo-Anosov et G est périodique, et notons F et G des relevés
de F' et G respectivement dans Mod (3, 82) Puisque FGF —1 = @, il existe une mapping class
centrale V€ Mod(X, 0X) telle que F GF~! = GQV. Soit p Pordre de G et soit W la mapping
class centrale de Mod(X%, 0%) telle que GP = W. On a alors d’une part :
(FGF-) = PGri—1 = FWF—1 = W, (1)
et d’autre part : o 3
(FGF~Y? = (GV)P = WVP. (2)
En comparant (1) et (2), on s’apercoit que V' est trivial car Mod(3, 9%) est sans torsion, donc
F et G commutent.

3°) Si F' et G sont pseudo-Anosov, en vertu du théoréme 3.32 il existe deux entiers non nuls
p et q tels que FP = G4. Soient £ et k deux entiers tels que ¢p 4+ kg = p A ¢ = d. Posons

e H = F*G* (de sorte que H vérifie HP = G et H? = F; H est pseudo-Anosov),

o P=F(H 1)/ (de sorte que P4 =1 et F € (P, H)),

e Q=GHHP/D (de sorte que Q% =1 et G € (Q, H)).
D’aprés le lemme 3.19, puisque P et @) sont deux mapping classes périodiques qui commutent,
il existe une mapping class R € (P, Q) telle que (P, @) = (R). Ainsi I’ et G appartiennent au
groupe abélien engendré par H et R. Alors d’aprés I'étape 2°) | deux relevés H et R de H et
R dans Mod(E 0Y) engendrent eux aussi un groupe abélien. De plus, celui-ci contient deux
relevés F et G de F et G dans Mod(X, 0%). En particulier F et G admettent deux relevés F' et
G qui commutent.

4°) Soient F' et G deux mapping classes quelconques de PMod(X) qui commutent. Soit A
I'ensemble de courbes o(F') Uo(G). Remarquons que A est simplexe d’aprés la proposition 3.40.

a) Supposons que F' et G appartiennent & P4 Mod(X) (i.e. F' et G fixent A = o(F) U o(G)
courbe par courbe). Nous allons décrire pour tout H € P4 Mod(X) la construction d’un relevé de
H dans PaMod (%, 0%), puis nous I'appliquerons & F' et G. Pour cela, considérons le diagramme
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commutatif suivant o toutes les fleches sont canoniques (recy provient de la proposition 3.9, les
trois autres morphismes ont été introduits au paragraphe 3.1 définition 3.1) :

Teca

Hs € PaMod(XZ, 0X) +—— Mod(X 4, 0¥ 4) 5 Ho

oubyx OUb[;*EA

Hy, H € PAMOd(E) PMOd(EA) > Hy, Hs

Pour tout H € P4Mod(X), notons H;, 1 < i < 5, les mapping classes suivantes, dérivées de H
en suivant le diagramme ci-dessus :

o Hjy=decy(H): Hy € PMod(X4),
e Hjy un relevé de H; dans Mod(X 4, 03 4) : Ha € Mod(X 4, 03 4),
o Hz=recy(Hs): Hs € Mod(X4, 0% 4),
° H4 = Oubaz(Hg) : H, € PAMOd(E, 82),
° = decA(H4) : H5 e PMOd(EA).

Le dlagramme est commutatif : oubsy, , = (decq)(oubsy)(reca), donc H; = Hs. Or on a la suite

exacte centrale :
decA

1 =7 — PgMod(X) —= PMod(X4) — 1, (%)

on7 = (Ty, d € A). Donc H et Hy, les antécédents de Hy et Hjs par decy, différent d’un
multitwist le long des courbes de A. Donc & un élément de 7 prés, Hs est un relevé H.

Appliquons ceci & F' et G. Du fait que F' et G commutent, F; et G1 commutent. Or sur chaque
composante connexe de ¥ 4, les restrictions de Fj et (G1 sont périodiques ou pseudo-Anosov, donc
on peut appliquer ce qui a été démontré ci-dessus au 1°) , 2°) , 3°) et en déduire que F» et Go
commutent. Donc Fj et G3 commutent encore. Or comme on vient de le voir pour H, il existe
T et T' appartenant a 7 tel que F = F3T et G = G3T” sont des relevés de F et G. De plus T et
T’ sont centraux dans P Mod(X, 9%), donc puisque F3 et G3 commutent, F et G commutent.

b) Si F et G sont deux mapping classes tout a fait quelconques qui commutent, notons F
et G des relevés de F et G dans Mod(%, 9%). A priori, il existe un multitwist W le long des
courbes de bord tel que FGEF~! = GW. Posons a nouveau A = o(F) U o(G). Puisque F et
G commutent, ils préservent globalement A, donc il existe un entier m non nul tel que F™ et
G™ préservent A courbe par courbe, autrement dit, I et G appartiennent a P 4 Mod(X). Or
I’égalité FGF~! = GW implique FGMF~1 = GmwW™, pu1s

FmGmp-m = Gmyym®,
Cependant, d’apreés 4°) a), Fmémf?:m = G™, donc W™ est trivial. Mais Mod(Z, 0%) est sans
torsion, donc W est trivial et G et F' commutent. O

Proposition 5.12 (Relévement de Hom (B, PMod(¥)) dans Hom(B,, Mod(%, d%))).
Soit n un entier supérieur ou égal a 3, soient X une surface et p : B, — PMod(X) un
morphisme. Rappelons que l'on note oubgy,, ou simplement oub, la projection canonique de
Mod(%, 0%) dans PMod(X). Alors :

1°) 1l existe un morphisme p : B, — Mod(2, 9%) tel que oubo p = p.

2°) Un tel morphisme p est unique a transvection preés, c’est-a-dire que que si py et pa vérifient
oub(p1) = oub(p2) = p, il existe V.€ Mod(X, 0%) telle que V est dans le centralisateur de
p1(By) et de pa(By) et vérifie pour tout i € {1,..., n—1} :
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p2(7i) = pr(mi) V.
3°) Un tel morphisme p est cyclique si et seulement si p est cyclique.
4°) Un tel morphisme p est une transvection de morphisme de monodromie si et seulement
st p est une transvection de morphisme de monodromie.

Démonstration. On montre les quatre points dans l’ordre.

1°) Partons de la suite exacte centrale :

1 — (Ty, d € Bord(%)) — Mod(E, 9%) 2% PMod () — 1. (%)
Pour tout ¢ € {1, ..., n—1}, soit A; une mapping class de Mod (X, 9X) telle que oub(A;) = p(7;).
Alors pour tout i € {1, ..., n— 2}, on a
oub(A;Ai11A;) = oub(Aiy14iAit1),
donc d’apreés la suite exacte (x), pour tout i € {1, ..., n — 2}, il existe un multitwist noté W; le

long des courbes de bord de X tel que
AjAi1Aj = A1 A A A W

Posons alors :

Fi=A
1 -— 41,
{ Al = AW Wy -+ - W;_q lorsque 2 < i < n— 1.

Rappelons que les W; sont centraux, donc pour tout ¢ € {1, ..., n—2}:
A{L'A;ﬂAé = A;+1A§A§+1-

Par ailleurs, pour tous entiers i et j inférieurs ou égaux a n — 1 tels que |i — j| > 2, les mapping
classes A; et A; commutent, donc d’apreés le lemme 5.11, les mapping classes A] et A;- commutent
également. Finalement ’application p définie par

p(7i) = Aj
est bien un morphisme de B,, dans Mod (%, 9%). De plus, par construction, oub(p) = p.

2°) Soient deux morphismes p; et p2 de B, dans Mod(%, 0X) vérifiant oub(p1) = oub(p2).
Compte tenu de la suite exacte centrale (x), on peut appliquer le lemme 5.8 : p2 est une trans-
vection de p.
3°) Toujours d’aprés le lemme 5.8, p est cyclique si et seulement si p est cyclique.
4°) Si p est une transvection de morphisme de monodromie, il est clair que oub o p est encore
une transvection de morphisme de monodromie. Réciproquement, si p est une transvection de
morphisme de monodromie, il existe
— une (n — 1)-chaine de courbes (a;)1<i<n—1,
— un entier € € {£1},
— une mapping class V' commutant avec 1y, pour tout i <n — 1,
tels que pour tout entier ¢ compris entre 1 et n — 1, on ait :
pr) =TEV .
Soit V un relevé de V dans Mod(%, 9%). Or pour tout i € {1, ..., n — 1}, la mapping class V'
commute avec T}, donc V fixe a;, donc V fixe a;, donc V commute avec T, dans Mod(X, 0%).
Alors le morphisme p, vérifiant pour tout entier ¢ compris entre 1 et n — 1 ’égalité
ﬁ(TZ) = Tai Vv s

est une transvection de monodromie. O

Cette derniére proposition nous permet de prouver le théoréme 2 annoncé au paragraphe 5.2 :
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Théoréme 2 (Morphismes de B,, dans Mod(%, 9%)).

Soit n un entier quelconque supérieur ou égal a 6. Soit 3 la surface ¥4p ot g < n/2 et b > 0.
Soit p un morphisme de B, dans Mod(%, 0%). Alors p est cyclique ou bien est une transvection
de morphisme de monodromie. De plus de telles transvections de morphismes de monodromie
existent si et seulement si g > 5 — 1.

Démonstration. La deuxiéme partie est claire : I’existence de tels morphismes et équivalente a
celle d’'une (n — 1)-chaine de courbes dans ¥, donc équivalente a ce que g > § —
Il nous reste & montrer que tous les morphismes de B,, dans Mod (X, 9%) sont soit cycliques,

soit des transvections de morphismes de monodromie. Soit p un morphisme non cyclique de
oub

B, dans Mod(%, 0¥). En composant p par la projection Mod(X, 0¥) —— PMod(¥), on
obtient un morphisme p de B,, dans PMod(X). D’aprés le 3°) de la proposition 5.12, p n’est
pas cyclique, donc d’aprés le théoréme 1, p est une transvection de morphisme de monodromie,

donc d’apres le 3°) de la proposition 5.12, p est une transvection de morphisme de monodromie.
O

5.4 Transvections de morphismes de monodromie

Dans cette thése, nous allons étre amenés & manipuler des transvections de morphismes de
monodromie. C’est pourquoi nous commencons cette partie par quelques lemmes nous permettant
de les « comparer » entre elles.

Soit 3 une surface et soit M un sous-groupe de Mod(X) ou de Mod(X, 9%). Toute trans-
vection de morphisme de monodromie de B,, dans M peut étre décrite par la donnée d’une
(n — 1)-chaine (ai,..., an—1) de courbes dans ¥, d’un entier € € {£1}, et d’'une mapping class
V' qui commute avec T,, pour tout i € {1,..., n — 1}. Nous allons montrer qu'un tel triplet
((al, cey Gp—1), €y V) est unique. Il nous sera utile pour la suite de le prouver pour tout entier
n supérieur ou égal a 4.

Lemme 5.13. (Unicité du triplet représentant une transvection)
Soit n un entier supérieur ou égal 4 4, soit ¥ une surface, et soit M un sous-groupe de Mod(X)
ou de Mod(X, 9%). Soit p une transvection de morphisme de monodromie de B, dans M telle
qu’il existe deux triplets ((a17 ceey A1), &, V) et ((01, ceey Cn—1)y My W) vérifiant pour tout
ie{l,...,n—1} :

p(r) = TEV = T W.

Alors, ces deux triplets sont égaux.

Démonstration. Etant données les propriétés de V' et W, le calcul de p(7175 1) meéne a :

(T T3 ') = (T T7)" (1)
Il s’agit d’une égalité de multitwists (car I(a1, az) = I(c1, ¢3) = 0), donc 'un des deux cas
suivants est vrai :

— ou bien e =1, a1 =c; et ag =c3 ; (2)
—oubiene=-n,a1 =c3etazg=-cy . (3)

Etudions le cas (3) afin de 'exclure. Le cas (3) implique :
p(r) =T, W =T, W, (4)

or on a également p(1) =T,7V, d’ou :
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W = (Tas Tal) "V (5)
De méme, les égalités
p(ﬂﬁ :ZILELC
plra) = Tl W = T,7= W,

impliquent que

W= (TC2 Ta2)8 V. (7)
En rapprochant (5) et (7), on obtient :
Tey Toy, =Toy Tt (8)
Etant donnée (8), on a atteint I’absurdité recherchée si ’'on montre que
I(CLQ, CQ) =0 (9)
car (8) est alors une égalité entre multitwists qui, d’apres le lemme 3.12, méne a :
{co, az} = {a3, a1}, (10)

puis au fait que as = aq ou as = ag!

Montrons assertion (9). Puisque V' commute avec Ty, et Tg,, il commute avec (T,,T,, )¢V,
donc avec W d’aprés (5). Donc V' commute avec W, V' et T,,, donc d’aprés (7), V' commute
également avec Ti,. Finalement, T, commute avec W, V et T,,, donc d’aprés (7), il commute
avec Tg,, autrement dit, I’égalité (9) a lieu.

Finalement, des cas (2) et (3), c’était le cas (2) qu’il fallait retenir, donc a; = ¢1, € = n,
et V.= W. Or pour tout i € {1,...,n—1}, ona T,V = T.! W, donc on en déduit 1'égalité
To, = T¢,, et finalement I'égalité (a1, ag, ..., an—1) = (c1, €2, ..., Cn—1). O

On déduit du lemme 5.13 les définitions suivantes :

Définition 5.14 (Eléments caractéristiques d’une transvection de morphisme de monodromie).
Soit n un entier supérieur ou égal a 4, soit ¥ une surface, soit M un sous-groupe de Mod(X) ou
de Mod(%, 9Y), et soit p une transvection de morphisme de monodromie de B,, dans M.

On appelle triplet caractéristique de p Uunique (d’aprés le lemme 5.13) triplet
((al, ceey A1), &, V) tel que pour tout ¢ < n — 1, on ait :

p(TZ') = Tagi V.

— On appellera :
— (n — 1)-chaine caractéristique de la transvection la (n — 1)-chaine (ay, ..., ap—1),
— signe caractéristique de la transvection 'entier e,
— direction de la transvection la mapping class V.

— On note X(p) le voisinage tubulaire de U G ou (a;)ign—1 est la (n — 1)-chaine caracté-
i<n—

ristique de p. Attention : X(p) n’appartient pas forcément & Sub(X) car les bords de X(p)
peuvent border des disques dans .

— On appellera morphisme de monodromie et morphisme cyclique associés a la transvection
p le morphisme de monodromie p* et le morphisme cyclique ¢ tels que pour tout ¢ < n—1,
on ait :

{ p*(T’L) = Tai-?
o(r) = V.
de sorte que pour tout £ € B, on ait :
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La décomposition d’une transvection de morphisme de monodromie fait apparaitre deux
morphismes : un morphisme de monodromie p* déterminé par une (n — 1)-chaine de courbes
et un entier +1, et un morphisme cyclique déterminé par la connaissance de la direction de la
transvection, c’est-a-dire déterminé par une mapping class V appartenant au centralisateur de
p*(By) dans M. Le calcul de ce centralisateur est donc essentiel dans la suite de ce chapitre. Il
s’exprime simplement a 1'aide de la surface X(p), comme ’énonce la proposition suivante.

Reprenons les propositions 4.19 et 4.20. Avec le formalisme de ce chapitre, elles s’expriment
ainsi :

Proposition 5.15 (Centralisateur de l'image d’un morphisme de monodromie).

Soit n un entier supérieur ou égal a 5. Soit ¥ la surface Yy ou g > § —1 et b > 0. Soit M
Pun des groupes Mod(X), PMod(X), ou Mod(%, 0X). Soit p un morphisme de monodromie de
B,, dans M. Soit M) le sous-groupe de M des mapping classes qui préservent la sous-surface

S(p) et induisent Uidentité dans Mod(X(p)). Alors :

i) le centralisateur de p(By,) dans M est réduit au groupe M>P) sauf dans les cas (a),
(b), (¢) ou (d) ci-dessous ou il est égal au groupe engendré par M>P) et par Z, ou Z
est un prolongement quelconque & tout o de la mapping class s € Mod(X(p)) définie a la
définition 4.15 (précisons que X(p) est homéomorphe a X(By,)) ;

ii) pour toute mapping class V appartenant au centralisateur de p(By,) dans M, V? appartient
a ME0),
Les cas (a), (b) et (¢) évoqués ci-dessus sont les suivants ot A est le simplexe {a1, as, ..., an_1} :
(a) Uentier n est impair,
(b) Uensemble de courbes A est non séparant,
(c) ¥4 consiste en deux composantes connexes homéomorphes et M = Mod(X).
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6 Corollaires du théoréme 1

On prouve dans ce chapitre les corollaires du théoréme 1 annoncés dans l'introduction. Rap-
pelons I'énoncé du théoréme 1 (prouvé au cours de chapitre 13) :
Théoréme 1 (Morphismes de B,, dans PMod(X), n = 6).
Soit n un entier quelconque supérieur ou égal a 6. Soit 3 la surface ¥4y avec g < 5 et b > 0.
Soit p un morphisme de B,, dans PMod(X). Si p n’est pas cyclique, p est une transvection
de morphisme de monodromie. De plus de telles transvections de morphismes de monodromie
existent si et seulement si g > 5 — 1.

Plan de ce chapitre :

— Au paragraphe 6.1, on étudie I'injectivité des morphismes de B,, dans les différents mapping
class groups Mod(X, 9¥) et PMod(X);

— au paragraphe 6.2, on étudie les morphismes de B,, dans lui-méme et dans B,,41 ;

— au paragraphe 6.3, on étudie les morphismes entre les mapping class groups de deux surfaces
éventuellement différentes ;

— au paragraphe 6.4, on étudie les morphismes du mapping class group d’une surface dans
lui-méme.

6.1 Injectivité des morphismes de B, dans le mapping class group

D’aprés les théorémes 1 et 2, lorsque le genre de X est majoré par 3, les morphismes de B,
dans le mapping class group associé a la surface ¥ sont soit cycliques, soit des transvections de
morphismes de monodromie. Par conséquent, la question de 'injectivité des morphismes de B,
dans le mapping class group se réduit a celle de l'injectivité des morphismes de monodromie
(cf. la proposition 6.1) et des transvections des morphismes de monodromie (cf. la proposition
6.2), car les morphismes cycliques ne sont évidemment pas injectifs. Ces différents résultats sont
rassemblés dans le théoréme 3).

Etant donnée p, une transvection de morphisme de monodromie de B,, dans le mapping class
group d’une surface ¥, la surface ¥(p) (décrite lors de la définition 5.14) va nous permettre de
caractériser 'injectivité des transvections de morphismes de monodromie.

Proposition 6.1 (Injectivité des morphismes de monodromie).

i) Cas de Mod(X, 0X). Pour tout entier n supérieur ou égal & 6 et toute surface ¥, un
morphisme de monodromie p de B,, dans Mod(X, %) est injectif si et seulement si Bord(X(p)) C
Courb(X, 0Y) (autrement dit, les courbes de bord de ¥(p) ne bordent pas de disque dans X).

it) Cas de PMod(X). Pour tout entier n supérieur ou égal a 6 et toute surface ¥, un mor-
phisme de monodromie p de B, dans PMod(X) est injectif si et seulement si Bord(3(p)) C
Courb(X, 0%) et Bord(3(p)) ¢ Bord(X) (autrement dit, les courbes de bord de X(p) ne bordent
pas de disque dans ¥ et l'une d’elles au moins n’est pas isotopes a un bord de ).

Démonstration.

Montrons la partie ).

Soit # le morphisme induit par p dans Mod(X(p), 0X(p)). D’apres le théoréme 4.17, 6 est
injectif. Soit ¢ U'inclusion de ¥(p) dans ¥ et ¢, le morphisme induit de Mod(%(p), 9%(p)) dans
Mod(%, 0%), de sorte que p = 14 06.
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e Condition nécessaire. Si p est injectif, en particulier, 5(A*) n’est pas trivial. Or dans le cas
ol n est impair, 5(A*) coincide avec TF* ot d est I'unique courbe de bord de %(p), donc il
faut que Ty # 1, autrement dit, d € Courb(X, 9%). Dans le cas ot n est pair, 5(A?%) coincide
avec (T, Ty,)*? ot dy et do sont les deux bords de X(p). Puisqu'on a (T, Ty,)*! # 1, il
faut que les courbes d; et ds ne bordent pas toutes deux un disque. De plus, si 'une d’elles
est triviale dans ¥ (par exemple dy, cf. figure 29), alors ¢, o 0((Ta1 e Tan72)2(n_1)) coincide
avec 1y 0 0((Tay - Tap_,)" ), ce qui est absurde, car un produit de n(n — 1) générateurs
standards ne peut pas étre égal & un produit de 2(n — 1)(n — 2) générateurs standards (ce
n’aurait pu étre possible que si n € {1, 4}). Donc a nouveau, {d;, d2} C Courb(X, 9%).

>(p) surface quelconque
FiG. 29 — Exemple avec n = 8 : si dj est triviale, on a (Ta1 .. .Tan_Q)Q(n_l) = (Ta1 ...Tan_l)n =
Ty,
o Condition suffisante. On suppose que Bord(3(p)) C Courb(X, 0%). Alors d’aprés le théo-
réme 3.10, dans le cas ol n est impair, ou dans celui ol n est pair et ot les deux courbes
de bord de X(p) ne sont pas isotopes dans X, ¢, est injectif. Dans le cas ot n est pair
et ol les deux courbes de bord d; et da de 3(p) sont isotopes dans ¥, toujours d’aprés
le théoréme 3.10, Ker (1,) = <Td1Td;1>. Or d’aprés le théoréme 4.17, 6(B,,) coincide avec
SMod(X(p), 0%(p)) tandis que leTd_zl n’y appartient pas. Donc Ker (¢,) NIm () = {1},
donc 14 (0) est injectif. Finalement, dans tous les cas, 1, o 6 est injectif, donc p aussi.

Montrons la partie ii).

A nouveau, soit 6 le morphisme induit par p dans Mod(X(p), 9%(p)). D’aprés le théoréme
4.17, 0 est injectif. Soit ¢ 'inclusion de 3(p) dans ¥ et ¢, le morphisme induit de Mod(X(p), 0X(p))
dans PMod(X), de sorte que p = ¢4 0 6. Le morphisme ¢, n’est pas nécessairement injectif.

e Condition nécessaire. Comme dans le cas de la partie i) avec p, il faut que Bord(X(p)) C
Courb (%, 0%), mais puisque les twists de de Dehn le long des courbes de bord sont triviaux
dans PMod(X), il faut que Bord(X(p)) ¢ Bord(X).

o Condition suffisante. Supposons que Bord(X(p)) C Courb(X, 9%) et que Bord(X(p)) ¢
Bord(Y), et vérifions que p est injectif. Notons 3’ le complémentaire de X(p) dans X ; on
suppose que si un bord de ¥(p) est isotope & un bord de X, ces deux bords coincident, de
sorte qu’avec ces hypotheéses, chacune des composantes connexes de ¥/ est de caractéristique
d’Euler au plus —1. Or, puisque Bord(X(p)) ¢ Bord(X), la surface ¥’ est non vide et
0% (p) # @. Le morphisme p est a valeurs dans PMod (X, ¥') qui est isomorphe a
Mod(X(p), 9™ (2(p)) ). Si 0™ (Z(p)) = 9(=(p)), alors le théoréme 4.17 s’applique et p
est injectif. C’est toujours ce qui se produit dans le cas impair, mais dans le cas pair, il
peut arriver d’aprés les hypothéses que 9™ (Z(p)) = {d} # 6(Z(p)), ou d est I'une des
deux courbes de bord de X(p). Dans ce cas, PMod(X, ¥') est isomorphe & Mod(X(p), d)
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et p induit un morphisme ¢ de B, dans Mod(X(p), d) qui est injectif si et seulement si
p est lui-méme injectif. Notons pr la projection canonique de Mod(X(p), 0X(p)) dans
Mod(X(p), d). Alors ¢ = pr o 6. De plus, on a Ker (¢) = Ker (pr) N 6(B,) = {1}, car
Ker (pr) = (Ty) ou d’ est le bord de 3(p) différent de d, mais Ty n’appartient pas a 6(B,,).
Donc ¢ est injectif, donc p est injectif. O

Proposition 6.2 (Injectivité des transvections).

i) Soit n un entier supérieur ou égal a 3, soit G un groupe quelconque, soient p un morphisme
de B,, dans G et p1 une transvection de p. Si G est sans torsion (par exemple si G = Mod (%, 0X%)
avec 0¥ # &), alors p est injectif si et seulement si p1 est injectif.

ii) Soit n un entier supérieur ou égal a 6 et soit X une surface de genre g < 5. Alors pour
tout morphisme de monodromie p de B,, dans PMod(X), toute transvection de p est injective si
et seulement si p est injectif.

Démonstration.
Montrons la partie ).

Soit p un morphisme injectif de B, dans G et soit p; une transvection de p. Montrons par
I'absurde que p; est injectif. Ce faisant, nous aurons démontré la partie i) de la proposition
6.2 car p peut également étre vu comme une transvection de p;. Supposons donc qu’il existe &,
un élément non trivial de B, tel que p1(§) = 1. Par définition d’une transvection, il existe un
morphisme cyclique ¢ : B, — G tel que pour tout ¢ € B, on ait p1({) = p(¢)¥(¢). On a donc
p(&) = (€)1, or par définition des transvections, ¢ (&) est dans le centralisateur de p(B,,) dans
G, donc p(&) doit également y appartenir. Puisque p est injectif, cela signifie que £ appartient
au centre de B, donc ¢ est une puissance de A2. Il existe donc un entier non nul k tel que
(p(A)gp(A))% = 1. Comme G est sans torsion on en déduit que p(A)p(A) = p1(A) = 1. Alors,
comme plus haut, p(A) est dans le centralisateur de p(B,,) dans G, donc p(A) doit également y
appartenir, et puisque p est injectif, A doit appartenir au centre de B,,, donc étre une puissance
de A2, ce qui est absurde.

Montrons la partie ii).
1°) Montrons que si le morphisme p est injectif, alors la transvection py est injective.

Reprenons la méme démonstration qu’au i), mais en supposant cette fois que n > 6, que
G = PMod(X) et que p est un morphisme de monodromie injectif. On veut montrer que la
transvection p; est injective. Pour cela, on raisonne par l’absurde en supposant qu’il existe un
élément & non trivial de B, tel que p1(§) = 1. Comme au i), on en déduit I'existence d’un entier
non nul k tel que p(A~2F) = p(A%¥). Or A est un produit de @ générateurs, donc o(A?) est
la puissance n(n — 1)-éme d’une mapping class V' appartenant au centralisateur de p(B,,) dans
PMod(X). Appelons W la mapping class V2 dont on sait d’aprés la proposition 5.15 qu’elle vit

dans M>®) ou M>) est le sous-groupe de PMod(X) des mapping classes qui préservent X(p)
et induisent I'identité dans PMod(3(p)). Récapitulons : on a dune part p(A?) = Ww,
d’autre part p(A%F) = p(A=%), et enfin p(A?) = TdjEl ou d est 'unique courbe de bord de ¥(p)
si n est impair tandis que p(A?) = (T, Ty,) =1 6t1 dy et dy sont les deux courbes de bord de X(p)
si n est pair. Il en résulte que la mapping class W, vivant dans ME0) | satisfait
a) Whnn=1) — Tfk si n est impair, ot d est I'unique courbe de bord de ¥(p);
kn(n—1)

b) W™ 2 = (lesz)ﬂc, si n est pair, ou {di, d2} constitue le bord de 3(p).
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Rappelons que puisque p est supposé injectif, d’apreés la proposition 6.1, les courbes de bord de
Y(p) ne sont pas toutes triviales, donc les mapping classes T, dans le cas a) et Ty, Ty, dans le
cas b) ne sont pas triviales.

Montrons que le cas a) meéne a une contradiction. La courbe d est une courbe séparante de
Y. Appelons ¥’ la composante connexe de ¥ différente de X(p). D’apreés la proposition 3.2.i),
PMod(Z, E(p)) est isomorphe & PMod (Y, d). La mapping class W peut ainsi étre vue comme
une mapping class périodique dans PMod (Y, d). Appelons m son ordre. D’aprés le lemme 3.17,
il existe un entier p premier avec m tel que W = po , donc Dégalite Whn(n—1) = TF * implique
Wwnln=1) — T;Fl. On en déduit que la période de W est n(n — 1), donc il est supérieur ou égal a
42 puisque n > 7. Or X(p) est de genre § — 1 et X est de genre au plus § donc ¥’ est de genre au
plus 1. Mais il n’existe pas de mapping class périodique non triviale dans une surface de genre
nul dont les bords sont fixés d’aprés le corollaire 3.23, et 'ordre des mapping classes périodiques
d’une surface de genre 1 de bord non vide et dont les bords sont fixés est majoré par 6 d’apreés
le corollaire 3.25. C’est une contradiction.

Montrons que le cas b) meéne lui aussi a une contradiction. Si ¥ est le recollement de ¥(p)
sur lui-méme en identifiant ses deux bords di et do en une seule courbe d, alors MEP) est le

groupe cyclique engendré par Ty, donc il existe un entier m tel que W =T /", mais d’autre part

kn(n—1) k R kn(n—1) .
2 = (leTdQ)jF = T;F%, dou (T") 2 = T;F%, ce qui est absurde car T, n’est pas

un élément de torsion. Il reste & étudier le cas ou dy et do sont deux courbes distinctes dans
Courb(3, 9%), dont on sait qu’au moins une n’est pas une courbe de bord de X. Remarquons
que V préservait {dy, da}, donc W (qui est le carré de V') préserve chacune des courbes d; et
ds. Finalement, comme précédemment, W peut étre vue comme une mapping class périodique
de période au moins 15 (car % vaut au moins 15 lorsque n > 6), alors que W vit sur une
surface de genre au plus 1 & bord dont elle préserve chaque bord et devrait étre par conséquent
triviale si le genre valait 0, ou d’ordre au plus 6 si le genre valait 1, d’aprés les corollaires 3.23 et

3.25. C’est une contradiction.

2°) Montrons que si le morphisme p n’est pas injectif, alors la transvection p; non plus n’est
pas injective.

Soit p un morphisme de monodromie non injectif de B,, dans PMod(X) et soit p; une
transvection de p. Montrons que p; n’est pas injectif. Compte-tenu de la proposition 6.1.ii), il

peut exister plusieurs raisons pour que p ne soit pas injectif. On distingue deux cas, selon que
Bord(X(p)) N Courb(X) soit vide ou non.

e SiBord(3(p)) ne contient aucune courbe dans Courb(X) (i.e. la ou les courbes de Bord(X(p))
bordent des disques dans ¥ ou sont isotopes a des bords de X)), alors MEP) est trivial.
Donc d’aprés la proposition 5.15, lorsque n est impair, le centralisateur de p(B,) est en-
gendré par p(A2) qui est d’ordre 2, et lorsque n est pair, ce centralisateur est trivial. Donc
dans tous les cas, on a p1(A*) = 1. Donc p; n’est pas injectif.

e Si Bord(X(p)) contient une courbe dans Courb(X) tandis que p n’est pas injectif, c’est
que n est pair et que le bord de Bord(X(p)) qui n’est pas dans Courb(X) borde un
disque. Dans ce cas, on va montrer que p; n’est pas injectif en exhibant deux éléments
de B, qui ne commutent pas dans I3, mais dont les images commutent. Posons A, o =
T1(7271) .. . (Th—2Tn—3...71). On a vu au cours de la démonstration de la proposition 6.1
que dans les conditions présentes, on avait p(A?) = p(A, %) (cf. figure 29). Donc en parti-

culier p(A,,4,) commute avec p(7,_1), donc p1(A, %) commute avec py(7,—1). Mais A, 4,

ne commute pas avec 7,_1, donc p; n’est pas injectif. O

Compte tenu des théorémes 1 et 2, et des propositions 6.1 et 6.2, on obtient le théoréme 3 :
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Théoréme 3 (Injectivité des morphismes du groupe de tresses dans le mapping class group).
Soit n un entier supérieur ou égal a 6 et soit X la surface Xy telle que g < 5. Soit p un

2
morphisme de By, dans Mod(%, 0X) ou dans PMod(X).

i) Cas de Mod(X, 0%). Le morphisme p est injectif si et seulement s’il est une transvection
de morphisme de monodromie telle que Bord(3(p)) C Courb(X, 0X) (autrement dit, les courbes
de bord de X(p) ne bordent pas de disque dans X).

ii) Cas de PMod(X). Le morphisme p est injectif si et seulement s’il est une transvection
de morphisme de monodromie telle que Bord(X(p)) C Courb(X, 0X) et Bord(X(p)) ¢ Bord(X)
(autrement dit, les courbes de bord de 3(p) ne bordent pas de disque dans X et ne sont pas toutes
isotopes a des bords de ). O

6.2 Morphismes entre groupes de tresses.

En 2000, R.Bell et D.Margalit ont démontré (cf. [BeMal) que tous les morphismes injectifs de
B,, dans lui-méme étaient des transvections de direction A%*| k € Z d’automorphismes intérieurs
éventuellement composés par Inv (cf. définition 6.3 ci-dessous). Ils ont montré que de fagon
similaire, les morphismes injectifs de B, dans B, étaient des transvections de restrictions a B,
d’automorphismes intérieurs de By, 1 éventuellement composés par Inv.

Nous allons prouver que tous les morphismes non cycliques sont de la forme indiquée par
R.Bell et D.Margalit. Au passage, nous redémontrons le théoréme suivant di & Lin en 1982,
cf. [Lnl] : si m est strictement inférieur a n, les morphismes de B,, dans B, se résument aux
morphismes cycliques.

Pour alléger les notations, on considére que les groupes de tresses sont inclus les uns dans les
autres par l'inclusion canonique envoyant les générateurs standards sur les générateurs standards
de méme indice.

Introduisons un automorphisme particulier de B,, :

Définition 6.3 (L’involution Inv de B,, dans B,,).
Soit Inv 'automorphisme involutif de B,, dans B, qui envoie 7; sur 7';1 pour tout ¢ < n — 1.

Théoréme 4 (Morphismes entre groupes de tresses).
Soient n et m deux entiers tels quen > 6 et 3 < m < n+ 1.
i) Cas ot m < n : tout morphisme ¢ de B, dans B, est cyclique.

it) Cas o m = n : tout morphisme ¢ non cyclique de B,, dans B, est une transvection
d’automorphisme intérieur composée éventuellement par l'involution Inv : il existe v,v € By,

et € = %1 tels que pour tout i < n —1, on ait :

p(ri) =y7i7 1.

De plus, v est un multiple de A2.

i11) Cas ot m = n+ 1 : considérons le groupe By, comme le sous-groupe de By+1 engendré
par les n—1 premiers générateurs standards de B,11. Alors, tout morphisme ¢ de B, dans
Bni1 est a transvection prés la restriction a By, d’un morphisme de Bn4+1 dans lui-méme.
D’apres le ii), si ¢ n'est pas cyclique, il existe donc v,v € Bpy1 et € = *1 tels que pour
tout i1 <n—1, on ait :

(i) =7y,

De plus, v appartient au centralisateur de {véy~1, € € B,} dans Bpi1.
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i) Tous les morphismes non cycliques ci-dessus sont injectifs.

Démonstration. Pour montrer I'une ou 'autre des quatre parties de 1’énoncé, on commence
par poser les définitions suivantes. Soient :

n et m deux entiers tels quen > 6et m>n—1,

0 un morphisme allant de B,, dans B,,,

¥ la surface 3(B,,), de genre g égal a la partie entiére de mT_l,
Pref le morphisme de B, dans Mod(%, 9%),

s la mapping class de Mod(X) introduite a la définition 4.15, relativement & pret,

AHS lautomorphisme de Mod(X, %) qui & une mapping class F' associe la classe d’isotopie
dans Mod(%, %) de 5F5 ! ot 5 et F sont des difféomorphismes représentant s et F,
SMod(X, 0%) 'ensemble des points fixes de Ad, (conformément & la définition 4.15),
e ¢; la courbe telle que pyet(1i) = T¢,, pour tout ¢ € {1,..., m — 1}.
Sous réserve que pret © ¢ soit une transvection de morphisme de monodromie, on note de plus :
° ((al, ceey Qp—1), &, V) le triplet caractéristique de prer © ¢ de sorte que pour tout i €
{1, 2,..., n— 1}, on ait :

Pret © p(Ti) = T;i V. (1)
Commengons par montrer un fait que 'on réutilisera plusieurs fois dans cette démonstration.

Lorsque pref 0 est une transvection de morphisme de monodromie, montrons que les courbes
ai, 1 <4< n—1, sont s-stables. Pour tout 7, j < n—1, on a prefop(7;7;° Y = (T, T 1. Or lorsque

az(l

i—7jl =2, T, T " est un multitwist appartenant a pres © ©(By), inclus dans prer(By), lui-méme
P 2 p

aq aj
égal & SMod(%, 0%). Donc TaiTafj1 est un point fixe de Ad,. Or Avds(TaiT;jl) = Ts(ai)T—1

s(a;)’
donc TalTa = Ty ( ) donc d’aprés le lemme 3.12, on obtient s(a;) = a; et s(a;) = aj;.

al)
Finalement, pour tout i < n — 1, on a s(a;) = a;. Ceci étant, on peut attaquer la démonstration

des différentes parties de I’énoncé.
Montrons la partie ).

On distingue les cas selon la parité de n. Si n est impair, le genre g de 3 est égal & la partie
entiére de 5=, donc est strictement inférieur a "5~ —L (car m < n et car n est impair) donc d’aprés
le théoréme 1 tout morphisme de B,, dans Mod(X, 9%) est cyclique. En particulier, ppef 0 ¢ est
cyclique. Or pyer est injectif, donc ¢ est cyclique.

Dans le cas ot n est un entier pair supérieur & 6 et o m < n —2, le raisonnement précédent
fonctionne. Par contre, lorsque m = n—1, le genre g est égal a la partle entiére de 2= elle-méme
égale & la partie entiere de % car m est impair, donc g est égal & = 1 , donc d’ apres le théoréme

1, il peut exister des morphismes non cycliques de B,, dans /\/lod(E 82) Supposons que ce soit
le cas de prer 0 0. On résume la situation par le diagramme commutatif suivant ot r = 3.

Ba, Pref Mod(2,-1,1, 0Xr-1,1)
\ /
ﬁref
Bar—1

On souhaite obtenir une contradiction. Soit ¥’ la surface égale au voisinage tubulaire des
courbes a; pour 1 < i < m — 2. Cette surface est de genre g — 1 et posséde deux composantes de
bord que I'on note et et e™ (cf. figure 30). Puisque s préserve les courbes a;, s préserve la surface
Y, et préserve aussi le découpage de Y/ le long des courbes a;, i € Imp(m — 2). Ce découpage de
¥ est la réunion disjointe de deux sous-surfaces de genre nul I'une et Pautre : les sous-surfaces
¥ et XY sur la figure 30. Si s les préservait chacune, s fixerait chacun de leurs bords et serait
donc 'identité sur chacun d’eux, ce qui est absurde. Donc s les échange, d’ou :
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F1G. 30 — Démonstration du théoréme 4 : La surface marquée X et ses deux sous-surface ¥’ et
Y casoun=8,r=4.

s(et)=e et s(e”) =et.
Notons ¥” le complémentaire de ¥’ dans X. Ainsi ¥” est un pantalon dont les bords sont d, e™
et e~. Or la courbe a,, intersecte a,,_1 mais pas les courbes a; d’indice ¢ < m — 2, donc a,,, est
incluse dans X", donc a,, est I'une des courbe e™, e™, ou d. Or a,, ne peut étre égal a d puisque
d ne coupe pas a,,_1, de plus a,, ne peut pas non plus étre égal & e™ ou e~ puisque ces deux
courbes ne sont pas s-stables contrairement & a,,. C’est une contradiction.

Montrons les parties ii) et iii).

Le morphisme ¢ de B,, dans B,, est supposé non cyclique, donc le morphisme ppor 0 ¢ de
B,, dans Mod (3, %) n’est pas cyclique puisque prer est injectif d’aprés le théoréme 4.17, donc
d’apres le théoréme 1, le morphisme ppef © ¢ est une transvection de morphisme de monodromie.
Reprenons 'égalité (1) : pour tout i € {1, 2,...,n—1},on a:

Pret © SO(Tz) = Tgi V. (1)
On reprend les notations introduites au début de cette démonstration. Dans un premier temps,
nous allons montrer que dans (1), on peut remplacer Tj,, par pret(y77~!) oil 7 est un élément
de B,, indépendant de 4, puis dans un deuxiéme temps, nous montrerons que V appartient &
Pref(Bm). On distingue deux cas :

— Sim = n, on dispose de deux (m —1)-chaines de courbes : (ci)1<i<mfl et (ai)1<i<m71. Par
hypothése, ¥ = X(B,,), or X(B,,) est par définition le voisinage tubulaire de la réunion des

courbes de (cz) De méme, X est le voisinage tubulaire de la réunion des courbes

de (ai)1<i<m—1'
de courbes. Lorsque m est pair, il existe un plongement de (m — 1)-chaines de courbes
dans ¥ dont X n’est pas le voisinage tubulaire, dessiné figure 31. Mais on montrerait

1<i<m—1"
En effet, lorsque m est impair, ceci est vrai pour toute (m — 1)-chaine

F1G. 31 — Cas d’une (m — 1)-chaine de courbe (m pair) dans une surface ¥(B,,), par définition

homéomorphe & Xm—2 .
2 b
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comme on 'a fait dans la partie i) & propos des courbes e™ et e~ que la courbe a,,_1 ainsi
définie n’est pas s-stable. Alors, puisque X est un voisinage tubulaire des deux (m — 1)-
chaines de courbes (cz-)1 <i<m_1 et (ai)l <i<m_1’ elles sont topologiquement équivalentes
dans Mod(X, 0%), au sens ou il existe une mapping class F' dans Mod (X, 9%) qui vérifie
F(¢;) = a; pour tout ¢ € {1,..., m — 1}. Donc pour tout i € {1,..., m — 1}, on a
FTCZ.F*1 = Ty,. Par ailleurs, les twists de Dehn le long des courbes ¢;, 1 <7 < m — 1,
engendrent pyef(Bym, ), or les courbes a;, 1 < i < m—1, sont s-stables, donc T}, appartient a
Pref(Bm). On en déduit que F appartient au normalisateur de pyef(B,,) dans Mod(X%, 0%).
Alors d’aprés la proposition 4.22, quitte & composer F' par une puissance de twist de Dehn
(central) le long d’une courbe de bord de X, on peut supposer que F' appartient & pres(By,).
Soit alors v un élément de By, tel que F' = prer(7y). Pour tout ¢ € {1,..., m — 1}, on a
To, = Tr(e,) = F T, F7Y = pret(77) pret (7) pret(7) ™! = preg(y7iv™1). Autrement dit, on a
montré que :

pour tout i € {1, ..., m — 1}, T, = prer(yiy™1). (2)

Sim = n-+1, ¥ n’est plus un voisinage tubulaire de la réunion des courbes de (ai) I<i<m—2"
On peut toujours trouver comme avant une mapping class F' envoyant les courbes de
(Ci)l <i<m_g SUT celles de (ai)l <i<m—2’ mais a priori, cette mapping class F' n’appartient
pas & pref(Bm) et on ne peut pas conclure comme précédemment. Pour y remédier, nous
allons construire une courbe a,,_1 stable par s, telle que (ai)l <i<m1 soit une (m — 1)-
chaine de courbes. On se sera ramené de cette facon au cas précédent ott m = n et I’égalité
(2) est vérifice. Construisons donc cette courbe ap,—1. Soit ¥’ la surface égale au voisinage
tubulaire de la réunion des courbes a;, 1 < i < m — 2. Puisque toutes les courbes a;,
1 <i < m — 2, sont stables par s, la surface Y’ est stable par s. Nous allons construire la

courbe a,,—1 par morceaux comme décrit ci-aprés. On se référera aux figures 32 et 33. Soit

F1G. 33 — Construction de la courbe a,,—1 lorsque m est pair (ici, n = 7 et m = 8).

x un chemin dans ¥’ dont I'une de ses extrémités appartient a a,,_s et Pautre appartient
au bord de Y, et tel que l'intérieur de x n’intersecte aucune courbe a;, 1 < i < m — 2. Soit
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2’ le chemin image de x par s. La réunion x U 2’ est un chemin s-stable a extrémités dans
0% qui intersecte a,,_2 une fois et n’intersecte pas les courbes a;, 1 < i < m — 3. Il est
facile de refermer le chemin x Uz’ du coté du complémentaire de ¥/ dans ¥ de sorte que la
courbe a,,_1 obtenue soit s-stable, intersecte a,,_o une fois et n’intersecte pas les courbes

a;, 1 < i< m—3. Alors la (m — 1)-chaine de courbes (ai)lgigmfl ainsi définie est s-stable.

On a montré qu’il existait v € B, tel que (2) soit vérifie. Montrons maintenant que dans (1),
la mapping class V' appartient & pret(B;n). Pour tout i < n —1, on a T;7 V = pref 0 ¢(7;) donc
T,V appartient & pret(Bm), or Ty, appartient a pref(By,) comme on I'a vu au début de cette
démonstration, donc V' lui-méme appartient & pyef(Bp,), donc il existe v € By, tel que V' = pree(v).

Finalement, pour tout i € {1,..., n — 1}, on obtient :
Pref © SD(Tz) = ﬁref('YTiE’Y_l ) ﬁref(v) = ﬁref(ryTiE’y_l v ) (3)
Or prer est injectif. Done, pour tout i € {1,..., n — 1}, on obtient :
(1) =77 v, (4)

De plus, V' commute avec T}, pour tout ¢ < n — 1, donc doit appartenir au centralisateur de
<ﬁref(’yn’y—1), 1<n—1 >, donc doit appartenir au centralisateur de {pyef(7¢y 1), € € B,} dans
pret(Bm). Or pret est injectif, donc v appartient au centralisateur de {yéy~!, ¢ € B,,} dans By,.
Lorsque m = n, on a v € B, donc {véy~L, € € B,} = B, et v appartient au centre de 3, donc
est un multiple de A? d’aprés le théoréme 4.7.

Montrons la partie iv).

Les morphismes non triviaux sont injectifs, car puisque B,, est sans torsion, d’aprés le lemme
6.2, une transvection d’automorphisme intérieur est injective. Le fait de composer par Inv ne
modifie pas le caractére injectif. O

Théoréme 6.4 (Dyer & Grossman, [DyGr], 1981).
Soit n un entier supérieur ou égal & 6. On a : Out(B,) = Z/2Z.

Démonstration. Soit ¢ un automorphisme de B,,. D’aprés le théoréme 4, il existe ®, un au-
tomorphisme intérieur éventuellement composé par Inv, et un entier pair k, tels que pour tout
1< n—1,

p(1i) = ®(m;) AF. (1)
Or ¢ et ® étant des automorphismes, ils conservent le centre de B, engendré par A? ou son
inverse. Donc ¢(A2%) = A*2 et ®(A2?) = A*2. On a alors deux possibilités :

p(A?%) = 0(A?), (2)
ou p(A?) = d(AZ)AH (3)

Mais A? est un produit de n(n — 1) générateurs standards, donc 'égalité (1) implique :
P(A%) = B(A2) AR, @
Les égalités (3) et (4) sont incompatibles, donc (2) a lieu, k = 0, ¢ = ® et modulo Inv, tous les
automorphismes de B,, sont intérieurs. O
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6.3 Morphismes entre mapping class groups

Dans cette section, nous allons étudier les morphismes entre deux mapping class groups
associés a deux surfaces X et Y/ de genres g et ¢’ tels que g > 2 et ¢’ < g+ 1, et de nombres de
bords b et b’ quelconques. On considérera ainsi :

— les morphismes de Mod(X, 0X) dans Mod(X', 9%') (cf. théorémes 5 et 6),

— les morphismes de PMod(X) dans PMod(X') (cf. théorémes 7 et 8),

— les morphismes injectifs de Mod(X, 9%) dans Mod(¥', %) (cf. théoréme 9),

— les morphismes injectifs de PMod(X) dans PMod(X') (cf. théoréme 10).

Nous montrerons principalement qu’a une exception prés (lorsque X est de genre 2 et X'
est homéomorphe a ¥ (), les morphismes non triviaux entre mapping class groups sont induits
par des plongements. En vue des théorémes 5 et 6, nous précisons ce que nous entendons par la
concernant les mapping class groups relativement au bord :

Définition 6.5 (Morphisme de Mod(X, %) dans Mod(¥', 0¥') induit par un plongement,
conjugaison extérieure).

Soient ¥ et ¥’ deux surfaces connexes (munies d’une orientation). Soit F' la classe d’isotopie d'un
plongement de ¥ dans ¥’ pouvant ne pas respecter les orientations de X et ¥’ et soit 3" la sous-
surface de ¥/ image de ¥ par F. Notons F un représentant de F'; F est un difféomorphisme de
¥ dans ¥”. Pour tout A € Mod (3, 0X) et tout représentant A € Diff ™ (X, %) de A, le produit
FAF~! préserve l'orientation de X et induit I'identité sur 9% ( = FAF~1(9%) ), donc FAF~!
appartient a DiffT(X”, 9%"). La classe d’isotopie de FAF~! dans Mod(X”, 9¥") ne dépend
que de F et A. Or il existe un prolongement canonique de Mod(X”, 9¥") dans Mod (X', 9¥').
Notons X&F(A) I'image de la classe d’isotopie de FAF~! par ce prolongement. L’application
Ad F ainsi définie

~ Mod(%, 9¥) — Mod(¥/, 9%)

A : —
dr A —  Adp(A)

est un morphisme de groupes. Un tel morphisme sera appelé le morphisme de Mod(X, 0%) dans
Mod(X, 9%') induit par le plongement F.

Insistons sur le fait que rien n’est supposé sur le plongement F' : I'image par F' d’une courbe
de bord de ¥ peut border un disque dans ¥/, ou encore les images par F' de deux courbes de bord
de ¥ peuvent étre isotopes dans Y. De plus, ce plongement peut ne pas respecter les orientations
de ¥ et .

Lorsque ¥ = ¥, on peut identifier ¥’ et ¥ de sorte que le plongement I devienne un élément
de Mod®(X). Le morphisme obtenu Adp est alors un automorphisme de Mod(3, 93). Dans ce

cas, Adp sera appelé conjugaison extérieure par F.

Avant de passer & I’énoncé des théorémes décrivant ’ensemble des morphismes entre les
différents mapping class groups, nous rappelons deux faits classiques :

— D'existence d’un centre non trivial dans Mod(3s,),

— le calcul des abélianisés des mapping class groups des surfaces de genre g > 2 ayant b > 0

composantes de bord (triviaux si et seulement si g > 3),

et nous donnons quelques définitions permettant de présenter les morphismes particuliers qui
interviendront dans les théorémes :

— les morphismes cycliques dans le cadre des mapping class groups,

— les transvection de morphismes.
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Définition 6.6 (Involution hyper-elliptique).
Dans %3 ¢, soit H la rotation d’angle m autour de 'axe 4 sur la figure 34. Notons H la classe
d’isotopie de H. Cette mapping class est appelée ['involution hyper-elliptique de Mod(X2 o).

F1G. 34 — La mapping class H de Mod(X3,0).

Proposition 6.7 (Centre de Mod(X2 o), Dehn, [De2]).

Dans 33,9, linvolution hyper-elliptique H est la seule mapping class différente de l'identité, pré-
servant 'orientation et préservant toutes les courbes de Courb(Xsg o). Elle est périodique d’ordre
2 et engendre le centre de Mod(X2 o). O

Théoréme 6.8 (Abélianisé du mapping class group, Korkmaz, [Ko2]).

Pour toute surface ¥gp avec g = 3 et b > 0, l'abélianisé des mapping class groups PMod(X) et
Mod(X, 0%) est trivial. Lorsque g =2 et b > 0, labélianisé du mapping class group PMod(X)
et Mod(X, 0%) est isomorphe Z/10Z et par cet isomorphisme, la classe des twists de Dehn le
long des courbes non séparantes est envoyée sur la classe de 1.

Démonstration. Le calcul de 'abélianisé des différents mapping class groups (comprenant les
mapping class groups & bord et sans bord Mod(X), PMod(X) et Mod(X,0%) ) a été mené
par Korkmaz, cf. [Ko2|, page 109 théoréme 5.1. On prouve ci-dessous que la classe des twists de
Dehn engendre ’abélianisé du mapping class group lorsque g = 2. Tout d’abord, examinons le
cas lorsque ¥ = 3 (. Partons de la présentation de Mod(X). On choisit comme générateurs les
twists de Dehn le long des cing courbes a1, a2, as, a4 et a5 dans X de la figure 34. Notons 1, x2,
x3, x4 et x5 les générateurs du groupe libre non commutatif F5. Le morphisme F5; — Mod(X%)
défini par x; — Tg, pour tout i € {1, 2,..., 5} conduit & la présentation suivante de Mod(%)
donnée par Waynrib (cf. [Bi] page 184) :

2 _
(r5T423T201 21 Tox3475)° = 1

<.C61, 9o, T3, T4, L5 ‘ R, (.%'1332%3.%‘4%5)6 =1 >
[T5x4T3T221 T 1X2X3T4x5, 5] = 1
ot R est I'ensemble des relations de commutation [x;, ;] = 1 lorsque |j —i| > 2 pour tous
i,7 €{1,2,..., 5} et des relations de tresses x;z;}12; = x;y12;x;+1 pour tout i € {1, 2, 3, 4}.
Si on ajoute a celles-ci les relations [x;, z;+1] = 1 pour tout ¢ € {1, 2, 3, 4}, on obtient z; =
Ty = --- = x5. Les autres relations deviennent alors 23° = 1, 23° = 1 et 2¥ = 1. Finalement,

'abélianisé de Mod(¥) a pour présentation (x1|xi® = 1), donc 'abélianisé de Mod(X) est
isomorphe & Z/10Z et par cet isomorphisme, la classe des twists de Dehn le long des courbes
non séparantes est envoyée sur la classe de 1. Dans le cas des surfaces de genre 2 avec b > 0,
on a un morphisme canonique surjectif Mod(X3 ) — Mod(Xs o) par lequel les twists de Dehn
le long de courbe non séparantes sont envoyés sur des twists de Dehn le long de courbes non
séparantes. Donc la encore, par le morphisme d’abélianisation, la classe des twists de Dehn le
long des courbes non séparantes est envoyée sur la classe de 1. O
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Définition 6.9 (Morphismes cycliques Mod(22,3)).
Un morphisme de Mod(3s,5), b > 0, dans un groupe quelconque est dit cyclique si son image
est cyclique.

Remarque. Cette définition ne concerne que les surfaces de genre 2. En effet, pour toute surface
de genre supérieur ou égal a 3, d’aprés le théoréme 6.8 di & Korkmaz, ’abélianisé du mapping
class group est trivial, donc tout morphisme du mapping class group de ces surfaces dans un
groupe cyclique est trivial. Donc la définition de morphisme cyclique est sans objet dés que le
groupe & la source serait le mapping class group d’une surface de genre supérieur ou égal a 3.

Lemme 6.10. Soit b un entier positif ou nul et soit M l'un des deuxr mapping class groups
PMod(Es,p) ou Mod(Ea p, 032 ). Etant donné un morphisme ¥ de M dans Mod(32)0), il
existe un morphisme W' de M dans Mod(3s2,0) défini par W' (T,) = U(T,)H pour toute courbe
non séparante a de Courb(Xs ), ot H est Uinvolution hyper-elliptique de Mod(2z,0).

Démonstration. L’abélianisé de M est isomorphe a Z/10Z d’aprés le théoréme 6.8 di a Kork-
maz, et est engendré par la classe des twists de Dehn le long des courbes non séparantes. Donc
puisque H'® = Id, le morphisme ¢ de M dans Mod(22,0) envoyant chaque twist de Dehn le
long d’une courbe non séparante sur la mapping class H est bien défini. De plus, H est cen-
tral, donc pour tout F' € M, les mapping classes W(F') et ¢(F') commutent. Donc pour tous
F1,F, € Mod(X), on a :

(T(F1)p(F)) (U(F2)p(F)) = U(F1B)p(F1Fy).
Autrement dit, 'application M — Mod(X2 o), F' — V(F)p(F) est un morphisme. O

Définition 6.11 (Transvection d’un morphisme du mapping class group dans un groupe).

Soit ¥ une surface de genre 2, soit M 'un des mapping class groups P Mod(X) ou Mod(X, 9%),
soit G un groupe. Pour tout morphisme ¥ de M dans G et pour tout élément g appartenant au
centralisateur de ¥(M) dans G tel que ¢! = 1, on appellera transvection de ¥ de direction g le
morphisme ¥’ qui associe a tout twist de Dehn T, le long d’'une courbe non séparante a I'image
U(T,) g- Une transvection de direction 1 d’un morphisme est égale a ce morphisme.

Remarque. Le lemme 6.10 assure la bonne définition des transvections. Remarquons que la
démonstration de ce lemme fait apparaitre un morphisme cyclique et nécessite donc que 'abé-
lianisé du groupe & la source, M ici, ne soit pas trivial. En fait, quel que soit le groupe G, si
la surface Y mise en jeu est de genre supérieur ou égal a 3, il n’existe pas de transvection de
morphisme de Mod(X, 9%) dans G.

Les deux théorémes suivants déterminent les morphismes entre mapping class groups. On
les prouve ensemble. Le premier donne une condition nécessaire et suffisante d’existence de
morphismes non triviaux et non cycliques entre deux mapping class groups en fonction des
surfaces mises en jeu. Le deuxiéme détermine ces morphismes.

Théoréme 5 (Existence de morphismes non triviaux de Mod (X, %) dans Mod (X', 9%')).
Sotent ¥ la surface Xgp et X' la surface Xy avec g > 2 et ¢ < g+ 1.
~ Lorsque g = 2, il existe des morphismes cycliques non triviaur de Mod(X3 p, 02 p) dans
n’importe quel mapping class group admettant un sous-groupe isomorphe a 727, 7/5Z ou
ZJ10Z. Lorsque g > 3, il n’existe pas de tel morphismes cycliques.
— Lorsque g > 2, il existe des morphismes non cycliques de Mod(2, 9%) dans Mod(¥', 9%')
st et seulement si l'une des deux conditions est vérifice : b# 0 et g > g, ou bien b =0 et
Y est homéomorphe a .
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L’énoncé du théoréme 6 tient compte des restrictions d’existence des morphismes non cy-
cliques de Mod(X,9%) dans Mod(X', 9¥') évoquées dans le théoréme 5.

Théoréme 6 (Morphismes de Mod(X, 0¥) dans Mod(X', 9%)).

Sotent ¥ la surface X4 et X' la surface Xy avec g > 2, avec ¢’ € {g, g+ 1}, et telles que
¥ =% si b = 0. Tout morphisme non cyclique de Mod(X%, %) dans Mod(X', 9%') est un
morphisme induit par la classe d’isotopie d’un plongement de ¥ dans Y/, ou éventuellement une
transvection de direction H (Iinvolution hyper-elliptique de Mod(X2,0) ) d’un tel morphisme
sig=2cet(g,b) =(2,0). De plus, si b = 0, le morphisme induit par la classe d’isotopie
d’un plongement de X dans X' (& transvection preés dans le cas mentionné ci-dessus) est une
conjugaison extérieure.

Démonstration des théorémes 5 et 6. Remarquons que le théoréme 5 énonce des résultats
d’existence et de non existence. Les résultats d’existence sont faciles a vérifier, il suffit de prendre
I'un des morphismes évoqués dans 1’énoncé du théoréme 6. La partie difficile du théoréme 5 est
le résultat de non-existence qui sera démontré a I'étape 4°) de ce qui suit. Le théoréme 6 sera
démontrés a I'étape 11°) .

1°) Définitions.

Commengons par associer & la surface ¥ un groupe d’Artin GG ainsi qu’un morphisme pg

G — Mod(%, 0%) (c’est par I'intermédiaire de ce morphisme qu’on pourra appliquer le théoréme
1). Pour cela, on associe a la surface ¥ = ¥, j le graphe I'y ;, décrit sur la figure 35. On note G

F1G. 35 — Etape 1°) : Le graphe I'y ; associé¢ a la surface X .

le groupe d’Artin de type I'y p, et S le systéme de générateurs décrits sur la méme figure. Cet
ensemble S contient 4g + b — 2 éléments :

L 01@71<Z<297etc

® et g, 2< i< g—1,

e 5, 1<i<b+1.
Soient les courbes a;, 1 < i < 2g, les courbes eg; et fo;, 1 < i < g—1, lescourbes d;, 1 <7 < b+1,
décrites sur la figure 36. Notons A ’ensemble de ces courbes. Notons encore z la courbe décrite sur
la figure 36, notons pgy le morphisme (non injectif) du groupe d’Artin (G, S) dans Mod (%, 0%)
défini par :

e po(ai) =Ty, 1 <i < 2g, et po(C)

o po(e2i) = Tey, et po(pai) = Ty, 2<i < g — 1,
® po(0;)) =Ty, 1 <i<b+ 1.
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F1G. 36 — Etape 1°) : Les courbes de A et la courbe z.

Soit ¥ un morphisme de Mod(X, 0X) dans Mod (X', 93') et soit ® le morphisme de G dans
Mod(Y, 9%') égal a W o pg. Nous allons étudier ¥ au moyen de ®.

2°) Etudions le cas particulier ot ®(a1) = ®(a2).

Par conjugaison, I’égalité ®(a1) = ®(ae) implique que tous les éléments de S ont la méme
image par ®. Donc I'image par ® de G est un groupe cyclique. Donc I'image de po(G) par ¥ est
un groupe cyclique. Mais d’aprés le théoréme 3.8, les twists de Dehn le long des courbes de A
engendrent Mod(X, 0Y), donc po(G) = Mod(X, 0X) et I'image de ¥ est un groupe cyclique.
Autrement dit, ¥ est un morphisme de Mod(X, 0¥) dans un groupe abélien. Or d’apreés le
théoréme 6.8 di & Korkmaz, I’abélianisé du mapping class group Mod (%, 0%) est trivial dés
que le genre de ¥ est supérieur ou égal & 3. Donc sous 'hypothése ®(ay) = P(ag), dés que
g = 3, U est trivial. Lorsque g = 2, d’aprés le méme théoréme, pour tout b > 0, ’abélianisé de
Mod(Xg,p, 09 p) vaut Z/10Z. Alors sous I'hypothése ®(a1) = P(az), lorsque g = 2, I'image
de ¥ est un sous-groupe de Z/10Z. Autrement dit, sous '’hypothése ®(a;) = P(a2), il existe
des morphismes non triviaux de Mod(Xg p, 032 ;) dans Mod(X', 9¥') si et seulement 8’1l existe
un sous-groupe isomorphe a Z/27Z, 7./5Z ou Z/10Z dans Mod(X', 9%'). Ces morphismes non
triviaux sont des morphismes cycliques.

Dans la suite, on suppose que ®(ay) # P(a).

3°) Montrons que ® est une transvection de morphisme de monodromie.

En généralisant la notion de morphisme de monodromie au groupe d’Artin G (i.e. les images
des éléments de S sont des twists de Dehn ou des inverses de twists de Dehn), nous allons montrer
que ® est une transvection de morphisme de monodromie.

Tout couple (£, &) € Sx .S vérifiant une relation de tresses est conjugué au couple (aq, a3). Or
on a supposé que ®(ay) # P(az), donc par conjugaison, tout couple (€, &) € S x S vérifiant une
relation de tresses vérifie ®(§) # ®(¢). Commengons par introduire les différents sous-ensembles
de S suivants (cf. figure 37) :

o S(ay) ={ay, 1 <i<2g9}U{d1},
o S(az) ={oy, 2<i <29} U{d, ¢,
L4 S(O[]):{Oé“j<Z<2g}u{51,<—}u{0{1,1<Z<]—2}, j€{37'--729}7
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F1G. 37 — Etape 3°) : Pour tout £ € S, 'ensemble S(&) est celui des générateurs associés aux
sommets dessinés en gras sur le graphe correspondant.

o S(eg5) = {a, 2 < <25} U{eaj, ¢, 61} U{ay, 29 > 1 > 25 + 2}, je{2, ..., 9-1},
o S(p2j) = {ai, 2 <i <25} U{pay, ¢, 01} U{ay, 29 =i > 2j + 2}, j€{2, ..., 91}
0S((Sj):{(sj',C}U{Ozi,1<i<29—2}, jE{l,...,b+1},
e S(O) ={¢}U{a, 1 <i<29—1}.

Pour tout £ € S, notons G(§) le sous-groupe de G engendré par les éléments de S(£). Or tout
sous-groupe G’ de G engendré par les éléments d’un sous-ensemble S’ de S (appelé dans la
littérature sous-groupe parabolique de G) est lui-méme un groupe d’Artin d’aprés le théoréme
de Van der Leck (cf. [Le, Chap II, théoréme 4.13]). Donc pour tout £ € S, le groupe G(§) est
isomorphe a Bygyo. Pour tout £ € S, notons ®¢ la restriction de ® a G(&). Or par hypotheése,
J < g+1, donc ¢ < % et le théoréme 2 s’applique : pour tout { € S, ou bien ®¢ est
cyclique, ou bien ®¢ est une transvection de morphisme de monodromie. Mais on a vu que si
P (1) # ®(ar2), alors pour tout { € S, le morphisme ®¢ n’est pas cyclique.

Considérons l'ensemble des morphismes ®; pour tout £ € S. Puisque pour tout § € S,
le morphisme ®, est une transvection de morphisme de monodromie, on peut parler du signe
caractéristique et de la direction de ®¢ en tant que transvection (cf. la définition 5.14). Nous dirons
que deux morphismes ®¢ et ®gr, € et & appartenant & S, sont compatibles s’ils ont mémes signes
caractéristiques et mémes directions. Il est clair qu’étre compatible est une relation d’équivalence.
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Or d’apreés le lemme 5.13, pour tous £ et £ appartenant a S, dés que S(€) et S(&') contiennent
au moins trois éléments consécutifs en commun, les morphismes ®¢ et ®¢ sont compatibles. On
en déduit ainsi que :

o &, et &, , sont compatibles pour tout i € {1, ..., 2g},
o &, et &, sont compatibles pour tout i € {2, ..., g — 1}, de méme de @, et ®q,,
o &5 ct @y, sont compatibles pour tout i € {1, ..., b+ 1},

o & et &, sont compatibles.

Il n’existe donc qu'une seule classe d’équivalence : tous les morphismes ®¢ sont compatibles entre
eux lorsque & parcourt S. Il existe donc dans ¥/ des courbes

e a,1<i<2g,

o e et fl,2<i<g—1,

o d,1<i<b+1,
dont 'ensemble est noté A’ ainsi qu'un entier n € {£1} et une mapping class W € Mod(¥', 9%)
tels que :

o Do) =T W,1<i<2g,

o D(ey) = T;Z W et ®(p2;) = szi W,2<i<g—1,

o O(4;) :TdZW, 1<i<b+1,
ot W commute avec les twists de Dehn le long des courbes de A’.

Considérons la réflexion de R? par rapport & un plan contenant les courbes azj, 1 <j<get
coupant les autres courbes de A4 en deux points. Cette réflexion préserve toutes les courbes de A
et préserve X, tout en renversant 'orientation de . Notons K la classe d’isotopie appartenant
a Mod®(X) de cette réflexion. Soit V' la mapping class égale & Id sin=1oua K sin=—1, et
soit Ady la conjugaison extérieure de Mod(X, %) par V' (cf. la définition 6.5). Posons

U="Uo AHV.
Apreés avoir remplacé W par W', on obtient :

o W(T,,) =T, W,1<i<2g,

. @(Te%) =Ty Wet W(Tp,,) =Ty W,2<i<g—1,

o U(Ty,) =Ty W,1<i<b+1,

Il ne nous reste qu’a déterminer W et les courbes de A’ pour déterminer le morphisme ¥
donc le morphisme ¥, lorsque ¥ n’est pas cyclique.

4°) On suppose que W n'est pas cyclique. Montrons que les courbes de A"\ {d};, 2 < j < b}

sont disposées dans X' comme sur la figure 38. En particulier :

— les genres de Y et X vérifient g > g ;

— pour tout i € {2,..., g — 1}, les deux courbes €, et fi, sont distinctes et cobordent une
surface de genre i — 1 contenant les courbes a;-, 1 <7 <2i—1, mais ne rencontrant pas les
courbes a;, j=2i+1;

~ si ¥ # X0, les courbes di et dy,, cobordent une surface de genre g —1, si ¥' =¥ o, on

ady=dy=-=d_,;
~ st 0% est vide, donc si b= 0, alors ¥/ =X, o (et on aura démontré le théoréme 5) ;
— pour tout i € {2,..., g — 2}, on sait que 6,21‘ et al2i+1 cobordent un pantalon avec 6,21‘—1-2 ou

/ . . 5 nr ol / !/ U !
avec fy;, o, mais on ne sait pas avec lequel précisément. Idem avec €g—2s Ugg_1, dy €t dy ;.
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FIG. 38 — Etape 4°) : les courbes a;, 1 <i < 2g, ey; et f5,,2<j<g—1,dj et dy .

4°) a) Les couples de courbes de A" sans points d’intersection.

Puisque ¥ est un morphisme, si deux antécédents commutent, leurs images commutent. Soient
x et y deux courbes appartenant a A telles que I(z, y) = 0, et soient 2’ et y' des courbes dans
> telles que W(T,) = Ty W et U(T,) = Ty W. Or I(z,y) = 0, donc Ty et T commutent,
par conséquent T,y W et T,y W commutent, et puisque W centralise I'image de ¥, T,/ et Ty,
commutent, donc x’ et 3’ vérifient I(z’, y') = 0.

4°) b) Les couples de courbes de A" s’intersectant en un point; le genre ¢’ de Y.

Puisque ¥ est un morphisme, si deux antécédents vérifient une relation de tresses, leurs
images en vérifient une aussi. Soient x et y deux courbes appartenant a A telles que I(z, y) = 1,
et soient 2’ et ¢’ des courbes dans ¥ telles que W(T},) = Tpy W et W(T,,) = T,y W. Il est impossible
d’avoir 2’ = ¢/ car alors, d’aprés I’étape 2°) | le morphisme ¥ serait cyclique. Donc 2/ # y/. Or
W centralise I'image de U, donc T et T, vérifient une relation de tresses sans étre égaux, donc
il vient I(2/, y') = 1.

On déduit de ce qui précede et du 4°) a) que partant de la (2g)-chaine de courbes (ai)i <2

! dans A’ forment également une (2g)-chaine de courbes, donc ¥’ est

i)i<2g
de genre ¢’ > g. Puisque par hypothése ¢’ < g+ 1, il vient que ¢’ € {g, g + 1}.

dans A, les courbes (a

4°) ¢) Les couples de courbes de A" éventuellement confondues.

Ayant supposé que W était non cyclique et d’apres I’étape 2°) | pour tout couple de générateurs
standards ¢ et & adjacents dans S, les mapping classes ®(&) et ®(&’) sont deux a deux distinctes.
Donc les courbes a}, 1 < i < 2g sont deux a deux distinctes. On en déduit que dés que deux
éléments de S ne vérifient pas les mémes relations vis-a-vis des éléments «;, 1 < ¢ < 2g, leurs
images par ® sont distinctes. Donc les seuls couples de courbes de ¥’ pouvant éventuellement
étre confondues sont les couples de la forme :

{6/22" féz} avec ¢ € {27 37 sy 9 — 1}7
et {d}, i} avec j, k€ {1,2,...,b+1}.

4°) d) Montrons que pour tout i € {2, 3,..., g — 1}, les courbes €, et fi. sont distinctes et
cobordent dans X' une surface homéomorphe a X;_1,2 contenant les courbes ag, 1<j<20—1,
mais pas les courbes ag, j=2i+1.

Soit ¢ un entier dans {2, ..., g— 1} donné pour tout le 4°) d). Les courbes aj, 1 < k <2i—1
forment une (2¢ — 1)-chaine, donc il existe deux courbes disjointes €}, et f5. qui cobordent une
surface homéomorphe a X;_1 2 dans ¥’ et telles que :
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(115 T ) _T/,Tf. (1)

On a le méme type de relation dans Mod(%, 82) :

( H27‘ ! Tak ) - T622Tf21' (2)
En composant (2) par U, on obtient :
( H2z 1 ) 2 _ Te’QinéiWQ’ (3)
d’ott 'on déduit, grace au fait que W est dans le centralisateur de ¥(pg(@G)) :
Ty Tpy = Toy Ty WE2E), (4)
€2; f i f21

Or I(e3y;, f3;) =0, donc o(Toy Ty ) = {es;, 22} Alors en reprenant I'égalité (4) et puisque T, ,
T 7. et W commutent, la proposmon 3.46 implique que

{e35 f2i} Co(Tey) Vo (T, ) Ua(W). (5)

Pour tout i € {2, 3,..., g — 1}, les courbes af, aj,. .., a),_; et ey, cobordent une sphére a i + 1
trous, et de méme, les courbes af, aj,..., ab;_; et fI. cobordent une sphére a i + 1 trous (cf.
figure 39). Puisque la courbe af; intersecte af, ; en un seul point, et n’intersecte pas les courbes
al, ah,..., ab, 5, par un argument de connexité (cf. figure 39), elle doit intersecter les courbes e},

2!

F1G. 39 — Etape 4°) d) : montrons que I(ef;, ab;) et I(f3;, a};) sont non nuls.

A l'inverse, la courbe ab, n’intersecte pas les courbes de (W) puisque W est dans le centralisateur
de U(po(G)). On en déduit que

{egs f}No(W) = 2. (6)
Donc d’aprés (5),

{6217 21} - {621’ f21} (7)
Mais puisque ef; et f4; sont distinctes, on en déduit que ef,; et f5. sont distinctes. Finalement,

{6217 22} - {6227 f27,} (8)

et ey et f3; cobordent dans ¥’ une surface homéomorphe a X;_1 o contenant les courbes a7,
1 < j < 2i—1. De plus, les courbes aj, J = 2i+1, ne rencontrent pas la surface ¥;_1 2. En effet,
elles sont distinctes des courbes a;, 7 < 2i—1, et ne les intersectent pas, or il n’y a pas de place
pour de telles courbes dans ¥;_1 2 puisque ¥;_1 2 est un voisinage tubulaire de la réunion des
courbes a ,J < 2i—1.

4°) e) Lorsque 0¥ est non Uide, montrons que :
~ 81X =Yg, alorsdy = dy = --- =dj 4,
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— 81 X' # ¥y 0, alors les courbes dy et dy_| sont distinctes et cobordent dans ¥’ une surface
homéomorphe a Y41 2 contenant les courbes a;-, 1<j<29—1.

Notons ' et v/ deux courbes de Y telles que
2g—1 2
(LS Ty )™ =TT (9)
On montre omme au 4°) d) a la ligne (7), ou (ef, f7, e}, f!) est remplacé maintenant par
(u', o', dy, dy, ), que :

{w', o'y C{dy, dyy )
Si ¥ =X, 0, alors v/ = v'. L’ensemble des courbes

{ag; 1, 1 <j<ghuU{ey, frtu{2<i<g—1tu{v}

forment un simplexe de 3g — 3 courbes, donc un simplexe maximal dans X’. Or les courbes dj,
1 < k < b+ 1 n’intersectent pas les courbes de ce simplexe. Elles sont donc incluses dans ce
simplexe. Mais pour tout k € {1, 2,..., b+ 1}, on a I(d}, a5,) = 1, or v’ et a5, _; sont les seules
courbes de ce simplexe & intersecter aj,, donc d € {u', aj, ;}. Cependant dj. n’intersecte pas
ayy_o, donc dj = u'.

Si X' # X0, alors u’ # ', donc on peut conclure comme au 4°) d) : les courbes dj et d;_,
sont distinctes et cobordent dans ¥’ une surface homéomorphe a ¥,_1 o contenant les courbes
), 1<j<29— 1.

4°) f) Lorsque 0% est vide, montrons que X' est homéomorphe a X, et on aura démontré le
théoréeme 5.

Lorsque 0% est vide, on a di = dpy1 et dj = dé"l*l' Reprenons l'égalité (9) : il existe deux
courbes u’ et v’ dans X" qui cobordent une surface de genre g — 1 telles que :
2g—1 T 29 T T
( k=1 a;) = ful v
On en déduit comme avant que {u/, v'} C {d}}, donc v’ = v'. Mais ' et v’ cobordaient une
surface homéomorphe a ¥, 2. Puisque les deux bords de cette surface sont isotopes dans 3, il

existe dans ¥ une surface sans bord de genre g. Donc ¥/ est une surface sans bord de genre g.

5°) Déterminons la mapping class W introduite au 3°) .
5°) a) Montrons que lorsque g > 3, W est l'identité.

Soit ¥ une surface de genre au moins 3. Soit ) une sous-surface de ¥ de genre 3 définie ainsi :
sig=3etb< 1, posons @ = 3, sinon @ est la sous-surface de 3 contenant la courbe a; et bordée
par la courbe séparante = définie par (T4, (To,Tu,) - - - (Tag - - .Tal))4 = T,. Soit £ 'ensemble de
courbes {ay, ag, as, a4, as, ag} U {eq, es, fa, fo}, ont les courbes eg et fg sont les courbes d; et
dpy1 lorsque g = 3 et sont éventuellement confondues (cf. figure 40). Les twists de Dehn le
long des courbes de £ appartiennent a une unique classe de conjugaison dans Mod(Q, x) et de
plus, engendrent Mod(Q, x) d’aprés le théoréme 3.8. Donc a priori, 'abélianisé de Mod(Q, x)
est cyclique, engendré par la classe des twists de Dehn le long des courbes non séparantes. Or
d’aprés le théoréme 6.8 dit & Korkmaz, il est trivial. Donc il existe un produit P de twists de Dehn
le long de courbes de £ tel que la somme des puissances de chaque terme du produit vaille 1, et tel
que ce produit soit égal a l'identité dans Mod(Q, x). L’image par U de P est de la forme P’ W
ot P est le produit P a ceci prés que twists de Dehn le long des courbes de £ ont été remplacées
respectivement par les twists de Dehn le long des courbes df, db, a4, aly, af, ag, €}, fi, €g, fé-
Notons 2’ la courbe de X' définie par (T (T Tyr) .- (Tay - - Ta ))4 =T, et Q' la sous-surface
de ¥’ contenant af et bordée par a’ (si 2’ est triviale, on pose Q' = ¥’). Le produit P’ vaut
l'identité dans Mod(Q’, ) pour les mémes raisons que P vaut l'identité dans Mod(Q, z), or
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F1G. 40 — Etape 5°) a) : La surface ¥ et la sous-surface Q.

Mod(Q', z') est un sous-groupe de Mod(Y', 9%'), donc P’ vaut l'identité dans Mod (%', 9%').
Alors on conclut de légalité W(P) = P'W que W est 'identité.

5°) b) Montrons que lorsque g = 2, W wvérifie W10 =1d et que W peut étre différent de 1d
seulement si b’ = 0.

On refait le méme raisonnement que précédemment a ceci prés que 'on pose Q = X si b < 1,
tandis que si b > 2, Q est la surface de genre 2 bordée par la courbe x et contenant la courbe
a; ou z est la courbe définie par (Ty, (Tu,Tu,) - (Tuy - - ~Ta1))4 = T,. On définit Q" dans ¥’
de fagon équivalente. Du fait que l'abélianisé de Mod(Q, x) soit isomorphe a Z/10Z, il existe
dans Mod(Q, =) un produit P de twists de Dehn le long des courbes de £ = {ai, a2, a3, as} U
{d1, dp41} tel que la somme des puissances de chaque terme du produit vaille 10, et tel que ce
produit soit égal a I'identité dans Mod(Q, z). Le méme raisonnement que précédemment montre
que W(P) = P'W'0 on P’ est un produit trivial dans Mod(X’, d%'), donc W0 = Id. Puisque
Mod(Y, 9%') est sans torsion dés que b’ > 0, W peut ne pas étre trivial seulement si ' = 0.

5°) ¢) Montons que lorsque g = 2, W est trivial sauf si (¢', ') = (2, 0) auquel cas W €
{Id, H}, ou H est l'involution hyper-elliptique H (cf. définition 6.6).

Rappelons que W commute avec les twists de Dehn le long des courbes de A’, donc W fixe
chacune de ces courbes. D’aprés le 5°) b), et puisque g = 2 et ¢’ € {2, 3}, nous avons deux cas
a traiter, selon que ¥’ = X9 o ou bien ¥’ = X3 . Lorsque X' = Y39, on a A" = {a}, 1 < i <
4} U{d}}, cf. figure 41 a gauche. Puisque les twists de Dehn le long des courbes de A’ engendrent
Mod(Y'), W est dans le centre de Mod(X'), donc W € {Id, H} ou H est I'involution hyper-
elliptique. Lorsque ¥/ = X3, on a b # 0 d’aprés le 4°) f), donc A’ contient les courbes al,
1<i<4,d et ngrl, avec b+ 1 # 1, cf. figure 41 a droite. Rappelons que d’aprés le 4°) e),
les courbes df et dj 41 sont bien distinctes et cobordent dans ¥" une surface de genre g — 1 =1
et contenant la courbe af. Soit R cette sous-surface. Rappelons que W est périodique, fixe les
courbes de A" donc préserve R et induit une mapping class W’ dans Mod(R). La mapping class
W' appartient méme a PMod(R) car W’ doit fixer les courbes dj et d;, ;. Remarquons que les
twists de Dehn le long des courbes af, a}, et a% engendrent P Mod(R), or W’ fixe ces courbes, donc
commute avec les twists de Dehn le long de ces courbes, donc W’ est central dans PMod(R).
Mais le centre de PMod(R) est trivial (cf. [De2]), donc W' est I'identité de PMod(R). Or il est
facile de voir qu'une mapping class périodique qui coincide avec I'identité sur une sous-surface
est I'identité. Donc W est l'identité de Mod(X').

Définition : Soit U le morphisme U si W= Id, ou soit U la transvection de U de direction H
st W = H (c¢f 6.11). Remarquons que W ne peut étre égal o H précisément que si g = 2 et
(¢, b') = (2,0). Or sous ces conditions et du fait que H est central, une telle transvection est
bien définie.
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Fic. 41 — Etape 5°) ¢) : La surface ¥/ et les courbes de A’ que doit fixer W : le cas ¢’ = 2 &
gauche, le cas ¢’ = 3 a droite.

6°) Montrons que U envoie les twists de Dehn le long de courbes non séparantes sur des twists
de Dehn le long de courbes non séparantes, puis montrons que st ¢y et ca sont deuzr courbes non
séparantes de X telles que I(c1, c2) = 0, alors I(c}, ¢b) = 0 ou ¢} et ¢ sont les courbes de ¥
telles que W(T,,) = Ty et U(T,,) = Ty,

Rappelons que deux twists de Dehn le long de deux courbes non séparantes sont conjugués, et
d’autre part que la classe de conjugaison d’un twist de Dehn le long d’une courbe non séparante
ne contient que de tels twists de Dehn. Donc ayant démontré que l'image de 7}, par U était
un twist de Dehn le long d’une courbe non séparante, on a démontré que I'image de tout twist
de Dehn le long d’une courbe non séparante est un twist de Dehn le long d’une courbe non
séparante.

Soient maintenant ¢y, cg, ¢} et ¢, des courbes définies comme dans U'intitulé du 6°) . Puisque
I(c1, c2) = 0, les twists de Dehn T, et T, commutent, donc leurs images par U égales a T et
T, doivent commuter, donc I(cj, c5) = 0.

7°) Montrons que lorsque g > 4, les courbes €, i € {2,..., g—2}, sont situées sur une méme
composante connere de la surface X' découpée le long des courbes ay; 4, j € {1,..., g}, d} et
d;H_l, (sur la figure 38, les courbes efy; sont dans la partie grisée et les courbes f5; dans la partie
non grisée).

Pour cela, introduisons la courbe w sur ¥ définie comme sur la figure 42 : la courbe w est
non séparante, intersecte les courbes ag et ag, en un point, les courbes de {eg;, 2 < i < g — 1}
en deux points, et n’intersecte pas les autres courbes de A. La courbe w est non séparante, donc
d’aprés le 6°) , il existe une courbe w’ dans ¥ telle que W(T},) = Ty

€62

F1G. 42 — Etape 7°) : la courbe de w dans la surface X.
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Puisqu'on a I(w, a2) = I(w, azg) = 1, T, et Ty, vérifient une relation de tresses, de méme
que T, et Ty,,. Or U est un morphisme, donc il en va de méme de T}, et Taé Ty et T, A vérifient
une relation de tresses ce qui signifie a priori que w’ = a}, ou que I(w’, ab) = 1, et il en va de
meéme de T, et Tagg- Remarquons cependant que les courbes w’ et a'Qg sont distinctes car T, , ne
vérifie pas les mémes relations avec T, et avec T ab, (on sait que Ty, # Ty et I(ay,, ay) = 0).
De méme, T,y et Tj,; sont distinctes. Donc les relations de tresses que T / verlﬁe avec Ty et T, e
ne sont pas tr1V1ales et 'on a :

I(u!, dy) = I(u/, ;) = 1.

Mais pour tout ¢ € {2, ..., g — 1}, on a I(w, f2;) = 0, donc d’aprés le 6°) , puisque toutes les

courbes mises en jeu sont non séparantes, pour tout i € {2, ..., g—1} on a I(v/, fél) = 0. Pour

les mémes raisons, on a I(w', ay;_;) = 0 pour tout j € {1, ..., g}, ainsi que I(w', dj) = 0 et
I(w', db+1)

Rappelons que d’apres Pétape 4°) d), pour tout i € {2,..., g — 1}, les deux courbes €, et
f4; sont distinctes et cobordent une surface de genre ¢ — 1 contenant la courbe af, mais pas la
courbe aj,. Alors, par un argument de connexité dans 3, le fait que I(w', ay) = I(w', a5,) =1
implique que w’ intersecte pour tout ¢ € {2,..., g — 1} au moins une des courbes e, et f5,. Mais
on a vu que pour tout ¢ € {2,..., g — 1}, on a I(w', f5;) = 0, donc I(w’, €};) # 0, donc les
courbes €, i € {2,..., g — 1}, sont toutes situées du coté de la courbe w’, c’est-a-dire toutes
situées sur une méme composante connexe de la surface 3 découpée le long des courbes a’2j71,

jef{l, .., g}, dyetdy, .

Définition : Les courbes w et w’, définies a I’étape 7°) dés que g > 4 nous seront encore utiles a
I’étape 8°) . Il nous sera egalement utile d’étendre leur définition dés que g > 3 (cf. figure 43).
Si ¥ n’est pas cyclique, rappelons que la courbe w’ est 'unique courbe de Courb(X') telle que
U(T,) = T. De cette définition, on peut décrire la courbe w’ comme on I'a fait au 7°) : elle
vérifie (cf. figure 43) :

I(w', a5) = I(w', a2g)_1
. I(w,ak)—Opourtoutke{l}U{S 4,..., 29 — 1},
o I(w', dj) =0 pour tout i € {1, 2,. b+1},
o I(w, é)—()pourtoutze{2 3,...,9g—1},
o I(w', ehy;) #

FIG. 43 — La courbe w dans le cas ou g = 3 et la courbe w’ telle que W(T,) = Tpy.

8°) Montrons que, dans le cas ou 0¥ # & et g > 3, les courbes de A" U {w'} sont disposées

dans X' comme sur la figure 44. En particulier, les courbes d, i € {1, ..., b+ 1}, sont ordonnées
dans ¥ de la fagon suivante. Pour tous i, j € {1, ..., b+ 1}, on notera :
d;. < d]
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F1G. 44 — Etape 8°) : montrons que les courbes de A" (notamment les courbes d, 1 <j < b+1)
dans la surface X’ sont disposées ainsi.

si les courbes dj et d;- sont isotopes, ou si dans une représentation en position minimale d’in-
tersection des courbes mises en jeu, il existe un sens de parcours de a’zg tel qu’en le suivant, on
rencontre les courbes ab,_y, w', dj, d; dans cet ordre. Alors avec cette définition, on vérifie :

! ! !
dy <dy <o < dyyyg.

Avant toute chose, remarquons que le cas ou ¥’ est homéomorphe a X4 o est trivial car les
courbes d;-, 1 < j < b+ 1, seraient alors confondues. Dans la suite, nous supposons donc que :

X #3,0. (H)

8°) a) Commengons par poser les notations utiles a la preuve de ’étape 8°) .

On se référe a la figure 45. On se fixe un entier i € {1, ..., b+ 1} valable du 8°) a) au 8°) d)
et on va montrer que pour tout j € {1, ..., ¢}, on a d;» < dg. On commence par poser quelques
définitions dépendant de ¢ mais pour plus de lisibilité, I'indice 7 sera sous-entendu.

Soient les courbes suivantes, définies dans X et Y/ :

e V (respectivement V') le voisinage tubulaire compact de la (2g — 1)-chaine

(a3, aa, ..., asg, d;) (vesp. (as, ay, ..., ay,, d;)), cf. figure 45;

Fic. 45 — Etape 8°) a) : la sous-surface V' de .
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e Vy et Vp les deux sous-surfaces de V délimitées par les courbes (as, as, ..., azg—1, d;) telles
que Vg contiennent w et Vp ne rencontre pas w;

o Vet Vg les deux sous-surfaces de V' délimitées par les courbes (ag, as, ..., a5, ;, d;)
telles que V}; contiennent w’ et V}; ne rencontre pas w’, cf. figure 46;

e zy et xp les deux bords de V, de sorte que xyg C OVy et xg C OVp;

o 2/ et 2y les deux bords de V', de sorte que a; C OV}, et a5 C VY, cf. figure 46.

FIG. 46 — Etape 8°) a) : les sous-surface Vj; et Vi de ¥/, et les bords 2/ et 2’5 de V.

8°) b) Montrons que U(Ty,,) = Ty, et que U(Ty,,) = T, -
Tout d’abord, les ensembles de courbes {zy, xp} et {2, 2’5} vérifient :
2
TUCHTHEB = (( H Tak)di) g
3<k<2g
_ N29
Tx’HT:c;B = ((3<114:_[<29Ta;c)di)
or pour tout j € {1,..., 2g}, on a ¥(T,;) = Ty, et U(Ty,) = Td;,“donc V(T Top) = T, Tor, -
Les courbes mises en jeu ne sont pas séparantes, or d’aprés le 6°) , ¥ envoie des twists de Dehn le
long de courbes non séparantes sur des twists de Dehn le long de courbes non séparantes, donc :
{\II(TIH)7 \II(TJUB)} = {Tx/Ha ijg}- (10)
Pour continuer la preuve du 8°) b), il nous faut dans un premier temps définir quelques courbes.
Soient yg et yp les courbes dans ¥ correspondant au bord du voisinage tubulaire des courbes
agg—1, azg et d;, telles que yy soit dans Vg et yp soit dans Vp. On définit de maniére analogue
les courbes y; et yiz dans X', cf. figure 47.
De la méme fagon qu’on a démontré (10), on peut montrer que :

{O(Tyy), ¥(Typ)} ={Ty,, Ty, }- (11)
Montrons maintenant que ¥(T,,,) = T, et U(T,,) = T, La courbe w’ intersecte aj,, donc w’
doit rencontrer le tore & deux trous 7" bordé par yj; et y et contenant as, cf. figure 47. Mais
w’ intersecte aussi ay, donc w’ ne peut pas étre inclus dans 7”7, donc w’ doit intersecter yj ou
Y. Or w' ne rencontre pas Vp par définition de Vg, mais y; est inclus dans Vj; par définition
de y'5, donc w’ n’intersecte pas y. Donc w' doit intersecter y;, donc Ty, et T,,, ne commutent
pas. Or on a I(w, yp) = 0, donc T}, commute avec T}, donc (I}(Tw), égal a T,y comme on I’a vu
au 7°) , doit commuter avec W(7Ty,). Donc W(T),) est différent de T}, . Donc en utilisant (11),
on obtient :

U(Ty,) =Ty, et U(Ty,) =Ty, . (12)
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F1G. 47 — Etape 8°) b) : les courbes y}; et y dans X'

Montrons enfin que (T, ) = T, et que W(T},) = T, . Considérons la courbe €j, . Elle
H B g

coupe en un point la courbe a’2972, mais n’intersecte ni d; ni aucune courbe aj, avec k # 2g — 2.

Donc si 6/29_2 était incluse dans Vj;, d’aprés la figure 48, 1’égalité (13) serait vraie :

el2g—2 = y}{ (13)

F1G. 48 — Etape 8°) b) : dans ¥', les courbes y}; et y5 ne peuvent toutes les deux coincider avec
les courbes €5, 5 et fo, 5.

De méme, si f} g—2 €tait incluse dans Vi, on aurait :

fog—2=p- (14)
Cependant, il est impossible que (13) et (14) arrivent simultanément, car (en se reportant a la
figure 47) les ensembles {e3, o, f5, o} et {y}, yp} sont les bords de deux sous-surfaces dis-
tinctes de X', 'une isomorphe & X4_o o, autre isomorphe a X1 9. Il résulterait donc de I’égalité
{ehy—as fag—2} = {yp, yp} au'il existe une sous-surface sans bord incluse dans X' et isomorphe
a g 0. Or une surface sans bord n’est incluse dans une autre que si elles sont égales, mais ici, >/
n’est pas égale a X, ¢ puisque conformément & nos hypothéses (cf. (H)), ¥’ # Xy o. Il en résulte
que (13) ou (14) est fausse et par conséquent 6/29_2 n’est pas incluse dans V}; ou fég_Q n’est pas
incluse dans V. Donc I(eh, o, @) # 0 ou I(f3, o, 25) # 0. Donc T, _, ne commute pas avec
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T, ou Tfég_z ne commute pas avec Ty, . Or Tg commute avec Ty, et Ty, , commute avec

29—2

T, donc Ty, commute avec U(T,,) et Ty, , commute avec W(T,,,). Donc il serait absurde
que W (T, ) = Ty, et U(T,,) = T, . Donc
U(Tyy) = Ty, et U(Tyy) = Ty .

8°) ¢) Montrons que pour tout entier j € {1..., b+ 1} donné, une et une seule des trois
situations suivantes se produit :
I(d}, x'y) # 0, ou I(d};, x'g) # 0, ou d = d.

e Tout d’abord, il est clair que si d; = dj, alors I(d}, ¥%) = 0, ou I(d}, vl) = 0.

e Montrons maintenant que les inégalités I(d}, 2%;) # 0 et I(d}, 25) # 0 s’excluent mutuel-
lement. Fixons un entier j € {1..., b+ 1} différent de i. Alors, dans ¥, on a I(dj, zg) = 0
ou I(dj, xg) = 0, donc d’aprés le 6°) , puisque ces trois courbes sont non séparantes, on a
I(d}, 2) = 0, ou I(d}, x%5) = 0. On a donc démontré que l'une quelconque des trois assertions
de I’énoncé excluait les deux autres.

e Il nous reste & montrer qu’au moins I’'une d’entre elles est réalisée. Fixons & nouveau un entier
j € {l..., b+ 1} différent de 4, supposons que I(d}, ¥%) = 0 et I(d}, 3) = 0, et montrons
qu’alors, d;- = d;. Puisque I(d;-, ) =0 et I(d;-, z'y) = 0, la courbe d; est incluse dans V', est
d’intersection 1 avec a’zg, mais ne coupe aucune autre courbe aj pour k € {2,..., 29 — 1} ni ne
coupe la courbe d;. Or comme on peut le voir sur la figure 49, la surface V' découpée le long des
courbes {a}, 3 <k <2g—1}U{d;} et du chemin a, NV’ est homéomorphe & la réunion disjointe
de deux anneaux dans chacun desquels la courbe d; induit un bord. Quant a la courbe d;., elle
ne borde pas de disque dans ¥/, donc son image dans ce découpage est isotope aux bords de I'un
des deux anneaux. Donc dans Y, les classes d’isotopie d; et d; sont confondues.

!
( a2g-3
’
&
V"
apres découpage
!
le long des courbes Xp
’ ’ ’ ’
Ay, a3 5 ey gy O d;
!
()

FI1G. 49 — Etape 8°) ¢) : la surface V' découpée le long des courbes {a},, 3 <k <2g—1}U{d;} et
du chemin af, NV’ est homéomorphe a la réunion disjointe de deux anneaux dans chacun desquels
la courbe d; induit un bord.

8°) d) Montrons que pour tout j € {1,...,b+ 1}, si j < i alors d;» < d} au sens défini
ci-dessus dans Uintitulé du 8°) . Puisque les réles de i et j sont symétriques, on aura démontré
l’équivalence.

Soit j un entier dans {1, ..., i — 1}. Alors dans ¥ on a I(d;, xg) = 0, donc d’aprés le 6°) ,
puisque toutes les courbes mises en jeu sont non séparantes, on a [ (d;-, z'y) = 0. Alors d’apreés
le 8°) c), on en déduit que d; = d} ou I(d}, 27y) # 0. Si d; = d;, le résultat est démontré : par
définition d; < dj. Supposons donc que I(d}, ;) # 0 et montrons que ceci implique également
que dg» < d}. Tout d’abord, on a I(al;7 z’y) =0 et I(d;-, aly,_,) = 0 pour tout k € {2, 3,..., g},
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donc I(d;, Bord(Vj)) = 0. Or d; intersecte la courbe z7; située a l'extérieur de Vi donc d;
ne rencontre pas V. Rappelons que I(d}, aj,) = 1 et que la courbe ay, est incluse dans V' =
Vi U V5. On en déduit que :

d; intersecte a5, dans V. (15)
Ceci étant dit, on a presque démontré que d;- < d}. Pour finir la preuve, considérons la sous-
surface Vy, cf. figure 50. La courbe w’ est incluse dans Vj; qui est de genre nul, donc w’ sépare

F1G. 50 — Etape 8°) d) : la sous-surface V}; de V'.

Vy; en deux composantes connexes, 'une homéomorphe & un pantalon que 'on appelle P qui
contient un bord isotope dans ¥’ & d, Pautre contenant les bords isotopes dans ¥ a a4, af, ...,
a’29_1. La courbe d;- n’intersecte aucun des bords de V}; \ P (rappelons qu’on avait vu au 7°) que
I(w', d}) = 0), mais elle intersecte 2y qui est un bord de P. Donc par connexité, d; ne rencontre
pas Vi; \ P, donc (15) devient :

d; intersecte a5, dans P. (16)

Par conséquent, la courbe algg coupe dans cet ordre la courbe a’2g_1 (I'un des bord de Vi \ P),
la courbe w’ (qui sépare P et Vi \ P dans V), la courbe d; (partiellement incluse dans P), et
enfin la courbe d; (I'un des bord de P). Donc par définition, d; < d;.
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9°) Montrons le résultat du 8°) dans le cas ot g = 2. Plus précisément, lorsque 0% # & el
g =2, les courbes de A" sont disposées dans X' comme sur la figure 44 (exception faite de la courbe

w' qui n'est pas définie dans le cas o g = 2). En particulier, les courbes dj, i € {1, ..., b+ 1},
sont ordonnées dans X' de la fagon suivante. Pour tous i, j € {1, ..., b+ 1}, on notera :
d; < d]

si les courbes dj et dg sont isotopes, ou st dans une représentation en position minimale d’in-
tersection des courbes mises en jeu, il existe un sens de parcours de a) tel qu’en le suivant, on
rencontre les courbes afy, d}, d;, d; dans cet ordre. Alors avec cette définition, on vérifie :

! ! !
dy Sdy <o < dyyy-

Avant toute chose, remarquons que le cas ot 3 est homéomorphe a ¥g ( est trivial car les
courbes d;, 1 < j < b+ 1, seraient alors confondues. De plus, si b = 1, il vient automatiquement
avec cette définition que d} < dj et le résultat est démontré. Dans la suite, nous supposons donc
que :

b>2et 2,7&2270. (HQ)

On calque la preuve du 9°) sur celle du 8°), avec les adaptations suivantes. Rappelons que dj et
dy., , cobordent une surface de genre 1 contenant les courbes ay, aj et aj d’aprés le 4°) . Soit i
un entier appartenant a {1, ..., b+ 1}. Posons les définitions suivantes (on se reporte a la figure
51).

F1G. 51 — Etape 9°) : le cas g = 2.

Soient :
e V (respectivement V') le voisinage tubulaire compact de la 3-chaine (ag, a4, d;) (resp.
(a3, ay, d));
e Vy et Vg les deux sous-surfaces de V délimitées par les courbes ag et d; telles que Vg ne
rencontre pas dp+1 et que Vp ne rencontre pas dj ;
e V}, et Vj les deux sous-surfaces de V' délimitées par les courbes aj et d telles que Vj; ne
rencontre pas dy ; et Vi ne rencontre pas d ;
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e 2y et xp les deux bords de V, de sorte que xy C Vg et xg C IVp;
o 2/ et @y les deux bords de V', de sorte que 2/, C OV}, et o5 C OVj.

Les sous-surfaces V}; et Vi sont définies de facon univoque, car il est impossible que ni V};, ni
Vp ne rencontre au moins 1'une des courbes dy et dy ;. En effet, si tel était le cas, les courbes
dj et d 41 seraient confondues avec la courbe d} et la surface ¥’ seraient sans bord, ce qui serait
contraire aux hypothéses (H2).

Comme au 8°) b), montrons d’abord que ¥(T,,) = Ty, et U(T,,) = T, D’apres les défi-
nitions de V}; et Vj et la remarque que 'on vient de faire pour justifier leurs bonnes définitions,
il vient que I'une des deux intersections I(2%, dj) ou I('z, dj_ ) est non nulle. Donc

Tfo et Tdfl ne commutent pas, ou T, o, et ngﬂ ne commutent pas. (17)
Or par définition de z/; et 25, on a :
= (}If(Tas)‘I’(T W (Ty,))*
= \.I{((TasTasTdi) )
= \_I."(TxHT?B)
V(T ) V(T ),

mais £y et zp sont des courbes non séparantes, donc W(T},) et W(T,,) sont des twists de
Dehn d’aprés I’étape 6°) , donc 1’égalité obtenue ci-dessus est une égalité entre multitwists, donc
d’aprés le lemme 3.12,

{To,, T } ={V(Tap), ¥(Tep)}- (18)
Or par définition de zp, on a I(zpg, di) = 0, donc Ty, et T,;, commutent, donc \I/( T:,) et T,
commutent. De méme ¥(T},,) et Ty, commutent. Alors, d’aprés (17) et (18), il vient que :
U(T,,) = Ty, et U(Ty,,) = Ty, (19)
On peut alors continuer la preuve de I’étape 9°) comme on l'a fait & I’étape 8°) . On montre
ainsi que :
e pour tout j € {1,..., b+ 1}, la courbe d;- vérifie exactement 1'une des trois conditions
suivantes : I(d}, ) # 0, I(d}, #l) # 0, ou d; = d; (cf. 8°) c));
e et enfin, pour tout entier j € {1, 2,...,i— 1}, on a d; < d; (cf. 8°) d)).
Ceci conclut le 9°).

10°) Montrons que ] (dont on a supposé qu’il n’était pas cyclique) est induit par un plonge-
ment de ¥ dans X'.

Soit N(A) (respectivement N(A’)) le voisinage tubulaire de la réunion des courbes de A
(resp. A’) dans ¥ (resp. ¥'). Si les courbes d;, 1 < j < b+ 1, sont deux a deux distinctes, N'(A’)
est bien défini. S'il existe j € {1, 2,..., b} tel que d’ = d’+1, on peut tout de méme choisir un
ensemble de représentants des courbes de A’ en posmon minimale d’intersection de sorte qu’en
suivant la courbe a5 , on rencontre les courbes d}, 1 < j < b+ 1, dans l'ordre de leurs indices.
De cette fagon, et compte tenu des étapes 4°) | 70) et 8°) , il existe un difféomorphisme positif
de N (A) dans N (A/ ) dont on note F' la classe d’isotopie et qui vérifie :

o [(a;) = | < 2g,
° F(62)_€2l et F(fgl) fo 2<i<g—1,
o F(d))=d, 1<i<b+1.
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F1G. 52 — Etape 10°) : exemple de construction de F et de la surface ¥’ = F(X) incluse dans
Y. On a représenté dans cet exemple différents cas de figure :

d} U d}y borde un anneau,

dy U df borde une surface de genre un,

dy; U d)y borde une surface de genre nul a 4 composantes de bord.

Appelons X" le voisinage tubulaire fermé de la réunion des représentants des courbes a, i €
{1,2,...,2g} et d}, j € {2, 3,..., b}. La surface £" est homéomorphe a ¥ et est incluse dans ¥’
(cf. figure 52). Toujours d’aprés les étapes 4°) , 7°) , 8°) et 9°) , on peut prolonger F' sur tous
les disques ouverts de ¥\ V(A), de fagon & obtenir un difféomorphisme de ¥ dans ¥” que I'on
appelle encore F. Comparons ¥ et le morphisme Adp : Mod(X, 9%) — Mod(X, %) (cf.
définition 6.5 pour la définition de Adr). Puisque F' est la classe d’isotopie d'un difféomorphisme
positif et en vertu de ce qui précéde, pour toute courbe a € A, on a :

U(T,) = Tw = Tr@) = FT.F 1 = Adp(T,).
Ainsi ¥ et Avdp coincident sur {7}, a € A}. Or d’aprés le théoréme 3.8, un tel ensemble engendre
Mod(X, 9%), donc on a I'égalité :

¥ = Adp. (20)

11°) Fin de la démonstration.

Rappelons que lorsque ¥ n’est pas cyclique, on avait défini ¥ = ¥ o ;AHV a la fin de I'étape
3°) ,ouV € {Id, K}. Puis a la suite de I’étape 5°) , sauf si W = H on avait pos¢ ¥ = ¥. Donc,
d’aprés (20), sauf si W = H,
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U = L&\ap o A\av—l = A\apvfl.
Autrement dit, sauf si W = H, ¥ est un morphisme induit par un plongement de ¥ dans Y.
Dans le cas ot W = H, ¥ est une transvection de direction H d’un morphisme induit par un
plongement de ¥ dans ¥/ (cf. la définition 6.11 pour la définition de transvection). Ceci achéve la

démonstration du théoréme 6. La démonstration du théoréme 5 a été terminée a 1'étape 4°) f).
O

Passons maintenant aux morphismes de PMod(X) dans PMod(Y'). Ceux-1a aussi peuvent
dans la plupart des cas s’exprimer simplement & partir de morphismes induits par un plongement.
Il nous faut d’abord définir ce terme dans le cas des morphismes de P Mod(X) dans PMod(X').

Définition 6.12 (Morphisme de PMod(X) dans PMod(X') induit par un plongement, conju-
gaison extérieure).

Soient ¥ la surface ¥, , et 3 la surface Xy iy avec g = ¢’ et b > b'. Soit F la classe d’isotopie
d’un plongement de ¥ dans X’ telle que I envoie les bords de ¥ sur des bords de ¥’ ou des
courbes triviales de ¥’ (isotopes a un point), ce que l'on résume par :

F(Bord(X)) N Courb(¥) = @. (%)
Précisons que F' peut ne pas respecter les orientations de ¥ et X'. Soit ¥” = F(X). Notons
F un représentant de F'; F est un difféomorphisme de ¥ dans X”. Pour tout A € PMod(X)
et tout représentant A € Diff"(X) de A, le produit FAF~! préserve l'orientation de X", donc
FAF~! appartient a Diff " (X”). Puisque g = ¢’, b > ' et d’aprés (x), le complémentaire de ¥
dans ¥’ est une réunion disjointe de disques. Donc d’aprés le lemme d’Alexander, FAF~! induit
canoniquement & isotopie prés un difféomorphisme de Y’. Notons Adg(A) la classe d’isotopie de
ce diffeomorphisme. Et puisque A préserve les bords de ¥, FAF~! préserve les bords de ¥, or
d’apreés (%), ensemble des bords de ¥’ est inclus dans I’ensemble des bords de 3", donc les bords
de X' sont préservés par Adp(A). Finalement, Adp(A) appartient & PMod(X'). L’application
Adp ainsi définie
PMod(X) — PMod(X)

A —  Adp(A)

est un morphisme de groupes. Un tel morphisme sera appelé le morphisme de PMod(X) dans
PMod(Y') induit par le plongement F.

Lorsque ¥ = X, d’aprés (x), il vient que X" = ¥’ donc la classe d’isotopie F est inversible.
Donc dans ce cas, F est un élément de Mod®(X). Le morphisme obtenu Adp est alors un
automorphisme de PMod(X) que l'on appellera conjugaison extérieure par F.

Adp :

La démonstration des théoréme 5 et 6 s’adapte presque intégralement au cas des morphismes
de PMod(X) dans PMod(X') ot X et ¥/ vérifient les mémes hypothéses que dans le théoréme
6. Cependant, les énoncés sont légérement différents. En guise de démonstration, on se contente
de justifier ces différences, le fond étant le méme.

Théoréme 7 (Existence de morphismes non triviaux et non cycliques de PMod(X) dans

PMod(¥)).
Soient ¥ la surface X4 et X' la surface Sy avec g > 2 et ¢/ < g+ 1.
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— Lorsque g = 2 et seulement dans ce cas-la, il existe des morphismes cycliques mon tri-
viaur de PMod(Xa,5) dans n’importe quel mapping class group admettant un sous-groupe
isomorphe o Z/27Z, Z/5Z ou Z/10Z.

— Lorsque g > 2, il existe des morphismes non cycliques de PMod(X) dans PMod(X') si et
seulement si g = g et b/ <b.

Conformément a cet énoncé, I’étude des morphismes non triviaux et non cycliques de PMod(X%)
dans PMod(Y') lorsque ¢’ < g + 1 se réduit a 'étude des morphismes de PMod(X) dans
PMod(Y') lorsque ¢’ = g et b’ < b. Cest 'objet du théoréme 8 ci-dessous.

Théoréme 8 (Morphismes de PMod(X) dans PMod(¥)).
Sotent ¥ la surface X4y, et X' la surface Xy avec g > 2, ¢’ = g etV < b. Soit ¥ un morphisme
non cyclique de PMod(X) dans PMod(X'). Alors il existe un plongement F de ¥ dans ' tel
que

F(Bord(X)) NCourb(¥) = &
et tel que ¥ soit le morphisme Adg induit par le plongement F', ou éventuellement la transvection
par H du morphisme Adp si g =2 et (¢, V') = (2, 0).

Démonstration des théorémes 7 et 8. Soient 3 la surface 3, ; et ¥’ la surface Xy i avec
g=2et g <g+1, et telles qu'il existe un morphisme ¥ : PMod(X) — PMod(X'). Reprenons
la démonstration des théorémes 5 et 6. On redéfinit le méme ensemble de courbes non séparantes
A engendrant P Mod(X) (ou Mod(X, 9%) selon le mapping class group dans lequel on se place).
On distingue le cas ou ¥ envoie T}, et Ty, sur une méme image, de celui ot ¥ les différencie.

o Si V(1,,) = V(T,,), alors I'image de ¥ est nécessairement cyclique. Le morphisme ¥ est
alors trivial dés que g > 3, car dans ce cas, 'abélianisé de PMod(X) est trivial d’aprés
le théoréme 6.8 di & Korkmaz, donc n’admet pas de quotient abélien autre que le groupe
trivial. D’aprés le méme théoréme, si g = 2, 'abélianisé de PMod(X) vaut Z/10Z, donc le
morphisme ¥ est trivial ou éventuellement cyclique d’image isomorphe & Z/2Z, 7 /57 ou
Z/10Z, selon que de tels groupes puissent se plonger ou non dans P Mod(X').

o SiV(T,,) # V(T,,), d’aprés la démonstration des théorémes 5 et 6, il existe un plongement
de X dans ¥’ (donc ¢’ > g), ne préservant pas nécessairement l'orientation, dont on note F’
la classe d’isotopie, et il existe une mapping class W € PMod(X') qui fixe chaque courbe
F(a), a € A, tels que pour tout a € A, on ait :

U(T,) = Tp@ W. (1)
Précisons que méme si W est trivial, on ne peut pas raisonner en évoquant le fait que ¥
coincide avec Adp sur un ensemble qui engendre Mod(X) et en conclure que ¥ = Adp,
car Adp n’est pas un morphisme bien défini tant que I’on n’a pas démontré que :

F(Bord(X)) NCourb(¥') = @. (%)
A partir de maintenant, on se place dans le cas ou W (7Ty,) # V(T,,) et donc ou (1) est vrai.
On distingue les cas b= 0 et b # 0.
1°) Cas ou b = 0. Montrons qu’alors ¥ doit étre isomorphe a 3.

On refait la preuve que l'on avait faite au 4°) de la démonstration des théorémes 5 et 6. On
s’appuie sur la figure 53. Lorsque b =0, on a :

2
(TayTay - Tagyy) ™ = Ta,Tay,, = T,
En composant cela par ¥, on obtient
2 _
(Tt Tr(az) - Tazg—n)) " W2 = Ty W2,
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F1G. 53 — Démonstration des théorémes 7 et 8, 1°) :casoub=0¢et g = 3.

Or il existe deux courbes u’ et v’ dans ¥’ telles que :
(TrtanTr(az) - Trtazy-1) = TuwTor,

d’ou :

T, T, — TF(d1)2 W2—29(29-1)
Donc d’aprés le lemme 3.46, en considérant les systémes de réduction canoniques dans cette
derniére égalité, on a :

{u, v} C{F(d1)} U (W),

mais I (o(W), F(azg)) = 0 car W commute avec TF(asy)
est une (2g)-chaine de courbe, la définition de ' et v’ impose que I(u/,F(azg)) # O et
I(v',F(agg)) # 0 (cf. figure 53). Donc v/ = v/ = F(d;), donc ¥’ est homéomorphe a ¥4,
donc a X.

tandis que puisque (F(a1), ..., F(az))

Donc lorsque b = 0, le théoréme 7 est démontré. De plus, puisque justement v’ = b = 0,
Mod(%, 9%) = Mod(X) = PMod(X), de méme pour X', donc on rentre dans le cadre du
théoréme 6, donc lorsque b = 0, le théoréme 8 est également démontré. Dans la suite de cette
démonstration, plagons-nous dans le cas ou b # 0.

2°) Cas ot b # 0. Montrons que dans (1), W est trivial, sauf si g = 2 et (¢', V') = (2, 0)
auquel cas W € {Id, H}.

On distingue les cas selon la valeur du couple (g, b) :

— Lorsque g > 3, 'abélianisé de P Mod(X) est trivial d’aprés le théoréme 6.8 di & Korkmaz.
On a vu au 5°) a) de la démonstration des théorémes 5 et 6 que dans ce cas, W devait étre
trivial.

— Lorsque g = 2 et b # 0, 'abélianisé de PMod(X) vaut Z/10Z et on a vu au 5°) b) de la
démonstration des théorémes 5 et 6 que dans ce cas, W19 devait étre trivial. Par ailleurs,
W doit fixer les courbes F'(a) ou a décrit A. Or on a vu au 5°) ¢) de la démonstration
des théorémes 5 et 6 qu’il n’existait pas de mapping class périodique dans ¥’ autre que
l'identité qui fixait les courbes F'(a1), F(az2), F(as3), F(a4), F(d1), F(dpy1) lorsque ¢ = 3
et b’ = 0. Dans cette démonstration, tout découlait du fait que les courbes F'(dy) et F(dpy1)
étaient distinctes et cobordaient une surface de genre 1 contenant les courbes F'(ay), F'(a2)
et F'(a3). Ce fait subsiste pour tout couple (¢', b') dés que ¢’ > 2 et (¢/, V') # (2, 0). Ainsi
aucune mapping class en dehors de I'identité ne peut satisfaire les conditions vérifiées par
W lorsque g =2, b# 0 et (¢', V') # (2, 0). Par contre, lorsque (¢, b') = (2, 0), on a vu au
5°) b) de la démonstration du théoréme 6 qu’exactement deux mapping classes : Id et H,
I'involution hyper-elliptique, pouvaient convenir.
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Définition : Soit W le morphisme U si W = Id, ou soit ¥ la transvection de ¥ de direction
H si W = H (cf. la définition 6.11). Remarquons que W ne peut étre égal & H précisément
que si g = 2 et (¢', b') = (2, 0). Or sous ces conditions et du fait que H est central, une telle
transvection est bien définie.

Remarquons que d’aprés (1), pour toute courbe a € A, on obtient :
U(T,) = Tra)- (2)

3°) Cas ou b # 0. Montrons que g = g, b' < b et que la condition (x) a lieu.

Posons quelques définitions :

e Pour toute courbe z dans Courb(X) (resp. dans Courb(X’)), notons T, le twist de Dehn
dans PMod(X) (resp. dans PMod(Y')) et T, le twist de Dehn dans Mod(Z, 8%) (resp.
dans Mod (X', 93)).

e Soit U le morphisme de Mod(X, %) dans Mod(X', 9%) induit par la classe d’isotopie de
plongement F'.

e Soient enfin oubyy le morphisme canonique de Mod (%, 0%) dans PMod(X) et oubyyy le
morphisme canonique de Mod(¥', 9¥') dans PMod(X').

Puisque les twists de Dehn T, le long des courbes a € A engendrent Mod (X, 0¥) et que pour

tout @ € A, on a oubgsy o W(T,) = W o oubys;(T,), il vient le diagramme commutatif suivant
oubyy:

Mod(S, 0%) 2222, P Mod (%)

U U

oubysyr
Mod(Y, 9%') —— PMod(¥')
Appliquons la commutativité de ce diagramme. Soit d un bord de . On a d’une part :
U o oubyy (Ty) = ¥(Id) = 1d, (3)

et d’autre part :

Oubazl o \I/(Td) = Oubagl (TF(d)) = TF(d) (4)
Par commutativité du diagramme, les lignes (3) et (4) calculent la méme chose, donc Tp(q) = Id,
donc F(d) est soit une courbe triviale de ', soit un bord de ¥'. Ceci étant vrai pour tout bord
d de X, on a démontré que la condition (%) a lieu, donc a fortiori ¢’ < g et ¥ < b. Comme
lexistence de F' montrait que ¢’ > g (cf. le 4°) b) de la démonstration du théoréme 6), il vient
que ¢’ = g et b’ < b. Donc le 3°) est démontré.

Finalement, puisque ¢’ = g, b/ < b, pour tout plongement F’ vérifiant la condition (x), le
morphisme Adp @ PMod(X) — PMod(X') est bien défini. Ceci achéve la démonstration
du théoréme 7. L’assertion (2) montre par ailleurs que tous les morphismes non cycliques de
PMod(X) dans PMod(X') sont des morphismes induits par un plongement de ¥ dans ¥’ ou
des transvections de tels plongements lorsque g = 2 et (¢, ') = (2, 0), donc le théoréme 8 est
également démontré. O

Morphismes injectifs entre mapping class groups

Parmi tous ces morphismes entre mapping class groups relativement ou non au bord, on
souhaite décrire ceux qui sont injectifs. C’est ’objet des théorémes 9 et 10.

Théoréme 9 (Injections de Mod (X, 9X) dans Mod (X', 9%)).
Soient ¥ la surface Xgp, et X' la surface gy avec g > 2 et g < g+ 1. Alors, un morphisme de
Mod(X, 9%) dans Mod(X/, 9%') est injectif si et seulement :
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e lorsque b # 0 : s’il est induit, & transvection pres lorsque g = 2, par un plongement F de
Y dans X tel que F envoie les courbes de Bord(X) sur des courbes deuz a deux distinctes
de Courb(¥', 9%,

e lorsque b = 0 : s’il n’est pas cyclique (il s’agit alors, a transvection pres lorsque g = 2,
d’une conjugaison extérieure avec ¥/ =),

Démonstration. Les morphismes cycliques ne sont pas injectifs, donc compte tenu du théoréme
6, seuls les morphismes induits par un plongement et leurs transvections lorsqu’elles sont définies,
sont susceptibles d’étre injectifs. On raisonne en deux temps. En premier lieu, on considére les
morphismes induits par un plongement (y compris les conjugaisons extérieures). En second lieu,
on considére les transvections de direction non triviale de ces morphismes. Rappelons que de
telles transvections n’existent que si g = 2 et (¢, b') = (2, 0) et qu’elles sont de direction H.

e Dans le cas ou b # 0, tout morphisme induit par un plongement F' est injectif si et seulement si
F envoie les courbes de Bord(X) sur des courbes deux a deux distinctes de Courb(¥/, 9%') d’aprés
le théoréme 3.10. Dans le cas ott b = 0, les conjugaisons extérieures sont des automorphismes,
donc des morphismes injectifs.

e Placons-nous maintenant dans le cadre des morphismes non cycliques de Mod(X%, 0%) dans
./\/lod(Eg 0), o ¥ est de genre 2 avec b composantes de bords, b > 0. Nous allons démontrer que
si U est une transvection de direction H d’un tel morphisme ¥ que 'on suppose injectif, alors ¥
est également injectif. Puisque ¥ peut étre vu & son tour comme une transvection de direction
H de U, on aura montré que U est injectif si et seulement si U est injectif. Ainsi, dans le cadre
que l'on s’est fixé, la propriété d’étre ou non injectif demeure lorsqu’on passe d’un morphisme &
la transvection de direction H de ce morphisme. Compte tenu du premier point, le théoréme 9
est alors démontré.

Démontrons donc que dans le cadre que lon s’est fixé, si ¥ est une transvection de direction
H d’un morphisme injectif ¥, alors ¥ est injectif. Etant donné que Pabélianisé de Mod(X%, 0%)
est isomorphe a Z/10Z et que par cet isomorphisme, la classe d’'un twist de Dehn le long d’une
courbe séparante est envoyé sur 1 d’aprés le théoréme 6.8 di & Korkmaz, il existe un morphisme

: Mod(X, 92) — Z/27Z qui associe 1 a tout twist de Dehn le long d’une courbe non s¢parante,
et qui associe 0 & tout produit d’un nombre pair de tels twists de Dehn. Calculons Ker (¥). Soit
A une mapping class de Mod(X, 9%) telle que \I/(A) =1d. Supposons que A ne soit pas trivial.
Puisque ¥ est une transvection de ¥ de direction H, on a W(A) = ¥(A) H* avec un abus de
langage concernant la notation H v(4) puisque v(A) € Z/2Z, mais sans ambiguité puisque H est
périodique d’ordre 2. Or W(A) = Id, donc U(A) = H*™ mais U(A) # Id car ¥ est injectif et
A #1d, donc U(A) = H et v(A) = 1. Nous allons montrer qu’un tel A n’existe pas. En reprenant
les notations utilisées aux démonstrations des théorémes 6 et 8, posons :

Ao =Ty, T,,T, TanglT To;Ta, Ty, .
Alors il existe un entier € € {0, 1} tel que :
W(Ao) = (T Ty Tut, Ty T2 T, Ty Tur T, ) (HF) 10

Or la premiére partie de ce produit vaut H, la deuxiéme vaut Id, car H* = H' = Id. Mais
alors pour tout A; tel que W(A;) = H, on a ¥(ApA;) = Id. Or U est injectif, donc ApA; = Id
dans Mod(%, 9%), donc v(AgA1) = 0, donc v(A1) = v(Ap), donc v(A;) = 0. Ainsi, il n’existe
pas de mapping class A € Mod(X, 9%) telle que v(A) =1 et ¥(A) = H. Donc Ker (V) = {Id}
et U est injectif.

Théoréme 10 (Injections de PMod(X) dans PMod(X')).
Sotent ¥ la surface X4y et 3 la surface Xy avec g > 2 et ¢ < g+ 1. Alors, un morphisme
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de PMod(X) dans PMod(X') est injectif si et seulement si les deux conditions suivantes sont
vérifiées :
— les surfaces X et X' sont homéomorphes,
— le morphisme est une conjugaison extérieure (i.e. un automorphisme de la forme Adp avec
F € Mod®(X) cf. définition 6.5), ou éventuellement la transvection de direction H d’une
conjugaison extérieure lorsque X' et ¥ sont homéomorphes a Yo .

Démonstration. Lorsque ¥ est une surface sans bord, le résultat est contenu dans I’énoncé du
théoréme 9. Lorsque X est une surface & bord, les morphismes non triviaux de PMod(X) dans
PMod(X') sont induits par des (classes d’isotopie de) plongements F' vérifiant

F(Bord(X)) N Courb(¥) = @, (%)
d’apres le théoréme 8. Soit ¥ un morphisme de PMod(X) dans PMod(X') injectif induit par
un plongement F. Si F' envoie une courbe d de Bord(X) sur une courbe contractile dans ¥,
Iinjectivité de W est mise en défaut. En effet, considérons un chemin non séparant dans > a
extrémités dans d. Le voisinage tubulaire de la réunion de ce chemin et de d dans X est un
pantalon dont d est I'un des bords. Appelons x et y les deux autres bords, cf. figure 54. Ce

FiG. 54 — Situation évoquée dans la démonstration du théoréme 10

pantalon est envoyé par F' sur un pantalon de bord {F(d), F(x), F(y)}, mais puisque F(d)
est une courbe contractile, F'(x) et F(y) sont une seule et méme (classe d’isotopie de) courbe.
Donc T,y = Tr(y). Ainsi ¥(T,) = ¥(T,) bien que T # Tj,. Donc (x) doit étre remplacé par
F(Bord(X)) C Bord(X'). Mais b < b. Donc finalement, (x) doit étre remplacé par :
F(Bord(X)) = Bord(X). (%)
Ceci implique que ¥’ = 3 et que F appartient & Mod®(X), ce qu'il fallait démontrer. O

6.4 Morphismes du mapping class group dans lui-méme.

On compléte le paragraphe précédent en précisant la situation des morphismes injectifs de
Mod(2, 9%) dans Mod(X', 9%') lorsque X = X.. En particulier, on retrouve le théoréme d’Iva-
nov et McCarthy stipulant que P Mod(X) est co-hopfien (cf. [IvMc]). On donne en outre une
preuve compléte de la cohopfianité de Mod (X, 0X) (cf. théoréme 11). On verra que lorsque
b =0, le groupe Mod(X, 9%) vérifie une propriété beaucoup plus forte (cf. le i) des théorémes
11 et 12). Comme au paragraphe précédent, compte tenu du centre non trivial de Mod(Xs,0),
le cas de la surface Y o est & part, et fait objet d’un théoréme indépendant (cf. théoréme 12).

Remarque. Etant données deux surfaces ¥ et ¥, on a défini au paragraphe 6.3 ce qu’était un
morphisme de Mod (X, 9X) dans Mod(X', 9%') induit par la classe d’isotopie F' d’un plongement
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de ¥ dans Y/, cf. définition 6.5. Lorsque ¥ = X', F n’est pas nécessairement isotope a un
difféomorphisme. Toutefois, si c’est le cas, F' appartient au groupe Mod®(%).

Théoréme 11 (Cohopfianité de Mod(X, 0%) et structure de Aut(Mod(X, 9%)), ot ¥ # 3z ).
Soit ¥ la surface g ot g > 2 et (g,b) # (2,0).

i) Le mapping class group Mod (X, %) est cohopfien, c’est-a-dire que les injections sont
des automorphismes. De plus, lorsque b = 0, ce sont tous les morphismes non triviauz de
Mod(X) qui sont des automorphismes.

ii) L’application Ad : Mod®(X) — Aut(Mod(2, 9X)) est un isomorphisme.

iti) Le groupe d’automorphismes extérieurs Out(Mod (X, 90%)) de Mod(X, 0X) est isomorphe
au produit direct 7./27 x Sym(b), o Sym(b) est le groupe symétrique sur b éléments.

Démonstration.
Montrons la partie i).

Lorsque b = 0 et g > 3, d’aprés le théoréme 9, tout morphisme non trivial de Mod(X)
dans lui-méme est une conjugaison extérieure, donc il n’existe pas de morphismes injectifs non
bijectifs. Lorsque b > 0 et g > 2, d’aprés le théoréme 9, tout morphisme injectif de Mod(%, 9X)
dans lui-méme est induit par une classe d’isotopie F' d’un plongement de ¥ dans lui-méme et les
courbes de Bord(X) sont envoyées par F' sur des courbes deux a deux distinctes de Courb(X, 9%).
La définition du complémentaire (F(X))“ de F(X) dans ¥ exige un choix de notre part : dans
cette démonstration, nous identifierons les composantes connexes de 9(F(X)) isotopes a des
composantes connexes de 9%, de sorte que (F(Z))C ne contienne aucune composante connexe
homéomorphe & un disque ou un anneau. Ainsi, (F(X)) est une réunion (éventuellement vide)
de composantes connexes de caractéristique d’Euler strictement négative. Or si une courbe de
Bord(F (X)) appartient a Courb(X), (F(X))° est non vide, donc x(F(X)) < x(X) : ce serait
absurde. Donc Bord(F (X)) = Bord(X), F(X) = X et FF € Mod®(X). Donc 1a encore, tout
morphisme non trivial de Mod(X) dans lui-méme est une conjugaison extérieure et il n’existe
pas de morphismes injectifs non bijectifs. Ceci prouve la partie i).

Montrons la partie i)

On vient de montrer que tout morphisme injectif de Mod(X, 0%) provient d’une conju-
gaison extérieure par un élément de Mod®(X), donc est un automorphisme. Donc la fléche
Ad @ Mod®(X) — Aut(Mod(X, 9%)) est surjective. Montrons maintenant que le morphisme
Ad est injectif. Soit F' dans Mod®(X) telle que Adp soit I'identité de Aut(Mod(E, 9%)). Consi-
dérons les courbes de la figure 55 et posons A = {a1, ag, ..., azg_34p}. Puisque Adp est 'identité
de Aut(Mod(E, 0%)), Adp fixe les twists de Dehn le long des courbes de A, donc F fixe les
courbes de A. De plus, Adp envoie les twists de Dehn le long des courbes de A sur eux-mémes et
non leurs inverses, donc F' préserve l'orientation de X. En particulier F' appartient a Mod(X). De
plus, la partition de 3 en pantalons suivant les courbes de A est telle que si F' fixe chaque courbe
de A, F ne permute pas les pantalons (cela aurait été possible dans X5 ¢ mais par hypothese,
ce cas est écarté). Donc F' induit dans Mod(X 4) une mapping class F appartenant en fait a
PMod(X 4). Mais le mapping class group d’un pantalon dont les bords ne sont pas permutés
est trivial, donc F est triviale. Donc F est un multitwist le long des courbes de A et o(F) est
inclus dans A. Cependant, Adr fixe les twists de Dehn le long des courbes z1, ..., 24, donc F'
fixe ces mémes courbes. Ces courbes sont donc des courbes de réduction de F', donc les courbes
de réduction essentielles de F' ne peuvent intersecter les courbes 1, ..., z4. Or chaque courbe de
A intersecte I'une des courbes 1, ..., x4, donc finalement o (F) est vide. Or F' est un multitwist,
donc F est l'identité. Ceci prouve l'injectivité de Ad et conclut la preuve de la partie ii).
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B 34b-1

F1G. 55 — L’ensemble de courbes A = {a1, aa, ..., azg—34p} décompose ¥ en pantalons.

Montrons la partie iii).

Considérons le diagramme suivant ot M est le groupe Mod(X, 9%), et € et Act sont des mor-
phismes tels que pour tout G € Mod®(X), e(G) = %1 selon que G respecte ou non l'orientation,
et Act(G) est la permutation qu’induit G sur les composantes de bord de X.

Mod®(2) “2Y 797 « Sym(b) ——— 1

1 PMod(X)

[ o~

1 1

Inn(M)

Aut(M) ——— Out(M)

La premiére ligne est exacte par définition de Mod®(X). La deuxiéme ligne est exacte par défi-
nition de Out(M). La premiére fléche verticale est un isomorphisme car Inn(M) est isomorphe
au quotient de M par son centre, lui méme isomorphe & PMod(X). La deuxiéme fléche est
isomorphe d’apreés la partie ii) de ce théoréme. Enfin toutes les fléches sont canoniques donc le
diagramme est commutatif. On en déduit que la troisiéme fléche verticale est un isomorphisme.
Ceci prouve la partie iii) et achéve la démonstration de ce théoréme. ]

Passons au cas de la surface 32 o. Le résultat est trés différent car, en raison du centre non
trivial exceptionnel de Mod(X3 o), le morphisme Ad : Mod®(X) — Aut(Mod(X3 o)) n’est ni
injectif, ni surjectif.
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Théoréme 12 (Cohopfianité de Mod(X) et structure de Aut(Mod(X), ott X = g g, McCarthy*
[Mc1]).
Soit ¥ la surface fermée de genre 2. Rappelons que l’on note H linvolution hyper-elliptique de
Mod(X) (cf. définition 6.6). Notons également Lp la transvection de direction H (cf. définition
6.11) de lidentité de Aut(Mod(X)). Alors :
i) Le mapping class group Mod(X) est cohopfien. On a méme mieux : tous les endomor-
phismes non cycliques sont des automorphismes.

it) Le morphisme Ly de Mod(X) est une involution, et toute transvection de direction H
d’une conjugaison extérieure coincide au produit (commutatif) de cette conjugaison exté-
rieure par L.

iii) Il existe une involution K de Mod®(X) renversant l’orientation. Le groupe engendré par
Ady et Ly est isomorphe 6 Z/27 x 7./27 et ne contient que des automorphismes extérieurs
en dehors de lidentité.

iv) La restriction de la fleche Aut(Mod(X)) — Out(Mod(X)) a (Adk, Lu) est un isomor-
phisme. En particulier, Out(Mod(X)) = Z/2Z x 7/ 2.

v) L’application Ad : Mod®(X) — Aut(Mod(X)) participe a la suite exacte suivante :

1 — (H) — Mod®(2) 2% Aut(Mod(D)) — (Tr) — 1,
ot Uy est l'image de £y dans le quotient de Aut(Mod(X)) par Ad(Mod®(X)).

Démonstration. La partie i) est un corollaire immédiat du théoréme 9.

Montrons la partie ii).

Définissons comme au cours de la démonstration du théoréme 9 le morphisme v : Mod(X) —
Z,/27 qui associe 1 a tout twist de Dehn le long d’une courbe non séparante, et qui associe 0 &
tout produit d’un nombre pair de tels twists de Dehn. On a pour tout F' € Mod(X) avec un
abus de langage évident :

(y(F)=FH"F),
Or v(H) = 0 car H peut étre exprimé comme un produit de 20 twists de Dehn le long de
courbes non séparantes dans Mod(3) (on vérifie que le produit (T, Ty, Ta,Th, )° correspond a la

définition de H , cf. définition 6.6, ou (a1, x1, a2, x2) est la 4-chaine de courbes dessinées figure
56), donc pour tout F' € Mod(X), on a :

i oly(F) = y(FHYE)) = (F H'F)) goFH ) = p go®) go) = p,
Donc £y est une involution. De plus, pour tout F' € Mod®(X) et tout G € Mod(X), FGF~'H =
FGHF~!, donc {10 Adr = Adpofy. Enfin, Adp o coincide sur les twists de Dehn le long de
courbes non séparantes (un ensemble qui engendre Mod(X)) avec la transvection de direction

H de la conjugaison extérieure par F', donc cette transvection est égale & Adp o £f. La partie ii)
est démontrée.

Montrons la partie iii).

Soient a nouveau les cinq courbes aq, as, ag, x1, ro dans X, cf. figure 56. On voit la surface
¥ plongée dans R? et on considére la réflexion de R? par rapport & un plan contenant les
courbes x1 et xo, et coupant les courbes aq, ao, az en deux points. La réflexion selon ce plan
renverse 'orientation de Y. Notons K la classe d’isotopie de la restriction de cette réflexion a
Y. . K appartient & Mod®(X). L’automorphisme Adg est bien un automorphisme extérieur de
Mod(X), car aucun automorphisme intérieur ne peut envoyer un twist de Dehn sur 'inverse

“Dans [Mc1], McCarthy démontre les points ii) - v) de ce théoréme. Le point i) par contre traite des endomor-
phismes de Mod(32,0) en toute généralité. Cette approche est nouvelle et propre a cette theése.
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d’un twist de Dehn. Quant a l'involution £y, c’est également un automorphisme extérieur car
elle n’envoie pas les twists de Dehn sur des twists de Dehn. Remarquons que les automorphismes
Adg et £y commutent car H appartient au centre de Mod®(X), et que le produit Adg o £ est
un automorphisme extérieur pour la méme raison que fg.

Fi1G. 56 — La surface X, les courbes a1, ao, as, x1, T2, et le plan contenant les courbes 1 et xo.

Montrons la partie iv).

Les automorphismes de Mod(X) sont des transvections de direction Id ou H d’une conjugai-
son extérieure d’aprés les théorémes 6 et 8. Donc pout tout automorphisme de Mod(X), quitte
a le composer judicieusement par Adg et/ou par g, on obtient un automorphisme intérieur.
Donc les classes de Adg et £ dans Out(Mod(X)) engendrent Out(Mod(X)). Mais par ailleurs,
Adg et £y sont extérieurs et ne peuvent étre obtenus I'un de 'autre par composition par des
automorphismes intérieurs, donc Out(Mod (X)) n’est pas cyclique. Enfin, ce sont des involutions
qui commutent, donc Out(Mod(X)) est isomorphe & Z /27 x 7Z/27 ou Adk et g jouent chacun
le r6le d'un générateur.

Montrons la partie v).

Tout d’abord, les conjugaisons extérieures sont des automorphismes, donc Ad est bien un
morphisme allant de Mod®(X) dans Aut(Mod(X)). Calculons le noyau de Ad. Reprenons la
démonstration du théoréme 11. On constate que si un élément F' € Mod®(X) vérifie Adp = Id
dans Aut(Mod(X)), alors F fixe les courbes aq, a2, az et préserve la décomposition en pantalons
de X le long des courbes ay, ag, a3, tout en permutant éventuellement les deux pantalons de cette
décomposition, cf. figure 56. En utilisant le fait que F' doive fixer les courbes z; et x2, on en
déduit par le méme type d’argument que lors de la démonstration du théoréme 11 que le noyau
de Ad est inclus dans Iensemble & deux éléments : {Id, H}. Réciproquement, Adyq et Adgy
coincident avec l'identité de Aut(Mod(X)). Donc Ker (Ad) = {Id, H}. Calculons maintenant le
conoyau de Ad. On a vu que tout automorphisme de Mod(X) est le produit d’une conjugaison
extérieure avec Id ou avec £g. Or £y lui-méme n’est pas une conjugaison extérieure, donc le
conoyau de Ad est isomorphe a Z/27Z et est engendré par I'image de {. O

Remarque. (Comparaison de Aut(B,,) et Aut(Mod(3s,)))-

Dans le cas du groupe Mod(X3 o) et contrairement au groupe B, les endomorphismes non
cycliques sont des automorphismes. Comparativement au groupe B,,, cela vient du fait que dans le
cas de Mod(X2,0), le centre est contenu dans la torsion, donc les transvections d’automorphismes
sont encore des automorphismes. Par contre, dans B,, ou le centre est infini, les transvections de
direction non triviale d’automorphismes dans B,, ne sont pas surjectives.
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IT1I. Démonstration du théoréme 1

Dans cette partie, nous prouvons le théoréme 1. Il découlera au chapitre 13 du théoréme 12.2
(ci-dessous) démontré au chapitre 12. C’est la démonstration de ce théoréme qui est au ceeur de
cette partie.

Théoréme 12.2 (Morphismes de B,, dans PMod(X), n > 6, n pair).
Soit n un entier pair supérieur ou égal a 6 et X la surface Xy avec g < 5. Alors tout morphisme
p de B, dans PMod(X) est soit cyclique, soit une transvection de morphisme de monodromie,
c’est-a-dire que, dans ce dernier cas, il existe

— une (n — 1)-chaine de courbes (a;)1<i<n—1,

— un entier ¢ € {1},

— une mapping class V' commutant avec Ty, pour tout i < n — 1,
tels que pour tout entier i compris entre 1 et n — 1, on ait :

p(Tl) = Tasi V.

On attire I’attention du lecteur sur le fait que dans ce théoréme et contrairement au théoréeme
1, n est un entier pair.

Notations :

Tout au long de cette partie, nous adopterons les notations suivantes. Les deux premiéres
seront rappelées en téte de chaque chapitre :
e 7 est un entier pair supérieur ou égal & 6, g et b sont des entiers positifs ou nuls tels que
2—29g—b< —1et2g9g<n,
¢ p est un morphisme donné de B, dans PMod(X, p); a partir du chapitre 9, on suppose
que p n’est pas cyclique,

e r;oui€{0,1,...,n—1} est le i générateur standard de B,, ; lorsque l'indice i vérifie
i<0oui>n—1,7 estle jo° générateur standard de B, ou j est le reste (positif) de
la division euclidienne de i par n; on note Geng, = {70, 71,..., To—1}; On note pour tous

entiers ¢ et j, on note |i — j|, Uentier min({|i — j + kn|, k € Z}),

o A; est p(r;) pour tout entier i; on note G = {4y, A1,..., Ap_1}; on note Imp(n) =
{1, 3,..., n— 1} les § nombres impairs compris entre 0 et n, et X = {A;, i € Imp(n)}.

e 0(G) est par définition la réunion U;<p,—10(A;) et o(X) est par définition la réunion
Uielmp(nfl)U(Ai)-

Plan de la démonstration du théoréme 12.2 :

Chapitre 7 :
Soit 0,(G), I'ensemble des courbes périphériques, c’est-a-dire des courbes séparantes de o(G)
telles que 'une des deux composantes connexes de ¥ privé d’une telle courbe est de genre nul.
On démontre qu’a transvection prés, on peut supposer que o,(G) est vide. Dés le chapitre suivant,
on supposera que o,(G) est vide. On montre de plus dans ce chapitre que dans de nombreux cas,
on peut se ramener au cas ol X est une surface sans bord.

Chapitre 8 :
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On montre que, bien que 0,(G) est supposé étre vide, o(G) est non vide, ou bien p est cyclique.
Dorénavant, p est supposé non cyclique, de sorte que o(G) est non vide.

Chapitre 9 :
On réalise une partition de o(G) en deux ensembles de courbes : 05(G) et 0,,(G), vérifiant chacun
des propriétés intéressantes. Parmi celles-ci, les courbes de o4(G) n’appartiennent chacune au
systéme de réduction canonique que d’une seule mapping class A; pour tout entier i compris
entre 0 et n — 1. Quant aux courbes de 0,,(G), elles sont stables par l'action de B,, induite par p
sur Courb(X).

Chapitre 10 :
On démontre que o(G) ne contient pas de courbes séparantes.

Chapitre 11 :
On décrit (2 isotopie pres et) a diffeomorphisme prés 'ensemble de courbes o(X') dans la surface
S, o0 X = {A;,i€{1,3,5,...,n—1}}

Chapitre 12 :
On rassemble les résultats des chapitres précédents et on montre que p est une transvection de
morphisme de monodromie : le théoréme 12.2 est démontré.

Chapitre 13 :
On étend le théoréme 12.2 aux cas ot n est un entier impair supérieur ou égal & 7, prouvant ainsi
le théoréme 1.

Chapitre 14 :
On discute des hypothéses du théoréme 1, on énonce quelques conjectures et on présente quelques
exemples surprenants lorsque les hypothéses ne sont plus vérifiées.
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7 Morphismes de B, dans le mapping class group d’une surface
de genre nul ; courbes périphériques

Ce chapitre est composé de deux paragraphes :

e Au paragraphe 7.1, on s’intéresse aux morphismes du groupe de tresses dans le mapping
class group d’une surface de genre nul. On montrera le théoréme suivant :

Théoréme 7.1 (Morphismes de B,, dans Mod(Xg p,0%0 ) et dans PMod (3 5)).
Soit 3 une surface de genre nul. Pour tout entier n supérieur ou égal a 3, tout morphisme
de By, dans Mod(X, 0%), respectivement dans PMod(X), est cyclique.

e Au paragraphe 7.2, on suppose que n > 6, g > 1, b > 1 et qu’il existe un morphisme p
de B,, dans PMod(X). On étudie certaines courbes séparantes de o(G), les courbes dites
périphériques (cf. définition 7.2). En corollaire du théoréme 7.1, on obtient la proposition
7.3 selon laquelle les courbes périphériques sont des points fixes par I'action de B, sur
Courb(X). Il est alors facile de ramener I’étude de tout morphisme p a celle d’un morphisme
p' pour lequel I'ensemble des courbes périphériques est vide (cf. proposition 7.4). Enfin, on
montre comment dans certains cas, tout se passe dans > comme si 3 était une surface sans
bord (cf. la proposition 7.5).

Définition 7.2 (Courbes périphériques, 0,(G)).
Une courbe de o(G) est dite périphérique si elle sépare ¥ en deux composantes connexes

dont I'une est de genre nul. L’ensemble des courbes périphériques est noté o,(G). Pour tout
A € G, on note 0,(A) = 0,(G) No(A).

Proposition 7.3 (Stabilité des courbes périphériques).

i) On a les égalités : o,(Ag) = 0p(Ar) =+ = 0p(An—1) = p(9).

ii) Le groupe p(B,) est inclus dans Py gy Mod(X) (le sous-groupe de PMod(X) qui fire
chaque courbe de o,(G) et qui préserve chaque sous-surface de Sub, g)(X)).

Proposition 7.4 (Suppression des courbes périphériques).

Soit XX la composante connexe de genre non nul de Yo, (g)- Alors :

i) Pour tout & € By, p(§) induit une mapping class dans PMod(X') que l'on note p'(§).
L’application p' : B, — PMod(X') ainsi définie est un morphisme.

ii) Les morphismes p et p’ sont de méme nature : l'un est cyclique (respectivement est une
transvection de morphisme de monodromie) si et seulement si ’autre [’est.

Proposition 7.5. Soit A un simplexe de courbes et K un sous-groupe de PMod(X) tel que
A soit K-stable et tel que toute orbite de courbes de A sous laction de K soit de cardinal
au, moins 3. Alors la projection canonique oubys, : X — X4 o induit un isomorphisme
entre les graphes I'(X, A) et I'(X, 0, oubpx(A)). En particulier, Sub(X) est de cardinal
inférieur ou égal a4 29 — 2, et A est de cardinal inférieur ou égal o 3g — 3. De plus, en
notant oubly, : PMod(X) — Mod(Xg,0) le morphisme induit par oubgs;, on a pour toute
mapping class F € IC, pour toute courbe a € A et toute sous-surface S € Suby(X) :

oubgs;(F(a)) = oubly, (F')(oubsx(a)),

oubpx. (F(S)) = oubys,(F)(oubsx:(5)).
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7.1 Morphismes de B, dans le mapping class group d’une surface de genre
nul

Nous allons montrer que les morphismes de B, (n > 3) dans le mapping class group de
surfaces de genre nul (dont les composantes de bord ne sont pas permutées) sont cycliques, en
utilisant le fait que certains mapping class groups sont biordonnables.

Définition 7.6 (Groupe biordonnable). Un groupe G est dit biordonnable s'il existe un ordre
total < sur G invariant par multiplication & gauche et & droite, i.e. pour tous a, b, g et h dans
G, on a:

a<b < gah < gbh
Dans la suite, on notera par défaut < 'ordre de tous les groupes biordonnables que nous ren-
contrerons, et noterons par < l’ordre strict associé a <.

Proposition 7.7. Tout morphisme de B, dans un groupe biordonnable est cyclique.

Démonstration. Soit G un groupe ordonnable et soit ¢ un morphisme de B,, dans G. Supposons
que o(11) < @(72). Soit v I'élément 717o7. Alors @(yry ™) < @(ym2y~1). Or, rappelons que
iyt = 1 et vyt = 7 done ¢(m) < @(71), ce qui est absurde. De méme, supposer
©(m2) < ¢(11) aboutit & une contradiction. Donc ¢(71) = ¢(72), donc ¢ est cyclique. O

Grace a la proposition 7.8 ci-dessous, on pourra appliquer la proposition 7.7 aux mapping
class groups et prouver ainsi le théoréme 7.1.

Proposition 7.8 (Bonatti, Paris). Pour toute surface ¥ de genre nul, Mod(X, %) est
biordonnable. O

En corollaire, on obtient :

Théoréme 7.1 (Morphismes de B,, dans Mod (X, p, 0%¢,5) et dans PMod(Xg p).)
Soit X une surface de genre nul. Pour tout entier n supérieur ou égal a 3, tout morphisme de B,
dans Mod (X, oY), respectivement dans PMod(X), est cyclique.

Démonstration. Tout morphisme de B,, dans Mod (X, 9%) est cyclique, car d’aprés la propo-
sition 7.8, Mod(3, 0X) est biordonnable. Concernant les morphismes de B,, dans PMod (%),
d’apres la proposition 5.12; ils se relévent en des morphismes de 5,, dans Mod (%, 9%) qui doivent
étre cycliques. Donc a nouveau d’aprés la proposition 5.12, les morphismes de B,, dans P Mod(X)
sont cycliques. O

7.2 Courbes périphériques

Nous allons prouver dans ce paragraphe les propositions 7.3, 7.4 et 7.5. Les deux derniéres
seront des corollaires de la premiére. De plus, la proposition 7.5 utilise le théoréme 7.1.

Soit n un entier supérieur ou égal 6, soit ¥ la surface X, 5 ot g > 1 et b > 2 et soit p un
morphisme de B,, dans PMod(X). Rappelons la définition 7.2

Définition 7.2 (Courbes périphériques, 0,(G)).
Une courbe a de o(G) est dite périphérique si elle sépare ¥ en deux composantes connexes dont
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F1G. 57 — Exemple de courbe périphérique.

'une est une sphére a trous (cf. figure 57). L’ensemble des courbes périphériques sera noté o, (G).
On notera également o,(A) I'ensemble de courbes de 0,(G) No(A).

Proposition 7.3 (Stabilité des courbes périphériques).
i) On ales égalités : op(Ag) = op(A1) = -+ = 0p(An—1) = 0p(9).
ii) Le groupe p(Bp) est inclus dans Py, gy Mod(X) (le sous-groupe de PMod(X) qui fize
chaque courbe de 0,(G) et qui préserve chaque sous-surface de Sub, (g)(X)).

Lemme 7.9. Pour toute courbe x périphérique et toute mapping class F telle que
I(F(ZL‘), ;1:) =0, F fize la courbe x et n’échange pas ses deux voisinages latérauz.

Démonstration du lemme 7.9. Soit S la sphére bordée par z. Puisque I(F(m), x) =0, si
F(z) est distincte de z, alors soit F'(z) est dans S et F(S) est incluse dans S, soit F'(x) est hors
de S et S est incluse dans F'(S) (rappelons que Bord(F'(S)) NBord(X) = Bord(S) N Bord(X) car
F appartient & PMod(X)). Or S et F(S) sont homéomorphes, donc ces deux hypothéses sont
absurdes. Finalement, F(z) = x. De plus, S et F'(S) sont situées du méme coté de x, donc F'
n’échange pas les deux voisinages de x. 0

Démonstration de la proposition 7.3.

i) Soient A et C' deux mapping classes de G qui commutent, soit z une courbe de o,(A) et
soit Z une mapping class telle que ZAZ = = C. Alors Z(z) € 0,(C), et puisque que AC = C A,
on a I(o(A), o(C)) = 0, donc I(z, Z(x)) = 0. Alors le lemme 7.9 s’applique a la courbe x et
a la mapping class Z, et 'on obtient Z(x) = z, donc z € o(C). Ceci montre que pour tous
i,7€40,1,..., n—1} tels que |i — j|, > 1, on a 0,(A4;) = 0,(A;). Alors par transitivité, on a

op(Ao) = op(Ar) = -+ = p(An-1) = 7p(9)-

ii) Pour tout « € 0,(G), tout A € G, on vient de voir que z € o(A), donc I(z, A(x)) = 0,
donc d’aprés le lemme 7.9, A(x) = x et A n’intervertit pas les deux composantes connexes de

Y.. Donc A appartient & P, Mod(X). Or G engendre p(B,,), donc ceci prouve la deuxiéme partie
de la proposition 7.3. U

Proposition 7.4 (Suppression des courbes périphériques).
Soit XX la composante connezxe de genre non nul de Yo, (g)- Alors :
i) Pour tout & appartenant a By, la mapping class p(§) induit dans PMod(X') une map-
ping class que 'on note p'(§). L’application p' : B, — PMod(X') ainsi définie est un
morphisme.
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ii) Les morphismes p et p' sont de méme nature : l'un est cyclique (respectivement est une
transvections de morphisme de monodromie) si et seulement si lautre [’est.

Démonstration.

i) Soit ¥’ la composante connexe de genre non nul de Y5, (g) et soit U le sous-ensemble de
courbes de 0,(G) qui bordent la sous-surface de ¥ isomorphe & ¥'. D’apreés la proposition 7.3 sur
la stabilité des courbes périphériques, p(B,,) est inclus dans Py Mod(X). Notons 7’ le morphisme
de PMod(3y) dans PMod(X'). Alors p' = 7’ odecyy o p : p’ est bien un morphisme.

ii) D’apres la proposition 5.12, il existe un relévement g’ de p’ dans Hom(B,,, Mod(¥', %)),
de méme nature que p’. En prolongeant pour tout £ € BB, les mapping classes p/(€) par 'identité
sur 3, puis en la composant au but par le morphisme oubys, : Mod(X, 9X) — PMod(X), on
obtient un morphisme p; allant de B,, dans P Mod(X) tel que 7’ odecyyop1 = p'. Par construction,
p1 est de méme nature que p'.

Soit ¥’ la réunion des sous-surfaces de Suby(X) autres que ¥'. Notons 7" le morphisme de
PMod(%y) dans PMod(X"). D’apres le théoréme 7.1, 7" o decy o p est un morphisme cyclique.
Notons W la mapping class 7 o decy o p(11) de PMod(X") et soit W la mapping class de
PMod(X, ¥), égale a ,0(7'1)(/)1(7’1))_1, et qui induit W sur PMod(X"). Soit ps la transvection
de p1 de direction W (i.e. pour tout entier i dans {1,2,...,n—1}, on a pa(m;) = p1(7)W). On
a encore le fait que ps et p’ sont de méme nature.

Soit

decy

1 — (Ty, u e ) — PyMod(X) —> PMod(Xy) — 1
la suite exacte centrale. On a decy o py = decy o p, donc d’aprés le lemme 5.8, p2 est une

transvection de p, donc ps et p sont de méme nature. Finalement, p’ et p sont de méme nature.
O

Définition 7.10 (L’application de fermeture des surfaces a bords : fer).

Soit ¥ une surface de bord non vide. Pour tout bord d de ¥, on choisit un point P; dans d.
Soit ¥’ la surface sans bord obtenue (exceptionnellement éventuellement le tore ou la sphére) en
contractant dans Y chaque bord d sur le point P; qui lui est associé. La contraction effectuée est
indépendante des choix effectués, nous la noterons :

fer + ¥ =X
L’application fer induit un morphisme canonique entre mapping class groups que l'on notera :

fer* : PMod(X) — Mod(X).

Proposition 7.5. Soient A un simplexe de courbes et K un sous-groupe de PMod(X) tel que A
soit K-stable et tel que toute orbite de courbes de A sous laction de K soit de cardinal au moins
3. Alors Uapplication fer : 3 — X4 o induit un isomorphisme entre les graphes I'(3, A) (cf.
définition 2.24) et I'(Xg4,0, fer(A)). En particulier, Suba(X) est de cardinal inférieur ou égal a
29 — 2, et A est de cardinal inférieur ou égal & 3g — 3. De plus, en notant fer* : PMod(X) —
Mod(%y o) le morphisme induit par fer, on a pour toute mapping class F' € IC, pour toute courbe
a € A et toute sous-surface S € Suby(X) :
fer(F(a)) = fer*(F)(fer(a)),
fer(F(S)) = fer(F)(fer(S)).
Démonstration.
1°) Montrons qu’aprés avoir contracté chaque bord sur un point, aucune sous-surface de
Sub 4(X) n’est envoyée par fer sur une sphére privée d'un ou deux disques, et donc qu’aucune
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courbe de A n’est envoyée sur une courbe triviale par fer et qu’aucun couple de courbes de A
n’est envoyé sur une méme classe d’isotopie dans X, o. Ayant montré cela, nous aurons montré
que les ensembles de courbes A et fer(A) sont de méme cardinal.

a) Par hypothése, I'ensemble A ne contient pas de point fixe sous I'action de . Donc A ne
contient pas de courbe périphérique d’apreés le lemme 7.9. Donc aucune sous-surface de Sub 4(X)
n’est envoyée par fer sur une sphére privée d’un disque, ce qui revient & dire qu’aucune courbe
de A n’est envoyée sur une courbe homotope & un point.

b) Montrons qu’aucune sous-surface de Sub_4(X) n’est envoyée par fer sur une sphére privée
de deux disques, ce qui revient & dire qu’aucun couple de courbes de A n’est envoyé sur une
méme classe d’isotopie dans X4 o. S’il existait deux courbes distinctes a et a’ de A telles que
fer(a) = fer(a’), alors il existerait dans Sub4(X) une sous-surface S de genre nul dont le bord
serait constitué d’un nombre arbitraire de bords naturels, et d’exactement deux bords intérieurs :
a et a’. Mais toute mapping class de PMod(X) préservant A globalement devrait préserver la
surface S puisqu’elle est naturellement bordée, donc devrait préserver le couple {a, a'}. Clest
contraire & nos hypothéses, puisque 'orbite de a sous l'action de K doit étre de cardinal au
moins trois.

Compte tenu de a) et b), les ensembles A et fer(A) sont de méme cardinal.

2°) Sachant que A et fer(A) sont de méme cardinal, la projection fer induit un morphisme
de graphes VU, canonique et bijectif, du graphe I'(X, A) vers le graphe I'(3, o, fer(A)). De plus,
la projection fer et le morphisme fer* étant canoniques, l'action de I sur I'(¥, A) induit une

action de fer*(K) sur I'(X,,0, fer(A)) et les propriétés de commutation attendues sont vérifiées.
0
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8 Morphismes irréductibles de 5, dans PMod(X) avec n > 6

Dans tout ce chapitre et les suivants, n est un entier pair supérieur ou égal a 6, ¥ est la
surface ¥4 5 ott g < § et b > 0 et p est un morphisme de B,, dans P Mod(X) tel que 0,(G) = @.

L’idée de la démonstration du théoréme 12.2 est d’étudier G au moyen de o(G). Le but de
ce chapitre est d’écarter le cas ou o(G) est vide (on dira dans ce cas que p est irréductible)
en montrant qu’alors p est cyclique (cf. le théoréme 8.2). Rappelons a ce sujet quelques faits
basiques sur les morphismes cycliques.

Rappel sur les morphismes cycliques. (cf. la définition 5.1 et les lemmes 5.2 et 5.3)
Soient n un entier supérieur ou égal & 5 et ¢ un morphisme de B,, dans un groupe quelconque.
i) Le morphisme ¢ est dit cyclique si on a : p(11) = @(12) = -+ = ©(Tn-1) = p(70).
ii) Dés qu'il existe deux entiers distincts i et j dans {0, 1,..., n—1} tels que ¢(7;) = ¢(75),
le morphisme ¢ est cyclique.

iii) Sil'image de ¢ est un groupe abélien, le morphisme ¢ est cyclique.

Définition 8.1 (Morphismes irréductibles, morphismes périodiques, morphismes pseudo-Ano-
sov).

On dira que p est un morphisme irréductible de B, si p(71) est une mapping class irréductible
(de fagon équivalente si o(p(71)) = @). Si p(r1) est périodique (respectivement pseudo-Anosov),
le morphisme p sera dit périodique (respectivement pseudo-Anosov). Si p est non irréductible,
on dira que p est un morphismes réductible.

Rappelons que dans B,,, les générateurs standards sont conjugués, donc sont tous réductibles,
tous périodiques ou tous pseudo-Anosov. De plus, les assertions a(p(ﬁ)) =Jet a(g) = & sont
équivalentes. Compte-tenu de la définition 8.1, le théoréme-clé de ce chapitre, le théoréme 8.2,
s’énonce ainsi :

Théoréme 8.2. Tout morphisme irréductible de B,, dans PMod(X) est cyclique.

On distinguera le cas des morphismes périodiques (cf. propositions 8.8 et 8.9) de celui des
morphismes pseudo-Anosov (cf. proposition 8.11). La démonstration de ce théoréme est rapide
lorsque X est de bord non vide mais les méthodes employées ne permettent pas de traiter le cas
sans bord. Lorsque 9% = @, on raisonne par I’absurde en supposant que p n’est pas cyclique, on
exhibe un sous-groupe fini de p(B,,) et on montre que son cardinal dépasse le cardinal théorique
maximal d’un sous-groupe fini de Mod(¥).

Le premier paragraphe présente quelques résultats sur les relations dans p(B,,) utiles pour
minorer le cardinal de certains sous-groupes de p(B,). Les deuxiéme et troisiéme paragraphes
(8.2 et 8.3) sont consacrés a la démonstration du théoréme dans les cas respectivement des
morphismes périodiques et des morphismes pseudo-Anosov.

8.1 Cardinaux de sous-groupes abéliens de p(B,)

Notations 8.3.
— Soit ¢ un morphisme de B, dans un groupe qu’on ne précise pas. Pour tout élément £ dans
B,,, on notera & = ¢(&).
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— Pour tout entier positif pair N, notons Imp(N) = {1, 3,..., N — 1} 'ensemble des entiers
positifs impairs inférieurs & N. Notons 7 = 5. Ainsi Imp(n) contient les 7 premiers entiers
impairs.

— Soit L, le sous-groupe abélien libre <Ti , 1 € Imp(n) > . de By,

Le groupe L,, est isomorphe & Z". Le but de ce paragraphe est d’étudier la structure algébrique
du groupe abélien ¢(L,), c’est-a-dire d’étudier la structure des quotients de L, cf. le lemme
8.5, puis de calculer le cardinal de ¢(L,), cf. le lemme 8.7. Commengons par énoncer un cas
élémentaire.

Lemme 8.4. S7il existe deux entiers distincts i et j inférieurs ou égaux a n—1 et un entier non

nul £ tels que 7"f =7t alors on a :

])
¢ =4 =t
1 2 - 'n—1-

Démonstration. Distinguons les cas selon que |i — j|, =1 ou |i — j|, > 2.

1°) Supposons que |i — j|, = 1, par exemple j = i + 1. Alors, en faisant agir les puissances
de § sur 'égalité 7_'1‘3 = _iﬂl, on obtient pour tout k € {0, 1,...,n — 1} : %,f = ?,fﬂ. Dot la
conclusion.

2°) Supposons que |i — j|, = 2. Puisque n > 6, il existe ¢ € {£1} tel que |i — (j +¢)|n = 2.
Donc :

N AP R SENE A7 S R
(TjTjteT)Ti(TjTjgeTi) " =T et (TjTjteT)Tj (TjTjgeTj) T = Tjte-
0 =0 —0 _ =0 S ) : [
Alors 7, = 7; implique 7,7 = 77 ., d’'ou 7 = T, et on s’est ramen¢ au cas précédent.

g

Lemme 8.5. [l existe quatre entiers positifs ou nuls M, m, d, s tels que le groupe (L) est
isomorphe au quotient de Ly, par les trois relations suivantes :

T{W:Téw:-'-: 7]7/\{1:17 R‘l(M)
== =T R2(m)
(7'17’3...7’27~71)d:7'f. RB(d, S)

Lorsque M est non nul, m et d sont également non nuls et les entiers M, m, d, s vérifient les
relations de divisibilité suivantes :

o m divise M ;

o d divise m et m divise s;

o M divise (r — 3)m;

Enfin, d =1 si et seulement si ¢ est cyclique (c’est-a-dire si m = 1).

Remarque. Au paragraphe suivant, on appliquera ce lemme & I'image de p oul p sera un mor-
phisme de B,, dans un mapping class group. L’entier M sera alors l'ordre de p(71) et entier m
sera l'ordre de p(1175 ).

Démonstration.
0°) Avant de commencer, remarquons que si I’on choisit M =m = d = s = 0, le quotient de L,

par (RI(O), R2(0), R3(0, O)) est égal a L,,.

1°) Montrons que toute relation vérifiée dans p(Ly) provient de la combinaison d’un nombre a
priori indéterminé de relations du type R1(M), R2(m), R3(d,s) o M, m, d, s sont des entiers
a priori quelconques.
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Compte tenu du fait que £,, est abélien, toute relation dans ¢(L,) s’écrit sous la forme :

TRk phnt = (1)

ou les k;, ¢ € Imp(n), sont r entiers non tous nuls. Partons d’une telle relation R. On va montrer
que cette relation R est équivalente & un ensemble de relations du type R1(M), R2(m), R3(d, s)
ou M, m, d, s sont des entiers quelconques. On distingue trois cas : a), b) et ¢) ci-dessous.

a) Si les k; sont tous nuls sauf un, par exemple s’il s’agit de k1, on a la relation 7"{“1 =1, et
par conjugaison, on obtient %fl = 1 pour tout ¢ € Imp(n) : c’est la relation R1(kq).

b) Si les k; sont tous égaux, cette relation est R3(k1, 0).

c) Dans les autres cas, considérons les différences |k; — kj|, 4,7 € Imp(n). Elles ne sont
pas toutes nulles. Supposons par exemple que k; — k3 # 0. Alors aprés avoir conjugué (1) par

AR = 1 (2)
et en rapprochant (1) et (2) :
TN = LR, (3)
d’ou 7"{““’93 = 7"3{“1_]“3, donc d’aprés le lemme 8.4, on a :

_|k1—k3| _ —|k1—ks| _ _ _|k1—ks3]|
7 =T, =...=7 ) (4)

n—1
On fait de méme pour tous les couples (i, j) € Imp(n)?, i # j. Soit p le pged de {|k; — k;|, i,j €
Imp(n)}. On obtient la relation (5) égale & R2(p) :

Rk SR ®)
Pour tout ¢ € Imp(n), la division euclidienne de k; par p fournit deux entiers ¢; et k] tels que
ki = ¢ip+k, ou 0 < k] < p. Puisque les k;, i € Imp(n), différaient les uns les autres d’un multiple
de p, les kf, i € Imp(n), sont tous égaux. Appelons k" cette valeur commune. Compte tenu de la

relation (5), la relation R donnée par (1) est équivalente a :

L = 7__1(—102%). (6)
Dans (L), cette relation (6) est équivalente & R1(—p Y ¢;) si k' = 0, et est équivalente a
R3(K', —p>_ ¢;) sinon. Finalement, la relation R donnée par (1) découle des relations (5) et (6).
Donc elle découle de I'ensemble des relations R2(p) et R1(—p " ¢;) si k' = 0, ou a 'ensemble des

relations R2(p) et R3(K',—p>_ ¢;) si k' # 0. Ceci achéve la preuve du 1°) .

2°) Montrons maintenant qu’il existe quatre entiers M, m, d, s tels que p(Ly) soit isomorphe
au quotient de Ly, par les trois relations R1(M ), R2(m) et R3(d,s).

Définissons M, m, d, s ainsi :

El—{kEN*"I_'lk_l}etM_{ mln(El)SlEl#g

0si bW =9,
B w =k —k [ min(Ey) si By # @
EQ_{kEN‘Tl_T?’}etm_{OsiEQ—@,

min(Es) si B3 # @

— * 1 T T, k T -
Es={keN|(ATs...Tpn1) €<Tl>}etd_{osiE3:®,
s est choisi de fagon quelconque dans { k € N* | (7i73...7—1)% = 7] }.

Alors par définition de M, m, d et s, les trois relations R1(M), R2(m) et R3(d,s) sont vérifiées
dans ¢(L,). D’aprés le 1°) | toute relation R découle des relations du type R1(M), M € Z,
R2(m), m € Z et R3(d, s), d, s € Z, qui ont lieu dans ¢(L,,). Montrons donc que toute relation
du type R1, R2 ou R3 vérifiée dans ¢(L,,) résulte des trois relations R1(M), R2(m) et R3(d,s).
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Si R est du type R1. Soit M’ un entier non nul tel que la relation R1(M’) soit vérifiée
dans ¢(L,,). Alors Ej est non vide, donc M est non nul. Or la réunion des deux relations
R1(M) et R1(M') impliquent la relation R1(M A M'), ot a Ab désigne le pged entre a et b.
Cependant, par définition de M, on a M A M’ > M, donc M divise M’ et par conséquent,
R1(M) implique R1(M").
Si R est du type R2. De méme, toute relation du type R2(m’) ot m’ est un entier non nul
est induite par R2(m).
Si R est du type R3. S’il existe deux entiers non nuls d’ et s” avec d’ # 0 tels que R3(d’, s')
ait lieu dans ¢(L,,), alors Es5 est non vide, donc d est non nul et la conjonction de R3(d’, s)
et R3(d, s) induit R3(kd' + ¢d, ks’ + {s), pour tous entiers k et £. Choisissons k et ¢ tels
que kd' +¢d = d' A d. Par définition de d, d < (d' Ad), donc d = (d' Ad) et d divise d’. Soit
p Ventier d’/d. 1l vient :

R3(d, ) R3(d, s) R3(d, s)

R3(d, 5') — R3(pd, ps) <~ R3(pd, ps) —

' R3(pd, §) Rl(|ps — ¢'|)

Or, a nouveau, la définition de M implique que |ps — §'| est un multiple de M. Donc
R3(d', ') découle des trois relations R1(M), R2(m) et R3(d,s).

R3(d, s)
R1(|ps — s'])

3°) Soient M, m, d et s les entiers définis au 2°) . D’apres le 2°) , o(L,) est isomorphe au
groupe L, quotienté par les trois relations R1(M ), R2(m), R3(d,s). Montrons que si M est non
nul, alors m et d sont non nuls également, puis déterminons les relations de divistbilité qui lient

ces quatre entiers.

Si M est non nul, alors R1(M) implique R2(M) et R3(M,0), donc par définition de m et
d, il vient que m et d sont non nuls.

Puisque R1(M) implique R2(M), les relations R2(M) et R2(m) coexistent dans ¢(L,),
donc R2(M A m) aussi est vérifiée. Alors, par définition de m, m est inférieur ou égal a
M Am, donc on a m = M Am, donc m divise M.

De méme, la relation R2(m) implique R3(m,rm). Or R3(m,rm) et R3(d, s) impliquent une
troisiéme relation R3(u, v) ot w = m A d, et v est un entier déterminé par r, m, d et s.
Mais par définition de d, d est inférieur ou égal & u, donc d divise m.

Quant a lentier s présent dans R3(d, s), on a vu au cours du 1°) que R3(d, s) implique
R2(s), donc m divise s.

Il nous reste a montrer que M divise (r — 5)m. Partons de la relation R3(d,s) dans laquelle
on remplace 7 par 74¢ ot k = £. On obtient :

(717375 .. . %n_l)%l"“]d =1, (7)
puis :
1Ny —— _ _—1\ =(r—k)1d
(Rr )EAY - G DAY =1 (®)
Donc, puisque m est un multiple de d :
(Fr ) E Y. (Fam DA =1 (9)
or d’aprés R2(m), pour tout i € Imp(n) ~ {1}, on a (7;7; )™ = 1. Donc (9) implique :
%1(7"_’“)’" =1. (9)

Autrement dit, Rl((r - k)m) a lieu dans ¢(L,,). Alors comme avant, par définition de M,
on en déduit que M divise (r — k)m.

4°) Montrons que ¢ est cyclique si et seulement si d = 1.
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Si ¢ est cyclique, alors R2(1) est vrai, donc R3(1, r) aussi. Inversement, si d = 1, montrons
que m=1.Sid=1, en notant { = 77 on a :

TIT3T5 . o1 = &, (10)

d’otur :
il =T Tl (11)
Rappelons que £ = 77, or m divise s, donc ¢ est un multiple de 7". Mais d’aprés la relation
R2(m) et le lemme 8.4, on a 7" = 73" = --- = 7/, donc 7{" est central dans ¢(B,), donc &

est central dans ¢(B,,). En reprenant I’égalité (11), il vient que 7» commute avec le membre de
droite, donc 7 commute avec le membre de gauche et on obtient :

T Ty =T T T

d’ou
S, R [ —
T1T2T; = = Ty T273,
or
——1== _ = ==—1
’7‘3 T2T3 —’7‘27’37‘2 s
donc

S
- TIT2T = = T2T3Ty
et en conjuguant par 9 :
-1 -1
7'27'3’7'2 —7'37'4’7'3 5

d’ou
— = =1 _ = = =—1
T1T2Tq —T37'4’7'3 s
alors
- - = =—1\= (= = =—1\— - = =—1\= (= = =—1\—1 _ -
= (Ahn DA(Anhn ') = (Baf n(HBnsn ') =7,
donc 7> = 71. Donc ¢ est cyclique. O

Définition 8.6 (£, (M,m,d,s)).

Pour tout quadruplet d’entiers M, m, d, s, dés que cette définition a un sens (i.e. lorsque m est
un multiple de d et M est un multiple de m, en vertu du lemme 8.5), notons L, (M,m,d, s) le
groupe (7;, i € Imp(n)) quotienté par les relations (R1(M)), (R2(m)), (R3(d, s)). Par exemple,
£,(0,0,0,0) 2 Z" et L,,(M, M, M,rM) = (Z/MZ)".

Lemme 8.7 (Cardinal de £, (M, m,d, s)).
Pour tous M >0, m > 2, et d et s quelconques, le cardinal de L,(M,m,d,s) est égal a qdm” !
ot q= % etr=3.

Démonstration. Le groupe £,(0,0,0,0) est engendré par :

T15,7T35 T5y -+ +5 Tn—3, Tn—1- (1)
Posons u; = 7;7; * pour tout i € Imp(n)~ {1}, posons k = 5 (k est un entier car d’aprés le lemme
8.5, d divise m qui divise s), puis posons w = (U3U5 . ..un_gun_l)ﬁ(r_k). Par un changement

de variables, on passe de ’ensemble (1) engendrant £,(0,0,0,0) & ’ensemble (2) ci-dessous
engendrant encore £,(0,0,0,0) :

71, U3, U5y .., Up—-3, W. (2)
Par ce méme changement de variables, la relation R1(M) est équivalente & :
M=1ul =1 u =1, WM, =1 0M =1 (3)
Notons & + & le morphisme canonique de £,(0,0,0,0) dans £, (M, M, M,rM), le quotient de
L£,(0,0,0,0) par R1(M). Dans L, (M, M, M,rM), compte-tenu du fait que d’apreés le lemme 8.5,
on a M divise (r — k)m, il vient que
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@™ = (Uslls - . . Up—3ln—1) = (Uslls - .. Up—3tn—1) ",

donc la relation R2(m) dans L, (M, M, M,rM) est équivalente & :

_(r—k
mTl('r ym

1. (4)
Enfin, toujours dans £, (M, M, M,rM), la relation R3(d,s) est : (7173...7,_1)? = 7. Rempla-
cons 7y par de, la relation R3(d, s) est équivalente & [(7’1%37"5 e %n_l)ffk]d =1, puis a

(B )@Y . (R AP =1,

donc la relation R3(d,s) dans L, (M, M, M,rM) est équivalente & :
w? = 1. (5)
Finalement, puisque m divise M et puisque d divise m, I’ensemble des relations R1(M), R3(m)
et R3(d,s) est équivalent dans £,(0,0,0,0) a :
M=l uf=1Lul=1 .., um =1 wl=1 (6)

On en déduit que le groupe L, (M, m,d, s) est le groupe abélien dont une présentation par généra-
teurs et relations est obtenue en rassemblant les lignes (2) et (6). On en déduit que £, (M, m, d, s)
est isomorphe & Z/M7Z x (Z/mZ)T_2 x Z/dZ. 11 est donc de cardinal Mm"™2d = qdm"~! ou

ap =1, a0 =1, ..., 4" =1, 0" =

8.2 Morphismes périodiques de B, dans PMod(%,;), b >0

La premiére proposition traite le cas & bord (3 = 3, ; avec b > 0). Le reste de ce paragraphe
est consacré au cas sans bord (b = 0), plus délicat. Pour tout morphisme p de B,, dans PMod(X)
et pour tout i < n — 1, on note A; = p(7;).

Proposition 8.8 (Les morphismes périodiques de B,, dans PMod (X, ), b > 0, sont cycliques).
Tout morphisme périodique p de By, dans PMod(Xy ) ot g < 5 et b> 0 est cyclique.

Démonstration. Soit p un morphisme périodique de B,, dans PMod(X). Remarquons que les
mapping classes A; pour tout ¢ < n — 1 sont conjuguées. Elle sont donc périodiques de méme
ordre. Appelons m cet ordre.

Puisque le bord de ¥ est non vide, d’aprés le lemme 3.19, A; et A4 engendrent un groupe
cyclique que ’on note I'. Tout générateur de I" est un produit de puissances de A; et A4, donc I’
est un groupe cyclique d’ordre m. Or les sous-groupes de I' engendrés d’une part par A; et d’autre
part par A4 sont également d’ordre m, donc A; et A4 engendrent chacun indépendamment I'.
Ainsi, dans G, deux générateurs standards quelconques qui commutent engendrent chacun le
méme groupe cyclique. Donc A, engendre le méme groupe cyclique que Ay, c’est-a-dire le méme
groupe cyclique que A;. En particulier Ao et Ay commutent. Or Ay et Ay vérifient aussi une
relation de tresses, donc finalement A; = As. Alors, d’aprés le lemme 5.2, p est cyclique.

d

Proposition 8.9 (Les morphismes périodiques de B,, dans Mod(X, o) sont cycliques).
Soit n un entier supérieur ou égal a 6 et ¥ la surface fermée X4 o telle que g < 5. Tout morphisme
périodique p de B,, dans Mod(X) est cyclique.

Rappelons un lemme classique en théorie des groupes finis :
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Lemme 8.10. Pour tout entier n supérieur ou égal a 5, les seuls quotients de &, sont {1},

Z)27 et S,,.

Démonstration. Soit Q un groupe quotient de &,, par un sous-groupe distingué D. Puisque D
est distingué dans G,,, D N2, est distingué dans le groupe alterné 2,,, mais 2, est simple, donc
DN, est 'un de deux groupes {1} ou 2A,,. Alors si DN, = A, il vient D € {an, G, }, puis
Qe {z/2z, {1} }. Et si D N2, = {1}, alors la restriction a D de la signature ¢ : &, — {£1}
est de noyau D N2, donc est injective, donc D = {1} ou D est un groupe a deux éléments :
{1, a}. Or D est distingué dans &,, donc les conjugués de a sont égaux a a, autrement dit, a est
central. Mais le centre de G,, est trivial, donc D n’est pas un groupe a deux éléments. Reste le
cas D = {1} qui implique Q = &,,. O

Nous pouvons maintenant attaquer la démonstration de la proposition 8.9.

Démonstration de la proposition 8.9. On raisonne par I’absurde. Soit p un morphisme
périodique que l'on suppose non cyclique. On distingue les cas, selon les ordres de A; et de
AgAl_l (lordre de A3A1_1 est différent de 1 puisque p n’est pas cyclique).

1°) Cas ou A; est d’ordre 2.

Si pour tout ¢ < n— 1, la mapping class A; est d’ordre 2, alors p(B,,) est isomorphe & un quotient
du groupe symétrique &,,. Or le seul quotient non trivial de &,, avec n > 6 est Z/2Z d’aprés le
lemme 8.10, mais on suppose que p n’est pas cyclique, donc p(B,) est isomorphe au groupe &,,.
En particulier, p(B,,) est fini, de cardinal :

nl=(nm—-1!xn > 5lxn = 120n > 240g.
Or d’aprés le corollaire 3.26, le cardinal d’un sous-groupe fini de Mod(X) est majoré par
42|x(X2)| = 84g — 84, d’ott une contradiction.

2°) Cas ou A; n’est pas d’ordre 2, mais AgAfl est d’ordre 2.

Si (A3A71)? =1, alors A3 = A2, donc d’aprés le lemme 8.4, on a A? = A3 = ... = A2 . Soit
Z le centralisateur Zyq0q(x) (A2) de A3 dans Mod(X) et soit p le morphisme canonique de Z
dans Z/(A?). Remarquons que p(B,) est inclus dans Z, donc on peut considérer le morphisme
pop de B, dans Z/(A?). Tl n’est pas cyclique, car A3A;" n’est pas une puissance de A? : en
effet, §’il existait un entier k tel que A3 = AgH%), par conjugaison, on aurait As = AgH%),
donc A3z = As, mais c’est absurde car p n’est pas cyclique. Ainsi, le morphisme p o p n’est pas
cyclique, mais p o p(72) = p(A42) = 1. Alors, comme on I'a vu au 1°) , p o p(3,) est isomorphe
au groupe &,, et donc contient au moins 240g éléments. Or p(B,,) est une extension centrale de
po p(By) par le groupe fini (A3?) :

1 — (A7) = p(Bn) = pop(B,) — 1.

Donc p(B,,) est un groupe fini qui contient au moins 480g éléments. Comme au 1°) , ceci est
absurde.

3°) Cas ou A; est d’ordre M > 3 et ou A;),Al_1 est d’ordre m avec 3 < m < M.

D’apres le théoréme de Kerckhoff (cf. 3.15), le groupe abélien ( A;, i € Imp(n)) étant fini, il
existe une métrique hyperbolique g sur ¥ et un morphisme injectif de ( A;, i € Imp(n)) dans
Isom(X; g). Notons F son image et A; I'image de A; pour tout i € Imp(n). Rappelons que
I'on suppose que p n’est pas cyclique, donc A; # As. Nous allons montrer que l'action de F
sur les points de X est libre, car si un élément de F avait un point fixe dans ¥, il en aurait
automatiquement trop en regard du corollaire 3.22. On conclura en montrant que si les éléments
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de F sont sans points fixes, I'inégalité liant x(3) et x(3/(F)) donnée par le lemme 3.20 ne peut
étre satisfaite, d’ou la contradiction.

a) Montrons que I'action de F sur ¥ est libre.

Soit x un point de ¥ et soit Stab(z) le sous-groupe de F qui fixe le point x. Supposons que
Stab(z) ne soit pas réduit a {1}. Rappelons que deux isométries qui fixent un méme point et qui
ont la méme différentielle en ce point sont égales (cf. le lemme 3.16). Or la différentielle d’une
isométrie en un point fixe est une rotation. On en déduit que Stab(z) est un groupe cyclique.
Soit G une isométrie engendrant Stab(x), soit M’ son ordre, compris (au sens large) entre 2 et
M car d'une part G n’est pas l'identité, d’autre part G appartient au groupe abélien F engendré
par des éléments d’ordre M. Nous allons compter le nombre ¢ de points fixes de G. D’une part,
d’aprés le corollaire 3.22, nous avons :

29
<2 . 1
ES24 0 (1)

D’autre part, si G commute avec une autre isométrie G’, alors I'image par G’ de tout point fixe
de G est encore un point fixe de G. Puisque le groupe F est abélien, I’ensemble des points fixes
de G contient l'orbite de x par le groupe F, donc :
|Orb(z)| < ¢, (2)

ou Orb(z) lorbite de z. Par définition de F et d’aprés le lemme 8.5, il existe quatre entiers
M’ m!, d et s tels que F soit isomorphe a L,(M’,m’,d,s). Or puisque par hypothése, M est
l'ordre de Ay et m est I'ordre de A3A1_1, on a M' = M et m" = m. Donc F est isomorphe &
L,(M,m,d,s) et d’aprés le lemme 8.7, F est de cardinal qd(m)“1 ol q= % et r = 5. On peut
alors calculer le cardinal de 'orbite de x :

F| qd(m)"!
|Orb(z)| = ]Stixb(:c)] = (M/ . (3)
En rassemblant (1), (2) et (3), on obtient :
r—1
Lﬂi(ng)/—|0rb(x)\<€<2+Mlzg_l. (4)
En multipliant tout par MT,, on obtient :
!/ !
d(m)"' < 27 - 292 M],w_ o (5)
Or, MTI < % = m, donc on peut majorer MT/ par m. On majore g par r, é par 1, et M]\,/[—_/l par 2.
Alors (5) devient :
r=15 23,
d(m)"~! < 2m+4r, avec { d > 2 et d divise m, d’aprés le lemme 8.5, (6)

m > 3 par hypothése.
Lorsque m = 3 on a d = 3, donc (6) devient :
3" <6 +4r, (7)
mais cette équation n’est jamais vérifiée pour r > 3 (pour r = 3, on obtient 27 < 6 + 12 qui est
absurde et pour r > 3, c’est encore plus flagrant). Lorsque m > 4, reprenons (6) en majorant

a droite 4r par mr, en simplifiant par m, puis en minorant & gauche m par 4 et d par 2. On
obtient :

2x 402 <247 (8)

qui n’est pas vérifiée pour » = 3 et encore moins pour r > 3. Ainsi, il était absurde de supposer
que Stab(z) # {1}. Donc l'action de F sur ¥ est libre.
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b) Appliquons la formule de Riemann-Hurwitz (cf. le lemme 3.20) au groupe fini F :
X(X) + 22(1F] = o(@i)) = [F.x(5/F). (9)
La surface ¥ vérifie x(X) = 2 — 2¢. Par ailleurs, 'action de F sur ¥ étant libre, il n’y a pas de

points de ramification @); dans la surface 3/F donc > (|F|—o0(Q;)) = 0. Donc les deux termes de
I'égalité (9) sont strictement négatifs. Or les éléments de F préservent 'orientation, donc ¥ /F

est une surface fermée orientable avec x(X/F) < —2. Mais l'ordre de F est de qd(m)"~! avec

g=21,d>2, m=>2r>g, donc |F| > 29, donc I'égalité (9) implique 2 — 2¢g < 29(—2), i.e. :
g=1+4+29 avec g >0, (10)

ce qui est absurde. O

8.3 Morphismes pseudo-Anosov de 5B, dans PMod(X, ), b >0

Proposition 8.11 (Les morphismes pseudo-Anosov de B, dans PMod(X) sont cycliques).
Soit n un entier supérieur ou égal a 6 et soit ¥ la surface Xy ot g < 5. Tout morphisme
pseudo-Anosov de By, dans PMod(X) est cyclique.

Démonstration. Soit p : B, — PMod(X) un morphisme pseudo-Anosov. Pour tout i < n—1,
posons a nouveau A; = p(7;).

1°) La mapping class A; est pseudo-Anosov, donc d’apreés le théoréme 3.32, son centralisateur
est virtuellement infini cyclique. Or la mapping class A3 commute avec Aj, donc il existe deux
entiers non nuls p et p’ tels que Azfl = Ag . En conjuguant cette égalité par A3A4As, on obtient
A’l’/ = A}. Donc A% = Al donc d’apres le lemme 8.4 :

AV =Ab=A8...= AP . (1)

Exploitons ceci, en distinguant les cas selon que b > 0 (cf. 2°) ) ou b =0 (cf. 3°) - 5°) ).

2°) Dans le cas ot b > 0, on fait une preuve directe. D’aprés la proposition 5.12, il existe p,
un relévement de p € Hom(B,, PMOd( )) dans Hom(B,,, Mod(X, 0%)). Pour tout z <n-—1,
notons AZ = p(7i), de sorte que A soit un relevé de A;. Posons alors W = A3A . Puisque
AY = AL, la mapping class WP est un multitwist le long des courbes de bord. Soit Z la mapping
class (212223)2. Alors ZﬁlZ_1 = /Tg et ZﬁgZ‘1 = 217 donc ZWPZ=1 = W~P. Or Z et WP
commutent puisque W est central dans Mod(%, 9%), donc on a W2 = Id. Mais Mod(X, 0%)
est sans torsion d’aprés le lemme 3.17, donc W = Id, donc ﬁl = 12(3 et p est cyclique, donc a
fortiori p est cyclique.

3°) Dans le cas ot b = 0, on raisonne par I'absurde et I'on suppose que p n’est pas cyclique.
Alors, en vertu du lemme 8.4, les A;, 1 < i <n — 1, sont deux & deux distincts. Considérons le
groupe Centr(AY) (cf. définition 3.28 du paragraphe 3.4). D’aprés (1), p(B,,) C Centr(AY). Soit
¢ le morphisme associé a A} défini par la proposition 3.30. D’apreés cette proposition, le cardinal
de Ker () doit vérifier :

[Ker () < 6[x(2)]. (2)
Or, puisque les A4;, i < n — 1, sont conjugués dans C(%Arljcr(AIf), 0(A;) est indépendant de i €
{1,2,..., n— 1}. Donc le groupe engendré AjAI:I ou j, k < n—1 est inclus dans Ker (¢). On
va pourtant montrer qu’il est de cardinal supérieur & 6|x(X)|, d’out la contradiction.
4°) Supposons que (AlAg_l) soit d’ordre p = 2. Rappelons que 1’on suppose que p n’est pas
cyclique, donc que Ay et Ag sont différents. Alors le sous-groupe F de Ker (¢) défini par :

139



=(AAL 1 1<i<n—-3)
est isomorphe a un quotient &,,_y par le morphisme : (12) — AlAn 1 (23) — AgAn 1y -
(n—3,n—2)— An_gAgil. Cependant, A; # As, donc ce quotient n’est pas {1} ni Z/27Z. Alors,
lorsque n > 8, d’apreés le lemme 8.10, ce quotient est &, _o. Lorsque n = 6, le seul quotient non
banal de &4 (i.e. différent de {1}, Z/27Z et &4) est le quotient de G4 par la cloture normale de
I'élément (12)(34). L’élément (12)(34) a pour image dans F I'élément (A3 A51)(A3A5") qui est
égal & AjA3A;?) donc égal & AjAg" car Az? = Ag? d’aprés (1). Or A1 Az ! n'est pas trivial
puisque A; # As. Donc F n’est pas isomorphe au sous-groupe non banal de &4 mentionné plus
haut, donc méme lorsque n = 6, F est isomorphe & &,,_o. Donc Ker (¢) contient F qui posséde
(n — 2)! éléments. Lorsque n > 8, on obtient :
|Ker (0)| = |F|=(n—2)! 25l(n—2) >6(n—2)>6(29—2)=6|x(2)]. (3)

n—1

Or (2) et (3) ménent & une contradiction, c’est la contradiction attendue.

Le cas n = 6 implique |F| = |64 = 4! = 24 > 6|x(¥)], car lorsque n==6g<% =23,
donc |x(X)| < 4. Cependant Ker (£) contient aussi I'élément A, 241, qui est différent de tout
élément de F car F est dans le centralisateur de A,_1, alors que An 2A, 11 n’y est pas. En
effet, si A,,_ 2A _, ¢tait dans le centralisateur de A,,_1, alors A, _2 et A,_1 commuteraient, or
ils vérifient aussi une relation de tresses, donc ils seraient égaux et p serait cyclique : absurde.
Ainsi Ker (£) contient F de cardinal |F| > 6|x(X)| et 'élément A, _9A~ 1, n’appartenant pas a
F, donc [Ker (£)| > 6|x(X)], ce qui est absurde : ¢’est la contradiction attendue.

5°) Supposons que (A1Az; 1) soit d’ordre p > 3 et considérons les groupes abéliens H et H’
définis par :

7'[::<Az7 i € Imp(n

et H = <A AL

Appliquons le lemme 8.5 & ces deux groupes :

>Mod (%)

i € Imp(n — 2) >Mod(2)'

n—1 >

— Concernant le groupe H. Il est clair qu’il existe deux entiers d et s tels que H soit iso-
morphe & £,(0,p,d,s) ou d’aprés le lemme 8.5, d # 1, d divise p, et p divise s. De plus,

puisque ¢(A;) = -+ = £(A,—1) > 0, toutes les relations doivent étre homogénes, donc en
considérant la relation R3(d, s), il vient s = rd. La relation R3(d, s) s’écrit alors :
H Al)d = A71“d7 (4)
i€Imp(n)
et elle implique :
1 \d _
[T A4l = (Al (5)
1€Imp(n—3)

— Concernant le groupe H'. Il est clair que H’ est isomorphe & L,,_o(p,p,d’,s’) on d' et s
sont & déterminer. La relation (R3(d’, s")) s’écrit :

—1\d —1 \¢
(LI A" = (gt ©
relmp(n—
et elle implique :
(T1 A" =a5ald=—" (7)
1€Ilmp(n)

Or p divise s’ d’aprés le lemme 8.5, donc A = A3 | et (7) devient :

(T1 A)"=ar. (8)

i€Imp(n)
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Dans (8), par conjugaison, on peut remplacer A,:d_ll par A{d/. Les égalités (4) et (8) sont a
rapprocher, et par définition de d, il vient que d divise d’. Par ailleurs, en comparant (5) et (6),
il vient par définition de d’ que d’ divise d. Ainsi d’ = d, donc H' est isomorphe & L, _2(p, p,d, s")
avec, d’aprés le lemme 8.5 :
d > 2, d divise p. 9)

Alors d’aprés le lemme 8.7, |H'| = dp”~2. Les seuls couples (p, d) respectant (9) et tels que p < 6
sont (3,3), (4,2), (4,4) et (5,5). Orsi (p, d) = (4, 2), alors r est pair car comme on ’a vu dans les
lignes qui précédent (4), p divise s qui est égal & rd. On recense dans le tableau suivant toutes
les valeurs dp”~2 pour les couples (p, d) oil p < 6 en fonction de r, et on minore les valeurs dp” 2
pour les couples (p,d) avec p > 6 en fonction de r.

AP D1 (33 (4,2) (4,4) (5,5) (p,d)) avec p > 6
r=3 9 — 16 25 dp'=2 >2x6=12
r=4 27 32 64 125 dp"=2 > 2 x 6% =172
r>b5 |27 x3 432 x4 64 x4 125 x5 [dpr 2> 2p" 2 =72 x 674

Tableau 1 — Calcul de dp”~2 en fonction de d, p, r

D’aprés le tableau 1, pour tout r > 3, I'expression dp™ 2

tableau 1), donc :

est minimum lorsque p = d = 3 (cf.

|H'| > 3L, (11)
Cependant, Ker (¢) contient également 1’élément AQA;L, lui aussi d’ordre p. Or AQA;L ne
commute pas avec A; (autrement As commuterait avec Aj, on aurait A; = Ay et p serait

cyclique). Pourtant, H est dans le centralisateur de A;. Donc AQA;L n’appartient pas a H’. De
méme (AQA;il)*l n’appartient pas a ‘H’. Or AQA;L et son inverse sont différents car p > 3.
Alors le groupe <H' U AQA;il > contient I’ensemble suivant

{H(AA )F, HeH!, ke {-1,0,1}},
de cardinal 3|H’|. Donc |Ker (¢)| = 3". Or, pour tout entier de r > 3, la valeur 3" est strictement
plus grande que 6(2r — 2), elle-méme supérieure ou égale a 6|x(X)|. Ainsi :

[Ker ()] > 6[x(%)]- (12)

Or (2) et (12) meénent & une contradiction, c’est la contradiction attendue. O
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9 Propriétés des courbes de o(G) ; les courbes spéciales 0,(G)

Rappelons que n est un entier pair supérieur ou égal a 6, ¥ est la surface ¥4, oit g < 5 et
b >0, et p est un morphisme de B,, dans PMod(X) tel que 0,(G) = @. On suppose de plus que

p est n’est pas cyclique, donc d’aprés le théoréme 8.2, o(G) est non vide.

1l sera pratique d’adopter la convention suivante :

Notation 9.1. Pour tout entier k et tout entier d non nul, notons [k]4 le reste de la division
euclidienne de k par d. De plus, rappelons que pour alléger les notations, on écrira Ay au lieu de
A, et 7 au lieu de Ty, -

On suppose de plus que p est n’est pas cyclique, donc d’aprés le théoréme 8.2, (G) est non
vide. C’est précisément par le biais des systémes de réduction canoniques o(Ay), o(A1),...,
0(An—1), que 'on va étudier Ay, Aj,..., Ap—1, et en déduire des renseignements sur p.

Cependant, on doit faire face a plusieurs difficultés. Par exemple une courbe de o(G) peut
appartenir aux systémes de réduction canoniques de plusieurs éléments de G. Dans le cas extréme,
il se pourrait a priori que les éléments de G aient tous le méme systéme de réduction canonique,
sans que p ne soit cyclique. Une autre difficulté est que a priori, o(G) n’est pas préservé par
I’action de B, via p.

On montrera dans ce chapitre que 'ensemble o(G) admet une partition en deux sous-ensembles
notés 0,(G) et 05(G) qui répondent aux difficultés soulevées : les courbes de 0, (G) sont stables
par Paction de B,, sur Courb(X) et sont incluses dans le systéme de réduction canonique de toutes
les mapping classes de G, tandis que chaque courbe de o5(G) appartient au contraire au systéme
de réduction canonique d’une seule mapping class de G.

9.1 Plan du chapitre et résultats démontrés

Les deux premiers paragraphes présentent des résultats techniques essentiels & ce chapitre et
qui seront réutilisés dans les chapitres ultérieurs :

e Le paragraphe 9.2 étudie les simplexe de courbes B,-stables et démontre la proposition 9.2
suivante (ou le terme d’action cyclique, récurrent dans la suite de cette thése, est précisée par la
définition 9.10) :

Proposition 9.2 (Toute action de B, sur un simplexe de courbes B, -stable est cyclique).

Soit A un simplexe de courbes dans Courb(X) stable par laction de By, via p sur Courb(X). Alors
les actions de By, induite par p sur A, sur Suby(X) et sur Bord(X4) sont cycliques, i.e. les
éléments de 1;, 1 € {0, 1,..., n— 1} ont les mémes actions.

e Le paragraphe 9.3 présente I'action du sous-groupe cyclique J de B,, engendré par ¢ sur o(G)
ou ¢ est I’élément 775 ...7,_1 de B, et montre la proposition 9.3 :

Proposition 9.3. Soit a une courbe de o(G). Alors J.a contient au mazximum n courbes. Le cas
limite | J .a| = n ne peut étre atteint que lorsque J.a n'est pas un simpleze.
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e Au cours des paragraphes 9.4 - 9.5, on s’intéressera aux propriétés susceptibles d’étre vérifiées
par toute courbe a € 0(G). A ce sujet, pour toute courbe a, on notera sp(a) I’ensemble suivant :
sp(a) ={Ae€G|aco(A)}.

L’un des buts de ce chapitre est de complétement décrire cette application sp : Courb(X) — P(G)
(ensemble des parties de G) qu’on appellera le spectre de a, (cf. paragraphe 9.3). Le paragraphe

9.4 aura pour but de montrer la proposition suivante.

Proposition 9.4. Toute courbe a appartenant a o(G) vérifie soit toutes les propriétés de gauche
(1g) - (6g), soit toutes les propriétés de droite (1d) - (6d).

(1g) I(a, 6.a) =0 ; I(a, 8.a) #0 (1d)
(20) sp(a)| > 2 ; sp(a)] = 1 (2)
(3g) I(a, 0(9)) =0 ; I(a, 0(9)) #0 (3d)
(4g) Vk, sp(a) & {Ak, Ag+2} ; 3k | sp(a) C {Ak, Agia} (4d)
(52) Tal <n ; Tal=n (54)
(6g) J.a est un simplexe : J.a n’est pas un simplexe (6d)

Cette proposition nous incite & poser les définitions suivantes :

Définition 9.5 (Courbes normales, courbes spéciales).

— Une courbe a appartenant a o(G) sera dite spéciale si elle vérifie I(a, 0(G)) # 0, autrement
dit si elle vérifie les assertions de droite de la proposition 9.4. On note o4(G) l'ensemble des
courbes spéciales et on pose o5(A) = 05(G) No(A).

— Une courbe a appartenant a o(G) sera dite normale si elle vérifie I(a, 0(G)) = 0, autrement
dit si elle vérifie les assertions de gauche de la proposition 9.4. On note 0,(G) l'ensemble des
courbes normales et on pose 0,(A) = 0,(G) No(A).

Exemple. Soient X la surface ¥4 et p le morphisme de Bg dans PMod(X) tel que pour tout
entier ¢ compris entre 1 et n — 1, on ait :

p(TZ) = Tai V7
ot V est une mapping class qui commute avec les T, et telle que (V') = {x1, z2, x3, x4}, o1 les

courbes a; et les courbes zp sont celles dessinées sur la figure 58. Dans cet exemple, pour tout 4,
ona:

F1G. 58 — Exemple de courbes spéciales et de courbes normales.

e Puis au paragraphe 9.5, on montrera les résultats suivants de stabilité et d’existence :
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Proposition 9.6 (Stabilité des courbes spéciales).
i) L’ensemble o5(G) est J-stable.
i1) Pour tout i, o4(A;) est stable par tout élément de G~ {A;—1, Ait1}.

Proposition 9.7 (Stabilité des courbes normales).
L’ensemble 0,(G) est By-stable et les actions de By, via p sur 0,(G), sur Sub,, (gy(X) et sur
Bord(X,, g)) sont cycliques.

On savait que le spectre des courbes spéciales était réduit & une courbe. La proposition
suivante est une conséquence de la proposition précédente et précise ce qu’il en est pour les
courbes normales.

Proposition 9.8 (Spectre des courbes normales).
Le spectre d’une courbe normale est toujours égal 6 G.

Proposition 9.9 (Existence des courbes spéciales).
L’ensemble o4(G) n’est pas vide.

e Enfin au paragraphe 9.6, on rassemblera les résultats des paragraphes précédents concernant
les courbes normales et spéciales en la proposition 9.22.

9.2 Action de B, sur les simplexes de courbes

Dans ce paragraphe, on montre la proposition suivante. Elle fait intervenir la notion d’action
cyclique définie ci-aprés.
Proposition 9.2 (Toute action de B, sur un simplexe de courbes B,,-stable est cyclique).
Soit A un simplexe de courbes dans Courb(X) stable par 'action de By, via p sur Courb(X). Alors
les actions de By, induite par p sur A, sur Sub4(X) et sur Bord(X 4) sont cycliques.

Définition 9.10 (Action cyclique).

— Une action d'un groupe G sur un ensemble & sera dite cyclique si le morphisme ¢ de G
dans 6(&) associé a cette action est tel que le quotient G /Ker () est un groupe cyclique.

— Une action cyclique sur un ensemble € sera une action d’un groupe cyclique (Z ou 'un de
ses quotients) sur £.

— Une action cyclique sur un graphe I' sera la donnée d’un morphisme de Z ou 'un de ses
quotients dans Aut(I"). Précisons qu'un automorphisme de I' est un couple de bijections,
I'une agissant sur les sommets, I’autre sur les arétes, tel que les images des extrémités d’une
aréte soient les extrémités de I'image de cette aréte.

Cette définition est compatible avec celle d’action cyclique de B, dans le mapping class group.

L’existence d’actions cycliques de B,, nous incite & définir les sous-groupes suivants de B,, :

Définition 9.11. Il existe un morphisme de B,, dans Z appelé le degré noté traditionnellement
A défini par A\(7;) = 1 pour tout i € {1, 2,..., n — 1}. Soient les sous-groupes suivants de B,, :
Fn = <<7'i7'1_17 3§i§n—1>>8n,
Fr 2:<7'Z'Tf1, 3<z’<n—1>8 )

ou (( ) 5, désigne la cloture normale dans By, de sorte que Fy, = Ker (A).
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La définition de F,, est justifiée par le lemme suivant. Celle de F' est justifiée par le fait que
F est isomorphe au groupe B,,_s tout en étant inclus dans F,.

Lemme 9.12. FEtant donné un ensemble £ sur lequel agit B,,, 'action de By, est cyclique si et
seulement st l'action restreinte a F, est triviale, si et seulement si l'action restreinte a F; est
triviale

Démonstration. Soit £ un ensemble sur lequel agit B, et soit ® le morphisme B, — Aut(E)
associé a cette action. D’aprés la définition de A, tout morphisme de B,, est cyclique si et seulement
si son noyau contient Ker(\). Or F, coincide avec Ker (), donc I'action de B, dans £ est cyclique
si et seulement si le noyau de ® contient F,,, autrement dit si et seulement si 'action restreinte
a JF,, sur & est triviale.

De plus, si I'action de F; sur £ est triviale, alors 71 et 73 ont la méme action sur £. Alors
l'action de B, sur £ est donnée par un morphisme de B,, dans Bij(€) qui envoie 71 et 73 sur
la méme image, ou Bij(€) est le groupe des bijections de £. Donc d’aprés le lemme 5.2, ce
morphisme est cyclique, donc 'action de B, sur & est cyclique. La réciproque est évidente.

O

Le résultat principal que I’on utilisera nous permettant de déclarer qu’une action est cyclique
est le suivant, di a Artin.

Proposition 9.13 (Artin, cf. [At3]). Pour tout entier n supérieur a 5, toute action de B, sur
un ensemble donné £ ayant strictement moins de n éléments est cyclique, et l’action restreinte
a F, est triviale. O

A Taide du lemme 9.12 et de la proposition 9.13, on peut démontrer la proposition 9.2.

Démonstration de la proposition 9.2. Rappelons-en I’énoncé. Soit n un entier pair supérieur
ou égal a 6, soit ¥ une surface ¥y, ot g < §, soit p un morphisme de B, dans PMod(X),
et soit A un simplexe de courbes dans Courb(X) stable par 'action de B, via p sur Courb(X).
On souhaite montrer que les actions induites de B, sur A, sur Sub4(X) et sur Bord(X 4) sont
cycliques. Pour cela, il suffira de montrer d’apreés le lemme 9.12 que ces trois actions restreintes
a F, sont triviales. On commence par montrer que l'action de F,, sur Sub4(X) est triviale.

1°) Montrons que l'action de F,, sur Sub4(X) est triviale.

Puisque l'action de B,, sur Courb(X) préserve A, l'action de B,, sur Sub(X) préserve Sub4(X).
Considérons donc l'action de B, sur Sub4(X).

Les sous-surfaces naturellement bordées sont des points fixes de 'action de B,. Soit C 'en-
semble des sous-surfaces de Sub4(X) qui n’ont aucun bord naturel. Pour tout S € C, on a
x(S) = x(oubss(S)). Or la somme )¢ - Xx(oubss(S)) est minorée par x(Xy0) = 2 — 2g. De
plus, pour tout S € C, x(oubyx(S)) < —1, donc le cardinal de C vérifie |C| < 2g — 2, et finale-
ment |C| < n — 2. Donc d’aprés la proposition 9.13, B, agit cycliquement sur les surfaces de C.
Finalement, B,, agit cycliquement sur Sub 4(X). Donc F,, agit trivialement sur Sub 4(X) d’aprés
le lemme 9.12.

2°) Montrons que laction de F,, sur A est triviale.

Soit a une courbe de A. Nous allons discuter de I'action de F,, sur B,.a en fonction du signe de
| Fr.a|l — (n —2). Nous montrerons que dans tous les cas, 'action de F,, sur B,,.a est triviale. Cela
suffira car A est une réunion d’orbites de courbes sous 'action de B,,.

2°) a) Cas ot la courbe a vérifie |Fp.a| <n — 2.
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Soit une courbe ¢ appartenant a B,.a et soit v un élément de B, tel que ¢ = v.a. Puisque F,, est
distingué dans B, il vient que F,, = {yoy~ 1, ¢ € F,}. Alors on a :

|Fn-cl = |[{ver e, o € Fu}| = |{rp-a, o € Fu}| = [{p.a, o € Fu}| = |Fnal <n—2. (%)
Distinguons deux cas, selon que n > 8 ou que n =6 :
— Lorsque n > 8, on peut appliquer la proposition 9.13 & ’action de F,; sur F,.c. En parti-
culier, p(137 1) et p(157; 1) ont la méme action sur les courbes de F,.c.

— Lorsque n = 6, on ne peut pas appliquer la proposition 9.13 & F,; car F,; est isomorphe
& un groupe de tresses de rang 4 seulement. On a vu que 'orbite de ¢ sous F;, contenait
au maximum trois éléments d’aprés (). Donc l'action de F;! sur F,.c est décrite par un
morphisme de B4 dans &3. Or un tel morphisme envoie les générateurs standards 71, 79 et
73 de By sur trois éléments conjugués dans &3, donc trois transpositions, trois 3-cycles, ou
trois fois I'identité. Dans le premier cas, puisque 71 et 73 commutent, ils sont envoyés sur
le méme élément ; dans le second cas, le morphisme est cyclique car ’ensemble des 3-cycles
dans &3 constitue avec I'identité un sous-groupe isomorphe a Z/37Z; et dans le troisiéme
cas, le morphisme est trivial. Donc dans tous les cas, les éléments 71 et 73 ont la méme
image. En transposant cela au groupe ', les mapping classes p(737; Dyet p(Ts575 1 ont 1a
méme action sur F,.c.

Finalement, pour tout ¢ € B,.a et pour tout entier n pair supérieur ou égal a 6, les mapping
classes p(m377 ') et p(7573 ') ont la méme action sur F,,.c, donc p(7575 ') fixe chaque courbe de
Fp.c. Ceci étant vrai pour tout ¢ € By,.a, on en conclut que p(7575 1) fixe chaque courbe de B,,.a.
Alors pour tout ¢ € By, la mapping class p(é7575 1€71) fixe chaque courbe de {¢.(B.a), B € B,}.
Or pour tout &€ € B, on a {£.(8.a), B € B,} = B,.a. Par ailleurs, la cloture normale de 7573_1
dans B,, est F,,, donc on a montré que F,, agissait trivialement sur B,,.a via p.

2°) b) Cas ou la courbe a vérifie |Fp.al =m >n — 2.
Soient S et S’ les deux sous-surfaces (éventuellement confondues) de Sub4(X) contenant la
courbe a dans leur bord. Puisque I'action de F,, est triviale sur Sub4(X), 'ensemble de courbes
Fn-a est inclus dans Bord(S) N Bord(S’), donc :
—si S #5, S et S sont deux sous-surfaces recollées le long de au moins m courbes dans ¥
donc le recollement est une sous-surface de ¥ de genre au moins m — 1, donc g > m — 1,
— et si § =9, alors S est une surface marquée dont le marquage contient m courbes, donc
le recollement de S le long de son marquage est une sous-surface de ¥ de genre m, donc
g=zm,
donc en résumé, g > m — 1. Or d'une part g < 5, d’autre par m > n — 2. On obtient § > n — 3.
Le seul entier n > 6 possible est n = 6. On obtient alors g =3, m =n—2 =4, 5 # 5, et
Bord(S)NBord(S’) est réduit a F,.a. De plus, tout le genre de X est réalisé dans le recollement de
S et S’ le long des courbes de F,,.a, donc il ne peut pas exister dans Sub 4(X) un autre couple de
sous-surfaces (T, T") tel que Bord(T) N Bord(T") contienne m courbes de A. Donc B,,.a = F,,.a.
On peut alors appliquer la proposition 9.13 a 'action de B,, (un groupe de tresses d’ordre 6) sur
B,,.a (un simplexe de 4 courbes) et en déduire que l'action de F,, sur B,.a est triviale, ce qu'on
voulait démontrer.

3°) Montrons que l’action de F,, sur Bord(X 4) est triviale.

Soit a une courbe de A et soient at et a~ les deux bords de ¥ 4 issus du découpage le long de la
courbe a. D’apreés le 2°) |, 'action de F,, sur A est triviale, donc I’action de F; sur Courb(X) via p
fixe la courbe a, donc Paction de F;f sur Bord(X 4) via p préserve {a™, a~}. Or F est isomorphe
a B2 et n —2 > 2, donc d’apreés la proposition 9.13, 'action de F; sur {a™, a™} est cyclique,
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donc 737 ' et 757, 1 ont la méme action sur {a*, a~}, donc I'action de 7575 sur {aT, a7}
est triviale. Ceci étant vrai pour toute courbe a de 'ensemble A, 7575 ! agit trivialement sur
Bord(X 4). Or I'ensemble de courbes A étant B,-stable, I'action de la cloture normale de 7575 "
dans B, (égale a F,,) sur Bord(X 4) est triviale. Donc I'action de B, sur Bord(X 4) est cyclique.

O

9.3 Particularités de ’action de J sur §

Rappelons que n est un entier pair supérieur ou égal a 6, X est la surface ¥, ot g <
b >0, et p est un morphisme non cyclique de B,, dans PMod(X).

03

Définition 9.14 (Le groupe J et son action sur G).
Soit & 'élément 1175 ...7,—1 de B, et soit J le sous-groupe de B,, engendré par §. Pour tout
entier ¢ compris entre O et n — 1, on a :

616t = 741,
On en déduit une action de J sur G définie ainsi : pour tout entier ¢ compris entre 0 et n — 1,
posons :
8.4; = p(0)A; p(0)~1 = Ajyq.
On définit également une action de J sur P(G) en posant pour tout sous-ensemble K de G :

S ={0A, AcK}={p(6)Ap(6)~, AcK}.
La J-coloration o et sp le spectre associé.

Définition 9.15 (J-coloration et spectre associé).

Une J-coloration sur un J-ensemble £ (i.e. un ensemble sur lequel agit le groupe J) est une
application col de G dans P(£) compatible avec les actions de J sur G et sur &, i.e. telle que
pour tout A € G, on a :

col(0.A) = d.col(A).
Etant donnée une J-coloration col, on appelle spectre associé a col application de £ dans P(G)
qui & tout e € £ associe {A € G, | e € col(A)}.

Proposition 9.16. La restriction de lapplication o de G dans Courb(X) qui, a toute mapping
class A € G associe son systéeme de réduction canonique o(A) C Courb(X) est une J-coloration.

Démonstration. L’application o est bien une J-coloration car pour tout A € G, on a :
d.0(A) = {da,acc(A)}
— {p(0)(a), a € o(4)}
= [, d € a(p(6)Ap(6) )}
= 0(6.4).
O

Notation 9.17. Dans ce chapitre, on notera sp le spectre associé & la J-coloration o. Ainsi par
définition, pour tout a € Courb(X),

sp(a) ={Ae€G|aco(A)}.
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En considérant I'action de J sur G, 0(G) et Sub,(g)(X), on montrera le résultat suivant.

Proposition 9.3. Soit a une courbe de o(G). Alors J.a contient au maximum n courbes. Le cas
limite |J .a] = n ne peut étre atteint que lorsque J.a n’est pas un simpleze.

Démonstration. La démonstration de cette proposition fait appel :

— a un lemme sur les graphes munis d’action cyclique (cf. lemme 9.18),

— & un lemme exposant une premiére version de la proposition 9.3 (cf. lemme 9.19),

— a un lemme traitant d’un cas particulier (cf. lemme 9.20),

— & un corollaire exposant une deuxiéme version de la proposition 9.3 (cf. corollaire 9.21).
La demonstration de la proposition 9.3 a proprement dite se trouve page 160.

Lemme 9.18. Soit I' un graphe connexe non orienté comportant m arétes. On suppose qu’il
existe une action de Z sur I, compatible avec sa structure de graphe, et qui soit transitive sur
lensemble des arétes. Alors le couple graphe-action (I, .) est l'un des couples suivants :

(a) Le graphe I est constitué de k sommets et m arétes ot k est égal a 2 ou & un diviseur
de m (cf. figure 59) :
sommets : S={PFP;; 0<i<k—1},
arétes : A = {ag,..., am—1} et il existe un entier p premier avec k (p = 1
si k = 1) tel que pour tout entier i compris entre 0 et m — 1, l'aréte
a; joigne les sommets Py, et Qiyp), - Ainsi, pour tout entier i tel
que 0 < @ < k, les sommets P; et P,y sont joints par les arétes
Afils Uithlms -« > Ofit(d—1)k], O mombre de d, ot d = m si k = 2 et

d= % sinon.

L’action associée a ce graphe I' est donnée par 1.P; = Py, et l.a; = ajjqq),, pour tout
entier i tel que 0 <1 < k.

(b) Le graphe I' est constitué de k + ¢ sommets et de m arétes ou k et £ sont deux entiers
supérieurs ou égauzr o 1 et premiers entre euzx et m est un multiple de k€ (cf. figure 59) :
sommets : S=8 USy o0 S ={Fo,..., Pe_1} et So ={Qo,..., Qv_1},
arétes : A= {ag,..., am—_1} tel que pour tout entier i compris entre 0 et m — 1,
Varéte a; joigne les sommets Py, et Qp),. Ainsi, pour tous entiers i et j
tels que 0 < i <k et 0 < j < m, les sommets P; et Q; sont joints par d
arétes ot d = 3.
L’action associée a ce graphe I est donnée par 1.P; = Py}, par 1.Q; = Q4 et par
l.a; = ajjqqy,, pour tous entiers i et j tels que 0 < i <k et 0 < j<m.

Démonstration. On vérifie aisément que les graphes proposés munis des actions de Z décrites
dans I’énoncé existent (cf. figure 59) et que les actions sont bien transitives sur les arétes. Réci-
proquement, montrons que sous ces hypothéses, I' est nécessairement 1'un des graphes annoncés.
On commence par écarter les cas quasi-triviaux des graphes & un ou deux sommets :
— si I' ne posséde qu’un sommet et consiste en un bouquet de m cercles, il s’agit d’un cas
particulier du cas (a) avec k =1;
— si I' posséde exactement deux sommets et s’ils sont échangés par la Z-action, on est dans
le cas (a) avec k = 2;
— si I' posséde exactement deux sommets et s’ils sont fixes par la Z-action, on est dans le cas

(b) avec avec (k, £) = (1, 1).
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Cas (b) avec (m, d, k, /)= (12,4,3, 1)
Cas (a) avec (m, k, d) = (12, 4, 3)

F1G. 59 — Quatre exemples de graphes & 12 arétes, munis d’une Z-action transitive sur les arétes.

Intéressons-nous au cas des graphes munis d’une Z-action transitive sur les sommets compor-
tant au moins 3 sommets. Soit m le nombre d’arétes. L’action étant cyclique, mZ agit trivialement
sur les arétes. Or chaque sommet peut étre repéré de fagon univoque par l’ensemble des arétes
dont il est une extrémité : en effet, si deux sommets distincts étaient les extrémités des mémes
arétes, par connexité, le graphe serait réduit & ces deux sommets et aux arétes qui en seraient
issues, donc en particulier, ce graphe aurait strictement moins de 3 sommets : c’est contraire a
nos hypothéses. Donc toute action triviale sur les arétes induit une action triviale sur les som-
mets. Ainsi mZ agit trivialement sur ’ensemble des sommets. On peut donc quotienter ’action
de Z par mZ et obtenir ainsi une action de Z/mZ sur I' qui agit librement et transitivement
sur les arétes. L’action de Z/mZ sur les couples non ordonnés de sommets {p, ¢} ol p et g sont
les extrémités d’'une méme aréte est donc transitive elle aussi. On en déduit qu’il existe une
ou deux orbites de sommets sous l'action de Z/mZ, selon que les extrémités d’'une méme aréte
appartiennent a4 une méme orbite ou non.

Cas (a) : une seule orbite de sommets. Soit k le nombre de sommets avec k > 3. Puisque
les sommets forment une seule orbite sous l'action de Z/mZ, k doit diviser m donc kZ/mZ agit
sur I' en fixant les sommets; et pour chaque couple de sommets (S7, S2) reliés par des arétes,
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kZ/mZ agit librement et transitivement sur les d = m/k arétes dont S; et Sy sont les extrémités.
Soit T le graphe obtenu du graphe I' en identifiant entre elles les arétes de mémes extrémités.
Alors le quotient de Z/mZ par kZ/mZ, isomorphe a Z/kZ, agit sur I et agit transitivement
sur les k arétes et les k sommets du graphe T. Appelons Py, Pi,..., P._1 les k sommets de r
de sorte que pour tout ¢ € Z/kZ, on ait {.Py = P,. Soit p un entier compris entre 1 et k — 1
tel que les sommets Py et P, soient joints par une aréte. On obtient le graphe de gauche figure
60. Remarquons que k et p sont premiers entre eux car autrement, le graphe r (et le graphe '
par conséquent) ne serait pas connexe. En revenant au graphe I', on note de la méme fagon ses
sommets, on note ap I'une des d arétes d’extrémités P et Py, et pour tout £ € {1, 2,..., m—1},
on note ay laréte £.ap d’extrémités Py, et Py, - On obtient le graphe de droite figure 60.

P, P

1

F1G. 60 — Exemple de graphe du type (a) o k=5, ¢ =3, d =2, m = 10.

Cas (b) : deux orbites de sommets.
Soit A l'ensemble des arétes. On se place sous I'hypothése ot contrairement au cas (a), pour
toute aréte a € A :
les extrémités d’'une de a appartiennent & deux orbites différentes. (1)
Soient ag une aréte, Py et Qg les extrémités de ag. Soit S 'orbite de Py et soit k le cardinal de
S1. De méme, soit Sy 'orbite de Qg et soit £ le cardinal de S3. On nomme les sommets de &7 et
de Sy sorte que pour tous i € {0,...,k—1},j€{0,...,0 -1}, p€Z,
PP = Piypls p-Qi = Qlisp,ys €6 D-Gi = afiqp),,.- (2)

On a donc §; = {Py,..., Pr_1} et So = {Qo, ..., Qr_1}. Les entiers k et ¢ doivent diviser m
car I'action de ’entier m sur les sommets est triviale. Comme le cardinal de 'orbite de Py est k,
le stabilisateur de Py est kZ/mZ. De méme le stabilisateur de Qg est ¢Z/mZ. On en déduit les
égalités ensemblistes suivantes :

{a € A| Py est une extrémité de a} = (kZ/mZ).ay, (3)

{a € A | Qo est une extrémité de a} = (¢Z/mZ).ay,
On dira que deux arétes sont adjacentes si elles ont au moins une extrémité en commun. Alors :

{a € A aest adjacent & ap} = (KZ/mZ U LZ/mZ).ay. (4)

Or laction de Z/mZ est transitive sur les arétes, donc ce fait est vrai pour toute aréte de I'.
Alors étant donné un chemin d’arétes dont la premiére aréte est ag, c’est-a-dire une suite finie
d’arétes (ag = ao, ay,..., a,), r > 1, telle que aj Naj,; # @ pour tout i < r — 1, la derniére
aréte a,. doit vérifier :

a, € (kZ/mZ + (Z/mZ).af.
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Mais I' est connexe, donc toute aréte de I' peut étre vue comme la derniére aréte d’'un chemin
d’arétes partant de a, donc kZ/mZ + (Z/mZ = Z/mZ, or k < m et £ < m donc

k et ¢ sont premiers entre eux. (5)

Déterminons d, le nombre d’arétes ayant les mémes extrémités que ag (cf. figure 61). D’aprés
(3), Pensemble de ces arétes est (kZ/mZ).a N (¢Z/mZ).a, donc en utilisant (5) :

{arétes d’extrémités Py et Qo} = ((k€)Z/mZ).ao, (6)

Donc on compte exactement d = % arétes de mémes extrémités que ag.
ke 0

Fi1G. 61 — Action de Z sur a. Les points @1, Qo, ..., 9y forment 'orbite de Q1.

A partir de m, k, ¢, on peut maintenant décrire complétement I' et I’action de Z/mZ sur I'. Pour
tout i € {0,..., k—1} et tout j € {0,..., £— 1}, d’apreés le théoréme chinois, il existe un unique
entier u € {0, ..., k¢ —1} tel que u soit congru a ¢ modulo k et & j modulo ¢. Alors d’aprés (6) :
{arétes d’extrémités P; et Q;} = {(u+ pkl).ap, 0 <p<d—1}
_ (7)
= Aau, QGurkt,- - Gug(d—1)ke}
On obtient ainsi les m = dk¢ arétes de I'. Un tel graphe est caractérisé par le triplet (m, k, £)
ou de fagon équivalente par le triplet (d, k, £). O

F1G. 62 — Un simplexe de 12 courbes {a;, € Z/127Z} dans X o, tel qu’il existe une action de Z
dans Mod(Xs,0) vérifiant pour tout k € Z et tout i € {0,..., 11} :

k.ai = ajiyp)yy,
k.Pi = Pk,

k.Qi = Qith;-

152



Lemme 9.19. Soit ¥ la surface g p. Soit A un simplexe d’au moins trois courbes dans X et un
morphisme 7, — PMod(X) dont l'image préserve A et qui induit une action transitive sur les
courbes de A. Alors le cardinal de A est inférieur ou égal a 2g. Le cas d’égalité |A| = 2g ne peut
se produire que st g =6 et b= 0. Dans ce cas, la position des courbes de A et laction de 7, sur
ces courbes sont uniques a l’'image par un homéomorphisme pres; ce cas est représenté figure 62
ot laction de Z est précisée de la fagon suivante : notons {a;,0 < i < 11} l’ensemble des courbes,
{Py, P1, Py, P3} et {Qo, Q1, Q2} les sept sous-surfaces de Sub(X), alors pour tout k € Z et
tout i € {0,..., 11}, on a k.a; = Ai+k]12 k.P; = P[i+k]47 k.Q; = Q[i-i-k]a'

Démonstration.
1°) Montrons le lemme 9.19 dans le cas ot b = 0.

Soit I" le graphe I'(X; A). L’action de Z sur ¥ induit une action de Z sur I' qui est transitive
sur les arétes. Alors I' est I'un des graphes décrits par le lemme 9.18. On va majorer le cardinal
|A| en fonction de g, le genre de ¥. Pour cela, conformément au lemme 9.18, notons :

e m = | A| le nombre de courbes de A, aussi égal au nombre d’arétes de I',

e S l’ensemble des sommets de I,

e ¢ le nombre de cycles indépendants de I', on a : ¢ = 1+ |A] — [S],

e h le nombre de sommets dans I' de valence 1 ou 2.

Rappelons que b = 0, donc les sommets de valence 1 ou 2 correspondent dans 3 & des composantes
connexes n’ayant qu’'un ou deux bords et sont donc de genre non nul, donc g > ¢ + h. De plus,
par hypothése, m > 3.

Dans le cas (a) du lemme 9.18, notons k = |S|. I vient :
— si k=1, alors on a ¢ =m, or g > ¢, donc a fortiori, m < 2g¢;
—sik=2alorsonac=1+m—-2=m—1,dotg>c=m—1> 7%, doncm < 2g;
—sik >3, alorsposonsd:%.Onac:l—i-m—k:l—i—%. Donc :
— si d =1, tous les sommets sont de valence 2, donch =k =metona:g=>c+k=1+m,
donc m < 2g;
— Sid>2,alors:g>c>1+%,doncm<2g.

Dans le cas (b) du lemme 9.18, soient k et ¢ les cardinaux des deux orbites S; et Sy de sommets
et d = 77. Quitte & échanger 81 et Sz, on peut supposer que k < £. Rappelons que k et ¢ sont
premiers entre eux. On parcourt les cas (d, k, ) dans 'ordre alphanumérique croissant en tenant
compte de ces restrictions :
— si (d, k,£) = (1,1,m), alors les £ sommets de Sy sont de valence 1, donc h = £ = m donc
g=2h={¢=m ,doncm < 2g;
—si(d,k,0) = (1,2,%),alorsc=1+m—(2+F) = F —1, or les £ = 7 sommets de S sont
de valence 2, donc h = ¢ et g > c+h =m — 1, donc m < 2g;
— si (d, k,¢) = (1,3,4), alors ¢ = 6 et m = 12, donc g > %, donc m < 2g;
~ si (d, k,0) = (1,3,5), alors ¢ = 8 et m = 15, donc g > ", donc m < 2g;
—si (d,k,0) = (1,k,0) avec k =3 et £ > 7, ouk > 4 et E > 5 (rappelons que k et £ sont
premiers entre eux), alors ¢ = 1+ m(1 — % %) Or 3 7+ }C < 2, donc g > c> 1+ %, donc
m < 2g;
— si (d, k,¢) = (2,1,7), alors un sommet est de valence m et %5 sommets sont de valence 2,
donch=%etc=1+m—(1+7%),doncg=>h+c=m,doncm < 2g;
— si (d k,l) = (d,1,%) avec d > 3, alors on a d + 1 sommets et dm arétes, donc ¢ =
- (1+%)+ ( m) = 9tm, or &2 > 1 donc g > ¢ > 2 et finalement, m < 2g;
- (dk@) (m,1,1),alorsg=>c=14+m—-2=m—1, or m > 3, donc m < 2g;
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— si (d,k,0) vérified > 2, k>2et £ >2 onac=1+m— (k+/{). Mais k{ = < 3, donc
k4 < 5 (en effet, une somme d’entiers est toujours inférieure ou égale au produit de
ces deux entiers dés que ceux-ci sont supérieurs ou égaux a 2), donc g > ¢ > 1+ 7, donc
m < 2g.

Finalement, dans tous les cas, m < 2g. Le cas d’égalité ne survient que dans le cas (b), lorsque le
triplet (d, k, £) vaut (1, 3, 4), cf. figure 59, graphe en haut a droite. La surface correspondante
munie des courbes de 4, indexées de facon cohérente avec l'action de Z, est la surface Xg o
représentée figure 62.

2°) Montrons le lemme 9.19 dans le cas o b > 0.

Supposons qu’on ait une surface ¥ munie d’un simplexe A d’au moins trois courbes et d’un
morphisme ¢ de Z dans PMod(X) dont 'image préserve A et induit sur ses courbes une action
transitive. Alors, aprés avoir appliqué oubgy, a X et & A et remplacé ¢ par oub)y, o ¢, on s’est
ramené au cas sans bord. Or le simplexe A posséde au moins trois courbes et 'action de Z
induite par ¢ est transitive sur A, donc la proposition 7.5 s’applique : A et oubys(A) posseédent
autant de courbes chacun. Donc |A| < 2g, et si |A| = 2g, alors |oubss(A)| = 29, donc d’aprés
ce qu'on vient de voir dans le cas sans bord, le seul couple (oubag(E), oubaz(A)) pour lequel
loubgs: (A)| = 2¢ est celui de la figure 62. Or, d’apreés la proposition 7.5, pour toute sous-surface
S eSuby(X),ona:

oubax (¢(1)(5)) = oubjs ((1))(0ubss(S))-
Dans le cas sans bord aucune sous-surface n’est préservée par oubjs,(¢(1)), donc aucune sous-
surface n’est préservée par (1) dans le cas a bord. C’est absurde car une sous-surface naturelle-
ment bordée de Sub 4(X) est préservée par toute mapping class de PMod4(X). Donc dans une
surface de genre 6 & bord, les courbes de A ne peuvent pas étre disposée comme sur la figure 62,
donc dés qu’il y a du bord, on a |A| < 2g. O

Afin de mieux comprendre la situation évoquée par le cas particulier de la figure 62 lorsqu’elle
s’applique & des courbes de o(G) ot p est un morphisme de Biz dans Mod(Xg o), on prouve le
lemme suivant :

Lemme 9.20. Soit ¥ la surface X o et soit p un morphisme de B2 dans Mod(X). On suppose
qu’il existe un simplexe de 12 courbes dans o(G) tel qu’un sous-groupe de J agisse transitivement
dessus. Alors p est cyclique.

Démonstration. Soit A un simplexe de 12 courbes dans o(G) tel qu'un sous-groupe K de
J = (0)B,, agisse transitivement dessus. On veut montrer qu’alors p est cyclique. Pour cela, on
suppose que p n’est pas cyclique et on cherche une contradiction (en fait, on va utiliser le fait
que p n’est pas cyclique pour montrer que p est cyclique : c’est la contradiction recherchée).

Soit 4 un générateur de K et soit k un entier tel que v = 6. Quitte a remplacer A par §¢. A
ot £ est un entier, on peut supposer que AN o(Ag) n’est pas pas vide. Soit ap 'une des courbes
de AN o(Ap). Pour tout i € {1,..., 11}, notons a; la courbe v'.ag. Elle appartient a o(A;).
Alors A est I'ensemble {a;, 0 < j < 11}, et la surface ¥ munie des courbes de A et de I'action
de K sur ¥ et sur A est (4 I'image par un homéomorphisme prés) la surface munie des douze
courbes et de I'action de Z représentée sur la figure 62.

1°) Montrons que k est premier avec 3.
Raisonnons par I’absurde : supposons que k soit un multiple de 3 et posons k' = % Posons

alors £ = (52]“/). Nous allons montrer que L.ag contient 18 courbes puis que c’est absurde. On
vérifie que :
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e ag = 5.a9 # ag, donc 6% .ay # ag, donc (52’“,)9@0 £ ag;

o ag = %.a9 # ag, donc 6% .ay # ag, donc (52’“/)12@0 #+agp;

o v'2.a9 = ag, donc §'%*.a¢ = ag, donc ((5%,)18@0 = ag.
Par conséquent, L.ag contient 18 courbes. Par ailleurs, L.aq est inclus dans o(Ag) Uo(Az)U---U
0(An—2) qui est un simplexe car le groupe ( Ay, Az, ..., A,_2) est abélien. Finalement, L.aq est
un simplexe de 18 courbes dans Y, mais c’est absurde car le plus grand simplexe dans ¥ contient
3g — 3+ b =15 courbes. Donc k est premier avec 3.

2°) Montrons que I( A, o(G)) = 0.

Raisonnons par 1’absurde. On suppose qu’il existe une courbe de ¢ de ¢(G) qui intersecte une
courbe de A. Puisque o(G) est stable par K, on peut supposer sans perte de généralité que c
appartient a o(Ax;) et intersecte ag. D’aprés la figure 62, il existe un pantalon P dans ¥ dont
les courbes de bord sont ag, aqs = 74.a0 et ag = v3.ag. Or les courbes a4 et ag appartiennent a
o(v*.Ag) U o (78*.Ap), donc appartiennent a o(6*F.Ag) U a(6%%.Ag). Or o (6% .Ag) U o (6%%.Ag) C
0(Ag) Uo(Ag) car 4k et 8k sont des entiers appartenant a 47 \ 12Z compte tenu du fait que k
est premier avec 3 d’aprés le 1°) . De plus A1 commute avec Ay et Ag, donc la seule courbe
de bord de P que c intersecte est ag (et non a4 ou ag). Considérons maintenant l'image de
cette situation par 44. Le pantalon P reste stable, mais ¢ est envoyée sur une courbe ~*.c qui
intersecte a4, mais pas ag ni ag, cf. figure 63. Par manque de place dans le pantalon P, ces deux
courbes c et ’y4.c doivent s’intersecter. Pourtant c et ’y4.c appartiennent respectivement a o(Ay)
et o(Agpt1)Uo(Agp+1), or Axy commute avec Agpr; et Aggpr1, donc il est absurde que c et v%.c
s’intersectent : c’est une contradiction.

FIG. 63 — Les courbes c et v%.c doivent s’intersecter dans P.

3°) Montrons que A = J.aq ; autrement dit, tout se passe comme si K = J.
Notons JK Pensemble {6¢, £ € K} et 0.4 ensemble {0.x, x € A}. Supposons que K # J.

Alors il est clair que K et §/C n’ont aucun élément en commun. Puisque A et §..A sont des orbites
de courbes sous l'action de ,ona A =904 o0u ANJA=92. S1 ANJA =0, alors AUFS.A est
un simplexe de 24 courbes car d’aprés le 2°) , I(0(G), A) = 0. Mais c’est absurde car dans X,
le plus grand simplexe contient 3g — 3 + b = 15 courbes. Donc finalement A = §..4. Alors A est
stable par J, donc A = J.ap. Autrement dit, tout se passe comme si K = 7.

Notations.
e Soit D la mapping class p(d).
e Pour tout entier i compris entre 1 et 11, soit a; la courbe D(ag) de sorte que a; € o(4;)
et A = {a;, 0 < i < 11}. Insistons sur le fait que conformément au 3°) , il ressort de ces
notations que A = J.ag.
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e Soit Qo (respectivement (1, resp. Q2) la sous-surface de Sub 4(X) bordée par les courbes
ap, as, ag et ag (resp. ai, as, a7 et ayp, resp. as, as, ag et ayy), cf. figure 62.

4°) a) Montrons que o(G) C AU Courb(Qo U Q1 U Q2) et pour tout x € o(G) N A, on a
D3(z) = x.

S’il existe une courbe = appartenant a o(G) \ A, la courbe x n’intersecte aucune courbe de
A en vertu du 2°) . Or toutes les sous-surfaces de Sub4(X) en dehors de Qp, @1 et Q2 sont des
pantalons, donc x appartient & Courb(Qq), Courb(Q1), ou Courb(Q2). Quitte a considérer D(x)
ou D?(z) au lieu de x, on peut supposer que z appartient & Courb(Qp). Soit un entier i compris
entre 0 et 11 tel que x € o(A;). Alors D3(x) appartient & o(4;43). Or A; et A;y3 commutent,
donc z et D3(x) ne peuvent pas s'intersecter. Mais Courb(Qp) ne contient pas de simplexe de
deux courbes, donc D3(x) = .

4°) b) Montrons que o(D) C AU Courb(Qo U Q1 U Q2) et pour tout x € o(D) N\ A, on a
D3(z) = x.

D’aprés le 3°) , A = J.ag, donc A est stable par la mapping class D, donc les courbes de A
sont des courbes de réduction de D, donc les courbes de o(D) n’intersectent pas les courbes de
A. Or toutes les sous-surfaces de Sub 4(X) en dehors de Qq, Q1 et Q2 sont des pantalons, donc
les courbes de o(D) appartiennent a A U Courb(Qp) U Courb(Q1) U Courb(Q2). De plus, pour
tout 7 € {0, 1, 2}, la surface @); ne contient pas de simplexe de plus d’une courbe car la quantité
39 — 3+ b vaut 1 dans le cas de @Q;. Donc o(D) N Courb(Q;) est vide ou est réduit a une courbe.
Or D3 préserve o(D) N Courb(Q;), donc D3 doit préserver cette courbe.

5°) Montrons que o(G) ~ A C o(D) \ A, et décrivons o(D) ~ A : si o(D) \ A n’est pas
vide, o(D) A contient trois courbes, l'une incluse dans Qo que ’on note cg, et les deux courbes
c1 = D(cg) et ca = D*(cp) incluses respectivement dans Q1 et Q.

D’angs I’action de D sur A, D permute Qo, Q1 et Q2, tandis que D3 préserve chacune d’elles.
Notons D3 la restriction de D? & Qg : D3 appartient & Mod(Qp). Examinons o(D) \. A selon la
nature de D3 et montrons que 0(G) N A Ca(D)\ A

~ Si D3 est pseudo-Anosov, alors (1/3\3)4 aussi. Or D2 est dans le centre de p(Bj2), donc
toutes les courbes de o (p(Bi2)) sont des courbes de réduction de D'2. Donc Qo ne contient
aucune courbe de o(p(Bi2)). Ainsi,

c(G)NACo(D)NA=0.
~ SiD3est périodique, alors D3 serait la classe d’isotopie d’un difféomorphisme positif d’ordre
fini d’apres le théoréme de Kerckhoff. Or d’aprés le théoréme de Kerékjarto (cf. [Kj|), un tel
difféomorphisme est conjugué a une rotation de la sphére. Or si une telle rotation, d’ordre 4
ici, préserve une courbe, elle préserve également chacun des deux hémispheéres séparés par
cette courbe. L’une de ces deux hémisphéres contient 'orbite de ag, c’est-a-dire les quatre
bords ag, a3, ag, ag. Donc la courbe préservée borde un disque. Donc 1/)\3 ne préserve aucune
courbe de Courb(Qy). Donc d’apres le 4°) a) et 4°) b),
oc(G)NA C o(D)NA = 2.
~ Si D3 est réductible, notons ¢y une courbe de réduction essentielle de D3. Alors a(l/?\?’) =
{co} d’aprés le 4°) b). Donc J.cyp est un ensemble de trois courbes, une dans (g, une
dans @1 et une dans Q3. Toute courbe de Courb(Qg) autre que ¢y intersecte ¢g, donc par
définition de 0(5\3), cette courbe n’est pas une courbe de réduction de 5\3, elle ne peut
donc pas étre préservée par D3. Donc d’aprés le 4°) , 0(G) N Courb(Qo) C {co}. Donc si
D3 est réductible, on a :
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og(G)NA CoD)NA=T.co = {co, 1, 2},
ot ¢1 = D(cg) et ca = D?(cy).

En vue de pouvoir discuter aux étapes 7°) et 8°) de la stabilité de A sous l'action de Bia,
nous allons étudier au 6°) la stabilité de J.co sous 'action de Biz lorsque la courbe ¢g est définie,
c’est-a-dire lorsque (D) \ A # @ d’aprés I'étape 5°) .

6°) Montrons que si (D)~ A # &, alors laction de Bia via p sur Courb(X) préserve J.cq.

Par définition de ¢y d’aprés le 5°) |, ¢g appartient & o(D). Puisque o (D) est stable par D, donc
o(D) contient J.co, et si ag appartient a o(D), alors o(D) contient J.ap qui est égal & A, tandis
que si ag n’appartient pas a o(D), alors o(D) N A = &. Or d’aprés le 5°) , (D) est inclus dans
J.coUA. Donc o(D) = J.co ou o(D) = J.co UA. Or pour tout € Bi2, la mapping class p(&)
commute avec D2, donc p(&)(o(D'?)) = o(D'?), donc p(&)(o(D)) = o(D), car o(D'?) = (D).
Donc l'action de By via p sur Courb(X) préserve les courbes de o (D). Alors si o(D) = J.cp, on
a démontré que l'action de Big via p sur Courb(X) préserve J.cp. Il nous reste a étudier le cas
ou o(D) = J.co U.A. On va montrer que :

Toute mapping class qui préserve J.co U A préserve J.cq et préserve A. (1)

Or l'action de Bia via p sur Courb(X) préserve o(D) = J.co U A, donc elle préserve J.cp. Le
résultat annoncé a I'étape 6°) sera démontré.

Montrons donc Passertion (1). La courbe ¢y vit dans Qq, est séparante dans (o et induit
donc une partition de Bord(Qg) en deux sous-ensembles : les bords situés d'un coté de cq et les
bords situés de I'autre. Or la courbe ¢y est stable par D3, donc cette partition doit étre stable
par D3. Les bords de Qg sont les courbes ag, a3, ag, ag, d'images respectives as, ag, ag, ag
par D3, donc cette partition ne peut étre que {ag, ag} U {as, ag} (en effet, il est clair que les
deux autres partitions {ag, az} U {ag, ag} et {ag, ao} U {as, ag} ne sont pas stables par D3).
Considérons le graphe I'(X, o(D)), cf. figure 64 graphe de droite. On s’apercoit que le plus petit

F1G. 64 — Le graphe I'(X, A) a gauche, le graphe I'(X, J.co U A) a droite.

cycle injectif d’arétes passant par ag contient quatre arétes, par exemple le cycle ag, a4, a19, as,
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tandis que le plus petit cycle injectif d’arétes passant par ¢y contient six arétes, par exemple le
cycle ag, co, as, a1, co, ag. Or toute mapping class préservant J.co U A induit une action sur le
graphe I'(X, J.coU.A), mais ne peut pas échanger dans ce graphe deux arétes telles que ag et ¢y,
puisqu’elles ont des propriétés combinatoires différentes, comme on vient de le voir. Donc toute
mapping class qui préserve J.co U A préserve J.cy et préserve A : l'assertion (1) est démontrée.

7°) Montrons que si l’action de Byio sur Courb(X) préserve A alors p est cyclique.

Puisque I'on suppose que 'action de By sur Courb(X) préserve le simplexe de courbes A, on
peut appliquer la proposition 9.2 et conclure que Bio agit cycliquement sur A, puis que Fio agit
trivialement sur A. Considérons le sous-groupe Fj; de Fia, isomorphe a Big. Alors pour toute
surface S € Sub4(X), le morphisme p restreint & F7;, induit un morphisme dans P Mod(S). Or
S est de genre nul et F7;, est isomorphe a Bjg, donc on peut appliquer le théoréme 7.1 et conclure
que la restriction de p & F7, induit dans P.Mod(S) un morphisme cyclique. Donc la restriction
de p a F}, induit dans PMod(X 4) un morphisme cyclique. Ainsi le groupe p(Fj;) inclus dans
PaMod(X) se projette en un sous-groupe abélien G de PMod(X 4). Alors en s’appuyant sur le
diagramme ci-dessous,

p(Fia) < PyMod(X) PMod(E4) >G

N
decp | b
| ou
} 0¥ 4

G < PaMod(Y) o Mod(S4,054) > G = oubyy (G)

dec g

on définit successivement les groupes :
o G = OUbaEi\ (CA?) ot oubpy;, : Mod(X 4, 0¥ 4) — PMod(X 4) est le morphisme canonique

d’« oubli ». D’apreés le lemme 5.11, G est abélien,

o G =recy(G) ot recy : Mod(X 4, 9%) — P4Mod(X) est le morphisme de recollement
le long des courbes de A. Le groupe G est abélien puisque G 1'est.

Or par construction, p(F7,) est inclus dans G, un groupe abélien, donc p(Fj;) est abélien. Or Fj
est isomorphe a By et 'abélianisé de Big est cyclique, donc p(Fy,) est cyclique. On en déduit que
la mapping class p(737; ') = p(T3T1_1>(,0(T4T1_1))71 coincide avec I'identité. Donc p(713) = p(74),
donc d’apreés le lemme 5.2, le morphisme p est cyclique.

8°) Montrons que si p(Bi2) ne préserve pas A, alors p est encore cyclique.

Si p(Bi2) ne préserve pas A, il est clair qu’il existe une courbe a’ € A et une mapping class
F € G tels que F(a') nappartienne pas a A. Quitte a conjuguer F' par une puissance de D,
on peut supposer sans perte de généralité que a’ = ag. Or pour tout i € {0} U {2, 3,..., 10},
la mapping class A; commute avec Ag, donc préserve o(Ap), donc envoie ag dans o(G). Or
d’aprés 'étape 5°) , 0(G) est inclus dans A U o(D), c’est-a-dire que o(G) est inclus dans A si
o(D)~ A=, oudans AU J.co si o(D)NA# . Orsio(D)\A#I, J.c est stable par
p(Bi2) d’aprés I'étape 6°) donc A; ne peut pas envoyer ag dans J.co. Donc dans tous les cas, A;
envoie ag dans A. Or on a vu que F'(ag) n’appartenait pas a A, donc F' € {41, A11}. Quitte a
conjuguer F' par Aj1(AoA11)(A1ApA11), on peut supposer sans perte de généralité que F' = A;.
Résumons : on a montré que

si p(Bi2) ne préserve pas A, alors Aj(ap) n’appartient pas a A. (2)
Cela implique que
Sp(a’o) - {A07 A2}7 (3)
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car sinon, il existerait j € {3, 4,..., 11} tel que ap € 0(A4;) et comme on vient de le voir, on
en déduirait que A;(ag) appartiendrait a A4, ce qui contredirait (2). Or par définition de ag, Ay
appartient & sp(ag). Donc (3) implique que sp(ag) € {{A4o}, {Ao, A2}}, d’out par équivariance,
pour tout ¢ € {0, 1,..., n— 1}, on asp(a;) = {A:}; } )
pour tout i € {0, 1,..., n— 1}, on asp(a;) = {A;, Aita}.
Pour tout ¢ € {4, 5,..., 11} et tout € € {1, 2}, A. et Ay commutent, donc A.(ay) appartient
a 0(Ayp), lui-méme inclus dans o(G). Or d’aprés le 5°) , 0(G) est inclus dans A U o(D), donc
Ac(ay) appartient a A ou éventuellement a J.cy si o(D) \ A # @. Mais on a vu que J.cy (sous
réserve d’existence) est stable par I'action de Bio d’aprés I'étape 6°), donc A.(ay) appartient a
A. Montrons que Ac(ag) = ag. On raisonne de fagon différente selon les deux cas évoqués par
(4).
— Sisp(ag) = {Ay}, alors chaque courbe de A a un spectre réduit a un singlelon, et le systéme
de réduction canonique de chaque mapping class de G ne contient qu’un seul élément de
A, donc puisque A.(ay) € ANo(Ay), il vient que Ac(ar) = ay.
— Sisp(ag) = {As, Apya}, alors ay et ag_o sont les seules courbe de A présentes dans o(Ay).
Donc A.(ag) = ag ou Ac(ag) = ag—2. Si Ac(ag) = ap—a, on aurait sp(A:(ar)) = {Ar—2, Ar}.
Or A. commute avec au moins I'une des deux mapping classes Ay_o ou Agys. Si A commute
avec Ay_o, le fait que Ay_o & sp(ay) implique que Ay_o & sp(Ac(ay)); tandis que si A,
commute avec Agio, le fait que Agio € sp(ay) implique que Agio € sp(Ac(ag)). Dans les
deux cas, le fait que sp(A:(ap)) = {Ar—2, A¢} est contredit, donc A.(ag) # ay—2, donc
Ae(aé) = ay.
Donc A, préserve chaque courbe ay, 4 < £ < 11. Posons
A ={a, 4<E< 11},
Considérons la surface X 4 figure 65. Puisque A. préserve chaque courbe de A’, A. ne peut pas
permuter les composantes connexes de X 4. Donc A. (rappelons que € décrit {1, 2}) induit une
mapping class A, dans PMod(E ). Or
PMod(Xy) = I PMod(S),
SeComp(Z 4/)
autrement dit, PMod(X 4/) est un produit direct de mapping class groups de surfaces de genre
nul (cf. figure 65). Pour toute composante connexe S de X 4, les projetés de El et 2(2 dans
PMod(S) vérifient une relation de tresses, or S est de genre nul, donc on peut appliquer le
théoréme 7.1. Donc El = ZQ. Finalement, A; et A induisent deux mapping classes égales dans
PMod(X 4), donc d’apreés la suite exacte centrale suivante :

1—(Tp,0<i<n—1) = PMody(X) - PMod(X4) — 1,
les mapping classes A; et Ay différent d’un multitwist qui est central dans PMod 4 (X), donc

Aq et Ay commutent dans Y. Or A; et A, vérifient une relation de tresses, donc finalement,
A1 = Ao, autrement dit, p est cyclique. O

Corollaire 9.21. Soit n un entier supérieur ou égal a 6, soit X la surface ¥4, ot g < 5 et soit
un morphisme non cyclique p de By, dans PMod(X). Alors, tout simpleze de courbes sur lequel
un sous-groupe de J agit transitivement posséde strictement moins de 2g courbes.

Démonstration. D’aprés le lemme 9.19, un tel simplexe A posséde strictement moins de 2g
courbes, sauf si g = 6 et b = 0 ou A peut comporter 12 courbes. Mais d’aprés le lemme 9.20,
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F1G. 65 — La surface ¥ 4 est une réunion disjointe de surfaces de genre nul.

le fait que p ne soit pas cyclique interdit que A comporte 12 courbes. Ceci prouve le corollaire.
O

On peut maintenant prouver la proposition 9.3. Rappelons que n > 6, ¥ = X, ou g et b
sont des entiers tels que g < n/2, et p est un morphisme non cyclique de B,, dans PMod(%).

Proposition 9.3. Soit a une courbe de o(G). Alors J.a contient au plus n courbes. Le cas limite
|J.a| = n ne peut étre atteint que lorsque J.a n’est pas un simpleze.

Démonstration. Soit a une courbe de o(G). Si 'orbite J.a est un simplexe de courbes, le
corollaire 9.21 s’applique et [J.a posséde strictement moins de 2g courbes, donc strictement
moins de n courbes.

Si J.a n’est pas un simplexe, montrons que |J.a| < n. On peut supposer sans perte de
généralité que a € o(Ap), autrement dit, sp(a) D {Ag}. Pour tout k € {0} U{2,..., n — 2}, les
mapping classes Ag et A commutent, donc d’aprés la proposition 3.40, I(c(Ao), o(Ag)) = 0,
donc I(a, 6¥.a) = 0. Or J.a n’est pas un simplexe. Donc a intersecte I'une des courbes de J.a
qui appartient nécessairement & o(A,_1) ou o(A;1). Ces deux cas de figure sont symétriques et
l’on peut supposer sans perte de généralité que I(a, o(A1)) # 0. Alors, puisque Ag et Ay sont
les seules mapping classes a ne pas commuter avec A, et que I(a, 0(A1)) # 0, on en déduit que
sp(a) C {Ao, As}. Soit k le plus petit entier positif non nul tel que §*.a = a. L’entier k vérifie
§%.sp(a) = sp(a), mais puisque sp(a) C {Ag, Az}, il faut que k soit un multiple de n. Soit p
I’entier %, de sorte que |J.a| = pn.

Notons K = (6%). Puisque |7.a| = pn, on a |[K.a| = p% > pg. Or I'ensemble K.Ag = {4;, i €
Pair(n)} est constitué d’éléments commutant deux a deux, donc o(K.Ap) est un simplexe, donc
K.a, qui est inclus dans o(K.Ap), est aussi un simplexe. Autrement dit, K.a est un simplexe de
courbes sur lequel /C, un sous-groupe de 7, agit transitivement. Donc d’aprés le corollaire 9.21,
IK.a] <2g <n.Doncp=1et|T.a]=n. O

160



9.4 Partition de ¢(G) : la proposition 9.4

Nous allons démontrer la proposition 9.4 dont nous rappelons 1’énoncé.

Proposition 9.4 (Partition de 0(G)).
Toute courbe a appartenant a o(G) vérifie soit toutes les propriétés de gauche (1g) - (6g), soit
toutes les propriétés de droite (1d) - (6d).

(1g) I(a, 0.a) =0 ; I(a, 0.a) #0 (1d)
(2g) sp(a)| > 2 ; sp(a)| =1 (2d)
(3g) I(a, 0(G)) =0 ; I(a, 0(G)) #0 (3d)
(4g) Vk, sp(a) & {Ak, Ag+2} ; 3k | sp(a) C {Ak, Agia} (4d)
(5g) |J.al <n ; |J.al =n (5d)
(6g) J.a est un simplexe : J.a n’est pas un simplexe (6d)

Remarquons que chacune des six lignes du tableau de la proposition contient deux assertions
contraires (compte tenu du fait que |J.a| < n vu a la proposition 9.3), de sorte que toute courbe
a vérifie exactement une assertion par ligne. Nous allons montrer que toutes les assertions de
droite sont équivalente entre elles. Montrons d’abord le cycle (1d) = (3d) = (4d) = (5d) =
(6d) = (1d).

La premiére implication est triviale.
Etape 1 : (1d) = (3d). Toute courbe a € o(G) telle que I(a, 0.a) # 0 vérifie a fortiori
I(a, 0(G)) #0. O
Etape 2 : (3d) = (4d). Pour toute courbe a € o(G), montrons que si I(a, 0(G)) # 0, alors il
existe un entier k tel que sp(a) C {Ag, Aki2}.

Démonstration. Puisque I(a, 0(G)) # 0, il existe un entier k tel que I(a, 0(Agy1)) # 0. Or
pour tout i € {0,...,n — 1} ~ {k, k + 2}, les mapping classes Ay 1 et A; commutent, donc
d’aprés la proposition 3.40, I(c(A1), 0(A;)) = 0, donc a & o(A4;). Ainsi sp(a) C {Ag, Ax+2}

g

Etape 3 : (4d) = (5d). Pour toute courbe a € o(G), montrons que s’il existe un entier k tel
que sp(a) C {Ax, Agt2}, alors |T.a| = n.

Démonstration. Supposons par exemple qu'il existe un entier & tel que sp(6¥.a) = {Ag, A2} (la

situation est encore plus simple si sp(d*.a) est un singleton). Alors pour tout entier i, sp(6¥7%.a) =

{A;, Aiyo}. Or §.a = a seulement si sp(6*+%.a) = sp(6¥.a), donc seulement si i est un multiple

de n. Donc |J.a| = n. Donc, d’apreés la proposition 9.3, |J.a| = n. O
L’étape 4 découle de la proposition 9.3.

Etape 4 : (5d) = (6d). Pour toute courbe a € o(G), si |J.a| = n, alors J.a n’est pas un

simpleze. O

Etape 5 : (6d) = (1d). Toute courbe a € o(G) telle que J.a n'est pas un simpleze vérifie
I(a, é.a) # 0.

Démonstration. Partons d'une courbe a € o(G), et notons A son orbite J.a. On a :
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I(A A) = I(6%.a, &.a) par définition de I(A, A),

0<i,j<n—1
= I(6'a, 6% .q) par changement de variables,
0<ik<n—1
= I(a, 6*.a) car pour tous i, k, on a I(6%.a, 67*.a) = I(a, 6*.a),
0<i,k<n—1
= n I(a, 6*.q) en rassemblant les termes semblables,
0<k<n—1
= n(I(a,d.a)+I(a,é ".a)) enne gardant que les termes non nuls car dés que k #

+1, les courbes a et §%.a appartiennent aux systémes
de réduction canoniques de deux mapping classes qui
commutent, donc sont d’intersection nulle,

= 2nl(a, d.a) car I(a, d.a) = I(a, 6 '.a).

Donc si A n’est pas un simplexe, autrement dit si I(A, A) # 0, alors I(a, d.a) # 0. O

On achéve la démonstration de la proposition 9.4 en montrant les implications
(1d) = (2d) = (4d).
Etape 6 : (1d) = (2d). Toute courbe a € o(G) telle que I(a, d.a) # 0 vérifie [sp(a)| = 1.

Démonstration . Si I(a, 6.a) # 0, en faisant agir §~! sur le couple (a, d.a), on obtient
I(6~'.a, a) # 0. Soit i un entier compris entre 0 et n — 1 tel que a € o(A;). Alors on a
S.a € 0(Aj1) et 07 1.a € o(A;_1). Donc d’aprés la proposition 3.40, I'inégalité I(a, d.a) # 0
implique l'inclusion sp(a) C {4;, A;12} et de méme, I'inégalité 1(6~'.a, a) # 0 implique I'inclu-
sion sp(a) C {A;—2, A;}. Finalement, on a sp(a) = {4;}. O

La derniére implication est triviale.

Etape 7 : (2d) = (4d). Pour toute courbe a € o(G) telle que |sp(a)| =1, il existe un entier k
tel qu’on ait sp(a) C {Ag, Ag+a}. O

Rappelons la définition 9.5, cruciale pour les chapitres suivants.

Définition 9.5 (Courbes normales, courbes spéciales).

— Une courbe a appartenant a o(G) sera dite spéciale si elle vérifie I(a, 0(G)) # 0, autrement
dit si elle vérifie les assertions de droite de la proposition 9.4. On note o4(G) I'ensemble des
courbes spéciales et on pose 05(A4) = 05(G) No(A).

— Une courbe a appartenant a o(G) sera dite normale si elle vérifie I(a, 0(G)) = 0, autrement
dit si elle vérifie les assertions de gauche de la proposition 9.4. On note 0,(G) I'ensemble des
courbes normales et on pose 0,(A) = 0,(G) No(A).

9.5 Reésultats de stabilité et existence des courbes spéciales

Ce paragraphe est consacré aux propositions 9.6, 9.7 et 9.9.

Proposition 9.6 (Stabilité des courbes spéciales).

i) L’ensemble 04(G) est J-stable.

it) Pour tout entier i compris entre 0 et n — 1, l'ensemble o4(A;) est stable par tout élément
de g N {Ai—la Ai—i—l}-
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Démonstration.
Montrons la partie i).

Pour tout a appartenant & 04(G), on a I(a, d.a) # 0, autrement dit, du point de vue de la
courbe d.a, on a I(é.a, a(g)) # 0. Comme par ailleurs, G est stable par 'action de 9§ via p, la
courbe d.a appartient & o(G), donc finalement, elle appartient & o5(G). Donc 05(G) est J-stable.

Montrons la partie ii).

Pour simplifier la démonstration, posons i = 0. Soit a une courbe spéciale de o5(Ap). Soit j
un entier compris entre 3 et n—2 de sorte que A; commute avec Ag et Aq. Alors Aj(a) € 0(Ap) et
Aj(d.a) € 0(A1). Or a est spéciale, donc I(a, d.a) # 0, donc en appliquant A; au couple (a, d.a),
on obtient I(A;(a), o(A1)) # 0, donc Aj(a) € o4(Ap).

De facon symétrique, lorsque j = 2, en remplacant d.a par 6 'l.a, on montre que
I(As(a), 0(An—1)) # 0, donc As(a) € o5(Ap).

Il ne reste plus qu’a traiter le cas j = 0. On a toujours a € o5(Ag) et de plus Ag(a) E J(Ao)
On souhaite montrer que Ag(a) est une courbe spéciale. On va montrer que |j Ap(a ‘ =n,
ce qui est suffisant d’aprés la proposition 9.4. Pour commencer, on a sp(a) = {Ag}, or pour tout
¢ € {2,...,n— 2}, la mapping class Ay commute avec Ay et a & o(Ay), donc Ag(a) & o(Ay).
Donc on a :

{AQ} C Sp(AQ(CL)) C {An—la Ap, Al}
Donc pour tout entier k, 6*.sp(Ag(a)) = sp(Aog(a)) si et seulement si k est un multiple de n,
donc si 6%.4g(a) = Ag(a) alors k est un multiple de n, donc |7.(Ag(a))| = n. Donc d’aprés la
proposition 9.3, on a |J.(Ag(a))| = n, ce qu’il fallait démontrer. O

Proposition 9.7 (Stabilité des courbes normales).
L’ensemble 0,(G) est By-stable et les actions de By, via p sur 0,(G), sur Sub,, (gy(X) et sur
Bord (X, g)) sont cycliques.

Démonstration. Rappelons que d’aprés la proposition 9.4, 0,(G) est un simplexe. Alors si
'on montre que 0,(G) est By,-stable, on pourra appliquer la proposition 9.2 (selon laquelle toute
action de B,, sur un simplexe de courbes B,,-stable est cyclique) et en déduire la proposition 9.7.
Soit a une courbe normale. Nous allons montrer que :
) On montre que A (a) appartient a o(G).

2°)  On montre A;(a) n’est pas spéciale, donc est normale.

3°) On en déduit que o(G) est By,-stable.

1°) Soit donc a une courbe normale. D’aprés le (2g) de la proposition 9.4, sp(a) contient au
moins deux éléments A; et A; avec 0 < i < j <n—1, et d’aprés le (4g) de la méme proposition,
on peut supposer que j & {i + 2, i + n — 2}, en particulier {4, j} # {0, 2}. On en déduit que A;
commute avec au moins I'une des deux mapping classes A; et A;, donc Ai(a) € o(G).

2°) Supposons que Aj(a) soit spéciale. Alors Aj(a) appartient & os(Ap) ou & o4(A2), car
autrement, d’aprés la proposition 9.6.ii), Al_l(Al(a)) serait encore une courbe spéciale, ce qui
est absurde car A;'(A1(a)) = a qui est une courbe normale. La situation étant symétrique, on
peut supposer que

Ai(a) € o5(Ag). (1)
Ayant supposé que Aj(a) était spéciale, on a I(Aj(a), 0. Al( )) # 0, donc
I(a, AT'(6.A1(a))) # (2)

163



Or d’aprés (1), A1(a) € o(Ag), donc 6.41(a) € o(A1) et A71(8.41(a)) € o(A;). Alors (2)
implique :

I(a, 0(G)) #0,

ce qui est absurde puisque a est une courbe normale.

3°) Nous concluons ainsi : on vient de montrer que A;(0,(G)) = 0,(G). Or 0,(G) = o(G) ~
0s(G) et les deux ensembles 0(G) et 05(G) sont J-stables (pour o5(G), c’est la proposition 9.6
qui le dit), donc 0,(G) est J-stable. Donc pour tout entier ¢ compris entre 1 et n — 1, on a
(p(69)A1p(69) ") (0n(G)) = 04(G), autrement dit, A;(0,(G)) = 0,(G). Or G engendre p(B,),
donc finalement, 0,,(G) est stable par p(B,,). O

Proposition 9.8 (Spectre des courbes normales).
Le spectre d’une courbe normale est toujours égal 6 G.

Démonstration. Soit a une courbe normale. Il existe un entier k tel que la courbe a’ = p(6¥)(a)
appartienne a o(Ag). Alors la courbe (AgAj1AgAs®)(a’) appartient a o(A;) car
(AoAleAg?’)Ao (ApA1ApAs 3)*1 = A;. Mais puisque 'action de B,, est cyclique sur les courbes
normales d’aprés la proposition 9.7, 'action de (AgA; AgA3?) est triviale et (AgA; AgAz?)(a’) =
a’, donc la courbe a’ elle-méme appartient & o(A;). Le méme raisonnement peut étre répété de

sorte que a’ appartient a o(A4;) pour tout ¢ € {0, 1,..., n — 1}. Alors, en conjuguant cela par
p(67F), il vient que la courbe a = p(6%)(a’) appartient a o(A;) pour tout i € {0, 1,..., n— 1}.
La proposition est démontrée. O

Proposition 9.9 (Existence des courbes spéciales). L’ensemble o4(G) n’est pas vide.

Démonstration. Rappelons que le morphisme p est supposé non cyclique. On raisonne par
Pabsurde en supposant que toutes les courbes de o(G) sont normales.

Tout d’abord, p n’est pas cyclique, donc d’aprés le théoréme 8.2, o(G) n’est pas vide. Alors
I’ensemble o(G) de courbes (toutes supposées normales) est un simplexe d’aprés la proposition
9.4, qui est B,-stable d’aprés la proposition 9.7. La proposition 9.2 s’applique au simplexe o(G),
autrement dit 'action de B, sur Bord(¥,g)) est cyclique et celle de F,, sur Bord(¥,g)) est
triviale. Donc le morphisme p induit un morphisme p de F,, dans PMod(X,(g)). Or on a l'iso-
morphisme canonique :

PMod(E,(g)) = [T PMods).

SGCOmp(EU(@)

Soit S l'une de ces composantes et soit pg le morphisme induit par p sur dans PMod(S). Le
morphisme pg est irréductible au sens ou pour tout i € {3,..., n—1}, 'élément 7,7, ! est envoyé
sur une mapping class irréductible. En effet, d’aprés la proposition 3.46, o(p(rim; 1)) C o(p(7:))U
o(p(r; 1)), mais ces deux ensembles o(p(7;)) et o(p(1; ")) ne contiennent aucune courbe dans S,
donc o(ps(tiT; ') = @. On dira que pg est périodique ou pseudo-Anosov selon que pg(3m{ ")
est périodique ou pseudo-Anosov. Notons A = ﬁs(rgv'l_l), B = ﬁ5(7'47'1_1), C = 55(7'571_1), et
Z = ABACBA.

Cas ol ps est pseudo-Anosov® : D’aprés le théoréme 3.32 selon laquelle le centralisateur
d’une mapping class pseudo-Anosov est virtuellement infini cyclique, puisque C' est dans le cen-
tralisateur de A, il existe deux entiers non nuls p et ¢ tels que AP = C'9. En conjuguant cette

50n ne peut pas appliquer les résultats du chapitre 8 car F; peut étre isomorphe a By, or ce cas n’est pas
traité par le chapitre 8. D’un autre coté, les arguments utilisés ici auraient paru disproportionnés dans le chapitre
8 lorsque le bord de X est non vide, et ne peuvent s’adapter lorsque le bord est vide.
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égalité par Z, on obtient CP? = A?. Donc finalement AP = o = Aq2, d’ot I'on déduit que
p = q ou p = —q. Nous allons montrer que chacune de ces deux assertions est absurde. Pour cela,
posons 13 = T1TaT173T2T1 et Y35 = T3T473757473. Remarquons que :

Y3TI M3t = T3 et Y35 T3t =T,

Y1333t =71 et 353351 = 75,

Y1375 13T =75 et Y35 535~ = T
Donc en posant v = 13735~ ', I'élément v appartient a F,, et :

1 1 1

VTV T = Ts, VT3V T = Ts, VTsU T =T,
v (7'37'1_1)1)_1 = 7'57'3_1, U(T5T3_1)U_1 = 7’17'5_1, U(7'1T5_1)’U_1 = 7'371_1-
Alors en posant U = pg(v) :
ona: UAUL=CA™Y, vlcAhHu-t=c"t veclu-t=A4,
doncsi CP = AP :  UAPU-'=1d, UId)U~'=A"P,  UAPU-' = 4P,

et siCP = AP UAPU-L = A% U(A2P) U1 = AP, UAPU~! = AP,
Alors si CP = AP, AP est égal 4 Id, ce qui est absurde car A est pseudo-Anosov, et si CP = AP,
on a UAPU™! = AP et UAPU~! = A% d’ott AP = A=?P, donc A% = Id : absurde. Donc pg
n’est pas pseudo-Anosov.

Cas ot pg est périodique. Remarquons que les mapping classes A, B, C' sont conjuguées.
Elle sont donc périodiques de méme ordre. Appelons m cet ordre. On restreint le morphisme
ps & la source a F, isomorphe a B,_3. D’aprés la proposition 5.12; on peut relever ce nouveau
morphisme de F;' dans PMod(S) en un morphisme pg de F,;' dans Mod(S, 9S). Notons A,
E, 5’, les images par pg de 737, L TAT] L T5T] 1 Alors A™ et C™ sont des multitwists le long
des courbes de Bord(S). Or ces multitwists sont dans le centre de Mod(S, 05) et par ailleurs,
ZAmZ-1 = Cm (on 7= (AVEG’)Q), donc A™ = C™. Par conséquent, AC—! vérifie (ECH)W =1
dans Mod(S, 9S). Mais Mod(S, 0S) est sans torsion, donc AC™! est trivial et A = C. En
revenant & PMod(S), on a démontré que pg (137 1) = ps (57 ).

Or ceci est vrai pour toutes les composantes connexes S de ¥,(g), donc en revenant au
morphisme p : F, — PMod(Xs(g)), on a montré que p(rsr ) = p(smy ). Alors (7575 ") est
Iidentité de P Mod (X4 (g)). Rappelons que B, stabilise 5 (g). Alors par conjugaison dans By, on
en déduit que le morphisme p : F, — PMod(2,g)) est trivial. Donc I'image de la restriction
du morphisme p a F;; dans PMod(X) est incluse dans le groupe abélien engendré par les twists
de Dehn le long des courbes de o(G). Donc la restriction de p & F,; est un morphisme cyclique
d’aprés le lemme 5.3. On en déduit que p(757; 1) est l'identité, donc que p(73) = p(73), et enfin
que p est un morphisme cyclique d’aprés le lemme 5.2. C’est contraire aux hypothéses de début
de preuve, donc la proposition est démontrée. ]

9.6 Ce qu’il faut retenir des courbes normales et spéciales

Rappelons-en la définition :
Définition 9.5 (Courbes normales, courbes spéciales).
On dira qu'une courbe a appartenant a o(G) est spéciale si elle vérifie I(a, 0(G)) # 0, et qu’elle
est normale si elle vérifie I(a, 0(G)) = 0. On note o5(G) ensemble des courbes spéciales, et
0,(G) lensemble des courbes normales. De plus, pour tout A € G, on notera
on(A) = 0,(G) No(A),
os(A) =0s(G)No(A).

Les résultats a retenir sur les courbes normales et spéciales sont les suivants :
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Proposition 9.22 (Caractérisations et propriétés des courbes normales et des courbes spéciales).
Soit a une courbe de o(G). Alors :

i) Les assertions suivantes sont équivalentes, elles sont vérifiées par les courbes spéciales et
elles seulement parmi les courbes de o(G) :

e |sp(a)| =1 (en particulier, on a la partition o4(G) = |_|?:_01 os(Ap)),

e I(a, 8.a) = I(a, 67 1.a) #0,

o |J.a| =n.

i1) Les assertions suivantes sont équivalentes, elles sont vérifiées par les courbes normales et
elles seulement parmi les courbes de o(G) :

e sp(a) =G (en particulier, pour tout i € {0, 1,..., n— 1}, on a o,,(A;) = 0n(G)),

o I(J.a, J.a) =0,

o |J.al <n.

i11) Les courbes de o(G) se répartissent ainsi :

e 04(G) est non vide et contient n ou 2n courbes,

e 0(G) admet la partition : 0(G) = 05(G) U opn(G).

iv) Les courbes de o(G) vérifient les propriétés de stabilité suivantes :

o 0,(G) est stable par laction de B, sur Courb(X) et la restriction de cette action sur
on(G) est cyclique : pour tout a € 0,(G) et tous entiers i et j compris entre 0 et n — 1,
on a Ai(a) = Aj(a).

e 05(G) est stable par laction de J sur Courb(X).

Démonstration. Les assertions du i) proviennent de la proposition 9.4, celles du ii) proviennent
des propositions 9.4 et 9.8, celles du iii) proviennent des propositions 9.4 et 9.9, excepté pour le
calcul du cardinal de o5(G) que I'on développe ci-dessous. Enfin les assertions du iv) proviennent
des propositions 9.6 et 9.7 concernant les résultats de stabilité. Le cardinal des orbites pour les
courbes spéciales provient de la proposition 9.4.

Montrons que le cardinal de o4(G) vaut n ou 2n. Puisque 04(G) = |_|?;01 os(A;) et puisque
d.05(A;) = 0s(Aiy+1) d’apres la proposition 9.6, le cardinal de 04(G) est égal a n fois celui de
0s(Ap). Or os(Ag) contient une ou deux courbes car d’une part, il ne peut pas en contenir
zéro sinon o4(G) serait vide, et d’autre part, il ne peut pas en contenir trois ou plus comme

nous allons le montrer. Si o5(Ap) contenait au moins trois courbes, 'ensemble de courbes
05(Ap) Uog(A2) U-+-Uos(Ay_2) serait un simplexe A d’au moins 2 courbes qui serait stable
par I'action de (62) sur Courb(X). Or les orbites incluses dans A sous P'action de (§2) contiennent

au minimum 5 > 3 courbes, donc on peut appliquer la proposition 7.5 : aprés avoir rebouché

les bords de X, le simplexe A contient encore au moins 37" courbes deux & deux distinctes. Or

37” > 3¢ tandis que le cardinal de tout simplexe dans une surface sans bord de genre g est majoré
par 3g — 3. C’est la contradiction attendue. O
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10 Les courbes spéciales ne sont pas séparantes

Rappelons que n est un entier pair supérieur ou égal & 6, ¥ est la surface X, ot g < 5 et
b >0, et p est un morphisme non cyclique de B,, dans PMod(X) tel que 0,,(G) est vide. D’aprés
la proposition 9.9, 'ensemble o5(G) n’est pas vide.

10.1 Plan du chapitre et résultats démontrés

Dans ce chapitre, nous allons démontrer la proposition suivante :
Proposition 10.1. Les courbes de 05(G) ne sont pas séparantes.

e Au paragraphe 10.2, nous présentons un sous-ensemble X de G, stable sous 'action de H via
p ot ‘H est un sous-groupe de B,. L’intérét de cet ensemble X vis-a-vis de G est que 'action
de H sur X est bien plus riche que celle de J sur G. En effet, ’action de J sur G est cyclique
puisque J est cyclique, tandis que H agit r fois transitivement sur X ou r est le cardinal de X.
En contre-partie, X est plus petit que G.

e Le paragraphe 10.3 est consacré a la démonstration de la proposition 10.1. La preuve sera

topologique et la borne de 5 sur le genre de ¥ est essentielle ici. S’il fallait prouver le méme
résultat avec I'’hypothése affaiblie g < § + 1, Pargument invoqué dans ce chapitre devrait étre
abandonné et il faudrait chercher des raisons plus profondes, mais nous conjecturons que le

résultat resterait vrai.

10.2 Le sous-groupe H de B, et son action sur le sous-ensemble X de G

Définition 10.2 (Le sous-ensemble Imp(n) de {0, 1,..., n — 1} et le sous-ensemble X de G).
Pour tout entier positif m non nul, soit Imp(m) ’ensemble des premiers entiers impairs inférieurs
ou égaux a m. Soit X = {A;, i € Imp(n)} le sous-ensemble de G. On note 0(X) = Ujcimp(n) 0 (4i)
I’ensemble de courbes associé.

Remarque. Les éléments de X commutent deux & deux. L’ensemble X engendre un groupe
abélien, donc ’ensemble o(X) est un simplexe de courbes.

Définition 10.3 (Le sous-groupe H de B,,).
Pour tout entier i appartenant & Imp(n), posons

Yi = TiTit1TiTit2Tit1Tis
ol pour tout entier k, 7, désigne le générateur standard 7, ou £ est le reste de la division
euclidienne de k par n. Le groupe H est le sous-groupe de B,, défini par

H:=(v;, i € Imp(n)).

Proposition 10.4 (Propriétés du groupe H).
i) L’action de H par conjugaison via p sur PMod(X) préserve X.
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it) Le morphisme H — &(X) décrivant Uaction de H sur X, ou &(X) est le groupe symé-
trique sur les éléments de X, est surjectif. En particulier, cette action est 5 fois transitive.
iti) L’action de H sur Courb(X) préserve os(X).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que pour tout i € Imp(n), I’élément ; agit par
conjugaison sur {7, j € Imp(n)} de B, de la facon suivante :
7osio @ {ii+2);
Vi L =R T2 s j=i+2;
T 42 S1 ]=1.
On en déduit ceci :

i) Le groupe H agit par conjugaison sur B,, et préserve 'ensemble {7;, j € Imp(n)}, donc
le groupe H agit via p sur PMod(X) et préserve X.

ii) Pour tout ¢ € Imp(n), le morphisme ¢ : H — S(X), ot &(X) est le groupe symétrique
sur les éléments de X, envoie ; sur la transposition qui échange A; et A; 12, donc ¢(H) est
un sous-groupe de &(X') contenant § — 1 transpositions & supports disjoints, donc ¢ est
surjectif.

iii) L’action de H sur Courb(X) préserve o(X) puisque 'action de H sur PMod(X) préserve
X. Or l'action de B, sur Courb(X) préserve 0,(G) d’aprés la proposition 9.7, donc I'action
de H sur Courb(X) préserve elle aussi 0,(G), donc préserve également le complémentaire
de 0,,(G) dans o(&X), qui n’est autre que o4(X). O

10.3 Démonstration de la proposition 10.1

Nous allons montrer la proposition :
Proposition 10.1. Les courbes de 05(G) ne sont pas séparantes.

On aura besoin de la définition de bord spécial d’une sous-surface. Profitons-en pour rappeler
celle de bord naturel :

Définition 10.5 (Bord naturel et bord spécial).

Soit m un entier pair supérieur ou égal & 6, soient Y une surface et p un morphisme de B,
dans PMod(X). Soit A un simplexe de courbes inclus dans Courb(X). Pour toute sous-surface
S de Sub4(X), un bord d de S sera dit naturel s’il appartient & Bord(X), et sera dit spécial s’il
appartient a 05(G)).

On va procéder en cing étapes.

Etape 1. Sl existe dans 05(G) une courbe séparante, alors pour tout i € {0, 1,..., n — 1},
lensemble de courbes o4(A;) contient exactement une courbe séparante bordant un tore a une
composante de bord (cf. figure 66). Ainsi, ¥ est une surface de genre g = 5.

Démonstration. S'il existe une courbe séparante dans o5(G), il en existe une dans o5(A;) que
l'on appelle a;. Soit A l'ensemble de courbe H.a;. Puisqu'on a a; € o(X) et que X est H-
stable, ’ensemble A est inclus dans o(X'), donc est un simplexe. Considérons le graphe I'(X, A).
Puisque les courbes de A sont séparantes, si on retire de I'(X, .A) 1'une de ses arétes, on obtient
un graphe disconnexe. Donc le graphe I'(X, A) ne contient aucun cycle : ce graphe est un arbre
fini. I contient donc des feuilles. Soit T une sous-surface de Sub4(X) correspondant & une
feuille dans I'(3, A). Puisque exactement une courbe de A borde T, T n’est pas stable par
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I’action de H, donc T ne contient aucun bord naturel. Donc T' n’a qu’un bord, donc T est
de genre non nul. Chaque sous-surface de 'orbite H.T peut étre repéré par la courbe a € A
qui la borde. Or le nombre de courbes dans A est au moins égal au cardinal de X, donc il
existe au moins § sous-surfaces disjointes homéomorphes & T dans Sub4(X). Mais ¥ est de
genre g < 3, donc il en existe exactement 3, ces sous-surfaces sont des tores a une composante
de bord et ¥ est de genre g = 5. Il existe donc exactement § courbes dans A, donc une
courbe séparante dans chaque ensemble 04(A4;), i € Imp(n). De plus, le complémentaire de ces

5 tores est une surface de genre nul ayant § bords spéciaux et b bords naturels (cf. figure 66).

O

F1G. 66 — La surface X et les courbes séparantes a;, i € Imp(n) de o(X).

A partir de maintenant, on se place dans la situation décrite par ’étape 1 et on adopte les
notations suivantes.

Notations 10.6 (Situation décrite par 1’étape 1).

Pour tout ¢ € {0, 1,..., n — 1}, notons a; l'unique courbe séparante de o5(A;) et T; le tore
a une composante de bord dans ¥ bordé par a;. Notons également S la surface de genre nul
obtenue en privant la surface ¥ des tores 7; d’indice ¢ € Imp(n) (cf. figure 66). Enfin, posons
Pair(n) ={0, 1,..., n — 1} ~. Imp(n).

Notations 10.7 (Représentants des classes d’isotopie).

Choisissons des représentants a;, i € {0, 1,..., n — 1} en position minimale d’intersection des
courbes a;, i € {0, 1,..., n — 1} (un tel systéme de représentants est unique a isotopie pres,
d’aprés la proposition 2.3). On en déduit des représentants S, Tj, i € {0, 1,..., n — 1}, des
sous-surfaces S, T;,7 € {0, 1,..., n— 1}.

Définition 10.8 (Arcs et chemins d’arcs).

Pour tous i, j, k dans {1, 2, 3}, notons Arc?(i) Iensemble des adhérences des composantes
connexes de a; \ (C_lj U c_zk). On dira qu'un élément de Arc?(i) est un arc inclus dans a; a
extrémités dans a; et ay.

On appelle chemin d’arcs une réunion d’arcs telle que cette réunion soit homéomorphe a un
segment ou & un cercle. Dans le premier cas, le chemin d’arc sera dit ouvert, dans le deuxiéme il
sera dit fermé.

Si une composante connexe D de Tho N1y, ou de Thb N S, de Th NT3 est homéomorphe & un
disque dont le bord est un chemin d’arcs fermé, chacun des arcs de ce chemin d’arcs sera appelé
coté de D. Une telle composante a quatre cotés sera appelée un rectangle, a six cotés un hexagone,
et & huit c6té un octogone.
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Etape 2. Il existe un difféomorphisme F de ¥ préservant Uorientation et n’intervertissant pas
les composantes de bord de X tel que

— pour tout i € {1, 2, 3}, on ait F(a;) = as—;,

~ et pour touti € {5, 6,..., n—1}, on ait F(a;) = a;.

Démonstration. Soit G un difféomorphisme représentant la mapping class p(7y1) oit 1 est défini
par :
Y1 = T1T2T1T37271 -

Notons A I'ensemble de représentants de courbes {as} U {@;, i € Imp(n)} et A’ I'ensemble
{G(a2)} U{G(a;), i € Imp(n)}. D’aprés la proposition 10.4,

— pour tout i € {1, 2, 3}, on a p(y1)Aip(71) "t = A4y,

— et pour tout i € {5, 6, ..., n— 1}, on a p(y1)Aip(y)~! = 4.
Par ailleurs, pour tout i € {0, 1,..., n— 1}, la courbe a; est 'unique courbe séparante apparte-
nant & o4(A;), donc :

— pour tout i € {1, 2, 3}, la courbe G(a;) est isotope & a4,

— et pour tout i € {5, 6, ..., n — 1}, la courbe G(a;) est isotope & a;.
Alors A et A’ sont deux ensembles de courbes faiblement isotopes. Rappelons que A est un
ensemble de représentants de courbes en position minimale d’intersection, donc ne cobordant
pas de bigone. Alors A’, en tant qu'image de A par G, est lui aussi un ensemble de représentants
de courbes ne cobordant pas de bigone, donc est lui aussi ensemble de représentants de courbes
en position minimale d’intersection. De plus A est sans intersection triple donc A’ également.
Alors, d’aprés la proposition 2.15, A et A’ sont dans la méme classe d’isotopie forte. Autrement
dit, il existe un difféomorphisme isotope & l'identité H tel H(A) = A’. Alors le diffeomorphisme
F défini par F:= H~'G vérifie les assertions de 1’énoncé. O

Etape 3. Les arcs de Arcl(2) et Arc3(2) sont inclus respectivement dans Ty et Ts. Autrement
dit, les seuls arcs inclus dans as NS appartiennent a Arc:f(2).

Démonstration. Raisonnons par I’absurde et considérons un arc ¢ appartenant a Arc%(2) et
inclus dans S. Puisque S est de genre nul, £ sépare S en deux composantes connexes. L'une
d’elles contient le bord as. Puisque les courbes a; et as ne cobordent pas de bigone, 'autre
composante n’est pas un disque, elle contient donc un bord spécial ou un bord naturel. Dans les
deux cas, appelons d ce bord. Finalement, on a un chemin ¢ séparant S en deux composantes,
I’'une contenant ag, ’autre contenant d.

De méme F'(f) appartient 4 Arci(2) (car £ appartient a Arc}(2)), est inclus dans S et sépare
S en deux composantes, I'une contenant F'(as) qui est égal & a;, Pautre contenant F'(d) qui est
égal a d.

On en déduit la figure 67 ot il est clair que £ et F(f) s’intersectent, ce qui est absurde : F'(f) et
¢ ne peuvent s’intersecter (transversalement), car ils sont inclus tous deux dans la méme courbe.

g

Etape 4. Les composantes connezes de TyN S sont des rectangles. Les composantes connexes de
ToNTy (respectivement ToNT3) consistent en exactement un hexagone et un nombre indéterminé
de rectangles.
Démonstration.

1°) Composantes connexes de To N S.

On peut voir S comme un anneau dont les bords sont a; et as, privé de 5 — 2+ b disques
ouverts, correspondant aux courbes a;, i € Imp(n) \ {1, 3} et aux bords de ¥ (cf. figure 68). Le
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FiG. 67 — L’existence d’un arc ¢ dans Arc}(2) induit l'existence d’un arc F(f) dans Arc3(2)
intersectant /.

tore T ne contient aucune de ces courbes ni aucun de ces bords donc les composantes connexes
de ThN S sont homéomorphes a des disques. Tous les bords d’une composante C' de ThbN.S sont des
chemins d’arcs s’appuyant sur les courbes @y, @ et az. Or on a vu que les arcs inclus dans @ NS
appartiennent a Arc3(2). Il est facile de voir que dans un tel anneau, les seuls chemins d’arcs
injectifs incluant des arcs appartenant & Arc}(2) et bordant des disques sont des rectangles :
deux cotés appartiennent a Arc3(2), un coté a Arc3(1) et un coté a Arc3(3).

€Arc}(2)

eArcg(l)
6Arc§(3)

F1G. 68 — La surface S est vue comme un anneau, les parties en gris foncé sont les composantes
connexes de To N S.

2°) Composantes connezes de To N (Ty U T3).

On peut voir Ty comme le recollement le long d’arcs inclus dans @; et @z des composantes
connexes de ThNTy, ToNS et ToNT3. Dans cette preuve, nous appelons domaines ces composantes
connexes. Un domaine de T, N T} est bordé par des arcs appartenant a Arc3(1) et a Arci(2).
Remarquons que dans T; (comme dans n’importe quel tore & une composante de bord), il existe
au plus trois arcs disjoints deux & deux, non isotopes, dont les extrémités appartiennent a 97}.
L’ensemble des arcs de Arci(2) contient donc au maximum trois classes d’isotopie (cf. figure 69).

Or les arcs de Arci(2) et de Arc3(1) constituent les bords des domaines de T1NT5. On en déduit
qu’il n’existe que quatre types de domaines possibles dans Tj : des rectangles, des hexagones,
des octogones et des cylindres a bords bigonaux, c’est-a-dire des sphéres a deux composantes de
bords, telles que chacune est un chemin de deux arcs (cf. figure 70).

Les composantes connexes de T3 N T vérifient les méme propriétés, puisqu’on les obtient en
appliquant le diffsomorphisme F de 1'étape 2 aux composantes connexes de Tj N 7.
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a;

FIG. 69 — Un exemple de trois arcs appartenant a Arcl(2), disjoints, non isotopes, dans T} .

“R 4B B

F1G. 70 — Les quatre types de domaines : de gauche a droite : le rectangle, I’hexagone, 'octogone,
le cylindre & bords bigonaux.

3°) Calcul de caractéristique d’Euler.

Nous allons déterminer la contribution de chaque domaine & la caractéristique d’Euler de
T (égale & —1 puisque T est un tore & une composante de bord). Rappelons que Ty est le
recollement des domaines le long des arcs de Arc3(1)UArc3(3) inclus dans Ty. Donc si un domaine
D posséde exactement k cotés appartenant a Arc3(1) U Arc3(3), alors sa contribution a y(7%) est
de x(D) — % En effet, lorsqu’on somme les caractéristiques d’Euler de tous les domaines, les arcs
de recollement ont été comptés deux fois chacun. Pour calculer la contribution d’un domaine &
la caractéristique d’Euler de T5, il faut donc apporter un terme correctif de —% pour chaque arc
de recollement inclus dans le bord de D. Ainsi,

— les rectangles ont une contribution de 0;

— les hexagones ont une contribution de — 2 ;

— les cylindres & bords bigonaux ont une contribution de —1;

— les octogones ont des contributions de —1.
Or d’aprés I'étape 2, les domaines de T» N T3 sont difféomorphes & ceux de T, N Ty. Par ailleurs,
la contribution des domaines de Tb N S est nulle, puisque tous les domaines de 75 N S sont des
rectangles (vu plus haut en 1°) ) ). Donc la Contribution globale des domaines de T, N7} comme
celle des domaines de Th N1y doit valoir —2. On en déduit que Th N1} contient exactement un
hexagone et un nombre indéterminé de rectangleb De méme pour Tp N 7. 0

Exemple 10.9. Un exemple du tore T, constitué de deux hexagones et d’un nombre indéterminé
de rectangles, conformément a la conclusion dde I’étape 4, est donné figure 71.

Etape 5. On aboutit a une contradiction.

Démonstration. Le tore T5 contient les composantes connexes de ToNT3 et de TyNTx, lesquelles
sont deux a deux disjointes puisque Th N1y = @. Parmi elles, on compte deux hexagones, 1'un
inclus dans Tb N T3, lautre inclus dans 74 N T3. Chacun posséde trois cotés inclus dans as (cf.
figure 72).
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F1G. 72 — Deux hexagones disjoints, 1'un inclus dans Th N T3, 'autre inclus dans T4 N T5.

Rappelons qu’il n’est possible d’inclure dans un tore & une composante de bord que trois arcs
a extrémités dans le bord, deux & deux disjoints et non isotopes. On en déduit que nos deux
hexagones inclus pour I'un dans 75 N T3 et pour I'autre dans Ty N T3 sont disposés comme sur la
figure 72. En particulier, retenons que :
les six co6tés inclus dans le bord du tore appartiennent
alternativement & I'un et a 'autre des deux tores.

(1)

On va monter que les deux tores 15 et Ty s’intersectent, ce qui est absurde. Pour cela, on
va étudier l'inclusion de Ty NS dans les différentes composantes connexes de S ~ Th. Dans ce
qui suit, on se référera a la figure 73. Puisque T5 N T3 contient un hexagone, Tp N @z contient
au moins trois composantes connexes, lesquelles se prolongent dans 75 N S en au moins trois
rectangles. Rappelons en effet que les rectangles de 75 NS n’ont qu’un seul c6té dans asz, donc
deux composantes connexes distinctes de Th N @z sont les cotés de deux rectangles distincts de
To N S. Or ces rectangles de 75 N S, au moins au nombre de trois, ont tous un coété dans a; et
un c6té dans as, et comme S est de genre nul, on en déduit que S . 75 contient au moins trois
composantes connexes, autrement dit trois régions, comme par exemple les régions R, Rs, Rs,
sur la figure 73. Puisque les deux tores Th et Ty sont disjoints, les rectangles de T4 N S sont &
intérieur des différentes régions. Cependant, tous les rectangles de Ty NS ont un coété inclus
dans as, donc ils devraient tous se situer dans la région contenant la courbe as. Mais ceci est
impossible, car en raison de I’assertion (1), il existe des rectangles de Ty N S dans au moins trois
régions distinctes (cf. figure 73). O
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TZ ay

T4 ay

F1G. 73 — Dans cette configuration ou les hexagones To N'T5 et T4 NT5 sont « noués » dans T3,
les tores 15 et Ty s’intersectent, ce qui ne doit pourtant pas avoir lieu.

Ceci achéve la démonstration de la proposition 10.1. Donc il n’existe pas de courbes spéciales
séparantes dans o(G). O
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11 Description de o(X) dans X

Rappelons que n est un entier pair supérieur ou égal a 6, ¥ est la surface ¥4, oit g < 5 et
b > 0, et p est un morphisme non cyclique de B,, dans PMod(X) tel que :
I’ensemble 0, (G) est vide.
D’aprés la proposition 9.9, 'ensemble o4(G) n’est pas vide.
Dans ce chapitre, on déterminera la disposition des courbes de o(X) dans ¥ en distinguant
les courbes spéciales et les courbes normales. Autrement dit, on sera en mesure de décrire

['(X; 05(X)) (cf. définition 2.24) et T'(X; o(&X)). Notre outil principal sera 'action du sous-
groupe H de B, sur le sous-ensemble X de G.

11.1 Plan du chapitre et résultats démontrés

e Le paragraphe 11.2 énonce un résultat concernant ’action de H sur X. On y définit notamment
les H-colorations, censées exprimer les contraintes venant de la structure de B,,, sur les éléments
caractéristiques des mapping classes A;, i € {1, ..., n— 1}.

e Le paragraphe 11.3 détermine le graphe I'(3, o5(&X’)). Notamment, on prouvera la proposition :

Proposition 11.1 (Position des courbes de o4(X) dans X).
i) L’ensemble o5(G) contient n courbes (donc pour tout A € G, on a |os(A)| =1).
i1) L’ensemble os(X) est non séparant dans X, ou bien il est séparant mais pour tout a €

0s(X), Uensemble de courbes o4(X) ~\ {a} est non séparant. Autrement dit, le graphe
(X, 05(X)) est l'un de ceux représentés figure 74.

F1G. 74 — Les deux plongements possibles de o5(X’) dans ¥ (ici pour n = 10).

e Au paragraphe 11.4, ayant décrit o4(X), on passe a la description de I'ensemble o(X) =
os(X) U o, (X) avec les propositions 11.2 et 11.4.

Proposition 11.2 (Existence de la surface 5).
i) Il eriste une unique sous-surface ¥ dans Sub,, (gy(X) contenant les courbes de o5(G).

it) Le bord de chaque sous-surface appartenant Subas(;{)(i) contient os(X).

i41) La surface ¥ est de genre g € {5 — 1, §

i) La surface ¥ est de genre g € {§ — 1, §}.

v) L’ensemble Sub, (x)(X) est réduit a une composante conneve de genre nul, ou a deux
composantes connexes dont l'une est de genre nul et l'autre est de genre O ou 1.
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Exemple. Voici trois situations décrites figure 75 illustrant le point v) de la proposition 11.2.
Chacun de ces cas représente les courbes spéciales de o(X), les éventuelles courbes normales de
o(G), et la surface X, associées a trois morphismes de Bg dans PMod (X3, 2) :

~

— dans le cas de gauche, Sub, X)(E) est réduit & une composante connexe de genre nul,

~

— dans le cas central, Sub,_(x)(¥) consiste en deux sous-surfaces de genre nul,

~

— dans le cas de droite, Sub, (x)(2) consiste en deux sous-surfaces, l'une de genre nul, I'autre
de genre un.

Fic. 75 —

La proposition 11.2 nous permet de poser les définitions suivantes qui nous resserviront au
chapitre suivant.

Définition 11.3 (2, ¥ et U).
e Soit 3 la sous-surface de Suban(g)(E) contenant les courbes spéciales.
e Posons U = Bord(3) N 0,,(G) de sorte que U soit Pensemble des bords normaux de 3.
e Soit ¥ la réunion des sous-surfaces de Suby(X) différentes de 5. Si & est la seule sous-
surface de Suby(X), on dira que X est vide.

Exemple. Considérons le morphisme p de Bg dans PMod(2y4,2) tel que pour tout ¢ compris
entre 1 et n—1, on ait p(r;) = T,, V, ot les courbes a; sont celles dessinées figure 76, et ot V' est
une mapping class commutant avec les Ty, et telle que o(V) = {1, x2, x3}, ou les courbes z
sont celles dessinées figure 76. Alors on a les égalités : 0,(G) = {z1, x2, 3} et U = {x1, x2}. De
plus, 5 est la sous-surface de Yy qui contient les courbes a; (donc dessinée en clair sur la figure
76) et ¥ est la sous-surface de ¥y qui ne contient pas les courbes a; (donc dessinée en foncé sur
la figure 76).

Pour la proposition suivante, rappelons que I'on a supposé dans ce chapitre que 0,(G) était
vide, autrement dit, les courbes séparantes appartenant a o, (G) séparent ¥ en deux surfaces,
chacune de genre non nul.

Proposition 11.4 (Description de Suby(X)).
On a U] < 2 et Suby(X) vérifie les propriétés suivantes :
- st U est vide, ¥ = 5 ; St S est de genre 5, U est vide,
— siU est réduit o une courbe non séparante u, ¥ est vide et {u} est le marquage de f,
— silUd est réduit & une courbe séparante u, ¥ est une sous-surface connexe de genre 1,
~ silU contient deuz courbes, elles sont non séparantes et . est connexe, de genre nul.
On résume cela en disant que T'(X, U) est l'un des quatre graphes figure 86 ot :
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FiG. 76 —

— les sommets entourés représentent les sous-surfaces de genre non nul de Suby/(X),

— [entier placé a coté des sommets entourés en indique le genre,

— les arétes sont représentées en pointillés par soucis de cohérence avec la remarque 11.9 en
fin de chapitre.

®! £ S

@®n o @n_y @® o

. n n
2 2 2 2

F1a. 77 — Les cinq graphes possibles pour I'(X, i) (cf. proposition 11.4).

On pourrait alors en déduire facilement les différents graphes possibles correspondants a
I['(¥; 0(X)). On le fait uniquement a titre de remarque (cf. remarque 11.9 en fin de chapitre),
car cela s’avérera inutile dans la suite de la démonstration de la proposition 12.1. En effet, les
propositions 11.1, 11.2 et 11.4 y suffiront.

11.2 Action de ‘H sur X et H-colorations

Rappels. Rappelons les définitions du groupe H et du sous-ensemble X’ de G (cf. paragraphe 10.2,
définitions 10.2 et 10.3, et proposition 10.4). Pour tout entier m non nul, soit Imp(m) I’ensemble
des premiers entiers impairs inférieurs ou égaux a m. Soit X le sous-ensemble {A;, i € Imp(n)} de
G constitué de g éléments commutant deux a deux. On note o (X') = Ujcimp(n)0(4i) le simplexe
de courbes associé et o4(X) = o(X)Nos(G). Le groupe H est le sous-groupe (;, i € Imp(n)) de
B,, o pour tout i € Imp(n), I'élément ~; est le produit 774177427417 1l vérifie les propriétés
suivantes :
i) L’action de H sur PMod(X) via p préserve X. En effet, pour tout ¢,j € Imp(n), on a :
Aj st g {52}
Vi-Aj = p(vi)Ajp(vi) = Aja st i=j—2;
Aj+2 si 1= ]
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ii) Le morphisme H — &(X) décrivant I'action de H sur X, ou &(X) est le groupe symé-
trique sur les éléments de &', est surjectif. En particulier, cette action est % fois transitive.
iii) L’action de H sur Courb(X) préserve og(X).

On a déja donné la définition de J-coloration (cf. définition 9.15). On définit ce qu’est une
‘H-coloration sur le méme principe.

Définition 11.5 (H-colorations sur X).
Une H-coloration est une fonction de X dans P(E), 'ensemble des parties d’'un H-ensemble &£
(i.e. un ensemble muni d’une action de H) :
coly : X — P(E)
telle que pour tout £ € H et tout A € X, on ait :
€.coly(A) = coly(£.A).
Les entiers de Imp(n), en bijection avec X, sont appelés couleurs. On dira qu'un élément e € &

est de couleur i si e € coly(A;). Un élément e € £ peut étre de plusieurs couleurs a la fois ou
éventuellement d’aucune couleur.

Inversement, partant d’'une H-coloration coly : X — P(E) dont X est l'ensemble des
couleurs, H un groupe agissant sur X et sur &, définissons 'application appelée H-spectre :
E — P(X)

Pt {Ae X |eccoly(A)} -
L’application H-spectre est elle aussi H-équivariante.

Proposition 11.6. L’application o5 : X — Courb(X) est une H-coloration.

Démonstration. Rappelons que o est une H-coloration (ceci est une reformulation de 1’assertion
i) de la proposition 3.40). Par ailleurs o5(X) est H-stable. Alors pour tous i,j € Imp(n), on a :
os(7i-45) = o(y.45) N og(X)
= ")/i.U(Aj) N 05(.)()
%i-0(A5) N 7i.05(X)
Yi- (O'<AJ) N O'S(X))
== ’)/l'.O'S(Aj).

Lemme 11.7. Soit £ un H-ensemble. Soit coly : X — P(E) une H-coloration et soit spy
E — P(X) le H-spectre associé. Soit e un élément de E tel que le H-spectre de e contienne k

mapping classes (0 < k < §). Alors il existe un entier £ > 1 tel que [H.e| = (CE o r = 5.

Démonstration. Ceci est une application simple des principes généraux d’action de groupe. De
fagon générale, si F est un ensemble fini sur lequel agit H, si I'on choisit un élément fo € F et
si 'on note S = Staby(fo) le sous-groupe de H qui fixe fy, et Z une transversale de H/S, alors,
— on a la réunion disjointe H = |_| ~v.8
YEZ
— si Paction de H sur F est transitive, on a |Z| = ‘H/S‘ = |F|.
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Etant donné un élément e de £ comme dans I’énoncé, tel que spy(e) soit un ensemble de
k mapping classes de X avec 0 < k < r ol » = %, considérons I’ensemble Py (X) des parties
de X' contenant k éléments. En faisant jouer a Pi(X) le role de F et spy(e) le role de fo, on
remarque que l'action de H sur Py (X) est transitive car I'action de H sur X est k-fois transitive.

On obtient alors :

H = | |v.Stabs(spy(e)), (1)
YEZ
et 1 2] = ["Ystabn(spy(e))| = [Pe()] = CF. (2)
Mais (1) implique :
H.e = || ~.(Staby(spy(e)).€), (3)
YEZ

car pour tout v’ et 7" distincts appartenant & Z, v'.spy(e) et 7" .spy(e) sont différents, donc les
éléments de 7’.(StabH(sp X(e)).e), qui sont tous de méme spectre, sont de spectre différent du
spectre des éléments de 7”.( Staby(spy(e)).e ). Donc les deux ensembles /. ( Staby(spy(€)).€)
et 7. (Staby(spy(e)).e ) sont disjoints. En posant ¢ = |( Staby(spy(€)) ).e|, on déduit de (2) et
(3) I'égalité de cardinaux suivante :
|H.e| = £CF. (4)
]

11.3 Description du plongement de o,(X) dans X

Dans ce paragraphe, on va montrer la proposition suivante :

Proposition 11.1 (Plongements de o5(X) dans X).
i) L’ensemble 05(G) contient n courbes (donc pour tout A € G, |os(A)| =1).

it) L’ensemble o4(X) est non séparant dans X, ou bien il est séparant mais pour tout a €
05(X), 05(X) ~ {a} est non séparant. Autrement dit, le graphe I'(Z, o5(X)) est l'un de
ceux représentés figure 78.

F1G. 78 — Les deux plongements possibles de o5(X’) dans 3 (ici pour n = 10).

Démonstration. Rappelons que d’aprés la proposition 9.22, 04(G) contient n ou 2n courbes,
selon que o5(A1) contienne une ou deux courbes, car les 05(A4;), 0 < ¢ < n — 1 contiennent tous
le méme nombre de courbes. Puisque X ne contient que les mapping classes d’indice impair,
05(X) contient § ou n courbes. Tout en montrant la partie ii) on montrera que os(X’) contient
5 courbes, ce qui prouvera la partie i) de '’énoncé.

Montrons que le résultat lorsque 0% est non vide se déduit du résultat lorsque 0% est vide.
Pour cela supposons que 9% n’est pas vide. Considérons le graphe I'(X, o4(X')) et le sous-groupe
‘H préservant le simplexe o4(X). Puisque chaque orbite de courbes de o4(X) sous H est de
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cardinal au moins § > 3, on peut appliquer la proposition 7.5. Autrement dit, I'(3, o4(X')) est

canoniquement isomorphe a I' (oubys (X), oubgs (05(X))) qui est le graphe associé au morphisme
oubly, o p de B, dans oubpx(X), de méme que le graphe I'(X, 05(X)) est associ¢ au morphisme
p. Donc il suffit de montrer les parties i) et ii) lorsque 9% est vide pour en déduire le résultat
général.

A partir de maintenant, on suppose que 0% est vide. On va utiliser I’action de H sur le graphe
I'(X, 05(X)). Afin de rendre 'action de H plus évidente, on « colorie » les différentes arétes et
les différents sommets de I'(X, 04(X)) de la maniére suivante :

Le graphe I' =I'(%, 04(X)).

On note I' le graphe I'(3, o5(X)). Ses sommets sont en bijection avec Sub,, (x)(X) et ses arétes
en bijection avec o4(X). L’action de H sur Sub, (x)(¥) induit une action de H sur I’ensemble
des sommets de I' et 'action de H sur o4(X) induit une action de H sur l’ensemble des arétes
de I'. De plus, ces deux actions sont compatibles avec la structure de graphe de I'. On dispose
également de deux H-colorations :

e la H-coloration o5 : X — 04(X), qui peut étre vue comme une H-coloration sur les
arétes de I'. De cette fagon, le H-spectre de chaque aréte de I' contient une unique couleur
i € Imp(n);
— Subg, (1) (2)

e la H-coloration wy : , qui peut étre

A+ {S € Sub, (x)(X) | Bord(S) Nos(A) # T}
vue comme une H-coloration sur les sommets de I'. Ainsi le H-spectre de chaque sommet
contient exactement les couleurs des arétes partant de ce sommet.

Puisque o5 et wx sont des H-colorations, 'action de H sur les sommets et les arétes de I' est
compatible avec ’action de H sur leurs couleurs. Finalement, le groupe H agit sur le graphe I’
muni de ses couleurs.

Les cycles et les valences dans I'.
Notons ¢ le nombre de cycles indépendants présents dans I'. On a évidemment :
Fait 1 : ¢ < g.

Les sommets de valence 1 correspondent & des sous-surfaces bordées par des courbes sépa-
rantes, or d’aprés la proposition 10.1, il n’existe pas dans o4(X) de courbes séparantes dans X,
donc :

Fait 2 : Il n’existe pas de sommet de valence 1.

Donc le graphe I' contient des cycles :
Fait 3:¢c> 1.

Remarquons que les sommets de valence 2 correspondent & des composantes connexes n’ayant
que deux bords, donc étant de genre non nul. On en déduit :

Fait 4 : Le nombre de sommets de valence 2 est borné par g — c.

Or §'il existe un sommet p de valence 2, tel que i,j € Imp(n) soient les couleurs des deux

arétes ayant une extrémité en p, I'orbite de p sous l'action de H est de cardinal au moins § si

i = j, et de cardinal au moins C% > 5 si 1 # j, d’apres le lemme 11.7. Mais en rapprochant les
2
faits 3 et 4, ce nombre devrait étre majoré par g — 1, or g — 1 < 5 donc finalement :

Fait 5 : Il n’existe pas de sommets de valence 2.
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Nous allons traiter séparément le cas des graphes ayant des arétes dont les extrémités sont
confondues de ceux qui n’en possédent pas. Dans la suite, on parlera de pétales pour désigner de
telles arétes.

Définition 11.8 (Pétales). Appelons pétale une aréte dont les deux extrémités sont confondues.

Graphes pourvus de pétales. S’il existe un pétale, alors il en existe exactement 5 et g = 5
car d'une part, il en existe dans chaque couleur, donc au moins %, et d’autre part, & chaque pétale
correspond un cycle indépendant de I', or le nombre de cycle est majoré par g. De plus, puisque
le nombre maximal autorisé de cycles indépendants est atteint, si 'on 6te ces g arétes au graphe
I" on obtient un arbre. Or dans un arbre, chaque aréte est séparante, c’est-a-dire que ’arbre privé
de cette aréte est disconnexe. Mais d’apreés la proposition 10.1, o5(X) ne contient pas de courbes
séparantes, donc le graphe I' privé de ses pétales est réduit & un sommet. Finalement, le graphe
I" est une rose (cf. graphe de gauche figure 78).

Graphes dépourvus de pétales. Supposons maintenant que I' soit un graphe dans lequel
aucune aréte n’a ses deux extrémités confondues.

A priori, le cardinal du simplexe o4(X) est borné par 3g—3 < 37” —3car b= 0. Le groupe (62)
préserve og(X) et chaque courbe de 04(G) a une orbite de cardinal n sous l'action de J d’aprés
la proposition 9.22.i), donc une orbite de cardinal § sous 'action de (62). Donc seulement deux

cardinaux sont a priori possibles pour os(&X) : § ou n. Alors, dans I :

Fait 6 : Il existe au plus deux arétes d’une méme couleur.

Traitons le cas ou |o4(X)| = 5 :

Si |os(X)] = &, alors pour tout i € Imp(n), il existe une seule aréte de couleur 4, donc
seulement deux sommets possédent la couleur . Par ailleurs, d’aprés les faits 2 et 5, tous les
sommets sont au moins de valence 3, et puisqu’il n’y a pas de pétales, les arétes arrivant & un
sommet sont de couleur deux & deux distinctes. Donc dans le cas n = 6, il existe exactement 2
sommets de valence 3 et le graphe est semblable & celui de droite de la figure 78. Lorsque n > 8,

si un sommet p est de valence v avec 3 < v < %, alors l'orbite de p est de cardinal au moins C'},
2

d’aprés le lemme 11.7. Parmi les C% sommets de l'orbite de p, on en compte au moins CZ’%TEI)
d’ou part une aréte de couleur j, pour un j € Imp(n) fixé. Justifions cela briévement :
Prenons j = n — 1 et posons Hy—2 = (i, ¢ € Imp(n — 2)) de sorte que H,_2 soit un
sous-groupe de H qui fixe la couleur n — 1 et agit 5 — 1 fois transitivement sur I’ensemble
des § — 1 autres couleurs de Imp(n). Partant d’'un sommet ¢ de valence v d’oul part une
aréte de couleur j et v—1 arétes de couleurs deux & deux distinctes et différentes de j, puis
en appliquant le lemme 11.7, on compte au moins C@il) sommets distincts dans l'orbite
de g sous 'action de H,,—o.

On compte donc au moins C’E’;il) > 5 —1 > 3 sommets distincts d’ott part une aréte de couleur
2

7, alors qu’il ne devrait en exister que deux puisqu’il n’existe qu'une seule aréte de couleur j
dans I'. Donc il faut que v = %, donc il n’existe que deux sommets dans I' et le graphe est celui
de droite figure 78.

On vient de traiter les cas ot |o5(X')| = §. A partir de maintenant, on supposera que |o4(X)| =
n. De cette fagon et d’aprés le fait 6, on aura balayé tous les cas possibles.

Traitons le cas ou |o5(X)| =n :
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On veut montrer que ce cas est absurde.
On supposera dorénavant qu’il existe deux courbes dans chaque couleur.

Remarquons qu’alors :

Fait 7 : Deux arétes de méme couleur ne peuvent avoir les deur mémes extrémités.

En effet, supposons au contraire que deux arétes d’'une méme couleur aient les mémes ex-
trémités. Alors elles formeraient un cycle auquel on peut associer leur couleur. On obtiendrait
au total 5 cycles indépendants, donc on aurait ¢ = g = 5 et il n'existerait pas d’autres cycles
indépendants dans I d’apreés le fait 1. Il n’existerait pas non plus d’autres arétes, d’aprés le fait 6,
que les n arétes constituant ces 5 cycles. Identifions dans I' deux arétes des qu’elles ont la méme
couleur et appelons I le graphe ainsi obtenu (cf. figure 79). Le graphe I est un arbre contenant
g arétes, donc I posséde des sommets de valence 1. Ces sommets de valence 1 correspondant
dans I' & des sommets de valence 2. Or il ne doit pas en exister d’aprés le fait 5. Donc le fait 7

est démontré.
r r'

&> & — s

F1G. 79 — Cas g > 4, lorsque deux arétes d’'une méme couleur ont deux extrémités en commun.

Allons plus loin :
Fait 8 : Deux arétes de méme couleur ne peuvent partager une extrémité commune.

Pour le montrer, supposons au contraire que deux arétes de méme couleur ait une extrémité
en commun. Rappelons qu’il n’existe que deux arétes d’'une méme couleur d’aprés le fait 6, et que
deux telles arétes ne peuvent avoir les deux mémes extrémités d’aprés le fait 7, donc pour tout
i € Imp(n), il n’existe qu'un seul sommet que nous appelons p; qui est une extrémité commune
aux deux arétes de couleur i. Par symétrie de ’action de H sur X, les p; sont tous distincts ou
tous confondus.

a) Les p; sont tous distincts. On se référera a la figure 80. Comme les p; ne sont pas
de valence 2 d’apreés le fait 5, chaque p; est 'extrémité des deux arétes de couleur i et
Iextrémité d’au moins une aréte de couleur j # i. Or le sous-groupe de H qui fixe la
couleur ¢ agit transitivement sur les autres couleurs, donc p; est aussi 'extrémité d’une
aréte de couleur & pour tout k& € Imp(n) \ {i}. Ainsi p; est de valence exactement & + 1.
Or la somme des valences de chaque sommet (au moins égale a 5 (5 + 1) ici) doit étre égal
a deux fois le nombre d’arétes (n arétes ici), donc on obtient I'inégalité :

(3 +1) < 2n. (%)
Il vient alors n? 4+ 2n < 8n, donc n < 6. Or par hypothése, n > 6, donc n = 6 et (*) est
une égalité, donc les 12 extrémités des 6 arétes se retrouvent dans le décompte 5 (5 + 1),
il n’en existe pas d’autres, donc il n’existe pas non plus d’autres sommets que p1, p3 et ps.
Le graphe I' contient donc ¢ = 1+ 6 — 3 = 4 cycles indépendants, ce qui est absurde car
c<g< g =3

b) Les p; sont tous confondus. On se référera a la figure 81. Appelons p le sommet p; =
ps = -+ = pn—1, de valence n (pas davantage car par hypothése, on exclut les graphes
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Fia. 80 — Exemple de graphe rejeté ot les p; sont distincts.

pourvus de pétales). Ce sommet est le seul sommet de valence n car d’aprés le fait 7,
deux arétes de méme couleur ne peuvent avoir les mémes extrémités. Les extrémités des
n arétes, et qui sont distinctes de p, forment un ensemble d’au plus § sommets distincts,
car il n’y a pas de feuille ni de sommet de valence 2 d’aprés les faits 2 et 5. Le graphe
contient donc au plus 1 + 3 sommets et son nombre de cycles indépendants est au moins

de1+n—(%+1) =2 ce qui est absurde car Z* > 2 > g.

1 1
I T
e

FiG. 81 — Exemple de graphe rejeté ou les p; sont tous confondus en un seul sommet p.
Ainsi, le fait 8 est démontré.

Montrons que les conditions |o4(X)| = n et n > 8 ne ménent & aucun graphe solution.

Notons S le nombre de sommets. Puisque I' comporte n arétes, le nombre de cycles indépendants
doit vérifier c=1+mn -5 < . Donc :

S>5+1
Soit v la valence minimale parmi les sommets de I'. On a vu d’aprés les faits 2 et 5 que v > 3.
Or la somme des valences sur tous les sommets de I' est au moins de vS et doit étre égale & deux
fois le nombre de sommets, donc 2n, donc on a 2n > vS d’ou :

S <

v
Il est alors absurde que v > 4 car on aurait % +1<8K % Par ailleurs si v = 3, on a au
moins C3 sommets de valence 3 dans I' d’aprés le lemme 11.7. Lorsque n > 10, ceci conduit &
2
I'absurdité suivante :
n<Ch <S<E
2

Lorsque n = 8, puisque v = 3, il existe une orbite de sommets de valence 3. Une telle orbite
contient un multiple de 4 sommets. Mais comme il existe 8 arétes dans I' et par conséquent 16
demi-arétes, il doit exister dans I' exactement 4 sommets de valence 3 et un sommet de valence 4
(remplacer le sommet de valence 4 par deux sommets de valence 2 est interdit par le fait 5). On
obtient ainsi un graphe semblable a ceux de la figure 82. Appelons Py, P3, P5 et P les quatre
sommets de valence 3 et Q) le sommet de valence 4, comme sur la figure 82. Le sous-groupe de ‘H
qui fixe la couleur 1 ne préserve pas un tel graphe, car il fixe les sommets P; et () mais modifie la
couleur de I'unique aréte qui joint les sommets P; et @ : selon les cas, cette aréte est de couleur
3, 5 ou 7, donnant lieu a différents graphes (la figure 82 montre deux exemples avec 7 et 3). Donc
ce cas n = 8 est absurde. Finalement, les conditions |os(X)| = n et n > 8 ne ménent a aucun
graphe solution.
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F1G. 82 — Deux exemples de graphes a priori possibles avec n = 8 et |o4(X)| = 8. (Ils sont
différents car QQ et Py sont reliés par une aréte de couleur 7 dans un cas, 5 dans Uautre. Mais,
ils ne sont pas H-stables puisque 'action de 75 les permute.)

Montrons que |o4(X)| = n lorsque n = 6 est absurde.

En vertu des faits 2, 5 et 8, tous les sommets sont de valence 3, chacun étant 'extrémité de trois
arétes de couleurs respectives 1, 3 et 5. On obtient le graphe représenté figure 83. Rappelons
d’aprés la proposition 9.4 (5d) décrivant les propriétés équivalentes des courbes spéciales, chaque
orbite d’arétes de o,(X) sous D'action de (6%) est de cardinal § = 3, donc on distingue deux
orbites parmi les six courbes de o4(X), et 'action de 62 sur le graphe T' est périodique d’ordre
trois. Alors 'un des sommets est préservé tandis que les trois autres sont cycliquement permutés.
Appelons P le sommet préservé. Ses courbes de bord forment une orbite sous I'action de §2, on
les appellera af, a4, ag, ou 'indice désigne la couleur de la courbe. Appelons les autres courbes
ai, as, as, ou les indices désigne encore la couleur de la courbe. Pour tout 7 € {1, 3, 5}, notons
P; la sous-surface différente de P qui contient la courbe a] dans son bord. On se référe a la figure
83.

FiG. 83 — Cas n = 6 : la surface ¥3 o munie des courbes de o4(X) lorsque |os(X)| = 6.

On va montrer qu’une telle configuration ne peut pas se produire en considérant les courbes
spéciales de Y = G~ X = {Ap, A2, A4}. Remarquons que ensemble de courbe o4(G) est
un ensemble de courbes sans intersection triple, donc d’aprés la proposition 2.3, il existe un
unique systéme de représentants des courbes de o4(G) en position minimale d’intersection, a
isotopie (forte) prés. De plus, tout représentant de la mapping class p(J) envoie un tel systéme
de représentant sur lui-méme, & une isotopie (forte) prés. Bien entendu, o4(Y) = d.04(X), et
avec des notations cohérentes évidentes, on note ag, as, as, aj, ab, ay les courbes de o4(}).
Considérons la sous-surface P;. Il vient les faits suivants, qui aboutissent & une contradiction :
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e a}, = d.a] et af, = §~'.a}, donc d’aprés la proposition 9.22, I(a}, ab) = I(a}, a}) # 0, donc
ap N Py et afy, N Py ne sont pas vides.

e De méme en considérant les courbes ag et as, il vient que I(as, aq) = I(as, az) # 0 et
I(as, ap) = I(as, as) # 0, donc ap NP1, az N P; et ag N P; ne sont pas vides.

e Si une courbe = de o5()) contient dans P; un chemin & extrémités dans un méme bord,
aucune autre courbe y de 04()) ne peut contenir un chemin dans P; dont les extrémités
seraient dans la réunion des deux autres bords, car alors x et y s’intersecteraient. C’est
ce qu’illustre la figure 84 (deux cas sont a considérer selon que les extrémités de y appar-
tiennent au méme bord de P, ou non).

P

\‘

Fi1G. 84 — Cas n = 6 : la courbe x et la courbe y doivent s’intersecter.

e En appliquant le dernier point & la courbe = = af, et a la courbe y = a4, on s’apercoit que
ap N Py ne peut pas contenir de chemin & extrémités dans a). Donc aj N P; est constitué de
chemins joignant les bords a) et as. De méme, af N P; est constitué¢ de chemins joignant
les bords a} et as.

e En appliquant l'avant-dernier point & la courbe x = as et y = ag, on s’apergoit que as N Py
ne peut pas contenir de chemin & extrémités dans asz. En prenant x = a4 et y = ag, on
trouve de méme que a4 N P ne peut pas contenir de chemin a extrémités dans as. On laisse
au lecteur le soin de vérifier qu’en fait, aucune courbe de o4(Y") ne peut contenir de chemin
dans P; a extrémités dans un méme bord de P;. La situation obtenue est celle de la figure
85.

!
P, a a,

(@ Vaz)NF

as as
F1G. 85 — Cas n = 6 : I'intersection des courbes de o5()) et de P;.

e On en déduit lexistence dans la surface ¥, () d’'une composante connexe homéomorphe a
un disque dont le bord est formé de quatre portions de courbes, provenant des courbes a/,
ag, ay, az. On en déduit donc qu'il existe dans Sub, (y)(X) une sous-surface bordée a la
fois par ag et ab. Alors, en faisant agir 6~1 sur la surface > munies des courbes de o4()),
il devrait exister dans Sub,_(x)(X) une sous-surface bordée & la fois par a; et aj. Ce n’est
pas le cas. C’est la contradiction attendue.

Finalement, les conditions |o5(X’)| = n et n = 6 ne ménent & aucun graphe solution. Ceci conclut
la démonstration de la proposition 11.1. O
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11.4 Description de 0,(G) et de o(X') dans X

D’aprés la proposition 11.1, pour tout entier ¢ compris entre 0 et n — 1, I’ensemble de courbes
0s(A;) est réduit & une unique courbe. On la note a;. Dans ce paragraphe, connaissant ’ensemble
os(X) égal a {ai1, as,..., an—1} (cf. la proposition 11.1), on souhaite décrire le simplexe o(X).
Insistons sur le fait que d’aprés la proposition 9.22, on a 0,(A41) = 0,(G), d’on I'égalité

o(X) =o0s5(X)Uon(G).
Signalons que o(X) est un simplexe puisque X engendre un groupe abélien. Par conséquent,
os(X) et 0,,(G) sont également des simplexes, qui de surcroit vérifient : I(o4(X), 0,,(G)) = 0. On
a méme, d’aprés la propriété des courbes normales :

I(Us(g)a Un(g)) =0.

Proposition 11.2 (Existence et description de la surface ).
i) 1l existe une unique sous-surface ¥ dans Subg, (g)(X) contenant les courbes de o5(G).

ii) Le bord de chaque sous-surface appartenant & Sub,, (x)(X) contient os(X).

iii) La surface S est de genre § € {5 -1, 5}
- n n
i) La surface ¥ est de genre g ce{5-13%
v) L’ensemble Sub, (x)(X) est réduit a une composante conneve de genre nul, ou a deuz

composantes connexes dont ['une est de genre nul et l’autre est de genre 0 ou 1.

Démonstration.

Montrons la partie ).

Rappelons que les courbes normales n’intersectent aucune courbe de o(G), donc en particulier,
n’intersectent pas les courbes spéciales. Pour tout i € {0, 1,..., n — 1}, soit il la sous-surface
de Subgn(g)(Z) qui contient la courbe a;. Rappelons que pour tout i € {0, 1,...,n — 1}, la
courbe d.a; est une courbe spéciale de o5(A;+1), donc d.a; = ait1. Or Iﬁai, d.a;) # 0 d’apreés
la proposition 9.22 car a; est spéciale, donc I(a;, a;+1) # 0, donc ¥; = ¥,1;1. Ainsi toutes les
courbes spéciales sont incluses dans une unique sous-surface S de Sub,, ) (2).

Montrons la partie ii).

Soit S une sous-surface appartenant a Sub,, (x) (i) Si aucun des bords de S n’est une courbe
normale, alors S appartient a Sub, X)(E) et d’aprés la proposition 11.1, le bord de S contient
os(X) et la partie ii) est démontrée.

Supposons donc que 0,(G) ne soit pas vide et intéressons-nous aux surfaces de Sub, X)(i)
dont I'un des bords au moins est une courbe normale. Nous définissons un sous-groupe H* de H
(lui-méme défini & la définition 10.3) par :

H* = (’yl-fyj_l, i,7 € Imp(n))
Il agit via p sur Courb(X) et notamment sur o(X’) de sorte que :

Action de H* wvia p sur o4(X). On a vu que 'action de H via p sur Courb(X) préserve os(X),
donc 'action de H* fait de méme puisque H* est inclus dans H. De plus, le morphisme
H — S(X) envoie H* sur 2A(X), le groupe symétrique alterné sur les éléments de X'. En
effet, pour tout ¢ € Imp(n), ce morphisme envoie 'yﬁi;lz sur la permutation circulaire sur
les trois éléments A;, A;yo, Airq. Or A(X) agit transitivement sur X (rappelons que X
contient au moins trois éléments). Donc l'action de H* sur PMod(X) préserve X et est
transitive sur X. On en déduit que H* agit transitivement sur og(X).
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Action de H* via p sur 0,(G). Rappelons que d’aprés la proposition 9.7, 'action de B,, sur
on(G) et sur Bord(%,, (gy) est cyclique. Alors I'action de F,, (cf. définition 9.11) sur 0,,(G)
et sur Bord(%,, (g)) est triviale d’aprés le lemme 9.12. Or H* est un sous-groupe de F,
donc I'action de H* sur Courb(¥) fixe chaque courbe de 0,,(G) et chaque bord de X, (g).

~

Action de H* via p sur Sub,, (g)(¥). D’aprés I'action de ‘H* sur 0,(G), l'action de H* via

p sur Sub(X) préserve X et préserve I'ensemble Sub, X)(f]) de sous-surfaces. Soit S une

~

surface appartenant & Sub,, (x)(2) et dont I'un des bords au moins est une courbe normale.
D’apres 'action de H* via p sur 0,(G), 'action de H* via p sur Sub(X) préserve la surface

S.

~

Exploitons ceci. Pour toute sous-surface S appartenant & Sub, (x)(X) telle que Bord(S) contient
une courbe normale, S doit étre stable par H*. Donc Bord(S) est H*-stable, donc Bord(S)Nos(X)
Pest également, donc Bord(.S) doit contenir tout os(X') puisque H* agit transitivement sur o4(X).

Montrons les parties iii) et iv).

D’aprés le ii), chaque sous-surface appartenant a Subg X)(i) contient au moins 5 courbes

spéciales dans son bord. Or os(X) contient 5 courbes, donc Subg, (x)(X) contient une seule
composante connexe ayant n bords issus des courbes spéciales, ou Sub, (x)(X) contient deux
composantes connexes ayant chacun 7 bords issus des courbes spéciales. Dans le premier cas ¥

contient un ensemble non séparant de 5 courbes, donc ¥ est de genre g > . Dans le deuxiéme

cas 3 contient un ensemble non séparant de 5 — 1 courbes, donc S est de genre g > g — L.

Rappelons que par hypothése, g < 5. Par ailleurs, ¥ contient i, donc g < ¢g. Finalement, on a :

5-1<g<g<3

Montrons la partie v).

~

Nous venons de voir au iii) - iv) que Subg, (x)(2) est un ensemble d’exactement une ou deux
surfaces.
— S’il n’en existe qu'une, notons-la S. La surface S est le recollement de S sur elle-méme en
faisant coincider n bords entre eux. La différence de genre entre S et S est donc 5, mais
S est de genre maximal 7, donc S est de genre nul.
— S’il en existe deux, notons-les S7 et S5. Le recollement de S; sur Sy se fait le long de n
bords, donc la différence de genre entre S et S est de 5 — 1, mais S est de genre au plus

5, donc la somme des genres de S et de Sz doit étre égale a 0 ou 1.

O

Ayant décrit la position des courbes de o4(X) vis-a-vis des courbes de 0,,(G), il nous reste a
décrire précisément o,(G). Rappelons tout d’abord la définition 11.3 de X, ¥ et U donnée dans
Iintroduction.

Définition 11.3 (3, ¥ et U).
e Soit X la sous-surface de Suban(g)(E) contenant les courbes spéciales.

e Posons U = Bord(3) N o,(G) de sorte que U soit ensemble des bords normaux de 5.
e Soit X la réunion des sous-surfaces de Suby(X) différentes de X. Si 3 est la seule sous-
surface de Suby(X), on dira que X est vide.
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Attention : Rappelons que l'on a supposé dans ce chapitre que o,(G) €tait vide, autrement dit,
les courbes séparantes appartenant a o,(G) séparent ¥ en deux surfaces, chacune de genre non
nul. Sans cette hypotheése, la proposition 11.4 serait fausse.

Remarque. Si 3 est non vide, on a Bord(Z) N Bord(3) = U. Dans le chapitre suivant, ce n’est
pas tant la connaissance de 0,(G) que celle de U qui nous servira. C’est pourquoi la prochaine
proposition porte sur I'ensemble de courbes U plus que sur o0,(G). Toutefois, par soucis de
cohérence avec I'ensemble de ce chapitre, on le termine en donnant en remarque les graphes
possibles de T'(X, o(&X)).

Proposition 11.4 (Description de Suby/(X)).
On a |U| < 2. Les sous-surfaces de Suby/(X) vériﬁent les propriétés suivantes :
— sil est vide, X =X ; si S est de genre 5, U est vide,

~ siU est réduit o une courbe non séparante u, ¥ est vide et {u} est le marquage de /X\l,
si U est réduit a une courbe séparante u, ¥ est une sous-surface connezxe de genre 1,
~ siU contient deux courbes, elles sont non séparantes et ¥ est connezxe, de genre nul.
On résume cela en disant que T'(X, U) est l'un des quatre graphes figure 86 ot :
— les sommets entourés représentent les sous-surfaces de genre non nul de Suby/(X),
— [entier placé a coté des sommets entourés en indique le genre,
— les arétes sont représentées en pointillés par soucis de cohérence avec la remarque 11.9
ci-dessous.

®! .

@®n _ ERCE ® n _ &
5 louT > 1 5 1 -1

F1G. 86 — Les cing graphes possibles pour I'(X, 0,,(G)) (cf. proposition 11.4).

Démonstration. Toute la démonstration découle d'un calcul de genre, comme nous allons le
voir. Rappelons que g est le genre de X. Notons g le genre de S et § le genre de ¥ (nul par
convention lorsque X est vide). D’aprés la proposition 11.2, on a :
gE{%—l, %}7 §€{%—1, %}a §E{O, 1}'
Remarquons que chaque composante connexe (non vide) de ¥ qui est séparée de 5 par une courbe
séparante de U est de genre non nul, car on a supposé qu'’il n’existait pas de courbe périphérique
dans o(G). Donc il ne peut exister qu'une seule composante connexe non vide de ¥ séparée de S
par une courbe séparante. Par ailleurs, si une composante connexe (non vide) de ¥ est de genre
nul, elle est séparée de s par au moins deux courbes de L{ (toujours car les courbes de U ne sont
pas des courbes périphériques), donc le recollement de S et dune composante connexe de ¥ de
genre nul contribue également de fagon non nulle au genre de X. Donc ¥ ne posséde qu’une seule
composante connexe, autrement dit ¥ est connexe. On a donc la formule, vraie dés que ¥ est
non vide :
g-g—g=Ul-1

Ce nombre doit étre égal a zéro ou a un. Donc |U| € {1, 2} (toujours sous I’hypothése ot X
est non vide) et s'il est égal a deux, alors § = 0. On a vu que réciproquement, si § = 0 tandis
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que ¥ est non vide, on a |[U| > 2, donc |U| = 2. De méme, si ¥ est non vide, [U| = 1 si
et seulement si § = 1. Ces deux derniers cas correspondent aux deux graphes dessinés a droite
figure 86. Lorsque ¥ est vide, on obtient évidemment les deux graphes de gauche sur la figure 86.

g

Remarque 11.9. Pour conclure ce chapitre, on dessine sur la figure 87 les différents graphes
de I'(X, 0(&X)) compatibles avec les propositions 11.1, 11.2 et 11.4. On ne prouve pas que ces
graphes soient bien les seuls, mais cela se déduit des propositions précitées. La légende de cette
figure est la suivante :

— les arétes pleines représentent les courbes spéciales,

— les arétes en pointillés représentent les courbes normales,

— les sommets entourés représentent les sous-surfaces de genre non nul de Sub,, g(2),

— Dentier placé a coté des sommets entourés en indique le genre.
Précisons que les sommets de valence non entouré correspondent a des sous-surface de genre nul
dont le bord contient des courbes de bord de X.

/sommets normaux,

avec /N
/ » LI ) - )
I L
/sommets normaux, o ®!
avec /<N : :
— ¢ L]
® » : :
! : : | k sommets normaux, & { k sommets normaux,
: + [ avec keN + | avec keN
¢ ¢
—- arétes spéciales 2 arétes spéciales —- arétes spéciales

A O n A At Nnoaqré Act n A T
2 arétes spéciales 2 arétes spéciales - arétes spéciales —- arétes speciales

S, —— HT ——
/sommets | .

normaux, {.
avec /EN

FiG. 87 —
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12 Expression des mapping classes de ¢

Rappelons que n est un entier pair supérieur ou égal & 6, ¥ est la surface ¥, ot g < 5 et
b >0, et p est un morphisme non cyclique de B,, dans PMod(X) tel que 0,,(G) est vide. D’aprés
la proposition 11.1, pour tout i € {0, 1,..., n— 1}, le systéme de réduction canonique de chaque
mapping class A; est réduit & une courbe spéciale que 1'on note a;, aux courbes normales prés.
On cherche a montrer que p est une transvection de morphisme de monodromie.

12.1 Plan du chapitre et résultats démontrés

Dans ce chapitre, nous montrons la proposition :

Proposition 12.1. Sous les hypothéses de ce chapitre, le morphisme p est une transvection de
morphisme de monodromie.

On a alors prouvé le théoréme suivant :

Théoréme 12.2 (Le théoréme 1 dans le cas ol n est pair).
Soit n un entier pair supérieur ou égal a 6, soit ¥ la surface ¥y, ot g < 5. Alors tout morphisme
¢ de B, dans PMod(X) est soit cyclique, soit une transvection de morphisme de monodromie.

Démonstration. Si ( est cyclique, il n’y a rien & démontrer. Supposons donc que ¢ ne soit
pas cyclique. Soit ¥/ la composante connexe de Y5, (g) de genre g (rappelons que 0,(G) est
I’ensemble des courbes périphériques introduit au chapitre 7). D’aprés le i) et ii) de la proposition
7.4 le morphisme ¢ induit un morphisme ¢’ : B, — PMod(X') non cyclique. Alors d’aprés la
proposition 12.1, ¢’ est une transvection de morphisme de monodromie. Alors, d’apreés le ii) de la
proposition 7.4, le morphisme ¢ lui-méme était une transvection de morphisme de monodromie.

O

Plan du chapitre : La méthode employée pour déterminer le morphisme p et prouver la propo-
sition 12.1 consiste dans un premier temps a se restreindre a la surface 5 définie au chapitre 11,
définition 11.3 (rappelons que 5 est une sous-surface de Sub,, (g)(2), stable sous I'action de By,
contenant les courbes spéciales, mais pas les courbes normales). On définit alors le morphisme

PMod,,)(E) — Mod(E)

N
A — A

On note p le morphisme égal a la composition Ao p, et allant de B,, dans /\/lod(fl). Ce morphisme
est bien défini car p(B,,) préserve o,,(G) d’aprés la proposition 9.7. Puis on utilisera I'information
véhiculée par les courbes spéciales pour identifier les mapping classes Ei, ie{0,1,...,n—1}.
A ce propos, d’apreés le lemme 3.43, pour tout ¢ € {0, 1,..., n—1} on a :

a(ﬁi) =o(4;)N Courb(i) = {a;}.
C’est ainsi que le paragraphe 12.2 est consacré a I’étude du morphisme p via les mapping classes
A;, i€ {0,1,..., n—1}. On montrera que p est une transvection de morphisme de monodro-
mie, cf. proposition 12.4. Puis au cours du paragraphe 12.3, nous utiliserons ces résultats pour
déterminer le morphisme p et ainsi prouver la proposition 12.1.
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12.2 Le morphisme p est une transvection de morphisme de monodromie

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer que le morphisme p est une transvection de
morphisme de monodromie. On notera G et X les images de G et X par A, ou X = {4;,1 €
Imp(n)} = {A1, As,..., Ap—1}. Afin d’étudier le morphisme p, nous nous intéresserons aux
mapping classes induites par celles de X dans /\/lod(ENJ) ott 3 est la surface f)as( 2 Remarquons
a nouveau d’aprés le lemme 3.43 que :

{ 04(®) = 0,(X) N Courb(3) = {az, i € Imp(n)},
on(X) = op(X) NCourb(X) =

Découpage de S le long des courbes de as(./i’\ )

e Soit X la surface f)a ()" D’aprés la proposition 11.2.v), 3 est connexe de genre nul ou bien
comporte deux composantes connexes dont 'une est de genre nul et ’autre est de genre 0
ou 1.

e Soit ~ le morphisme canonique ~ : MOd"iﬁ“‘?)(E) — MOE(E) ,ou Mod, 3 (3) est
A — A )
le groupe des mapping classes de Mod(f]) préservant Us(i’\ ). On notera X Iimage de X.
e Pour tout i € Imp(n), notons a; et a; les deux bords issus du découpage de T le long de a;.
Notons Bord*(i) = {a;", i € Imp(n)} et Bord*(i) ={a;,i¢€ Imp(n)} Lorsque ZN] n’est
pas connexe, les bords a; et a; sont répartis de telle sorte que Bord+( ) et Bord™ (2 ) sont

chacun inclus dans le bord de I'une des composantes connexes de 3. Pour ces définitions,
on se référe a la figure 88 qui représente le cas ot X est connexe.

k,Y:\‘J
Bord(X)

F1G. 88 — La surface 3 (cas oul & est connexe).

e Notons p le morphisme de p~*( Mod, (&) (Z)) dans Mod(i) qui a tout £ € B, tel que
p(&) préserve o4(X) associe ~ (ﬁ(f’ ) ) Remarquons que pour tout £ € H, la mapping class

p(€) préserve os(X). On a donc une action de H sur X définie de la facon suivante : pour
tout £ € 'H, on pose :



Remarquons que pour tout £ € H et tout A € PMod(X) tel que A préserve o,(G) et
os(X), la mapping class p(€) A p(€)~! est la composée des morphismes A puis ~ appliquée
4 la mapping class p(&) A p(&€)~!. On en déduit que H agit sur X de la méme maniére que
H agit sur X, i.e. , pour tout i, j € Imp(n), on a :

N Aj st i g {h, 5 -2}
'Yi-Aj = Aj,Q si = ] -2 N
Aj+2 si 1= j

Lemme 12.3 (Les mapping classes A i€ Imp(n)).
Les mapping classes A;, i € Imp(n), coincident toutes entre elles. Elles sont soit triviales, soit

périodiques d’ordre 2 échangeant a;r et a; pour tout j € Imp(n).

Démonstration.
Action de H sur Bord*(ZN]) U Bordf(i) :
Remarquons que chaque mapping class de X préserve o (A ) pour tout ¢ € Imp(n), donc chaque

mapping class de X préserve {af, a; } pour tout ¢ € Imp(n). Si A1 fixe chacun des bords a3 et
ag , alors montrons qu'’il fixe chacun des bords a; et a; pour tout i € Imp(n) \ {1}. Rappelons

que d’aprés la proposition 10.4, H agit & fois transitivement sur X', donc sur X , donc pour tout
i€ Imp( )~ {1}, il existe 5 € H tel que &. A = A et €. Zg = A;. Alors si Zl fixe les bords aj et
as, . A1 fixe les bords £.a3 et £.a3 (H agit canoniquement via p sur Bord( )), donc A fixe les
bords a; et a; . Il existe donc a priori quatre actions possibles de X sur Bord*(i) L Bordf(fl) :

a) les mapping classes de X fixent les courbes de Bord™(2) L Bord™ (%)

b) les mapping classes de X échangent aj et a; pour tout i € Imp(n);

¢) pour tout i € Imp(n), A; échange a; avec a; , et fixe aj et a; pour tout j € Imp(n)\{i};
d) pour tout i € Imp(n), A; fixe af et a;, et échange aj avec a; pour tout j € Imp(n)~{i}.

Les deux cas a) et b) correspondent aux situations prévues par 1’énoncé. Dans le reste de cette
démonstration, on cherche a réfuter les cas c) et d). Remarquons que dans les cas c) et d), /Tl
envoie certains bords de Bord+( Y) dans Bord"'( ) et d’autres bords de Bord+( ¥)) dans Bord™ ( )
Or d’une part les bords de Bord*( ) appartiennent & une méme composante connexe de 5 et
de méme les bords de Bord™ (N) appartlennent 4 une méme composante connexe de Z d’autre
part, A1 envoie les composantes connexes de 53 sur des composantes connexes de E donc il existe
une composante connexe dans 5 qui contlent des bords de Bord+( ) et des bords de Bord™ (X )
Par transitivité, les bords de Bord+( ) et de Bord™ (N) appartiennent & une méme composante
connexe, donc :

la surface 3 est connexe. (1)

La nature des mapping classes de X

La mapping class Ay est pseudo Anosov ou périodique, car O'(Al) = @. Or si A1 était pseudo-
Anosov, les courbes de o LX ) le long desquelles on a decoupe 5 pour obtenir 51 seraient toutes
des courbes spéciales de A; d’aprés le lemme 3.44, or O’S(Al) = {al} d’ott une contradiction.
Donc A est périodique. De plus A12 fixe chaque courbe de Bord+(2) U Bord™ (Z), donc d’apres
le corollaire 3.23, 2(12 est l'identité. Donc ;4V1 est l'identité ou est périodique d’ordre deux. Le
méme raisonnement peut étre tenu pour A pour tout ¢ € Imp(n). Donc :
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les mapping classes de X sont toutes 'identité ou sont toutes périodiques d’ordre deux. (2)

Réfutation du cas c) :

Dans le cas ¢), A fixe au moins n — 2 bords de f], or la surface 3 est connexe d’apres (1) et
de genre nul, et par ailleurs Zl est périodique d’aprés (2), donc on peut appliquer le corollaire
3.23 : Zl est I'identité. Mais alors Zl doit fixer af et aj, ce qui contredit les hypothéses du c).
Ce cas la n’a donc pas lieu.

Etude et réfutation du cas d) :

Un | argument simple permet de réfuter cette situation lorsque n > 8 : considérons la mapping
class A1A3 Elle est périodique d’ordre 2, car A1 et A3 commutent. D’apres le corollaire 3.23,
une mapping class périodique qui fixe plus de deux bords est l'identité, or ici, A1A3 fixe tous
les bords spéciaux a ’exception des bords af, aj, az{ et az, donc Zlﬁg fixe au moins quatre
bords (rappelons que n > 8), donc Zlﬂg est l'identité, mais c’est absurde car /TML, permute non
trivialement les bords af, aj, a,; et ag . Donc le cas d) ne peut arriver a priori que si n = 6.

Considérons le cas n = 6 et décrivons la situation. Rappelons que d d’apres (1), EN] est connexe.
Soit Bordo(i) Pensemble des bords de & n’appartenant pas a Bord+( )UBord™ (X2 ) A nouveau,
la mapping class ﬁlﬁg est périodique, fixe les bords a;, as alors qu’elle permute les bords
af, aj , a;{ et az de fagon non triviale. Or d’aprés le corollaire 3.23, une telle mapping class
fixe au plus deux bords. Donc A1 A3 ne fixe aucun bord de Bordo(i). Pourtant, d’une part
Bord’() est inclus dans Bord(X) U, d’autre part les mapping classes de X' fixent les courbes
de Bord(X) ﬂBordO(i) et ont toutes la méme action sur les courbes de U ﬂBordO(i) Alors dans
chacun des trois cas de figure |Z/{ | € {0, 1, 2} autorisés par la proposition 11.4, la mapping class
A1 As fixe les courbes de Bordo( ). Il faut donc que Bordo( ) soit vide. Donc :

E_E_Ego,etz_z()(;

On a représenté la surface 5 figure 89 et on y a décrit trois exemples de mapping classes pério-
diques Al, Ag, et As dont D’action sur les courbes de Bord(X ) est cohérente avec le cas d).

Fi1G. 89 — Le cas n = 6 ou A; fixe aT et a;, et permute a;{ avec ag , et a;r avec ay .

A présent, on oublie le morphisme A puisque celui-ci est trivial, étant donné que U est vide (et
donc que 0,(G) est vide). La contradiction & laquelle nous allons aboutir proviendra de I’étude de
la mapping class Z = (A3A4A5)? : on verra qu’elle induit sur une sous-surface de ¥ une mapping
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class périodique d’ordre 4 et que le carré de Z coincide avec A1 modulo une puissance de twist
de Dehn le long de la courbe a;. Mais comme on le verra, une telle mapping class n’admet pas
de racine carrée, ce qui est absurde puisque Z est un carré.

1°) Nous allons d’abord montrer que l’ensemble o(Z) est contenu dans {a;}.

On raisonne par 'absurde et on suppose 'existence d’une courbe x différente de aq appar-
tenant a o(Z). Rappelons que o(Z) = ¢(Z?). Commencons par constater que Z commute avec
Ay car Ay commute avec As, A4 et As, donc Z fixe la courbe ai. De plus, ZA3Z~1 = As et
ZAsZ~ ' = As, donc Z échange les courbes as et as. Donc Z induit une mapping class 7 dans
./\/lod(i). De plus, Z? commute avec A3, A4 et As : ce sont des relations classiques dans le groupe
engendré par As, A4 et As, isomorphe & un quotient de B4 ot les générateurs standards seraient
envoyés sur As, A4 et As. Donc :

Z? commute avec Ay, As, A4, As. (3)
et par la méme occasion,
la mapping class Z?2 fixe les courbes a1, a3, a4 et as. (4)
Donc les courbes ai, as, a4, as sont des courbes de réduction de Z2, donc on a
I(U(Z2), {a1, a3, ay, a5}) = 0. Reprenons l'étude de o(Z2). Puisque a4 intersecte a3 et as,
aucune de ces trois courbes ne peut appartenir & o(Z2). On a donc montré qu’a 'exception de
la courbe aj, toutes les courbes de réduction essentielles de o(Z) sont incluses dans la surface 5
(en commettant un léger abus de langage consistant a voir la surface 5% comme une sous-surface
de ¥). Or, d’aprés le lemme 3.43,
o(Z) N Courb() = 0(Z).
Décrivons alors la surface f](,('zv). Puisque a4 intersecte ag et as mais n’intersecte pas les courbes
de 0(Z), il existe dans ENJU(E) un chemin inclus dans a4 dont l'une des extrémités appartient
a a}f U ag et autre extrémité appartient a a; U ay . Quitte & renommer les courbes, on peut
supposer que ce chemin est & extrémités dans aéF et a;, donc ces deux bords appartiennent a une
méme composante connexe de f)a(g) que I'on nomme C*. Or A; commute avec Z? d’aprés (3)
donc il préserve les courbes de o(Z), induit une action sur les bords de i,( 7), et comme on l'a
vu, envoie a?f et a; sur a; et ag et donc envoie C* sur une composante connexe C~ de f]a(g)
contenant les bords a3 et ay . Méme chose avec Az qui envoie a; et a;r sur a; et ag , montrant
ainsi que a:{ et ag sont des bords d’une méme composante connexe, donc C* = C~. Appelons C
cette composante connexe de f]a( 7y qui contient les bords aé”, as a; et az . Rappelons que 1'on
a supposé qu’il existait une courbe z différente de a; dans 0(2 ). Donc la composante connexe
C est differente de 3, donc x(C) > X(XN]) Or méme si C' ne contient qu'un seul bord autre
que les bords a;, az, ai et ag, on aura x(C) < —3 tandis que X(i) = —4, donc finalement,
X(C) = —3 et il existe une unique composante connexe P de ig( 7) distincte de C. Donc les deux
composantes connexes C' et P contiennent chacune un bord issu du découpage de 5 le long de
la courbe z. On on note ™ le bord induit par = contenu dans P et ™ le bord induit par z
contenu dans C. Les deux bords autres que 2™ de P ne peuvent étre que af et a; . On a ainsi
parfaitement décrit la surface non connexe i,(g) que 'on représente figure 90 (sous ’hypothése
toutefois que o(Z) contient une courbe z différente de ay).

Finalement, ¢(Z) = {z}. Or A3 commute avec Z2, donc As fixe la courbe z. Alors As
induit une mapping class dans Mod(ir). Or ix contient deux composantes connexes non ho-
méomorphes, donc ng induit une mapping class sur chaque composante connexe. Appelons F' la
mapping class ainsi induite sur C. Elle est périodique d’ordre deux sur la surface C' (car Zg était
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F1G. 90 — La courbe z telle que o(Z) = {x}.

ellee-méme périodique d’ordre deux), elle échange a; et ay , mais elle fixe z, a?{, as; et C est de
genre nul. Ceci est en contradiction avec le corollaire 3.23 selon lequel une mapping class pério-
dique sur une surface de genre nul et qui en fixe trois bords est 'identité. C’est la contradiction
attendue. On a donc montré que o(Z) C {a1}.

2°) Montrons que Z* et A1 coincident modulo une puissance de twist de Dehn le long de la courbe
ap.

Rappelons d’apreés (2) que Aj est périodique d’ordre deux. La mapping class 7 vérifie 0(2 ) =
&, donc elle est soit pseudo-Anosov, soit périodique. Mais si elle était pseudo-Anosov, les courbes
a1, as et as seraient des courbes de réduction essentielles de Z, ce qui n’est pas le cas au moins
pour a3 et as. Donc 7 est périodique. Alors les mapping classes 7 et Zl sont périodiques et
commutent donc elles engendrent un groupe 1 fini. De plus, elles ﬁxent toutes les deux les bords
al et aj : on 'a supposé par hypothése pour A1 ; montrons-le pour 7Z:la mapping class A3A4As
fixe la courbe a; car As, Ay et Ay fixent la courbe ay, donc la mapping class Z = (A3 A4A5)? fixe
la courbe a; et ne permute pas les deux composantes connexes de V ~\ a; o V serait un voisinage
tubulaire de aq, donc 7 fixe les courbes a1 et aj . Quant a Ajp, par hypothése, on est dans le
cas d) on A1 fixe les courbes a1 et a; . Donc 7 et A1 sont deux mapping classes périodiques et
fixent chacune un méme bord (méme deux comme on vient de le voir), donc d’aprés le lemme
3.19, Z et /Nll engendrent un groupe cyclique. Or Z est d’ordre pair (car elle échange {a;;, as }
avec {a3, a5 }) et A; est d’ordre deux. Donc il existe un entier k > 1 tel que A; = Z*. Or
Z* a une action triviale sur les bords de E donc est l'identité, donc k € {1, 2, 3}. Mais 7 et

73 échangent {a3, a3} avec {aF, a5} tandis que A préserve chacun de ces ensembles, donc
k ¢ {1, 3}. Finalement,

A =22
Considérons le produit Z2A;". On vient de voir que ~ (Z2A;") est trivial dans Mod(E), donc
d’aprés la suite exacte :
1 — (o, Tay, Tay) — Mod,,(1)(2) = Mod(S) — 1
la mapping class Z2A1_1 est un multitwist le long des courbes aj, as et as. Mais d’aprés la
proposition 3.46, o(Z2A; ") est inclus dans {a1}, car d’aprés le 1°) , 0(Z%) C {a;1}, et du fait
que ¥ =3, o(A;) = {a1}. Donc Z2A" est une puissance de twist de Dehn le long de la courbe
ai.
3°) On obtient une contradiction en examinant Y = A3A4As, la racine carrée de Z.

On peut voir 5% comme une sphére marquée de six points correspondant aux six bords. Or
Z est une mapping class périodique sur Y, donc d’apreés le théoréme de Kerckhoff, Z peut étre
représentée par un difféomorphisme périodique de X, et d’aprés Kerékjarto, ce difféomorphisme
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périodique est conjugué par un difféomorphisme isotope & 'identité a une rotation sur la sphére
5. Puisque 7 est d’ordre 4, 53 est la classe d’isotopie d’une rotation d’angle £7/2 dont I’axe
passe par les deux points marqués correspondant aux bords af et a] . Le carré de cette rotation
est dans la classe d’isotopie de Zl. Ceci justifie la figure 91 représentant la surface de genre deux
Y4, et les deux mapping classes périodiques induites par A; et Z sur X,, que I'on note A} et Z'.
On compte sur la figure 91 quatre points fixes P;, Ps, P3 et Py pour A}. On en déduit que :

(1) Z' n’a pas de points fixes,

(2) Z”? = A} a quatre points fixes.

Fi1G. 91 — La mapping class périodique Ay induite par A; dans ¥, (les fleches le long des courbes
a3 et as symbolisent un recollement le long de ces courbes de sorte que ¥, est bien une surface
de genre deux ayant deux composantes de bord : af et ay).

Posons Y := A3A4A5. D’aprés la proposition 9.6, Az, Ag et As fixent o4(A;1), donc fixent ay,
donc la mapping class Y induit une mapping class Y/ sur X,,. Soit Y’ la mapping class induite
par Y sur ¥,,, périodique d’ordre 8 puisque Z’ est périodique d’ordre 4. Comme on va le voir,
les assertions (1) et (2) impliquent (3)-(5) :

(3) Y’ est périodique d’ordre 8 sans points fixes,

(4) Y"? = Z' est périodique d’ordre 4 sans points fixes,

(5) y’4 posséde quatre points fixes appartenant & une méme orbite sous Y.
Justifions I'assertion (5). Si Y’ préservait { Py, P3}, Y'? fixerait P; et P3 mais ce n’est pas le cas,
donc l'orbite de Py sous Y’ est de cardinal au moins 4. Or Y’ préserve {P;, Ps3}, donc I'orbite
de P sous Y’ est de cardinal au plus 4. Donc l'orbite de P; et de P3, comme celles de P et de
Py sont de cardinaux 4. Or Y’* contient 4 points fixes et non 8, donc orbite de P; et celle de P,
sont les mémes. L’assertion (5) est démontrée. On est alors en mesure d’appliquer le lemme 3.20
liant les caractéristiques d’Euler de 3, et de la surface quotient ., /(Y”). Pour cela, calculons
X(2q,/(Y')). Les mapping classes A%, A} et AL induites par As, Ay et As dans Mod(X,,)
échangent af et a (on le sait par hypothése pour A3 et As, on le déduit facilement pour Ay),
donc Y’ échange af et aj, donc la surface X, /(Y’) doit avoir un unique bord. Puisque Y’
préserve lorientation, X, /(Y”) est soit un disque, soit un tore muni d’une composante de bord,
soit une surface de genre deux muni d’une composante de bord, donc x( X4, /(Y')) € {1, —1, —3}.
Enfin, rappelons que les points de ramification du revétement %,, — X4, /(Y’) entrent également
en jeu. Or ici, d’aprés (5), on compte un seul point de ramification ) qui posséde 4 antécédents
Py, Py, Py et Py, donc avec les notations du lemme 3.20, on a o(Q)) = 4. Rappelons que dans le
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lemme 3.20, le cardinal de (Y”) intervient également, est noté m et vaut 8 ici. On obtient :

X(Za,) + (m—0(Q)) = m_x(Za, /(Y)) .
———  — —_———
—4 8—4 8 1,-1ou-3
Cette égalité ne peut étre satisfaite car le membre de gauche est nul alors que celui de droite ne

I’est pas. Ceci constitue la contradiction attendue et termine la démonstration du lemme 12.3.

g

Nous pouvons maintenant prouver la proposition :

Proposition 12.4 (Description de p).

Il eziste un entier ¢ € {£1} et une mapping class v de Mod(i), égale a lidentité ou périodique
d’ordre deuz et fixant les courbes a;, i € {1, 2,..., n—1} tels que, pour touti € {0, 1,..., n—1},
le morphisme p vérifie :

ﬁ(TZ) = Tagi o

Démonstration. Commengons par le cas ol le est trivial. Dans ce cas, A\l est un multitwist le
long des courbes de o(X). Mais 0(A;) = 05(A1)NCourb(X) = {a1}, donc il existe un entier € non

nul tel que A; = Ty, . Par conjugaison par les éléments de p(H), pour tout i € {0, 1,..., n—1},
p(r) = Ay =T (1)
Or pour tout 7 € {0, 1,..., n— 1}, A\Z et EZ‘+1 vérifient une relation de tresses, donc d’apreés la

proposition 3.4, € appartient a {+1} et I(a;, a;+1) = 1. Ainsi, dans le cas ou Aj est trivial, la
démonstration est terminée.

Dans le cas ou Avl n’est pas l'identité, on a Avl = 23 = ... = anl d’aprés le lemme 12.3.
D’apres le corollaire 3.18, ces mapping classes périodiques d’ordre 2 induisent une mapping class
a d’ordre 2 sur ./\/lod( ). D’ apres la proposition 3.46, pour tout i € Imp( ), on a les inclusions
o(4;a) C (A Uo(a) et o(4;) C o(A; a) Uo(a™t), mais o(a) = o(a~!) = @, donc on obtient
I’égalité U(A a) = o(4;) = {a;}. Par définition de «, la mapping class A; a induit une mapping
class triviale dans Mod(X), donc pour tout ¢ € Imp(n), il existe un entier k; tel que :

Aja=Tk. (2)
Remarquons que pour tout ¢ € H, la mapping class p(&) ap(é)~! est périodique d’ordre 2 et
induit dans Mod(X) une mapping class coincidant avec {. A1, or {.A; = Ay d’aprés le lemme 12.3,
donc par unicité de la construction de « (cf. le corollaire 3.18), on a I'égalité p(&) ap(é) ™! = a.
Alors, par conjugaison par les éléments de p(H), les k; sont tous égaux & un entier que 'on note
e. Donc pour tout ¢ € Imp(n), on a :

Aja=T¢. (3)
Or le produit A3A4A3 envoie par conjugaison A3 sur A4 et Ty, sur Ty, (car A3A4A3(O'S(A3))
JS(A4) donc A3A4A3(a3) = a4) Donc, en conjuguant I'égalité AT, ¢ = A3T € par A3A4A3, il
vient AlT € A4T €. Donc A4T © = A3T,.°. Alors, en faisant agir (5 sur cette derniére égalité,
on obtient (4)

AlTa_lE = AQTa_; =... = AnflTa_ffl = A()Ta:)a. (4)
On en déduit que o (égal a ElTCEE) est stable par l'action de ¢ (i.e. @ commute avec p(9)).
Or a(a1) = aj, donc pour tout ¢ € {0, 1,...,n — 1}, on a a(a;) = a;. De méme, pour tout
i € {0,1,...,n— 1}, la mapping class a commute avec T,,, donc avec T, o, @ Autrement dit
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a commute avec A\Z On peut alors parler de la transvection de p de direction a que 1'on note

Lu(p). On a ainsi pour tout 7 € {0, 1,...,n—1}, on a:
La(p)(ri) = Aia = T, (5)
Cette égalité (5) est a rapprocher de (1). On prouve alors comme précédemment que € € {£1}.

O

12.3 Le morphisme p est une transvection de morphisme de monodromie

On démontre enfin dans ce paragraphe la proposition 12.1 : on sait que le morphisme p induit
par p est une transvection de morphisme de monodromie. Il reste & en déduire que le morphisme
p lui-méme est une transvection de morphisme de monodromie.

Rassemblons les principales informations sur f], ¥ et U contenues dans la définition 11.3 et
la proposition 11.4. Ces deux surfaces et ce simplexe de courbes font le lien entre 3 et 3.

Rappels (La définition 11.3 et les propositions 11.2 et 11.4).
e Soit & la sous- surface de Sub,,, (g)(X) contenant les courbes spéciales. La surface S est de
genre 5 — 1 ou 5.
. Posons u = Bord(f)) N op(G). L’ensemble de courbes U peut étre vide et contient au
maximum deux courbes.
e Soit X la sous-surface de Suby, (X)) différente de 5 (bien définie d’apres la proposition 11.4).
Si 3 est la seule sous-surface de Suby(X), on dira que ¥ est vide.

Les liens entre i\], ¥ et U sont les suivants :
— si U est vide, ¥ = f]; si S est de genre 5, U est vide,
— si U est réduit & une courbe non séparante u, 3 est vide et {u} est le marquage de f],
— si U est réduit a une courbe séparante u, ¥ est de genre 1,
— si U contient deux courbes, elles sont non séparantes et ¥ est non vide, de genre nul.

Proposition 12.5. [l existe W € PMod(X) tel que pour tout i € {1, 2,..., n— 1}, on ait :

o dans Mod(Z), A(W) commute avec A(Ty,) et A(A;),
o dans Mod(2), A(A; W™1) = A(TF),

o dans Mod(Z), V(W) commute avec V(A;),

e dans Mod(Y), V(A;W~1) = V(Tf).

Démonstration. Distinguons les cas en fonction de U.

a) Si U est vide, alors S = 3, donc AT, a_11 coincide avec «, la mapping class définie a la
proposition 12.4, et d’aprés cette méme proposition, cette définition de W convient.

b) Si U est réduit a une courbe non séparante u, alors, si « est I'identité, posons W = Id
dans le groupe PMod(X); et si o n’est pas l'identité, d’aprés le corollaire 3.18, il existe une
unique mapping class W de PMod(X) périodique d’ordre deux, fixant la courbe u et telle que
dec,(W) = a. Alors a nouveau d’apreés la proposition 12.4, cette définition de W convient.

c¢) Sild est séparant dans ¥ (ce qui rassemble les cas non traités précédemment), nous allons
montrer que la mapping class W = AlTa_ll appartenant & P Mod(X) convient. Commengons par
montrer que le morphisme V o p est cyclique.
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L’ensemble de courbes U est stable par les mapping classes de G car les courbes de U sont
topologiquement différentes des autres courbes de 0,,(G) et ne peuvent étre échangées avec elles,
en effet ce sont les seules & séparer S de 3. Distinguons deux cas, selon que X est de genre 1, ou
de genre nul.

e Si ¥ est de genre 1, d’apreés la proposition 11.4, U est réduit 4 une seule courbe, qui est donc

stable par I'action de p(B,,). Donc I'image du morphisme V o p est incluse dans PMod ()

(les bords ne sont pas permutés). Alors on peut appliquer la proposition 11.2 : puisque 2
est de genre 1 < 5 — 1, le morphisme V o p est cyclique.

e Si X est de genre nul, U peut contenir deux courbes. Elles peuvent étre échangées par les
éléments de G, mais d’aprés la proposition 9.7, 'action des mapping classes de G sur U est
cyclique. Alors, conformément & la définition 9.11, posons

Fn = <<,7'Z-7'f1, 2<i<n— 1>>Bn’
Fr ::<7'Z-7'f1, 3<z’<n—1>6 )

ol << >> 5. est la cloture normale dans B,,. D’apres le lemme 9.12, 7, agit trivialement sur .

Alors F est un groupe isomorphe a B,,_s envoyé par Vop dans PMod(¥). Compte tenu du

théoréme 7.1, Paction de B,,_» dans PMod() est cyclique. Donc V(A3A7Y) = V(A4 ATY),

d’ott V(A3) = V(A4) et par conjugaison par des puissances de V o p(d), on obtient que :
\/(Al) = \/(Az) =...= \/(An_l).

Donc la encore, le morphisme V o p est cyclique.

Alors, d’aprés la proposition 12.4, la mapping class W = AT, ° appartenant a P Mod(%)
vérifie pour tout ¢ € {1, 2,..., n — 1} les faits suivants (ou « est la mapping class de /\/lod(i)
introduite a la proposition 12.4) :

e dans Mod(Z), A(W) est égal & a et donc commute avec To,.
e dans Mod(i), NTs W) = A,
e dans Mod(%), V(AT,®) = V(A;) = V(W).
Ceci achéve la démonstration de la proposition 12.5. U

Proposition 12.1. Le morphisme p : B, — PMod(X) est une transvection de morphisme de
monodromie.

Démonstration. Soit W la mapping class de PMod(X) définie a la proposition 12.5. Re-
marquons que d’aprés cette méme proposition, A(A; W*I) appartient a PMod(i) pour tout
i€{l,...,n—1}, car A(4; W) = A(T:). De méme, lorsque ¥ est non vide, V(A; W) ap-
partient a PMod(X) car V(A; W) = V(TE)). Donc A4;W 1 et T, appartiennent a Py Mod(X).
Considérons alors la suite exacte centrale

1= (Ty, u € U) — PyMod(Z) 22 P Mod(Sy) — 1 (1)
ott decys est le morphisme canonique. Pour tout i € {1, ..., n — 1}, les mapping classes A;W !

et T, induisent des mapping classes égales dans PMod(Xy), donc elles différent d'un élément
central. Par conséquent, W commute avec A;. On peut alors définir un morphisme p’ : B, —
PMod(¥) en posant

pl(m) =AW= =p(r) W
pour tout entier ¢ compris entre 1 et n — 1. Soit p” : B, — PMod(X) le morphisme de
monodromie géométrique défini par

() =T
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pour tout ¢ € {1, ..., n — 1}. Les morphismes p’ et p” vérifient decy(p’) = decy(p”) d’aprés la
proposition 12.5, donc en appliquant le lemme 5.8 associé a la suite exacte centrale (1), il vient
que p’ et p” sont de méme nature, donc p’ est une transvection de morphisme de monodromie,
donc par construction, il en va de méme de p. ]
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13 Démonstration du théoréme 1

Dans ce chapitre, on reprend le théoréme 12.2 prouvé au chapitre précédent afin d’en déduire
le théoréme 1.

Théoréme 1 (Morphismes de B,, dans PMod(X), n = 6).

Soit n un entier quelconque supérieur ou égal a 6. Soit X la surface X4y, ot g est inférieur ou égal
a5 etb est quelconque. Soit p un morphisme de By, dans PMod(X). Si p n'est pas cyclique, p est
une transvection de morphisme de monodromie. De plus, de telles transvections de morphismes
de monodromie existent si et seulement si g > 5 — 1.

Démonstration. Soit n un entier quelconque supérieur ou égal a 6. Soit X la surface X, ; o
n

g < 5 et b > 0. Soit p un morphisme de B, dans PMod(X) que 'on suppose non-cyclique.
Commengons par montrer que p est une transvection de morphisme de monodromie.

Lorsque n est pair, il s’agit du théoréme 12.2.

Supposons donc que n est impair. Remarquons que dans ce cas, la condition g < 5 équivaut
ag< "Tfl Si p est cyclique, il n’y a rien & démontrer. Supposons donc que p n’est pas cyclique.
Notons :

Bnl_)l = <7’1, Ty v vy Tn,2>8n,
87(12_)1 = (12, 73,..., Tn_1>8n.

(1)

n—1

p BLI_)I — PMod(%) et p@ : B(Q_)l — PMod(X). Le morphisme p n’est pas cyclique, donc

n

Le morphisme p de B,, dans PMod(X) induit par restriction a B,/ et 87(1221 les morphismes

les mapping classes p(72) et p(73) sont distinctes d’aprés le lemme 5.2, donc les morphismes p(")
et p® ne sont pas cycliques. Alors, d’aprés le théoréme 12.2, p(l) et p(2) sont des transvections
de morphismes de monodromie. Conformément au théoréme 12.2, il existe deux (n — 2)-chaines :
(a;, 1 <i<n—2)et (¢, 2 <i<n—1);deux mapping classes : V appartenant au centralisateur
de <Tai, 1<i< n—2> dans PMod(X) et W appartenant au centralisateur de <TCZ., 2<1 < n—1>
dans PMod(X) ; et deux entiers € et n appartenant a {£1}, tels que pour touti € {1 ..., n—2}:

{ ;0(1)(7_1') =1z V.
p? (Ti41) = Tel,, W.

Or p(M et p@ coincident sur les générateurs standards 7; avec 2 < i < n — 2, c’est-a-dire sur au
moins quatre générateurs standards consécutifs (quatre lorsque n = 7). Alors d’aprés le lemme
513, V=W, e =mn, et a; = ¢; pour tout i € {2, 3,..., n— 2}. Notons a,—1 = ¢,—_1, on a ainsi
pour tout i € {1, ..., n—1} :
p(ri) =15, V.

On vérifie qu’il s’agit bien d’une transvection de morphismes de monodromie : d’une part, la
mapping class V' est bien dans le centralisateur de <Tai, 1<i1<n— 1>, car le fait que V. =W
implique que V commute aussi avec T}, , ; d’autre part les courbes a;, 1 < ¢ < n—1, constituent
bien une (n—1)-chaine car la courbe a,,_ intersecte a,_2 en un point, n’intersecte pas les courbes
a; pour i € {2,..., n— 3}, et n’intersecte pas non plus a;. Justifions ce dernier point : 71 et 7,1
commutent, donc p(71) et p(7,—1) commutent, donc T,V et T, ,V commutent, or V commute
avec Ty, et T, , donc finalement, T, et T, , commutent, donc I(ay, ap,—1) = 0. Ainsi, p est
bien une transvection de morphisme de monodromie.
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Il reste & montrer que de telles transvections de morphismes de monodromie existent si et
seulement si g > § — 1. Or il en existe si et seulement s’il existe des morphismes de monodromie,
et d’apres le lemme 5.6, il existe des morphismes de monodromie si et seulement si g > 5 — 1.

g
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14 Discussion sur les hypothéses du théoréme 1

L’objet du théoréme 1 est I’étude des morphismes du groupe de tresses B, dans le mapping
class group PMod(E, ) ou b est quelconque tandis que les entiers n et ¢ vérifient les hypothéses :

e n =0,

e g< 3.

On congoit que plus n est petit et g grand, et plus il est difficile de « contréler » les morphismes
de B, dans PMod(X, ). A cela s’ajoute une autre difficulté lorsque n est petit : lorsque n est
égal & 3, 4 ou 5, on a peu de prises sur B, : les actions de sous-groupes de B,, sur lui-méme sont
moins riches, les relations de commutation sont plus rares, etc.

Ce chapitre a pour but essentiellement de présenter certains contre-exemples au résultat
principal lorsque 'on sort des hypothéses faites sur n et g.

Nous décrirons également les morphismes de B, dans PMod(%, ;) avec g < 5 lorsque n est
petit, mais sans démonstration. Nous reportons les démonstrations de ces résultats a des publi-
cations ultérieures car les techniques sont particuliéres et nécessitent de nombreux préliminaires
supplémentaires (notamment sur les mapping classes périodiques, pseudo-Anosov et méme sur
les multitwists, sur les groupes symétriques et certaines propriétés des morphismes entre groupes
de tresses et groupes symétriques). Pour le moment, nous laissons donc ces résultats au rang de
« conjectures ».

Quant aux cas ot le genre de la surface ¥ dépasse la borne 5, nous n’avons pas encore de
preuves. Nous ne ferons que poser des questions et exposer certains contre-exemples.

14.1 Casoun=3et X =23,

Rappelons que tout morphisme de Bs dans P Mod(S) ot S est une sphére privée d’au moins
trois disques est cyclique (cf. théoréme 7.1). Nous nous intéressons donc aux surfaces de genre
g=1

Proposition 14.1. Soit ¥ la surface Y1 1 et soient { et m deux courbes dans ¥ telles que
I(¢, m) =1. Le morphisme p de Bz dans Mod(X) donné par p(11) = T[lT,% et p(r2) = T, ' T}
est bien défini. Pourtant, il n’est pas cyclique et n’est pas une transvection de morphisme de
monodromie. En effet, p(11) est pseudo-Anosov.

Démonstration.
1°) Montrons que le morphisme p est bien défini. Pour cela, il suffit de constater que p(71) et
p(72) vérifient une relation de tresses. Or en effet :

(T, T2 )T TA)(T, M T2) = T, T TT2 = T, TiTn Ti T = Ton Ty Tom,
et de fagon symétrique, (T), ' T2)(T, ' T2)(T; 'T2) = TiT Ty = T/ TeTrn.

2°) Montrons que la mapping class p(71), égale a T[lT,%, est un pseudo-Anosov. Pour le
montrer, on utilise I'isomorphisme classique entre Mod(X) et SLy(Z). A défaut de redémontrer
cet isomorphisme, nous allons le définir soigneusement. On munit les courbes ¢ et m d’une
orientation de sorte qu’au point d’intersection, 'orientation produit du couple (¢,m) coincide
avec l'orientation de ¥ (cf. figure 92). Notons [¢] et [m] les classes en homologie entiére des
courbes £ et m. Le premier groupe d’homologie H;(X; Z) est alors isomorphe a Z[¢] & Z[m].

De plus, on dispose d'un isomorphisme ® de Mod(Y) dans le groupe Aut(H;(T?; Z)) identifié
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avec SL9(Z), le groupe des matrices de déterminant 1 a coefficients entiers. L’image de T, par
® est 'automorphisme (77), de Hi(X; Z) qui envoie [¢] sur [{], et [m] sur [m] — [¢] (cf. figure

92), et dont la matrice dans la base ([¢], [m]) est donc (é _11> De méme, l'image de T, par
® est 'automorphisme (7,). de Hi(X; Z) qui envoie [¢] sur [¢] 4+ [m], et [m] sur [m], et dont la

matrice dans la base ([¢], [m]) est donc (i (1)>

F1G. 92 — Les courbes ¢, m et Ty(m) et T,,(¢) dans X.

Maintenant, selon un second résultat classique concernant l’isomorphisme ®, les matrices de
trace en valeur absolue strictement supérieure a 2 correspondent via @~ & des mapping classes
pseudo-Anosov®. Or, avec nos conventions, la matrice ®(7, 'T2) est égale au produit (§ 1) (39),
donc est égale a (31) qui est de trace 4, donc T; 'T est une mapping class pseudo-Anosov.

0

Cet exemple de morphisme est I'un des premiers d’une famille infinie de morphismes parta-
geant les mémes propriétés. Plus précisément, nous faisons la conjecture suivante :

Conjecture 14.2. [l existe une famille infinie de classes de conjugaison de morphismes (i.e.
qui ne peuvent pas s’obtenir les uns des autres par composition par un automorphisme intérieur
a Uarrivée ou au départ) injectifs, mais pas surjectifs, de Bs dans Mod(X1,1), tels que les twists
de tresses dans Bs sont envoyés sur des mapping classes pseudo-Anosov dans Mod(3q,1). Tout
morphisme de Bs dans Mod(X1,1) est soit cyclique, soit une transvection de morphisme de
monodromie, soit dans l'une des classes de conjugaison de cette famille infinie.

14.2 Casoun=3et X =23, avec b>2

Sous les hypotheéses de ce paragraphe, la situation se complique, en comparaison avec le cas
ol X = X1 1. Voici un exemple.

Proposition 14.3. Soit X la surface ¥1 2 et soient a1, az et a3 les courbes dans ¥ dessinées figure
93. Le morphisme p de B3 dans Mod(X) donné par p(11) = Ty,Tas €t p(12) = Tu,Ta, est bien

5Pour mémoire, la démonstration de ce résultat dans ses grandes lignes est la suivante. Les matrices de SLs (z)
dont la trace est en valeur absolue strictement supérieure & 2 ont des valeurs propres réelles irrationnelles. Ces
derniéres sont associées & des vecteurs propres dont le rapport des coordonnées est irrationnel. Or, les courbes de
¥ sont associées dans R? & des droites de pente rationnelle, donc les mapping classes associées via ® aux matrices
de trace en valeur absolue strictement supérieure & 2, ainsi que leurs itérées, ne préservent aucune courbe de X et
sont donc pseudo-Anosov).
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défini. Pourtant, il n’est pas cyclique et n’est pas une transvection de morphisme de monodromie.
En effet, o(p(71)) contient une unique courbe séparante x. La surface ¥ est constituée d’un
pantalon P et d’un tore T privé d’un disque. La restriction de p(11) a P est lidentité, et sa
restriction o T est périodique d’ordre 3. Soit y 'unique courbe de p(72). On a I(x, y) = 4.

Fi1c. 93 — Les courbes aq, as, az dans X.

Démonstration.

1°) Veérifions que p est bien défini. Posons S = Ty, To, Tus Ta, et T = (To,Tuy Tay )?. Par le calcul
(ou par un dessin de tresses dans By), on se convainc que S est périodique d’ordre 3 et T est
périodique d’ordre 2 dans PMod(X). Posons alors A = S™IT =T, T,, et B=T"182 =T,,T,,.
On a ABA = S7ITT1S287'T = T et BAB = T 182571771582 = 77153 = T. Donc le
morphisme p est bien défini.

2°) Dans P Mod(X1,2), les mapping classes A et B sont réductibles : 0(A) et o(B) contiennent
chacun exactement une courbe séparante. Posons {z} = o(A) et {y} = o(B). La courbe z
(respectivement y) sépare ¥ 2 en un tore troué, sur lequel A (resp. B) admet une restriction
périodique, et un pantalon, sur lequel la restriction de A (resp. de B) vaut l'identité. Les courbes
x et y vérifient I(z,y) =4 (cf. figure 94).

e =

F1G. 94 — Une relation de tresses inhabituelle : A = T;,,T;, et B = T,,T;,. Les parties grisées
sont les « supports » de A et B.
14.3 Casoun=4

Définition 14.4 (Morphismes dégénérés).
On dira qu'un morphisme p de By dans un groupe quelconque est dégénéré s'il vérifie p(11) =
p(73).

Commengons par une conjecture sur les morphismes de By dans Mod(X; ) avec b > 1.
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Conjecture 14.5 (Morphismes de B4 dans Mod(X; ;) avec b > 1).
Soit b un entier supérieur ou égal a 1 et X la surface X1 3. Tout morphisme p de By dans
PMod(X) est dégénéreé.

Intéressons-nous maintenant aux morphismes de B4 dans des surfaces de genre g = 2.

Définition 14.6 (Morphismes exceptionnels).
Soit ¥ la surface ¥y ¢. Un morphisme p de By dans Mod(X) est dit exceptionnel s’il existe une

5-chaine de courbes (a;, i < 5) telle que, p soit I'un des deux morphismes suivants p{™” ou p5™ :
pixp(Tl) = T¢121 Ta, TagTCL47 p;xp(Tl) = Ta21 T, Tag Ty,
py (12) = TaTa, Tzznga1 ToyToyTass Py (12) = TaTa, Ta;le Ty TazTas e,
exr — ex —
P1 p(T3) = (Tan TazTa3Ta4) La. Po p(T3) = (T¢121 Ta2 Ta3Ta4) 17

ol « est la mapping class (centrale, donc indépendante de la 5-chaine de courbes choisies) repré-
sentée figure 95.

F1G. 95 — La mapping class a de Mod(X2,0).

La proposition suivante précise la situation des morphismes exceptionnels. Sa démonstration
est une simple vérification.

Proposition 14.7. L’image de tout morphisme exceptionnel de By dans Mod(X), ou X est

la surface o0, est une extension centrale d’indice 2 du groupe &4, précisément la deuzieme

extension de Schur notée S;*, portant le numéro 29 dans la classification des groupes finis de

faible cardinal par le logiciel GAP 4. C’est un groupe fini d’ordre 48 ayant pour présentation :
é4 ::<u,v ’ ud =1, ut =v*, wvu =vuv, (wvu)? =1, >

ou les roles u, v, u sont joués par les images des générateurs 1, To, T3. O

Remarque. On peut prouver, par un raffinement du théoréme 84(g — 1) (cf. le corollaire 3.26)
et en démontrant qu'’il n’existe pas de mapping class périodique d’ordre 7 dans Mod(33 ¢) que
48 est I'ordre maximal de tout sous-groupe fini de Mod(2s,¢).

On fait alors les conjectures suivantes :

Conjecture 14.8 (Morphismes de B4 dans Mod(Xz,¢)).

Tout morphisme non dégénéré de By dans PMod (X2 o) est soit une transvection de morphisme
de monodromie, soit un morphisme exceptionnel. De plus, il existe exactement deuz classes de
congugaison de morphismes exceptionnels de By dans PMod(X2 o). On passe de l'une & autre
par la transvection de direction .

Conjecture 14.9 (Morphismes de B4 dans Mod(Xs,;) avec b > 0).
Tout morphisme non dégénéré de By dans PMod(Xa ) avec b > 0 est une transvection de
morphisme de monodromie.
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144 Casoun=25

De méme que nous avons déduit le théoréme 1 du théoréme 12.2 ot le nombre de brins n du
groupe de tresses B, était pair, le cas n = 5 peut se déduire du cas n = 4 et sous réserve que la
conjecture du cas n = 4 soit démontrée, le résultat suivant pour le cas n = 5 en découlera :

Conjecture 14.10. Soit X la surface ¥4 3 ot g < 2 et b est quelconque. Si g = 2, tout morphisme
de By dans PMod(X) est soit cyclique, soit une transvection de morphisme de monodromie. Si
g =1, tous les morphisme de By dans PMod(X) sont cycliques.

Le résultat pour le cas n = 5 est donc semblable aux cas n > 6, et différent des cas n € {3, 4}.
Cependant, le groupe B5 apparait souvent trop « petit » pour que les démonstrations des chapitres
précédents, rédigées pour les cas n > 6, puissent étre adaptées au cas n = 5. Il nécessiterait
trop de preuves spécifiques. Nous rejetons donc la rédaction du cas n = 5 dans de prochaines
publications en corollaire du cas n = 4.

14.5 Lorsque l’entier g est supérieur a 4

Tout au long de la troisiéme partie, on a utilisé I'inégalité g < 5. Voici quelques points clé
ou on l'a utilisée :
— On l'a utilisée pour majorer l'ordre de sous-groupes finis du mapping class group, nous
permettant ainsi d’éliminer les morphismes non cycliques dont les images des générateurs
standards auraient été périodiques ou pseudo-Anosov.

— On P’a utilisée & maintes reprises pour prouver l'existence de courbes dans o (A1) qui inter-
sectaient des courbes dans o(A3) : les courbes que nous avons appelées les courbes spéciales.
On I’a méme utilisée pour montrer que ces courbes spéciales devaient intersecter en réa-
lité leur propre image par p(d), ce qui devient faux lorsque ¢ = n — 1. Nous avons en
téte deux constructions illustrant ceci, dont I'une est une transvection du morphisme de
I’exemple développé au paragraphe « Situation lorsque g > n—1 » de direction l'involution
hyperelliptique « évidente » lorsque n est pair.

— On a utilisé cette inégalité pour montrer que ces courbes spéciales doivent étre non sépa-
rantes. On a des contre-exemples dés que g = n : il suffit de considérer I'isomorphisme
standard de B, dans le mapping class group d’un disque muni de n points marqués
Mod(Dy,, ODy,), puis autour de chaque point marqué, d’6ter un petit disque et de recoller
le long du cercle obtenu un tore troué. Alors, les twists de tresses échangeant les points
marqués sur le disque de départ, images des générateurs standards de B,, deviennent des
mapping classes échangeant des tores troués. Les courbes qui délimitaient le support des
twists de tresses sont maintenant des courbes séparantes qui jouent le role de courbes
spéciales.

— On a enfin utilisé cette inégalité pour montrer que les images des générateurs standards,
dont on ne connaissait que leur systéme de réduction canonique, étaient en réalité des
twists de Dehn, (& transvection prés).

Cependant, cette borne est arbitraire! Le résultat reste encore intéressant et plus facile a
montrer si 'on avait demandé : g < 4. On aurait ainsi pu éviter de traiter certaines « exceptions ».
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On aurait encore pu en déduire la description des endomorphismes des groupes de tresses, mais
pas la description des endomorphismes des mapping class groups. A I'inverse, des inégalités moins
restrictives que g < 7 auraient été envisageables, mais la preuve du théoréme principal en aurait
été beaucoup plus compliquée : les cas particuliers et les exceptions auraient été plus nombreux,
et il aurait souvent fallu chercher des obstructions plus fines. Par exemple, au chapitre 10, on
a pu se contenter d’un argument topologique sur le support des mapping classes images des
générateurs standards, pour nier le fait que les courbes spéciales auraient pu étre séparantes. Or
le résultat est sans doute encore vrai avec un genre un peu plus grand, mettons g < 5 + 1, mais
notre preuve n’aurait plus été valable. L’inégalité g < § nous a paru le meilleur compromis entre
prouver d’une part le théoréme principal, et prouver d’autre part les corollaires présents dans
cette thése. Il nous semble que l'inégalité la plus large permettant de généraliser le théoréme
principal est g < n — 2. Autrement dit, on se pose la question suivante :

Question : Soit n un entier supérieur ou égal & 5, soit ¥ la surface X, ott g <n —2 et b est un
entier quelconque. Est-il vrai que les morphismes de B, dans PMod(3, ) sont soit cycliques,
soit des transvections de morphismes de monodromie ?

Situation lorsque g > n — 1. La réponse est non lorsque g > n — 1. En effet, considérons
I’exemple suivant. Soit une sphére S munie de n points marqués. En chaque point marqué, 6tons
un petit disque centré en ce point marqué. Doublons la surface S. Nous obtenons une surface
DS fermée de genre n — 1. En doublant la surface, un twist de tresses sur la sphére S devient
une mapping class A réductible dans DS dont le support T, homéomorphe & un tore & deux
trous, est bordé par deux courbes x et y non séparantes. On a o(A) = {z, y} et la restriction
de A dans Mod(T) est périodique d’ordre 2 (cf. exemple figure 96 ot Ts joue le role de T et x4
et yo jouent les roles de x et y). Par conséquent, le morphisme classique, non cyclique, de B,
dans Mod(S), envoyant les générateurs standards sur des twists de tresses permutant les points
marqués, induit un morphisme de B, dans DS tel que les images des générateurs standards sont
des mapping classes conjuguées a A.

Par exemple, avec n = 5, soit ¥ la surface ¥4 . Par le procédé décrit précédemment, on
obtient un morphisme de B; dans Mod(X) tel que op(7;) = {x;, y;} pour tout i < 4, ou les
courbes x; et les courbes y; sont celles dessinées figure 96.

F1G. 96 — Un morphisme non cyclique, différent des transvections de morphismes de monodromie,

de Bs dans Mod(2y4,0).
Comme la question posée ci-dessus le laisse entendre, nous n’avons pas trouvé d’autres mor-

phismes non cycliques qui ne soient pas des transvections de morphismes de monodromie, lorsque
gs<n—2.
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