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Résumé

Cette thése traite de la réduction d’'ordre de nedél phénoméne communément rencontré
dans la modélisation de microsystemes, a savais [@alittérature anglaise, le « squeeze-film
damping ». Dans un premier chapitre sont préseméSedifférentes méthodes de réduction
d’ordre de modeéle. Dans le cas des systemes l@galles ont un cadre théorique bien établi.
Ces méthodes peuvent étre adaptées pour les sgstemdinéaires. La validité des modéles
réduits résultants sera alors réduite a un ceesfiace des phases, leur établissement faisant
intervenir certaines trajectoires particulieresvaat d’'apprentissage. On présente finalement
la méthode des modes normaux non-linéaires donnteeles résultants ne dépendent pas
d’une trajectoire d’apprentissage.

Au chapitre 2, on s’intéresse plus particuliereman phénomene de « squeeze-film
damping » régi par I'équation de Reynolds. Aprésiragtétaillé son établissement a partir de
certaines hypotheses, on décrit les différentehodéis de résolution de I'équation linéaire
puis non-linéaire de la littérature. On compareugades résultats d’'un modele de I'équation
de Reynolds a des simulations éléments finis dgidi&on de Navier-Stokes afin de valider
les hypothéses faites pour la dérivation de I'égnatle Reynolds. On propose ensuite une
résolution originale par changement de variable. é@ulie aussi plusieurs autres résolutions
possibles ainsi que plusieurs bases de projectamipcelles décrites dans le premier
chapitre.

Le chapitre 3 est consacré a la modélisation dbl@noe couplé que constitue le micro-
interrupteur MEMS qui est un candidat au remplacegmdes interrupteurs a base de
transistors dans les communications RF. Sa motiéliséait intervenir trois domaines, la
meécanique, I'électrostatique, et la fluidique &érs I'équation de Reynolds. Aprés voir décrit
les différents modéles de la littérature, on prepos modele réduit couplé dont le modéle
fluidique est basé sur le modéle établi au chajitr€e modele est validé par rapport a des
modéles différences finies et a des résultats erxpétaux de la littérature.

Enfin le quatrieme chapitre traite de la réductohin colt d’évaluation du modéle réduit
couplé de micro-interrupteur du chapitre 3. La pegenméthode proposée consiste a trouver
une fonction d’approximation de la projection defdace fluidique sur le premier mode
mécanique, fonction des coordonnées modales méeanpsition et vitesse. Cette méthode
ne se révele valable que dans le cas incompresBiaies le cas compressible, la résolution de
'équation de Reynolds restant obligatoire, onisdilla méthode de Rewiensét al. qui
consiste a linéariser par morceaux les fonctiogssant la dynamique. Une autre méthode de
linéarisation par morceaux, tirant parti d'une patarité du modéle du chapitre 2 et
permettant de s’affranchir d’une trajectoire d’apyrssage, est également proposée.



Abstract

This thesis deals with reduced-order modelling oueeze-film damping, a fluidic
phenomenon that is commonly encountered in MEMSthin first chapter, reduced-order
modelling methods are presented. For linear systemi-established theories exist. They
can be adapted to nonlinear systems. Howevergthdting reduced-order models are valid in
a certain region of the state-space only, dependmthe training trajectory. The method of
nonlinear normal modes, which does not dependtaairang trajectory is also introduced.
Chapter two is focused on the squeeze-film damphenomenon governed by the Reynolds
equation. We first establish the equation from appate hypotheses, and then present the
different resolutions of its linear and nonlinéarm found in literature. The results from a
model based on the Reynolds equation are then gechpga results from a finite element
Navier-Stokes model, in order to validate the wasibypotheses made. An original method of
resolution based on a change of variable is thepgsed. Several other method of resolution
are studied as well as different projection basesrayst those presented in chapter one.
Chapter three is dedicated to the modelling a nsgvidich, a candidate to the replacement of
switches based on transistors in RF communicatibgsnodelling implies the coupling of
three domains: mechanics, electrostatics, andi¢wiidith Reynolds equation. Following a
description of the models from literature, a codpitaodel is proposed, the fluidic model
being the one presented in chapter two. This misdedlidated compared to finite difference
models as well as experimental data from the liteea

Finally, the fourth chapter aims at reducing thaleation cost of the coupled micro-switch
model established in chapter three. The first netbonsists in finding an approximation
function of the projection of the fluidic force dime first linear mechanical mode as a function
of the mechanical modal coordinates, position gmeked. This method is applicable in the
incompressible case only. In the compressible dhgeReynolds equation has to be solved.
The method of Rewienski anal., which consists in piecewise-linearizing the fuoics
governing the dynamics, is used. Another methocedbamn a piecewise-linear approach,
taking advantage of the particular structure of tiedel presented in chapter two, thus not
depending on a training trajectory, is proposed.

Mots clés: microsystémes, micro-interrupteur, sgadém damping, équation de Reynolds,
mode normaux non-linéaires, réduction dordre de deh®m décomposition propre
orthogonale, base Krylov.
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Introduction générale

Les microsystemes ou MEMS (Micro-electromechanigpdtems) sont des composants
mécatroniques de petite taille intégrant sur ursgaben silicium, des mécanismes a base de
composants mécaniques simples, des capteurs, til@snacrs et toute la connectique reliant
cette cellule physique a des dispositifs électroesgde traitement de l'information associée.
Les microsystemes sont développés dans des domairsss variés que la biologie, les
communications RF (filtre, interrupteur....) ou I'apie. La partie physique d’'un
microsystéme se caractérise par linteraction desipurs domaines, les plus souvent
rencontrés étant I'électrostatique, la mécaniquéaenécanique des fluides, les transferts
thermiques ou encore la piézo-électricité. La migdébn fine de ces phénomenes couplés,
régis en général par des équation aux dérivéerelpEstnon-linéaires, nécessite le recours a
des méthodes numériques du type différences figiéspents frontieres ou éléments finis.
Les modeles résultant de I'application de ces migka@omportent un nombre extrémement
élevé de degrés de liberté. lls sont donc peu rhkesaa fortiori pour des simulations
conjointes du microsystéme et de I'électroniquencige. Or de bons outils de simulation,
c’est-a-dire a la fois peu gourmands en ressolgtesecis, sont nécessaires a la conception
des MEMS, pour éviter un prototypage physique aodte

La réduction d’'ordre de modele est une démarchsistamt a construire des modéles ayant
un nombre de variable d’états réduit par rappornadéle original mais rendant compte de la
complexité du comportement du systeme avec une ebgmécision. Avant I'essor des
microsystemes, ces meéthodes de réduction d’'ordrenaliele ont été développées pour la
simulation de circuits intégrés pour lesquels lemcrmmodeles utilisés dans des logiciels
comme SPICE par exemple ne suffisent plus [Rewi233 A]. Les méthodes de réduction
d’ordre de modele sont tres diverses et leur étedeuvre des aspects a la fois théoriques et
pratiqgues, dont on rend compte au chapitre 1 denéemoire. Les composants MEMS
actionnés de maniere électrostatique, et plusgodirement les micro-interrupteurs, sont les
composants ayant le plus donné lieu a des dévelopmus de modéles d'ordre réduit
([Gabbay 1999], [Mehner 2000], [Hung 1999], [Revekin2003], [Chen 2004], [Yang 2004],
[Younis 2004]), du fait de la richesse et de la ptexité des interactions entre les
phénomenes régissant leur comportement. Dans ceinggran s’intéressera essentiellement
a la modélisation d'un micro-interrupteur qui esh systéme couplé mécanique-
électrostatique-fluidigue. Au chapitre 2, on dépgle un modele réduit original du

phénomene de « squeeze-film damping » : ce phéromdgit les pertes d’énergie dans un



film d’air mince compris entre deux structures agprochant ou s’éloignant. La modélisation
précise de ce phénomeéne est nécessaire pour ditemeis grandeurs telles que le temps de
commutation des micro-interrupteurs. Au chapitreo3,montre comment ce modéle réduit
peut s’intégrer a un modele couplé de I'ensemblesyiteme. Les résultats obtenus sont
compareés a ceux donnés par des approches préntassthe chapitre 4 est ensuite consacré a
la réduction du colt d’évaluation du modéle dué&yst complet. Ce mémoire s’achéve par
une conclusion générale synthétisant I'ensembletrduail effectué et dégageant des

perspectives de recherche.



Chapitre 1 Réduction d’ordre de modeles

1.1. Introduction
L'intérét pour les méthodes de réduction d’ordremutméle a été motivé par I'apparition de

systemes dynamiques d’ordre important, liés a li@eece du calcul sur ordinateur et des
meéthodes de résolution numérique du type élémeanss De telles méthodes pour systemes
non-linéaires d’ordre important ont été plus patierement développées dans le cadre de la
mécanique des fluides. Une des premiéres contimittoncernant ce domaine est [Sirovich
1987].

Pour poser le probleme, nous allons nous intéreésse dynamique d’'une poutre d’Euler-
Bernoulli encastrée-encastrée, probleme qui noudgraepar la suite. L'’équation linéaire
associée aux conditions aux limites et aux conatioitiales régissant la dynamique du

systeme libre est :

o’'w_ __ d'w
PA ok El PV (1-1a)
w(0,t) = w(L,t) = Ow'(0,t) =w'(L,t) =0 (1-1b)
w(x,0) = f(X) (1-1c)

w est le déplacement vertical de la poutrest le moment d’inertié) I'aire le la sectiorl la
longueur,E le module d'Youngy la masse volumique du matériaula position sur la
longueur de la poutre ete temps.

On sait que la dynamique du systeme libre est t&raée par la superposition des vibrations
des modes propres de la poutre. En pratique, ohnaeretenir gu’'un nombre fini de modes,
la connaissance du systéeme est alors ramenéeoanaissance deNoordonnées modales.
N; est I'ordre du systeme. A un instdrdonné, on est passé de I'espace de dimensionanfini
des fonctionsv(x) de [0,L] dansIR & un espace de dimension fitie"1. La dynamique sur
ces coordonnées modales est donnée par la méteddalerkin qui consiste a projeter (1-1a)
sur les N modes sélectionnés. On obtientéquations différentielles ordinaires découplées.
On peut aussi discrétiser (1-1) dans I'espace @nabun modele différences finies (1-2)
d’ordre N, généralement trés grand devant N

Mw +Kw =0 , (1-2)



ou M et K sont respectivement la matrice de masda matrice de raideur associées a la
discrétisation effectuée @t un vecteur contenant les valeursadaux points de discrétisation.
Les vecteurs propres de la paire de matribe& ] sont aussi les modes propres discrétisés de
'équation (1-1). De méme que pour I'équation défdtielle partielle, on peut considérer que
la dynamique peut étre décrite par un nombre fenimbdes dominants. Soit une matrice
ayant comme vecteurs colonnes lesdiemiers vecteurs propres dé,K). On peut alors
passer aux coordonnées modales posant :

w=Vz.

On projette ensuite (1-2) sur le sous espacesepté par les vecteurs de V :

V™MV z+V'KVz =0, (1-3)

ouV' est la matrice transposée\de

L’équation obtenue est une approximation numéragieelle obtenue par la projection de (1-
1).

Si on introduit maintenant un terme non-linéaira une excitation électrostatique par une

électrode de mémes dimensions que la poutre, ptatdeca a une distance G.

Poutre-électrode

< mobile
+ | |
A Electrode fixe

Figure 1-1 Poutre actionnée électrostatiquement

Avec I'approximation des capacités planes, la dénisiéique de force vaut :
WV?
&, 1 : (1-4)
2 (G-w(x,t))
ou W est la largeur de la poutr@,'entrefer au repose, la permittivité électrique du vid¥,

Felec (X! t) =

la tension appliquée.
Dans le cas de I'équation différentielle partielldors que les intégrales dans I'espace
résultant de la projection des termes linéairevg@eiétre calculées une fois pour toutes, celle

bY

impliquant la projection deF,_ nécessite d'étre recalculée a chaque pas de tereps,

elec
passant par un retour aux coordonnées initiales.dp€rations sont exactement les mémes
pour un code différences finies. Ainsi des queudatgpn devient non-linéaire, la méthode de
la projection modale perd en partie son intéréselait intéressant d’établir une méthode

permettant de réduire le colt d’évaluation de eanés non-linéaires.



Nous avons dégageé ici les deux points clés d’'urtbadé de réduction d’ordre de modele : le
choix d'une base de projection de I'équation ogbgret le colt d’évaluation des termes non-
linéaires. Nous traiterons ces deux problématiquagr les systémes linéaires dans une
premiere partie puis non-linéaires dans une deuxigantie.

On remarque par ailleurs que contraindre le moumeraaun mode propre linéaire revient a
ramener la description du déplacement au dépladedien point particulier de la poutre.
Connaitre le déplacement d’'un point particulierlaigpoutre ou la valeur de la coordonnée
modale revient au méme. Contraindre le déplacemam mode propre linéaire revient a
contraindre les valeurs du déplacement en différpoints de la poutre a étre des fonctions
linéaires de la valeur du déplacement d’'un poimtisihL'approche des modes propres non-
linéaires consiste a réduire I'ordre du modéle &blissant des relations invariantes entres
des variables d’états maitres et des variableatd'@sclaves. La dynamique du modéle est
donc ramenée a la dynamique des variables malregeut considérer que cette approche
étend les modes propres linéaires au domaine néaie. Une troisiéme partie traitera donc
des modes normaux non-linéaires, des différentpgapes associées a ce terme ainsi que de
son application dans le domaine des microsysteh@esesolution des systemes couplés sera

aussi abordée en fin de chapitre.

De maniere plus générale, les criteres de qudlité modéle d’ordre réduit sont :
e le codt de construction du modéle, qui comprené@matent le colt d’'une possible
estimation de I'erreur, utile pour optimiser le ohde I'ordre du modeéle réduit.
» le codt d’évaluation du modéle.
* la qualité de I'approximation realisée, ou, au rspne bonne estimation de I'erreur
d’approximation.

On veillera ainsi a présenter les différentes nelsalans cette perspective.

1.2. Réduction d’ordre des systemes linéaires

On se base sur la représentation d’état d’'un systér@aire d’ordreN :

{CX+GX =Bu

y =L"x ' (1-5)

ol xOIR" est le vecteur d'étaty IR ® le vecteur des variables observéas]IR" le

vecteur des entrée§ OIR Y™ GOIR Y™ BOIR ™,L OIR ™. Ce systéme peut étre issu



de la discrétisation dans I'espace via une méttaéments finis ou difféerences finies d'un
systeme d’équations différentielles partielles.

On cherche un nombre réduifpetit devaniN) de vecteurs de I'espace d’état qui caractérisent
bien la dynamique du systeme. Autrement dit, onmatfeeun sous-espace de dimendiafe
lespace dont la base serait constituée desvecteurs colonnes dune matrice
\% :{vl,vz,...,vk}. Il s’agit d’y projeter la dynamique du systemen Obtient le modele
réduit suivant :

C,z+G z=B.u

Y=Lz (1-6a)
avec

X=VZ

C . =V'cVv

G, =V'GV. (1-6b)

B, =V'B

L} =L"V

[Bai 2002] recense de nombreuses méthodes de @todle construction d’'une base de

projection. On présente ici les approches les ghusamment utilisées.

1.2.1. Vecteurs propres

La méthode la plus immédiate pour réduire I'ordhendmodéle consiste a sélectionrer
vecteurs propres de la paire de matricegs]. On obtient des valeurs propres qui peuvent
étre complexes. La partie imaginaire correspond &édquence propre associée au vecteur
propre. Dans ce cas on peut sélectionner les wsgbeopres dont les fréquences propres sont
proches de la fréquence de fonctionnement du sgst@m obtient une approximation de la
fonction de transfert qui est de bonne qualité dendomaine recouvrant les fréquences

propres sélectionnées et mauvaise ailleurs.

Dans le cas d’'un systéme différentiel du deuxiémzes il est intéressant de conserver sa
forme et d'utiliser les vecteurs propres correspmdux matrices de raideur et de masse du
systeme. lls conservent une signification physique n’auront pas les vecteurs propres du
systeme mis sous forme d’état. Dans le cas ou tefaest utilisé dans un cadre autre que les
vibrations, la sélection des vecteurs propres fatnebase réduite peut se faire en évaluant
leur pertinence dans une simulation statique cpomdant au domaine de fonctionnement du
systeme [Gabbay 2000].



1.2.2. Approximation de Padé

L’approximation de Padé consiste a trouver un nedBbrdre réduitk, tel que les R
premiers moments de la fonction de transfert du éledéduit développée autour d’une
fréquences, aient la méme valeur que ceux du systéme original.

On s’intéresse aux systemes SISO (Single Inpugl&i@utput) ou I'entrée et la sortie sont de
dimension 1B etL dans la représentation (1-5) deviennerdgt|. On passe d’abord d’'une

représentation d’état caractérisée @ac, b etl a une représentation caractériséefar et

lou:
{A =-(G+5C)"'C 1-7)
r=—(G+s0C)'b

Ainsi le systéme n’est plus caractérisé que pamoagiceA a la place de deux matricEset

G. La fonction de transfert est exprimée en fonctil@A, r et l. Il s’agit maintenant de
trouver la fonction de transfert du modeéle d’ord¥duitk dont les R premiers moments sont
€gaux a ceux du systeme original. On ne passe grake galcul direct des moments de la
fonction de transfert qui est en général un proklénal conditionné qui ne peut étre résolu
gue pour de trés petits ordres (petite valeuk)d®n utilise les sous-espaces de Krylov de
dimensiork définis par :

K, (A,r) = vecfr, Ar, A%r,...,A¥r}
K,(A",1) =vec{l, AT, (AT)r,...,(AT)*r}’ (1-8)
Les vecteurs générant les sous-espaces de Kryltienaent I'information désirée mais ne
sont pas pratiquement utilisables comme vecteulsmde. On génere la base de projection via
le processus de Lanczos. Ce processus est consilesoom de PVL (Padé via Lanczos). Les
algorithmes les plus couramment cités sont SyYMPPRIMA, MPVL [Bai 2002]. Le
processus de Lanczos génére deux bAsest Vi, bases des deux espaces de Krylov (1-8).
ieme

Ce processus tridiagonalisk. Si on l'arréte a la étape on obtient une matrice

tridiagonaleTy a partir de laquelle on définit une fonction densfert approchééd, s( qui

se révele étre I'approximant de Pade de la fonatiertransfert originale. Pour le modéle
réduit dans le domaine temporel, on passe d’abardes transformations qui ameénent a une
représentation ed, r, |, puis on fait le changement de variabte= V,z puis on projette
I'équation de la dynamique sur la base

[Rewienski 2003 B] efChen 2004] déterminent la base de Krylov pour axaetbppement
autour de la fréquenc®=0 par le processus d’Arnoldi. Le processus d’Arnaidi génére
gu'une base qui sert a la fois pour le changementatiable et pour la projection de



'équation inchangée par rapport a la représemtatic5). On obtient une approximation
locale du modéle dans I'espace des fréquences

La base de Krylov présente l'inconvénient de negwasr de signification physique a part le
premier vecteur qui correspond au systéme sousratote statique dans le cas ou on
développe la fonction de transfert autour de Iguedce nulle. Un systeme tres peu dissipatif
va nécessiter une base de Krylov importante pouvraoles changements importants de sa
fonction de transfert. On peut aussi générer plusibases de Krylov associées a des plages
de fréquences différentes.

Se pose le probléeme du choix de l'ordkedu modele d’ordre réduit. Une estimation de
I'erreur au cours du processus de Lanczos est péapdans [Bai 2002] afin de décider du
point d’arrét. Une autre approche mentionnée ctmsisonsidérer le modéle réduit comme
un modele complet perturbé, ce qui est appelé kwead error analysis ». Des méthodes de
traitement a posteriori du systéme (méthode ®\Wint été mises au point pour conserver la

stabilité et la passivité au systeme.

1.2.3. Troncature balancée

Une autre méthode courante de réduction dordrendeéle est la troncature balancée
[Scherpen 1993] [Rowley 2005]. Pour un systemeali@éou non-linéaire, cette méthode
repose sur la définition de fonctions de commaridé@bet d’observabilité, qui sont des
fonctions de I'état du systéme. La fonction de c@ndabilité traduit I'énergie nécessaire
pour atteindre un certain état a partir de condtioinitiales définies, la fonction
d’observabilité traduit I'énergie de sortie pour éat initial donné et une entrée nulle. Elles
permettent de caractériser I'importance relativedd&rents états. Cette information peut
servir a sélectionner des états pour établir use da projection pour un modele réduit.

Dans le cas d’'un systeme linéaire d’orblrdéfini par (1-9), ces fonctions peuvent s’exprimer
simplement par le biais de deux matrices, les gramsnde commandabilitéV. et
d’observabilitéW, (1-10), qui sont les solutions des équations depugav (1-11).x JIR "

est I'état du systemey JIR * les entrées gtl1IR * les sorties.

X = AX +Bu
(1-9)
y =Cx
W, = [eBB"" dt W, = [eC Cet dt (1-10)
0 0
AW, +W_A"+BB"=0 AW +W_ A°+CC=0 (1-11)



ou A"est la matrice transposée conjuguééde

L’énergie a fournir en entrée pour atteindre urnt &ta I'état initial étant I'équilibre du
systemeest alors donnée par :

X;W X, (1-12a)

L’énergie en sortie pour un état initia] et une entrée nulle est :

X, W, X, (1-12b)

Si le systéme est observable et commandable, steexine base de I'espace d’état dans
laguelle les grammiens de commandabilité et d’otad®lité sont diagonalisables et égaux :
TWTY =T'W,T =% (1-13)

On effectue le changement de variabt x. Les éléments,,...,0, de la matrice diagonale

> sont appelées les valeurs singulieres de Hankslétats correspondant aux valeurs les plus
importantes sont les états a la fois les plus congialales et les plus observables. La base de
projection pour le modeéle réduit est alors donrefdgsk premiers états correspondant aux
valeurs de Hankel les plus importantes.

D’aprés [Rowley 2005], I'erreur sur la fonction tlansfert de ce modele est proche de la plus
petite erreur que l'on puisse avoir pour un systaédit d’ordre donn&. Une bonne

estimation de I'erreur est donnée par:

N

< 22 o (1-14)

rom || e i

IG-G

ke
ou G est la fonction de transfert. Cette méthode esvestt utilisée en contréle car elle fait
intervenir de fagcon prononcée le comportement ergoétie du systéme.

[Rowley 2005] développe une méthode qu’il appelécammposition propre orthogonale
balancée qui correspond a une méthode numériquaegtant de réaliser la troncature
balancée sans passer par la résolution des égsiaiobyapunov, tout en obtenant les mémes
résultats. Il fait également le rapport entre cettéthode et la décomposition propre
orthogonale que nous verrons au paragraphe 1.3&slfonctions de bases sont déterminées
directement a partir des réponses impulsionnellessysteme sans avoir a calculer les
grammiens. Cette méthode a été appliquée par Ip¢as2003] dans le cadre d’'une poutre
actionnée électrostatiquement.

Un modele réduit par la méthode de la troncaturanicée est nécessairement stable.
L’équivalence entre la décomposition propre orthmade balancée et la troncature balancée

permet de garantir la stablité du modele réduit desla décomposition propre orthogonale.



1.2.4. Comparaison

La détermination des grammiens dans la méthod tencature balancée, qu’elle soit issue
de la résolution rigoureuse des équations de Lyapon de simulations du systeme complet
est colteuse alors que la détermination de I'appramxt de Padé via les algorithmes décrits
par Bai est plus directe. L'approximant de Padé@&mene néanmoins qu’une approximation
locale dans I'espace des fréquences alors queraaiure balancée couvre a priori tout le
spectre. Des bases de Krylov peuvent toutefoisgé&nérées autour de différentes fréquences.
Un modéle réduit issu de la troncature balancéenésessairement stable alors qu’une
projection sur une base de Krylov nécessite parfigs traitements a postériori afin de

garantir la stabilité.

1.3. Réduction d’ordre des systemes non-linéaires

1.3.1. Généralités

De la méme maniére que pour un systéme linéairgaamercher un sous-espace de I'espace
d’état sur lequel projeter la dynamique du systéme.

{x =f(x) + Bu

J= O (1-15).

On rappelle que ce systéme de grand ordre estreémajéssu de la discrétisation spatiale d’'un
systeme d’équations aux dérivées partielles naralies.
Apres projection du systéme d’équations différdieseordinaires (1-15) sur un sous espace
de I'espace des phases caractérisé par la b(asévl,vz,...,vk}de dimensionk<<N on
obtient un systeme d’ordre réduit de la forme ()1:16

X=Vz

z=VTf(Vz) +V'Bu (1-16)

y =CVz
L’évaluation des termes non-linéairéd/z) nécessitant le retour aux coordonnées initiales
reste tres colteuse. Les deux points clés sont lddm&se de projection et éventuellement le

choix d’'une méthode qui réduit le colt de calcutds termes non-linéaires.

1.3.2. Choix d’'une base de projection

Le choix de la base de projection peut se fairelgmméthodes décrites pour les systémes
linéaires a partir du modéle linéarisé autour détat d’équilibre. Les modes propres linéaires
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de la structure mécanique sont par exemple souudises [Anantasuresh 1996], [Gabbay
2000]. [Gabbay 2000] prend I'exemple d'une poutreastrée-encastrée et utilise comme
base de projection un certain nombre de modesit@sdl établit une expression approchée
de I'énergie mécanique non-linéaire fonction desrdonnées modales a partir de données
issues de simulations éléments finis. Il constaie cette méthode ne permet pas de rendre
compte correctement de la raideur de la structies.effets des contractions de Poisson sur
I'énergie du systeme ne sont en effet pas corremtempris en compte lorsqu’on réduit la
dynamique aux modes linéaires. Ainsi il est ausstipent de chercher a tenir compte des

non-linéarités du systeme dans I'établissemena d@se de projection.

1.3.2.1. Décomposition propre orthogonale (POD)

On retrouve aussi cette méthode sous le nom deodetttie Karhunen-Loéve ou de POD
(Proper Orthogonal Decomposition). Elle a été,aaidine, développée dans le cadre de la
meécanique des fluides, dont les systéemes sontedegtand ordre et non-lin€aires [Sirovich
1987]. Soit un systéme régi par une équation auwéls partielles dont on cherche la
solution b(x,t). définie sur le domaine spati&@ . [Sirovich 1987] introduit la fonction de

corrélation du processus régi par 'EDP :
K(xx)=(b(x,t)b(x',t))  (1-17)
ou < >représente I'opérateur moyenne sur le temps.

Il cherche alors les fonctions propres de I'opémaietégral suivant :

j K (%, X' )V(X')dX' = AV(X) : (1-18)
Ces fonctions maximisent la quantité suivante :

<(v(x),b(x,t))2> (1-19)

ou le produit scalaire est défini peﬁlf,g)zj'f(»\(x)dx. Ce terme correspond donc a

Q
'énergie moyenne du systéme projeté sur la foncpomoprev(x). La difficulté consiste a

déterminer ces fonctions propres pour des systélisesétisés dont le nombre de variables
d’état est alors de grand ordre. On est ramené prainleme aux valeurs propres dont la
dimension est trop importante. [Sirovich 1987] dawlwit alors la méthode des instantanés qui
rameéne le probleme a la détermination des vectmogres d’'une matrice dont la dimension

est le nombre d’instantanés releWsPlus précisément, si on relévevecteurs d’état a des
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intervalles de temps égaub,.,b,,...b, }, on est ramené a la détermination des vecteurs
propre§w,,w,,...w,} de la matric8"Bou les colonnes de8 sont constituées des

instantanés relevés. La fonction de corrélatiort p&grire :

T

K (x X) :%jb(x,t)b(x',t)dt :ﬁZbk(x )b, (X' ) (1-20)

0
Les fonctions propres(x) peuvent alors s’exprimer comme une combinaisoéalie des

instantanés :

V=Y wh (¥ (1-21)

M
=]
Si on remplace (1-20) et (1-21) dans (1-18) onewittiin probléme aux valeurs propres :
Cw = Aw (1-22)

ouw = (Wl’WZ""’WM )T
1 1 -
etC, =W“‘bi(><)b,- () =10:0,
Q

Les vecteurdv,,Vv,,...,v,, } qui correspondent aux fonctions de bases chercugesdonnés
par :

v, =Bw,  (1-23)

{v,,v,.,...v, }sont des vecteurs propres de la matr&B’de dimensionN, I'ordre du
systeme discrétisé.

Une autre maniere de traiter le probleme est déseeaune décomposition en valeurs
singulieres de la matrid&. On écrit :

B=VEW" (1-24)

{diag(al, 0,0, )}

ou E= , etV etW sont des

matrices orthogonales contenant les vecteurs @sopr
{vl,v2 eV } ,{Wl,w2 yeers W, } mentionnés précedemment [Huetgal 1999].
Les vecteurs de la bage,,v,,...,v, } sont les vecteurs qui minimisent I'erreur de prom

Er des instantanés sur une base de dimemdion
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M
Er(v,,V,,..V,, ) = E b, = proj(b, sub(v,,v,,...,v,,)| (1-25)

Le vecteur le plus important correspond dans lex das (1-22) et (1-24) au vecteur associé
a la plus grande valeur propre.
D’aprés [Sirovich 1987], en mécanique des fluidies,nombre d’instantanés a extraire
correspond a peu prés aux nombres de modes néessgaur que I'énergie de la solution
projetée soit au moins égale a 99% de I'énergedeate la solution. Il propose une méthode
ou il partitionne lesM instantanés en lot de Q vecteurs sur chacun desijedfectue une
décomposition propre orthogonale. Il fait ensugemoyenne des vecteurs obtenus sur les
différents lots. [Hung 1999] construisent une baggiecomprend jusqu’a 3 modes mécaniques
et 3 modes de pression pour une poutre actionnéetr@tatiquement soumise a
'amortissement d’un film d’air compressé a pade 400 instantanés issus de simulations
pour 4 échelons de tension différents. La consbonalu modeéle réduit nécessite donc des
données issues d’expériences ou de simulations nqueé, ce qui engendre un codt de
départ important.
On peut avoir une idée de la validité du model@itédachant que la fraction de I'énergie du
systeme contenue dans le sous-espace est :

K

24
= (1-26)
A

=

-

ou k est le nombre de vecteurs sélectionnés pour la biEhgte parmi ledM obtenus.
Toutefois les vecteurs d’état correspondant a les grande énergie ne représentent pas
toujours bien la dynamique du systéme notammentéganique des fluides, ou certains états
de basse énergie sont trés importants dynamique@enrobléme ne semble pas apparaitre
dans le cas d'une poutre actionnée électrostatigpiequi nous intéresse particulierement ici
[Hung 1999].

Les résultats de cette méthode dépendent clairedeesntdonnées expérimentales ou de la
simulation et du produit scalaire utilisés. L'apgroation de la dynamique du systeme initial
n‘a qu'une validité locale dans I'espace des phaigsendant du choix des trajectoires
d’apprentissage.

[Rowley 2005] fait le lien entre la POD et la tratare balancée, qui se révele étre une
décomposition propre orthogonale pour un produstiase faisant intervenir le grammien

d’observabilité et des données particulieres cpoedant aux réponses impulsionnelles. On
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peut utiliser ces liens pour analyser notammerstaddilité du systeme dans le cadre de la
POD.

1.3.2.2. Troncature balancée

La méthode de la troncature balancée évoquée mnérBdnt pour des systéemes linéaires
peut étre étendue a des systemes non-linéairealenant les grammiens empiriquement a
partir de données réelles ou simulées [Lall 2002¢s données correspondent a des
simulations/expériences précisées :

* entrées impulsionnelles pour le grammien de comiaaihite.

» conditions initiales définies et entrées nullesrdelgrammien d’observabilite.
Il est prouvé que si I'on considere un systemeglieg les grammiens calculés a partir de ces
données correspondent bien aux grammiens théorigsesont solution de I'équation de
Lyapunov. Dans le cas d’'un systeme non-linéairepeut utiliser des entrées autres que des
entrées impulsionnelles afin de mettre en reliefagges caractéristiques non-linéaires.
Le codt de construction du modele parait assezritaupoa cause des simulations nécessaires

au calcul des grammiens.

1.3.2.3. Concaténation de bases de Krylov

Le modele de [Rewienski 2003 B] est un modéle liséapar morceaux. Le modele est
linéarisé autour de différents points de I'espaee phases. La base de projection choisie est
tout d’abord une base de Krylov (cf 81.2.2) corigtra partir du modéle linéarisé autour de
I'état d’équilibre. Un point d’équilibre pour un ¢me non-linéaire défini par (1-15) et une
entrée nulle est un point, pour lequelf (X,) = 0. Il est stable si lorsque I'état du systeme est
déplacé dans un voisinage deg, il reste au voisinage du point d’ équilibre. Lesints
d’équilibre considérés seront toujours stablesndDan deuxieme temps il cherche a optimiser
le choix de cette base en construisant des basksytiter pour chaque point de linéarisation
choisi. Le modéle linéarisé autour d’un point qoelguex; s’écrit :

{;(/;fc(:))((i)+JF(X—Xi)+BU (1-27)

ou JF est la matrice jacobienne de la foncticau pointx; .
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La base de Krylov tient compte de la distributienl@ntrée B. On remarque que pour les
points qui ne correspondent pas a un point d’dmpeilisi I'on essaye d’identifier & un systeme
linéaire dy type (1-9), il y a un ternféx;) —JF, X, supplémentaire qu’on peut associer a une
distribution de I'entréeB', u’ étant un échelon de valelir De ce fait [Rewienski 2003 B]
construit deux bases de Krylov associée a deuxillibns du vecteur d’entrée, l'une
associée al, I'autre a une échelon de valéunl concaténe ensuite les bases construites pour
chaque point de linéarisation. Il orthogonalisgecéiase en réalisant une décomposition en
valeurs singulieres et en supprimant les vecteuxsvaleurs singulieres les plus faibles pour
obtenir la base de projection finale.

A dimension de base égale, les résultats sonteuesllpour une concaténation d’'un ensemble
de base de Krylov issues de différents pointsrialisation, que pour la base de Krylov issue

du modele linéarisé autour de I'équilibre.
1.3.3. Evaluation des termes non-linéaires

1.3.3.1. Utilisation d’'un développement limité

On peut faire un développement de Taylor de latfond. On ne dépasse en général pas
I'ordre 2 car le co(it d’évaluation du modéle est'dedre dek®*, k ordre du modéle rédyig

étant I'ordre du développement de Taylor. [Bai J06fntionne aussi des structures de
modele bilinéaire. Ces méthodes ne sont valablespgpur des systemes faiblement non-
linéaires. Pour un micro-interrupteur, par exemples ne permettent pas de rendre compte

des non-linéarités dues aux grands déplacemen&n[2004].
1.3.3.2. Utilisation d’'une approximation de f

Une autre possibilité est d’établir des approxioraides termes non-linéaires en fonction des
coordonnées réduites a partir de données issussnidation ou d’expériences. Ceci induit
une augmentation du codt de la construction du teadais accélére I'étape d’évaluation.
[Gabbay 1998] développe cette méthode en étabtistem expressions approchées des
énergies dans les différents domaines. Il s’ins&ed une structure mécanique actionnée
électrostatiquement dans le cadre conservatif.

Le modele réduit est obtenu en exprimant, en fonctides coordonnées

modalegq,,q,,...,d, ) I'énergie élastique, I'énergie cinétique et I'egie électrostatique du

systeme. Les équations du mouvement sont alorawddeoar la méthode de Lagrange. Il faut
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établir la forme de la fonction d’approximation [pwdme, etc...) ce qui peut se faire a partir
de connaissances a priori. Dans un second temfasitibptimiser les séries de simulations a
faire pour obtenir les données a partir desquébgproximation est faite ou autrement dit
choisir pertinemment des points dans l'espace @esdonnées réduites. Cette étape est
grandement facilitée par le fait que chaque domamergétique est traité indépendamment.
Par exemple pour le domaine électrostatique, itatteeune fonction d’approximation de la

capacité sous la forme d’une fraction rationnelle :

R R, R, -
Z Z_ Z afliz...imqll 7 O
Oty GpG) = 55— (1-28)

DD - PR e i

W=l =l =l

L’espace des phases est un volume dé d&fini par le domaine de fonctionnement du
systeme. Il s'agit de choisir des points dans deme. [Gabbay 1998] pourrait quadriller
uniformément cet espace, il choisit une méthods ptumplexe. Il subdivise uniformément ce
volume en sous-volumes puis choisit au hasard degspdans chacun de ces sous-volumes

de facon toutefois a uniformiser le nombre de po@fipisis dans chaque sous-volume.

1.3.3.3. Linéarisation par morceaux

Cette méthode consiste a linéariser le modele awteuifférents points dans I'espace des
phases qui ne sont pas uniqguement des points b¥quiOn présente ici le modeéle linéaire
par morceaux basé sur une trajectoire d’appregis6BPWL : Trajectory PieceWise Linear)

de [Rewienski 2003 B] [Rewienski 2005]. Le modéleearisé par morceaux a la forme

suivante :
s
X = Z p, [f (x,) +IF (x-x,)]+Bu  (1-29)
i=0
ou les poidg; des différents modeles linéaires dépendent unigaete la distance du point
i=s—1
courantx aux points de linéarisation et vérifient p, (x) =1 pour toutx.
=0
Rewiensliet al. utilisent ensuite la méthode de Galerkin. La bdseprojection esV, la
variable d’état deviertt, vecteur des coordonnées moda(@s.ax = Vz . Cette base peut étre

une base de Krylov issue de la concaténation desbdéterminées a partir des modeéles
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linéarisés autour de différents points (cf 81.3,2u8e base issue de la troncature balancée

[Vasilyev 2003] ou tout autre base. Le modéle dengtduit final a la forme :
s-1
2= E p.(D)IVTH(X,)+ VA (V2 -x,)] +V'Bu

i=0

(1-30)
y=C'Vz

i=s-1
tel que p,(z) =1 pour toutz.

=0
Une démarche simple consisterait a preng{® a 1 pour le point de linéarisation i le plus
proche deVz, les autres poids étant nuls. Ici la démarche éélisst plus complexe et assure
une meilleure continuité des poids dans le tempss Donditions mises sur les poids
permettent aussi une certaine flexibilité sur ldgui est possible de jouer pour assurer la
stabilité et /ou la passivité du systeme.
En pratique, la dimension de l'espace réduit egp importante pour que les points de
linéarisation soient choisis par simple discrétsatuniforme de l'espace. Ainsi ils sont
choisis le long de trajectoires d’apprentissageslas pertinentes possibles. Deux méthodes
sont utilisées pour déterminer les points de lisétion. L'une consiste a utiliser le modéle
original et a définir un nouveau point de linédima quand I'état courant est trop loin de tous
les points de linéarisation déja définis. L'autnsiste a simuler le modele en partant du
modele linéarisé a l'origine et projeté sur la bdse&Krylov associée. Quand Rewienski et al.
atteignent un état trop éloigné de l'état initids définissent un nouveau point de
linéarisation, déterminent la base de Krylov assmeit réactualisent la base de projection par
concaténation. lls utilisent ensuite le model@adimsé autour de ce nouveau point et projeté
sur la base actualisée pour poursuivre la simulgid ainsi de suite). Ainsi les simulations
des trajectoires d’apprentissage sont faites a oédit également. Une démarche ayant
prouvé son efficacité consiste a prendre en comp&estimation de 'erreur plutét que le
simple critere de distance pour le choix des pantsours de cette construction.
Le colt d’évaluation est inférieur a sBg), ous est le nombre de points de linéarisatiork et
'ordre du modéle. En pratique il sera insensibk é@ant donné que seuls un ou deux poids

sont non nuls pour undonné.
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1.3.3.4. Comparaison des différentes approches

Dans la méthode de Gabbay al., les simulations d’apprentissage sont faites a céduit
grace au déecouplage des domaines. Il sera en §@oésible de construire le modéle a partir
de simulations couvrant tout I'espace des phaseaays intéresse, rendant, du méme coup,
ce modele valide sur cet espace en question. Gadeqguius des simulations statiques. C’est
'avantage d’utiliser une approche énergétiquergest néamoins applicable que dans le cas
conservatif. Pour [Rewienski 2003 B] les domaines sont pas découplés, mais la
linéarisation par morceau appliguée dés les sionlatd’apprentissage dynamiques réduit le
colt de construction du modeéle. Il sera par comé= difficile de couvrir I'espace des phases
complet qui est alors de grande dimension, le neodEdultant n’en sera que plus dépendant
en la trajectoire d’apprentissage. Ceci est I'in@anent principal de ce type de modéle.
D’autre part, le colt d’évaluation du modéele lingampar morceaux est intéressant par rapport
a un modele basé sur un développement de Taylarlpquel le colt d’évaluation devient
rapidement trop important. On ne dépasse en effetl’prdre 3. Ainsi la linéarisation par

morceau présente un veéritable intérét quand antegmation des termes non linéaires.

1.3.4. Stabilite, passivite.

Les questions d’évaluation de I'erreur, de préd@made la stabilité et de la passivité du
systeme sont traitées en détails dans [Rewien€l8]2@our une catégorie de systemes ayant
des propriétés particulieres. La fonctibmon-linéaire est considérée Lipschitz-continue et
négative-monotone. Cela exclut de facto certainstesyes que l'on serait susceptible
d’étudier (systemes a hystéresis). Il présentecdeditions pour que la projection du systeme
conserve la stabilité puis pour que la linéarisafi@ar morceaux n’engendre pas l'apparition
d’instabilités ou de points de stabilité artifidelSon étude aboutit a une condition sur les
poids ou a I'ajout d'un terme dissipatif pour cartaétats. C’est la seule méthode, avec le cas

de la base de Krylov pour les systemes linéairas; [aquelle ces problémes ont été étudiés.

1.4. Modes propres non-linéaires.

1.4.1. Introduction

Les modes normaux non-linéaires (MNNSs) ont étéi@ditrement étudiés dans le cadre des

systemes oscillants libres et conservatifs. Dama$ed’un systéme vibratoire linéaire libre, il
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existe des modes propres du systeme qui ont upeig®d’invariance. C'est-a-dire que si les
conditions initiales correspondent a I'excitationrdseul mode, le mouvement du systeme
restera décrit par ce seul mode. De plus, darsdeedinéaire, le principe de superposition est
valable. Ainsi le mouvement peut étre décrit pae wuperposition de quelques modes
découplés les uns des autres. La dynamique dunsystst ainsi simplement et exactement
décrite. On peut aussi considérer qu'on a établimodéle d’ordre réduit d’'un systéme
oscillant linéaire.

On peut utiliser les modes propres linéaires d’'yst&ne pour établir un modele d’ordre
réduit d’'un systeme non-linéaire par une méthod&dkerkin par exemple. Les modes sont
alors couplés par les termes non-linéaires, lerémde de superposition ne s’applique plus.
Cette méthode est couramment utilisée. Il s’aveeelwtilisation d’'un nombre trop faible de
modes linéaires peut donner des résultats qui gaatitativement faux concernant le
comportement raidissant ou assouplissant par exempisi deux solutions sont possibles :
augmenter le nombre de modes linéaires pris en terop tenir compte des non-linéairités
du modéle dans I'établissement de modes propres.

[Rosenberg 1966] définit physiguement un mode nbmoa-linéaire (MNN) comme une
oscillation synchrone d’une structure ou tous lemts matériels passent par leur équilibre
statique et atteignent leur déplacement maximunulsamément. Il estime alors qu'il peut
ramener la dynamique a un seul point matériel, idénsnt qu’il existe des relations
invariantes dans le temps entre les variables déplant des points matériels non retenus et
celle du point choisi pour décrire la dynamique.S0at ces relations qui définissent le mode
normal non-linéaire.

Par exemple, on considére une poutre dont on tiseréespace. On obtierlfl noeuds.
Comme mentionné dans l'introduction de ce chapitnposer que le mouvement soit décrit
par un mode propre linéaire, c’est a dire gu’iltsamené a une seule variable a savoir la
coordonnée modale, revient dans les faits & impaoseyr relations linéaires entre le
déplacement d’'un point de la poutre, point « maitret les autres.

X =aXx,,1=1..,N (1-31)

ou x, est le deplacement dt"®noeud de la poutre af, le déplacement du nceud « maitre ».

Décrire le mouvement par la coordonnée modale oulgaléplacement d’'un seul point
revient au méme. Dans le cas non-linéaire, la foduemode dépend de I'amplitude du

déplacementx,, , c’est a dire que leg deviennent des fonctions non-linéaires xJe Dans

ce sens, on peut considérer les modes propresmé&aires comme une extension des modes
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propres linéaires. Cette description sous-entenohgsuppose les coordonnées déplacement

et vitesse découplées, i.e. que Jesne dépendent que de, et pas de sa derivée par rapport

au temps. Ce n’est pas toujours le cas. En effatetteur d’état d’'un systeme quelconque du
deuxiéme ordre contient les variables déplacenetnigesse. [Shaw 1994] cherche a décrire
le systeme par le déplacement et la vitesse d'uhm@nt d’une poutre. Les déplacements
esclaves seront donc aussi fonction de la vitesspotht maitre choisi. Cette approche est
plus difficile a saisir du point de vue physique.

Ainsi I'approche des modes normaux non-linéairemisiste a chercher des relations
invariantes dans le temps entre des variables esadtrdes variables esclaveSes relations
invariantes définissant des variétés dans I'espasephases du systeme. Ces relations étant
difficiles a établir, des a priori devront étretéasur le systeme.

On distinguera deux approches, celles baséessuat@bles physiques du systeme a savoir
déplacement et vitesse et celles basées sur ledoro@es modales. Ces derniéres s’appuient
sur un modéle établi par la méthode de Galerkiooasistent a le ramener a un seul mode.
Les modeles basés sur les modes normaux non-ksés@ront ainsi en général d’ordre deux,
d'ordre quatre maximum dans le cas de résonancarn@mtou certains modes sont
indissociables. On décrira plusieurs exemples ditésature afin de dégager les enjeux de

cette approche.

1.4.2. Equation régissant les variétés invariantes

Il s’agit ici de déterminer le systeme d’équati@ns dérivées partielles régissant les variétés
invariantes. On traite ici 'exemple d’'un systéenmmtinu dans I'espace mais la démarche sera
exactement la méme pour un systéeme discrétisé.

Soit un systeme continu régi par le systeme d’'égusidifférentielles partielles suivant :

OUSY _ sy
; ot (1-32a)
% = F(u(s,t), Ms, 1)

asssocié aux conditions limites

B(u(s,t), \(s,t)) =0, (1-32b)

s étant la variable spatiale etle temps. On cherche a ramener la dynamique aoumt p
matéeriel soit a deux variableg(t) = w(s, t eJVv,(t) = s, t).

Les variétés invariantdg etV a déterminer sont alors définies par :
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{u(s,t) =U (U, ()., (1), 5'5,) (1-33)

st =V (U, (1).v, (1), 55,
En éliminant le temps dans (1-32a) on obtient tpgaBons aux dérivées partielles régissant
les variétés U et V.

d_U =V :a_U
dt ou,

ov ov
FUNV) =3 =2 [FUV)
0

0o

oU
v, +6—V0[ F(U,V)]_,
(1-34)

Ce sont ces équations que I'on cherche a résoudnedgterminer les variétés, a savoir les

relations entre les variables maitres et esclaves.

1.4.3. Détermination des variétés

1.4.3.1. Développement asymptotique

a. Modéle de poutre [Shaw 1994]
[Shaw 1994] développe la méthode des MNNs pourystésie continu, ici une poutre. I

cherche une solution aux EDPs définissant les téarisous la forme d’'un développement
asymptotique. Trois exemples sont traités. On Vailte¥ les deux premiers, I'un concernant
le cas linéaire, l'autre le cas non-linéaire.

Le premier exemple concerne le cas d’une poutré ldooomportement dynamique est régi

par I'équation d’Euler Bernoulli linéaire.

0%u d%u
A =-El . (1-35
p ot® ox* (1-35)
On choisit comme variable spatiale la variable ial:amormaliséeD[O;L]. Les conditions

limites correspondent a un pivot, c'est-a-dirdaggment nul et moment nul soit :
u@,t)=u@t)=0

a°u _ 9% -
el O1) = el @t =0

Les variétés sont supposées de la forme (1-38};&dire linéaires am,, Vv, :

(1-36)

U(UO’VO’ SSO) = al(SSO)UO +a2(SSO)VO

. (1-37)
V(U,,Vy,SS,) =b(S,)u, +b,(SS,)V,

ou

Uy (t) = U(Sp,t) etvy(t) = Us;, t).
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et

u(s,t) =U(u, (t),v, (t),ss,)
{WSU:V@%GXWGXS%)
Utilisant le fait que, pour un systeme conservath-gyroscopique, le déplacement et la
vitesse ne sont pas couplés, Eb, =0), il résout les équations différentielles partielle
régissant les coefficients des variétés invariantes
Il retrouve assez logiquement le résultat des mpdgsres linéaires soit :

sin(n7.s)

U, (Uo (1), Vo (1), S'S0) = sin(n7r.s,)

Uy (1) (1-38)

Si on considére que la dynamique est décrite parn'{® mode propre linéaire
sin(nz.s) normalisé par la constante, a(t)coordonnée modale :

u, (s,t) =a(t)a, sin(nms) (5-8)

On retrouve bien le résultat ci-dessus si on reecri

sin(n7.s)

u,(s,t) = a(t)a, sin(nr.s,) Sin(n77.,)

(1-39a)

Caru,(t) =u,(s,,t) =a(t)a,sin(nrs,) (1-39b)
Pour établir la dynamique ep,v,, il faut écrire les équations différentielles pellés au

point s, en utilisant la relation d’'invariance établie.

au(s, t))j
ot

d?u, _
dt?

=0 (1-40a)
=0

F(u(s,t),

Soit dans ce cas :
d2 4
Ao BV —0  (1-400)
dt PA L
On retrouve en tous points le résultat des modgsres linéaires.
Dans le deuxieme exemple, [Shaw 1994] introduit moe-linéarité cubique via un support.

Les conditions limites restent les mémes, c'estétth pivot. De méme on choisit la variable

. El \ . . . N
snormalisée et on supposem =1. L’équation de la poutre se ramene simplement a :
O

0°u _ 0%

—=———-ku-p® 1-41

ot? ds* - (1-41)

[Shaw 1994] ne fait pas dans ce cas I'hypothéselé@ouplage des variables position et

vitesse. On cherche alors une solution sous ladattn développement limité a I'ordre 3 :
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U (U0, SS) = (SS)U, +,(SS)V, +a,(SS,)Us +8,(S5,)V, +a,(SS,) Uy,
+a,(SS)U; +a,(SS;)V; +3,(SS;)UpVg +35(SS,)UgV,

V(Uy, Vs, SS,) =0, (S8,)U, +b,(SS,)v, +b,(S5)us +Db,(S5,)Vv; +b,(SS,) U,V
+b,(sS,)US +b,(5S,)V +b,(s5,)uU, Ve +b,(SS,) UV,

(1-42)

On écrit le systeme d’équation aux dérivées phasierégissant les variétés. On égalise

successivement les coefficients des termes deeliffé@rdre eru,,v,on obtient des systéemes

d’équations au dérivées ordinaires. Au premier grd6haw 1994] retrouve les modes

propres linéaires. Au deuxieme ordre, les équatimmsiépendant pas ge on retient la
solution triviale nulle, afin de garantir que I'oetrouve bien la solution linéaire gi=0. Au
troisieme ordre, les équations permettent dansremipr temps d’exprimer simplement les

coefficientsb , i =6,...9 liés a I'expression de la vitesse en fonction desfficients a,,

i =6,...9 liés a I'expression de la position. On retiensddution triviale pour les coefficients
a, et a;étant régis par des équations différentielles @iée indépendantes de la non-
linéarité. La variable position s’écrit alors :

u(s,t) = a (U, +a (U + a5 (Yu,Vg (1-43)

On a détermin&, . On cherche pow,, a, les solutions particulieres sous la forme:

a, () = B, sin(n7s) + B, sin(@n7s) | (1-44)
ag(s) =7, sin(n7s) + 17, sin(3n78)
un des deuxiemes membres contenant le team@ l'ordre 1 et 3, l'autre étant nul. Par
projection sur sin(n/s ) et sin@nss), on obtient 4 équations linéaires sur les
coefficient 8, 5;,17,,11; } Le déterminant de ce systeme d'équations estshun a la
relation suivante :

k=9.(nm)"*. (1-45)

On est dans le cas de la résonance interne. Leesnat 3 sont couplés. Les modes sont

alors a déterminer a partir de 4 variables maitres.

Dans les autres cas, on trouve simplement I'exfmeskes coefficient§s,, 5;.7,,17; -)

La dynamique suu, s’écrit alors sous la forme :

Uy + @l U, + Aus +Buii =0 (1-46)

Shaw traite un troisieme exemple qui est celui d'ypoutre linéaire sans support, la non-

linéarité étant due aux conditions limites qui espondent alors a un ressort non-linéaire. Le
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déplacement aux limites est toujours nul, mais dubs déplacements deviennent plus
importants, un moment apparait au niveau du pivot.
[Hsieh 1994] applique la méme démarche pour ll&sément de la dynamique d’'une poutre

en grands déplacements.
b. Modele d’'un accélérometre [Westby 2002].

[Westby 2002] propose une étude paramétrique daeeléromeétre a deux axes dans le cas
conservatif. Il se base sur le systeme d’EDOs m@waires régissant la dynamique des
coordonnées modales. Il part donc d’'un modéle djait par la méthode de Galerkin. Les
non-linéarités sont quadratiques et cubiquesxd fes deux premiers modes propres linéaires
comme étant les deux modes maitres. Les autredauuges modales seront exprimées sous
la forme d’'un développement asymptotique a l'oriloés des coordonnées modales maitres.
Il étudie l'influence de la longueur d’'une des pestde la structure. Pour cela il établit un
développement limité au premier ordre du premiedenpropre linéaire du systeme. Il fait de
méme pour les coefficients du développement asyigpe des modes « esclave ». On
remarque que les résultats présentés serventdervipproximation parameétrique et non la
validité du modéle réduit. Il compare les résultidds modeles réduits établis avec différentes
valeurs de la longueur et ceux du modeéle fonctiorpdrametre longueur. Il présente une
comparaison des valeurs propres des modes ainsn goefficient de la matrice de raideur
des termes quadratiques en fonction de la long@énsj que I'amplitude dans le temps du
premier mode pour une amplitude du deuxieme modenulle. Ces résultats, comparés a un
modele établi pour chaque valeur de la longueut galables pour une variation dede
20%.

1.4.3.2. Méthode de Galerkin

a. Méthode
Les équations de départ sont ici un systeme d'@nsadifférentielles ordinaires issu de la

méthode de Galerkin appliguée a un systeme d’EBPsu modéle d'un systéme de masses
discretes, ou d’'un modeéle éléments finis.
[Pesheck 2002] résout les EDPs définissant lestémriinvariantes par une méthode de

Galerkin ce qui permet d’étendre le domaine deditélidu modéle par rapport a la méthode
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asymptotique décrite précédemment. En effet I'esgiom des relations définissant les
variétés comme un développement asymptotique lilmitevalidité aux faibles non-linéarités.

Il ne prend en compte gu’une variable maitre etplane les variablesléplacement, vitesge
par les variablesafnplitude a, phase), ce qui facilite la définition du domaine de itié
ainsi que le choix des fonctions de bases maisditi@tude a celle de systémes oscillants. Les
fonctions de bases seront par exemple harmonigues. d.es fonctions position®; et
vitessesQ, de lai*™variable esclave sont développées sur des forsctierbases; et Vi
(1-47) :

N, Ny

a

(a! (0) chl mTl,m (a! (0)
. i=2....N (1-47)

Qg = ZZD ™, m(a9)

La projection des EDPs définissant les variétésesufonctions de bases donne un systeme de

2(N-1)N,N,, équations non-linéaires a résoudiegtant le nombre de variables « position »

du systéme initial. Une variante consiste a comerdé modéle linéaire par morceau a&et

donc a résoudre des probléemes plus simples suntisalles [ai ,aj]. Le co0t calculatoire

de cette méthode est bien plus important que ldadét asymptotique mais elle présente
'avantage de pouvoir représenter plus de nondlitdsadans la limite des approximations
faites sur I'expression des celle-ci. On remarque ¢gs paramétres n’apparaissant pas
explicitement dans I'expression des variétés, ceteghode se préte moins a une étude

paramétrique du systéme que le développement astique décrit plus haut.

b. Exemples étudiés
[Pesheck 2002] étudie dans un premier temps stersye discret conservatif a deux degrés

de libertés et a non-linéarités cubiques. Il corapsgs résultats sur la variété du premier
MNN et du deuxieme MNN a des variétés déeterminéasyme meéthode asymptotique a
'ordre 3 et montre que cette derniere ne suffitspbien que les non-linéarités soient aussi
d'un ordre 3. Il étudie aussi la réponse fréqudiatide ces différents MNNs. Dans un

deuxieme temps il étudie une poutre a 200 élénferigsa deux nceuds chacun soit un modéle
a 400 degrés de liberté. Les conditions limiteg sorressort linéaire et un pivot associé a un
ressort torsionnel non-linéaire. Il retient parms 1400 modes linéaires, les 10 premiers. |l

étudie les MNNs 2 et 5, a savoir les variétésrdpsnses fréquentielles et la forme du mode.
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1.4.3.3. Formes normales

a. Méthode
Les équations de départ sont un systeme d’EDOsanmnties a non-linéarités quadratiques

et cubiques obtenu par projection de I'équation dérivées partielles sur les modes propres
linéaires (1-48).

+00

P +uwP, +ZZ g, PP +ZZZ h' ,PPR =0 n=1..+0 (1-48)

izl j2i =l 2 k2j
ou P sont les coordonnées modales.

[Touzé 2004] établit les formes normales du systai degrés de liberté par un changement
de variable qui annule les termes non-résonantsiéte brisant I'invariance) des équations.
Les anciennes coordonnées sont exprimées commévetogpement asymptotique a I'ordre

3 des nouvelles coordonnées (1-49). Qes n=1,...,N, sont les coordonnées modales
vitesses associées a@®x .(R,S,) sont les coordonnées position et vitesse issues d

changement de variable.
P=R+> > @RR+D,$5)+> > > 1" RRR+Y > > u' RSS =0
= EREEY EREY
(1-49a)
Q=S+> Y YRS +I DU §SS+> Y Y v SRR =0 (1-49)
R Ry Ry
Il obtient N modes normaux non-linéaires. Il établit un mod&lg@artir du seul premier
mode(Rl,Sl), les autres étant supposés nuls. On remarqueajue phangement de variable
non-linéaire plusieurs modes linéaires sont en gag en compte dans la dynamique du
systeme correspondant au premier mode normal néaite (MNN). La troncature a été faite
sur les formes normales et non directement sumledes linéaires. Si on compare a une
méthode ou les variétés sont établies par dévetoppe asymptotique des coordonnées
modales maitres [Pesheck 1997], ici la variabletnmaiest pas tout a fait la méme. Dans le
cas de [Pesheck 1997], ce sont les coordonnéesemuignp mode linéaire, ici ce sont les
coordonnées de la premiere forme normale. Les onokks de tous les modes linéaires sont
fonctions des coordonnées de la forme normaleti@hece.
[Touzé 2006] étend les résultats de [Touzé 200dh &ysteme dissipatif et excité par une

force extérieure. Il a été prouvé rigoureusemeng gertaines équations différentielles
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partielles de systemes dissipatifs avaient de€téariinertielles de dimensions finies, c'est-a-
dire que la dynamique du systéme a long terme éstitd exactement par un systeme
d’équations différentielles ordinaires de dimendiimie [Rega 2005]. Toutefois ces variétés
peuvent étre de dimensions importantes, ainsi dbterie est tres rarement appliquée
directement. D’'un point de vue applicatif, faisdihiypothése qu’elle existe, on cherche en
général directement une variété inertielle apprech®n peut aussi traiter la force de
dissipation comme une force extérieure au systam@@uter a posteriori au modele basé sur
le MNN. Ici [Touzé 2006] prend en compte la dissipn dans la construction du MNN. De

méme pour une force d’excitation extérieure auesyst on devrait rigoureusement la prendre
en compte dans la construction du MNN comme un&lbiar « maitre » supplémentaire. |l

consideére ici que la force extérieure ne pertunlsa tiordre 2 les MNNSs établis et I'ajoute a

posteriori au modele non-linéaire construit.

b. Exemples étudiés
[Touzé 2004] étudie le comportement fréequentielndaysteme discret conservatif a deux

degrés de libertés aux alentours de la fréquencelafoentale, plus précisément le
comportement « raidissant » ou « assouplissant sysiéme. Il constate qu’'une méthode de
Galerkin classique ne prenant en compte qu’un nliodaire ne prédit pas correctement cet
aspect qualitatif alors que le MNN donne les rédsiltorrects. Dans un deuxieme temps, il
étudie un systéme continu, une poutre d’Euler-Bdiniinéaire auquel on ajoute un support
non-linéaire dont les non-linéarités sont quaduetsyet cubiques. Les conditions limites
correspondent a un pivot parfait. Des solutiong &ystéme ont été trouveées par la méthode
des échelles multiples, solution a laquelle il camepses résultats. Il retient 10 modes propres
linéaires et obtient par projection un systeme dJSCA partir duquel il construit les formes
normales et donc les modes propres non-linéairegudlie pour les trois premiers modes
non-linéaires la réponse fréquentielle et le charege dans la forme des modes.

[Touzé 2006] étudie ensuite le systeme a deux dedgdiberté précédent en y ajoutant de la
dissipation qu’il prend en compte dans la consibacdu MNN. Il constate que l'ajout
d’amortissement peut changer le comportement ssdisou assouplissant du systeme. |l
étudie ensuite la réponse fréquentielle a une ai@it sinusoidale extérieure pour des
fréequences proches de la premiére fréquence deadse du systeme. En comparant ses
résultats a ceux issus du MNN construit dans lecomservatif, il constate que ce dernier
donne en général de bons résultats qualitatifs dessrésultats quantitatifs faux. Les MNNs
prenant en compte I'amortissement donnent de medlleésultats quantitatifs dans la limite
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d'une certaine amplitude d’excitation, le modelestaat basé sur un développement
asymptotique d'ordre 3. Il étudie ensuite un gystécontinu, a savoir une coque remplie
d’eau. Il retient 16 modes linéaires comme baseddéle et construit ensuite un MNN basé
sur deux modes car il y a un phénomene de résonatecee. De méme il étudie la réponse
frequentielle des différentes coordonnées modaleseaexcitation extérieure et obtient des

bons résultats quantitatifs.

1.4.3.4. Utilisation de la périodicité du mouvement

Dans le cas conservatif le mouvement est périodiQuepeut se servir de cette propriété pour
établir les variétés [Slater 1996]. En effet sidesditions initiales du mouvement ne sont pas
sur la variété, le mouvement sera indéfinimentiadéue voire indéfiniment chaotique si les
amplitudes initiales sont suffisantes. Il s’agitdigerminer la variété ainsi que la période de
l'oscillation associée a I'amplitude. Pour cela,efffectue une simulation dans le temps
croissant et dans le temps décroissant sur unedgesupposée et cherche a minimiser
I'erreur entre les deux trajectoires. Il commengwar de I'équilibre a de faibles amplitudes
considérant le systeme linéaire. Il augmente auefut mesure I'amplitude des conditions

initiales. Cette méthode est particulierement casite

1.4.3.5. Prise en compte de la force extérieure dans I'étibsement du

MNN.

a. Méthodes
Rigoureusement quel que soit le type de force iexté, elle devrait étre prise en compte

dans la construction du MNN. Les variétés dépendkrs par son intermédiaire du temps.
Pour une excitation harmonique, les MNNs peuvemet &ablis pour chaque fréquence. [Jiang
2005] étudie la réponse forcée de systéemes aulewl premiere fréquence de résonance.
Les variétés sont déterminées par la méthode derkdal Les variables maitres sont
'amplitude et la phase du mode maitre choisi aekgs est ajoutée la phase de la force
extérieure, ceci pour une fréquence d’'étude don@éta revient a établir des variétés qui

dépendent du temps via la phase de la force.

b. Exemples étudiés
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[Jiang 2005] s’intéresse dans un premier tempssysteme discret a deux degrés de libertés,
et étudie les réponses fréquentielles autour deftéquence de résonance des premier et
deuxieme MNNs. Dans un deuxiéme temps, il étudie poutre d’Euler-Bernoulli aux

conditions limites non-linéaires. |l retient 12 nesdinéaires et étudie la réponse fréquentielle
et transitoire du systéme pour une excitation pead la premiere fréquence de résonance a

partir du premier MNN. Les résultats sont concotslan

1.4.3.6. Systeme soumis a I'amortissement d’un film d’air conpresse

[Westby 2003]

[Westby 2003] établit le modéle d’'un systeme dissipoumis a I'amortissement d’un film
d’air compresse. Il utilise un modéle élémentssfipour la partie mécanique et un modele
simplifié pour I'équation de Reynolds qui sera ébadplus en détail dans le chapitre 2. Il
néglige la compressibilité de l'air et la linéarsatiellement :
_12196
G® ot
Ou p est la pressior I'écart entre la structure mobile et la structfixe, p la viscosité de

(1-50)

I'air ambiant. Le terme non-linéaire est inversetr@oportionnel au cube de I'écart entre les
surfaces. On ne peut inclure la force dissipatile dynamique du systeme construite a partir
de variétés du cas conservatifs a posteriori céorlze dissipative, ou toute force extérieure
influe directement sur la variété. Il utilise uneétiode qui s’inspire de la méthode de
Galerkin décrite par [Peschek 2002]. Il considarenode dominant dont les variables seront

'amplitude A et la phase et cherche a établir la dynamique du systeme sofgsrhe :

[ﬂ{a }[n’(A’@} (1-51a)
Al [BA] | T.(Ag)
f(A@)=Y 8 Acoslhe+T,)

f(AQ=Y ¢, A cosde+r,) (1-51b)

La détermination de la variété pose le problémecdeslitions initiales. En effet, on ne peut

les choisir quelconques car elles doivent étrelsurariété qu’'on cherche a établir. Ainsi
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[Westby 2004] part de I'équilibre du systeme eliséaune simulation inverse dans le temps
(on change en-t) du systéme libre pour établir la variété a daepldaudes plus importantes.
Les paramétres,, by, ¢, etd, sont a déterminer par minimisation de I'erreur fzgoport aux
données issues de simulations inverses du systempdéc La validité des surfaces invariantes

f,(A @ et f (A ¢ estétablie par simulations classiques (tempssant}. La trajectoire des

états doit étre sur la surface invariante ou dgaindre la surface invariante si les conditions

initiales ne I'étaient pas.

Cette méthode différe de celle décrite par [Pes@®€R] dans le sens ou elle n’est pas basée
sur le systeme d’EDPs régissant la dynamique di¢rsyss Ces EDPs servent tout au plus a
inspirer la structure supposée du modele en (14X)est pas nécessaire de résoudre le
systeme d’EDPs régissant les relations entre leerauaitre » et les modes « esclave » pour
établir la dynamique du systeme (1-51). Toutefoigpeut établir des fonctions approchées de
ces relations a partir des informations issues dilemilations inverses du systéeme couplé
(interpolation linéaire par exemple). Ces fonctimesont nécessaires pour reconstruire le
mouvement physique de la structure. On peut cor&idéette approche comme étant
purement numérique. Elle se base seulement sustiéece a priori des relations invariantes
entre modes « maitres » et modes « esclaves ».

E. R. Westby présente des résultats concernanéteenaccéléromeétre celui du §1.4.3.2\b. Il
établit les variétés invariantes en retenant ssooEment comme mode « maitre » un mode
sous-amorti et un mode sur-amorti. Dans le cas diode sur-amorti, il existe une relation
bijective entre la vitesse et 'amplitude du molda.surface invariante se résume alors a une
ligne. Les résultats du modele réduit sont compa@smodéle complet non-linéaire et
présentent quelques erreurs dues entre autre amesodes équations d’approximations

choisies pour établir la dynamique.

1.4.4. Conclusion

La démarche associée aux modes propres non-linéagmsiste a trouver des relations

invariantes entre des variables maitres et deahlas esclaves. Ces variables peuvent aussi
bien étre associées a un élément physique deulztge qu’a la coordonnée modale associée
a un mode linéaire. Dans le cas ou les variabléstsont les coordonnées modales, on part
en fait d’'un modele déja réduit par la méthode d&fRin et on cherche en général a ramener

la dynamique a un seul mode. Deux méthodes ontexpéicitées ici. L'une consiste a
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considérer des modes maitres des modes esclaaehetcher a exprimer les modes esclaves
comme une fonction des modes maitres a partir @#sHes régissant. L'autre consiste a
déterminer les formes normales, ce qui correspond éhangement de variable non linéaire
permettant d’annuler les termes brisant l'invararme I'équation originale. Une fois ces
formes déterminées, une troncature est faite sumumdes. Les coordonnées des différents
modes linéaires peuvent étre exprimées comme dadtidas non-linéaires des formes
normales retenues. Contrairement a la troncatune au plusieurs modes de la méthode de
Galerkin simple, l'influence des modes linéaires metenus n’est pas considérée nulle mais
est prise en compte par I'intermédiaire des vagi@igariantes. Le principe de superposition
n'étant pas valable on ne peut associer différémidNs, il faut reconstruire un MNN
multimodal & partir des coordonnées des modes ugteansidérées comme des variables
maitres. Ainsi l'objectif est de réduire le coltédhluation du modeéle en ramenant la
dynamique a deux ou quatres variables d’état. €&¢ait au prix de construction du modeéle
gu’impligue la détermination du changement de \deiaou I'établissement des variétés
invariantes. Deux méthodes principales existent fiétablissement de celle-ci & partir des
EDPs les régissant : la méthode asymptotique, etdthode de Galerkin. La méthode du
développement asymptotique a un domaine de validii& mais présente I'avantage d’avoir
une formulation explicite qui facilite une étudergraétrique du systéme. La méthode de
Galerkin étend le domaine de validité au prix demit calculatoire important et de la
disparition d’'une formulation explicite des coeifficts déterminant la variété. Enfin,
rigoureusement, les forces dissipatives et ext@gedevraient étre prise en compte dans la
construction des MNNs. C’est encore possible a aft qaisonnable pour une force
dissipative simple (amortissement linéaire) maisnacodt calculatoire prohibitif pour une
force extérieure. Une approximation possible coesisles ajouter a posteriori a un modele

basé sur un MNN construit a partir du systeme awasélibre.
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1.5. Couplage
La modélisation d’'un microsystéme fait interverar nésolution d’'un systéme couplé. On

suppose m domaines physiques différents.

A chaque domaine physique est en général assoeiégnethode numérique particuliere, les

plus couramment utilisées étant les éléments Bhikes éléments frontieres. Les éléments
finis sont en général utilisés pour la partie mépam alors qu'on préférera les éléments

frontiéres pour la résolution du probleme élecatigtie car cette méthode permet de réduire
le probléme d’une dimension au prix toutefois dérives pleines.

Une premiere méthode de résolution est la méthedeldxation (cf Figure 1-2) qui consiste
a résoudre chaque domaine un a un itérativemeat’gugonvergence de la solution. Celle-ci
ne présente pas de bonnes propriétés de converg@nceésout pour chague domaine
physique une équation linéaire ou non-linéaireyge t

fL O™ X, e Xy XS XX ) =0 i=1..m  (1-53)

Les variables;, j #isont prises a l'instarttout+1 selon que la résolution du domajree été

faite avant ou apres celle du domaine
Une deuxiéme méthode consiste a résoudre le syslans son ensemble ce qui assure une
meilleure convergence. Toutefois, cela nécessibey pne résolution par la méthode de

Newton, de calculer le Jacobien complet du systeme.

Domaine energétique 1
(&) L[ Tl TS I T I Ly T |
(B [ o iy ]
% Al x')
3 I =—
Domaine énergétique 2 )
I! I"-s 13 Xyn Koy yummny =0 i i
b AL A MR A, 5 Ly ﬂix'! _j; (xijzjl ,,,,, xi:))_
1 l
| i1 K0 i
v
) ) P LAY
Domaine énergétique m " " "
B X e X  y e L 1 =0 |
l L NON || CONVERGCE » OUl
| [ 1701 k| CONVERGE o[ ouT

Figure 1-2 Résolution d’un probléme couplé.
(a) Méthode de relaxation (b) Méthode de Newtorligp@e au systéme complet
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1.6. Conclusion
Dans le cas de systemes linéaires, les méthodesodedes bases de projection ont un cadre

théorique bien établi (espace de Krylov, troncatwstancée,..). Ces méthodes peuvent étre
utilisées dans le cadre d’'un systéme non-linédlirest toutefois intéressant de considérer le
caractere non-linéaire dans la construction de detse. Certaines méthodes nécessitent alors
une forme d’apprentissage, la base réduite esietapartir de certaines simulations choisies
pertinemment (Décomposition propre orthogonalendature balancée [Lall 2002],...). La
validité des modeles établis dépend de cet appsage. La décomposition propre
orthogonale optimise I'énergie du systéme projétésague la troncature balancée est reliée
plus directement aux résultats sur la dynamiqusydteme a savoir la fonction de transfert.
Cette derniére donne alors de meilleurs résultatprix d’une construction colteuse de la
base due au calcul des grammiens. La méthode funfarvenir les modes propres non-
linéaires ne va pas dépendre d’'un apprentissages Estains cas, cette démarche consiste, a
partir d’'un modéle réduit par projection sur unseya le ramener a un seul mode dominant,
les autres coordonnées modales étant des fonatemsariables d’états associées a ce mode.
Le codt d’évaluation du modele est réduit au pre&x ld construction. Selon la méthode

choisie, le colt de construction des variétéslestqu moins important.

Dans les chapitres suivants, on va traiter un problcouplé fluide-structure non-linéaire. Le
chapitre 2 traitera du probléeme fluidique seulaérs la résolution de I'équation de Reynolds
non-linéaire. On cherchera parmi les modes propres, base issue de la décomposition
propre orthogonale et une base de Krylov, laguestda plus pertinente. Dans le chapitre 3 ou
I'on traite d’'un probleme couplé mécanique-eledatigue-fluidique, pour la partie structure,
on retient les modes propres linéaires vecteungrpsodu couple de matrices raideur et masse.
Dans le chapitre 4, on réduira le colt d’évaluaties termes non-linéaires, dans un premier
temps par I'établissement d’'une fonction d'apprcdion de projection de la force de
pression, fonction des coordonnées modales, puis gia deuxieme temps par une approche

de linéarisation par morceaux.
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Chapitre 2 Résolution de I'équation de Reynolds

Les forces volumiques telles que la force de géawi l'inertie sont des fonctions de la
dimension du systeme au cube alors que les foressardiace telle que I'action de I'air sur une
structure sont des fonctions de la dimension atéd&ao 2007]. Ainsi plus les dimensions
d’'une structure sont petites, plus les forces siqtees vont avoir une importance sur la
dynamique du systeme, notamment les interactiomslefistructure. On considére deux
plagues en mouvement I'une par rapport a I'autrefluide remplissant I'espace entre elles.
L’'actionnement électrostatique et la détection cdjpa (cf figure 2-1) sont tres courants
dans les microsystemes et donnent souvent lietté&aanfiguration du probléme.

—
<= >, ty —
<+« —> >
(a) (b)

Figure 2-1(a) Fluide modélisé par I'équation de ReynoldsKlbjde modélisé par un écoulement de Couette.
Le profil de vitesse apparait en noir alors quedaivement de la plaque est décrit par les fleahages.

Lorsque les dimensions de plaques sont grandemnté&v distance qui les sépare et que les
deux plaques sont en mouvement parallele 'unergggwort a l'autre, le fluide est modélisé
par un écoulement de Couette (figure 2-1b). Lodlps sont en mouvement
perpendiculairement I'une par rapport a l'autre,fllede est modélisé par I'équation de
Reynolds correspondant au phénomene d’amortissettivenfilm d’air compressé (figure 2-
la). Dans la littérature, on trouve le terme deyuesze film damping » [Bao 2007]. On
s'intéressera plus particulierement a ce phénondans le but de modéliser I'actionnement
d’'un micro-interrupteur. On présentera la dérivatide I'équation de Reynolds avec les
hypothéses associées puis on exposera différeptapes de résolutions de I'équation de
Reynolds linéaire puis non-linéaire venant dettérature. On proposera ensuite notre propre
résolution de I'équation linéaire et une étudealgéponse fréquentielle en pression sera faite.
Une troisieme partie traitera de la résolutiondigton de Reynolds non-linéaire basée sur un
changement de variable par la méthode de Galeskifin, nous étudierons sur cet exemple

l'influence du choix des fonctions de base poutillsation de la méthode de Galerkin.
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2.1. Etablissement et résolution de I'équation de Reynol ds

2.1.1. Etablissement de I'équation de Reynolds

L’équation de Reynolds modélise le comportementndfim d’air compris entre deux
plaques bougeant perpendiculairement l'une parampp 'autre. Quand le mouvement est
lent, on peut considérer le film d’air se compartanme un amortissement visqueux non-
linéaire. Quand il est rapide, I'air n’a plus lenjges de s’échapper et se trouve comprimé (ou
guand le volume entre les deux plaques augmenti&pieession n’est pas compensee par une
arrivée d’air). Ceci correspond a un phénomenendgcession élastique qui peut prendre des

amplitudes importantes d’'ou le terme de « squebmnedtmping ».

On considére une plaque flexible en mouvement dage plan fixe de méme dimension. Le
domaine de la plaque est défini par les varialfley) D[O, L]X[O,W] ou L est la longueur de

la plaque eW sa largeurG(x, y,t) est I'écart au plan fixe.

placue

Gy, 8)

/ pid
plan fxe
Figure 2-2 Plague en mouvement par rapport a une plaque fixe.

La validité de I'équation de Reynolds suppose umage nombre d’hypotheses qui sont les
suivantes :
* les dimensions latérales de la plague en mouveswritgrandes devant la distance
entre les deux plaques.
* le mouvement est lent. On néglige donc les ternmestiels devant les termes
visqueux. Le fluide est alors dans le régime dé&e&xo

* la pressiorP=P(x,y) est homogene sur la hauteur du film d’air.
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* le profil de I'écoulement est parabolique sur laitear, défini par une équation du
type Poiseuille.

» on fait 'hypothése du gaz parfait.

* le systéeme est isotherme ce qui suppose que laglaqine conductivité thermique
importante [Darling 1998]. Dans le cas contraitbypothése d’'une transformation
adiabatique est plus pertinente.

» Larelation des gaz parfait sgr etP nous dit qu’ils sont proportionnels :

RT
P=p— (21
P (2-1)

ou p estla masse volumique du gaR est la constante des gaz parfails)a

température, é¥l la masse molaire du gaz.

On suppose les supports d’encastrement de la pkagueut de telle maniere a ce que les
bords soient ouverts. La variation de presgigrest alors supposée nulle :

p=P-R, =0 (2-2)

ou Ryest la pression ambiante.

L’écoulement est de type Poiseuille, c'est-a-gue le profil de vitesse est du type :

V.02 =0 42-6)
X
H (2-3)
v.(x 2=+ P g2-6)
y b b 2# ay

Ou v, et v sont les vitesses selon les directions Ox et Qyest la viscosite.

On a, pour arriver a ce réesultat, négligé les terimertiels et les variations dgpar rapport a

y et dev, par rapport & par rapport a leurs variations respectives seliens I'équation de

Navier-Stokes.

Pour parvenir a I'équation de Reynolds, on inté@aguation de conservation de la masse sur

la hauteur du film de fluide.

%_f rdiviov) =0 (2-4)

G(x,y) G(xy) G(xy)
6_,0+6,ovx+ap\/y+6,0\/2dzzea_,0 oG, 9

9
+po0—+— vdz+— vdz. (2-5
ot ox oy oz o Par ax | P ayjpy (2-5)

D’aprés (2-3) on a:
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(2-6)

Il en est de méme pour l'intégrale syr

On obtient :

r{fGg* r 0Gp

L. P|l=——, 2-7
(12,upmj ot @

qui est I'équation de Reynolds
En appliquant la loi des gaz parfaits, on obtient :

r S
0. & POP =E (2-8)
12u ot

Dans le cas ou la distance entre les plaquesesspétite et/ou la pression est trés basse, il y a
un effet de raréfaction du gaz, ce qui impliqgue teégime visqueux devient moléculaire.
L’hypothése de la vitesse latérale nulle du flusdeniveau de la paroi faite pour déterminer

le profil de vitessev, et v, n’est plus valable, le fluide glisse sur la pa®@n modélise ce

phénomeéne par une viscosité effective fonctionaubre de Knudsen
A
K, =—,
G
ou A est le libre parcours moyen du gaz. Un des modkdds viscosité effectivees utilisé

[Hung 1999] est le suivant :

U
1+6K,

/’Ieff =

La viscosité effective du régime moléculaire edérieure a la viscosité définie en régime
visqueux. [Veijola 1995] font une étude de I'équatide Reynolds linéarisée sur un
accelérometre considéré non flexible. lls tirentdaclusion que le modele le plus approprié
concernant la viscosité effective est celui dédaihs [Fukui 1988], bien qu’il présente des
erreurs sur la valeur de la viscosité effectivardlljusqu'a 30 % comparé a des mesures
expérimentales. lls font remarquer que ces errenp®rtantes sont, entre autres, dues aux
approximations faites sur la composition du gae®ipropriétés microscopiques caractérisant

la maniére dont les molécules sont réfléchiessaittace.
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2.1.2. Equation de Reynolds linéarisée

On decrit ici difféerentes méthodes de résolutionl’dquation de Reynolds linéaire, plus
précisément la détermination des composantes derda de pression qui s’exerce sur la
structure. Dans un premier temps, on présente @il déde méthode de résolution analytique
[Darling 1998] puis les méthodes de résolutions éngues [Yang 1997] [Mehner 2003].

Enfin on présente un modéle équivalent circuit [Mai1995].

2.1.2.1. Résolution analytique

La résolution de I'équation de Reynolds linéarisggporte un éclairage qualitatif sur la
dynamique du phénomene d’amortissement d’un fileardtompressé et le réle qu’il peut
avoir dans un systéme couplé.

L’équation de Reynolds linéarisée, c'est-a-direcavieypothése des petits déplacements
G, —G| << G, et des petites variations de pressi@<<P,, a la forme d’'une équation de

diffusion avec terme source :

_ 124 0p _12106
PG2 ot G ot

Ap (2-9)

Pour des géométries et des conditions aux limitiesples, elle peut étre résolue
analytiquement [Darling 1998]. [Darling 1998] pr@eoune résolution de I'équation linéarisée
dans le cas d'un régime stationnaire sinusoidaltgisant la fonction de Green associée. La

fonction de GreerGr (X, y,t,%,, Y, t, 9stla réponse du systeme a un terme source pbnctue

_12u oGr _

AGr —— =-Am(x—-x,y—-Vy.)ot-t). (2-10
PG at (X=X, Y= Y,)o(t-t,). (2-10)

ou ¢ est la fonction de Dirac.
La réponse a un terme source quelconque (2-11pie& alors comme l'intégrale du produit
de la fonction de Green et du terme source (2-12) :

Ap—lz’ua_p:— &6_6

2-11
P,G? ot G ot (2-11)

Amy(x, y.t) =

p(x,y,t):J‘J‘Gr(x,y,t,xo,yo,to)q(xo,yo,to)dtodxody0 (2-12)
o 0

La fonction de Green peut étre exprimée comme weldgpement série des modes propres

du Laplacien et de fonctions du temps.
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— 2 —
Gr (Y., Vo) = 790t - ”E exp 0 b (o (0, @43)
F’G2 F’G2

u,, sont les modes propres du Laplacien et vérifient :

Au, +k2 U

mln =0 (2-14)

Des conditions limites doivent étre associées & ésfuation.

u- est le complexe conjugué de, et O est la fonction de Heaviside.

[Darling1998] établit la réponse fréquentielle gstéme. En utilisant les notations complexes
le terme source (2-11) peut donc s’écrire simpldragrartir de I'expression du déplacement :

12’7ef‘f aG 2’7ef‘f
G ot G

jaG(x ye'“  (2-15)

ol G (x,y)est I'amplitude complexe de la variation de I'é@artsubstrat.

[Darling 1998] peut alors intégrer le produit @efbnction de Green (2-13) et du terme
source (2-15) pour obtenir la réponse en presiogy,). Enfin il integre sur la surface de la
plaque étudiée pour obtenir I'expression de la dorésultante. Les parties réelles et
imaginaires donnent la composante de raideur etamaitissement visqueux de
'amortissement du au film d’air. Pour une plageetangulaire en mouvement uniforme,

avec comme conditions aux limitps= 0, ces composantes peuvent s’exprimer de la maniére

suivante:
2 2.2
Fraide_gr(a) _ 640R A 5 i Zm +2 02”2 — (2-16)
G nﬁGo m,n,impair (mrb [(m +c™n ) to /7T]
2
Famortissfmnt(o-) — 640 R)A z . . :2I' — 5 } (2_17)
G HBGO m,n,impair (mrb [(m +cn ) to /7T]

Ou G est I'amplitude du déplacement=¥/L, c=WI/L eto, appelé nombre de « squeeze » ,
vaut :

12,]effW2
- —w

2-18
P G? (2-18)
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ouw est la pulsation du mouvement.
Ces expressions des composantes de la force sdryiour établir le modéle équivalent
circuit dans le paragraphe suivant.

2.1.2.2. Résolution numeérique

Si la géométrie est telle qu'on ne peut détermurer expression analytique de la force, on
peut en déterminer les composantes modales parasiomu numérique. On entend par
composante modale, la projection de la force fudi sur les modes propres mécaniques
quand la structure se déforme selon ces modesgxoprang 1997] par une simulation
eélément finis de l'excitation du premier mode mégae de sa structure, extrait des
coefficients de raideur et d’'amortissement poumoele d’oscillation. Il compare ses résultats
aux mesures de [Gretillat 1994] et trouve des tawulconcordant quant aux facteurs de
gualité et a la fréquence de résonance pour dessipns ambiantes d&0’ Pa al0’ Pa
[Mehner 2003] se base sur la méme démarche enadmdldey plage des fréquences et en
incluant la possibilité d’'interactions entre modiess le cas d’une structure asymétrique. En
plus des coefficients propres a chaque mode, ilendividence des coefficients de raideur et
d’amortissement d’interaction modale. Ces coeffitsecorrespondent & la projection de la
pression due a l'excitation d’'un mode sur un aumrade. On utilisera une approche qui
s’apparente a celle-ci dans le chapitre 4, a fgmihce qu’on ne cherche pas a décomposer la
force afin de déterminer des coefficients de raidgLd’amortissement mais plutét a trouver
un modele de la force projetée dans son ensemble.

Les modéles réduits de la partie physique du myst@me sont souvent élaborés dans une
perspective d’intégration a un modele du systenmmapbet, électronique associée. Ainsi a
partir de ces informations sur les composantessuagdet amortissement, il est intéressant
d’essayer d’établir des équivalents circuits depdatie physique ce que propose [Veijola
1995]. En effet on peut alors implémenter le med&mplet sur un logiciel de simulation

électronique.

2.1.2.3. Modeéle équivalent circuit du « squeeze-film damping

WS

Veijola s’attache a établir un modéle d'un accal@tre considéré comme une plague

rectangulaire rigide (Fig.2-3). La figure 2-3 reggate un équivalent circuit de cet
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acceélérometre sans prise en compte de I'amortisgen®@ remarquera qu’on peut faire
plusieurs choix concernant I'équivalent mécanigleetéque [Westby 2003]. On choisit ici
'équivalence force-courant. Les équivalences desrea grandeurs mécaniques sont

alors données dans le tableau (2-1).

Tableau 2-1Equivalence mécanique-€électrique

Forcef Couranti

Vitesse TensioV

Déplacement Flux ¢ = Li,
Amortissement Inverse d’une résistanc}zé2
RaideurK Inverse d’'une inductanc}l/_
Masse CapaciteC

Les équations du circuit équivalent sont stricteiméquivalentes a celle du systeme

meécanique.
| —
lext
mass i
A —— )
\ |
poutr eI'éctrodes

(@) (b)

Figure 2-3(a) Type d’'accélérométre modélisé dans [Veijola5l9Ra flexion de la masse est négligée, le
déplacement le long de la masse est considéréromaf(h) Son équivalent circuit avec un modeéle
d’amortissement linéaire.

L’amortissement d’un film d’air compressé corresp@nune raideuk () et a un coefficient
d’amortissement linéaire(c. Qléfinis par les équations (2-16) et (2-17). L'élent circuit
correspond donc a une inductance et une résisteagpectivement en parallele avec
inductance de la figure 2-3 représentant la raidmécanique. Les simulateurs ne peuvent
fonctionner avec des composants dépendant de dadnée. [Veijola 1995] propose une
implémentation circuit par branchement parallélmdiictances k, et résistances 3, qui
rendent compte de la composante de la fétgg équivalente et de sa dépendance en la
fréquence, I'impédance d’une inductance étant onetfon de la fréquence (Figure 2-4). Les

parties reelle et imaginaire du courant, correspondent alors respectivement —aux

composantes réelles et imaginaires du développestig (2-16) et (2-17) multiplié par
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lamplitude du déplacement. Les valeuts,, , Rnn sont déterminées par simple

identification :

Loy _J@ (549
w m,n.impairs Rm,n + JLm,nw

ou |s correspond a la résultante de la force de presdignau déplacement. Les 5 premiers

éléments de la série suffisent en pratique a uigigion correcte.
La valeurs des composants dépendent des paranggoesétriques de la plaque et des

parametres physiqués et .

} _____

iext
I—m,n

IL Rm,n

Figure 2-4Equivalent circuit d'un accéléromeétre avec amoetisent d'un film d’air compressé.

2.1.3. Résolution de I'équation de Reynolds linéarisée aut  our d’'un point

de fonctionnement

La valeur deLnet Ry ndes composants décrits au paragraphe précédennlp/&995] sont
entre autres des fonctions non-linéaires de I'éBart.’accélérométre peut étre utilisé autour
d’un point de fonctionnement qui ne corresponddasn équilibre statique. Les simulateurs
d’électroniques permettent a partir de la fonctil@s composants €&, de calculer ce point
de fonctionnement puis de faire la simulation petignaux (systeme linéaire) autour de ce
point. Ce modéle considére que la structure eisterig

Pour établir le modéle d’amortissement d’un filmaid’compressé a intégrer au modele
complet [Mehner 2003] réalise une série de simutatide I'équation de Reynolds linéarisée
autour d'un point de fonctionnement dans le casrélyime stationnaire sinusoidal. Par
excitation des différents modes mécaniques de Hactsre, il établit des coefficients

d’'interaction modale de raideuK; (w,x)et d’amortissementC, «fx, )dépendant de la

fréquence et de 'amplitude initialg.est le vecteur des coordonnées modales corresponda

au déplacement statique initial. Pour une déflecttatique donnée, comme Veijola, il

42



cherche un équivalent sous la forme d'un dévelogmensérie faisant intervenir des

composants linéaires de raideur et d’'amortisserighit(x) et C/*"(x). Ces parametres sont

déterminés par la méthode des moindres carrés.

D’autre part, dans de nombreux cas, on est amdnguger la réponse fréquentielle d’'une
structure a proximité d’un point de fonctionnemd®dur ce, on est ainsi amené a connaitre la
réponse fréquentielle de la force de pression @ db résoudre I'équation de Reynolds

linéarisée autour d’un point de fonctionnementecetégime sinusoidal.

[Li 2007], de méme que [Younis 2004], prend en ctanja flexibilit¢ de la structure
actionnée. C'est-a-dire gu'il tient compte du fgite le déplacement statique n’est pas
constant sur la poutre et de ce fait garde lesderaisant intervenir la dérivée spatiale de ce
déplacement statique. Ce n’est pas le cas powrdtém linéarisée (2-9). [Li 2007] contraint
le déplacement par rapport au déplacement stafigsigivre le premier mode propre de la
poutre encastrée-encastrée. Il applique la méthiedé&alerkin a I'équation de Reynolds
linéarisée pour déterminer les coordonnées modalgsession fonction de la fréquence.
[Younis 2004] cherche a résoudre un probleme alguws propres. Il résout I'équation
d’Euler-Bernoulli non-linéaire pour déterminer Iépliacement statique réponse a la tension
continue appliquée. Il linéarise ensuite I'équatide Reynolds autour de ce point de
fonctionnement et se place en régime sinusoidalufa méthode des perturbations [Nayfeh

1981], il établit I'expression de modes propregdessionp,en fonction des modes propres

mécaniquesl,, .

2.1.4. Résolution de I'équation de Reynolds non-linéaire

L’implémentation circuit de [Veijola 1995] ne pertrae simuler le « squeeze-film damping »

gu’avec la restriction des petits déplacementgucen réduit fortement l'utilité.

[Mehner 2003] détermine numériquement des coefftsi& ;™" (x) et C/*"(x) dépendant des

coordonnées modalex, pour différentes valeurs de&. Il en propose ensuite des
approximations sous la forme de fractions ratioesell utilise ensuite ces fonctions pour des
simulations transitoires en grand déplacement dicro-interrupteur. Il obtient une erreur

inférieure a 15% sur le déplacement de la strugiareapport aux données expérimentales.
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[Hung 1999] utilise la méthode de Galerkin avec desdes issus de la décomposition propre
orthogonale (81.3.2.1) pour résoudre I'équatiorRegnolds (2-7) dans le cas du régime de
Knudsen. L’équation de Reynolds projetée a alordotae de I'équation différentielle
ordinaire suivante:

AX)§+B(x,8)s+c(x) =0 (2-25)

ou x sont les coordonnées modales mécaniques cellle correspondant a la pression. i
integre cette équation a un modele couplé fluidestire pour déterminer le temps

d’effondrement d’une structure. |l obtient des Ha satisfaisants.

2.2. Equation de Navier-Stokes/ Equation de Reynolds
On utilise ici le logiciel de simulation élémenisi$ ANSYS pour valider les approximations

faites sur I'équation de Navier-Stokes pour obtééguation de Reynolds.

2.2.1. Modéele Navier Stokes 2D / Modéle Reynolds 1D

On considére une plaque rigide mobile de largeursic@rée infinie en mouvement par
rapport a un plan fixe. On considere le film d'situé entre les deux plans. Le modéle est un
modele éléments finis ANSYS en 2D régi par les &gna de Navier-Stokes dans le cas
incompressible. On trouvera le code en annexe Ae Wrmulation ALE (Arbitrary
Lagrangian Eulerian) est utilisée. C'est-a-dire gumaillage est mis a jour a chaque pas de
temps pour suivre le mouvement de la plaque. Cstrpas pour autant exactement une
description Lagrangienne, le maillage ne suivastg@actement le mouvement des particules.
On soumet une plaque rigide ayant comme dimensi&00 pum et étant &;=2 um d’un
plan fixe a une excitation sinusoidale d’amplitd@8o deG, et de fréquence 1 kHz, ceci a la
pression atmosphérique. Les conditions limites smties de bords libres, la variation de
pression est nulle. Ci-dessous la variation desppassur la hauteur du film au temip®.75
103s. On vérifie bien que la pression est homogéné'&paisseur et ne dépend donc pas de

la variablez.
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203, 157 T ens.a7 1016 T 1422 1928

Figure 2-5Valeur de la pression sur I'épaisseur et la longaeuilm d’air a I'instantt=0.75 10°s oul la plaque
est la plus proche du plan fixe.

.1208955
Figure 2-6 Valeur de la vitess#, & l'instantt=0.75 10’s.
On peut vérifier sur la figure 2-6 que I'hnypoth&ben profil de vitesse parabolique ne semble

pas fausse bien qu’'on ne puisse vérifier ces @suxactement. On constate aussi que les
variations selon la hauteur du film sont en effealcoup plus importantes que selon la

longueur.

L GEEE-04

.170E-03
Figure 2-7 Valeur de la vitess&, a l'instantt=0.75 10’s.

La figure 2-7 permet de confirmer le fait que ldeus des vitessew,est d’'unordre de

grandeur inférieur aux valeurs des vitesges

2.2.2. Modele Navier Stokes 3D / Modele Reynolds 2D

La plague a ici une largeur de dimension fiwe100 um. De méme que précédemment on
'excite a une fréquence de 1kHz et a une amplitdded0% deGy mais a uneression
ambiante de 1.02810" Pa. Afin de valider les hypothéses faites pourddaivation de
I'équation de Reynols, on compare les résultats fpowuariation de pression au point milieu

pour un modéle éléments finis de Navier-Stokes[2ret3un modéle de Reynolds en 2D (cf
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figure 2-8). On se place bien dans le cas incomsfisles Les conditions aux limites sont
variation de pression nulle sur les bords selolohgueur et flux nul sur les bords selon la
largeur. On constate que le code différences fiags®cié a I'équation de Reynolds donne des
résultats a 5% prés sur la variation de pressigooant milieu par rapport au modele élément
fini de I'équation de Navier-Stokes en 3D. Ceciid@] pour le cas incompressible, les

hypothéses faites pour dériver I'équation de Reysol

400 \ \

ANSYS 20x 4x 10
Reynolds incompressible DF 41x 11

300 -

200 -

100 -

-100 - B

Pression au point milieu (Pa)
o
T
\
P
|

-200 - A

-300 - B

400 ! \ \ \ \ \ \ ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

temps(s) % 107

Figure 2-8 Variation de pression au point milieu pour une &tmin d’'une structure rigide a 40% de I'entrefer e
1kHz et & une pression ambianteld@13% 10* Pa pour un modéle éléments finis de I'équation deidta8tokes
et un modéle différences finies de I'équation dgrivéds.

2.3. Modele réduit de I'équation de Reynolds linéaire : application
a la réponse frequentielle.

2.3.1. Analyse

On part de I'équation de Reynolds linéarisée &aptiecédemment (2-9). On approche la
solution de I'équation de Reynolds linéaire par um&thode de Galerkin. Les fonctions de
bases choisies sont les modes propres du Lapldegeoonditions aux limites correspondant a
une variation de pression nulle sur les bords.dr&ation de pressiop s’exprime alors :

p=> " aOp (xy)  (2-26)
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ou les coefficientsr, sont les coordonnées modales etfedes modes propres du Laplacien
tels que :
Ap, =-Aip., k=1..,N. (2-27)

En appliguant la séparation des variables a (Ba®btient :

p,(x,y)= \/LZ_W sin(kl 7—L7xjsin(k2 % yj aveck, 21k, =1 (2-28)

ouk=(k,-D)N, +k
ou N est le nombre de modes retenus selon la dimersion
L’équation (2-9) projetée sur 1™ mode propre a la forme suivante :

12u . _12u <aG

_2_a| __3 -

G, ' GY\at

ot (f|g) =J' fgdQ est le produit scalaire dan&) avecQ =[0 W] x[O L].
Q

_/1|Za|

p,> I=1..,N  (2-29)

On peut réécrire (2-29) de la maniéere suivante :

. a _ PR <aG > _

a, +—=——(— [=1..,N 2-30
TG, Vat P L (2-30)
o 12u

our, GPEA

On impose un déplacement de la forme suivante :

G(xt) =G, —w(x,t), w(x,t) = A cos@rt)w,(x) (2-31)

ou w,(x) est le premier mode propre de I'équation d’Eulers®ulli associée au probleme
meécanique (cf Annexe B ). En notation complexeldplacement s’écrit:

w(x,t) = Ae™“w,(X). (2-32)

De la méme maniére que [Griffin 1966], on peut fl@onsidérer dans l'espace des

fréquences, la fonction de transfert associéecadadonnée modale complexe:

.
J— Ji
. a _ P w
H(jo)==="2(w|p)—=—, 1=1..,.N  (2-33)
A G, 1471 9
J%
2232 k272 2
ou @, = G;ZLAI ' = \;\/2 ka7272 ) l=1..,N. (2-34)
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Ainsi la réponse de chagque mode de pression auacEpent peut étre considérée

indépendamment comme un filtre passe haut du presrdee de pulsation de coupusg, et

de gain en haute fréquence
P
G_(:) <W1| p|>-
Ce gain dépend donc de la similarité des fonctoepres mécaniques et de pression. Si on
considere la largelW grande devant la longueblsy on retrouve [Griffin 1966] une expression
courante de la pulsation de coupure d’un film dé@mprimé
 GiRT
¢ 1203
pour le premier mode de pressidk, =1k, =1). Un autre nombre caractéristique de

importance de I'effet de compression est le noentiit de « squeeze »

121w
G,

g

, o . . @
qu’on peut relier & la fréquence de coupure peelktiono = — 77°.

Cc
On peut décomposer la réponse en pression selonosgposante en phase avec le
déplacement correspondant a I'effet de raideusaetomposante en phase avec la vitesse

correspondant a I'amortissement visqueux. Pourftéguence inférieure a la fréquence de

coupure le déphasage par rapport au déplacemehtlzzvaLIa pression est en phase avec la

vitesse, le phénomeéne visqueux est dominant. Aélguence de coupure le déphasage de la
réponse en pression vag{, les deux composantes sont donc égales. Au-ddtafdeguence

de coupure, la pression est en phase avec le éépdat, I'effet de raideur est dominant.

2.3.2. Application numérique

On s’intéresse a la réponse d’un film d’air commnndre un substrat et une poutre ayant les
caractéristiques suivantes : longueab00um, largeuM\=50 um, écart au substr&=2 um.

A est choisi tel gue le déplacement maximum cormed@@u dixieme de I'écart au substrat.
On observe le comportement pour une plage de [P @88 sachant que la plage qui nous

intéresse est celle ou le systeme mécanique déelap déplacement de l'ordre de quelques
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microns, c'est-a-dire [Of, ], f, étant la fréquence propre du systeme mécanique. Par
exemple, pour une épaissew2 um et une masse volumique2330 kg/ni de la poutre
définie ci-dessus,f,, vaudra 65,7 kHz. On étudie la réponse fréqueatigibur deux
pressions différentes : a pression atmosphérigue 1013x10°Pa et a une pression plus
faible P =1013x10°Pa. La frégquence de coupure de I'amortissement @ssiun
atmosphérique valant plus de 1 MHz, le phénoméenardint sera donc la résistance due a la
viscosité. AP, = 1013x10°Pa, la fréquence de coupure vaut environ 11 kHph&nomeéne

de compression devient important. Aux figures 2{92-10, on observe la réponse
fréquentielle des 4 premieres coordonnées modalesrespondant aux modes

k, = [L3],k, =[13] . Dans les deux cas, le premier mdde- 1, k, =1est clairement dominant.
On appelle [M«N] le mode tel quk, = M,k, = N. Ainsi le filtre associé a ce premier mode
[1x1] donne effectivement une bonne idée qualitatevdadréponse en fréquence. A pression
atmosphérique, les quatre premiers modes de pressiffisent a obtenir une valeur de
'amplitude de la pression définie comme la prassmaximum au point milieu a 1% pres. A
P, = 1013x10°Pa, on constate qu'il faut prendre en compte jusgeize modes de pression
si on veut atteindre une précision de 1% sur I'aingie de la pression, le nombre de ceux-ci

nécessaires augmentant avec la fréquence d’eraitati
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Figure 2-9Réponse fréquentielle des coordonnées modalessigmeatmosphérique

Réponse en fréquence des coordonnées modales
T

-110

— mode 1 x 1 fc=11.6 kHz
—— mode 3x 1 fc=12.5 kHz
—— mode 1 x 3fc=103.7 kHz
— mode 3 x 3fc=104.6 kHz

10" 10°

fréquence (Hz)
Figure 2-10Réponse fréquentielle des coordonnées modal%s%lo3 Pa.
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Sur les figures 2-11 et 2-12 on observe la répenseequence de la pression au point milieu.
On a extrait les composantes en phase avec respuetit le déplacement (effet de
compression) et la vitesse (amortissement visqueW) remarque qu’a pression
atmosphérique, le phénoméne prépondérant est [@ms@Ement visqueux. A

P, = 1013x10°Pa, I'effet de compression devient rapidement prdpcant, on atteint des

variations relatives de pression plus importantee dans le premier cas. Toutefois, les

valeurs absolues de la variation de pression shlust importantes pour une pression plus

importante. Ainsi le film d’air aura une plus graniafluence sur le systéme mécanique pour
une pression ambiante importante méme si dans séecpghénoméne de compression est
négligeable. Le systeme ne travaille pas surdgelle fréquence ou ce phénomeéne devient
important.

On peut s'interroger sur la pertinence du modéle wscosité. En effet a la

pressiorP, = 1013x10’, le libre parcours moyen n’est plus négligeableadée'écart poutre-

substrat, il faudrait en toute rigueur revoir le dale et prendre en compte une viscosité

efficace dépendant de I'écart & la poutre.

3500F =
Pression
3000 | ——— Composante Raideur A
—— Composante Amortissement V. /,//
~ 25001 = i
8
€ /,,,// g
£ e
8 1500 /,,/
8 e
8 S
A 1000~ ) // -
0 e ! ! !
(0] 0.5 1 15 2 25 3
Fréguence (Hz) % 10°

Figure 2-11 Amplitude de la pression au point milieu et de mmaposantes fonction de la fréquence a pression
atmosphérique
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Figure 2-12 Amplitude de la pression au point milieu et de@sposantes fonction de la fréquence a
pressiorP, = 1013x10° Pa

2.4. Modele réduit de I'équation de Reynolds non-linéair e :
changement de variable

On va ici établir un modéle réduit de I'équation Reynolds valable pour une structure

flexible en grands déplacements avec toutefoigbilyese des petites variations de pression.
Les cas d'une viscosité constante et du modélerdmlgen seront traités. Un changement de
variable sur la pression sera fait afin d’obtemrapérateur spatial sur la nouvelle variable

pour lequel il sera particulierement pertinent disgr les modes propres du Laplacien.

2.4.1. Hypothese des petites variations de pression

On se place d’abord dans le cas ou la viscositudle est supposée constante et uniforme,
I'équation de Reynolds a la forme (2-8).

On définit les variables normalisées :

. _P-PR

p= 0=P (2-35a)
R R

g:G_GO (2-35b)

0
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On fait I'hypothése des petites variations de poesamais pas des petits déplacements. On
définit cette hypothése comme correspondant a am@tion de pression relative de 10%

maximum.

On réécrit (2-8) avec les variables sans dimensions

PG, 0 (1+§)3(1+5)5_5 +P02G§i (1+§)3(1+5)0_5
L2 ox| 12u oX w? oy| 12u oy
:GOPO
.

} (2-36)
—aa L+ )+ )
T

0p ne peut pas étre considéré comme un terme d’omirenp. Un ordre de grandeur des

p . 0p ~ s o . ,
termes? et a—Eesthmax, la variation de pression étant maximum au mitleda poutre. Le
X y

profil n’étant pas régulier, les variations sel@space peuvent tres bien prendre une valeur

trés supérieure2p, . . On va toutefois négliger le terrpélp , en considérant quép est petit

devant 1 aussi. On le vérifie a posteriori. On @ére que le termplp est d’ordre deux.

Pour le cas étudié ci-dessous (§2.4.5), a la lidgtealidité du modelp,,, = 0Jdes termes

du gradient atteignent une valeur de 0.4. On ctmstanc bien quélp prend des valeurs
supérieures ap mais reste toutefois petit devant 1. De méme orsidere que le fait de

prendre la divergence de ce terme ne change paerdom de grandeur. Si on revient aux

coordonnées initiales (2-8) est devenue :

58 =9 g1+ P _
D(lZ/J Op) = p [G(1+ , D (2-37)

2.4.2. Changement de variable

On a fait un changement de variable pypour que I'opérateur spatial ait une forme plus
intéressante pour I'application de la méthode deei®a. Cette transformation est valable
pour le modele de viscosité constante, et pourasnnabdéles de Knudsen [Hung 1999] ou la

viscosité effective vaut
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7
1+6K °

/'Ieff =

On remarque tout d'abord la propriété suivante rpaes fonctions scalaires

Y(x,y)etg (x,y)quelconques :
O gty ) )=y ng - gny* 2-38)

On applique le changement de variable suivantariation de pressiop :

=gy (2-39)
ou
¥(G) =G

pour une Vviscosité supposée constante

ou
¢(G) = @+6K,)G?

pour le régime de Knudsen.

On appelley la fonction «amortissement». L'équation (2-37)mgr@lors la forme suivante :

%
A.@G)0Bw 2(G)) =124, a[ (1+WP(G)B (2-40a)

On applique (2-38) au membre de gauche de (2-4@a) @ivise pan/(G)yZ. On obtient (2-
40Db):

A¢—¢A""y_12”N o2 (2-40b)
W w%éat P,

2.4.3. Méthode de résolution numérique

On utilise la méthode de Galerkin : on projetteyliation (2-40b) sur les modefs sur les

guels on développe la solutia.sont les coordonnées modales. On obtient :
N

esm-{Sale)p-

= (2-41)

106\ 124, N7/ 1 oGy s,
e I

N[/j% ot

avecl=1,.. ,N
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Telle quelle, (2-41) ne peut s’écrire sous la fohen systeme d’équations linéaires ®at
$. Une solution consiste a discrétiser le deuxiéenmé du membre de droite dans le temps,

Pour un schéma implicite a pas fid¢, ce terme s’écrit :

<1 Gy ¢>

W ot
R o S

L’intégration dans le temps de (2-41) peut alorkage par la résolution d’un systeme linéaire

BY Sy

(2-42)

(2-43). Le schéma est implicite.

s = (AtH(G)"™ - A(G)" ) (atf (G, G) " - A(G)**s') (2-43)
ou

%
H Ik (G) = _Aidm <A¢I ¢k
lﬂ

) > (2-44a)

: 1 0G
f (G) =124, <76_
g ot

pour lequel on connait une expression analytiqu%ct—;de

4 > (2-44b)

A, (G) =< ; cy®)™s, ¢> (2-44c)
A, (G)™ =<(w—yl)7 (Gw%)t 8, ¢> (2-44d)

On intégrera (2-41) dans le temps de cette mapi@ue la validation par rapport & un modele
différences finies.

La deuxieme solution consiste a développer le deniterme du membre de droite de (2-41)
de maniére a faire apparaigets. (2-41) peut alors s’écrire :

Q(G,G)s=B(G)s+F(G,G) (2-45)

si on pose:

%
Qlk (G’G) = _Aiém <Aw[/j ¢k

_12u, [/ 1 oGy ™
AEONTE

0

¢.> (2-46a)

B, (G) =

12;’“ (Gug,|p)  (2-46b)
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< = _1 06 i
F (G,G) =124, <¢/% p ¢|> (2-46¢)
0l S=(S,,S,,...Sy)" (2-46d)

Cette forme de I'équation projetée (2-45) servioarpa résolution du modele couplé fluide-

structure dans le chapitre 3.

2.4.4. Modes propres du Laplacien

On cherche une approximation gdeous la forme suivante:

ot (xy.t) = z S (D (xY) (2-47)

ou lesg, sont les modes propres du Laplacien :

Apy = =APy (2-48)

associés aux conditions aux limites que I'on vahéiner.

Pour des géométries et conditions aux limites 8yl existe une expression analytique de
ces modes. On cherche maintenant a exprimer leditmos limites pour un cas simple. En
effet, la fonction amortissement n'ayant pas de signification physique, on obtig
conditions aux limites a partir des conditions p@t G. Pour une condition correspondant a
une variation de pression nulle, on obtient clagam

p=0< ¢=0 (2-49)

On traite le cas d'une poutre définie p()ury)D[O, L]X[O,W], encastréee par le haut en

x=0et x=L et libre sur les autres bords, les conditionstémsont donc:

¢k(0’ )=¢k(L, ):0
{¢k (Xag) =9, (X,V)\;) =0’ (2-50)

L’équation (2-28) donne I'expression analytique des modes dans ce cas precis.

2.4.5. Validation du modele

On montre la validité du modéle réduit par commmaia un modéle différences finies de
I'équation (2-37) avec I'hypothése des petitesatarns de pression:

G® - p| Goaop
(12u )__( Pj P, ot (@-51)

0
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Le deétail concernant le code différences finies festrni en annexe C. On impose le
déplacement d’'une poutre encastrée-encastrée dadorL=500 um, largeurW=50 um, et

écart initial Go= 3 um a une pression ambiante @:103 Pa. La viscosité est supposée
constante et uniforme. On impose le déplacemerta geutre a une fréquenck = 3kHz et
une amplitude de&G,:

G(x,t) = G, (1- aw, (x)sin(274t)), (2-52)

ou vvl(x) est le premier mode propre mécanique de I'équati&mler-Bernoulli (cf annexe
B). On utilise un schéma Euler-implicite pour ledate réduit et le modele différences finies.
Pour le modéle réduit on utilise 4 modes correspondk, =[13], k, =[13]. La figure 2-13
représente la pression au point milieu de la pcatee un maillage de 51x21 nceuds, 200 pas
de temps par période et 04. On remarque que la variation de pression maxireshde
I'ordre de P, /1Q ce qui correspond a la limite de validité du mMedée nombre de squeeze
o vaut environ 70

La figure 2-14 représente l'erreur relative enge Heux modeéles pour la projection de la

pression sur le premier mode mécanique pour diffésevaleurs de et la méme fréquence

d’excitation :

(o) Rl = o (),

H< Por (a)| w,)

On constate qu’il y a un terme d’erreur d’envird¥b 2néme pour de faibles valeurs de

(2-53)

Cette erreur peut étre réduite si I'on diminue &s pe temps (pow=0.1, on peut descendre

en dessous de 1%). A la limite de validité du meditrreur est de 3%.
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04.

Figure 2-13Variation de pression du point milieu de la poytoair

Figure 2-14Erreur relative de la projection de la pressionlsyremier mode mécanique entre pour le modeéle

réduit (2x2 modes) et le modele différences firfielsx 21 noeuds

t du changement de variable

2.4.6. Intéré

lsitpossibles par la méthode de

asol

)

d'autres r

On compare ici le modele proposé a

a un modéférehces finies. Le modeéle proposé

Galerkin. Les résultats sont comparés

donne de meilleurs résultats que la résolution ajection directe de I'équation de

Reynolds. Des considérations théoriques sont ensnitisagées.
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(2-54) correspond a I'équation inchangée. Dans5)2-&n a développé le terme de gauche de

(2-37) et divisé paB°. (2-56) est le modéle établi par changement déalia; objet de

I'étude.
3
E(G—Dp] ——( ( ED (2-54) (Versionl)
12u P
Ap =-301ogG.0p + ( ] (2-55) (Version 2)
AG*?  12u @ p .

Ag = + —| G| 1+— 2-56) (Version 3

¢ ¢ Ga/z G3/2 at[ ( Poj] ( ) ( I )
avecp = ¢G_%.

Pour (2-54) et (2-55) on développaraur lesN modes propres du Laplacien sélectionnés,
pour (2-56) on développe. On utilise ensuite la méthode de Galerkin, ong® les

équations sur les modes qui servent a approxinoeiry.

2.4.6.1. Résultats

On impose le déplacement d’'une poutre de longue®O0 um, de largeunMV=50 um et

d’écart initial Go= 2 um a une pression ambiante ¢H§=1O5 Pa. Comme précédemment, la

forme du déplacement correspond au premier modemue et on impose = 0.6 etf=40
kHz.
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On compare sur la figure 2-15 les tracés de laspesu point milieu pour les 3 modeles
réduits et le modéle différences finies. On a dHeisombre de modes pour chaque modéle
réduit de sorte que I'ajout d’'un mode supplémeatag change pas la valeur de pression
calculée de plus de 1%. Dans les trois cas, avér&l=[1,3,5] et k2=[1,3,5]. On constate
gue le tracé du modele réduit établi par changeaenariable (Version 3) présente de
meilleurs résultats que la version 1. Elle ne prsstoutefois pas de meilleurs résultats que la

version 2.

1 ——— DFN&5LN=21
Version 3k =[{135] k,=[135]
_____ Version 2k =[135] k,=[135]

— Version 1 k,=[135] k,=[135]

1
g
E
)=
B 0.5
3
8
g
a
g o
5
g
g
0.5
1L | | | | | | | | | _
05 1 15 2 25 3 35 4 4.5
Temps(s) % 10°

Figure 2-15Variation de pression au point milieu pour lesgna@solutions de I'équation proposées et le modéle
différences finies.

60



-11

N)

x 10
g 8
o
= — DF N=51N=21

X Yy

E 6l Version 3k =[135] k,[ 135] |.
-g .......... Version 2k =[135] k,=[135]
5 A —— Version 1k, 5[135]k,=[135] ||
o
o 2F -
5
7]
5
% 07 —
ol
g 5l i
g 2
S
(]
— _47 |
¥
s
g | | | | |
S 05 1 15 2 25 3 35
a

Ecart au substrat du point milieu (m) % 10°

Figure 2-16 Projection de la force fluidique sur le premier madécanique en fonction de I'écart entre le point
milieu de la poutre et le substrat.

On représente également la grandeur qui est istmes dans le cadre d’un modéle couplé
fluide-structure, c'est-a-dire la projection depeession sur le premier mode mécanique
(figure 2-16). On constate de nouveau les meilleéssiltats des versions 2 et 3. On fait
remarquer que le modele 3 présente I'avantageapaort au modele 2 de ne faire intervenir
gue des matrices symmeétriques, ce qui réduit lé d@traluation du modéle. Le modeéle 3 est

donc dans I'ensemble plus avantageux.
2.4.6.2. Considérations théoriques

Les modes propreg, du Laplacien définis suf2 =[0, L] x[0,W] associés a des conditions

limites B forment une base compléte de I'esp&cees fonctions continues de dans IR

[Sobolev 1989]. C'est-a-dire que toute fonctiontowe f [OF peut s’écrire sous la forme

d’une série :
fxy)=3adxy)  (57)

Cette série converge en moyenne. De plu$,respecte les conditions limité&s et est de

classe C2 méme sur les frontieres alors la sérieerge uniformément. Aingi dans (2-56) et
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p dans (2-54,2-55) sont exprimés sous la forme daweloppement série de N modes propres

du Laplacien respectant les conditions limBede¢ oup :
N

s =% s(t(xy) (258
k=1

Ces fonctions sont bien C2 puisque les équatiofi@rentielles qui les régissent font
intervenir leur Laplacien. Ce développement estiqdierement pertinent pour (2-55) et (2-
56) du fait de la présence de I'opérateur Lapladiems I'opérateur spatial sur respectivement
¢ etp. Les modéles réduits sont en effet établis pgeption des équations sur les N modes
propres du Laplacien sélectionnés. On regarde erant si les termes de cette équation

peuvent s’écrire sur cette base. On les considémame des fonctionk(x,y)de

Q =[0,L]x[0,W]dans IR. Si elles peuvent étre exprimée selon ueldgpement série qui y

converge uniformément, on garantit la conservatien'essentiel de I'énergie de ces
fonctions par projection sur I'ensemble sélectic{méﬁz,....,%}. Iy a convergence

uniforme si ces fonctions vérifient les conditidimsites B et si elles sont C2. Les termAg

et Appeuvent étre exprimés exactement sur cette basguysitp ou p le sont et que les

fonctions de bases sont les modes propres du liapla©n s’intéresse a une poutre
encastrée-encastrée par le haut ou la variatioprelgsion est nulle sur les bords libres et
encastrés. Dans les trois cas, seul le terme faisi@nvenir la dérivée temporelle de I'écart a

savoira—G,isa—G etis— ne respecte pas la condition valeur nulle subteds y = Cet
ot 'G*ot % ot
y =W. Les termes des équations s@rt.

Ainsi, seule la forme de I'opérateur spatial debf)-et (2-56) est un argument en faveur de
ces formes de I'équation. Les résultats sont ezt aftilleurs comparés au modéle différences

finies.

2.5. Choix d’'une base de projection de I'équation de Rey  nolds
non-linéaire
Dans cette section, on travaille sur la variaplsauf au 82.5.4.2 ou I'on rappellera les

résultats du modeéle avec changement de variable.

2.5.1. Modes propres du Laplacien

Les modes propres du Laplacien sont les modesgwsaw® I'équation de Reynolds linéarisée

au sens ou [Bai 2002] I'entend (cf § 1.2.1). Cé&slire que ce sont les modes propres de la
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paire de matriced,G) de I'équation linéaire discrétisée selon un schéifférences finies
mis sous la forme (1-5). On se place dans le aasedpoutre encastrée a ses deux extrémités
par le bas. Le flux est nul au niveau des bordagings, les conditions limites deviennent :
op,| _op| _
OX |, OX|_. . (2-59)
p.(x0)= p,(xW)=0
Par la méthode de la séparation des variablesqagels a (2-48) associée aux conditions
limites (2-59), on obtient :

N

P (1,9)= P, (03) = 2 cog e x]si k. 7y
_J2sik =0

2sinon
La figure (2 -17) présente la forme des quatre mempour les conditions aux limites

—

k; 20k, 21 (2-60)
C

kg

données.

Made | Laplacien [0 x 1] Made 2 Laplacien [2 xI]
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Mode 3 Laplacien [0 x 3] Muode 4 Laplacien [2 x 3]

Figure 2-17Quatre premier modes propres du Laplacien ([0 ¥21%,1] ,[0 x 3] et [2 x3]) pour les conditions
aux limites (2-59).

2.5.2. Base de Krylov (Approximant de Pade)

La base est déterminée a partir de I'équation ilie€2-9) qui discrétisée dans I'espace selon
un schéma différences finies peut s’écrire sodisriae :

dp dx
—=Ap+B— 2-61
dt P dt ( )

ou p est le vecteur des pressionsxatst le vecteur des coordonnées modales. La m#rice
constante contient les modes propres mécaniquesl'afitenir finalement comme entrées les
vitesses en chacun des points de la poutre. Orafiesaremarquer qu& est a un coefficient
pres l'opérateur Laplacien et que I'on considere d¢gs entrées de ce systeme sont les
coordonnées modales vitesses. On rappelle queetttbpe cette méthode est d’obtenir un
systeme linéaire d’ordre réduit dont la fonction wansfert approxime correctement la
fonction de transfert originale autour d’'une centafréquence. Des détails sont donnés au §
1.2.2. Ici on choisit la fréquence 0 Hz. On détemmia base de projection via le processus

d’Arnoldi [Chen 2001] décrit en annexe D. Il s’agiune base du sous espace de Krylov

K (A,r)= vecl{r, Ar AT, Alk'lr} avec :

A, =A"
. (2-62)
r=A"B
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La figures 2-18 représente les quatre premiersesate pression de la base de Krylov
générée pour les parametres suivarts500 um, W=70 um, h=2 um, Go=3 um, pression
P = 101310° Pa, I'air ayant une viscosité supposée constantie@ 10 Pa s, le fluide étant

supposé continu. Les matrices décrivant le systeéendépendent de ces parameétres qu'a un
facteur prés, la base obtenue de va donc pas dépdades paramétres au final. Ces modes
sont & comparer aux modes propres du Laplaciea €figure 2-10 qui sont aussi les modes
propres de la paire de matride &) du systeme linéaire (2-66). On constate qu’onetr®uve

pas le premier mode propre du Laplacien mais phlgdtmodes qui s’apparentent aux modes
[2 x 1] et [2 x 3] des modes propres du Laplacien.

\\ \\\\\\\\\
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Figure 2-18Quatre premiers modes de pression issus du pracdgsunoldi (générant la base du sous espace
de Krylov).

2.5.3. Modes issus de la décomposition propre orthogonale.

On utilise le code différences finies (2-61) asdéaxil’équation de Reynolds linéaire puis le
code différences finies décrit en annexe C assaci&quation (2-51) non-linéaire pour

pratiquer la décomposition propre orthogonale sw série d’'instantanés afin d’obtenir des
bases de projection. On comparera les deux basesuas puis les résultats de la projection
de I'équation de Reynolds non-linéaire (2-61) ses deux bases. Pour le cas ou I'on extrait
une base de la simulation du systeme non-linéaine,étudiera dans quelle mesure la
trajectoire d’apprentissage détermine la validi® ld base de projection issue de la
décomposition propre orthogonale, et dans quellsuneeles fonctions de base peuvent étre

réutilisées pour d’autres parametres géometriques.

2.5.3.1. Extraction des modes : Décomposition propre orthogmale

On travaille sur une poutre ayant les parametrésasu: L=500 pm, W=70 pm, h=2 um,
Go=3 um. On se place dans un premier temps a la pressidn013 1bPa, I'air ayant une
viscosité supposée constante de 1.82 RA s, le fluide étant supposé continu. On exeite |
premier mode propre de la poutre a une amplitud208e de I'écart ¢ = 0.2) au substrat et a
une fréequence de 50 kHz. La fréquence de coupurd’adeortissement du film d’air

compresseé étant égale a 134 kHz, on est dans leuckescompressibilité du film d’air a de
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limportance. De plus la fréequence propre de latpouvaut 66 kHz, donc on est dans le cas ou
I'amortissement influence fortement la dynamiquesgstéme mécanique dans le cas ou I'on

s’intéresse au modéle couplé.

On se base sur les deux codes difféerences fines @v maillage de 41 points sur la longueur
et 11 sur la largeur. On reléve 41 instantanésesud01 points du schéma d’intégration dans
le temps, ceci sur une période du mouvement. Oliseéane décomposition en valeurs
singulieres des matrices de ces instantanés. (Quellemue les valeurs propres associées a
chaque vecteur de base sont les carrés des valeuis matrice diagonale obtenue. Pour
I'extraction a partir du systéme linéaire, la preraifonction de base concentre 99.96% de
I'énergie des instantanés et les deux premiére$1®ur I'extraction a partir du systeme
non linéaire, la premiére fonction de base coneed®.74% de I'énergie, les deux premieres
fonctions 99.96%. La figure 2-19 montre les mod@®HRssus de la simulation de I'équation
linéaire, la figure 2-20 les modes issus de la Ktran de I'équation non-linéaire dans les
conditions décrites au paragraphe ci-dessus. Demsdéux cas, le premier mode peut
s’apparenter au mode propre [2 x 1] du Laplaciendeéuxiéme mode issu de la simulation du
systeme linéaire s’apparente au mode propre [2xBLlaplacien et est tres similaire au
deuxieme mode de la base de Krylov (cf §2.2.4).cBatre le deuxiéme mode POD issu de la
simulation du systeme non-linéaire s’apparentacilgiment & un mode propre du Laplacien.

On remarque que les deuxiemes modes sont tresedifféd’'une simulation a I'autre.
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Mode POD 1 (systéme linéaire) Mode POD 2 (systéme linéaire)
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Figure 2-19Deux premiers modes de pression issus de la déaitomgpropre orthogonale de 41 instantanés
issus de la simulation du systéme linéaire reptéaefiéquation de Reynolds linéarisée.
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Figure 2-20Deux premiers modes de pression issus d’'une désitigm propre orthogonale de 41 instantanés
issus de la simulation du systéeme non-linéaire.
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Pour illustrer la sensibilité de la forme des mod®g®D au choix de la trajectoire
d’apprentissage, on applique la méme démarchepripression ambiante de 1.013 P@,
une amplitude du déplacement de la moitié de ltéodral au substrat et une fréquence de 50
kHz, ce seulement pour la simulation du systéme-linéaire. Le premier mode POD
concentre 98.92 % de I'énergie du systéeme, lex geemiers 99.98%. Les profils selon la
largeur sont a peu prés les mémes que dans le ggreas étudié, ils changent selon la
longueur. Les figures 2-21 et 2-22 présentent celgppour les deux premiers modes POD
pour les deux cas étudiés. On vérifie bien queasebdéterminée dans le cas non-linéaire
dépend fortement de la trajectoire d’apprentiss@gevérifie que c’est aussi le cas pour une

simulation du systéme linéaire.

Agl-—o--

X(m) x 10 x(m) x 10

Figure 2-21 Comparaison des profils selon la longueur du peemiode POD issu de différentes simulations.
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Figure 2-22 Comparaison des profils selon la longueur du daugi mode POD issu de différentes simulations.

2.5.3.2. Reésultats : systeme linéaire /systéeme non-linéaire

On applique la méthode de Galerkin au modéle nuéalie version 1 (2-54) pour deux
bases : les modes POD issus de la simulation diersgslinéaire et non-linéaire dans le
premier cas deécrit au paragraphe précédéht=( 101 ®a, a = 02, f=50kHz ). La

situation étudiée est la méme que celle de I'ektraades bases. Dans ce paragraphe et ceux
qui suivent les erreurs sont déterminées sur laspe au point milieu et sont I'erreur
maximum instantanée. En termes de convergence, wme aolution a 2% prés pour deux
modes dans les deux cas (si on ajoute un autre Hevdeur entre les deux solutions est de
moins de 2%). On retient donc les résultats pouxk aeodes. La solution pour la base extraite
du systeme non-linéaire présente 8.5% d’erreusajae la solution pour la base extraite du
systeme linéaire présente 2% d’erreur par rapptatsblution du modele différences finies
non linéaire. Dans ce cas la base issue d'une afionl du systéme linéaire présente de
meilleurs résultats.

On effectue exactement la méme démarche mais podeuxiéme casR, = 1018 Pa,

a = 05, f=50kHz ). Les deux bases sont extraites a pagtsimulations avec ces parametres.
La simulation de I'’équation Version 1 (2-54) set faiissi avec ces derniers. En termes de
convergence, on a une solution a 1% pres pour 2mB@D retenus dans les deux cas. La

solution pour la base extraite du systéme linépigsente une erreur de 20% alors que la
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solution pour la base extraite du systéme nondliegarésente une erreur de 8.5%. Ce cas
s’éloigne plus du cas linéaire que le précédentrese rend compte qu’il est alors tres
pertinent d’extraire une base a partir de la sitnrdladu systeme non-linéaire. Dans ce cas

une base issue de la décomposition propre orthégpnend tout son sens.

2.5.3.3. Changement de parametres : pression ambiante, amplide,
fréquence.

On travaille maintenant sur le deuxieme cas poqude on a extrait des modes POD

(P, = 101310° Pa, a = 05, f=50kHz ). On applique la méthode de Galerkin raodéle

version 1 (2-61) pour deux bases: les modes PQ@Usisle cette méme trajectoire et les
modes POD issus de la trajectoire précedeme=( 101®a, a = 02 f=50kHz ) du
systeme non-linéaire

Pour les deux bases choisies il faut 2 modes piteindre la précision sur la solution voulue
(c'est-a-dire moins de 5% d’erreur si on ajoutemode), et I'erreur pour deux modes est
respectivement de 9 % pour la base issue de la re#m#ation, et de 8% pour celle issue de
la simulation précédente. On remarque toutefois goar la base issue de la méme
simulation, I'erreur pour 1 mode est de 8 % alar®lp est de 18% pour la base précédente
pour laquelle la convergence est toutefois rapidisqu’au final deux modes suffisent. La
premiere base extraite s’avere donc valable poer simulation a une pression ambiante
différente, et ou les non-linéarités sont plus inguates du fait du plus grand déplacement.
L’inverse est vrai aussi, on peut utiliser la derai base extraite pour la simulation
précédente. De méme la convergence est rapide ptélasion par rapport au modéle

différences finies bonne.

2.5.3.4. Changement de géométrie.

De méme, on constate que les modes POD restedesatiéme en changeant les parameétres

géométriques par rapport a la simulation d’extoactides modes (longueur, largeur,

entrefer,etc...) avec toutefois la contrainte dengre plus de modes en compte.
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2.5.4. Comparaison des différentes bases de projection

2.5.4.1. Approximation du systéme linéaire

a. Approximation dans le domaine fréquentiel
On s’intéresse au systeme linéaire (2-61) assdai¢jdation d’observation suivante :

Pries =C'P (2-63)

ou la variable observée est la variation de presaio milieu de la poutre. Un seul mode
meécanique est retenu pour I'excitation : la vagatientrée est la coordonnée modale vitesse.
Le systeme est SISO (Single Input Single Output).aPplique la transformée de Laplace a
(2-61) et (2-63) et on obtient la fonction de sfamt suivante :

H(s)=C'(sl —A)™"'B (2-64)

En projetant le systeme sur une base réduite, &&saesA, B, C deviennent,, B;, C; (cf
§1.2) et la fonction de transfert du modéle rédsitalors :

H,(s)=C,'(sl, -A,)"B, (2-65)

La base de Krylov est explicitement construite pobtenir une bonne approximation de la
fonction de transfert autour d’une certaine freqegmce n'est pas le cas des modes issus de la
décomposition propre orthogonale. Pour les modegres du Laplacien, il s’agit aussi d’'une
approximation de la fonction de transfert autows filéquences propres des modes propres.
On représente sur les figures 2-23 et 2-24 le ghila phase des fonctions de transfert des
différents modeéles réduits sur une plage de frécpid 100kHz] pour la poutre décrite
précédemment I(=500 um, W=70 um, h=2 um, G¢=3 um) a une pression ambiante de 1.013
10° Pa {.=13.4 kHz), la base POD ayant été générée aved05 etf =50 kHz. On obtient
une excellente approximation de la fonction dedfam sur la plage désirée avec la base de
Krylov et la base issue de la décomposition praptbogonale d’instantanés issus de la
simulation du systéme linéaire. Les modes proptesaplacien ne donnent pas un résultat

parfait.
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Figure 2-23Gain de la fonction de transfert & une pressioniam deP,=1.013% 10° Pa.
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Figure 2-24Phase de la fonction de transfert & pression arnebian1.013% 10° Pa.

b. Approximation dans le domaine temporel
On excite la poutre sinusoidalement avec les paramésuivants :P, = 101B0° Pa,

a = 005, f=50 kHz et reléve la valeur de la pression au paitieu pour le modele original

et les différents modeéles projetés. La base PORrtite avec les mémes parametres. Pour
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un ordre du modéle réduit de 2, les bases de KrgtovOD donnent des résultats parfaits,
alors que les modes propres du Laplacien donnensalution entachée d’erreur (5%). Les
résultats s’améliorent toutefois quand on augmkortdre du modeéle réduit.

200 / — Modéle DF 41x11
lovordre 2
00 N0 | Krylov 4
| POD lin ordre 2
100L- — Laplacien ordre 2 ,

pression au point milieu (Pa)
2

50k ,

100 ,

1501 ,

200 ,

-250E \ \ \ \ \ \ \ \ \ Bl
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16 18

temps (s) % 10°

Figure 2-25Réponse dans le temps pour trois bases différeitiggov, POD modes propres du Laplacien.

2.5.4.2. Approximation du systéme non-linéaire

On rappelle les différentes versions de I'équattudiée. On ajoute aux trois versions de
'équation étudiees (2-54, 2-55, 2-56), I'équata Reynolds sans hypothéses particulieres
étudiée dans [Hung 1999].

_ G® - 0GP
O(——POP) =—— 2-66) (Hunget al]
(12# )= 5 (2-66) (Hunget al)

Les parametres géométriques de la poutre sontuisujes mémes (=500 um, W=70 um,
Go=3 um). On imposeP, = 10180" Pa,a = 0.2 etf=50 kHz .
On applique la méthode de Galerkin sur les diffiaewersions de I'équation de Reynolds en
utilisant successivement :
- les modes propres du Laplacien. Ces modes ont xpression analytique et
ne dépendent aucunement d’une trajectoire d’appsage.
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- les modes de Krylov qu’on extrait de la structuvendodéle différences finies
associé a I'’équation de Reynolds linéaire. De méisene dépendent pas
d’une trajectoire d’apprentissage.

- les modes POD issus d'une série d’instantanés dsimalation du systeme

non-linéaire différences finies issu de (2-51). @esdes dépendent d’'une

simulation d’apprentissage, dont les parameétred :sd? = 101310* Pa,

a =02, f=50kHz.
Pour la version 3 avec le changement de variagdemiodes POD utilisés sont déterminés sur
la nouvelle variableg. Les erreurs correspondent a l'erreur maximum laupression
instantanée au point milieu dans chaque cas préeitableau 2-2 contient I'information sur
le nombre de modes a utiliser pour une erreur maxi de 5% par rapport a une solution de
référence prenant en compte 25 modes. La préqgmiorapport au code différences finies est
I'erreur de cette solution de référence. Pour paugealuer le modéle de [Hung 1999] un

modéle différences finies sans I'hypothése desqgsetiariations de pression a été codé.

Tableau 2-2Résultats pour différentes versions de I'équatiopoer différentes bases de projection.

Version 1 Version 2 Version 3

Laplacien| Krylov | POD | Laplacien Krylov | POD | Laplacien Krylov | POD
Convergence 3 x 1 4 1 2x1 1 1 2x1 Pas 1
a 5% prés | modes modes | mode| modes mode | modes| modes pertinent| mode
Précision par 4% 4% 2% 3% 0.1% | 0.3% 2% Pas |2%
rapport au pertinent
modele DF

Hunget al.

Laplacien | Krylov| POD
Convergence| 2x 1 3 3
a 5% pres modes modes | modes
Précision par| 10% 9% 7%
rapport au
modéle DF

On constate que la forme des équations de la ver@i@t 3 assure effectivement une
convergence plus rapide de la solution pour unes lamstituée des modes propres du
Laplacien que la forme initiale qui correspondéguiation version 1. On remarque que les
modes propres du Laplacien constituent une bonse paur le modele de [Hung 1999]

puisque seul deux modes sont nécessaires pouroanergence a 5 % pres. Les erreurs sont
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toutefois de I'ordre de 10% pour les trois basessatjue les erreurs pour les trois autres
modéles restent inférieures a 5%. On rappelle toistgue I'hypothese des petites variations
de pression n'a pas été faite pour ce modéle. Gromgare donc pas exactement les mémes
choses. On peut conclure qu’il est plus diffidlebtenir un modéle précis par la méthode de
Galerkin de I'équation (2-66) que de I'équation3(2- modifiee ou non.

Pour les trois premiéres versions de I'équatiorReégnolds étudiées, la projection sur les
modes POD est plus performante que la projectionless modes du Laplacien. Selon le
modele, il faut plus ou moins de modes de Kryloe ge modes propres du Laplacien pour
atteindre une précision donnée.

Les erreurs sur la pression au point milieu papoapau modéle différences finies restent
inférieures a 5% pour les modeéles avec I'hypothidse petites variations de pression. La
meilleure précision est atteinte pour le modelesioer 2 avec comme base les modes de
Krylov, elle est de 0.1%.

On réalise maintenant une série de simulation pauversion 1 de I'équation avec les

parametres suivantsk, = 101@ Pa,a = 05, f=50 kHz. On obtient les résultats présentés

au tableau 2-3.

Tableau 2-3Résultats pour I'équation version 1 pour un cagefoent non-linéaire
Version 1

Laplacien | Krylov| POD
Convergence| 3 x 3 9 2

a 5% pres modes modes | modes
Précision par| 6% 7% 4%
rapport au
modeéle DF

On constate que la base POD se révéle alors plumede que les modes propres du
Laplacien et la base de Krylov alors méme qu’ellété extraite pour d’autres parametres
(P, = 101310 Pa, a = 02 f=50kHz). Ainsi dans un cas plus fortement novédire,
l'intérét de la base POD prend tout son sens malgréurcolt a la construction dd a une
simulation nécessaire du modéle non-linéaire. An giune augmentation du nombre de
modes a utiliser et donc du co(t d’évaluation duléhe, les modes propres du Laplacien et la

base de Krylov restent une solution pertinente.
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2.6. Conclusion générale
On a dans ce chapitre traité de la résolution@guition de Reynolds linéaire et non-linéaire.

Apres avoir resumé les contributions de la liti@matsur ces points, hous avons propose une
résolution de I'équation linéaire dans le but d'étede de la réponse fréquentielle. Dans un
deuxieme temps, il a s’agit d’étudier I'équation Beynolds non-linéaire avec toutefois
I’hypothese des petites variations de pressionscliémgement de variable sur la pression a
éte proposé afin de donner a I'équation une forenerétant plus a l'utilisation des modes
propres du Laplacien comme fonctions de basesnEoifi a étudié la validité de trois bases
différentes : les modes propres du Laplacien, uaee lle Krylov et une base issue d’'une
décomposition propre orthogonale. La réponse fnétigple ainsi que la réponse dans le
temps des modeles réduits du systeme linéaire édiée. La validité des bases a aussi été
étudiée pour la réponse dans le temps de I'équabadinéaire.

Pour le systéeme linéaire, une projection sur uree ltle Krylov ou une base POD se sont
révélés rendre parfaitement compte du comportefm@&ientiel sur une certaine plage.

On a pu constater la pertinence de l'utilisationn& base POD dans un cadre fortement non-
linéaire. Les modes POD présentent toutefois Imvémient de dépendre d’une trajectoire
d’apprentissage. On a étudié brievement la validitthe base extraite d’'une simulation
particuliére sur d’autres simulations et les régslse sont révélés concluants. Une base POD
s’est méme révélée réutilisable pour d’autres patess géométriques.

La base de Krylov qui elle est extraite a partis tke structure du modéele linéaire se trouve
étre aussi pertinente que les modes propres datiapl avec toutefois, dans les deux cas, un
surcolt quant aux nombres de modes a utilisergggrort & une base POD. Ces deux bases
présentent I'avantage de ne pas dépendre d'ujeettysie d’apprentissage, ce qui réduit le
codt de construction du modele et augmente la tebsis du modeéle réduit obtenu.

Ainsi dans un cas faiblement non-linéaire, on pné®ra I'utilisation d'une base de Krylov
ou des modes propres du systeme linéaire (§1R2&ak)s un cas plus fortement non-linéaire,
un compromis est a trouver entre le colt de coctstru du modele important dans le cas
d’'une base POD, et le colt d’évaluation du mod&le pnportant dans le cas de bases issues

du systéme linéaire.
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Chapitre 3  Réduction d’ordre de modele d’'un systéme
couplé

On présente le principe de fonctionnement d'un oaioterrupteur actionné

électrostatiquement. En effet le comportement diy/pe de systéme est fortement influencé
par I'amortissement d’'un film d’air compressé, pti@ene traité dans le chapitre précédent.
On décrira aussi les autres phénomeénes physiquesi elans la modélisation de ce type de
systeme. On fera un état de I'art de la résolutlence probléme couplé pour s’intéresser
ensuite plus particulierement aux modeéles réduisndcro-interrupteurs. On établira un

modéle réduit couplé en incluant le modele de E&kqun de Reynolds avec changement de
variable établi dans le chapitre 2. Ce modele @agplvira a la simulation de I'effondrement
d’'un micro-interrupteur. Pour valider ce modele, se référera a un modéle différences

finies, ainsi qu’'a des résultats de la littérature.

3.1. Micro-interrupteur MEMS

3.1.1. Principe de fonctionnement

On se place ici dans le cadre d’applications raéegpfence (RF). Un micro-interrupteur peut
servir par exemple a sélectionner le mode émissioréception d’une antenne. Les différents
modes d’actionnement d’'un micro-interrupteur MEM@nts électrostatiques, thermiques,
magneétostatiques, et piezoélectriques. On s’irdérés aux micro-interrupteurs actionnés
électrostatiquement. Il existe deux principes decfionnement pour ces micro-interrupteurs
MEMS : le contact capacitif et le contact ohmiql&ans le cas d’'un contact capacitif, les
électrodes d’actionnement et de transmission ssnémes (Figure 3-1). A son état de repos
linterrupteur correspond a une certaine capagitéionné, il vient coller & un diélectrique au
dessus de la ligne de transmission, la capacitésmosndante devient alors tres grande. Dans
le cas du contact ohmique, I'électrode d’actionnanest différente de celle établissant le
contact au niveau de la ligne de transmission (Ei@42). L'interrupteur a contact capacitif
fonctionne mieux pour les hautes fréquences 5-1B8@ &ors que l'interrupteur a contact

ohmique est plus efficace entre 0.1 et 40 GHz.
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Figure 3-1 Micro-interrupteur a contact capacitif

Electrode d’actionnement Interrupteur

Ligne de transmission
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Electrode d’actionnement
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<«— Ligne de transmission
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Figure 3-2 Micro-interrupteur a contact ohmique. (a) vue de&cb) vue de dessus

Les interrupteurs en technologie semi-conducteorst $raditionnellement constitués de
transistors ou diodes PIN. Les avantages princigbux interrupteur MEMS par rapport a la
technologie traditionnelle sont une faible consomoma une bonne linéarité du composant,
de faibles pertes d’insertions et une meilleurdatsmn a I'état ouvert. Pour un micro-
interrupteur & contact ohmique, des problemesat@lifé sont a relier au contact métal-métal
au niveau de la ligne de transmission alors que poumicro-interrupteur a contact capacitif
ils sont dus au chargement du diélectrique. Degrpsosont aussi a faire concernant la

puissance que peut supporter ce type de systéme.
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Les caractéristiques temps de commutation, terd@octommutation sont a optimiser. On est
en présence d'un probleme électromécanique asswcigrobleme fluidique si le micro-
interrupteur n’est pas conditionné dans le videsAdes outils de simulations de ce probleme

multi-physique sont nécessaires a la conceptiaredemicro-interrupteurs.

3.1.2. Physique d’'un micro-interrupteur actionné de manier e

électrostatique

On se place dans le cas du micro-interrupteur pda te la figure 3-1 constitué d’'une poutre
encastrée aux deux bouts. On suppose la longudarmritre grande devant ses deux autres
dimensions. Les phénomenes étant non-linéairesg@eut ramener ce type de systeme a un
simple modele masse-ressort-amortisseur. La pardieanique est modeélisée par I'équation
d’Euler-Bernoulli en grand déplacement. Le phénagnébamortissement est régi par
'équation de Reynolds dont la résolution est émidans le chapitre 2. Pour la partie
électrostatique I'approximation des capacités Harst faite.

3.1.2.1. Mécanique

-Equation d’Euler-Bernoulli
L’axe Ox est défini selon la longueur de la poutre. Latiefaentre sa déformation et la force

qui lui est appliquée est en général déterminéédrpration des poutres d’Euler-Bernoulli :

0w 0°w 0w

El -(S+ =F_ - 3-1a
aX4 ( SO) axg ext p atz ( )
EAS( ow)

s=2 (—Wj dx (3-1b)
2L \ 0x

ouw est le déplacement vertical de la poutreon moment d'inertiesy la tension résiduelle,
Sla force axiale due a I'’élongatioA,l'aire de la section de la poutie e module d’Young et

p la masse volumique du matériau. Cette équatioétabtie en annexe B.

Le termeS (3-1b), correspondant a la force axiale due agation de la poutre ne devient
important que quand les déplacements verticauxdmiibrdre de I'épaisseur de la poutre.

Si le rapport largeur sur longueur est trop impdrtétypiquement, supérieur a 1/10),
'approximation « poutre » n’est plus valable, aluf considérer une plaque. Toutefois avec

'hypothese d’'un déplacement constant sur la largé€équation des plaques peut étre
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approximée par I'équation des poutres en chandeanbdule d’Younge dans (3-1a) el’
(3-1c),v étant le coefficient de Poisson [Younis 2003].

- B
L-v?)

(3-1c)

-Pertes mécaniques

Il peut étre utile de tenir compte des pertes migc@s au niveau des points d’ancrage. En
particulier, dans le cas d’'un environnement tressbgression, ce sera la cause principale des
pertes du systeme. Elles sont notamment mentionc@®asne source d’erreur du modele
[Hung 1999].

-Contact

[McCarthy 2002] présente un modéle pour un mictermupteur constitué d’'une poutre
encastrée-libre (Fig.1-3). Le contact se fait seelet au bout de la poutre. La poutre ne colle
pas immédiatement, il y a un phénomeéne de reba@rdist, qui est modélisé par une raideur
supplémentaire. Dans le cadre de cette théseunliedine poutre encastrée-encastrée pour
laquelle on négligera ce phénomeéne.

3.1.2.2. Actionnement électrostatique

-Force électrostatique
L’équation a résoudre pour le probléme électragtatiest I'équation de Poisson :

AV =0. (3-2)

associée aux conditions limites définissant le moe au niveau des électrodes
d’actionnement. On fait en général I'approximatiaes capacités planes, les sections restant
paralleles. L'expression de I'énergie électrostaigpar unité de longueur est alors la

suivante :

U ee(X) =%C(X)V2 (3-3a)

C(x) =¢ L (3-3b)
0 G(X) )

C(x) la capacité par unité de longue@(x) est I'écart entre la poutre et le substi&t]a

largeur de la poutreg,la permittivité électrique du vide.

La force électrique par unité de longueur a alesgpression suivante :
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EWV? 1
2 G(x)?

Felec(x) = (3'4)

Cette approximation ne prend pas en compte legseffe bords. Ces derniers ont deux
causes : I'épaisseur de la plaque étant non nub&jste un champ électrique entre les bords
latéraux et le substrat, et si les dimensionsd#&érde la plague ne sont pas assez importantes
devant la distance au substrat, le champ entrbdegs du dessus de la plaque et le substrat

n’est plus négligeable.

-Phénomene de pull-in/pull-out
Le comportement des structures actionnées de neagliéctrostatique est caractérisé par une

instabilité statique. Au-dela d'un certain déplaeainvers le substrat, I'équilibre entre la
force de rappel mécanique et la force d’actionnénédectrostatique devient instable et la
poutre se colle brusquement au substrat : c’gghémomene de « pull-in ». Dans le cas d’'une
structure simplifiée constituée de deux électrotlasge fixe, 'une mobile suspendue a un

ressort de raideur k.

A
(E‘/ Aelec @

Figure 3-3 Structure électromécanique simplifiée.

L’instabilité se produit a une distance égale awstide la distance initiale entre les deux
électrodes. La tension correspondante, dite terdgon pull-in » ou tension d’effondrement,

s’écrit alors :

3
Vpi = ﬁ (3_5)
27‘90 A\elec

Aciec €St I'aire de la capacité&;, est I'écart initial entre les deux électrodes

En pratique, on traite le cas d’'une poutre pourdtigul est alors plus compliqué de trouver
une expression analytique de la tension d’effonérémPamidighantam 2002] propose une
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expression prenant en compte les effets de boadsomtrainte résiduelle, et les grands
déplacements de la poutre.
Une autre caractéristiqgue importante d’un micredintpteur est la tension de rétablissement

V,, ou tension de «pull-out». Cette tension corredpa la tension a laquelle il faut

redescendre pour décoller la poutre du substratiiat 1995]. Ainsi un micro-interrupteur

sera souvent soumis a une tension de biais statiorise entre/; etV , de maniere a

accélérer son actionnement [Gretillat 1995]..

3.1.2.3. Phénomeénes électrothermiques

[Yang 2004] inclut dans son modéle les phénometextréthermiques dans le cas ou une

source de tension supplémentaire est connectée kstrdeux extrémités de la poutre. Le

courant traversant la poutre est source de chakaueffet Joule, ce qui modifie la contrainte

dans la poutre. Ces effets sont modélisés pardimulinéaire suivante.

rLd AT
k k ot

ol ¢ = E”

est la source volumique de chaleur ayda conductivité électrique et E le champ électrique

A (3-6)

p estla densité du matérial; ;sa capacité calorifique &t sa conductivité thermique. Un

terme d’expansion thermique est inclus dans I'égoad’Euler-Bernoulli, de méme nature
gue la contrainte résiduelle ou la force axiale @liélongation. Dans le cas étudié, il n'y aura

pas de source de tension supplémentaire, ce phé@eameesera pas pris en compte.

3.1.2.4. Amortissement

Le phénomene d’amortissement ayant lieu dans léigeoation de la figure 3-1 est appelé
dans la littérature « squeeze film damping ». tineedélisé par I'équation de Reynolds qui a

fait 'objet d’une étude approfondie dans le chagpjirécédent.
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3.1.3. Réponse fréquentielle du systéme couplé

3.1.3.1. Modeles de la littérature

On a vu dans le 8 2.1.3 que [Younis 2004] lineéafigquation de Reynolds pour un

déplacement statique donnée de la poutre pourndigier les modes propres de pression
comme des fonctions des modes propres du déplatethatilise ces expressions dans les
éguations de Von Karman linéarisées. Par une méthliments finis, il résout le probleme

aux valeurs propres résultant pour en dégager deeda de qualité et la fréquence de
résonance principale de la structure actionnédreltatiguement.

[Li 2007] applique la méthode de Galerkin a I'égoiatde Reynolds linéarisée autour d’'un

point de fonctionnement et en déduit la réponsguieétielle de coordonnées modales de
pression. Il utilise ces expressions dans I'équaticuler-Bernoulli également linéarisée

pour déterminer la réponse fréquentielle de lactire actionnée électrostatiquement. Par
identification, il obtient le facteur de qualitélatfréquence de résonance de la structure.

3.1.3.2. Réponse fréquentielle du systeme couplé

On va maintenant chercher a comprendre I'influetqn@e ce phénoméne peut avoir sur un
systeme couplé fluide-structure du type du mictermupteur de la figure 3-1 soumis a une
force uniforme. On observe la réponse fréquentaglee type de systéme soumis a une force

uniforme sinusoidale. On rappelle I'expression gl@mdeurs caractéristiqués pulsation de
coupure de I'amortissement du film d’air comprintd e, pulsation propre mécanique.

_ 1 GRT
c 27T12,u\N

1 A? 1 A% |ERh?
m = T2 T2 (3'8)
277 L 277 L= \12

Ou A, la premiere valeur propre de I'opérateur spateal’ équation d’Euler-Bernoulli a une

(3-7)

dimension (3-1a).
Le systeme mécanique se comporte comme un systérdeuxiéme ordre. La comparaison

de f_ et f_ permet d’évaluer I'importance du film d’air surdgnamique du systéme. [Bao

2007] met en évidence trois cas principaux :

84



f. = f,. L'amortissement visqueux et I'effet de raideufluant tous deux sur la

C

dynamique. Les courbes bleue et rouge de la fiGueillustrent ce cas pour un
systéeme mécanique de frequence profyre K829 A I'approche def_ la raideur
globale augmentant, le gain diminue. On observsi ajue le décalage de la fréquence
de résonance et la baisse du facteur de qualitedsaatant plus importants que la
pression ambiante est grande. Les fréquences dearse (celles pour lesquelles le

gain est maximal) sont notéés

f. << f. Leffet de raideur du film est dominant. Toutisfola raideur du systeme

meécanique est en général beaucoup plus importateejle du film d’air. Celui-ci
n'a donc que peu d’influence sur le gain du systéameplet. Néanmoins, un décalage
de la fréquence de résonance est en général obkerge fait est illustré par la
courbe verte de la figure 3-4. On constate en eifiet faible baisse du gain mais un

décalage de 3 kHz de la fréquence de résonance.

f. >> f_. Sur la bande de fréquence intéressaifiitg (), 'amortissement visqueux

est dominant. On observe ce phénomene sur la fRyBreour des pressions ambiantes de

5x10° et 10 Pa. En abaissant la pression2x10°Pa, les composantes raideur et

amortissement commencent a avoir des importanceypa@bles, un décalage de la

fréequence de résonance est observable.
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10°Pa  fc=1.2kHz / fr=35.9kHz
103 Pa fc=11.5kHz / =57.1 kHz
210° Pa fc=23 kHz / fr= 72.2 kHz

10 '+

Amplitude modale

10’ 10* 10°
fréquence (Hz)

Figure 3-4 Réponse fréquentielle a différentes pressions amds du premier mode d’une poutre encastrée -

encastrée de fréquence profire = 329kHz soumise a une excitation sinusoidale uniforme.
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210° Pa fc=92 kHz / fr=72.2 kHz
510° Pa fc=230 kHz / fr=67.5kHz
10* Pa fc=460kHz / fr= 66 kHz

Amplitude du premier mode mécanique

10

10_77 . . . L . . . L o
10" 10°
Fréquence (Hz)

Figure 3-5Réponse fréquentielle a différentes pressions amds du premier mode d’'une poutre encastrée-
encastrée de fréquence propig= 657kHz soumise & une excitation sinusoidale uniforme.

Ainsi, a l'aide de quelques parametreset f_on peut évaluer qualitativement l'influence de
'amortissement du film d’air sur la dynamique dteme couplé fluide-structure.

3.1.4. Modeles réduits de micro-interrupteur

3.1.4.1. Modele de [Gabbay 1998] /[Mehner 2000]

a. Principe général
[Gabbay 1998] et [Mehner 2000] proposent une apmolcasée sur le découplage des

domaines pour la construction du modele réduit. foastions d’approximation des énergies
électrostatique, mécanique et cinétiqgue sont détéas par des séries de simulations uni-
domaines. Un circuit équivalent du phénomene d'séissament d’un film d’air compressé est
établi, les valeurs des composants dépendant mglitade du déplacement. Cette méthode a

eté implémentée dans ANSYS sous la forme d’élémpatticuliers (ROM144 pour les
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parties électrostatiques et mécaniques et ROM14@r pep partie amortissement). Les
simulations uni-domaine nécessaires a [|'établissemeles différentes fonctions
d’approximations des termes non-linéaires sontegaiautomatiquement. La simulation
transitoire d’un micro-interrupteur pour un échetlntension supérieure a sa tension de pull-

in sert de validation. L’erreur sur le déplacendunpoint milieu est d’environ 15%.

b. Modele mécanique
On s’intéresse ici plus particulierement au modatcanique. L'utilisation d’'une approche

s’apparentant sous certains aspects a la théosiendeles propres non-linéaires permet de
rendre compte correctement des non linéarités nopoes

Le modéle mécanique de [Gabbay 2000] est baséesumbdes propres linéaires de la
structure établis a partir d’'un modeéle élémentssfib’expression de I'énergie mécanique a

alors la forme suivante :

U @=Y Marq (32

Ouq est le vecteur des coordonnées modalesyldss fréquences propres de résonances et
les M, , les masses modales.
[Gabbay 2000] fait des simulations quasi-statiqueds la structure actionnée

électrostatiquement avec le modeéle linéaire civtesd avec un modéle éléments finis non
linéaire électro-mécanique établi a I'aide du la@icCoSolve-EM. Aucune autre précision
n'‘est donnée sur le modele mécanique élémentsufifie. Il apparait que le modéle linéaire
sous-estime la raideur de la poutre par rapponmnadele élément finis. Dans un deuxieme
temps, [Gabbay 2000] établit une fonction d’appmwation de I'énergie mécanique non
linéaire en fonction de coordonnées modales cooratmt aux modes propres linéaires de la
structure a partir de données issues de simulagt@ments finis. Il s’avere que le modele
obtenu surestime la raideur de la poutre. Ainsnteléle linéaire contraignant certains degrés
de liberté de la poutre, les modes propres lingaigesuffisent pas a la construction d’'un bon
modéle non linéaire. [Mehner 2000] cherche a am&iioe modéle. Il se place dans le cadre
des modes normaux non-linéaires (MNNS). |l se Bas@les modes de la structure mécanique
ou seuls les mouvements des nceuds de la surfates s la direction principale du
mouvement sont contraints. Les autres degrés dddilsont libres ce qui laisse par exemple
la possibilité de contractions de Poisson non prese compte dans les modéles de [Gabbay
2000]. Du point de vue des MNNSs, on peut considguél choisit une variable maitre qui est
la coordonnée modale du déplacement dans la diregtiincipale de la ligne neutre. Une

coordonnée maitre équivalente serait de choisitélgdacement dans la direction principale
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d’'un nceud de la ligne neutre. Les déplacementsedeceud maitre dans les deux autres
directions ainsi que les déplacements dans les tlicéctions de tous les autres nceuds sont
alors des coordonnées esclaves. Il ne reléverdepadeplacements de tous les nceuds mais
seulement la grandeur macroscopique nécessaigadlissement de la dynamique, c'est-a-
dire I'énergie mécanique. Il en établit ensuite erpression approchée par une méthode des
perturbations en supposant un mode dominant. Leaéds permettant la détermination de
I'expression approchée sous la forme d’'un polynéioedre 4 des coordonnées modales sont
issues de simulations correspondant a un mouvetiieptemier mode modifié en interaction
avec les autres modes mineurs modifiés aussi. @elmoend compte correctement des effets

non linéaires d’'une structure en grands déplacesnent

3.1.4.2. [Hung 1999], [Rewienski 2003 B], [Chen 2004].

[Hung 1999], [Rewienski 2003 B], [Chen 2004] tratteun méme exemple de micro-
interrupteur régi par 'équation d’Euler-Bernoudins le cas linéaire (3-1), par I'équation de
Reynolds dans le régime de Knudsen (2-37) et d@actidnnement électrostatique est
modélisé par I'approximation des capacités plam@s. s'intéresse aux performances des
méthodes, on ne rappelle que brievement leur pencelui-ci ayant été décrit plus haut en
détail.

[Chen 2004] linéarise les équations et en étahlisahéma différences finies pour en extraire
une base de Krylov par la méthode d’Arnoldi (cf 182). Parallélement il fait un
développement de Taylor des termes non-linéaird&deation d’origine a I'ordre deux ou
trois. Puis il projette I'équation obtenue sur Esé de Krylov précédente. Son modéle ne
parvient pas a décrire des déplacements de pla®%ede I'écart initial, la base réduite étant
de dimension 5 et I'ordre du développement de Ta/lo

[Rewienski 2003 B] développe un modele linéaire mparceaux dont la base de projection
est construite par concaténation des espaces devkisgus des modéles linéarisés autour de
différents points de I'espace des phases. A pditin modéle différences finies d’ordre
N=880 (nombre de variables d’états), il obtient desultats satisfaisants avec un modele
réduit d’ordre 41 et 9 points de linéarisation.

[Hung 1999] utilise la méthode de Galerkin avec desdes issus de la décomposition propre
orthogonale (81.2.2). A partir d'un modele diffécen finies d’ordréN=240 (pour le maillage
de 1/4 de la poutre) et de 4 trajectoires d’apjssage (nécessitant des simulations du modele

différences finies complet), il obtient des rédgltsatisfaisants avec un modele d’ordre 4 (2
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modes meécaniques, 2 modes pression) pour un écHheldansion en entrée. Le temps de
simulation est divisé par 37. Il remarque que lm @ efficacité augmente avec 'ordre du
systeme initial. Il compare aussi les résultats lsutemps d’effondrement a des résultats

expérimentaux.

3.2. Modele couplé fluide-structure d’'un micro-interrupt eur a
contact capacitif

3.2.1. Equations

On modélise le micro-interrupteur actionné élet¢ttiguement de la figure 3-1. On a retenu
le modéle de Reynolds avec changement de varibblsystéme d’équations aux dérivées

partielles le régissant est :

o'w a’w _ g,wV? 1 0w )
Bl B3 5e =7 (G, —w(x,t))’ Hhe-Age (399
avecC

-EA [a_wj dx (3-9b)

2L 0x
% %
Np-gBY " 1o O] o, PO (3-10a)
w}/z w% ot B,
avec
p=gy (3-10b)

@(G) = (L+6K )G® (3-10c)

3.2.2. Modele réduit

3.2.2.1. Euler-Bernoulli

Le modéle mécanique est basé sur I'équation d’ERéenoulli linéaire ou non-linéaire pour
une poutre (3-9a). Rigoureusement, si le déplacedeta poutre est de I'ordre de grandeur
de son épaisseur, la force axiale (3-9b) doitdtise en compte.

Le modéle mécanique réduit est obtenu par la métliedGalerkin appliqguée a (3-9a). La
base sélectionnée est consistituée d’'une séledidhmodes de vibrations de la poutre. On a
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reporté la dérivation de l'expression de ces moelesannexe B. En projetant le terme

comprenant la tension axiale de (3-9b) suNesodes propres mécaniques, on obtient :
L

N N
2 L
a—\ivvvl =5[6_WW|} _glowow - g a oW oW\ _ o Ha (3-11a)
0X ox |, 0X 0Xx ox | 0x

i=1 i=1
pourl =1,...,N

ouq;, i=1,...,Nsont les coordonnées modales de la structure

avecH, =<0Wk %> k=1..N,I=1..N (3-11b)
0X | 0Xx
s:E‘ (a_""j dng‘ @% dng‘ aaH,
2L | L ax 2L ox 2L N
A A i=1 i,j=1
soit S=a"Ha (3-12)

On obtient alors un modéle de la forme :

Ka+(a'Ha)JHa+Ma=p°+p™ (3-13a)

ou M = pAl

oul est la matrice identité.
B

et K =El A

. . A . .
K est une matrice diagonale contenant les val@irs %aﬁ ,i=1..., N ou lesw, sont les

pulsations propres associées aux modes prepres
Soit :

K,(@a+Ma=p°+p™ (3-13b)

avec

K,(@)=K +(a"Ha)H

flu

a sont les coordonnées modales mécanigp®st, p™ sont respectivement la projection de la

force électrostatique et de la force fluidiquelsgrN modes sélectionnés.
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3.2.2.2. Equation de Reynolds

La base sur laquelle on développe la solution@sstduée d’une sélection des modes propres
du Laplacien. Le modéle issu de la méthode de Walappliquée a (3-10a) est donné
éqguation (2-45) au § 2.4.3.

3.2.2.3. Modele couplé

Ona:

Ns Ns

p.ﬂu:<p|w.>=Z<¢kw-“2\w.>sk(t)=Zseksk(t), (3-14)

k=1 k=1
avecBR, = (g™ |w)  pourl =1...N

ou Nsest le nombre de modes d’amortissement retenus.

Si on assemble les modeles mécanique et fluidiguabtient donc le modeéle réduit couplé

suivant :

Il O 0 q a 0 I 0 a 0

oM O p aj=|-K,@ 0 BP(@) |[a|+|p° (at) (3-15a)
0 0 B S 0 0 Q(aa)|s| |—-f(ad)

On peut alors écrire (3-15a) sous la forme :

M, (z)% =G(z)z+d(zt) (3-15b)
ou
z=|a (3-15¢)

L’intégration dans le temps de cette équation péars se faire en utilisant les solveurs dediés
de Matlab (odel5s,...).
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3.2.3. Importance de 'amortissement dans la dynamique du systéeme

étudié.
3.2.3.1. Cas étudié

Pour valider le modele d’amortissement d0 au filmirdcompressé, on utilise I'exemple
utilisé par [Hung 1999] repris ensuite par [RewierZ003 B]. Ce microsysteme (Figure 3-1)
a le méme type de fonctionnement qu’'un micro-infgieur a contact capacitif. Le temps
d’effondrement dépendant de la pression, il a étdsagé de l'utiliser comme capteur de
pression [Gupta 1997].

Les parametres caractéristiques de la poutre &gdigt les suivants : longudus 610um,

largeuwW = 40pum, épaisseuh= 221m, distance au repos entre les électrd@gs 23
um, module d’YoungE =149x10°Pa, tension résiduell§, =-3.7 MPa densit¢ du
matériau de la poutpe=2330 kg.n¥. Par ailleurs la viscosité de I'air vaput= 182x10°Pa.s
et la permittivité du vides,=8.854x10"* F/m. Le parcours libre moyen dans I'air & pression

atmosphériqueP,,,, vaut A~=64 nm, ce qui n'est plus négligeable devant(2%G,). C'est

tm

d'autant plus vrai si la pression ambian diminue. Le libre parcours moyen vaut

alorsA = Aof. On utilise alors le modéle suivant pour la visigosffective :

0

f =—E— (3-16)
1+67
G

Ce modéle sera choisi ou non selon les résultatgugls on compare ceux de notre modele

réduit.

3.2.3.2. Importance de I'amortissement du film d’air dans ladynamique
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P, 1013 10°

N
e —

— —P,1013 10*

=
a

Ecart au substrat du point milieu (m)
[

o
a1

6
temps(s) X 10-4

Figure 3-6 Réponse a un échelon de tension de 9V pour ditE&seressions ambiantes.

On réalise des simulations & des pressions amhiifféeentes 1.01810° Pa et 1.01810"Pa
pour la structure décrite ci-dessus. On retientsenl mode propre meécanique=l) et 4
modes d’amortissementi&4). On ne prend pas en compte les grandes défomaahais on
se place dans le régime de Knudsen. La tensiofod@fement de cette structure est 8.87 V.
La figure 3-6 montre que la pression ambiante agraede influence sur la dynamique du
systeme, c'est-a-dire que les phénomenes d’anertest jouent un réle important. Reste a
savoir quels phénomenes exactement et dans quedlerenil est important d’avoir une bonne
modeélisation de I'amortissement.

On observe a la figure 3-7 la valeur absolue d#érdntes forces projetées sur le premier

mode mécanique pour un échelon de 9.5V et uneipneambiante de 1.023L0° Pa.
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) (N)

temps(s) % 10%
Figure 3-7 Valeur absolues des différentes forces projetéele qaremier mode mécanique

En effet, I'hnypothése des petites variations desgiom n’est plus valable sur la fin de la
simulation : la pression tend vers l'infini. Lessuftats sont toutefois valables pour deux
raisons : la pression ne dépasse 10% de la preasmmiante que sur la toute fin de la
simulation et la force de pression devient néglitee@ar rapport a la force électrostatique. En
effet, la pression au point milieu atteint 10% agiession ambiante alors que la poutre a déja
parcouru 90% de la distance initiale au substr&ute part au moment ou la variation de
pression atteint la valeur de la pression ambidatérce électrostatique vaut déja deux fois
la force de pression. On a marqué le temps oudttint la limite de validité du modele par

une ligne verticale bleue.
3.2.3.3. « Incompressibilité »/ Petite variation de pression

L’équation de Reynolds dans le régime de Knudsew &lypothése des petites variations de

pression a la forme :

3
0 G @*+6K) =9 gl 14 P ||=[14+P|9C G P (3-17)
12u P )jot P ot
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Négliger le deuxieme terme du membre de droite3elE7]) car les variations de pression sont
faibles et lentes correspond a ce qui est appelas dia littérature hypothése
d’ « incompressibilité », méme si a strictementlgrate gaz n’est pas incompressible. En
effet, on fait I'hnypothése des gaz parfaits ;. sgé est incompressible, la pression ne varie
pas.

On avait déja une indication qualitative de lirdhce des différents parameétres sur
limportance du phénomene de compressibilité darsab linéaire et en régime sinusoidal de
part la frequence de coupure ou le nombre de squéezon va vérifier I'influence de la
pression ambiante et de la largeur de la poutréasugcessité ou pas de prendre en compte la
compressibilité du gaz dans le modéle dans le oaslinéaire et sur une simulation en
transitoire. On compare les temps de commutatioec aet sans cette hypothése

supplémentaire.

x 10°
2.8r

— — cas "incompressible”
cas compressible

S

24

N
N
T

N
T

Temps deffondrement (s)

=
[0¢]
T

16+

1.4 ! ! ! ! ! ! ! ! !
88 9 9.2 94 9.6 9.8 10 102 104 106 108

Tension (V)

Figure 3-8 Temps d’effondrement de la structure [Hung 1999h& pression ambian®=1.013 18 Pa.

La figure 3-8 montre des résultats pour le mictefiupteur décrit ci-dessus pour une

pression ambiante d&= 1013 18 Pa. Les figures 3-9 et 3-10 montrent des résyfiats une
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largeur de 70 um, les autres dimensions étant £gatelle de [Hung 1999], et des pressions

respectivement égales013x 16 Pa et1013x 16 Pa.

x 10

—— — Pa=1.013 10% cas "incompressible”

2r Pa=1.013 10" cas compressible 7

Temps d effondrement (s)
=
T

0.5+ .
0 | | | | | | | | |
88 9 9.2 9.4 9.6 9.8 10 102 104 106 108
Tension (V)
Figure 3-9Temps d’effondrement, Largeur 70 pm, Pression amédiy=1.013 10 Pa
x10°
10~ :
9, _

Pa=1.013 10° cas "incompressible”

7+ ——e—— Pa=1.013 10> cas compressible .

Temps d effondrement (s)
2

1 1 1 1
8.8 9 9.2 9.4 9.6 9.8 10 102 104 106 108

1 | | | |
Tension (V)
Figure 3-10Temps d’effondrement, Largeur 70 pm, Pression améR,=1.013 16 Pa
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A pression ambiante et méme a 1/10 de la pressitnaate, il n'est pas nécessaire de
ap s .
prendre en compte le ter & pour la structure considérée. Par contre si osskala

pression ambiante et/ou que I'on augmente la lardeda structure, alors le phénomene de
compressibilité devient plus important ce qui i prédit par le modéle linéaire.

3.2.3.4. Importance du modéle de la viscosité

Les figures 3-11 et 3-12 donnent les résultatcearant les temps d’effondrement avec le
modele de la viscosité constante et le modelerfaiagervenir le nombre de Knudsen (3-16).
On constate une différence a pression atmosphéebpe que le libre parcours moyen ne
vaut que 3% de I'écart au substrat. Le temps deffement diminue quand on prend en
compte la viscosité effective. A une pression iefére a savoir 1.013 tPa, I'écart est
encore plus important ce qui est logique car digre parcours moyen vaut presque 30%

de I'écart initial au substrat.

x 10
3 T T T

— NELN=4 Régime de Knudsen

N=1 N_=4 Viscosité constarnte
25 S

w
1

=
1

Temps d effondrement (s)
=
=

0 | | | | | |
8.8 9 9.2 9.4 9.6 9.8 10 10.2 104

Tension dactionnement (V)

Figure 3-11Mesure des temps d’effondrement & une pressionaamebile 1.013 f£0Pa.
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x 10

250 — N=1N=4 Régime de Knudsen | |

N=1N S:4 Viscosité constante

1.5F 8

Temps d effondrement (s)

0 | | | | | S
8.8 9 9.2 9.4 9.6 9.8 10 10.2 104

Tension dactionnement (V)

Figure 3-12Mesure des temps d’effondrements pour une pressitnante de 1.013 i®a.

3.2.4. Validation du modéle : comparaison a un modéle diff ~ érences finies

3.2.4.1. Modele différences finies

Le modéle mécanique est le modéle basé sur I'équdtEuler-Bernoulli incluant ou pas la
force axiale due aux grands déplacements. On tivesi outre sur le modéle de I'équation de
Reynolds a viscosité constante, c'est-a-dire quer’est pas dans le régime de Knudsen. Le
modele différences finies fluidique est construie@ I'’hypothese des petites variations de
pression.

On présente les deux méthodes de résolution, tduté&mn directe du systeme couplé et la
meéthode de relaxation. Les résultats des deux méshsont concordants. Le modele couplé a
une limitation supplémentaire due aux limites desgance de calcul de l'ordinateur a
disposition. La méthode de relaxation offrira pties possibilités en termes de nombres de
points du maillage.

On compare les résultats de notre modéle rédudua du modele différences finies dans

I'objectif de valider le modele réduit construit.

a. Modéle couplé
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On assemble les modéeles difféerences finies mécareidluidique pour obtenir un modéle

couplé de la forme suivante :

g w 0 [ 0 w 0
” Wwl=|-M*K 0 M™B |w |+ M F, (3-19)
p 0 Rw) Q(w,w)| p 0

Ouw, vecteur des déplacements,petvecteurs de pressions.

Le détail du schéma différences finies concernaouhtion d’Euler-Bernoulli est fourni en
annexe E, ainsi que celui de I'équation de Reynqldgiffere quelque peu de celui présenté
en annexe C. On utilise le solveur dédié de Matlddil5s pour résoudre ce systeme d’EDOs

non-linéaires.

b. Méthode de relaxation

On détaille ici le schéma numérique de la méthadeethxation utilisée.
Soitw, le vecteur des déplacements/e vecteur des vitesses, ete vecteur des pressions
aux différents points du maillage.

TS

On résout le systeme couplé selon le schéma repésdda Figure 3-12.

Reynolds

Figure 3-13Schéma numeérique de résolution de I'’équation den&ldg

Le bloc « méca » correspond a la résolution d’EBEmoulli avec inclusion des grands
déplacements ou pas selon un schéma prédicteweteur. La partie électrostatique est
incluse dans le bloc «méca» via I'approximatioes dcapacités planes donnant une
expression explicite de la force électrostatiquesfion du déplacement. Le bloc « Reynolds »
correspond a la résolution implicite de I'équatoi® Reynolds avec I'’hypothese des petites
variations de pression (2-37).

Le découplage des différents domaines permet déreéth taille des problémes a résoudre
mais aussi de les ramener a une intégration daesigs qui ne nécessite que la résolution de
systemes linéaires. Cette approche permet de ltemvavec un maillage de dimension

importante.
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3.2.4.2. Résultats

On compare, pour la poutre décrite au 8§ 3.2.3ds résultats obtenus a l'aide des différents
modéles dans le cas ou :

» laforce d’actionnement est uniforme et sinusoidale

» la force d’'actionnement est due a 'applicationn@uension continue entre la poutre

et le substrat.

L'objectif est ici de valider le modéle réduit eongparant les résultats a ceux donnés par le
modéle différences finies. Le modele différencese repose sur I'utilisation de 41 points
sur la longueur de la poutre et 11 points sur tgelar. Le nombre de points utilisés pour
évaluer les intégrales pour les modeéles réduitchetsi de maniere a coller au maillage
différences finies. On compare ici le déplacemantpdint milieu pour les deux modéeles.
Notre modeéle réduit est intégré dans le temps idel’au solveur odel5s de Matlab. Le
modéle différences finies est intégré dans le tesefimn la méthode décrite au § 3.2.4.1\b. On
a verifié que dans les deux cas, force uniformacgbnnement par une tension continue, un
seul mode mécanique suffit. Pour la partie fluigigan considere que le modeéle converge
guand, si on ajoute un mode supplémentaire selme ldes deux directions I'erreur entre les

deux résultats n’est pas de plus de 2%.

c. Force uniforme
On va traiter deux exemples. Dans le premier cagpptique une force uniforme sinusoidale

d’amplitude 5 1G N/m, de fréquence 10 kHz & une pression ambiante.@l8 16 Pa. Le
phénomene de compressibilité sera négligeable imagténomene fluidique sera fortement
non linéaire du fait des grands déplacements. Dandeuxieme cas I'amplitude de la force
sera de 2 16 N/m, sa fréquence 100 kHz et la pression ambiaetel.013 16 Pa. Le
phénomene de compressibilité prendra alors plumprtance limitant assez rapidement
'amplitude du déplacement possible du fait de pbthése des petites variations de pression.
Le phénoméne observé ne sera que faiblement ndarairn mais fera intervenir la
compressibilité du film.

Le modele différences finies est intégré dansrgeavec 400 points par période. Les figures

3-14 et 3-15 présentent les résultats pour le Eneoas.
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DF relaxation 41x11 pts
———— MORN=1N_=9

Ecart au substrat du point milieu (m)

0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
temps (s) % 104

Figure 3-14Ecart au substrat pour une force uniforme sinuseidtamplitude 5 18 N/m, de fréquence 10 kHz
a une pression ambiante de 1.013P)

1 | DF relaxation 41 x 11 pts
——— MORN=1N_=9
8000+ .
6000 - .

Variation de pression au point milieu (Pa)

-6CXD* | | | | | | | | | I
0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 14 16 18 2

termps(s) % 104

Figure 3-15Variation de pression au point milieu pour uneéod’excitation de la poutre uniforme sinusoidale
d’amplitude 5 16 N/m, de fréquence 10 kHz & une pression ambianieis 16Pa.
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On peut considérer que le modele réduit convem& P modes d’amortissement.. Les

erreurs relatives sont de 3% pour le déplacemet.886 pour la pression au point milieu.

Les figures 3-16 et 3-17 présentent les résultats ¥cart au substrat et la pression au point
milieu pour les deux modeles pour le deuxieme ca&ude. Dans ce cas 4 modes

d’amortissement suffisent a la convergence du neodeérreur maximum sur la pression et

sur le déplacement est d’environ 7%.

x 10°

DF relaxation 41 x 11 pts
——— MORN=1N_=4

Ecart au substrat du point milieu (m)

0.2 04 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
temps(s) % 10°

Figure 3-16Ecart au substrat pour une force uniforme sinaeid’amplitude 2 18N/m, de fréquence 100
kHz & une pression ambiante de 1.013PE0
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DF 41 x 11 pts
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'1(m C | | | | | | | | | N
0.2 04 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
temps(s) % 10°

Figure 3-17Variation de pression au point milieu pour une éodéexcitation de la poutre uniforme sinusoidale
d’amplitude 2 1G N/m, de fréquence 100 kHz & une pression ambianfe@ll3 16Pa

d. Force électrostatique

On applique maintenant une tension échelon de &.5¥e pression ambiante de 1.818°
Pa. On note que I'hypothése des petites variatiengression n’est plus valable sur la fin de
la simulation mais que pour les raisons exposéees Iphut cela n'a pas d’incidence sur le
temps de commutation.

En ce qui concerne le nombre de modes, notre mddélee un temps d’effondrement a 1.5%
pres pour un modéle a 9 modes d’amortissementgpguort & un modele & 16 modes. Les
figures 3-18 et 3-19 présentent les résultats pécart au substrat et la variation de pression
au point milieu. Notre modele réduit donne pournnodéle a 9 modes d’amortissement un

temps d’effondrement a 3% par rapport au codereififges finies.
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x 10°
5 -

DF 41 x 11 pts
- MORN-1 NS:9

Ecart au substrat au point milieu (m)
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temps(s) % 10-4

Figure 3-18Ecart au subtrat du point milieu pour une activapar une tension échelon de 9.5 V. La pression
ambiante est de 1.0%3.0°Pa.

700 .
DF 41 x11 pts
— MORN=1N=9

(o] | | | |
0.5 1 15 2 25

x 107

Figure 3-19Variation de pression au point milieu pour unewtion par une tension échelon de 9.5 V. La
pression ambiante est de 1.04B0° Pa.
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3.2.5. Validation du modéle : comparaison a des résultats de la

littérature.

Dans un premier temps, on comparera les résukatotie modele réduit a d'autres modeles
différences finies de la littérature. Dans un deme temps, on présentera des données
expérimentales. Le systéme étudié est toujours@menque celui décrit préecédemment aux
parameétres prés pour les données de Gaptal. [Gupta 1996]. On présentera aussi les
résultats du modele de Hung avec comme base deatiég de Reynolds des modes issus

d’'une décomposition propre orthogonale.

3.2.5.1. Modeles difféerences finies de la littérature

a. [Hung 1999}/ [Rewienski 2003 B]
Les parametres caractéristiques de la poutre €tstigt ceux donnés au paragraphe 3.2.3.1.

Dans le modéle de [Hung 1999] I'effet des granddat®ments de la poutre n’est pas pris en
compte, par contre le modéle de Reynolds est leefaodon-linéaire (2-8) et la limite de
continuité du fluide est prise en compte, le modiddela viscosité est celui présenté au
§3.2.3.1.

X 10
1.5 T T T
A DFHung 40x 20
_ _ MORI1IN=1 NS:4
— MOR 2Hung N=1 NS:4
0
(<
%
©
E 0.5+ e
|_
0 | | | | | | |
8.8 9 9.2 9.4 9.6 9.8 10 10.2 10.4

Tension (V)

Figure 3-20Temps d’effondrement en fonction de la tension Echappliquée
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La base de projection de I'équation de Reynolds omodele de Hungt al. est issue d’'une
décomposition propre orthogonale d’une série diintnés d’'une simulation de I'interrupteur
actionné par une tension échelon de 9.5V. La tandieffondrement prédite par le modéle
différences finies de Hung et al. est 8.76V. Not@déle réduit d’ordre 6 ainsi que celui de
Hung de méme ordre prédisent une tension d’effonedné de 8.87 V. Notre modéle donne
des estimations du temps d’effondrement parfaitéroemects mis a part pour des tensions
trés proches de la tension d’effondrement. Le neodeél Hunget al. donne des résultats de

méme qualité que notre modéle.

Rewienskiet al. traitent exactement le méme exemple que Heingl, c'est-a-dire que la

limite de validité de I'hnypothése de continuité fluide est prise en compte mais pas les
grands déplacements. Sa poutre est maillée par 20 rmoeuds, de méme que le modele
différences finies de Hung et al. Les figures 3e2B-22 présentent les trajectoires pour des
tensions échelon de 5.5V et 9V a la pression ath@gpe. La variation de pression

maximum est de 45 Pa pour 5.5 V, I'hypothése déitepevariations de pression est bien
valable. Pour 9 V, la variation de pression attdid® de la pression ambiante, limite de
validité de I'hypothése des petites variations tesgion, alors que la poutre a déja parcouru

95% de son déplacement.
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Déplacement du point milieu (M)

A DF Rewienski 40x20
\ — — MOR1N=1N=4
\ — MOR2ZHung N=1 N_=4
\ —

n 1\ —_ |

T | | | | | | | | T

0 2 3 4 5 6 7 8 9 10
temps(s) % 10—5

Figure 3-21Réponse a un échelon de 5.5V
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Figure 3-22Réponse a un échelon de.9V

La figure 3-23 présente la réponse a une tensi@ingsoidale d’amplitude 7V et de
fréequence 2kHz. La variation de pression maximailer ge cas est de 70 Pa, I'hypothese des

petites variations de pression est donc bien valabl
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0.5
DFRewienski 40x 20
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Déplacement du point milieu (m)
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temps (S) % 10—4

Figure 3-23Réponse a une tension cosinusoidale d’amplitudet@é fréquence 2kHz.

La figure 3-24 présente la trajectoire du pointlieni pour une tension d’entrée
v(t) = 55exp(5010°t) et une pression ambiante de 1.013 P@. Rewienski semble avoir

omis d’adapter le libre parcours moyen qui devedots 100 fois plus grand qu’a pression
atmosphérique. En commettant cette méme erreuréestats concordent. On constate ici
gue la base POD pour le modele de Hahgl. ne donne pas de bons résultats. La trajectoire
d’apprentissage est en effet assez éloignée dajémtbire résultant de I'entrée exponentielle.
On teste le modele avec les modes propres du Liapldzase qui s’était révélée donner des
résultats corrects au chapitre 2 (§2.5.4.2). Orsted@ que les résultats sont meilleurs mais

toutefois toujours moins bons que ceux de notreateoctduit.
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DF Rewienski 40x20
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——— MOR 2 Hung N=1 N,=4 POD

MOR 2 Hung N=1 N, =4 Laplacien

0] 0.2 04 0.6 0.8 1 12

Figure 3-24Réponse a une tension d’entnéd) = 55exp(-5010°t).
On remarque que notre modele réduit donne de neagé&rérale de meilleurs résultats que le

modele réduit de Hunet al., particuliérement pour la réponse a un échelod\de

b. [Gupta 1996]
Les parametres suivant prennent maintenant lesngalguivantes : épaissetr= 212um,

distance au repos entre les électrodgs= 207um, module d’YoungE =164x10’Pa,
tension résiduell§, = -35 MPadensité du matériau de la poysre2200 kg.nt. On trouve

dans [Gupta 1996] les temps d’effondrement de csfitecture donnés par un modele
différences finies deux dimensions. Ce modéle premccompte les grands déplacements,
mais pas la limite de I'hypothese de continuitéfidide. Il considére la viscosité comme
constante. Son modele reste toutefois basé swdaté@mn de Reynolds non-linéaire (2-8).
Ayant mesuré une tension d’effondrement de 8.76\a mjusté la valeur de la tension
résiduelleS de maniere a ce que la valeur de la tension didfieEment donnée par le modéle

différences finies concorde avec la valeur mesukgec les mémes parametres, une viscosité
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considérée comme constante et la prise en compgtg@ads déplacements, notre modéle
réduit d'ordre 6 (4 modes d’amortissements, 1 moéeanique), ainsi que celui de Hueig

al. de méme ordre prédisent une tension d’effondrerden®.02V. Les valeurs des temps
d’effondrements pour différentes tensions échelppliquées pour le modele différences
finies de Guptaet al, notre modele réduit et le modéle réduit de Haogt données a la
Figure 3-25.

x 10
4 ‘
3.5F \ ]
Gupta 2D DF 40 x 20
3k 7I\/IOR1N:1NS:4 i
——— MOR 2 Hung N=1 N_.=4
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Temps deffondrement (s)
™

0.5+

0 | | | |
8.8 9 9.2 9.4 9.6 9.8 10 10.2 10.4

Tension (V)

Figure 3-25Temps d’effondrement fonction de la tension échelopliquée.

On remarque que la dynamique du micro-interruptsir mal prédite pour des tensions
proches de la tension d’effondrement, ce sur uageptle tension plus importante que pour le
cas de Hunet al. (cf 83.2.5.1\a). Les erreurs sur les temps d’'effements sont sensiblement
les mémes pour les deux modeles réduits. Les a¢suftaméliorent quand la tension
appliguée augmente. La différence par rapport aP.83\a est que les grands déplacements
sont pris en compte. On a vérifié que le modéeladyrdéplacement issu de la méthode de
Galerkin (83.2.2.1.) donne de bons résultats pgpad a un code différences finies de (3-

9a), ce sur l'actionnement d’'un micro-interrupte@est donc que le modéle grands
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déplacements de Gupta al. doit différer de celui de (3-9a). Des recherchwd & mener sur

ce sujet.

3.2.5.2. Données expérimentales

Les grandeurs caractéristiques du micro-interrupgent les mémes que pour les données de
Gupta et al. ci-dessus. Son modéle différencesdine prenait pas en compte le régime de
Knudsen et il ajustait la valeur de la compressiésiduelle de fagcon a ce que la tension
d’effondrement de son modele différences finiesleca@vec la tension d’effondrement
expérimentale. On va effectuer la méme démarchémns notre modele réduit et celui de
Hunget al, on prend en compte et les grands déplacemdnks,régime de Knudsen. On

ajuste la valeur de la tension résiduelle Sa=-374 Migafacon a ce que la tension

d’effondrement vaille bien 8.76V, ce pour les denadéles. On remarque que notre modele
donne des résultats un peu plus proches des doexgé&smentales que le modéle de Heng

al., les erreurs restant toutefois assez importabtesnéme que précédemment les résultats
sont meilleurs pour des tensions d’actionnemerg jplyportantes.

On peut expliquer les erreurs par la non prisecnpte des pertes au niveau des ancrages de
la poutre [Hung 1999], un modele de la viscosivg simplifié [Fukui 1988] et la non prise
en compte des effets de bords au niveau électipstatD’aprés [Leus 2004] on peut estimer
I'erreur sur la valeur de la capacité comme étantarise entre 10% et 20%.
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Figure 3-26 Comparaison des valeurs des temps d’effondrememniiées par rapport aux temps d’effondrement
expérimentaux de Gupt al. La valeur de la tension résiduelle est ajust& & -374MPa.

3.3. Conclusion
On a, dans un premier temps, décrit le principdodetionnement d’'un micro-interrupteur

MEMS. On a ensuite détaillé les différents phénagserphysiques régissant son
comportement dont le « squeeze film damping » pagil’équation de Reynolds traitée au
chapitre 2. On a ensuite rappelé différents résulia la littérature sur la résolution de ce
systeme couplé electrostatique/mécanique/fluidigDe. s’est notamment intéressé a la
réponse fréquentielle du systeme couplé mécanigitiefue renseignant sur I'influence du

« squeeze-film damping » sur le systéme.

On a ensuite établit un modele d’ordre réduit céual micro-interrupteur a contact capacitif.
La partie fluidigue est basée sur I'équation de rieés avec I'hypothése des petites
variations de pression et sur laquelle on a apglign changement de variable décrit au
chapitre 2. La possibilité d’'inclure I'effet de edaction du gaz par la prise en compte d’'une
viscosité effective est donnée par ce modele. Ldaeomécanique est basé sur I'équation

d’Euler-Bernoulli pour laquelle les grands déplaeais peuvent étre pris en compte.
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L’équation de Reynolds modifiée est projetée sarnwdes propres du Laplacien, alors que
I'équation d’Euler-Bernoulli est projetée sur sesdes propres. La validation de ce modéle a
été faite par comparaison a un modele différenogssfet a des résultats de la littérature. On
a aussi donné, pour comparaison, les résultats atiele de Hunget al. [Hung 1999] qui
résout I'équation de Reynolds sans hypothesescphgties selon la méthode de Galerkin
avec comme base de projection des modes issugdéedaposition propre orthogonale. On a
aussi dans certains cas présenté les résultatsmedele pour une base constituée des modes
propres du Laplacien.

La comparaison a des modeles différences finieslevdh méthode de réduction d’ordre de
modele qu’est la méthode de Galerkin impliquartheix d’'une base particuliére. On a dans
un premier temps comparé les résultats a ceux abde différences finies avec I'hypothése
des petites variations de pression. Les résultatmatre modele réduit sont parfaitement
satisfaisants. On a ensuitre comparé a des résdkala littérature pour laquelle I'hypothése
des petites variations de pression n’est pas fat€omparaison aux résultats de Rewieeski

al. valide parfaitement notre modele. Par contre lengaraison par rapport aux codes
différences finies de Hunget al. révele une discordance quant aux résultats sur la
modélisation de la structure actionnée par desiaesstres proches de la tension
d’effondrement. Les résultats restent toutefoissdamsemble parfaitement corrects. Enfin, la
comparaison aux données de Guptaal. révele d'importantes erreurs sur les temps
d’effondrement pour des tensions également proeha tension d’effondrement. Ces erreurs
sont beaucoup plus importantes que pour le casudgétal.. On peut essayer de I'expliquer
par le fait que les grands déplacements sont preompte. Le modéle grand déplacement (3-
9a) semble donc étre différent du modele différerfoges de Guptat al. sur lequel on n'a
pas de précisions particuliéres.

La comparaison a des résultats expérimentaux vdédenodele constitué du systeme
d’équations (cf 83.2.1) et la méthode de réductimrdre de modéle. Les résultats sont
satisfaisants. On peut expliquer les erreurs paotaprise en compte des pertes au niveau des
ancrages de la poutre [Hung 1999], un modele destasité trop simplifié [Fukui 1988] et

la non prise en compte des effets de bords au melkeatrostatique.
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Chapitre 4 Evaluation des termes non linéaires

4.1. Introduction
Le modéle réduit présenté au §83.2.2.3 du chapitréc@ssite le calcul a chaque pas de temps

d’intégrales dépendant de maniére non triviale cgdonnées modales. Certaines de ces
intégrales correspondent au modéle fluidigue cpmedant a I'équation de Reynolds, les
autres a la force électrostatique et au terme meualié aux grands déplacements de la
poutre. Il serait intéressant comme présenté a8132.d’arriver a exprimer la projection de
la force fluidiqgue sur le premier mode mécaniquence une fonction des coordonnées
modales mécaniques. On verra qu'en effet, sousaineg hypothéses relatives aux
dimensions du dispositif et dans le cas « incongils», on peut trouver une expression
analytique de la projection de cette force. Lorsgee hypotheses ne sont pas vérifiées, on
sera obligé d'avoir recours a une technique numéritg tabulation/interpolation. Dans le cas
ou on ne peut plus considérer I'écoulement comrampressible, on montrera qu'il n'existe
plus de relation simple entre la force fluidique les coordonnées modales vitesse et
déplacement. On devra alors utiliser le modeleitédunplet présenté au §83.2.2.3 du chapitre
3 qui nécessite le calcul des intégrales mentianpéscedemment. On montrera que, dans ce
cas, l'utilisation de la méthode de Rewienski (8.3 permet de réduire fortement le colt
d'évaluation de ce modele. On appliquera ausse aatithode au code différences finies
couplé présenté au 83.2.4.1\a. Enfin, on propogeeaméthode alternative s’inspirant de la

meéthode de Rewienski et tirant parti de la natargiquliere du modéle réduit.

4.2. Approximation globale de la force fluidique

On cherche ici a exprimer la force fluidique prégtsur le premier mode mécaniqbe,

comme une fonction des coordonnées modales méemnidéplacement et vitesse. On
montrera que sous I'hypothése d’une poutre étroriggeut trouver une expression analytique
de la projection de cette forde,,. Dans le cas d’une poutre plus large cette exjpressest

plus valable. On va alors tabuler les valeurs dée derce pour un maillage régulier de
'espace des coordonnées modales mécaniques postticitesse. Lors de la simulation la

valeur deF,, sera déterminée par interpolation linéaire deswal&abulées.
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En ce qui concerne la validation de ces deux megdele traitera I'exemple d’une poutre de
longueur 610um, étroite dans un premier temps de largeupdOpuis plus large dans un
deuxiéme temps de largeur 20®. On travaillera sur deux exemples, celui de ikaatement

du micro-interrupteur, et celui plus théorique dapplication d'une force uniforme
sinusoidale. On comparera les résultats du moaeie fur I'expression analytique approchée,
du modéle basé sur l'interpolation linéaire de ueddabulées, et celui du modéle réduit décrit

dans le chapitre 3.

4.2.1. Approximation analytique de la force fluidique pou r les poutres
étroites

On rappelle I'équation de Reynolds avec I'hypothése petites variations de pression et dans

le cas incompressible :

3 3
(G ), 0(G ) 6
ox\12u ox ) oy\12u oy ot

Les dispositifs de type micro-interrupteurs étamtgénéral beaucoup plus longs que larges,

on peut faire I'hnypothése que les variations depression selorx sont négligeables par

rapport aux variations selgn De plus, la valeur dé est indépendante gelL’équation (4-1)

devient :

0°p _12u oG

—_— 4-2
ay> G° ot (4-2)

En intégrant deux fois cette équation tenant condet conditions limites « bords libres »
selon la longueur, on obtient I'expression de kspronp(x,y) Intégrant cette expression sur

la largeur, on obtient I'expression de la forc&iique :

fflu (X) = _(ﬂw 4-3)

G, -w)’

En projetant cette force sur le premier mode propmeobtient :

L
A W,
W1> = Hga aij. ——=dx  (4-4)
0

< f
flu 3
W,
0 l-a —*

0

L’évaluation de cette intégrale pour les granddsura dea; est colteuse. En normalisamt
de sorte quen, =1 corresponde a un déplacement égal a I'écart limitissubstrat, I'intégrale
tend vers l'infini quanda, tend vers 1. On peut donc en chercher une appatxim

analytique sous la forme :
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0(1—a1"(‘;1j3 ) (1ial)”'

ouC= jwfdx (4-5b)
0
Les parametres du modeéle peuvent par exemple étegntinés en résolvant le probleme

d’optimisation suivant :

(1-¢)

{A..&.}= argmin ‘ﬂc 1+ka, |(a1)} da, . (4-6)

(-a)

Poure=103, on trouven=2.5001 et=0.0147 ce qui donne une erreur relative maximale d

0

0.1% sur I'étendue de I'écart initial au subst&iton arrondin a 2.5 et ek a 0, on trouve une
erreur de 0.15% ce qui est tres acceptable. Oma clmmme expression finale approchée de
la force de pression projetée sur le premier madprp mécanique :

W? 1+ka, |
Gl fi-a) ™

On vérifiera la pertinence de cette approximatiorgad.2.2.1 par comparaison aux résultats

F

flu _iUC (4'7)

pour une poutre large en ce qui concerne la valleuf=, ainsi qu'au § 4.2.3 ou I'on

présentera les résultats de simulation.

4.2.2. Approximation numérique de la force fluidique pour les poutres

larges
Lorsque la poutre est large, il n’est plus possitdeésoudre analytiquement (4-1), comme au
paragraphe précédent. En revanche, on peut suppa@desxiste toujours une relation simple
entre les coordonnées modales et la force fluidigtegetée sur le premier mode. En

particulier, on va montrer qu’'on peut chercher approximation de~,, sous la forme :

F o Fla)

flu — W .
La détermination d€& peut se faire a partir de données d’apprentisgggesrées en résolvant
numeriquement I'équation (4-1) dans laquelle laenalde G(xt) est imposée. On pourra

vérifier que pour une poutre étroitga,, a,) ne dépend que trés faiblementadest qu’elle est

linéaire erg, .
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4.2.2.1. Trajectoire d'apprentissage.

Pour générer les données d’apprentissage, oneutitiscode différences finies de I'équation
(4-1). On choisit une fréquence d’excitation deptautre et on fait varier I'amplitude du
mouvement au cours du temps afin de couvrir I'espdes phases qui nous intéresse. La

coordonnée modale mécanique a alors I'expressivarge :

a,(t) =| Coeff +(Coeft, —COefg)TL sin(@t)  (4-9)

fin
ou Coeff et Coeff, sont respectivement I'amplitude initiale et l'amyde finale du
mouvement exprimée comme fraction de I'écart ihida substrat et que l'on fixe
respectivement & 0.01 et 0.9. On choisit une fréceiel’excitation de 120 kHz. Ces données
sont générées dans deux cas de figure : une pduine largeur égale a 40m (poutre

« eétroite ») et une poutre d’'une largeur égale@20 (poutre « large »), de maniére a mettre
en évidence l'influence de la largeur de la powgwe la fonctionF. Les résultats sont

présentés aux figures 4-1, 4-2 et 4-3.
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x 10°
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Figure 4-1Fonction F des coordonnées modales mécanique@ositivitesse pour la poutre étroite.
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day /ck 11 a,
Figure 4-2Fonction F des coordonnées modales mécaniquequositivitesse pour la poutre large.
x 102 Poutre étroite x 10° Poutre large
8r n 1r
sl 0.8+
0.6+
4,
0.4+
2 0.2+
L o L o
ol 0.2
0.4
_4,
0.6
i : 0.8
_8 %t 1 1 | | -1 1 1 1 |
-1 05 0 05 1 -1 05 0 0.5 1
day/dt x 10° da, /ot x 10°

Figure 4-3Fonction F de la coordonnée modale vitesse poyrdases étroite et large

On vérifie (Figure 4-3) que, pour une poutre égola fonctionF,, a bien la forme (4-7)

puisqueF ne dépend que de la coordonnée modale vitasse est linéaire erd,. Pour une

poutre large ce n’est plus le cas.
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4.2.2.2. Approximation de F

On va chercher a approximerpar un modeéle linéaire par morceau. Pour celaaoastimer
sa valeur sur un maillage régulier par la méthodekidigeage [Vasquez 2005]. Pour une
poutre étroite, la fonctiof étant quasi linéaire ea,, on utilise seulement 5 points selon la
dimensiona, et 5 points selor, . Pour une poutre large on utilisera 20 pointsrselzacune

des dimensions, soit 400 points de maillage. Lefases obtenues dans les deux cas sont
représentées aux figures 4-4 et 4-5.

-1 _1 ’
da, /dt a

Figure 4-4 Surface obtenue pour la fonction F par estimatesichleurs par krigeage pour la poutre étroite.
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_1 _1 )
dalldt a

Figure 4-5 Surface obtenue pour la fonction F par estimateshleurs par krigeage pour la poutre large.

On constate de nouveau que pour des valeues geoches de 1 (poutre proche du substrat),
la fonctionF n’est plus linéaire e, . Le temps CPU pour I'estimation de la premierdasig

est de 7min 35 s et de 5 min 43 s pour la deuxsumface.

4.2.3. Résultats

4.2.3.1. Actionnement électrostatique

On appligue une tension échelon de 9.5 V afin gqupdutre vienne coller au substrat. On
regarde dans un premier temps la réponse de lagpéinobite. Le modele numérique basé sur
la tabulation des valeurs dedonne le temps d’effondrement exact. L’expressioalytique
approchée (4-7) donne un moins bon résultat. Lar@otent coller au substrat avec une
vitesse quasi nulle contrairement aux résultathddele réduit ou la vitesse tend vers l'infini.
Ceci peut probablement s’expliquer par le fait djbgpothése des variations de pressions
selon la longueur négligeables par rapport auxatiaris de pressions selon la largeur n’est
plus valable quand la poutre se rapproche troputhsteat. En effet, un pic de pression se

forme alors au niveau du milieu de la poutre.

122



25
- Fau Tabulatiorvinterpolation
£
;:)j 2 Fau expression analytique -
E —— MORN=1N_=4
=
2 1.5F :
3
ge]
¢
- 1 L |
4
)
g
8 05 .
(o
O | |
0] 0.2 04 0.6 0.8 1

temps(s) <103
Figure 4-6 Réponse a un échelon de 9.5 V pour la poutre éfpaoitir les trois modeles proposés, le modeéle
réduit projeté, I'expression analytique approctiédy,, et le modéle ou les valeurs Beont tabulées.

18 FHuTabuIatiorVinterpolation

Fau expression analytique
——— MORN=1N_=4

1.61

12+

FHu (N)

0.8f

0.6

0.2

4
temps (s) % 10-4

Figure 4-7 Force de pression projetée sur le premier mode migaga pour la réponse a une tension échelon de
9.5V pour les trois modeéles proposés.

On constate sur la figure 4-6 que pour le modese lsaur I'expression analytique dg,Fa
vitesse diminuant sur la fin de la simulation laia@on de pression aussi, elle ne tend plus

vers l'infini.

123



On regarde maintenant la réponse de la poutre large échelon de tension de 9.5V.
L’expression analytique est trop simplifiée dans#s d’'une poutre raisonnablement large.
On constate par contre que quand on tabule lesirgatie la fonctiorF, les résultats sont

parfaitement corrects. Le temps pour cette simaag@st de 2 min pour le modéle réduit
simplement projeté et de 40 s pour le modele réakec approximation de la fonction de

pression, soit un gain d’un facteur trois.

x 10°
25F -
Flg_u TabulatiorvInterpolation
€ 2 ‘; Fu expression analytique 7
T \ — MORN=1N=4
E
E 15 .
S
yo
&
8 1t -
2
7
3
g
w O5- =
0 ! ! ! ! ! —
(0] 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012

temps (s)

Figure 4-8 Réponse de la poutre large a une tension échel8rbiepour les trois modéles proposés.

124



x 10

25F -
2 L |
FF|u TabulatiorvInterpolation
FF|u expression analytique
151 — MORN=1N_=4 i
Z
=]
LI:_
1 L |
0.5 A
,,,/'/
N / }
0 [ | 1 | | | | —
(0] 1 2 3 4 5 6
temps (S) % 103

Figure 4-9F¢ , pour la réponse de la poutre large a une tensioelén de 9.5V pour les trois modéles proposés

4.2.3.2. Force uniforme sinusoidale

On applique une force uniforme sinusoidale d’aragit 1 N/m et de fréquence 10 kHz &
la poutre étroite. Les résultats des trois modétescordent parfaitement. Dans ce cas 14,

I'expression analytiqgue approchée est suffisante.
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Figure 4-10Réponse de la poutre de largeun#®a une force uniforme sinusoidale d’amplitudé Ndm et de
fréquence 10kHz.

x 107
15;

FF|u Tabulation/interpolation

FF|u Expression analytique 7
——— MORN=1N_=4

0 1 2 3
Temps(s) X 10-4

Figure 4-11Fg, pour une poutre de largeur gt soumise & une force uniforme sinusoidale d'aomit1”
N/m et de fréquence 10kHz.
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On applique maintenant une force uniforme sinudeidamplitude 0.5 N/m et de fréquence
10 kHz a la poutre de largeur 206. On fera remarquer que I'hypothése d’'incompraégsib
n'est plus tout a fait valable dans ce cas la. éf@érence sera un modele réduit basé sur
Reynolds incompressible dont la dérivation estiliéadans I'annexe G. On constate que les
deux modeles considérang Fcomme une fonction des coordonnées modales domeent
mémes résultats. On est dans la zone de la sydatigure 4-5) ou Fest encore linéaire en

a,. Il est difficile par ce mode d’actionnement déatidre la zone non-linéaire car le film d’air

ne permet pas de se rapprocher assez du substsatésultats sur le déplacement des trois
modeles concordent presque parfaitement, il y aeureur de 10% surgk, entre le modeéle

réduit et les deux modeles basés sur les fonctions.

x 10°

3.2F

FF|u TabulatiorvInterpolation

3t FF|u Expression analytique _

—— MORN=1 NS:4
2.8

2.6
24

2.2

1.8

Ecart au substrat du point milieu (m)

16

14

temps(s) % 104

Figure 4-12Réponse d’'une poutre de largeur 200a une excitation sinusoidale d’amplitude 0.5N{rdee
fréquence 10 kHz.
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Figure 4-13F, pour une poutre de largeur 20 excitée sinusoidalement par une force uniforme
d’amplitude 0.5N/m et de fréquence 10 kHz.

4.2.4. Conclusion

On a pu constater que dans un certain domaine rigidanement a préciser I'expression
analytique approchée dig), donnait de bons résultats pour une poutre étonitarge. Pour

la simulation de I'effondrement de la structureeetxpression approchée ne suffit pas méme
pour la poutre étroite. Avec cette expression laty@ovient coller au substrat avec une vitesse
qguasi nulle ce qui allonge artificiellement le tesrgieffondrement. L'approche tabulant les
valeurs deF, fonction a partir de laquelle on peut atteinéftg, donne de des résultats
parfaits dans le cas de la poutre étroite et |poge les deux types de simulations c’est a dire
l'effondrement de la structure et l'application dé&i force uniforme sinusoidale. Pour le
dernier exemple, c'est-a-dire l'application d’'uregck uniforme sinusoidale a une poutre
large, on a atteint la limite de validité du modgleompressible. On montre que dans le cas
compressible, on ne peut exprimeg, comme une fonction des coordonnées modales
mécaniques position et vitesse. En effet si ong@adlusieurs simulations d’apprentissage a
des fréquences différentes, on trouve que pourno@me valeur des coordonnées modales
Fru peut prendre des valeurs différentes. On doitsadmoir recours au modéle présenté au

§3.2.2.3 du chapitre 3 nécessitant le calcul djrdkes fonctions non triviales des
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coordonnées modales. On va, dans ce qui suisartih méthode de [Rewienski 2003] qui va
consister a linéariser par morceau les fonctiogssant la dynamique afin d’éviter le calcul

des dites intégrales.

4.3. Modele linéarisé par morceaux [Rewienski 2003 B]

On va utiliser la méthode décrite par Rewieretkal ( [Rewienski 2003 B], [Rewienski 2005]
) que I'on a résumée en détail dans le § 1.3.3.8ndpitre 1. On va appliquer cette méthode
au modele réduit du chapitre 3 (83.2.2.3) quelqrie podifié et au modeéle différences finies

couplé décrit également au chapitre 3 (83.2.4.1).

4.3.1. Méthode [Rewienski 2003 B]

Deux des enjeux de cette méthode sont le choixpdeds de linéarisation et le calcul des

poids.
4.3.1.1. Choix des points de linéarisation

On rappelle que l'on choisit les points de linéaiten le long d’une trajectoire
d’apprentissage. On définit le premier point dédirisation comme étant le point d’équilibre
du systeme. On parcourt la trajectoire d’appreatjes quand I'un des états est jugé trop
éloigné de tous les points de linéarisation existdrest défini comme étant un nouveau point
de linéarisation et ainsi de suite.

On fera remarquer que pour un modele couplé, lemhlas d'état sont de natures tres
différentes que I'on considére les variables dgpaee physique ou les coordonnées modales.
Ainsi, le calcul d’'une distance sur I'état comphéest pas forcément pertinent. D’autre part,
limportance de certains phénomenes peut étre gégglilu fait de la faible valeur relative de
certaines des variables. Dans I'exemple du micterinpteur du chapitre 3, la coordonnée
modale vitesse étant de l'ordre de®1fdis plus grande que celle correspondant au
déplacement et de 1fbis plus grande que les coordonnées de I'amortisaé ce sont les
variations de celle-ci qui vont déterminer 'em@aent des points de linéarisation. Ainsi on
commence par normaliser les variables par domaioe le calcul des distances servant au
choix des points de linéarisation. On peut ausgiageexactement les normaliser, mais ajuster
le poids de chacun des domaines dans le choixaatsple linéarisation par un coefficient.
On utilisera cette méthode de choix des points awatnalisation des variables pour le

modele réduit du chapitre 3 Iégérement modifi@ehbdele différences finies.
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[Rewienski 2003 B] choisit les points de linéarisatsur I'état complet. On propose ici de
découpler les domaines pour le choix des pointgndarisation. Ceci améliore notamment la
pertinence de la valeur d’'une distance qui essalalculée sur des variables de méme nature.
On obtient alors une série de points « partigiamdomaine. Lors de la simulation il s’agira
alors de trouver le point le plus proche correspohca une combinaison des points de
linéarisation « partiels ». On pourrait aussi cindes points par distance sur I'état complet,
découpler le résultat par domaine et obtenir desessde n points de linéarisation « partiels »,
et que l'on s’autorise a recombiner entre eux denéane maniere que précédemment. A
priori, il parait plus pertinent de découpler lesm@ines des le choix des points de
linéarisations. On remarque que du fait du décagpléa normalisation des variables d’état
n'est plus nécessaire pour le choix des pointsrdmlisation. On appliquera cette méthode
pour le modéle réduit du chapitre 3 quelque peuifiéod.e détail de la procédure sera alors

explicité.

4.3.1.2. Calcul des poids

a. Modéle basé sur 1 point de linéarisation
On cherche le point de linéarisation le plus prodeel’état courant. On fixe le poids

correspondant au point le plus proche a 1, leegaati.

Si les points de linéarisation ont été choisis galcul de la distance a I'état complet, le
résultat pour le point le plus proche sera le m§omel'on normalise les variables ou pas. On
choisit donc de ne pas les normaliser.

b. Modéle basé sur le calcul des poids de [Rewien§Ki2B]

La démarche utilisée par [Rewienski 2003 B] essptomplexe. Elle se base aussi sur le
calcul des distances de I'état courant gudifférents points de linéarisation. La démarche es

la suivante :

1) pouri =0,...,(q-1) calculerd, =|z~z],

2) prendrem = min|i:0wq_1(di)

. n —EdV
3) pouri =0,...,(g— 1) calculerp, =e /™
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4) normaliserp, au point d'évaluation

a) calculerS(z) = qi P %)

j=0
b) pouri =0,...,(q-1), faire p,(z2) = p.(2)/ S k)
Le termep est une constante positive que Rewiemslal. fixent. Pour une valeur importante

dep, la valeur des poids varie plus vite avec I'étatvaleur des ces poids reste continue dans

le temps, ce qui n'est pas le cas pour la démasichgle décrite au paragraphe a ci-dessus.

On se pose ici de nouveau la question de la nosataln des variables. On considere que les
points de linéarisation correspondent a la recomibaom de points partiels. Si les variables
sont normalisées ou pas, cela changera la val&@aiiveedes distances et donc l'importance
des différents points de linéarisation. Si on chera les classer, le point le plus proche sera le
méme, par contre I'ordre des points qui ne sontgmplus proches sera changé.

On va considérer un exemple en deux dimensiorssdiase concernera le domaine physique
1, 'ordonnée le domaine physique 2. La figure refirésente le cas du calcul de distance sur
variable non normalisées. La variable 2 en ordoms¢el’'un ordre de grandeur supérieur a la
variable 1 en abscisse. On voit qu’on va obtensrtEds d’'a peu prés méme valeur, pour des
valeurs de la variable 1 tres différentes, la téalu domaine 1 sera donc mal représentée par
ces poids. La normalisation des variables est dpadiculierement pertinente pour

I'utilisation de la méthode des poids de [RewierZk3].

Figure 4-14Classification des points de linéarisation
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4.3.2. Linéarisation par morceaux d’'un modele réduit de mi cro-

interrupteur

On va ici présenter les résultats de la linéadasapar morceaux d’'un modéle réduit de
micro-interrupteur quelque peu modifié par rappaut modéle réduit du chapitre 3. On
présente donc le modéle de I'équation de Reynaldest utilisé ici, puis la construction du

modéle linéarisé par morceaux puis les résultatsgpgort au modeéle réduit initial.
4.3.2.1. Modéle réduit utilisé

Le modele de I'équation de Reynolds utilisé ici estpeu différent dans la forme de sa
résolution de celui présenté au chapitre 2. Onase lici sur un modéle de I'équation de
Reynolds pour lequel la viscosité est considéréante constante et pour lequel on a fait le

changement de variablp = G 32

AG*? 12u @ p
Ag - ==L 2 g1+~ 4-10
$-9 G*¥*? G% at( ( P D ( )

0
Par intégration par partie du membre de droitepluirent :

-3/2
12;22 Gl 1+ || =124 Il 1+ P ||-g[1+L|%C . (4-11)
G2 ot P, ot P, P, ) ot

On néglige le termepp— devant 1 dans le deuxieme terme, simplificationlgqren’avait pas

0

faite précédemment mais qui est valide pour datepetariations de pression:

G 1+_p 66—3/2 :GaG—3/2 =_§G_3/26_G=366—1/2 (4-12)
P,) ot ot 2 ot ot

On remplacep = ¢G /2 dans (4-11). Ainsi, I'équation de Reynolds transfée a la forme

suivante :
AG3/2 a ~ G—2¢
Ap-—p———=12u—| -2G Y2+ —~— 4-13
¢ ¢G3’2 ,Uat( P (4-13)

Une fois projetée sur les modes propres du Laplagje k=1,...,N, & valeurs propres!; ,

I'équation de Reynolds prend la forme du systemi &DOs suivant :

%(As) = %c +Hs (4-14a)

avec
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¢, =24(G™|4,) (4-141

AG3/2

Ga/z ¢k

Hkl = _Aidm _<

@, > ou (4-14c)

Aa = (670o1) (a-140)

Le modéle couplé final a alors la forme suivante :

10 0 (a| (O 0 | 0 |[a 0
% 0O M 0 (a|-|0 =|-K 0 B(a|a|+|p.(a) (4-15a)
0 0 A(@]s c(a) 0 0 H@]|s 0
avec
[a
z=|a (4-15b)
'S

4.3.2.2. Choix des points de linéarisation

z est le vecteur d’état (4-15kg,les coordonnées modales mécaniggsdss coordonnées de
I'amortissement. Pour le choix des points de lirs&ion sur I'état complet, on applique la
procédure suivante :
1) initialisation : =0 z,point d’équilibre du systéme est choisi comme pesrpoint de
linéarisation
2) Pour un point de la trajectoire d’apprentissage,

a) calculerd, =|z~z]|,pouri=0..q-1

sillid>a fareq=q+1z, =2

retour a (2)
Pour le choix des points de linéarisation par dptame des domaines, on applique cette
procédure aux différents domaines indépendammannedconsidere qu’une partie de I'état

correspondant aux coordonnées modales positionphtient une série dey, points de
linéarisation partielda,,a,,...a,,,}. Dans un deuxiéme temps, on applique cette proeédu
aux coordonnées modales vitesses et on obtiergéaredeq, points de linéarisation partiels

{ao,al,...,aqz_l}et ainsi de suite en regroupant les coordonnéeslemdie méme type. On
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peut ensuite combiner entre eux les points derisei#on partiels afin d’obtenir les points de

linéarisation base du modeéle.

4.3.2.3. Calcul de la valeur des fonctions et des jacobiens

Soient les fonctionsetg définies ci-dessous d’apres I'équation (4-15a) :
I O 0 |x 0

g@z)=|0 M 0 |x|-|0 (4-16)
0 0 A@]|s ca)

et
o | 0 |a

fz)=|-K 0 B(a)|a (4-17)
0O 0 H@|s

JG et JFles jacobiens respectif des fonctignstf ont alors la forme suivante :

I 0O O
JéG={ 0 M O (4-18)
Q@) 0 A
o I O
JF={C(z) 0 B(a) (4-19)
D(z) 0 H(a)

On trouvera en annexe F les expressions exactesodétcients des matriced(z), C(z) et
D(2).

4.3.2.4. Reésultats : trajectoire d’apprentissage=trajectoirede simulation.

On valide la linéarisation par morceaux de ce mm@al comparaison au modeéle non-linéaire
initial, résolu par I'outil odel5s de Matlab. On lireéarisera pas I'entrée, c'est-a-dire la force
électrostatique. On utilisera aussi le solveur 6dede Matlab pour intégrer dans le temps le
modéele linéaire par morceaux.

On prend en compte 1 mode mécanique et 4 modesodiasement. On utilise la structure
du 83.2.3.1 du chapitre précédent a la difféerencemgconsidére une largeur de gth. On
augmente ainsi I'importance du phénomene de comsipresians la dynamique du micro-

interrupteur. Dans la méme perspective on se plagee pression ambiante de 1.818° Pa.
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Dans un premier temps on établit un modele a pduine seule trajectoire d’apprentissage
qui correspond a une entrée échelon de 9.5V. Lardigd-15 présente la trajectoire
d’apprentissage dans le domaine mécanique ainsi l@meplacement des points de

linéarisation choisis sur I'état complet.

x10°
2.5F -
2 [ —
Trajectoire d'apprentissage 9.5 V
g X points de linéarisation

=}
Q

= 15+ =
S
k=
o
o
c
&

o 1r n
Q
]
o
N
a}

0.5+ =

| | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

temps (s) x 10°

Figure 4-15 Déplacement du point milieu du micro-interrupteur ptautrajectoire d’apprentissage et
emplacement des points de linéarisation.

On teste le modéle linéarisé par morceaux pour@mensimulation que celle qui a servi a

I’établir.

a. Calcul des distances sur I'état complet
On choisit dans un premier temps de calculer Istadces sur I'état complet en normalisant

les variables. Pour 7 points de linéarisation, ttient déja une erreur sur le temps de

commutation inférieure a 1%.

Tableau 4-1Erreur relative sur le temps d’effondrem@gtpour différents nombre de points de linéarisagbn
des procédures de pondération différentes.

Nombre de points de linéarisation | Erreur relative sufy; Erreur relative sufp,
(critére distance état complet (9.5V) Poids Rewienski | (9.5V) Poids simple
traj.app 9.5V Tpi=2.877-5

7 (0.4) 0.8% 0.74%

8 (0.3) 1.9%
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10 (0.25) 0.72% 0.72%
13(0.2) 0.04% <0.1%

16(0.15) 0.34%

29(0.08) 0.05%<0.1%

33(0.07) 0.04%<0.1%

38 (0.06) 0.05%<0.1% 0.05%

Le temps de simulation pour I'activation par unesten échelon de 9.5V pour la résolution
par le solveur odel5s de Matlab du modele réduiic@) est de 30 s pour 500 pas de temps.
Pour le modele basé sur 7 points de linéarisatemnemps de construction (évaluation et
stockage des valeurs des fonctions et des jacQguartir de cette trajectoire est de 0.8s. Le
temps de simulation est ensuite de 1.7s pour 2d@eadaemps quelle que soit la méthode de
pondération adoptée, ce avec le solveur odel5sa @onc un gain d’environ un facteur 15
sur le temps de simulation par rapport au modetelméaire original.

Pour la procédure de pondération de Rewienski, @sté différentes valeurs gegui est un
parametre a fixer (cf 84.2.1.2\b). Pourfide 10 ou 40, on trouve de moins bons résultats que
pour la valeur recommandée qui est de 25. Rlast grand plus le point de linéarisation le
plus proche a de I'importance par rapport aux autt@ conséquence est que la valeur des
poids passe rapidement de zéro a un, et inversepaunt une valeur dp importante. On a
également utilisé la procédure de pondération sfiplqui consiste a ne retenir que le point
de linéarisation le plus proche. Les résultats swsisi bons. Pour ce modéle, la procédure

simplifiée est donc suffisante.

b. Calcul des distances sur les domaines découplés
Un premier constat est que le nombre de pointsirdEarisation en ce qui concerne la

coordonnée modale vitesse n’influe pas sur lesltedsuEn effet, dans notre exemple les
fonctions g(z) et f (z)sont linéaires e . Elles ne sont pas linéaire erN\s.lin_M correspond
au nombre de points de linéarisation pour la caunde modale mécanigu, lin_Spour les

coordonnées amortissemeNt.lin est le nombre de points de linéarisation total.

Tableau 4-2N_lin_S=1 et on fait varieN_lin_M.

N_lin_M N_lin S N_lin Errreur relative (%)
1 1 1 24%

2(0.5) 1 2 13.5%

3(0.4) 1 3 9.9%
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4 1 4 8.2%

5(0.2) 1 5 5.5%

10(0.1) 1 10 4.93%
14(0.07) 1 14 4.83%
19(0.05) 1 19 4.78%
40(0.02) 1 40 4.73%
68 1 68 4.72%

On se contente dans un premier temps de parcdespace de la coordonnée modale
mécanique en ne prenant qu’'un point dans la pHuigique. La tableau 4-2 présente les
résultats. On constate que la précision maximum boe obtient sur le temps de

commutation est d’environ 5% et qu’environ 10 peisbnt suffisants pour obtenir cette

précision.
Tableau 4-3N_lin_M=1 et on fait varieN_lin_S
N_lin_M N_lin S N_lin Errreur relative (%)
1 3(0.5) 3 16%
1 8(0.2) 8 18.5%
1 15(0.1) 15 19%
1 28(0.05) 28 19%

On parcourt ici (Tableau 4-3) I'espace des coondes de squeeze (de dimension 4). On note
que l'erreur sur le temps de commutation reste napte (>16%). De plus, il semble que

'augmentation du nombre de points de linéarisati@méliore pas les résultats.

On cherche ici la combinaison qui semble donnerréssiltats les plus précis. On fixe le
nombre de points de linéarisation dans le domai@eamique et on fait varier les coordonnées

d’amortissement. On présente les résultats daraldésaux suivants (Tableaux 4-4a a 4-4d).
Tableau 4-4 (a)N_lin_M=2 et on fait varieN_lin_S

N_lin_M N_lin_S N_lin Errreur relative (%)
2 (0.5) 2 (1) 4 1.94%

2 3 (0.5) 6 1.94%

2 6 (0.25) 12 2.27%

2 8 (0.2) 16 0.51%

2 10 (0.15) 20 0.9%

2 12 (0.13) 24 1.63%

2 15 (0.1) 30 1.45%

2 28 (0.05) 56 1.19%
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Tableau 4-4 (b)N_lin_M=5 et on fait varieN_lin_S

N_lin_M N _lin_ S N_lin Erreur relative(%)
5(0.2) 3(0.5) 15 2.25%
5(0.2) 8(0.2) 40 0.77%
5 10(0.15) 50 0.6%
5 12 (0.13) 60 0.45%
Tableau 4-4 (c)N_lin_M=7 et on fait varier N_Ilin_S
N_lin_M N _lin_S N_lin Erreur relative(%)
7 (0.15) 3(0.5) 21 1.81%
7 5 (0.3) 35 0.7%
7 6 (0.25) 42 0.54%
7 10 70 0.53%
7 13 (0.12) 91 0.18%
Tableau 4-4 (d)N_lin_M=10 et on fait varier N_Ilin_S
N_lin_M N_lin_S N_lin Erreur relative (%)
10(0.1) 3(0.5) 30 1.4%
10 5 (0.3) 50 0.73%
10 8 (0.2) 80 0.31%
10 10 (0.15) 100 0.2%
10 15 (0.1) 150 0.18%

Il semble falloir un nombre de points de linéai@atminimum dans le domaine mécanique
pour que 'augmentation du nombre de points deueaze » soit pertinente. La combinaison
optimum que l'on trouve pour atteindre une précisgsupérieure a 1% sur le temps
d’effondrement est 7 points de linéarisation danddmaine mécanique et 5 dans le domaine
fluidique. Ceci correspond a un total de 35 podgdinéarisation pour le modéle ce qui est
bien supérieur aux 7 points nécessaires a la méaoesipn pour le choix des points sur I'état
complet. Ceci est du au fait gu’en découplant@maines on sélectionne des points qui sont
loin de la trajectoire d’apprentissage et qui n&esg pas directement dans la simulation du
modele linéarisé par morceaux. Ces points pourré&benefois servir pour une simulation qui
serait différente de la simulation d’apprentissagequi a I'origine est I'un des objectifs de la
construction de ces modéles. La validité du modélenu serait donc beaucoup plus large,
sans toutefois couvrir tout I'espace des phasesreun quadrillage uniforme le ferait. Ceci
est possible au prix d’un colt de construction ptaportant du fait de I'évaluation de la
valeur des fonctions et des jacobiens aux pointgdarisation. Le temps de construction du

modéle pour les 35 points de linéarisation est.8g, i comparer aux 0.8s pour le modele a 7
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points de linéarisation choisis sur I'état complet. colt d’évaluation ne varie que peu car,
méme avec la méthode des poids de [Rewienski 2008l un ou deux poids sont non nuls.
On constate en effet que le temps de simulatiodee&t4 s environ pour 140 pas de temps ce

qui ne differe que de tres peu du modele basé pomis (1.7s pour 240 pas de temps).
4.3.2.5. Resultats : domaine de validité des modeles

On va ici tester le modéle établi pour une trajeetd’apprentissage de 9.5V pour d’autres
tensions d’actionnement de 8.87V & 10.5V toujoursé pression ambiante de 1.81%° Pa

, Cce pour les deux modeles proposés.

a. Calcul des distances sur I'état complet
On se base ici sur le modele & 13 points de lisg@on pour lequel on avait des résultats

parfaits pour une trajectoire de simulation égale #ajectoire d’apprentissage. Les résultats
pour différentes tensions d’actionnement sont dsrfigure 4-16. On trouve une erreur de
35% sur le temps d’effondrement pour un actionnérpanla tension d’effondrement méme

(8.87V), de 5% pour un actionnement par une tend®®V et de 2% pour une tension de
10.5V. La validité du modéle est donc bien resteei@mu domaine proche de la trajectoire
d’apprentissage. Une des solutions peut étre de thiférentes trajectoires d’apprentissage
sachant qu’elles impliquent le colt de la simulatiln systeme non-linéaire, I'autre proposée
ici peut étre de découpler les domaines lors duxcHes points de linéarisation. On en

présente les résultats dans le paragraphe suivant.

139



[ [ [ LY
5 5 > o 3
- 2 2 ‘% S Slg
= 2 & 2 3
(] («B) o («B) (]
S o 5 9 9
i g g g g g°
g 8 8 8 §
B >?§ % % ?§>?§w
DS =28 >80,
SEZEJEQESE
i 06686686668 -
: .
w
)
-5
<
™
N
3
X |l |
o3 0
® o

9\ I
anbiueogW ajepoW 83UUOPI00D

Figure 4-16Coordonnée modale mécanique pour différentes tessiactionnement pour le modéle réduit
original et le modele réduit linéarisé par morcebasgé sur 13 points de linéarisation choisis paralcul de
distance sur I'état complet.
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b. Calcul des distances sur les domaines découplés
On se base ici sur le modele a 35 points de liséthon (7 dans le domaine mécanique, 5 dans

le domaine fluidique) qui donnait une erreur irdére a 1% sur le temps d’effondrement pour
une trajectoire de 9.5V.
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Figure 4-17Coordonnée modale mécanique pour différentes teasi@mctionnement pour le modéle réduit
original et le modéle réduit linéarisé par morcebagé sur 35 pointsde linéarisation choisis enu#aat les
domaines.
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L’erreur pour une tension d’actionnement de 8.87étplus que de 6% alors que celle pour
une tension de 9V est de 2%. Pour le reste on rdbtdes résultats quasi parfaits. Le
découplage des domaines lors du choix des pointimégrisation permet, au prix d’'un plus
grands nombre de points de linéarisation de counre partie de I'espace des phases plus
importante et donc d’augmenter le domaine de uélidiu modeéle. Il est toutefois difficile de
savoir si I'espace des phases couvert en pluséeisalement pertinent. Il semble I'étre ici.
On rappelle que du point de vue évaluation du negdelnombre de points de linéarisation ,
dans une certaine mesure, n'a pas une tres grafidence (cf résultats du 84.3.2.4\b). Donc
cette méthode sans augmentation substentielle du dm construction (pas de trajectoire
d’apprentissage supplémentaire nécessaire) ni dii d@valuation permet d’étendre le
domaine de validité du modéle.

4.3.3. Linéarisation par morceaux d’'un modele différences finies de

micro-interrupteur.

4.3.3.1. Modele difféerences finies

On se base ici sur le modele différences finiepEodécrit au §3.2.4.1 du chapitre 3. On en

rappelle la structure ici :

] w 0 I 0 w 0
wlv= -M?K 0 M?'B |Ww|+|MF,_| (4-20)
0 R(w) Q(w,Ww) | p 0

Afin de réduire le temps de simulation de ce modaepeut le projeter sur une base choisie.
Le temps de simulation restera important du fait' @ealuation des termes non-linéaires qui
requiert un retour aux coordonnées initiales. Aioisi propose dans un premier temps de
linéariser ce modele par morceaux pour ensuitedgfer sur une base choisie. Du fait de la
linéarisation, le retour aux coordonnées initiales sera plus nécessaire, on pourra
simplement travailler sur les coordonnées réduRes.identification au cas du modeéle réduit,
on définit la fonctiorf(z) suivante :

0 I 0 w
f(z)=| -M 'K 0 M™B ||w (4-21)

0 R(w) Q(w,w)] p
ou z est le vecteur d’état.
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Le jacobienJF a alors la forme suivante :
0 I 0

JF2)=| -M7K 0 M B (4-22)
C(2)+E(z) Rw)+L(z) Q(w,W)

La dérivation des matrices constituant la matreeopienne est donnée en annexe F. On
remarquera que le calcul des jacobiens est pluglifasx que pour le cas ou I'on part du

modele réduit.
4.3.3.2. Résultats

On étudie la poutre décrite au 83.2.3.1 du chagitrea méthode de relaxation est utilisée
pour la trajectoire d’apprentissage. On constate poe tension d’actionnement sinusoidale
d’amplitude 12V et de fréquence 10kHz a pressianoaphérique que la simulation du
modele linéarisé par morceau basé sur 3 pointsndarisation est en fait plus colteuse en
temps que la simulation du modele différences sinkeiginal non-linéaire résolu par le
solveur odel5s de Matlab. Ceci est du au fait paer le modéle linéarisé par morceau, il est
nécessaire de résoudre un systeme linéaire de grdngl mal conditionné a chaque pas de
temps. On pourrait aussi utiliser le solveur oded®&dVatlab ce qui réduirait sans doute le
temps de simulation. On va projeter le modele.

On utilise comme base de projection les modes psolgnéaires pour le modéle mécanique et
des modes issus de la décomposition propre ortlabggour I'équation de Reynolds. Les
instantanés sur lesquels on réalise une décompogtiopre orthogonale sont issus d’une
simulation de I'équation de Reynolds pour la podtiediée dont le premier mode propre est
excité sinusoidalement a une fréquence de 50 kHmetamplitude de 20% de la distance
initiale au substrat. On travaille a pression agphésique. On retient le premier mode propre
linéaire mécanique et les deux premiers modes rdssion. La validité de la base de
projection est vérifiée en comparant au systenférdifice finies non projeté pour un maillage
de 41 points sur la longueur et 11 sur la largkeas résultats pour une force d’excitation
uniforme d’amplitude 5 T&N/m et de fréquence 10 kHz donne une erreur d'en\3% sur

le déplacement du point milieu entre les deux mexleCe résultat sert de validation a
I'utilisation de cette base de projection.

Un retour aux coordonnées initiales sera nécespairele calcul des valeurs de la fonctfon
ainsi que de son jacobielr aux points de linéarisation mais, le modéle émanfeté, le

stockage des jacobiens sera beaucoup moins copésoue I'on stocke en réalité JFV et
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VTf ouV est la matrice dont les colonnes sont constitdéss/ecteurs constituant la base de
projection. On teste le modéle linéarisé par makearojeté sur la méme trajectoire que
précedemment, & savoir une tension d’actionnemenioislale d’amplitude 12V et de
fréquence 10kHz. L'évaluation et le stockage déotactionV'f et de son jacobieX ' JFV
pour 5 points de linéarisation prend 4.5s CPU. lmukation du modele linéarisé par
morceaux projeté d’'ordre 4 basé sur ces 5 pomifmdarisation est de 3.5s pour 500 pas de
temps sur deux périodes. Le colt de la simulat&rdizisé par 8 par rapport a la simulation
du modéle différences finies couplé original noojgte (30s) et d’'un facteur 6 par rapport au
modele différences finies projeté (20s). Pour lelele linéarisé par morceaux, on n’'a utilisé
et le solveur odel5s de Matlab et un schéma etgdlimiplicite simple et on a retenu la
méthode pour laguelle on obtenait le temps de sitioul le plus court.

Ces résultats sont a comparer a ceux du modelat rgdur cette méme simulation. La
simulation du modéle réduit original non-linéairemd 23s a comparer a 20s pour le modele
différences finies projeté. 16 points de linéar@atsont nécessaires pour une précision
correcte a comparer a 5 pour le modéle différefiness projeté. Le colt de construction du
modele est ainsi un peu plus élevé que pour leetaadifférences finies a savoir 7.5s (a
comparer a 4.5s). Enfin la simulation méme prendieseent 2.5s soit un gain de presque un

facteur 10 & comparer a 3.5s pour le modéle diffsge finies projeté linéarisé par morceaux.

On constate que pour plusieurs raisons il estiptgégsessant de travailler sur la projection du
systeme d’EDPs directement que sur la projectiam adhodele tout d’abord discrétisé pour
donner un modele différences finies. Les tempsirdalations des deux modeles simplement
projetés sont comparables. La discrétisation dgamtidieuse, il est donc plus intéressant, déja
de ce point de vue la de partir de 'EDP non disg#é. De la méme maniére la linéarisation
par morceaux se ramene aux calculs des jacobian®uetions régissant la dynamique et ces
calculs se révélent beaucoup plus simples pounkdeie projeté a partit du systeme d’EDPs.
lls se rameénent en effet au calcul de dérivées getit nombre d’intégrales dont on a une
expression analytique (cf annexe F) alors que aé=uts de jacobiens du modele différences

finies sont plus lourds.
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4.4. Linéarisation des coefficients du modele réduit

4.4.1. Principe

On a remarqué gue les termes non-linéaires appardidans (4-15) sont des fonctions de la
coordonnée mécanique seule. Une idée simple pamete réduire le colt d’évaluation du
modele réduit est donc de linéariser par morceasxcoefficients des matrices apparaissant
dans (4-15) et non les fonctions globdiet g décrites plus haut (équations (4-16) et (4-17)).
Cette approche présente l'intérét de ne pas néeesde trajectoire d’apprentissage,
contrairement a celles présentées au §84.3.

On a pu se rendre compte que, dans les applicadierigpe micro-interrupteur, la prise en
compte d’'un seul mode mécanique était suffisahwuffit donc de discrétiser I'espace a une
dimension correspondant a la coordonnée modalemugeapour chacun des coefficients des
matrices apparaissant dans (4-15). Le colt d'&sdainent du modele est donc réduit. Les
dérivées des coefficients non-linéaires sont apprégs numériquement a partir des valeurs
calculées a chaque point de linéarisation. Paguadl on utilise une procédure de pondération
simplifiée qui consiste a ne retenir que le pomtplus proche. Par exemphg{a) sera
approximée par :

A(a)=A(a)+DA (a-a) (4-23)

ou a est le point de linéarisation le plus proche alest DA; est la matrice contenant les

dérivées premieres des coefficientsAdau pointa, .

On réécrit (4-15) sous la forme:
%(C(a)z ~-F(a)) =G(a)z+F,(a) . (4-24)

De méme que précédemment on ne linéarise pascka ébectrostatiqué, .

Pour l'intégration dans le temps, on choisit unésgh numérique implicite qui s’écrit :

C(a)z-F(a) - (C(a_1)z_1-F(a_1))
At

=G(a)z+F.(a), (4-25)

a_ 1,z 1étant les valeurs des variables d’état au pasrdpd précédent.

On fait remarquer que, contrairement a la méeth@dRelvienski et quelle que soit la méthode
de résolution numérique employée, cette approclmssée a chaque pas de calcul la
résolution d'un systéme d’équations non-linéairBar exemple, aprés linéarisation par
morceaux des coefficients @eetF, le membre de gauche de (4-19) est du deuxienre erd

z. En pratique, on utilise I'outfisolvede Matlab.

145



4.4.2. Validation

On étudie la réponse a un échelon de tension dé ®Ja pression atmosphérique pour les
parameétres de la structure du 8§ 3.2.3.1. Le tableaunegroupe les erreurs sur le déplacement
et sur le temps deffondrement de la structure enction du nombre de points de
linéarisation. Deux types de maillage sont propodésmaillage uniforme et un maillage non
uniforme qui consiste a densifier le nombre dengzosur le dernier dixieme de I'espace de la
coordonnée modale mécanique (2/3 des points sl@/1€sde I'espace, 1/3 des points sur le

dernier dizieme). On arréte le maillage a une vat®0.999a__ .On a pu remarquer que,

pour un faible nombre de points de linéarisatiomféieur a 15), la solution du modéle
linéarisé par morceaux peut différer sensiblementedle du modele non-linéaire complet, en
particulier pour les fortes valeurs de Ceci s’explique par le fait que plus la poutre se
rapproche du substrat, moins la force d’amortissgrest linéaire. La fin de la trajectoire
nécessite donc plus de points de linéarisatiorrecherche d’une méthode systématique pour
déterminer un maillage non uniforme adéquat n'agiasconcluante. En effet, on obtient la
méme erreur sur le temps de commutation avec ultageiuniforme ou avec le maillage
obtenu par la méthode de Rewienski. On remarqueftos sur la figure 4-10 que la solution
du modele correspondant au maillage uniforme edtagg¢ment plus proche de la solution de
référence que celle du modele obtenu par la méthieddrewienski (en particulier, on
remarque (Fig. 4-9) que cette derniere méthodets@me des points de linéarisation inutiles
pour les petites valeurs d&). Le meilleur résultat est celui issu du maillagm-uniforme
densifié sur le dernier dixieme de I'espace deolardonnée modale mécanique. Il est & noter
gue l'utilisation d’'un maillage non-uniforme n’aiférét veritable que lorsque le nombre de
points de linéarisation est faible : par exemplepbtient une précision supérieure a 1% sur le

temps d’effondrement pour un maillage uniforme 8epaints.

Tableau 4-5 Erreur sur le temps d’effondrement fonction du tagi choisi

Nombre de points de Erreur sur le temps
linéarisation d’effondrement

5 (uniforme) 60%

5 (non uniforme) 44%

10 (uniforme) 8%

10 (non uniforme) 5%
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13 (uniforme) 5%
13 (non uniforme) 1.5%
15 (uniforme) 2%
15 (non uniforme) 1.5%
20 (uniforme) 1.5%
25 (uniforme) 0.3%
x 10°
4 ‘
+ malillage uniforme 13 pts
35F maillage non uniforme 13 pts 4 * 7
+  maillage non uniforme "a la main" 13 pts . + - +
.g 3 N + |
+
g 251 -
Q " +
g 2L + + i
+
g 15- A i
'§ + +
i |
n +
05| + y
+
+
0 I | 1 1 1 1 1
(0] 2 4 6 8 10 12 14

pasition du point de linéarisation

Figure 4-18Répartition des 13 points de linéarisation poumaillage uniforme, pour un maillage issu de la
sélection des points de linéarisations sur I'étethplet, pour un maillage densifié sur le dernieigtne de
I'espace a discrétiser.
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x 10°

3.5

——— MOR complet =
maillage non uniforme
sélection état complet

—  maillage uniforme
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"ala main”

N
a1
T

=
a1 N
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Coordonnée modale mécanique

=
T

0 1 2 3
temps (s) M 104

Figure 4-19Réponse simulée du systefvaleur dea (t)) a un échelon de tension de 9.5V pour différents
maillages de 13 points.

Le temps de simulation du modéle réduit (4-15a¢gré dans le temps par le solveur de
Matlab odel5s pour un échelon de 9.5V est 50s p60r pas de temps. Le temps de
simulation pour le modele dont les coefficientstsiaméarisés par morceaux bassé sur un
maillage de 25 points est de 18s pour 100 pasmdpstesoit un gain d’un facteur supérieur a
2. On n'utilise pas le solveur odel5s pour la ndsmh du modeéle linéaire par morceaux car
étant donné sa forme, cela nécessiterait un chagede variable supplémentaire qui
complique le probléme.

4.5. Conclusion
On a appligué la méthode de linéarisation par naarcele [Rewienski 2003 B] au modéle

réduit et au modele différences finies couplé. Diansas du modéle réduit, on a choisi les
points de linéarisation sur I'état complet dans pramier temps puis en découplant les
domaines dans un deuxiéme temps. Le découplagdodesines peut étre une solution pour
étendre le domaine de validité de ces modeles ris&a par morceaux tout en utilisant
linformation de la trajectoire d’apprentissageesit toutefois difficile d’évaluer si le domaine
de I'espace des phases ainsi couvert est pertmepas pour d’autres simulations. C’est une
solution intermédiaire entre le quadrillage depase des phases et le choix des points le long
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d’une trajectoire d’apprentissage seule. La métlimdBewiensket al. présente I'avantage de
ramener l'intégration dans le temps selon un schétaat forcément en partie explicite a la
résolution de systemes linéaires. On remarqueraiff@nrs que pour un codt d’évaluation a
peu prés égal, les modeles construits directemegrarér de 'EDP projetée et le modéle
construit a partir du modele différences finieggentent des codts de construction trés
différents. Dans les deux cas, pour le modéle m@aire original, on revient aux
coordonnées initiales via le calcul d'une intég@lela détermination de matrices différences
finies. La détermination de ses matrices différerfa@es est particulierement colteuse. Une
autre étape codlteuse, dans le cadre de la lindaniggar morceaux, pour le modéle basé sur
le modéle différences finies est la déterminatien’dxpression des jacobiens qui se révele
tres fastidieuse. Dans le cas de I'EDP projet&’abit juste de dériver des expressions
intégrales qui sont, de surcoit, en petit nombiasiAdans tous les cas, il est plus judicieux
de partir de 'EDP projetée que de discrétiser matenir un modéle différences finies que

I'on projette ensuite.

Dans un deuxieme temps, on a utilisé le fait ggecteefficients non-linéaires des matrices du
modele réduit (4-15) ne dépendaient que de la cooiee modale mécanique. On a alors pris
le parti de linéariser par morceaux ces coeffigahtectement et non les fonctions régissant
la dynamique. L'espace concerné par les points inigarisation est alors celui de la
coordonnée modale mécanique a une dimension. ll @lews étre simplement discrétisé
uniformément. On peut toutefois essayer d’optimisermaillage en réglant la finesse sur
différentes régions en fonction des besoins. Qetthode s’est révélée pertinente pour un
faible nombre de points de linéarisation. Quelgoi¢ Is maillage choisi, on peut considérer
gue le modéle pourra étre réutilisé pour n’impogieelle simulation, I'espace de la
coordonnée modale étant entierement couvert. Gealarement un avantage par rapport a
la méthode de Rewiensét al. On fera remarquer que l'utilisation de cette rmdthimplique

la résolution d’'un systeme non-linéaire pour I'griion dans le temps et ce méme si on
utilise un schéma explicite. On perd ici un desgsaintéréts de la méthode de Rewiertki
al.. De méme que précédemment de fait de la procatkgeoids, un schéma entierement
implicite n’est pas possible. En ce qui concernadmbre de termes a stocker (valeurs des
fonctions, jacobiens, dérivées), les deux méthadas sensiblement équivalentes, la premiére

nécessitant un peu plus de termes pour les jacabien
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Ainsi la méthode de Rewienski et al. 'emporte dit €le sa résolution linéaire alors que la
linéarisation directe des coefficients permet cdolot un modéle valable indépendamment

d’une trajectoire d’apprentissage donc beaucoup q@huste.

4.6. Conclusion générale

Afin de réduire le colt dévaluation du modéle riédle micro-interrupteur présenté au
chapitre 3, on a cherché dans un premier tempgrnexr la force de pression projetée sur le
premier mode mécanique comme une fonction des onogks modales mécaniques position
et vitesse. Dans le cas incompressible, pour undrgcgtroite, des simplifications sur
'équation de Reynolds permettent d’en trouver arpression analytique simple. Pour une
poutre plus large, on a tabulé la valeur de cetbetfon pour ensuite considérer la fonction
linéaire par morceaux. Des résultats concordarttgténobtenus et un gain d’'un facteur trois
sur le temps d’une simulation d’effondrement arétévé. Dans le cas compressible, il n’est
plus possible d’exprimer la projection de la forfleidique comme une fonction des
coordonnées modales mécaniques. On est alors aldigésoudre le systéeme mécanique
couplé a I'équation de Reynolds. Ce modele présant€hapitre 3 nécessite I'évaluation
d’intégrales fonctions non-linéaires des coordoeméedales mécaniques. Une méthode pour
réduire le codt d’évaluation de celles-ci consestes linéariser par morceaux. On a, dans un
premier temps, appliqué la méthode générale dépeateRewienskiet al. sur le modéle
différences finies projeté et le modele basé saysteme d’EDPs projetées. Il s’est avéré plus
pertinent du point de vue du colt de constructiappliquer cette méthode au modeéle issu
directement des EDPs projetées que du modele tisscpar différences finies. Les modeles
obtenus présentent deux avantages principaux allétion des termes non-linéaires ne
nécessitent plus un retour aux variables physiduidales mais juste le calcul de poids et
lintégration dans le temps est ramenée a la résalule systemes linéaires. Un clair gain du
colt d’évaluation du modele a été constaté. Lelpnob principal de ses modeles est qu’ils
dépendent fortement de la trajectoire d’apprengissa

On a dans un deuxiéme temps exploité la parti¢élaiia modeéle réduit issu de la projection
des EDPs, qui est que les coefficients non-lingaire dépendent que de la coordonnée
modale mécanique. On a ainsi réduit la dimensiotiedpace a parcourir par les points de

linéarisation. L'intérét majeur est que I'on peouerir complétement cet espace, le modéle
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obtenu ne dépend alors plus d’une trajectoire d@pgssage. L'intégration dans le temps se

fait par contre par la résolution de systémes nugalres.
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Conclusion générale

Nous avons tenté, dans ce mémoire, d’éclairer dlungére nouvelle le probléme de la
modélisation d’ordre réduit des systemes coupléstréistatique-fluidigue-mécanique, tels
gue les micro-interrupteurs MEMS.

Au chapitre 2, nous avons établi un modéle rédmiitéjuation de Reynolds en appliquant a
cette derniere un changement de variable, abontisaaune formulation permettant
I'utilisation de la méthode de Galerkin. Ce modest valable pour une structure flexible en
grand déplacement, sous I'hypothése des petitéatioas de pression. On a démontré que ce
modéle convenait pour simuler le comportement trains d’'un micro-interrupteur auquel on
appligue une tension supérieure a sa tension di@éftonent. S’il existe des modeles de
'équation de Reynolds sans hypothese particulieegix-ci sont toutefois beaucoup plus
colteux a simuler et a établir. Dans ce méme ateapé choix de la base de projection de
'équation de Reynolds a également été abordéle snodéle que nous avons développé
semble bien étre le plus performant (dans la lim&eson champ d’application), nous n’avons
pas été capables de donner une justification @uieequalitative a ce résultat. Une premiére
perspective de ce travail serait donc d’établirntniére rigoureuse la convergence de la
solution construite a I'aide de notre approchsetait aussi intéressant d’étudier la validité de
bases issues de la troncature balancée, génémgmsirade simulations d’apprentissage de
I’équation non-linéaire, avec ou sans changementdable.

Dans le chapitre 3, nous avons validé le modeleiréte « squeeze-film damping » en
lintégrant a un modéle complet couplé mécaniqeetébstatique-fluidique d'un micro-
interrupteur constitué d’'une poutre encastrée adsesx extrémités. La comparaison aux
modeles différences finies se révele concluantegler I'influence des grands déplacements
sur la raideur de la poutre est négligée. Lorsalieci est prise en compte, les résultats
different sensiblement. Cependant, en ajustantal@uv de certains parametres (tension
résiduelle dans la poutre, notamment), I'écartectgs résultats simulés a I'aide du modéle
réduit et les résultats expérimentaux est forterdentnué. Il est a souligner que les auteurs
de la publication contenant les données expérirtemtat les valeurs de référence des
parameétres (et nombres d’autres auteurs depuiguxamémes ajusté la valeur de la tension
résiduelle pour faire coincider leurs résultatséexpentaux et les résultats de leur modele.
Ceci déemontre que Etructurede modele que nous avons proposee est adéequpteldt est

adaptée a des applications de type identificatiortaractérisation. Le modele proposé peut



sans doute étre raffiné en choisissant un autreclaate la viscosité effective du film d’air.
En effet, le modéle de viscosité effective reteruna influence considérable sur la valeur du
temps de commutation de ce type de structures au pextension du modele a des
applications de type microrésonateur.

Enfin, au chapitre 4, nous avons abordé la thématig la réduction du colt d’établissement
et d’évaluation des modeéles d’ordre réduit. Nousnavnotamment proposé un modéle
analytique et un modéle linéaire par morceaux derdgection de la force fluidique sur le
premier mode meécanique comme fonction des coorsenméodales mécaniques. Cette
approche est nouvelle et présente des résultatduemmns mais se limite toutefois au cas ou
I'écoulement est incompressible. Dans le cas atoliement est compressible, nous avons
montré gqu'il n’était plus possible d’exprimer leopection de la force comme une fonction des
seules coordonnées modales mécaniques. On a glpligug avec succes la méthode de
linéarisation par morceaux de Rewienski. L'un deigex de cette méthode est de parcourir
un domaine important de I'espace des phases lorsagectoires d’apprentissage afin de
garantir une large validité du modele. Une solutioté proposée pour étendre I'espace
couvert par les points de linéarisation sans autgnete nombre de trajectoires
d’apprentissage. Il est toutefois difficile de siawe priori si cet espace couvert est pertinent
pour le domaine d'utilisation du microsystéme (ee quvre en filigrane le champ a des
développements dans le domaine de la planificalierpériences numériques). On a ainsi
proposé un modeéle s’inspirant de cette approches msentant 'avantage de ne pas
dépendre d'une trajectoire d'apprentissage. Ceté&hode, qui repose sur la structure
particuliere du modele présenté au chapitre 2,rpdétre étendue a d’autres modeles sous la
condition qu’ils présentent la méme particularii®us sommes donc parvenus a développer
un modele réduit couplé non-linéaire d’un micreemaipteur actionné électrostatiquement
dont I'évaluation se fait a codt réduit et dontviaidité ne dépend pas d’une trajectoire
d’apprentissage. Une des autres suites de ce Itnawairait étre d'utiliser ce modéle de
I'amortissement pour un microrésonateur actionmés da domaine des grands déplacements.
Dans ce cadre, les pertes fluidiques n’étant plusidantes, il conviendra également de
proposer des modélisations efficaces des pertexrdige et des phénomenes disspatifs a

I'échelle nanométrique.
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Annexe A Navier-Stokes ANSYS

Navier Stokes incompressible 2D Film d’air

/BATCH,

Mtit,SFD _ter
/[FILNAME,SFD _ter
IPREP7

Igeometrie
HO=2e-6
L=500e-6
rectng,,L,,HO

Iphysique
P0O=0
mu=1.82e-5
rho=1.292

lelement

et,1,141 I 2-D XY system

esha,2

keyopt,1,4,1 lactive le degré de liberté déphaent UX,UY du mesh

Ipropriétés physiques
FLDATA8,NOMI,DENS,RHO I densit@minale
FLDATA8,NOMI,VISC,MU I viscogitnominale

Imaillage

NDX=30 Inbre d'éléments dur la longueur
NDY=4 Inbre d'éléments dur la hauteur
lesize,1,,,NDX,

lesize,3,,,NDX,

lesize,2,,,NDY,-5 I -5 correspond au spacing ratio
lesize,4,,,NDY,-5

ALLSEL

AMESH ,all

Idefinition déplacement
COEFF=0.1

f=1e3
OMEGA=2*3.1416*f

*DIM, TABUY,TABLE,6,7,1,,,,0

!
I Begin of equation: HO*(1+COEFF*sin(OMEGA*{TIME}))
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*SET,TABUY(0,0,1), 0.0, -999
*SET,TABUY(2,0,1), 0.0
*SET, TABUY(3,0,1), HO
*SET, TABUY(4,0,1), COEFF
*SET, TABUY(5,0,1), OMEGA
*SET,TABUY(6,0,1), 0.0
*SET,TABUY(0,1,1), 1.0, -1, 0, 1, 19, 3,
*SET,TABUY(0,2,1), 0.0, -1, 9, 1, -1
*SET,TABUY(0,3,1), 0,-2,0, 1, 18,
*SET,TABUY(0,4,1), 0.0, -1, 0, 1, 0, 0,
*SET, TABUY(0,5,1), 0.0, -3, 0, 1, -1, 1, -2
*SET,TABUY(0,6,1), 0.0, -1, 0
*SET,TABUY(0,7,1), 0.0, 99, 0, 1, -

I End of equation: HO*(1+COEFF*sin(OMEGA*{TIME}))

*DIM, TABVY,TABLE,6,6,1,,,,0

|

I Begin of equation: HO*COEFF*OMEGA*cos(OMEGA*{TIMB
*SET,TABVY(0,0,1), 0.0, -999

*SET, TABVY(2,0,1), 0.0

*SET,TABVY(3,0,1), HO

*SET, TABVY(4,0,1), COEFF

*SET, TABVY(5,0,1), OMEGA

*SET, TABVY(6,0,1), 0.0

*SET, TABVY(0,1,1),1.0,-1,0, 1, 17, 3, 18

*SET, TABVY(0,2,1), 0.0,-2,0, 1, -1, 3, 19
*SET,TABVY(0,3,1), 0,-1,0,1,19,3,1
*SET, TABVY(0,4,1), 0.0, -1, 10, 1, -1,
*SET,TABVY(0,5,1), 0.0, -3, 0, 1, -2, 3, -1

*SET, TABVY(0,6,1), 0.0,99,0,1,-3,0,0

I End of equation: HO*COEFF*OMEGA*cos(OMEGA*{TIME})

0

Idéfinition des contraintes

Isel,s,,,3 I plague cwhen mouvement
nsll,s,1

d,all,vX,

d,all,vVY,%TABVY%

d,all,enke,-1 I flag indiquant un mur mieb
d,all,uX,0.0
d,all,UY,%TABUY%

Isel,s,,,2 I Cotés detigauche
Isel,a,, 4

nsll,s,1

d,all,pres,PO !conditions limites "ouvertes"
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Isel,s,,,1 I plan fixe das
nsll,s,1

d,all,vx,

d,all,vy,

d,all,ux,0.0

d,all,uy,0.0

allsel
finish

save, SFD_ter

/SOLU

Idefinition de la dure de I'experience + periodede@deux mesures
nts =100 I nombre d’ivalies de temps

time = 1/f I temps de sintida

delta = time/nts Idurée d’atervalle de temps

appf = delta I enregidae résultats a chaque pas

fldata7,prot,dens,gas !défini le modéle dedagité
FLDATA8,NOMI,DENS,RHO I densitdminale
FLDATA8,NOMILVISC,MU I viscogitnominale
fldata9,cofl,dens,273 température de réa diensité
fldatal0,cof2,dens,1.013e5 pression de ref podeisité

fldatal5,pres,refe,1.013e5

fldatal,solu,tran,t
fldata4,time,pres,le-3
fldata4,time,vx,1e-3
fldata4,time,vy,1le-3
fldata4,time,vz,1e-3
fldata4,time, TEMP,1e-3

Isolver
fldatal8,meth,pres,1
fldatal8,meth,vx,1
fldatal8,meth,vy,1
fldatal8,meth,vz,1
fldatal8,meth,temp,1
fldatal8,meth,enke,1
fldatal8,meth,ends,1

fldata30,quad,momd,2 I incexhguadrature for deformed
fldata30,quad,moma,2 I eleradimtégration numérique)

fldata30,quad,moms,2
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fldata30,quad,prsd,2

fldata30,quad,prss,2 lanalyse transitoire
fldata4,time,step,delta

fldata4,time,numb,nts

fldata4,time,tend,time

fldata4,time,glob,30 Inbre d'itération par pagetaps

fldata4,time,appe,appf Idefinit la fréquenienregistrement des résultats (ici chaque pas
de temps)

fldatal,solu,ale,t lactive la formulation ALE

SOLVE

finish

SAVE,SFD_ter

/post26

RESUME,SFD _ter

Idonnées a enregistrer pour time history postpiogs
Idefinition des variables
NSOL,2,17,U,Y,uy_milieubas
NSOL,3,55,U,Y,uy_milieuhaut
INSOL,4,178,U,Y,uy_milieumilieu
NSOL,5,17,PRES,,P_milieubas
NSOL,6,55,PRES,,P_milieuhaut
INSOL,7,178,PRES,,P_milieumilieu
INSOL,8,46,V,X,V_bord1l
INSOL,9,47,V,X,V_bord2
INSOL,10,48,V,X,V_bord3
STORE,NEW

plvar,2,3,4

finish

/postl
set,NEAR,,,,0.3e-3
PLNSOL,pres
PLNSOL,V,X
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Annexe B Equation des poutres d’Euler Bernoulli

a-Dérivation de I'équation en grands déplacements

Soit une poutre, c'est-a-dire que I'une des dinmenest grande devant les deux autres.
Afin de traduire économiquement le phénomene decite on fait les hypothéses suivantes :
-pas de déformations perpendiculaires a I'axe nmédia

-pas de déformations de cisaillement transverse

Ci-dessous un trongon de cette poutre compris &mre-+dx

A

v

<
x

M est le moment fléchissarit | effort tranchant SI'effort axial, q la force linéique.
Soit w(x,t) le déplacement dans la direction z de l'axe nedt@ela poutre. Le moment
fléchissantM de chaque section de la poutre est relié au déplkaat transversal selon la

relation :
2
Mp=e2Y @1
X
3
oul = est le moment d’inertie de la poutre Feton module d’Young.

Si on écrit la relation fondamentale de la dynanaigtojetée sur I'axe Oz pour ce trongon de

poutre, on obtient :
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dl d*w
-+ OA
dx a9 = ot?

ou A=Whla section de la poutre.

(B-2)

Si on écrit I'équilibre des moments selon I'axe &zprenant l'origine en x+dx, on obtient :

g(Xdx’

M +Tdx— Sdw- =M +dM (B-4)

soit au premier ordre

M _sW, 120 (B5)
dx ox

Si on dérive cette expression selon x et qu’on teogpl’expression de M par (C-1) et qu'on
appligue (C-2), on obtient I'équation d’Euler Beulldo dans le cas d'une poutre sous

contrainte axiale, soit :

o'w 0w 2

-5 = —
ox* 0X ) 6t2

El (B-6)

Si on écrit I'équilibre axial on obtient :
dS=0(B-7)

Sest donc une constante sur la longueur de la poutre
Dans le cas ou la tension axiale vient des graggkdements, elle vaut :

S=0 A (B-8)
et
AL
=E— (B9
C (B-9)
Ou L est la longueur initiale de la poutre &it I'allongement de la ligne centrale pour un

déplacementv(x) [Landau 1967]La longueur de la poutre vaut alors :
ow
L+AL = j (1+(a j dx (B-10)

ow . . o .
Pour— <<1, on fait un développement limité au deuxieme ordre

ox
(1+(an ~1+ _(a_wj (B-11)
0Xx 0Xx
On obtient
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2

L
S= EA [a_vvj dx (B-12)
2L [1)4

0
Il peut aussi y avoir un terme de contrainte résliéus, .

b-Modes propres de vibrations de la poutre

Ces modes sont déterminés a partir de I'équatiBaldt-Bernoulli linéaire, c'est-a-dire que le

terme de tension axiale d0 au grand déplacemest pa&s pris en compte, par contre la

contrainte résiduelle est elle bien prise en compte suppose le mouvement décrit par une

superposition de modes de vibrations (B-13) :

w(x,t) = an (X)(A, cos@,t) + B, sin(w,t)) (B-13)

On prend comme solution possible, une solution yshe tw, (x) = €™.1 doit alors vérifier

I'équation suivante :
At —kA? =B =0 (B-14)
avec
g=Pap k=2
El El
) peut prendre les valewf¥, ,—/Y, ,iy/(=Y,),=iy/(-Y)

ou

On pose :

f= (B-16)
f, =(=Y2)

On cherche donc les solutiomg sous la forme :

w (X) = Acosh(f x) + Bsinh(f x) + Ccos(f,x) + Dsin(f,x) (B-17)

Pour une poutre encastrée-encastrée, les condilimites permettant de déterminer les

constante#\, B, C,etD sont :
w,(0) =w,(L)=0

w@=ww=0 &



L’équation a résoudre est alors :

1 0 1 0 A A

cosh(f,L sinh(,L cosf(,L sirf(L B B
(L) 6L) sl ) WHIBI_IBlo0 (@9
0 f, 0 f, C C

f,sinh(f,L) f, coshf,L ) —f, sin{L ) f, cod(L [)D D

Pour gu'il existe une solution autre que la soluttdviale nulle, S, doit vérifierde{M)=0
soit :

2f f,+ £,[-f,sinh(f L)sin(f,L) - flcosh(flL)cos(sz)] - (6-20)
f,| f,cosh(f,L)cos(f,L) - f,sinh(f,L)sin(f,L) ] =0

On obtient alors :

cos(f,L) —cosh(f,L)

w (X) = cos(f,(x)) — cosh(f,(x)) + | sin(f,x) - %sinh(flx)
! Tzsinh(flL) —sin(f,L)

1

(B-21)
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Annexe C Modéle différences finies de I'équation de
Reynolds

0_6@4.3(;0_6@4.62 a_E+a E =12 la—G ]_+£ +i@ (C-l)
0X 0Xx dy oy ox® oy G at

Le schéma numérique est le suivant :

@ - P = By (C-2a)
ox|; , 2AX

62p| — pi+1,j _Zpi,j + pi-l,J'
ox? |, Ax?

]

(C-2b)

ap.  pt-pt
PPy “Pu (o
ot At

Les conditions limites sont celles de bords ouverts
po,j = pNx,j :O

Po=p,, =0

Pour l'intégration dans le temps, un schéma implidonne :

(3(5 ankﬂ pi+1,j - pi—l,j

k+1 k+1

& 2AX

k+1
+(3G aGJ P B

oy 20y

K+l k+1
+G2{ Py —2pi;. + pi_l,j| + P _2pi,j + pi,j-1| } (C-3)

Ax | DX
w(i
G

k+1 + +
1+ pik,jl +i pi‘fjl B pik,J
P P At
i=2..,N -1

0 0
j=2..,N, -1

La résolution finale sous forme matricielle pewcsire :

k+1

P
-12
'UPAt

0

k

k+1 _ 12/1
PAt

(NG,G) I]p“ = 12uG1 (C-4)
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Annexe D Processus d’Arnoldi

Ce processus génere une base du sous-espace de ov Kryl
K. (A,r) :vecl{r,Alr,Aer,...,Alk'lr} de dimension k. La matricd et le vecteur sont
déterminés a partir de la représentation d'étaydteme (cf 81.2.2).

Programme Matlab

% entrées

Al=inv(A);

b=A1*B;

g=4; %ordre du modéle

%sorties
V=zeros(param.mesh.N,q+1);

%variables intermédiaires
H=zeros(q,q);

Y%initialisation
V(;,1)=b/norm(b);

for j=1.q
wW=A1*V(:,));
for i=1;
H(@i,j)=w"*V(,i);
w=w-H(i,j))*V(,i);
end
H(j+1,j)=norm(w);
it (H(+1.,))~=0);
V(,j+1)=w/H(j+1,));
end
end
V=V(;,1:end-1); %on élimine le dernier vecteur
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Annexe E Modeéle différences finies couplé

-Equation d’Euler Bernoulli
6 W 6 w_ 0’w

-(S+S, - pA E-1
S_E W) 4x (E-2)
2L 0x
O'w| _ W, —4w,, +6W —4w,, +Ww,, (E-3a)
ox* | Ax*
0 \iV — Wia _2Wi2 W (E-3b)
ox” |, Ax
oW _ W, W, (E-3c)
x|, 2AX

-Conditions limites

Points a I'intérieur du domaine 1\,

Points a I'extérieur du domaine indice -1N}1, Ny+2
Poutre encastrée-encastrée

w, =0

ow| _ W, —W,

=2 9=0 ——> w,=w E-4
axl ZAX 0 2 ( )

En écrivant (E-1) au point 1, on trouve aussi=Ww,

Toutefois seul, est nécessaire a I'écriture de (E-1) au point Aataine.

De mémew, = @tw,,, =w,_ etw,, estnécessaire a |'écriture de (E-1) au phipl du
domaine.
-Reynolds
G3 Go
i py =22 1 B | 2P (E-5)
12u P, ) P, ot

On applique ici pour les dérivees secondes le méchéma que pour I'équation d’Euler

Bernoulli et pour la dérivée premiere, le schémwasu qui differe de celui présenté en
annexe C:
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@ = pi+1 B pi (E'6)
0X|, AX
On obtient un systeme d’équation de la forme :
op, _ : G,
T - Qoo (G’G) pi,j +Q+1o(G) pi+1,j +Q—10(G) pi—1,j +Q01(G)(pi,j-1 + pi,j+1) + R(G)E (E'7a)
ou
Qoo — Po _ 12 Gi +Gi—l _ 22 Gi2 _iﬁ (E-?b)
12u\  AXx G Ay G ot
P G’
Q+1o = 12;[& (E'?C)
P G},
= —= (E-7d
Qo 124 G,AX? (E-7d)
P G?
Q01 = : _.2 (E'7e)
12 Ay
P

R=--°  (E-7f
G (E-71)

Les conditions limites respectant la conditi%gr =0 sur les bords encastrés pt=0sur
X

les bords libre se ramenent a :

Po; = Pujv P = Py, (E-88)

Po =Py, = 0. (E-8b)

La matriceB couple le modéle structure et fluide et est caoitstrtelle que I'on intégre la

pression sur la largeur pour chaque composanteciewr déplacement. Soit Iﬁ*\eligne de

Bvaut[l,1,1,....,1,1, 1] entre $a-1)(N, -2) + ém§ colonne et sa(N, - 2™ colonne.

Ny est le nombre de points de maillage sur la largeur
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Annexe F Modele linéarisés par morceaux : calculd es
jacobiens

a-Modele réduit
Jacobiens JF et JG des fonctibmstg.

Fonctions etg.
I 0 0O x| |O

g@z)=|0 M 0 |x|-|0 (F-1)
0 0 A@]|s ca)

Et
o | 0 |a

fz)=|-K 0 B(a)|a (F-2)
0O O H@|s

JG et JFles jacobiens respectif des fonctignstf ont alors la forme suivante :

I 0O O
JéG={ 0 M O (F-3)
Q@) 0 A
o I O
JF={C(z) 0 B(a) (F-4)
D(z) 0 H(a)

ou la I®™ colonne de, C etD s'écrivent :
_0A o ac

Q "0z oz (F-5)
C (2 =-K, +a—Bs (F-6)
0z
0,0=Ms  F7)
0z,

1
aved<| <N_, N, nombre de modes mécaniques

On considere un seul mode mécaniguel es expressions des dérivées sont les suivantes :

A(j = J‘J‘(Go —aw )_2 ¢k¢j dQ (F'8a)

k,j =1...,Ns, Nsnombre de modes d’amortissement

oA,
ai; ] j jZ(GO —aWw ) w ()8, (x V)@, (x y)dQ  (F-8b)
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¢ =2P | | (G, -aw)g,d2, k=1..Ns (F-9a)

=R || Go-aw)gwda  (Fob)

H, = { ”‘ y ¢k¢ dQ} K,j=1..Ns (F-10a)
%: G -aw) %w)(G —aw)” - (G, —aw ) ?wA(G, -aw)? ¢4, d0
0z 212,u ‘
(F-10b)

%
Bkj=—J‘J‘(G—a1W1) pwdQ k=1..,Nm, j=1..,Ns (F-1la)

aBkj __3 3 -5
o 2”(60 aw) P wwg dQ  (F-11b)

b-Modele différences finies

Dans ce cas seul le jacobien de la fonctiest a calculer. La fonctidna la forme suivante :
0 I 0 w

fz)=|-M*K 0 M™B |w (F-12)
0 Rw) Q(w,w)] p
Ouz est le vecteur d’état.

Le jacobien]F a alors la forme suivante :
0 I 0

JF@)=| -M7K 0 M™B (F-13)
C(2)+E(z) Rw)+L(z) Q(w,W)

Ou les matrice€ et E proviennent respectivement de la dérivation demdsR(w) W et
Q(w,W) p par rapport aux termes @e La matriceL correspond a la dérivation des termes de
Q(w,W) p par rapport aux termes

L’expression des coefficients d& est simplement dérivable, nous ne détaillons que |

ieme

dérivation de la matricé. La " colonne de la matridé correspond a :
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xQ

. F-14
ow p (F-14)

ieme

Seuls les coefficients d@ dépendant de; , j~ terme dewv seront non nuls.
La démarche est la méme pour la dérivation de laiced. .
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Annexe G Modele réduit couplé incompressible

L’équation de Reynolds incompressible avec I'hygsthdes petites variations de pression et
le changement de variable = #G ~3'? s'écrit :

AG*? 121 0G
Ap-p = O

G2 _3 ot (G-1)

Projetée sur les modes propres du Laplagieet en approchanmt(x,t) le déplacement de la
poutre par le premier mode mécaniqugx) elle peut s’écrire sous forme matricielle:

Hs=FPa (G-2a)

ou
p(xy,1) =D s (P (xy) (G-2b)
W(x,t) = &, (Ow, (%) (G-20)
et
[xa-{5 o))
H, (G) = _/]kdm - —§/¢k ¢| (G-2d)
G2

1
FP, (G) = —12,u<7 W,
G 2

[ > (G-2e)

Le modele réduit couplé peut donc s’écrire en megmeles notations de (3-15a) :

: Fﬂ { O | }{ﬂ { O }
—| . |= _ _ _ ], (G-3)
dtja| [-M7K,(@ M7BPH'FP(@)|a| |M™ p°(a)
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