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Introduction générale 
 

 Dans le domaine de l’aéronautique, la recherche de l’efficacité énergétique passe par 

la re-conception complète de la distribution électrique. En effet, celle-ci a de nombreux 

avantages par rapport aux systèmes hydrauliques ou pneumatiques, plus lourds et onéreux en 

exploitation. Les progrès en électronique de puissance et dans le développement de nouveaux 

actionneurs électriques permettent dès lors d’envisager de sérieux gains en termes de masse, 

de coût, de flexibilité et de fiabilité. La tendance est donc d’aller vers le « Plus électrique », 

voire même le « Tout électrique » [22, 9, 64, 27]. 

 

 Cette thèse s’inscrit ainsi dans le projet européen MOET (ang. More Open Electrical 

Technologies) qui a pour objectif de définir de nouvelles architectures de distribution 

électrique intégrant une insertion massive de composants électriques (Power by Wire). Plus 

précisément, les objectifs de ce projet consistent à définir et valider une nouvelle architecture 

de distribution électrique HVDC, à évaluer l’intégration dans l’avion de ces nouveaux 

équipements et enfin, à développer un environnement logiciel permettant une conception 

« métier » cohérente et plus rapide. 

 Nos travaux s’inscrivent dans la thématique portant sur la modélisation et la 

simulation des différents composants du réseau électrique afin d’améliorer l’analyse et la 

commande de ces systèmes. Les simulations, valables sur de grandes plages de fréquences, 

permettront ainsi de valider le fonctionnement de chaque composant d’une part et du système 

global d’autre part avant toute construction de prototype. 

 

 Dans ce mémoire, cette modélisation sera dédiée exclusivement aux générateurs 

électriques embarqués à bord de gros porteurs civils, afin d’analyser leurs performances 

dynamiques. 

 Pour modéliser finement une machine synchrone, il est nécessaire de prendre en 

compte certains phénomènes fréquentiels tels l’effet de peau apparaissant dans certaines 

pièces conductrices de cette machine avec l’augmentation de la fréquence. De nombreuses 

références existent dans la littérature sur la construction, le fonctionnement et la modélisation 

plus ou moins étendue de ces machines. Nous avons développé dans cette thèse un outil de 

modélisation relativement original, avec l’utilisation des systèmes d’ordre non entier. 
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 Cette thèse présente ainsi une vision nouvelle sur la modélisation mathématique des 

machines synchrones. Comme nous le verrons à travers ces travaux, cet outil permettra de 

construire des modèles précis, d’ordre réduit, valables sur de larges plages de fréquences et 

intégrant des phénomènes non linéaires comme la saturation. Cette classe de modèles est 

recherchée afin d’améliorer la procédure de conception et de simulation de nouvelles 

machines ainsi que du système tout entier (réseau) où elles sont insérées. 

 

 Ce mémoire de thèse est constitué de cinq chapitres. 

 

 Le premier chapitre est une introduction aux systèmes d’ordre non entier. A travers le 

contexte évoqué plus haut, nous expliciterons mieux la nécessité actuelle d’améliorer les 

modèles fréquentiels des différents dispositifs électriques afin d’améliorer l’étude du système 

complet. A travers des exemples d’application des modèles d’ordre non entier nous 

montrerons les avantages et les limites de cette démarche. 

 

 Le deuxième chapitre abordera la modélisation d’une machine synchrone à travers le 

calcul analytique de l’impédance d’ordre non entier d’une tôle ferromagnétique saturée, 

représentant des pièces massives du rotor de la machine synchrone. Ce modèle sera ensuite 

validé à partir de simulations par éléments finis effectuées avec le logiciel Flux©. 

 

 La modélisation complète de la machine synchrone sera traitée dans le troisième 

chapitre, en utilisant également les systèmes d’ordre non entier. Nous construirons ainsi un 

schéma équivalent d’ordre non entier dans les axes d et q de la machine (référentiel de Park) 

et le validerons à partir de tests sur une machine synchrone réelle. Une nouvelle méthode 

d’identification de la machine en régime saturé sera ainsi présentée. 

 

 Le chapitre IV aborde le problème du calcul de la réponse temporelle d’un modèle 

d’ordre non entier relativement complexe. Ainsi, à partir des équations différentielles d’ordre 

non entier régissant le fonctionnement de la machine synchrone, un système d’état généralisé 

sera construit. Ce système sera par la suite discrétisé et résolu afin d’obtenir la réponse 

temporelle liée à quelques régimes transitoires de la machine. 

 

 Ce mémoire se conclura à travers le chapitre V, qui présentera une application du 

modèle non linéaire d’ordre non entier (établi au chapitre III) à la synthèse de la commande 
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robuste CRONE [54]. Ce chapitre formera une introduction à la commande d’ordre non entier 

et présentera des perspectives sur le sujet pour l’avenir. 
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Chapitre I.  
Etat de l'art de la modélisation des systèmes d'énergie 
électrique avec des systèmes d’ordre non entier 

 

I.1. Introduction 

 

 Ce premier chapitre a pour objectif de rappeler l’état de l’art dans le domaine de la 

modélisation des systèmes d’énergie électriques par les systèmes d’ordre non entier. L’accent 

sera mis notamment sur la modélisation du générateur synchrone qui est encore aujourd’hui la 

principale source de production de l’énergie électrique [36] et qui est au cœur de cette thèse. 

 

 Dans les réseaux d’énergie électrique contemporains, on assiste à une diversification 

considérable des différentes sources d’énergie (pile à combustible, panneaux solaires, 

éoliens/générateurs). L’énergie produite est ensuite transformée par une grande quantité de 

composants électriques (transformateurs, convertisseurs, etc.) pour être finalement acheminée 

aux installations électriques diverses (moteurs, appareils électroménagers, etc.). Le réseau 

électrique se complexifie par ailleurs avec le recours à de nombreux dispositifs de stockage 

(batteries, volants d’inertie, etc.) permettant de gérer les intermittences des producteurs 

d’énergie renouvelable pour maintenir de très bonnes performances. 

 Pour concevoir et conduire correctement ces réseaux électriques, plus complexes, plus 

fragiles par rapport aux perturbations dynamiques survenant dans le réseau, il est nécessaire 

de maîtriser le comportement de chaque équipement constitutif du réseau pour pouvoir 

anticiper les problèmes de fonctionnement. 

 Disposer de modèles précis des différents composants électriques est une gageure. 

Faire en sorte que ces modèles soient d’ordre réduit mais parcimonieux, c'est-à-dire qu’il 

puisse décrire avec peu de paramètres un réel comportement physique, est également utile 

pour la conception et la simulation de ces systèmes. Il devient ainsi aujourd’hui primordial 

d’améliorer ces modèles afin de pouvoir prévoir les différentes interactions entre composants 

et éventuellement revenir à une étape de conception des réseaux. 

 Deux classes élémentaires de modèles mathématiques sont à la disposition des 

concepteurs de réseaux : les modèles de distribution globale (ou modèles équivalents de type 

circuit) et les modèles de distribution locale (ou modèles de type éléments finis). On utilise 

tout particulièrement ces derniers modèles pour le calcul précis de distributions spatiales 
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d’induction ou flux magnétique et de couples électromagnétiques. Néanmoins, la 

programmation et la résolution des modèles par éléments finis exigent du temps ainsi qu’un 

ordinateur de puissance suffisante. 

 A côté, les modèles de type circuit permettent de simuler des dispositifs électriques 

relativement vite, en régimes dynamiques et transitoires, avec une précision suffisante pour la 

majorité de cas de fonctionnement. Cette classe de modèles nous semble donc plus utile du 

point de vue de la modélisation du système électroénergétique complet [79, 74]. Améliorer la 

précision de ces modèles nécessite cependant d’augmenter leur ordre. Les systèmes d’ordre 

non entier que nous utiliserons dans cette thèse permettront de conserver une approche simple 

de modélisation tout en limitant le nombre de paramètres de caractérisation. 

 

 Avant de présenter nos travaux de thèse, nous allons introduire brièvement l’histoire et 

les notions de base concernant la modélisation d’ordre fractionnaire. Ensuite, nous illustrerons 

à travers de nombreux exemples du génie électrique, les avantages associés à cette 

modélisation basée sur les systèmes d’ordre non entier. 

 

I.2. Rappels sur la modélisation d’ordre fractionnaire 

 

I.2.1. Historique 

 

 La modélisation d’ordre fractionnaire consiste à décrire les phénomènes physiques 

associés à des dispositifs dont le comportement peut être régi par des équations aux dérivées 

partielles. Le calcul infinitésimal (différentiel et intégral) d’ordre fractionnaire marque son 

début au XVIIème siècle, après quelques travaux de Gottfried Wilhelm Leibniz (1697) et 

Leonhard Euler (1730). Cent ans plus tard il recommence à être étudié par un grand nombre 

de mathématiciens célèbres comme P. S. Laplace (1812), J. B. J. Fourier (1822), N. H. Abel 

(1823-1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), H. Holmgren (1865-67), A. K. 

Grünwald (1867-1872) ou A.V. Letnikov (1868-1872) [24]. Bien qu’il ne soit pas nouveau, le 

calcul infinitésimal d’ordre fractionnaire est redevenu un sujet d’étude dans la deuxième 

moitié du XXème siècle. Le formalisme mathématique de la dérivation non entière associé au 

développement des outils informatiques a permis d’envisager des applications dans le 

domaine des sciences de l’ingénieur du FOD (ang. Fractional Order Differential). 

Aujourd’hui, l’approche fractionnaire est ainsi appliquée pour la modélisation des dispositifs 



Chapitre I : 

Etat de l'art de la modélisation des systèmes d'énergie électrique avec des systèmes d’ordre non entier 

 

 
 
10 

électriques [13, 45, 12, 7, 63], pour la modélisation des conséquences des désastres naturel 

[89] ou pour la synthèse de la commande [54, 51, 48]. La modélisation d’ordre fractionnaire 

est aussi présente dans le domaine des sciences biologiques (les modèles des parties du corps 

humain) [43, 15, 26] ou même des sciences humaines et sociales (la modélisation des 

comportements des marchés) [38]. 

 

I.2.2. Rappels mathématiques 

 

 D’après la définition de Grünwald-Letnikov [59] on peut définir la dérivée d’ordre α 

(α ∈ R) par la relation : 

 







⋅−⋅








⋅−⋅= ∑

∞

=
→

0
0
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où : 
( )

( ) ( )11
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


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 et ( ) ∫
∞

−− ⋅=Γ
0

1 dtetz tz  est la fonction Gamma (utilisée quand k 

appartient à l’ensemble des réels). 

 

 Dans le cas particulier d’une fonction f(t) causale (nulle pour 0<t ), on a : 

0)( =⋅− hktf  pour 0<⋅− hkt  et hmt ⋅= , donc lorsque km < . Alors la somme de 0=k  à 

∞=k  se réduit à la somme étendue de 0=k  à mk = . On peut donc écrire : 

 







⋅−⋅




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
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 On peut ainsi constater que la dérivation non entière d’une fonction prend en compte 

l’intégralité du passé de cette fonction. C’est grâce à cette propriété que les systèmes d’ordre 

non entier présenteront un caractère parcimonieux. 

 

 Nous présentons ci-dessous quelques exemples de calcul de dérivées non entières : une 

dérivation non entière d’une exponentielle (I.3) et d’un sinus (I.4). 

 txtx exeD ⋅⋅ ⋅= αα ][)(  (I.3) 

 )sin()][sin( 2
)( αωωω παα +⋅=⋅ ttD  (I.4) 
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 La fig. I.1 ci-dessous illustre la notion de dérivation non entière pour une fonction 

sinusoïdale décrite en (I.4). 
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Fig. I.1. Dérivation d’ordre 0, ½ et 1 d’une fonction sinusoïdale 

 

 On peut différencier deux classes de systèmes d’ordre non entier : les systèmes à 

caractère explicite et ceux à caractère implicite. Dans le premier cas, l’opérateur Dα porte 

directement sur la fonction f, alors que, dans le deuxième cas, cet opérateur porte sur le 

produit de f par une exponentielle décroissante [55]. 

 

 Un système décrit par une entrée e(t) et une sortie y(t) à caractère explicite est 

caractérisé par l’équation : 

 )()()( tetytyD =+⋅ αατ  (I.5) 

 

Sa fonction de transfert Fexp(s) peut donc s’écrire sous la forme : 

 ατ )(1

1

)(

)(
)(exp

sse

sy
sF

⋅+
==  (I.6) 

où s est l’opérateur de Laplace. 

 

 Quand le système est de caractère implicite, l’équation différentielle qui le décrit 

devient : 

 τταατ
tt

eteetyD ⋅=⋅⋅ )(])([  (I.7) 
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Sa fonction de transfert Fimp(s) peut donc s’écrire sous la forme : 

 ατ )1(

1

)(

)(
)(

sse

sy
sFimp ⋅+

==  (I.8) 

 

Les systèmes d’ordre un demi caractérisés par les équations (I.6) et (I.8) peuvent être 

représentés facilement dans le domaine fréquentiel par les fonctions de transfert : 
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où ω0 est la pulsation de coupure du système. 

 

 Le diagramme de Bode est une représentation de la réponse fréquentielle d’un système 

décrit par une fonction de transfert F(s). Le Gain en [dB] et la Phase en [deg] sont définis 

par : 

 ( ) ( )( )sFPhasesFGain arctan
180

et      log20 ⋅==
π

 (I.11) 

 

 La fig. I.2 ci-dessous présente le diagramme de Bode des fonctions de transfert d’ordre 

½ (implicite et explicite), 1 et 2. 
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Fig. I.2. Comparaison des réponses fréquentielles des systèmes d’ordre ½, 1 et 2 

 

 Pour le système d’ordre 1, le module de la réponse fréquentielle décroît alors de 20 dB 

par décade et la phase tend vers -90°. Dans le diagramme de Bode du système d’ordre 2, le 

module décroît de 40 dB par décade et la phase tend vers -180°. Dans le cas du système 

d’ordre ½ (implicite aussi bien qu’explicite), le module de la réponse fréquentielle décroît de 

10 dB par décade et la phase tend vers -45°. La représentation dans le domaine fréquentiel 

semble ainsi tout à fait appropriée et simple pour manipuler les systèmes d’ordre non entier et 

modéliser les composants de réseaux avec cet outil mathématique. 

 La simulation dans le domaine temporel pose néanmoins certains problèmes dans la 

mesure où la propriété de compacité disparaît ; des outils de simulation numériques doivent 

alors être développés spécifiquement pour calculer la réponse d’un système ou réseau 

électrique modélisé par des systèmes d’ordre non entier. 

 

I.3. Etat de l’art sur l’utilisation des systèmes d’ordre non entier 
en génie électrique 

 

 Les systèmes d’ordre non entier sont tout particulièrement intéressants pour 

représenter finement et avec un ordre réduit les dispositifs dont le fonctionnement repose sur 

la diffusion d’une grandeur (champ, température, etc.). Le lien entre diffusion et modélisation 

d’ordre non entier est analysé en détails dans [60] ; la suite de ce chapitre illustre 
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succinctement plusieurs cadres applicatifs où la modélisation d’ordre non entier s’avère tout 

particulièrement intéressante. 

 

I.3.1. Actionneurs et générateurs électriques : machines 
synchrones et asynchrones 

 

 Les machines électriques sont des composants omniprésents dans les systèmes et 

réseaux d’énergie électrique, que ce soit pour la génération (centrales électriques) ou pour les 

usages industriels ou domestiques en incluant le transport. Avec l’électrification croissante 

des principaux domaines industriels, on trouve des actionneurs électriques dans les réseaux de 

forte puissance comme ceux de taille plus modeste (réseaux embarqués ou iliens) [28, 42, 32, 

75]. 

 La modélisation précise et compacte des machines électriques devient donc un objectif 

essentiel en termes de conception et de simulation des futurs systèmes et réseaux électriques. 

La finesse des modèles des générateurs et moteurs, synchrone et asynchrone notamment, est 

ainsi très importante dans l’étude de la stabilité, de sécurité et de fiabilité des réseaux. Ils 

doivent désormais tenir compte des effets liés aux harmoniques générés par les dispositifs 

d'électronique de puissance massivement insérés dans le réseau de manière à le gérer plus 

efficacement, pour modéliser l’influence de ces harmoniques sur le comportement dynamique 

des machines (surtout sur le couple électromagnétique). 

 Pour construire un modèle valable sur une grande plage de fréquences, il est nécessaire 

de tenir compte de l’effet de peau dans certaines parties conductrices de la machine [2]. Pour 

la machine synchrone, les courants induits liés à la diffusion du champ magnétique, se 

localisent principalement dans les barres de la cage d’amortisseurs ou dans les pièces 

massives du rotor. Pour la machine asynchrone, ces effets induits se situent dans la cage 

d’écureuil de la machine. 

 Des modèles analytiques, rappelés dans la suite de ce mémoire, permettent de 

représenter ces phénomènes d’induction [61], qui conduisent classiquement à la construction 

de schémas électriques équivalents intégrant un certain nombre de cellules (R-L). 

 

 Les travaux sur l’utilisation des systèmes d’ordre non entier pour la modélisation des 

machines électriques ont été commencés dans les années 90 par le professeur M. Ivanès et N. 

Retière au Laboratoire d’Electrotechnique de Grenoble, en France. Pendant plus qu’une 
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décade, plusieurs articles sont apparus, traitant de la méthode, son application et 

l’identification des paramètres des nouveaux schémas équivalent [67, 65, 73, 69, 71, 70, 61, 

62, 63]. D’autres travaux en France ont utilisé la modélisation d’ordre non entière pour 

modéliser les phénomènes transitoires dans les machines électriques [21, 20]. 

 L’idée principale consiste à insérer des impédances d’ordre non entier dans les 

schémas équivalents classiques de machines en tenant compte de la localisation des courants 

induits dans la machine. Une étude analytique complète dans [68] a permis de valider cette 

approche dans le cas de la machine asynchrone. Cette démarche permet de construire des 

modèles de connaissance et d’ordre réduit des machines électriques tournantes, valables sur 

une large plage de fréquences. A l’inverse de la modélisation classique, la modélisation 

d’ordre fractionnaire permet de caractériser correctement les machines électriques aussi bien 

en régime permanent qu’en régime transitoire où il faut prendre en compte les effets liés à la 

fréquence d’alimentation, comme par exemple l’effet de peau. 

 

 Plus de détails sur la formulation du problème de la modélisation d’ordre fractionnaire 

de la machine synchrone seront présentés aux chapitre II et le chapitre III de ce mémoire de 

thèse. 

 

I.3.2. Piles à combustibles de type PEMFC 

 

 Une pile à combustible de type PEMFC produit l’énergie électrique grâce à 

l'oxydation sur l’anode d'un combustible (hydrogène) couplée à la réduction sur la cathode 

d'un oxydant (oxygène) [41]. Son principe de fonctionnement repose sur des phénomènes 

physico-chimiques de nature diffusive (diffusion des espèces gazeuses au niveau des 

électrodes notamment), ce qui invite à utiliser la modélisation d’ordre fractionnaire à l’instar 

des machines tournantes. 

 Parmi les différents modèles à constantes plus ou moins localisées (mentionnés et 

présentés en [83] et [12]), nous présentons celui qui est le plus à même d’être utilisé dans le 

cadre d’une application « système », à savoir un modèle sous forme de circuit électrique 

équivalent (fig. I.3). 
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Fig. I.3. Schéma équivalent électrique de la pile à combustible 

 

 Le schéma présenté ci-dessus est constitué de trois parties : deux électrodes à gaz et 

une membrane. Les électrodes (anode et cathode) sont décrites comme l’association en 

parallèle d’une capacité de double couche (Cdla et Cdlc) et d’une impédance faradique qui est 

la somme d’une résistance de transfert de charge (Rta et Rtc) et d’une impédance de Warburg 

(ZWa et ZWc) [76, 6]. Ces impédances de Warburg modélisent la diffusion des espèces gazeuses 

(oxygène et hydrogène) au niveau des électrodes. La membrane est représentée par une 

résistance (Rm). 

 

 Pour des raisons tout à fait similaires aux machines électriques, l’impédance de 

Warburg décrite en (I.12) est approximée par une impédance (I.13) d’ordre non entier (ici 

égal à ½), faisant apparaître une dépendance en racine carrée de la fréquence ω [68, 61]. 
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où Ak est une constante qui dépend de la cinétique électrochimique de la diffusion des espèces 

dans l’électrode, Dk
eff est un coefficient effectif de diffusion et δ est l’épaisseur de l’électrode 

[76]. 

 

 Grâce à cette approximation, le modèle complet de la pile à combustible est compact 

(décrit avec peu de paramètres) et permet de simuler numériquement le comportement diffusif 

des gaz au niveau des électrodes avec une grande précision et un nombre de paramètres réduit 

par rapport aux modèles classiques (réduction d’un facteur deux !) [83, 76]. 

 

 Un problème subsiste cependant pour caractériser les piles à combustible, dans la 

mesure où le phénomène de diffusion des espèces gazeuses peut être complètement caché par 
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rapport au phénomène de double couche (modélisé par les capacités Cdl), empêchant dès lors 

d’identifier avec une grande précision les paramètres du modèle. 

 

I.3.3. Dispositifs de stockage électrochimique : batteries et 
supercapacités 

 

 Les dispositifs de stockage sont de plus en plus présents dans les réseaux ou systèmes 

d’énergie dans la mesure où ils peuvent contribuer à une gestion énergétique plus efficace, du 

point de vue du producteur, du consommateur ou du distributeur [88, 40]. 

 A ce titre, les batteries électrochimiques (plomb, Ni-Cd, Li-ion ou autres) et les 

supercapacités ont un potentiel d’utilisation considérable dans un contexte de diversification 

des sources et d’utilisation d’énergies intermittentes. Mais là encore, il est nécessaire de bien 

maîtriser leur fonctionnement dynamique de manière à bien les dimensionner et mettre en 

place des stratégies de gestion de l’énergie en tenant compte de leur état de charge et de leur 

vieillissement (BMS : Battery Management System). 

 Le supercondensateur est un condensateur de très grande capacité par rapport à ses 

dimensions relativement petites grâce au phénomène de double couche [81]. Il permet ainsi de 

disposer de densités de puissance beaucoup plus importantes que celles des batteries plus 

utilisées comme sources d’énergie. Que ce soit pour une batterie ou une supercapacité, il est 

nécessaire de modéliser finement la porosité au niveau des électrodes où diffusent les ions de 

l’électrolyte [84, 82]. De manière similaire aux machines électriques et piles à combustible, ce 

phénomène peut là encore être modélisé électriquement par des systèmes d’ordre non entier. 

 Le modèle classique du supercondensateur est présenté sur la fig. I.4 ci-dessous. 

 

 
Fig. I.4. Schéma équivalent du supercondensateur 

 

Il est composé de trois éléments : une résistance interne Ri (qui modélise l’électrolyte et ses 

connections), une inductance L (qui modélise des connections et qui élimine des erreurs 

d’identification aux fréquences intermédiaires) et une impédance complexe Zp modélisant la 

porosité des électrodes du supercondensateur [10]. 
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 Classiquement, on peut approcher l’impédance Zp par un nombre fini de cellules R-C 

placées en parallèle [10]. Cette approche conduit toutefois à un modèle comportant beaucoup 

(trop) de paramètres pour une approche Systèmes. 

 [72] propose donc une approximation de l’impédance Zp par un système d’ordre ½ 

décrit par (I.15). Cela permet d’obtenir une très bonne cohérence avec le modèle analytique, 

en identifiant un minimum de paramètres (4 au lieu d’environ 20 pour le modèle classique). 
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 (I.15) 

 

 La modélisation d’ordre non entier a ainsi permis de réduire considérablement l’ordre 

du modèle (nombre de paramètres) et en même temps d’améliorer la précision de sa 

représentation fréquentielle. Il faut cependant noter que le modèle développé en [72] est 

linéaire, ce qui veut dire qu’il ne prend pas en compte l’influence de la température ou 

d’effets de tension. Néanmoins, d’autres travaux présentent des modèles d’ordre fractionnaire 

de supercapacités non linéaires [7]. 

 Pour les batteries, des travaux similaires utilisent la modélisation d’ordre non entier 

pour réduire l’ordre de représentation, mais également pour caractériser le vieillissement de la 

batterie à partir d’un nombre restreint de paramètres [37]. 

 

I.4. Conclusion 

 

 Au début de ce chapitre nous avons donné quelques rappels historiques sur la 

définition et l’utilisation des systèmes d’ordre non entier et introduit quelques propriétés 

élémentaires concernant la notion de dérivation d’ordre non entier. Ensuite, à partir d’un état 

de l’art sur l’utilisation des systèmes d’ordre non entier en génie électrique, nous avons 

montré que la modélisation d’ordre fractionnaire est un outil mathématique très puissant 

permettant de bien caractériser les phénomènes diffusifs de nature distribuée, dans des 

dispositifs aussi divers qu’une pile à combustible, un supercondensateur ou une machine 
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électrique. Ces modèles sont ainsi précis et valables sur de grandes plages de fréquences de 

fonctionnement, tout en gardant un nombre de paramètres limités. 

 

 Toutefois, les modèles d’ordre fractionnaire n’ont été validés pour l’instant que pour 

des cas de fonctionnement majoritairement linéaires. Il est donc intéressant d’étudier 

l’influence des non linéarités sur la structure et les paramètres des modèles d’ordre non entier. 

L’un des objectifs de cette thèse est ainsi de revenir sur la modélisation d’ordre non entier 

d’un générateur synchrone, d’évaluer l’influence de la saturation magnétique sur les 

paramètres du modèle d’ordre non entier de la machine et de valider ces modèles. 

 Le deuxième objectif de cette thèse est de pouvoir simuler le comportement d’une 

machine synchrone modélisée par des systèmes d’ordre non entier dans le domaine 

temporel. Comme nous l’avons évoqué plus haut, le calcul de la réponse temporelle d’un 

modèle d’ordre non entier est loin d’être trivial. 

 



Chapitre II : 

Modèles d'ordre non entier de pièces ferromagnétiques en régime non linéaire 

 

 
 
20 

Chapitre II.  
Modèles d'ordre non entier de pièces ferromagnétiques 
en régime non linéaire 

 

II.1. Introduction 

 

 Nous allons présenter et valider dans ce chapitre un nouveau modèle analytique de tôle 

ferromagnétique soumise à la saturation de l’induction magnétique et au développement de 

courants induits. Comme nous le verrons à travers l’état de l’art, peu de modèles permettent 

d’intégrer ces deux phénomènes et si cela est fait, les approximations utilisées conduisent à 

des modèles trop approximatifs. Ce nouveau modèle est issu directement de l’équation 

régissant la diffusion du champ magnétique dans un cas unidirectionnel en faisant apparaître 

les systèmes d’ordre non entier. Ce premier modèle de tôle ferromagnétique sera utile au 

chapitre III pour modéliser des pièces ferromagnétiques massives de machines électriques, en 

supposant que le rayon de courbure de ces pièces cylindriques est suffisamment grand pour 

que l’on puisse les modéliser par des tôles ferromagnétiques minces et conductrices. 

 

 Après avoir introduit les systèmes d’ordre non entier pour modéliser une tôle en 

régime linéaire, nous présenterons une approche pour intégrer la saturation du circuit 

magnétique dans les paramètres du modèle. Il est important de noter que nous nous 

intéressons uniquement aux régimes petits signaux, c’est-à-dire des régimes pour lesquels 

l’état magnétique varie faiblement autour d’un point de fonctionnement magnétique. La 

saturation est donc introduite par un champ magnétique constant et les inductances 

opérationnelles sont calculées à partir de petites variations des conditions magnétiques autour 

d’un point de fonctionnement. 

 

II.2. Modélisation analytique d’une tôle ferromagnétique en 
régime linéaire – Introduction des systèmes d’ordre non 
entier 

 

 Considérons une tôle ferromagnétique, caractérisée par une perméabilité µ, une 

conductivité σ, une résistivité ρ. Cette tôle est entourée par un bobinage comportant n spires 

(fig. II.1). 
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Fig. II.1. Schéma d’une tôle ferromagnétique 
 

 A partir des équations de diffusion du champ magnétique H et des conditions aux 

limites, l’impédance analytique classique d’une tôle (fig. II.1) s’exprime sous la forme (II.1) 

[2] : 

 
α
α

ω
)tanh(

0 ⋅⋅= LjZ tôle  (II.1) 

 

où L0 est une inductance en continu de la tôle qui est décrite par l’équation (II.2) : 
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 Etant donné que cette impédance (II.1) n’est pas utilisable directement dans un logiciel 

de simulation, on peut l’approximer en décomposant en série la fonction tangente 

hyperbolique, ce qui nous amène à un circuit électrique d’ordre entier composé d’un nombre 

infini de cellules (R-L) ou (R-C) [2]. En pratique, le nombre de cellules est choisi fini par 

rapport à une précision désirée. Néanmoins, au fur et à mesure qu’on ajoute des cellules, les 

paramètres perdent de la signification physique [30]. De plus, l’ordre du schéma équivalent 

augmente avec le nombre de cellules, ce qui conduit à une augmentation considérable du 

temps de simulation. 

 Nous proposons ainsi une nouvelle approximation basée non pas sur une 

décomposition en série mais sur un développement limité de la fonction tangente 

hyperbolique. Ce développement limité d’ordre deux de la fonction tangente hyperbolique (de 

l’équation (II.1)) est donné par (II.3) et (II.4) : 
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En reportant cette approximation dans l’expression de l’impédance, on trouve [62] : 
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où L0 est donnée par (II.2) et ω0 est la pulsation de coupure représentée par (II.6). 
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 Nous avons ainsi introduit la notion de système d’ordre ½, avec une impédance 

évoluant avec la racine carrée de la fréquence. 

 

 La fig. II.2 montre une comparaison des deux modèles de l’impédance présentés dans 

ce paragraphe, le modèle analytique (II.1) et celui d’ordre un demi (II.5) pour les 

caractéristiques de la tôle données au tableau II.1. 
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Fig. II.2. Modèle classique et d’ordre un demi d’une tôle ferromagnétique en régime linéaire 

 

 On peut remarquer que le modèle d’ordre ½ est très proche du modèle analytique Le 

module et la phase de l’impédance d’ordre ½ tendent vers les mêmes valeurs que celles du 

modèle analytique. Les écarts observés sur le gain et la phase sont liés à l’approximation 

choisie pour effectuer le développement limité de la fonction tangente hyperbolique. 

Néanmoins, le fait marquant est qu’un phénomène physique de nature distribuée, modélisé 

classiquement par un circuit composé d’un nombre infini d’éléments passifs, peut être 

remplacé par une seule impédance d’ordre non entier à deux paramètres pour une même 

précision. Cela contribue à une diminution considérable du nombre de paramètres du schéma 

équivalent par rapport aux modèles classiques d’ordre entier. 

 

REMARQUE : La même approche a été utilisée pour modéliser une cage d’amortisseurs, 

représentée schématiquement par une barre rectangulaire, conductrice et entourée d’un milieu 

ferromagnétique idéal. L’impédance de cette barre est alors décrite par l’équation (II.7) [70]. 

 
0

0
2/1 1

ω
ω

⋅+⋅= jRZ résistive  (II.7) 

 

où R0 est la résistance en continu de la barre et ω0 est la pulsation de coupure. 

 

 Ces impédances seront également introduites dans le schéma équivalent d’un 

générateur synchrone avec amortisseurs. 
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II.3. Modélisation analytique d’une tôle ferromagnétique en 
régime saturé 

 

II.3.1. Etat de l’art 

 

 Nous rappelons brièvement dans ce paragraphe les différents modèles analytiques 

intégrant en petits signaux la saturation des pièces ferromagnétiques. 

 

II.3.1.1. Approximation de la courbe de première aimantation 

 

 Dans cette première partie, le calcul analytique repose sur la résolution de l’équation 

de diffusion du champ magnétique en régime saturé, en approximant parfois grossièrement la 

courbe de première aimantation pour relier l’induction au champ magnétique. Ainsi, dans 

[46], l’auteur présente un modèle unidimensionnel basé sur une modélisation simple d’une 

courbe de magnétisation de matériau ferromagnétique (II.8) suivant : 

 mHkB

1

⋅=  (II.8) 

 

 Après résolution de l’équation de diffusion du champ, l’impédance de la tôle 

s’exprime finalement par la relation (II.9) : 

 ( ) ( ) ( )
σ

ωµ
ω

⋅
⋅+=

i
jbaiZ m

mmtôle ,  (II.9) 

 

où am et bm sont des fonctions du paramètre m (II.10) et la perméabilité magnétique µm est liée 

à l’amplitude du champ magnétique Hm (II.11) calculée aux limites de domaine. 
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 Ce modèle est établi pour des petites variations de courant magnétisant autour d’un 

point de fonctionnement. Le cas où am = bm, c'est-à-dire pour m = 1, correspond au 

comportement linéaire du matériau. 

Le module et la phase de l’impédance tôleZ  s’écrivent alors sous la forme suivante (II.12) : 
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 On peut donc tracer le diagramme de Bode de cette impédance pour les différents 

niveaux du courant magnétisant (fig. II.3). On prend l’exemple d’une tôle de longueur 

élémentaire (un mètre), caractérisée par une courbe de saturation donnée (k = 0,7 ; m = 6) et 

d’une conductivité σ = 9,93·106 S/m et entourée d’un bobinage à 100.000 spires. 
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Fig. II.3. Diagramme de Bode d’un modèle analytique d’une tôle ferromagnétique saturée 
(approximation de la courbe de première aimantation) 

 

 On peut remarquer que cette impédance varie avec la fréquence comme un système 

non entier d’ordre 








 +
⋅

m

m

2

1
arctan

2

π
 où le gain décroît uniformément avec un 

accroissement du courant magnétisant et la phase reste constante pour toute la plage de 

fréquences. Avec l’approximation de la courbe de saturation (II.8), ce modèle reste trop 

simple et permet seulement de caractériser correctement une décroissance de l’inductance 

avec le courant magnétisant pour la haute fréquence (fig. II.4). 
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Fig. II.4. Variation de l’inductance d’une tôle avec le courant magnétisant 

 

II.3.1.2. Approximation de l’inductance en régime saturé 

 

 D’autre modèles plus empiriques existent dans la littérature, où les variations du 

module de l’impédance (ou plutôt de l’inductance en continu) avec le courant d’alimentation 

sont régies par la relation (II.13) [34] : 

 ( ) ωωω σ jl
ik

l
jiLiZ

nstatictôle ⋅







+

⋅+
=⋅=

1
)(, 0  (II.13) 

 

où les paramètres l0, lσ, k et n sont identifiés à partir de mesures expérimentales. 

 

 D’autres modèles plus ou moins complexes peuvent également être utilisés ([66]). Le 

gain en précision peut être alors discuté. 

 Dans le cas du modèle présenté ici (II.13), le diagramme de Bode de l’impédance, 

pour le même jeu de paramètres qu’au cas II.3.1.1, est tracé sur la fig. II.5. 
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Fig. II.5. Diagramme de Bode d’un modèle analytique d’une tôle ferromagnétique saturée 

 

 Ce modèle ne permet là encore que de décrire une variation de gain de l’impédance 

avec le courant. Avec ce modèle la diffusion n’est pas représentée. L’impédance modélisée se 

comporte comme un système d’ordre un, où le gain augmente de 20 dB par décade. La phase 

reste égale à 90°. 

 

II.3.2. Modélisation d’ordre non entier d’une tôle ferromagnétique 
saturée 

 

 Notre objectif est de construire un modèle fréquentiel de tôle ferromagnétique 

intégrant le point de fonctionnement magnétique de cette tôle. On propose donc de garder la 

même structure du modèle d’ordre ½ présenté à l’équation (II.5), mais avec des paramètres L0 

et ω0 qui varient avec le courant (II.14) selon : 

 ( ) ( )

( )i
j

jiL
iZ tôle
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02/1

1

,

ω
ω

ω
ω

⋅+

⋅
=  (II.14) 

 

 Nous ne définissons pas a priori de loi d’évolution L0(i) ou ω0(i), mais comme la 

perméabilité apparente décroît avec la saturation, on attend une diminution significative de 

l’inductance L0 et un accroissement de la pulsation de coupure ω0 avec l’augmentation du 

courant magnétisant i. 
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 Pour valider ce modèle, une simulation par éléments finis d’une tôle bobinée a été 

effectuée. Les résultats sont présentés dans le paragraphe suivant. 

 

II.4. Simulation par éléments finis d’une tôle ferromagnétique 
saturée 

 

 En prenant l’exemple d’une tôle ferromagnétique (fig. II.1) dont les caractéristiques 

physiques sont présentées dans le paragraphe II.4.1, une simulation par éléments finis a été 

effectuée pour différents niveaux de courant magnétisant. Les calculs ont été menés avec le 

logiciel Flux3D (fig. II.6). 

 

 

Fig. II.6. Modèle par éléments finis d’une tôle ferromagnétique étudiée sous Flux3D 
 

II.4.1. Caractéristique de la tôle 

 

 Les caractéristiques physiques de la tôle simulée correspondent au matériau 

ferromagnétique FeSi à grains orientés de qualité M6 (FeSi GO M6) caractérisée par la 

courbe de saturation B(H) donnée sur la fig. II.7. Ce matériau est souvent utilisé pour 

fabriquer des dispositifs électrotechniques, par exemple des tôles pour les transformateurs. 

Les dimensions et les caractéristiques physiques exactes de la tôle étudiée sont présentées 

dans le tableau II.1. 
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Tableau II.1. Caractéristiques physiques de la tôle ferromagnétique étudiée 
 

Caractéristique Valeur 

Longueur (L) 1 m 

Largeur (l) 0,05 m 

Epaisseur (e) 0,005 m 

Conductivité (σ) 9,93·10
6
 S/m 

Perméabilité de l’air (µ0) 4π·10
-7 

Perméabilité relative (µr) 50000 

Nombre de spires 1 

 

II.4.1.1. Courbe de saturation 

 

 Le logiciel Flux3D permet d’introduire la courbe de saturation d’un matériau simulé 

de différentes manières. Afin d’optimiser le temps de calcul et d’éviter des problèmes 

numériques, nous avons choisi d’approcher la courbe de saturation par l’équation suivante à 

trois coefficients : 

 ( ) ( ) ( )
( )a

aHHH
JHHB

aaa

s −⋅

−⋅⋅−+−+
⋅+⋅=

12

1411 2

0µ  (II.15) 
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 La fig. II.7 montre une approximation de la courbe de saturation par l’équation II.15 

avec les coefficients trouvés : µr = 50000, Js = 1,8, a = 0,1. 
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Fig. II.7. Courbe de saturation d’une tôle ferromagnétique étudiée 

 

II.4.2. Calcul par éléments finis 

 

 Afin de modifier les conditions magnétiques du matériau, le courant DC dans un 

enroulement (constitué d’une spire pour simplifier l’analyse) évolue entre 0,01 A et 20 A, ce 

qui correspond à un champ magnétique entre 0,05 A/m et 100 A/m. Pour chaque niveau de 

courant magnétisant, l’impédance opérationnelle a été calculée à partir de l’équation (II.16) en 

effectuant de petites variations de courant magnétisant autour du point de fonctionnement 

avec une fréquence comprise entre 0,01 Hz et 1000 Hz. L’amplitude de ces variations est 

fixée à 0,01 A.  

 
H

E
Zoper =  (II.16) 

 

E et H représentent respectivement le champ électrique et le champ magnétique à la surface 

de la tôle. 

 

 Finalement, en prenant en compte les dimensions de la tôle, son impédance a été 

calculée à partir de l’équation (II.17). Les résultats de simulation ainsi que la courbe 
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représentant l’impédance calculée selon l’expression analytique classique (II.1) sont présentés 

sur la fig. II.8. 

 opertôle Z
L

nl
Z ⋅

⋅⋅
=

22
 (II.17) 

 

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

-160

-140

-120

-100

-80

-60

Fréquence [Hz]

G
a
in
 [
d
B
]

Z
analy

Z
0,01 A

Z
0,1 A

Z
1 A

Z
2 A

Z
3 A

Z
4 A

Z
5 A

Z
6 A

Z
7 A

Z
8 A

Z
9 A

Z
10 A

Z
20 A

 

Fig. II.8. Impédance d’une tôle ferromagnétique pour différents niveaux de saturation 
 

II.5. Validation du modèle d’ordre un demi d’une tôle 
ferromagnétique saturée 

 

II.5.1. Evolution des paramètres L0 et ω0 avec le courant 

 

 Afin de déduire l’évolution des paramètres L0(i) et ω0(i) du modèle non linéaire 

d’ordre un demi (II.14), on analyse d’abord son comportement asymptotique aux basses et 

hautes fréquences comme montré ci-dessous. 

 

Pour les basses fréquences, on a : 
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Pour les hautes fréquences, on obtient : 
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 (II.19) 

 

 Ensuite, grâce aux simulations par éléments finis (fig. II.8) on peut calculer les valeurs 

des paramètres L0 et ω0 pour chaque niveau de courant magnétisant i (tableau II.2, fig. II.9). 

 

Tableau II.2. Identification des paramètres L0 et ω0 

 
Courant [A] L0 [H] ω0 [rad/s] 

0,01 0.1559·10
-4
 0.2523 

0,1 0.1554·10
-4
 0.2531 

1 0.1492·10
-4
 0.2636 

2 0.1390·10
-4
 0.2832 

3 0.1234·10
-4
 0.3191 

4 0.1020·10
-4
 0.3867 

5 0.0772·10
-4
 0.5099 

6 0.0546·10
-4
 0.7173 

7 0.0376·10
-4
 1.0507 

8 0.0261·10
-4
 1.5890 

9 0.0187·10
-4
 2.4195 

10 0.0138·10
-4
 3.5629 

20 0.0021·10
-4
 18.9189 
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Fig. II.9. Paramètres L0(i) et ω0(i) calculés à partir des simulations par éléments finis 

 

II.5.1.1. Fonctions L0(i) et ω0(i) 

 

 Afin d’unifier le modèle (II.14), les évolutions des paramètres L0(i) et ω0(i) peuvent 

être approchés par des relations algébriques en fonction du courant. 

 En prenant l’équation (II.13), qui décrit une diminution de gain de l’impédance avec le 

courant, on peut extraire l’expression de l’inductance statique qui décrit bien l’évolution de 

l’inductance L0 avec le courant magnétisant (II.20) : 

 







+

⋅+
= σl

ik

L
iL

n1

'
)( 0

0  (II.20) 

 

où L0’ = L0 qui est décrit par la relation (II.2), lσ = 0, k et n sont identifiés à partir des 

simulations éléments finis. 

 

 La fig. II.10 montre une approximation de l’évolution du paramètre L0 par la relation 

(II.20) avec les coefficients suivants : L0’ = 1,5708·10
-5, lσ = 0, k = 0,0102, n = 2,9414. 

 



Chapitre II : 

Modèles d'ordre non entier de pièces ferromagnétiques en régime non linéaire 

 

 
 
34 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6
x 10

-5

Courant [A]

L
0

L
0
 calculé

fonction L
0
(i)

 
Fig. II.10. Paramètre L0(i) calculé et approché par la fonction (II.20) 

 

 En ce qui concerne l’évolution du paramètre ω0(i), on ne trouve aucune relation 

physique qui pourrait l’approcher. On peut calculer la valeur du ω0 en se basant sur les 

équations (II.2) et (II.6), or : 

 
eL

l
m

L

m

⋅⋅
⋅

==
σ

ω
4

    avec    
0

0  (II.21) 

 

 Malheureusement cette relation n’est vraie que pour le cas linéaire. On essaye alors 

d’approcher avec une précision satisfaisante l’évolution de ω0(i) par une équation simple 

(II.22) en n’identifiant que deux coefficients (k’ et n’) : 

 ( ) '
00 '' niki ⋅+=ωω  (II.22) 

 

où ω0’ = ω0 qui est décrit par la relation (II.6), k’ et n’ sont identifiés à partir de mesures. 

 

 La fig. II.11 montre une approximation de l’évolution du paramètre ω0 par la relation 

(II.22) avec les coefficients suivants : ω0’ = 0,2564, k’ = 0,0054 et n’ = 2,7202. 
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Fig. II.11. Paramètre ω0(i) calculé et approché par la fonction (II.22) 

 

 Finalement, le modèle non linéaire d’ordre un demi de l’impédance peut s’écrire sous 

la forme (II.23). Il est caractérisé par quatre paramètres à identifier : k, n et k’, n’. 
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Rappel : les paramètres L0’ et ω0’ peuvent être calculés ((II.2) et (II.6)) ou identifiés à partir 

de mesures en régime linéaire ou pour un courant magnétisant nul. 

 

II.5.2. Comparaison des modèles non linéaires avec la simulation 
par éléments finis 

 

 La fig. II.12 présente une comparaison des trois modèles non linéaires de l’impédance 

avec la simulation par éléments finis. Les modèles décrits dans les paragraphes II.3.1.1 et 

II.3.1.2 sont appelés respectivement « ZMay » et « ZRet ». 

 On remarque que le modèle d’ordre un demi associe les avantages des deux autres 

modèles, c'est-à-dire, pour les basses fréquences il se comporte comme le modèle d’ordre un 

avec le gain qui augmente de 20 dB par décade (« ZRet »), alors que pour les hautes 

fréquences, son gain augmente de 10 dB par décade et la phase tend vers 45° (« ZMay »). 
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 Le modèle d’ordre un demi proposé en régime non linéaire semble donc pouvoir 

modéliser correctement le comportement d’une tôle ferromagnétique soumise à des 

phénomènes de saturation (en régime petits signaux) et de courant induits. 
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Fig. II.12. Comparaison des modèles non linéaire de l’impédance avec la simulation 

 

 L’approche présentée dans ce chapitre a été vérifiée expérimentalement sur une tôle 

ferromagnétique réelle (fig. II.13). 
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Fig. II.13. Validation du modèle non linéaire d’ordre ½ sur une tôle ferromagnétique réelle 
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 L’écart entre les mesures et le modèle vient principalement du caractère approximatif 

des courbes L0(i) et ω0(i) identifiées par rapport aux mesures. Le protocole expérimental 

complet est reporté en annexe 1. 

 

II.6. Conclusion 

 

 Ce chapitre a permis ainsi de construire un nouveau modèle de connaissance d’une 

tôle ferromagnétique à travers la résolution analytique des équations de Maxwell, et 

notamment de l’équation de la diffusion. Ce nouveau modèle est basé sur les systèmes d’ordre 

non entier, dont les paramètres varient avec le courant magnétisant de la tôle. 

 A partir des résultats de simulations par éléments finis effectuées avec le logiciel 

Flux
©, nous avons également validé la structure du modèle proposé en présence de saturation. 

Ce nouveau modèle sera ensuite intégré au schéma équivalent d’une machine synchrone pour 

améliorer sa modélisation fréquentielle sur de grandes plages de fréquences, en présence de 

saturation. Ceci fera l’objet du chapitre III. 
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Chapitre III.  
Validation du modèle fractionnaire non linéaire sur une 
machine synchrone réelle 

 

III.1. Introduction 

 

 Au cours du chapitre précédent on a montré que le modèle fractionnaire de 

l’impédance peut être exploité non seulement dans les conditions linéaires mais aussi dans les 

conditions de forte saturation. Cela pose une question : est-il possible d’implanter ce nouveau 

modèle pour caractériser des machines électriques travaillant dans des conditions normales de 

fonctionnement, avec la plupart du temps une saturation des pièces ferromagnétiques 

(notamment au niveau des isthmes d’encoches [33]) ? 

 En partant du modèle classique d’une machine synchrone représentée dans un 

référentiel tournant (modèle dit de Park), l’objectif de ce chapitre est ainsi de construire un 

modèle de machine synchrone intégrant les impédances d’ordre non entier non linéaires 

décrites au chapitre II. Ce modèle sera dans un deuxième temps identifié en recourant à des 

tests expérimentaux basés sur la méthode SSFR (StandStill Frequency Response). 

 

III.2. Modélisation d’ordre non entier de machine synchrone
 en conditions saturées 

 

La modélisation de Park consiste à réduire la complexité géométrique des machines 

électriques réelles afin de simplifier leur modèle et leur analyse. Le principe repose sur un 

changement de repère, des axes (a, b, c) représentant les enroulements statoriques de la 

machine triphasée vers les axes orthogonaux (d, q, o), liés au rotor tournant de la machine 

[85]. Cela permet de modéliser des inductances indépendamment de la position du rotor par 

rapport aux enroulements du stator. De plus, les valeurs de tensions et de courants sont 

considérées comme continues, n’étant plus fonction de la vitesse de rotation de la machine. 

Cette modélisation vectorielle permet de faciliter la synthèse et l’implantation de commandes 

numériques de machines. 

Dans le cas d’un système triphasé équilibré où la somme des courants statoriques est 

égale à zéro (ia+ib+ic=0), cette représentation (d, q, o) peut être encore simplifiée en 
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négligeant la composante homopolaire o. La machine peut alors être modélisée suivant deux 

axes (d, q). Cette simplification vectorielle est représentée sur la fig. III.1. 

 

θ

 
Fig. III.1. Représentation de la transformation de Park 

 

 Les relations entre les courants, les tensions et les flux dans les axes (d, q, o) par 

rapport aux axes (a, b, c) sont données ci-dessous (III.1) [85] : 
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où A(θ) est appelé la matrice de transformation de Park donnée par (III.2). 
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 Une machine synchrone triphasée avec un rotor bobiné comportant des amortisseurs 

dans l’axe rotorique, peut être représentée sur la fig. III.2 dans le référentiel de Park. Les 
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amortisseurs servent à amortir les oscillations des grandeurs électriques (flux magnétiques) 

pendant les régimes transitoires (démarrage et courts-circuits essentiellement). 

 

 
Fig. III.2. Représentation de Park de la machine synchrone 

 

 Les équations de tension qui constituent le système d’équations de Park de la machine 

synchrone sont données ci-dessous [14] : 
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 (III.3) 

 

 A partir de cette représentation et de la modélisation vectorielle des grandeurs 

électriques, on peut alors construire un schéma équivalent dans chacun des axes d et q de la 

machine comme nous le verrons dans le paragraphe suivant. 

 

 

 

 



Chapitre III : 

Validation du modèle fractionnaire non linéaire sur une machine synchrone réelle 

 

 
 

41 

III.2.1. Schéma équivalent classique d’ordre entier 

 

 En analysant la fig. III.2, un schéma équivalent d’ordre 2 valable en régime permanent 

peut être construit à partir de considérations physiques (modélisation des pertes Joule, flux 

principaux et de fuite, etc.); ce schéma est décrit sur la fig. III.3 [39]. 

 

 
Fig. III.3. Schéma équivalent d’ordre 2 de la machine synchrone (axes d et q) 

 

Les paramètres caractérisant ce schéma équivalent dans l’axe d, sont les suivants : 
 

− la résistance (rs) et l’inductance de fuite (lσs) des enroulements du stator, 

− l’inductance magnétisante (lad) représentant l’énergie stockée dans l’entrefer, 

− la force électromotrice (ωφq) induite au stator par la rotation du rotor à la pulsation ω, 

− l’inductance (lf12d) qui décrit le flux mutuel entre les amortisseurs et l’excitation, 

− la résistance (r1d) et l’inductance (l1d) des amortisseurs, 

− la résistance (rf) et l’inductance de fuite (lσf) des enroulements d’excitation. 

 

Et dans l’axe q : 
 

− la résistance (rs) et l’inductance de fuite (lσs) des enroulements du stator, 

− l’inductance magnétisante (laq) représentant l’énergie stockée dans l’entrefer, 
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− la force électromotrice (ωφd) induite au stator par la rotation du rotor à la pulsation ω, 

− la résistance (r1q) et l’inductance (l1q) des amortisseurs. 

 

Ce schéma équivalent ne tient pas compte de l’effet de peau dans les pièces 

conductrices de la machine. Classiquement, pour améliorer la précision de ce schéma, on 

rajoute un certain nombre de cellules (R-L) permettant de modéliser ce phénomène de nature 

distribuée [5, 16, 35]. En théorie, ce nombre de cellules doit être infini s’il l’on souhaite 

représenter finement ce phénomène [68, 17]. En pratique, on choisit généralement de rajouter 

plusieurs cellules (R-L) pour avoir un schéma équivalent valable jusqu’à environ 1 kHz [11, 

29]. Néanmoins cette démarche augmente considérablement l’ordre du schéma équivalent et 

peut mener à une perte de pertinence physique des paramètres du modèle lors de 

l’identification [25]. 

 

L’exemple du modèle classiquement utilisé pour modéliser l’effet de peau dans les 

pièces conductrices (amortisseurs) d’une machine synchrone est décrit en [29, 31] et montré 

sur la fig. III.4. 

 

 
Fig. III.4. Schéma équivalent de la machine synchrone en tenant compte de l’effet de peau 
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 Classiquement, les modèles comportent deux branches R-L dans chaque axe, par 

rapport au modèle décrit sur la fig. III.3, ce qui conduit à un modèle d’ordre 3 avec onze 

paramètres dans l’axe d et sept paramètres dans l’axe q. 

 

III.2.2. Schéma équivalent d’ordre un demi 

 

 Afin de prendre en compte les effets liés à la fréquence sans augmenter trop l’ordre du 

modèle, nous allons modifier le schéma équivalent décrit au paragraphe III.2.1 en intégrant 

les impédances présentées au chapitre II. Des travaux récents [68] montrent qu’une telle 

modélisation conduit à des modèles fiables et compacts sur une grande plage de fréquence 

allant jusqu’à 1 kHz. 

 L’intégration des impédances d’ordre ½ dans le schéma équivalent de machine 

synchrone s’effectue également par de simples considérations physiques. On ajoute les 

impédances d’ordre non entier « là » où des courants induits sont supposés se développer. Ce 

sont tout d’abord les parties massives du rotor qui n’est pas feuilleté afin d’avoir une 

résistance mécanique élevée [14]. On ajoute donc aux schémas équivalents d’axe d et q une 

impédance d’ordre ½ de type « inductif » (décrite par les équations (III.4) et (III.5)) en 

parallèle des inductances lad et laq représentant l’énergie magnétique stockée dans l’entrefer et 

supposées constantes. 
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 Des courants induits peuvent également se développer dans la cage d’amortisseurs. 

L’impédance d’ordre ½ de type « résistif » d’une barre d’amortisseur est décrite par les 

équations (III.6) et (III.7) respectivement pour les axes d et q. Ces impédances remplacent les 

impédances (R-L) modélisant les amortisseurs de la fig. III.4. 

 
d

dd jRZ
2

2
2/1

2 1)(
ω
ω

ω ⋅+⋅=  (III.6) 



Chapitre III : 

Validation du modèle fractionnaire non linéaire sur une machine synchrone réelle 

 

 
 
44 

 

 
q

qq jRZ
2

2
2/1

2 1)(
ω
ω

ω ⋅+⋅=  (III.7) 

 

 On suppose également qu’aux fréquences considérées, les courants induits peuvent 

être négligés dans le bobinage du stator (modélisés par une résistance rs et une inductance lσs) 

ainsi que dans les enroulements d’excitation (modélisés par une résistance rf et une inductance 

lσf). En ce qui concerne le champ mutuel de fuite (lf12d et lf12q) liant les enroulements 

statoriques et les amortisseurs dans l’axes d et q, lui aussi n’est pas influencé par les courants 

induits [68]. 

 La fig. III.5 présente finalement le schéma équivalent d’ordre non entier de la machine 

synchrone, déduit des considérations physiques présentées dans ce paragraphe. 

 

 
Fig. III.5. Schéma équivalent d’ordre ½ d’un alternateur (axes d et q) 

 

REMARQUE : Lors de l’identification, ce modèle devra être simplifié. En effet, le paramètre 

ω2q ne peut pas être identifié puisque l’on ne dispose pas assez d’informations rotoriques dans 

l’axe q par rapport à l’axe d, sans l’enroulement d’excitation. L’impédance Z2q est ainsi court-

circuitée par l’impédance Z1q pour les hautes fréquences. Nous avons ainsi remplacé la 
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branche d’amortisseurs décrite par Z2q, par une résistance r2q et une inductance l2q constantes 

avec la fréquence (fig. III.6). 

 

 
Fig. III.6. Schéma équivalent d’ordre ½ simplifié d’un alternateur (axes d et q) 

 

III.3. Identification des paramètres du schéma équivalent
 d’ordre non entier de la machine synchrone 

 

 Dans la première étape, on se concentre sur l’identification des paramètres de la 

machine synchrone en régime linéaire grâce aux tests réalisés suivant la norme SSFR (ang. 

StandStill Frequency Response tests [25]), norme que nous rappelons brièvement par la suite. 

La machine étudiée est une machine synchrone à deux paires de pôles, appelée par la suite 

machine « Enco » du nom de son constructeur. Ces données sont regroupées dans le tableau 

III.1. 
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Tableau III.1. Plaque signalétique de la machine synchrone « Enco » 
 

Caractéristique Valeur 

Puissance apparente (Sn) 3 kVA 

Tension statorique (Vn) 220 V 

Courant statorique (In) 7,9 A 

Tension rotorique (Vf) 20 V 

Courant rotorique (If) 8 A 

Fréquence (f) 50 Hz 

Vitesse de rotation (ωm) 1500 tr/min 

Facteur de puissance 0,8 

 

III.3.1. Méthode SSFR 

 

 Afin d’obtenir les paramètres du schéma équivalent de la machine synchrone étudiée, 

on se sert de la méthode SSFR qui permet de déterminer les caractéristiques fréquentielles 

d’une machine synchrone à l’arrêt [25, 29]. Cette méthode est non destructive pour la 

machine testée et ne requiert pas d’équipements sophistiqués. En effet, on alimente en 

monophasé l’une des phases de la machine par une source de tension sinusoïdale de fréquence 

variable entre quelques mHz et environ 1 kHz et de faible amplitude pour ne pas saturer le 

circuit magnétique. 

 Grâce à la réponse fréquentielle de la méthode SSFR on peut obtenir quatre fonctions 

opérationnelles qui sont : 

 
− L’inductance opérationnelle dL  d’axe d vue du stator quand l’enroulement 

d’excitation est en court-circuit : 
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− L’inductance opérationnelle qL  d’axe q vue du stator quand l’enroulement 

d’excitation est en court-circuit : 
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− La fonction de transfert Gs  entre le stator et l’enroulement d’excitation : 
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− L’impédance afoZ  entre le stator et l’enroulement d’excitation : 
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 Les expressions analytiques complètes des grandeurs opérationnelles du schéma 

équivalent d’ordre ½ sont présentées dans l’annexe 2. 

 

 Afin de mesurer ces différentes grandeurs opérationnelles, un banc de mesures a été 

développé au G2Elab; son synoptique est présenté sur la fig. III.7. 

 

c
h
a
m
p

 
Fig. III.7. Synoptique du banc de mesures du test SSFR 

(mesure de l’impédance opérationnelle Zd) 
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 A partir de la configuration présentée ci-dessus, on arrive à mesurer deux impédances 

opérationnelles : Zd et Zq (fig. III.8). A partir d’une mesure des résistances statoriques, on 

déduit alors les inductances opérationnelles Ld et Lq. 
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Fig. III.8. Mesures expérimentales des impédances opérationnelles Zd et Zq 

 

 Les autres grandeurs opérationnelles (sG et Zafo) sont mesurées directement. Tous les 

résultats de mesures expérimentales sont présentés dans le paragraphe III.3.3. 

 

III.3.2. Identification des paramètres du modèle 

 

 La méthode d’identification des paramètres du modèle fractionnaire, adoptée dans 

cette thèse est basée sur la méthode des moindres carrés. Cette méthode s’applique à 

n’importe quelle fonction vectorielle de variables xi, et consiste à déterminer les n paramètres 

],...,,[ 21 naaaa =  en minimisant le critère quadratique J correspondant à la somme des carrés 

des écarts entre la variable yi et la valeur correspondante de la fonction du modèle à optimiser 

(III.14). Cette méthode s’avère particulièrement efficace lorsque la fonction à identifier est 

non linéaire [87]. 
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La fonction )( ia xF  représente une des quatre grandeurs opérationnelles caractérisant la 

machine avec les différents paramètres a  à identifier, alors que yi représente les mesures de 

ces grandeurs opérationnelles. m est le nombre de points de mesures. 

 L’identification a été effectuée avec le logiciel Matlab
® qui propose des procédures se 

basant sur la méthode des moindres carrées et sur l’algorithme d’optimisation de Levenberg – 

Marquardt (en utilisant la fonction lsqnonlin). 

 Suite à une redondance d’informations dans notre problème d’identification ([61, 62]), 

disposant de trois grandeurs opérationnelles différentes (Ld, sG, Zafo), les paramètres de l’axe 

d n’ont été identifiés qu’à partir du module de la fonction de transfert Ld. Les paramètres de 

l’axe q ont également été déterminés à partir du module de Lq. Des travaux précédents 

présentés dans [61] ont montré la robustesse de cette approche, en comparant l’identification 

des paramètres issue des autres grandeurs opérationnelles. 

 

III.3.3. Résultats d’identification 

 

 En appliquant la méthodologie présentée aux paragraphes précédents, on procède à 

l’identification des paramètres du modèle d’ordre non entier de la machine synchrone 

« Enco ». Ils sont présentés dans le tableau III.2. Toutes les grandeurs caractéristiques de la 

machine ont été exprimées en per unit [p.u.] (cf. annexe 3). 

Il faut noter que les paramètres L1d et L1q n’ont pas à être identifiés globalement car ils 

peuvent être estimés directement à partir du comportement basses fréquences des inductances 

opérationnelles. Ainsi, L1d et L1q sont données par les équations ci-dessous. 
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où Ld1 et Lq1 sont les valeurs des inductances opérationnelles Ld et Lq enregistrées pour les 

basses fréquences. 

De même, les résistances rsd et rsq sont mesurées en continu. 
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Tableau III.2. Paramètres du modèle d’ordre non entier de la machine synchrone « Enco » 
 

Paramètre identifié Valeur obtenue en [p.u.] 

rs 0,0537 

lσs 0,0880 

lad 1,5399 

L1d 6,9862 

ω1d 0,0044 

lf12d 0,0163 

R2d 0,0378 

ω2d 0,1285 

lσf 0,0102 

rf 0,0372 

laq 0,6414 

L1q 6,0454 

ω1q 0,0091 

l2q 0,1105 

r2q 0,1172 

 

 Afin de valider le modèle identifié, on va comparer les diagrammes de Bode des 

grandeurs opérationnelles mesurées et identifiées avec le modèle d’ordre non entier. Le 

résultat de cette comparaison est présenté sur la fig. III.9. 
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Fig. III.9. Diagrammes de Bode des grandeurs opérationnelles de la machine synchrone « Enco » 
 

 Rappelons que l’identification des paramètres a été réalisée seulement à partir du 

module des grandeurs opérationnelles Ld et Lq. Les erreurs observées sur la phase des 

fonctions sG et Zafo sont sans doute liées à ce choix. Nous avons présenté ici les meilleurs 

résultats d’optimisation, mais ils sont l’objet d’un compromis [61, 62]. 

 

III.4. Influence de la saturation sur les paramètres de la
 machine synchrone 

 

 On suppose que le phénomène de saturation se manifeste principalement dans l’axe 

direct d car pour les machines à pôles saillants, l’entrefer dans l’axe transversal q est 

beaucoup plus grand. La fig. III.10 présente une simulation par éléments finis d’une 

distribution de flux magnétique dans une machine synchrone à quatre pôles saillants. La 

machine a été alimentée par le courant DC nominal. L’enroulement a a été connecté en série 
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avec des enroulements b et c connectés en parallèle. Quand l’axe d du rotor est concordant 

avec l’axe a de la machine synchrone (cas (a)), le champ magnétique pénètre le rotor entier 

qui influence le passage du flux magnétique, ce qui est ensuite observable aux bornes de la 

machine comme une variation des paramètres. Dans le cas (b) (l’axe q du rotor concordant 

avec l’axe a de la machine), les lignes du flux magnétique se ferment dans un 

épanouissement, alors on n’observe pas une telle réaction du rotor dans l’axe q. C’est 

pourquoi dans la suite de l’étude on ne s’occupe que de mesures et d’identification de 

paramètres dans l’axe d avec la saturation de la machine. Les paramètres de l’axe transversal 

q du schéma équivalent sont supposés constants. 

 

 
Fig. III.10. Simulation par éléments finis d’une distribution de flux magnétique 

dans une machine synchrone à quatre pôles saillants. 
(a) l’axe d du rotor concordant avec l’axe a de la machine 
(b) l’axe q du rotor concordant avec l’axe a de la machine 

 

III.4.1. Schéma équivalent d’ordre non entier en présence de 
saturation 

 

 Nous avons vu au chapitre II qu’une tôle ferromagnétique soumise à un fort courant 

magnétisant et au développement de courants induits pouvait être modélisée finement par une 

impédance d’ordre ½ dont les paramètres, L0 et ω0, varient fortement avec le niveau de 

saturation. 

 La saturation de la machine synchrone peut potentiellement influencer quatre 

inductances du modèle d’ordre ½ présenté sur la fig. III.6 : l’inductance magnétisante (lad), les 

inductances de fuite (lσs et lσf) et l’inductance mutuelle (lf12d). Cependant, comme nous le 
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verrons plus loin, seule l’influence de la saturation sur l’inductance magnétisante aura pu être 

analysée précisément dans ces travaux. 

 

 Le schéma équivalent d’ordre ½ en présence de saturation est décrit dans le 

paragraphe III.4.3. 

 

III.4.2. Adaptation du banc de mesures SSFR à la saturation 

 

 Afin d’étudier l’évolution des paramètres du schéma équivalent d’ordre non entier 

avec la saturation de la machine, le banc de mesures SSFR décrit précédemment a du être 

adapté. Ainsi, par rapport au schéma présenté sur la fig. III.7, le bobinage du rotor est 

connecté à une source de tension DC stabilisée, destinée à modifier le point de 

fonctionnement magnétique de la machine (fig. III.11). Le protocole expérimental modifié 

reste cependant facile à appliquer et permet de contrôler précisément le flux magnétisant de la 

machine. Le banc d’essai est présenté sur la fig. III.12. 

 
c
h
a
m
p

 
Fig. III.11. Synoptique du banc de mesures du test SSFR modifié 

 

 Le signal du générateur basse fréquence reste de faible amplitude pour respecter la 

norme [25], c’est-à-dire pour assurer 0,5% du courant nominal. Le modèle obtenu sera donc 

valable pour de petites variations autour d’un point de fonctionnement magnétique 

quelconque (modèle saturé petits signaux). 
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Fig. III.12. Banc de mesures du test SSFR modifié de la machine synchrone « Enco » 

 

 Néanmoins, ce protocole présente quelques inconvénients. Tout d’abord, il ne permet 

pas d’obtenir d’autres grandeurs opérationnelles que Ld ou Lq, définies par les équations (III.8) 

et (III.10), puisqu’elles ne requièrent que des mesures de tension et courant statoriques. Les 

autres grandeurs (sG et Zafo) qui pourraient contribuer à améliorer la précision de 

l’identification, nécessitent de mesurer les courants et/ou tension rotoriques ((III.12) et 

(III.13)), ce qui est impossible avec la source de tension DC connectée. 

Par ailleurs, l’injection d’un courant magnétisant élevé lorsque le rotor de la machine est 

bloqué peut entrainer un échauffement de la machine, qui engendre une variation des 

résistances [1]. Sans avoir pu évaluer précisément cette dépendance en température en 

instrumentant la machine à l’aide de capteurs adéquats, nous tiendrons compte de cette 

variation paramétrique dans l’identification des autres paramètres. 

 

III.4.2.1. Influence de la source de tension DC stabilisée 

 

 Pour garder les conditions du test SSFR, l’enroulement d’excitation (pour la mesure de 

l’impédance Zd) doit être court-circuité. La source de tension DC doit ainsi présenter une 

impédance faible par rapport à la résistance de l’enroulement d’excitation, sur toute la plage 

de fréquences considérée. Pour juger de l’influence de la source de tension DC sur la justesse 

de mesures dans les conditions de saturation, le module et la phase de l’impédance 



Chapitre III : 

Validation du modèle fractionnaire non linéaire sur une machine synchrone réelle 

 

 
 

55 

opérationnelle Zd ont été mesurés dans trois conditions différentes suivant que l’enroulement 

d’excitation soit ouvert, court-circuité par un fil ou, enfin, court-circuité par la source de 

tension DC fournissant un courant de 1 A. Sur la fig. III.13 on peut constater que la source de 

tension DC stabilisée présente une résistance interne suffisamment basse pour provoquer un 

court-circuit de l’enroulement de l’inducteur, ce qui permet ensuite de procéder au test SSFR 

de manière classique. 
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Fig. III.13. Influence de l’excitation sur l’impédance opérationnelle Zd 

 

III.4.2.2. Résultats expérimentaux 

 

 Le courant magnétisant injecté dans l’inducteur de la machine « Enco » varie entre 0 

et 9 A, par pas de 1 A. L’impédance opérationnelle Zd, mesurée entre 0,1 Hz et 1 kHz, par pas 

de 0,2 Hz, a été enregistrée pour chaque niveau de saturation. L’inductance opérationnelle Ld 

résultante est présentée sur la fig. III.14. 
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Fig. III.14. Inductance de la machine « Enco » pour différents niveaux de saturation 

 

 Suite à l’échauffement de la machine inhérent à l’injection d’un courant continu dans 

une machine non ventilée, la résistance du stator varie entre 0,875 Ω à 0,9322 Ω (fig. III.15). 

Pour éliminer son influence sur la valeur de l’inductance opérationnelle Ld (III.8), la 

résistance rs a été corrigée pour chaque niveau de courant magnétisant. 
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Fig. III.15. Variation de la résistance du stator avec le courant magnétisant 
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III.4.3. Identification des paramètres de la machine synchrone 
saturée 

 

 Comme nous l’avons mentionné précédemment, la saturation peut influencer les 

quatre inductances apparaissant dans le modèle d’axe d présenté sur la fig. III.6 : l’inductance 

principale, les inductances de fuite et les mutuelles. Malheureusement, comme nous ne 

disposons que d’une seule impédance opérationnelle, nous n’avons pas pu différencier 

finement l’influence de la saturation sur telle ou telle inductance. 

 

 La figure ci-dessous présente l’erreur en pourcent entre le module de la grandeur 

opérationnelle Ld mesurée et modélisée, pour les fréquences de 100 Hz à 1 kHz, en fonction 

de la variation en pourcent des paramètres choisis (lσs, lf12d et lσf). D’après cette figure, il 

apparaît que l’inductance lσs joue un rôle prédominant dans la modélisation du comportement 

de la machine, notamment pour les hautes fréquences. Nous supposerons ainsi que seuls trois 

paramètres varient avec le courant de magnétisation : L1d pour la basse fréquence, ω1d pour la 

fréquence intermédiaire et finalement lσs pour la haute fréquence. Tous les autres paramètres 

seront gardés constants avec le courant. 
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Fig. III.16. Sensibilité du modèle aux variations des inductances 

 

 Pour identifier les trois paramètres (L1d, ω1d, lσs) avec la saturation, il faut revenir aux 

paramètres initiaux identifiés en régime linéaire, sans courant magnétisant rotorique (voir 

tableau III.2). Ensuite, à partir des basses fréquences des mesures expérimentales (fig. III.14), 
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on réidentifie le paramètre L1d pour chaque niveau de courant magnétisant, en gardant les 

autres paramètres constants. La même approche est adoptée pour la réidentification du 

paramètre lσs à partir du comportement haute fréquence cette fois-ci. Finalement, en prenant 

en compte les évolutions des deux inductances trouvées (L1d et lσs), on réidentifie la valeur de 

la pulsation de coupure ω1d à partir des fréquences intermédiaires. 

 Les valeurs identifiées de chaque paramètre sont ensuite affinées pour tenir compte de 

l’évolution des autres. Elles sont résumées dans le tableau III.3. 

 

Tableau III.3. Paramètres du modèle fractionnaire de la machine synchrone « Enco » saturée 
 

 0 A 1 A 2 A 3 A 4 A 5 A 6 A 7 A 8 A 9 A 

rs 0,0537 figé figé figé figé figé figé figé figé figé 

lσs 0,0880 0,0858 0,0846 0,0854 0,0831 0,0817 0,0808 0,0773 0,0741 0,0715 

lad 1,5399 figé figé figé figé figé figé figé figé figé 

L1d 6,9862 5,1200 3,4932 1,6500 1,2713 0,5980 0,3697 0,3146 0,2752 0,2349 

ω1d 0,0044 0,0039 0,0059 0,0060 0,0077 0,0123 0,0263 0,0478 0,0794 0,1619 

lf12d 0,0163 figé figé figé figé figé figé figé figé figé 

R2d 0,0378 figé figé figé figé figé figé figé figé figé 

ω2d 0,1285 figé figé figé figé figé figé figé figé figé 

lσf 0,0102 figé figé figé figé figé figé figé figé figé 

rf 0,0372 figé figé figé figé figé figé figé figé figé 

 

 L’évolution des paramètres L1d, ω1d et lσs en fonction du courant de magnétisation est 

représentée sur la fig. III.17. Les lignes bleues correspondent à l’extrapolation des points 

expérimentaux par les fonctions (II.20) et (II.22). 
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Fig. III.17. Evolutions des paramètres L1d, ω1d et lσs avec la saturation 

 

 La fig. III.18 présente une comparaison finale du modèle non linéaire d’ordre non 

entier de la machine synchrone avec les mesures expérimentales. On constate que le modèle 

reste valable pour tous les niveaux de saturation dans la plage de fréquences considérée, 

même si pour les niveaux de saturation élevés, il existe quelques erreurs sur la phase aux 

basses fréquences. Ces écarts sont vraisemblablement liés au manque de justesse des mesures 

expérimentales ainsi qu’à la méthode d’identification qui ne prend en compte que les modules 

des grandeurs opérationnelles. 
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Fig. III.18. Comparaison du modèle non linéaire fractionnaire 
avec les mesures SSFR de la machine synchrone « Enco » saturée 
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III.5. Conclusion 

 

 Au cours de ce chapitre, les impédances non linéaires d’ordre un demi développées 

dans le chapitre II ont été insérées directement dans le schéma équivalent de la machine 

synchrone pour modéliser le développement de courants induits dans certaines pièces 

conductrices de la machine, parfois soumises également à un régime de saturation 

magnétique. 

 Les paramètres du schéma équivalent construit ainsi ont ensuite été identifiés à partir 

de tests SSFR effectués sur une machine synchrone en régime saturé. La saturation est prise 

en compte à travers la variation des paramètres du schéma équivalent de la machine tels que 

l’inductance des parties massives du rotor (L1d), la pulsation de coupure (ω1d) et l’inductance 

de fuite du stator (lσs). Ce phénomène de saturation ne peut pas être négligé car il influence 

considérablement l’inductance opérationnelle Ld, notamment aux basses fréquences de 

fonctionnement, et donc le comportement de la machine. 

 Les impédances d’ordre un demi intégrées dans le schéma équivalent permettent 

également de diminuer l’ordre de ce schéma, ce qui est très avantageux pour réduire les temps 

de simulation et de synthèse de la commande comme nous le verrons au chapitre V. 
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Chapitre IV.  
Réponse temporelle du modèle d’ordre un demi d’un 
alternateur 

 

IV.1. Introduction 

 

 La modélisation de la machine synchrone présentée au chapitre III est principalement 

basée sur une approche fréquentielle puisque, comme nous l’avons vu, la propriété de 

compacité s’exprime principalement dans ce domaine. Il nous a cependant semblé 

indispensable avant de conclure quant aux résultats de cette thèse, d’aborder l’approche 

temporelle (étape obligatoire pour l’étude en simulation du comportement de machines 

intégrées au réseau électrique). 

 Ce chapitre présente ainsi une méthodologie permettant d’obtenir la réponse 

temporelle de l’alternateur modélisé par un schéma équivalent d’ordre non entier. Nous avons 

ainsi construit une méthodologie complète pour calculer les modes associés au système d’état 

d’ordre non entier décrivant notre machine intégrée au réseau. 

 

IV.2. Equations électriques décrivant le comportement d’un 
alternateur raccordé à un réseau (R-L) 

 

 On rappelle ci-dessous (fig. IV.1) le schéma équivalent d’ordre non entier de la 

machine synchrone, présenté dans le paragraphe III.2.2. On suppose que la machine est 

connectée à une charge modélisée par une résistance équivalente Rch et une inductance 

équivalente Lch. 
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Fig. IV.1. Schéma équivalent d’ordre ½ d’un alternateur connecté à une charge RL (axes d et q) 

 

 Les modèles d’ordre non entier utilisés pour modéliser la machine sont de nature 

implicite puisque les pièces modélisées sont de dimension finie [59]. La mise en équations 

afin d’obtenir la réponse temporelle du système s’avère relativement compliquée et longue à 

mettre en œuvre. En effet, le système d’état généralisé correspondant comprend un nombre de 

variables d’état extrêmement important par rapport à un modèle d’ordre entier classique, du 

fait que la propriété de compacité des systèmes d’ordre non entier disparaît lorsque l’on passe 

dans le domaine temporel [68]. 

 Pour réduire le temps de calcul, nous allons donc approcher les systèmes d’ordre non 

entier implicites apparaissant dans le modèle (fig. IV.1) par les systèmes explicites donnés ci-

dessous [19]. 
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où s est l’opérateur de Laplace égale à jω. 

 

 Afin de valider cette hypothèse, nous avons comparé dans le diagramme de Bode ci-

dessous les grandeurs opérationnelles mesurées (points noirs), avec leur modèle identifié, 

constitué soit avec des systèmes implicite (ligne bleue) soit explicite (ligne rouge). 
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Fig. IV.2. Diagrammes de Bode des grandeurs opérationnelles de la machine synchrone « Enco » 
(mesures – points noirs, modèle implicite – ligne bleue, modèle explicite approché– ligne rouge) 

 

 Cette approximation étant tout à fait acceptable, nous assimilerons donc par la suite les 

systèmes de nature implicite par leurs équivalents explicites pour l'étude dynamique de la 

machine synchrone dans le domaine temporel. 

 

 En considérant que la vitesse de rotation (donc la pulsation ω) reste constante, le 

système d’équations régissant les grandeurs électriques petits signaux du schéma équivalent 
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(fig. IV.1) dans le domaine de Laplace, est donné par le système d’équations (IV.4) ci-

dessous. 
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où : 

 ( )
ddfdaddsd iiiilil 21 ++−⋅+⋅= σϕ  (IV.5) 

 ( )
qqqaqqsq iiilil 21 ++⋅+⋅= σϕ  (IV.6) 

 

 On remplaçant finalement les termes : 2/1
1dZ , 2/1

2dZ , 2/1
1qZ , dϕ , qϕ  dans le système 

d’équations (IV.4) par leurs expressions données en (IV.1), (IV.2), (IV.3), (IV.5) et (IV.6) on 

obtient : 
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IV.3. Mise en forme du système d’état généralisé 

 

 Les variables d’état du système ont été prises égales aux courants : 
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 Ensuite, pour construire le système d’état généralisé, on utilise le changement de 

variables donné ci-dessous : 
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Le système IV.7 s’écrit alors : 
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 Après plusieurs manipulations des équations linéaires (IV.9) (le détail des calculs est 

donné en annexe 4), on exprime finalement toutes les dérivées d’ordre ½ de chaque variable 

d’état choisie, en fonction de toutes les autres (IV.10). 
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(IV.10) 

 

Les expressions pour les coefficients k et m sont données en annexe 4. 

 

 Le système d’état généralisé (IV.10) peut s’écrire alors sous la forme réduite (IV.11). 

 uBxAx ⋅+⋅=)2/1(  (IV.11) 

 

où : 
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 (IV.12) 

 

Et la matrice d’état généralisé A est donnée par : 
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IV.4. Discrétisation et résolution du système 

 

 Afin de calculer la réponse temporelle à partir du système d’état généralisé (IV.10), on 

va utiliser la méthode directe [53]. Elle consiste à remplacer les dérivées d’ordre un demi de 

chaque variable d’état par une approximation numérique, ce qui conduit à des équations 

récurrentes directement calculables. 

 Il existe plusieurs méthodes qui permettent de calculer la dérivation non entière d’une 

variable, comme nous l’avons vu au chapitre II. Ce sont par exemple les méthodes basées sur 

la définition de Riemann-Liouville [59] ou Caputo [52]. Nous allons dans cette thèse utiliser 

la définition de Grünwald-Letnikov [59], qui permet d’évaluer numériquement par 

discrétisation la dérivation non entière. 

 

 La dérivation d’ordre α d’une fonction x à l’instant tm = m·h est ainsi donnée par [59] : 
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où : 
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1 dtetz tz  est la fonction Gamma (généralisation 

de la notion de factorielle sur les nombre réel), α est l’ordre de dérivation de la variable x, m 

est le numéro de l’échantillon et h est le pas d’échantillonnage. 

L’expression 

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
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α
 peut être aussi écrite sous la forme plus simple : 
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 (IV.15) 

 

 Une de propriétés la plus significative de la dérivation non entière d’une fonction x(t) à 

un instant tm est le fait que pour sa détermination on prend en compte le passé intégral de la 

fonction. Cependant, compte-tenu de la valeur des paramètres 








k

α
, les instants récents ont 

plus de poids sur la valeur de la dérivation que les instants plus lointains. Etant limité par le 

logiciel Matlab
® qui permet de calculer la fonction Gamma pour un nombre maximal de 171, 

et une factorielle de 170, on ne peut pas utiliser l’équation IV.15 directement. Comme 
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
, il est nécessaire de prendre en compte des instants plus lointains pour 

assurer une bonne précision des calculs. L’équation IV.15 a été donc réécrite sous la forme 

suivante : 

 
( ) ( ) ( )

k

k

k

1
...

3

2

2

1

1

+−
⋅⋅

−
⋅

−
⋅=







 ααααα
 (IV.16) 

 

Cette forme est plus élégante pour calculer numériquement et permet de prendre en compte 

pratiquement tous les instants du passé (car k peut prendre les valeurs beaucoup plus grandes 

que 170). 

 Une limitation du nombre d’échantillons correspondant au passé de la fonction est 

cependant nécessaire au risque de faire croître trop drastiquement le temps de simulation (fig. 

IV.3). 
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Fig. IV.3. Accroissement du temps de simulation avec le nombre d’échantillons 

(simulations faites sur un ordinateur avec le processeur Intel Core 2 Duo E4600 @ 2,40 GHz) 
 

 L’erreur d’approximation induite par cette limitation peut être estimée grâce à 

l’équation (IV.17) [60]. 
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où M est la valeur maximale de la fonction x, α est l’ordre de dérivation et K est le nombre 

d’échantillons pris en compte. 

 

 La fig. IV.4 présente l’erreur ε en fonction du nombre d’échantillons, pour α = 0,5. 
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Fig. IV.4. Erreur induite par une limitation du nombre des instants du passé 

 

 En appliquant la définition (IV.14) pour le calcul des dérivations d’ordre ½ du système 

d’état généralisé IV.10, on obtient : 
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Sous la forme réduite, le système IV.18 s’exprime par : 

 ( ) ( ) QMmhxQmhxM ⋅=⇒=⋅ −1  (IV.19) 
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 (IV.21) 

 

 En résolvant l’équation (IV.19) on obtient seize variables d’état, de x1 à x16, qui correspondent aux courants id, iq, if, i1d, i2d, i1q, i2q et leurs 

dérivées d’ordre ½ ou 1 (IV.8). 
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IV.5. Résultats de simulations 

 

 L’équation (IV.19) a été résolue sous le logiciel Matlab
®. Trois états différents de la 

machine synchrone étudiée ont été simulés : la marche à vide, le point de fonctionnement 

nominal et l’analyse de court-circuit. Chaque état a été simulé pendant une seconde avec un 

pas d’échantillonnage égal à une milliseconde. Le nombre d’échantillons correspondant au 

passé a été limité à 1000 pour chaque pas de temps. 

 Egalement, deux changements d’état ont été simulés. A partir de la marche à vide, la 

machine a été chargée (pour une charge RL nominale) avec une élévation simultanée de la 

tension d’excitation. Un deuxième essai a consisté à court-circuiter la machine à partir de sa 

marche à vide. 

 

 Afin d’obtenir les courants sinusoïdaux (ia, ib, ic) dans les axes naturels (a, b, c), la 

transformation inverse de Park [36] a été effectuée sur les courants id et iq, c’est-à-dire, sur les 

variables d’état x1 et x10. Ensuite, les tensions des trois phases (ua, ub, uc) sur la charge RL ont 

été calculées en utilisant l’équation donnée ci-dessous : 

 ch

cba

chcbacba L
dt

di
Riu ⋅+⋅= ,,

,,,,  (IV.22) 

 

Pour minimiser les erreurs numériques lorsque du calcul de la dérivation 
dt

di cba ,, , les 

échantillons des courants ia, ib, ic ont été interpolés avec un pas de 1·10
-6 second. 

 

 Les figures suivantes (fig. IV.5, fig. IV.6, fig. IV.7, fig. IV.8, fig. IV.9, fig. IV.10) 

présentent les courants id, iq, if, ainsi que la tension ua et le courant ia, pour les trois états de 

fonctionnement de la machine. Pour rendre les images plus lisibles, les tensions ub, uc et les 

courants ib, ic ne sont pas montrés sur les figures. Ils ont le même module que ua et ia mais ils 

sont décalés de 120° et 240°. 

Toutes les valeurs de paramètres de la machine sont ramenées au stator. 
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Fig. IV.5. Courants id, iq, if pendant la marche à vide 
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Fig. IV.6. Tension ua et courant ia pendant la marche à vide 

 

 Pour simuler les conditions de la marche à vide, la résistance de charge a été prise 

égale à 1·106 Ω et l’inductance de charge à 0 H. Le courant d’excitation a été réglé de façon à 

obtenir la tension nominale aux bornes de la machine. 
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Fig. IV.7. Courants id, iq, if au point de fonctionnement 
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Fig. IV.8. Tension ua et courant ia au point de fonctionnement 

 

 Afin de se placer au point de fonctionnement de la machine synchrone étudiée, la 

résistance de charge Rch nominale et l’inductance de charge Lch nominale ont été calculées à 

partir des données de la plaque signalétique (tableau III.1) et des équations (IV.23, IV.24) : 

 Ω≈⋅
⋅

=⋅= 86,12cos
3

cos ϕϕ
n

n

chch
I

V
ZR  (IV.23) 
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Fig. IV.9. Courants id, iq, if pendant le court-circuit 
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Fig. IV.10. Tension ua et courant ia pendant le court-circuit 

 

 Pour simuler les conditions du court-circuit, la résistance de charge a été prise égale à 

1·10-3 Ω et l’inductance de charge a été mise à 0 H. Le courant d’excitation a été fixé à la 

valeur permettant d’obtenir la tension nominale aux bornes de la machine lors de la marche à 

vide. 
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 Les quatre figures suivantes (fig. IV.11, fig. IV.12, fig. IV.13, fig. IV.14) présentent 

les deux changements d’état mentionnés plus haut. 
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Fig. IV.11. Courants id, iq, if pendant le passage de la marche à vide au point de fonctionnement 
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Fig. IV.12. Tension ua et courant ia pendant le passage de la marche à vide au point de fonctionnement 
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Fig. IV.13. Courants id, iq, if pendant le passage de la marche à vide au court-circuit 
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Fig. IV.14. Tension ua et courant ia pendant le passage de la marche à vide au court-circuit 

 

 Les simulations de tous ces états de fonctionnement permettent de caractériser 

entièrement le comportement dynamique d’une machine synchrone et en conséquence de 

vérifier parfaitement son modèle [3]. Elles sont bien représentatives des caractéristiques 

classiques d’un alternateur lors de ces phases de fonctionnement. 
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IV.6. Conclusion 

 

 Au cours de ce chapitre nous avons obtenu une réponse temporelle du générateur 

synchrone à partir de son modèle d’ordre non entier. A cet effet, le système d’état généralisé 

d’ordre un demi a été construit et a été résolu en appliquant la définition de Grünwald-

Letnikov pour une représentation numérique des dérivées d’ordre non entier. Trois états bien 

distincts de fonctionnement de la machine synchrone ont ensuite été simulés : la marche à 

vide, le point de fonctionnement nominal et le court-circuit. 

 Il faut noter que la démarche proposée n’est possible qu’à condition de remplacer les 

dérivées implicites par les dérivées explicites. Dans notre cas, cette hypothèse a été validée. 

 L’un des problèmes majeurs apparaissant pendant la résolution du système d’état 

généralisé d’ordre non entier est une absence de valeurs de la fonction dérivée dans le passé 

dans les premiers instants. Cela ne permet pas d’atteindre la précision désirée au début de la 

simulation. Au fur et à mesure, cette précision augmente mais malheureusement le temps de 

simulation aussi et considérablement. Il existe néanmoins des méthodes permettant 

d’augmenter les performances de calculs intégrant de grandes quantités d’échantillons 

correspondant au passé [60, 80]. Nous n’avons malheureusement pas eu le temps 

d’approfondir ce point. 
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Chapitre V.  
Vers une commande d’ordre non entier robuste pour un 
modèle d’ordre non entier avec incertitudes 

 

V.1. Introduction 

 

 Au cours des chapitres précédents, nous avons développé un modèle fréquentiel fin et 

compact de la machine synchrone. Il nous semble intéressant avant de conclure ce mémoire 

de revenir sur l’objectif initial de notre travail de modélisation, à savoir la synthèse de la 

commande d’un alternateur soumis à des incertitudes de fonctionnement [77]. On parle alors 

de commande robuste. 

 La commande est robuste quand elle est insensible aux différences entre l’état du 

système et son modèle qui a été utilisé pour synthétiser la commande [78]. La robustesse de la 

commande est donc exigée dans les cas où le modèle du procédé n’est pas bien connu ou 

lorsque ses paramètres varient fortement. La commande robuste permet ainsi d’élargir les 

marges de stabilité du système et optimiser ses performances [90]. 

 La robustesse d’un système commandé peut être obtenue en employant différentes 

stratégies : commande adaptative [44], indexation du gain [50], utilisation de réseau de 

neurones artificiel [86] ou synthèse H∞ [78, 4]. Comme les modèles utilisés pour la 

commande des systèmes reposent sur les systèmes d’ordre non entier, nous avons utilisé une 

approche similaire pour la commande – la commande CRONE (Commande Robuste d’Ordre 

Non Entier) [54, 56]. Après avoir rappelé le principe de cette commande, nous montrerons 

dans quelle mesure cette commande peut être utilisée pour rendre plus robuste la commande 

d’un générateur synchrone soumis à des incertitudes paramétriques comme la température ou 

la saturation des tôles magnétiques. 

 

V.2. Introduction à la commande CRONE 

 

 La commande CRONE a été développée au Laboratoire d’Automatique et de 

Productique de Bordeaux par l’équipe du professeur Oustaloup. C’est dans ce laboratoire 

qu’ont été initialisées les premières recherches sur l’utilisation de la dérivation non entière en 

tant qu’opérateur et outil de modélisation dès 1975 [56]. 
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 La notion de robustesse peut être associée à la notion de stabilité ou de performances 

(pour un système stable). Dans le premier cas, l’objectif est de maintenir la stabilité pour toute 

variation de paramètres d’un procédé (cas de l’approche H∞ [23]). Dans l’approche CRONE, 

on parle de robustesse du degré de stabilité, qui est mesuré par le facteur de résonance en 

asservissement ou le facteur d’amortissement en asservissement et en régulation [56]. 

L’objectif est alors de maintenir non seulement la stabilité mais aussi certaines performances 

dynamiques fréquentielles ou temporelles (robustesse en performance) vis-à-vis des 

incertitudes paramétriques du procédé. 

 Au cours de ces quelques dernières décades, trois générations bien distinctes de la 

commande CRONE se sont distinguées suivant le comportement fréquentiel du procédé. Une 

brève description de chacun d’entre elles est présentée dans le paragraphe suivant. 

 

 La différence principale entre les trois générations de la commande CRONE est liée à 

la contribution du régulateur synthétisé aux variations de marge de phase. 

 Dans la première stratégie (commande CRONE de 1ère génération), la phase du 

régulateur reste constante autour de la fréquence au gain unité en boucle ouvert (ωu). Cela 

veut dire qu’une variation de marge de phase du système (qui est de nature additive de phase 

du procédé et du régulateur autour de la fréquence ωu) est provoquée seulement par une 

variation de phase du procédé. La première génération de la commande CRONE est donc bien 

adaptée aux procédés dont la phase (pour l’état paramétrique nominal) présente un 

comportement asymptotique autour de la fréquence ωu. 

 La deuxième stratégie (commande CRONE de 2ème génération) quant à elle est 

dédiée aux procédés dont la phase (pour l’état paramétrique nominal) présente un 

comportement quelconque autour de la fréquence ωu. Dans ce cas, le régulateur CRONE 

annule les variations de marge de phase du système par un apport, soit d’une avance de phase, 

soit d’un retard de phase (ou des deux). Dans le lieu de Black, le gabarit vertical du système 

([56]) glisse sur lui-même lors d’une reparamétrisation du procédé. 

 La troisième stratégie (commande CRONE de 3ème génération) de la commande 

CRONE est la plus évoluée et présente une approche optimale. Si, lors d’une 

reparamétrisation du procédé, le gabarit vertical du système ne glisse plus sur lui-même, c’est-

à-dire si on n’assure plus la robustesse désirée, il faut le généraliser [56]. Il y a deux niveaux 

de généralisation. Le premier conduit à la construction d’un gabarit de direction quelconque 

(gabarit rectiligne) ; le deuxième niveau consiste à substituer au gabarit rectiligne un 

ensemble de gabarits du même type (multi-gabarits), ce qui conduit à la définition d’un 
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gabarit curviligne. La figure ci-dessous représente la construction des gabarits suivant le 

niveau de généralisation. 

 

0 dB

Plan de Black

ωu

ωA ωA

ωB

ωB

(a)(c) (b)

 
Fig. V.1. Représentation du gabarit rectiligne (a), du multi-gabarit (b) et du gabarit curviligne (c) 

dans le plan de Black 
 

 Le principal intérêt de la commande CRONE est de construire avec un minimum de 

paramètres un correcteur qui soit robuste sur une très grande plage de fréquences. On retrouve 

la propriété de parcimonie des systèmes d’ordre non entier présentée dans la partie 

modélisation. La contrepartie réside dans l’implantation de correcteurs numériques d’ordre 

assez élevé. Les industriels utilisant cette commande semblent cependant très satisfaits de 

régler un correcteur complexe et performant avec peu de paramètres [58]. 

 

V.3. Présentation du système à commander 

 

 La fig. V.2 présente le schéma fonctionnel de la commande classique (petits signaux) 

d’un alternateur. Afin de synthétiser une commande, on a besoin de trouver la fonction de 

transfert (V.1) représentant le procédé. 

 

 ( ) ( )
( )su

su
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∆
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Fig. V.2. Schéma de la commande de l’alternateur 

 

Le système d’excitation est modélisé par une transmittance du premier ordre : 

 
( )
( ) ssu

su
sG

er

f

exc ⋅+
=

∆

∆
=

τ1

1
)(  (V.2) 

 

où τe est la constante de temps d’un amplificateur (dans notre cas τe = 0,005). 

 

 A partir du modèle d’état généralisé d’un générateur synchrone développé au chapitre 

IV, on obtient la relation suivante entre la sortie du système (tension statorique) et son entrée 

(tension d’excitation) : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )su
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BAIssuBAIssy f∆⋅





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⋅⋅−⋅=∆⋅⋅−⋅=∆

−− 111
 (V.3) 

 

On en déduit donc la transmittance de l’alternateur : 
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 La transmittance de l’alternateur altG  (V.4) représente donc la dépendance de toutes 

les variables d’états de la tension d’excitation uf. Nous nous intéressons particulièrement aux 

courants id et iq, ce qui conduit aux transmittances suivantes : 
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 Etant données les transmittances 
di

G  et 
qi

G  on trouve facilement les fonctions de 

transferts pour les tensions ud et uq : 
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où Zch représente une impédance de charge qui est égale à Rch+s·Lch dans cette étude. 

 

 Afin de trouver la transmittance 
tu

G  qui représente le rapport entre la sortie de 

l’alternateur (tension aux bornes ua) et son entrée (tension uf), donnée par : 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )sGsG
su

su
sG

qdt uu

f

t

u ⋅+⋅=
∆

∆
= βα  (V.7) 

 

il nous reste à déterminer les coefficients α et β. 

 

En sachant que : 

 222
qdt uuu +=  (V.8) 

 

on linéarise cette équation autour du point de fonctionnement 
0t

u  : 
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Pour un angle de charge θ égale à 30°, correspondant au point du fonctionnement nominal, on 

a : 

 
866,0cos

5,0sin

==

==

θβ
θα

 (V.10) 

 

 Finalement, la fonction de transfert du procédé (V.1), s’écrit sous la forme suivante : 

 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )[ ]sGsGsG
su

su
sG

qd uuexc

r

t
procédé ⋅+⋅⋅=

∆
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= 866,05,0  (V.11) 

 

 Pour information, la transmittance du procédé (fig. V.2), c'est-à-dire, la fonction de 

transfert de la machine « Enco » avec le système d’excitation, est montrée ci-dessous : 
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G_procede = .3e-3*(.1e6+.3e3*s)*(.3e99*s^7+.2e101*s^(13/2) 
+.1e116*s^6+.1e118*s^(11/2)+.2e119*s^5+.1e121*s^(9/2) 
+.1e122*s^4+.5e123*s^(7/2)+.3e124*s^3+.4e125*s^(5/2) 
+.1e126*s^2+.5e112*s^(3/2)+.1e113*s+.2e99*s^(1/2) 
+.5e99)/(.4e96+.1e108*s^8+.1e111*s^(15/2)+.3e113*s^7 
+.2e115*s^(13/2)+.4e116*s^6+.1e118*s^(11/2)+.2e119*s^5 
+.5e120*s^(9/2)+.5e121*s^4+.3e122*s^(7/2)+.2e123*s^3 
+.3e123*s^(5/2)+.1e124*s^2+.2e110*s^(3/2)+.8e110*s 

+.6e95*s^(1/2))/(.2e3+s)  (V.12) 
 

 Le Diagramme de Bode du procédé est représenté sur la fig. V.3. Nous nous sommes 

limités au domaine fréquentiel pour lequel les paramètres de la machine ont été identifiés (10 

mHz – 1 kHz). 
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Fig. V.3. Diagramme de Bode du procédé 

 

V.4. Evaluation de la commande CRONE au système étudié 

 

 Afin de déterminer la génération de la commande CRONE la plus adaptée au procédé 

étudié, il faut tracer dans le diagramme de Bode les caractéristiques fréquentielles du procédé 

pour l’état paramétrique nominal et voir comment elles se modifient en tenant compte 

d’incertitudes paramétriques. 

 

 Les diagrammes de Bode ci-dessous ont été tracés pour la fonction de transfert donnée 

de l’équation (V.11), en tenant compte des différentes incertitudes paramétriques liées à la 
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vitesse de rotation (fig. V.4), aux températures du stator ou du rotor (fig. V.5), à l’angle de 

charge (fig. V.6) et à la saturation magnétique (fig. V.7). 
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Fig. V.4. Diagramme de Bode du procédé pour trois vitesses de rotation différentes 
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Fig. V.5. Diagramme de Bode du procédé pour deux températures de la machine différentes 
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Fig. V.6. Diagramme de Bode du procédé pour trois angles de charge différents 

 

10
-2

10
0

10
2

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

Fréquence [Hz]

G
a
in
 [
d
B
]

Transmittance G
ut

10
-2

10
0

10
2

-140

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

Fréquence [Hz]

P
h
a
s
e
 [
d
e
g
]G

ut, 0 A

G
ut, 1 A

G
ut, 2 A

G
ut, 3 A

G
ut, 4 A

G
ut, 5 A

G
ut, 6 A

G
ut, 7 A

G
ut, 8 A

G
ut, 9 A

 
Fig. V.7. Diagramme de Bode du procédé pour différents niveaux de saturation 

 

 D’après les figures présentées ci-dessus, on constate que la saturation magnétique a 

une influence notable sur le comportement fréquentiel de la machine, tout particulièrement 

pour les basses fréquences. Le but est donc de synthétiser la commande robuste de façon à ne 

pas avoir une variation de marge de phase du système lors de la reparamétrisation du procédé 

avec la saturation magnétique. 

 Afin de synthétiser la commande CRONE il faut pouvoir optimiser le contour du 

gabarit en fonction des performances à attendre (comme la marge de phase, le facteur de 
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résonance, le facteur d’amortissement, etc.). Les calculs peuvent être ensuite effectués avec le 

logiciel Matlab
® équipé d’une Toolbox CRONE [57, 47]. 

 

V.5. Conclusion 

 

 L’objectif de ce chapitre était de présenter les perspectives de recherches de ce travail 

de thèse en abordant la problématique de la commande. Il nous a semblé en effet important 

d’évaluer l’apport de la commande robuste d’ordre non entier aux modèles d’ordre non entier 

de générateurs synchrones validés dans cette thèse. La prise en compte de la saturation dans la 

modélisation fréquentielle de notre machine permet dès lors d’analyser la génération de 

commande CRONE la plus adaptée à notre procédé. 

 La synthèse et l’implantation de correcteurs d’ordre non entier n’ont malheureusement 

pas pu être faites dans le cadre de cette thèse, mais cela fera l’objet d’une poursuite d’études. 

 



Conclusion générale 
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Conclusion générale 
 

 Des modèles fréquentiels non linéaires, précis et compacts du générateur synchrone 

ont été présentés dans cette thèse. Contrairement aux modèles classiques comportant plusieurs 

cellules (R-L), ils intègrent des impédances d’ordre un demi qui permettent de bien 

caractériser les phénomènes d’induction électromagnétique en réduisant en même temps 

l’ordre et le nombre des paramètres du modèle. 

 

 Dans une première partie, afin de prendre en compte les effets liés à la fréquence 

(comme l’effet de peau) ainsi que le phénomène de la saturation dans les circuits magnétiques 

de la machine synchrone, le modèle non linéaire d’ordre un demi de l’impédance d’une tôle 

ferromagnétique a été proposé. Grâce aux simulations par éléments finis d’une tôle 

ferromagnétique en régime de saturation, la structure et l’évolution des paramètres du modèle 

ont été validées. 

 

 Les résultats satisfaisants du chapitre II ont conduit, dans un deuxième temps, à 

l’établissement du schéma équivalent d’ordre non entier de la machine synchrone. Les 

impédances d’ordre un demi ont simplement remplacé les branches R-L du schéma équivalent 

de Park modélisant le développement de courants induits dans certaines pièces conductrices 

de la machine. Le modèle obtenu possède ainsi une certaine parcimonie, étant décrit avec un 

nombre de paramètres raisonnable. Ces paramètres ont par ailleurs tous un sens physique, 

étant relié directement aux caractéristiques physiques et géométriques de la machine. 

 

 Dans le but de valider ce nouveau schéma équivalent, un banc expérimental a été 

conçu pour effectuer des tests SSFR sur une machine synchrone « Enco » d’une puissance de 

3 kVA, en présence de saturation. Les résultats de l’expérimentation ont permis d’identifier 

les paramètres de la machine pour chaque niveau de saturation. L’évolution des paramètres de 

la machine saturée étant similaire à celle de la tôle ferromagnétique, nous avons pu conclure à 

la validité de l’approche proposée. 

 

 Le chapitre IV a fait l’objet d’une démarche de calcul de la réponse temporelle d’une 

machine modélisée par des systèmes d’ordre non entier. A cet effet, le système d’état 

généralisé du générateur synchrone a été construit à partir des équations différentielles d’ordre 
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non entier de la machine synchrone. Un algorithme numérique a été implémenté sous le 

logiciel Matlab
® afin de résoudre le système d’état d’ordre généralisé et trouver la réponse 

temporelle de la machine modélisée avec les systèmes d’ordre non entier. Trois différents 

états de fonctionnement du générateur ont été simulés : une marche à vide, l’établissement 

d’un régime permanent et un court-circuit. Nous avons également observé les régimes 

transitoires après le passage de la marche à vide au point de fonctionnement et de la marche à 

vide au court-circuit. 

 

 La dernière partie de ce mémoire a présenté une possibilité d’exploitation du modèle 

d’ordre non entier, non linéaire, notamment pour la synthèse de la commande robuste 

CRONE. Grâce au système d’état généralisé, la transmittance de l’alternateur a été calculée 

pour un point de fonctionnement donné. Ensuite, à partir des jeux de paramètres identifiés au 

chapitre IV, nous avons été capables de tracer les diagrammes de Bode pour les différentes 

incertitudes paramétriques, notamment pour la saturation (où la variation du gain pour la 

basse fréquence a été jusqu’à 10 dB). Les études menées peuvent être utilisées dans l’objectif 

de synthétiser une commande robuste et de simuler son fonctionnement. 

 

 Finalement, ce travail a permis d’élargir la connaissance sur les modèles d’ordre non 

entier des machines électriques. Néanmoins, il reste encore plusieurs problèmes et questions à 

analyser. 

 

 Ainsi, l’inconvénient majeur de la modélisation étudiée dans cette thèse est la 

nécessité d’avoir des données SSFR, indispensables pour pouvoir réaliser l’identification des 

paramètres. C’est une méthode très coûteuse en temps qui exige de plus une grande précision 

pendant la réalisation des mesures. Vu que le rotor de la machine est bloqué et alimenté avec 

un courant DC, il faut surveiller en permanence la température des enroulements et des autres 

éléments de la machine. Il serait ainsi intéressant de tenir compte de ces phénomènes 

thermiques dans la modélisation de la machine, notamment à travers l’identification des 

résistances du modèle. On pourrait également réfléchir à de nouvelles procédures 

d’identification basées sur des mesures réalisées on-line sur la machine. 

 

 Pour la conception des machines, il serait également pertinent de déterminer les pertes 

Fer directement à travers les paramètres identifiés et de valider cette modélisation à travers 

des simulations par éléments finis notamment. 
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 Un deuxième inconvénient concerne la discrétisation et la résolution du système d’état 

généralisé, permettant de calculer la réponse temporelle de la machine. Le calcul de la dérivée 

d’ordre non entier nécessite de tenir compte de tous les instants du passé. En conséquence, 

une simulation de fonctionnement d’un dispositif pendant de longues périodes devient 

impossible à cause des limites de mémoire et de puissance du processeur utilisé. Là encore, de 

nombreux travaux portent sur les calculs numériques liés aux dérivées d’ordre non entier et 

devraient permettre à court terme une amélioration de ce point bloquant. 

 

 Malgré ces difficultés, la modélisation d’ordre non entier permettant de caractériser le 

comportement des machines électriques dans un domaine fréquentiel, peut être adaptée à tous 

les procédés électrotechniques dans lesquels se développent des courants induits. 

 La compacité et la justesse des modèles comportant les systèmes d’ordre non entier 

nous poussent aujourd’hui à les utiliser dans le domaine de la commande, notamment la 

commande robuste. Une approche unifiée, intégrant la modélisation d’ordre non entier et la 

commande robuste d’ordre non entier, comme par exemple la commande CRONE, permettrait 

de développer des outils originaux pour l’analyse simple de systèmes électrotechniques. 
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Annexe 1. Mesures expérimentales d’une tôle ferromagnétique 
saturée 

 

 Les mesures expérimentales ont été effectuées sur la tôle ferromagnétique M800-50A 

dont les caractéristiques physiques sont présentées dans le tableau A1.1. Elle a été entourée de 

deux bobinages à 118 spires : un bobinage en cuivre servant à saturer le matériau de la tôle 

avec un courant DC et d’un deuxième, fait de fil de Litz, servant à mesurer son impédance en 

introduisant un courant à faible amplitude et une fréquence variable (fig. A1.1). La courbe de 

saturation du matériau de la tôle est tracée sur la fig. A1.2. 

 

 
Fig. A1.1. Tôle ferromagnétique M800-50A avec les bobinages 

 

Tableau A1.1. Caractéristiques physiques de la tôle M800-50A 
 

Caractéristique Valeur 

Longueur (L) 0,3 m 

Largeur (l) 0,03 m 

Epaisseur (e) 0,00065 m 

Conductivité (σ) 1,5·10
7
 S/m 

Perméabilité de l’air (µ0) 4π·10
-7 

Perméabilité relative (µr) 10027 

Nombre de spires 118 
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Fig. A1.2. Courbe de saturation de la tôle M800-50A 

 

 Etant limité par le matériel, l’impédance a été mesurée à partir de 40 Hz. Le courant 

magnétisant a été monté jusqu’à 8 A grâce à une source de tension DC stabilisée. Le schéma 

de connexion du banc de mesures est montré sur la fig. A1.3. 

 

 
Fig. A1.3. Banc de mesure de l’impédance de la tôle 

 

 La fig. A1.4 présente les résultats de mesures ainsi que le modèle non linéaire d’ordre 

un demi (II.14) avec les paramètres L0(i) et ω0(i) calculés selon les équations (II.18) et (II.19). 

Les évolutions des paramètres L0 et ω0 avec le courant ainsi que les courbes les approximant 

sont tracées sur la fig. A1.5. Les paramètres identifiés pour les fonctions approximantes 
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(II.20) et (II.22) sont égaux à : L0’ = 3,2860·10
-4, ω0’ = 348,2662, k = 0,0793, n = 1,8233, k’ = 

35,3275 et n’ = 1,2139. 
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Fig. A1.4. Résultats de mesures et leurs modèles non linéaires d’ordre ½ 
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Fig. A1.5. Paramètres L0(i) et ω0(i) d’une tôle réelle calculés à partir de mesures 

et approchés par les fonctions (II.20) et (II.22) 
 

 Finalement, le modèle non linéaire d’ordre un demi (II.23) peut être validé par rapport 

aux mesures expérimentales (fig. II.13). 
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Annexe 2. Expression analytique des grandeurs 
opérationnelles 

 

 Les grandeurs opérationnelles calculées à partir du schéma équivalent présenté sur la 

fig. III.5 s’écrivent : 
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Annexe 3. Grandeurs de base de la machine synchrone 

 

 Pour comparer les différents alternateurs, c’est-à-dire de puissance et de tensions 

nominales différentes, il est souvent utile d’utiliser un système réduit pour normaliser toutes 

les grandeurs électriques du système [39]. 

 

Les grandeurs réduites sont définies comme : 

 
base degrandeur 

réellegrandeur 
[p.u.] réduitegrandeur =  (A3.1) 

 

 Les grandeurs de base sont choisies habituellement de sort que pour les conditions 

nominales les grandeurs du système telles que puissance, tension d’alimentation, etc. soient 

égales dans le système réduit à 1 p.u. 

 

Le tableau A3.1 résume les caractéristiques nominales d’un alternateur telles qu’elles 

sont données par un constructeur tandis que les tableau A3.2 et tableau A3.3 présentent les 

définitions des grandeurs de base. 

 

Tableau A3.1. Caractéristiques nominales d’un alternateur 
 

Caractéristiques nominales Notation 

Puissance apparente Sn 

Tension entre phases Un 

Fréquence d’utilisation fn 

Inductance synchrone d’axe direct lad 

Inductance de fuite d’axe direct lσs 

Excitation nécessaire pour disposer d’un p.u. de tension à vide Iexco 
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Grandeurs de base côté stator [39] : 

 

Tableau A3.2. Grandeurs de base côté stator 
 

Grandeurs de base Notation Définition 

Tension phase / neutre Vb 
3
nU
 

Courant Ib 
n

n

U

S

⋅3
 

Fréquence (pulsation) fb (ωb) fn (ωn) 

Impédance Zb 
n

n

S

U 2

 

 

Grandeurs de base côté excitation [31, 18] : 

 

Tableau A3.3. Grandeurs de base côté excitation 
 

Grandeurs de base Notation Définition 

Tension Vfb fbfb IZ ⋅  

Courant Ifb excosad Ill ⋅− )( σ  

Impédance Zfb 2
fb

n

I

S
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Annexe 4. Détail des calculs du système d’état généralisé 
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Calcule de )2/1(
2x , )2/1(

4x  et )2/1(
6x  : 
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Identification et modélisation d'ordre fractionnaire 
des machines synchrones fonctionnant comme générateur 

 
 Un modèle fréquentiel non linéaire, précis et compact du générateur synchrone a été présenté dans cette 
thèse. Contrairement aux modèles classiques comportant plusieurs cellules R-L, il intègre des impédances 
d’ordre un demi qui permettent de bien caractériser les phénomènes d’induction électromagnétique sur la grande 
plage de fréquences, tout en réduisant l’ordre et le nombre des paramètres du modèle. Le modèle proposé tient 
compte de l’effet de peau dans les barres de la cage d’amortisseurs, des courants induits dans les pièces massives 
du rotor et de la saturation des circuits magnétiques de la machine. Les impédances d’ordre non entier qui 
modélisent les phénomènes mentionnés ont été validées par rapport aux mesures effectuées sur une tôle 
ferromagnétique bobinée, ainsi qu’en les comparant aux simulations par éléments finis. L’identification des 
paramètres de la machine étudiée a été faite grâce aux caractéristiques SSFR (ang. StandStill Frequency 
Response) mesurées sur la machine synchrone saturée. Ensuite, une méthodologie pour le calcul de la réponse 
temporelle d’une machine modélisée par des systèmes d’ordre non entier a été présentée. A cet effet, le système 
d’état généralisé du générateur synchrone a été construit à partir des équations différentielles d’ordre non entier 
de la machine synchrone. Finalement, une possibilité d’exploitation du modèle non linéaire d’ordre non entier du 
générateur synchrone, notamment pour la synthèse de la commande robuste CRONE, a été brièvement présentée. 
 
Mots-cles : machine synchrone, modélisation d’ordre non entier, identification des paramètres, SSFR, 
commande CRONE 
 
 

Identification and non-integer order modelling 
of synchronous machines operating as generator 

 
 The thesis presents an original mathematical model of a synchronous generator using non-integer order 
derivatives. Contrary to the classical models of multiple R-L branches, it integrates half-order impedances, 
which allow an accurate description of the electromagnetic induction phenomena along a wide frequency range. 
Thus minimising at the same time the order and the number of parameters in the model. The proposed model 
takes into account the skin effect in damper bars, the eddy-currents in massive parts of the rotor and the magnetic 
saturation of the machine. Non-integer order transfer functions which model the above mentioned phenomena, 
have been validated with respect to the measurements performed on a ferromagnetic wounded sheet and also to 
finite element simulations. Parameter identification of the studied machine has been done thanks to the SSFR 
(StandStill Frequency Response) characteristics measured on the saturated synchronous machine. Furthermore, 
an approach to the time response calculations of the machine modelled by non-integer order systems has been 
presented. For this purpose, the system of synchronous generator state equations has been built from the 
synchronous machine half-order differential equations. Finally, the non-linear, non-integer order model for a 
synchronous generator has been applied to the robust control CRONE synthesis. 
 
Keywords: synchronous machine, noninteger order modelling, parameter identification, SSFR, CRONE control 
 
 

Identyfikacja i modelowanie rzędu ułamkowego 
maszyn synchronicznych pracujących jako generator 

 
 W pracy przedstawiono oryginalny model matematyczny generatora synchronicznego wykorzystujący 
pochodne rzędów niecałkowitych. W przeciwieństwie do modeli klasycznych, zbudowanych z dużej liczby 
drabinek R-L, zawiera on impedancje rzędu połówkowego, które pozwalają w dokładny sposób opisać zjawiska 
indukcji elektromagnetycznej w szerokim zakresie częstotliwości, minimalizując jednocześnie rząd i liczbę 
parametrów modelu. Zaproponowany model uwzględnia efekt naskórkowości w prętach klatki tłumiącej, efekty 
działania prądów wirowych w częściach masywnych wirnika oraz nasycenie obwodu magnetycznego maszyny. 
Transmitancje rzędu ułamkowego mające na celu modelowanie powyższych zjawisk zostały zweryfikowane na 
podstawie pomiarów impedancji uzwojonej blachy ferromagnetycznej oraz symulacji metodą elementów 
skończonych. Identyfikacja parametrów badanej maszyny została przeprowadzona w oparciu o pomierzone 
charakterystyki SSFR (ang. StandStill Frequency Response) wykonane na stopniowo magnesowanej maszynie 
synchronicznej. Następnie przedstawiono metodologię modelowania generatora synchronicznego w dziedzinie 
czasu w oparciu o jego model rzędu niecałkowitego. W tym celu zbudowany został układ równań stanu, 
wyprowadzony na podstawie równań różniczkowych rzędu połówkowego maszyny synchronicznej. W pracy 
przedstawiono skrótowo sposób wykorzystania nieliniowego modelu rzędu ułamkowego generatora 
synchronicznego do syntezy sterowania odpornego CRONE. 
 
Słowa kluczowe: maszyna synchroniczna, modelowanie rzędu niecałkowitego, identyfikacja parametrów, SSFR, 
sterowanie CRONE 


