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INTRODUCTION

Cette these étudie deux aspects différents des orbites coadjointes holomorphes de
groupes de Lie réels simples non compacts : la structure symplectique canonique d’or-
bite coadjointe d’une part ; les propriétés de convexité de la projection d’orbite d’autre
part.

Dans la théorie des actions de groupes de Lie, les orbites coadjointes se sont révé-
lées étre, au cours du 20° siécle, des objets fondamentaux et disposant de propriétés
géométriques tres intéressantes.

L’étude des orbites coadjointes est un véritable atout en particulier en théorie des
représentations. En effet, lorsque le groupe considéré est compact, elles permettent
tout simplement de classifier les représentations irréductibles du groupe de Lie. Plus
exactement, ce sont certaines orbites, les orbites coadjointes entiéres ou dites également
« préquantifiables », qui parameétrent les représentations irréductibles du groupe, a
isomorphisme prés. Ce résultat est connu sous le nom de Théoréme de Borel-Weil.

Une des propriétés importantes des orbites coadjointes est qu’elles sont naturelle-
ment munies d’une structure symplectique invariante. Cette structure symplectique
invariante canonique se trouve étre également une structure hamiltonienne, dont I’ap-
plication moment est I'injection de I'orbite coadjointe dans le dual de I'algébre de Lie
du groupe.

L’étude de la structure hamiltonienne d’une orbite coadjointe prend tout son sens
lorsque 'on regarde l'action d’un sous-groupe sur cette méme orbite et la structure
hamiltonienne qui en est induite. L’application moment standard qui est associée a
I’action hamiltonienne de ce sous-groupe est appelée projection d’orbite.

Pour fixer les idées, notons G un groupe de Lie connexe et K un sous-groupe de
Lie fermé connexe. Notons g et € leurs algébres de Lie respectives. Fixons A € g* et
considérons l'orbite coadjointe Oy := G-A de G. La projection d’orbite est la projection
$p, : Op Cg" — .

L’intérét de cette projection d’orbite est qu’elle permet, en quelque sorte, d’obtenir
des informations sur les représentations irréductibles du sous-groupe K apparaissant
dans une représentation irréductible de GG, tout du moins lorsque les groupes G et K
sont compacts.
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En effet, lorsque G (et donc K) est compact et A est un poids dominant de G, la
représentation irréductible de G' de plus haut poids A, notée V| se décompose en
somme de représentations irréductibles de K. La question qui se pose alors est :

Peut-on déterminer les représentations irréductibles VMK de K qui appa-
raissent dans la représentation irréductible V& de G ?

La réponse a cette question est partielle. Les poids dominants p de K dont la repré-
sentation irréductible associée VuK apparait dans V. ont leur orbite coadjoite K -y qui
est dans la projection de I'orbite O,. En revanche, la réciproque est une question bien
plus difficile, et est par ailleurs fausse en général.

Cependant, nous avons tout de méme une information asymptotique : si 'orbite
coadjointe K - u de K est dans la projection de 'orbite O, du groupe G, alors pour
un entier NV > 0 suffisamment grand, on a V]ﬁ C V.

Il existe malgré tout de bons cas pour lesquels la projection d’orbite détermine
précisément les représentations irréductibles de K qui apparaissent dans V<. C’est par
exemple le cas pour le groupe unitaire K = U(n) qui s’injecte diagonalement dans
le produit de s copies G = U(n)® de U(n). Ici, on dit que U(n) vérifie une propriété
de saturation (pour le produit tensoriel de représentations irréductibles), prouvée par
Knutson-Tao [KT99|.

La projection d’orbite s’avére donc un outil fondamental dans la théorie des représen-
tations. En particulier, c’est la connaissance des orbites coadjointes de K appartenant
a I'image de la projection d’orbite qui est importante.

L’étude de la projection d’orbites coadjointes, initiée par Kostant [Kos73| dans
les années 1970 et développée par Heckman [Hec82| au début des années 1980, a
été également le point de départ de nombreuses recherches dans le domaine de la
géométrie hamiltonienne. Le résultat le plus remarquable qui a pu ainsi étre découvert
est la propriété de convexité de 'image de I'application moment.

Les précurseurs dans ce domaine sont Atiyah [Ati82| ainsi que Guillemin et Stern-
berg [GS82]. Au début des années 1980, ils ont prouvé que I'image d’une application
moment pour l'action d’un tore sur une variété symplectique compacte est un polytope
convexe dont les sommets sont les images des points de la variété fixés par ’action du
tore.

Cette propriété de convexité a été généralisée peu de temps apres par Kirwan [Kir84)|
dans le cas d'un groupe compact, connexe, non forcément abélien, agissant sur une va-
riété compacte. Dans le cas non abélien, c’est plus exactement I'intersection de I'image
de I'application moment avec une chambre de Weyl fixée qui est un polytope convexe.
Ce polytope est appelé polytope moment ou polytope de Kirwan.

Cependant, dans le cas non abélien, la perte de I’hypothése de commutativité du
groupe entraine la disparition de I'information sur les sommets du polytope moment.
Il est alors en général difficile de déterminer les sommets, ou bien les équations af-
fines, du polytope moment. Or, connaitre les équations du polytope moment a un trés
grand intérét pour les projections d’orbites, puisque ce polytope permet de détermi-
ner asymptotiquement les représentations irréductibles du sous-groupe K apparaissant
dans une représentation irréductible du groupe G. L’exemple de la projection d’orbite
pour les groupes K = U(n) et G = U(n)?, qui est connu sous le nom de probleme
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de Horn, s’intéresse au lien entre les spectres de deux matrices hermitiennes avec le
spectre de la somme de ces deux matrices. L’énoncé de ce probléme a été formulé au
dix-neuvieéme siécle et Horn [Hor62| y a apporté une réponse en petites dimensions
(dimension inférieure ou égale a 5). Il a fallu attendre 2001 pour obtenir une réponse
compléte par Knutson et Tao [KTO01b].

L’étude des équations du polytope moment dans le cadre de variétés non compactes
se révele étre beaucoup plus marginale. Cependant, la propriété de convexité hamilto-
nienne reste valide pour 'action d’un groupe compact connexe sur une variété symplec-
tique avec application moment propre [LMTW98|. L’image de I’application moment
n’étant plus compacte, on parle alors de polyédre moment. Cependant, il n’est généra-
lement que localement polyédral.

Hilgert, Neeb et Plank [HNP94]| ont déterminé le polyédre moment de la projection
de certaines orbites coadjointes elliptiques sur une sous-algébre de Cartan compacte
d’une algébre de Lie réelle. Ce polyédre est décrit comme la somme de la projection
de 'orbite compacte sous-jacente, dont le polytope moment a été étudié par Kostant
[Kos73|, et du cone convexe engendré par certaines racines non compactes de I’algebre
de Lie.

Eshmatov et Foth [EF09] ont, quant a eux, étudié¢ la somme de deux orbites co-
adjointes elliptiques non compactes, admissibles au sens de [HNP94|, pour le cas
d’algébres de Lie réelles semi-simples quasi-hermitiennes. Ce résultat est une version
non compacte du probléme de Horn.

Duflo, Heckman et Vergne [DHV 84| proposent une autre étude de projection d’or-
bites coadjointes non compactes, méme si celle-ci n’est pas destinée, & proprement
parler, a obtenir des équations d’un polyédre moment. En effet, ils ont calculé I'image
de la mesure de Liouville par la projection de certaines orbites coadjointes elliptiques.
La formule de Duflo-Heckman-Vergne peut alors permettre de déterminer le polyédre
moment de la projection d’orbite, puisque ce polyédre constitue le support de la me-
sure donnée par cette méme formule. Malheureusement, cette formule ressemble a la
formule de Kostant, c’est-a-dire qu’il s’agit d’une somme alternée de mesures positives
avec une combinatoire mal comprise. Cela entraine une utilisation délicate lorsqu’on
souhaite 'appliquer & des cas pratiques.

Nous avons mentionné plus tot le lien entre projection d’orbites coadjointes du
groupe de Lie compact G, par rapport au sous-groupe K, et décomposition de re-
présentations irréductibles de G en somme directe de représentations irréductibles de
K. Qu’en est-il pour le cas ot GG est non compact, K restant quant a lui compact ?

Malheureusement, ce lien n’existe pas nécessairement dans le cas ou GG n’est pas
compact. Cependant, dans les années 1950, lorsque Harish-Chandra a voulu étendre la
méthode des orbites au cadre non compact, il s’est rendu compte qu'un analogue au
Théoreme de Borel-Weil existait pour certaines orbites coadjointes de groupes de Lie
tres particuliers. Ces orbites coadjointes correspondent aux séries discrétes holomorphes
de Harish-Chandra. On les appelle les orbites coadjointes holomorphes.

Précisons un peu le cadre de définition de ces orbites coadjointes. Nous devons
considérer ici un groupe de Lie G réel, semi-simple, connexe, non compact et & centre
fini, et K un sous-groupe compact maximal. Nous demandons, de plus, que l'espace
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symétrique G/ K soit hermitien, c’est-a-dire, tel que la variété G /K soit munie d’une
structure complexe pour laquelle I'action & gauche de G soit holomorphe.

L’espace symétrique hermitien G/K a de nombreuses propriétés, dont celle d’étre
une variété kihlerienne a pole (c’est-a-dire qu'il existe un point p € G/K au-dessus
duquel l'application exponentielle est un difféomorphisme de 7,G/K sur G/K) et a
courbure sectionnelle négative. Ces variétés kidhlériennes ont pour particularité d’avoir
une structure symplectique simple. En effet, McDuff [McD88| a prouvé qu’'une telle
variété est symplectomorphe & I'espace vectoriel symplectique (p, €2,). Ici, p désigne la
partie non compacte de la décomposition de Cartan g = €@ p. La forme symplectique
€2, est la forme symplectique linéaire K-invariante standard (voir paragraphe 4.1). La
variété symplectique (p, €2,) est également hamiltonienne, avec pour polyédre moment
associé un cone convexe polyédral engendré par des sommes de certaines racines non
compactes positives (cf [Par08, Section 5]).

Les orbites coadjointes holomorphes du groupe de Lie G généralisent ’espace sy-
métrique hermitien G/K. Ce sont les orbites coadjointes elliptiques qui sont munies
d’une structure kihlerienne naturelle. Ces orbites vérifient des propriétés symplectiques
analogues a l'espace symétrique hermitien GG/K, nous permettant de déterminer les
équations de leurs projections par rapport a l'action de K.

Cette thése débute par deux chapitres dont 1’objectif principal est de regrouper des
références bibliographiques et de poser certaines notations.

Le Chapitre 1 propose de brefs rappels sur la notion d’action hamiltonienne, le
Théoréme de Convexité hamiltonienne et le lien entre polytope moment hamiltonien
et polytope moment algébrique. Ce chapitre se termine sur la définition de la projection
d’orbite et sur quelques exemples fondamentaux, dont le fameux probléme de Horn.

Dans le Chapitre 2, nous rappelons la définition d’espace symétrique hermitien et
introduisons la notion d’orbite coadjointe holomorphe, dont la projection d’orbite est
le théeme central de cette thése. Le Théoréme de Schmid est ensuite énoncé pour les es-
paces symétriques hermitiens irréductibles. Nous posons également les notations pour
les systémes de racines des groupes Sp(2n,R), SO*(2n), SU(p, q) et SO(p,2), qui sont
les groupes classiques de la classification des espaces symétriques hermitiens irréduc-
tibles.

Nous appliquons ensuite, dans le Chapitre 3, deux méthodes différentes permet-
tant de donner plusieurs exemples de calculs de projections d’orbites coadjointes holo-
morphes.

La premiére méthode consiste a utiliser la formule de Duflo-Heckman-Vergne afin
de déterminer la projection d’orbite par le calcul du support de I'image de la mesure
de Liouville. Cette étude n’est réalisée qu’en petit rang, pour les groupes SU(2,1) et
Sp(4,R), car les calculs sont trés vite difficiles.

La seconde méthode revient a déterminer le polyédre de la projection d’orbite par
ses points rationnels. Ceux-ci sont décrits en termes de produits tensoriels de représen-
tations irréductibles du sous-groupe compact maximal K. On calcule les projections
d’orbites pour les groupes classiques simples Sp(2n,R) et SU(n,1) pour n > 2, ainsi
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que SO*(6), en appliquant les résultats de Knutson et Tao [KTO01b]| résolvant le pro-
bléme de Horn, et de Klyachko [Kly98| pour sa version en termes de produits tensoriels
de représentations irréductibles.

Le Chapitre 4 apporte une généralisation du symplectomorphisme de McDuff au cas
des orbites coadjointes holomorphes. Pour toute orbite coadjointe elliptique Oy := G-A,
avec A € ¢, la décomposition de Cartan donne un difféomorphisme K-équivariant
entre l'orbite Oy et la variété produit K - A x p. Ces deux variétés possédent chacune
une structure symplectique privilégiée. Celle de 'orbite coadjointe non compacte Oy
est la forme symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau €2p,. Quant & K - A x p, on
la munit du produit direct de la forme symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau sur
I'orbite compacte K - A et de la forme symplectique linéaire €2, sur p. Ces deux variétés
symplectiques sont liées par le théoréme suivant.

Théoréeme A. — Soit A € € tel que l'orbite Oy soit holomorphe. Alors il existe un
symplectomorphisme K -équivariant entre les variétés symplectiques (G - A, Qg.p) et
(K- A Xp,Qxgaxp) qui envoie (kA,0) € K- A Xxp surkA e G- A, pour tout k € K.

L’espace symétrique hermitien peut étre identifié & une certaine orbite holomorphe
Oy, OU Ay est un élément de € fixé par l'action de K (il correspond donc & un
élément du centre de £). Par cette identification, on retrouve bien le Théoréme de
McDuff [McD88|.

Le Théoréeme A permet alors de donner une autre description du polyédre moment
de la projection de l'orbite Oy. La notation Ag (G - A) (resp. A (K - A x p)) désigne
le polyédre moment de la projection de I'orbite Oy sur £ (resp. le polyédre moment
associé a la variété hamiltonienne K - A X p).

Corollaire B. — Les polyedres moments A (Op) et A (K - A X p) sont égau.

Ce dernier résultat a été également prouvé par Paradan [Par08|, dans le cas ou
I’élément A est un poids d’un tore maximal de K, par des méthodes de quantification
géométrique, faisant intervenir la théorie de I'indice.

Le Corollaire B nous améne a étudier, dans le Chapitre 5, le polytope moment
des variétés hamiltoniennes de la forme (K - A X FE,Qg.axp, Pr.axe), pour E une
représentation complexe de K. La forme symplectique Qx.axg est obtenue comme
produit de la forme symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau sur 1'orbite coadjointe
K - A, et d'une forme symplectique linéaire K-invariante Qg sur FE. L’application
Praxe : K- A X E — £ désigne ici 'application moment canonique qui en découle et
$p : E — ¢* désigne 'application moment canonique pour (E,Qg) (voir section 5.1).

Lorsque ®g est propre, le Théoréme de Convexité hamiltonienne implique que ’en-
semble, noté AZT(K - A x E), des points rationnels de Ag (K - A x E) est dense dans
le polyédre moment Ag (K - A x E). Par des propriétés de quantification géométrique
sur K - A x E, on obtient la description suivante de AZIT(K - A x E). Dans 1'énoncé
ci-dessous, A\* d651gne le réseau des poids d’un tore maximal 7' fixé¢ dans K et Ag , dé-
signe I’ensemble des poids rationnels dominants pour le choix d’une chambre de Weyl
ti dans t*, dual de I'algebre de Lie de T'.
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Théoréme C. — Supposons que g : E — t* est propre. Pour tout A € Ny ., on a
AN >0 t.q. (Nu, NA) € (A*)? et
(VEr @ Vi, @ C[E])" #0

Cette nouvelle présentation de I'ensemble AGT(K - A x E) nous conduit & étudier
le cone

AST(K-AxE) = {ue/\a’+

(Vier @ Ve @ C[E]) " # 0

Ig(F) = {(/%V) c (/\(57+)2 AN >0 t.q. (Nu, Nv) € (A*)? et }

ou K¢ est le complexifié de K.

Dans ce cadre, 'ensemble Ig(E) est la projection linéaire d’'un objet provenant de la
Théorie Géométrique des Invariants (abrégé par 'acronyme GIT en anglais). Cet objet
est le cone semi-ample Cp(Xpec)t de la variété projective Xpgce := K¢/B X K¢/B X
P(E®C), ou B est un sous-groupe de Borel contenant le complexifié T du tore maximal
T. De maniére plus générale, si X est une variété algébrique projective, Cu(X)™ est
le cone engendré par les classes d’isomorphisme des fibrés semi-amples K¢-linéarisés £
dont I'ensemble X**(L) des points semi-stables, associé a L, est non vide. L’ensemble
Co(Xpac)™ est un cone convexe polyédral de I'espace vectoriel rationnel Pic™c(X)q,
nous permettant d’affirmer que Ilg(E) et AGT (K- A x E) sont des polyédres convexes.

Les résultats de Ressayre |Res10| s’appliquent ici, nous donnant un ensemble d’équa-
tions déterminant complétement le cone semi-ample Cp(Xpgac)™. Ses équations sont
indexées par les paires bien couvrantes de la variété Xpggce définies dans [Res10]. 1l
s’agit des paires de la forme (C'(w,w’,m), ), ot A est un sous-groupe a un parameétre
de Te, (w,w',;m) € W x W x Z avec W le groupe de Weyl de K¢ relativement au tore
maximal T¢ et C'(w,w’,; m) est une composante irréductible des points de Xpggc fixés
par A. On en déduit un ensemble d’équations du cone convexe polyédral Ilg(E).

On note Py(E) le sous-ensemble des paires bien couvrantes (C(w,w’,m), \) de Xgac
telles que m = 0 et A\ est dominant indivisible et F-admissible. La E-admissibilité est
une propriété liée aux poids de 'action de T sur E.

Théoréme D. — Soit ( : K¢ — GL(FE) une représentation de noyau fini, telle que
Vapplication moment associée ®p : E — € soit propre. Un couple (ji,v) € (Ay4)°
appartient a lg(E) si et seulement si, pour toute paire (C(w,w’,0),\) de Po(E), on a

(wA, ) + (W', v) <0.

Du Théoréme D, on obtient directement un ensemble d’équations pour le polyédre
AFT(K - A x E).

Corollaire E. — Soit ( : Kc — GL(FE) une représentation de noyau fini, telle que
Uapplication moment associée g : E' — € soit propre. Si A € Ny, alors on a

ARTK - Ax E) = {€ € Ay (WA &) < (wow', A),Y(C(w,w',0),)) € Py(E)} .
Ces équations donnent aussi les équations de Ag (K - A x E).

Le Chapitre 6 est consacré a 'amélioration de la condition nécessaire et suffisante,
donnée dans [Res10|, pour qu'une paire (C'(w,w’,m), \) de X, soit bien couvrante,
ou M est un Kc-module et Xy, = K¢/B x K¢/B x P(M). Cette nouvelle équivalence
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se décompose en deux conditions : une condition cohomologique, en terme de produits
cup de classes de Schubert de la variété des drapeaux K¢/B, et une condition linéaire
sur A faisant intervenir w, w’ et m.

Fixons quelques notations. On note W, le stabilisateur de A\ dans W, et W* 'en-
semble des représentants de longueur maximale des classes de W/W,. Le plus long
éléement de W (resp. W) sera noté wy (resp. wy). A chaque w appartenant a W, on
pourra associer une sous-variété BwB/B de K¢ /B, appelée variété de Schubert. Les
classes fondamentales des variétés de Schubert forment une base du Z-module libre
H,(Kc/B,Z), permettant de définir une base duale {cZ;w € W} dans H*(K¢/B,Z).
On pose © : A* — H?*(K¢/B,Z) le morphisme qui envoie un poids p de T¢ sur la
premiére classe de Chern du fibré en droites £,, sur K¢/B de poids p. Pour tout entier
relatif m, on pose

M., = EB{U € M;Vt € C* \(t) - v = t"v}.

k<m

De plus, Wy, (M.,,) désigne I’ensemble des poids de I'action de T¢ sur M,,. Enfin, p
dénote la demi-somme des racines positives de &¢.
Nous prouvons le théoréme suivant.

Théoréme F. — Soit (w,w',m) € W* x W* x Z tel que C(w,w',m) est non vide. La
paire (C(w,w';m),\) de Xy est bien couvrante si et seulement si, soit w' = woww,
et M.,, =0, soit les deux assertions suivantes sont simultanément vérifiées :

N B ng _ B
<Z> Twow * Twow'’ - HBEWTC(M<m) @(_6) b= Twowy?

(ZZ) (w/\ + w’)\, p) + Z,Km(m - k?) dim(c(MA7k) =0.

Par ailleurs, un corollaire du Théoréeme F est utilisé pour prouver le Théoréeme D.
Cet argument est indispensable pour permettre un bon comportement des équations
lors de la projection linéaire, pour passer des équations du cone semi-ample a celles de

Ty(E).

Le Chapitre 7 termine I’étude des équations du polyédre moment associé a la pro-
jection d’orbites coadjointes holomorphes. Nous y considérons toujours un groupe de
Lie G réel, semi-simple, connexe, non compact et a centre fini, et K un sous-groupe
compact maximal, donné par la décomposition de Cartan au niveau des algébres de
Lieg=t®Dp.

Dans le cas ot 'espace symétrique hermitien G/ K est irréductible, c’est-a-dire que G
est simple, le Corollaire E s’applique a la projection d’orbites coadjointes holomorphes
de G et les équations obtenues sont décrites dans 1’énoncé du théoréme suivant.

En effet, 'espace vectoriel réel p posséde alors des structures complexes K-invariantes
données par la représentation adjointe sur p de certains éléments du centre de €. Rap-
pelons qu’ici, 'action de K sur p est induite par 1’action adjointe. On note p* 'espace
vectoriel complexe p pour le choix d’une telle structure complexe K-invariante. On
désigne alors par p~ 'espace vectoriel p muni de la structure complexe opposée a celle
de pT. Dans I’énoncé ci-dessous, Py(p~) désigne 'ensemble des paires bien couvrantes
Po(E) pour E =p~.
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Théoréme G (Equations de Ag(0,)). — On suppose que G est un groupe de Lie
réel, simple, connexe, non compact, a centre fini et que G /K est hermitien. Soit A € A
tel que Uorbite Oy est holomorphe. Alors, un élément & de . appartient a Ag(Oy) st
et seulement s’il vérifie les équations

(wA, &) < (wow' A, A)
pour toute paire (C'(w,w’,0),A) de Po(p~).

La structure complexe sur p, considérée dans le Théoréme G pour pouvoir appliquer
le Corollaire E, est intimement liée a la forme symplectique (2, intervenant dans le
Théoréeme A et le Corollaire B. Il est a noter que les poids de l'action de T¢ sur p~
forment, dans cette situation, un systéme de racines non compactes négatives de g.

Le Théoréme G donne une méthode générale pour trouver un ensemble d’équations
caractérisant la projection d’une orbite holomorphe lorsque G est simple. Cependant,
le calcul effectif de cet ensemble d’équations sur un exemple précis exige de déterminer
les paires bien couvrantes associées. Cela consiste en deux étapes :

(1) Déterminer tous les sous-groupes & un paramétre A de T¢ qui sont dominants,
indivisibles et p-admissibles. Nous réalisons le calcul systématique de ces A pour tous les
groupes classiques de la classification, ¢’est-a-dire pour les groupes Sp(2n, R), SO*(2n),
SU(p,q) et SO(2p,2).

(2) Déterminer, pour chacun de ces sous-groupes a un parameétre A obtenus ci-dessus,

les paires associées qui sont bien couvrantes. Nous effectuons ce calcul pour les groupes
Sp(2n,R), SU(n,1), SO*(6), SO*(8) et aussi pour SU(2,2).

Ces calculs concluent la partie principale de la thése.

Le travail d’amélioration du critére de Ressayre, pour le compte du Théoréme F,
nécessite de connaitre certains produits cup entre des classes de Schubert bien spéci-
fiques, dans la variété des drapeaux compléte de GL,(C). L’Annexe A recueille tous
les calculs de combinatoire dans le groupe de Weyl de GL,,(C) nécessaires et introduit
la formule de Chevalley, qui sera ensuite appliquée pour déterminer les produits cup
utilisés au Chapitre 6.

L’Annexe B présente la définition de la classe fondamentale d’une variété projec-
tive éventuellement singuliére. Elle est utilisée pour définir proprement les classes de
Schubert, qui sont largement utilisées dans le Chapitre 6 et le Chapitre 7.

Cette thése se clot sur I’Annexe C, prouvant que des triplets (I, J, L) trés particuliers
apparaissent comme triplets d’indices des équations de Horn. Ces triplets interviennent
dans le calcul de la projection d’orbites coadjointes holomorphes de SU(n, 1), effectué
au Chapitre 3.



NOTATIONS

Sauf mention du contraire, G désignera un groupe de Lie réel connexe généralement
non compact, K un groupe de Lie compact connexe et 7" un tore maximal de K.

On notera K¢ le groupe de Lie (et algébrique) réductif obtenu par complexification
de K et Tt le tore maximal de K¢ tel que Tc N K =T La lettre B désignera toujours
un sous-groupe de Borel de K¢.

On dénotera par g, £, t, €c, tc et b leurs algebres de Lie respectives.

Le groupe W sera le groupe de Weyl W := Nk (T')/T = Ng.(Tc)/Tc de K relative-
ment & son tore maximal 7". On fixe une chambre de Weyl t} de K dans t*.

On désignera par A* le réseau des poids de t*. On prend la convention suivante :
c’est I’ensemble des éléments %Oz, ou « est la différentielle en I'identité d’un caractére
du tore T Les éléments de A* seront appelés les éléments entiers (ou poids) de t*. On
notera Ag := A" ®z Q le sous-espace vectoriel rationnel engendré par le réseau A*. Les
éléments dominants seront les poids (resp. poids rationnels) de A% = A* Nt (resp.
Aot = NpNty).

Pour tout p € A%, la représentation irréductible de K de plus haut poids p sera
notée VuK , voire tout simplement V,, s’il n’y a pas d’ambiguité sur le groupe.

Le groupe de Weyl W a un unique plus long élément, noté wy. Pour tout poids
dominant p, p* désignera le poids dual de p, c’est-a-dire, I'unique poids dominant
qui vérifie Vuff = VMK * en tant que K-modules. De maniére générale, on notera p* :=
—wop € t I'élément dual de p € .






CHAPITRE 1

POLYTOPE MOMENT ET PROJECTION
D’ORBITE

Ce premier chapitre rappelle les notions d’action hamiltonienne, d’application mo-
ment et de polytope moment associée. Il introduit également la version algébrique du
polytope moment et fait le lien entre les deux cadres. Nous terminons le chapitre en
donnant ’exemple fondamental de la projection d’orbite coadjointe, qui sera le sujet
central de cette thése.

1.1. Polytope moment : le cadre hamiltonien

1.1.1. Actions hamiltoniennes et Théoréme de convexité. — Soient G un
groupe de Lie réel, et (M, €2) une variété symplectique munie d’une action de G. Tout
élément g du groupe G définit un difféomorphisme m € M +— ¢g-m € M. La forme
symplectique est dite G-invariante si elle est préservée par les difféomorphismes de M
dans M définis par les éléments de G, c’est-a-dire :

g Q =€, pourtout g€ G.
Le groupe G agit alors par symplectomorphismes, et on dit que 'action de G sur (M, )

est symplectique.

Définition 1.1.1. — Une application moment pour une variété symplectique (M, Q)
munie d’une action symplectique du groupe de Lie G est une application ® : M — g*
lisse, G-équivariante pour ’action coadjointe sur g* et qui vérifie

d(®, X) = —1(Xp)Q? pour tout X € g,
ou (¥, X) désigne la fonction m € M — (P(m),X) € R et Xy est le champ de

vecteurs fondamental associé & X € g.

Définition 1.1.2. — Une action symplectique du groupe de Lie G sur une variété
symplectique (M, ) est dite hamiltonienne s’il existe une application moment ¢ :
M — g* pour cette action.

Exzemple 1.1. — Soit (V, ) un R-espace vectoriel symplectique. Soit G un groupe
de Lie réel agissant linéairement sur V tel que €2 soit G-invariante. Cette action est
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alors hamiltonienne. Une application moment pour cette action est

(I)VZ V — g*
v — (X eg~ 3Qv, Xv) €R),

ou Xv désigne 'action infinitésimale de X € g sur ’élément v de V.

Ezxzemple 1.2. — Soit maintenant (V, h) un espace vectoriel hermitien. La partie ima-
ginaire Im h définit une forme symplectique sur V' et sa partie réelle Re h un produit
scalaire. Cette forme symplectique sur V' induit une structure symplectique sur 1’espace
projectif P(V') des droites vectorielles complexes de V', notée wp(y, définie comme suit :
'espace tangent a P(V') en [v], v € V' \ {0} s’identifie naturellement avec I'orthogonal
hermitien & [v]. La forme symplectique est alors donnée par

Im A(vy, vg)
h(v,v)
Si G est un groupe de Lie qui agit linéairement sur V' en préservant la forme hermi-

tienne h, alors I'action induite sur P(V') est aussi hamiltonienne. Elle bénéficie d’une
application moment canonique

wp(vy | (v1, v2) =

(Bpy([v]), X) = %

De plus, la structure de G-variété hamiltonienne sur P(V') induit par restriction une
structure de G-variété hamiltonienne sur toute sous-variété complexe G-invariante X C

P(V).

Ezemple 1.3. — Soit 5% = {2 4+ y? + 2% = 1} la sphere unité de R3. Notons Q2 la
2-forme sur R? xdy A dz — ydx A dz + zdx AN dz = det((m, Y, 2), -), qui se restreint en
une forme symplectique sur S? invariante par rotation dans R3. Cette action induit
une action de S' sur S? par rotation autour de l'axe des z. Elle est hamiltonienne,
d’application moment (x,vy,2) € S? — 2z € R.

Dans différentes situations, la structure hamiltonienne a une propriété géométrique
trés forte : 'image de 'application moment, ou plus exactement, un certain domaine
fondamental canonique de I'image de l’application moment, est convexe, voire, dans
certains bons cas, un polyédre convexe.

La situation que l'on rencontrera le plus souvent fait intervenir un groupe de Lie
compact connexe G = K et une variété symplectique connexe. On fixe 7" un tore
maximal de K et t] une chambre de Weyl du dual t* de 'algébre de Lie de T'.

Théoréme 1.1.3 (Atiyah, Guillemin-Sternberg, Kirwan, Lerman et al.)
Soit (M, Q) une variété connexe munie d’une action hamiltonienne d’un groupe de
Lie compact K, avec une application moment propre ® : M — €.

(1) L’ensemble Ak (M) := ®(M)Nt" est un ensemble convexe localement polyédral.
En particulier, si M est compact, A (M) est un polytope conveze.

(2) Chaque fibre de l’application moment ® est conneze.
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La version abélienne, c’est-a-dire lorsque K = T est un tore, avec I’hypothése de
compacité sur la variété, a été prouvée simultanément par Atiyah [Ati82] d’'un coté,
Guillemin et Sternberg [GS82| de l'autre. Ensuite, Kirwan |[Kir84| a généralis¢ ce
résultat au cas non abélien, mais toujours avec une variété compact. D’autres versions
on été proposées ensuite, comme [HNP94, Wei01| par exemple. L’énoncé ci-dessus a
été prouvé par Lerman, Meinrenken, Tolman et Woodward dans [LMTW98].

1.1.2. Orbites coadjointes. — Soit G un groupe de Lie réel connexe. Le groupe G
agit sur g*, dual de son algebre de Lie, par I'action coadjointe. Ses orbites sont appelées
orbites coadjointes.

Soit A € g*. Notons G, le stabilisateur de A dans G et g son algébre de Lie.
L’application g € G +— g - A € g* induit un difféeomorphisme G-équivariant de G/G
sur 'orbite coadjointe Oy := G - A.

L’espace vectoriel quotient g/gy est muni d’une action de G, induite par l'ac-
tion adjointe. Il est connu que nous avons un isomorphisme de G-fibrés vectoriels sur
G/Gyr~G-A

G XaGa g/gA — TOA

lg, X] — %(g exp(tX) - A)li=o,
ot X désigne la classe de X € g modulo ga. Pour tout g € G, nous noterons lg :h-Ne
Op — (gh) - A € O, le difféomorphisme induit par la multiplication & gauche par g

(1.1.1)

dans G. On peut aisément vérifier que la différentielle de cette application satisfait la
propriété suivante,

dly(h - A)[h, X] = [gh, X], (1.1.2)
pour tous g, h € G et tout X € g. En particulier, on a la relation
dly(A)le, X] = [g, X], (1.1.3)

pour tout g € G et tout X € g.

La forme symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau est une forme symplectique dé-
finie canoniquement sur une orbite coadjointe O, de g*.

Dans ’énoncé suivant, QP(O)) désigne l'espace vectoriel des p-formes différentielles
sur la variété Oy, et QP(g/ga) 'ensemble des formes p-linéaires alternées sur 'espace
vectoriel g/ga.

Proposition 1.1.4. — Pour tout p > 0, Uapplication restriction w € QP(Oy)
wla € QP(g/ga) induit un isomorphisme entre ’espace des p-formes différentielles G-
invariantes sur Oy et lespace des formes p-linéaires alternées G y-invariantes sur g/gx.

Démonstration. — Clairement, w|y est G-invariante si w est G-invariante, puisque A
est fixé par I'action induite de Gj.

Inversement, si une forme p-linéaire alternée b : (g/ga)? — R est G-invariante, on
peut définir une p-forme différentielle w sur Oy, grace au difféomorphisme (1.1.1), en
posant

wloallg, X1l, - -+, [9, X,)) == b(X4,...,X,), pour tous Xy,...,X, € g.
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Or, la relation (1.1.3) nous donne alors
(lzw)ll\([ayl]v R [677}7]) - W|g/\([9771]’ R [9’7}7]) = b(Xb s JXP)v

pour tous X, ..., X, € g. La forme différentielle w est donc bien G-invariante grace a
la relation générale (1.1.2). O

Remarque 1.1.5. — Ceci est encore vrai quand on regarde plus généralement les
espaces de (p, q)-tenseurs. Par exemple, toute métrique riemannienne G-invariante sur
Oy provient d’'un unique produit scalaire G -invariant sur g/gx.

Définition 1.1.6. — Soit A un élément de g*. La forme symplectique de Kirillov-
Kostant-Souriau est I'unique 2-forme différentielle sur 'orbite coadjointe Oy, notée
Qo,, telle que

(QOA)’A([€7 ]7 [67 Y]) = <Av [Xv Y]>
pour tous X,Y € g. La 2-forme p, est fermée, cette propriété se vérifiant grace a
'identité de Jacobi sur 'algébre de Lie g, cf [Aud04| par exemple.

La forme de Kirillov-Kostant-Souriau étant G-invariante, ’action induite de G sur
l'orbite coadjointe (Oy,Q0,) est symplectique. Cette action est aussi hamiltonienne,
avec pour application moment l'inclusion de 'orbite O, dans g* :

Or:g-ANeOp—g-ANeg'.
Remarque 1.1.7. — L’application moment @ est propre si et seulement si 'orbite

coadjointe O, est fermée dans g*.

1.1.3. Préquantification. — Afin d’établir mathématiquement la notion de quanti-
fication utilisée par les physiciens, Kostant et Souriau ont introduit la préquantification
des variétés hamiltoniennes.

Soit G un groupe de Lie connexe et (M, 2, &) une G-variété hamiltonienne.

Définition 1.1.8. — La G-variété hamiltonienne (M, Q, ®) est préquantifiée si elle
est pourvue d’un fibré en droites complexes hermitien G-équivariant £ sur M et d’une
connexion G-invariante V dont la courbure est —if2, tels que la condition de Kostant

Lx —Vx,, =i(®,X)
soit vérifiée pour tout X € g. On dit alors que L est un fibré de Kostant-Souriau.

Si (M, 2, ®) est préquantifiée par le fibré de Kostant-Souriau L, alors la premiére

classe de Chern de L est la classe de % De plus, l'existence d’un tel fibré implique
que la classe de cohomologie [5£] est entiere, c’est-a-dire, [5£] est dans I'image du

morphisme Heeen (M, Z) — Hpernam(M, R) [KosT70|.

Exemple 1.4. — Soient A € g* et Oy C g* 'orbite coadjointe de G correspondante.
On dit que la forme linéaire A est entiére si iA est la différentielle d’'un caractére
x de G. Si ce caractére y existe, il n’est pas forcément unique. Cependant, lorsque
(G est connexe, on a unicité de y. Remarquons que, dans la suite, les éléments A
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de g* considérés vérifieront toujours GG, connexe. C’est le cas lorsque par exemple G
est compact connexe, ainsi que pour les orbites coadjointes holomorphes qui seront
introduites dans le Chapitre 2.

Définissons C,, la représentation de Gy dans C par multiplication par x. Le fibré
en droites G x¢, C, sur G/G) = Oj est un fibré de Kostant-Souriau. En fait, par
|[Kos70|, il s’agit de I'unique fibré de Kostant-Souriau sur O,. De plus, seules les
orbites coadjointes Oy associées & une forme entiére A de g* sont munies d’un fibré de
Kostant-Souriau.

Remarquons que, lorsque G est compact connexe et T' un tore maximal de G, les
orbites préquantifiables (c’est-a-dire entiéres) paramétrent les représentations irréduc-
tibles de G. C’est le Théoréme de Borel-Weil.

1.2. Polytope moment : le cadre algébrique

Nous allons maintenant décrire briévement la version algébrique du polytope mo-
ment, introduite par Brion dans [Bri87|.

Soit K un groupe de Lie compact connexe et 7" un tore maximal de K. Prenons X
une variété algébrique projective complexe sur laquelle le groupe algébrique réductif
K¢ agit rationnellement. Soit £ un fibré en droites ample K¢-linéarisé sur X, c’est-
a-dire, on a une action de K¢ sur I'espace total de £ qui reléve 'action de K¢ sur la
base X du fibré (la notion de fibré Kc-linéarisé sera plus détaillée dans le Chapitre
5). Ainsi, 'espace des sections globales H°(X, £) de £ est un Kc-module. Le but est
de déterminer comment se décompose ce Kc-module en somme de représentations
irréductibles de K¢.

Définition 1.2.1. — On appelle polytope moment algébrique associé a (X, L) 'en-
semble

AB(X L) :={pc Aot V]\I,i‘f C H°(X, £L®Y) pour un certain entier N > 1}.

La principale propriété géométrique de cet ensemble est donnée par le résultat sui-
vant.

Proposition 1.2.2 ([Bri87|). — L’ensemble AY5(X, L) est un polytope conveze de
NG -
Q

La terminologie de « polytope moment algébrique » n’est pas innocente. En effet, le
polytope convexe rationnel Aﬁg (X, L) est fortement lié au polytope moment associé a
une certaine K-variété hamiltonienne.

Soit V' un Kc¢-module rationnel de dimension finie et X une sous-variété fermée,
irréductible et Kc-stable de P(V'). D’aprés I'Exemple 1.2, le choix d’un produit scalaire
hermitien h sur V', invariant par K, induit une structure de K-variété hamiltonienne
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sur X, d’application moment ¢y donnée par
~ Imh(v,Yv)

(@x(le]). V) = TS

pour tout [v] € X CP(V) et tout YV € ¢.
Théoréme 1.2.3 (|Bri87]). — Le polytope moment algébrique A%E(X,Ox (1)) est
I’ensemble des points rationnels de A (X) = ®x(X) NtL. En particulier, Ag(X)
est l’enveloppe convexe d’un nombre fini de points rationnels de NAg , et

A (X) = AE(X, 0x(1)).

1.3. Projection d’orbite

L’étude des structures symplectique et hamiltonienne des orbites coadjointes, défi-
nies dans les paragraphes précédents, est trés intéressante et apporte de nombreuses
informations en particulier pour la théorie des représentations.

Lorsqu’on considére I'action d’un sous-groupe de G sur les orbites coadjointes de g*,
la structure hamiltonienne restreinte a ce sous-groupe se décrit en terme de projection
d’orbites, notion que nous allons expliquer dans cette section, en proposant quelques
exemples fondamentaux.

1.3.1. Définition générale. — Considérons toujours un groupe de Lie réel connexe
GG et prenons maintenant H un sous-groupe de Lie fermé connexe de G. Soit h son
algébre de Lie.

Pour tout A € g*, 'action de G sur O, induit une action de son sous-groupe H
sur cette méme orbite coadjointe. L’action de H laisse évidemment invariante la forme
symplectique Qp,. On note @y la composée de I'application moment &g : Op — g*
pour 'action hamiltonienne de G sur O, et de la projection linéaire g* — h* obtenue
en transposant l'injection canonique h — g. L’application &5 est une application
moment de (Oy, Qp,) pour l'action de H, c’est la projection de l'orbite coadjointe Op
relativement au sous-groupe de Lie H. Cette derniére application moment sera aussi
notée ®p, s’il n’y a pas d’ambiguité sur le groupe qui agit.

1.3.2. G compact. — Lorsque G = K est pris compact connexe, le sous-groupe
H est alors lui aussi compact connexe. La projection d'une orbite ®p, : Op — b*,
pour un A € £ quelconque, rentre donc ici dans le cadre d’application du Théoréme
de Convexité Hamiltonienne de Kirwan. Ainsi, I'image de la projection d’orbite ®¢,
intersecte la chambre de Weyl t*. de H en un polytope convexe Ay (Oy) := @5 (Oa)NE.

Historiquement, ce résultat a été prouvé par Kostant, une décennie avant la preuve
du cadre général par Kirwan, dans le cas ot le sous-groupe compact H = T est un tore
maximal de K [Kos73|. Le résultat démontré par Kostant, dont I’énoncé est donné
ci-dessous, a l'avantage de donner explicitement et de maniére simple une description
du polyédre moment Ar(QOy).
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Théoréme 1.3.1 (Kostant). — Soit K un groupe compact connexe et T un tore
maximal de K. La projection de l’orbite coadjointe K - A d’un élément A € t* est
I’enveloppe convexe de 'orbite W - A de A sous ’action du groupe de Weyl W.

Il est également possible de connaitre la description exacte du polytope moment
d’une projection d’orbite, méme lorsque le sous-groupe n’est pas abélien. Berenstein-
Sjamaar proposent une formule pour déterminer les équations de ce polytope convexe
dans le cas général [BS00|. Cependant, ces formules font apparaitre des équations en
cohomologie ol interviennent des classes de Schubert de variétés des drapeaux, rendant
les calculs difficiles et fastidieux en régle générale.

Il est également important de remarquer qu’avec K compact, les orbites coadjointes
de £* sont des variétés projectives complexes. Plus précisément, on a une identification
K-équivariante de Oy = K/K, avec I'espace homogéne complexe K¢ /Py, ou P, est
un sous-groupe parabolique de K¢, qui induit une structure de variété kidhlérienne
K-invariante sur la variété symplectique (Ox, Q0, ).

Supposons que A est une forme entiére, c’est-a-dire A € A*, et notons y le caractére
de K, associé, comme indiqué dans I’'Exemple 1.4. Le fibré de Kostant-Souriau £, :=
K x g, C, sur Oy peut également s’écrire comme le fibré en droites holomorphe K¢ x p,
C,. Dans ce dernier fibré, on a confondu le caractére y de K, avec I'unique caractére
de P, qui coincide avec y sur G. Les polytopes moments hamiltonien et algébrique
associés sont alors liés par le résultat du Théoréme 1.2.3. En effet, on aura ici

Ap(On) = AJE(On, Ly) = {1 € Ny ;3N > 0, Vil € HO(O, LIY) |}

Or, d’apres le théoréme de Borel-Weil, cela revient & écrire

Ap(On) ={p e Ny ;3N >0, VR, C Viiilu} (1.3.1)

Cette approche du polytope moment hamiltonien de la projection d’orbite par les
représentations irréductibles a été initice par Heckman [Hec82|. Voir aussi [GS82,
BS00|. Ceci est une conséquence d’'une propriété de type « la quantification commute
avec la réduction ».

1.3.3. Le probléme de Horn. — Le probléme de Horn a vu le jour au dix-neuviéme
siécle sous la forme suivante : que peut-on dire des valeurs propres de la somme de deux
matrices hermitiennes, par rapport aux valeurs propres de ces deux matrices? Cette
question, qui, au premier abord, ne fait intervenir que des objets d’algébre linéaire, a de
nombreuses interprétations géométriques et algébriques, par exemple en combinatoire,
en géométrie algébrique ou en géométrie hamiltonienne. L’article de Fulton [Ful00],
donne un aperg¢u du probléme de Horn et des interprétations connues a I’heure actuelle.

La formulation moderne du probléme de Horn peut se décrire en termes de projection
d’orbites coadjointes. Soit s > 2 un entier. On fixe cette fois-ci un groupe de Lie H = K
compact connexe, 7" un tore maximal de K et on considéere G = K* = K x --- X K
le produit direct de s copies du groupe K. Le groupe K se voit comme sous-groupe
de G par l'injection diagonale. Une orbite coadjointe pour G est un produit direct
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Op, X ... x Oy, des orbites coadjointes pour K de s éléments Ay, ..., A; € €. Dans ce
contexte, ’application moment est tout simplement la somme d’éléments des orbites
coadjointes, c’est-a-dire,

Gp (A, ..., Ay) = A1+ ...+ A

pour tout (A, ..., As) € Op, X ... X Oy,.

Comme conséquence du Théoréme 1.1.3, l'intersection Ag(Oy, X ... x Oy,) de la
projection d’orbite @ (Oy, x...xO,,) avec une chambre de Weyl de t* est un polytope
convexe. Le probléme de Horn généralisé consiste a trouver des conditions sur p € 7 de
sorte que p soit somme des éléments des orbites de Ay, ..., A,. Remarquons que p est
une somme d’éléments de ces s orbites coadjointes si et seulement si 0 € O+ + Oy, +
...+ O, cest-a-dire, 0 est élément du polytope moment Ag (O, X Op, X ... %X Oy))
de la somme de s + 1 orbites.

Le probléme de Horn généralisé n’est qu’'un cas particulier de projections d’orbites
compactes expliqué dans le paragraphe 1.3.2. Une réécriture de (1.3.1), lorsque s = 2,
donne le résultat suivant.

Proposition 1.3.2. — Soient p,v, A\ € N. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) M€ Ag(0, x O,) ;

(2) 0€ Ag(Ox x O, x O,) ;

(3) 1l existe un entier N > 0 tel que (Vi @ Vi, ® VAI,(I,)K # {0} ;
(4) Il existe un entier N > 0 tel que Vi C Vi, @ Vi,

Lorsque K est le groupe unitaire U(n) et s = 2, on retrouve le probléme de Horn
originel. Il est bien connu qu’une matrice hermitienne de taille n x n est diagonalisable
et ses valeurs propres sont toutes réelles. Ceci nous permet de lister ses valeurs propres
par ordre décroissant, en indiquant chacune des valeurs propres autant de fois que sa
multiplicité. Ainsi, pour trois matrices hermitiennes A, B et C, on notera « (resp. [,
resp. ) le spectre ordonné des valeurs propres de A (resp. B, resp. C),

a= (g =... 2 ap),

et similairement pour 3 et 7. La question devient alors :

Quels sont les n-uplets ordonnés «, 3 et v qui sont les
spectres de matrices hermitiennes A, B et C de taille (Horn)
n X n, telles que C = A+ B?

De nombreux mathématiciens ont étudié ce probléme, dont Horn, qui donna une ré-
ponse dans [Hor62| pour les cas n < 5 et conjectura le résultat pour n > 5. Knutson et
Tao prouvérent finalement la conjecture en 2001 dans l'article [KTO01b|, grace aux per-
cées obtenues dans [Kly98, HR95, KT99, KTWO04]|. Ils ont prouvé que I’ensemble
des (a, 3,7) € (R™)3 répondant a la question (Horn) forme un cone convexe polyédral
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de (R")? et ont donné ses équations. Ces équations sont indexées par les ensembles 7"
de triplets (I, J, L) de parties de {1,...,n} de méme cardinal, pour 1 < r < n, définis
récursivement.

Tout d’abord, définissons, pour r € {1,...,n — 1}, 'ensemble

Ur = {(I,J,L); [I|=|J|=|L|=r, et Zi+2jzzg+r(r+1)/2}'

iel jeJ (el

Ensuite, pour r = 1, posons 77" = U7'. Puis, en général, définissons

pour tout p < r et tout (F,G,H) € T},

Lr=qU L) €U N ip+> jy <Y bu+pp+1)/2

fer geG heH

Ezxemple 1.5. — Le cas le plus simple est pour n = 2. On ne peut prendre que r = 1,
et

77 = U7 = {({1} {1}, {1}), ({2} {1} {2}), ({1}.{2}.{2h}.

Exemple 1.6. — Nous aurons besoin plus tard du cas n = 3. Le calcul de T} = U}

est aisé,
T8 { (A1), (25 {134{2)), ({13.{2}.{2}), }
' {35131, ({11435 {3}), ({2}.{2}.{3}) |
On peut ensuite vérifier par le calcul que, dans le cas présent, on aura aussi Ty = Us,
c’est-a-dire,

T3:{ ({1,2} {1, 2}, {1,2}), ({1,3},{1,2},{1,3}), ({1,2},{1,3},{L,3}), }
’ ({1,335 {1,3}1,{2,3}), ({2,3},{1,2},{2,3}), ({1,2},{2,3},{2,3}) J~

Le théoréme qui suit est ’énoncé de la Conjecture de Horn.

Théoréme 1.3.3 (Horn [Hor62|, Knutson-Tao [KT01b|)
Un triplet (o, 5,7v) de n-uplets ordonnés apparait comme spectre de trois matrices
hermitiennes A, B et C' de taille n x n avec A+ B = C si et seulement si

Dt Bi=D
i=1 j=1 =1
et, pour tout r < n et tout triplet (I, J, L) de T",

Sait+d 8=
i€l j€d teL
Nous avons dit au début de ce paragraphe que le probléme de Horn avait plusieurs
interprétations. En particulier, il peut s’interpréter en termes de représentations irré-
ductibles de U(n) (ou, de maniére équivalente, du complexifi¢ GL,(C) de U(n)). Le
plus haut poids joue alors le réle du spectre. Un poids dominant de U(n) est représenté
par un n-uplet d’entiers ordonnés de maniére décroissante, u = (g = ... > p,) € 2"
L’ensemble des poids de U(n) s’identifie au réseau A* des éléments entiers du tore
maximal des matrices diagonales de U(n). Quant & ’ensemble des poids dominants, il
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s’identifie a 'ensemble A% des éléments de A* ordonnés de maniere décroissante. On

notera VHU(n) la représentation irréductibles de U(n), de plus haut poids de p.

Théoréme 1.3.4 (Klyachko [Kly98|, Knutson-Tao [KT99|)
Soient trois poids dominants A\, p et v de U(n). Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(1) A, et v sont les spectres de matrices hermitiennes A, B et C = A+ B ;

(2) Il existe un entier N > 0 tel que la représentation wrréductible V]\%") apparait
dans la décomposition du produit tensoriel VNA ® VN ;

(3) La représentation irréductible v appamit dans la décomposition du produit
tensoriel V/\U(n) ® VuU(n).

Les Théorémes 1.3.3 et 1.3.4 permettent par conséquent de déterminer quelles sont
les représentations irréductibles de U(n) qui apparaissent dans un produit tensoriel de
deux représentations irréductibles fixées de ce méme groupe.

Ezxzemple 1.7. — Soient A = (A > )\2) (ul o) et v = (11 > 1y) trois poids de
U(2). De ’Exemple 1.5, on obtient VY@ VA ) ® VHU@) si et seulement si le triplet
(A, i, v) vérifie les trois inégalités suivantes,

AL+ =
Ay + 1 = Vo
A+ g = vy

et I'égalité A\ + Ao + 1 + po = 11 + 15,

Exemple 1.8. — Prenons maintenant A = (Ay = Ao = A3), p = (1 = po = p3) et
v = (1 2 1n > v3) trois poids de U(3). Le Théoréme 1.3.3 et I'Exemple 1.6 nous
donnent V;"® V/\U(S) ® VHU(?’) si et seulement si le triplet (A, i, v) de A% vérifie les
douze inégalités suivantes,

(A1 + 1 2 (A1 + Ao+ iy + pe 201+ 1
Ao+ 11 = 1o A A3+ A e > v+ v
AL+ pg = vy A+ Ao+ s = v+
A3+ 1 2 v3 « AL+ A3+ g+ pz = e+
A2 + 2 2 V3 Ao+ A3+ py + pe = e + 13
L AL+ 3 2> 3 A1+ Ao+ g+ 3 > o+ 13

et l’égahté )\1 + /\2 + /\3 + M1 + U2 + H3 = 1 + vy + 3.

Le probléme de Horn posséde une propriété surprenante : il est possible de déterminer
les ensembles 7" en résolvant le probléme de Horn pour tous les entiers p < r. Cette
propriété est décrite par le Théoréme 2 de [Ful00], dont I’énoncé est donné ci-dessous.
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Pour une partie I = {i; < iy < ... < i,} de {1,...,n} de cardinal r, on note la
partition A(I) = (4, —r 24,1 — (r—1) > ... 2 iy — 2 > i3 — 1) associée a I.

Théoréeme 1.3.5. — Un triplet (I, J, L) est dans T si et seulement si le triplet cor-
respondant (A1), \(J), A(L)) apparait comme spectre d’un triplet de matrices hermi-
tiennes de taille r x r telles que la troisieme est somme des deuxr premiéres.

L’utilisation de ce théoréme permet de donner des exemples de triplets non triviaux
(I,J, L) qui appartiennet a 7", cf Annexe C.

1.3.4. G semi-simple et H = K sous-groupe compact maximal. — Soit G un
groupe de Lie réel semi-simple connexe non compact a centre fini. On note g =€ @ p
la décomposition de Cartan de son algébre de Lie, associée a une involution de Cartan
0 de g, et soit K le sous-groupe connexe de G d’algébre de Lie £. Alors K est un
sous-groupe compact maximal de G.

Soient A € g* et O, son orbite coadjointe. Rappelons que I'application moment ®4
est propre si et seulement si Oy est fermée dans g*. L’action induite de K sur O, est
hamiltonienne, d’application moment la projection d’orbite ®x : Oy — €*.

La forme de Killing B, sur g est définie négative (resp. définie positive) sur £ (resp.
sur p) et G-invariante. Elle définit donc des structures euclidiennes K-invariantes sur
t et p de sorte que

By(X, X) = —||Xel* + | X[, VX eaq.

Cette forme de Killing permet également de réaliser les identifications g = g*, ainsi
que € = £ et p = p*, et on peut voir £ comme un sous-espace de g*.
D’un autre co6té, I'involution de Cartan induit un produit scalaire K-invariant

By(X, X) = | Xel* + || X"

sur g. Une vérification directe nous donne [|Px||* = 3||®¢||? — 3 B4(A, A). On en déduit
que P est propre si et seulement si g est propre si et seulement si I'orbite O est
fermée dans g*, la deuxiéme équivalence provenant de la Remarque 1.1.7.

I1 est clair qu’une orbite coadjointe O, est fermée si et seulement si ’orbite adjointe
correspondante Ad(G) X, est fermée dans g, ot X, est 'unique élément de g vérifiant
(A, X) = By(Xp,X) pour tout X € g. Or, d’aprés le Théoréme de Borel-Harish-
Chandra [War72, Proposition 1.3.5.5], comme g est semi-simple, l'orbite adjointe
Ad(G) X, est fermée si et seulement si 'endomorphisme ad(X,) de g est semi-simple,
c’est-a-dire diagonalisable sur C. On en déduit que tout élément d'une sous-algébre
de Cartan de g est dans une orbite fermée, mais également que les orbites elliptiques
(c’est-a-dire les orbites intersectant £*) sont toutes fermées.

Remarque 1.3.6. — La propriété que tout élément d’une sous-algébre de Cartan de
g est dans une orbite fermée, a aussi été prouvée par Neeb [Nee94, Théoréme 1.13|
plus généralement pour toute algebre de Lie réelle.
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Ainsi, la projection d’orbite associée a une orbite coadjointe elliptique O, est propre.
La version non compacte de Lerman et al. [LMTW98| du Théoréme de Convexité
hamiltonienne implique que la projection de l'orbite O, intersecte une chambre de
Weyl de K en un ensemble convexe localement polyédral Ag(Oy).

Il est cependant compliqué de déterminer cet ensemble. Dans la suite de cette thése,
nous étudierons ce polyédre moment pour un type particulier d’orbites coadjointes.
Pour ce faire, nous chercherons a trouver une description de Ag(O,) similaire au cas
compact, c’est-a-dire, comme adhérence d’'un ensemble de points rationnels du type

{p € Ny;IN >0,V C Vilk}-



CHAPITRE 2

ESPACES SYMETRIQUES HERMITIENS

Ce chapitre présente les espaces symétriques hermitiens et les propriétés que nous
utiliserons par la suite. On décrit certaines orbites coadjointes associées : les orbites
coadjointes holomorphes, dont la structure symplectique et la projection d’orbite seront
étudiées le long des chapitres suivants. En fin de chapitre, nous fixons les notations
pour les groupes simples et leurs algébres de Lie qui apparaissent dans la classification
des espaces symétriques hermitiens.

2.1. Description des espaces symétriques hermitiens G/K

Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe non compact a centre fini et g son
algébre de Lie. Puisque g est semi-simple réelle, il existe une décomposition de Cartan
associée a une involution de Cartan, au niveau de 'algébre de Lie,

g=tdp,

ou ¢ (resp. p) est appelé la partie compacte (resp. la partie non compacte) de la dé-
composition de Cartan de g. Le sous-espace vectoriel € se révéle étre également une
sous-algébre de Lie de g. Le sous-groupe connexe K de G d’algebre de Lie £ est un
sous-groupe compact maximal de GG, lorsque G vérifie les hypothéses de semi-simplicité,
de connexité et de finitude de son centre. Nous avons un difféomorphisme, la décom-
position de Cartan au niveau du groupe,

Kxp — G

(k,X) —— exp(X)k, (2.1.1)

justifiant la terminologie de partie compacte et partie non compacte de la décomposi-
tion de Cartan.

Remarque 2.1.1. — Le difféomorphisme généralement donné dans la littérature est
I'application (k, X) € K xp — kexp(X) € G. Cependant, le diffécomorphisme (2.1.1)
a I'avantage d’étre K-équivariant pour l'action de multiplication & gauche sur G et
pour une action diagonale de K sur K X p qui sera introduite plus tard.
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Pour plus de détails sur la décomposition de Cartan et les définitions de € et p, nous
invitons le lecteur a regarder la Section 4.3.1 ou [Kna02]|.

Définition 2.1.2. — Nous dirons que G/K est hermitien si G/K admet une struc-
ture de variété complexe pour laquelle G agisse sur G/K par transformations holo-
morphes.

Proposition 2.1.3. — Soient G et K vérifiant les hypothéses décrites ci-dessus. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) G/K est hermitien ;
(2) Il existe un €élément zy € 3(8) tel que ad(z)]? = —id|,.

Démonstration. — Voir les Théorémes 7.177 et 7.119 de |[Kna02|. O

L’étude des espaces symétriques hermitiens G/K ou G est semi-simple connexe
non-compact a centre fini peut étre ramenée a celle des espaces symétriques hermitiens
ayant pour groupe d’isométrie GG simple connexe non-compact & centre fini. Or, la clas-
sification de ces groupes simples est bien connue : un tel groupe simple est isomorphe
a I'un des groupes suivants :

— Sp(2n,R), pour n > 1;
— SO*(2n), pour n > 3;
- SU(p,q), pour p > ¢ > 1;
= SOo(p,2), pour p > 1;
— FEIII (de type Eg);
— EVII (de type E7).
On pourra retrouver cette classification dans [Kna02, Joh80| par exemple.

Nous ferons désormais I’hypothése suivante : G/K est un espace symétrique her-
mitien. Il existe donc un élément zy de 3(¢) tel que ad(z)|; = —id,, c’est-a-dire que
ad(zg)|, définit une structure complexe sur p.

Notons pc le complexifié de p. L’action de K sur p passe en une action sur son com-
plexifié pc, qui fait de pc un sous-espace K-stable de gc. Nous avons la décomposition
en sous-espaces propres pc = pT® & p 0, on pT est le K-module ker(ad(z,)|p. F 7).
Ces deux sous-espaces de pc sont stables par 'action de K, car zy est fixé par 'action
adjointe de K.

Remarque 2.1.4. — Il n’y a jamais unicité d'un tel élément z; du centre de £. En
effet, pour un tel zy, son vecteur opposé —zy définira de méme une structure complexe
K-invariante sur p. En revanche, deux choix différents de zy peuvent faire intervenir
deux décompositions pc = pT* G p—* différentes. Par exemple, on a toujours p™ % =
pr.

On peut noter que lorsque g est simple, le centre de £ est nécessairement de dimension
1. II n’existe alors que deux vecteurs +z; € 3(£) qui induisent une telle structure
complexe K-invariante sur p.
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Soit 1" un tore maximal du groupe compact K. Notons t son algébre de Lie. Remar-
quons que le centre Z(K) de K est contenu dans T.

Proposition 2.1.5. — La sous-agébre de Cartan tc de ¢ est aussi une sous-algebre
de Cartan de gc. Les algébres de Lie g et € sont donc de méme rang.

Démonstration. — D’aprés la Proposition 2.1.3, puisque G/ K est hermitien, si on note
¢ :=3(¢), on aura

3g(c) = ¢
Or, comme Z(K) est contenu dans 7', son algébre de Lie ¢ est une sous-algébre de t.

On en déduit que 34(t) C 34(c) = €. En passant aux complexifiés, on en conclut que t¢
est une sous-algebre de Cartan de gc. [

En particulier, si le groupe G vérifie les hypothéses énoncées au début de ce para-
graphe, ainsi que ’hypothése G/K hermitien, alors toutes les conditions sont réunies
pour pouvoir appliquer la Formule de Duflo-Heckman-Vergne qui sera donnée au Théo-
reme 3.1.1.

2.2. La chambre holomorphe

On prendra la convention suivante : un élément o € t* est une racine de g s’il existe
un X € g¢ non nul tel que [H, X| = ia(H)X pour tout H € t. Ceci permet de rester
cohérent avec la convention prise pour les poids, cf Notations page 1.

Nous gardons les mémes hypothéses sur GG introduites dans le paragraphe 2.1, avec
G /K hermitien. Nous pouvons donc fixer un élément de 2o € 3(¢) vérifiant ’assertion
(2) de la Proposition 2.1.3.

Notons R, I'’ensemble des racines de £ pour sa sous-algebre de Cartan t. Fixons un
systéme de racines positives R} de € relativement a t. D’apres la Proposition 2.1.5, les
poids de t¢ sur pc sont des racines de g¢ relativement a t¢ vue comme sous-algébre
de Cartan de gc. Nous noterons alors R, (resp. R, resp. ;%) Iensemble des
poids de t¢ sur pc (resp. p™*, resp. p~*), ses éléments seront appelés les racines non-
compactes (resp. non-compactes positives, resp. non-compactes négatives) de g. Par la
décomposition g = €& p, le sous-ensemble Ry := R, UNR,, de t¥, est égal a I’ensemble
des racines de g.

En outre, 'ensemble R, := R+ UM forme un systéme de racines positives de
g. En effet, on peut facilement voir que pour toute racine compacte «, on a «a(zy) = 0,
car z est central dans £. Quant aux racines non compactes, elles vérifient 3(zg) = 1
pour tout 8 € RE puisque R0 = {3 € t*; g5 C p=*}, ce qui induit

(20, X] = iB(20) X = +iX VX € g5 C p™™,

car par définition, ad(z)y+.:0 = Fiidy+.:. On peut donc trouver un ordre lexicogra-
phique tel que R U RT* soit le systéme de racines positives associé.
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Notons t7 la chambre de Weyl de t* associ¢e au systéme de racines compactes posi-
tives R. Nous définissons la chambre holomorphe de t* par

pre={Ee (8,6 >0,V e Ry™} C tf,

ou (-,-) désigne le produit scalaire sur t* induit par la forme de Killing sur g. Ainsi,
2 est la chambre de Weyl définie par R, .

Remarque 2.2.1. — De nouveau, un choix différent d’élément z, apportera une dé-
composition pc = pT* @ p—* différente et, donc, un autre systéme de racines non

compactes positives R;»* et une autre chambre holomorphe C;,. En particulier, pour

o comme la « chambre anti-holomorphe » associée a C.2,.

A partir de maintenant, une fois 1’élément 2z, fixé, nous n’aurons plus besoin de

zp fixé, on peut voir C

souligner les différences apportées par des choix distincts de zy. Par conséquent, nous

désignerons les objets définis ci-dessus par p*, RE, %ﬁol et Chol.

Soit A € g*. Notons Oy := G - A l'orbite coadjointe de A dans g*. Si O, inter-
secte t*, nous dirons que l'orbite O, est elliptique. Si, de plus, O, intersecte Cy,), on
dira que 'orbite O, est holomorphe. La terminologie d’orbite holomorphe est justifiée
par le fait que, pour tout A € Cy, 'orbite Oy peut étre munie d’une structure de
variété complexe, compatible avec la structure symplectique canonique d’orbite coad-
jointe. C’est-a-dire, O, est une variété kdhlérienne pour la structure symplectique de
Kostant-Kirillov-Souriau. En effet, sur I'orbite coadjointe Oy, nous avons les structures
suivantes :

(1) La forme symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau e, , définie dans le para-
graphe 1.1.2.

(2) L’inclusion Op < g*, qui est une application moment pour 'action hamilto-
nienne de G sur (Oy, Qp, ). Ce point est expliqué également en 1.1.2.

(3) Une structure complexe G-invariante Jo, caractérisée par le fait que son fibré
tangent holomorphe T1°0, — O, est égal, au-dessus de A € Oy, au T-module

Z Oa + Zgﬁ-

aemj' BER,
<O‘7A>7é0 SN——
P

Nous avons vu dans le paragraphe 1.3 que l'action de K sur O, induite de I'action
de G est, elle aussi, hamiltonienne. L’application moment canonique associée est la
projection d’orbite

(I)OA :0p — E*,

composée de 'injection de O, dans g* et de la projection linéaire canonique g* — €*.
Lorsque I'orbite est elliptique, I’application ®¢, est propre, d’apres le paragraphe 1.3.4.
On peut alors appliquer les résultats de Lerman et al. [LMTW98|, nous assurant que
Ag(Oy) = Pp, (On) N, est un ensemble convexe localement polyédral dans t*.
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Objectif. — Prouver que Ak (Oy) est convexe polyédral, c’est-a-dire, est défini comme
intersection finie de demi-espaces de t*. Trouver un ensemble d’équations affines dé-
crivant completement le polyedre convere Ag(Oy).

2.3. Théoréme de Schmid

Lorsque G vérifie toutes les hypothéses du paragraphe 2.1 et qu’il est de plus simple
(I’espace symétrique hermitien G/K est alors dit irréductible), nous savons également
que le polyédre moment Ag(O,) est en étroite relation avec 'action de K sur p.
En effet, p admet une structure complexe K-invariante canonique, qui fait de p une
représentation irréductible complexe de K, que l'on identifie & p~. Pour les cas clas-
siques, nous avons la liste suivante, que l'on peut trouver dans [Kna02| ou [Joh80]
par exemple.

(1) Quand G = Sp(2n,R), alors K = U(n) et p™ = S?(C"), avec action standard de
U(n).

(2) Quand G = SO*(2n), alors K = U(n) et p™ = A*C", avec action standard de
U(n).

(3) Quand G = SU(p,q), alors K = S(U(p) x U(q)) et p*™ = M, ,(C), avec U(p)
(resp. U(q)) agissant par multiplication & gauche (resp. a droite) sur I'espace des ma-
trices complexes M, ,(C).

(4) Quand G = SOy(p,2), alors K = SO(p) x SO(2) et pT = CP, avec actions
standard de SO(p) et SO(2) = S* sur CP.

Les identifications du K-module p™ données ci-dessus seront explicitées pour chacun
des quatre cas dans la section 2.4.
Or, nous avons ici une propriété bien plus forte : 'algebre C[p~| des polynomes
complexes sur p~ est sans multiplicité en tant que K-module. De plus, on connait
exactement les représentations irréductibles qui apparaissent dans la décomposition de
C[p~] en somme directe de représentations irréductibles de K.
On dira que deux racines « et 8 sont fortement orthogonales si ni ao+ 3, ni a« — 3 ne
sont des racines. Soit alors {71, ...,7.} 'ensemble maximal construit par récurrence
de la maniére suivante :
— 7 est la plus grande racine non compacte positive,
— pour tout ¢ = 1,...,r — 1, v est la plus grande racine non compacte positive
fortement orthogonale & vy, ..., ;.

Le Théoréme suivant est dit & Schmid, cf [Sch70, Joh80].

Théoréme 2.3.1 (Schmid). — Toute représentation de K apparait avec une multi-
plicité 1 ou 0 dans C[p~]. Plus précisément, on a
Clp~] = Z Vprer...ermw (2.3.1)

pl>-~~>pr>0
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La décomposition (2.3.1) de C[p~] en somme directe de représentations irréductibles
de K est un des outils principaux que nous utiliserons dans le Chapitre 3 pour trouver
les équations de certains polyédres moments Ag (O, ).

2.4. Systémes de racines des groupes simples classiques de la classification
des espaces symétriques hermitiens

Les calculs de projections d’orbites qui seront effectués dans les derniers chapitres de
cette thése nécessiteront de connaitre la description des algébres de Lie et des systémes
de racines associés aux groupes de Lie classiques simples parmi les espaces symétriques
hermitiens. Cette section est I'occasion de fixer les notations qui seront utilisées par la
suite.

2.4.1. Le groupe Sp(2n,R), n > 2. — Dans ce paragraphe, on pose les notations et
les paramétrages de l'algébre de Lie de Sp(2n, R) nécessaires dans ’étude du polyédre
de Kirwan Ag(Sp(2n,R) - A). On pose

0 I,
Iy = ( 10 ) € GLy,(R),

et on considére le sous-groupe fermé Sp(2n,R) de G Lo, (R) défini de la maniére sui-
vante,

G = Sp(2n,R) = {M € GLy,(R): 'MJ,M = J,}.

On peut vérifier que Sp(2n,R) est en fait contenu dans SLs,(R). Son algébre de Lie
est

sp(R™M) = {M € My, (R); *MJ, + J,M =0}

— A B\ tn_p tr—
= {( o —tA)’ A B,C e M,(R), 'B =B, C—C}.
Les éléments de sp(R**) sont effectivement de trace nulle. Le groupe Sp(2n,R) est
de dimension n(2n + 1). On considére I'involution de Cartan de sp(R?*") définie par :
M +— —'M. Cela fixe une décomposition de Cartan sp(R*") = £ p, avec

_ A B . tA _ tp __
e_{(_B A>,A,B6Mn(R), A=—A, B_B}

et

— A B . A tp
b {(4 ) apemm, a-a 5os).

Les dimensions de ces deux espaces vectoriels sont dim € = n? et dimp = n(n + 1). La
matrice J,, vérifiant 'équation J? = —1I5,, elle permet de définir une structure d’espace
vectoriel complexe de dimension n sur R?", donnant une identification canonique de
U(n) a un sous-groupe K de Sp(2n,R).
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On peut préciser cette identification. Toute matrice M de M,,(C) s’écrit de maniére
unique sous la forme M = A +iB, avec A et B deux matrices de M,,(R). Ceci nous
permet de définir une application

®:  GL,(C) —  GLyw(R)

M=A+iB +— (—AB i)

On peut facilement vérifier que ® est bien un morphisme de groupes a valeurs dans
GLy,(R). Le groupe U(n) s’injecte dans GLs,(R) et son image est contenue dans
Sp(2n,R). De plus, U(n) s’identifie au sous-groupe compact maximal K de Sp(2n,R)
par l'intermédiaire du morphisme de groupes .

On a une sous-algébre de Cartan de £ canonique, c’est I'algébre de Lie de 'image
par ¢ du tore maximal

T := ;1 01,...,0, R

de U(n). Cette sous-algébre de Cartan de € est 'ensemble de matrices suivant :

(/0 ... 0 6 0 )
0O ... 0 O 0
t= " 0 0, R t
0, 0 0 ... 0 |PToERIC

\ 0 -6, 0 ... 0 )
Nous choisissons maintenant une base de l’algebre de Lie t. Nous notons e;, pour
i =1,...,n, la matrice de t avec §; = 1 et 6; = 0 pour j # ¢, pour ’écriture donnée
ci-dessus. On notera (ef, ..., e) la base duale dans t* de la base (e, ..., e,).

Le centre de U(n) est de dimension 1. Il s’agit du groupe {ewIn; 0 e ]R} ~ St
L’algebre de Lie qui lui est associée, dans sp(R*"), est la sous-algébre de dimension 1,
3(K) ={0J,; 0 €R}.

Posons zy = %, un élément de 3(K). Cet élément est particulier, car il est I'un des
deux éléments de 3(K) qui définissent une structure complexe K-invariante sur p. En
effet, pour tout M € p, nous avons ad(z)>?M = —M. Le complexifié¢ pc = p ® C de p

s’identifie a
A B . tA tp
{(B ),A,BEMH((C), A=A, BB},

et se décompose comme somme directe des deux sous-espaces propres de ad(z)c pour
les valeurs propres +i. Ces deux sous-espaces propres sont

s {4 ) ae s, )
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Par un calcul direct, on arrive a décrire I'action du sous-groupe compact K, par I'in-
termédiaire de son identification a U(n), par

A QA A QA . UA'U  iUAU
() ( iA —A ) = 2(U) ( iA —A ) U = ( iUAU —UA'U )

pour toutes matrices U € U(n) et A € M, (C), A symétrique. On retrouve ici que
laction de K sur p* correspond & l'action par conjugaison de U(n) sur 'espace des
matrices symétriques complexes, ce qui est la méme chose que 'action standard de

U(n) sur S*(C™).

Les racines sont ici au nombre de 2n?. On a n(n — 1) racines compactes et n(n + 1)
2
i # j. Les racines non compactes sont les éléments £0; ; = +(ej +¢€j), 1 <i < j<n,
de t*. Un systéme de racines positives est

racines non compactes. Les racines compactes sont de la forme o;; = e — €7, avec

S

R ={a;;; 1<i<j<n}U{B;; 1<i<j<

).

Vo VO
ni%a Ry

Parmi les racines non compactes positives, il y a des racines remarquables, ce sont les
racines y; := B;; = 2¢;,i=1,...,n.

Pour ce systéme de racines positives, on obtient ’ordre suivant parmi les racines non
compactes positives :

Bia>Pra> .. > Bin>Baa>Bag > o> Bt > Baoin > Ban-

Ceci peut se trouver en choisissant un bon ordre correspondant au choix du systéme de
racines positives. Un ordre convenable est donné par la famille ordonnée des vecteurs
H;, =2e; + Z#i e; de t, pour ¢ variant de 1 a n.

La famille de racines non compactes positives (71, ...,7,) = (27}, ..., 2¢}) est forte-
ment orthogonale et elle est maximale pour cette propriété. On remarque que les élé-
ments du monoide > ;_; N(v; 4. ..+ ;) sont des poids de la forme 6 = (2py, ..., 2p,),
oupy = ... 2p, = 0.

Définition 2.4.1. — Un poids § = (61,...,6,) de U(n) est dit pair si tous les d;,
pour 2 = 1,...,n, sont des entiers pairs.
Un poids dominant 6 = (§; > ... > 6,) de U(n) est dit positif si 6, > 0.

D’aprés le Théoréme de Schmid, énoncé dans le Théoréme 2.3.1, on a la décompo-
sition suivante du U(n)-module Clp~] pour le groupe Sp(2n,R) :

Pour G = Sp(2n,R), on a Clp~] = > vy, (2.4.1)

BEAY pair et positif
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2.4.2. Le groupe SU(p,q), p = q = 2. — Donnons ici la définition de SU(p,q),
de son algébre de Lie et les notations que nous utiliserons dans la suite. Fixons deux
entiers p > ¢ > 1. On pose

I, 0
Ipg = ( 67 —1, ) € GLerq((C)
et on considére le sous-groupe fermé SU (p, q) de SL,.,(C) défini de la maniére suivante,
G =SU(p,q) ={M € SL,,,(C); ‘MI,,M = 1I,,}.
Son algebre de Lie est
su(p,q) = {M €sl,,(C); *MI,,+ I,,M =0}
A B
= {(5 5 ) Acu) D). B € My (©. D) =) |
ot u(n) est 'ensemble des matrices anti-hermitiennes de taille n xn. Le groupe SU (p, q)
est de dimension p? + ¢ + 2pg — 1. On considére toujours I'involution de Cartan de

su(p, ¢) définie par : M — —'M. Cela fixe une décomposition de Cartan su(p, ¢) = t®p,
avec

- {( A0 ) . Acu(p),D € ulq) telles que Tr(D) = —Tr(A)}

0 D
p={( 5 0 )i Bermu©},

Les dimensions de ces deux espaces vectoriels sont dim £ = p? +¢®> — 1 et dimp = 2pg.
Notons K le sous-groupe compact maximal de SU(p, q) d’algébre de Lie . Ce groupe
est tout simplement 1’ensemble de matrices suivant :

et

K = {( 161 10) ) ; AeU(p), D € U(q) telles que det(D) = det(A)_l},
et on a un isomorphisme évident entre K et le groupe de Lie S(U(p) x U(q)).

On a une sous-algébre de Cartan de € canonique, c’est I'algébre de Lie du tore
maximal de K des matrices diagonales de SU(p, q)

e’ 0 ptq
T := ;91,...,9p+q€R,ZGi:O
0 oi0p+a i=1

Cette sous-algébre de Cartan de € est I’ensemble de matrices suivant :

i, ptq
t = OO ERD 0;,=00,
i0 j=1

p+q
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elle est de dimension p+ ¢ — 1. On notera, de maniére similaire & U(n), la forme linéaire
sur t
1hy
ihpiq
pour tout i = 1,...,p + ¢. Remarquons qu’ici, la famille (e, ..., e, ) n’est pas libre,
mais engendre t*.

Posons zy = pLIn,l, un élément de 3(K), ou

+q
= ([ ql, 0
fra = < 0 —pl, ) '

Cet élément est un des deux éléments de 3(K') qui définissent une structure complexe
K-invariante sur p.

Le complexifié de su(p, ¢) peut étre identifié a sl,,,(C). Avec cette identification, on
a

0 B
pc = {( ‘o o ) : B,C € Mp,q(C)} C sl,.4(C).

Un calcul direct nous donne la décomposition en sous-espaces propres de ad(2g)|p.
suivante :

p+={<8 ﬁ);BeMp,q(C)} et p‘:{<% 8);06/\4@,}(@)}.

Il est clair que p™ s’identifie a 'espace vectoriel M,, ,(C). De plus, I'action de S(U(p) x
U(q)) sur p* passe & M, ,(C) en 'action

(U,V)-M:=UMV™!
pour tout M € M, ,(C) et tout (U,V) € S(U(p) x U(q)).

Les racines compactes sont les formes linéaires «; j = e — e} sur t, pour 1 <4,j <p
et p+1<1,j<p+gq,i+#j. On prend pour systéme de racines compactes positives
Iensemble {a;;; 1 <i<j<ptU{ai;; p+1<i<j<p+gq}.

Les racines non compactes positives, racines provenant de p™, sont les formes linéaires
Bij =€ —e;pour 1l <i<petp+1<j<p+q Remarquons que l'on a f;; =
Bigtou; = Brjt+oir = Bri+au,+a;, pour des entiers 7, j, k, | ad hoc. Par conséquent,
la racine non compacte positive maximale (resp. minimale) est 51,1, (resp. Bpp+1). De
plus, deux racines non compactes positives 3; ; et B;; sont fortement orthogonales si et
seulement si ¢ # k et j # . Ainsi, la famille (8 p1q, Bopiqg—1s-- -, Byp+1) st la famille
fortement orthogonale maximale obtenue dans I’algorithme accompagnant le Théoréme
de Schmid.
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De maniére identique au cas du groupe Sp(2n,R), le Théoréme de Schmid nous

donne la décomposition du S(U(p) x U(q))-module C[p~] :
Cpl= 3 vSUmxU)

(m1,...;mq,0,...,0;=mg,...,—m1)"
my2..2mg20

S(U(p)xU(q))

On peut facilement voir que la représentation irréductible ‘/(ml,...,mq,O,...,O;fmq,...,fml

VU(G)

(m1,...,mq)

) est

isomorphe au produit tensoriel V(%p ) 12g.00.,0) ®( )*, pour tout poids dominant

positif (111 > ... > p,) de U(q), lorque ¢ > 2.

Pour G = SU(p, q) avec ¢ > 2, on a
-1 _ U(p) U(q) * 2.4.2
C[p } - Z ‘/(mh...,mq,o,...,(]) ® (‘/(mlw-’mq)) ’ ( )
mi2...2mg 20

Cas de SU(n,1). — Tout ce qui a été écrit ci-dessus est bien évidemment applicable
a SU(n,1). Cependant, le cas de SU(n, 1) est bien plus simple. Tout d’abord, le sous-
groupe compact maximal est ici identifiable & U(n). Quant a la représentation p* de
U(n), elle correspond a l’action de U(n) sur C" tordu par la représentation déterminant
de U(n), c’est-a-dire,

M v :=det(M)Mv

pour tout v € C" et tout M € U(n). Il y a alors n racines non compactes positives,

notées fB; = Biny1 = € —esy = ef + Y ,_, er. La racine non compacte positive

maximale est ;. Elle forme par ailleurs un systéme maximal de racines non compactes
positives fortement orhogonales. On en déduit la décomposition suivante du U(n)-
module C[p~], donnée par le Théoréme de Schmid, mais qui peut étre vue directement
aussi :

Pour G = SU(n,1), ona Clp™| = z:(det)]’C ® Sk(CM). (2.4.3)

k>0

2.4.3. Le groupe SO*(2n), n > 3. — Le groupe G = SO*(2n), pour n > 3, est le
sous-groupe de SU(n,n) défini de la maniére suivante,

SO*(2n) = {M € SU(n,n); ‘M1, nJuoM = L nJnn},

I, 0 (0 1, (0 I,
In,n—( 0 _In)7 Jn,n— ( _]n 0 > et In,njn,n— ( In 0 )

Son algebre de Lie est s0*(2n) = {M € su(n,n); M1, ,Jnn + InnJnnM = 0}, de
décomposition de Cartan so*(2n) = £ @ p, avec

e={(5 ) ) acum)=um,

avec



26 CHAPITRE 2. ESPACES SYMETRIQUES HERMITIENS

PZ{(t% §>’ BEo(n,(C)}.

Le sous-groupe compact maximal K associé a ¢ est donc isomorphe a U(n), par le
morphisme de groupes

et

U 0
UeU(n)— — ] € SO*(2n),
0 U
ce qui permet d’identifier le tore maximal des matrices diagonales de U(n) au tore
maximal
([ it )
oi0n
T = — ; 0,...,0, €R
—ib,,
\ € J
L’algebre de Lie de T' est
r i, \
0,
t = ! . 3 017 797’1 S R )
—291
\ —16,, )
et on note e; la matrice diagonale de tavec 0, = 1let 0, =0sik # j, pour j =1,...,n.
On pose (ef,...,e") la base duale associée. Il est clair que dans cette base, les racines

compactes de s0*(2n) sont les formes linéaires a; ; = ¢f — €}, 1 <i < j < n.
On peut identifier le complexifié de p au sous-espace vectoriel complexe

p(C:{(g g);B,Ceo(n,C)}.

Le centre de £ est égal a {61,,;0 € R}, il est bien de dimension réelle 1. On peut
I"z’" de 3(#) donne par I'intermédiaire de ad(zp)
une structure complexe K-invariante sur p. En effet, on obtient ad(z)|; = —id|,. On a

p+:{<8 ?);Beo(n,(ﬁ)} et p_:{(g 8);(]60(71,((3)}.

Le sous-espace pT s’identifie clairement a l’ensemble des matrices anti-symétriques
complexes o(n,C). L’action de U(n) sur p* passe a o(n, C) par cette identification en
I’action définie par

vérifier par le calcul que I'élément zo =

U-B:=UB'U € o(n,C)
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pour tout B € o(n,C) et tout U € U(n). Il s’agit bien sir de l'action de U(n) sur
o(n, C) induite par 'action standard de G L, (C) sur ce méme espace de matrices anti-
symétriques. Elle peut se voir également comme laction standard de U(n) sur A2C™,
induite de GL,(C). On a donc bien p™ = A2C" en tant que U(n)-modules.

Les racines non compactes positives de s0*(2n) sont les formes linéaires f3; ; = e} +e7,
pour 1 < i < j < n;cesont les racines apparaissant dans p™. Les racines non compactes
négatives sont les —3; ;, 1 <@ < j < n.

Prenons pour systéme de racines compactes positives I'ensemble R} = {a; ;;1 < i <
j < n}. Si maintenant on prend pour convention de noter indifféremment 3;; = 3;;
quel que soit 'ordre des entiers i et j de {1,...,n}, alors §; ; + au,; = Bk, pour tout
ke{l,...,n}\{i,j}. Par conséquent, la plus grande racine non compacte positive est
Bmax = P12 et la plus petite est Byin = Bn—1n-

De plus, si f3; j est une racine non compacte positive et k ¢ {7, j}, alors §; ; — Bix =
a1, est une racine compacte. Ce sera d’ailleurs la seule possibilité pour obtenir une
racine compacte a partir de la somme de deux racines non compactes. On pose donc
v; = Paj1,2j pour tout j € {1,...,E(n/2)}, ou E(z) désigne la partie entiére du réel
x. La famille de racines non compactes positives (v1,...,7gm/2)) est donc fortement
orthogonale et maximale pour cette propriété. On obtient ainsi la décomposition du
U(n)-module C[p~] suivante.

Pour G = SO*(4p), ona Clp~]= > V& (2.4.4)

(m1,m1,m2,ma,....,mp,mp)"
mi2>..2mp >0

Pour G = SO*(4p+2),ona C[p~] = Z y et . (24.5)

(m1,m1,m2,ma,....,mp,mp,0)
my2=...2mp=>0

2.4.4. Le groupe SO(2p+1,2), p > 1. — Le groupe de Lie G = SO(2p + 1,2) est
le sous-groupe de SLy,;3(R) défini de la maniére suivante,

SO(2p+1,2) = {M € SLyy,5(R); ‘MIypi1o2M = Inp1s},

I _( Iypyr O
21,2 = 0 _5 )

Le groupe SO(2p+ 1,2) a deux composantes connexes. Son algébre de Lie est so(2p +
1,2) = {M € sly 5(R); "MIyi12 + Inpy12M = 0}, de décomposition de Cartan
s0(2p+1,2) =t p, avec

avec

t = {( A0 ); A€50(2p+1,R),D€50(2,R)} ~ 50(2p + 1,R) @ 50(2, R),

0 D
et
0 B
p:{(tB 0 >;B€M2p+1,2<R>}'
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Le sous-groupe compact maximal K associé & £ est donc isomorphe a SO(2p+1,R) x
SO(2,R), par l'intermédiaire du morphisme de groupes

M 0

MLM0650@p+LR>X&XZR”_*< 0 M

> € SO(2p+1,2).

On fixe la sous-algébre de Cartan de K suivante,

( 0 hy )
—h 0

.
\ ~hpr1 0 )

et on note (ey,...,ey,+1) la base canonique de t associée a cette décomposition. On
notera également (ef,...,e5,,) la base duale associée. Il est clair que le centre de K
est isomorphe & {1} x SO(2,R) et son algebre de Lie est Re,1. Les racines compactes
sont les formes linéaires +ej + e}, pour i # j dans {1,...,p}, et Leg, pour tout
k=1,...,p. On choisit le systéme de racines compactes positives R} = {e} £ e;; 1 <
i<j<ptU{es;k=1,...,p}

On peut identifier le complexifié de p a 'algebre de Lie complexe

0 B
p(C: {( tB 0 >;B€M2p+1,2(c>}~

On peut vérifier par le calcul que I'élément zy = e,4; de 3(K) donne par I'intermédiaire
de ad(zp) une structure complexe K-invariante sur p. En effet, si on note

0 1
p=( % 0).

alors, comme matrice de My, 3(R), on a

0 0
1=\ o p )
et cela nous donne

e (4 0)-(35) (5 5)-(5 2)(0 5)

:‘(w%>ﬁ?)
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En remarquant que D? = —1I, on obtient donc ad(z)|; = —id|,. On a
0o C —iC
pt = ‘o0 0 ;C € Mgyi11(C)
—'C 0 0
et
0 C iC
p = 0 0 ;C € Mapi11(C)
i‘C 0 0

En particulier, p* s’identifie au SO(2p + 1,R) x SO(2, R)-module C?***1 ou laction
de SO(2p+ 1,R) x SO(2,R) sur C**! est définie par

(M, ") - v := e Mu,

pour tout v € C**! et tout (M, e?) € SO(2p + 1,R) x SO(2,R).

Les racines non compactes de s0(2p+ 1, 2) sont les 4p+ 2 formes linéaires +e tep
pour i =1,...p, et ey, ;. Les racines non compactes positives sont les racines R =
{£ej+er ;i =1,...,p}U{e;,  }. Du choix du systéme de racines compactes positives,
on obtient 'ordre suivant des racines non compactes positives :

* * * * * * * * *
—ep ey << —e, e <e g <e, e, <o <epte,y.

De plus, €5, ; n’est fortement orthogonale a aucune autre racine non compacte, alors que
la racine +e; + e, ., n'est fortement orthogonale qu’a la racine non compacte positive
Fe; +¢€,,,. Par conséquent, la famille fortement orthogonale obtenue par I'algorithme
précédant le Théoréme 2.3.1 est la famile (e + ey, —e] + ey, ).

Pour G = SO(2p + 1,2), on a C[p Z VSO(ZPH)XSO (2.4.6)

(m1—m2,0,...,0,m1+mz2)"
m1>ma=>0

2.4.5. Le groupe SO(2p,2), p > 2. — Les notations pour le groupe G = SO(2p, 2)
sont quasiment identiques a celles du groupe SO(2p+ 1, 2) données dans le paragraphe
2.4.4. En particulier, on a la décomposition de Cartan so(2p,2) =€ @ p, ou

t= {( 61 lO) ); A€so(2p,R), D 650(2,R)}

PI{(tOB 103), BGsz,2(R)}-

Le sous-groupe compact maximal de SO(2p,2) d’algébre de Lie ¢ est donc isomorphe
SO(2p,R) x SO(2,R). La sous-algébre de Cartan que I'on fixe ici différe légérement de

et
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celle de SO(2p + 1,2), c’est 'algébre suivante,
( 0 m )
—hy 0O
t= 0 hp ; h; € R
—h, 0

(e )
\ _hp+1 0 y,

On note (ey, . . ., €p41) la base canonique de tet (ef, ..., €5, ;) la base duale. Les racines
compactes sont les formes linéaires +e; + €}, pour ¢ # j dans {1,...,p}. On choisit le
systéme standard de racines compactes positives R} = {e} £+ e;1<i<j< < pl.

Les racines non compactes sont les formes linéaires +e; +e; ., pour i =1,...,p. Les

racines non compactes positives sont les racines de R} = {tef + epi3t=1,...,p}.
On notera ces racines

BE = +e! +en, Vie{l,... p}
A nouveau, le choix effectué sur le systéme de racines compactes positives nous donne
I’ordre des racines non compactes positives suivant :
—ejt ey << —eptey . <epte, <-o-<e]te .
La famille fortement orthogonale obtenue par I’algorithme précédant le Théoréme 2.3.1
est encore la famile (e} +e5,,, —ef +e5, ).

Pour G = SO(2p,2), on a C[p Z VSO 2)x50(2) (2.4.7)

(m1—m2,0,...,0m1+ma2)"
m12>mo2>0



CHAPITRE 3

PREMIERES TENTATIVES DE CALCUL DE
PROJECTION D’ORBITES COADJOINTES
HOLOMORPHES

Avant d’entrer véritablement dans 1’étude théorique des orbites coadjointes holo-
morphes et de leurs projections, nous proposons dans ce chapitre d’expliciter le poly-
édre moment d’une telle projection d’orbite pour certains groupes de la classification
des espaces symétriques hermitiens irréductibles.

Pour ce faire, nous suivons deux méthodes différentes. La premiére utilise la Formule
de Duflo-Heckman-Vergne, en calculant le polyédre moment comme support d’une
certaine mesure. La seconde s’appuie sur les résultats obtenus autour du probléme de
Horn, vus dans le paragraphe 1.3.3, permettant de déterminer les points rationnels
du polyédre en question. Ceci nous permet de donner les équations des projections
d’orbites coadjointes holomorphes pour les groupes Sp(2n,R), SU(n, 1) et SO*(6).

3.1. Formule de Duflo-Heckman-Vergne

Dans cette section, nous décrivons tout d’abord briévement la Formule de Duflo-
Heckman-Vergne. Pour plus de détails, le lecteur peut se référer a I'article [DHV84|.
Nous en déduisons ensuite les projections d’orbites coadjointes holomorphes associées
aux groupes SU(2,1) et Sp(4,R).

3.1.1. Enoncé de la formule. — Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe
non compact a centre fini et soit g son algébre de Lie. Fixons g = €@ p une décomposi-
tion de Cartan de g et supposons que g et £ sont de méme rang. Soit K le sous-groupe
de Lie connexe de GG d’algébre de Lie £. Le sous-groupe K est compact maximal dans
G. On fixe T un tore maximal de K et t son algébre de Lie. L’algébre de Lie t est
également une sous-algébre de Cartan de G.

Soit A un élément G-régulier de t*, c’est-a-dire que son stabilisateur G est égal
a T. D’aprés le paragraphe 1.3.4, Oy est fermée dans g* et la projection d’orbite
Op : Oy — € est propre.

La structure symplectique {)p, induit une orientation et une mesure

1

= ——QOF
Por = Gyt On
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sur Oy. La mesure 5p, est communément appelée mesure de Liouville de la variété
symplectique (Oy, Qo, ).

On note W le groupe de Weyl de T dans K. Pour tout élément n € Nk (T'), Pappli-
cation Ad(n) sur g définit par restriction un automorphisme de t, qui ne dépend que
de la classe de n dans W. On note e(w) le déterminant de I’élément de GL(t) donné
par un représentant quelconque de la classe w € W.

Soit R I'ensemble des racines de t dans gc. On désigne par R, (resp. R,,) les racines
de t dans t¢ (resp. dans pc). Pour tout u € t*, on définit

R () = {a € R (o, 1) > 0},

ol (-, ) est le produit scalaire sur t* induit par la forme de Killing B,. On notera alors
Ry (1) =R (1) NR,.

Pour tout ;1 € t*, on définit également ¢, la mesure de Dirac au point p sur £* et
H,, la mesure de Heavyside, c’est-a-dire la mesure de Radon sur £* définie par

(o= [ ettt Voe C=().
0
Si R () ={a1,...,a,}, on notera
Ylj‘ :Hoq *Hocz *...*Hap

le produit de convolution des mesures de Heavyside associées aux racines non compactes
positives pour p. Enfin, on posera, pour tout v € t¥,

at(v) = H (o, v).

acRt(A)

La fonction 7" est polynomiale et W-anti-invariante sur t*.
Notons t;., I'ensemble des éléments réguliers de t* pour l'action de K. La variété

M = (®g) ' (t),,) est une sous-variété localement fermée T-stable de Oy, non vide

car M contient nécessairement A, et
by = CI)K‘M M — ¢

est une application moment pour 'action de T sur la variété symplectique (M, Qo, |ar)-
Ce résultat est bien connu et est utilisé dans la démonstration du Théoréme de convexité
hamiltonienne non abélien, cf [GS82, Théoréme 6.4| pour le cas compact, [LMTW98,
Théoréme 3.1] pour un cadre plus général. L’ensemble K - M = K X7 M est un ouvert
dense de O,. Par conséquent, Oy \ (K - M) est de mesure nulle pour fp,. Pour déter-
miner la mesure image (Pk).(Bo, ), il suffit donc de connaitre la mesure (®pr).(Bar).

Théoréme 3.1.1 (Formule de Duflo-Heckman-Vergne)
L’ image de la mesure de Liouwille par ’application moment ®y; est donnée par la
formule

(@2 (Bar) = ljj—| S ) (Bun * V).

weWw
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Remarque 3.1.2. — Duflo, Heckman et Vergne ont prouvé cette formule dans le
cadre plus général d'une algebre de Lie réductive réelle g et un groupe de Lie G connexe
a centre compact d’algebre de Lie g.

Le Théoréme 3.1 de [LMTW98| affirme également que Ax(O,) est 'adhérence de
Ap(M) N €. On en déduit que le calcul du support de la mesure image (®a).(Bumr)
permet de déterminer le polyédre moment Ag(Oy) := $x(Ox) N L.

3.1.2. Le cas de SU(2,1). — Nous terminons ce chapitre en proposant une appli-
cation de la formule de Duflo-Heckman-Vergne au calcul du polyédre moment de la
projection d’une orbite coadjointe elliptique réguliére de SU(2,1).

Les notations pour le groupe SU(2,1) et son algébre de Lie ont été fixées en 2.4.2.
Nous choisissons pour chambre de Weyl de t*, la chambre t} := {£ € t*; (o, §) > 0}.
Le groupe de Weyl W de T dans K posséde deux éléments, I’élément non trivial étant
la symétrie orthogonale pour By relativement a la droite vectorielle ker . Si on note s
cette symétrie, on a alors

s = —q, 551 = B, 53 = Bi.

Prenons maintenant un élément A € t. qui est SU(2, 1)-régulier. Trois cas distincts
apparaissent ici.

Lélément A est dans {§ € t;(51,€) > 0,(52,&) > 0}. — Les racines non compactes
positives associées sont donc celles de R (A) = {B1, 52} et on a également R (sA) =
{1, P2}. Par le calcul, la Formule de Duflo-Heckman-Vergne donne la mesure
ot
(o) (Bur) = WC(1A+R+51+R+62 — Lonsr iRy 0 A1

On en déduit que le support de la mesure (®p/).(5yr) est égal a Pensemble

((A+RB+R, B)U(A+R. B+ R, 5) )\ (A+Ry B +R. Bo)N (sA+R i +R . By) )
dont 'intersection avec la chambre de Weyl t? est bien un polyeédre convexe.

Lélément A est dans {§ € t1;(61,£) < 0,(82,€) > 0}. — Les calculs sont simi-
laires aux paragraphes précédents. Les éléments qui difféerent sont les ensembles des
racines non compactes positives associées a A et sA, qui sont ici R (A) = {—f4, fa}
et M (sA) = {1, —Pa}, ainsi que la mesure image, qui vaut
ot
(Par)«(Bur) = WC(1A+R+($1)+R+52 = Loa4ro giRy (—62) )AL,

pour une certaine constant ¢ > 0. Remarquons qu’ici, le cone sA + R, ) + Ry (—fs)
est contenu dans le demi-plan {(«,-) < 0}, alors que le cone A + R (=) + Ry fs
est contenu dans le demi-plan opposé {(«,-) > 0}. Par conséquent, ces deux cones ne
s’intersectent pas et la mesure (®,/).(5y) a pour support sur t* I’ensemble

(A+Ry(=51) + Ry fo) U (sA+ Ry 1 + Ry (—f)).
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6

FIGURE 1. Polyédre de la projection d’une orbite SU(2,1)-réguliére avec
(B1,A) >0 et (B2,A) >0

FIGURE 2. Polyédre de la projection d’une orbite SU(2,1)-réguliére avec
(B1,A) <0 et (B2,A) >0

Lélément A est dans {§ € t;(51,€) > 0,(B2,§) < 0}. — Il s’agit ici du cas « opposé »
au premier cas. La mesure obtenue par la Formule de Duflo-Heckman-Vergne est

+
m
(q)M)*(BM) - WC(1A+R+(—51)+R+(—,32) - 15A+R+(—ﬁ1)+R+(—52))du-
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Remarque 3.1.3. — Ces calculs, trés simples pour le groupe SU (2, 1), se compliquent
dés que le nombre de racines non compactes positives est supérieur au rang de g. C’est
le cas de Sp(2n,R). Méme en ne considérant que les groupes de type SU(n,1), les
difficultés apparaissent rapidement lorsque n grandit.

B B2

FIGURE 3. Polyédre de la projection d’une orbite SU(2,1)-réguliére avec
(B1,A) <0et (B2,A) <O

Pour SU(2,1), lorsque A est dans la chambre holomorphe, on voit que les cones
affines engendrés par les racines non compactes positives et de sommets respectifs A
et sA ont une intersection non vide dans t7 . Les deux mesures portées par ses cones
s’y annihilent, ce qui donne une sorte de réflexion du polyédre moment lorsque celui-ci
touche le mur de la chambre de Weyl.

Pour d’autres groupes, les mesures obtenues sur les différents cones peuvent ne pas
se neutraliser sur les parties communes de leurs supports. Ceci est le cas par exemple
pour le groupe Sp(4,R), schématisé par la Figure 4.

3.1.3. Le cas de Sp(4,R). — Disons quelques mots pour le cas du groupe Sp(4, R).
Les notations de ce groupe ont été introduites en 2.4.1. La chambre de Weyl choisie
est la chambre ¢} := {£ € t*;(a,&) > 0}. Le groupe de Weyl a deux éléments, dont
I’élément non trivial est la symétrie s relativement au mur ker o de la chambre de
Weyl. La symétrie s agit sur 'ensemble des racines non compactes positives de sp(R?)
par

5011 = P2, SPop =11 et sPip= Bio.
Soit A € Cyo qui est Sp(4,R)-régulier (nous ne parlerons pas ici des éléments des
autres sous-chambres de ;). Dans ce cas, on peut voir par le calcul que la mesure
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(®ar)«(Bar) a pour support dans . le polyedre convexe

LN A+R B+ R Boo).

FIGURE 4. Polyédre de la projection d’une orbite Sp(4,R)-réguliére holomorphe

3.2. Caractérisation de Ax(O,) par ses points rationnels

Dans la cas d'une orbite compacte G - A avec A € A%, on a vu que la projec-

tion de l'orbite G - A sur £ était complétement déterminée par 1’étude des repré-
sentations irréductibles de K qui apparaissent dans la décomposition des représen-
tations irréductibles V,, oit N parcourt I’ensemble des entiers strictement positifs.
Plus exactement, les éléments rationnels u € Ag, pour lesquels il existe N > 0
tel que V]\Ifﬂ C V&, |k sont exactement les points rationnels de la projection d’or-
bite Ag(G - A). Mais surtout, Ax(G - A) est égal & 'adhérence de ses points ration-
nels, ce qui permet de décrire Ay (G - A) a partir des équations du polyédre rationnel
ARE(K A Ly) ={pe Ny 3N >0,VE C HYG- ALYk}

Si maintenant GG n’est pas compact, on ne peut plus appliquer les résultats sur
les polytopes moments algébriques. Cependant, on conserve la propriété suivante :
lorsque A est dans t*, le polyédre de Kirwan Ag(Oy) est rationnel. Ceci provient de
[LMTWO9S8]|. 1l est donc égal a 'adhérence (ou, de maniére équivalente, I’enveloppe
convexe) de ses points rationnels. En particulier, on peut donc se ramener a I’étude de
ses points rationnels, comme dans le cas compact.

Or, lorsque G/K est un espace symétrique hermitien, on a un moyen de détermi-
ner l’ensemble de ces points rationnels. Et ceux-ci se décrivent de maniére proche du
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cas compact, en termes de représentations de K. Ce résultat utilise une version non
compacte de la « quantification commute avec la réduction », en introduisant la quan-
tification formelle.

Théoréme 3.2.1. — Soient G/ K un espace symétrique hermitien et A € N\, NChol-
Alors, pour tout 1 € N, on a p € Ag(On) si et seulement s'il exviste un entier

N > 1 tel que (Nu, NA) € (A*)? et (Vzikm ® Vv ®C[p_])K 7 0.

La preuve du Théoréme 3.2.1 nécessite deux résultats qui seront prouvés respective-
ment aux quatriéme et cinquiéme chapitres.

Le Théoréme 3.2.1 donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un élément
rationnel de t* soit dans le polyédre moment Ag(O,). Cette condition, en termes de
produits tensoriels de représentations du groupe compact connexe K fait intervenir
la représentation Clp~] de K. Or, lorsque G/K est symétrique hermitien irréductible,
le Théoréme de Schmid donne la description exacte de la décomposition de C[p~] en
somme de représentations irréductibles de K.

Notons (71, ...,7,) la famille de racines non compactes positives obtenue par I’algo-
rithme précédant ’énoncé du Théoréme 2.3.1. Définissons le Q-cone convexe
T, ) = Z miyy M

my2..2my20, m;€Q

obtenu a partir de ces r vecteurs de t*.

Proposition 3.2.2. — Soient G/ K un espace hermitien irréductible, A € Af , NChol.
Alors, pour tout 1 € Ny, on a p € Ag(Oy) si et seulement s'il existe un entier N > 1
ety € C(n,-...7) tels que (Nu, NA,Nv) € (A*)? et Vivy C Vv, @ Vivar. Autrement
dit,

peAg(O)) <= C(v,- ) NAK(K -pux K-A) #£0. (3.2.1)

Démonstration. — C’est une conséquence directe du Théoréme 3.2.1, du Théoréme de
Schmid et du fait que la condition Viy, C Via®Vy est équivalente & Vv, C Vi, @Viya«.
La seconde équivalence est obtenue grace a la Proposition 1.3.2. O]

Remarque 3.2.3. — De 'équivalence (3.2.1), il est naturel d’essayer de résoudre le
probléme de la projection de I'orbite Oy en déterminant 'intersection de deux polyédres
convexes. Ces deux polyédres convexes sont Ag , X Ay, X G(71,...,7), qui est un
cone convexe polyédral, et

{(,v,7) € (NG v € Ak (K - px K -v*)}. (3.2.2)
Le polyédre (3.2.2) peut également se décrire, grace a la Proposition 1.3.2, par
{(p,v,v) € (/\@’Jr)‘g; aN > 0 t.q. (VJ\I,(“ QVE. ® V]\I,i/*)K # 0}.

Il s’agit bien d’un polyedre, puisqu’il est, & peu de choses pres, ce que 1’'on appelle le
cone semi-ample de la variété projective K /T x K/T x K/T, cf Chapitre 5.
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Cette idée va étre utilisée dans la section 3.3 pour calculer quelques exemples de
projections d’orbites.

Déterminer I'intersection de deux polyédres convexes est en général compliqué, mais
ici cela reste envisageable lorsque le cone € (71, ...,7.) a une géométrie simple (par
exemple pour Sp(2n,R) et SU(n,1)) ou lorsque le rang de l'algébre de Lie est petit
(calcul pour SO*(6)).

3.3. Exemples de calculs de projections d’orbites

La Proposition 3.2.2 donne une description de la projection d’une orbite holomorphe
en termes de représentations irréductibles du sous-groupe compact maximal. En al-
liant nos connaissances des représentations irréductibles de K apparaissant dans le
K-module C[p~], grace au Théoréme de Schmid, et les résultats du probléme de Horn
dus a Klyachko et Knutson-Tao, nous allons étre en mesure de calculer certains poly-
édres moments associés aux projections d’orbites holomorphes.

Nous ne présenterons ici que les calculs pour les groupes classiques Sp(2n,R) et
SU(n,1) pour n > 2, et SO*(6), qui font intervenir le probléme de Horn classique,
c’est-a-dire, lorsque le sous-groupe compact maximal K est U(n).

3.3.1. Projections d’orbites coadjointes holomorphes de Sp(2n,R). — Le
Théoréme de Schmid appliqué au groupe Sp(2n,R) nous permet de donner la dé-
composition de C[p~] en somme directe de représentations irréductibles, cf (2.4.1).

Proposition 3.3.1. — Soient A € Ny, NCho et p € Ny, Alors p € Ag(Oy)
si et seulement s’il existe un entier k > 1 et un poids dominant positif 0 tels que

(kp, kA) € (A*)? et Vs C Vi @ Vias.

Démonstration. — Ceci découle de la Proposition 3.2.2, appliquée a (2.4.1) qui donne
I'énoncé du Théoréme de Schmid dans le cas du groupe Sp(2n,R). Remarquons que
'on ne peut appliquer la Proposition 3.2.2 que pour les § = (§; > ... = 4,) ou les
composantes §; sont paires, d’aprés (2.4.1). Mais si ¢ est dominant positif, alors 2§
a ses composantes paires et vérifie Vo5 C Vap, ® Vopa+ pour un certain entier £ > 0.
Autrement dit, la condition de parité des composantes de d n’est pas nécessaire ici. []

Rappelons que, pour tout A = (A > ... > \,) € t, la notation A* désigne I’élément
dual A* = (=X, > ... > —A;) de A dans t7.

Théoréme 3.3.2. — Soient A € Ao+ N Chol €t 1 € Ny Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(7’) e AK(OA) 5
(i) Y(I,J,L) € T", on a Zie[ﬂi"‘zjeJA; >0;
(#i) pour touti=1,...,n, on a u; = A;.

En particulier, les polyédres converes A (Oy) et (A+ 3 5cu+ Ry 8) N, sont égaun.
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Démonstration. — L’implication (i)=-(ii) est une conséquence des Théorémes 1.3.3 et
1.3.4 (tirés du probléme de Horn) et de la Proposition 3.3.1. La réciproque est donnée
par la solution triviale 6 = 0. En effet, si u vérifie (ii), alors les Théorémes 1.3.3 et
1.3.4 impliquent que le poids trivial 6 = 0 satisfait Vj C V,,® V+. Or le poids trivial est
dominant positif, donc la Proposition 3.3.1 donne que p appartient & Ag(Oy). Ainsi,
Prouvons (4i)=>(11). Quitte & remplacer u et A par respectivement ku et kA, pour un
certain entier k > 1, on peut supposer u, A € A*. En effet, on a toujours (kA)* = kA*,
car k > 0. Il suffit alors de voir que, pour tout ¢ appartenant a {1,...,n}, le triplet
({i},{n+1—1i},{n}) est dans U]* = T}". C’est le cas puisque i + (n+1—1i) =n + 1.
Par conséquent, les coordonnées de i et A doivent vérifier les conditions suivantes :

wi+ A, >0, pour touti=1,...,n.

Revenant a la définition de A* en terme de coordonnées, c’est-a-dire I'écriture A* =
(=A,,...,—A1), on obtient p; > A; pour tout i = 1,...,n.

Réciproquement, si p vérifie (744), alors le poids dominant § = (u;, — Ay, > ..., i, —
A;,) est positif. De plus, les poids p, A et § sont les spectres respectifs des matrices
hermitiennes suivantes :

ki 0 —kA, 0
A= , B = )
0 ki, 0 —kA,
k(p — Ar) 0
C= -
0 k(pn — An)

Or ces trois matrices vérifient A+ B = C'. Le Théoréme 1.3.3 implique par conséquent
que p vérifie 'assertion (ii).

Les assertions (i), (i) et (4ii) sont donc équivalentes. De plus, étant donné que les
racines non compactes positives de sp(R?") sont les formes linéaires 3;; = e} + €
pour 1 < 7 < j < n, il est clair que le cone Zﬂe‘ﬁ;‘{ R, 3 est tout simplement le
cone Y Ryef. On en déduit alors les égalités A (On) = (A+ > 1 Ryef) Nth =
(A =+ sems Ry B) N AL O

3.3.2. Projections d’orbites coadjointes holomorphes de SU(n,1). — Rappe-
lons que les notations sur les différents éléments de su(n, 1) ont été introduites dans le
paragraphe 2.4.2.

Gréace au Théoréme de Schmid, on connait la décomposition de C[p~] en somme di-
recte de représentations irréductibles de U(n) : ce sont les représentations irréductibles
Vs, avec § un poids dominant de la forme § = mf;, ot m € N, cf (2.4.3). En appliquant
le Théoreme 1.3.3, on obtient aisément I’énoncé suivant.
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FIGURE 5. Polyédre de la projection d'une orbite coadjointe holomorphe de Sp(R?)

Proposition 3.3.3. — Soient A € Nj, NCho et pp € Ny . On a p € Ag(O,)

si et seulement s’il existe R € Q4 tel que pour tout r € {1,...,n — 1}, pour tout
(I,J,K)eTr,
Do+ > A =RY (B (3.3.1)
iel jet el
et

ST+ Y A =@+ R
i=1 j=1

Nous allons maintenant présenter les équations qui déterminent le polyédre de Kir-
wan Ag(O,), pour A € Ao+ N Chol- Ces équations font intervenir uniquement les di-
rections des faces du cone engendré par les racines non compactes positives de su(n, 1),
c’est-a-dire, par les n vecteurs 3y, ..., 8,. Ces n vecteurs formant une base de t*, chaque
(n—1)-uplet que I'on pourra obtenir & partir de cette famille de vecteurs, va nous don-
ner un hyperplan contenant la face engendrée par ces n — 1 racines. On peut par
exemple chercher, pour chaque k£ € {1,...,n}, un vecteur y € t tel que (xx, 5;) =0
sit#k, et (xg, Br) > 0. On aura alors :

Cone(By,...,0,) ={§ €t ({,xx) =20,V 1< k< n}.
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On prendra pour cela
Xt = (n+ 1)ex — Zei.
i=1

Par le calcul, on voit que 'on a bien (8;, xx) =0sii # k, et (Bg, xx) =n+ 1> 0.
Le but de cette section est de prouver le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.4. — Soit A dans N N Chol. Alors, pour G = SU(n, 1), on a
Ar(On) ={& €t (&x1) = (Axa) 2 (6 x2) 2 (Axz) =2 - 2 (& xn) 2 (A X))

Pour simplifier les notations dans le preuve de ce théoréme, notons P, = {£ €

5 (Ex) = Axa) 2 (Exe) =2 (Axe) 2 ... 2 (§xn) 2 (A xa)} Dans la suite
de ce paragraphe, nous désignerons les équations apparaissant ci-dessus de la maniére

suivante :

(Ak> : <€7Xk> = <A7Xk>7 pourk:: 1,...,”;

(Bk) : <A7Xk> > <€7Xk+1>7 pour k= 17 s, — L.
Remarque 3.3.5. — Pour k =1,...,n — 1, en sommant les équations (A) et (By),
on obtient :

(Ag) +(Br) © & — & = 0.

Par conséquent, un élément de P, sera dans t’ . Cela est cohérent avec le résultat que
'on veut obtenir, c’est-a-dire P,, = Ag(Ox) est un polyédre convexe contenu dans t .

Le polyedre P, est rationnel, donc pour montrer que Ax(Oy) est égal & P,, nous
allons prouver I'égalité Ag(Ox) NAG = Pn NAG.

Premiere étape : montrons que A (Op) NAGH C P, N AS. — Les équations de type
p q Q Q q yp
Ay) sont les équations qui définissent le cone engendré par les racines non compactes
q q g p P
positives.

Proposition 3.3.6. — Soit p un élément de A (Op) N AG . Alors, pour tout entier
ke{l,...,n}, ona{(u—A xg) = 0.

Démonstration. — Soit g un élément de A (Op) NAG . Pour k € {1,...,n} fixé, on
a (1 — A, xr) = 0 si et seulement si

(n+ 1)k — Z,ui > (n+ 1A, — ZAi‘

i=1 =1
D’aprés la Proposition 3.3.3, comme u appartient & Ag(O,), p vérifie la « condition
de trace » > i) i = D5 Aj+ R(n+1), ainsi que les n conditions uy > Ay, + R, pour
k=1,...,n et R un certain rationnel positif. Ces derniéres conditions proviennent du
fait que le triplet ({k},{n —k + 1},{n}) appartient & U}" = 17", avec A},_, ., = — Ay,
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et que la n-iéme coordonnée (), de B; vaut 1. Pour k fixé dans {1,...,n}, on associe
ces deux équations pour obtenir

(n4+Dpe =2 = =350 Ay = Rn+ 1) + (n+ 1)(Ax + R)
Et I’équivalence précédente nous donne (1 — A, xy) = 0. [

Les équations de type (By) font a nouveau intervenir les équations des hyperplans
vectoriels orthogonaux aux yj, mais cette fois pour deux entiers £ successifs.

Proposition 3.3.7. — Soit p un élément de A (Op) N AG . Alors, pour tout entier
ke{l,....n—1}, on a
<N7 Xk+1> < <A7 Xk>

Lemme 3.3.8. — Soitk € {2,...,n}. Notons les trois ensembles I = {1,...,n}\{k},
J=A{1L....on}\{n—k+2}, et L={1,....,n}\{2}. Ona (I,J,L) € T ,.

Preuve du lemme. — C’est un cas particulier (pour r = n — 1) de la Proposition
C.2.1. O
Preuve de la Proposition 3.3.7. — Comme dans la preuve de la Proposition 3.3.6, on a

équivalence entre (i, xx+1) < (A, xx) et Véquation (30, i) —(n4+1) g1 = Oor Ai)—
(n+1)Ag. Supposons que i est un élément de Ax(Oy) NAG ;. D’apres la Proposition
3.3.3 et le Lemme 3.3.8, il existe 2 € Q tel que Y7, pi;+> 7| A} = R(n+1) et, pour
tout k€ {1,....n =1} > 0y i+ i o1 A 2 R 0(Bi)e Pour 1 <k <n—1
fixé, on a

—Nplgr1 =N Z p; —nn+1)R — nZAj.
itk+1 j=1
Ceci nous donne :

(Oimi ) = (n+ Dy = (Qispr Hi) — Nk

(n+ 1)(Ei7ék+1 i) —n(n+1)R—n 2?:1 A;
(n+ DR+ 32, 0) —n(n+ )R —n3 7 A
Z?Zl Aj—(n+1)A;.

Dans les inégalités ci-dessus, on a utilisé le fait que Y, ,(01)e = net que A,y = Ay
On en déduit que (, xx+1) < (A, Xk)- O

AVAR\VARI

Les Propositions 3.3.6 et 3.3.7 prouvent bien que I'on a I'inclusion Ag(Oy) NAG C
Pu N A

Seconde partie : montrons que P, N Ay C Ax(Opr) N AH. — Fixons, pour la suite de
cette section, un élément p de P, N Ag. Un tel élément vérifiera donc les équations
(Ag) et (By). En particulier, si on somme toutes les équations (Ag), on obtient :

n

Z(Ak) : Zﬂk P ZAk-

k=1
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Puisque p et A appartiennent a A, il existe un rationnel R positif tel que

(T): Y0 = Z?Zl Aj+ (n+1)R,

et ceci est équivalent & Y 7" | p; + 37 | Af = (n+ 1)R.
Le but est d’appliquer la Prop051t10n 3 3 3 avec ce nombre rationnel R obtenu. Nous
devons donc montrer que pour tout r = 1,...,n — 1 et tout triplet (/,J,L) € T*, on

a Zz‘el i + ZjeJ A; > RZZ&L<51)€‘

Deux types de triplets de T ont une importance particuliére dans ce contexte.

Pour une partie I C {1,...,n} avec |I| = r < n—1, nous noterons I = {n—i+1; i €
INetIl"={n—-r+1<n—-r+2<...<n—1<n}. Les trois sous-ensembles I, T
et L de {1,...,n} sont de méme cardinal r.

Si, de plus, 1 € I, nous noterons I* = {i—1; ie I\{1}} U {n} et L* = {1 <
n—r+2<n—-r+3<...<n—1<n} On indexe les éléments de I par ordre
croissant, I = {1 < iy < ... < 4.}, ce qui nous donne pour les autres ensembles,
IF={ip—1<...<i,—l<nhetlF={l<n—i,+2<...<n—iy+2}

Lemme 3.3.9. — Soit I C {1,...,n} avec |I| =r <n—1. Alors, on a
S+ AT =RY (B (3.3.2)
iel icT teLn

Si, de plus, 1 € I, alors
Do+ Y ANZ=RY (B (3.3.3)
il iel* Lein

Démonstration du Lemme 3.3.9. — Soit I C {1,...,n} avec [I| =r < n — 1. Puisque
p est dans Py, il vérifie (T), et (Ax) pour tout k € I. Dongc, il vérifie aussi I’équation

r(T) + e (Ai), cest-a-dire

Zruj+z ((n+ Dpi — Z/Lj) > ZTA +Z ( n+1)A; — ZA]) +r(n+1)R,

Jj=1 iel i€l Jj=1

ce qui est équivalent & ., p; = > .., Ay + 7R, qui est également équivalente a (3.3.2)
en changeant de coté les termes en A.

Supposons maintenant que 1 € I. Nous allons voir que p vérifie I'équation (3.3.3).
Puisque 1 € I, on a 1 ¢ {1,...,n}\I, et Véquation (r+ 1)(T) + > pcr. ups(Br-1)
donne :

Z(T+1)/~b;+ > (Zu] (n+ Dy )

ke{l,..n}\I

P Xn:(r + 1)A; + Z (Zn: Aj—(n+ 1)Ak1> +(r+1)(n+1)R.

j=1 ke{l,..n\I
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Cette inégalité est équivalente a la suivante :

A+ DY mzm+1) | Y A+ A+ (DR,

i€l ie{l,....,n—1}

et en divisant par (n + 1), on obtient

icl il
ou, ce qui est équivalent,
Zui +ZA}k > R 2(51)5 ;
el iel* teln

car 1 € L et donc 3_,.;,(81)¢ = r + 1. Donc I'équation (3.3.3) est bien vérifiée par
1. O

Les Propositions C.1.1 et C.2.1 montrent que les triplets (I,1,L") et (I,I*, f/;‘)
appartiennent & 7"". Par conséquent, les équations (3.3.2) et (3.3.3) nous donnent une
partie des équations que nous recherchons. Nous allons tout de suite voir que ’'on peut
s’y ramener a chaque fois.

Partons donc de (I,J, L) quelconque dans T, pour un r € {1,...,n — 1}. Nous
voulons obtenir (3.3.1). Deux cas se présentent a nous.

Tout d’abord, lorsque 1 ¢ L, on a I'inégalité jp < n—i, g1+ 1 pour tout 1 < k < 7.
Eneffet, (I,J,L) € T} et ({r—k+1},{k},{r}) € T7 = U]. Donc i,_j41+7ji < [, +1 <
n+ 1. D’ou I'inégalité j, < n —4,_p41 + 1 =: i},. Par conséquent, on a AL > Ag‘k. Nous
obtenons I'inégalité attendue :

ySTEDIITED NS SRS SRS ST U SRS 7Y
icl jeJ icl k=1 iel k=1 i€l el
> R Z(ﬁl)e =rR = RZ(@)@-
Lel? leL

Nous avons appliqué l'inégalité (3.3.2) démontrée ci-dessus.

Enfin, si 1 € L, prenons 2 < k£ < r. Nous voulons montrer que j; < (z_*)k =n—
ir_k+2+2. Pour ce faire, on doit d’abord remarquer que ({1,r —k+2},{1,k},{1,7}) €
T3. Donc iy + ip—pyo+ 71+ < 01+ 4.+ 3. Or 64 = 1 et ({1}, {1},{1}) € T7], ce qui
implique que i; + 71 < {1 + 1 = 2 et, comme iy,75; € {1,...,n}, on a nécessairement
iy = j1 = ¢, = 1. Puisque (I, J, L) € T, on obtient bien j, < n —i,_k+2 + 2. Et pour
k=1,onaj =1<(i*); =1 Do,

DoAY A=Y A = > > A =D it > A
1

iel Jj€J el k= el k=1 el jerr

> R Z(ﬂl)e =(r+1)R= RZ(ﬁl)b

Leln el



3.3. EXEMPLES DE CALCULS DE PROJECTIONS D’ORBITES 45

I’équation que nous voulions. Nous avons utilisé ici le fait que 1 € I, car 1 € L, et
avons appliqué I'inégalité (3.3.3) obtenue précédemment pour (I, T+, L7).

Pour récapituler, nous avons montré que si p appartient a P, N Ag, alors il existe
un rationnel positif R tel que p vérifie D7, p; + 37 | AT = (n+ 1)R et, pour tout
ref{l,...,n—1} et tout (I,J,L) € T,

Do+ N =R (B

iel jeJ LeL

La Proposition 3.3.3 permet maintenant de conclure que P, N A5 C Ag(Oy) N AL.
Cela prouve le Théoréeme 3.3.4.

FIGURE 6. Polyédre de la projection d’une orbite coadjointe holomorphe de SU(2,1)

3.3.3. Projections d’orbites coadjointes holomorphes de SO*(6). — De ma-
niére analogue aux groupes Sp(2n, R) et SU(n, 1), on applique le Théoréme de Schmid
(Théoreme 2.3.1), spécialisé & SO*(6) dans l'assertion (2.4.5), pour obtenir une condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'un élément de Ag , soit dans le polyédre A Kk (Op).
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Proposition 3.3.10. — Soit A € N\, NChot €t 1 € NG . Alors pi € Ag(Oy) si et
seulement s’il existe R € Q4 tel que

py 4 po + ps = A+ Ao+ As + 2R, (E)
po + pg = Ao+ Az + R, (A1)
pr+ps = A+ A3+ R, (A2)
1+ pe = A+ A+ R, (A3)
1+ e = Ao+ A + 2R, (A4)

p1 = Ay + R, (A5)
p2 = A3+ R, (A6)
ps = As, (A7)
p2 = As, (A8)
pa = Ay (A9)
Démonstration. — Ce résultat découle directement du Théoréme 1.3.3 et du Théoréme
de Schmid et de I’'Exemple 1.8, donnant les équations pour le cas de U(3). [l

Il faut noter que certaines équations de I’Exemple 1.8 n’apparaissent plus dans
I’énoncé de la Proposition 3.3.10, car elles découlent d’autres équations données ci-
dessus. En effet, il ne faut pas oublier que les coordonnées de p et A sont rangées
par ordre décroissant, ce qui ajoute des conditions au polyédre final. Par ailleurs, on
connait la forme du poids v qui doit apparaitre dans le membre de droite des équations
de 'Exemple 1.8, et ici il vérifie vy = v, = 1 et v3 = 0 (il s’agit de 5 2). Pour donner un
exemple, I’équation pq + AT > R découle de 'équation pq + A3 > R, puisque A > Aj.

Le Théoréme suivant conclut I'étude du polyédre Ax(Op) pour le groupe SO*(6).

Théoréme 3.3.11. — Lorsque G = SO*(6) et A € Ay, NChal, le polyédre de Kirwan
Ak (On) est défini par les équations affines suivantes

=&+ & +86 = —AM+ A+ A, (B1)
S —&+8&2>2M— A+ A3, (B2)
§+8& =82 M+ A — A, (B3)
§1— & — &= —Ai+ Ay — As, (B4)
61+ 86— 862 A — A+ A, (B5)
§1 2 & > &3
Démonstration. — Puisque les polyédres intervenant ici sont rationnels, il suffit de

montrer que leurs ensembles de points rationnels coincident. Notons P, le polyédre de
Ny, défini par les équations (B1) a (B5).

Commencgons donc par supposer que u appartient & Py. En sommant les deux in-
égalités (B1) et (B2), on obtient 2u3 > 2A3 et donc pg > As, ce qui est exactement
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I'inégalité (A7). De méme, sommer les inégalités (B1) et (B3) (resp. (B2) et (B3))
donne l'inégalité (A8) (resp. (A9)). On en déduit que p vérifie

pr + o+ ps = A+ Ay + As,

donc il existe un rationnel positif R tel que pq + po + 3 = Ay + Ay + As + 2R. 1l s’agit
de I'égalité (E). On va sommer cette égalité avec les équations (B).
En sommant les équations (E) et (B1), on obtient

209 + 2u3 = 209 + 2A3 + 2R,

ou encore, en divisant par 2, 'équation s + p3 > Ao+ A3+ R, qui est égale & (Al). De
méme, en sommant (E) et (B2) (resp. (E) et (B3)), on obtient I'inégalité (A2) (resp.
(A3)).

Enfin, on peut voir que l'on obtient 1’équation (A4) (resp. (A5), resp. (A6)) en
faisant 2(E)+(B4)+(B5) (resp. 3(E)+3(B4), resp 3(E)+3(B5)). Donc on a bien p €
AK(OA) N /\@7_’_.

Maintenant, supposons que g appartient & A (Ox) N Ag. Puisque Ag(O,) est,
par définition, contenu dans la chambre de Weyl t}, on a u; > pp > pz. D’aprés
la Proposition 3.3.10, il existe un rationnel positif R tel que u vérifie I'égalité (E)
et les neuf inégalités (Al) a (A9). En procédant de maniére opposée a la premiére
partie de la preuve, c’est-a-dire, en effectuant le calcul des équations 2(A1)—(E) (resp.
2(A2)—(E), resp. 2(A3)—(E), resp. 2(A5)—(E), resp. 2(A6)—(E)), on obtient I'inégalité
(B1) (resp. (B2), resp (B3), resp. (B4), resp. (B5)). Donc p € Py. On en conclut 'égalité
Ag(On) NAG = Pa. Dot le résultat en passant aux adhérences dans t*. O






CHAPITRE 4

STRUCTURE SYMPLECTIQUE DES ORBITES
COADJOINTES HOLOMORPHES

L’étude du polyédre moment Ag(O,) de la projection d’une orbite coadjointe ho-
lomorphe nécessite une meilleure connaissance de la structure symplectique de O,.
Dans ce chapitre, nous prouvons I'existence d'un symplectomorphisme K-équivariant
entre l'orbite (O, o, ) et une variété symplectique « plus simple », produit direct
de lorbite coadjointe compacte (K - A, Qk.p) et d'un espace vectoriel symplectique.
L’avantage de cette nouvelle variété symplectique est que sa structure hamiltonienne
donne un polyédre moment qui peut étre décrit en termes de représentations du groupe
K, description que ’on pourrait considérer comme analogue non-compact de la version
algébrique du polytope moment donnée au paragraphe 1.2.

4.1. Symplectomorphisme de McDuff

Soit GG un groupe de Lie réel semi-simple connexe non compact a centre fini et g son
algébre de Lie. On fixe g = €@ p une décomposition de Cartan de son algébre de Lie et
on note K le sous-groupe de Lie connexe de GG d’algébre de Lie . Nous supposerons que
I'espace symétrique G/ K est hermitien. Il s’agit en particulier d’une variété kiahlérienne
a courbure négative diffécomorphe a l'espace vectoriel p. Dans [McD88|, McDuff a
prouvé qu'une telle variété kdhlérienne est symplectomorphe a p muni de la forme
symplectique linéaire €2, définie par

O, (A, B) = By(A,ad(z)B) pour tous A, B € p,

ou B, désigne la forme de Killing sur g et 2y est un élément du centre de € tel que ad(zo)
définisse une structure complexe K-invariante sur p. Un tel élément existe d’apreés la
Proposition 2.1.3.

On peut également interpréter I’espace symétrique hermitien G/K comme 'orbite
coadjointe dans g* d’'un certain élément de €, central pour K. Plus généralement,
si on prend A € £, la décomposition de Cartan nous donne également un difféomor-
phisme K-équivariant entre I’orbite coadjointe elliptique G- A et la variété symplectique
K - A x p. Ceci nous améne a la question suivante : existe-t-il une généralisation du
symplectomorphisme de McDuff au cas d’une orbite elliptique non centrale ?
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Fixons un tore maximal 7" de K, notons t son algebre de Lie et t} une chambre
de Weyl de t*. Au choix de I’élément zy € 3(¢) correspond un systéme de racines non
compactes positives .7, ce sont les racines apparaissant dans p* = ker(ad(zo)|p. — ),
et donc une chambre holomorphe Cy,,. Pour plus de détails, cf paragraphe 2.2.

Dans le cas ou on fait 'hypothése supplémentaire que G est simple, Paradan a
prouvé, dans [Par08|, que pour tout élément A de Cy,, on a I'égalité Ax(G - A) =
Ak (K-Axp) des polyédres moments respectifs des variétés hamiltoniennes (G-A, Qq.a)
et (K - A X p,Qg.axp), pour leurs applications moments standards. Ici, Qg.axp =
Qg.a ® Q, désigne la somme directe des deux formes symplectiques (g et €, sur le
produit de variétés K - A x p. Il a alors conjecturé que ces variétés symplectiques sont
K-symplectomorphes, I’égalité des polyédres moments corroborant cette idée.

Cette conjecture est vraie, méme sans ’hypothése de simplicité du groupe G, et nous
proposons dans ce chapitre une preuve de ce résultat. Il s’agit de prouver le théoréme
suivant.

Théoréme 4.1.1. — On considere les hypotheses énoncées au début du paragraphe.
Soit A € Cy1. Alors il existe un symplectomorphisme K -équivariant entre les variétés
symplectiques (G - A, Qq.p) et (K- A X p, Qr.axp) qui envoie (kA,0) € K- A x p sur
kA € G- A, pour tout k € K.

Comme conséquence directe du Théoréme 4.1.1, nous obtenons une nouvelle preuve
de I'égalité des images des applications moments respectives.

Corollaire 4.1.2. — Les applications moments ®g.n et Pr.paxp ont la méme image
dans €. En particulier, leurs polyédres moments respectifs A (G- A) et A (K -AXp)
sont égaux.

Travailler sur la variété K-hamiltonienne (K-Axp, Qx.axp, Pr.axp) en lieu et place de
la variété K-hamiltonienne (G - A, Qg.a, Pg.a), nous permettra d’obtenir les équations
du polyédre moment Ag(G - A) de la projection d'une orbite holomorphe dans le
Chapitre 7.

4.2. Une version non compacte du Théoréme de Moser

Une méthode efficace pour trouver des symplectomorphismes entre variétés symplec-
tiques est d’utiliser un argument de type Moser [Mos65|. Dans le cadre non compact,
il v a cependant un probléme supplémentaire qui apparait : trouver un champ de
vecteurs dépendant du temps qui s’intégre complétement afin d’obtenir une isotopie.
Par exemple, dans [McD88|, McDuff utilise la complétude au sens riemannien de sa
variété, couplé au Théoréme de comparaison de Rauch, pour pouvoir appliquer I'argu-
ment de Moser. Une autre possibilité est de travailler sur des variétés hamiltoniennes
avec applications moments propres, comme par exemple dans [KT01a]. Ici, nous allons
utiliser une variante de cette deuxiéme méthode.
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Soit K un groupe de Lie compact connexe, F un espace vectoriel réel de dimension
finie sur lequel agit linéairement K et M une variété compacte connexe munie d’une
action de K. Nous travaillerons maintenant sur le fibré vectoriel trivial M x E, muni
de T'action diagonale de K. Soit (£%)ico,1) une famille de formes symplectiques K-
invariantes de M x E dépendant de maniére lisse en ¢, telle que, pour chaque t € [0, 1],
la variété symplectique (M x E, §2;) soit hamiltonienne pour I'action de K, d’application
moment ¢; : M x E — £*.

Dans I’énoncé ci-dessous, (T(mo)({m} X E))Qt dénote I'orthogonal symplectique de
I'espace tangent T{,, 0)({m} x E) au-dessus de (m,0) de la sous-variété {m} x E, dans
I'espace tangent T, 0)(M x E), par rapport a la forme symplectique ;.

Théoréme 4.2.1. — Si les quatre assertions suivantes sont vérifiées,

(1) Il existe une famille lisse (ju)icp0,1) de 1-formes différentielles K -invariantes telles
que dpy = £Q, pour tout ¢ € [0, 1],

(2) L’ensemble {¢i(m,0);m € M,t € [0,1]} est borné dans ¢,
(3) Pour tout m € M et tout t € [0,1], (Tim,0)({m} % E))Qt = Tim,0)(M x {0}),
(4) 1l existe deux réels d,~y > 0 tels que

[@e(m, 0)|| = dlo][", ¥(m,v) € M x E, ¥t €[0,1],

alors, il existe une isotopie K-équivariante p, : M x E'— M x E telle que p;€l = €y
pour tout t € [0, 1].

Si, de plus, pour un mg € M, on a ji|(me,0)(u,0) = 0 pour tout (t,u) € [0,1] x T,,, M,
alors pi(mo,0) = (mg, 0) pout tout t € [0, 1].

Remarque 4.2.2. — La condition (4) du Théoréme 4.2.1 peut étre considérée comme
une condition d’uniforme propreté des applications moments ¢;, pour ¢t parcourant
[0,1]. Il s’agit d’une condition trés forte, qui est cependant réalisée pour les variétés
hamiltoniennes que 1’on rencontrera dans la suite de ce chapitre.

Remarque 4.2.3. — Lorsque M x E = FE,| c’est-a-dire M = {mg} est réduite a& un
point, la derniére condition « ;|o(0) = 0 pour tout ¢ € [0, 1] » est évidemment toujours
vérifiée. En particulier, si les quatre autres hypothéses sont vérifiées, il existera toujours
un symplectomorphisme K-équivariant qui stabilise le vecteur nul.

L’hypotheése (3) est, quant a elle, clairement vérifiée dés que M x ' = E est vectoriel,
car elle revient a écrire

(ToE)™ = {0},

condition impliquée par la non-dégénérescence de la 2-forme alternée €|y sur ToE.

Lemme 4.2.4. — Soit (j11)scpo,1] une famille lisse de 1-formes différentielles sur M x E
K-invariantes. Il existe une famille lisse (fi)icp1) de fonctions C™ et K-invariantes
sur M x E, telles que

() dfelrarxioy =0,
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(i) 2(v)(pe — dfy) = 0 sur M x {0} pour tout v € E.

Démonstration. — Pour tout t € [0, 1], tout v € E et tout m € M, on pose

1
fi(m,v) = 2/ Lit] (m,sv) (0, sV)ds.
0

Les fonctions f; sont toutes C'*° et dépendent de maniére lisse par rapport a ¢, par le
théoréme de dérivabilité sous le signe intégral. La fonction f; est K-invariante par K-
invariance de y;. La derniére assertion se vérifie également directement sur la définition
de f;, en passant en coordonnées locales si nécessaire. O

Preuve du Théoréme 4.2.1. — D’aprés le Lemme 4.2.4, quitte a remplacer p; par p; —
df; pour une certaine famille lisse ( f¢):cjo,1) de fonctions C'* et K-invariantes sur M x F,
on peut supposer que u; est K-invariante et vérifie

,ut|(m,0)(0,v) =0, VmeM, YveFE,
pour tout ¢ € [0, 1].
Définissons maintenant le champ de vecteurs & sur M x FE dépendant du temps par

1(&)Q = —pu, pour tout t € [0, 1].

Ce champ de vecteurs est lisse par rapport a ¢ et est K-invariant, car €); et u, le sont.
Le but est d’intégrer ce champ de vecteurs & en une isotopie de M x E.
D’aprés 'hypothése sur p;, on remarque que, pour tout m € M et tout v € E, on a

Qt|(m,0) (§t<m, 0), (0,U>> = _ut|(m,0) (0,'[}) = 0.

Donc le vecteur tangent &(m,0) appartient & (T(n,0)({m} X E))Qt, orthogonal sym-
plectique de T, 0 {m} x E dans T 0 (M x E) pour la forme symplectique € |(m,0).-
Or, d’apres 'hypothese (3), on a (T{n,0) ({m} x E))Qt = Tm,0)(M x{0}). D’ott &(m, 0)
appartient & T{,, 0)(M x {0}) pour tout m € M, pour tout ¢ € [0, 1].
Nous considérons I'équation différentielle dépendant du temps ¢ € [0, 1] associée au

champ de vecteurs &

po(r) =z,

d

apt(ﬂﬂ) = &(p(2)),

pour toute condition initiale z € M x E. Une application du Théoréme de Cauchy-

(4.2.1)

Lipschitz montre que le domaine de définition D C [0, 1] x M X E des courbes intégrales
est ouvert dans [0,1] x M x E.

Soit r > 0 un réel positif quelconque. Définissons le voisinage ouvert et connexe
U. .= M x B(0,r) de M x {0} dans M x E, la boule étant prise pour une norme
euclidienne K-invariante ||-|| sur £ (une telle norme existe toujours car K est compact).
Son adhérence U, est le compact M x B(0,7) de M x E. On définit I'intervalle

I, :={e € [0,1];Vx € U,, la courbe intégrale p,(x) est définie sur tout [0, ¢]}.

Nous voulons montrer 1'égalité I, = [0, 1].
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Etape 1 : montrons que Uintervalle I, est owvert dans [0, 1].

Soit ¢ € [0, 1] tel que la courbe intégrale p;(z) soit définie sur [0, €] pour tout € U,
(ceci est possible au moins pour € = 0). Puisque le domaine D est ouvert, pour chaque
z € U,, il existe un voisinage V,, de z dans M x E et un réel e, > ¢ tel que p,(y) soit
défini pour tout y € V, et tout ¢ € [0, ,[. Or U, est compact, il est donc recouvert par
un nombre fini de voisinages V,, ..., Vs, ot o1, ..., sont des éléments de U,. Ceci
implique que intervalle I, contient le voisinage [0, min;_, &,,[ de € dans [0,1]. Il est
donc clair que I, est ouvert dans [0, 1].

Etape 2 : montrons que Uintervalle I, est fermé dans [0, 1].
Pour prouver que I, est fermé, nous aurons besoin de montrer plusieurs faits.

Fait 1 : Pour tout m € M, la courbe intégrale p;(m,0) est définie sur
tout [0, 1].
En effet, on a pu prendre y; de sorte que
&(m,0) € T (M x {0}), Vme M, Vtel0,1].

Cela implique que toute courbe intégrale t € [0, e[— pi(m, 0) est contenue dans M x {0}
par unicité locale, pour tout m € M. Or M est compact, donc la courbe intégrale
maximale partant de (m,0) est définie sur [0, 1] tout entier, pour tout m € M.

Fixons maintenant un élément my € M. Cet élément nous permet de définir la
famille de vecteurs de £*

Ct = Cbt o pt(mOa O) - CbO(mO, O) Vi € [07 1]7

et notons

C = sup ||¢] < +oo.
te[0,1]

La finitude de cette borne supérieure est donnée par I’hypothése (2), puisque, pour tout
t € [0,1], le vecteur ¢; o p;(mg,0) est contenu dans l’ensemble borné {¢;(m,0);m €
M,t € [0,1]} de ¢*.
Nous définissons également le réel
D, = sup [[0(o)]|
zeU,
pour tout réel r > 0. Il est clair que si 'on a deux réels positifs r < s, alors D, < D;.

Fait 2 : Soient r > 0 et € €]0,1] tels que, pour tout x € U,, la courbe
intégrale pi(x) soit définie sur [0,e[. Alors, pour tout t € [0,€[, on a

pt(Ur> C U( Dr;-C)l/W'

Pour r > 0 et ¢ €]0,1] pris comme dans I’énoncé du Fait 2, nous obtenons pour
tout ¢ € [0,e] une application lisse p; : U, — M x E. Puisque 2, est fermée, on a
Le, Y = d(i(&)%) = —dpu = —2Q,. Donc pj (L, + £Q) = L(p;Qy) = 0 sur U,
pour tout t € [0,e[. Par conséquent, on a p;Q; = Qq|y, pour tout ¢ € [0, €.
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L’ouvert U, de M x E est clairement un voisinage K-stable de M x {0} dans M x E.
La restriction ¢g|y, : U, — € définit donc une application moment pour la K-variété
symplectique (U, Qo|y, ). Puisque piQ; = Qo|u,, Vapplication pf¢, = ¢ 0 py : U, — €
est une autre application moment pour (U,, |y, ). Comme U, est connexe, on en
déduit que pour tout ¢ € [0, ¢[, application ¢, o p; — ¢ est constante. De la définition
des constantes ¢;, on a ¢, o p(z) = ¢o(x) + ¢, pour tout = € U, et tout ¢t € [0,¢[. En
particulier, on voit que l'on a

[@e(pe(2))ll < lldo(2) | + llell < D+ C (4.2.2)

pour tout z € U, et tout ¢t € [0, ¢[.
Notons 7y : M x E — F la seconde projection canonique. En appliquant I’hypothése
(4), on déduit de (4.2.2) que, pour tout = € U, et tout t € [0, [,

D, +C > 6u(pr (@)l = dlfmy ().

Il en découle directement l'inclusion
pt(Ur) C U(DTTJFC)UV
pour tout ¢ € [0,¢].

Fait 3 : Soient r > 0 et € €]0,1] tels que, pour tout x € U.,, la courbe
intégrale p,(x) soit définie sur [0,e[. Alors, pour tout t € [0,¢[, on a

pt(UT) C U(Dr+d1+0)l/v-

Soit 7 € [0,¢[. Par hypothése, p;() est définie sur [0, 7] pour tout # € U,. En réali-
sant un raisonnement similaire & 'Etape 1, on peut montrer qu'il existe un voisinage
ouvert V de U, tel que la courbe intégrale p;(y) soit définie sur [0, 7] pour tout y € V.
Par un argument classique de topologie, il existe un réel ' > r tel que U,» C V. En
effet, fixons s > r et supposons que U, NV # () (sinon U, C V et r’ = s convient). On
sait que l'intersection U, N V¢ est un compact de M x E, donc la borne inférieure de
I'ensemble {||v||; (z,v) € U,NV°} est atteinte en un point (29, vo) de U,NV¢. Mais alors
on a forcément ||vg|| > r, puisque ’hypothése ||vg|| < 7 impliquerait (zq,v0) € U, C V,
ce qui contredirait le fait que (zg,vo) appartient a V¢ Ainsi, en prenant un réel r/
vérifiant ’encadrement

r <1’ <inf{||v[|; (z,v) € U, NV},

onalU, CV.

Par conséquent, il existe un réel ' > r tel que la courbe intégrale p,(y) soit définie
sur [0,7] pour tout y € U.. On peut supposer que r < r’ < r + 1. On a donc
D, < Dy < Dy

Appliquons le Fait 2 a U, et [0, 7[. Ceci nous donne donc, pour tout ¢ € [0, 7], les
inclusions

pt(UT) C Pt(Ur’) - U(DT,-&-C)l/’Y C U(DT+;+C)1/’Y-

d
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Ceci étant vrai pour tout 7 € [0,¢[, on en déduit que pour tout ¢ € [0,¢[, on a
pt(Ur) - U(Dr+1+C)1/’Y'

d

Notons &, := supl,. Par définition de I,, cela signifie que, pour tout = € U,, la

courbe intégrale p;(x) est définie au moins sur [0,&,[. Or, d’aprés le Fait 3, p,(U,) C
U ( D, +c\1/+ est vérifié pour tout ¢ € [0,¢[. Par conséquent, on peut prolonger ponc-
Dri1+€

tuellement en t = ¢, chacune des courbes intégrales ayant pour condition initiale un
élement de U,. D’ou € est lui-méme un élément de I,. Finalement, cette propriété
implique que I, est un intervalle fermé de [0, 1].

De plus, il est clair que I, est non vide, puisqu’il contient au moins 0. L’intervalle I,
est alors ouvert, fermé et non vide dans le connexe [0, 1]. On en conclut que I, = [0, 1].
Autrement dit, toutes les courbes intégrales ayant pour condition initiale un élément
de U, sont définies sur [0, 1] tout entier. Mais puisque tout élément de M x E est
contenu dans un certain U,, le champ de vecteurs & est donc complet.

Remarquons également que pour tout ¢ € [0,1], 'application lisse p; : M X E —
M x E est en réalité un difféomorphisme. Ceci est un résultat classique sur les champs
de vecteurs dépendant du temps, que 'on pourra trouver par exemple dans [Laf96,
Théoréme 52|. Ainsi, p; définit une isotopie de M x E et vérifie p;€; = Qy pour tout
t € [0, 1]. Et comme & est K-invariant, p; est K-équivariante.

Il reste a prouver la derniére assertion. On a vu au début de la preuve que l'on
pouvait se ramener & une famille lisse (fi)co1] de 1-formes K-invariantes qui vérifient
tt](m,0) (0, v) = 0 pour tout (m,v) € M xE. Or, 'hypothése sur mq devient maintenant :

fitlmo.y =0 VE € [0,1].

Par conséquent, &(mg,0) = 0 pour tout ¢ € [0, 1], et comme p;(mg) est 'unique courbe
intégrale de I’équation (4.2.1) pour z = (my,0) vérifiant pg(mg,0) = (myg,0), on en
déduit que pi(mg,0) = (mog, 0) pour tout ¢t € [0, 1]. O

L’avantage du Théoréme 4.2.1 est que la famille lisse (£2;)ic[0,1], représentant le che-
min lisse reliant les deux formes symplectiques considérées sur M x E, n’est pas limitée
au segment, comme c’est le cas dans 'argument de Moser. Il nous donne donc plus
de liberté pour trouver un chemin symplectique, sachant que I’ensemble des formes
symplectiques sur une variété n’est pas convexe.

Cependant, il n’y a pas que des avantages. En effet, il devient alors difficile de
prouver que chaque €); est fermée et posséde une application moment ¢;, alors que ceci
est direct dans le cas du segment. C’est pourquoi on se raméne a étudier le segment
reliant deux formes symplectiques dés que cela est possible.

Corollaire 4.2.5. — Soient Qg et 1 deux formes symplectiques K-invariantes sur
M x E, d’applications moments ¢o et ¢1. Posons Q = tQ + (1 — t)Qo et ¢ =
tér + (1 —t)po pour tout t € [0,1]. Si les quatre assertions suivantes sont vérifiées,

(1) pour tout t € [0,1], ; est symplectique sur M x E,
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(2) il existe une 1-forme différentielle K-invariante p telle que dp = Qq — Qo,
(3) pour tout m € M et tout t € {0,1}, (Tim,0)({m} x E))Qt = Tim,0) (M x {0}),
(4) il eziste deux réels d,y > 0 tels que
[ge(m, )| = djv]|”,  V(m,v) e M x E, vt €10,1],
alors (M x E,Qq) et (M x E Q) sont K-symplectomorphes.

Démonstration. — Ce résultat découle directement du Théoréme 4.2.1, ou d%Qt =
Oy — Qg et puy = p pour tout t € [0,1] est K-équivariante et dépend de maniére
lisse en ¢. Ici, la famille d’applications moments (¢)¢cpo1] dépend contintiment de .
Donc lensemble {¢;(m,0);t € [0,1],m € M} est compact comme image continue du
compact [0, 1] x M.

De plus, la condition (3) est en réalité valable pour tout t € [0, 1], grace au fait
que 2 s’écrive sous la forme €, = tQy + (1 — t)€ et qu’elle soit symplectique par la
condition (1). En effet, on voit clairement de 1’écriture de §2; que

(T(m,o)({m} X E))Qt D) T(m70)(M X {O})

Comme §2; est symplectique, on a égalité des deux sous-espaces vectoriels par un ar-
gument de dimension.

On a donc une isotopie p; : M x E — M x E telle que p;Q; = Qo pour tout ¢ € [0, 1].
En particulier, pi{2; = Qp, donc p; est un symplectomorphisme K-équivariant entre
(M x E, Q) et (M x E, ). O

Nous travaillons ici avec un type trés particulier de variété, puisqu’il s’agit d'un
produit direct d’'une variété compacte connexe et d'un espace vectoriel de dimension
finie. La condition (2) du Corollaire 4.2.5 correspond ainsi & une version K-invariante
du Lemme de Poincaré, ou les deux applications homotopes sur M x E considérées
sont l'identité de M x E et 'application composée 1o, avec ¢ : M — M x E I'injection
de M comme section nulle de M x E et m: M x E — M la projection canonique.

Dans I'énoncé ci-dessous, nous dirons qu'une homotopie F': N; x [0, 1] — N, entre
deux variétés N; et N, munies d’actions du groupe K, est K-équivariante si

F(k-x,t)=Fk-F(z,t) VYo e N,Vke K.

Cela revient a dire que F' est K-équivariante lorsqu’on munit N; x [0, 1] de 'action
diagonale de K, avec action triviale de K sur [0, 1].

Lemme 4.2.6. — Soient Ny et Ny deux variétés munies d’une action du groupe K.
Soient f,g : N1 — Ny deux application lisses telles qu’il existe une homotopie K-
équivariante F : Ny x [0,1] — Ny vérifiant F(x,0) = f(z) et F(z,1) = g(x) pour
tout x € Ny. Pour toute p-forme différentielle w sur No, on pose la (p — 1)-forme
différentielle hp(w) définie sur Ny par

t=1
hi ()], == / (F*w)|(wy, Yz € Ny (4.2.3)
t

=0
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Lapplication hg : QP(Ny) — QP71(Ny) est un opérateur linéaire qui vérifie les proprié-
tés sutvantes :

(i) Pour tout k € K, on a k*(hp(w)) = hp(k*w). En particulier, si w est K-
invariante, alors hp(w) est K-invariante.

La preuve de ce lemme n’est qu'une adaptation de la preuve standard du Lemme
de Poincaré au cas K-équivariant. On pourra trouver une preuve dans le cas non
équivariant dans [War83|. La démonstration de la K-équivariance se voit directement
dans la définition de 'opérateur hp.

Nous allons appliquer ce lemme, dans notre contexte, aux applications f =i om et
g = idy«x . Une homotopie entre ces deux applications de M x E dans M x E est

F: MxEx][0,1] — MxE
(m,v,t) —  (m,tv).
On peut facilement vérifier sur la formule (4.2.3) que, pour tout m € M et pour

toute 2-forme différentielle Q sur M x E, la 1-forme hr(2) est nulle sur la sous-variété
M x {0}.

Corollaire 4.2.7. — Soient )y et Q1 deux formes symplectiques K -invariantes sur
M x E, d’applications moments ¢o et ¢1. Posons Q = tQ; + (1 — t)Qo et ¢ =
tor + (1 —t)po pour tout t € [0, 1]. Si les quatre assertions suivantes sont vérifiées,

(1) pour tout t € [0,1], ; est symplectique sur M x E,
(2)
(3) pour tout m € M et tout t € {0,1}, (Tm,0)({m} x E))Qt = Tm,0) (M x {0}),
(4)

la 2 forme différentielle Q1 — Qg est dans le noyau de i*,

il existe deux réels d,y > 0 tels que
[¢¢(m,v)[| = dl|v]|", V(m,v) € M x E, vt €0,1],

alors il existe un symplectomorphisme K -équivariant entre (M x E, Q) et (M x E, )
qui laisse fize chaque point de la sous-variété i(M) = M x {0} de M x E.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le Corollaire 4.2.5, ot toutes les hypothéses sont
déja vérifiées, sauf la condition (2). Pour ce faire, nous allons appliquer le Lemme 4.2.6
aMXxE, f=1omet g =1idy«g. L’homotopie F entre f et g choisie dans le paragraphe
précédant I’énoncé du Corollaire 4.2.7 est bien K-équivariante, car l'action de K sur
E est linéaire. Or, ; — Qg est dans le noyau de ¢*. Donc d’apreés le Lemme 4.2.6 (i),
la 1-forme différentielle K-invariante u = hp(2; — ) est telle que du = Q1 — Qo,
puisque ; — € est fermée. L’hypothése (2) du Corollaire 4.2.5 est donc vérifiée.

De plus, on a vu dans le paragraphe précédant 1’énoncé du Corollaire 4.2.7 que
p = h%(2; — Qo) est nulle sur la sous-variété M x {0}. Appliquant ceci a la derniére
assertion du Théoréme 4.2.1, on en conclut qu’il existe un symplectomorphisme K-
équivariant entre (M x E, Q) et (M x E,€;) qui stabilise chaque point M x {0} de
M x E. O
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4.3. Propriétés de la décomposition de Cartan de G

Comme indiqué dans la section 4.2, nous allons prouver le Théoréme 4.1.1 en utilisant
des arguments de type Moser. Pour appliquer le Théoréme 4.2.1 et le Corollaire 4.2.5,
il faut d’abord nous ramener & deux formes symplectiques sur la méme variété M =
K-Axp. Or, la décomposition de Cartan de GG induit un difféomorphisme I' de K-A xp
sur G - A. Par conséquent, il nous suffira de considérer les deux formes symplectiques
Qr.axp et I"Qgp sur K- A X p.

Dans ce paragraphe, nous considérons un groupe de Lie G réel semi-simple connexe
non compact a centre fini.

4.3.1. Notations. — Notons B, la forme de Killing sur g. Comme g est semi-simple,
elle posséde un involution de Cartan 6. Rappelons qu'une involution de Cartan 6 est
un involution de l'algébre de Lie g, c’est-a-dire une involution linéaire qui est aussi un
automorphisme de 'algébre de Lie, telle que la forme bilinéaire symétrique

By(X,Y) = —By(X,0(Y)) pour tous X,Y € g

est définie positive sur g.
On note alors les deux sous-espaces propres

¢ = ker(0 — id,) et p:=ker(6 +idy)

de 6 dans g. Le sous-espace vectoriel £ est en fait une sous-algébre de Lie de g. En effet,
on a les inclusions [¢, €] C €, [p,p] C € et [¢,p] C p. Notons K le sous-groupe connexe
de G d’algébre de Lie &.

Il est bien connu qu’il existe un automorphisme de groupe de Lie © de G, de dif-
férentielle 0, tel que ©2 = idg, que le sous-groupe de G des éléments fixés par © est
exactement K et qu’il existe un difféeomorphisme

(k,Z) e K xp—exp(Z2)k € G. (4.3.1)

Le lecteur pourra trouver une preuve de ce fait dans [Kna02, Théoréme 6.31]. Ce
difféeomorphisme est la décomposition de Cartan au niveau du groupe G. On peut
facilement vérifier qu’il est K-équivariant pour K qui agit sur K et G par multiplication
a gauche, sur p par I'action adjointe et sur K x p par action diagonale.

De plus, comme G est a centre fini, K est un sous-groupe compact maximal de G,
toujours d’aprés [Kna02, Théoréme 6.31].

Soit A un élément de t* et G- A son orbite coadjointe dans g*. Le difféomorphisme
(4.3.1) induit un difféomorphisme

' K-Axp — G-A
(kA,Z) +—— exp(Z)kA

qui est lui aussi K-équivariant pour les actions évidentes.
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4.3.2. La différentielle de I'. — Pour connaitre ’expression de la forme symplec-
tique [Qq.a, il est nécessaire de calculer la différentielle de T'.
Soit (kA,Z) € M. Alors, pour tout (X, A) € t®p, on a

dT(kA, Z)([k, X], A) = d(F(kexp(tX)A Z)) =0 + j( (kA, Z +tA))]—o

dt

jt(exp(Z)k: exp(tX)A)|i=0 + %(exp(Z +tA)kA)|i=o
= [exp(2)k, X| + % (exp(Z 4+ tA)kA) |i=o- (4.3.2)

Pour tout Z € g, on définit 'opérateur linéaire ¥, : g — g par

1
Vpim [ e
0

Remarquons que, pour tout g € G, on a

pour tous Z, X € g. On peut également écrire

o)

1
d(Z)™
U, = —sad(Z § . 4.3.3
d /0 n +1 ( )

n=0
Cet opérateur vérifie les propriétés bien connues suivantes.
Proposition 4.3.1. — Pour tout Z € g, on a
(1) ed@ oW, =T_y,
(2) dexp(Z) = dlexp(z)(€) © ¥z = drexp(z)(€) 0 V_7,
0U lexp(z) (T€SP. Texp(z)) désigne la multiplication & gauche (resp. a droite) par exp(Z)

dans G.

On pourra trouver une preuve de cette proposition dans [DKO00|. Du point (2) de
la Proposition 4.3.1, on voit que

4 (exp(Z) exp(t¥z(X))) |t=o, (4.34)

d
— Z+1tX)) |i=0 =
(exp(Z + X)) limo =

dt
pour tout Z, X € g.

Proposition 4.3.2. — Pour tout (kA,Z) € K - A xp et tout (X,A) €D p, on a
AT(kA, Z) (k. X, A) = [exp(Z)k, X+ Unae 2 AdGDA)] € G xx, 0/gr. (435)

Démonstration. — En combinant les équations (4.3.2) et (4.3.4), on obtient
— -, d
dU(kA, Z)([k, X], A) = [exp(2)k, X] + 7 (k‘ exp(Ad(k;_l)(Z + tA))A) =0
= lexp(2)k, X] + [exp(2)k, U pq-1)z(Ad (k1) A)].

Ceci nous donne bien la relation (4.3.5). [
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4.3.3. Propriétés de ’application ¥,;. — Commencons par regarder I’application
linéaire ¥, : g — g, pour Z € p fixé.

Proposition 4.3.3. — Soit Z € p. L’application linéaire ¥, : g — g est symétrique
pour By et ses valeurs propres sont toutes strictement positives. En particulier, W, est
un automorphisme linéaire de g.

Démonstration. — Puisque Z appartient a p, il est bien connu que ad(Z) : g — g est
symétrique pour By, cf [Kna02, Lemme 6.27|. De I’écriture en série convergente 4.3.3,
il est clair que ¥, est aussi symétrique pour By. Etant donné que cette application est
définie & partir de I'intégrale
1
U, = / e~s2d@) s,
0
ses valeurs propres seront les réels X ,pouri=1,... 7, ol vy,..., U, sont toutes
les valeurs propres de ad(Z). On a pris pour convention 1_%13(0) := 1. On en déduit que
les valeurs propres de ¥, sont toutes strictement positives et que Wy est inversible. []

—exp(—v;)
v

Il sera intéressant par la suite de décomposer I'application linéaire ¥, : €Gp — EDp,
en suivant les propriétés du crochet

e € Ct [pp]Ct et [Ep Cp.

Définition 4.3.4. — Pour tout Z € p, on a une décomposition de U, en une partie
paire \I/JZr et une partie impaire ¥, qui sont définies par

dz2n d22n+1
\I/JZ“:Z—a< ) et \sz—Z—a( )

=~ (2n + 1)! = (2n + 2)!

Remarque 4.3.5. — Nous justifions la terminologie « paire » et « impaire » du fait
que, étant donné que Z appartient a p, application linéaire ¥}, envoie € (resp. p) sur
£ (resp. p), alors que ¥, envoie ¢ dans p, et réciproquement.

Alors que I'application ¥}, définit un isomorphisme de g dans lui-méme, I'étude de
U7, est plus compliquée, puisqu’il ne laisse pas stables les sous-espaces £ et p, mais les
intervertit. De plus, on voit facilement que ¥, (Z) = 0, car ad(Z2)Z = [Z, Z] = 0. Donc
U7, n’est pas inversible.

Dans la section 4.5, nous ferons apparaitre I'application linéaire

Xz="U,0(V}) " 1g—g,
pour Z € p. Cette application a la propriété cruciale suivante.

Proposition 4.3.6. — Pour tout Z € p, Uapplication linéaire xz : g — @ est sy-
métrique pour le produit scalaire By sur g et ses wvaleurs propres sont toutes dans
Uintervalle | — 1, 1].
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Démonstration. — Rappelons que ad(Z) : g — g est symétrique pour By, car Z appar-

. N . d(7)2k
tient a p. Puisque ¥} =%, ¢ —?2/(€+)1)!’

est également défini positif et, si les valeurs propres de ad(Z) sont les réels vy, ..., v,
alors les valeurs propres de ¥}, sont

cet endomorphisme de g est aussi symétrique. Il

v; Z

v

! " o) pour i = 1 r
k>0 (2]{7 + 1)' 2Vi , ’
Pour le cas de ¥, nous avons W, = k>0 %, qui est également symétrique pour

By et ses valeurs propres sont

V?kﬂ eVi+e Vi —2 1
= our 7 = oL
% +2)! 20, P e

o (

Il est clair que ad(Z) commute avec ¥}, donc il commute avec (¥7)~! également. De
la linéarité de (U})~! et de 'écriture de ¥, comme somme de puissances de ad(Z),
on en déduit que U, et (¥})~! commutent, donc sont simultanément diagonalisables.
Par conséquent, yz = ¥, o (\I/JZ“)*1 est symétrique pour By et ses valeurs propres sont

les réels
i te Vi -2 2 ei — 2% 41  e¥—1 ,
= = pourt=1,...,7.
2u; evi — e Vi e?vi — 1 evi + 1
Et ces nombres sont évidemment dans | — 1, 1], d’ou le résultat. O
Remarque 4.3.7. — D’aprés la Proposition 4.3.6, les valeurs propres de Yz sont

toutes bornées indépendamment de Z € p. Ce sera un des arguments-clés de la preuve
du Théoréme 4.1.1.

4.3.4. Les formes symplectiques (2;.p et ["Qg.p. — D’apreés la Définition 1.1.6,
et en utilisant les notations du paragraphe 1.1.2, la forme symplectique Q¢.5 est définie
par la formule

(QG~A)|9A ([gu (7’ A)], [97 (?7 B)]) = <A’ [X’ Y]) + <A7 [A7 B]>7

pour tout g € G et tous (X, A),(Y,B) € £t @ p. En effet, dans 'algébre de Lie g, la
décomposition de Cartan €@ p induit les inclusions [¢, €] C €, [p,p] C tet [, p] C p. Et
comme A appartient a €, on a nécessairement (A, [X, B]) = (A, [A,Y]) = 0 pour tous
(X,A),(Y,B) etadp.

Passons maintenant a la forme symplectique ['*C2.5, qui est, elle, définie sur K-A xp.
Le calcul de la différentielle de I" ayant été effectué dans la Proposition 4.3.2, nous
obtenons la formule

(F*QG"A)’(P«‘A,Z) (([kvX]’A)7 ([k77]78))
= (A, [X +Ad(k" U 4(A),Y + Ad(k~ 1)U 4(B)])
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pour tout (kA, Z) € M, tous (X, A), (Y, B) € ¢@®p. Pour séparer partie dans € et partie
dans p, on peut également 1’écrire sous la forme

(F*QG/\M(M\Z) (([k’ Y]v A)? (U@Y]’ B))
= (A, [ X + Ad(E™)UL(A),Y + Ad(k ")V, (B)]) + (kA, [¥4(A), ¥4(B)]) (4.3.6)

pour tout (kA, Z) € M et tous (X, A),(Y,B) € t®p.

4.4. Cas de ’espace symétrique hermitien G/K

On sait qu'il existe un élément z; € 3(K) tel que ad(z)|, définisse une structure
complexe K-invariante sur p. Le produit scalaire By sur g permet d’identifier z, avec
un élément Ag € t* de la chambre holomorphe Cy.1. En effet, rappelons que pour toute
racine non compacte positive 3, on a 5(z9) = 1, d’aprés le paragraphe 2.2.

L’espace homogeéne G /K s’identifie alors a 'orbite coadjointe G - Ag. Le difféomor-
phisme I' s’écrit ici

Iy: p — G-Ag
Z +— exp(Z)A.

Remarque 4.4.1. — On donne ici une notation spécifique pour I'y, car, dans la sec-
tion suivante, les difféomorphismes I' et 'y interviendront tous les deux.

La forme symplectique I'{Q2¢.5, devient alors
(" Q6.0,) | 2(A, B) = (Ao, [¥5(A), ¥Z(B)]),

puisque, 2y étant dans le centre de €, le stabilisateur K, est égal & K tout entier. En
particulier, le terme (Ao, [V, (A), U, (B)]) est forcément nul.

Théoréeme 4.4.2 (McDuff). — La variété symplectique (G-ANo, Qc.a,) est symplecto-
morphe a l’espace vectoriel symplectique (p,2y), par un difféomorphisme K -équivariant
qui envoie 0 € p sur Ag € G - Ay.

Nous proposons ici une démonstration tres différente de celle donnée par McDuff dans
[McD88|. La preuve ci-dessous n’utilise aucune propriété géométrique de la variété
G - Ay, contrairement a [McD88| qui montre cette propriété plus généralement pour
les variétés kiahlériennes a courbure négative possédant un poéle.

Un des premiers points a s’assurer est que des applications moments propres existent
pour I'5Q2q.5, et €.

On sait qu'une application moment associée a I'{€2q.5, est I'application

CI)FSQG-AO Ly — £
Z — (X et (exp(Z)\o, X) € R).

Il s’agit tout simplement de I'application composée ®g.p, o I'y.
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Lemme 4.4.3. — Pour tout Z € p, on a
1
<®FSQG»AO (Z) — Ao, ZO) > §HZ||2
En particulier, Uapplication moment ®rsq. , :p — € est propre.

Démonstration. — Remarquons que, pour tout Z € p et tout X € €, on a

(exp(Z)Ag, X) = (Ao, e *DX)

Or, ad(Z) est symétrique pour la forme bilinéaire symétrique By. On obtient donc

{exp(Z)Aog — A, 20) = Z (2;)!Bg(ad(2)kzo7 ad(Z)* )

Bo([20, Z], |20, Z]) = %||Z||2.

i

WV
DN | —

Par conséquent, I'application ®rsq. Ay Ay : p — € est propre. En effet, en tant
qu’élément du dual de €, la norme de ®r:q.. Ag (Z)— Ay est la norme d’opérateur linéaire,
donc

1®rs00.4,(2) = Aoll = sup {Prjaq.,,(2) = Ao, X)

| X|=1
<CI)FE§QGA (Z) A0> ZO>
=
B
Lz
Z o) 1

quel que soit Z € p. Cette application est donc bien propre. On en déduit que 'appli-
cation ®rzq , est propre elle aussi. [

La seconde forme symplectique, €2, est, quant a elle, une forme symplectique linéaire
sur p. On peut donc facilement vérifier quune application moment pour €2, est

(I)Q‘

i —

Z — (X = (Ao, [[X, 2], 20)).

Lemme 4.4.4. — On a (9q,(Z),20) = || Z|]?, pour tout Z € p. En particulier, ap-
plication moment ®q, : p — € est propre.

Démonstration. — Si la premiére assertion est vraie, alors, par un raisonnement simi-
laire & celui de la preuve du Lemme 4.4.3, on en déduit que ®g, est propre.
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Il suffit donc de prouver que (®q,(Z),z) = ||Z||?, pour tout Z € p. On utilise la
définition de ®q_, qui nous donne les égalités suivantes,

(Pq,(Z), 20) = Bo(2, [[20, Z], Z]) = By(— ad(20)Z. 2).
Or, ad(zo)[; = —id,. D'ou I'égalité (®q,(Z), 20) = | Z||*. O

On aura également besoin du lemme suivant, qui est un analogue du Lemme de
Poincaré aux familles lisses de formes différentielles.

Lemme 4.4.5. — Soit (wi)icpo) une famille lisse de 2-formes fermées sur p. Alors,
il ewiste une famille lisse (f)icpo) de 1-formes différentielles, telle que w; = dpy pour
tout t € [0,1]. Et si, pourt € [0,1], la 2-forme w; est K-invariante, alors y; peut étre
choisie K-invariante.

Démonstration. — 11 suffit de recopier la preuve du Lemme de Poincaré pour les 2-
formes différentielles sur R™ (voir par exemple [War83, 4.18]), en effectuant de trés
légéres modifications de notations. Le parameétre ¢t ne change aucun calcul et on obtient
bien une famille lisse & l'arrivée.

La K-invariance de yu,; provient de la linéarité de ’action de K sur p. Elle se vérifie

alors directement sur la définition du p; choisi dans la preuve du Lemme de Poincaré.
O

Preuve du Théoreme 4.4.2. — Notons, pour tout t € [0, 1], la 2-forme différentielle €,
sur p définie par
Q)7 = (T )|tz  pour tout Z € p.

En particulier, €2; = I'{Q¢.a,. On remarque également que, pour ¢ = 0, on obtient la
forme symplectique linéaire

Qo[z(A, B) = (Ao, [A, B]) = By(20, [A, B]) = z(A, B),

pour tous Z, A, B € p, puisque ¥ = id,. Lorsque ¢ # 0, on peut voir que

1 * * 1 *
Q= t_277t (FOQG'AO) = t_277t91a

ol 7, : p — p est homothétie Z +— tZ, pour tout ¢t € [0, 1]. L’action de K sur p étant
linéaire, 7; commute avec l'action. On en déduit que €); est K-invariante. De plus,
comme € est fermée, on a dQ = 5d(n; ) = 5n;dQ = 0. Et O étant symplectique,
il est clair que la forme bilinéaire alternée (Q;)|z = (21)[tz est non dégénérée. On en
conclut que €2; est une forme symplectique pour tout ¢ € [0, 1].

La famille (£%)cjo,1) est une famille lisse de formes symplectiques. Ainsi, la famille
(%Qt)te[m] est elle aussi lisse, avec les 2-formes différentielles %Qt qui sont fermées
puisque la différentielle extérieure d et I'opérateur différentiel % commutent. Il ne reste
plus qu’a appliquer le Lemme 4.4.5 pour obtenir 'existence d'une famille lisse (f¢)scpo,1]
de 1-formes K-invariantes sur p telle que, pour tout ¢ € [0, 1], on ait %Qt = dy;. Ceci
prouve la condition (1) du Théoréme 4.2.1.
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Pour tout ¢ €]0, 1], on pose
D, = t%nfq)rggc,% — %Ao B

Puisque n; et Przqp xp SO K-équivariantes, il en est de méme de ®,. On peut alors
facilement vérifier que ®, est une application moment pour la forme symplectique €2,
sur p, car Ag est laissé fixe par l'action de K. Pour ¢t = 0, on pose @ := ®q,, qui est
une application moment pour 2y = €2,.

Remarquons que ®rsq., (0) = exp(0)Ag = Ag et que 7,(0) = 0. Par conséquent, on
a ®,(0) = 0 pour tout ¢ €]0,1]. De plus, on a également ®((0) = ®q,(0) = 0. Donc
I'ensemble {®;(0);¢ € [0, 1]} est réduit & un point. La condition (2) du Théoréme 4.2.1
est donc vérifiée, puisque ici, M = K - Ag = {Ag} est un singleton, c’est-a-dire que
K - Ag X p ~ p est vectoriel. Par ailleurs, ce fait prouve trivialement la condition (3),
car ici, on a (Top)¥tle = {0} = Tp{0}, cf Remarque 4.2.3.

I ne reste plus qu’a prouver la condition (4) du Théoréme 4.2.1. Par un premier
calcul, nous obtenons

1

1
(®(2),20) = 33 @rg,, (12) — hos20) > 5

pour tout Z € p et tout ¢t €]0, 1], grace au Lemme 4.4.3. D’apreés le Lemme 4.4.4, nous
avons ¢galement (Po(Z), z0) > 3||Z||* pour tout Z € p. Par un raisonnement analogue
a la preuve du Lemme 4.4.3, cela prouve que || ®,(2)| > MHZH2 pour tout Z € p

1
I¢2] = 511211

et tout ¢t € [0,1]. La condition (4) est donc prouvée et on conclut en appliquant le
Théoréme 4.2.1 et la Remarque 4.2.3, donnant ’existence d'un symplectomorphisme
entre (p, Q) et (p, Q) qui laisse fixe le point 0. O

4.5. Cas général

Dans cette derniére section, nous allons prouver I’énoncé du Théoréme 4.1.1. On se
place a nouveau dans le cas ou A est un élément arbitraire de la chambre holomorphe
Chol- Interviendront maintenant les deux difféomorphismes K-équivariants I' : K - A x
p—>G-AetTy:p— G-Ay. En effet, nous travaillerons ici exclusivement sur la variété
K - A x p. Nous considérerons sur K - A x p les formes symplectiques suivantes,

(1) Qraxp = Qra Qs

(i) Q' = Qg ®TEQ6A,

(iii) 0 = QA © (0T5Qq.1,), pour 6 > 0;

() I'"Qg.a.
Rappelons que la « somme directe » de deux formes symplectiques est la forme sym-
plectique canonique définie sur le produit direct des deux variétés symplectiques sous-
jacentes.

Nous allons montrer dans cette section que les formes symplectiques Qx.pxp et

[Qq.a sont symplectomorphes. Pour ce faire, nous utiliserons a plusieurs reprises 1’ar-
gument de Moser donné en section 4.2 pour prouver les symplectomorphismes indiqués
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dans le diagramme suivant,

Théoréme 4.4.2 Ql paragraphe 4.5.1 th paragraphe 4.5.2

Le premier symplectomorphisme découle directement du Théoréme 4.4.2. Les deux
autres symplectomorphismes seront montrés dans la suite de cette section. De plus, on
peut rajouter la condition que chacun des symplectomorphismes obtenus pour les trois
fleches du diagramme ci-dessus laisse fixe les points de K - A x {0}. La composition de
tels symplectomorphismes donne un symplectomorphisme de (K - A X p, Qg.paxp) sur
(K- A xp,I"Q¢.a) qui satisfait I'énoncé du Théoréme 4.1.1.

4.5.1. Symplectomorphisme entre Q' et % sur K - A x p. — Pour tout § > 0,
on définit la 2-forme différentielle

Q° = Qra @ (6T5Q0.1,)- (4.5.1)

Lemme 4.5.1. — Pour tout 6 > 0, la 2-forme Q° est symplectique K -invariante sur
K - A xp et Uapplication

D =7 \Pren + 675 (T Piun,)
est une application moment pour 0, ot mr.n : K-Axp — K-\ et T K-AXp—=p
sont les deux projections canoniques. De plus, on a

|2 (kA, Z)|| = |Z||?  pour tout (kA,Z) € K - A x p. (4.5.2)

o
Meol

En particulier, Uapplication moment ®° est propre.

Démonstration. — De maniére plus générale, on peut regarder deux variétés symplec-
tiques (N7, ws) et (Na,ws), et considérer la 2-forme différentielle

w2 = (a1w1) ® (agwe) := 75 (a1wy) + 5 (asws),

sur la variété produit Ny x N, oll aq, as sont deux réels non nuls et m; : Ny X Ny = N;
est la projection canonique, pour ¢ = 1,2. La 2-forme w2 est fermée, puisqu’on a

dw™*? = ard(miwy) + asd(miws) = a7y (dwy) + agms(dwy) = 0,

car wy et wy sont fermées. Et comme w; et wo sont non dégénérées, il est facile de voir
que la définition de w2 et le fait que a; et as sont non nuls impliquent que w2 est
aussi symplectique.

Si, de plus, N; et Ny sont munies d’une action du groupe de Lie K, telle que w; et
wy soient K-invariantes, alors w®*? est aussi K-invariante, car les projections m; sont
équivariantes. Si ¢ (resp. ¢2) est une application moment pour w; (resp. ws), alors un

calcul direct montre que ¢ := a;m{¢1 + a7 P2 est une application moment pour
wa17(12_



4.5. CAS GENERAL 67

On en déduit directement le résultat pour Q°. Il reste tout de méme & montrer que
®° est propre. Soit (kA,Z) € K - A x p. En appliquant le Lemme 4.4.3, on obtient
I'inégalité

) )
(D°(kA, Z), 20) = (KA, 20) + 6{exp(Z) Ao, z0) > (A, 20) + SIZI7 = S 1211

La positivité de (A, zo) provient du fait que A et Ag sont deux éléments de Cy. Par
un argument analogue a la preuve du Lemme 4.4.3, ceci prouve I'équation (4.5.2) et
'application moment ®° est propre. O

Proposition 4.5.2. — Pour tout réel 6 > 0, les deux formes symplectiques €0 et
Q' = QrA®TEQq.a, sont symplectomorphes sur K-Axp, pour un symplectomorphisme
K -équivariant qui envoie (kA,0) sur lui-méme pour tout k € K.

Démonstration. — Fixons J strictement positif. Posons w! = tQ! + (1 — #)Q°, pour
tout ¢ € [0, 1]. Il est clair que

wy = Qe ® ((E+ (1= 1)0)T5Qa4,) = QT pour tout ¢ € [0,1].

Puisque 0 est strictement positif, on a ¢t + (1 — t)d > 0, et par conséquent, w; est une
forme symplectique pour tout t € [0, 1], d’aprés le Lemme 4.5.1. De plus, I'écriture de
wy sous forme d’une somme directe de formes symplectiques

w = QA D ((t + (1 - t)(s)FSQG-AO)

montre que w; vérifie la condition (3) du Corollaire 4.2.7.
Pour tout ¢t € [0, 1], la 2-forme différentielle %wt est égale a

d
W= O — Q= (1 - 0)m (T5Q0.a,)-

Elle est fermée, K-invariante et est clairement dans le noyau de i*, ou i : K - A —
K - A x p est U'inclusion canonique. Il s’agit de la condition (2) du Corollaire 4.2.7.

D’aprés le Lemme 4.5.1, w; a pour application moment l'application ®!t(1-19 —
Tra®ra+ (E+ (1 —1)0)m; ([5Pa.a,) et on a

(t+ (1 —1)5) in{1, 8}

|@ 0= kA, 2)]| > 121 > ===z
2|20l 2|20l
On peut donc appliquer le Corollaire 4.2.7. Dot le résultat annoncé. O
4.5.2. Symplectomorphisme entre Q° et I*Qq.p sur K - A x p. — Ce dernier

paragraphe est consacré a la preuve du théoréme suivant, qui est un des arguments-clés
de la preuve du Théoreme 4.1.1.

Théoréme 4.5.3. — Pour tout § > by := SUpjy =1, jv=1 (A, [v, v]), il existe un sym-
plectomorphisme K -équivariant entre les deuz variétés symplectiques (K-Axp, I*Qq.0)
et (K-A xp,Q°) qui laisse fize chaque (kA,0), pour k parcourant K.
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L’idée est d’utiliser une fois encore le Corollaire 4.2.5. Le point le plus délicat est de
prouver que toutes les 2-formes du segment reliant les deux formes symplectiques ©°
et I'*Qq.a sont elles aussi symplectiques. L’intervention du ¢ est ici primordiale.

Théoréme 4.5.4. — Si § > b := supj, =1 |o=1 (N [u, v]), alors, pour tout t € [0,1],
la 2-forme Q¢ 1= tQ0 + (1 — )I*Qq.p est symplectique.

Ce résultat sera prouvé dans le paragraphe 4.5.3.

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui sera utile aux démonstrations des Théo-
rémes 4.5.3 et 4.5.4.

Commencons par donner quelques notations. Pour toute racine oo € R, le sous-espace
de racine g, C gc¢ est défini ici par

{X €gc;[H,X] =ia(H)X,VH € t}.
Pour tout élément A € t*, on notera H) I'unique élément de t qui vérifie
By(H), X) = AMX) VX €g.

Pour toute racine non compacte positive 3, on peut fixer deux vecteurs non nuls Eg €
gpet E_g € g gtelsque E_g = Eg. Ainsi, Eg+ E_z et i(Eg— E_g) sont deux vecteurs
de p. De plus, la famille (Es + E_g, i(Ez — E—ﬁ))ﬁeiﬁi définit une base réelle de p, et
il est bien connu que cette base de p est orthogonale pour By, cf [Kna02, BFR&6].

Lemme 4.5.5. — Soient A, N € Cy1. Alors, pour tout Z € p, on a

Bo(Hy,ad(Z)*Hy) > (mlri a(HA)a(HA/)) 1Z]%. (4.5.3)
aER,,

En particulier, si on pose ma = min,cu+ a(Hy), alors

By(z0,ad(Z)?Hy) = mal| Z||?, (4.5.4)
et

By(Hy,ad(Z)*Hy) = mi || Z]|?, (4.5.5)
pour tout Z € p.
Démonstration. — Soit Z € p. 1l s’écrit

Z =Y (v}(Es+E_p) +azgi(Es — E_g)),
BER

avec xg € R pour tout 5 € R;.
Soit H € t. Puisque Eyg appartient a gip, on a [H, E.5] = +if(H)ELis. On en
déduit les deux égalités
[H,Es + E_g| = B(H) (i(Es — E-p)),
et
[H,i(Es — E_g)] = —B(H)(Es + E_p).
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Par conséquent

= > B(H) (—z5(Es+ E_g) + fi(Es — E_p)) ,
BeRT
pour tout H € t.
Prenons maintenant A, A’ € Cyo et notons Hy, Hy € t les éléments duaux respectifs

obtenus grace au produit scalaire By. Ces deux éléments de t vérifient S(Hy) > 0 et
B(Ha) > 0 pour tout 5 € R

BQ(HA,ad(Z)QHA/) = Bg([HA,Z] [HA/ Z])

= > B(HA\)B(Hy) ((x5)*Bo(Es + E_p, Eg + E_g)
BeRY

+($;)2BQ (Z(Eg — E,B), Z(Eg — Efg))) .

Puisque B(Hp)B(Hys) est positif pour tout 5 € R, on obtient la minoration

By(Ha,ad(Z)*Har) 2 (mln 5(HA)/3(HA’)) > ((«5)°Bo(Es + E_p, Bs + E_p)

Ry
g BeRE

+(25)?By(i(Es — E_p),i(Es — E_p)))

> (IIIlIl B(HA)ﬁ(HA/)) BQ(Z, Z),
BERE

puisque By(Es + E_g, Eg + E_3) = By(i(Es — E_p),i(Es — E_3)) pour tout 5 € R

Ceci prouve 'inégalité (4.5.3).

Pour prouver l'inégalité (4.5.4), il suffit de prendre A’ = Ag, pour avoir Hy =
Hy, = 2. Or, B(2) = 1 pour toute racine 3 € R, donc ming g+ F(Ha)B(20) = ma.
En remplagant ce minimum dans (4.5.3), on obtient bien I'inégalité (4.5.4).

Quant a linégalite (4.5.5), il suffit de remarquer que ming gy (6(Ha)?) = m3,
puisque tous les B(H,) sont positifs et la fonction carrée est croissante sur I'intervalle
[0, +o0. O

Preuve du Théoréeme 4.5.3. — Pour pouvoir appliquer le Corollaire 4.2.7, nous devons
vérifier ses conditions (1) a (4). Tout d’abord, d’aprés le Théoréme 4.5.4, I'hypothése
§ > by implique que la famille (¢ )ie[o,1] est formée de formes symplectiques sur K-Axp.
Donc lassertion (1) est vérifiée.

Ensuite, on peut facilement voir, en regardant les formules (4.3.6) et (4.5.1), que la
2-forme différentielle I*Qq.n — Q° est dans le noyau de %, ot1 i : K - A — K - A x p est
I'inclusion canonique. D’ott 'hypothése (2) est vérifiée.

Considérons maintenant k£ € K et regardons 'expression de Qf|(kA70). Etant donné
que ¥o(A) = U F(A) = A pour tout A € p, on a

Q§|(/€A,0)(([k77]v A)v ([k7?]7 B)) = <A7 [Xv Y]> + <t6AO + (1 - t)Aa [A7 B]>,

pour tous X,Y € £ et tous A, B € p. On en déduit facilement 1’assertion (3) pour €.
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Le dernier point & montrer est que les applications moments ¢; : K - A x p — €*,
pour tout ¢ € [0, 1], sont uniformément propres.

Une application moment pour la variété hamiltonienne (K - A x p, [*Qg.x) est Iap-
plication définie pour tout (kA,Z) € K - A X p par

B, (KA, Z) = (ZkA)|e = kA o (Z ad(Z >2n> |

|
= (2n)!

D’aprés le Lemme 4.5.1, I'application moment ®° est propre et sa formule générale est
donnée pour tout (kA,Z) € K - A X p par

ad(Z)*™
(kA Z) := kA + 0Ag o <Z W) .

n=0

On obtient alors une application moment pour Q! en prenant l'application ¢! =
t®reqy , + (1 — )P

Montrons que la famille d’applications moments (¢? )ic[o,1] est uniformément propre.
Pour ce faire, posons

Ay =tA+ (1 —1t)dA

pour tout ¢t € [0, 1]. L’élément associé dans t est le vecteur Hy, = tHy + (1 —t)dzp. La
forme linéaire A; est elle aussi dans Cy,, puisque cette chambre est un cone convexe.

Nous appliquons le vecteur Ad(k)H,, & la forme linéaire ¢9(kA, Z) € € et nous
obtenons

(90 (KA, Z), Ad(k)Hy,) = (tPreag (kA Z) + (1 — ) (kA, Z), Ad(k)Ha,) |
ad(Z)*"

:th(Ad(k)HA,n%% )] Ad(k)Hy,)
+ (1= 1)6Bo (20, ; aogéi;f" Ad(k)Hy,)
4 (1= t)(kA, Ad(K)Hy,) |
— By(Ad(k)Hy,, Z% acgi))!" Ad(k)Hy,) + (1= £)(A, Hy,) .

Puisque A et A; sont deux éléments de Cy,, le crochet de dualité (A, Hy,) est positif, car
(A, Hyy) = 2% s a(Ha)a(Hy,) = 0. Donc, grace au fait que ad(Z) est symétrique
pour By, on obtient les inégalités suivantes,

(B (KA, Z), Ad(k)Hy,) =Y ﬁBe (ad(2)" Ad(k) Ha,, ad(Z)" Ad(k) Hy,)

n>0

DI

n>0

> 1Be(ad<Ad<k—1>Z>HAt, ad(Ad(k™")Z) Hy,).

Bg ad(Ad(k™")Z)"Hy,,ad(Ad(k™")Z)"Ha,)

\)
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On applique 'inégalité (4.5.5) du Lemme 4.5.5, ce qui nous donne

B m?\t -1 2 m?\t 2
(O3RN 2). Ad(R) Hy,) > e Ad(k ) 2] = e 2,

puisque la norme || - || est K-invariante. Tout ceci nous permet maintenant de majorer
la norme de ¢?(kA, Z),
5 2 m2,
) <¢t (kAv Z>7Ad(k)HAt> LN 2 ( : )
kA, Z)| = > A 712> inf
L V757 W I W LU V- 5 AL

2
. m . .. . e,
La constante inf,cip 11 s=t— est strictement positive. En effet, par continuité sur le com-
€[0,1] 2[[Hy, ] )

pact [0, 1], il est clair que ||Hy,|| est majoré et ne s’annule jamais. De plus, pour toute

2

racine non compacte positive 3, la valeur de 5(H,,)® est minorée par une constante

strictement positive. Sinon, cela impliquerait qu’elle s’annulerait pour un certain ¢, tou-
jour par propriété de continuité sur le compact [0, 1], ce qui est impossible car A; € Cp
pour tout ¢ € [0,1]. Par conséquent, m3, > min {inf;c(01 B(Ha,)% 8 € R} est aussi
minoré par un réel strictement positif.

Ceci prouve la condition (4) du Corollaire 4.2.7. On peut alors appliquer le Corollaire
4.2.7, prouvant I'existence d’un symplectomorphisme K-équivariant entre les deux va-
riétés symplectiques (K - A x p,["Qq.a) et (K - A x p, Q%) qui fixe point par point la
sous-variété K - A x {0}. O

4.5.3. Preuve du Théoréme 4.5.4. — On définit les 2-formes différentielles sur
K - A X p suivantes,
wg‘(kA,Z) (([kv X]a A)? ([ka Y]? B)) = <A7 [Xv Y]> + (539(207 [Aa B])J
pour tout d > 0, et
wilgea,z) (B, X1, 4), ([k, Y], B)) = (A [X + Ad(k7)x2(A), Y + Ad(k™)xz(B)])
+ (A, [Ad(k™H) A, Ad(K™) B)),
pour tout (kA,Z) € K - A x p et tous vecteurs X & A, Y @ B € £/¢) O p.

Lemme 4.5.6. — Soit § > 0. Supposons qu’il existe (kA,Z) € p, X A ct/eyDp
non nul et ¢ > 0 tels que

w1|(k1\Z (([k X] ) CWO’ kA, Z) (([kvX]vA)><[k7Y]>B))v (456)
pour toutY@BEE/EA@p Alors 0 < by.

Démonstration. — Puisque wi et w; sont K-équivariantes, quitte a prendre de nou-
velles notations sur Z, X et A, on peut supposer que k = 1. Si I’hypothese de ’énoncé
est vérifiée pour (A, Z), X @ A et ¢ > 0, alors on a

pour tout Y @ B € £/€5 @ p. En prenant en particulier B = 0, cela nous donne
(AL IX +x2(A), Y]) = —c(A,[X,Y]), WY € b/t



72 CHAPITRE 4. STRUCTURE SYMPLECTIQUE DES ORBITES HOLOMORPHES

On en déduit que X + xz(A) = —cX, et donc yz(A) = —(c+1)X, modulo €. On voit
que 'on a nécessairement A # 0, car sinon X serait également nul, mais on a supposé
que le vecteur X @ A de €/€, @ p était non nul.

On remarque également qu’il ne nous reste plus que 1’égalité

<A7 [X + XZ(A>’XZ(B)]> + <A7 [A7 B]> = _0530(207 [A7 B])7
pour tout B € p, ce qui est équivalent a
dBy(z0, A, B]) + %(A, [A, B]) = (A, [X, xz(B))), (4.5.7)

pour tout B € p, puisque X + yz(A) = —cX modulo &,.
En remplagant B par le vecteur —[zp, A] € p dans (4.5.7), on obtient

0< 539(207 [A’ _[z()v AH) + %(Av [Av _[ZU7A]]> - _C—il— 1 <A7 [XZ(A)a XZ<_[ZU7A])]>

OI‘, H14||2 = B‘9<A7A) = BQ(’ZOu [Aa _[207‘4]])) De phlS, %<A7 [A7 _[207A]]> 20 puisque

%(A, (A, —[20, AJ]) = %BB(HA, A, —[z0, A]) = %Bg(zo,ad(A)zHA) >0,

la minoration par 0 étant donnée par l'inégalité (4.5.4) du Lemme 4.5.5 appliqué a
A € p. En découlent les inégalités suivantes,

1
O AI® < 6By (20, [A, =[z0, AlI) + — (A, [A, —[z0, A
1
< A, [xz(A), , A
1 xz(A) xz((z0, A
1
< b Al CAD|-
1 alxz (Al lxz((z0, ANl
Rappelons que ¢ est positif, donc 0 < CJ%I < 1. De plus, d’apreés la Proposition 4.3.6,
I'endomorphisme xz, symétrique pour By, a toutes ses valeurs propres dans | — 1, 1][.
Donc

Iz < [[W]| pour tout W e g.

On obtient par conséquent |[xz([z0, Al < [|[z0, AJll = [ A]l. On en déduit que 6| A|[* <
ballA|]%. Or, on a vu que A est non nul. On en conclut 'inégalité § < by. O

Preuwve du Théoréeme 4.5.4. — Le seul point non trivial est de montrer que €2; est non
dégénérée en tout point de K - A x p. Par K-invariance de {2, il suffit de le montrer
aux points de {A} x p.

Fixons 6 > by. Par contraposée de I’énoncé du Lemme 4.5.6, pour tout Z € p, tout
X @ A € t/ty @ p et toute constante ¢ > 0, on ne peut pas avoir I’égalité de formes
linéaires suivante :

z(([l,X],A))wﬂ(Az) = —c (z(([l,X],A))wgk,\z)) )
Cela signifie que pour Z € p et X © A € £/¢, @ p fixés, avec X & A non nul, il existe
forcément un vecteur Y @& B € /€, @ p tel que

(A, [X,Y]) + 6By(z0, [A, B]) > 0
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et
En effet, si deux formes linéaires non nulles f; et fy sur un R-espace vectoriel F' de
dimension finie sont telles que

VeeF, fi(z)>0 = fr) <O,

alors ces formes linéaires ont méme noyau, et par conséquent il existe une constante
¢ € R* tel que fo = cf). Mais nécessairement ¢ < 0 car sinon fi(z) > 0 implique

folz) = cfi(x) >0
Or, de la définition de yz et du fait que 'application linéaire U} : p — p est un
isomorphisme pour tout Z € p, cela implique les deux inégalités

Dz (11, X](¥5)7(4)), ([LY](¥7)71(B))) > 0
et
(F*Qg./\ﬂ(/\’z) (([1 7] (‘Iﬂr A ) , ( ? 1(B )) > 0.
Il est alors clair que QF](x z) (([1,X], (¥5)71(4)), ([1, ] ( £)7H(B))) > 0, dou la
non-dégénérescence de 2|4 ) pour tout ¢ € [0, 1]. O






CHAPITRE 5

INCURSION EN THEORIE GEOMETRIQUE DES
INVARIANTS. ETUDE DES EQUATIONS DU
POLYEDRE MOMENT DE LA VARIETE
HAMILTONIENNE K -A x E

Aprés la digression réalisée dans le chapitre précédent pour prouver I'existence d’un
symplectomorphisme K-équivariant entre une orbite coadjointe holomorphe et la va-
riété symplectique (K - A x p, Qx.axp), NOus rentrons maintenant de plain-pied dans
I'étude des équations de la projection d’orbite Ax(QO,). Ce chapitre présente la pre-
miére étape de cette étude, proposant un calcul des équations pour une famille plus
large de variétés. Il s’agit des variétés de la forme K - A x E, ott E est un espace
vectoriel hermitien sur lequel K agit en préservant la forme hermitienne. Cette étude
nécessitera 'utilisation d’un résultat qui sera démontré dans le chapitre suivant.

5.1. Une structure hamiltonienne sur K - A x E

Soit (E, h) un espace vectoriel hermitien et U(FE) le groupe unitaire associé, d’algébre
de Lie u(E). On note Qg la partie imaginaire de —h. C’est une forme symplectique sur
E | stable par I'action de U(FE). L’espace vectoriel (réel) symplectique (E, Qg) est U(E)-
hamiltonien, d’application moment ®y gy : £ — u(E)* définie par (Pyg)(v), X) =
sQp(v, Xv).

Soit ¢ : K — U(F) un morphisme de groupes de Lie et &g : E — ¢* 'application
moment obtenue par composition de @y gy et de la transposée (d¢) : u(E)* — €.

Proposition 5.1.1 (|[Par09|, Lemme 5.2). — Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(1) L’application ®p est propre,

2) ;1(0) = {0},

Dans [Par09], K est un sous-groupe de U(FE), mais cela peut étre aisément étendu
au cas ou on a juste un morphisme de groupes de Lie K — U(FE).

Exemple 5.1. — Lorsque E = p provient d'un espace symétrique hermitien G/ K, on
peut lui associer la forme symplectique linéaire K-invariante

0 (X,Y) = Byg(X,ad(2)Y) pour tous X,Y € p,
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avec laquelle on peut définir un produit scalaire hermitien K-invariant h, sur p cor-
respondant. On aura alors ®,(v) = —[v, [20, v]], pour v € p, si on identifie £* a ¢ par la
relation (€, X) = —By(£, X), pour tout X € . Ceci donne (®,(v), 20) = ||[20,v]||> > 0,
si v # 0, pour la norme associée a la forme bilinéaire symétrique définie positive By.

Soit A € t}. Nous pouvons maintenant considérer la variété K - A x E, munie de
I’action diagonale de K, pour 'action standard de K sur l'orbite coadjointe K - A, et
I'action sur F induite par le morphisme de groupes ¢ : K — U(FE).

On définit sur K - A x E une structure symplectique comme produit des deux variétés
symplectiques (K - A, Qg.p) et (E,Qg). La forme symplectique obtenue sur K - A x E
est définie par

QK~A><E = W;(.AQKA + W*EQE,

oumgp: K- AXE — K-Aet mg: K-A X E — E désignent les deux projections
canoniques. L’application moment canonique qui lui est associée est ’application

(I)K-AXE: K AxE — ¥
(kA,v)  — kA + Dp(v).

On définit alors le polyédre moment
AK(K <A X E) = (I)K-AXE(K <A x E) ﬂti

associé a la variété hamiltonienne (K - A X E, Qx.axp, Praxe)-

Il faut noter que la variété K - A x E n’est pas compacte. Le Théoréme de convexité
(Théoréme 1.1.3) sera tout de méme applicable sur cette variété hamiltonienne. En
effet, d’aprés [Par09, Théoréme 1.5, si (F,Qg) est un espace vectoriel symplectique
muni d’une action K-hamiltonienne d’application moment &5 : £ — € propre, alors
Iapplication moment @y axp : K - A x E — £ sera également propre. L’ensemble
Ag(K - A Xx E) sera alors un ensemble convexe rationnel localement polyédral, d’aprés
[LMTWOS|.

On demandera donc, dans la suite, que I'application moment ® g soit propre.

Notons A := A" Nt} (resp A, = (A" ®z Q) Nt} ) I'ensemble des poids dominants
(resp. poids rationnels dominants) de K. Pour tout v € A% poids dominant de K, V,,
désignera la représentation irréductible de K de plus haut poids v. Enfin, notons C[FE]
I’algébre des polynomes sur E.

Théoréme 5.1.2. — Soient A € N, et p € N Alors i € Ag(K - A x E) si et
seulement s’il existe un entier n > 1 tel que (nA\,nu) € (A*)? et

(Vi @ Van @ CLE]) ™ # 0.

Remarque 5.1.3. — Nous allons voir que ce résultat est un corollaire de [Sja98,
Théoréme 4.9]. Il peut également se montrer en utilisant la quantification géométrique
formelle, de fagon similaire & [Par08, Lemme 2.5].

La preuve qui suit a été communiquée a I'auteur par R. Sjamaar.



5.1. UNE STRUCTURE HAMILTONIENNE SUR K-A X E 7T

Preuve du Théoréme 5.1.2. — 1l est connu que 'orbite coadjointe K - A est un quotient
symplectique du fibré cotangent T* K par rapport a ’action de multiplication & droite
de K. Le lecteur pourra trouver les détails de la construction du quotient symplectique
de T*K dans [GS90, Section 29| et dans [Sja98, Section 7.3]. Par conséquent, K-Ax E
est un quotient symplectique de T*K x F.

Précisons ce quotient symplectique. Tout d’abord, rappelons que le fibré cotangent
T K s’identifie a K x £ par translations a gauche. Le groupe K x K agit sur K x " x F
par

(k, K'Y - (1, p,0) i= (kUK K, k'), Y(kK) € K x K,Y(I,p,v) € K x € x E.
Cette action est hamiltonienne pour 'action de K x K, et une application moment
associée est

D (l,p,v) = (g, —p+ Pp(v)) € € x &,
pour tout (I, u,v) € K X £ x E. Le sous-groupe distingué K x {1} de K x K agit par

restriction sur la variété K x € x E (par multiplication & gauche); cette action est
hamiltonienne pour ’application moment

Proqry(lp,v) =lp e, V(,pv) € K x € x E.

On remarque que, pour tout p € t*, la variété K - u x E s’identifie de maniére K-
équivariante au quotient symplectique

Oy (- )/ (K x {1}),

ou K agit sur ce quotient par l'intermédiaire du sous-groupe {1} x K de K x K. De
plus, on voit clairement que, pour tout (k,v) € K x E, on a

CI)K.AxE(kA, U) = kA + CI)E(U) = —/{Z(—A) + CI)E(U) = q){l}xK(l; ]C(—A),U),
pour tout [ parcourant K. En particulier, remplacant [ par wok~!, on obtient aussi
(I)KXKOUOkily ]{Z(—A), U) = (—ZUQA, (I)K.AXE(kA, ’U))

On en déduit que le polyédre moment Ax (K - A x E) s’obtient en intersectant le
polyeédre moment Ay, (T*K x E) par 'espace affine {—wgA} x t*, c’est-a-dire

Aw(K - A x E) = pry (Agexx (T°K x E) 0 (W - {—wpA} x ), (5.1.1)

ou pr, : t* X t* — t* est la projection sur la deuxiéme variable.

D’un autre coté, le fibré cotangent 7% K est isomorphe en tant que K x K-variété
hamiltonienne a K¢, groupe complexifié du groupe de Lie compact connexe K. Or
K¢ est un groupe algébrique affine, donc K¢ x E est également affine. En appliquant
[Sja98, Théoréme 4.9], on obtient que Ay (T*K X E) est le cone engendré par le
monoide

{(u,m € (A% VIR ¢ ClKe x E]} .

Or, C[K¢ x E] = C[K¢| ® C[E], et, d’aprés le théoréme de Frobenius, C[K¢] =
@6@1% ® V. D’ou un couple (u,v) € (A%)? vérifie V(i:)K C C[Kc¢ x E] si et
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seulement si V,, apparait dans la décomposition en représentations irréductibles de
V¥ ® C[E].

On conlut alors grace a (5.1.1) que u € Ag, appartient a Ag (K - A x E) si et
seulement s’il existe un entier n > 1 tel que (nu, nA) appartienne a (A*)? et

(V?’:u ® ijo(nl\) ® (C[E])K # 07
c’est-a-dire (VJM QVor ® (C[E])K #0. []

Nous définissons maintenant l'objet que nous allons étudier dans ce chapitre. Il s’agit
de la version algébrique du polyédre moment de K - A x E.

Définition 5.1.4. — Pour tout A € A\f |, nous définissons Iensemble

AFPTK-Ax E)= AL
i x B) {'UE Ot | et (V;#®VnA®C[E])K7EO

In € N* tel que (nu,nA) € (A*)? }

Le corollaire suivant permet de lier la version hamiltonienne et la version algébrique
du polyédre moment de la variété K - A x E.

Corollaire 5.1.5. — Supposons que g : £ — t* est propre. Pour tout A € NG .,
nous avons Ag (K -Ax E)NAGy = AT (K -AX E) et Ai(K - A x E) est l'adhérence
de AST(K - A x E) dans t*.

Démonstration. — Ce résultat découle directement du Théoréme 5.1.2 et de la défini-
tion de AFT(K - A x E).

Pour la derniére assertion, puisque ’application moment ®5 : £ — € est propre,
comme il a été dit dans un paragraphe précédant I’énoncé du Théoréme 5.1.2, 'appli-
cation moment Py axp : K- A x E — ¥ est également propre et ’ensemble convexe
localement polyédral Ay (K - A x E) est rationnel. Par conséquent, il est donc égal a
I’adhérence de ’ensemble de ses points rationnels. D’ou le résultat. [l

L’ensemble AFT(K - A x E) manque de symétrie entre les variables y et A. Nous
définissons donc I’ensemble

o(E) = {w, V) € (N, )? (5.1.2)

In > 1 tel que (nu,nv) € (A*)?
et (Vy, ®Vy, ®CIE])" #0

Lemme 5.1.6. — Pour tout A € N\, on a
ASIT(K - A x B) = {€ € Ny (€ —woh) € Tlg(E)}

ot wy est le plus long élément du groupe de Weyl W = Ng(T)/T. Si, de plus, on
suppose que Pp 1 2 — € est propre, alors

Aw(K-Ax E) = {g €t (€, —woh) € H@(E)} ,

ou llg(E) désigne l'adhérence de llg(E) dans t*.
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Démonstration. — Ce résultat vient tout simplement du fait que Vi, = Vk*(_wo A €t des
définitions de AZT(K - A x E) et Ilg(E). La deuxiéme assertion découle du Corollaire
5.1.5. u

Remarque 5.1.7. — L’ensemble Ilg(E) a des propriétés géométriques trés intéres-
santes que nous allons étudier dans la section suivante. Il est en particulier un cone
convexe polyédral. En appliquant le Lemme 5.1.6, on voit qu’il suffit de trouver les
équations du polyedre Ilg(FE) pour obtenir celles de AFT(K - A x E).

Avant de passer a la section suivante, nous allons démontrer le Théoréme 3.2.1 (dont
I’énoncé est donné page 37). C’est un corollaire direct du Théoréme 5.1.2 et du résultat
principal du Chapitre 4.

Preuve du Théoréme 3.2.1. — Le Théoréme 4.1.1 nous donne 'égalité Ax(Oy) =
A (K-Axp)des que A € Cpop. Enfin, d’aprés le Théoréme 5.1.2 appliqué a F = p ~ p~
et a 'application moment propre ®,, les points rationnels de Ag (K - A x p) sont exac-
tement les p € A, qui vérifient (Nu, NA) € (A*)? et (Vﬁu ® Via ®C[p’])K # 0
pour un certain entier strictement positif N. O

5.2. Quelques éléments de GIT

Le GIT, ou Théorie Géométrique des Invariants, a pour but d’étudier les quotients
X//G, ou X est une variété projective irréductible munie d’une action d’un groupe
algébrique G, le plus souvent réductif. Le quotient standard X /G n’étant pas en général
une variété algébrique (les orbites ne sont pas toutes fermées), on est amené a définir
un « bon » quotient, le quotient GIT, que 1'on note X//G. Nous n’entrerons pas ici
dans les détails de la Théorie Géométrique des Invariants. Nous n’aborderons que les
éléments utiles a la compréhension de la suite de ce chapitre. Pour plus d’informations
sur le GIT, le lecteur pourra se référer a [Dol03, Res10, HMO1|. Nous suivrons les
notations et conventions de [Res10].

5.2.1. Notations. — Dans la suite de cette section, K désignera un groupe de Lie
réel compact connexe et K¢ son complexifié. Le groupe K¢ est un groupe algébrique
complexe réductif connexe et K est un sous-groupe compact maximal de Kc.

Soit X une variété algébrique projective sur C, munie d’'une action algébrique de
Kc. Nous noterons Pic(X) I'ensemble des classes d’isomorphismes des fibrés en droites
sur la variété X. Cet ensemble peut étre muni d’une structure canonique de groupe
abélien, induite par le produit tensoriel des fibrés en droites sur X.

Définition 5.2.1. — Une Kc-linéarisation d’un fibré en droites £ sur X est un re-
léevement de 'action de K¢ sur X en une action sur £ qui est linéaire sur les fibres.
Un fibré en droites Kc-linéarisé est la donnée d’un fibré en droites £ sur X et d’une
Kc-linéarisation de £. On notera Picke (X) le groupe des classes d’isomorphismes des
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fibrés en droites Kc-linéarisés de X . La structure de groupe de Pic®¢(X) est a nouveau
induite par le produit tensoriel.

Nous noterons Picg(X) := Pic(X) ®z Q (resp. Picg‘C (X) = Pic®*(X) ®z Q) le Q-
espace vectoriel engendré par les éléments de Pic(X) (resp. Pic¢(X)) et, pour tout
L € Pic™(X), H*(X, £) le Kc-module des sections réguliéres de L.

Soit T un tore maximal de K et t son algébre de Lie. Nous fixons Tt le tore maximal
de K¢ tel que T'= K N Tt et B un sous-groupe de Borel de K¢ contenant T¢. On
notera W = W (K¢;Tc) = Nk (Tc)/1c le groupe de Weyl de K¢ relatif & son tore
maximal 7T¢.

Dans la suite, nous identifierons le groupe des caractéres de T avec le réseau des
poids A* C t*. Pour un poids dominant ;v € A*, nous noterons V), la représentation
irréductible de K¢ (ou, de maniére équivalente, de K'), de plus haut poids p.

Notation 1. — Pour M une représentation complexe de K¢ (ou, de maniére équiva-
lente, de K'), on définit la variété projective lisse
Xy = Kc/B x K¢/B x P(M),

munie de l'action diagonale de Kc.

Notation 2. — Pour tout Tg-module M, on notera Wr. (M) C A* I'ensemble des
poids de T sur M.

Notation 8. — Si F est un sous-ensemble d’un Z-module (resp. Q-espace vectoriel,
resp. R-espace vectoriel) M, on notera Cz(F) (resp. Co(F'), resp. Cr(F')) le monoide
(resp. le Q-cone convexe, resp. le R-cone convexe) engendré par F' dans M.

5.2.2. Fibrés en droites amples et semi-amples. — Parmi tous les fibrés en
droites sur la variété projective X, certains sont de premiére importance. Toute appli-
cation algébrique de la variété projective X dans un espace projectif P" est définie par

le choix d’un fibré en droites £ et d’un ensemble sy, ..., s, de sections globales de L.
L’application est définie par
x € X —[so(x) :...:s,(x)] € P (5.2.1)

Celle-ci sera bien définie si, pour tout x € X, une des sections s; ne s’annule pas en .
Nous dirons que L est engendré par ses sections globales s’il existe un nombre fini de
sections globales de L telles que, pour tout x € X, au moins une de ces sections ne s’an-
nule pas en z. Un fibré engendré par ses sections globales donnera bien le morphisme
algébrique (5.2.1) pour les sections globales sy, ..., s, correspondantes. Inversement,
un morphisme f : X — P" définira un fibré en droite £y = f*(O(1)), tiré-en-arriére
du fibré canonique sur P", qui sera engendré par ses sections globales sur X.

Un fibré en droites £ engendré par ses sections globales, sera trés ample si 'ap-
plication algébrique (5.2.1) associée est une immersion fermée et £ est isomorphe au
tiré-en-arriere de O(1) sur X.
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Définition 5.2.2. — Un fibré en droites L est ample (resp. semi-ample) s'il existe un
entier strictement positif n tel que L& est trés ample (resp. engendré par ses sections
globales).

Nous noterons Pic¢(X)* (resp. Pic®¢(X)**) I'ensemble des fibrés en droites Kc-
linéarisés et semi-amples (resp. amples) sur X. Nous noterons aussi Pic™¢(X )G =
Co(Pic®c(X)*) et Picke (X)§ = Co(Pic®c(X)**) les cones convexes engendrés res-
pectivement par les éléments semi-amples et amples de Pic¢ (X)g- On peut remarquer
que nous avons les inclusions Pic"®(X)™* C Pic"®(X)* et Pic"(X)§" C Pic"¢(X).

5.2.3. Semi-stabilité. — Pour un fibré en droites K¢-linéarisé £ sur la variété pro-
jective X, un des objets fondamentaux du GIT associés a L est ’ensemble de ses points
semi-stables sur X,

X3(L) = {x € X; Ik >1,3s € H(X, LZ)EC) tel que s(x) # O} .

Ceci n’est pas la définition standard de X*(L), mais ¢a 'est si £ est ample. Dans
ce cas, 'ouvert sur lequel o ne s’annule pas est affine. Cette propriété est utile pour
définir un bon quotient de X*(L).

Quand £ est ample, nous avons un quotient catégorique m : X*(L) — X*(L)//Kc,
tel que X™(L)// K¢ soit une variété projective et 7 soit affine.

On remarque aisément que pour tout fibré en droites Kc-linéarisé £ et pour tout
entier strictement positif n, on a X*(L£) = X*(L®"). Nous pouvons donc définir X=(L)
pour tout élément £ € Pic"*(X){.

5.2.4. Coénes ample et semi-ample. — Nous allons maintenant introduire la no-
tion de cone ample Co(X)™ et de cone semi-ample Cp(X )™ associés & une variété
projective.

Soit X une variété projective irréductible, munie d’une action algébrique du groupe
K¢. Nous avons défini, pour un fibré en droites £ sur X, '’ensemble de ses points
semi-stables et avons indiqué que, dans le cas des fibrés amples, on pouvait définir un
quotient catégorique de X*(L). La question qui vient maintenant est de savoir pour
quels £ € Pic®¢(X) I’ensemble X*(L) est non vide. Nous définissons donc le cone
semi-ample

Co(X)* ={L € Pic"(X)§; X®(L) # 0}.
et le cone ample
Co(X)t = Cp(X)§ NnPic"e(X)§T.

Les théorémes suivant vont justifier la terminologie de ces ensembles.

Théoréme 5.2.3 (|DH98, Res00]). — L’ensemble Co(X)*T" est un cone convere
polyédral dans Picg(C (X), fermé dans Picg‘C (X)*+.

Nous nous intéresserons plus tard a un type tres particulier de variétés projectives,
les variétés de type X, définies en Notation 1, pour M une représentation complexe
du groupe K¢. Ces variétés vérifient les hypothéses du théoréme suivant. Soit K¢
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un groupe réductif connexe tel que K¢ C K¢ et soit Q) (resp. Q) un sous-groupe
parabolique de K¢ (resp. K¢).

Théoréme 5.2.4 (JRes10|, Proposition 10). — Si X = K¢/Q x K¢/Q, alors le
cone semi-ample Co(X )" est un cone conveze polyédral fermé dans Pich(X). De
plus, si Co(X)t" n’est pas vide, son adhérence dans PicgC (X) est Co(X)™T.

5.2.5. Groupe de Picard K¢-linéarisé de la variété X ;. — Dans ce paragraphe,
nous allons décrire le groupe de Picard Pic¢(X;,) de la variété X, = K¢/Bx K¢ /B x
P(M), ot M est une représentation complexe de K.

Commengons tout d’abord par la variété Kc/B. A tout élément p € A* est associé
de maniére univoque un caractére de T¢. Cette association provient de 'identification,
que nous avons fixée au début de cette section, entre le réseau des poids A* et le groupe
des caractéres de T¢. Un tel caractére se prolonge de maniére unique en un caractére
de B. Nous noterons alors C, la représentation de B sur C associée a ce caractére de
B. Ceci permet de définir 'application p € A* — K¢ xp C_,, € Pic(K¢/B).

Nous pouvons remarquer que, pour tout p € A*, le fibré en droites K¢ xp C_, est
muni d’une action canonique de K¢, définie par

g - [k, z] = [gk, z] pour tout g € K¢ et tout [k, 2] € K¢ xpC_,.

Cette action reléve 'action de K¢ depuis la base K¢/B sur le fibré tout entier et
I’action est évidemment linéaire sur les fibres. Il s’agit donc d’'une Kc-linéarisation
du fibré en droites K¢ xp C_,, que nous noterons £,. Nous obtenons I’application
weEN =L, € Pic’(K¢/B), qui, composée avec le foncteur oubli, redonne 'applica-
tion A* — Pic(K¢/B) définie ci-dessus. Il est bien connu que cette application est un
isomorphisme entre A* et Pic¢(K¢/B), cf [KKV89, Section 3.1|. De plus, le Théo-
réme de Borel-Weil implique que les fibrés K¢-linéarisés sur K¢ /B engendrés par leurs
sections globales sont les fibrés £, provenant d’un poids ¢ dominant. Par conséquent,
il est clair que l'on a
Pic"c(K¢/B)§ ~ N,

I est aussi bien connu que les fibrés trés amples sur la variété des drapeaux Kc/B
correspondent aux éléments dominants réguliers de A*. L’ensemble des éléments domi-
nants réguliers sera noté A%, . Ainsi,

Pic"(K¢/B)§t ~ NG, -

Intéressons-nous maintenant au dernier facteur apparaissant dans X, c’est-a-dire
I'espace projectif P(M), avec action induite de K.

Pour tout k£ € Z, nous définissons C;, comme étant I’espace vectoriel complexe C
muni de l'action de C* = G,,, définie par

Yw e C, Yz € C*, z-w = z"w.

Pour tout & € Z, nous posons le fibré en droites L := M \ {0} x ¢+ Cy sur P(M). Il est
bien connu que l'application k € Z +— L} € Pic(P(M)) est un isomorphisme de groupes



5.2. QUELQUES ELEMENTS DE GIT 83

abéliens. Remarquons que £; correspond au fibré O(1) de P(M) et, par conséquent,
puisque 'on a L = E?k , le fibré en droites L, est isomorphe au fibré O(k). On en
déduit que les fibrés en droites semi-amples (resp. amples) de Pic(P(M)) sont les Ly,
pour k parcourant N (resp. k parcourant N\ {0}).

Maintenant, notons X' (K¢) le groupe des caractéres de K¢. Par définition, il s’agit
du groupe des homomorphismes rationnels de groupes algébriques de K¢ vers G,,.
Pour tout (x, k) € X(K¢) x Z, l'action de K¢ sur £y définie par

g- |z, 2] :=[g-2,x(g7")2] pour tout g € K¢ et tout [z, 2] € Ly,

est une Kc-linéarisation du fibré en droites £;. Nous noterons L, i le fibré en droites
Kc-linéarisé de P(M) obtenu.

Théoréme 5.2.5. — Le groupe de Picard Kc-linéarisé Pic"c(P(M)) est isomorphe a
Y/ X(K@)

Démonstration. — Nous venons de voir que I’on peut définir, pour tout couple (x, k) €
X(Kc) x Z, une Kc-linéarisation sur Ly, le fibré Kc-linéarisé associé étant £, ;. On
en déduit que le morphisme oubli « : Pic”¢(P(M)) — Pic(P(M)) est surjectif. D’aprés
[KKV89, Lemme 2.2] (ou encore |[Dol03, Théoréme 7.1]), ker @ est isomorphe au
groupe abélien X' (K¢). Par conséquent, tout fibré en droite Kc-linéarisé de P(M) est
isomorphe & L, ; pour un certain couple (x, k) € X(K¢) x Z. O

Nous identifions X' (K¢) avec le sous-Z-module (A*)5¢ := (£5)5cnNA* de A*. On peut
remarquer que (€5)5¢ est égal au dual 3(bc)* := [Ec, €c|t du centre de £c. 1l est clair
que, pour tout (x, k) € X(K¢) X Z, le fibré Kc-linéarisé L, j, est isomorphe au produit
tensoriel de fibrés en droites Kc¢-linéarisés £;, @ (P(M) x C_,), ou K¢ agit uniquement
sur le premier facteur de P(M) x C_,.

La proposition suivante est un analogue de [Res10, Lemme 13|.

Proposition 5.2.6. — L’application Q-linéaire

Ay X Ay x (A)FexQ — Pic™e(Xa)g

2.2
(II"L7 V? X? T) |—> £‘u,’z/,x’7~ = Eu & £y & ﬁer <5 )

est surjective. Son noyau est le sous-espace {(—p — X, 1, x,0); 1, x € (AG)*<}. Len-
semble des fibrés en droites Kc-linéarisés semi-amples (resp. amples) sur Xy est
l'image par Uapplication ci-dessus du cone convere N , X N 4 X (/\(’{Q)KC X Qo (resp.
ANy X Noie X (A)FE X Qsg).

Démonstration. — Soient trois éléments p, v et x de (A*)%c. Tls correspondent & trois
caractéres du groupe Kc. Le fibré en droites Kc-linéarisé¢ £,,,,, 0 provient alors d’une
Kc-linéarisation du fibré trivial. Plus exactement, on peut voir que £, , 0 = X X
C_(y4v+y) comme élément de Pic’c(X,/). On en déduit que toute Kc-linéarisation du
fibré trivial sur X, provient d'un £, 0
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Soit £ € Pic®¢(X,,). Notons L' le fibré en droites obtenu en oubliant I’action de K¢
sur L. D’aprés [MFK94, Proposition 1.5] ou bien [Dol03, Corollaire 7.2|, il existe un
entier n > 1 et une K¢ X K¢ X G Le(M)-linéarisation M de £'®™. Or on a l'isomorphisme

Pic®¢(K¢/B) x Pic™¢(K¢/B) x Pic? eM(P(M)) = PickexKextle@)(x, )
(Lpus Loy L5) e L, XL, KL,

ol p et v désignent deux caractéres de K¢, et © un caractére de GL¢(M). Par réduction
de l'action de GL¢(M) sur £, a celle de K¢, on obtient un certain couple (x, k) €
(A*)Ke x Z tel que le fibré L, ;. définisse une Kc-lindarisation de £;. Par conséquent,
Lk ® L2 est le fibré trivial sur X,;. D’aprés le premier paragraphe de la preuve,
rvnk @ LZ" est dans 'image de I'application (5.2.2) donnée dans
I’énoncé. On en conlut que £ est égal & un certain L1\, avec (¢, v/, X', 1) € A X
Ay X (Ag)e x Q. D’ou la surjectivité de 'application (5.2.2).
Soit maintenant (u,v,x,k) € A* x A* x (A*)EC x Z tel que L, est le fibré
Kc-linéarisé trivial. Si on oublie I'action de K¢, cela signifie que les fibrés £, £, et

on en déduit que £

L, sont les fibrés triviaux. Par conséquent, ;v et v sont forcément des caractéres de
Kc, cest-a-dire p, v € (A*)%c et k = 0. Dans ce cas, on obtient I'égalité £, 1 =
Xy X C_(yqv4y) comme fibré Kc-linéarisé. Ce dernier est trivial si et seulement si
i+ v+ x = 0. On en déduit alors directement que le noyau de I'application linéaire

(5.2.2) est {(—p — x; 1, X, 0); 1, X € (AG)FC} -

Remarque 5.2.7. — En regardant le noyau de Papplication linéaire (5.2.2) donnée
dans I’énoncé de la Proposition 5.2.6, on se rend compte que la donnée de x est su-
perflue, puisqu’elle est déja incluse dans les deux premiéres variables p et v. Il suffira
dans la suite de considérer ’application linéaire

e ApxApxQ — Pic"®(Xy)g

(s, v, 1) — Ly, =L,KL,XL,. (5.2.3)

L’application 75¢ est elle aussi surjective, et son noyau est ker(w%¢) = {(p, —p,0); pu €
(Ag)Fet

5.2.6. CoOne semi-ample de la variété Xpgc. — Nous allons tout particuliérement
nous intéresser au cas d’'une représentation M = E @& C, ou ¢ : K¢ — GL¢(E) est
une représentation complexe de K¢ et ot K¢ agit trivialement sur le facteur C. Dans
'énoncé ci-dessous, N\, désignera I'ensemble des éléments dominants et Kc-réguliers
de NG, et C«y[F] le Kc-module des polynomes de degré inférieur ou égal a d sur E.
Rappelons que Ig(E) a été défini en (5.1.2) par

In > 1 tel que (nu,nv) € (A*)? }

lg(E) = {(/ﬁa v) € (Ags)? et (Vi 0V, @ CLE S 0

Proposition 5.2.8. — Soit (u,v,1) € Njy X N X Qzo, et pr: Ag x A x Q —
NG X NG la projection linéaire canonique.
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(1) On a L,,, € Co(Xpac)™ si et seulement s’il existe n > 1 tel que l'on a
(np,nv,nx) € (N*)3, nr € Z et

(Vi ® Vi, ® Cons[E]) £ 0.
(2) L’ensemble Co(Xpac)t est l'adhérence de Co(Xpac)™™ dans Pic(g(C (Xpac)-
(3) On allg(E) = pr (("¢) " (Co(Xpac)")).

Démonstration. — Par définition, pour (u1,v,7) € NGy X AH 4 X Qxo, le fibré en droites
L, est dans le cone semi-ample Cg(X gec)’ si et seulement 8’1l existe un entier n > 1
tel que (nu,nv,nr) € A* x A* X Z et X*(Lpynvnr) 7 0. Cette derniére assertion est

em VK contienne un élément non

équivalente a ce que Uespace vectoriel HO(X, LZ™

nul, pour un certain m > 1. Ceci provient de la définition de I’ensemble X™(L,,,, nynr)-
Quitte & multiplier n par m, on peut supposer que I'espace vectoriel HO (X, L, nynr) €
est non nul. Le K¢-module H? (P(E & C), £,,) est isomorphe au Kc-module Cg,,,[F]
des polynomes sur E de degré inférieur ou égal a nr (qui est bien un entier positif, car
L., est semi-ample dans Pic(P(E @ C))).

D’aprés le théoréme de Borel-Weil, nous savons que pour tout v € A*, H'(X, L,,)

est isomorphe, en tant que Kc-module, a V.*,. Nous obtenons donc
H0<X7 ‘Cnﬂan%nr) g V’V;;,L ® V’V;,kV ® C<nr [E]'

Ceci prouve la premiére assertion.

Par définition, nous avons Co(Xgec)™™ = Co(Xpac)™ N7 (NG, X AG.y X Qo).
On remarque que, pour tout 4 € Ag , ., tout r € Q5 et tout n € N* tels que (nu,nr) €
N XZ,yona (Vy, @Vi_ W& CanrE])¥e # 0, car il contient le sous-espace (V' @

(—wop) © C)¥e #£ 0, ot wy est le plus élément du groupe de Weyl de K relativement
a T. Par conséquent, £, . est dans Co(Xgec)™. Et la seconde assertion découle
du Théoréme 5.2.4.

Enfin, d’aprés la définition de Ilg(E) et grace a l'assertion (1), il est clair que I'image

de (7%¢)1(Cqo(Xpgac)™) par la projection pr est exactement I'ensemble [g(E). O

Remarque 5.2.9. — D’apreés le Théoréme 5.2.4, nous savons que Co(Xgac)™t est un
cone convexe polyédral fermé de Pic™ (X ggc). Puisque 75¢ est une projection linéaire
entre espaces de dimensions finies, (75¢) ™1 (Cq(Xpac) ') est également un cone convexe
polyédral fermé de Af x Aj X Q. On en déduit, par la Proposition 5.2.8 (3), que Ilg(£)
est un cone convexe polyédral fermé de Ag X Ag, comme projection linéaire du cone
convexe polyédral fermé (75¢) ™1 (Cp(Xpac)™).

Remarque 5.2.10. — Dans la preuve de 'assertion (2) de la Proposition 5.2.8, nous
avons en fait prouvé que (75¢)71(Cq(Xpac)™) est non vide, donc Ilg(E) est lui aussi
non vide. Cette derniére propriété se voit facilement puisque (0, 0) appartient a Ilg(E).
En outre, puisque 75¢ est une application linéaire entre deux espaces vectoriels de
dimensions finies, il est clair que Cg(Xggc)™ est d'intérieur non vide dans Picg‘C (Xpac)
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si et seulement si le cone convexe (75¢) 71 (Cy(Xpac)™) est d’intérieur non vide dans
NG X Ao X Q.

Nous allons décrire plusieurs propriétés géométriques de ensemble Ilg(E). La plus
importante pour notre étude donne une condition équivalente a ce que Ilg(E) soit
d’intérieur non vide. Cette propriété sera en effet trés utile pour déterminer un ensemble
fini d’équations définissant le polyeédre convexe C(Xpggc)™ (cf section 5.3).

Soit U le radical unipotent de B et U~ le radical unipotent du sous-groupe de Borel
B~ opposé a B et contenant T¢. On considére 'action de K¢ x K¢ sur K¢ x E définie,
pour tout (ki, ke) € K¢ x K¢ et tout (k,v) € G x E, par

(k1, ko) - (k,v) := (kikky ', C(ky)v),

ainsi que l'action induite sur C[K¢ x E]. Comme T¢ X T¢ normalise le sous-groupe
UxU~ de K¢ x K¢, la derniére action induit une action de T x Te sur C[K¢ x E]V*V™.
Nous noterons Ilz(E) I'ensemble des points entiers de Ilg(E).

Théoréme 5.2.11. — Soient E& une représentation complexe de K¢, associée au mor-
phisme de groupes ¢ : K¢ — GLc(E), et (u,v) € (A%)2.

(1) Hg(E) = Qs - Hz(E).

(2) Lintérieur de llg(E) est non vide dans NG X Ay si et seulement si ker(¢) est
fini.

La démonstration du point (2) nécessitera ['utilisation du lemme suivant.

Lemme 5.2.12. — Soit X une variété algébrique affine sur C sur laquelle agit algé-
briquement un tore Tc. Notons z(X) le monoide des poids de T dans C[X]. Alors
la codimension de Ilg(X) := Qs - Hz(X) dans Aj est égale a la dimension du noyau
de Uaction de T sur la variété X.

Preuve du Lemme 5.2.12. — Nous identifions toujours le réseau des poids A* avec le
groupe des caractéres de T¢.

Soit A un sous-groupe a un parameétre de T¢ dont 'action est triviale sur X (c’est-
a~dire son image est dans le noyau de 'action de Tt sur X). Alors clairement \ agit
trivialement sur l'algébre C[X] des fonctions réguliéres sur X. Par conséquent, pour
tout poids p de Ilz(X), on a (\, u) = 0.

Réciproquement, soit A un sous-groupe a un parameétre de T¢ tel que (A, 1) = 0 pour
tout poids p de IIz(X). Cela signifie donc que A laisse fixe toute fonction réguliére de
C[X]. Or, comme X est affine, C[X] sépare les points. On en déduit que 'action de
A sur X fixe tous les points de X. D’oul I'image de A est contenue dans le noyau de
I’action de 1¢.

On en conclut que la dimension du noyau de 'action de T sur X est égale a la
dimension de l'orthogonal de Ilp(X), qui est elle-méme égale a la codimension de
Mg (X) dans Ag. O

Nous pouvons maintenant commencer la preuve du théoréme.
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Preuve du Théoreme 5.2.11. — La premiére assertion découle directement du fait que
Ilg(E) est un cone dans (Af)?, d’aprés la Remarque 5.2.9.

Le reste de la preuve est inspirée de la preuve de [MRO7, Proposition 3|. Par le
théoréme de Frobenius, le K¢ X Kc-module C[K¢| se décompose en une somme directe
de sous-espaces stables

ClKd = P VeV,
VENL
ou, pour tout v € A%, l'action de K¢ x K¢ sur V, ® V" est définie par
(k1,k2) v @@ = (k1 -v) ® (k2 - ),
pout tout (ki,ks) € K¢ x K¢ et tout (v, ) € V,, x V', et étendue par linéarité a tout

V, @ VI
Par conséquent, nous obtenons

C[Ke x E)V*V" = (C[K¢] ® C[E)V*V = ( Prveve C[E])UXU

=PV, ecE) oV,

*
V€A+

ot T¢ agit sur VU™ par le caratére —v. En ce qui concerne laction de T¢ x Tg, chaque
sous-espace (V, @ C[E])Y @ VU™ est stable, avec la premiére composante de T x Tg
agissant sur (V, ® C[E])Y, la seconde sur VU .

On en déduit que I'ensemble des poids de T¢ x Te sur C[K¢ x E]V*U" est égal a
ensemble des couples (p, —v) € (A*)? ot (p, v) € (A%)? sont tels que p est un poids de
Te sur (V, ® C[E])Y, autrement dit, V,, C V, ® C[E]. Et cette assertion est équivalente
a (Vi@ V, ®ClE]) e #0, cest-a-dire, (1, —wov) € Mz(E).

L’application [ : (u,v) € (AH)? = (i, wov) € (AG)? est clairement un isomorphisme
Q-linéaire, qui induit une application Z-linéaire bijective de (A*)? dans lui-méme. Ainsi,
I’ensemble des poids de T¢ x T dans C[K¢ x E]Y*V" est égal a I'ensemble [(I1z(E))
des points entiers de [(IIg(E)).

Maintenant, puisque Ilg(E) = Qs -z (E) et [ est un isomorphisme, la codimension
de TIg(E) dans (Af)? est égal a la dimension du noyau de l'action de Tg x T sur
la variété (K¢ x E)//(U x U™), d’aprés le Lemme 5.2.12. Par conséquent, Ilg(FE) est
d’intérieur non vide dans (A*)? si et seulement si le noyau de I’action de T x T sur
(Kc x E)//(U x U™) est fini.

Les actions de U et U™, induites par 'action de K¢ X K¢ sur K¢ X E, commutent.
On a donc

Clie x I = ((Clkel o ClB)") = (T’ o CIE]) |

puisque U~ agit trivialement sur E' et donc aussi sur C[E]. Cependant, BU~ est ouvert
dans K¢, donc C[K¢|Y s’injecte canoniquement dans C[B] en tant que B-modules,
pour l'action & gauche de B. En général, ces deux algébres ne sont pas isomorphes,
sauf si K¢ est un tore. Cependant, leurs corps de fractions sont isomorphes, puisque B
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s’identifie & un ouvert affine de Kc/U. On en déduit que C(K¢ x E)Y*V" est isomorphe
a C(B x E)V comme T¢ x Te-module.

De plus, B est le produit semi-direct des groupes U et T¢, ou T¢ normalise U. Donc il
existe un isomorphisme T¢ x Te-équivariant canonique entre C(B x E)Y et C(T¢ x E),
ou T¢ x Tt agit sur Tr X E par une action analogue a celle de K¢ x K¢ sur K¢ x E. D’ou,
(K¢ x E)//(U x U™) est birationnellement T¢ x Te-équivariant a la variété Te x E.

Maintenant, on voit clairement que le noyau de 'action de T x T¢ sur T¢ X E est
fini si et seulement si le noyau de l'action de T¢ sur E est fini, c’est-a-dire, ker(¢|z.)
est fini. En effet, comme Tt est abélien, on peut aisément prouver que ces deux noyaux
sont canoniquement isomorphes.

Il reste donc a prouver que le groupe ker ¢ est fini si et seulement si ker((|r,.) est
fini. La premiére implication est évidente.

Supposons donc que ker(C|z.) est fini, autrement dit, ker(¢) N T¢ est fini. Soit S
un tore maximal de ker ¢ et S un tore maximal de K¢ contenant S. Puisque K¢ est
réductif, S est conjugué a T, donc S est conjugué a un sous-tore de Te. Or ker ¢ est
un sous-groupe distingué de K¢, par conséquent S est conjugué a un sous-groupe de
ker ( N T, qui est fini. Donc S est trivial et ker ¢ est fini. Ceci conclut la preuve de
'assertion (3). O

Comme conséquence du théoréme précédent, nous obtenons une condition nécessaire
et suffisante pour que C(Xgac)™ soit d’intérieur non vide. C’est 1'énoncé du corollaire
suivant. Ce corollaire est lui-méme conséquence de la propriété suivante de Co(Xgac)™.

Lemme 5.2.18. — Pour tout triplet (u,v,r) € (75¢)"1(Co(Xpac)™) et tout 1’ € Q,
sir’ =1 alors (p,v,r') est aussi dans (75¢) "1 (Co(Xpec)™).

Démonstration. — Soit (u,v,r) appartiennant a (75¢)~1(Cq(Xgac)t), alors il existe
un entier n > 1 tel que (np,nv) € (A*)?, nr € Z et (V;, @ Vi, @ Cope[E]) e # 0. 1
est clair que, pour tout m > 1, le Ke-module V¥, ® V', ® C,,[E] est contenu dans
Vi, @ Vi, @ Capmreny[E]. Par conséquent, (Vi @ V¥, @ Copm(r+1)[E])*® # 0. Donc,
pour tout d > 1, (u, v, m(r + 1)) est aussi dans (75¢)71(Cy(Xpgac) ™). De la convexiteé
de (7€)1 (Co(Xpac)™) dans Af x Af x Q, comme 741 > 0, on en déduit que (p, v, 1)
appartient a (75¢)™!(Co(Xgac)™) pour tout rationel r’ > r. O

Corollaire 5.2.14. — Les cones convezes polyédraur Co(Xpac)™ et Co(Xpec)™

sont d’intérieur non vide si et seulement si ker  est fini.

Démonstration. — Tout d’abord, il faut remarquer que Cgp(Xpaec)t™ est d’intérieur
non vide si et seulement si Co(Xggc)™ est d’intérieur non vide, puisque Co(Xpggc)™
est adhérence de Co(Xpggc)™™ dans Pic(g(C (Xgac), d’aprés la Proposition 5.2.8 (2).

De plus, d’aprés le Théoréme 5.2.11 et la Remarque 5.2.9, il est suffisant de prouver
que le cone convexe polyédral (77¢) ™ (Cy(Xggc)™) est d’intérieur non vide dans A, x
NG X Q si et seulement si Ig(F) est lui-méme d’intéreur non vide dans A X Ag.
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Tout d’abord, on sait que Ilg(E) est la projection linéaire de I'ensemble convexe
(7Ke) "1 (Co(Xpac) ™), d’apres Passertion (1) de la Proposition 5.2.8. Par conséquent,
si (m7¢) 7! (Cp(Xpac)™) est d'intérieur non vide dans A x A x Q, alors I'intérieur de
IIg(F) est aussi non vide.

Réciproquement, supposons que l'intérieur du cone convexe (75¢)~1(Co(Xpac)™)
est vide. Comme il s’agit d’un ensemble convexe, il est donc contenu dans un certain
hyperplan H, défini par 1’équation

f1(&1) + fa(§2) +ax =0, (61,82, 1) € A X Ao x Q,

avec fi, fo deux formes linéaires rationnelle sur Ag et a € Q.

Mais, d’aprés le Lemme 5.2.13, si (i, v,7) appartient a (75¢)™1(Co(Xgec)™), alors
pour tout rationnel v’ > 7, on doit aussi avoir (u,v,r’) € (75¢)"H(Co(Xpac)™). Cela
donne donc

filp) + fo(v) +ar =0 = fi(p) + fo(v) +ar,

pour tout rationnel 7’ > r. On en déduit que a = 0, puisque (75¢) ™1 (Co(Xpac)t) est
non vide d’apreés la Remarque 5.2.10. Alors, au moins une des deux formes linéaires f;
ou f5 est non nulle. De plus, tout (u,v) € llg(F) vérifie 'équation

fi(p) + fo(v) = 0,

puisqu’il doit exister r € Qs tel que (i, v,r) est dans (7%¢)~1(Co(Xpac)T), d’apres
la Proposition 5.2.8 (3). On en conclut que IIg(E) est inclus dans un hyperplan de
NG X Ng et, dong, il est d’intérieur vide. [l

5.2.7. Critére numérique de Hilbert-Mumford. — Fixons un fibré £ dans
Picke (X). Pour un point € X et un sous-groupe a un paramétre A de Kc, la limite
lim; o A(t) -  peut étre définie comme suit : puisque X est projective, I'application
rationnelle f : ¢ € C* — A(t) -z € X peut étre prolongé en une application algébrique
f:P' = X. On posera alors limy_,g A(t) - 2 = £(0).

Si on note z = limy g A(¢) - x, ce point z est alors fixé par I'image de A dans K,
¢’est-a-dire, 'action induite de C* sur X par l'intermédiaire de A laisse fixe z. Comme
L est G-linéarisé, le groupe C* va alors agir sur la fibre £,. Cette action définit un
élement p(z, \) de Z, par A(t) - v = t~#“@Ny, pour tout ¢ € C* et tout v € L,.

On peut facilement vérifier que les nombres pu*(x, \) vérifient les propriétés sui-
vantes :

(1) p*(g-x,g-A-g") = p*(x, A), pour tout g € K,
(2) Tapplication £~ p*(z, \) est un morphisme de groupes de Pic*(X) dans Z.
(3) pour tout n € N, on a p*(z,n)\) = nu*(z, \),

ol nA est le sous-groupe a un paramétre de K¢ défini par (nA)(t) := A(t"), pour tout
teC.
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Définition 5.2.15. — Un sous-groupe a un paramétre \ de K¢ est dit indivisible si,
pour tout sous-groupe a un paramétre N de K¢ et tout entier n > 1, n\’' n’est pas égal
a A

Ces nombres p“(z,)\) donnent une caractérisation de I’ensemble des points semi-
stables de X pour L. En effet, d’aprés [MFK94|, dans le cas ample, et [Res10| (Lemme
2) dans le cas semi-ample,

€ X¥(L) <= p“(x,\) <0, pour tout A sous-groupe a un paramétre de K.

On remarque que I'on aurait pu seulement considérer les sous-groupes a un paramétre
indivisibles de K¢ dans I’équivalence écrite ci-dessus, d’aprés 1'assertion (3).

A un sous-groupe a un paramétre A de K¢, on peut associer le sous-groupe parabo-
lique

P(\) = {g € Kc; lg% A(t) - g+ At)™! existe dans KC} .

Notons K2 le centralisateur de I'image de A dans K¢. Ce groupe K2 est un sous-groupe
de Levi de P(\). De plus, si g € P()), alors I'élément g = lim;_,q A(t) - g - A(t)™! € K¢
est un élément de K. Enfin, pour g € P(\), on a u“(x,\) = p“(z,9- X - g71).

Nous aurons, dans la suite, besoin de calculer la valeur de p“(z,\) pour certains
points x de la variété produit X, = K¢/B x K¢/B x P(M), ou M est une repré-
sentation complexe de K. Les trois énoncés suivants répondent a cette question. La
premiére proposition est un résultat bien connu.

Proposition 5.2.16. — Si (X1,L1) et (Xa, L2) sont deux variétés munies de fibrés
en droites Kc-linéarisés, alors

M£1®£2(('x17$2)7 \) = ,ucl(xl, A) + Tas (72, M),

pour tout (xq1,x2) € X1 X Xs.

Remarque 5.2.17. — En particulier, pour tout entier n > 1, on a %" (x,\) =
nu“(x, \) pour tout fibré en droites £ € Pic®¢(X), tout sous-groupe a un paramétre
A de K¢ et tout point x € X. Ceci nous permet de définir la valeur de p®(x, \) pour
les fibrés rationnels, en posant, pour tout £ € Pic’c(X)q,
n
TR

B, \) = —2
p= (s A) .

ofl n est un entier strictement positif tel que L& € Pic"c(X).

Pour les deux prochains lemmes, nous supposerons que A est maintenant un sous-
groupe a un parameétre de 7.

Lemme 5.2.18. — Soit w un élément du groupe de Weyl W et v un caractere de B.
Alors p“*(w™'B/B, \) = (w\, v).
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Démonstration. — L’élément w™'B/B de Kc/B est un point fixe de Paction de T¢
sur K¢/B. Par conséquent, la valeur de p“(w='B/B, \) provient de 'action de \ sur
la fibre au-dessus de w™'B/B.

Soit z € C_, et t € C*. Alors, par définition de 'action de K¢ sur £, = G xg C_,,
nous avons A(t) - [wt 2] = NHw™, 2] = [wH (wA(t)w™?),2]. Or, w est un élément
du groupe de Weyl W = W (K¢; Tr) et A(t) est un élément de T, donc wA(t)w™! est
dans Tc C B. On en déduit

M) - [w™ 2] = [w ™ (wA(w™) - 2] = [w ™!t e] = w0,

ce qui signifie que p% (w™'B/B,\) = (w\, V). O
Lemme 5.2.19. — Soit M une représentation complexe non nulle de Kc¢. Soient v €
M non nul et n € Z tels que, pour tout t € C*, on ait A(t) - v = t"v. Alors, pour tout
k>0, on a p([v],\) = nk, ot [v] est la classe de v dans P(M).

Démonstration. — Puisque A(t) - v = t"v pour tout ¢t € C*, le point [v] de P(M) est
fixé par A(C*). 1l suffit donc de déterminer I'action de A(C*) sur la fibre au-dessus de
[v] dans Lj. Soient z € C et t € C*. Alors

)‘(t> ’ [U,Z] = [/\(t> ’ U7Z] = [tnU’Z].

Or, par définition de laction de C* sur M \ {0} x Cj utilisée pour définir £; =
M\ {0} x¢+ Cy, nous avons [av,a*z] = [v, 2] pour tout a € C*. Par conséquent, nous
avons aussi [av, 2] = [v,a¥z] pour tout a € C*. Et en particulier pour a = t" # 0, cela
donne

At) - [v, 2] = [t", 2] = [u, (") *2] = [v,t7"*2].
On en conclut que p**([v],\) = nk. O
5.2.8. Paires bien couvrantes. — Cette notion a été introduite par Ressayre dans

|[Res10|. Elle permet de donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’'un élé-
ment £ € Pic™c(X)* (resp. £ € Pic™c(X)*) soit dans le cone ample Cp(X )™ (resp.
cone semi-ample Cp(X)T), en termes d’'inégalités linéaires.

Nous supposerons dans ce paragraphe que X est une variété projective lisse. Cette
propriété sera vérifiée pour toutes les variétés que nous considérerons dans la suite,
puisque nous ne rencontrerons que des produits de variétés des drapeaux.

Dans la suite, si A est un sous-groupe & un paramétre de K¢, on notera X* I’ensemble
des points de X fixés par le sous-groupe A\(C*) de K.

Définition 5.2.20. — Soit A un sous-groupe a un paramétre de K¢ et C' une com-
posante irréductible de X*. Soit C* = {z € X ; lim; o \(t)x € C}. Considérons
I'application Kc¢-équivariante suivante :
n: KexppyCt — X
g, z] — g- .
La paire (C, \) est dite couvrante (resp. dominante) si 1) est une application biration-
nelle (resp. dominante). La paire (C, \) sera bien couvrante si elle est couvrante et s’il
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existe un ouvert P(\)-stable 2 de C'* intersectant C' tel que 7 induise un isomorphisme
de K¢ X p(y) {2 sur un ouvert de X.

Pour un fibré £ € Pic®¢(X) et un sous-groupe a un paramétre A de K¢ fixés,
Iapplication z ++ p“(x, \) est a valeur dans Z. Pour une composante irréductible C' de
X* la valeur de p“(x, ) provient de l'action rationnelle de C* sur la fibre au-dessus
de » € C. La valeur de p“(x,\) ne dépend pas de I’élément z choisi dans C, ce qui
permet de définir le nombre 1“(C, \). Remarquons, de plus, que p*(x, \) ne dépendra
pas non plus de z € C* et vaudra aussi p*(C, \).

Lemme 5.2.21 (|[Res10|, Lemme 3). — Soit (C,\) une paire dominante et L €
Co(X)T. Alors u*(C,\) < 0.

Ce premier résultat ne donne qu’une condition nécessaire pour qu’un fibré en droites
soit dans le cone semi-ample : si un fibré £ € Pic (X )5+ appartient a Cgp(X)™, alors
w=(C, \) < 0 pour toute paire dominante (C, \). La proposition suivante assure que la
réciproque est vraie, grace a l'usage primordial des paires bien couvrantes.

Théoréeme 5.2.22 (|[Resl0|, Proposition 4). — Supposons que X est une variété
projective lisse. Alors le cone ample Co(X)™ (resp. semi-ample Co(X)1) est 'en-
semble des L € Pic"(X){t (resp. £ € Pic"°(X){) tels que pour toute paire bien
couvrante (C, \), on ait p*(C,\) < 0.

Pour un certain type de variétés X, comprenant les variétés de la forme X,;, avec
M une représentation complexe de K¢, nous pouvons obtenir un ensemble plus petit
d’équations déterminant le cone ample de X. Dans 1’énoncé suivant, Kc est un groupe
réductif complexe contenant K¢ et Q est un sous-groupe parabolique de Ke.

Théoréme 5.2.23 (|[Res10], Théoréme 3). — Soit la variété X = K¢/B x K¢ /Q.
Supposons que Co(X)T soit d’intérieur non vide dans Pi(:g(C (X). Soit un fibré L €

Picg‘c(X)++. Alors L est dans Co(X)™ si et seulement si pour toute paire bien cou-
vrante (C, ) de X telle qu’il existe v € C vérifiant (K¢)S = A(C*), on a p*(C, ) < 0.

Remarque 5.2.24. — On peut noter que, pour tout sous-groupe & un paramétre A
de K¢ et tout ¢ € Kg¢, ensemble des points fixes de ghg~! dans X est X9 ' =
g - X?*, et C est une composante irréductible de X* si et seulement si g - C' est une
composante irréductible de X9 . Ainsi, nous pouvons appliquer les assertions (1) et
(3) du paragraphe 5.2.7 pour montrer qu’il est suffisant de considérer, dans les énoncés
des Théorémes 5.2.22 et 5.2.23, uniquement les paires bien couvrantes (C,\) avec A

sous-groupe a un parameétre dominant indivisible de T¢.
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5.3. Réduction de la redondance des équations

Le but principal de ce chapitre est de déterminer un ensemble d’équations déter-
minant complétement le polyédre moment Ag (K - A x E), pour certaines représen-
tations complexes E de K. Le Lemme 5.1.6 et la Proposition 5.2.8 nous aménent a
considérer le cone semiample Co(Xgec)t et ses équations. Rappelons que Xgge =
Kc/B x Kc/B x P(E @ C) a été définie en section 5.2.1.

Par le Théoréme 5.2.22, nous obtenons un ensemble d’équations qui déterminent
le cone semiample Co(Xggc)™. Ses équations sont indexées par les paires bien cou-
vrantes de la variété Xpgqc. Cependant, cet ensemble d’équations est infini, et ceci pose
probléme pour appliquer la projection linéaire au cone semi-ample afin d’obtenir des
équations pour le cone convexe polyédral Ilg(£). Nous allons consacrer cette section
a montrer que le cone convexe polyédral Co(Xpgec)™ peut finalement étre décrit par
seulement une partie finie des paires bien couvrantes de la variété Xpggc. Ici, nous
porterons tout particuliérement notre attention aux sous-groupes a un paramétre.

Dans cette section, K désignera un groupe de Lie réel compact connexe, T un tore
maximal de K, K¢ et Tt leurs complexifiés respectifs avec Tz C K¢, B un sous-groupe
de Borel de K¢ contenant T¢ et ¢ : K¢ — GL¢(F) une représentation algébrique
complexe de K¢ de noyau fini. Nous allons étudier les paires bien couvrantes de la
variété Xgac.

5.3.1. Description des paires de Xpggc. — Soit f € Wr.(E) un poids de T¢ dans
E. On définit le sous-espace de poids associé

Eg:={ve E; d{(H)v = B(H)v, pour tout H € t¢},
et, pour tout k € Z et tout A sous-groupe a un parameétre de Tt,
Expi={ve E;\t)-v=thv, vt € C}.

On peut remarquer que Eyo = E* est le sous-espace de F des vecteurs fixés par \.
Fixons maintenant un sous-groupe a un paramétre A dominant de 7. Nous noterons
a nouveau W le groupe de Weyl W (K¢;T¢), P = P()) le groupe parabolique associé
a X dans K¢ et W), le groupe de Weyl du Levi K2 de P.
Il est clair que X* = (K¢/B)* x (Kc¢/B)* x P(E)*. Les deux premiers termes sont
de la forme

(Ke¢/B) = |J KwB/B.
weW\\W
Nous aurons également, de maniére évidente, P(E)* = (J,,.; Cm, oit Cy, = P(E\ ),

pour tout m € Z, et Cy = P(C @ E?*). Pour (w,w’,m) € W/Wy x W/W, x Z, nous
définissons

C(w,w',m) = Kpw 'B/B x K¢w'™'B/B x C,,.
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Nous mettons des ~! pour garder la notation utilisée dans [Res10|. Mis ensemble,
cela nous donne
XN = U C(w,w',m),

w,w' €W/Wy
meZ

oit chaque C'(w,w’,m) est une composante irréductible de X*.

5.3.2. Sous-groupes a un parameétre admissibles. — Dans ce paragraphe, nous
adaptons a nos besoins la définition de sous-groupe a un parameétre admissible donnée
dans [Res10, section 7.3.2].

Définition 5.3.1. — Soit M un T-module. Un sous-tore de T¢ est dit M-admissible
s'il existe v € M tel que S soit la composante neutre du stabilisateur (71¢), du point v
de M.

La proposition suivante donne une définition équivalente de sous-tore M-admissible.

Proposition 5.3.2. — Un sous-tore S de T est M-admissible si et seulement s’il est
la composante neutre de l'intersection des noyauzr d’une famille finie de caractéres de
T(C de M.

Démonstration. — En effet, si on fixe (uy,...,u,) une base de M formée de vecteurs
propres communs a l’action de T sur M et si on note y; le caractére de T associée
a l'action de T¢ sur Cu;, alors, il est clair que, pour tout z = »"" | z;u;, on a (I¢), =
mi t.q. 2,40 ker x;. O]

Remarque 5.3.3. — Lorsque 1'on considére un sous-groupe a un parametre A de T¢,
son image A(C*) est un sous-tore de T¢. En conséquence, on dira qu’un sous-groupe a
un paramétre A de T est M-admissible si le sous-tore A(C*) de T¢ est M-admissible.

On peut remarquer qu’un sous-groupe a un paramétre \ de T s’identifie canoni-
quement a son générateur dans ’algebre de Lie t¢, que 'on notera également A. Ainsi,
A sera M-admissible si et seulement si CA C t¢ est égal a l'intersection dans tc des
noyaux d’'une famille finie de poids de Wr.(M).

Remarque 5.3.4. — Si on utilise les notations de [Res10, 7.3.2|, S est admissible au
sens de Ressayre si et seulement si S est g/g-admissible, ou g/g est bien un Te-module.

Remarque 5.3.5. — Lorsque M est un Tg-module de dimension finie (comme C-
espace vectoriel), I’ensemble Wr, (M) des poids de T sur M est nécessairement fini.
Par conséquent, ’ensemble des sous-groupes a un parameétre indivisibles M-admissibles
de Tt sera lui aussi fini.

Le morphisme de groupes algébriques ¢ : K¢ — GLc¢(F) induit un morphisme
de groupes algébriques ¢ @ id¢ : K¢ — GLc(E @ C) canonique. L’algébre de Lie
glc(E®C) de GLc(E®C) est donc un K¢-module, pour I'action induite du morphisme
(®ide : Kc — GLc(FE @ C) et de I'action adjointe de GLc(E @ C) sur gl(E @ C).
C’est donc aussi un Te-module.
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Proposition 5.3.6. — Soit (C,\) une paire de Xpgc. S’il exviste x € C tel que
(Kc)S = MC*), alors X est gle(E @ C)-admissible.

Démonstration. — Par commodité, on pose K¢ = GLc(E @ C). Puisque P(E &
C) est un espace k@—homogéne, nous pouvons identifier Xpac a la variété X =
K¢/B x K¢/B X KC/Q, ot Q est le stabilisateur dans K¢ d’'une droite de E @& C.
Cette identification est K¢-équivariante, par l'intermédiaire du morphisme de groupes
¢ @®ide : K¢ — Ke. A la paire (C,\) correspond la paire (C,\) de X et & z on
associe le point #, qui aura forcément méme stabilisateur que z. L’ensemble C' est
une composante irréductible de X*, il s’agit donc d'un C (w,w’,w), pour un triplet

(w,w', ) € W/Wy x W/Wy x WQ\W/WP Le point Z s’écrit donc

7 = (qwB/B,g'w'B/B, §Q/Q).
Nous pourrions conclure directement, en appliquant [Res10, Lemme 17], si C (w,w', W)
était une variété des drapeaux compléte, autrement dit, si Q était un sous-groupe de
Borel de K. Ici, ce n’est pas le cas en général (il s’agit d’'un sous-groupe parabolique
maximal d'un GL).

Soit B un sous-groupe de Borel de K¢ contenant ¢ @ id¢(B). Quitte a changer le
sous-groupe a un parameétre Q, on peut supposer BcC Q Cela est toujours possible
car le sous-groupe de Borel B de K¢ doit au moins avoir un point fixe dans I'espace
projectif P(E@®C). Il suffit alors de prendre pour (Q le stabilisateur du point de P(E®C)
fixé par B.

Prenons maintenant w; un élément quelconque de la double classe w € WQ\W / Wp,
et considérons la composante irréductible C'p(w,w’,1) de K¢/B x K¢/B x K¢/B.
Nous allons montrer qu'il existe un élément 75 de Cp(w, w', 1) qui vérifie (Kc)g, =
A(CH).

Pour ce faire, posons i 5 = (qw™'B/B, ¢w'"'B/B, ji7'B/B) € Cg(w,w', 1 ). Pre-
nons i un élément de (Kc)z,. Alors on a

h-(gqw'B/B)=gw 'B/B, h-(¢Jw' 'B/B)=d¢w 'B/B

et
h- (o7 'B/B) = gy ' B/ B.

Ce dernier point est équivalent a hgw;' € gy 'B. Par conséquent, on a hgw, IQ €
g7 tQ, cest-a-dire h- (g, 'Q/Q) = iy 'Q/Q, car B C Q. On en déduit que (Kc)z, C
(Kc)3. On obtient donc M(C*) C (K¢)3, C (Kc); = (Kc); = A(C”). Cela implique
que (Kc)z, = A(C") et, forcément, (Ké);é = A(C*). Or, la composante irréductible
C*é(w, w', ;) est une variété des drapeaux compléte de K2 x K2 x K’é On conclut la
preuve grace au Lemme 17 de [Res10]. O

Le théoréme suivant donne maintenant un ensemble d’équations du cone convexe
polyédral Co(Xpgec)™.
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Théoréme 5.3.7. — Soit (u,v,1) € Ny X No 1 X Qso. Alors (u,v,7) appartient a
(7Ke) "1 (Co(Xpac)™) si et seulement si

(WA, ) + (W', v) + mr <0, (5.3.1)

pour tout sous-groupe & un paramétre indiwvisible dominant gl(E @ C)-admissible A de
Tc et pour tout (w,w',m) € W/Wy x W/Wy x Z tels que (C(w,w',m),\) soit une
paire bien couvrante de Xgac.

Démonstration. — Ceci est la transposition de [Res10, Théoréme 9| au cas de la
variété Xpge = K¢/B % K¢/B x P(E @ C). Puisque Cg(Xgac)t est Padhérence de
Co(Xgec)™™ d’apres la Proposition 5.2.8, il suffit de le prouver pour Cgy(Xgac)™.

L’élement (p, v,7) € A, X Ay 4 X Qxo sera dans (7€) 71 (Co(Xpec)™) si et seule-
ment si le fibré en droites ample £,,,, = £, K L, K L, est dans Cy(Xpgec)™. Nous
avons, pour tout (w,w',m) € W/Wy x W/W, x Z,

Enr (Clw, ), N) = (G BB, X) + #E(GPwr B B,X) + 4 (Cony V)
= (W, ) + (WA, v) +mr.

Ceci provient de la Proposition 5.2.16, des Lemmes 5.2.18 et 5.2.19 et de la Remarque
5.2.17. Ceci nous donne donc I'équation p®*(C(w,w’,m), A).

Notons C le cone convexe polyédral de Ag . X A, X Qo défini par les équations
(5.3.1) pour tout sous-groupe a un parameétre gl:(E£®C)-admissible indivisible et domi-
nant A de Tt et pour tout (w,w’,m) € W/Wx W /Wy xZ tels que (C(w,w’,m), \) soit
une paire bien couvrante de X ggc. Montrons que C est égal a (75¢) "1 (Co(Xpac) ™).

Soit (u,v,1) € (75¢) Y Co(Xpgc)™), cest-a-dire perr (C(w,w';m),\) < 0 pour
toute paire bien couvrante (C(w,w’,m),\) de Xggc d’aprés le Théoréme 5.2.22. Or,
d’aprés ce qui a été vu dans le paragraphe précédent, cela signifie que (u, v, r) vérifie
I'équation (5.3.1) pour toute les paires bien couvrantes de Xpggc, donc il vérifie en
particulier cette équation pour le sous-ensemble des paires bien couvrantes (C, \) avec
A indivisible dominant gl (£ @ C)-admissible. Donc (u, v, ) € C.

Inversement, prenons un élément (u,v,r) € C. Soit (C(w,w’,m), ) une paire bien
couvrante de Xpggc telle quil existe z € C(w,w’,m) avec (K¢) = A(C*). D’apreés la
Proposition 5.3.6, A est gl (F & C)-admissible. Puisque (u, v, x,7) € C, cela signifie que
(u, v, r) vérifie 'équation (5.3.1) pour la paire bien couvrante (C(w,w’,m),\), c’est-
a-dire, le fibré L, vérifie 'équation p“#»(C'(w,w’,;m),A) < 0. On utilise cette fois
le Théoréme 5.2.23 pour conclure que L£,,,,, € Co(Xpec)™ . D’ou I'égalité des cones
convexes polyédraux C = (75¢) "} (Co(Xpac) ™). O

5.3.3. Admissiblité spéciale pour les paires (C(w,w’,0), A). — Nous allons voir,

dans ce paragraphe, que nous pouvons étre plus précis sur 'admissibilité d’un sous-

groupe a un paramétre A apparaissant dans une paire bien couvrante (C'(w,w’,0), \).
Nous nous inspirons du Lemme 17 de [Res10]| pour démontrer le résultat suivant.
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Proposition 5.3.8. — Soit S un sous-tore de Te. Nous considérons l'action de K2
sur la variété X' = KZ/B% x K&/B% x P(E® @ C). S'il eviste v € X' tel que la
composante neutre de (K2), soit égale a S, alors S est E-admissible.

Lemme 5.3.9. — Soient Y une KZ&-variété projective, et U un ouvert non vide de
KZ2/B% xY. Si goB® € m(U) C K&/B?, 'ensemble {y € Y; (goB°/B%,y) € U} est
ouvert dans K2/B% x Y.

Démonstration. — Si X1, X5 sont deux variétés, alors la projection m; : X7 x Xy — X
est réguliére, donc continue. Par conséquent, I'ensemble 7, ({a}) = {(a,b);b € X5}
est fermé dans X; x Xo. Ici, nous prenons X; = K2/B% et X, =Y.

On sait, de plus, que si X; et X, sont projectives, ce qui est le cas ici, alors les
projections canoniques 7 et my sont fermées

Fixons goB* € K&/B®. L’ensemble 7, *({goB°/B°}) est fermé dans K2/BS x Y.
Nécessairement, U° N 7y ({goB®/B°}) est un fermé de KZ/B% x Y. Puisque m, est
fermée, mo (U N7y ({goB°/B}) est un fermé de Y. Remarquant que

mU N ({90B°/B%}) = {y € Y3 (90B°/By) ¢ U},
on en conclut que son complémentaire
{y €Y;(90B”/B%y) €U}
est ouvert dans Y. O

Preuve de la Proposition 5.3.8. — Supposons qu'il existe € X’ tel que (KZ2)° = S.
Le tore S agit trivialement sur X', donc pour tout y € X'/, S est contenu dans le stabi-
lisateur de y dans K2. Or la dimension du stabilisateur en un point est une application
semi-continue inférieurement, donc la condition (KZ)S = S est une condition ouverte
dans X’. On note U l'ensemble des x de X tel que (K2)2 = S. Il est non vide par
hypotheése.

Vu que les éléments de K2 centralisent S, U est un ouvert Kg-stable de X'. Si on
note la K2-variété projective Y = K2/BY xP(ES®C) et m : K§/B% xY — K£/B°
la projection sur le premier facteur, alors clairement B € 7 (U). Ceci provient du fait
que U est non vide et qu'il est K2-stable. Par K2-homogénéité de K2 /B®, on a méme
m(U) = K2/B%.

D’aprés le Lemme 5.3.9, pour goB° = B®, 'ensemble

V= {(9B%/B% [v]) € K&/B% x P(E® & C): (B%/B®, gB° | B®. [v]) € U}

est un ouvert de K2/B® x P(E® @ C). On remarque que, pour tout (¢B%/B% [v]) € V,
la composante neutre du stabilisateur du point (B*/B%, gB°/B?, [v]) de X' est

(K&){ns /5 gn5/ms o)) = (KE)ps s N (KE)(gps/85 1))
= (BN (K2)(yps /851 - (5.3.2)
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Or, par hypothése, elle est aussi égale & S, puisque (B°/B*, gB%/B?, [v]) € U. L’équa-
tion (5.3.2) peut s’écrire maintenant

s °_
(BthS/BS,[vn) =5,

pour tous les éléments (¢gB°/B%,[v]) de 'ouvert dense V de K2/B* x P(E® @ C).
La composante neutre du stabilisateur dans B°/S d’un point de V est donc réduite a
I’6lément neutre. On en déduit que I'isotropie générique de B®/S agissant sur K2 /B x
P(ES @ C) est finie, puisque elle est finie pour tous les éléments de I'ouvert dense
V de K§/B® x P(E® & C). D’aprés la décomposition de Bruhat, la cellule ouverte
B3wyB®/B® de K£/B® est isomorphe a B®/T¢. Par conséquent, I'isotropie générique
de B%/S agissant sur B°/Tc x P(E® @ C) est finie.

Le groupe B est le produit semi-direct de U® par T¢, ot U est la partie unipotente
de B. Le sous-groupe U® est distingué¢ dans B et il agit librement sur B®/T¢ x
P(ES @ C). En effet, la décomposition de BY en produit semi-direct de U® et Tg
donne un isomorphisme US-équivariant entre B*/T¢ et U?, ou U® agit sur lui-méme
par multiplication & gauche. Remarquons que cet isomorphisme est également T¢-
équivariant pour I'action par conjugaison de T sur U®. Ceci implique que le tore T/ S
agit sur la variété quotient (B¥/Tx x P(E® @ C)) /US = P(E*®C) (identification T¢-
équivariante) avec isotropie générique finie. Donc, pour z € P(E® & C) générique, nous
avons (1¢)s = S.

Remarquons que E° est un ouvert K2-stable de P(E® & C). Par conséquent, pour
r € BS générique, nous avons (T¢)2 = S. En particulier, S est la composante neutre
du stabilisateur dans Tz d’au moins un = € E. On en conclut donc que S est E-
admissible. N

Remarque 5.3.10. — Nous pouvons aisément vérifier que ’ensemble des poids de T
dans gl(E & C) est

Wr.(glc(E® C)) = {8 - B8, 8" € Wr.(E)} UWr.(E).

Par conséquent, 'ensemble W, (E) est contenu dans Wr,.(gle(E @ C)). Ainsi, un sous-
groupe & un parameétre F-admissible de T¢ est nécessairement gl (E & C)-admissible.

Corollaire 5.3.11. — Dans [’énoncé du Théoréeme 5.53.7, parmi les paires bien cou-
vrantes (C(w,w’,0),\) de X telles que X est dominant glc(E @& C)-admissible indivi-
sible, nous pouvons éliminer toutes celles ou A n’est pas E-admissible.

Démonstration. — Soit (C(w,w’,0), ) une paire bien couvrante de Xpggc telle qu'il
existe z € C(w,w’,0) avec (K¢); = A(C*). 1l est clair que C'(w,w’,0) est isomorphe
de fagon Kp-équivariante a la variété X’ = K2/B* x K2/B*» x P(E* @ C). Donc
d’aprés la Proposition 5.3.8, A est E-admissible. En effet, nous avons A\(C*) C (K2)S =
(Kc)2 N K2 C (K)o = AC*). Donc (K2)2 = A(C*). Le reste découle a nouveau du
Corollaire 5.2.14 et du Théoréme 5.2.23. ]
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5.4. Equations du polyédre moment AT (K - A x E)

5.4.1. Les équations du polyédre. — Soit K un groupe de Lie réel compact
connexe, 7" un tore maximal de K, n la dimension de 7', (E, h) un espace hermitien de
dimension r et ¢ : K — U(FE) un morphisme de groupes de Lie de noyau fini tel que
I'application moment associée ®p : £ — €* (définie en section 5.1) soit propre. Cette
action se complexifie en ¢ : K¢ — GLc(F), qui est aussi de noyau fini. Remarquons
que le noyau de ( est fini si et seulement si le noyau du morphisme

g > ((g9)@ide

est fini. Nous allons donc pouvoir appliquer les résultats de la section 5.3.

Soit T¢ un tore maximal de K¢ contenant T et B un sous-groupe de Borel de K¢
contenant Tg. Rappelons que nous avons défini la variété Xpec = Kc/B X K¢/B X
P(E @ C), ou I'action de K¢ sur P(E @ C) est induite de l'action linéaire ¢ @ id¢ de
K¢ sur E @ C. L’action de K¢ étant triviale sur le facteur C, 'ensemble Wy (E & C)
contiendra le poids nul.

On rappelle que 'ensemble des poids Wy, (E) engendre t* si et seulement si ker ¢ est
fini.

Le Théoréme 5.3.7, le Corollaire 5.3.11 et la Remarque 5.2.24 nous ameénent & définir
les deux ensembles de paires bien couvrantes suivants.

Définition 5.4.1. — On définit P(F) I'ensemble des paires (C'(w, w’, m), A) bien cou-
vrantes de Xpggc telles que A soit dominant gl (F @ C)-admissible indivisible et, pour
le cas ou m = 0, E-admissible.

On note Py(E) le sous-ensemble de P(E) formé des paires qui vérifient en plus m = 0
(les A qui apparaissent sont donc F-admissibles)

Remarquons que A\ est E-admissible si et seulement s’il est orthogonal a un des
hyperplans de t* engendrés par des poids de Wr.(E). De tels hyperplans existent car
Wr.(E) engendre t*. D’aprés la Remarque 5.3.5, comme E est de dimension finie, il
n’existe qu'un nombre fini de A dominants gl (F @ C)-admissibles indivisibles. Et pour
chacun de ces A, il n’y a qu'un nombre fini de paires (C, \) (bien couvrantes ou non),
car le groupe de Weyl W est fini. On en déduit que P(F) et Py(E) sont des ensembles
finis.

Rappelons la définition donnée en section 5.1 de ’ensemble Ilg(E),

lg(E) = {(M, v) € (Ng4)?

dn > 1 tel que (nu,nv) € (A*)?,
et (Vi @ Vi, @ C[E])" #0

L’énoncé suivant est I’élément-clé pour obtenir un ensemble d’équations de IIg(F) a
partir de celles de Co(Xpac)™.
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Théoréeme 5.4.2. — Soit M une représentation complexe de K¢ telle que le poids
nul appartienne ¢ Wr.(M), et considérons la variété Xy. Soit (w,w',m) € W/Wy x
W /Wy X Z tel que la paire (C(w,w’,;m), \) soit bien couvrante dans X ;. Alors m < 0.

La preuve de ce théoréme utilise des outils complétement différents de ceux qui ont
été présentés jusque-la, nous la reportons donc au Chapitre 6. Dans le cas présent,
c’est-a-dire lorsque M = E @ C avec action triviale de K¢ sur le facteur C, la condition
0 € Wr.(FE @ C) est clairement remplie.

Nous pouvons maintenant énoncer et prouver le résultat nous donnant un ensemble
d’équations du cone convexe polyédral IIg(E). Notons pr : Aj X Aj x Q — Aj X
Ay la projection linéaire canonique. La Proposition 5.2.8 montre qu’alors g(E) =
pr ((75e) "1 (Co(Xgec)T)). Cela signifie quun élément (u,v) € (A}, )?* appartient a
Ig(E) si et seulement s’il existe un rationnel 7 tel que le fibré Kc-linéarisé L, ,
appartienne & Co(Xgac)™-

Théoréme 5.4.3. — Soit (u,v) € (N )?. Le couple (p,v) appartient o Ig(E) si et
seulement si, pour toute paire (C(w,w’,0),\) de Po(E), on a

(WA, ) + (W', v) <0. (5.4.1)

Démonstration. — Soit C le cone convexe polyédral défini par les équations (5.4.1).
Montrons que C est inclus dans IIg(E).

Soit (p,v) € C. Par définition, (u,v) vérifie les équations (5.3.1), avec m = 0, pour
toute paire (C(w,w’,0),\) de Py(E). Soit (C'(w,w’,m),\) une paire de P(E)\Py(E),
c’est-a-dire, m # 0. D’aprés le Théoréme 5.4.2, entier m est négatif. Donc —m > 0,
puisque m # 0.

Nous définissons le rationnel

o =

{ (WA, ) + (WA, v) }
max .
C(ww’' ,m)eP(E)\Po(E) —m

Ce maximum existe, car ’ensemble P(FE) est fini, et est bien rationnel car chaque
(wA, uy + (W', V) est rationnel. Quitte a le remplacer par max{rg, 1}, on peut sup-
poser que ry est strictement positif. Nous avons donc, pour tout (C(w,w’,m),\) €
P(E)\Po(E), 'inégalité (wA, u) + (w'\,v) < (—m)ry, car —m est strictement positif.
Donc (w, p) + (w' A\, vy + mry < 0. Combiné a ce qui a été dit au premier paragraphe,
on en déduit que

(WA, ) + (W', v) +mry <0

pour toute paire (C(w,w’,m),\) de P(E), et le Théoréme 5.3.7 montre que L, ,
appartient & Co(Xpec)t, ce qui signifie que (i, v) est un élément de Ilg(£). D’ou
CC HQ(E)

Réciproquement, soit (u,v) € Ilg(E). Il existe donc un rationnel positif r tel que
Luvr € Co(Xpac)™. Clest-a-dire, (u, v, r) vérifie 'inégalité (w, p) + (W', v) +mr <
0 pour toute paire (C(w,w’;m),\) de P(E). En particulier, le couple (u,r) vérifie
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I'équation (wA, ) + (w'A,v) < 0 pour toute paire (C'(w,w’,0),A) de Py(E). Ce sont
les équations (5.4.1). On en déduit IIg(E) C C. Cela termine la preuve du théoréme. [

Comme corollaire direct, nous obtenons un ensemble fini d’équations décrivant le
polyédre convexe AUT(K - A x E).

Corollaire 5.4.4. — Soit A € Ay . Le polyedre moment AGT (K - A x E) est égal
au polyédre convere

{€ € Ny (WA, &) < (wow'\, A) pour toute paire (C(w,w’,0),\) € Po(E)} .

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du Théoréme 5.4.3 et du Lemme
5.1.6. u

L’énoncé qui suit est un autre résultat géométrique qui découle directement du
corollaire précédent.

Corollaire 5.4.5. — Nous avons
AST(E) = {€ € Ny (WX, &) <O pour toute paire (C(w,w’,0),\) € Po(E)} .

Plus généralement, soit A € N central. Le polyedre moment AG™T (K - A x E) est
égal au polyedre convexe

{€ e NG5 (WX €= A) <O pour toute paire (C(w,w',0),\) € Po(E)} .
En particulier, on a AGT(K - A x E) = A+ AFT(E).

5.4.2. Paires dominantes dans les équations de AYT(K -Ax E). — D’un point
de vue théorique, 'utilisation des paires bien couvrantes permet d’obtenir un ensemble
d’équations pour le cone semi-ample 06 (Xgac) avec peu de redondance d’information.
Par ailleurs, lorsque la variété X est un produit K¢ /B X Ke / B de variétés des drapeaux
complétes, avec K¢ C K, [Res10, Théoréeme 10| prouve que cet ensemble d’équations
est minimal pour décrire le cone semi-ample Cp(X)™.

Malheureusement, en passant du cone Cg (Xpgc) au cone convexe polyédral Ig(E)
par projection linéaire, il est trés probable que de la redondance supplémentaire appa-
raisse dans les équations de Ilg(E) obtenues par les paires bien couvrantes de Py(E).

Néanmoins, en pratique, le calcul des paires bien couvrantes de la variété Xgec
peut se révéler fastidieux, car il fait intervenir une condition cohomologique forte, cf
Théoréme 6.1.1. On peut toutefois réduire la difficulté dans la recherche d’équations
de [Ig(E) si, d'un autre coté, on diminue nos attentes dans l'optimalité de 1'ensemble
des équations que l'on souhaite obtenir.

Lemme 5.4.6. — Soit (C(w,w’,0),\) une paire dominante de X ggc. Alors, pour tout
(n,v) € lg(E), on a

(WA, p) + (W', vy <0.
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Démonstration. — Soit (u,v) € Ilg(E). Il existe donc un rationnel positif r tel que
(i, v,0,7) appartienne a Co(Xggc)™, cest-a-dire, le fibré en droites £ := L,,, 0, ap-
partient & Cqp(Xgaec)™t. Or, d’aprés le Lemme 5.2.21, comme la paire (C'(w,w’,0), \) est
dominante, on doit avoir u*(C(w,w’,0),\) < 0. Cette derniére équation peut s’écrire
également

(WA, p) + (WA, v) + (X, 0) +0r <0,

comme indiqué dans la preuve du Théoréme 5.3.7. Ceci prouve ’assertion. [

Notons de maniére analogue au paragraphe précédent, Po(E) (resp. fgdm(E)) I'en-
semble des paires dominantes (C'(w, w’,0), \) de X gac telles que A soit dominant indivi-
—=adm

sible (resp. dominant indivisible F-admissible). On a évidemment Py(E) C P, (E) C
Po(E).

Théoréeme 5.4.7. — Soit P un ensemble de paires (C(w,w’,0),\) de Xgqc tel que
Po(E) € Py C Po(E). Alors le cone convexe polyédral Tlg(E) est ensemble des
() € (Ag4)? tels que

(wA, ) + (w'\,v) <0 (5.4.2)
pour toute paire (C(w,w’,0),\) de Py.

Démonstration. — Puisque Py(E) C Py, il est clair que si le couple (u,v) € (Ag4)?
vérifie les équations (5.4.2) pour les paires de Py, alors il vérifiera ces mémes équations
pour les paires de Py(FE). Le Théoréme 5.3.7 permet d’en déduire quun tel couple
(u,v) est dans Hg(E).

Réciproquement, si (u,v) € IHg(F), alors le Lemme 5.4.6 montre que (p,v) vérifie
I'équation (5.4.2) pour toute paire dominante, donc en particulier pour toute paire de

P1 C Po(E). L

On en déduit un nouvel ensemble d’équations du polyédre convexe rationnel AT (K-
A x E), résultat analogue au Corollaire 5.4.4.

Corollaire 5.4.8. — Soient A € Ny, et Py un ensemble de paires (C(w,w’,0),\) de
Xgac tel que Po(E) C Py C Po(E). Alors on a

ATT(K-Ax E) ={€ €Ny (WA &) < (wow'A, A),V(C(w,w',0),\) € P}

En particulier, ce corollaire est valable pour P; = fgdm(E), c’est-a-dire, le polyédre

convexe polyédral AFT (K -A x E) est aussi égal & 'ensemble des vecteurs & € Ao+ qui
vérifient 'équation (w, &) < (wow'\, A) pour toute paire dominante (C(w,w’,0),\)
avec A dominant indivisible E-admissible.

5.4.3. Propriétés géométriques de AGT(K - A x E). — Nous terminons ce cha-
pitre en donnant plusieurs propriétés géométriques du polyeédre AFT(K - A x E). Cela
concerne les faces de codimension 1 qui rencontrent le point A.

Parmi les paires de Py(F), les paires de type (C(w,wow,0),\) sont trés particu-
lieres. En effet, elles donnent les faces de codimension 1 du coéne convexe polyédral
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Co(—Wr.(E)). Avant de prouver ce résultat, nous avons besoin d’énoncer le théoréme
suivant, qui utilise des résultats du Chapitre 6.

Théoréme 5.4.9. — Soit X un sous-groupe a un paramétre dominant de T et soit
(w,m) € W/Wy x Z tel que C(w,wow,m) # 0. Alors (C(w,wow,m), \) est une paire
bien couvrante de Xpac et, pour tout § € Wr.(E), on a (\,5) = m.

Démonstration. — Ce résultat découle directement du Théoréme 6.1.1 et du Corollaire
6.1.2. O]

Lorsque A € Ap , est quelconque, c’est-a-dire que A n’a aucune hypothése de régu-
larité (son stabilisateur dans K peut contenir strictement T'), il est difficile de décrire
exactement les faces de AFT(K - A x E) au voisinage de A. Cependant, nous pouvons
tout de méme donner une information partielle.

Proposition 5.4.10. — Toute paire bien couvrante (C(w,wow,0),\) de Py(E) dé-
finit une face de codimension 1 de Co(—Wr.(E)). Inversement, toute face de codi-
mension 1 du cone convexe polyédral Co(—Wr.(E)) provient d’une telle paire bien
couvrante. En particulier, pour tout A € A\g ., on a

APT(K - A x E) C A+ Co(—Wr.(E)).

Démonstration. — Soit (C(w,wow,0),A) une paire de Py(E). Le sous-groupe a un
parameétre A est E-admissible, donc il existe n — 1 poids f;,,...,[3;,_, formant une
famille libre de t7 tels que CA = ﬁ?;ll ker 3;;. De plus, d’aprés le Théoréme 5.4.9,
nous avons (A, 3) > 0 pour tout poids € Wr.(E). Le groupe de Weyl laissant stable
I'ensemble des poids de Tt dans E, tout poids 5 € Wr,.(E) vérifiera aussi (wA, —f) < 0,
mais nous aurons aussi (wA, —3;,) = 0 pour k = 1, ..., n—1. Par conséquent, I’équation
(wA, -) < 0 définit une équation de codimension 1 de Co(—Wr.(E)).

Réciproquement, soit F une face de codimension 1 de Co(—Wr.(E)). Ce cone convexe
polyédral est rationnel, donc il existe un sous-groupe & un parameétre Ax indivisible
tel que (Ar,—B) < 0 pour tout 8 € Wr.(E), et (Ar,—f;,) = 0 pour n — 1 poids

‘..., B linéairement indépendants. Il existe w € W tel que A = w™' Az soit
dominant. De plus, comme les 5 , k € {1,...,n — 1} sont linéairement indépen-
dants, nous avons nécessairement C(w™!\z) = ﬂ}:ll ker(w™? B;,) et, donc, w A\ £ est
un sous-groupe a un parameétre dominant F-admissible indivisible de T¢. Et d’aprés
le Théoréeme 5.4.9, la paire (C'(w,wow,0),w A\z) est bien couvrante, c’est donc une
paire de Py(E). Et, bien str, (w(w ' z), ) = (Ar, ) = 0 est I'équation de F.

Si maintenant = appartient & AFT(K - A x E), cet élément de Af,  vérifiera les
équations affines

(wA, x) < (wow'\, A),

pour toute paire (C(w,w’,0),\) € Py(E). En particulier, si F est une face de codi-
mension 1 de Co(—Wrp.(F)), si Ar est le sous-groupe a un paramétre E-admissible
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indivisible associé et si wr € W/W), est tel que w;l)\}- soit dominant F-admissible
indivisible, alors la paire bien couvrante (C'(wz, wowz,0), w7 Ar) est dans Po(E), et

(wr(wz'Ar),x = A) = (Ar,x — A) <0,
car ici w' = wow. Ceci est vrai pour toute face de codimension 1 de Co(—Wr.(E)), on a

donc z — A € Co(—Wr.(E)). Autrement dit, AFT(K-Ax E) C A+Co(—Wr.(E)). O

Le résultat précédent affirme que le polyédre convexe AGT(K - A x E) est contenu
dans le polyedre convexe A+Co(—Wr.(E)), pour tout A € Ag , . Nous pouvons montrer
également le fait suivant.

Proposition 5.4.11. — Pour tout A € N}, ,, Uélément A est dans AGT (K - A x E).

Démonstration. — Soit n € N* tel que nA € A*. On sait que (V¥ ® V,a)%¢ n’est pas
réduit a 'élément neutre. Or, clairement, on a (V5 @ V,4)%c C (V¥ ® V4 ® C[E])"e.
D’ou A appartient a AFT(K - A x E). O



CHAPITRE 6

CRITERE COHOMOLOGIQUE DES PAIRES
BIEN COUVRANTES DE LA VARIETE
Kc/B x Ke/B x P(M)

Dans le chapitre 5, nous avons établi une liste d’équations affines qui définissent
le polyédre convexe rationnel AZT(K - A x E) lorsque A est un poids rationnel de
la chambre holomorphe Cy,. Ces équations proviennent d’une partie des équations
linéaires déterminant le cone ample Co(Xgac)™, par projection linéaire.

De maniére générale, nous avons vu, dans le paragraphe 5.2.8, que nous pouvons
avoir une description des cones ample et semi-ample d’une variété projective lisse X
par des inéquations linéaires indexées par les paires bien couvrantes de X.

Le plus souvent, il se révele difficile de déterminer ’ensemble de toutes les paires
bien couvrantes d’'une variété projective fixée. Cependant, dans notre contexte, nous
pouvons nous restreindre a I’étude d’une famille de variétés projectives possédant une
forme trés intéressante. La Proposition 11 de [Res10| donne une condition nécessaire
et suffisante pour qu’une paire (C, \) soit bien couvrante, dans le cas d’'une Kc¢-variété
Y de la forme Y = K¢ /Q X Ke / Q, ou K¢ est un sous-groupe réductif connexe d’un
groupe réductif complexe connexe Kc et Q (resp. Q) un sous-groupe parabolique de
K(C (resp. K(c)

Notre variété Xy := K¢/B X Kc/B x P(M) est un exemple de telle K¢-variété,
lorsque M est un Kc-module de dimension finie.

Dans ce chapitre, nous améliorons le critére cohomologique [Res10, Proposition 11]
permettant de calculer ’ensemble des paires bien couvrantes de X,;. D’'un point de
vue théorique, ce critére a une conséquence qui nous a permis d’obtenir, dans la section
5.4, les équations de AZT (K - A x E) a partir des équations de Cp(Xgec)™, en prenant
M = E & C, avec action triviale de K¢ sur le facteur C. D’un autre coté, ce critére
nous permettra dans le Chapitre 7 de calculer les polyédres moments Ag(O,) pour
certains groupes de Lie réels simples G.

6.1. Le critére principal

Dans cette section, nous utiliserons les mémes notations que dans le paragraphe
5.2.1, pour les groupes Te C B C K¢. Soit ¢ : K¢ — GL¢(M) une représentation
complexe de K¢ et r := dimc M. On note tc, b et £c les algebres de Lie respectives.
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Nous fixons pour le reste de ce chapitre un sous-groupe & un paramétre A dominant
de Tt. On notera P(\) le sous-groupe parabolique de K¢ associé a \. Il est standard,
c’est-a-dire, il contient B, puisque A est dominant.

Soit P un quelconque sous-groupe parabolique de K¢ contenant B. On note Wp le
groupe de Weyl du sous-groupe de Levi de P contenant 7. Pour tout w € W/Wp, la
sous-variété algébrique X := BwP/P de K¢/P est appelée la variété de Schubert
associée & w. Bien qu’une variété de Schubert ne soit pas forcément lisse, on peut tout
de méme lui définir une classe fondamentale, qui coincide avec la définition standard
de classe fondamentale lorsque la variété de Schubert est lisse. Cette définition est
expliquée dans I’Annexe B. Les classes fondamentales des variétés de Schubert forment
une base du Z-module libre H,(K¢/P,7Z), ce qui nous permet de définir sa base duale
{ol;w € W/Wp} dans H*(K¢/P,Z). On notera également [pt] := o la classe du
point, c’est-a-dire, le générateur de H24me(Ke/P) (K /P, 7). Ici, wy désigne le plus long
élément de W.

Désormais, on considére le sous-groupe parabolique P = P()) et W) le groupe de
Weyl de son sous-groupe de Levi K2. Remarquons que W, s’identifie au stabilisateur
de X dans W (ce qui justifie la notation W, ). Posons W* I'ensemble des représentants
de longueur maximale des classes de W/W,. On définit 'application j: gB € K¢ /B —
gP(X\) € K¢/P()) et 'application induite en cohomologie

7" H*(K¢/P(N), Z) — H*(K¢/B, 7).

Puisque j est surjective, ’homomorphisme d’anneaux j* est injectif. Ici, nous considé-
rons H*(K¢/P()\),Z) et H*(K¢/B,Z) comme anneaux pour la somme induite par leur
structure de Z-module et le produit définit par le produit cup.

Il est bien connu que, pour tout w dans W?, on a l'égalité f(afiéf}) = agow dans
H*(Kc/B,Z), car wow est le plus petit élément de wowW,. Ceci redonne l'injectivité

B

de j*. En particulier, nous avons j*([pt]) = 0y,

Wy, cf |[Bri05] pour plus de détails.
Nous rappelons que pour tout k € Z, le sous-espace M) ;, de M est défini par

My, :={v & M;C(\(t))v = t*v,Vt € C*}.

ou wy est le plus long élément de

Pour tout m € 7Z, on définit les sous-espaces
M<m = @ M)\,k et M}m = @M)\,k:-
k<m k>m

Pour tout m € Z, les trois sous-espaces M) ,,, My, et M-, sont stables par K{C\. On
remarque que 'ensemble Wy (M.,,) est égal & I'ensemble des poids § de M tels que
(A, B) < m. De méme, ' € Wr.(Ms,,) si et seulement si §° € Wr.(M) et (X, 5") > m.
En particulier, on a I'union disjointe

WT(C(M) = WTC(M<m) nl WTC(Mm>m)7

quel que soit m € Z. Pour tout 8 € Wr. (M), on notera ng la multiplicité du poids
sur M, c’est-a-dire ng := dim¢ Mg, ot Mg est I'espace de poids 3 dans M.
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Soit © : A* — H?(K¢/B,Z) le morphisme qui envoie un poids 4 € A* de T sur la
premiére classe de Chern ©(u) = ¢1(£,) du fibré en droites £,, de poids p.
On notera p la demi-somme des racines positives de ¢.

Théoréme 6.1.1. — Soit (w,w',m) € W*xW*XZ tel que C(w,w’,m) soit non vide.
La paire (C(w,w',m), \) de Xy est bien couvrante si et seulement si soit w' = woyww)
et M.,, =0, soit les deux assertions suivantes sont simultanément vérifiées :

(1) B 02 - Tlsern 1y O(=0)" = 7 ([pt]),
(Z’l) <U)>\ + w’)\, p) + Zk<m(m — k}) dim(c(M)\’k) = 0.

Le Théoréme 6.1.1 sera démontré dans la section 6.4. Dans ’énoncé du théoréme,
le cas w' = wowwy et M., = 0 est un cas particulier de (i) et (i), si on utilise la
convention que le produit d’éléments parcourant un ensemble vide est égal a o2 = 1,
cf Lemme 6.4.3. Par ailleurs, les paires bien couvrantes (C'(w,wow,0),\) sont trés
particulieres. En effet, elles donnent les équations des faces du cone convexe polyédral
Co(—Wr.(F)) contenant A, quand on prend M = E @ C, d’aprés les résultats du
paragraphe 5.4.3.

Lorsque le tore maximal 7T¢ fixe un élément non trivial dans M ou, de maniére
équivalente, si le poids nul est un poids de la représentation p, nous sommes capables
de donner une information supplémentaire sur ’entier m qui peut apparaitre dans les
paires bien couvrantes. C’est le résultat énoncé par le Théoréme 5.4.2. Ce résultat est
essentiel pour pouvoir passer d’un ensemble fini d’équations du cone convexe polyédral
Co(XEgec)™ & un ensemble fini d’équations du cone convexe polyédral I'g(E), pour
enfin obtenir des équations de AZT(K - A x E).

Preuve du Théoréme 5.4.2. — Soit (w,w’,m) € WA x W* x Z tel que C(w,w’, m) soit
non vide dans (Xj;)*. Supposons que m soit strictement positif. Alors le poids nul est
dans Wr. (M) et HﬁeWTC(Mm) O(—p)" = 0, car O est un morphisme de Z-modules.
D’aprés le Théoréme 6.1.1, on en déduit que la paire (C'(w,w’,m), ) n’est pas bien
couvrante, car M., # 0 et 'assertion (i) de I’énoncé du Théoréme 6.1.1 n’est pas
vérifiée. [

Nous terminons cette section avec un corollaire, qui donne une condition nécessaire
simple pour qu'une paire (C(w,w’,m), A) soit bien couvrante. Cette condition néces-
saire concerne les longueurs de w et w’.

Soit (C'(w,w’, m), \) une paire bien couvrante. D’aprés le Théoréme 6.1.1, nous avons
nécessairement

oot T e = (bt
BEWT (M<m)
donc nous avons aussi une égalité sur les degrés en cohomologie. En effet, ’égalité
précédente implique que

l(wow) + l(wow") + dim¢ (M) = dime(Kc/P(N)).
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Or, pour tout u € W, on a l(wyu) = l(wp) — I(u), car wy est le plus grand élément de
W. Par conséquent, on obtient

qui s’écrit également de la maniére suivante,
l(w) + L(w') = U(wp) + l(wy) + dime(Mo,y,).

Corollaire 6.1.2. — Soit (w,w',m) € WA x W* x Z tel que (C(w,w',m), \) soit une
paire bien couvrante. Alors,

l(w) + L(w') = l(wp) + L(wy) + dime(Moy,). (6.1.1)
En particulier, on a M.,, = 0 si et seulement si w' = woww,.

Démonstration. — Il reste seulement & prouver la derniére assertion. Par la Remarque
6.2.2, qui sera donnée en section 6.2, et par le Théoreme 6.1.1, si M_,, = 0, alors
w' = wowwy et un calcul direct nous donne

l(w) + 1(w') = 1(wg) + L(w)). (6.1.2)

Nous avons utilisé ici le fait que I(w'wy) = l(w") —(w)), car w’ est le plus long élément
de w'W), et w, est le plus long élément de W,.

Réciproquement, si w' = wywwy, alors les équations (6.1.1) et (6.1.2) sont satisfaites,
donc dim¢(M.,,) = 0, d’ou finalement M, = 0. ]

6.2. Notations et paramétrage

Avant de pouvoir démontrer le Théoréme 6.1.1, nous allons choisir une bonne identi-
fication de P(M) avec une variété des drapeaux K¢ / Q ad hoc, définie par un homomor-
phlsme de groupes [ : K¢ — KC et un tore maximal T@ de K(C tels que f(T¢) C TC et
Te C Q. Le choix d'une telle identification nous améne donc a réaliser un paramétrage
convenable de notre espace vectoriel complexe M.

Rappelons que nous avons fixé une fois pour toute un sous-groupe & un paramétre
dominant A de T au début de la section 6.1.

La premier point a remarquer est que l'on a les inclusions ((B) C ((P(\)) € P()),
ou ]5()\) désigne le sous-groupe parabolique associé au sous-groupe & un parameétre
CoXde GLe(M). Le sous-groupe ((B) de P()) est résoluble et connexe, donc il existe
un sous-groupe de Borel B de P()\) qui contient ¢(B). Le groupe B est alors un sous-
groupe de Borel de GL¢(M). Fixons également un tore maximal de Te de B contenant
((To).

Nous remarquons que, de la définition méme des sous-espaces M), ;, pour k parcourant
Z, le fait que ¢(A(C*)) soit contenu dans T¢ implique que les sous-espaces My, j, sont tous

Te-stables. De plus, si on numérote de maniére décroissante {k1 > ko > --- > ks} =
{k € Z; M\, # 0} les poids de X sur M, et si on note les sous—espaces V. = @éleA,kja
alors on voit egalement que le drapeau 0 € V; C -+ C V, = M est stable par

P()), donc stable par B. Or B est un groupe résoluble connexe, donc I'action de B
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sur chaque espace vectoriel V1 /V; est trigonalisable, ce qui nous donne au final un
drapeau complet 0 C V) C ... C V! = M stable par B qui est imbriqué dans le
drapeau 0 C V; C --- C Vi, = M, c’est-a-dire,

(2
0CVI S CVimvig dimy; = @V} pour tout i =1,...,s
j=1

Le tore maximal T étant formé d’éléments semi-simples de G L¢ (M), on peut aisé-

ment vérifier qu'il existe une base By = (uy,...,u,) de M formée de vecteurs propres
communs de 'action de Tt sur M tels que, pour tout ¢ = 1,...,r, on ait

Vect(uq, ..., u;) = V.
Et évidemment, chaque u; est en particulier un vecteur propre de ((7¢). Pour tout

i € {1,...,r}, on notera donc f3; € Wr.(M) le poids de T sur M tel que u; € Mg,.
Nous aurons alors, pour tout i € {1,...,r},

CA®)u; = t™Pu;  pour tout t € C*.
Il est clair que, du choix du drapeau 0 C V/ C --- C V! = M donnant la base B), on
obtient
(N, Bi) = (X, Biv1) pour tout i€ {1,...,n—1}.

Maintenant que nous avons fait ce choix de base de M, nous pouvons identifier
I'espace projectif P(M) avec la variété des drapeaux K¢/Q, ou K¢ = GL,.(C) et Q
est le stabilisateur dans K¢ de la droite vectorielle Cuq, c¢’est-a-dire, le sous-groupe
parabolique maximal

(6.2.1)

de K¢. Cette identification est canoniquement définie par application
§Q € Kc/Q — [§-w] € P(M).

Cette application est Kc¢-équivariante si on munit f((c/@ de l'action induite par le
morphisme de groupes

fr: Kc — K¢=GL,(C)
g > Matg, (((9)).

Nous identifions de fagon évidente GLc(M) a K(c = GL,(C). Nous conservons les
mémes notations pour le sous-groupe de Borel B et le tore maximal T¢ de K¢ cor-
respondants. Des paragraphes précédents, on voit que B est alors le sous-groupe des
matrices trlangulalres supérieures de GL, ((C) et Tt celui des matrices diagonales. Par
la définition de Q nous avons Ig C B C Q

A partir de maintenant, nous identifions la K¢-variété X, au produit de variétés des
drapeaux K¢/B x K¢ /B x K¢/Q, munie de action diagonale de K¢. En suivant cette
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identification, nous avons une autre description simple et compléte des composantes
irréductibles de la variété projective X3,. En effet, on a

X3 = U KXw™'B/B x Kw'™'B/B x K}~ 'Q/Q,
w,w' € W/W,y
W€ Wa\W /Wy
ou W = S, (resp. Wy, resp. WQ = S,_1) est le groupe de Weyl de K¢ (resp. du
sous-groupe de Levi [A((C\ de P()), resp. du sous-groupe de Levi de Q).
Pour ¢« = 1,...,7 — 1, notons s; I’endomorphisme de permutation simple associée
a la base canonique de C". C'est-a-dire s;(u;) = wiy1, Si(uit1) = w; et s;(ug) = uy si
k ¢ {i,i+ 1}. Posons W, = sy 0---08,_1, pour k =2,...,7, et Wy = id, éléments de
Ww.
Nous noterons également w, (resp. 121@) le plus long élément du groupe de Weyl Wy

(resp. WQ)

Lemme 6.2.1. — Soit N = dim¢(Ms,,). Alors P(My,,) = KQiy'Q/Q et Wy est
le plus long élément de la classe WQ@NW)\ de VVQ\W/VV)\

Démonstration. — Nous savons déja que P(M) ,,) est une composante irréductible de
P(M)*. Donc P(My,,) = K2~'Q/Q, pour une certaine classe w € Wy\W/Wy. De
plus, par lidentification §Q € Kg/@ = [g-u] € P(M), on a

P(My ) = k@w*@/@ si et seulement si W - u; € My .

Cela ne dépend pas du représentant de la classe WQA@DWA, car la droite Cu; est stabilisée
par Q, donc par les éléments de VVQ. Or, par une récurrence simple, on voit que
w;vl ~up = Sy_10---081(u1) = up, car s;(u;) = u;41 pour tout i € {1,..., N —1}.
Donc Wy - u; = uy appartient a My, d’apres la définition de N, de B) et de 'ordre
choisi pour les éléments de cette base de M.

La classe VVQIDNW,\ est stable par multiplication a gauche par un élément de WQ.
C’est donc 'union disjointe de classes de WQ\W D’aprés le Lemme A.1.5, 'ensemble
{; k =1,...,r} est un systéme de plus courts représentants des classes de WQ\W
Donc WQ@ZJ Ny se décompose en une union disjointe de classes modulo WQ a gauche,

Waindin= ) Wi
kE{1,..m},(\,Be) =m
Toujours par sa définition, N est le plus grand entier de {k € {1,...,r}; (), Bx) = m}.
Or pour deux entiers k < &/, on a l(vwy) = I(v) + k < l(v) + k' = l(vwy ), pour tout
élément v € WQ, d’apres le Lemme A.1.5. On en conclut que watwy est le plus long
élément de WQ\W/ Wi O
Remarque 6.2.2. — On remarque que N = dim¢(Ms,,) = r — dime (M) On en
déduit que N = r si et seulement si M_,, = 0.
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On déduit du Lemme 6.2.1 que la composante irréductible C'(w,w’,m) de X3, est
identifiée & la composante irréductible C'(w, w', watwy) de (Kc/B x Kc/B x Kc/Q),
ou N = dlmc<M>m)

Soit iy : g € Ke — (g, fA(g)) € K¢ x K¢ linjection que nous allons étudier dans la
section suivante pour démontrer le Théoréme 6.1.1. Cette injection induit I'immersion
fermée iy : Ko /P(A) — Kc/P(X) x K¢/P()\). Et cette derniére induit une application
en cohomologie

i H(Ke/P(\) x Fe/P(),2) — H'(Ke/P(A), 2).
Nous définissons également ’application
K gP() € Ke/PO) — fi(9)P(A) € Ke/P(N),
et I’application induite en cohomologie
()7 W (Ke/ PV, Z) — W (Kc/P(\), Z).

Nous définissons de maniére similaire fP et (fZ)* en remplacant P()\) et P()\) par
respectivement B et B.

6.3. Critére cohomologique

Comme premiére étape de la démonstration du Théoréme 6.1.1, nous allons donner
un critére cohomologique pour qu’une paire soit dominante (resp. couvrante). En effet,
toute paire bien couvrante est en particulier couvrante (et donc dominante).

Soit K¢ un groupe réductif connexe et K¢ un sous-groupe réductif connexe. Notons

. K¢ < K¢ linjection associée. Soit T¢ (resp. Tr) un tore maximal et B (resp. B)
un sous-groupe de Borel de K¢ (resp. K(C) tels que Te € B C B D Te D Te. Soit Q
(resp. Q) un sous-groupe parabolique de K¢ (resp. K¢) contenant T¢ (resp. T¢). On
ne demande pas que Q soit contenu dans Q). Rappelons que p (resp. p, resp. p) dénote
la demi-somme des racines positives de £c (resp. Be, resp. Be).

Lemme 6.3.1 (|[Res10], Lemme 14). — Soit A un sous-groupe a un paramétre do-
minant de Tc et (w, w) € W x W tel que w (resp. ) est Uélément le plus long de la
classe WowW, (resp. WQwW,\) Alors :

(1) la paire (C(w,w), ) est dominante si et seulement si oot i “( wow) #0,

(2) la paire (C(w,w), ) est couvrante si et seulement si o) i (Jgéilj)) = [pt].

Fixons une fois pour toute un sous-groupe a un paramétre dominant A de 7. Nous
travaillons maintenant sur la variété X,,, c’est-a-dire qu’on applique le Lemme 6.3.1 &
K¢ = K¢ x K¢ et a Vimmersion fermée i =iy : g € K¢ < (9,i(g)) € K¢ X Kc définie
en fin de section 6.2.

Soit (w,w’,m) un triplet de W* x W* x Z tel que C(w, w’, m) est non vide. On pose
W= (W', WaN) € W = W xW. La paire (w, @) vérifie les hypothéses du Lemme 6.3.1.
Et, par le Lemme 6.2.1, la paire (C(w, w’,m), A) de X, est dominante (resp. couvrante,
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resp. bien couvrante) si et seulement si la paire (C(w, @), \) de K¢/B x K¢/B x K¢/Q
est dominante (resp. couvrante, resp. bien couvrante).

Lemme 6.3.2. — Soit (w,w',m) € W* x WA x Z. Alors :
(1) soit Mo =0, et alors j* (Uwo(l\u) 5 (UP(’\)X{D()I) A )) = 050({},) ot™

(wow, wowaN) wow’?
: * (A s (L PA)XP(X) oP) P n
(2) sinon j (Owow ZA(U(w(ow’x,wowaN))) - Ow).UwOw HBEWTC(M<m)@( p)e.
Démonstration. — Tout d’abord, on remarque que

(o) = i (5 8 o Y = ot () (),
puisque iy est la composition des applications (id x ff ()‘)) oA, ou A est 'application
diagonale K¢/P — K¢/P x K¢/P. Alors i§ = A* o (id x ( /{D(A))*) et A* est le produit
cup.
Puisque j* est un morphisme d’anneaux pour le produit cup et wow (resp. wow') est
le plus court élément de wowW) (resp. wowW,), on a

* A * POy« _P()
J (O-io(w . wow (f)\ ) ( w(fw)QwN)> :O-gow'o-gow"J ((f)\( )) (Uwéw)QwN» .

De plus, nous avons le diagramme commutatif suivant

Ke/B —— K¢/P(\)

ffl lff *
Ke/B —1= K¢/P())
qui donne
7 () (@8 ) = DY (3 (Ohingan) ) = ) (00 00):

car wowaN est le plus court élément de sa classe de W / W,\. Nous en déduisons donc
I’égalité

« (PO) PO PNy« PN _ B
J (Uw()(w) 'Uwow/ ( A ) (UwowaN)> - Uwow‘ wow . (f)\) ( wOwaN)7

pour tout (w,w’,m) € W* x W* x Z.

Nous utilisons la formule de Chevalley pour calculer (f2 )*(O'B

wOwaN). Tous les ré-
sultats nécessaires sont réunis dans le paragraphe A.2.
Du Lemme A.1.6, on a wolpWn = Sp—1...Sy418n lorsque N € {1,...,r =1}, et

Wy, = id. Donc l’équation (A.2.6) donne
(f)\) ( wow DN ) (f)\) ( Os,._4. sN):G((_BNJrl)"'(_ﬂT‘))?
quand N < r, et
(f)\) ( wow w) (f/\) ( 1d) O'ﬁ.

En outre, on remarque que O(8y41...05,) = HBGWTC(M<m) O(B)™s, car Byit,-- -, Or
sont les poids de M_,, comptés avec multiplicité.
On obtient maintenant ’alternative suivante :
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— soit N =r, et alors j* (0'551/};) 4y (a
—soit 1 < N < r, et alors

* s [ _PA)XP(X P() n
J (‘7553)) O (U(llj(ol)ufx,wém)ém,v))) = 0552;) : Uw(fw)’ : H O(-p)"".
BEWr. (M<im)

P(A)xP(X) )> P(\) P

(wgw’,ﬁ)oﬁ)Qﬁ)N) = Owow - wow’?

Or N = r — dim¢c Mg d’aprés la Remarque 6.2.2. On en déduit alors le résultat
annonce. 0

La Proposition suivante donne un critére cohomologique pour qu'une paire de X,
soit dominante (resp. couvrante).

Proposition 6.3.3. — Soit (w,w',m) € WAxW*XZ tel que la paire (C(w,w’,m), \)
soit mnon wvide. Alors la paire (C(w,w',m),\) est dominante (resp. couvrante) si et
seulement

: P\ _P(x
(1) soit Mo =0 et ool awéw),

. P(X P(X n *
(2) soit Uwéw).awéw),. HﬁewTC(M<m) O(=5)" #0 (resp. --- = 7°([pt]) ).

Ce résultat découle des Lemmes 6.3.1 et 6.3.2, de l'injectivité du morphisme j* :
H*(K¢/P(N),Z) — H*(K¢/B,Z) , ainsi que de la Proposition 6.3.4 donnée ci-dessous.
La Proposition 6.3.4 est un fait bien connu, généralisant le résultat pour le cas des

0 (resp. Mo =0 et w' = wowwy),
7&

sous-groupes de Borel dont on pourra trouver la preuve dans [Dem74, Lemme 1 et
Proposition 1| ou [Che94| par exemple.

Proposition 6.3.4. — Soit (w,w') € (W2 tel que l(w) + l(w') > l(wy) + l(wy).
Alors
P\ PV :{ [pt] st w' = wowwy,

0 SINOoMN.

P(A
Nous commencons par prouver deux lemmes. Pour w € W*, nous noterons Xw( ) =

BwP(\)/P(X) la variété de Schubert généralisée associée a w.

Lemme 6.3.5. — Soit (w,w') € (W*)2.
(1) Sil(w) < l(w') et w#w', alors XEV M wex X =,

wow’wy
(2) L’intersection XE™n woXf;o({l\,)wA est transverse et réduite a wP(\)/P(\).
Démonstration. — Comme BwP()\)/P(\) est une orbite pour I'action de B sur K¢/ B,
x5 M) gera stable par B, donc union des Xj,(’\), avec dim Xf:,(’\) < dim X4 (’\), et égalité
si et seulement si w = w’ modulo W). Le cas de I’égalité provient de la décomposition de
Bruhat de K¢/ P()) en cellules disjointes U, cyyr Bw'P(X\)/P()), cf [ BGGT3|. De plus,

N

la dimension complexe d’une variété algébrique singuliere Xo ™ est égale I(w) — l(wy),

car w est le plus long élément de sa classe wW,. Donc pour w,w’ € W?,

(W P(N)/P\) € XEVY = (XPV ¢ XPOV) — (1(w') < l(w) ou v’ = w). (6.3.1)

wl
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Fixons w,w’ € W tels que I[(w) < I(w'), et supposons que XE™n wOXfo(i), #(. Si
)‘),, c’est une variété projective non
vide, stable par T¢, car chacune des deux variétés X 5 ) ot woX 50(23

Y est une composante irréductible de X5 ) ﬂonsz(w
est stable par T¢. Le
groupe T posséde donc un point fixe dans Y, par le théoréme de Borel (Théoréme 21.2
de [Hum?75|). C’est en particulier un point fixe dans K¢/P()), or le stabilisateur dans
Tc d’un point gP(X\)/P()) est égal & gTcg ' NTe. Done (Tg), = gTcg ' NTe = Tg si et
seulement si g normalise T¢, c’est-a-dire g = w” € W. Et quitte a& multiplier & droite g
par un élément convenable de Wy C P()), on peut supposer que g = w” € W* (c’est-
a-dire de longueur maximale dans sa classe modulo Wy). Donc w”P())/P()) € X

et wow” P(A)/P(\) € Xgo(i) Cela implique donc, d’aprés (6.3.1), que
(l(w") < l(w) ou w” =w) et (l(wow"wy) < l(wew'wy) ou w” =w'),

la derniére assertion venant du fait que le plus long élément de la classe wow' W)y
est wow'wy. Ceci découle du fait que, pour tout u € W, l(wou) = I(wy) — l(u). En
particulier, [(wow"wy) < l(wow'w,) si et seulement si I(w”wy) > l[(w'wy). Et comme
w' et w” sont les éléments les plus longs de leurs classes, [(w"wy) = (w") — l(w)) et
l(w'wy) = l(w') — l(wy). D’ou [(wew"wy) < l(wow'w)) est équivalent a [(w”) > I(w').
De I'hypotheése [(w) < [(w'), on a nécessairement w = w” = w'. On en déduit que si
w # w', alors XE™n onjo(i‘)), = 0.

Maintenant, montrons le point (2). D’apreés le Théoréme de transversalité de Kleiman
[Kle74], [BKO06, Proposition 3|, il existe un ouvert U de K¢ tel que Xu ™ intersecte
g1110)(50({1\})“)A proprement et transversalement pour tout g € Y. Mais K¢ est irréductible
et BB~ est un ouvert de K¢, donc U intersecte BB~ = BU™ =2 BxU~. Or XEN st

B-invariante et onf;o({))wA est B~ -invariante, donc pour g =bu e UN BB, on a

XPN A (quoXPX ) = (bXENY N (bwo XEDN ) = b (XPN nw XEXN ).

WowWwW ) WowWwW ) WowWwW )
Puisque l'intersection XE™ n (gngqfO%)wA) est transverse, c’est aussi le cas de l'in-
tersection Xi™ N onqujo(?u)wA- On en déduit que XE™n onII;O(ﬂUA est de dimension
0, c’est-a-dire est un ensemble fini de points de K¢/P(A). Or chacun de ces points
est une composante irréductible de XE™ nglfO(f[,)wA, donc les points de l'intersec-
tion qu(’\) N onf(ff,})w sont fixés par Tc. On a vu qu’'un tel point est unique, c’est

wP(\)/P(X). Dot le résultat. O

Dans ’énoncé suivant, si X est une sous-variété complexe singuliére de K¢/P(\),
[X] deésigne la classe de cohomologie obtenue par dualité de Poincaré a partir de la
classe fondamentale de la sous-variété complexe X, c¢f Annexe B. En particulier, on a
[XIIUD(’\)] = obinh, pour tout w € WA,

Lemme 6.3.6. — Pour tout (w,w') € (W*)?, on a

P(A P(A
b on® = (XL, NweX i,
Démonstration. — On applique & nouveau le Théoréme de transversalité de Kleiman,

de maniére identique a la deuxiéme partie de la preuve du Lemme 6.3.5. Il existe un
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ouvert non vide U de K¢ tel que Xy, intersecte guwo X, proprement et transversa-

lement pour tout g € U. L’ouvert U de K¢ intersecte I'ouvert BU . De plus, Xy, AR

B-invariante et wyX P est B~ -invariante, donc pour tout g = bu e UNBB~ C KC,

wow’ wy
on a
XEP A (queXEN Y = (bXEO) A (bwo X2 ) =1 (XEV nawg X TN,
wow’wy w wow’wy wow’wy
Par conséquent, on a [qu(’\)] : [quo(l’l\})/wA] = [qu(’\)] : [U)OX:;O%)'W] = [Xu P A OXwo(w)wA]
On en conclut que o™ . 05,()‘) = (X0 ] XA ] = [XEh, Nw X,fo(i‘)) wy )" O

Preuve de la Proposition 6.3.4. — Puisque [(w)+I(w') = I(wo)+I(w)), on a clairement
l(wowwy) < I(w'). Done, d’aprés le Lemme 6.3.5, on a

XPO) o x PO wowwyP(A)  si w' = wowwy,
Loy wow'w; () sinon.
Le résultat découle alors directement du Lemme 6.3.6. []

6.4. Démonstration du Théoréme 6.1.1

Nous allons maintenant prouver la condition nécessaire et suffisante pour qu’une
paire de X soit bien couvrante. Le théoréme qui suit, de [Res10|, donne un critére
dans un contexte plus général que celui qui nous intéresse dans ce chapitre. Nous
utiliserons les notations introduites dans la section 6.3.

Théoréme 6.4.1 (|[Res10|, Proposition 11). — Soit (w, %) € W x W tel que w
(resp. W) est Uélément le plus long de la classe WouwWy (resp. WawW,, ). Alors la
paire (C(w,w),\) est bien couvrante si et seulement si les deux assertions suivantes
sont vérifiées :

(a) obla) i (aF V) = [pt],

(0) (A p+w™lp) + (*(N), p+ D7) = (A, 2p).

Dans le cas de la variété X, nous sommes capables d’améliorer les formules données
dans I’énoncé du théoréme ci-dessus.

Fixons de nouveau un sous- groupe a un parameétre dominant A de T¢. On apphque le
Théoréme 6.4.1 a nouveau a K@ = K¢ X K(c et a la projection i = 1) : K¢ — K¢ X K(c
définie en fin de section 6.2.

Soit (w, w',m) un triplet de W* x W* x Z tel que C(w, w',m) est non vide. On pose
W = (W', waly) € W =W x W. La paire (w, ) vérifie les hypothéses du Théoréme
6.4.1. Et, par le Lemme 6.2.1, (C(w,w’,m), \) est une paire bien couvrante de X, si
et seulement si (C(w, ), \) est bien couvrante dans K¢/B x K¢/B x K¢/Q.

L’assertion (a) du Théoréme 6.4.1 pour (w,w), est équivalente & l'alternative sui-
vante :
— soit N =r et w' = wowwy,
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~soit 1< N <retol . .of . . HBEWTC(M<m) O(—p)" = 7*([pt]).
d’apres les Lemmes 6.3.1 et 6.3.2, la Proposition 6.3.3 et la Remarque 6.2.2.
Il ne reste qu’a prouver que l'assertion (b) du Théoréme 6.4.1, pour (w,w) avec
w = (w', waN), est équivalente a I’équation linéaire

(WA+w'\, p) + Y (m — k) dimg (M, ) = 0.
k<m
Nous allons essentiellement utiliser le lemme suivant.

Lemme 6.4.2. — On a p+ (Wawn)~'p = Y 1_ny Ok
Démonstration. — D’aprés le Lemme A.1.6, on sait que
wowaN = WN = Sp_1..-SNL1SN-
Donc waN = woWy et
(bgun)™p+ p = by wop + p.
Or il est clair que (Wy'op + p) est la somme des racines & € R+ telles que Wyt ()
est positive. Comme 1, permute les deux ensembles de racines RT et R, (Wn Wop+p)

est la somme des racines positives & telles que wy (&) est négative. Ces racines sont les
racines dy,, pour N +1 <! < 7. Le lemme en résulte. O

Il est clair qu’en développant (i (\), p + w ™' p) selon la définition de iy, de p et Ke,
on obtient

(iXN), p+ @71 p) = (N p+w ™ p) + (fX(N), p+ (Wgin) ' p).

Par le Lemme 6.4.2 et en utilisant le fait que, pour tout k = N +1,...,7r, (A\,ani) =
<)\7 BN> o <)\7 ﬁk>7 on obtient

r

(Fr(N), p+ (hpin) ') = D (A Bx) — (A B1).

I=N+1
De plus, on a évidemment M_,, = @,_y 11 Mpg,. Cela implique que

(Fr(N), o+ (pton) ™' p) = Y (m — k) dime (M) -

k<m
Par conséquent, 'assertion (b) du Théoréme 6.4.1 peut étre réécrite de la maniére
suivante,

A p+w™p) + ((N), p+ 071 p) — (N, 2p) = (A wp+w' " p)
+ ) (m = k) dime (M ).

k<m
Donc nous avons prouvé que 'assertion (b) du Théoréme 6.4.1 pour (w,w), est équi-
valente a (wA +w'\, p) + >, _,.(m — k) dimc (M) ;) = 0.

Lemme 6.4.3. — Pour tout w € W, on a

(WA + wowwy A, p) = 0.
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Démonstration. — Cela provient directement de wop = —p et w A = A, puisque w), €
Wi. m
Dans le cas N = r, nous avons M_,, = 0, d’aprés la Remarque 6.2.2. Et cela

implique clairement que ), (m — k) dimc (M) = 0. Par le Lemme 6.4.3, on voit
que I’équation
(WA + 1w\, p) + > (m — k) dime(My) =0
k<m

est toujours satisfaite. C’est-a-dire, si w’ = woww,, alors l'assertion (b) est toujours
vérifiée.

On en conclut que nous avons prouvé que la paire (C'(w,w’,m), \) est bien couvrante
si et seulement si on a soit w' = wowwy et M, = 0 (c’est-a-dire N = r), soit les deux

assertions suivantes sont vérifiées :

<a> Ugow : Ugow’ ) HBEWTC(M<m) @(_ﬂ)nﬂ - O-gowx’

(b) (WA + W'\, p) + >, . (m —k)dimc(Myy) = 0.

C’est exactement 1’énoncé du Théoréme 6.1.1. Ceci termine la preuve.






CHAPITRE 7

PROJECTION D’ORBITES COADJOINTES
HOLOMORPHES. EXEMPLES

Nous terminons 1’étude de la projection d’orbites coadjointes holomorphes en ac-
complissant le calcul explicite des équations de ces polyeédres dans plusieurs cas de
la classification des espaces symétriques hermitiens irréductibles donnée dans le para-
graphe 2.1.

7.1. Equations du polyédre moment Ay (O,)

Nous utilisons les résultats des Chapitres 4 et 5 pour déterminer de maniére générale
les équations de la projection Ag(O,) d’une orbite coadjointe holomorphe .

7.1.1. Deux descriptions du polyédre moment de O,. — Soit G un groupe
de Lie réel semi-simple connexe non compact a centre fini, K un sous-groupe compact
maximal. Nous continuons a supposer que I’espace symétrique GG/ K est hermitien. Nous
noterons g et € les algébres de Lie respectives. L’algébre de Lie compacte € provient
d’une décomposition de Cartan g = € & p.

D’aprés le paragraphe 2.1, nous pouvons fixer un élément 2, € 3(K) tel que ad(z,) ]g =
—id,. Rappelons que p* est le sous-K-module ker(ad(z,) F i) de pc.

Soit T" un tore maximal de K et t son algébre de Lie. Fixons t] une chambre de
Weyl de t*.

Prenons un élément A de Cpq. Soit ®p, : Op — € I'application moment donnée par
la projection d’orbite définie au paragraphe 1.3.

Rappellons que le but principal de cette thése est de déterminer les faces du polyédre
Ag(On) := $p, (Op) Nt autrement dit, donner les équations affines qui caractérisent
cet ensemble. Nous allons, pour cela, utiliser un résultat qui donne une autre description
de Ag(O,) comme polyédre moment d'une variété plus simple a étudier.

Nous avons vu dans le Chapitre 4 que l'orbite coadjointe holomorphe O, est K-
symplectomorphe & la variété symplectique (K - A x p,Qx.axp), munie de l'action
diagonale de K. Ici Q2x.pxp désigne la forme symplectique sur K - A x p obtenue comme
produit direct de la forme symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau 5.5 sur orbite
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coadjointe compacte K - A et de la forme symplectique linéaire (2, définie sur p par
0 (X,Y) = By(X,ad(2)Y) pour tous X,Y € p. (7.1.1)
Le produit direct de ces deux formes symplectiques est donné par
Qraxp = T + W;Qpa

ouTgp: K-Axp— K-Netm: K-Axp— psont les deux projections canoniques.
L’application moment sur p associée est I'application ®, : p — £ définie pour tout

v € P par

1
(Pp(v), X) = EBQ(ad(X)v, ad(zp)v) pour tout X € ¢.

Une application moment pour 'action hamiltonienne de K sur K - A X p est
Qrpsp: () € K-AXpr— &4+ Dy(v) € €.
On définit alors le polyédre moment
A (K -Axp)i=Pran(K-Axp)nt]

associé a la variété hamiltonienne (K - A x p, Qr.axp, Praxp)-
Comme corollaire direct du Théoréme 4.1.1, nous avons le résultat suivant, qui est
tout simplement 1’énoncé du Corollaire 4.1.2.

Théoréme 7.1.1. — Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe non compact
a centre fini, tel que l’espace symétrique G /K soit hermitien. Alors, pour tout A € Cyy,
on a

Ar(On) = Agc(K - A x p).

Remarque 7.1.2. — Pour éviter toute ambiguité, dans la suite, nous utiliserons gé-
néralement p~ a la place de p pour accentuer le fait que la structure complexe K-
invariante considérée sur p est la structure complexe définie par — ad(zp). On constate
qu’en tant que sous-espaces vectoriels réels de pc, les espaces p et p~ sont isomorphes
pour I'application linéaire L : X € p — X +iad(z))X € p~, qui vérifie L(—ad(z9)X) =
iL(X) pour tout X € p.

On s’est donc ramené a I’étude des équations du polyédre moment de la variété
K - A x p~, produit direct de I'orbite coadjointe compacte K - A, ot A € Gy C 7, et

de la représentation complexe de dimension finie p~.
On peut définir une structure hermitienne K-invariante sur p~ par

hp-(X,Y) = By(X,Y) —iBy, (X, ad(29)Y) pour tous X,Y € p,
pour 'isomorphisme K-équivariant L : p — p~ défini dans la Remarque 7.1.2. La forme
symplectique K-invariante associée est
Q,-(X,Y) = By(X,ad(2)Y) pour tous X,Y € p,

c’est-a~dire la forme symplectique correspondant & (7.1.1) par l'isomorphisme L. On
note ¢ : k € K — Ad(k)|,- € U(p~) le morphisme de groupes ainsi obtenu.
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Soit A un élément de /\?@ﬂChOI. Le Théoreme 7.1.1 et le Corollaire 5.1.5 montrent que
Ag(Op) = Ag(K-Axp~) est 'adhérence dans t* du polyédre convexe AFT(K-Axp~)
de Ag. Nous appliquons donc les résultats de la section 5.4, pour £ = p~. Comme vu
dans I'Exemple 5.1, 'application moment ®», associée est propre.

L’hypothése qui nous manque est la propriété de finitude du noyau du morphisme
¢ : K — U(p~) nécessaire pour terminer I’étude du polyédre Ag (K - A x p~). Dans le
cas des espaces symétriques hermitiens irréductibles, nous avons une réponse positive
a la question de finitude du noyau du morphisme (.

Lemme 7.1.3. — Si G est simple, alors le noyau du morphisme de groupes ¢ : K —
U(p~) est égal au centre Z(G) de G. En particulier, ker ¢ est fini.

Démonstration. — Soit k € ker (. Cela signifie que, pour tout Y € p~, nous avons
Ad(k)Y =Y. Puisque les deux K-modules p et p~ sont isomorphes, nous aurons aussi
Ad(k)Y’ =Y’ pour tout Y’ € p. On a donc, pour tous Y, Z € p,

Ad(K)[Y, 2] = [Ad(k)Y, Ad(k)Z] = [Y, Z].

Par conséquent, Ad(k) est l'identité sur [p,p] = &, ceci étant vrai car g est simple
(d’aprés |[Kna02|, probléme 24 page 430). Par linéarité, puisque g = € @ p, Ad(k)
laisse fixe chaque élément de g. D’ou k € ker(Ad) = Z(G). On en déduit 'inclusion
ker ( C Z(G). Et il est clair que Z(G) C ker ¢. D’ou le résultat. O

7.1.2. Les équations de la projection d’orbite coadjointe holomorphe. —
Maintenant nous considérons le groupe produit direct

G=Kyx Gy x--xGy, (7.1.2)

ou Ky est un groupe de Lie semi-simple compact connexe & centre fini, s > 1 et
G....,G des groupes de Lie simples connexes non compacts a centres finis.

Chaque algebre de Lie g;, associée au groupe G;, a une décomposition de Cartan
g =%t @ p;, pouri=1,..., s, induisant une décomposition de Cartan g = € & p pour
g, oll

t.= éﬂ, et p = épz
i=0 i=1

Si K, Ky,..., K, désignent les sous-groupes de Lie connexes respectifs de G, G, ..., Gy
d’algebres de Lie &, ¢,. .., &, alors I'isomorphisme entre G et Ko x G X --- X G induit
un isomorphisme entre K et Ky x K7 X -+ x Kj.

Fixons, pour chaque i = 0, ..., s, un tore maximal 7T; de K; et notons T le tore de
K s’identifiant a Ty x T7 X - -+ x T, par 'isomorphisme précédent. Il s’agit également
d’un tore maximal de K. On note leurs algébres de Lie respectives t et tg, t;, ..., ,

[

et choisissons des chambres de Weyl t% et (), ()4, ..., (t))+, de sorte que t} =
(60)+ > ()4 x -+ x (£)+-
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Soit A € t7, qui s’identifie & I'élément (Ag, Ay, ..., Ay) de (£)+ x (§)4 x - x ().
Alors l'orbite coadjointe O, s’identifie clairement au produit des orbites coadjointes
OAO X OAl X e X OAs'

L’action induite de K sur O, correspond a l'action de Ky x K; x --- x K, sur
Opy X Op, X -+- x Oy,. Ces deux actions sont hamiltoniennes et on peut aisément
vérifier que l'on a I'égalité

AK(OA) = AKO(OAO) X AKI (OA1) X X AKS(OAS)'

Le terme Ak, (Oy,) est réduit au point Ag, puisqu’il s’agit de la projection d’une
orbite coadjointe de K par rapport a l'action hamiltonienne de ce méme groupe Kj.
Par conséquent, on a

Ar(On) = {Ao} X Ak, (On,) X - X Ak (On,)-

On peut ainsi supposer que le groupe G est simple non-compact, ou bien, ce qui est
équivalent, que G/ K est symétrique hermitien irréductible.

Pour le reste de ce paragraphe, nous supposerons donc que G vérifie I’hypothése
suivante :

G est un groupe de Lie réel simple connexe non-compact a centre
fini, avec G/K hermitien.

Le Lemme 7.1.3 nous indique que nous pouvons appliquer les résultats des Chapitres
5 et 6 afin de déterminer les équations de la projection d’orbite Ag(O,).

Rappelons que I'ensemble fini Py(p~) a été introduit en Définition 5.4.1. 1l s’agit de
'ensemble des paires bien couvrantes (C(w,w’,0),\) de Xy-gc = K¢/B x K¢/B x
P(p~ & C) telles que A soit dominant indivisible p~-admissible.

(7.1.3)

Théoréme 7.1.4 (Equations de Ax(0,)). — On suppose que G vérifie I’hypothése
(7.1.3). Soient A € NN Char et & € 1. Alors § appartient a A (Oy) si et seulement
sl vérifie les équations

(w, &) < (woew' A\, A)
pour toute paire (C(w,w’,0),\) € Py(p~).

Démonstration. — La preuve se déduit directement du fait que Ag(Op) = Ag(K -
A x p~) est Padhérence de AYT(K - A x p~) dans t*, du Corollaire 5.4.4 et du Lemme
7.1.3. O

Remarquons qu’ici, les poids de T sur p~ sont les racines non compactes négatives,
c’est-a-dire Wy (p~) = R,,. De plus, un sous-groupe a un parameétre dominant A est
p~-admissible s’il existe n — 1 racines non compactes positives (3, ..., 5,1 telles que
C\ = N ker B;.

Du paragraphe précédent, nous pouvons tirer les propriétés géométriques attendues
sur le polyédre convexe Ak (Oy).

Proposition 7.1.5. — On suppose que G vérifie I'hypothése (7.1.3). Soit A € NG N
Chol- Alors A € Ak (Oy) et Ag(On) C A+ Cr(R)).
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Démonstration. — Ces assertions découlent directement des Propositions 5.4.10 et
5.4.11. m

Proposition 7.1.6. — On suppose que G vérifie Ihypothese (7.1.3). Soit A € NG N
Cho- Alors AGT(K - A x p~) C Cpor. En particulier, pour tout A € N§ N Crol, 00 a
AK(OA) C Chol-

Démonstration. — D’aprés la Proposition 5.4.10, on a AGT(K-Axp~) C A+Co(R;)).
La chambre Cy est égale a

Chol = {5 € tia(ﬁ?éu) > O,VB € %:},

ou (-,-) est le produit scalaire sur t* induit par le produit scalaire By sur g. Pour
toutes racines (3,5 € R}, la somme [ + ' ne peut pas étre une racine d’aprés la
preuve de [Kna02, Lemme 7.128]|, ni 0, donc d’aprés [Kna02, Proposition 2.48 (e)],
nécessairement (3, 5") > 0. Donc tout élément & de Cr(R;)) veérifie (5,€) > 0 pour
toute racine 3 € M. Et si A appartient & Ay N Chop, on a (5,§) > 0 pour tout
€ € (A+Cr(R))) et pour tout 3 € R 1l est maintenant clair que AGT(K-Axp~) C
(A +Co(M))) Nty C Cual, dés que A appartient a Ag N Cpol- Et la derniére assertion
provient du fait que Ag(O,) est 'enveloppe convexe de AUT(K - A x p~) dans t*
lorsque A € Ao N Chol- O

7.2. Sous-groupes a un paramétre dominants indivisibles et p~-admissibles
pour le cas des groupes classiques

Dans cette section, nous allons donner la liste compléte de tous les sous-groupes a un
parameétre dominants indivisibles et p~-admissibles apparaissant pour chaque espace
symétrique hermitien G /K avec G simple connexe non compact a centre fini classique,

c’est-a-dire G = Sp(2n,R), SU(p, q), SO*(2n) et SO(p,2).

7.2.1. Le groupe SU(n, 1), n > 2. — Le cas du groupe SU(n, 1) est le plus simple.
En effet, ici, le sous-groupe compact maximal est isomorphe a U(n) et p~ est isomorphe
a C". Le nombre de racines non compactes négatives (qui sont les poids de l'action de
U(n) sur p~) est égal a la dimension du tore maximal des matrices diagonales de U(n),
et on peut facilement vérifier qu’elles forment une famille libre de formes linéaires sur

t. Notant 3y, ..., 3, les racines non compactes positives de SU(n, 1), il est clair que les
sous-groupes & un parametres p~-admissibles sont les A tels que
CA = () ker 3;
i#k
pour un certain k € {1,...,n}.

Rappelons que g, = 2624—2].# e; et notons Ay = ney, — Z#k e;. On vérifie aisément
que C\, = ﬂ#k ker B; et (A, Bk) = n + 1. Donc les sous-groupes & un paramétre
indivisibles et p~-admissibles sont les sous-groupes & un parameétre Mg, pour k£ =
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1,...,n. On obtient I’énoncé suivant. Ici, T désigne le groupe des matrices diagonales
de GL,(C).
Théoréeme 7.2.1. — L’ensemble des sous-groupes a un parametre dominants indivi-

sibles p~-admissibles de T¢ associés a G = SU(n, 1) est
ou Ay = (n,—1,....,—1) et =\, =(1,...,1,—n).

7.2.2. Le groupe Sp(2n,R), n > 2. — Lorsque G = Sp(2n,R), le sous-groupe com-
pact maximal est & nouveau U(n) et le U(n)-module p~ est isomorphe & la représenta-
tion standard S?((C™)*) de U(n) (et le U(n)-module p* est isomorphe a S?(C")). Les
racines non compactes positives sont les formes linéaires f3; ; = ef +ej, avec 1 < 7,j <n
Remarquons que f;; = B;; pour tout ¢,7. Il suffit donc de paramétrer les racines
non compactes positives par 3;; avec 1 < ¢ < j < n. Nous noterons spécifiquement

Bi=Bii=2e,pouri=1,...,n

Soit A = (A1,...,A\,) un sous-groupe a un paramétre dominant de 7¢. On note
L= { sk =1,....,n}et LL, = (LN (~L)) NN. Nous noterons également, pour
T €L,

I(z) ={1<i<m\ =z}
Remarquons qu'un entier [ appartient a L si et seulement si I(I) # (). De plus, un
entier positif [ appartient a L si et seulement si I(l) # @ et I(—I) # (). Puisque
A est dominant, pour I € LF  \ {0} et tout élément i € I(l) et j € I(—I), on aura
i < j. Notons enfin Wr,(p )\70) I’ensemble des racines non compactes positives (3 telles
que (\,B) = 0, autrement dit, CA\ C ker 8. Le sous-groupe a un paramétre A sera
p~-admissible si et seulement si CA =) BeWn, (v} ker B, d’aprés la Remarque 5.3.3.

Une racine 3;;, 1 <1 < j < n, appartient a WT@ (pt,) si et seulement si \; = —\;.
Distinguant deux cas, £;; € Wr.(p),) si et seulement si j € I(—);). Nous obtenons
donc une partition de I'ensemble Wi, (py,) en

WT(C pAO U {ﬁw,l = [<) VAS [(_l)}'

€L m

Par définition des éléments 3; j, nous voyons clairement que pour tout [ € Lsym, le

sous-espace engendré par I'ensemble de vecteurs {f; ;;7 € I(l),j € I(—l)} est contenu
dans Vect{e;;i € I(I) U I(—=I1)}. De plus, si I # I’ sont deux éléments de L7, . alors

sym?
(IO UI(=D))N{I)UI(=1")) =0. On en déduit I'égalité suivante,
Vect(Wr.(p30)) @ Vect{f, ;i € I(l),j € I(—=1)}.
leLdym
Donc, en termes de dimension, on a

dim Vect(Wr (pf,) = > dim Veet{8;;1i € I(1),j € I(—)}.

€L m
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Lorsque [ = 0, on a Vect{f; j;i € 1(0),j € I(0)} = Vect{e};i € 1(0)}, ce qui implique
dim Vect{p; j;7 € 1(0),5 € I(0)} = [I(0)|. Il reste donc a calculer les dimensions
dim Vect{p; j;i € I(l),j € I(—1)} lorsque | > 0. Dans cette situation, nous avons
I(l)NI(=1) = 0, mais I(l) et I(—I) sont non vides.

Lemme 7.2.2. — Soient E et F deux espaces vectoriels non nuls, (e1,...,e,) une
base de E, (fi,..., f;) une base de F'. On définit les vecteurs u; ; == (e;, fj) € E X F,
pour tout (i,7) € {1,...,p} x {1,...,q}. Alors

dim Vect{u; ;1 <i<p,1<j<q}=p+q¢—1=dimE+dimF — 1.

Si, de plus, I, I, C {1,...,p} (resp. Ji,Jo C {1,...,p}) vérifient I N Iy = O (resp.
JiNJy=10), alors

VeCt{uthi}(il,j1)€I1><J1 N veCt{uiz,jQ}(i27j2)€l2><J2 =0

Démonstration. — Quitte a changer les notations, on peut supposer que dim £ = p <
g =dim F. Le cas p = q = 1 est trivial. On suppose donc ¢ > 2. On définit la famille

E = (Ul,lu . ,Up71,U1’2, Ce 7U1’q).

Puisque pour tout i = 1,...,p, j =1,...,¢, on a u; j = w;1 + u1j; — u1,1, la famille £
engendre 'espace vectoriel Vect{u; ;;1 < < p,1 < j < ¢}. Montrons qu’elle est aussi
libre. Considérons donc la combinaison linéaire

p q
E Tl + E yjuLj =0
i=1 j=2

En appliquant successivement a cette égalité les formes linéaires sur £ x F, (ef,0) et
(0, ff) pour 1 <i<petl<j<gq, onobtientry=...=x,=0ety,=...=y,=0.
Il ne reste donc que Aju;; = 0. Mais comme u;; n’est pas le vecteur nul, nous avons
nécessairement A\; = 0. On en conclut que la famille £ est libre, donc une base de
Vect{u; ;1 < i < p,1 < j < ¢}. Le résultat découle du fait que £ est composée de
p+ q — 1 éléments.

Pour montrer la derniére assertion, il suffit de voir que pour tout (i, jx) € I X Jx,
avec k = 1,2, on a u;, ;, € Vect{e;}ier, X Vect{f;}jecs,. Par conséquent, on obtient

veCt{uihjl }(i17j1)€f1><J1 N VeCt{uimJé}(i2,j2)612><J2
C (Vect{e; }ier, N Vect{e; }ier,) X (Vect{f;}jemn N Vect{f;};esn) =0,

puisque (ey,...,e,) (resp. (fi,...,f;)) est une base de E (resp. F') et puisque les
ensembles 1 et I (resp. Ji et Jy) sont disjoints. O

Remarque 7.2.3. — Par une récurrence évidente, on peut montrer que si on a des
parties disjointes Iy,...,I) (resp. Ji,...,Jx) de {1,...,p} (resp. {1,...,q}), alors les
sous-espaces Vect{uw;, j, }i, jiyenxis - - - Vect{ui j, Ypio)enxg, sont en somme directe
dans E x F.
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Il faut aussi noter qu’en général, on n’a pas mieux que l'inclusion stricte

Vect{ui, j, } i1 jryenxn © Veet{ti, j, } i ja)erox s & Vect{ui ;i j)enun)x(um)-

Par exemple, en prenant I = {ir} et J, = {jx}, avec k = 1,2 et iy # ia, J1 # J2, ON
aura dim Vect{u;, j, } i, ji)yen s © Vect{ui, j, }ia,ja)claxs» = 2, alors que le sous-espace
vectoriel Vect{u; ;} ¢ j)e(num)x(snus) sera de dimension |I; U Ip]| + [J; U Jo| — 1 = 3.

Lemme 7.2.4. — Soitl € L}, tel que l # 0. Alors on a

sym

dim Veet{B,;:i € I(1),5 € I(~)} = [I(1)| + |I(~1)] — 1.

Démonstration. — On pose E = Vect{ej;i € I(l)} et F' = Vect{e};j € I(-I)}.
Puisque I(I) N I(=l) = 0 , alors ENF = 0 et on se retrouve dans la configura-
tion de I'énoncé du Lemme 7.2.2. La base utilisée dans E est la base (€] )icrq et celle
de F est (€])jer(-1)- Les éléments f3; ;, avec i € I(l) et j € I(—I) correspondent bien aux
vecteurs u; ;. Enfin, comme les dimensions de ces espaces vectoriels sont dim £ = |I(1)]
et dim F' = |I(—1)|, on obtient bien le résultat attendu. O

Notons maintenant Lasym = L\ (L N (—L)). Des Lemmes 7.2.2 et 7.2.4 et de la
Remarque 7.2.3, on déduit les égalités suivantes,

dim Vect(Wr (p,) = > dim Veet{8;;1i € I(1),j € I(—)}

leLd;m

=11+ Y (IOI+(=1)]-1)

1€LE m,l#£0

= O+ DY O+ (D] | = L& \ {0}
1€LE 1,170
—n— Y (D] =L \{0}].

Or, Lysym C L, donc pour tout | € Lagym, I(I) est non vide. On en conclut que la
dimension de I'espace vectoriel Vect(Wr.(py,)) est égale a n — 1 (c’est-a-dire A est
p~-admissible) si et seulement si 'une des deux alternatives suivantes est vérifiée :

(4) |Lm \ {0} =1 et Logym = 0;
(i) L \ {0} = 0, Lugym = {1} et [I(1)] = 1.

Dans le premier cas, la valeur 0 peut apparaitre ou non dans L. Dans le second, la
valeur 0 doit apparaitre exactement n — 1 fois (avec n > 2). On note

/\k?l:(l,...,l, 0,...,0 ,—1,...,—1), (7.2.1)
N—— —— N—_———
k termes n—(k+1) termes [ termes

pourtout k=1,...,n—1,1=1,...,n—k. On peut maintenant en déduire le théoréme
suivant.
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Théoréme 7.2.5. — L’ensemble des sous-groupes a un parametre dominants indivi-
sibles p~-admissibles de T¢ associés a G = Sp(2n,R) est

Adm o p = {(1,0,...,0),(0,...,0, 1)} Uf sk =1,....n—1,0=1,...,n—k}.

Le cardinal de .Adm;p(% gy est dgal a n(n;l) 4 9.

7.2.3. Le groupe SO*(2n), n > 3. — Le groupe G = SO*(2n) est le dernier de la
liste & avoir U(n) pour sous-groupe compact maximal. De plus, p~ est isomorphe au
U(n)-module standard A?((C")*). Les racines non compactes positives sont les formes
linéaires f3;; = e + €}, avec 1 <1 < j < n. Nous avons a nouveau f; ; = f3;;.

Le calcul des sous-groupes a un parameétre dominants p~-admissibles de Tt est trés
similaire au cas du groupe Sp(2n,R). Nous gardons les mémes notations que celles
introduites dans le paragraphe 7.2.2.

Soit A un sous-groupe & un paramétre dominant de T¢. La seule différence par
rapport au paragraphe précédent apparait dans la dimension de ’espace vectoriel

Vect{ﬁiﬁj;i S ](O),j c I(O),Z < j}

Lemme 7.2.6. — St |1(0)| € {1,2}, alors dim Vect{p; j;i € 1(0),5 € 1(0),i < j} =
|1(0)| — 1. Si [1(0)] > 3, alors dim Vect{p; ;;i € 1(0),j € 1(0),i < j} = [1(0)].

Démonstration. — Le cas |I(0)] = 1 est trivial puisque {8; ;¢ € 1(0),5 € 1(0),7 <
j} = 0 dans ce cas-la. Ensuite, si [I(0)| = 2, I'ensemble {; ;;i € 1(0),5 € 1(0),i < j}
aura un seul élément, qui est non nul, donc engendrera un espace vectoriel de dimension
1.

Supposons maintenant que |/(0)| > 3. Sans perdre de généralité, on peut supposer
que I(0) ={1,...,p}, avec p > 3. Nous avons

Vect{f; ;i € 1(0),5 € 1(0),i < j} C Vect(€})r=1....p

et, par conséquent, la dimension de Vect{p; ;;i € 1(0),j € 1(0),i < j} est inférieure
ou égale & |I(0)] = p. Montrons que la famille (823, £12, f13,---,01,) est libre. Pour
cela, considérons des scalaires 1, ..., u, tels que

p1B2,3 + paBio + 3Bz + ..o+ ppBip = 0.

Appliquant le vecteur e; a cette combinaison linéaire de formes linéaires, pour k > 4,
cela nous donne pp = 0 pour tout & > 4. Il ne reste donc plus que la combinaison
linéaire a3+ p2f1.2+ 1313 = 0. Autrement dit, tout se passe dans le cas [1(0)| = 3.
Or on peut facilement vérifier que la famille (fa3, 512, 01,3) est libre. On en déduit

que tous les scalaires yy sont nuls et que la famille (823, f12, f1.3,- .., 1) est libre.
Cette famille est constituée de p vecteurs de Vect{p; ;;i € 1(0),5 € 1(0),7 < j}, ce qui
permet de conclure la preuve du lemme. [l

On déduit du lemme précédent que lorsque |1(0)| = 0 ou [I1(0)| > 3, alors
dim Vect(Wr. (pfo) =n = > D] = [Lu \ {0},

lELaSym
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comme dans le cas de Sp(2n,R). On en déduit que les sous-groupes & un paramétre \
dominants indivisibles p~-admissibles sont les sous-groupes & un parameétre ) ; définis
en (7.2.1),pour 1< k<n—4etl=1,...,n—k—3 (pour |I(0)] > 3), ainsi que les
sous-groupes a un parameétre A\, avec k = 1,...,n — 1 (pour |/(0)| = 0), et enfin
(1,0,...,0) et (0,...,0,—1) lorsque n > 4.

Pour |1(0)| = 1,2, nous aurons

dim VectWr (p)) =n— 1= Y [I()] = L& \ {0},

l€Lasym

ce qui implique que I'on doit nécessairement avoir Lagym = 0 et LY = {0}. Mais
alors 1(0) = {1,...,n}, avec n > 3, et |1(0)] < 2, ce qui est impossible. Donc le cas

|I(0)| = 1,2 n’apparait pas pour A dominant p~-admissible.

Théoréeme 7.2.7. — L’ensemble des sous-groupes a un parametre dominants indivi-
sibles p~-admissibles de U(n) associés a G = SO*(2n) est

Adm§oeon = 1(1,0,...,0),(0,...,0, =)} U {Npsih = 1,...,n — 1}
U{epnk=1,...,n—41=1,....n—k—3}

lorsque n > 4, et

Adméo. e = {(1,=1,-1),(1,1,-1)}.

7.2.4. Le groupe SU(p,q), p = q > 2. — Nous allons maintenant donner la liste des

sous-groupes a un parameétre dominants indivisibles p~-admissibles associés au groupe

G = SU(p,q), lorsque p > q > 2. Le cas SU(p, 1) a été fait dans le paragraphe 7.2.1.
Rappelons que les racines non compactes positives de su(p, ¢) sont les formes linéaires

Bip+j =€ — €, de t*, pour 1 <i<petl<j<gq,ct paragraphe 2.4.2.
Commencons par démontrer le lemme suivant.

Lemme 7.2.8. — Soit I C {1,...,p} et J C {1,...,q} deux ensembles non vides.
Alors

dim Vect({Bip1; tierjes) = | +|J| — 1.

Démonstration. — Ce lemme découle du Lemme 7.2.2, ou E = Vect(e})i=1,. p, F =
Vect(€})j=pt1,..pt+q> €t on prend pour bases de E et I respectivement (e7,...,e;) et
(—€hi1se o =g O

Soit A un sous-groupe a un parameétre dominant de T. Nous noterons
= {)\k,k: 1,...,p}ﬂ{)\p+k/;k/: 1,...,(]} C Z

I’ensemble des valeurs qui apparaissent a la fois parmi les p premiéres composantes et
les ¢ derniéres composantes du (p + ¢)-uplet A\. Nous définissons également les deux
sous-ensembles de 7Z suivants, pour tout n € 7Z,

In)={1<i<ph=n} et Jn):={1<j< gy, =n}
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Les parties I(n) (resp. J(n)), pour n parcourant Z, sont deux a deux disjointes. De
plus, pour tout ¢ € Z, entier ¢ appartient & L si et seulement si I(¢) et J({¢) sont tous
les deux non vides.

Nous rappelons que Wr, (pj\io) est égal a ’ensemble des racines non compactes posi-
tives 8 vérifiant (A, 5) = 0. Nous pouvons travailler sur les racines positives en lieu et
place des racines négatives, car on a Wr. (p) = —Wr. (p7) et Wr(py o) = —Wr(p30),

ce qui nous permet d’écrire
ﬂ ker B = ﬂ ker /3.
BEWL (P o) B'EWI.(P5 o)
Soit (i,7) € {1,...,p} x {1,...,q}. Les assertions sont clairement équivalentes :
(7) la racine non compacte positive §;,4; appartient & Wr, (p;o) ;
(it) j € J(Ni);
(71) i € I(N\));
(7v) il existe un entier £ € L tel que i € I(¢) et j € J(¢).

On a donc
WTC p/\o U{Bl,ja i,7) € 1(€) x J(@}‘ (7.2.2)
(el
Lemme 7.2.9. — Les sous-espaces vectoriels Vect ({/Bi,p+j}i€[(£)7jej(,€)), pour { par-

courant L, sont en somme directe dans t* et, plus exactement,

Vect (WTC pA 0 @VeCt {6l,p+j }ZGI 0),5€J( Z))

leL

Démonstration. — La somme directe découle directement de la deuxiéme assertion du
Lemme 7.2.2, en utilisant la propriété que si ¢, ¢’ € L sont distincts, alors I({)NI(¢') =
0 =J)nJ). Et d’apres Pégalité (7.2.2), cette somme directe est forcément égale
au sous-espace de t* engendré par les éléments de Wy, (pj\io). ]

Notons maintenant I = UpeI(¢) et J = Uper,J(£). On a UperI(£) x J(¢) C I x J, ce
qui donne, d’apreés le Lemme 7.2.9,

Vect (Wr.(p1)) C Vect ({Bip+i}agyerxs) -

On en déduit que la dimension du sous-espace vectoriel Vect (Wr,(pf,)) de t* est
majorée par la dimension de Vect ({ Bipt5 }ij)elx J), et, par conséquent,

dim Vect (Wi, (p3,)) < [+ |J| =1 <p+q—1, (7.2.3)
par le Lemme 7.2.8. De plus, une autre application du Lemme 7.2.8 donne la dimension
dim Vect ({5 p+ Yierw.iesn) = 1O+ [J(O] -1,

pour tout ¢ € L. Ceci est vrai puisque, par définition de L, I(-) et J(-), les ensembles
I(?) et J(¢) sont des parties respectivement de {1,...,p} et {1,..., ¢}, toutes les deux
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non vides dés que ¢ appartient a L. D’aprés le Lemme 7.2.9, nous pouvons calculer la
dimension suivante,

dim Vect (WTc (Pio)) = Z dim Vect ({@,pﬂ}iel(ﬂ)def(f))

= > (O +1J(0)] = 1)

= I+ |J|—|L] (7.2.4)
Supposons maintenant que A est p~-admissible. Cela signifie que
dim Vect (WTc(Pj\r,o)) =dimt'—1=p+q—2.
Des équations (7.2.3) et (7.2.4), on obtient
ptag—2=[[+|J[-|L|<[{[+[J[-1<p+q—1 (7.2.5)

Or, par les définitions de I et J, on doit avoir |I| < p et |J| < ¢. Ainsi, on doit
forcément avoir (|1[,[J]) € {(p,q —1),(p — 1L.9). (p.q)}-

Déterminons les sous-groupes & un paramétre dominants indivisibles p~-admissibles
de Tt dans chacun de ces cas. Commengons par le cas |[I| = p—1 et [J| = g. On
a donc I = {1,...,p} \ {io}, pour un certain iqg € {1,...,p}, et J = {1,...,q}. En
appliquant ces valeurs a I’équation (7.2.5), onap+qg—2= (p—1)+ ¢ — |L|, donc
|L| =1, c’est-a-dire L = {¢}. Donc,

— pour tout j € {1,...,q}, A\pyj = ¢,

— pour tout ¢ € {1,...,p} \ {io}, \i = ¢,

—et Ny =(p+q— 1)L
Cette derniére égalité vient du fait que A est un élément diagonal de sl,,,(C), donc
la somme de ses composantes doit étre nulle. Pour que A soit indivisible, il faut alors
prendre ¢ € {£1}. Pour que A soit en plus dominant, il faut £ = 1 et ig = p, ou £ = —1
et 7o = 1. Donc on obtient les deux sous-groupes a un parameétre suivants :

A=(1,...,,1=p—q1,...;1) ou A=(p+q—1,—-1,...,—1;—1,...,—1).
Pour |I| =p et |J| = ¢ — 1, le raisonnement est similaire. On obtient
A=(1,...,51,....,1=p—¢q) ou A= (-1,....,—L;p+q—1,—1,...,—1).
Enfin, prenons maintenant |I| = p et |J| = ¢, c'est-a-dire I = {1,...,p} et J =
{1,...,¢}. L’équation (7.2.5) implique |L| = 2. On note L = {a,b} avec a > b. On a
ainsi les deux partitions
{1,...,p}=1(a)UI(b) et {1,...,q} = J(a)UJ(b).
Pour que \ soit dominant, comme on a pris a > b, il faut avoir que tout indice dans
I(a) (resp. dans J(a)) soit plus petit que tout indice dans I(b) (resp. J(b)). Il existe
donc deux entiers k € {1,...,p—1}etl € {l,...,q— 1} tels que
~I(a)={1,...,k}et I(b)={k+1,...,p};
—J(a)=A{1,..., 1} et I(b)={l+1,...,q}.
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Le sous-groupe a un paramétre dominant p~-admissible correspondant est

Meg=(a,...;a, b...;b ;a,...;a, b,....b ). (7.2.6)
———— | N N N —
k termes p—k termes [ termes ¢—! termes

Théoréme 7.2.10. — Les sous-groupes a un parametre dominants indivisibles p~-
admissibles de T pour G = SU(p, q) sont les sous-groupes a un paramétre A définis
n (7.2.6), pour tousk=1,...,p—1etl=1,...,q—1, avec

p+qg—k—1 —(k+1)
:pgcd(p—l—q—k—l,k—l—l) ct b:pgcd(p—i—q—k—l,l{:—H)7
et les quatre sous-groupes a un parameétre suivants,
/\pq_lzz(l,...,l;l...,1,1—p—q),
Ap—14 = (1,... —-p—q1,...,1),
1:=(—1, —1p+q—1 —1,...,—1),
)\10 p+q—1,—-1,...,—1;—-1,...,—-1).

7.2.5. Le groupe SO(2p,2), p > 2. — Rappelons que les notations pour le groupe
SO(2p,2) ont été posées dans le paragraphe 2.4.5.

Etudions maintenant les sous-groupes & un parametre dominants p~-admissibles de
T, complexifié du tore maximal 7' de K dont I’algébre de Lie est t. Un sous-groupe a un
paramétre dominant de T¢ peut s’écrire A = (Aq, ..., Ap41) dans la base (e1, ..., ep41)
du complexifié t¢ de t, avec Aq,..., A1 des entiers vérifiant

)\12)\222)\1) et /\p_1+)\p>0.

En particulier, si A est dominant, on doit avoir Ay > ... > A\, = 0. Remarquons tout
d’abord que, pour tout i € {1,...,p}, (A, B5) = 0 si et seulement si \; = FA,.1. Nous
définissons donc les deux sous-ensembles

F=(1<i<ph=Fha) = {1 <i<p (A BE) =0}
On a donc

Wr(pao) = {651 e ITYU{p ;5 eI} (7.2.7)

Lemme 7.2.11. — Supposons que 'un des ensembles It ou I~ soit non vide. Alors,
ITNI~ #0 siet seulement si IT =1".

Démonstration. — En effet, supposons que I™ NI~ # (. Fixons o € [T NI~. On a
donc Ay = A\py1 = — Ay, Donc A\,11 = 0. Soit i € {1,...,p}. On a donc les équivalences
ie]+<:'>)\i:_)\p+l:O:)\p+1:)\i<:>i€[7-

Dou It =1".
Réciproquement, supposons que I™ = I~. Par hypothése, on a I ou I~ non vide.
Ils sont donc tous les deux non vides, et IT NI~ =1T =1~ #(). O
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Remarque 7.2.12. — Conservant I’hypothése de I’énoncé du Lemme 7.2.11, on peut
voir également que l'assertion IT NI~ # ) est équivalente & A\,;; = 0. En effet, la
preuve du Lemme 7.2.11 donne la premiere implication et si on suppose A,11 = 0,
alors pour un i € I* # ) (on est stir quau moins 1'un des deux est non vide par
hypothése), on doit avoir A\; = FA,1 = 0. On aura donc aussi A\; = £0 = £A,;;, donc
i appartient a IT N1,

Lemme 7.2.13. — Lorsque I™ = I~ = 0, alors dim Vect(Wr.(py,)) = 0. Sinon, on
a

- soit I NI~ =0, et alors dim Vect(Wr.(py o)) = [I7[ +[17|;

= sinon I" = I~ et dim Vect(Wr.(py ) = [IT|+1 =[] + 1.

Démonstration. — La premiére égalité est directe, d’aprés (7.2.7), car alors Wr.(p5 )
est vide. Supposons donc maintenant que It ou I~ soit non vide. D’aprés le Lemme
7.2.11, on a deux possibilités : soit IT NI~ =0, soit [T =1".

Si IT NI~ = 0, alors les ¢léments de Wi (pao) forment clairement une famille
libre. Par conséquent, I’espace engendré par Wr,(pxo) a pour dimension le cardinal de
Wi (pro), qui est égal & [IT] + |17, d’apres (7.2.7) et le fait que It N I~ soit vide.

Enfin, si It = I~ puisque 5 = +e! + €riq,0na

VectWr.(pao)) C Vect({ef;ie IT=1"} U {epi1})

Or, pour tout ¢ € I, on a aussi i € I, donc ;7,87 € Wr.(pro) et (B + 8;7)/2 =
ey € VectWr.(pap)). Alors, ef = 37 —er,; est aussi dans Vect(Wr(pao)), d’ou
Pégalité

Veet(Wr.(pro)) = Vect({efsi € IT =T} U{e; 1 }),

ce qui donne le résultat attendu. O

Soit A un sous-groupe a un parameétre dominant indivisible p~-admissible de T¢.
Alors nous devons avoir dim Vect(Wr,.(pro)) = p = 2. D’apreés le Lemme 7.2.13, on a
deux possibilités,

—soit [T =T etalors [IT| =|I"| =p—1,cest-a-dire It =1~ ={1,...,p}\{io}
—soit ItNI~ =0 etalors |It]|+ || =p, cest-a-dire ITUIT~ ={1,...,p}.
Pour que A soit dominant, il faut dans le premier cas que iy = 1, et dans le deuxiéme
cas I* = {1,...,p—1} et IT = {p}, ce qui donne les cing sous-groupes a un paramétre

o= (1,0,...,0;0), AXf:=(1,...,1;%1) et X :=(1,...,1,—1;%1). (7.2.8)

Théoréme 7.2.14. — L’ensemble des sous-groupes a un parametre dominants indi-
visibles p~-admissibles de T¢ associés o G = SO(2p,2) est

Adm;O(Qp,Q) = {AO’ AT? )‘;7 )\J—rla )\:1},

oti Mo, \¥ et A\E| sont définis en (7.2.8).
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7.2.6. Le groupe SO(2p+1,2), p > 1. — Nous terminons I'étude des sous-groupes
a un parameétre p~-admissibles par ceux du groupe SO(2p + 1,2). Rappelons que les
notations pour le groupe SO(2p + 1,2) et son algébre de Lie ont été posées dans le
paragraphe 2.4.4. Les racines compactes positives sont

Ry ={e] te;1<i<j<ptU{ep;k=1,...,p}
et les racines non compactes positives
Ry ={xe] +e i=1,....ptU{e, ).

On notera & nouveau 3 := 4e! + erq pour tout 7 € {1,...,p}. On notera également
Bpr1 = €,,1. On définit de maniere identique au paragraphe 7.2.5 les sous-ensembles
ITet I~ de{l,...,p}

L’étude des sous-groupes a un parameétre dominants indivisibles p~-admissibles est
sensiblement la méme que celle du groupe SO(2p,2). Il y a essentiellement deux dif-
férences. La premiére est qu'un sous-groupe a un paramétre A = (Aq,..., A\p41) est
dominant si et seulement si A\; > ... > A\,_1 > A, > 0. La deuxiéme est le fait que 1'on
a rajouté la racine non compacte positive (3,11 par rapport a SO(2p,2). Cependant,
cela n’apporte de changement que pour le cas IT = I~ = (). En effet, ici, lorsque
IT=I"=0,ona

= soit Apy1 # 0, done Wr,(py,) = 0 et dim Vect(Wr.(py,)) = 0;
— sinon Apy; = 0, donc Wr.(py o) = {Bps1} et dim Vect(Wr.(py,)) = 1.
Les autres propriétés sont identiques. On les regroupe dans le lemme suivant.

Lemme 7.2.15. — Supposons que l'un des ensembles I ou I~ soit non vide. Alors,
les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ITNI-#0;

(i) IT=1";

(73) A\py1 = 0.
De plus, on a

— st ITNI™ =10, alors dim VectWr.(py ) = [T+ [I7];
= sinon [T =1~ et dim Vect(Wr,(py o)) = [[T|+1=[I7|+ 1.

Démonstration. — La preuve de ce résultat est identique a celles des Lemmes 7.2.11
et 7.2.13 et de la Remarque 7.2.12. O

Soit A un sous-groupe a un parameétre dominant indivisible p~-admissible de T¢.
Alors nous devons avoir dim Vect(Wr,.(pro)) = p = 1. Nous devons distinguer le cas
p = 1, car on peut alors avoir /T = I~ = (). On doit alors avoir A\,y1 = Ay = 0 et
A1 > 0 pour que A soit dominant. Donc A = (1;0). Sinon, I* # 0, et alors la seule
possibilité est IT NI~ =0 et \,41 = Ao # 0, d’aprés le Lemme 7.2.15. Ceci nous donne
A= (1;£1).
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Lorsque p > 2, un raisonnement analogue au paragraphe 7.2.5 nous donne que les
seuls sous-groupes a un parameétre de T dominants indivisibles et p~-admissibles sont
Ao et A\f, qui ont été définis en (7.2.8).

Théoréeme 7.2.16. — L’ensemble des sous-groupes a un parameétre dominants indi-
visibles p~-admissibles de Tc associés a G = SO(2p + 1,2) est

Admdo o = {0 AT AT Y

7.3. Exemples de calculs explicites de projections d’orbites holomorphes

Cette section est consacrée au calcul des polyédres moments A (O, ) de la projection
d’une orbite coadjointe holomorphe Oy = G - A, pour un certain nombre d’exemples.

Ce travail a pour principal objectif de vérifier que la partie théorique effectuée dans
les Chapitres 5 et 6 est correcte, en faisant le lien avec les résultats obtenus lors des
premicéres tentatives de calculs, c¢f Chapitre 3.

Nous continuons & utiliser les notations générales posées au Chapitre 5. Les exemples
porteront sur les groupes classiques Sp(2n,R), SU(n, 1), SO*(6), SO*(8) et SU(2,2),
dont les définitions et les notations associées ont été faites dans le Chapitre 2.

7.3.1. Projections d’orbites coadjointes holomorphes de Sp(2n,R), n > 2.
— Toutes les notations pour les calculs concernant le groupe G = Sp(2n,R) sont
rassemblées dans le paragraphe 2.4.1. Les racines non compactes positives sont les
Bi; = e + e;, pour 1 <i<j<n La plus petite racine non compacte négative est
—f1,1 = Pmin. Toute racine non compacte négative 3 s’écrit

B = Bmin + Z NnaQ,

a€RT

avec n, € N pour tout a € . Par conséquent, pour tout sous-groupe & un parameétre
A dominant, on a (\, Buin) < (A, B), pour toute racine 5 € R .
Nous allons calculer ©(— i) = O(F11). La formule de Chevalley (Théoréme A.2.1)

nous donne

n—1
O(B11) = O(B11) Z Bra( sb; = Z Bl,l(axi+1)0—ii 1
DLGD‘% i=1 ,
I(sa)=1
Or, on a o,y = €; — eip1, done fi1(ay,) =2 et Bii(a);) =0si2<i<n—1 On

en déduit que O(—/fmin) = O(F11) = 20:11 . Par conséquent, pour tout m > (A, Buin),
il existe un entier positif p tel que ’

oB ab . H O(—p)" =2pol . + termes de degré < 2l(wow,).

wow wow
ﬁeWT(C (p;m)
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On en déduit que, pour un sous-groupe a un parameétre dominant A de T¢ fixé, si
Py # 0, alors il n’existe aucun couple (w,w’) € (W*)? vérifiant 1'équation

B B ng __
T oo - T - H O(=B)"" = Twyw, -
BEWT (p20)

Une application du Théoréme 6.1.1 nous permet alors d’affirmer que les seules paires
bien couvrantes de X,-gc du type (C(w,w’,0), ), avec A dominant de T, sont les
paires (C'(w,wowwy,0), A) vérifiant p_, = 0, c’est-a-dire, (A, Smin) = 0. De plus, si on
demande que A soit aussi p~-admissible, on doit avoir nécessairement (\, Siin) < 0. 11
doit donc vérifier (A, Bin) = —2A1 = 0, donc A\; = 0.

L’ensemble des sous-groupes a un parameétre dominants indivisibles p~-admissibles
de Tt a été calculé dans le paragraphe 7.2.2. D’aprés le Théoréme 7.2.5, les sous-groupes

a un paramétre dominants indivisibles p~-admissibles sont (1,0,...,0), (0,...,0,—1)
et
Mer=(1,...,1, 0,...,0 ,—1,...,—1),
—— —— N———

kE termes n—(k+l) termes | termes
pour tout k =1,...,n—1et tout [ =1,...,n — k. Or, parmi ces sous-groupes a un
paramétre, le seul qui vérifie Ay =0 est A = (0,...,0,—1).
De la Proposition 5.4.10 et de sa preuve, on déduit que Ag(Op) = (A+Cr(R;)))NEL.
Remarquons que 'on retrouve bien le résultat annoncé au Théoréme 3.3.2.
Le Théoréme 7.1.4 nous permet de donner la description concréte suivante du poly-
édre moment de la variété K-hamiltonienne Oy :

Ag(Op) ={§=(&,...,&) etl; pourtout i = 1,...,n, §& = A}

La figure 1 représente ce polyédre moment dans le cas du groupe Sp(4,R). Nous résu-
mons ceci dans le théoréme suivant.

Théoréme 7.3.1. — Pour G = Sp(2n,R), le polyedre moment est égal au polyédre
conveze

Ag(O4) = (A + Ce(R)) NE = {(61,...,&) €t &> A Vi=1,....n}.

7.3.2. Projections d’orbites coadjointes holomorphes de SU(n,1), n > 2. —
Rappelons que les notations concernant le groupe G = SU(n, 1) ont été données dans
le paragraphe 2.4.2. Les racines non compactes sont les +5, = +(ej + Z?Zl e;) pour
k=1,..,n,avec R} = {B;k=1,....,n} et R, ={—PBx;k =1,...,n}. La plus petite
racine négative est [, = —01 et, pour tout k =2,...,n,on a

_ﬂk = ﬁmin +aro+ ...+ o1k

On pose, pour k = 1,...,n, le sous-groupe a un parameétre Ay, = (n + 1)e; — Z?Zl e;.
D’apres le Théoréme 7.2.1, les seuls sous-groupes a un parametre dominants indivisibles
p~-admissibles de T¢ sont A\ = (n,—1,...,—1) et =\, = (1,...,1,—n).
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FIGURE 1. Polyédre de la projection d’'une orbite coadjointe holomorphe de Sp(4,R)

Le second, —\,, donne M_q = 0, car (—\,, Bumin) = 0, avec Buin le plus petit poids
de I'action de T sur p~. Les équations provenant de —\,, donnent, par conséquent, les
équations du cone convexe A + Cr(p™). Ces équations sont les suivantes :

<_)\k7§ - A> < 0;

pour k parcourant lensemble {1,...,n}, ou, en notant & = (&,...,&,), ainsi que
A= (Ay,...,A,), dans la base (e],...,e!),

(A) © n& — Zj;ék & = nhy — Zj;ék Aj,
pour k=1,...,n.

Nous allons voir que, contrairement & Sp(2n,R), ici apparaissent d’autres équations,
celles pour A;. Maintenant, nous avons (A1, fmim) = —(n + 1) et (A, —f) = 0, pour
k=2...,n Deplus, (\f,cn2) =n+1>0et (\,opp41) =0si ke {2,...,n—1}.
Par conséquent, les sous-groupes paraboliques associés a A sont

C GLu1(C).

Dans cette situation, nous n’avons que deux m possibles pour les paires bien couvrantes
(C(w,w';m), A\1). Ce sont les entiers m = 0 et m = —(n + 1) < 0. Mais seul m = 0
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nous intéresse, d’aprés le Théoréme 7.1.4. Donc les paires bien couvrantes avec A\ et
m = 0 sont les paires (C(w,w’,0), A1), avec (w,w') € (W*1)?2] telles que

0-5011) ° Ugou)’ ° @(_6111111) - 0-50”&))\1
et
<U))\1 -+ w’)\l, p> — <)\1, /ijn> =0. (731)

d’aprés le Théoréeme 6.1.1. De plus, le Corollaire 6.1.2 montre que, nécessairement,
nous aurons l’équation suivante

l(w) + 1(w') = 1(wg) + I(w)y,) + 1.

Nous nous trouvons ici dans le cas ot K¢ = GL,(C) et W™ est connu. En effet,
nous savons d’aprés le Lemme A.1.7, que W/W,, a n classes, et que les éléments
1?),;1, pour k = 1,...,n, forment un systéme de représentants de W/W,, de plus pe-
tite longueur dans leurs classes respectives. Les éléments les plus longs de chaque
classe seront donc les w,;le et, toujours grace au Lemme A.1.7, la longueur d'un
tel élément est [(w, 'wy,) = l(wy,) + k — 1, pour k = 1,...,n. Donc, si la paire
(C(wy, "y, , Wy wy,, 0), Ar) est bien couvrante, nous obtenons une équation vérifiée
par k et K/,

k:—1+k:’—1:l(wo)—l(w)\l)+1:n—1+1:n,

c’est-a-dire k' = n — k + 2. 1l reste donc a trouver, parmi les paires de la forme
(C(y; "way, Wy Loy, 0), A1) avec k € {2,...,n}, celles qui sont bien couvrantes. Il
faut donc commencer par trouver celles qui vérifient
B B _
O-’LUO'lD]:I’w)\l 'O-wozz’;imrzwh : ( ﬁmm) - wow)\l
Le Lemme A.1.7 montre que woﬁ),glw,\l = w;ikﬂ =S, k...S;,pourtout k=1,....n

(pour k = n, wew, 'wy, = id), et wowy, = w,' = s,_;...s;. Ensuite, nous pouvons
calculer ©(—/fyin) par la formule de Chevalley,

n—1

B B B

ﬁmln - Z 51 Os, — ZBI(aZiJrl)O-si = 0317
i=1

ozef)’xz_

l(sa)=1
car 51(04\1/,2) Pi(er —ez) =1 et fi(a “H) =Gi(e;—ey1) =0sii=2,...,n—1. Il ne
reste plus qu’a calculer le produit cup o2, .0Z_, 0B pour k=1,...,n

I !
Lemme 7.3.2. — Pourtoutk=1,....n—1, ona(ol)* =0l =0, . De plus,
k+1
(a8)" = 0. Et, pour a,b € {1,...,n}, nous aurons 0¥ .ol =l siat+b<n+l
Wa Wy, a+b—1
et oB_, . oB_, =0 sinon.
Wq Wy

Démonstration. — Nous nous inspirons des Lemmes A.2.4 et A.2.5. Nous allons mon-
trer que l'on a o .ol =0, 5 sike{l,...,n—2} et réaliser une récurrence
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simple sur k. Nous utilisons la formule de Chevalley (Théoréme A.2.1),

B B _ — E : B
051 . Usk...sl - 6(7'('0[1,2) . Oskmsl - O_sk...slsal j :
Jj=3,...,n
l(sk...slsal’j):l(sk...sl)+1
Du Lemme A.1.11, nous avons [(sg...518q,,) = [(Sk...51) + 1 si et seulement si
7 = k 4+ 2, ce qui est possible car £ < n — 2, donc j < n, et, dans ce cas-la,
_ : B B _ B _
Sk .. -S515a;; = Sk41 - - S1. Nous obtenons bien o .oy, , =0, . Pour k=1, nous
fo B\l _ B . Bk _ B
avons évidemment (o,;)" = oy, et, par récurrence sur k, nous avons (o;;)" = o,
pour k < n — 1.
Pour k = n — 1, nous n’aurons jamais j = k + 2 dans {3,...,n}, donc (¢2)" =
B B _ ) N
o, .05 . =0, dapres le Lemme A.1.11.
Enfin, pour a,b € {2,...,n}, nous pouvons calculer 05;1 'Uggl’ car ;' = sq_1...51

(resp. W, ' = sp_1...s1). On obtient

B B _ B B _ (~Bya—1 (_B\b—1 _ [ _B\a+b—2
O-ﬁ;;l . O-ﬁ)b_l - O-safl...sl . O-Sbfl...sl - (0-81) (O-Sl) - (O-sl) )
et ce dernier est égal a Oi+b s = ag_l sia+b—2 < n—1, cest-a-dire a+b < n+1.
e a+b—1
Et pour a +b > n+ 1. nous avons a + b — 2 > n. donc ¢Z_, .02 , = 0. Pour terminer
) ? W W Y
a b
si a ou b vaut 1, quitte a permuter les notations, on peut supposer que a = 1, alors
Wit =id, donc 0P, .08, =08 | avechienb=b+a—1<n. [l
wl wb wb
Revenons & nos produits cup 05_1 .05_1 .afl pour k£ = 2,...,n. Du lemme ci-
n—k+1 k—1
dessus, nous obtenons
B B B _ (. Byn—k ( B\k—2 _B _ ( Byn—1 _ _B
O-w;ik-‘—l . O-uj;_ll . 051 - (051) (081) . 081 - (081) - O-ru];:“
ce qui redonne bien
B B _ B
O-wolbglw)\l 'O-wozb;ik+2w>\1 : @( 6mm) = Owowp>

pour tout k = 2,...,n. Il reste encore & montrer que
<QZJ];1U))\1 )\1 + w;ik+2w>\1)\1’ p> - <)‘17 ﬂmin> = 0.

pour tout kK =2,...,n.
Lemme 7.3.3. — Pour tout k =1,...,n, on a (A, Wgp + Wn—k+2P) = (A1, Bunin) -

Démonstration. — Nous utilisons ici le fait que W, o = wy, Wg_1wy. Ceci implique
les égalités
(A, Wip + Wp—y2p) = (A1, Wep + Wr—1wop)
(Wp_1)1, k0 — p)

Wr_11, Oék,k+1>

—(
= _<>\17041,k+1>~

On en conclut I'égalité (A, Wp + Wy—gr2p) = —(n+ 1) = (A1, Buin) - O
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Puisque w), appartient & Wy, on a (b ‘wy, A1 + @, swa A1, p) = (Ar, Wip +
Wy_kr2p), ce qui implique que 1’équation (7.3.1) est vraie pour les couples (w,w') =
(@5, "way, W, Wy, ). Les paires (C(w; ', ;. ,,0), A1) sont donc toutes bien cou-
vrantes pour k = 2,...,n, et ce sont les seules pour \;.

La paire (C(wy, ", w;ﬁk+2, 0), A1) apporte 1’équation suivante,

<UAJI;1)\17 x> < <w0w;_1k+2>\17 A> (732)

De la définition 121,;1 = Sp_1...81 pour 2 < k < n, on a donc w,;lAl = Sp_1...81A\] =
Ax. Remarquons, de plus, que I'on a

<w0w7:ik+2/\17A> = <w0w7:ik+2w>\1)‘17 A> = <ID;;_11>\17 A> = <)‘k—17 A>
L’équation (7.3.2) devient maintenant

<Aka l‘> < <)\/€—17 A>7

pour k € {2,...,n}. D’ou, en faisant le changement de variable k¥’ = k — 1, on obtient
(Mg, ) < (A, A)
pour tout £k = 1,...,n — 1. Finalement, on peut remplacer \; par sa valeur ne, —

iz €5> ce qui nous donne

(Bk') : Zj;ék;_i,-l 5] - ngk-{-l 2 Z]#k‘ A] — nAk,

pour k=1,...,n— 1.
En mettant ensemble les équations obtenues pour —A\, puis A, nous obtenons le
théoréme qui suit. Il découle évidemment du Théoréme 7.1.4.

Théoréme 7.3.4. — Pour G = SU(n, 1), le polyédre moment est égal au polyédre
convezre

Ag(0y) ={¢ e t; & vérifie (Ap), k=1,...,n, et § vérifie (By), k' =1,...,n—1}
={fetyy (MO =2 MA) 2080228 2 (M

On retrouve bien ’énoncé du Théoréme 3.3.4, obtenu grace aux calculs appliquant
le Théoréme de Horn-Klyachko. C’est aussi le méme résultat que ce qui a été annoncé
au paragraphe 3.1.2 pour le groupe SU(2,1).

Remarque 7.3.5. — Presque tous les calculs réalisés dans ce paragraphe sont iden-
tiques quand on consideére le polyédre moment Ay, (U(n) - A x (C*)*), ot U(n) agit
canoniquement sur (C")* et A est un élément de Ag , . La seule différence apparait dans
I'ensemble des sous-groupes a un paramétre dominants indivisibles (C")*-admissibles
de Tt, puisqu’ici cet ensemble est {(1,0,...,0),(0,...,—1)}. Par conséquent, le Corol-
laire 5.4.4 nous donne

Apmy(Un) - Ax (CY) ={¢et; &G2M2&E2> .06 > M)
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FIGURE 2. Polyédre de la projection d’une orbite réguliére holomorphe de SU(2,1)

Ceci donne une autre preuve que la représentation irréductible V,, de GL,,(C) de plus
haut poids p = (1 > ... > uy), apparait dans la décomposition en somme directe de
représentations irréductibles du G L, (C)-module V) ® S(C") si et seulement si

WV

= A2 pe = 2= A,

résultat prouvé de maniére différente dans [Mac95, Bri89|, mais qui est bien anté-
rieur et serait di a Pieri. Nous avons utilisé ici la propriété de saturation de GL,(C)
relativement au produit tensoriel de ses représentations irréductibles. Nous renvoyons
le lecteur & [Woo009, 9.3] pour plus de détails concernant ce résultat.

7.3.3. Projections d’orbites coadjointes holomorphes de SO*(2n), n > 3. —
Le groupe G = SO*(2n) a été défini dans le paragraphe 2.4.3. On a vu que les racines
compactes seront les a; ; = €j — €}, 1 <1 < j < n, pour la base définie dans ce méme
paragraphe.

Les racines non compactes sont les £0; ; = £(ef + e;) pour 1 <7 < 7 < n, avec
R ={Bi;;1<i<j<n}etR, ={-0F,;;1<i<j<n} Laplus petite racine
non compacte négative est Bpin = —f12 = —e] — €.
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D’aprés le Théoreme 7.2.7, les sous-groupes a un parameétre dominants indivisibles
et p~-admissibles de T sont les éléments de

Admgfo*(%) ={(1,0,...,0),(0,...,0, =D} U{ pnp;k=1,...,n — 1}
U{Mpk=1,...,n—4,l=1,...,n—k—3}.
lorsque n > 4, et
Admgo*(ﬁ) ={(,-1,-1),(1,1,-1)}.
Rappelons que les sous-groupes a un parametre Ay ;, pourk =1,... , n—=1,1=1,... , n—
k, ont été définis par
Meg=(1,...,1, 0,...,0 ,—1,...,-1).
N——
k termes n—(k+1) termes 1 termes
Le sous-groupe a un paramétre Ay, = (1,—1,...,—1) vérifie (A1 ,,—1, Bmin) = O,

donc p_, = 0 pour Ay, et les équations obtenues par les paires couvrantes associées
a A1 ,-1 sont les équations de A + Cr(fR;}). Ce sont les équations suivantes :

(w1, € — A) <0, pour tout w € Wtn-1,

ce qui donne
& — A < Z{i—Ai, pour tout k=1,...,n. (7.3.3)
i#k
Pour n > 4, un autre sous-groupe a un parameétre vérifie (\, Byin) = 0, il s’agit de
X1 = (0,0,0,—1). Il apporte les équations

& > A, pourtout k=1,... n. (7.3.4)

Pour les sous-groupes a un parameétre Ay ,_j, cela devient beaucoup plus compliqué.
En effet, on voit facilement que, pour k € {1,...,n — 1}, on a

-2 sii<j <k,

( Mkt =i j) = 0 sie<k<y,

2 sik<i<j.
Ceci nous donne que dime(p_y) = #{(¢,7);1 <i < j <k} = bk 1), pour le p_, associé
a A\p.n—k- De plus, le sous-groupe parabolique P(Ay,—x) de GL, ((C) sera le sous-groupe
parabolique maximal associé & la racine simple oy g1, puisque (A —k, 0k g+1) = 2, €t

<)‘k,n7k’a Oéj,j+1> =0sij#k.

Nous sommes donc amenés a calculer les valeurs de O(],;_;<; Bij), pour k =

2,...,n — 1. Nous pouvons utiliser ici la formule de Chevalley. Pour le cas le plus
Slmple k = 2, nous avons simplement ©(f;2) = a . Nous conjecturons, grace a des
calculs numériques en petites dimensions, que, pour k quelconque dans {2,...,n— 1},
on a

|| _ B _ _
© ( 6%]) - 0525453365554-~-5k—152k—252k—3-~-5k+13k’ si 2k 2 n 1

1<i<j<k

cest-a-dire k < (n+1)/2, et O([[,;;<; Bij) = 0 sinon.
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Il reste aussi les A\y; avec k =1,...,n—2et !l =1,...,n—k — 1. On a pour ces
¢éléments les valeurs
-2 sii<j <k,
-1 sii<k<j<<n—1I,

0 sit<k<n—-Il<jouk<i<j<n-—I,

1 sik<i<n—-1<y,

2 sin—Il<i<jy.

<)\k,n—k7 _ﬁl,j> =

L’espace vectoriel complexe p_, est dans ce cas de dimension

dime(pZg) = #{(4,7); 1 <i<j <k} +#{(1,j); 1 <i<k<j<n—1}
k(k—1)

==t k(n—1-k).

Il faudrait également connaitre O([[,; ;c Bij) - O] circpejrcn i Birj), pour tout
k=1,....n—2ettout l=1,...,.n—Fk—1.

Ne pouvant pas trouver de formule générale pour tout n > 3 et tout k =2,...,n—1,
nous allons présenter les résultats pour les dimensions n = 3 et n = 4.

Equations pour le groupe SO*(6). — Ici, n = 3. Il ne reste alors qu’a étudier les
équations fournies par le sous-groupe a un parameétre Ay, qui apporte les équations
(wAa1,&) < (wow'Aa 1, A) pour tous w,w’ € W tels que la paire (C'(w,w’,0), Ag1)
soit dans Py(p~). Une telle paire sera dans Py(p~) si et seulement si

B B B
Owow * Twow’ * @(51,2) = Owowy

ol @(ﬁLQ) = O'B et

(Wha,1 +w' o1, p) — Z kdime(py, , ) = 0.
k<0

Pour n = 3, nous avons pour sous-groupe parabolique maximal

k% | ok
P(Agy) = P2 = | x x| |,
0 0=
et wy = s1. De plus, wy = $18281 = 895152. Ceci nous raméne a déterminer les

(u,v) € (W1)? tels que o .0f .08 = o8B . Cette dernicre équation n’est réalisée
que pour les couples (u,v) € {(id, s2), (s2,id)}. Nous devons donc prendre (w,w’) €

{(wo, $251), (251, wp) }. La vérification de I'égalité
<u)\2’1 -+ ?))\2’1, p> — Z kdim@(ljgg,l,k) =0.
k<0
est aisée pour ces deux couples. Par conséquent, on a deux paires bien couvrantes

(C'(wo, $251,0), A21) et (C(s2s1,w0,0), A2 1), soit deux équations :
(WoAa,1, &) < (2221, A) et (s251021,&) < (A1, A).
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On remplace Ay par (1,1, —1), £ par (&1, &2, &3), et A par (Aq, As, A3), dans les équations
ci-dessus. Rajoutées aux équations (7.3.3), on obtient le théoréme suivant.

Théoréme 7.3.6. — Le polyedre moment Ag(Oy), pour G = SO*(6), est le polyédre
de t* défini par les équations

(6 + 6 +E8 2> A+ A+ A3
=6+ 2>2M—MA+ A
S +&—G2>2M+NA—A3
S —&—8G2>2-A+A— A3
=&+ & —8& 2> A — A+ Az
§1 2828
Remarque 7.3.7. — On retrouve bien les équations du polyeédre Ax(Oy) obtenues

dans le Chapitre 3.3.3 en utilisant directement le probleme de Horn-Klyachko, cf Théo-
reme 3.3.11.

Equations pour le groupe SO*(8). — Les équations (7.3.3) (resp. équations (7.3.4))
correspondent a Ay 3 (resp. & Aoy = (0,0,0,—1)). Ici, il faut encore regarder les équa-
tions pour Aa2, Az1 et Agq := (0,0,0,—1), d’aprés le Théoréme 7.2.7. On peut vérifier
que O(B12013023) = 0, comme cela a été conjecturé précédemment. De plus, on a
également O(f1 251 301.4) = 0 par le calcul, en utilisant la Formule de Chevalley, ce qui
¢limine A; . Donc finalement, seules les équations de A2 manquent. Le sous-groupe
parabolique P(\y2) est le sous-groupe parabolique maximal de GL,(C)

P(AQ’Q) == Pa2’3 =

le groupe de Weyl W),, = Wpeas est isomorphe au produit direct Sy x Sy de deux
copies du groupe symétrique sur I’ensemble & deux éléments. Son plus long élément est
Wy,, = 5153 = s351. L’ensemble W/W), , a 4!/4 = 6 classes. Dans le tableau suivant, w
parcourt I’ensemble des représentants de longueur maximale de W/W),,,, c’est-a-dire
w parcourt W22,

w l(w) |  wow WAaa | (WA22,p)
Wiy, = S183 | 2 | 82818382 | (1,1,-1,-1) 4
525183 3 5183852 (1,-1,1,-1) 2
51525183 4 S1S2 (-1,1,1,-1) 0
53525183 4 5359 (1,-1,—-1,1) 0
5351895183 5 So (=1,1,—1,1) -2
S$951535951S3 | 6 id (=1,—-1,1,1) —4

el — 3ey).

Ci-dessus, p désigne la demi-somme des racines positives de U(4), il est donc égal ici a
=1(3ef +e3 —
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De plus, nous devons choisir les couples (w,w’) € (W*22)% qui vérifient 1’équation

B B _ B : At ) . .
Tuow * Tugur - O(P12) = T wvnong 5 Ils doivent donc vérifier I’équation de longueurs sui-
vante

l(w) + 1(w') = 1(wy) + H(wy,,) +dim(pZy) =6+2+1=09,

d’apres le Corollaire 6.1.2. Les couples vérifiant cette équation de longueurs sont rangés
dans le tableau qui suit.

w w’ L(w) [ l(w') | wow | wow | (wha + w' a2, p)
595183 525153525183 | 3 6 | S15359 id 2+ —4=-2
51525183 5351525183 4 5 S152 S92 0—2=-2
53595153 5351525183 4 5 5359 S92 0—2=-2
5351525153 515251853 5 4 S9 5152 —2 + 0=-2
5351525153 5352951853 5 4 S9 5359 —2 + 0=-2
§251535251S53 $951853 6 3 id 515359 —4 + 2=-2

Remarquant que p_, = p_, , est de dimension 1 et que I'on a également (Ag 9, —f12) =
—2, nous aurons, pour tous les couples (w,w’) du tableau ci-dessus,

(WA +w'A, p) = Z kdim@(pg’%k) =2
k<0

Nous pouvons calculer plusieurs produits cup par la formule de Chevalley,

Osy - Osysg — Osys3sas
Osy - Os359 = Og183899
Osy - Osysgsy = Osgsisgsa:

On en déduit que, pour tous les couples (w,w’) qui apparaissent dans le tableau ci-

B B _ B 2
dessus, nous avons o .ob ., =0l et par conséquent,
B B __ B B _ B __ B
Owow * Twow’ * @(BLQ) = Oy - Os15550 — Tsas18380 — O-wow)\Q’Q'

Finalement, tous les couples cités dans le tableau ci-dessus donnent une paire bien
couvrante et une équation pour le polyédre moment Ag(Oy). D’aprés le Théoréme
7.1.4, une telle équation est de la forme (wlg9,&) < (wow'Ay2, A). Le tableau qui
suit donne les informations nécessaires pour chaque couple (w,w’) pour obtenir les
équations par rapport aux coordonnées d'un vecteur £ = (&1, &2,&3,&) de t* dans la
base (e}, €3, €5, €}).

w w'’ WA wow’ wow' g
595183 S98183828183 | (1,—1,1,—1) id (1,1,—-1,-1)
51595153 s381828183 | (—1,1,1,—1) S9 (1,-1,1,-1)
53595153 s3s1828183 | (1,—1,—1,1) S9 (1,-1,1,-1)
$351828153 51595183 (-1,1,-1,1) | s180 |(—=1,1,1,-1)
$351528153 53595183 (—1,1,—1,1) | s3s9 |(1,—-1,-1,1)
$951535895153 595183 (=1,—1,1,1) | 818382 | (—1,1,—1,1)
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Nous obtenons maintenant les équations suivantes,

([ S-S+ GG <A+ A — A3 — Ay
=St +G -GS A A+ A3 — Ay
S -8 —G+a< A — N+ A3 - Ay
G +&—G+a< M+ A+ A3 A
G+ -G +a< M- —A3+ A
(& — & +&E+8a < A+ A — A3+ Ay
D’apres (7.3.3) et (7.3.4), les équations du cone affine A+ Cg(R;") sont les équations

(& + &+ 8+86 2> —A+ Ay + A+ Ay,
§1—&+8G+84a2>2 M — A+ A3+ Ay,
§1+&—8&+86 2> M+ A —As+ Ay, (7.3.6)
S +86+8G—8G=>2 M+ A+ Az — Ay,

(&1 2 Ay, 20, &2 A3, &4 2> Ay,

Nous pouvons maintenant rassembler toutes les informations obtenues dans 1’énoncé

/

(7.3.5)

//\ N //\ N

du théoréme suivant.

Théoréeme 7.3.8. — Le polyedre moment Ag(Oy), pour G = SO*(8), est le polyédre
de t* défini par les huit équations de (7.3.6) déterminant le cone A + Cr(R)), les six
équations de (7.3.5) et les inégalités & > & = & > &4 provenant du choix de la chambre
de Weyl.

Remarque 7.3.9. — Parmi les équations obtenues en (7.3.5), deux sont semblables,
a apparition d’un signe « — » prés. En effet, nous avons les deux équations

&+ -G+ < M+ A+ A - Ay
6 +&E -G+ <A N — A+ A =—(—A+ A+ A3 — Ay)

En particulier, pour tout A dominant, I'une de ces deux équations sera toujours redon-
dante par rapport a 'autre, puisque seule 1’équation avec le terme de droite négatif
apportera une réelle information. Ceci nous indique que I'’ensemble des équations ob-
tenues dans le Théoréme 7.1.4 n’est pas forcément minimal, comme cela a pu étre le
cas pour les groupes Sp(2n,R) et SU(n, 1).

Remarque 7.3.10. — Cet exemple apporte une seconde réponse a une question qui
est apparue aprés le calcul des exemples précédents. Pour les groupes Sp(2n,R) et
SU(n, 1), seules les directions des faces du cone Cg(R) apparaissaient au final, que
ce soit comme équation de face du céone A + Cr(R;) ou comme équation de face de
réflexion sur un mur de la chambre de Weyl. Mais ici ce n’est plus le cas.

Regardons un exemple avec A régulier. On choisit A = (3,2, 1,0). Soit £ un élément
central, c’est-a-dire & = & = {3 = & = x. Alors € est dans A +Cg(R;)) si et seulement
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si x > 3. De plus, par hypothése sur &, on a §;, +&, — &, — &, = 0, quel que soit ’ordre
des indices choisis dans {1,2,3,4}. La derniére équation vaut alors

0< A +Ag—Ag+Ay,=-3+2—1=-2

ce qui est évidemment faux, donc les onze équations du cone (A + Cr(R;))) Nt ne
suffisent pas a décrire Ak (QO,). Cela signifie que des équations de (7.3.5) apparaissent
nécessairement pour décrire le polyédre Ag(Oy).

7.3.4. Projections d’orbites coadjointes holomorphes de SU(2,2). — Nous
terminons ce chapitre en donnant la description du polyédre moment Ax(O,) pour le
cas du groupe SU(2,2).

7.8.4.1. Quelques informations pour l’étude du cas général SU(p,q), p = q = 2. —
D’aprés le Théoréeme 7.2.10, les sous-groupes a un parameétre dominants indivisibles
p~-admissibles de Tt pour G = SU(p,q) sont les sous-groupes a un paramétre Ay
définis par

Meg=(a,...,a, b...;b ;a,...,a, b,....b ),
— | N N N~
k termes p—k termes [ termes ¢—! termes

ptq—k—I .
pged(p+q—k—1,k+1) et b =

et les quatre sous-groupes a un parameétre suivants,

pour tous k = 1,....,.p—1letl =1,...,g — 1, avec a =

—(k+1)
pged(p+q—k—1,k+1)?

Apg—1:=(1,... L 1=p—q),
Ap—1,4 = (1,. ..,l,l—p q¢;1,...,1),

= (-1 —Lip+qg—1,-1,...,-1),
)\10 —(p+q—1 —1,...,—1;—1,...,—1).

Les deux sous-groupes a un parameétre A\,_; , et Ag; donnent les équations du cone
A + Cr(R}), puisque (A\p—14; Bmin) = (Mo.1, Omin) = 0. Les équations sont obtenues
facilement,

ptq p+q

Z& (p+ q)¢ ZAi—(p+q)Ak, pour tout k=1,...p
i=1

et
p+q pt+q
—Z& (p+ )& < =Y Ai+ (p+q)Ap, pour tout I=1,...¢q,
i=1
si on note 5 = (&1, &prg) et A= (Ay, ..., Apiy) les deux éléments de t*, les compo-
santes étant écrites dans la base (e7,..., e, ) de (t® 3(u(p,¢)))*. On peut noter que

le premier ensemble d’inégalités est exactement le méme que celles apparaissant pour
SU(p, 1), ce sont les équations (Ay) du paragraphe 7.3.2.

Les entiers (A, —f;,+;) peuvent se déterminer facilement, pour tout A sous-groupe
a un paramétre dominant indivisible p~-admissible de T¢ et (i,5) € {1,...,p} X
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{1,...,q}. En effet, lorsque 'on considére \y;, aveck=1,....,p—letl=1,...,¢—1,
on a

b—a<0 sit<ketj>I,
Mty —Biptj) = a—b>0 sit>ketj<lI,
0 sinon.

Puis, pour les quatre sous-groupes a un parameétre restants,

—-p—q<0 sij=gq,
N BN —
Apa-t, =Bipti) { 0 sinon,

—p—q<0 sii=1,

</\170, _ﬁi,p+j> - { 0 (737)

sinon,

s o _fpta>0 sij=1,
<)\0,1> Bz,p+3> - { 0 sinon,

_Jptag> 0 siz=np,
(Ap-1.0: =Bip+s) _{ 0 sinon.

On connait dé¢ja les équations apportées par les deux derniers, Ao et A\, 4. Pour tous
les autres, on voit que (\, Buin) < 0et p—y = (p=o)MPmin). Les sous-groupes paraboliques
P(Apq-1) et P(A1p) sont clairement maximaux (ils sont de la forme P, , pour une
certaines racine simple «; ;41 de S(U(p) x U(q)).

L’étude des paires bien couvrantes demande de calculer certaines expressions dans
I'anneau de cohomologie H*(S(GL,(C) x GL,(C))/By4,Z), ot B, est le sous-groupe
de Borel des matrices triangulaires supérieures de S(GL,(C) x GL,(C)). Puisque la
variété des drapeaux S(GL,(C) x GL,(C))/B,,, s'identifie & SL,(C)/B, x SL,(C)/B,,
ou B, (resp. B,) est le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures de
SL,(C) (resp. SL,(C)), nous travaillerons dans la suite sur I’anneau de cohomologie

H*(SLy(C)/ By x SLy(C)/ By, ) = H'(SLy(C)/ By, Z) ® H'(SLy(C)/ By, Z).

Evidemment, pour (w,w’) € W, x W, la classe de Schubert agf”fv,) s’identifiera au
produit tensoriel 05" ® of,q, et la famille (05" ® af,q )(w,w')ewprq formera une base
du Z-module H*(SL,(C)/B, x SL,(C)/B,, Z). Ici, W,, désignera le groupe de Weyl de
SL,(C) pour le tore maximale des matrices diagonales. C’est aussi celui de GL,(C)
pour le tore maximal des matrices diagonales de GL,,(C), cette fois-ci. Ensuite, pour
deux couples (wy, w}), (we, wh) de W, xW,, le produit cup vérifiera la propriété suivante,

By

!
wy

). (o0 @ o) = (ol .olr) @ (oP1 D).

By
(le ® 0o wh wy T w)
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En réalisant le produit cup de ©(f; ,+;) avec Ufé’;fdy la Formule de Chevalley (Théo-
réme A.2.1 (4ii)) donne I'égalité

q—1

@(ﬁi,p-i-j) = Z 6’6](616 - @k+1) ® U T+ Z Bz,p—&-] Ep+l — ep-l—l—i—l) id "® UBq

1=1
B B B
= —0 ®<71d +0"®0d +<71d Qo —Uld”®0q

_ B B By B,
= (—olr +o0! 1’)®0 + o0y ®( =0 “), (7.3.8)
ou on fixe les conventions suivantes :
B By _ B By _ By B, _ B, _
o f oy =0, o.F ®oy =0, O ®0ogf et Q0,0

On aura donc, par exemple, O(f1 pt1) = ol ® ald — ald ® ol et O(B1p+q) = o' ®
i+ O B O

7.8.4.2. Calcul des équations du polyédre moment Ak (SU(2,2)-A). — Pour le groupe
SU(2,2), les sous-groupes a un paramétre dominants indivisibles p~-admissibles sont
A2, Aoty A1, Ao et A

On sait déja que les deux premiers donnent les équations des faces du cone A +
Cr(R;). Les deux sous-groupes a un parameétre suivants ne vont faire intervenir aucune
équation. En effet, Ao ; (resp. A1) fait apparaitre le terme O(/51 452.4) (resp. @(ﬁl 301.4))
qui est nul. Ceci se calcule facilement en utilisant (7.3.8) et le fait que (02)% = 0.

Il ne reste plus qu’a chercher les équations associées au sous-groupe a un parameétre
A1.1. Le sous-groupe parabolique associé dans SLy(C) x SLy(C) est P(A11) = By X B,
le produit de deux copies du Borel des matrices triangulaires supérieures de SLy(C).

Par le calcul, on montre que les quatre couples

{((31, id), (s1, sl)), ((id, s1), (s1, 31)), ((51, s1), (s1, id)), ((31, s1), (id, sl))}

donnent toutes les paires bien couvrantes associées a A; ;. On obtient les équations
suivantes, données dans l'ordre d’apparition des couples dans I’ensemble ci-dessus,

<(817id>A1,17§ (Slald>A> < 07
((id, s1)A11, € — (id, s1)A) <0,
<(817 81>)\l,175 - (517 ld)A> < 07
((s1,51)A11,€ — (id, s1)A) < 0.
Ceci est équivalent au sytéme d’équations
&6 =& —&+Hal <A A2+A3 — Ay,
—51+§2—53+§4 < - ’Al — Az + A4l
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Les équations apportées par A, et A\; o sont quant a elles
(=38 + &+ 8+ 8 < —3M + Ay + Az + Ay,
§1— 36 + &+ 8& <A —3A + Az + Ay,
9 =61 =& +38 -8 < —A— Ay +3A3 — Ay,
=& — & — &+ 36 < A1 — Ay — Az + 3Ay,
{ G+ &+8G -G < A — A+ A3 — Ay
Or, un élément & = (&1, &2, &3, &4) de t doit vérifier la condition de trace Y & = 0. Donc

les quatre équations ci-dessus sont équivalentes aux quatre équations

G 2N, S2>2N, <A, <A

Nous pouvons maintenant résumer le cas de SU(2,2) dans le théoréme qui suit.

Théoréme 7.3.11. — Soit A € A\gNChol. Le polyedre moment Asw(2yxuv (2))(SU(2,2)-
A) est le polyédre de t* défini par les équations

&1 2 Ah 2N, A328, M2>2&

61— & — &+ &l <K A — Ay + A — Ay,

—51+f2—f3+f4< ’Al_A2_A3+A4’7
§1 286, G284

Dans cette configuration, la chambre holomorphe est

Chol = {€ = (£1,62,&, &) €t & 2 & 2 &6 2> &

Lorsque A appartient & Af N Chel, on vérifie aisément grace a la premiére ligne des
équations de I’énoncé du Théoréme 7.3.11, que Agw(2)xv2)(SU(2,2) - A) est bien
contenu dans Cy,), comme l'indique la Proposition 7.1.6.

Remarque 7.3.12. — Nous pouvons également calculer les équations du cone poly-
édral Agw2)xu(2) (™). Il suffit en effet de prendre A = 0 dans les équations de I’énoncé
du Théoréme 7.3.11. Ce procédé nous donne

§120, 8620, 8<0, &<
§1—&—&+86=0,
&G+ -G+ <0
Or, on doit avoir > & = 0, donc & + & = & + & = 0. On en déduit que le cone
polyédral Ag(2)xu(2)(p~) est
Asweyxu@) () = {(@1, 22, =22, —21); 21 = 22 > 0},

comme indiqué dans [Par08, Section 5].






ANNEXE A

COMBINATOIRE DANS LE GROUPE
SYMETRIQUE

Nous rassemblons dans cet appendice une liste de résultats nécessaires pour la dé-
monstration du Théoréme 6.1.1. La premiére partie regroupe des lemmes techniques
sur la combinatoire de certains éléments du groupe de Weyl de GL,(C), ce groupe de
Weyl n’étant autre que le groupe symétrique S,. La seconde partie est consacrée a la
formule de Chevalley et présente le calcul des images par (f)* des classes de cohomo-
logie wy. La troisieme donne des produits cup généralisant ceux utilisés pour la preuve
du Théoréme 6.1.1.

A.1. Quelques propriétés du groupe de Weyl de GL,(C)

Cette section contient plusieurs propriétés sur certains éléments du groupe de Weyl
W, de GL,(C) qui nous seront utiles dans la suite de cet appendice. Le groupe de Weyl
W, n’est autre que le groupe symétrique S,.. Toutes les propriétés qui seront montrées
dans ce paragraphe, seront aussi valables pour le groupe SL,.(C), car il a le méme
groupe de Weyl que GL,.(C).

Nous avons fixé dans les chapitres précédents un tore maximal de GL,.(C), ’ensemble
T, de ses matrices diagonales. L’algebre de Lie de GL,(C) est I'ensemble gl (C) de
toutes les matrices de taille r x r. Celle de T, est l'algébre de Lie t. des matrices
diagonales de gl,.(C). Les racines de gl,(C) sont les formes linéaires

hy
QG :hi—h]’,
hy

ou 1l < i,57 < r, avec i # j. L’ensemble des racines de gl,(C) sera noté R,. Les
racines positives sont les racines «;; avec ¢ < j. Le Borel associ¢ a ce systeme de
racines positives est B, l’ensemble des matrices triangulaires supérieures de GL,(C).
Les racines simples sont alors les racines «; 41, ou ¢ € {1,...,r — 1}. L’¢lément de
W, associé & «; ;11 est s;, la matrice de permutation définie dans le paragraphe 6.2.
Les s; engendrent W,.. Pour w € W, on définit la longueur de w comme le nombre
de racines positives a telles que wa soit négative. C’est aussi le plus petit entier k tel
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que w s’écrive comme composée de k permutations simples. Plus généralement, nous
noterons s,, ; 'élément de W, associé a la racine ay ;.

Si on parle en termes de groupe symétrique, I'élément s,, ; est la transposition ¢; ; qui
échange les entiers 7 et j, et 'élément s; = ¢;; est la transposition simple qui échange
v avec ¢ + 1. La longueur d’'un élément w € S, correspond dans ce cadre au nombre
d’inversions de w, c’est-a-dire, c’est le cardinal de ’ensemble des inversions

IHw) ={(i,j); 1<i<j<netw(d)>w(j)}
de w. Nous utiliserons a plusieurs reprises la propriété suivante de la longueur.

Lemme A.1.1. — Soitw € S, et 1 <i<r—1. Alors on a

i) 1 siw(i) < w(i+ 1)
Hws;) = { lw)—1  siw(i)>w(i+1).

Démonstration. — 1l suffit de voir que 'ensemble {(k,1); 1 <k <l <n}\{(;,i+1)}
est stable par s;. Par conséquent, nous avons deux cas possibles. Soit w(i) < w(i + 1),
et donc (7,7 + 1) ¢ I(w). Dans ce cas, on aura ws;(i) = w(i + 1) > w(i) = ws;(i + 1).
D’ou I(ws;) = I(w) U {(i,i + 1)} et l(ws;) = l(w) + 1. Sinon w(i) > w(i + 1) et
(i, + 1) € I(w), ce qui donne I(ws;) = I(w) \ {(i,3 + 1)} et I(ws;) = [(w) — 1. Le
second cas est donné 'opposé, d’ou le résultat. [l

Remarque A.1.2. — Ce résultat est valable de maniére plus générale pour un groupe
de Weyl quelconque lorsqu’on remplace s; par la symétrie associée a une racine simple
de l'algebre de Lie, cf [Kna02, Lemme 2.71].

La démonstration du Théoréme 6.1.1 nécessite 'utilisation de la Formule de Cheval-
ley aux classes de cohomologie o2 associées a des éléments spécifiques de w du groupe
de Weyl W, de GL,(C). Ces éléments sont définis de la maniére suivante :

Wk = Sp—187—2 - - - Sk+15k,

pour k € {1,...,7 — 1} et w, = id. Sont intervenus également dans la preuve du
Théoréme 6.1.1, mais dans une moindre mesure, les éléments wy, définis par w; = id
et Wy =81...5,_1812<k<r.

Lemme A.1.3. — Pour toutk=1,...,r, on al(w) =r —k.

Démonstration. — Le cas de w, = id est évident. Supposons que k appartienne a
{1,...,r —1}. L’¢lément wy, est le cycle (r v —1 --- k+1 k). Il est bien connu qu'un
tel cycle est de longueur r — k. ]

Nous avons un résultat similaire avec les wy,.
Lemme A.1.4. — Pour toutk=1,...,r, on al(w) =k — 1.

Démonstration. — C’est évident pour w; = id. Pour k£ > 2, la permutation wy, est le
cycle (12 --- k—1 k) de S,. Sa longueur est donc k — 1. O
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Dans la section 6.2, nous avons introduit le sous-groupe parabolique maximal Q de

GL,.(C) suivant :

On notera W le groupe de Weyl du sous-groupe de Levi de Q associé au tore maximal
T}, et wg le plus long elément de W.

Lemme A.1.5. — L’ensemble WQ\WT posséde 1 classes, et les wy, pour k parcourant
Uensemble {1,...,r}, sont les éléments les plus courts de chaque classe. Plus exacte-
ment, pour tout w € Wy, on a l(wiy) = l(w) + k — 1.

Démonstration. — Le groupe de Weyl W, est le groupe de Weyl de GL,(C), il est
isomorphe au groupe symétrique .5;. Il a donc r! éléments. Le groupe W, est le groupe
de Weyl du Levi de Q, il est donc isomorphe a S,_; et son cardinal est (r — 1)!.
L’ensemble W,/ Wy a par conséquent r éléments.
Il est clair que w; = id est le plus court élément de sa classe. Montrons par récurrence
sur k que, pour tout k € {1,...,r—1}, onal(ws; ... s) = l(w)+k pour tout w € W,
Posons maintenant w € Wy. On voit clairement que W, est engendré par les éle-

ments Sg, ..., S.—1. Donc w(l) = 1. Or ws;y...s5_1(k) = w(l) =1 et wsy...sp_1(k+
1) = w(k + 1) > 1. D’aprés le Lemme A.1.1, on en déduit que I((wsy...sk_1)sk) =
l(wsy...sk-1) + 1 pour k =2 ... ,r — 1. De plus, comme w(2) > 1, on a également

(
l(wsy) = [(w)+1. Une récurrence évidente nous donne le résultat escompté, c’est-a-dire
l(wsy...s;) =l(w)+ k pour tout k € {1,...,r—1}.

On en déduit que wy, est le plus petit élément de sa classe modulo W, puisque pour
tout w € Wy, l(wwy) > [(w). De plus, pour tout 0 < i < j < r — 1, nous avons
() =i—1<j—1=I1(w;) < l(wi;) pour tout w € W. Donc w; et w; sont dans la
meéme classe modulo W si et seulement si w; = w;, c’est-a-dire ¢ = j. [l

Le plus long élément de Wywy est wywy, car wg est le plus long élément de W,
Ceci est clair d’aprés 'égalité [(wwy) = I(w) + (k — 1) obtenue dans la démonstation
du lemme ci-dessus. De plus, toujours grace a cette égalité, nous voyons que

Hwyy) = lwgst - .. sp-1) = l(wg) + 7 — 1 = I(wp).

La derniere égalité vient du fait que I(wg) (resp. [(wg)) est égal au cardinal de l'en-
semble [(wy) = {(i,7); 1 < i < j < n} (resp. au cardinal de 'ensemble I(wy) =
{(4,7); 2 < i < j < n}). Par unicité de I’élément le plus long dans W, on a
WHS1 - -+ Sp—1 = Wo et, par conséquent, WoW¢g = Sp—1- .- 81

Lemme A.1.6. — Pour tout k € {1,...,7}, on a wowyy = W.
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Démonstration. — Nous venons de montrer que WoWy = Sp—1 ... S1. Il suffit alors de
voir que

wOwak = wowQ31 oo Sf—1 = Sp—1..-5181...8k—1 = Sp—1...S = ’lz}k,

quel que soit k € {2,...,r — 1}. De plus, wowal = WWgy = Sp—1 ... 81 = Wy, et enfin
wowp W, = W, = id = ;. O

Le lemme suivant découle du Lemme A.1.5. II est utilisé dans le calcul du cas
SU(n,1). Ci-dessous, ’élément w,;l est égal a u),;l = Sp_1...81, pour k = 2,...,r,
et ;! =id.

Lemme A.1.7. — L’ensemble WT/WQ possede r classes, et les 11),;1, pour k parcou-
rant Uensemble {1,...,r}, sont les éléments les plus courts de chaque classe. Plus exac-
tement, on a l(, 'w) = l(w) + k, pour tout w € Wy De plus, pour tout k =1,...,r,
on a woﬁ)k_le =) ... BEn particulier, on retrouve Wowep = Wt =8,1...51.

Démonstration. — Ce résultat découlera directement du Lemme A.1.5, en remarquant
les deux faits suivants. Tout d’abord, Wyw = WQw’ si et seulement si w_lVVQ =
w'~'W. Ensuite, pour tout w € W, on a l(w™") = l(w).

Le premier est évident, car Wi est un groupe. Pour le second, il suffit de voir que
si s, ...8;, est un décomposition réduite de w € W, alors w™!
[(w) < l(w™"). De méme, on a [(w™") < I(w) en inversant les roles de w et w™!, d’ou
égalité [(w™!) = I(w). Ceci est vrai de maniére générale pour les groupes de Coxeter.

Prenons maintenant w € W et k € {1,...,r — 1}. Nous avons donc

=8, ...8; et donc

I(s...50w) = l(w sy ...80) =l(w™') +k=1(w)+k,

la deuxiéme égalité provenant du Lemme A.1.5, avec w™! € Wg. Et comme w; 1=idq,
les 1?),;1, pour k=1,...,r, sont les éléments les plus courts de chaque classe.

Montrons la derniére assertion. Soit k& € {1,...,r}. Nous regardons ici les classes a
droite modulo W, donc la multiplication a gauche par wy dans W, passe au quotient
W,/ W, c’est-a-dire wowW, est encore une classe et, du fait que / (wowk_lw) = l(wp) —
1wy, 'w) < U(wg) — 1w, Y) = l(wey, ') pour tout w € Wo, wo,, ! sera le plus grand
élément de sa classe dans W,./ Wg. Par conséquent, wow,;le sera le plus petit élément
de sa classe, donc wow,;le = ;' pour un certain k' € {1,...,n}. La longueur de cet
élément doit vérifier ’équation suivante :

K —1=I1(,') = l(wowglwé) = l(wg) — l(w,;le)
=(r—-1)—(k-1).
Finalement ¥’ = r — k + 1. Donc wow,;le = O

Les lemmes suivants vont nous permettre de calculer des classes de cohomologies
comme produits cup de classes de degré 2.
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Lemme A.1.8. — Si 1 < i <k < j<ret(,j) # (k—1k+1), alors on a
l(wyti ;) = U(wg) + 2. De plus, Witi—1 k1 = Wkt1Sk—15k = Sp—1 - .. Sk+15k—15% est de
longueur [(Wgtg—1 1) = L(wy) + 1.

Démonstration. — Pour | > k + 1, nous avons wyt;;(I) = wi(l) =1 -1 < r si
L # r, et wt; ;(j) = wi(i) = i < r également. De plus, wyt; j(k) = r, d’oir le couple
(k,l) appartient a I'ensemble I(wyt;;) pour tout | € {k+ 1,...,7}. Nous pouvons
voir également que (4,7) € I(Wit; ), car wyt; ;(1) = wi(j) = 7 —1 > k, tandis que
’lD]J@j(j) = wk(l) =1<k.

Dans le cas ou (i,5) # (k— 1,k + 1), alors on a soit i < k —2 < k — 1, et on peut
regarder le couple (k — 1, ), qui est dans I (wyt; ;) car

ID;J@j(k’ — 1) = ﬁ)k(k’ — 1) =k>i= Uv)kti’j@'),
soit k+ 1 < k+ 2 < j, et ici on regarde le couple (i, k + 1), donnant
’lejkt%](Z) = wk(j) = j —1>k= Zbk(k + 1) = @Dkti7j(l€ -+ 1),
et qui est donc dans I(wyt; ;) dans ce cas-la. Précisons que dans chacun de ces deux
cas, les couples donnés ne sont pas apparus dans le paragraphe précédent.
Nous avons donc montré que, dans le cas ou (i,j) # (k — 1,k + 1), le cardinal de

I(wyt; ;) est supérieur ou égal & #{k +1,...,7} +2 = [(@wy) + 2. On en conclut que
(itiz) 2 U(w) + 281 (1,7) # (k— 1,k +1).

Pour i = k—1et j = k+ 1, nous avons Witp_1 411 = (Wkt+15k)-(SkSk—15k) =
Wy11Sk—15k- On peut facilement vérifier en utilisant deux fois successivement le Lemme
Al que l(wk+18k_18k) = l(wk+1) + 2= l(if]k) + 1. ]

Lemme A.1.9. — Sij > k+1, alors l(wyty ;) < l(wg) — 1.

Démonstration. — En effet, on peut aisément vérifier que dans W, I'élément s, ; peut
se décomposer de la maniére suivante :

th = SkSk4+1---5j-25j-15j—2 ... Sk4+15k,
car (k,j) = skSg—1...5j—2(j — 1,7). On compose ceci avec Wy, & gauche, ce qui nous
donne, en utilisant la définition de wy,
Uv)ktkd‘ = Sp—1-+-SkSkSk+1---5j-25j-15j—2 ... Sk4+15k = Sp—1...5;5j-25;-3... 5.

Il s’agit d'une décomposition de Wty ; en produit de transpositions simples, et cette
décomposition est formée de I(wy) — 1 facteurs. D’ou le résultat. []

Lemme A.1.10. — Soit k€ {2,...,r—1}. Sii <k —1, alors [(wyt; ) = 1(wy) + 2.
Pouri =% — 1, on a Uvjktkflyk = UVJ]{,1 et l(uv}ktkfl,k) = l(ﬁ)k) +1

Démonstration. — Comme dans les lemmes précédents, nous allons montrer que 1’élé-
ment wit; ; envoie au moins [(wy) + 2 racines positives sur des racines négatives.

Pour | > k, on a wktz’k(l) = wk(l) = —1. Donc Uv)ktz,k(l) = ﬁ)k(k) =r>[—1=
Wit k(). On en déduit que, pour tout [ € {k+1,...,7}, le couple (i,[) appartient a
I'ensemble I (wyt; ). Ceci nous donne déja [(wy) couples dans I(wyt; ).
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Il reste deux autres couples a trouver. Les deux candidats sont les couples (i, k) et
(k—1,k), qui ne font pas partie des couples donnés dans le paragraphe précédent. Tout
d’abord, on a

Qbkti7k(/{i) = wk(Z) =i <r= wkti7k(i),
donc (k,7) € I(wgt; ). De plus,
Witik(k—1) =wi(k — 1) =k — 1> i = wyt; x(k),

d’ot (k—1,k) € I(wyt; ). Par conséquent, la longueur de wyt; ;, est supérieure ou égale
al(wy) + 2.

La deuxiéme assertion est triviale, puisque 'on a tj_1 ; = sx_1 ainsi que Wity =
Sp_1-.-Ski1SKSE_1 = Wi_1. Le Lemme A.1.3 permet de conclure. O

Ce dernier lemme intervient dans la preuve du Lemme 7.3.2.

Lemme A.1.11. — Soit k € {1,...,n — 2}. Alors, pour tout j € {3,...,n}, on a
U(sk...s1t15) = U(sg...s1) + 1 si et seulement si j = k+ 2, et alors s ...S1t1 g2 =

Sk+1Sk - - - S1-

Démonstration. — Vérifions tout d’abord que (s ... S1t1k1+2) = I(Sk ... s1) + 1. Mais
cecl est vral, car ¢ pyo2 = S1...SSk+15k - - - S1, et on voit alsément que sy, ... S1tq g42 =
Ska1-.-S1 est de longueur k+ 1 =1(sg...s1)+ 1.

Montrons maintenant la réciproque. Plusieurs cas sont a distinguer. Il y a tout
d’abord un cas spécial, qui vérifie I(sy...s1t1;) < I(s...s1) — 1, c’est le cas lorsque
2 < j <k+1. En effet, dans ce cas-1a, on aura

Sk - - ‘Sltl,j = (Sk IR .81)(81 <. 85j-25j-18j-2 .. .81) =Sk-.--5j8j—2...51,

lorsque 7 < k, ou sp...81t1 k41 = Sg—1...51 si J = k+ 1. Dans les deux cas, on aura
toujours [(sy...s1t1;) < I(sg...s1) — 1, puisque le nombre de réflexions apparaissant
dans ces décompositions est inférieur ou égal a k — 1 = I(sg...s1) — 1.

Le deuxiéme cas que 'on regarde concerne les j > k + 2. Le couple j = k+ 2 a en
effet déja été considéré au début de la preuve. Alors dans ce cas, en itérant le Lemme
A.1.1 au terme de droite de I'égalité sy ...s1t1; = Sgy1...5j-25;-15j—2...51, on voit
que la longueur de s ...s1t;; est égale a 25 —k — 3 > j, puisque j > k + 3. D'ou
Z(Sk...sltLj)>I€—|—3>l(5k...81>+1. ]

A.2. La Formule de Chevalley

A.2.1. Enoncé de la Formule de Chevalley. — On conserve les notations défi-
nies dans le Chapitre 6. Nous supposerons ici que K¢ est semi-simple et simplement
connexe.

L’énoncé de la Formule de Chevalley est ’objet du théoréme ci-dessous. Cet énoncé
est tiré de [BS00] (Théoréeme A.2.1). Voir aussi [Che94| et [Dem74]| pour une preuve.
Dans I’énoncé suivant, a¥ désigne la coracine de a dans t. De plus, si « est simple,
7, désigne le poids fondamental associé & a. On notera © : A* — H?*(K¢/B,Z) le
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morphisme qui, & un poids p du réseau des poids A* de T¢, associe O(u) = ¢1(L,), la
premiere classe de Chern du fibré en droite £, avec poids .

Théoréme A.2.1 (Formule de Chevalley). — (i) © est un isomorphisme,
(i) O(m,) = 05, pour toute racine simple c.

(#1) Pour tout poids p de N*,

O(u).of = > ula)ol,, (A2.1)

acnt
l(wsa)=l(w)+1

Soit K¢ un autre groupe algébrique complexe semi-simple connexe et simplement
connexe, et [ : K¢ — Ke un morphisme de groupes algébriques de noyau fini. L’appli-
cation f passe au quotient en une immersion fermée f2 : Kc/B — Kc / B , induisant
une application en cohomologie (fB)* : H*(K¢/B,Z) — H*(K¢/B,Z). Par propriété
de la premiére classe de Chern et par la Formule de Chevalley, nous obtenons une
description compléte de I'application (f?)* restreinte au degré 2. En effet, nous avons
le diagramme commutatif

A e A*

0| E
n2(Ke/B,z) LV W2(Ke/B,Z)

Par conséquent, en degré 2, on obtient la matrice de (fZ)* dans la base de classes
de Schubert, c’est tout simplement la matrice de f* relativement & la base des poids
fondamentaux.

De plus, on considére Ialgébre graduée R[t] des fonctions polynémiales sur t. Chaque
élément de t* est défini comme étant de degré 2. Notons J l'idéal engendré par les
polyndémes W-invariants de degré strictement positif. Nous avons 1’énoncé trés connu

suivant (cf. [ BGGT3|, [BS00]).

Théoréeme A.2.2 (Borel). — L’application © s’étend a un morphisme surjectif d’al-
gebres graduées R[t] — H*(Kc/B,R), dont le noyau est égal a J.

Ce résultat est valable aussi pour K. Nous avons f*(j) C J, out J est l'idéal
engendré par les polynomes W-invariants de degré strictement positif dans R[f]. Par
conséquent, (f5)* est complétement déterminée par les valeurs de f* sur A", du moins
pour la cohomologie a coefficients dans R.

Dans le cas ou K¢ n’est plus semi-simple mais seulement réductif, nous pouvons
toujours utiliser la formule ci-dessus, du fait que nous avons K¢/B = [K¢, Kc|/(B N
[Kc, K¢)). De plus, f envoie [K¢, K¢| sur [Ke, K¢l, donc f2 peut étre aussi vu comme
le plongement injectif induit par le morphisme de groupes [K¢, K¢| — [K@, R'@].
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Remarque A.2.3. — Lorsque le groupe K¢ est semi-simple mais n’est pas simple-
ment connexe, le Théoréme A.2.1 n’est plus vrai. Cependant, on peut tout de méme
déterminer le morphisme (f?)*. En effet, d’aprés [Che94, Proposition 7], il existe un
groupe semi-simple simplement connexe K¢ du méme type que K¢ et une isogénie @
de K¢ dans K¢ (c’est-a-dire ¢ - Ko — Kc est un morphisme surjectif de noyau fini)
telle qu'il existe un sous-groupe de Borel B de K¢ vérifiant z(B) B, et que 7 induise
par passage au quotlent un isomorphisme i de la variété KC / B sur K¢ /B. De plus, cet
isomorphisme i envoie les variétés de Schubert de K¢ /B sur les variétés de Schubert
de K C / B.

Posons ¢ := foi: K¢ — Ke, morphisme de groupes de noyau fini. On peut facile-
ment voir que ¢ donne par passage au quotient une application g? K(c / B — K(c / B
qui est tout simplement g% = fB oi. Comme K¢ et K¢ sont simplement connexes,
on peut appliquer la méthode précédente pour déterminer (gB )*, et donc déterminer

(f7)

A.2.2. Calcul de (fP)*. — Soit K¢ un groupe algébrique affine réductif complexe.
D’aprés la Remarque A.2.3, on peut supposer K¢ simplement connexe. Comme il a
été vu dans le paragraphe A.2.1, le calcul de I'image par (fZ)* de la classe o, pour
un élément w du groupe de Weyl de [KC, f(@] (qui s’identifie au groupe de Weyl de
KC), revient a connaitre les images par f* des poids fondamentaux de Ke, ainsi que la
décomposition de o, en sommes et produits de termes de degré 2. C’est cette deuxiéme
opération qui est difficile a calculer en général, méme si nous avons une maniére effective
de le réaliser pour chaque groupe.

Cependant, ici, nous travaillons avec le groupe G'L,.(C), ou plus exactement sur sa
partie semi-simple SL,.(C) qui est simplement connexe, ce qui diminue la difficulté. De
plus, nous ne nous intéressons pas au calcul de tous les o,,. Ceux qui nous intéressent,
les éléments Wy, ont une décomposition finalement trés simple.

I J— B’r B'r _ Br
Lemme A.2.4. Pour tout k = 2,. —1, on a0 .05 =077 g siiise1se- D€
plus, UBT O’BT =0, et O'BT O’BT = O'BT.
Démonstration. — Les poids fondamentaux de sl, sont bien connus. Si on note € la

forme linéaire sur t. N sl, définie par

k
on aura 7ra,c wr = 2iq €. De plus, si @ = a;; est une racine quelconque, alors la

coracine a - est la matrice diagonale dont tous les éléments diagonaux sont nuls sauf
le i-iéme qu1 vaut 1 et le j-iéeme qui vaut —1. Par conséquent, nous avons les valeurs
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suivantes, dans le cas ol oy ; est positive, c’est-a-dire ¢ < j,

0sik<i,
Tag ki1 (Oéxj) = 1sis < k< j,
0sij<k.
On en déduit que
T = D Til (A.2.2)

i<k<j

Wk say ;)=l(wx)+1
d’aprés la formule (A.2.1). Les Lemmes A.1.8 et A.1.9 nous indiquent que le seul couple
(4,7) vérifiant 1 < i < k < j <ret l(wWpsa,,) = (W) +1 est le couple (k—1, k+1). Dans
le cas oi1 2 < k <7 — 1, 'équation (A.2.2) et la formule wysa, , = S,—1. .. Sp+15k—15k,
toujours du Lemme A.1.8, nous permettent de conclure la premiére assertion du lemme.

B

Pour £ =1, on a kK — 1 = 0 n’entre pas en compte, donc ag"".awf = 0. Et la derniére

assertion est évidente puisque w, = id. [l

Nous avons un résultat similaire, en décalant d’un cran le k du o, .

- P— —_ Br BT j— Br
Lemme A.2.5. Pour tout k =2,...,r =1, ona oy .05 =077 o o s s T
B
Tor -
Démonstration. — Par un raisonnement identique & la preuve du Lemme A.2.4, nous

obtenons la formule suivante,

B, B, __ B
o Oar = E sy (A.2.3)
i<k—1<j
Uk say ;) =1(101)+1

g

De la méme maniére, le seul couple (7,7) vérifiant 1 <i < k < j <7 et [(WiSq,,) =
[(wg) + 1 est le couple (k — 1,k + 1), grace au Lemme A.1.8. Puisque 2 < k < r — 1,
ce couple-la sera toujours présent. Il reste a voir les couples (i, k). Le Lemme A.1.10
nous affirme que le seul i < k — 1 qui vérifie [(Wisq,,) = [(Wx) + 1 est i = k — 1.
L’équation (A.2.3) devient o2 .ofr = T | okrashar shsh +0y7_ |, ce que nous voulions
démontrer. O

Théoréme A.2.6. — Pour tout entier k € {2,...,r — 1}, on a

B. _ (B Br\ B
O-’lbk_l - (Uskil - O-Skr)'o-uv}k‘
On peut écrire 05“ uniquement en terme des o5, pouri =k,...,r—1, de la maniére
k—1 Si
sutvante,
B. _ (B B B B B B B
O-lbk,1 - (0-8]:,1 - O-S]:) (O-S]: - SkT;rl)‘ T '(0-8:_2 - 0-87«7;1)' Srr_l'
Démonstration. — Des formules obtenues dans les Lemmes A.2.4 et A.2.5, I'égalité
B, _ (B B By : N . . ,

Op_ = (05 —0.7).0, est claire. La deuxiéme assertion est une simple récurrence

sur k, en utilisant le fait que w,_1 = s,_1. O
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Nous sommes maintenant en mesure de calculer les images par (fZ)* des classes
de cohomologie o7 € H*(GL,(C)/B,,Z), pour k € {2,...,r}. Nous regardons ici
I’application

H tnet — t. N sl,
Bu(H)

H —
Br(H)
Nous noterons dorénavant ts; = t N [€,€]. Il est évident que f{(é;) = Bili.., par consé-
quent, f¥(7a, 1) = D251 Bilts et fX(Tai_y,) = [x(Taiu1) = —Bile.,. En appliquant ceci

; _ (B B B B B Sagal
aoy  =(og —ogr). - (oo, —ogr ).0." , pour k < r—1, nous obtenons 'égalité

(f/\B)*(o-g;,l) =0 (f)\(ﬂ-arl,r)' ﬁ(vf}\(ﬂ-aifl,i) - f>\(7rai,i+1))) )

i=k
qui nous donne la formule

tos) - (=61

(ff)*(ag,:,l) =0 ((—5k t)(i Bi t)) : (A.2.4)

Nous avons aussi évidemment

(fB) (0B ) =0 (Z 5

: —1
Le lemme suivant va nous permettre de transformer la somme Y ;_, §;

m) : (A.2.5)

t.. apparaissant
ci-dessus.

Lemme A.2.7. — Soit M une représentation complexe de K¢ et § = ZﬂewT (M) 15}
[®)

la somme de tous les poids de 'action de Te sur M. Alors §l,, = 0.

Démonstration. — La représentation M de K¢ induit une représentation de K¢ sur
le déterminant det M = A®™™ M de M. Ce dernier est une droite vectorielle, donc
on obtient un caractére x : K¢ — C*. Sa dérivée dx. : t¢c — C est un morphisme
d’algébres de Lie. Or, ici, C est une algébre de Lie abélienne, donc, pour tout X, Y € €,
nous aurons dy.([X,Y]) = 0. Et il est clair que § = 3" 5cop, (5) B = idXcl. Puisque
tss = tN[E, €], on en conclut que 4|, = 0. O

Dans notre cas, nous avons numéroté, avec redondance, les poids de 'action de T¢
sur M, de sorte que 0 = Y., fB;. Ainsi, —f, |, = Z::_ll Bilt..- Nous pouvons remplacer
cette valeur dans les équations (A.2.4) et (A.2.5), ce qui donne

(8 (08 ) = O (~Belw) - (=Brli)) (A.2:6)
pour tout entier k € {2,...,7}.




ANNEXE B

CLASSE FONDAMENTALE DES VARIETES DE
SCHUBERT

Pour définir les classes de Schubert, le passage délicat est de bien définir la classe
fondamentale d’une variété de Schubert, méme quand celle-ci n’est pas lisse. Cette
définition doit bien stir coincider avec la définition standard de classe fondamentale
lorsque la variété est lisse.

Pour ce faire, nous présentons ici la méthode trés élégante utilisant ’homologie de
Borel-Moore. Tous les détails de cette construction se trouvent dans [Ful97, Appendice
B| et [Man98, Appendice|, dont les paragraphes suivants s’inspirent largement.

B.1. Classe fondamentale d’une variété projective irréductible lisse

Toute variété projective irréductible lisse X de dimension n peut étre vue comme une
variété différentiable réelle compacte de dimension 2n. De plus, la structure complexe
confére & X une orientation. Il est bien connu que le groupe d’homologie de degré maxi-
mal Hy,(X) est alors canoniquement isomorphe a Z, ou H;(X) := H;(X,Z) désigne le
1® groupe d’homologie singuliére sur X. Le choix d’une orientation revient ici a choisir
un générateur de Ho,(X). La variété lisse X posséde donc une classe fondamentale,
notée [X], telle que

Hon(X) = Z - [X].

Cette classe fondamentale permet de définir un isomorphisme entre les groupes d’homo-
logie et de cohomologie de la variété X, la dualité de Poincaré, donné par I’application

eN[X]: HY(X) — Hyi(X)
Q —  an[X],

réalisant le produit cap avec la classe fondamentale de X. La dualité de Poincaré est
évidemment valable pour toute variété différentiable compacte connexe orientée.
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B.2. Homologie de Borel-Moore

Soit X un espace topologique et A une partie de X (qui sera le plus souvent ouvert
dans X). Les groupes de cohomologie H(X, A) sont définis comme groupes de coho-
mologie du complexe C*(X, A) des cochaines singuliéres (c’est-a-dire fonctions sur les
chaines singuliéres & valeurs dans Z) sur X qui s’annulent sur A.

Si X est homéomorphe a un fermé d’un espace affine R", alors on définit les groupes
d’homologie de Borel-Moore

Hy(X)=H""R",R"\ X).
Le premier point & noter est que cette définition est indépendante du choix de 1’ho-
méomorphisme dans un espace affine [Ful97, Appendice B Lemme 1].

De plus, on peut remplacer 'espace affine par une variété différentiable orientée quel-
conque. En effet, d’aprés [Ful97, Appendice B Lemme 1], si X est homéomorphe a une
partie fermée d'une variété différentiable orientée M, alors il existe un isomorphisme
canonique entre H;(X) et H™ (M, M \ X), ot m désigne la dimension de la variété
M. En particulier, si X est une variété différentiable orientée connexe de dimension n,
on a

Hy(M)=H""(M,M\ M)=H""(M).
Ainsi, H;(M) = 0 dés que i > n, et H,(X) = H°(M) = Z. 1l existe donc une classe
fondamentale [X| de sorte que

H,(X)=17"[X].

Si X est également compacte, alors par dualité de Poincaré, les groupes d’homologie
H;(X) sont égaux aux groupes d’homologie singuliére H;(X) ordinaires.

Soit U un ouvert d’un espace topologique X qui se plonge dans une variété orientée
M. Alors il existe une application de restriction canonique de H;(X) dans H;(U). En
effet, U est un fermé dans la variété orientée N = M \ (X \ U), d’oit le morphisme
suivant, donné par 'application de restriction en cohomologie,

Hi(X)=H""(M,M\ X) — H"(N,N\U) = H;(U),

o n = dimM = dimN. En découle la suite exacte longue ([Ful97, Appendice B
Lemme 3|)

v = Hy(X\U) = Hi(X) = H(U) = Hi (X \U) — -

Enfin, méme si 'image directe entre les groupes d’homologie H; n’est pas définie
pour toute application continue, elle I’est pour les applications continues propres.

B.3. Classe fondamentale des sous-variétés algébriques irréductibles

Soient X une variété projective irréductible lisse de dimension complexe n, et Y
une sous-variété algébrique irréductible fermée de X. Alors I’ensemble de ses points
singuliers Sing(Y’) est une sous-variété algébrique de Y de codimension complexe au
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moins un, donc de codimension réelle au moins deux. De plus, comme Y est irréductible,
Y \ Sing(Y") est une variété lisse connexe et, par une récurrence sur la dimension de Y
[Ful97, Appendice B Lemme 4], on montre que H,(Y) =0si ¢ > 2dimc Y, et

H dimey (Y) H, dimey (Y \ Sing(Y)) ~ Z.

Ceci permet de définir une classe fondamentale [Y] dans Hygim, v (Y), image de celle
de Y \ Sing(Y') par I'isomorphisme ci-dessus. L'injection i : Y < X, étant continue
et propre, permet de définir I'image de la classe fondamentale de Y dans le groupe
d’homologie Hy(dime x—dime v)(X), que 'on notera également [Y].

Supposons que X admet une décomposition cellulaire finie X = [[..,Y;, ou les
cellules Y; sont isomorphes & des espaces affines C™, et vérifient des conditions de bord
vi\v;i=[]v,

jeJi
avec nj < n; si j € J;. Alors, chaque Y; a sa classe fondamentale dans H2(dime X—ni)(X),
et on a

m(x)= @ z-[v]

et H?*"1(X) = 0, pour tout ¢ = 0,...,n.

Soit f : X — Z un morphisme entre deux variétés projectives irréductibles lisses.
Pour toute sous-variété irréductible fermée Y de X de dimension k, f(Y) est une
sous-variété fermée irréductible de Z de dimension au plus k. De plus, si f(Y) est de
dimension k, alors il existe un ouvert de Zariski U de f(Y') tel que I'application de Y
dans f(Y') détermine un revétement fini de f~'(U)NY sur U. Le nombre de feuillets
de ce revétement est appelé degré de Y sur f(Y).

£(V]) = { 0 si dim f(Y) < dimY
i df(Y)] siY estde degré dsur f(Y).

On a alors la propriété suivante :

Pour terminer, soient Y et Y’ deux sous-variétés irréductibles fermées de la variété
projective irréductible lisse X . Supposons que l'intersection Y NY” est 'union de sous-
variétés irréductibles 21, ..., Z, de X.

On dira que l'intersection Y N'Y” est propre si la codimension de chaque Z; dans X
est égale a la somme des codimensions de Y et Y’ dans X. On dira également que Y
et Y’ s’'intersectent transversalement si pour tout point z dans un ouvert de Zariski de
chaque Z;, on a ’égalité suivante sur les espaces tangents

T.Z; =T.Y NT,Y' C T.X.

Alors, si Y et Y’ ¢'intersectent proprement et transversalement, le produit cup des
classes fondamentales [Y] et [Y] est donné par

Y].[Y'] = [Z] + ...+ [Z).






ANNEXE C

EXEMPLES DE TRIPLETS DE 7" NON
TRIVIAUX INTERVENANT DANS LE
PROBLEME DE HORN

Dans ce court appendice, nous explicitons des triplets non triviaux de ’ensemble 7"
défini au paragraphe 1.3.3. Ces triplets interviennent dans la preuve du Théoréme 3.3.4
donnant les équations du polyeédre Ag(O,) pour une orbite coadjointe holomorphe
pour le groupe SU(n,1).

C.1. Les triplets du type (1,1, L")

Soit I C {1,...,n} avec |[I| = r < n—1. Notons I = {n —i+1; i € I} et
I"={n—-r+1l<n—-r+2<...<n—1<n}. Les trois sous-ensembles I, I et L"
de {1,...,n} sont de méme cardinal r.

Proposition C.1.1. — Le triplet (I,1,L") appartient ¢ T".

Démonstration. — ici, I C {1,...,n} est quelconque, de cardinal r, J = I et L = L".
Numérotons les éléments de I par ordre croissant : [ = {i; < --+ < i,}. On a alors
I={n—i,+1<...<n—1i+1}. La partition \(I) est définie au paragraphe 1.3.3
par A(I) = (i, —r Zi,_1 —(r—1) > ... 2 iy — 2 >4, — 1), et les autres sont

M) =n—ii—r+l>2n—ig—r+2> ... 2n—ip—r+k>...2n—i,_—1>n—i,)
et
ML) =Mn—-rzn—r>...2n—r>=n-—r).

Prenons maintenant les trois matrices diagonales réelles, donc hermitiennes, de spectres

respectifs A\(I), (1) et A(L") :

A:diag(iT—r,...,ir_k+1—(r—k—i—l),...,il—l),
B =diag(n —iy,...,n —tp_py1 — (k—1),....,n—i; — (r — 1)),
C=diag(n—r,...,n—7r...,n—r).

On a clairement A+ B = C. Le Théoréme 1.3.5 permet alors de conclure que le triplet
(I,I,L") appartient & T\". O
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C.2. Les triplets du type (I, I*, f/f)

Soit & nouveau I C {1,...,n} avec |I| = r < n — 1. Supposons maintenant 1 € I.
Nous notons [* = {i — 1; i € I\{1}}U{n}et L' ={l<n—-r4+2<n—-r+3<...<
n — 1 < n}. On indexe les éléments de I par ordre croissant, I = {1 < iy < ... </},

ce qui nous donne pour les autres ensembles, I* = {is — 1 < ... < i, — 1 < n} et
F={l<n—i+2<...<n—iy+2}
Proposition C.2.1. — Le triplet (I,1*, L") appartient o T
Démonstration. — On utilise & nouveau le Théoréme 1.3.5. Cette fois-ci, on a A(]) =
(i —7 > ... 21y — 2 > 0), ainsi que
M) =n—iy+2—r>...2n—i+2—(r—k+1)>...>2n—1i, >0)
et
ML)y =(n—r>n—r>...2n—7r2>0).
On peut prendre comme matrices hermitiennes, de spectres respectifs ces trois r-uplets,
les matrices diagonales réelles suivantes :
A=diag(i, —r, ... 01— (r—Fk+1),...,iy —2,0),
B =diag(n — iy, ...,n —lp_ g1 —(k—1),....,n—iyg —1r+20),
C=diag(n—r,...,n—7r...,n—r,0).
On obtient 'égalité attendue : A + B = C. Donc le triplet (I, I*, if) appartient bien
a T" d’apres le Théoréme 1.3.5. O
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RESUME

L’objet de cette thése est I’étude de la structure symplectique des orbites coadjointes
holomorphes, et de leurs projections.

Une orbite coadjointe holomorphe O, est une orbite coadjointe elliptique dun groupe
de Lie G réel semi-simple connexe non compact a centre fini provenant d’un espace sy-
métrique hermitien G/ K, telle que O, puisse étre naturellement munie d’une structure
kéhlérienne G-invariante canonique. Ces orbites coadjointes sont une généralisation de
I'espace symétrique hermitien G/ K.

Dans cette thése, nous prouvons que le symplectomorphisme de McDuff se généra-
lise aux orbites coadjointes holomorphes. Ce symplectomorphisme est ensuite utilisé
pour déterminer les équations de la projection de 'orbite O, relative au sous-groupe
compact maximal K de G, en faisant intervenir des résultats récents de Ressayre en
Théorie Géométrique des Invariants. On donne également un critére cohomologique
pour calculer ’ensemble des équations du polyédre moment.

MOTS-CLES

Orbite coadjointe, projection d’orbite, symplectomorphisme de McDuff, GIT, cone
ample.

ABSTRACT

This thesis studies the symplectic structure of holomorphic coadjoint orbits, and
their projections.

A holomorphic coadjoint orbit O, is an elliptic coadjoint orbit which is endowed
with a natural invariant Kéahlerian structure. These coadjoint orbits are defined for
real semi-simple connected non compact Lie group G with finite center such that
G/ K is a Hermitian symmetric space, where K is a maximal compact subgroup of G.
Holomorphic coadjoint orbits are a generalization of the Hermitian symmetric space
G/K.

In this thesis, we prove that the McDuff’s symplectomorphism, available for Her-
mitian symmetric spaces, has an analogous for holomorphic coadjoint orbits. Then,
using this symplectomorphism and recent GIT arguments from Ressayre, we compute
the equations of the projection of the orbit O,, relatively to the maximal compact
subgroup K.
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Coadjoint orbit, orbit projection, McDuft’s symplectomorphism, GIT, ample cone.
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