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❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ tr✐✲
❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✱ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❧❛ss❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ t♦r❡ ♣❧❛t
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳
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❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞♦♥t ❧✬❛str♦♥♦♠✐❡✱ ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❞❡s
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♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♥✉♠❡r♦✉s ❞♦♠❛✐♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛str♦♥♦♠②✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡♥❣✐✲
♥❡❡r✐♥❣✱ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❡t❝✳ P❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡r✲
st♦♦❞ ❛s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥
E

d✳ ❯♥❧✐❦❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ❛✈♦✐❞ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝
❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✇❤❡♥❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆❧s♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✉❛r✲
❛♥t❡❡❞ t♦ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛ ❜r♦❛❞ ♣✉❜❧✐❝ ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
●❡♦♠❡tr② ❆❧❣♦r✐t❤♠s ▲✐❜r❛r② ❈●❆▲✷✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s ♦♥t♦ ❛
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ✢❛t ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❝✉r✈❛✲
t✉r❡✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✉❝❤ r✐❝❤❡r ❝❧❛ss ♦❢ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ♥❡❣❛t✐✈❡
❝✉r✈❛t✉r❡✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ♦r❜✐t s♣❛❝❡✱ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✱ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉✲
❧❛t✐♦♥✱ ✢❛t t♦r✉s✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡✱ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❝❧♦s❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞

✷✇✇✇✳❝❣❛❧✳♦r❣



✐✈



✈

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤❡ ✇♦r❦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡
s✉♣♣♦rt ♦❢ ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡ t❤❛t ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ♠❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ②❡❛rs✳ ■t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡♠ ❛❧❧ ❜✉t ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✉s❡ t❤❡s❡ ❢❡✇ ❧✐♥❡s t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤♦s❡
✇❤♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ♠❡ ♠♦st✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❛❞✈✐s♦r ▼♦♥✐q✉❡ ❚❡✐❧❧❛✉❞ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤✐s
✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦♣✐❝ ❛♥❞ ❢♦r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ♠❡ ❛s ❛ st✉❞❡♥t✳ ❙❤❡ ✇❛s ❛❧✇❛②s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❣❛✈❡ ♠❡
❛ ❧♦t ♦❢ s✉♣♣♦rt✱ ✐t ✇❛s ❛ r❡❛❧ ♣❧❡❛s✉r❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❤❡r✳

■t ✐s ❛ ❣r❡❛t ❤♦♥♦r t♦ ♠❡ t❤❛t ❑✉rt ▼❡❤❧❤♦r♥ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ▼✳ ❙✉❧❧✐✈❛♥ ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ r❡✈✐❡✇
♠② t❤❡s✐s✳ ■ ❛♠ ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t♦rs ➱r✐❝ ❈♦❧✐♥ ❞❡ ❱❡r❞✐ér❡✱ ▼❡♥❡❧❛♦s ❑❛r❛✈❡✲
❧❛s✱ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❙❝❤❧❡♥❦❡r✱ ❛♥❞ ●❡rt ❱❡❣t❡r ❢♦r ❝♦♠✐♥❣ t♦ ❙♦♣❤✐❛ ❆♥t✐♣♦❧✐s t♦ ❛tt❡♥❞ ♠②
❞❡❢❡♥s❡✳ ■ ❢✉rt❤❡r t❤❛♥❦ ❆♥❞r❡❛s ❋❛❜r✐ ❢♦r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛ ✈✐s✐t✐♥❣ ❡①❛♠✐♥❛t♦r✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ ◆✐❝♦ ❑r✉✐t❤♦❢ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ st❛rt❡❞ s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s❡❛r❝❤✳ ❍✐s
✇♦r❦ ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ ❣❡t st❛rt❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣✐❝✳ ■ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ▼r✐❞✉❧
❆❛♥❥❛♥❡②❛ ❢♦r ❢r✉✐t❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥ ❢♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆r✐❥✐t ●❤♦s❤ ✇❛s ❛❧✇❛②s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♠❛t❤ q✉❡st✐♦♥s ♦r ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❛♥② ❦✐♥❞✳

■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ❱✐ss❛r✐♦♥ ❋✐s✐❦♦♣♦✉❧♦s ❛♥❞ ▼✐❦❤❛✐❧ ❇♦❣❞❛♥♦✈ ❢♦r t❤❡✐r ❡✛♦rts t♦ ❡st❛❜✲
❧✐s❤ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❈●❆▲ ❙✉r❢❛❝❡
♠❡s❤❡r ❛♥❞ t❤❡ ❈●❆▲ ❱♦❧✉♠❡ ♠❡s❤❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❉✉r✐♥❣ ♠② ✇♦r❦ ■ ❤❛❞ t❤❡ ♦❝❝❛s✐♦♥ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ r❡s❡❛r❝❤ t❡❛♠s ❢r♦♠ ❚❯ ●r❛③✱
❆✉str✐❛ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ●r♦♥✐♥❣❡♥✱ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✳

■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ❢r♦♠ ●r❛③✱ ❖s✇✐♥ ❆✐❝❤❤♦❧③❡r ❛♥❞ ❤✐s ♣r♦❥❡❝t t❡❛♠ ✭♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r❧② ❲♦❧❢❣❛♥❣ ❆✐❣♥❡r✱ ❚❤♦♠❛s ❍❛❝❦❧✱ ❇❡r♥❤❛r❞ ❑♦r♥❜❡r❣❡r✱ ❇✐r❣✐t ❱♦❣t❡♥❤✉❜❡r✮ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❋r❛♥③ ❆✉r❡♥❤❛♠♠❡r✳ ❲❡ ❤❛❞ ❧♦ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ♦✉r ♠✉t✉❛❧ ✈✐s✐ts✳

■♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❡❛♠ ✏❖r❜✐❈●✑ ✇❡ ❤❛❞ s❡✈❡r❛❧ ♠✉t✉❛❧ ✈✐s✐ts ✇✐t❤ ❘✐❡♥ ✈❛♥
❞❡ ❲❡✐❥❣❛❡rt ❛♥❞ ●❡rt ❱❡❣t❡r ❢r♦♠ ●r♦♥✐♥❣❡♥✳ ■ r❡❛❧❧② ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ t❤❡ ❢r✉✐t❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s
❜♦t❤ ♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♠② ❝♦❞❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ ♠② r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✐❝ ✐ts❡❧❢✳

■ ❛♠ ✈❡r② t❤❛♥❦❢✉❧ ❢♦r t❤❡ s✉♣♣♦rt ■ ❣♦t ❢r♦♠ t❤❡ ❈●❆▲ ♣r♦❥❡❝t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦✲
❝❡ss ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ♠② ♣❛❝❦❛❣❡✳ ■ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ t❤❡ ♦♣❡♥ ❛t♠♦s♣❤❡r❡
❛♥❞ t❤❡ tr✉st t❤❛t ✇❛s ♣✉t ✐♥ ♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳

❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❆◆❘ ♣r♦❥❡❝t ✏❚r✐❛♥❣❧❡s✑ ■ ❤❛❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❣❡t ✐♥ t♦✉❝❤ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡
✐❞❡❛s ✇✐t❤ ❋r❡♥❝❤ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥t✐sts ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s ♦♥ ❣❡♦♠❡tr②✲r❡❧❛t❡❞ t♦♣✐❝s✳ ❖✉r
✈❛r✐♦✉s ♠❡❡t✐♥❣s ✇❡r❡ ❛❧✇❛②s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♠❡ ✇✐t❤ ♥❡✇ ✐❞❡❛s
♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠s✳



✈✐

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❢♦r♠❡r ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ■◆❘■❆ ♣r♦❥❡❝t t❡❛♠s
●é♦♠étr✐❝❛ ❛♥❞ ❆❇❙ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡✐r s✉♣♣♦rt ❛♥❞ t❤❡ ❢r✐❡♥❞❧② ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ■ ❤❛❞ t❤❡
♣❧❡❛s✉r❡ t♦ ♣❛ss t❤❡ t❤r❡❡ ②❡❛rs ♦❢ ♠② P❤❉ st✉❞✐❡s✳

■ ❢♦✉♥❞ ❛ ✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♦♣❡♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❜♦t❤ ❛t ■◆❘■❆ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
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❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
●❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ❡①❤✐❜✐ts
s❡✈❡r❛❧ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ❞✉❛❧✱ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✱
✐t ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐
❞✐❛❣r❛♠ ❛r❡ ✇❡❧❧✲st✉❞✐❡❞❀ ♠❛♥② ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ♠❛♥② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
❡①✐st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ E

d✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s

♦❢ s♣❛❝❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ E
d✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② s❡❝t✐♦♥ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❲❡ ✜rst ❞✐s❝✉ss

t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ✇♦r❦✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s✳ ❆❢t❡r t❤❡s❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥s✱ ✇❡ st❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ r❡✈✐❡✇ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦♥ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞
❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ s♣❛❝❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ E

d ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ t♦♣✐❝✳

✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ♥❡❡❞s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♠❛✐♥s
♦❢ s❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s ❢♦r ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♣❛❝❡✿ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ✐♥♣✉t
❝❛♥ ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t s❡t ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ♦❢t❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦♦ ❜✐❣ t♦ r✉♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ✐t✱ s♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ r✉♥ ♦♥ ❛ s♠❛❧❧
s❛♠♣❧❡✱ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② t♦ ❛✈♦✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❡✛❡❝ts✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s ♦♥ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡s❤❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❣❛✐♥ ❢✉rt❤❡r ✐♥s✐❣❤t✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s ✐t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧❡r ♣♦✐♥t s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣② ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t
t♦ ❛✈♦✐❞ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❲❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡ ❛ ❢❡✇ ❝♦♥❝r❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ t❤❛t
✉s❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ✏❈●❆▲ Pr♦s♣❡❝✲
t✐✈❡ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ P❡r✐♦❞✐❝ ❙♣❛❝❡s✑✶✱ ❛t ■◆❘■❆ ❙♦♣❤✐❛✲❆♥t✐♣♦❧✐s
▼é❞✐t❡rr❛♥é❡✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✽ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ✇♦r❦s❤♦♣ ✏❙✉❜❞✐✈✐❞❡ ❛♥❞ ❚✐❧❡✿ ❚r✐❛♥❣✉✲
❧❛t✐♥❣ s♣❛❝❡s ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❧❞✑✷✱ ❛t t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❈❡♥t❡r ✐♥ ▲❡✐❞❡♥✱ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱
◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✾✳

✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝❣❛❧✳♦r❣✴❊✈❡♥ts✴P❡r✐♦❞✐❝❙♣❛❝❡s❲♦r❦s❤♦♣✴
✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧♦r❡♥t③❝❡♥t❡r✳♥❧✴❧❝✴✇❡❜✴✷✵✵✾✴✸✺✼✴✐♥❢♦✳♣❤♣✸❄✇s✐❞❂✸✺✼

http://www.cgal.org/Events/PeriodicSpacesWorkshop/
http://www.lorentzcenter.nl/lc/web/2009/357/info.php3?wsid=357


✷ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✿ ■♥ ♠❛t❡r✐❛❧ s❝✐❡♥❝❡s✱
r❡s❡❛r❝❤❡rs ❞❡✈❡❧♦♣ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
▼♦❡s❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬▼♦❡✵✽❪ ❞❡✈❡❧♦♣ ❜♦♥❡ s❝❛✛♦❧❞s✱ ✐✳❡✳ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡
❜r♦❦❡♥ ❜♦♥❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❡② ✉s❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡② ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ s❝❛✛♦❧❞✳
❚❤❡s❡ s❝❛✛♦❧❞s ❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❀ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡s❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❝❛✛♦❧❞ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♠❡s❤ ♦♥❧② ♦♥❡
♣❡r✐♦❞✐❝ ❞♦♠❛✐♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ❣❧✉❡❞ t♦❣❡t❤❡r✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✭❜✮✳
❲❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s❡tt✐♥❣✱ t✇♦ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ✜t t♦❣❡t❤❡r ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

■♥ ❝♦s♠♦❧♦❣②✱ t❤❡ s✉❜✜❡❧❞ ♦❢ ❛str♦♥♦♠② ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐✲
✈❡rs❡✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ st❛t❡s✿ ✏❱✐❡✇❡❞ ♦♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡✱ t❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❡rs✳✧ ❬❑❡❡✵✷❪✳ ❚❤✉s ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞✱ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②❀ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✭❛✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❛str♦♥♦♠❡rs
✇❤♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ✏❉❡❧❛✉♥❛② t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ❋✐❡❧❞ ❊st✐♠❛t♦r✑ ❬✈❞❲❙✵✼❪ ❛♥❞ ✇❤♦ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ ✉s✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ ❇❡tt✐ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡s ❬✈❞❲❱P+✶✵❪✳

●r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s s❤♦✇ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛t ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛t ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❦✐♥❞s ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱
❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❬❉✉r✵✽✱
❑r✉✵✾❪✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s❡tt✐♥❣✳

❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢t❡♥ ✇♦r❦ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡s❤ r❡✜♥❡♠❡♥t
t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡♥ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ r❛♥❣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡
❜✐❣✳ ❊✐t❤❡r s♦♠❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣r✐❞ s✐③❡ ✐s ✉s❡❞ t❤❛t ✐s ♥♦t ✈❡r② ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ❡①tr❡♠❡
s❝❛❧❡s ♦r t❤❡ ❣r✐❞ ✐s r❡✜♥❡❞ ✇❤❡r❡ ❛ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧✐♥❣ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❯s✐♥❣ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞s
s❡❡♠s ❛ ✇❡❧❧✲❛❞❛♣t❡❞ ♦♣t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s❡tt✐♥❣
❛s ✇❡❧❧ ❬❉✉❧✵✽❪✳

❙✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ❜✐♦❧♦❣② ❬❇❡r✵✾❪✱ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✲
✐❝s ❬❈❛♠✵✾✱ ❉✉q❪✱ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❬❞❋❈✵✸❪✱ s♦❧✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❬◆●✵✷❪✱ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t✲
✐♥❣ ❬❲❡✐✵✽❪ ❡t❝✳✱ t❤✐s ❧✐st ❜❡✐♥❣ ❢❛r ❢r♦♠ ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ❛s❦
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♣❡r✐♦❞✐❝✐t✐❡s ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ E

3

♦r ♣♦✐♥t s❡ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✐s♦♠❡tr✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦r r♦t❛t✐♦♥s✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❑❡❧✈✐♥ Pr♦❜❧❡♠ ❬❚❤♦✽✼❪✿ ❍♦✇ ❝❛♥ s♣❛❝❡ ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ❝❡❧❧s ♦❢ ❡q✉❛❧
✈♦❧✉♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛st ❛r❡❛ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠❄ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✭❝✮ ❢♦r t❤❡ ❜✐tr✉♥❝❛t❡❞
❝✉❜✐❝ ❤♦♥❡②❝♦♠❜✱ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇✐t❤ tr✉♥❝❛t❡❞ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❑❡❧✈✐♥ ❤✐♠s❡❧❢✳ ❚❤❡r❡
✐s ❝✉rr❡♥t❧② ♣r♦❣r❡ss ♠❛❞❡ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ✉s✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ❬●❛❜✵✾❪✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ ♠♦r❡ t♦♣✐❝s✱ ❡✳❣✳✱ ❬❘♦❜✵✻❪ ✇♦r❦s ♦♥ ❇❡tt✐ ♥✉♠❜❡r s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ ♣♦✐♥t s❡ts ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝
s❡tt✐♥❣✳

✶✳✷ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ E
d

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡❝❛♣✐t✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛✲
t✐♦♥✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts s✉❝❤ ❛s s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛♥❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥
❞❡t❛✐❧ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②✳



✶✳✷✳ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ E
d ✸

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ✭❛✮✿ ▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ✇❡❜✱ ❝♦✉rt❡s② ❘✳ ✈✳ ❞✳ ❲❡✐❥❣❛❡rt✳
✭❜✮✿ ❇♦♥❡ s❝❛✛♦❧❞✱ ❝♦✉rt❡s② ▼✳ ▼♦❡s❡♥✳ ✭❝✮✿ ❇✐tr✉♥❝❛t❡❞ ❝✉❜✐❝ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ✭■♠❛❣❡✿ ❬❑❡♣❪✮✳

✶✳✷✳✶ ❙✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s

❲❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❋♦r ❢✉rt❤❡r r❡❛❞✐♥❣
s❡❡ ❬❩♦♠✵✺❪✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ ❜② E
d✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ p ❛♥❞ q ✐s

❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❞✐st(p, q)✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r v := q − p ❢r♦♠ p t♦ q ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ‖v‖✳
❆ s❡t A ⊆ E

d ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡① ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts p, q ∈ A t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ p
❛♥❞ q ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ A✳

▲❡t p0, p1, . . . pk ❜❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ E
d✱ k ≤ d✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ λ0p0+λ1p1+ . . .+λkpk

✇✐t❤
∑k

i=0 λi = 1✱ λi ∈ R✱ s♣❛♥s ❛♥ ❛✣♥❡ ✈❛r✐❡t②✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛✣♥❡❧②
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐❢ t❤❡ ❛✣♥❡ ✈❛r✐❡t② ✐s ❛ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ✭k✲s✐♠♣❧❡①✮✳ ❆ k✲s✐♠♣❧❡① σ ✐♥ E
d✱ k ≤ d✱ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ k + 1

❛✣♥❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦✐♥ts Pσ = {p0, p1, . . . , pk}✳

❆ s✐♠♣❧❡① τ ❞❡✜♥❡❞ ❜② Pτ ⊆ Pσ ✐s ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ σ ❛♥❞ ❤❛s σ ❛s ❛ ❝♦❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❜② σ ≥ τ ❛♥❞ τ ≤ σ✳ ◆♦t❡ t❤❛t σ ≥ σ ❛♥❞ σ ≤ σ✳

❚❤❡r❡ ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❖❢t❡♥ t❤❡②
r❡str✐❝t t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ❬❩♦♠✵✺✱ ❘❱✵✻❪✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡
s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ s♦✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬▲❡❡✵✵❪✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ✭❙✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✮✳ ❆ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐s ❛ s❡t K ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s s✉❝❤
t❤❛t✿

✭✐✮✳ σ ∈ K, τ ≤ σ ⇒ τ ∈ K

✭✐✐✮✳ σ, σ′ ∈ K ⇒ σ ∩ σ′ ≤ σ ❛♥❞ σ ∩ σ′ ≤ σ′

✭✐✐✐✮✳ ❊✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡① ♦❢ K ❤❛s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts ❛t ♠♦st ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥②
s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ K ✭❧♦❝❛❧ ✜♥✐t❡♥❡ss✮✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐❢ K ✐s ✜♥✐t❡✱ t❤❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✐✮ ✐s ❛❧✇❛②s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳
❲❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ♠♦r❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿ ▲❡t K ❜❡ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■❢ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ K ✐s ❛

s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❛s ✇❡❧❧✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ✐t s✉❜❝♦♠♣❧❡① ♦❢ K✳ ❚❤❡ st❛r ♦❢ ❛ s✉❜s❡t L ⊆ K ❝♦♥s✐sts



✹ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝♦❢❛❝❡s ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ L✿

❙t(L) := {σ ∈ K | ∃τ ∈ L, σ ≥ τ}.

❚❤❡ ❝❧♦s✉r❡ L ♦❢ L ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st s✉❜❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ L✿

L := {τ ∈ K | ∃σ ∈ L, τ ≤ σ}.

❚❤❡ ❧✐♥❦ ♦❢ L ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

▲❦(L) := ❙t(L) − ❙t(L).

❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ st❛r✱ ❝❧♦s✉r❡✱ ❛♥❞ ❧✐♥❦✳ ■♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ✇❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ▲❡❢t✿ ❙t({v})✱ s❤❛❞❡❞ tr✐❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❞❛s❤❡❞ s❡❣♠❡♥ts✳ ❈❡♥t❡r✿ ❙t({v})✱ s❤❛❞❡❞
tr✐❛♥❣❧❡s✱ ❞❛s❤❡❞ s❡❣♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥t ✈❡rt✐❝❡s✳ ❘✐❣❤t✿ ▲❦({v})✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥t
✈❡rt✐❝❡s✳

✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ❢r♦♠ ❛ s❡t L✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②
⋃L✳ ❲❡

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡① σ ❜② σ̊✳ ❚✇♦ s✐♠♣❧✐❝❡s σ ❛♥❞ τ ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐♥t❡r♥❛❧❧②
❞✐s❥♦✐♥t ✐❢ t❤❡✐r ✐♥t❡r✐♦rs ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✱ ✐✳❡✳ σ̊ ∩ τ̊ = ∅ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ σ ❛♥❞ τ ❛r❡ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡
♣✉r❡❧② ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡✳ ❚❤✉s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡
t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ s♣❛❝❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ E

d✱ ♦♥❧② t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s✱ ❛r❡
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡r② ❜❛s✐❝ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
●❡♦♠❡tr②✳ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t②♣❡s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♠❡s❤✐♥❣✳ ❲❡ ✜rst ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ ✭❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐❝❡s ❛r❡
❞❡✜♥❡❞✳ ❆ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ X ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① K s✉❝❤ t❤❛t

⋃K ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦
X✳ ❆ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ X ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♣♦✐♥t s❡t S ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ X s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❡t
♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ S✳



✶✳✷✳ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ E
d ✺

■♥ E
d✱ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐s ❝♦♠♣❛❝t✱ ✇❤❡r❡❛s E

d ✐ts❡❧❢ ✐s ♥♦t ❝♦♠✲
♣❛❝t✳ ❙♦ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✜♥✐t❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E

d✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲♣♦✐♥t✲❝♦♠♣❛❝t✐✜❝❛t✐♦♥ E

d∪{∞} ♦❢ E
d✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♠✲

❜✐♥❛t♦r✐❛❧ s✐♠♣❧✐❝❡s ❢♦r♠❡❞ ❜② ∞ ❛♥❞ d ✜♥✐t❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥✜♥✐t❡ d✲s✐♠♣❧✐❝❡s✳
❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❤❡♥ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛ ✜♥✐t❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t S ✐♥ E

d✱ ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧②
♠❡❛♥ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t S ∪ {∞} ✐♥ E

d ∪ {∞}✳

✶✳✷✳✷ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥❛♠❡❞ ❛❢t❡r ❇♦r✐s ❉❡❧❛✉♥❛② ✇❤♦ ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t♦
❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s ❜② ♥♦✇ ✇❡❧❧✲st✉❞✐❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❬❉❡❧✸✹❪✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E
d ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♣♦✐♥t s❡t✱ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞

s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ▲❡t S ❜❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥t s❡t ✐♥ E
d✳ ▲❡t σ ❜❡ ❛ d✲s✐♠♣❧❡①❀ t❤❡ d+1 ✈❡rt✐❝❡s

♦❢ σ ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ d✲❜❛❧❧✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ♦❢ σ✳
■❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ σ ✐s ∞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ♦❢ σ ✐s ❛ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ ❜♦✉♥❞❡❞
❜② t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ d ✈❡rt✐❝❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹ ✭❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❆ d✲s✐♠♣❧❡① ✐♥ ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
✇❤♦s❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r ✐s
s❛✐❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt②✳ ❆ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E

d ✇✐t❤ ✈❡rt❡① s❡t S ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E

d ❞❡✜♥❡❞ ❜② S ✐❢ ❡❛❝❤ d✲s✐♠♣❧❡① ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡
❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt②✳

❲❡ ✇r✐t❡ DT (S) t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E
d ❞❡✜♥❡❞ ❜② S✳

❚♦ ❡①♣❧♦r❡ ♠♦r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ✐ts ❞✉❛❧
str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✺ ✭❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✮✳ ❚❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ V or(p,S) ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t p ∈ S ❝♦♥s✐sts
♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts q ✐♥ E

d s✉❝❤ t❤❛t ❞✐st(q, p) < ❞✐st(q, pi) ❢♦r ❛❧❧ pi ∈ S − {p}✳
❚❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ V D(S) ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t S ✐s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ E

d ✐♥t♦ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐
❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ S✳

❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠
✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ❋♦r ❢✉rt❤❡r r❡❛❞✐♥❣ ♦♥ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s✱
s❡❡ ❬❞❇✈❑❖❙✵✵✱ ❇❨✾✽✱ ❆✉r✾✶✱ ❆❑✵✵❪✳

❚❤❡ ❞✉❛❧ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ❚❤❡ s✐t❡s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ❣r❛♣❤✱ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ✈❡rt✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧
❣r❛♣❤✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇ ✐♠♣❧✐❝✐t❧②✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐
❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ S ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❣r❛♣❤ ♦❢ S✳

❲❡ s❛② t❤❛t S ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❜s❡t ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ k +1 ♣♦✐♥ts t❤❛t
❧✐❡ ♦♥ ♦♥❡ k✲s♣❤❡r❡ ♦r ✐♥ ♦♥❡ k✲♣❧❛♥❡ ❢♦r k < d✳ ■❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ S ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱
t❤❡♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❣r❛♣❤ ✐s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

■❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ s✉❜s❡ts ♦❢ ❝♦s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❢♦r♠
❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ✐♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❣r❛♣❤✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❣r❛♣❤ t♦ ❛
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♠✉st ❜❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞✳ ❆s t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦s♣❤❡r✐✲
❝❛❧✱ ❛♥② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ❤❛s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt②✳ ❋♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s
✐t ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r ♣♦✐♥t s❡ts
t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ s②♠❜♦❧✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❬❉❚✵✸❪✳



✻ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ♦❢ ✺✵
♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳

❚❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦r ♣♦✇❡r ❞✐❛✲
❣r❛♠✱ ✇❤❡r❡ ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✇❡✐❣❤t✱ ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ s❡t S ❛♥❞
t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐st❛♥❝❡✿ ▲❡t (p, wp) ❛♥❞ (q, wq) ❞❡♥♦t❡
♣♦✐♥ts p ❛♥❞ q ✐♥ E

d t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r ✇❡✐❣❤ts wp ❛♥❞ wq✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣♦✇❡r
❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Π((p, wp), (q, wq)) := ❞✐st(p, q)2 − wp − wq.

❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦r r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢
t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❡❧❛✉✲
♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s❀ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts
(p, wp) ❛♥❞ (q, wq) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s s♣❤❡r❡s ♦❢ r❛❞✐✉s

√
wp ❛♥❞

√
wq ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t p ❛♥❞

q✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐s 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡s ✐♥t❡rs❡❝t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧②✳ ❚❤✉s t✇♦ s✉❝❤ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳
❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✐❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐s str✐❝t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ♣♦s✐t✐✈❡ t❤❡
✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ s✉♣❡r♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♦r s✉❜♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛ ♥♦♥✲
❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡✱ d + 1 ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts ❛❞♠✐t ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝♦♠♠♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞
♣♦✐♥t (o, wo)✱ ✐✳❡✳✱ (o, wo) ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ d + 1 ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ d + 1
✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt② ✐❢ ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r ✇❡✐❣❤t❡❞
♣♦✐♥t ✐♥ S✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤ (o, wo) ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✐s ✐♥
❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ ♥♦t ♠♦r❡ t❤❛♥ d + 1 ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ♦r✲
t❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ d✲s✐♠♣❧✐❝❡s ❢♦r♠❡❞
❜② (d + 1)✲t✉♣❧❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts ❤❛✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳ ❙❡❡ ❬❉❚✵✻❜❪ ❢♦r ❛ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❞❡❣❡♥✲
❡r❛t❡ ❝❛s❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ S✱ t❤❡
✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ❢♦r ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r ♠♦r❡ ♦♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s s❡❡ ❬❊❙✾✻❪✳

▼♦st ♦❢ ✇❤❛t ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❡①t❡♥❞s t♦ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳
❲❤❡r❡ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ tr❡❛t ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s s❡♣❛r❛t❡❧②✳

Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✿

❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛♥② ♣❧❛♥❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❡❛s✐❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❊✉❧❡r✬s ❢♦r♠✉❧❛✿ ▲❡t n, e, f ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ ❡❞❣❡s✱ ❛♥❞



✶✳✷✳ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ E
d ✼

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❆ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E
2✳

❢❛❝❡s ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥ ❊✉❧❡r✬s ❢♦r♠✉❧❛ st❛t❡s t❤❛t n − e + f = 2✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ❤❛s t❤r❡❡ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t✇♦ ❢❛❝❡s✱ t❤✉s ✇❡
❤❛✈❡ 2e = 3f ✳ P❧✉❣❣✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ❊✉❧❡r✬s ❢♦r♠✉❧❛ ❣✐✈❡s f = 2n − 4 ∈ Θ(n)✳

❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳
▲❡t c ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ❛♥❞ e t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ✸❉ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
❊✉❧❡r✬s ❢♦r♠✉❧❛ st❛t❡s n − e + f − c = 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s c ∈ O(e)✳ ❆♥ ❡❞❣❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②
❛ ♣❛✐r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ s♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ✐s ✐♥ O(n2)✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ q✉❛❞r❛t✐❝
s✐③❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ s♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✐s t✐❣❤t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✮✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❉❡❧❛✉♥❛②

tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ E
d ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② O(n⌈ d

2
⌉)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ t✐❣❤t ❜♦✉♥❞ ❬❆❆❉✵✼❪✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❆ q✉❛❞r❛t✐❝ s✐③❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E
3✳

✶✳✷✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ E
d

❚❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❬❇♦✇✽✶✱
❋♦r✽✼✱ ▲❙✽✵✱ ❲❛t✽✶❪✳ ❚❤❡ ✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ♣❧❛♥❛r ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐✲
❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❇② t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ ♣♦✐♥t s❡ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧✳

■♥ E
2 t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ O(n) ❛s s❡❡♥ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞

♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐t ✐s ✐♥ Ω(n log n) ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡
r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿ ■♠❛❣✐♥❡ ♣♦✐♥ts ❣✐✈❡♥ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛❧❢ ♦❢
t❤❡ ✉♥✐t ♣❛r❛❜♦❧❛✳ ❆❧❧ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r x✲
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ✐♥
Ω(n log n)✳



✽ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦rt ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ x✳

❲❡ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ✜rst ❢♦r t❤❡ ♣❧❛♥❛r ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ■t ❤❛s ✜rst
❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❬❇♦✇✽✶❪ ❛♥❞ ❬❲❛t✽✶❪✳

●✐✈❡♥ ❛ ♣♦✐♥t s❡t S✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts ✇✐t❤ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ d + 1 ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ S
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❉❡❧❛✉♥❛②✱ ❛♥❞ ✐♥s❡rts t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥❡
❜② ♦♥❡✱ r❡st♦r✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt② ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ st❡♣ ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ st❡♣✳

■♥ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s ✐♥ O(n⌈ d
2
⌉) ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✳ ❚❤❡

♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ st❡♣ ✐♥s❡rts t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡① t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ✐t ❛♥❞ r❡st♦r❡s t❤❡
❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ st❡♣ ✐s t❤✉s ❜♦✉♥❞❡❞
❜② O(n⌈ d

2
⌉)✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ n ♣♦✐♥t✲❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥s❡rt✐♦♥ st❡♣s✱ s♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s

O(n⌈ d
2
⌉+1)✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t✲❧♦❝❛t✐♦♥
❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ❘❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛♥s ❤❡r❡ t♦ ✐♥s❡rt t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ S ✐♥ r❛♥❞♦♠ ♦r❞❡r✳ ❲❡
♥♦✇ ❣✐✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✇♦rst✲❝❛s❡
♣♦✐♥t s❡t S ❛♥❞ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦r❞❡r✳

❚❤❡ ✜rst r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ E
2 ♦♥❧②✳ ❯s✐♥❣

❛ ♣♦✐♥t✲❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t♦ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(log n)✳ ❙❡✈❡r❛❧ s✉❝❤ ♣♦✐♥t✲❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱
❛❧❧ r❡q✉✐r✐♥❣ ❡①♣❡❝t❡❞ O(n) s♣❛❝❡✿ ❬❈❙✽✽❪ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ♦✤✐♥❡ ✈❡rs✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t
♠✉st ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ❬●❑❙✾✷❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❬❉▼❚✾✷❛✱ ❉❡✈✵✷❪
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ❢✉❧❧② ❞②♥❛♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ✈❡rt❡① r❡♠♦✈❛❧✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❛
♣♦✐♥t✲❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦r❞❡r✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ st❡♣ ✐s O(1)✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ♦♣t✐♠❛❧ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✇♦rst✲❝❛s❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(n log n)✳

❚❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ E
3✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❡①♣❡❝t❡❞

t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(n2)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❬●❑❙✾✷❪✳ ■t ❛❝t✉❛❧❧② ❡✈❡♥ ❡①t❡♥❞s t♦

d ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O(n⌈ d
2
⌉) ❬❉▼❚✾✷❛✱

❉❡✈✵✷❪✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹ ❜❡❧♦✇✳



✶✳✷✳ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ E
d ✾

❉✐✈✐❞❡ ✫ ❈♦♥q✉❡r ❆ ❞✐✈✐❞❡ ✫ ❝♦♥q✉❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣❧❛♥❛r ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❬▲❙✽✵❪ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❬❉✇②✽✼❪✳ ■t ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡s
t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠❀ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡✳

❚❤❡ ♣♦✐♥t s❡t S ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❛①✐s ♦r t❤❡ y✲❛①✐s ✐♥t♦ t✇♦ ❛❜♦✉t ❡q✉❛❧❧②
❧❛r❣❡ s✉❜s❡ts S1 ❛♥❞ S2✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ S1 ❛♥❞ S2 ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧②✳
❋✐♥❛❧❧② t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡✇✐♥❣ st❡♣ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ S ❢r♦♠ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐
❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ S1 ❛♥❞ S2✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(n log n)❀
✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❡①t❡♥❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❙✇❡❡♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❚❤✐s ✐s ❛❣❛✐♥ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣❧❛♥❛r ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s
❬❋♦r✽✼❪✳ ■t ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ❧✐♥❡ t❤❛t s✇❡❡♣s ♦✈❡r t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡
❛❧r❡❛❞② ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐ts❡❧❢✳ ❆s t❤❡ ❧✐♥❡ s✇❡❡♣s t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐
❞✐❛❣r❛♠ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢② ❛♥❞ ♥❡✇ ♣♦✐♥ts ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❜② t❤❡ s✇❡❡♣✲❧✐♥❡ ❛r❡ ❛❞❞❡❞✳
❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ♦♣t✐♠❛❧ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(n log n)✳

✶✳✷✳✹ ❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠s ▲✐❜r❛r② ❈●❆▲ ❬❝❣❛❪ ✉s❡s ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ❇♦✇②❡r ❬❇♦✇✽✶❪ ❛♥❞ ❲❛ts♦♥ ❬❲❛t✽✶❪✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❈●❆▲ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬❨✈✐✶✵✱ P❚✶✵❜❪✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ✐s ❜❛s❡❞✳

❆t ✜rst ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t✇♦ ♦♣t✐♦♥❛❧
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✱ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t✲❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
s♦♠❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ❜❡❢♦r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
t✇♦ ❝♦♠♠♦♥ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ r❡st♦r✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣
✐♥s❡rt❡❞ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧② ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ r❡♠♦✈❡ ❛ ✈❡rt❡① ❢r♦♠ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

P♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝❡❧❧ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛❧❧❡❞
r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ✇❛❧❦ ✐s ✉s❡❞ ❬❉P❚✵✷❪✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ st❛rts ❛t ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ❝❡❧❧ c✳ ■t ❝❤♦♦s❡s ❛ ❢❛❝❡t f ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❛t r❛♥❞♦♠✳ ▲❡t v ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❡rt❡① ♦❢ c
t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ f ✳ ■❢ t❤❡ q✉❡r② ♣♦✐♥t ❛♥❞ v ❧✐❡ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ f ✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❝❡❡❞s t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❡❧❧ ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡
s✐❞❡ ♦❢ f ❛♥❞ ❞♦❡s t❤❡ s❛♠❡ ❛❣❛✐♥✳ ■t r❡♠❡♠❜❡rs t❤❡ ❝❡❧❧ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✈✐s✐t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐♥
♦r❞❡r t♦ s❛✈❡ ♦♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ t❡st✳ ❆s ✐t ❝❤♦♦s❡s f ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♠♦♥❣st t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ c✱ ✐t
r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ❛❢t❡r ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ✷❉✳

❆s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✱ s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥t✲❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✲
♣♦s❡❞✳ ■♥ ❈●❆▲ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤② ❬❉❡✈✵✷❪ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✿ ❆ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❣r❛❞✉❛❧❧② s♠❛❧❧❡r s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ❛r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡s❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s t❤❡r❡ ❛r❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ✜♥❡r ❛♥❞
t❤❡ ♥❡①t ❝♦❛rs❡r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ st❛rts ✐♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡st
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❣♦❡s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ♥❡①t ✜♥❡r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛rts t❤❡ r❡♠❡♠❜❡r✲
✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ✇❛❧❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛t ❛ ✈❡rt❡① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t
❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

■❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦✐♥t s❡t ✐s ❦♥♦✇♥ ✐t ❛❞✈❛♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦r❞❡r❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡
♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛r❡ s♣❛t✐❛❧❧② ❝❧♦s❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤



✶✵ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ▲❡❢t✿ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr♦✇s ❝❤♦s❡♥ ❛t r❛♥❞♦♠ t♦ ❣❡t ❝❧♦s❡r t♦ p✳
❘✐❣❤t✿ ❲✐t❤♦✉t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r t♦ ✈✐s✐t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❡♥❞ ✉♣
✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❧♦♦♣ ✐♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✳

t❤❡ ❧❛st ✐♥s❡rt❡❞ ♣♦✐♥t✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ②✐❡❧❞s ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❙♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ❬❆❈❘✵✸❪✳ ❆ ❈●❆▲✄✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r s♦rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts s♣❛t✐❛❧❧② ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❬❉❡❧✶✵❪❀ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❇✉❝✵✾❪✳

P♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s st❡♣ ✐s t♦ r❡st♦r❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt② ✇❤❡♥ ✐♥s❡rt✲
✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ✐♥t♦ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✢✐♣s ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞✳ ❇✉t ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s ❬❊❙✾✻❪✳ ❲❡ ✉s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❜② ❇♦✇②❡r ❬❇♦✇✽✶❪
❛♥❞ ❲❛ts♦♥ ❬❲❛t✽✶❪ t❤❛t ❡①t❡♥❞s ❡❛s✐❧② t♦ d ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ✐s ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②✳

❚❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✿

✶✳ ■❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝❡❧❧s t❤❛t ♠✉st ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✭t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❣✐♦♥✮✳

✷✳ ❉❡❧❡t❡ ❛❧❧ ❝❡❧❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❣✐♦♥✳

✸✳ ❋✐❧❧ t❤❡ ❤♦❧❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ st❡♣ ✷ ✇✐t❤ ❝❡❧❧s s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❤♦❧❡ ❢❛❝❡ts✳

❚❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❣✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ d✲s✐♠♣❧✐❝❡s✱ ✇❤♦s❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧s ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡
♥❡✇ ♣♦✐♥t✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✳

❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❣✐♦♥ ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞✳ ■t st❛rts ❛t t❤❡ ❝❡❧❧
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t✳ ❋♦r ❛❧❧ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ✐t ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡
❝♦♥✢✐❝t r❡❣✐♦♥✳ ■❢ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ✐s ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t✱ ❛❧❧ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ❜✉t t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ✈✐s✐t❡❞ ♦♥❡s
❛r❡ t❡st❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧②✳ ■❢ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ✐s ♥♦t ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✐s st♦♣♣❡❞✳

❚❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❣✐♦♥ ✐s ❛ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ♣♦❧②t♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ✐ts ❦❡r♥❡❧✱
✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♦❢ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ (d − 1)✲s✐♠♣❧✐❝❡s ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s ❛❢t❡r ❞❡❧❡t✐♥❣ t❤❡ d✲
s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜❧❧ ✉♣ t❤❡ ❤♦❧❡ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ♥❡✇ d✲s✐♠♣❧✐❝❡s ❢r♦♠
t❤❡ (d − 1)✲s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❢❛❝❡ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡
❞❡s✐r❡❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✮✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐r❡❝t❧② ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✿ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❣✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ d✲s✐♠♣❧✐❝❡s ✇❤♦s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s♣❤❡r❡s ❛r❡ s✉❜♦rt❤♦❣♦♥❛❧
t♦ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✇❤♦s❡ sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✉s ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡



✶✳✸✳ ❖r❜✐t s♣❛❝❡s ✶✶

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ▲❡❢t✿ ❚❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ p✳ ❘✐❣❤t✿ ❚❤❡ st❛r ♦❢ p ✐♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ❈♦♥✢✐❝t r❡❣✐♦♥s ❢♦r ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮✳

♥❡✇ ♣♦✐♥t✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❞❡♣t❤✲✜rst s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❢♦r t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✇♦r❦ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t
r❡❣✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

❱❡rt❡① r❡♠♦✈❛❧ ❋♦r ❣❡♥❡r❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✈❡rt❡① r❡♠♦✈❛❧ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ r❡♠♦✈✲
✐♥❣ ❛ ✈❡rt❡① ♠✐❣❤t ❧❡❛✈❡ ❛ ❤♦❧❡ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ✭❡✳❣✳ t❤❡ ❙❝❤ö♥❤❛r❞t ♣♦❧②❤❡❞r♦♥
❬❙❤❡✾✽❛❪✮✳

❋♦r t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛ ✈❡rt❡① ❝❛♥
❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❋✐rst t❤❡ ✈❡rt❡① ❛♥❞ ❛❧❧ ✐♥❝✐❞❡♥t ❝❡❧❧s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❡❛✈❡s ❛ ❤♦❧❡ ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❛ ♣♦❧②t♦♣❡ ✇✐t❤ (d−1)✲s✐♠♣❧✐❝❡s ❛s
❢❛❝❡ts✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❛t ♣♦❧②t♦♣❡ ❛r❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛❜♦✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ♣♦✐♥t s❡t✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ❢♦r♠s ❛ s✉❜❝♦♠♣❧❡① ♦❢ t❤✐s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s
t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤✐s ♣♦❧②t♦♣❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡✇❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❤♦❧❡✳

✶✳✸ ❖r❜✐t s♣❛❝❡s

❲❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ t❤❡s✐s✳ ❙❡❡ ❬❆r♠✽✷❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡❛❞✐♥❣✳



✶✷ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ✐s ❛ s❡t X t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ Ω ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ X ✇✐t❤ t❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s

• ∅ ❛♥❞ X ❛r❡ ✐♥ Ω

• ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❡ts ✐♥ Ω ✐s ❛❣❛✐♥ ✐♥ Ω✳

• ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ✜♥✐t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❡ts ✐♥ Ω ✐s ❛❣❛✐♥ ✐♥ Ω✳

❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ Ω ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛ t♦♣♦❧♦❣② ♦♥ t❤❡ s❡t X✳ ❆♥ ❡❧❡♠❡♥t ω ♦❢ Ω ✐s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✲
❤♦♦❞ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t x ∈ X ✐❢ x ∈ ω✳ ❆ s✉❜s❡t O ♦❢ X ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♦♣❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢
❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ♣♦✐♥ts✳ ❆ s✉❜s❡t C ♦❢ X ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝❧♦s❡❞ ✐❢ ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✐s ♦♣❡♥✳ ❆ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
s♣❛❝❡ ✐s ❞✐s❝r❡t❡ ✐❢ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ X ❛♣♣❡❛r ❛s s✐♥❣❧❡t♦♥ s❡ts ✐♥ Ω✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ❛❧❧ t❤❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ s❡ts ❛r❡ ❜♦t❤ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞✳ ❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❢r♦♠ ❛
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ X t♦ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ Y ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t x ♦❢ X ❛♥❞ ❡❛❝❤
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ N ♦❢ f(x) ✐♥ Y t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ f−1(N) ✐s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ x ✐♥ X✳ ❈♦♥t✐♥✲
✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♠❛♣s✳ ❆ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ X t♦ ❛
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ Y ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥✈❡rs❡✳
■❢ s✉❝❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡①✐sts✱ X ❛♥❞ Y ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ ♦r t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ G :=< g1, . . . , gk > t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡❧❡♠❡♥ts
g1, . . . , gk✳ ▲❡t g, h ❜❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ G✳ ❋♦r t✇♦ ❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥ts g, h ∈ G✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦♣❡r❛t✐♦♥
t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s g ❛♥❞ h ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s gh✳ ❆ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r♦✉♣ ✐s ❛ ❣r♦✉♣ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛
t♦♣♦❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛
❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥t t♦ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❆ ❣r♦✉♣ ✐s ❞✐s❝r❡t❡ ✐❢ ✐t ✐s ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r♦✉♣
✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t♦♣♦❧♦❣②✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐s❝r❡t❡ ❣r♦✉♣s✳ ❆ ❣r♦✉♣ G ✐s
s❛✐❞ t♦ ❜❡ t♦rs✐♦♥✲❢r❡❡ ✐❢ t❤❡ ♦♥❧② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ✜♥✐t❡ ♦r❞❡r ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✳

❆ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r♦✉♣ G ✐s s❛✐❞ t♦ ❛❝t ❛s ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦♥ ❛ s♣❛❝❡ X ✐❢
✐ts ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠s ❢r♦♠ X t♦ X✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦
❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✿

• (hg)(x) = h(g(x)) ❢♦r ❛❧❧ g, h ∈ G✱ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ X✱

• e(x) = x ❢♦r ❛❧❧ x ∈ X✱ ✇❤❡r❡ e ✐s t❤❡ ✉♥✐t ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ G✱

• t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ G × X → X, (g, x) 7→ g(x) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳

▲❡t x ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ X✳ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ G ✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t x ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
U ♦❢ x s✉❝❤ t❤❛t {g ∈ G | gU ∩ U 6= ∅} ✐s ✜♥✐t❡✳ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐❢
✐t ✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t ❛♥② x ∈ X✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s g(x)✱ ❢♦r ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts g ♦❢ G✱ ✐s
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ x✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t G ✐s ❛ ❣r♦✉♣ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ♦r❜✐ts
❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦r❜✐ts ❢♦r♠ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ X✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
r❡❧❛t✐♦♥✿ x ∼ y ✐❢ x = g(y) ❢♦r s♦♠❡ g ∈ G✳ ❚❤❡ q✉♦t✐❡♥t s♣❛❝❡ X/G ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♦r❜✐ts
♦❢ X ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ G❀ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ ❢♦r X/G ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥t❡①ts ❛♥❞ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛
s♣❛❝❡ ♦❢ ♦r❜✐ts✳ ❲❡ ❝❛❧❧ X/G t❤❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ ♦❢ X ✉♥❞❡r t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛❝t✐♦♥ ♦❢ G✳ ❲❡
❛❜✉s❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❤♦rt ❡①♣r❡ss✐♦♥s t♦ ❞❡♥♦t❡ X ❛♥❞ G ✇❤❡♥
t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s✿ X ✐s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ X/G ❛♥❞ G ✐s t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❝t✐♦♥
❞❡✜♥✐♥❣ X/G✳ ▲❡t g ∈ G ❛♥❞ p ∈ X✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❤♦rt ♥♦t❛t✐♦♥ gp t♦ ❞❡♥♦t❡ g(p)✳

❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ G ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ X t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❡❛❝❤
♦r❜✐t✳ ❖♥❡ ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ t♦ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ t♦
❝♦♥t❛✐♥ ♥♦t ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❜✐t ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r✳



✶✳✹✳ Pr♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t ✶✸

❲❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ✭❈♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡✮✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ❆ ♠❛♣ ρ : X̃ → X ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♠❛♣ ❛♥❞ X̃ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ X ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❤♦❧❞s✿ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t x ∈ X t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ V ✱ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
ρ−1(V ) ❛s ❛ ❢❛♠✐❧② {Uα} ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐s❥♦✐♥t ♦♣❡♥ s✉❜s❡ts ♦❢ X̃✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ρ|Uα

✐s ❛
❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢♦r ❡❛❝❤ α✳ ▲❡t hx ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② {Uα} ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ s♦♠❡ x ∈ X✳ ■❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ h := maxx∈X hx ✐s ✜♥✐t❡✱ t❤❡♥ X̃ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ h✲s❤❡❡t❡❞
❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ X✳

❆ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ X̃ ♦❢ X ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡
♦❢ ❛❧❧ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s ♦❢ X✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✷✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❛❣❛✐♥ ❛
❝✐r❝❧❡✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ❧✐♥❡ ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ▲❡❢t✿ ❆ ❝✐r❝❧❡✳ ❘✐❣❤t✿ ❆ ✷✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡✳

❆ s♣❛❝❡ ✐s ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ♦r d✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐❢ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ♣♦✐♥ts ❤❛s ❛ ♥❡✐❣❤✲
❜♦r❤♦♦❞ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ E

d✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ t♦rs✐♦♥✲❢r❡❡ ❣r♦✉♣ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱
✐✳❡✳✱ gp 6= hp ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ p ∈ E

d✱ g, h ∈ G ❛♥❞ g 6= h✳ ■❢ X ✐s ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♥❞ ✐❢ G ✐s ❞✐s❝r❡t❡
❛♥❞ t♦rs✐♦♥✲❢r❡❡✱ t❤❡♥ X/G ✐s ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ G ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣r♦♣❡r❧②
❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ■❢ G ✐s ♥♦t t♦rs✐♦♥✲❢r❡❡✱ t❤❡♥ X/G ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♣♦✐♥ts ✇❤♦s❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐s
♥♦t ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ E

d✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ X/G ✐s ❛♥ ♦r❜✐❢♦❧❞✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❬❚❤✉✵✷✱ ❇▼P✵✸❪✳

❲❤❡♥ ✇❡ t❛❧❦ ❛❜♦✉t ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✱ ✇❡ ♠❡❛♥ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ t♦ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❬❞❈✾✷❪✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r
♦♥❧② ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ✇❤♦s❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s♣❛❝❡s ❤❛✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❝✉r✈❛t✉r❡✳

✶✳✹ Pr♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❜✐t
s♣❛❝❡s ❛♥❞ t♦ ❞❡✈✐s❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t✳

❖♥❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✢❛t t♦r✉s✳ ❚❤❡ ✢❛t t♦r✉s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡❞❣❡s ♦❢ ❛ sq✉❛r❡✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡❞❣❡s ♦❢ ❛ sq✉❛r❡ ②✐❡❧❞s ❛ t♦r✉s✳



✶✹ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿ ■t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ♣❡r✐✲
♦❞✐❝❛❧❧② ✐♥ x✲ ❛♥❞ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ E

2✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ♠♦r❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ ❆ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

❞❡t❛✐❧ ❤♦✇ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✢❛t t♦r✉s ❛s ❛♥ ♦r❜✐t s♣❛❝❡✳
■❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✐s t♦♦ s♠❛❧❧ ♦r ♥♦t ✇❡❧❧✲❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ tr✐❛♥❣✉✲

❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s ✐♥t♦ ✈❡rt✐❝❡s✱ s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ tr✐❛♥❣❧❡s
✐s ♥♦t ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣❧② ♥♦t ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ σ ❛♥❞ τ ✐s p ∪ e✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛ s✐♠♣❧❡①✳

▲❡t ✉s ✐♥s✐st ❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✱
✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬❆r♠✽✷✱ ❉❙✵✷✱ ●●▲✾✺✱ ❍❡♥✼✾✱ ▲❡❡✵✵✱ ❙♣❛✻✻✱ ❩♦♠✵✺❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞❡s✐❣♥✐♥❣
❛ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② st♦r❡ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦♥✲s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭❡✳❣✳ ∆✲
❝♦♠♣❧❡①❡s ❬❍❛t✵✶❪✮ ✇♦✉❧❞ ❜❡ q✉✐t❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✱
t❤❛t ✇❡ r❡✉s❡ ✐♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛ss✉♠❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡ t♦ ❜❡ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①
❬P❚✶✵❛❪✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ✐♥♣✉t r❡❧② ♦♥ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❀ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❢♦r ♠❡s❤✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬❘❨✵✼✱ ❘❨✶✵❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ α✲s❤❛♣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧②
♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❛s❡ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

❖♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡s♦❧✈❡ ✐ss✉❡s ❛r✐s✐♥❣ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢



✶✳✺✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✶✺

❛♥ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ ✐s t♦ ✉s❡ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s
✇❤❡r❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦♣✐❡s t❤❛t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❜✉t s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t
❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s st✐❧❧ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
❜♦t❤ t❤❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛✐♠ ❛t ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❝♦♣✐❡s ✇❤❡♥❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡✳

✶✳✺ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦ ♦♥ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ s♣❛❝❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ E
d✱ ❡s✲

♣❡❝✐❛❧❧② ✇♦r❦ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s✳ ❆t ✜rst ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✇♦r❦ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛❝❡s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❚❤❡♥ ✇❡ t✉r♥ t♦ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ s♦❢t✲
✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❛♣❡rs t❤❛t tr❡❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
s♣❛❝❡s ❛♥❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣s✳

●r✐♠❛ ❛♥❞ ▼árq✉❡③ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥t s❡ts ♦♥ s✉r✲
❢❛❝❡s ❬●▼✵✶❪✳ ❚❤❡② ❡①♣❧✐❝✐t❧② tr❡❛t t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ t❤❡ s♣❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦r✉s✳
❚❤❡② ❞♦ ♥♦t ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts S ♦♥ ❛ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡② ❞❡✜♥❡ ❛ ✏♣s❡✉❞♦✲tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✑ ❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠
s❡t ♦❢ s❡❣♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ s❤♦rt❡st ❣❡♦❞❡s✐❝s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ S s✉❝❤ t❤❛t
♥♦ t✇♦ s❡❣♠❡♥ts ✐♥t❡rs❡❝t✳ ❚❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡s ❜✉t ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡
❣❡♦❞❡s✐❝s t♦ ❜❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✏♣s❡✉❞♦✲tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✑ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ✐♥t♦ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✿

❈②❧✐♥❞❡r ■❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❤❛❧❢✲❝②❧✐♥❞❡r✱ t❤❡♥ t❤❡ ✏♣s❡✉❞♦✲
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✑ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐♥t♦ t✇♦ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛♥② ❜♦✉♥❞❡❞
r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛❧❧ tr✐❛♥❣❧❡s✳

❙♣❤❡r❡ ■❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❤❛❧❢✲s♣❤❡r❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ✏♣s❡✉❞♦✲tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥✑ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ s♣❤❡r❡ ✐♥t♦ tr✐❛♥❣❧❡s❀ t❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

❚♦r✉s ■❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ q✉❛❞r❛♥t ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥
❛♥② ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ ✏♣s❡✉❞♦✲tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✑ ✐s ♥♦t ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡② ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t♦r✉s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✿ ▲❡❢t✿ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❘✐❣❤t✿ ✑Ps❡✉❞♦✲tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✑ ♦❢ t❤❡ t♦r✉s❀
♥♦ ♠♦r❡ s❤♦rt❡st ❣❡♦❞❡s✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✇✐t❤♦✉t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳ ❬●▼✵✶❪



✶✻ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼❛③ó♥ ❛♥❞ ❘❡❝✐♦ ❬▼❘✾✼❪ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ♦♥ ♦r❜✐❢♦❧❞s✳
❚❤❡ ❞✉❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❤❛s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt②✱ ❜✉t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤❡② ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❛ q✉✐t❡ r❡str✐❝t❡❞ ❝❧❛ss ♦❢ ♦r❜✐❢♦❧❞s✿ ❖r❜✐t s♣❛❝❡s
♦❢ E

2 ❛♥❞ S
2 ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✐s♦♠❡tr✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❝❛s❡

t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ✇❛❧❧♣❛♣❡r ❣r♦✉♣s✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t❤❡ ❋r✐❡③❡ ❣r♦✉♣s✱ ✐♥ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧
❝❛s❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s ♦♥❧② ❬❈▼✺✼❪✳ ▲❡t G ❜❡ ♦♥❡ s✉❝❤ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ S t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t
s❡t✳ ■❢ G ✐s ✐♥✜♥✐t❡✱ t❤❡♥ GS✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♦r❜✐ts ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ S✱ ✐s
✐♥✜♥✐t❡✳ ▲❡t V D(S) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ S ✐♥ E

2 ♦r S
2✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t

❢♦r ❛♥② G t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡t S∗ ⊂ GS ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ F ✱ s✉❝❤ t❤❛t
V D(S∗) ∩ F = V D(GS) ∩ F ✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t V D(S∗) ∩ F ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ G ✐s t❤❡
✐♥✜♥✐t❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ GS✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ❤❡r❡ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s✉❝❤ ❛ ❜❛s✐❝

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✿ ▲❡❢t✿ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❘✐❣❤t✿ ❖♥❡ ❜❛s✐❝ ❜✉✐❧❞✐♥❣
❜❧♦❝❦✳ ❙♦✉r❝❡ ❬▼❘✾✼❪

❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✭✐✳❡✳ ❢♦r t❤❡ ✇♦rst ❣r♦✉♣s✮ S∗

❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉♣ t♦ ✸✼ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t S✳
■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ E

2 ♦r S
2✱ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(n log n) ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❆s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ S∗ ✐s ❛t ♠♦st ✸✼ t✐♠❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ S t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✈❡r② ♣r❛❝t✐❝❛❧
❡✐t❤❡r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛t ❧❡❛st 37 ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✳

❆❛♥❥❛♥❡②❛ ❛♥❞ ❚❡✐❧❧❛✉❞ ❬❆❚✵✼❪ ❡①❛♠✐♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛♥ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ ♦❢ S

2 ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t✇♦ ❛♥t✐♣♦❞❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡②
✉s❡ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ st❛rt ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s✐① ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡
♣❧❛♥❡ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡② s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♣❧❛♥❡ ✐s
♥♦t ♦r✐❡♥t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s t❤❡② ❝♦♠♣✉t❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt②✳

❉♦❧❜✐❧✐♥ ❛♥❞ ❍✉s♦♥ ❬❉❍✾✼❜❪ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢❛t t♦r✉s
❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✷✼
❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦♦❢ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳
❚❤❡② ❞♦ ♥♦t ❞✐s❝✉ss ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t✳ ❚❤❡② ❞♦ ♥♦t ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s ❜✉t ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❞♦♠❛✐♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ t♦r✉s✳ ❚❤❡♥ t❤❡② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧



✶✳✺✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✶✼

❞♦♠❛✐♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ❝♦♣✐❡s ✐♥ t❤❡ ✷✻ ❛❞❥❛❝❡♥t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥ E
3✳ ❚❤❡✐r

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✿

✶✳ ▲❡t S ❜❡ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝✉❜❡✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡t S∗ ♦❢ ✷✼
❝♦♣✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ S✳

✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ S∗ ✐♥ E
3✳

✸✳ ❊①tr❛❝t t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ S∗ t❤❛t ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
✐♥✜♥✐t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ s❡t ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛ ✇❤♦s❡ ✉♥✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥
♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢❛t t♦r✉s✳

❆❣❛✐♥✱ ❛s t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ E
3✱ ✐t ❝❛♥ ✉s❡

❛♥② ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
✷✼ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ S✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜✉t ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥✐❝❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts✳

❙♦❢t✇❛r❡

■♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❚❤♦♠♣s♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢❛t t♦r✉s ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥ts ❬❚❤♦✵✷❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❡❛✈✐❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✐s s✉✣✲
❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ■t st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✏tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✑ ♦❢ ❡✐❣❤t ✈❡rt✐❝❡s
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝✉❜❡✳ ❚❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ♥♦t ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧
❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt②✳ P♦✐♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✐t❡r❛✲
t✐✈❡❧② ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❞✉❡ t♦ ✢♦❛t✐♥❣✲♣♦✐♥t ❡rr♦rs
❛♥❞ ✇♦r❦ ❛r♦✉♥❞ t❤❡♠ ❬❇▲✾✺❪✳ ❚❤❡ ❝❧❛✐♠ ✐s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧②
❧❛r❣❡ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❞✐str✐❜✉t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♦✉t♣✉t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢❛t t♦r✉s✳ ❚❤❡ ❝❧❛✐♠ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ✇❡❧❧✲❞✐str✐❜✉t❡❞
❞❛t❛✳ ◆♦ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❡①❤✐❜✐t ❛ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❛❜♦✉t O(n1.11)✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ s♦ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♠♣❛r❡ ✐t t♦ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❏♦❤♥ ▼✳ ❙✉❧❧✐✈❛♥ ✇r♦t❡ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ✈❝s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❜♦t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞
♥♦♥✲♣❡r✐♦❞✐❝ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ❬❙✉❧❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❞❛t❡s ❜❛❝❦ t♦ ✶✾✽✽ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞
❜② t❤❡ ❛✉t❤♦r ❛♥②♠♦r❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ✐t ✇♦r❦s ✇✐t❤ ✷✼ ❝♦♣✐❡s ♦❢
❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ r❡s❡❛r❝❤❡rs✱ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡✐r s♣❡✲
❝✐✜❝ ✉s❡✿ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❱♦❧❦❡r ❙♣r✐♥❣❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ t✇♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t♦r t♦ r✉♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❬❙♣r✶✵✱ ❙♣r✵✾❪✳
■t ✐s ❤✐❣❤❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝
✉s❡✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♣❛❝❡s

❙♦♠❡ ✇♦r❦ ♦♥ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♣❛❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞✿
❊❞❡❧s❜r✉♥♥❡r ❛♥❞ ❙❤❛❤ ❞✐s❝✉ss tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡s ❬❊❙✾✼❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❛ss✉♠❡ t❤❡ s♣❛❝❡ t♦ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ E
d ❛♥❞ t❤❡② s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡

❣✐✈❡♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇❡❧❧✲s❛♠♣❧❡❞ ♣♦✐♥t s❡t✳ ❚❤❡♥ t❤❡② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥



✶✽ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ✐♥ E
d ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ t♦ ❜❡

❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ E
d✳ ■♥ ❤✐s ✇❛② t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥

✐s ❛ s✉❜❝♦♠♣❧❡① ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛✐♠s
❛t ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s t♦♣✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜❥❡❝t t♦ ❡①t❡♥s✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬❇❖✵✺✱
❈❤❡✾✸✱ ❘✉♣✾✺✱ ❙❤❡✵✵❪✳

❉❡❧❣❛❞♦ ❋r✐❡❞r✐❝❤s ❛♥❞ ❍✉s♦♥ ❞✐s❝✉ss ♦r❜✐❢♦❧❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣s
❬❉❍✾✼❛❪✳ ❚❤❡✐r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡ ✐♥✈❡rs❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞✐s❝✉ss✿ ●✐✈❡♥
❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❛❝❡✱ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❣r♦✉♣ G✱ s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ ❣✐✈❡♥ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ E

3/G✳

✶✳✻ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s♦✉♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢❛t t♦r✉s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢
tr❡❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t s❡ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❝♦✈❡r✐♥❣
s♣❛❝❡s✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢❛t
t♦r✉s ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ❣✐✈❡ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ E
3 ❬❇♦✇✽✶✱

❲❛t✽✶❪ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢❛t t♦r✉s✳
❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✿ ■ts ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦✈❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜② t❤❡ ❢✉❧❧② ❞②♥❛♠✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈●❆▲ ❬P❚✶✵❜❪❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱
❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❢r❡❡❧② ✐♥s❡rt ❛♥❞ r❡♠♦✈❡ ♣♦✐♥ts✱ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥❣r❡❞✐✲
❡♥t ❢♦r ❛❧❧ ♠❡s❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉❡❧❛✉♥❛② r❡✜♥❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✭s❡❡
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬❙❤❡✾✽❜✱ ❘❨✵✼✱ ❈❉▲✵✼❪✮✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✇♦r❦ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ♦❢
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳

❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✈✐❡✇❡❞
❛♥❞ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② t❤❡ ❈●❆▲ ❊❞✐t♦r✐❛❧ ❇♦❛r❞ ❢♦r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ✈❡rs✐♦♥ ✸✳✺ ♦❢ t❤❡ ❈●❆▲ ❧✐❜r❛r②
❬❝❣❛❪✳ ❚❤✐s s♦❢t✇❛r❡ ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ❛ ✈✐❞❡♦ ❬❈❚✵✽❪✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ✉s❡rs ♦❢
♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ r❡❢❡rr✐♥❣ ✐t ❬❙♦✉✶✵❪✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❡①t❡♥s✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ✉s✐♥❣ ♦✉r ❝♦❞❡ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❈●❆▲
❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬❉❨✶✵❪ ♦r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤
❣❡♥❡r❛t♦rs ❬❘❨✶✵✱ ❘❚❨✶✵❪✳

❲❡ ❡①t❡♥❞ ♣❛rts ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❧❛ss❡s ♦❢ s♣❛❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ E

d ❛♥❞ t❤❡
d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❤❡r❡ S

d✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✐❞❡❛s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❡①t❡♥❞ ✐t ❛❧s♦ t♦
♦r❜✐t s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡ H

d✳

❚❤❡ t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥
❞❡t❛✐❧✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈●❆▲✱ s❤♦✇ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷
♦♥t♦ ❢✉rt❤❡r ✢❛t ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s✳



✶✾

❈❤❛♣t❡r ✷

✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✜rst s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s ❛s ❛♥ ♦r❜✐t s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ♠❛✐♥
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t♦
t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢❛t t♦r✉s ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦
✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞
s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❤❛s r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✇♦rst✲❝❛s❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(n2)✳

✷✳✶ ❚❤❡ ✢❛t t♦r✉s

❆t ✜rst ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡♥ ✇❡ r❡✈✐❡✇ s♦♠❡ ♦❢ ✐ts ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤
♥♦t❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s✳

▲❡t tx✱ ty✱ ❛♥❞ tz ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉♥✐t tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲✱ y✲✱ ❛♥❞ z✲❛①✐s ✐♥ E
3✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ✭T3
c✮✳ ▲❡t c := (cx, cy, cz) ∈ (R\{0})3 ❛♥❞ G ❜❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ < cxtx, cyty, cztz >✳

❚❤❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ E
3/G ✐s ❛ ✢❛t t♦r✉s ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ✐t ❜② T

3
c✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛♣ ❜② π : E
3 → T

3
c ✳

❆♥♦t❤❡r ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ t♦r✉s ❬❚❤✉✾✼❪✳ ❍❡r❡✱ ✢❛t ♦r ❊✉✲
❝❧✐❞❡❛♥ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s♣❛❝❡ ❤❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ③❡r♦✳ ■t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t♦r✉s
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦r✉s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ E

4✳
❚❤❡ ✢❛t t♦r✉s T

3
c t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ ❤❛s ❛ d✲❝✉❜♦✐❞ ❛s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r

❣❡♥❡r❛❧ ✢❛t t♦r✐ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❝✉❜♦✐❞s ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❛ d✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦r❜✐ts ♦❢ G ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Z
3 ❛♥❞ T

3 × Z
3 ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ E

3✳ T
3 ✐s

❛ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❞✐stT(π(p), π(q)) := min ❞✐st(p′, q′) ❢♦r p′ ∼ p, q′ ∼ q✳ ◆♦t❡ t❤❛t π ✐s
❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❝✉❜♦✐❞ [u, u + c0]× [v, v + c1]× [w,w + c2]✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧

❞♦♠❛✐♥ ❢♦r G✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢✲♦♣❡♥ ❝✉❜♦✐❞ Dc = [0, cx) × [0, cy) × [0, cz) ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ T
3
c✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ✐t ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✲

✇✐s❡ ✈❡❝t♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ∗✱ ✐✳❡✳ (ax, ay, az) ∗ (bx, by, bz) := (axbx, ayby, azbz)✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ a ❛♥❞ b ❛r❡ t❤❡ ❡♥tr✐❡s



✷✵ ✷✳ ✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s

♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧s✳ ❚❤❡ ♠❛♣

ϕc : Dc × Z
3 → E

3

(p, ζ) 7→ p + c ∗ ζ

✐s ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ Dc ❤❛s ❧❡♥❣t❤ ‖c‖✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t✇♦ ♣♦✐♥ts p1, p2 ∈ E
3

❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐❢ t❤❡② ❜♦t❤ ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❜✐t✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✐❢ t❤❡r❡
✐s ❛ ♣♦✐♥t p ∈ Dc s✉❝❤ t❤❛t p1, p2 ∈ ϕc({p} × Z

3)✳
◆♦✇ ✇❡ t✉r♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ T

3
c✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ✐♥ T
3
c ❛♥❞ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❢♦✉r ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ❛tt❛❝❤

✇✐t❤ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❡❝t♦r✱ ♥❛♠❡❞ ♦✛s❡t✱ t❤❛t s♣❡❝✐✜❡s ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦✉t ♦❢
❛♥ ♦r❜✐t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♦✛s❡ts ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ✇❛② ❛ s✐♠♣❧❡① ✏✇r❛♣s
❛r♦✉♥❞✑ t❤❡ t♦r✉s✳ ■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ϕc✱ t❤❡ ♦✛s❡ts ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ζ ∈ Z

3✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts p1, p2, ❛♥❞ p3 ❞♦ ♥♦t ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡ ❛
tr✐❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ❞r❛✇♥ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ (p1,

(
0
0

)
)✱ (p2,

(
1
0

)
)✱ (p3,

(
1
1

)
)✳

❆s s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ♣✉r❡❧② ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛♥❞
❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡✳ ❖♥❧② t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ T

3
c✳ ❚❤✐s

❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ✐♥ ❬❲✐❧✵✽❪✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷ ✭k✲s✐♠♣❧❡① ✐♥ T
3
c✮✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ k+1 ✭k ≤ 3✮ ♣♦✐♥t✲♦✛s❡t ♣❛✐rs (pi, ζi)

✐♥ Dc×Z
3✱ 0 ≤ i ≤ k✳ ▲❡t ❈❤(P) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ ϕc(P) = {pi+c∗ζi | 0 ≤ i ≤ k}

✐♥ E
3✳ ■❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ π|❈❤(P) ♦❢ π t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ P ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❈❤(P)

❜② π ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ k✲s✐♠♣❧❡① ✐♥ T
3
c✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✉♥❞❡r π ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡① ✐♥ E
3 ✐s ❛ s✐♠♣❧❡① ✐♥ T

3
c ♦♥❧② ✐❢ ✐t

❞♦❡s ♥♦t s❡❧❢✲✐♥t❡rs❡❝t ♦r t♦✉❝❤✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧s A✱ B✱ ❛♥❞ C ♦❢ t❤r❡❡
♣♦✐♥t✲♦✛s❡t ♣❛✐rs ✐♥ [0, 1)2 ×Z

2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀
(
p1,

(
0
2

))
✐s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ ❛ ✈❡rt❡① ♦❢

A t❤❛t ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ A✳ ❆❧❧ t❤r❡❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ B ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❜✐t✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② s❡ts ♦❢ ♣♦✐♥t✲♦✛s❡t ♣❛✐rs s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠♣❧❡①✳ ❚❤❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝❡ ❛♥❞ ❝♦❢❛❝❡ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✿ ▲❡t σ ❜❡ ❛ k✲s✐♠♣❧❡① ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t
Pσ ⊆ Dc × Z

3✳ ❆ s✐♠♣❧❡① τ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t Pτ ⊆ Dc × Z
3 ✐s ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ σ ❛♥❞ ❤❛s σ ❛s ❛

❝♦❢❛❝❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ζ ∈ Z
3 s✉❝❤ t❤❛t {(pi, ζi + ζ) | (pi, ζi) ∈ Pτ} ⊆ Pσ✳

✷✳✷ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❆t ✜rst ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦✐♥t s❡ts ✐♥ T

3
c t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛②



✷✳✷✳ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c ✷✶

A

C

(
p0,

(
2

2

))
(
p1,

(
2

2

))

(
p2,

(
2

2

))

(
p0,

(
2

1

))
(
p1,

(
2

1

))

(
p2,

(
2

1

))

(
p0,

(
0

0

))

(
p1,

(
0

0

))
(
p2,

(
0

0

))

(
p0,

(
1

1

))
(
p1,

(
1

1

))

(
p2,

(
1

1

))

(
p0,

(
2

0

))
(
p1,

(
2

0

))

(
p2,

(
2

0

))

(
p0,

(
1

2

))
(
p1,

(
1

2

))

(
p2,

(
1

2

))

(
p0,

(
0

2

))

(
p1,

(
0

2

))(
p2,

(
0

2

))

(
p0,

(
0

1

))
(
p1,

(
0

1

))

(
p2,

(
0

1

))

(
p0,

(
1

0

))
(
p1,

(
1

0

))

(
p2,

(
1

0

))

B

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ π(A) ❛♥❞ π(B) ❛r❡ ♥♦t s✐♠♣❧✐❝❡s❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ π(C) ✐s ❛ s✐♠♣❧❡①✳

tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t s❡t t♦

❞❡✜♥❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽✮✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇

t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣♦✐♥t s❡ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c✳

✷✳✷✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t s❡t S ✐♥ E
3 ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✇✐t❤ ✈❡rt❡①

s❡t S✳ ■t ✐s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡❛❝❤ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
♣r♦♣❡rt②✱ ✐✳❡✳✱ ✐ts ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ S ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r✳ ❋r♦♠
♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❛ss✉♠❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ E

3 t♦ ❜❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞✱ ❡✳❣✳ ❜②
✉s✐♥❣ s②♠❜♦❧✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t s❡t π(S)✳ ❚❤❡

✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r π ♦❢ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E
3 ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡

✐♥✜♥✐t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥t s❡t GS := ϕc(S × Z
3) ✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡

t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ S ❧✐❡ ✐♥ Dc✳
❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✭✐✮✱ ✭✐✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❛❧✇❛②s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷

✭❙✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✮✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶✳ ❋♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡t S ⊂ Dc✱ ❛ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s K ✐♥ E
3 t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s ✭✐✮✱

✭✐✐✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ GS✱ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥ E
3✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t K ❤❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜♥✐t❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✭✐✐✐✮✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡rt❡① v ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t s✐♠♣❧✐❝❡s ❛♥❞ t❤✉s

❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❞❣❡s✳ ❙✐♥❝❡ S ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡r❡
♠✉st ❜❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦✐♥t q ✐♥ S ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦
v✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ q ❢♦r♠ ❛ ❣r✐❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t② ❜❛❧❧ ✐s
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ‖c‖✳ ❙♦ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧s ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛ t❤❛t ❛r❡ ❝♦❢❛❝❡s ♦❢ ❡❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥
v ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ q t❤❛t ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② t❤❛♥ ‖c‖ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡♠♣t②✳ ❚❤✐s ✐s ❛
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ K ❛r❡ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦✐♥t p ✐♥ E
3 t❤❛t ✐s ♥♦t ❛ ✈❡rt❡① ✐♥ K✳ ■❢ ✐t ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r

♦❢ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥✱ t❤❡♥ ✐t ❤❛s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts ♦♥❧② ♦♥❡ s✐♠♣❧❡①✳ ■❢ ✐t ❧✐❡s ✐♥
t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣❧❡✱ t❤❡♥ ✐t ❤❛s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts t❤r❡❡ s✐♠♣❧✐❝❡s✿ t❤❡
tr✐❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ✐♥❝✐❞❡♥t t❡tr❛❤❡❞r❛✳ ❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t p ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡✱



✷✷ ✷✳ ✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s

t❤❡♥ ✐t ❤❛s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s ❛♥❞ t❡tr❛❤❡❞r❛ t❤❛t ❛r❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
t♦ t❤❡ t✇♦ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧②
♠❛♥②✳

❙✐♥❝❡ GS ❝♦♥t❛✐♥s ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❣r✐❞✱ ❛♥② ♣♦✐♥t p ∈ E
3 ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ s♦♠❡

s✐♠♣❧❡① ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣♦✐♥ts ✐♥ GS✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s❡t
♦❢ ❛❧❧ s✐♠♣❧✐❝❡s ✇✐t❤ ♣♦✐♥ts ♦❢ GS ❛s ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E

3 ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ✐t ❜② DT (GS)✳ ❯s✐♥❣ π ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ✭❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c✮✳ ▲❡t DT (GS) ❜❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥

♦❢ GS ✐♥ E
3✳ ■❢ π(DT (GS)) ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥ T

3
c✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛❧❧ ✐t ❛ ❉❡❧❛✉♥❛②

tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c ❞❡✜♥❡❞ ❜② S ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ✐t ❜② DTT(S)✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦✐♥t s❡ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ π(DT (GS)) ✐s ♥♦t ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹
♦♥ ♣❛❣❡ ✶✹✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ st✉❞②✐♥❣ ✇❤❡♥ S ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❛❦❡s s❡♥s❡✿ ❲❡ ✈❡r✐❢② t❤❛t

t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ✏♠❛t❝❤✑ ✉♥❞❡r π✱ ✐✳❡✳✱ t❤❛t ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡① ✐♥ DT (GS) ❛r❡
♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠♣❧❡① ✐♥ T

3
c ✉♥❞❡r π✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐❢ π(DT (GS)) ✐s ❛

s❡t ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s✱ t❤❡♥ ✐t ❢✉❧✜❧❧s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤
❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♦♥ π(DT (GS)) t♦ ❜❡ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ ✐t ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①
✇❤♦s❡ ✉♥✐♦♥ ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ T

3
c✳

▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✸✳ ■❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ π t♦ ❛♥② s✐♠♣❧❡① ✐♥ DT (GS) ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡♥ π(DT (GS))
✐s ❛ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ T

3
c t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ π(S) ✐♥ t❤❡✐r

✐♥t❡r✐♦r✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ σ ♦❢ DT (GS)✱ ✇❤♦s❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❛ ❢♦✉r✲t✉♣❧❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts
Pσ ⊂ GS✳ σ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt②✱ s♦ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ϕc(Pσ × Z

3) ❛❧s♦ ❤❛✈❡
❛♥ ❡♠♣t② ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ❢♦r♠ t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦❢
DT (GS)✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❡✈❡♥ tr✉❡ ✐♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡s✿ ■❢ ✇❡ ❤❛♥❞❧❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s ❛s ✐♥ ❬❉❚✵✸❪✱
t❤❡♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡✐r ❧❡①✐❝♦✲
❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r✳ ❆s tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r✱
❛❧❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❛t ♣♦✐♥t s❡t ❛r❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣❧②✱ π ❝♦❧❧❛♣s❡s ♣r❡❝✐s❡❧② ❛❧❧ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ σ ♦♥t♦ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss
✐♥ T

3
c✳ ❆s ❛♥② ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧❡① ✐♥ DT (GS) ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ s♦♠❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥✱ ❛♥❞

t❤✉s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s✱ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r s✐♠♣❧✐❝❡s ♦❢ ❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
◆♦✇ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r π ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝❡s σ ❛♥❞

τ ✐♥ DT (GS) ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❡q✉❛❧ ♦r ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t ❢♦r k ≥ 1✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜✐❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ π
❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s✐♠♣❧✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡
✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡① ❝❛♥♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ✈❡rt❡①✳

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t π(DT (GS)) ✐s ✜♥✐t❡✿ DT (GS) ✐s ❧♦❝❛❧❧② ✜♥✐t❡ ✭▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶✮✱ ✐✳❡✳✱
t❤❡ st❛r ♦❢ ❛♥② ✈❡rt❡① ✐s ✜♥✐t❡✳ ❆s S ✐s ❞✐s❝r❡t❡ ❛❧s♦ GS ✐s ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❛❧❧ t❡tr❛❤❡❞r❛
❤❛✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥②



✷✳✷✳ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c ✷✸

t❡tr❛❤❡❞r❛ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜❧❧ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ Dc ❛♥❞ t❤✉s T
3
c✳ ❋✐♥✐t❡❧② ♠❛♥② t❡tr❛❤❡❞r❛

❤❛✈❡ ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❢❛❝❡s s♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ π(DT (GS)) ✐s ✜♥✐t❡✱
t♦♦✳

❙♦ ❢❛r ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✐❢ ❛❧❧ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ DT (GS) ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ❛s s✐♠♣❧✐❝❡s ♦♥t♦ T
3
c✱ t❤❡♥

t❤❡ ✇❤♦❧❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ T
3
c✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡

✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ π t♦ ❛♥② s✐♠♣❧❡① ✐♥ DT (GS) ✐s ✐♥❥❡❝✲
t✐✈❡✳ ■❢ τ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡① ✐♥ π(DT (GS)) ❛♥❞ τ ′ ≤ τ ✱ t❤❡♥ τ ′ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡① ✐♥ π(DT (GS))✳ ❚❤✐s
❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❜② π ❛♥❞ ❢r♦♠
▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✸✳

■t ♦♥❧② r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s✐♠♣❧✐❝❡s σ ❛♥❞ τ ✐♥
π(DT (GS)) ✐s ❛♥♦t❤❡r s✐♠♣❧❡① χ t❤❛t ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❜♦t❤ σ ❛♥❞ τ ✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✺✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ π t♦ ❛♥② s✐♠♣❧❡① ✐♥ DT (GS) ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳
▲❡t σ, τ ∈ π(DT (GS)) ❜❡ ❛♥② t✇♦ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ T

3
c✱ t❤❡♥ σ ∩ τ ✐s ❛ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥

π(DT (GS))✳

Pr♦♦❢✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t σ ∩ τ 6= ∅✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t σ ∩ τ =⋃
p∈σ∩τ χp✱ ✇❤❡r❡ χp ✐s ❛ s✐♠♣❧❡① ✐♥ π(DT (GS))✳ ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ✐s ✜♥✐t❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡

♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ π(DT (GS))✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦✐♥t p ∈ σ ∩ τ ✳ ■❢ p ✐s ❛ ✈❡rt❡①
♦❢ π(DT (GS))✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛♥② ♦t❤❡r s✐♠♣❧❡①✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✸✱ ❛♥❞ ✇❡ s❡t χp = {p}✳ ■❢ p ✐s ♥♦t ❛ ✈❡rt❡① ✐♥ π(DT (GS))✱ t❤❡♥ p ∈ σ̊′ ❛♥❞
p ∈ τ̊ ′ ❢♦r s♦♠❡ ♣r♦♣❡r ❢❛❝❡s σ′ ≤ σ ❛♥❞ τ ′ ≤ τ ❜❡❝❛✉s❡ σ ❛♥❞ τ ❛r❡ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t
✭▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✸✮✳ ❙✐♥❝❡ σ′ ❛♥❞ τ ′ ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ❡✐t❤❡r ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t ♦r ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t t❤❡② ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛❝❡ ❛♥❞ ✇❡ s❡t χp := σ′ = τ ′✳ ❇② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✮ t❤❡ s✐♠♣❧❡① χp ✐s
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ π(DT (GS))✳

❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t
⋃
❙t(v) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ t❤❡ st❛r ♦❢ v✳ ❲❡ ❝❛♥

♥♦✇ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r π(DT (GS)) t♦ ❜❡ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✿

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✻✳ ■❢ ❢♦r ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s v ♦❢ DT (GS) t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛♣ π|S ❙t(v)

✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡♥ π(DT (GS)) ❢♦r♠s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ s❡t K = π(DT (GS))✳ ▲❡t σ ❜❡ ❛ s✐♠♣❧❡① ♦❢ DT (GS) ❛♥❞ v ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ✈❡rt❡①✳
❚❤❡♥ σ ⊆ ⋃

❙t(v)✱ t❤✉s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ π|S ❙t(v) t♦ σ ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❛s ✇❡❧❧✱ ❛♥❞ K ✐s ❛ s❡t
♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✭▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✸✮✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✭✐✐✮✿ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ s✐♠♣❧✐❝❡s σ, τ ∈ K ✇✐t❤ σ ∩ τ 6= ∅✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡①✱ t❤❡r❡
❡①✐st s❡ts Pσ,Pτ ✐♥ Dc × Z

3 s✉❝❤ t❤❛t σ = π(❈❤(Pσ)) ❛♥❞ τ = π(❈❤(Pτ ))✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛
✷✳✷✳✺✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t σ ∩ τ ✐s ❛ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ K✳ ❙♦ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✈❡rt❡① v ∈ σ ∩ τ
❛♥❞ σ, τ ∈ ❙t(v)✳ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ π|S ❙t(v) ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ s♦ π ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♦♥ σ ❛♥❞ τ ✱ ❛♥❞
σ ∩ τ = π(❈❤(Pσ)) ∩ π(❈❤(Pτ )) = π(❈❤(Pσ ∩ Pτ ))✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ π|S ❙t(v) t♦
❈❤(Pσ ∩Pτ ) ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❙♦ ❢r♦♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t σ ∩ τ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡①✳ ❙✐♥❝❡
σ ∩ τ ⊆ σ, τ ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ σ ∩ τ ≤ σ, τ ✳

❆s t❤❡ ❧❛st ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ t❤❛t s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c

✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳



✷✹ ✷✳ ✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✼✳ |π(DT (GS))| ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ T
3
c✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐ts ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ |DT (GS)| = E
3 ❛♥❞ π ✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣❧②✱ π(|DT (GS)|)

✐s ❡q✉❛❧ t♦ T
3
c✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s

π(|DT (GS)|) = π




⋃

σ∈DT (GS)

σ


 (1)

= π




⋃

τ∈π(DT (GS))

π−1(τ)




(2)
=

⋃

τ∈π(DT (GS))

τ =
⋃

σ∈DT (GS)

π(σ) = |π(DT (GS))|

❤♦❧❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts✿

✭✶✮ ❚❤✐s st❡♣ ❥✉st r❡❣r♦✉♣s t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s❡t
✭❝❢✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✸✮✳

✭✷✮ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ π(DT (GS))✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ ♥❡❝❡ss❛r②
❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r π(DT (GS)) t♦ ❜❡ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡

✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐s t❤❡ s✉❜❝♦♠♣❧❡① t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ π t♦ ❛♥② s✐♠♣❧❡① ✐♥ DT (GS) ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳
π(DT (GS)) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ❝②❝❧❡

♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t✇♦✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❡ ✏✐❢✑ ♣❛rt✳ ❲❡ s❡t K = π(DT (GS))✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✸ ❛♥❞
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t K ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮
❛♥❞ ✭✐✐✐✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t K ✐s ♥♦t ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✻ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡rt❡①
v ∈ K ❢♦r ✇❤✐❝❤ π|S ❙t(v) ✐s ♥♦t ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts
p, q ∈ ⋃

❙t(v) ✇✐t❤ π(p) = π(q)✳ ▲❡t σ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ♦❢ K t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s π(p) = π(q)
✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠♣❧✐❝❡s σ′

E
∈ π−1(σ) ❛♥❞ σ′′

E
∈ π−1(σ)

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ p ❛♥❞ q✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s σ′
E
❛♥❞ σ′′

E
❛r❡ ❜♦t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❙t(v)✳ ▲❡t u, w ❜❡

✈❡rt✐❝❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ v ✇✐t❤ u ≤ σ′
E
❛♥❞ w ≤ σ′′

E
s✉❝❤ t❤❛t π(u) = π(w)✳ ❙✉❝❤ ✈❡rt✐❝❡s

u ❛♥❞ w ❛❧✇❛②s ❡①✐st ❜❡❝❛✉s❡ π(σ′
E
) = π(σ′′

E
)✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❡s u, w ❛r❡ ❛❧s♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❙t(v)

❛♥❞ t❤✉s t❤❡r❡ ❛r❡ ❡❞❣❡s (u, v) ❛♥❞ (v, w) ✐♥ DT (GS)✳ ❋r♦♠ π(u) = π(w) ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ (u, v) ❛♥❞ (v, w) ✉♥❞❡r π ❢♦r♠s ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦ ✐♥ T

3
c✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts

t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t π|S ❙t(v) ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❙♦ K ♠✉st ❜❡ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♥♦t❡ DTT(S) = π(DT (GS))✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✼ s❤♦✇s t❤❛t DTT(S)
✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳

◆♦✇ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✏♦♥❧② ✐❢✑ ♣❛rt✳ ❚❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♥② ❝②❝❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ♦♥❡ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ π t♦ ❛♥② s✐♠♣❧❡① ✐♥ DT (GS) ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❆ss✉♠❡
π(DT (GS)) ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ❡❞❣❡s σ ❛♥❞ τ ✱ σ 6= τ ✱ t❤❛t ❢♦r♠ ❛ ❝②❝❧❡
♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦✳ ❚❤❡♥ σ∩ τ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts σ ❛♥❞ τ ✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦
♥♦t ❢♦r♠ ❛ s✐♠♣❧❡① ✐♥ π(DT (GS))✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳

❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✻ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽✳



✷✳✷✳ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c ✷✺

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐s ϕc(❙t(p) × Z
3) ∩ Dc ✭❝❢✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✻✮✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❝②❝❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ p ✭❝❢✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽✮✳

■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐❢ π|S ❙t(v) ✐s ♥♦t ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡♥
t❤❡r❡ ❛r❡ ❝②❝❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦ ✐♥ π(DT (GS))✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ π(DT (GS)) ♥♦t ❜❡✐♥❣
❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣❧②✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦♥❧② s✉✣❝✐❡♥t ❜✉t ❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r②
✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✻✳

✷✳✷✳✷ P♦✐♥t s❡ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ✜♥✐t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛✲
t✐♦♥ DT (GS) t❤❛t ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❡✈❡♥ ✐❢ π(DT (GS)) ✐s ♥♦t ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■❢
S ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡❧② s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣

s♣❛❝❡✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳
◆♦t❡ t❤❛t E

3 ✐ts❡❧❢ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛♣ π ❛s ❝♦✈❡r✐♥❣ ♠❛♣ ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r✐♥❣
s♣❛❝❡ ♦❢ T

3
c✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐s ❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s ♦❢ T

3
c ❬❆r♠✽✷❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ ✐t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤❡❡ts✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥str✉❝t ❛ ✜♥✐t❡❧② s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ t❤❛t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧②
❧❛r❣❡ s♦ t❤❛t ❛♥② ♣♦✐♥t s❡t P ❞❡✜♥❡s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t✳

▲❡t h = (hx, hy, hz) ∈ N
3✳ T

3
h∗c ✐s ❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ T

3
c t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣

♠❛♣ ρh := π ◦ π−1
h

✱ ✇❤❡r❡ πh : E
3 → T

3
h∗c ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛♣ ♦❢ T

3
h∗c✳ ❆s ρ−1

h
(p)

❢♦r ❛♥② p ∈ T
3
c ❝♦♥s✐sts ♦❢ hx ·hy ·hz ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts✱ T

3
h∗c ✐s ❛ hx ·hy ·hz✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣

s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s Dh∗c = [0, hxcx) × [0, hycy) × [0, hzcz)✳ ■❢ hx = hy = hz✱ ✇❡
✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ πh := πh ✇✐t❤ h := hx ·hy ·hz✱ ❧✐❦❡ ❢♦r π27 ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✶✵ ❜❡❧♦✇✳ ◆♦t❡
t❤❛t T

3
h∗c ✐s ❛ ✢❛t t♦r✉s ❛❣❛✐♥✳

❉♦❧❜✐❧✐♥ ❛♥❞ ❍✉s♦♥ ❬❉❍✾✼❜❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ GS ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Dc ❛♥❞
t❤❡ ✷✻ ❝♦♣✐❡s t❤❛t s✉rr♦✉♥❞ ✐t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Dc✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦♦❢ t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✶✵✱ s♦ ✇❡ ✜rst
❣✐✈❡ ❛ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐❞❡❛ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♣❛rts ♦❢ t❤❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❛ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s ✉s✐♥❣ ▼✐♥❦♦✇s❦✐
s✉♠s ❬❞❇✈❑❖❙✵✵❪✳ ▲❡t F (1) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢
t❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✉♥❞❡r G✳ ❚❤❡♥ F (1) ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ G✳ ▲❡t ❢✉rt❤❡r♠♦r❡
Q ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t s❡t ✐♥ F (1)✳ A ⊕ B ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ♦❢ A ❛♥❞ B✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡
F (i) := F (1) ⊕ F (i−1)✳



✷✻ ✷✳ ✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✾ ✭❬❉❍✾✼❜❪✮✳ ▲❡t σ ❛♥❞ τ ❜❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥ DT (GQ) s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ σ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ F (1) ❛♥❞ τ∩F (1) 6= ∅
❤♦❧❞s✳ ❚❤❡♥

✶✳ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ♦❢ σ ❧✐❡s ✐♥ F (1)✱

✷✳ σ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥s✐❞❡ F (2)✳

✸✳ τ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥s✐❞❡ F (3)✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② s❦❡t❝❤ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✶✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t F (1) ✐s ❛ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠
♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ G✿ ■❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣
❜❛❧❧ ♦❢ σ ✇❛s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ F (1)✱ t❤❡♥ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧♦s❡r t♦ s♦♠❡ ♦t❤❡r ♣♦✐♥t ♦❢ GQ
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ♦❢ σ✳

✷✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ✶✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t F (2) ✐s t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ♦❢
F (1) ✇✐t❤ ✐ts❡❧❢✳

✸✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ F (3)✳

❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✾✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ■t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r F (3) ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s✳

❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✾ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❛❧❧ tr✐❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Q
❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥s✐❞❡ F (3) ❛♥❞ s♦ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
DT (GQ ∩ F (3)) ✐♥ E

3✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✾✱ ❛❧❧ s✐♠♣❧✐❝❡s ♦❢ DT (GQ ∩ F (3)) t❤❛t ❤❛✈❡
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✈❡rt❡① ✐♥ F (1) ❛r❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
DT (GQ)✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡s❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ❝♦✈❡rs F (1)✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ G ♦♥ ✐t ②✐❡❧❞s
❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ E

3✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ❞✐r❡❝t❧② ❡①t❡♥❞s t♦ E
d✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✾✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✶✵✳ π27(DT (GS)) ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝②❝❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✷ ✐♥ π27(DT (GS))✳ ▲❡t Dc(i, j, k) ❞❡♥♦t❡
t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ Dc ❜② (i · cx, j · cy, k · cz)✱ ✐✳❡✳

Dc(i, j, k) := [i · cx, (i + 1) · cx) × [j · cy, (j + 1) · cy) × [k · cz, (k + 1) · cz).



✷✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✼

❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦ ✐♥ π27(DT (GS))✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ✈❡rt✐❝❡s
v, v′, v′′ ∈ DT (GS) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡❞❣❡s (v, v′) ❛♥❞ (v′, v′′)✱ (v, v′) 6= (v′, v′′)✱ ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
DT (GS) ❛♥❞ t❤❛t π27(v) = π27(v

′′)✳ ▲❡t Dc(i, j, k),Dc(i
′, j′, k′)✱ ❛♥❞ Dc(i

′′, j′′, k′′) ❞❡♥♦t❡
t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦❢ Dc t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ v, v′✱ ❛♥❞ v′′✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✾✱
✐❢ ❛ s✐♠♣❧❡① ✐♥t❡rs❡❝ts ❜♦t❤ Dc(i, j, k) ❛♥❞ Dc(i

′, j′, k′)✱ t❤❡♥ |i − i′| ≤ 1✱ |j − j′| ≤ 1✱ ❛♥❞
|k−k′| ≤ 1✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ v ❛♥❞ v′ s✉❝❤ t❤❛t (i, j, k), (i′, j′, k′) ∈
{0, 1}3✳ ◆♦t❡ t❤❛t π27(Dc(i, j, k)) = π27(Dc(i mod 3, j mod 3, k mod 3))✱ s♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
♦❢ t❤❡ i′′, j′′✱ ❛♥❞ k′′ ♠✉st ❜❡ ✐♥ {0 − 3, 1 − 3, 0 + 3, 1 + 3} ❢♦r π27(v) = π27(v

′′) t♦ ❤♦❧❞✳
❚❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✾✳

❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✼✱ |π27(DT (GS))| ✐s ❤♦♠❡✲
♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ✷✼✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ T

3
h∗c ✇✐t❤ h = (3, 3, 3)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝

t♦ T
3
c✳
❲❡ ♣r❡❢❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❥✉st t❛❧❦ ❛❜♦✉t ❝♦♣✐❡s

♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛s ✐♥ ❬❉❍✾✼❜❪ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛✈♦✐❞s ❝r❡❛t✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡❀ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ s✐♠♣❧✐❝❡s✳

❆s ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t r❡q✉✐r❡s
❛ s❧✐❣❤t❧② str♦♥❣❡r r❡s✉❧t t❤❛♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✶✵✳

✷✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r r❡✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❇♦✇✽✶❪ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❣✐✈❡
❛ r♦✉❣❤ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡✱ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐t ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❧❛t❡r✳

• ❲❡ st❛rt ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡❧②✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ T
3
h∗c ♦❢ T

3
c✱ ✇✐t❤ h ❝❤♦s❡♥

s✉❝❤ t❤❛t πh(DT (GS)) ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✶✵ s❤♦✇s t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ❛❧✇❛②s ❡①✐sts✿ h = (3, 3, 3) ✐s
♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ❛ s❧✐❣❤t❧② str♦♥❣❡r r❡s✉❧t t❤❛♥
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✶✵ ❛♥❞ t❤✉s ♥❡❡❞s t♦ ✉s❡ ♦t❤❡r ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s ✐❢ Dc ✐s ♥♦t ❛ ❝✉❜❡✳

• ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t
❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ✐♥s❡rt❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ s✉❜s❡t S ′ ⊂ S✱ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t π(DT (GS ′′))
❢♦r S ′ ⊂ S ′′ ⊆ S ❛r❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✐♥ T

3
c✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❞✐s❝❛r❞ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ♦❢ πh(DT (GS ′)) ❛♥❞ s✇✐t❝❤
t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ π(DT (GS)) ✐♥ T

3
c ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❧❡❢t ✐♥ S \ S ′✳

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✉♥❧✐❦❡ ❬❉❍✾✼❜❪✱ ✇❡ ❛✈♦✐❞ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛s s♦♦♥ ❛s t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥
❝❛s❡s ✇❤❡♥ S ✐s ❛ s♠❛❧❧ ♦r ❜❛❞❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✐♥t s❡t✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❡✈❡r ❡♥t❡rs t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣❤❛s❡ ❛♥❞ r❡t✉r♥s πh(DT (GS))✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
h∗c✱ st✐❧❧ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦

T
3
c✳
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❝❛s❡

✇❤❡♥ Dc ✐s ❛ ❝✉❜❡ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ ✐ts ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✇❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❈●❆▲ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✇❡ r❡❧❛① t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ Dc✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣
✐t t♦ ❜❡ ❛ ❝✉❜♦✐❞ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧✳



✷✽ ✷✳ ✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s

◆♦t❡ t❤❛t✱ ❜❡❢♦r❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T
3
c✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r

π(DT (S ′c)) ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ❝♦✉❧❞ ❝r❡❛t❡ ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤
t✇♦ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✮✳ ❙♦✱ ❛ str♦♥❣❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s✇✐t❝❤✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ❆❞❞✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢
❧❡♥❣t❤ t✇♦✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣r♦♦❢s✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ▲❡t ∆ ❞❡♥♦t❡ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐♥ DT (GS) ❛♥❞ B∆ ✐ts ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣
❜❛❧❧✳ ■❢ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ B∆ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ cmin := min{cx, cy, cz}✱ t❤❡♥ π|B∆

✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱
❛♥❞ π|∆ ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❛s ✇❡❧❧ s✐♥❝❡ ∆ ⊂ B∆✳ ❚❤✉s ∆ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡① ✐♥ T

3
c✳

✷✳✸✳✶ ❈✉❜✐❝ ❞♦♠❛✐♥

■❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ Dc ✐s ❛ ❝✉❜❡ ✇✐t❤ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ c✱ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s
t❤❡ ✷✼✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ T

3
3c
✱ ✇❤❡r❡ 3c = (3c, 3c, 3c)✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r t❤✐s

❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ✐s D3c✳
❲❡ ♣r♦✈❡ ❜❡❧♦✇ t❤❛t ♦♥❝❡ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
3c

❛r❡ s❤♦rt❡r t❤❛♥ 1√
6
c✱

❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥ T
3
c ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❙❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶ ❢♦r ❛ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❧✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t ❝♦♠♣✉t❡s ❡✐t❤❡r ❛
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ ♦r ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥

♦❢ T
3
3c
✱ ✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ T

3
c✳

❚♦ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦
♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✶✳ ❆❢t❡r ❡❛❝❤ ✐♥s❡rt✐♦♥✱ ❚❘27 ✐s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
3c
✳ ▲❡t ✉s ❡♠♣❤❛s✐③❡ ♦♥

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✶✵ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣ ✭st❡♣ ✽✮✱
t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❚❘27 ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ p✳
▲❡t p ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ Dc ❛♥❞ Tp ⊆ ϕc({p}×Z

3)∩D3c✱ ✐✳❡✳✱ Tp ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ♦❢ ✷✼
❝♦♣✐❡s ♦❢ p t❤❛t ❧✐❡ ✇✐t❤✐♥ D3c✳ ❚❤❡♥ ❚❘27 ✐s ❛❧✇❛②s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ π27(DT (GS ∪T 3c

p ))
✇✐t❤ T 3c

p = ϕ3c(Tp × Z
3)✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

✷✳ ■❢ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥ π27(DT (GS)) ❛r❡ s❤♦rt❡r t❤❛♥ 1√
6
c✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ s✇✐t❝❤ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣

✐♥ T
3
c✳ ❙❡❡ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢✳



✷✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✾

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶ ❈♦♠♣✉t❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c ❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t s❡t✳

■♥♣✉t✿ ❙❡t S ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ❝✉❜❡ Dc ♦❢ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ c ∈ E
3 \ {0}✳

❖✉t♣✉t✿ DTT(S) ✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ π27(DT (GS))
✶✿ S ′ ⇐ S
✷✿ P♦♣ p ❢r♦♠ S ′

✸✿ S ⇐ {p}
✹✿ ❚❘27 ⇐ π27(DT (ϕc({p} × Z

3))) ✴✴ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞

✺✿ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ✐♥ ❚❘27 ✐s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ 1√
6
c ❞♦

✻✿ P♦♣ p ❢r♦♠ S ′❀ S ⇐ S ∪ {p}
✼✿ ❢♦r ❛❧❧ p′ ∈ {p + c ∗ ζ | ζ ∈ {0, 1, 2}3} ❞♦
✽✿ ■♥s❡rt p′ ✐♥t♦ ❚❘27

✾✿ ❡♥❞ ❢♦r ✴✴ ❚❘27 = π27(DT (GS))
✶✵✿ ✐❢ S ′ = ∅ t❤❡♥ r❡t✉r♥ ❚❘27 = π27(DT (GS)) ✴✴ ♥♦♥✲tr✐❛♥❣✉❧❛❜❧❡

✴✴ ♣♦✐♥t s❡t

✶✶✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✶✷✿ ❈♦♠♣✉t❡ DTT(S) ❢r♦♠ ❚❘27 ✴✴ s✇✐t❝❤ t♦ T
3
c

✶✸✿ ■♥s❡rt ❛❧❧ ♣♦✐♥ts r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥ S ′ ✐♥t♦ DTT(S) ♦♥❡ ❜② ♦♥❡
✶✹✿ r❡t✉r♥ DTT(S)

▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✷✳ ▲❡t S ⊂ Dc ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡t✱ p ∈ Dc ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ❛♥❞ Tp ❛ s✉❜s❡t ♦❢
ϕc({p} × Z

3) ∩ D3c✳ ■❢ Dc ✐s ❛ ❝✉❜❡✱ t❤❡♥ π27(DT (GS ∪ T 3c
p )) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
3c

✇✐t❤ T 3c
p := ϕ3c(Tp × Z

3)✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦✐♥t✱ ✐✳❡✳ S = {q} ❢♦r s♦♠❡
q ∈ Dc✳ ❚❤❡♥ π27(GS) ❝♦♥s✐sts ♦❢ 27 ♣♦✐♥ts ❛rr❛♥❣❡❞ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢
❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ q = (0, 0, 0) ❜❡❝❛✉s❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥t s❡ts ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t s❡t π27(GS) ✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✿ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✷✼
❞✐✛❡r❡♥t ❡♠♣t② ❜❛❧❧s t❤❛t ❛❧❧ ❤❛✈❡ ❡✐❣❤t ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡✐r ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t((

1
2 , 1

2 , 1
2

)
+ ζ

)
∗ c ✇✐t❤ ζ ∈ {0, 1, 2}3 ❛♥❞ ❤❛✈❡ r❛❞✐✉s r =

√
3

2 c ≈ 0.866 c✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢
❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❛❧❧ B ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t

(
1
2 , 1

2 , 1
2

)
✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡

✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ t❤❡s❡ ❜❛❧❧s ✉♥❞❡r π27 ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡t✱
✐✳❡✳✱ t❤❛t π27 r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ t❤❡s❡ ❜❛❧❧s ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳

❆s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉❜❡ D3c ✐s 3c ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ B ✐s
√

3 c✱ ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢
❧❡♥❣t❤ (3 −

√
3) c ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦✳ ▲❡t B′ ❜❡ ❛ ❧❛r❣❡st

❡♠♣t② ❜❛❧❧ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣♦✐♥ts (2, 0, 0)✱ (2, 0, 1)✱ (2, 1, 0)✱ (2, 1, 1) ❛♥❞
(

1+
√

3
2 , 1

2 , 1
2

)
✳ ■t

t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ B′ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 0.712 c✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ♦t❤❡r s✉❝❤ ❜❛❧❧s ❛❧♦♥❣
t❤❡ y✲ ❛♥❞ z✲❛①✐s ❜✉t s✐♥❝❡ Dc ✐s ❛ ❝✉❜❡✱ t❤❡✐r r❛❞✐✐ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣
❜❡t✇❡❡♥ B ❛♥❞ B′ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ (2 ·0.712+

√
3−3)c < 0.155 c✳ ❚❤❡♥ π27|B∪B′ ✐s ♥♦t ✐♥❥❡❝t✐✈❡

❛♥❞ π27(B ∩ B′) ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
◆♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶✿ π27(GS) ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛

r❡❣✉❧❛r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❣r✐❞ ♦❢ ✷✼ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ π27(T 3c
p ) ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ♦❢ ✷✼ ❝♦♣✐❡s ♦❢ p✳

❋r♦♠ t❤✐s ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛❢t❡r ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t p1 ∈ T 3c
p ✱ t❤❡ ♥❡①t ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❞✐✛❡r ❜② s♦♠❡

✈❡❝t♦r ✐♥ c∗Z
3✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❢♦r♠ ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ❜❛❧❧s B ❛♥❞ B′

✐ts ❧❡♥❣t❤ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ❛①✐s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ 1.266c ❛♥❞ 1.424c✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡
❜❡❝❛✉s❡ [1.266, 1.424] ∩ Z = ∅✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ♠♦✈❡ p1 ✐♥s✐❞❡ B✱ t❤❡♥ t❤❡
r❛❞✐✉s ♦❢ B′ ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ r❛♥❣❡ ✐s ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ [1.266, 1.424]✳



✸✵ ✷✳ ✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ◆♦ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣② ♦❢ p1 ❝❛♥ ❧✐❡ ✐♥s✐❞❡ B ∩ B′✳

❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢✉rt❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦ t♦ ♦❝❝✉r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❤♦rt❡st
❞✐❛❣♦♥❛❧s t❤r♦✉❣❤ D3c ❤❛✈❡ ❧❡♥❣t❤

√
18 c ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 2

√
3c✳

❯s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽✱ t❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t π27(DT (GS ∪ T 3c
p )) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ S

❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦✐♥t✳ ■❢ S ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡♠♣t② ❜❛❧❧s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡
s♠❛❧❧❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❛✈♦✐❞s ❝②❝❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦✳

◆♦✇ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r π(DT (GS)) ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①
❛♥❞ t❤✉s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c✳

❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳ ■❢ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ♦❢ ❛♥② t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐♥ DT (GS)
✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1

2 c✱ t❤❡♥ π(DT (GT )) ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ T ⊂ Dc ✇✐t❤
S ⊆ T ✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✐ts ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ❛♥❞
❛r❡ t❤✉s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❧❧✬s ❞✐❛♠❡t❡r✳ ■❢ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛♥② ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ✐s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1

2 c✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦rt❡r t❤❛♥ 1
2 c✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡

❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡❞❣❡s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛t ❧❡❛st c✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ ❜♦t❤ ❡❞❣❡s ❛r❡ s❤♦rt❡r t❤❛♥ 1

2 c✳ ❋r♦♠ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽✱
✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t π(DT (GS)) ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■❢ ✇❡ ❛❞❞ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢
t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t② ❜❛❧❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡❝♦♠❡ ❧❛r❣❡r✳ ❚❤❡ ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ■❢ t❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ DT (GS) ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❡❞❣❡s s❤♦rt❡r t❤❛♥ 1√
6
c✱ ✇❤❡r❡

c ✐s t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ Dc✱ t❤❡♥ π(DT (T c)) ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ T ⊂ Dc

✇✐t❤ S ⊆ T ✱ s♦ ✐t ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c✳

Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜❛❧❧ B ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r d t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ GS
✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ∆ ✐♥ DT (GS) t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ B✳ ❚❤❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡❞❣❡ ♦❢ ∆ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❜② t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r
t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ B✱ ✇❤✐❝❤ ✐s 2d√

6
✳ ❙♦ ✐❢ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥ DT (GS) ❛r❡ s❤♦rt❡r

t❤❛♥ 1√
6
c✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛♥② ❡♠♣t② ❜❛❧❧ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1

2 c✳ ❚❤❡ ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✸ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✼✳

◆♦t❡ t❤❛t ❈r✐t❡r✐❛ ✷✳✸✳✸ ❛♥❞ ✷✳✸✳✹ ❛r❡ ♦♥❧② s✉✣❝✐❡♥t✱ ✇❤❡r❡ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✸ ✐s ✇❡❛❦❡r
t❤❛♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹✿ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦✐♥t s❡ts ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♠♣t② ❜❛❧❧ ❞✐❛♠❡t❡r s❤♦rt❡r t❤❛♥
1
2 c ❜✉t ❡❞❣❡s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ 1√

6
c✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✼✳
▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✷ ❛♥❞ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ♣r♦✈❡✿



✷✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✶

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✺✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶ ✐s ❝♦rr❡❝t✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉✲
❧❛t✐♦♥ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ T

3
c✳

❆ ✇❡❛❦❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇s
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✸✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✸✳✻✳ ▲❡t S ⊂ Dc✱ S 6= ∅ ❛♥❞ T ⊂ D4c ❜❡ ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡ts✳ ■❢ Dc ✐s ❛ ❝✉❜❡✱
t❤❡♥ π64(DT (GS ∪ T 4c)) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
4c
✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t② ❜❛❧❧ ✐♥ GS ❤❛s ❞✐❛♠❡t❡r
√

3 c✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ D4c ✐s ❛ ❝✉❜❡ ♦❢ ❡❞❣❡
❧❡♥❣t❤ 4c✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇✐❝❡

√
3 c✳ ❚❤✉s ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✸ ❛♣♣❧✐❡s✳

◆♦t❡ t❤❛t ✉♥❧✐❦❡ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✷✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✸✳✻ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ T t♦ ❜❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❛
♣♦✐♥t ❣r✐❞ ϕc({p} ×Z

3) ❢♦r s♦♠❡ ♣♦✐♥t p ∈ Dc✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐ts r❡s✉❧t ✐s ✇❡❛❦❡r ✐♥ t❤❛t ✐t
②✐❡❧❞s ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r t♦ ♣r♦✈❡ ❛♥❞ t❤✉s ✐t
❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ❡❛s✐❧② t♦ ♦t❤❡r s❡tt✐♥❣s ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ❜❡❧♦✇✳ ❇❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
t❤❛t ❛✈♦✐❞s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
3c
✳

❉✉♠♠② ♣♦✐♥ts ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T
3
3c

❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✉♠♠② ♣♦✐♥t s❡t P✱ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② s✉♣❡rs❡t
♦❢ P ❤❛s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T

3
c✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉♠♠② ♣♦✐♥t s❡t ♦❢ ✸✻ ♣♦✐♥ts ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿

P :=
{
c · (x, y, z) | x, y ∈

{
0, 1

3 , 2
3

}
, z ∈

{
0, 1

2

}}

∪
{
c ·

(
1
6 + x, 1

6 + y, 1
4 + z

)
| x, y ∈

{
0, 1

3 , 2
3

}
, z ∈

{
0, 1

2

}}

❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉♠♠②
♣♦✐♥t s❡t✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉♠♠② ♣♦✐♥t s❡t✳

❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t② ❜❛❧❧ ✐♥ t❤❡ s❡t P ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1
2c ❛s r❡q✉✐r❡❞ ❜②

❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t s❡t P ✐s ❡❛s② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡✳
■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❢✉rt❤❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✐♥t s❡t✳ ■♥ t✇♦
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡st tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t♦r✉s ❤❛s ✼ ✈❡rt✐❝❡s ❬▼ö❜✽✻❪✳
❋♦r t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦r✉s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✺ ✈❡rt✐❝❡s ✐s ❦♥♦✇♥ ❬❑▲✽✹❪✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t
❦♥♦✇♥ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❋♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ s♠❛❧❧❡st
♣♦✐♥t s❡ts ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣
❜❛❧❧ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 1

2c ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳



✸✷ ✷✳ ✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s

❖♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ✐♥ S ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② P✱
t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ P ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t S ∪ P
❞❡✜♥❡s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c✳ ■❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✇✐t❤♦✉t P ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡

❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c ❛♥②♠♦r❡✱ t❤❡♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ T

3
3c

❞✉r✐♥❣ t❤❡
r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✉♠♠② ♣♦✐♥ts✳

❚❤❡ ♦♥❧② ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ P✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t♦ T

3
3c

❜✉t ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✉♠♠② ♣♦✐♥t s❡t t❤❡ ✇❤♦❧❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ T

3
3c

✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❡①✲
♣❡♥s✐✈❡✳ ■❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ r❡♠♦✈✐♥❣ ✸✻ ♣♦✐♥ts
✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❆s ✐t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛✈♦✐❞s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
3c
✱ ✐t ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❛♣♣r♦❛❝❤✳

✷✳✸✳✷ ◆♦♥✲❝✉❜✐❝ ❞♦♠❛✐♥

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞ ✐❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ Dc ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝✉❜♦✐❞✱ ✐✳❡✳
c = (cx, cy, cz)✳ ❖♥❧② t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤❡❡ts ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ t♦ st❛rt
✇✐t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ t❤r❡s❤♦❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞✳

▲❡t Th∗c ✇✐t❤ h = (hx, hy, hz) ❜❡ ❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ T
3
c ✇✐t❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛♣ πh∗c ❛♥❞

♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ Dh∗c✳
❲❡ ✜rst ❣✐✈❡ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡♥ t♦ s✇✐t❝❤ ❜❛❝❦ t♦ T

3
c ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶ ✐♥ t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❝✉❜✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳

❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✼✳ ■❢ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ♦❢ ❛♥② t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐♥ DT (GS)
✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1

2 cmin✱ ✇❤❡r❡ cmin = min{cx, cy, cz}✱ t❤❡♥ π(DT (GT )) ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠✲
♣❧❡① ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ T ⊂ Dc ✇✐t❤ S ⊆ T ✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✸✿ ■❢ t❤❡
❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛♥② ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1

2 cmin✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥ DT (GS) ❛r❡
s❤♦rt❡r t❤❛♥ 1

2 cmin✳ ❚❤❡ s❤♦rt❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❝②❝❧❡ ✐♥ T
3
c ❤❛s ❧❡♥❣t❤ cmin✱ t❤✉s

t✇♦ ❡❞❣❡s t❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ DT (GS) ❝❛♥♥♦t ❢♦r♠ s✉❝❤ ❛ ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽✳

❯s✐♥❣ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✼✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✽✳ ▲❡t S ⊂ Dc✱ S 6= ∅ ❛♥❞ T ⊂ Dh∗c ❜❡ ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡ts✳ ▲❡t hi :=
⌈
2‖c‖

ci

⌉

❢♦r i = x, y, z✳ ❚❤❡♥ πh∗c(DT (GS ∪ T h∗c
p )) ✇✐t❤ T h∗c := ϕh∗c(T × Z

3) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ T

3
h∗c✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t② ❜❛❧❧ ✐♥ GS ❤❛s ❞✐❛♠❡t❡r s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ‖c‖✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Dh∗c
✐s ❛ ❝✉❜♦✐❞ ♦❢ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤s hici ❢♦r i = x, y, z✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ hi =

⌈
2‖c‖

ci

⌉
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

hici ≥ 2‖c‖✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✼ t♦ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s ✇✐t❤ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ Dh∗c ♣r♦✈❡s
t❤❡ ❝❧❛✐♠✳

✷✳✸✳✸ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ♦r r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐t❡s ❛r❡ s♣❤❡r❡s✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ❣❛✈❡ ❛ s❤♦rt
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳



✷✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✸

▲✐❦❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
✉♥✐q✉❡❧②✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡s ❬❉❚✵✻❛❪✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❢♦r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡
❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ s✐♠✐❧❛r t♦ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✳

▲❡t S ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ E
3✱ ✐✳❡✳ ♣❛✐rs (p, wp) ∈ E

3 × R✳ ▲❡t Dc ❜❡ ❛
❝✉❜❡ ♦❢ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ c ❛♥❞ S ❛ s❡t ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ Dc✳ ▲❡t W ❛♥❞ w r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♥❞ s♠❛❧❧❡st ✇❡✐❣❤t ✐♥ S✳ ▲❡t ❲❉❚(GS) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E

3 ❞❡✜♥❡❞ ❜② GS✳

❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✾✳ ■❢ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ♦❢ ❲❉❚(GS) ✐s s❤♦rt❡r t❤❛♥
√

1
6 c2 − 8

3(W − w)✱

t❤❡♥ π(❲❉❚(T c)) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ T ⊂ Dc ✇✐t❤ S ⊆ T ✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ W = w✱ t❤✐s ❜♦✉♥❞ r❡❞✉❝❡s t♦ 1√
6
c✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r

❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ✉s❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✶✵✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❲❉❚(GS)✳ ■❢ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥
❤❛s ✇❡✐❣❤t wo✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡r t❤❛♥
2
√

wo + W − w✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t (o, wo) ❜❡ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥t ❛♥❞ (p, wp), (q, wq) ❜❡ t✇♦ ♦❢ t❤❡
✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ (o, wo)✳ ❚❤❡♥ ❞✐st(o, p) =

√
wp + wo✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤

❞✐st(p, q) ❛tt❛✐♥s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✐❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t [p, q] ❝♦♥t❛✐♥s o✳ ❚❤❡♥ ❞✐st(p, q) =
√

wo + wp+√
wo + wq✳ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✐❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❝❤❛♥❣✲

✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❙♦ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ W − w t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❡✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❝❧❛✐♠
❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ✷❉✳

o
√

wp

q

p

√
wo

√
wo

√
wq

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ❚❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❞❣❡ ♦❢ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✇✐t❤ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
s♣❤❡r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s

√
wo✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✾✳ ▲❡t λ ❜❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ✐♥ ❲❉❚(GS)✳ ❚❤❡♥

t❤❡ ❝✐r❝✉♠r❛❞✐✉s ♦❢ ❛♥② t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐♥ ❲❉❚(GS) ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
√

3
8λ✳ ❋r♦♠

▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✶✵ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❞❣❡ ♦❢ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② λmax :=

2

√(√
3
8λ

)2

+ W − w✳ ■❢ ✇❡ ♥♦✇ ❝❤♦♦s❡ λ t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
√

1
6 c2 − 8

3(W − w)✱ t❤❡♥

λmax ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1
2 c✳ ❚❤✉s ♥♦ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❛♥❞ π(❲❉❚(GS)) ✐s ❛

tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✸✳✶



✸✹ ✷✳ ✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s

❢♦r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆❞❞✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ♣♦✐♥ts ❝❛♥♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ❛♥❞ s♦ π(❲❉❚(T c)) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✸✳✶✶✳ ▲❡t η ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s η :=
⌈
8·(3 + 4

c (W − w))3/2
⌉
❛♥❞ h := η3✳ ▲❡t Tp ❜❡

❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ h ❝♦♣✐❡s ♦❢ p ✐♥ Dηc ❛♥❞ T ηc
p := ϕηc(Tp × Z

3)✳ ❚❤❡♥ πh(❲❉❚(GS ∪ T ηc
p ))

✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T 3
ηc✳

Pr♦♦❢✳ ■❢ S ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦✐♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞
❜② GS ❛❝t✉❛❧❧② ✐s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❤❛✈❡
t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t✳ ❙♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s♣❤❡r❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝✐r❝✉♠s♣❤❡r❡
❛♥❞ ❤❛s r❛❞✐✉s

√
3

2 c✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✾ t❤❡
❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s♣❤❡r❡ ❛❢t❡r ❛❞❞✐♥❣ ❛♥② ♦t❤❡r ♣♦✐♥t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

2·
√

(
√

3
2 c)2 + W − w✳ ❚♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 2·η ·c ✇❡ ❝❤♦♦s❡

η = ⌈8·(3 + 4
c (W − w))3/2⌉✳

✷✳✹ ❆♥❛❧②s✐s

✷✳✹✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s

■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤②✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✇♦rst✲❝❛s❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶ ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E

3✳
▲❡t ✉s ✜rst ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤②

✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✿ ✭✶✮ ❍♦✇ t♦ t❡st ❢♦r t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ❛♥❞ ✭✷✮ ❤♦✇ t♦ ❝♦♥✈❡rt
❢r♦♠ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
h∗c t♦ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c✳

✭✶✮ ❲❡ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛♥ ✉♥s♦rt❡❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ E t❤❛t r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛❧❧ ❡❞❣❡s t❤❛t ❛r❡ ❧♦♥❣❡r
t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ 1√

6
cmin✳ ❆s s♦♦♥ ❛s E ✐s ❡♠♣t②✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ✐s s♠❛❧❧❡r

t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ t♦ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ E
✐s ❛t ♠♦st ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ ❞❡str♦②❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❞✐r❡❝t ❛❝❝❡ss ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s t♦ t❤❡✐r ❡❞❣❡s ✐♥ E ✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ E ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✭✷✮ ❚♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
h∗c t♦ DTT(S) ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥✈❡rt t♦ T

3
c✱ ✇❡ ♥❡❡❞

t♦ ✐t❡r❛t❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s t♦ ❞❡❧❡t❡ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s✱ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡❀
❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤♦s❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ✇❤♦s❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❧❡t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦♦♣✳

❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❍✐❡r❛r❝❤② ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❤✐❡r❛r❝❤② ❬❉❡✈✵✷❪✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✾✳ ■♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡
✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E

d❀ ✐t ✐s ❜✉✐❧t ✐♥❝r❡✲
♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s✿ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s st♦r❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛st ❧❡✈❡❧ st♦r❡s
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦✐♥t❡rs ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❢❛st ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳



✷✳✹✳ ❆♥❛❧②s✐s ✸✺

❚❤✐s str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ▲❡t T
3
h∗c ❜❡ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ❝❤♦s❡♥

❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❊❛❝❤ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② st♦r❡s ❛
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
h∗c ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❝r❡❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤✐s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✇❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡

t♦ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ l st♦r❡s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c✱ t❤❡♥

t❤❡ ♥❡①t ❧❡✈❡❧ l + 1 ✐s ❛❧s♦ ✐♥ T
3
c✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤✉s ❛❧s♦ st♦r❡s ❛

tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c ❜② ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❧❡✈❡❧ l ❝❛♥ st♦r❡ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥

♦❢ T
3
h∗c ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥❡①t ❧❡✈❡❧ l + 1 ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ T

3
c✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❛t ❧❡✈❡❧ l✱ t❤❡✐r ♣♦✐♥t❡r t♦ t❤❡
❧❡✈❡❧ l + 1 ❥✉st ❛❧❧ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡rt❡① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♥♦♥✲❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ♣♦✐♥t ✐♥
T

3
c✳

❚❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❬❉❡✈✵✷❪ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ S t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
h∗c✱ ❛r❡ ♠✐♥♦r✿ ❚❤❡

♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ s❡ts ♦❢ ❝♦♥st❛♥t s✐③❡ ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s✮✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ s❡ts
❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ r❛♥❞♦♠ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✳✶✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶ ❤❛s ♦♣t✐♠❛❧ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✇♦rst✲❝❛s❡ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② O(n2)✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t S ❜❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t✳ ❚❤❡ ✈❡rt❡① s❡t ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❡✈❡❧
i ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Si ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❛r❡ ♥✉♠❜❡r❡❞ ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠ t♦ t♦♣✱ t❤❛t
✐s S0 = S✳ ▲❡t 1/α ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ♣♦✐♥t ✐s ✐♥ Si+1 ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✐t ✐s ✐♥ Si✳
■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ S ❝❛♥ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ r❛♥❞♦♠ ♦r❞❡r ❜✉t ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
✐♥ T

3
3c
✱ ✷✼ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧②✳ ▲❡t S ′

i ❜❡ t❤❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✷✼
❝♦♣✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ Si✳

❚❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❬❉❡✈✵✷❪ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡
✇❛❧❦ ✐♥ ❧❡✈❡❧ i ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ✈❡rt❡① ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ α✱ ✐✳❡✳ ✐♥ O(αn)✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ❛r❡
✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥
Si t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ ❛ q✉❡r② ♣♦✐♥t q t❤❛♥ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ♣♦✐♥t ✐♥ Si+1 ✐s ✐♥ O(α)✳ ❚❤✐s
♣r♦♣❡rt② ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ ✷✼✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ✈❡rt❡① s❡t ♦❢
t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❡✈❡❧ i ✐s S ′

i✳ ❆s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ Si t❤❡r❡ ❛r❡ ✷✼ ❝♦♣✐❡s ✐♥
S ′

i✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛t ♠♦st ✷✼ t✐♠❡s ❜✐❣❣❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ ✐♥ O(α)✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝♦st
♦❢ t❤❡ ✇❛❧❦ ✐♥ ❧❡✈❡❧ i ✐s st✐❧❧ ✐♥ O(αn) ❛♥❞ s✉♠♠✐♥❣ ✉♣ ♦✈❡r ❛❧❧ ❧❡✈❡❧s ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞
O(n) ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ♦♥❡ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ E
♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ O(n2) ❡❞❣❡s t♦ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ T

3
3c

t♦ T
3
c ✐s O(n2)✱ t♦♦✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥✳

❆❧s♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ E ✐s ✐♥ O(n2)✳ ❲❡ ✐♥s❡rt ❛t ♠♦st 27n ♣♦✐♥ts
✐♥t♦ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❬❉❡✈✵✷❪✳

❚❤❡ n ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ✈❡rt❡① ❞❡❣r❡❡ ✐♥
t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s ❢♦r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡rt❡① ❞❡❣r❡❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ O(n)✱
t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧t ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦
♥♦♥✲❝✉❜✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮ ❛♥❞ t♦ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮✳



✸✻ ✷✳ ✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s

✷✳✹✳✷ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s❤❡❡ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts r❡q✉✐r❡❞ t♦ s✇✐t❝❤ ❜❛❝❦ t♦
✶✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ✐❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳

❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✿ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ❡✈❡♥t ❛♥❞
X ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r E ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ E ❜② p(E) ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ X ❜② E[X] ❛♥❞ V [X]✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♠❜✐❣✉✐t②
❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❡ ❛❧s♦ ✉s❡ µ = E[X] ❛♥❞ σ =

√
V [X] t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❲❡ ✇❛♥t t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧✜❧❧ ❈r✐t❡r✐❛ ✷✳✸✳✸

❛♥❞ ✷✳✸✳✹✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝✉❜❡✱
✇❤❛t ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t② ❜❛❧❧✬s
❞✐❛♠❡t❡r ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1

2 ❄
❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ❬▼✐❧✼✵✱ ❙❛♥✼✻❪✿ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡

r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥t s❡t Π ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ✉♥✐t✲✐♥t❡♥s✐t② P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦♥ E
3 ❛♥❞ t❤❡ ❝✉❜❡ C :=

[0, 3
√

n]3✳
❚❤❡ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ▲❡t A ❞❡♥♦t❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ E

3 ♦❢
✈♦❧✉♠❡ ‖A‖✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t A ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② k ♣♦✐♥ts ♦❢ Π ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② p(|A ∩
Π| = k) = e−‖A‖ ‖A‖k

k! ✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t A ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ Π ✐s
p(|A ∩ Π| = 0) = e−‖A‖✳

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡ ‖A‖ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛s

E[|A ∩ Π|] =

∞∑

k=0

k · p(|A ∩ Π| = k) =

∞∑

k=0

k · e−‖A‖ ‖A‖k

k!
= ‖A‖

❇② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ C ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ C ✐s n✳ ▲❡t ΠC ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ Π t❤❛t ❧✐❡
✐♥s✐❞❡ C✱ ✐✳❡✳ ΠC := Π ∩ C✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ΠC ❜② nC ✳

▲❡t GC ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤r❡❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛①✐s✲❛❧✐❣♥❡❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❞♦♠❛✐♥ C✳ ❚❤❡♥ DT (GCΠC) ✐s t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ΠC

❛♥❞ DT (GCΠC) ∩ C t❤❡ s❡t ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦❢ DT (Π) t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥s✐❞❡
C t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r ❢❛❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r DT (GCΠC) ∩ C✱ t❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞
✏♠✐♥✉s s❛♠♣❧✐♥❣✑✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t GCΠC ✐♥st❡❛❞ ♦❢ Π✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥s✐❞❡ C✳ ❙♦ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t GCΠC ∩ C st✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ P♦✐ss♦♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✐s ❤❡❛✈✐❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ❞♦♥❡ ❜② ❬❇❊❨✾✶❪✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✳✷✳ ▲❡t C ❛♥❞ ΠC ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛❜♦✈❡✳ ▲❡t µO ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t② ❜❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ DT (GCΠC)✳
❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s

0.5 lnn

n
≤ µO ≤ 5 lnn + 2

n
.

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Bx ❛ ❜❛❧❧ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ x✳ ❆ ❜❛❧❧ Bx ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❡♠♣t② ✐❢ Bx ∩ Π = ∅✳
❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t B5 ln n ✐s ❡♠♣t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② p(B5 ln n ❡♠♣t②) = e−5 ln n = 1

n5 ✳ ❚❤❡♥
p(Bx ❡♠♣t②) ≤ 1

n5 ❢♦r ❛❧❧ x ≥ 5 lnn✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥
❡♠♣t② ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❛t ❧❡❛st 5 lnn ✐♥ DT (Π)∩C✳ ❆ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ✐♥
DT (Π) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✹ ♣♦✐♥ts❀ t❤✉s t❤❡r❡ ❛r❡

(
nC

4

)
♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✇✐t❤

♣♦✐♥ts ✐♥ Π ∩ C ❛s ✈❡rt✐❝❡s✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t
(
nC

4

)
≥ n4✿



✷✳✹✳ ❆♥❛❧②s✐s ✸✼

▲❡t X ❜❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ Π t❤❛t ❧✐❡ ✐♥ C✳
❋r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t X ❤❛s ❛ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t µ = n ❛♥❞ σ =

√
n✳ ❲❡

♥♦✇ ❛♣♣❧② t❤❡ ❈❛♥t❡❧❧✐ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✶ P (X − µ ≥ k) ≤ σ2

σ2+k2 ✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ k = n t❤✐s ②✐❡❧❞s

P (X − n ≥ n) ≤ 1
n+1 ✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r nC ≥ 2n ✐s ❛t ♠♦st 1

n+1 ✳ ■❢

nC = 2n✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡
(
2n
4

)
< n4 ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❢r♦♠✳ ▲❡t BC ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢

❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✹✲t✉♣❧❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ Π ∩ C✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧s ✐♥ BC ❤❛s ✈♦❧✉♠❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 5 lnn ❛♥❞ ✐s ❡♠♣t② ❣✐✈❡♥ nC ≤ 2n ✐s
t❤❡♥ p(∃ ❡♠♣t② B5 ln n ∈ BC | nC ≤ 2n) ≤

(
2n
4

)
· 1

n5 < 1
n+1 ✳

❙♦ ✜♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✿

p(∃ ❡♠♣t② B5 ln n ∈ BC | nC ≤ 2n) ≤ 1

n
p(nC ≤ 2n) ≤ 1

p(∃ ❡♠♣t② B5 ln n ∈ BC | nC ≥ 2n) ≤ 1 p(nC ≥ 2n) ≤ 1
n

❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❣✐✈❡s p(∃ ❡♠♣t② B5 ln n ∈ BC) ≤ 2
n ✳

▲❡t Y ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t②
❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ✐♥ ❉❚(Π)∩C✳ ❚❤❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
p(Y ≥ 5 lnn) ≤ 2

n ✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ❜② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ C✱
✇❤✐❝❤ ✐s n✳ ◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Y ✳ ▲❡t f(x) ❞❡♥♦t❡
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Y ✳ ❚❤❡♥

E[Y ] =

∫ ∞

0
xf(x)dx =

∫ 5 ln n

0
xf(x)dx +

∫ n

5 ln n
xf(x)dx +

∫ ∞

n
xf(x)dx

≤ 5 lnn · p(Y ≤ 5 lnn) + n · p(Y ≥ 5 lnn) + 0 ≤ 5 lnn + 2

❋r♦♠ ❬❇❊❨✾✶❪ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t E[Y ] ≥ 0.5 lnn✳
❚❤❡ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ s♦ ❢❛r ✇❛s ♠♦❞❡❧❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❝✉❜❡

t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝✉❜❡✳ ❲❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❧❡❛✈❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉❜❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② r❡s❝❛❧✐♥❣ Π s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝✉❜❡ C ✐s r❡s❝❛❧❡❞ t♦ [0, 1]3✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ r❡s❝❛❧✐♥❣✳

▲❡t Π′ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t Π✱ r❡str✐❝t❡❞ t♦ [0, 1]3 ❛♥❞ ❝♦♣✐❡❞
♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ♦♥t♦ E

3✱ ✐✳❡✳ Π′ := { 1
3
√

n
· p | p ∈ Π}✳ ▲❡t Y ′ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ Y ❜✉t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❝✉❜❡✳ ❚❤❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
♦❢ t❤❡ ❡♠♣t② ❜❛❧❧s ❜② n✱ s♦ t❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r µ = E[Y ′]✳

▲❡t ♥♦✇ Y ′
d ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t②

❜❛❧❧ ✐♥ DT (Π′)✳ ❲❡ ❣❡t t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡
❡♠♣t② ❜❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✳✷✿

3

√
3

π

lnn

n
≤ E[Y ′

d] ≤ 3

√
30 lnn + 12

π · n ✭✷✳✶✮

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✐♥ts r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①✲
♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❜❛❧❧ ❞✐❛♠❡t❡r t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1

2 ✳ ❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt
❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶ ②✐❡❧❞s 24 ≤ n✱ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt ❣✐✈❡s n ≤ 507✳ ❙♦ ❢♦r ❛ ✉♥✐❢♦r♠❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥t s❡t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t② ❝✐r❝✉♠✲
s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1

2 ✐❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ❤❛s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✵✼ ♣♦✐♥ts✳

✶t❤❡ ♦♥❡✲s✐❞❡❞ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ✐♥❡q✉❛❧✐t②



✸✽ ✷✳ ✸❉ P❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ✐♥ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢
t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t② ❜❛❧❧✳ ❚❤✉s t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇♦r❦s ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts
r❡q✉✐r❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s s❤♦rt❡r t❤❛♥ 1√

6
❛s r❡q✉✐r❡❞ ❜②

❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ 1
2 ❢♦r t❤❡ ❜❛❧❧ ❞✐❛♠❡t❡r ❜②

1√
6
✳ ❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s 56 ≤ n ❛♥❞ n ≤ 1030✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts r❡q✉✐r❡❞ ❜②

❈r✐t❡r✐❛ ✷✳✸✳✸ ❛♥❞ ✷✳✸✳✹✳



✸✾

❈❤❛♣t❡r ✸

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❈●❆▲✳
❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st❡❞✳
❆t ✜rst ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❈●❆▲✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❧♦♦❦ ♦♥ t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ♦♥ ❜♦t❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❞❛t❛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s t❤❛t ✇❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✳

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❈●❆▲

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❆❧❣♦r✐t❤♠s ▲✐❜r❛r② ❈●❆▲ ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬❝❣❛❪✳ ■ts ❞❡s✐❣♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡
❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❬❆✉s✾✽✱ ❋❚✵✻❪✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ✉s❡r t♦ ❡❛s✐❧② ♣❧✉❣ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦❣❡t❤❡r✳

■♥ ❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t②♣❡s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ♠✉st ❜❡
♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆ ❝❧❛ss ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❝❡♣t ✐❢ ✐t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ r❡q✉✐r❡❞
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t②♣❡s✳

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ❈●❆▲ str✐❝t❧② s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧
♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣❧✉❣❣❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❙♦♠❡ ❜❛s✐❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② ❞❡❢❛✉❧t ✐♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❦❡r♥❡❧ t❤❛t ✇❡
❞❡s❝r✐❜❡ ❜❡❧♦✇✳

❖♥❡ ♠❛❥♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t❤❛t ❝♦♠✲
♣✉t❡rs ❞♦ ♥♦t ❞✐s♣♦s❡ ♦❢ ❛ r❡❛❧ ❘❆▼✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡①❛❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
♦♥ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❘♦✉♥❞♦✛ ❡rr♦rs ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✉♥❞❡✜♥❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❑❡tt♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬❑▼P+✵✹❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ✐s
♥♦t ❛ ♣✉r❡❧② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡①✲
❛❝t♥❡ss✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ✉s❡r t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r
t②♣❡ ❛♥❞ ♣❧✉❣ ✐t ✐♥t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❦❡r♥❡❧✱

◆✉♠❜❡r t②♣❡s

■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❤✐s ♦✇♥ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s



✹✵ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❈●❆▲ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♥✉♠❜❡r t②♣❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✿

• ❇✉✐❧t✲✐♥ ✢♦❛t✐♥❣✲♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ✭ ❞♦✉❜❧❡✮✿ ❚❤❡ ❈✰✰ ❞♦✉❜❧❡ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ✐s
✈❡r② ❢❛st ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❡①❛❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ■t ❝♦♥❢♦r♠s t♦ t❤❡ ■❊❊❊ st❛♥✲
❞❛r❞ ✼✺✹ ❬●♦❧✾✶✱ ■❊❊✽✺✱ ■❊❊✵✽❪✳

• ▼✉❧t✐✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛t✐♥❣✲♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡r t②♣❡s✿ ❚❤❡② ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥ t❤❛♥
❞♦✉❜❧❡ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ s❧♦✇❡r ❛♥❞ st✐❧❧ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❛❧✇❛②s ♣r♦✈✐❞❡ ❡①❛❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

• ■♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✿ ❚❤✐s ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ♠❛✐♥t❛✐♥s t✇♦ ♥✉♠❜❡rs t❤❛t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦❢
❛ ❢❛st ❛♥❞ ✐♥❡①❛❝t ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ❛s ❛ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r t❤❡②
❛❝t✉❛❧❧② s❤♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t✳

• ❘❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✿ ❚❤✐s ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ♠❛✐♥t❛✐♥s t✇♦ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡rs✱ ❛ ♥✉♠❡r❛t♦r
❛♥❞ ❛ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡rs t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧✱ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡r
t②♣❡s ❛r❡ ❡①❛❝t✱ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ s❧♦✇❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

• ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs✿ ❙✉❝❤ ♥✉♠❜❡r t②♣❡s ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧ r❡❛❧ r♦♦ts ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ q✉✐t❡
❡①♣❡♥s✐✈❡✳

●❡♦♠❡tr② ❦❡r♥❡❧s

■♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✿ ✭✶✮ ♣r❡❞✐❝❛t❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✭✷✮ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳

✶✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✿ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r ♦r
♥♦t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥s✇❡rs ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r❡❞✐❝❛t❡
✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡✳ ❊①❛♠♣❧❡✿ ●✐✈❡♥ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ E

2✱ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t❤✐r❞
♣♦✐♥t ❧✐❡s t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦r t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥s✇❡rs✿ ❧❡❢t✱ r✐❣❤t✱ ❡①❛❝t❧② ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡✳

✷✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts✱ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♥❡✇ ❣❡♦♠❡tr✐❝
♦❜❥❡❝t ♦✉t ♦❢ t❤❡♠✳ ❊①❛♠♣❧❡✿ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ ♦❢
t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ E

2✳

❆ ❈●❆▲ ❣❡♦♠❡tr② ❦❡r♥❡❧ ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t s✐③❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts
✐♥ E

2 ❛♥❞ E
3✱ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❆

♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧✐st ❝♦♥s✐sts ♦❢

• ●❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts✿ P♦✐♥t❴✷✱ P♦✐♥t❴✸✱ ❙❡❣♠❡♥t❴✷✱ ❙❡❣♠❡♥t❴✸✱

❚r✐❛♥❣❧❡❴✷✱ ❚r✐❛♥❣❧❡❴✸✱ ❚❡tr❛❤❡❞r♦♥❴✸✱ ❈✐r❝❧❡❴✷✱ ❙♣❤❡r❡❴✸✱ ✳✳✳

• Pr❡❞✐❝❛t❡s✿ ❈♦❧❧✐♥❡❛r❴✷✱ ❈♦❧❧✐♥❡❛r❴✸✱ ❊q✉❛❧❴✷✱ ❊q✉❛❧❴✸✱

❖r✐❡♥t❛t✐♦♥❴✷✱ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥❴✸✱

❙✐❞❡❖❢❖r✐❡♥t❡❞❈✐r❝❧❡❴✷✱ ❙✐❞❡❖❢❖r✐❡♥t❡❞❙♣❤❡r❡❴✸✱ ✳✳✳

• ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✿ ❈♦♠♣✉t❡❆r❡❛❴✷✱ ❈♦♠♣✉t❡❆r❡❛❴✸✱

❈♦♥str✉❝t❈✐r❝✉♠❝❡♥t❡r❴✷✱ ❈♦♥str✉❝t❈✐r❝✉♠❝❡♥t❡r❴✸✱

❈♦♠♣✉t❡❙q✉❛r❡❞❉✐st❛♥❝❡❴✷✱ ❈♦♠♣✉t❡❙q✉❛r❡❞❉✐st❛♥❝❡❴✸✱ ✳✳✳



✸✳✷✳ ❚❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✹✶

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡
❡✳❣✳ ❈♦♥str✉❝t❚r✐❛♥❣❧❡❴✷✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ✐♠♣♦s❡ ❛♥② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r t②♣❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s tr✐✈✐❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✳ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❬❋❱✾✻❪✳ ■♥ ❛ ✜rst st❡♣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡
✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❢❛st ❜✉t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞✳ ■❢ t❤❡
r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❝❡rt✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ✐t
r❡s♦rts t♦ ❛ s❧♦✇❡r ❜✉t ❡①❛❝t ♥✉♠❜❡r t②♣❡ r❡st❛rt✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✉s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
♥✉♠❜❡r t②♣❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ❖♥❧② ✐♥ ❛ ❢❡✇ ❝❛s❡s t❤❡ ❡①❛❝t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡
✉s❡❞✳ ❙♦ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ♣r❡❞✐❝❛t❡s t✇✐❝❡ ✐s ♦✉t✇❡✐❣❤❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣
❢r♦♠ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♥✉♠❜❡r t②♣❡✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏❛r✐t❤♠❡t✐❝
✜❧t❡r✐♥❣✑✳ ■♥ ❈●❆▲ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ❦❡r♥❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ✜❧t❡r❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❦❡r♥❡❧
❬❇❇P✵✶✱ ❉P✵✸❪✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐s ❝❛❧❧❡❞
✏❧❛③② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✑ ❬❋P✵✻❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
✐s ♥♦t ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜✉t ♦♥❧② ✇❤❡♥ r❡q✉✐r❡❞✳

◆♦t❡ t❤❛t ❡①❛❝t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐s ❡❛s✐❡r t❤❛♥ ❡①❛❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s✱ s♦ ❢♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛ ♥✉♠❜❡r t②♣❡
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♦♥❧② ❡①❛❝t ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

●❡♦♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

■♥ t❤❡ ❜✐❣ ♣✐❝t✉r❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈●❆▲ ❞❡✜♥❡s ❛ s❡t ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts✱
♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐t r❡q✉✐r❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛✐ts ❝❧❛ss✳ ❖❢t❡♥ t❤❡ ❈●❆▲ ❦❡r♥❡❧ ❝❛♥ s❡r✈❡ ❛s tr❛✐ts ❝❧❛ss
❜✉t s♦♠❡t✐♠❡s s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ♦❜❥❡❝ts✱ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ s♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝
tr❛✐ts ❝❧❛ss ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡ tr❛✐ts ❝❧❛ss ✐ts❡❧❢ t❛❦❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ❛s ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❛r✲
❣✉♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❢r❡❡❧② ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ❤❡✴s❤❡ ❝❛♥ ❡✈❡♥
❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ tr❛✐ts ❝❧❛ss ✇✐t❤ ❤✐s✴❤❡r ♦✇♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s ❣♦❡s
t❤❡ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t② t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥✱ ❡✳❣✳✱ ✇❤❡t❤❡r ♦r
♥♦t ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❢♦r ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐❡✇
♦♥ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤✐❡r❛r❝❤②✳

CGAL Algorithm

Geometric traits ...
NT ...

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❡♠♣❧❛t❡s ✐♥ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❈●❆▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭◆❚ ❂ ♥✉♠❜❡r t②♣❡✮✳

✸✳✷ ❚❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❬P❚✶✵❜❪ t❤❛t ❤❛✈❡ ♠❛✐♥❧② ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧✲
♦♣❡❞ ❜② ❙②❧✈❛✐♥ P✐♦♥ ❛♥❞ ▼♦♥✐q✉❡ ❚❡✐❧❧❛✉❞✳ ■t ❝♦♠♣✉t❡s s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢
♣♦✐♥t s❡ts ✐♥ E

3✳ ❈●❆▲ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈●❆▲ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝✲
t✉r❡ ❬P❚✶✵❛❪✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ str❡ss ♦♥ t❤❡ ♣❛rts t❤❛t ❛r❡
r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❧❛t❡r ♦♥✳



✹✷ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❆♣❛rt ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ E
3✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣

❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✱ ✐✳❡✳✱
♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✳ ❲❡ ♥♦✇ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡s✐❣♥✳

❚❤❡ ❝❧❛ss ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ ❛❝❝❡ss tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ≤ 3✳ ■t ✐s t❡♠♣❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛✐ts ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞❡r✐✈❡❞ ❝❧❛ss❡s ❉❡❧❛✉♥❛②❴❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸ ❛♥❞ ❘❡❣✉❧❛r❴tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸✳
❙❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳

Triangulation_3

GT:class

TDS:class

Delaunay_triangulation_3

GT:class

TDS:class

Regular_triangulation_3

GT:class

TDS:class

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ●❚ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛✐ts ❝❧❛ss
❛♥❞ ❚❉❙ t♦ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳

✸✳✷✳✶ ❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ tr❛✐ts

❆❧❧ ♦❜❥❡❝ts✱ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈●❆▲ ❑❡r♥❡❧✳ ❚❤✉s ✐t ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝
❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛✐ts ❝❧❛ss ❞♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛✐ts ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥

• ●❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts✿ P♦✐♥t❴✸✱ ❙❡❣♠❡♥t❴✸✱ ❚r✐❛♥❣❧❡❴✸✱ ❚❡tr❛❤❡❞r♦♥❴✸✳

• ●❡♦♠❡tr✐❝ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✿ ❈♦♠♣❛r❡❳❨❩❴✸✱ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥❴✸✱ ❛♥❞ ❛ ❢❡✇ ♠♦r❡ ❢♦r tr❡❛t✐♥❣
❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

• ●❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✿ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s tr✐✈✐❛❧
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts✳

❋♦r ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙✐❞❡❖❢❖r✐❡♥t❡❞❙♣❤❡r❡❴✸ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧❧②✳ ■t t❡sts ❢♦r ❢♦✉r ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❝♦♣❧❛♥❛r✱ ✇❤❡t❤❡r ❛ ✜❢t❤ ♣♦✐♥t ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡✱
♦✉ts✐❞❡✱ ♦r ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ♣♦✐♥ts✳ ❋♦r t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ♦✉t♣✉t t❤❡ ❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ❈♦♥str✉❝t❈✐r❝✉♠❝❡♥t❡r❴✸ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❢♦r r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ P♦✇❡r❚❡st❴✸ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❙✐❞❡❖❢❖r✐❡♥t❡❞❙♣❤❡r❡❴✸
t❡st✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❈♦♥str✉❝t❈✐r❝✉♠❝❡♥t❡r❴✸ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s
♦♥❧② r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤✉s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❉❡✲
❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ✉s❡ ❛ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ t❤❛t ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❡①❛❝t ♣r❡❞✐❝❛t❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦ ❡①❛❝t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳

✸✳✷✳✷ ❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡

❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t♦ st♦r❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ≤ 3✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✐t st♦r❡s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛❝t s♣❛❝❡ ✇✐t❤♦✉t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❆s E

3 ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛❝t✱ ❛ ✈❡rt❡① ❛t ✐♥✜♥✐t②
v∞ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ❛♥❞ t❤❡ st♦r❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E

3 ∪ {∞}✳ ❍❡r❡



✸✳✸✳ ❚❤❡ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✹✸

✇❡ ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢✉❧❧✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❤r❡❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ T

3
c t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ st♦r❡ ❤❛✈❡ ❛❧✇❛②s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❤r❡❡✳

❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ st♦r❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ■t st♦r❡s
t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❡❧❧s✱ ✇❤❡r❡ ✈❡rt✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❧❛②❡r ❛♥❞
❝❡❧❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❡tr❛❤❡❞r❛✳ ❊❛❝❤ ✈❡rt❡① ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ✐t ✐s
✐♥❝✐❞❡♥t t♦✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦✳ ❚❤❡
❝❡❧❧s st♦r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿

• ❋♦✉r ♣♦✐♥t❡rs t♦ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥❞❡①❡❞ ❢r♦♠ 0 t♦ 3✱

• ❋♦✉r ♣♦✐♥t❡rs t♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s ✐♥❞❡①❡❞ ❢r♦♠ 0 t♦ 3✱ ✇❤❡r❡ ✐♥❞❡① i ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ ✈❡rt❡① i✳

❚❤❡ ❧♦✇❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝❡s✱ ✐✳❡✳ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❢❛❝❡ts✱ ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿ ❆♥ ❡❞❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ✐t ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡
t✇♦ ✐♥❞✐❝❡s t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❡❞❣❡✳ ❆ ❢❛❝❡t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞
t❤r♦✉❣❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❡❧❧s ✐t ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① t❤❛t ✐s
♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝❡t✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♦♥❧② ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛❝❡t✳ ❙❡❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳

vextex 0 vertex 1

vertex 2

vertex 3

facet 0

neighbor 0

edge (1, 3)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❬P❚✶✵❛❪✳

❚❤❡ ❝❧❛ss r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✐s ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴❞❛t❛❴str✉❝t✉r❡❴✸✳
■t ✐s t❡♠♣❧❛t❡❞ ❜② ❛ ✈❡rt❡① ❝❧❛ss ❛♥❞ ❛ ❝❡❧❧ ❝❧❛ss✳ ❉❡❢❛✉❧t ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜✉t ❛♥② ❝❧❛ss❡s
t❤❛t ♠❡❡t t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❝❡❧❧s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❛❝❝❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ❤❛♥❞❧❡s✳ ■♥ ❈●❆▲ ❤❛♥❞❧❡

❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ♣♦✐♥t❡rs✳ ❚❤❡ t②♣❡s t♦ ❛❝❝❡ss ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ♥❛♠❡❞ ❱❡rt❡①❴❤❛♥❞❧❡ ❛♥❞ ❈❡❧❧❴❤❛♥❞❧❡✳

✸✳✸ ❚❤❡ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t s❡t ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳

❲❡ ✜rst ❣✐✈❡ ♥❛♠✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✿ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s
T

3
c ❛♥❞ T

3
3c

❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❜✉t ❛ss✉♠❡ t❤❛t c r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝✉❜❡ ♦❢ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ c✳
❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ✈❡rt✐❝❡s r❡♣r❡s❡♥t ♦r❜✐ts ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣
(Z3,+) ♦r (3Z

3,+)✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T
3
c ♦r T

3
3c
✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
3c

✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❛♠✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✳ ❇② ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rt❡①✱ ✇❡ ♠❡❛♥ ❛ ✈❡rt❡① ✇❤♦s❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♥ D3c ❧✐❡s ✐♥ Dc✳ ❇② ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣②✱ ✇❡ ♠❡❛♥ ❛ ✈❡rt❡① ✇❤♦s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
✐♥ D3c ❞♦❡s ♥♦t ❧✐❡ ✐♥ Dc✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳



✹✹ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ❆♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rt❡① ✇✐t❤ ✐ts ❡✐❣❤t ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ✐♥ ❛ ✾✲s❤❡❡t❡❞
❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ T

2
c ✳

❋r♦♠ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
E

3 ❛♥❞ T
3
c ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✿

• ✉s❡ ♦❢ ♦✛s❡ts✱

• ✉s❡ ♦❢ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s✱

• ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ✈❡rt❡① ❛t ✐♥✜♥✐t②✱

• ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t✇♦ ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r✳

❲❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧
❤♦✇ t❤❡ ♦✛s❡ts ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❤♦✇ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛✐ts ❝❧❛ss ♠✉st ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞✱ ❤♦✇ t❤❡
❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s ❛r❡ ♠❛♥❛❣❡❞ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞✱
s✉❝❤ ❛s ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡rt❡① r❡♠♦✈❛❧✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛❝❝❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s s♣❡❝✐✜❝ t♦ T

3
c✱ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥

str❛t❡❣✐❡s✱ ❛♥❞ ❞✉❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❱♦r♦♥♦✐ ♦✉t♣✉t✳

✸✳✸✳✶ ❉❡s✐❣♥

❚❤❡ ♣r❡✜① P❡r✐♦❞✐❝❴✸ t♦ ❝❧❛ss ♥❛♠❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s
t❤❛t ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ ❛ s♣❛❝❡ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ T

3
c✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❡r✐♦❞✐❝

s♣❛❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ♦❢ E
3 ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t✇♦ ♦r ♦♥❡

tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦♥❧②✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳
❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡

❈●❆▲ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✿ ❚❤❡ ❝❧❛ss P❡r✐♦❞✐❝❴✸❴tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧✐t② t❤❛t ✐s ♥♦t s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❛t ✐s ♠❛✐♥❧② ❛❝❝❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ P❡r✐♦❞✐❝❴✸❴❉❡❧❛✉♥❛②❴tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸
❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ❱♦r♦♥♦✐ s♣❡❝✐✜❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❞❞
❛♥♦t❤❡r ❝❧❛ss P❡r✐♦❞✐❝❴✸❴r❡❣✉❧❛r❴tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ P❡r✐♦❞✐❝❴✸❴
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r t❤❡ ✸❉ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ E

3✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❝❧❛ss P❡r✐♦❞✐❝❴✸❴r❡❣✉❧❛r❴tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸
❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

❆s ✐♥ t❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss❡s ❤❛✈❡ t✇♦ t❡♠✲
♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛✐ts ❛♥❞ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✜rst
♦♥❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✿ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ st♦r❡s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✇✐t❤♦✉t ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❆ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T

3
c ✐s ❛

s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ T
3
c ❛♥❞ t❤✉s ✇✐t❤♦✉t ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❙♦ ✇❡ ❝❛♥ r❡✉s❡ t❤❡



✸✳✸✳ ❚❤❡ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✹✺

Periodic_3_triangulation_3

GT:class

TDS:class

Periodic_3_Delaunay_triangulation_3

GT:class

TDS:class

Periodic_3_regular_triangulation_3

GT:class

TDS:class

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ●❚ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝
tr❛✐ts ❝❧❛ss ❛♥❞ ❚❉❙ t♦ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳

❝❧❛ss ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴❞❛t❛❴str✉❝t✉r❡❴✸ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❖♥❧② t❤❡ ✈❡rt❡① ❝❧❛ss ❛♥❞ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❧❛ss
♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳

✸✳✸✳✷ ❖✛s❡ts

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ s✐♠♣❧✐❝❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣♦✐♥t✲♦✛s❡t ♣❛✐rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♣♦✐♥ts ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦✛s❡ts ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Z

3✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ❛
♣♦✐♥t p t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ♦✛s❡t o ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ϕc(p, o) = p + c ∗ o ✐♥ E

3✱ ✐✳❡✳✱
{ϕc(p, o) | o ∈ Z

3} ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ p ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ (Z3,+)✳ ❆ k✲
s✐♠♣❧❡① ✐♥ T

3
c ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ T

3
c ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ k + 1

♣♦✐♥t✲♦✛s❡t ♣❛✐rs ✉♥❞❡r ϕc ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛ k✲s✐♠♣❧❡① ✐♥ T
3
3c

✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❜② t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ k + 1 ♣♦✐♥t✲♦✛s❡t ♣❛✐rs ✉♥❞❡r ϕ3c✳ ❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐t st♦r❡s✳ ❖✛✲
s❡ts ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣❡r ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉s❡s ♦❢ ♦✛s❡ts ✐♥ t❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ st♦r❡s ♦♥❧② t❤❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞
t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s s✐♠♣❧✐❝❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣♦✐♥t✲♦✛s❡t
♣❛✐rs✱ ✇❡ ♠✉st ❛❞❛♣t t❤❡ ❝❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❝❡❧❧ ✇❡ st♦r❡ ❢♦✉r ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❢♦✉r ♦✛s❡ts t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥✳ ❆
✈❡rt❡① r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t✳ ❚❤❡ ✈❡rt❡① ❝❧❛ss ✐ts❡❧❢ r❡♠❛✐♥s
✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ♦♥❧② st♦r❡s t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t t❤❛t ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ♦✛s❡ts ♠✉st ❜❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❜❡❝❛✉s❡
❛ ✈❡rt❡① ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✛s❡ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧s✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ■♥ σ t❤❡ ✈❡rt❡① v ❤❛s ♦✛s❡t
(
0
0

)
❀ ✐♥ τ t❤❡ ✈❡rt❡① v ❤❛s ♦✛s❡t

(
1
0

)
✳

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♦✛s❡t o ∈ Z
3 t❤❡ ❢♦✉r ♣♦✐♥t✲♦✛s❡t ♣❛✐rs (pi, oi) ❛♥❞ (pi, oi + o)✱

i = 0 . . . 3 ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❡❧❧ ✉♥❞❡r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛♣✳ ❋♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥



✹✻ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✇❛② ♦❢ st♦r✐♥❣ ❝❡❧❧s✿

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❡s v0, . . . , v3 ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✛s❡ts
o0, . . . , o3 ✇✐t❤ oi = (oix, oiy, oiz)✳ ❚❤❡♥

min{o0x, o1x, o2x, o3x} = 0

min{o0y, o1y, o2y, o3y} = 0

min{o0z, o1z, o2z, o3z} = 0

■♥t✉✐t✐✈❡❧② t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐♥ E
3 ❧✐❡s ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡

t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✇✐t❤♦✉t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦✛s❡ts✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✉♥❞❡r ϕc ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐s
❛❧✇❛②s ❡♥t✐r❡❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r❛♥t x ≥ 0✱ y ≥ 0✱ z ≥ 0✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ■♠❛❣❡s ♦❢ ❛❧❧ ❝❡❧❧s ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❈♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳

◆♦t❡ t❤❛t st♦r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❡♠♦r②
✉s❛❣❡✱ s♦ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛s ❝♦♠♣❛❝t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ s❤♦✇s t❤❛t ♦♥❡ ❜✐t ♣❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✷✳ ❋♦r ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ T
3
c ❛♥❞ T

3
3c
✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡♥❝♦❞❡

t❤❡ ♦✛s❡ts ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❜✐ts✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ st❛t❡♠❡♥t ✷ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✾✿ F (2) ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡✐❣❤t ❝♦♣✐❡s
♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝✉❜❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ♦✛s❡ts ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❜✐ts✳

◆♦t❡ t❤❛t ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✷ ❛❝t✉❛❧❧② ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② t♦r✉s ✇✐t❤ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❞♦♠❛✐♥✳

❆s ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦✉r ♦✛s❡ts✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ t❤r❡❡ ❜✐ts t♦ ❜❡ st♦r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✷✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ st♦r❡ ✶✷ ❡①tr❛ ❜✐ts ♣❡r ❝❡❧❧✳ ❲❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡ ♦♥❡ ✉♥s✐❣♥❡❞

✐♥t t♦ st♦r❡ t❤❡ ❢♦✉r ♦✛s❡ts ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❚❤✐s s♣❛❝❡✲❡✣❝✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ✉s❡❞
t♦ st♦r❡ ♦✛s❡ts ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ❋♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✇✐t❤ ♦✛s❡ts ✇❡ ✉s❡ ❛
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣❡r ✈❡❝t♦r t❤❛t ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♠✉❝❤ ❜✐❣❣❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ♦✛s❡ts✳

❋♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦✛s❡ts✿
❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c ♦r T

3
3c
✳ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥

τ ✐♥ E
3 t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ c ✐♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✇ ❧❡t

σ ❜❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ c✳ ❚❤❡♥ σ ❛♥❞ τ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❛❞❥❛❝❡♥t ✐♥ E

3✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✳



✸✳✸✳ ❚❤❡ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✹✼

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ✭◆❡✐❣❤❜♦r ♦✛s❡t✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦✛s❡t ζ s✉❝❤ t❤❛t ϕc(σ, ζ) ✐s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦
τ ✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♦✛s❡t ζ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦✛s❡t ❢r♦♠ τ t♦ σ✳

❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦✛s❡t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ▲❡t v ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✈❡rt✐❝❡s
♦❢ τ ❛♥❞ σ✳ ❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦✛s❡t ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✛s❡t ♦❢ v ✐♥ τ ❛♥❞ t❤❡ ♦✛s❡t
♦❢ v ✐♥ σ✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦✛s❡t ❢r♦♠ τ t♦ σ ✐s
(
1
0

)
✳

◆❡✐❣❤❜♦r ♦✛s❡ts ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ✇❛❧❦
❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✐♥❞❴❝♦♥❢❧✐❝ts t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡
❝♦♥✢✐❝t r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t✳

❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♥♦t❛t✐♦♥✿ ▲❡t pv ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① v ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❇② ✏♦✛s❡t o ♦❢ ❛
✈❡rt❡① v ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♣♦✐♥t p✑ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡ ♦✛s❡t ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥t pv ✐♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ϕc(p, 0) ❛♥❞ ϕc(pv, o)✳

✸✳✸✳✸ ❚r❛✐ts

❚❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❝❚r❛✐ts ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r
❈●❆▲ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♥
t❛❦❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✛s❡ts ❛s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ t❤❛t t❛❦❡s
♦♥❧② ♣♦✐♥ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❞❛♣t❡r
t❤❛t ✇♦r❦s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❧✐st✐♥❣✿

❜♦♦❧ ♣❡r✐♦❞✐❝❴♣r❡❞✐❝❛t❡✭P♦✐♥t ♣✶✱ ✳✳✳✱ P♦✐♥t ♣❦✱

❖❢❢s❡t ♦✶✱ ✳✳✳✱ ❖❢❢s❡t ♦❦✮ ④

r❡t✉r♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡✭♣✶ ✰ ❝ ✯ ♦✶✱ ✳✳✳✱ ♣❦ ✰ ❝ ✯ ♦❦✮❀

⑥

❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❴❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ❝ ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ s♦ ✐t ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡
❝❧❛ss P❡r✐♦❞✐❝❴✸❴tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸ ❛♥❞ ♥♦t ♦❢ t❤❡ tr❛✐ts ❝❧❛ss✳ ❲❡ ❡♥❞♦✇ t❤❡ tr❛✐ts ❝❧❛ss
✇✐t❤ ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss P❡r✐♦❞✐❝❴✸❴tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸✳

❚❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s t❛❦✐♥❣ ♦♥❧② ♣♦✐♥ts ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜✉t ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡♠ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥❝② r❡❛s♦♥s✿ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ✐❢ ❛❧❧ ♦✛s❡ts ❛r❡
③❡r♦✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♥♦ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ♦✛s❡ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s
❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧❡ss ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❊①❛❝t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✱ t❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❡①❛❝t ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ♥♦ ❡①❛❝t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧



✹✽ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✉♥♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠
✐s t❤❡ ♦♥❧② ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛✳

❋♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❉✉r✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥
s♦♠❡ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♠❜❡❞ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ E

3 ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✳ ❚r❛♥s❧❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐❢

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ❚♦ t❡st ♦♥ ✇❤✐❝❤ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❝✐r❝❧❡ ♦❢ t ❛ ♣♦✐♥t q ❧✐❡s✱ p
♠✉st ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✜rst✳

✐t ✐s ♥♦t ❡①❛❝t✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐ts t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ r❡q✉✐r❡ ❡①❛❝t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r ❡✣❝✐❡♥❝②
r❡❛s♦♥s✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ✇❡ r❡❣r♦✉♣ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✐♥
♥❡✇ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s t❛❦✐♥❣ ♣♦✐♥t✲♦✛s❡t ♣❛✐rs ❛s
❛r❣✉♠❡♥ts ❛❜♦✈❡✿ ❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐s ♥♦✇ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥❡✈❡r r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r② ❜✉t
♦♥❧② tr❡❛t❡❞ s②♠❜♦❧✐❝❛❧❧②✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ❛❧❧ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ❡✣❝✐❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r
❡①❛❝t ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
3c
✱

t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦✉ts✐❞❡ Dc st♦r❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ Dc ❛♥❞ ❛r❡
❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥ ♦✛s❡t✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ Dc ❛r❡ ♥❡✈❡r ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳

✸✳✸✳✹ ❈♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s

❍❡r❡ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛♥❞❧❡s ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❤♦✇ ✇❡ ❤❛♥❞❧❡
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ s♠❛❧❧
♣♦✐♥t s❡ts r❡q✉✐r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ T

3
3c
✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ❧❛r❣❡ ♣♦✐♥t s❡ts ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ T

3
c✳

❙♦✱ ♦♥❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐ss✉❡ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛♥② ♦✈❡r❤❡❛❞ ❢♦r
❤❛♥❞❧✐♥❣ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
c✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♣✐❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ T
3
3c
✱ ✷✼ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ✐♥ T

3
3c
✱

✇❡ ❝❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ✇✐t❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♥ Dc ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rt✐❝❡s✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ✈❡rt✐❝❡s ♣❡r✐♦❞✐❝
❝♦♣✐❡s✳

❈♦♣② s❤✐❢t ❲❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T
3
3c
✱ ✈❡rt✐❝❡s r❡♣r❡s❡♥t ♦r❜✐ts ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❣r♦✉♣ (3Z
3,+)✳ ❙♦ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ D3c ♦❢ ❛♥ ♦r❜✐t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✈❡rt❡① ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②

❧✐❡ ✐♥ Dc✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Dc✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ st♦r❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛
♣♦✐♥t ✐♥ D3c✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ D3c

♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣② ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s
❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ st♦r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t p
✐♥ Dc ❛♥❞ ❛ ❝♦♣② s❤✐❢t s✱ s✉❝❤ t❤❛t ϕc(p, s) ✐s t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣② ✐♥ D3c✳ ❈♦♣② s❤✐❢ts ❛r❡



✸✳✸✳ ❚❤❡ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✹✾

♦♥❧② r❡q✉✐r❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T
3
3c
✱ s♦ ✇❡ ❞♦ ♥♦t st♦r❡ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛

str✉❝t✉r❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ♠❡♠♦r② ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ❚❤❡② ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss ✐ts❡❧❢ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ▲✐❦❡ ♦✛s❡ts✱ ❝♦♣② s❤✐❢ts ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Z

3✳
■♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ r❡✉s❡ t❤❡ ♦✛s❡t ❝❧❛ss t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♣② s❤✐❢ts✳

❉❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❍❡r❡ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❝♦♣② s❤✐❢t ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
✈❡rt❡①✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② st♦r❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ♣❡r✐✲
♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡ ❡✐t❤❡r✳ ❲❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ st❞✿✿♠❛♣ ✇✐t❤ ❱❡rt❡①❴❤❛♥❞❧❡ ❛s ❦❡② t②♣❡ ❛♥❞
st❞✿✿♣❛✐r❁❱❡rt❡①❴❤❛♥❞❧❡✱❈♦♣②❴s❤✐❢t❃ ❛s ✈❛❧✉❡ t②♣❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① t❤❛t ✐s
♥♦t ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rt❡① ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rt❡① ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♣② s❤✐❢t✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s
♠❛♣ ❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦✈❡r✐♥❣ ♠❛♣✱ s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳ ■t ✐s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss P❡r✐♦❞✐❝❴✸❴tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸✳
❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ❚❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❛rr♦✇ r❡❧❛t✐♦♥✳

❋♦r s♦♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♣② ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❡rt❡①
❜✉t ✇❡ ♠✉st ❛❧s♦ ✜♥❞ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rt❡①✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♠❛♣
t❤❛t st♦r❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rt❡① ❛❧❧ ✐ts ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s✳ ❚❤❡ ❦❡② t②♣❡ ♦❢ t❤✐s ♠❛♣ ✐s ❛❣❛✐♥
❱❡rt❡①❴❤❛♥❞❧❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ t②♣❡ ✐s st❞✿✿✈❡❝t♦r❁❱❡rt❡①❴❤❛♥❞❧❡❃✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❝♦♣② s❤✐❢ts ❛r❡
✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s t❡r♥❛r② ♥✉♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣② ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r❀ ✐✳❡✳✱
t❤❡ ❝♦♣② ✇✐t❤ ❝♦♣② s❤✐❢t (i, j, k) ✐s st♦r❡❞ ❛s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥❞❡① i ·32 + j ·31 +k ·30✳
❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♠❛♣ r❡✈❡rs❡❴❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣✳

❑❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡
✇❤❡♥ t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t♦ T

3
c✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
c✱ ✇❡

♠❛✐♥t❛✐♥ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❡❞❣❡s t❤❛t ❛r❡ t♦♦ ❧♦♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s ❞❛t❛ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
3c
✱ ♦t❤❡r✇✐s❡

✐t ✐s ❡♠♣t②✳ ■t ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❚❤❡ ✉s❡❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ st❞✿✿♠❛♣ ✇✐t❤ ❦❡②
t②♣❡ ❱❡rt❡①❴❤❛♥❞❧❡ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡ t②♣❡ st❞✿✿❧✐st❁❱❡rt❡①❴❤❛♥❞❧❡❃✳ ■❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ✐s t♦♦ ❧♦♥❣✱
♦♥❡ ♦❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s ✐s st♦r❡❞ ❛s ❛ ❦❡② ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❧✐st✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✳

■♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ st♦r❡ ❡❞❣❡s t✇✐❝❡ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❱❡rt❡①❴❤❛♥❞❧❡s
❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❛ ❱❡rt❡①❴❤❛♥❞❧❡ ✐♥ ❛ ❦❡② ✐s ❛❧✇❛②s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡
❱❡rt❡①❴❤❛♥❞❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐st✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡
♠❡♠♦r② ❛❞❞r❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❱❡rt❡①❴❤❛♥❞❧❡s✳

❲❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T
3
3c
✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✇❡ ✐♥s❡rt ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ♦r r❡♠♦✈❡ ❛ ✈❡rt❡①

✇❡ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ ✇❡ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡



✺✵ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❚❤❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st✳

❝♦♥✢✐❝t r❡❣✐♦♥ t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡
♦❢ t❤❡ ♥❡✇❧② ✐♥s❡rt❡❞ ❝❡❧❧s ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ❛♥❞ ✐❢
s♦✱ ✇❡ ✐♥s❡rt ✐t ✐♥t♦ t❤❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡♠♦✈❡s ❛♥❞ r❡✐♥s❡rts
t❤❡ s❛♠❡ ❡❞❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s q✉✐t❡
❞✐✣❝✉❧t t♦ t❡st ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡❞❣❡ ✇❤❡t❤❡r ✐t ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡✳ ■t t✉r♥s ♦✉t
t♦ ❜❡ ❢❛st❡r t♦ r❡♠♦✈❡ ❛♥❞ r❡✐♥s❡rt s♦♠❡ ❡❞❣❡s r❡❞✉♥❞❛♥t❧②✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❡st✐♥❣ ❢♦r ❛❧❧ ♦❢
t❤❡♠✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡✳

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✈❡rt❡① r❡♠♦✈❛❧ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞✳

❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ T
3
3c

t♦ T
3
c ❖♥❝❡ t❤❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st ✐s ❡♠♣t②✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr✐❛♥❣✉✲

❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ T
3
c✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ✐t❡r❛t❡ ❢♦✉r t✐♠❡s ♦✈❡r ❛❧❧ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ♦♥❝❡ ♦✈❡r

❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✮✿

❈❡❧❧ ✶✳ ▼❛r❦ ❛❧❧ ❝❡❧❧s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞✳ ❈❡❧❧s ❛r❡ ❞❡❧❡t❡❞ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ T

3
c ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳

✷✳ ❋♦r ❛❧❧ ✉♥♠❛r❦❡❞ ❝❡❧❧s✱ r❡❞✐r❡❝t t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♣♦✐♥t❡rs t♦ t❤❡ ♥❡✇ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✱ ✐❢ t❤❡② ♣♦✐♥t t♦ ❛ ♠❛r❦❡❞ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣✳

✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✈❡rt✐❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rt✐❝❡s ❜✉t ♣❡r✐♦❞✐❝
❝♦♣✐❡s✳ ❋♦r ❛❧❧ ✉♥♠❛r❦❡❞ ❝❡❧❧s✱ r❡❞✐r❡❝t t❤❡ ✈❡rt❡① ❤❛♥❞❧❡s t❤❛t ♣♦✐♥t t♦ ✈❡rt✐❝❡s
t❤❛t ❛r❡ t♦ ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rt✐❝❡s✳

✹✳ ❉❡❧❡t❡ ❛❧❧ ♠❛r❦❡❞ ❝❡❧❧s✳

❱❡rt❡① ❉❡❧❡t❡ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rt✐❝❡s✳

❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ T
3
c t♦ T

3
3c

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T
3
c ✇❡

✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ♥❡❡❞ t♦ s✇✐t❝❤ ❜❛❝❦ t♦ T
3
3c

✐❢ ✇❡ ❥✉st ❦❡❡♣ ✐♥s❡rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✈❡rt❡①
r❡♠♦✈❛❧ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ✐t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s✇✐t❝❤ ❜❛❝❦ t♦ T

3
3c
✳ ❙♦ ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① r❡♠♦✈❛❧ ✕ ❡✈❡♥

✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T
3
c ✕ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ❝❡❧❧s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❡❞❣❡s

t❤❛t ❛r❡ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳



✸✳✸✳ ❚❤❡ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✺✶

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ❚❤❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❝❡❧❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡
❞❡❧❡t❡❞ ❛r❡ ♥♦t ❞r❛✇♥✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s ❡①❡♠♣❧❛r② ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♥❡✇ ❛❞❥❛❝❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ T
3
c t♦ T

3
3c

t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
❢r♦♠ T

3
3c

t♦ T
3
c ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■t ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❋✐rst ❝r❡❛t❡ ✷✻ ❝♦♣✐❡s

♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣ ❛♥❞ t❤❡ r❡✈❡rs❡❴❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣✳ ■t❡r❛t❡
♦✈❡r ❛❧❧ ❝❡❧❧s ❛♥❞ st♦r❡ t❤❡ ✈❡rt❡① ♦✛s❡ts ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦✛s❡ts ✐♥ s♦♠❡ t❡♠♣♦r❛r② ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡s✳ ◆♦✇ ❝r❡❛t❡ ✷✻ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡✐r ✈❡rt✐❝❡s ❢r♦♠ t❤❡
r❡✈❡rs❡❴❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt❡① ♦✛s❡ts ❢r♦♠ t❤❡ t❡♠♣♦r❛r② ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ◆♦t❡
t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ T

3
3c
✳ ❚❤✉s

t❤❡② ✇✐❧❧ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❛❧❧ ♦✛s❡ts ③❡r♦✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❤❛❞ ♥♦♥✲③❡r♦ ♦✛s❡ts
❜❡❢♦r❡✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ♦✛s❡ts ♠✉st ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡✐r ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ✇✐t❤
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♣② s❤✐❢t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡✈❡rs❡❴❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ s❡t t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❡❧❧s✱ t❤❡ ❝❡❧❧ ♣♦✐♥t❡rs
♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✱ t❤❡ ✈❡rt❡① ♦✛s❡ts ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t♦ s❡t ✉♣ t❤❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st✳

✸✳✸✳✺ P♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ✇♦r❦ ♦♥❧② ❢♦r ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳

❚❤❡ r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ✇❛❧❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹ ✇♦r❦s ✐♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉✲
❧❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ✐❢ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ E

3 ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ t❡sts✳
❊❛❝❤ t✐♠❡ ✇❡ ✇❛❧❦ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝❡❧❧ t♦ t❤❡ ♥❡①t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦✛s❡ts
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♦✛s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❝❡❧❧✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✳

❚❤❡ ✇❛❧❦ ✐s st❛rt❡❞ ❛t ❛ r❛♥❞♦♠ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤✐s st❛rt✐♥❣ ❝❡❧❧ ❤❛s ❛
♥♦♥✲❡♠♣t② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ✐t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t
✐t ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t t♦ ❧♦❝❛t❡ ♦r ❡✈❡♥ ❝♦♥t❛✐♥s ✐t ❜✉t ✐ts ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥
E

3 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ❛♣♣❡❛rs ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❡❛s✐❧② ❜② t❡st✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❝❡❧❧ ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦♥✲
③❡r♦ ♦✛s❡t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✕ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ✕ ✇❡ st❛rt t❤❡ ♣♦✐♥t
❧♦❝❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❛t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✳ ❚❤✐s ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ✇❛❧❦ ❢r♦♠ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ st❛rt✐♥❣
❝❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝❧♦s❡✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ♦❝❝✉rs ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✾✳



✺✷ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ❲❤❡♥ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❡❞❣❡✱ t❤❡ ♦✛s❡t ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❡❧❧ ❝❤❛♥❣❡s✳ ●r❡❡♥ tr✐❛♥❣❧❡✿ st❛rt✐♥❣ ❝❡❧❧✱ r❡❞ tr✐❛♥❣❧❡✿ ❝❡❧❧
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ q✉❡r② ♣♦✐♥t q✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ❆s t❤❡ ♣♦✐♥t ✐s ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱
✇❡ st❛rt t❤❡ ✇❛❧❦ ❛t ❛ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❡❧❧✳ ●r❡❡♥ tr✐❛♥❣❧❡✿
st❛rt✐♥❣ ❝❡❧❧✱ r❡❞ tr✐❛♥❣❧❡✿ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ q✉❡r② ♣♦✐♥t q✳

✸✳✸✳✻ P♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥

■❢ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T
3
c✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡

✇❛② ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✳ ■❢ ✇❡ ✇♦r❦ ✐♥ T
3
3c
✱ t❤❡♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♠✉st ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✷✼

t✐♠❡s ❜② t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✇❡ ♠✉st
♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♠❛♣s ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st✳

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✱ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ st❡♣ ✜rst ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❝❡❧❧s t❤❛t ❛r❡ ✐♥
❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇❧② ✐♥s❡rt❡❞ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡♥ ✐t ❞❡❧❡t❡s t❤❡s❡ ❝❡❧❧s✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✐s r❡✜❧❧❡❞ ❜② ♥❡✇ tr✐❛♥❣❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ❛s ❛ ✈❡rt❡①✳ ■❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢
t❤❡ ❤♦❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛✈❡ ♥♦♥✲❡♠♣t② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ s♦♠❡
♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❝❡❧❧s ✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ❤♦❧❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ✈❡rt✐❝❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲③❡r♦ ♦✛s❡ts ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✮✳ ■t
✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ ♦✛s❡ts ❜② ✇❛❧❦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❤♦❧❡
✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦✛s❡ts✳ ❇✉t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ q✉✐t❡ ❝♦st❧② ✐♥
t❡r♠s ♦❢ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ♠♦r❡ t✐♠❡✲❡✣❝✐❡♥t ❜✉t ❧❡ss s♣❛❝❡✲❡✣❝✐❡♥t
❛♣♣r♦❛❝❤✿

• ❉✉r✐♥❣ t❤❡ st❡♣ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❝❡❧❧s ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
♦✛s❡ts ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡s❡



✸✳✸✳ ❚❤❡ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✺✸

♦✛s❡ts ❛r❡ t❡♠♣♦r❛r✐❧② st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✳

• ❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❝r❡❛t❡❞ t❤❡ ♥❡✇ ❝❡❧❧s✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❣❡t t❤❡ st♦r❡❞ ♦✛s❡ts ❢r♦♠ t❤❡
✈❡rt✐❝❡s t♦ ❝♦rr❡❝t❧② s❡t t❤❡ ♦✛s❡ts ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧s✳

• ❆❢t❡r ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ t❤❡ ♦✛s❡ts t❤❛t ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❧❡❛r❡❞ ♦✛✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♥♦t ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ❢✉t✉r❡ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥s✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s t♦ st♦r❡ ♦♥❡ ♦✛s❡t ✐♥ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❛♥❞ t❤✉s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♦♠❡
❡①tr❛ ♠❡♠♦r②✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② s♠❛❧❧
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✶✮✱ t❤✐s ♠❡♠♦r② ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♦✛s❡ts ❛r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ✈❡rt✐❝❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ❚❤❡ ❜♦❧❞❢❛❝❡❞ ❝♦❧♦r❡❞ ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡
❞✉r✐♥❣ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ♦✛s❡ts ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❤♦❧❡✬s ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ s❤♦✇♥❀ t❤❡②
✐♥❞✐❝❛t❡ ❤♦✇ t♦ tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ s❤❛❞❡❞ ♣♦❧②❣♦♥✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥❧② ✇♦r❦s ✐❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ ❜❛❧❧✳ ❚❤❡ ❤♦❧❡
✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ s✐♠♣❧✐❝❡s ♦❢ t❤❡ st❛r ♦❢ t❤❡ ♥❡✇❧② ✐♥s❡rt❡❞ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✉s ✐❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡
❛❢t❡r t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① t❤❡♥ t❤❡ ❤♦❧❡ ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ ❜❛❧❧✱
❝❢✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✻ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽✳

✸✳✸✳✼ ❱❡rt❡① r❡♠♦✈❛❧

■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r r❡♠♦✈✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✳

❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① r❡♠♦✈❛❧ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡❧❡t✐♥❣ ❛❧❧ t❡tr❛❤❡✲
❞r❛ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ✈❡rt❡① ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❤♦❧❡✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽
✭♣❛❣❡ ✷✹✮✱ t❤✐s ❤♦❧❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ ❜❛❧❧✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ♠✉st ❜❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤✐s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ s❡✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ❆s t❤❡
❤♦❧❡ ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ ❜❛❧❧✱ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E

3 ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈●❆▲ ✸❉
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡r❡ st✐❧❧ ✐s ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐ss✉❡✿ ❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ♠✉st ❜❡ s❡✇❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ❤♦❧❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❞❡❧❡t✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt❡① ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❛ ❈●❆▲ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❈●❆▲ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
❛r❡ ♥♦t t②♣❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ❚❤❛t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rt❡①
❛♥❞ ❝❡❧❧ ❝❧❛ss❡s ❢♦r st♦r✐♥❣ t❤❡ ♦✛s❡ts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❙♦ ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♣② t❤❡



✺✹ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡✇✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❜✉t t❤❡② ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡
r✐❣❤t t②♣❡✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T
3
3c

t❤❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣ ❛♥❞ t❤❡ r❡✈❡rs❡❴❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣✳

❲❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T
3
c✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✈❡r✐❢② ❛❢t❡r ❡❛❝❤ r❡♠♦✈❛❧ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❡❞❣❡s t❤❛t

❛r❡ t♦♦ ❧♦♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞
t♦ T

3
3c
✳

✸✳✸✳✽ ❆❝❝❡ss

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s st♦r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✐✳❡✳✱
t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① ♦❢ ✐♥❞❡① ✐ ✐♥ ❝❡❧❧ ❝ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ❝✲❃✈❡rt❡①✭✐✮✲❃♣♦✐♥t✭✮✱
❢♦r ✐∈ {0, 1, 2, 3}✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❥❡❝t ❛ s✐♠♣❧❡① ✐♥t♦ E

3✱ t❤❡ ♦✛s❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t❤✐♥❣s t♦ ❝♦♥✲
s✐❞❡r✿ ✭✶✮ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ T

3
c ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ T

3
3c
✳ ✭✷✮

❲❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T
3
3c
✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ Dc ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡

❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣✳ ❚♦ ❤✐❞❡ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡♠❜❡r
❢✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✿ ❚❤❡ ❝❛❧❧ t♦ ❝✲❃✈❡rt❡①✭✐✮✲❃♣♦✐♥t✭✮ ❝❛♥
♥♦✇ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❝❛❧❧ t♦ t❤✐s✲❃♣♦✐♥t✭❝✱✐✮✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❢❡t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❞✐r❡❝t❧②✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t✭❝✱✐✮ ❛❧s♦ ❢❡t❝❤❡s
t❤❡ ♦✛s❡ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♣② s❤✐❢ts ❢r♦♠ t❤❡
❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣ ✐❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ T

3
3c
✳

❚♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡ ✐t❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛t♦rs ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡
❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r ✐t st♦r❡s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c ♦r ♦❢ T

3
3c
✳ ■❢ t❤❡

tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ T
3
3c
✱ t❤❡ ✐t❡r❛t♦r r❡t✉r♥s ✷✼ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♠♣❧❡①✳ ■t ✐s

♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜❧t❡r ♦✉t ❝♦♣✐❡s ❛t t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❤❛s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
r❡❛s♦♥✿ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ T

3
3c

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ✐♥ T
3
c✳ ■❢ ✐t❡r❛t♦rs

✇♦✉❧❞ r❡t✉r♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♣② ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♠♣❧❡①✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✱ ❡✳❣✳ ✐♥ t❤❡
❛❞❥❛❝❡♥❝② ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ r❡t✉r♥❡❞ s✐♠♣❧✐❝❡s ❞♦ ♥♦t ❢♦r♠ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱
s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❋♦r s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♣② ♦❢
❡❛❝❤ s✐♠♣❧❡① ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ r❡t✉r♥❡❞ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ❞♦❡s ♥♦t ❢♦r♠ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ❆♥ ✐t❡r❛t♦r r❡t✉r♥✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣② ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♠♣❧❡①✱
r❡t✉r♥s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❢❛❝❡ pqr ❜✉t ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ ✐ts t❤r❡❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❢❛❝❡s✳

❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✇✐t❤♦✉t ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐t❡r❛t♦rs



✸✳✸✳ ❚❤❡ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✺✺

t❤❛t ♦♥❧② ♦✉t♣✉t s✐♠♣❧✐❝❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❧✐❦❡
t❤♦s❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻ ❝❛♥♥♦t ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡s❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐t❡r❛t♦rs ❡①✐st ❢♦r ❛❧❧ ❢♦✉r t②♣❡s
♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s✿ ♣♦✐♥ts✱ s❡❣♠❡♥ts✱ tr✐❛♥❣❧❡s✱ ❛♥❞ t❡tr❛❤❡❞r❛✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♦♥s
t♦ s♣❡❝✐❢② ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡t✉r♥❡❞✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿

• ❙❚❖❘❊❉ ■t❡r❛t❡s ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ st♦r❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ✐t s❤♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
❛s t❤❡ ✐t❡r❛t♦rs ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳

• ❙❚❖❘❊❉❴❈❖❱❊❘❴❉❖▼❆■◆ ■t❡r❛t❡s ♦✈❡r ❛❧❧ s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦♥✲❡♠♣t② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s st♦r❡❞ ✐♥✱ ✐✳❡✳ ✷✼
❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ T

3
3c
✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❛t

✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡t✉r♥❡❞ s❡✈❡r❛❧
t✐♠❡s✳

• ❯◆■◗❯❊ ■t❡r❛t❡s ♦♥❧② ♦✈❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♣② ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♠♣❧❡①✳

• ❯◆■◗❯❊❴❈❖❱❊❘❴❉❖▼❆■◆ ■t❡r❛t❡s ♦♥❧② ♦✈❡r t❤♦s❡ s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦♥✲❡♠♣t② ✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆s ❢♦r ❙❚❖❘❊❉❴❈❖❱❊❘❴❉❖▼❆■◆ ❜♦✉♥❞❛r② s✐♠♣❧✐❝❡s
✇✐❧❧ ❜❡ r❡t✉r♥❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ❚❤❡ ❢♦✉r ♠♦❞❡s ❢♦r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐t❡r❛t♦rs✳ ❚♦♣ ❧❡❢t✿ ❙❚❖❘❊❉✳ ❚♦♣
r✐❣❤t✿ ❙❚❖❘❊❉❴❈❖❱❊❘❴❉❖▼❆■◆✳ ❇♦tt♦♠ ❧❡❢t✿ ❯◆■◗❯❊✳ ❇♦tt♦♠ r✐❣❤t✿ ❯◆■◗❯❊❴❈❖❱❊❘❴❉❖▼❆■◆✳
❍❡r❡ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ T

3
3c

❛♥❞ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦✉t♣✉t ❜② t❤❡ ✐t❡r❛t♦rs ❛r❡
s❤♦✇♥✳

✸✳✸✳✾ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❈●❆▲ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✳ ❚❤❡s❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳



✺✻ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❍✐❡r❛r❝❤② ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❤✐❡r❛r❝❤② ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ✜♥✐t❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❛②❡rs ❛r❡ ❝♦❛rs❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❛②❡rs✳
❚♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❧❛②❡rs✱ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❤❛s ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡rt❡① ✐♥ t❤❡ ❧❛②❡r
❜❡❧♦✇ ✭❞♦✇♥✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛②❡r ❛❜♦✈❡ ✭✉♣✮ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛②❡r ❛❜♦✈❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤
✈❡rt❡① ❤❛s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡rt❡① ✐♥ t❤❡ ❧❛②❡r ❜❡❧♦✇✱ s♦ t❤❡ ❞♦✇♥✲♣♦✐♥t❡r ❛❧✇❛②s ♣♦✐♥ts t♦
s♦♠❡ ✈❡rt❡① ❡①❝❡♣t ❢♦r ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r♠♦st ❧❛②❡r✳

❋♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐t ✐s ❤✐❣❤❧② ♣r♦❜❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❛rs❡r ✭✉♣♣❡r✮ ❧❛②❡rs ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ T

3
3c

✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜♥❡r ✭❧♦✇❡r✮ ❧❛②❡rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ T
3
c✳ ❲❡ ✐♥❞❡① t❤❡ ❧❛②❡rs

❢r♦♠ ❜♦tt♦♠ t♦ t♦♣✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❧♦✇❡r♠♦st ❧❛②❡r ❤❛s ✐♥❞❡① ✵✳ ▲❡t ❧❛②❡r i ❜❡ t❤❡ ✉♣♣❡r♠♦st
❧❛②❡r r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ T

3
c❀ s♦ ❧❛②❡r i + 1 ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ T

3
3c
✳ ❚❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s

♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❧❛②❡r i + 1 ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❛②❡r i✱
❛♥❞ t❤✉s t❤❡✐r ❞♦✇♥✲♣♦✐♥t❡r ✐s ♥♦t s❡t✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ✉♥❞❡✜♥❡❞ ❞♦✇♥✲♣♦✐♥t❡rs✱ ✇❡ ❧❡t ❛❧❧ t❤❡
❞♦✇♥✲♣♦✐♥t❡rs ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rt❡① ✐♥st❡❛❞✳ P❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ❞♦
♥♦t ❤❛✈❡ ✉♣✲♣♦✐♥t❡rs ❛s t❤❡② ❛r❡ ♥♦t r❡q✉✐r❡❞✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ✭✶❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ✉♣✲ ❛♥❞ ❞♦✇♥✲♣♦✐♥t❡rs ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
✈❡rt❡① ♦♥❡ ❧❛②❡r ❧♦✇❡r✳

❙♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹ ❝❛♥ ❜❡ r❡✉s❡❞ ✇✐t❤♦✉t
❛♥② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t t✇♦
♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❤❛✈❡ s♠❛❧❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ E

d✳ ❆s t❤❡ ✐♥♣✉t
♣♦✐♥t s❡t ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❧✐❡s ✐♥ Dc✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ E

d✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②
r❡♠❛✐♥s tr✉❡✳

✸✳✸✳✶✵ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ ✐✳❡✳ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❤❛t ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ❜✉t ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❋♦r❝❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ t❤❡ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹
✐s s✉✣❝✐❡♥t ❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦✐♥t s❡t ❞❡✜♥❡s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐✲
❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c✳ ❚❤❛t ✐s✱ ♣♦✐♥t s❡t ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T

3
c ❡✈❡♥ ✐❢ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ✐s

♥♦t ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❆ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t
❛❢t❡r ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T

3
c ❛♥②♠♦r❡✳ ◆❡✈✲

❡rt❤❡❧❡ss✱ ❢♦r ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥②♠♦r❡✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦
❝♦♥✈❡rt ✐t ❢r♦♠ T

3
3c

t♦ T
3
c✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s❴tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✐♥❴✶❴s❤❡❡t✭✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡



✸✳✸✳ ❚❤❡ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✺✼

t❡st ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡rt❴t♦❴✶❴s❤❡❡t❡❞❴❝♦✈❡r✐♥❣✭✮
❛♥❞ ❝♦♥✈❡rt❴t♦❴✷✼❴s❤❡❡t❡❞❴❝♦✈❡r✐♥❣✭✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡rt ❜❡t✇❡❡♥ T

3
c ❛♥❞ T

3
3c
✳

❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❆s ✐♥ t❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②
❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s r❡q✉✐r❡s
❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s ✐s ❡①❛❝t ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❡①❛❝t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳

❚♦ r❡t✉r♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s✐♠♣❧❡① r❡t✉r♥
✐ts ❞✉❛❧✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡s ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts✿

❉❡❧❛✉♥❛② ❱♦r♦♥♦✐

❈❡❧❧ P♦✐♥t
❋❛❝❡t ❙❡❣♠❡♥t
❊❞❣❡ P♦❧②❣♦♥
❱❡rt❡① P♦❧②❤❡❞r♦♥

◆♦t❡ t❤❛t ♣♦❧②❣♦♥s ❛♥❞ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ❛r❡ ♥♦t s✐♠♣❧✐❝❡s ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❝♦♥st❛♥t s✐③❡✱ s♦
t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❦❡r♥❡❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❈●❆▲ s✉✐t❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦♥❧② ❞✉❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❢❛❝❡ts ❛♥❞ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧s ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❡❛s✐❧②
❢r♦♠ t❤✐s ♦✉t♣✉t✳ ■♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❛s❡ t❤❡ ❞✉❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❢❛❝❡ts ❛♥❞ ❝❡❧❧s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t✱
t♦♦✱ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❞✉❛❧ ♣♦❧②❣♦♥s ❛♥❞
❞✉❛❧ ♣♦❧②❤❡❞r❛ s♦♠❡ ✈❡rt✐❝❡s ♠✐❣❤t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛♣ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛
❛♥❞ ♣♦❧②❣♦♥s ✐♥t♦ E

3✳ ■t ✐s ❛ ❜✐t ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✛s❡ts t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡s❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ❢❛❝❡t ❞✉❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡
❞✉❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s t❤❛t ✉s❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✈❡rt❡① ♦✛s❡ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ❛♥❞ ♣♦❧②❣♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦r❡
❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❛♥ ❛❞✲❤♦❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✉❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❢❛❝❡ts ❛♥❞ ❝❡❧❧s ♦♥❧②✳ ❚❤❡
❞✉❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ♦✉t♣✉t t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❜❥❡❝ts ❛s ♣♦✐♥t ❧✐sts t❤r♦✉❣❤ ❛♥
♦✉t♣✉t ✐t❡r❛t♦r✳ ❆s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❱♦r♦♥♦✐ ✈❡rt❡① r❡q✉✐r❡s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ❢✉rt❤❡r ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✉s ✇❡
r❡t✉r♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ♦✛s❡ts✳

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❤❡❧♣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❴❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝✐r❝✉♠✲
❝❡♥t❡r ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❡❧❧ ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❛♥ ♦✛s❡t t❤❛t s♣❡❝✐✜❡s
t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣② ♦❢ t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② t♦ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝❡❧❧ ✐♥ E

3✳ ❚❤✐s ♦✛s❡t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❞✐r❡❝t❧②
❢r♦♠ t❤❡ ♦✛s❡ts ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✛s❡t ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r
♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦✛s❡ts ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐ts❡❧❢✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✳ ❚❤✉s ❣❡♦♠❡tr✐❝ t❡sts ♠✉st ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ♦✛s❡t ✐♥ {−1, 0, 1}3✳

❚❤❡ ❞✉❛❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❡♥ ✇♦r❦ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❈❡❧❧ ❘❡t✉r♥s t❤❡ ❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐♥s✐❞❡Dc ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♣❡r✐♦❞✐❝❴❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r✳

❋❛❝❡t ❘❡t✉r♥s t❤❡ ❞✉❛❧ ❡❞❣❡ ❛s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐ts ❡♥❞♣♦✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣♦✐♥t✲♦✛s❡t ♣❛✐rs
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳

❊❞❣❡ ❚❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ✐s ❛ ♣♦❧②❣♦♥✳ ❲❡ r❡t✉r♥ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st ♦❢ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❞❡✜♥❡
t❤✐s ♣♦❧②❣♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧✐❡ ❛❧❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❲❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❈✐r❝✉❧❛t❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ❝❡❧❧s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ t❤❡ ❡❞❣❡✳ ❋♦r
❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦✛s❡t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❡❞❣❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤❡❧♣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❴❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r✳



✺✽ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ❚❤❡ ♦✛s❡ts ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦✛s❡t ♦❢ ✐ts
❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r✳

❱❡rt❡① ❚❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛ ✈❡rt❡① ✐s ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✳ ❲❡ r❡t✉r♥ ❛ ❧✐st ♦❢ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❞❡✜♥❡ t❤✐s
♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❛s t❤❡✐r ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧✳ ❆s ❛❜♦✈❡✱ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧✐❡ ❛❧❧
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜✉t ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① ✐♥t♦ E

3✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ✐ts❡❧❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝②
r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

✸✳✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t②

❆s s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
❛s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ E

3✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡
❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
3c

t❤❡ ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❧✐❡ ✐♥ Dc ❛r❡ ♥♦t st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡
❢♦r ♠❡♠♦r② ❡✣❝✐❡♥❝② r❡❛s♦♥s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡
❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ ❛❝❝❡ss✳ ❆❣❛✐♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ♠❡♠♦r② ♦✈❡r✲
❤❡❛❞✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
3c

✇❡ ❞♦ ♥♦t ♠❛r❦ t❤❡ t♦♦ ❧♦♥❣ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡
❞✐r❡❝t❧② ❜✉t ✇❡ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳
❆s t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣✱ t❤✐s ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ ❛❝❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st ♦♥ t❤❡ t✐♠❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ✐s ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ♣r❛❝t✐❝❛❧
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✿ ❋♦r ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐t s❡❡♠s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❧② t✐♠❡
❛♥❞ s♣❛❝❡ ❡✣❝✐❡♥t ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
c✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ T

3
3c

✐s
❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦❢ O(n2) ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛s ♣r♦✈❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣ ❛♥❞
t❤❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡
❛❝❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ♠❡♠❜❡rs r❡q✉✐r❡❞ t♦ st♦r❡ t❤✐s ❞❛t❛ ✐♥
t❤❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❡s ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ r❡s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ T

3
c✱

❝❛✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧② ❤✐❣❤❡r ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳
❆s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r

❛ ✇♦rst✲❝❛s❡ ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦r❞❡rs✳

▲❡t S ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ n ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❧❡t e✱ ❛♥❞ m ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s✱ ❛♥❞ ❝❡❧❧s✱ ♦❢ t❤❡
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② S ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶✳ ▲❡t N ❞❡♥♦t❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ M t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹
❛♣♣❧✐❡s✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶ s✇✐t❝❤❡s t♦ t❤❡ T

3
c✳ ■❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ n ♣♦✐♥ts ✐s



✸✳✹✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ✺✾

st✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ T
3
3c
✱ t❤❡♥ N = n ❛♥❞ M = m✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s O(1) ⊆ O(N) ⊆ O(n) ❛♥❞

O(1) ⊆ O(M) ⊆ O(m) ❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ❛❝❝❡ss t♦ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣ ✐s ✐♥ O(log N)✱
t❤❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♠✉st ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✜rst✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✐♥ O(log N)✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❡rt❡① ♠✉st ❜❡ s❡❛r❝❤❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐st✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ O(N)✳ ❚❤✉s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st ✐s O(N)✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✶✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛❝t 3✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐t❤♦✉t ❜♦✉♥❞❛r② t❤❛t
❤❛s n ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ m ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ st❛t❡♠❡♥ts ❤♦❧❞✳

✶✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ♦❢ T ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② e := n + m✳

✷✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s✿ n ≤ m✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t f ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❡ts✳ ❚❤❡ ❊✉❧❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ χ ♦❢ ❛♥② 3✲♠❛♥✐❢♦❧❞
✇✐t❤♦✉t ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ✵ ❬❍❡♥✼✾❪ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

χ = n − e + f − m.

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t 2f = 4m✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡
❢♦r♠✉❧❛ ②✐❡❧❞s 0 = n − e + 2m − m ❛♥❞ t❤✉s e = n + m✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ✜rst st❛t❡♠❡♥t✳
❊❛❝❤ ❢❛❝❡t ❤❛s t❤r❡❡ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ❢❛❝❡ts✱ s♦ 3f ≥ 3e✳
P❧✉❣❣✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛❜♦✈❡ ②✐❡❧❞s 0 = n − e + f − m ≥ n − e + e − m = n − m
❛♥❞ t❤✉s n ≤ m✳

❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✶ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✮ ✇❡ ❦♥♦✇
t❤❛t

O(1) ⊆ O(n) ⊆ O(m) = O(e) ⊆ O(n2)

❛♥❞ O(N) ⊆ O(M)✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡❞❣❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ ❞❡str♦②❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠
T

3
3c

t♦ T
3
c✱ t❤❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❛♥②♠♦r❡✱ s♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡

❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ N2✳ ❆s ✐♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡❛❝❤ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ✈❡rt❡①
✐s ✐♥ O(N)✱ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st ✐s ✐♥ O(N3)✳

❲❡ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ T
3
3c

t♦ T
3
c ❚❤❡ ♠♦st ❡①♣❡♥s✐✈❡ st❡♣s ❛r❡ t❤❡ ❢♦✉r ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛❧❧

M ❝❡❧❧s✳ ❚❤r❡❡ ♦❢ t❤❡♠ r❡q✉✐r❡ t♦ r❡❛❞ ❝♦♣② s❤✐❢ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥
O(log N)✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O(M log N)✳

❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ T
3
c t♦ T

3
3c

❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♠♦st ❡①♣❡♥s✐✈❡ st❡♣s ❛r❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛❧❧
❝❡❧❧s✳ ❯♥❧✐❦❡ ❛❜♦✈❡✱ ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❡❧❡♠❡♥ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ♦r ❢♦✉♥❞ ✐♥
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♠❛♣ ♦♥ ❝❡❧❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ O(log M)✳

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣ ✐s ✐♥ O(N log N)✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐t❡r❛t❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡s t❤❛t

❛r❡ t♦♦ ❧♦♥❣✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✶ t❤❡r❡ ❛r❡ O(M) ♠❛♥② ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢
❡❞❣❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st ✐s ✐♥ O(N) ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
r❡♠❛✐♥s O(MN)✳



✻✵ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

P♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T
3
3c
✱ ❢♦r t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ✈✐s✐t❡❞ ❝❡❧❧ t❤❡ ❝♦♣②

s❤✐❢ts ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✭O(log N)✮✳ ■♥ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ O(M) ❝❡❧❧s ♠✉st ❜❡ ✈✐s✐t❡❞✱ ✇❤✐❝❤
②✐❡❧❞s O(M log N)✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
c t❤❡ ✉s✉❛❧ ❜♦✉♥❞ ♦❢ O(m) ❛♣♣❧✐❡s✳

P♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T
3
3c
✱ t❤❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡ t❤❛t ✜♥❞s t❤❡ ❝❡❧❧s ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t

❤❛s t♦ ✈✐s✐t O(N) ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❛♥❞ ✐t ❤❛s t♦ ❣❡t t❤❡ ❝♦♣② s❤✐❢ts ❢♦r t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s
♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❡❧❧s✱ s♦ t❤✐s t❛❦❡s O(N log N)✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st ♠✉st
❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❢♦r ✉♣ t♦ O(N) ❡❞❣❡s✱ s♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜♦✉♥❞ ✐s O(N2)✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
c✱

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡♠❛✐♥s O(n)✳

❱❡rt❡① r❡♠♦✈❛❧ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① r❡♠♦✈❛❧ ✐s ✐♥ O(n2) ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✳
❲❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
3c

t❤❡ ❝♦♣② s❤✐❢ts ❢♦r t❤❡ ❤♦❧❡ ✈❡rt✐❝❡s ♠✉st ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ O(N log N) ❛♥❞ ✉♣ t♦ O(N) ❡❞❣❡s ♠✉st ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ O(N2)✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(N2)✳

❍✐❡r❛r❝❤② ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❛t t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❬❉❡✈✵✷❪ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ t♦♦✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
3c

♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❜♦t❤ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
❤✐❡r❛r❝❤②✳

▲❡t α ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❧❛②❡rs✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❉❡✈✵✷❪ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ s♦♠❡ ❧❛②❡r i ✐s
O(αi+1n)✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✐❢ ❧❛②❡r i ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ T

3
3c
✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ O(αi+1n log N)✳

▲❡t ❧❛②❡r I ❜❡ t❤❡ ❧♦✇❡r♠♦st✶ ❧❛②❡r t❤❛t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ T
3
3c
✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s✿

i<I∑

i=0

αi+1n +

i=∞∑

i=I

αi+1n log N = n ·
(

α(1 − αI)

1 − α
+

αI+1

1 − α
log N

)
∈ O(n log N)

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t αI+1

1−α ♦❢ log N ✇✐❧❧ ❣❡t ✈❡r② s♠❛❧❧ ✇✐t❤ ❣r♦✇✐♥❣ I✳
❉✉r✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ ♣♦✐♥t❡rs ♠✉st ❜❡ s❡t✳ ❋♦r ❧❛②❡rs

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ T
3
c✱ t❤❡s❡ t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ O(1)✳ ❋♦r ❧❛②❡rs r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ T

3
3c
✱ t❤❡

❞♦✇♥ ♣♦✐♥t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❡t t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rt❡① ✐♥ t❤❡
❧❛②❡r ❜❡❧♦✇✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ q✉❡r② ♣❡r ♣♦✐♥t❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣❴♠❛♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ O(log N)✳
❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥s❡rt✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥t♦ ❧❛②❡r i ✐s αi✱ s♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥s❡rt✐♦♥s
♣❡r ♣♦✐♥t ✐s

∑∞
i=0 αi ∈ O(1)✳

❆s s❡❡♥ ❛❜♦✈❡✱ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ O(n +
N2) ⊆ O(nN)✳ ■♥s❡rt✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤✐s s♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✇♦rst✲
❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O(n2N)✳

❙✉♠♠❛r② ❙❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❢♦r ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
■❢ N ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛②

tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ E
3✱ ♥❛♠❡❧② ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ O(n3)✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t♦ r❛♥❞♦♠✐③❡❞

✇♦rst✲❝❛s❡ O(n2) ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱
t❤❡♥ N = n ❛♥❞ ❛ log n ❢❛❝t♦r ✐s ❛❞❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ O(n3 log n)✱
r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✇♦rst✲❝❛s❡ O(n2 log n) ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳

✶❚❤❡ ❧❛②❡r ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❧❛r❣❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✳



✸✳✺✳ ❙t✉❞② ♦❢ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥ ✻✶

E
3

T
3

❧♦♥❣❴❡❞❣❡s❴❧✐st ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ✖ O(N3)
T

3
3c

→ T
3
c ✖ O(M log N)

T
3
c → T

3
3c

✖ O(MN)
P♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ O(m) O(m + M log N)
P♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ O(n) O(n + N2)
❱❡rt❡① r❡♠♦✈❛❧ O(n2) O(n2)
P♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❡r❛r❝❤② O(n) O(n log N)

❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ O(n3) O(n3N)
❚✳ ✇✐t❤ ❤✐❡r❛r❝❤② O(n2) O(n2N)

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹

✸✳✺ ❙t✉❞② ♦❢ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥

■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ❢♦r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥ t❤❛t ✐♥t❡❣r❛t❡s t❤❡ ❈●❆▲
✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥ ❤❛s
❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❈❑❚✵✽❪✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ E

3 ❛♥❞ T
3
c ❛r❡ ♥♦t s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦

❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❛s ❧✐tt❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ♠♦st ♦❢
t❤❡ ❤✐❣❤❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧♦s❡s ❡✣❝✐❡♥❝② ❜② ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡♠ s✉✣❝✐❡♥t❧② t♦ ✇♦r❦ ❢♦r
❜♦t❤ s♣❛❝❡s✳

❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ E
3 ❛♥❞ T

3

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✿

E
3✿ ✈❡rt❡① ❛t ✐♥✜♥✐t②✱ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱

T
3✿ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s✱ ♦✛s❡ts✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s t♦ ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛st ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐♥ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝
✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s t♦ s♣❧✐t t❤❡ ❝❧❛ss ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s r❡❧❛t❡❞
❜② ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵✮✳ ❚❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡ ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❤❛t
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡✳ ■t ✐s ♥♦✇ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛✐ts✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵✿ ❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥✳



✻✷ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛✐ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❧✐st t❤❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❝❧❛ss❡s ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✿

●❡♥❡r❛❧ ❜❛s❡✿ ❚❤✐s ❝❧❛ss ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❤❛t ❞♦❡s ♥❡✐t❤❡r ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
s♣❛❝❡✱ ♥♦r ♦♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t②♣❡✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♠♦st❧② ✇r❛♣♣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧ ❤❡❧♣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡✿ ❚❤✐s ❝❧❛ss ✐s ♥❡✇ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❡✈❡r②t❤✐♥❣
t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡r❡ ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ s♣❛❝❡ ❛♥❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t②♣❡✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s
✇❡ ✉s❡ ✈✐s✐t♦rs ❬●❍❏❱✾✺❪ t❤❛t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t②♣❡
✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❧❛ss✳

❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✿ ❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❞❡✲
s✐❣♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❣❡♥❡r✐❝
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥s ❛♥❞ ✢✐♣s✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss ✐s ✜♥❛❧❧② s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t♦
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

❆❞❞✐♥❣ ❢✉rt❤❡r s♣❛❝❡s ✐s q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❞❡s✐❣♥✳ ❖♥❧② ❛ ♥❡✇ s♣❛❝❡ ❝❧❛ss ✭❛♥❞ ♣♦s✲
s✐❜❧② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛✐ts ❝❧❛ss✮ ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❢✉❧❧② ❣❡♥❡r✐❝✳

❚❤❡ ✐❞❡❛❧ r❡s✉❧t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t ❛❧❧ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❣♦ ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❧❛ss ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
s♣❛❝❡ ❛♥❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss❡s ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ✈✐s✐t♦rs t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t s♣❛❝❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ♠❡r❣❡ ❛❜♦✉t ✷✼✹
♦✉t ♦❢ ✸✸✾✻ ❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦❞❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦s✐♥❣ ❛♥② ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❆s t❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s
❛r❡ ❤✐❣❤❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
t❤❛t tr❛❞❡ ❣❡♥❡r✐❝✐t② ❛❣❛✐♥st ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❡♥❞s
✉♣ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❧❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞✳ ●✐✈❡♥
t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❡♣❛r❛t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳

✸✳✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤r❡❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✸❉
♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♥♦t ♣✉❜❧✐❝❧②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦r ♥♦t ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❛♥②♠♦r❡✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❈●❆▲ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✸❉
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E

3✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ E

3 ❛♥❞ T
3 ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ D3

c✳
❋♦r ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐✲

❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E

3 ❞✉❡ t♦ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠❛♥❛❣✐♥❣ t❤❡ ♦✛s❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥
❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s✳

❆t ✜rst ✇❡ s❤♦✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✿ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ✉s❡ ♦❢ t❤❡
s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞✉♠♠② ♣♦✐♥t s❡t✳ ❆♥♦t❤❡r t❡st s❡r✐❡s r❡str✐❝ts ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥
✐♥ T

3
c✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿ ❲❡ ✐♥s❡rt

t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ ❛ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ T
3
c✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥

T
3
3c

❜✉t ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✉♠♠② ♣♦✐♥ts t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦
♥♦t r❡♠♦✈❡ t❤❡♠ ❛❣❛✐♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡



✸✳✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✻✸

tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❤✐❡r❛r❝❤② ❛s ♣♦✐♥t✲❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❡sts
t❤❡ ✈❡rt❡① r❡♠♦✈❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❚❤❡♥ ✇❡ r✉♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
t❡sts ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ t❡sts ✉s✐♥❣ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛✐ts ❝❧❛ss t❤❛t ✐s s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡
❝❛s❡ t❤❛t Dc ✐s t❤❡ ✉♥✐t ❝✉❜❡✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧② ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❈r✐t❡r✐❛ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳
❆s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✇❡ ✉s❡ ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❡❧♣ t♦
✐❞❡♥t✐❢② s♣❡❝✐✜❝ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ✐♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✸✳✻✳✶ ■♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡ts

❲❡ r❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❜♦t❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛str♦♥♦♠② ✭❜② ❝♦✉rt❡s②
♦❢ Pr♦❢✳ ❘✐❡♥ ✈❛♥ ❞❡ ❲❡✐❥❣❛❡rt✷✮✳ ■♥ ❛❧❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s t❤❡ ❤❛❧❢✲♦♣❡♥
✉♥✐t ❝✉❜❡ [0, 1)3✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❝✉❜❡ ♣♦✐♥ts ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❛❧❢✲♦♣❡♥ ✉♥✐t ❝✉❜❡

s♣❤ ♣♦✐♥ts ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s 0.5 ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t (0.5, 0.5, 0.5)

❛str ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❢r♦♠ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❛str♦♥♦♠②

❲❡ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡ r♦✇s ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡s ❣✐✈❡ t❤❡
r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ❢♦r ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥✳
❚❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ E

3 ❛♥❞ T
3
c ✐s s❤♦✇♥

✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜②
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c ✐s s❧♦✇❡r ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❆❧❧ r✉♥♥✐♥❣

t✐♠❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ r✉♥ ♦♥ ❛♥ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ✽ ❝♦r❡ ❛t ✷✳✸✸ ●❤③
r✉♥♥✐♥❣ ❋❡❞♦r❛ ✶✵ ❛♥❞ ❈●❆▲ ✸✳✻✳ ❲❡ ❛❜♦rt❡❞ t❡sts t❤❛t t♦♦❦ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ✸✵✵ s❡❝♦♥❞s❀
❛❜♦rt❡❞ t❡sts ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ❛s ✕✲ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡s✳

✸✳✻✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥

❲❡ r❛♥ t❤r❡❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✿ ❖♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡
s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞✉♠♠② ♣♦✐♥t s❡t✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ ❧✐st t❤❡ t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥t s❡ts ❝✉❜❡✱ ❛str✱ ❛♥❞ s♣❤ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❛ ♣❧♦t ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❧♦t ❛①❡s ❛r❡ ❜♦t❤ s❝❛❧❡❞ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧②✳

❉❡❢❛✉❧t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❝✉❜❡ E
3

T
3
c ❢❛❝t♦r

102 ✵✳✵✵✶ ✵✳✸✺✺ ✸✺✹✳✾

103 ✵✳✵✶✷ ✶✳✶✶✹ ✾✷✳✽✺

104 ✵✳✶✻✺ ✶✳✸✸✷ ✽✳✵✼

105 ✹✳✵✻✽ ✺✳✾✵✹ ✶✳✹✺

106 ✶✵✸✳✺ ✶✵✹✳✷ ✶✳✵✶

❛str E
3

T
3
c ❢❛❝t♦r

1 · 103 ✵✳✵✶✶ ✵✳✾✾✵ ✾✵✳✵✵

1 · 104 ✵✳✶✻✶ ✶✳✷✶✷ ✼✳✺✸

1 · 105 ✸✳✼✺✸ ✺✳✸✽✵ ✶✳✹✸

2 · 105 ✾✳✼✵✻ ✶✷✳✼✷ ✶✳✸✶

5 · 105 ✸✸✳✼✵ ✸✻✳✼✸ ✶✳✵✾

1 · 106 ✽✻✳✼✵ ✾✸✳✼✶ ✶✳✵✽

2 · 106 ✷✷✸✳✾ ✷✸✵✳✽ ✶✳✵✸

✷❑❛♣t❡②♥ ■♥st✐t✉t❡✱ ●r♦♥✐♥❣❡♥✱ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s



✻✹ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

s♣❤ E
3

T
3
c ❢❛❝t♦r

102 ✵✳✵✵✶ ✵✳✹✻✻ ✹✻✺✳✾

103 ✵✳✵✶✶ ✼✳✽✾✻ ✼✶✼✳✾

104 ✵✳✶✵✽ ✷✼✼✳✾ ✷✺✼✹

105 ✶✳✻✸✶ ✕✲ ✕✲

106 ✷✶✳✸✾ ✕✲ ✕✲

107 ✷✼✾✳✶ ✕✲ ✕✲

■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ❝✉❜❡ ♦❢ 102 ♣♦✐♥ts t❤❡ s❧♦✇✲❞♦✇♥ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
3c

✐s q✉✐t❡ ❧❛r❣❡✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r ♣♦✐♥t s❡ts✱ t❤❡ s❧♦✇✲❞♦✇♥
❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ T

3
3c

❤❛s ❧❡ss ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ♣♦✐♥t s❡ts ♦❢ ❛❜♦✉t 106 ♣♦✐♥ts t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s t❛❦❡s ❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛s t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t s❡ts ✐♥ E

3✳ ❚❤❡
s❧♦✇✲❞♦✇♥ ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛str s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t s❡t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇❡❧❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞
t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r s✐♠✐❧❛r t♦ ❝✉❜❡✳

❋♦r t❤❡ s♣❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❧♦✇✲❞♦✇♥ ♣❡rs✐sts ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❣r♦✇s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥❡✈❡r r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ T

3
3c

❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r t❤✐s ♣♦✐♥t s❡t t❤❡r❡ ❛r❡
❛❧✇❛②s ❡❞❣❡s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ❆s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✲
s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡ ♦♥t♦ T

3
c ❤❛s ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s

❝②❝❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✷ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡✈❡♥ ❤♦♣❡ t♦ ❞♦ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛✇❛r❡
♦❢ ❛♥② ❝❛s❡ ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ ❣r♦✇✐♥❣
s❧♦✇✲❞♦✇♥ ❢♦r ❧❛r❣❡r ♣♦✐♥t s❡ts ✐s ❞✉❡ t♦ ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡✱
✇❤❡r❡ s❡✈❡r❛❧ st❞✿✿♠❛♣s ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ✇❡
❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❛s ♠✉❝❤ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T

3
c✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❣♦❛❧✳

❲✐t❤ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣

❝✉❜❡ E
3

T
3
c ❢❛❝t♦r

102 ✵✳✵✵✶ ✵✳✸✹✷ ✸✹✶✳✾

103 ✵✳✵✶✵ ✵✳✾✵✻ ✾✵✳✻✵

104 ✵✳✶✵✻ ✶✳✺✷✶ ✶✹✳✸✺

105 ✶✳✵✻✹ ✸✳✸✵✾ ✸✳✶✶

106 ✶✵✳✾✺ ✶✾✳✷✷ ✶✳✼✻

107 ✶✶✶✳✶ ✶✽✻✳✼ ✶✳✻✽

❛str E
3

T
3
c ❢❛❝t♦r

1 · 103 ✵✳✵✶✵ ✶✳✸✽✽ ✶✸✽✳✽

1 · 104 ✵✳✶✵✺ ✶✳✶✺✶ ✶✵✳✾✻

1 · 105 ✶✳✵✸✼ ✸✳✷✺✺ ✸✳✶✹

2 · 105 ✷✳✶✶✷ ✹✳✻✷✵ ✷✳✶✾

5 · 105 ✺✳✹✻✻ ✾✳✽✸✽ ✶✳✽✵

1 · 106 ✶✶✳✷✶ ✶✽✳✽✾ ✶✳✻✾

2 · 106 ✷✸✳✼✼ ✸✽✳✷✹ ✶✳✻✶



✸✳✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✻✺

s♣❤ E
3

T
3
c ❢❛❝t♦r

102 ✵✳✵✵✶ ✵✳✺✸✺ ✺✸✹✳✾

103 ✵✳✵✵✾ ✼✳✻✶✵ ✽✹✺✳✻

104 ✵✳✵✽✺ ✷✼✾✳✼ ✸✷✾✶

105 ✵✳✼✺✵ ✕✲ ✕✲

106 ✼✳✷✸✾ ✕✲ ✕✲

107 ✼✸✳✶✼ ✕✲ ✕✲

❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ❜❡❝♦♠❡s ❛❧♠♦st
❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❣❛✐♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥t✲
❧♦❝❛t✐♦♥ st❡♣ ❣❡ts ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r
r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ✇❤❡t❤❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ E

3 ♦r T
3
c✳ ❙♦ ✐♥ t❤❡ t❡sts ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱

t❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❛♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✇❡❧❧✲❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐s ❛❜♦✉t ✶✳✻ t✐♠❡s s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E

3✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛str ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛❣❛✐♥ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t❧② ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✳ ■♥

t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❛s❡ ✐ts ❡✛❡❝t ✐s ♦✉t✇❡✐❣❤❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡✳

❲✐t❤ ❞✉♠♠② ♣♦✐♥t s❡t ❛♥❞ ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣

❝✉❜❡ E
3

T
3
c ❢❛❝t♦r

102 ✵✳✵✵✶ ✵✳✸✸✾ ✸✸✾✳✵

103 ✵✳✵✵✾ ✵✳✵✷✹ ✷✳✻✼

104 ✵✳✶✵✷ ✵✳✶✾✵ ✶✳✽✻

105 ✶✳✵✼ ✶✳✽✷ ✶✳✻✾

106 ✶✶✳✵ ✶✽✳✹ ✶✳✻✼

❛str E
3

T
3
c ❢❛❝t♦r

1 · 103 ✵✳✵✵✾ ✵✳✵✷✹ ✷✳✻✼

1 · 104 ✵✳✵✾✽ ✵✳✶✽✼ ✶✳✾✶

1 · 105 ✶✳✵✹✺ ✶✳✼✽✵ ✶✳✼✵

2 · 105 ✷✳✶✵✺ ✸✳✺✹✺ ✶✳✻✽

5 · 105 ✺✳✹✵✷ ✽✳✾✺✹ ✶✳✻✻

1 · 106 ✶✶✳✶✻ ✶✽✳✷✺ ✶✳✻✹

2 · 106 ✷✸✳✻✼ ✸✼✳✻✷ ✶✳✺✾

s♣❤ E
3

T
3
c ❢❛❝t♦r

102 ✵✳✵✵✶ ✷✳✶✹✵ ✷✶✹✵

103 ✵✳✵✵✾ ✶✵✳✵✷ ✶✶✶✸

104 ✵✳✵✽✻ ✶✻✶✳✼ ✶✽✽✵

105 ✵✳✼✺✻ ✕✲ ✕✲

106 ✼✳✷✻✷ ✕✲ ✕✲



✻✻ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❋♦r t❤❡ ❝✉❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ❜✐❣ s❧♦✇✲❞♦✇♥ ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ 102 ♣♦✐♥ts ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ♣♦✐♥t s❡t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c ❛♥❞ t❤✉s t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st s✇✐t❝❤ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T
3
3c

✇❤✐❧❡ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❞✉♠♠② ♣♦✐♥ts✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r
♣♦✐♥t s❡ts ♥♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ T

3
3c

✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛t ❛❧❧✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ s❧♦✇✲❞♦✇♥ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss✿
❚❤❡ ❢❛❝t♦r ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✻✼ ❛♥❞ ✷✳✻✼✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t✱ t❤❡ ❧❡ss ✐s t❤❡
s❧♦✇✲❞♦✇♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡
s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✇✐t❤ ❝❡❧❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧❧ ③❡r♦ ♦✛s❡ts✳ ❆ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ s❧♦✇✲❞♦✇♥ ✐♥ T

3
c ✐s ❞✉❡ t♦ ♦✛s❡t ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❝❡❧❧s

✇✐t❤ ♥♦♥✲③❡r♦ ♦✛s❡ts ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❆s t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡
♦❢ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ♥♦♥✲③❡r♦ ♦✛s❡ts✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s t❤❛t ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ✐s s♠❛❧❧❡r ❢♦r ❧❛r❣❡ ♣♦✐♥t s❡ts t❤❛♥ ❢♦r s♠❛❧❧ ♣♦✐♥t s❡ts✱ s♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
s❧♦✇❞♦✇♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❣r♦✇s✳

❋♦r t❤❡ s♣❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ 104 ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ s❧♦✇✲❞♦✇♥ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ❜❡❢♦r❡✳ ❚❤❛t ✐s ❜❡✲
❝❛✉s❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛✈♦✐❞s ✐♥s❡rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ T

3
3c
✳ ❖♥❧② t❤❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ r❡♠♦✈✐♥❣

t❤❡ ✸✻ ❞✉♠♠② ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t♦ T
3
3c

✐s ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s✉❣✲
❣❡sts t❤❛t ❢♦r ♣♦✐♥t s❡ts ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛❜♦✉t ✺✵✵✵ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
✐♥ T

3
c✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞✉♠♠② ♣♦✐♥t s❡t✳

✸✳✻✳✸ P♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ ✐♥ T
3
c

❍❡r❡✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c ❢r♦♠ 1000 ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞

✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✐♥s❡rt ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ❞♦ t❤✐s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ♦❢ t❤❡
✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ T

3
c

♦♥❧②✱ ✐✳❡✳ t♦ ✜❧t❡r ♦✉t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❢♦r ♠❛♥❛❣✐♥❣ ✷✼ ❝♦♣✐❡s ♦r t❤❡ ❞✉♠♠② ♣♦✐♥t s❡t✳

❲✐t❤♦✉t s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣

❝✉❜❡ E
3

T
3
c ❢❛❝t♦r

102 ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✵✹ ✷✳✵✵

103 ✵✳✵✺✸ ✵✳✶✶✼ ✷✳✷✶

104 ✵✳✹✻✷ ✵✳✼✵✽ ✶✳✺✸

105 ✹✳✹✼✾ ✺✳✹✽✽ ✶✳✷✸

106 ✶✵✹✳✽ ✶✶✸✳✹ ✶✳✵✽

❛str E
3

T
3
c ❢❛❝t♦r

1 · 103 ✵✳✵✶✷ ✵✳✵✷✸ ✶✳✾✷

1 · 104 ✵✳✶✻✼ ✵✳✷✺✹ ✶✳✺✷

1 · 105 ✸✳✼✾✾ ✹✳✸✽✽ ✶✳✶✺

2 · 105 ✾✳✼✶✻ ✶✵✳✸✷ ✶✳✵✻

5 · 105 ✸✸✳✼✻ ✸✹✳✵✽ ✶✳✵✶

1 · 106 ✽✼✳✹✺ ✾✽✳✵✷ ✶✳✶✷

2 · 106 ✷✷✺✳✵ ✷✺✽✳✽ ✶✳✶✺

s♣❤ E
3

T
3
c ❢❛❝t♦r

102 ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✷ ✷✳✵✵

103 ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✶✺ ✶✳✸✻

104 ✵✳✶✷✺ ✵✳✶✼✵ ✶✳✸✻

105 ✸✳✾✹✵ ✹✳✸✹✼ ✶✳✶✵

106 ✶✻✷✳✺ ✶✺✽✳✽ ✵✳✾✽



✸✳✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✻✼

❍❡r❡✱ ✇❡ s❡❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝❧❡❛r❧② ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t t❤❡ ❜✐❣❣❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣♦✐♥ts t❤❡ ❧❡ss ✐s t❤❡ s❧♦✇✲❞♦✇♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❝❛♥
♥♦✇ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡❛s✐❧②✳ ❚❤❛t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ T

3
c r❛t❤❡r t❤❛♥ T

3
3c
✳ ❚❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞

✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t t❤♦✉❣❤✳

❲✐t❤ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣

❝✉❜❡ E
3

T
3
c ❢❛❝t♦r

102 ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✸ ✸✳✵✵

103 ✵✳✵✹✾ ✵✳✶✶✶ ✷✳✷✼

104 ✵✳✶✷✻ ✵✳✷✷✷ ✶✳✼✻

105 ✶✳✵✽✵ ✶✳✽✹✵ ✶✳✼✵

106 ✶✶✳✵✷ ✶✽✳✺✶ ✶✳✻✽

107 ✶✶✷✳✺ ✶✽✺✳✻ ✶✳✻✺

❛str E
3

T
3
c ❢❛❝t♦r

1 · 103 ✵✳✵✶✵ ✵✳✵✶✽ ✶✳✽✵

1 · 104 ✵✳✵✾✾ ✵✳✶✼✺ ✶✳✼✽

1 · 105 ✶✳✵✹✺ ✶✳✼✻✺ ✶✳✻✾

2 · 105 ✷✳✶✵✷ ✸✳✺✹✽ ✶✳✻✾

5 · 105 ✺✳✹✵✺ ✽✳✾✷✵ ✶✳✻✺

1 · 106 ✶✶✳✸✷ ✶✽✳✷✹ ✶✳✻✶

2 · 106 ✷✸✳✼✺ ✸✼✳✻✹ ✶✳✺✾

s♣❤ E
3

T
3
c ❢❛❝t♦r

102 ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✷ ✷✳✵✵

103 ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✶✸ ✶✳✻✸

104 ✵✳✵✺✼ ✵✳✶✵✶ ✶✳✼✼

105 ✵✳✺✵✽ ✵✳✽✽✹ ✶✳✼✹

106 ✹✳✽✼✷ ✽✳✻✼✼ ✶✳✼✽

107 ✹✾✳✷✶ ✽✾✳✻✶ ✶✳✽✷

❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ r❡s✉❧ts✳

✸✳✻✳✹ ❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❤✐❡r❛r❝❤②

❲❡ r❛♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛s ❛❜♦✈❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ■♥ t❤❡ ♣❡r✐✲
♦❞✐❝ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❧❛②❡rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
3c
✳ ❲❡ ♦♥❧② ❣✐✈❡ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ❝✉❜❡ ♦❢ 106

♣♦✐♥ts✳



✻✽ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

E
3

T
3
c ❢❛❝t♦r

❞❡❢❛✉❧t ✸✵✳✺✼ ✼✾✳✻✻ ✷✳✻✶
s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ✶✶✳✼✻ ✸✸✳✹✾ ✷✳✽✺
❞✉♠♠② ♣♦✐♥t s❡t ✰ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ✶✶✳✼✵ ✷✽✳✾✻ ✷✳✹✽
♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ ✐♥ T

3
c ✸✶✳✷✶ ✼✽✳✼✶ ✷✳✺✷

♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ ✐♥ T
3
c ✰ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ✶✶✳✼✽ ✷✽✳✶✻ ✷✳✸✾

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦♥❧② t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r♠♦st ❧❡✈❡❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ T
3
3c
✱ s♦ t❤❡

s❧♦✇✲❞♦✇♥ ✐s ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ ✷✳✸✾ ❛♥❞ ✷✳✽✺ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
s❧♦✇✲❞♦✇♥ ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❛❧❧ ✜✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ T

3
c t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❤✐❡r❛r❝❤②

s❤♦✇s ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ✐♥ E
3✳

✸✳✻✳✺ ❱❡rt❡① r❡♠♦✈❛❧

❍❡r❡ ✇❡ r❡♠♦✈❡ ✶✵✱✵✵✵ ✈❡rt✐❝❡s ❢r♦♠ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s✐③❡✳

❝✉❜❡ E
3

T
3
c ❢❛❝t♦r

104 ✶✳✼✼✺ ✶✵✺✳✻ ✺✾✳✺✷

105 ✶✳✹✷✻ ✶✳✽✹✸ ✶✳✷✾✷

106 ✶✳✻✼✺ ✷✳✶✵✷ ✶✳✷✺✺

❛str E
3

T
3
c ❢❛❝t♦r

1 · 104 ✶✳✽✶✷ ✶✵✼✳✼ ✺✾✳✹✸

1 · 105 ✶✳✸✾✹ ✶✳✽✷✼ ✶✳✸✶

2 · 105 ✶✳✹✷✻ ✶✳✽✹✵ ✶✳✷✾

5 · 105 ✶✳✺✵✽ ✶✳✾✷✸ ✶✳✷✽

1 · 106 ✶✳✻✸✻ ✷✳✵✺✽ ✶✳✷✻

2 · 106 ✶✳✽✺✺ ✷✳✷✻✹ ✶✳✷✷

❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ r❡♠♦✈✐♥❣ ✶✵✱✵✵✵ ✈❡rt✐❝❡s ❞♦❡s ♥♦t ♠✉❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧②
s♠❛❧❧✿ ■t ❝❛✉s❡s ❛ s❧♦✇✲❞♦✇♥ ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✷ ❛♥❞ ✶✳✸✳ ❖♥❧② ✐❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
♠✉st ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ T

3
3c

❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡♠♦✈❛❧✱ t❤❡ s❧♦✇✲❞♦✇♥ ❢❛❝t♦r ❣♦❡s ✉♣ t♦ ❛❜♦✉t ✻✵✳

✸✳✻✳✻ ❙♣❡❝✐✜❝ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥

■♥ t❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♣❛❝❡ ❝❛♥
❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♦❢ ♣♦✐♥t✲♦✛s❡t ♣❛✐rs✱ ♣♦✐♥ts ♠✉st ❜❡
tr❛♥s❧❛t❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♠♦r❡
✐♥✈♦❧✈❡❞ t❤❛♥ s✐♠♣❧② ✜①✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ t♦ t❤❡ ✉♥✐t ❝✉❜❡✳

❲❡ ❝♦✉❧❞ ✇r✐t❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ tr❛✐ts ❝❧❛ss t❤❛t ♣❡r♠✐ts ♦♥❧② t❤❡ ✉♥✐t ❝✉❜❡ ❛s ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜❡❧♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❣❛✐♥ ❛❜♦✉t ✸✪ ♦♥ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r
❜♦t❤ 106 ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝✉❜❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡t ♦❢ 106

♣♦✐♥ts✳

❝✉❜❡ T
3
c T

3
c, c = [0, 1)3 ❙♣❡❡❞✲✉♣ ✐♥ ✪

st❛♥❞❛r❞ ✶✵✹✳✷ ✶✵✷✳✼ ✶✳✺✪

s♣❛t✐❛❧ ✶✾✳✷✷ ✶✽✳✹✺ ✹✳✵✪

❞✉♠♠②✱ s♣❛t✐❛❧ ✶✽✳✸✺ ✶✼✳✽✵ ✸✳✵✪

✐♥s T
3
c ✶✶✸✳✹ ✶✶✶✳✽ ✶✳✹✪

✐♥s T
3
c✱ s♣❛t✐❛❧ ✶✽✳✺✶ ✶✼✳✼✽ ✹✳✵✪



✸✳✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✻✾

❛str T
3
c T

3
c, c = [0, 1]3 ❙♣❡❡❞✲✉♣ ✐♥ ✪

st❛♥❞❛r❞ ✾✸✳✼✶ ✾✷✳✼✽ ✶✳✵✪

s♣❛t✐❛❧ ✶✽✳✽✾ ✶✽✳✹✹ ✷✳✹✪

❞✉♠♠②✱ s♣❛t✐❛❧ ✶✽✳✷✺ ✶✼✳✻✵ ✸✳✺✪

✐♥s T
3
c ✾✽✳✵✷ ✾✻✳✼✵ ✶✳✸✪

✐♥s T
3
c✱ s♣❛t✐❛❧ ✶✽✳✷✹ ✶✼✳✻✼ ✸✳✶✪

❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ✐s ❜✐❣❣❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✉r s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ c = [0, 1)3 ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✉s❡❞ ✉♣ ✐♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❜✐❣❣❡r ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣✳ ❲❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s♣❡❡❞✲✉♣ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✐♥❝❧✉❞❡
t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ r❡❧❡❛s❡✳

✸✳✻✳✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶

■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛❜♦✈❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇❤❡t❤❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ T
3
c ♦r T

3
3c

❤❛s ❛ ❤✉❣❡
✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ t❡st ❢♦r ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t s❡ts ❛❢t❡r ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ♠❛♥②
♣♦✐♥ts t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❢✉❧✜❧❧s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

✷❝ ✭✷✲❝②❝❧❡✮✿ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ❞❡✜♥❡s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ T

3
c ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽ ✐s

✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ♣♦✐♥ts t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ❝❛♥
❧♦s❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❛❣❛✐♥✳

❜❞ ✭❜❛❧❧ ❞✐❛♠❡t❡r✮✿ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ❢✉❧✜❧❧s t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✸ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✳ ❚❤❛t ✐s ✐♥ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣♦✐♥t
s❡t t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❤❛❧❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳

❡❧ ✭❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤✮✿ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ♦❢ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹✱ t❤❡ ❡❞❣❡✲❧❡♥❣t❤ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❲❡ r❛♥ t❤❡ t❡sts ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡ts ❝✉❜❡ ❛♥❞ ❛str✳ ❋♦r t❤❡ ♣♦✐♥t ❡st s♣❤✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
t❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ♥❡✈❡r ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❲❡ r❛♥ ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t✇✐❝❡✳ ❖♥❝❡ ♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ✐♥s❡rt✐♦♥
♦r❞❡r ❛♥❞ ♦♥❝❡ ✉s✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✾✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡s✳

❝✉❜❡ ✷❝ ❜❞ ❡❧
102 ✺✼

103 ✺✶ ✶✸✻ ✷✺✵

104 ✺✵ ✶✸✾ ✷✹✼

105 ✺✻ ✶✺✸ ✷✷✻

106 ✻✶ ✶✹✺ ✷✸✵

107 ✺✺ ✶✺✷ ✷✹✻

❛str ✷❝ ❜❞ ❡❧
1 · 103 ✻✼ ✶✻✹ ✷✽✹

1 · 104 ✺✸ ✶✹✼ ✷✺✹

1 · 105 ✺✺ ✶✺✵ ✷✻✸

2 · 105 ✺✸ ✶✺✶ ✷✼✷

5 · 105 ✻✸ ✶✺✺ ✷✾✹

1 · 106 ✺✹ ✶✹✸ ✷✼✺

2 · 106 ✺✺ ✶✺✵ ✷✺✼

■♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡s t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳



✼✵ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❝✉❜❡ ✷❝ ❜❞ ❡❧
102 ✻✺

103 ✽✸ ✷✼✹ ✽✵✺

104 ✾✸ ✷✸✷ ✽✼✹

105 ✾✶ ✶✼✺ ✼✹✽

106 ✾✼ ✷✶✻ ✺✸✸

107 ✶✷✹ ✷✻✹ ✸✼✹

❛str ✷❝ ❜❞ ❡❧
1 · 103 ✽✵ ✷✹✹ ✼✻✽

1 · 104 ✼✾ ✷✸✽ ✾✷✷

1 · 105 ✽✻ ✸✵✶ ✸✺✵

2 · 105 ✽✶ ✸✾✹ ✼✼✼

5 · 105 ✾✵ ✶✽✸ ✼✾✽

1 · 106 ✾✶ ✸✼✸ ✹✷✾

2 · 106 ✶✵✽ ✷✶✾ ✽✹✵

❚❤❡ ❧❡❢t ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤♦✉t s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣✱ t❤❡ r✐❣❤t ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣✳

❆❧❧ t❡sts ✇❡r❡ r✉♥ ✶✵ t✐♠❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♠❡❛♥s ♦❢ ❛❧❧
✶✵ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦♥❡ r✉♥ ❝❛♥ ✈❛r② ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❆s ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽ ❣✐✈❡s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t
❞❡✜♥❡s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ❝♦❧✉♠♥ ✷❝ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡

❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s✉❧t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ♦✉r ❛❝t✉❛❧
♣✉r♣♦s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ❛♥② s✉♣❡rs❡t ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ❤❛s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥
T

3
c✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝♦❧✉♠♥ ✷❝ ❛s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♣♦✐♥ts r❡q✉✐r❡❞ t♦ s✇✐t❝❤ t♦ T
3
c ❛♥❞ ✉s❡ ✐t t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝r✐t❡r✐❛✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❛t ✐s ❜❡❝❛✉s❡
♥♦✇ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦r❞❡r✱ t❤✉s ✐t t❛❦❡s ❧♦♥❣❡r ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ✐s
s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇❡❧❧✲❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❚❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ❛str s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ♣♦✐♥ts ✐s ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t✳

❚❤❡ t❛❜❧❡s s❤♦✇ t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣♦✐♥t s❡ts ♦❢ ❛❜♦✉t ✻✵ r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥ts ❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡
❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ✐♥s❡rt✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ s✉❝❤

❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣♦✐♥t s❡t t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c

❛♥②♠♦r❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❜♦✉t ✶✺✵ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t② ❜❛❧❧ ❞✐❛♠❡t❡r t♦
❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❤❛❧❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✸
s✉❝❤ ♣♦✐♥t s❡ts ❞❡✜♥❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T

3
c ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❛❞❞ ❢✉rt❤❡r ♣♦✐♥ts✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❤❛♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶ t❡sts ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ t♦
❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1√

6
c ✭s❡❡ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✳ ❆s t❤✐s ✐s ❛ str♦♥❣❡r ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛❜♦✉t ✷✺✵ t♦

✸✵✵ ♣♦✐♥ts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s✇✐t❝❤ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✶✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣
s♣❛❝❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡✱ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳



✸✳✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✼✶

✸✳✼ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ♦❢ ❈●❆▲ ✐t ✐s ❡❛s✐❧② ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❧✉❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s t♦✲
❣❡t❤❡r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ✉s❡ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❛❧♣❤❛
s❤❛♣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❬❉❨✶✵❪ ♦r t❤❡ ♠❡s❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬❘❨✶✵✱ ❘❚❨✶✵❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❤❛s s♦♠❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤✉s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❞❛♣t❡rs t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ t♦
♦t❤❡r ❈●❆▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✸✳✼✳✶ P❡r✐♦❞✐❝ ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡s

❆❧♣❤❛ s❤❛♣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❊❑❙✽✸✱ ❊▼✾✹❪✳ ❚❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛str♦♥♦♠❡rs ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦s♠✐❝
✇❡❜ ❬✈❞❲❱P+✶✵❪✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✮✱ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡
r✉♥ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ✇❡❜✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ✐ts ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡s✳ ❇② ❝♦♠♣✉t✐♥❣
♣❡r✐♦❞✐❝ ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡s t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼✳✶ ✭❬❊▼✾✹❪✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣♦✐♥t s❡t S ❛♥❞ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r α ✇✐t❤ 0 < α < ∞✱ t❤❡
❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡ ♦❢ S ✐s t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ❛❧❧ s✐♠♣❧✐❝❡s ♦❢ DT (S) t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ♦❢
r❛❞✐✉s α ♦r s♠❛❧❧❡r t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ S ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r✳

■❢ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❜② ✇❡✐❣❤t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ✇❡
❣❡t ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ❡①t❡♥❞s t♦ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❈●❆▲ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡s t❛❦❡s ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡✱ ✜rst t❤❡
✸❉ ✭✇❡✐❣❤t❡❞✮ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✐t✿
■t ❛tt❛❝❤❡s t♦ ❡❛❝❤ s✐♠♣❧❡① t❤❡ s♠❛❧❧❡st α ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡ ❛♥❞
♣r♦✈✐❞❡s ✐t❡r❛t♦rs t♦ ♦✉t♣✉t ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ α✳

❚❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦r❦s ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦✉t♣✉ts ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ ❝❧❛ss ❆❧♣❤❛❴s❤❛♣❡❴✸ ♠✉st ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❝❧❛ss P❡r✐♦❞✐❝❴✸❴❉❡❧❛✉♥❛②❴tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴✸ ❛s t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❙t✐❧❧✱ s♦♠❡
❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♣❡r✐♦❞✐❝
✇❡✐❣❤t❡❞ ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡s ❛r❡ ♥♦t ②❡t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞
♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ②❡t✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈●❆▲ ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡❞❡✜♥❡ s♦♠❡ t②♣❡s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t
❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡s❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡rt❡① ❛t ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❛♥❞ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ tr✐✈✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❛s❡✿

• ❚②♣❡ ❋✐♥✐t❡❴❬s✐♠♣❧❡①❪❴✐t❡r❛t♦r✳ ■♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧ s✐♠♣❧✐❝❡s ❛r❡
✜♥✐t❡✱ t❤✉s t❤✐s t②♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❬❙✐♠♣❧❡①❪❴✐t❡r❛t♦r✳

• ❋✉♥❝t✐♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ t❤r❡❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤✉s t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❛❧✇❛②s ✸✳



✼✷ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

• ❋✉♥❝t✐♦♥ ✐s❴✐♥❢✐♥✐t❡✿ ❉❡❝✐❞❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s✐♠♣❧❡① ✇❤❡t❤❡r ✐t ❤❛s t❤❡ ✈❡rt❡① ❛t
✐♥✜♥✐t② ❛s ❛ ✈❡rt❡①✳ ❆s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✈❡rt❡① ❛t ✐♥✜♥✐t② ✐♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧✇❛②s r❡t✉r♥s ❢❛❧s❡✳

• ❋✉♥❝t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r❴♦❢❴❢✐♥✐t❡❴❬s✐♠♣❧✐❝❡s❪✿ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✐♥✜♥✐t❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣❡✲
r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ s♦ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❥✉st r❡t✉r♥s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ♥✉♠❜❡r❴♦❢❴❬s✐♠♣❧✐❝❡s❪✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✽✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
♦❢ ✈❡rt✐❝❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ❙♦ ✐♥ t❤❡ ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❡✈❡r② ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❝❡❧❧✲❃✈❡rt❡①✭✐✮✲❃♣♦✐♥t✭✮ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞
❜② ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t❤✐s✲❃♣♦✐♥t✭❝❡❧❧✱✐✮✱ ❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✽✳

❖♥❝❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡✐r ❇❡tt✐
♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬❉❊✾✺❪ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬❆❜s✵✾❪✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶ s❤♦✇s ❛ s❝r❡❡♥s❤♦t ♦❢ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶✿ ❙❝r❡❡♥s❤♦t ♦❢ ❛ ❞❡♠♦ ♣r♦t♦t②♣❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡s ❛♥❞ t❤❡✐r
❇❡tt✐ ♥✉♠❜❡rs✳

✸✳✼✳✷ P❡r✐♦❞✐❝ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤❡r

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❱✐ss❛r✐♦♥ ❋✐s✐❦♦♣♦✉❧♦s ❬❈❋❚✶✵❪✳
❚❤❡ ❈●❆▲ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤❡s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡

s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡s✳ ■t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♠❡s❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❇❖✵✺❪✳ ❋♦r ❛ s✉r❢❛❝❡
♠❡s❤ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❈●❆▲ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■t ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ q✉❡✉❡ ♦❢
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜❛❞ s✉r❢❛❝❡ ❢❛❝❡ts✳ ❆ ❢❛❝❡t ✐s s✉r❢❛❝❡ ❢❛❝❡t ✐❢ ✐ts ❞✉❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❡❞❣❡ ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡
s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❢❛❝❡t ✐s ❣♦♦❞
♦r ❜❛❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡♥ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E

3 ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢
✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■t ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ q✉❡✉❡ ♦❢ ❜❛❞ s✉r❢❛❝❡ ❢❛❝❡ts ❛♥❞ ✐♥ ❡❛❝❤ st❡♣ ❛
♥❡✇ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❛❞ ❢❛❝❡t✳ ❆ s✉r❢❛❝❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❜❛❧❧
♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❢❛❝❡t ✐s ❛ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝❡t t❤❛t ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢❛❝❡t✬s ❞✉❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❡❞❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸✳ ❖♥❡ ❜② ♦♥❡ t❤❡
❜❛❞ s✉r❢❛❝❡ ❢❛❝❡ts ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡✉❡ ❛r❡ r❡✜♥❡❞✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡✐r s✉r❢❛❝❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
❜❛❧❧ ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❜❛❞ s✉r❢❛❝❡ ❢❛❝❡ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞
t♦ t❤❡ q✉❡✉❡✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❈●❆▲ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❘❨✶✵❪✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ❛s ❛ ❞❡❢❛✉❧t✳



✸✳✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✼✸

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷✿ ❆ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❈●❆▲✱ ♠♦❞❡❧ ❜② ❱✐s✉❛❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ▲❛❜✱ P✐s❛✱
■t❛❧②✳

• ❆s♣❡❝t ❝r✐t❡r✐♦♥✿ ❆ s✉r❢❛❝❡ ❢❛❝❡t ✐s ❣♦♦❞ ✐❢ ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❣❧❡ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ s♦♠❡
✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✳

• ❯♥✐❢♦r♠ s✐③❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✿ ❆ s✉r❢❛❝❡ ❢❛❝❡t ✐s ❣♦♦❞ ✐❢ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ✐ts s✉r❢❛❝❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
❜❛❧❧ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ s♦♠❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✳

• ❈✉r✈❛t✉r❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✿ ❆ s✉r❢❛❝❡ ❢❛❝❡t ✐s ❣♦♦❞ ✐❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✐ts ❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r t♦ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❙✉r❢❛❝❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❜❛❧❧ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ s♦♠❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✳

❉❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸✿ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❜❛❧❧ ♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❢❛❝❡t✳

❚❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝r✐t❡r✐❛ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✬s ♦✇♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦
✐t ❛s ❛ t❡♠♣❧❛t❡✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤❡s✱ ✇❡ ♣❧✉❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉✲
❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❈●❆▲ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤❡r✳ ❲❤❡♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ s✐♠✐❧❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❝❝✉r
❛s ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡s✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳✶✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ✇❛②✳ ❆ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♣♣❡❛rs ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢
t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤❡r ✜rst ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝❡❧❧s ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t
✇✐t❤ t❤✐s ♣♦✐♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢✐♥❞❴❝♦♥❢❧✐❝ts✳ ❚❤❡♥ ✐t r❡♠♦✈❡s t❤❡s❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❛❞❞s
♥❡✇ ❝❡❧❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥s❡rt❴✐♥❴❤♦❧❡✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✻✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♦✛s❡ts ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡



✼✹ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ♠✉st ❜❡ st♦r❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞✐r❡❝t❧② st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡
✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ❝❧❡❛♥❡❞ ✉♣ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ r✉♥ ♦❢ ❢✐♥❞❴❝♦♥❢❧✐❝ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♥♦t ❝❛✉s❡
s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ❧❛t❡r ♦♥✳ ❚❤✐s ❝❧❡❛♥✲✉♣ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✐♥s❡rt❴✐♥❴❤♦❧❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛
♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛❧❧ t♦ ❢✐♥❞❴❝♦♥❢❧✐❝ts t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛❧❧ t♦ ✐♥s❡rt❴✐♥❴❤♦❧❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ♠✉st ♥♦t ❜❡ ❛♥② ❝❛❧❧s t♦ ❢✐♥❞❴❝♦♥❢❧✐❝ts ✐♥
❜❡t✇❡❡♥✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❝❛❧❧ ✐♥s❡rt❴✐♥❴❤♦❧❡ ❛❢t❡r ❛ ❝❛❧❧
♦❢ ❢✐♥❞❴❝♦♥❢❧✐❝ts✳ ❙♦ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❢✐♥❞❴❝♦♥❢❧✐❝ts t❤❛t ❝❧❡❛♥s ✉♣ t❤❡
✈❡rt❡① ♦✛s❡t ❜❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣ t♦ ❞❡t❡❝t ❝❡❧❧s ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t✳

❖♥❧② t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ r❡q✉✐r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❙♦ t❤❡
r❡✜♥❡♠❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ♠✉st ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr❡❛t t❤❡ ♦✛s❡ts ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♠❛❞❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤r♦✉❣❤ t❡♠♣❧❛t❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ s♦ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❡❛s✐❧②✳ ❲❡
✇r✐t❡ ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ r❡✜♥❡♠❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❧❛ss❡s ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❛s❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦rr❡❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ ♣♦✐♥t✲♦✛s❡t ♣❛✐rs t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❧❛ss❡s
♠✉st ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤✉s ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦r ♦❢ t❤❡
❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝r✐t❡r✐❛✳

❆s♣❡❝t ❝r✐t❡r✐♦♥

❯s❡ t❤❡ ♦✛s❡ts t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❡♠❜❡❞ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❢❛❝❡t ✐♥t♦ R
3 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠

❛♥❣❧❡✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❯♥✐❢♦r♠ s✐③❡ ❝r✐t❡r✐♦♥

❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❉❡❧❛✉♥❛② ❜❛❧❧ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢❛❝❡t✳ ■t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ♦✛s❡t ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❜❛❧❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✛s❡ts st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② ❛
s✐♠✐❧❛r ❡①❛♠♣❧❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✽ ❢♦r ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧s ♦❢ ❝❡❧❧s✳ ❲❡ s❡❛r❝❤
t❤❡ ♦✛s❡t o t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❝❡♥t❡r ✇✐t❤ ♦✛s❡t o✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❛r❡
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❡♠♣t② ❜❛❧❧
❤❛s ❞✐❛♠❡t❡r s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❤❛❧❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤✳ ❙♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡
❝❡♥t❡r ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❢❛❝❡t ✈❡rt✐❝❡s t❤❛♥ ❤❛❧❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡
❢✉rt❤❡r✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺
❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❈✉r✈❛t✉r❡ ❝r✐t❡r✐♦♥

❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❢♦r t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ s✐③❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡



✸✳✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✼✺

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✉♥✐❢♦r♠ s✐③❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✻✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✻✿ ✭✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✼ ✇❡ s❤♦✇ s♦♠❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠❡s❤❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈●❆▲ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤❡r
✉s✐♥❣ t❤❡ ❈●❆▲ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡s s❤♦✇ ❡✐❣❤t ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤
♠❡s❤✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♣✐❡s ♣❡r❢❡❝t❧② ❛❣r❡❡ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ✇❛② ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✼ s❤♦✇s s♦♠❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤❡s✿ ❚❤❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣ ❛♥❞ t❤❡ ❣②r♦✐❞ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❛r❡ tr✐♣❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡s ❬❙❝❤✼✵❪✳ ❚❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ♥♦t tr✐♣❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜✉t
♦♥❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡s❤❡❞✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡
❞❡✜♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ▼✳ ▼♦❡s❡♥ ❛t ❑✳ ❯✳ ▲❡✉✈❡♥✱ ❇❡❧❣✐✉♠✱ ✇❤♦ ✇♦r❦s ♦♥ ❜♦♥❡ s❝❛✛♦❧❞✐♥❣✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ②❡t ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❈●❆▲✳

✸✳✼✳✸ P❡r✐♦❞✐❝ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤❡r

❆s ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳✷✱ ✇❡ ❛❧s♦
✇♦r❦❡❞ ♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ▼✐❦❤❛✐❧ ❇♦❣❞❛♥♦✈✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳✷✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ s❛♠❡ t❤r❡❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ tr✐❛♥❣❧❡s
❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛ ♦♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✿

• ❘❛❞✐✉s ❡❞❣❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✿ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✐r❝✉♠r❛❞✐✉s ❛♥❞ t❤❡
s❤♦rt❡st ❡❞❣❡ ♦❢ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥

• ❘❛❞✐✉s ❝r✐t❡r✐♦♥✿ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❡❧❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠❡s❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
✇❛② ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡t ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✽ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡s
♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈●❆▲ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ②❡t ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❈●❆▲✳



✼✻ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✼✿ ❙♦♠❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤❡s✿ ✭❛✮ ❙❝❤✇❛r③ ♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✭❜✮ ●②r♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
✭❝✮ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ✭❞✮ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❝♦✉rt❡s② ▼✳ ▼♦❡s❡♥✮✳

✸✳✼✳✹ P❡r✐♦❞✐❝ ▲❧♦②❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠

●✐✈❡♥ ❛ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❛ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ r❡♣❧❛❝❡s ❛❧❧ t❤❡ s✐t❡s ❜② t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ t❤❡✐r
❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s ❬▲❧♦✽✷❪✳ ❚❤❡ ▲❧♦②❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s r❡♣❡❛t❡❞ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❱♦r♦♥♦✐
❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s ❛ ❝❡♥tr♦✐❞❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❜② r❡♣❡❛t❡❞❧② ❛♣♣❧②✲
✐♥❣ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❬❉❊❏✵✻❪✳ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❡s❤ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ❬❚♦✉✵✾❪✳

❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■♥ ❛ ✜rst st❡♣ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉t
♣♦✐♥ts ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ■♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ❡❛❝❤
❞❡✜♥✐♥❣ s✐t❡ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ✐s ♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❡❧❧✳ ■♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱
✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② r❡❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤✳ ❯s✐♥❣ ❞✉❛❧

❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛
♣❡r✐♦❞✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❧♦②❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡t✉r♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛s ❝♦♥✈❡① s❡t
♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ E

3✱ s♦ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ E
3 ❝❛♥ ❜❡ r❡✉s❡❞✳ ❖♥❧② ✐❢ ❛ ❝❡♥tr♦✐❞ ❧✐❡s

♦✉ts✐❞❡ ♦❢ Dc✱ ✐t ♠✉st ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❜❛❝❦ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✾ ❢♦r ❛♥
✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♣❡r✐♦❞✐❝ ▲❧♦②❞ s♦❢t✇❛r❡ t❤❛t ✐s ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ❛ ❞❡♠♦ ✐♥ ❈●❆▲✳

❖♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❤❛s ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐✲



✸✳✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✼✼

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✽✿ P❡r✐♦❞✐❝ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤❡s✿ ✭❛✮ ❙❝❤✇❛r③ ♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✭❜✮ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
✭❝♦✉rt❡s② ▼✳ ▼♦❡s❡♥✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✾✿ ▲❡❢t✿ ■♥✐t✐❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✾ r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥ts✳ ❘✐❣❤t✿ ❈♦♥✈❡r❣❡❞
❝❡♥tr♦✐❞❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❛❢t❡r ❛❜♦✉t ✷✺ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

♠✉♠ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦
t❤✐s q✉❡st✐♦♥ t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♠❡s❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬❱❛❧❪✳ ❲❡ ❞✐❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ ❲❡
❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ n ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠
♣♦✐♥ts ✐♥ Dc✳ ❚❤❡♥ ✇❡ r❛♥ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐❤❡❞r❛❧
❛♥❣❧❡ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❞✐❞ ♥♦t ❞✐✛❡r ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ 0.01 ❢♦r 10 ❝♦♥s❡❝✲
✉t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ r❛♥ ✶✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ n ❜❡t✇❡❡♥ 1 ❛♥❞ 100✱ s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✵✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ♣♦✐♥t
s❡ts ✈❡r② ❣♦♦❞ ❡①tr❡♠❛❧ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❜✐❣❣❡r ♣♦✐♥t s❡ts
t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss ❝❧❡❛r✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② s✐♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♣❡♥❞ ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ t❤❡ st❛rt✐♥❣
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ♣♦✐♥t s❡ts ♦❢ ❛❜♦✉t ✸✻ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛❜♦✉t ✹✽ ♣♦✐♥ts ✇❡ s❡❡ t❤❛t s♦♠❡ ♦❢
t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ②✐❡❧❞ ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳



✼✽ ✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✵✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ n ♣♦✐♥ts ❛❢t❡r ▲❧♦②❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✐s
♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❧✐❜r❛r② ❈●❆▲✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ❈●❆▲ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❣❛✈❡ ❛♥
♦✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡
s♣❡❝✐✜❝ t♦ T

3✳ ■♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❜♦t❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❞❛t❛ ✇❡ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
♦❢ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ❜✐❣ r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥t s❡ts ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t✉r♥s ♦✉t t♦
❜❡ ♦♥❧② ❛❜♦✉t ✶✳✼ t✐♠❡s s❧♦✇❡r✸ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E

3✳
❚❤✐s ✐s ❛ ❣r❡❛t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛t ❧❡❛st ✷✼ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✇✐t❤
✷✼ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ s♦♠❡ ❡①❡♠♣❧❛r② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✸❉
♣❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ♦♥❧② ♠✐♥♦r
❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✳

✸❚❤❡ ❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t♦ ✶✳✻ ✉s✐♥❣ ❛ tr❛✐ts ❝❧❛ss s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐t ❝✉❜❡✳



✼✾

❈❤❛♣t❡r ✹

❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r

s♣❛❝❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷ t♦ ♦t❤❡r s♣❛❝❡s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s✿

✶✳ ✢❛t s♣❛❝❡s✱ ✐✳❡✳ s♣❛❝❡s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ③❡r♦✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s
♦❢ E

d✱

✷✳ s♣❛❝❡s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ✐✳❡✳ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❤❡r❡
S

d✱

✸✳ s♣❛❝❡s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ✐✳❡✳ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
s♣❛❝❡ H

d✳

❚❤❡ ❧❛st ❝❧❛ss ✐s ♠✉❝❤ r✐❝❤❡r t❤❛♥ t❤❡ t✇♦ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ♦♥❧② ❣✐✈❡ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❞✐s❝✉ss✐♦♥
♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s✳

✹✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ ❛ r❛t❤❡r ❜r♦❛❞ ❝❧❛ss
♦❢ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♣❛❝❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❣✐✈❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥s
♦❢ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ r❡✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s✳

▲❡t M ❜❡ ❛ d✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✶✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ M ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥
M✳

✷✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ M ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t s❡t
✐s ❦♥♦✇♥✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ M = E
d✱ M = S

d✱ ❛♥❞ M = H
d✳

▲❡t G ❜❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✐s♦♠❡tr✐❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ M ❛♥❞ X := M/G t❤❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ ♦❢ M

✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ G ✇✐t❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛♣ π : M → X✳ ❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ X ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✱ ✇❡ ✜rst ❣✐✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡① ✐♥ X✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥
✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✮✳



✽✵ ✹✳ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r s♣❛❝❡s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶ ✭❙✐♠♣❧❡① ✐♥ M✮✳ ▲❡t σ ❜❡ ❛ k✲s✐♠♣❧❡① ✐♥ M✳ ■❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ π|σ ♦❢ π
t♦ σ ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ σ ❜② π ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ k✲s✐♠♣❧❡① ✐♥ X✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s s✐♠♣❧✐❝❡s ♥♦t t♦ s❡❧❢✲✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ t❤❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡✳ ❲❡
✇r✐t❡ DT (Q) t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ M ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♣♦✐♥t s❡t Q✳ ▲❡t P
❜❡ ❛ ♣♦✐♥t s❡t ✐♥ M✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❛❞❛♣t ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ t♦ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
X ❞❡✜♥❡❞ ❜② π(P)✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✷ ✭❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ X✮✳ ■❢ π(DT (GP)) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ X

✭✇❤✐❝❤ s✉❜s✉♠❡s t❤❛t ✐t ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛❧❧
✐t t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ X ❞❡✜♥❡❞ ❜② π(P)✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ❢r♦♠ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r② t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r ♦♥✳ ▲❡t G ❜❡
❛ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ H ❞❡♥♦t❡ ❛ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G✳ H ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♥♦r♠❛❧ ✐♥ G ✐❢ ✐t ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r
❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ h ∈ H ❛♥❞ g ∈ G✱ ghg−1 ∈ H✳ ❋♦r ❛ ❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥t g ∈ G✱ t❤❡
s❡t {gh | h ∈ H} ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦s❡t ♦❢ H ✐♥ G✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛ s✉❜❣r♦✉♣ H ✐♥ G ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦s❡ts ♦❢ H ✐♥ G✳

■♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡
❣❡♦♠❡tr✐❝ t❡sts t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t s❡t ❞❡✜♥❡s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ X = M/G✱
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ♦❢ s♣❛❝❡s M ❛♥❞ ❣r♦✉♣s G✳

✹✳✷ ❋❧❛t s♣❛❝❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢❛t s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡ ✢❛t t♦r✉s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷
✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✢❛t t♦r✉s ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ♥❡❡❞s ♦❢ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠✱ ❧✐❦❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❜✐♦❧♦❣② ❬❇❡r✵✾❪✱ r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞s t❤❛t ❛r❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ♦❢ E

3 ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥
♦❢ ♦t❤❡r ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣s✳

❲❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝❧♦s❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ d✲♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷
t❤❡♥ st✉❞✐❡s ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ d✲♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛♥❞ s❤♦✇s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ✜♥✐t❡❧②✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛♥② s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸ ❞✐s❝✉ss❡s
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶ ✭s❡❡ ♣❛❣❡ ✷✾✮ t♦ ❝❧♦s❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ▼♦st
❝♦♥❝❡♣ts ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❚❤✉✾✼❪✳

✹✳✷✳✶ ❈❧♦s❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞s

❆ ❝❧♦s❡❞ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐t❤♦✉t ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❆ d✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❊✉✲
❝❧✐❞❡❛♥ ♦r ✢❛t ✐❢ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ❤❛s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐s♦♠❡tr✐❝ t♦ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥ E

d✳
❆ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❣r♦✉♣ GB ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✐s♦♠❡tr✐❡s ♦❢ E

d s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ E

d/GB ✐s ❝♦♠♣❛❝t✳ ❙✉❝❤ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣s ♦r
s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣s ❬❚❤✉✾✼❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶ ✭❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❬❇✐❡✶✵❪✮✳

• ▲❡t GB ❜❡ ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r♦✉♣ GT ♦❢ d ❧✐♥❡❛r❧②
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ GB ♦❢ ✜♥✐t❡ ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣
GT ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ GB✳



✹✳✷✳ ❋❧❛t s♣❛❝❡s ✽✶

• ❋♦r ❛♥② d✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❣r♦✉♣s✱ ✉♣ t♦
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ E
d/GB ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞✿ ■❢ GB ❧❡❛✈❡s ♣♦✐♥ts

✜①❡❞✱ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥ E
d/GB t❤❛t ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛

♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥ E
d✳ ❚❤❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ E

d/GB ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛♥ ♦r❜✐❢♦❧❞ ❬❇▼P✵✸✱ ❚❤✉✵✷❪✳ ❋♦r t❤❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ t♦ ❜❡ ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢
❛❝t✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ✐t ♠✉st ♥♦t ❤❛✈❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡
t♦rs✐♦♥✲❢r❡❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠✉st ❜❡ t❤❡ ♦♥❧② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ✜♥✐t❡ ♦r❞❡r✳ ■❢ GT ✐s ❛ s✉❜❣r♦✉♣
♦❢ d ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦❢ GB✱ t❤❡♥ E

d/GT ✐s ❛ d✲t♦r✉s✳ ■t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
t♦rs✐♦♥✲❢r❡❡ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❣r♦✉♣s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❧❛ss✐❢② ❝❧♦s❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✷ ✭❬❚❤✉✾✼❪✮✳ ❆♥② ❝❧♦s❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ d✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ❡q✉❛❧ ✉♣ t♦ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠
t♦ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ E

d/GB✱ ✇❤❡r❡ GB ✐s ❛ t♦rs✐♦♥✲❢r❡❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤
❣r♦✉♣✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤
❣r♦✉♣s✱ ✉♣ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ■♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 t❤❡r❡ ❛r❡ 17✱ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 t❤❡r❡ ❛r❡ 230✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❣r♦✉♣s ❜② ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✐❞ ❆✵✵✻✷✷✼ ✐♥ t❤❡ ❖♥✲▲✐♥❡
❊♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛ ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❙❡q✉❡♥❝❡s ❬❙❧♦❪❀ t❤❡② ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✉♣ t♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✺✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t♦rs✐♦♥✲❢r❡❡ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❣r♦✉♣s ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✐❞ ❆✵✺✾✶✵✹❀ t❤❡② ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✉♣ t♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✻✳

■♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦ t♦rs✐♦♥✲❢r❡❡ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t❤✉s t✇♦
❝❧♦s❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✱ ✉♣ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✿ t❤❡ t♦r✉s ❛♥❞ t❤❡ ❑❧❡✐♥ ❜♦tt❧❡✳ ■♥ t❤r❡❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✶✵ ❝❧♦s❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✱ ❢♦✉r ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥t❛❜❧❡✳ ❆
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❍❲✸✺❪ ❛♥❞ ❬❚❤✉✾✼❪✿

• t❤r❡❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✭✸✲t♦r✉s✮

• ♦♥❡ s❝r❡✇ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ t✇♦ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ✐t✳ ❚❤❡
s❝r❡✇ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥ r♦t❛t❡ ❜② π✱ 2π/3✱ π/2✱ π/3✳

• t❤r❡❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❝r❡✇ ♠♦t✐♦♥s t❤❛t r♦t❛t❡ ❜② π✳

• t✇♦ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣❧✐❞❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✳

• ♦♥❡ ❣❧✐❞❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡ s❝r❡✇ ♠♦t✐♦♥ t❤❛t r♦t❛t❡s ❜② π ❛❜♦✉t ❛♥ ❛①✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦
t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❲❤❡t❤❡r t❤❡ s❝r❡✇ ❛①✐s ❧✐❡s
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣❧✐❞❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ♦r ♥♦t ②✐❡❧❞s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♥✐❢♦❧❞s✳

❚❤❡ ✜rst s✐① ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉r ❧❛st ♦♥❡s ❛r❡ ♥♦t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r
❣❡♥❡r❛t♦rs ❝♦♥t❛✐♥ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳

✹✳✷✳✷ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❈❧♦s❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ▼❛♥✐❢♦❧❞s

▲❡t GF ❜❡ ❛ t♦rs✐♦♥✲❢r❡❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❣r♦✉♣✱ P ❛ ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡t ✐♥ E
d✱ X :=

E
d/GF ❛ ❝❧♦s❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐t❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛♣ π : E

d → X✱ ❛♥❞ DT (GFP) t❤❡
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E

d ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡t GFP✳
❋♦r t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❜❡❧♦✇ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ✈❛❧✉❡s✿



✽✷ ✹✳ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r s♣❛❝❡s

✶✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ δ(G) ❜② ✇❤✐❝❤ ❛ ❣r♦✉♣ G ♠♦✈❡s ❛ ♣♦✐♥t✿

δ(G) = min
p∈Ed,g∈G,g 6=1G

❞✐st(p, gp),

✇❤❡r❡ 1G ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♥✐t ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ G✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ G ✐s t♦rs✐♦♥✲❢r❡❡ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡✱
t❤❡♥ δ(G) > 0 ❤♦❧❞s✳

✷✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ∆(S) ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st d✲❜❛❧❧ B ✐♥ E
d t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢

❛ s❡t S ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r✳

❲❡ ♥♦✇ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽ ✭♣❛❣❡ ✷✹✮✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸✳ ■❢ t❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ π(DT (GFP)) ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❝②❝❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ≤ 2✱
t❤❡♥ π(DT (GFP)) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ X✳

▼♦st ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡✿ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✸ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢
π t♦ ❛ s✐♠♣❧❡① ✐s ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✷✳✹ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✸
❛♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ▲❡♠♠❛s ✷✳✷✳✺✱ ✷✳✷✳✻✱ ❛♥❞ ✷✳✷✳✼ ❛r❡
❛❣❛✐♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✸ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ π✳ ❚❤✉s ❛♣❛rt ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶✱ t❤❡
✇❤♦❧❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ❞✐r❡❝t❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t♦ ❝❧♦s❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ d✲♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ❲❡
♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶✿

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✹✳ ▲❡t K ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ E
d ✇❤♦s❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢

GFP✱ ❛♥❞ t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✱ ❛♥❞ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt②
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ GFP✳ ❚❤❡♥ K s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜♥✐t❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✭✐✐✐✮ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤✉s✱ K
✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦✐♥t p t❤❛t ✐s ❛ ✈❡rt❡① ✐♥ K✳ ◆♦t❡ t❤❛t δ(GF ) > 0 ❛♥❞ ∆(GFP) <
∞ ❤♦❧❞ ❜❡❝❛✉s❡ GF ✐s ❛ t♦rs✐♦♥✲❢r❡❡ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ♦❢ K ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❜② ∆(GFP) ❛♥❞ t❤✉s ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ p ♠✉st ❧✐❡ ✐♥ ❛ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s ∆(GFP) ❝❡♥t❡r❡❞
❛t p✳ ❆s GF ✐s ❞✐s❝r❡t❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ GFP t❤❛t ❧✐❡ ✐♥s✐❞❡ s✉❝❤ ❛ ❜❛❧❧ ✐s ✜♥✐t❡✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣❧②✱ p ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② s✐♠♣❧✐❝❡s✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦✐♥t p ✐♥ E
d t❤❛t ✐s ♥♦t ❛ ✈❡rt❡① ✐♥ K✳ ▲❡t σ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡①

t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s p ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r ❛♥❞ ❧❡t vσ ❞❡♥♦t❡ ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ σ✳ ▲❡t St(vσ) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢
s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❛t vσ ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦✳ ❆❜♦✈❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t St(vσ) ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧②
♠❛♥② ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s❡t St(σ) ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❛t σ ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ St(vσ)✱ t❤✉s
✐t ✐s ✜♥✐t❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ U(p) t❤❛t ❤❛s ♥♦♥✲❡♠♣t② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧② t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts St(σ)✳

❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✸ ♠❡♥t✐♦♥s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ 1
2 ✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ G✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✲

✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦r♦❧❧❛r② ❢♦❧❧♦✇s ❜② s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✺✳ ■❢ ∆(GFP) < δ(GF )
2 ✱ t❤❡♥ π(DT (GFP ′)) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ X ❢♦r ❛♥②

✜♥✐t❡ P ′ ⊇ P✳

❋♦r ❛♥② t♦rs✐♦♥✲❢r❡❡ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❣r♦✉♣ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦✐♥t s❡ts s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢
❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✺ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ δ ✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ∆ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧②
s♠❛❧❧ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✷✳



✹✳✷✳ ❋❧❛t s♣❛❝❡s ✽✸

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✻✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ s✉❜❣r♦✉♣ GC ♦❢ GF ♦❢ ✜♥✐t❡ ✐♥❞❡① s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ GFP ∪ GCQ ✐♥ E

d ♦♥t♦ XC = E
d/GC ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥

❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡t P ✐♥ E
d ❛♥❞ ❛♥② Q ⊆ GF q ✇✐t❤ ❛♥② q ∈ E

d✳

Pr♦♦❢✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r♦✉♣ GT ♦❢ d ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s❧❛✲
t✐♦♥s t❤❛t ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ GF ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ✐♥❞❡① h′✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs g1, . . . , gd

♦❢ GT ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ▲❡t g1 ❜❡ t❤❡ s❤♦rt❡st tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥ GT ✳ ▲❡t gi+1 ❜❡ t❤❡ s❤♦rt✲
❡st tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥ GT t❤❛t ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s g1, . . . , gi✳ ◆♦t❡ t❤❛t
∆(GT p) ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ p ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡
❝❛♥ ✜♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t c s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ gi t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❞✐st(p, gc

i p) > 2∆(GT p)
❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② p ∈ E

d✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ GC ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② gc
1, . . . , g

c
d ✐s ❛ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ GT ♦❢ ✐♥❞❡①

cd ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② δ(GC) > 2∆(GT p) ❢♦r ❛♥② p ∈ E
d✳ ❆s GT ✐s ♥♦r♠❛❧ ✐♥ GF ✇❡ ❤❛✈❡

ggT g−1 ∈ GT ❢♦r ❡❛❝❤ g ∈ GF , gT ∈ GT ✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ GC t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ gT ∈ GT ❛♥❞ t❤❡ gC ∈ GC ❣✐✈❡♥ ❜② gC = gc

T ✳ ◆♦✇ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t GC ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧
s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ GF ✇✐t❤ ✐♥❞❡① h = h′ · cd✳ ◆♦t❡ t❤❛t ∆(GCGFP) = ∆(GFP) ≤ ∆(GT p) ❢♦r ❛♥②
p ∈ E

d✳ ❚❤✉s ∆(GCGFP) < δ(GC)
2 ❤♦❧❞s ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✺ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ GCGFP = GFP ♦♥t♦ XC ❢♦r♠s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
r❡♠❛✐♥s tr✉❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ♣♦✐♥ts✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t GC ❢r♦♠ GT ✳
❚❤❡ ❣r♦✉♣ GT ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ GF ✱ ❡✳❣✳ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r✲❙❝❤r❡✐❡r ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❬❙✐♠✾✹❪✳ ❆♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r✲❙❝❤r❡✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ●❆P ❬❣❛♣❪✳ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✻ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♣❛❝❡ XC ✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
♣♦✐♥t s❡t π(P) ❞❡✜♥❡s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ XC ✐s ❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ X ✇✐t❤
❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤❡❡ts ❬❆r♠✽✷❪✳ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✻ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣
XC ❢r♦♠ X ❞✐r❡❝t❧②✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❊❛❝❤ ❝❧♦s❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ d✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ❤❛s ❛ d✲t♦r✉s ❛s ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s❤❡❡ts✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡
d✲t♦r✉s ✐s ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤②♣❡r♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞✳ ❇② ❣❧✉✐♥❣ t✇♦ ♦❢ t❤❡s❡ ❤②♣❡r♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞s
t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ♥❡✇ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ t❤❛t ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ d✲t♦r✉s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t XC ❜②
❣❧✉✐♥❣ ❛s ♠❛♥② ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥
❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✺✱ ✐✳❡✳ ∆(GCGFP) = ∆(GFP) < δ(GC)

2 ✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥
t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✢❛t ❑❧❡✐♥ ❜♦tt❧❡ E
2/GK ✱ ✇❤❡r❡ GK ✐s t❤❡ ❣r♦✉♣ ❣❡♥❡r❛t❡❞

❜② ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ gt ❛♥❞ ❛ ❣❧✐❞❡✲r❡✢❡❝t✐♦♥ gg✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛①✐s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✮✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② gt ❛♥❞ g2

g ✐s ❛



✽✹ ✹✳ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r s♣❛❝❡s

tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ GK ♦❢ ✐♥❞❡① ✷✳ ◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ t❤✐s tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧
s✉❜❣r♦✉♣ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ✐♥❞❡① t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✻ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❆ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t ❣r✐❞ GKp✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✺ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✻ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ ∆ < δ

2 ✳ ■♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✺ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t P t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ∆✱ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✻
✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ❣r♦✉♣ GC t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ δ✳

✹✳✷✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t♦ X = E
d/GF ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ P ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✳

• ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡t❡r♠✐♥❡s GC ❢r♦♠ GF ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳

• ❚❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ h✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ XC = E
d/GC

❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✻✱ ✐♥s❡rt✐♥❣ h ❝♦♣✐❡s ♣❡r ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ✭❤❡r❡ ✇❡ ❝❛❧❧ ❝♦♣② ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t
p ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ✐ts ♦r❜✐t ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ❣r♦✉♣ GF /GC ✱ ✐✳❡✳ ❛ ♣♦✐♥t
gp✱ ❢♦r g ∈ GF /GC✮✳

• ❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✺ ✐s ♠❡t ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦✐♥t s❡t✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
s✇✐t❝❤❡s t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ X ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ✐♥s❡rt ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥❧②
♦♥❝❡✳

■❢ P ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✺ ✐s ♥❡✈❡r ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
r❡t✉r♥s t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ XC ✳

❚✇♦ ✐ss✉❡s ❛♣♣❡❛r✱ ♥❛♠❡❧②✱ ❤♦✇ t♦ st♦r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ✐♥s❡rt ❛
♣♦✐♥t✳

❙♣❛❝❡✲❡✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡

❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ❛s ❛ ❣r❛♣❤ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❋✉❧❧✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝❡s
❛r❡ st♦r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐st ♦❢ t❤❡✐r ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❊❛❝❤ ✈❡rt❡① ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ d✲s✐♠♣❧❡① st♦r❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇
t♦ ♠❛♣ ✐t ✐s♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ✐♥t♦ E

d✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✬ ♣r❡✐♠❛❣❡ ✉♥❞❡r
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛♣ π✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ✈❡r② s♣❛❝❡ ❡✣❝✐❡♥t s✐♥❝❡ ❢♦r ❧❛r❣❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ d✲s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❣r♦✇ ✈❡r② ❧❛r❣❡✳ ❆ ♠♦r❡ s♣❛❝❡
❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ st♦r❡ t❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ❬❇❉❍✵✾❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♠✉st ❜❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✐ts t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r ♦✛s❡ts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✛s❡ts ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
GC ♦r GF ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ d✲s✐♠♣❧❡① ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ❡❞❣❡s s✉❝❤
t❤❛t t❤❡✐r ♦✛s❡ts ❛t ❝♦♠♠♦♥ ✈❡rt✐❝❡s ❛❣r❡❡✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳



✹✳✸✳ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ s♣❛❝❡s ✽✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ▲❡❢t✿ ❚❤r❡❡ ❡❞❣❡s✳ ❘✐❣❤t✿ ❆❞❞
(
1
0

)
t♦ ❜♦t❤ ♦✛s❡ts ♦❢ e3 t♦ ❢♦r♠ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡

pqr✳

P♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥

❋♦r t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥s❡rt✐♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❇♦✇②❡r ❬❇♦✇✽✶❪ ❛♥❞ ❲❛ts♦♥ ❬❲❛t✽✶❪ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞✳ ■❢ X ✐s ♦r✐❡♥t❛❜❧❡✱ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ r♦✉t✐♥❡ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ♦♥❧② st♦r❡s
♣♦s✐t✐✈❡❧② ♦r✐❡♥t❡❞ s✐♠♣❧✐❝❡s✳ ■❢ X ✐s ♥♦♥✲♦r✐❡♥t❛❜❧❡✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡
♠✉st ❛♣♣❧② ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❡st ♦♥ t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ ✉♥❞❡r π ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ✜rst ❜❡❢♦r❡ t❡st✐♥❣
✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣♦✐♥t ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ ♦r ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ d✲❜❛❧❧✳

✹✳✷✳✹ ❋❧❛t ♦r❜✐❢♦❧❞s

❆ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❤♦✇ t❤❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ♦r❜✐❢♦❧❞s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ❡①❝❧✉❞❡ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤
t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛♥② ♦r❜✐❢♦❧❞ ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡❧② s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ t❤❛t ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♥❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦r❦s✳ ❙♦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥♥♦t
❝♦♠♣✉t❡ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦r❜✐❢♦❧❞✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
✐♥ t❤❛t ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡✳

✹✳✸ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ s♣❛❝❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ♦♥t♦ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡
✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✐s♦♠❡tr✐❡s✳ ❲❡ ✜rst ❞✐s❝✉ss ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②
❞✐s❝✉ss t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♦r❜✐❢♦❧❞✳

✹✳✸✳✶ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡

▲❡t S
d ❞❡♥♦t❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✉♥✐t s♣❤❡r❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✹✳✶✳✶ ❛♥❞ ✹✳✶✳✷✱ ✇❡

♠✉st ❣✐✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✢❛t ❝❛s❡✳

▲❡t ρ : E
d+1 −{0} → S

d ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ρ ♣r♦❥❡❝ts ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ r❛②
R st❛rt✐♥❣ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ R ❛♥❞ S

d✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶ ✭❙♣❤❡r✐❝❛❧ s✐♠♣❧❡①✮✳ ▲❡t Q ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ k +1 ♣♦✐♥ts ✐♥ S
d ✇✐t❤ k ≤ d✳ ▲❡t

❈❤(Q) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ Q ✐♥ E
d+1✳ ■❢ ❈❤(Q) ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ✇❡ ❝❛❧❧

t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✉♥❞❡r ρ ♦❢ ❈❤(Q) ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ k✲s✐♠♣❧❡①✳

❚❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ d✲s✐♠♣❧❡① ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r
E

d ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠❡tr✐❝✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ (d − 1)✲❜❛❧❧



✽✻ ✹✳ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r s♣❛❝❡s

❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ d ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✱ ❧②✐♥❣ ✐♥ ❛ (d−1)✲❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐♥ E
d✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

✉♥❞❡r ρ ♦❢ t❤✐s (d − 1)✲❜❛❧❧ ✐s t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ♦❢ t❤❡ d✲s✐♠♣❧❡①✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷ ✭❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ P
✐♥ S

d ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ S
d s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ♦❢ ❡❛❝❤ d✲s✐♠♣❧❡① ♦❢ t❤❡

tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ P ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r✳

❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡ S
d ❞❡✜♥❡❞ ❜② P ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ P ✐♥

E
d+1✳ ❆s P ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❤❡r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ E

d+1✱ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ P ❛♣♣❡❛r ✐♥
✐ts ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ✐♥ E

d+1✳ ■t ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
✐♥ ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡s♦rt✐♥❣ t♦ E

d+1✳ ❬◆▲❈✵✷❪ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛
s♣❤❡r✐❝❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✇♦ ♣❧❛♥❛r ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s✳
■♥ ❬❈❞❈▲+✶✵❪ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ d = 2✳
❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ E

2 ❛♥❞
❛❞❛♣t t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❈❞❈▲+✶✵❪ ❡①t❡♥❞ t♦ d ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ t♦ t❡st
✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ♦❢ ❛ d✲s✐♠♣❧❡① ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ▲❡t σ ❜❡ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ d✲s✐♠♣❧❡①✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ σ ❞❡✜♥❡ ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐♥ E

d+1✳ ▲❡t p ❞❡♥♦t❡ t❤❡ q✉❡r② ♣♦✐♥t✳ ■❢ p ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❧✐❡ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❞❡s
♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✱ t❤❡♥ p ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ ♦❢ σ✳

■❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ P ❧✐❡ ✐♥ ❛ ❤❛❧❢✲s♣❤❡r❡✱ P ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛✲
t✐♦♥ ♦❢ S

d✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ S
d ✇❡

❝❛♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ✈❡rt❡① s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✈❡rt❡① ❛t ✐♥✜♥✐t② ❢♦r ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ E

d✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

✹✳✸✳✷ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s

■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦r❦s ❢♦r d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ ❣r♦✉♣s
♦❢ ✐s♦♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡ S

d✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✐s♦♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❤❡r❡ ✐s t❤❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❣r♦✉♣ O(d + 1)✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s✉❜❣r♦✉♣s ♦❢ O(d + 1) ❛r❡ ✜♥✐t❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
s♣❤❡r❡ ✐s ❝♦♠♣❛❝t✿ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t❡ s✉❜s❡ts
♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s♣❛❝❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s ♥♦t ❞✐s❝r❡t❡✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
s✉❜❣r♦✉♣s ♦❢ O(d + 1) ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡❧②
♠❛♥② ♦❢ t❤❡♠✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss t❤❡ t✇♦✲ ❛♥❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿ ✭✶✮ ❝②❝❧✐❝ ❣r♦✉♣s Cn✿
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ 360◦/n❀ ✭✷✮ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❣r♦✉♣s✿ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ 360◦/n
❛♥❞ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥❀ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳

■♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡♥ s❡r✐❡s ♦❢ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥
✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♣s✱ ❛♥❞ s❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ s❡✈❡♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡r✐❡s ❛❧❧ ❤❛✈❡
❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ 360◦/n ❢♦r ❛♥② n > 0 ❛s ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❡✈❡♥ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s
❛r❡✿ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t✇♦ s✉❜❣r♦✉♣s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❡ s✉❜❣r♦✉♣ ❡❛❝❤✳ ❋♦r
❢✉rt❤❡r r❡❛❞✐♥❣ s❡❡ ❬❈♦①✾✶❪✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛♠♦♥❣ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s✱ t❤❡ ♦♥❧② ❣r♦✉♣ ✇✐t❤♦✉t ✜①❡❞
♣♦✐♥ts ✐s t❤❡ ❣r♦✉♣ t❤❛t ♠❛♣s ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t t♦ ✐ts ❛♥t✐♣♦❞❛❧ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ♦r❜✐t
s♣❛❝❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❣r♦✉♣ ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤✉s t❤❡ ♦♥❧② t✇♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ s♣❤❡r❡ ✐ts❡❧❢✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧②
♦r❜✐❢♦❧❞s ❬❙t✐✾✷❪✳



✹✳✸✳ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ s♣❛❝❡s ✽✼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ▲❡❢t C3✿ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ 360◦/3✳ ❘✐❣❤t D5✿ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ 360◦/5 ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
❞❛s❤❡❞ ❛r❝s ✭D✮ ❛r❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥s✳✮

✹✳✸✳✸ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽ ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♣s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s ✐♥✜♥✐t❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣r♦✉♣s t❤❡♠✲
s❡❧✈❡s ❛r❡ ✜♥✐t❡✳

▲❡t GP ❞❡♥♦t❡ ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣✱ X := S
d/GP ❛♥ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

♠❛♣ π : S
d → X✱ ❛♥❞ DT (GPP) t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ S

d ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜♥✐t❡
♣♦✐♥t s❡t GPP✳

❲❡ ♥♦✇ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✸✳ ■❢ t❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ π(DT (GPP)) ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❝②❝❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ≤ 2✱
t❤❡♥ π(DT (GPP)) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ X✳

▲✐❦❡ ❢♦r ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡♠♠❛s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❞✐r❡❝t❧②
t♦ X✱ ❡①❝❡♣t ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶✿ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ tr✐✈✐❛❧ ✐♥
t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ GPP ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ s♦ DT (GPP) ✐s ✜♥✐t❡✱ t♦♦✳

❆s GPP ✐s ✜♥✐t❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s♣❤❡r❡ S
d ❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ X✱ ✐♥

✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t GPP ❞❡✜♥❡s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ t❤❛♥ d + 2 ♣♦✐♥ts✱ ♥♦t
❛❧❧ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❤❛❧❢✲s♣❤❡r❡✳

❲✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✱ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❇♦✇②❡r
❛♥❞ ❲❛ts♦♥ ✇♦r❦s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ S

d✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶ ❝❛♥
❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ X = S

d/GP ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✿

• ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ |GP |✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ S
d✱ ✐♥s❡rt✐♥❣ |GP |

❝♦♣✐❡s ♣❡r ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t✳

• ❖♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r π ❤❛s ♥♦ ❝②❝❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦
❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛❞❞✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ♣♦✐♥ts ❝❛♥♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝②❝❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤
t✇♦✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✇✐t❝❤❡s t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ X✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ GP ✐s ♥♦t t♦rs✐♦♥✲❢r❡❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡t✉r♥s DT (GPP)✳ ❲❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡
❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✸ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡♥ t♦ s✇✐t❝❤ ❜❛❝❦ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
✐♥ X ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♣❧❛♥❡✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥✳



✽✽ ✹✳ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r s♣❛❝❡s

❚❤❡ r❡❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♣❧❛♥❡

▲❡t G ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐s♦♠❡tr② t❤❛t ♠❛♣s ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ S
2 ♦♥t♦ ✐ts ❛♥t✐♣♦❞❛❧

♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ S
2/G ✐s t❤❡ r❡❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♣❧❛♥❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝r✐t❡r✐♦♥✿

❈r✐t❡r✐♦♥ ✹✳✸✳✹✳ ■❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞✐s❦ ✐♥ S
2 t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢

GP ❤❛s ❞✐❛♠❡t❡r s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ π/2✱ t❤❡♥ P ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧
♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♣❧❛♥❡ X/G✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ♣r♦♦❢ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛s ❛s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✸✱ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡
s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛s❡✿ ■❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t② s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞✐s❦ ❤❛s ❞✐❛♠❡t❡r s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ π

2 ✱ t❤❡♥ t❤❡
❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ GP ✐s s❤♦rt❡r t❤❡♥ π

2 ❛♥❞ t❤✉s ❛ ♣❛t❤ ♦❢ t✇♦
❡❞❣❡s ✐s s❤♦rt❡r t❤❛♥ π ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❢♦r♠ ❛ t✇♦✲❝②❝❧❡ ✇❤❡♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ S

2/G✳

❈r✐t❡r✐♦♥ ✹✳✸✳✹ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡♥ t♦ ❝♦♥✈❡rt
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✷✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ S

2 t♦ S
2/G✳

✹✳✹ ❆ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡

❍❡r❡✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷ t♦ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
♣❧❛♥❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐s♦♠❡tr✐❡s✳ ❲❡ ✜rst ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❧❛♥❡ H

2 ❛♥❞ ♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥
✇❡ ❞✐s❝✉ss ❣r♦✉♣s ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐s♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽ ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸✳✶
t♦ t❤✐s s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐s♦♠❡tr✐❡s t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❛♥❞ t❤❡✐r
t❤❡♦r② ✐s ♠✉❝❤ r✐❝❤❡r t❤❛♥ ❢♦r ❣r♦✉♣s ♦❢ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✐s♦♠❡tr✐❡s✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s✳

✹✳✹✳✶ ❚❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❧❛♥❡ H
2

❚❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❧❛♥❡ ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛ ❧✐♥❡ l ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t p ♥♦t ✐♥ l t❤❡r❡ ❛r❡
✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❧✐♥❡s t❤r♦✉❣❤ p t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t l✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ P❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré ❞✐s❦✿ ❆❧❧ ❧✐♥❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦✐♥t p ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦
l ❬♣❞❤❪✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❝♦♠♠♦♥ ♠♦❞❡❧s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❧❛♥❡✿ t❤❡ ❇❡❧tr❛♠✐✲❑❧❡✐♥
▼♦❞❡❧✱ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré ❞✐s❦ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré ✉♣♣❡r ❤❛❧❢♣❧❛♥❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞
♠♦❞❡❧ ❬❙t✐✾✷❪✳ ❲❡ ♦♥❧② ✉s❡ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré ❞✐s❦ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳



✹✳✹✳ ❆ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡ ✽✾

■♥ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré ❞✐s❦ ♠♦❞❡❧✱ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❧❛♥❡ ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✉♥✐t ❞✐s❦✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝✐r❝❧❡ ❛r❡ ♣♦✐♥ts ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❧✐♥❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❦ ♦r ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ✉♥✐t ❝✐r❝❧❡ ♦r✲
t❤♦❣♦♥❛❧❧②✳ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝✐r❝❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❝✐r❝❧❡s✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r ❝❡♥t❡rs ❞✐✛❡r ✐❢

t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❝❡♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ds =
2
√

dx2+dy2

1−(x2+y2)
✳

❚❤✉s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t
(
x
y

)
t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐s 2 tanh−1(

√
x2 + y2)✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r t②♣❡s ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐s♦♠❡tr✐❡s❀ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡✐r ✜①❡❞
♣♦✐♥ts ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ❆ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐s♦♠❡tr② t❤❛t ❤❛s ♥♦ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✐s ❛ r♦t❛t✐♦♥❀ ✐❢ ✐t
❤❛s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❛t ✐♥✜♥✐t② ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❧✐♠✐t r♦t❛t✐♦♥✳ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s
❛r❡ ✐s♦♠❡tr✐❡s ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧② t✇♦ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✲
♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐s♦♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ t②♣❡ ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐s♦♠❡tr✐❡s ❛r❡ t❤❡ ♥♦♥✲
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❣❧✐❞❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❬❙t✐✾✷❪✳ ❲❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s
✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳

❚❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❧❡❢t ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t ❞❡✜♥❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t tr❛♥s❧❛t❡s ❛ ♣♦✐♥t ❛❧♦♥❣ t❤✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❣❡♦❞❡s✐❝✳ ❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
t ♠❛♣s ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ d t♦ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♦♥t♦ ❛♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❞✐st❛♥t ❧✐♥❡ ♦❢
❞✐st❛♥❝❡ d t♦ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t ✐s ❛♥ ✐s♦♠❡tr②✱ ✐✳❡✳ ❞✐st(p, q) =
❞✐st(t(p), t(q))✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ p ❛♥❞ q ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❣❡♦❞❡s✐❝✱
t❤❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❞✐✛❡rs✱ ✐✳❡✳ ❞✐st(p, t(p)) 6= ❞✐st(q, t(q))✳ ❚❤❛t
✐s t❤❡ ❝❧♦s❡r ❛ ♣♦✐♥t p ❧✐❡s t♦ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❣❡♦❞❡s✐❝ t❤❡ s❤♦rt❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐st(p, t(p)) ❜②
✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♣❧❛♥❡✳ ❋♦r
❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ t✇♦
✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦t ❛♥t✐♣♦❞❛❧✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❝❤♦r❞ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❣❡♦❞❡s✐❝✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ▲❡❢t✿ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré ❞✐s❦✳ ❘✐❣❤t✿ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥
❛❧♦♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♦❞❡s✐❝✳

❆s ❣❡♦❞❡s✐❝s ❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t
s❡t P ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇❛② ❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡t S s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts p ❛♥❞ q ♦❢ S ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ S✳ ❚❤❡♥ ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❡❞❣❡ ♦r
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ H

2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■♥ ❬❉▼❚✾✷❜❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t

✐♥ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré ♠♦❞❡❧s ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❝✐r❝❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡



✾✵ ✹✳ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r s♣❛❝❡s

❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡♠♣t② ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤
❝❛s❡s✳

◆✐❡❧s❡♥ ❛♥❞ ◆♦❝❦ ❬◆◆✵✾❪ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ✉s✲
✐♥❣ t❤❡ ❇❡❧tr❛♠✐✲❑❧❡✐♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬❉▼❚✾✷❜❪ ❝❛♥ ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ H

d✳
❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✐s♦♠❡tr✐❡s ♦♥ H

2 ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❋✉❝❤s✐❛♥
❣r♦✉♣s ❬❑❛t✾✷❪✳ ❋✉ ❛♥❞ ❲❛♥❣ ❬❋❲✵✾❪ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐s♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ✐s♦♠❡tr② s✉❜❣r♦✉♣s
♦❢ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡s✳

✹✳✹✳✷ ❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s

❍❡r❡ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ♦❢
❝♦♥st❛♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✳

❲❡ ✜rst r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ ♠♦r❡ ♥♦t✐♦♥s ❢r♦♠ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r②✳ ▲❡t H ❜❡ ❛ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ H′ ❞❡♥♦t❡
❛ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ H✳ ❚❤❡ q✉♦t✐❡♥t ❣r♦✉♣ H/H′ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝♦s❡ts ♦❢ H′ ✐♥ H ✇✐t❤ t❤❡
♣r♦❞✉❝t ♦❢ s✉❜s❡ts✶ ❛s ❣r♦✉♣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❆ ❣r♦✉♣ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❢r❡❡ ✐❢ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥t
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✇❛② ❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢r❡❡ ❣r♦✉♣ ✇✐t❤
❣❡♥❡r❛t♦rs G ❜② < G >✳ ▲❡t R ❞❡♥♦t❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ < G >✱ ❝❛❧❧❡❞ s❡t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
q✉♦t✐❡♥t ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❣r♦✉♣ < G > ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ < G > ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ R ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② < G | R >✳ ❚❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❣r♦✉♣ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s ❛♥ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛
❣r♦✉♣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❢♦✉r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡t a, b, c, ❛♥❞ d ❞❡♥♦t❡ ❢♦✉r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ a, b, c, ❛♥❞ d t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st t✇♦
❣r♦✉♣s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ H

2 t❤❛t ❞❡✜♥❡ ❛ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s✿

G := < a, b, c, d | abcdabcd >

G′ := < a, b, c, d | ababcdcd >

❚❤❡ ❣r♦✉♣s G ❛♥❞ G′ ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❜✉t ♥♦t ❡q✉❛❧ ❬❈▼✺✼❪✳ ❚❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❱❨✾✵❪✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s
♦♥ t❤✐s s❡❡ ❛❧s♦ ❬❆❇✾✶✱ ❚❤r✸✷❪✳

❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣r♦✉♣s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s t❤❡ r❡❣✉❧❛r ♦❝t❛❣♦♥
❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ G ❛♥❞ G′ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠❛♣ ♦❝t❛❣♦♥ ❡❞❣❡s ♦♥t♦
♦❝t❛❣♦♥ ❡❞❣❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❢♦r G ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ▲❡t a ❜❡ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❤❛t

tr❛♥s❧❛t❡s ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ x✲❛①✐s ❜② 2 tanh−1
(√

2
1+

√
2

)
✳ ▲❡t b, c, d ❜❡ t❤❡ s❛♠❡

tr❛♥s❧❛t✐♦♥s r♦t❛t❡❞ ❜② π/4✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ G ✐s t❤❡ r❡❣✉❧❛r ♦❝t❛❣♦♥ ✇✐t❤
❛♥❣❧❡s ♦❢ π/4✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✐❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❧❛♥❡ ❜② s✉❝❤ ♦❝t❛❣♦♥s✱ ❛t ❡❛❝❤
✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ t✐❧✐♥❣ ❡✐❣❤t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥s ♠❡❡t t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❛♥❣❧❡ ♦❢ 2π✳

❲❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣r♦✉♣ G′✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ G′ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ✐t ✐s ❡❛s✐❡r t♦
s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ✐t ✐♥❞✉❝❡s ♦♥ t❤❡ ♦❝t❛❣♦♥ ②✐❡❧❞ ❛ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts
❣❡♥❡r❛t♦rs ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤✳

✹✳✹✳✸ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s

❲❡ ✜rst ❡①t❡♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡t ✐♥
H

2✱ G t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✱ H
2/G t❤❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ ✇✐t❤

✶❋♦r S, T s✉❜s❡ts ♦❢ H✱ ST := {st | s ∈ S ❛♥❞ t ∈ T}



✹✳✹✳ ❆ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡ ✾✶

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ▲❡❢t✿ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❣r♦✉♣ G✳ ❘✐❣❤t✿ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r
❣r♦✉♣ G′✳

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛♣ π : H
2 → H

2/G✱ ❛♥❞ DT (GP) t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ H
2 ❞❡✜♥❡❞

❜② t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥t s❡t GP✳ ❚❤❡♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✽ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝❛s❡✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶✳ ■❢ t❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ π(DT (GP)) ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❝②❝❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ≤ 2✱
t❤❡♥ π(DT (GP)) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ X✳

❚❤❡ ♦♥❧② ♠✐ss✐♥❣ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜♥✐t❡♥❡ss ✭▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶✮✳
❆❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❧❡♠♠❛s ❛r❡ ♣✉r❡❧② ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛♥❞ ♦♥❧② ❛r❣✉❡ ✉s✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s✱
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡✐r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳

❲❡ ♥♦✇ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶✿

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✷✳ ❆ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s K t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s ✭✐✮✱ ✭✐✐✮ ✭❝❢✳ ♣❛❣❡ ✸✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
♣r♦♣❡rt② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ GP✱ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥ H

2✳

Pr♦♦❢✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t K ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✭✐✐✐✮ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❧♦❝❛❧ ✜♥✐t❡♥❡ss✮ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r
❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶ ✭s❡❡ ♣❛❣❡ ✷✶✮✳

❆ss✉♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡rt❡① v ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t s✐♠♣❧✐❝❡s ❛♥❞ t❤✉s ❛♥
✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❞❣❡s✳ ▲❡t tv ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❤❛t ♠♦✈❡s v
t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt② ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦♠❡tr✐❡s✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥
❛♣♣❧② tv ♦♥t♦ K ✇✐t❤♦✉t ❧♦s✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤✉s✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡
❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t v ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ v ✐s ❛ ♣♦✐♥t s❡t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r
♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡♠♣t② ❞✐s❦ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ t❤❡

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦❝t❛❣♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ∆ := 2 sinh−1

(√
2(1+

√
2)

sin(π/8)

)
≈ 4.90✳ ❙♦ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣

❝✐r❝❧❡s ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ tr✐❛♥❣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ v ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥
P ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ∆ ❢r♦♠ v ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡♠♣t②✳ ❚❤❡ ❞✐s❦ ♦❢ r❛❞✐✉s ∆ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡
♦r✐❣✐♥ ✐s ❝♦♠♣❛❝t✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t G ✐s ❞✐s❝r❡t❡✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ P t❤❛t ❧✐❡ ✐♥s✐❞❡ t❤✐s ❞✐s❦ ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ P ✐ts❡❧❢ ✐s ✜♥✐t❡✱ t♦♦✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② tr✐❛♥❣❧❡s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ v✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s
❞✐r❡❝t❧② t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ v ✐s ✜♥✐t❡✱ t♦♦✳

■♥ t❤❡ s♣❛❝❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ s♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s ✉s❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤✐s
✐ss✉❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss



✾✷ ✹✳ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r s♣❛❝❡s

✇❤② ✐t ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ♦❢ ❧❡ss ✐♥t❡r❡st t♦ ❝♦♥str✉❝t ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
♦r❜✐t s♣❛❝❡s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿

✶✳ ❈♦♠♣✉t❡ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ H

2 ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤✐s ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✳

✷✳ ❙t❛rt ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t s❡t t❤❛t ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ♦♥❧② ❛❢t❡r s♦♠❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦
❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳

❈♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✉s✐♥❣ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✢❛t
t♦r✉s ✇❛s t❤❛t t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s ❛r❡ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s
❛❣❛✐♥✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥✲❍✉r✇✐t③ ❢♦r♠✉❧❛ ❬❍❛r✼✼❪✿ ▲❡t X ❜❡ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
s♣❛❝❡ ❛♥❞ X̃ ❛ k✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡✳ ■❢ χ(X) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❊✉❧❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ s♣❛❝❡
X✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ χ(X) = k · χ(X̃) ❤♦❧❞s✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥✉s ♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛♥❞❧❡s✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② 1 − 1
2χ✳ ❆s

t❤❡ ❊✉❧❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s ✐s ③❡r♦✱ ❛♥② ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s ✐s
❛❣❛✐♥ ❛ ✢❛t t♦r✉s✳ ❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s ❤❛s ❊✉❧❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ −2✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❊✉❧❡r
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤❡❡ts ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛♥❞❧❡s✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛♥❞❧❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡
✐♥t✉✐t✐✈❡ ✇❛②✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦r✉s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ E

3✳ ❚❤❡ t♦r✉s ❤❛s
t✇♦ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❧♦♦♣s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❜✐❣❣❡r
t♦r✉s ✇✐t❤ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ ✐t✳ ◆♦✇ t❤❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❧♦♦♣s ❛r❡ ❧♦♥❣❡r ❛♥❞ t✇♦✲❝②❝❧❡s ✐♥ t❤❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ t✇♦✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢
t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝✉tt✐♥❣ ♦♥❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❧♦♦♣ ✐♥ ❜♦t❤ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✐ ❛♥❞ s❡✇
t❤❡ ♦♣❡♥ ❡❞❣❡s t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ♦♥❡ ❤❛♥❞❧❡ ❤❛s
❜❡❡♥ ❡①♣❛♥❞❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❧♦♦♣ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❧♦♥❣❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❤❛♥❞❧❡s
❛r❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ s♣❛❝❡ ❤❛s t✇♦ ❤❛♥❞❧❡s ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧♦♦♣ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ♦♥❡
❤❛♥❞❧❡ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ ❧♦♦♣ ❧❡♥❣t❤✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛♥❞❧❡s ✇✐t❤
s♠❛❧❧ ❧♦♦♣ ❧❡♥❣t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣♦❛❧✳ ❙t✐❧❧✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝✉t ❛♥❞ ❣❧✉❡
t❤❡ ❧♦♦♣s ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✇❛② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡✇ s❤♦rt ❧♦♦♣s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ t✇♦✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s ❬❆❧❡❪✳

❚❤✉s ✐t ❛♣♣❡❛rs ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝②❝❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦ ❝❛♥
❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❛t
t❤❡② ❛r❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♣❛❝❡✱ ✐s ♥♦t ❣✐✈❡♥ ❛♥②♠♦r❡✳



✹✳✹✳ ❆ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡ ✾✸

❈♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ H
2

▲❡t F ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ G ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ P ⊂ F ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡

♣♦✐♥t s❡t✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ F ✐s ∆ := 2 sinh−1

(√
2(1+

√
2)

sin(π/8)

)
≈ 4.90✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r

♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♠♣t② ❝✐r❝❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ GP✳ ❙♦ t❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♥② ❡❞❣❡s
❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ∆ ✐♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ GP✳ ❚❤✉s ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛②
t❤❛♥ 3

2∆ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ♦❢ DT (GP) t❤❛t
✐♥t❡rs❡❝t F ✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉❜s❡t G ♦❢ ❛❧❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s g ∈ G s✉❝❤ t❤❛t gF
❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❦ ♦❢ r❛❞✐✉s 3

2∆ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❤❛✈❡ ♥♦♥✲❡♠♣t② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ✉s❡
❉❡❤♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ s❡t G ❬▲②♥✻✻❪✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ H

2 ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t GP ❛♥❞ ❡①tr❛❝t ❛❧❧ s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t
F ✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❡st✐♠❛t✐♦♥s s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
✐s ❢❛r ❛❜♦✈❡ ✹✵✵✳ ❚❤✉s t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ♥♦t ✈❡r② ♣r❛❝t✐❝❛❧✳

❆♥♦t❤❡r ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❬❉❍✾✼❜❪ t❤❛t ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷
t♦ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❧❛♥❡✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠s ❞♦ ♥♦t ❡①t❡♥❞ t♦ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
❝❛s❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ s❡t t❤❛t ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ F (n) ✐♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡✿ ▲❡t
F

(1)
p ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ p ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ Gp✳ ❚❤❡♥ F

(1)
p ✐s ❛

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ G✳ ◆♦✇ ✇❡ ❞❡✜♥❡ F
(n)
p :=

⋃
q∈Fp

F
(n−1)
q ✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✸✳ ▲❡t τ ❜❡ ❛ s✐♠♣❧❡① ✐♥ DT (GP) ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✈❡rt❡① ✐♥ F
(1)
p ✳ ❚❤❡♥ τ

✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥s✐❞❡ F
(3)
p ✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✾ ✐♥ ❬❉❍✾✼❜❪✳ ▲❡t σ
❛♥❞ τ ❞❡♥♦t❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ DT (GP) s✉❝❤ t❤❛t σ ❤❛s p ❛s ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ τ ❤❛s ❛t

❧❡❛st ♦♥❡ ✈❡rt❡① ✐♥ F
(1)
p ✳

✶✳ F
(1)
p ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝❡♥t❡r cσ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ σ✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✳ ❚❤✐s ✐s

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ F
(1)
p ❛s ❛ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧✿ ■❢ cσ ✇❛s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ F

(1)
p t❤❡♥ ❛

♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ p ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧♦s❡r t♦ cσ t❤❛♥ p✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t cσ ✐s t❤❡ ❝✐r❝✉♠❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡① ✇✐t❤ p ❛s ✈❡rt❡①✳

✷✳ σ ⊂ F
(2)
p ✿ ◆♦t❡ t❤❛t ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ F

(1)
p ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✐❢ cσ ∈ F

(1)
p ✱ t❤❡♥

p ∈ F
(1)
cσ ✱ ❛♥❞ s♦ σ ⊂ F

(1)
cσ ⊂ F

(2)
p ✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ F

(2)
p ✳

✸✳ ▲❡t q ∈ F
(1)
p ❜❡ ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ τ ✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t τ ⊂ F

(2)
q ✱

❛♥❞ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ F
(3)
p t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ F

(2)
q ⊂ F

(3)
p ✱ ❛♥❞ t❤✉s τ ⊂ F

(3)
p ❤♦❧❞s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣♦✐♥t s❡t ❞❡✜♥❡s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❢♦r t❤❡ ✢❛t t♦r✉s✳

❈r✐t❡r✐♦♥ ✹✳✹✳✹✳ ■❢ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡

❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ GP∩F
(3)
p t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t F

(1)
p ✐s s❤♦rt❡r t❤❛♥ tanh−1

(√
2

1+
√

2

)
≈

1.53✱ t❤❡♥ ❛♥② ♣♦✐♥t s❡t Q ✇✐t❤ P ⊆ Q ❞❡✜♥❡s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s✳



✾✹ ✹✳ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r s♣❛❝❡s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ cσ ❧✐❡s ✐♥ F
(1)
p ✳

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡ ❜② ✇❤✐❝❤ ❛ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡

tr❛♥s❧❛t❡❞ ✉♥❞❡r G ✐s ❛t ❧❡❛st 2 tanh−1
(√

2
1+

√
2

)
≈ 3.06✳ ❙♦ ✐❢ ❛❧❧ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❝✐r❝❧❡s ♦❢

tr✐❛♥❣❧❡s t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t F
(1)
p ❛r❡ s❤♦rt❡r t❤❛♥ ❤❛❧❢ t❤✐s ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝②❝❧❡s

♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤✉s Q ❞❡✜♥❡s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✹✳✶ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s
✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✹✳✶ ❈♦♠♣✉t❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ H
2/G ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t P✳

■♥♣✉t✿ ❙❡t P ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ F
(1)
0

❖✉t♣✉t✿ π(DT (GP)) ✐❢ ✐t ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ∅ ♦t❤❡r✇✐s❡
✶✿ P ′ ⇐ P
✷✿ P♦♣ p ❢r♦♠ P ′

✸✿ P ⇐ {p}
✹✿ ❚❘H ⇐ DT (GP ∩ F

(3)
0 )

✺✿ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡❞❣❡ ✐♥ ❚❘H ∩ F
(1)
0 ✐s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ tanh−1

(√
2

1+
√

2

)
❞♦

✻✿ P♦♣ p ❢r♦♠ P ′❀ P ⇐ P ∪ {p}
✼✿ ❢♦r ❛❧❧ p′ ∈ Gp ∩ F

(3)
0 ❞♦

✽✿ ■♥s❡rt p′ ✐♥t♦ ❚❘H

✾✿ ❡♥❞ ❢♦r ✴✴ ❚❘H = DT (GP ∩ F
(3)
0 )

✶✵✿ ✐❢ P ′ = ∅
✶✶✿ ✐❢ π(DT (GQ)) ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② Q ⊇ P t❤❡♥ ❣♦t♦ ✶✹
✶✷✿ ❡❧s❡ ❡①✐t

✶✸✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✶✹✿ ❈♦♠♣✉t❡ π(DT (GP)) ❢r♦♠ ❚❘H ✴✴ s✇✐t❝❤ t♦ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s

✶✺✿ ■♥s❡rt ❛❧❧ ♣♦✐♥ts r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥ P ′ ✐♥t♦ π(DT (GP)) ♦♥❡ ❜② ♦♥❡
✶✻✿ r❡t✉r♥ π(DT (GP))

❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠s ✹✳✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✹✳✸ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❈r✐t❡r✐♦♥ ✹✳✹✳✹✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡t P ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ H

2/G✱



✹✳✹✳ ❆ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡ ✾✺

t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② s❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦ r❡t✉r♥ ♥♦t❤✐♥❣✳ ■♥
❛♥ ❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ r❡t✉r♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t str✉❝t✉r❡ ❚❘H✳ ■t
✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡t✉r♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ❢r♦♠ ❚❘H t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t F

(1)
0 ❛s t❤❡✐r ✐♠❛❣❡s

✉♥❞❡r π ❢♦r♠ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ H
2/G ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✸✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t♦ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t PG ∩ F
(3)
0 ✳ ❖♥❡ ❢❡❛s✐❜❧❡

❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡t G ♦❢ ✐s♦♠❡tr✐❡s ✐♥ G s✉❝❤ t❤❛t GF
(1)
0 ⊇ F

(3)
0 ✳ ❲❡ ❤❛✈❡

♥♦t ❞♦♥❡ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜✉t ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ G✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❧❛♥❡ ✐♥t♦ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♦❝t❛❣♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② GF

(1)
0 ✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ G t❤❛t ♠❛♣ F
(1)
p t♦ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡ ♦❝t❛❣♦♥ ♣❛rt✐t✐♦♥

♦❢ H
2 ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ F

(1)
0 ❛♥❞ ❛❧❧ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ❝❧❡❛r❧② ❢♦r♠s ❛ s✉❜s❡t ♦❢

F
(3)
p ✿ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♣❡r ❡❞❣❡✱ ✐✳❡✳ ❡✐❣❤t✱ ❛♥❞ ✜✈❡ ♠♦r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♣❡r ✈❡rt❡①✱ ✐✳❡✳ ✹✵✳

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♣② F
(1)
p t❤✐s ♠❛❦❡s 1 + 8 + 40 = 49 ❝♦♣✐❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✳ ●✐✈❡♥

t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✹✾ ❝♦♣✐❡s ✐s ♦♥❧② ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s t♦
❝♦♥s✐❞❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♥✐❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❡①t❡♥s✐❜❧❡ t♦ ♦t❤❡r
❞✐s❝r❡t❡ ❣r♦✉♣s ❢♦r ✇❤✐❝❤ GP ∩ F

(3)
0 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳

❉✉♠♠② ♣♦✐♥t s❡t✳

■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t s❡t PD t❤❛t ✐s ❝❤♦s❡♥
s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ♣♦✐♥t s❡t t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s PD ❞❡✜♥❡s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ H

2/G✳ ❚❤✐s
✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✾ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s✳ ■❢ t❤❡
✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✐ts❡❧❢ ❞❡✜♥❡s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ PD ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

▲❡t P ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t s❡t s✉❝❤ t❤❛t PD ⊆ P✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t π(DT (GPD)) ✐s ❛
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ H

2/G✳ ■t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ π ♦♥ t✇♦
♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❞✐s❦s t❤❛t ❛r❡ ❡♠♣t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ GPD ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ π ♦♥ ❛♥② t✇♦ ❡♠♣t② ❞✐s❦s ✐♥ GP ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ t♦♦✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❝②❝❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦ ❛♥❞ t❤✉s π(DT (GP)) ✐s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ H

2/G ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣♦✐♥t s❡t PD ♦❢ ✶✽ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✭✾ ♣♦✐♥ts ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❞♦♠❛✐♥✱ ✽ ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡r ❛♥❞ ✶ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r✮✳ ❆s ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝✐r❝✉♠❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❝✐r❝✉♠❝✐r❝❧❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t π(DT (P ∪ PD)) ✐s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ H

2/G✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ❞r❛✇✲

❜❛❝❦ ✐s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ H
2/G✱ t❤❡

❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ✐s r❡t✉r♥❡❞✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t♦ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣s✱ ✐❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✉♠♠② ♣♦✐♥t s❡t ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥✳

✹✳✹✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ❞♦❡s ♥♦t
❞❡✜♥❡ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s✳ ■♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝❛s❡ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥
❢♦r ✉s✐♥❣ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s✱ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ s♣❛❝❡s✱ ✐s ♥♦t ❣✐✈❡♥
❛♥②♠♦r❡✳ ❈♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♣❛❝❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s
❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ✐s ♥♦t ✜♥✐t❡ ❛s ✐♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s✳ ❙♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ H

2✱ ✉s✐♥❣ ❛s ♠❛♥② ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡t ❛s



✾✻ ✹✳ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r s♣❛❝❡s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ Pr♦♣♦s❡❞ ❞✉♠♠② ♣♦✐♥t s❡t PD ♦❢ ✶✽ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s✳

♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡①tr❛❝t ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❣r♦✉♣ G ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♣✐❡s
t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥
❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❡r② ♣r❛❝t✐❝❛❧✱ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ✶✷ ❡①tr❛ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ♦r ❜❛❞❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t
s❡ts✳



✾✼

❈❤❛♣t❡r ✺

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ T
3
c ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛

❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t s❡t P✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❧✐❜r❛r② ❈●❆▲✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦t❤❡r ✢❛t
❛♥❞ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✇❡r❡
❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ s♦♠❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s ❛r♦s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡
♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✺✳✶ ❘❡str✐❝t✐♦♥ t♦ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ❣✐✈❡ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t
♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt② ❜✉t ❛r❡ ♥♦t
s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ✐✳❡✳ ♥♦t tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s✐♥❣
✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✇✐t❤ str✉❝t✉r❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

❘❡❧❛①❡❞ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s

❲❡ ❝♦✉❧❞ r❡❧❛① ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❉❡❢✳ ✶✳✷✳✷✮ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣✿ ▲❡t σ ❛♥❞ σ′ ❜❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ K✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ σ ∩σ′ ✐s ❛ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ K✳
❚❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❧❛①❡❞ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❝②❝❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤
t✇♦ ❜✉t ♥♦t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❉❡❢✳ ✷✳✶✳✷✮✳ ❙♦
t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✱
s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ■t s❡❡♠s ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❢♦r r❡❧❛①❡❞ s✐♠♣❧✐✲
❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s s♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✳
❖♥❡ s❡✈❡r❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t♦ ❜❡ ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧
❝♦♠♣❧❡① ♠✉st ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥s❡rt✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛r✲❤♦❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❤♦❧❡ t♦ ❜❡
❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ d✲❜❛❧❧✳ ❘❡❧❛①❡❞ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳

∆✲❝♦♠♣❧❡①❡s

❍❛t❝❤❡r ♣r❡s❡♥ts ❈❲✲❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❲❤✐t❡❤❡❛❞ ✐♥ ✶✾✹✾✱ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛
♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ∆✲❝♦♠♣❧❡①❡s ❬❍❛t✵✶❪✳ ■♥ t❤❡ ∆✲❝♦♠♣❧❡①
t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♠❛♣s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡①



✾✽ ✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❆ r❡❧❛①❡❞ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥ T
2 t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣r♦♣❡rt②

❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❢✲❧♦♦♣s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ T
2 ❝❛♥ ❜❡ t❡ss❡❧❧❛t❡❞ ❜② t✇♦ tr✐❛♥❣❧❡s✱

t❤r❡❡ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ♦♥❡ ✈❡rt❡①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤♦✇ ❛ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ st♦r✐♥❣ ∆✲
❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❣♦✐♥❣ ✇♦r❦ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ❜② ❈♦❧✐♥ ❞❡ ❱❡r❞✐èr❡
❛♥❞ ❚❡✐❧❧❛✉❞ ❬❞❱❚❪✳

✺✳✷ ❘❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ s♣❛❝❡s

❖✉r ❝✉rr❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s s♦♠❡ ❝❧❡❛r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ s♣❛❝❡s ✐t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡✳ ❍❡r❡✱
✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ r❡❛s♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ tr② t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐❞❡❛s ❤♦✇ t♦ ❤❛♥❞❧❡ s✉❝❤
❝❛s❡s✳

❯♥❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥s ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ❣r♦✉♣s ✇✐t❤
❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛❝t✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✢❛t t♦r✉s ❛♥❞ t❤❡
❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧❧ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✐s♦♠❡tr✐❡s ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❞♦♠❛✐♥s✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s t❤❡ ❣r♦✉♣ GC ❣❡♥❡r✲
❛t❡❞ ❜② ♦♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ E

2✳ ❚❤❡ q✉♦t✐❡♥t s♣❛❝❡ E
2/GC ✐s t❤❡ ✷❉ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ▲❡t ✉s

❛ss✉♠❡ t❤❛t GC ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐t tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❛①✐s✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t s❡t
✐♥ E

2✱ t❤❡♥ DT (GCP)✱ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ E
2 ❞❡✜♥❡❞ ❜② GCP✱ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✶✳ ▲❡t pmax ❜❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥ P ✇✐t❤ ❧❛r❣❡st y✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ▲❡t t ∈ GC ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✉♥✐t tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ pmax ❛♥❞ tpmax ✐♥
DT (GCP)✳

✷✳ ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ DT (GCP) ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ GCP✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧
t♦ E

2✿ ❆❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❧❛r❣❡r y✲✈❛❧✉❡ t❤❛♥ pmax ❞♦ ♥♦t ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧✳

❲❤❡♥ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ DT (GCP) ♦♥t♦ E
2/GC ✱ t❤❡ ✜rst ♣r♦♣❡rt② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡❧❢✲

❧♦♦♣ ✐♥ pmax✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣❧② ❛t ❧❡❛st ❛ t❤r❡❡✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛✈♦✐❞
❝②❝❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✇♦✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t P✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣❡rt② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❝②❧✐♥❞❡r ❜✉t ♦♥❧② ♦❢ ❛♥ ❛♥♥✉❧✉s✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❈●❆▲ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❤❛♥❞❧❡ s♣❛❝❡s ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ E

2

❛♥❞ E
3 ❛ ✈❡rt❡① ❛t ✐♥✜♥✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♦♥❡ ♣♦✐♥t ❝♦♠♣❛❝t✐✜❝❛t✐♦♥s E
2 ∪ {∞} ❛♥❞ E

2 ∪ {∞}✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳ ❚❤✐s



✺✳✸✳ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ✾✾

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ GCP✳

✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❖♥❡ ✈❡rt❡① ❛t ✐♥✜♥✐t② ✇♦✉❧❞
❜❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ ✏❝❛♣✑ ♦♥ ❜♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤✉s ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝
t♦ E

2 ❛♥❞ s♦ E2/GC ∪ ∞ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❡rt✐❝❡s ❛t ✐♥✜♥✐t② ✕ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ✉♣♣❡r ❝❛♣ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❝❛♣ ✕ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦
❤❛♥❞❧❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

■♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡rs✿ ❚❤❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s E
3/GC

❛♥❞ E
3/G2C ✱ ✇❤❡r❡ G2C ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣r♦✉♣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥✐t tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳

E
3/GC ✐s ❛ s♣❛❝❡ t❤❛t ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ❛①✐s✱ E

3/G2C ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛❧♦♥❣ t✇♦ ❛①❡s✳ ❋♦r
❜♦t❤ s♣❛❝❡s ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①✐st ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬❇❡r✵✾❪✮✱ s♦ t❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ t♦ ♣✉rs✉❡✳

❆ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ♦❢ E
d ✉♥❞❡r

t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇✐❡❜❡r❜❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ d✳

✺✳✸ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s

❯♥❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✢❛t ❛♥❞ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ②❡t ❤❛✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
❢♦r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♦r❜✐t s♣❛❝❡s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s
t❤❛t ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t♦ ♦t❤❡r ♦r❜✐t s♣❛❝❡s ♦❢ H

2 ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♦❢ H
d✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡

❝❧❛ss ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐s♦♠❡tr✐❡s ✐s ♠✉❝❤ r✐❝❤❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ✢❛t ♦r t❤❡
s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♠❛♥② ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝✳ ■♥ ❛ ♥❡①t st❡♣ ✐t ✇♦✉❧❞
❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡①t❡♥❞ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s t♦ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❣❡♥✉s✳ ❆♥♦t❤❡r t♦♣✐❝ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ✐s
♦r❜✐t s♣❛❝❡s ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡s✳



✶✵✵ ✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦



✶✵✶

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬❆❆❉✵✼❪ ◆✐♥❛ ❆♠❡♥t❛✱ ❉♦♠✐♥✐q✉❡ ❆tt❛❧✐✱ ❛♥❞ ❖❧✐✈✐❡r ❉❡✈✐❧❧❡rs✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❉❡❧❛✉✲
♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ♣♦✐♥ts ♦♥ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦❧②❤❡❞r❛✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ✶✽t❤ ❆❈▼✲❙■❆▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♣❛❣❡s ✶✶✵✻✕
✶✶✶✸✱ ✷✵✵✼✳ ✼

❬❆❇✾✶❪ ❘✳ ❆✉r✐❝❤ ❛♥❞ ❊✳ ❇✳ ❇♦❣♦♠♦❧♥②✳ P❡r✐♦❞✐❝ ♦r❜✐ts ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
♦❝t❛❣♦♥✳ P❤②s✐❝❛ ❉✱ ✹✽✿✾✶✕✶✵✶✱ ✶✾✾✶✳ ✾✵

❬❆❜s✵✾❪ ▼❛r❦ ❆✳ ❆❜s♣♦❡❧✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❤♦♠♦❧♦❣② ♦❢ s✉❜❝♦♠♣❧❡①❡s ♦❢ t❤❡ ✸✲t♦r✉s✳
❤tt♣✿✴✴s❝r✐♣t✐❡s✳❢✇♥✳❡❧❞♦❝✳✉❜✳r✉❣✳♥❧✴❋■▲❊❙✴s❝r✐♣t✐❡s✴❲✐s❦✉♥❞❡✴

❇❛❝❤❡❧♦r✴✷✵✵✾✴❆❜s♣♦❡❧✳▼✳❆✳✴▼❛r❦❴❆❜s♣♦❡❧❴❲❇❴✷✵✵✾✳♣❞❢✱ ✷✵✵✾✳ ✼✷

❬❆❈❘✵✸❪ ◆✐♥❛ ❆♠❡♥t❛✱ ❙✉♥❣❤❡❡ ❈❤♦✐✱ ❛♥❞ ●ü♥t❡r ❘♦t❡✳ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
❝♦♥ ❇❘■❖✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✾t❤ ❆♥♥✉❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
●❡♦♠❡tr②✱ ♣❛❣❡s ✷✶✶✕✷✶✾✱ ✷✵✵✸✳ ✶✵

❬❆❑✵✵❪ ❋r❛♥③ ❆✉r❡♥❤❛♠♠❡r ❛♥❞ ❘♦❧❢ ❑❧❡✐♥✳ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ■♥ ❏ör❣✲❘ü❞✐❣❡r
❙❛❝❦ ❛♥❞ ❏♦r❣❡ ❯rr✉t✐❛✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✱
♣❛❣❡s ✷✵✶✕✷✾✵✳ ❊❧s❡✈✐❡r ❙❝✐❡♥❝❡ P✉❜❧✐s❤❡rs ❇✳❱✳ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱ ❆♠st❡r✲
❞❛♠✱ ✷✵✵✵✳ ✺

❬❆❧❡❪ ❖❧❡❣ ❆❧❡①❛♥❞r♦✈✳ ❉♦✉❜❧❡ t♦r✉s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳ ❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴

✇✐❦✐✴❋✐❧❡✿❉♦✉❜❧❡❴t♦r✉s❴✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳♣♥❣✳ ✾✷

❬❆r♠✽✷❪ ▼❛r❦ ❆✳ ❆r♠str♦♥❣✳ ❇❛s✐❝ ❚♦♣♦❧♦❣②✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✽✷✳ ✶✶✱ ✶✹✱ ✷✺✱ ✽✸

❬❆❚✵✼❪ ▼r✐❞✉❧ ❆❛♥❥❛♥❡②❛ ❛♥❞ ▼♦♥✐q✉❡ ❚❡✐❧❧❛✉❞✳ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡
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