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Chapitre 1Introdu
tionCette thèse se pla
e dans le 
adre de la théorie des automates et lan-gages formels. Un des obje
tifs de 
e domaine est d'étudier les propriétésd'ensembles de mots (suites de symboles provenant d'un alphabet en général�ni). Ces ensembles de mots, ou langages, peuvent être dé
rits par des for-mules logiques, ou en
ore par des automates �nis, 
'est-à-dire des systèmesà nombre �ni d'états qui lisent le mot lettre par lettre. On s'intéresse alorsà 
omparer l'expressivité de di�érents formalismes, les 
lasses de langages
orrespondantes, et les problèmes de 
omplexité liées à la manipulation de
es langages (test du vide, interse
tion, et
.).L'une des motivations de 
ette théorie, qui reste très importante de nosjours, est la spé
i�
ation et la véri�
ation de systèmes, pour laquelle ellefournit des outils fondamentaux. Dans 
e 
ontexte, une lettre est souventune abstra
tion d'un état du système 
onsidéré et un mot représente unesuite d'états ou d'a
tions. On peut alors exprimer sous la forme d'un langagel'ensemble des exé
utions � 
orre
tes �, i.e. la spé
i�
ation d'une propriétévoulue du système. Cette spé
i�
ation est souvent exprimée sous la formed'une formule logique. De façon similaire, l'ensemble des 
omportements pos-sibles du système 
onstitue un langage ; on peut dans 
ertains 
as représenterle système lui-même sous la forme d'une ma
hine à états qui génère 
e lan-gage.On a don
 besoin de bien 
omprendre les di�érents formalismes impliqués(
lasses de langages, logiques, automates) et leurs relations pour pouvoir lesmanipuler e�
a
ement. Des re
her
hes ont également porté sur di�érentesextensions, fournissant des modèles d'automates et des logiques plus expres-sifs. Cela permet de dé
rire des exé
utions de systèmes plus 
omplexes, de3



supplémenter les modèles existants par des abstra
tions plus �nes. Cela per-met également d'étudier de nouvelles familles de spé
i�
ations.Ces appli
ations 
onsidèrent le plus souvent des mots in�nis ou dans
ertains 
as des mots temporisés. On a aussi vu se développer de nouveauxformalismes 
omme les logiques temporelles qui permettent d'exprimer plusfa
ilement des propriétés sur le 
omportement dans le temps du système.Parallèlement, le développement de la théorie des jeux a fourni des out-ils pour analyser des systèmes où interagissent plusieurs entités : a
teursé
onomiques, biologiques, et
. Elle est utilisée en informatique, et en parti
-ulier en véri�
ation, où l'utilisation de jeux est fertile pour les problèmes desynthèse de 
ontr�leurs pour les systèmes ouverts. Dans 
e 
adre, on 
onsidèrele système et son environnement 
omme deux joueurs opposés et on 
her
heà réaliser une 
ertaine spé
i�
ation. Cette spé
i�
ation est alors représentéepar la 
ondition de vi
toire du jeu.Les deux théories se rejoignent dans le domaine des jeux sur les graphes,où les objets étudiés sont très pro
hes de 
eux de la théorie des automates :graphes �nis, ou graphes d'exé
ution de divers types d'automates (à pile, parexemple). Une partie dans le jeu 
orrespond à un 
hemin dans le graphe,et don
 à un mot. De la même façon l'exé
ution d'un automate est un par-
ours du graphe sous-ja
ent, qui 
onstitue un mot (suite des états ou desétiquettes). Pour modéliser des systèmes dont le temps d'exé
ution est in-déterminé on s'intéresse pour les automates 
omme pour les jeux à des mots(ou parties) �nis ou in�nis (i.e. de longueur ω). Cela permet par exemplede modéliser l'intera
tion �nie ou in�nie entre deux agents, ou le 
omporte-ment à la limite d'un système à horloge dis
rète. On peut 
ependant ra�nerle modèle de temps utilisé, par exemple pour modéliser de façon plus �nedes systèmes 
omportant di�érentes horloges ave
 des é
helles de temps trèsdi�érentes, ou bien pour s'a�ran
hir du temps dis
ret.Le point 
lé des travaux présentés dans 
ette thèse est l'extension dumodèle de temps pour 
ertaines questions liées aux automates et aux jeux :d'une part les liens entre automates et logique temporelle, d'autre part desjeux de longueur ordinale. Par extension du modèle de temps, on entendl'utilisation d'ordres plus grands 
omme support pour les mots ou les parties :ordinaux dans le 
as des jeux, ordres linéaires quel
onques dans le 
as desautomates. 4



Automates La théorie des automates est née dès les années 1950 ave
 entreautres Kleene [Kle56℄, Rabin et S
ott [RS59℄. Il s'agissait au départ de mots�nis, puis par la suite de mots in�nis (indexés par ω) ave
 Bü
hi [Bü62℄,Muller [Mul63℄ ou M
Naughton [M
N66℄. De nombreuses re
her
hes ontpermis de mettre en éviden
e des présentations des langages réguliers et
ω-réguliers, de MSO aux semi-groupes en passant par les expressions ra-tionnelles.Les automates permettent de modéliser des systèmes simples (le modèleest plus primitif que 
elui des ma
hines de Turing, par exemple). L'un desattraits est que 
ette simpli
ité permet de rendre la plupart des problèmesrelatifs aux automates dé
idables, tout en restant un modèle relativementexpressif.Jeux La théorie des jeux est utilisée dans des domaines très variés, de labiologie [Smi82℄ à la philosophie [Kav86℄, en passant par l'é
onomie [Cou38℄.En informatique, on la retrouve dans l'intelligen
e arti�
ielle [GMW87℄, lalogique [Bla92℄, les langages de programmation [Chr03℄, et bien d'autres.Nous 
onsidérons i
i un modèle de jeux à deux joueurs sur des graphes �-nis. Ces jeux sont très liés aux automates �nis. Ils ont permis la premièresolution au problème de synthèse de Chur
h par Bü
hi et Landweber [BL69℄.Les jeux sont aussi des ingrédients majeurs de toutes les preuves modernesdu théorème de Rabin [Rab69℄ depuis les travaux de Gurevi
h et Harring-ton [GH82℄.Contributions Dans le Chapitre 2 on donne des dé�nitions générales etpropriétés importantes des automates, logique et ordres.On s'intéresse ensuite dans le Chapitre 3 au lien entre automates surles ordres et logique temporelle. On montrera en parti
ulier l'importan
ede l'utilisation des transdu
teurs pour transformer une formule LTL en unautomate. Tester le vide du langage re
onnu par 
et automate fournit ainsiune réponse à la satisfaisabilité de la formule.Dans le Chapitre 4 on s'intéresse à des jeux à deux joueurs sur des graphes�nis, dans lesquels les parties ont une longueur ordinale. On montre que 
esjeux sont déterminés et on donne un algorithme permettant de déterminer levainqueur, et un algorithme qui 
al
ule une stratégie gagnante.
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Chapitre 2GénéralitésLes automates permettent d'étudier des langages de mots. Ils fournissentun modèle simple alternatif à la logique. Ils sont par exemple utilisés envéri�
ation pour modéliser des systèmes et des spé
i�
ations. Pour étudierdes systèmes réa
tifs on utilise des jeux à deux joueurs. Les automates 
ommeles jeux sont en général 
onsidérés ave
 un temps dis
ret (où la longueur desmots ou des parties est ω), on s'intéressera dans 
ette thèse à des modèlesde temps étendus : ordinaux et ordres linéaires.Dans 
e 
hapitre, on donne quelques dé�nitions, notations et résultats debase, qui seront utiles dans la suite de la thèse.2.1 Automates et logiqueLes automates sont depuis longtemps un modèle 
entral en informatiquethéorique. Ils fournissent un modèle simple et naturel de ma
hines à états,et ont donné lieu à énormément d'algorithmes, extensions, et
.L'asso
iation des automates, de formalismes logiques et de jeux a été (etest toujours) extrêmement utile pour l'étude de systèmes réa
tifs, aussi bienlogi
iels que matériels, et la 
omplémentarité de 
es appro
hes est établie.Ces systèmes ont la parti
ularité d'interagir perpétuellement ave
 leurenvironnement, d'où l'utilisation d'une part d'objets in�nis, d'autre part dejeux à deux joueurs. Ces objets proposent des problèmes théoriques majeurs,mais sont aussi très dire
tement liés aux algorithmes de model-
he
king per-mettant le développement et la véri�
ation automatique de systèmes logi
ielset matériels 
omplexes. 7



2.1.1 ω-automatesLes automates �nis sont utilisés depuis longtemps en théorie des langages,ils fournissent un formalisme simple et naturel pour dé
rire des ensembles demots, pendant à la logique, mais plus fa
iles à manipuler dans 
ertains 
as.Ils ont don
 été largement étudiés, aussi bien sur les mots �nis que sur lesmots in�nis. De plus, les langages de mots in�nis apparaissent par exemple
omme tra
es d'exé
ution de systèmes réa
tifs, et les automates sont unmoyen simple de spé
i�er des propriétés sur 
es tra
es.On donne i
i quelques dé�nitions et propriétés de base, le le
teur pouvant
onsulter [Tho97℄ pour une étude détaillée.Dé�nition 1 (ω-automate). Un automate est donné par un tuple A =
(Q,Σ, δ, I,Ω) où Q est un ensemble �ni d'états de 
ontr�le, Σ est un al-phabet �ni, I est l'ensemble des états initiaux, δ ⊆ Q×Σ×Q est la relationde transition, et Ω est la 
ondition d'a

eptation.Une exé
ution de l'ω-automate A sur le mot d'entrée x = (xi)i<ω est uneséquen
e ρ = (ρi)i<ω telle que pour tout i, (ρi, xi, ρi+1) ∈ δ. Dans le 
as deslangages de mots �nis, une exé
ution est a

eptante si elle 
ommen
e dansun état initial et se termine dans un état �nal. Dans le 
as des mots in�nis,il n'y a pas un unique état �nal, don
 l'a

eptation dépend des états visitésin�niment souvent.Étant donnée une exé
ution ρ, on note lim ρ l'ensemble des états visitésin�niment souvent : lim ρ = {q ∈ Q | ∀i ∃j > i ρj = q}. La 
onditiond'a

eptation Ω a plusieurs représentations 
lassiques, parmi lesquelles :� automates de Bü
hi [Bü62℄ : on donne F ∈ Q, et ρ est a

eptée si

F ∩ lim ρ 6= ∅ ;� automates de Muller [Mul63℄ : on donne F ⊆ P(Q), et ρ est a

eptéesi lim ρ ∈ F ;� automates de parité : on donne une fon
tion de 
oloriage χ : Q →
[0, . . . , k] et ρ est a

epté si la plus petite 
ouleur visitée in�nimentsouvent est paire, i.e. minχ(lim ρ) est pair.Tous 
es modèles (ainsi que les variantes déterministes pour Muller etparité) permettent de re
onnaître les mêmes langages ; les détails des équiva-len
es sont regroupés dans [Far01℄. En revan
he, la variante déterministe desautomates de Bü
hi est stri
tement moins puissante, et ne peut pas re
on-naître des langages tels que l'ensemble des mots ayant un nombre �ni de b(sur l'alphabet {a, b}). 8
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aFigure 2.1 � Un automate de Bü
hi a

eptant le langage dé�ni par l'expres-sion rationnelle (a + b)aω + (a+ b)(ab)ωUn automate de Bü
hi peut être représenté graphiquement 
omme Fig-ure 2.1, les �è
hes représentant les transitions possibles, et les états �nauxétant doublement 
er
lés.Les automates �nis fournissent un modèle à la fois puissant et algorith-miquement plaisant : les questions de vide, d'universalité, d'in
lusion, et
,sont dé
idables ave
 une 
omplexité raisonnable. Par exemple, tester le viderevient à trouver un état �nal a

essible qui appartienne à un 
y
le.Théorème 2. Le vide d'un automate de Bü
hi est dé
idable en temps linéaire.Une autre façon simple de dé
rire un langage est d'utiliser une expressionrationnelle. Grâ
e au théorème de Kleene, on sait que 
ette des
ription fournitla même expressivité que les automates :Théorème 3 (Kleene). Les langages re
onnaissables par (ω-)automate �nisont exa
tement les langages dé�nissables par une expression (ω-)rationnelle.Une expression rationnelle est 
onstruite ave
 les opérateurs de 
on
até-nation (·), union (+), étoile (∗) et itération in�nie (ω) à partir des lettres del'alphabet. Ce lien fort permet une intera
tion entre théorie des automateset étude algébrique des monoïdes et semi-groupes.Un langage peut aussi être dé�ni 
omme l'ensemble des modèles d'uneformule logique, que 
e soit en logique du premier ordre (FO), en logiquemonadique du se
ond ordre (MSO) ou ave
 une logique temporelle 
omme
LTL. 9



Une des motivations de 
es études est la véri�
ation et le model-
he
kingde systèmes logi
iels. On peut représenter 
ertains systèmes 
omme des ma-
hines à nombre �ni d'états, dont on modélise l'évolution par un automate.On peut spé
i�er les 
omportements voulus ou interdits pour le système pardes formules logiques, et une fois en
ore les liens forts entre automates etlogique sont très utiles.De 
e lien ave
 la logique dé
oulent des propriétés importantes 
ommepar exemple la 
l�ture par 
omplémentation, qui dans le 
as des automatesnon déterministes est loin d'être évidente. La 
lasse des langages ω-rationnelsest également 
lose par union et interse
tion.Inversement, les automates fournissent des réponses simples à 
ertainsproblèmes qui du point de vue purement logique sont di�
iles ou algorith-miquement 
omplexes, 
omme le test du vide.2.1.2 LogiqueOn suppose �xé un alphabet Σ.Dé�nition 4. On note FO(<), ou simplement FO, la logique propositionnelledu premier ordre utilisant le prédi
at binaire d'ordre.Les formules de FO sont dé�nies indu
tivement, et 
ontiennent :� les formules atomiques a(x) et x < y où a est une lettre de l'alphabet
Σ, x et y sont des variables du premier ordre� ¬φ et φ ∧ ψ pour toutes formules φ et ψ de FO� ∃xφ pour toute variable x et toute formule φOn dit qu'une formule est 
lose si elle ne 
ontient pas de variable libre.La logique monadique du se
ond ordre, notéeMSO(<) ouMSO, 
ontient :� les formules atomiques a(x), x < y, x ∈ X où a est une lettre del'alphabet Σ, x et y sont des variables du premier ordre, X est unevariable du se
ond ordre� ¬φ et φ ∧ ψ pour toutes formules φ et ψ de MSO� ∃xφ et ∃Xφ pour toutes variables x et X du premier et du se
ondordre, respe
tivement, et pour toute formule ψ de MSO.Théorème 5 (Bü
hi). Les langages re
onnaissables par (ω-)automate �nisont exa
tement les langages dé�nissables par formule de MSO.10



Ce théorème est fondamental puisqu'il pose l'équivalen
e entre auto-mates et logique, qui 
omplète les liens ave
 semi-groupes et expressionsrationnelles.Dans le 
adre de la véri�
ation de systèmes, et du model-
he
king enparti
ulier, on préfère souvent utiliser des logiques modales. On mentionneraen parti
ulier i
i la logique temporelle linéaire, ou LTL, dé�nie 
omme suit.Dé�nition 6. La logique LTL est dé�nie indu
tivement par :� a pour a ∈ Σ� X φ pour toute formule φ de LTL� φUψ et φSψ pour toutes formules φ et ψ de LTL

LTL possède 
ertains atouts : elle permet d'exprimer fa
ilement des pro-priétés de sûreté ou d'a

essibilité, qui sont 
lassiques en model 
he
king, etla 
omplexité du problème de satisfaisabilité est PSpa
e pour LTL, et nonélémentaire pour FO.Théorème 7 (Kamp). Sur les mots in�nis LTL et FO ont la même expres-sivité.Les langages dé�nis par des formules du premier ordre (et don
 LTL) sontdits apériodiques. Ce nom vient de leur 
ara
térisation algébrique 
ommelangages re
onnus par un semi-groupe du même nom. On peut également lesdé�nir 
omme les langages dé�nis par les automates non-
omptants.Ce lien entre automates et LTL permet de réduire des questions de model-
he
king ou de satisfaisabilité à des questions de test du vide du langagere
onnu par un automate, et a don
 été très utilisé en véri�
ation.2.2 JeuxLes automates ne permettent 
ependant pas de modéliser tous les sys-tèmes de façon satisfaisante. Les jeux in�nis à deux joueurs apparaissentnaturellement 
omme modélisation de l'intera
tion entre un système (pourlequel on souhaite par exemple synthétiser un 
ontr�leur) et son environ-nement (a priori hostile). On peut souhaiter en revan
he représenter le 
on-tr�leur à synthétiser sous la forme d'un automate �ni.Les jeux apportent également un élément d'alternation qui est absentdes automates, et permet de résoudre 
ertains problèmes de 
omplémenta-tion. Par exemple, les jeux in�nis sont utilisés pour prouver la 
orre
tion11



d'une méthode de 
omplémentation des automates de Bü
hi dans [Kla01℄,et la détermination des jeux de parité est né
essaire à la 
omplémentationd'automates d'arbres dans [Nie01℄.On représente le système 
omme un graphe �ni ave
 des états 
ontr�léspar le système (Ève) ou l'environnement (Adam), et un jeton se dépla
e sur legraphe en suivant les 
hoix des joueurs. Une 
ondition de vi
toire détermine(en général après une partie in�nie) lequel des deux joueurs est gagnant.Formellement une arène est un graphe (V,E) où l'ensemble V de sommetsest partitionné en VE (sommets 
ontr�lés par Ève) et VA (sommets 
ontr�léspar Adam). Lors d'une partie, le jeton est pla
é sur un sommet initial q0,et à 
haque tour le joueur auquel appartient le sommet 
ourant dé
ide dedépla
er le jeton le long d'une arête. Les deux joueurs 
onstruisent ainsi unepartie ρ ∈ V ω. Une 
ondition de vi
toire Ω ⊆ V ω détermine si la partie estgagnée par Ève (ρ ∈ Ω) ou Adam (ρ 6∈ Ω).La 
ondition de vi
toire peut être dé�nie de di�érentes manières. Cellesqui nous intéressent parti
ulièrement sont les 
onditions régulières (Ω est unlangage rationnel sur l'alphabet V ) qui sont un 
as parti
ulier des 
onditionsboréliennes. Les 
onditions régulières sont 
elles où l'ensemble de partiesgagnantes peut être dé
rit par un ω-automate (Se
tion 2.1.1).Parmi les 
onditions régulières, les 
onditions de Muller et de paritéprésentent un intérêt parti
ulier. Les premières par
e que n'importe quelle
ondition régulière peut s'y réduire. Les se
ondes par
e qu'elles fournissentdes jeux où le gagnant peut se 
ontenter de stratégies sans mémoire, 
ommeon le verra 
i-dessous.On peut alors se demander s'il est possible à l'un des joueurs de gagnerquelles que soient les a
tions de son adversaire. Si 
'est le 
as, la questionse pose de savoir si sa � stratégie �, la re
ette qui lui indique quoi joueren fon
tion du passé, est e�e
tivement 
al
ulable, et quelle mémoire ellené
essite.Théorème 8 (Martin [Mar75℄). Les jeux boréliens sont déterminés.Dé�nition 9. Une stratégie (pure) pour Ève est une fon
tion σ : V ∗VE → E.Pour 
haque partie �nie ρ se terminant dans un sommet d'Ève, σ donne lepro
hain 
oup à jouer.Une partie (�nie ou in�nie) ρ est 
ohérente ave
 une stratégie σ si pourtout i < |ρ|, ρi−1 ∈ VE implique (ρi−1, ρi) = σ(ρ0 . . . ρi−1).12



z0

1
z1

2
z21

z33 z4 2 z5 4
z62Figure 2.2 � Arène munie de prioritésA�n de représenter les stratégies de manière �nie, on s'intéresse auxstratégies ave
 mémoire, dé�nies 
omme suit : une stratégie ave
 mémoire

M est donnée par deux fon
tions σn :M × VE → E et σu :M × V →M , etun état de mémoire initial m0 ∈ M . Les fon
tions σn et σu donnent respe
-tivement le pro
hain 
oup à jouer (lorsque le sommet 
ourant est 
ontr�lé parÈve), et le pro
hain état de mémoire. On peut trivialement représenter toutestratégie 
omme une stratégie ave
 mémoire V ∗. Inversement, une stratégieave
 mémoire (σn, σu, m0) dé�nit bien bien une stratégie σ par :� σ(q) = σn(m0, q)� σ(q0 . . . qn) = σn(σu(σu(. . . σu(m0, q0), . . . ), qn−1), qn)On peut dé�nir de même les stratégies pour Adam, et les stratégies ave
mémoire pour Adam.Les stratégies à mémoire �nie présentent un intérêt parti
ulier. Ce sonten e�et 
elles qui représentent un 
ontr�leur implémentable 
omme un trans-du
teur �ni. En�n les stratégies les plus simples, 
elles où le 
oup à jouer nedépend que du sommet 
ourant, sont appelées positionnelles, ou sans mé-moire. 13



Théorème 10 ([EJ91, Mos91, Zie98℄). Les jeux de parité sont positionnels.Si P est un sous-ensemble de sommets, on appelle attra
teur pour Èvevers P la région depuis laquelle Ève peut s'assurer de visiter P après unnombre �ni de 
oups. On note 
ette région AttrE(P ), et on dé�nit de mêmel'attra
teur pour Adam vers P , AttrA(P ).On appelle piège pour Ève une région dont Ève ne peut pas s'é
happer.On notera en parti
ulier que le 
omplémentaire de AttrE(P ) est toujours unpiège pour Ève.L'idée de la preuve du Théorème 10 est d'une part que dans Attri(P )\P ,le joueur i peut attirer son adversaire vers P sans mémoire, et d'autre partque gagner un jeu de parité est possible en 
ombinant (spatialement) desstratégies d'attra
teurs.Posons X = AttrGE(χ
−1(0)). L'ensemble Q\X est un piège pour Ève et lejeu restreint à 
es sommets forme une sous-arène ave
 une 
ouleur de moinsque G. Il peut don
 être résolu par indu
tion. La région gagnante pour Adamdans le jeu restreint à Q \X l'est aussi dans G, de même que son attra
teurpour Adam. Si 
ette région est vide, alors G est tout entier gagnant pourÈve. Sinon, on peut re
ommen
er la pro
édure sur une arène stri
tementplus petite.Dans sa région gagnante de Q\X , Adam peut jouer positionnellement parindu
tion. Dans l'attra
teur il peut jouer positionnellement par la propriétémentionnée 
i-dessus. Si Ève gagne partout dans Q \X , alors elle peut jouerune stratégie attra
teur vers χ−1(0) dans X , et une stratégie (positionnelle)gagnante dans Q \X pour gagner dans G.Corollaire 11. Trouver le vainqueur d'un jeu de parité est dans NP ∩
o-NP.Ce résultat est immédiat puisqu'il existe un nombre polynomial de straté-gies positionnelles. Il su�t don
 de deviner une stratégie gagnante, et detester le vide de l'automate (ou jeu à un seul joueur) obtenu en �xant 
ettestratégie.Théorème 12. Les jeux de Muller sont PSpa
e.On peut obtenir 
e résultat par rédu
tion aux jeux de parité, en utilisantle LAR, ou � latest appearan
e re
ord �, de Gurevi
h et Harrington [GH82℄.Ce résultat dépend évidemment de la façon dont les ensembles gagnants sontreprésentés. En parti
ulier s'ils sont représentés expli
itement le problèmedevient PTime [Hor08℄. 14



2.3 Ordinaux et ordresLe modèle de temps le plus 
lassique aussi bien pour les automates quepour les jeux est ω. Cependant il est possible d'aller au delà. Bü
hi avait déjàdé�ni des automates a

eptants des mots indexés par des ordinaux [Bü65℄. Demême Woj
ie
howski [Woj85℄ et Choueka [Cho78℄ ont proposé des modèlesd'automates re
onnaissant des séquen
es trans�nies.2.3.1 Ordres linéairesOn dit qu'une relation d'ordre < sur un ensemble J est totale si pour tous
i, j ∈ J on a i < j ou i = j ou j < i, et dans 
e 
as on dit que (J,<) est unordre linéaire. Lorsque le 
ontexte le permettra sans ambiguïté, on omettrade pré
iser la relation d'ordre, et on é
rira J pour (J,<).La relation < est un bon ordre sur J si pour tout sous ensemble non-vide
I ⊆ J , I a un plus petit élément. Un ordinal est une 
lasse de bons ordresisomorphes.Étant donnés deux ordres linéaires (J1, <1) et (J2, <2), que l'on peutsupposer disjoints, on dé�nit leur somme (J,<), notée (J1, <1) + (J2, <2),ainsi : J est J1 ∪ J2, et < est <1 ∪ <2 ∪{(j1, j2) | j1 ∈ J1 et j2 ∈ J2}.Autrement dit J1+J2 est l'ordre lexi
ographique sur (1, J1)∪(2, J2). On peuten
ore dé�nir J =

∑

i∈I Ji pour un ordre linéaire I et une famille d'ordreslinéaires (Ji)i∈I .Le produit des ordres J1 et J2, noté J1×J2, est alors ∑i∈J2
J1. On pourraégalement utiliser la notation exponentielle JJ21 , ave
 J2 un ordinal, pour

J1 × J1 · · · × J1 répété J2 fois.L'ensemble des 
oupures de J , noté Ĵ , est l'ensemble des partitions c =
(K,L) de J telles que k < ℓ pour tous k ∈ K, ℓ ∈ L. Cet ensemble est munid'un ordre total dé�ni par (K,L) < (K ′, L′) si K ( K ′. On peut égalementordonner de façon naturelle l'ensemble J ∪ Ĵ en posant k < (K,L) si etseulement si k ∈ K. On note cmin = (∅, J) et cmax = (J, ∅), et Ĵ∗ l'ensemble
Ĵ privé de ses deux extrémités.Pour tout élément j d'un ordre J , il existe deux 
oupures c−j et c+j quipré
ède (resp. suit) immédiatement j. Formellement c−j = ({k ∈ J | k <
j}, {k ∈ J | j ≤ k}) et c+j = ({k ∈ J | k ≤ j}, {k ∈ J | j < k}). En revan
heune 
oupure n'a pas for
ément de prédé
esseur ou de su

esseur. Un ordreest dit 
omplet, ou Dedekind-
omplet, si les 
oupures peuvent toutes s'é
rire15




omme cmin, cmax, cj− ou cj+ . Une 
oupure qui ne s'é
rit pas sous 
ette formeest appelé un trou dans l'ordre J .On 
onsidère des mots indexés par des ordres linéaires (ou des ordinaux).Étant donné un mot x = (xk)k∈J on appelle l'ordre J la longueur de x.On dé�nit limc− x = {a | ∀j < c ∃j < k < c xk = a} et limc+ x = {a |
∀c < j ∃c < k < j xk = a}. L'ensemble limc− x est appelé ensemble 
o�nalà gau
he de c, et limc+ est appelé ensemble 
o�nal à droite de c : 
e sont leslettres qui apparaissent arbitrairement pro
hes de c dans le mot x.De même que pour les mots �nis, on pose l'opération fondamentale de
on
aténation de deux mots x et y, 
omme le mot x · y indexé par |x| + |y|,ave
 (x · y)i = xi si i ∈ |x| et (x · y)i = yj si i = |x|+ j.

16



Chapitre 3Automates et logique temporellesur les ordres linéairesLes automates se sont imposés 
omme une abstra
tion parti
ulièrementutile pour modéliser des systèmes et les étudier. L'évolution du système dansle temps est vue 
omme un mot sur un 
ertain alphabet, représentant la suitedes états de 
ontr�le. Les liens forts entre automates et logique permettentde raisonner sur 
es séquen
es et de dé
rire des propriétés importantes dessystèmes, par exemple : toutes les exé
utions évitent-elles les états d'erreur ?toutes les exé
utions atteignent-elles un but donné ?Les mots in�nis fournissent un modèle très utile pour suivre l'exé
utiond'un système qui doit fon
tionner sans interruption. Mais ω ne permet pasde dé
rire tous les modèles de temps possibles, et il y a des situations qui nepeuvent pas se produire dans un mot de longueur ω : soit qu'elles dépendentde la densité du modèle, ou de l'existen
e de trous, ou simplement du faitque tout instant n'ait pas for
ément de su

esseur.On reprend i
i 
ertains objets bien 
onnus dans le 
as des mots in�nis,en les étendant au 
as de mots indexés par des ordres linéaires. Qu'il s'agissede formalismes logiques ou d'automates �nis, on peut dé�nir 
es objets demanière similaire au 
as in�ni. Ce
i est fait dans la Se
tion 3.1. En revan
he
ertains résultats ne s'appliquent plus : en parti
ulier la satisfaisabilité de
MSO sur les mots indexés par des ordres quel
onques est indé
idable, et
MSO n'a pas la même expressivité que les automates. La Se
tion 3.2 rappelle
ertains résultats obtenus sur les langages de mots indexés par des ordinauxou des ordres, du point de vue de la logique (propositionnelle ou temporelle)
omme du point de vue des automates. Dans la Se
tion 3.3 on montre, en17



utilisant des automates, que la logique LTL reste satisfaisable sur des ordreslinéaires arbitraires.3.1 Dé�nitions3.1.1 AutomatesDéjà Bü
hi proposait un modèle d'automates a

eptant des mots indexéspar des ordinaux [Bü65℄. Un modèle similaire est introduit plus tard parChoueka [Cho78℄. L'idée générale est d'ajouter des transitions � limites �permettant à l'exé
ution de l'automate de dépasser un ordinal limite. Ini-tialement restreints à des � petits � ordinaux (inférieurs à ωω), on peutensuite s'intéresser à des automates qui ne restreignent pas la longueur desmots re
onnus.Choueka a don
 introduit des automates re
onnaissant des mots indexéspar des ordinaux de rang �ni, 
'est-à-dire inférieurs à ωω. Les opérationsrationnelles qui 
orrespondent à 
es automates sont l'union, le produit �niet l'ω-produit.Dé�nition 13 (Automates ordinaux de Choueka [Cho78℄). Un automate deChoueka de rang n est stru
turé en n+ 1 niveaux. Étant donné un ensembled'états Q on note [Q]0 = Q, et [Q]n+1 = P([Q]n). L'ensemble des transitionsde l'automate est un sous-ensemble de ∪ni=0[Q]
i×Σ×Q. Un automate ordinalde Choueka de rang n est donné par A = (Σ, Q, I, F,∆) où� Σ est un alphabet �ni� Q est un ensemble �ni d'états� I ⊆ Q est l'ensemble des états initiaux� F ⊆ ∪ni=0[Q]

i est l'ensemble d'états �naux� ∆ ⊆ ∪ni=0[Q]
i × Σ×Q est la relation de transitionCes automates 
ontiennent n niveaux d'états limites, le niveau k étantatteint après ωk a
tions. Une exé
ution d'un tel automate sur un mot w delongueur α ≤ ωn est donnée par un étiquetage ρ de α + 1 par ∪ni=0[Q]

i, telque� ρ0 ∈ I et ρα ∈ F� pour tout i+ 1 < α, (ρi, wi, ρi+1) ∈ ∆� pour tout β + ωk < α, ρβ+ωk est l'ensemble des états vus in�nimentsouvent parmi {ρβ+ωk−1·i | i < ω}.18



q0 q1

{q0} {q0, q1}

{{q0}}

{{q0}, {q0, q1}}

{{q0, q1}}

b

a

a b

a

b
a

b

a

b
a b

a
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Figure 3.1 � Exemple d'automate de ChouekaL'automate dé
rit en Figure 3.1 re
onnaît les mots de longueur inférieureà ω3 sur l'alphabet {a, b} qui ne 
ontenant pas 
omme fa
teur in�ni sans a.Choueka a montré un théorème � à la Kleene � (équivalen
e entre langagesre
onnus par automate et dé�nissables par expression rationnelle) pour leslangages rationnels de mots indexés par des ordinaux de rang �nis. Cependant
ette dé�nition d'automates ne s'étend pas bien aux ordinaux plus grands ouaux ordres linéaires en général, on s'intéressera don
 plut�t au modèle suiv-ant, dé�ni par Bü
hi pour les mots indexés par des ordinaux dénombrables.Pour plus de détails sur les automates de Choueka on pourra se référer à lathèse de Ni
olas Bedon [Bed98℄.Dé�nition 14 (D-automates). Un D-automate A est un tuple (Σ, Q, I, F,∆)où � Σ est un alphabet �ni 19



q0 q1

{q0} {q0, q1} {q1}

b

a

a b

a b
a

b

Figure 3.2 � D-automate� Q est un ensemble �ni d'états� I ⊆ Q et F ⊆ Q ∪ P(Q) sont les états initiaux et �naux� ∆ ⊆ (Q ∪ P(Q))× Σ×Q est la relation de transitionUne exé
ution sur un mot w de longueur α est un étiquetage ρ de α + 1tel que :� pour tout i ∈ α, (ρi, wi, ρi+1) ∈ ∆� pour tout ordinal limite β < α, ρβ ⊆ Q est l'ensemble des q tels qu'ilexiste une suite (γn)n<ω 
o�nale à β telle que ργn = qElle est a

eptante si ρ0 ∈ I et ρα ∈ F .La Figure 3.2 montre un D-automate a

eptant les mots sur un ordinaldénombrable qui ne 
ontiennent pas de suite in�nie de b.Les automates de Choueka de rang n ne permettent d'a

epter que desmots indexés par des ordinaux inférieurs à ωn, 
e qui n'est pas le 
as des D-automates, qui peuvent re
onnaître des mots indexés par ordinaux dénom-brables. Les deux modèles re
onnaissent les mêmes langages si l'on se re-streint aux ordinaux de rang �ni. Bü
hi a montré que les langages de motsindexés par des ordinaux dénombrables et re
onnus par D-automate l'étaientaussi par D-automate 
omplet et déterministe. Un théorème de Kleene donneégalement une 
orrespondan
e entre D-automates et expressions rationnelles20



pour 
ette 
lasse de langages [Woj85℄.On peut éliminer la distin
tion entre états de niveau 0 et états de niveau 1dans le modèle de Bü
hi en introduisant expli
itement des transitions limites,et ainsi abandonner la limitation aux ordinaux dénombrables, 
e qui donnela dé�nition suivante.Dé�nition 15 (Automates sur les ordinaux). Un automate sur les ordinaux(ou B-automate) est donné par A = (Σ, Q, I, F,∆) où� Σ est un alphabet �ni� Q est un ensemble �ni d'états� I ⊆ Q et F ⊆ Q sont les ensembles d'états initiaux et �naux� ∆ ⊆ (Q× Σ×Q) ∪ (P(Q)×Q) est la relation de transitionPour les mots indexés par des ordinaux dénombrables, les D-automateset B-automates sont équivalents.Bruyère et Carton ont étendu 
ette appro
he aux ordres linéaires arbi-traires [BC07℄. Pour 
e faire, on a besoin, en plus des transitions limites àgau
he (P → q) des automates sur les ordinaux, de transitions limites àdroite (q → P ).Dé�nition 16 ([BC07℄). Un automate sur les ordres linéaires est un tuple
(Q,Σ, δ, I, F ) où δ 
omprend des transitions su

esseur, de la forme p a

−→ q,des transitions limites à gau
he P → q et des transitions limites à droite
q → P .Une exé
ution d'un automate sur un mot x indi
é par l'ordre J est unétiquetage ρ de Ĵ par Q tel que :� ρc−j

xj
−→ ρc+j ∈ δ pour tout j ∈ J� limc− ρ→ ρc ∈ δ pour toute 
oupure c ∈ Ĵ sans prédé
esseur� ρ>c → limc+ ρ ∈ δ pour toute 
oupure c ∈ Ĵ sans su

esseurUne exé
ution ρ est a

eptante si ρcmin

∈ I et ρcmax
∈ F . Un mot x estre
onnu par l'automate A s'il existe une exé
ution a

eptante de A sur x.Le langage dé�ni par A est l'ensemble des mots re
onnus par l'automate.Cette dé�nition généralise à la fois les automates �nis (qui n'ont pasde transitions limites), les automates de Muller (que l'on peut représenter
omme des automates ave
 un seul état �nal f et des transitions P → fpour les ensembles P gagnants), et les automates sur les ordinaux (sans tran-sitions q → P ). L'étiquetage des 
oupures 
orrespond également au modèle21




lassique, où l'on a un état initial ρcmin
, des transitions ρc−j xj

−→ ρc+j , et un état�nal ρcmax
.

{0} → 1

{2} → 0

{0, 1, 2} → 3
q0 q1 q2 q3

a b a

aFigure 3.3 � Automate sur les ordinauxLa Figure 3.3 représente un automate re
onnaissant le langage dé
rit parl'expression (aωb∗aω)ω. L'état initial est q0, depuis lequel la seule transitionpossible est une bou
le lisant un a. Après ω transitions, la transition limitepermet d'atteindre q1. On peut alors lire un nombre arbitraire (mais �ni !) de
b, puis un nombre arbitraire de a, et prendre la transition limite {q2} → q0pour revenir au point de départ. En répétant 
e pro
essus ω fois, on arrive àune position limite telle que q0, q1 et q2 sont répétés 
o�nalement. On peutdon
 prendre la transition {q0, q1, q2} → q3, et s'arrêter.

q0 q1

b

a

a b

q → {q0} ∪ P pour tous q ∈ Q, P ⊆ Q

{q0} ∪ P → q1 pour tout P ⊆ QFigure 3.4 � Automate sur les ordresL'automate représenté Figure 3.4 a

epte les mots, indexés par des ordresquel
onques, qui n'ont au
un sous-mot in�ni sans a. L'absen
e de transitionlimite depuis et vers {q1} impose en e�et que tout sous-mot in�ni 
ontienneau moins une fois la lettre a. 22



Ces automates préservent 
ertaines des propriétés des automates �nis, enparti
ulier des variantes du théorème de Kleene (pour les ordinaux [Woj85℄,les ordres linéaires dispersés [BC07℄ ou le 
as général [BC06℄). La 
l�turepar 
omplémentation est préservée pour les ordres linéaires dénombrables etdispersés [Ris04, RC05℄, mais pas pour les ordinaux non dénombrables. De lamême façon, l'équivalen
e ave
 MSO (Théorème 5) n'est pas préservée dansle 
as non-dénombrable (MSO est indé
idable sur les réels), 
omme dans le
as non-dispersé dénombrable.De même que pour les mots �nis ou in�nis, il est possible de dé�nir desexpressions rationnelles qui dé
rivent des langages de mots sur les ordres. Unthéorème de Kleene existe également pour 
es langages [BC06℄.Les opérations rationnelles 
onsidérées sont :
X + Y = X ∪ Y

X · Y = {x · y | x ∈ X, y ∈ Y }

X∗ =







∏

j∈{1,...,n}

xj | n ∈ N, xj ∈ X







Xω =

{

∏

j∈ω

xj | xj ∈ X

}

X−ω =

{

∏

j∈−ω

xj | xj ∈ X

}

X♯ =

{

∏

j∈α

xj | α ∈ O, xj ∈ X

}

X−♯ =

{

∏

j∈−α

xj | α ∈ O, xj ∈ X

}

X ⋄ Y =







∏

j∈J∪Ĵ∗

zj | J ∈ L, zj ∈ X si j ∈ J et zj ∈ Y si j ∈ Ĵ∗







sh(X1, . . . , Xn) = shu�e des langages X1, . . . , Xn (voir 
i-dessous)Les trois premières opérations (union, 
on
aténation et étoile) donnent lesexpressions rationnelles 
lassiques pour les mots �nis, la quatrième (itérationin�nie) est utilisée pour les ω-langages rationnels. Les opérations d'itération23



ordinale et � diamant � permettent de 
onstruire des langages de mots in-dexés par des ordres dispersés. L'opération de � shu�e � est né
essaire pourin
lure les ordres denses.Dé�nition 17 (shu�e). Soit X1, . . . , Xn des ensembles de mots. Le shu�e
sh(X1, . . . , Xn) est l'ensemble des mots de la forme :

∏

j∈J

xjoù J est un ordre dense et 
omplet sans premier ni dernier élément, et estpartitionné en J1, . . . , Jn, denses, tels que xj ∈ Xk ⇔ j ∈ Jk.Dans la suite, on é
rira sh(x1, . . . , xn) pour � un élément de sh({x1}, . . . , {xn}) �.Théorème 18 ([BC06℄). Un langage de mots sur des ordres linéaires estrationnel (i.e. dé�nissable par une expression rationnelle) si et seulement s'ilest re
onnaissable (i.e. re
onnu par un automate sur les ordres linéaires).La transformation d'expression rationnelle à automate est 
omme pourles mots �nis ou de longueur ω 
onstruite par indu
tion sur la formule. Lepassage d'automate à formule est plus déli
at. Le résultat est donné pour lesordres dispersés et dénombrables dans [BC01℄, et est étendu à tous les ordresdans [BC06℄.Ce théorème étend le lien fort entre expressions rationnelles et automatesaux langages de mots sur des ordres linéaires. L'équivalen
e entre MSO etautomates, en revan
he, ne s'étend pas aux ordres linéaires : MSO sur lesréels est indé
idable [She75℄.3.1.2 LogiqueLa logique fournit des moyens d'exprimer les propriétés que l'on souhaitepouvoir dé
ider, véri�er ou spé
i�er pour le système ou le modèle 
onsidéré.Elle doit à la fois être assez expressive pour englober les propriétés intéres-santes du modèle, et assez restreinte pour rester dé
idable. On s'intéresse i
iaux propriétés qui parlent d'une exé
ution parti
ulière, 
onsidérée 
ommeun mot indexé par un 
ertain ordre linéaire (ou ordinal). Les lettres de 
emot sont souvent liées aux propriétés atomiques que l'on veut pouvoir tester(
omme les états de 
ontr�le du système).Dans 
ette se
tion nous 
onsidérons deux familles, d'abord quelques motssur les logiques propositionnelles du premier ordre et du se
ond ordre monadique,puis on s'intéresse à une logique modale, la logique temporelle linéaire.24



3.1.2.1 Logiques propositionnellesUne première façon d'exprimer les propriétés voulues est la logique propo-sitionnelle du premier ordre, FO(<). La syntaxe des formules est la suivante :
φ, ψ ::= ∃xφ | ¬φ | φ ∨ ψ | a(x) | x < yOn dit qu'un mot w véri�e une formule φ ave
 la valuation F (qui donne,pour 
haque variable libre de φ, l'indi
e 
orrespondant dans w), et on note

w, F |= φ, en suivant la sémantique suivante :
w, F |= a(x) si a ∈ wF (x)

w, F |= x < y si F (x) < F (y)

w, F |= φ ∨ ψ si w, F |= φ ou w, F |= ψ

w, F |= ¬φ si w, F 6|= φ

w, F |= ∃xφ si w, F ∪ {x 7→ i} |= φ pour un 
ertain i ∈ |w|Si φ est 
lose on note w |= φ pour w, ∅ |= φ.Certaines propriétés (par exemple � w est de longueur paire �) ne peuventpas être exprimées dans 
e langage, mais peuvent l'être si on introduit desquanti�
ations monadiques du se
ond ordre. On ajoute don
 au langage desformules de la forme ∃Xφ et x ∈ X pour obtenir la logique monadique duse
ond ordre, MSO(<) :
w, F |= ∃Xφ si w, F ∪ {X 7→ J} |= φ pour un 
ertain J ⊆ |w|

w, F |= x ∈ X si F (x) ∈ F (X)Il est bien 
onnu que dans le 
as des mots �nis (resp. in�nis) les propriétésdé�nissables en MSO 
orrespondent aux langages re
onnus par automates �-nis (resp. automates de Bü
hi), et que les langages dé�nissables au premierordre sont 
eux re
onnus par des automates apériodiques. La 
l�ture par
omplémentation de la 
lasse de langages re
onnus par un modèle d'auto-mates est une 
ondition né
essaire pour son équivalen
e ave
 une logique, et
'est souvent la partie la plus di�
ile, d'où l'importan
e des travaux liés à
ette 
omplémentation.3.1.2.2 Logique temporelleA�n de raisonner sur des stru
tures linéaires, en parti
ulier sur le 
om-portement de systèmes réa
tifs, la logique temporelle linéaire (� linear tem-poral logi
 � ou LTL) est parti
ulièrement adaptée. Sur les mots in�nis,25



la satisfaisabilité est dé
idable en espa
e polynomial [SC85℄, alors que FO(qui est équivalent en terme d'expressivité) a une 
omplexité non élémen-taire [Sto74℄. De plus la syntaxe est un peu plus légère que 
elle de la logiquepropositionnelle, et 
ertaines propriétés 
ourantes y sont plus fa
ilement ex-primables. Les variables et les quanti�
ateurs disparaissent des formules, etsont rempla
és par des modalités temporelles.Les formules LTL sont de la forme φ, ψ ::= p | φ ∨ ψ | φUψ | φSψ etpeuvent être évaluées à 
haque position du modèle. Les 
onne
teurs temporels
U et S sont appelés � until � et � sin
e �. On dit que la formule φ est satisfaiteà la position i d'un mot w, et on note w, i |= φ, suivant la sémantiquesuivante :

x, i |= p si p ∈ xi

x, i |= ¬ψ si x, i 6|= ψ

x, i |= ψ1 ∨ ψ2 si x, i |= ψ1 ou x, i |= ψ2

x, i |= ψ1Uψ2 si il existe j > i tel que x, j |= ψ2,et x, k |= ψ1 pour tout k tel que i < k < j

x, i |= ψ1Sψ2 si −x, i |= ψ1Uψ2 où −x est le mot inversé (aj)j∈−JLa sémantique � stri
te � utilisée i
i pour � until � est di�érente de 
elleutilisée 
ouramment : x, i |= ψ1U
nsψ2 s'il existe j ≥ i tel que x, j |= ψ2et x, k |= ψ1 si i ≤ k < j. Cependant, on peut exprimer ψ1U

nsψ2 
omme
ψ2∨ (ψ1 ∧ψ1Uψ2), alors que l'inverse n'est pas vrai dans le 
as général (dansle 
as des mots de longueur ω, ψ1Uψ2 est équivalent à X(ψ1U

nsψ2)).Les autres 
onne
teurs temporels usuels peuvent être dé�nis à partir del'opérateur U : � next φ � s'é
rit X φ = ⊥Uφ ; � eventually φ � est F φ =
φ ∨ (⊤Uφ), et � always φ � est Gφ = ¬F ¬φ.Étant donné un mot w de longueur J et une formule LTL φ, on dé�nit lemot de vérité de φ sur w 
omme le mot vφ(w) de longueur J sur l'alphabet
{0, 1} où la position j est étiquetée par 1 si et seulement si w, j |= φ. On ditqu'une formule est valide si pour tout mot w, vφ(w) ne 
ontient que des 1.Elle est satisfaisable s'il existe un mot w tel que vφ(w) 
ontient au moins un
1.Exemple 19. Considérons la formule φ = ¬a ∧ (G¬X a). Pour le mot
u = (a∅)ω, le mot de vérité est vφ(u) = 0ω puisque à 
haque position i, soit a26



est vrai soit il est vrai à la position suivante i+1. Pour le mot w = a∅ωa∅ω, lemot de vérité est vφ(w) = 01ω01ω0 : aux positions 0, ω et ω ·2, la propositionatomique a est vraie don
 φ est fausse ; à toutes les autres positions, a estfausse, et la sous-formule X a est fausse partout.3.1.2.3 Liens ave
 les automatesIl est 
ourant en véri�
ation d'avoir à assurer que toutes les exé
utionsd'un système véri�ent une 
ertaine 
ontrainte. Si on peut exprimer la 
on-trainte par une formule de LTL et représenter les exé
utions possibles dusystème 
omme le langage re
onnu par un automate, on réduit le problèmeau vide de l'automate re
onnaissant le produit du système et de la négationde la formule, en 
onstruisant un automate qui rejette les mots véri�ant laformule.De la même façon, si l'on re
her
he un 
ontre-exemple à une propriété, onva 
her
her à trouver une exé
ution du système qui véri�e la négation de 
ettepropriété. On se ramène en
ore une fois au vide du langage 
orrespondant àun produit système-formule.Souvent on ne 
onstruit pas l'automate 
orrespondant à la formule ex-pli
itement, mais à la volée, 
e qui permet de diminuer la 
omplexité (typ-iquement PSpa
e plut�t que ExpTime).3.2 État de l'artOn ré
apitule i
i un 
ertain nombre de résultats 
onnus sur les modèles detemps étendus. On s'intéresse à la fois aux di�érentes logiques et aux modèlesd'automates pour lesquels les problèmes de satisfaisabilité et de test du videsont primordiaux. On évoque les questions de 
omplexité, mais aussi les liens(et possibles équivalen
es) entre les formalismes en terme d'expressivité.Un résultat fondamental est l'indé
idabilité de la théorie monadique desréels, montrée par Shelah [She75℄ en utilisant la théorie des modèles. Celaimplique l'indé
idabilité de MSO sur les ordres linéaires quel
onques, et ilfaut don
 pour obtenir la dé
idabilité se restreindre soit à une sous-
lassed'ordres (ordinaux, ordres dénombrables, ordres dispersés, . . .), soit à unfragment de la logique (
omme FO ou LTL).La dé
idabilité du vide des automates sur les ordinaux dénombrables aété établie par Bü
hi et Siefkes [BS73℄, ainsi que 
elle de la satisfaisabilité de27



LTL(U, S) sur les ordinaux.On sait depuis Kamp [Kam68℄ que FO et LTL(U ,S) ont la même ex-pressivité sur les ordres Dedekind-
omplets. Pour 
e qui est des automates,on sait qu'il existe des langages de mots indexés par des ordinaux quel-
onques qui sont re
onnus par automate alors que leur 
omplémentaire nel'est pas [Woj84℄. Cela montre que 
ette 
lasse d'automates ne peut pasêtre 
ara
térisée par une logique. En revan
he, lorsque l'on 
onsidère lesordres dénombrables et dispersés, les automates peuvent être 
omplémen-tés [Ris04, RC05, Col10℄.En terme de 
omplexité, LTL est souvent plus attra
tive que la logiquepropositionnelle. La logique temporelle sur les ordres a fait l'objet d'un 
er-tain nombre de travaux, on peut 
iter par exemple l'ouvrage de Gabbay,Hodkinson et Reynolds [GHR94℄. Reynolds s'est intéressé à la satisfaisabilitéde LTL(U) (don
 sans l'opérateur passé) sur les ordres quel
onques [Rey03℄.Il utilise des � mosaïques � pour obtenir une 
omplexité PSpa
e. Étant don-née une formule φ, on note Cl φ l'ensemble {ψ,¬ψ | ψ est une sous-formulede φ}. Une φ-mosaïque est un triplet (A,B,C) de sous-ensembles de Cl φ telque A et C sont 
ohérents (ne 
ontiennent pas une formule et sa négation)et maximaux, B est 
los sous addition et suppression de double négation.De plus, une mosaïque doit véri�er 
ertaines propriétés dites de 
ohéren
e.Intuitivement une mosaïque représente un intervalle du modèle re
her
hé. Aest l'ensemble des sous-formules véri�ées au point de départ de l'intervalle,
C est l'ensemble des sous-formules véri�ées à l'autre extrémité, et B 
ontientles formules vraies à tous les points intermédiaires. Pour qu'une mosaïquesoit satisfaisable, il faut en parti
ulier résoudre les problèmes suivants : si
ψ1Uψ2 ∈ A et ψ1 6∈ B, alors il faut trouver un point dans l'intervalle qui véri-�e ψ2 ; de même si ψ 6∈ B alors il existe un point dans l'intervalle qui véri�e
¬ψ. Une dé
omposition de la mosaïque qui résout 
es � défauts � montredu même 
oup la satisfaisabilité de la formule initiale (modulo une étape derelativisation). En utilisant des te
hniques similaires, Reynolds a égalementmontré que la 
omplexité de LTL(U ,S) sur l'ordre des nombres réels étaitégalement PSpa
e [Rey10℄.Demri et Rabinovi
h ont 
onsidéré LTL(U ,S) sur les ordinaux [DR07℄.Les ordinaux étant des 
as parti
uliers d'ordres 
omplets, 
e fragment a l'-expressivité du premier ordre. La satisfaisabilité est là aussi un problèmePSpa
e-
omplet. Les auteurs montrent entre autres que s'il existe un mod-èle pour une formule φ, alors il en existe un de taille plus petite que ω|φ|+2. Ilsutilisent pour 
ela une variante des automates présentés à la se
tion pré
é-28



dente, ajoutant de la stru
ture aux états et transitions des B-automates. Lesétats sont des sous-ensembles d'une � base �, et la tradu
tion d'une formulelogique produit un automate de taille exponentielle, mais dont la base est detaille polynomiale en la taille de la formule. De plus, les transitions limitessont exprimées en fon
tion de 
ette base, et non de l'ensemble d'états, 
e quiréduit la taille de la représentation. En�n, les auteurs fournissent une pro
é-dure permettant de tester le vide de 
es automates en espa
e polynomial dansla taille de la base, et qui peut être utilisée pour tester la satisfaisabilité d'uneformule en évitant la 
onstru
tion expli
ite (potentiellement exponentielle)de l'automate.Sur les ordres arbitraires, qui sont l'objet de 
e 
hapitre, le théorème deKamp ne s'applique pas, et LTL(U ,S) est stri
tement moins expressive que
FO. Il est don
 né
essaire de rajouter des opérateurs à la logique temporellea�n d'atteindre l'expressivité du premier ordre. Pour 
ela, on 
onsidère LTLétendue ave
 les 
onne
teurs dits de Stavi [GPSS80℄, notés U ′ et S ′, dont lasémantique est la suivante :
x, i |= ψ1U

′ψ2 si on peut trouver un trou c ∈ Ĵ ave
 les propriétés suivantes :
(1) x, j |= ψ1 pour tout j tel que i < j < c

(2) il n'existe pas d'intervalle 
ommençant en c dans lequel
ψ1 est toujours vraie (i.e. ∀c < k ∃c < j < k x, j |= ¬ψ1), et

(3) ψ2 est toujours vraie dans un 
ertain intervalle 
ommençant en c
x, i |= ψ1S

′ψ2 si −x, i |= ψ1U
′ψ2 (S ′ est le 
onne
teur passé 
orrespondant à U ′)Dans la suite on s'intéressera à 
ette logique et à sa dé
idabilité, en util-isant des automates. On en pro�tera pour examiner les liens entre 
es modèlesdans le 
adre des ordres linéaires arbitraires.3.3 Satisfaisabilité de LTLOn donne dans 
ette se
tion une preuve de dé
idabilité de LTL(U ,S,U ′,S ′)sur les ordres linéaires quel
onques, en utilisant des automates sur les motsindexés par des ordres linéaires. On 
ommen
e par donner une pro
édure dedé
ision de l'a

essibilité dans 
es automates, avant de donner un algorithmede transformation des formules en automates.29



3.3.1 A

essibilitéL'idée de la preuve du Théorème 20 est due à Olivier Carton.Théorème 20. L'a

essibilité dans un automate sur les ordres linéaires peutêtre dé
idée en temps polynomial.Dans un automate �ni 
lassique, tester le vide est un simple problèmed'a

essibilité dans un graphe. Pour les automates de Bü
hi il faut y ajouterla re
her
he d'un 
y
le, mais le problème reste polynomial. Dans le 
as desautomates (ou transdu
teurs) sur les ordres linéaires, le 
al
ul né
essite 
er-taines étapes supplémentaires, qui 
orrespondent à la transformation d'unautomate en expression rationnelle, 
omme dé
rit dans [BC06℄. Pour les or-dres dispersés, l'a

essibilité peut être testée en temps polynomial [Car02℄.Pour passer des ordres dispersés au 
as général, il reste à gérer l'opérationde shu�e, dé�nie Se
tion 3.1.1.On 
ommen
e par dé�nir la notion de hauteur de 
hemin dans un auto-mate, et donner quelques propriétés. On prouve ensuite le résultat d'a

essi-bilité.3.3.1.1 Hauteur de 
hemin dans un automate sur les ordres linéairesOn appelle 
hemin dans un automate une suite γ d'états respe
tant larelation de transition. Le 
ontenu d'un 
hemin est l'ensemble des états visités,i.e. C γ = {γi | i ∈ |γ|}.Dé�nition 21 (Hauteur d'un 
hemin γ). La hauteur h(γ) d'un 
hemin γ delongueur Ĵ est
h(γ) = max{| lim

cǫ
(γ)| | c ∈ Ĵ , ǫ ∈ {+,−}}Elle est nulle si et seulement si γ est un 
hemin �ni.Dé�nition 22 (Ensembles limites maximaux d'un 
hemin). Les ensembleslimites maximaux d'un 
hemin γ sont les ensembles de 
ardinal maximal quiapparaissent dans des limites q → P ou P → q dans 
e 
hemin, i.e. lesensembles de taille h(γ).

H(γ) = {P | |P | = h(γ) et ∃c lim
cǫ
γ = P ave
 ǫ ∈ {+,−}}30



Lemme 23. Soit γ un 
hemin de hauteur k dans un automate A. Le 
hemin
γ se dé
ompose en γ = γ1 . . . γn où h(γi) = k et |H(γi)| = 1.Démonstration. Supposons qu'on a une suite in�nie (ci)i<ω de 
oupures tellesque Pi = limc

ǫi
i
γ, |Pi| = k et Pi 6= Pi+1. Cela signi�e qu'on a une 
oupure

c dont l'ensemble limite 
ontient plusieurs Pi distin
ts et 
onsé
utifs. Cetensemble est don
 de taille au moins k + 1, 
e qui 
ontredit le fait que γ estde hauteur k.Lemme 24. Soit γ un 
hemin de p à q dans l'automate A, de hauteur k ettel que |H(γ)| = 1. Alors il existe un 
hemin γ′ de p à q de hauteur au plus
k, ave
 C(γ′) ⊆ C(γ), tel que� soit h(γ′) < k� soit γ′ = γ1γ

±ω
2 γ3 où h(γi) < k pour i ∈ {1, 2, 3}� soit γ′ = γ1γ
ζ
2γ3 où h(γi) < k pour i ∈ {1, 2, 3}� soit γ′ = γ1 sh(γ2 . . . γn)γn+1 où h(γi) < k pour i ∈ {1, 2, . . . , n}.Démonstration. On pose H(γ) = {P}. Soit c1 (resp. c2) la première (resp.dernière) 
oupure de γ telle que limc±i

γ = P . On distingue les 
as de limitesà gau
he et à droite en c1 et c2 :1. limc−
1
γ = limc+

2
γ = P : on a γ1 pré�xe de γ<c1 se terminant en q ∈ Pet γ2 su�xe de γ>c2 démarrant en q. On pose γ′ = γ1 · γ2 et sa hauteurest bien stri
tement plus petite que k.2. limc−

1
γ = limc−

2
γ = P : on a γ3 = γ>c2 de hauteur stri
tement inférieureà k ; de γ<c1, on peut extraire un pré�xe γ · γ2 tel que γ1 et γ2 soientde hauteur stri
tement inférieure à k, que γ2 ait pour 
ontenu P et telque γ22 soit toujours un 
hemin. On peut alors poser γ′ = γ1γ

ω
2 γ3 ave


h(γi) < k.3. limc+
1
γ = limc+

2
γ = P : 
e 
as est symétrique du pré
édent, on obtient

γ′ = γ1γ
−ω
2 γ3.4. limc+

1
γ = limc−

2
γ = P : on suppose que limc−

1
6= P et limc+

2
6= P . Ondé�nit sur l'intervalle K = [c1, c2] de Ĵ la 
ongruen
e :

c ∼ c′ ⇔ γ[c, c′] ne 
ontient pas de limite POn 
onsidère deux sous-
as : soit K/ ∼ possède deux éléments 
onsé-
utifs, soit K/ ∼ est dense. 31



� Supposons d'abord que l'on a deux éléments k et k′ 
onsé
utifs dans
K/ ∼. k et k′ sont deux intervalles de Ĵ . Comme Ĵ est 
omplet,soit c la 
oupure entre k et k′, 
'est-à-dire c = max k = min k′. Ona limc+ γ = P ou limc− γ = P ; on peut sans perte de généralitésupposer le se
ond, l'autre 
as étant symétrique. Il existe alors deux
oupures c3 et c4 dans k telles que γ2 = γ[c3, c4] ait pour 
ontenu
P , h(γ2) < k, et γ2 · γ2 soit un 
hemin. On pose γ1 = γ[cmin, c1],
γ3 = γ[c2, cmax], et γ′ = γ1γ

ζ
2γ3.� Supposons maintenant que K/ ∼ est dense. Cha
un des intervallesde K/ ∼ est don
 fermé à gau
he et à droite. Toute 
lasse k de

K/ ∼ a la forme γ[c, c′] pour c, c′ ∈ Ĵ . À 
haque k ∈ K/ ∼ onasso
ie le 
ontenu. Comme il n'y a qu'un nombre �ni de 
ontenus, ily a un intervalle homogène dans K/ ∼. On peut 
hoisir n− 1 paires
(c′2, c

′′
2) . . . (c

′
n, c

′′
n) telles que P =

⋃n
i=2C(γ[c

′
i, c

′′
i ]). On pose alors γ1 =

γ[cmin, c1], γi = γ[c′i, c
′′
i ] pour 2 < i < n, et γn+1 = γ[c2, cmax]. La suite

γ′ = γ1 sh(γ2..γn)γn+1 est un 
hemin qui véri�e la dernière 
onditiondu Lemme 24.3.3.1.2 Dé
idabilité de l'a

essibilitéL'objet de 
ette se
tion est d'établir le résultat d'a

essibilité pour lesautomates sur les ordres (Théorème 20). Pour 
ela on va 
onstruire, à partird'un automate A sur les ordres, des automates �nis (au sens 
lassique, i.e.a

eptant des mots �nis) dont les 
hemins 
orrespondent à 
eux qui existentdans A.Notre obje
tif est de 
onstruire des automates �nis A0,. . .,An où n = |Q|,véri�ant les propriétés suivantes :Lemme 25. Il existe un 
hemin de p à q de hauteur au plus k dans A si etseulement s'il y a un 
hemin de p à q dans Ak.Lemme 26. On peut 
al
uler An en temps polynomial.Avant d'établir les Lemmes 25 et 26, il s'agit de dé�nir les automates A0,. . ., An. Intuitivement on 
onstruit l'automateAi en ajoutant aux transitionsde Ai−1 les 
hemins de hauteur i possibles dans A. Ces 
hemins sont produitssoit par une transition limite à gau
he, soit par une transition limite à droite,soit par un shu�e. 32



Dé�nition des automates Ai. L'automate Ai est (Q,P(Q), Ei, I, F ) où
Ei est dé�ni 
omme suit :
E0 = {p

{p,q}
−−−→ q | ∃a p

a
−→ q ∈ E}

Ei = Ei−1 ∪
⋃

|P |=i

TP ave
 TP = T ℓP ∪ T
r
P ∪ T

s
P

T ℓP = {p
P∪{q}
−−−→ q | p ∈ P, P → q ∈ E et il existe un 
y
le dans Ai−1dont l'union des étiquettes est P}

T rP = {p
{p}∪P
−−−→ q | p→ P ∈ E, q ∈ P et il existe un 
y
le dans Ai−1dont l'union des étiquettes est P}

T sP = {p
{p,q}∪P
−−−−→ q | p→ P, P → q ∈ E et il existe n 
hemins γ1 . . . γndans Ai−1 où γk relie pk à qk, P → pk et qk → P ∈ E et
P est l'union des étiquettes des γk}Démonstration du Lemme 25. On montre qu'il existe un 
hemin de p à q de
ontenu P et de hauteur au plus k dans A si et seulement s'il existe un 
heminde p à q dans Ak dont l'union des étiquettes est égale à P . On 
ommen
e par
onstruire un 
hemin de Ak pour tout 
hemin de A de hauteur k.On pro
ède par ré
urren
e sur k. Si k = 0, le 
hemin est �ni, et 
ommeles transitions de A0 sont les transitions su

esseur de A, les 
hemins sontles mêmes dans A et A0. De plus 
omme l'étiquette d'une transition p → qdans A0 est {p, q} le 
ontenu d'un 
hemin dans A est l'union des étiquettesdu même 
hemin dans A0.Si k ≥ 1, soit γ un 
hemin de hauteur au plus k dans A. Ce 
hemin sedé
ompose en γ = γ1 . . . γn où γi est un 
hemin de pi à pi+1 et le 
ontenu de

γ est P = {p1, . . . pn+1}. Soit Pi le 
ontenu de γi. On 
ommen
e par montrerque pour 
haque i il existe un 
hemin de pi à pi+1 dans Ak tel que l'uniondes étiquettes soit 
ontenue dans (mais pas né
essairement égale à) Pi.Soit λ = γi. Par le Lemme 23 le 
hemin λ se dé
ompose en λ = λ1 . . . λmoù h(λi) ≤ k et |H(λi)| = 1. Soit λi de ri à ri+1. Il existe dans A un 
hemin
λ′i de 
ontenu plus petit tel que λ′i véri�e :� soit h(λ′i) < k� soit λ′i = µ1µ

ω
2µ3 ou µ1µ

−ω
2 µ3 ou µ1µ

ζ
2µ3, et h(µ1), h(µ2), h(µ3) < k� soit λ′i = µ1 sh(µ2 . . . µℓ)µℓ+1 et h(µ1), h(µ2 . . . µℓ), h(µℓ+1) < kOn applique l'hypothèse de ré
urren
e aux 
hemins µi, 
e qui donne des
hemins équivalents dans Ak−1. Si h(λ′i) < k on a un 
hemin dans Ak−133



et don
 dans Ak. Si λ′i = µ1µ
ω
2µ3, le 
hemin utilise une transition du type

R→ q ave
 |R| ≤ k. Comme µ2 est une bou
le de 
ontenu R la transition aété ajoutée dans Ak. Les 
as −ω et ζ sont similaires.Si λ′i = µ1 sh(µ2 . . . µn)µn+1 on pose R = ∪ni=2C(µi). On a des transitions
R→ q et q → R, et la transition ad-ho
 a été ajoutée dans Ak.On a �nalement trouvé des 
hemins équivalents pour les λi et don
 pour
λ = γi (mais de 
ontenu plus petit). On 
on
lut en disant qu'en prenantla 
on
aténation des 
hemins asso
iés aux γi on trouve un 
hemin asso
iéà γ. Comme les états initiaux des γi apparaissent né
essairement dans lesétiquettes des 
hemins asso
iés, l'union des étiquettes sur tout le 
hemin estbien égale au 
ontenu de γ.Pour la ré
iproque, il su�t de montrer que les transitions de Ak 
orre-spondent bien à des 
hemins dans A. Pour 
elles qui sont déjà dans Ak−1l'hypothèse de ré
urren
e s'applique, et pour 
elles qui sont ajoutées on afa
ilement des 
hemins de A par 
onstru
tion grâ
e aux 
y
les dans A.Démonstration du Lemme 26. On désigne par n le nombre d'états de A, etpar m son nombre de transitions. Soit k entre 0 et n.Chaque transition su

esseur de A donne exa
tement une transition dans
Ak. Une transition limite P → q ou q → P donne au plus une transition
p

P∪{p}
−−−→ q dans Ak. Chaque paire (p → P, P → q) donne au plus unetransition p P∪{p,q}

−−−−→ q. En résumé, si à toute paire (τ, τ ′) de transitions de
A on asso
ie τ si τ est su

esseur, τ ′ si τ est limite et τ ′ est su

esseur, et
(τ, τ ′) si τ et τ ′ sont limites, on peut borner par m2 le nombre de transitionsdans Ak. Le nombre d'états de Ak, lui, est toujours n.La re
her
he d'un 
y
le dans Ak, ou de ℓ 
hemins γ1 . . . γℓ est faite au plusune fois pour 
haque ensemble P et don
 au plus m fois. La re
her
he d'un
y
le peut se faire en temps n ·m2. Reste à déterminer le temps de re
her
hedes ℓ 
hemins γ1 . . . γℓ véri�ant γi : pi → qi ave
 P → pi, qi → P dans E, et
P = ∪i C(γi).Pour 
e faire, on supprime toutes les transitions de A qui n'ont pas leurétiquette in
luse dans P pour obtenir A′. On pose I1 = {p | P → p ∈ E},
F1 = {q | q → P ∈ E}. On ne garde que les états a

essibles de I1 et
o-a

essibles de F1. On peut trouver les γi si et seulement si l'union desétiquettes des transitions qui restent est égale à P .Cette 
ondition est bien sûr né
essaire, et elle est su�sante 
ar si R estl'étiquette de r R

−→ s on peut trouver p ∈ I1 et q ∈ F1 ave
 γR : p r
R
−→ s 34



q. L'étiquette de γR est in
luse dans P et 
ontient R, don
 si P = ∪
r

R−→s
Ralors P = ∪

r
R−→s

C(γR). Les 
hemins γR 
onviennent, et le temps de re
her
heest linéaire.On a don
 montré que Ak est 
al
ulé en temps polynomial en la taille de
A, et 
e
i est toujours valable pour An.En 
ombinant les Lemmes 25 et 26, on sait qu'il existe un 
hemin de pà q dans A si et seulement s'il existe un 
hemin de p à q dans An, et quel'on peut déterminer l'existen
e de 
e 
hemin en temps polynomial, 
e quitermine la preuve du Théorème 20.3.3.2 Transdu
teursPour montrer la satisfaisabilité de LTL de simples automates se révèlentmoins attra
tifs que des transdu
teurs, i.e. des automates ave
 sortie. Ene�et, une formule LTL a en quelque sorte une variable libre, l'instant 
ourant,qui se prête bien à la transformation en transdu
teurs dont la sortie est lavaleur de vérité de la formule à 
ette instant.Curieusement il me semble que 
e modèle n'ait pas ou peu été utilisé dansles travaux existants sur LTL.3.3.2.1 Dé�nitionA�n de dé
ider la satisfaisabilité d'une formule LTL sur les mots in�nis, oupour le model-
he
king dans 
e 
ontexte, une solution 
onsiste à utiliser desautomates de Bü
hi. Le problème que l'on a besoin de résoudre dans 
es 
asest en général de savoir si une formule est satisfaite à l'instant 0, i.e. de savoirsi w, 0 |= φ. Dans le 
as des mots indexés par des ordres linéaires, on ne peutpas toujours se ramener à 
ette question. Dans 
ette thèse, on propose don
d'utiliser des transdu
teurs pour déterminer, pour 
haque position i dans lemot d'entrée w, si w, i |= φ. À 
haque formule φ on asso
ie un transdu
teurlettre à lettre Aφ, qui sur un mot d'entrée w fournit en sortie vφ(w).Un transdu
teur est un tuple A = (Q,Σ,Γ, δ, I, F ) où Q est un ensemble�ni d'états, Σ est l'alphabet d'entrée, Γ est l'alphabet de sortie, I et F sontdes sous-ensembles de Q, et δ est l'ensemble des transitions.Les transitions sont de trois types : transitions � su

esseur � p a|b

−→ q où
(p, a, b, q) ∈ Q×Σ×Γ×Q, � limite à gau
he � P → q où (P, q) ∈ P(Q)×Q,et � limite à droite � q → P où (q, P ) ∈ Q×P(Q).35



Étant donné un mot ρ = (qj)j∈J sur l'alphabet Q, les ensembles limites de
ρ à gau
he (resp. à droite) de la position j sont les étiquettes qui apparaissentarbitrairement près de j à sa gau
he (resp. droite).

lim
j−
ρ = {q ∈ Q | ∀k < j ∃i k < i < j ∧ qi = q}

lim
j+
ρ = {q ∈ Q | ∀k > j ∃i j < i < k ∧ qi = q}L'ensemble limite à gau
he (resp. à droite) de j est non-vide si et seule-ment si j n'a pas de prédé
esseur (resp. su

esseur) et j n'est pas une ex-trémité. Ces ensembles permettent de dé�nir les transitions limites dans uneexé
ution d'un automate ou transdu
teur.Une exé
ution a

eptante du transdu
teur A sur un mot x = (aj)j∈J estun mot ρ de longueur Ĵ sur Q tel que :� ρcmin

∈ I et ρcmax
∈ F (état initial et �nal)� pour toute position i dans J , il existe une lettre yi ∈ Γ telle que ρc−

i

ai|yi
−−→

ρc+i (transition su

esseur)� si une 
oupure c ∈ Ĵ n'a pas de prédé
esseur, alors limc− ρ→ ρc (limiteà gau
he)� si une 
oupure c n'a pas de su

esseur, alors ρc → limc+ ρ.3.3.2.2 Composition et produitSoientA = (Q1,Σ1,Γ1, δ1, I1, F1) et B = (Q2,Σ2,Γ2, δ2, I2, F2) deux trans-du
teurs. S'ils ont le même alphabet d'entrée (Σ1 = Σ2) on peut dé�nir letransdu
teur produit A × B, d'alphabet d'entrée Σ1 et d'alphabet de sortie
(Γ1×Γ2). Si l'alphabet de sortie de A est l'alphabet d'entrée de B on dé�nit la
omposition B ◦A, dont l'alphabet d'entrée est Σ1 (
elui de A) et l'alphabetde sortie est Γ2 (
elui de B).Dé�nition 27. Supposons que A et B ont le même alphabet d'entrée. Letransdu
teur A× B = (Q,Σ,Γ, δ, I, F ) a pour alphabet d'entrée Σ1 = Σ2, etpour alphabet de sortie Γ1 × Γ2. L'ensemble d'états Q est Q1 ×Q2, les étatsinitiaux sont I = I1×I2, et les états �naux sont F = F1×F2. Les transitionsde δ sont données par :� si q1 a|b

−→ q′1 et q2 a|c
−→ q′2 alors (q1, q2) a|(b,c)

−−−→ (q′1, q
′
2)� si π1(P )→ q1 et π2(P )→ q2 alors P → (q1, q2)� si q1 → π1(P ) et q2 → π2(P ) alors (q1, q2)→ P .36



Dé�nition 28. Supposons que l'alphabet de sortie de A soit l'alphabet d'en-trée de B. La 
omposition de A et B est le transdu
teur B◦A = (Q,Σ,Γ, δ, I, F )où Q = Q1 × Q2, Σ = Σ1, Γ = Γ2, les états initiaux sont I = I1 × I2, lesétats �naux sont F = F1 × F2, et les transitions sont données par :� s'il existe b tel que q1 a|b
−→ q′1 et q2 b|c

−→ q′2, alors (q1, q2) a|c
−→ (q′1, q

′
2)� si π1(P )→ q1 et π2(P )→ q2 alors P → (q1, q2)� si q1 → π1(P ) et q2 → π2(P ) alors (q1, q2)→ P .Ces 
onstru
tions 
orrespondent bien au produit et à la 
omposition desrelations dé�nies par les transdu
teurs. Dans le 
as du produit, s'il existe uneexé
ution de A sur le mot x ayant pour sortie y, et une exé
ution de B sur

x ayant pour sortie z, alors A × B a une exé
ution sur x ayant pour sortie
(y, z). De même pour la 
omposition, si A peut avoir y en sortie sur le mot
x, et B peut lire y et é
rire z, alors B ◦ A a une exé
ution sur x ave
 poursortie z.3.3.3 SatisfaisabilitéNous présentons i
i un algorithme permettant de dé
ider la satisfaisabilitéd'une formule LTL sur des mots de longueur arbitraire. Le passage par desautomates permet également de dé
ider la satisfaisabilité ave
 une 
ontrainterégulière.Théorème 29 ([Cri09℄). La satisfaisabilité de LTL sur des ordres arbitrairesest dé
idable en espa
e doublement exponentiel.On 
ommen
e par donner un algorithme qui, à partir d'une formule φde LTL, 
onstruit un transdu
teur par indu
tion sur la stru
ture de φ. Cetransdu
teur produit sur tout mot d'entrée x le mot de vérité de la formule
φ sur x. En utilisant le Théorème 20, on obtient la dé
idabilité de la logique.La 
omplexité de 
ette pro
édure est détaillée en Se
tion 3.3.3.3.3.3.3.1 AlgorithmeLes opérations de produit et de 
omposition sur les transdu
teurs, dé�niesdans la Se
tion 3.3.2.2 vont permettre de 
onstruire un transdu
teur pour
haque formule logique, en partant de quelques transdu
teurs de base pourles propositions atomiques et pour les opérateurs logiques.37



Formules atomiques et 
onne
teurs logiques. Pour une formule atom-ique p ∈ AP, le transdu
teur Ap est ({q}, 2AP, {0, 1}, δ, {q}, {q}) où δ =

{(q
a|0
−→ q | p 6∈ a} ∪ {q

a|1
−→ q | p ∈ a} ∪ {q → {q}} ∪ {{q} → q}. Il regardesimplement l'entrée 
ourante et é
rit 1 si p est vraie, 0 sinon.Les transdu
teurs pour la négation (¬) et la disjon
tion (∨) sont représen-tés sur les Figures 3.5 et 3.6.

q0|1 1|0Figure 3.5 � Transdu
teur pour la négation
q(0, 0)|0 (0, 1)|1 (1, 0)|1 (1, 1)|1Figure 3.6 � Transdu
teur pour la disjon
tion

Opérateur temporel � until �. Pour l'opérateur U , le transdu
teur estplus 
omplexe, puisqu'il doit gérer l'aspe
t temporisé. Rappelons que φUψest vraie à la position i d'un mot w s'il existe j > i tel que φ est vraie à
haque position stri
tement 
omprise entre i et j, et ψ est vraie à la position
j. Le transdu
teur AU a 
omme alphabet d'entrée {0, 1}2, et 
omme al-phabet de sortie {0, 1}. Le mot d'entrée est interprété 
omme le 
ouple
(vφ(w), vψ(w)) pour un 
ertain mot w, et la sortie devra 
orrespondre à
vφUψ(w).On 
onstruit un transdu
teur à 
inq états, qui 
orrespondent aux situa-tions suivantes pour la 
oupure c : 38



q0 : la 
oupure c est suivie d'une position où φ et ψ sont vraies, i.e. la lettred'entrée est (1, 1)
q1 : autres 
as où c = c−j pour un 
ertain j, et w, j |= ¬φ ∧ ψ
q2 : la 
oupure c n'a pas de su

esseur, mais φUψ est vraie à la limite àdroite de c
q3 : la 
oupure c est suivie d'une position où φ et ψ sont fausses, i.e. lalettre d'entrée est (0, 0)
q4 : autres 
asLa stru
ture du transdu
teur et ses transitions limites sont données Fig-ure 3.7. Étant donnés deux états q et q′ il existe une transition de q à q′, saufde q3 à q4 et de q4 à q0, q1 ou q2. La lettre d'entrée de 
haque transition estdéterminée par l'état de départ de la transition : (1, 1) pour q0, (0, 1) pour
q1, (0, 0) pour q3, et (1, 0) pour q2 et q4. La lettre de sortie dépend de l'étatd'arrivée : 1 pour q0, q1 et q2, et 0 pour q3 et q4. Tous les états sont initiaux,seul q4 est �nal.Lemme 30. Soient φ et ψ deux formules. Soient x et y les mots de véritéde φ et ψ sur un mot w de longueur J . Le mot de sortie de AU sur l'entrée
(x, y) est unique, et est le mot de vérité de φUψ sur w.Démonstration. Soit ρ le mot de longueur Ĵ sur Q dé�ni 
omme suit :� si xj = yj = 1 alors ρ(c−j ) = q0� si xj = 0 et yj = 1 alors ρ(c−j ) = q1� si xj = yj = 0 alors ρ(c−j ) = q3� sinon, s'il existe j > c tel que yj = 1 et tel que xi = 1 pour tout istri
tement 
ompris entre c et j, alors ρ(c) = q2� sinon ρ(c) = q4On montre que ρ est une exé
ution valide de AU sur (x, y), que 
'est la seulepossible, et que le mot de sortie 
orrespondant est bien le mot de vérité de
φUψ sur w.Par dé�nition le dernier état de ρ est q4, l'état �nal de AU . Soit c ∈ Ĵ . Si
ρ(c) est q0, q1 ou q3 alors c = c−j pour un 
ertain j, et la transition su

esseurentre c et la 
oupure suivante c+j est autorisée par le transdu
teur. Si ρ(c) = q2et c = c−j pour un 
ertain j, alors xj = 1 et yj = 0, et ρ(c+j ) est q0, q1 ou
q2, 
e qui est également une transition valide. Si ρ(c−j ) = q4 alors on a denouveau xj = 1 et yj = 0, et ρ(c+j ) est for
ément q3 ou q4. Chaque transitionsu

esseur dans ρ est don
 présente dans AU .39



q0 q1

q2

q3

q4

La transition su

esseur qi → qj est étiquetée entrée/sortie, où l'entrée est :
(1, 1) si i = 0
(0, 1) si i = 1
(0, 0) si i = 3
(1, 0) si i = 2 ou 4et la sortie est :
1 si j = 0, 1 ou 2
0 si j = 3 ou 4Les transitions limites sont données par :

P → q0, q1, q2, q3, q4 si q0, q1 ou q3 ∈ P
{q2} → q0, q1, q2
{q4} → q3, q4
q2 → {q0}, {q2}, {q0, q2}
q4 → P si q1 ou q3 ∈ P
q4 → {q4}Figure 3.7 � Transdu
teur pour l'opérateur U40



Considérons maintenant les transitions limites. Si une transition limite àgau
he mène vers une 
oupure c, soit ψ est vraie à des positions arbitraire-ment pro
hes de c, auquel 
as l'ensemble limite 
ontient q0 ou q1, ou bien ψest fausse dans un intervalle à gau
he de c, et l'ensemble limite est {q2} oubien un sous-ensemble de {q3, q4}. Si l'ensemble limite 
ontient q0, q1 ou q3n'importe quel état pour c est possible. S'il est égal à {q2}, ρ(c) ne peut être
q3 ou q4 sans violer la dé�nition de ρ, et au 
ontraire si l'ensemble limite est
{q4} alors ρ(c) est for
ément soit q3 soit q4, 
e qui 
orrespond aux transitionsde AU .Si la 
oupure c est limite à droite, ρ(c) est q2 ou q4. Dans le premier 
as,
φ est vraie dans tout l'ensemble limite, qui est don
 for
ément in
lus dans
{q0, q2}. Dans le se
ond 
as, soit φ est faux à des positions arbitrairementpro
hes de la limite, ou ψ est toujours fausse dans la limite, 
e qui veut direque soit l'ensemble limite 
ontient q1 ou q3, soit il est restreint à q4. Cestransitions sont autorisées par le transdu
teur.Supposons que γ soit une exé
ution de AU sur (x, y). Les 
ontraintes surles transitions su

esseurs imposent que si γ(c) est q0, q1 ou q3, alors il en estde même pour ρ(c), et il faut don
 montrer que les 
oupures marquées q2 et
q4 sont les mêmes dans ρ et dans γ.Si γ(c) = q2, alors c n'est pas la dernière 
oupure, et il existe don
 c′ > ctel que γ(c′) 6= q2. S'il existe une première telle 
oupure, alors son étiquettedans γ est q0 ou q1, et on y arrive par une transition su

esseur depuis q2 ouune transition limite depuis {q2}. Sinon, il y a une transition q2 → {q0} ou
q2 → {q0, q2}. Dans 
ha
un de 
es 
as, la dé�nition de ρ impose ρ(c) = q2.Si γ(c) = q4, et {c′ > c | γ(c′) 6= q4} est vide alors ρ(c) est né
essairement
q4 (φ est toujours vraie à droite de c, et ψ est toujours fausse). S'il existeune première 
oupure c′ à droite de c telle que γ(c′) 6= q4 alors γ(c′) = q5 eten
ore une fois ρ(c) = q4. En�n si l'on a une transition q4 → P ave
 q1 ou
q3 ∈ P , la seule possibilité d'après la table de transitions du transdu
teur esten
ore ρ(c) = q4. Ce
i prouve que ρ = γ, et don
 que AU admet exa
tementune exé
ution (et don
 un mot de sortie) pour 
haque mot en entrée.La dé�nition de ρ implique par ailleurs que 
e mot de sortie unique estbien le mot de vérité de φUψ sur w si le mot d'entrée est (vφ(w), vψ(w)).Opérateur temporel de Stavi. Le dernier opérateur à 
onsidérer est le
onne
teur de Stavi (U ′). Rappelons que φU ′ψ est vraie à la position i s'ilexiste une 
oupure g > i qui soit limite à gau
he et à droite (i.e. un trou),41



telle que φ soit vraie à toute position stri
tement 
omprise entre i et g, telleque ψ soit vraie dans un intervalle débutant en g, et telle que φ soit fausse àdes positions arbitrairement pro
hes à droite de g.Le point 
entral de 
ette dé�nition est la 
oupure g ; dans l'automate,elle 
orrespond à l'état q3. Les états q0, q1 et q2 
orrespondent à l'intervallepré
édant 
ette 
oupure, dans lequel la formule est vraie. Les états q4, q5,
q6, q7, q8 et q9 
orrespondent aux positions où la formule est fausse. La seulefaçon de quitter la région {q0, q1, q2} est don
 par une transition limite vers
q3. Les transitions su

esseur dans 
ette région ont 
omme entrée 1, 0 ou 1, 1.La stru
ture de l'automate est dé
rite Figure 3.8. Tous les états sauf q3 et q9sont initiaux ; q8 et q9 sont �naux. L'étiquette d'entrée de 
haque transitionsu

esseur est déterminée par son état de départ : (1, 1) pour q1 et q7, (1, 0)pour q2 et q6, (0, 0) pour q6, et (0, 1) pour q5. L'étiquette de sortie dépend del'état d'arrivée : 1 pour q0, q1 et q2, et 0 pour q4, q5, q6, q7 et q8.Étant donné un mot w sur {0, 1}2, on dé�nit un étiquetage des 
oupuresde |w| par les états du transdu
teur. Soit c une 
oupure, on pose :� ρ(c) = q0 si c n'a pas de su

esseur, et φU ′ψ est vraie� ρ(c) = q1 si c = c−j pour un 
ertain j ave
 wj = (1, 0), et φU ′ψ est vraieen j� ρ(c) = q2 si c = c−j pour un 
ertain j ave
 wj = (1, 1), et φU ′ψ est vraieen j� ρ(c) = q3 si c est un trou, ave
 φU ′ψ vraie avant c, et fausse après� ρ(c) = q4 si c = c−j pour un 
ertain j ave
 wj = (0, 0)� ρ(c) = q5 si c = c−j pour un 
ertain j ave
 wj = (0, 1)� ρ(c) = q6 si c = c−j pour un 
ertain j ave
 wj = (1, 0), et φU ′ψ estfausse en j� ρ(c) = q7 si c = c−j pour un 
ertain j ave
 wj = (1, 1), et φU ′ψ estfausse en j� ρ(c) = q8 si c n'a pas de su

esseur, soit a un prédé
esseur soit φ n'estpas toujours vraie dans la limite à gau
he, et φU ′ψ est fausse à droitede c� ρ(c) = q9 si c est un trou ou est cmax, si φ est vraie dans un intervalleà gau
he de c, et si φU ′ψ est fausseLemme 31. ρ est l'unique exé
ution du transdu
teur AU ′ sur son mot d'en-trée. Si 
ette entrée est (vφ(w), vψ(w)) pour un 
ertain mot w, alors la sortiedu transdu
teur est vφU ′ψ(w).Démonstration. Commençons par prouver que ρ est bien une exé
ution valide.42



q2 q1

q0

q3

q7 q6

q5 q4
q8

q9

1,1/0
0,1/0

1,0/0

0,0/0
1,0/11,1/1

Transitions limites :� P → q0, q1, q2 si P ∩ {q4, q5} 6= ∅ ou P ⊆ {q0, q1, q2}� P → q3 si P ⊆ {q0, q1, q2}� P → q4, q5, q6, q7 si P 6⊆ {q0, q1, q2}� P → q8 si P ∩ {q4, q5} 6= ∅� P → q9 si P ∩ {q4, q5} = ∅ et P 6⊆ {q0, q1, q2}� q0 → P si P ⊆ {q0, q1, q2}� q3 → P si P ∩ {q1, q4, q6} = ∅ et q5 ∈ P� q8 → P si P ∩ {q4, q5, q6, q7} 6= ∅� q9 → P si P ∩ {q4, q5, q6, q7} 6= ∅ et soit P ∩ {q4, q5} = ∅, soit P interse
te
{q1, q4, q6}Figure 3.8 � Automate pour l'opérateur de Stavi futur
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Les transitions su

esseurs sont véri�ables fa
ilement, de façon similaire autransdu
teur AU , de même que les états initiaux et �naux.Supposons qu'une 
oupure c est limite à gau
he, et notons P l'ensemblelimite. Si son étiquette (dans ρ) est q0, q1 ou q2, alors soit φ est toujoursvraie dans la limite, et don
 φU ′ψ l'est aussi (puisqu'elle est vraie en c), d'où
P ⊆ {q0, q1, q2}, soit ¬φ est vraie de façon répétée dans la limite, et don
 P
ontient q4 ou q5. Ce
i 
orrespond aux transitions du transdu
teur.Si ρ(c) = q3, l'ensemble P doit être in
lus dans {q0, q1, q2} pour assurerque φU ′ψ soit vraie dans la limite.Si ρ(c) est q4, q5, q6 ou q7, alors φU ′ψ n'est pas toujours vraie dans lalimite (sans quoi elle serait toujours vraie après), don
 P 6⊆ {q0, q1, q2}.Si ρ(c) = q8, le raisonnement 
i-dessus s'applique toujours, et de plus
omme ¬φ est vraie de façon répétée dans la limite, P 
ontient q4 ou q5.Si ρ(c) = q9, on a de même P 6⊆ {q0, q1, q2}. Comme de plus φ est vraiedans la limite, P ne peut 
ontenir ni q4 ni q5.Considérons maintenant le 
as où c est limite à droite, ave
 P pour en-semble limite dans ρ. Les seuls états possibles en c sont q0, q3, q8 et q9. Si
ρ(c) = q0, alors φU ′ψ est vraie dans la limite et don
 P ⊆ {q0, q1, q2}. Si
ρ(c) = q3, ψ est toujours vraie dans la limite don
 P ne peut pas 
ontenir q1,
q4 ou q6. De plus ¬φ est répétée dans la limite don
 q5 ∈ P . Si ρ(c) est q8 ou
q9, l'ensemble limite ne peut être in
lus indique que P ne 
ontient ni q4 ni
q5, soit ¬ψ est répété, et don
 P 
ontient q1, q4 ou q6. Dans tous les 
as, latransition est bien autorisée par le transdu
teur, et ρ est don
 une exé
utionvalide.Supposons maintenant que γ est une exé
ution de AU ′ sur w, on peutmontrer que γ et ρ sont identiques, 
omme on l'a fait pour AU .Le fait que la sortie 
orrespond bien à la valeur de vérité de φU ′ψ estdire
te étant donnée la dé�nition de ρ.3.3.3.2 Constru
tion du transdu
teur AφNous avons maintenant les blo
s de base permettant de 
onstruire pourtoute formule un transdu
teur donnant son mot de vérité. Si φ est uneproposition atomique p, on utilise le transdu
teur Ap. Si φ = ¬ψ, alors
Aφ = A¬ ◦ Aψ. Si φ = ψ1 ∨ ψ2, alors Aφ = A∨ ◦ (Aψ1

× Aψ2
). De même

AφUψ = AU ◦ (Aφ×Aψ), et les équivalents pour S et les opérateurs de Stavi.Par 
onstru
tion, on a le résultat suivant :44



Lemme 32. Pour toute formule φ, le transdu
teur Aφ admet exa
tementune exé
ution par mot d'entrée, et sa sortie 
orrespond au mot de vérité de
φ.3.3.3.3 ComplexitéLe nombre d'états du transdu
teur Aφ est le produit des nombres d'é-tats des automates élémentaires impliqués dans sa 
onstru
tion, et est don
exponentiel en la taille de la formule. La taille du transdu
teur in
lut sestransitions limites, 
e qui induit un passage exponentiel supplémentaire, sielles sont représentées expli
itement. Le test de satisfaisabilité se réduit alorsà un test d'a

essibilité et 
o-a

essibilité d'une transition étiquetée par 1 ensortie, 
e qui est polynomial en la taille du transdu
teur par le Théorème 20.On en déduit la borne doublement exponentielle pour le problème de satis-faisabilité (Théorème 29).On peut réduire un peu la taille du transdu
teur 
onstruit en utilisantd'autres 
onne
teurs au lieu de 
eux de Stavi, mais on resterait dans la même
lasse.3.4 Dis
ussionLa pro
édure de tradu
tion d'une formule en transdu
teur a un 
orollaireimmédiat :Corollaire 33. La satisfaisabilité d'une formule LTL φ dans un mot re
onnupar un automate B sur les ordres linéaires est dé
idable en espa
e doublementexponentiel.Il su�t en e�et de 
al
uler le produit de Aφ et de B, et de véri�er s'ilexiste une transition où la sortie (de Aφ) est 1 et qui soit à la fois a

essibleet 
o-a

essible. Si 
'est le 
as, on a une exé
ution dont le mot d'entrée esta

epté par B et dans lequel φ est vraie à un 
ertain point.Dans de ré
ents travaux, Rabinovi
h [Rab10℄ a amélioré le résultat de
omplexité de la satisfaisabilité en montrant que le problème est PSpa
e-
omplet, soit la même 
omplexité que pour les mots in�nis. Il utilise, 
ommedans [DR07℄, des automates ave
 une base, qui permettent de réduire lataille de la représentation. La preuve 
onsiste à réduire dans un premiertemps le problème de satisfaisabilité de la logique temporelle au problème45



i f

a b c

h

a′ b′ c′

1
0

1 1 1 1 1
0 00

0 0 00 Transitions limites :
P → a, h si P ⊆ {a, b, c, h}
c→ P si P ⊆ {a, b, c, h}
P → a′, f pour tout P
c′ → P si P ∩ {a, b, c, h} = ∅Figure 3.9 � Automate testant s'il existe un � trou � dans le futurde satisfaisabilité pour les formules Φ-
onjon
tives pour un 
ertain ensemble�ni Φ de formules du premier ordre. Dans un deuxième temps on montre quela satisfaisabilité d'une formule φ sur les stru
tures de rang p(|φ|) est dansPSpa
e pour tout polyn�me p, et par ailleurs qu'une formule est satisfaisablesi et seulement si elle l'est sur les stru
tures de rang polynomial en sa taille.La 
onstru
tion de la Se
tion 3.3.3.1 montre qu'il est possible de représen-ter toute formule de LTL(U ,S,U ′,S ′), et don
 de FO, 
omme un transdu
-teur non ambigu. Mais il est possible de 
onstruire un tel transdu
teur ave

omme sortie le mot de vérité d'une propriété qui ne peut s'exprimer au pre-mier ordre. Ainsi le transdu
teur représenté Figure 3.9 é
rit 1 à la position is'il existe un trou g > i, propriété qui n'est pas exprimable dans FO. Il seraitintéressant d'obtenir une 
ara
térisation logique des propriétés pouvant êtreexprimées ave
 
es transdu
teurs.Sur les mots �nis ou de longueur ω, LTL restreinte aux opérateurs unaires(X, F et leurs équivalents passé) est équivalente en terme d'expressivité àla logique du premier ordre ave
 deux variables, FO2(<,+1) [EVW02℄. Si onrestreint à F et son équivalent passé, on obtient une logique d'expressivitééquivalente à FO2(<). Dans le 
as des mots �nis, FO2(<) 
orrespond auxautomates bidire
tionnels � partiellement ordonnés � [STV02℄. La preuved'équivalen
e entre logique temporelle ave
 
onne
teurs unaires et FO2 s'é-46



tend fa
ilement à tous les ordres linéaires. Il serait don
 intéressant d'étudier
es logiques plus en détails dans le 
as des ordres, en 
her
hant une sous-
lassed'automates de même expressivité.Dans son travail sur LTL(U), Reynolds utilise des mosaïques pour enreg-istrer quelles sous-formules doivent être satisfaites dans des intervalles par-ti
uliers et à leurs bornes, et pour trouver une dé
omposition qui prouve lasatisfaisabilité de la formule initiale. Malheureusement, il n'est pas 
lair que
ette te
hnique peut s'étendre à un fragment plus important de la logique.
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Chapitre 4
Jeux de longueur ordinale surgraphes �nis
4.1 Introdu
tionLes jeux in�nis sur les graphes ont été largement étudiés, notamment dansle 
ontexte de la véri�
ation de programmes et de synthèse de 
ontr�leurs.A�n d'étendre 
es jeux à des parties trans�nies, on utilise des arènes 
om-portant, outre des arêtes dé
rivant les 
oups possibles 
omme pour les jeuxin�nis, des transitions limites. Les notions de stratégie et de stratégie ave
mémoire s'appliquent à 
e nouveau modèle. Le problème de la détermina-tion de 
es jeux reste entier, puisqu'ils ne se présentent pas 
omme des jeuxboréliens. Lorsque l'on obtient des résultats de détermination, il reste en
oreà déterminer s'il existe des stratégies gagnantes à mémoire �nie, et à 
al
ulere�e
tivement 
es stratégies.Dans 
e 
hapitre nous introduisons un modèle de jeux de longueur ordi-nale. On se pla
e dans le 
as de graphes (ou arènes) �nis, et l'on montre que
es jeux sont déterminés, et que trouver le vainqueur est dé
idable en espa
epolynomial. On introduit ensuite une sous-
lasse pour laquelle le vainqueurpeut gagner sans mémoire, et on l'utilise pour montrer qu'une mémoire �nieest su�sante dans le 
as général. 49



4.2 Dé�nitionsUn jeu à deux joueurs est donné par un graphe �ni, dont les sommetssont partitionnés entre 
eux appartenant à Ève (représentés par un rond,©)et 
eux appartenant à Adam (représentés par un 
arré, �).Dans un jeu in�ni traditionnel, une partie est un 
hemin in�ni dans 
egraphe, suivant les arêtes (transitions) autorisées. À 
haque instant, le pro-priétaire du sommet 
ourant 
hoisit une transition sortante, 
e qui déterminele pro
hain sommet.Formellement, un jeu in�ni à deux joueurs est la donnée d'une arène,
'est-à-dire d'un graphe (Q,E) où Q est partitionné en QA et QE , et d'une
ondition de vi
toire W , sous-ensemble de Qω.A�n d'étendre 
e modèle à des parties de longueur ordinale, on ajouteau graphe des transitions limites, qui permettent d'étendre les parties aprèsles ordinaux limites. Ces transitions limites sont semblables à 
elles utiliséesdans les automates sur les mots indexés par des ordinaux.Une arène pour un jeu de longueur ordinale est la donnée d'un graphedont l'ensemble de sommets Q est partitionné en QA et QE , dont l'ensembled'arêtes, ou transitions su

esseur, est T ⊆ Q×Q, et enri
hi d'une fon
tionde transition limite λ : P(Q)→ Q. Nous 
onsidérons i
i des arènes �nies. Onsupposera par ailleurs, sans perte de généralité, que tout sommet est l'origined'au moins une transition su

esseur.Un jeu d'a

essibilité est donné par une arène (Q,QA, QE , T, λ), un som-met initial q0 ∈ Q, et un sommet 
ible ⊚ ∈ Q.Une partie de longueur I est une suite ρ = (ρi)i<I où I est un ordinal,véri�ant les 
onditions suivantes :� ρ0 = q0� si i = j + 1 alors (ρj , ρi) ∈ T� si i est un ordinal limite, alors λ(limi ρ) = ρiLa partie ρ est gagnée par Ève si le sommet ⊚ est atteint.L'ensemble limi ρ désigne les sommets apparaissant arbitrairement pro
hesde i dans ρ, i.e. {q ∈ Q | ∀j < i∃j < k < i ρk = q}. Cette dé�nition estanalogue à 
elle de 
ondition de Muller pour les jeux in�nis, où le vainqueurd'une partie dépend uniquement de l'ensemble des sommets visités in�ni-ment souvent. La notion de � in�niment souvent � est i
i rempla
ée par� arbitrairement pro
he de la limite �.Un 
as parti
ulier intéressant est obtenu en dé�nissant les transitions50



limites en utilisant des priorités. À 
haque sommet q est asso
ié une priorité
χ(q), et les transitions limites sont dé�nies par une fon
tion δ telle que λ(P ) =
δ(min{χ(q) | q ∈ P}). Ce modèle est l'analogue des jeux de parité.Sur un graphe donné, 
ertaines fon
tions de transition qui peuvent s'é
rire
omme λ : P(Q) → Q ne sont pas représentables en utilisant des priorités.C'est le 
as sur l'exemple de la �gure 4.1, où la priorité donnée à l'ensemble
{a, b, c, d} ne pourrait être à la fois di�érente de 
elle donnée à {a, b, c} et de
elle de {a, b, d} (la priorité d'un ensemble étant le minimum des priorités deses éléments).Les dé�nitions 
i-dessous rappellent quelques 
on
epts 
lassiques en théoriedes jeux (en les adaptant légèrement aux jeux dé�nis 
i-dessus), qui nousseront utiles par la suite.Dé�nition 34 (Sous-jeu). Soit G = (Q,QE , QA, T, λ) un jeu (ordinal), et
Q ⊆ Q. On dit que G = (Q,QE ,QA,T, µ) � où QE, QA, T et µ sont lesrestri
tions de QE, QA, T et λ à Q � est un sous-jeu de G si tout sommetde G a un su

esseur dans G. On note G = G \ P si Q = Q \ P .Cette dé�nition assure que si l'on 
ontraint les joueurs à rester dans Q,la partie peut se poursuivre pour au moins ω 
oups.Dé�nition 35 (Attra
teur). Soit P un sous-ensemble de sommets de G.L'attra
teur vers P pour Ève, noté AttrGE(P ), est l'ensemble des sommetsdepuis lesquels Ève peut assurer une visite à P en un nombre �ni de 
oups. Ils'agit de l'ensemble ∪i≥0Attri, où Attri est le plus petit ensemble véri�ant :� Attr0 = P ;� Attri ⊆ Attri+1 ;� si q ∈ QE et si q a un su

esseur dans Attri, alors q ∈ Attri+1 ;� si q ∈ QA et si tous ses su

esseurs sont dans Attri alors q ∈ Attri+1.Dé�nition 36 (Piège). Au 
ontraire, un piège P pour Ève est une régiondans laquelle Adam peut assurer que le jeu reste pendant ω 
oups. L'ensemble
P doit don
 véri�er les 
onditions (né
essaires et su�santes) suivantes :� si q ∈ P ∩QE tous ses su

esseurs sont dans P ;� si q ∈ P ∩QA il a un su

esseur dans P .De la même façon on peut dé�nir l'attra
teur pour Adam vers P , et unpiège pour Adam. 51



Dé�nition 37 (Stratégie). Une stratégie pour Ève (resp. Adam) est unefon
tion σ de Q∗QE dans Q (resp. τ de Q∗QA dans Q), telle que pour toutesuite w de sommets et tout sommet q, (q, σ(wq̇)) ∈ T (resp. (q, τ(wq̇)) ∈ T ).
{a} → c

{a, b} → d

{a, b, c} → A

{a, b, d} → A

{a, b, c, d} → E

a

b
c d

A

E

Figure 4.1 � Jeu ordinalExemple 38. La Figure 4.1 montre un exemple de jeu ordinal, ave
 unsommet 
ible pour Ève (E), un sommet 
ible pour Adam (A), et des tran-sitions limites. Seules les transitions limites pouvant réellement se produiresont représentées.Ève doit, a�n d'atteindre son sommet 
ible, utiliser la transition {a, b, c, d} →
E. Elle doit don
 s'assurer que tous les états sont visités de façon répétée, 
equi est impossible sans mémoire : soit elle joue toujours la transition a→ a,et Adam peut jouer b→ a et empê
her toute visite à d, soit elle joue toujours
a→ b, auquel 
as Adam joue b→ d et c n'est jamais visité.En revan
he, Ève peut se souvenir si d a été visité depuis la dernièrevisite à b. Si 
'est le 
as, elle joue la bou
le a→ a, 
e qui for
e une visite à
c (et par 
onséquent à b). Sinon, elle joue a → b, 
e qui for
e Adam soit àjouer vers d soit à prendre la transition limite {a, b} → d, et dans tous les
as d est visité. Cette stratégie permet don
 à Ève de gagner le jeu quel quesoit le 
omportement d'Adam.4.3 DéterminationLe résultat prin
ipal de 
ette se
tion est la détermination d'une 
lasse dejeux ordinaux d'a

essibilité. Ce résultat est obtenu en réduisant le problème52



à la vi
toire dans un jeu de Muller. La preuve introduit une limitation surl'arène, qui for
e les parties à une longueur inférieure à ωω.Théorème 39 ([CH08b℄). Les jeux d'a

essibilité à deux joueurs de longueurordinale sur des arènes �nies sont déterminés.À partir d'un jeu ordinal G on 
onstruit un jeu de Muller G. La se
-tion 4.3.2 dé
rit 
ette 
onstru
tion, et la se
tion 4.3.3 donne les preuves deslemmes 40 et 41.Lemme 40. Si Ève gagne dans G depuis un sommet q ∈ Q, elle gagne aussidepuis q dans G.Lemme 41. Si Adam gagne dans G depuis un sommet q ∈ Q, il gagne aussidepuis q dans G.Le théorème 39 est obtenu grâ
e à 
es deux lemmes et au théorème 42.Théorème 42 ([Mar75℄). Les jeux de Muller sont déterminés.4.3.1 Restri
tion sur les arènesOn retire dans 
ette rédu
tion les arènes 
ontenant des transitions limites
P → q ave
 q ∈ P . On les rempla
e par des transitions vers un sommetgagnant pour Adam.4.3.2 Rédu
tion aux jeux de MullerNous dé
rivons i
i une rédu
tion permettant de passer d'un jeu de longueurordinale G à un jeu de Muller G en préservant le vainqueur. L'idée estd'obliger les deux joueurs à simuler les transitions limites en prenant des� ra

our
is �. De 
e point de vue, 
ette appro
he est similaire à 
elle deChatterjee, de Alfaro, Jurdzinski et Henzinger dans [CJH03℄ et [CdAH05℄,où les auteurs utilisent des 
onditions de parité pour simuler l'aléatoire pourle 
al
ul des régions gagnantes qualitatives. Dans leur appro
he, 
omme dans
elle présentée i
i, bien que le vainqueur soit 
onservé il n'y a pas de bije
tionentre les parties dans le jeu réduit et dans le jeu d'origine.L'idée prin
ipale est qu'une partie de longueur inférieure à ωω peut êtredé
rite par un mot �ni, où les transitions limites ont été rempla
ées par des53



� ra

our
is �. Le graphe est don
 étendu ave
 de nouveaux sommets et tran-sitions pour représenter 
es ra

our
is. Ils sont dé
oupés en deux étapes, pourdonner aux deux joueurs la possibilité de les refuser. La �gure 4.2 montre legadget utilisé pour la simulation d'une transition limite : pour 
haque ensem-ble de sommets P 
ontenant un sommet d'Ève, un sommet o(P ) ∈ P ∩ QEest distingué. Deux nouveaux sommets sont ajoutés : χ(P ) appartenant àAdam, et ξ(o(P )) appartenant à Ève. Une transition o(P )→ χ(P ) permet àÈve de proposer la transition limite P → t(P ), les transitions χ(P ) → t(P )et χ(P ) → ξ(o(P )) permettent à Adam de respe
tivement a

epter et re-fuser 
ette transition limite, et en�n les transitions sortantes en ξ(o(P )) sontles mêmes que 
elles de o(P ) dans le jeu d'origine, 
e qui oblige Ève à faireavan
er le jeu si jamais Adam refuse une transition limite. On garantit qu'au-
un des joueurs ne peut bloquer le jeu sans le perdre, grâ
e à la 
ondition deMuller : l'ensemble gagnant pour Ève 
ontient tous les ensembles de la forme
P ∪ {χ(P )}, ainsi Adam perd s'il refuse systématiquement une propositionlégitime. En revan
he si les sommets de P sont visités à la limite, et si Èvene 
hoisit pas in�niment souvent χ(P ), alors Adam gagne.Formellement, le jeu G est dé�ni à partir de G = (Q,QE , QA, E , T ,⊚,⊗)de la façon suivante :

QE = QE ∪ {ξ(q) | q ∈ QE}

QA = QA ∪ {χ(P ) | P ∈ P(Q)}

E = E

∪ {(o(P ), χ(P )) | P ∈ P(Q)}

∪ {(χ(P ), t(P )) | P ∈ P(Q)}

∪ {(χ(P ), ξ(o(P ))) | P ∈ P(Q)}

∪ {(ξ(p), q) | (p, q) ∈ E}

∪ {(⊚,⊚), (⊗,⊗)}

M = {P ∪H | P ⊆ Q,H ∩Q = ∅, χ(P ) ∈ H}4.3.3 Tradu
tion de stratégies : de Muller aux ordinauxPour prouver les Lemmes 40 et 41, on va devoir traduire les stratégies : àpartir d'une stratégie gagnante dans le jeu de Muller G pour l'un des joueurs,
onstruire une stratégie gagnante pour 
e joueur dans le jeu ordinal G. Cette54



a

b
d

a

b
d

ξ(a) β

{{a, b, β}} ⊆M

χ({a, b}) = β

Figure 4.2 � Gadget pour la transition {a, b} lim
−→ dnouvelle stratégie a 
omme états de mémoire les parties de G 
ohérentes ave
la stratégie gagnante d'origine.La mémoire évolue au 
ours d'une partie de G en par
ourant l'arbre desparties de G 
ohérentes ave
 la stratégie pour G. Les transitions su

esseuraugmentent la mémoire en suivant les arêtes de l'arbre. Les transitions limitespermettent de 
hanger de bran
he.4.3.3.1 ÈveÉtant donnée une stratégie σ pour Ève dans G, supposée gagnante, on
onstruit une stratégie ς pour Ève dans G, don
 les états de mémoire sont desparties �nies de G. La Figure 4.3 donne un exemple de 
ette 
onstru
tion.Lors d'une transition su

esseur, le sommet 
ourant étant q ∈ Q et lamémoire 
ourante Ω ∈ Q∗, si σ(Ω · q) est un sommet de Q alors ς suit σ. Si

σ(Ω · q) est χ(P ), i.e. Ève propose un ra

our
i dans G, alors ς simule le faitque Adam refuse 
e ra

our
i, ajoute q · χ(P ) · ξ(q) à sa mémoire, et joue
σ(Ω · q · χ(P )ξ(q)), qui est né
essairement un sommet de Q, su

esseur de qdans G. C'est par exemple 
e qui se passe sur la Figure 4.3 : σ(a) = β don

ς joue vers σ(aβξ(a)) = b.Lorsque la longueur de la partie (dans G) atteint un ordinal limite j, lamémoire de ς tend vers une partie in�nie de G, que l'on note Ω<j . Cette par-55



tie est 
ohérente ave
 σ, don
 gagnante (Proposition 43). A�n de 
ontinuerle jeu la mémoire doit être réduite à une partie �nie, et elle est tronquée àun pré�xe 
orrespondant à un ra

our
i proposé dans le passé, pour ensuite
ontinuer le jeu dans une autre bran
he de l'arbre. Ce ra

our
i est 
hoisipour 
orrespondre à l'ensemble 
o�nal de Ω<j interse
té ave
 Q. Cet ensem-ble est égal à l'ensemble 
o�nal de la partie dans G, don
 
orrespond à latransition limite prise dans G à la position j (Proposition 44). Dans l'ex-emple l'ensemble limite (interse
té ave
 Q) est {a, b}, qui mène au sommet
d. Lors de la transition limite, la mémoire est tronquée à une visite pré
é-dente de β = χ({a, b}), et la partie 
ontinue après la transition limite vers
d = λ({a, b}).On 
onsidère don
 une partie ρ dans G 
ohérente ave
 ς, et une transitionlimite P lim

−→ q en position j (qui est un ordinal limite). On note (Ωi)i<j lasuite trans�nie d'états de mémoire de ς au 
ours de ρ, 
haque Ωi étant unepartie �nie dans G 
ohérente ave
 σ.Le premier problème est qu'il n'y a pas de � dernier � état de mémoireavant j. Les Propositions 43 et 44 résolvent 
ette di�
ulté en montrant quela séquen
e d'états de mémoire admet une limite.Proposition 43. La suite (Ωi)i<j admet une limite, notée Ω<j ; 
ette limiteest une partie in�nie dans G 
ohérente ave
 la stratégie gagnante d'origine.Proposition 44. lim ρ<j = Inf(Ω<j) ∩QCes propositions permettent de mettre à jour la mémoire de la stratégielors d'une transition limite. On 
oupe Ω<j en trois fa
teurs v, w et ψ :� Ω<j = v · w · ψ� v est le plus 
ourt pré�xe de Ω<j qui 
ontient toutes les o

urren
esdes sommets de Q \ Inf(Ω<j)� w 
ontient au moins une o

urren
e de 
haque sommet de Inf(Ω<j)∩Q� w se termine à la première o

urren
e de χ(P ) qui préserve la 
onditionpré
édenteLe fa
teur v ·w reste pré�xe du nouvel état de mémoire, et ψ est rempla
épar t(P ). Dans l'exemple de la Figure 4.3, on a don
 v = a · β · ξ(a) · b · d,
w = a · b · a · β, et ψ 
ontient une in�nité de a, b et β.Une fois la 
orre
tion de 
ette 
onstru
tion démontrée, il est fa
ile demontrer qu'elle aboutit à des stratégies gagnantes : une partie 
omplète setermine toujours en ⊚ ou en ⊗, et le sommet 
ourant est systématiquement56



v

w

Occ(w) ∩Q
=
{a, b}

ψ
Occ(ψ) ∩Q

=
Inf(ψ) ∩Q

=
{a, b}

a

β

ξ(a)

b

d

a

b

a

β

ξ(a)

a

ν

d

θ

ξ(d)

a

d

a

d

⊚

θ

a

a

Figure 4.3 � Tradu
tion de stratégies de G à G pour Èveajouté à la mémoire. La mémoire ne pouvant 
ontenir que des parties 
o-hérentes ave
 la stratégie gagnante initiale σ, le � mauvais � sommet (⊗)ne peut pas se trouver dans la mémoire, et le sommet �nal d'une partie 
o-hérente ave
 la nouvelle stratégie est don
 le � bon �. Ce
i 
on
lut la preuvedu Lemme 40.Démonstration de la Propriété 43. On pro
ède par indu
tion sur j. Pour j =
ω, la propriété est triviale.Considérons la suite de transitions dans ρ<j. S'il existe un su�xe sanstransition limite (i.e. j s'é
rit α+n ·ω ave
 0 < n < ω), alors dans 
e su�xe57



on ne fait que rallonger Ωi, en restant 
ohérent ave
 σ, don
 la propriétés'obtient fa
ilement, 
omme dans le 
as où j = ω.Si tout su�xe 
ontient une transition limite, soit P → q une transitionqui apparaît 
o�nalement et telle que P soit maximal. Si la transition P → qest utilisée à une position i, alors Ωi a un pré�xe de la forme v · w · q où
Occ(w ∩ Q) = P . Nous allons montrer que 
e pré�xe est préservé à partirdu point où au
une transition du type P ′ → q′ ave
 P ( P ′ n'intervient.La maximalité de P nous donne l'existen
e de 
e point i et de la mémoire
v · w · ψ asso
iée.Si une transition P ′ → q′ est e�e
tuée à la position k > i, on sait que
P ∪{q} 6⊆ P ′ par maximalité de P . La mise à jour temporaire de la mémoireà la position k donne le mot ṽ · w̃ · q′. On peut é
rire w 
omme x · a · y, ave

a 6∈ P ′. Ce xa est don
 un fa
teur de ṽ.Démonstration de la Propriété 44. Par 
onstru
tion de Ω, tout sommet de Qqui apparaît dans Ω<j est aussi dans ρ<j . Si un sommet apparaît in�nimentsouvent dans Ω<j , il apparaît également dans lim ρ<j.Si un sommet a est dans lim ρ<j il apparaît for
ément dans l'origine d'unetransition P → q maximale, arbitrairement pro
he de j. D'après la preuvede la Propriété 43, a est don
 ajouté un nombre in�ni de fois à la mémoire
Ω, dans un pré�xe qui ne sera pas e�a
é avant j.4.3.3.2 AdamOn veut maintenant 
onstruire, à partir d'une stratégie τ gagnante pourAdam dans G, une nouvelle stratégie dans G. Pour Ève, un problème venaitde l'existen
e dans G d'arêtes entre un sommet de QE et un sommet quin'existe pas dansG. Ce problème n'existe pas pour Adam, mais il ne su�t paspour autant de toujours suivre la stratégie τ , il faut aussi interpréter les 
hoixde son adversaire. On ne peut pas supposer, en mettant à jour la mémoire,qu'Ève restera toujours dans les sommets de Q, don
 on va 
onsidérer qu'ellepropose toujours un ra

our
i si τ dit à Adam de le refuser. Si on se trouvedans le sommet q ∈ QE et qu'Ève joue vers q′ (dans G), on 
ommen
e par
her
her un ensemble P tel que o(P ) = q, et τ(Ω · q · χ(P )) = ξ(q). S'iln'existe pas de tel ensemble, alors on met à jour la mémoire en Ω · q. Sinon,on 
onsidère l'ensemble P véri�ant 
es 
onditions tel que χ(P ) apparaît lemoins ré
emment dans Ω, et on met à jour la mémoire en Ω · q · χ(P ) · ξ(q),58



v

w

ψ

d

δ a θ

ξ(d) ξ(d)

a a

α b a β

c a d

α b a β

c a d

b δ a θ

a ξ(d) ξ(d)

ν a aFigure 4.4 � Tradu
tion de stratégies de G à G pour Adamqui est toujours une partie de G 
ohérente ave
 τ . Cette 
onstru
tion estillustrée Figure 4.4.Reste maintenant à mettre à jour la mémoire lors de transitions limites.I
i en
ore on prouve que la suite d'états de mémoire menant à une transitionlimite admet elle-même une limite (partie in�nie dans G), 
e qui permet àla mémoire de revenir à une étape pré
édente dans 
ette partie lors de latransition limite.Proposition 45. La suite (Ωi)i<j admet une limite, notée Ω<j ; 
ette limiteest une partie in�nie dans G 
ohérente ave
 la stratégie gagnante d'origine.Proposition 46. lim ρ<j = Inf(Ω<j) ∩Q59



Ces propositions permettent de mettre à jour la mémoire de la stratégielors d'une transition limite. On 
oupe Ω<j en trois fa
teurs v, w et ψ :� Ω<j = v · w · ψ ;� v est le plus 
ourt pré�xe de Ω<j qui 
ontient toutes les o

urren
esdes sommets de Q \ Inf(Ω<j) ;� w 
ontient une o

urren
e de 
haque sommet de Inf(Ω<j) ∩Q ;� w se termine en o(P ), et τ(v · w · χ(P )) = t(P ), et est le mot le plus
ourt qui véri�e 
es 
onditions.Après la transition limite, le nouvel état de mémoire est v ·w ·χ(P ) · t(P ).Dans l'exemple de la Figure 4.4, v est d, w est δ · χ(d) · a · a · b · a, et ψ
ontient une in�nité de a et b. Après la transition limite, la partie de G est
d · a · b · a · b · a · b · a · · · d et la mémoire est v · w · β · d.Démonstration de la Propriété 45. On pro
ède par indu
tion sur j. Pour j =
ω, ou plus généralement si j peut s'é
rire sous la forme α+ω, alors la propriétéest triviale.Considérons la suite de transitions limites dans ρ<j . Soit P → q l'une de
es transitions qui apparaît arbitrairement pro
he de j, et telle que P soitmaximal. Soit i une position où 
ette transition est prise, Ωi a un pré�xe dela forme v · w · q où Occ(w ∩ Q) = P . Nous allons montrer que 
e pré�xeest préservé si au
une transition P ′ → q′ ave
 P ( P ′ n'intervient après i.L'existen
e de 
e point est garantie par la maximalité de P , et on y parvientave
 une mémoire Ω<i = v · w · ψ par indu
tion.Si une transition P ′ → q′ est e�e
tuée à la position k > i, on sait que
P ∪{q} 6⊆ P ′ par maximalité de P . La mise à jour temporaire de la mémoireà la position k donne un mot ṽ · w̃ ·q′. On peut é
rire w = x ·a ·y ave
 a 6∈ P ′,et on a don
 x · a fa
teur de ṽ.Démonstration de la Propriété 46. Par 
onstru
tion de Ω, tout sommet de Qapparaissant dans Ω<j est aussi dans ρ<j. Si un sommet apparaît in�nimentsouvent dans Ω<j il apparaît également dans lim ρ<j .Si un sommet a est dans lim ρ<j il apparaît for
ément dans l'origine d'unetransition P → q maximale arbitrairement pro
he de j. D'après la preuve dela Propriété 45, a est don
 ajouté un nombre in�ni de fois à la mémoire Ωdans un pré�xe qui ne sera pas e�a
é avant j.60



4.3.4 ComplexitéA�n d'étudier la 
omplexité de la résolution des jeux d'a

essibilité or-dinaux, il est né
essaire de pré
iser la représentation des entrées, et en par-ti
ulier des transitions limites.Soit une arène A = (Q,QA, QE , E , t). La représentation de t peut être ex-pli
ite, 
e qui lui donne une taille exponentielle. Pour la rendre plus su

in
te,on peut se donner un ensemble de sommets R ⊆ Q (sommets pertinents), etreprésenter t 
omme une fon
tion t′ : P(R)→ Q ave
 t(P ) = t′(P ∩R).Une autre possibilité est de dé�nir une fon
tion de 
oloriage κ :→ {0, . . . , k}et une fon
tion de transition t′ : P({0, . . . , k})→ Q ave
 t(P ) = t′(κ(P )).On peut également mentionner la représentation sous forme d'arbre deZielonka, ou du DAG asso
ié. On représente les transitions limites par unarbre (DAG) étiqueté par un 
ouple dans P(Q)×Q, ave
 à la ra
ine (Q, t(Q)).Les �ls de la ra
ine sont étiquetés par les sous-ensembles maximaux de Qdont l'image par t n'est pas t(Q), et par leur image. Les sous-arbres sont lesarbres de Zielonka des sous-jeux asso
iés. Le DAG est obtenu en identi�antles sommets de même étiquette.En�n on peut exprimer t 
omme une formule Booléenne sur les sommets(Emerson-Lei).Ces di�érentes représentations ont été étudiées par Hunter et Dawar pourles jeux de Muller dans [HD05℄. En parti
ulier, pour la plupart d'entre ellestrouver le vainqueur est PSpa
e-
omplet. Il est polynomial si les transitionssont représentées expli
itement [Hor08℄.Théorème 47. Trouver le vainqueur dans un jeu d'a

essibilité ordinal estPSpa
e-
omplet, si les transitions limites sont représentées 
omme ensem-bles pertinents, ensembles de 
ouleurs, DAG de Zielonka ou par des formulesBooléennes.4.3.4.1 Borne supérieure : rédu
tion aux jeux d'Emerson-LeiOn donne i
i une borne supérieure à la 
omplexité de la résolution desjeux d'a

essibilité ordinaux.Lemme 48. Dé
ider le vainqueur d'un jeu ordinal d'a

essibilité dont lestransitions sont représentées par des formules Booléennes est PSpa
e.Proposition 49. Le jeu réduit G est équivalent à un jeu d'Emerson-Lei L detaille polynomiale en la taille de G si les transitions de G sont représentéespar des formules Booléennes. 61



Démonstration. A�n d'obtenir une rédu
tion polynomiale il faut éviter d'avoirun sommet χ(P ) pour 
haque ensemble P de sommets. Pour 
ela, on iden-ti�e χ(P ) et χ(P ′) si o(P ) = o(P ′) et t(P ) = t(P ′) (ils ont exa
tement lesmêmes su

esseurs dans G), et on note 
e sommet ι(o(P ), t(P )). Cela limitele nombre de nouveaux sommets à |Q|2 + |Q|.La 
ondition de vi
toire de L peut être é
rite 
omme suit, en notant φqla formule qui exprime qu'une transition limite mène vers q :
φ = ⊚ ∨

∨

q∈Q∪{⊚,⊗}

(

φq ∧
∨

p∈Q

ι(p, q)
)La taille de φ est O(∑q∈Q∪{⊚,⊗}(|φq|+ n)), et don
 polynomiale en |G|.L'étape suivante est le Théorème 50 :Théorème 50 ([HD05℄). Dé
ider du vainqueur dans un jeu d'Emerson-Leiest PSpa
e-
omplet.Le Lemme 48 dé
oule dire
tement de la Propriété 49 et du Théorème 50.Le Corollaire 51 provient des résultats de [HD05℄.Corollaire 51. Dé
ider le vainqueur d'un jeu ordinal d'a

essibilité dontles transitions limites sont représentées par des ensembles pertinents, desensembles de 
ouleurs, ou un DAG de Zielonka est PSpa
e.4.3.4.2 Borne inférieureLa borne inférieure dé
oule également du Théorème 50. En e�et tout jeude Muller peut être représenté 
omme un jeu ordinal d'a

essibilité où lafon
tion de transition t asso
ie ⊚ à tout ensemble gagnant du jeu de Muller,et ⊗ à tout ensemble perdant. Les stratégies et les parties sont les mêmesdans les deux jeux, la seule di�éren
e étant une transition limite vers ⊗ ou

⊚ après ω 
oups.Lemme 52. Dans un jeu ordinal d'a

essibilité dont les transitions lim-ites sont représentées par des ensembles pertinents, dé
ider du vainqueur estPSpa
e-di�
ile. 62



4.3.5 Con
lusionL'algorithme présenté dans 
ette se
tion fournit une borne PSpa
e pourdéterminer le vainqueur d'un jeu ordinal d'a

essibilité, soit la même borneque pour les jeux in�nis de Muller. En revan
he il ne fournit pas d'indi
ationssur les stratégies gagnantes. La se
tion suivante 
omble 
e manque via uneautre appro
he.4.4 Stratégies et mémoireDans la se
tion pré
édente on a obtenu la détermination pour une sous-
lasse de jeux, mais pas de borne sur la mémoire né
essaire pour les stratégiesgagnantes. On propose i
i une se
onde appro
he qui nous permettra d'obtenird'une part la détermination dans le 
as général, et d'autre part des straté-gies à mémoire �nie. On introduit pour 
ela un nouveau type de transitionslimites.Au lieu de 
onsidérer tous les sommets répétés 
o�nalement lors d'unetransition limite, on peut asso
ier une 
ouleur (ou priorité) à 
haque sommet,et dé�nir la fon
tion de transition à partir de la plus petite 
ouleur répétée
o�nalement. Ce modèle est analogue à 
elui des jeux de parité dans le 
adredes jeux in�nis, et l'algorithme qui suit est similaire à l'algorithme de Zielonkapour les jeux de parité.4.4.1 PrioritésUn jeu ordinal à d 
ouleurs est donné par une arène (Q,QA, QE, χ, δ) où
χ : Q→ {0, . . . , d−1} est une fon
tion de 
oloriage, et δ : {0, . . . , d−1} → Qest une fon
tion de transition. La fon
tion de transition dans le sens de laSe
tion 4.2 est λ : P 7→ δ(min{χ(q) | q ∈ P}).La Figure 4.5 donne un exemple de jeu à priorités ave
 d = 6. Dans 
ejeu, Adam gagne depuis les sommets c et d : il peut atteindre c depuis d, et
haque transition limite va ensuite renvoyer le jeton en d. Ève gagne depuistous les autres sommets : depuis b elle peut atteindre a, la transition limitesuivante la renvoie en b, et en�n elle atteint la 
ible après avoir joué (baω)ω ;depuis e elle rejoint f , et une transition limite envoie ensuite vers a.Tous les jeux ordinaux ne peuvent pas être représentés dans la mêmearène ave
 des transitions par priorité. Par exemple dans le jeu de la Fig-ure 4.1 la transition depuis l'ensemble {a, b, c, d} ne mène ni vers t({a, b, c})63



0

a : 5 b : 3

c : 4 d : 5

e : 3 f : 2

δ(2) = a δ(3) = ⊚ δ(4) = d δ(5) = bFigure 4.5 � Jeu à prioritésni vers t({a, b, d}). Ce
i ne peut se produire ave
 des priorités, puisque
minχ{a, b, c, d} est soit minχ{a, b, c} soit minχ{a, b, d}.4.4.2 Résolution des jeux ordinaux à prioritésL'objet de 
ette se
tion est d'établir le résultat suivant :Théorème 53 ([CH08a℄). Dans un jeux ordinal à priorités, le vainqueurpeut gagner sans mémoire.On suppose sans perte de généralité que ⊚ est le seul sommet de priorité
0, et qu'au
un sommet n'a priorité 1. On se sert de la priorité 1 
omme unsommet � puits � permettant de terminer le 
al
ul. L'algorithme donné Fig-ure 4.6 
al
ule de façon in
rémentale les régions gagnantes des deux joueurs.Chaque itération 
onsiste en des 
al
uls d'attra
teurs.L'algorithme de Zielonka pour résoudre les jeux de parité pro
ède de lafaçon suivante. On pose X = AttrGE(χ

−1(0)). L'ensemble Q \X est un piègepour Ève, et le jeu restreint à Q \ X est une sous-arène à d − 1 
ouleurs,et peut don
 être résolu par indu
tion. La région gagnante pour Adam dans
e sous-jeu reste gagnante dans G, et son attra
teur pour Adam l'est aussi.Si elle est vide, alors tout le reste du jeu est gagnant pour Ève : soit le jeureste in�niment dans Q\X (où Ève a une stratégie gagnante), soit χ−1(0) estvisité in�niment souvent. Sinon, on peut alors re
ommen
er la pro
édure sur64



un jeu stri
tement plus petit, et ainsi 
onstruire progressivement les régionsgagnantes des deux joueurs.Pour résoudre un jeu ordinal, on va de même 
al
uler une série d'at-tra
teurs, et résoudre le jeu réduit au 
omplémentaire. Cependant on nepeut pas s'en tenir là 
ar d'une part la partie peut 
ontinuer après ω tours,et d'autre part on ne sait pas à l'avan
e quel joueur va vouloir répéter telleou telle 
ouleur.La grande di�éren
e entre l'algorithme de Zielonka et l'algorithme pourles jeux ordinaux de priorité est don
 que le joueur qui 
her
he à atteindre
haque 
ouleur n'est pas 
onnu à l'avan
e. On utilise deux tableaux v et Toindexés par les 
ouleurs pour sto
ker 
ette information. À 
haque étape, v[j]est le joueur 
ensé 
her
her à atteindre j. Cela peut 
hanger à 
haque foisque l'attra
teur vers j est 
al
ulé ; v[j] est Ève si et seulement s'il existe une
ouleur i < j telle que v[i] = Ève et δ(j) ∈ To[i]. Pour 
haque 
ouleur j, To[j]
ontient les sommets où le joueur v[j] peut assurer une 
ertaine propriété,pré
isée plus loin.L'algorithme 
al
ule une série d'attra
teurs, à partir de la plus petite
ouleur (i.e. la plus importante). Après avoir 
al
ulé un attra
teur To[i], lessommets 
orrespondants sont supprimés du graphe, et on re
ommen
e ave
la 
ouleur suivante i + 1. Lorsqu'un attra
teur To[k] 
ontient les dernierssommets, on le regroupe ave
 l'un des attra
teurs 
al
ulés pré
édemment. Onajoute don
 To[k] à l'ensemble To[j] tel que j < k soit le plus grand indi
e telque v[j] = v[k]. On re
al
ule ensuite les attra
teurs vers 
e nouveau To[j] etvers les 
ouleurs supérieures à j. L'algorithme s'arrête lorsque 
haque sommetest dans To[0] ou To[1], qui sont alors les régions gagnantes respe
tivementpour Ève et pour Adam. L'algorithme est donné en pseudo-
ode Figure 4.6.La terminaison est assurée par le fait qu'à 
haque itération, les ensembles
To[0] à To[j − 1] sont in
hangés et To[j] grandit, assurant une 
roissan
estri
te dans l'ordre lexi
ographique du tuple (To[i])0≤i<d.4.4.2.1 Corre
tion de l'algorithmeDans la preuve de 
orre
tion, on utilise la notationHj pour Q\∪k<j To[k],et les propriétés suivantes obtenues par 
onstru
tion de To.Proposition 54. Hj est un sous-jeu.Proposition 55. Pour toute 
ouleur j, l'ensemble To[j] est son propre at-tra
teur pour le joueur v[j] dans l'arène Hj. Son 
omplémentaire est don
65



un piège pour v[j].On prouve la 
orre
tion séparément pour les deux joueurs. Les argumentsné
essaires, bien que similaires, ne sont pas tout à fait symétriques (Ève a unobje
tif d'a

essibilité, Adam un obje
tif de sûreté). Dans les deux 
as, ondé�nit un prédi
at sur les parties, et une propriété basée sur 
e prédi
at, puison montre que la propriété reste vraie au 
ours de l'exé
ution de l'algorithme.Pour Ève, l'invariant de bou
le I et les prédi
ats Mj sur les parties sontutilisées. Dans le 
as d'Adam on utilise J et N j.Dans le 
as d'Ève, il faut assurer que l'état 
ible est e�e
tivement atteint.Pour le prédi
at Mj 
ela veut dire s'assurer qu'un état de 
ouleur j (ouinférieure) est atteint, 
e qui est similaire à un � until � fort.Dé�nition 56. Le prédi
at Mj(ρ) est dé�ni 
omme : v[j] = Ève et ∃α <
ωd−j tel que Occ(ρ<α) ⊆ To[j] et :� |ρ| = α, ou� ρα ∈ To[j] ∩ χ−1(j), ou� ∃k < j tel queMk(ρ≥α) est vrai.Dé�nition 57. I est la propriété � Ève a une stratégie positionnelle σ telleque pour tout j et toute partie ρ démarrant dans To[j], si v[j] = Ève et ρ est
ohérente ave
 σ alorsMj(ρ) est vrai �.Cette propriété est vraie au début de l'exé
ution de l'algorithme : avant laligne 7 To[0] est le seul ensemble non-vide, et ne 
ontient que AttrE(χ−1(0)).Les Propositions 58 et 59 garantissent qu'elle reste vraie par la suite.Proposition 58. Supposons que I soit vraie à la ligne 9. Alors elle l'esttoujours à la pro
haine exé
ution de la ligne 15.Démonstration. On note i la valeur de la variable i avant l'in
rémentationen ligne 9.Les valeurs de To et v sont les mêmes avant et après l'itération, sauf
To[i+ 1] et v[i+ 1]. To[i+ 1] est vide avant la bou
le, et v[i+ 1] est Adam.Lorsqu'on é
rit To[i + 1] ou v[i + 1], on se réfère don
 à leurs valeurs aprèsla bou
le (ligne 15).Comme I est vraie au début de la bou
le, Ève a une stratégie positionnelle
σ qui fon
tionne jusqu'à i.On dé�nit une stratégie positionnelle ς :66



� si v[i + 1] = Ève, ∀q ∈ To[i + 1], ς(q) est la stratégie attra
teur vers
χ−1(i+ 1) dans H i+1� dans tous les autres sommets ς 
oïn
ide ave
 σ.Toute partie 
ohérente ave
 σ et débutant en q ∈ To[j] ave
 v[j] = Èveet j ≤ i véri�e Mj don
 son plus long pré�xe entièrement 
ontenu dans

∪k≤iTo[k] véri�e en
oreMj. Par dé�nition de ς 
ette propriété reste vraie.Si v[i + 1] = Adam, I n'impose au
une 
ontrainte supplémentaire et estdon
 toujours vraie.Supposons maintenant que v[i + 1] = Ève et 
onsidérons une partie 
o-hérente ave
 ς et débutant dans To[i+ 1]. Par dé�nition de To[i+ 1] 
ommeattra
teur et de ς↾To[i+1] 
omme une stratégie 
orrespondante, toute partierestant dans To[i + 1] visite χ−1(i + 1) après un nombre �ni de 
oups, etvéri�e don
Mi+1.Si le jeton quitte To[i+ 1] avant d'atteindre un sommet de 
ouleur i+ 1,il le fait lors d'un 
oup d'Adam, et par la Proposition 55 il atteint un To[j]ave
 j ≤ i et v[j] = Ève. On a Occ(ρ<n) ⊆ To[i + 1], et par dé�nition de ς,
ρ≥n est 
ohérente ave
 σ don
 ρ>n véri�eMj, et don
 ρ véri�eMi+1.Proposition 59. Supposons que I soit vraie à la ligne 18. Alors elle l'esttoujours à la pro
haine exé
ution de la ligne 25.Démonstration. On note i la valeur de la variable i au début de la bou
le(avant la ligne 18), et i′ sa valeur après la �n de la bou
le.Les valeurs de To[j] et v[j] ne 
hangent pas pour j < i′. Pour j > i′, To[j]est vide après la bou
le, et v[j] = Adam, don
 on se référera à leurs valeursavant la bou
le.Soit σ une stratégie réalisant I avant la bou
le. On dé�nit une nouvellestratégie positionnelle ς :� si v[i] = Adam alors ς 
oïn
ide ave
 σ ;� si v[i] = Ève alors dans AttrH

i′+1

E (To[i]) \ To[i], ς est une stratégieattra
teur d'Ève vers To[i] dans H i′+1� dans le reste du jeu ς 
oïn
ide ave
 σ.Soit ρ une partie démarrant dans To[i] et 
ohérente ave
 ς. Soit α =
min({β | ρβ /∈ To[i]} ∪ {|ρ|}).On note (xβ) la suite de positions avant α telles que χ(ρxβ) = i.Supposons d'abord que (xβ) est une suite in�nie. Soit γ le plus petitordinal plus grand que tous les (xn)n<ω. On a minχ(lim ρ<γ) = i et don

ργ = δ(i). De plus 
omme δ(i) ∈ To[j] pour un j < i ave
 v[j] = Ève, ρ≥γ67



véri�eMj. Pour tout n on aMi(ρ>xn) don
 xn+1 = xn + ǫ où ǫ < ωd−i. Par
onséquent γ ≤ ωd−i < ωd−i
′ et don
 après la bou
leMi′(ρ) est vraie.Si par 
ontre la suite (xβ) est �nie, soit γ le plus petit ordinal plus grandque tous les xn. Comme 
i-dessus Mi(ρ>xn) pour tout n 
e qui donne à lafois γ < ωd−i et α = γ + ǫ ave
 ǫ < ωd−i. De plus ρ≥α doit véri�erMj pourun 
ertain j ≤ i′. On en déduit Occ(ρ<α) ⊆ To[i] ave
 α < ωd−i < ωd−i

′ et
Mj(ρ>α), et don
Mi′(ρ) est vraie après la bou
le.La stru
ture de la preuve pour les états d'Adam est similaire, ave
 desprédi
ats plus faibles.Dé�nition 60. Le prédi
at N j(ρ) est dé�ni 
omme v[j] = Adam et ∃α telque Occ(ρ<α) ⊆ To[j] et :� |ρ| = α ou� ρα ∈ To[j] ∩ χ−1(j) ou� ∃k < j tel que N k(ρ≥α) est vrai.Dé�nition 61. J est la propriété � Adam a une stratégie positionnelle τtelle que pour toute 
ouleur j et toute partie ρ démarrant dans To[j], si
v[j] = Adam et ρ est 
ohérente ave
 τ , alors N j(ρ) est vrai �.Proposition 62. Supposons que J soit vraie à la ligne 9. Alors elle l'esttoujours à l'exé
ution suivante de la ligne 15.Démonstration. On note i la valeur de la variable i avant l'in
rémentationen ligne 9.Comme dans la preuve de la Proposition 58 on utilise les valeurs de Toet v lorsque la ligne 15 est atteinte.Comme J est vraie au début de la bou
le, on a une stratégie positionnelle
τ 
orrespondante. On dé�nit une nouvelle stratégie positionnelle θ :� si v[i+1] = Adam, ∀q ∈ To[i+1], θ(q) est une stratégie attra
teur vers

χ−1(i+ 1) dans H i+1� ailleurs θ 
oïn
ide ave
 τ .Toute partie 
ohérente ave
 τ et démarrant dans To[j] ave
 v[j] = Adamet j ≤ i véri�e N j don
 son plus long pré�xe entièrement 
ontenu dans
∪k≤iTo[k] le véri�e également. Par dé�nition de θ tout fon
tionne bien jusqu'à
i. Si v[i+ 1] = Ève, J n'impose pas de 
ontrainte supplémentaire don
 elleest toujours véri�ée. 68



Si maintenant v[i+1] = Adam, 
onsidérons une partie ρ 
ohérente ave
 θet démarrant en To[i+1]. Comme To[i+1] est un attra
teur et θ une stratégie
orrespondante, toute partie restant dans To[i+1] visite χ−1(i+1) après unnombre �ni de 
oups, et véri�e don
 N i+1. Si la partie quitte To[i+1] avantde visiter χ−1(i+ 1) elle ne peut le faire que par une a
tion d'Ève, et par laProposition 55 la destination est dans un To[j] ave
 j ≤ i et v[j] = Adam.On a Occ(ρ<n) ⊆ To[i + 1], et par dé�nition de θ, ρ≥n est 
ohérente ave
 τdon
 ρ≥n véri�e N j, d'où on déduit que ρ véri�e N i+1.Proposition 63. Supposons que J soit vraie avant la ligne 18. Alors ellel'est toujours à l'exé
ution suivante de la ligne 25.Démonstration. On note i la valeur de la variable i au début de la bou
le(avant la ligne 18), et i′ sa valeur après la �n de la bou
le. Comme dansla preuve de la Proposition 59, on 
onsidère les valeurs de To et v avant labou
le.Soit τ une stratégie réalisant J avant la bou
le. On dé�nit une nouvellestratégie positionnelle θ par :� si v[i] = Adam, alors dans AttrH
i′+1

A (To[i]) \ To[i], θ est une stratégieattra
teur d'Adam vers To[i] dans le jeu H i′+1� ailleurs θ 
oïn
ide ave
 τ .Si v[i] = Ève, rien n'a 
hangé pour Adam don
 J reste vraie. On supposedon
 que v[i] = Adam. Soit ρ une partie 
ohérente ave
 θ débutant dans
To[i]. On pose α = min({β | ρβ /∈ To[i]} ∪ {|ρ|}).Si α = |ρ| alors Mi′(ρ) est vraie. Sinon, soit (xβ) la suite de positionsavant α telles que χ(ρxβ) = i. Si 
ette suite a un dernier élément γ on a
N i(ρ>γ) avant la bou
le et ρ>γ quitte To[i] avant d'atteindre χ−1(i) don

∃j < i tel que N j(ρ≥α). Après la bou
le ρ<α reste don
 tout le temps dans
To[i′] et ρ≥α véri�e N j pour un j < i′ don
 ρ véri�e N i′.Si (xβ) n'a pas de dernier élément, on note γ le premier ordinal plus grandque tous les xβ . On a ργ = δ(i). Si γ < α alors 
omme 
i-dessus ρ≥γ véri�e
N i avant la bou
le don
 N i′(ρ) est vraie après la bou
le. Si γ = α alors
j = To−1[δ(i)] < i don
 ρ≥γ véri�e N j et 
omme j ≤ i′ on a en
ore N i′(ρ)après la bou
le.4.4.2.2 Conséquen
esL'algorithme de la Figure 4.6 permet non seulement de résoudre les jeuxordinaux de priorité, mais il fournit aussi des stratégies positionnelles pour69



les joueurs. Cela fournit don
 une nouvelle 
lasse de jeux positionnels, qui
orrespond aux 
onditions de vi
toire d'a

essibilité (pour Ève) et de sûreté(pour Adam). Par ailleurs l'algorithme fournit le 
orollaire suivant :Corollaire 64. Si Ève gagne un jeu d'a

essibilité à priorités, alors elle peuts'assurer qu'une partie sera toujours plus 
ourte que ωω.4.4.3 LAR ordinauxLes résultats de la se
tion 4.4.2 peuvent être étendus à tous les jeuxordinaux d'a

essibilité. On peut en e�et réduire un jeu ordinal à un jeude priorité qui lui est bisimilaire : les sommets équivalents appartiennent aumême joueur, et deux parties équivalentes ont des transitions limites menantà des sommets équivalents.Théorème 65. Dans un jeu de longueur ordinale, le vainqueur a une stratégiegagnante ave
 mémoire �nie.Les LAR, ou Latest Appearan
e Re
ords, ont été introduits par Gurevi
het Harrington [GH82℄ pour prouver l'existen
e de stratégies à mémoire �niedans les jeux in�nis de Muller (Forgetful Determina
y). Un LAR dans un jeu
G à n sommets est une paire (π, i) où π est une permutation des sommetsde G, et 1 ≤ i ≤ n.On réduit un jeu ordinal G = (Q,QE , QA, T, λ) à un jeu à priorités G =
(Q,QE ,QA,T, χ, δ). Les sommets et les transitions su

esseurs sont dé�nis
omme dans la 
onstru
tion d'origine :� Q = {(π, i) | π ∈ S(Q), 1 ≤ i ≤ n}� QE = {(π, i) ∈ Q | π(1) ∈ QE}� QA = {(π, i) ∈ Q | π(1) ∈ QA}� (π, i)

T
−→ (π′, i′) si :� π(1)
T
−→ π′(1)� ∀q, r ∈ Q \ {π′(1)}, π−1(q) < π−1(r)⇔ π′−1(q) < π′−1(r)� π(i′) = π′(1)Les transitions limites demandent un peu plus de travail. Il nous faut
onserver en mémoire 
ertaines informations même après une transition lim-ite, 
e qui n'était pas le 
as pour les jeux in�nis ; on va don
 utiliser une
ouleur (priorité) di�érente pour 
haque LAR. Ces priorités doivent véri�er

i < i′ ⇒ χ(π, i) > χ(π′, i′). Par abus de notation on peut alors é
rire δ
omme une fon
tion de Q dans Q, dé�nie par :70



� (∪ij=1{π(j)})
λ
−→ π′(1)� ∀q, r ∈ Q \ {π′(1)}, π−1(q) < π−1(r)⇔ π′−1(q) < π′−1(r)� π(i′) = q′La Figure 4.7 montre une partie du jeu réduit 
orrespondant au jeu de la�gure 4.1. La bisimulation est montrée 
omme dans le 
as in�ni, en ajoutantla gestion des transitions limites.Lemme 66. Il y a une bisimulation entre G et G telle que deux partiespartielles sans dernier sommet peuvent se prolonger par une transition limitevers des sommets bisimilaires.La bisimulation ∼ est dé�nie simplement : un sommet q ∈ Q est bisimi-laire aux LAR (π, i) ∈ Q tels que π(q) = 1. La dé�nition de G donne triviale-ment la 
orre
tion de 
ette relation pour les transitions su

esseur. En
oreune fois, la di�
ulté est de montrer que les transitions limites se 
omportentbien. On étend la relation ∼ aux parties de G et G en posant ρ ∼ ρ′ sielles ont la même longueur et 
haque sommet le long de ρ est bisimilaire ausommet 
orrespondant de ρ′.Remarquons pour 
ommen
er que la bisimulation ne respe
te pas l'équiv-alen
e au niveau des ensembles : deux ensembles de sommets équivalentsne mènent pas à des sommets équivalents. Dans l'exemple de la Figure 4.7,l'ensemble {(abcd, 2)}, bisimilaire à a, donne une transition limite vers (dabc, 4),bisimilaire à d, et non vers c = λ({a}).En revan
he, si l'on 
onsidère les 
hemins menant à une transition limite,la bisimulation est 
onservée. Il n'y a pas de bou
le sur le sommet (abcd, 2)dans T, alors qu'il y en avait une sur a dans T , don
 l'exemple donné 
i-dessus n'a pas de sens dans la rédu
tion. La transition 
orrespondant à 
ettebou
le mène à (abcd, 1), qui lui bou
le bien sur lui-même dans G, et ona bien δ({(abcd, 1)}) = (cabd, 3) ∼ c. A�n de prouver la préservation de

∼ par transition limite, on va don
 pro
éder par indu
tion trans�nie sur lalongueur des 
hemins. Les arguments utilisés sont 
lassiques : 
haque sommetn'apparaissant pas dans l'ensemble limite va �nir par être relégué à la �n de lapermutation, et l'entier du LAR va prendre 
omme valeur répétée maximalele 
ardinal de l'ensemble limite.Avant d'entrer dans la preuve proprement dite, �xons quelques notations :
ρ est une partie de G sans dernier sommet, et ρ′ est un jeu de G tel que
ρ ∼ ρ′. On 
onsidère également les suites trans�nies π et i, dé�nies 
ommeproje
tions de ρ′ : ρ′α = (πα, iα). La notation πα(q) désigne la position de qdans la permutation πα. 71



On note L l'ensemble limite de ρ et t le sommet λ(L) (qui prolonge ρaprès la transition limite). On introduit de même L′ et (p′, ι′) = δ(p, ι), où
(p, ι) est le sommet de L′ de 
ouleur minimale. A�n de prouver le Lemme 66,il faut don
 montrer que t ∼ (p′, ι′).La première étape est de se débarrasser d'un pré�xe des parties pendantlequel les sommets hors de L sont en
ore visités. On note α le premier ordinaltel que ∀q ∈ L, ∀r 6∈ L, ∃β ≤ α, ρβ = q∧∀γ, ργ = r ⇒ γ < β. Ce
i 
orrespondà un pré�xe qui 
ontient toutes les o

urren
es de sommets hors de L, suivid'au moins une o

urren
e de 
haque élément de L. L'existen
e de 
etteposition α est garantie : tout sommet hors de la limite L 
esse d'apparaîtreà partir d'un 
ertain point, et 
haque sommet de L apparaît for
ément aprèsune position quel
onque.Les Propositions 67 et 68 utilisent l'existen
e de 
ette position α :Proposition 67. Pour tout ordinal γ ≥ α, πγ(L) = {1, . . . , k}.Proposition 68. Pour tout ordinal γ > α, iγ ≤ k.Démonstration de la Proposition 67. Soient q ∈ L et r 6∈ L. On pose dé�nitun prédi
at Rq

r(γ) 
omme � πγ(q) < πγ(r) �. Par dé�nition d'α, il y a unordinal β(q, r) ≤ α tel que β(q, r) soit la première o

urren
e de q qui suivetoutes les o

urren
es de r. Par bisimilarité de ρ et ρ′, on a πβ(q,r)(q) = 1, etdon
 Rq
r(β(q, r)). A�n de prouver que Rq

r reste vrai après β(q, r), on pro
èdepar l'absurde. Supposons don
 que γ soit le premier ordinal après β(q, r) telque Rq
r(γ) soit faux. On 
onsidère deux 
as :

γ est un ordinal su

esseur (ζ+1) : Par dé�nition de T, πζ(q) < πζ(r) et
πγ(r) < πγ(q) entraînent πγ(r) = 1. Par bisimilarité on a également ργ = r
e qui 
ontredit γ > β(q, r).
γ est un ordinal limite : Il y a un sommet (m, z) dans la limite de ρ′<γ telque ρ′γ = δ(m, z). Soit ζ une position telle que β(q, r) < ζ < γ et ρ′ζ = (m, z).Par dé�nition de δ, πζ(q) < πζ(r) et πγ(r) < πγ(q) for
ent πγ(r) = 1. En
oreune fois par bisimilarité on a ργ = r, en 
ontradi
tion ave
 la dé�nition de γ.On a don
 bienRq

r(γ) pour tout q ∈ L, tout r 6∈ L, et tout γ > β(q, r).Démonstration de la Proposition 68. Soit γ > α. I
i en
ore on 
onsidèredeux 
as selon que γ est un ordinal su

esseur ou limite.
γ = ζ +1 : Soit q tel que πγ(q) = 1. La Proposition 67 appliquée en γ donne
q ∈ L. Appliquée en ζ , elle donne πζ(q) ≤ k. Par dé�nition de T, iγ = πζ(q)don
 iγ ≤ k. 72



γ est limite : Il existe un sommet (m, z) dans la limite de ρ′<γ tel que
ρ′γ = δ(m, z). Soit ζ tel que α ≤ ζ < γ et ρ′ζ = (m, z). Soit q tel que
πγ(q) = 1. La Proposition 67 en γ donne q ∈ L. En ζ elle donne πζ(q) ≤ k.Par dé�nition de δ, iγ = πζ(q), d'où iγ ≤ k.On en déduit la Proposition 68.On remarque en parti
ulier que les deux propositions 
i-dessus sont vraiesaux positions où ρ′ est égal à (p, ι). On a don
 p(L) = {1, . . . , k} et ι ≤ k. Ilreste à montrer que ι est plus grand que k. Par la dé�nition de la fon
tionde 
oloriage χ, ι doit être l'entier maximal dans la limite : ι = max{i |
∃π, (π, i) ∈ L′}. Comme Q est �ni, il su�t de montrer la Proposition 69.Proposition 69. Pour tout ordinal γ ≥ α il existe un ordinal ζ > γ tel que
iζ ≥ k.Démonstration. Soit γ un ordinal plus grand qu'α et q tel que πγ(q) = k. Parla Proposition 67, on a q ∈ L don
 on peut prendre ζ le plus petit ordinalplus grand que γ tel que ρζ = q. Par une indu
tion trans�nie pro
he de 
elleutilisée pour prouver la Proposition 67, on peut montrer que n'importe quelordinal η tel que γ ≤ η < ζ , πη(q) = k. Par des arguments pro
hes de 
euxde la preuve de la Proposition 68, on peut montrer que iζ ≥ k.4.5 Con
lusionOn a introduit dans 
e 
hapitre deux algorithmes pour les jeux de longueurordinale sur un graphe �ni. Le premier donne une borne PSpa
e pour trou-ver le vainqueur (Théorème 47), par rédu
tion aux jeux de Muller, dont on
onnaît la 
omplexité [HD05℄. En revan
he il ne fournit que des stratégies àmémoire non bornée, don
 peu intéressantes dans une optique de synthèse.Le se
ond algorithme utilise une te
hnique similaire à l'algorithme deZielonka pour les jeux de parité, et permet de résoudre des jeux de longueurordinale à priorités. Comme dans le 
as des jeux de parité, il fournit unestratégie positionnelle au vainqueur (Théorème 53).On peut alors adapter le LAR de Gurevi
h et Harrington pour résoudre lesjeux de longueur ordinale plus généraux. Cette rédu
tion permet de montrerqu'une mémoire �nie est su�sante pour gagner 
es jeux (Théorème 65).
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Entrées: Le jeu GSorties: Les régions gagnantes pour Ève et Adam
v[0]← E1
To[0]← AttrGE(χ

−1(0))2 pour 0 < i < d faire3
To[i]← ∅4

H← G \ To[0]5
i← 06 tant que (To[0] ∪ To[1]) 6= G faire7 tant que (H 6= ∅) faire8

i← i+ 19 si ∃j | δ(i) ∈ To[j] alors10
v[i]← v[j]11 sinon12
v[i]← A13

To[i]← AttrH
v[i](χ

−1(i))14
H← H \ To[i]15

Tmpto← To[i]16
Tmpv ← v[i]17 répéter18

H← H ∪ To[i]19
To[i]← ∅20
v[i]← A21
i← i− 122 jusqu'à (v[i] = Tmpv)23

To[i]← To[i] ∪AttrHTmpv(Tmpto)24
H← H \ To[i]25 retourner (To[0],To[1])26 Figure 4.6 � Algorithme pour résoudre les jeux à priorités
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cbad, 3 cabd, 3

bacd, 2 abcd, 2

acbd, 3 abcd, 1 dabc, 4

Figure 4.7 � Détail de la rédu
tion LAR du jeu de la Figure 4.1 (les pointillésreprésentent les transitions limites)
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