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AutomateReprésentation du système sous la forme d'automate
0, o0, f 1, f 2, ff o +

−

+ . . .
Exéution : heminExéutions possibles : langage reonnu par l'automate
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LogiqueBon fontionnement du systèmeSi l'utilisateur veut aller au 3ème étage il sera atteint (ave les portesouvertes) en temps �niOn ne hange jamais d'étage ave les portes ouvertesLogique temporelle linéaireFormules logiques spéi�ant le omportement dans le tempsRequest3 ⇒ F (3 ∧ o)o ⇒ (¬+ ∧¬−)UfUntil (ϕUψ)
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MotsAlphabet �ni {a, b,  , d , e, r}Les mots peuvent être :�nis abraadabra, barrein�nis abraadabraabraadabraabra . . . , (ab)ωordinaux ((ab)ωbra(b)ω)ω
|a|b|a|b|a · · · | b|r |a|b| |b| |b · · · | a|b|a|b · · · | b|r |a|b| |b · · · | · · ·as généralensemble totalement ordonné de positions Jétiquetage w = (wj)j∈Jw : R → {a, b}j 7→

{ a si j ∈ Qb sinonJulien Cristau (LIAFA) Jeux et automates sur les ordres 13 déembre 2010 6 / 26
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Automates sur les ordresTransitions limites pour gérer les positions sans prédéesseur ou sanssuesseur.
0 1 2a ba {2} → 10 → {1, 2}

|0 . . . |1a|2b |2b |2b |2b |2 . . . |1a|1a|1a|2b |2bbb . . . |1aabbbb . . . |1L'automate i-dessus reonnaît (a∗abω)−ωProblème du videOn peut déider l'aessibilité en temps polynomial.Julien Cristau (LIAFA) Jeux et automates sur les ordres 13 déembre 2010 8 / 26



LTL sur les ordresSyntaxe
ϕ,ψ ::= a | ϕ ∨ ψ | ¬ϕ | ϕUψ | ϕSψ | ϕU ′ψ | ϕS ′ψ

U ′ et S ′ sont néessaires pour les ordres non omplets (par exemple Q) etpermettent de parler des � trous �.Until (ϕUψ)
ϕ ψStavi (ϕU ′ψ)
ϕ ψ¬ϕJulien Cristau (LIAFA) Jeux et automates sur les ordres 13 déembre 2010 9 / 26
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Résultat
ThéorèmePour toute formule LTL ϕ et tout langage rationnel L de mots sur lesordres, on peut déider s'il existe un mot w ∈ L et une position i de w telsque w , i |= ϕ.Idée Construire un transduteur Aϕ : Aϕ(w) est le mot de vérité de ϕ surwDéider SAT(ϕ) ≃ problème d'aessibilité sur Aϕ
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ConstrutionTransduteurs pourprédiats atomiquesonneteurs logiquesopérateurs temporelsOpérations sur les tranduteursproduitompositionPour toute formule ϕ on onstruit Aϕentrée : mot wsortie : mot de vérité de ϕ sur wJulien Cristau (LIAFA) Jeux et automates sur les ordres 13 déembre 2010 11 / 26



Transduteursw ababdaa . . . a . . . aa

(a ∨ b)U 11000111 . . . 10 . . . 1110Julien Cristau (LIAFA) Jeux et automates sur les ordres 13 déembre 2010 12 / 26



Transduteursw ababdaa . . . a . . . aa
a 10010011 . . . 10 . . . 1010

(a ∨ b)U 11000111 . . . 10 . . . 1110
a|1b|0

 |0 d |0
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Transduteursw ababdaa . . . a . . . aaa 10010011 . . . 10 . . . 1010b 01001000 . . . 00 . . . 0000
a ∨ b 11011011 . . . 10 . . . 1010

(a ∨ b)U 11000111 . . . 10 . . . 1110
∨

a ba ∨ b
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Transduteursw ababdaa . . . a . . . aa
a ∨ b 11011011 . . . 10 . . . 1010 00100000 . . . 01 . . . 0101
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∨

a ba ∨ b
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Opérateurs logiquesNégation : entrée ϕ, sortie ¬ϕ0|1 1|0Disjontion : entrée (ϕ, ψ), sortie ϕ ∨ ψ

(0, 0)|0 (0, 1)|1 (1, 0)|1 (1, 1)|1
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Opérateurs temporels (1)Until : ϕ ψ q0 q1 q2q3q4
Entrée (ϕ,ψ), sortie ϕUψJulien Cristau (LIAFA) Jeux et automates sur les ordres 13 déembre 2010 14 / 26



Opérateurs temporels (2)Stavi : ϕ ψ¬ϕ

1,1/00,1/0 1,0/0
0,0/01,0/11,1/1

Entrée (ϕ,ψ), sortie ϕU ′ψJulien Cristau (LIAFA) Jeux et automates sur les ordres 13 déembre 2010 15 / 26



Propriétés du transduteur
Par omposition et produit de transduteurs de base on obtient Aϕ telque :le mot de sortie est l'évaluation de ϕ à haque position de wpour tout mot d'entrée w il existe un et un seul hemin aeptant(don un seul mot de sortie)
ϕ est satis�able si et seulement s'il existe un hemin aeptant dans Aϕqui passe par une transition dont la sortie est 1
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Complexité et perspetives
ComplexitéLa onstrution expliite donnée ii est 2-EXPSPACERabinovih s'est servi de ette onstrution pour obtenir une bornePSPACEExpressivitéLes automates (même non ambigus) permettent de dérire des langagesau-delà de LTL.
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Jeux de longueur ordinalePas vraiment de modèle existant. Comment dé�nir des parties ordinales :arène �nieautomate ave ontr�le partagéQuestions qui se posent :les jeux sont-ils déterminés ?si oui, peut-on trouver le vainqueur ?quelles sont les stratégies ?
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ModèlePour passer à des parties ordinales on ajoute des transitions limites.Condition de vitoire : aessibilité (pour Eve), sûreté (pour Adam)
{a} → 
{a, b} → d
{a, b, } → A
{a, b, d} → A
{a, b,  , d} → E

a
b d A

E
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Rédution Jeu ordinal Jeu de Mullera
b d

a
b da′ β

{a, a′, b, β} ∈ F
β

Condition de vitoire : aessibilitéLongueur des parties : ordinal Condition de vitoire : MullerLongueur des parties : ωJulien Cristau (LIAFA) Jeux et automates sur les ordres 13 déembre 2010 21 / 26



RésultatsThéorèmeCes jeux sont déterminés et on peut déterminer le vainqueur en PSPACE.IdéeRédution vers un jeu de Muller et tradution des stratégies.StratégiesLes stratégies données par l'algorithme doivent se souvenir d'un pré�xed'un jeu de Muller : mémoire non bornée.Peut-on obtenir des stratégies à mémoire �nie ?Julien Cristau (LIAFA) Jeux et automates sur les ordres 13 déembre 2010 22 / 26



Jeux sur les ordinaux ave prioritésLes transitions limites sont dé�nies par les priorités2 → E3 → d4 →  a : 3
b : 4 : 2 d : 5

E
Condition de vitoire : Eve doit atteindre EJulien Cristau (LIAFA) Jeux et automates sur les ordres 13 déembre 2010 23 / 26



RésultatsThéorèmeLes jeux de priorité sont positionnels.Adaptation de l'algorithme de Zielonka pour les jeux de parité(NP ∩ oNP).ThéorèmeDans le as général le vainqueur peut gagner ave une mémoire �nie.Rédution vers des jeux de priorité (à partir des LAR)Algorithme EXPSPACE pour déider le vainqueur et onstruire unestratégie gagnante.Julien Cristau (LIAFA) Jeux et automates sur les ordres 13 déembre 2010 24 / 26



Résumé et perspetivesRésumé des ontributionsModèle de jeux ordinaux sur des graphes �nisAlgorithme PSPACE pour déider le vainqueurAlgorithme EXPSPACE pour aluler des stratégies gagnantes àmémoire �nieConditions de vitoireConditions plus omplexes qu'aessibilité et sûretéJeux temporisésEst-e qu'on peut ajouter des horloges expliites ?Julien Cristau (LIAFA) Jeux et automates sur les ordres 13 déembre 2010 25 / 26



ConlusionAutomates et logique sur les ordres (FSTTCS'09)tradution d'une formule LTL en un transduteur qui alule le mot devéritéaessibilité dans les automates sur les ordressatisfaisabilité de LTL sur des ordres arbitrairesintersetion d'une formule ave un langage rationnelJeux de longueur ordinale (SOFSEM'08, FSTTCS'08)modèle de jeux de longueur ordinale déterminésrédution d'un jeu ordinal en jeu de Mullerétude des jeux ordinaux à prioritérédution du as général au as à prioritéalul de stratégies à mémoire �nieJulien Cristau (LIAFA) Jeux et automates sur les ordres 13 déembre 2010 26 / 26
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