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❱✳✶ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
❱✳✷ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧ ✸✶
■ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
■■ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

■■✳✶ ❙②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s②♥❝❤r♦♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
■■✳✷ ❙②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❛s②♥❝❤r♦♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

■■■ ▲❡ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
■■■✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ♦❜❥❡❝t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
■■■✳✷ ■♥st❛♥t ❝r✐t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✐✐✐
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■■■✳✸ ❙❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ✳ ✳ ✳ ✸✺
■■■✳✹ ❙❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊❉❋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

■❱ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
■❱✳✶ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
■❱✳✷ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊❉❋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

❱ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
❱✳✶ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
❱✳✷ ❘❡ss♦✉r❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵
❱✳✸ ●✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
❱✳✹ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

❱■ ❆♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
❱■✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
❱■✳✷ ❍②♣♦t❤ès❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
❱■✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
❱■✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
❱■✳✺ P❡ss✐♠✐s♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

P❛rt✐❡ ■■ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✹✾

✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❛♥s ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❞✐str✐❜✉é❡ ✺✶
■ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
■■ ❋❇❇✲❋❋❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
■■■ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥❥♦✐♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

■■■✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
■■■✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
■■■✳✸ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
■■■✳✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
■■■✳✺ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
■■■✳✻ ❘è❣❧❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

■❱ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
■❱✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
■❱✳✷ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
■❱✳✸ ❘è❣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
■❱✳✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡t ♣♦✉r

❧❛ ❣✐❣✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
■❱✳✺ ❘è❣❧❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
■❱✳✻ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✐✈
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■❱✳✼ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
❱ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✹ ▼♦❞è❧❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ✽✶
■ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

■✳✶ ▼♦❞è❧❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
■✳✷ ❙②stè♠❡ s♣♦r❛❞✐q✉❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

■■ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
■■✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
■■✳✷ ❖♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆✉❞s❧❡② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
■■✳✸ ❱✐t❡ss❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

■■■ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
■■■✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
■■■✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇✐♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
■■■✳✸ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
■■■✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

■❱ ●✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
■❱✳✶ ●✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
■❱✳✷ ●✐❣✉❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

❱ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❛✈❡❝ ♠✐❣r❛t✐♦♥s r❡str❡✐♥t❡s ✶✵✼
■ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

■✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
■✳✷ ❋✐rst ❋✐t ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
■✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
■✳✹ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

■■ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
■■✳✶ ❙tr❛té❣✐❡ ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
■■✳✷ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
■■✳✸ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
■■✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

■■■ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
■■■✳✶ ❙❝é♥❛r✐♦ ❝♦♠♣❛❝t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
■■■✳✷ ❙❝é♥❛r✐♦ ❛✈❡❝ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
■■■✳✸ Pr❡✉✈❡ ❞✉ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

■❱ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
■❱✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
■❱✳✷ ❘és✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

❱ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✈



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✸

◆♦t❛t✐♦♥s ✶✸✾

❆❝❝r♦♥②♠❡s ✶✹✶

✈✐



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s
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✶✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✶✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲✐✉ ❡t ▲❛②❧❛♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✹ ❚❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τi ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✺ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✶✳✻ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
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✶✳✾ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à ♣r✐♦r✐té ♣❧❛❢♦♥❞ ✐♠♠é❞✐❛t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✶✳✶✵ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡
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✷✳✷ ❙❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❣✐❣✉❡s s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✷✳✸ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✹✷
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✸✳✼ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
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✸✳✾ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬♦♣t✐♠❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✸✳✶✵ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ♣❛r tâ❝❤❡ ✼✹
✸✳✶✶ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✸✳✶✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❇❇✲❋❋❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✹✳✶ ❚r❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés s❡❧♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✹✳✷ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✈✐✐



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙

✹✳✹ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✹✳✺ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✹✳✻ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ C✲❡s♣❛❝❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✷ tâ❝❤❡s✱

❛✈❡❝ T1 = D1 = 9.5 ❡t T2 = D2 = 22 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
✹✳✼ C✲❡s♣❛❝❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ τ2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✺✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
✺✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢❡♥êtr❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
✺✳✸ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹
✺✳✹ ❙éq✉❡♥❝❡ ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
✺✳✺ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ τ 2

i ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵
✺✳✻ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ τ 1

i = ((Ci, 0, Ci), Ti, Ti)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
✺✳✼ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❛t✐♦ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ K ♣♦✉r ❧❡s s❝é✲

♥❛r✐♦s ❝♦♠♣❛❝ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽
✺✳✽ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❛t✐♦ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ K ♣♦✉r ❧❡s s❝é✲

♥❛r✐♦s ❛✈❡❝ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
✺✳✾ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s FFD✱ ❝♦♠♣❛❝t ✭❑❂✷✮✱ ❛✈❡❝ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥

✭❑❂✷✵✮ ❡t ❞❡ ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
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▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✶✳✶ ❆✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés s❡❧♦♥ ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✶✳✷ ❆✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés s❡❧♦♥ ❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✶✳✸ ❙②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡s ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡♥ ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✸✳✶ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✹✳✶ ◆✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❞❛♥s ❧❛ ♥♦r♠❡ ❉❖✲✶✼✽❇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✹✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s②stè♠❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✹✳✸ ❙②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τ2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✹✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s②stè♠❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✹✳✺ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✹✳✻ ❚r❛❝❡ ❞❡s δCi ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✹✳✼ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✈❛♥t ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✹✳✽ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛♣rès ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✺✳✶ ❙éq✉❡♥❝❡ ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❡♠♣s ré❡❧ ♥❡ ❝❡ss❡ ❞❡ s❡ ré♣❛♥❞r❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ q✉♦t✐❞✐❡♥✱ q✉❡ ❝❡
s♦✐t ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛ té❧é♣❤♦♥✐❡ ♠♦❜✐❧❡✱ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♠❜❛rq✉és✱ ❧✬é❧❡❝tr♦♠é♥❛❣❡r ♦✉
❧❡ ♠✉❧t✐♠é❞✐❛✳ ▲✬✐❞é❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❛♣✐❞✐té ♠❛✐s
❞❡ ré❛❝t✐✈✐té ✿ ✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ é✈♦❧✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❡t ❞♦✐t ❞♦♥❝
s✬❛❞❛♣t❡r ❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥❝❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts s✉r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❝❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❈❡❝✐ ✐♥❞✉✐t ❞♦♥❝
q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ❝❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞♦✐t êtr❡ ❛❞❛♣té❡ ✭❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✱ ♠❛✐s ❞♦✐t é❣❛❧❡✲
♠❡♥t r❡s♣❡❝t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s ✭❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✮✱ ❞❡ ♣❛rt ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ é✈♦❧✉❡ ❧❡ s②stè♠❡✳
▲❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧ s✬✐♠♠✐sç❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❛♥s ♥♦tr❡ q✉♦t✐❞✐❡♥ ❣❛❣♥❡ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱
q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧❡ ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ rés❡❛✉①✮✱ ♦✉ ❡♥
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ✭❝r✐t✐❝✐té ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❡t❝✳✳✳✮✳ ❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❣r❛♥❞✐ss❛♥t❡ q✉❡ s❡ s✐t✉❡♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡
t❤ès❡✳
❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❧❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡
❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❜❛s❡ q✉✐ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ré❛❧✐sé❡ ❞✉r❛♥t ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r
❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ q✉✐
♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣✐r❡s t❡♠♣s
❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡♥ ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡
❤♦❧✐st✐q✉❡✱ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡t ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞✐str✐❜✉é❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❧❛❝❡r ❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r
❞❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ ❞✐str✐❜✉é✱ t♦✉t ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✭♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞✮ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♦r❞♦♥✲
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▲■❙❚❊ ❉❊❙ ❚❆❇▲❊❆❯❳

♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✉♥ ❞ér✐✈é ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡✱
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡s ♣✐r❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡s ♠❡s✲
s❛❣❡s ❞✉r❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡
♠♦❞è❧❡ ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té✱ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❞❛♥s ❧❛ ♥♦r♠❡ ❉❖✲✶✼✽❇ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ st❛♥❞❛r❞ ❞é✜♥✐t ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s q✉✬❛✉r❛✐t ✉♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ s✉r ❧❡ s②stè♠❡✱ ❡♥
❛❧❧❛♥t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❞♦♥t ✉♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣r♦✈♦q✉❡r❛✐t ❧❡ ❝r❛s❤ ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥✱ à ❧❛ tâ❝❤❡ ♥♦♥
❝r✐t✐q✉❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♥❡ s❡r❛✐t q✉❡ ♣❡✉ ♦✉ ♣❛s ♥♦t❛❜❧❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❞✉r❛♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é
q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆✉❞s❧❡② ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt q✉❡ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❱❡st❛❧ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r
✜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞é✈❡✲
❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❇✐♥✐ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉① s②stè♠❡s ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉rs ♦r❞♦♥♥❛♥❝és ♣❛r
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥é✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ str❛✲
té❣✐❡ ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ré♣❛rt✐r ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs t♦✉t ❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❧❛
♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❛✛❡❝té❡s à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞♦♥♥é s❛♥s ✈✐♦❧❛t✐♦♥
❞✬é❝❤é❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥és ❡♥ ♣r✐♦r✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡
✭❊❉❋✮✱ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ♠❛✐s ✐♥t❡r❞✐s❛♥t ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❛✜♥
❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ s✉r❝♦ût ♣r♦❝❡ss❡✉r ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ♠✐❣r❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡st
❞❡ ❞✉♣❧✐q✉❡r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♠✐❣r❛♥t❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡✈❛♥t ❡①é❝✉t❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋✐rst ❋✐t ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ✭s②stè♠❡s ♣❛rt✐t✐♦♥♥és✮ ❡t ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦ ✭q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❡s ♠✐❣r❛t✐♦♥s ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡
tâ❝❤❡s ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✮✳
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙♦♠♠❛✐r❡

■ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❡♠♣s ré❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

■■ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

■■✳✶ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

■■✳✷ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

■■■ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

■■■✳✶ Pr✐♦r✐té ✜①❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

■■■✳✷ Pr✐♦r✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

■■■✳✸ ●❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

■■■✳✹ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

■❱ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

■❱✳✶ ▼✐❣r❛t✐♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

■❱✳✷ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

■❱✳✸ ❖♣t✐♠❛❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

■❱✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥✲

♥❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

■❱✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

❱ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

❱✳✶ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

❱✳✷ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

❘és✉♠é

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉① s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧s✳ ◆♦✉s ② ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st
❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧ ♣✉✐s ❞✬✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt
s✉r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ✿ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t
❞✐str✐❜✉é❡s✱ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ ❡t❝✳

✸
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■✳ ■◆❋❖❘▼❆❚■◗❯❊ ❚❊▼P❙ ❘➱❊▲

■✳ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❡♠♣s ré❡❧

▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♦❝❝✉♣❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s♦❝✐été✱ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥
❞❡ s②stè♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐sés ✿ ♦♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r ❛✉① ♦r❞✐♥❛t❡✉rs✱ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t à ❞❡s
♦❜❥❡ts q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs ✿ té❧é♣❤♦♥❡s ♣♦rt❛❜❧❡s✱ ✈♦✐t✉r❡s✱ ❛♣♣❛r❡✐❧s é❧❡❝tr♦♠é♥❛✲
❣❡rs✱ ❡t❝✳✳✳
❚♦✉s ❝❡s s②stè♠❡s s❡ ❞♦✐✈❡♥t ❞✬êtr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❢❛✐r❡ ❝❡ ♣♦✉r q✉♦✐ ✐❧s
s♦♥t ❢❛✐ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛tr✐❝❡ s❡ ❞♦✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❥✉st❡s✳
❈❡ q✉✐ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✏❝❧❛ss✐q✉❡✑✱ ❝✬❡st ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s✳ P♦✉r ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡ t❡♠♣s ❡st ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❛rrêt♦♥s✲
♥♦✉s s✉r ❝❡s ❞❡✉① ♠♦ts✱ t❡♠♣s ❡t ré❡❧✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ ❢❛✐t ❇✉tt❛③③♦ ❞❛♥s ❬❇✉t✾✼❪ ✿
✕ ▲❡ ♥♦♠ t❡♠♣s ❡st ❧à ♣♦✉r s✐❣♥✐✜❡r q✉❡ ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞é♣❡♥❞ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉
rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ♣r♦❞✉✐t✳

✕ ▲✬❛❞❥❡❝t✐❢ ré❡❧ ❡st ❧à ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ à ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❡①t❡r♥❡s
❞♦✐t s✉r✈❡♥✐r ♣❡♥❞❛♥t ❧❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s✳

P♦✉r ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ♥é❝❡ss✐té✱ ♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❆❇❙ ✶✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❞♦✐t s❡ ❞é❝❧❡♥✲
❝❤❡r ❞ès q✉❡ ❧❡s r♦✉❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦✐t✉r❡ s❡ ❜❧♦q✉❡♥t ❧♦rs ❞✬✉♥ ❢r❡✐♥❛❣❡ ❜r✉sq✉❡✱ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s✐❡✉rs
s❡❝♦♥❞❡s ❛♣rès✳ ❆✐♥s✐ ❞♦♥❝✱ ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ s❡ ❞♦✐t ❞✬êtr❡ ❝♦rr❡❝t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✭✐✳❡✳✱ s❡ ❞é✲
❝❧❡♥❝❤❡r ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞❡s r♦✉❡s✮ ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✭✐✳❡✳✱ s❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡r ❞ès q✉❡ ❧❡ ❜❧♦❝❛❣❡
❞❡s r♦✉❡s ❛ ❧✐❡✉✮✳
❈❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡ ❡st ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❙❛♥s êtr❡ ❡①❤❛✉st✐❢✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❝✐t❡r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞és ✐♥❞✉str✐❡❧s ✭❝❡♥tr❛❧❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ❬◆❙❑❚✾✽❪✱ s✐❞ér✉r❣✐❡
❬❲❛❧✾✼❪✱ ❡t❝✳✳✳✮✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛s ❬❖✇❡✾✼❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ✭❛ér♦✲
♥❛✉t✐q✉❡ ❡t ❛ér♦s♣❛t✐❛❧❡ ❬❇❧❛✵✾❪✱ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ❬❆❯❚✱ ❋▼❇+✵✾❪✱ ❡t❝✳✳✳✮✳
❯♥❡ ❡rr❡✉r ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❞✉❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ❡st
❞❡ ❝r♦✐r❡ q✉✬✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ ❞♦✐t ❛❣✐r ✈✐t❡✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ é✈♦❧✉❡ ❧❡ s②stè♠❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ♣✐❧♦t❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣❡r♠❡ttr❛ à ✉♥ ♣❡t✐t r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♣❛r✲
❝♦✉rs t♦✉t ❡♥ é✈✐t❛♥t ❞❡s ♦❜st❛❝❧❡s st❛t✐q✉❡s ✭❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠✉r✮ ♦✉ ❧❡♥ts ✭❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡
♠❛r❝❤❛♥t✮✳ ▼❛✐s s✐ ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✏r❛♣✐❞❡✏ s✉r✈✐❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✐ é✈♦❧✉❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡
❝❡ q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ❝♦✉r✐r
❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♠❛r❝❤❡r✱ ❛❧♦rs ❧❡ r♦❜♦t ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré❛❣✐r ❡t ❞♦♥❝ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❧❡
t❡♠♣s ❞✬é✈✐t❡r ❧❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳
❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ t❡♠♣s ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
✭❧❡ r♦❜♦t✮✱ ♠❛✐s ❡st ❧✐é à ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ é✈♦❧✉❡ ❧❡ s②stè♠❡✳ ❊t s✐ ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t
s✉r✈✐❡♥t ♣❧✉s ✈✐t❡ q✉❡ ❝❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❛❧♦rs ❝❡❧❛ ♠❡t ❡♥
❞❛♥❣❡r ❧❛ s✉r✈✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✳
◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧✳ ❯♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st
❞♦♥♥é❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛❣ît s✉r s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t à tr❛✈❡rs ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✱

✶✳ ❆♥t✐✲❇❧♦❝❦✐♥❣ ❙②st❡♠

✺
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Capteurs Actionneurs

Système de contrôle

Procédé

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❙②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧

❡t ré❝✉♣èr❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ré♣❛♥❞✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s q✉❡
♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧❡ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t ❞✬✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ ✿

✕ ✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ s❡r❛ à ❝♦♥tr❛✐♥t❡s str✐❝t❡s ✭❤❛r❞✲r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠✮✱ s✐ ❧❡ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t
❞✬✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ ❛ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❝❛t❛str♦♣❤✐q✉❡s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧✱ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡
♣♦✉✈♦✐r ♥✉✐r❡ à s♦♥ ✐♥té❣r✐té✳

✕ ✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ s❡r❛ à ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦♥ str✐❝t❡s ✭s♦❢t✲r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠✮✱ s✐ ❧❡ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t
❞✬✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ ♣r♦❞✉✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛❧tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ rés✉❧t❛t✱ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t
♥✉✐r❡ à ❧✬✐♥té❣r✐té ❞✉ s②stè♠❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♠é❞✐❛✮✳

■■✳ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧

❯♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ s✬❡①é❝✉t❛♥t s✉r ✉♥ ♦✉ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧❛✲
t❡✉r✭s✮ ❢♦r♠❛♥t ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡✳

✻



■■✳ ❆❘❈❍■❚❊❈❚❯❘❊ ❉❊❙ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❚❊▼P❙ ❘➱❊▲

■■✳✶✳ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡

▲❡ t❡r♠❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❞és✐❣♥❡ ✐❝✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠❛tér✐❡❧❧❡s ✭♦✉ ♣❤②s✐q✉❡s✮
q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ✿ ❝❡❧❛ ✐♥❝❧✉t ❞♦♥❝ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱
♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ ❧❡s rés❡❛✉①✱ ❧❡s ❝❛rt❡s ❞✬❡♥tré❡s ✴ s♦rt✐❡s ✭q✉✐ s♦♥t r❡❧✐é❡s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✉① ❝❛♣t❡✉rs ❡t ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✮✱ s✉♣♣♦rt ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✱ ❡t❝✳
▲❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssé❡s ❞❛♥s tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✉t✐❧✐sés ❡t à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥
❞❡ rés❡❛✉① ✿
✕ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r ✿ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡
♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ rés❡❛✉①✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡①é❝✉t❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧✱ ❧❡ t❡♠♣s ♣r♦❝❡ss❡✉r ét❛♥t ❛❧♦rs ♣❛rt❛❣é ❡♥tr❡
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❀

✕ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉r ✿ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss❡✉rs
♣❛rt❛❣❡❛♥t ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♠é♠♦✐r❡ ❝❡♥tr❛❧❡✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ré♣❛rt✐❡s s✉r
❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ◆♦t♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡
rés❡❛✉①✳

✕ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ✿ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❝❤❛q✉❡
♣r♦❝❡ss❡✉r ❛②❛♥t ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ♣r♦♣r❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❝♦♠♠✉♥❡
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❡ tr♦✉✈❛♥t s✉r ❞❡s
♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts ❡t ❛②❛♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❧❡ ❢❡r♦♥t à tr❛✈❡rs ✉♥ rés❡❛✉✳

■■✳✶✳❛✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs

❯♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❙❛✉❢ ❛✈✐s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s
♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉rs ♦✉ ❞✐str✐❜✉é❡s✱ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs s❡r♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧s s❡r♦♥t
✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s ✿ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛ s✬❡①é❝✉t❡r ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r q✉❡ s✉r ✉♥
❛✉tr❡✳ ❉❡ t❡❧s s②stè♠❡s s♦♥t ❞✐t ❤♦♠♦❣è♥❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✐✛èr❡
❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r à ❧✬❛✉tr❡ ✭✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♠é♠♦✐r❡✱ ❥❡✉ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡t❝✳✳✳✮✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st
❞✐t ❤étér♦❣è♥❡✳

■■✳✶✳❜✳ ▲❡s rés❡❛✉①

▲❡s rés❡❛✉① s♦♥t ❧❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ❉❡✉① tâ❝❤❡s s❡ tr♦✉✈❛♥t
s✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts ❡t s♦✉❤❛✐t❛♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❧❡ ❢♦♥t ❡♥ ❡♥✈♦②❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s♦✉s
❢♦r♠❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s q✉✐ tr❛♥s✐t❡♥t ♣❛r ❧❡s rés❡❛✉①✳
■❧s ❡①✐st❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ rés❡❛✉①✱ ❞♦♥t ✈♦✐❝✐ ✉♥❡ ❧✐st❡ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ✿
✕ ❧❡ rés❡❛✉ ❈❆◆ ❬■❙❖✾✹❛❪ ❀
✕ ❧❡ rés❡❛✉ ❱❆◆ ❬■❙❖✾✹❜❪ ❀
✕ ❧❡ rés❡❛✉ ❆❋❉❳ ✴ ❆❘■◆❈ ❬❆r✐✵✾❪✳

✼
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❈❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s rés❡❛✉① s♦♥t très ❡♠♣❧♦②és ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ t②♣❡
❞❡ rés❡❛✉ ❈❆◆ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉
❆❋❉❳ ❡st ♣❧✉tôt ❡♠♣❧♦②é ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡ ❡t s♣❛t✐❛❧❡✳

■■✳✷✳ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡

▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s
❞✐st✐♥❝t❡s ✿
✕ ✉♥ ❡①é❝✉t✐❢ t❡♠♣s ré❡❧✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❜❛s ♥✐✈❡❛✉ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❀
✕ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧✳

■■✳✷✳❛✳ ❊①é❝✉t✐❢ t❡♠♣s ré❡❧

▲✬❡①é❝✉t✐❢ t❡♠♣s ré❡❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿
✕ ✉♥ ♥♦②❛✉ t❡♠♣s ré❡❧✱ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝♦❡✉r ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐❢ t❡♠♣s ré❡❧ ❀
✕ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ♦✉ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ✈❡♥❛♥t ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡ ♥♦②❛✉ t❡♠♣s ré❡❧ ❡t ❢❛❝✐❧✐t❛♥t ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à tr❛✈❡rs ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ r♦✉t✐♥❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ✜❝❤✐❡rs✱ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ t✐♠❡rs✱
❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉①✱ ❡t❝✳✳✳

❯♥ ♥♦②❛✉✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ q✉❛❧✐✜é ❞❡ t❡♠♣s ré❡❧✱ ❞♦✐t ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡rt❛✐♥❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s✱ ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❞❡s s❡r✈✐❝❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❬❇✉t✾✼❪ ✿
✕ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❀
✕ r♦✉t✐♥❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❀
✕ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t r❡t❡♥✉❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ✭❝❛s ❞✬✉♥❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✮✱ ♦✉ ❞❡ séq✉❡♥❝❡✉r ✭❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡✮✳ ▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s
❡♥✲❧✐❣♥❡ ❡t ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ s❡r♦♥t ❞é✜♥✐❡s ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ■■✳✷✳❥✳
❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡s s❡r✈✐❝❡s✱ ✉♥ ❡①é❝✉t✐❢ t❡♠♣s ré❡❧ s❡ ❞♦✐t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧✬❡①é❝✉t✐❢
t❡♠♣s ré❡❧ ✭♦✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✮✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡
❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞✉ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧✳
❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①é❝✉t✐❢s t❡♠♣s ré❡❧ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ✿
✕ ❱①❲♦r❦s ❬❘✐✈❪
✕ ❘❚ ▲✐♥✉① ❬❇❛r✾✼❪
✕ ❆❞❛ ❚❡♠♣s ❘é❡❧ ❬❘♦s✱ ❇❉❱✵✹❪
✕ ❖s❡❦ ✴ ❱❉❑ ❬❖s❡✵✺❪
✕ P❖❙■❳ ❬■❊❊✵✹❪
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs ❡①é❝✉t✐❢s t❡♠♣s ré❡❧ ✭❆❞❛✱ ❖s❡❦ ✴ ❱❉❳ ❡t P♦s✐①✮✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ré❛❧✐té
❞❡ ♥♦r♠❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❡t q✉✬✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡ ❞♦✐t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❛✜♥ ❞❡
r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s❞✐t❡s ♥♦r♠❡s✳

✽



■■✳ ❆❘❈❍■❚❊❈❚❯❘❊ ❉❊❙ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❚❊▼P❙ ❘➱❊▲

Capteurs Actionneurs

Procédé

Système de contrôle

Tâche 1

Tâche 2

...

Tâche n

Programme applicatif

Exécutif temps réel

Architecture physique

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧

■■✳✷✳❜✳ Pr♦❣r❛♠♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ q✉✐ ✈❛ ❡①é❝✉t❡r ❧❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❝é❞é✳ ▲❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ❡♥t✐tés ❞✐st✐♥❝t❡s ❛♣♣❡❧é❡s tâ❝❤❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❛②❛♥t ✉♥ rô❧❡ q✉✐
❧✉✐ ❡st ♣r♦♣r❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
✕ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❀
✕ êtr❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❛❧❛r♠❡ ❀
✕ tr❛✐t❡r ❞❡s ❡♥tré❡s ✴ s♦rt✐❡s ❀
✕ ❡t❝✳✳✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❝❧é ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧✱
♣✉✐sq✉❡ ❝❡ s♦♥t ❝❡s ❡♥t✐tés ❞❡ ❜❛s❡ q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s
ré❡❧✳ ▲✬❡①é❝✉t✐❢ t❡♠♣s ré❡❧ ♠❡t à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s r♦✉t✐♥❡s q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ♣♦✉r
ré❛❧✐s❡r ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❈❡s r♦✉t✐♥❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✿
✕ ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ tâ❝❤❡s ❀
✕ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❀
✕ ❞✬❛❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥trô❧é✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳

✾
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◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♠❛❥❡✉r❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ ét❛✐t ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❡ t❡♠♣s ❡st ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✱
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✿
✕ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞♦♥t ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡t ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛❝✲
t✐✈❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❡st ❝♦♥st❛♥t✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞é✳

✕ ✉♥❡ tâ❝❤❡ s♣♦r❛❞✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❞é❧❛✐ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s
s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣✐r❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ tâ❝❤❡ s♣♦r❛❞✐q✉❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❛ ♣r✐♦r✐✳

✕ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞♦♥t ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ❛✉❝✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❡st
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛❝t✐✈é❡ s✉r ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❡①tér✐❡✉r✳

❈❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥❝❡✱ ❡t ❞❡ ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❡r
❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ✿
✕ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞✉ ❝♦❞❡ ❡①é❝✉t❛❜❧❡✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❀
✕ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✭♦✉ ❡①é❝✉t✐♦♥✮ ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✳
❈❡tt❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✐♥❞✉✐t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ q✉✐ s✉✐t✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳

■■✳✷✳❝✳ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣rés❡♥té ❡st ❝❡❧✉✐ ❞é✜♥✐ ♣❛r ▲✐✉ ❡t ▲❛②❧❛♥❞ ❞❛♥s ❬▲▲✼✸❪✱ q✉✐
❞é✜♥✐t ✉♥❡ tâ❝❤❡ τi ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ tr✐♣❧❡t (Ci, Di, Ti)✱ ♦ù ✿
✕ Ci ❡st ❧❛ ♣✐r❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s ♣r♦❝❡ss❡✉r ♠❛①✐♠✉♠
♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✳ ▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ♣❛rt ❡♥t✐èr❡ ❛②❛♥t été ❡t ❝♦♥t✐♥✉❛♥t ❞✬êtr❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ❬❲❊❊+✵✽❪✳

✕ Di ❡st ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✳ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ j ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❛❝t✐✈é❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t ❞♦✐t
❛✈♦✐r t❡r♠✐♥é❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✈❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t t + Di✳ ❈❡t ✐♥st❛♥t t + Di ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é
é❝❤é❛♥❝❡ ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ j ❞❡ τi ❡t ❡st ♥♦té❡ di,j✳

✕ Ti ❡st ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✳ ❙✐ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❡st ❛❝t✐✈é❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ❛❧♦rs ❧❛
♣r♦❝❤❛✐♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi s❡r❛ ❛❝t✐✈é❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t + Ti✳

❈❤❛q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✳
❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ Di ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ Ti ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡
❞✬✉♥ s②stè♠❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s τ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✿
✕ à é❝❤é❛♥❝❡ s✉r r❡q✉êt❡✱ s✐ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✱ ✐✳❡✳✱

Di = Ti,∀τi ∈ τ ❀
✕ à é❝❤é❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ s✐ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
tâ❝❤❡✱ ✐✳❡✳✱ Di ≤ Ti,∀τi ∈ τ ❀

✕ à é❝❤é❛♥❝❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ s✐ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✬❡st ♣❛s r❡❧✐é❡ à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ tâ❝❤❡ τi ❞✉ s②stè♠❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ Di s✉♣ér✐❡✉r❡ à s❛ ♣ér✐♦❞❡ Ti✳

✶✵



■■✳ ❆❘❈❍■❚❊❈❚❯❘❊ ❉❊❙ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❚❊▼P❙ ❘➱❊▲

Ci

Ti

Di

j ème occurence de τi j + 1ème occurence de τi

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲✐✉ ❡t ▲❛②❧❛♥❞

Ci

Tri

t t + Di

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τi

■■✳✷✳❞✳ ❙②stè♠❡ s②♥❝❤r♦♥❡ ✴ ❛s②♥❝❤r♦♥❡

❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡ s❡r❛ ❞✐t s②♥❝❤r♦♥❡ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❞é♠❛rr❡♥t ❧❡✉r ❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ❛✉ ♠ê♠❡ ✐♥st❛♥t✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❝❡t ✐♥st❛♥t ❡st ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣r✐s ❝♦♠♠❡
✐♥st❛♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬✐♥st❛♥t ✵✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞é♠❛rr❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❞✐✛éré❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s tâ❝❤❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s❡r❛ ❞✐t ❛s②♥❝❤r♦♥❡✳

■■✳✷✳❡✳ ❚❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s t❡♠♣s ré❡❧✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❡♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τi ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡
❞é❧❛✐ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❡t s❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✮✳

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ▲❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τi✱ ♥♦té Tri✱ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ t❡♠♣s ❞❡
ré♣♦♥s❡ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ τi✳

✶✶
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❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧
❛✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✳

■■✳✷✳❢✳ ❖r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té

▲♦rsq✉✬✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ ❡st ❡①é❝✉té s✉r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞♦♥♥é❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✈♦✐r ✉♥
♠♦②❡♥ ✜❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝✐❞❡r✱ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✱ q✉❡❧❧❡ tâ❝❤❡ ✈❛ s✬❡①é❝✉t❡r✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ✈ér✐✜é❡s ✿ ❝✬❡st ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♦r❣❛♥✐s❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s
❞❡ s♦rt❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s t❡r♠✐♥❡♥t ❧❡✉r ❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✈❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡✉r é❝❤é❛♥❝❡✱ ❡t
❛✐♥s✐ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬✐♥té❣r✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ❯♥❡ tâ❝❤❡ τi ❡st ❞✐t❡ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♦✉ ✈❛❧✐❞❡ ❧♦rsq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛
tâ❝❤❡ τi r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡✉r é❝❤é❛♥❝❡✳

❊t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ t♦✉t ❡♥t✐❡r ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ❯♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ ❡st ❞✐t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♦✉ ✈❛❧✐❞❡ ❧♦rsq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s
q✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t s♦♥t ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡s✳

▲♦rsq✉✬♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ❞✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s✱ ❝♦♠♠❡
❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡s ♦✉ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡✳

■■✳✷✳❣✳ ❖♣t✐♠❛❧✐té

❯♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ét✉❞✐❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦♣✲
t✐♠❛❧✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ❡st ❞✐t ♦♣t✐♠❛❧ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ♣❡✉t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✜❛❜❧❡✲
♠❡♥t t♦✉t s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡s✳

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s τ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡
A′✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ♣♦✉rr❛ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✜❛❜❧❡♠❡♥t τ ✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡
s❡r❛ ❞✐t ♦♣t✐♠❛❧ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣ré❝✐s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ s②♥❝❤r♦♥❡s ❡t à é❝❤é❛♥❝❡ s✉r r❡q✉êt❡✳

■■✳✷✳❤✳ ❉♦♠✐♥❛♥❝❡ ✴ ♥♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐té

■❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡ ♣❛r❢♦✐s ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t à
tr❛✈❡rs ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ❞♦♠✐♥❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ B s✐ t♦✉t s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♦r❞♦♥♥❛♥✲
ç❛❜❧❡ ♣❛r B ❧✬❡st ♣❛r A ❡t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♣❛r A ❡t q✉✐
♥❡ ❧❡ s♦✐t ♣❛s ♣❛r B✳

✶✷



■■✳ ❆❘❈❍■❚❊❈❚❯❘❊ ❉❊❙ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❚❊▼P❙ ❘➱❊▲

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ❉❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s A ❡t B s❡r♦♥t ❞✐t ♥♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿
✕ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s τ q✉✐ s♦✐t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♣❛r A ❡t ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♣❛r B ❀
✕ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s τ ′ q✉✐ s♦✐t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♣❛r B ❡t ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♣❛r A ❀

■■✳✷✳✐✳ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❯♥❡ ♥♦t✐♦♥ très ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t ✴ ♦✉ s✉✣s❛♥t❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❧✬✉t✐❧✐s❡♥t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τi ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡
s♦♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ Ci ❡t s❛ ♣ér✐♦❞❡ Ti✳ ■❧ ❡st ♥♦té ui ✿

ui =
Ci

Ti

✭✶✳✶✮

▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s ♣r♦❝❡ss❡✉r ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❝♦rr❡❝t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✵✳✷ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ r❡q✉✐❡rt
20% ❞✉ t❡♠♣s ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣♦✉r s✬❡①é❝✉t❡r ❞❛♥s ❧❡s t❡♠♣s✳
P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❢❛❝✲
t❡✉rs ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✿

U =
n∑

i=1

ui ✭✶✳✷✮

❉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❞✬✉♥ s②stè♠❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡ τ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ s✉r m ♣r♦❝❡ss❡✉rs s✐ s♦♥
❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à m✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣❧✉s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ q✉✬✐❧s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❡♥ ❢♦✉r♥✐r✳
▲❡ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❢♦r❝é♠❡♥t ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳

■■✳✷✳❥✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥✲❧✐❣♥❡ ✴ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssés ❞❛♥s ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❡✉r ♥❛t✉r❡ ✿
✕ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ✿ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉✐ s❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ ré♣été❡ ✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t ♣❛r ❧❡ séq✉❡♥❝❡✉r✳ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❡st ✐ss✉❡
❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡✛❡❝t✉é ❤♦rs✲❧✐❣♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳

✕ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥✲❧✐❣♥❡ ✿ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉r❛♥t ❧❛ ✈✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❝❤♦✐s✐t q✉❡❧❧❡ tâ❝❤❡ ❞♦✐t
s✬❡①é❝✉t❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s tâ❝❤❡s✳

▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ♣❧❛❝❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❡♥✲❧✐❣♥❡✳

✶✸
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■■✳✷✳❦✳ Pr✐♦r✐té ✜①❡ ✴ ❞②♥❛♠✐q✉❡

▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ♣♦✉r
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ✿ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st ❞♦♥♥é à ❧❛ tâ❝❤❡ ❛②❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r✐♦r✐té✳
▲❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ r❡t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi

♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r πi✱ ❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ♣❧✉s πi ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡st ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ τi✳ ❆✈❡❝
❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ 0 ♣♦✉r πi ✐♥❞✐q✉❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡✳
▲✬ét❛♣❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❛✛❡❝t❡r ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❛✉① tâ❝❤❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✿
✕ à ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ✿ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❛✛❡❝té❡ ❞✬✉♥❡ ♣r✐♦r✐té✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡
❤ér✐t❡r♦♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r✐♦r✐té✳

✕ à ♣r✐♦r✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ♥✬❡st ♣❧✉s ❛✛❡❝té❡ à ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♠❛✐s ❛✉① ✐♥st❛♥❝❡s✳ ■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣r✐♦r✐té ✿
✕ ❋❏P ✭❋✐①❡❞ ❏♦❜ Pr✐♦r✐t②✮ ✿ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❀
✕ ❉P ✭❉②♥❛♠✐❝ Pr✐♦r✐t②✮ ✿ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣❡✉t é✈♦❧✉❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳

■■✳✷✳❧✳ ❈❛r❛❝tèr❡ ♣ré❡♠♣t✐❢ ✴ ♥♦♥ ♣ré❡♠♣t✐❢

▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣ré❡♠♣t✐❢ ♦✉ ♥♦♥ ♣ré❡♠♣t✐❢ ❞❡s tâ❝❤❡s ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❡❧❧❡s s♦♥t ❛❣❡♥❝é❡s ✿
✕ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣ré❡♠♣t✐❜❧❡ ♣❡✉t✱ à t♦✉t ♠♦♠❡♥t✱ êtr❡ ✐♥t❡rr♦♠♣✉❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡
tâ❝❤❡ ❞❡ s✬❡①é❝✉t❡r ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡✮✳

✕ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥♦♥ ♣ré❡♠♣t✐❜❧❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡rr♦♠♣✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❡❧❧❡ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é
s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ♠ê♠❡ s✐ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ ❞❡♠❛♥❞❡ à ❛✈♦✐r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ♣r✐♦r✐té ❞❡✈r❛ ❛tt❡♥❞r❡ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣r✐♦r✐té ❛✐t t❡r♠✐♥é
s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r à s♦♥ t♦✉r s✬❡①é❝✉t❡r✳

■■■✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r

❯♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐❢ t❡♠♣s ré❡❧ q✉✐ ❛ttr✐❜✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❧❡
♣r♦❝❡ss❡✉r à ❧❛ tâ❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡✳

■■■✳✶✳ Pr✐♦r✐té ✜①❡

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s✱ ❡t ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥t
s♦♥t ❝♦♥s❛❝rés à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s✲✉♥s ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✳

■■■✳✶✳❛✳ ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝

❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ▲✐✉ ❡t ▲❛②❧❛♥❞ ❞❛♥s ❬▲▲✼✸❪✳ ❈❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✛❡❝t❡ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❛✉① tâ❝❤❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ♣ér✐♦❞❡ ✿ ♣❧✉s ❧❡✉r ♣ér✐♦❞❡ ❡st

✶✹



■■■✳ ❖❘❉❖◆◆❆◆❈❊▼❊◆❚ ▼❖◆❖P❘❖❈❊❙❙❊❯❘

❚â❝❤❡ Pi Ci πi

τ1 10 1 3
τ2 4 1 0
τ3 5 1 1
τ4 8 2 2

❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ ❆✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés s❡❧♦♥ ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝

τ2

τ3

τ4

τ1

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝

♣❡t✐t❡✱ ♣❧✉s ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ♣r✐♦r✐t❛✐r❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ ♣❛r ❘❛t❡ ▼♦✲
♥♦t♦♥✐❝ ❡st ❞♦♥♥é t❛❜❧❡ ✶✳✶✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

❖♣t✐♠❛❧✐té ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ rés✉♠é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸ ✭❬▲▲✼✸❪✮✳ ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡
tâ❝❤❡s s②♥❝❤r♦♥❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t à é❝❤é❛♥❝❡ s✉r r❡q✉êt❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣ré❡♠♣t✐♦♥✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ▲✐✉ ❡t ▲❛②❧❛♥❞ ♦♥t ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬▲▲✼✸❪✱ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ✿

✶✺



❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❚❤é♦rè♠❡ ✹ ✭❬▲▲✼✸❪✮✳ ❯♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ n tâ❝❤❡s ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♣❛r ❘❛t❡
▼♦♥♦t♦♥✐❝ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

U =
n∑

i=1

Ci

Ti

≤ n
(
2

1

n − 1
)

✭✶✳✸✮

❯♥❡ ❢♦r♠❡ ❞ér✐✈é❡ ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥s
♣ré❝✐s❡✱ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✸ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ n ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ✿

U ≤
1

ln 2
≈ 0.69 ✭✶✳✹✮

■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✱
❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈ér✐✜é❡s✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡
q✉❛♥t à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ét✉❞✐é ✭✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦♥
♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✮✳

■■■✳✶✳❜✳ ❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝

❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ▲❡✉♥❣ ❡t ❲❤✐t❡❤❡❛❞ ❞❛♥s ❬▲❲✽✷❪✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❡ ❧❡s ♣r✐♦r✐tés s♦♥t
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✛❡❝té❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❡✉r ♣ér✐♦❞❡✳

❖♣t✐♠❛❧✐té ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❡①♣❧✐❝✐té
♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✺ ✭❬▲❲✽✷❪✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ♣r✐♦r✐té
✜①❡ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s s②♥❝❤r♦♥❡s à é❝❤é❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣ré❡♠♣t✐♦♥ ❡st
❛✉t♦r✐sé❡✳

◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ s♦♥t à é❝❤é❛♥❝❡ s✉r r❡q✉êt❡✱ ❛❧♦rs ❘❛t❡
▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❡t ❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ s❡ ❝♦♥❢♦♥❞❡♥t✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❡st
✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡ ▲✐✉ ❡t ▲❛②❧❛♥❞ ✭❝❢✳ t❤é♦rè♠❡ ✹✮ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳ ❯♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ n tâ❝❤❡s ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♣❛r ❉❡❛❞❧✐♥❡
▼♦♥♦t♦♥✐❝ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

U =
n∑

i=1

Ci

Di

≤ n
(
2

1

n − 1
)

✭✶✳✺✮

✶✻



■■■✳ ❖❘❉❖◆◆❆◆❈❊▼❊◆❚ ▼❖◆❖P❘❖❈❊❙❙❊❯❘

❚â❝❤❡ Pi Di Ci πi

τ1 10 5 1 2
τ2 4 3 1 0
τ3 5 4 1 1
τ4 8 7 2 3

❚❛❜❧❡ ✶✳✷ ✕ ❆✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés s❡❧♦♥ ❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝

τ2

τ3

τ1

τ4

τ2

τ3

τ1

τ4

τ2

τ3

τ1

τ4

τ2

τ3

τ1

τ4

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝

■■■✳✶✳❝✳ ❆✉❞s❧❡②

▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à é❝❤é❛♥❝❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣ré❝é✲
❞❡♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ♦♣t✐♠❛✉①✳ ❆✉❞s❧❡②✱ ❞❛♥s ❬❆✉❞✾✶❪✱ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❛ ❧❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞✬êtr❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ rés✉♠❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✼ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✼ ✭❬❆✉❞✾✶❪✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆✉❞s❧❡② ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s
❛s②♥❝❤r♦♥❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t à é❝❤é❛♥❝❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣ré❡♠♣t✐♦♥✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ❝♦♥st❛t s✉✐✈❛♥t ✿ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞✉❡ ❛✉① tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s
❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s✱ ❡t ♥♦♥
❞❡ ❧❡✉r ♣r✐♦r✐té r❡❧❛t✐✈❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❞✬❆✉❞s❧❡② ❡st ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r t♦✉s ❧❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣r✐♦r✐té✱ ❞✉ ♠♦✐♥s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ ❛✉ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❡st
❛ss✐❣♥é❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ tâ❝❤❡ q✉✐ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✳ ❙✬✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
♣r✐♦r✐té ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❛✉❝✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss✐❣♥é❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳

✶✼
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■■■✳✷✳ Pr✐♦r✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ♣r✐♦r✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✛❡❝t❡♥t ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té q✉✐ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ st❛t✐q✉❡✳
▲❛ ♣r✐♦r✐té ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞✉r❛♥t ❧❛ ✈✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s✱
❧❡s ❝r✐tèr❡s ✉t✐❧✐sés ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✐♥s✐ ✈♦✐r✱ ❞❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s
s✉✐✈❛♥t✱ ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s ❡♥ ♣r✐♦r✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿ ❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❋✐rst ✭❊❉❋✮
❡t ▲❛st ▲❛①✐t② ✭▲▲✮✳

■■■✳✷✳❛✳ ❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❋✐rst

❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❋✐rst ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥♥✉ ❡t ét✉❞✐é ❞❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s ❬▲▲✼✸✱ ❉❡r✼✹✱
❍♦r✼✹❪✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞✬❛❝❝♦r❞❡r ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ à ❧❛ tâ❝❤❡ ❛②❛♥t
✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞♦♥t ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❛❜s♦❧✉❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡✳
▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st q✉✬❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡ à é❝❤é❛♥❝❡ s✉r
r❡q✉êt❡✱ ❧❡ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st ❞❡ ✶✵✵✪ ✭t❤é♦rè♠❡ ✽✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✽ ✭❬▲▲✼✸❪✮✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ n tâ❝❤❡s à é❝❤é❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♣❛r
❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❋✐rst s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

U =
n∑

i=1

Ci

Ti

≤ 1 ✭✶✳✻✮

◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✾ ✭❬❉❡r✼✹❪✮✳ ❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❋✐rst ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡
tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ U ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✶
✭❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡✮✳

■■■✳✷✳❜✳ ▲❡❛st ▲❛①✐t②

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❡❛st ▲❛①✐t② ❬▼♦❦✽✸❪ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧❛①✐té ♣♦✉r ❛ttr✐❜✉❡r ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❛✉①
tâ❝❤❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳ ▲❛ ❧❛①✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡♥❞❛♥t
❧❡q✉❡❧ ❧❛ tâ❝❤❡ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r s❛♥s r❛t❡r s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧❛①✐té ❞❡ ✵ ❞♦✐t ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❛✈♦✐r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❥✉sq✉✬à s❛
t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ s❛♥s q✉♦✐ ❡❧❧❡ r❛t❡r❛ s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡ ❡t s❡r❛ ❞♦♥❝ ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞✬❛ttr✐❜✉❡r ❧❛ ♣❧✉s ❤❛✉t❡ ♣r✐♦r✐té à ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞♦♥t ❧❛
❧❛①✐té ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ ❝❛r ❝✬❡st ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❛②❛♥t ❧❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ♠❛r❣❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡
❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡s tâ❝❤❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ❡t
♠♦❜✐❧✐s❡ ❞❛♥s ❝❡ ❜✉t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♠❛✐s q✉✬❡♥ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♣r♦✈♦q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s✳

✶✽



■■■✳ ❖❘❉❖◆◆❆◆❈❊▼❊◆❚ ▼❖◆❖P❘❖❈❊❙❙❊❯❘

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵ ✭❬▼♦❦✽✸❪✮✳ ▲❡❛st ▲❛①✐t② ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ s②stè♠❡ U ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✶✳

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❊❉❋✱ ▲▲ ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❛✉ ✈✉❡
❞❡ s❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés
♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ▲▲ ❡st r❛r❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

■■■✳✸✳ ●❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s

❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s tr❛✐tés ét❛✐❡♥t ❝♦♥st✐✲
t✉és ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢s✱ ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣❛rt❛❣❡r ❞❡s
r❡ss♦✉r❝❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡s ✭❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛❝❝ès ♠é♠♦✐r❡✮ ♦✉ ♠❛tér✐❡❧❧❡s ✭❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs✮✳ ▲❛ ❝❛✲
r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ré❣❧❡♠❡♥té❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡
❞✐t❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ q✉❡ ♣❛r ✉♥❡ s❡✉❧❡ tâ❝❤❡ à ❧❛ ❢♦✐s✳ ❙✐ ✉♥❡ tâ❝❤❡ τi ✈❡✉t ♣r❡♥❞r❡
✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❡t q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ❛tt❡♥t❡✱ ❥✉sq✉✬à
❝❡ q✉❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ s♦✐t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳

▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ ♣❡✉t êtr❡ ❧❛ ❝❛✉s❡ ✿

✕ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ♣r✐♦r✐té ✿ ✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❛ ❧✐❡✉ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st r❡t❛r❞é❡ ♣❛r
✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣r✐♦r✐té ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ♣❛rt❛❣❡♥t ♣❛s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡
✶✳✼✱ ❧❛ tâ❝❤❡ τ1 ♥❡ ♣❡✉t s✬❡①é❝✉t❡r à ❧✬✐♥st❛♥t t = 2 ❝❛r ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R ❡st ♣♦ssé❞é❡ ♣❛r τ3✳
τ1✱ ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t ♣❛s ❛✈♦✐r ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞ét❡♥✉❡ ♣❛r τ3✱ ❡st ❜❧♦q✉é❡✳ τ2✱ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ♣❧✉s
❢♦rt❡ q✉❡ τ3✱ s✬❡①é❝✉t❡ ❛✉ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ τ1 q✉✐ ❡st ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❡t q✉✐ ❛ ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡
❝❡❧❧❡ ❞❡ τ2✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝✱ s✉r ❝❡tt❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❡ τ2 r❡t❛r❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ τ1 ❛❧♦rs q✉❡ τ1 ❡t
τ2 ♥❡ ♣❛rt❛❣❡♥t ♣❛s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳

✕ ❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡s ✿ ✉♥ ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡ ♣❡✉t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ s✐ ✉♥❡ tâ❝❤❡ τi ✈❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡
R1 ♣♦ssé❞é❡ ♣❛r ✉♥❡ tâ❝❤❡ τj✱ ❡t q✉❡ τj ✈❡✉✐❧❧❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ R2 ♣♦ssé❞é❡ ♣❛r τi✳ ▲❡s
❞❡✉① tâ❝❤❡s s♦♥t ❜❧♦q✉é❡s✱ ❝❛r τi✱ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ R1 ❞♦✐t ❛tt❡♥❞r❡ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τj ❧❛ ❧✐❜èr❡✳
▼❛✐s ❧❛ tâ❝❤❡ τj✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❧✐❜ér❡r ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R1✱ ❞♦✐t ❝♦♥t✐♥✉❡r s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐
❧✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t❛♥t q✉❡ τi ♥✬❛ ♣❛s ❧✐❜éré ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R2✳ ▲❡s ❞❡✉① tâ❝❤❡s τi ❡t τj s♦♥t
✐♥t❡r❜❧♦q✉é❡s✳

✕ ❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✿ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t q✉✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡s ❞❡s tâ❝❤❡s✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✉♥ s②stè♠❡ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ r❡st❡ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳ ❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
♣❛rt❛❣é❡s✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t r❡♥❞r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♦r❞♦♥♥❛♥✲
ç❛❜❧❡ ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✶✳✽✮✳

❆✜♥ ❞❡ ❣ér❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡✛❡ts✱ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♦♥t été ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t✳

✶✾
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τ1

τ2

τ3

Inversion de priorité Utilisation de la ressource R

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♦r✐té

■■■✳✸✳❛✳ Pr♦t♦❝♦❧❡ à ♣r✐♦r✐té ❤ér✐té❡

▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à ♣r✐♦r✐té ❤ér✐té❡ ✷ ♦✉ PP❍ ❬❙❘▲✾✵❪ ♦✛r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥
❞❡ ♣r✐♦r✐té✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♣r♦✈♦q✉❛♥t
❧❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ♣r✐♦r✐té ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ♥❡ ♣ré❡♠♣t❡♥t ❧❛ tâ❝❤❡
❞ét❡♥❛♥t ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡✳
❱♦✐❝✐✱ ét❛♣❡ ♣❛r ét❛♣❡✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à ♣r✐♦r✐té ❤ér✐té❡ ✿

✶✳ ❙✐ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❡ss❛✐❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ R ❞ét❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ tâ❝❤❡ τj ❞❡ ♣r✐♦r✐té
✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❛❧♦rs τi ❡st ❜❧♦q✉é❡ ❀

✷✳ τj ✈❛ ✏❤ér✐t❡r✑ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ τi✱ t❛♥t q✉❡ τj ❞ét✐❡♥❞r❛ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞é❡ ♣❛r τi ❀

✸✳ ▲♦rsq✉❡ τj ❧✐❜èr❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ♣r✐♦r✐té ❞❡♠❛♥❞❛♥t ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R
❡st ❛❝t✐✈é❡✳ ❙✐ ❧❛ tâ❝❤❡ τj ❜❧♦q✉❛✐t ✉♥❡ ❛✉tr❡ tâ❝❤❡ τk ❞✉❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ r❡ss♦✉r❝❡ R′✱ ❛❧♦rs
τj ❤ér✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ τk✱ s✐♥♦♥✱ τj r❡tr♦✉✈❡ s❛ ♣r✐♦r✐té ✐♥✐t✐❛❧❡ ❀

✹✳ ▲✬❤ér✐t❛❣❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❡st tr❛♥s✐t✐❢ ✿ s✐ τk ❜❧♦q✉❡ τj q✉✐ ❜❧♦q✉❡ τi✱ ❛❧♦rs ❧❛ tâ❝❤❡ τk ❤ér✐t❡
❞❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ τi✳

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡s✳

■■■✳✸✳❜✳ Pr♦t♦❝♦❧❡ à ♣r✐♦r✐té ♣❧❛❢♦♥❞

▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à ♣r✐♦r✐té ♣❧❛❢♦♥❞ ✸ ♦✉ PPP r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à ♣r✐♦r✐té ❤ér✐té❡✱
❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❡s ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ♣r✐♦r✐té✱ ❡t é✈✐t❡✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡s✳ ❈❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❛ été
✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❙❤❛✱ ❘❛❥❦✉♠❛r ❡t ▲❡❤♦❝③❦② ❞❛♥s ❬❙❘▲✾✵❪✳

✶✳ ❈❤❛q✉❡ r❡ss♦✉r❝❡ Rk ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ♣❧❛❢♦♥❞ C(Rk) é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ ❧❛
tâ❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ ♣♦✉✈❛♥t ❡♥ ❢❛✐r❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❀

✷✳ ❙♦✐t R∗ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❛②❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ♣r✐♦r✐té ♣❧❛❢♦♥❞ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✈❡r✲
r♦✉✐❧❧é❡s✳

✷✳ ♦✉ Pr✐♦r✐t② ■♥❤❡r✐t❛♥❝❡ Pr♦t♦❝♦❧ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s
✸✳ ♦✉ Pr✐♦r✐t② ❈❡✐❧✐♥❣ Pr♦t♦❝♦❧ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s

✷✵



■■■✳ ❖❘❉❖◆◆❆◆❈❊▼❊◆❚ ▼❖◆❖P❘❖❈❊❙❙❊❯❘

C3 = 6, toutes les échéances sont respectées

τ1

τ2

τ3

C3 = 5, τ2 rate son échéance

τ1

τ2

τ3

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✕ ❆♥♦♠❛❧✐❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t❡ ♣r✐♦r✐té ♣rêt❡ à ❡♥tr❡r ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡
s♦✐t τi✳ τi ♥❡ ♣♦✉rr❛ ❡♥tr❡r ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡ q✉❡ s✐ s❛ ♣r✐♦r✐té ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡
à ❧❛ ♣r✐♦r✐té ♣❧❛❢♦♥❞ C(R∗)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ❛tt❡♥t❡✳

✹✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❜❧♦q✉é❡ s✉r ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡✱ ❡❧❧❡ tr❛♥s♠❡t s❛ ♣r✐♦r✐té à ❧❛ tâ❝❤❡ ♣♦s✲
sé❞❛♥t ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡

✺✳ ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à ♣r✐♦r✐té ❤ér✐té❡ ❡st ❝♦♥s❡r✈é❡✳

■■■✳✸✳❝✳ Pr♦t♦❝♦❧❡ à ♣r✐♦r✐té ♣❧❛❢♦♥❞ ✐♠♠é❞✐❛t

❈❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❑❛✐s❡r ❞❛♥s ❬❑❛✐✽✷❪✳ ■❧ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s q✉❡ ❧❡
♣r♦t♦❝♦❧❡ à ♣r✐♦r✐té ♣❧❛❢♦♥❞✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à ♣r✐♦r✐té ♣❧❛❢♦♥❞ ✐♠♠é❞✐❛t ❡st rés✉♠é ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

✶✳ ❈❤❛q✉❡ r❡ss♦✉r❝❡ Rk ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ♣❧❛❢♦♥❞ C(Rk) é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ ❧❛
tâ❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡r ✭❝♦♠♠❡ ♣♦✉r PPP✮ ❀

✷✶



❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

τ1

τ2

τ3

Utilisation de la ressource R1

Utilisation de la ressource R2

Utilisation des ressources R1 et R2

Héritage de priorité

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à ♣r✐♦r✐té ♣❧❛❢♦♥❞ ✐♠♠é❞✐❛t

✷✳ ❙♦✐t R∗ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❛②❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ♣r✐♦r✐té ♣❧❛❢♦♥❞ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✈❡r✲
r♦✉✐❧❧é❡s ✭❝♦♠♠❡ ♣♦✉r PPP✮✳

✸✳ ❯♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥tr❡r ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡✮✱ q✉❡ s✐ s❛
♣r✐♦r✐té ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à R∗ ♦✉ s✐ ❡❧❧❡ ❞ét✐❡♥t ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❧❡ ♣❧❛❢♦♥❞ s②stè♠❡
✭❝♦♠♠❡ ♣♦✉r PPP✮

✹✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡♥tr❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ Rk✱ ❡❧❧❡ ❤ér✐t❡ ❞❡ ❧❛
♣r✐♦r✐té ♣❧❛❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ Rk ❞✉r❛♥t t♦✉t❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ s❛ s❡❝t✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à ♣r✐♦r✐té ♣❧❛❢♦♥❞ ✐♠♠é❞✐❛t
❡st ❢♦✉r♥✐ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ✿
✕ ❞❡ ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s✱ R1 ❡t R2 ❀
✕ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τ1✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s R1 ❡t R2 ❀
✕ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τ2✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R2 ❀
✕ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τ3✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R3✳
▲❡s ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s R1 ❡t R2 ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r✐♦r✐té ♣❧❛❢♦♥❞ 0✱ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉t❡s ❞❡✉① r❡q✉✐s❡s
♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r✐♦r✐té✳ ❆ ❧✬✐♥st❛♥t t = 0✱ ❧❛ tâ❝❤❡ τ3 ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ à êtr❡ ♣rêt❡ ❡t
s✬❡①é❝✉t❡ ❞♦♥❝✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R1✳ ▲❛ tâ❝❤❡ τ3 ❤ér✐t❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ♣❧❛❢♦♥❞ ❞❡
R1✱ à s❛✈♦✐r ✵✳
❆ ❧✬✐♥st❛♥t t = 1✱ τ2 s❡ ré✈❡✐❧❧❡✳ τ2 ❡st ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ q✉❡ τ3✱♠❛✐s ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❧❛
r❡ss♦✉r❝❡ R1 ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ τ3 ❛ ♠♦❞✐✜é s❛ ♣r✐♦r✐té✳ τ3 ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ q✉❡ τ2 ❡t ❝✬❡st

✷✷
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❞♦♥❝ τ3 q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡✳
❆ ❧✬✐♥st❛♥t t = 2✱ τ1 s❡ ré✈❡✐❧❧❡✳ ▲❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❝r✐t✐q✉❡ R1 ét❛♥t ❞é❥à ♣r✐s❡✱ τ1 ❡st ❜❧♦q✉é❡✳
❆ ❧✬✐♥st❛♥t t = 3✱ τ3 ✈✐❡♥t ❞❡ t❡r♠✐♥❡r s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ❛ ❧✐❜éré ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R1✳ τ1 ❡t τ2 s♦♥t
♣rêt❡s✱ ❡t ❝♦♠♠❡ τ1 ❡st ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ q✉❡ τ2✱ τ1 s✬❡①é❝✉t❡ ❡t ❡♥tr❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡✱ ♣❛r ❧❛
♣r✐s❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s R1 ❡t R2✳
❆ ❧✬✐♥st❛♥t t = 3✱ τ1 t❡r♠✐♥❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❧✐❜ér❛♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s R1 ❡t R2✳ τ2 ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
s✬❡①é❝✉t❡r✱ t♦✉t ❡♥ ❤ér✐t❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ♣❧❛❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R2✳
❆ ❧✬✐♥st❛♥t t = 5 ✱ τ2 t❡r♠✐♥❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❧✐❜ér❛♥t ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R2 ❡t r❡tr♦✉✈❛♥t s❛ ♣r✐♦r✐té
✐♥✐t✐❛❧❡✳

■■■✳✹✳ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡

❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❛✜♥ ❞❡ s✬é❝❤❛♥❣❡r
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❈❡s é❝❤❛♥❣❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳
❇✐❡♥ s♦✉✈❡♥t✱ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❞é❝♦✉♣é❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
❢❛✐r❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t r❡❝❡✈♦✐r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ q✉✬❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❀
✕ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t ❡♥✈♦②❡r ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s q✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳
❈❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡s tâ❝❤❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡
❡♥tr❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ é♠❡ttr✐❝❡ τe ❡t ✉♥❡ tâ❝❤❡ ré❝❡♣tr✐❝❡ τr✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ♥♦♠♠é❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ s❡r❛ ♥♦té❡ τe ≺ τr✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ❬❙❙✾✹❪✳
❉❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ✿ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡
é♠❡ttr✐❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ré❝❡♣tr✐❝❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ é❣❛❧❡ ✭✐✳❡✳✱ Te = Tr✮✳

■■■✳✹✳❛✳ ●❡st✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❊❉❋

▲♦rsq✉✬❊❉❋ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r ❞✉
r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ❡♥ ❥♦✉❛♥t s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧❡s
❞❛t❡s ❞✬❛rr✐✈é❡ ❡t s✉r ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ τi ≺ τj s♦✐t r❡s♣❡❝té❡✱
✐❧ s✉✣t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ✿
✕ ri + Ci ≤ di✱ s❛♥s q✉♦✐✱ ✐❧ s❡r❛✐t str✐❝t❡♠❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r s♦♥
é❝❤é❛♥❝❡

✕ di ≤ dj − Cj✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❛✐t ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ q✉✐
❛rr✐✈❡ ♣❧✉s tôt q✉❡ ❧❡ ❞❡st✐♥❛t❛✐r❡✱ ❡t q✉❡ ❝❡tt❡ é❝❤é❛♥❝❡ ❧❛✐ss❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ t❡♠♣s ❛✉ ré❝❡♣t❡✉r
❞✉ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳

■■■✳✹✳❜✳ ●❡st✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡♥ ♣r✐♦r✐té ✜①❡

▲❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡♥ ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡ ✿
✕ s♦✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ✐♥❝♦r♣♦r❡ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r ❞✉
r❡s♣❡❝t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❀

✷✸
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Ci Ti = Di πi

τ1 ✺ ✶✽ ✷
τ2 ✷ ✻ ✶
τ3 ✶ ✶✽ ✸
τ4 ✺ ✶✽ ✵

❚❛❜❧❡ ✶✳✸ ✕ ❙②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡s ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡♥ ♣r✐♦r✐té ✜①❡

✕ s♦✐t ✐❧ ❢❛✉t s✬❛ss✉r❡r ✏♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t✑ q✉❡ ❧❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r s♦♥
❡①é❝✉t✐♦♥ q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ s❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❛✐❡♥t t❡r♠✐♥és ❧❛ ❧❡✉r✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦❞✐✜❡r ❧❛
❞❛t❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞✉ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❞✉ré❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡
❞❡ t♦✉s s❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❬❚✐♥✾✹❪✳

❆ ♥♦t❡r é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡♥ ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧❛ s♦✉r❝❡
❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✶✳✸✳ ❯♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡
τ1 ❞❡ 2 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ✈❛ ❝♦♥❞✉✐r❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τ2 à r❛t❡r s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ tâ❝❤❡ τ4✱ q✉✐ ❡st
❧❛ tâ❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ❞♦✐t ❛tt❡♥❞r❡ q✉❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ❧❛ tâ❝❤❡
τ3✱ s❡ s♦✐t t❡r♠✐♥é❡ ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ τ1 t❡r♠✐♥❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❧✉s
tôt ♣❡r♠❡t à τ3 ❞❡ s✬❡①é❝✉t❡r ♣❧✉s tôt✳ ❆✐♥s✐✱ à ❧✬✐♥st❛♥t t = 6✱ ❧❡s tâ❝❤❡s τ2 ❡t τ4 s♦♥t ♣rêt❡s à
êtr❡ ❡①é❝✉té❡s✱ ❛❧♦rs q✉✬❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ s❡✉❧❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τ2 ét❛✐t ♣rêt❡✳ ❈♦♠♠❡ τ4 ❡st ❧❛ tâ❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s
♣r✐♦r✐t❛✐r❡✱ ❝✬❡st ❡❧❧❡ q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡✱ ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞❡ τ2✳

■❱✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉r

▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉r s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r ♣❛r ❧❛
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss❡✉rs s✉r ❧❡sq✉❡❧s ♣❡✉✈❡♥t s✬❡①é❝✉t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ❙❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ✿ s✉r q✉❡❧✭s✮ ♣r♦❝❡ss❡✉r✭s✮ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✈❛✲t✲❡❧❧❡ s✬❡①é❝✉t❡r ❄
✕ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ✿ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t✲❡❧❧❡ ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣♦✉r

s✬❡①é❝✉t❡r ❄
✕ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✿ ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ♣r✐s❡ ♣❛r

❞❡✉① tâ❝❤❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s s✬❡①é❝✉t❛♥t s✉r ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts ❀
✕ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ✿ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t✱
❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s✱ s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s
✭♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✮✳

✷✹
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τ1

τ2

τ3

τ4

Toutes les échéances sont respectées

τ1

τ2

τ3

τ4

Si τ1 termine en avance, τ2 rate son échéance

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡
❡♥ ♣r✐♦r✐té ✜①❡

■❱✳✶✳ ▼✐❣r❛t✐♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s

■❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥s ❛✉t♦r✐sé❡s ✿

✕ s❛♥s ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✿ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❛ss✐❣♥é❡ à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡
tâ❝❤❡ s✬❡①é❝✉t❡r♦♥t s✉r ❝❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❀

✕ ❛✈❡❝ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ✿ ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t ♠✐❣r❡r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡
♣❡✉t s✬❡①é❝✉t❡r s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t ❧✬✐♥st❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡♥❝é❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞♦♥♥é ♥❡ ♣♦✉rr❛ ♣❛s ♠✐❣r❡r
❡t ❢❡r❛ ❞♦♥❝ t♦✉t❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳

✕ ❛✈❡❝ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥t❡s ✿ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ s✉s♣❡♥❞✉❡✱
♣♦✉r êtr❡ r❡♣r✐s❡ ♣❧✉s t❛r❞ s✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳

✷✺
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■❱✳✷✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssés ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✿
✕ str❛té❣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✿ s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t m ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✈❛ ❛✛❡❝t❡r ❧❡s m tâ❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s ❛✉① m
♣r♦❝❡ss❡✉rs✳

✕ str❛té❣✐❡ ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✿ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❛r ♣❛rt✐✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❞❡ ♣❧❛❝❡r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❞✬❡①é❝✉t❡r s✉r ❝❤❛q✉❡
♣r♦❝❡ss❡✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r✳

■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ q✉✐ s♦✐t ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s②stè♠❡s
❞❡ tâ❝❤❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♠❛✐s ♣❛s ❛✈❡❝ ✉♥❡
str❛té❣✐❡ ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ♥♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s
❬▲❲✽✷❪✳

■❱✳✸✳ ❖♣t✐♠❛❧✐té

❯♥ rés✉❧t❛t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞é♠♦♥tré ♣❛r ❍♦♥❣ ❡t ▲❡✉♥❣ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶ ✭❬❍▲✾✷❪✮✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥✲❧✐❣♥❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ♠✉❧✲
t✐♣r♦❝❡ss❡✉rs✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ r❡str❡✐♥t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬ét✉❞❡ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s
❞❡ tâ❝❤❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♣t✐♠❛✉①✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡
P❢❛✐r ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ■❱✳✺✳❛✮✳

■❱✳✹✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❛r ♣❛r✲

t✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t

■❱✳✹✳❛✳ ●é♥ér❛❧✐té

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t r❡❧è✈❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦♠♠❡♥t tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣❧❛❝❡r s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛ été ♠♦♥tré
❝♦♠♠❡ ét❛♥t NP✲❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥s ❬▲❲✽✷❪✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦rr❡❝ts ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

■❱✳✹✳❜✳ ❋✐rst✲❋✐t ❡t ❇❡st✲❋✐t

P❛r♠✐ ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ❋✐rst ❋✐t ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡t ❇❡st ❋✐t ❉❡❝r❡❛s✐♥❣✱ q✉✐ r❡♣♦s❡♥t t♦✉s ❞❡✉① s✉r ❧❡

✷✻



■❱✳ ❖❘❉❖◆◆❆◆❈❊▼❊◆❚ ▼❯▲❚■P❘❖❈❊❙❙❊❯❘

♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✿ ♦♥ tr✐❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❛r ❝❤❛r❣❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✮✱ ❡t ♦♥ ❛✛❡❝t❡
❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥✳
▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s rés✐❞❡ s✉r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❡st ♣❧❛❝é❡ ❝❤❛q✉❡
tâ❝❤❡ ✿
✕ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ❋✐rst ❋✐t ❉❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ♣❧❛❝é❡ s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❝❡ss❡✉r
ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝r✐tèr❡s ❀

✕ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ❇❡st ❋✐t ❉❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ♣❧❛❝é❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❧❡
♠✐❡✉① r❡♠♣❧✐ q✉✐ ♣✉✐ss❡ ❧✬❛❝❝❡♣t❡r✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✱ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ tr✐ ❡t ✴ ♦✉ ❧❡ ❝r✐tèr❡
❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ✿
✕ ❋❇❇✲❋❋❉ ✭❋✐s❤❡r✱ ❇❛r✉❛❤ ❛♥❞ ❇❛❦❡r ✲ ❋✐rst ❋✐t ❉❡❝r❡❛s✐♥❣✮ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❋❇❇✵✻❪
✕ ❘▼◆❋ ✭❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❋✐rst✲❋✐t✮ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❉▲✼✽❪
✕ ❘▼❋❋ ✭❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ◆❡①t✲❋✐t✮ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❉▲✼✽❪
✕ ❘▼❙❚ ✭❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♠❛❧❧ ❚❛s❦✮ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❇▲❖❙✾✺❪
✕ ❘▼●❚ ✭❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ●❡♥❡r❛❧ ❚❛s❦✮ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❇▲❖❙✾✺❪
❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧❛ ❧✐st❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♥✬❡st ♣❛s ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ❋✐rst
❋✐t ♦✉ ❇❡st ❋✐t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s s❡✉❧s ❡①✐st❛♥ts✳

■❱✳✹✳❝✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ✿ ❜♦r♥❡ ❞❡ ✺✵✪

❯♥ ♠♦②❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❡t r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❡st ❞❡
s❡ ❜❛s❡r s✉r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✷ ✭❬▲●❉●✵✵❪✮✳ ❙✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à é❝❤é❛♥❝❡ s✉r r❡q✉êt❡ ✈ér✐✜❡ ✿

U ≤ 0.5(m + 1) ✭✶✳✼✮

♦ù m ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
str❛té❣✐❡ ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉✈❛♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✜❛❜❧❡♠❡♥t ❝❡ s②stè♠❡✳

❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s❡rré❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
tâ❝❤❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à 50% ♣❛r ♣r♦❝❡ss❡✉r q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥✲
ç❛❜❧❡✳

■❱✳✺✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♥✬❡♥tr❛♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t❡r♦♥s q✉❡ s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés✳

■❱✳✺✳❛✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ P❢❛✐r

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ P❢❛✐r ♦♥t ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞✬❡①é❝✉t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s à ✉♥ t❛✉① ré❣✉❧✐❡r✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s✐✱ ♣♦✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❡ t❛✉① ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi

✷✼



❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❛✈♦✐s✐♥❡ ui ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡ ❣r❛♥❞s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
♣❡t✐ts ❡t ❧❡ t❛✉① ♣❡✉t ✈❛r✐❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❢❛✐r ❛ ❝❡tt❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ t❛✉① ❡♥ s✬❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
tâ❝❤❡ τi r❡st❡ ✈♦✐s✐♥ ❞❡ ui✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦♥s✐❞éré✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡✱ s✐ ♦♥ ❞é♥♦t❡ S(τi, t) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉♥✐tés ♣r♦❝❡ss❡✉r ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛
tâ❝❤❡ τi ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, t[✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡t❛r❞ ♣❛r ✿

retard(τi, t) = ui · t− S(τi, t) ✭✶✳✽✮

❯♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❡r❛ ❛❧♦rs ❞✐t P❢❛✐r s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

−1 < retard(τi, t) < 1 ∀t, τi ∈ τ ✭✶✳✾✮

▲✬✐♥térêt ♠❛❥❡✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ P❢❛✐r ❡st q✉✬✐❧s s♦♥t ♦♣t✐♠❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ rés✉♠é
♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✸ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❢❛✐r ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s à é❝❤é❛♥❝❡ s✉r r❡q✉êt❡ ❡t à ❞é♣❛rt s✐♠✉❧t❛♥é✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❡st
❛✉t♦r✐sé❡ ❬❇❈P❱✾✻❪✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❇❛r✉❛❤ ❛ ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✹ ✭❬❇❈P❱✾✻❪✮✳ ❯♥ s②stè♠❡ τ ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ s②♥❝❤r♦♥❡s ❡t à é❝❤é❛♥❝❡
s✉r r❡q✉êt❡ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ P❢❛✐r s✉r m ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✐❞❡♥✲
t✐q✉❡s✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

U ≤ m ✭✶✳✶✵✮

P❛r♠✐ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t P❢❛✐r✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ✿
✕ P❋ ❬❇❈P❱✾✻❪
✕ P❉ ❬❇●P✾✺❪
✕ P❉2 ❬❆❙✵✵❪
❈❡s tr♦✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✛❡❝t❡♥t ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ❛✉① ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❊❉❋✱ s❡✉❧❡ ❞✐✛èr❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❧❡✈❡r ❧❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬é❣❛❧✐té ❞❡ ♣r✐♦r✐té✳

■❱✳✺✳❜✳ ❣✲❊❉❋

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❉❋ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t ❡st ❛❧♦rs ❞és✐❣♥é s♦✉s ❧❡
♥♦♠ ❣✲❊❉❋ ✭♣♦✉r ❣❧♦❜❛❧ ❊❉❋ ✮✳ ▲✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés s❡ ❢❛✐t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦♣r♦✲
❝❡ss❡✉r✱ ♠❛✐s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❡①é❝✉t❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡✱ ❧❡s m tâ❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s
s♦♥t ❡①é❝✉té❡s✱ ♦ù m ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳
❊❉❋ ét❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❡♥ ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r ❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s✱ ✐❧
❛ r❡ç✉ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❡♥ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉r ❬●❋❇✵✸✱ ❇❛❦✵✺❜✱ P❍❑+✵✺✱ ❇❇✵✻✱ ❇❇✵✽❪✳

✷✽
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■❱✳✺✳❝✳ ❊❉❩▲

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❉❩▲ ❬❈▲❆▲✵✷❪ ✭♣♦✉r ❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❩❡r♦ ▲❛①✐t②✮ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❊❉❋✳ ▲✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♠❛✐s s✐✱ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✱
✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛ ✉♥❡ ❧❛①✐té ♥✉❧❧❡✱ ❛❧♦rs ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❡st ❛✛❡❝té❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r✐♦r✐té✳
▲✬✐♥térêt ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❉❩▲ ❡st rés✉♠é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✺ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✺ ✭❬P❍❑+✵✺❪✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❉❩▲ ❞♦♠✐♥❡ ❣✲❊❉❋✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❉❩▲ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡s ❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬P❍❑+✵✺✱ ❇❈❇✵✽❪✳

❱✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é

▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❞✐str✐❜✉és s❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r
❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ♥♦♥ ♣❧✉s ❞✬✉♥ ♠❛✐s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡
❞❡ rés❡❛✉① ♣❡r♠❡tt❛♥t à ❞❡s tâ❝❤❡s s✬❡①é❝✉t❛♥t s✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r
❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❣râ❝❡ à ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✳

❱✳✶✳ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡

❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣♦s❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ■❧ r❡♣r❡♥❞s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦sés ♣❛r ❧❡ ❝❛s
♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❡t ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ✿
✕ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ✿ é✈✐t❡r ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❞❡s ❤♦r❧♦❣❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡s✲
s❡✉rs ❀

✕ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ✿ ❛✛❡❝t❡r ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ❛✉① ♠❡ss❛❣❡s s✉r ❧❡s
rés❡❛✉①✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉✬❛✉❝✉♥❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s
♥✬❡st ❛✉t♦r✐sé❡✳

❱✳✷✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s

❈♦♠♠❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r q✉✐ s❡ ♣❛rt❛❣❡♥t ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ✭❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✮✱
❧❡s ♠❡ss❛❣❡s q✉✐ tr❛♥s✐t❡♥t s❡ ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡ rés❡❛✉✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡✱ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s s♦♥t
s♦✉✈❡♥t ♠♦❞é❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♥♦♥ ♣ré❡♠♣t✐❜❧❡s ❤ér✐t❛♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❡✉r
❡①♣é❞✐t❡✉r ❡t ❞❡st✐♥❛t❛✐r❡ ✿
✕ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ é♠❡ttr✐❝❡ ❀
✕ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ tr❛♥s✐t ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❀
✕ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ré❝❡♣tr✐❝❡✳

✷✾
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❯♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s♦✉✈❡♥t ❢❛✐t❡✱ ❡st q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t r❡❝❡✈♦✐r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ q✉✬❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ s♦♥
❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❡t ♥❡ ♣❡✉① ❡♥ ❡♥✈♦②❡r ✉♥ q✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ q✉❡ ♥♦✉s
❢❛✐s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈♦②é ♣❛r ✉♥❡ tâ❝❤❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❡st t❡r♠✐♥é❡✳
✕ ✉♥❡ tâ❝❤❡ r❡❝❡✈❛♥t ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞é❜✉t❡r s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ q✉✬à ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❡ss❛❣❡
✭❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ ❣✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✮✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
❤♦❧✐st✐q✉❡ ❬❚✐♥✾✹❪ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❞✐str✐❜✉és ❡t q✉✐ s❡r❛ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝✐t❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❘✐❝❤❛r❞ ❬❘✐❝✵✷❪ tr❛✐t❛♥t ❞✐r❡❝✲
t❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝❡✉① ❞❡ ❍❧❛❞✐❦ ❬❍❧❛✵✹❪ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳

✸✵



❈❤❛♣✐tr❡

✷

❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧

❙♦♠♠❛✐r❡

■ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

■■ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

■■✳✶ ❙②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s②♥❝❤r♦♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

■■✳✷ ❙②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❛s②♥❝❤r♦♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

■■■ ▲❡ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

■■■✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ♦❜❥❡❝t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

■■■✳✷ ■♥st❛♥t ❝r✐t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

■■■✳✸ ❙❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ✳ ✸✺

■■■✳✹ ❙❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊❉❋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

■❱ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

■❱✳✶ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

■❱✳✷ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊❉❋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

❱ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

❱✳✶ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

❱✳✷ ❘❡ss♦✉r❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

❱✳✸ ●✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

❱✳✹ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

❱■ ❆♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

❱■✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

❱■✳✷ ❍②♣♦t❤ès❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

❱■✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

❱■✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

❱■✳✺ P❡ss✐♠✐s♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

❘és✉♠é

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ q✉✐ s❡r❛
✉t✐❧✐sé t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳

✸✶
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✸✷



■✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

■✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡✉r ✈❛❧✐❞✐té✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ r❡s♣❡❝t❡r❛ s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✳
P♦✉r s❡ ❢❛✐r❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦ss✐❜✐❧✐tés s✬♦✛r❡♥t à ♥♦✉s ✿
✕ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❀
✕ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❀
✕ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s
♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥♥❡r ❞❡ rés✉❧t❛ts ✜❛❜❧❡s q✉✬❛✉ tr❛✈❡rs ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❞✐t ♣✐r❡ ❝❛s✱ rés✉❧t❛♥t
❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s s❝é♥❛r✐♦s ♣✐r❡ ❝❛s ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ■■■✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s à ♣r✐♦r✐té ✜①❡✱
♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t tr✐é❡s ♣❛r ♣r✐♦r✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ i < j ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛
tâ❝❤❡ τi ❡st ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τj ✭✐✳❡✳✱ πi < πj✮✳

■■✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r
❧❡s ❢❛✉t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳ ❇✐❡♥ q✉✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦✐t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥✜♥✐✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
s✐♠✉❧❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❢❛✉t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s
✜♥✐✳ ❈❡❝✐ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ s②stè♠❡✳ ❈❡t
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬ét✉❞❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ✶ ❬▲▼✽✵❪✳
▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉
s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡t s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤②♣❡r♣ér✐♦❞❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞és✐❣♥❡r ❝♦♠♠❡
ét❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✳ ▲✬❤②♣❡r♣ér✐♦❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ PP❈▼ ✷ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡s
tâ❝❤❡s ❞✉ s②stè♠❡✳

■■✳✶✳ ❙②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s②♥❝❤r♦♥❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s②♥❝❤r♦♥❡s✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✻ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✻ ✭❬▲▼✽✵❪✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s②♥❝❤r♦♥❡s✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❢❛✐s❛✲
❜✐❧✐té ❡st [0, PPCM(Ti)[✳

✶✳ ♦✉ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ✐♥t❡r✈❛❧ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s
✷✳ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝♦♠♠✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡

✸✸
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■■✳✷✳ ❙②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❛s②♥❝❤r♦♥❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❛s②♥❝❤r♦♥❡s✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡
❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❡st ❛❧❧♦♥❣é❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✼ ✭❬▲▼✽✵❪✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❛s②♥❝❤r♦♥❡s✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❢❛✐✲
s❛❜✐❧✐té ❡st [0, max ri + 2PPCM(Ti)[✳

▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t r❡♥❞ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡♥
♣r❛t✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♣✐r❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ♥❡ s✉r✈✐❡♥t q✉❡
❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡✉r ♣✐r❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣✐r❡ ❝❛s ❞❡s tâ❝❤❡s ♥❡ ❝♦♥❞✉✐t ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t
❛✉ ♣✐r❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ✭♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❡s
t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✮ ❞✉r❛♥t ❧❛ ✈✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s q✉✐ ♥✬❛✉r♦♥t
❥❛♠❛✐s été s✐♠✉❧é❡s✳
❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ♣✐r❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣♦✉✈❛♥t s✉r✈❡♥✐r
❞❛♥s ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡ s❝é♥❛r✐♦ ✭♦✉ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❝é♥❛r✐♦s✮✱ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✳

■■■✳ ▲❡ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s

■■■✳✶✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ♦❜❥❡❝t✐❢

▲❡ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s ❡st ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ q✉✐ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡✳ ▲✬✐♥térêt
♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡ s❝é♥❛r✐♦ ❡st q✉✬✐❧ ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡ s♦♥ ♥♦♠✱ ♣✐r❡ ❝❛s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ s❝é♥❛r✐♦
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s tâ❝❤❡s ❛✉r♦♥t ❧❡✉r ♣❧✉s ❣r❛♥❞ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡t ✈❛❧✐❞❡r ❝❡ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s❝é♥❛r✐♦
❣❛r❛♥t✐r❛ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ s❝é♥❛r✐♦s ♦ù ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✱ ❡t
✈❛❧✐❞❡r❛ ❛✐♥s✐ ❧❡ s②stè♠❡✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞éré✳

■■■✳✷✳ ■♥st❛♥t ❝r✐t✐q✉❡

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡
❝❛s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❬▲▲✼✸❪✮✳ ❯♥ ✐♥st❛♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✉
s②stè♠❡s s♦♥t ❛❝t✐✈é❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s❝é♥❛r✐♦s ♣✐r❡ ❝❛s s♦♥t ✐♥✐t✐és ♣❛r ✉♥ ✐♥st❛♥t ❝r✐t✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡
✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✸✹



■■■✳ ▲❊ ❙❈➱◆❆❘■❖ P■❘❊ ❈❆❙

■■■✳✸✳ ❙❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ♣r✐♦r✐té

✜①❡

■■■✳✸✳❛✳ ❚â❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

❉❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t ❡♥ ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t à é❝❤é❛♥❝❡
❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ τi ❡st ♦❜t❡♥✉
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✽ ✭❬▲▲✼✸✱ ▼♦❦✽✸✱ ❏P✽✻❪✮✳ ▲❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ τi ❡st ♦❜t❡♥✉
❧♦rsq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❛❝t✐✈é❡s à ❧❡✉r r②t❤♠❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡t à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❝r✐t✐q✉❡✳

▲✐✉ ❡t ▲❛②❧❛♥❞ ♦♥t ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬▲▲✼✸❪ q✉❡ ❧❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τi ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛✐t
❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✱ ♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s à é❝❤é❛♥❝❡ s✉r
r❡q✉êt❡✳ ❏♦s❡♣❤ ❡t P❛♥❞②❛ ♦♥t ét❡♥❞✉ ❝❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s à é❝❤é❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s
❬❏P✽✻❪✳
❊♥✜♥✱ ▲❡❤♦❝③❦② ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♦ù ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s ét❛✐❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ ❧❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s
❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τi ♥✬ét❛✐t ♣❧✉s ❢♦r❝é♠❡♥t ❛ss♦❝✐é à s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ♠❛✐s ♣♦✉✈❛✐t
❧✬êtr❡ à ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✉❧tér✐❡✉r❡✳ ❆✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ▲❡❤♦❝③❦② ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ i ✸✱ ♦ù ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♥✬❡①é❝✉t❡ q✉❡ ❞❡s tâ❝❤❡s τj ❞♦♥t
❧❛ ♣r✐♦r✐té ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ τi ✭✐✳❡✳✱ πj < πi✮✳
▲❡❤♦❝③❦② ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬ét✉❞❡
❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τi ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✾ ✭❬▲❡❤✾✵❪✮✳ ▲❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τi s✉r✈✐❡♥t ❞✉r❛♥t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡
❞✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ i ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❞é❜✉t❡♥t ♣❛r ✉♥ ✐♥st❛♥t ❝r✐t✐q✉❡✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❛❧♦rs ✿

✶✳ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r L ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ i ❀

✷✳ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ τi s✬❡①é❝✉t❛♥t ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡
❞✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L ❀

✸✳ ❧❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❡st ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s t❡♠♣s
❞❡s ré♣♦♥s❡s ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✳

■■■✳✸✳❜✳ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❣✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥

❯♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞✉ s❝é♥❛r✐♦ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❡st q✉❡ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❛
♣r✐♦r✐✳ ❖r✱ ❝❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s ✈r❛✐ s✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❜❧♦q✉é❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❧✬❛tt❡♥t❡ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦rt❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❣✐❣✉❡ s✉r
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✹ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✳

✸✳ ♦✉ ❧❡✈❡❧✲i ❜✉s② ♣❡r✐♦❞ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s
✹✳ ♦✉ r❡❧❡❛s❡ ❥✐tt❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s

✸✺
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Réveil Activation

Gigue

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ●✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥

t

t

t

T1 − J1 T1J1

T1

T2 − J2 T2J2

T2

T3 − J3 T3J3

T3

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❙❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❣✐❣✉❡s s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥

■❧ ❡st à ♥♦t❡r é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❣✐❣✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❞é❧❛✐s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛ss♦❝✐és ❛✉① r♦✉t✐♥❡s ❞✉ ♥♦②❛✉✳
❯♥❡ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s
❞❡ ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τi ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ré✈❡✐❧s
s✉❝❝❡ss✐❢s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ▲❛ ❣✐❣✉❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τi✱ q✉❡ ♥♦✉s ❞és✐❣♥❡r♦♥s ♣❛r Ji✱ ❞♦✐t ❛❧♦rs êtr❡
♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✳
▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❣✐❣✉❡ ♠♦❞✐✜❡ ✉♥ ♣❡✉ ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s✳ ▲❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ♣ér✐♦❞❡
❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s✬❛❝t✐✈❡♥t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❛♣rès ❛✈♦✐r été r❡t❛r❞é❡s
❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❡✉r ❣✐❣✉❡ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✮✳

■■■✳✸✳❝✳ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s

▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s✳ P❛r
❝♦♥tr❡✱ ❡❧❧❡ ♠♦❞✐✜❡r❛ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s
❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❱✳✷✳

■■■✳✹✳ ❙❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊❉❋

■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ s❝é♥❛r✐♦
♣✐r❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ♣r✐♦r✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❊❉❋
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❙♣✉r✐ ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❙♣✉✾✻❪ q✉❡ ❧❡
♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ s✉r✈✐❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡

✸✻



■❱✳ ❊❱❆▲❯❆❚■❖◆ ❉❊ ▲❆ ❉❊▼❆◆❉❊ P❘❖❈❊❙❙❊❯❘

❞✬❛❝t✐✈✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❛r ❊❉❋✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s s❡ ❢❛✐t ❡♥ é♥✉♠ér❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❝é♥❛r✐♦s
♠❡♥❛♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s✳ ❙♣✉r✐✱ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✵✱ ❛ ❝❛r❛❝tér✐sé
❧❡s s❝é♥❛r✐♦s ❝❛♥❞✐❞❛ts ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✵ ✭❬❙♣✉✾✻❪✮✳ ▲❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ s♣♦r❛❞✐q✉❡ τi ❡st tr♦✉✈é ❞❛♥s
✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❛❝t✐✈✐té ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❛✉tr❡ q✉❡ τi s♦♥t ré✈❡✐❧❧é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ s②♥❝❤r♦♥❡ ❡t à
❧❡✉r r②t❤♠❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭❝❛s ❞❡s tâ❝❤❡s s♣♦r❛❞✐q✉❡s✮✳

■❱✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r

■❱✳✶✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ♣r✐♦r✐té ✜①❡

▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❛❝t✐✈é❡s
❞✉r❛♥t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❛❝t✐✈✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✳ ▲❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ré✈❡✐❧❧é❡s ❛✈❛♥t ✉♥❡ ❞❛t❡ ❞♦♥♥é❡ t ❡st ♥♦té❡
rbf(τi, t) ✭❘❡q✉❡st ❇♦✉♥❞ ❋✉♥❝t✐♦♥✮ ✿

rbf(τi, t)
def
= max

(
0,

⌈
t

Ti

⌉)
Ci ✭✷✳✶✮

❉✐s♣♦s❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ✐❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r W (t) ✿

W (t) =
n∑

i=1

rbf(τi, t) ✭✷✳✷✮

❯♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ♥❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ♣r✐♦r✐té s✉♣é✲
r✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à i ❡st ♥♦té❡ ♣❛r ✿

Wi(t) =
i∑

j=1

rbf(τj, t) ✭✷✳✸✮

▲❡ t❡st ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✶ ✭❬▲❙❉✽✾❪✮✳ P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ❞é♣❛rt s✐♠✉❧t❛♥é✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ τi s❡r❛
♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥st❛♥t t ∈ [0, Di[ t❡❧ q✉❡ ✿

Wi(t) ≤ t ✭✷✳✹✮

✸✼
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■❧ r❡st❡ ✉♥ ❞❡r♥✐❡r s♦✉❝✐ à rés♦✉❞r❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t❡st❡r t♦✉t❡s ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ t ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, Di[✳ ❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣♦✉r ♥♦✉s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ rbf ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r✱ ❡t ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ t❡st❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r t✳ ❈❡s ♣♦✐♥ts s✬❛♣♣❡❧❧❡♥t
❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✺✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Si ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛ été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
❞é✜♥✐ ♣❛r ❬▲❙❉✽✾❪ ✿

Si
def
=

{
kTj|j = 1, . . . , i, k = 1, . . .

⌊
Di

Tj

⌋}
✭✷✳✺✮

❉❡s tr❛✈❛✉① ♣❧✉s ré❝❡♥ts ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼❛♥❛❜❡ ❬▼❆✾✽❪ ♦✉ ❞❡ ❇✐♥✐ ❡t ❇✉tt❛③③♦
❬❇❇✵✹❜❪✳

■❱✳✷✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊❉❋

❊♥ ♣r✐♦r✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊❉❋ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✳ ▲❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❛②❛♥t ❧❡✉r é❝❤é❛♥❝❡ ❛✈❛♥t ✉♥ ✐♥st❛♥t t ❡st
♥♦té❡ dbf(t) ✭❉❡♠❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❋✉♥❝t✐♦♥✮ ✿

dbf(t)
def
= max

(
0,

⌊
t−Di

Ti

⌋
+ 1

)
Ci ✭✷✳✻✮

▲❡ t❡st ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té r❡♣♦s❡ ❛❧♦rs s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✷ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✷ ✭❬❇❘❍✾✵❪✮✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t s②♥❝❤r♦♥❡s ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡
s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

dbf(t) ≤ t ∀t, 0 < t < tlim ✭✷✳✼✮

■❧ r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ tlim✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t été ❢❛✐ts à ❝❡ s✉❥❡t✳
❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝✐t❡r ❝❡✉① ❞❡ ❇❛r✉❛❤ ❬❇❘❍✾✵❪✱ q✉✐ ❛ ét❛❜❧✐t q✉❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✸✳ P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ à ❞é♣❛rt s✐♠✉❧t❛♥é ❡t ❞♦♥t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❯ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à ✶✱

tlim = min

(
PPCM(Ti),

U

1− U
max
i=1...n

(Ti −Di)

)
✭✷✳✽✮

❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❛ été ❛♠é❧✐♦ré❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❛♥s ❬❘❈▼✾✻❪✱ q✉✐ ❛ ❧✐♠✐té ❧✬ét✉❞❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡
❞✬❛❝t✐✈✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ tâ❝❤❡s s②♥❝❤r♦♥❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❬❩❇✵✾❪✳
❊♥✜♥✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉✬❡♥ ♣r✐♦r✐té ✜①❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ dbf ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝
♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, tlim[✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ dbf ✳ ❈❡ t❡st ❛ été ♠♦♥tré ❈♦✲NP✲❉✐✣❝✐❧❡ ❛✉ s❡♥s ❢❛✐❜❧❡
ré❝❡♠♠❡♥t ❬❊❘✶✵❪✳

✺✳ ♦✉ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s

✸✽
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❱✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡
❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ✉♥ s②stè♠❡✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ❛✜♥ ❞❡
✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ r❡s♣❡❝t❡r❛ s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✳

❱✳✶✳ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s s♦♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s
♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τi q✉✐ ❞♦♥♥❡r❛ ❧❡ ♣✐r❡
t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡
t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❛❝t✐✈✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣✐r❡ s❝é♥❛r✐♦
❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ τi✳

❱✳✶✳❛✳ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡

P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τi à é❝❤é❛♥❝❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✭❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✮✱
♣❧✉s✐❡✉rs é❧é♠❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✿
✕ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞✉❡ ❛✉① tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ tâ❝❤❡
❡st ♣ré❡♠♣té❡ ❛✉ ♣r♦✜t ❞❡ tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s ❀

✕ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞✉❡ ❛✉① ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ τi✳
▲✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ Ii(t) q✉❡ s✉❜✐t τi ❞✉❡ ❛✉① tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s s✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❛❝t✐✈✐té ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r t ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ii(t) =
∑

j∈hp(i)

⌈
t

Tj

⌉
Cj ✭✷✳✾✮

♦ù hp(i) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s q✉❡ τi✳
❙✐✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❞✉r❛♥t ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r t✱ q r❡q✉êt❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi s♦♥t
❛❝t✐✈é❡s✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞✉❡ ❛✉① ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ τi ✈❛✉t ✿

qCi ✭✷✳✶✵✮

▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ qème ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ τi ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥s ré❝✉rs✐❢ s✉✐✈❛♥t ✿ {

R
(0)
i,q = qCi

R
(l+1)
i,q = qCi + Ii(R

(l)
i,q)

✭✷✳✶✶✮

▲❡ s②stè♠❡ ❡st rés♦❧✉ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡st ❛tt❡✐♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ R
(l)
i,q = R

(l+1)
i,q ✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ qème ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ τi ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

Tri,q = R
(l)
i,q − (q − 1)Ti ✭✷✳✶✷✮

✸✾
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■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡tr❛♥❝❤❡r (q − 1)Ti ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❧✬✐♥st❛♥t 0✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ à ❧✬✐♥st❛♥t Ti✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ à ❧✬✐♥st❛♥t 2Ti✱ ❡t❝✳✳✳ ❡t
q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡st✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡ t❡♠♣s s✬é❝♦✉❧❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧✬✐♥st❛♥❝❡
❡st ré✈❡✐❧❧é❡ ❡t s❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❛ été ♠♦♥tré NP✲❉✐✣❝✐❧❡ ❛✉ s❡♥s ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥s ❬❊❘✵✽❪✳

❱✳✶✳❜✳ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡

❉✐s♣♦s❛♥t ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✱ ✐❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s♦♥ ♣✐r❡
t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ Tri ✿

Tri = max
q=1,2,...,Q

(Tri,q) ✭✷✳✶✸✮

▲❡ s♦✉❝✐ rés✐❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ Q✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s q✉❡
❧✬♦♥ ❞♦✐t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡✳
❈❡tt❡ ré♣♦♥s❡ ♥♦✉s ❡st ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❚✐♥❞❡❧❧ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✹ ✭❬❚✐♥✾✹❪✮✳ ▲❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ i s❡ t❡r♠✐♥❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ τi ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à s❛ ♣ér✐♦❞❡ Ti✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ✿

Tri,q ≤ Ti ✭✷✳✶✹✮

▲✬✐❞é❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ✈❛ êtr❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✭Q = 1✮✳ ❙✐ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à
❧❛ ♣ér✐♦❞❡ Ti ❞❡ τi✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❛❝t✐✈✐té ❡st ❛tt❡✐♥t❡✱ ❡t ❧❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡
❞❡ τi ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ ♣r❡♥❞s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ τi ✭Q ← Q + 1✮✳
▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ s✐ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛
♣ér✐♦❞❡ ❞✬❛❝t✐✈✐té ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ❙✐ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi s❡r❛ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡s ❞❡ s❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✭❝❢✳ éq✉❛t✐♦♥
✷✳✶✸✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

❱✳✷✳ ❘❡ss♦✉r❝❡

❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ét❡♥❞r❡ ❧❡
rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬② ✐♥❝❧✉r❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳
▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ Bi à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✶✱ ❝❡ t❡r♠❡
s②♠❜♦❧✐s❛♥t ❧❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞♦♥t ♣❡✉t s♦✉✛r✐r ✉♥❡ tâ❝❤❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❞✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❞é❥à
✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ tâ❝❤❡ ✿

R
(l+1)
i,q = qCi + Bi + Ii(R

(l)
i,q) ✭✷✳✶✺✮

✹✵
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■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t s♦✉✛r✐r ❛✉ ♣❧✉s q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❞✬✉♥ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞û à ✉♥❡ tâ❝❤❡
♠♦✐♥s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ♥❡ s♦✐t ♣rés❡♥t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡✳
❍♦r♠✐s ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✶✱ ❧❡ r❡st❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡♠❡✉rr❡ ✐♥❝❤❛♥❣é✳

❱✳✸✳ ●✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥

❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❣✐❣✉❡s s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ❧✬✐♥st❛♥t ❝r✐t✐q✉❡ s✉r✈✐❡♥t ❧♦rsq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s r❡✲
ç♦✐✈❡♥t ❧❡✉rs ♠❡ss❛❣❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ▲❡s ❞❛t❡s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞é❝❛❧é❡s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡tt❡ ❣✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ qème ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿

max((q − 1)Ti − Ji, 0) ✭✷✳✶✻✮

❚✐♥❞❡❧❧ ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❚✐♥✾✹❪ q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✹ r❡st❛✐t ✈❛❧✐❞❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❣✐❣✉❡s s✉r
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ i s❡ t❡r♠✐♥❛✐t ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ τi

❛✈❛✐t ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à s❛ ♣ér✐♦❞❡ Ti✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛ été ❞é♠♦♥tré❡
❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ❞❛♥s ❬❙▲✾✻❪ ❡t ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❛ été ❛♣♣♦rté ❞❛♥s ❬●●❍✾✽❪✳
▲❛ ❣✐❣✉❡ s✉r ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s s✉r τi✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✾ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

Ii(t) =
∑

j∈hp(i)

⌈
Jj + t

Tj

⌉
Cj ✭✷✳✶✼✮

◆❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✷ à ♠♦❞✐✜❡r ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❣✐❣✉❡ s✉r ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✿

Tri,q = R
(l)
i,q + Ji − (q − 1)Ti ✭✷✳✶✽✮

▲❡ r❡st❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡st ✐♥❝❤❛♥❣é✳

❱✳✹✳ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢

P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τi✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❣✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❡t ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s à rés♦✉❞r❡ s❡ rés✉♠❡ ❞♦♥❝✱ ❛✉ ✜♥❛❧✱ à ✿





Ri,q = qCi +
∑

j∈hp(i)

(⌈
Jj + Ri,q

Tj

⌉)
Cj + Bi

Tri = max
q=1,...,Q

(Ri,q + Ji − qTi)

✭✷✳✶✾✮

✹✶
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Jm = Tri

Jj = Trm

τi

τmsg

τj

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

❱■✳ ❆♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡

❱■✳✶✳ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❞❡s
s②stè♠❡s ❞✐str✐❜✉és✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡ ❡st ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐str✐❜✉é
✐♥✐t✐❛❧✱ ❡♥ ❛✉t❛♥t ❞❡ s②stè♠❡s ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉rs q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s♦✉s✲s②stè♠❡s✳
▲❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ét❛♥t ❞❡s ❡♥t✐tés r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡s tâ❝❤❡s✱ s❡r♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ m s❡r❛ ♥♦té τm✳
P♦✉r ♣❛r✈❡♥✐r à ❝❡ ❜✉t✱ ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ❞é❧❛✐s
q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t ✐♥❞✉✐r❡ ❧✬❛tt❡♥t❡ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ à ✉♥❡ tâ❝❤❡✱ s❡r♦♥t ♠♦❞é❧✐sés à tr❛✈❡rs ❧❡s ❣✐❣✉❡s
s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✸✮✳ ▲❡ ♠❡ss❛❣❡ τm ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❡♥✈♦②é q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ tâ❝❤❡ é♠❡ttr✐❝❡
τi t❡r♠✐♥é❡✱ s❛ ❣✐❣✉❡ Jm s❡r❛ ❞♦♥❝ é❣❛❧❡ ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ τi✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ Tri✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱
❧❛ tâ❝❤❡ ré❝❡♣tr✐❝❡ τj✱ ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t ❞é♠❛rr❡r s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ q✉✬à ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ τm✱ ❛✉r❛
✉♥❡ ❣✐❣✉❡ é❣❛❧❡ ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ τm✱ s♦✐t Jj = Trm✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ é♠❡ttr✐❝❡✳ ❊t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ré❝❡♣tr✐❝❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛
s❡ ❢❛✐r❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦♥♥✉✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡
❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✳ ❈❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s❛♥s ♣♦s❡r ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❣✐❣✉❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❣✐❣✉❡s ❞é♣❡♥❞ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡t q✉❡ ❧❡s
t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ❣✐❣✉❡s✳
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡st ❡st✐♠é✳ P✉✐s ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❝❡ s♦♥t
❧❡s ❣✐❣✉❡s s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s q✉✐ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s✳ ●râ❝❡ à ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❣✐❣✉❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ q✉✐

✹✷
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♣❡r♠❡ttr♦♥s ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❣✐❣✉❡s ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐tér❛t✐❢ s✬❛rrêt❡r❛ ❧♦rsq✉❡ t♦✉s
❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❣✐❣✉❡s ✭q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❝❡✉① ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ♦✉ ❝❡✉① ❞❡s tâ❝❤❡s✮✱
s❡r♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t s❡ rés✉♠❡r ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

1 ≤ i ≤ n





Tr
(0)
i = Ci

J
(0)
i = 0

Tr
(j+1)
i = EvaluerTR(J

(j)
i )

J
(j+1)
i = max

k∈Γ−1(i)
(Tr

(j)
k )

✭✷✳✷✵✮

♦ù Γ−1(i) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❞❡ τi✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ✿
✕ s✐ τi ❡st ✉♥ ♠❡ss❛❣❡✱ Γ−1(i) ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ tâ❝❤❡✱ q✉✐ ❡st ❧❛ tâ❝❤❡
é♠❡ttr✐❝❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ τi ❀

✕ s✐ τi ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡✱ Γ−1(i) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s q✉❡ ❞♦✐t r❡❝❡✈♦✐r τi ♣♦✉r
❝♦♠♠❡♥❝❡r s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ s✬❛rrêt❡ ❧♦rsq✉❡ Tr
(j+1)
i = Tr

(j)
i ❡t J

(j+1)
i = J

(j)
i ✳

❱■✳✷✳ ❍②♣♦t❤ès❡s

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✐str✐❜✉é✱ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s
r❡❧✐é❡s ♣❛r ✉♥ rés❡❛✉✱ ❝❤❛q✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ét❛♥t éq✉✐♣é❡ ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❧❡s ❤♦r❧♦❣❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛❝❤✐♥❡s s♦♥t t♦✉t❡s s②♥❝❤r♦♥✐sé❡s ❀
✕ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ♥❡ s♦♥t ❧✉s q✉✬❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❀
✕ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ♥❡ s♦♥t ❡♥✈♦②és q✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❀
✕ ❛✉❝✉♥❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡ ♥✬❡st ❛✉t♦r✐sé❡ ❀
✕ ❛✉❝✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♥✬❡st ♣❛rt❛❣é❡ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✭❤♦r♠✐s ❧❡ rés❡❛✉✮ ❀
✕ ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ✜❛❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s❡ ❢♦♥t s❛♥s ❡rr❡✉rs ❡t s♦♥t ❞❡ ❞✉ré❡s
❜♦r♥é❡s ❀

✕ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡t ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s s♦♥t ❛✛❡❝tés ❞✬✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ✜①❡✳

❱■✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s

❉❡ ♣❛rt ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s s❡ ❢❛✐t ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬❡♥ ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s à tr❛✈❡rs ❧❡s
❣✐❣✉❡s s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✽ t❡❧❧❡ q✉❡❧❧❡✳

✹✸
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❱■✳✹✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s q✉❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ t②♣❡ ❈❆◆✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ét❡♥❞✉ à ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ rés❡❛✉①✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t❡♠♣s
❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ s✉r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❝♦♥s✐❞éré✳

❱■✳✹✳❛✳ Pr✐♥❝✐♣❡

P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ tâ❝❤❡✳ ■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs à ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ ✿
✕ s❛ ♣ér✐♦❞❡✱ q✉✐ s❡r❛ é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ q✉✐ é♠❡t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❀
✕ s❛ ❣✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛ ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ é♠❡ttr✐❝❡ ❀
✕ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡✱ q✉✐ s❡r❛ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡
tâ❝❤❡✳

❈❡ ❢❛✐s❛♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ♠❛✐s à ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥ ♣ré✲
❡♠♣t✐❜❧❡✳

❱■✳✹✳❜✳ ❉✉ré❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♠❡ss❛❣❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ✉♥ rés❡❛✉ ❈❆◆✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛♠❡ ❞❡ n
♦❝t❡ts✱ ❛✈❡❝ n ≤ 8✱ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Cm =

(⌊
34 + 8n

4

⌋
+ 47 + 8n

)
τbit ✭✷✳✷✶✮

♦ù τbit ❡st ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜✐t✳

❱■✳✹✳❝✳ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥ ♣ré❡♠♣t✐❢

❉✐s♣♦s❛♥t ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥
♣ré❡♠♣t✐❢ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣ré❡♠♣t✐❢ ♦✉ ♥♦♥ ♣ré❡♠♣t✐❢ ♠♦❞✐✜❡ ♣❡✉ ❧✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✿
✕ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ s②stè♠❡ r❡st❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❀
✕ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥❡ ❧❛✐ss❛♥t ❥❛♠❛✐s ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r
♦✐s✐❢ s✬✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❝r❡✉① r❡st❡ ❧❛
♠ê♠❡✳

▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♠❛❥❡✉r❡ s✉r✈✐❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τi ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τj ❡♥
❝♦✉rs ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✿ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♣ré❡♠♣t❡r ❧❛ tâ❝❤❡ τj ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ à τi ❞❡ s✬❡①é❝✉t❡r ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❡♠♣t✐❢✱ ❧❛ tâ❝❤❡ τj ❝♦♥t✐♥✉❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❡t ❝❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ❝❡❧❧❡✲❝✐ t❡r♠✐♥é❡
q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ♣♦✉rr❛ s✬❡①é❝✉t❡r✳

✹✹
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◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ♣ré❡♠♣t✐❢✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ τi s✉❜✐t ✉♥❡
❛tt❡♥t❡ ❞✉❡ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♠♦✐♥s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ τj✳
P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ✉t✐❧✐sé
❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ τi ❡t ❧❛ tâ❝❤❡ ♠♦✐♥s
♣r✐♦r✐t❛✐r❡ τj ❛rr✐✈❡ ❛✉ ♠ê♠❡ ✐♥st❛♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ τj ♥✬❛✉r❛ ♣❛s ❝♦♠♠❡♥❝é s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ τi ♣❡✉t
s✬❡①é❝✉t❡r s❛♥s s♦✉✛r✐r ❞❡ ❞é❧❛✐ ❞û à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ τj✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ✐♠❛❣✐♥♦♥s q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τj

❛rr✐✈❡ ❥✉st❡ ❛✈❛♥t τi✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✱ ❧❛ tâ❝❤❡ τj s❡r❛ ❡♥
❝♦✉rs ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❞❡✈r❛ ❞♦♥❝ ❛tt❡♥❞r❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τj ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r
s✬❡①é❝✉t❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❛ tâ❝❤❡ τi s✉❜✐r❛ ❧❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❡ ♣❡✉t
❧✉✐ ❢❛✐r❡ s✉❜✐r ❧❛ tâ❝❤❡ τj✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ❛✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ τj✳
❈❡s ❝♦♥st❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡
❝❛s ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✺ ✭❬❚✐♥✾✹❪✮✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥♦♥ ♣ré❡♠♣t✐❢ à ♣r✐♦r✐té ✜①❡✱ ❧❡
♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ τi s✉r✈✐❡♥t ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ i✱ ❧♦rsq✉❡
t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s s♦♥t ré✈❡✐❧❧é❡s à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❝r✐t✐q✉❡✱ ❡t ❡♥ ré✈❡✐❧❧❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡
❛②❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r♠✐ ❧❡s tâ❝❤❡s ♠♦✐♥s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s ❥✉st❡ ❛✈❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t
❝r✐t✐q✉❡✳

❚❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡❧❛✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ qè♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ s❡
❞ér♦✉❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✿

Trm,q = Jm + ωm(q)− (q − 1)Tm + Cm ✭✷✳✷✷✮

♦ù ✿
✕ Jm ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❣✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ q✉❡ s✉❜✐t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡✱ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ t❡♠♣s ❞❡
ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ é♠❡ttr✐❝❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ τm ❀

✕ ωm(q) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞é❧❛✐ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡q✉❡❧ ❧❛ qè♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ τm ♣❡✉t êtr❡
♠✐s ❡♥ ❛tt❡♥t❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞✉❡ ❛✉① ♠❡ss❛❣❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s ❡t ❛✉① ✐♥st❛♥❝❡s
♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❡ τm✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❜❧♦❝❛❣❡ q✉❡ ♣❡✉t s✉❜✐r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞✉❡ à ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡
♠♦✐♥s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ ❀

✕ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡tr❛♥❝❤❡r (q − 1)Tm ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ τm ❀

✕ Cm ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ s✉r ❧❡ rés❡❛✉✳
■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉✬ét❛♥t ❡♥ ♥♦♥ ♣ré❡♠♣t✐❢✱ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à êtr❡ tr❛♥s♠✐s✱
❝❡tt❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✐♥t❡rr♦♠♣✉❡✳ ❈❡❝✐ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡
ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ q ❞♦♥♥é❡✱ ❝✬❡st ✉♥ ❞é❧❛✐ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❛tt❡♥t❡ q✉✐ ❡st ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡t ♥♦♥
✉♥❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❛✉ s❡♥s ♣r♦♣r❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡ ❞é❧❛✐ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡
❛✉① ♠❡ss❛❣❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s ❡t ❛✉① ✐♥st❛♥❝❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ ét✉❞✐é à êtr❡ tr❛♥s♠✐s✳
❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞✬❛tt❡♥t❡ é✈❛❧✉é✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✈❛✐t ❝♦♠♠❡♥❝é s❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛rr✐✈é❡
❞✉ ♠❡ss❛❣❡ τm✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛tt❡♥❞r❡ q✉❡ ❝❡ ♠❡ss❛❣❡ s♦✐t tr❛♥s♠✐s ✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t✳

✹✺
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❈❡tt❡ ❞✉ré❡ s✬❛❥♦✉t❡ ❞♦♥❝ ❛✉ ❞é❧❛✐ q✉❡ ♣❡✉① s✉❜✐r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ τm✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
❬❚❇✾✹❪ ✿

ωm(q) = max
k∈lp(m)

(Ck) + (q − 1)Cm +
∑

k∈hp(m)

⌈
ωm(q) + Jk + τbit

Tk

⌉
Ck ✭✷✳✷✸✮

❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s r❡t❡♥✉ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s♦♥ ♣✐r❡ t❡♠♣s
❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿





ωm(q) = max
k∈lp(m)

(Ck) + (q − 1)Cm +
∑

k∈hp(m)

⌈
ωm(q) + Jk + τbit

Tk

⌉
Ck

Trm = max
q=1,...,Q

(ωm(q) + Ji − (q − 1)Ti + Cm)

✭✷✳✷✹✮

❉❡r♥✐❡r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞û ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥ ♣ré❡♠♣t✐❢✱ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ Q✳ ■❧ ♣♦✉✈❛✐t s❡ ❢❛✐r❡ ✏à
❧❛ ✈♦❧é❡✑ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❡♠♣t✐❢✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Tri < Ti✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡❝✐ ♥✬❡st ♣❧✉s
✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ♣ré❡♠♣t✐❢ ❬❇▲❉❇✵✻❪✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡
❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❛❝t✐✈✐té Lm ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ m✱ ♣✉✐s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t Lm✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s
♣♦✉✈❛♥t s✉r✈❡♥✐r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ Q ❬❉❇❇▲✵✼❪✳
▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r Lm ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❛❝t✐✈✐té m ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
ré❝✉rs✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿





L(0)
m = Cm

L(j+1)
m = max

k∈lp(m)
(Ck) +

∑

k∈hep(m)

⌈
L

(j)
m + Jk

Tk

⌉
Ck

✭✷✳✷✺✮

♦ù hep(m) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ ♣r✐♦r✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ τm✳
▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ Lm ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t Q ✿

Q =

⌈
Lm + Jm

Tm

⌉
✭✷✳✷✻✮
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▲✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡①❛❝t❡✳ ❊❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞✉ ♣❡ss✐♠✐s♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡
❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✱ t✐ré ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇✉r♥s ❬❇❆❲✾✺❪✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛②♦♥s ❞❡✉① tâ❝❤❡s✱
τi ❡t τj s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡
τi ❡st ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ q✉❡ τj✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ τj ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞✉❡ à ❧❛ tâ❝❤❡ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ τi✱
❡t ❝❡❝✐ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡
à ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ τj✱ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❡t ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞♦♥♥é✱ ❧❛
t❡r♠✐♥❡r✱ é✈✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡r ❛✈❡❝ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τj✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❞♦♥❝ ❜✐❡♥✱ ✐❝✐✱
✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞✉ ♣❡ss✐♠✐s♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡✳

✹✻
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τi

τj

TâcheMessage

Haute priorité

Basse priorité

Temps

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❡ss✐♠✐s♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡
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❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s





❈❤❛♣✐tr❡

✸
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❛♥s ✉♥❡

❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✐str✐❜✉é❡

❙♦♠♠❛✐r❡

■ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

■■ ❋❇❇✲❋❋❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

■■■ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥❥♦✐♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

■■■✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

■■■✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

■■■✳✸ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

■■■✳✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ✳ ✳ ✳ ✺✼

■■■✳✺ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

■■■✳✻ ❘è❣❧❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

■❱ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

■❱✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

■❱✳✷ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

■❱✳✸ ❘è❣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

■❱✳✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡t

♣♦✉r ❧❛ ❣✐❣✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

■❱✳✺ ❘è❣❧❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

■❱✳✻ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

■❱✳✼ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

❱ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

❘és✉♠é

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ tâ❝❤❡s s✉r ❞❡s
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞✐str✐❜✉é❡s t♦✉t ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✉t✐❧✐sés✳

✺✶
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■✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

■✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

●râ❝❡ à ❧❡✉r ❤❛✉t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ✜❛❜✐❧✐té✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞✐str✐❜✉és s♦♥t ✉t✐❧✐sés
❞❛♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣♦sés ❞✬✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡
♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ❞❡ rés❡❛✉①✱ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✈✐❡♥t s✬❡①é❝✉t❡r ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❧❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧ ♥❡
❝❡ss❡♥t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ❞❡
rés❡❛✉①✳
▼❛✐s ❝❡t ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✐str✐❜✉és ♥✬❡st ♣❛s s❛♥s ♣♦s❡r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s
❞❡ ❝♦ûts✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❞❡s ❝♦ûts é♥❡r❣✐q✉❡s ✭❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡✮✱ ❞❡s ❝♦ûts ❡♥ ♣♦✐❞s ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és à ❜♦r❞ ❞❡ ❞r♦♥❡s ♦✉ ❞❡ s❛t❡❧❧✐t❡s✮✱ ♦✉ ❞❡s ❝♦ûts ♣é❝✉♥✐❡rs✳
❆✜♥ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❝❡s ❝♦ûts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❉✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣❡r♠❡t ❞❡ ❜✐❡♥ ré♣♦♥❞r❡ à ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱
❝❛r ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡s ❝♦ûts ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐és ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱
♠❛✐s ❛✉ss✐✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❜❛tt❡r✐❡s✱ ❛✉ tr❛✈❡rs
❞❡ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût é♥❡r❣ét✐q✉❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳

▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❝♦✉r❛♥t ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s q✉❛♥t ❛✉① s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ✿
✕ ❛✉❝✉♥❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s ♥✬❡st ❛✉t♦r✐sé❡ ❀
✕ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡t ❝❤❛q✉❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ❛✛❡❝té ❞✬✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ❀
✕ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♥♦♥ ♣ré❡♠♣t✐❜❧❡s à ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ✭❝❢✳ ❈❆◆✮ ❀
❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣rés❡♥t❡r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ tâ❝❤❡s t♦✉t
❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✉t✐❧✐sés✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
▼✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ s❛ t❤ès❡ ❬❘✐❝✵✷❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞✐str✐❜✉é❡s q✉✐ ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♥♦tr❡
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❇❇✲❋❋❉ r❛♣✐❞❡♠❡♥t
é✈♦q✉é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ■❱✳✹✳❜ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s✳

■■✳ ❋❇❇✲❋❋❉

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ rés✉❧t❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❋✐s❤❡r✱ ❇❛r✉❛❤ ❡t ❇❛❦❡r ❞❛♥s ❬❋❇❇✵✻❪✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❧❛❝❡r
❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t à ❞é♣❛rt s✐♠✉❧t❛♥é s✉r ❞❡s s②stè♠❡s
♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉rs✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s m ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ tâ❝❤❡s (τ1, . . . , τn) ♦r❞♦♥♥é❡s
♣❛r é❝❤é❛♥❝❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s τ1, . . . , τi−1 ♦♥t été ❛ss✐❣♥é❡s à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱
❡t ♥♦t♦♥s τ (Pℓ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛ss✐❣♥é❡s ❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r Pℓ, 1 ≤ ℓ ≤ m✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉✐❧❧❡ ♣❧❛❝❡r ❧❛ tâ❝❤❡ τi✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✛❡❝t❡r τi ❛✉
♣r❡♠✐❡r ♣r♦❝❡ss❡✉r Pk, 1 ≤ k ≤ m✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✭q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✺✸
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s✉✣s❛♥t❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✮ ✿





Di −
∑

τj∈τ(Pk)

Cj +
Cj

Tj

Di ≥ Ci

1−
∑

τj∈τ(Pk)

Cj

Tj

≥
Ci

Ti

✭✸✳✶✮

❙✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r Pk ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❝❝✉❡✐❧❧✐r ❧❛ tâ❝❤❡ τi✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ♣❡✉t
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳
❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ♦♥t été ♣❧❛❝é❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❉❡❛❞❧✐♥❡
▼♦♥♦t♦♥✐❝ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶✳❜✮ ❝♦♠♠❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉r✳

■■■✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥❥♦✐♥ts

▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ▼✐❝❤❛ë❧ ❘✐❝❤❛r❞ ❧♦rs ❞❡ s❛ t❤ès❡ ❬❘✐❝✵✷❪ r❡♣♦s❡ s✉r
❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥❥♦✐♥ts ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s q✉✐✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♣❧❛❝❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♣✉✐s ❞❛♥s ✉♥
❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ❧❡s ♦r❞♦♥♥❡♥t✳
❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡tt❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐té✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐s✲
t✐q✉❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡✱ ❛❧♦rs
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧❛ tr♦✉✈❡r❛✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞❡ t❡st❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❙✐
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st tr♦✉✈é❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡ s②stè♠❡
♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ♣❛s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ✉♥
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❝❛r✱ r❛♣♣❡❧♦♥s✲❧❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♣❡ss✐♠✐s♠❡✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ▼✳ ❘✐❝❤❛r❞ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠♦♥s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥❥♦✐♥ts s❡r❛ ❞és✐❣♥é s♦✉s ❧❡ t❡r♠❡ ❆P❖❈✳

■■■✳✶✳ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡

❈♦♠♠❡ ❞✐t ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ t❡st❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳
P♦✉r é♥✉♠ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ▼✳ ❘✐❝❤❛r❞ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
❙✐ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡ ♣❡t✐ts s②stè♠❡s✱ ❝❡❧❛ ❡st ✐♥✐♠❛❣✐♥❛❜❧❡✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧✱ ▼✳ ❘✐❝❤❛r❞ ❛ ❞♦♥❝ ét❛❜❧✐ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❧❛ss❡r ❡♥ ❞❡✉①
❝❛té❣♦r✐❡s ✿

✺✹
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✕ rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✿ ❝❡s rè❣❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s
❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡❞♦♥❞❛♥t❡s ❀

✕ rè❣❧❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❛✉ ♣❧✉s tôt ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉❝✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳

▲❡s rè❣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ à ❡①♣❧♦r❡r✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣❡♥✲
❞❛♥t ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ▼✳ ❘✐❝❤❛r❞ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱
✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ♠è♥❡ à ✉♥ s②stè♠❡ ❞♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✭♦✉ ♠❡ss❛❣❡✮ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s s♦♥
é❝❤é❛♥❝❡✱ ❛❧♦rs ❝❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡①♣❧♦ré❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ✭♦✉ ♠❡ss❛❣❡✮ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡
♣❛s s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ s♦♥ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ♥❡ ❧❡ r❡s♣❡❝t❡r❛
♣❛s ❛✈❡❝ s♦♥ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡✳

■■■✳✷✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

P♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦♦❧ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✳ ✉♥ ♣♦♦❧ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ m ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳

▲❡s ♠❡ss❛❣❡s ét❛♥t ♠♦❞é❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❝❤❛q✉❡ rés❡❛✉ ❡st ❛ss✐♠✐❧é à ✉♥ ♣♦♦❧ ❞❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉rs ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ s❡✉❧ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❞♦♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ♥♦♥ ♣ré❡♠♣t✐✈❡✳
▲✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss❡✉rs s❡ ❢❛✐t
♣♦♦❧ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣❛r ♣♦♦❧ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♣✉✐s ✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ♦✉ ❧❡s ♣♦♦❧✭s✮ rés❡❛✉✳
■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❝❡t ♦r❞r❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦♦❧s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✲
s❛❣❡s q✉✐ tr❛♥s✐t❡r♦♥t ♣❛r ✉♥ rés❡❛✉ ♥❡ s❡r❛ ❝♦♥♥✉ q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❧❛❝é❡s s✉r ✉♥
♣r♦❝❡ss❡✉r✳

■■■✳✷✳❛✳ ❆r❜♦r❡s❝❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦♦❧

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞✬✉♥ ♣♦♦❧ ❝♦♥s✐st❡ à é♥✉♠ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛✲
t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞♦♥♥é✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡
❞❡ ♥÷✉❞s✱ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ tâ❝❤❡✳

P♦✉r é♥✉♠ér❡r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♥♦❡✉❞s s♦♥t ✉t✐❧✐sés
✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ❡t ❬❇❋❘✼✺❪✮ ✿
✕ s✐ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥ ♥÷✉❞ r♦♥❞✱ ❛❧♦rs ❧❛ tâ❝❤❡ s②♠❜♦❧✐sé❡ ♣❛r ❝❡ ♥÷✉❞ ❡st ❛✛❡❝té❡ ❛✉
♣r♦❝❡ss❡✉r ❝♦✉r❛♥t ❀

✕ s✐ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥ ♥÷✉❞ ❝❛rré✱ ❛❧♦rs ❧❛ tâ❝❤❡ s②♠❜♦❧✐sé❡ ♣❛r ❝❡ ♥÷✉❞ ❡st ❛✛❡❝té❡ ❛✉
♣r♦❝❡ss❡✉r s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❝♦✉r❛♥t✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❛✛❡❝té❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❧♦rs ❞✉ ♣❛r❝♦✉rs ❞✬✉♥
❝❤❡♠✐♥✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ s✉r ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❝❛rré ❛✉r❛ t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❧❛ ♣❧✉s ❢♦rt❡ s✉r s♦♥
♣r♦❝❡ss❡✉r✳

✺✺
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1

2

3

4

5

Processeur 1, π1 > π2 > π3

Processeur 2, π4 > π5

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ◆÷✉❞s r♦♥❞s ❡t ❝❛rrés

■■■✳✷✳❜✳ P❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s

▲✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡✱ q✉✐ ❡st r❡♣ré✲
s❡♥té ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❈✬❡st✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝❛s
❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❜✮ ❡t q✮✱ q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r s✉r ❧❡q✉❡❧ s❡ tr♦✉✈❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τ3 ❡t
✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r s✉r ❧❡q✉❡❧ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s τ1 ❡t τ2✳
❊t❛♥t s✉r ✉♥ ♣♦♦❧ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❧❡s ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s s♦♥t
❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ❞✬♦ù ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡✳

■■■✳✸✳ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

▲❡s rè❣❧❡s ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞✬é✈✐t❡r t♦✉t ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❧♦rs ❞✉
♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡s ✸✳✷ ❡t ✸✳✸✮ ❡t ❞❡ ❝♦✉♣❡r ❛✉ ♣❧✉s tôt ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ♥❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t
♣❛s ❛✉ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ s②stè♠❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ✿

✶✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♥÷✉❞ ✜❝t✐❢ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛
r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❀

✺✻
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✷✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ✶ ❡st ❢♦r♠é ❞❡ n − m + 1 ♥÷✉❞s ❝❛rrés✳ ❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s
n−m + 1 ♣r❡♠✐èr❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❈❡s tâ❝❤❡s s❡r♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❧❡ ♣❧✉s ❢♦rt✳

✸✳ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❡t s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ i, 1 ≤ i ≤ n✱ ♣❡✉t êtr❡ ❛❣r❛♥❞✐
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ i + 1 ♣❛r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥÷✉❞ r♦♥❞ ♣❛r♠✐ n ♦✉ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥÷✉❞ ❝❛rré
♣❛r♠✐ n✱ s✐ ❧❡s rè❣❧❡s ✹✱ ✺ ❡t ✻ s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s✳

✹✳ ❧❡ ♥✉♠ér♦ k ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τk ♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡
à ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❈❡❝✐ ❛ss✉r❡ q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❧❛❝é❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳

✺✳ ❯♥ ♥÷✉❞ ❝❛rré k ♥❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❛❣r❛♥❞✐r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞é❥à ✉♥ ♥÷✉❞
❝❛rré l t❡❧ q✉❡ l > k✳ ❈❡❝✐ é✈✐t❡ ❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛✐s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❧❛ ♠ê♠❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥
❞❡s ♣r✐♦r✐tés✳

✻✳ ❆✉❝✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ ♣❛r ✉♥ ♥÷✉❞ ❝❛rré q✉❡❧❝♦♥q✉❡ s✐ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥t✐❡♥t
❞é❥à m ♥÷✉❞s ❝❛rrés✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❛ss✉r❡ ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳

✼✳ ❆✉❝✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♥❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ s✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡ m ♥÷✉❞s ❝❛rrés✱ s❛✉❢ s✐ n < m✳ ❈❡❝✐
❛ss✉r❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✉ ♣♦♦❧ s♦♥t ✉t✐❧✐sés✳

✽✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① tâ❝❤❡s ❡♥ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ τk ≺ τl ❀ s✐ τk ❡t τl s♦♥t ♣❧❛❝é❡s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱
❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s♦✉s ❝❤❡♠✐♥ ❞é❜✉t❛♥t ♣❛r ✉♥ ♥÷✉❞ ❝❛rré l ♦✉ ✉♥ ♥÷✉❞ r♦♥❞ l ❡t
s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ✉♥ ♥÷✉❞ r♦♥❞ k ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❡♥tr❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❧❛ ✜♥ ❞✉
s♦✉s ❝❤❡♠✐♥✳ ❈❡❝✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s τk ❡t τl

✾✳ ❯♥ s♦✉s✲❝❤❡♠✐♥ ❞é❜✉t❛♥t ♣❛r ✉♥ ♥÷✉❞ ❝❛rré k ❡t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ l ♥÷✉❞s ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉
♣❛r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥÷✉❞ r♦♥❞ r s✐ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ s♦✉s✲❝❤❡♠✐♥✱ ♥♦té❡ Us✱
❛❞❞✐t✐♦♥♥é❡ à ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r τr ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✶✳ ❙✐ Us + Uτr

> 1
❡t r > k✱ ❛❧♦rs ✉♥ ♥÷✉❞ ❝❛rré r s❡r❛ ❝réé✳

✶✵✳ ❙♦✐t τ ′
k ❧❛ tâ❝❤❡ à ✐♥sér❡r✳ ❖♥ ♥♦t❡ nbτk′

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s τr ♥♦♥ ❡♥❝♦r❡ ♣❧❛❝é❡s ❡t t❡❧❧❡s
q✉❡ r ≥ k′✳ ❙♦✐t nbP ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♥♦♥ ✉t✐❧✐sés ✿ s✐ nbτ < nbP ✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♥÷✉❞
❝❛rré ❦✬ ♥✬❡st ♣❛s ❝réé✳

✶✶✳ ❙♦✐t τ ′
k ❧❛ tâ❝❤❡ ✐♥séré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♥÷✉❞ ❝❛rré ❡t τk′′ ❧❛ tâ❝❤❡ à ✐♥sér❡r✳ ❙✐ nbτk′

< nbP ✱
❛❧♦rs ❧❡ ♥÷✉❞ r♦♥❞ ❦✑ ♥✬❡st ♣❛s ❝réé✳

■■■✳✹✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s

▲❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞é♣❡♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ❝❤♦s❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞✉❡ ❛✉① tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s ♣❧❛❝é❡s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❡♥s✉✐t❡ ❞✉ t❡♠♣s
❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ s❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t à tr❛✈❡rs ❧❡s ❣✐❣✉❡s s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ❣✐❣✉❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ q✉✐
❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❣✐❣✉❡s✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞♦♥❝ ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✺✼
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥
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2 3 2 3 1 3

1 2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❆r❜r❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

✺✽
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✶✳ ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧❡s ❣✐❣✉❡s à ③ér♦ ❀

✷✳ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡✱ s❛♥s ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❣✐❣✉❡s ❀

✸✳ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡s ❣✐❣✉❡s✱ s❛♥s ♠❡ttr❡ à ❥♦✉rs ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡s ❀

✹✳ s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡ à ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✐✛ér❡♥t ❡♥tr❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡t ❧❛
♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ r❡t♦✉r♥❡ à ❧✬ét❛♣❡ ✷✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡
❤♦❧✐st✐q✉❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ❱■ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳

■■■✳✹✳❛✳ ◆♦t❛t✐♦♥s

✕ Γ−P
i ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s é♠✐s ♣❛r ❧❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❞❡ τi✱ q✉✐ s♦♥t ♣❧❛❝és s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r

❞✐✛ér❡♥t ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ τi✳
✕ Γ−NP

i ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s é♠✐s ♣❛r ❧❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❞❡ τi✱ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❧❛❝és✱ ♠❛✐s
q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ♣♦♦❧ ❝♦✉r❛♥t✳

✕ Γ∗−NP
i ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s é♠✐s ♣❛r ❧❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❞❡ τi✱ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❧❛❝és ❡t q✉✐

♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❛✉ ♣♦♦❧ ❝♦✉r❛♥t✳
✕ Γ−C

i ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❞❡ τi✱ q✉✐ s♦♥t s✐t✉és s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r q✉❡ τi✳
✕ LB(Tri) ✿ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✳
✕ LB(Ji) ✿ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❣✐❣✉❡ s✉r ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✳
✕ Θi ✿ ❚â❝❤❡s r❡st❛♥t à ♣❧❛❝❡r s✉r ❧❡ ♣♦♦❧ Pli✳
✕ Pc ✿ Pr♦❝❡ss❡✉r ❝♦✉r❛♥t✳

■■■✳✹✳❜✳ P♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡

❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s s♦♥t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✐❡✳ Di <
Ti✮ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ τi ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✳ ▼❛❧❣ré ❝❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❧❡✈❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♥❡ s❡ ❢❛✐t r❡ss❡♥t✐r q✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t
s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ❱✳✶ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳
✕ ❈❛s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❧❛❝é❡
❙✐ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ♣❧❛❝é❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s ❡st ❝♦♥♥✉✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞✉❡ à ❝❡s tâ❝❤❡s✳

Int(k+1) = Ci +
l−1∑

j=0

⌈
LB(Jj) + Int(k)

Tj

⌉
Cj ✭✸✳✷✮

LB(Tri) = Int + LB(Ji) ✭✸✳✸✮

✕ ❈❛s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥♦♥ ♣❧❛❝é❡

✺✾
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✕ Pc ❡st ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞✉ ♣♦♦❧
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ tâ❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❧❛❝é❡✱ s✐ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❝♦✉r❛♥t ❡st ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❞✉ ♣♦♦❧✱
❛❧♦rs ❧❡s tâ❝❤❡s ❞é❥à ♣❧❛❝é❡s s✉r ❝❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❧✉s
♣r✐♦r✐t❛✐r❡s q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉✬✐❧
ét❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❞❡ τi ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❝❡ ♣♦♦❧ ❡t q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ♣❧❛❝és✳
▼✳ ❘✐❝❤❛r❞ ♥❡ ♣r❡♥❛✐t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ s❡s tr❛✈❛✉①✳

Int(k+1) = Ci +
l∑

j=0

⌈
LB(Jj) + Int(k)

Tj

⌉
Cj ✭✸✳✹✮

LB(Tri) = Int + LB(Ji) ✭✸✳✺✮

✕ Pc ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞✉ ♣♦♦❧
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❧✉s
♣r✐♦r✐t❛✐r❡s✳

LB(Tri) = LB(Ji) + Ci ✭✸✳✻✮

■■■✳✹✳❝✳ P♦✉r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡

✕ ▲❡ ♠❡ss❛❣❡ mi ❡st ♣❧❛❝é
❙✐ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ♣❧❛❝é✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s✱ ❡t ✐❧ ❡st
❞♦♥❝ ❛✐sé ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❝❡s ♠❡ss❛❣❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ♠♦✐♥s
♣r✐♦r✐t❛✐r❡s ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❛✛❡❝tés ❞✬✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♠❡ss❛❣❡s r❡st❛♥ts à ♣❧❛❝❡r s✉r ❧❡ ♣♦♦❧ rés❡❛✉ θr✳





ωm(q) = max
k∈lp(m)∪θr

(Ck) + (q − 1)Cm +
∑

k∈hp(m)

⌈
ωm(q) + Jk + τbit

Tk

⌉
Ck

LB(Trm) = max
q=1,...,Q

(ωm(q) + LB(Ji)− (q − 1)Ti + Cm)

✭✸✳✼✮

✕ ▲❡ ♠❡ss❛❣❡ mi ♥✬❡st ♣❛s ♣❧❛❝é
✕ ▲❡ ♣♦♦❧ ❝♦✉r❛♥t ❡st ❧❡ ♣♦♦❧ rés❡❛✉
❙✐ ❧❡ ♣♦♦❧ ❝♦✉r❛♥t ❡st ❧❡ ♣♦♦❧ rés❡❛✉✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ♣❧❛❝é❡s✳ ▲❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞é❥à
♣❧❛❝és ❡t ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉ ♠❡ss❛❣❡ mi ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ ♣r✐♦r✐té ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ♣❛s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ ♠❡ss❛❣❡ mi✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s
q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞é❥à ♣❧❛❝és ❡t ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à mi✳





ωm(q) = max
k∈lp(m)

(Ck) + (q − 1)Cm +
∑

k∈hp(m)

⌈
ωm(q) + Jk + τbit

Tk

⌉
Ck

LB(Trm) = max
q=1,...,Q

(ωm(q) + LB(Ji)− (q − 1)Ti + Cm)

✭✸✳✽✮

✻✵
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✕ ▲❡ ♣♦♦❧ ❝♦✉r❛♥t ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ♣♦♦❧ rés❡❛✉
▲❡s ♠❡ss❛❣❡s ♥✬ét❛♥t ♣❛s t♦✉s ♣❧❛❝és✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ rés❡❛✉✳ ▲❡
t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ s✬♦❜t✐❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ✿

LB(Tri) = Ci + LB(Ji) ✭✸✳✾✮

■■■✳✹✳❞✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣✐❣✉❡ ❛✉ ❞é♠❛rr❛❣❡ ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡

✕ P♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ s❛♥s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs

LB(Ji) = 0 ✭✸✳✶✵✮

✕ ❚â❝❤❡s ❛✈❡❝ ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs
✕ ❝❛s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❧❛❝é❡
■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❞é❥à ♣❧❛❝és s❡ tr♦✉✈❛♥t s✉r ❧❡ ♠ê♠❡
♣r♦❝❡ss❡✉r q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ q✉❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧❡ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r
✐♥t❡r✈✐❡♥❞r❛ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✱ ❡t ♥♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❣✐❣✉❡✳

LB(Ji) = max
k∈Γ−P

i ∪Γ−NP
i ∪Γ∗−NP

i

(LB(Trk)) ✭✸✳✶✶✮

✕ ❝❛s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥♦♥ ♣❧❛❝é❡
✕ τi /∈ Θc ✿ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s ❛✉ ♣♦♦❧ ❝♦✉r❛♥t Θc

LB(Ji) = max
k∈Γ−P

i ∪Γ∗−NP
i

(LB(Trk)) ✭✸✳✶✷✮

✕ τi ∈ Θc ✿ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ♣♦♦❧ ❝♦✉r❛♥t Θc

✕ Pc ❡st ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞✉ ♣♦♦❧

LB(Ji) = max
k∈Γ−P

i ∪Γ∗−NP
i

(LB(Trk)) +
∑

k∈Γ−C
i

Ck ✭✸✳✶✸✮

✕ Pc ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞✉ ♣♦♦❧
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥✈✐s❛❣❡r ❧❡s ❞❡✉① ♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡✱ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❝♦✉r❛♥t
❡t s✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ r❡st❡r ♦♣t✐♠❛❧✱ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t
t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①✳

✻✶
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s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❝♦✉r❛♥t

Int
(k+1)
i =

l∑

j=0

⌈
LB(Jj) + Int

(k)
i

Tj

⌉
Cj

Inti = Int
(k+1)
i = Int

(k)
i

LB1(Ji) = Inti + max
k∈Γ−P

i ∪Γ∗−NP
i

(LB(Trk))

✭✸✳✶✹✮

s✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r

LB2(Ji) = max
k∈Γ−P

i ∪Γ∗−NP
i ∪Γ−NP ′

i

(LB(Trk)) ✭✸✳✶✺✮

❉✬♦ù✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿
LB(Ji) = min (LB1(Ji), LB2(Ji)) ✭✸✳✶✻✮

■■■✳✹✳❡✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣✐❣✉❡ ❛✉ ❞é♠❛rr❛❣❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡

▲❛ ❣✐❣✉❡ s✉r ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ é♠❡ttr✐❝❡
τk✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

LB(Ji) = Trk ✭✸✳✶✼✮

■■■✳✺✳ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡s ♣♦♦❧s ❡t ❞❡s
tâ❝❤❡s✳

■■■✳✺✳❛✳ ❖r❞r❡ ❞❡s ♣♦♦❧s ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs

❖♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦♦❧ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❞✐t ❝÷✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ q✉✐ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣rés❡♥t❡s s✉r ❧❡ ♣♦♦❧✳

UPli =

ni∑

k=1

Ck

Tk

✭✸✳✶✽✮

▲❡s ♣♦♦❧s s♦♥t ❛❧♦rs ♦r❞♦♥♥és s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❝❤❛r❣❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣♦♦❧ ❛②❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❢♦rt❡
❝❤❛r❣❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st s✐t✉é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳ ❊t❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❝❤❛r❣é✱ ❝✬❡st ❧✉✐ q✉✐
♣♦ssè❞❡ ❧❡ ♠♦✐♥s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✈❛❧✐❞❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦✉♣❡s ❛✉ ❞é❜✉t
❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✱ ❧✐♠✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s à ♣❛r❝♦✉r✐r✳

✻✷



■■■✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❉❊ P▲❆❈❊▼❊◆❚ ❊❚ ❉✬❖❘❉❖◆◆❆◆❈❊▼❊◆❚ ❈❖◆❏❖■◆❚❙

■■■✳✺✳❜✳ ❖r❞r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦♦❧s ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t tr✐é❡s ♣❛r ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧♦rs ❞✬✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❧❡s tâ❝❤❡s
❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ét❛♥t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s
❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ré❞✉✐s❛♥t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦❧✉t✐♦♥s à ❡①♣❧♦r❡r✳

■■■✳✻✳ ❘è❣❧❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥

■■■✳✻✳❛✳ ❆✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♣♦♦❧ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞✐✛ér❡♥ts ✿
✕ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ✿ ▲❡s ♥÷✉❞s ♣r✐✈✐❧é❣✐és s♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s r♦♥❞s✳ ▲❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s
❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❝♦✉r❛♥t t❛♥t q✉❡ ❝❡❧❛ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❧♦rs ❞✉
♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ s♦♥t ❛❧♦rs ❞éséq✉✐❧✐❜ré❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t
❛✈♦✐r ✉♥ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳

✕ ♣❛r❝♦✉rs ❞✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ✿ ❆❥♦✉t❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣ré❝é✲
❞❡♥t✱ ❡♥ ❝ré❛♥t ✉♥ ♥÷✉❞ ❝❛rré ❞ès q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ✈ér✐✜é✳ P♦✉r ✉♥ ♣♦♦❧ Pli ❝♦♥t❡♥❛♥t mi

♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t s✉r ❧❡q✉❡❧ ni tâ❝❤❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣❧❛❝é❡s✱ ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s ✿
✕ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ▲❡s ♥÷✉❞s r♦♥❞s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts t❛♥t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s
s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❝♦✉r❛♥t ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ✿

⌈
ni

mi

⌉
✭✸✳✶✾✮

✕ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ▲❡s ♥÷✉❞s r♦♥❞s s♦♥t ❢❛✈♦r✐sés t❛♥t q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❝♦✉r❛♥t ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ✿

UPli

mi

✭✸✳✷✵✮

■■■✳✻✳❜✳ ❆✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❣❧♦❜❛❧

▲❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❉❛♥s
❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣❧♦r❡r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ♦♥t été
ét✉❞✐és ✿
✕ ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r s✐♠♣❧❡ ✿ ❝✬❡st ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡
❧✬❛r❜r❡ ❡st ♣❛r❝♦✉r✉❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❀

✕ ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✿ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ s♦♥t ♣❛r❝♦✉r✉❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ❧✬❛r❜r❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬❛r❜r❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡st ❞é❝♦✉♣é
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ❧❡s n1−m1+1 s♦✉s✲❛r❜r❡s ét❛♥t ❛❧♦rs ❡①♣❧♦rés
❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳

✻✸
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✕ ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉t♦✲❛❞❛♣t❛t✐❢ ✿ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲
❛r❜r❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s é❣❛❧✱ ♣❛r❝♦✉r✐r éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞r♦✐t❡
♥✬❡st éq✉✐t❛❜❧❡ q✉❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❡♠♣♦r❡❧✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡
♣❡✉t✲êtr❡ ❢❛✈♦r✐sé✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ êtr❡ ♣❛r❝♦✉r✉ ♣❧✉s ❧♦♥❣t❡♠♣s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❞❡✉①
♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡♥t ✿
✕ ▲✬❛r❜r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❡st ♣r✐✈✐❧é❣✐é✳ ❙✐ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐st❡✱ ❡❧❧❡ s❡r❛
tr♦✉✈é❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳

✕ ▲✬❛r❜r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❡st ♣r✐✈✐❧é❣✐é✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❡st ♣❧✉s é❧❡✈é❡✳

■❱✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✭♦✉ ❆▼◆P✮ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡
❜✉t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
tâ❝❤❡s✱ s❡❧♦♥ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣ré❝é❞❡♥t ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ■■■✮✱ ❡t ② ❛♣♣♦rt❡ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
▲✬❆P❖❈ ♣r❡♥❛✐t ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡s✲
s❡✉rs✳ ▲✬❆▼◆P s✬❛✛r❛♥❝❤✐t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❡t ✈❛ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡s✲
s❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r q✉❡
❧❡ s②stè♠❡ ét✉❞✐é s♦✐t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ✭✐❡✳ ❡♥ ❞❡çà ❞❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♥❡
s❡r❛ ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✮✱ ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❛✉ ❞❡❧à ❞✉q✉❡❧ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❡st ✐♥✉t✐❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é❥à ❝♦♥♥✉❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥❝❛❞r❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs q✉✐ s❡r❛✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝réé ❛❧♦rs ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❜❛sé s✉r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧✬❆P❖❈ ♠❛✐s ❛❞❛♣té❡s
♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ♥♦♥ ♣❧✉s ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♠❛✐s ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r❝♦✉rt ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st tr♦✉✈é❡✱ ❧❛ ❜♦r♥❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡st ♠✐s❡ à ❥♦✉r✱ ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t
❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❞❡
♣r♦❝❡ss❡✉rs✮✳
❆ ♥♦t❡r é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥t ❝♦♥❥♦✐♥ts✱ ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡✳

■❱✳✶✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

❉❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
✕ s♦✐t ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❛r❜r❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s♦✉s✲❛r❜r❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛✉❣♠❡♥té ❞❡ ✶✱ ❡t❝✳✳✳ ❥✉sq✉✬❛✉ ❞❡r♥✐❡r s♦✉s✲❛r❜r❡

✻✹



■❱✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❉❊ ▼■◆■▼■❙❆❚■❖◆ ❉❯ ◆❖▼❇❘❊ ❉❊ P❘❖❈❊❙❙❊❯❘❙

3 3 2 2 3 2 3 3 1 1 3 1 2 2 1 1 2 1

2 3 2 3 1 3 1 3 1 2 1 2

1 2 3

Solutions entrelacées
33 nœuds

3 2 3 1 2 1 3 2 3 2 3 1 3 1 2 1 2 1

2 3 1 3 1 2 2 3 2 3 1 3 1 3 1 2 1 2

1 2 3 1 2 3

* *

Chaque sous-abre contient
un nombre fixe de processeurs

42 nœuds

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❉✐✛ér❡♥ts ❛r❜r❡s ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s

q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡✈✐❡♥t
à ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❆P❖❈ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳

✕ s♦✐t ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❛♥t ♣❛s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❡t q✉✐
❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥tr❡❧❛❝é❡s✳

❈❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❧❛rté✱ ❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ♥✬❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡✱ ❞✬♦ù ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s✳ ▲❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ♣♦✉r
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs é❣❛❧ à ✉♥ ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ é❣❛❧ à ❞❡✉①✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ r❡t❡♥✉❡ ❡st ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s✳ ❖✉tr❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❡❧❡r ❧✬❆P❖❈ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❞❡ s✉✐t❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✈❛r✐❡r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ❛r❜r❡ ❛②❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡ ♥÷✉❞s✱ ❞♦♥❝
s♦♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳ ❈❡tt❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡st ❞✉❡ à
❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❛✉① ❜r❛♥❝❤❡s ✿ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✱ ❧❡s ❞❡✉①
❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♠❛rq✉és ♣❛r ❞❡s ✯ ♥❡ ❞✐✛èr❡♥t q✉❡ ♣❛r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡✳ ▲✬❛r❜r❡
✐♥❢ér✐❡✉r ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ❢❛❝t♦r✐s❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡✳

✻✺
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■❱✳✷✳ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs

▲❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬é✈♦❧✉❡r ❛✉
❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡s ❜♦r♥❡s✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

■❱✳✷✳❛✳ ❇♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡

❈♦♠♠❡ ❞✐t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐r❡ q✉✬❡♥ ❞❡ss♦✉s
❞❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❡t r❡✢èt❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
▲❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à
♣❧❛❝❡r ❡t à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s♦✐t
♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s♦✐t s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❧❛ ❝❤❛r❣❡
t♦t❛❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳

min =

⌈∑

i

Ci

Ti

⌉
✭✸✳✷✶✮

■❱✳✷✳❜✳ ❇♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡

▲❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ❞é✜♥✐r✳ ▲❛ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♦✉ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ t❡♥té ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ♥♦♥ ♦r❞♦♥✲
♥❛♥ç❛❜❧❡ s✉r n ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♠❛✐s q✉✐ ❧❡ s❡r♦♥t s✉r n−1 ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡
s✉✐✈❛♥t✳
❙♦✐❡♥t ❞❡✉① tâ❝❤❡s τ1 ❡t τ2✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡ Ti ❞❡ 5✱ ✉♥❡ ♠ê♠❡ é❝❤é❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ Di ❞❡
2 ❡t ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ Ci ❞❡ 1✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ τ1 ❡♥✈♦✐ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ τm à τ2✳
❙✐ ♦♥ ♣❧❛❝❡ τ1 ❡t τ2 s✉r ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τ2 ♠❛♥q✉❡
✐♥é✈✐t❛❜❧❡♠❡♥t s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✱ ❝❡❝✐ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ τm✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱
s✐ ❧❡s ❞❡✉① tâ❝❤❡s s♦♥t s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ ❡st
♥✉❧✱ ❡t τ2 r❡s♣❡❝t❡ ❛❧♦rs s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✳
▼❛❧❣ré ❝❡tt❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡✱ ✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ s②stè♠❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❞✬❛✛❡❝t❡r à ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ tâ❝❤❡✳
▲❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❛✉t♦r✐sé❡✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s❡r❛✐t ✐❝✐
✐♥✉t✐❧❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ r❡st❡r❛✐t t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s ♦✐s✐❢✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs à ✉t✐❧✐s❡r ♣❛r ✿

max = ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✷✷✮

✻✻
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3 tâches pour une charge globale de 1.5
⇒ mmin = 2
⇒ mmax = 3

3 3 2 3 2 1 2

2 3 2 3 3 1

1 2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❆r❜r❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s

■❱✳✸✳ ❘è❣❧❡s

■❱✳✸✳❛✳ ❙②♥t❤ès❡

▲❡s rè❣❧❡s ❡♥ ✐t❛❧✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① rè❣❧❡s ❛❞❛♣té❡s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❘✐❝❤❛r❞ ❬❘✐❝✵✷❪ ♦✉
❝réé❡s✳

❘è❣❧❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ♣♦♦❧ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ n tâ❝❤❡s✱
❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✿
✕ ❘è❣❧❡ ♥➦✶ ✿ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♥÷✉❞ ✜❝t✐❢ r❡♣rés❡♥✲
t❛♥t ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳

✕ ❘è❣❧❡ ♥➦✷ ✿ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ✶ ❡st ❢♦r♠é ❞❡ n−mmin + 1 ♥÷✉❞s ❝❛rrés✳
✕ ❘è❣❧❡ ♥➦✸ ✿ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❡t s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ i, 1 ≤ i ≤ n✱ ♣❡✉t êtr❡
❛❣r❛♥❞✐ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ i+1 ♣❛r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥÷✉❞ r♦♥❞ ♣❛r♠✐ n ♦✉ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥÷✉❞ ❝❛rré
♣❛r♠✐ n✱ s✐ ❧❡s rè❣❧❡s ✹✱ ✺ ❡t ✻ s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s✳

✕ ❘è❣❧❡ ♥➦✹ ✿ ▲❡ ♥✉♠ér♦ k ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τk ♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡
❧❛ r❛❝✐♥❡ à ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❈❡❝✐ ❛ss✉r❡ q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❧❛❝é❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳

✕ ❘è❣❧❡ ♥➦✺ ✿ ❯ ♥÷✉❞ ❝❛rré k ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❛❣r❛♥❞✐r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞é❥à
✉♥ ♥÷✉❞ ❝❛rré l t❡❧ q✉❡ l > k✳ ❈❡❝✐ é✈✐t❡ ❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛✐s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❧❛ ♠ê♠❡
❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés✳

✻✼
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✕ ❘è❣❧❡ ♥➦✻ ✿ ❆✉❝✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ ♣❛r ✉♥ ♥÷✉❞ ❝❛rré q✉❡❧❝♦♥q✉❡ s✐ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥
❝♦♥t✐❡♥t ❞é❥à mmax ♥÷✉❞s ❝❛rrés✳

✕ ❘è❣❧❡ ♥➦✼ ✿ ❆✉❝✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♥❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ s✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡ mmin ♥÷✉❞s ❝❛rrés✳

❘è❣❧❡s ❞❡ ❝♦✉♣❡ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦✉♣❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ s②stè♠❡
s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ t❛✉①
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✿
✕ ❘è❣❧❡ ♥➦✽ ✿ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① tâ❝❤❡s ❡♥ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ τk ≺ τl ❀ s✐ τk ❡t τl s♦♥t ♣❧❛❝é❡s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡
♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s♦✉s ❝❤❡♠✐♥ ❞é❜✉t❛♥t ♣❛r ✉♥ ♥÷✉❞ ❝❛rré l ♦✉ ✉♥ ♥÷✉❞
r♦♥❞ l ❡t s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ✉♥ ♥÷✉❞ r♦♥❞ k ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❞❡s ♥÷✉❞s r♦♥❞s ❡♥tr❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡
❡t ❧❛ ✜♥ ❞✉ s♦✉s ❝❤❡♠✐♥✳ ❈❡❝✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s
τk ❡t τl✳

✕ ❘è❣❧❡ ♥➦✾ ✿ ❯♥ s♦✉s✲❝❤❡♠✐♥ ❞é❜✉t❛♥t ♣❛r ✉♥ ♥÷✉❞ ❝❛rré k ❡t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ l ♥÷✉❞s r♦♥❞s ♥❡
♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ ♣❛r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥÷✉❞ r♦♥❞ r s✐ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ s♦✉s✲
❝❤❡♠✐♥✱ ♥♦té❡ Us✱ ❛❞❞✐t✐♦♥♥é❡ à ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ τr ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡
à ✶✳ ❙✐ Us + Ur > 1 ❡t r > k✱ ❛❧♦rs ✉♥ ♥÷✉❞ ❝❛rré r s❡r❛ ❝réé✳

✕ ❘è❣❧❡ ♥➦✶✵ ✿ ❙♦✐t τk ❧❛ tâ❝❤❡ à ✐♥sér❡r✳ ❖♥ ♥♦t❡ nbτk
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s τr ♥♦♥ ❡♥❝♦r❡ ♣❧❛❝é❡s

t❡❧❧❡s q✉❡ r ≥ k′✳ ❙♦✐t nbPr ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♥♦♥ ✉t✐❧✐sés ✿ s✐ nbk > nbPr ❛❧♦rs ❧❡
♥÷✉❞ ❝❛rré k ♥✬❡st ♣❛s ❝réé✳

✕ ❘è❣❧❡ ♥➦✶✶ ✿ ❙♦✐t U ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♥♦♥ ❡♥❝♦r❡ ♣❧❛❝é❡s ❡t s♦✐t nbPr ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡s✲
s❡✉rs ♥♦♥ ✉t✐❧✐sés✳ ❙✐ U > nbPr ❛❧♦rs ❧❡ ♥÷✉❞ ❝❛rré ♥✬❡st ♣❛s ❝réé✳ ❈❡❧❛ é✈✐t❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s q✉✐ ❝♦♥❞✉✐r♦♥t ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♦✉ ♣❧✉s à ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ str✐❝t❡♠❡♥t
s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✶✳

✕ ❘è❣❧❡ ♥➦✶✷ ✿ ❙♦✐t τk ❧❛ tâ❝❤❡ à ✐♥sér❡r✳ ❙✐ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❝♦✉r❛♥t ❡st ❧❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ❡t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉
♠♦✐♥s ✉♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞❡ τk ♥♦♥ ❡♥❝♦r❡ ♣❧❛❝é✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♥÷✉❞ r♦♥❞ k ♥✬❡st ♣❛s ❝réé✳ ❈❡❝✐ é✈✐t❡
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s q✉✐ ❝♦♥❞✉✐r♦♥t ✐♥é✈✐t❛❜❧❡♠❡♥t à ✉♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ♥➦✽✳

❘è❣❧❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡ ❡st s♣é❝✐✜q✉❡ à ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✉t✐❧✐sés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ♥♦✉s
♥♦✉s ❛ss✉r♦♥s q✉✬❛✉❝✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣r♦❝❡ss❡✉rs ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ♥❡ s❡r❛ é♥✉♠éré❡ ✿
✕ ❘è❣❧❡ ♥➦✶✸ ✿ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st tr♦✉✈é❡✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st st♦❝❦é❡ ✭❡❧❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱
s✐ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❛✐t ❞é❥à été tr♦✉✈é❡✮✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♠❛①✐♠✉♠ mmax ♣r❡♥❞
❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡✱ ♠♦✐♥s ✶✳

✕ ❘è❣❧❡ ♥➦✶✹ ✿ ▲♦rs ❞✉ ♣❛r❝♦✉rs ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✶✱ s♦✐t i ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳
▲❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡st ✿
✕ ✐♥❝❤❛♥❣é s✐ i ≤ n−mmax + 1
✕ é❣❛❧ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ mmax ❡t ❞❡ mmax0

− i + 1 s✐♥♦♥✳
♦ù mmax0

❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

✻✽



■❱✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❉❊ ▼■◆■▼■❙❆❚■❖◆ ❉❯ ◆❖▼❇❘❊ ❉❊ P❘❖❈❊❙❙❊❯❘❙

■❱✳✸✳❜✳ ❉ét❛✐❧s ❞❡s rè❣❧❡s

❘è❣❧❡s ❛❞❛♣té❡s ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s rè❣❧❡s ♥❡ s♦♥t q✉✬✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧✬❆P❖❈ ❡♥
✈✉❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✜①és✳
❈❡❧❛ ✐♥❝❧✉t ❧❡s rè❣❧❡s ✶ à ✶✵✳

❘è❣❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ▲❡s rè❣❧❡s ✶✶ ❡t ✶✷ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s
❜r❛♥❝❤❡s q✉✐ ♥❡ ♠è♥❡r♦♥t à ❛✉❝✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ✈❛❧✐❞❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✶✶✱ s✐ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡s tâ❝❤❡s r❡st❛♥t à ♣❧❛❝❡r ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs r❡st❛♥ts✱ ❛❧♦rs ❛✉❝✉♥ ♥÷✉❞ ❝❛rré ♥✬❡st ❝réé✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t
tôt ♦✉ t❛r❞ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✶✳
▲❛ rè❣❧❡ ✶✷ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧♦rsq✉✬♦♥ ❡st s✉r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s
❝❤❡♠✐♥s ♠❡♥❛♥t ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❛✈♦✐r
✉♥❡ tâ❝❤❡ ré❝❡♣tr✐❝❡ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ é♠❡ttr✐❝❡✮✳

❘è❣❧❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ rè❣❧❡ ✶✸ ♣❡r♠❡t✱ ❞ès q✉✬✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❡st tr♦✉✈é❡✱ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r t♦✉t❡ ❜r❛♥❝❤❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐r❛✐t à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ s✐♥♦♥
♣✐r❡✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳
▲❛ rè❣❧❡ ✶✹ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✶ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼✳ ❘✐❝❤❛r❞✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛
rè❣❧❡ ✶ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✶ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ P✉✐sq✉❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ✐❧ ét❛✐t
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r ❝❡tt❡ rè❣❧❡✳
▲❛ rè❣❧❡ ✶✹ ❡st s❝❤é♠❛t✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✸ tâ❝❤❡s✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
mmin = 1 ❡t mmax = 2✳

■❱✳✹✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡

❡t ♣♦✉r ❧❛ ❣✐❣✉❡

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡t ♣♦✉r ❧❛ ❣✐❣✉❡ s✉r
❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❆P❖❈ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✹✮✳

■❱✳✺✳ ❘è❣❧❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥

■❱✳✺✳❛✳ ❆✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❣❧♦❜❛❧

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❡♠♣❧♦②é❡s ♣♦✉r ❧✬❆P❖❈✳ ❉❛♥s ❬❘✐❝✵✷❪✱ ▼✳
❘✐❝❤❛r❞ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉t♦✲❛❞❛♣t❛t✐❢ ♣rés❡♥t❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❝❡ ♣❛r❝♦✉rs ❛ été sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❆▼◆P✳

✻✾



❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❉✬❖P❚■▼■❙❆❚■❖◆ ❉❯ ◆❖▼❇❘❊ ❉❊ P❘❖❈❊❙❙❊❯❘❙
❉❆◆❙ ❯◆❊ ❆❘❈❍■❚❊❈❚❯❘❊ ❉■❙❚❘■❇❯➱❊

1 2 3 1 2

1 2 3

Arbre construit
par APOC,
pour m = 1

Arbre construit
par APOC,
pour m = 2

Arbre construit par AMNP,
pour mmin = 1 et mmax = 2

ici, mmax = 1
par la rgle 14

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✶✹

■❱✳✺✳❜✳ ❆✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♣♦♦❧ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs

❆✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♣♦♦❧ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡
tâ❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ✿
✕ s✐ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡st ♣❛r✲
❢❛✐t❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s tâ❝❤❡s ét❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ✉♥
♣r♦❝❡ss❡✉r ♥❡ ♣❡✉① ❛✈♦✐r ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❧❛❝é❡s s✉r ✉♥ ❛✉tr❡
♣r♦❝❡ss❡✉r✳

✕ s✐ ❧❡s tâ❝❤❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❛❧♦rs ▼✳ ❘✐❝❤❛r❞ ❛ ♠♦♥tré q✉✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬éq✉✐❧✐✲
❜r❛❣❡ ❝♦♥❞✉✐s❛✐t à ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r rés✉❧t❛t q✉✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ✭❝❢ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ■■■✳✻✳❛✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é❝✐❞é ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ♠♦②❡♥♥❡
l✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s q✉✐ s❡r♦♥t ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ s❡r♦♥t
❝❡❧❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞♦♥t ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❡st ❛✉① ❛❧❡♥t♦✉rs ❞❡ l✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥t ♣❛s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ♠♦②❡♥♥❡✳ ▲❡s tâ❝❤❡s ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♣❧❛❝❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ τi s✉r ✉♥ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉r ♣❡✉t ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τj s✐t✉é❡ s✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t
r❡♥❞r❡ ❛✐♥s✐ ❧❛ tâ❝❤❡ τj ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ l ❡st ❧❛✐ssé à ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉r ❡t
❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❥♦✉❡r ♣♦✉r ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
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Facteur d'utilisation moyen par tâche

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s

❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❯♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ l ❢❛✈♦r✐s❡r❛ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❡①♣❧♦r❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛②❛♥t
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝❤❛r❣és✱ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡ ❢♦rt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ l ❢❛✈♦r✐s❡r❛ ♣❧✉tôt
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦♥t ♠♦✐♥s ♥♦♠❜r❡✉① ❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❝❤❛r❣és✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡
❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡t ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✳

■❱✳✻✳ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

❆✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❞❡s t❡sts ♦♥t été ré❛❧✐sés✳ ▲♦rs ❞❡ ❝❡s t❡sts✱
s❛✉❢ ♠❡♥t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ◆♦✉s
♥✬❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ rés❡❛✉① ❡t ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ♥♦s s②stè♠❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝és s✉r ❞❡s
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉rs✳

■❱✳✻✳❛✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s

❱♦✐❝✐ ❧❡ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡ ♥♦s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s rés✉❧✲
t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✿
✕ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♣r✐s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {20, 30, 40, 60, 100} ❀
✕ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st ❣é♥éré ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❯❯♥✐❋❛st✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é
♣❛r ❇✐♥✐ ❬❇❇✵✹❛❪✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❜✐❛✐s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s
❞❡ tâ❝❤❡s ❀

✕ ❧❡s s②stè♠❡s ❣é♥érés ♦♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✺ ❀
✕ ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ ✺ ♠✐♥✉t❡s✱ s✐ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t❡r♠✐♥és✱ ✐❧s s♦♥t ✐♥t❡rr♦♠♣✉s✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡
s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛❧♦rs r❡♥✈♦②é❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ♣❛r tâ❝❤❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡ ❢❛❝t❡✉r
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✶✻ ♣r♦❝❡ss❡✉rs
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s t❡r♠✐♥és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r tâ❝❤❡

♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ✶✺ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
t♦t❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞❡ ✶✺✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ♣❛r tâ❝❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛✉❣♠❡♥t❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ♦♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
♣❧✉s é❧❡✈é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❛②❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥ é❧❡✈é✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦✐♥s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s à é✈❛❧✉❡r✳ ▼❛✐s ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡s
❡st é❧❡✈é ❝♦♠♣❛ré à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r tâ❝❤❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❛rr✐✈és à t❡r♠❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ♣❛r tâ❝❤❡✳ P♦✉r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❢❛✐❜❧❡✱ ❛✉❝✉♥
❝❛❧❝✉❧ ♥✬❛rr✐✈❡ à t❡r♠❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ✜♥ ❞✉ t❡♠♣s ❧✐♠✐t❡ ✭✜①é à ✺ ♠✐♥✉t❡s✮✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s
tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥ é❧❡✈é✱ t♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s❡ t❡r♠✐♥❡♥t✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ♣❛r
tâ❝❤❡ ❡st é❧❡✈é✱ ♣❧✉s ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛❧♦rs ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
❜r❛♥❝❤❡s très tôt ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s à ❡①♣❧♦r❡r✳
❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ é♥♦r♠é♠❡♥t ❞❡ t❡♠♣s
♣♦✉r t❡r♠✐♥❡r s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❉❡✉① ❝❛s ❞♦✐✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ét✉❞✐és ✿
✕ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s st♦♣♣♦♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ ✺ ♠✐♥✉t❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r
é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡✳ ◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r ∆ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬♦♣t✐♠✉♠✳ ❊♥ t❤é♦r✐❡✱ ∆ ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✉t✐❧✐sés
♣❛r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ♣❛r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❧✬✐♥t❡rr♦♠♣✐♦♥s ❡t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▼❛✐s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ♣❛s ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣♦✉r
❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬❡♥ ❞❡çà✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
n tâ❝❤❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣♦♦❧ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧ U ✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs
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✉t✐❧✐sés ❡st ✿

Nopt
def
=

⌈
U

n

⌉
✭✸✳✷✸✮

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ∆ ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬♦♣t✐♠✉♠✳
✕ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✬❡st t❡r♠✐♥é ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ✿ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❛✣r♠❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡
♣❛s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡t♦✉r♥é❡ ♣❛r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ∆ ❡st ❛❧♦rs ✵✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✱ ∆ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ♣❛r tâ❝❤❡✳ ❈❡❝✐
s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❝r♦ît ❛✈❡❝
❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♥✉❧❧❡ ❞❡ ∆ ♣♦✉r ❧❡s très ❤❛✉ts ❢❛❝t❡✉rs ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
♠♦②❡♥s ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣ré❝✐s✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛rr✐✈❡♥t à t❡r♠❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♥✈♦✐❡ ❛❧♦rs
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
❊♥✜♥✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❡♠♣s q✉✐ ❛ été ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❢♦✐s
❡♥❝♦r❡✱ ✷ ❝❛s s♦♥t à ❞✐st✐♥❣✉❡r ✿
✕ ❙✐ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ✐♥t❡rr♦♠♣✉ ✿ ❧❡ t❡♠♣s ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❧❡ t❡♠♣s q✉✐ ❛ été ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❀

✕ ❙✐ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ✿ ❧❡ t❡♠♣s ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❛❧♦rs ❧❡ t❡♠♣s
♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ✭❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✮✱ ♣❧✉s ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡
à ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s r❡st❛♥t❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
r❡t❡♥✉❡✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦✉r♥✐ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
❝♦✉rt✱ s✉rt♦✉t s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st NP✲❉✐✣❝✐❧❡ ❛✉ s❡♥s ❢♦rt✳
❚♦✉t❡s ❝❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ✉t✐✲
❧✐s❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦✉rt✳ P♦✉r ❞❡s
s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ❛②❛♥t ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ♣❛r tâ❝❤❡✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✶✻ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡st r❛♣✐❞❡♠❡♥t tr♦✉✈é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ♥♦r♠❛❧❡✲
♠❡♥t✱ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡✛❡❝t✉és ❧❡ s♦♥t ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s r❡st❛♥t❡s✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s
❢❛❝t❡✉rs ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s à ❡①♣❧♦r❡r ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❛❧❧♦✉é ❛✉ t❡st ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳

■❱✳✻✳❜✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s

▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ✈❛r✐❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶ ❡t ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶
♠♦♥tr❡♥t ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ré❛❧✐sé❡s s✉r ✺✵ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ✶✵✵ tâ❝❤❡s ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
t♦t❛❧ ❞❡ ✶✵ ♣♦✉r ✵✱ ✺✱ ✶✵✱ ✶✺ ❡t ✷✵ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ét❛♥t ✐♥t❡rr♦♠♣✉s ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ ✷ ❤❡✉r❡s✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❢♦r❝é♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡✳ P❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡ ❝♦♥st❛t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ♣❛r
tâ❝❤❡

✵ ✺ ✶✵ ✶✺ ✷✵
tmax ❡♥ s ✶✻✼✻✱✶✷ ✶✷✸✷✱✼✹ ✻✼✹✱✽✷ ✹✹✷✸✱✾✹ ✸✵✼✱✵✼

tmoyen ❡♥ s ✷✷✸✱✹✺ ✶✻✵✱✺✶ ✶✵✽✱✺ ✷✼✻✱✽✻ ✾✵✱✽✶

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s

❞❡ ❞✐r❡ ✿
✕ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❀

✕ s✐✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ❡st é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ ❧❛
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✓ ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✔ sé✲
♣❛r❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥
tr♦✉✈é❡✳

❆✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ✿
✕ ♣♦✉r ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ✭≤ 10✮✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ s✐t✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
❡st ré❞✉✐t✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❀

✕ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ✭≥ 15✮✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ s✐t✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❧❛r❣❡✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥t été ❢❛✐t❡s s✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts st❛t✐st✐q✉❡s✳ ❈✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧❡✳ ▲❡ s❡✉❧ ♠♦②❡♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ s❡r❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦♥♦st✐❝s ♦✉ ♥♦♥ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st ❞✬❡①é❝✉t❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❝❡ ♠ê♠❡ s②stè♠❡✳

■❱✳✻✳❝✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❡t ❡♥ ✐♥t❡rr♦♠♣❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉ ❜♦✉t
❞❡ ✷ ❤❡✉r❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✐♥❝❤❛♥❣é✳
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❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❆▼◆P tr♦✉✈❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✱ ❡t q✉✬✐❧ ♣❡✐♥❡ à ♣r♦✉✈❡r
❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛r❜r❡ r❡st❛♥t à ❡①♣❧♦r❡r ❝♦♥t✐❡♥t ♣❡✉ ♦✉ ♣❛s ❞❡
s♦❧✉t✐♦♥s✳
❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛rrêt❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥ t❡♠♣s q✉✐ ❡st ❧❛✐ssé à ❧✬❛♣♣ré❝✐❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉r✱ s❡❧♦♥ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✉♥ t❡♠♣s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
❝♦✉rt ♣❡✉t ❢♦✉r♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t très ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✱ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t❡s✳

■❱✳✻✳❞✳ ❚❡♠♣s ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ✐♥t❡rr♦♠♣r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡t ❞❡ ❧❡ ❧❛✐ss❡r
❛❜♦✉t✐r✳
❆✜♥ ❞✬❡ss❛②❡r ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭❝♦♠♣♦sé ❞❡
✶✵✵ tâ❝❤❡s✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛♥❝é ✺ ❝❛❧❝✉❧s✳ ❆✉ ❜♦✉t ❞❡ ✸ s❡♠❛✐♥❡s✱ s✉r ❧❡s ✺ ❝❛❧❝✉❧s ❧❛♥❝és✱ ❛✉❝✉♥
♥✬ét❛✐t t❡r♠✐♥é✱ ❡t ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ét❛✐t ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❛❝❤❡✈é✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♥❡
❞✐s♣♦s♦♥s ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s✱ ♥✐ ♠ê♠❡ ✉♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

■❱✳✻✳❡✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋✐s❤❡r✱ ❇❛r✉❛❤ ❡t ❇❛❦❡r

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝♦♠♣❛ré ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❇❇✲❋❋❉✱ q✉✐
❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❋✐s❤❡r✱ ❇❛r✉❛❤ ❡t ❇❛❦❡r ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ■■✮✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ s✐♠✉❧t❛♥é❡s✱ à
é❝❤é❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡✳
❯♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ été ré❛❧✐sé❡✱ ❡♥ ❣é♥ér❛♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✺✵ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ tâ❝❤❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ à é❝❤é❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♦❜t❡♥✉
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❡st ✈✐s✐❜❧❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✷✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ✶✵✵ tâ❝❤❡s ❡t ❧❡
❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ t♦t❛❧ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st ❞❡ ✶✵✳
▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✐♥t❡rr♦♠♣✉❡ ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ ✺ ♠✐♥✉t❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✱ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡
❡st ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r✱ ❧✬❆▼◆P ❞♦♥♥❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ✉t✐❧✐s❛♥t ✶ à ✷ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡
♠♦✐♥s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❇❇✲❋❋❉✳ ❉✬♦ù ✉♥ ❣❛✐♥ é✈✐❞❡♥t✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋✐s❤❡r✱
❇❛r✉❛❤ ❡t ❇❛❦❡r ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥t✐è♠❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞❡✱ s❛♥s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❆▼◆P ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✉t❡✳

■❱✳✻✳❢✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❋✐s❤❡r✱ ❇❛r✉❛❤ ❡t ❇❛❦❡r ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ ❧✬✐♥térêt
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s ♦✉❜❧✐❡r q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t s✬❡♠♣❧♦②❡r ❞❛♥s
✉♥ ❝❛❞r❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ❞❡ tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱
❛✉① é❝❤é❛♥❝❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳
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Configuration

FBB-FFD
AMNP

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❇❇✲❋❋❉

▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t
❢♦rt❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛❜❧❡s✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❡r ❡♥ ❞é❝♦✉♣❛♥t ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥
♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❛r❜r❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ✈♦✐r❡ ♠ê♠❡ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♥✐✈❡❛✉
s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞✬♦r❞✐♥❛t❡✉rs ♦✉ ❞❡ ❝❧✉st❡rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✬✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ❛❝❝é❧ér❡r❛✐t ❛❧♦rs ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳

■❱✳✼✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é❡s

❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡✱ ❡t q✉✐ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ♣❛r❛❞♦①❛❧❡✱ s❡r❛✐t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❡t ❞✐♠✐♥✉❡r ❛✐♥s✐ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à s♦♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳

■❱✳✼✳❛✳ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙♦✉✈❡♥t✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ✐❧ s❡r❛✐t ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ❞✬❡♥ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡✳ ▲❡s rè❣❧❡s q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t
❛❥♦✉t❡r ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡st q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❧❡ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❛✉t♦r✐sé ❡st ✶✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡
t♦t❛❧❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛tér✐❡❧✳
P✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ✉♥ ♣♦♦❧ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ t♦✉s ❧❡s ♣r♦✲
❝❡ss❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t q✉✬✐❧s ❞✐s♣♦s❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳
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❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬❆▼◆P ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✉♥ s②stè♠❡ ✭s❡❧♦♥ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡✮✳ ❙✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡
s②stè♠❡ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t s✐ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦♥t
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❝❤❛❝✉♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ♠é♠♦✐r❡ s❡r❛ ❝❤♦✐s✐✱ ❝❛r ❧✉✐ s❡✉❧ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ❜✉t r❡❝❤❡r❝❤é✳
P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❣ér❡r ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t r❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝♦ûts✳

❘è❣❧❡s à ❛❥♦✉t❡r
✕ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞♦✐t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
♠é♠♦✐r❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ t♦t❛❧❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦♦❧ s♦✐t s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉
é❣❛❧❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❀

✕ ❯♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❥♦✉té❡ à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r q✉❡ s✐ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡♥❝♦r❡ ❧✐❜r❡
❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ tâ❝❤❡✳

■❱✳✼✳❜✳ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s r❛r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥
❝❛♣t❡✉r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝❤❛r❣é❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐ss✉❡s ❞❡ ❝❡ ❝❛♣t❡✉r
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ tâ❝❤❡ ❣ér❛♥t ❧❡ ❝❛♣t❡✉r s✬❡①é❝✉t❛♥t s✉r ✉♥
♣r♦❝❡ss❡✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r✱ ❡t ♥♦♥ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r s✐t✉é à ❧✬♦♣♣♦sé ❞✉ ❝❛♣t❡✉r✳
■❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ❛ttr❛②❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ✉♥ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t q✉❡ ❞❡✉① tâ❝❤❡s ❞♦♥♥é❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣❧❛❝é❡s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♦✉✱ ❛ ❝♦♥tr❛r✐♦✱
s✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts✳

▼✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❆✈❡❝ q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❧✬❆▼◆P ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r ❡st q✉❡✱ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ♣❛s ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ❝♦♠♠❡♥t ♣ré✲❛✛❡❝t❡r
❝❡rt❛✐♥❡s tâ❝❤❡s à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❄
▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♣ré✲❛✛❡❝t❡r✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥
♥✉♠ér♦ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ♥♦té❡ Nτi

✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♥✉♠ér♦✱ ♥♦té❡
NPi

✱ q✉✐ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé à ✵ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ P❡♥❞❛♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ♣❡✉✈❡♥t
❛❧♦rs s❡ ♣♦s❡r ✿
✕ ▲❛ tâ❝❤❡ τi à ♣❧❛❝❡r ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣ré❞é✜♥✐✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ♣❧❛❝é❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

✕ ▲❛ tâ❝❤❡ τi à ♣❧❛❝❡r ❛ ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣ré❞é✜♥✐✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥❝♦r❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❝❛s
❞❡ ✜❣✉r❡ ✿
✕ ▲❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ tâ❝❤❡ ✈❛ êtr❡ ♣❧❛❝é❡ ✈ér✐✜❡ NPi

= 0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞✉
♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❡✈✐❡♥t ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❛ss♦❝✐é à ❧❛ tâ❝❤❡✱ ❡t ❞♦♥❝ NPi

= Nτi
✳

✕ ▲❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ tâ❝❤❡ ✈❛ êtr❡ ♣❧❛❝é❡ ✈ér✐✜❡ NPi
6= 0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ♥✬❡st

♣❧❛❝é❡ q✉❡ s✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ NPi
= Nτi

❡st ✈ér✐✜é❡✳

✼✽



❱✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆

❱✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐✲
♠❛❧❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡
♥❡ s❡r❛ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉✬à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❡①é❝✉t❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t✱ s❛♥s êtr❡ ✐♥✲
t❡rr♦♠♣✉✳ ■♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ t❡♠♣s ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❡♥ t❛♥t q✉✬❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ q✉❡ ✿
✕ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✉t✐❧✐sé ❡st ❛❧♦rs ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❀
✕ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ s❡r❛ r❡t♦✉r♥é❡ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ très ❝♦✉rt✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ❡st ❛❧♦rs ✈❛❧✐❞❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s ✿
é❝❤é❛♥❝❡s✱ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ r❡ss♦✉r❝❡s ♣❛rt❛❣é❡s✳
◆♦✉s ❡s♣ér♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡ttr❛ à ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ s✬❡①é❝✉t❡r ♣❧✉s ✈✐t❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ♣❧✉s ❞❡ ❝♦✉♣❡s ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✳

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ◆♦s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❞❡✉① ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t été ❛❝❝❡♣té❡s à ❞❡s
❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❝♦♠✐té ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ✿
✕ ❧✬✉♥❡ ❛ été ❛❝❝❡♣té❡ à ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❘❚◆❙✬✵✽ ✶ ❬❉❘●❘✵✽❪ ❀
✕ ❧✬❛✉tr❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ été ❛❝❝❡♣té❡ à ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❢r❛♥❝♦♣❤♦♥❡ ❘❖❆❉❊❋✬✵✾ ✷ ❬❉❘●❘✵✾❪✳

✶✳ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦ ❙②st❡♠s
✷✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞✬❆✐❞❡ à ❧❛ ❉é❝✐s✐♦♥

✼✾



❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❉✬❖P❚■▼■❙❆❚■❖◆ ❉❯ ◆❖▼❇❘❊ ❉❊ P❘❖❈❊❙❙❊❯❘❙
❉❆◆❙ ❯◆❊ ❆❘❈❍■❚❊❈❚❯❘❊ ❉■❙❚❘■❇❯➱❊

✽✵



❈❤❛♣✐tr❡

✹

▼♦❞è❧❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡

❙♦♠♠❛✐r❡

■ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

■✳✶ ▼♦❞è❧❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

■✳✷ ❙②stè♠❡ s♣♦r❛❞✐q✉❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

■■ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

■■✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

■■✳✷ ❖♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆✉❞s❧❡② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

■■✳✸ ❱✐t❡ss❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

■■■ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

■■■✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

■■■✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇✐♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

■■■✳✸ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

■■■✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

■❱ ●✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

■❱✳✶ ●✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

■❱✳✷ ●✐❣✉❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

❱ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

❘és✉♠é

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ré❝❡♠♠❡♥t
✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❱❡st❛❧ ❡t q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té✳

✽✶



❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ▼❖❉➮▲❊ ➚ ❈❘■❚■❈■❚➱ ▼❯▲❚■P▲❊

✽✷



■✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

■✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❯♥❡ ❞❡s ❜r✐q✉❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧ ❡st
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉❡s ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✉t✐❧✐s❡♥t t♦✉t❡s ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✈❛❧✐❞❡r ✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳
▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉✐ ❛ r❡ç✉✱ ❡t r❡ç♦✐t
❡♥❝♦r❡✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬❲❊❊+✵✽❪✳
❙❝❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✿
✕ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r♠❡s✉r❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✿ ❧❛ tâ❝❤❡ ét✉❞✐é❡ ❡st ❡①é❝✉té❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❢♦✐s✱ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❡st ♠❡s✉ré✳ ▲❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s❡r❛
❛❧♦rs ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ t❡♠♣s ♠❡s✉ré✳ P❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
♥✬♦✛r❡ q✉✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ t❡❧❧❡ q✉❡❧❧❡
❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✭♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧ ❞✉r t♦✉t ❞✉ ♠♦✐♥s✮✳

✕ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ st❛t✐q✉❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ✿ ❧❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❛♥❛❧②sé ♣♦✉r
❡ss❛②❡r ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ s♦♥ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥
÷✉✈r❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✿
✕ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ tâ❝❤❡ s❡r❛ ❡①é❝✉té❡ ✭t②♣❡✱ ✈✐t❡ss❡✮
✕ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ✢✉① ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭❜♦✉❝❧❡ ✐❢✳✳✳ t❤❡♥✳✳✳
❡❧s❡✳✳✳✱ ❜♦✉❝❧❡ ❢♦r✱ ❡t❝✳✳✳✮ q✉❡❧ s❡r❛ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♠❡♥❛♥t ❛✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣❡ss✐♠✐s♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❬▲❇❏+✾✺✱ ❚❙❍+✵✸✱ ❙▲P❍+✵✺❪✳
❯♥❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✜♥❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s r❡q✉✐❡rt ❞♦♥❝ ❞✉ t❡♠♣s ❡t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✱
❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s❛♥s ❝♦ûts✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✐❝✐ ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s q✉✐ s✬♦♣♣♦s❡♥t ✿
✕ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧s ✭❡t ❞♦♥❝ ✐❝✐✱ ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✮ ❀

✕ ♥❡ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♣✐r❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ tr♦♣ ♣❡ss✐♠✐st❡s ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ♥♦♥
❝r✐t✐q✉❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐r❛✐t à ✉♥ s✉r❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ✭❡t ❞♦♥❝ à ❛✉❣♠❡♥t❡r
❧❡s ❝♦ûts✮✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❥✉st❡ ♠✐❧✐❡✉✱ ❡t ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ✿
✕ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❡st ❞✬❛✉t♦r✐s❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥ts ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭❞ûs
à ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐st❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❈❡rt❛✐♥s ♠♦❞è❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇♦✉❣✉❡r♦✉❛✱
q✉✐ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✏❛❧❧♦✇❛♥❝❡✑ ✶ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡t ♦❜❥❡❝t✐❢ ✭❬❇♦✉✵✼❪✮✳

✕ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
♣♦✉r ❧❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❯♥❡ tâ❝❤❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥ ❤❛✉t ❞❡❣ré ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♥❡ ❞❡✈r❛
❥❛♠❛✐s r❛t❡r s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✱ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♠♦✐♥❞r❡
♣♦✉rr❛ ♠❛♥q✉❡r q✉❡❧q✉❡s é❝❤é❛♥❝❡s s❛♥s ❣r❛♥❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡ s②stè♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣✐r❡
t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s à ❤❛✉t ❞❡❣ré ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡✈r❛ êtr❡ é✈❛❧✉é ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉s

✶✳ ❇♦✉❣✉❡r♦✉❛ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❛❧❧♦✇❛♥❝❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s q✉✬❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✳

✽✸
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◆✐✈❡❛✉ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
❆ ❈❛t❛str♦♣❤✐q✉❡ ❯♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣❡✉t ♣r♦✈♦q✉❡r ✉♥ ❝r❛s❤✳
❇ ❉❛♥❣❡r❡✉s❡ ❯♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❛ ✉♥ ❧❛r❣❡ ✐♠♣❛❝t ♥é❣❛t✐❢ s✉r ❧❛ sé❝✉r✐té ♦✉ ❧❡s

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ♦✉ ré❞✉✐t ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❛❣❡ à ❣ér❡r
❧✬❛✈✐♦♥ à ❝❛✉s❡ ❞❡ s♦✉✛r❛♥❝❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♦✉ ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡
tr❛✈❛✐❧ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ♦✉ ♣r♦✈♦q✉❡ ❞❡s ❜❧❡ss✉r❡s sér✐❡✉s❡s
✈♦✐r ❢❛t❛❧❡s ❜❧❡ss✉r❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣❛ss❛❣❡rs✳

❈ ▼❛❥❡✉r ❯♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✱ ♠❛✐s ❛ ♠♦✐♥s ❞✬✐♠♣❛❝t q✉✬✉♥❡
❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞❛♥❣❡r❡✉s❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥ ✐♥❝♦♥❢♦rt ❞❡s
♣❛ss❛❣❡rs ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡s ❜❧❡ss✉r❡s✮✳

❉ ▼✐♥❡✉r ❯♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❡st ♥♦t❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ❛ ♠♦✐♥s ❞✬✐♠♣❛❝t q✉✬✉♥❡
❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♠❛❥❡✉r❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣r♦✈♦q✉❛♥t ❞❡s ❞és❛❣ré♠❡♥ts
❛✉♣rès ❞❡s ♣❛ss❛❣❡rs ♦✉ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ✈♦❧✮✳

❊ ❙❛♥s ❡✛❡t ❯♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ sé❝✉r✐té✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
♦✉ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❛❣❡✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ◆✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❞❛♥s ❧❛ ♥♦r♠❡ ❉❖✲✶✼✽❇

❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r❝❡ q✉✬✉♥❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✈♦q✉❡r ✉♥ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t ❞✬✉♥❡
é❝❤é❛♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❝❛t❛str♦♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡✱ ❡t ✉♥❡ s✉r✲
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❧❛ ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❛❧♦rs q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s
s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✜♥❡ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡
♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥ ❤❛✉t ❞❡❣ré ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❡t ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧✉s
✏❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡✏ ♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t q✉✬✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳

❈❡rt❛✐♥s st❛♥❞❛r❞s ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ♣ré❝✐s❛♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ r❡q✉✐s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❉❖✲✶✼✽❇ ❬❆❘■✾✼❪ ❞é✜♥✐t ✺ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té✱ ♥♦tés ❞❡
❆ à ❋✳ ❯♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ✭✐❡✳ ❧❡ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t ❞✬✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡✮ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❆ ♣❡✉t ❛✈♦✐r
❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❝❛t❛str♦♣❤✐q✉❡s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ t♦✉t ❡♥t✐❡r ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝r❛s❤ ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥✮✱
t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❋ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ♥♦t❛❜❧❡s s✉r ❧❡
s②stè♠❡✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶ rés✉♠❡ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té✳
❯♥ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❡st ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t t❡♠♣♦r❡❧ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡
✐s♦❧❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❆❘■◆❈ ✻✺✸ ✭❬❆❘■✾✼❪✮✳ ▲❡ st❛♥❞❛r❞ ❆❘■◆❈
✻✺✸ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❆P■ ✷ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t t❡♠♣♦r❡❧ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐✲
t❛♥t ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❞✉ t❡♠♣s ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛②❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ q✉♦t❛ ❞❡ t❡♠♣s ❞ét❡r♠✐♥é✳ ❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ✭♦✉
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✮ ❡st ❛tt❛❝❤é❡ à ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❡①é❝✉té ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ q✉♦t❛

✷✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ■♥t❡r❢❛❝❡
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❞❡ t❡♠♣s ♣ré❞ét❡r♠✐♥é✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ✐♥t❡r❢ér❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱
✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❆ ♥❡ ♣❡✉t ✐♥t❡r❢ér❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ❇✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❛✛❡❝t❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✉♥❡
♠ê♠❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡ ✐s♦❧❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ♥é❝❡ss✐t❛♥t
❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✐✛ér❡♥ts✳
❯♥ ❛✉tr❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❱❡st❛❧ ❞❛♥s ✉♥
❛rt✐❝❧❡ ré❝❡♥t ❬❱❡s✵✼❪✳ ❱❡st❛❧ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡
tâ❝❤❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥
s❡✉❧✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞✉❧❡r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝r✐t✐❝✐té ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳ ❇❛r✉❛❤ ❡t
❱❡st❛❧ ❞♦♥♥❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❬❇❱✵✽❪ ✿ ✑t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦♥❡ ♥❡❡❞s ✐♥ ❛ t❛s❦ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡ ❜♦✉♥❞✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ t❤❛t ❜♦✉♥❞ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ✐♥ ♣r❛t✐❝❡✏ ✸✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❞✬✉♥❡
tâ❝❤❡ ✭❡st✲❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♦✉ ♥♦♥ ❄✮ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱
❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥♦♥ ❝r✐t✐q✉❡ s❡ ❢❡r❛ ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡
✏r❛♣✐❞❡✑✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝r✐t✐q✉❡ s❡ ❢❡r❛ ♣❛r
✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ✏✜♥❡✑ ✭❡t ❞♦♥❝ ❝♦ût❡✉s❡✮✳
▼❛✐s s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝r✐t✐❝✐té ❞❡
❧❛ tâ❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥ r✐sq✉❡ ❡①✐st❛♥t ❡st q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥♦♥ ❝r✐t✐q✉❡✱ r❛t❛♥t s♦♥
é❝❤é❛♥❝❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞✬✉♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡rr♦♥é✱ ❢❛ss❡ r❛t❡r s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡ à ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝r✐t✐q✉❡✳
❱❡st❛❧ ré♣♦♥❞ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✬✐❧ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r
❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳

■✳✶✳ ▼♦❞è❧❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❱❡st❛❧ ❞❛♥s ❬❱❡s✵✼❪ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ▲✐✉ ❡t ▲❛②❧❛♥❞
❬▲▲✼✸❪✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲✐✉ ❡t ▲❛②❧❛♥❞ ❛②❛♥t ❞é❥à été ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✭❝❢✳
❝❤❛♣✐tr❡ ✶ s❡❝t✐♦♥ ■■✳✷✳❝✮✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞é✜♥✐r♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲✐✉ ❡t ▲❛②❧❛♥❞
❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱❡st❛❧ ✿
✕ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té Li ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✱
q✉✐ s♣é❝✐✜❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ sûr❡té r❡q✉✐s ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ τi✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✶ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té✳

✕ ❧❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ Ci ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Ci : N+ → R+✱ q✉✐ s♣é❝✐✜❡ ❧❡
♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♥♦t❡r q✉❡
Ci ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♠❛✐s ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té✳ ❆✉ss✐✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ❧❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τi ♣♦✉r ❧❡
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ℓ s❡r❛ ♥♦té ♣❛r Ci(ℓ)✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡
❞✐s♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

✸✳ P❧✉s ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❡t ♣❧✉s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡❧❧❡
t❡♥❞ à êtr❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡

✽✺
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Di = Ti πi Li Ci(1) Ci(2)
τ1 ✹ ✵ ✷ ✷ ✷
τ2 ✼ ✶ ✶ ✷ ✺

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s②stè♠❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡

Di = Ti πi Ci

τ1 ✹ ✵ ✷
τ2 ✼ ✶ ✷

❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ✕ ❙②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τ2

❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té Li ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ✿

ui
def
=

Ci(Li)

Ti

✭✹✳✶✮

❡t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ r❡st❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s tâ❝❤❡s ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐t q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛✈❛✐t ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té✳ ❈❡s t❡♠♣s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥s s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ci(ℓ) ≤ Ci(ℓ + 1) ✭✹✳✷✮

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ✿ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τi✱ ♥❡ s♦♥t
❝♦♥s✐❞érés q✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té Li ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t rés✉♠é❡s
t❛❜❧❡ ✹✳✷✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τ2 ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s♦♥ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡✮✱
♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s q✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ✶✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τ2 r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞♦♥t
❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s t❛❜❧❡ ✹✳✸✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ r❡st❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳

■✳✷✳ ❙②stè♠❡ s♣♦r❛❞✐q✉❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t

❉❛♥s ❬❇❱✵✽❪✱ ❇❛r✉❛❤ ❡t ❱❡st❛❧ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s♣♦r❛❞✐q✉❡s éq✉✐✲
✈❛❧❡♥t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ τi ❡st ❞é✜♥✐❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ s♣♦r❛❞✐q✉❡ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t❡ τ ′

i(Ci(Li), Di, Ti)✳

❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❧❡✉r ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✻✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s♣♦r❛❞✐q✉❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳

✽✻
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Di = Ti Li Ci(1) Ci(2)
τ1 ✺ ✶ ✶ ✷
τ2 ✺ ✷ ✷ ✺

❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s②stè♠❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s♦✐t ❥✉st❡✱ ✐❧ ♠❛♥q✉❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❛♥s ❬❇❱✵✽❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀i ∈ [1, n],∀j ∈ [1, Li], Ci(j) = Ci(Li) ✭✹✳✸✮

❙❛♥s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✻ ❡st ❢❛✉①✳ ■❧ s✉✣t ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡
s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t rés✉♠é❡s t❛❜❧❡ ✹✳✹✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡
tâ❝❤❡s s♣♦r❛❞✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✶ ✿

C1(L1)

T1

+
C2(L2)

T2

= 1.2 > 1 ✭✹✳✹✮

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❧❛ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ tâ❝❤❡ τ2✳ P♦✉r s✬❡♥
❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡s ❞❡s tâ❝❤❡s τ1 ❡t τ2 ✿

Tr1 = C1(L1) = 5 ≤ D1 ✭✹✳✺✮

Tr2 = C1(L2) + C2(L2) = 3 ≤ D2 ✭✹✳✻✮

❆✐♥s✐✱ t♦✉t❡s ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s s❡♠❜❧❡♥t r❡s♣❡❝té❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st s✉r❝❤❛r❣é✳

■■✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧

■■✳✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥

❉❛♥s ❬❱❡s✵✼❪✱ ❱❡st❛❧ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆✉❞s❧❡② ❬❆✉❞✾✶❪✳ ▲✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧ ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s à
é❝❤é❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❬❇❱✵✽❪✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆✉❞s❧❡② s❡ ❜❛s❡
s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés
♣ré❝✐s❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆✉❞s❧❡② ❡st ❞✬❛✛❡❝t❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ♣r✐♦r✐té✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ ❡t ❧❛ tâ❝❤❡ q✉✐ ❡st ❛✛❡❝té❡
à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❞♦♥♥é ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ tâ❝❤❡ tr♦✉✈é❡ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡ ♣♦✉r ❝❡
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té✳

✽✼
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❱❡st❛❧ ❛ ♠♦❞✐✜é ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❛ tâ❝❤❡ à ❛✛❡❝t❡r à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ✿ ❛✉ ❧✐❡✉
❞✬❛✛❡❝t❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ tâ❝❤❡ tr♦✉✈é❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té✱ ❱❡st❛❧
❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ✹✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t s❛♥s ♥✉✐r❡ à
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té✱ ❧❛ tâ❝❤❡ q✉✐ s❡r❛ ❛ss✐❣♥é❡ s❡r❛ ❧❛
tâ❝❤❡ ❛②❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ▲❡❤♦❝③❦②
❞❛♥s ❬▲❙❉✽✾❪ ✿

∆∗ def
=

[
max
1≤i≤n

min
t∈Si

i∑

j=1

Cj

t

⌈
t

Tj

⌉]−1

✭✹✳✼✮

♦ù Si ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞é✜♥✐t ❞❛♥s ❬▲❙❉✽✾❪ ♣❛r ✿

Si
def
=

{
kTj|j = 1, . . . , i; k = 1, . . . ,

⌊
Di

Tj

⌋}
✭✹✳✽✮

▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ s❡ ❞é✜♥✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ✿

∆i
def
=

[
min
t∈Si

i∑

j=1

Cj

t

⌈
t

Tj

⌉]−1

✭✹✳✾✮

❊t ❞♦♥❝✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ∆∗ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
tâ❝❤❡s ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡s tâ❝❤❡s ∆i ✿

∆∗ = min
1≤i≤n

(∆i) ✭✹✳✶✵✮

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés
❞❡ ❱❡st❛❧✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉♣ér✐❡✉r rés✉♠❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s tâ❝❤❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
✐♥❢ér✐❡✉r ❡st ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞✬❛ss✐❣♥❡r
✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛✉ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✸✮✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ❢❛❝t❡✉r
❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✱ ❡t ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❝❡❧❧❡ ❛②❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐❝✐
❧❛ tâ❝❤❡ τ3✳ ◆♦✉s ❝♦♥t✐♥✉♦♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ✷✱ s❛♥s ♦✉❜❧✐❡r ❞❡
r❡t✐r❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ✸✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❛ été ❛✛❡❝té❡ à ❧❛ ♣r✐♦r✐té ✸✳ ▲❛ tâ❝❤❡ ❛②❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❢❛❝t❡✉r
❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❡st ✐❝✐ ❧❛ tâ❝❤❡ τ0✱ ❛✉ss✐✱ ♥♦✉s ❛ss✐❣♥♦♥s τ0 à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❝♦♥t✐♥✉❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s s♦✐❡♥t ❛✛❡❝té❡s ❞✬✉♥❡ ♣r✐♦r✐té✳
▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ à s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ✐❝✐ ∆ = min(1.69461, 3.86957, 2.2, 11) =
1.69461✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τ3✳

✹✳ ❝r✐t✐❝❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s

✽✽
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τi Ti Di Li Ci(1) Ci(2)
✵ ✶✻✹ ✶✵✹ ✶ ✼ ✶✼
✶ ✽✾ ✹✹ ✷ ✹ ✹
✷ ✶✾✶ ✽✵ ✶ ✶✷ ✶✻
✸ ✷✽✸ ✷✽✸ ✷ ✽✺ ✽✺

Pr✐♦r✐té ❚r❛❝❡

✸

∆τ0 = 0.928571
∆τ1 = 0.360656
∆τ2 = 0.740741
∆τ3 = 1.69461




⇒ π3 = 3

✷
∆τ0 = 3.86957
∆τ1 = 1.18919
∆τ2 = 3.47826



⇒ π0 = 2

✶
∆τ1 = 2.2
∆τ2 = 5

}
⇒ π2 = 1

✵ ∆τ1 = 11
}
⇒ π1 = 0

∆ = min∆i
= 1.69461

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❚r❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés s❡❧♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧

■■✳✷✳ ❖♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆✉❞s❧❡②

❉❛♥s ❬❇❱✵✽❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣ré❝✐s❡♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧ ❡st ♦♣t✐♠❛❧✱ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❧❡
❞é♠♦♥tr❡r✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧ ét❛♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆✉❞s❧❡②✱ s✐ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆✉❞s❧❡②✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s✱ ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡
♦❝❝❛s✐♦♥✱ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✼✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❞✬❆✉❞s❧❡② ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s à é❝❤é❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡♥
♣r✐♦r✐té ✜①❡✳

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ✷ rés✉❧t❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ s②♥t❤ét✐sés
♣❛r ❧❡s ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts✳

▲❡♠♠❡ ✶✳ ▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡ τi✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s
s♣♦r❛❞✐q✉❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✉ s②stè♠❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s t❡♠♣s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té Li ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ét✉❞✐é❡ τi✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❧❡♠♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té
♠✉❧t✐♣❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
q✉❡ ❧❡s ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✶✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ét❛❜❧✐❡ ♣❛r

✽✾
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❏♦s❡♣❤ ❡t P❛♥❞✐❛ ❞❛♥s ❬❏P✽✻❪ ❡t r❡♠❛♥✐é❡ ♣❛r ❱❡st❛❧ ❞❛♥s ❬❱❡s✵✼❪ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s
❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ✿

Tri =
i∑

j=1

⌈
Tri

Tj

⌉
Cj(Li) ✭✹✳✶✶✮

❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ tâ❝❤❡ τi✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡♥ ♥❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s t❡♠♣s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝r✐t✐❝✐té Li ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ét✉❞✐é❡ τi✳

❙✐ ♥♦✉s r❡❣❛r❞♦♥s ❛✈❡❝ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✐❧❧✉stré ❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τ1✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❛✛❡❝té❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
♣r✐♦r✐té ✷✱ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❛ss✐❣♥é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ✸ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣r✐♦r✐té✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ✐♥t✉✐t✐❢ ❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❧❡♠♠❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳ ❙♦✐t τi ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ∆i,j ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❛ss✐❣♥é❡ à ❧❛
♣r✐♦r✐té j ❀ s✐ τi ❡st ❛ss✐❣♥é❡ à ❧❛ ♣r✐♦r✐té j − 1✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ τi ✈ér✐✜é❡
∆i,j < ∆i,j−1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi q✉❡ ♥♦✉s
❛ss✐❣♥❡r♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té j ♦✉ j − 1✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❡st
❛✛❡❝té❡ à ❧❛ ♣r✐♦r✐té j✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ tâ❝❤❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❛✛❡❝té❡ à ❧❛ ♣r✐♦r✐té
j − 1✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✭❡t s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❢❛✐s♦♥s ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡
q✉❛♥t à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s✮✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❡st ❧❛ tâ❝❤❡ τj✳
▲❡❤♦❝③❦② ❞é✜♥✐t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❬▲❡❤✾✵❪ ✿

∆i,j
def
=

[
min
t∈Si,j

1

t

j∑

k=1

Ck(Li)

⌈
t

Tk

⌉]−1

✭✹✳✶✷✮

∆i,j−1
def
=

[
min

t∈Si,j−1

1

t

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
t

Tk

⌉]−1

✭✹✳✶✸✮

❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♦♥t ❥✉st❡ été ❛❞❛♣té❡s ❛✉① s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ Ck ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ Ck(Li)✱ q✉✐ ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τk ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té Li ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ét✉❞✐é❡ τi✳
Si,j r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❧♦rsq✉❡ τi ❡st ❛ss✐❣♥é❡
à ❧❛ ♣r✐♦r✐té j✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Si,j
def
=

{
kTm|m = 1, . . . , j; k = 1, . . . ,

⌊
Di

Tm

⌋}
∪ {Di} ✭✹✳✶✹✮

✾✵
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❇✐❡♥ q✉❡ ❇✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ❛✐❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬❇❇✵✹❜❪ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✣s❛♥t ❞❡ ♣♦✐♥t ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r❡✉✈❡✱ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
❆✉ss✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✹✳✶✷ ❡t ✹✳✶✸✱ ✐❧ ❡①✐st❡ tj ❡t tj−1 t❡❧s q✉❡ ✿

∆i,j =

[
1

tj

j∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉]−1

✭✹✳✶✺✮

∆i,j−1 =

[
1

tj−1

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj−1

Tk

⌉]−1

✭✹✳✶✻✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ Si,j−1 ⊂ Si,j✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✷ ❝❛s à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✿
tj ∈ Si,j−1 ❡t tj /∈ Si,j−1 ✿
✕ ❙✐ tj ∈ Si,j−1✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs é✈✐❞❡♥t q✉❡ ✿

∀t,
1

t

j∑

k=1

Ck(Li)

⌈
t

Tk

⌉
>

1

t

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
t

Tk

⌉
✭✹✳✶✼✮

❙✐ t = tj ❛❧♦rs ✿

1

tj

j∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉
>

1

tj

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉
✭✹✳✶✽✮

P✉✐sq✉❡ tj ∈ Si,j−1 ❡t tj−1 ♠✐♥✐♠✐s❡ 1
t

∑j−1
k=1 Ck(Li)

⌈
t

Tk

⌉
✭✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ tj−1✱ éq✉❛✲

t✐♦♥ ✹✳✶✻✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

1

tj−1

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj−1

Tk

⌉
≤

1

tj

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉
✭✹✳✶✾✮

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✹✳✶✽ ❡t ✹✳✶✾ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿

1

tj−1

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj−1

Tk

⌉
<

1

tj

j∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉
✭✹✳✷✵✮

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
∆i,j−1 > ∆i,j ✭✹✳✷✶✮

✕ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s tj /∈ Si,j−1✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r q✉❡ Di = max(Si,j) ❡t Di = max(Si,j−1)✳ P✉✐sq✉❡ tj /∈
Si,j−1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tj 6= Di✳ ❆✐♥s✐ ✿

∃tk ∈ Si,j−1, tj < tk ✭✹✳✷✷✮

✾✶
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◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦t❡r q✉❡
∑j−1

k=1 Ck(Li)
⌈

t
Tk

⌉
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r✲

❝❡❛✉① ❡t q✉❡ tj ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ♣✉✐sq✉❡ tj /∈ Si,j−1✱ ❛✐♥s✐ ✿

∃tk ∈ Si,j−1,{
tk > tj∑j−1

k=1 Ck(Li)
⌈

tj
Tk

⌉
=

∑j−1
k=1 Ck(Li)

⌈
tk
Tk

⌉ ✭✹✳✷✸✮

❉❡ ♣❧✉s ✿
j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉
<

j∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉
✭✹✳✷✹✮

❊t ❞♦♥❝✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✹✳✷✸ ❡t ✹✳✷✹ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✿

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tk
Tk

⌉
<

j∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉
✭✹✳✷✺✮

P✉✐sq✉❡ tk > tj✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s 1
tk

< 1
tj
✳ ❊t s✐ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✺✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

1

tk

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tk
Tk

⌉
<

1

tj

j∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉
✭✹✳✷✻✮

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ tj−1 ✭✐✳❡✳✱ éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✻✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

1

tj−1

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj−1

Tk

⌉
= min

t∈Si,j−1

1

t

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
t

Tk

⌉
✭✹✳✷✼✮

❊t ❞♦♥❝✱ ♣✉✐sq✉❡ tk ∈ Si,j−1 ✿

1

tj−1

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj−1

Tk

⌉
≤

1

tk

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tk
Tk

⌉
✭✹✳✷✽✮

❙✐ ♥♦✉s ❝♦♠❜✐♥♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✹✳✷✻ ❡t ✹✳✷✽✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

1

tj−1

j−1∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj−1

Tk

⌉
<

1

tj

j∑

k=1

Ck(Li)

⌈
tj
Tk

⌉
✭✹✳✷✾✮

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
∆i,j−1 > ∆i,j ✭✹✳✸✵✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ✭tj ∈ Si,j−1 ❡t tj /∈ Si,j−1✮ q✉❡ ∆i,j−1 > ∆i,j✳ ❈❡ q✉✐
♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

✾✷



■■✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❉❊ ❱❊❙❚❆▲

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✼

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✼✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✱ ét✉❞✐❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡
à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s éq✉✐✲
✈❛❧❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ét✉❞✐é❡✳ ❊t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡
❧❡♠♠❡ ✷✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧♦rsq✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st
❛ss✐❣♥é❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ♣❧✉s é❧❡✈é✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝❧❛s✲
s✐q✉❡s s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡
q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆✉❞s❧❡② ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡✳

❆②❛♥t ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✽✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧ ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à
é❝❤é❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡♥ ♣r✐♦r✐té ✜①❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆✉❞s❧❡②✱
❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆✉❞s❧❡②✳

■■✳✸✳ ❱✐t❡ss❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r

■■✳✸✳❛✳ ▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡

P♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆✉❞s❧❡② ❡st ♦♣t✐♠❛❧✳ ▼❛✐s s✐
❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦✉r
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❛✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à
♣r✐♦r✐té ✜①❡ ❡st ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣t❡✉rs ❞❡ s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧✳
P♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s s♣♦r❛❞✐q✉❡s à é❝❤é❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❧✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ✭✐✳❡✳✱ ❉❡❛❞❧✐♥❡
▼♦♥♦t♦♥✐❝✮ ❡t ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ét❛✐t t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té
♠✉❧t✐♣❧❡ ❡t q✉❡✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉✈❛✐❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ✺ ♣❡♥❞❛♥t
❧✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés✮✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡✳ ■❧ ❞ét❡r♠✐♥❡
✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❡t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ∆∗✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ∆(τi, hep(τi))
❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✱ ♦ù hep(τi) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ♣r✐♦r✐té
s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à τi✳
❙✐ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ∆∗ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ✶✱ ❛❧♦rs ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐✈✐s❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r s❛♥s ♥✉✐r❡ à
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ❙✐ ∆∗ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ✶✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♥✬❡st ♣❛s
♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❡t ∆∗ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ à ❛♣♣❧✐q✉❡r à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r
❛✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳

✺✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ s✉✐t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢❛✐r❡✱ ét❛♣❡ ♣❛r ét❛♣❡✱ ✉♥ ❝❤♦✐① ♦♣t✐♠✉♠
❧♦❝❛❧ ❞❛♥s ❧✬❡s♣♦✐r ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧

✾✸
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ✿ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés
■♥♣✉t ✿ τ ∗ ❂ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r
❖✉t♣✉t ✿ ∆∗ = ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛①✐♠✉♠
❖✉t♣✉t ✿ τ̃ = s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s
τ ⇐ τ ∗ τ̃ ⇐ ∅ ❢♦r j ❢r♦♠ n t♦ 1 ❞♦

τVestal = ∅ ❢♦r τA ∈ τ ❞♦
✐❢ τVestal = ∅ t❤❡♥

τVestal ⇐ τA ∆∗ = ∆(τA, τ)

❡❧s❡
✐❢ ∆(τVestal, τ) < ∆(τA, τ) t❤❡♥

τVestal ⇐ τA

π(τVestal)⇐ j τ ⇐ τ − {τVestal} τ̃ ⇐ τ̃ ∪ {τVestal} ✐❢ ∆(τVestal, τ) < ∆∗ t❤❡♥
∆∗ = ∆(τVestal, τ)

◆♦tr❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✾✱ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳ ❙♦✐t τ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡t τi ❡t τj ❞❡✉① tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ τi ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ q✉❡ τj✳
❙✐ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❞❡ τj ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡
❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ τj à s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té✱ ❛❧♦rs ✐♥sér❡r ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
♣r✐♦r✐té ❞❡ τj ♥❡ ♣❡✉t q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡
rés✉❧t❛t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡✳ ❈❤❛q✉❡ ③♦♥❡ ❛ ✉♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✿
✕ ▲❛ ③♦♥❡ ✶ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❀
✕ ▲❛ ③♦♥❡ ✷ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡
q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τj ♠❛✐s ♠♦✐♥s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❀

✕ ▲❛ ③♦♥❡ ✸ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τj✳
❙✐ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ✿
✕ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✶ ❡st ✐♥❝❤❛♥❣é✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝é ♣❛r
❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ♣r✐♦r✐tés ✐♥❢ér✐❡✉r❡s

✕ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✸ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦♥ ✐♥✲
✢✉❡♥❝é ♣❛r ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ♣r✐♦r✐tés s✉♣ér✐❡✉r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ♣r✐♦r✐tés s✉♣ér✐❡✉r❡s r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡✳

✕ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✷ ♥❡ ♣❡✉t q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡
✷✳

❊♥✜♥✱ s✐ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✱ ❝✬❡st q✉❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❛ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡
❝r✐t✐q✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❞❡ τj q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ τj✳
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t
q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r ♦✉ êtr❡ ✐♥❝❤❛♥❣é✱ ❤♦r♠✐s ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ τi✳ ▼❛✐s ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢❛❝t❡✉r
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τi

τj τi

τj

1

2

3

1

2

3

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
tâ❝❤❡ τj✳ ❆✐♥s✐ ❞♦♥❝✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♥❡ ♣❡✉t q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r✳ ❆✉ ♣✐r❡✱ ✐❧
r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é✳

❉✐s♣♦s❛♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✾✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧ r❡t♦✉r♥❡ ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡
❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉r s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t τ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ n tâ❝❤❡s τ1, . . . , τn ❡t ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st
❛✛❡❝té❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥
❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡ ❱❡st❛❧ à ♣❛rt✐r ❞❡ τ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st s✐♠♣❧❡ ✿ ♥♦✉s
r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❛ tâ❝❤❡ ❛②❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té n ♣❛r♠✐
t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à n✳ ◆♦✉s ✐♥sér♦♥s ❛❧♦rs ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ à ❝❡
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s
τ ′ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♦✉ é❣❛❧ ❛✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ τ ✳ ◆♦✉s ré♣ét♦♥s ❛❧♦rs
❧✬♦♣ér❛t✐♦♥✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t τ ♣❛r τ ′ ❡t ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡ à ✐♥sér❡r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té
n− 1✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té s♦✐t é❣❛❧ à ✶✳
❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ▲❡
♥♦✉✈❡❧ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ r❡t♦✉r♥é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧✱ ♣❛r❝❡ q✉❡✱
❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ❧❛ ♠ê♠❡ tâ❝❤❡ ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
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❝❤❛r❣❡ ✶✵ tâ❝❤❡s ✷✵ tâ❝❤❡s ✸✵ tâ❝❤❡s

❣❛✐♥
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

✐❞❡♥t✐q✉❡
❣❛✐♥

♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
✐❞❡♥t✐q✉❡

❣❛✐♥
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

✐❞❡♥t✐q✉❡
✵✳✵✺ ✽✵✼✳✵✻✪ ✵✳✶✶✪ ✼✺✶✳✶✽✪ ✵✳✵✵✪ ✼✷✻✳✼✻✪ ✵✳✵✵✪
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✵✳✾✺ ✵✪ ✶✵✵✳✵✵✪ ✵✳✵✵✪ ✶✵✵✳✵✵✪ ✵✳✵✵✪ ✶✵✵✳✵✵✪

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s

✉t✐❧✐sé❡ ♥❡ ♣❡✉t q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥✐t✐❛❧ τ ❡t
q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♦r✐té rés✉❧t❛♥t ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ♣r✐♦r✐té ✜①❡✳
❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✾✳

❆✐♥s✐✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧✱ ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❛ ✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt
♣✉✐sq✉✬✐❧ ♦✛r❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r
❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s♦✐t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳

■■✳✸✳❜✳ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❆✉❞s❧❡② ❡t ❞❡ ❱❡st❛❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs
❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ❡t ❞ét❡r♠✐♥é ❛✐♥s✐ ❞❡s
st❛t✐st✐q✉❡s✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥ rés✉♠é ❞❡ ♥♦s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✿
✕ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {10, 20} ❀
✕ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {0.2, 0.4, 0.6, 0.8} ❀
✕ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ✶✵✵ ✵✵✵ ❡ss❛✐s ♣❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❣❛✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❣❛✐♥ r❡❧❛t✐❢✱ ❡♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡✱ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t r❡t♦✉r♥é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧✉✐ r❡t♦✉r♥é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

✾✻



■■■✳ ❆◆❆▲❨❙❊ ❉❊ ❙❊◆❙■❇■▲■❚➱

❞✬❆✉❞s❧❡②✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

pourcentage =
∆v −∆a

∆a

∗ 100 ✭✹✳✸✶✮

♦ù ∆a ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t r❡t♦✉r♥é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❆✉❞s❧❡② ❡t ∆v ❛✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ r❡t♦✉r♥é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧ ♠❛①✐♠✐s❛✐t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡
❝r✐t✐q✉❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛ss✉rés q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ♣♦s✐t✐❢✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✹ q✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❢❛❝✐❧❡ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ✿ ♣♦✉r ❞❡s
s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s à ❢❛✐❜❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡s✱ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆✉❞s❧❡② ❡♥ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t✳ ❆✉ss✐✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ ♣❡✉
❞❡ ❝❤❛♥❝❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡t❡♥✉❡ s♦✐t ♦♣t✐♠❛❧❡ ♦✉ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡✳
❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s à ❤❛✉t ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉❡ ♣❡✉ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
✈❛❧✐❞❡s✱ ❡t ❧❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♦✉ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧ s♦♥t ❞♦♥❝
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s✳
❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦♥✜r♠és ♣❛r ❧❡ r❛t✐♦ ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ✐❞❡♥t✐q✉❡s r❡t♦✉r♥és ♣❛r ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❱❡st❛❧ ❡t ❞✬❆✉❞s❧❡② ✿
✕ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝❤❛r❣és✱ ❝❡ r❛t✐♦ ❡st très ❢❛✐❜❧❡ ✭♠♦✐♥s ❞❡ ✶✪ ♣♦✉r ✶✵ tâ❝❤❡s ❡t
✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ✵✳✷✮

✕ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❝❤❛r❣és✱ ❝❡ r❛t✐♦ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ✭♣❧✉s ❞❡ ✺✵✪ ♣♦✉r ✶✵ tâ❝❤❡s
❡t ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ✵✳✽✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ q✉❡ ♣♦✉✈❛✐t ❛✈♦✐r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té
s✉r ❧❡ ❣❛✐♥ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✺✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ♥✬❛ q✉✬✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ❡t ♥✬❡st
✈r❛✐♠❡♥t s❡♥s✐❜❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝❤❛r❣és ✭❝❤❛r❣❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✷✵✪✮✱
♦ù✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ q✉❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧ s✉r ❝❡❧✉✐ ❞✬❆✉❞s❧❡②✳

■■■✳ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té

■■■✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té s♦✉✛r❡ ❞✬✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ✿ à ❧❛
q✉❡st✐♦♥ ✏❧❡ s②stè♠❡ ❡st✲✐❧ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❄✑✱ ❡❧❧❡s ♥❡ ré♣♦♥❞❡♥t q✉❡ ♣❛r ♦✉✐ ♦✉ ♣❛r ♥♦♥✱ s❛♥s
❞♦♥♥❡r ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ s❡r❛✐t s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❞❡ s❛✈♦✐r✱ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ s✐ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t r❡♥❞r❡ ❧❡
s②stè♠❡ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ ♦✉ s✐✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡✈♦✐r ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❡♥t✐❡r✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡ ♠ê♠❡ s②stè♠❡✳
❈❡❝✐ ❛ ❞❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ♠❛❥❡✉rs ✿

✾✼
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Facteur d'utilisation

10 tasks
20 tasks
30 tasks

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s

✕ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t
s♦✉✛r✐r ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱ ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♠❛r❣❡
❞❡ ♠❛♥÷✉✈r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❀

✕ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞é❥à ❡①✐st❛♥t✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ♠❛♥÷✉✈r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❛❥♦✉t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❡r♠❡t✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦♥♥✉✱ ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ♠❛♥÷✉✈r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ q✉❛♥t à ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❡t ✴ ♦✉ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡s tâ❝❤❡s s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t été ré❛❧✐sés à ❝❡ ♣r♦♣♦s✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣✐r❡
t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉❡ ♣✉✐ss❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s t❡♠♣s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ t♦✉t ❡♥ s✬❛ss✉r❛♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s s♦✐❡♥t r❡s♣❡❝té❡s ❬▲❙❉✽✾✱ ❑❘P+✾✸✱
❑❆❙✾✸✱ P❉❇✾✼✱ ❱❡s✾✹❪✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ été ét❡♥❞✉s ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬❘❍❊✵✽❪✱ ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s
❬❘❍❊✵✻❪ ♦✉ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ✭t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱
é❝❤é❛♥❝❡✱ ♣ér✐♦❞❡✮ ❬❇❉◆❇✵✽✱ ❇❇✵✾✱ ❇❘❈✵✾❪ ♣♦✉r ♥❡ ❝✐t❡r q✉❡ q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣❧✉s
ré❝❡♥ts à ❝❡ s✉❥❡t✳

■■■✳✷✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇✐♥✐

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ été ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛ssé✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠ê♠❡ ❞é❥à ✉t✐❧✐sé✱
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡✱ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❬▲❙❉✽✾❪✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬❇❉◆❇✵✽❪✱ q✉✐ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✱

✾✽
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Facteur d'utilisation
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Facteur d'utilisation

20 Tâches

2 niveaux
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Facteur d'utilisation

30 Tâches

2 niveaux
4 niveaux
6 niveaux

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té

✾✾
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ C✲❡s♣❛❝❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✷ tâ❝❤❡s✱
❛✈❡❝ T1 = D1 = 9.5 ❡t T2 = D2 = 22

❞♦♥t ✉♥❡ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ✿
✕ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✉ C✲❡s♣❛❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❀

✕ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❢✲❡s♣❛❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡s
tâ❝❤❡s s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡✳

❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❝❡s ❡s♣❛❝❡s✱ ♦✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ C✲❡s♣❛❝❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① tâ❝❤❡s✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té
❞❛♥s ❧❡ C✲❡s♣❛❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❇✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ré❛❧✐s❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r q✉❡❧ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s
♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ét✉❞✐❡r✳
▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té
♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à é❝❤é❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿

max
1≤i≤n

min
t∈Si

i∑

j=1

Cj

⌈
t

Tj

⌉
≤ t ✭✹✳✸✷✮

♦✉✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ✿

max
1≤i≤n

min
t∈Si

Cini(t) ≤ t ✭✹✳✸✸✮

♦ù Ci ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s i tâ❝❤❡s ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ♣r✐♦r✐té Ci = (C1, C2, . . . , Ci)✱ ❡t ni(t) =(⌈
t

T1

⌉
,
⌈

t
T2

⌉
, . . . ,

⌈
t

Ti−1

⌉
, 1

)
✳

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t Ci ♣❛r Ci + λdi ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✸✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✭❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ♣❡✉t
êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❬❇❉◆❇✵✽❪✮ ✿

λ = min
i=1,...,n

max
t∈sched(Pi)

t− ni(t)Ci

ni(t)di

✭✹✳✸✹✮

✶✵✵
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♦ù λ ❡st ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡t sched(Pi) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Si✳
▲❡ ✈❡❝t❡✉r di ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ét✉❞✐é❡✳ ❙✐ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té

s✉r τk s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs di ❞♦✐t êtr❡ é❣❛❧❡ à ((0, . . . , 0,

kèmeélément︷︸︸︷
1 , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i éléments

)✳

❙✐ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥t✐❡r✱ ❛❧♦rs di ❞♦✐t êtr❡ é❣❛❧❡
à Ci✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❝♦♥❞✉✐t ❛❧♦rs à ❞é✜♥✐r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ C✲❡s♣❛❝❡ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✐♥tr♦✲
❞✉✐t❡ ♣❛r ▲❡❤♦❝③❦② ❞❛♥s ❬▲❡❤✾✵❪ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡
❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ tâ❝❤❡ ♦✉ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥t✐❡r ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❇✐♥✐
❡t ❛❧✳✳

■■■✳✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣t❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❇✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❞❡s
s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❬❇❉◆❇✵✽❪✱ ❛✉① s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s
s♦♠♠❡s s❡✉❧❡♠❡♥t ❢♦❝❛❧✐sés s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ C✲❡s♣❛❝❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à
❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s♣♦r❛❞✐q✉❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ C✲❡s♣❛❝❡ ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ s❡✉❧ λ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ét✉❞✐é d✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ λℓ

♣❛r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ℓ✳

λℓ
def
= min

i = 1, . . . , n

Li = ℓ

max
t∈sched(Pi)

t− ni(t)Ci(ℓ)

ni(t)di

✭✹✳✸✺✮

▲♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣♦rt❡r ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s✉r ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
Ci ♠♦❞✐✜és✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t r♦♠♣r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s s②stè♠❡s à
❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥ t❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡ êtr❡
rés♦❧✉ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✸ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇✐♥✐ ❡t ❛❧✳✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ❞é♣❛rt ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦✐t r❡s♣❡❝té❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✮✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✷ ❡st ✈✐♦❧é❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

∃ℓ, Ci(ℓ) > Ci(ℓ + 1) ✭✹✳✸✻✮

❆❧♦rs✱ ♥♦✉s ❛ss✐❣♥♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Ci ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ℓ+1 ❛✉ Ci ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ℓ ✿

Ci(ℓ)← Ci(ℓ + 1) ✭✹✳✸✼✮

✶✵✶
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τi Ti Di Li Ci(1) Ci(2)
τ1 ✶✸✼ ✻✺ ✶ ✾ ✷✾
τ2 ✷✽✻ ✶✸✾ ✷ ✽✻ ✽✻
τ3 ✷✹✽ ✶✻✽ ✶ ✸✷ ✶✻✵

❚❛❜❧❡ ✹✳✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡

■■■✳✹✳ ❊①❡♠♣❧❡

❆♣rès ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❇✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s✬❛♣✲
♣❧✐q✉❡r✳ ❊t✉❞✐♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s t❛❜❧❡ ✹✳✺✳
❆rrêt♦♥s✲♥♦✉s s✉r ❧❛ tâ❝❤❡ τ2 s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ré❛❧✐s❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té✳ ❇✐♥✐ ❡t ❛❧✳
♦♥t ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❇❉◆❇✵✽❪ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡st ré❛❧✐sé❡ s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ tâ❝❤❡✱
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✺ ✻ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ ❡♥ ✿

δCmax
k = min

i=k,...,n
max

t∈sched(Pi)

t− ni(t)Ci⌈
t

Tk

⌉ ✭✹✳✸✽✮

P♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❬❇❇✵✹❜❪✱ ❇✐♥✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ré❝✉rs✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞ét❡r♠✐♥❡r ✿





sched(Pi)
def
= Pi−1(Di)

P0(t)
def
= {t}

Pi(t)
def
= Pi−1

(⌊
t
Ti

⌋
Ti

) ⋃
Pi−1(t)

✭✹✳✸✾✮

❆♣♣❧✐q✉❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✾ à τ2 ❡t τ3 ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

sched(P2) = {T1, D2} ✭✹✳✹✵✮

sched(P3) = {T1, D3} ✭✹✳✹✶✮

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s τ2 ❡t τ3

✭❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✻ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✮ ✿

δC2 = max(22,−5) = 22 ✭✹✳✹✷✮

δC3 = max(10, 32) = 32 ✭✹✳✹✸✮

✻✳ ◆♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ♣❛s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❇✐♥✐ ❡t✳ ❛❧ ∆Cmax
k ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❛✈❡❝

❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ δCmax
k à ❧❛ ♣❧❛❝❡✳

✶✵✷
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τ2 τ3

t δC2

✶✸✼ ✷✷
✶✸✾ ✲✺

t δC3

✶✸✼ ✶✵
✶✻✽ ✸✷

❚❛❜❧❡ ✹✳✻ ✕ ❚r❛❝❡ ❞❡s δCi

τi Ti Di Li Ci(1) Ci(2)
τ1 ✶✸✼ ✻✺ ✶ ✾ ✷✾
τ2 ✷✽✻ ✶✸✾ ✷ ✶✶✽ ✶✵✽
τ3 ✷✹✽ ✶✻✽ ✶ ✸✷ ✶✻✵

❚❛❜❧❡ ✹✳✼ ✕ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✈❛♥t ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥

❆②❛♥t ❝❡s δCi✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ τ2 ✿

δCmax
2 (1) = min

i=1,...,n∧Li=1
(δCi)

= min({δC3}) ✭✹✳✹✹✮

δCmax
2 (2) = min

i=1,...,n∧Li=2
(δCi)

= min({δC2}) ✭✹✳✹✺✮

❙✐ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞♦♥t
❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s t❛❜❧❡ ✹✳✼✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
❞é♣❛rt ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥✬❡st ♣❛s r❡s♣❡❝té❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✮ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡
τ2 ♣✉✐sq✉❡ C2(1) > C2(2)✳ ❆✉ss✐✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ré❛❧✐s❡r ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st
❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
▲❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ s②stè♠❡ ❞é❝r✐t t❛❜❧❡ ✹✳✽✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ ♠♦♥tr❡ ❧❡ C✲❡s♣❛❝❡
à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ τ2✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r C2(1) ❡t
C2(2) ♣♦✉r q✉❡ s♦✐t ✈ér✐✜é❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✳

τi Ti Di Li Ci(1) Ci(2)
τ1 ✶✸✼ ✻✺ ✶ ✾ ✷✾
τ2 ✷✽✻ ✶✸✾ ✷ ✶✵✽ ✶✵✽
τ3 ✷✹✽ ✶✻✽ ✶ ✸✷ ✶✻✵

❚❛❜❧❡ ✹✳✽ ✕ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛♣rès ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥

✶✵✸
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88
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100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112

Zone retirée du C-Espace
à cause de léquation 4.2

C2(2)

C2(1)

108

11886

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ C✲❡s♣❛❝❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ τ2

■❱✳ ●✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥

■❱✳✶✳ ●✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡

❉❛♥s ❬❆❇❘+✾✸❪✱ ❆✉❞s❧❡② ❡t ❛❧✳ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛ss✐✲
❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés à ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ ❣✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ❞é❧❛✐
❡♥tr❡ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡t s♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❞é❧❛✐s ✐♥tr♦❞✉✐ts
♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ t❡♠♣s✲ré❡❧ ♦✉ ❧❡ ❞é❧❛✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❛♥t❡s✮✳ ▲❡s
❣✐❣✉❡s s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡
❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❛❝t✐✈é❡s ❞ès ❧❡✉r ❛rr✐✈é❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈ér✐✜é❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❣✐❣✉❡
s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ s♦♥t r❡t❛r❞é❡s ❛♣rès ❧❡✉r ❛rr✐✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✳
▲❛ ❣✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❡st ♥♦té❡ Ji✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s
à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡st ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡ q✉✬❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❣✐❣✉❡s s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é✜♥✐
♣❛r ▲✐✉ ❡t ▲❛②❧❛♥❞ ❞❛♥s ❬▲▲✼✸❪✳ ▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❣✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧❛
❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Tri =
i∑

j=1

⌈
Tri + Jj

Tj

⌉
Cj(Li) ✭✹✳✹✻✮

■❱✳✷✳ ●✐❣✉❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥❡ ❢❛✐s♦♥s ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❛♥t ❛✉① ❧✐❡♥s é✈❡♥t✉❡❧s q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t
❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❣✐❣✉❡s s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s
❣✐❣✉❡s s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❞é❧❛✐s ❞ûs ❛✉ ♥♦②❛✉ t❡♠♣s✲ré❡❧ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
é✈❛❧✉és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

✶✵✹
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❆✉ss✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ ❣✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♠❛✐s ❞é♣❡♥❞
❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❞❡s tâ❝❤❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡s✱ ❧❛ ❣✐❣✉❡
s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❤❛✉t❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ t❡♥✐r
❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡ ❣✐❣✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ s♦✉♠✐s❡ ❛✉① ♠ê♠❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s
tâ❝❤❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

Ji(ℓ) ≤ Ji(ℓ + 1),∀ℓ ✭✹✳✹✼✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡tt❡ ❣✐❣✉❡ à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡st ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡ ❣✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❞❡
❧❛ tâ❝❤❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✻ ❞❡✈✐❡♥t ✿

Tri =
i∑

j=1

⌈
Tri + Jj(Li)

Tj

⌉
Cj(Li) ✭✹✳✹✽✮

♦ù Jj(ℓ) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❣✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ τj ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ℓ✳

❱✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s
❬❱❡s✵✼❪ ❡t ❬❇❱✵✽❪✳ ❯♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛✈❛♥❝é❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡
❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣r♦✉✈é ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t
q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆✉❞s❧❡② ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ♣♦✉r
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s à é❝❤é❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❡t q✉✬❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱
❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❱❡st❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tré
q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♠✐♥✐♠✉♠
♣♦✉r q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s♦✐t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳ ❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡ ❜✉t q✉✬❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ▲❡❤♦❝③❦②✱ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥✳ ◆♦s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❆✉❞s❧❡② ❡st s✉rt♦✉t s❡♥s✐❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s à ❢❛✐❜❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❧été ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❛r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇✐♥✐ ❞❛♥s
❬❇❉◆❇✵✽❪ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ C✲❡s♣❛❝❡✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❣✐❣✉❡s s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧✲
t✐♣❧❡✱ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts tr❛✈❛✉① ❞✬❆✉❞s❧❡② ❬❆❇❘+✾✸❪ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣tés à ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣✐❣✉❡ à ❝r✐t✐❝✐té
♠✉❧t✐♣❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ❞é❧❛✐s q✉✐ s❡r♦♥t é✈❛❧✉és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té
❝♦♥s✐❞éré✳

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❞❡✉① ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s à ❞❡s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❝♦♠✐té
❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ✿

✶✵✺



❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ▼❖❉➮▲❊ ➚ ❈❘■❚■❈■❚➱ ▼❯▲❚■P▲❊

✕ ❧✬✉♥❡ ❞❡ ♥♦s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❛ été ❛❝❝❡♣té❡ à ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❘❚◆❙✬✵✾ ❬❉❘❘●✵✾❪
q✉✐ s✬❡st ❞ér♦✉❧é❡ à P❛r✐s ❡♥ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✵✾✳ ❈❡tt❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ été ré❝♦♠♣❡♥sé❡ ♣❛r ❧❡ t✐tr❡
❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ❞✬ét✉❞✐❛♥t✳

✕ ♥♦tr❡ ❛✉tr❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ été ❛❝❝❡♣té❡ à ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ P▼❙✬✶✵ ✼ ❬❉●❘❘✶✵❪✱
q✉✐ s✬❡st ❞ér♦✉❧é❡ à ❚♦✉rs ❡♥ ❛✈r✐❧ ✷✵✶✵✳

❊♥✜♥✱ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ♣rés❡♥té à ❘❚◆❙✬✵✾✱ ❛ été sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❘❚❙ ❏♦✉r♥❛❧ ✽✳ ■❧ ❛ ❞♦♥❝ été ét❡♥❞✉✱ ❡t ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉①✐è♠❡ r❡❧❡❝t✉r❡✳

✼✳ Pr♦❥❡❝t ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣
✽✳ ❘❡❛❧ ❚✐♠❡ ❙②st❡♠ ❏♦✉r♥❛❧

✶✵✻



❈❤❛♣✐tr❡

✺ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥é

❛✈❡❝ ♠✐❣r❛t✐♦♥s r❡str❡✐♥t❡s

❙♦♠♠❛✐r❡

■ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

■✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

■✳✷ ❋✐rst ❋✐t ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

■✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

■✳✹ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

■■ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

■■✳✶ ❙tr❛té❣✐❡ ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

■■✳✷ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

■■✳✸ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

■■✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

■■■ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

■■■✳✶ ❙❝é♥❛r✐♦ ❝♦♠♣❛❝t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

■■■✳✷ ❙❝é♥❛r✐♦ ❛✈❡❝ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

■■■✳✸ Pr❡✉✈❡ ❞✉ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

■❱ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

■❱✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

■❱✳✷ ❘és✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

❱ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

❘és✉♠é

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ s❡♠✐✲♣❛rt✐♦♥♥é❡ ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✉♥ s②stè♠❡
❞❡ tâ❝❤❡s s✉r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉r r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❝❡✉①
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✿ ✐❧s ❛✛❡❝t❡♥t ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r
❞♦♥♥é✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s tâ❝❤❡s✱ ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡
♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ♣❡✉✈❡♥t ♠✐❣r❡r ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r à ❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♣rés❡♥t❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛✉ tr❛✈❡rs ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

✶✵✼



❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❖❘❉❖◆◆❆◆❈❊▼❊◆❚ ❙❊▼■✲P❆❘❚■❚■❖◆◆➱ ❆❱❊❈ ▼■●❘❆❚■❖◆❙
❘❊❙❚❘❊■◆❚❊❙

✶✵✽



■✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

■✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼ê♠❡ s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❉❋ ♥✬❡st ♣❧✉s ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛❧t❡r♥❛t✐❢s ❜❛sés s✉r ❊❉❋ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és à ❝❛✉s❡ ❞❡ s♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐té ♣♦✉r
❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r❡♠✐❡r ❞❡s ❝♦♥❝❡♣t❡✉rs ❞❡ s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧
❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr❛✐t❡r ❞❡s s②stè♠❡s à ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❣r❛♥❞✐ss❛♥t❡ t♦✉t ❡♥ s✬❛ss✉r❛♥t ❞✉ r❡s♣❡❝t ❞❡s
é❝❤é❛♥❝❡s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦✉✛r❡♥t
❞✬✉♥ é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❧❡ s✉r❝♦ût ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉✲
t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✿ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❝❤❛r❣és ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

❉❡♣✉✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥♥é❡s✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ s✉r ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠✉❧t✐✲
♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛ r❡ç✉ ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❬❇❇✵✻✱ ●❇❋✵✷❪✳ P♦✉r ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t s♦✐t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶
s❡❝t✐♦♥ ■❱✳✺✮✱ s♦✐t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶
s❡❝t✐♦♥ ■❱✳✹✮✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✐♥❞✉✐s❡♥t s♦✉✈❡♥t
✉♥ s✉r❝♦ût ♣r♦❝❡ss❡✉r ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ✭s✉r❝♦ût ❞û ❛✉ ♥♦②❛✉✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣ré❡♠♣t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✮✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡
♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐❡♥t ♣❛r❢♦✐s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❡r♠❡ttr❡
s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss❡✉rs✮ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳

❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❞❡ ré❝❡♥ts tr❛✈❛✉① ♦♥t ♠✐s à ❥♦✉r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❬❆❇✵✽✱
❆❚✵✻✱ ❑❨✵✼✱ ❑❨✵✽❛✱ ❑❨✵✾❪ ✿ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥é❡✱ ❛✈❡❝
♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ✿

✕ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡s s✉r❝♦ûts à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡✉① ❞ûs ❛✉① ♠✐❣r❛t✐♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s ❀
✕ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❡t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥é❡ ❡st ❞✬❛ss✐❣♥❡r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s
tâ❝❤❡s à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞♦♥♥é ✭❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✮✱
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ s✉r❝♦ût à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡ q✉❡❧q✉❡s tâ❝❤❡s ✈♦♥t êtr❡ ❛✉t♦r✐sé❡s
à ♠✐❣r❡r ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r à ✉♥ ❛✉tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳

❉❡s rés✉❧t❛ts ♣❡rt✐♥❡♥ts ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ét❛✐t ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ str❛té❣✐❡
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❬❆❇✵✽✱ ❆❇❇✵✽✱ ❑❨✵✼✱ ❑❨✵✽❜✱ ❑❨✵✾❪✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡
❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝♦✉♣é❡s ♣♦✉r êtr❡ ré♣❛rt✐❡s s✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss❡✉rs
✭❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t ♠✐❣r❡r ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r à ✉♥ ❛✉tr❡ ❡♥
❝♦✉rs ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✮✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥♥é s❡❝t✐♦♥ ■✳✸✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❧❛
♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ♠❛✐s ✐♥t❡r❞✐s❛♥t ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡
s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♥❡ ♣♦✉rr❛ ❞♦♥❝ s✬❡①é❝✉t❡r q✉❡ s✉r ❝❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱
❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ♣♦✉rr♦♥t s✬❡①é❝✉t❡r s✉r ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts✳

✶✵✾
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■✳✶✳ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥és

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✿ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❞✬❛❜♦r❞
ré♣❛rt✐❡s s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋✐rst ❋✐t ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ✭♦✉ ❋❋❉✮
❬❇❛❦✵✺❛❪ q✉✐ s❡r❛ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❀ s✐ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛✛❡❝té❡ à ✉♥ s❡✉❧
♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❛❧♦rs ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞é❝❧❛r❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♣❛r ❋❋❉✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s t❡♥t❡r ❞❡ ré♣❛rt✐r ❧❛ tâ❝❤❡ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❆✐♥s✐ ❞♦♥❝✱ ❧❡ s②stè♠❡ s❡r❛ ❝♦♠♣♦sé
❞❡ ✷ t②♣❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ✿
✕ ❞❡s tâ❝❤❡s ♥♦♥ ♠✐❣r❛♥t❡s✱ q✉✐ s❡r♦♥t ❛ss✐❣♥é❡s à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡t q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡r♦♥t
s❛♥s ♠✐❣r❛t✐♦♥s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ t♦✉❥♦✉rs s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❀

✕ ❞❡s tâ❝❤❡s ♠✐❣r❛♥t❡s✱ q✉✐ ♥❡ s❡r♦♥t ♥♦♥ ♣❧✉s ❛ss✐❣♥é❡s à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♠❛✐s à ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞r❛ ❛❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé✳

❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é❝r✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❋❉ ✭s❡❝t✐♦♥ ■✳✷✮✱
q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❜r✐q✉❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦ ✭s❡❝t✐♦♥ ■✳✸✮✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ♥♦s tr❛✈❛✉① à ❞❡s tr❛✈❛✉①
❡①✐st❛♥ts✱ ♣✉✐s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ■✳✹✮✳

■✳✷✳ ❋✐rst ❋✐t ❉❡❝r❡❛s✐♥❣

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋✐rst ❋✐t ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ❬❇❛❦✵✺❛❪ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✕ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t tr✐é❡s ♣❛r ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❀
✕ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ τi ❡st ♣❧❛❝é❡ s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❝❡ss❡✉r Pj ♣♦✉✈❛♥t ❧✬❛❝❝✉❡✐❧❧✐r✳ P♦✉r ❧❡ ✈ér✐✜❡r✱
♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r Pj ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❉❋ ✭❧❡ ❝❤♦✐①
❞✬❊❉❋ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❥✉st✐✜é ♣✉✐sq✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s
tâ❝❤❡s ♣rés❡♥t❡s s✉r Pj✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ Pj✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s
r❛♠❡♥és à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r✱ s②stè♠❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❉❋ ❡st
♦♣t✐♠❛❧✮✳

❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✛❡❝té❡s à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✐❧ s❡r❛ ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♣❛r ❋❋❉ ✴ ❊❉❋✳

■✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦ ❡st✱ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧❛❝é❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❋❋❉✱ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡
✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❡ s✉r ✉♥
❛✉tr❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❡♥ s✬❡①é❝✉t❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱
❡t ❝❡❝✐ ❡♥ s✉✐✈❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ♠ê♠❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✮✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡
♣r♦❝❡ss❡✉r ✿ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠♦r❝❡❛✉ q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡r❛ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r s❡r❛ ❛✉ss✐ ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱
❡t s❡r❛ ❞♦♥❝ ❧✐♠✐té❡ ✿

✶✶✵
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P1 P2 P3 P4
0%

100%

Charge processeur

τk,1

τk,2

τk,3

τk+1,1

τk+2,1

τk+2,2

τk

τk,1

τk,2

τk,3

τk+1

τk+1,1

τk+2

τk+2,1

τk+2,2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦

P1

P2

P3

date d’arrivée échéanceDk

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢❡♥êtr❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

✕ s♦✐t ♣❛r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r s✉♣♣❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡ ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ❀

✕ s♦✐t ♣❛r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ r❡st❛♥t à ❡①é❝✉t❡r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r s❡r❛ ❝❡❧✉✐ s✉r
❧❡q✉❡❧ ❧❛ tâ❝❤❡ t❡r♠✐♥❡r❛ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳

▲❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦ s♦♥t ❞♦♥♥és ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✷ ❡t ✸✳

❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥
♠é❝❛♥✐s♠❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❡①é❝✉té❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ s✉r ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs
♦✉ ♣❧✉s✳ ❯♥ t❡❧ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❛ été ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❡♥êtr❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭❝❢✳
✜❣✉r❡ ✺✳✷✮ ✿ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t s✬❡①é❝✉t❡r q✉❡ ❞❛♥s s❛ ❢❡♥êtr❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❆✉ss✐✱ ❧❡s
❡①é❝✉t✐♦♥s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ s♦♥t é✈✐té❡s ❡♥ s✬❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❧❡s ❢❡♥êtr❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♥❡ s❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♥t
❥❛♠❛✐s✳

✶✶✶
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦
■♥♣✉t ✿ m✱ τk

❖✉t♣✉t ✿
❋✉♥❝t✐♦♥ ❙❤✐♥♣❡✐❑❛t♦ ✭Inm, In τk✮ ❜❡❣✐♥

s← 2 ❀
✇❤✐❧❡ s ≤ m ❞♦

D
′

k = Dk

s
❀

❢♦r x = 1To m ❞♦

c
′

k,x = ❈❛❧❝❊①❡❝❚✐♠❡(τk, Px) ❀

❙♦✐t c
′

k,z ❧❡ sè♠❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ é❧é♠❡♥t ❞❡ {c
′

k,x|1 ≤ x ≤ m}❀

Sk = {Px|c
′

k,x ≥ c
′

k,z}❀

✐❢
∑

Px∈Sk
c
′

k,x < ck t❤❡♥
s← s + 1 ❀

❡❧s❡

c
′

k,z = c
′

k,z −
(∑

Px∈Sk
c
′

k,x − ck

)
❀

❢♦r❡❛❝❤ Px ∈ Sk ❞♦
Rx = Rx ∪ {Tk}❀

r❡t✉r♥ Success ❀

r❡t✉r♥ Fail ❀
❡♥❞

■✳✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ n tâ❝❤❡s τ = {τ1, . . . , τn} q✉❡
♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r s✉r m ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲❡ kè♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r
Pk✳ ▲❡s tâ❝❤❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲✐✉ ❡t ▲❛②❧❛♥❞ ❬▲▲✼✸❪ ❞é❝r✐t ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ s❡❝t✐♦♥ ■■✳✷✳❝✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❛r ✉♥ tr✐♣❧❡t τi = (Ci, Di, Ti)✱ ♦ù Ci r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣✐r❡
t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ τi✱ Di s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡ ❡t Ti s❛ ♣ér✐♦❞❡✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s
♠❛✐s ♣❛s ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s s❡r♦♥t ré♣❛rt✐❡s s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs
❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ τi ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞é✜♥✐ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ (P1, P2, P1)✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ τi s✬❡①é❝✉t❡r❛ s✉r ❧❡
♣r♦❝❡ss❡✉r P1✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r P2✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r P1✱ ❡t ♣♦✉r ❧❛
q✉❛tr✐è♠❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛
q✉❛tr✐è♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ s❡r❛ ♣❧❛❝é❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r P1✱ ❧❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r P2✱
❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳
❆✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡tt❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✕ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞♦♥t ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✈♦♥t êtr❡ ré♣❛rt✐❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡st ❞✉♣❧✐q✉é❡
s✉r ❝❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❀

✕ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✉♣❧✐q✉é❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s tâ❝❤❡s ♠✉❧t✐❢r❛♠❡s❬❇❈●▼✾✾❪✳

✶✶✷
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ✿ ❈❛❧❝❊①❡❝❚✐♠❡
■♥♣✉t ✿ τk✱ Px

❖✉t♣✉t ✿ ◆♦♠❜r❡ ❞✬✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ τk ❡①é❝✉t❛❜❧❡s s✉r Px

❋✉♥❝t✐♦♥ ❈❛❧❝❊①❡❝❚✐♠❡ ✭In τk, InPx✮ ❜❡❣✐♥

c
′

k,x = (1−
∑

τi∈Rx
ui)Tk ❀

L∗ = H ❀
❢♦r❡❛❝❤ Ti ∈ Rx ∪ {τk} ❞♦

α =

⌈
D

′

k−Di

Ti

⌉
❀

✇❤✐❧❡ L = αTi + D
′

k < L∗ ❞♦

c = L−dbf(Rx,L)
—

L−D
′

k
Tk

�

+1

❀

✐❢ c < c
′

k,x t❤❡♥

c
′

k,x = c ❀

u
′

k,x =
c
′

k,x

Tk
❀

L∗ = max

{
P

τi∈Rx
(Ti−Di)ui+(Tk−D

′

k)u
′

k,x

1−
P

τi∈Rx
ui−u

′

k,x

,max(Di|τi ∈ Rx)

}
❀

α← α + 1 ❀

r❡t✉r♥ c
′

k,x ❀

❡♥❞

❯♥❡ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥❡
tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ τi = ((Ci, 0, Ci), Di, Ti)✱ (Ci, 0, Ci) ❞é✜♥✐t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥s✲
t❛♥❝❡s ❞❡ τi s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r Pj ❡t s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ τi ❛✉r❛ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡r❛
Ci ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r s✬❡①é❝✉t❡r✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♥✬❡♥ ❞❡♠❛♥❞❡r❛ ♣❛s✱ ❡t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡
❞❡♠❛♥❞❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t Ci ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s✳ ❊t ❝❡ s❝❤é♠❛ s❡ ré♣èt❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡
✐♥st❛♥❝❡✳
▲♦rsq✉❡ q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ τi s❡r❛ ré♣❛rt✐❡ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥❡r♦♥s ♣❛r τ j

i ❧❛
tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ ✐ss✉❡ ❞❡ τi ❡t s✬❡①é❝✉t❛♥t s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r Pj✳
❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✸ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❡st ❞✉♣❧✐q✉é❡ ❡♥ ❞❡✉① tâ❝❤❡s
♠✉❧t✐❢r❛♠❡s τ 1

i = (Ci, 0, Ci) ❡t τ 2
i = (0, Ci, 0)✳

❆②❛♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r✱ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sés✳

■■✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s

■■✳✶✳ ❙tr❛té❣✐❡ ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s

P✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥
♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡

✶✶✸
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π1 π2
0%

100%

Charge processeur

τi

τ 1
i

(Ci, 0, Ci)

τ 2
i

(0, Ci, 0)

τ 1
i

τ 2
i

Tâches multiframes

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥

❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♠✐❣r❛♥t❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❡✈❛♥t
❡①é❝✉t❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢r❛♠❡s ♦❜t❡♥✉❡s
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♠✐❣r❛♥t❡ ❡st ❜♦r♥é ♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r K✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦s
tr❛✈❛✉①✱ q✉❡ K ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✜①é✳
◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r A[1 . . . n, 1 . . . m] ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞✬❡♥t✐❡r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥
❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥❞❡① s❡ ré❢èr❡ à ✉♥❡ tâ❝❤❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡

s❡❝♦♥❞ à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r A[i, j]
def
= x ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ x ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi s✬❡①é❝✉t❡r♦♥t

s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r Pj✳
❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ré❛❧✐s❛♥t ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
t❛❜❧❡❛✉ ❡t ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ τi✱ q✉❡ ✿

m∑

j=1

A[i, j] = K ✭✺✳✶✮

❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ✿

✶✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❧♦rsq✉❡ ❧❡s A[i, j] s♦♥t ❝♦♥♥✉s
❛ ♣r✐♦r✐ ✭❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✮ ❀

✷✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐❢✱ q✉✐ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
A[i, j] ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡✳

■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ s✐ K = 1✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♠✐❣r❛t✐♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ✐♥t❡r❞✐t❡s
❡t ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r❛ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❋❉✳

✶✶✹



■■✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊❙ ❉❊ ❘➱P❆❘❚■❚■❖◆ ❉❊❙ ■◆❙❚❆◆❈❊❙

t 0 ℓ

instances de
τi placées

1

2

3

4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A[i, j]

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❙éq✉❡♥❝❡ ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s

■■✳✷✳ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡

❯♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♠✐❣r❛♥t❡ τi ♣❛r♠✐ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs
Pj q✉✐ ❡①é❝✉t❡r♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐❞é❡ à ♣r❡♠✐èr❡
✈✉❡ ✭♠❛✐s ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞❡ rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❧❡ ♣r♦✉✈❛♥t✮✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧❛ t❡st❡r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳
▲❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❡st ré❛❧✐sé❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r Pk s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi s❡r❛ ❡①é❝✉té❡ ♥♦✉s
❞ét❡r♠✐♥♦♥s ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✷ ❞♦♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✳

fi,j(ℓ)
def
=

⌈
ℓ + 1

K
· A[i, j]

⌉
✭✺✳✷✮

❆ ❝❤❛q✉❡ s❛✉t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fi,j ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
tâ❝❤❡ τi s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r Pj✳

✕ s✐✱ ♣♦✉r ✉♥ ℓ ❞♦♥♥é✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t ❛ss✐❣♥é❡s à ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❛❧♦rs ❧✬♦r❞r❡
❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs s❡ ❢❡r❛ ♣❛r ✐♥❞❡① ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❝r♦✐ss❛♥t ✿ ♣♦✉r ✷
✐♥st❛♥❝❡s ❞❡✈❛♥t êtr❡ ♣❧❛❝é❡s s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs Pj ❡t Pk✱ s✐ j < k ❛❧♦rs ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡
❞❡ τi ❡st ♣❧❛❝é❡ s✉r Pj ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s✉r Pk✳

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❛✐♥s✐ ✿

σ
def
= (σ0, σ1, . . . , σℓ, . . . , σK−1) ✭✺✳✸✮

σℓ
def
= (σ1

ℓ , σ
2
ℓ , . . . , σ

m
ℓ ) ✭✺✳✹✮

σj
ℓ

def
=

{
Pj s✐

⌈
ℓ+1
K
· A[i, j]

⌉
−

⌈
ℓ
K
· A[i, j]

⌉
= 1

∅ s✐♥♦♥
✭✺✳✺✮

✶✶✺
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
■♥♣✉t ✿ m✱ τ = {τ1, . . . , τn}✱ K✳
❖✉t♣✉t ✿ True ❡t A s✐ τ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ False s✐♥♦♥✳
❋✉♥❝t✐♦♥ ❙❡♠✐P❛rt ✭Inm, InK, In τ,OutA✮
❜❡❣✐♥

❢♦r ✭✐❂✶ ✳ ✳ ✳ ♥✮ ❞♦
Sched← False❀
✴✯ ◆♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t FFD ✯✴
❢♦r ✭❥❂✶ ✳ ✳ ✳♠✮ ❞♦

✐❢ τi ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ s✉r πj t❤❡♥
τi ❡st ♣❧❛❝é❡ s✉r πj ❀
Sched← True❀

✐❢ ✭Sched == False✮ t❤❡♥
✴✯▲❛ tâ❝❤❡ τi ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♠✐❣r❛♥t❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳✯✴
✐❢ ❆❧❣♦✷(τi, K,A) == False t❤❡♥

✴✯τi ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ✯✴
r❡t✉r♥ False❀

r❡t✉r♥ True❀
❡♥❞

❊①❡♠♣❧❡✳ ❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡
✸ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ P1, P2✱ ❡t P3✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ K ❡st
✐♥✐t✐❛❧✐sé à ✶✶✳ P♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♠✐❣r❛♥t❡ τi✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ✿
✕ A[i, 1] = 4
✕ A[i, 2] = 2
✕ A[i, 3] = 5

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ✹ ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ τi s♦♥t ❛ss✐❣♥é❡s ❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r P1✱ ✷ ❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r P2 ❡t ✺ ❛✉
♣r♦❝❡ss❡✉r P3✳ ▲❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥
❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✺ ❡t s♦♥t rés✉♠é❡s t❛❜❧❡ ✺✳✶✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ σ5 = (σ1

5, σ
2
5, σ

3
5) = (P1, P2, ∅)✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ q✉✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ s❡r❛ ❛ss✐❣♥é❡

❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r P1✱ ♣✉✐s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r P2✱ ❡t ❛✉❝✉♥❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r P3✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r
q✉❡ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s σj

k = ∅ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐❣♥♦ré❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ τi ❡st ❞♦♥❝ ✿

σ = (σ0, σ1, . . . , σK−1)

= (P1, P2, P3, P1, P3, P3, P1, P2, P3, P1, P3)

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡✱ ❡t ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ré❞✉✐t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥s
❝♦♠♣❛ré à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❛
♣r✐♦r✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❛ss✐❣♥é❡s à ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
A[i, j] ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛ss✐❣♥é❡s ❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r Pj✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥
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i σ1
i σ2

i σ3
i

σ0 ✶ ✶ ✶
σ1 ✵ ✵ ✵
σ2 ✶ ✵ ✶
σ3 ✵ ✵ ✵
σ4 ✵ ✵ ✶
σ5 ✶ ✶ ✵
σ6 ✵ ✵ ✶
σ7 ✵ ✵ ✵
σ8 ✶ ✵ ✶
σ9 ✵ ✵ ✵

σ10 ✵ ✵ ✵
t♦t❛❧ ✹ ✷ ✺

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❙éq✉❡♥❝❡ ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡

❞✬✉♥ t❡st ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ t❡❧ t❡st ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré✲
♣❛rt✐t✐♦♥ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ♠✉❧t✐❢r❛♠❡s
s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s à ❛✛❡❝t❡r à ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❆✉ss✐✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❞✬❛✉tr❡ ❝❤♦✐① ✐❝✐ q✉❡ ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ q✉✐ ♥❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s s✬❡①é❝✉t❛♥t s✉r
✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s✱ q✉✐✱ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞✉
♣❡ss✐♠✐s♠❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬✐❧❧✉str❡r ❝❡tt❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡
♠✉❧t✐❢r❛♠❡ s❛♥s ❛✈♦✐r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ♠✉❧t✐❢r❛♠❡s s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦✲
❝❡ss❡✉r✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

❊①❡♠♣❧❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠ê♠❡ tâ❝❤❡ τi q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❛♥t✱ ♠❛✐s ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t
♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ✿
✕ A[i, 1] = 4
✕ A[i, 2] = 1
✕ A[i, 3] = 6

❊♥ s✉✐✈❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡
♠✐❣r❛t✐♦♥ σ = (P1, P2, P3, P3, P1, P3, P1, P3, P3, P1, P3)✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r P1✱ ❧❛
tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ q✉✐ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st τ 1

i = ((Ci, 0, 0, 0, Ci, 0, Ci, 0, 0, Ci, 0), Di, Ti)✱ t❛♥❞✐s q✉❡
❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s τ 1

i = ((Ci, 0, 0, Ci, 0, 0, Ci, 0, 0, Ci, 0), Di, Ti)✳ ❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡
❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ τ 1

i s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ A[i, 1]✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ A[i, 2] ❡t A[i, 3]✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♠è♥❡ ❞♦♥❝ à ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉❡ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥és s❛♥s ❝♦♥♥❛îtr❡ t♦✉s ❧❡s A[i, j] ❛ ♣r✐♦r✐✳

✶✶✼
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❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s s❛♥s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ♣❧❛❝é❡s s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♥❡
s❡r❛ ❝♦♥♥✉ q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ♣❧❛❝é ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳
P♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t été ❡♥✈✐s❛❣é❡s ❡t ♦♥t été tr❛✐té❡s ✿
✕ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ t❡st ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❜❛sé s✉r ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s✱ ♥❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s s✬❡①é❝✉t❛♥t s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t ♥♦♥ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ s❡❝✲
t✐♦♥ ■■■✳✶✮ ❀

✕ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ■■✳✸✮✳

■■✳✸✳ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛ été ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬é✈✐t❡r ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r
♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r
✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✺✳✶
❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ✭✈♦✐r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✮✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡ss❛②❡r ❞❡ ♣❧❛❝❡r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ τi

s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s é♥✉♠ér♦♥s ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✉♥ à ✉♥✱ ❡t✱ à ❝❤❛q✉❡
❢♦✐s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡ss❛②❡r ❞✬② ♣❧❛❝❡r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳ ❆✉ss✐✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r Pj ❡st
é♥✉♠éré✱ ♥♦✉s ✐♥✐t✐❛❧✐s♦♥s A[i, j] ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s Jj r❡st❛♥t à ♣❧❛❝❡r✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s
❞ét❡r♠✐♥♦♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ τ

′j
i ✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ Jj ❢r❛♠❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛

séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ tâ❝❤❡ τ

′j
i ♦❜t❡♥✉❡✱ ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ❧❛ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡

τ j
i ✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t K ❢r❛♠❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ τ

′j
i ✳

▲✬✐♥térêt ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ τ
′j
i ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❣é♥ér❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥

s❛♥s s❡ s♦✉❝✐❡r ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬é✈❡♥t✉❡❧s ❝♦♥✢✐ts ❛✈❡❝ ❞❡s tâ❝❤❡s ♠✉❧t✐❢r❛♠❡s q✉✐ ❛✉r❛✐❡♥t
été ♣❧❛❝é❡s s✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣ré❝é❞❡♥ts ✭♣❛r ❝♦♥✢✐t✱ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s é✈✐t❡r q✉❡ ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s
❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣✉✐ss❡♥t s✬❡①é❝✉t❡r ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ s✉r ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✐st✐♥❝ts✮✳ ❈❡tt❡ ♣r✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥✢✐ts s❡ ❢❡r❛ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τ j

i à ♣❛rt✐r ❞❡ τ
′j
i ✳

❊♥s✉✐t❡✱ s✐ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ τ j
i ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ s✉r Pj ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛ss✐❣♥♦♥s ❝❡tt❡ tâ❝❤❡

❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t ♣❛ss♦♥s ❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r s✉✐✈❛♥t✳ ❙✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ τ j
i ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥✲

ç❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s r❡❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♠❛✐s ❡♥ ❞é❝ré♠❡♥t❛♥t
A[i, j]✳ P♦✉r t❡st❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡ τ j

i ✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞é✈❡✲
❧♦♣♣é❡ s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✷✳

❊①❡♠♣❧❡✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❆✉ ❞é❜✉t
❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ A[i, 1] ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ τi r❡st❛♥t à ♣❧❛❝❡r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ K✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ✶✶ à ✺ ♣♦✉r A[i, 1] ❡t✱ q✉✬à ❝❤❛q✉❡
❢♦✐s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
t❡st❡r A[i, 1] = 4 ❡t ✈ér✐✜❡r s✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♦✉ ♥♦♥ s✉r

✶✶✽
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❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r P1✳ P✉✐sq✉❡ A[i, 1] = 4✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ q✉✐ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré❡
s❡r❛ τ

′1
i = ((Ci, 0, Ci, 0, 0, Ci, 0, 0, Ci, 0, 0), Di, Ti) ✭❝❢✳ ❝♦❧♦♥♥❡ ✶ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳ P✉✐sq✉❡ s✉r ❧❡

♣r❡♠✐❡r ♣r♦❝❡ss❡✉r P1✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢r❛♠❡s K ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s r❡st❛♥t à ♣❧❛❝❡r J1 s♦♥t
é❣❛✉①✱ ❛❧♦rs τ 1

i = τ
′1
i ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τ 1

i ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ s✉r P1✳ ◆♦✉s
❝♦♥t✐♥✉♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s s✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r P2✳

P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ τ 2
i q✉✐ s❡r❛ ❡①é❝✉té❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r P2✱ ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s

t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢r❛♠❡s r❡st❛♥t à ♣❧❛❝❡r✳ ■❝✐✱ J2 = K − A[i, 1] = 7✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ τ

′2
i ❛✈❡❝ J2 ❢r❛♠❡s✱ ❡t ✐♥✐t✐❛❧✐s♦♥s A[i, 2] à J2✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s

❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✼ à ✸ ♣♦✉r A[i, 2] s❛♥s s✉❝❝ès✱ ❡t q✉❡ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ t❡st❡r A[i, 2] = 2✳ ◆♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ τ

′2
i

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✺ ✭❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❜✐❡♥
K = J2 = 7 ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥✮✳ ❆♣rès ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ❧❛ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ τ 2

i

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t τ 1
i ❡t τ

′2
i ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❙✐ ❧❛ jè♠❡ ❢r❛♠❡ ❞❡ τ 1
i ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ jè♠❡ ❞❡ τ 2

i ❡st é❣❛❧❡ à ✵ ❀
✕ ❙✐ ❧❛ jè♠❡ ❢r❛♠❡ ❞❡ τ 1

i ❡st ♥✉❧❧❡ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ qè♠❡ ❢r❛♠❡ ❞❡ τ 1
i q✉✐ ❡st ♥✉❧❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ jè♠❡

❢r❛♠❡ ❞❡ τ 2
i ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ qè♠❡ ❢r❛♠❡ ❞❡ τ

′2
i ✳

▲✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❢❛✐t à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❢r❛♠❡s ❞❡ τ
′2
i ♣♦✉r ♦❝❝✉♣❡r ❧❡s ❢r❛♠❡s ❧❛✐ssé❡s ❧✐❜r❡s ♣❛r

❧❛ tâ❝❤❡ τ 1
i ✳ ◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r ✏❧❡s ❢r❛♠❡s ❧✐❜r❡s✑ ❧❡s ❢r❛♠❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❛✉❝✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡

❞❡ τi ♥✬❡st ❡♥❝♦r❡ ❛ss✐❣♥é❡ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✮✳ ❆②❛♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t τ 2
i ✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r s♦♥

♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r P2✳

❈❡s rè❣❧❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ❜✉t s♦✐t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛
tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ τ k

i ✐ss✉❡ ❞❡ τi ❡t q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡r❛ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r Pk✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞❛♥s ✉♥

♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s r❡st❛♥t à ♣❧❛❝❡r J
def
= K−

∑k−1
q=1 A[i, q]✳ ❊♥s✉✐t❡✱

♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s τ
′k
i ❣râ❝❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✺✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s τ k

i ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳
■❧ ♥❡ r❡st❡ ❛❧♦rs q✉✬à t❡st❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡ τ k

i s✉r Pk✳

■■✳✹✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡✲
♠❡♥t✱ ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ q✉✐
❡st ❊❉❋ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✕ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t tr✐é❡s ♣❛r ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❀
✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ✿
✕ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ tâ❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧❛❝é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❋❋❉✳

✕ s✐ ✉♥ t❡❧ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♥✬❛ ♣❛s été tr♦✉✈é✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞é✜♥✐❡s
❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s♦✐t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭❝❢✳ s❡❝✲
t✐♦♥ ■■✳✷✮✱ s♦✐t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ■■✳✸✮✳

✶✶✾
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τ 1
i

Ci

0

Ci

0

0

Ci

0

0

Ci

0

0

τ 2
i

0

Ci

0

0

0

0

Ci

0

0

0

0

τ
′2
i

Ci

0

0

Ci

0

0

0

Frame nulle Frame avec Ci

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ τ 2
i

✶✷✵
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ✿ ❙tr❛té❣✐❡ ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ♠✐❣r❛♥t❡ τi

■♥♣✉t ✿ K✱ tâ❝❤❡ τi

❖✉t♣✉t ✿ True ❡t A s✐ τi ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ False s✐♥♦♥
❋✉♥❝t✐♦♥ ❆❧❣♦✷ ✭In τi, InK, OutA✮
❜❡❣✐♥

RemJobs← K ❀ ✴✯ ■♥st❛♥❝❡s r❡st❛♥t❡s ✯✴
❢♦r ✭k = 1 · · ·m✮ ❞♦

❢♦r ✭j = RemJobs · · · 1✮ ❞♦

❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ τ
′k
i ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✺ ❀

τk
i = ❈♦♠♣✉t❡❚(τ

′k
i , K, (τ1

i , . . . , τ
(k−1)
i ))❀

✐❢ ✭τk
i ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ s✉r πk✮ t❤❡♥
A[i, k]← j❀
RemJobs← RemJobs−j ❀
❊①✐t❀

✐❢ RemJobs = 0 t❤❡♥ r❡t✉r♥ True ❀

r❡t✉r♥ False
❡♥❞

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻ ✿ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ τ k
i

■♥♣✉t ✿ K✱ k✱ τ = (τ1
i , . . . , τ

(k−1)
i )✱ τ

′k
i

❖✉t♣✉t ✿ ❚â❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ τk
i

❋✉♥❝t✐♦♥ ❈♦♠♣✉t❡ ✭In τ
′k
i , InK, In τ✮

❜❡❣✐♥
q ← 1 ❀
❢♦r ✭❥ ❂ ✶ ✳ ✳ ✳❑✮ ❞♦

Free← True❀
ℓ← 1❀
✇❤✐❧❡ ✭ℓ < k ❛♥❞ Free✮ ❞♦

✐❢ τ ℓ
i (j) = 0 t❤❡♥ ℓ← ℓ + 1❀

❡❧s❡ Free← False❀

✐❢ Free t❤❡♥

τk
i (j)← τ

′k
i (q)❀

q ← q + 1❀

❡❧s❡ τk
i (j) = 0❀

r❡t✉r♥ τk
i ❀

❡♥❞

✶✷✶
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■■■✳ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té

◆♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♣♦✉r s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s s②s✲
tè♠❡s ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ♥♦s tâ❝❤❡s ♠✐❣r❛♥t❡s ♣❛r
❞❡s tâ❝❤❡s ♠✉❧t✐❢r❛♠❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r s✉r ❧❡sq✉❡❧s s✬❡①é❝✉t❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡
❝❡s tâ❝❤❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣❡✉t êtr❡ t❡st❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r✳
P✉✐sq✉❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❊❉❋✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥
t❡st ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❉❡♠❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❋✉♥❝t✐♦♥ ♦✉ ❞❜❢ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ s❡❝t✐♦♥ ■❱✳✷✮✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱
♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é❝r✐t❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡
❞❡ tâ❝❤❡s ♠✉❧t✐❢r❛♠❡s✳
❆✉ss✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❡✉① s❝é♥❛r✐♦s ♣♦✉r ❛rr✐✈❡r à ♥♦s ✜♥s ✿
✕ ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❝♦♠♣❛❝t✱ q✉✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s s✬❡①é❝✉✲
t❛♥t s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❛ tâ❝❤❡
♠✉❧t✐❢r❛♠❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s♦♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✮✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ q✉❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢r❛♠❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❀

✕ ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❛✈❡❝ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✱ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡
ré♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡✳

❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❝❡s ❞❡✉① s❝é♥❛r✐♦s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❜❛sé❡s
s✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ dbf ❛❞❛♣té❡ ❛✉① tâ❝❤❡s ♠✉❧t✐❢r❛♠❡s ❬❇❈●▼✾✾✱ ❇❇✵✻❪✳

■■■✳✶✳ ❙❝é♥❛r✐♦ ❝♦♠♣❛❝t

❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♠✐❣r❛♥t❡ τi ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♠✉❧t✐❢r❛♠❡s τ j
i

s✬❡①é❝✉t❛♥t s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r Pj✳ ❈❡ s❝é♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡
❛ss♦❝✐é❡ à τi✱ à s❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧s ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ s♦♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❡t
❧❡ r❡st❡ ét❛♥t à ✵✳ τ j

i ❡st ❞♦♥❝ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r τ j
i = ((Ci, Ci, . . . , Ci, 0, . . . , 0), Di, T i)✱ ♦ù Ci ❡st ❧❡

t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ τi✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ s❝é♥❛r✐♦ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été rés✉♠é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✵✳ ❙♦✐t τi ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡✳ ▲❡ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s ❡st ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
❧❡s ❢r❛♠❡s ❞❡ τi s♦♥t ❝♦♠♣❛❝té❡s✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s❡r❛ ❢❛✐t❡ s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✸✳
❆✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ dbf ❛✉ t❡♠♣s t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
tâ❝❤❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, t[✳ ❈♦♠♠❡ K ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢r❛♠❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ♠✉❧t✐❢r❛♠❡s τ j

i ❛s✲
s♦❝✐é❡s à τi✱ ♥♦t♦♥s ℓk

i ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ τ j
i ✳ ❊♥ ✉t✐✲

❧✐s❛♥t ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❝♦♠♣❛❝t✱ ❧❛ tâ❝❤❡ τ j
i ❡st ❞♦♥❝ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r τ j

i = ((Ci, . . . , Ci︸ ︷︷ ︸
ℓ
j
i é❧é♠❡♥ts

, 0, . . . , 0), Di, Ti)✳

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❝♦♥s✐st❡ à ♥❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ℓk
i ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τ k

i ❛✉ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡
❛✉ ♣❧✉s ℓk

i ✐♥st❛♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉❡r à ❧❛ dbf ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, K · Ti]✳
▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ dbf ❛✉ t❡♠♣s t ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✮ ✿

✶✷✷
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0T

τ 1
i (1)

1T

τ 1
i (2)

2T

τ 1
i (3)

3T

τ 1
i (1)

KT

4T

τ 1
i (2)

5T

τ 1
i (3)

6T

τ 1
i (1)

KT

7T

τ 1
i (2)

8T

τ 1
i (3)

9T

τ 1
i (1)

10T

τ 1
i (2)

⌊
t

KT

⌋
KT t−

⌊
t

KT

⌋
KT

t

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ τ 1
i = ((Ci, 0, Ci), Ti, Ti)✳

✕ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r K · Ti ❛✉ t❡♠♣s t ✿

s
def
=

⌊
t

K · Ti

⌋
✭✺✳✻✮

▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τ k
i à ❧❛ dbf ✈❛✉t ✿

s · ℓk
i · Ci ✭✺✳✼✮

✕ ❊♥s✉✐t❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [s·K ·Ti, t[✱ ♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥st❛♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❧❡✉r é❝❤é❛♥❝❡
❛✈❛♥t ❧❛ ❞❛t❡ t✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t ❛ss✐❣♥é❡s ❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❝♦♥s✐❞éré✱
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s a ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

a
def
= max

(
0,

⌊
(t mod K · Ti)−Di

Ti

⌋
+ 1

)
✭✺✳✽✮

▼❛✐s ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬❛✉ ♣❧✉s ℓk
i ✐♥st❛♥❝❡s ♣❛r♠✐ K q✉✐ s❡r♦♥t ❡①é❝✉té❡s s✉r ❧❡

♣r♦❝❡ss❡✉r Pk✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ dbf ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ τ k
i ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [s · K · Ti, t[ ❡st

❞♦♥❝ ✿
min(ℓk

i , a) · Ci ✭✺✳✾✮

❊♥ r❛ss❡♠❜❧❛♥t t♦✉t❡s ❝❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❛ dbf ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τ k
i ♣❛r ✿

d̂bf(τ k
i , t)

def
= s · ℓi · Ci + min (ℓi, a) · Ci ✭✺✳✶✵✮

❆♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❙♦✐t τ = {τ1, . . . , τn} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n tâ❝❤❡s s✬❡①é❝✉t❛♥t s✉r
✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞♦♥♥é ❡t ♠é❧❛♥❣❡❛♥t tâ❝❤❡s ♠✐❣r❛♥t❡s ❡t ♥♦♥ ♠✐❣r❛♥t❡s✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡
♣♦✉r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s♦✐t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❡st ✿

∑

τi ∈ τ
τi ♥♦♥ ♠✐❣r❛♥t❡

dbf(τi, t) +
∑

τi ∈ τ
τi ♠✐❣r❛♥t❡

d̂bf(τi, t) ≤ t ∀t ✭✺✳✶✶✮

✶✷✸
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■■■✳✷✳ ❙❝é♥❛r✐♦ ❛✈❡❝ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥

❈❡ s❝é♥❛r✐♦ ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❛r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré
✐♥❞✉✐t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣❡ss✐♠✐s♠❡✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛❝té❡s ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉
s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✳
❆✉ss✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ t❡st ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✱ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♠❛✐s ♣r❡♥❛♥t
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♠❛❥❡✉r❡ s❡ s✐t✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ dbf ♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ♠✉❧t✐❢r❛♠❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♠♣❧❛❝é ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✵ ♣❛r ✿

K−1
max
c=0




c+nbi(t)−1∑

j=c

Ci,j mod K


 ✭✺✳✶✷✮

♦ù nbi(t)
def
=

⌊
(t mod K·Ti)−Di

Ti

⌋
+1 ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ τ k

i ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [s·K·

Ti, t[✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❝r✐t✐q✉❡
❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ s❝❤é♠❛✱ ♣✉✐s ❛✈❡❝ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡✱ ❡t❝✳✳✳ ❥✉sq✉✬à
❧❛ Kè♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣✉✐s ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛✐♥s✐ ❝❛❧❝✉❧é❡s✳ ❈❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ♥♦✉s ❛ été ✐♥s♣✐ré ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❘❛❤♥✐ ❞❛♥s ❬❘●❘✵✽❪✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ dbf ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

̂̂
DBF(τi, t)

def
= s · ℓi · Ci +

K−1
max
c=0




c+nbi(t)−1∑

j=c

Ci,j mod K


 ✭✺✳✶✸✮

❆♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ▲❡ t❡st ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té s✉✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡

q✉❡ ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
̂̂
dbf ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ d̂bf ❞❛♥s ❧✬éq✉❛✲

t✐♦♥ ✺✳✶✵✳

■■■✳✸✳ Pr❡✉✈❡ ❞✉ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✵✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
✉t✐❧✐sé❡s✱ ♣✉✐s ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ rés✉♠é ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

❙♦✐t τi ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t Σ
def
= (σ1, . . . , σK)✱ ❝✬❡st✲à✲

❞✐r❡✱ τi = ((σ1Ci, . . . , σKCi), Di, Ti) ❛✈❡❝ σj ∈ {0, 1}, 1 ≤ j ≤ K✳ ❙♦✐t ℓk
i ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢r❛♠❡s

♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✳ ❙♦✐t τ
(p)
i ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝té❡ ❞❡ τi✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

σi,j =

{
1 s✐ j ≤ ℓi

0 s✐♥♦♥
✭✺✳✶✹✮

✶✷✹
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▲❡♠♠❡ ✹✳
̂̂
dbf(τi, t) ≤

̂̂
dbf(τ

(p)
i , t) = d̂bf(τ

(p)
i , t) ✭✺✳✶✺✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ dbf ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ ❛✈❡❝ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
✭❝❢✳ éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✸✮ ✿

̂̂
dbf(τi, t) = s · ℓi · Ci +

K−1
max
c=0




c+nbi(t)−1∑

j=c

Ci,j mod K


 ✭✺✳✶✻✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❧❡ t❡r♠❡ max ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t ❡♥ ✿

K−1
max
c=0




c+nbi(t)−1∑

j=c

Ci,j mod K


 =

K−1
max
c=0


Ci

c+nbi(t)−1∑

j=c

σi,j mod K


 ✭✺✳✶✼✮

◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ σi,j ∈ {0, 1} ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ nbi(t) t❡r♠❡s✱
❛❧♦rs ✿

c+nbi(t)−1∑

j=c

σi,j mod K ≤ min(ℓi, max(0, nbi(t))) ✭✺✳✶✽✮

❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s q✉✬❛✉ ♣❧✉s✱ ℓk
i ❢r❛♠❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✱

♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥tr❡ ℓk
i ❡t nbi(t) ✿

K−1
max
c=0




c+nbi(t)−1∑

j=c

Ci,j mod K


 ≤ K−1

max
c=0

(Ci min(li, max(0, nbi(t)))) ✭✺✳✶✾✮

P✉✐sq✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♠❛① ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❧✉s ❞❡ c✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣r✐♠❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
♠❛①✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à ✿

K−1
max
c=0




c+nbi(t)−1∑

j=c

Ci,j mod K


 ≤ Ci min(ℓi, max(0, nbi(t))) ✭✺✳✷✵✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

dbf(τi, t) ≤ s · ℓi · Ci + Ci min(li, max(0, nbi(t))) ✭✺✳✷✶✮

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
̂̂
dbf(τi, t) ≤

̂̂
dbf(τ

(p)
i , t) ✭✺✳✷✷✮

❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

✶✷✺
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✵✳ ❯♥ s❝é♥❛r✐♦ A ❡st ❞✐t ♣✐r❡ q✉✬✉♥ s❝é♥❛r✐♦ B s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ A s♦✐t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ B ❧❡ s♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❙✐ ♥♦✉s
s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❝♦♠♣❛❝t ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❛♥t✱
❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ Σ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ Σ r❡♣rés❡♥t❡
✉♥ s❝é♥❛r✐♦ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ s❝é♥❛r✐♦ ❝♦♠♣❛❝t ✈❛❧✐❞❡
t♦✉t ❛✉tr❡ s❝é♥❛r✐♦✳ ▲❡ s❝é♥❛r✐♦ ❝♦♠♣❛❝t ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡
t❤é♦rè♠❡✳

■❱✳ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①

◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❋❋❉ ❡t à ❝❡❧✉✐
❞❡ ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ✈♦✐r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭❝♦♠♠❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢r❛♠❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ♠✉❧t✐❢r❛♠❡s K✮ s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s✳

■❱✳✶✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs m ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ M
def
= {2, 4, 8, 16, 32, 64}✳ ❈❡ ❝❤♦✐①

♥✬❡st ♣❛s ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✿ ✐❧ r❡✢èt❡ ❧❛ ré❛❧✐té ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♠✉❧t✐❝÷✉rs q✉✐ ♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝÷✉rs q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ✷✳

✕ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s②stè♠❡ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥
♣❛r ♣r♦❝❡ss❡✉r ✈❛r✐❡ ❞❡ ✵✳✺ à ✵✳✾✺ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣❛s ❞❡ ✵✳✵✺✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ré❛❧✐s❡r ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ✶✵ ✵✵✵ s②stè♠❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ♣❛r
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ét❛♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ♣❛r ♣r♦❝❡ss❡✉r✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♥♦s rés✉❧t❛ts à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣r✐s ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ✿

✕ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1]✱
❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞♦✐t êtr❡ é❣❛❧❡ ❛✉ ❢❛❝t❡✉r
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❀

✕ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ Ti ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ τi ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [100, 3000] ❀
✕ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t à é❝❤é❛♥❝❡ s✉r r❡q✉êt❡ ✭✐❡✳✱ Di = Ti✮ ❀
✕ ❧❡ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡t

❞❡ ❧❡✉r ♣ér✐♦❞❡ ♣❛r Ci
def
= ui · Ti✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❛✉❝✉♥
❝♦♥trô❧❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s q✉❡ ❝♦♠♣♦rt❡r❛ ❧❡ s②stè♠❡✳

✶✷✻
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■❱✳✷✳ ❘és✉❧t❛ts

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ K s✉r ❧❡ r❛t✐♦ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r✱
♣❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ K ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❡t ♠❡✐❧❧❡✉r ❡st ❝❡ r❛t✐♦✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r s✉r♣r❡♥❛♥t ❡t
❝♦♥tr❡✲✐♥t✉✐t✐❢ à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s s❡r✐♦♥s ❡♥ ❞r♦✐t ❞❡ ♥♦✉s ❛tt❡♥❞r❡ à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ r❛t✐♦ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ K ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❯♥❡ r❛✐s♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
t✐❡♥t ❛✉ ♣❡ss✐♠✐s♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ ❝♦♠♣❛❝t❛♥t ❧❡s ❢r❛♠❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡
♠✉❧t✐❢r❛♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r à ❧✬✐♥st❛♥t t = 0 ❡st s✉ré✈❛❧✉é❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r s✉r ❧❡q✉❡❧ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ s✬❡①é❝✉t❡✳ ❆✉ss✐✱ ❧♦rsq✉❡ K = 2✱
❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♠✐❣r❛♥t❡ ❡st ♣❧❛❝é❡ s✉r ❛✉ ♣❧✉s ✷ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ❞♦♥❝ ♥✬✐♥❞✉✐t ❞✉ ♣❡ss✐♠✐s♠❡ à
❧✬✐♥st❛♥t t = 0 q✉❡ s✉r ❝❡s ✷ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❙✐ ♥♦✉s ❛✉❣♠❡♥t♦♥s K✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs
s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣❡ss✐♠✐s♠❡ s❡r❛ ✐♥❞✉✐t s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✽ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ K s✉r ❧❡ r❛t✐♦ ❞✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♠❛✐s ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ◆♦✉s
❝♦♥st❛t♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s✱ ❡t q✉❡ ♣❧✉s K ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♣❧✉s
❧❡ r❛t✐♦ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ▲✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st q✉❡✱ ♣❧✉s K ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♠✐❣r❛♥t❡ ♣❡✉t s❡
ré♣❛rt✐r s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❞✬❛✉t❛♥t ❧❡✉r ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❣❧♦❜❛❧✳
❯♥ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t à ♥♦t❡r ❡st q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① s❝é♥❛r✐♦s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐és s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s
❧♦rsq✉❡ K = 2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❛✈❡❝ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐❢✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♠✐❣r❛♥t❡ τi s❡r❛ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✷ tâ❝❤❡s ♠✉❧t✐❢r❛♠❡s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✱
❧❡s ❞❡✉① s❡✉❧s s❝❤é♠❛s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡s s♦♥t ❛❧♦rs (Ci, 0) ❡t (0, Ci) ✭❧❛ ❢r❛♠❡ (0, 0) ♥✬❡st
♣❛s ❛✉t♦r✐sé❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡r❛✐t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♥❡ s✬❡①é❝✉t❡ s✉r ❧❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉r✱ ❡t ❧❛ ❢r❛♠❡ (Ci, Ci) ✐♥❞✉✐r❛✐t q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♠✐❣r❛♥t❡ s✬❡①é❝✉t❡r❛✐t t♦✉❥♦✉rs s✉r ❧❡ ♠ê♠❡
♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❡t s❡r❛✐t ❞♦♥❝✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦♥ ♠✐❣r❛♥t❡✮✳ ❖r✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛✲
❜✐❧✐té✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ s❡ r❛♠è♥❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠ê♠❡ s❝❤é♠❛✱ à s❛✈♦✐r (Ci, 0)✱ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✉♥✐q✉❡ s❝❤é♠❛ ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✾ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❋❋❉
❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦✳ P♦✉r ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❝❡✉① ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❡s
♠❡✐❧❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ♣✐r❡ ❝❛s✱ K = 2 ❡t ♣♦✉r ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❛✈❡❝
s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐❢✱ K = 20✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞♦♠✐♥❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❋❋❉✳ ❈❡❝✐ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♥♦r♠❛❧
♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❋❉ ❡t ❞❡ ♥✬❛✉t♦r✐s❡r
❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉❡ s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❋❉ é❝❤♦✉❡ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✜❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥❡ tâ❝❤❡✳
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧s ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❛✉ss✐ ♣❡r❢♦r♠❛♥ts q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♥✬❛✉t♦r✐s❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❡t ♥♦♥ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐♥t❡r❞✐s❛♥t ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ♥♦✉s
ré❞✉✐s♦♥s ❧❡s s✉r❝♦ûts à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✭s✉r❝♦ût ❞♦♥t s♦✉✛r❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❛t✐♦ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ K ♣♦✉r ❧❡s
s❝é♥❛r✐♦s ❝♦♠♣❛❝ts
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s❝é♥❛r✐♦s ❛✈❡❝ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s FFD✱ ❝♦♠♣❛❝t ✭❑❂✷✮✱ ❛✈❡❝ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
✭❑❂✷✵✮ ❡t ❞❡ ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦
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❱✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s✉r
✉♥❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉r ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱
❜❛sés s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ♠✐❣r❛t✐♦♥s r❡str❡✐♥t❡s ♦♥t été ♣rés❡♥tés✱
❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❡s t❡sts ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✳
▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛ été ✈❛❧✐❞é❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡sts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✱
♠♦♥tr❛♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦ ♣♦✉r
✉♥ s✉r❝♦ût à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦✐♥❞r❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✉t♦r✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❡t
✐♥t❡r❞✐s♦♥s ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s✳
P❛r♠✐ ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❡♥✈✐s❛❣é❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r ✿
✕ r❡❧❛①❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ K✱ ❡t ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✐♥s✐ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
tâ❝❤❡✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r t♦✉t ❧❡ s②stè♠❡ ❀

✕ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♠✐❣r❛t✐♦♥s✳

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬❉▼❨●❘✶✵❪✱
q✉✐ ❛ été s♦✉♠✐s à ❘❚◆❙ ✷✵✶✵✱ ❡t q✉✐ ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ r❡❧❡❝t✉r❡✳
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✶✸✷



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧ ❝r✐t✐q✉❡s✳
▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s s✉r ❧❡s
❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs✳ ❉❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❡♥✲❧✐❣♥❡✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st ❞ét❡r♠✐♥é s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s
❛❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❡t s❛♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ❛rr✐✈❡r♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳
❈❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ s✬ét❡♥❞ ❛✉① rés❡❛✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s s✉r
❧❡ rés❡❛✉ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs ❞✉ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧✳ ▲❛
s♣é❝✐✜❝✐té ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s ré❡❧ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s
❡t s✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✉r❛♥t ❧❡✉rs ❡①é❝✉t✐♦♥s✳ ▲❡
♣❧❛♥ ❞✉ ♠é♠♦✐r❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡t tr♦✐s ❝❤❛♣✐tr❡s ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳
P❛r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s
t❡♠♣s ré❡❧ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s ❛s♣❡❝ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞✐str✐❜✉és✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉✲

❧✐èr❡♠❡♥t à ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❀
✕ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ét✉❞✐é ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❛❧t❡r♥❛t✐❢✱ ❜❛sé s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲✐✉ ❡t ▲❛②❧❛♥❞

♠❛✐s ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❀
✕ ❡♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥é ♣♦✉r ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠✉❧t✐✲

♣r♦❝❡ss❡✉rs t♦✉t ❡♥ r❡str❡✐❣♥❛♥t ❧❡s ♠✐❣r❛t✐♦♥s✳
❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é✲
♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❜❛s❡ q✉✐ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥✲
tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ré❛❧✐sé❡ ❞✉r❛♥t ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ ❛✜♥ ❞❡
♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈❛❧✐✲
❞❛t✐♦♥ q✉✐ ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
♣✐r❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡♥ ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡✱ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡t ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ❞❛♥s

✶✸✸
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❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞✐str✐❜✉é❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t s✐♠✉❧t❛♥és ❞❡s tâ❝❤❡s ♣♦✉r ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ ❞✐str✐❜✉é✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ▲❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✭♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛✲
❧✉❛t✐♦♥✮ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s✱ à tr❛✈❡rs ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s
❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡s ♣✐r❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✉r❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡s ❞✉r❛♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s✱
❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦r♠❡ ❉❖✲✶✼✽❇ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ st❛♥❞❛r❞
❞é✜♥✐t ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s q✉✬❛✉r❛✐t ✉♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ s✉r ❧❡ s②stè♠❡✱ ❡♥ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❞♦♥t ✉♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣r♦✈♦q✉❡r❛✐t ❧❡
❝r❛s❤ ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥✱ à ❧❛ tâ❝❤❡ ♥♦♥ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♥❡ s❡r❛✐t q✉❡ ♣❡✉ ♦✉ ♣❛s ♥♦t❛❜❧❡✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❞✉r❛♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❞✉ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆✉❞s❧❡②
❡st ♦♣t✐♠❛❧✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❱❡st❛❧ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉
♣r♦❝❡ss❡✉r ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❇✐♥✐ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s
❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐
♥✬❛✈❛✐t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été ❢❛✐t à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉① s②stè♠❡s ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉rs ♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝és ♣❛r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥és✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡
✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ré♣❛rt✐r ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs t♦✉t ❡♥ ❛✉✲
t♦r✐s❛♥t ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❛✛❡❝té❡s à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞♦♥♥é s❛♥s
✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥és ❡♥ ♣r✐♦r✐té ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡ ✭❊❉❋✮✱ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ♠❛✐s ✐♥t❡r❞✐s❛♥t ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s
❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ s✉r❝♦ût ♣r♦❝❡ss❡✉r ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ♠✐❣r❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡st
❞❡ ❞✉♣❧✐q✉❡r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♠✐❣r❛♥t❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡✈❛♥t ❡①é❝✉t❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋✐rst ❋✐t ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ✭s②stè♠❡s ♣❛rt✐t✐♦♥♥és✮ ❡t ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦ ✭q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❡s ♠✐❣r❛t✐♦♥s ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s
❞❡ tâ❝❤❡s ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦✉r♥✐ss❛✐t ❞❡ ❜♦♥
rés✉❧t❛ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋✐rst ❋✐t ❉❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ❡t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱
❞♦♥❝ ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ q✉❡ ♣♦✉✈❛✐t ❛✈♦✐r
❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢r❛♠❡s ❞❡s tâ❝❤❡s
♠✉❧t✐❢r❛♠❡s✳

✶✸✹



❙✉✐t❡ à ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❡♥✈✐s❛❣é❡s s♦♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣❛r ✿
✕ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣ré✲❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ♦✉ ❧❛ ♣r✐s❡

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❀
✕ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♠✉❧t✐❝r✐t✐q✉❡s ❀
✕ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥és✱ à tr❛✈❡rs ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♠✉❧t✐❢r❛♠❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t
♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s ♣❧✉tôt q✉❡
❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳

❆ ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❢♦✉r♥✐r❛✐t ❛❧♦rs ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣✉✐ss❛♥t ❞✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t à ❧❛
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧ s✉r ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞✐str✐❜✉é❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡
❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❝❡tt❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ t❛♥t q✉✬♦✉t✐❧ ❞✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t à
❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ à ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣t❡✉rs ❞❡ s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧✳

✶✸✺
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❆♥♥❡①❡s





◆♦t❛t✐♦♥s

❱♦✐❝✐ ✉♥ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿

✕ A[1 . . . n, 1 . . . m] ✿ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs
✕ A[i, j] ✿ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r Pj

✕ Bi ✿ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞❡ τi ✭❞✉ré❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❛✈❛♥t ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡✮
✕ Ci ✿ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi

✕ Ci(ℓ) ✿ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ℓ
✕ Ci ✿ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s i tâ❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s
✕ Di ✿ é❝❤é❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi

✕ di,j ✿ é❝❤é❛♥❝❡ ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❧❛ j ème ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi

✕ dbf(τi, t) ✿ ❞❡♠❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡ τi s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [O, t[

✕ d̂bf(τi, t) ✿ ❞❡♠❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♠✐❣r❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ s❝é♥❛r✐♦ ❝♦♠♣❛❝t

✕
̂̂
dbf(τi, t) ✿ ❞❡♠❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❢✉♥❝✐t♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♠✐❣r❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ s❝é♥❛r✐♦ ❛✈❡❝
♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥

✕ ∆(τi, τ) ✿ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ τi ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ ❡st τ
✕ ∆∗ ✿ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡
✕ ∆a ✿ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆✉❞s❧❡②
✕ ∆v ✿ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧
✕ ∆i ✿ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi

✕ ∆i,j ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r✐♦r✐té j
✕ δCmax

k ✿ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ tâ❝❤❡ τk s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡

✕ Ii(t) ✿ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ q✉❡ s✉❜✐t ❧❛ tâ❝❤❡ τi ❞✉r❛♥t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞❡ ❞✉ré❡ t
✕ Ji ✿ ❣✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi

✕ K ✿ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢r❛♠❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ♠✉❧t✐❢r❛♠❡s
✕ LB(Ji) ✿ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❣✐❣✉❡ ❞❡ τi

✕ LB(Tri) ✿ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ τi

✶✸✾
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✕ Li ✿ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi

✕ λ ✿ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡
✕ λℓ ✿ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ℓ
✕ Pli ✿ ♣♦♦❧ ♥✉♠ér♦ i
✕ Pi ✿ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♥✉♠ér♦ i
✕ πi ✿ ♣r✐♦r✐té ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi✱ ❛✈❡❝ πi = 0 ❞és✐❣♥❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ♣r✐♦r✐té
✕ rbf(τi, t) ✿ r❡q✉❡st ❜♦✉♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡ τi s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [O, t[
✕ S(τi, t) ✿ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉♥✐té ♣r♦❝❡ss❡✉r ✉t✐❧✐sé ♣❛r τi ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, t[
✕ Si ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi

✕ Sched(Pi) ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r Pi

✕ Σ−1(i) ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❞❡ τi

✕ Σ∗−NP
i ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s é♠✐s ♣❛r ❧❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❞❡ τi q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❧❛❝és ♠❛✐s

q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❛✉ ♣♦♦❧ ❝♦✉r❛♥t
✕ Σ∗−C

i ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❞❡ τi s✐t✉és s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r q✉❡ τi

✕ Σ−NP
i ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s é♠✐s ♣❛r ❧❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❞❡ τi q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❧❛❝és ♠❛✐s

q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ♣♦♦❧ ❝♦✉r❛♥t
✕ Σ−P

i ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s é♠✐s ♣❛r ❧❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❞❡ τi✱ q✉✐ s♦♥t ♣❧❛❝és s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r
❞✐✛ér❡♥t ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ τi

✕ Θi ✿ tâ❝❤❡s r❡st❛♥t à ♣❧❛❝❡r s✉r ❧❡ ♣♦♦❧ Pli
✕ Ti ✿ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi

✕ Tri ✿ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi

✕ Tri,j ✿ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ j ème ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ τi

✕ τi ✿ tâ❝❤❡ ♥✉♠ér♦ i
✕ ui ✿ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ τi

✕ U ✿ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡
✕ W (t) ✿ tr❛✈❛✐❧ ♣r♦❝❡ss❡✉r s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, t[
✕ Wi(t) ✿ tr❛✈❛✐❧ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ♣r✐♦r✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à π s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, t[

✶✹✵



❆❝❝r♦♥②♠❡s

❱♦✐❝✐ ✉♥ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❝❝r♦♥②♠❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿
✕ ❆▼◆P ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ Pr♦❝❡ss❡✉rs
✕ ❆P❖❈ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ P❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞✬❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❈♦♥❥♦✐♥ts
✕ ❞❜❢ ✿ ❉❡♠❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❋✉♥❝t✐♦♥
✕ ❉P ✿ ❉②♥❛♠✐❝ Pr✐♦r✐t②
✕ ❊❉❋ ✿ ❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❋✐rst
✕ ❊❉❩▲ ✿ ❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❩❡r♦ ▲❛①✐t②
✕ ❋❏P ✿ ❋✐①❡❞ ❏♦❜ Pr✐♦r✐t②
✕ ❋❚P ✿ ❋✐①❡❞ ❚❛s❦ Pr✐♦r✐t②
✕ ❣✲❊❉❋ ✿ ❣❧♦❜❛❧ ❊❉❋
✕ ▲▲ ✿ ▲❛st ▲❛①✐t②
✕ P▼❙ ✿ Pr♦❥❡❝t ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣
✕ PP❍ ✿ Pr♦t♦❝♦❧❡ à Pr✐♦r✐té ❍ér✐té❡
✕ PPP ✿ Pr♦t♦❝♦❧❡ à Pr✐♦r✐té P❧❛❢♦♥❞
✕ r❜❢ ✿ ❘❡q✉❡st ❇♦✉♥❞ ❋✉♥❝t✐♦♥
✕ ❘❖❆❉❊❋ ✿ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞✬❆✐❞❡ à ❧❛ ❉é❝✐s✐♦♥
✕ ❘❚◆❙ ✿ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦ ❙②st❡♠s
✕ ❘❚❙ ✿ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s

✶✹✶
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■♥❞❡①

A[1 . . . n, 1 . . . m]✱ ✶✶✸
A[i, j]✱ ✶✶✹
Bi✱ ✹✵
Ci✱ ✶✵
Ci(ℓ)✱ ✽✺
Di✱ ✶✵
Ii(t)✱ ✸✾
Jj✱ ✶✶✽
K✱ ✶✶✸
LB(Ji)✱ ✺✾
LB(Tri)✱ ✺✾
Li✱ ✽✺
M ✱ ✶✷✻
NPi

✱ ✼✽
Nτi

✱ ✼✽
Pc✱ ✺✾
S(τi, t)✱ ✷✼
Si✱ ✸✽✱ ✽✽
Ti✱ ✶✵
Tri✱ ✶✶✱ ✹✵
Tri,q✱ ✸✾
U ✱ ✶✸
W (t)✱ ✸✼
Wi(t)✱ ✸✼
∆(τi, τ)✱ ✾✸
∆∗✱ ✽✽
∆a✱ ✾✼

∆i✱ ✽✽
∆v✱ ✾✼
∆i,j✱ ✾✵
Γ−1(i)✱ ✹✸
Γ∗−NP

i ✱ ✺✾
Γ−C

i ✱ ✺✾
Γ−NP

i ✱ ✺✾
Γ−P

i ✱ ✺✾
Θi✱ ✺✾
δCmax

k ✱ ✶✵✷
λ✱ ✶✵✵
λℓ✱ ✶✵✶
Ci✱ ✶✵✵
πi✱ ✶✹
retard✱ ✷✼
τi✱ ✶✵
̂̂
dbf ✱ ✶✷✹
d̂bf ✱ ✶✷✸
a✱ ✶✷✸
di,j✱ ✶✵
dbf(t)✱ ✸✽
ni(t)✱ ✶✵✵
nbi(t)✱ ✶✷✹
rbf(τint)✱ ✸✼
s✱ ✶✷✷
sched(Pi)✱ ✶✵✵
ui✱ ✶✸

✶✹✸



■◆❉❊❳

❆❇❙✱ ✺
❆❧❣♦r✐t❤♠❡

❛✈❡❝ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛r✲
t✐t✐♦♥✱ ✶✷✸

❇❡st✲❋✐t✱ ✷✻
❞✬❆✉❞s❧❡②✱ ✶✼✱ ✽✼
❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐❢✱ ✶✶✽
❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✶✶✸
❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ✶✶✹
❞❡ ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦✱ ✶✶✵
❞❡ ❱❡st❛❧✱ ✽✼
❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✱ ✶✻
❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❋✐rst✱ ✶✽
❊❉❩▲✱ ✷✽
❡♥✲❧✐❣♥❡✱ ✶✸
❋✐rst✲❋✐t✱ ✷✻
❣✲❊❉❋✱ ✷✽
❤♦rs✲❧✐❣♥❡✱ ✶✸
▲❡❛st ▲❛①✐t②✱ ✶✽
P❢❛✐r✱ ✷✼
❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✱ ✶✹
s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥é✱ ✶✵✾

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉rs✱ ✻✹

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❝♦♥❥♦✐♥ts✱ ✺✹

❆❧❧♦✇❛♥❝❡✱ ✽✸
❆♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✱ ✶✷✶
❆♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té✱ ✾✼

C✲❡s♣❛❝❡✱ ✾✽
❢✲❡s♣❛❝❡✱ ✶✵✵
▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇✐♥✐✱ ✾✽

❆♥❛❧②s❡ ❤♦❧✐st✐q✉❡✱ ✹✷
❆♥♦♠❛❧✐❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✶✾
❆P❖❈✱ ✺✹
❆r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ✺✹
❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❞✐str✐❜✉é❡✱ ✼
❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡✱ ✽
♠❛tér✐❡❧❧❡✱ ✼

♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ✼
♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ✼

❇♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ✻✹✱ ✻✻
s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ✻✹✱ ✻✻

❈❆◆✱ ✹✹
❈♦♠♣❛r❛❜✐❧✐té✱ ✶✷
❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ ✷✸

❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✱ ✶✻
❉❡♠❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❋✉♥❝t✐♦♥✱ ✶✷✶
❉❡♠❛♥❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ✸✼
❉❖✲✶✼✽❇✱ ✽✹
❉♦♠✐♥❛♥❝❡✱ ✶✷
❉✉ré❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✹✹

❊❝❤é❛♥❝❡✱ ✶✵
❊❉❩▲✱ ✷✽
❊①é❝✉t✐❢ t❡♠♣s ré❡❧✱ ✽

❋❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡✱ ✽✼✱ ✾✸✱ ✶✵✶
❋❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ✶✸
❋❇❇✲❋❋❉✱ ✺✸✱ ✼✻
❋❡♥êtr❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ✶✶✶
❋❋❉✱ ✶✶✵

❣✲❊❉❋✱ ✷✽
●✐❣✉❡ s✉r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ✸✺✱ ✹✶✱ ✹✹✱ ✻✶✱ ✶✵✹

❍②♣❡r♣ér✐♦❞❡✱ ✸✸

■♥st❛♥❝❡✱ ✶✵
■♥st❛♥t ❝r✐t✐q✉❡✱ ✸✹
■♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✱ ✶✾
■♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té✱ ✸✸
■♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♦r✐té✱ ✶✾

▲❛①✐té✱ ✶✽
▲❡❛st ▲❛①✐t②✱ ✶✽

▼❡ss❛❣❡✱ ✹✷
▼✐❣r❛t✐♦♥✱ ✷✹

✶✹✹
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▼♦❞è❧❡
à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ✽✺
❞❡ tâ❝❤❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ✶✵

◆÷✉❞✱ ✺✺
◆✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té✱ ✽✹

❖♣t✐♠❛❧✐té✱ ✶✷
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆✉❞s❧❡②✱ ✽✾
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ✻✹
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲

♠❡♥t ❝♦♥❥♦✐♥ts✱ ✺✹
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱❡st❛❧✱ ✾✸
❆✉❞s❧❡②✱ ✶✼
❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✱ ✶✻
❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❋✐rst✱ ✶✽
▲❡❛st ▲❛①✐t②✱ ✶✽
♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ✷✻
P❢❛✐r✱ ✷✽
❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✱ ✶✺
❱❡st❛❧✱ ✽✼

❖r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✱ ✶✷
❞✬✉♥ s②stè♠❡✱ ✶✷
❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ✶✷
❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✱ ✶✻
❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❋✐rst✱ ✶✽
♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ✷✼
P❢❛✐r✱ ✷✽
❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✱ ✶✺
s❝é♥❛r✐♦ ❛✈❡❝ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✱ ✶✷✹
s❝é♥❛r✐♦ ❝♦♠♣❛❝t✱ ✶✷✸

❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ✷✾
❞✐str✐❜✉é✱ ✷✾
♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ✶✹
♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ✷✹

Pér✐♦❞❡✱ ✶✵✱ ✹✹
Pér✐♦❞❡ ❞✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ i✱ ✸✺✱ ✹✵
P❢❛✐r✱ ✷✼
P♦✐♥ts ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✽✽✱ ✾✵✱ ✶✵✵✱ ✶✵✷

P♦♦❧✱ ✺✺
Pré❡♠♣t✐❢✱ ✶✹✱ ✹✹
Pr✐♦r✐té✱ ✶✹

❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ✶✽
✜①❡✱ ✶✹

Pr♦❝❡ss❡✉r✱ ✼
Pr♦❣r❛♠♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢✱ ✾
Pr♦t♦❝♦❧❡

à ♣r✐♦r✐té ❤ér✐té❡✱ ✶✾
à ♣r✐♦r✐té ♣❧❛❢♦♥❞✱ ✷✵
à ♣r✐♦r✐té ♣❧❛❢♦♥❞ ✐♠♠é❞✐❛t✱ ✷✶

❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✱ ✶✹
❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡✱ ✺✻
❘è❣❧❡

❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✺✺
❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✱ ✻✷
❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✺✺✱ ✻✼
❞❡ ❝♦✉♣❡✱ ✻✽
❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✻✽
❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥✱ ✻✸✱ ✻✾

❘és❡❛✉✱ ✼
❆❋❉❳✱ ✼
❈❆◆✱ ✼
❱❆◆✱ ✼

❘❡ss♦✉r❝❡✱ ✶✾✱ ✸✻✱ ✹✵

❙❝é♥❛r✐♦
❛✈❡❝ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❛r✲

t✐t✐♦♥✱ ✶✷✸
❝♦♠♣❛❝t✱ ✶✷✷
♣✐r❡ ❝❛s✱ ✸✹

❙❝❤é♠❛
❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ✶✶✻✱ ✶✶✼
❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✱ ✶✶✷✱ ✶✷✸✱ ✶✷✼
♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ✶✶✻

❙éq✉❡♥❝❡ ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥✱ ✶✶✺
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✸✸
❙tr❛té❣✐❡

❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ✶✶✷
❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ✶✶✽

✶✹✺
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❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ✶✶✹
❣❧♦❜❛❧❡✱ ✷✺✱ ✷✼
♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ✷✺✱ ✷✻

❙②stè♠❡
s♣♦r❛❞✐q✉❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✽✻
s②♥❝❤r♦♥❡✱ ✶✶

❙②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧✱ ✺
à ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦♥ str✐❝t❡s✱ ✻
à ❝♦♥tr❛✐♥t❡s str✐❝t❡s✱ ✻

❚â❝❤❡✱ ✾
❛♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ✶✵
❛s②♥❝❤r♦♥❡✱ ✸✹
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ✸✺
♠✐❣r❛♥t❡✱ ✶✶✵✱ ✶✶✷
♠✉❧t✐❢r❛♠❡✱ ✶✶✷
♥♦♥ ♠✐❣r❛♥t❡✱ ✶✶✵
♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ✶✵
s♣♦r❛❞✐q✉❡✱ ✶✵
s②♥❝❤r♦♥❡✱ ✸✸

❚❡♠♣s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ✶✵
❞❡ ré♣♦♥s❡✱ ✶✶✱ ✸✾✱ ✺✾✱ ✻✾

✶✹✻



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆❇✵✽❪ ❇✳ ❆♥❞❡rss♦♥ ❛♥❞ ❑✳ ❇❧❡ts❛s✳ ❙♣♦r❛❞✐❝ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❢❡✇
♣r❡❡♠♣t✐♦♥✳ ■♥ ✷✵✵✽ ❊✉r♦♠✐❝r♦ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s ✷✹✸✕
✷✺✷✱ ❏✉❧② ✷✵✵✽✳

❬❆❇❇✵✽❪ ❇✳ ❆♥❞❡rss♦♥✱ ❑✳ ❇❧❡ts❛s✱ ❛♥❞ ❙✳ ❇❛r✉❛❤✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r②✲❞❡❛❞❧✐♥❡ s♣♦r❛❞✐❝
t❛s❦ s②st❡♠s ♦♥ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s ❙②♠♣♦s✐✉♠✱ ♣❛❣❡s ✸✽✺✕
✸✾✹✱ ✷✵✵✽✳

❬❆❇❘+✾✸❪ ◆✳ ❆✉❞s❧❡②✱ ❆✳ ❇✉r♥s✱ ▼✳ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✱ ❑✳ ❚✐♥❞❡❧❧✱ ❛♥❞ ❆✳ ❏✳ ❲❡❧❧✐♥❣s✳ ❆♣♣❧②✐♥❣
♥❡✇ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❤❡♦r② t♦ st❛t✐❝ ♣r✐♦r✐t② ♣r❡✲❡♠♣t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ❙♦❢t✇❛r❡ ❊♥❣✐✲
♥❡❡r✐♥❣ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✽ ✿✷✽✹✕✷✾✷✱ ✶✾✾✸✳

❬❆❘■✾✼❪ ❆❘■◆❈✳ ❆✈✐♦♥✐❝s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❆❘■◆❈ ❙♣❡❝✱ ✻✺✸✱
✶✾✾✼✳

❬❆r✐✵✾❪ ❆r✐♥❝✳ ❆✐r❝r❛❢t ❉❛t❛ ◆❡t✇♦r❦✱ P❛rt ✼✱ ❆✈✐♦♥✐❝s ❋✉❧❧✲❉✉♣❧❡① ❙✇✐t❝❤❡❞ ❊t❤❡r♥❡t
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❬❇❛❦✵✺❜❪ ❚✳P✳ ❇❛❦❡r✳ ❆♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡❞❢ s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥✲
s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❙②st❡♠s✱ ✶✻✭✽✮ ✿✼✻✵✕✼✻✽✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✺✳
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s②st❡♠s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡rs✱ ✺✸✭✶✶✮ ✿✶✹✻✷✕✶✹✼✸✱ ◆♦✈✳ ✷✵✵✹✳
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❬❇❧❛✵✾❪ ❏✲P✳ ❇❧❛♥q✉❛rt✳ ❙ûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❝r✐t✐q✉❡s ✿ ❧❡s
❡♥❥❡✉① ✐♥❞✉str✐❡❧s ✭❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧✮✳ ■♥ ❊❝♦❧❡ ❞✬❊té ❚❡♠♣s ré❡❧✱ ✷✵✵✾✳

❬❇▲❉❇✵✻❪ ❘✳ ❇r✐❧✱ ❏✳ ▲✉❦❦✐❡♥✱ ❘✳ ❉❛✈✐s✱ ❛♥❞ ❆✳ ❇✉r♥s✳ ▼❡ss❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r
✐❞❡❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛r❡❛ ♥❡t✇♦r❦ ✭❝❛♥✮ r❡❢✉t❡❞✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✺t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
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❬❋▼❇+✵✾❪ ❙✳ ❋ürst✱ ❏✳ ▼öss✐♥❣❡r✱ ❙✳ ❇✉♥③❡❧✱ ❚✳ ❲❡❜❡r✱ ❋✳ ❑✐rs❝❤❦❡✲❇✐❧❧❡r✱ P✳ ❍❡✐t❦ä♠♣❡r✱
●✳ ❑✐♥❦❡❧✐♥✱ ❑✳ ◆✐s❤✐❦❛✇❛✱ ❛♥❞ ❑✳ ▲❛♥❣❡✳ ❆❯❚❖❙❆❘ ✲ ❆ ✇♦r❞✇✐❞❡ st❛♥❞❛r❞ ✐s
♦♥ t❤❡ r♦❛❞✱ ✷✵✵✾✳

❬●❇❋✵✷❪ ❏✳ ●♦♦ss❡♥s✱ ❙✳ ❇❛r✉❛❤✱ ❛♥❞ ❙✳ ❋✉♥❦✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦♥ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥
■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s
✶✽✾✕✷✵✹✱ ✷✵✵✷✳

❬●❋❇✵✸❪ ❏✳ ●♦♦ss❡♥s✱ ❙✳ ❋✉♥❦✱ ❛♥❞ ❙✳ ❇❛r✉❛❤✳ Pr✐♦r✐t②✲❞r✐✈❡♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ t❛s❦
s②st❡♠s ♦♥ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s✱ ✷✺✭✷✕✸✮ ✿✶✽✼✕✷✵✺✱ ✶✹ ✷✵✵✸✳

❬●●❍✾✽❪ P❛❧❡♥❝✐❛ ●✉t✐érr❡③✱ ●✉t✐érr❡③ ●❛r❝í❛✱ ❛♥❞ ●♦♥③❛❧❡③ ❍❛r❜♦✉r✳ ❇❡st✲❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s
❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② t❡st ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❤❛r❞ r❡❛❧✲t✐♠❡
s②st❡♠s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✵t❤ ❊✉r♦♠✐❝r♦ ❲✐r❦s❤♦♣ ♦♥ ❘❡❛❧ ❚✐♠❡ ❙②st❡♠s✱
♣❛❣❡s ✸✺✕✹✹✱ ❏✉♥❡ ✶✾✾✽✳

❬❍▲✾✷❪ ❑✳ ❙✳ ❍♦♥❣ ❛♥❞ ❏✳ ▲❡✉♥❣✳ ❖♥✲❧✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝✲
t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♠♣✉t✉❡rs✱ ✹✶✭✶✵✮ ✿✶✸✷✻✕✶✸✸✶✱ ✶✾✾✷✳

❬❍❧❛✵✹❪ P✐❡rr❡✲❊♠♠❛♥✉❡❧ ❍❧❛❞✐❦✳ ❖r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❡t ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧
❞✐str✐❜✉és✱ ♣ré♠♣t✐❢s ❡t à ♣r✐♦r✐té ✜①❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆❛♥t❡s✱ ✷✵✵✹✳

✶✺✵
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❬❍♦r✼✹❪ ❲✳ ❆✳ ❍♦r♥✳ ❙♦♠❡ s✐♠♣❧❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ◆❛✈❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ▲♦❣✐st✐❝s ◗✉❛r✲
t❡r❧②✱ ✷✶✭✶✮ ✿✶✼✼✕✶✽✺✱ ✶✾✼✹✳

❬■❊❊✵✹❪ ■❊❊❊✳ ■❊❊❊ ❙t❞ ✶✵✵✸✳✶✱✷✵✵✹ ❊❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✹ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✹✳ P♦s✐① ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

❬■❙❖✾✹❛❪ ■❙❖✳ ❘♦❛❞ ✈❡❤✐❝❧❡s ✕ ▲♦✇✲s♣❡❡❞ s❡r✐❛❧ ❞❛t❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✕ P❛rt ✷ ✿ ▲♦✇✲s♣❡❡❞
❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛r❡❛ ♥❡t✇♦r❦ ✭❈❆◆✮✳ ■❙❖ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛♥❞❛r❞ ✶✶✺✶✾✲✷✱ ✶✾✾✹✳

❬■❙❖✾✹❜❪ ■❙❖✳ ❘♦❛❞ ✈❡❤✐❝❧❡s ✕ ▲♦✇✲s♣❡❡❞ s❡r✐❛❧ ❞❛t❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✕ P❛rt ✸ ✿ ❱❡❤✐❝❧❡ ❛r❡❛
♥❡t✇♦r❦ ✭❱❆◆✮✳ ■❙❖ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛♥❞❛r❞ ✶✶✺✶✾✲✸✱ ✶✾✾✹✳

❬❏P✽✻❪ ▼✳ ❏♦s❡♣❤ ❛♥❞ P✳ P❛♥❞②❛✳ ❋✐♥❞✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ✐♥ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡
❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ✷✾✭✺✮ ✿✸✾✵✕✸✾✺✱ ✶✾✽✻✳

❬❑❛✐✽✷❪ ❈✳ ❑❛✐s❡r✳ ❊①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❛r ♣r✐♦r✐té✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❡t
❙❝✐❡♥❝❡ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✱ ✶ ✿✺✾✕✻✽✱ ✶✾✽✷✳

❬❑❆❙✾✸❪ ❉✳ ■✳ ❑❛t❝❤❡r✱ ❍✳ ❆r❛❦❛✇❛✱ ❛♥❞ ❏✳ ❑✳ ❙tr♦s♥✐❞❡r✳ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✜①❡❞
♣r✐♦r✐t② s❝❤❡❞✉❧❡rs✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙♦❢t✇❛r❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✾✭✾✮ ✿✾✷✵✕✾✸✹✱
✶✾✾✸✳

❬❑❘P+✾✸❪ ▼✳ ❑❧❡✐♥✱ ❚✳ ❘❛❧②❛✱ ❇✳ P♦❧❧❛❦✱ ❘✳ ❖❜❡♥③❛✱ ❛♥❞ ▼✳ ●✳ ❍❛r❜♦✉r✳ ❆ Pr❛❝t✐t✐♦♥❡r✬s
❍❛♥❞❜♦♦❦ ❢♦r ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❆♥❛❧②s✐s ✿ ●✉✐❞❡ t♦ ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ❢♦r ❘❡❛❧✲
❚✐♠❡ ❙②st❡♠s✳ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ P✉❜❧✐s❤❡rs✱ ✶✾✾✸✳

❬❑❨✵✼❪ ❙✳ ❑❛t♦ ❛♥❞ ◆✳ ❨❛♠❛s❛❦✐✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❛s❦ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦♥ ♠✉❧t✐✲
♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥ ✶✸t❤ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣❛❣❡s ✹✹✶✕✹✺✵✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✼✳

❬❑❨✵✽❛❪ ❙✳ ❑❛t♦ ❛♥❞ ◆✳ ❨❛♠❛s❛❦✐✳ P♦rt✐♦♥❡❞ ❡❞❢✲❜❛s❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦♥ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥
■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✽t❤ ❆❈▼ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❙♦❢t✇❛r❡✱
♣❛❣❡s ✶✸✾✕✶✹✽✱ ✷✵✵✽✳

❬❑❨✵✽❜❪ ❙✳ ❑❛t♦ ❛♥❞ ◆✳ ❨❛♠❛s❛❦✐✳ P♦rt✐♦♥❡❞ st❛t✐❝✲♣r✐♦r✐t② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦♥ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs✳
■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞
Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✶✕✶✷✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✽✳

❬❑❨✵✾❪ ❙❤✐♥♣❡✐ ❑❛t♦ ❛♥❞ ◆♦❜✉②✉❦✐ ❨❛♠❛s❛❦✐✳ ❙❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✜①❡❞✲♣r✐♦r✐t② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♦♥ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✺t❤ ■❊❊❊ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❛♥❞ ❊♠❜❡❞❞❡❞
❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❙②♠♣♦s✐✉♠✱ ♣❛❣❡s ✷✸✕✸✷✱ ✷✵✵✾✳

❬▲❇❏+✾✺❪ ❙✲❙✳ ▲✐♠✱ ❨✳ ❍✳ ❇❛❡✱ ●✳ ❚✳ ❏❛♥❣✱ ❇✲❉✳ ❘❤❡❡✱ ❙✳ ▲✳ ▼✐♥✱ ❈✳ ❨✳ P❛r❦✱ ❍✳ ❙❤✐♥✱
❑✳ P❛r❦✱ ❙✲▼✳ ▼♦♦♥✱ ❛♥❞ ❈✳ ❙✳ ❑✐♠✳ ❆♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ✇♦rst ❝❛s❡ t✐♠✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s
❢♦r r✐s❝ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙♦❢t✇❛r❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✶✭✼✮ ✿✺✾✸✕✻✵✹✱
❏✉❧② ✶✾✾✺✳

❬▲❡❤✾✵❪ ❏✳P✳ ▲❡❤♦❝③❦②✳ ❋✐①❡❞ ♣r✐♦r✐t② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ t❛s❦ s❡ts ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r②
❞❡❛❞❧✐♥❡s✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✶t❤ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s ❙②♠♣♦s✐✉♠✱ ♣❛❣❡s ✷✵✶✕
✷✵✾✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✶✾✾✵✳
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❬▲●❉●✵✵❪ ❏✳ ▼✳ ▲ó♣❡③✱ ▼✳ ●❛r❝í❛✱ ❏✳ ▲✳ ❉í❛③✱ ❛♥❞ ❉✳ ❋✳ ●❛r❝í❛✳ ❲♦rst✲❝❛s❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥
❜♦✉♥❞ ❢♦r ❡❞❢ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r s②st❡♠s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
t❤❡ ✶✷t❤ ❊✉r♦♠✐❝r♦ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s✱ ✷✵✵✵✳
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s❤❛r❡❞ r❡s♦✉r❝❡s ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡rs✱
✹✸✭✶✷✮ ✿✶✹✵✼✕✶✹✶✷✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✶✾✾✹✳

❬❚❇✾✹❪ ❑✳ ❚✐♥❞❡❧❧ ❛♥❞ ❆✳ ❇✉r♥s✳ ●✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡ ❧❛t❡♥❝✐❡s ♦♥ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❆r❡❛
◆❡t✇♦r❦ ✭❈❆◆✮✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ✶st ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈❆◆ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r
✶✾✾✹✳

❬❚✐♥✾✹❪ ❑✳ ❲✳ ❚✐♥❞❡❧❧✳ ❋✐①❡❞ ♣r✐♦r✐t② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❤❛r❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❨♦r❦✱ ✶✾✾✹✳

❬❚❙❍+✵✸❪ ❙✳ ❚❤❡s✐♥❣✱ ❏✳ ❙♦✉②r✐s✱ ❘✳ ❍❡❝❦♠❛♥♥✱ ❋✳ ❘❛♥❞✐♠❜✐✈♦❧♦❧♦♥❛✱ ▼✳ ▲❛♥❣❡♥❜❛❝❤✱
❘✳ ❲✐❧❤❡❧♠✱ ❛♥❞ ❈ ❋❡r❞✐♥❛♥❞✳ ❆♥ ❛❜str❛❝t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ t✐♠✐♥❣ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
♦❢ ❤❛r❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✈✐♦♥✐❝s s♦❢t✇❛r❡ s②st❡♠s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❛♥❞ ❉❡♣❡♥❞❛❜✐❧✐t② ❙②♠♣♦s✐✉♠✱ ✷✵✵✸✳

❬❱❡s✾✹❪ ❙✳ ❱❡st❛❧✳ ❋✐①❡❞✲♣r✐♦r✐t② s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣✉t❡ t✐♠❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■❊❊❊
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙♦❢t✇❛r❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✵✭✹✮ ✿✸✵✽✕✸✶✼✱ ✶✾✾✹✳

❬❱❡s✵✼❪ ❙✳ ❱❡st❛❧✳ Pr❡❡♠♣t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❝r✐t✐❝❛❧✐t② s②st❡♠s ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ❞❡❣r❡❡s
♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛ss✉r❛♥❝❡✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✽t❤ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❘❡❛❧✲
❚✐♠❡ ❙②st❡♠s ❙②♠♣♦s✐✉♠✱ ♣❛❣❡s ✷✸✾✕✷✹✸✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✼✳ ■❊❊❊
❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✳
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❬❲❛❧✾✼❪ ❏ ❲❛❧t❡r✳ ▲❡ t❡♠♣s ré❡❧ ❡♥ s✐❞ér✉r❣✐❡ à s♦❧❧❛❝ ✢♦r❛♥❣❡✳ ■♥ ❊❝♦❧❡ ❞✬❊té ❚❡♠♣s
❘é❡❧✱ ✶✾✾✼✳

❬❲❊❊+✵✽❪ ❘✳ ❲✐❧❤❡❧♠✱ ❏✳ ❊♥❣❜❧♦♠✱ ❆✳ ❊r♠❡❞❛❤❧✱ ◆✳ ❍♦❧st✐✱ ❙✳ ❚❤❡s✐♥❣✱ ❉✳ ❲❤❛❧❧❡②✱ ●✳ ❇❡r✲
♥❛t✱ ❈✳ ❋❡r❞✐♥❛♥❞✱ ❘✳ ❍❡❝❦♠❛♥♥✱ ❚✳ ▼✐tr❛✱ ❋✳ ▼✉❡❧❧❡r✱ ■✳ P✉❛✉t✱ P✳ P✉s❝❤✲
♥❡r✱ ❏✳ ❙t❛s❝❤✉❧❛t✱ ❛♥❞ P✳ ❙t❡♥strö♠✳ ❚❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✲t✐♠❡ ♣r♦❜❧❡♠✖
♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ s✉r✈❡② ♦❢ t♦♦❧s✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❈♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ❙②st❡♠s✱ ✼✭✸✮ ✿✶✕✺✸✱ ✷✵✵✽✳
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❘és✉♠é

❉❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥✲❧✐❣♥❡✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬♦r❞r❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st ❞ét❡r♠✐♥é s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❡t s❛♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐
❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ❛rr✐✈❡r♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ s✬ét❡♥❞ ❛✉① rés❡❛✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r
❧❡s ♠❡ss❛❣❡s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs ❞✉ s②stè♠❡ t❡♠♣s ré❡❧✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s✐♠✉❧t❛♥és ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s
ré❡❧ ❞✐str✐❜✉é✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s
t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡
❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦r♠❡ ❉❖✲✶✼✽❇
✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉① s②stè♠❡s ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉rs ♦r❞♦♥♥❛♥❝és ♣❛r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥é✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ré♣❛rt✐r
❧❡s tâ❝❤❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs t♦✉t ❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❛✛❡❝té❡s à
✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞♦♥♥é s❛♥s ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧✱ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✱ s②stè♠❡s ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉rs✱
♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ❞✐str✐❜✉és✱ tâ❝❤❡s à ❝r✐t✐❝✐té ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡♠✐✲♣❛rt✐t✐♦♥♥és✱

❆❜str❛❝t

■♥ ♦✉r ✇♦r❦s✱ ✇❡ ✇❡r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ❜② ♦♥✲❧✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❛s❦s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✈✐❡ t❛s❦ s❡t✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
t❛s❦s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❛rr✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ❡①t❡♥❞s ♦♥ ♥❡t✇♦r❦s t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ ♠❡ss❛❣❡s ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤✐❝❤
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t♦rs ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠✳
❚❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ t❛s❦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❛s❦s
✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❡❡t t❤❡ t❛s❦ t❡♠♣♦r❛❧
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② t❛s❦s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ❛❞❞r❡ss
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