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Introduction

Ce manuscrit présente une synthese de mes travaux de recherche effectués
au sein de 'TRMAR depuis mon arrivée a l'université de Rennes 1 en 2004.
Il tente de dégager les idées directrices qui sous-tendent cette recherche, por-
tant sur I'étude des singularités des germes de fonctions réelles a travers des
relations d’équivalence apres résolution des singularités, tout en se permettant
a 'occasion de rentrer dans quelques détails en vue d’illustrer les méthodes
utilisées.

Dans l'optique d’étudier les singularités de germes de fonctions, on cherche
a distinguer ces germes entre différentes classes de singularités. Dans son fa-
meux livre [3], V. Arnold a lancé les bases de la classification des singularités de
germes analytiques pour ’équivalence analytique (par exemple a droite : f et g
sont équivalents s'il existe un difféomorphisme analytique h tel que f = goh).
D’un point de vue plus géométrique, I’équivalence topologique entre germes de
fonctions analytiques complexes se révelent étre une relation tres riche et pleine
de mystere. Il s’agit en effet de relier des propriétés analytiques des germes a
des conditions topologiques sur 1’équivalence. La conjecture de Zariski prédit
ainsi que la multiplicité doit étre un invariant topologique...

Pour les germes de fonctions analytiques réelles, I’équivalence topologique
perd tout son sens du fait que des germes lisses puissent étre équivalents a des
germes singuliers, par exemple l'identité et le passage au cube en dimension
un (ou encore une droite et un point de rebroussement). On cherche alors a
imposer des conditions plus fortes pour obtenir des propriétés géométriquement
acceptables. Avec une régularité de classe C', une famille de droites aussi
réguliere que celle de Whitney, donnée par fi(z,y) = zy(y — x)(y — tx) avec
la pente ¢ de la derniere droite appartenant a |0, 1[, possedent une infinité de
classes d’équivalence différentes (penser au birapport!). Affaiblissant un peu
la relation, si on demande seulement le caracteére bi-Lipschitz (ce qui reste
géométriquement intéressant car cela préserve l'ordre des arcs analytiques),
on se retrouve dans une situation similaire au cadre C! : il existe une famille
a singularités isolées pour laquelle on ait localement une infinité de classes
d’équivalence différentes [30].

Les équivalences entre germes de fonctions réelles qui vont nous intéresser
présentent un renforcement de I’équivalence topologique, mais d’une nature



différente. Le point de départ est une remarque de T.-C. Kuo a propos de la
famille de Whitney [37] : apres éclatements de l'origine, les quatre droites sont
séparées et les germes de la famille sont alors tous équivalents entre eux ana-
lytiquement. T.-C. Kuo a formalisé dans [39] 'équivalence analytique apres
éclatements en demandant que des germes soient topologiquement équivalents
via un homéomorphisme entre les espaces sources qui se remonte en un iso-
morphisme analytique apres des modifications des espaces sources. On peut
penser a ces modifications, qui permettent d’obtenir effectivement une rela-
tion d’équivalence, comme a des résolutions des singularités des germes de
fonctions analytiques, que 1’on sait réaliser par une composition d’éclatements
le long de centres analytiques lisses grace a H. Hironaka [31]. Le résultat prin-
cipal de [39] est alors que ’équivalence analytique apres éclatements est une
bonne notion pour une théorie de I’équisingularité réelle, en ceci que pour une
famille a singularités isolées, le nombre de classes d’équivalence est localement
fini [39].

Il existe des variantes de la relation d’équivalence apres éclatements qui
different plus ou moins de celle originale définie par T.-C. Kuo, en imposant
des restrictions a lI'isomorphisme analytique ou au lieu d’indétermination des
modifications. Citons aussi une version plus faible introduite par T.-C. Kuo
et J. N. Ward [38] ou on ne demande plus d’homéomorphisme entre les es-
paces sources, mais seulement un isomorphisme apres éclatements. Pour notre
part, on s’intéressera plus particulierement au cas des germes de fonctions
dits de Nash, c’est-a-dire les fonctions analytiques qui sont algébriques (solu-
tions d’équations polynomiales). Ces fonctions de Nash, que 'on peut aussi
définir comme étant les fonctions analytiques réelles dont le graphe est semi-
algébrique, i.e. définie par des égalités et inégalités entre polynomes a coeffi-
cients réels, tirent leur nom des travaux de J. Nash [45] qui a réalisé toute
variété lisse compacte comme une réunion de composantes connexes d’une
variété algébrique réelle. On dispose aussi de la résolution des singularités
dans ce cadre [5].

Considérons deux germes de fonctions réelles, analytiques ou de classe
Nash. Ces germes sont-ils équivalents au sens d’une relation d’équivalence apres
éclatements 7

Dans l'optique d’apporter une réponse positive a cette question, la méthode
classique tend a placer ces germes dans une famille et a utiliser des résultats
d’équisingularité. A la suite du travail fondateur de T.-C. Kuo [39], de nom-
breux résultats d’équisingularité ont été démontré via des résolutions simul-
tanées des singularités d’une famille et 'intégration le long de champs de vec-
teurs pour construire I'isomorphisme analytique apres modifications, essentiel-
lement sous des hypotheses de singularités isolées pour garantir que 1'isomor-
phisme construit redescende en un homéomorphisme entre les espaces sources
(voir [24, 26] pour des articles de synthese). Dans le contexte des germes de



classe Nash, des résultats d’approximation [49, 25] permettent de remplacer
I'intégration le long de champs de vecteurs qui fait sortir de la classe Nash.
Dans I'optique d’apporter une réponse négative a la question, il est nécessaire
de disposer d’invariants suffisamment fins pour distinguer les classes d’équivalence.
A la suite des premiers invariants introduits par T. Fukui [23], qui considere
les ordres des séries obtenus en composant un germe de fonctions donné avec
tous les arcs analytiques passant par la singularité, une certaine mesure de
I’ensemble de ces espaces d’arcs réalisant un ordre fixé permet aussi de définir
des invariants grace a la théorie de l'intégration motivique. Cette théorie, in-
troduite par M. Kontsevich [36] puis développée par J. Denef et F. Loeser
[13], permet de calculer la mesure de ces espaces d’arcs apres résolution des
singularités, ce qui convient tout-a-fait aux relations d’équivalence étudiées.

Dans ce manuscrit, on définit dans le premier chapitre ces invariants, ap-
pelés fonctions zéta motiviques, et on décrit ce qu’elles mesurent dans le
contexte des germes de fonctions de classe Nash. On rappelle pour cela les
nombres de Betti virtuels définis par B. Totaro [53] et C. McCrory et A. Pa-
rusinski [43], qui joueront le role de mesure pour les espaces d’arcs évoqués.
On montre alors que les fonctions zéta adaptées a ce contexte réel permettent
de distinguer le corang et l'indice des germes de fonctions de classe Nash,
d’établir la classification complete pour les singularités simples (de type ADE),
mais également de retrouver des informations sur les poids dans le cas de po-
lynomes homogenes par poids a singularité isolée.

Le second chapitre revient sur la question des mesures d’espaces d’arcs,
en introduisant des nombres de Betti virtuels pour des variétés réelles munies
d’une action d’une groupe fini. Le but de ce travail est de comprendre, dans le
cas réel, la fonction zéta monodromique définie par J. Denef et F. Loeser, qui
permet en particulier de définir la fibre de Milnor motivique d’un polynome
complexe [13].

Enfin dans le dernier chapitre, ou 'on donne les définitions précises des
équivalences apres éclatements, on s’intéresse a des questions d’approxima-
tion, pour un germe de classe Nash, d'une résolution des singularités analy-
tiques par une résolution dans la classe Nash. On en déduit que des germes de
classe Nash équivalent faiblement apres éclatements analytiques sont encore
équivalent faiblement apres éclatements dans la classe Nash. De plus, dans
le but de mieux comprendre cette relation affaiblie, on étudie 1’équivalence
analytique entre fonctions analytiques, sur une variété analytique, admettant
uniquement comme singularités des croisements normaux (et une relation ana-
logue dans la classe Nash). Une telle relation fait sens grace au théoreme de
résolution des singularités de Hironaka [31] qui permet de se ramener a cette si-
tuation apres une succession d’éclatements le long de centres lisses. On montre
alors que le cardinal des classes d’équivalence est dénombrable ou nul dans
le cadre Nash, mais également dans le cadre analytique lorsque la variété est
compacte.






CHAPITRE 1

Fonctions zéta motiviques

On commence par présenter les fonctions zéta motiviques définies par J.
Denef et F. Loeser [13], puis on étudie le cas particulier de la géométrie réelle.

1. Mesurer les arcs

Dans cette partie on note k le corps des nombres complexes ou celui des
nombres réels. Soit f : (A%,0) — (A,0) un germe de fonctions analytiques.
Pour n € N, on note A, (f) espace des arcs tronqués a l'ordre n associé a f :

A (f)={y@t) =ait +---+at™; a; €k ord, fory(t) =n}.

C’est un sous-ensemble constructible au sens de Zariski de A", On définit
également des espaces d’arcs Al (f) C A,(f) en gardant les arcs v € A, (f) tel
que le coefficient dominant de f o «(¢) vaut 1. Ces espaces d’arcs sont munis
d’une action des racines n-iemes de I'unité par multiplication sur la variable ¢.

On souhaite comprendre les singularités du germe f a partir de ses espaces
d’arcs. Pour cela, on va mesurer ces espaces d’arcs de sorte a pouvoir estimer
comment ils se transforment par une résolution des singularités de f [13].
L’ensemble des valeurs de cette mesure est un anneau universel par rapport
a l'additivité et la multiplicativité des ensembles constructibles. Cet anneau,
I’anneau de Grothendieck des variétés sur k, est défini en quotientant le groupe
libre engendré par les classes d’isomorphismes [X] de variétés X sur k par le
sous-groupe engendré par les relations [X] — [Y] — [X \ Y] ou Y C X est une
sous-variété fermée de X. On le note K°(Vary), et on note L la classe de la
droite A!. Le groupe de Grothendieck des variétés est naturellement muni d'une
structure d’anneau. L’universalité de K°(Vary,) se traduit par le fait que tout
invariant additif et multiplicatif des variétés (par exemple la caractéristique
d’Euler a supports compacts sur R ou C, le polynome de Hodge-Deligne ou les
structures de Hodge mixtes sur C) se factorise par cet anneau.

On définit la fonction zéta naive de f comme étant la série formelle a
coefficients dans K°(Vary)[L™'] définie par :

24(7) = Y (A"

n>0

On définit de manieére similaire la fonction zéta monodromique Z}(T), a valeurs
dans un groupe de Grothendieck ou 1’'on tient compte de I'action des racines
de 'unité.



L’intégration motivique permet de controler la maniere dont les arcs se
relevent par éclatements [13]. En particulier, on sait en déduire que ces fonc-
tions zéta sont rationnelles. Par exemple, dans le cas de la fonction naive, on
obtient :

THEOREME 1.1. [13] Soit f : (A4,0) — (A,0) un germe de fonctions
analytiques. Soit h : (M, hfl(())) — (A?,0) une application propre biration-
nelle qui est un isomorphisme en dehors du lieu des zéros de f. Supposons
que f o h et le déterminant jacobien jach de h sont a croisements normaux
simultanément.

Notons par Uje  E; la décomposition en composantes irréductibles de (f o
h)~1(0), et soit K C J tel que h™'(0) = Upex Ex. Notons encore par EY, pour
IC J, l’ensemble (OZGIEI) \ (UjeJ\[Ej).

Posons N; = multg, foh et v; =1+ multg, jach. Alors

_ 10 ~ -1 L
Zy(T) =Y (L—D)ME e (0)] ] T Lo
140 i€l

Pour k£ = C, on sait que ces fonctions zéta contiennent beaucoup d’infor-
mations sur la singularité du germe f. On dispose pour cela de nombreuses
réalisations possibles de 'anneau de Grothendieck, via les structures de Hodge
mixtes ou le polynome de Hodge-Deligne notamment.

J. Denef et F. Loeser définissent en particulier une fibre de Milnor mo-
tivique en prenant la limite quand 7T tend vers l'infini de la fonction zéta
monodromique (qui est une fonction rationnelle). Cette fibre de Milnor mo-
tivique est un invariant tres intéressant pour la singularité. On retrouve en
particulier les invariants classiques de la fibre de Milnor de f en prenant pour
mesure ’anneau de Grothendieck des structures de Hodge mixtes. La conjec-
ture de la monodromie prédit de plus que les poles de la fonction zéta sont
reliés aux valeurs propres de la monodromie [13]. On dispose également d’une
formule de Thom-Sebastiani pour calculer la fibre de Milnor motivique de la
somme de deux fonctions a variables séparées en fonction de la fibre de Milnor
motivique de chacune des fonctions [11]. G. Guibert montre qu’on retrouve
aussi en dimension deux les paires de Puiseux [29].

Tous ces résultats sont une motivation pour étudier les fonctions zéta dans
le contexte des singularités réelles.

2. En géométrie réelle

Lorsqu’on travaille avec k = R, plusieurs problemes se posent pour étudier
ces fonctions zéta. Tout d’abord, on manque de mesures motiviques! En utili-
sant la caractéristique d’Euler a supports compacts, R. Quarez a étudié ’espace
des germes d’arcs réels et la série de Poincaré d'un ensemble semi-algébrique
[47], et S. Koike et A. Parusinski ont développé les fonctions zéta dans le cadre
analytique réel [35]. Mais une théorie de 'intégration avec la mesure d’un cercle
ou de la droite projective qui s’annule bride I’étude dans ce contexte.



Mise a part la caractéristique d’Euler a supports compacts, la seule autre
mesure motivique connue est le polynome de Poincaré virtuel introduit en 2003
par C. McCrory et A. Parusiiiski [43]. Mon travail de theése a consisté a relier
les fonctions zéta réelles, définies avec le polynéme de Poincaré virtuel [43], a
’équivalence de Nash apres éclatements [14].

Par ailleurs, concernant la fonction zéta monodromique et donc les relations
avec la fibre de Milnor, on manque a la fois d’une compréhension des fibres de
Milnor réelles et d’invariants tenant compte des actions des racines de I'unité...
Ces notions ont été remplacées par celles de fonctions zéta avec signes, a la suite
des invariants de Fukui avec signes [23], et une avancée dans cette direction
est I'introduction des nombres de Betti virtuels équivariants (cf. chapitre 2).

Dans cette partie, on va utiliser comme mesure le polynome de Poincaré
virtuel. On définit les espaces d’arcs avec signes AX(f) C A, (f), en conservant
les arcs v € A,(f) dont le coefficient dominant de f o ~y(¢) vaut +1. On en
déduit les fonctions zéta avec signes.

Notons que les fonctions zéta étudiées dans [35], définies avec la caractéristique
d’Euler a supports compacts a la place du polynome de Poincaré virtuel, se
retrouvent également en évaluant ce polynome en —1.

2.1. Polynome de Poincaré virtuel. Le polynome de Poincaré virtuel
est I’analogue en géométrie algébrique réelle du polynoéme de Hodge-Deligne
en géométrie algébrique complexe. Il s’obtient a partir de la filtration par le
poids sur I’homologie des variétés algébriques réelles définies par C. McCrory et
A. Parusinski [44] via les hyperrésolutions cubiques [46]. On en donne ici une
présentation plus élémentaire (en suivant plutot [43]) reposant sur le théoréme
de factorisation faible des applications birationnelles [55].

Etant intéressé par les points réels, on comprend dans tout le manuscrit
ensemble algébrique réel au sens de [7].

THEOREME 1.2. [43] Soiti € N. Le i-éme nombre de Bettib;(-) = dim H,(-, Z),
vu sur les ensembles algébriques réels lisses et compacts, admet une extension
unique en une application [3; additive, i.e.

Bi(X) = B(Y) + Bi(X\Y)
pour un sous-ensemble fermé 'Y C X de X, définie sur la catégorie des en-
sembles constructibles au sens de Zariski. Le polynome B(-) = >, Bi(-)u’ a
coefficients dans 7. est de plus multiplicatif : 5(X xY) = B(X)B(Y) pour des
ensembles X,Y constructibles.

Le nombre (; est appelé le i-eme nombre de Betti virtuel et le polynome 3
le polynome de Poincaré virtuel. Evalué en u = —1, ce polynome redonne la
caractéristique d’Euler a supports compacts.

La démonstration du théoreme se fait par récurrence sur la dimension des
espaces. On définit le polynome de Poincaré virtuel d’'un ensemble lisse X
non compact par additivité a partir d'une compactification lisse X = X U D
(o1 on a ajouté un ensemble D de dimension strictement plus petite) par



B(x) := B(X)—B(D). Pour un ensemble singulier, on utilise une résolution des
singularités [31, 5] (qui est un isomorphisme en dehors d’un sous-ensemble de
dimension strictement plus petite) et I'additivité pour exprimer le polynome
de Poincaré de I'ensemble singulier en fonction d’ensembles lisses ou de di-
mension strictement plus petite. Il reste a vérifier que ces constructions ne
dépendent pas des choix de compactifications et de résolutions des singula-
rités. Le théoreme de factorisation faible permet de se concentrer sur le cas
d’un seul éclatement a centre lisse compact, pour lequel on utilise la dualité
de Poincaré (d’ou les coefficients Z pour I’homologie) pour conclure.

REMARQUE 1.3. C. McCrory et A. Parusinski montrent de plus que les
polynomes de Poincaré virtuels de X et Y coincident lorsque qu’il existe un
homéomorphisme régulier entre X et Y [44].

On donne ci-dessous un exemple de calcul de polynomes de Poincaré vir-
tuels.

EXEMPLE 1.4. Notons par P* I’espace projectif réel de dimension k. Il est
compact et lisse, donc B(P¥) = 1+u+- - -+ u* puisque dim H;(P¥, Z) = 1 pour
i € {0,...,k} et dim H;(P*, Z) = 0 autrement. On en déduit le polynome
de Poincaré virtuel pour les espaces affines par compactification. En effet,
compactifiant R” en P" en ajoutant un hyperplan P*~! & D'infini, on obtient

par additivité
B(AR) = B(P") — BP") = u".

Un fait important est que le polynome de Poincaré virtuel, contrairement
a la caractéristique d’Euler a supports compacts, conserve la dimension.

PROPOSITION 1.5. [43] Soit X un ensemble constructible. Alors le degré
du polynome de Poincaré virtuel de X est égal a la dimension de X.

Rappelons que la caractéristique d’Euler a supports compacts d'un cercle
(par exemple) est nulle. Par contre :

COROLLAIRE 1.6. Soit X un ensemble constructible. Alors 5(X) # 0 si et
seulement si X est non vide.

3. Que contient la fonction zéta?

La toute premiere information donnée par la fonction zéta définie avec le
polynome de Poincaré virtuel est la multiplicité. Plus précisément 1’ordre p de
la fonction zéta d’un germe de fonction analytique est égal a la multiplicité du
germe. En effet, cette multiplicité est le plus petit entier dans ’ensemble de
Fukui du germe, il existe donc un arc qui, composé avec le germe, produise une
série d’ordre p. En particulier I'espace d’arcs A,(f) est non vide, et sa mesure
est non nulle d’apres le corollaire 1.6.

Mais les fonctions zéta révelent bien d’autres informations...



3.1. Préservation du corang et de l’indice. La premiere étape dans
I'optique d’une classification des singularités réelles est de s’intéresser au corang
et a I'indice d’'un germe. En effet, tout germe singulier s’écrit, apres inversion
locale, comme une somme (éventuellement nulle si le germe est trop singulier)
de carrés affectés d'un signe. Plus précisément, soit f : (R4, 0) — (R,0) un
germe de fonctions de classe Nash dont la matrice jacobienne s’annule en 0.
On note x = (x1,...,z4) les variables de R%. Notons r le rang de sa matrice
hessienne en 0. A un isomorphisme de classe Nash pres, f est du type

ix?— 2’”: x?—l—F(w)
=1 Jj=s+1

avec I’ un germe de classe Nash d’ordre au moins trois. Le nombre r de carrés
est le rang de f, et le nombre r — s de signe ”-” son indice.

THEOREME 1.7. [16] Des germes de Nash partageant les mémes fonctions
zéta ont les mémes corang et indice.

Si f est effectivement singulier, les premiers espaces d’arcs A;(f) et AF(f)
sont vides. Dans le cas ou des carrés apparaissent dans l’expression de f,
I'espace d’arc d’ordre deux As(f) n’est alors pas vide et donc l'ordre de la
fonction zéta naive est égal & deux. Un des espaces d’arcs avec signes AT (f)
peut par contre étre vide si s ou r — s est nul.

On retrouve alors le corang et 'indice de f avec les coefficients (G(Az) et
B(A7) des fonctions zéta de f.

Pour comprendre la mesure des seconds espaces d’arcs de f dans 'optique
de retrouver ses corang et indice, on est amené a calculer le polynome de
Poincaré virtuel d’ensembles algébriques réels définis par les polynomes de la

forme
p q
Qpalr.9) =D 2i =)y
i=1 j=1

avec p,q € N.

Soient Y, , et Y;q les sous-variétés algébriques de RP*? définies respective-
ment par @, ,(z,y) =0 et par @, ,(x,y) = 1. En choisissant une stratification
de Y),, bien adaptée [17] on détermine leur polynéme de Poincaré virtuel.

LEMME 18, (1) B(Y, ) = upt-1 — ymoxnal -1 4 ymintna)
(2) Sip<q, alors 3(Y,,) = ulH(uP —1).
(3) Sip > q, alors 3(Y,,) = ui(uP~' +1).

Démonstration. On suppose p < ¢. On effectue le changement de variables
suivant : u; = x; +y; et v; = x; —y; pour ¢ = 1,...,p. La nouvelle expression

de @), est donc
p q
TS
i=1

Jj=p+1



Pour calculer le polynome de Poincaré virtuel de Y, ,, on stratifie alors
Y, , en fonction de I'annulation des variables u; pour ¢ = 1,...,p. Supposons
uy # 0. La valeur de vy est déterminée par la formule

q

4P
v = u_ll(z Uiy — Z ?/]2)

i=2 j=p+1
et donc Y, , U {u; # 0} est isomorphe & R* x RPT772 de telle sorte que
B(YpqU{ur # 0}) = (u— Du" ™2,

Supposons maintenant que u; = 0. Alors la variable vy est libre, et on procede
de maniere similaire avec uy : plus précisément, si us # 0 alors la valeur de
vy est fixée et la contribution au polynome de Poincaré virtuel correspondante
est de

B(Yy, Uf{up = 0,uy # 0}) = (u — 1)uPt773.

Continuant ainsi, a la derniere étape on se trouve dans la situation ou u; =
c=wu,1 =0, etalorsu, #0et Y,,U{uy = - =up_1 =0,u, # 0} est
isomorphe a R* x R?"!. Si u, = 0 la derniére équation

_ZyZZO

Jj=p+1
admet pour solution unique la solution nulle et donc
BYpqUfun = =up=0}) = u”

puisque les variables vy, ..., v, sont libres.
Finalement

p
) = (0= )3 WP g
=1

On procede de maniere similaire dans le cas de Yplq. Si p < q la derniere
équation

n’admet plus de solution et donc
p
5(}/})1@) = (u—1) ZUP-HZ—l—i _ uq—l(up —1).
i=1

Si par contre p > ¢ cette derniere équation définit une sphere de dimension
p — q — 1. Son polynéome de Poincaré virtuel vaut alors 1 4+ u?~9~! d’olt

B(qu) = (U — 1) Z uPTa—1-J + u‘](l 4 upqul)

j=1



ol le terme supplémentaire ¢ devant 1 4+ uP~9~! provient des variables libres
v1,...,0,. Par conséquent

ﬁ(ypl,q> =Pt Pt P = (P 4 1),
U

Montrons maintenant comment on retrouve le corang et 'indice du germe a
partir du polynome de Poincaré virtuel des espaces d’arcs d’ordre deux. Apres

changement de variables, on peut supposer que la partie d’ordre deux du germe
[ (R40) — (R,0) est égale &

s t
2 2
DT =D
i=1 7=1

Alors

BAZ () = u*CHIB(YY).
D’apres le lemme 1.8, Uexpression de 3(Aj (f)), apres division par la puissance
maximale de I'indéterminée u, est de la forme u* +1 ou u* — 1. Par conséquent
s est égal a k + 1 dans le premier cas et a k dans le second. On raisonne de
maniere symétrique avec

B(A; (f)) = wCH3(v, 1

pour retrouver ’entier ¢.

REMARQUE 1.9. Notons qu’on utilise de maniere essentielle le polynome
de Poincaré virtuel. En particulier le théoréeme 3.5 n’est pas connu si on ne
considere que les fonctions zéta définies avec la caractéristique d’Euler a sup-
ports compacts. On a également besoin des fonctions zéta avec signes, la fonc-
tion nalve n’étant pas suffisante avec cette démarche.

3.2. Singularités simples. Apres le corang et I'indice, I’étape suivante
consiste a étudier la classification des singularités dites simples. Si le but n’est
pas d’envisager une classification exhaustive des singularités réelles (on peut
apres s'intéresser aux singularités unimodales, bimodales, etc...), il semble
néanmoins précieux d’étre capable de déterminer les classes des singularités
classiques, notamment en vue de l'application a 1’équivalence de Nash apres
éclatements (cf. chapitre 3).

Les singularités simples sont définies par le fait qu’apres perturbation, on
ne fait apparaitre qu'un nombre fini de classes d’équivalence différentes. Un
tel germe est analytiquement équivalent a un germe de type ADE [3] :

Ay s 22b + Q. (y) pour k> 2,
Dy : oy (£22 £ 2572) + Q, . (y) pour k>4,
Ee: o} £ a5+ Qpa(Y),
Eg o} + 25+ Qpq(y),
ou (pq, avec p,q € N, est la partie quadratique entrevue dans la partie 3.1.



Cette classification est aussi valable dans le cadre Nash. En effet, si f
et g sont deux germes de classe Nash qui sont analytiquement équivalents,
il existe un isomorphisme analytique ¢ tel que f = g o ¢. Par le théoreme
d’approximation de Nash [49], il existe alors un isomorphisme de classe Nash

¢ tel que f = go¢. Ainsi f et g sont équivalents au sens de Nash.

THEOREME 1.10. [18] Deux germes de classe Nash admettant des singu-
larités simples ont les mémes fonctions zéta si et seulement s’ils sont analyti-
quement équivalents.

REMARQUE 1.11.

(1) Ils sont alors aussi équivalents au sens Nash par approximation de
Nash [49].

(2) On montre aussi dans [18] qu'un germe de fonction de type Nash
admettant une singularité simple ne peut avoir les mémes fonctions
zéta qu’'un germe avec une singularité plus compliquée.

La démonstration du théoreme 1.10 consiste en une analyse des informa-
tions que contiennent les fonctions zéta construites a partir du polynome de
Poincaré virtuel. Cependant, on ne peut plus se contenter de considérer les
espaces d’arcs d’ordre deux, et la difficulté est alors de réussir a isoler les
informations pertinentes contenues dans les fonctions zéta.

On va illustrer ci-dessous la méthode utilisée, d’une part sur les singularités
de type A, d’autre part sur celles de type FE.

3.2.1. Singularités de type Aj. La méthode est proche de celle utilisée
précédemment pour retrouver le corang et 'indice d'un germe. Il s’agit prin-
cipalement de calculer les polynomes de Poincaré virtuels de variétés définies
par les polynomes

P (w,y) = £ + Qpa(y)

pour k > 2 et p,q € N. On remarque que pour k pair P (z,y) est égal a
P (—z,y). Ainsi P, et P, sont linéairement équivalents, et par suite équivalents
au sens de Nash. On s’intéresse donc plus particulierement au cas k impair.

LEMME 1.12.
(1) BH{Prn1 = 0}) = B(Ypi1q) et B{Pppy = 0}) = B(Ypg41).
(2) Sip<q, alors
5({P2_';L—1 =1} # B({ P = 1}) = uﬁ(nl,q%
alors que lorsque p > q on obtient
U/B(Y;;,_ql) = ﬁ({P;zq = _1}) £ 5({P2_n—1 = _1})-

Démonstration. On effectue I’éclatement de 1'origine pour la variété définie par
I’équation
P;L—l(x7y) =0.



Dans la carte x = u,y; = v;u avec i = 1,...,p+ q, I’éclatement est donnée par
w Pyt 4(u,v) =0

ou v = (v1,...,0Up44). L'éclatement étant, en dehors de l'origine, un isomor-
phisme entre la transformée stricte Py, , = 0 et P;. , = 0, Iinvariance du
polynome de Poincaré virtuel entraine alors

B{Pany = 03\ {0}) = B({Ps,_3 = 0} \ {0}).
Par conséquent
B{Psn_1 = 0}) = B({ P35 = 0})
par additivité du polynome de Poincaré virtuel. On répete n—2 fois 'opération
pour obtenir le premier résultat.
Pour le second, supposons p < ¢q. Par le changement de variables u; =

Yi + Yitp, Vi = Yi — Yirp POUr ¢ = 1,...,p, I'équation Pj;fl = 1 devient
p q
2" 4 Zuivi — Z Y, =1
i=1 j=p+1

On décompose maintenant cette variété selon ’annulation des variables u; pour
1 =1,...,p. Si u; # 0, on choisit la valeur de v; de telle sorte que 1'égalité
soit satisfaite. Cette contribution vaut (v — 1)uP™~1. Si u; = 0, on répete
'argument avec uy # 0, pour une contribution de (u — 1)u?™2. On réitere cet

argument jusqu’au moment ot u; = ... = u, = 0. Ainsi B({PZ,_, = 1}) est
égal a
p
(u— 1)Zu”+q " uPB({ £ — Z y; =1})
i=1 Jj=p+1
— B+ A — 3 = 1))
j=p+1

: At A L2 q 2 _ 4
P.our finir, on remarque que la variété {x = 2=t Yip = 1} ?etant pas
vide, elle admet un polynome de Poincaré non nul, contrairement a la variété

définie par
q
2
- Z Yirp = L

J=p+1

O

3.2.2. Singularités de type E. En dimension deux, les singularités de type
FEg, B, E sont données par
hg (z,y) = 2* £y,
hr(z,y) = 2° + ay?,
hs(z,y) = 2° +y°.
On va montrer que les germes de fonctions ke, hg , hr, hg ont des fonctions

zéta différentes. Pour cela, on calcule le polynome de Poincaré virtuel de cer-
tains espaces d’arcs de ces singularités.



LEMME 1.13. Soit e € {—,+}.
(1) B(A5(h§)) = 2u® alors que B(AL“(h§)) = B(Aa(hr)) = B(Aa(hs)) = 0.
(2) B(A5(h)) = (u— D)u' alors que B(A5(hs)) = u°.

DEMONSTRATION. On va s’intéresser plus particulierement au point (1).
On considere pour cela des arcs de la forme

Y(t) = (a1t + agt? + ast® + agt?, byt + bot? + bst® + byt*)
avec ap, ag, as, a4, bl, bQ, bg, b4 € R. Alors
hs((t) = ait® + (3ajag + bt +--- .

Ainsi, un tel arc appartient a A§(h§) si et seulement si les conditions a; = 0
et b} = 1 sont satisfaites. Alors AS(h§) est isomorphe a la réunion de deux
espaces affines de dimension six et donc

BA}(hg)) = 2u”.

Par ailleurs Pespace d’arcs A;(h§) est vide puisque b = —1 n’admet pas de
solutions réelles, et donc (A, (h§)) = 0.

Pour ce qui est des germes h; et hg 'argument est encore plus élémentaire
du fait que la nullité du coefficient d’ordre trois des séries hy(y(t)) et hg(y(t))
implique la nullité du coefficient d’ordre quatre, et ainsi

B(Aa(h7)) = B(Aa(hs)) = 0.

La démonstration du point (2) est du méme acabit. On considere des arcs
de la forme

Y(t) = (art + agt? + ast® + agt* 4 ast®, byt + byt + bst?® + byt* + bst®)

avec ai, ag, as, ay, as, b1, by, b3, by, bs € R. Un tel arc v appartient a Ag(hy) si et
seulement si a; = 0 and ab? = €. L’ensemble {(ag,b;) € R? : axb? = ¢} étant
isomorphe & R*, on obtient alors que A§(h7) est isomorphe & R* x R”.
Finalement un tel arc v appartient a A§(hs) si et seulement si a; = 0 et
b} = ¢, et donc A§(hg) est isomorphe a R®. d

On est maintenant en mesure de démontrer que les germes de fonctions
he, hg , he, hg ont des fonctions zéta différentes. Tout d’abord, remarquons que
le coefficient de T* de la fonction zéta positive de h¢ est non nul contrairement
a ceux de hg,hr, hg d’apres le lemme 1.13.(1). On a le méme résultat pour
hg vis a vis de hy et hg en regardant les fonctions zéta négatives. Enfin, les
coefficients de T° des fonctions zéta avec signe de h; et hg sont différents
d’apres le lemme 1.13.(2).

REMARQUE 1.14. Par cette méthode, on peut aussi montrer que les fonc-
tions zéta définies avec la caractéristiques d'Euler & supports compacts [35]
permettent déja de différencier les singularités de type E. Ce n’est cependant
pas suffisant pour conclure pour le théoreme 1.10.



3.3. Poids. Soient f,g: (C%0) — (C,0) des polynémes homogenes par
poids a singularités isolées. On dit que f et g sont topologiquement équivalents
a Torigine si (C%, £71(0)) est homéomorphe & (C? g~1(0)) en tant que germes
a lorigine. Pour d = 2, 3, il est connu que f et g ont les mémes poids s’ils sont
topologiquement équivalents.

Une conjecture de T. Fukui [23] annonce un comportement similaire pour
les polynomes homogenes par poids réels par rapport a I’équivalence analy-
tique apres éclatements. Y. Ould Abderrahmane [1] démontre ce résultat en
dimension deux dans le cas de fonctions homogenes par poids. Avec T. Fukui,
nous nous sommes intéressés aux informations sur les poids contenues dans
les fonctions zéta. On montre que dans le cas de fonctions non dégénérées
par rapport a leur polyedre de Newton, la croissance du degré des polynomes
B(A,(f)) permet presque toujours de retrouver la somme des poids 1.19. Com-
biné avec une analyse des premiers termes significatifs de la fonction zéta, on
montre ainsi qu’on retrouve les poids en dimension trois lorsque le polyedre de
Newton est commode.

Soit f : RY — R une fonction polynomiale. On consideére son développement
de Taylor en zéro :

flz) = Zc,,x”, a, € R

ou z¥ = z'---x! avec v = (v1,...,14), et ¢, € R. Soit I’y le polyedre de
Newton de f, c’est-a-dire I'enveloppe convexe de I’ensemble

Uyenae{v +RL ¢, #0}.

Pour a = (ay,...,aq) € R? et v € N", on pose < a,v >= ajv; + -+ + aqvy
et s(a) = a; + - - + aq, puis on définit

mys(a) = min{< a,v >: v € I't},
vi(a) ={v €'y :<a,v >=my(a)}.
On note f,(x) = 3", c,2” pour un sous-ensemble y de R<.

On dit que f est non dégénérée par rapport a son polyedre de Newton si
les singularités de f sont concentrées sur les axes de coordonnée :

Of ofy
(G20, 52 (0) £0
pour tout b € (R*)? tel que f,(b) = 0, ot 7y parcourt I’ensemble des faces
compactes de I';. Si f est non dégénérée, les ensembles X, = {f, = 0} N (R*)?
sont alors des sous-variétés lisses de (R*)? deés qu’ils ne sont pas vides.

La proposition suivante donne la mesure des espaces d’arcs en fonction
du polyedre de Newton de f. On peut trouver des résultats similaires dans
9, 10, 29].

A une face vy de I 7 on associe les séries P, () et Q,(y) définies par



et
Q= Y L@,

a>0: y(a)=y, ms(a)<n

PROPOSITION 1.15. Soit n € N. St f est non dégénérée par rapport a son
polyédre de Newton, alors

L™A(N] = ), (L-D'=XDEM+L-1) > [X]Q.0).

v face de Ty v face de I'y

Notons que les degrés intervenant dans la définition de P,(y) sont tres
similaire & ceux intervenant dans @), (v) puisque —s(a) = —n + my(a) — s(a)
du fait que my(a) = n. On est alors amener a étudier les niveaux des fonctions
linéaires par morceaux my, s et h := my— s sur le dual du polyedre de Newton.

3.3.1. Bornes sur le degré. On pose

s(a)
L(f) = sup{O, 1—
my(a)
oit T (f) représente les vecteurs primitifs qui engendrent les cones de dimen-
sion un du dual de I'y. On notera de plus

a € TO(f); my(a) > o}.

PO (f) = fa e TO() 1 “?)zLxﬁ}
mfa

Cet exposant L.(f) permet de majorer le degré du polynome de Poincaré
virtuel des espaces d’arcs de la fagon suivante.

THEOREME 1.16. [20] L’inégalité suivante est satisfaite :
(1) deg B(Ax(f)) < d —n+nLe(f).

Cette inégalité découle directement de la proposition 1.15. Elle donne une
trés bonne approximation du degré de 5(A,(f)), en tout cas lorsque h(v) > 0.
Dans ce cas en effet, cette inégalité est une égalité pour une infinité d’entiers
n. Si h(v) < 0, des questions combinatoires entrent alors en jeu :

ProPOSITION 1.17. (1) Si(1,...,1) & IntI'(f), il existe n € N arbi-
trairement grand tel que l'inégalité (1) deviennent une égalité. Plus
précisément, s’il eziste o’ € TW(f) N {m; > 0} et b; > 0 pour
J=1,...,p tels que

p p
ya)yn---ny(af) £ 0, a= ijaj €7 n= ijmf(aj),
j=1 =1

alors on a égalité dans (1).

(2) Si(1,...,1) € Int Ty (f), alors h(a) < 0 pour tout a € TW(f)N{m; >
0} et l'inégalité dans (1) est stricte. Le degré de [A,(f)] est alors égal
a

d —n+sup{h(a) : a € {ms(a) <n}NZ% a>0}.



L’intérét de 'exposant L.(f) est qu'on peut le lire directement sur la fonc-
tion zéta. En effet, définissons ag(f) par

Zp(uT
ap(f) = sup{a : lim # = O}.
uU—00 u
PROPOSITION 1.18. (1) Lexposant L.(f) est lié a ao(f) par la for-

mule L.(f) =1 — ao(f).
(2) Si de plus FSQX(f) = {v} avec h(v) > 0, alors

1m =
U—00 ud 1= "7Tms (a)

Ainsi, on retrouve 'exposant L (f) directement a partir de la fonction zéta.
On retrouve méme plus sous I'hypothese FS&X( f) = {v}, ce qui nous sera tres
utile par la suite pour étudier le cas commode. On explique ci-dessous comment
on peut démontrer ce résultat.

Démonstration. Tout d’abord on remarque qu’en modifiant la variable de la
fonction zéta on obtient

Z4T) _ 5 deglAn(F)u

ud ud

n=1

De l'inégalité deg (A, (f)) < d—n+nL.(f), on déduit alors
B(Aa(f))

y = couLe =D 4 (termes de plus grand degrés)
u

ol ¢, compte le nombre de a € N? vérifiant m(a) = n. Par passage a la limite
on obtient alors

deg B(An(f))u"

ud

=cutleD =1+ 1 (termes de plus grands degrés)

0 sia<1-—LJf),
—<c, sia=1-—LJ(f), (u — 00)
oo sia>1—L.(f),

ce qui démontre la premiere partie de la proposition. Si de plus Fmax( ) ={a}
et h(a) > 0, alors ¢, =1 des que mf( ) | n. On obtient donc

JLIEO Z e 1_ @
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3.3.2. Le cas homogéne par poids et commode. On se donne un polynome
homogene par poids f € Rlzy,..., x4, c’est-a-dire qu’il existe des entiers
wy, ..., wg € N premiers entre eux et un entier [ € N tels que f(z]",..., %)

soit un polynome homogene de degré [. Les entiers wy, . .., wy sont appelés les
poids.



Dans ce cas I'(f) admet alors une unique face compacte, notée ¢, et on

note v = ppem(wy, . . . ,wd)(w%, o wid) son vecteur primitif associé. Dans cette
situation, on trouve alors
mf(U) = ppCl’ﬂ(U}l, s ,'lUd)
et
1
h(v) = ppc e 1-— —).
(U) pp m(wla ) wd)( ZZI wz)

De plus L,(f) = sup{0,1 — 3¢, wi)} En particulier, si on est capable de
retrouver a la fois h(v) et ms(v) a partir de la fonction zéta, on est en mesure
de connaitre la somme des inverses des poids.

On suppose de plus que le plolyédre de Newton de f est commode, c’est-a-

Wy

dire que les monomes de type x;
de f avec un coefficient non nul, et que f est non-dégénéré par rapport a son
polyedre de Newton. On pose alors p; = wi pour¢=1,....d.

On s’intéresse tout d’abord au nombre h(v) qui permet de retrouver la
somme des poids. En effet ici

my(v) = ppem(p1, - . ., Pd)
done h(v) = ms(v)(1 — 3%, 1),

i=1p;
PropoSITION 1.19. (1) h(v) > 0 si et seulement si L.(f) > 0, et de
plus h(v) = mg(v)Le(f).
(2) h(v) = 0 si et seulement si deg B(A,(f)) < d —n, avec égalité pour
une infinité de n.

(3) h(v) <0 si et seulement si deg B(A,(f)) < d—n.

En particulier on retrouve la valeur exacte de h(v) deés que h(v) > 0.

On est maintenant en mesure de retrouver les poids a partir de la fonction
zéta dans le cas de la dimension 3. Les sommets du polyedre de Newton de f
sont ici les points (p1,0,0), (0, p2,0) et (0,0, p3). De plus

my(v) mg(v) mg(v)
v=( )

) Y

P P2 Y25
avec ms(v) = ppem(py, pa, p3) donc

1 1 1
h(v) =my(v)(1 — PR p—3)-

Notons déja que p; est 'ordre de la fonction zéta.

Par ailleurs, on peut mettre a part le cas h(v) < 0 qui correspond aux
singularités simples, déja traitée. Maintenant, pour h(v) > 0, la proposition
1.19 permet de retrouver pil + p% + ]}3. Il ne reste plus qu’a retrouver py pour

apparaissent effectivement dans le développement



obtenir les poids. Cela est possible par des considérations de méme ordre que
celles faites dans le cas des singularités simples, que 'on ne va pas détaillées a
nouveau ici.

On obtient alors I'invariance des poids dans cette situation :

THEOREME 1.20. [20] En dimension trois, la fonction zéta d’un polyndme
homogéne par poids non dégénéré par rapport a son polyedre de Newton com-
mode permet de retrouver les poids.

REMARQUE 1.21. En dimension supérieure, il semble peu problable de
pouvoir poursuivre cette approche. On pourrait par contre s’intéresser aux
racines des polynomes de Poincaré virtuels...






CHAPITRE 2

Mesures motiviques équivariantes

J. Denef et F. Loeser associent a un polynome complexe une fibre de Milnor
motivique, définie a partir de la fonction zéta motivique monodromique [13].
Cette fibre de Milnor motivique contient les invariants classiques de la fibre de
Milnor, tel que le spectre de Hodge de la singularités. Pour tenir compte de la
monodromie, la mesure motivique est a valeurs dans le groupe de Grothendieck
des variétés complexes munies d’une action d’un groupe de racines de I'unité.

Dans le cadre réel, la fonction zéta monodromique est remplacée par les
fonctions zéta avec signes, et l'action sur les espaces d’arcs est donnée par
la multiplication par —1 sur la variable de paramétrisation des arcs. Pour
tenter de comprendre ces fonctions zéta avec action, il est nécessaire de dis-
poser d’invariants additifs des variétés algébriques réelles munies d’une action
de groupe. Dans [19], on définit les nombres de Betti virtuels équivariants,
pour une action d’un groupe fini sur les ensembles algébriques réels, et cela
de maniere similaire au nombre de Betti virtuel [43]. Dans le cas des variétés
lisses et compactes, on remplace I’homologie classique a coefficients dans Z,
par I'homologie équivariante telle que définie par J. van Hamel [54]. Cette
théorie homologique satisfait en particulier la dualité de Poincaré, qui est un
ingrédient essentiel, via le théoreme de factorisation faible des applications
birationnelles [2, 55|, de la définition des nombres virtuels.

On se place ci-dessous dans le cadre des ensembles symétriques par arcs,
introduits par K. Kurdyka [40], qui sont une généralisation des ensembles
algébriques réels. Ce cadre plus général est motivé par ’action de groupe. En
effet le quotient d’une variété algébrique réelle par une action ne donne pas
une variété algébrique en général, mais seulement un ensemble semi-algébrique
(le quotient d’une sphere dans laquelle on échange des hémispheéres opposés
est un disque). Les ensembles symétriques par arcs sont des ensembles semi-
algébriques qui, grace a des propriétés de stabilité le long d’arcs analytiques,
possedent de jolies propriétés géométriques (cf. [40]).

Dans ce manuscrit, on s’intéressera principalement au cas d’ensembles mu-
nis d’une action du groupe a deux éléments. Le corps des coefficients est le
corps a deux éléments pour des raisons d’orientation, et il sera noté Fy pour
ne pas le confondre avec le groupe.

1. Ensembles symétriques par arcs

Les ensembles symétriques par arcs ont été introduits par K. Kurdyka
[40] dans 'optique d’étudier les “composantes rigides” des variétés algébriques

25



réelles. Par exemple, un ensemble algébrique réel est symétrique par arcs, et
plus généralement toute composante connexe d'un ensemble algébrique réel
compact est symétrique par arcs. On rappelle la définition des ensembles
symétriques par arcs ci-dessous. Pour un traitement plus détaillé, on peut
consulter [40, 41].

On fixe une compactification de R", par exemple R" C P"(R).

DEFINITION 2.1. Soit X C P" un ensemble semi-algébrique (i.e. donné par
des égalités et inégalités polynomiales). On dit que X est symétrique par arcs
si, pour tout arc analytique réel v :] — 1, 1[— P" tel que (] — 1,0[) C X, il
existe € > 0 tel que v(]0,¢[) C X.

On peut penser aux ensembles symétriques par arcs comme a la plus petite
catégorie, notée AS, stable sous les opérations bouléennes et contenant les
ensembles algébriques réels compacts ainsi que leurs composantes connexes.
Par la dimension d’un ensemble symétrique par arcs on entendra sa dimension
en tant que semi-algébrique (et donc la dimension de son adhérence de Zariski)
[7].

Le résultat suivant montre que la notion d’ensemble symétrique par arcs est
tres reliée a celle de composante connexe d’ensembles algébriques réels, en tout
cas apres résolution des singularités. On définit les composantes irréductibles
d’un ensemble symétrique par arcs de la maniere habituelle.

PROPOSITION 2.2. [40] Soit X € AS irréductible. Soit Z un ensemble
algébrique compact contenant X avec dimZ = dim X, et 7 : Z — Z une
résolution des singularités de Z. Notons Reg(X) le complémentaire dans X

des points singuliers de Z. Il existe alors une unique composante connexe X
de Z telle que w(X) soit égal a l’adhérence topologique Reg(X) de Reg(X).

En particulier, les ensembles symétriques par arcs lisses et compacts sont
isomorphes (au sens restriction d’isomorphismes birationnels entre les adhérences
de Zariski, sans indétermination sur les ensembles considérés) a des compo-
santes connexes d’ensembles algébriques réels lisses et compacts.

2. Homologie équivariante de Borel-Moore

L’homologie équivariante définie par J. van Hamel est un mélange de co-
homologie des groupes et d’homologie & supports compacts des variétés [54].
On rappelle tout d’abord la cohomologie des groupes.

Soit GG un groupe. On associe a GG I'anneau

Z|G)| = {Z ng.g| ng € Z}.

Un groupe M muni d’une action de G est naturellement un Z[G]-module.
Choisissant une résolution projective (F.,0.) de Z par des Z|G]-modules, on
définit alors la cohomologie de G a valeurs dans M par

H"(G,M)=H"(K,?J),



olt K est le complexe défini par K' = Homg(F;, M) et §'(u) = (—1)"(u o ;).
En particulier, pour le groupe a deux éléments G = {1,0} et M un Fy[G|-
module on peut choisir comme résolution

> Ty[G] =% Fy[G] 5 Fy[G] H- Fy — 0

. M€ if n=0,
H(G, M) = M if n>0.

im(1+0)

Soit maintenant X un espace topologique muni d’une action de G. L’ho-
mologie équivariante a valeurs dans Fo de X muni de 'action de G est définie
par

Hn(X7 G, ]F2> = Rin HOng(RFC(X, Fg), Fg)

ou I'. désigne le foncteur des sections globales a supports compacts. Cette
définition par composition de foncteurs dérivés donne lieu naturellement a des
suites spectrales qui convergent vers ’homologie équivariante [28].

Notons que pour un espace réduit a un singleton pt, on retrouve la coho-
mologie du groupe :

I"[n(pt7 G, ]FQ) = Hin(G, FQ)

Par ailleurs, et de maniere équivalente, si C.(X) est un complexe cellulaire
de X muni d’une action de G et F. une résolution projective de Fy par des
[Fy[G]-modules, alors

H,(X;G,Fy) = H " (Homg(F.,C. @ Fy)).
REMARQUE 2.3.

(1) Pour une sphére munie d’une action avec un point fixe, 'action de G
est triviale sur le complexe composé d’un point fixe en dimension zéro
et du reste de la sphere en dimension deux.

(2) Pour le groupe trivial, I'homologie équivariante a supports compacts
est égale a I’homologie de Borel-Moore.

(3) Notons que I'homologie équivariante de rang n est nulle pour n >
dim X. Ce n’est par contre plus le cas en général pour n < 0. Par
exemple, si G est le groupe a deux éléments, 'homologie équivariante
est liée a I'homologie des points fixes par [54]

H,(X; G, Fy) ~ @i H; (XY Ty).

(4) Lorsque I'action de G n’admet pas de point fixe, ’homologie équivariante
est isomorphe a I’homologie de la variété quotient. En particulier
H,(X;G,Fy) =0 pour n < 0.

On renvoie a [54] pour une étude détaillée des propriétés de 1’homologie
équivariante de Borel-Moore. Notons que I'on dispose de la suite exacte longue

d’une paire, de la formule de Kiinneth et de la dualité de Poincaré. Notons aussi
que dans le cas d'une action triviale, on obtient par produit un isomorphisme

Bpqen (Hp(X, Fa) ® HY(G,Fs)) — H,(X;G,Fy).



EXEMPLE 2.4. L’homologie équivariante d’une sphere munie d’une action
triviale du groupe a deux éléments est

H,(S% G Fy) =< (F9)? ifn <0,
0 if n > d.

D’apres la remarque 2.3.(1), ce résultat est encore valable pour une sphere
munie d’une action avec point fixe.

3. Cas virtuel

Tout comme les nombres de Betti virtuels, leurs analogues équivariants ne
calculent pas la dimension d’espaces d’homologie (d’ou la terminologie “vir-
tuelle”, voir aussi [27]). Ils sont définis par additivité a partir des ensembles
lisses compacts pour lesquels ils coincident avec la dimension des espaces d’ho-
mologie équivariante.

Le groupe de Grothendieck équivariant K°(AS, ) des ensembles symétriques
par arcs est défini comme le groupe libre engendré par les classes d’équivalence
[X, G] des ensembles symétriques par arcs munis d’une action de G (équivalence
au sens des isomorphismes algébriques équivariants par rapport a l'action de
G'; action au sens de la restriction d’une action algébrique sur 'adhérence de
Zariski de X') modulo la relation d’additivité

(X,G]=[Y,G] - [X\Y,G]

si Y est un sous-ensemble symétrique par arcs de X stable sous ’action de G,
et la relation

[V.G] =[A" x X, G]
si V. — X est la restriction a I’ensemble symétrique par arcs X d’un fibré
vectoriel sur Padhérence de Zariski X~ de X , muni d’une action de G sur

<7 . . . .. :
X" . Ici, action sur le membre de droite est triviale. Notons que le produit
des variétés, muni de l’action diagonale, induit une structure d’anneau sur
K°(AS, Q).

On note b, pour i € Z, la dimension du i-eme groupe d’homologie équivariante.

THEOREME 2.5. [19] Pouri € Z, il existe un unique morphisme de groupes
BY: K°AS,G) — Z tel que B%(X) = b¢(X) pour X lisse et compact.

La construction de 3¢(.), son invariance sous isomorphismes équivariants et
Iadditivité se démontrent de maniere tout a fait similaire au cas des nombres
de Betti virtuels. On rappelle brievement la méthode utilisée.

On définit tout d’abord 3%(A) pour un ensemble symétrique par arcs lisse
A muni d’une action de G en choisissant une compactification équivariante lisse
X de A (qui existe d’apres la version équivariante du théoreme de résolution
des singularités de Hironaka [31]) en posant

B (A) = b7 (X) = BE(X\ 4)



le nombre de Betti virtuel équivariant de droite étant défini par récurrence sur
la dimension. Pour un ensemble symétrique par arcs singulier, on définit ses
nombres de Betti virtuels équivariants par additivité a partir de sa stratifica-
tion par les sous-espaces singuliers.

On vérifie que cette définition ne dépend pas du choix de la compactifica-
tion et de la résolution des singularités a I’aide de la version équivariante du
théoreme de factorisation faible des applications birationnelles [55]. En effet,
on se ramene ainsi au cas particulier d'un éclatement a centre lisse, et la suite
exacte longue d’une paire combinée a la dualité de Poincaré permet alors de
conclure. L’additivité se démontre de maniere similaire.

On montre enfin que tout fibré vectoriel est identifié au fibré trivial dans
K°(AS,G) en se ramenant au cas lisse et compact par additivité, puis en
utilisant la formule de Kiinneth. On montre ainsi :

PROPOSITION 2.6. Soit X un ensemble symétrique par arcs muni d’une
action de G. Alors
BYX x AT) = w9 (X)
ot X x A? est muni de l’action diagonale.

On définit alors la série de Poincaré virtuelle équivariante d’un ensemble
symétrique par arcs X muni d'une action de G comme étant la série formelle

B90x) = 37 B8 (X € Zu, u)
i€Z
Lorsque G est le groupe trivial, cette série n’est rien d’autre que le polynome

de Poincaré virtuel. En général, cette série garde aussi en mémoire la dimension
des espaces considérés.

PROPOSITION 2.7. La série de Poincaré virtuelle équivariante d’un en-
semble symétrique par arcs X muni d’une action de G est un élément de
Zl[u=Y][u] dont le degré est égal a la dimension de X.

On fixe désormais pour G le groupe a deux éléments. Apres quelques
exemples de calculs de séries de Poincaré virtuelles équivariantes, on s’intéresse
aux relations entre les nombres de Betti virtuels équivariants et les nombres
de Betti virtuels du quotient, lorsque ces derniers sont bien définis.

EXEMPLE 2.8.

(1) La série de Poincaré virtuelle de ’ensemble {p, ¢}, constitué de deux
points échangés par 'action de G, est

B9{p,q}) =v“({p.q}) = 1.

En effet, cet ensemble est lisse et compact donc sa série virtuelle est
égale a sa série de Poincaré pour ’homologie équivariante.

(2) De méme, pour une sphere de dimension d munie de la symétrie cen-
trale on obtient I’homologie du quotient

BY(8%) = bO(S%) = b(P) =1+ u+ -+ + u’.



Par contre, munie d’une action avec un point fixe, I’exemple 2.4 im-
plique que la série de Poincaré virtuelle vaut alors

BE(SY) = b9(SY) = ul + - +u+2—2

u—1"

(3) On calcule la série de Poincaré virtuelle équivariante de la droite affine
avec ’action triviale par additivité :

BY(AY) = B9(S") — B%(pt) = > _u' =

i<1

02
u—1

On trouve le méme résultat pour la symétrie centrale d’apres la re-
marque 2.3.(1).

Tout comme dans le cas non virtuel, on sait relier 3 aux points fixes
lorsque ¢ < 0.

PROPOSITION 2.9. Soit X un ensemble symétrique par arcs muni d’une
action de G. Pour i < 0 on obtient

BEX) =) 5;(X9).
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En particulier 3% (X) = 0 si l’action est libre.

On a déja remarqué que le quotient d’un ensemble algébrique réel n’est pas
algébrique en général.

PROPOSITION 2.10. Soit X un ensemble symétrique par arcs lisse et com-
pact, muni d’une action de G. Alors le quotient X/G est symétrique par arcs
si et seulement si l'action de G est triviale sur toute composante irréductible
de X contenant un point fize.

Dans le cas ou X n’est plus compacte, on obtient une caractérisation simi-
laire en considérant une compactification équivariante lisse.
On obtient alors la relation suivante.

ProPOSITION 2.11. Soit X un ensemble symétrique par arcs lisse muni
d’une action de G telle que le quotient X /G soit symétrique par arcs. Si de plus
action est triviale sur aucune composante irréductible de X, alors 3%(X) =

BX/G).

EXEMPLE 2.12. Soit C' la courbe d’équation Y? = X2 — X% dans R?. On
calcule la série de Poincaré équivariante de C' munie de différentes actions
de G. Notons qu’on peut résoudre la singularité de C' par I’éclatement de
l'origine p = (0, 0). La courbe résolue est topologiquement un cercle, et I'image
réciproque de p est constituée de deux points {p1, p2} qui seront soit fixés, soit
échangés par 'action de GG. Par additivité on obtient alors

B9(C) = B9(S") = 89({pr.p2}) + B°({p})-

On étudie différentes actions de G :



- (X,Y) — (=X, -Y). Les points fixes de la résolution sont exactement
p1 et po, donc :
1
G
C)=u+1+——.
B9C) = ut 14—
— (X,Y) — (X, =Y). Les points p; et py sont inversés par I'action, mais
I’action de G n’est pas libre sur la résolution. Alors

3

G

C) = 24 ——.

BE(C)=u+2+ —]

- (X,Y) — (=X,Y). Les points p; et p, sont inversés et I’action est ici
libre sur la résolution, d’ou

BE(C) =u+1+

u—1

Remarquons dans cet exemple que le quotient algébrique de C existe bien,
il est donné par le cercle Y2 = X — X? dans R?. Cependant 3%(C) #
BC/G).

Avec cette série de Poincaré virtuelle équivariante, on peut maintenant
considérer des fonctions zéta qui tiennent compte de ’action sur les arcs. Plus
précisément, pour f un germe de fonctions de classe Nash, on munit AF(f)
des actions de G = Z /27 définie par

— t —t sin est impair,

— t+— —t si n est pair.
et on définit les fonctions zéta équivariantes par

a a —nd
ZE(T) =) B A u T
n>1
et
Z¢ (T) =Y BYA u 1",
n>1

Reprenant les notations du théoreme 1.1 du chapitre 1, on définit mainte-
nant des recouvrements E)* de E? en vue d’établir la rationalité des fonctions
zéta équivariantes. Pour U un ouvert affine de M tel que foh = u]],, le ‘
sur U, ou u est une unité, on pose

1
—}
u(z)
avec m; = ged(N;). Les ensembles Ri se recollent alors le long de EY N U pour
donner Ef,)’i.

Le recouvrement E?’i est muni de l'action triviale de G si m; est impair,
et de 'action induite par la multiplication par —1 sur la variable s si m; est
pair.

On démontre alors, de maniere similaire au cas sans action, la rationalité
de ces fonctions zéta.

RE ={(v,8) € (EYNU) x R; s™ =+



PROPOSITION 2.13. Les fonctions zéta équivariantes sont rationnelles :

—_— u_ViTNi
Z¢(T) =) (u— 1) B9 (EM nn(0) [] T
T#0 iel
Notons que les relations entre la fonction zéta naive et les fonctions zéta
avec signes ne sont pas tres bien comprises, méme dans le cas de fonctions de
signe constant. Par contre, en tenant compte de I'action, on peut résoudre ce
probleme.

PROPOSITION 2.14. Soit f : (R%,0) — (R,0) un germe de fonctions de
classe Nash positif. Alors

Zi(T) = (u—1)Z¢,(T).



CHAPITRE 3
Equivalence de Nash aprés éclatements

1. Equivalences apres éclatements

1.1. Définition. Le choix d'une relation d’équivalence entre germes de
fonctions réelles, disons analytiques, est un probleme délicat. I1 a abouti a I'in-
troduction de relations d’équivalence apres éclatements de la maniere suivante.
Le point de départ est la recherche d’une classification des singularités a tra-
vers des relations du type “f est équivalente a g s’il existe h dans une certaine
classe tel que f = goh”. Dans le cas complexe par exemple, I’équivalence topo-
logique, ou I'on demande a h d’étre un homéomorphisme, est particulierement
intéressante. Elle est par contre tout a fait grossiere dans le cas réel ou des
germes tels que = — x et x — 2% sont équivalents, le second germe étant sin-
gulier tandis que le premier est lisse... On se doit donc de demander plus qu'un
simple homéomorphisme, mais dés que h est C!, sur un exemple aussi simple
que la famille des quatre droites de Whitney fi(z,y) = zy(y — z)(y — tx) avec
t €]0, 1[, il existe une infinité de classes d’équivalence !

Par contre, apres éclatement de l'origine, cette famille devient analytique-
ment triviale. Cette remarque de T.-C. Kuo 'a ammené a la définition de
'équivalence analytique apres éclatements [39]. Dans I'esprit, deux germes de
fonctions analytiques réelles sont équivalents en ce sens s’ils sont topologique-
ment équivalents, en demandant de plus que 'homéomorphisme se releve en
un isomorphisme analytique apres des résolutions des singularités des germes
de départ obtenues via des compositions d’éclatements a centres analytiques
lisses. Présentée ainsi, I’équivalence analytique apres éclatements n’est pas a
proprement parlé une relation d’équivalence. Dans la pratique, la définition
fait appel a la notion de modifications réelles afin que I’équivalence analytique
apres éclatements deviennent effectivement une relation d’équivalence.

Je me suis intéressé plus particulierement a ’analogue analytique réel et
semi-algébrique, appelée équivalence de Nash apres éclatements. Les germes
de classe Nash sont intermédiaires entre les germes analytiques et les germes
polynomiaux. L’intérét est qu’on dispose alors de méthodes plus algébriques
pour les étudier, et on verra en particulier que les fonctions zéta du chapitre 1
donnent des invariants.

Rappelons tout d’abord la définition de I’équivalence analytique apres éclatements.
Une application u : M — N entre espaces analytiques réels est appelée une
modification si sa complexification est un isomorphisme analytique complexe
en dehors d’un sous-espace de codimension réelle au moins deux (typiquement
un éclatement a centre lisse).
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Deux germes de fonctions analytiques réelles f,g : (R% 0) — (R, 0) sont
équivalents analytiquement apres éclatements s’il existe un homéomorphisme
local ¢ : (R4, 0) — (R%,0), deux modifications réelles

pg s (Mg, p5'(0)) — (R, 0)
et
Hg - (Mgnu;l(())) - (Rd70>
ainsi qu'un isomorphisme analytique au niveau des espaces modifiés
@ (Mg, 1;'(0)) — (Mg, 1, '(0))

tels que popuy=p,0dPet gogp = f.
Voici maintenant la définition de I'alternative pour les germes de fonctions
de classe Nash.

DEFINITION 3.1. (1) Une application de classe Nash propre et surjec-
tive m : M — R? est une modification de classe Nash si sa com-
plexification est un isomorphisme analytique en dehors de 7=(V), ou
N C R? est un sous ensemble de codimension au moins un.

(2) Deux germes de fonctions Nash f, g : (R% 0) — (R, 0) sont équivalents
au sens de Nash apres éclatements s’il existe un homéomorphisme

h:(RY0) — (R%0),
des modifications de classe Nash
Ty (My, Ey) — (Rd70)v Ty (Mg, Eg) — (Rdao)
et un isomorphisme de classe Nash
H: (My, Ey) — (M, B,)

tels que le diagramme suivant commute :

(My,7;(0)) = (M,, 71(0))
ﬂlfi h l”g
(R?,0) (R, 0)

T . e

REMARQUE 3.2. On s’intéressera dans la partie 2.3 au cas ou les modifica-
tions sont réalisées par des compositions d’éclatements a centres lisses, comme
dans la résolution des singularités [31, 5], ainsi qu’a la relation obtenue en ne
demandant plus un homéomorphisme h entre les espaces sources [38].

L’équivalence de Nash apres éclatements jouit de propriétés similaires a
celles de ’équivalence analytique apres éclatements. En particulier, il est connu
que ces équivalences n’acceptent pas de module continu dans le cas d'une
famille de germes a singularités isolées ([39] dans le cas analytique et [14]



dans le cas Nash). Il est en particulier pratique de montrer qu'une famille
est triviale au sens d’une telle équivalence lorsqu’il existe une résolution des
singularités commune a toute la famille (cf. [24, 25, 33, 34]).

On s’intéresse dans la suite aux invariants connus pour ces relations, ainsi
qu’aux relations entre les versions analytiques et Nash de ces équivalences.

1.2. Des invariants. On dispose de méthodes pour établir I’équivalence
de deux germes donnés, via l'intégration le long de champs de vecteurs dans
le cadre analytique [39] ou des résultats de trivialité dans le cadre Nash [25].
Inversement, pour démontrer que des germes ne sont pas équivalents, il est
nécessaire de disposer d’invariants. On rappelle la définition des premiers in-
variants connus, invariants dits de Fukui [23].

Soit f: (R%,0) — (R, 0) un germe de fonctions analytiques. Pour n € N,
soit A,(f) son espace des arcs tronqués a 'ordre n :

A (f) ={v{t) =art +--- +ant"; ord, fory(t) =n}

et AZ(f) C A,(f) les espaces d’arcs avec signes comme dans le chapitre 1.

L’ensemble de Fukui de f est ’ensemble des entiers n € N pour lesquelles
A, (f) n’est pas vide. On définit aussi des ensembles de Fukui avec signes
[32]. L’ensemble de Fukui est aussi 'ensemble des puissances intervenant dans
Z;(T'), le polynéme de Poincaré virtuel étant nul uniquement dans le cas de
’ensemble vide. Par ailleurs les fonctions zéta étudiées dans [35], définies avec
la caractéristique d’Euler a supports compacts a la place du polynome de
Poincaré virtuel, se retrouvent également en évaluant ce polynome en —1.

Fukui montre I'invariance de A(f) sous I’équivalence analytique apres éclatements
en utilisant la propriété de relevement des arcs pour une modification réelle
[23]. Avec la théorie de I'intégration motivique [13], on généralise ce procédé
pour montrer que les mesures des espaces d’arcs de germes équivalents, calculés
apres modifications réelles, coincident.

THEOREME 3.3. — [35] Des germes analytiques réels équivalents au sens
de l’équivalence analytique aprés éclatements partagent les mémes fonc-
tions zéta calculées avec la caractéristique d’Euler a supports compacts.

— [14] Des germes de Nash équivalents au sens Nash aprés éclatements par-
tagent les mémes fonctions zéta calculées avec le polynome de Poincaré
virtuel.

REMARQUE 3.4. Bien que I'équivalence analytique apres éclatements puisse
étre considérée comme un analogue réel de 1’équivalence topologique complexe,
il convient de remarquer que, dans le cadre complexe, les fonctions zéta ne sont
pas invariantes pour 1’équivalence topologique [4].

Le polynome de Poincaré virtuel étant plus fin que la caractéristique d’Euler
a supports compacts, il s’avere plus aisé d’étudier la classification dans le cadre
des germes de classe Nash.



1.3. Applications. Les résultats de la partie 3 du chapitre 1 permettent
alors un début de classification des germes de fonctions de Nash pour I’équivalence
de Nash apres éclatements.

Tout d’abord, on obtient comme conséquence du théoreme 3.5 'invariance
du corang et de I'indice.

THEOREME 3.5. [16] Des germes de Nash équivalents au sens de I'équivalence
de Nash aprés éclatements partagent les mémes corang et indice.

Le théoreme 3.5 est un premier pas essentiel en vue de la classification des
singularités des germes de fonctions Nash au sens de I’équivalence de Nash
apres éclatements. Il garantit que les invariants classiques des singularités res-
tent encore invariants au sens de cette relation.

Dans l'optique de poursuivre la classification, 1’étape suivante consiste a
considérer les singularités les plus élémentaires possibles, a savoir les singula-
rités simples. Ce résultat est une conséquence du théoreme 1.10 du chapitre
1.

THEOREME 3.6. [18] La classification des singularités simples sous l’équivalence
de Nash aprés éclatements coincide avec celle sous ’équivalence de Nash.

Ce résultat n’est en aucun cas surprenant. Par contre, son intérét est qu’il
garantit que la relation d’équivalence de Nash apres éclatements est une rela-
tion intéressante a étudier.

Enfin, dans la direction de la conjecture de Fukui sur I'invariance des poids
sous l'équivalence analytique apres éclatements, le théoreme 1.20 du chapitre
1 implique le résultat suivant.

THEOREME 3.7. [20] En dimension trois, deuz germes de classe Nash non
dégénérés par rapport a leur polyédre de Newton commode et homogene par
poids partagent les mémes poids s’ils sont équivalents au sens de [’équivalence
de Nash apres éclatements.

REMARQUE 3.8. En dimension deux, le résultat est encore vrai sans de-
mander au polygone de Newton d’étre commode [1].

2. Nash versus analytique

Cette partie décrit des travaux réalisés en collaboration avec Masahiro
Shiota [21, 22].

2.1. Approximations de Nash. Le cadre des applications de classe
Nash est un intermédiaire entre le cadre algébrique et le cadre analytique.
C’est un cadre plus souple que le monde algébrique (par exemple le théoreme
d’inversion locale y est valide), mais pas aussi souple que le monde analytique
(I'intégration le long d’un champ de vecteurs sort du cadre). Il est alors impor-
tant de pouvoir approcher des données analytiques avec des données de classe
Nash.



Il existe deux résultats principaux dans cette direction, dits théoremes
d’approximation de Nash. Le premier concerne 'approximation de fonctions
semi-algébriques par des fonctions de classe Nash (penser a I’approximation
de fonctions continues par des polyndmes). Le second est une version globale
du théoreme d’approximation de Artin sur une variété de Nash compacte.

Revenons au premier. Il s’agit d’approcher des applications semi-algébriques
de classe C" par des applications de classe Nash [49] au sens de la topologie
semi-algébrique de classe C" sur 'espace des applications semi-algébriques de
classe C".

THEOREME 3.9. [49] Toute application semi-algébrique de classe C" entre
variétés de Nash peut étre approchée par une application de Nash au sens de
la topologie semi-algébrique de classe C™.

Le second résultat se place dans le cadre de la topologie C*°.

THEOREME 3.10. [8] Soient My et My des variétés de classe Nash avec M,
compacte. Sotent F une fonction de Nash définie sur My x My et f : My — M,
une application analytique avec F(x, f(x)) = 0 pour x € M.

1l existe une approximation de f par une application de Nash ]7: My — M,
au sens de la topologie C*, telle que F(x, f(x)) =0 pour x € M.

On n’insistera pas tant sur l'aspect approzimation et sur les différentes
topologies employées (bien que ce soit important, cf. section 2.3 dans [22]) que
sur l'existence de solutions de classe Nash des lors qu’on dispose de solutions
analytiques.

Ce second théoreme d’approximation repose sur I’approximation de mor-
phismes en algebre commutative [51, 52]. En vue de I'application a I’équivalence
de Nash apres éclatements, on a besoin d’une version plus générale qui permet
d’approcher les solutions d’un systeme d’équations polynomiales en conservant
I'indépendance de certaines solutions par rapport a des variables données. On
utilise pour cela le théoréme d’approximations emboitées [51], qui est un raffi-
nement du théoreme d’approximation de Artin. Pour X C M un sous-ensemble
semi-algébrique compact d'une variété de Nash M, on désigne par N (X) les
germes sur X de fonctions de Nash et par O(X) les germes sur X de fonctions
analytiques.

PROPOSITION 3.11. [21] Soient My, ..., M,, des variétés de Nash et X; C
My, ..., X,, C M, des sous-ensembles semi-algébriques compacts. On se donne
I, s lnyn1y ooy € NL Sodent F; € N(X7 X -+ x X X R x -+ x Rli)”i et
fi € O(Xy x -+ x X)), pouri=1,....m, telles que

Fy(xy, i, (), - filzn, @) = 0
pour (z1, ..., x;) dans un voisinage de X1 X - - - x X;. Il existe alors fi e N(X; x
- x X))l proche de fi au sens de la topologie C™, pour i = 1,...,m, telle que
Fi(xla ceey Ly fl(x1>7 R3] .fi(xla 7x1>> - O
pour (z1,...,x;) dans un voisinage de X X -+ X Xj.



En particulier, la solution de classe Nash f; dépend des mémes variables
x1, ..., x; que la solution analytique f;.

On profite de cette proposition pour établir un nouveau théoreme d’ap-
proximation, qui généralise au cas des germes un résultat de [8] qui correspond
au cas ou M est compacte et X = M.

COROLLAIRE 3.12. [21] Soient M une variété de Nash, X C M un sous-
emsemble semi-algébrique compact, et f,g des germes sur X de fonctions de
Nash. Si f et g sont équivalents a droite analytiquement, alors f et g sont
équivalents a droite au sens Nash. Le difféomorphisme de l’équivalence au sens
Nash peut de plus étre choisi proche de celui de I’équivalence analytique au sens
de la topologie C*.

2.2. Approcher une résolution. En vue d’étudier les relations entre
équivalence analytique apres éclatements et équivalence de Nash apres éclatements
pour des germes de fonctions de classe Nash, une premiere étape importante
est d’approcher par une résolution de classe Nash une résolution des singu-
larités analytique d’un germe de classe Nash. Par le théoreme de résolution
des singularités de Hironaka [31], on sait qu’on peut résoudre les singularités
d’un germe de fonctions analytiques réelles par une succession d’éclatements a
centres analytiques lisses.

En utilitant le théoreme d’approximations emboitées, on montre que dans le
cas ou le germe est de classe Nash, on peut approcher chaque centre analytique
lisse par un centre lisse de classe Nash, de sorte a obtenir une résolution des
singularités de classe Nash. On redémontre ainsi l'existence d’une résolution
des singularités pour les fonctions de classe Nash [5].

Avant d’énoncer le résultat, on rappelle la notion de fonctions a croisements
normaux. Soit M une variété analytique réelle lisse. Une fonction analytique
admettant uniquement des croisements normaux en un point x de M est une
fonction dont le germe en x est de la forme & [, 27, & une constante additive
pres, dans un certain systéeme de coordonnées (1, ..., ;) en x et pour un certain
a = (ag,...,a,) # 0 € N Si la fonction admet des croisements normaux en
tout point de M, on la dit simplement a croisements normaux.

Soit f une fonction de classe Nash sur une variété de Nash M. Soit

Mmﬂ—m>Mm—1—>W_1>M0:M

une suite d’éclatements le long de centres analytiques lisses C; dans M;, pour
1=0,...,m—1, telle que fom o---om, admette uniquement des croisements
normaux (une telle suite existe d’apres [31, 5]). Soit X un sous-ensemble semi-
algébrique compact de M.

THEOREME 3.13. [21] I existe un voisinage semi-algébrique ouvert U de
X dans M, une suite d’éclatements U,, ~= Upp—y — -+ — Uy = U le long de
centres lisses de classe Nash D,,_1 dans U,,_1, ..., Dy dans Uy, respectivement,
et un plongement analytique v : U,, — M, tels que

(75, (Dm-1)) C 7' (Craet) s ooy



W((m1 0+ 07m) (Do) C (w0 0my) (Co)
et

fomo om0y =for 00Ty

REMARQUE 3.14. Supposons de plus que les espaces éclatés My, ..., M,
soient réalisés dans M x P(kg), ..., M x P(ky) X - -+ X P(k,,_1) respectivement,
pour certains ko, ...,k,_1 € N. On peut alors réaliser les ouverts Uy, ...,U,,
dans U x P(ky),...,U x P(ky) x -+ x P(k,,—1) respectivement, de telle sorte
que chaque paire D; C U; soit proche de C; C M; sur ((ry0-+-07_1) (X)),
et 1 soit proche de lapplication identité sur (7300 7,,)"(X) au sens de la
topologie C°.

2.3. Application. S’intéssant aux relations entre fonctions de classe Nash
et fonctions analytiques réelles, il est naturel de se demander si des fonc-
tions de Nash équivalentes apres éclatements au sens analytique sont encore
équivalentes apres éclatements, mais au sens Nash. Si on ne sait pas répondre
a cette question en général, elle admet cependant une réponse affirmative
pour les germes de fonctions a singularité isolée a condition de remplacer les
modifications réelles par des résolutions des singularités a la Hironaka. Plus
généralement, on sait répondre a cette question lorsque que I'on demande aux
germes d’étre équivalents (au sens analytique ou Nash) aprés éclatements, sans
demander comme dans la définition 3.1 dans le cas des germes en un point que
'isomorphisme H (analytique ou de Nash) apres éclatements redescende en
un homéomorphisme entre les espaces sources. Plus précisément, on demande
qu’il existe des compositions d’éclatements a centres lisses 7 et 7, et un iso-
morphisme analytique H tels que

(My,77(0)) 4 (M, 7,(0))
(R, 0) (R?,0)
X(R O)/

On qualifiera cette équivalence apres éclatements de faible. Notons que cette
nouvelle relation est bien différente, en particulier on sait construire un exemple
de germes qui sont faiblement équivalents apres éclatements sans étre équivalents
apres éclatements [21].

Dans cette situation, le résultat d’approximation est le suivant :

THEOREME 3.15. [21] Soient M une variété de Nash, X C M un sous-
ensemble semi-algébrique compact et f, g des germes de fonctions de Nash sur
X tels que X = M ou X C Sing f. Si f et g sont équivalents faiblement
apres éclatements analytiques, alors f et g sont équivalents faiblement apres
éclatements de classe Nash.



REMARQUE 3.16. (1) La démonstration de ce résultat repose sur les
mémes principes que ’approximation d’une résolution des singula-
rités analytiques du théoreme 3.13. La difficulté supplémentaire vient
du fait que l'on doit approcher les deux résolutions (pour f et g)
simultanément, ce qui entraine des difficultés techniques dans 1'utili-
sation de la proposition 3.11. On doit alors imposer éventuellement
des éclatements additionnels en vue d’obtenir le méme nombre de
centres d’éclatements, mais aussi un meéme nombre de générateurs
des différents idéaux de fonctions en jeu, etc...

(2) Dans le cas de germes de fonctions avec une singularité isolée, notons
que l'isomorphisme entre les résolutions redescend automatiquement
en un homéomorphisme entre les espaces sources, homéomorphisme
qui échange alors les deux points singuliers. On peut donc suppri-
mer 'adverbe “faiblement” dans I’énoncé du théoreme 3.15 pour des
germes a singularité isolée (mais en conservant tout de méme les com-
positions d’éclatements a la place des modifications).

3. Fonctions a croisements normaux

Motivé par le théoreme 3.15, nous nous sommes intéressés a 1’équivalence
analytique de fonctions & croisements normaux [22]. Si 1’étude générale de
I’équivalence analytique de fonctions analytiques réelles est un sujet difficile,
le cas particulier des fonctions a croisements normaux nous parait intéressant
du fait que ces fonctions apparaissent naturellement apres résolution des sin-
gularités.

On montre dans [22] que le cardinal des classes d’équivalence pour de tels
fonctions sur une variété analytique compact est dénombrable. On montre un
résultat analogue pour les fonctions de classe Nash a croisements normaux sur
une variété de Nash, non nécessairement compacte elle. Pour démontrer cela, on
s'intésse d’abord a I'approximation par des données analytiques d’équivalence
C™ entre des fonctions analytiques.

3.1. Equivalence analytique et C*°. Dans l'optique de I'étude du car-
dinal des relations d’équivalence apres éclatements, le résultat suivant permet
de se concentrer sur le cas des fonctions de classe Nash.

THEOREME 3.17. [22]

(1) Soit M wune variété analytique lisse et soient f et g des fonctions
analytiques sur M. On suppose que [ et g sont deux fonctions a croi-
sements normauz. Si f et g sont équivalentes a droite au sens de
I’équivalence C°, alors elles le sont encore au sens de l’équivalence
analytique.

(2) Soient f et g des fonctions de classe C™ propres sur une variété lisse
M de classe C* n’admettant que des croisements normaux. Si f et
g sont équivalentes a droite au sens de l’équivalence semi-algébrique



de classe C?, alors f et g sont aussi équivalentes a droite au sens de
I’équivalence C°.

(8) Si des fonctions f et g de classe Nash sur une variété de Nash n’ad-
mettent que des croisements normauz et sont équivalentes a droite
au sens de 'équivalence semi-algébrique de classe C?, alors elles sont
équivalentes au sens de l’équivalence de Nash.

La premiere partie du théroreme est la partie la plus importante. L’équivalence
analytique est produite par I'intégration le long d’'un champ de vecteurs. On
construit ce champ de vecteurs grace aux théoremes de Cartan A et B ainsi
qu’au théoreme d’Oka qui permettent de recoller des constructions locales.
Cette méthode est inspirée par des travaux antérieurs de M. Shiota [48].

REMARQUE 3.18. (1) Le théoreme 3.17 reste vrai dans le cas de variétés
a coins, ce qui est important pour ’application aux questions de car-
dinalité dans le théoreme 3.19.

(2) Remarquons par contre que 1'équivalence de classe C*° n’implique pas
I’équivalence de Nash (on peut trouver un contre-exemple dans la
remarque 3.1.(ii) de [22]).

3.2. Cardinalité. La dénombrabilité du cardinal de I’ensemble des classes
d’équivalence permet de garantir que la relation d’équivalence étudiée est rai-
sonnable. Avoir trop de classes signifierait que la relation est trop forte, alors
que s’il n’y en avait pas assez, elle serait par trop faible...

THEOREME 3.19. [22] Soit M une variété analytique compacte de dimen-
ston au moins un. Le cardinal des classes d’équivalence pour la relation d’équivalence
analytique a droite et a gauche des fonctions analytiques sur M qui n’admettent
que des croisements normauz est ou bien nul, ou bien dénombrable.

Dans le cas Nash, I’hypothese de compacité n’est plus nécessaire, et si effec-
tivement M n’est pas compacte, le cardinal des classes d’équivalence est alors
dénombrable.

On se sert du théoreme 3.17 pour ne démontrer ce résultat que dans le cas
Nash. On se ramene alors au cas ou la variété de Nash est compacte grace a la
résolution des singularités pour les fonctions de classe Nash et une étude plus
poussée des fonctions de classe Nash a croisements normaux sur des variétés de
Nash a coins. On s’en sort alors par des arguments classiques dans le cadre Nash

(trivialité de Hardt, théoreme d’Artin-Mazur, théoremes d’approximation de
Nash).

REMARQUE 3.20. (1) Le cas ou le cardinal est nul peut effectivement
arriver, par exemple pour M = S2.

(2) Par contre dans le cas analytique, si M n’est pas compacte le cardinal
n’est alors plus dénombrable.
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