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Notations

Tout au long de cette these, nous utiliserons les notations et les définitions
courantes suivantes :

« RY avec N € N*, désignera 'espace vectoriel euclidien de dimension
N sur R. Un élément (z1,...,zy) de RY sera noté simplement x. Pour
le cas de la dimension N = 1, on simplifiera R! en R. Cet espace sera
muni de la norme euclidienne définie par

-1l RY — [0,00)

(x1,...,xn)

En dimension N =1, || z ||z coincide avec |z|, la valeur absolue de z.
On désignera le produit scalaire standard de RY par

N
-y = Z%%
i=1

Les ouverts de RY seront définis par la topologie induite par la norme
euclidienne || - ||2.

.  désignera un domaine de R?, c’est-a-dire un ouvert connexe de RY.
On notera  l'adhérence de Q, Q° désignera le complémentaire de €2,
et le bord sera noté 0€2. Sauf mention contraire, on supposera que le
bord de Q sera de classe C2. Sur ce bord, on définira un champ de vec-

teur extérieur, normal et unitaire : la normale extérieure. On la notera
v:0Q — RV,

. Ck(A, B), avec k € N, désignera les fonctions définies sur un ouvert A
de RY, a valeurs dans un ensemble B de R”, k-fois dérivables et dont

les dérivées jusqu’a lordre k sont continues. L’ensemble C°(A, B) sera
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aussi noté C(A, B). Lorsque B = R, on simplifiera C¥(A, B) en C¥(A).

CE(A, B), avec k € N, désignera les fonctions C¥(A, B) s’annulant sur
le bord de A.

Pour un ouvert A de RY, B un ouvert de R™ et un ensemble C' de R%,
CH(A x B,C), avec k € N et | € N, désignera les fonctions définies
sur A x B & valeurs dans C qui sont de classe C* par rapport a la va-
riable située dans A, de classe C! par rapport & la variable située dans B.

Pour une fonction f € C*(Ax B, C), avec x la variable dans A C RY et
y la variable dans B C RM on notera 0,, f la dérivée de f par rapport

-ieme

a la @™ coordonnée de z, et 9y, f la dérivée de f par rapport & la j
coordonnée de y, pour tout 1 < i < N et tout 1 < 5 < M. Lorsque la
variable x possede une seule coordonnée, on notera simplement 0, f.

En cas de dérivées successives, on rassemblera les dérivées d'une méme
variable de la sorte :

aﬂci(a’cjf) = 8ariarjf et O, (0, f) = aif

. , . n . n-+1
Si nécessaire, on notera d,, (0. f) = 05" f. Par contre, on ne regrou-
pera pas les dérivées par rapport a deux variables différentes.

Pour les opérateurs usuels, nous utiliserons les notations suivantes :
pour f une fonction de classe C?, on désignera le gradient de f par

Vf = (aoclfa 8x2fa cee >afo)a

la dérivée normale de f (dérivée de f suivant la direction de la normale
v du domaine dans lequel on considere f) par

anyVf'V7

la matrice hessienne de f par

H2f = (01, f)

b
1<ij<N

le Laplacien de f par

N
Af=> 0 f=trHY.

=1
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. Lorsqu’il n’y aura aucune ambiguité, c’est-a-dire dans le cas d’une seule
variable unidimensionnelle, on utilisera f, ', f”, f®, ... pour désigner
les dérivées successives de f.

. On définira la norme sup d’une fonction f définie sur A C RV par

IS lloo= sup [f].
A

« On appellera norme LP(A) d’une fonction f définie sur un ouvert A de

RY la quantité
17 1= ([ 177 az).
A

Pour le cas spécial f =1 dans A, on notera |[A| = [, 1 dx lorsque cette
quantité est un nombre fini.

Tout au long de ce mémoire, nous utiliserons les notions de sur-solution et de
sous-solution propres aux méthodes de comparaisons employées, voir Annexe
A. Pour une équation d’évolution dyu = F(z,t,u, Vu, Au) dans un domaine
Q) de R sous des conditions au bord B(u) = 0 sur 9 et avec une condition
initiale ¢ définie sur €, on dira que :

. une fonction v est une sur-solution si elle vérifie

Ow > F(x,t,v,Vv,Av) dans Q) pour t > 0,
B(v) >0 sur 0F) pour t > 0,
v(+,0) > dans Q.

. une fonction w est une sous solution si elle vérifie

Ow < F(x,t,w, Vw, Aw) dans 2 pour t > 0,
B(w) <0 sur 02 pour t > 0,
w(-,0) < dans Q.

D’autres notations spécifiques seront utilisées ponctuellement. On les définira
au moment de leur utilisation.
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Introduction

Les Equations aux Dérivées Partielles sont omniprésentes dans les sciences,
puisqu’elles apparaissent aussi bien en chimie, en biologie, en dynamique
des structures, en mécanique des fluides que dans les théories de la gravita-
tion ou de 1'électromagnétisme. Elles sont primordiales dans des domaines
tels que la simulation aéronautique, la synthese d’images, ou la prévision
météorologique. Les équations les plus importantes de la relativité générale
et de la mécanique quantique sont également des Equations aux Dérivées
Partielles. De nombreux problemes célebres modélisés par des Equations
aux Dérivées Partielles sont toujours ouverts depuis des décennies, telles
les Equations de Navier-Stokes en mécanique des fluides qui sont I'un des
sept Problemes du Prix du Millénaire instaurés en 2000 par l'institut de
mathématiques de Clay. Dans ce mémoire, nous considérons des équations
de réaction-diffusion modélisant 1’évolution des concentrations d’une ou plu-
sieurs substances spatialement distribuées et soumises a deux processus : un
processus de réactions locales, dans lequel les différentes substances se trans-
forment, et un processus de diffusion qui provoque une répartition de ces
substances dans l’espace. La chimie, la biologie, la physique, la géologie ou
encore |’écologie sont des domaines ou de telles équations apparaissent. Les
conditions dynamiques sur le bord d'un domaine mettent la dérivée tempo-
relle en relation avec le potentiel et la dérivée normale extérieure spatiale de
celui-ci. Elles s’appliquent dans beaucoup de modélisations avec les Equa—
tions aux Dérivées Partielles paraboliques, notamment dans la théorie du
controle et la chimie. Dans le cas de la diffusion de la chaleur, les conditions
au bord dynamiques modélisent I’apport de chaleur du a la conductivité de
la (tres fine) paroi du milieu dans lequel on observe le flot de chaleur. Dans
le cas des réactions chimiques, ces conditions dynamiques signifient que les
especes de la réaction ont besoin d’énergie pour quitter le milieu ou a lieu la
réaction chimique, rendant difficile I’échappement des especes.

Tout d’abord, au chapitre 1, nous considérons I’équation de Burgers uni-
dimensionnelle dans un intervalle réel (—a, a) avec a > 0, sous les conditions
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au bord dynamiques et avec valeurs initiales. Le probleme considéré est le
suivant :

Ou = 0*u — udyu +uP  dans [—a,a) pour t > 0,
oOu~+ O,u =10 sur {—a,a} pour t > 0, (B)
u(-,0) = ¢ € C([~a, a)

La résolution d’un tel probléme consiste a trouver une fonction u a deux
variables, une variable d’espace x € [—a,a] et une variable de temps t €
[0,00), dépendant des choix de o, p et ¢, telle que u vérifie chacune des
équations du Probleme (B), et

u € C([~a,a] x [0,T)) NC*'([~a,a] x (0,T)),

ou T € (0,00] désigne le temps d’existence maximale de la fonction u,
dépendant lui aussi des parametres o, p et ¢. L’existence locale et 1'unicité
de telles solutions est déja établie. Pour cela, on se réfere aux résultats de
J. von Below [6] et [7] concernant les espaces ramifiés, qui nous donnent, en
particulier, des résultats d’existence pour les problemes unidimensionnels. La
théorie classique des équations paraboliques fournit également des résultats
d’existence et d’unicité pour les solutions régulieres des problemes considérés
dans ce mémoire, notamment grace aux résultats de Ladyzenskaya, Solonni-
kov & Uraltseva [26], de Weissler [52], et plus particulierement les résultats
concernant les conditions au bord dynamiques od;u+ d,u = 0 de Escher [16]
et de Hintermann [23]. Dans le premier chapitre, nous nous intéressons aux
propriétés des solutions positives du probleme de Burgers (B). D’apres les
résultats de von Below & Mailly [11], nous savons que les solutions positives
du Probleme (B) existent globalement lorsque 1 < p < 2 tandis qu’elles
explosent en temps fini pour p > 2. Dans ce chapitre, nous améliorons un
résultat de von Below & Mailly [11] sur ordre de croissance des solutions
lorsqu’on approche le temps d’explosion : pour p > 2 on montre que cet ordre
de croissance est d’au moins —1/(p — 1). On montre aussi qu'il est d’au plus
—1/(p — 1) lorsque p satisfait a

> Z—l —+ 2—\/7 CcoS 1arccos 107\/7
pP=37T73 3 392 ) |

Ou de maniere équivalente, lorsque p > 3 et

P -1 -3) > |

Numériquement, cela nous donne p > 3,04030220028546361784388944339 . ..
alors que la précédente restriction était p > 3 4+ 1/3. Bien que nous ne
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réussissons pas a passer outre, cette restriction est d’ordre purement tech-
nique. Ensuite, nous étudions le profil et I’ensemble des points d’explosion
des solutions positives du Probleme (B). Pour cela, on impose des conditions
spécifiques sur la donnée initiale (profil d'une bosse et anti-symétrie) qui se
transmettent a la solution qui aura elle aussi 'allure d’une bosse. Et grace
a ce profil particulier, nous pourrons en déduire que ’ensemble des points
d’explosion de la solution consiste en un singleton. Au travers d’exemples
numeériques, nous montrons que si la donnée initiale n’a plus une allure aussi
élémentaire, le profil (et par conséquent I'ensemble des points d’explosion)
de la solution se révele étre difficile a déterminer. On considere une classe
de données initiales ayant la forme de deux bosses, et selon la profondeur
du creux (valeur du minimum local situé entre les deux maxima locaux), on
observe soit la persistance du profil deux bosses tout au long de 'intervalle
d’existence de la solution (lorsque la différence entre le minimum local et
les maxima locaux est relativement grande), soit le profil de la solution est
modifié apres un certain temps (pour une faible différence entre le minimum
local et les maxima locaux, le profil deux bosses devient un profil une bosse).
Les résultats de ce chapitre sont regroupés dans un article écrit en collabo-
ration avec J. von Below et G. Mailly, soumis a publication [12].

Ensuite, dans le second chapitre, on s’intéresse a une équation de Bur-
gers paramétrée stationnaire. On cherche a prouver 'existence de solutions
régulieres (de classe C?) de I’équation stationnaire unidimensionnelle

u” —uu' +uluft = A =0,

avec des conditions au bord de Dirichlet ou de Neumann. Pour le cas station-
naire, les conditions dynamiques cd;u+ d,u = 0 sont équivalentes aux condi-
tions de Neumann d,u = 0. L’introduction du parametre A € R nous permet
d’obtenir des solutions sous conditions de Neumann, que nous n’avons pas
dans le cas purement de Burgers (A = 0). Contrairement au premier chapitre,
on s’intéresse aussi aux solutions changeant de signe, justifiant 1’écriture de
la puissance p'™® sous la forme u|u[P~!. On raisonne a 'aide d'une analyse
du plan des phases du systeme de premier ordre

u o\ v
v )\ uw —ufulPt 4+ )

Nous démontrons une bifurcation de ce plan des phases en fonction de la
valeur du parametre A. La nature, ainsi que le nombre, des équilibres du
systeme précédent sont modifiés : lorsque le parametre \ est strictement

positif, nous avons trois équilibres ()\P%l,O) et (—)\Til,O), respectivement
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répulsif et attractif, et le point-selle (0, 0). Lorsque A tend vers 0, puis lorsque
A < 0, les trois équilibres se recollent en un seul équilibre : le point (0,0)
qui est alors un centre, voir Figure 1. Ensuite, nous comparons ces solutions

Centre Point-selle

F1G. 1 — Abscisses des équilibres.

stationnaires avec les solutions non-stationnaires du probleme

Ou = 0*u — udyu + uP — Au  dans [—a,a] pour t > 0,
oOu+ O,u =0 sur {—a,a} pour t > 0, (B»)
u(+,0) = ¢ € C(|—a,al),

afin d’en déduire 'existence de solutions globales. Et réciproquement, on uti-
lise les résultats de von Below & Mailly [11] sur I'explosion des solutions du
Probléeme (B,) pour en déduire la non-existence de solutions pour I’équation
v —ud + ululP~t — Au = 0.

Au chapitre 3, nous continuons 1’étude de I’équation de Burgers pa-
ramétrée. Cette fois nous nous plagons dans un domaine D non borné de
R, typiquement, D désigne (—oc,0), (0,00) ou R, et nous considérons le
probleme non-stationnaire

Ou = 0%u — udpu +uP — Au  dans D pour t > 0,
B(u) =0 B sur 0D pour t > 0,
U(,O) =pcE C(‘D)’

ou B(u) = 0 désigne différentes conditions au bord : selon les cas considérés, il
s’agit des conditions de Dirichlet, de Neumann, de Robin, des conditions non-
linéaires ou des conditions dynamiques. En utilisant des normes L' & poids,
nous démontrons ’explosion en temps fini des solutions selon les valeurs des
parametres p, A et . Pour les différentes conditions au bord évoquées, on
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prouve des résultats de type Fujita concernant I’explosion en temps fini de
toutes les solutions positives, par exemple avec A < 0 et p > 2 pour les condi-
tions au bord de Neumann ou avec A > 0 et p > 2 pour des conditions au
bord non-linéaires (incluant les conditions de Robin). Le cas limite A = 0 est
plus délicat pour le cas des conditions de Neumann puisque pour 2 < p < 3
toutes les solutions positives explosent en temps fini, tandis que pour p > 3, il
devient nécessaire d’imposer des conditions sur la taille de la donnée initiale
afin d’assurer ’explosion des solutions. Pour d’autres valeurs des parametres
p, A et ¢, notamment lorsque A > 0 ou lorsque 1 < p < 2 pour les conditions
au bord dynamiques avec o > 0, nous montrons l’existence de solutions glo-
bales par une technique de comparaison et a 1’aide de sur-solutions explicites
et localement bornées. La non-symétrie des solutions, due au terme uu', nous
oblige a considérer séparément les cas ou le domaine non borné est (—oo, 0)
ou (0,00). On explore aussi 'existence de solutions de similarité de la forme
u(x,t) = v(x + ct). Malheureusement, ce type de solutions n’apparait que
dans les cas ou nous connaissons déja une sur-solution explicite.

Les principaux résultats de ces deux chapitres sur I’équation de Burgers
paramétrée sont regroupés dans un article soumis a publication [40].

Au chapitre 4, on s’intéresse a un probleme de réaction-diffusion sans
convection sous les conditions au bord dynamiques :

Ou = Au + uP dans Q pour ¢ > 0,

oOiu + O,u = 0  sur 02 pour t > 0, (F)
u(-,0) =9 €C(Q) ,

u >0 dans Q pour ¢ > 0,

ol ) désigne un domaine extérieur de RY. On démontre que le phénomene
de Fujita, découvert par Hiroshi Fujita [19] en 1966, puis étudié par Bandle
& Levine [4] pour les conditions de Dirichlet en 1989, est encore vérifié pour
les conditions au bord dynamiques. C’est a dire que 1'on montre que toutes
les solutions positives non-triviales du Probleme (F') explosent en temps fini
des que 1 < p < 1+ 2/N, tandis que pour p > 1+ 2/N, le Probleme (F)
admet des solutions positives non-triviales lorsque la donnée initiale ¢ est
suffisamment petite. On raisonne a l'aide de méthodes de comparaisons :
en comparant les solutions du Probleme (F') avec les solutions du probleme
sous conditions de Dirichlet (voir Bandle & Levine [4]), on démontre le cas
d’explosion (1 < p < 1+42/N). Le cas d’existence globale découle de la com-
paraison entre les solutions du Probleme (F') et les solutions du probleme
sous conditions au bord de Neumann (voir les résultats de Levine & Zhang
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[29]). Ainsi, on généralise le résultat concernant les domaines extérieurs ayant
un complémentaire étoilé établi par Bandle - von Below & Reichel [2] aux
domaines extérieurs quelconques. A l'instar de Bandle & Levine dans (3], on
généralise nos résultats en remplacant le Laplacien par un opérateur elliptique
de second ordre plus général : on résout completement le cas d’explosion, tan-
dis que le cas d’existence globale est soumis a une restriction concernant la
géométrie du domaine €. Et pour terminer, en adoptant les mémes tech-
niques de comparaison, nous démontrons que le phénomene de Fujita est
aussi vérifié lorsqu’on remplace les conditions au bord dynamiques par les
conditions au bord de Robin s’écrivant d,u + au = 0 sur le bord du domaine
0f) pour tout t > 0 et avec o > 0. Les principaux résultats concernant le
probleme sous conditions au bord dynamiques font I’objet d’un article publié
dans Asymptotic Analysis [39]. Ceux concernant les conditions au bord de
Robin sont regroupés dans un article soumis a publication [41].

Finalement, nous rappelons en annexes les théoremes de comparaison et
les principes du maximum issus de [8] que nous utilisons tout au long de ce
mémoire. Les annexes contiennent aussi les algorithmes utilisés pour réaliser
les simulations du Chapitre 1 sur les solutions de 1’équation de Burgers ayant
I’allure de deux bosses.
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Chapitre 1

L’équation de Burgers : ordre
de croissance et points
d’explosion

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous traitons le cas d’un probleme parabolique unidimen-
sionnel a valeur initiale composé de I'équation de Burgers dans un domaine
réel borné 2, sous les conditions au bord dynamiques dissipatives B, (u) = 0
mettant en relation la dérivée temporelle et la dérivée normale au moyen
d’un coefficient o positif.

Ou = O*u — udyu +uP  dans Q pour t > 0,
B,(u) = 0du+ d,u =0 sur 02 pour ¢t > 0, (1)

u(-,0) = p € C(Q).

Par commodité, on centre I'intervalle en zéro : Q = (—a,a), avec a > 0. On
étudie le cas des puissances p sur-linéaires : p € (1,00). Dans un premier
temps, nous améliorons un résultat de [11] sur 'ordre de croissance des so-
lutions en fonction de la puissance p : pour tout p > 2 nous montrons que
I’ordre de croissance de la norme L*> de la solution est au moins de p%ll, et si

> Z—l + 2—\/7 CcoS 1a]rccos 107\/7
P=3T 73 3 392 ) )

on montre qu’il est au plus de p_T11- Par la suite, nous étudions I’ensemble des

points d’explosion et ’allure des solutions du Probleme (1). Lorsque la donnée
initiale a la forme d’une bosse, nous démontrons que la solution préserve ce
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profil tout au long de son intervalle d’existence maximale, et que I’ensemble
de ces poins d’explosion est un singleton. Nous terminons ce chapitre en
donnant des exemples numériques de solutions ayant un profil initial a deux
bosses et préservant ce profil jusqu’a I'explosion, ainsi que des solutions ou ce
profil est modifié. On démontre également ’existence de sur-solutions ayant
un profil a deux bosses restant identique depuis la donnée initiale jusqu’a
leur explosion.

Pour cela, supposons que le coefficient o soit constant

o€ R, (2)
et que la condition au bord soit dissipative

o> 0. (3)

Pour la donnée initiale, nous supposons

©>0,0#0,0€C([~a,a). (4)

D’apres les résultats de [11], ces hypotheses nous assurent que les solutions
du Probléme (1) explosent en temps fini dés que p > 2 et que ¢ > 0 sur €,
tandis que pour 1 < p < 2 les solutions de (1) existent globalement. Pour
notre étude, nous avons besoin d’hypotheses supplémentaires sur la donnée
initiale :

p€C([~a.a]), ¢ —wp +¢">0dans [~a,al. (5)
Onnote T'= T'(0, ) le temps d’explosion de la solution du Probleme (1) avec
la donnée initiale o et avec le coefficient o dans la condition au bord. On ap-
pelle u, I'unique solution de ce probleme dans la classe C2*(Q x [0, T(a, ©))).
Précisons que d’apres le principe de conparaison de von Below et De Coster
[8], on a bien 'unicité des solutions dans la classe des fonctions C*!, ainsi
que la positivité des solutions pour le Probleme (1).

1.2 Ordre de croissance

Dans cette partie nous démontrons un lemme sur les propriétés qualitatives
des solutions du Probleéme (1), puis nous donnons un encadrement de ’ordre
de croissance des solutions du Probleme (1).
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1.2.1 Propriétés qualitatives

Lemme 1.2.1 Supposons que la condition (4) soit satisfaite. La solution u,
du Probléme (1) vérifie

Uy >0 dans Q x (0,T(c,¢)).

De plus, si le coefficient o vérifie les hypothéses (2) et (3), que ¢ vérifie la
condition (5), alors on a

Oy >0 dans Q x (0,T(a,p)),
plus précisément, pour tout & € (0,T(0,)), il existe ¢ > 0 tel que
Oy (-, &) > ¢ dans Q.
Et pour tout & € (0,T(o,¢)), il existe d > 0 tel que

Uy >d dans Q x (&,T(o,9)).

Preuve :  Ces résultats découlent du principe de comparaison de [8] (Co-
rollaire A.3) et du principe du maximum fort de [8] (Théoreme A.4). On se
donne 0 < 7 < T(0, ¢) et on démontre chacune des assertions dans Q x (0, 7].
Pour cela, on décompose la preuve en trois étapes.

1%r¢ étape : Par définition de u, et d’apres 'hypothese (4), on a

Oy — F(2,t, Uy, Optig, H*uy) >0 dans Q x (0, 7],
B, (u) >0 sur 09 x (0,7],
u(-,0) >0 dans Q,

avec F(x,t,a,b,C) = C —uy(x, t)b+ub™!(x,t)a. La fonction F est croissante
par rapport a la variable C, vérifie F'(z,t,0,0,0) = 0, et puisque u, est borné
sur le compact €2 x [0, 7], on a

a; > as = F(x,t,a1,0,C) — F(x,t,a2,b,C) < L(a; — as),

avec L = sup{u,(z,t)?~'/(z,t) € Q x [0,7]}. La condition de Lipschitz uni-
latérale (97) est vérifiée, et on peut appliquer le Corollaire A.3. On obtient

Uy >0 dans Q x (0,7].
Ensuite, grace au signe de u,, les équations du Probléeme (1) donnent

Oy > D[u] dans Q x (0, 7],
B,(u) >0 sur 99 x (0, 7],
u(-,0) >0 dans €,
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olt D[u] = *u+g(x,t,u,dyu), avec g(x,t,a,b) = —uy(z,t)b. Comme précédemment,

u, est borné sur Q x [0, 7], et la fonction g vérifie

g(+,+,+,b) > —klb|, avec Kk = sup wu, > 0. (6)
Qx[o,7]

On peut appliquer le Théoreme A.4, qui donne

‘min u, =mingp =m > 0,
Qx[0,7]

et si ce minimum est atteint en (z,t) € Qx (0,7], on a u = m dans Q x [0, 7].
L’équation de Burgers du Probleme (1) implique m = 0, et en particulier,
on obtient ¢ = 0 qui contredit I'hypothese (4). Par conséquent, on peut en
déduire u, > m > 0 dans Q x (0, 7].

2ieme ¢tape : Avec les hypotheses supplémentaires (2), (3) et (5), et d’apres
des résultats de régularité classiques issus de [26], on a u, € C**(Q x [0, 7]).
On choisit o > 0 tel que

pul™! — O,u, + o > 0 dans Q x [0, 7).
La fonction y = e*dyu, € C*(Q x [0,7]) vérifie

Oy = 0%y — usO0py + (pul™ — Oyu, +a)y  dans Q x (0, 7],
o0y + 0,y —oay =0 sur 02 x (0, 7],
y(-,0) >0 dans Q,

d’apres les hypotheses supplémentaires sur o et ¢. On peut alors appliquer
le Corollaire A.3 avec F(z,t,a,b,C) = C — u,(z,t)b+ (pu2™ — d,u, + a)a.
On obtient alors y > 0 dans Q x [0, 7]. Ensuite, par définition de «, et grace
au signe de y, on a

Oy > 0%y — u,0,y dans Q x (0, 7],
o0y + 0,y > 0 sur 90 x (0, 7],
y(-,0) >0 dans Q.

Avec Dlu] = 0*u + g(x,t,u,0,u) et la fonction g(x,t,a,b) = —uy(z,t)b
vérifiant I’équation (6), on peut appliquer le Théoreme A.4. On obtient alors

min y = miny(-,0) =m' >0,
Qx[0,7] Q

et si ce minimum est atteint en (z,t) € Q x (0, 7], y = m’ dans Q x [0, 7]. Par
I'absurde, supposons que le minimum vaut 0 et est atteint dans © x (0, 7].
Dans ce cas, on y = 0 dans Q x [0,7], et aussi dyu, = 0 dans Q x [0, 7].
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Cette derniere égalité implique u,(-,t) = ¢ dans Q pour tout t € [0,7].
En particulier u, atteint son minimum sur Q x {7}, ce qui est exclu par
la premiere étape. Finalement, y > 0 dans Q x [0,7] et on en déduit que
Oy > 0 dans Q x [0,7] et que pour tout & € [0, 7], il existe ¢ > 0 tel que
min{du, (-, &) /z € Q} > 0.

3ime étape : D’apres la premiere étape, on sait que pour tout 0 < & < 71

minu,(-,§) =d > 0,
0

puis la seconde étape nous donne dyu, > 0 dans Q x [0,7]. D’olt ug(x,t) > d
pour tout (z,t) € Q x [, 7].
[

Remarque 1.2.2 Ce lemme nous permet de relaxer les hypothéses invoquées
dans [11] pour assurer l'explosion des solutions du Probléme (1). En effet,
von Below et Mailly démontrent qu’une solution du Probléme (1) explose en
temps fini dés que la donnée initiale o vérifie ¢ > 0 dans Q. Le Lemme
1.2.1 nous montre que si la donnée initiale ¢ vérifie ssimplement p > 0 dans
Q, alors pour ¢ € (0,T(0,¢)) on a uy(-,€) > 0 dans Q. Grdce a l'unicité
des solutions, la solution du Probléme (1) avec la donnée initiale u,(-,§) est
la fonction v, donnée par v,(x,t) = u,(x,t + &) pour tout x € ) et tout
t €[0,T(o,p) —&). D’aprés von Below et Mailly, la solution v, explose en
temps fini. Par conséquent, la solution u, explose en temps fini aussi.

1.2.2 Vitesse d’explosion

Nous allons démontrer deux inégalités afin de borner la norme || uy (-, ) ||
avec une hyperbole de la forme (7 —¢)~*/"P~Y_ Concernant la minoration de
I'ordre de croissance, on démontre un résultat générique.

Théoréme 1.2.3 Supposons que les hypothéses (2) - (3) - (4) et (5) soient
vérifiées. La solution u, du Probléeme (1) vérifie :
Y= =
Lol t) o= (—=) 7 (T(00) =)™ pour tout t € [0,T(0,¢)) -
p —_—
Preuve :  On définit g(t) :=|| uy(-,?) |loc pour tout t € [0,7(c,p)). Les
hypotheses énoncées nous donnent dyu, > 0 sur Q x [0,7(c,p)) d’apres le
Lemme 1.2.1. Par conséquent, la fonction g est croissante sur [0, 7 (o, ¢)), et
donc ¢ est presque partout dérivable sur [0,7(c,¢)). Ensuite, considérons
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t € [0,T(o,¢)) tel que g soit dérivable en t. Soient 0 < h < t, = et z;, tels
que :

[t () lloo= uo(x, 1) et |l uo(-,t = h) [loo= uo(xn, t = h).

D’apres le Lemme 1.2.1, on a d,u, = —0du, < 0 sur le bord 9€2, ce qui
nous assure que le maximum de u, (-, ) est atteint a l'intérieur de €2 pour
tout t > 0. Par définition de ¢, de x et de x,, on a

g(t) — gt — h) =uys(z,t) — us(xn,t —h) < uy(z,t) —us(x,t — h).
Grace a la régularité de u,, il existe € € (0,1) tel que
Uy (2,t) = uy(x,t — h) + hdwu,(x,t — Oh),
d’on
g(t) —g(t —h)

h
Lorsque A tend vers 0, on obtient

< Opug(x,t — 6h). (7)

g'(t) < Qo (,1).
Par définition de u,, on a

gt) < Puy(z,t) — ug(x, t)0puy(x,t) + uy(z, )P (8)
< ug(w, )P = g(t)?,

car z est un maximum de u,(-,t). Notons également que la fonction g est
lipschitzienne sur [0, 7] pour tout 0 < 7 < T'(0, ). En effet, g étant croissante
et continue (car u est réguliere), I’équation (7) implique

9(t) — g(t = h)[ = g(t) —g(t —h) < h sup [Dpu,|.
Qx1[0,7]

En intégrant entre ¢t > 0 et t < 7 < T'(0, ¢), '’équation (8) nous donne

g —g(r)' " < (p— (T —1).
Lorsque 7 tend vers T'(c, ¢), on a g(7) — oc. Dot ()7 < (p — 1)(T — t).
]

Le théoreme suivant sur la majoration de 'ordre de croissance est une ex-
tension du résultat donné par J. von Below et G. Pincet-Mailly dans [11] qui
permet d’améliorer la restriction sur I’exposant p.

26



Théoréme 1.2.4 Supposons que les conditions (2) - (3) - (4) et (5) soient

vérifiées et soit
> 2 + 2—\/7 cos E arccos 1077 (9)
P=3773 3 302 ) )

Alors, il existe une constante positive C' telle que

C
| uo (-, 1) [|oo< —— pour tout t € [0,T(0,¢)).
(T'(o,0) — t) 7=
Preuve : La preuve est similaire a celle du résultat de [11]. Les modi-

fications permettant d’améliorer le résultat apparaissent en fin de preuve.
Choisissons ¢ € (0,T(0,¢)) et a > 1 tel que p(p —1)(p —3) = §. Ce dernier
point est possible puisque la condition (9) sur p signifie p > 3 et

1

plp—1)(p—3) > 1

Notre but est de montrer, par une méthode de comparaison, qu’il existe deux
réels 6 > 0 et M = M, > 1 tels que

Oy > Se M (uP +u?) dans Q x [¢,T(0,¢)). (10)

Pour cela on pose d(t) = exp(—Mt) avec M = ¢(a— 1)1’% et k(u) = uP +u?,
puis on définit
J(z,t) = Oy (x,t) — 0d(t)k(uy)(z,t)
pour tout (z,t) € Q x [¢,T(o,¢)) et avec § > 0. Grace aux hypotheses (2) -
(3) - (4) et (5), on peut utiliser le Lemme 1.2.1 qui nous donne
Oy (&) > ¢ >0 dans Q.

Comme la fonction uﬁ(-, €) est continue sur le compact €, il existe 3 > 0 tel
que Uy (+, &) < B sur Q. Ainsi si I'on choisit § > 0 suffisamment petit tel que
c > 0d(§)k(5), on obtient

J(-,6) >0 dans Q. (11)

Ensuite, de maniere analogue au Lemme 1.2.1, les résultats de régularité
issus de [26] nous donnent u, € C**(Q x [0,T(o,¢)), en particulier J €
C2HQx[¢,T(0,¢)). Par définition de u,, sur le bord latéral 92 x [£, T(a, ¢)),
J vérifie la condition au bord dynamique

Bo(J) = Bo(Ows) = 6d(t)K (ue) By (uq) — odd (t)k(uo)
0B, (uy) — 0d(t)K (uy) By (uy) + oo Md(t)k(u,) (12)
= odMd(t)k(u,) > 0.
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Ensuite, dans Q x [¢, T(a, ¢)), la fonctionnelle J satisfait & I'’équation suivante
OpJ — 02J + ug0pJ — (puP™ — Oyuy)J = 6dH (uy, Dyt ), (13)
ou
H(u,v) := puP k(u) — k' (u)u? + K’ (u)v* + Mk(u) — k(u)v.

Dans le but d’utiliser le Corollaire A.3, nous allons montrer que H(u,v) > 0.
Pour cela, nous montrons que

v(u? + 1) < MW +u®) + (p—3)uP* + (p(p — D)uP > 4+ 6u) v*.  (14)

Lorsque v < M, I"équation (14) est clairement vérifiée. Maintenant, sup-
posons que M < v. Si 'on a aussi u? < 6v, alors v?v < 6uv? et wPv <
p(p — DuP~2v? grace a p > 3. L’équation (14) est aussi vérifiée dans ce cas.
Finalement, si u? > 6v, on a u > v6M = (o — 1)17%13, et par définition de M,
on a

u? + ud < auP.

On a alors la suite d’inégalités suivante

v(u? 4+ u?) < auPv < 24/p(p — 1) (p — 3)uPv - uP 2

2
par définition de p et de .. Ensuite, comme (N/p —3u®—+/p(p — 1)1}) >0,

on a

2v/p(p —1)(p — 3)u?v < (p = 3)u’ + p(p — )0,

Par conséquent, on obtient
v(u? +u?) < (p—3)uP™? + p(p — DuP v,

et 'équation (14) est vérifiée dans ce dernier cas. Ainsi, en regroupant les
équations (11) - (12) - (13) et avec ddH (uy, Ou,) > 0, on remarque que,
pour tout 7 € [{,T(0,¢)) la fonctionnelle J vérifie

OpJ — 2J + ug0pJ — (pup™t — Oyuy)JJ >0 dans Q x [€, 7]
B,(J) >0 sur 90 x [€, 7],

J(-,£) >0 dans €.

On peut alors appliquer le Corollaire A.3 avec F'(x,t,a,b,C) = C—u,(z,t)b+
(put~" — O,uy)a, qui nous donne J > 0 dans Q X [£,7] pour tout 7 €
[€,T(0,¢)). Cela démontre 1'équation (10), en particulier

Oy > (56_MT(U’“")u{,’ dans Q x [£,T(0,¢)).
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Pour en conclure sur l'ordre de croissance, il suffit d’intégrer cette équation
entre t € [£,T(0,¢))) et s € (t,T(0,¢))). Pour tout € 2, on a

s 0 ug (2,8) 1
/ KA / — dn,
¢ uo(z,0) up(z,t) TP

d’out - -
Uy (JZ,S) — Uy (l’,t) > 6€7MT(O',QO)(S _ t)
L=p
Puisque ﬁp(le";)(x’t) <0, on en déduit ul7P(z,t) > (p — 1)de " MTP) (s — 1),

et en faisant tendre s vers T'(o, ), on obtient
ub (@, t) = (p— 1) M7 (T(o,0) ~ 1),

Ensuite, comme u, est bornée sur  x [0, £], il suffit de choisir une constante
C > 0 telle que

C > T(o,9)77 sup .,
Qx[0,¢]

et telle que

_1
C> ((p - 1)5e—MT<<W>> T
On peut alors en conclure que

1

u(z,t) < C’(T(a, ©) — 15)ﬁ

pour tout x € Q et tout ¢ € [0,T(a, p)).
]

Remarque 1.2.5 Il apparait clairement que [’ordre de croissance mis en
évidence dans les résultats précédents est optimal pour les exposants p > p*,
ot p* est la borne de l’équation (9). Concernant les exposants p € (2,p*],
la minoration de l'ordre de croissance est optimale. En effet, considérons la
solution z du Probléeme (1) avec o = 0 et ot la donnée initiale ¢ = ¢ > 0 est
constante. Par unicité des solutions, z est également la solution du probleme

de Cauchy swivant
z = 2P,
2(0) = ¢,

donnée par la formule
2(t) = ((p — 1) (to — t)> vt pour tout t € [0, ),
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ot ty = (p — 1)*10177?11. Dans ce cas, la solution z possede exactement l’ordre
croissance —1/p—1, et la borne du Théoreme 1.2.3 de minoration est atteinte.
Cet exemple est également le seul cas connu a vérifier la borne du Théoréme
1.2.4 de majoration lorsque 1 < p < p*.

1.3 Points d’explosion

Soit p > 2 et supposons que les conditions (2) a (5) soient vérifiées. En
adaptant les techniques de Friedman & McLeod issues de [17] et de [18],
nous allons procéder comme dans [10] pour montrer que 1’ensemble des points
d’explosion du Probleme (1) est un singleton lorsque la donnée initiale est une
fonction sous forme d’une bosse, ¢’est-a-dire que pour un certain zy € (—a, a)

¢'(z) >0 dans [—a,zg),
{ @I(x) <0 dans (zo,al. (15)

Nous ajoutons une condition d’antisymétrie pour la donnée initiale
p(r) = p(—x) dans [0, a]. (16)

Nous allons montrer que ces deux caracteres de la donnée initiale ¢ se trans-
mettent & la solution u du Probleme (1).

1.3.1 Transmission du profil initial

Lemme 1.3.1 Supposons que les conditions (2) a (5) soient satisfaites. Si
Uhypothese (15) est vérifiée, il existe une fonction continue x = s(t) telle que
pour tout t € [0,T")

Oyu(z,t) >0 si —a<z<s(t),

Opu(x,t) <0  sis(t) <z <a.
Preuve :  Dans un premier temps, rappelons que d’apres le Lemme 1.2.1,

on a Gy > 0 sur Q x [0,7). La condition au bord B,(u) = 0 avec 0 > 0
donne d,u < 0 sur 992 x (0,T), c’est-a-dire :

Oyu >0 sur {—a} x (0,T) et O,u <0 sur {a} x (0,7T). (17)
De plus, la condition (15) sur la donnée initiale permet d’ajouter
Oyu > 0 sur [—a,xg) x {0} et Oyu < 0 sur (xg,a] x {0}.

Ces remarques sur le signe de 0,u nous permettent de prouver le lemme en
suivant un argument de Friedman et McLeod, voir le Lemme 5.2 dans [18].
Grace a la continuité de la solution u, on obtient I'existence de deux ouverts
relatifs de Q x [0,7) Ay et A_ tels que :
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Ay C{0u > 0},
A_ C{0,u < 0},
A, et A_ sont connexes,

le bord parabolique (2 x {0}UdQ x (0,T)) de Q x [0, T) est inclus dans
0A; UO0A_ U {xo},

5. A, et A_ sont choisis maximaux pour les quatre conditions précédentes.
C’est-a-dire que 8’1l existe un couple d’ensembles (B, B_) vérifiant les
quatre conditions précédentes, et tel que A, C B, et A_ C B_, alors
onaA, =B, A =B_.

Nous allons montrer que A- = {J,u < 0}, puis que Ay = {9,u > 0}.
Rappelons que la fonction u est de classe C*1(Q x [0, 7)) d’apres les résultats
de régularité issus de [26], et donc y := d,u appartient a C*'(Q x [0,T)), et
vérifie :

Ll O

Oy = 0%y — y? — udpy +puP~ty dans Q x [0,7T),
B,(y) =0 sur 90 x [0,7),
y(-,0) = ¢ dans Q.

Soit 0 < 7 < T et notons B
Q, :=Qx[0,7).

Soit @~ une composante connexe de {J,u < 0} N §2;. Nous allons montrer
que le bord Q™ intersecte le bord parabolique de €2, en au moins un point
différent de {zo}. Raisonnons par ’absurde, et supposons que

00 N (ﬁ x {0} U AQ x [0,7)) C {0}

Dans ce cas, nous avons y = 0 sur 9Q~NS2,. Par définition de (), on obtient :

Oy < 0%y —ud,y dans Q,
y <0 sur 0Q)~.

Comme y atteint son maximum 0 sur 0Q~, le principe du maximum fort
de [8] implique que y = 0 dans @, ce qui contredit la définition de Q™.
Par définition, il est clair que Q= N A_ # (), et par maximalité de A_, on a
A_UQ™ = A_, cest-a~dire Q- C A_. Ceci démontre que {J,u <0} = A_.
De manieére analogue, soit Q@ une composante connexe de {d,u > 0} N,
et supposons par I'absurde que

20" N (ﬁ % {0} U 99 x [0,7)) C {0}

31



Dans ce cas, nous avons y = 0 sur 9Q+ N{,. Ceci nous assure que I’ensemble
Pt = Q" \ {puP~! —y < 0} est d’intérieur non-vide. Par définition, on
obtient :

Oy > 02y —udpy + y(puP~' —y) > 07y — udyy  dans P,
y=>0 sur OPT.

Comme y atteint son minimum 0 sur 0Q* C dP*, le principe du minimum
fort de [8] implique que y = 0 dans P*, ce qui contredit la définition de
P*. Comme précédemment, la maximalité de A, permet de prouver que
{0,u > 0} = A,. Grace a l'utilisation de Q,, et grace a la connexité de
{0,u > 0} et {0,u < 0}, on est assuré que pour tout 0 < ¢t < T, pour tout
(zt,t) € {0,u > 0} et pour tout (z~,t) € {d,u < 0}, on a 27 < z~. Nous
avons aussi T < x, < z7, pour tout (z,,t) € {0,u = 0}. En effet, supposons
qu'il existe z; < x9 < x3 et s € (0,7) tels que (x1,s) et (x3,s) soient dans
{0,u > 0}, et que (z2,t) € {0,u = 0}. D’apres les propriétés de {0,u > 0},
il est possible de prendre un carré [zy,x3] X [r,s) C {0,u > 0}, et quitte
a prendre |s — 7| petit, et quitte a choisir x; et x3 proches de x3, on peut
supposer que puP~! —y > 0. On obtient alors

Oy > 0%y —udyy  dans [z, x3] X [, s],
y>0 sur Oz, x3] X [r,s] U [z1, 23] x {r}.

Comme y = J,u atteint son minimum en (z3,s), le principe du maximum
fort A.4 implique que y = 0 dans [z, 23] X [r, 8], ce qui contredit la définition
de (z1,s). De maniere analogue, il est impossible d’avoir z; < xy < x3 et
s € (0,7) tels que (z1,s) et (x3,s) soient dans {J,u < 0}, et que (xo,t) €
{0;u = 0}. On termine la preuve en affirmant qu’il n’existe pas de points
(z1,5) et (wg,s) dans Q x [0,7) tels que d,u(-,t) = 0 dans [z1, z5]. En effet,
grace a l'analycité de la fonction (RT 5 z — 2P € RT), la fonction u(-,?)
est analytique, et donc d,u(-,t) = 0 dans [z, z5] impliquerait d,u(-,t) = 0
dans Q, en particulier ,u(-,t) = 0 sur 9 qui contredirait la condition (17).
Ainsi, pour tout ¢t € (0,7"), 'ensemble

s(t) = (Q X {t}) NOA,

est un singleton. Grace a la continuité de d,u, s(t) est la courbe continue
recherchée.
|

Contrairement au nombre de bosses de la donnée initiale qui se transmet sans
autre condition, 'antisymétrie s’obtient en utilisant le précédent résultat sur
le profil a une bosse.
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Théoreme 1.3.2 Supposons que les conditions du Théoreme 1.3.1 soient
remplies. Si la donnée initiale ¢ vérifie 'antisymétrie (16), alors la solution
u du Probléme (1) vérifie la méme antisymétrie :

u(z,t) > u(—mx,t) pour tout (x,t) € [0,a] x [0,T).
Preuve : Posonsv(z,t) := u(—z,t) dans [0, a] x [0,T) et soit y la fonction
définie par y(x,t) := u(z,t) —v(z,t). Alors y € C([0,a] x [0,T))NC>' ([0, a] x

(0,77)) est une solution du probleme

Oy = 0%y +v0,y + 0y — (u+v)d,u dans [0,a] x (0,7,

B,(y) =0 sur {a} x (0,7),
y(z,0) >0 dans [0, al,
y=0 sur {0} x (0,7),
avec d(z,t) = Mo, t) (=, t) Raisonnons par ’absurde et supposons
u(z, t) —u(—mz,t)
qu’il existe un point (2,%) € [0,a] x (0,T) avec

y(2,1) < 0. (18)
Par conséquent, y(-,#) atteint un minimum négatif, c’est-a-dire qu'il existe
un point (z,%) € [0,a] x (0,7T) tel que
u(Z,t) < v(7,1),
{ (1) = Do (i, ). (19)

Supposons d’abord que & > s(t). Ainsi le Lemme 1.3.1 donne d,u(Z,t) < 0.
Soit V' un voisinage maximal de (%, ) dans lequel 0,u < 0. Ainsi, dans V

Oy — Oy — vdpy — 6y > 0,
et le principe de comparaison A.1 donne y > 0, une contradiction avec (19).
Maintenant, si & = s(t), comme $(t) est le maximum de u(-,t), nous avons
y(Z,t) = u(@,t) — u(—7,t) >0,

0. Puis comme —s(f) < —% < 0 < s(f), on a —0,v(%,t) = dyu(—7,t) > 0,
grace au Lemme 1.3.1 . On en conclut que

qui contredit (19). Finalement supposons que 0 < & < s(t), alors d,u(%,t) >
0

0,y(Z,1) = Opu(Z, 1) + Opu(—72,1) > 0,

une contradiction avec (19).

Ces deux résultats nous permettent de déduire le corollaire suivant :
Corollaire 1.3.3 Sous les hypothéses du Théoréme 1.3.2, s(t) > 0 et
Oyu(x,t) >0 dans [—a,0) x (0,7).
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1.3.2 Localisation des points d’explosion

Introduisons les deux points suivants :
Définition 1.3.4

s~ =liminfs(t) et s =limsups(t).
t—-T t—T

A Taide des théoremes suivants, nous allons prouver que l’explosion peut
uniquement avoir lieu dans [s~, sT].

Théoréme 1.3.5 Sous les hypotheéses (2) a (5), (15) et (16), lintervalle
[—a, s™) ne contient aucun point d’explosion.

Preuve :  D’apres le Corollaire 1.3.3, s~ > 0. Soit § € [—a,s™) et choi-
sissons Ty < T suffisamment proche de T tel que s(t) > 3 pour Ty <t < T.
Nous allons démontrer 'inégalité différentielle

pour un certain € > 0. Cela nous permettra de démontrer par 'absurde qu’il
ne peut y avoir de points d’explosion dans 'intervalle [—a, 3). Définissons

R = [_a7ﬂ] X (TOaT)7
et
J = 0,u — edk,

ou

d(z) = (x — )", n € N" pair, (20)
k(u)=u? , g=p—1,

et ¢ > 0 suffisamment petit tel que

J > 0 dans [—a, 8] x {To}, (21)
et tel que dans R
(p—q)up_l—i-?x(n__ﬂ;)—i— z ﬁ mu > eu!™ [(z — B)"u+ 2nglz — "] . (22)

La condition (21) est facilement réalisable sur le compact [—a, 3] x {Tp} grace
a d,u > 0, d’apres le Lemme 1.3.1, et grace a la régularité de u. Tandis que
la condition (22) est une conséquence découlant des hypotheses sur p, ¢ et
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n. De plus J(3,) > 0 dans [Ty, T) d’apres le Lemme 1.3.1 et parce que
d(f) = 0. Puis, comme o est constant sur {—a} d’apres (2), J vérifie une
certaine condition dynamique au bord sur {—a} x (Tp,T'), & savoir :

B (J) = B,(0,u) — edk' (u)Bs(u) — ed'k(u) = —e(—a — B)" 1ui(—a,t),

car B,(0,u) = 0.B,(u) = 0. Le terme de droite est positif car n — 1 est
impair d’apres (20) et car w > 0 (voir Lemme 1.2.1). Notons f(u) := u?, et
la fonction H définie par

H(u) o= f)h(n) = ) () = < (@ (u) = 2 k() ()
— Dkt ) K ) 00 + (D)

D’apreés la condition (22), on a H(u) > k" (u)(0,u)? + %(&cu)z, et ce dernier
terme est positif car £”(u) > 0 dans R, grace au > C' > 0 (voir Lemme 1.2.1).
Notons que ce dernier argument nous assure la bonne définition de H en
supprimant les éventuelles divisions par zéro dans k” lorsque ¢ < 2. Comme
2 est un intervalle réel, les résultats de régularité intérieure de [26] impliquent
que u € C**([—a, B] x [Ty, T)). Ainsi, J appartient a C*?*([—a, B8] x [Ty, T)),
et d’apres les conditions (21) et (22), J est une solution du probleme

OhJ — 2J +ud,J + K(u)J =edH(u) >0 dans [—a, ) x (T, T),

B,(J) >0 sur {—a} x (1Tp, T)
J(-Tp) = 0 dans [—a, ],
J >0 sur {8} x (Ty,T),
ou K(u) = J — f'(u) + 2edk(u) — 2ed'k'(u). Le principe de comparaison A.1
permet d’obtenir J > 0 dans [—a, 8] x [Ty, T'), soit en d’autres termes
Oru
—— > ed.
B =

L’intégration de cette inégalité différentielle entre = et y, choisis tels que
—a < x <y <f, conduit a
q—1

o [(y _ ﬁ)n-l-l o (x - ﬁ)n-&-l] =y > 0’

u Nz, t) —u Ty, 1) 2 €

en raison de la parité de n + 1 et de l'ordre de x, y et 3. Par I'absurde, si
x € [—a,[) est un point d’explosion, alors, comme 1 — ¢ < 0, en choisis-
sant ¢; suffisamment proche de T', on obtient u'~9(z,t;) < cg, ce qui donne
u'~9(y,t;) < 0, une contradiction avec la positivité de u dans Q x (0, 7).

[ |
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Théoréme 1.3.6 Sous les hypotheses (2) a (5), (15) et (16), aucun point de
(s*,a] n'est un point d’explosion.

Preuve : Le mode de raisonnement est analogue a celui utilisé dans la
preuve du théoreme 1.3.5. Supposons que s < a et soit v € (sT, al. Choisis-
sons Ty < T assez proche de T tel que s(t) < v pour Ty < t < T.Définissons
R =[y,a] x (Ty,T) et

J = 0,u + edk,

avec

d(x) = eﬁ,
k(u) =u?, 2 <q<p,
et € > 0 suffisamment petit tel que
J <0 dans [y,a] x {Tp}. (23)

Cette condition est due au Lemme 1.3.1, de maniere similaire a la déduction
de la condition (21). Notons f(u) := uP, et la fonction H définie par

H(u) = f(wk(u)— fu)k'(u) + edk*(u) — 2ed'k(u)k' (v) — %’k‘(u)u
—I—%ﬂk‘(u) + (0pu)?k" (u)
— — )Pt 't 1 _ 2 ul
- - (o )

= (2quPT! 2 ) 2 g2

+eer—= (— +u ) +q(qg — 1)(Opu)“u?™=.
(v —2)? :

H est clairement positive car p > ¢ > 2, v —x < 0 et car u > 0 d’apres le

principe de comparaison A.1. De plus, comme o est constant sur {a} d’apres

(2), J vérifie une certaine condition dynamique au bord sur {a} x (7o, T), a

savoir :

B, (J) = By (8yu) + edk’ (w) By (u) + ed'k(u) = v :ga)Qewiauq(a, )
car B,(0,u) = 0.B,(u) = 0. Ainsi, de manieére analogue a la preuve du

théoreme 1.3.5, on en conclut que J € C*%([y,a] x [Ty, T)) est une solution
du probleme

OpJ — 2T +ud,J + K(u)J = —edH(u) <0 dans (v,a] x (Tp, T),

B,(J) <0 sur {a} x (To, T),
J(-,Tp) <0 sur [, al,
J(v,-) <0 sur (Ty, T),
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ou K(u) = J— f'(u)—2edk(u)+2ed'k'(u). D’apres le principe de comparaison
A1, on obtient J < 0 dans [y,a] x [Ty, T'), soit

Oy U
k(u)

< —ed.
En procédant comme dans la preuve du théoreme 1.3.5, on arrive a

Y 1
u Iy, t) — u! " a, t) > (g — 1)/ e dz > 0,

pour v < x < y < a, parce que e > 0. Puis, par 'absurde, si y € (v, a]
est un point d’explosion, alors pour ¢ assez proche de T on a u'~9(z,t) < 0,
une contradiction avec la positivité de u dans Q x (0, T). Remarquons que
si s = a, alors, il est que clair que (s™,a] = () ne peut contenir de point
d’explosion.

[ |

Nous allons finalement montrer que s~ = s, réduisant ainsi 1’ensemble des
points d’explosion a un point unique.

Théoréme 1.3.7 Sous les hypothéses (2) a (5), (15) et (16), ['ensemble des
points d’explosion du Probléme (1) est un singleton.

Preuve: Sachant que ’explosion ne peut avoir lieu que dans [s~, s7], nous
allons démontrer par ’absurde que s~ = s*. Supposons donc que s~ < s+,
et définissons :

n=s —g,
avec

st — s~

0<e< 0. (24)

Comme y; < s, il est clair que y; n’est pas un point d’explosion de la
solution u du Probleme (1), et donc il existe une constante Cy > 0 telle que

u(y1,t) < Cy dans [0, 7). (25)

Ensuite, comme u explose dans [s~, sT], en au moins un point zy, il est clair
que pour 7y assez proche de T on ait u(z1,t) > Cy pour tout 7 < t < T.
Puis d’apres le lemme 1.3.1, pour tout 0 <t <7, on a

u(z,t) < mﬁaxu(-,t) = u(s(t),t).
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Ainsi, il existe 7 vérifiant 0 < 7 < T', avec T' — 7 suffisamment petit tel que
pour ys = s(7) on ait
u(ye, ) > Cp. (26)

De plus, d’apres la définition 1.3.4 de s™, quitte & augmenter 7, on impose
yo = s(7) > st — . Avec les conditions (25) et (26), puis avec dyu > 0
(Lemme 1.2.1), on obtient

u(yr,t) < u(ye,t) pour 7 <t < T.

Y1+ Y2

Posons o = . Comme, pour z € [y;,a], on a

h<z<a<2a—z<y=s(7),
et comme O u(-, 7)) > 0 sur [y1,y2] C [—a, s(7)], le Lemme 1.3.1 implique
u(z,7) < u(2a — x,7) pour = € [y, @). (27)
Définissons v(z,t) = u(2a — x,t) dans [y;, «] x [1,T). Alors, la fonction w

définie par
w(z,t) = v(x,t) —u(x,t)

est de classe C®!([y;, a] x [1,T)) et, d’apreés les conditions ci-haut, est solution
du probleme suivant

Ow = 02w + vO,w + dw + (u+v)dyu dans (yr, @) x (1,7,

w(-,7) >0 dans [y, af,
w >0 sur {y1} x (7, T),
w =0 sur {a} x (1,7),

ol
vP(z,t) — uP(z,t)

o) = v(z,t) —u(x,t)

Par ’absurde, nous allons montrer que w > 0 dans (y1, @) X (7, T). Supposons

qu’il existe un point (#,t) € (y1, ) x (7, T) vérifiant

w(#,1) < 0. (28)

Alors, w(-, %) atteint un minimum négatif, c’est-a-dire qu'il existe un point

(Z,t) € (y1,a) x (1,T) pour lequel on a :

{v@aguhﬂ,~ (29)



Si a > 7 > s(t), alors 9,u(Z,t) < 0. Puis comme 2a — & > o > & > s(t), on
a aussi J,u(2a — ,t) < 0, d’apres le Lemme 1.3.1. Ainsi

O,w = —0,u(20c — T, t) — O,u(Z,t) > 0,
une contradiction avec (29). Maintenant, si o > & = s(t), alors d,u(%,1) =
0 car s(t) est 'unique zéro de O,u(-,t), d’aprés le Lemme 1.3.1. D’apres
lassertion (29), on a

Opu(7,t) = Opu(2a — 7, 1) = 0.

Or o > 7 implique 2a — & # &, ce qui contredit 1'unicité du zéro de 9, u(-, t).

Enfin, supposons que y; < Z < s(t), alors le Lemme 1.3.1 donne d,u(z,t) > 0.
Soit V' un voisinage maximal de (Z, t) dans lequel d,u > 0. Dans V', on obtient

Opw — 92w — vdyw — dw = (u + v)dpu > 0.

Le principe de comparaison (Théoreme A.1) implique w > 0 dans V, une
contradiction avec (29). Comme les assertions (28) et (29) se révelent fausses,
nous avons w > 0 dans (y;, ) x (7,7, soit en d’autres termes

u(z,t) < u(2a — x,t) pour x € [y1,a] X [1,T).

S'il existe ¢ avec a > s(t), alors 2a — s(t) > «, et la précédente inégalité
donne u(s(t),t) < u(2a—s(t),t). Or, d’apres le Lemme 1.3.1, s(#) est 'unique
maximum de la fonction u(-, ), c’est-a~dire u(s(t),t) > u(2a — s(t),t). Cette
contradiction prouve que a < s(t) pour tout ¢ € [7,7T). Ainsi, par définition
1.3.4 de s7, on a

s~ =liminf s(t) > a = Yy +y2.
t—T 2
. o . s +st
Puis, avec les définitions de y; et yo, on obtient s~ > —5 . Et finale-

ment, la condition (24) sur & donne

5T 4sT st —sT _
S > — =S .

2 2

Cette contradiction montre qu’il est impossible de réaliser la condition (24),
c’est-a-dire st = s7.
[

Remarque 1.3.8 Grace au Corollaire 1.5.3, nous savons que ['unique point
d’explosion de la solution u se situe dans [0, a).
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1.4 Profils a deux bosses

Lorsque la donnée initiale a le profil de deux bosses ou plus, nous ne savons
pas démontrer si le profil est conservé tout au long de I'intervalle d’existence
de la solution ou s’il est modifié. Néanmoins, dans le cas d’un profil & deux
bosses, nous sommes capables de donner une sur-solution qui conserve ce
profil.

1.4.1 Sur-solutions théoriques

Lemme 1.4.1 [l existe une sur-solution du Probleme (1) dont le profil & deux
bosses est conservé a l'identique tout au long de son intervalle d’existence
lorsque le coefficient o > 0 .

Preuve :  On considere la solution v du probléeme stationnaire

V' — v+ 0P — =0 dans [-b,],
{ v'=10 sur {—b,b},
avec p > 2 et A € [0, ﬁ] tels que 1équilibre ()\p%l,O) soit un tourbillon
pour le Systeme (32) et ou b > 0 est une longueur d’intervalle tel que la
solution existe (voir Chapitre 2). On choisit v telle que son profil ait la forme
de deux bosses, ce qui est possible grace a la nature de I'équilibre ()\P%l, 0)
dans le plan des phases du Systeme (32). On suppose aussi sans restriction
que, pour tout x € [—b, b, on ait

()" <o ()"

() <via () 2

On se donne 7' € (0,1) et I'on pose u(z,t) = v(x) (T — 1f>pTl pour tout
(x,t) € [=b,b] x [0,T). On obtient alors

et

o — O%u+ udyu — uP
- “ﬁT_ﬁﬁhqu—nﬁwwd@—wi%—w@—ﬂﬁ%
p R
z<ﬂﬂ+wa—m%+m{au¢ﬁ%—@—wfﬁ

<HT—wﬁﬂpﬁ1—w]
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Par définition de 7', on minore le terme entre accolades par %(T — t)P%l Par
1

I'hypothese (30), on peut minorer vv’ par —v (’5\) "' Par définition de v, on

utilise ’égalité —v” + v’ = vP — \v et on obtient

o — O%u+ udyu — uP
1 UM\ T 2 [ v
> (0 = )T = )7 = 2 (5)T (@ - 7T + (T - )7 [ — |
> (@ = )T =07 = 3 (5)T @ -0 (@ [
> UP[(T—t)ﬁ—(T—t)ﬁ]
1 —p =1 1/ %1 =2
T—tpfl—)\T—tpfl——<—>p T_tpfl}.
tol @07 AT nE -5 (5) T -
Quitte a rétrécir T', on peut supposer que le terme entre accolades est minoré
par 2@%1(11 — t)zﬂfp1 grace a p > 2. Par hypotheses sur v et A, on obtient
o — O’u+ udyu — uP
-1 -p 1 —P
> (T - )7 — (T - 7| + v (T - )7
(T =07 = (T = 7] +vgs (T 1)
-y 2 ]_ —p
> —P(T — 1)1 v (T — )1
—p 1
> o(T —t ﬁ[——vp—l] > 0.
S 2(p—1)
De plus, concernant la condition au bord, on a
:l:b —p ' 2
oo (£b, t) + O,u(Lb,t) = 79 1) (T —t)r—1 £ (T —t)r-10,v(£b)
p_
ov(+d) =
= T—t)r1 >0
p_ 1 ( ) —_ Y

car v' = 0 sur {—b, b} et parce que o et v sont positifs. Ainsi, la fonction u est
une sur-solution du Probleme (1) dans [—b,b] x [0,7") lorsque le coefficient
o > 0 et que la donnée initiale ¢ vérifie

v < v(x)Tp%ll dans [—b, b].

Remarque 1.4.2 L’existence d’une sur-solution a deux bosses u n’est pas
suffisante pour établir ’existence d’une solution ayant la forme de deux bosses.
Pour s’assurer du profil de deux bosses, il faudrait obtenir une sous-solution
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u ayant deuxr maxima locaux supérieurs ou égaur au minimum local de la
sur-solution, et situés de part et d’autre de ce dernier : ces conditions per-
mettraient de coincer la solution entre les fonctions u et u, forcant ainsi le
profil a deux bosses. Malheureusement, comme la sur-solution u du Lemme
1.4.1 explose sur tout l'intervalle [—b, b], [’éventuelle sous-solution u devrait
exploser en méme temps, disons en T > 0. Par conséquent, la solution u
obtenue vérifierait w < u < u dans [—b,b] x [0,T), en particulier, pour tout
t >0, u(-,t) aurait deux mazima locaux s1(t) < so(t), et exploserait en (au
moins) deux points. La minoration de 'ordre de croissance (voir Théoréme
1.2.3) entrainerait

—1

et u(sa(t), 1) > ((p )T - t)) t

u(si(t),t) > ((p 1) (T - t)) =

pour tout 0 <t <T. Or u < et les hypotheses sur le choix de \ implique-

ratent )

u(s1(t),t) < <(p — 1T - t)) " pour tout 0 <t < T.

La contradiction entre les deux dernieres équations montre qu’il n’est pas
possible de trouver une sous-solution adéquate.

1.4.2 Exemples numériques

A Taide d’une méthode consistante aux différences finies (voir Annexe B),
nous exhibons numériquement une classe de données initiales ayant la forme
de deux bosses dont le profil est conservé ou modifié selon la valeur du creux
situé entre les deux bosses. En effet, considérons une donnée initiale de la
forme suivante

5+ 6f<I> pour x € [07 %]
p(x) = { 11 —10000(11 — ¢)(z — 2)%(z — 2)2  pour x € [2, 2]
54+6f(1—ux) pourxe[%l]

avec f(z) = bz — 2a? et ¢ € R. Le parametre ¢ donne simplement la hauteur

du minimum local (le creux) situé entre les deux maxima locaux (les bosses),
voir Figure 1.1 pour le cas ¢ = 8. La partie droite de la Figure 1.1 montre
I’abscisse des maxima avant I’explosion de la solution. Lorsque le minimum a
une valeur proche de celle des maxima, nous observons une modification du
profil (voir Figure 1.2) , tandis que si les extrema ont des valeurs suffisamment
séparées, on observe une conservation du profil & deux bosses (voir Figure
1.3) .
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Fi1ac. 1.2 — Changement du profil et suivi des extrema locaux pour ¢ = 10.7

Ce chapitre provient d'un travail commun avec J. von Below et G. Mailly,
soumis a publication [12].

43



u(x.t)

F1G. 1.3 — Conservation du profil et suivi des extrema locaux pour ¢ = 6
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Chapitre 2

Une bifurcation pour ’équation
de Burgers paramétrée

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux solutions stationnaires d'une équation de
Burgers généralisée. Nous introduisons un parametre A € R dans 1’équation
stationnaire de Burgers de la maniere suivante :

u” —uu + ulufPt = Au =0 dans [—a, af, (31)

et on prouve, par des arguments de plan des phases, I'existence de solutions
stationnaires de cette équation sous des conditions au bord de Dirichlet ou de
Neumann. L’ajout de ce parametre permet, sauf si A < 0, d’avoir un équilibre
différent de l'origine pour le systeme

()= oot o ) .

Cela nous permet d’obtenir des solutions positives de ’équation (31) sous
conditions au bord de Neumann lorsque A > 0, alors que pour A < 0, ce type
de solutions n’existe pas. Dans les trois premieres sections, on étudie le cas
d’un exposant p sur-linéaire :

p> 1.

Nous étudions le cas limite p = 1 dans une section séparée. Ensuite, nous
discutons de 'existence des solutions stationnaires non-bornées de I’équation
(31) sur (—a,a) : a savoir des solutions vérifiant une condition de Dirichlet
ou de Neumann en —a, et explosant en a. Puis, en faisant varier les pa-
rametres A et p du Systéme (32), nous étudions les différents phénomenes de
bifurcation qui se produisent lorsque A\ parcourt R et lorsque p tend vers 1.
Nous terminons ce chapitre en utilisant les solutions stationnaires pour mon-
trer I'existence de sur-solutions, puis de solutions de 1’équation de Burgers
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non-stationnaire
O = 0%u — udpu + ululP~t — Au dans [—a, a] x [0, 00), (33)

sous les conditions au bord de Neumann, de Dirichlet et pour les condi-
tions dynamiques. Tout au long de chapitre, nous utilisons le théoreme de
linéarisation d’Hartman-Grobman. Pour cela, on se réfere au livre d’Herbert
Amann [1]. Cette référence nous est également utile pour justifier I'existence,
'unicité et la régularité des solutions de classe C' du Systeme (32), puis des
solutions de classe C? de I'équation (31).

2.1 Etude des équilibres

On cherche & déterminer les équilibres du Systeme (32), ainsi que leur nature :

u =0 el =0
v'=0 wlv—|ufPt+ ) = 0

ce qui nous donne au plus trois équilibres : (0,0), (/\P%l, 0) et (—)\P%l, 0), le
second et le troisieme étant bien définis pour tout p € (1, 00) lorsque A > 0.
Afin de déterminer la nature de ces équilibres, considérons le systeme linéarisé

en (0,0)
() -a(t)ma-(l) o

puis, lorsqu’il existe, en (Aﬁ, 0)

(3:)23(5),01\13:@(10_]9) Ali) (35)

Le cas du troisitme équilibre, (—A»=7,0), sera discuté a la section 2.3.1 en
raisonnant par symétrie.

2.1.1 Cas A>0

Comme le spectre de la matrice A ne contient que deux valeurs propres
réelles, I'une strictement négative, ’autre strictement positive,

J(A):{ — V), fA},
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I'équilibre (0, 0) est un point-selle pour le Systeme (34), et d’apres le théoreme
de linéarisation d’Hartman-Grobman, (0, 0) est un point-selle pour le Systeme
(32).

Concernant la matrice B, il nous faut distinguer plusieurs sous-cas pour
calculer son le spectre. Tout d’abord, lorsque

1—4(p— DAF1 <0, (36)

on obtient

o(B) = { A;l <l—i\/4(p — AT — 1), A;l <1+i\/4(p — AT - 1) }

L’équilibre (0,0) est un tourbillon instable et répulsif pour le Systeme (35),

et d’apres le théoreme de linéarisation d’Hartman-Grobman, ()\p%l, 0) est un
tourbillon instable et répulsif pour le Systéme (32). Ensuite, lorsque

1—4(p— DAF1 =0,

a<B>={ o= }

et la matrice B n’est pas diagonalisable. L’équilibre (0, 0) est un nceud (& une
tangente) instable et répulsif pour le Systéme (35) et, comme précédemment,

on obtient

on en déduit que ()\Til, 0) est un noeud (& une tangente) instable et répulsif
pour le Systeme (32). Finalement, lorsque

p=3
1—4(p—1)A»1 >0,
on obtient

U(B){ <\/1— —upl) 1<1+\/1— —mpl)}.

Comme le déterminant et la trace de la matrice B sont strictement positifs,

det B= \p—1), et trB = \i1,

les deux valeurs propres de B sont strictement positives et on en déduit que
I'équilibre (0,0) est un noeud (a deux tangentes) instable et répulsif pour le

Systeme (35). Comme pour les autres cas, on en conclut que ()\P%l, 0) est un
nceud (& deux tangentes) instable et répulsif pour le Systeme (32).
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2.1.2 Cas A<0

Cette fois, le spectre de la matrice A ne contient que deux valeurs propres
purement imaginaires,

o(A) = { —ivV/=X, V=X }

L’équilibre (0,0) est un centre pour le Systeme (34), mais la linéarisation ne
permet pas de donner la nature de ’équilibre (0,0) du Systeme (32). L’allure
des trajectoires sera étudiée dans la Section 2.3.3. Ce systeme n’admet pas
d’autre équilibre dans le cas A < 0.

2.1.3 Cas A=0

Cette fois, le spectre de la matrice A ne contient que la valeur propre nulle,

Comme précédemment, la linéarisation ne permet pas de connaitre la nature
de I’équilibre (0,0) pour le Systeme (32). On prouvera dans la Section 2.3.3
que (0,0) est un centre pour le Systeme (32) . De plus, (0,0) est le seul
équilibre de ce systeme.

2.2 Solutions positives

On cherche & déterminer I’existence de solutions positives de I’équation (31)
sous conditions au bord de Dirichlet ou de Neumann. Pour cela, on étudie
les trajectoires du Systéme (32) dans le demi-plan Rt x R. Nous considérons
deux cas dépendants du signe du parametre \.

2.2.1 Cas A>0

Dans un premier temps, nous tragons les vecteurs correspondant aux vélocités
(u',v") des trajectoires du Systeme (32). On obtient la Figure 2.1.

Ensuite, on exprime I'ordonnée v en fonction de 'abscisse u, v = f(u) avec
f une fonction inconnue, mais dont nous pouvons étudier les variations et la
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F1a. 2.1 — Vélocités du Systeme (32) avec A > 0.

convexité a l'aide des équations du Systeme (32). On a

d Au — uP
d_Z:W#:%<U_UP—1+)\>' (37)
Puis
d*v d /dv 1 dv
Y ik R = A e S B o A
du? du(du> 1+1)2 (A=pu? v —uld —u )d ] (38)

Une étude de signe classique nous donne 327”5 < 0 dans le secteur
{fu>0}n{v>0}N{v<u’t =},

puis % > 0 dans le secteur
{u>0yn{v<0yn{v<urt—A}L

Ceci prouve que les trajectoires du Systeme (32) sont bornées dans le cadran
{u>0}N{v < u?P~! — \}. En effet, toute trajectoire initiée dans ce cadran a
pour support une courbe dont les variations et la convexité sont gouvernées
par les équations ci-dessus : un simple tracé de cette courbe montre que la
trajectoire atteint le bord de ce cadran en temps fini. Concernant la partie
restante du demi-plan, la situation est plus complexe. En effet, le long de
l'axe {u = 0}, on a
d*v A
— =1+ -,
v

du?
u=0
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et le long de la courbe {v = uP~! — A}

d*v uP~1
2
du SN )

ce qui prouve un changement de convexité dans le secteur
{u>0}N{v>u"t = A}

A cause de ce changement de signe, il nous faut un argument supplémentaire
pour montrer qu’'une trajectoire du Systeme (32), initiée dans le cadran {u >
0} N{v > uP~! — A} coupe la courbe {v = wP~! — A} en temps fini, et reste
ainsi bornée. Pour cela, il suffit de considérer le cas

p>3. (39)

Soit vy > 0, et considérons la trajectoire (u,v), solution du Systeme (32)
initiée en (0, vp). Tant que la trajectoire (u,v) se situe dans le secteur {u >
0}N{v>0}N{v>ur~t—A}, ona

dv v uP
—=ut——=—<u+—
du v
puis comme Z—Z > 0, on effectue la majoration suivante :
dv
te(1+2)
du o

Par intégration, on en déduit
1 A
= < —(1 —> 2 s
v f(u)_2< +vo u”+c

ou ¢ est un réel que l'on choisit de maniére optimale avec ¢ = v(0) = wp.
Lorsque p > 3, on est assuré que les courbes v = %(1 + %)uQ + vy et

v = uP~! — X se coupent. Lorsque p = 3, il suffit de choisir vy suffisamment

grand tel que
1 A
~(1 —)<L
2 ( + Vo

pour que les courbes v = %(1 + %)uz + vy et v = uP~! — X\ se coupent .

Voir la Figure 2.2. Par conséquent, sous I'hypothese (39), la trajectoire du
Systeme (32) initiée en (0,vg) coupe la courbe v = uP~! — A, entre dans le
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F1G. 2.2 — Les trajectoires coupent la courbe {v = uP~'}.

secteur {u > 0} N {v < uP~! — A} et reste bornée.

Pour compléter I’étude de ce plan des phases, il nous reste a prouver qu’il
existe des trajectoires initiées sur I'axe {u = 0} et qui atteignent a nouveau
en temps fini. Cela peut s’obtenir en trois étapes. Premierement, en utilisant
ce qui est fait précédemment, nous savons qu’il existe une trajectoire (u,v)
du Systeéme (32) initiée en (0, vg) coupant la courbe v = u?~! — X, puis grace a
I’étude des variations et de la convexité de v en fonction de u dans le cadran
{u > 0} N{v < uP~! — A}, cette trajectoire (u,v) coupe l'axe {v = 0} en
un point (u1,0), o u; > 0. Deuxiemement, on consideére une trajectoire du

systeme rétrograde
u —v (40)
v )\ w4 P — )

initiée en (0, 29), avec zy < —A. Les trajectoires du Systeme (40) ont le méme
support que les trajectoires du Systéme (32), mais parcouru dans le sens
inverse. Les informations sur les variations et la convexité sont identiques
pour les trajectoires des deux Systemes (32) et (40). On en déduit que la
trajectoire du Systeme (40) initiée en (0, z) coupe 'axe {v = 0} en un
point (wy,0). Les informations sur les vélocités (37) de ces trajectoires nous
donnent )
AP=T < wy.

En inversant le sens de la paramétrisation, on obtient une trajectoire (w, z) du
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Systeme (32) initiée en (wy, 0) atteignant 'axe {u = 0} en (0, zp). Troisiemem-
ent, on considere uy > max{u;, wi} et la trajectoire maximale («, 3) passant
par le point (uq,0). Par unicité des solutions du Systeme (32), ces trois tra-
jectoires ne peuvent pas se chevaucher. Ainsi, la trajectoire maximale (a, (3)
coupe deux fois 'axe {u = 0} : la premiere fois en un point (0, ;) avec
B1 > wo, et la seconde fois en un point (0, 32) avec [y < zg, voir Figure 2.3.
On en déduit le résultat suivant :

6n

k!

o

F1a. 2.3 — Plan des phases du Systeme (32) dans Rt x R avec A > 0.

Théoréme 2.2.1 Supposons que ’hypothése (39) soit vérifiée :
p > 3.

Pour tout X > 0, pour certains a > 0, et pour chacune des conditions au bord
sutvantes

1. u(—a) =wu(a) =0 (conditions au bord de Dirichlet homogénes),
2. u'(—a) =u/'(a) =0 (conditions au bord de Neumann),

3. u(—a) =u'(a) =0 (conditions au bord miztes),

4. v'(—a) =wu(a) =0 (conditions au bord mixztes),

il existe une unique solution positive u de l’équation (31)
u” —wu' + uuPt — =0 dans [—a,a).

Preuve :  Pour une solution u de (31), on pose v = u'. Chercher une
solution (u,v) du Systeme (32) est équivalent a chercher une solution u de
I’équation (31). En utilisant ce qui précede, on obtient une solution u de
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I'équation (31) sous les conditions de Dirichlet (type 1) en considérant la
trajectoire (a, 3) entre les points (0, 3y) et (0,31) mise en évidence par la
Figure 3. Pour les conditions mixtes (type 3), on considere la trajectoire
(u,v) entre les points (0,vq) et (uq,0), tandis que la trajectoire (w, z) entre
les points (wy, 0) et (0, zp) nous donne une solution de (32) sous les conditions
mixtes (type 4). Pour le cas des conditions de Neumann (type 2), il nous
faut considérer une trajectoire (1,7) du Systéme (32) initiée en (1, 0) avec

0<n < A7-T. Les informations obtenues sur la vélocité (37) et la convexité
(38) de cette trajectoire, ainsi que l'unicité des solutions (ie : la trajectoire
(n,7) ne peut couper la trajectoire («,3)), nous assure que la trajectoire
(n,7) coupe l'axe {v = 0} en temps fini en un point AT < n. Quitte a
effectuer un changement de variable affine, on a pour un certain a > 0

n'(—a) = y(—a) =0 et 7'(a) = vy(a) = 0.

La fonction 7 : [—a,a] — RT convient pour répondre a I’énoncé.
]

Si p < 3, on n’est plus assuré de l'existence des solutions sous conditions de
Dirichlet. En effet, si on considere une trajectoire initiée sur I'axe {u = 0}, on
ne peut pas déterminer la convexité de la trajectoire, ni utiliser la méthode
précédente pour borner la trajectoire. Et méme, pour 1 < p < 3, il existe des
solutions non bornées, voir Section 2.5. Cependant, nous ne perdons aucune
information concernant les trajectoires situées dans le cadran {v < 0} du
plan des phases et on a le résultat suivant :

Théoreme 2.2.2 Pour tout X\ > 0 et certains a > 0, il existe une unique
solution positive u de l’équation (31)

u” —wu +uuPt — =0 dans [—a, al,
vérifiant les conditions au bord miztes u'(—a) = u(a) = 0.
Preuve : De maniere analogue a la preuve du théoreme précédent, la

trajectoire (w, z) entre (wy,0) et (0, zp) convient, voir Figure 2.3.
]

Par contre, sous I’hypothese supplémentaire

p—1

A< (4(p - 1))? (41)

on obtient le résultat suivant :

33



Théoreme 2.2.3 Supposons que A > 0 et p > 1 soient tels que [’hypothése
(41) soit vérifiée. Pour certains a > 0, il existe une unique solution positive
u de ’équation (31)

u” —uu' + uulPt — =0 dans [—a, al,
vérifiant les conditions au bord de Neumann u'(—a) = u/'(a) = 0.

Preuve :  L’hypotheése (41) nous assure que 1'équilibre ()\P%l, 0) est un
tourbillon instable et répulsif, voir Section 2.1. Localement, le plan des phases
du Systeme (32) correspond a la Figure 2.4. La trajectoire (u,v) du Systéme

Fi1c. 2.4 — Tourbillon.

(32), considérée entre (ug,0) et (u1,0), nous permet d’obtenir la solution
cherchée.
|

Concernant le cas des intervalles de longueur infinie, on a, pour tout p > 1,
le résultat suivant :

Théoreme 2.2.4 Pour tout A > 0, et pour chacune des conditions au bord
sutvantes

1. lim u'(z) =4 (0) =0 (conditions au bord de Neumann),

T——00

2. lim u/(x) = u(0) =0 (conditions au bord mixtes),

T——00

il existe une solution positive u de [’équation (31)

u” —wu + uluPt = =0

dans (—o00,0]. Et dans les deuz cas nous avons lim u(zx) = =

Tr——00
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Preuve : 1l suffit de considérer une trajectoire (u,v) du Systeme (32)
vérifiant )
u(0) > Ar—1 et u'(0) = 0.

Puisque I"équilibre ()\Til, 0) est instable et répulsif, si on choisit |u(0) — )\Till
suffisamment proche de zéro, alors on est assuré que la trajectoire (u, v) existe
dans (—o0, 0] et que (u(z),v(z)) tende vers 1’équilibre ()\ﬁ, 0) lorsque z —
—o0. La trajectoire (u, v), considérée entre les points ()\Tll, 0) et (u(0),0) per-
met de répondre au premier cas énoncé. Pour le second cas, il faut considérer
la trajectoire (u,v) dans l'intervalle (—oo,a] avec a > 0 tel que u(a) = 0.
Ce dernier point est possible d’apres ce qui a été fait dans les preuves des
théoremes (2.2.1) et (2.2.2) pour prouver l'existence des solutions sous condi-
tions au bord mixtes. Un changement de variable affine permet de nous ra-
mener a l'intervalle (—oo, 0] et de prouver le second cas énoncé.

[

22.2 Cas A <0

On procede comme dans le cas A > 0 pour ’étude des trajectoires (u,v) en
posant v = f(u). Concernant les vélocités, on obtient la Figure 2.5.

F1a. 2.5 — Vélocités du Systeme (32) avec A < 0.
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Pour ce qui est de la convexité, on a

d*v
a2 > 0 dans {v < 0},
et
@<0dans fv>0yNn{v <™t -2}
du? — ‘

2
Comme précédemment, il est difficile d’évaluer le signe de T dans le cadran
u

{v>ul~t — A}

Cependant, nous pouvons assurer le caractere borné des trajectoires dans
les cas décrits ci-apres. On considere une trajectoire (u,,v,) du systeme
rétrograde (40) initiée sur la courbe v = uP~! — \, disons en (ug,u) " — \).
Dans le cadran {v > uP~! — A}, grace & A < 0 et comme une trajectoire de
(40) est une trajectoire de (32) parcourue dans le sens inverse, on a

dv
0< — <u.
du_u

1

2u2 + ¢, ou ¢ est une constante choisie

Cela nous permet d’obtenir v >
optimalement :

1
c=—-A+uh! (1 — §ug_p).

Si ug est choisi de la maniere suivante
1
u02<%>p_3 sip>3,
ug > 0 sip=3,
uy < 9255 sip<3,

(42)

on est assuré que ¢ > —A\. Ainsi, la courbe v = %uQ + ¢ coupe l'axe {u = 0}
au dessus de — ), ce qui prouve que la trajectoire (u,,v,) coupe 'axe {u = 0}
au dessus de ¢, et de —\. Par conséquent, lorsqu’on revient au Systéme (32),
on obtient des trajectoires initiées sur 'axe {u = 0} qui coupent la courbe
v =uP"! — X\ en temps fini. Il suffit que I'initialisation (0,vy) vérifie

-A< Vo < Cmax;

Ol Cpay est la plus grande constante possible en fonction des cas (42). Ensuite,
les vélocités et la convexité des trajectoires dans les autres cadrans nous as-
surent le caractere borné de la trajectoire. Notons qu’il existe des trajectoires
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F1G. 2.6 — Plan des phases du Systeme (32) dans RT x R avec A < 0.

non bornées lorsque p < 3 (voir Section 2.5), alors que c’est impossible pour
p > 3. Ces informations suffisent pour tracer le plan des phases du systeme
(32), voir Figure 2.6.

Nous pouvons énoncer les résultats suivants :

Théoreme 2.2.5 Pour tout A < 0, pour certains a > 0, et pour chacune
des conditions au bord suivantes

1. u(—a) =u(a) = 0 (conditions de Dirichlet homogénes),
2. u'(—a) = u(a) =0 (conditions miztes),
3. u(—a) = u'(a) = 0 (conditions mixtes),

il existe une unique solution positive u de l’équation (31)
u” —wu +uuPt = =0 dans [—a,a).

Preuve :  On raisonne avec une trajectoire (u,v) du Systeme (32). En
argumentant de maniere analogue au Théoreme 2.2.1 a I'aide du plan des
phases (voir Figure 2.6), on justifie le premier cas a I'aide de la trajectoire
(w1, v1) initiée en (0,v1(0)) avec v1(0) < Cmaz, le second cas avec la trajectoire
(ug, v2), puis le troisieme cas avec la trajectoire (ug, vs).

]
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Par contre, il est impossible d’avoir une solution positive vérifiant les condi-
tions au bord de Neumann. En effet, si une trajectoire est initiée sur 'axe
{v = 0}, I'étude des vélocités montre que la trajectoire se situe dans le demi-
plan {v < 0} et ne revient pas sur 'axe {v = 0}, sauf aprés un passage dans
le cadran {u < 0}. D’ou le résultat suivant :

Théoreme 2.2.6 Pour tout X < 0 et pour tout a > 0, il n'existe pas de
solution positive de I’équation (31)

u” — v +uulft = =0 dans [—a, al

sous les conditions au bord de Neumann.

2.3 Solutions non-signées

L’objectif de cette section est d’obtenir les solutions que nous n’avons pas
pu trouver dans le cas des solutions positives. On s’intéresse aux solutions
de I’équation (31), sous conditions au bord de Dirichlet ou de Neumann, qui
changent de signe. Nous allons raisonner avec un argument de symétrie pour
compléter le plan des phases du Systeme (32) dans R? tout entier.

2.3.1 Symétrie des trajectoires

On considere une trajectoire (u,v), solution du Systeme (32) dans [—a,a]
avec a > 0 et située dans le demi plan R~ x R. On pose :

R

Suivant les regles de dérivation des fonctions composées, on obtient

{w’(x) = u(-x)

pour tout x € [—a, al.

J(r) = —v'(—x) pour tout = € [—a,al,

puis en utilisant les équations du Systeme (32) :

{w’(:c) = v(—x)
d() = —(u(=2)o(=2) - u(=z)u(-2)"~" + du(-x))

En écrivant ces dernieres équations uniquement avec w et z, on a :
w'(z) = z(z)
(@) = w@)x(z) —w@)|w(@)P~ + A w(z)

Ainsi, la trajectoire (w,z) est une solution du Systeme (32) dans [—a,a],
située dans le demi-plan Rt x R. Connaissant 1’allure d’une telle trajectoire,
on en déduit, par symétrie par rapport a 'axe des ordonnées, I'allure de la
trajectoire (u,v).
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2.3.2 Cas \A>0

D’apres ce que nous avons obtenu a la section 2.2.1 et par symétrie, on trace
le plan des phases du Systéme (32) et on obtient la Figure 2.7. On en déduit

F1G. 2.7 — Plan des phases complet du Systeme (32) pour p > 3 et A > 0.
le théoreme suivant :
Théoréme 2.3.1 Supposons que ’hypothése (39) soit vérifiée :
p=3.
Pour tout X > 0, pour certains a > 0, et pour chacune des conditions sui-
vantes
1. u(—a) = u(a) = 0 (conditions de Dirichlet homogénes) et u est positive,
2. u'(—a) = u/'(a) =0 (conditions de Neumann) et u change de signe,
3. u(—a) = u'(a) = 0 (conditions miztes) et u est positive,
4. v (—a) =u(a) =0 (conditions miztes) et u est positive,

il existe une unique solution de l’équation (31)
u” —wu + uluPt — =0 dans [—a, a).

Preuve :  Avec la Figure 2.7, il suffit de considérer la trajectoire («, [3)
avec les initialisations et les terminaisons respectives :

1. a(—a) =0, f(—a) = et a(a) =0, Ba) = Py,
2. a(—a) = ay, f(—a) =0 et ala) = ag, f(a) =0,
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On peut remarquer que si ’équilibre ()\Til,()) est un tourbillon, on peut
obtenir une solution positive de I’équation (31) sous conditions au bord de
Neumann en raisonnant comme au théoreme 2.2.3. Concernant les domaines
non bornés, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.3.2 Supposons que ’hypothése (39) soit vérifiée :
p = 3.

Pour tout A > 0 et pour chacune des conditions suivantes
1. u est définie sur R, est périodique et change de signe,

2. u est définie sur R, change de signe et lim u'(x) = lim u/(x) = 0

r——00 r—00

(conditions de Neumann,),

3. u est définie et positive sur (—o0,0] et lim u'(z) = u'(0) =0 (condi-

T——00

tions de Neumann),

4. u est définie sur [0,00), change de signe et u'(0) = lim u'(z) = 0

r—00

(conditions de Neumann,),

5. w est définie et positive sur (—oo,0] et lim u'(z) = 0 = u(0) (condi-

tions miztes),
6. u est définie et négative sur [0,00) et u(0) = lim u'(z) =0 (conditions
T—00

mixtes),

il existe une solution de l’équation (31)
u” —uu' +ulufPt — A= 0.

Preuve :  Avec la Figure 2.7, il suffit de considérer les trajectoires avec
les initialisations et les terminaisons respectives :

1. latrajectoire (o, 3) en tant que solution maximale définie par périodicité

sur R,

2. la trajectoire (w,z) avec w(—oo0) = AP , 2(—00) = 0 et w(oco) =

AP , z2(00) = 0,
3. la trajectoire (w,z) avec w(—o0) = APT , 2(—00) = 0 et w(0) = wy,

z(—o0) =0,
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4. la trajectoire (w,z) avec w(0) = wy , 2(0) = 0 et w(o0) = AT ’

z(o0) =0,

5. la trajectoire (w,z) avec w(—o0) = AP T , 2(—o0) = 0 et w(0) =0,
2(0) = 2,

6. la trajectoire (w,z) avec w(0) = 0, 2(0) = 2 et w(oo) = AT
z(o0) = 0.

Lorsqu’on n’impose aucune restriction sur le nombre p € (1, 00), on perd une
partie des informations concernant les trajectoires situées dans {v > 0}. On
peut toutefois énoncer les résultats suivants :

Théoreme 2.3.3 Pour tout A > 0, pour certains a > 0 et pour chacune des
conditions suivantes

1. W' (—a) =u'(a) =0 (conditions de Neumann) et u change de signe,
2. u(—a) =u'(a) = 0 (conditions miztes) et u est négative,
3. u'(—a) = u(a) =0 (conditions miztes)et u est positive,

il existe une unique solution de l’équation (31)
u” —uu + uuPt — =0 dans [—a,al.

Preuve :  Avec la Figure 2.7, il suffit de considérer la trajectoire (a, ()
avec les initialisations et les terminaisons respectives :

1. a(—a) = ay, f(—a) =0 et a(a) = az, B(a) =0,
2. a(—a) =0, B(—a) = P2 et a(a) = ag, Ba) =0,
3. a(—a) =ay, f(—a) =0 et a(a) =0, B(a) = Po.

Pour les intervalles de longueur infinie, on a :

Théoreme 2.3.4 Pour tout A\ > 0 et pour chacune des conditions suivantes
1. w est définie sur R, u change de signe et lim u'(x) = lim «'(z) =0
(conditions de Neumann,), T o
2. u est définie et positive sur (—oo,0] et lim u'(z) = u'(0) =0 (condi-
tions de Neumann), T
3. u est définie sur [0,00), u change de signe et u'(0) = xh_)rgo u'(z) =0

(conditions de Neumann,),
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4. u est définie et positive sur (—oo,0] et lim '(z) =0 = u(0) (condi-

tions mixtes),
5. u est définie et négative sur [0,00) et u(0) = lim u'(x) = 0 (conditions

miztes),

il existe une solution de l’équation (31)
u” —uu' +uluft — A= 0.

Preuve :  Avec la Figure 2.7, il suffit de considérer la trajectoire (w, 2)
avec les initialisations et les terminaisons respectives :

1. w(— )—)\pl, 2(—00) = 0 et w(oo) = —AF T, z(c0) =0,
2. w(—o0) = AP , 2(—00) =0 et w(0) = wy, 2(—00) =0,

3. w(0) = w, (0) =0 et w(oo) = -\ T, z(00) = 0,

4. w(— oo) = AT , 2(—00) =0 et w(0) =0, 2(0) = 2,

5. w(0) =0, 2(0) = 25 et w(o0) = —ArT , z(00) = 0.

2.3.3 Cas A <0

D’apres ce que nous avons obtenu a la section 2.2.2 et par symétrie, on trace
le plan des phases du Systeme (32), et on obtient la Figure 2.8 : I’équilibre
(0,0) est alors un centre pour le Systeme (32).

il

F1G. 2.8 — Plan des phases complet du Systeme (32) et A < 0.

On en déduit les résultats suivants :



Théoreme 2.3.5 Pour tout A < 0, pour certains a > 0 et pour chacune des
conditions suivantes

1. u(—a) = u(a) =0 (conditions de Dirichlet homogénes) et u positive,
2. u'(—a) =u'(a) =0 (conditions de Neumann) et u change de signe,

3. u(—a) = u'(a) =0 (conditions miztes) et u positive,

4. u'(—a) =wu(a) =0 (conditions miztes) et u positive,

5. u se prolonge sur R, est périodique de période 2a, et change de signe,

il existe une unique solution de l’équation (31)
u” — v+ uuPt — =0 dans [—a,a).

Preuve : A l'aide de la Figure 2.8, il suffit de considérer la trajectoire
(u,v) avec les initialisations et les terminaisons respectives :

1. u(—a) =0, v(—a) =v; et u(a) =0, v(a) = vy,

2. u(—a) =uy, v(—a) =0 et u(a) = ug, v(a) =0,

3. u(—a) =0, v(—a) = vy et u(a) = uy, v(a) =0,

4. u(—a) = ug, v(—a) =0 et u(a) =0, v(a) = vy

5. u(—a) =0, v(—a) = vy et u(a) =0, v(a) = vy, avec prolongement par
périodicité.

24 Casp=1

Dans cette partie, on étudie le cas limite lorsque I’exposant p vaut 1. L’équation
(31) s’écrit alors

u' —uu + (1= XNu=0 dans [—a, a. (43)

Comme dans les premieres sections, on considere le systéeme du premier ordre

suivant
(zj):(u(w:;—n)' (44)

Ce systeme admet un unique équilibre (0,0) lorsque A # 1, tandis que pour
A =1, Paxe {v = 0} est un continu d’équilibres. Nous allons donc étudier
séparément les cas A =1 et A\ #£ 1.
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2.4.1 Cas \=1

On considere le systeme suivant

(v)=() )

On commence par tracer les vélocités de ce systeme, ce qui nous donne la
Figure 2.9.

v L,
E e
0 u
. /
9

F1a. 2.9 — Vélocités du Systeme (45).

En exprimant 'ordonnée v en fonction de ’abscisse u, on calcule les variations
de v en fonction de u a I'aide des équations du Systeme (34)

dv
p— u’
du
ce qui nous permet de déduire que
1,
v =—-u" +c,
2

ou c¢ est une constante que ’on détermine a l’aide des conditions initiales de
la trajectoire. On peut ainsi tracer le plan des phases du Systeme (45), et on
obtient la Figure 2.10.

A cause du continu d’équilibres {v = 0}, les trajectoires ne coupent pas l’axe
des abscisses, et ne 'atteignent pas en temps fini. Les trajectoires situées dans
le cadran {v < 0} sont bornées et existent sur R avec v(—o0) = v(oc0) = 0,
tandis que celles situées dans le cadran {v > 0} ne sont pas bornées avec trois
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F1G. 2.10 — Plan des phases du Systeme (45).

cas possibles : soit la trajectoire explose aux deux extrémités de son intervalle
d’existence, soit la trajectoire (u,v) existe sur (—a,o0), a € RU {00}, avec
explosion en —a et v(co) = 0, soit la trajectoire (u,v) existe sur (—oo,a),
a € RU{oo}, avec v(—o0) = 0 et explosion en a. D’ou les résultats suivants :

Théoreme 2.4.1 Pour chacune des conditions suivantes,
1. w est définie sur R avec mEIfoo u'(z) = 0 (conditions de Neumann), et
u change de signe,
2. u est définie dans (—o00,0] avec lim u'(x) =0 et u(0) = 0 (conditions
miztes), et u est positive, T
3. u est définie dans [0,00) avec u(0) = 0 et JLHQO u'(x) = 0 (conditions

mixtes), et u est négative,

il existe une solution u de l’équation (43) avec A =1

' —wu' + (1= XNu=0.

24.2 Cas A<

On considere le Systeéme (44). L’équilibre (0,0) n’est pas hyperbolique, et il
nous faut raisonner en calculant les vélocités, ce qui nous donne la Figure
2.11.

On remarquera que la droite v =1 — X est le support de la trajectoire

{u(x) = (1-Nz

o) = 1—\ pour tout x € R.
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F1a. 2.11 — Vélocités du Systeme (44) avec A < 1.

Par conséquent, la droite v = 1 — X partage le plan des phases en deux demi-
plans dans lesquels les trajectoires ont des allures différentes. Dans le cadran
{v > 1 — A}, les vélocités nous permettent directement de donner l'allure
des trajectoires : elles sont non-bornées, traversent ’axe des ordonnées et
sont symétriques (voir section 2.3.1). Dans le cadran {0 < v < 1 — A}, la
symétrie, les vélocités, ainsi que 'impossibilité de traverser la droite v = 1—\,
nous donnent directement I’allure des trajectoires. Tandis que dans le dernier
cadran {v < 0}, nous avons besoin de calculer la convexité des trajectoires.
Comme précédemment, on obtient des équations du Systeme (44) :

dv U
— = —(A—=1
gy Ut o(A=1),
et
d2v_1+/\—1( dv)
du? 2 "7 )
Dans le quart de plan {u < 0, v < 0}, on a g—z < 0Oet 3273 > 1. On peut tracer

les trajectoires dans {u < 0, v < 0}, puis par symétrie, on compléte le plan
des phases (Figure 2.12).

Comme précédemment, I’étude de ce plan des phases nous permet de déduire
le théoreme suivant

Théoreme 2.4.2 Pour tout A < 1, pour certains a > 0 et pour chacune des
conditions suivantes
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11.
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F1G. 2.12 — Plan des phases du Systeme (44) avec A < 1.

. u est périodique dans R et change de signe.

u est définie dans [—a,a] avec u(—a) = u(a) = 0 (conditions de Diri-
chlet) et u est positive,

u est définie dans [—a,a] avec v'(—a) = u'(a) = 0 (conditions de Neu-
mann) et u change de signe,

. u est définie dans [—a,a] avec v'(—a) = 0 et u(a) = 0 (conditions

miztes) et u est positive,
u est définie dans [—a,a] avec u(—a) = 0 et v'(a) = 0 (conditions
mixtes) et u est positive,

u est définie dans (—a,a), pour a € RU{oo}, avec explosion en —a et
en a, et u change de signe,

u est définie dans (—a, 0], pour a € RU{oc}, avec explosion en —a et
u(0) =0, et u est négative,

u est définie dans [0,a), pour a € RU{oo}, avec u(0) = 0 et explosion
en a, et u est positive,

u est définie dans [0,00) avec u(0) = 0 et lim u(x) = oo, et u est
positive, o
u est définie dans (—o0,0] avec u(0) =0 et lim wu(z) = —o0, et u est
négative, T
u est définie dans R avec xl_i)moou(x) = —o0 et xh_)rgou(a:) = 00, et u

change de signe,
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il existe une solution u de l’équation (43)
u" —uu + (1= Nu=0.

Preuve : Les cinq premiers cas découlent des trajectoires situées dans
le cadran {v < 1 — A}, tandis que les trois cas suivants proviennent des
trajectoires situées dans le cadran {v > 1 — A}. Les trois derniers sont dus a
la solution explicite u(x) = (1 — \)z.

[ |

2.4.3 Cas \>1

De maniere analogue au cas précédent, on étudie les vélocités du Systeme
(44). On obtient la Figure 2.13.

e

F1a. 2.13 — Vélocités du Systeme (44) avec A > 1.

La droite v = 1 — X est le support de la trajectoire

(1—-MNx

u(r) =
{ o) = 1—A pour tout = € R,

et partage le plan en deux parties. En considérant le passé et le futur des
trajectoires initiées a certains points remarquables (symbolisés par un e sur
la Figure 2.14), on trace le plan des phases du Systeéme (44) a l'aide des
vélocités (Figure 2.14).
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F1G. 2.14 - Plan des phases du Systeme (44) avec A > 1.

Dans ce cas, les trajectoires du Systéme (44) sont non bornées et nous n’ob-
tenons pas de solution bornée de 1’équation (43) avec A > 1 sous conditions
au bord de Neumann, Dirichlet ou mixtes. Seul le résultat suivant est vérifié :

Théoreme 2.4.3 Pour tout X > 1, pour certains a > 0 et pour chacune des
conditions suivantes

1. w est définie dans (—a,a), pour a € RU{oo}, avec explosion en —a et
en a, u change de signe,

2. u est définie dans (—a,0], pour a € RU {oco}, avec explosion en —a et
u(0) = 0, u peut étre choisie positive ou négative,

3. u est définie dans [0,a), pour a € RU{oc}, avec u(0) =0 et explosion
en a, u peut étre choisie positive ou négative,

4. u est définie dans (—a, 0], pour a € RU {0}, avec explosion en —a et
uw'(0) =0, u peut étre choisie positive ou négative,

O

. u est définie dans [0, a), pour a € RU{oc}, avec u/(0) = 0 et explosion
en a, u peut étre choisie positive ou négative,

il existe une solution u de l’équation (43)
u' —wuu' + (1= XNu=0.

Preuve :  Avec la Figure 2.14, pour chacun des cas, on considere la tra-
jectoire du plan des phases du Systeme (44)

1. passant par le point (0,a) définie sur son intervalle d’existence maxi-
mum.

2. terminée en (0,a) pour la négative, ou en (0,d) pour la positive.
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3. initiée en (0,d) pour la négative, ou en (0, a) pour la positive.
4. terminée en (b,0) pour la négative, ou en (¢, 0) pour la positive.

5. initiée en (b, 0) pour la négative, ou en (c,0) pour la positive.

2.5 Solutions non bornées

Dans les sections précédentes, nous avons montré que, pour p > 3, les solu-
tions du systeme (32) sont toutes bornées, tandis que lorsque p = 1, il existe
des solutions non bornées du systeme (32). Dans cette section, nous allons
montrer que pour 1 < p < 3, il existe des solutions non bornées du systeme
(32), quelque soit A € R.

2.5.1 Conditions au bord de Dirichlet

Pour cela, on considere une trajectoire (u,v), définie dans [0, a) avec a > 0,
et initiée en (0, vy), avec

v > 2max{—\,0} +2- (8)5%. (46)

Nous allons montrer que sous cette hypothese, la trajectoire (u,v) reste au
dessus de la courbe {v = 2uP~! + 2max{—\, 0} ¢, ce qui, ajouté au signe de

la vélocité, implique que la trajectoire (u, v) est non bornée. Raisonnons par
I’absurde, et supposons qu’il existe 0 < x, < a tel que u(z,) = u; > 0 et
v(x,) = vy > 0 vérifient

vy = 208" + 2max{—)\, 0}, (47)
et que pour tout 0 < z < z, on ait
v(x) > 2u(z)P~! 4+ 2max{—A\,0}.

Ainsi, dans [0, z.), on a

A —uP~t 1
_— 48
>3 (48)

D’autre part, le calcul de la vélocité (37) nous donne

dv A —uPt
— =u+Uu—,
du v

70



et grace a la condition (48), on obtient

> —u > 0. (49)

S
DN | —

. 2 ,
D’ott v(u) > % + vg. Par conséquent, en u;, on a :

U2

vy =v(uy) > Zl + o,

et par définition (47) de uq, on a
-1 ui
2ul™" 4 2max{—A\,0} > o o

Par hypothese (46) sur vy, on obtient

p—1 U%

~2-(8)%> > L - 2ub " (50)

1 1
Cependant, en étudiant les cas u; < 837 et u; > 837, on remarque que

2 p—1 —1
% ot = “1T<ui"p - 8) > 2. (8)5%. (51)

Les équations (50) et (51) sont en contradiction. Il est donc impossible que la
trajectoire (u,v) coupe la courbe {1} = 2uP™ + 2max{—)\, O}} De plus, on
sait que 2 > 0 dans le secteur < v > 2uP~ + 2max{—)\,0}}, d’apres (49).
On en déduit que la trajectoire (u, v) n’est pas bornée. Concernant I’équation
de Burgers paramétrée, on obtient le théoreme suivant :

Théoréme 2.5.1 Soitp € (2,3) et A € R. Pour certains a > 0, il existe des
solutions positives non bornées de l’équation

u” — v + vl — M= 0 dans [—a, a)

vérifiant
u(—a) =0 et limu(z) = oco.
r—a
Preuve : L’existence de la solution est claire d’apres ce qui précede

I’énoncé du théoreme. Seule la longueur de lintervalle d’existence reste a
démontrer. Supposons par I’absurde qu’il existe une solution positive de

u” — wu' + uulP~! — M= 0 dans [0, o).
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Choisissons b > 0 tel que u > (2|)\\)p%1 sur [b,00). En posant w(x,t) =
u(z + t) pour (z,t) € [b,b+ 1] x [0,00), on a : dw(z,t) = u'(x +t) > 0
puisque, dans le plan des phases, la trajectoire (u,v) se situe dans le cadran
{v > 0}. De plus, pour tout (z,t) € [b,b+ 1] x [0,00), on a

0 = Pu(z+1t)—ulx+t)0u(x+1t) +ulz + 1) — \u(x +1t)
= Pw(xr,t) — w(z,t)0,w(x,t) + wP(z,t) — Mw(x,t),

puis par définition de b et u, on a wP(z,t) — Aw(z,t) > Lw? dans [b,b+ 1] x
[0,00). De plus, sur le bord, on a

Oyw(b,t) + d,w(b,t) =u' (b+t) —u'(b+1t) = 0,
Owlb+1,t) +wb+1,t) =u'b+t+1)+d'(b+t+1) > 0.
D’ou

dw > 2w — wdw + swP  dans [b,b+ 1] pour ¢ > 0,
dw + d,w >0 sur {b,b+ 1} pour ¢t > 0,
w(-,0) =u dans [b,b + 1].

Ce qui signifie que w est une sur-solution globale du Probleme

Oy = 0%y — yO,y + %y” dans [b,b + 1] pour ¢t > 0,
oy +0,y=0 sur {b,b+ 1} pour ¢t > 0,
y(-,0) =u dans [b,b+ 1].

Or, d’apres [11], la solution de ce probléeme explose en temps fini car p > 2
et u > 0 dans le compact [b,b + 1|. Par conséquent, la solution u ne peut
exister que sur un intervalle de longueur finie.

[

Lorsque 1 < p < 2, on n’a plus 'argument nécessaire pour s’assurer que la
longueur de l'intervalle d’existence de la solution est finie. On peut tout de
méme énoncer le résultat suivant :

Théoréme 2.5.2 Soitp € (1,2] et A € R. Pour certains a € (0,00], il existe
des solutions positives non bornées de [’équation

u” —uwu' +ululP™t — A= 0 dans [0, a)

vérifiant
u(0) =0 et limu(z) = co.

r—a
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2.5.2 Conditions au bord de Neumann

En ajoutant des conditions sur la taille du parametre A, on obtient aussi des
solutions non-bornées avec une condition de Neumann sur le bord. Comme
pour le cas des conditions de Dirichlet, on considére une trajectoire (u,v)
définie dans [0,a), a > 0 et initiée en (ug,0), avec

A\t
<&> > U, (52)
ou a > 1. Nous allons montrer qu’il est possible de poser des hypotheses
sur A de maniére a s’assurer que la trajectoire (u,v) reste au dessus de la
courbe {v = au”~! — A\}. Dans un premier temps, on sait que la trajectoire
est initiée au dessus de la courbe {v = auP~™' — A} d’apres 'hypothese (52)
sur ug. Supposons qu'il existe z,. € (0,a) tel que u(x,) = uy et v = v(zy)
vérifient

v = aul ™t — )\, (53)

et que pour tout 0 < = < z,
v(x,) > au(z,)P ' — A\

Ainsi, dans [0, z.), on a

A—uPt  —1
A (54)
v o
Le calcul de la vélocité (37) nous donne
dv A — Pt
— =ut+u—,
du v
et grace a la condition (54), on obtient
dv _a—1
— > > 0. 55
du =  « v= (55)
En intégrant cette inégalité entre ug et uy, on obtient
a—1,, 9
o) 2“0 — ),
et par définition de u; et vy, on a
—1
ot =\ > a2a (u? — ug),
ou encore . ) .
p—1 o= 3p o
“ (1_ 22 1 )ZE(A_UO 2a > (56)



Le membre de gauche est strictement négatif si

202 \ 55
U1>< ) .
a—1

Puisqu’on controle u; a 'aide de I'inégalité ug < uq, il suffit de poser

(2042 >3ip
Uy = )
0 a—1

Ensuite, le membre de droite de ’équation (56) est positif si

1

)\>a—1<2042 >g
— 2a \a-—1 ’

Par conséquent, si A > 0 est tel qu’il existe « > 1 vérifiant 1’équation
précédente, alors la trajectoire (u,v) ne peut pas atteindre la courbe {v =
auP™' — A\}. Et donc, cette trajectoire (u,v) reste au dessus de la courbe

{v = auP~! — \}. Comme dans cette partie du plan, I'’équation (55) nous
donne

dv >0

du — 7

la trajectoire (u,v) est non bornée. Concernant 1’équation de Burgers pa-
ramétrée, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 2.5.3 Soit p € (1,3) et A > 0. Supposons qu’il existe o > 1 tel

que
y4 1

202 \5= a—1/7 2a% \355
dzmaga(T=5)" - (G5) 7
_max{a a—1 20 \a—1
Alors, pour certains a € (0,00], il existe des solutions positives non bornées
de [’équation

u” — v’ +ululP™t — M= 0 dans [0, a)

vérifiant

u'(0) =0 et iliI}lu(:L‘) = 0.
Remarque 2.5.4 De la méme maniéere que pour le cas des solutions de Di-
richlet, en notant que la trajectoire (u,v) se situe dans le cadran {v > 0} et
en comparant la fonction u(x +t+1tg), pour ty > 0 suffisamment grand, avec
les solutions étudiées dans [11], on prouve que la solution du Théoréme 2.5.3
existe sur [0,a) avec 0 < a < oo deés que p € (2,3).
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A cause des trajectoires non bornées mises en évidence ci-dessus, et en raison
du non chevauchement des trajectoires, on remarque que toute trajectoire
initiée en (0, vg) avec vy > 0 est également non bornée lorsque les hypotheses
du Théoreme 2.5.3 sont vérifiées. On en déduit le résultat suivant :

Théoréme 2.5.5 Soit p € (1,3) et A > 0. Sl existe a« > 1 tel que

32 maxd a(20) 0L (20w
- a—1 T 2a \a-—1 ’

alors, pour tout a > 0, il n’existe pas de solution positive de l’équation

u” —uu' +ululPt — M =0 dans [—a, a]

sous les conditions au bord de Dirichlet
u(—a) =0 et u(a) =0,

ni lorsque les conditions de Dirichlet sont remplacées par les conditions au
bord mixtes
u(—a) =0 et u'(a) =0,

2.6 Bifurcation

Dans un premier temps, on fixe I’exposant p dans les équations du Systeme
(32), et on fait varier le parametre .

2.6.1 p>3

D’apres les résultats de la Section 2.1, lorsque

A= <4(p1— 1))237

le Systéeme (32) possede trois équilibres : I’équilibre (0,0) qui est un point
1 1

selle, (A»=1,0) qui est un tourbillon instable et répulsif, et (—A»=7,0) qui est

un tourbillon stable et attractif. Quand A\ décroit et atteint la valeur

A= <4(p1— 1)>p_37
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les équilibres ()\711,0) et (—)\711,0) sont des noeuds dégénérés (a une tan-
gente), respectivement, instable et répulsif, et stable et attractif. L’équilibre
(0,0) reste un point selle. Ensuite, pour

0< A< <m>§_3,

les équilibres ()\Til, 0) et (—)\P%l, 0) sont des noeuds non-dégénérés (a deux

tangentes) , respectivement, instable et répulsif, et stable et attractif. (0,0)

est encore un point selle. Finalement, lorsque A prend des valeurs négatives
A <0,

seul I"équilibre (0,0) persiste (pour A = 0, les trois équilibres coincident) et
est un centre pour le Systeme (32), d’apres le paragraphe 2.3.3.

2.6.2 p=3

Dans ce cas, I’équation (36) est vérifiée pour tout A > 0. Le Systeme (32)
possede trois équilibres tant que A > 0. On a le point selle (0, 0), le tourbillon

instable et répulsif ()\P%l,O), et le tourbillon stable et attractif (—)\Til,O).
Lorsque A atteint la valeur critique 0, les trois équilibres coincident en un
centre. Et lorsque A < 0, seul le centre (0, 0) persiste.

263 1<p<3

Analoguement au cas 2.6.1, lorsque

]
Ap-1)/
le Systeme (32) possede trois équilibres : I’équilibre (0,0) qui est un point

selle, ()\P%l,O) qui est un nceud non-dégénéré (& deux tangentes) instable

et répulsif, et (—)\ﬁ, 0) qui est un noeud non-dégénéré stable et attractif.
Quand X décroit et atteint la valeur

A= <4(p1— 1))1737

les équilibres ()\p%l,()) et (—)\TL,O) sont des noeuds dégénérés (a une tan-
gente), respectivement, instable et répulsif, et stable et attractif. Tandis que
(0,0) reste un point selle. Ensuite, pour

0<x< (o)



I’équilibre (Aﬁ, 0) est un tourbillon instable et répulsif, tandis que(—/\p%l, 0)
est un tourbillon stable et attractif. (0,0) est encore un point selle. Finale-
ment, lorsque A prend des valeurs négatives

A <0,

seul I’équilibre (0,0) persiste (pour A = 0, les trois équilibres coincident) et
est un centre pour le Systeme (32), d’apres le paragraphe 2.3.3.

2.64 p=1

D’apreés la Section 2.4, lorsque A > 1, le Systeme (32) admet un unique
équilibre (0,0) qui est un point-selle. Ensuite, lorsque A atteint la valeur li-
mite 1, le Systeme (32) admet un continu d’équilibres : I'axe des abscisses.
Et pour A < 1, le Systeme (32) admet de nouveau 'unique équilibre (0, 0),
qui est un centre.

On peut résumer ce phénomene de bifurcation a I'aide du schéma Fig. 2.15.

Centre Noeuds + point-selle | Noeuds dégénérés + point selle Tourbillons + point-selle
P> 3 ] 1
0 ot A
(5-9)”
Ap-1)
Centre Towrbillons + point-selle
]
p=3 -
0 A
Centre Tourbillons + point-gelle | Noeuds dégénérés + point selle Noeuds + point-selle
l<p<3 3 !
0 1 ez A
(m=)"
4p-1)

1 Centre continu d'équilibres point-selle
p =

1 A

FiG. 2.15 — Bifurcation en fonction de .

Maintenant, on fixe le parametre A dans les équations du Systeme (32), et
on fait varier I'exposant p.
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265 A>1

A Taide de la Section 2.1, on extrait une valeur critique 1 < py < 3 vérifiant
po—3
1 =4(pg — 1)AroT.
On obtient que, pour p > po, le Systeme (32) possede trois équilibres : le
1
point-selle (0,0), le tourbillon instable et répulsif (A7=1,0) et le tourbillon

stable et attractif (—)\711,0). Pour p = py, les tourbillons deviennent des
neeuds dégénérés (a une tangente), et (0, 0) reste un point selle. Ensuite, pour
1 < p < po, on a toujours le point-selle (0,0), mais cette fois, les équilibres
()\Plj, 0) et (—/\P%l, 0) sont des nceuds non-dégénérés (a deux tangentes) res-
pectivement instable et répulsif, et stable et attractif. Finalement lorsque p
atteint la valeur limite 1, (0,0) est un point-selle et est I'unique équilibre du
Systeme (32).

266 \=1

Dans ce cas, I’équation (36) se simplifie en
1—4(p—1) <0,

Pour p > 1+ 1, le Systeme (32) possede trois équilibres : le point-selle (0, 0),
le tourbillon instable et répulsif ()\p%l, 0) et le tourbillon stable et attractif
(—)\p%l,()). Quand p atteint la valeur critique 1 + }L, les tourbillons sont
remplacés par des nceuds dégénérés et (0,0) reste un point selle. Ensuite,
pour 1 <p <1+ }1, on obtient deux nceuds non-dégénérés et (0,0) est encore
un point selle. Et lorsque p atteint la valeur limite 1, le Systeme (32) admet
un continu d’équilibres.

26.7 0<A<l1

Dans ce cas, I’équation (36) est plus complexe a vérifier. On considere la
formulation f(p) > 0, ou f est la fonction définie sur (1, 00) par

) =1 (4 - 1) + = ‘? In().

Comme 0 < A < 1, la fonction f admet un minimum en 1 — 21In(A). 11 faut
donc distinguer trois cas en fonction du signe de f(1 — 2In(\)).
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x f(1—=2InA) >0

On a alors f(p) > 0 pour tout p € (1,00), et d’apres 'équation (36), le
Systeme (32) possede trois équilibres : le point-selle (0,0), le tourbillon in-
stable et répulsif ()\Til, 0) et le tourbillon stable et attractif (—)\plj, 0), pour
tout p € (1,00). Lorsque p atteint la valeur limite 1, seul 1’équilibre (0,0)
persiste, et c¢’est alors un centre.

x f(1—=2InA)=0

Cette fois f(p) > 0 pour p € (1,1—21In(A\))U(1—21n(X), 00). L’équation (36)

entraine que pour p > 1 — 2In()\), le Systéme (32) possede trois équilibres :
1

le point-selle (0,0), le tourbillon instable et répulsif (A»=7,0) et le tourbillon

stable et attractif (—)\P%l, 0). Lorsque p atteint la valeur critique 1 — 21In(\),
les tourbillons deviennent des nceuds dégénérés (a une tangente), et (0,0)
reste un point selle. Puis lorsque 1 < p < 1 — 2In(}), on a de nouveau
les deux tourbillons et le point-selle. Finalement, lorsque p atteint la valeur
limite 1, seul I’équilibre (0, 0) persiste, et c’est alors un centre.

* f(1—2InA) <0

Il existe deux valeurs critiques p;(A) < 1 —2In(\) < pa(A) ou la fonction
f change de signe. Pour p > py(\), on a f(p) > 0, ce qui donne, avec
I'équation (36), trois équilibres pour le Systéeme (32) : le point-selle (0,0),
le tourbillon instable et répulsif ()\p%l, 0) et le tourbillon stable et attractif

(—)\p%l, 0). Lorsque p décroit et atteint la valeur critique po(A), les tourbillons
deviennent des noeuds dégénérés. Ensuite, lorsque p1(A) < p < pa(N), les
nceuds sont, cette fois, non-dégénérés, et (0,0) est toujours un point-selle.
Quand p atteint la seconde valeur critique p;()), les nceuds (i)\zj%l, 0) sont
de nouveau dégénérés. Puis pour 1 < p < py(\), les équilibres (:I:)\ﬁ, 0) sont
des tourbillons et 1’équilibre (0, 0) continue d’étre un point-selle. Finalement,
lorsque p atteint la limite 1, seul ’équilibre (0,0) persiste, et c’est alors un
centre.

2.6.8 A<0

Dans ce cas, le Systeme (32) ne possede qu'un seul équilibre : le point (0, 0).
Quelque soit la valeur de p € [1,00), (0,0) est un centre.

On peut résumer ce phénomene de bifurcation a 1’aide du schéma Fig. 2.16.
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Noeuds + point-selle Noeuds dégénérés + point selle Towbillons + point-selle

A>1 . 1
P
! Po
confinu d'équilibres| ~ Noeuds + point-selle [Noeuds dégénérés+ point selle Tourbillons + point-selle
A=1 : !
1 r
1T+7
D<A<l « f(1=2InA)>0
Tourbillons + point-selle
T
1 r
ef(1—21n)) =0
Tourbillons + point-selle ‘ Noeuds dégénérés + point selle Tourbillons + point-selle
I
T T
r
1 1—2In(\)
«f(1—2In))
Tourbillons Noeuds degenel és Noeuds + Tourbillons
ceﬂtle + point-sgelle + pmm selle point-selle + point selle + point-selle
' T
1 A) P
oy ()
centre
A0 £
1 P

Fi1G. 2.16 — Bifurcation en fonction de p.

2.6.9 Remarque

Bien que nous ne 'ayons pas précisé a chaque fois, le caractere stable et
attractif (resp. instable et répulsif) de 1'équilibre (—/\P%l,()) (resp. (/\p%l,())
) ne change jamais. Seule la configuration (tourbillon, nceud dégénéré, nceud
non-dégénéré) de ces équilibres est modifiée.

2.7 Equation non stationnaire

D’apres les calculs sur les vélocités (37) et la convexité (38) des trajectoires
du Systeme (32), nous exhibons des sur-solutions positives de I’équation (33).
Puis grace au principe de sur-solutions [8] de von Below et De Coster, nous
en déduisons l'existence de solutions positives de ’équation (33) sous des
conditions au bord de Dirichlet, de Neumann et dynamiques. Lorsque ce ne
sera pas possible, nous donnerons un résultat sur ’explosion en temps fini
des solutions positives en effectuant des comparaisons avec les résultats [11]
de von Below et Pincet-Mailly.
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2.7.1 Conditions au bord de Dirichlet

On considere le probleme parabolique non linéaire a valeurs initiales sous
conditions au bord de Dirichlet suivant :

Ou = O*u — udyu + uP — Au  dans [—a, a] pour t > 0,
u=>0 sur {—a, a} pour t > 0, (57)
u(-0) = dans [~a, ],

oua>0,p>1, et ou ¢ est une fonction continue dans [—a,al, positive,
non-nulle et vérifiant p(—a) = ¢(a) = 0. A l'aide des Théoremes 2.2.1 et
2.2.2, on obtient :

Théoreme 2.7.1 Pour certains a > 0, il existe une solution positive et glo-
bale
u € C([—&, a] X [07 OO)) N CQ,l([_C% CL] X (07 OO))

du Probléme (57) lorsque la donnée initiale ¢ € Co([—a,al) est suffisamment
petite.

Preuve :  Lorsque p > 3 et A > 0, on considere a € C*([—a, a]) une solu-
tion de ’équation (31) sous condition de Dirichlet donnée par le Théoreme
2.2.1. Supposons que ¢ < « dans [—a, a]. On a alors

O =0=02a — ad,a+ a? — A\a  dans [—a, a] pour ¢ > 0,
a=0 sur {—a, a} pour t > 0,
al+,0) > ¢ dans [—a, a.

Nous obtenons ainsi une sous-solution, la constante 0, et une sur-solution,
la fonction «, du Probleme (57). D’apres le principe de sur-solutions et de
sous-solutions de [8], on obtient la solution u cherchée. Pour p < 3 et A > 0, il
suffit de choisir une solution positive du Théoreme 2.2.2 comme sur-solution.
Lorsque A < 0, une solution positive de Dirichlet du Théoreme 2.2.5 convient
comme sur-solution.

[ |

2.7.2 Conditions au bord dynamiques

On considere le probleme parabolique non linéaire a valeurs initiales sous
conditions au bord dynamiques suivant :

Ou = O*u — udyu + uP — Au  dans [—a,a] pour t > 0,
o(z,t)0u~+0,u=0 sur {—a, a} pour t > 0, (58)
u(-0) = ¢ dans [~a,a),
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otta>0,p>10€C({—a, a} x RT) est positif, et ol ¢ est une fonction
continue dans [—a, a|, positive et non-nulle. A I’aide des Théoremes 2.2.1 et
2.2.2, on obtient :

Théoreme 2.7.2 Supposons que A > 0. Il existe une solution positive et
globale
u € C([_&a a] X [O?OO)) mCZl([_a’ a] X (07 OO))

du Probléeme (58)
— pour tout a > 0 lorsque la donnée initiale p € C([—a,a)) vérifie

0< @< AT,

— pour certains a > 0 lorsque ¢ € C([—a,a]) et que ¢ — APT change de
signe et est suffisamment petit.
— pour aucun a > 0 lorsque la donnée initiale ¢ € C(|—a,a]) vérifie

<,0>)\P%1.

Preuve : Pour le premier cas, il suffit de remarquer que la fonction
constante A7 T est une sur-solution du Probleme (58) lorsque 0 < p < AP,
Pour le second cas, on considere deux sous-cas. Lorsque p > 3, on considere
une solution positive de ’équation (31) sous condition de Neumann donnée
par le Théoreme 2.2.1. Lorsque 1 < p < 3, on considere le passé d’une tra-
jectoire du Systeme (32) initiée en (ap,0) avec 0 < oy < =3 Quitte a ne
considérer qu’'une partie la trajectoire maximale, on obtient une trajectoire
(e, B) définie sur [—b,0], avec b > 0, situé dans le cadran {v < 0}. Un tel
choix est possible d’apres les calculs de vélocités, voir équation (37) et Figure
2.1. Par construction, on a o/(—b) = G(—b) < 0, qui donne d,a(—b) > 0. En
translatant pour nous ramener a un intervalle centré en zéro (—a, a), on ob-
tient une sur-solution du Probleme (58) lorsque la donnée initiale ¢ vérifie
¢ < « dans [—a, a]. Pour le troisieme cas, on considere ¢ > 0 tel que

1
@ > c> A1 dans [—a, d
et on considere v la solution du probleme

O = 0*v —vd,v +vP — A dans [—a,a] pour ¢ > 0,
o(z,t)0u+ 0,0 =0 sur {—a, a} pour t > 0,
v(-,0)=c dans [—a, a.

D’apres le principe de comparaison de [8] et par hypothese sur ¢, on a

v < u pour tout x € [—a,a] et tout ¢ > 0. (59)
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De plus, comme
Dic—cOpc+c —Ae=c — e > 0,

on est assuré que v > ¢ pour tout x € [—a, al et tout t > 0 d’apres le Lemme
1.2.1. En particulier, il existe d > 0 tel que

VP — Av > dvP pour tout = € [—a,al et tout ¢ > 0.
Ainsi, la fonction v vérifie

O > 0%v —vdv + dvP  dans [—a,a] pour t > 0,
o(z,t)0u+ 0,v =0 sur {—a, a} pour t > 0,
v(-,0)=c dans [—a, al.

D’apres les résultats d’explosion de [11], la solution v explose en temps fini.
D’apres I’équation (59), la solution u du Probléme (58) explose en temps fini.
[ |

Lorsque A < 0, les valeurs des vélocités nous montrent que toute trajectoire,
en dehors de (0,0), initiée dans {u > 0, v < 0} ne peut arriver dans le
cadran {u > 0, v > 0} qu’apres un passage dans le demi-plan {u < 0}. C’est
pourquoi nous ne pouvons pas obtenir de solution globale de (58) avec la
méthode précédente. Par contre, on a le résultat suivant sur ’explosion en
temps fini :

Théoreme 2.7.3 Supposons que A < 0, o > 0 est constant et p > 2. Pour
tout a > 0, la solution positive du Probleme (58) explose en temps fini lorsque
la donnée initiale p € C([—a,a)) vérifie
V€ [—a,a], ¢(x)>0. (60)

Preuve :  Soit u l'unique solution positive du Probleme (58) dans C([—a, a]
x[0,7)) N C*([—a,a] x (0,T)), ou T € (0,00] est son temps d’existence
maximale. Comme u > 0 et A < 0, u vérifie

O > 0*u — ud,u+u?  dans [—a,a] pour t > 0,

o0+ O,u > 0 sur {—a, a} pour t > 0,

u(-,0) > ¢ dans [—a, al.
D’apres le principe de comparaison de [8], on a u(z,t) > v(x,t) dans [—a, a] X
[0,7"), ou v est la solution de

O = 020 — vd,v + P dans [—a,a] pour t > 0,

o(z,t)0w + 0w =0 sur {—a, a} pour t > 0,

v(-,0) =¢ dans [—a, al.
D’apres les résultats de [11], la fonction v explose en temps fini dés que p > 2,

que ¢ > 0 est constant, et que ¢ vérifie (60).
]
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Remarque 2.7.4 Notons que, dans le théoréme précédent, si o n’est pas
constant, mais qu’il est uniformément majoré par une constante ¢ > 0, alors
on obtient aussi 'explosion si ¢ vérifie I’hypothése supplémentaire

¢ € C*([—a,a)), et 2p — O + ¢ > 0.

Voir notamment le Lemme 2.1 de [10)].

2.7.3 Conditions au bord de Neumann

Comme les conditions de Neumann correspondent aux conditions dynamiques
avec le choix o(z,t) = 0, on déduit les résultats suivants a I’aide du précédent
paragraphe :

Théoreme 2.7.5 Supposons que X > 0. Pour certains a > 0, il existe une
solution positive et globale

u € C([—a,a] x [0,00)) NC*!([—a,a] x (0,00))
du probleme
Ou = 0*u — udyu + uP — \u  dans [—a, a] pour t > 0,
dyu =0 sur {—a, a} pourt >0, (61)
U(-, O) =¥ dans [—(1,, CL],

lorsque la donnée initiale v € C(|—a, a]) est suffisamment petite.

Théoreme 2.7.6 Supposons que N < 0, et p > 2. Pour tout a > 0, la
solution positive du Probleme (61) explose en temps fini lorsque la donnée
initiale p € C([—a,a]) vérifie (60) et

¢ € C*([—a,a)), et 20 — pdyp + ¢ > 0.

2.7.4 Remarques

Il est intéressant de noter le fait suivant dans le cas particulier A = 0.
Considérons le probleme parabolique formé de I’équation de Burgers

2
Oyu = 0u — udu + uP dans [—a, al,
avec une donnée initiale

u(+,0) > 0 dans [—a, a],
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et avec différents choix de conditions au bord. On a vu, voir Paragraphe
1.2.1 et [11], que dans le cas des conditions au bord dynamiques dissipatives
(c0u+0,u = 0, avec o > 0), toutes les solutions explosent en temps fini pour
p > 2 et p # 0 dans [—a,a]. Tandis que lorsqu’on impose les conditions au
bord de Dirichlet (u = 0), il existe des solutions stationnaires (donc globales)
w vérifiant © > 0 dans (—a, a). On connaissait déja l'effet de retardement de
I’explosion pour les conditions au bord dynamiques par rapport aux condi-
tions de Neumann (voir notamment [10]), ici, on a un effet d’accélération de
I’explosion pour les conditions au bord dynamiques par rapport aux condi-
tions de Dirichlet.

On peut également remarquer qu’il est possible de construire des solutions
stationnaires de 1’équation de Burgers

v —wu' +uP — A =0 dans [—a, al,

sous les conditions de Robin d,u+au = 0 sur {£a}. Il suffit pour cela de tra-
cer les droites v = au et v = —au dans le plan des phases et de considérer la
partie trajectoire (w, z) initiée au point d’intersection de (w, z) et {v = au}
et terminée a l'intersection de (f3,7) et de {v = —au}, voir Figure 2.17.

F1a. 2.17 — Trajectoires du Systeme (32) et conditions de Robin.

En recentrant 'intervalle de définition de (w, z) de telle sorte que I'on ait
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{z(—a) = aw(—a)} et {z(—a) = —aw(—a)}, on obtient
dyw(—a) = —w'(—a) = —2(—a) = —aw(—a),

et
dyw(a) = w'(a) = z(a) = —aw(a).

D’ou d,w + aw = 0 sur {£a}.

Les principaux résultats de ce chapitre font l'objet d'un article soumis a
publication [40].
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Chapitre 3

L’équation de Burgers
paramétrée dans des domaines
non-bornés

Dans ce chapitre, on considere le probleme parabolique suivant

O = *u — udyu +uP — A dans Q pour t > 0,
B(u) =0 sur 02 pour t > 0, (62)
u(-,0) = dans Q,

dans un domaine non borné Q2 C R, avec p > 1, A € R, ou B(u) = 0 désigne
différentes conditions sur le bord du domaine, et avec ¢ € C(Q2) bornée.
Typiquement, €2 désignera (0,00), (—00,0) ou R. Dans le cas 2 = R, on
n’impose pas de conditions au bord. On prouvera des résultats sur I’explosion
en temps fini et sur I'existence globale des solutions positives non triviales.

On montrera 'existence de solutions de similarité.

3.1 Explosion en temps fini

Lorsque A < 0, en considérant des normes L!(Q) & poids, nous étudions
I’explosion en temps fini des solutions de ’équation (62) sous des conditions
au bord de Neumann, de Robin et sous des conditions au bord non-linéaires.
Pour cela, il nous faut considérer des solutions satisfaisant a des conditions
sur leur comportement lorsque |z| — oo.

Définition 3.1.1 On dira que u est une solution du probléeme (62) si u vérifie
les équations du probléme au sens des solutions réqulieres et si pour toutt > 0
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et pour tout o > 0, on a

lim w(z,t)e”* =0 et lm |O,u(z,t)le”* =0.

|z| =00 |z| =00
Lorsque 2 = (0,00), on a les résultats suivants :

Théoréme 3.1.2 Si A <0 et p > 2, le probleme (62) n’admet aucune solu-
tion positive non-triviale globale et lorsque B(u) = 0 désigne les conditions
au bord de Neumann.

Preuve :  Soit u une solution du probleme (62). Introduisons la fonction-
nelle N, définie sur Rt par

N, (1) = /0 e e d.

1% étape : S'il existe a > 0 tel que N, explose en temps fini, alors la solution
u explose en temps fini. En effet supposons que u existe globalement et que
N, explose en temps fini, disons en 7 > 0. Pour tout 0 <¢ < 7, on a

Ny (t) = /0 u(z, t)e 2%~ 2% do < b(t) -/0 e 2% du,

ou
b(t) = sup u(z, t)e 2.
z€Q
Par définition de u, on a b(t) < oo pour tout ¢ > 0, en particulier il existe
C > 0 tel que b(t) < C pour tout 0 < ¢ < 7. D’ou

Ny(t) < C'/ e”2% dr < oo
0

pour tout 0 < t < 7. Ce qui contredit N, (t) — oo lorsque t — 7.

21me étape : On peut supposer sans restriction que pour tout 7 > 0, il existe
¢ > 0 tel que u(0,t) > ¢ pour tout ¢t > 7. En effet, on compare u avec la
solution v du probleme

O = 0*v — vdv +vP — Av  dans [0,1] pour ¢ > 0,

B(v) =0 sur {0} pour ¢ > 0,
v=0 sur {1} pour ¢ > 0,
v(-,0) = ¢y dans [0, 1],

olt p1 € C%([0,1]) avec 0%p1 — 10,1 + @ — Ap1 > 0 dans [0,1], 0 < o1 < ¢
dans [0, 1] et ¢1(1) = 0. D’apres les théoremes de comparaison et le principe
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du maximum (voir [8] et [10]), on obtient v(-,t) < u(-,t) et dv > 0 dans
[0, 1] pour ¢ > 0, puis pour tout 7 > 0, il existe ¢ > 0 tel que v(+,t) > 0 dans
[0, 1] pour tout 7 < t. En particulier, on obtient u(0,¢) > ¢ pour tout t > 7.
3ieme étape : 1l existe o > 0 et > 0 tels que N/, > BNP. 1l suffit de calculer
la dérivée de N, en fonction de ¢. On obtient :

N (t) = /0 Owu(z, t)e” " du.

- Ooag u(x,t))e”** dx—/oouax u(z,t) e ™ dx
| (utan) [ o, (ute.1)
—|—/ uP(x,t)e” " do — )\/ u(z,t)e”* dx.
0 0

En intégrant par parties les termes faisant intervenir des dérivées partielles
de u, et par définition de u, on a :

I o2 (u(x, t))e*ax de = [895 (u(m, t)) e*“x}zo +a 70, (u(m, t))e*am dx
= —0,u(0,t)+a [0, (u(x,t))e“” dx
= Ju(0,t) +a [° x( th) T dx
= 0,u(0,t) +a[u(:v t)e” “}0 +a? [ u(z, t)e " dx
= 9u(0,t) — au(0,t) + o [T u(x,t)e " du

Fun (o) i = () i

u? T, —ax & a [O° —ax
—(2 ) ]0 + —fo Q(x,t)e dx

= Ot)—i— f T dx.

Ainsi, on obtient :

N/ (t) = /OOO u(x,t)e” " <0z2 — %u(m,t) — A+ uPN(a, t)> dx .
+0,u(0,t) — au(0,t) + %u2(0, t).

Grace a la condition sur le bord, on a d,u(0,t) = 0, et on obtient
N/ (t) = / u(z,t)e” " (a2 — %u(m,t) — A+ uP(x, t)) dx
0
1
+u(0,1) <§u(0, t) — a).
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Quitte a ne considérer la solution u qu’a partir d’un certain temps 7 > 0, on
peut supposer que

¢ :=minwu(0,t) > 0.
>0

Il suffit de choisir @ > 0 suffisamment petit et on obtient :

N (t) > /Ooo u(z, t)e <a2 — %u(a:,t) — A+ u”fl(x,t)) dz.

Quitte a rétrécir «v, on choisit v < 2|\| et a < 1, ce qui donne la minoration
suivante :

N/ (t) > /000 u(x,t)e‘ax< - %u(w, t)— A+ up_l(x,t)> dr.

0, tandis que pour u(z,t) > 1,

5 >
> uP™ 1(1"t)

comme p > 2 on a —2u(z,t) +uP ! (x,

Lorsque u(x,t) < 1, on a —%u(x,t) — A
2 t)

. Ainsi, on obtient :

1 (0.9]
N/ (t) > 5/ uP(z,t)e” " du.
0

Puis par l'inégalité de Holder,

/ u(z, t)e " doe = / u(x,t)ef%xefa%x dx
0 0

1 p—1

< (/000 uP(z,t)e " da:)p(/ooo e daU)T,

0o 1=p
on a N!(t) > BNP(t) pour 3 = %(fo e dx) :
4ieme étape : 1'inégalité différentielle N/ > BNP implique explosion en temps
fini de N,. En effet, en intégrant cette inégalité entre 0 et t > 0, on a

1 (Nl P(t) — N;—p<0)> _ /Na(t) s7P ds = x;gg > (.

1-p Na(0)

Et ainsi : »

No(t) 2 (NI770) = (0= 1)5t) "

Na_P(0)

Comme —% < 0, le terme de droite explose en t = > 0.
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Il est possible d’adapter cette preuve pour les solutions satisfaisant a des
conditions au bord non-linéaires ou des conditions au bord de Robin. On a
le résultat suivant :

Théoréme 3.1.3 Soit A < 0 et p > 2. Si la condition au bord B(u) = 0 est
de la forme
dyu = g(u)

ot la fonction g est telle qu’il existe § > 0 et € < % vérifiant
g(n) = on —en’,
alors le probléme (62) n’admet aucune solution positive non-triviale globale.

Preuve :  La preuve est analogue a la précédente. Il suffit de choisir v > 0
tel que o < § et dans ’équation (63), on utilise la minoration suivante

0,u(0,t) — au(0,t) + %UQ(O, t) = g(u) —au(0,t) + %uQ(O, t)
> ou(0,t) — eu(0,t)* — au(0,t) + %u2(0, t)
> (0 — a)u(0,t) + (% — )u(0,t)?,

cette derniere quantité étant positive par choix de a et par hypothese sur e.
[

Lorsque A = 0, nous ne pouvons plus choisir « aussi librement que dans les
preuves précédentes. Néanmoins, en imposant des conditions sur ’exposant
p ou sur la taille de la donnée initiale, on obtient les résultats d’explosion
suivants :

Théoreme 3.1.4 Supposons que A =0 et que 2 < p < 3. Si la condition au
bord B(u) = 0 désigne les conditions au bord de Neumann, alors le probléeme

(62) n'admet aucune solution positive non-triviale globale.

Preuve :  On reprend la preuve du théoreme (3.1.2), et avec les conditions
au bord de Neumann et A = 0, I'équation (63) devient

N.(t) = /000 u(x,t)e <a2 — %u(x,t) + up_l(:v,t)> dx

1
+§u2(0, t) — au(0,1).
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Soit 5 € (0, 1), et introduisons-le dans I’équation précédente :

N.(t) = /Ooou(x,t)eax <a2 — %u(:v,t) + ﬂupfl(x,t)> dx
—|—%u2(0,t) —au(0,t) + (1 = 3) /000 uP(z,t)e” " du.

2

Lorsque u < 2a, on a a® — Ju > 0, tandis que pour u > 2a, on a

~Sut Burt =l = 54 Bur?) 2w - S+ B(2a)72).
2 2 2
Cette quantité est positive si
Bar=? > 2177, (64)

Pour 2 < p < 3, il suffit de choisir « suffisamment proche de 0 et 0 < § < 1
en fonction de p. On obtient alors

1

N!(t) = §u2(0,t) —au(0,t) + (1 — 5) /000 uP(z,t)e” " du.

Comme pour la preuve du théoréme (3.1.2), on suppose sans restriction que
u(0,t) > ¢ > 0 pour tout ¢ > 0, et pour e < §, on a %uz(O,t) —au(0,t) >0,
d’ou

N (t)=(1-75) /000 uP(z,t)e” " du.

Grace a l'inégalité de Hélder, on obtient N/ > dNP avec § = §(3, a, p) > 0,
qui assure 'explosion de N, en temps fini.
[

Théoreme 3.1.5 Supposons que A = 0. Si p > 3 et si la condition au bord

B(u) = 0 désigne les conditions au bord de Neumann, et que p(0) > 2;%137,
alors le probléme (62) n’admet aucune solution positive non-triviale globale.

Preuve :  On reprend la preuve précédente, et on considere 1’équation
(64). Pour p > 3, on a

p—3 1-p ip =L
B >2"P o o> 203003,
Avec cette condition sur «, on a

N/ (t) = %uQ(O,t) —au(0,t) + (1 - 5) /OOo uP(z,t)e” " du.
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1—
Si I'on suppose ¢(0) > 2?75, on peut sans restriction supposer que pour tout

1— 1— —1
t >0, u(0,t) > 255 . En choisissant 0 < (G < 1prochede 1, et a = QT—gﬂﬁ,
on a su*(0,t) — au(0,t) > 0. On obtient alors

N.(t) > (1-7) /000 uP(z,t)e” " du,

puis on en déduit N/ > 0NP avec 6 = §(3,,p) > 0 et 'explosion de N, en
temps fini.
n

Théoreme 3.1.6 Supposons que A = 0 et que p > 3. Si la condition au bord
B(u) = 0 désigne les conditions au bord de Neumann, et que

/000 o(x)e™™ do > %, (65)

alors le probléme (62) n’admet aucune solution positive non-triviale globale.

Preuve :  On reprend la preuve du théoreme (3.1.2). Avec les conditions
au bord de Neumann, A\ = 0, on introduit un parametre 0 < § < 1 dans
I'équation (63) qui devient :

N/ (t) = /OOO u(x,t)e” " (5042 - %u(a:, t) + ﬁupfl(x,t)> dx

+%u2(07t) — au(07t) + (1 — 5)@2]\7&(15) + (1 - ﬁ)NcI;(t),

avec 0 < # < 1 et & > 0. On minore le terme 3u*(0,t) — au(0,t) par _TO‘Q
En considérant les cas u > 2ad et u < 2ad, on se restreint au cas

l1-p =1 _2-p
o = 21073ﬁpf3511737

et on obtient do® — $u + fuP~! > 0 et

NG (t) 2 (1= B)NE(E) + (1 = 9)a*Na(t) — = (66)

Dans un premier temps, on minore le terme N? par zéro et on obtient

N (t) > (1 =)o’ N,(t) — %2

95



On en déduit

1
Ny(t) > ) + Ae1=99% avec A € R.

1-9)

En particulier, on a N,(0) > (1 — 6)~! 4+ A. En choisissant § proche de 0
et 8 proche de 1, Ihypothese (65) nous donne N,(0) > 2(1 —6)~'. On doit
donc choisir A > 0 et on obtient

2
(1 —8)a®N,(t) — % > 0 pour tout t > 0.

Ainsi, on minore la partie affine de I’équation (66) par zéro et l'on a
Ny (t) = (1= B)NE(t).

On conclut sur 'explosion de N, comme dans les théoremes précédents.

Remarque 3.1.7 Sur la taille des bornes imposées a la condition initiale.
Dans les deux précédents théoréemes, nous imposons des hypotheses sur la
taille de la donnée initiale. Pour le premier résultat, on suppose

0(0) > 2075

Cette borne est petite : on a 255 0 quand p — 3 et 995 < % Dans
le second théoréme, la borne de l’hypotheése (65) ne dépend pas de p, mais

permet de choisir, par exemple, toutes les fonctions @ minorées par 1/2.

Maintenant, si on considere le cas 0 = (—00,0), on obtient des résultats
d’explosion du méme type que les précédents en modifiant le poids dans la
fonctionnelle N,, concernant les solutions de (62) sous des conditions au bord
non-linéaires.

Théoreme 3.1.8 Supposons que A < 0 et que p > 2. Si la condition au bord
B(u) =0 est de la forme
auu = g(u)7

ot la fonction g est telle qu’il existe deux constantes ¢ >0 et d > 0 avec

g(n) > en® + dn,

alors le probléme (62) n’admet aucune solution positive non-triviale globale.
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Preuve : L’idée est la méme que pour le cas 2 = (0,00). On considere
une norme L! avec un nouveau poids :

0
N(t) = / u(z,t)e* dx, avec a > 0

—00

Comme précédemment, on calcule N, et en utilisant les équations du probleme
(62), on obtient par intégration par parties :

0
N'(t) = / Oyue™ dx

0 1 [0 0
> / Eﬁueam dm—§/ 8$<u2>e‘m dx—l—/ uPe™ dx

0
> 0,u(0,t) — au(0,t) — %uQ(O, t)+ / <a2u + au® + up) e dx.

Comme 0,u(0,t) = 0,u(0,t), il suffit de choisir @« = min{2¢, d}. On obtient
alors

N'(t) > /O <a2u(:17,t) + au®(z,t) + up(x,t)>eo‘x dx

0
> / uP(z,t)e™ dx.

Comme précédemment, on en déduit I'explosion en temps fini de N et de wu.
[

3.2 Solutions globales

Afin de prouver l'existence globale des solutions, nous utilisons le procédé
décrit dans le chapitre 4 et nous exhibons des sur-solutions globales. Lorsque
A > 0, on obtient le résultat suivant a l’aide de 1’équilibre ()\plj,O) du
Systeme (32).

Théoréme 3.2.1 Soient p € (1,00), A >0 et ¢ € C(Q2). Le probléeme

O = O*u — udyu +uP — M dans Q pourt > 0,
B(u) =0 sur 0§) pour t > 0, (67)
u(-,0) =¢ dans Q,

admet une solution positive globale lorsque la donnée initiale vérifie

gpﬁ)xp%l dans €,
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et lorsque B(u) = 0 désigne une condition au bord de Dirichlet, de Neumann,
ou une condition dynamique avec g > 0.

Preuve : Il suffit de considérer la fonction constante v(z,t) = V=3
L’équation de Burgers est satisfaite. Puis, par hypothese sur la donnée ini-
tiale ¢, on a ¢ < v(-,0) dans Q. Sur le bord 9, la fonction v vérifie les
inégalités suivantes :

v >0 (Dirichlet).
oy =0 (Neumann).
o0+ d,v =0 (Dynamique).

La fonction v est une sur-solution convenant au Probléeme (67) sous les trois

types de conditions au bord citées.
[

Lorsque A < 0, il nous faut imposer quelques restrictions, et nous obtenons
les résultats d’existence globale suivants :

Théoréme 3.2.2 Supposons que Q = (0,00).S0ient p € (1,2], A < 0 et
v € C(Q2). Le probléme

Ou = O%*u — udyu +uP — Au  dans Q pourt >0,
B(u) =0 sur 0 pour t > 0, (68)
u(-,0) =¢ dans €,

admet une solution positive globale lorsque la donnée initiale est bornée et
lorsque B(u) = 0 désigne une condition au bord de Dirichlet ou une condition
dynamique avec o > 0 constant.

Preuve :  On considére la fonction v(z,t) = Ae®+(+0)° définie dans
R* x RT. Le calcul des dérivées partielles nous donne

atv(:[,t) = 2(t—|—t0)’l}
Opv(z,t) = av.
O?v(x,t) = .

En choisissant ty, > %(oz2 — A), on obtient

O — %0 + v0v — VP + v = v<2(t+to)—a2+av—vp_1+)\)
> 112(04—1)7’_2).
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Puisque p < 2, et comme az + (t +19)? > 0 dans RT x RT, le terme vP~2 est
borné par AP~2, il suffit de choisir @ > AP~2 et l’'on a

O — 0%v + vO,v — vP + v > 0.

Le cas de la condition de Dirichlet sur le bord 92 est trivial car v > 0. Pour
le cas des conditions dynamiques, on a

o0 + 0yv = v(?a(t + 1) — oz).

Cette quantité est positive si on choisit £y > 5-. Concernant la donnée initiale,
il suffit de prendre A >|| ¢ ||~. La fonction v est ainsi une sur-solution
convenant au Probleme (68) sous les deux types de conditions au bord citées.

Remarque 3.2.3 Sur le coefficient o.

Lors de la preuve du théoréme, quitte a augmenter A et ty, on peut supposer
que 1 > AP=2 et choisir o« = 1. On peut alors considérer le cas d’un coefficient
o vérifiant

) >
o(@t) 2 g

pour tout t; > 0. Sip < 2, on peut rétrécir AP=2 et o autant que l’on souhaite
et ainsi considérer des coefficients o vérifiant

sur 02 x (0, 00),

d
o(x,t) > ; sur 99 x (0, 00),

1
pour tout d > 0 et t; > 0. D’une maniere plus générale, on peut considérer
une autre sur-solution : la fonction w définie par w(w,t) = e®@+E+t)" gyp
[0,00)2 avec n € N, a > 0 et tyg > 0, ce qui nous autorise a considérer de
plus petits coefficients o :

o(x,t) ~ t "

t—o0

Lorsque p = 2, le terme vP~2 vaut 1 méme si on n’impose pas (z,t) € RT xR,
Cette remarque nous permet de déduire le résultat suivant :

Théoréme 3.2.4 Supposons que 2 = (—00,0) ou Q = R. Soient p = 2,

A<0etpeC(Q). Le probléme

O = O*u — udyu +uP — M dans Q pourt > 0,
B(u) =0 sur 0§) pour t > 0, (69)
u(-,0) =¢ dans Q,

99



admet une solution positive globale s’il existe C > 0 et a > 0 tels que la
donnée initiale © vérifie

0 < p(z) < Ce™ dans Q

et lorsque B(u) = 0 désigne une condition au bord de Dirichlet, de Neumann
ou une condition dynamique avec o > (.

Preuve : Comme précédemment, on considere la fonction
o(, 1) = AortH?
définie dans Q2 x R*. En choisissant correctement les constantes A et o, on a

O — 0% +v0,v —vP +Av >0 dans Q x [0,00).
v(-,0) > ¢ dans .

La condition de Dirichlet est encore trivialement satisfaite. Par contre, cette
fois, on a 0,v = 0,v = av > 0 sur le bord 0f2. Cette remarque nous permet
de considérer le cas des conditions de Neumann et des conditions dynamiques
avec o > 0. La fonction v est ainsi une sur-solution convenant au Probleme
(69) sous les trois types de conditions au bord citées.

[ |

Lorsque A =0, 2 = (—00,0) et p > 3, la fonction de Green de 1’équation de
la chaleur est une sur-solution pour notre probleme.

Théoréme 3.2.5 Supposons que Q = (—o00,0). Soient p > 3, et ¢ € C().
Le probleme

Ou = *u — udyu +uP  dans Q pourt > 0,
B(u) =0 sur OS2 pour t > 0, (70)
u(-,0) = dans Q,

admet une solution positive globale lorsque la donnée initiale est suffisamment
petite et lorsque B(u) = 0 désigne une condition au bord de Dirichlet, de
Neumann ou une condition dynamique avec o > 0.

—(aty)?
Preuve :  On considere la fonction v(x,t) = A(t+1) e it définie dans
R xRt avec A>0,y<0ety= p%l. En calculant les dérivées partielles,
on obtient

O — 020 + v0,v — VP + A = (—27+1—(x+y)v—vp’1).

2(t+1)
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Par définition de v et comme p > 3, on a —2v + 1 > 0. Puis comme vP~! <
AP~ on choisit A suffisamment petit tel que 1 —2y — AP~' > 0. Finalement,
pour tout z € Q et y <0, on a —(z +y) > 0. On en conclut que

O — 0%v + vO,v — vP > 0 dans Q x [0, 00).

La condition de Dirichlet est satisfaite car v > 0 sur 0€2. Pour le cas des
conditions dynamiques avec o > 0 ou de Neumann (o = 0), on a

v
O + 0, >—(—2 _ )s 89 x [0, 00).
o + U_Q(t+1) oy —y) sur [0, 00)
Il suffit de choisir y = —207 pour avoir c0yv + d,v > 0. Ainsi, v est une
sur-solution convenant au Probleme (70) sous les trois types de conditions
au bord citées des que la donnée initiale vérifie ¢ < v(-,0) dans €.

u

3.3 Solutions de similarité

Pour la recherche de solutions globales, nous allons étudier le cas des so-
lutions de similarité dans cette section. Bien qu’elles ne nous permettent
pas d’obtenir de nouveaux cas d’existence globale, leur intérét n’est pas
négligeable. On cherche des solutions du Probleme (62) s’écrivant sous la
forme u(x,t) = p(z + ct) ot ¢ € R* et p € C2(Q) vérifie

¢ — (p+ ) + ¢’ — Ap =0 dans Q, (71)

et ¢ > 0 dans Q. La donnée initiale correspondante sera ¢, et le coefficient c
sera choisi pour satisfaire a la condition au bord.

Lemme 3.3.1 Supposons que B(u) = 0 désigne les conditions au bord dy-
namiques cdyu + d,u = 0 avec o > 0 constant.

- Si Q = (—00,0), alors la seule vitesse de propagation admissible est

donnée par c = _71

- 5 Q = (0,00), alors la seule vitesse de propagation admissible est
donnée par ¢ =

—_

o

Preuve :  Dans le cas Q = (—00,0), la condition au bord, en 0, s’écrit de
cette maniere :

d0yp(0+ ct) + 0,p(0 + ct) = (oc + 1)0,¢(ct) pour tout ¢ > 0,
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car dans ce cas v(0) = 1 et d,¢ = 0,p. Le choix de ¢ = —% est ainsi forcé.

Dans le cas © = (0,00), nous avons cette fois v(0) = —1 et d, = —0,¢,
d’ou

a0p(0 + ct) + 0,0(0 4 ct) = (oc — 1)0,p(ct) pour tout ¢t > 0,

qui nous oblige & choisir ¢ = .
ag

Remarque 3.3.2 Pour le cas des conditions au bord de Dirichlet, on ne peut
obtenir qu’une sur-solution, tandis que pour les solutions sous conditions au
bord de Neumann, il nous faut connaitre le signe de O, dans Q pour savoir
st l’on est en présence d’une sous-solution ou d’une sur-solution.

Remarque 3.3.3 Il est clair que si p est définie sur (0, 00), il faut que ¢ > 0
pour que la solution de similarité u(t,z) = p(x+ct) soit bien définie. Tandis
que si @ est définie sur (—o0,0), il nous faut ¢ < 0.

Pour la recherche des solutions de 1’équation (71), nous étudions le systeme

( z: ) - < (u+c)o —ZIUI”‘1 + \u ) ' (72)

Comme au chapitre précédent, nous raisonnons a l’aide d’argument de plan
des phases. L’étude de la vélocité et de la convexité du support des trajec-
toires montrent, de maniére analogue au cas du Systeme (32), que 'existence
de solution positives sur un intervalle non-borné dépend des équilibres de (72)
situés dans le demi plan Rt x R. Lorsque A < 0, le point (0,0) est 'unique
équilibre. On utilise le théoreme d’Hartman-Grobman sur la linéarisation. La
linéarisation en (0,0) du Systeme (72) nous donne

() =) o= ()

Pour A = 0, I'équilibre n’est pas hyperbolique et nous ne pouvons pas
conclure en utilisant la méthode de linéarisation. Par contre, lorsque A < 0,
(0,0) est hyperbolique. On a tr(A) = c et det(A) = —\. Lorsque ¢ +4\ < 0,
I’équilibre est un tourbillon. I1 nous faut éviter ce cas afin de s’assurer de la
positivité des solutions. On se restreint au cas ¢ + 4\ > 0. On calcule les
valeurs propres de A et les vecteurs propres associés afin d’utiliser les direc-
tions asymptotiques de 1’équilibre linéarisé, qui sont localement identiques a
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celles de I’équilibre du Systeme (72). Premierement, si ¢ + 4\ > 0, alors la
matrice A a deux valeurs propres

c+vet+4 c—Vc+4
WS Ty T T

dont les vecteurs propres associés sont respectivement

w () ()

Siec>0,onaxy >0et z_ > 0. De plus, (0,0) est un neeud instable
et répulsif. Les solutions (u,v) que nous obtenons par image des directions
asymptotiques sont définies sur (—oo,0). Ce n’est pas compatible avec ¢ > 0
et nous ne pouvons pas construire de solution de similarité dans ce cas.
Sic<0,onaxy <0etaz_ < 0. De plus, (0,0) est un noeud stable et
attractif. Les solutions (u,v) que nous obtenons par image des directions
asymptotiques sont définies sur (0, 00). Ce n’est pas compatible avec ¢ < 0 et
nous ne pouvons pas construire de solution de similarité dans ce cas non plus.
I nous reste le cas ¢ + 4\ = 0, ol la matrice A a une seule valeur propre :
rg = 5. L’équilibre (0,0) est stable et attractif si ¢ < 0, tandis quil est
instable et répulsif si ¢ > 0. Encore une fois, on a une incompatibilité entre
le domaine de définition du front ¢ et le signe de la vitesse de propagation.
En conclusion, nous avons ce résultat.

Lemme 3.3.4 Lorsque A < 0, il n’existe pas de solution de similarité solvant
le Probleme (62) lorsque la condition au bord B(u) = 0 désigne les conditions
au bord de Neumann, de Dirichlet ou les conditions au bord dynamiques.

Lorsque A > 0, pour tout ¢ € R, on considere u(z,t) = ¢(x+ct) ou ¢ = AT
et U'on a le résultat suivant :

Lemme 3.3.5 Lorsque \ > 0, il existe des solutions de similarité, avec une
vitesse de propagation quelconque, solvant le Probléme (62) lorsque la condi-
tion au bord B(u) = 0 désigne les conditions au bord de Neumann ou les
conditions au bord dynamiques.

En posant quelques restrictions sur la vitesse de propagation, il est possible
de prouver l'existence de solutions de similarité non constantes.

Lemme 3.3.6 Pour tout X > 0 et tout o > 0, il existe des solutions de
similarité non constantes du Probléme (62)
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— dans Q = (0,00) avec une wvitesse de propagation égale a % et qui

tendent vers 0 lorsque x — oo et t — 00,
— dans Q) = (—00,0) avec une vitesse de propagation égale a _71 et qui
tendent vers 0 lorsque x — —oo et t — 00,
lorsque la condition au bord B(u) = 0 désigne les conditions au bord dyna-
miques cOyu + O,u = 0.

Preuve :  Comme pour le cas précédent X < 0, on considere le Systeme
(72), puis sa linéarisation autour de I’équilibre (0, 0), & savoir :

() =) o= ()

Pour tout ¢ # 0, et tout A > 0, le systeme linéarisé possede deux valeurs
propres distinctes et de signe opposé
c+vVet+4 c—Vct+4
=——— &€
2

b=

Ty 5

dont les vecteurs propres associés sont respectivement

e () ()

L’équilibre (0,0) est alors un point-selle pour le systeme linéarisé et pour le
Systeme (72). Lorsque ¢ > 0, on a x_ < 0, on considere la direction asymp-
totique donnée par le vecteur V_, et d’apres le théoreme de linéarisation
d’Hartman-Grobman, on obtient une solution positive (u,v) de (72) définie
sur [0,00) avec u(oco) = v(oo) = 0 et initiée dans un voisinage de (0,0).
Lorsque ¢ < 0, on a x; > 0. Comme précédemment, on considere la di-
rection asymptotique donnée par le vecteur V., et on obtient une solution
positive (u,v) de (72) définie sur (—o0,0] avec u(—o0) = v(—o0) = 0 et
initiée dans un voisinage de (0,0). Ainsi, lorsque ¢ > 0, on obtient une solu-
tion de similarité de I'équation (71) dans [0,00), et si on spécifie ¢ = 1 on
obtient le premier point du lemme. De méme avec ¢ < 0, on obtient le second
point en spécifiant ¢ = _71 Voir Figure 3.1.

[

Ces solutions de similarité sont des sur-solutions lorsqu’on considere d’autres
conditions au bord.

Corollaire 3.3.7 Pour tout A > 0, il existe des solutions globales non con-
stantes du Probleme (62)
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c=0 c=0

(u,v)

F1G. 3.1 — Solution du Systeme (72) au voisinage de (0, 0).

— dans Q = (0,00) qui tendent vers 0 lorsque v — 0o et t — 00,

— dans Q = (—00,0) qui tendent vers 0 lorsque x — —o0 et t — 00,
lorsque la condition au bord B(u) = 0 désigne les conditions au bord de
Dirichlet ou de Neumann.

Preuve: Pour le premier cas, il suffit de considérer la solution de similarité
o(x + ct) définie sur 2 = (0, 00) et mise en évidence par le lemme précédent.
Puisque ¢ > 0 sur €2, on a clairement une sur-solution pour les conditions de
Dirichlet. Pour les conditions de Neumann, il suffit de considérer la trajectoire
(u,v) de la preuve précédente uniquement lorsqu’elle se situe dans le cadran
{v < 0}. Dans ce cas, on a d,0(0 + ct) = —0,(0 + ct) > 0 pour tout ¢ > 0.
Pour le second cas, on raisonne analoguement avec la solution de similarité
(x4 ct) définie sur Q = (—o0,0), mise en évidence par le lemme précédent
et restreinte au cadran {v > 0} car dans ce cas 9,p(0+ct) = d,p(0+ct) > 0.

[

En étudiant le plan des phases du Systeme (72) autour de I’équilibre ()\P%l, 0),
on obtient des solutions de similarité pour les conditions au bord dynamiques.

Lemme 3.3.8 Soient A > 0 eto > 0. Si o > )\P_Tll, et si la condition au
bord B(u) = 0 désigne les conditions au bord dynamiques cOwu + d,u = 0,
il existe des solutions de similarité non constantes du Probléme (62) dans

Q= (—00,0) qui tendent vers AT lorsque © — —o0 et t — 00.

Preuve: On consideére la linéarisation du Systeme (72) autour de ’équilibre

()\P%l, 0), qui nous donne le systeme

()= (2) o=t )
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Onadet(B) = (p—1)A > 0et tr(B) = AT e Ainsi, I’équilibre (0, 0) est un
noeud ou un tourbillon instable et répulsif lorsque AP ~+c > 0 pour le systeme
linéarisé, de méme que ()\Til,O) pour le Systeme (72). En considérant une
trajectoire (u, v) de (72) définie sur (—oo, 0] et initiée suffisamment proche de
I’équilibre ()\P%, 0), on obtient une fonction ¢ définie sur (—oo,0) qui tend
vers Ar-1 lorsque  — —oo. En posant w(z,t) = ¢(z — 1t), on a une solution
de similarité du Probleme (62) définie sur 2 = (—o00,0) pour ¢t > 0 sous les
conditions au bord dynamiques cd,u + 0,u = 0 lorsque —% + AT > 0.

Remarque 3.3.9 Cette construction ne peut pas étre effectuée lorsque §) =
(0,00). En effet, dans ce cas, une solution de similarité sous la condition
dynamique 0Oyu+ d,u = 0 s'écrit u(x,t) = p(x + Lt) et afin de définir u sur
Q pour tout t > 0, il faut que ¢ soit définie sur (0,00). Cela s’obtient lorsque
l’équilibre ()\p%l, 0) est stable, ce qui n’a lieu que pour AT + % < 0. Ce qui
contredit o > 0 et X > 0.

Les principaux résultats de ce chapitre font l'objet d'un article soumis a
publication [40].
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Chapitre 4

Le phénomene de Fujita dans
des domaines extérieurs sous
conditions au bord dynamiques

Ce chapitre traite du probleme parabolique de réaction diffusion non linéaire
suivant

Ou = Au + uP dans Q x (0, 00),

B, (u) := 00+ du=0 sur 9Q x (0,00), (73)
u(-,0) =¢ dans (2,

u>0 dans Q x (0, 00),

dans un domaine extérieur 2 de RY. C(’est-a-dire, pour N > 2, un ouvert
connexe © de RY tel que Q° soit un domaine borné non vide, et lorsque
N =1, Q est le complémentaire d’un intervalle compact. Apres un retour
sur I’historique du phénomene de Fujita et un rappel du cas d’explosion ol
l'exposant p € (1,1 + %], nous consacrons l’essentiel du chapitre a prouver
I’existence de solutions globales positives non-triviales du Probleme (73) pour
des exposants p > 1 + %

Pendant tout le chapitre, nous supposons que la condition au bord est dissi-
pative

o >0 sur 052 x (0, 00), (74)
et afin d’avoir des solutions régulieres
o € CHIQ x (0,00)). (75)

Nous avons aussi besoin des hypotheses suivantes sur la donnée initiale qui
devra étre continue, non-triviale, bornée, positive et s’annuler a l'infini :

P €C(A), 0<] ¢l o0, 920, lim o(x)=0. (76)

[[#[l2—o00
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Par la suite, toute solution est supposée étre positive et non-triviale, c¢’est-a-
dire a valeurs dans [0, 00) et différente de la constante nulle.

4.1 Historique

Cette partie, non exhaustive, présente quelques résultats marquants sur le
phénomene de Fujita.

En 1966, Hiroshi Fujita étudie le probleme suivant

Ou = Au+uP dans RN x (0, 00),
u(-,0) = dans RY | (F)
u>0 dans RY x (0,00) ,

ott la donnée initiale ¢ est une fonction positive de classe C2(RY) ayant ses
dérivées d’ordre 0, 1 et 2 bornées sur RY. Dans [19], Fujita cherche des fonc-
tions continues u sur RY x [0,T), avec T' € (0, 0o], vérifiant les conditions du
Probleme (F) et satisfaisant a la condition suivante sur 'ordre de croissance

IM>0,30<pB<2: V(xt) e RY x[0,T) |u(z,t)] < Mexp(|z]?) ,

nécessaire a l'unicité de la solution u, voir notamment [20]. Il prouve 'exis-
tence d'une dichotomie sur la question de la globalité des solutions du Probleme
(F) : lorsque I'exposant p de la partie non-linéaire vérifie p < 1 + %, aucune
solution positive non-triviale de ce probleme ne peut étre globale (ce cas
s’appelle le “cas d’explosion”), alors que pour p > 1+ %, il existe des so-
lutions positives non-triviales globales si ’on considere de petites données
initiales . En 1973 Kantaro Hayakawa [22], puis en 1981 Fred B. Weiss-
ler [52] completent I’étude de Fujita en démontrant que 'exposant critique

p=1+ % appartient au cas d’explosion.

En 1989, Catherine Bandle et Howard A. Levine étudient les solutions clas-
siques du probleme avec les conditions au bord de Dirichlet suivant

O = Au+uP dans Q x (0,00),

u=0 sur 082 x (0,00) , (D)
u(-,0) =¢ dans Q ,
u>0 dans Q x (0, 00),

et qui vérifient la condition suivante sur 1’ordre de croissance

V>0, |[u(zt)e ™ = 0et |Vu(z, t)e ™ — 0 quand 2| — 0,

108



lorsque € est un domaine extérieur de RY. Dans [3] et [4], ils ont montré que
le phénomene découvert par Fujita est encore vérifié avec le méme exposant
critique p = 1—1—% pour le Probleme (D). En 1996, Ryuichi Suzuki [46] prouve
que l'exposant critique appartient au cas d’explosion lorsque N > 3 .

En 1997, Kiyoshi Mochizuki et Ryuichi Suzuki généralisent les résultats de
Fujita et de Bandle-Levine en étudiant les solutions faibles des Problemes (F)
et (D). Leur concept de solutions faibles correspond a des fonctions conti-
nues bornées qui vérifient les équations des Probleme (F) ou (D) au sens des
distributions, avec I'espace test C2(RY) ou C?(9). Dans [33], Mochizuki et
Suzuki démontrent que le phénomene de Fujita s’étend a ces solutions faibles
avec le méme exposant critique p =1+ %7 qui appartient au cas d’explosion
lorsque N > 3.

En 2000, Howard A. Levine et Qi S. Zhang s’intéressent au probleme avec
les conditions au bord de Neumann suivant

O = Au+uP dans Q x (0, 00),

dyu =0 sur 02 x (0,00) , (N)
u(-,0) = dans Q|
u>0 dans Q x (0, 00),

ot ¢ est une fonction de classe C2(Q2) et ot1 2 est un domaine exétieur de RY.
Dans [29], ils s’intéressent aux solutions faibles, au sens des distributions avec
Iespace test C2(€2) et qui ne sont soumises & aucune restriction sur 'ordre de
croissance, et montrent que le phénomene de Fujita s’applique aux solutions
du Probleme (N), et que l'exposant critique p = 1 + % appartient au cas
d’explosion des que N > 3.

En 2006, Catherine Bandle, Joachim von Below et Wolfgang Reichel rem-
placent les conditions au bord de Dirichlet par les conditions au bord dyna-
miques et étudient le probleme (73). Dans [2], ils démontrent, dans le cas ot le
coefficient o est une constante de (0, 00), que toute solution explose en temps
fini lorsque p < 1+% et pour p < 1—1-% si N > 3. Lorsque p > 1—1—% et o >0
est constant, ils construisent, pour une donnée initiale suffisamment petite,
une (sur-)solution réguliere du Probleme (73) lorsque le complémentaire de
(2 est étoilé par rapport a 'origine avec min{ |z - v(x)| / x € 0 } > oN.
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4.2 Préliminaires

Dans un premier temps, nous définissons le type de solutions que nous utili-
serons dans la suite de ce chapitre.

4.2.1 Définition

On appellera “solution positive du Probleme (73)” une fonction u : (z,t) —
u(z,t) définie dans Q x [0,T) a valeurs dans RT, de classe C? en la variable
x et de classe C! en la variable ¢, vérifiant

Ou = Au+uP  dans Q x (0,7),
oo+ d,u=0 sur 0Q x (0,T),
u(-,0) =¢ dans Q ,

u>0 dansﬁx(O,T),

ol ¢ est une fonction donnée dans C(£2). Le temps T € (0, 00] désigne le
temps d’existence maximale de la solution u. Lorsque T' = oo, on dira que
la solution est globale. D’apres [4], si T' < oo, la solution u explose en temps
fini, ¢’est-a-dire :
lim sup u(z, t) = oo.
€N

Remarquons que lorsque la donnée initiale ¢ est de classe C(€), la solution
u est dans C*'(Q x [0,T)), tandis que si ¢ est seulement continue sur 2, on
aura u € C(Q2 x [0,T)) NC3H(Q x (0,T)).

4.2.2 Existence des solutions

Nous rappelons une procédure habituelle qui nous permet de construire, dans
un domaine extérieur, des solutions, au sens 4.2.1, du Probleme (73) pour
des données initiales ¢ uniformément bornées. Soit B(0, R) la boule centrée
a lorigine et de rayon R > 0 telle que Q° € B(0, R). Pour tout n € N,
nous définissons B, := B(0, R + n) et le domaine tronqué Q, := QN B,.
Le bord 2, se décompose en deux ensembles disjoints, relativement ouverts
dans 012, :

0Q,, = 00UIB,,.
Définissons aussi une suite croissante de données initiales (¢, )qen+ telle que
0<p, <o dans Qs
On-1 < Pn dans Q1,
0, =0 sur 0B, (77)

lim || @, — ¢ [loo=0 sur tout compact de  Q,
n—oo
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que 'on nommera les troncatures de . On supposera, sans restriction, que
la troncature préserve les relations d’ordre, c’est-a-dire que si 'on a deux
fonctions ¢ et ¢ uniformément bornées avec ¢ < 1) dans €2, alors on a @, < ¢,
dans €2,,. Ensuite, considérons le probleme suivant sous des conditions au bord

mixtes —
Owu = Au+uP  dans Q, x (0,00),
o0+ 0,u=0 sur I x (0,00),

u=0 sur 0B,, x (0, 00), (P(n))
u(-,0) = ¢y, dans Q,, ,
u>0 dans Q,, x (0, 00).

Appelons z la solution maximale du probleme de Cauchy

{ 2= 2P,
2(0) =l ¢ |l

W. D’apres les résultats de [10],
nous savons que pour chaque n € N*, le Probleme (P(n)) admet une solution
u, € C(Q, x [0,T,)) NC*Y(Q, x (0,T},)), ou T, est le temps d’existence
maximale de w,. De plus, d’apres le principe de comparaison de [8], on a,
pour tout n € N*,

de temps d’existence maximale ty =

0 < up(x,t) < upyi(z,t) < 2(t) pour tout (z,t) € Q x [0, 1),

ce qui donne ty < T,,. Par conséquent, nous obtenons une suite (u,),en+ de
fonctions dans C(,, x [0,0)) N C>'(Q, x (0,ty)). Des arguments standards
basés sur des estimations a priori pour 'équation de la chaleur (voir Refs. [2]
et [26]) impliquent que u, — u € Cioe(Q X [0,10)) N C1H(Q x (0,t)) quand
n — 00, oll u est une solution positive dans Q x [0,y) du Probleme (73). De
plus, comme les fonctions u,, s’annulent sur le bord 0B, pour tout n € N*,
la solution u s’annule a I'infini :
lim w(z,t)=0Vte[0,T) .
[[z]la—00

Remarquons que ty n’est qu'une borne inférieure pour le temps d’existence
maximale de chaque solution u,, et u. Il est possible que les temps T, et T
soient infinis. En effet, les résultats sur 'explosion en temps fini des solu-
tions des problemes sous les conditions au bord dynamiques issus de [11] ne
peuvent pas étre appliqués au cas des conditions mixtes des problemes (P(n))
car leurs solutions u,, s’annulent sur une partie du bord 0f2,,. C’est pourquoi
on choisit d’imposer une condition homogene de Dirichlet sur le bord artificiel
0B,,. D’ailleurs, nous verrons dans la section 4.3 comment obtenir 7,, = oo.
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4.2.3 Cas d’explosion

Nous rappelons un résultat sur l’explosion de toutes les solutions de (73)
dans le cas sous-critique. Il s’agit d’une généralisation du résultat de Bandle,
von Below et Reichel [2], énoncé ici avec des hypotheses plus générales sur le
coefficient o.

Théoréme 4.2.1 Sous les hypothéses (74)-(75) et (76), toutes les solutions
positives du Probleme (73) explosent en temps fini lorsque p € (1,1 + %) Si
N > 3, l’énoncé reste vrai pour p =1+ %

Preuve :  On consideére u une solution de (73) avec une donnée initiale ¢
satisfaisant a (76). Soit ¢ une fonction vérifiant (76) et telle que ¢ < ¢ dans
2 et avec

1 =0 sur 0f) .

Soit (U )nen+ la suite des solutions des problemes tronqués (P(n)) avec la
suite (¢n)nen+ des troncatures de . Introduisons une autre suite (1,)nens
correspondant aux troncatures de v et avec ¥, < ¢, dans , pour tout
n € N*. Pour tout n € N*, considérons la solution positive v, du probleme

O, = Av, +v2  dans Q, x (0,5,),

v, = 0 sur (00U 0B,) x (0,5,),
Un(+,0) = ¥y, dans Q, ,
v, >0 dans Q, x (0,5,),

ainsi que v la solution du probleme de Dirichlet suivant
O = Av+P  dans Q x (0,9),

v=0 sur 99 x (0,5),
v(-,0) = dans Q|
v>0 dans Q x (0, 5),

obtenue par la méthode décrite dans la section 4.2.2. D’apres le principe de
comparaison de [8], on a pour tout n € N*

0 <wv, <u, dans Q, x [0,7),

pour tout 0 < 7 < min{S,,T,}. D’ou T,, < S,. De méme, on a pour tout
n € N* _
0 <u, <wudans , x [0,7) ,

pour tout 0 < 7 < min{7,,T}. D'ou T" < T,,. Ainsi on a T" < S, et si
la solution u est globale, on a T' = oo, puis S, = oo pour tout n € N*.
Par construction la solution v serait globale. Or, d’apres [4] (et [3] pour la
dimension 1), la solution v n’est jamais globale pour notre choix de I’exposant
p. Par conséquent, la solution u explose en temps fini.

[
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Notons que la preuve n’utilise pas directement les hypotheses (74)-(75) sur
le coefficient o, cependant elles sont nécessaires pour obtenir des solutions
régulieres et positives.

4.3 Solutions globales

Tout au long de cette section, nous considérons des exposants p sur-critiques,
c’est-a-dire :

>1+ 2
p N'

Notre technique consistera a construire une fonction bornée w qui majorera
chacune des solutions u, de (P(n)) dans Q,, x [0,7},). Ceci nous donnera une
suite (uy,)nen- de solutions globales dans C(9,, x [0, 00)) NC%1(€Q,, x (0, 00)).
Ainsi, la solution u de (73) sera aussi globale.

4.3.1 Cas N >3

Dans cette partie, nous allons prouver I'existence de solutions globales en
comparant la solution du Probleme (73) avec la solution du probléme sous
la condition au bord de Neumann suivant

dw = Aw +wP  dans Q x (0, 00),
dyw =0 sur 982 x (0, 00),
w(-,0) =1 dans Q|

w >0 dans Q x (0, c0),

(78)

ot ¥ est une donnée initiale de classe C2(Q) vérifiant (76). D’aprés Levine
et Zhang [29], il est connu que ce Probleme (78) admette des solutions pour
p>1+ % et pour des données initiales ¢ suffisamment petites. Levine et
Zhang précisent que v doit vérifier 1 (z) < b(1+ || 2 ||3)" =% pour un ¢ > 0
quelconque et une constante b > 0 dépendante de §. Nous montrons que la
solution du Probleme (78) de Neumann majore la solution du Probleme (73)
sous conditions dynamiques lorsque les données initiales sont bien ordonnées
et lorsque pour tout n € N*

A, + P > 0 dans Q,,, (79)

ol (¢ )nen+ est la suite des données initiales tronquées définie en (77). Nous
choisissons une “petite” donnée initiale particuliére 1) vérifiant cette équation
(79). Par exemple, si 'on suppose que 0 € B(0,7) € Q° c B(0, R), et pour
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une constante d > 0 proche de 0, on peut choisir la fonction suivante :

W(z) = d exp (#) dans B(0, R)

0 dans B(0, R)°

Trivialement v coincide avec chacune de ses troncatures v,,, et puisque ¢» > 0
et Ay > 0 dans B(0,7)°, les équations (79) sont vérifiées dans chaque do-
maine tronqué €2,,.

Tout d’abord, nous avons besoin d'un lemme préliminaire dit a von Below et
Pincet-Mailly, voir [10].

Lemme 4.3.1 Soit une fonction 1 vérifiant (76) et (79). La suite (wy,)nent
des solutions des problémes sous conditions de Neumann

atwn — Awn + wfb da’ns ﬁn X (07 Twn)7

Oyw, =0 sur 0, x (0,T, ),
wy, =0 sur 0B, x (0,T,,),
wy(+,0) = Yy, dans Q,, |

wy, >0 dans Q, x (0, Ty, ),

associées auz troncatures de i vérifie pour tout n € N*
Oyw, > 0 dans Q x (0,T,,),
ou T, estle temps d’existence mazimale de w,.
Preuve :  Soient n € N* et 7 € (0,7,,), la fonction w, vérifie

o, = Aw, +w? dans Q, x (0,7),

dyw, =0 sur 02 x (0,7),
wy, =0 sur 0B, x (0,71),
wy(+,0) = Yy, dans Q,, ,

wy, >0 dans Q, x (0,7),

dans le domaine borné Q,. D’apres (76) et le principe du maximum fort de
[8], on obtient
wy, > 0 dans (2, U0Q) x (0,7).

Ensuite, d’apres les résultats de régularités issus de [26], les solutions w,, sont
de classe C*?(Q,, x (0,7)), et pour ¥, = dyw, € C>(Q, x (0,7)), on a

Oy = Ay, + pwPly, dans Q, x (0,7),
Oy = 0 sur 00 x (0,7),
Yn =0 sur 0B, x (0,7),
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et avec (79), on a y,(-,0) > 0. Avec le principe de comparaison de [8], on en
conclut que y,, > 0 dans €2,, x (0, T);Ceci étant vrai pour 7 quelconque dans
(0,Ty, ), on en déduit y,, > 0 dans €2, x (0,T,).

|

Lemme 4.3.2 Soient un coefficient o vérifiant (74) et (75), deuz fonctions
@ et vérifiant (76), et ¢ € C*(Q) satisfaisant a (79). Si
© < 1 dans €, (80)
alors le Probléme (73) avec la donnée initiale p admet une solution u vérifiant
u < w dans Q x (0,T,),

et
0< Ty <T < o0,

ot w est la solution du Probléme (78) avec la donnée initiale ¢ et de temps
d’existence maximale T,

Preuve: Considérons la suite (u,),en+ des solutions des problémes tronqués
(P(n)) associée a la suite (¢,)nen+ des troncatures de ¢, et la suite (wy,)nens
des solutions des problemes sous conditions de Neumann

Opw, = Aw, +w?  dans Q, x (0,T,, ),

dyw, =0 sur 092 x (0, Ty, ),

w, =0 sur 0B, x (0,Ty,), (Neu(n))
wy(+,0) = Yy, dans Q,, ,

wy, >0 dans Q, x (0,T,,,),

avec (U, )nen+ les troncatures de 1. Soit n € N* donné. Dans un premier
temps, on montre que w, < w dans €2, x (0,7T,). Comme v,, < 1, et comme
w est une solution positive de (78), la fonction w vérifie

Ow > Aw +wP  dans Q, x (0,T,,),

dyw >0 sur 02 x (0,7,),
w >0 sur 0B,, x (0,T,),
w(-,0) > 1y, dans Q,, ,

w>0 dans Q, x (0,T,).

Comme w, est solution du Probleme de Neumann (Neu(n)), le principe de
comparaison de [8] donne

w, < w dans Q, x (0,7), (81)

115



pour tout 0 < 7 < min{ 7,,,, T, }. On en déduit T,, < T, . Ensuite, comme
le lemme précédent assure que dyw, > 0, on obtient avec (74) :

oOw,, + O,w, > 0 sur 0 x (0,T,,).
Puis comme w,, est solution de (Neu(n)), et grace a (80), w, vérifie

Opw, > Aw, +w? dans Q, x (0,T,,),
odyw, + dyw, >0 sur 92 x (0,T,,),

wy, >0 sur 0B, x (0,T,,),
wp(+,0) > @, dans €2, ,
wy, >0 dans Q, x (0,T,.).

D’autre part, on a par définition de wu,, :

O, = Au, +uP dans Q, x (0,T},),
o0y, + Oyu, =0 sur 092 x (0,7T5,),
Uy, =0 sur 0B, x (0,T},),
un(+,0) = @, dans Q,, ,

Uy, > 0 dans Q, x (0,T5,).

Le principe de comparaison de [8] implique
u, < w, dans Q, x (0,7), (82)

pour tout 0 < 7 < min{ T,,, T, }, puis Ty, < T),. Des équations (81) et
(82), on obtient T,, < T, et u,, < w dans Q,, x (0,T,,). Ainsi la solution u du
Probleme (73) obtenue comme la limite de la suite (uy,),en+ par le procédé
décrit en 4.2.2 vérifie u < w dans Q x (0,T},) et T, < T. m

Maintenant, il suffit de choisir une donnée initiale 1, vérifiant la condition
(79) et suffisamment petite pour que le Probleme (78) admette une solution
globale.

Théoréeme 4.3.3 Sous les conditions (74), (75) et (76), le Probléme (73)
admet des solutions globales lorsque la donnée initiale est suffisamment petite.

Preuve :  Une donnée initiale ¢ vérifiant (76) et ¢ < v, dans €, ot 1), est
la fonction décrite avant 1’énoncé permet de conclure en utilisant le Lemme
4.3.2 .

Remarque 4.3.4 [l est intéressant de noter que seule la dissipativité et la
réqularité du coefficient o sont nécessaires comme hypotheses. On ne se pose
aucune contrainte sur le coefficient o (o borné, o indépendant du temps t).
De plus la condition (79) sur la donnée initiale du Probléme de Neumann ne
concerne pas les données initiales ¢ de notre Probléme (73).
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4.3.2 Cas des dimensions inférieures

En dimension 1 et 2, on ne peut plus utiliser le résultat [29] de Levine et
Zhang. En effet, pour démontrer la globalité des solutions du Probleme (78),
ils utilisent les fonctions de Green de I'équation de la chaleur sous condi-
tions au bord de Neumann, en particulier une majoration de ces fonctions
par des gaussiennes qui est valide uniquement en dimension N > 3. Nous de-
vons procéder différemment, et pour cela, nous avons besoin d’une hypothese
supplémentaire sur le coefficient o. On suppose qu’il existe une constante
¢ > 0 telle que

V (x,t) € 002 x [0,00) : o(z,t) < (. (83)

Nous commengons par traiter le cas de la dimension 2. A notre connaissance,
le seul résultat sur la globalité des solutions en dimension 2 est le résultat
de Bandle-von Below-Reichel pour les domaines étoilés, que nous énongons
ici avec des hypotheses plus générales. Notons que ce résultat est vrai en
dimension N € N* quelconque.

Lemme 4.3.5 ([2],Lemme 28) Soient ¢ une fonction vérifiant (76) et )
un domaine extérieur de R? tel que son complémentaire Q¢ soit étoilé par

rapport & un point w,. Soit un coefficient o vérifiant les hypotheses (74), (75)
et (83). Si la borne  vérifie

. W) > 9 .
min |(y —w.) - v(y)| = 2
alors, le Probleme (73) admet des solutions globales lorsque ¢ est suffisam-
ment petite. De plus, certaines de ces solutions u vérifient
Vit>0 | |llim u(z,t) =0 et tlim | w(t) [[o=10 .
Z||2—00 —00

On en déduit un corollaire portant sur un probleme avec conditions au bord
mixtes, dont la preuve s’inspire du Lemme 28 de [2].

Corollaire 4.3.6 Soient ¢ une fonction vérifiant (76), Q un domaine extérieur
de R? et un coefficient o vérifiant les hypothéses (74), (75) et (83). Pour tout
y € 09, il existe Ny, un ouvert relatif de 02 tel que le probléme sous les
conditions au bord mixtes suivant

O = Au+uP  dans Q x (0,00),

oo+ du=0  sur N, x (0,00),

u=0 sur (0Q\ N,) x (0, 00), (84)
u(-,0) =¢ dans Q |,

u>0 dans Q x (0, 00),

117



admette des solutions globales lorsque o est suffisamment petite. De plus,
certaines de ces solutions u vérifient
Vit>0 | |l|im u(z,t) =0 et tlim | u(-,t) [lo=0 .
I||2—0C0 —00
Preuve :  Soit y € 9. Il existe un vecteur p € R?, dépendant du choix de
y, tel que le produit scalaire entre le vecteur y + p et la normale extérieure
en y vérifie
(y+mp) - viy) <-2C.
Comme 'application (09 2 z — (2 + i) - v(2) € R) est continue, il existe un
voisinage ouvert N, C 9 de y tel que

(z+p)-v(z) < =20V zeN,. (85)

Considérons la fonction U définie sur 2 x [0, c0) par

U(x,t) =A(t+1) " exp

1 1\ X

avec A = 3 (1 — —1> et v = }ﬁ. A T’aide du principe de comparaison
p J—

de [8], nous allons montrer que U est une sur-solution du Probleme (84)

lorsque ¢ < U(+,0) dans 2. Tout d’abord, il est clair que U > 0, que U €

C21(Q x [0,00)) et que U vérifie :

s LR
OU(x,t) = (t+1+ 4(t+1)2>U(x,t),

_ -N e+l
AU1) = <2(t+1)+ At +1)? )U(x’t>’

a,U(x,t) = (_(”“"Zwi)” (x)>U(x,t).

Nous avons

AU (1) = AU(w,t) = (tj1 * (ti1))U<x’t) - (

-y +1
(t+1)

)U(Jc,t).

Par définition des constantes A et -, nous avons

—y+1
(t+1)

> Apfl(t 4 1)7(10*1)

_ 2
> AP Yt + 1) Yexp ((p - 1)%)7
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et nous en déduisons
OU — AU — U? > 0 dans Q x [0,00) .

Ensuite, sur le bord 052, on a

—20~ — . 2
)t ooty

olletpl3
4G+ 1)2
et en utilisant ’hypothese (83), on obtient la minoration suivante :

-2 — (x+p) - v(zx)
o—atU+ayUz( 26+ D) )U.

Gréce & (85), on obtient 00,U + 9,U > 0 sur N, x [0,00). Finalement, sous
la condition ¢ < U(-,0) dans €2, nous obtenons

En ignorant le terme positif

puis comme p > 1+% = 2 donne vy < 1,

oU > AU+ UP  dans Q x (0,00),
oo U+ 0,U >0 sur N, x (0,00),

U>0 sur (092 \ NV,) x (0, 00),
U(-,0) > ¢ dans Q ,
U>0 dans Q x (0, c0).

En procédant avec les suites des troncatures de maniere analogue a la preuve
du Lemme 4.3.2, le principe de comparaison de [8] nous donne

0<wu<U dans Q x [0,00) ,

ou u désigne une solution du Probleme (84). Cette derniere inégalité nous
donne 'existence globale ainsi que les limites quand || = ||o et ¢ tendent vers
I'infini.

[
Pour le cas de la dimension 1, nous allons utiliser le fait que €2 n’est pas
connexe pour donner une réponse compléte. Ecrivons = R\ [a,b], avec
a < b deux réels. Définissons la fonction V' de €2 x [0, 00) par

o ol
V(z,t) = { A+ exp — ° siesa,

A(t+ 1) 7exp _lzlf(ct;ff)”% six > b,

1 1 N\
avec A = —(5 — —1)p 1, v = zﬁ et ou pp et o sont des réels tels que
p —

_(a+lu1)_§207
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et
(b+p2) —c>0.

En remarquant que v(a) =1 et que v(b) = —1, 'hypothese (83) nous donne
00V + 09,V > 0sur ({a} U{b}) x [0,00) .

En procédant comme dans la preuve du Corollaire 4.3.6, nous obtenons le
résultat suivant :

Théoréeme 4.3.7 Sous les hypothéses (74), (75), (76), (83), N =1 et p > 3,

le Probléme (73) admet des solutions globales lorsque les données initiales

sont suffisamment petites. De plus, certaines de ces solutions u vérifient
V>0 lm wu(z,t)=0 et tlim | u(-,t) [lo=0.

[|#]l2—o00

4.3.3 Remarques

Suite au Corollaire 4.3.6, I'idée de répondre au cas général en utilisant une
copie de la méthode de la dimension 1 semblerait intéressante. En effet, le
bord 99 est un fermé de RY, compact car Q° est borné. On pourrait donc
recouvrir ce bord par un nombre fini d’ouverts N, tels que les problemes sous
conditions au bord mixtes

O = Au+uP  dans Q x (0,00),

o+ u=0 sur N, x (0,00),

u=0 sur (09 \ NV,) x (0, 00),
u(-,0)=¢ dans
u>0 dans Q x (0, c0),

admettent des solutions globales. Puis on utiliserait ces solutions globales
pour créer un majorant des solutions du Probléeme (73), soit en prenant
le minimum des solutions, soit le maximum des solutions, soit en prenant
une combinaison linéaire de ces solutions a 1’aide d’un partition de 1'unité
adéquate. Cependant, une telle méthode ne peut pas aboutir. Une application
d’un tel procédé dans un domaine de borné de RY, comme dans l’exemple
suivant, le démontre bien :

Exemple 4.3.8 Application dans | — 1, 1].
On considere le domaine | —1,1[C R et p > 3. D’apreés von Below et Pincet-
Mailly [11], Uunique solution du probléme

Owu=Au+uP  dans [—1,1] x (0,T,),
o0+ 0,u=0 sur({—1}U{1}) x (0,T,),
u(-,0) =¢ dans [—1,1],

u>0 dans [—1,1] x (0,T,),
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explose en un temps fini T, dés que la donnée initiale ¢ € L*([—1,1]) est
positive et non-nulle. D’autre part, en procédant comme dans le Corollaire
4.3.6, on montre [’existence des fonctions u_y et uy, solutions globales posi-

tives respectives des problemes

Ou_y = Au_q +u”
ocOiu_1+ du_1=0

U_1 = 0
u*l('u O) = %071
U—_1 2 0

8tu1 = Aul + uﬁ)

a@tul + &,ul =0
U1 =0

ul("o) =¥

U1 ZO

dans [—1,1] x (0, 00),
sur {—1} x (0, 00),
sur {1} x (0, 00),
dans [—1,1],

dans [—1,1] x (0, 00),

dans [—1,1] x (0, 00),
sur {1} x (0, 00),

sur {—1} x (0, 00),
dans [—1,1],

dans [—1,1] x (0, 00),

ot p_1 et @1 sont deux fonctions continues sur [—1,1] s’annulant sur le
bord {—1} U {1}, suffisamment petites pour assurer la globalité des solutions
et non-nulles. S’il était possible de comparer la solution u avec u_q et avec
uy par Uun des procédés évoqués précédemment (V = min{u_y,u1} , V =
max{u_1,u1}, ou une combinaison linéaire V de u_y et u_q), alors u <V
dans [—1,1] x (0,T,) contredirait l’explosion en temps fini de u.

o
T
w

|

U

T
0,5

L=]
[+

=
£
.
1 =
‘ \

[
(=]

F1c. 4.1 — Situation typique de I'exemple 4.3.8.

Pour le cas de la dimension 2, utiliser la symétrie de Q° semblait étre perti-
nent. Cela consiste a considérer un domaine extérieur de R?, de complémen-
taire €2¢ étoilé de maniere a entrer dans le cadre du Lemme 4.3.5, puis de pas-
ser & un nouveau domaine extérieur (non-étoilé) 2; dont le complémentaire
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correspond a la réunion non-disjointe de Q¢ et du symétrique de €2 par
rapport a un axe (D;). Puis par répétition, on obtient un domaine 2, en
considérant le domaine dont le complémentaire est la réunion non-disjointe
de Q¢ et de son symétrique par rapport a un axe (D,). Cette méthode ne
peut fonctionner car rien ne nous assure que ’ensemble obtenu apres plu-
sieurs itérations soit encore un domaine.

e =

(D1)

Fic. 4.2 — Cas ou la symétrie produit un ensemble non-connexe.

4.4 Existence globale pour d’autres types d’en-
sembles

Dans cette section, nous donnons quelques résultats d’existence globale, qui
découlent des résultats de ce chapitre, pour le probleme

Ou = Au+uP  dans Q x (0, 00),
oo+ d,u =0 sur 99 x (0,00),
u(-,0) =¢ dans Q,

u>0 dans Q x (0, c0),

(86)

ou ¢ satisfait a (76), o vérifie (74), (75), éventuellement (83) et ot 2 n’est
plus un domaine extérieur de R"Y. On montrera que pour la généralisation
des domaines extérieurs (au sens de I’équation (87)), 'exposant critique est
encore 1 +2/N. Pour les domaines cylindriques (2 = U x R? avec U une do-
maine extérieur de RV=7), on montrera I'existence de solutions globales pour
des exposants p > min{l +2/(N — j), 1+ 2/j}, c’est-a-dire que "exposant
critique inférieur a min{1 +2/(N — j), 1+ 2/j}.

Le premier type d’ensembles qui nous intéresse est celui ou 2 est un ouvert
de RY dont le complémentaire Q¢ n’est pas simplement connexe. L’exemple
typique est le cas ot Q6= {2z € RY /r <|| 2 ||2< R } avec 0 < r < R. Dans
ce cas, I'ouvert () se décompose ainsi

Q=)o (87)



ou | € N* est donné,  est un domaine extérieur de RV et ol §; est un
domaine borné de R, pour tout 1 < i < N. Dans ce cas, la donnée initiale

€ C(Q) correspond a la donnée de [+1 fonction ¢; € C(€;) pour 1 <i < N,
et la solution u du Probleme (86) correspond a [+1 solutions u; des problemes

Oy = Au; +uf dans Q; x (0,00),
oOyu; + O,u; =0 sur 99 x (0, 00),
w;(+,0) = @ dans Q;,

u; >0 dans Q; x (0, 00),

pour 1 <7 < N. D’apres les résultats de [11], des que ¢; n’est pas la constante
nulle, les solutions u; explosent en temps fini, pour tout 1 < i < N. On en
déduit le résultat suivant :

Corollaire 4.4.1 Soit  un ouvert de RN se décomposant de la maniére
(87). Supposons que le coefficient o vérifie les hypotheses (74) et (75).

- Sip<1+ % etp <1+ % pour N > 3, toute solution du Probléme
(86) explose en temps fini des que ¢ # 0.

- Sip>1+%, N #2 et sio vérifie (83) lorsque N = 1, le Probléme (86)
admet des solutions globales pour des données initiales @ suffisamment
petites vérifiant (76) et ¢ =0 dans chaque composante bornée de 2.

- Sip>1+ % et N = 2, ’énoncé est encore vrai si le coefficient o
vérifie 'hypothése supplémentaire (83) et si ﬁg est €toilé par rapport a
un point v, avec Zré%igo |(z — vy) - v(2)| > 2C.

L’autre type d’ensembles qui nous intéresse est celui ou €2 est un domaine
de RY dont le complémentaire ¢ est un cylindre. En clair, on se donne un
entier j avec 1 < j < N, U un domaine extérieur de RY~/ et considere
Q) = U x RI. Notons (z,y) un élément de RY avec z € RV et y € R/. On
a 00 = 0U x R/ et la normale extérieure de 952, notée v, s’écrit

v(z,y) = (n(x),0,...,0) .V (z,y) € 00,
7 fois
ou n(x) désigne la normale extérieure de OU en z. Cette remarque nous
permet de construire des solutions dépendant uniquement de x (ou de y) a
partir des solutions évoquées tout au long de ce chapitre.

Lemme 4.4.2 Solutions indépendantes de y.
Soit QO = U xR’ un domaine cylindrique de RY . Soit o un coefficient vérifiant

les hypothéses (74) et (75).
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- Sip>1+ NL_J et j # N — 2, le Probléme (86) admet des solutions
globales pour des données initiales suffisamment petite. De plus, si les
données initiales vérifient (76) et sont indépendantes de y, alors il existe
des solutions globales indépendantes de y.

- Sip>1+ NL_] et j = N —2, ’énoncé est vrai si le coefficient o vérifie
Uhypothése supplémentaire (83) et si U est étoilé par rapport a un point
Uy avec ?e%lllf |(z —vy) - v(2)| > 2C.

- Sip < l—i-NL_j et p < 1+NL_]. pour 5 < N — 3, toute solution
indépendante de y explose en temps fini.

Preuve : Les cas d’existence globale découlent directement de la remarque
sur la normale extérieure de QU et des résultats d’existence globale pour les
domaines extérieurs de RV~ : il suffit de poser uy(z,y,t) = ux_;(z,t) pour
tout (z,y) € Q et t > 0, olt ux_; est une solution de (73) dans le domaine
extérieur U C RY=7. La fonction uy est ainsi une solution de (86) dans Q.
Le cas d’explosion s’obtient par restriction : une solution uy de (86) dans
Q) indépendante de y devient une solution de (73) dans U en fixant 3. On
conclut avec les résultats d’explosion pour les domaines extérieurs de RY=7,

[

Malgré ce que semble indiquer le lemme précédent, 'exposant p = 1 + NL_]

n’est pas 'exposant critique. En effet, dans le cas d’un coefficient constant
o = 0, on obtient le résultat suivant.

Lemme 4.4.3 Solutions indépendantes de x.
Soit @ = U x RJ un domaine cylindrique de RY.

- Sip>1+ %, le Probleme (86) admet des solutions globales pour des
données initiales suffisamment petites. De plus, si les données ini-
tiales sont indépendantes de x, alors il existe des solutions globales
mdépendantes de x.

- Sip< 1—1—%, toute solution indépendante de x du Probléme (86) explose
en temps fini.

Preuve :  On procede comme au lemme précédent. Pour le cas d’existence
globale, on pose uy(z,y,t) = u;(y, t) pour tout (z,y) € Qet t > 0, olt u; est
une solution du Probléme (F) dans R! x [0, 00). Comme uy ne dépend pas de
x, la remarque sur la normale extérieure de OU nous assure 0,uy(z,y,t) =0
pour tout (z,y,t) € 92 x (0,00). Pour I’explosion en temps fini, les résultats
sur les solutions du Probleme (F) dans R' donnent le résultat en raisonnant
par restriction.

]
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4.5 Autres opérateurs de dérivation

4.5.1 Cas d’explosion pour les milieux poreux

On considere I'équation d'un milieu poreux sous conditions au bord dyna-
miques et a valeur initiale :

O = A(u™) +uP  dans Q x (0, 00),
oo+ d,u =0 sur 982 x (0, 00),
u(-,0) =¢ dans Q,

u>0 dans Q x (0, c0),

(88)

ol Q désigne un domaine extérieur de RY avec N > 2, outm > let p > 1
sont deux réels, et ou ¢ et o satisfont aux hypotheses (74), (75) et (76). En
procédant de maniere analogue au Lemme 4.2.1 par comparaison avec une
solution de Dirichlet adéquate, on obtient le résultat suivant :

Théoreme 4.5.1 Supposons que le coefficient de la condition dynamique o
vérifie les hypothéses (74) et (75), et que la donnée initiale ¢ satisfait a la
condition (76). Le Probleme (88) n’admet aucune solution globale positive
non-triviale lorsque )
m<p<m-+ N
Dans le cas ot la dimension N > 3, aucune solution positive n’est globale si

2
m<p<m-+ —.

p=m+ N
Preuve : Comme dans la preuve du Lemme 4.2.1, on suppose par l’ab-
surde qu’il existe une solution globale positive non triviale v du Probleme
(88). En utilisant le procédé de troncature décrit dans la Section 4.2.2, on
construit une solution globale positive non triviale © du probleme de Dirichlet

Oup = A(ul) +uf, dans Q x (0, 00),

up =0 sur 082 x (0, 00),
up(-,0) = ¢p dans Q,
up >0 dans Q x (0, 00),

ot pp € Co(Q) avec 0 < ¢p < ¢ dans Q et non identiquement nulle, et
vérifiant up < v dans Q x [0,00). Or, d’apres les résultats de Mochizuki et
Suzuki [33], la solution up explose en temps fini, relativement & la norme
L. Par conséquent, la solution v du Probleme (88) ne peut étre globale et
doit exploser en temps fini.

[ |
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Remarque 4.5.2 D’apres les résultats d’explosion de Mochizuki et Mukasi
[32] concernant les probléemes de diffusion rapide sous conditions au bord de
Dirichlet, le résultat précédent reste vrai lorsque

2
max{0, 1 — N} <m < 1.

4.5.2 Opérateur elliptique de second ordre

En nous basant sur les résultats de Bandle et Levine [3] dans le cas des
conditions au bord de Dirichlet, nous tentons de généraliser les résultats du
phénomene de Fujita sous conditions au bord dynamiques dans les domaines
extérieurs en remplacant 'opérateur de Laplace par un opérateur elliptique
de second ordre L défini comme suit

L= Z@ <am > Zb x],

t,j=1

ol les coefficients a;; et b; sont de classe C?(€2). On définit pour tout = € Q :

N

(@)=Y ayle >H"” ‘Tﬁ

1,7=1

s

x) = i— (@ﬂij(iﬂ) - bi(flf)>33i’
et

0:% Iﬁl <Z+Zau>

Notons 7 =|| = ||2, et soient deux réels s > 0 et ¢ > 0. On consideére une
partie non-linéaire plus générale et le probleme suivant :

O = Lu + t9r°u?  dans Q x (0, 00),
o0+ 0,u =0 sur 992 x (0, 00),
u(-,0) =¢ dans Q ,

u>0 dans Q x (0, c0),

(89)

olt 2 est un domaine extérieur de RY, p > 1, o vérifie les hypotheses (74)

t (75), et avec ¢ satisfaisant a la condition (76). De maniere analogue au
Lemme 4.2.1, nous prouvons ’explosion de toute solution positive non-triviale
du Probléme (89) pour tout

242q+s

l<p<xl1
p+N,
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tandis que nous démontrons 'existence de solutions positives globales pour

242
p>1+M7
270

si v > 0 et ¢ est étoilé avec une géométrie particuliere.

Théoreme 4.5.3 Supposons que le coefficient de la condition dynamique o
vérifie les hypotheses (74) et (75), que la donnée initiale ¢ satisfasse a la
condition (76). Supposons que

N
Z O2,bi(z) < 0 dans Q,
i=1

et que
1/ _
plx) < 5(;0,”(1’) + l(x)) dans Q2 si N > 2
ot
(2+2q+s
p—1

Alors le Probleme (89) n’admet aucune solution globale positive non triviale
lorsque

—2)an+l>0dansﬁsiN:1.

24+2q+s

I<p<l

Preuve : La preuve est analogue a celle du Lemme 4.2.1. Cette fois, on
compare notre solution avec une solution adéquate up du probleme

Owup = Lup + tir*u,  dans Q x (0, 00),

up =0 sur 092 x (0, 00),
’LLD<',0) = ¥D dans ’
up >0 dans Q x (0, 0o),

ot pp € Co(R) avec 0 < pp < p dans Q et non identiquement nulle. Les
hypotheses du théoréeme sont utilisées par Bandle et Levine dans [3] afin
d’assurer 1’explosion en temps fini de la solution up.

[

Théoreme 4.5.4 Supposons que le coefficient de la condition dynamique o
vérifie les hypotheses (74) et (75), que la donnée initiale ¢ satisfasse a la
condition (76). Supposons que

p(z) < 1 dans Q,
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que
Yo > 07

et que Q¢ soit étoilé par rapport a l'origine avec

_— S ‘
min |z v(x)| > 2v00 (90)

Alors le Probléme (89) admet des solutions globales positives non triviales si
la donnée initiale est suffisamment petite lorsque

249
p>1+¥etjv22.

Yo
Preuve : Notre technique de preuve est analogue a la méthode développée
dans la Section 4.3. Grace au procédé de troncature décrit dans la Section

4.2.2, il nous suffit de trouver une fonction U définie sur Q x [0,00) qui
n’explose pas et qui vérifie

OU > LU +t4rsUP  dans Q x (0, 00),
00U +0,U >0 sur 99 x (0, 00),
U(-,0) > ¢ dans Q ,

U>0 dans Q x (0, c0).

Pour cela, on considere la fonction U : Q x [0, 00) — [0, 00) définie par

Ule,t) = At +1) " exp (— %)

avec p = 2H2415 ot A > (0 que l'on déterminera plus tard. Sur le bord 99,
2(p—1)
Nnous avons
1
O +0,U >~ (=200~ v(2))U 2 0.
oo U + ) op—z-v(x) >

Cette quantité est bien positive par définition de u, par hypotheses sur p et
grace a la condition (90) sur la géométrie du domaine 2. De plus, dans €,
un calcul direct nous donne

N
r? L4 iy Qi

5+ (—p+ 5

aU — LU = ((1 e

)t + 1)—1)U.

Puisqu’on a supposé p < 1 et par définition de vy, on effectue la minoration
suivante

oU — LU > t%(—uwo)).
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D’autre part, on remarque que

<p2_51>§e25(t+1)3 zrsexp<—w>, (91)

et on effectue la majoration suivante

At (CZ) e (g 4 1) stk Dy > gt
oo

Et par définition de i, on a 5 4 ¢ — pu(p — 1) = —1. Par conséquent, pour
obtenir

oU — LU > tir®UP,

il suffit de s’assurer

2 3 s
—M—l-%ZAp_l( i )267.
p—1

Par définition de p et de p > 1 + %, le membre de gauche est stricte-
ment positif, et 'inégalité est vérifiée si on choisit A suffisamment petit. Par

conséquent, un tel A permet d’avoir
0,U > LU + t9r*UP dans .

Pour conclure, il suffit de considérer des données initiales ¢ < U(-,0) dans Q
pour que la fonction U soit bien la sur-solution cherchée.
[

Dans le cas de la dimension N = 1, on utilise le fait que €2 n’est pas connexe.
Ecrivons ) = R\ [a, b] avec a < b deux réels. On étudie séparément les deux
sous-domaines (—o0, a) et (b, 00) de €. Dans le domaine (b, 00), nous utilisons
la sur-solution U précédente modulo une translation, a savoir U(z+a, t) avec
a € R tel que

—(b+a) >o.

Cette condition signifie que I’hypothese

— S
rralg)n|x v(z)| > 2v0

est vérifiée pour le domaine (b, 00). En supposant que le coefficient o est
borné sur 92 x [0, 00), on est assuré de réaliser cette condition. La translation
n’affecte la majoration (91) que d’un facteur réel positif, et la suite des calculs
reste similaire a la preuve précédente. On obtient le résultat suivant :
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Théoreme 4.5.5 Supposons que le coefficient de la condition dynamique o
vérifie les hypotheses (74), (75) et soit borné sur 02 x [0,00), que la donnée
initiale ¢ satisfasse a la condition (76). Supposons que

p(x) <1 dans Q,

et que
Yo > 0.

Alors le Probléme (89) admet des solutions globales positives non triviales si
la donnée initiale est suffisamment petite lorsque

242

27

4.6 Les conditions au bord de Robin

Suite a I’écriture des précédentes sections de ce chapitre, il s’est avéré que les
techniques utilisées pour les conditions dynamiques pouvaient étre appliquées
a la condition au bord de Robin. On peut alors répondre a la question posée
par Levine & Zhang dans [29], & savoir que le phénomene de Fujita est encore
vérifié pour le probleme parabolique suivant

O = Au+uP  dans Q x (0, 00),
du+au=0  surd x (0,00),
u(-,0) =¢ dans €,

u>0 dans Q x (0, c0),

(92)

ot  est un domaine extérieur de RY, p > 1 un nombre réel, © est une
fonction continue, positive et non nulle dans Q, et ot o est une fonction
positive

a >0 sur 99 x RT. (93)

On suppose que le coefficient « est suffisamment régulier afin de considérer
des solutions classiques au sens de la section 4.2.1 :

a € CH (002 x RY). (94)

4.6.1 Cas d’explosion

Par comparaison, on démontre I’explosion de toutes les solutions positives
non triviales du Probléme (92) lorsque I'exposant p de la partie non linéaire
vérifie les contraintes du théoreme suivant :
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Théoréme 4.6.1 Supposons que les hypothéses (76), (93) et (94) soient
vérifiées. Toutes les solutions positives non triviales du Probléme (92) ex-
plosent en temps fini lorsque

2
1<p<1+ﬁ st N <3,

2
1<p§1+ﬁ st N > 3.

Preuve : De maniere analogue au Lemme 4.2.1, on raisonne par 1’ab-
surde. On suppose qu’il existe une donnée initiale ¢ vérifiant (76) et telle
que la solution u, du Probleme de Robin (92) avec la donnée initiale ¢ existe
globalement. A Taide du procédé de troncature décrit en 4.2.2, on construit
une solution non triviale, globale et positive v du probleme de Dirichlet

0w = Av 4P dans Q x (0, 00),

v=0 sur 99 x (0, 00),
v(-,0) =1 dans Q,
v>0 dans Q x (0, c0),

ot 1 € Cy(Q) vérifie la condition (76) et ¢ < ¢ dans Q. D’apres les résultats
de Bandle & Levine [4] (et [3] pour la dimension 1), la solution v n’est jamais
globale pour notre choix de l'exposant p. Par conséquent, la solution wu,
explose en temps fini.

[

4.6.2 Cas d’existence globale
Cette fois, nous considérons le cas des exposants p supérieurs a l’exposant
critique :

>1+ 2
p N'

Comme précédemment, on raisonne par comparaison. En utilisant deux sur-
solutions différentes, nous obtenons deux résultats d’existence globale en po-
sant différentes conditions sur le coefficient a ou sur la dimension N. Dans
un premier temps, supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que

a > csur 0 x RT. (95)

On obtient alors :
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Théoréme 4.6.2 Supposons que les hypothéses (76), (94) et (95) soient
vérifiées et que

2

> 1+ —.

Le Probleme (92) admet des solutions globales positives non-triviales lorsque
la donnée initiale est suffisamment petite.

Preuve :  De maniere analogue au Théoreme 4.5.4, on utilise la fonction
U:Qx[0,00) — [0,00) définie par

Uz, t) = A(t +to) " exp ( — %),

ou u = p%l, to > 0 et ou A > 0 est choisi suffisamment petit tel que
O,U > AU + UP dans Q x (0, 00).

Sur le bord 92 du domaine, grace a ’hypothese (95), on obtient

a,U(x,t) + aU(z,t) > <;TV£:)) + oz, t))U(x, )
—z - v(x)
> (m +C>U($,t>

Puisque le bord 0f2 est compact, la quantité —z-v(x) est bornée indépendam-

ment de z € 0€2. En choisissant ¢, suffisamment grand, on obtient ;éﬁ:)) +c >
0, puis

0, U 4+ aU > 0 sur 92 x (0, 00).
Ainsi, il suffit de choisir une donnée initiale ¢ < U(-,0) dans € pour prouver
I’énoncé.
[

Remarque 4.6.3 Lors de la précédente preuve, on remarque que [’hypothése
(95) peut étre relaxée en

a(z,t) > v v(z)

Z STt pour tout (x,t) € 9 x (0, 00).

Cette écriture nécessite de connaitre la géométrie du domaine €2 si [’on veut
donner une borne optimale pour le coefficient o, mais dans le cas ou le do-
maine §2 est a une forme simple, par exemple si

Q={[l = [ls> R},
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on a alors pour tout x € 0N :
z-v(x)=—R.

Dans ce cas, il suffit que le coefficient o vérifie

alz,t) > m pour tout (x,t) € 9 x (0, 00). (96)

Dans le cas de la dimension N = 1, par symétrie et par translation, on peut
supposer que €2 = (1,00). Ainsi, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 4.6.4 Supposons que les hypothéses (76), (93) et (94) soient
vérifiées et que
N=1 e p>3.

Le Probléme (92) admet des solutions globales positives non-triviales lorsque
la donnée initiale est suffisamment petite.

Preuve : La preuve est analogue a celle du Théoreme 4.6.2. Quitte a
translater et en raisonnant par symétrie, on suppose que ) = (1,00). En
utilisant la formulation (96) de la Remarque 4.6.3, on obtient pour tout
x € et tout t >0 :

a,U(x,t) + aU(x,t) > ;(””T”%) + oz, t)>U(x, )
> (m +a(a, t)>U(x,t)
> 0

puisqu’on suppose « > 0. On conclut en choisissant une donnée initiale
@ < U(-,0) dans .
[ ]

Maintenant, on se passe de la condition (95) sur le coefficient «, mais on se
restreint au cas de la dimension N > 3. On obtient :

Théoréme 4.6.5 Supposons que N > 3 et que les hypothéses (76), (93) et
(94) soient vérifiées et que

>14 2
b N

Le Probleme (92) admet des solutions globales positives non-triviales lorsque
la donnée initiale est suffisamment petite.
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Preuve :  On considere la solution v positive et non triviale du probleme

de Neumann .
0w = Av+vP  dans 2 x (0, 00),

dv =0 sur 9 x (0, 00),
v(-,0) = dans ,
v>0 dans Q x (0, 00),

ot la donnée initiale ¢ € C(2) est choisie suffisamment petite telle que la
solution v soit globale, ce qui est possible d’apres Levine & Zhang [29]. Pour
tout a > 0 sur 992 x (0,00), on obtient

Jyv + av > 0 sur 99 x (0, 00).

A Taide du procédé de troncature décrit en 4.2.2, on construit une solution
positive non triviale et globale du Probleme (92).
|

Les principaux résultats de ce chapitre font I'objet de deux articles : I'un
publié dans Asymptotic Analysis [39] et le second soumis & publication [41].
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Annexe A

Principes de comparaison et du
maximum

Nous rappelons quelques résultats qualitatifs (principe de comparaison, prin-
cipe du maximum, positivité et unicité des solutions) que nous utilisons
tout au long de cette these. Ces résultats sont issus de [8] et concernent
des problemes paraboliques sous des conditions au bord mixtes dans des
domaines bornés.

On considere Q un domaine borné de R, dont le bord 992 se décompose en

deux parties disjointes
00 =09 U 3,9 ,

ou 05€) est une partie relativement ouverte dans 0€). Les cas 05§ = 0 et
022 = () ne sont pas exclus. Pour 7 > 0 on définit

9, =0 x[0,7],
puis l'intérieur parabolique
Q. = (QU Q) x]0, 7],

et le bord parabolique -
qr ‘= QT \ QT'

Soit une fonction

F €CY(Q; x R x RN x RV?)

croissante par rapport a la variable dans RV *. La relation d’ordre de RV
considérée ici, A < B, entre deux matrices carrées de taille N signifie que
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B — A est semi-définie positive. On supposera que la fonction F' vérifie la
condition de Lipschitz unilatérale suivante :

w>u= Fz,twp,q) — F(z,t,up,q) < Llw—u) (97)

dans Q, x R x RY x RV, olt L > 0 est une constante ne dépendant que de
la fonction F'. On considere ’équation parabolique dans Q.

O = F(x,t,u, Vu, H*u),

ol H?u désigne la matrice hessienne de u. Sur 9;(), on impose une condi-
tion inhomogene de Dirichlet, tandis que sur 0,2, on impose la condition
dynamique B, (u) = 0, avec

B,(u) = o(x,t)0u + O,u — p(z, t)u,

ou o > 0 sur 0,92 x (0, 7]. Nous avons les résultats suivants :

Théoreme A.1 Principe de comparaison.
Soient u et v deuz fonctions dans C(Q,) N C*Y(Q,) satisfaisant

Owu — F(x,t,u, Vu, H*u) < 0w — F(z,t,v, Vv, H*v) dans Q,,
B,(u) < B,(v) sur 210, 7].

Alors uw < v sur q, impliqgue u < v dans Q.

Corollaire A.2 Unicité.
Le probleme parabolique a valeur initiale

O = F(x,t,u, Vu, H*u)  dans Q,,
B,(u) =0 sur 0,210, 7],
u |qT: ¢ € C(QT)7

admet au plus une seule solution u dans C(Q,) NC*(Q,).

Corollaire A.3 Positivité. o
Si l'on suppose en plus que F(-,-,0,0,0) > 0, une solution u € C(Q,) N
C*Y(Q,) de

Owu — F(x,t,u, Vu, H*u) >0 dans Q,
B,(u) >0 sur 9,210, 7],
u>0 sur ¢y,

est positive dans Q.
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Pour la suite, on pose

axax + g($7 t?“? vu)?

g J

N
Dlu] = Z a;j(x,t,u, Vu)
ij=1

ou les coefficients a;; vérifient, pour p1; et o deux constantes positives,

N N N
0< Y &< ayly )6 <m ) &,
i=1 1,j=1 i=1

pour tout vecteur & de RV,

Théoréme A.4 Principe du maximum ( minimum ) fort.
Supposons qu’il existe C' > 0 tel que dans Q, Xx R X R on ait

9 p) < Clpl {g(-5-p) = =Cpl).
Soit une fonction u € C(Q,) N C*(Q,) vérifiant

O < Dlu] (Ou > Dlu])  dans 2x]0, 7],
{ By(u) <0 (By(u)>0)  surd.§2x]0,7].

Alors

maxu =maxu  (minu = minu),
ar o, ar 9,

et si u atteint son mazimum M ( son minimum m ) en un point (zo,ty) € Q,,
alors u= M {(u=m) sur Q.
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Annexe B

Algorithmes

Dans cette ultime partie, nous donnons les algorithmes utilisés pour réaliser
les simulations du chapitre 1 concernant I’équation de Burgers.

B.1 Trace.sce

// Discrétisation
// pas d’espace
k=1/100;
x=linspace(0,1,1/k+1);
// pas de temps
h=k"2/4;

// Données du probléme
// coefficient dynamique
s=100;
// donnée initiale
deff(’ [yl = £(x)?, ’y =-6.25%x"2+5%x’);
// exposant de la partie non-linéaire
p=3;

// Stockage de la solution approchée
u=zeros(x);
v=zeros(x);

// Initialisation
// bosse en 0.4

for i=1:40,
u(i)=6*f ((i-1)*k)+5;
end,
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// creux en 0.5
c=input (" Jusque ou faites-vous descendre le creux ?
(entre 5 et 11)");

for i=41:60,
u(i)=11-10000% (11-c)*(((i-1)*k-0.4)*((i-1)*k-0.6))"2;
end,

// bosse en 0.6
for i=61:1/k+1,
u(i)=6%f (1-(i-1)*k)+5;
end,

// Calcul de u(.,t) a chaque pas de temps
3=0;
while j>-1,

//Détection des bosses
M=0;
nb=1;
z=zeros(x);
zz=zeros (x) ;

// repérage du maximum

for i=1:1/k,
if u(i)<u(i+1) then z(i)=1; end,
if u(i)>M then M=u(i); end,

end,

z(1/k+1)=z(1/k);

// repérage des extrema locaux et du nombre de bosses
for i=1:1/k,

if z(i)<z(i+1) then nb=nb+1; end,

if z(i)>z(i+1) then zz(i)=j*h; end,

if z(i)<z(i+1) then zz(i)=j*h; end,

end,

// Affichage en 2D de la solution approchée au temps j*h

xbasc(0) ;

xset (’window’,0) ;
plot2d(x,u,rect=[0,0,1,120]),
xtitle([’Solution u: vue en zéro’,string(j)]);
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xbasc(1);

xset (’window’,1);

plot2d(x,u),

xtitle([’Solution u: vue globale’,string(j),
’Maximum’ ,string(M)]);

xbasc(2);

xset (’window’,2);

plot2d(x,z,rect=[0,0,1,2]),

xtitle([’Monotonie de la solution u’,string(j),
'nombre de bosses’,string(nb)]);

xset (’window’,3);
plot(x,zz,’0.),//plot2d(x,zz,style=0),
xtitle([’Suivi des extrema’,string(j)]);

// Incrémentation temporelle
J=i*L

// Calcul de la solution approchée au temps suivant
v(D=u(D)+ (h/(s*k))*(u(2)-u(1));
for i=2:1/k,

v(1)=u(i)+(h/k"2)* (u(i+1)-2*u(i)+u(i-1))
-(h/k)*u(i)*(u(i+1)-u(i))+h*(u(i) “p);

end;
v(1/k+1)=u(1/k+1)-(h/ (s*k) ) * (u(1/k+1)-u(1/k));
u=v;

end;

B.2 Trace2.sce

// Discrétisation
// pas d’espace
k=1/100;
x=linspace(0,1,1/k+1);
// pas de temps
h=k"2/4;

// Données du probléme
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// coefficient dynamique

s=100;

// donnée initiale

deff (’ [yl = £(x)’, ’y =-6.25%x"2+5%x’);
// exposant de la partie non-linéaire
p=3;

// Stockage des maxima locaux
maxl=zeros(10001,1);
max2=zeros(10001,1);

for g=1:10001,

// Stockage de la solution approchée
u=zeros(x);
v=zeros (x) ;

// Initialisation
c=10+(g-1) /10000;
// bosse en 0.4

for i=1:40,
u(i)=6%f ((i-1)*k)+5;
end,
// creux en 0.5
for i=41:60,
u(i)=11-10000* (11-c)*(((i-1)*k-0.4)*((i-1)*k-0.6))"2;
end,

// bosse en 0.6
for i=61:1/k+1,
u(i)=6*f (1-(i-1)*k)+5;
end,

//détection du maximum d’itérations avec Trace.sce .
// c = 10 10.2 10.4 10.6 10.8 11
// nblt = 185 183 182 181 179 176

// MaxIt = nb d’itération pour avoir u(.,t) avec 0.98 T < t <T
if c<=11  then MaxIt=176; end, // t > 0.983 T
if ¢c<=10.8 then MaxIt=179; end, // t > 0.988 T
if ¢<=10.6 then MaxIt=181; end, // t > 0.994 T
if ¢<=10.4 then MaxIt=182; end, // t > 0.994 T
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if ¢<=10.2 then MaxIt=183; end, // t > 0.989 T

//Calcul de u(., 0.98T)

j=0;

while j<MaxIt,
v(D=u(1)+ (h/(s*k))*(u(2)-u(1));
for i=2:1/k,

v(i)=u(i)+(h/k"2)*(u(i+1)-2*u(i)+u(i-1))
-(h/k)*u(i)*(u(i+l)-u(i))+h*x(u(i)“p);

end,
v(1/k+1)=u(1/k+1)-(h/(s*k))*(u(1/k+1)-u(1/k));
u=v;
j=i+1;

end,

//Détection du nombre de bosses
z=zeros(x);
for i=1:1/k,
if u(i)<u(i+1) then z(i)=1; end,
end,
z(1/k+1)=z(1/k);
quelmax=1;
for i=1:1/k,
if z(i)<z(i+1) then quelmax=2; end,
if quelmax==1 then
if z(i)>z(i+1) then max1(g)=(i-1)*k; end,
else
if z(i)>z(i+1) then max2(g)=(i-1)*k; end,
end,
end,
if max2(g)==0 then max2(g)=max1(g); end
end,
y=linspace(10,11,10001);
plot(y,max1)
plot(y,max2)

Les simulations ont été réalisées a ’aide du logiciel libre Scilab. La version
utilisée est scilab-3.1.1.
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Conclusion et perspectives

Au premier chapitre, nous avons introduit ’équation de Burgers. Nous
avons étudié la vitesse d’explosion des solutions de cette équation a travers
I'ordre de croissance de la norme infinie de ces solutions. Nous obtenons un
résultat optimal lorsque la réaction est suffisamment forte. Pour le cas des
réactions “faibles” (notamment pour 2 < p < 3), nos techniques de compa-
raison se révelent insuffisantes. Le probleme de 1'ordre de croissance semble
étre régi de maniere différente. En effet, d’autres techniques, telles les tech-
niques de renormalisation de Hu [24] et Quittner & Souplet [38] basées sur
des théoremes de type Liouville (voir [36] et [37]), ne sont pas adaptées a cette
équation de Burgers ot la convection est trop forte. Elles sont davantage des-
tinées a des équations du type dyu = Au—(Vu?)+u? ou Opu = Au—(Vu) +uP
ou l'exposant du terme de convection est petit (notamment ¢ < (p+1)/2 ou
r < 2p/(p+1) et p < 3 dans [14]). On se tourne vers la recherche de solutions,
ou de sous-solutions, ayant un ordre de croissance différent. Concernant 1’al-
lure des solutions, lorsque la donnée initiale a la forme deux bosses ou plus,
un résultat (ou exemple) théorique semble possible grace a l'utilisation d’une
énergie cinétique autour du minimum local. Cependant, comme on peut le
voir dans la derniere section du chapitre 1, la modification ou la persistance
du profil initial est tres sensible par rapport au choix de la donnée initiale :
cela nous indique qu’il faudra se donner des hypotheses tres précises sur cette
donnée initiale.

Les solutions stationnaires de I’équation de Burgers paramétrée sont étu-
diées dans le second chapitre. Puisque seules les solutions sous conditions au
bord de Dirichlet étaient possibles pour 1’équation de Burgers, nous avons in-
troduit un parametre A € R dans cette équation. On a finalement pu obtenir
des solutions sous conditions au bord de Neumann pour certaines valeurs du
parametre A. On a méme observé une bifurcation dans le plan des phases as-
socié a cette équation de Burgers paramétrée : selon les valeurs du parametre
A, le nombre et la nature des équilibres changent, modifiant ’existence des
solutions. A I’aide du principe de comparaison de von Below & De Coster [8],
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on utilise les solutions stationnaires pour en déduire ’existence de solutions
globales de I’équation non-stationnaire. Concernant les longueurs d’intervalle
pour lesquelles il existe des solutions de ’équation de Burgers, une étude sur
le paramétrage des trajectoires dans le plan des phases de ’équation station-
naire nous permettrait d’expliciter ces longueurs acceptables. Aussi, pour
étudier les cas ou les techniques de linéarisation ne fonctionnent pas, en par-
ticulier le cas de I’équation de Burgers avec A = 0, utiliser des méthodes varia-
tionnelles devrait nous permettre de résoudre I’équation (quitte a considérer
des solutions faibles). Notons qu’au chapitre 1, on utilise une solution de
I’équation de Burgers paramétrée avec les conditions au bord de Neumann
afin de donner une sur-solution explicite ayant la forme de deux bosses tout
au long de son intervalle d’existence.

Pour le troisieme chapitre, on continue de s’intéresser a 1’équation de Bur-
gers paramétrée, mais cette fois on recherche des solutions non-stationnaires
dans des domaines non-bornés de R, typiquement dans R, (—o0,0) et (0, 00).
Au départ, on espérait trouver un phénomene du type Fujita en trois phases
(existence globale - explosion - existence globale) au lieu de deux phases (ex-
plosion - existence globale). En réalité, le phénomene est plus complexe a
cause de la structure de I’équation : la présence d’un terme de convection
non-linéaire détruit toute symétrie et les sur-solutions “classiques” utilisées
dans les méthodes de comparaison ne fonctionnent que dans des cas isolés.
De plus, le cas le plus intéressant, celui ou le parametre A s’annule et ou I'on
a ’équation de Burgers, se situe a la limite des deux phénomenes opposés
(explosion contre existence globale). Cependant, & l'aide des normes L' &
poids, on donne des criteres portant sur la donnée initiale et sur le type de
conditions au bord garantissant ’explosion des solutions en temps fini. Du
coté de l'existence globale, on sait que ni les solutions de similarité, ni les
fronts de propagation n’apporteront de meilleure réponse que celle obtenue
par comparaison avec les solutions stationnaires.

Le phénomene de Fujita dans les domaines extérieurs est étudié au cha-
pitre 4. Le probleme considéré est différent de ceux qu’on a étudiés dans
les précédents chapitres : on s’intéresse a une équation de réaction-diffusion
non-linéaire sans convection. Dans un premier temps, par l'utilisation des
principes de comparaison, on répond par ’affirmative a la question posée par
Bandle, von Below & Reichel dans [2], & savoir que le phénomene de Fujita,
bien connu dans RY ou dans des domaines extérieurs avec des conditions au
bord de Dirichlet, est encore vérifié pour les conditions au bord dynamiques.
La réponse donnée est complete pour toutes les dimensions différentes de 2.
D’ailleurs, ce cas est spécial puisque, méme dans le cas des conditions de
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Dirichlet, la question de situer ’exposant critique dans le cas d’explosion
(comme c’est le cas pour toute autre dimension, ou pour le cas de RY) est
encore ouverte. De méme, les méthodes utilisées pour les conditions dyna-
miques sont appliquées au cas du probleme sous les conditions au bord de
Robin. On répond positivement a la question de Levine & Zhang [29] : le
phénomene de Fujita est aussi vérifié pour les conditions au bord de Robin.
A Tinstar des travaux de Bandle & Levine [3], il est possible de considérer
un opérateur elliptique de second ordre plus général que le Laplacien et de
donner une réponse complete pour le phénomene de Fujita sous les conditions
de Robin. D’autres généralisations du phénomene de Fujita, telles une ver-
sion inhomogene de 1'équation de réaction diffusion (Oyu — Au —uP = w(x,t)
comme dans les travaux de Bandle - Levine & Zhang [5]) ou 'ajout d’un
terme de potentiel (Jyu = Au — Vu + auP, voir les résultats de Pinsky [35]),
déja connus pour le probleme dans RY, sont encore ouverts pour les domaines
extérieurs avec des conditions au bord dynamiques.
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