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Traitement et analyse d’images IRM de diffusion
pour l’estimation de l’architecture locale des tissus

Résumé :

Dans cette thèse, nous proposons une méthode qui tente de répondre à la probléma-
tique de l’estimation de caractéristiques variées du tissu cérébral à partir de l’acquisition
d’un nombre réduit d’échantillons de signaux IRM de diffusion in-vivo. Ces caractéristiques
doivent permettre l’étude de la structure locale du tissu cérébral, notamment dans la sub-
stance blanche. L’approche proposée est flexible quant à la caractéristique calculée et au
nombre d’échantillons disponibles. Elle définit un formalisme générique qui d’une part,
unifie de nombreux travaux précédents liés à l’estimation des fonctions de densité proba-
bilité (PDF) de déplacement en IRM de diffusion, dont l’Imagerie du Tenseur de Diffusion
(DTI) et le Q-Ball Imaging (QBI). D’autre part, elle permet aussi de définir et d’estimer de
nouvelles caractéristiques originales : « vraie » ODF, probabilité de non diffusion, taille
moyenne des cellules, etc. Nous proposons deux formalismes : un rapide et un autre ro-
buste au bruit des images IRM. Nous validons notre approche par des comparaisons de
résultats avec des méthodes de la littérature, sur des données synthétiques ainsi que des
données d’un cerveau humain acquises in-vivo dans un intervalle de temps modéré.

Mots-Clés :

Traitement d’image – Problème inverse – Méthodes variationelles (EDP) – Représen-
tation parcimonieuse – Débruitage – IRM de diffusion

Diffusion MR image analysis
for the estimation of tissues local architecture

Abstract :

We present a method which addresses the following challenging problem : given
a highly reduced number of samples from in-vivo diffusion magnetic resonance imaging
(dMRI), how to robustly estimate various features of the brain tissue ? The considered fea-
tures enable to study the local micro-architecture of the brain tissue, with a special interest
to the brain white matter. Our proposed approach is flexible as it enables to easily plug
in a large set of features ; and thus unifies many previous works linked to the probability
density functions (PDF) of displacement in dMRI such as the diffusion tensor imaging
(DTI) and the Q-Ball Imaging (QBI). It also enables to design new features : « true » ODF,
probability of non diffusion, mean cells size. We propose two frameworks : one which
is fast and another one which is robust to MR images noise. We validate our approach
with several comparisons of results to other methods of the literature, on both synthetic
phantom and MR human brain datasets acquired in an acceptable time-frame.

Keywords :

Image processing – Inverse problems – Variational methods (PDE) – Sparse represen-
tation – Denoising – Diffusion MRI

Discipline : Informatique et applications
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Contexte

L’importance que revêt l’imagerie par Résonance Magnétique nucléaire de diffusion
(IRMd) dans le domaine médical n’est plus à démontrer. Cette modalité d’image relative-
ment récente permet d’étudier le mouvement des molécules d’eau dans le corps humain
ce qui est particulièrement intéressant dans le cerveau. Les molécules d’eau, en constante
agitation thermique, sont animées d’un mouvement localement aléatoire mais globale-
ment contraint par les structures cérébrales avoisinantes : fibres nerveuses, cellules, etc.
Cette propriété rend l’IRM de diffusion très attractive pour l’étude de la dynamique des
flux de diffusion au sein du cerveau humain, et est sans effets néfastes connus pour le
patient (acquisition non invasive).

Depuis la mise au point des premières séquences d’acquisition de cette modalité au
milieu des années 1960, de nombreuses formes d’utilisation de l’IRMd ont vu le jour. Elles
peuvent être majoritairement classées en deux catégories suivant l’objectif poursuivi. La
première catégorie d’applications a pour but le diagnostic de certaines anomalies céré-
brales qui modifient en profondeur la dynamique des flux de diffusion dans le cerveau,
comme c’est le cas notamment lors d’un accident vasculaire cérébral. Ce changement peut
être détecté très aisément sur les images de diffusion alors qu’il reste invisible aux autres
modalités d’imageries « statiques », dont l’IRM anatomique et la tomodensitométrie. La
découverte de cette propriété unique de l’IRM de diffusion a marqué le départ d’un inté-
rêt grandissant des neurologues pour cette modalité d’image.

La seconde catégorie d’utilisation de l’IRM de diffusion se concentrent sur l’étude de
la neuroanatomie du cerveau humain vivant et plus spécifiquement sur la compréhension
de sa microstructure. Dans l’image de diffusion, chaque voxel résume à l’échelle macro-
scopique le mouvement d’un très grand nombre de molécules d’eau chacune révélant une
partie du tissu cérébral à l’échelle atomique. Dès les débuts de l’IRM de diffusion, il est ap-
paru que ce résumé local de la diffusion est dépendant des attributs du vecteur gradient de
champ magnétique de diffusion qui capture le déplacement des molécules d’eau. L’imagerie
de la diffusion complète du cerveau qui explore ces attributs, à savoir la norme et l’orien-
tation du vecteur gradient de diffusion respectivement pour le profil de diffusion radial
et angulaire, est une perspective particulièrement intéressante puisqu’elle caractérise de
manière détaillée le tissu cérébral observé.

Les exigences matérielles trop grandes pour les scanners IRM de cette époque n’ont
pas permis d’amorcer une telle modalité d’imagerie de diffusion avant les années 1990.
L’évolution soutenue de la vitesse d’acquisition des scanners IRM a permis d’entreprendre
l’étude angulaire de la diffusion dans le cerveau. De manière pratique, cette étude an-
gulaire nécessite l’acquisition de plusieurs images successives soumises à des gradients

xi
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de champs magnétiques de différentes orientations. Une phase de reconstruction permet
ensuite d’estimer le profil de diffusion angulaire à partir de l’ensemble des images de
diffusion acquises.

La méthode fondatrice dans ce domaine est l’Imagerie du Tenseur de Diffusion (DTI)
qui représente les images de diffusion par un champ de tenseurs d’ordre deux dont l’uti-
lisation est très attrayante pour l’étude de la structure interne de la substance blanche du
cerveau car le profil angulaire de la diffusion fournit de précieuses informations sur les
faisceaux de fibres reliant les différentes aires corticales. L’extraction de ces informations à
partir de la reconstruction DTI d’images cérébrales peut alors prendre plusieurs formes :
indice d’anisotropie, quantité de diffusion, reconstruction des faisceaux par trajectogra-
phie, etc.

Les progrès des scanners IRM permettent désormais d’acquérir des images IRM de
diffusion avec un plus grand nombre de directions du gradient de champ magnétique de
diffusion, typiquement 64 directions, à comparer aux 6 directions nécessaires à l’acquisi-
tion DTI classique. Avec une telle précision angulaire, le modèle DTI est sous dimensionné
par rapport aux nombre de données acquises car il résume de manière trop grossière le
processus de diffusion local par la loi gaussienne, dont l’incapacité en particulier à cap-
turer plusieurs maxima pose un problème d’estimation bien connu dans les zones où des
croisements de réseaux de fibres existent.

Lorsque l’utilisation de modèles mathématiques de dimensions supérieures est envi-
sageable pour l’estimation, la représentation et le traitement des images IRM de diffusion,
la séquence IRM utilisée possède une haute résolution angulaire (appelée aussi imagerie
HARDI, pour High Angular Resolution Diffusion Imaging). Quelques modèles d’ordre
supérieur ont été récemment proposés dans la littérature et possèdent de nombreuses
propriétés intéressantes qui ouvrent de nouvelles perspectives pour l’analyse avancée des
images IRM de diffusion. Ces modèles permettent par exemple une meilleure détection
des croisements entres réseaux de fibres, ce qui constitue la principale difficulté rencon-
trée avec le modèle tensoriel classique.

Bien que la reconstruction toujours plus précise du profil angulaire de la diffusion
a été l’objet d’une grande part des travaux de la communauté d’IRM de diffusion, l’ex-
ploration du profil radial de la diffusion s’est développée en parallèle par l’utilisation de
spectroscopes à résonance magnétique nucléaire (RMN) en lieu et place des scanners IRM
existants. Ces spectroscopes permettent d’acquérir le profil radial de diffusion pour des
normes de gradient de champ magnétique plus élevées que les scanners IRM existants, au
détriment de la résolution spatiale réduite à un unique voxel. L’emploi de cette méthode
pour l’étude du profil radial de la diffusion révèle un phénomène de diffusion-diffraction
causé par l’interférence entre les molécules d’eau et les parois microscopiques du cerveau
humain des structures des tissus. De l’observation de ce phénomène, il est possible d’ex-
traire in vivo certaines caractéristiques originales sur la structure du cerveau à l’échelle
microscopique : taille moyenne des cellules, probabilité de non diffusion, perméabilité
des parois, etc.

Dans un premier temps, nous nous proposons de présenter de manière unifiée les
modèles et traitements de la diffusion locale pour les images d’IRM de diffusion. Nous
exposerons ensuite nos contributions dans le domaine de l’estimation de la diffusion lo-
cale, de l’extraction d’informations sur les tissus du cerveau et de l’échantillonnage de ces
images.
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Organisation et contributions de cette thèse

Ce manuscrit s’organise en deux grandes parties qui présentent respectivement un
état de l’art de l’IRM de diffusion et nos contributions dans ce domaine.

Partie I : État de l’art

La première partie a pour objet les travaux de la littérature en imagerie par résonance
magnétique (IRM) de diffusion, pour l’acquisition des images par la machine IRM et la
modélisation physique de la diffusion. Cette partie est composée de deux chapitres qui
introduisent le contexte de cette thèse :

Chapitre 1 : Tour d’horizon de l’IRM de diffusion
L’IRM de diffusion intervient dans de nombreux domaines dont la neuroanatomie, la phy-
sique de la diffusion, la résonance magnétique nucléaire et les mathématiques. Après une
brève présentation des enjeux de l’IRM de diffusion, nous introduisons les notions ma-
thématiques préliminaires utiles à la compréhension de ce manuscrit.

Chapitre 2 : Modélisation de la diffusion locale
Nous dressons dans ce chapitre un état de l’art des méthodes de modélisation et de trai-
tement local de l’information de diffusion. Nous présentons ensuite ces nombreuses mé-
thodes de manière unifiée grâce à un formalisme commun. Ces méthodes sont classées
selon le type d’échantillonnage afin de favoriser la mise en évidence de leurs similitudes,
bénéfices et insuffisances. Cette analyse de l’état de l’art nous amène à la formulation
de quelques questions ouvertes auxquelles nous essayons de répondre dans la deuxième
partie de ce manuscrit.

Partie II : Contributions

La deuxième partie est consacrée à nos contributions dans le domaine du traitement des
images acquises par IRM de diffusion, et plus précisément pour la modélisation locale
de la diffusion, l’extraction de caractéristiques de la diffusion et l’estimation robuste de
caractéristiques. Elle se compose de quatre chapitres qui mettent en évidence les problé-
matiques et les insuffisances des méthodes actuelles et tentent d’y apporter des solutions.

Chapitre 3 : Approximation continue du signal de diffusion local
Ce chapitre est le coeur de ce manuscrit car il présente le formalisme mathématique qui
sert de fondement aux chapitres suivants. Nous modélisons le profil de diffusion par
une base de fonctions radiales et angulaires adaptée aux profils de diffusion observés
dans des expériences in vitro. Cette base adaptée au signal permet d’utiliser au mieux
un échantillonnage parcimonieux de l’espace de diffusion. Nous explorons finalement les
meilleurs échantillonnages de l’espace de diffusion au travers de nombreuses expérimen-
tations synthétiques ;

Chapitre 4 : Extraction de caractéristiques variées
Nous formulons dans ce chapitre une méthode générique et rapide pour l’extraction de
caractéristiques variées de l’architecture des tissus du cerveau à l’échelle voxellique. Cette
approche nous conduit à une reformulation de diverses méthodes de la littérature pour
l’imagerie de diffusion à haute résolution angulaire (HARDI) dans notre formalisme, e.g.
l’imagerie par sphère (QBI) et l’imagerie par transformée d’orientation de la diffusion
(DOT). Nous proposons une vue d’ensemble des caractéristiques de la microstructure du
cerveau calculables dans notre algorithme proposé au chapitre 3, que nous classifions se-
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lon la dimension de la caractéristique considérée : scalaire, bidimensionnelle ou tridimen-
sionelle. Nous détaillons un algorithme de construction de ces caractéristiques dans le
cas le plus général, mais donnons également pour plusieurs d’entre elles leur formulation
analytique.

Chapitre 5 : Robustesse au bruit de l’extraction de caractéristiques
Dans ce chapitre, nous abordons l’estimation robuste du profil de diffusion dans la base
proposée au chapitre 3 en présence du bruit d’acquisition spécifique aux images IRM
de diffusion (bruit de Rice). Nous établissons un formalisme variationnel qui définit une
énergie composée d’un terme d’attache aux données (correspondant à une inférence bayé-
sienne de la loi de Rice) et d’un terme de régularisation assurant une cohérence spatiale de
l’estimation. Nous décrivons également cette formulation au cas particulier de l’imagerie
par sphère Q (QBI).

Chapitre 6 : Validation expérimentales sur données réelles
Ce chapitre est réservé à la validation des contributions proposée pour des IRM du cer-
veau humain acquises in vivo par les imageurs du Centre Hospitalier Universitaire (CHU)
et du Groupe d’Imagerie Neurofonctionnelle (GIN) Cyceron situés à Caen, France.
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Sigles

3D Trois dimensions
ADC Coefficient de Diffusion Apparent.
DOT Transformée d’Orientation de Diffusion.
DTI Imagerie du Tenseur de Diffusion.
DSI Imagerie du Spectre de Diffusion.
DOT Transformée d’Orientation de Diffusion.
FA Anistropie Fractionnelle.
FFT Transformée de Fourier Rapide (fast Fourier transform).
FRT Transformée de Funk-Radon.
GFA Anistropie Fractionnelle Générale.
GL Gauss-Laguerre.
LARDI Imagerie de Diffusion à Basse Résolution Angulaire.
HARDI Imagerie de Diffusion à Haute Résolution Angulaire.
iFFT Transformée de Fourier Rapide inverse.
MRI Imagerie par Résonance Magnétique.
NMR Résonance Magnétique Nucléaire.
ODF Fonction de Densité d’Orientation. Par extension, ODF de diffusion.
PDF Propagateur ou Fonction de Densité de Probabilité. Par extension, PDF de

diffusion. On utilise sans distinction le terme PDF ou propagateur.
PGSE Impulsion de Gradient à Écho de Spin.
PSNR Peak SNR.
QBI Imagerie par Boule Q.
QSI Imagerie par Espace Q.
SH Harmoniques Sphériques.
SNR Ratio Signal sur Bruit.
SPF Fourier Polaire Sphérique.

Domaines de définition

Ωx Espace X tel que Ωx ⊂ R3, domaine de définition de l’espace spatiale.
Ωq Espace Q tel que Ωq ⊂ R3, domaine de définition de l’espace de diffusion.
Ωp Espace P tel que Ωp ⊂ R3, domaine de définition de l’espace du propagateur

de diffusion.
M Domaine de définition de la caractéristique G, e.g. M = {R, R3, S2}.
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x Vecteur coordonnées du voxel de l’image tel que x ∈ Ωx.
p = pr Vecteur de déplacement des molécules d’eau tel que p ∈ Ωp, p = ||p|| et

r = p/||p||.
q = qu Vecteur de diffusion tel que q ∈ Ωq, q = ||q|| et u = q/||q||.
k Vecteur de la caractéristique du propagateur de diffusion tel que k ∈M.

Fonctions et signaux

S(x, q) Signal de diffusion brut. Par extension, S(q) signifie ∀x, S(x, q).
E(x, q) Signal de diffusion normalisé tel que E(x, q) = S(x, q)/S(x, 0). Par exten-

sion, E(q) signifie ∀x, E(x, q).
P(x, p) Propagateur de diffusion. Par extension, P(p) signifie ∀x, P(x, p).
G(k) Caractéristique du propagateur de diffusion P.
Hk(p) Fonction de projection associée à G(k).
hk(p) Transformée de Fourier inverse de Hk.
ym

l (u) Fonction harmonique sphérique réelle d’ordre l et m.
Rn(q) Fonction de Gauss-Laguerre d’ordre n.
N Ordre de troncature radiale n ≤ N
L Ordre de troncature angulaire l ≤ L
anlm(x) Coefficient de E dans la base SPF à l’ordre n, l et m.
bk

nlm(x) Coefficient de hk dans la base SPF à l’ordre n, l et m.
E0 Signal de diffusion normalisé non bruité.
Ê Approximation/Reconstruction de E.
E(x) Vecteur d’échantillons de E au voxel x.
Ei(x) i-ème échantillon de E au voxel x

Opérateurs

∂ f
∂x Dérivé partielle du premier ordre de la fonction f par rapport à x.
∂2 f
∂x2 Dérivé partielle du second ordre de la fonction f par rapport à x.
∇ f Gradient de la fonction f .
∇2 f Laplacien de la fonction f .
div( f ) Divergence de la fonction f .
Tr( f ) Trace de la fonction f .
Var( f ) Variance de la fonction f .
|| f ||p Norme p de la fonction f .
|| f || Norme euclidienne de la fonction f , i.e. || f ||2.
f ∗ g Convolution de deux fonctions f et g.
F [ f ](x) Transformée de Fourier de la fonction f au point x
F−1[ f ](x) Transformée de Fourier inverse de la fonction f au point x
〈 f 2〉 Moyenne quadratique de la fonction f .
〈 f , g〉 Projection / produit scalaire entre les fonctions f et g.
z̄ Conjugué de la variable complexe z.
|x| Valeur absolue de la variable réelle x.
|D| Déterminant de la matrice D.
pT Transposée du vecteur p.
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CHAPITRE 1

TOUR D’HORIZON DE L’IRM DE
DIFFUSION
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1.1 Introduction

L’IRM de diffusion est une modalité non invasive d’image basée sur l’Imagerie par Ré-
sonance Magnétique (IRM). Cette méthode produit in vivo des images de la microstruc-
ture locale des tissus cérébraux à partir de la mesure de la diffusion de l’eau. Ce premier
chapitre, séparé en cinq sections, introduit les notions fondamentales à la compréhension
de l’IRM de diffusion dans le cerveau humain. Nous verrons tout d’abord les enjeux de
cette modalité d’image relativement jeune (section 1.2). Puis nous aborderons quelques
notions de neuroanatomie du cerveau humain (section 1.3). Nous introduirons ensuite le
formalisme nécessaire à l’étude du phénomène physique de la diffusion (section 1.4). Puis
nous passerons brièvement en revue les étapes de l’acquisition de l’image IRM de diffu-
sion (section 1.5). Dans la section 1.6, nous détaillerons les outils mathématiques utilisés
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tout au long de cette thèse. Le lecteur pressé peux se rendre directement à la section 1.7
pour un résumé des notions abordées dans ce premier chapitre.

1.2 Les enjeux de l’IRM de diffusion

1.2.1 Historique de la neuroimagerie

L’histoire de la neuroimagerie moderne in-vivo débute en 1918 avec l’utilisation des
rayons X pour imager le système ventriculaire, c’est à dire l’ensemble des cavités à l’in-
térieur du cerveau accueillant le liquide cérébro-spinal. Puis vient quelques années plus
tard, l’angiographie cérébrale, qui permet la visualisation des vaisseaux sanguins du cer-
veau par l’utilisation de l’imagerie par rayons X à l’aide d’un produit de contraste. Autour
des années 1970, l’avènement des ordinateurs autorise de nouvelles techniques d’images
indirectes obtenues par une étape de traitement informatique. C’est le cas de la tomoden-
sitométrie (ou CT-scan) proposée par Hounsfield et Cormack [Hounsfield, 1973, Cormack,
1980] qui reconstruit par ordinateur des données capturées par un balayage d’un faisceau
de rayons X. La découverte des rayons X par Röntgen [Rontgen, 1896] a grandement in-
fluencé les techniques de neuroimagerie non invasive de la première moitié du XXe siècle.
Malheureusement, les rayons X sont des radiations ionisantes qui ont des effets néfastes
sur la santé à long terme [De Oliveira, 1987] et cela complique en pratique le déploiement
clinique des méthodes basées sur les rayons X.

Parallèlement au développement de la tomodensitométrie dans les années 1970, l’Ima-
gerie par Résonance Magnétique (IRM) est mise au point par Lauterbur et Mansfield [Lau-
terbur, 1973, Mansfield, 1977]. Cette technique d’imagerie étonnante se base sur le phéno-
mène de résonance des atomes soumis à un champ magnétique découvert quelques an-
nées plus tôt [Bloch et al., 1946, Purcell et al., 1946, Hahn, 1950, Carr et Purcell, 1954]. Cette
découverte est mise à profit dans l’IRM par la construction de scanners essentiellement
composés d’un aimant très puissant, dont la puissance mesurée en Tesla est au moins
20 000 fois plus élevé que le champ magnétique terrestre et suffisamment grand pour en-
tourer une personne adulte. Plusieurs modalités d’IRM existent : l’IRM anatomique est
la première qui fut mise au point, et permet de visualiser les tissus internes des patients.
L’IRM fonctionnelle détecte les zones d’activités du cerveau par détection de l’augmen-
tation du débit sanguin. L’IRM de diffusion est ici celle qui nous intéresse et permet de
mesurer la diffusion de l’eau dans le corps humain.

L’utilisation de l’IRM en neuroimagerie a connu dès lors un succès notable en raison
de son caractère inoffensif constaté sur la santé des patients, son fort contraste sur les
tissus du cerveau et la variété de modalité d’images qui peuvent être observées, e.g. T1,
T2, fonctionnelle, diffusion. La Tab.1.1 retrace l’historique rapide des découvertes qui ont
conduit à l’imagerie par résonance magnétique de diffusion (IRMd) actuelle.

1.2.2 Principales applications de l’IRM de diffusion

Bien que l’imagerie de diffusion d’organes tels que le coeur se soit développée très ré-
cemment, le cerveau reste le terrain privilégié de l’IRM de diffusion. Les données d’IRM
de diffusion nécessitent bien souvent une étape de post traitement qui varie en fonction
du but recherché et des caractéristiques de la machine IRM ayant servi à l’acquisition.
L’IRM de diffusion participe ainsi au diagnostic dans différentes catégories de patholo-
gie cérébrale : tumorale (lymphome cérébral, kyste épidermoïde et cholestéatome) ; in-
fectieuse (abcès cérébral à pyogènes, encéphalite herpétique) ; dégénérative (maladie de
Creutzfeldt-Jakob) ; inflammatoire (sclérose en plaques) ; traumatique (choc, fracture) [Ron
et Robbins, 2003, Moritani et al., 2004].
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FIGURE 1.1: Scanner à IRM moderne à haut champ magnétique (3 Tesla). Image sous license libre
adaptée de [Wikipedia, 2009b].

Date Contributions Références

1922 Observation et mesure des spins, moments ma-
gnétiques nucléaires

[Gerlach et Stern, 1922, Rabi
et al., 1938]

1946 Mise au point de la spectroscopie par résonance
magnétique nucléaire.

[Bloch et al., 1946, Purcell
et al., 1946, Carr et Purcell,
1954, Hahn, 1950]

1965 Séquence diffusion (PGSE) et mesure expérimen-
tale du coefficient de diffusion pour du sulfate de
cuivre.

[Stejskal et Tanner, 1965]

1973 Imagerie par résonance magnétique (IRM). [Lauterbur, 1973, Mansfield,
1977]

1985 Imagerie par résonance magnétique de diffusion
(IRMd) dans le cerveau.

[Le Bihan et Breton, 1985,
Merboldt et al., 1985, Taylor
et Bushell, 1985]

1990 Mise en évidence de l’anisotropie de la diffusion
dans le cerveau.

[Moseley et al., 1990b, Douek
et al., 1991]

1990 Mise en évidence du phénomène de « diffusion-
diffraction »., imagerie de l’espace Q de diffusion
unidimensionnelle.

[Callaghan et al., 1991, Cory
et Garroway, 1990]

1992 Imagerie du tenseur de diffusion (DTI) qui per-
met d’observer l’anisotropie de la diffusion des
molécules d’eau dans le cerveau.

[Basser et al., 1992]

TABLE 1.1: Chronologie rapide des contributions pour l’IRM de diffusion.
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Les paragraphes qui suivent décrivent deux applications majeures de l’IRM de diffu-
sion : le diagnostic précoce d’un Accident Vasculaire Cérébral ischémique (AVC) et l’étude
des faisceaux de la substance blanche.

Accident vasculaire cérébral (AVC) ischémique

D’après [Murray et Lopez, 1997], les AVC sont la seconde cause de mortalité au niveau
mondiale, dont les trois-quarts sont d’origine ischémique [Thrift et al., 2001]. Les accidents
ischémiques cérébraux sont dus à la diminution de l’apport sanguin au cerveau et le diag-
nostic de cette anomalie a été l’une des premières applications clinique de l’imagerie de
diffusion. En effet, l’IRM pondérée en diffusion (DWI pour diffusion weighted imaging) est
l’une des méthodes les plus sensibles et précoces pour le diagnostic d’accident ischémique cé-
rébral comme l’illustre la Fig.1.2. L’AVC se manifeste dès les premières heures par une
augmentation de la luminosité locale traduisant l’oedème ischémique. L’évolution de la
luminosité au cours du temps permet de dater le début de l’AVC [Kidwell et al., 1999].

FIGURE 1.2: Comparaison de différentes modalités IRM dans le cas d’un Accident Vasculaire Cé-
rébral (AVC) ischémique, 2 heures après le début des symptômes. (a) Pondération en T1. (b) Pon-
dération en T2. (c) Pondération en densité de protons. (d) Pondération en diffusion. Les images
(a-c) sont normales. L’image (d) révèle une hyperintensité due à l’occlusion d’une artère cérébrale.
Adapté de [Baird et Warach, 1998]

Étude des faisceaux de la substance blanche

L’imagerie du tenseur de diffusion (DTI pour diffusion tensor imaging) permet en par-
tie d’étudier in vivo la microstructure des tissus. Elle donne des indications sur d’éven-
tuelles anomalies des fibres nerveuses de la substance blanche ou de la moelle épinière
non visibles en imagerie conventionnelle. La tractographie de fibres est la seule méthode
donnant un aperçu in vivo de la trajectoire des fibres nerveuses. Elle est employée pour
analyser la maturation et le développement cérébral (myélinisation), aider au bilan pré-
opératoire de tumeurs cérébrales (faisceau corticospinal) et de déformation de la moelle
épinière (compression médullaire). La Fig.1.3 illustre l’adéquation entre un atlas des fais-
ceaux de fibres nerveuses et les résultats expérimentaux obtenus in vivo par l’IRM de
tenseur de diffusion sur un cerveau humain.

Associée à l’IRM fonctionnelle, la tractographie permet d’étudier les interconnexions
entre centres nerveux. La Fig.1.4 illustre les faisceaux de fibres nerveuses qui relient les
aires de Broca, Wernicke et le cortex moteur dans le modèle de traitement du langage de
Wernicke-Geschwind [Geschwind, 1965] (c.f . Fig.1.4).
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(a) (b)

FIGURE 1.3: (a) Coupe sagittale d’un atlas illustrant les fibres cérébro-spinales. Adaptée de [Gray,
1918]. (b) Tractographie par tenseur de diffusion DTI des faisceaux de fibres nerveuses qui tra-
versent le plan sagittal médian, calculée selon la méthode proposée dans [Conturo et al., 1999]. On
aperçoit les radiations du corps calleux (haut de l’image) et les fibres qui descendent vers la moelle
épinière (bas de l’image).

FIGURE 1.4: Modèle de Wernicke-Geschwind pour le langage. Image sous licence libre adaptée
de [Wikipedia, 2009d].
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1.3 Le cerveau humain

La présentation de l’anatomie du cerveau humain présentée dans la suite s’inspire
des ouvrages suivants [Bossy, 1990, Poupon, 1999, Crossman et Neavy, 2004, Descoteaux,
2008, Johansen-Berg et Behrens, 2009]. Le lecteur pourra s’y référer pour une description
plus détaillée de l’anatomie du cerveau.

1.3.1 Termes d’organisation spatiale

La description de l’organisation du système neuronal fait appel à une terminologie
anatomique dont il est nécessaire d’avoir une connaissance au moins basique. Ainsi, les
termes antérieur et postérieur, désignent respectivement l’avant et l’arrière du cerveau, su-
périeur et inférieur le haut et le bas du cerveau. Les plans standards pour les images réa-
lisées dans l’étude de l’anatomie du cerveau sont liés au référentiel de la tête. Pour un
individu debout, les coupes transversales sont parallèles au sol ; les coupes sagittales sont
parallèles au plan qui sépare les deux hémisphères ; les coupes coronales sont parallèles au
plan du visage (c.f . Fig.1.5).

FIGURE 1.5: Quelques termes de neuroanatomie. Plans coronal (en bleu), transversal (en rouge) et
sagittal (en vert). Image sous Creative Commons Attribution 2.5 License 2006, adaptée de [Jaffe et
Lynch, 1996].
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1.3.2 Anatomie du cerveau humain

Structure cellulaire

Le cerveau est essentiellement composé de deux classes de cellules : les neurones et les
cellules gliales. Les cellules gliales sont approximativement trois fois plus nombreuses que
les neurones dans le cerveau humain et servent essentiellement de support au neurones.
Le rôle principal des neurones est de transmettre de l’information (c.f . Fig.1.6), ils sont
composées de dentrites qui reçoivent l’information et d’un unique axone qui transmet
l’information. Les axones remplissent la majorité du volume du cerveau et sont regrou-
pés en groupe de fibres (ou faisceaux) nerveuses. Dans de nombreux cas, chaque axone
est entouré par une épaisse gaine composée d’une substance graisseuse, la myéline, qui
augmente considérablement la vitesse de transmission de l’information. Les diamètres
des axones varient entre 0.5− 3µm, si bien que le diamètre d’une fibre sans myéline avec
sa gaine ne dépasse guère 0.5µm alors que les grosses fibres myélinisées ont avec leurs
gaines un diamètre qui peut atteindre 20µm [Bossy, 1990].

(a) (b)

FIGURE 1.6: (a) Schéma descriptif d’un neurone. (b) Coupe d’un axone myélinisé vu par microsco-
pie électronique en transmission. Images sous licence libre adaptée de [Wikipedia, 2009c].

Structure neurologique

La surface du cerveau, le cortex, est classifiée en quatre lobes comme illustré à la
Fig.1.7 qui correspondent, d’après les connaissances actuelles, à une organisation fonc-
tionnelle du cerveau : certaines parties gèrent spécifiquement certains aspects du com-
portement ou de la pensée de telle manière que chacun des lobes intervient pour des
fonctions du cerveau distinctes.

Les aires de Brodmann [Brodmann, 1909, Brodmann et Garey, 1999] formalisent encore
plus précisément les délimitations du cortex du cerveau humain en se basant sur l’orga-
nisation structurale apparente du cortex (nombre et épaisseur des couches, arborisation
dendritique). Dans cette description, chaque région du cortex possède un numéro com-
pris entre 1 et 52 comme l’illustre la Fig.1.8. Les frontières des aires de Brodmann ne sont
néanmoins pas rigides car soumises à la variabilité entre individu. De plus cette division
fonctionnelle n’est pas stricte car il serait en effet simpliste d’assigner une fonction aussi
complexe que la mémoire, par exemple, à une région isolée du cerveau.

L’histologie macroscopique, à mi-chemin entre la biologie cellulaire et l’anatomie, uti-
lise deux termes pour distinguer les régions du système nerveux central. La substance grise
constitue la partie externe des tissus du système nerveux central et concentre les corps cel-
lulaires des neurones et des cellules gliales. La substance blanche forme la partie interne du
cerveau. Elle est composée de fibres nerveuses, d’axones et de dentrites, qui relient les dif-
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FIGURE 1.7: Structure neurologique du cerveau humain. De bas en haut : le tronc cérébral, le cer-
velet et le télencéphale (ou cerveau). Le télencéphale se décompose à nouveau en quatre lobes :
frontal, temporal, pariétal et occipital. Vue latérale gauche, Fig. 728 du Gray’s Anatomy.

(a) (b)

FIGURE 1.8: Les aires de Brodmann définies sur le cortex humain numérotés de 1 à 52. (a) Surface
latérale. (b) Surface médiale. Images sous licence libre adaptée de [Wikipedia, 2009a].
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férentes parties du cerveau. Généralement, la substance blanche est considérée comme la
partie du cerveau responsable de la transmission des informations, alors que la substance
grise est responsable du traitement des informations.

(a) (b)

FIGURE 1.9: Cerveau humain adulte. (a) Coupe sagittale. (b) Coupe transversale. Images du projet
“Visible Human Project” [Ackerman, 1998].

1.3.3 Les circuits neuraux

Les connexions qui font du cerveau un organe "câblé" sont rendues possibles par les
prolongements des neurones en axones (c.f . Fig.1.6) qui peuvent être distribués de ma-
nière diffuse ou se rassembler en faisceaux qui forment la substance blanche du cerveau.
Les neurones ne fonctionnent jamais seuls ; ils sont organisés en ensembles, ou circuit neu-
raux, qui traitent les informations qui constituent les bases de la sensation, de la perception
et des comportements. Nous décrivons brièvement dans la suite les principaux faisceaux
observables dans la substance blanche du télencéphale.

Corps calleux

Le corps calleux est une commissure, c’est à dire un ensemble de faisceau de fibres
nerveuses qui assurent le transfert d’informations d’un hémisphère du cerveaux à l’autre
(c.f . Fig.1.10a). C’est la plus importante commissure du cerveau, elle est composée de 200
à 300 millions de fibres transversales qui relient les quatre lobes entre eux. Le corps calleux
forme une voûte au dessus des ventricules latéraux dont la forme est convexe dans le plan
coronal et légèrement concave transversalement. Il est composé de différentes parties : le
bec et le genou du côté antérieur, le splénium du côté postérieur et le corps. Les fibres
du corps s’étendent par les radiations du corps calleux, les radiations du genou forme le
forceps antérieur et celles du splénium le forceps postérieur (c.f . Fig.1.10b).

Faisceau corticospinal

Le faisceau corticospinal (ou pyramidal) est un ensemble d’axones qui ont pour point
de départ les cellules pyramidales du cortex cérébral moteur vers les neurones moteurs
(motoneurones) dans la moelle épinière comme l’illustre la Fig.1.11. Ce faisceau en forme
de pyramide est la voie de la motricité volontaire qui commande le mouvement des
muscles du corps. Il se décompose en deux faisceaux latéral et médial séparés dans la
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(a)

(b)

FIGURE 1.10: Le corps calleux est la principale commissure inter-hémisphèrique. (a) Vue sagittale
et vue Transversale (c) Radiations du corps calleux. Adapté de [Huu, 2009].
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moelle épinière : les muscles d’un côté du corps sont contrôlés par l’hémisphère du côté
opposé.

FIGURE 1.11: Faisceaux pyramidal. Adapté de [Gray, 1918].

Faisceaux télencéphaliques

Les faisceaux télencéphaliques unissent les lobes cérébraux entre eux. La Fig.1.12 illustre
les faisceaux télencéphaliques du cerveau humain : le faisceau longitudinal supérieur (as-
sociation fronto-pariéto-occipitale), le faisceau longitudinal inférieur (association occipito-
temporal), le faisceau unciné (association fronto-temporale), le cyngulum (association
fronto-temporale). Par ailleurs, certaines fibres d’associations connectent les neurones sé-
parés par un sillon, il s’agit des fibres en U (ou fibres courtes). D’autres fibres connectent
les neurones séparés par plusieurs sillons, il s’agit des fibres arquées.

FIGURE 1.12: Faisceaux télencéphaliques. Adapté de [Gray, 1918].
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1.4 Physique de la diffusion

L’image acquise par IRM de diffusion se base sur les mouvements libres ou contraintes
des molécules d’eau. Nous décrivons dans cette section les notions nécessaires à la com-
préhension de ce phénomène, que capture et quantifie l’IRM de diffusion.

1.4.1 Équation de diffusion

Mouvement brownien

La diffusion microscopique se rapporte à la notion que tout type de molécule dans un
fluide, agitée par une énergie thermique, suit un mouvement aléatoire et entre en collision
avec d’autres atomes d’une manière chaotique. Décrit pour la première fois dans [Brown,
1828], ce déplacement porte désormais le nom de mouvement brownien. Un moyen courant
de décrire le mouvement brownien est le modèle de marche aléatoire. Cette modélisation
permet de décrire statistiquement le comportement d’un atome, ce qui est la base de la
compréhension de l’IRM de diffusion. Notons que ce modèle décrit sans distinction l’évo-
lution d’une solution dans un solvant ainsi que l’évolution d’une solution dans elle-même
(self-diffusion). La Fig. 1.13 illustre le phénomène de mouvement brownien modélisé par
une marche aléatoire.

FIGURE 1.13: Mouvement brownien d’un atome modélisé en deux dimensions par une marche
aléatoire. L’atome est au point pt à l’instant t et initialement au point p0.

Coefficient de diffusion

On note p0 ∈ R3 et pt ∈ R3 la position de l’atome respectivement à l’instant t = 0 et t
de sorte que le vecteur de déplacement de l’atome soit donné par

p = pt − p0 (1.1)

La diffusion moléculaire, ou mouvement brownien, a été formalisé par Einstein en 1905 [Ein-
stein, 1905, Smoluchowski, 1916] et relie le coefficient de diffusion D à la moyenne qua-
dratique de la distance parcourue par l’atome en trois dimensions :

〈pTp〉 = 6Dt, avec 〈pTp〉 =
√
〈||p||〉2 + σ2 (1.2)

où les symboles 〈.〉 et σ désignent respectivement la moyenne et l’écart type des valeurs
possibles du déplacement des molécules ||p||. Pour un mouvement aléatoire comme c’est
le cas de la diffusion, la moyenne des déplacements des molécules 〈p〉 est nulle : il n’y a
pas de mouvement de l’ensemble à l’échelle macroscopique. Il en résulte qu’à l’instant t,
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le coefficient de diffusion D est relié directement à l’écart type des valeurs possibles de p
(c.f . Eq.(1.2)).

L’Eq.(1.2) décrit une diffusion isotrope pour laquelle l’orientation du déplacement des
atomes p/||p|| se fait équiprobablement dans toutes les directions de l’espace R3. Dans
le cas d’une diffusion anisotrope, le coefficient de diffusion D de l’Eq.1.2 se généralise en
un tenseur de diffusion D :

〈ppT〉 = 6Dt (1.3)

Le tenseur de diffusion D est d’ordre deux et les composantes sont données par une ma-
trice 3 × 3 symétrique et définie positive, i.e. pTDp > 0. Nous y reviendrons plus en
détails à la section 1.6.3 à la page 25.

Propagateur de diffusion

L’estimation du tenseur de diffusion D permet de caractériser complètement la diffu-
sion libre mais comme nous le verrons ensuite, le formalisme du tenseur de diffusion D ne
peut décrire qu’un nombre limité de phénomènes de diffusion. Plus précisément, le ten-
seur de diffusion ne peut caractériser qu’une diffusion gaussienne. Une telle hypothèse
exclut un large panel de phénomènes observés in-vivo tels que la restriction, l’hétérogé-
néité, et la perméabilité. Au contraire, le formalisme de propagateur de diffusion offre un
cadre capable de caractériser l’ensemble des phénomènes cités ci-dessus. Le propagateur
de diffusion P(pt|p0, t) donne la probabilité de trouver un atome à l’endroit pt après un
temps t, initialement à p0 pour t = 0. Cette fonction de densité de probabilité (PDF) est
également appelée fonction de Green [Green, 1828], PDF conditionnelle ou propagateur.

Le déplacement brownien de l’atome peut être modélisé comme un processus de
Markov sur un intervalle de temps d’observations suffisamment grand, dont la densité
de probabilité P(pt|p0, t) est donnée par l’équation d’Einstein-Smoluchowski [Einstein,
1905, Smoluchowski, 1916] :

∂

∂t
P(pt|p0, t) = D∇2P(pt|p0, t) (1.4)

où∇2 désigne l’opérateur laplacien. Nous nous intéressons dans la suite aux solutions de
l’Eq.(1.4), qui donne le profil explicite de la diffusion suivant la durée de diffusion t et la
diffusivité du milieu exprimée par le tenseur de diffusion D.

1.4.2 Solutions de l’équation de diffusion

1.4.2.1 Diffusion libre

Dans le cas où le milieu peut être considéré comme sans limites, c’est à dire sans bar-
rières, la diffusion est qualifiée de libre. Dans ce cas, la solution de l’équation de diffusion
Eq.(1.4) en trois dimensions est donnée par le propagateur gaussien P :

P(p, 0) = δ(p)

P(p, t) =
1

(|D|(4πt)3)1/2 exp
(
−pTD−1p

4t

)
(1.5)

où le symbole | · | désigne le déterminant. La moyenne quadratique de la fonction gaus-
sienne pour le cas simple d’une diffusion libre non restreinte décrite par l’Eq.(1.5) conduit
à :

〈pTp〉 =
∫

p∈R3
pTp P(p, t)dp = 6Dt (1.6)
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L’Eq.1.6 vérifie donc l’Eq.1.2 d’Einstein-Smoluchowski et le tenseur de diffusion D carac-
térise la viscosité du milieu, c’est à dire la facilité de déplacement des molécules. L’Eq.(1.5)
relie le coefficient de diffusion au propagateur de diffusion P dans le cas particulier d’une
diffusion libre.

L’ordre de grandeur du déplacement libre des molécules d’eau à 37° régit par l’Eq.(1.5)
est une distance caractéristique (écart type de la gaussienne) de 17µm, avec le coefficient
de diffusion D = 3 · 10−9m2s−1 et un temps de diffusion t = 50 · 10−3s. Cela signifie
qu’environ 32% des molécules ont effectué un trajet d’au moins cette distance, alors que
seulement 5% se sont déplacées de plus de 34µm [Le Bihan, 2006].

Néanmoins la diffusion libre n’est pas une modélisation valable dans le cas dans la
substance blanche du cerveau : la structure du tissu cérébral à l’échelle d’un voxel de
taille 2 − 3mm est composée de nombreux obstacles biologiques, notamment les fibres
nerveuses de la substance blanche [Callaghan, 1991, Callaghan et al., 1991, Cory et Gar-
roway, 1990]. Dans la suite, nous nous intéressons à un cas plus général de modèle de
diffusion : la diffusion restreinte.

1.4.2.2 Diffusion restreinte

Dans le corps humain et plus particulièrement dans le cerveau, le déplacement des
molécules d’eau est restreint par les structures biologiques environnantes qui sont de plus
composées de pores qui les rendent perméables, ce qui complexifie grandement la modéli-
sation de la diffusion [Agre et al., 2004, Tait et al., 2008]. La diffusion restreinte fait référence
à une diffusion dans un milieu composé d’obstacles (barrières) et de nombreux modèles
simplifiant la diffusion dans de tels milieux ont été proposés afin de résoudre analytique-
ment l’Eq.(1.4) de diffusion [Grebenkov, 2007]. Nous présentons en section 2.6 quelques
unes des méthodes de calcul analytique de la diffusion dans le cerveau.

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 1.14: La diffusion restreinte révèle la structure environnante. Ici, la diffusion est simulée
par une marche aléatoire, et seules les trajectoires sont affichées dans (b)–(d). (a) Représentation
idéalisée du cerveau. La région se compose d’un mur et de cellules imperméables, avec un espace
intercellulaire suffisamment grand. (b) 3 particules sont lâchées du centre de la région (signalé par
le signe ’+’ dans la Fig.a). Ces particules sont autorisées à effectuer 150 pas et sont réfléchies par
les obstacles qu’elles rencontrent. Les trois trajectoires semblent avoir une trajectoire aléatoire. (c)
12 particules exécutent la marche aléatoire et l’image commence à dévoiler la présence de cellules.
(d) 48 particules suivent la marche aléatoire et révèlent avec précision les frontières des cellules.
Adapté de [Nicholson et Syková, 1998] et reproduit avec la permission de l’auteur .

1.4.2.3 Diffusion dans un voxel

La résolution d’un voxel en IRM de diffusion ne permet pas d’observer la diffusion
d’un seul atome, ce qui conduit à modéliser la diffusion associée à un voxel par le pro-
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pagateur moyen, c’est à dire l’intégration spatiale du propagateur pour l’ensemble des
atomes dans ce voxel, typiquement un cube de 2 à 3 millimètres de largeur comme illustré
à la Fig.1.15. On définit un propagateur moyen P(p, t) pour l’ensemble des molécules d’eau

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 1.15: Diffusion libre (à gauche) et restreinte (à droite) dans un voxel. (a-b) Diffusion libre de
particules et propagateur moyen isotrope correspondant. (c-d) Diffusion de particules restreintes
par les structures cérébrales et propagateur moyen anisotrope correspondant.

d’un voxel (EAP pour ensemble average propagator) dont l’expression est donnée par :

P(p, t) =
∫

p0∈Ωv

P(pt|p0, t)ρ(p0)dp0 (1.7)

où Ωv est le domaine de définition du voxel et ρ(p0) la densité initiale de particules nor-
malisée telle que

∫
Ωv

ρ(p0)dp0 = 1. On peut noter que dans le cas de la diffusion libre,
le propagateur moyen se ramène à l’expression du propagateur d’une seule particule, i.e.
P(p, t) = P(pt|p0, t).

Comme nous l’avons vu précédemment, le formalisme mathématique de propagateur
de diffusion est très intéressant pour décrire statistiquement un ensemble de déplace-
ments de molécules. Nous décrivons dans la suite comment ce mouvement est mesuré en
pratique par l’IRM de diffusion.

1.5 Acquisition du signal IRM de diffusion

Dans cette section, nous décrivons la manière dont le phénomène de diffusion intro-
duit à la section précédente, caractérisé par le coefficient et le propagateur de diffusion,
peut être mesuré et imagé. On pourra se référer à [Goldman, 2004] pour plus de détails
sur la découverte historique du phénomène de résonance magnétique nucléaire (RMN) et
à [Callaghan, 1991] pour une description détaillée du phénomène physique de RMN.

1.5.1 Magnétisme nucléaire

Le cerveau humain est composé à environ 78% de molécules d’eau H2O et a fortiori
majoritairement d’atomes d’hydrogènes 1H [McIlwain, 1966]. Ces atomes d’hydrogène
possèdent un spin qui est une caractéristique de la nature de la particule, au même titre
que sa masse et sa charge électrique. Le spin peut être interprété en première approxima-
tion comme la rotation de la particule autour d’un axe [Pauli, 1940, Wigner, 1939], auquel
on associe un moment magnétique de spin ce qui conduit la molécule à être paramagné-
tique [Gerlach et Stern, 1922]. Lorsque qu’un champ magnétique B0 est appliqué à ces
spins, le vecteur de moment magnétique tend à s’aligner le long de ce champ comme
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illustré par la Fig.1.16a et les atomes résonnent à la fréquence de Larmor ω0 variable,
selon la puissance du champ magnétique [Levitt, 2003] :

ω0 = γ||B0|| (1.8)

où γ est le ratio gyro-magnétique du proton 1H tel que γ(2π)−1 = 42.58 MHz T−1. A
l’échelle d’un voxel de 2 à 3 mm, plusieurs atomes entrent en résonance et on parle alors
de vecteur de magnétisation macroscopique des spins M, comme illustré à la Fig.1.16b.

(a) (b)

FIGURE 1.16: Magnétisme nucléaire. (a) Précession d’un atome à la fréquence de Larmor sous
la présence d’un champ magnétique orienté B0. (b) Représentation du vecteur de magnétisation
moyen M d’un ensemble d’atomes à l’échelle d’un voxel.

Le signal d’écho de spins, mesuré par résonance magnétique des atomes, est obtenu
par la séquence suivante (résumée par la Fig.1.17) :

1. Un champ magnétique B0 de très grande magnitude, de l’ordre de quelques Teslas,
est généré par la machine IRM. On choisit par convention B0 orienté le long de l’axe
z (c.f . Fig.1.17a).

2. En plus du champ magnétique B0, une impulsion radiofréquence (RF) B1 est ap-
pliquée à la fréquence de Larmor dans le plan orthogonal à B0. Le temps de cette
impulsion est finement réglé pour que le vecteur de magnétisation moyen M soit
aligné sur le plan xy (c.f . Fig.1.17b). On parle de RF à 90°.

3. Lorsque l’impulsion radiofréquence B1 est arrêtée, le vecteur de magnétisation M
évolue sous la seule influence du champ magnétique B0 et va graduellement s’ali-
gner avec l’axe z. Cette dernière étape, nommée relaxation de spin, génère le signal
radiofréquence que mesure les antennes de la machine IRM et qui est modélisé par
les équations de Bloch-Torrey (c.f . section 1.5.3).

Il existe de nombreux raffinements à cette séquence d’écho de spins qui sont proposés
dans la littérature et qui ont divers objectifs : e.g. augmentation du rapport signal sur bruit,
amélioration de la vitesse d’acquisition, insensibilité à certains artifacts, etc. [Weishaupt
et al., 2006, Luo et al., 2008].

Cette séquence permet de mesurer la résonance magnétique pour un voxel de l’image,
nous abordons dans la suite la manière dont ce mécanisme est étendu pour une image
toute entière.

1.5.2 Gradient de champ magnétique

L’obtention d’une image par résonance magnétique nécessite une modification de la
séquence d’écho de spins présentée précédemment qui ne permet l’acquisition du signal
que pour un seul voxel (c.f . section 1.5.1). L’utilisation de gradients de champ magné-
tiques, (nommés simplement gradients), crée un dégradé linéaire du champ magnétique
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(a) (b) (c)

FIGURE 1.17: Les trois étapes de l’acquisition du signal IRM pour un voxel. (a) A l’équilibre, le
vecteur de magnétisation M s’aligne avec le champ magnétique B0. (b) Après excitation par une
impulsion radiofréquence (RF) B1 orientée à 90° par rapport à B0, M se situe dans le plan xy. (c)
L’arrêt de la RF B1 entraîne la relaxation de M vers l’axe z et émet une onde radiofréquence, l’écho,
que l’on mesure à l’aide d’antenne situées à proximité.

principal B0 le long des directions spatiales pt de tel sorte que le champ magnétique ré-
sultant soit donné par :

B(t, pt) = B0 + gT(t)pt (1.9)

Dans ce manuscrit, les gradients ont trois fonctions : (i) sélection de coupe, (ii) encodage
de l’image et (iii) pondération de la diffusion (détaillé à la section 1.5.4).

1.5.2.1 Sélection de coupe

Nous avons vu précédemment que l’Eq.(1.8) de Larmor relie la magnitude du champ
||B0|| magnétique à la fréquence de précession ω0. En présence d’un gradient dirigé par
convention selon l’axe z, la fréquence de Larmor varie linéairement le long cet axe et une
fréquence précise correspond à un plan perpendiculaire à z :

ω0(z) = γ||B0 + gz(t)z|| (1.10)

Pour sélectionner une autre coupe, il faut adapter en conséquence la fréquence d’exci-
tation de l’impulsion radiofréquence B1. La largeur de la coupe dépend à la fois de la
magnitude du gradient et la bande de fréquence disponibles de la machine IRM.

1.5.2.2 Encodage d’une coupe dans l’espace K

Une fois que les spins sont excités, des gradients sont appliqués selon le plan xy et
créent un dégradé dans la phase Θ de chaque spin du plan afin qu’ils soient repérés par
leurs coordonnées (x, y) et le vecteur k proportionnel aux aires des gradients :

Θ(x, y) = 2π(kxx + kyy) avec k = γ
∫ t

0
g(t′)dt′ (1.11)

L’espace de définition de la fonction Θ est appelé usuellement espace K, en référence au
vecteur k [Ljunggren, 1983]. On peut représenter les vecteurs de magnétisations moyens
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M de chaque voxel le long du plan xy excité comme une fonction M(x, y) et l’image me-
surée m par l’antenne du scanner IRM est alors donnée par la transformée de Fourier de
M :

m(kx, ky, z) =
∫ ∞

x=0

∫ ∞

y=0
M(x, y) exp(i2π(kxx + kyy))dxdy (1.12)

L’image mesurée est acquise dans l’espace K et en échantillonnant suffisamment de va-
leurs de kx et ky pour le plan perpendiculaire à z, on peut récupérer l’image IRM par la
transformée de Fourier inverse du signal reçu :

M(x, y, z) =
∫ ∞

kx=0

∫ ∞

ky=0

∫
m(kx, ky) exp(−i2π(kxx + kyy))dkxdky (1.13)

(a) (b)

FIGURE 1.18: Encodage d’une coupe de l’image IRM. (a) Acquisition de l’image IRM du module
dans l’espace K. (b) Reconstruction du module par la transformée de Fourier de l’image (a).

Pour plus de détails sur l’encodage de l’image IRM par gradients de champ magné-
tique, on pourra se référer à [Pipe, 2009]. Nous détaillons dans la suite la phase de re-
laxation qui donne le signal IRM pour un voxel M(x, y, z), troisième étape de la séquence
d’écho de spins qui est modélisée par les équations de Bloch et Torrey.

1.5.3 Équations de Bloch-Torrey

Les équations de Bloch-Torrey permettent de décrire l’évolution du signal IRM, en
prenant en compte le phénomène de diffusion. On s’intéresse à la composante transver-
sale Mxy du vecteur de magnétisation macroscopique M, définie dans le plan orthogonal
au champ magnétique B0 tel que Mxy = Mx + iMy et dont l’évolution de Mxy est donné
par [Torrey, 1956] :

∂Mxy

∂t
= −iω0Mxy − iγ(pt · g)Mxy −

Mxy

T2
+ D∇2Mxy (1.14)

avec g(t) le gradient de champ magnétique défini par B = B0 + (pt · g) et T2 le coefficient
de relaxation transversal dans le plan xy, caractéristique du tissu biologique. La solution
de l’Eq.1.14 est de la forme [Torrey, 1956] :

Mxy = M0 exp(−bD) exp(−ipt · g(t)) exp(−iω0t) exp(−t/T2) (1.15)
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avec M0 le vecteur de magnétisation à t = 0 et :

b =
∫ t

0
k · k dt′ (1.16)

On mesure le signal au temps d’écho TE et on choisit g afin que k(TE) = 0 (c.f . sec-
tion 1.5.4). Le signal que l’on mesure pour un voxel est proportionnel au module du vec-
teur de magnétisation M :

S(b) = C exp(−bD) exp
(
−TE

T2

)
(1.17)

avec C une constante dépendante de la machine IRM. S(TE, b) représente le signal mesuré
en chaque voxel et dépend du tenseur de diffusion D et du temps de relaxation transversal
T2. Les paramètres de temps d’écho TE et de facteur b peuvent être ajusté pour obtenir le
contraste désiré de l’image. Ainsi dans l’Eq.1.17, le terme exp(−TE/T2) exprime la perte
de signal caractéristique du tissu (e.g. T2 grand pour de l’eau, faible pour de la graisse). Le
terme exp(−bD) exprime la perte de signal dû à la diffusion. On peut remarquer que dans
le cas particulier où la diffusion n’est pas mesurée b = 0mms−2, l’Eq.(1.17) se simplifie
(exp(−bD) = 1) et décrit le signal mesuré par la modalité d’IRM pondérée en T2.

Afin de mesurer le coefficient de diffusion D, un minimum de deux acquisitions est
requis. On garde un temps d’écho TE constant pendant que la valeur de b change, on
obtient alors une série d’équations qui permettent de résoudre D. En pratique, on définit
le signal de diffusion normalisé E par la relation :

E(b) =
S(b)
S(0)

= exp(−bD) (1.18)

avec S(TE, 0) = S(0) le signal IRM T2 sans gradient de diffusion qui sert d’image de nor-
malisation. Dans le cas du tenseur de diffusion D, un minimum de sept acquisitions sont
requises pour l’estimation du tenseur. Nous reviendrons sur ce point à la section 2.4.2.

1.5.4 Séquence gradient de diffusion

1.5.4.1 Codage de la diffusion

La séquence classique utilisée en IRM de diffusion est l’écho de spin par impulsion de
gradient (PGSE pour pulsed gradient spin echo) introduite par Stejskal et Tanner [Stejskal
et Tanner, 1965]. Cette séquence peut être expliquée comme suit : le premier gradient de
diffusion gd(0) marque les spins suivant leurs positions au temps t = 0. Après l’impulsion
radiofréquence à 180° (qui permet d’ajuster la phase des spins au temps d’écho TE), le
deuxième gradient de diffusion gd(∆) est appliqué et marque à nouveau les spins suivant
leur position à t = ∆. Deux cas de figure se présentent : (i) les spins n’ont pas bougé, dans
ce cas les marques s’annulent ; (ii) les spins ont bougé, entraînant une perte du signal
proportionnelle au déplacement des spins.

Le gradient de diffusion gd est modélisé par la relation suivante [Stejskal et Tanner,
1965] :

gd(t) = (−H(t) + H(t− δ) + H(t− ∆)− H(t− δ− ∆)) n (1.19)

avec H(t) la fonction de Heavyside et n ∈ S2 la direction spatiale du gradient. Afin
de simplifier les calculs, il est fréquent dans la littérature d’étudier la diffusion dans le
cadre d’impulsions infiniment étroites (NPA pour narrow pulse approximation), e.g. δ → 0.
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FIGURE 1.19: Séquence d’écho de spin par impulsion de gradient (PGSE) de Stejskal-Tanner [Ste-
jskal et Tanner, 1965]. Formation d’un écho de spin au temps TE après l’application d’impulsions
radio fréquence de 90° et 180°.

Dans ce cas, le signal de diffusion mesuré est donné par le déplacement des particules au
temps t = 0 et t = ∆ (c.f . Fig.1.20a). En pratique, la durée des gradients n’est pas toujours
négligeable et le déplacement mesuré est donné par la position moyenne au temps t =
[0, δ] et t = [∆, δ] (c.f . Fig.1.20b).

(a) (b)

FIGURE 1.20: Schéma marche aléatoire mesurée par la séquence PGSE (a) idéale δ ≈ 0, (b) réelle
δ 6≈ 0. Adapté de [Hagmann, 2005].

1.5.4.2 Équation de Stejskal-Tanner

Le remplacement de gd de l’Eq.(1.19) dans l’Eq.(1.16) donne lieu à l’équation d’atté-
nuation de Stejskal et Tanner [Stejskal et Tanner, 1965] :

E(b) =
S(b)
S(0)

= exp
(
−γ2δ2

(
∆− δ

3

)
gT

d gdD
)

(1.20)

(1.21)

avec E le signal normalisé acquis au temps t = TE, pour une direction de gradient de
diffusion gd. Pour des raisons de notation, il est plus pratique de manipuler le facteur b
qui regroupe les paramètres essentiels de la séquence de diffusion et défini par [Le Bihan,
1991] :

b = γ2δ2(∆− δ/3)||gd||2 (1.22)
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L’Eq.(1.20) s’écrit alors sous la forme :

E(q) = exp (−bD) (1.23)

Remarque. L’Eq.(1.23) de Stejskal et Tanner est une relation fondamentale pour l’IRM de diffu-
sion car elle est le point d’appui du formalisme d’imagerie du tenseur de diffusion (DTI).

1.5.4.3 Relation de Fourier

L’équation de Stejskal-Tanner permet de relier le signal de diffusion observé avec le
coefficient de diffusion sous-jacent, sous l’hypothèse que la diffusion est purement gaus-
sienne. Cependant, nous avons vu dans la section 1.4.2 que l’hypothèse gaussienne est
facilement transgressée si la diffusion est restreinte et qu’il existe des indications que cette
hypothèse n’est pas valide dans le cerveau [Niendorf et al., 1996, Assaf et Cohen, 1998].

En revanche, le formalisme de propagateur permet de caractériser la diffusion sans l’a
priori gaussien. Dans le cadre de l’approximation d’impulsion infiniment étroites δ → 0,
la séquence de gradient de diffusion devient gd(t) = gd(0)− gd(∆). La relation Eq.(1.16)
qui donne le déphasage de spins est dans ce cas exprimée par une relation simple [Cory
et Garroway, 1990, Callaghan, 1991] :

q =
γ

2π

∫ t

0
gd(t)dt =

γ

2π
gdδ (1.24)

Ainsi q n’est plus une fonction du temps t et dépend uniquement du temps d’encodage
δ. Dans ce formalisme, le facteur b de l’Eq.(1.22) peut être également exprimé en fonction
du vecteur d’onde q :

b = (2π)2(∆− δ/3)q2 (1.25)

En outre, si δ est négligeable devant le temps de diffusion ∆ (i.e. δ � ∆), alors le
propagateur moyen P(p) d’un voxel est relié au signal de diffusion E(q) par [Callaghan,
1991, Cory et Garroway, 1990, Stejskal, 1965] :

E(q) =
∫

p∈R3
P(p) exp

(
i2πqTp

)
dp = F−1[P](q) (1.26)

L’Eq.(1.27) est la transformée de Fourier inverse F−1 du propagateur moyen, par rap-
port au vecteur de déplacement des spins p. De même, la transformée de Fourier F de E
donne P :

P(p) =
∫

q∈R3
E(q) exp

(
−i2πqTp

)
dq = F [E](p) (1.27)

En d’autres termes, le signal d’IRM de diffusion E est acquis dans l’espace Q de Fourier.

Remarque. La transformée de Fourier du signal E donne donc le propagateur de diffusion P qui
caractérise la diffusion moyenne locale au sein d’un voxel. Cette relation est le cœur du formalisme
de l’espace Q, nous y reviendrons au chapitre suivant.

1.6 Outils mathématiques utilisés

Dans cette section, nous définissons les notations et les outils mathématiques néces-
saires à la compréhension des méthodes d’estimation de l’image de diffusion.
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1.6.1 Modélisation de l’image IRM diffusion

Soit Ωx ⊂ R3 un espace vectoriel de dimension 3, dont la base canonique orthonormée
est la famille de vecteurs unités : {ex = (1, 0, 0), ey = (0, 1, 0), ez = (0, 0, 1)}. Soit un
vecteur x ∈ Ωx tel que x = (x, y, z)T. De la même manière, nous définissons l’espace de
diffusion Ωq ⊂ R3 avec la base canonique orthonormée {ux, uy, uz} et un vecteur q ∈ Ωq.
Nous modélisons l’image IRM de diffusion comme une fonction E continue :

E :
∣∣∣∣ Ωx ×Ωq → R

(x, q)→ E(x, q)
(1.28)

La Fig.1.21 illustre l’Eq.(1.28), à chaque couple (x, q) de coordonnées spatiales x et de
diffusion q est associé une valeur de diffusion E(x, q). Afin de simplifier la notation, on
utilisera parfois l’équivalence de notation E(q) = E(x, q) pour se référer au signal de
diffusion dans un voxel x ∈ Ωx quelconque de l’image.

FIGURE 1.21: Définition de l’image IRM de diffusion donnée par l’Eq.(1.28).

Bien que le vecteur x ∈ Ωx qui décrit la position des voxels de l’image s’exprime
usuellement en coordonnées cartésiennes, nous privilégierons l’écriture du vecteur q ∈
Ωq de l’espace Q de diffusion en coordonnées sphériques, que nous définissons dans la
suite.

1.6.2 Coordonnées sphériques

La nature sphérique de l’échantillonnage de l’espace Q de diffusion Ωq s’explique par
les limitations matérielles des scanners à IRM : alors que toutes les orientations du vecteur
de diffusion q/||q|| sur la sphère réclament la même performance quelque soit le matériel,
la norme du vecteur de diffusion ||q|| est un paramètre limitant de la machine IRM. Il
apparaît donc naturel de traiter les données acquises dans le système de coordonnées
sphériques.

On définit le rayon q ∈ [0, ∞[ , l’angle de colatitude θ ∈ [0, π] et l’angle de longitude
φ ∈ [0, 2π[, conformément à la convention de notation physiques. La Fig. 1.22 illustre la
définition des coordonnées sphériques pour un point q ∈ R3 :

q = q · u, avec q = ||q|| et u =
q
||q|| ∈ S2 (1.29)

On a donc en termes de coordonnées cartésiennes :

x = q cos(φ) sin(θ) q =
√

x2 + y2 + z2 (1.30)

y = q sin(φ) sin(θ) θ = arccos(z/q) (1.31)
z = q cos(θ) φ = arctan(z/q) (1.32)
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FIGURE 1.22: Convention physique des coordonnées sphériques. Le point q ∈ [0, ∞) est repéré par
son rayon q et ses angles θ, φ. Image sous licence libre.

Les éléments infinitésimaux de surface du et de volume dq sont donnés par les expres-
sions classiques :

du = sin(θ)dθ dφ (1.33)

dq = q2 sin(θ)dq dθ dφ (1.34)

Nous abordons dans la suite quelques outils mathématiques couramment utilisés en
IRM de diffusion et qui permettent de modéliser l’image à partir d’observations expéri-
mentales : les tenseurs et les harmoniques sphériques.

1.6.3 Tenseur

1.6.3.1 Définition

Un tenseur est un objet mathématique qui généralise les notions de scalaires (ordre
0), vecteurs (ordre 1) et matrices (ordre 2) et qui ne dépend pas d’un référentiel. Il faut
distinguer l’objet tenseur T de ses composantes Ti1 ...ip

j1...jq qui dépendent d’un système de
coordonnées et qui sont modifiées par une loi qui assure l’invariabilité de l’objet tenseur
T lors d’un changement de système de coordonnées.

ordre 0 ordre 1 ordre 2 ordre 3

FIGURE 1.23: Composantes d’un tenseur d’ordre croissant. L’objet de tenseur généralise la notion
de scalaire (a), vecteurs (b) et matrices (c).

Soit V un espace vectoriel de dimension finie, un tenseur T de type (m, n) et d’ordre
m + n est définit comme une application multilinéaire de T(m,n)(V) → R [Borisenko et
Tarpov, 1980, Abraham et al., 1988] :

T(m,n)(V) = V ⊗ . . .⊗V︸ ︷︷ ︸
m

⊗V∗ ⊗ . . .⊗V∗︸ ︷︷ ︸
n

(1.35)
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avec le produit de tenseur ⊗ et V∗ représente le dual de V, définit comme l’espace vec-
toriel des formes linéaires sur V. Soient les bases {e1, . . . , em} ∈ V et {e1, . . . , en} ∈ V∗,
alors les composantes uniques du tenseur T ∈ T(m,n)(V) sont données par :

T = Ti1 ...ip
j1...jn

(
ei1 ⊗ . . .⊗ eim ⊗ ej1 ⊗ . . . ejn

)
(1.36)

La notation des composantes d’un tenseur Ti1...im
j1 ...jn est similaire à celle d’une matrice (T =

(Tij)). Toutefois à la différence d’une matrice, un tenseur possède un nombre arbitraire
d’indices. De plus, une matrice est un tenseur T de type (1, 1) tel que T ∈ T(1,1) et qui
s’écrit T = T j

i (ei ⊗ ej) en notation tensorielle. En outre, un tenseur de degré p possède 3p

composantes dans un espace de dimension 3, comme c’est le cas pour l’espace de diffusion
Ωq défini dans le paragraphe précédent. Pour une définition plus précise des tenseurs, on
pourra se référer à [Borisenko et Tarpov, 1980, Abraham et al., 1988].

1.6.3.2 Tenseur de diffusion d’ordre deux

En IRM de diffusion, le tenseur de diffusion fait référence à la généralisation du coeffi-
cient de diffusion scalaire D donné à l’Eq.(1.2) par un tenseur D d’ordre deux symétrique
et positif, c’est à dire ∀x ∈ R3, xTDx ≥ 0. Sous cette hypothèse, les composantes DXYZ
du tenseur dans le référentiel XYZ sont données par une matrice 3× 3 symétrique définie
positive :

DXYZ =

Dxx Dxy Dxz
Dxy Dyy Dyz
Dxz Dyz Dzz

 (1.37)

Un changement de référentiel adéquat est plus appropriée à la caractérisation de l’orien-
tation du tenseur. Ainsi dans la base formée des vecteurs propres e = (e1, e2, e3), les
composantes du tenseur forment une matrice diagonale Dλ dont les éléments λi sont les
valeurs propres. Bien que plusieurs représentations du tenseur de diffusion D soient pos-
sibles, l’ellipsoïde est traditionnellement choisie pour son adéquation avec la description
gaussienne de la diffusion libre. Comme l’illustre les Fig.1.25, l’intérêt de l’expression de

DΛ =

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3


FIGURE 1.24: Tenseur de diffusion d’ordre deux représenté par une ellipsoïde et dont les com-
posantes sont définies par une matrice 3× 3 symétrique définie positive. Lorsque le tenseur de
diffusion est exprimé dans sa base de vecteurs propres ei et de valeurs propres λi, la matrice des
composantes DΛ est diagonale.

D dans sa base propre réside dans l’extraction de caractéristiques de la diffusion : orien-
tation de la diffusion par le vecteur propre principal, anisotropie à l’aide de calculs sur les
valeurs propres.

1.6.3.3 Champ tensoriel

Un champ tensoriel est une fonction à valeur tensorielle définie sur un espace topo-
logique. Autrement dit, à chaque point du champ est associé un tenseur T. De la même
façon que l’objet tenseur peut être représenté de plusieurs manières (ellipsoïde, paral-
lélépipède, etc.), il existe plusieurs représentations graphiques des champs de tenseurs
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1 0 0
0 1 0
0 0 1

 1 0 0
0 0.5 0
0 0 0.5

  1 0.4 0.2
0.4 0.8 0.9
0.2 0.9 0.2


FIGURE 1.25: Exemples de tenseurs de diffusion d’ordre deux et matrices correspondantes. De
gauche à droite : diffusion isotrope ; diffusion privilégié dans l’axe X ; composantes aléatoires.

comme l’illustre la Fig.1.26. La Fig.1.27 donne un exemple de champs tensoriels d’ordre
un (c.f . Fig.1.27a) et d’ordre 2 (c.f . Fig.1.27b). Pour une introduction au champs tensoriels
et leurs applications, on pourra se référer à [Tschumperlé et Deriche, 2005, Weickert et
Hagen, 2006].

(a) (b)

FIGURE 1.26: Quelques représentations possibles d’un champ tensoriel d’ordre un : (a) Représenta-
tion par un ensemble d’icones (flèches). (b) Image dont la couleur varie par la force et l’orientation
du lissage d’une image aléatoire (LIC pour line integral convolution) [Cabral et Leedom, 1993, Stal-
ling et Hege, 1995, Tschumperlé et Deriche, 2005].

La modélisation de l’image de diffusion par un champ tensoriel a été proposée dans la
méthode classique d’imagerie par tenseur de diffusion (DTI) [Basser et al., 1994] : la diffu-
sion dans l’espace Ωq de l’image est modélisé par un tenseur d’ordre deux et le domaine
Ωx de l’image par un champ. Nous abordons dans la suite une autre modélisation adaptée
à un échantillonnage sphérique de l’espace Q Ωq, à savoir les harmoniques sphériques.

1.6.4 Les harmoniques sphériques

Il existe de nombreuses fonctions pour décrire une fonction sur la sphère. Parmi toutes
les possibilités existantes, on se propose de considérer ici les harmoniques sphériques
(HS) car ces fonctions forment une base sur la sphère qui a de nombreux avantages :

1. Cette base est adaptée à l’échantillonnage sphérique de l’espace Q Ωq communément
appelé imagerie à haute résolution angulaire (HARDI) [Tuch et al., 1999].
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(a) (b)

FIGURE 1.27: Le concept de champ tensoriel (b) généralise la notion de champ vectoriel (a). L’es-
pace topologique utilisée ici est l’espace euclidien en deux dimensions, où chaque tenseur est
représenté par (a) une flèche pour un tenseur d’ordre un de T(1,0)(R3), (b) une ellipsoïde pour un
tenseur d’ordre deux de T(1,1)(R3).

2. Les harmoniques sphériques (HS) permettent d’exprimer la plupart des signaux
sphériques à support non compact et suffisamment lisses par un nombre réduit de
coefficients.

3. Les HS sont les fonctions propres de l’opérateur de Laplace-Beltrami, ce qui permet
d’accentuer ou lisser les contours sphériques par une simple relation linéaire.

4. Les HS sont les fonctions propres des rotations ce qui leur confèrent des propriétés
intéressantes comme nous le verrons au chapitre 3.

Cette liste n’est pas exhaustive des propriétés existantes des harmoniques sphériques
et on pourra se référer à d’autres ouvrages pour une étude plus complète [Arfken et al.,
1985, Healy et al., 1998]. Nous détaillons maintenant la définition des harmoniques sphé-
riques complexes, ainsi qu’un sous-ensemble réel et symétrique adapté aux propriétés de
la diffusion.

1.6.4.1 Définition

On appelle fonctions harmoniques f les solutions de l’équation de Laplace, dont l’ex-
pression en coordonnées cartésiennes (x, y, z) est donnée par :

∇2 f =

[
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 +
∂2

∂z2

]
f = 0 (1.38)

L’Eq.(1.38) se réécrit en coordonnées sphériques (q, θ, φ) par :

1
q2

[
∂

∂q

(
q2 ∂

∂r

)
+

1
sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2

∂φ2

]
f = 0 (1.39)

La méthode de séparation des variables q, θ et φ permet de résoudre l’Eq.(1.39), on sup-
pose que f s’écrit sous la forme [Courant et Hilbert, 1962] :

f (q, θ, φ) = qlΘ(θ)Φ(φ) (1.40)
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Nous nous intéressons aux solutions de la partie angulaire de l’Eq.(1.39) de Laplace. Alors
la combinaison des Eq.(1.39) et (1.40) conduit à :[

1
sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2

∂φ2 + l(l + 1)
]

f = 0 (1.41)

Finalement les solutions de l’Eq.(1.41) sont appelées harmoniques sphériques et s’écrivent
pour l ∈N et m ∈ Z, m ∈ [−l, l] [Arfken et al., 1985] :

Ym
l (θ, φ) =

√
2l + 1

4π

(l −m)!
(l + m)!

Pm
l (cos θ)eimφ (1.42)

avec Pm
l les polynomes de Legendre généralisés définis sur l’intervalle [−1, 1] :

Pm
l (x) =


1

2l l!
dl

dxl

(
x2 − 1

)l si m = 0
(−1)m(1− x2)m/2 dm

dxm Pl(x) si m > 0
(−1)|m| (l−|m|)!

(l+|m|)! P
|m|
l (x) si m < 0

(1.43)

Les harmoniques sphériques complexes Ym
l de l’Eq.(1.42) forment une base de fonctions

orthonormées : ∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0
Ym

l (θ, φ)Ym
l (θ, φ) sin(θ)dθdφ = δll′δmm′ (1.44)

avec z le conjugué complexe et δjj′ le symbole de Kronecker égal à un si j = j′ et zéro
sinon.

Afin d’alléger les notations, nous introduisons l’équivalence de notations suivante :

Ym
l (u) = Ym

l (θ, φ) (1.45)

1.6.4.2 Opérateur laplacien sur la sphère

L’opérateur de Laplace-Beltrami que l’on note ∆b généralise l’opérateur laplacien pour
les fonctions définies sur les surfaces et en particulier pour une sphère. Cet opérateur est
défini par :

∆b =
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2

∂φ2 (1.46)

Puisque l’opérateur de Laplace-Beltrami intervient dans l’équation de Laplace angulaire
donnée par l’Eq.(1.41), les harmoniques sphériques satisfont la relation :

∆bYm
l = −l(l + 1)Ym

l (1.47)

Cette relation sera utilisée dans cette thèse à des fins de régularisation et de rehaussement
de fonctions sphériques.

1.6.4.3 Sous-ensemble réel et symétrique

Le nombre d’échantillons du signal observé détermine le nombre de coefficients dans
la reconstruction par une somme de fonctions de bases, ici les HS. A nombre de coeffi-
cients égal, il convient de ne pas « gaspiller » ces coefficients pour l’estimation de phéno-
mènes impossibles ou inintéressants, et de les utiliser judicieusement afin de gagner en
précision. Pour cela, deux a priori sont communément adoptés dans les travaux en IRM
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de diffusion et restreignent le domaine de définition des HS à celui du signal de diffusion
idéal [Alexander et al., 2002, Frank, 2002] : le signal est (i) symétrique aux antipodes de la
sphère unité ; (ii) réel et positif.

De nombreux travaux de la littérature font l’hypothèse que la diffusion à l’échelle d’un
voxel est symétrique sur la sphère. Pour cela, les HS possède une propriété intéressante
sous une transformation T :

T : (θ, φ)→ (π − θ, π + φ)

Ym
l (T(θ, φ)) =

{
Ym

l (θ, φ) si l ∈ 2N

−Ym
l (θ, φ) si l 6∈ 2N

(1.48)

L’Eq.(1.48) signifie que lorsque l est pair, la fonction sphérique est symétrique sur la
sphère unité. Aussi, une fonction symétrique sur la sphère peut être exprimée comme
une série de HS dont l’ordre l est pair.

En outre, bien qu’en théorie le signal IRM de diffusion E soit capturé dans l’ensemble
des complexes C (c.f . section 1.5.3), l’utilisation du module de E réel permet en pratique
de s’affranchir de la sensibilité de la phase aux artefacts, qui peut être généralement consi-
dérée comme du bruit [Tuch, 2002, LeBihan et al., 2006].

A l’aide de ces deux a priori, on peut définir une nouvelle base de HS réelles et symé-
triques [Frank, 2002, Anderson, 2005, Hess et al., 2006, Descoteaux et al., 2007] :

ym
l =


√

2<(Ym
l ) si 0 < m ≤ l

Y0
l , si m = 0√
2=(Y|m|l ) si −l ≤ m < 0

avec l ∈ 2N (1.49)

FIGURE 1.28: Les Harmoniques Sphériques (HS) réelles et symétriques pour les premiers ordres
l = 0, 2, 4, 6. Le bleu indique une valeur négative et le rouge une valeur positive. Les HS sont
normalisées dans l’intervalle de valeur [-1,1].

La Fig. 1.28 illustre les HS ym
l pour les premiers degrés l qui permettent de capturer les

basses fréquences sur la sphère unité. Dans la suite, on introduit l’équivalence de notation
suivante afin de faciliter la lecture :

j(l, m) =
l (l + 1)

2
+ m avec l ∈ 2N (1.50)

yj(θ, φ) = ym
l (θ, φ) (1.51)

Les harmoniques sphériques réels et symétriques forment une base orthonormée sur la
sphère unité [Blanco et al., 1997] :∫

u∈S2
yj(u)yj′(u)du = δjj′ (1.52)
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Nous avons vu que la base des harmoniques sphériques {yj} permet de décomposer la
plupart des fonctions sphériques continues en un développement en séries de Fourier
pondéré par des coefficients. Nous abordons dans la suite comment estimer en pratique
ces coefficients pour des fonctions sphériques discrètes.

1.6.4.4 Rotation des harmoniques sphériques

Nous définissons ici les outils mathématiques nécessaires à la compréhension de la
rotation des harmoniques sphériques réelles, à savoir les angles d’Euler et la matrice de
rotation de Wigner.

Angles d’Euler

Les angles d’Euler ont été développés pour décrire la rotation d’un objet rigide dans
l’espace euclidien à trois dimensions R3. L’orientation spécifique d’un objet est obtenue
par une séquence de trois rotations successives données par les angles d’Euler qu’illustre
la Fig.1.29 :

1. la précession d’angle α autour de l’axe z qui transforme le référentiel xyz à x′y′z ;

2. la nutation d’angle β autour de l’axe y′ qui transforme le référentiel x′y′z à x′′y′z′ ;

3. la rotation propre d’angle γ autour de l’axe z′ qui transforme le référentiel x′′y′z′

à x′′′y′′z′

Remarque. Il existe douze variantes du schéma de rotation des angles d’Euler, et diffèrent par
l’axe de rotation choisi dans chacune des trois étapes précédentes. Dans la suite de ce manuscrit,
nous adoptons sans perte de généralité la configuration zyz [Blanco et al., 1997].

FIGURE 1.29: Rotation des angles d’Euler (α, β, γ) dans la configuration zyz. De gauche à droite :
rotation autour des axes z, y′ et z′. Les axes après rotation sont illustrés en pointillés.

Matrice de rotation de Wigner

Sous l’effet d’une rotation exprimée en termes d’angles d’Euler (α, β, γ), les harmo-
niques sphériques complexes Ym

l d’ordre l peuvent être exprimés comme une combinai-
son linéaire d’harmoniques sphériques du même ordre Ym′

l :

Rotα,β,γ [Ym
l (θ, φ)] =

l

∑
m′=−l

Ym′
l (θ, φ)

[
e−im′αd(l)m′m(β)e−imγ

]
(1.53)
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avec la matrice de Wigner d (d-small Wigner matrix) définie par [Su et Coppens, 1994] :

d(l)m′m(β) =

[
(l + m′)!(l −m′)!
(l + m)!(l −m)!

]1/2 min(l−m′,l+m)

∑
k=max(0,m−m′)

[
(−1)k+m′−m

(
l + m

k

)(
l −m

l −m′ − k

)
(cos β/2)2l+m−m′−2k (sin β/2)2k+m′−m

]
(1.54)

Nous nous intéressons à la matrice de rotation de Wigner réelle D(l)
m′m telle que

Rotα,β,γ [ym
l (θ, φ)] =

l

∑
m′=−l

ym′
l (θ, φ)D(l)

m′m(α, β, γ) (1.55)

Nous avons vu à l’Eq.(1.49) ue les harmoniques sphériques réelles sont définies comme
une combinaison linéaire des harmoniques sphériques complexes. Alors la matrice de Wi-
gner d de l’Eq.(1.54) s’écrit pour les harmoniques sphériques réelles [Ritchie, 1998], an-
nexe B.4 :

D(l)
m′m =


d(l)m′m(β) cos(F) + (−1)m′d(l)−m′m(β) cos(G) m′ ≥ 0, m ≥ 0
(−1)m′+1d(l)m′m(β) sin(F) + d(l)−m′m(β) sin(G) m′ < 0, m ≥ 0
(−1)md(l)m′m(β) sin(F) + (−1)m+m′d(l)−m′m(β) sin(G) m′ ≥ 0, m < 0
(−1)m+m′d(l)m′m(β) cos(F) + (−1)m+1d(l)−m′m(β) cos(G) m′ < 0, m < 0

avec F = mγ + m′α et G = mγ−m′α.

1.6.5 Approximation d’une fonction sphérique

1.6.5.1 Problématique

Toute fonction E : (θ, φ) → R à valeur réelle sur la sphère S2 peut se décomposer en
séries de Fourier avec les harmoniques sphériques (HS) :

E(u) =
∞

∑
j=0

ajyj(u) = lim
J→∞

J

∑
j=0

ajyj(u) avec J = j(L, L) (1.56)

où L est l’ordre de troncature de la série en HS. Tout signal sphérique E peut se décompo-
ser en une somme infinie (J → ∞) de HS pondérées par une famille de coefficients {aj}.
Pour le cas de l’IRM de diffusion, le nombre d’échantillons acquis de l’espace Q limite pra-
tiquement la somme à un ordre de troncature J ∈ N. La Fig. 1.30 illustre la conséquence
d’une reconstruction limitée à un ordre de troncature L croissant : une troncature à un
ordre faible Fig.1.30(a-d) entraîne une reconstruction « lisse », qui donne une approxi-
mation grossière la forme initiale Fig.1.30a. Une troncature à un ordre élevé Fig.1.30(e-f)
permet de reconstituer plus fidèlement le signal initial. De la même manière que la trans-
formée de Fourier traditionnelle, la reconstruction d’un signal par un ensemble fini de
coefficients d’harmoniques sphériques peut subir le phénomène de Gibbs [Bocher, 1906],
ce qui est illustré en Fig.1.30 par l’approximation successive d’une fonction sphérique
haute fréquence (ici un cube centré en zéro) en une la somme d’HS de degrés de plus en
plus élevés. On aperçoit très distinctement des oscillations locales qui apparaissent près
des arêtes.
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Signal original L = 0
J = 0

L = 4
J = 15

L = 8
J = 45

L = 12
J = 91

L = 16
J = 153

FIGURE 1.30: Approximation d’un signal sphérique dans la base des Harmoniques Sphériques
(HS) réelles et symétriques. De gauche à droite : reconstruction avec un ordre de troncature crois-
sant. On distingue très distinctement les oscillations locales près des arêtes, dues au phénomène
de Gibbs [Bocher, 1906].

1.6.5.2 Estimation par moindres carrés ordinaires

La famille de coefficients {aj}j∈nc peut être déterminée à partir d’un ensemble d’échan-
tillons discrets du signal {E(ui)}i∈ns . Dans le cas où ns > nc, le système d’équations est
surdéterminé et s’écrit sous la forme matricielle :

E = MA + ε (1.57)

avec ε la matrice de variance-covariance des aléas, représentant l’écart entre les données
expérimentales et le modèle théorique MA qui prédit ces données. On définit M comme
la matrice de base des HS, E le vecteur d’échantillons du signal de diffusion et A le vecteur
de coefficients dans la base des HS :

M =


y0(u1) y2(u1) . . . yJ(u1)
y1(u2) y2(u2) . . . yJ(u2)

...
...

. . .
...

y1(uns) y2(uns) . . . yJ(uns)

 (1.58)

E = [E(u1), E(u2), . . . , E(uns)]
T (1.59)

A = [a0, a1, . . . , aJ ]
T (1.60)

On cherche les coefficients A qui minimisent la norme de l’erreur ||ε|| = ||E−MA||, soit :

A = arg min
A∈Rnc

||E−MA||2 (1.61)

où {u1, u2, . . . , uns} sont les coordonnées d’échantillonnage du signal E. L’unique solution
à ce système d’équations vérifie les équations normales :

(MTM)A = MTE (1.62)

On cherche les coefficients A, ce qui nécessite une inversion de la matrice MTM :

A = (MTM)−1MTE = M+E (1.63)

où M+ est usuellement appelée la pseudo-inverse matricielle de Moore-Penrose [Moore,
1920, Penrose, 1955]. Le calcul du signal reconstruit Ê pour un nouvel échantillonnage
{u′1, u′2, . . . , u′n′s} nécessite la construction d’une nouvelle matrice de base

M′ = (yj(u′k))(j,k)∈R×R (1.64)
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Le signal reconstruit Ê est alors simplement donné par le produit matriciel :

Ê = M′A (1.65)

Cette méthode d’estimation est communément appelée méthode par moindres carrés
ordinaires et nous utiliserons dans la suite de ce manuscrit le sigle LS (linear Least Square)
pour y faire référence.

1.7 Résumé du chapitre

L’Imagerie par Résonance Magnétique (IRM) de diffusion est une modalité d’image
relativement récente qui permet d’observer in vivo la diffusion de l’eau à l’échelle micro-
scopique dans le cerveau. Son utilisation clinique permet de diagnostiquer précocement
les problèmes d’accidents vasculaires cérébraux (AVC), bien plus tôt que d’autres moda-
lités d’images. L’IRM de diffusion est également utilisée dans le domaine de la recherche
sur le cerveau pour l’étude des faisceaux de fibres nerveuses qui font du cerveau un or-
gane « câblé ».

L’acquisition de ces images de diffusion repose sur le principe de résonance magné-
tique nucléaire combinée avec une séquence d’écho de gradient de diffusion. Le signal
de diffusion mesuré pour un voxel varie alors de manière exponentielle avec la diffusion
locale, qui bien que non valide dans le cerveau, est caractérisée traditionnellement par un
coefficient de diffusion apparent (ADC) par similarité avec la diffusion libre. Ce forma-
lisme peut être avantageusement remplacé par le formalisme de propagateur, qui permet
une caractérisation sans a priori sur la structure microscopique du cerveau.

Section 1.3
Description de
la neuroanato-
mie humaine

Section 1.4
Modélisation
physique de
la diffusion

Section 1.5
Acquisition
de l’image

de diffusion

Section 1.6
Outils pour la
reconstruction

du signal

FIGURE 1.31: Principales sections du premier chapitre.
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2.1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre précédent que l’IRM de diffusion (IRMd) utilisée pour
imager le cerveau permet de capturer le mouvement des molécules d’eau, contraint par
les structures neurales. Comment interpréter ces signaux ? Le domaine de l’IRMd possède
de nombreuses méthodes avancées pour le traitement du signal échantillonné. Nous in-
troduisons en premier lieu le formalisme dit de « l’espace Q », qui permet d’appréhender
de manière cohérente l’ensemble des méthodes traitant de l’IRM de diffusion (section 2.2).

L’analyse du signal de diffusion est liée étroitement à l’échantillonnage de l’espace Q,
c’est pourquoi nous abordons dans la suite les méthodes de l’état de l’art réparties en cinq
groupes : analyse de la diffusion scalaire (section 2.3), radiale (section 2.6), angulaire à
basse et haute résolution (section 2.4 et 2.5), et complète (section 2.7). Le lecteur familier
de ces notions peut se rendre directement à la section 2.8 pour un résumé des notions
abordées dans ce deuxième chapitre.

35
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2.2 Formalisme de l’espace Q

Le formalisme de « l’espace Q » (ou espace G [Stejskal, 1965]) a été introduit par [Stejs-
kal, 1965, Callaghan, 1991, Cory et Garroway, 1990] et le nom a été choisi en analogie avec
celui donné à l’espace K qui définit un formalisme d’IRM classique basé sur le vecteur k
des gradients spatiaux de l’image (c.f . section 1.5.2.2).

De manière analogue, l’espace Q de l’IRM par diffusion est basé sur le vecteur de
diffusion q défini à la section 1.5.4.3 et dont nous rappelons la définition :

q = (2π)−1γδg (2.1)

où le domaine de définition de q satisfait la relation q ∈ Ωq ⊂ R3. Le propagateur de
diffusion P est relié analytiquement à la transformée de Fourier F du signal normalisé E
(c.f . section 1.5.4.3) :

P(p) =
∫

q∈Ωq

E(q) exp
(
−i2πqTp

)
dq = F [E](p) (2.2)

où p ∈ Ωp est le vecteur de déplacement des molécules d’eau à l’échelle d’un voxel, g
est le gradient de diffusion, γ est le rapport gyromagnétique des protons de la molécule
d’eau, et δ l’intervalle de temps d’un gradient.

Remarque. On trouve dans la littérature d’IRM de diffusion une convention alternative qui
définit la transformée de Fourier sans le terme exponentiel 2π. Le vecteur q est alors défini de façon
cohérente par q = γδg. Dans ce manuscrit, nous utilisons la convention décrite par l’Eq.(2.1).

La théorie de l’espace Q permet d’exprimer dans un formalisme commun un nombre
important des méthodes d’estimation. Toutefois, l’utilisation de ce formalisme suppose
quelques hypothèses sur l’acquisition du signal de diffusion [Cory et Garroway, 1990,
Callaghan, 1991] :

1. On considère que le temps δ d’application d’un gradient g est très court (NPA pour
narrow pulse approximation), afin que le vecteur de diffusion q ne soit pas une fonc-
tion du temps (c.f . Eq.1.24).

2. On considère que le temps δ d’application d’un gradient est négligeable par rapport
au temps ∆ de diffusion.

Dans le cas où les hypothèses précédentes ne sont pas respectées, [Callaghan et al.,
1999] ont observé expérimentalement que la relation de Fourier Eq.(2.2) semble toujours
valide et ont remarqué une homothétie du signal de diffusion. Nous nous plaçons, dans
le cadre de cette thèse, dans les conditions valides d’existence de l’espace Q.

Dans la suite de ce chapitre, nous décrivons les méthodes de l’état de l’art en nous
efforçant de suivre toujours la même structure :

1. Modélisation de la diffusion locale : nous explicitons les modèles mathématiques uti-
lisés pour interpréter le signal de diffusion dans l’espace Q, tout en indiquant les
hypothèses sous-jacentes ;

2. Estimation du modèle à partir des données : nous décrivons les méthodes d’estimation
du modèle à partir des échantillons recueillis par la machine IRM de diffusion ;

3. Traitements et extraction de caractéristiques de la diffusion : nous exposons les traite-
ments usuels effectués sur le modèle estimé, qui permette d’extraire des caractéris-
tiques 1 de la microstructure du cerveau ;

1. Le terme « caractéristique » est employé ici au sens large du terme, c’est à dire comme attribut révéla-
teur de la diffusion dans le cerveau. Nous reviendrons sur une définition plus précise d’une caractéristique à
la section 4.2.
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4. Avantages et inconvénients de la méthode : nous récapitulons ici les principaux avan-
tages (signalés par le signe +) et inconvénients (signe −) de la méthode.

2.3 Analyse scalaire de la diffusion

L’analyse scalaire de la diffusion est la forme la plus simple de l’imagerie de diffusion.
Elle fait référence à un échantillonnage très réduit de l’espace Q puisque composé d’un
unique échantillon en plus éventuellement d’une image IRM pondérée en T2 servant de
référence. Ces images scalaire peuvent être assimilés à un champ de tenseurs d’ordre 0
(c.f . section 1.6.3).

2.3.1 Imagerie de diffusion pondérée (DWI)

Modélisation de la diffusion locale

L’imagerie de diffusion pondérée (DWI pour diffusion weighted imaging) est historique-
ment la première modalité d’image basée sur la séquence d’écho de spin PGSE pour l’IRM
de diffusion. L’image de diffusion obtenue est l’image brute pour laquelle chaque voxel
est décrite par l’amplitude S de la diffusion locale à un voxel :

S(q) = C exp(−4π2τq2D) exp
(
−TE

T2

)
(2.3)

avec C une constante de la machine IRM, TE le temps d’écho et T2 le temps caractéristique
de relaxation transversale (spin-spin) du voxel considéré. On trouve généralement cette
relation dans la littérature avec le facteur b = 4π2τq2 où le temps de diffusion effectif est
défini par τ = ∆− δ/3.

Estimation du modèle à partir des données

Cette méthode se base sur les données brutes et ne met donc pas en jeu de modèle de
la diffusion locale.

Traitements et extraction de caractéristiques de la diffusion

La Fig.2.1 illustre les résultats obtenues par cette méthode dans le cas d’un cerveau hu-
main adulte, pour différentes orientations (a-b) et normes (c-e) du vecteur de diffusion q.

Avantages et inconvénients de la méthode

+ Le temps d’acquisition pendant lequel le patient doit rester immobile est très court
car l’estimation nécessite simplement une seule acquisition dans l’espace Q.

- Les images obtenues dépendent de la norme et de l’orientation du vecteur de diffu-
sion q ce qui rend très difficile une comparaison entre individus.

- Cette approche est sensible aux bruits et artéfacts d’acquisition car elle se base sur
un très petit nombre d’échantillons de l’espace Q. De plus, ce formalisme semble
difficilement généralisable à un ensemble d’échantillons plus grands.

- Les images acquises sont pauvres en informations de diffusion et excluent le calcul
de caractéristiques intéressantes propres aux orientations telles que l’anisotropie an-
gulaire, l’orientation des faisceaux de fibres nerveuses, etc.
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(a) q = (0.235,−0.236, 0.000)T (b) q = (0.236,−0.121,−0.162)T

(c) b = 0 s/mm2 (d) b = 1000 s/mm2 (e) b = 3000 s/mm2

FIGURE 2.1: Coupe transversale de l’imagerie par diffusion pondérée (DWI) qui donne une image
scalaire de la diffusion. (a,b) L’amplitude de chaque voxel est sensible à la direction (ou orien-
tation) du vecteur de diffusion, b = 1000 s/mm2. (c-e) L’amplitude de chaque voxel décroît de
manière exponentielle avec un facteur b croissant. . Les données ont été acquises sur un cerveau
humain adulte.

2.3.2 Coefficient de diffusion apparent (ADC)

Modélisation de la diffusion locale

Comme nous l’avons vu dans à la section 1.4, le coefficient de diffusion D d’un milieu
caractérise l’évolution de la diffusion libre dans ce même milieu. Néanmoins, la diffusion
dans un milieu biologique tel que le cerveau est soumise à des restrictions, on parle alors
de coefficient de diffusion apparent (ADC pour apparent diffusion coefficient). On le trouve
parfois dans la littérature sous la notation Dapp ou De f f . La relation qui lie le signal de
diffusion normalisé E à l’ADC est donné par la relation de Stejskal et Tanner et publié
dans [Stejskal et Tanner, 1965, Tanner, 1978] :

E(q) = exp(−4π2τq2D) (2.4)

avec E(q) = S(q)/S(0). Cette méthode fait donc l’hypothèse d’un propagateur de diffu-
sion gaussien isotrope.
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Estimation du modèle à partir des données

L’estimation de l’ADC est faite en prenant simplement le logarithme du signal norma-
lisé E pour chaque voxel de l’image :

D = − ln (E(q))
4π2τq2 (2.5)

Traitements et extraction de caractéristiques de la diffusion

L’intérêt pour l’imagerie de l’ADC s’est développé à partir des années 1990 lorsque
des études cliniques ont mis en évidence l’efficacité de cette méthode dans la détection
précoce d’accidents vasculaires cérébraux (AVC) [Moseley et al., 1990a]. En effet, les lé-
sions de la substance blanche apparaissent comme des régions hyperintenses sur l’image
d’ADC, même lorsque d’autres modalités d’images (pondérée en T1, T2 par exemple) sont
apparemment normales (c.f . Fig.1.2). De plus, la corrélation de l’évolution de l’ADC et de
l’AVC permet de dater l’évènement en période aiguë.

D’un point de vue de l’espace Q, cette méthode peut être appréhendée comme un
tenseur d’ordre zéro et fait en conséquence l’hypothèse implicite que la diffusion dans
le cerveau se réalise indépendemment de toute orientation des structures. En d’autres
termes, l’ADC calculé correspond à un coefficient de diffusion isotrope. Diverses études
ont pourtant fait l’observation que l’image des ADC subit de grandes variations de lu-
minosité suivant l’orientation arbitraire de l’unique vecteur de diffusion q [Moseley et al.,
1990b]. Comme l’illustre la Fig.2.2, on aperçoit une perte de luminosité lorsque l’orienta-
tion de g est dans une direction favorable à la diffusion, i.e. le long des fibres nerveuses.
En conséquence, ce modèle ne mesure pas fidèlement l’anisotropie de la diffusion, due à
la microstructure des tissus.

Des méthodes ont suggéré de combiner deux images ADC pour former une nouvelle
image d’anisotropie [Moseley et al., 1990b] et d’orientation des faisceaux de fibres ner-
veuses[Douek et al., 1991]. Bien que les résultats ont été encourageants, les images obte-
nues par ces techniques ad hoc sont restées dépendantes aux orientations du vecteur de
diffusion u = q/||q|| utilisées lors de l’acquisition.

Afin d’obtenir un modèle fiable de diffusion locale dans le cerveau, il est donc néces-
saire de prendre en compte une dépendance angulaire de la diffusion dès l’échantillon-
nage de l’espace Q.

Avantages et inconvénients de la méthode

En plus d’avoir les mêmes avantages et inconvénients que la méthode DWI présentée
en section 2.3.1, l’imagerie de l’ADC possède les propriétés suivantes :

+ Le coefficient de diffusion est intéressant car c’est un indice standard utilisé en chi-
mie et en physiques pour caractériser quantitativement un milieu. La mesure de ce
coefficient par l’IRM de diffusion dans des cas simples, tels que des milieux homo-
gènes, est en concordance avec les valeurs usuelles [Stejskal et Tanner, 1965].

- Cette approche fait l’hypothèse que le propagateur de diffusion suit une loi gaus-
sienne isotrope, ce qui n’est pas vérifié dans le cerveau [Moseley et al., 1990b, Cory et
Garroway, 1990, Callaghan et al., 1991]. Le coefficient de diffusion mesuré est donc
apparent car il n’est pas directement relié aux propriétés physiques des tissus com-
posant le cerveau.
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(a) q = (0.209,−0.616, 0.759)T (b) q = (0.707, 0.429,−0.562)T

FIGURE 2.2: Coupe transversale de l’imagerie de coefficient de diffusion apparent (ADC). Elle
donne une image scalaire de la diffusion (ici, b = 3000 s/mm2). (a,b) L’amplitude de chaque voxel
est sensible à l’orientation du vecteur de diffusion choisi de l’espace Q.

2.4 Analyse à basse résolution angulaire

L’anisotropie de la diffusion, mesurée par résonance magnétique nucléaire de diffu-
sion (RMNd), a été mise en évidence dans des milieux restreints par [Stejskal, 1965, Tanner
et Stejskal, 1968, Tanner, 1978] puis pour le cas de l’IRMd du cerveau par [Moseley et al.,
1990b]. L’image résultante dépend donc de l’orientation du vecteur de diffusion q choisi
comme illustré dans la section précédente. L’utilisation d’un tenseur, objet invariant par
rotation, apparaît donc intéressante pour caractériser l’anisotropie du coefficient de diffu-
sion apparent et a été suggérée en RMNd par plusieurs études [Onsager, 1931a, Onsager,
1931b, De Groot et Mazur, 1962, Casimir, 1945, Stejskal, 1965]. Dans cette section, nous dé-
crivons les méthodes principales utilisées pour caractériser l’anisotropie de la diffusion.

2.4.1 Vecteur de diffusion

Modélisation de la diffusion locale

L’imagerie par vecteur de diffusion (tenseur d’ordre un) [Richards et al., 1992] permet
de s’affranchir de la variabilité des images de diffusion scalaires. En effet, cette méthode
propose d’estimer le vecteur de diffusion en chaque voxel par un tenseur E d’ordre un
dont les composantes dans la base canonique {ux, uy, uz} de l’espace Q sont :

E =
(
Ex, Ey, Ez

)T (2.6)
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Estimation du modèle à partir des données

L’estimation du vecteur de diffusion D nécessite trois acquisitions E(qx), E(qy), E(qz)
dirigées selon les axes x, y et z de l’espace Q de diffusion afin d’en déterminer la norme
et les angles d’Euler [Richards et al., 1992] :

||E||2 = E(qx)
2 + E(qy)

2 + E(qz)
2 (2.7)

angle de D avec le plan xy = arctan
E(qy)

E(qx)
(2.8)

angle de D avec le plan xz = arctan
E(qz)

E(qx)
(2.9)

angle de D avec le plan yz = arctan
E(qy)

E(qz)
(2.10)

(2.11)

Traitement et extraction de caractéristiques de la diffusion

Les auteurs de [Richards et al., 1992] suggèrent de générer l’image de la norme du vec-
teur donnée par l’Eq.(2.7) en chaque voxel. Cette norme est, contrairement aux méthodes
d’imagerie scalaires de la section 2.3, indépendante de l’orientation du patient par rapport
à la machine comme l’illustre la Fig.2.3.

(a) (b)

FIGURE 2.3: L’imagerie par vecteur de diffusion permet d’extraire des images indépendantes de
l’orientation du gradient de diffusion u. Illustration sur un cerveau de macaque. (a) Image de
la norme du vecteur de diffusion. (b) Image de l’angle du vecteur de diffusion avec le plan yz.
Adapté de [Richards et al., 1992].

Avantages et inconvénients de la méthode

+ Le temps d’acquisition pendant lequel le patient doit rester immobile est très court
car l’estimation nécessite simplement quatre acquisitions dans l’espace Q, dont une
en q = 0 servant à la normalisation.

+ Le vecteur de diffusion estimé est indépendant de l’orientation du patient avec la
machine IRM, ce qui permet de calculer la courbure intrinsèque des faisceaux de
fibres nerveuses (trajectographie).

- La modélisation simple de l’anisotropie angulaire ne permet pas de récupérer toute
l’information angulaire, e.g. diffusion orthogonale au fibre, anisotropie, croisement
de fibres, etc.



42 Chapitre 2 - État de l’art de la modélisation locale de la diffusion en IRMd

- L’orientation du vecteur de diffusion à partir du signal E n’est pas en accord avec
les faisceaux de fibres et nécessite un post-traitement additionnel, en utilisant le
logarithme de E pour l’ADC par exemple.

- Cette approche est sensible aux bruits et artéfacts d’acquisition car elle se base sur
un très petit nombre d’échantillons de l’espace Q. De plus, ce formalisme est diffici-
lement généralisable à un ensemble d’échantillons plus grands.

- Il n’existe pas à notre connaissance d’autres études validant cette approche à l’ex-
ception de l’article des auteurs originaux [Richards et al., 1992].

- Le vecteur de diffusion ne permet pas de modéliser le profil radial de la diffusion et
exclut ainsi une grande variété de caractéristiques [Cory et Garroway, 1990, Calla-
ghan et al., 1991].

2.4.2 Tenseur de diffusion (DTI)

Modélisation de la diffusion locale

Afin d’estimer la diffusion locale plus fidèlement, la caractérisation de l’anisotropie de
la diffusion locale par un tenseur d’ordre supérieur a été suggérée par [Stejskal, 1965, Mo-
seley et al., 1990b, Filler et al., 1992, Basser et LeBihan, 1992]. Contrairement au coefficient
ADC scalaire abordée à la section 2.3.2, la caractérisation de la diffusion locale par un
tenseur D d’ordre deux permet de capturer une dépendance angulaire de la diffusion. Le
cadre mathématique qui relie explicitement le tenseur de diffusion et le signal NMR a été
proposé par [Stejskal, 1965, Basser et LeBihan, 1992, Basser et al., 1994]. La formulation
tensoriel d’ordre deux est similaire à la description scalaire du signal de l’Eq.(2.4) :

E(q) = exp
(
−4π2τqTDq

)
(2.12)

Dans ce formalisme, le processus de diffusion local moyen est décrit par un tenseur de
diffusion D du deuxième ordre dont les composantes dans la base canonique {ux, uy, uz}
de l’espace Q sont données par une matrice 3× 3 symétrique définie positive :Dxx Dxy Dxz

Dxy Dyy Dyz
Dxz Dyz Dzz

 (2.13)

Dans un milieu tel que l’eau, le processus de diffusion D est supposé symétrique (i.e. D =
DT) d’après les lois de la thermodynamique [Onsager, 1931a, Onsager, 1931b, De Groot et
Mazur, 1962, Casimir, 1945, Stejskal, 1965, Basser et al., 1994].

Estimation du modèle à partir des données

Le profil du tenseur de diffusion apparent D(q) pour un vecteur q de l’espace Q de
diffusion est donné par le logarithme de l’Eq.(2.12), soit :

D(q) = qTDq = − ln (E(q))
4π2τ

(2.14)

Puisque le tenseur de diffusion D est symétrique, il est entièrement caractérisé par six
composantes [Basser et al., 1994] que l’on peut regrouper dans un vecteur :

X = (Dxx, Dxy, Dxz, Dyy, Dyz, Dzz)
T (2.15)
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La construction de la matrice des échantillons de l’espace Q nécessite au minimum
n = 6 acquisitions avec un gradient qi, i ∈ [1, n] parcourant l’espace Q et une acquisition
de normalisation sans gradient q = 0 [Stejskal, 1965, Basser et al., 1994, Tuch, 2002] :

B = 4π2τ


qx

1qx
1 2qx

1qy
1 2qx

1qz
1 qy

1qy
1 2qy

1qz
1 qz

1qz
1

qx
2qx

2 2qx
2qy

2 2qx
2qz

2 qy
2qy

2 2qy
2qz

2 qz
2qz

2
...

...
...

...
...

...
qx

nqx
n 2qx

nqy
n 2qx

nqz
n qy

nqy
n 2qy

nqz
n qz

nqz
n

 (2.16)

La matrice des échantillons correspondants est traditionnellement nommée matrice B =
bij = 4π2τqiqj dans la littérature, en référence au facteur b relatif à la puissance des gra-
dients de champs magnétiques utilisés pour la mesure.

Le vecteur du logarithme des n échantillons du signal normalisé E s’écrit :

Y = (− ln(E1),− . . . ,− ln(En))
T (2.17)

L’Eq.(2.12) qui relie le signal X et le tenseur de diffusion D s’écrit alors sous la forme
matricielle :

Y = BX (2.18)

Dans le cas où on possède exactement 6 acquisitions dans des directions différentes de
l’espace Q, on peut calculer le tenseur pour chaque voxel par X = B−1Y. Mais si le nombre
de données utilisées pour estimer le signal est égal exactement au nombre de paramètres
du modèle, le tenseur X va être très sensible à la qualité des données et notamment aux
perturbations dues au bruit. En pratique, les machines actuelles sont capables d’acquérir
bien plus d’images (usuellement de n = 7 à n = 60 directions). A partir de ces n ac-
quisitions, on peut reconstruire un modèle tensoriel qui minimise l’erreur par rapport à
l’ensemble des données acquises.

Plusieurs méthodes d’estimation et de régularisation des champs de tenseurs d’ordre
deux existent : moindres carrés généralisés [Basser et al., 1994], formalisme variationnel
pour l’estimation de l’ensemble du volume image avec contrainte de positivité et de ré-
gularité [Chefdh́otel et al., 2002, Tschumperlé et Deriche, 2003, Tschumperlé et Deriche,
2003, Chefd’hotel et al., 2004, Neji et al., 2007], formalisme d’estimation dans l’espace
riemannien [Lenglet, 2006, Arsigny, 2006, Fillard et al., 2007] et représentation parcimo-
nieuse [Bao et al., 2009, Luo et al., 2009].

Traitement et extraction de caractéristiques de la diffusion

Il est usuel de visualiser l’imagerie du tenseur de diffusion par un champ d’ellipsoïdes
où chaque voxel est construit par l’iso-surface du tenseur de diffusion [Basser, 1995] :

D(q) = qTDq = constante (2.19)

La Fig.2.4 donne un exemple de résultat dans le cas d’un cerveau humain adulte. Le for-
malisme du tenseur d’ordre deux apporte une information riche sur la diffusion locale à
l’échelle d’un voxel. Néanmoins, cette densité d’information est difficile à appréhender à
l’échelle d’une image volumique contenant plusieurs centaines de milliers de voxels. C’est
pourquoi on trouve dans la littérature une mosaïque de mesures qui traitent et simplifient
l’information de diffusion disponible dans le tenseur d’ordre deux. Nous classifions dans
la suite ces mesures en deux classes : les caractéristiques scalaires et vectorielles.
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(a) (b)

FIGURE 2.4: Visualisation de la diffusion en utilisant le modèle DTI : d’une vue globale à une vue
locale. a) Visualisation du corps calleux par un champ de tenseur du deuxième ordre. b) Zoom sur
la partie basse du corps calleux. La diffusion se fait suivant une orientation gauche-droite, le corps
calleux reliant les hémisphères droit et gauche du cerveau. Les couleurs indiquent l’orientation du
vecteur propre principal de chaque tenseur (plus de détails à la Fig. 2.5).

Caractéristiques scalaires : Il existe une variété d’indices scalaires basés sur les me-
sures tensorielles qui « résume » les attributs de diffusion dans un voxel et permet la
construction d’images donnant une vue d’ensemble de la diffusion dans le cerveau [Pier-
paoli et Basser, 1996, Papadakis et al., 1999]. Contrairement aux images de diffusion DWI
et ADC (c.f . section 2.3), ces images scalaires ne sont pas dépendantes de l’orientation de
l’acquisition. Elles permettent d’établir des statistiques inter-sujets avec plus de facilité
qu’avec les images de tenseurs proprement dites.

Un exemple d’une telle mesure scalaire est la trace du tenseur de diffusion qui est la
somme des valeurs propres λi, calculées dans la base des vecteurs propres du tenseur (c.f .
section 1.6.3) :

Trace =
3

∑
i=1

λi (2.20)

La trace/3 donne la mesure moyenne de la diffusion d’un voxel (diffusivité moyenne). Les
faibles variations d’intensité de cet indice pour l’ensemble de la matière cérébrale donne
une image relativement homogène chez un individu sain, ce qui permet en cas clinique
de détecter très aisément une région hyper ou hypo intense provoquée par une anomalie
(AVC par exemple) [Pierpaoli et Basser, 1996].

L’indice d’anisotropie fractionnelle (FA pour fractional anisotropy) est une mesure de la
variance angulaire normalisée au sein d’un voxel, défini par :

FA =

√
3
2

√
∑3

i=1(λi − 〈λ〉)2

∑3
i=1 λ2

i

(2.21)

avec 〈λ〉 la moyenne des valeurs propres λi. A l’échelle d’un voxel, l’indice FA mesure
l’alignement et la cohérence de la structure sous-jacente. Les régions possédant des fibres
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nerveuses compactes ont un indice FA élevé, tel que la commissure du corps calleux par
exemple. A contrario les fibres peu alignées ont un indice FA plus faible, par exemple
pour le cas de croisement de faisceaux de fibres. Le FA est l’indice d’anisotropie le plus
utilisé dans la littérature car il est relativement peu sensible au bruit en comparaison avec
d’autres indices [Pierpaoli et Basser, 1996].

Plusieurs indices reliant la forme géométrique du tenseur d’ordre deux ont été propo-
sés dans la littérature [Basser, 1997, Westin et al., 1997]. Contrairement aux indices d’ani-
sotropie, ils se basent sur un rapport entre les valeurs propres ordonnées par valeurs dé-
croissantes et permettent de différencier plusieurs formes du tenseur, par exemple tenseur
« aplati », « allongé », etc.

Caractéristiques vectorielles : Il est intéressant d’extraire des caractéristiques vecto-
rielles se basant sur le DTI et classiquement, le vecteur de diffusion choisi est le vecteur
propre principal de diffusion de D. Quelques caractéristiques vectorielles sont illustrées à
la Fig.2.5, telle que la carte d’orientation en couleur des fibres nerveuses du cerveau [Pa-
jevic et Pierpaoli, 1999] (Fig.2.5a), la visualisation des faisceaux de fibres nerveuses de la
substance blanche par reconstruction avec des courbes en trois dimensions [Mori et al.,
1999, Conturo et al., 1999, Jones et al., 1999b](Fig.2.5b) ou par lissage de texture aléa-
toire [Tschumperlé et Deriche, 2005, Weickert et Hagen, 2006](Fig.2.5c). La trajectographie
se base généralement sur un champ de tenseur continu qui nécessite alors une interpola-
tion des tenseurs [Fillard et al., 2007, Pennec et al., 2006, Arsigny, 2006].

Notons que le DTI est également pour imager d’autres organes que le cerveau, notam-
ment les muscles [Deux et al., 2008] et le coeur [Bao et al., 2009].

Remarque. On appelle couramment « trajectographie » la technique de visualisation des fais-
ceaux de la substance blanche par courbe en trois dimensions, illustré à la Fig.2.5b.

(a) (b) (c)

FIGURE 2.5: Quelques caractéristiques vectoriels (champ de tenseur d’ordre un) basées sur le vec-
teur propre principal de la méthode DTI (champ de tenseur d’ordre deux). (a) L’orientation code la
couleur et la norme code la luminosité (rouge pour gauche-droite, bleu pour supérieur-inférieur,
bleu pour antérieur-postérieur). (b) L’orientation code la courbure et la norme la force de lissage.
(c) Trajectographie : visualisation des faisceaux de fibres nerveuses par courbes en trois dimen-
sions, construites par suivi de l’orientation du vecteur qui code la courbure de la courbe et éven-
tuellement la norme qui code la force de propagation. Images adaptées de [Tschumperlé, 2002].

Limites du modèle DTI

Avec l’évolution de la qualité et de la rapidité d’acquisition des appareils IRM, le mo-
dèle classique de représentation tensorielle montre aujourd’hui ses limites. En effet, il
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n’est pas rare de voir une résolution angulaire de 32 à 128 directions (à comparer aux 6
directions nécessaires pour le modèle DTI). Avec une telle précision angulaire, le modèle
est sous dimensionné par rapport aux nombre de données acquises : il résume de ma-
nière trop grossière le processus de diffusion local. Même s’il est significatif lorsqu’il y a
une direction de diffusion privilégiée, comme c’est le cas dans le corps calleux (illustré à
la Fig.2.4), le modèle DTI n’est pas suffisant pour caractériser les profils de diffusion com-
plexes qui apparaissent dans le cerveau. Ses limites, ceux de la modélisation du coefficient
de diffusion par un tenseur d’ordre deux, peuvent être appréhendées par le développe-
ment de Taylor du signal de diffusion E autour de q = 0 sont [Wedeen et al., 2005] :

E(q) = exp
(

0 + i2πqT〈p〉 − (2π)2

2
qT
(
〈ppT − 〈p〉〈p〉T〉q + O

(
||q||3

)))
(2.22)

où 〈·〉 désigne l’espérance et (〈ppT − 〈p〉〈p〉T〉 est la matrice de covariance. Le signal de
diffusion E est usuellement considéré comme symétrique, ce qui entraîne dans l’Eq.(2.22)
que les termes d’ordres impairs sont nuls. Le DTI néglige de plus les termes d’ordre supé-
rieurs à deux, sous les hypothèses que : (i) le vecteur de diffusion q est petit (qT〈ppT〉q�
1), on estime que cette condition est réalisée dans les tissus du cerveau pour b < 1000 s/mm2 ;
(ii) la diffusion est gaussienne (les moments supérieurs à deux sont nuls). Sous ces hypo-
thèse, l’Eq.(2.22) devient :

E(q) ≈ exp
(
− (2π)2

2
qT〈ppT〉q

)
= exp

(
−4π2τqTDq

)
(2.23)

avec le coefficient 〈ppT〉 = 2Dτ donné par la relation d’Einstein (1.3) et on retrouve donc
l’Eq.(2.12) de la modélisation de la méthode DTI.

Puisque le profil du coefficient de diffusion apparent (ADC) est estimé en faisant l’hy-
pothèse que la diffusion locale moyenne suit une loi gaussienne de moyenne nulle, le
résultat obtenu par la méthode DTI s’exprime dans le formalisme du propagateur de dif-
fusion P par :

P(p) =

√
1

(4πτ)3|D| exp
(

pTD−1p
4τ

)
(2.24)

où P(p) est la probabilité qu’une molécule d’eau dans un voxel parcourt la distance p pen-
dant un temps de diffusion τ. Ainsi sous cette hypothèse, le tenseur d’ordre deux capture
la covariance de la diffusion, qui correspond au moment d’ordre deux du propagateur de
diffusion P.

En revanche, l’hypothèse de base de ce modèle, qui suppose la diffusion locale comme
étant gaussienne, ne se vérifie pas en général, notamment lors d’un croisement de fibres
par exemple (c.f . Fig.2.6b) : les moments d’ordre supérieur de la diffusion ne sont pas
nuls dans ce cas. Cela implique les conséquences suivantes : (i) la représentation d’un
croisement ou tout autre phénomène subvoxelique complexe est la même qu’une diffu-
sion isotrope (i.e. un tenseur isotrope), et il n’est donc pas possible d’apprécier la diffusion
locale précisément [Basser et al., 2000] ; (ii) La trajectographie actuelle basée sur les DTI ne
permet pas de suivre les faisceaux de fibres lors de croisements, et son intérêt s’en trouve
donc très limité.

Avantages et inconvénients de la méthode

+ Le temps d’acquisition pendant lequel le patient doit rester immobile est court car
l’estimation nécessite un nombre minimal de sept acquisitions dans l’espace Q.
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+ Le tenseur d’ordre deux s’avère modéliser de manière satisfaisante les régions de la
substance blanche du cerveau composées d’une seule direction de diffusion privilé-
giée, l’écart mesuré entre le vecteur propre principal et la vérité terrain est d’environ
13° [Lin et al., 2001].

+ Le DTI est devenue une méthode standard pour l’IRM de diffusion et bénéficie à
ce titre d’une documentation abondante dans la littérature sur de nombreux aspects
techniques dont la robustesse au bruit [Basu et al., 2006], la possibilité de régula-
riser les données [Mangin et al., 2002, Tschumperlé et Deriche, 2005], le choix de
l’échantillonnage [Poupon, 1999, Jones et al., 1999a] et des études statistiques nom-
breuses [Chung et al., 2006].

- La modélisation du profil angulaire par une gaussienne ne permet pas de récupé-
rer toute l’information angulaire et en particulier les nombreux cas problématiques
qui se manifestent dans le cerveau par des croisements de fibres, faisceaux en Y,
etc. [Savadjiev et al., 2008].

- De même, la modélisation du profil radial par une gaussienne ne permet de mo-
déliser précisément l’aspect radial de la diffusion et exclut ainsi une grande variété
de caractéristiques calculables (e.g. taille moyenne des cellules) [Cory et Garroway,
1990, Callaghan et al., 1991, Kuchel et al., 1997, Assaf et Cohen, 1998, Regan et Ku-
chel, 2003].

2.5 Analyse à haute résolution angulaire (HARDI)

L’imagerie de Diffusion à Haute Résolution Angulaire (HARDI pour High Angular
Resolution Diffusion Imaging) a été proposée par [Tuch et al., 1999] afin de permettre une
mesure angulaire précise de l’intensité du signal de diffusion IRM, tout en gardant un
temps d’acquisition compatible avec des contraintes cliniques. L’imagerie HARDI réduit
l’échantillonnage du signal de diffusion à une unique sphère dans l’espace Q et a suscité
un grand intérêt comme en témoigne les nombreuses méthodes traitant le problème de
« croisement de fibres » illustré par la Fig.2.6.

Nous exposons dans la suite les principales approches que nous avons classées de la
façon suivante : méthodes paramétriques (section 2.5.1)et non paramétriques (section 2.5.2).
Une comparaison quantitative détaillée de plusieurs de ces méthodes dans ce domaine est
décrite dans [Jian et Vemuri, 2007, Ramirez-Manzanares et al., 2008].

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 2.6: Motivation de l’échantillonnage à haute résolution angulaire (HARDI) du signal de
diffusion : vue schématique de l’estimation des modèles de l’état de l’art pour le cas problématique
d’un croisement de faisceaux de fibres nerveuses au sein d’un voxel. (a) Deux faisceaux de fibres
qui se croisent à 90° au sein du voxel génèrent un signal de diffusion. (b) Estimation de l’ADC
du signal par la méthode DTI. (c) Généralisation de l’estimation de l’ADC avec l’échantillonnage
HARDI. Les maxima du profil angulaire sont en désaccord avec les directions des faisceaux de
fibres sous-jacent données en (a), l’ADC à haute résolution angulaire n’est donc pas adapté pour
faire de la trajectographie. (d) Estimation de caractéristiques angulaires du propagateur de diffu-
sion avec l’échantillonnage HARDI. Adapté de [Descoteaux, 2008].
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2.5.1 Approches paramétriques

Dans cette section, nous décrivons les approches paramétriques qui représentent le
signal de diffusion par une somme de fonctions modélisant chacune un unique faisceau
de fibres.

2.5.1.1 Modèles mixtes

Modélisation de la diffusion locale

Une variété de modèles de la littérature que nous détaillons dans la suite font l’hypo-
thèse que le signal de diffusion E peut se décomposer en une somme pondérée de modèles
de diffusion hi générique :

E(q) =
n

∑
i=1

fihi(q) avec
n

∑
i

fi = 1 (2.25)

où fi correspond à la pondération du ie faisceau de fibres nerveuses, n est le nombre total
de faisceaux de fibres par voxel. Les méthodes de modèles mixtes de la littérature peuvent
se décrire dans le formalisme de l’Eq.(2.25).

Le modèle multi-gaussien (ou multi-DTI) proposé par [Tuch et al., 2002] généralise le
DTI sous l’hypothèse que le signal du profil de diffusion est la somme des signaux de
plusieurs faisceaux de fibres, chacun modélisé par un tenseur d’ordre deux :

hi(q) = exp(−4π2τqTDiq) (2.26)

Remarque. Dans cette thèse, nous utilisons ce modèle pour simuler des données d’IRM de dif-
fusion car l’existence d’une forme analytique connue pour le propagateur de diffusion facilite la
validation des résultats expérimentaux [Tuch, 2004].

Le modèle paramétrique « Ball and Stick » [Behrens et al., 2003, Hosey et al., 2005] mo-
délise le signal comme bi-gaussien (n = 2), où les deux composantes hisotrope et hanisotrope
correspondent respectivement à un ADC isotrope et anisotrope :

hisotrope(q) = exp
(
−4π2q2τD

)
(2.27)

hanisotrope(q) = exp
(
−4π2q2τuTDu

)
avec D = RΛRT = R

1 0 0
0 0 0
0 0 0

RT (2.28)

où la matrice R est la matrice de rotation entre le référentiel canonique de l’espace Q et le
référentiel défini par les vecteurs propres de D

Le modèle CHARMED [Assaf et Basser, 2005] propose un modèle paramétrique à plu-
sieurs composantes, dont l’un représente la diffusion freinée modélisée par un signal gaus-
sien anisotrope, et les autres composantes représentent la diffusion restreinte modélisée
par une somme de modèles de diffusion restreinte dans un cylindre [Neuman, 1974].

E(q) = ffreinéehfreinée(q) +
n

∑
i=2

frestreinte ihrestreinte i(q) (2.29)

hrestreinte(q) = exp
(
−4π2

(
τ||q‖||2D‖ i + ||q⊥ ||2

7
96

(
2− 99

112
R2

D⊥ iτ

)
R4

D⊥ iτ

))
hfreinée(q) = exp

(
−4π2τ(||q⊥||2λ⊥ + ||q‖||2λ‖)

)
(2.30)
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Estimation du modèle à partir des données

L’estimation de ces modèles est en général non linéaire et obtenue par un processus
de calcul itératif dans lequel des a priori divers (e.g. positivité, forme du tenseur) sur n,
Di et fi sont introduits afin d’améliorer la stabilité numérique de l’estimation [Alexander,
2005, Tuch et al., 2002, Chen et al., 2004, Behrens et al., 2003, Hosey et al., 2005]. Le bruit
et le nombre d’échantillons limitent le nombre de paramètres et l’estimation est faite par
une méthode numérique non linéaire itérative : descente de gradients [Tuch et al., 2002],
Levenberg-Marquardt [Maier et al., 2004, Assaf et Basser, 2005] et Gauss-Newton [Peled
et al., 2006].

Le choix du nombre de composantes n est soit fixé arbitrairement [Tuch et al., 2002],
soit choisi en fonction d’un critère statistique [Parker et Alexander, 2003, Tuch et al., 2002,
Behrens et al., 2007].

Traitement et extraction de caractéristiques de la diffusion

Les caractéristiques de la diffusion sont directement obtenues à partir de l’estimation
des paramètres des modèles.

Avantages et inconvénients de la méthode

+ La modélisation du profil angulaire non gaussien permet d’identifier avec succès
les régions de croisement de fibres, cas problématique pour le DTI [Frank, 2002,
Alexander et al., 2002, Özarslan et al., 2005].

+ L’extraction des caractéristiques de la diffusion ne nécessite pas de post-traitement.
+ Le nombre d’échantillons dans l’espace Q est modéré mais variable, usuellement 64

directions de la sphère Q [Alexander, 2005].
- La détermination arbitraire du nombre de compartiments est difficile et probléma-

tique dans le cas où ce paramètre est sous/sur estimé. Une estimation par un traite-
ment supplémentaire peut être envisagée [Behrens et al., 2007].

- L’estimation du signal de diffusion par des modèles paramétriques se base sur des
hypothèses empiriques de la diffusion dans un cerveau sain, dans un contexte où
l’origine de la diffusion dans le cerveau est encore mal comprise [Niendorf et al.,
1996, Cohen et Assaf, 2002]. Il n’est donc pas garanti que les modèles restent valides
pour la diffusion d’autres tissus, e.g. cerveau d’un individu malade, diffusion du
coeur, etc.

- La stabilité et la précision de l’estimation non linéaire est problématique car elle est
dépendante des paramètres initiaux, qui varient eux-mêmes en fonction des don-
nées [Aubert et Kornprobst, 2006]. De plus, le temps d’estimation est notablement
plus lent qu’une estimation linéaire car il nécessite un processus de minimisation
itératif relativement long, 2 heures pour une coupe de 64× 64 pixels d’après [Assaf
et Basser, 2005].

- De la même manière que le DTI (c.f . section 2.4.2), la modélisation du profil radial
par une gaussienne ne permet pas de modéliser précisément la diffusion et exclut
ainsi une grande variété de caractéristiques (e.g. taille moyenne des cellules).

2.5.1.2 Déconvolution sphérique

Modélisation de la diffusion locale

L’estimation du signal IRM de diffusion par déconvolution sphérique (SD pour sphe-
rical deconvolution) a été proposé par [Anderson et Ding, 2002, Tournier et al., 2004, Jian
et Vemuri, 2007]. Soient S2 le domaine de la sphère unité et SO(3) le groupe des rota-
tions autour de l’origine dans R3. Le signal de diffusion E est modélisé par la convolution
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d’un noyau h ∈ L2(S2) et d’une fonction f ∈ L2(SO(3)) représentant respectivement
la réponse du signal pour un seul faisceau de fibres nerveuses et la fonction de densité
d’orientation des fibres (fODF pour fiber ODF), idéalement composée de n Dirac pour n
faisceaux de fibres. L’opérateur de déconvolution sphérique s’écrit [Healy et al., 1998] :

E(q) = ( f ∗ h(q))(u) =
∫

R∈SO(3)
f (R)h(q, RTu)dR avec u ∈ S2 (2.31)

où on note u′ = RTu la rotation du vecteur u par la matrice R.
[Jian et al., 2007] ont proposé un noyau basé sur la distribution de Wishart, qui est une

généralisation multidimensionnelle de la loi du χ2 [Wishart, 1928] :

h(q, u′) =
(

1 + 4π2q2τu′TDu
)−p

(2.32)

avec D ∈ Pn où Pn est ici l’ensemble des matrices 3× 3 définies positives, i.e. u′TDu′ > 0.
Le paramètre p ∈ R doit satisfaire p ≥ n avec n le degré de liberté et généralise d’autres
approches de la littérature [Jian et al., 2007]. En effet, lorsque p→ ∞, le noyau h donné par
l’Eq.(2.32) est gaussien comme dans les approches [Anderson et Ding, 2002, Tournier et al.,
2004, Anderson, 2005, Seunarine et Alexander, 2006, Descoteaux et al., 2009a]. Lorsque
p = 2, le noyau h suit la loi de Debye-Porod proposée dans [Sen et al., 1995].

La méthode de la Structure Angulaire Persistante (PAS-MRI pour persistent angular
structure MRI), proposée par [Jansons et Alexander, 2003], s’exprime formellement comme
la fonction définie sur la sphère de rayon k ∈ R dont la transformée de Fourier inverse ap-
proche le mieux le signal. Cette approche peut également s’écrire comme une déconvolu-
tion de E avec un noyau h dont l’expression est [Alexander, 2005, Seunarine et Alexander,
2006] :

h(q, u′) = k−2 cos
(

kquTu′
)

(2.33)

D’autres études ont proposé d’utiliser un noyau h dépendant des données par l’es-
timation statistique sur l’ensemble du volume de diffusion [Tournier et al., 2004, Kaden
et al., 2007].

Estimation du modèle à partir des données

On cherche la fonction f de densité d’orientation des fibres. [Tournier et al., 2004] ont
proposé d’exprimer la convolution du signal directement dans le domaine des harmo-
niques sphériques, fonctions propres de la rotation. La convolution sphérique de l’Eq.(2.31)
se ramène alors à une simple multiplication de leurs coefficients hlm et flm [Healy et al.,
1998] :

E = ( f ∗ h) =
∞

∑
l=0

∞

∑
m=−l

flmhlm (2.34)

La formulation de l’Eq.(2.34) sous forme matricielle est intéressante car elle permet d’es-
timer les flm par une simple inversion matricielle.

L’opération de déconvolution est néanmoins sensible au bruit, particulièrement si le
noyau h est anisotrope et [Alexander, 2005, Tournier et al., 2008] suggèrent de régulariser
fréquentiellement la fonction f par un filtre Tikhonov. Cette régularisation est alors avan-
tageusement exprimée dans la base des harmoniques sphériques en une relation linéaire
simple et rapide à mettre en oeuvre [Tournier et al., 2004, Descoteaux et al., 2006, Tournier
et al., 2007].
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Traitement et extraction de caractéristiques de la diffusion

La visualisation de la distribution des faisceaux de fibres f comme une fonction sur-
facique indiquent les directions de faisceaux de fibres à l’intérieur d’un voxel [Seunarine
et Alexander, 2006, Jansons et Alexander, 2003]. Elle est alors utilisée en tant que pré-
traitement pour la trajectographie car l’utilisation d’un noyau de déconvolution h très
anisotrope permet de réduire sensiblement l’erreur d’estimation angulaire. [Descoteaux
et al., 2009a, Savadjiev et al., 2008].

Avantages et inconvénients de la méthode

Dans la suite, nous résumons les bénéfices et les inconvénients de la déconvolution
sphérique pour un échantillonnage HARDI.

+ L’estimation est linéaire et rapide dans la base des harmoniques sphériques.
+ Contrairement à l’approche par modèles mixtes pour laquelle le nombre de compar-

timents du signal doit être déterminé a priori (c.f . section 2.5.1.1), l’estimation de ce
paramètre se fait a posteriori pour la déconvolution sphérique, par simple seuillage
de la fonction de distribution f par exemple.

+ La modélisation du profil angulaire non gaussienne permet d’identifier avec succès
les régions de croisement de fibres.

+ Pour l’estimation HARDI du signal par des méthodes paramétriques, environ 60
échantillons de la sphère Q sont usuellement utilisés dans la littérature, ce qui re-
présente un temps d’acquisition modéré [Tournier et al., 2004, Alexander, 2005].

- Le choix des paramètres du noyau de déconvolution h est arbitrairement choisi par
un a priori sur les données.

- De la même manière que par le DTI (c.f . section 2.4.2), la modélisation du profil
radial par une gaussienne ne permet de modéliser précisément la composante ra-
diale de la diffusion et exclut ainsi une grande variété de caractéristiques (e.g. taille
moyenne des cellules).

2.5.2 Approches non paramétriques

Dans cette section, nous décrivons les approches non paramétriques qui modélisent le
signal de diffusion comme une série de fonctions mathématiques.

2.5.2.1 ADC à haute résolution angulaire

Modélisation de la diffusion locale

Les premiers essais pour caractériser les configurations de faisceaux de fibres mul-
tiples ont été fait en généralisant la modélisation du coefficient de diffusion apparent
(ADC) pour une haute résolution angulaire, sans l’hypothèse de diffusion gaussienne im-
posée par le DTI [Frank, 2002, Alexander et al., 2002, Tuch et al., 2002]. Le signal normalisé
de diffusion E est modélisé par l’équation de Stejskal-Tanner [Stejskal et Tanner, 1965] :

E(q) = exp
(
−4π2τq2D(u)

)
(2.35)

Contrairement au DTI, l’acquisition HARDI permet de modéliser l’ADC à haute réso-
lution angulaire D avec des fonctions d’ordre « supérieures », c’est à dire supérieures à
l’ordre deux du tenseur de diffusion DTI. Ainsi, [Ozarslan et Mareci, 2003, Descoteaux
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et al., 2006] ont proposé de modéliser l’ADC par des tenseurs d’ordres supérieurs (HOT
pour high order tensors) :

D(u) =
Jl

∑
j=1

Djµj

l

∏
p=1

uj(p), (2.36)

où Jl = (l + 1)(l + 2)/2 correspond au nombre de termes pour un tenseur d’ordre l, uj(p)
est la p-ème valeur de la j-ème composante du tenseur Dj, µj est l’indice de multipli-
cité [Ozarslan et Mareci, 2003].

En parallèle, plusieurs études ont suggéré l’utilisation des harmoniques sphériques
(HS) pour l’estimation du profil ADC angulaire [Frank, 2002, Alexander et al., 2002, Zhan
et al., 2003, Chen et al., 2004] :

D(u) =
Jl

∑
j=0

Djyj(u) (2.37)

avec Jl = (l + 1)(l + 2)/2 correspond au nombre de termes pour des harmoniques d’ordre
l (c.f . Eq.(1.50)), les yj sont les harmoniques sphériques réelles et symétriques et les Dj
sont les coefficients de pondérations. Nous apportons plus de détails sur les harmoniques
sphérique à la section 1.6.4.

Remarque. Il existe une équivalence mathématique entre les développements à ordres égaux en
séries d’harmoniques sphériques (Eq.(2.36)) et en tenseurs cartésiens (Eq.(2.37)) [Johnston, 1960,
Ozarslan et Mareci, 2003, Descoteaux et al., 2006].

Estimation du modèle à partir des données

De la même manière que la méthode DTI à l’Eq.(2.12), le calcul des coefficients Dj de
l’ADC à haute résolution angulaire est donné par le produit scalaire entre le logarithme
du signal normalisé de diffusion E et les tenseurs d’ordres supérieurs :

Dj =
∫

u∈S2
− ln (E)

4π2τq2 µj

l

∏
p=1

uj(p)du (2.38)

De façon similaire, l’ADC dans la base des harmoniques sphériques est donné par :

Dj =
∫

u∈S2
− ln (E)

4π2τq2 yj(u)du (2.39)

En pratique, l’estimation des paramètres Dj des modèles HOT (Eq.(2.36)) et HS (Eq.(2.37))
est généralement résolue par la méthode des moindres carrés linéaires (LS pour linear least
square) pour des raisons de rapidité et de simplicité [Descoteaux et al., 2006] que nous dé-
veloppons ci-après (c.f . plus de détails sur LS à la section 1.6.5.2).

On cherche ici les paramètres des modèles HOT de l’Eq.(2.36) et HS de l’Eq.(2.37), qui
peuvent être regroupés dans un vecteur D tel que :

XT =
(

Dj

)
1≤j≤Jl

(2.40)

Le système des équations linéaires obtenues pour estimer ces paramètres peut s’écrire
sous une forme matricielle Y = MX avec Y le vecteur des échantillons donné par l’Eq.(2.17)
et M la matrice de la base choisie, qui s’écrit pour les tenseurs d’ordres J et avec nq échan-
tillons de l’espace Q :

M =
(

µj

l

∏
p=1

ui
1(p)

)
1≤i≤nq,1≤j≤Jl

(2.41)
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Pour les harmoniques sphériques, la matrice de base s’écrit :

M =
(

yj(ui)
)

1≤i≤nq,1≤j≤Jl

(2.42)

Finalement, le vecteur D des paramètres du modèle est donné par la pseudoinverse de la
matrice M :

X = (MTM)−1MTY (2.43)

D’autres estimations ont proposé une estimation plus robuste au bruit qui est non né-
gligeable dans les images IRM [Gudbjartsson et Patz, 1995], notamment par la méthode
des moindres carrés régularisés [Descoteaux et al., 2006] et par une estimation variation-
nelle robuste de l’ADC par la prise en compte de régularisation des données [Chen et al.,
2004].

Remarquons que l’Eq.(2.43) permet d’obtenir une estimation rapide mais n’assure pas
la positivité des composantes du vecteur X. Dans [Barmpoutis et al., 2007], l’expression
de la diffusion en ternaire biquartique (courbe algébriques du huitième degré) combinée
avec le théorème de Hilbert permet de préserver la positivité. [Ghosh et al., 2008a] propose
alternativement l’utilisation de la métrique riemanienne sur l’espace des tenseurs afin
d’assurer la positivité des composantes de X.

Nous exposons maintenant quelles sont les caractéristiques que l’on peut extraire de
l’ADC à haute résolution angulaire.

Traitement et extraction de caractéristiques de la diffusion

Caractéristiques scalaires : Le DTI est devenue la méthode standard actuelle pour
l’IRM de diffusion en cas clinique. L’utilisation d’indices basés sur les modèles d’ordre su-
périeurs permet de mettre en évidence les limitations mathématiques reconnues du DTI
pour le cas concret de la diffusion dans le cerveau. Dans la littérature, les caractéristiques
scalaires du profil ADC à haute résolution angulaire se concentrent donc essentiellement
sur la détection de « croisement de fibres », cas problématique pour la méthode DTI clas-
sique. Nous listons dans la suite trois indices extraits des modèles d’ordres supérieurs, qui
se calculent directement sur les coefficients des harmoniques sphériques ou des tenseurs
d’ordres supérieurs.

Pour une estimation dans la base des harmoniques sphériques, [Frank, 2002] ont mis
en évidence que les coefficients de D permettent la discrimination des cas de diffusion
isotrope (indice F0), anisotrope avec un faisceau de fibre (indice F2), ou anisotrope avec
plusieurs faisceaux de fibres dans le cerveau (indice Fmulti), soit :

F0 = |D0| F2 = ∑
j:l=2
|Dj| Fmulti = ∑

j:l≥4
|Dj| (2.44)

D’autres études proposent des nouvelles caractéristiques scalaires basées sur un rap-
port de ces trois indices (F0, F2, Fmulti) afin d’obtenir des indices d’une meilleure préci-
sion [Chen et al., 2004, Frank, 2002, Chen et al., 2005].

Nous avons vu dans la section 2.4.2 que l’anisotropie fractionnelle (FA) est l’une des
caractéristiques scalaires les plus utilisée pour la méthode DTI et il apparaît alors natu-
rel de généraliser cette indice pour les modèles d’ordre supérieurs. L’indice d’anisotropie
fractionnelle généralisée (GFA) est la variance de l’ODF normalisée, et s’écrit pour la dis-
crétisation de la sphère unité en n points {ui}1≤i≤n [Tuch, 2004] :

GFA(ODF) =
std(ODF)
rms(ODF)

=

√
n

(n− 1)

√
∑n

i=1(ODF(ki)− 〈ODF〉)2

∑n
i=1 ODF(ki)2 (2.45)
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L’indice GFA peut être directement calculé dans la base des harmoniques sphériques par :

GFA(ODF) =

√√√√√√1−
a2

0
J

∑
j=0

a2
j

(2.46)

Nous reviendrons sur cette formulation à la section 4.3. Tout comme le FA, la caractéris-
tique GFA est définie sur l’intervalle [0, 1] : une valeur nulle indique une diffusion parfai-
tement isotrope, et une valeur égale à 1 une diffusion totalement anisotrope.

[Özarslan et al., 2005] proposent une généralisation du FA alternative au GFA, pour
une estimation du signal dans la base des tenseurs d’ordres supérieurs. L’indice obtenu,
l’anisotropie généralisée (GA pour generalized anisotropy), est défini à la fois par les opéra-
teurs trace généralisé Trgen et variance généralisée Vargen :

Trgen(D) =
3

4π

∫
u∈S2

D(u)du et Vargen(D) =
1
3

(
Trgen

(
D2

Trgen(D)

)
− 1

3

)
(2.47)

Le GA est normalisé dans l’intervalle [0, 1[ de façon ad hoc qui semble dépendante des
données [Özarslan et al., 2005] :

GA = 1−
(

1 + (250Vargen)
f (Vargen)

)−1
avec f (Vargen) = 1 +

(
1 + 5000Vargen

)−1

(2.48)

Pour plus de précision sur cet indice, on se référera à [Özarslan et al., 2005]. Une com-
paraison de quelques caractéristiques scalaires extractible de l’ADC à haute résolution
angulaire est présentée dans [Descoteaux, 2008].

Caractéristiques vectorielles : Nous avons vu dans le paragraphe précédent que le
profil de l’ADC estimé par les modèles d’ordres supérieurs est très intéressant afin d’iden-
tifier plus fiablement que la méthode DTI l’anisotropie intravoxellique. Toutefois comme
l’illustre la Fig.2.6(a,b), les maxima de l’ADC estimé ne pointent pas dans la direction des
faisceaux de fibres sous-jacentes [von dem Hagen et Henkelman, 2002]. L’ADC à haute
résolution angulaire ne peut donc pas être utilisée directement pour extraire des caracté-
ristiques vectorielles, et a fortiori faire de la trajectographie des fibres nerveuses dans la
substance blanche du cerveau.

Avantages et inconvénients de la méthode

+ La modélisation du profil angulaire non gaussien permet d’identifier avec succès
les régions de croisement de fibres à l’aide de caractéristiques scalaires, cas problé-
matique pour le DTI [Frank, 2002, Alexander et al., 2002, Özarslan et al., 2005].

+ Pour l’estimation HARDI du signal par des méthodes non paramétriques, environ
60 échantillons de la sphère Q sont usuellement utilisés dans la littérature [Tournier
et al., 2004, Alexander, 2005]. Ce nombre est néanmoins variable puisqu’il dépend de
l’ordre des modèles utilisés. Les études de la littérature font usuellement référence à
un ordre égal à quatre ou six, suffisant pour représenter les croisements de faisceaux
de fibres nerveuses [Frank, 2002, Alexander et al., 2002].

- La non adéquation des maxima avec la distribution de faisceaux de fibres sous-
jacentes empêche l’extraction de caractéristiques vectorielles fiables, et a fortiori la
trajectographie des faisceaux de la substance blanche [von dem Hagen et Henkel-
man, 2002].
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- De la même manière que le DTI (c.f . section 2.4.2), la modélisation du profil radial
par une gaussienne ne permet pas de modéliser la composante radiale de la dif-
fusion précisément et exclut ainsi une grande variété de caractéristiques (e.g. taille
moyenne des cellules).

2.5.2.2 Imagerie Q-Ball

Modélisation de la diffusion locale

[Tuch, 2004] ont proposé l’imagerie Q-Ball (QBI pour Q-Ball Imaging) dont l’objectif
premier est d’extraire la fonction d’orientation de diffusion (ODF pour orientation den-
sity function), caractéristique surfacique du propagateur de diffusion. Nous y reviendrons
après avoir détaillé la modélisation du signal.

En pratique, le faible nombre d’échantillons HARDI induit une étape d’estimation et
de reconstruction du signal dans une base de fonctions sphériques. Dans sa version ori-
ginale, [Tuch, 2004] interpole le signal de diffusion par des fonctions de bases radiales
sphériques (sRBF pour sphérical radial basis function) avec un noyau Gaussien [Fasshauer
et Schumaker, 1998]. Des travaux ultérieurs [Anderson, 2005, Hess et al., 2006, Descoteaux
et al., 2007] ont suggéré l’utilisation de la base des harmoniques sphériques qui néces-
site moins d’échantillons du signal. Dans cette base, le signal normalisé de diffusion E
échantillonné par une acquisition HARDI sur la sphère Q de rayon q′ est donné par :

E(q) =
L

∑
l=0

l

∑
m=−l

almym
l (u)δ(q− q′) (2.49)

Plusieurs travaux ont récemment suggéré l’utilisation d’autres fonctions sphériques :
les ridgelets sphériques [Michailovich et al., 2008], les wavelets sphériques [Kezele et al.,
2008, Khachaturian et al., 2007], ou encore les bases de fonctions de densité de Watson, de
von Mises et de la Vallée Poussin [Rathi et al., 2009]. L’expression du signal de diffusion
dans les bases précédentes présente alors l’avantage de nécessiter moins d’échantillons,
au détriment d’un a priori sur le signal (paramètre de concentration) qui doit être estimé
auparavant.

Estimation du modèle à partir des données

Les coefficients alm du signal E dans la base des harmoniques sphériques ym
l d’ordre l

sont le résultat de la projection :

alm = 〈E, ym
l 〉 =

∫
u∈S2

E(u)ym
l (u)du (2.50)

En pratique, le système des (l + 1)(l + 2)/2 équations (2.50) est surdimensionné, et une
meilleure stratégie d’estimation de fonctions sphériques discrètes dans la base des har-
moniques sphériques est détaillée à la section 1.6.5.

Récemment, [Poupon et al., 2008] se sont intéressés à la problématique de l’estimation
du QBI en « temps réel » (i.e. temps de traitement très court), pendant le temps de répéti-
tion TR de la séquence d’acquisition d’IRM de diffusion. A chaque nouvelle acquisition,
[Poupon et al., 2008] estiment récursivement la série d’images incomplètes par le filtre
de Kalman pour lequel [Deriche et al., 2009] proposent une résolution optimale pour le
Q-Ball Imaging.

Traitement et extraction de caractéristiques de la diffusion

Caractéristiques scalaires : Ce sont les mêmes que pour le coefficient de diffusion à
haute résolution angulaire et sont détaillés à la section 2.5.2.1.
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Caractéristiques surfaciques : L’Eq.(2.51) relie la fonction de densité d’orientation
(ODF pour orientation density function) de diffusion que la méthode QBI cherche à recons-
truire et le formalisme de propagateur de diffusion qui permet d’estimer n’importe quel
forme de diffusion. Le calcul de l’ODF permet d’outrepasser les limites de la méthode DTI
en estimant correctement les croisements de faisceaux de fibres ce qui en fait une caracté-
ristique très souvent utilisée comme étape préliminaire pour la trajectographie [Savadjiev
et al., 2008, Lenglet et al., 2009, Anwander et al., 2007].

L’ODF de diffusion exacte est définie comme la projection radiale du propagateur de
diffusion P sur la sphère unité, soit pour un point k ∈ S2 la formule suivante :

ODF(k) =
∫

p∈R3
P(p) δ

(
1− rTk

)
dp =

∫
q∈R3

E(q) δ
(

uTk
)

dq (2.51)

Formellement, le calcul de l’ODF exacte requiert les valeurs du signal de diffusion E dans
tout l’espace Q.

Puisqu’un échantillonnage HARDI limite les échantillons à une sphère de rayon q′, la
méthode QBI ne calcule pas l’ODF exacte mais ODF approchée. Celle-ci est définie comme
la transformée de Fourier de E sur la sphère de rayon q′, qui s’exprime dans ce cas particu-
lier comme la transformée de Funk-Radon FRTq′ (FRT pour Funk-Radon Transform) [Tuch,
2004] :

FRTq′(k) =
∫

u∈S2
E(q′u) δ(uTk)du

= 2πq′
∫

p∈R3
P(p)J0(2πq′p) δ

(
1− rTk

)
dp (2.52)

avec k ∈ S2 et J0 la fonction de Bessel de première espèce d’ordre 0 [Abramowitz et
Stegun, 1972] :

J0(z) =
∞

∑
n=0

(−1n)
z2n

4n(n!)2 (2.53)

Ainsi, l’ODF de la méthode QBI Eq.(2.52) est une approximation de la véritable ODF
Eq.(2.51), i.e. ODF ≈ FRTq′ .

D’autres études de la littérature proposent l’utilisation de la base de fonctions d’har-
moniques sphériques pour la reconstruction du signal [Anderson, 2005, Hess et al., 2006,
Descoteaux et al., 2007], dans laquelle la transformée de Funk-Radon s’exprime analyti-
quement grâce au théorème de Funk-Hecke par la relation linéaire suivante [Andrews
et al., 1999] :

FRTq′(k) =
L

∑
l=0

l

∑
m=−l

2πPl(0)almym
l (k), (2.54)

La formulation donnée par l’Eq.(2.54) est intéressante puisqu’elle donne l’ODF approchée
par une simple multiplication matricielle des vecteurs (alm) et (2πPl(0)).

Ajoutons qu’il existe une telle expression analytique de l’ODF analogue à l’Eq.(2.54)
pour les fonctions ridgelets sphériques [Michailovich et al., 2008] et les bases de fonctions
de densité de Watson, de von Mises et de la Vallée Poussin (ODF approchée) [Rathi et al.,
2009].

Extraction de la direction des faisceaux de fibres : Comme nous l’avons illustré
pour le DTI à la section 2.4.2, la trajectographie est la visualisation des faisceaux de fibres
de la substance blanche du cerveau. Ces faisceaux sont reconstruit usuellement par suivi
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de la direction principale des vecteurs propres du tenseur d’ordre deux. Dans le cas du
QBI comme pour tous les modèles capables de résoudre le cas problématique de croise-
ment de fibres (illustré à la Fig.2.6), l’extraction des directions de faisceaux nécessite un
post-traitement.

Une recherche numérique des maxima de l’ODF approchée, discrétisée par la famille
de n points {ki}i≤n sur la sphère pour l’Eq.(2.54), demande un temps de calcul important
et la précision dépend typiquement du nombre n de points choisis. Plus récemment, [Bloy
et Verma, 2008, Ghosh et al., 2008b] ont donné une expression analytique pour le calcul des
maxima à partir des coefficients des tenseurs d’ordres supérieurs et s’écrit alors comme les
points fixes de polynômes homogènes. [Ghosh et al., 2008b] suggèrent que ces méthodes
peuvent être également appliquées aux coefficients d’harmoniques sphériques.

Une fois les maxima de l’ODF calculés, la trajectographie est effectuée sur le champ
des maxima par courbes 3D [Savadjiev et al., 2006]. Quelques études ont proposé une
validation de la trajectographie qui se base sur la méthode QBI, en la comparant avec
celle effectuée sur DTI [Campbell et al., 2005, Perrin et al., 2005].

Limites du Q-Ball Imaging

La méthode QBI originale [Tuch, 2004] fait l’hypothèse que P(p) ≈ P(p)J0(2πq′p).
Cette approximation du propagateur de diffusion amène que la fonction de Bessel J0 cor-
rompt le voisinage de la direction k, dont l’étendue est d’autant plus réduite que q′ est
élevée [Tuch, 2004]. En conséquence, l’ODF obtenue par la méthode QBI présente en gé-
néral très peu de contraste angulaire.

Pour remédier à ce problème, les méthodes de la littérature font traditionnellement
une étape de post-traitement ad hoc, telle que la normalisation min-max [Tuch, 2004] ou
une déconvolution par l’opérateur de Laplace-Beltrami (défini à la section 1.6.4.2) [Des-
coteaux et al., 2009a].

Notons qu’en parallèle à nos travaux sur le calcul de l’ODF exacte présentées à la
section 4.5.2, [Aganj et al., 2009a, Tristan-Vega et al., 2009] ont proposé une façon alterna-
tive d’approcher l’ODF exacte. Plus précisément, la résolution exacte de l’ODF nécessite
un échantillonnage complet de l’espace Q, qui n’est pas disponible pour HARDI (échan-
tillonnage sphérique). Ces méthodes font alors l’a priori d’un profil radial de E gaussien.

Remarque. Nous reviendrons en détails sur les limites de la méthode QBI à la section 4.5.1,
puisqu’elle s’écrit comme un cas particulier du formalisme d’estimation que nous proposons dans
cette thèse.

Avantages et inconvénients de la méthode

+ L’estimation du profil angulaire de la diffusion sans a priori.
+ Algorithme linéaire de l’estimation de l’ODF dans la base des harmoniques sphé-

riques.
+ Comme pour l’ADC à haute résolution angulaire à la section 2.5.2.1, le QBI nécessite

environ 60 échantillons de la sphère Q.
- La méthode ne permet d’extraire qu’une seule caractéristique surfacique.
- L’ODF estimée est une approximation de la véritable ODF dont la corruption pro-

vient de la modélisation en Dirac non adéquate de la décroissance radiale du signal.

2.5.2.3 Transformée d’orientation de la diffusion (DOT)

Modélisation de la diffusion locale

[Özarslan et al., 2006] ont proposé la transformée d’orientation de diffusion (DOT pour
diffusion orientation transform) et a pour objectif le calcul de l’iso-rayon qui est une carac-
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téristique surfacique du propagateur de diffusion P(p′k), avec p′ ∈ R le rayon et k ∈ S2

un point de la sphère unité. On note que l’iso-rayon est différent de l’ODF proposée par
la méthode QBI (présentée dans la section précédente).

Sous l’hypothèse que la diffusion radiale suit une loi gaussienne, le signal normalisé
de diffusion E est modélisé par l’équation de Stejskal-Tanner [Stejskal et Tanner, 1965,
Basser et al., 1992] :

E(q) = exp
(
−4π2τq2D(u)

)
(2.55)

Toutefois, [Özarslan et al., 2006] proposent dans cette méthode d’estimer la transformée
de Fourier-Bessel Il du signal de diffusion, qui est la partie radiale de la transformée de
Fourier décomposée par le développement en ondes planes (plane wave expansion) dans la
base des harmoniques sphériques et de Bessel sphériques d’ordres l :

Il(u) = 4π
∫ ∞

q=0
E(q)jl(2πqp′)q2dq avec jl(z) = (−1)lzl

(
d

zdz

)l sin z
z

(2.56)

où jl sont les fonctions de Bessel sphériques [Abramowitz et Stegun, 1972]. L’utilisation
de l’a priori gaussien du profil radial du signal donné par Eq.(2.55) permet de résoudre
analytiquement l’Eq.(2.56) [Özarslan et al., 2006] :

Il(u) =
Rl

0Γ
(

l+3
2

)
1F1

(
l+3

2 ; l + 3
2 ; R2

0
ln(E(u))(πq)−2

)
2l+3π3/2 (− ln(E(u))4−1(πq)−2)

(l+3)/2 Γ(l + 3/2)
(2.57)

avec 1F1 la fonction hypergéométrique de confluence de première espèce dont l’expres-
sion est [Abramowitz et Stegun, 1972] :

1F1(a; b; x) =
∞

∑
k=0

(a)kxk

(b)kk!
avec (a)k =

Γ(a + k)
Γ(a)

(2.58)

où (a)k désigne le symbole de Pochhammer [Abramowitz et Stegun, 1972].

Estimation du modèle à partir des données

Les coefficients alm du développement de l’Eq.(2.57) dans la base des harmoniques
sphériques ym

l sont donnés par :

alm = 〈Il , ym
l 〉 =

∫
u∈S2

Il(u)ym
l (u)du (2.59)

Le système formé des (l + 1)(l + 2)/2 équations donnée par l’Eq.(2.59) peut être résolu
par la méthode des moindres carrés linéaires détaillée à la section 1.6.5.

[Özarslan et al., 2006] suggèrent d’accélérer l’estimation de l’Eq.(2.57) par le précalcul
de la fonction hypergéométrique de confluence 1F1 de l’Eq.(2.58) à l’aide d’une table.

Traitement et extraction de caractéristiques de la diffusion

Caractéristiques scalaires : Ce sont les mêmes que pour le coefficient de diffusion à
haute résolution angulaire et sont détaillés à la section 2.5.2.1.

Caractéristiques surfaciques : Nous avons vu dans la section 2.5.2.1 que le forma-
lisme du coefficient de diffusion ne permet pas de retrouver l’orientation des faisceaux de
fibres nerveuses.
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En revanche, la méthode DOT se propose d’utiliser le formalisme de propagateur de
diffusion P décrit à la section 1.4.1 afin d’en extraire l’iso-rayon, défini comme la surface
P(p′k) avec k ∈ S2 et une distance de déplacement p′ ∈ R constante arbitraire. Cette ca-
ractéristique peut s’exprimer directement à l’aide des coefficients du signal de l’Eq.(2.59)
dans la base des harmoniques sphériques ym

l [Özarslan et al., 2006] :

P(p′k) =
L

∑
l=0

l

∑
m=−l

alm(−i)lym
l (k)dp avec k ∈ S2 (2.60)

L’estimation de l’Eq.(2.60) est rapide et précise puisqu’elle relie analytiquement l’iso-
rayon du propagateur de diffusion au coefficients du signal dans la base des harmoniques
sphériques.

Remarque. Nous montrons à la section 4.5.3 que l’iso-rayon du propagateur de diffusion s’ex-
prime comme un cas particulier du formalisme d’estimation que nous proposons dans cette thèse.

Avantages et inconvénients de la méthode

+ L’estimation du profil angulaire de la diffusion est sans a priori.
+ Estimation linéaire de l’iso-rayon du propagateur de diffusion.
+ Comme pour l’ADC à haute résolution angulaire à la section 2.5.2.1, le DOT néces-

site environ 60 échantillons de la sphère de l’espace Q.
- La méthode ne permet d’extraire qu’une seule caractéristique surfacique du propa-

gateur de diffusion.
- La précision de cette méthode est limitée par l’hypothèse mono-gaussienne de la dé-

croissance radiale du signal, dont la validité n’est pas toujours vérifiée expérimen-
talement [Tanner et Stejskal, 1968, Callaghan et al., 1991, Niendorf et al., 1996, Assaf
et Cohen, 1998].

2.6 Analyse radiale de la diffusion

2.6.1 Contexte et intérêts

L’analyse radiale de la diffusion par Résonance Magnétique Nucléaire (RMNd), ou
imagerie de l’espace Q (QSI pour q-space imaging) [Callaghan, 1991, Cory et Garroway,
1990], favorise un échantillonage de l’espace Q au détriment d’un échantillonage de l’es-
pace K (décrit à la section 1.5.2.2). Contrairement à la l’IRM de diffusion qui image un
volume suffisamment important pour englober un individu, la RMN de diffusion se fo-
calise sur des échantillons de la taille d’un tube à essai. L’image obtenue en RMN de
diffusion est composée d’un unique voxel.

En contrepartie de cette moindre taille, la RMN de diffusion permet une très grande
résolution de l’espace Q de la diffusion dans le voxel. Parmi les applications de cette
méthode, l’étude de la géométrie microscopique de milieux minéralogiques (roches sédi-
mentaires, sols, ciment) ou biologiques (protéines, poumons, espace interstitiel de la peau)
occupe une place importante. En théorie, la diffusion restreinte dans ces milieux confinés
caractérise précisément la micro-architecture sous-jacente, en fonction de la porosité et de
la tortuosité du milieu.

Traditionnellement, cette caractérisation se fait par une courbe en deux dimensions
provenant de l’échantillonnage le long d’une ligne de l’espace Q [Stejskal et Tanner, 1965,
Callaghan, 1991]. Les méthodes d’analyses mathématiques de cette courbe se décompose
en trois groupes :
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(a) (b)

FIGURE 2.7: Courbe d’analyse radiale de la diffusion dans un milieu composé de globules rouges.
On remarque que la décroissance radiale du signal n’est pas gaussienne et on observe un phéno-
mène de « diffusion-diffraction » [Callaghan et al., 1991, Kuchel et al., 1997, Regan et Kuchel, 2003]
et la position des minima est relié à la taille moyenne des cellules et de l’espace extra-cellulaire. (a)
Micrographie de globules rouges. Image adaptée de Noguchi, Rodjers et Schechter, NIDDK, sous
licence libre. (b) Adapté de [Regan et Kuchel, 2003] avec la permission de l’auteur.

1. Les méthodes du premier groupe ont une approche analytique et proposent des so-
lutions exacts au signal de diffusion de l’espace Q (c.f . l’Eq.(1.14) de Bloch-Torrey et
l’Eq.(2.2) de l’espace Q). Néanmoins, ces méthodes caractérisent uniquement la dif-
fusion de modèles simples : plans infiniment parallèles, cylindres et sphères [Robert-
son, 1966, Tanner et Stejskal, 1968, Tanner, 1978, Brownstein et Tarr, 1979], modèle
bi-compartimental (loi bi-exponentielle) [Niendorf et al., 1996, Clark et Le Bihan,
2000, Le Bihan et van Zijl, 2002].

2. Les méthodes du deuxième groupe étendent ceux du premier groupe à des mo-
dèles complexes de la diffusion qui n’ont pas de solutions analytiques connues.
L’approche poursuivie est numérique et le signal de diffusion est obtenu soit (i)
par résolution numérique de l’Eq.(1.14) de Bloch-Torrey par méthodes des diffé-
rences finies [Wayne et Cotts, 1966, Putz et al., 1992, Zielinski et Sen, 2000] ; (ii) par
simulation d’un mouvement brownien avec la méthode de Monte Carlo [Mendel-
son, 1990, Hyslop et Lauterbur, 1991, Coy et Callaghan, 1994, Mitra et Halperin,
1995, Kuchel et al., 1997, Grebenkov et al., 2007].

3. Contrairement aux les méthodes des deux premiers groupes qui approchent le si-
gnal par des modèles biologiques, les méthodes du dernier groupe propose une ana-
lyse fonctionnelle du signal de diffusion, e.g. transformée de Fourier discrète [Cal-
laghan et al., 1991, Cory et Garroway, 1990], loi de Lévy et fonction de Kohlrausch-
Williams-Watts [Köpf et al., 1996, Köpf et al., 1998], développement par cumulant [Mi-
tra et Sen, 1992, Stepisnik, 1981, Callaghan, 1991].

Pour une vue d’ensemble plus détaillée de ces méthodes, on se référera à [Grebenkov,
2007].

La RMN de diffusion permet de caractériser un milieu par son profil de diffusion
radial et a mis en évidence très tôt le caractère non gaussien de la diffusion, en particulier
dans les structures du cerveau [Tanner et Stejskal, 1968, Tanner, 1978, Cory et Garroway,
1990, Callaghan et al., 1991, Niendorf et al., 1996, Assaf et Cohen, 1998]. Bien qu’elle donne
une analyse détaillée du profil radial de la diffusion, le profil angulaire est généralement



2.6. Analyse radiale de la diffusion 61

supposé isotrope alors que de nombreuses études ont mis en évidence que cette hypothèse
est erronée (c.f . section 2.4 et 2.5).

2.6.2 Oscillateur harmonique simple

Modélisation de la diffusion locale

Parallèlement à nos travaux sur l’estimation du profil radial (et angulaire) de la diffu-
sion présentés au chapitre 3, [Özarslan et al., 2008] ont proposé la reconstruction du pro-
fil de diffusion uniquement radial dans la base de fonction Φn composée de polynômes
d’Hermite Hn :

E(q) =
N−1

∑
n=0

anΦn(q, α), (2.61)

avec Φn(q, α) = in(2nn!)−1/2 exp
(
−2π2q2α2)Hn(2παq) (2.62)

Estimation du modèle à partir des données

Les coefficients an du signal de diffusion E dans la base de fonction Φn sont donnés
par le produit scalaire :

an = 〈E, Φn〉 =
∫ ∞

q=0
E(q)Φn(q, α)dq (2.63)

En pratique, [Özarslan et al., 2008] suggèrent l’estimation des coefficients an par la mé-
thode des moindres carrés, comme indiqué à la section 1.6.5.2.

Traitement et extraction de caractéristiques de la diffusion

Caractéristiques scalaires : Les moments d’ordre m du propagateur de diffusion P
sont donnés par [Özarslan et al., 2008] :

〈pm〉 = αm
N−1

∑
k=0,2,...

(k + m− 1)!!
k!

N−k−1

∑
l=0,2,...

(−1)l/2

√
2k−l(k + l)!
(l/2)!

ak+l (2.64)

où k est pair si m est pair, et k impair sinon.

Caractéristiques unidimensionnelles : Les fonctions Φn sont les fonctions propres
de la transformée de Fourier, ce qui permet d’exprimer le propagateur de diffusion radial
en fonction des coefficients an :

P(p) =
N−1

∑
n=0

(−i)n
√

2πα
anΦn

(
p, (2πα)−1

)
(2.65)

Remarque. Nous détaillons à la section 3.2.2.2 la relation entre la base des fonctions de Gauss-
Hermite précédente et la base de fonctions de Gauss-Laguerre que nous avons proposé en parallèle
pour l’estimation du signal IRMd.

Avantages et inconvénients de la méthode

+ L’estimation du profil radial de la diffusion est sans a priori.
+ L’estimation du propagateur de diffusion et de ses moments est linéaire et rapide.
+ L’utilisation des fonctions de Gauss-Hermite permet de reconstruire des signaux

difficiles avec relativement peu d’échantillons de l’espace Q (33 d’après [Özarslan
et al., 2008]).
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- La méthode ne tient pas compte de la diffusion angulaire et fait donc l’hypothèse
d’un profil isotrope de la diffusion, ce qui n’est pas le cas dans le cerveau [Moseley
et al., 1990b].

2.7 Analyse complète du propagateur de diffusion

2.7.1 Échantillonnage complet de l’espace Q

2.7.1.1 Imagerie du spectre de diffusion (DSI)

Modélisation de la diffusion locale

L’imagerie du spectre de diffusion (DSI pour diffusion spectrum imaging) consiste à pro-
poser une mesure directe du propagateur de diffusion P en se basant sur le formalisme de
l’espace Q [Wedeen et al., 2000, Wedeen et al., 2005, Tuch, 2002, Wu et Alexander, 2007, Wu
et al., 2008, Assaf et Basser, 2005, Hagmann et al., 2004]. Puisque l’échantillonnage du si-
gnal de diffusion est fait dans la quasi-totalité de l’espace Q à trois dimensions, le DSI ne
requiert pas de modélisation locale.

Néanmoins en pratique, les échantillons du signal de diffusion E sont multipliés par
une fenêtre d’observation afin d’assurer une atténuation lisse de E pour les valeurs élevées
de la norme du vecteur de diffusion q = ||q||. [Wedeen et al., 2005] utilise la fenêtre de
Hann définie par [Blackman et Tukey, 1959] :

f (q) =
1
2

(
1 + cos

(πq
2a

))
(2.66)

où a ∈ R est la largeur à mi-hauteur de la fenêtre f .

Estimation du modèle à partir des données

Comme indiqué dans le paragraphe précédent, le DSI ne nécessite pas de modèle de
la diffusion locale pour un échantillonnage cartésien de l’espace Q.

Traitement et extraction de caractéristiques de la diffusion

Caractéristiques tridimensionnelle : Le propagateur de diffusion P est relié au si-
gnal de diffusion E par la transformée de Fourier F [Stejskal, 1965] :

P(p) =
∫

q∈Ωq

E(q) exp
(
−i2πqTp

)
dq (2.67)

En pratique, [Wedeen et al., 2005] utilise la transformée de Fourier discrète en trois dimen-
sions. La Fig.2.8 illustre la méthode DSI pour une coupe de taille 64× 64× 1 d’un cerveau
humain, acquises en 25 min suivant les paramètres suivants

Signalons que toutes les caractéristiques définies dans les paragraphes précédents
peuvent être calculés dans ce formalisme, e.g. indices d’anisotropie, directions des fais-
ceaux de fibres, taille moyenne des cellules, etc. En particulier, le DSI peut calculer l’ODF
exacte, contrairement à l’ODF approchée du QBI (c.f . section 2.5.2.2), qui est définie par :

ODF(k) =
∫

p∈R3
P(p)δ(1− kTr)dp =

∫
q⊥k

E(q)dq (2.68)

Limites de la méthode

Dans un contexte où l’origine du phénomène de diffusion observé est mal compris,
cette méthode est très intéressante car elle permet l’estimation du propagateur de diffu-
sion P sans aucun modèle ou a priori sur les profils de diffusion angulaires et radiaux.
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(a) Première ligne : données brutes de diffusion E[q] visualisées sur des plans 2D consécutifs de
l’espace Q. Deuxième ligne : iso-contours en deux dimensions. A droite : iso-contours en trois
dimensions.

(b) Première ligne : propagateur de diffusion P[p] reconstruit par la transformée de Fourier de E
et visualisé sur des plans 2D consécutifs de l’espace des probabilités de déplacement. Deuxième
ligne : iso-contours en deux dimensions. A droite : iso-contours en trois dimensions.

Séquence Taille image Taille voxel (mm3) TE/TR (ms) Nb espace Q
Single-shot, single slice 64× 64× 1 3.6× 3.6× 3.6 156/3000 512

∆/δ (ms) gmax(mT/m) bmax (s/mm2) pmin (µm) FOV (µm) Temps (min)
66/60 40 17 000 10 50 ∼ 25

(c) Paramètres de la séquence d’acquisition DSI.

FIGURE 2.8: Méthode DSI pour le plan coronal d’un cerveau humain. On remarque la forme non
gaussienne du propagateur de diffusion P. Adapté de [Wedeen et al., 2005] avec la permission de
l’auteur.

Bien que la méthode DSI soit l’une des méthodes les plus précises, deux problèmes
majeurs la rende impraticable pour des applications cliniques :

1. Le DSI requiert un temps d’acquisition très long nécessaire à l’échantillonnage de la
quasi-totalité de l’espace Q avec une densité suffisante [Wedeen et al., 2008].

2. Elle nécessite des gradients de champs magnétiques très élevés afin de pouvoir ex-
plorer l’espace du propagateur de manière suffisamment complète, b = 17000s/mm2

selon [Wedeen et al., 2005] (c.f . section 2.2).
Dans la littérature, ces deux problèmes restreignent l’utilisation du DSI pour des études
d’animaux ex vivo pour lesquels le temps d’acquisition et la puissance du champ ma-
gnétique ne sont pas limités. Alternativement, il est possible de limiter le temps d’ac-
quisition en diminuant l’échantillonnage de l’espace K, et en d’autres termes réduire la
précision de l’image spatiale du cerveau. Typiquement, [Wedeen et al., 2005] utilisent des
voxels de taille 3.6 × 3.6 × 3.6 mm3 contre 2 × 2 × 2 mm3 pour les acquisitions HARDI
actuelles [Tournier et al., 2008], pour un temps d’acquisition d’une image de 64× 64× 1
de 25 min.

Avantages et inconvénients de la méthode

+ L’estimation du profil angulaire et radial de la diffusion sans a priori.
+ Les caractéristiques du propagateur de diffusion de toutes les modélisations locales

de l’IRMd sont calculables.
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- Les contraintes matérielles élevées de la méthode conduisent à un temps d’acquisi-
tion de l’espace Q très long, incompatible avec une utilisation clinique.

- L’utilisation de la FFT impose un échantillonnage cartésien de l’espace Q, qui n’est
adapté aux machines IRM.

2.7.2 Échantillonnage parcimonieux de l’espace Q

L’échantillonnage parcimonieux [Assaf et Basser, 2005, Wu et Alexander, 2007], par-
fois dénoté échantillonage hybride introduit par [Wu et Alexander, 2007], est tradition-
nellement composé de plusieurs sphères de différents rayons discrétisées dans l’espace
Q. Contrairement à l’échantillonnage DSI qui acquiert l’espace Q de façon très dense,
l’échantillonnage hybride répartit de manière parcimonieuse les échantillons dans l’espace
Q. Ce type d’échantillonnage permet à la fois une analyse angulaire et radiale, ce que ne
permettent pas les méthodes des sections précédentes (section 2.4, 2.5 et 2.6).

Remarque. Bien que nous faisons référence ici à l’échantillonnage parcimonieux au sens large du
terme, il n’est à notre connaissance pas fait mention dans la littérature d’autres formes d’échan-
tillonnages de l’espace Q que celui du multi-sphère. Nous avons proposé dans ce sens un modèle de
répartition d’échantillons dans l’espace Q qui unifie la plupart de ceux existants dans la littérature
et que nous exposons à la section 3.4.

2.7.2.1 Imagerie de diffusion hybride

Modélisation de la diffusion locale

L’imagerie de diffusion hybride [Wu et al., 2008] utilise les données brutes acquises sur
plusieurs sphère de l’espace Q sans modélisation ou interpolation de la diffusion locale.

Estimation du modèle à partir des données

Comme indiqué dans le paragraphe précédent, cette méthode n’utilise pas de modèle.
Toutefois dans le cas de données acquises sur une grille non-cartésienne, [Wu et Alexan-
der, 2007, Wu et al., 2008] recalent le signal de diffusion par interpolation bilinéaire sur une
grille cartésienne de taille arbitraire 9× 9× 9. [Assaf et Basser, 2005] interpole le signal par
le modèle paramètrique bi-exponentiel CHARMED décrit à la section 2.5.1.1.

Traitement et extraction de caractéristiques de la diffusion

Notons qu’en parallèle à nos travaux sur l’extraction générique de caractéristiques du
propagateur de diffusion exposé à la section 4, [Wu et al., 2008] ont proposé une approche
alternative au DSI qui ne nécessite pas de recalage du signal de diffusion E sur une grille
cartésienne. Le calcul de trois caractéristiques est effectué directement dans l’espace Q sur
les données discrètes, dont deux sont scalaires et une est surfacique.

Caractéristiques scalaires : La probabilité de retour à l’origine P(0) [Wu et al., 2008] :

P(0) =
∫

p∈R3
P(p)δ(p)dp =

∫
q∈R3

E(q)dq (2.69)

Le déplacement quadratique moyen (RMS pour root mean square)[Wu et al., 2008] :

RMS = 〈pTp〉 =
∫

p∈R3
P(p)||p||2dp =

∫ ∞

p=0
Ps(p)p2dp = Var (Pm) (2.70)
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avec Pm(p) la probabilité moyenne du propagateur P sur la sphère de rayon p. Selon [Wu
et al., 2008], la formulation de l’Eq.(2.70) dans l’espace Q dépend de la moyenne géomé-
trique (GM pour geometric mean) du signal E sur la sphère de rayon q :

RMS = Var (F1D [GM(E)]) avec GM(E)(q) = exp

(
1
n

n

∑
i=1

ln (E[qui])

)
(2.71)

où F1D est l’opérateur de Fourier en une dimension et les {qui}1≤i≤n forment la famille
des n points d’échantillonnage pour la sphère de rayon q de l’espace Q.

Séquence Taille image Taille voxel (mm3) TE/TR (ms) Nb espace Q
DW-EPI 64× 64× 10 3× 3× 3 133/2700 169

∆/δ (ms) gmax(mT/m) bmax (s/mm2) pmin (µm) FOV (µm) Temps (min)
53/47 34 10 000 10.8 – ∼ 17

(a) Paramètres de la séquence d’acquisition CHARMED proposé par [Assaf et Basser, 2005].

Séquence Taille image Taille voxel (mm3) TE/TR (ms) Nb espace Q
SS-SE-EPI 128× 128× 30 2× 2× 3 122/11700 102

∆/δ (ms) gmax(mT/m) bmax (s/mm2) pmin (µm) FOV (µm) Temps (min)
56/45 40 9375 13.2 65.8 ∼ 30

(b) Paramètres de la séquence d’acquisition HYDI proposé par [Wu et Alexander, 2007, Wu et al.,
2008].

FIGURE 2.9: Paramètres de deux séquences d’acquisition parcimonieuse de l’espace Q : (a) CHAR-
MED [Assaf et Basser, 2005] ; (b) HYDI [Wu et Alexander, 2007, Wu et al., 2008].

Caractéristiques surfaciques : L’ODF exacte dont la formule est la même que celle
de l’Eq.(2.68) de la méthode DSI.

Caractéristiques tridimensionnelles : [Wu et Alexander, 2007, Assaf et Basser, 2005]
calcule le propagateur de diffusion P par la transformée du signal de diffusion E après une
étape d’interpolation comme expliqué précédemment dans le paragraphe « Estimation du
modèle à partir des données ».

Avantages et inconvénients de la méthode

La transformée de Fourier du signal ainsi reconstruit est très sensible aux imprécisions
numériques. Une telle approche n’est pas basée sur une reconstruction continue du signal,
et le faible nombre d’échantillons disponibles fragilise la précision numérique nécessaire
à l’estimation de ces caractéristiques.

+ Les échantillonnages parcimonieux proposé dans la littérature sont similaires au
HARDI en termes de temps d’acquisition (moins de 30 minutes) et en nombre des
données de l’espace Q acquises (130 en moyenne) [Wu et al., 2008, Assaf et Basser,
2005].

+ [Wu et al., 2008] propose le calcul de trois caractéristiques du propagateur de diffu-
sion caractéristiques qui nécessitent à la fois le profil radial et angulaire du signal.

- La précision des calculs est réduite due à l’interpolation ad hoc du signal pour cal-
culer le propagateur de diffusion [Wu et Alexander, 2007, Assaf et Basser, 2005].
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2.7.2.2 ODF généralisée

Modélisation de la diffusion locale

Comme nous l’avons énoncé pour la méthode QBI à la section 2.5.2.2, l’estimation
de l’ODF exacte nécessite un échantillonnage radial de l’espace Q et dans le cas d’un
échantillonnage HARDI, seule une ODF approchée peut être calculée.

[Aganj et al., 2009b] modélisent le signal de diffusion E par N exponentielles αk pon-
dérées par les coefficients λk :

E(q) =
N

∑
k=1

λk(u)αk(u)q2
avec αk(u)q2

= exp
(
q2 ln αk(u)

)
(2.72)

avec N ≤ (M− 1)/2 où M représente le nombre de sphère échantillonnées dans l’espace
Q. Cette représentation multi-exponentielles du signal E permet d’avoir une expression
analytique du laplacien sphérique∇2

b du signal E restreint au plan de l’espace Q orthogo-
nal à k : ∫

q⊥k

1
q
∇2

bE(q)dq = −1
2

∫
u⊥k
∇2

b I(u)du (2.73)

avec la fonction I(u) définie en fonction des coefficients λk et αk [Aganj et al., 2009b] :

I(u) =
N

∑
k=1

λk(u) ln(− ln αk(u)) (2.74)

Estimation du modèle à partir des données

[Aganj et al., 2009b] suggèrent d’estimer numériquement les paramètres λk et αk par
l’algorithme de régions de confiance [Branch et al., 2000] dans le cas général, c’est à dire
pour un nombre N quelconque d’exponentielles. Les auteurs proposent de plus une solu-
tion analytique pour le cas mono et bi-exponentiel, soit N = {1, 2}.

Une fois les paramètres λk et αk estimés, la fonction I de l’Eq.(2.74) est approchée dans
la base des fonctions harmoniques sphériques ym

l :

alm = 〈I, ym
l 〉 =

∫
u∈S2

I(u)ym
l (u)du (2.75)

En pratique, [Aganj et al., 2009b] estiment l’Eq.(2.75) par la méthode des moindres carrés
linéaires détaillée à la section 1.6.5.2. En outre, le calcul numérique de la fonction I définie
par l’Eq.(2.74) est instable, ce qui nécessite d’introduire de la régularisation [Aganj et al.,
2009b].

Traitement et extraction de caractéristiques de la diffusion

ODF exacte : En parallèle de nos travaux sur le calcul de caractéristiques génériques
du propagateur pour un échantillonnage parcimonieux dont l’ODF exacte, [Aganj et al.,
2009b] ont proposé quant à eux une estimation de l’ODF exacte par un a priori multi-
exponentielle sur le signal :

ODF(k) = − 1
8π2

∫
q⊥k
∇2E(q)dq = − 1

8π2

∫
q⊥k

1
q

∂2

∂q2 (qE) +
1
q2∇

2E(q)dq (2.76)

Le laplacien radial du signal se simplifie sous l’hypothèse que le signal E est nul lorsque
q→ ∞ et que la dérivée du signal E est bornée. Alors la combinaison des Eq.(2.73) et (2.76)
conduit à la relation :

ODF(k) =
1

4π
+

1
16π2 FRT

[
∇2

b I(u)
]

(2.77)
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où le sigle FRT désigne l’opérateur de la transformée Funk-Radon décrit à l’Eq. (2.52).
Puisque les harmoniques sphériques sont les fonctions propres de l’opérateur Laplace-
Beltrami ∇2

b (c.f . section 1.6.4.2), la combinaison des Eq.(2.75) et (2.77) amène à une sim-
plification de l’expression de l’ODF [Aganj et al., 2009b] :

ODF(k) =
1

4π
+

1
8π

L

∑
l

l

∑
m=−l

Pl(0)almym
l (k) (2.78)

Comme pour la méthode QBI basée sur un échantillonnage HARDI à une sphère de l’es-
pace Q, l’Eq.(2.78) est intéressante puisqu’elle relie linéairement l’ODF généralisé aux co-
efficients alm de la fonction I.

ODF par fusion : [Khachaturian et al., 2007] ont proposé un calcul alternatif de l’ODF
pour un échantillonnage sur deux sphères. Ils estiment l’ODF indépendemment sur cha-
cune de ces sphères dans le domaine des ondelettes sphériques de Gabor [Freeden et al.,
1998] qui donnent respectivement les familles de coefficients ai et bi, puis fusionnent ces
coefficients par l’opérateur non linéaire maxmod [Burt et Adelson, 1983, Li et al., 1995] :

maxmod(ai, bi) =

{
ai si |ai| ≥ |bi|
bi sinon

(2.79)

Avantages et inconvénients de la méthode

+ [Aganj et al., 2009b] ont proposé un calcul linéaire et rapide de l’ODF dans la base
des harmoniques sphériques pour l’échantillonnage parcimonieux de l’espace Q.

+ L’ODF généralisée ne nécessite pas de post traitements afin d’accentuer les contours
du profil ODF.

+ Contrairement à l’ODF approchée dont la forme dépend de la sphère d’échantillon-
nage HARDI de l’espace Q, l’ODF généralisée est théoriquement indépendant de
l’échantillonnage parcimonieux ce qui facilite les comparaisons inter-individus.

+ Le nombre modéré d’échantillons de l’espace Q nécessaires à l’estimation du signal
de diffusion [Wu et al., 2008, Assaf et Basser, 2005].

- L’a priori multi-gaussien du profil radial du signal de diffusion ne permet pas d’es-
timer un profil de la forme « diffusion-diffraction » observé par [Callaghan et al.,
1991, Cory et Garroway, 1990].

- La méthode proposée permet d’extraire du propagateur de diffusion uniquement la
caractéristique ODF.

- L’ODF par fusion est une extension ad hoc de la méthode QBI pour l’échantillonnage
multi-sphère.

Remarque. Dans cette thèse, nous allons proposer une méthode d’estimation de l’ODF exacte en
estimant sans a priori dans la base composée de fonctions de Laguerre et d’harmoniques sphériques.
Nous apportons plus de détails sur cette méthode dans la section 4.5.2.

2.7.2.3 DTI généralisé

Modélisation de la diffusion locale

[Liu et al., 2004] proposent d’étendre la modélisation par tenseur d’ordres supérieurs
pour un échantillonnage HARDI à un échantillonnage parcimonieux. Cette approche (GDTI
pour generalized diffusion tensor imaging diffère de la méthode HOT de la section 2.5.2.1,
pour laquelle les tenseurs d’ordres supérieurs capturent uniquement le profil angulaire et
le profil radial est supposé gaussien. Dans le GDTI, les coefficients des tenseurs d’ordres
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4 et supérieurs capturent les écarts avec un profil gaussien (capturé par le deuxième ordre
DTI). La modélisation du signal de diffusion E s’écrit alors :

E(q) = exp

(
L

∑
l=2

(i)l(2π)l
(

∆− l − 1
l + 1

δ

)
Di1,...,il qi1 qi2 . . . qil

)
(2.80)

Comme le notent [Liu et al., 2004], le signal de diffusion E peut être également inter-
prété comme une fonction caractéristique, c’est à dire la transformée de Fourier de la PDF
de déplacement des molécules d’eau. Une telle fonction caractéristique est usuellement
développée en une fonction génératrice des cumulants Qi1,...,il d’ordre l :

E(q) = exp

(
L

∑
l=1

(−i2π)l

l!
Qi1,...,il qi1 . . . qil

)
(2.81)

où les cumulants Qi1,...,il d’ordre l sont les coefficients du développement de Taylor du
logarithme de la fonction caractéristique. Ces cumulants sont proportionnels au tenseurs
de diffusion de même ordre Di1,...,il de l’Eq.(2.80) tels que :

Qi1,...,il = (−1)l l!Di1,...,il

(
∆− l − 1

l + 1
δ

)
(2.82)

Remarquons que pour le cas particulier des tenseurs d’ordres L = 2 utilisés par la
méthode DTI (c.f . section 2.4.2), l’Eq.(2.82) devient la relation bien connue de Einstein-
Smoluchowski :

Qi1,i2 = 〈ppT〉 = 2Di1,i2(∆− δ/3) (2.83)

Estimation du modèle à partir des données

Comme pour les tenseurs d’ordre supérieurs pour un échantillonnage HARDI (c.f .
section 2.5.2.1), [Liu et al., 2004] estiment les tenseurs Di1,...,il d’ordre l par une formulation
matricielle du système des nq équations (2.80), où nq est le nombre d’échantillons du signal
dans l’espace Q. La matrice de base M, pour la famille des nq échantillons de coordonnées
{qk}1≤k≤nq de l’espace Q est donnée par :

M =

(
(i)l(2π)l

(
∆− l − 1

l + 1
δ

)
qk

i1 qk
i2 . . . qk

il

)
1≤k≤nq,1≤l≤L

(2.84)

[Liu et al., 2004] estiment le vecteur formé des tenseurs Di1,...,il d’ordres l à l’aide de la
décomposition en valeurs singulières (SVD pour singular value decomposition) [Stewart et
Stewart, 1973]. Les cumulants Qi1,...,in sont ensuite calculés par l’Eq.(2.82).

Traitement et extraction de caractéristiques de la diffusion

Propagateur de diffusion : A partir de l’estimation des cumulants Qi1,...,in , le propa-
gateur de diffusion analytiquement par une série de Gram-Charlier de type A [Kendall et
Stuart, 1977, McCullagh, 1987, Liu et al., 2004] :

P(p) =
1√

2πQi1,i2
exp

(
− p · p

2Qi1,i2

)(
1 +

L

∑
l=3

Qi1,...,il

l!
Hi1,...,il (p)

)
(2.85)

avec Hi1,...,in(p) le tenseur d’Hermite d’ordre n de Grad et donc l’expression est apparue
pour la première fois dans [Grad, 1949] :

Hi1,...,il (p) = (−1)l exp
(

p2

2

)(
∂

∂pi1

∂

∂pi2
. . .

∂

∂pil

)
exp

(
p2

2

)
(2.86)
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Le GDTI peut être également appréhendé comme une généralisation multidimension-
nelle de la méthode par oscillateurs harmoniques simples (décrite à la section 2.6.2) qui
estime le signal de diffusion radial à une dimension uniquement dans la base des poly-
nômes d’Hermite.

La méthode GDTI est intéressante puisqu’elle récupére le propagateur de diffusion P
complet sans a priori sur le signal de diffusion E. A partir de P, [Liu et al., 2004] calculent
l’iso-rayon P(p′k), k ∈ S2 de rayon p′ du propagateur de diffusion P.

Remarque. Au contraire du GDTI qui nécessite d’abord la reconstruction complète du propa-
gateur de diffusion, la méthode que nous proposons dans le chapitre suivant permet d’extraire
linéairement divers caractéristiques du propagateur.

Avantages et inconvénients de la méthode

+ L’estimation du signal de diffusion sans a priori sur sa forme radiale et angulaire.
+ La relation analytique entre la représentation du signal dans la base choisie et le

propagateur de diffusion.
+ Le nombre modéré d’échantillons de l’espace Q nécessaires à l’estimation du signal

de diffusion [Wu et al., 2008, Assaf et Basser, 2005].
- La convergence du développement du signal de diffusion en cumulants n’est pas

assurée pour de large valeurs de la diffusion et diverge dans de nombreux cas pra-
tiques [Cramér, 1957, Kendall et Stuart, 1977, Frøhlich et al., 2006].

2.7.2.4 Imagerie du propagateur de diffusion (DPI)

Modélisation de la diffusion locale

Les harmoniques sphériques, très utilisées par les méthodes HARDI, sont les solu-
tions de la partie angulaire de l’équation de Laplace en coordonnées sphériques (voir
section 1.6.4). L’extension de l’équation de Laplace pour le domaine complet (angulaire et
radial) donne lieu aux harmoniques solides.

Peu après nos travaux sur la reconstruction du profil angulaire et radial du signal de
diffusion pour un échantillonnage parcimonieux (détaillés dans les chapitres suivants),
[Descoteaux et al., 2009b] ont proposé l’Imagerie du Propagateur de Diffusion (DPI pour
diffusion propagator imaging) qui représente le signal de diffusion dans la base des harmo-
niques solides :

E(q) =
∞

∑
l=0

l

∑
m=−l

[
clm

ql+1 + dlmql
]

ym
l (u) (2.87)

Estimation du modèle à partir des données

La représentation du signal E dans la base des harmoniques solides définie par l’Eq.(2.87)
nécessite le calcul des coefficients clm et dlm définis par :

clm =
∫

q∈R3
E(q)

ym
l (u)
ql+1 dq et dlm =

∫
q∈R3

E(q)qlym
l (u)dq (2.88)

Pour un ensemble de nq échantillons du signal sur l’espace Q, la résolution des coeffi-
cients clm et dlm conduit à un système de nq équations linéaires, résolues par la méthode
linéaire aux moindres carrés pondérés [Descoteaux et al., 2009b].
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Traitement et extraction de caractéristiques de la diffusion

Propagateur de diffusion : Une fois le signal de diffusion estimé dans la base des
harmoniques solides par les coefficients clm et dlm, il est possible de formuler analytique-
ment, dans cette même base, le propagateur de diffusion pour une distance de déplace-
ment p′ arbitraire (iso-rayon) [Descoteaux et al., 2009b] :

P(p) = 2
∞

∑
l=0

l

∑
m=−l

(−1)l/22πl−1 pl−2

(2l − 1)!!
clmym

l (p) (2.89)

Comme le remarquent [Descoteaux et al., 2009b], l’expression de P dans l’Eq.(2.89) ne
dépend pas des coefficients dlm mais reste néanmoins nécessaires à l’estimation du signal
dans la base des harmoniques solides. En outre, les fonctions radiales de l’Eq.(2.87) 1/ql+1

et ql ne semblent pas adaptées à la décroissance empirique multi-gaussienne du signal.
Une estimation précise du signal est donc pénalisée par la faible adéquation de la base
choisie avec l’allure empirique du signal.

Avantages et inconvénients de la méthode

+ L’estimation du signal de diffusion sans a priori sur sa forme radiale et angulaire.
+ La relation analytique entre la représentation du signal dans la base choisie et le

propagateur de diffusion.
+ Le nombre modéré d’échantillons de l’espace Q nécessaires à l’estimation du signal

de diffusion [Wu et al., 2008, Assaf et Basser, 2005].
- Le profil radial de diffusion des harmoniques solides ne semble pas adapté à la dé-

croissance empirique gaussienne du signal [Niendorf et al., 1996] et au phénomène
de « diffusion-diffraction » [Callaghan et al., 1991, Cory et Garroway, 1990].

2.7.2.5 DOT généralisé

Modélisation de la diffusion locale

[Özarslan et al., 2006] ont proposé une extension de la méthode DOT pour le cas d’un
échantillonnage sur plusieurs sphères et généralise la méthode originale au cas multi-
exponentielle. La modélisation du signal de diffusion E par n exponentielles s’écrit :

E(q) =
n

∑
i=1

fi(u) exp
(
−4π2q2τDi(u)

)
(2.90)

où la somme des pondérations fi de la ie exponentielle satisfait la relation ∑n
i=1 fi(u) = 1.

Estimation du modèle à partir des données

Le DOT généralisé nécessite en premier lieu l’estimation des paramètres fi et Di, toute-
fois [Özarslan et al., 2006] ne donnent pas détails sur la méthode utilisée. Il semble envisa-
geable d’utiliser la méthode des moindres carrés non linéaire de Levenberg-Marquardt [Mar-
quardt, 1963].

Une fois les paramètres fi et Di estimés, le calcul de la fonction Il originale (c.f . Eq.(2.59))
est généralisée au cas multi-exponentielle :

Il(u) =
n

∑
i=1

fi(u)Ili(u) =
n

∑
i=1

fi(u)
[

4π
∫ ∞

q=0
Ei(q)jl(2πqp′)q2dq

]
(2.91)
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La fonction Il est ensuite représentée dans la base des harmoniques sphériques par
la famille de coefficients {alm}0≤l≤L, comme pour la méthode DOT originale (voir sec-
tion 2.5.2.3), soit :

alm = 〈Il , ym
l 〉 =

∫
u∈S2

Il(u)ym
l (u)du (2.92)

Traitement et extraction de caractéristiques de la diffusion

L’extraction de l’iso-rayon est faite directement sur les coefficients alm de l’Eq.(2.92) et
la méthode est la même que pour le DOT mono-exponentiel original de la section 2.5.2.3.

Avantages et inconvénients de la méthode

+ L’estimation du signal de diffusion sans a priori sur sa forme angulaire.
+ La relation analytique entre la représentation du signal dans la base choisie et l’iso-

rayon du propagateur de diffusion.
+ Le nombre modéré d’échantillons de l’espace Q nécessaires à l’estimation du signal

de diffusion [Wu et al., 2008, Assaf et Basser, 2005].
- L’a priori multi-gaussien du profil radial du signal de diffusion ne permet pas d’es-

timer un profil de la forme « diffusion-diffraction » observé par [Callaghan et al.,
1991, Cory et Garroway, 1990]. De ce fait, il n’est pas certain que ce modèle multi-
gaussien relativement contraint reflète au mieux la réalité des caractéristiques de
diffusion que l’on veut mesurer.

- La méthode proposée permet d’extraire uniquement la caractéristique iso-rayon du
propagateur de diffusion.

- La pré-estimation non-linéaire des paramètres fi et Di, dont la stabilité et la préci-
sion est problématique car elle est dépendante des paramètres initiaux, qui varient
eux-mêmes en fonction des données [Aubert et Kornprobst, 2006].

2.7.2.6 Reconstruction tomographique

Modélisation de la diffusion locale

[Pickalov et Basser, 2006] propose de reconsidérer la transformée de Fourier qui lie
le signal de diffusion E et son propagateur P à l’aide du théorème de plan de projection
(projection-slice) :

E(q) =
∫

p∈R3
P(p) exp

(
−i2πqTp

)
dp (2.93)

=
∫

p‖q

(∫
p′⊥q

P(p′) exp
(
−i2πqTp′

)
dp′
)

exp
(
−i2πqTp

)
dp (2.94)

On reconnaît alors la transformée de Radon de la densité marginale pq du propagateur
P [Radon, 1917] :

E(p) =
∫

p‖q
pq(p) exp

(
−i2πqTp

)
dp (2.95)

L’utilisation d’un échantillonnage du signal de diffusion le long de lignes radiales de
l’espace Q permet de reconstruire le propagateur de diffusion P par la transformée de
Radon inverse de pq, dont la forme explicite de s’écrit :

pq(p) =
∫

q‖p
E(q) exp

(
i2πqTp

)
dq (2.96)
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Estimation du modèle à partir des données

L’inversion de la transformée de Radon décrite par l’Eq.(2.96) n’est pas utilisable nu-
mériquement par manque de stabilité et est un problème commun à des disciplines va-
riées dépassant le cadre de l’IRM de diffusion [Deans, 1983]. De nombreuses méthodes
existent et [Pickalov et Basser, 2006] propose quant à eux l’utilisation de la procédure ité-
rative de Gerchberg et Papoulis [Defrise et De Mol, 1983, Veretennikov et al., 1992].

Afin d’assurer la stabilité numérique du processus de reconstruction, les auteurs pro-
posent d’ajouter des a priori de régularité sur le signal E et sur le propagateur de diffusion
P tel que la régularisation de Tikhonov.

Traitement et extraction de caractéristiques de la diffusion

Le propagateur de diffusion P complet est directement estimé par la transformée de
Radon inverse. En revanche, il n’existe pas à notre connaissance de méthodes basées sur
ce formalisme pour extraire des caractéristiques du propagateur P.

Avantages et inconvénients de la méthode

+ L’estimation du propagateur de diffusion est sans a priori sur sa forme radiale et
angulaire.

+ Une littérature abondante sur l’inversion de la transformé de Radon.
- Le nombre d’échantillons de l’espace Q relativement élevé (496 d’après [Pickalov et

Basser, 2006]) nécessaires à l’estimation du propagateur de diffusion.
- Régularisation de Tikhonov sur le signal de diffusion.

Remarque. L’échantillonnage de type tomographie s’écrit comme un cas particulier de notre mo-
dèle d’échantillonnage de l’espace Q, que nous présentons à la section 3.4.

2.8 Résumé du chapitre

L’IRM de diffusion possède actuellement un inconvénient gênant : le temps d’acqui-
sition de l’image complète de diffusion pour le cerveau est de l’ordre de l’heure, pendant
laquelle le patient doit rester immobile. Cela n’est pas envisageable pour une application
clinique, il faut alors relâcher cette contrainte en optant pour des échantillonnages plus
épars dans l’espace Q, et donc moins coûteux en temps.

Nous avons montré que l’on trouve différentes propositions dans la littérature que
nous proposons de classer en quatre groupes, suivant l’échantillonnage utilisé :

– scalaires (e.g. détection d’AVC),
– angulaires (e.g. ODF, isoprobabilité, suivi de fibres dans la substance blanche),
– radiaux (e.g. taille moyenne des cellules),
– parcimonieux (e.g. radiaux et angulaires).

La Tab.2.1 récapitule les exigences matérielles et ce qu’on peut extraire des données
pour chaque échantillonnage de l’espace Q proposé dans la littérature.

De par le faible nombre d’échantillons du signal, un traitement direct sur les données
acquises n’est pas fiable. Aussi, de très nombreux modèles de reconstruction du signal de
diffusion ont été proposées dans la littérature, dont une grande partie est présentée dans
ce chapitre. Ces méthodes se classent en deux catégories :

1. l’estimation d’un modèle paramètrique du signal en se basant sur des a priori forts
du signal. Un tel modèle permet de réduire le nombre d’échantillons requis, à condi-
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Méthode Nb d’échantillons Gradient Maximum Caractéristiques
acquisition standard (sec/mm2)

DWI 1 ≤ 1000 1D
LARDI ≥ 3 ≤ 1000 3D angulaire
HARDI ≥ 40 ≤ 4000 ND angulaire
RMN ≥ 40 ≤ 10000 radial
HYDI ≥ 100 ≤ 4000 ND radial et angulaire
DSI ≥ 200 ≤ 8000 ND radial et angulaire

TABLE 2.1: Les principaux échantillonnages en IRM de diffusion ainsi que leur exigence matériel
et les informations que l’on peut en extraire (caractéristiques).

tion que sa complexité soit faible (i.e. faible nombre de paramètres). Néanmoins, un
modèle simple n’est pas adapté dans un contexte où l’origine de la diffusion est
encore débattue ;

2. la reconstruction du signal sans a priori à l’aide d’une décomposition en somme infi-
nie de fonctions de base. Mathématiquement, ces formalismes assurent une recons-
truction parfaite du signal. En pratique, le faible nombre d’échantillons contraint à
tronquer la somme infinie prématurément. En conséquence, ces méthodes possède
un a priori faible et implicite par le choix des fonctions de base.

Section 2.2
Formalisme

de l’espace Q

Section 2.3
Analyse scalaire
de la diffusion

Section 2.4 et 2.5
Analyse angulaire

de la diffusion

Section 2.6
Analyse radiale
de la diffusion

Section 2.7
Analyse complète

de la diffusion

FIGURE 2.10: Principales sections du deuxième chapitre.
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3.1 Motivations

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les méthodes de l’état de l’art peuvent
être catégorisées suivant le type d’échantillonnage de l’espace Q qu’elles utilisent. Ces
méthodes sont peu ou prou adaptées aux applications cliniques, en fonction de la densité
d’échantillonnage requise pour pouvoir estimer les caractéristiques qu’elles proposent.
Néanmoins, la contrepartie pour ces méthodes est double :

1. elles s’adaptent très difficilement à un nouveau type d’échantillonnage ou le font en
général par des techniques ad hoc ;

2. elles ne permettent de calculer qu’un sous ensemble limité des caractéristiques de la
diffusion locale (ODF par exemple).

Dans ce chapitre, nous proposons un formalisme général permettant l’approximation
du signal de diffusion qui s’appuie sur un échantillonnage parcimonieux (ou non) de
l’espace Q, ce qui inclut naturellement l’échantillonnage HARDI.

Nous introduisons tout d’abord la base de fonctions de Gauss-Laguerre qui permet de
capturer le profil radial de la diffusion (section 3.2). Nous présentons ensuite la base de
fonctions volumique SPF (spherical polar Fourier) qui permet de capturer le profil complet
(angulaire et radial) de la diffusion (section 3.3). Puis nous proposons un modèle d’échan-
tillonnage parcimonieux de l’espace Q qui unifie la plupart des propositions existantes de
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la littérature (section 3.4). Nous résumons les contributions de l’ensemble de ce chapitre
à la section 3.5.

3.2 Base de fonctions radiales

3.2.1 Définition de la base de Gauss-Laguerre

3.2.1.1 Forme empirique de la diffusion radiale

Soit Rn les fonctions radiales utilisées pour approximer la partie radiale du signal
de diffusion. Puisque le nombre d’échantillons radiaux est très limité, nous souhaitons
que le signal radial soit parcimonieux dans Rn, i.e. que E soit caractérisé par un ordre n
faible. Plusieurs études [Clark et Le Bihan, 2000, Cohen et Assaf, 2002, Niendorf et al.,
1996, Assaf et Cohen, 1998, Mulkern et al., 2000] ont rapporté que la forme empirique
du signal peut être interprétée comme la composition de plusieurs gaussiennes, dont le
nombre est déterminé par la norme maximale du vecteur de diffusion qmax. En se basant
sur ces observations, plusieurs études ont proposé de modéliser la diffusion locale par une
fonction bi-gaussienne [Niendorf et al., 1996, Assaf et Cohen, 1998], suggérant la présence
de diffusions simultanées lentes et rapides attribuées à la diffusion intra et extra cellulaire.

Contrairement à l’IRM anatomique, l’IRM de diffusion possède généralement une
faible résolution spatiale de l’espace K et la diffusion locale est moyennée sur une étendue
spatiale assez élevée (typiquement 2− 3 mm par voxel). La résolution spatiale d’un voxel
est donc suffisamment faible pour que l’on puisse considérer qu’il constitue en lui même
un système physique complexe contenant de nombreuses cellules avec des formes va-
riées. En conséquence, une relation directe entre l’atténuation bi-gaussienne et le modèle
de diffusion intra-extra cellulaire est probablement fausse [Niendorf et al., 1996, Cohen et
Assaf, 2002].

3.2.1.2 Les fonctions de Gauss-Laguerre (GL)

Nous cherchons une fonction radiale Rn avec n ∈ N telle que la famille des fonc-
tions {Rn} forment une base orthogonale et normalisée suivant les coordonnées sphé-
riques. Nous souhaitons également que les fonctions Rn d’ordre n faible aient un compor-
tement quasi gaussien, afin de permettre au signal de diffusion de converger rapidement
dans la base choisie. Parmi les candidats possibles, les polynômes de Laguerre généralisés
L(α)

n forment une base orthogonale avec α ∈ R+ [Abramowitz et Stegun, 1972] :

L(α)
n (x) =

(α + 1)n

n! 1F1(−n, α + 1, x) (3.1)

Le symbole de Pochammer noté (a)n et la fonction hypergéométrique de confluence 1F1
sont respectivement définis par :

1F1(a; b; x) =
∞

∑
k=0

(a)kxk

(b)kk!
avec (a)n =

Γ(a + n)
Γ(a)

(3.2)

Malgré leur orthogonalité, les polynômes de Laguerre généralisés L(α)
n ne satisfont pas

les contraintes de comportement gaussien et de normalisation :∫ ∞

q=0
exp(−q)q(α)L(α)

n (q)L(α)
m (q)dq = δnm

(α + n)!
n!

(3.3)



3.2. Base de fonctions radiales 79

L’Eq.(3.3) suggère qu’il est toutefois possible de construire une famille de fonctions {Rn}
à partir des {L(α)

n } qui satisfasse toutes les contraintes. Soient n = m, α = 1/2 et ρ = q2/ζ,
alors l’Eq.(3.3) devient :∫ ∞

ρ=0
exp(−ρ)ρ1/2 (n− 1)!

Γ(n + 1/2)

[
L1/2

n−1(ρ)
]2

dρ = 1 (3.4)

avec le différentiel désigné par le symbole dρ = (2q)/ζdq et le facteur d’échelle désigné
par ζ. Nous obtenons finalement une famille de fonctions de Gauss-Laguerre {Rn} qui sa-
tisfont toutes les contraintes requises, à savoir une base orthonormée et un comportement
gaussien pour un ordre n proche de zéro :

Rn(q) =
[

2
ζ3/2

n!
Γ(n + 3/2)

]1/2

exp
(
− q2

2ζ

)
L1/2

n

(
q2

ζ

)
, (3.5)

Les premiers ordres n ∈ [0, 3] de la fonction Rn sont :

R0(q) =
2

π1/4ζ3/4 exp
(
− q2

2ζ

)
(3.6)

R1(q) =
3 23/2

(
1− 2q2

3ζ

)
2
√

3π1/4ζ3/4
exp

(
− q2

2ζ

)
(3.7)

R2(q) =
15 25/2

(
− 4q2

3ζ + 4q4

15ζ2 + 1
)

8
√

15π1/4ζ3/4
exp

(
− q2

2ζ

)
(3.8)

R3(q) =
35
(
− 2q2

ζ + 4q4

5ζ2 − 8q6

105ζ3 + 1
)

2
√

35π1/4ζ3/4
exp

(
− q2

2ζ

)
(3.9)

3.2.2 Propriétés de la base GL

3.2.2.1 Orthonormalité

La base des fonctions Rn est orthonormée dans le système de coordonnées sphériques :∫ ∞

q=0
[Rn(q)] [Rn′(q)] q2dq = δnn′ (3.10)

Il est donc possible de représenter simplement le signal radial unidimensionnel E(q)
dans la base des Rn par simple projection sur ces fonctions. Le nombre fini d’échantillons
conduit en pratique à tronquer la série infinie en une somme tronquée par N termes :

E(q) = lim
N→∞

N

∑
n=0

anRn(q) (3.11)

= exp
(
− q2

2ζ

) ∞

∑
n=0

an

[
2

ζ3/2
n!

Γ(n + 3/2)

]1/2

L1/2
n

(
q2

ζ

)
(3.12)

≈ exp
(
− q2

2ζ

)a0
2

π1/4ζ3/4 + a1

3 23/2
(

1− 2q2

3ζ

)
2
√

3π1/4ζ3/4
+ . . .

 (3.13)

où les coefficients {an}n≤N sont donnés par la projection du signal E radial sur les fonc-
tions {Rn}n≤N :

an = 〈E, Rn〉 =
∫ ∞

q=0
E(q)Rn(q)q2dq (3.14)
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3.2.2.2 Relation avec les polynômes d’Hermite

Comme nous l’avons vu dans la section 2.6.2 à la page 59, [Özarslan et al., 2008] ont
proposé simultanément l’approximation du profil radial de la diffusion par une série de
polynômes d’Hermite.

Nous proposons ici d’exprimer la relation explicite entre notre base de fonction Rn et la
base de fonctions faites de polynômes d’Hermite Hn d’ordre n. Sachant que les polynômes
de Laguerre généralisés L(α)

n sont proportionnels aux polynômes d’Hermite H2n+1 [Abra-
mowitz et Stegun, 1972] :

H2n+1(x) = (−1)n22n+1n! x L1/2
n (x2) (3.15)

le remplacement de variable q = x
√

ζ permet de reformuler l’équation précédente par :

L1/2
n

(
q2

ζ

)
=

(−1)n

22n+1n!
ζ1/2

q
H2n+1

(
q

ζ1/2

)
(3.16)

Finalement, l’expression des fonctions Rn de l’Eq.(3.5) est équivalente à :

Rn(q) =
[

n!
Γ(n + 3/2)

]1/2 2−2n−1/2(−1)n

ζ1/4 n!
1
q

exp
(
−q2

2ζ

)
H2n+1

(
q

ζ1/2

)
(3.17)

Remarquons que les polynômes d’Hermite sont orthogonaux sur l’intervalle ]−∞, ∞[,
et puisque on fait l’hypothèse que le signal de diffusion E est impair (voir section 1.6.4.3
pour plus de précisions) la fonction q → exp(−q2/(2ζ)) 1/q E(q) q2 est impaire sur cette
intervalle et donc∫ ∞

q=−∞

[
n!

Γ(n + 3/2)

]1/2 2−2n−3/2(−1)n

ζ1/4 n!
1
q

exp
(
−q2

2ζ

)
H2n

(
q

ζ1/2

)
E(q) q2 dq = 0 (3.18)

3.2.3 Adéquation de la base avec le signal de diffusion

La base des fonctions de Gauss-Laguerre {Rn}n≤N est inspirée des fonctions orbitales
de type gaussien (GTO pour gaussian type orbital) utilisées dans la communauté de cris-
tallographie pour le calcul des orbitales des électrons et l’appariement moléculaire [Hu-
zinaga, 1965, Zivkovic et Maksic, 1968, Ritchie, 2005]. Bien que le but recherché soit diffé-
rent, les propriétés mathématiques sont bien adaptées à notre problème et l’utilisation de
la base de Gauss-Laguerre permet d’obtenir une méthode pour l’approximation du signal
indépendemment du type d’échantillonnage considéré.

Une troncature radiale à l’ordre n ≤ N implique (N + 1) coefficients. Un ordre de
troncature N faible revient à faire l’hypothèse d’une décroissance quasi gaussienne comme
pour les méthodes [Özarslan et al., 2006, Assaf et Basser, 2005], qui provient de la norma-
lisation des polynômes de Laguerre généralisés en coordonnées sphériques. Au contraire,
un ordre de troncature élevé N permet une estimation « sans modèle analytique » a priori.

Comme l’illustre la Fig.3.1, nous observons l’adéquation visuelle entre les premières
fonctions Rn de la base de Gauss-Laguerre et le signal de diffusion expérimental E obtenu
expérimentalement. L’expérience in vitro de la Fig.3.1 publiée par [Kuchel et al., 1997]
indique l’allure radiale de la diffusion pour différentes valeurs d’hématocrites, i.e. la pro-
portion de globules rouges dans le sang. En d’autres termes, la Fig.3.1a donne l’allure
radiale du signal de diffusion pour un milieu bi-homogène, intra et extra cellulaire.

Bien entendu, la diffusion dans la substance blanche du cerveau est plus complexe et
notre base semble bien adaptée pour capturer le profil de diffusion. Nous y reviendrons à
la section 3.3.4.
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(a) (b)

FIGURE 3.1: Comparaison de données expérimentales de la décroissance du signal d’IRM de dif-
fusion (a) et de la base radiale proposée (b). (a) Courbe de décroissance du signal de diffusion
en fonction de q pour des érythrocytes humains en suspension dans de l’eau, pour différentes
valeurs d’hématocrites. Les courbes de haut en bas ont des valeurs d’hématocrites décroissantes,
respectivement 93, 83, 73, 63, 47, 42% et 25% en bas de figure. Adapté de [Kuchel et al., 1997] avec
la permission de l’auteur. (b) Premières fonctions de la base radiale Rn proposée, avec un facteur
d’échelle ζ = 100. Un ordre n faible donne une courbe à l’allure gaussienne, alors qu’un ordre n
élevé permet de capturer les parties oscillantes du signal. Nous remarquons que la base de fonc-
tions Rn semblent être relativement en accord avec le signal de diffusion E.

Le facteur d’échelle ζ peut être facilement calculé à partir des données et nous propo-
sons d’étudier plusieurs stratégies différentes de calculs de ce paramètre dans la section
suivante.

3.2.4 Stratégies de calculs du facteur d’échelle

Comme le suggère l’Eq.(3.5), le facteur d’échelle ζ dans la fonction Rn de la base
SPF joue un rôle relativement important pour l’adéquation de l’estimation aux données
réelles. Nous proposons dans la suite deux stratégies pour calculer ce facteur d’échelle.

3.2.4.1 Facteur d’échelle pour un voxel

Nous étudions ici le calcul du facteur d’échelle en ne considérant qu’un unique voxel
de l’image de diffusion.

Estimation à partir de la décroissance radiale du signal

Proposition 3.2.1. Soit N l’ordre de troncature radial de la série, tel que n ≤ N pour tout n
entier naturel et qdec ∈ R un nombre réel positif. Si RN(qdec)/RN(0) = E(qdec), alors

ζ ≈ qdec
√

πN!
4Γ (N + 3/2)

ln
(

E(qdec) L1/2
N (0)

)
(3.19)

La Fig.3.2 illustre les variations du facteur d’échelle ζ en fonction de l’ordre de tronca-
ture de la série des SPF, selon la relation donnée par l’Eq.(3.19).
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FIGURE 3.2: Évolution du facteur d’échelle ζ donné par l’Eq.(3.19) en fonction de l’ordre de tron-
cature radial N de la série des fonctions {Rn}n≤N . Les paramètres utilisés pour ce graphe sont :
facteur d’atténuation atténuation E(qdec) = 0.01, distance de décroissance qdec = 30mm−1.

La motivation de la formule du facteur d’échelle donnée à l’Eq.(3.19) est de dilater les
fonctions {Rn}n≤N , afin que les oscillations des ordres n élevés puisse capturer les varia-
tions du signal E. On peut remarquer néanmoins que dans le cas où N = 0, on obtient une
valeur de ζ par l’Eq.(3.19) qui permet d’avoir une décroissance exclusivement gaussienne
pour R0. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle ne prend pas en compte toutes les
données pour l’estimation du facteur d’échelle. Cela pose problème plus particulièrement
pour une diffusion anisotrope, où E(q′) dépend de l’orientation sur la sphère, ce qui nous
conduit à une autre stratégie de calcul de ζ.

Estimation à partir du coefficient de diffusion apparent ADC

On peut remarquer que le premier terme de la série des fonctions de Gauss-Laguerre
R0 est une gaussienne :

R0(q) =
2

π1/4ζ3/4 exp
(
− q2

2ζ

)
(3.20)

Or, le signal de diffusion s’écrit dans le formalisme de Stejskal-Tanner [Stejskal et Tan-
ner, 1965], avec D le coefficient de diffusion apparent (ADC) :

E(q) = exp(−4πq2τD) (3.21)

On s’intéresse au terme ζ qui contrôle la vitesse de décroissance de la fonction R0 et par
identification entre les termes exponentielles des Eq.(3.20) et (3.21), on obtient la formule
du facteur d’échelle ζ suivante :

ζ =
1

8πτD
(3.22)

L’Eq.(3.22) relie linéairement le facteur d’échelle ζ et l’ADC. L’estimation de ζ par cette
méthode permet donc de capturer une décroissance mono-gaussienne du signal dès le
premier terme n = 0, les termes n suivants servant à l’estimation d’une éventuelle queue
oscillante comme c’est le cas pour le signal expérimental de la Fig.3.1. L’avantage de cette
méthode est que le calcul du facteur d’échelle ζ prend en compte tous les échantillons du
signal de diffusion, contrairement à la méthode précédente.
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3.2.4.2 Facteur d’échelle pour un volume

Nous avons décrit deux méthodes pour le calcul du facteur d’échelle pour un voxel.
Nous souhaitons décrire l’ensemble du volume de l’image d’IRM de diffusion et analy-
sons dans la suite les avantages et inconvénients de deux stratégies : un facteur d’échelle
unique pour tous les voxels ou un facteur indépendant pour chaque voxel.

Facteur identique pour tous les voxels

L’utilisation d’un facteur identique pour tous les voxels de l’image de diffusion a pour
avantage la simplicité et la rapidité de calcul des coefficients dans la base SPF. Cette mé-
thode pose néanmoins des problèmes de précisions sur l’estimation du signal de diffusion
E. En effet, une valeur moins adaptée de ζ nécessite un ordre de troncature N plus élevé
que la valeur de ζ idéale, à nombre d’échantillons égal.

Facteur indépendant pour chaque voxel

Puisque le facteur d’échelle ζ dépend intrinsèquement des données de diffusion par
voxel, il semble naturel que ζ soit estimé indépendamment pour chacun des voxels com-
posants l’image d’IRM de diffusion. Cette stratégie allonge toutefois considérablement le
temps de calcul pour l’estimation du signal dans la base SPF.

Nous proposons ici de trouver un compromis entre le temps de calcul et la précision
de l’estimation de ζ. La réduction du nombre de valeurs de ζ possibles dans l’intervalle
[ζmin, ζmax] avec un pas dζ constant, permet d’estimer ζ en chaque voxel par une valeur
discrétisée, c’est à dire la plus proche de la valeur réelle et comprise dans l’intervalle
considéré. Le pas dζ permet d’ajuster le nombre de valeurs de ζ, et la Fig.3.3 illustre son
influence sur l’erreur entre la valeur approchée et la valeur réelle.

(a) dζ = 1
224 valeurs

(b) dζ = 20
12 valeurs

(c) dζ = 40
6 valeurs

(d) dζ = 80
3 valeurs

(e) dζ = 110
2 valeurs

FIGURE 3.3: Image d’erreur du facteur d’échelle ζ pour un pas dζ croissant, ζmin = 3 et ζmin = 226.
Chaque image d’erreur est normalisée indépendemment dans l’intervalle [0, 255] pour l’affi-
chage. Données d’un cerveau humain, acquisition de l’espace Q par deux sphères de valeur
b = {1000, 3000}smm−2. De gauche à droite : discrétisation de ζ avec une qualité décroissante.

3.2.5 Remarques sur la convergence numérique de l’approximation

3.2.5.1 Protocole de tests

La famille des fonctions Rn de l’Eq.(3.5) forme une base de Hilbert (c’est à dire une
base orthonormée de dimension infinie) qui a pour propriété de reconstruire un signal à
l’allure gaussien avec un nombre de coefficients peu important. Pour un échantillonnage
donné, la reconstruction du signal dépend de l’ordre de troncature N, mais également
du facteur d’échelle ζ de la fonction radiale Rn. Dans la suite, on ne considère que la
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décroissance radiale du signal, i.e. E(||q||) = E(q). Pour les expériences suivantes, nous
synthétisons le signal de diffusion E par un modèle multi-exponentiel :

E(q) =
N f

∑
i=1

fi exp
(
−4π2τ(q−mi)

2Di
)

(3.23)

avec τ = 10−2s le temps de diffusion, fi la pondération de la ie gaussienne, telle que

∑
N f
i=1 fi = 1. La présence de la moyenne mi de la ie gaussienne permet de simuler une

décroissance radiale multi-gaussienne à moyenne non nulle.
A partir un échantillonnage uniforme composé de nq = 7 échantillons radiaux de

E(q), le signal est estimé par les moindres carrés régularisés donné par l’Eq.(3.41) à la sec-
tion 3.3.3. Remarquons que le nombre nq d’échantillons choisi est similaire au nombre de
sphères de l’échantillonnage proposé par [Wu et Alexander, 2007, Assaf et Basser, 2005].

3.2.5.2 Décroissance radiale d’un signal mono-gaussien

Nous illustrons la reconstruction d’un signal mono-gaussien pour deux choix du pa-
ramètre d’échelle ζ, respectivement dans les Fig.3.4a et b. Les paramètres utilisés pour
générer les échantillons E de l’Eq.(3.23) sont donnés par la Fig.3.4c.

Le choix du facteur d’échelle ζ est important car il décide en grande partie de la vitesse
de la convergence de la série Rn. Ainsi dans le cas d’un signal E mono-gaussien, il suffit
en principe du premier terme R0 pondéré par le coefficient a0 pour caractériser le signal,
pourvu que ζ soit bien estimé à l’aide de l’Eq.(3.19) ou l’Eq.(3.22) (c.f . Fig.3.4a).

Une mauvaise valeur de ζ ne permet pas d’estimer E avec l’ordre de troncature N = 0
et il est alors nécessaire d’accroître N afin d’estimer précisément le signal, comme illustré
à la Fig.3.4b. Il est intéressant de noter que dans la Fig.3.4b, bien que la valeur arbitraire
de ζ soit plus de deux fois supérieure à sa véritable valeur, il suffit de 2 coefficients a0 et a1
pour que l’approximation du signal soit visiblement indiscernable du signal original.

3.2.5.3 Décroissance radiale d’un signal bi-gaussien

Nous illustrons la reconstruction d’un signal bi-gaussien pour un ordre de troncature
radiale N croissant à la Fig.3.5a. Les paramètres utilisés pour générer les échantillons E
de l’Eq.(3.23) sont donnés par la Fig.3.5b.

En adéquation avec les observations expérimentales de [Tanner et Stejskal, 1968, Tan-
ner, 1978, Cory et Garroway, 1990, Callaghan et al., 1991, Niendorf et al., 1996, Assaf et
Cohen, 1998], les fonctions de base radiale Rn permettent de bien reconstruite un signal
multi-gaussien avec peu de coefficients. Un ordre de troncature N = 3 est suffisant pour
obtenir une estimation précise de E avec un nombre d’échantillons réduit, grâce à l’a priori
gaussien des Rn. En pratique, cela signifie que notre méthode permet d’estimer la décrois-
sance de E avec un échantillonnage compatible avec des applications cliniques.

3.2.5.4 Décroissance radiale pour un signal arbitraire

La base de fonctions de Gauss-Laguerre permet en outre l’approximation d’autres
formes de signaux arbitraires, notamment celle d’un signal triangulaire comme l’illustre la
Fig.3.6. On note que bien que cette fonction possède un problème de discontinuité en q =
20, cette difficulté théorique n’est pas attendue en pratique pour l’IRM de diffusion. Les
résultats de la Fig.3.6 montre qu’il est possible de représenter un signal non-gaussien dans
la base des fonctions Rn, avec une précision dépendante du nombre d’échantillons dispo-
nibles.
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(a) Estimation du signal E (courbe bleue) à partir des échantillons (triangles rouges) pour un fac-
teur d’échelle ζ = 276 déterminé par l’Eq.(3.22).

(b) Estimation du signal E (courbe bleue) à partir des échantillons (triangles rouges) pour une
mauvaise valeur arbitraire du facteur d’échelle ζ = 142.

N f f1 m1 qmax D1 ζ nq

1 1 0 40 0.0144 276 7

(c) Paramètres de génération des données véritables E.

FIGURE 3.4: Reconstruction radiale d’un signal mono-gaussien dans la base Rn, influence du fac-
teur d’échelle ζ sur la vitesse de convergence de l’estimation.
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(a) Estimation du signal E (courbe bleue) à partir des échantillons (triangles rouges) pour un ordre
de troncature radiale N croissant.

N f { f1, f2} {m1, m2} qmax {D1, D2} ζ nq

2 {0.7, 0.3} {0, 20} 40 {0.0144, 0.0101} – 7

(b) Paramètres de génération des données véritables E.

FIGURE 3.5: Reconstruction radiale d’un signal bi-gaussien dans la base des fonctions {Rn}n≤N
avec un ordre de troncature N croissant. Les fonctions Rn sont définies par l’Eq.(3.5) et les échan-
tillons proviennent d’une fonction bi-gaussienne décrite par l’Eq.(3.23) avec les paramètres donnés
dans la table ci-dessus.

FIGURE 3.6: Reconstruction radiale d’un signal triangulaire dans la base Rn, facteur d’échelle ζ =
120. Gauche : ordre de troncature N = 3 pour 6 échantillons. Droite : N = 6 pour 11 échantillons.
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3.2.5.5 Positivité

Comme le montre [Hagmann, 2005], le signal de diffusion E est positif et sa représen-
tation Ê exprimé dans la base SPF devrait l’être également, i.e. Ê(q) ≥ 0, q ∈ R3. Notons
que l’Eq.(3.41) ne donne pas de garanties particulières sur la positivité de Ê en pratique.
Nous observons que la première occurrence négative de Ê se situe pour de large valeur
de q, i.e. lorsque la décroissance du signal original E est quasiment terminée (moins de
1% de la valeur maximum de E(0)). Le minimum global de Ê correspond alors à envi-
ron 2% de l’amplitude maximale du signal. De plus, Ê converge vers la valeur réelle de
E (i.e. 0) lorsque q tend vers l’infini. Tout ceci indique que l’approximation du signal en
utilisant la base des fonctions de Gauss-Laguerre peut être considérée comme suffisam-
ment proche du véritable signal pour qu’un simple seuillage dans [0, ∞[ soit un moyen
acceptable d’assurer une contrainte de positivité.

3.3 Base de fonctions volumiques

3.3.1 Définition de la base SPF

Nous proposons maintenant l’extension de la section précédente de l’approximation
unidimensionnelle du signal de diffusion radial à l’approximation tridimensionnelle du
signal de diffusion complet (radial et angulaire). Une base de fonctions volumiques adap-
tées pour reconstruire le signal de diffusion continu à partir d’échantillons discrets. Afin
de tirer parti de n’importe quelle distribution d’échantillonnage dans l’espace Q, nous
considérons la base orthonormée suivante, combinant fonctions radiales et angulaires
exprimées en coordonnées sphériques. Nous exprimons alors le signal de diffusion E
comme une série dans la base de Fourier sphérique (SPF pour spherical polar fourier) :

E(q) =
∞

∑
n=0

∞

∑
l=0

l

∑
m=−l

Ψnlm(q) avec Ψnlm(q) = Rn(q) ym
l (u), (3.24)

où n ∈ N est l’indice radial, et l ∈ N, m ∈ Z, −l ≤ m ≤ l sont les indices angulaires.
Les coefficients anlm pondèrent la séries de SPF, composée des harmoniques sphériques
réelles (HS) ym

l et des fonctions de Gauss-Laguerre (GL).

En pratique, le nombre fini d’échantillons disponibles limite la somme infinie de l’Eq.(3.24)
et le signal reconstruit Ê est exprimé par :

Ê(q) =
N

∑
n=0

L

∑
l=0

l

∑
m=−l

anlm Ψnlm(q), (3.25)

avec N et L les ordres de troncatures radial et angulaires des fonctions de base. Les harmo-
niques sphériques ym

l et de Gauss-Laguerre Rn sont décrites en détails respectivement aux
sections 1.6.4 et 3.2. Nous décrivons maintenant les propriétés de la base SPF composée
des fonctions Ψnlm.
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3.3.2 Propriétés de la base

3.3.2.1 Orthogonalité

Les fonctions Ψnlm(q) Rn et ym
l forment la base SPF qui est une base de Hilbert pour

l’espace Ωq des fonctions de R3 symétriques aux antipodes, soit :∫
q∈R3

[Ψnlm(q)] [Ψn′ l′m′(q)]dq = δnn′δll′δmm′ (3.26)

∀E(q) ∈ Ωq, ∃(anlm)n∈N,l∈N,−l≤m≤l tel que
∞

∑
n=0

∞

∑
l=0

l

∑
m=−l

anlmΨnlm(q) = E(q) (3.27)

Les ordres de troncatures N et L sont reliés au nombre d’échantillons des données,
et sont un moyen pratique pour ajuster la balance entre nombre d’échantillons et a priori
sur le signal de diffusion. En pratique, N et L sont choisis tel que le nombre total de
coefficients nc = (N + 1)(L + 1)(L + 2) soit au plus égal au nombre d’échantillons nq, soit
(N + 1)(L + 1)(L + 2)/2 ≤ nq.

Le choix de favoriser N ou L dépend largement de la distribution des échantillons
dans l’espace Q, et in fine de la caractéristique que l’on souhaite estimer : L élevé pour des
caractéristiques plutôt angulaires (image d’anisotropie, trajectographie), ou N élevé pour
des caractéristiques plutôt radiales (images de diffusion radiale, probabilité de déplace-
ment nul). Plus de détails sur ces caractéristiques sont donnés au chapitre 4.

3.3.2.2 Équivalence entre le gradient du signal et ses coefficients dans la base SPF

Proposition 3.3.1. Soit E(x, q) le signal de diffusion au voxel de coordonnées (x, q) ∈ Ωx×Ωq.
Nous définissons la base SPF par les fonctions Ψnlm(x, q) = R(x)

n (q)ym
l (u) au voxel x et A(x) =

{anlm(x)} la famille des coefficients du développement de E(x, q) dans la base SPF. Si pour tout
voxel x 6= y, les bases SPF satisfont Ψnlm(x, q) = Ψnlm(y, q) = Ψnlm(q), alors la norme du
gradient du signal E est égale à celle de ses coefficients A dans la base SPF :

||∇E|| = ||∇A|| (3.28)

Démonstration 3.3.2. La norme du gradient de l’image de diffusion ||∇E|| est définie au
voxel x ∈ Ωx par :

||∇E|| =
∫

q∈R3

[
∂E(x, q)

∂x

]2

dq (3.29)

La représentation du signal E par les coefficients anlm dans la base SPF Ψnlm conduit à
l’équivalence suivante :

||∇E|| =
∫

q∈R3

[
∞

∑
nlm

∂

∂x

(
anlm(x)Ψnlm(x, q)

)]2

dq (3.30)

Puisque la base Ψnlm(x, q) est indépendante de x, nous avons :

||∇E|| =
∫

q∈R3

[
∞

∑
nlm

∂anlm(x)
∂x

Ψnlm(q)

]2

dq (3.31)

=
∫

q∈R3

∞

∑
nlm

[
∂anlm(x)

∂x
Ψnlm(q)

]2

dq

+ 2
∫

q∈R3

∞

∑
nlm

[
∂anlm(x)

∂x
Ψnlm(q)

[
(nlm)−1

∑
n′ l′m′

∂an′ l′m′(x)
∂x

Ψn′ l′m′(q)

]]
dq (3.32)
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Par corollaire du théorème de la convergence uniforme, l’équation précédente s’écrit après
permutation de l’intégrale et de la somme :

||∇E|| =
∞

∑
nlm

∫
q∈R3

[
∂anlm(x)

∂x
Ψnlm(q)

]2

dq

+ 2
∞

∑
nlm

∫
q∈R3

[
∂anlm(x)

∂x
Ψnlm(q)

[
(nlm)−1

∑
n′ l′m′

∂an′ l′m′(x)
∂x

Ψn′ l′m′(q)

]]
dq (3.33)

Puisque les fonctions Ψnlm forment une base orthonormée,
∫

q∈R3 Ψnlm(q)Ψn′ l′m′(q)dq =

δnn′δll′δmm′ et l’Eq.(3.33) se simplifie :

||∇E|| =
∞

∑
nlm

[
∂anlm(x)

∂x

]2 ∫
q∈R3

Ψ2
nlm(q)dq =

∞

∑
nlm

[
∂anlm(x)

∂x

]2

= ||∇A|| (3.34)

Remarque. La proposition précédente fait l’hypothèse que la base SPF est la même pour chaque
voxel. La généralisation de cette proposition dans le cas où cette hypothèse n’est pas vérifiée est
une perspective intéressante, notamment lorsque le facteur d’échelle ζ dépend du voxel (c.f. sec-
tion 3.2.4), car elle pourrait permettre de calculer les dépendances entre voxels dans le cas le plus
général.

3.3.3 Approximation par moindres carrés régularisés

Nous proposons d’estimer le signal de diffusion dans notre base SPF, pour chaque voxel,
par une méthode de minimisation aux moindres carrés régularisés.

Remarque. L’estimation proposée ici diffère de celle de la section 1.6.5.2 par la prise en compte de
la dimension radiale en plus la dimension angulaire, ainsi que l’ajout de termes de régularisation
au problème inverse à résoudre.

On décrit dans la suite l’estimation du signal de diffusion E(x, q) pour un voxel x
quelconque du volume de l’image d’IRM de diffusion, E(q) en notation simplifiée. Soit
{qi}i∈[1,nq] la famille des vecteurs de l’espace Q utilisés pour l’échantillonnage. On définit
E comme le vecteur des observations du signal de diffusion pour les {qi} :

E = (E[q1], . . . , E[qns])
T , (3.35)

Soit A le vecteur des coefficients {anlm}nlm≤nc :

A = (a000, . . . , aNLL)
T (3.36)

La matrice M de la base des fonctions SPF, de taille nq × nc, s’écrit :

M =

 Ψ000(q1) . . . ΨNLL(q1)
...

. . .
...

Ψ000(qnq) . . . ΨNLL(qnq)

 , (3.37)

Dans le cas où nq > nc, le système linéaire d’équations est surdéterminé et s’écrit sous
la forme matricielle E = MA + ε avec ε la matrice de variance-covariance d’erreur. On
cherche les coefficients A qui minimisent la norme quadratique de l’erreur :

A = arg min
A∈Rnc

||E−MA||2 (3.38)
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La solution à ce problème inverse est donné par la pseudo-inverse de M décrit à la sec-
tion 1.6.5.2 :

A = (MTM)−1MTE (3.39)

En pratique, l’Eq.(3.38) forme un problème inverse mal posé du fait du faible nombre
d’échantillons et entraîne des problèmes de stabilité numérique lors de la pseudo-inversion
de M. Plus précisément, le rapport entre la plus grande et la plus petit valeur propre de
MTM devient grand, ce qui rend l’inversion numérique très sensible au bruit sur les don-
nées et aux erreurs d’arrondi provenant des calculs en virgule flottante.

On stabilise donc le problème par l’ajout d’une régularisation de la matrice M grâce
aux matrices diagonales N et L telles que diag(N) = n(n + 1) et diag(L) = l(l + 1). Ces
matrices pénalisent les hautes fréquences des parties radiales et angulaires de l’estimation
dans la base SPF, sous l’hypothèse que ces fréquences capturent essentiellement le bruit.
Les termes λn et λl permettent de pondérer cet a priori basse fréquence :

A = arg min
A∈Rnc

||E−MA||2 + λn||N||2 + λl ||L||2 (3.40)

De manière similaire à [Tournier et al., 2004, Descoteaux et al., 2006], cette régulari-
sation fréquentielle pondérée par λl dans le domaine des harmoniques sphériques est
équivalente à l’application d’un filtre de convolution de lissage isotrope dans l’espace
Q [Healy et al., 1998]. Nous proposons un terme de régularisation supplémentaire qui
permet de favoriser une décroissance quasi gaussienne de l’approximation du signal, en
accord avec les résultats empiriques obtenus dans le cas restreint de faibles gradients de
diffusion (norme du vecteur de diffusion ||q|| petite). La solution de l’Eq.(1.61) est alors
donnée par la pseudo-inverse de Moore-Penrose :

A = (MTM + λlLTL + λnNTN)−1MTE (3.41)

3.3.4 Remarques sur la convergence numérique de l’approximation

3.3.4.1 Protocole de tests

Pour les expériences suivantes, nous synthétisons le signal de diffusion E par un mo-
dèle multi-tenseur [Tuch et al., 2002] :

E(q) =
N f

∑
i=1

fi exp
(
−4π2τ(q−mi)

2uTDiu
)

(3.42)

avec τ = 10−2s le temps de diffusion, fi la pondération de la ie gaussienne, telle que

∑
N f
i=1 fi = 1. La présence de la moyenne mi de la ie gaussienne permet de simuler une

décroissance radiale multi-gaussienne à moyenne non nulle.
Nous souhaitons déterminer en pratique quel ordre de troncature radial N est suffi-

sant pour une estimation significative du signal de diffusion en IRMd. La Fig.3.7 illustre
une simulation des différents profils du signal de diffusion a priori les plus communé-
ment rencontrés dans la substance blanche du cerveau : diffusion isotrope Fig.3.7a, un
faisceau de fibres à une direction Fig.3.7b, deux faisceaux de fibres se croisant (crossing
fibers) Fig.3.7c, une diffusion rapide et une diffusion lente isotropes Fig.3.7d.
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(a) (b) (c) (d)

Fig.(a)
N f f1 m1 qmax D1
1 1 0 30 1/25{0.2, 0.2, 0.2}T

Fig.(b)
N f f1 m1 qmax D1
1 1 0 30 1/25{1.5, 0.2, 0.2}T

Fig.(c)
N f { f1, f2} {m1, m2} qmax D1 D2
2 {0.5, 0.5} {0, 0} 30 1/25{1.5, 0.2, 0.2}T 1/25{0.2, 1.5, 0.2}T

Fig.(d)
N f { f1, f2} {m1, m2} qmax D1 D2
2 {0.7, 0.3} {0, 15} 30 1/20{0.2, 0.2, 0.2}T 1/20{0.2, 0.2, 0.2}T

(e) Paramètres de génération des données (a), (b), (c) et (d).

FIGURE 3.7: Quelques profils attendus du signal de diffusion locale E fréquemment rencontrés
dans la substance blanche du cerveau humain par mesure IRMd. Les données sont représentées
en tant qu’image volumique 64 × 64 × 64, dont au centre q = 0 de l’espace Q est le centre de
l’image. (a) Diffusion libre gaussienne et isotrope. (b) Diffusion restreinte par un faisceau de fibres.
(c) Diffusion restreinte par un croisement de deux faisceaux de fibres. (d) Diffusion restreinte bi-
gaussienne et isotrope.
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3.3.4.2 Analyse des résultats

Dans la Fig.3.8, nous déterminons quelle ordre de troncature radial N est suffisant
pour l’estimation précise des signaux de diffusion présentés à la Fig.3.7. L’erreur norma-
lisée du spectre d’énergie entre le signal original et les données reconstruites est exprimée
dans notre base SPF par :

Erreur normalisée =

nq

∑
i=1

E[qi]
2 −

N
∑

n=0

L
∑

l=0

l
∑

m=−l
a2

nlm

nq

∑
i=1

E[qi]2
(3.43)

Les résultats de la Fig.3.8 suggère qu’un ordre de troncature radial raisonnable dépend de
la forme des données à estimer. Néanmoins, dans toutes nos simulation de données de la
Fig.3.7, la convergence vers les données originale est réalisée pour N = 3.

FIGURE 3.8: Influence de l’ordre de troncature radial N sur l’erreur normalisée du spectre d’énergie
entre les données originales et la reconstruction dans notre base SPF. Le nombre d’échantillons est
ici nq = 643, et l’ordre maximal des coefficients angulaires est L = 4.

3.4 Échantillonnage de l’espace Q

3.4.1 Modélisation de la répartition des échantillons

Définition

Soit nq ∈ N le nombre total d’échantillons de l’espace Q et nb ∈ N le nombre de
sphères d’échantillonnage. On désigne par qmin et qmax les vecteurs de diffusion minimal
et maximal de l’échantillonnage en question.

Nous définissons le rayon de la ie sphère avec i ∈ [1, nb] par la fonction qβ, dont le
paramètre β permet de faire varier la position des sphères dans l’intervalle [qmin, qmax] :

qi(β) =

(
i− 1

nb − 1

)β

(qmax − qmin) + qmin et q1(β) = 0 (3.44)

Dans cette étude pour des raisons de simplicité, nous supposons que les sphères sont uni-
formément réparties dans l’espace Q (β = 1), dans l’intervalle [qmin, qmax] = [1, 30]mm−1.
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Nous définissons le nombre d’échantillons pour la xe sphère telle que x ∈ [1, nb] par la
fonction fx, dont le paramètre de dispersion η permet de faire varier le nombre d’échan-
tillons suivant le rayon qx de la sphère en question :

fx(η) =
qη

x(β)
nb

∑
i=1

qη
i (β)

nq, (3.45)

Plus la dispersion η est grande, plus les échantillons sont répartis sur les sphères exté-
rieures de l’espace Q, au détriment des sphères intérieures.

Plusieurs méthodes de calculs par minimisation d’énergie electrostatique ont été pro-
posées dans la littérature pour obtenir des sphères uniformément échantillonnées [Cook
et al., 2007, Deriche et al., 2009, Dubois et al., 2006, Jones et al., 1999a]. Nous faisons subir
aux sphères qui possèdent peu d’échantillons une rotation aléatoire afin de ne pas biaiser
l’estimation du signal E dans une direction arbitraire ( fx(η) ≤ 6 dans nos expériences).
Nous ne considérons pas d’a priori sur les directions privilégiées des microstructures me-
surées (structures orientées suivant un certain angle connu par avance, par exemple).

La Fig.3.1 donne l’allure des échantillonnages de l’espace Q générés en 3D par les
Eq.(3.45) et (3.44), dont les coupes centrales sont projetés sur un plan 2D pour illustration.

η = −2 η = −1 η = 0 η = 1 η = 2 η = 3

nb = 2

nb = 4

nb = 6

nb = 8

nb = 10

TABLE 3.1: Vue d’ensemble des différentes stratégies possibles pour l’échantillonnage de l’espace
Q en fonction du nombre de sphère nb et du paramètre η donné par l’Eq.(3.45). Le nombre d’échan-
tillons total est fixe nq = 3000. Le rayon des sphères est distribué uniformément dans l’intervalle
[qmin, qmax] (β = 1).
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Relation avec les échantillonnages existants

L’échantillonnage donné par le paramétrage f (η = 0) correspond à un nombre constant
d’échantillons par sphère, comme décrit par [Assemlal et al., 2008, Khachaturian et al.,
2007, Pickalov et Basser, 2006]. L’échantillonnage donné par le paramétrage f (η = 2)
correspond à une répartition uniforme des échantillons dans l’espace Q comme décrit
par [Assaf et Basser, 2005, Wu et Alexander, 2007]. La section qui suit va nous permettre
d’évaluer la meilleure répartition des échantillons dans l’espace Q, à savoir les paramètres
de dispersion η et le nombre de sphère nb.

3.4.2 Influence de l’échantillonnage sur l’approximation du signal

3.4.2.1 Paramètres optimisant la stabilité de l’approximation

Protocole de tests

Le conditionnement C est un indice intéressant pour quantifier l’influence de la straté-
gie d’échantillonnage sur la stabilité numérique de la reconstruction, indépendemment des
données. Cet indice mesure le conditionnement de la matrice régularisée Mreg de l’Eq.(3.41)
telle que :

Mreg = MTM + λlLTL + λnNTN (3.46)

C = ||Mreg||∞||M−1
reg||∞ (3.47)

où ||M||∞ = maxi,j |Mij|) désigne la norme infinie de la matrice M.
Nous effectuons une comparaison des différentes stratégies d’échantillonnage à la

Fig.3.1, générées par les Eq.(3.45) et (3.44). Ce graphique illustre l’évolution de la recons-
truction de E en fonction du nombre de sphères nb et du paramètre η. Seul les résultats
sur les données en forme de croisement de fibres nerveuses (c.f . Fig.3.7d) sont analysées
car nous n’avons pas observé visuellement de différences significatives avec les autres
configurations de la Fig.3.7.

Analyse des résultats

Concernant le paramètre η, les résultats de la Fig.3.9 indiquent que les meilleures stra-
tégies d’échantillonnage de l’espace Q sont données pour une valeur de η ∈ [−1, 2].
Cette conclusion est accentuée pour un nombre total d’échantillons décroissant comme
le montre la Fig.3.9(a-c). Ces résultats sont en accord avec les autres propositions de la lit-
térature [Assaf et Basser, 2005, Wu et Alexander, 2007, Assemlal et al., 2008, Khachaturian
et al., 2007].

La Fig.3.10 illustre les mêmes expériences que la Fig.3.9 pour des résultats qualitatifs
de bonnes et mauvaises reconstructions du signal de diffusion E.

3.4.2.2 Nombre de sphères optimisant la qualité de l’approximation

Protocole de tests

En concordance avec les résultats de la Fig.3.9, nous avons comparé plus profondé-
ment deux choix du paramètre η à la Fig.3.11 : « répartition constante » des échantillons sur
la sphère constante (η = 0) et « répartition uniforme » des échantillons dans l’espace Q en
considérant les coordonnées sphériques (η = 2). Dans ce graphique, le nombre d’échan-
tillons total de l’espace Q est nq = 300, le nombre de sphère est nb ∈ [1, 10] et l’ordre de
troncature angulaire est L = 4.
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(a) nq = 120. Un seul type échantillon-
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(b) nq = 200. Un petit nombre
d’échantillonnages (η ∈ [−1, 1])

donnent des résultats satisfaisants. Le
nombre de sphères nb est déterminant.
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(c) nq = 300. Un nombre important d’échan-
tillonnages (η ∈ [−1, 2]) semblent satisfaisants.
Le nombre de sphères nb n’est pas déterminant.
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(d) nq = 120. La régularisation ré-
duit l’instabilité numérique et la
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FIGURE 3.9: Chaque pixel correspond à un type d’échantillonnage paramétré par les Eq.(3.45,3.44).
La luminosité du correspond au conditionnement C : plus le pixel est sombre, meilleur est l’échan-
tillonnage. Les graphiques présentent l’évolution du conditionnement C avec la distribution
d’échantillonnage paramétrée par η et le nombre de sphère nb. Plus la valeur de C est basse, plus la
reconstruction est stable. Le symbole nq dénote le nombre total d’échantillons. Les ordres de tron-
catures angulaires et radiales sont L = 4 et N = 3, en conséquence, le nombre de sphère minimum
est nb ≥ 3. (a), (b), (c) Pas de régularisation : λn = λl = 0. (d) Régularisation radiale et angulaire
pondérées par : λn = 10−4, λl = 10−6. Les données simulent un croisement de faisceaux de fibres
nerveuses Fig.3.7c.



96 Chapitre 3 - Approximation continue du signal de diffusion local

(a) Meilleure reconstruction.
4 sphères, η = 0,

PSNR=40.23 dB

(b) Bonne reconstruction.
10 sphères, η = 0,

PSNR=39.98 dB

(c) Mauvaise reconstruction.
9 sphères, η = 1.5,

PSNR=27.54 dB

FIGURE 3.10: Exemples de quelques distributions d’échantillonnages et de leur reconstructions
respectives.

Analyse des résultats

La Fig.3.11a montre l’évolution du nombre de condition C en fonction du nombre de
sphère d’échantillonnage nb et de l’ordre de troncature radial N. Comme attendu, la va-
leur de C est élevée pour N > nb et donne des résultats très instables. Pour N ≤ nb, le
nombre de condition décroît faiblement avec des valeurs croissantes de N et est quasi in-
dépendant des valeurs de nb. Les résultats de l’échantillonnage à répartition constante (η =
0) ont une évolution plus monotone de C que pour la répartition uniforme (η = 2).

Les Fig.3.11b et (c) donnent l’évolution du PSNR (peak signal to noise ratio) pour la
reconstruction d’un signal composé d’une mixture de gaussiennes. Bien que les maxima
du PSNR pour les deux répartitions d’échantillonnage soient très similaires (≈ 40dB, c.f .
Fig.3.9), il est clair que l’échantillonnage η = 0 est plus robuste aux mauvaises valeurs
de N et nb.

En outre, la robustesse de la reconstruction aux mauvaises valeurs du facteur d’échelle ζ
peut se lire le long des lignes de la Fig.3.11b. En effet, la fonction R0 de la base a une dé-
croissance gaussienne qui devrait entièrement caractériser un signal gaussien isotrope, à
condition que la valeur de ζ estimée soit correcte (c.f . Fig.3.8). Dans la Fig.3.11b, nous
avons volontairement donné une valeur erronée de ζ cinq fois supérieure à la variance du
signal. Le signal E est reconstruit pour N ≥ 3 en accord avec les résultats de convergence
expérimental donné par la Fig.3.8). Une fois de plus, les résultats de la Fig.3.11b montre
que le protocole d’échantillonnage η = 0 est plus robuste au mauvaises valeurs de ζ.

Comme attendu, les résultats sur données bruitées de la Fig.3.11d ont un PSNR en
moyenne en dessous des résultats sur données non bruitées de la Fig.3.11c. Il est inté-
ressant de noter que les meilleurs résultats sur données bruités ont été obtenus pour des
ordres de troncature radiale N moins élevés que sur données non bruitées. En effet, une
reconstruction du signal avec une valeur de N élevée peut capturer significativement plus
de bruit que pour une faible valeur de N.

3.4.2.3 Relations avec les études précédentes de l’état de l’art

Protocole de tests

Nous souhaitons dans les paragraphes suivants examiner les similitudes et les discor-
dances entre les résultats de notre modèle d’échantillonnage et ceux des études précé-
dentes [Eis et Hoehn-Berlage, 1995, Bito et al., 1995, Jones et al., 1999a] portant sur l’échan-
tillonnage de l’espace Q.

Conformément aux analyses de [Eis et Hoehn-Berlage, 1995, Bito et al., 1995], nous
nous plaçons dans le cas où l’espace Q est échantillonné selon deux sphères de rayons
qmin et qmax. Les études [Eis et Hoehn-Berlage, 1995, Bito et al., 1995, Jones et al., 1999a]
modélisent les différentes stratégies d’échantillonnages selon deux paramètres :
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faible, plus la reconstruction est stable.
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(b) PSNR de la reconstruction d’un jeu
de données isotrope Fig.3.7a. Mau-
vaise valeur du facteur d’échelle ζ.
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(c) PSNR de la reconstruction d’un
jeu de données bi-gaussien Fig.3.7d.
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(d) PSNR de la reconstruction d’un jeu
de données bi-gaussien bruité Fig.3.7d.

FIGURE 3.11: Comparaison de l’échantillonnage à répartition uniforme (η = 2) et constante (η =
0), en fonction de l’ordre de troncature radial N de la base SPF et du nombre de sphère nb de
l’espace Q. (b) Signal E isotrope (c.f . Fig.3.7a) avec un facteur d’échelle ζ cinq fois supérieur à la
variance de E. (d) Du bruit de Rice est ajouté aux données de (c), tel que le PSNR=18.9 dB.
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1. le rapport entre le nombre d’échantillons sur les deux sphères f2/ f1, qui s’exprime
comme une fonction du paramètre de dispersion η dans notre modèle de l’Eq. (3.45) ;

2. l’écart entre les rayons des deux sphères d’échantillonnage de l’espace Q, soit bmax−
bmin = 4πτ(q2

max − q2
min) avec le temps de diffusion τ, typiquement τ = 60 ms.

Dans la Fig.3.12, la norme du gradient de diffusion qmin varie alors le paramètre
qmax = 20 mm−1 reste constant.

Nous étudions la modélisation bi-sphérique pour deux types de données de diffusion,
illustrés aux Fig.3.12a et 3.12b :

a. le signal de diffusion est isotrope gaussien selon les paramètres de la Fig. 3.7a,
avec le coefficient de diffusion apparent D = 0.008. Cela correspond au cas étudié
par [Eis et Hoehn-Berlage, 1995, Bito et al., 1995] ;

b. le signal de diffusion est anisotrope gaussien selon les paramètres de la Fig. 3.7c.
Cela correspond au cas étudié par [Jones et al., 1999a].

Afin de reproduire les conditions réalistes d’acquisition de l’IRM de diffusion dans le
cerveau humain, les données sont artificiellement corrompues par du bruit de Rice tel que
le PSNR entre les données non bruitées et bruitées soit de 19.3 dB.

Analyse des résultats

La Fig.3.12 présente les résultats obtenus à l’aide du protocole spécifié dans le para-
graphe précédent.

Les travaux de [Eis et Hoehn-Berlage, 1995, Bito et al., 1995] font l’hypothèse que le
signal de diffusion est isotrope et mono-gaussien, i.e. E(q) = exp(−4πτq2D), avec D le
coefficient de diffusion apparent (ADC). Les auteurs indiquent que les meilleurs résultats,
obtenus par minimisation de la variance sur le paramètre D estimé, sont atteints pour
deux sphères d’échantillonnages de l’espace Q (nb = 2) de rayons qmin et qmax (qmax >
qmin) avec 4πτ(q2

min − q2
max)D = 1.28. Les résultats de la Fig.3.12a confirment qu’ils existe

une distance optimale atteinte pour qmin = 13 mm−1 soit 4πτ(q2
min − q2

max)D = 1.39 pour
notre cas. Nous attribuons l’écart entre la valeur que nous obtenons et la valeur obtenue
par [Bito et al., 1995] au fait que les critères de qualité utilisés ne sont pas les mêmes et aux
niveau de bruit différents.

En outre, [Eis et Hoehn-Berlage, 1995, Bito et al., 1995] précisent que l’échantillonnage
est optimal lorsque le rapport entre le nombre d’échantillons sur ces deux sphères vérifie
f2/ f1 = 3.6, ce qui se traduit par une dispersion η = 3.0 dans notre modèle. Contrai-
rement aux résultats de [Eis et Hoehn-Berlage, 1995, Bito et al., 1995], nos résultats de la
Fig.3.12a ne montrent pas de changements significatifs en fonction du paramètre η, ce qui
signifie que l’acquisition d’un signal de diffusion mono-gaussien isotrope ne dépend pas
(ou peu) de la répartition des échantillons sur l’une ou l’autre des deux sphères de l’es-
pace Q. Nous notons néanmoins que lorsque les rayons des sphères qmin et qmax sont trop
éloignés, l’instabilité numérique de la reconstruction engendre une situation où il est plus
intéressant d’avoir un nombre plus élevé d’échantillons sur la sphère extérieure que la
sphère intérieure, en accord avec les résultats [Eis et Hoehn-Berlage, 1995, Bito et al., 1995]
(c.f . dans le coin en bas à gauche de la Fig.3.12a).

Les résultats de la Fig.3.12a se basent sur l’hypothèse que la diffusion dans le cerveau
est isotrope. Néanmoins, plusieurs études ont montré que cette hypothèse simplificatrice
est erronée pour une image IRM de diffusion du cerveau humain (c.f . chapitre 2 pour plus
de détails). Partant de ce constat, [Jones et al., 1999a] s’est intéressé au cas de la diffusion
anisotrope modélisé par le DTI, pour deux sphères d’échantillonnage de l’espace Q (nb =
2) dont les valeurs des rayons qmin et qmax obéissent à la relation 4πτ(q2

min − q2
max)D =

1.28 [Eis et Hoehn-Berlage, 1995, Bito et al., 1995]. Dans ce cas particulier, [Jones et al.,
1999a] montrent que les meilleurs résultats, obtenus par minimisation de la variance sur
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l’anisotropie fractionnelle (FA) définie à la section 2.4.2, sont atteints lorsque le rapport
du nombre d’échantillons sur ces deux sphères vérifie f2/ f1 = 5.6, ce qui se traduit dans
notre modélisation par une dispersion η = 4.0.

Nous reproduisons les conditions d’expérimentation de [Jones et al., 1999a] et les résul-
tats obtenus sont présentés à la Fig.3.12b. Nous remarquons tout d’abord que la distance
optimale entre les deux sphères n’est pas le même (qmin diminue) que pour le cas de la
diffusion isotrope illustré à la Fig.3.12a et augmente de manière significative (+42.9%) .
Nous observons de plus que les meilleurs résultats sont obtenus pour un paramètre de
dispersion η négatif, ce qui se traduit par un nombre d’échantillons plus élevés sur la
sphère intérieure de l’espace Q. Il est possible que la discordances entre les résultats de la
Fig.3.12b, obtenus par simulation, et des travaux de [Jones et al., 1999a], obtenus sur des
données réelles d’un cerveau humain, proviennent de l’imperfection des gradients de dif-
fusion (e.g. forme non rectangulaire, violation de l’approximation du gradient en Dirac)
qui forment les conditions nécessaires au formalisme de l’espace Q (c.f . section 2.2 pour
plus de précisions).
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(a) Données gaussienne isotropique.
On observe une distance optimale
entre les rayons qmin et qmax des
deux sphères. La dispersion des

échantillons η n’est pas significative.
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(b) Données gaussienne anisotropique.
On observe une distance optimale

entre les rayons qmin et qmax des deux
sphères. Les meilleurs résultats sont

obtenus pour une dispersion η faible.

FIGURE 3.12: Échantillonnage bi-sphérique de l’espace Q : influence du paramètre de dispersion η
et de l’écart entre les rayons qmin et qmax. Chaque pixel correspond à un type d’échantillonnage
paramétré par les Eq.(3.45,3.44). La luminosité du correspond au PSNR entre les données origi-
nales non bruitées et l’approximation faite sur données bruitées : plus le pixel est clair, meilleur
est l’échantillonnage.

3.4.2.4 Discussion

Nous avons étudié l’influence de l’échantillonnage pour l’IRM de diffusion. Ce travail
est à notre connaissance l’un des premier sur ce sujet sensible de l’échantillonnage éparse
de l’IRMd. Nous avons évalué l’influence de ces stratégies sur la qualité d’approximation
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du signal de diffusion dans la base SPF faites des fonctions d’harmoniques sphériques et
de Gauss-Laguerre présentée dans la section 3.3.

Deux critères sont utilisés pour mesurer la qualité de cette approximation, dont le
conditionnement de la matrice de base qui possède l’avantage de permettre une étude des
performances des échantillonnages de l’espace Q indépendemment des types de données
de diffusion (e.g. typiquement ceux de la Fig. 3.7). Le second critère utilisé est le rapport
signal sur bruit (PSNR), outil standard dans le domaine du traitement de l’image et dont
l’avantage ici est qu’il permet une étude des échantillonnages en prenant en compte le
bruit des images IRM.

Les résultats des expériences précédentes (sections 3.4.2.1, 3.4.2.2 et 3.4.2.3) suggèrent
que la stratégie d’échantillonnage par répartition constante (η = 0) donne de meilleures
performances que l’échantillonnage uniforme (η = 2). Les meilleures reconstructions
quantitatives sont obtenues pour l’ordre de troncature radial N ≈ 3 et un nombre de
sphère nb ≈ 4. Cela confirme qu’un bon échantillonnage des basses fréquences de l’espace
Q permet une meilleur reconstruction du signal au sens l’erreur quadratique et s’explique
par la répartition de l’énergie du signal de diffusion E majoritairement pour des valeurs
de q faibles, d’après l’a priori gaussien du signal en première approximation.

Nous avons montré que, dans une certaine mesure, les résultats obtenus par notre mo-
délisation de l’échantillonnage de l’espace Q correspond avec les travaux précédents de
la littérature pour le sous-ensemble de données de diffusion mono-gaussienne isotrope.
Pour des signaux de diffusion anisotropes plus complexes, il nous semble particulière-
ment intéressant de valider ces résultats formulés sur la base de données synthétiques
dans le cadre de données réelles issues de l’acquisition d’IRM de diffusion du cerveau
humain.

3.5 Résumé du chapitre

Bien que des progrès considérables ont été effectués ces dernières années, notamment
avec « l’imagerie parallèle » [Sodickson et Manning, 1997, Pruessmann et al., 1999, Gris-
wold et al., 1999, Griswold et al., 2002, Bammer et al., 2001], le temps d’acquisition des
images IRM de diffusion pour un échantillonnage complet de l’espace Q n’est pas compa-
tible avec une application in vivo de la diffusion dans le cerveau humain. Dans le contexte
où l’image de diffusion est fortement sous échantillonné dans l’espace Q, l’utilisation di-
recte des échantillons n’est donc pas envisageable à cause des problèmes de précisions
numériques.

Dans ce chapitre, nous avons apporté aux problématiques d’approximation continue
du signal de diffusion et d’échantillonnage de l’espace Q les contributions suivantes :

1. la définition de la base de fonctions SPF qui permet de reconstruire le signal dans
l’espace Q complet (ou non), à l’aide de fonctions radiales (les fonctions de Gauss-
Laguerre) et de fonctions angulaires (les harmoniques sphériques) ;

2. la reconstruction du signal de diffusion dans la base SPF est flexible au nombre nq
d’échantillons de l’espace Q et s’affine au fur et à mesure que nq augmente grâce
à l’adéquation des fonctions de la base et de l’a priori empirique sur le signal de
diffusion

3. une estimation de l’image de diffusion rapide et robuste au mauvais conditionne-
ment (ill problem) par la méthode des moindres carrés linéaires régularisés ;

4. une modélisation de l’échantillonnage parcimonieux de l’espace Q de diffusion, qui
unifie la plupart des propositions existantes de la littérature ;
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5. à partir d’expérimentations synthétiques, nous proposons un sous-ensemble de ré-
partitions d’échantillonnage qui semblent optimal pour la reconstruction des don-
nées IRMd.

L’approximation continue du signal de diffusion, sans a priori et valables pour des
contraintes matérielles des machines IRM relativement modestes, ouvre des perspectives
intéressantes pour le traitement des images IRM de diffusion et notamment le calcul de
nouveaux attributs de la diffusion qui caractérisent encore plus précisément le tissu céré-
bral local.

Dans le chapitre suivant, nous aborderons l’extraction de caractéristiques du propa-
gateur de diffusion directement à partir de la représentation continue du signal dans la
base SPF.

Section 3.2
Base de fonc-
tions radiales

Section 3.3
Base de fonctions

volumiques

Section 3.4
Modélisation de l’échan-
tillonnage de l’espace Q

FIGURE 3.13: Principales sections du troisième chapitre.
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4.1 Motivations

Dans ce chapitre, nous supposons que le signal de diffusion E est approximé de ma-
nière continue dans la base SPF présentée au chapitre 3 et nous nous attachons à extraire
des caractéristiques utiles de la diffusion à partir de cette reconstruction continue, et in fine
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des informations sur la microstructure du cerveau humain en se basant sur le formalisme
du propagateur (introduit au chapitre 1). Cette extraction d’informations, que nous choi-
sissons d’appeler caractéristique du propagateur de diffusion ou simplement caractéristique,
est détaillée dans ce chapitre en les étapes suivantes.

Nous présentons tout d’abord l’algorithme général d’extraction de caractéristiques (sec-
tion 4.2). Ensuite nous explicitons la définition de quelques caractéristiques utiles, classées
selon leur dimension : scalaire (section 4.3), unidimensionnelle (section 4.4), bidimension-
nelle (section 4.5) et tridimensionnelle (section 4.6). Nous proposons ensuite plusieurs
schémas numériques pour le calcul de ces caractéristiques dans la base SPF (section 4.7),
puis nous proposons une analogie théorique de notre formalisme d’extraction de caracté-
ristique avec d’autres méthodes de la littérature (section 4.8).

4.2 Calcul d’une caractéristique du propagateur de diffusion

Nous avons évoqué plusieurs fois le terme de « caractéristique » du propagateur de
diffusion, et a fortiori du tissu cérébral, qui est dans le cas général un attribut significative
de la diffusion. Dans l’objectif d’extraire une telle caractéristique, nous proposons dans
la suite de préciser une définition de ce terme . Nous présentons ensuite un algorithme
d’extraction d’une telle caractéristique, dans le cas général et dans le cas du sous-ensemble
sphérique.

4.2.1 Définition d’une caractéristique

Soit p→ Hk(p) une fonction à valeur réelle. Nous définissons la caractéristique G du
propagateur de diffusion P par :

G :

∣∣∣∣∣ M→ R

G(k) = 〈P, H〉 =
∫

p∈R3 P(p) Hk(p)dp (4.1)

avec M le domaine de définition de la caractéristique, le plus souvent M ⊂ {R,S2, R3}
(par exemple M = S2 pour l’ODF). Le symbole Hk dénote la fonction de projection au
point k associée à la caractéristique G. Nous nous intéressons dans la suite au calcul de G
à partir du signal de diffusion mesuré E.

4.2.2 Algorithme d’extraction d’une caractéristique

4.2.2.1 Procédure « naïve »

Comme le suggère l’Eq.(4.1), une procédure naïve pour l’extraction d’une caractéris-
tique G est de calculer d’abord le propagateur de diffusion P, puis d’estimer le produit
scalaire fonctionnelle 〈P, H〉 par intégration numérique. Nous avons vu à la section 1.5.4.3
que le signal de diffusion E est relié au propagateur de diffusion P par la transformée de
Fourier :

P(p) =
∫

q∈Ωq

E(q) exp
(
−i2πqTp

)
dq = F [E](p) (4.2)

L’application directe de la transformée de Fourier sur les échantillons E du signal, peu
nombreux, ne permet pas une reconstruction numérique de P. En revanche, l’interpola-
tion de E que nous procure l’utilisation de la base SPF nous permettrait d’effectuer cette
transformée de Fourier afin de récupérer P̂, puis de calculer G avec l’Eq.(4.1). Néanmoins,
cette méthode demande une grande puissance de calcul car un tel algorithme pour traiter
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par exemple un volume d’image IRM de diffusion de taille 1123 voxels nécessiterait près
de 1.5 millions de fois cette opération.

4.2.2.2 Procédure alternative

Nous proposons une alternative intéressante pour le calcul de G(k) directement à par-
tir des coefficients SPF. Soit hk la transformée de Fourier inverse de Hk

hk(q) =
∫

p∈R3
Hk(p) exp

(
i2πqTp

)
dp (4.3)

et h̃k = {hk
nlm} la famille de coefficients de la représentation de hk de l’Eq.(4.3) dans la

base SPF composée des fonctions Ψnlm d’indices n, l et m :

h̃k = {hk
nlm} avec hk

nlm =
∫

q∈R3
hk(q)Ψnlm(q)dq (4.4)

On définit de même, la famille de coefficients ã = {anlm} représentant le signal E dans
la base SPF :

ã = {anlm} avec anlm =
∫

q∈R3
E(q)Ψnlm(q)dq (4.5)

Proposition 4.2.1. L’expression de la caractéristique G au point k ∈ M vérifie les égalités
suivantes, d’après le théorème de Plancherel [Plancherel et Leffler, 1910] car les fonctions SPF
forment une base orthonormée :

G(k) =
∫

p∈R3
P(p)Hk(p)dp =

∫
q∈R3

E(q)hk(q)dq =
∞

∑
n=0

∞

∑
l=0

l

∑
m=−l

anlm hk
nlm (4.6)

Le calcul de la caractéristique définie par l’Eq.(4.1) se transforme alors en un simple
produit scalaire (entre deux vecteurs de coefficients SPF). Notons que pour des raisons
de robustesse, les anlm sont calculés en pratique par une méthode basée sur une estima-
tion aux moindres carrés régularisés (chapitre 3), ou encore une estimation robuste à la
corruption des images IRM par le bruit ricien (chapitre 5).

La Fig.4.1 schématise l’algorithme que nous proposons pour le calcul de caractéris-
tiques G, définies sur un domaine M quelconque. Notre algorithme se décompose en
deux étapes :

1. le précalcul de la famille de coefficients h̃k de la représentation de la caractéris-
tiques G dans la base SPF, pour tout k ∈ M. Remarquons que ce précalcul de la
caractéristique est indépendant des données ce qui signifie que le calcul des h̃k se
réalise une fois pour toute. Cette procédure détaillée est décrite par l’algorithme 1 ;

2. l’extraction de la caractéristique G à partir des données de diffusion E, dans la base
SPF et pour tout k ∈M. Cette procédure, basée sur le produit scalaire entre vecteur
de coefficients SPF, est décrite par l’algorithme 2.

Remarque. Nous détaillerons dans les sections 4.3, 4.4, 4.5 et 4.6 la formulation spécifique de
la famille des coefficients h̃k de l’Eq.(4.4) pour diverses caractéristiques du propagateur de diffu-
sion P.
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∀k ∈M

Hk hk h̃k

P E ã

G(k)

F−1

F−1

Eq.(4.4)

Eq.(3.41)

Eq.(4.6)

FIGURE 4.1: Aperçu global de l’algorithme pour le calcul de caractéristiques G du propagateur de
diffusion P pour un point k du domaine M. Le symbole F−1 symbolise la transformée de Fourier
inverse. L’Eq.(3.41) fait référence à l’estimation aux moindres carrés régularisés linéaires que nous
avons proposé au chapitre précédent (page 88).

Algorithme 1 Construction des caractéristiques G (indépendant des données)

1: pour tout facteur d’échelle ζ ∈ [ζmin, ζmax] faire
2: pour tout k ∈M faire
3: Hk ← Créer la fonction de projection associée à la caractéristique G au point k
4: hk ← Calculer la transformée de Fourier inverse de Hk
5: h̃k ← Estimer les coefficients SPF de hk : Eq.(4.4)
6: fin pour
7: fin pour

Algorithme 2 Extraction de caractéristiques du propagateur de diffusion P

Précondition : Calculer la famille de coefficients h̃k des caractéristiques (Algorithme 1)
1: ζ ← Estimer le facteur d’échelle : Eq.(3.22)
2: ã← Estimer les coefficients SPF du signal E : Eq.(3.41)
3: pour tout k ∈M faire
4: G(k)← Calculer la caractéristique de P au point k : Eq.(4.6)
5: fin pour
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4.2.3 Optimisation de l’algorithme pour les caractéristiques sphériques

4.2.3.1 Propriété de rotation des harmoniques sphériques

Pour calculer une caractéristique au point k, nous devons calculer Hk, hk et h̃k pour
chaque vecteur du propagateur k ∈M. Ces calculs ne sont requis qu’une seule fois et peuvent
donc être stockés en mémoire car ils ne dépendent pas des données.

Il existe une optimisation intéressante permettant d’être moins gourmande en temps
de calcul et en mémoire lorsque les caractéristiques G calculées sont purement angulaires ;
i.e. M = S2.

Soit Rotα,β,γ la rotation exprimée en termes d’angles d’Euler (α, β, γ) dans la conven-
tion zyz décrite à la section 1.6.4.4. Dans notre cas, nous souhaitons décrire la sphère unité
par le vecteur k′ ∈ S2 et n’avons pas l’utilité du degré de liberté offert par la rotation
d’angle γ. C’est pourquoi nous utilisons le sous ensemble (α, β, γ) = (α, β, 0) pour la
rotation d’Euler.

Sans perte de généralité, nous considérons le vecteur k ∈ S2 égal au vecteur unité z
de l’axe z de l’espace Q :

k = z = (0, 0, q)T (4.7)

Soit k′ ∈ S2 le vecteur obtenu après la rotation par un angle (α, β, 0) du vecteur k, on a
alors :

k′ = Rotα,β,0 [k] = (q cos(α) sin(β), q sin(α) sin(β), q cos(β))T (4.8)

Nous avons vu à la section 1.6.4.4 que la rotation d’Euler d’une harmonique sphérique
d’ordre l peut être exprimée comme la combinaison linéaire d’harmoniques sphériques
du même ordre. Il en découle que les coefficients hk′

nlm, qui représentent pour tout k′ ∈ S2

les fonctions de projection Hk′ définies dans la base SPF, s’expriment simplement comme
une combinaison linéaire des coefficients hk

nlm du même ordre n et l au point k :

hk′
nlm = h

Rotα,β,0[k]
nlm = Rotα,β,0

[
hk

nlm

]
=

l

∑
m′=−l

hk
nlm′D

(l)
m′m(α, β, 0), (4.9)

où D(l)
m′m est la matrice réelle de rotation de Wigner à l’ordre l (définie à la section 1.6.4.4).

Remarque. L’hypothèse h
Rotα,β,0[k]
nlm = Rotα,β,0

[
hk

nlm

]
signifie que la fonction de projection h̃k est

isotrope pour toutes directions k ∈ S2. Notons que toutes les caractéristiques définies dans ce
manuscrit vérifient cette hypothèse.

En d’autres termes, le calcul de l’ensemble h̃k′ des coefficients sur la sphère peuvent
être déduits de la seule famille h̃k et en conséquence, les fonctions Hk et hk ne sont
construites qu’une seule fois pour une direction k arbitraire (par exemple k = z).

4.2.3.2 Algorithme optimisé pour les caractéristiques sphériques

L’algorithme 3 est une version modifiée de l’algorithme 1 optimisée spécifiquement
pour les caractéristiques G sphériques, i.e. M = S2. Il décrit pas à pas la méthode de
construction d’une caractéristique sphérique du propagateur de diffusion P en utilisant
la propriété de rotation de la base SPF donné par l’Eq.(4.9). De même, la Fig.4.2 est une
version modifiée de la Fig.4.1 pour le cas spécifique d’une caractéristique sphérique.
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Algorithme 3 Construction des caractéristiques G sphériques (indépendant des données)

1: pour tout facteur d’échelle ζ ∈ [ζmin, ζmax] faire
2: Hz ← Créer la fonction de projection associée à la caractéristique G au point z
3: hz ← Calculer la transformée de Fourier inverse de Hz
4: pour tout k ∈ S2 faire
5: h̃k ← Estimer les coefficients SPF de hk : Eq.(4.9)
6: fin pour
7: fin pour

Hz hz h̃z h̃k

∀k ∈ S2

P E ã

G(k)

F−1

F−1

Eq.(3.41) Eq.(4.9)

Eq.(3.41)

Eq.(4.6)

FIGURE 4.2: Aperçu global de l’algorithme spécifique au calcul de caractéristiques sphériques G à
la direction k ∈ S2 du propagateur de diffusion P. Le symbole F−1 désigne la transformée de
Fourier inverse. L’Eq.(3.41) fait référence à l’estimation aux moindres carrés régularisés linéaires
que nous avons proposée au chapitre précédent (page 88).

4.3 Caractéristiques scalaires de P

Dans cette section, nous considérons quelques caractéristiques calculables scalaires G
du propagateur de diffusion P. Les caractéristiques scalaires sont particulièrement adé-
quates car elles sont faciles à calculer et souvent d’interprétation simple.

4.3.1 Moments

4.3.1.1 Définition

Les moments ordinaires du propagateur de diffusion P d’ordre a + b + c sont définis
par la projection de P sur la fonction Habc :

Gabc =
∫

p∈R3
P(p)Habc(p)dp avec Habc(p) = pa

x pb
y pc

z (4.10)

avec a, b, c les ordres respectifs suivant les coordonnées cartésiennes px, py et pz de p
(convention de la section 1.6.2). En coordonnées sphériques, on a alors :

Habc(p) = (p cos(φ) sin(θ))a(p sin(φ) sin(θ))b(p cos(θ))c (4.11)

Les moments de l’Eq.(4.10) sont décrits par un tenseur d’ordre a + b + c.
Dans la suite, nous nous intéressons aux moments remarquables suivants qui per-

mettent d’avoir une interprétation géométrique du signal :
– La somme du propagateur de diffusion P, moment ordinaire d’ordre 0, est définie

par G000. Le propagateur étant une fonction de densité de probabilité, cette somme
est égale à l’unité :

G000 =
∫

p∈R3
P(p)dp = 1 (4.12)
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– L’espérance désigne le centroïde du propagateur de diffusion P. Dans notre cas, le
propagateur est de moyenne nulle, le moment ordinaire d’ordre un s’écrit donc :

Gabc

G000
= 0 avec a + b + c = 1 (4.13)

– La covariance est une mesure qui évalue la dépendance du propagateur de diffusion
P aux axes canoniques x, y et z de l’espace Q. Une valeur non nulle hors de la
diagonale indique que les variations de P dépendent simultanément des axes x, y
et z, c’est à dire que les vecteurs propres de P ne sont pas orientés suivant les axes
canoniques. Les composantes de la covariance sont données par le moment centré
d’ordre deux du propagateur de diffusion P :

Σ2 =
Gabc

G000
= avec a + b + c = 2 (4.14)

Les moments scalaires peuvent être regroupés sous la forme d’un tenseur d’ordre
a + b + c, dont la méthode DTI est un cas particulier avec a + b + c = 2. Nous
détaillons ici la construction de la matrice de caractéristiques qui correspond à la
méthode DTI, dont les composantes sont les moments d’ordre deux de l’Eq.(4.14) :

DTI = D = Σ2 =
1
G000

G200 G110 G101
G110 G020 G011
G101 G011 G002

 (4.15)

– Le coefficient d’asymétrie (skewness en anglais) mesure l’asymétrie de P. Sa valeur est
négative si P est étalé vers la droite (la queue de gauche est plus lourde) et positive
si P est étalé vers la gauche (la queue de droite est plus lourde).
Dans le cas multidimensionnel, chacune des composantes est donnée par le mo-
ment centré réduit d’ordre trois du propagateur de diffusion P. Puisqu’on consi-
dère que P est symétrique (c.f . section 1.6.4.3), ce coefficient est nul et on a en consé-
quence [Charlier, 1905, Edgeworth, 1904] :

Gabc

Σ3 = 0 avec a + b + c = 3 (4.16)

– L’excès d’aplatissement (kurtosis excess en anglais) du propagateur de diffusion P me-
sure l’aplatissement de P en comparaison avec une distribution gaussienne. Une
valeur positive indique que P est leptokurtique (queues plus lourdes que la forme
gaussienne), une valeur négative indique que P est platikurtique (queues plus lé-
gères que la forme gaussienne) et une valeur nulle est dite mésokurtique (i.e. gaus-
sienne).
Dans le cas multidimensionnel, chacune des composantes est donnée par le moment
centré réduit d’ordre quatre du propagateur de diffusion P. Puisque l’aplatissement
d’une distribution gaussienne unidimensionnelle est de 3, chacune des composantes
de l’excès d’aplatissement est retranché de 3 et le moment centré réduit d’ordre
quatre s’écrit [Charlier, 1905, Edgeworth, 1904] :

Gabc

Σ4 − 3 avec a + b + c = 4 (4.17)

Remarque. Le coefficient d’asymétrie définit ci-dessus ne doit pas être confondu avec l’indice
nommé skewness que l’on trouve dans la littérature pour le cas particulier de la méthode DTI, et
indique la forme prolate ou oblate du tenseur de diffusion.
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4.3.1.2 Intérêts

Reproduction du tenseur de diffusion : DTI

Remarquons que si le propagateur de diffusion P est gaussien, alors il est entièrement
caractérisé par ses moments inférieurs ou égal à deux, soit la somme, l’espérance et la co-
variance. A partir de la forme matricielle du tenseur de l’Eq.(4.15), il est possible d’extraire
toutes les caractéristiques de la méthode DTI présentées à la section 2.4.2. En particulier,
l’isosurface de constante K ∈ R du propagateur de diffusion P gaussien, i.e. P(p) = K
pour tout p ∈ R3 soit :

P(p) =
1

(|D|(4πτ)3)1/2 exp
(
−pTD−1p

4τ

)
= K (4.18)

avec |D| le déterminant de D. L’écriture de l’isosurface du propagateur P peut être obte-
nue plus simplement par :

pTD−1p = C (4.19)

avec C ∈ R une constante réelle telle que :

C = ln
(

K(|D|(4πτ)3)1/2
)

4τ (4.20)

La Fig.4.3 illustre cette caractéristique pour différentes formes du propagateur de dif-
fusion. Comme attendu, la caractéristique DTI capture fidèlement la forme gaussienne du
propagateur (c.f . Fig.4.3(a,b)) mais échoue pour les cas problématiques (c.f . Fig.4.3(c,d)).

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 4.3: Isosurface du propagateur de diffusion P pour quatre configurations (première ligne)
et approximé par le tenseur de diffusion d’ordre deux calculé selon notre méthode présentée à
l’Eq.(4.15) (deuxième ligne).(a) Propagateur de diffusion gaussien isotropique. (b) Propagateur
gaussien à une direction privilégiée. (c) Propagateur bigaussien de type croisement de fibres.
(d) Propagateur bigaussien de type compartiment.

Validité du DTI

Comme nous l’avons vu à la section 2.4.2, la méthode DTI fait l’hypothèse que le pro-
pagateur P suit une loi gaussienne qui suppose que les moments supérieurs à deux sont
nuls. De nombreuses études sur le cerveau se basent sur la méthode DTI et il est donc
intéressant de pouvoir quantifier dans quelle mesure l’utilisation de cet a priori gaussien
est erronée.
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Ici, nous proposons l’utilisation des moments remarquables d’ordres supérieurs à deux,
définis aux Eq.(4.16) et (4.17), qui apparaît comme une approche intéressante car elle per-
met l’interprétation géométrique de l’écart du propagateur de diffusion P à la loi gaus-
sienne, et donc à la méthode DTI. Une valeur non nulle pour les moments d’ordre 3 et
4 indique donc que les régions où le DTI ne modélise par fidèlement le propagateur de
diffusion.

La Fig.4.4 illustre ce comportement pour trois profils de diffusion différents : (i) le
profil monogaussien à une direction privilégiée (première colonne de la Fig.4.4) est par-
faitement capturé par le tenseur d’ordre deux ; (ii) le profil bigaussien de type croisement
de fibres (deuxième colonne) est une configuration dont l’aspect angulaire n’est pas cor-
rectement capturé par le DTI ; (iii) le profil bigaussien isotrope de type compartiments
(troisième colonne) dont la forme radiale n’est pas correctement capturée par le DTI.

[Jensen et al., 2005] proposent d’extraire un tel indice de confiance du DTI radial en
utilisant l’imagerie de diffusion par le kurtosis (DKI pour diffusion kurtosis imaging), où
chaque voxel est résumé par le moment remarquable d’ordre quatre. D’autres approches
pour l’estimation d’indice de confiance angulaire ont été proposées dans la littérature, ba-
sées sur la méthode de bootstrap [Pajevic et Basser, 2003, Jones, 2003], l’approximation
dans la base des harmoniques sphériques [Frank, 2002] ou par champ d’image 3D [Liu
et al., 2004].

L’utilisation des moments apporte donc une interprétation intéressante de la forme
géométrique du propagateur de diffusion et semble prometteur pour mesurer la fiabilité
du DTI, et plus spécifiquement la trajectographie qui se base sur la partie angulaire du
DTI et les indices de diffusion parallèle qui se basent sur la partie radiale du DTI (plus de
détails sur les utilisations du DTI à la section 2.4.2).

4.3.2 Probabilité de non déplacement

4.3.2.1 Définition

La probabilité de non déplacement est une caractéristique scalaire G du propagateur
de diffusion P qui quantifie la probabilité de retour à l’origine des molécules d’eau. Elle
est définie par :

G = P(0) (4.21)

Dans l’espace du propagateur de diffusion P, cette caractéristique G s’écrit simple-
ment :

G =
∫

p∈R3
P(p)H(p)dp avec H(p) = δ(p) (4.22)

Dans l’espace du signal de diffusion E, obtenu par transformée de Fourier inverse de
l’espace du propagateur de diffusion P, la fonction de projection h devient donc :

h(q) =
∫

p∈R3
δ(p) exp

(
i2πqTp

)
dp = 1 (4.23)

Dans l’espace de la base de reconstruction SPF proposé au chapitre 3, la fonction de pro-
jection h̃ s’écrit :

hnlm =
∫

q∈R3
h(q)Ψnlm(q)dq (4.24)
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P1 = Monogaussien P2 = Bigaussien P3 = Bigaussien
1 direction 2 directions isotrope

xy yz xy yz xy yz

Pi(p)H000(p)

G000 1 1 1

Pi(p)H100(p)

G100 0 0 0

Pi(p)H200(p)

G200 50.0 35.4 61.6

Pi(p)H300(p)

G300/G200 0 0 0

Pi(p)H400(p)

G400/G200 − 3 0 0 -0.7

Pi(p)H010(p)

G010 0 0 0

Pi(p)H020(p)

G020 12.5 35.4 61.6

Pi(p)H030(p)

G030/G020 0 0 0

Pi(p)H040(p)

G040/G020 − 3 0 0 -0.7

FIGURE 4.4: Extraction de quelques moments remarquables Gabc d’ordre a + b + c ≤ 4 du propa-
gateur de diffusion P, pour trois configurations différentes Pi = {P1, P2, P3}. Une valeur nulle de
Pi(p)Habc(p) au point p est signalée par une couleur grise, positive blanche et négative noire. On
remarque que le kurtosis du propagateur P3 n’est pas nul ( G400/G020 − 3 = −0.7) et qu’en consé-
quence, le propagateur n’est pas complètement décrit par ses moments d’ordre égal ou inférieur à
deux.
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Proposition 4.3.1. Nous proposons une résolution analytique de l’Eq.(4.24), c’est à dire de la
famille des coefficients h̃k = {hk

nlm} de la caractéristique « probabilité de non déplacement » dans
la base SPF :

hnlm = 2(−1)nγ3/4

√
Γ(n + 3/2)

n!
δl0δm0 (4.25)

Démonstration 4.3.2. La représentation de h de l’Eq.(4.23) dans la base SPF s’écrit :

hnlm =
∫

q∈R3
h(q)Ψnlm(q)dq (4.26)

=
∫ ∞

q=0

∫
u∈R3

Rn(q)ym
l (u)du q2dq (4.27)

Or la moyenne des fonctions harmoniques sphériques ym
l d’ordre l et m vérifie la relation :∫

u∈S2
ym

l (u)du = δl0δm0 (4.28)

En outre, la transformée de Laguerre définie est donnée par [Erdélyi et al., 1954] :

∫ ∞

x=0
exp(−x(1 + a))xαLα

n(x)dx =
Γ(n + α + 1)an

n!(a + 1)n+α+1 (4.29)

Nous obtenons donc la relation suivante avec α = 1/2, a = 1/2, x = q2/γ et dx = 2qdx/γ,

∫ ∞

q=0
Rn(q)q2dq = 2(−1)nγ3/4

√
Γ(n + 3/2)

n!
(4.30)

L’écriture de la caractéristique de l’Eq.(4.27) devient alors :

hnlm = 2(−1)nγ3/4

√
Γ(n + 3/2)

n!
δl0δm0 (4.31)

4.3.2.2 Intérêts

Cet caractéristique est intéressante car elle donne une indication sur la nature de la
microstructure des tissus sous-jacente à la diffusion. En effet, une valeur élevée de P(0)
indique que la diffusion se fait dans un milieu très restreint dont les obstacles imper-
méables réfléchissent les molécules d’eau. Au contraire, une valeur basse de P(0) indique
un milieu sans restriction, e.g. très perméable.

La Fig.4.5 illustre cette caractéristique scalaire du propagateur de diffusion dans le cas
d’un cerveau humain. L’échantillonnage des données est constitué de deux sphères de
l’espace Q, plus de détails sont apportés sur les modalités d’acquisition à la section 6.2.

4.3.3 Anisotropie GFA

4.3.3.1 Définition

Nous avons vu dans la section 2.5.2.1 que l’indice d’anisotropie fractionnelle générali-
sée (GFA) permet de capturer la variance angulaire normalisée du propagateur de l’ODF.
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FIGURE 4.5: Probabilité de non déplacement P(0) dans le cerveau humain. Comme attendu, on ob-
tient une valeur faible dans les ventricules latéraux, qui n’opposent pas de barrières à la diffusion
(liquide céphalo-rachidien).

Soit G : S2 → R une caractéristique sphérique du propagateur de diffusion P, qui
s’écrit dans notre formalisme par :

g(k) = G(k) =
∫

p∈R3
P(p)Hkpdp =

∞

∑
nlm

anlmhk
nlm (4.32)

où les fonctions de projections Hk et h̃k = {hk
nlm} sont connus, et telles que les fonctions

hk
nlm vérifient :

hk
nlm = hnlmym

l (k) (4.33)

avec hnlm un terme indépendant de la direction k ∈ S2.
Nous proposons de définir une caractéristique G = GFA qui généralise la définition

du GFA pour une fonction sphérique de la diffusion qui s’écrit dans le formalisme de
l’Eq.(4.32) :

GFA(g) =
std(g)
rms(g)

=

√∫
k∈S2(g(k)− 〈g〉)2dk∫

k∈S2 g(k)2dk
(4.34)

Proposition 4.3.3. Le calcul de l’anisotropie fractionnelle généralisée GFA de la fonction sphé-
rique g, définie par l’Eq.(4.34), s’écrit dans la base SPF par :

GFA(g) =

√√√√√√√1−

∞
∑

n=0
(an00hn00)2

∞
∑

nlm=0
(anlmhnlm)2

(4.35)

Démonstration 4.3.4. Supposons que nous ayons que l’ODF s’écrive dans notre forma-
lisme par : La moyenne de la fonction sphérique g s’écrit :

〈g〉 =
∫

k∈S2
g(k)dk (4.36)

=
∫

k∈S2

∫
p∈R3

P(p)H(p)dpdk (4.37)

=
∫

k∈S2

∞

∑
nlm

anlmhk
nlmdk (4.38)
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Or les harmoniques sphériques vérifie la relation suivante :∫
k∈S2

ym
l (k)dk = δn0δm0 (4.39)

La combinaison des Eq.(4.38) et (4.39) donne :

〈g〉 =
∞

∑
n=0

an00hn00 (4.40)

Alors, la variance de la fonction sphérique g s’écrit :

Var(g) =
∫

k∈S2
(g(k)− 〈g〉)2dk (4.41)

=
∫

k∈S2

(
∞

∑
nlm

anlmhk
nlm −

∞

∑
n′=0

an′00hn′00

)2

dk (4.42)

=
∞

∑
n=0

∞

∑
l=1

l

∑
m=−l

(anlmhnlm)
2 (4.43)

La combinaison des Eq.(4.43) et (4.34) donne :

GFA(g) =

√√√√√√√√
∞
∑

n=0

∞
∑

l=1

l
∑

m=−l
(anlmhnlm)2

∞
∑

nlm=0
(anlmhnlm)2

=

√√√√√√√1−

∞
∑

n=0
(an00hn00)2

∞
∑

nlm=0
(anlmhnlm)2

(4.44)

4.3.3.2 Intérêts

L’indice d’anisotropie G = GFA généralise l’indice d’anisotropie fractionnelle (FA) de
la méthode DTI, qui est devenue l’une des caractéristiques scalaires les plus utilisées, et
son utilisation sur les modèles d’ordre supérieurs permet de surmonter les limitations
mathématiques reconnues du DTI.

Nous illustrons à la Fig.4.6 l’intérêt du GFA sur des données du cerveau humain pour
deux caractéristiques G sphériques du propagateur de diffusion P : l’ODF approchée (g =
FRT) dont la fonction de projection h̃k est définie dans la section 4.5.1 et l’ODF véritable
(g = ODF) dont la fonction de projection h̃k est définie dans la section 4.5.2.

Nous observons que le GFA varie fortement en fonction de la caractéristique sphé-
rique G choisie. Nous reviendrons sur une analyse détaillée des résultats dans la sec-
tion 6.2 à la page 158.

4.4 Caractéristiques unidimensionelles de P

Nous présentons dans cette section quelques caractéristiques unidimensionnelles du
propagateur de diffusion P, définies par :

G :

∣∣∣∣∣ R→ R

G(k) =
∫

p∈R3 P(p) Hk(p)dp (4.45)
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(a) GFA sur QBI (b) GFA sur ODF

FIGURE 4.6: Caractéristiques d’anisotropie GFA basées une caractéristique G sphérique du propa-
gateur de diffusion. (a) Anisotropie de l’ODF approchée (G = FRT, section 4.5.1). (b) Anisotropie
de l’ODF véritable (G = ODF, section 4.5.2).

4.4.1 Diffusion moyenne radiale

4.4.1.1 Définition

Nous cherchons à estimer la décroissance moyenne Emoy du signal de diffusion nor-
malisée E qui s’écrit comme :

G(k) = Emoy(k) =
∫

u∈S2
E(ku)du (4.46)

Dans l’espace du signal de diffusion E, cette caractéristique G s’écrit :

G(k) =
∫

q∈R3
hk(q)E(q)dq avec hk(q)δ(q− k) (4.47)

avec hk la fonction de projection de la caractéristique au point k ∈ R. Dans l’espace de la
base de reconstruction SPF proposée au chapitre 3, la fonction h̃k s’écrit :

hk
nlm =

∫
q∈R3

h(q)Ψnlm(q)dq (4.48)

Proposition 4.4.1. Nous proposons une résolution analytique de l’Eq.(4.48), c’est à dire de la
famille des coefficients h̃k = {hk

nlm} de la caractéristique « diffusion radiale moyenne » dans la
base SPF :

hk
nlm = Rn(k) δl0 (4.49)

Démonstration 4.4.2.

hk
nlm =

∫
q∈R3

δ(q− k)Ψnlm(q)dq (4.50)

=
∫

u∈S2
ym

l (u)
∫

q∈R
δ(q− k)Rn(q)q2dq du (4.51)

= Rn(k)
∫

u∈S2
ym

l (u)du (4.52)
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La moyenne des harmoniques sphériques ym
l d’ordre l et m est nulle sauf pour l’ordre

zéro. L’équation précédente se simplifie donc en :

hk
nlm = Rn(k)δl0 (4.53)

4.4.1.2 Intérêts

Comme nous l’avons vu à la section 2.6, le profil de diffusion radial E(q) est classique-
ment visualisé par une courbe en fonction de q disposé le long d’une droite de l’espace Q
arbitrairement choisie, ce qui suppose que la diffusion est isotrope. Cette hypothèse est
mise en défaut dans le cerveau car la diffusion est anisotrope (c.f . section 2.4 pour plus
de détails). Comme l’illustre la Fig.4.7(a,b), la diffusion radiale dépend de la droite de
l’espace Q choisie.

En revanche, la caractéristique que nous proposons à l’Eq.(4.46) est indépendante de
l’orientation arbitraire de la droite de l’espace Q choisie pour analyser la décroissance
moyenne radiale Em(k) en fonction de k = q, ce qu’illustre la Fig.4.7c. L’indépendance
angulaire est obtenue par la décomposition du profil angulaire de la diffusion en première
approximation, qui correspond à la moyenne 〈E(ku)〉 pour tout u ∈ S2.

Au vu des résultats de la Fig.4.7c, l’utilisation de cette caractéristique semble donc
profitable car elle permet d’effectuer une analyse de la diffusion radiale tout en s’affran-
chissant de la possible anisotropie angulaire du propagateur de diffusion.

4.5 Caractéristiques bidimensionnelles de P

Nous présentons dans cette section quelques caractéristiques bidimensionnelles du
propagateur de diffusion P, définies par :

G :

∣∣∣∣∣ R2 → R

G(k) =
∫

p∈R3 P(p) Hk(p)dp (4.54)

4.5.1 Transformée de Funk-Radon (FRT)

4.5.1.1 Définition

Comme nous l’avons vu à la section 2.5.2.2, la transformée de Funk-Radon du signal E
donne une valeur approchée de l’ODF et c’est cette transformée qui est utilisée dans la
méthode d’imagerie Q-Ball (QBI) [Tuch, 2004], qui constitue l’état de l’art des méthodes
d’estimation non paramétriques de la diffusion à haute résolution angulaire dans l’es-
pace Q.

Soit q′ ∈ R le rayon d’échantillonnage de la sphère de l’espace Q et p = pr avec
r ∈ S2 La caractéristique « transformée de Funk-Radon » (FRT) s’écrit dans l’espace du
propagateur de diffusion P :

G(k) =
∫

p∈R3
Hk(p)P(p)dp (4.55)

avec Hk la fonction de projection associée à la caractéristique :

Hk(p) = 2πq′ J0(2πq′p)δ (1− r · k) (4.56)
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(a) E(qx) (b) E(qy) (c) Em(q)
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(d) Décroissance en fonction de q pour les cas (a), (b) et (c).

FIGURE 4.7: Atténuation du profil radial de la diffusion pour le cas anisotrope. On remarque que
l’allure dépend de la droite de l’espace Q choisie pour tracer le graphique (axe x pour la Fig.(a) et
axe y pour (b)). En revanche, notre caractéristique de diffusion radiale moyenne est invariante aux
rotations (voir Fig.(c)).

Dans l’espace du signal de diffusion E, la fonction de projection hk obtenue après trans-
formée de Fourier inverse de Hk s’écrit :

hk(q) =
∫

p∈R3
Hk exp (i2πpq)dq = δ(q− q′)δ (u · k) (4.57)

Dans l’espace de la base de reconstruction SPF proposée au chapitre 3, la fonction h̃k
s’écrit :

hk
nlm =

∫
q∈R3

h(q)Ψnlm(q)dq (4.58)

Proposition 4.5.1. Nous proposons une résolution analytique de l’Eq.(4.58), c’est à dire de la
famille des coefficients h̃k = {hk

nlm} de la caractéristique « transformée de Funk-Radon » dans la
base SPF :

hk
nlm = q′2 Rn(q′) 2πPl(0)ym

l (k) (4.59)
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Démonstration 4.5.2. La combinaison des Eq.(4.57) et (4.58) donne :

hk
nlm =

∫
q∈R3

δ(q− q′)δ (u · k)Ψnlm(q)dq (4.60)

=
∫

u∈S2
δ (u · k) ym

l (u)
∫ ∞

q=0
δ(q− q′)Rn(q)q2dqdu (4.61)

= q′2 Rn(q′)
∫

u∈S2
δ (u · k) ym

l (u)du (4.62)

= q′2 Rn(q′)
∫

u⊥k
ym

l (u)du (4.63)

D’après le théorème de Funk-Hecke [Andrews et al., 1999], les harmoniques sphériques
sont les fonctions propres de la transformée de Funk-Radon et l’équation précédente se
simplifie :

hk
nlm = q′2 Rn(q′) 2πPl(0)ym

l (k) (4.64)

4.5.1.2 Intérêts

Nous produisons à la Fig.4.8 une comparaison entre la méthode QBI, standard de l’état
de l’art pour le calcul de l’ODF (c.f . section 2.5.2.2) et la reproduction du QBI par notre
méthode. Nous détaillons dans la suite le protocole utilisé pour générer la Fig.4.8, suivi
d’une analyse des résultats.

Protocole

Un signal de diffusion E synthétique est généré suivant le modèle multi-tensoriel pré-
senté à la section 3.3.4 :

E(q) =
N f

∑
i=1

fi exp
(
−4π2τ(q−mi)

2uTDiu
)

(4.65)

avec τ = 10−2s le temps de diffusion, fi la pondération de la ie gaussienne, telle que

∑
N f
i=1 fi = 1. La présence de la moyenne mi de la ie gaussienne permet de simuler une

décroissance radiale multi-gaussienne à moyenne non nulle.
Nous détaillons maintenant le calcul de l’ODF pour les Fig.4.8 :
(a) L’avantage du modèle multi-tenseur précédent réside dans sa forme analytique

connue de l’ODF [Tuch, 2004, Descoteaux, 2008] :

ODF(k) =
1
Z

N f

∑
i=1

fi

√
4π3τq2

kTDik
(4.66)

avec Z un facteur de normalisation choisi tel que
∫

k∈S2 ODF(k) = 1. L’ODF exacte
résultante de l’Eq.(4.66) est illustrée à la Fig.4.8a et sert de référence pour la compa-
raison qualitative des Fig.4.8(b-d).

(b) Après échantillonnage du signal E de l’Eq.(4.65) selon le protocole donné à la
Tab.4.1, l’ODF obtenue par le QBI est calculée selon la méthode présentée à la sec-
tion 2.5.2.2 et le résultat est montré à la Fig.4.8b.

(c) Le même échantillonnage que le cas (b) est utilisé et nous reproduisons le QBI par
notre méthode. Le résultat est obtenu par l’algorithme présenté à la section 3 avec
la caractéristique h̃k de l’Eq.(4.58).

(d) À partir du même jeu de données que les cas (b) et (c), nous reproduisons le QBI
pour un rayon q′′ = 2q′ de l’espace Q plus important qui simule donc une acquisition
HARDI avec un gradient de diffusion deux fois plus élevé (c.f . Fig.4.8(d)).
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Résolution Facteur b (s/mm2) Paramètres d’estimation

Basse {3000} {N = 0, L = 4, ζ = 100, λN = 0, λL = 10−6}

TABLE 4.1: Protocle d’échantillonnage utilisé pour la comparaison d’ODF de la Fig.4.8. La sphère
possède 42 directions uniformément réparties sur la sphère unité, données par les sommets d’un
icosaèdre subdivisé.

(a) ODF exacte (b) QBI (c) G=FRT (d) G=FRT

– Résolution Basse

FIGURE 4.8: Reproduction de la méthode QBI par notre méthode. La première ligne correspond
à un unique faisceau de fibres ayant une direction horizontale N f = 1. La deuxième et troisième
ligne correspondent à la configuration en « croix » d’un réseau composé de deux faisceaux fibres
N f = 2. De gauche à droite : (a) ODF exacte ; (b) ODF donné par la méthode QBI ; (c) Reproduction
de la méthode QBI avec notre méthode (FRT pour Funk-Radon Transform) ; (d) Reproduction de
la méthode QBI par notre méthode pour une simulation d’acquisition HARDI avec un rayon q′

plus élevé et permet, pour le même jeu de données, d’extrapoler l’ODF approchée calculée par la
méthode QBI. On observe que l’ODF approchée varie fortement visuellement en fonction de q′.

Analyse des résultats

La Fig.4.8(b-c) montre que notre méthode peut reproduire avec succès l’ODF approchée
de la méthode QBI, avec un échantillonnage standard HARDI de rayon q′ (basse résolu-
tion c.f . Tab.4.1). Notons que l’ODF ainsi obtenue possède des contours plus prononcés
que l’ODF exacte de la Fig.4.8a. Cela est dû à la déformation de l’ODF exacte par la mul-
tiplication du propagateur P avec la fonction de Bessel J0 comme illustré à la Fig.4.9.

En outre, avec le même jeu de données, nous avons pu créer une caractéristique basée
sur la FRT classique (FRT pour Funk-Radon transform), mais qui simule la méthode QBI
pour une sphère de l’espace Q avec un rayon q′′ plus élevé que q′. Plus précisément,
l’approximation du signal E offerte par notre base SPF permet de choisir n’importe quelle
valeur de q′ dans la fonction caractéristique de l’Eq.(4.59). Le résultat est une ODF dont
les contours sont encore plus prononcés (c.f . Fig.4.8d).

A ce stade, il est important de noter que l’allure de l’ODF approchée, qui est donnée par
la caractéristique FRT (et donc la méthode QBI), varie fortement avec le rayon d’acquisi-
tion q′ choisi (c.f . Fig.4.8(c,d)). Il semble raisonnable d’attribuer ce problème de précision
à l’approximation du signal de diffusion dans l’espace Q par un fonction de Dirac, et fait
l’hypothèse que E est nul dans tout l’espace Q, sauf sur la sphère d’acquisition de rayon
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FIGURE 4.9: Corruption du calcul de l’ODF pour une direction k ∈ S2 par la fonction de Bessel
p→ J0(2πq′p) intervenant dans la transformée de Funk-Radon (FRT), pour deux sphères d’acqui-
sitions q′ = 10 et q′ = 30. Plus le gradient de diffusion servant à l’acquisition est puissant (plus q’
est grand), moins l’étendu du premier lobe de J0 est grand.

q′ ; i.e. E(q) = E(u)δ(q− q′). Nous y reviendrons en faisant l’analogie entre notre caracté-
ristique « transformée de Funk-Radon » et la méthode QBI (section 4.8.2).

Nous montrons dans la suite qu’il est possible d’obtenir une ODF plus stable au chan-
gement d’échantillonnage par une meilleure estimation du signal radial.

4.5.2 Fonction de densité d’orientation (ODF)

4.5.2.1 Définition

La fonction de densité d’orientation (ODF) de diffusion est définie comme la projec-
tion radiale du propagateur de diffusion P. En d’autres termes, l’ODF en une direction k
correspond à la somme des probabilités de déplacement le long de cette direction.

Dans l’espace du propagateur de diffusion P, cette caractéristique G s’écrit :

G(k) =
∫

p∈R3
P(p)Hk(p)dp (4.67)

avec Hk la fonction de projection associée à la caractéristique « ODF » :

Hk(p) = δ(1− r · k) (4.68)

Dans l’espace du signal de diffusion E, la fonction de projection hk est obtenue par trans-
formée de Fourier inverse de Hk :

hk(q) =
∫

p∈R3
Hk(p) exp

(
i2πqTp

)
dp = δ(u · k) (4.69)

Dans l’espace de la base de reconstruction SPF proposé au chapitre 3, la fonction de pro-
jection h̃k = {hk

nlm} s’écrit :

hk
nlm =

∫
q∈R3

hk(q)Ψnlm(q)dq (4.70)

Proposition 4.5.3. Nous proposons une résolution analytique de l’Eq.(4.70), c’est à dire de la
famille des coefficients h̃k = {hk

nlm} de la caractéristique « ODF » dans la base SPF :

hk
nlm = 4π(−1)nγ3/4

√
Γ(n + 3/2)

n!
Pl(0)ym

l (k) (4.71)
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Démonstration 4.5.4. La combinaison des Eq.(4.69) et (4.70) donne :

hk
nlm =

∫
q∈R3

Ψnlm(q)δ(u · k)dq (4.72)

=
∫ ∞

q=0

∫
u∈S2

ym
l (u)δ(u · k)duRn(q)q2dq (4.73)

D’après le théorème de Funk-Hecke [Andrews et al., 1999], les harmoniques sphériques
sont les fonctions propres de la transformée de Funk-Radon et l’équation précédente se
simplifie :

hk
nlm = 2πPl(0)ym

l (k)
∫ ∞

q=0
duRn(q)q2dq (4.74)

En outre, la transformée de Laguerre de l’Eq.(4.30) permet de résoudre l’intégrale de
l’équation précédente. Nous avons alors :

hk
nlm = 4π(−1)nγ3/4

√
Γ(n + 3/2)

n!
Pl(0)ym

l (k) (4.75)

4.5.2.2 Intérêts

Nous produisons à la Fig.4.10 le résultat de l’« ODF » calculée par notre algorithme
avec la caractéristique proposée à l’Eq.(4.67). Nous détaillons dans la suite le protocole
utilisé pour générer la Fig.4.10, suivi d’une analyse des résultats.

Protocole

La création d’un signal E synthétique est obtenue de la même manière que celle indi-
quée à la section 4.5.1.2, à savoir par un modèle multi-tensoriel dont la formule analytique
de l’ODF est connue et représenté en Fig.4.10a.

Après échantillonnage du signal E suivant différentes résolutions (basse, moyenne et
haute) détaillées à la Tab.4.2, les ODF des Fig.4.10(b-d) sont obtenues par l’algorithme
présenté à la section 4.2.3 avec la caractéristique h̃k de l’Eq.(4.70).

Résolution Facteur b (s/mm2) Paramètres d’estimation

Basse {3000} {N = 0, L = 4, ζ = 100, λN = 0, λL = 10−6}
Moyenne {1000, 3000} {N = 1, L = 4, ζ = 70, λN = λL = 0}
Haute {500, 1000, {N = 4, L = 6, ζ = 50, λN = λL = 10−9}

1700, 2400, 3000}

TABLE 4.2: Protocle d’échantillonnage utilisé pour la comparaison d’ODF de la Fig.4.10. Dans
toutes les résolutions, chaque sphère possède 42 directions uniformément réparties sur la sphère
unité, données par les sommets d’un icosaèdre subdivisé.

Analyse des résultats

Dans le cas d’un échantillonnage HARDI avec une seule donnée radiale, comme c’est
le cas de notre protocole « basse résolution » donné Tab.4.2, une meilleur estimation passe
par un meilleur a priori radial. Notre base SPF fait ici l’hypothèse d’un décroissance radiale
quasi gaussienne de E dont la bonne tenue se vérifie visuellement par la bonne estimation
de l’ODF par notre méthode en comparaison avec l’ODF exacte (c.f . Fig.4.10a) et la faible
variation de l’ODF avec les protocoles d’échantillonnage « moyenne et haute résolution »
(c.f . Fig.4.10)(b-d).
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(a) ODF exacte (b) G=ODF (c) G=ODF (d) G=ODF

– Rés. Basse Rés. Moyenne Rés. Haute

FIGURE 4.10: Approximation de l’ODF exacte à basse, moyenne et haute résolution de l’espace Q.
La première ligne correspond à un unique réseau de fibres ayant une direction horizontale N f = 1.
La deuxième et troisième ligne correspondent à la configuration en « croix » d’un réseau composé
de deux faisceaux fibres N f = 2. De gauche à droite : (a) ODF exacte ; (b-d) Estimation de l’ODF
par notre méthode, avec un nombre de sphère croissant.

La Fig.4.10(b-d) illustre les ODF résultantes des protocoles « basse, moyenne et haute
résolution ». On note un gain de précision, plus visible pour le cas mono-directionnel
(première ligne). Notons que l’ODF définie à l’Eq.(4.68) ne dépend pas de l’échantillon-
nage de l’espace Q, contrairement à la caractéristique FRT (section 4.5.1). C’est donc po-
tentiellement la caractéristique la plus adaptée à l’extraction d’information angulaire, car
théoriquement invariante entre plusieurs jeux de données. Une telle propriété est sou-
haitable et pourrait permettre d’accroitre la précision des études du cerveau utilisant des
acquisitions de plusieurs individus.

D’autre part, il semble important de différencier le bon contraste de l’ODF et l’esti-
mation précise de l’ODF. En effet, cette caractéristique est fréquemment utilisée comme
étape préparatoire à la trajectographie dans la matière blanche du cerveau par l’extraction
des maxima de l’ODF. On pourrait penser qu’un profil angulaire aux contours prononcés
permettrait une extraction plus fine. Néanmoins, ce raisonnement est incorrect pour plu-
sieurs raisons :

1. la précision de l’extraction numérique des maxima ne nécessite pas nécessairement
un contraste angulaire élevé, surtout s’il est fait de manière artificielle ;

2. le rehaussement ad hoc du contraste angulaire a pour effet d’altérer les profils de dif-
fusion isotropes en profils anisotropes, ce qui peut entraîner un nombre important
de faux positifs dans la détection de maxima et éventuellement créer des croise-
ments dans les zones où il n’y en a pas (liquide céphalo-rachidien par exemple).

La faible variation du contraste de l’ODF avec l’échantillonnage de l’espace Q permet
d’attester visuellement de la qualité de la modélisation mathématique du signal. Une telle
invariabilité de l’ODF pourrait être bénéfique pour la comparaison entre les méthodes de
la littérature et permettent d’accroître la précision de la trajectographie en préservant les
zones isotropes.
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4.5.3 Isorayon du propagateur

4.5.3.1 Définition

L’isorayon est définie comme la valeur du propagateur de la diffusion P pour un rayon
d’une sphère p′, i.e. P(p′k) pour tout k ∈ S2. Dans l’espace du propagateur de diffusion
P, cette caractéristique G s’écrit :

G(k) =
∫

p∈R3
P(p)Hk(p)dp (4.76)

avec Hk la fonction de projection associée à la caractéristique isorayon :

Hk(p) = δ(p− p′k) (4.77)

Dans l’espace du signal de diffusion E, la fonction hk est donnée par la transformée de
Fourier de Hk :

hk(q) =
∫

p∈R3
Hk(p) exp

(
i2πpTq

)
dp = exp

(
i2πp′q · k

)
(4.78)

Toutefois, puisque nous faisons l’hypothèse que le signal de diffusion E est symétrique
(plus de détails à la section 1.6.4.3), nous considérons uniquement la partie réelle de la
fonction de projection hk définie à l’Eq.(4.78) :

hk(q) = cos
(
2πp′q · k

)
(4.79)

Dans l’espace de la base SPF présentée au chapitre 3, la fonction h̃k = {hk
nlm} s’écrit

comme la projection de la fonction hk sur les fonctions Ψnlm :

hk
nlm =

∫
q∈R3

hk(q)Ψnlm(q)dq (4.80)

4.5.3.2 Intérêts

Nous produisons à la Fig.4.11 le résultat de l’isorayon du propagateur P calculé par
notre algorithme avec la caractéristique proposée à l’Eq.(4.80). Nous détaillons dans la
suite le protocole utilisé pour générer la Fig.4.11, suivi d’une analyse des résultats.

Protocole

La synthèse du signal E est obtenue de la même manière que celle indiquée à la sec-
tion 4.5.1.2, à savoir par un modèle multi-tensoriel dont le propagateur est illustré à la
Fig.4.11a.

Après échantillonnage du signal E suivant une résolution HARDI « basse résolution »
détaillée à la Tab.4.3, les isorayons de la Fig.4.11(b,c) sont respectivement obtenus par la
méthode DOT proposée par [Özarslan et al., 2006] à la section 2.5.2.3 et par notre algo-
rithme présenté à la section 4.2.3 avec la caractéristique h̃k de l’Eq.(4.80).

Résolution Facteur b (s/mm2) Paramètres d’estimation

Basse {3000} {N = 0, L = 4, ζ = 100, λN = 0, λL = 10−6}

TABLE 4.3: Protocle d’échantillonnage utilisé pour la comparaison d’isorayon de la Fig.4.11. La
sphère possède 42 directions uniformément réparties sur la sphère unité, données par les sommets
d’un icosaèdre subdivisé.
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(a) Propagateur (b) DOT (c) G = ISO

FIGURE 4.11: Comparaison de l’isorayon du propagateur de diffusion P(p′k) pour toute direction
de la sphère k ∈ S2 et de rayon p′ = {10, 15}. (a) Propagateur de diffusion original. (b) Isorayons
calculés par la méthode DOT. (c) Isorayons calculés par notre caractéristique proposée à l’Eq.(4.80).
Les résultats de la méthode (b) sont visiblement bien reproduit par notre caractéristique (c).

Analyse des résultats

Au vu des résultats de la Fig.4.11, on remarque que le choix arbitraire des rayons p′ =
{10, 15} a visiblement une grande influence sur la forme angulaire de la surface repro-
duite : une faible valeur p′ = 10 produit un isorayon P(p′k) à faible contraste angulaire
alors qu’au contraire, une forte valeur p′ = 13 produit un isorayon à fort contraste angu-
laire. Le choix du rayon semble donc devoir être choisi avec précaution.

D’autre part, le calcul de l’isorayon par notre méthode semble être en adéquation
visuelle avec la méthode DOT pour un échantillonnage HARDI, comme le montre la
Fig.4.11(b,c). On note toutefois que l’isorayon du propagateur calculé par la méthode G =
ISO est légèrement plus rond que l’isorayon calculé par la méthode DOT. Cette différence
s’explique par les différences de modélisation des deux méthodes, et plus particulière-
ment la capture angulaire du signal qui se fait dans le terme exponentiel pour la méthode
DOT, contrairement aux fonctions de la base SPF.

4.6 Caractéristiques tridimensionelles de P

Nous présentons dans cette section quelques caractéristiques tridimensionnelles du
propagateur de diffusion P, définies par :

G :

∣∣∣∣∣ R3 → R

G(k) =
∫

p∈R3 P(p) Hk(p)dp (4.81)

4.6.1 Propagateur de diffusion

4.6.1.1 Définition

Nous proposons de calculer, dans notre formalisme d’extraction de caractéristiques, le
propagateur de diffusion P pour un point k, i.e. P(k) pour tout k ∈ R3. Dans l’espace du
propagateur de diffusion P, cette caractéristique G s’écrit :

G(k) =
∫

p∈R3
P(p)Hk(p)dp (4.82)

avec Hk la fonction de projection associée à la caractéristique propagateur :

Hk(p) = δ(p− k) (4.83)
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Dans l’espace du signal de diffusion E, la fonction hk est donnée par la transformée de
Fourier de Hk :

hk(q) =
∫

p∈R3
Hk(p) exp

(
i2πpTq

)
dp = exp (i2πq · k) (4.84)

Toutefois, puisque nous faisons l’hypothèse que le signal de diffusion E est symétrique
(plus de détails à la section 1.6.4.3), nous considérons la partie réelle de la fonction de
projection hk définie à l’Eq.(4.84) :

hk(q) = cos (2πq · k) (4.85)

Dans l’espace de la base SPF présentée au chapitre 3, la fonction h̃k = {hk
nlm} s’écrit

comme la projection de la fonction hk sur les fonctions Ψnlm :

hk
nlm =

∫
q∈R3

hk(q)Ψnlm(q)dq (4.86)

4.6.1.2 Intérêts

La caractéristique proposé à l’Eq.(4.86) montre qu’il est théoriquement possible d’es-
timer le propagateur de diffusion dans notre formalisme d’extraction de caractéristiques.
Toutefois dans ce cas particulier, il est équivalent en pratique de reconstruire le signal Ê
à partir de la famille des coefficients ã et d’effectuer ensuite une transformée de Fourier
numérique.

4.6.2 Signal de diffusion

4.6.2.1 Définition

Nous proposons de calculer, dans notre formalisme d’extraction de caractéristiques, le
signal de diffusion E pour un point k, i.e. E(k) pour tout k ∈ R3.

Dans l’espace du signal de diffusion E, cette caractéristique G s’écrit :

G(k) =
∫

q∈R3
E(q)hk(q)dq (4.87)

avec la fonction de projection hk définie par :

hk(q) = δ (q− k) (4.88)

Dans l’espace de la base SPF présentée au chapitre 3, la fonction h̃k = {hk
nlm} s’écrit

comme la projection de la fonction hk sur les fonctions Ψnlm :

hk
nlm =

∫
q∈R3

hk(q)Ψnlm(q)dq = Rn(||k||)ym
l

(
k
||k||

)
(4.89)

4.6.2.2 Intérêts

Soit ã = {anlm} la famille de coefficients qui approximent le signal E dans la base SPF
faite des fonctions Ψnlm. Alors d’après l’Eq.(4.89), la caractéristique « signal de diffusion »
s’écrit

G(k) =
∞

∑
n=0

∞

∑
l=0

∞

∑
m=0

anlmhk
nlm =

∞

∑
n=0

∞

∑
l=0

∞

∑
m=0

anlmRn(k)ym
l

(
k
||k||

)
(4.90)

Comme attendu, l’expression de la caractéristique G « signal de diffusion » pour tout k ∈
R3 revient à alors à la transformée inverse des coefficients ã du signal E, soit en d’autres
termes à la reconstruction du signal Ê à partir de sa représentation dans la base SPF,
G(k) = Ê(k).
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4.7 Estimation d’une caractéristique dans la base SPF dans le cas
général

Dans cette section, nous abordons la problématique d’estimation des fonctions de pro-
jection dans le cas général où nous n’avons pas de formes analytiques. Soit G(k) la carac-
téristique du propagateur de diffusion et Hk sa fonction de projection associée au point k
du domaine M. Soit hk la transformée de Fourier inverse de Hk :

hk(q) = F−1[Hk](q) =
∫

p∈R3
Hk(p) exp

(
2πiqTp

)
dp (4.91)

Les coefficients de hk
nlm dans la base SPF sont donnés par le produit scalaire entre la

fonction hk et les fonctions de la base SPF Rn et ym
l :

hk
nlm =

∫
q∈R3

hk(q)Rn(q)ym
l (u)dq (4.92)

Il n’est pas toujours possible de trouver la forme analytique des coefficients hk
nlm dé-

finis par l’Eq.(4.91) et nous proposons pour le cas général de calculer numériquement
les hk

nlm par trois méthodes différentes.

4.7.1 Estimation par transformée de Fourier rapide (FFT)

Nous avons utilisé en première approche la construction de la caractéristique Hk en
tant qu’image volumique, c’est à dire à trois dimensions. A partir de cette représentation,
il est possible de calculer hk par la transformée inverse de Fourier discrète à l’aide de la
transformée inverse de Fourier rapide (iFFT pour inverse fast Fourier transform), comme
l’illustre la Fig.4.12 pour le cas à deux dimensions. Ensuite, le calcul des coefficients hk

nlm
est calculé sur hk, par approximation aux moindres carrés linéaires proposé à l’Eq.(3.41).

0.4 0.2 0.0 0.2 0.4

0.4

0.2

0.0

0.2

0.4

FIGURE 4.12: Grille d’échantillonnage cartésienne en deux dimensions utilisée pour la transformée
inverse de Fourier rapide de la fonction de projection Hk.

Cette approche pose deux problèmes : premièrement, nous devons choisir une taille
d’image Z3 suffisamment grande pour que la résolution de la caractéristique G soit suf-
fisante. En pratique plus la taille Z3 est grande, meilleure est la résolution, mais plus le
temps de calcul de l’Eq.(3.41) est grand (inversion de la matrice de base M). Nos expé-
riences suggèrent qu’une valeur de Z3 = 643 est un compromis intéressant.

Le deuxième problème est plus important : un tel calcul numérique des hk
nlm à partir

de hk n’est pas stable numériquement car la formulation de hk(q) est échantillonnée sur
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une grille cartésienne qui sous représente les valeurs faibles de q. Ceci est problématique
pour le cas où l’énergie du signal de la caractéristique hk se situe principalement autour
de l’origine q = 0, comme par exemple pour le moment d’ordre 0 avec hk(q) = δ(q)
(c.f . Eq. (4.12)). En conséquence, la reconstruction de Hk en tant qu’image ne permet pas
d’obtenir précisément les h̃k = {hk

nlm} pour certains cas problématiques.

4.7.2 Estimation par intégration numérique

Nous avons utilisé en deuxième approche le calcul des hk et hk
nlm par intégration nu-

mérique. Contrairement à l’approche précédente qui échantillonne la caractéristique sur
une grille cartésienne, cette approche propose une grille adaptée aux coordonnées sphé-
riques, et donc plus fidèle pour de faibles valeurs de q.

On considère les hk donnés par discrétisation de l’intégrale :

hk(q) =
∫

p∈R3
Hk(p) exp

(
2πiqTp

)
dp (4.93)

Les coefficients de hk dans la base SPF sont donnés par la projection de hk sur les fonctions
de la base :

hk
nlm =

∫
q∈R3

hk(q)Rn(q)ym
l (u)q

2 sin(θ)dθdφ (4.94)

Les échantillons {qi} sont disposés sur un ensemble de sphères réparties uniformé-
ment dans l’espace Q, i.e. dq constants. Les échantillons sont en nombre constants sur
chaque sphère et répartis par discrétisation uniforme des angles dθ et dφ.

Bien que la précision des hk
nlm obtenue par cette méthode semble en accord avec les

formules analytiques, l’échantillonnage de la sphère unité par un pas d’angle constant dθ
et dφ ne fournit pas un échantillonnage uniforme sur la globalité de l’espace Q. Cela peut
créer un biais de l’estimation par la prépondérance de certaines directions privilégiées. Il
est possible d’améliorer la précision du calcul des intégrales par l’utilisation d’algorithmes
plus avancés, notamment dans le cas de singularités [Piessens et al., 1983].

4.7.3 Estimation par FFT non-uniforme

Nous avons utilisé en dernière approche la transformée de Fourier rapide non-uniforme
(NFFT pour nonequispaced fast Fourier transform) [Fenn et al., 2007, Averbuch et al., 2006].
Cet algorithme permet la spécification d’une grille d’échantillonnage de H non carté-
sienne, en particulier une grille sphérique, ou polaire dans le cas deux dimensions illustré
à la Fig.4.13. Contrairement à l’approche par intégration numérique, l’échantillonnage sur
la sphère unité est uniforme que nous obtenons par subdivision successive d’un icosaèdre
régulier.

Cette échantillonnage est plus adaptée à la base SPF que l’échantillonnage cartésien
de la Fig.4.12, composée de fonctions sphériques et radiales. Nous avons observé une
amélioration notable de la précision dans le calcul numérique des hk

nlm pour certains cas
difficiles tel que la probabilité P(0)de non déplacement de l’Eq.(4.23).

4.8 Relations théoriques avec d’autres méthodes de la littérature

Dans cette section, nous explorons les similitudes de l’algorithme proposé à la sec-
tion 4.2 avec d’autres méthodes d’estimation locales de la diffusion.
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FIGURE 4.13: Grille d’échantillonnage polaire (à gauche) et pseudo-polaire (à droite) utilisée par la
transformée de Fourier inverse non uniforme (NFFT) en deux dimensions. Adapté de [Fenn et al.,
2007].

4.8.1 Relation avec l’imagerie de diffusion hybride

Nous avons évoqué à la section 2.7.2.1 les travaux sur l’imagerie de diffusion hybride
proposé par [Wu et al., 2008], en parallèle à nos travaux publiés dans [Assemlal et al.,
2008].

Les auteurs ont proposé un mécanisme similaire dans lequel trois caractéristiques
du propagateur de diffusion sont calculées par projection directe dans l’espace Q, soit∫

q E(q)h(q)dq (c.f . Fig.4.14). Néanmoins, cette méthode ne s’appuie pas sur une repré-
sentation continue du signal E et se base directement sur les échantillons de E, qui est sous
échantillonné dans l’espace Q ce qui peut faire potentiellement apparaître des problèmes
de précision numérique dans l’estimation des trois caractéristiques G proposé dans [Wu
et al., 2008].

pour tout k de l’échantillonnage

Hk hk

P E

G(k)

F−1

F−1

Eq.(4.6)

FIGURE 4.14: Représentation de l’algorithme proposé par [Wu et al., 2008] pour le calcul de carac-
téristiques G du propagateur de diffusion P pour un point k du domaine M . Le symbole F−1

symbolise la transformée de Fourier inverse. Les caractéristiques G sont calculées directement sur
les échantillons du signal E.

4.8.2 Relation avec l’imagerie par Q-Ball

Proposition 4.8.1. Soit Ψnlm(q) = Rn(q)ym
l (u) la base de reconstruction du profil de diffusion

E où ym
l sont les fonctions d’harmoniques sphériques réelles et Rn sont les fonctions radiales telles

que :

Ψnlm(q) = Rn(q) ym
l (u) = q′−2δ(q′ − q)δn0 ym

l (u) (4.95)
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Alors, comparablement à notre formalisme décrit à la section 4.5.1, la méthode QBI peut être
interprétée comme l’extraction d’une unique caractéristique G = FRT du propagateur de diffu-
sion dont les fonctions de projection associées dans les domaines du propagateur P, du signal de
diffusion E et de la base Ψnlm sont données par :

Hk(p) = 2πq′ J0(2πpq′)δ
(

1− rTk
)

(4.96)

hk(q) = δ
(

uTk
)

δ(q′ − q) (4.97)

hk
nlm = δn02πPl(0)ylm(k) (4.98)

Démonstration 4.8.2. Comme décrit à la section (c.f . section 2.5.2.2), l’imagerie par Q-
Ball (QBI) proposée par [Tuch, 2004] se base sur un échantillonnage HARDI du profil de
diffusion E réduit à une sphère de l’espace Q de rayon q′ ∈ R.

Après une étape d’approximation des échantillons dans la base des harmoniques sphé-
riques [Anderson, 2005, Hess et al., 2006, Descoteaux et al., 2007], le calcul de la fonction
de densité d’orientation (ODF) de diffusion dans la direction k ∈ S2 est obtenue par la
transformée de Funk-Radon (FRT) sur le profil de diffusion E tel que :

G(k) = FRTq′ [E] (k) =
∫

u∈S2
E(q′u) δ

(
uTk

)
du (4.99)

=
∫

q∈R3

[
E(q)

] [
δ
(

uTk
)

δ(q′ − q)
]

dq (4.100)

Le développement de l’Eq.(4.100) dans la base de fonctions Ψnlm définie à l’Eq.(4.95)
conduit à la relation suivante :

G(k) =
∫

q∈R3

[
∞

∑
nlm

anlmΨnlm(q)

] [
∞

∑
n′ l′m′

hk
n′ l′m′Ψn′ l′m′(q)

]
dq (4.101)

Le théorème de Plancherel permet d’exprimer le calcul de l’ODF approchée de l’Eq.(4.101)
sous une forme similaire à notre algorithme de l’Eq.(4.6) telle que :

G(k) =
∞

∑
nlm

anlm hk
nlm (4.102)

où les coefficients anlm sont la projection du signal dans la base de fonctions Rn et ym
l :

anlm =
∫

q∈R3
E(q)Ψnlm(q)dq (4.103)∫

q∈R3
E(q)q′2δ(q′ − q)δn0ym

l (u)dq (4.104)

= δn0

∫
u∈S2

E(q′u)ym
l (u)du (4.105)

et les coefficients hk
nlm sont la projection du Dirac de l’Eq.(4.100) dans la même base de

fonction et qui se simplifient à l’aide du Théorème de Funk-Hecke [Anderson, 2005] :

hk
nlm =

∫
q∈R3

δ
(

uT · k
)

Ψnlm(q)dq (4.106)

= 2πPl(0)ym
l (k) (4.107)

En outre, [Tuch, 2004] a montré que la FRT du profil de diffusion de l’Eq.(4.100) s’ex-
prime dans l’espace du propagateur de diffusion P par le théorème de Plancherel :

G(k) =
∫

p∈R3

[
P(p)

] [
2πq′ J0(2πpq′) δ

(
1− rTk

)]
dp (4.108)
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Discussion

Le QBI estime donc le profil radial de E par un fonction Dirac qui n’est certainement
pas adapté aux observations expérimentales du profil de diffusion (c.f . section 2.6). Il en
découle que l’ODF calculée par le QBI ne représente pas fidèlement l’ODF exacte, comme
nous l’avons illustré à la section 4.5.1.

4.8.3 Relation avec la transformée d’orientation de la diffusion

Proposition 4.8.3. Soit Ψnlm(q) = Rn(q)ym
l (u) la base de reconstruction du profil de diffusion

E où ym
l sont les fonctions d’harmoniques sphériques réelles et Rn sont les fonctions radiales telles

que :

Ψnlm(q) = Rn(q) ym
l (u) = jl(2πqp′)δnl ym

l (u) (4.109)

Alors, de manière semblable à notre formalisme décrit à la section 4.5.3, la méthode DOT peut
être interprétée comme l’extraction d’une unique caractéristique G = ISO du propagateur de
diffusion P(p′p) avec p′ ∈ R dont la fonction de projection associée est donnée par :

Hk(p) = δ(k− p) (4.110)

hk(q) = exp
(
−i2πkTq

)
(4.111)

hk
nlm = −4πilδn0 jl(2πqp′)ym

l (k) (4.112)

Démonstration 4.8.4. Comme décrit à la section 2.5.2.3, la transformée de d’orientation de
diffusion (DOT) proposée par [Özarslan et al., 2006] estime l’isorayon p′ ∈ R du propaga-
teur de diffusion P, pour toutes les orientations de k de la sphère unité. Le DOT nécessite
un échantillonnage d’une sphère dans l’espace Q (HARDI) et s’écrit dans l’espace du pro-
pagateur de diffusion par :

G(k) = P(p′k) =
∫

p∈R3
P(p)δ(k− p)dp (4.113)

Le théorème de Plancherel permet de réécrire l’Eq.(4.113) dans l’espace Q des échan-
tillons :

G(k) =
∫

q∈R3
E(q) exp

(
−i2πkTq

)
dq (4.114)

Le développement de l’exponentielle complexe de l’équation précédente par le théorème
d’addition des harmoniques sphériques [Müller, 1966] conduit à :

G(k) =
∫

q∈R3

[
E(q)

] [ ∞

∑
l′m′
−4πil′ jl′(2πqp′)ym′

l′ (k) ym′
l′ (u)

]
dq (4.115)

=
∫

q∈R3

[
∞

∑
nlm

anlmΨnlm(q)

] [
∞

∑
n′ l′m′

hk
n′ l′m′Ψn′ l′m′(q)

]
dq (4.116)

L’utilisation du théorème de Plancherel pour l’Eq.(4.115) permet d’exprimer le DOT
comparablement à notre algorithme donné à l’Eq.(4.6). On a alors :

G(k) =
∞

∑
nlm

anlm hk
nlm (4.117)
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où les coefficients hnlm sont la projection du signal dans la base de fonctions Ψnlm et qui se
simplifient par l’utilisation de la transformée de Fourier-Bessel et un a priori gaussien sur
le profil de diffusion E (c.f . Eq.27 dans [Özarslan et al., 2006]) :

anlm =
∫

q∈R3
E(q)Rn(q)ym

l (u)dq =
∫

u∈S2

Il(u)
4π

ylm(u)du (4.118)

avec Il(u) =
Rl

0Γ
(

l+3
2

)
1F1

(
l+3

2 ; l + 3
2 ; R2

0
ln(E(u))(πq)−2

)
2l+3π3/2 (− ln(E(u))4−1(πq)−2)

(l+3)/2 Γ(l + 3/2)
(4.119)

et les coefficients hk
nlm sont la projection du Dirac de l’Eq.(4.100) dans la même base de

fonction et qui se simplifie à l’aide du Théorème de Funk-Hecke [Anderson, 2005] :

hk
nlm = −4πilδn0 jn(2πqp′)ylm (k) (4.120)

Discussion

Bien que l’utilisation de fonctions de Bessel sphériques jl soit intéressante puisqu’elle
permet de capturer un profil radial de E non-gaussien, le DOT se restreint à une forme
gaussienne du profil radial de E afin d’obtenir une forme analytique, donnée à l’Eq.(4.118),
de la caractéristique d’isorayon du propagateur de diffusion.

4.9 Résumé du chapitre

L’IRM de diffusion se base sur la diffusion des molécules d’eau dans le cerveau pour
en déduire indirectement les caractéristiques des tissus biologiques cérébraux. Il est dif-
ficile de manipuler directement le champ volumique de propagateur de diffusion P car
chaque voxel correspond une image volumique. Au contraire, nous proposons dans ce
chapitre d’extraire des caractéristiques pertinentes de P, ce qui nous a amener à présenter
les contributions suivantes :

1. nous avons présenté un mécanisme d’extraction rapide et précise de caractéristiques
variées du propagateur de diffusion (résumé dans la table 4.4). Celui-ci se base sur
l’approximation offerte par la base SPF que nous avons proposé au chapitre précé-
dent ;

2. nous avons proposé une méthode particulièrement efficace en terme de temps de
calcul pour le sous-ensemble des caractéristiques sphériques ;

3. nous avons proposé un ensemble de caractéristiques du propagateur de diffusion
résumé dans la table 4.5 et qui permette de reproduire et d’améliorer les résultats
déjà connus des nombreuses méthodes d’estimation de la littérature, dont l’ima-
gerie du tenseur de diffusion (DTI), l’imagerie Q-Ball (QBI) et la transformée de
diffusion d’orientation (DOT). Notre méthode permet aussi d’estimer de nouvelles
caractéristiques originales : probabilité de non déplacement, véritable ODF et diffu-
sion moyenne radiale ;

4. nous avons démontré la forme analytique de plusieurs caractéristiques dans la base
SPF (Tab. 4.5), ce qui permet une précision numérique accrue ;

5. dans le cas général, où il n’existe pas toujours une telle forme analytique, nous
avons suggéré l’utilisation de la transformée de Fourier non uniforme qui permet
de prendre en compte de manière implicite la nature sphérique de l’échantillonnage
de l’espace Q ;
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6. nous avons démontré l’analogie théorique entre notre mécanisme d’extraction et les
méthodes QBI et DOT, qui peuvent alors être interprétées comme l’extraction d’une
caractéristique unique du propagateur de diffusion.

Les avantages de l’approche proposée sont nombreux et ouvrent des perspectives in-
téressantes grâce à la définition et au calcul de nouvelles caractéristiques génériques des
tissus du cerveau issues du processus de diffusion locale. Cette approche autorise l’abs-
traction des mécanismes d’approximation du signal de diffusion et propose un algorithme
d’extraction de caractéristiques variées.

Jusqu’à maintenant, nous avons également supposé que les échantillons du signal me-
surés par l’IRM de diffusion étaient parfaits. Nous aborderons dans le chapitre suivant la
problématique de la robustesse au bruit des images IRM, et plus spécifiquement de l’ap-
proximation robuste du signal de diffusion dans la base SPF.

Section 4.2
Mécanisme
de calcul de

caractéristiques
du propagateur

Section 4.3–4.6
Propositions de
caractéristiques

variées du
propagateur

Section 4.7
Estimation

d’une caracté-
ristique dans
le cas général

Section 4.8
Relations

théoriques
avec d’autres

méthodes

FIGURE 4.15: Principales sections du quatrième chapitre.
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de
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du
propagateur

de
diffusion

Espace du propagateur P Espace Q du signal E Espace de la base SPF {Ψnlm}
p ∈ R3 q ∈ R3 n ∈N, l ∈ 2N, m ∈ Z, −l ≤ m ≤ l

P(p) E(q) =
∫

p∈R3 P(p) exp
(
i2πqTp

)
dp ã = {anlm} =

{∫
q∈R3 E(q)Ψnlm(q)dq

}
Hk(p) hk(q) =

∫
p∈R3 Hk(p) exp

(
i2πqTp

)
dp h̃k = {hk

nlm} =
{∫

q∈R3 hk(q)Ψnlm(q)dq
}

G :
{

M→ R

G(k) G(k) =
∫

p∈R3
P(p) Hk(p)dp G(k) =

∫
q∈R3

E(q)hk(q)dq G(k) =
∞
∑

n=0

∞
∑

l=0

l
∑

m=−l
anlm hk

nlm

TABLE 4.4: Récapitulatif de l’algorithme d’extraction de caractéristiques du propagateur de diffusion P, à partir de l’approximation h̃k des échantillons du
signal de diffusion E.

Fonctions de projection associées

Page Caractéristique G Domaine M Hk hk h̃k

106 Moments – pa
x pb

y pc
z (i/2π)a+b+cδ(a+b+c)(q) –

109 Probabilité de non-déplacement – δ(p) 1 2(−1)nγ3/4
√

Γ(n+3/2)
n! δl0δm0

111 Anisotropie – – – –
114 Diffusion moyenne radiale R – δ(q− k) δl0Rn(k)
116 Transformée de Funk-Radon (FRT) S2 2πq′ J0(2πq′p)δ (1− r · k) δ(q− q′)δ (u · k) q′2 Rn(q′) 2πPl(0)ym

l (k)

118 Fonction de densité d’orientation (ODF) S2 δ(1− r · k) δ(u · k) 4π(−1)nγ3/4
√

Γ(n+3/2)
n! Pl(0)ym

l (k)
121 Isorayon du propagateur (ISO) S2 δ(p− p′k) cos (2πp′q · k) –
123 Propagateur de diffusion R3 δ(p− k) cos (2πq · k) –
124 Signal de diffusion R3 – δ (q− k) Rn(k)ym

l

(
k
||k||

)
TABLE 4.5: Récapitulatif des caractéristiques G du propagateur de diffusion P proposées, ainsi que leurs fonctions de projection associées Hk, hk et h̃k.
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5.1 Motivations

La méthode d’estimation de caractéristiques de la diffusion locale par IRMd présentée
au chapitre 4 pose deux problèmes importants :

1. le bruit des acquisitions IRM est connu pour suivre une distribution de Rice [Gudb-
jartsson et Patz, 1995]. Or, l’estimation aux moindres carrés correspond au critère de
maximum de vraisemblance si la distribution du bruit sur les données suit une loi
gaussienne [Hald, 1998], ce qui n’est pas adapté dans notre cas ;

2. l’estimation des caractéristiques est réalisée de façon indépendante voxel par voxel,
sans prise en compte d’une cohérence spatiale de diffusion, ce qui la rend sensible
au bruit de mesure des images IRM.
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La méthode que nous proposons dans ce chapitre est capable de considérer un mo-
dèle de bruit plus spécifique à l’acquisition IRM afin d’estimer de manière plus fiable les
caractéristiques de la diffusion locale introduites dans le chapitre précédent. Des résultats
de comparaison sur des données HARDI de synthèse illustrent l’efficacité de la prise en
compte du modèle de bruit.

5.1.1 Mise en évidence du bruit de Rice dans les images IRM

Comme nous l’avons vu à la section 1.5, les données IRM sont acquises dans l’espace
des complexes C. Ces valeurs idéales E0 sont corrompues par du bruit thermique et par
le phénomène électromagnétique d’effet de peau [Morris, 1986, Libove et Singer, 1980]. La
distribution de ce bruit est connue pour être bien modélisée par une fonction de densité
de probabilité gaussienne de variance σ2 dans les parties réelles et imaginaires du signal
complexe mesuré E [Breiman, 1968].

Dans la très grande majorité des cas, l’imagerie IRM analysée est le module des don-
nées complexes car la phase du signal est trop sensible aux artefacts, notamment les arte-
facts chimiques et les inhomogénéités de champ magnétiques, pour donner une informa-
tion pertinente réutilisable [LeBihan et al., 2006].

E0 =
√
<(E0)2 +=(E0)2 (5.1)

Le bruit initial dans l’espace complexe est donc transformé de manière non-linéaire en
un bruit de Rice [Gudbjartsson et Patz, 1995, Bernstein et al., 1989, Sijbers et al., 1998] :

p(E|E0) =
E
σ2 exp

(
−E2 + E2

0
2σ2

)
I0

(
EE0

σ2

)
(5.2)

On peut noter que dans le ratio Signal sur Bruit (SNR) est faible, i.e. les données IRM sont
de mauvaise qualité E0/σ → 0, la loi de Rice se ramène à une loi de Rayleigh [Edelstein
et al., 1984] :

p(E|E0) =
E
σ2 exp

(
− E2

2σ2

)
(5.3)

De manière similaire, il a été montré dans [Rice, 1968] que lorsque le SNR est élevé, i.e.
les données IRM sont de bonne qualité E0/σ → ∞, la distribution de Rice peut être rai-
sonnablement approchée par une distribution gaussienne. Bien que cette approximation
soit couramment rencontrée dans les méthodes de la littérature, elle n’est pas toujours
justifiée. En effet, le bruit de Rice introduit un biais dans l’intensité des données, qui n’est
pas négligeable lorsque le SNR des données est faible. C’est le cas lorsqu’on applique
des champs magnétiques puissants (avec une valeur de q élevée) ou lorsque l’on utilise
des séquences d’acquisitions IRM courtes. Pour l’IRMd, [Gudbjartsson et Patz, 1995] ont
montré que cela mène à des valeurs de coefficients de diffusion en moyenne plus élevées
que la normale (« gonflement » des tenseurs de diffusion).

5.1.2 Méthodes de débruitage adaptées

Plusieurs études de la littérature ont proposé des méthodes de débruitage adaptées
au bruit de Rice, notamment par seuillage des coefficients du signal exprimé dans une
transformée en ondelettes [Nowak, 1999, Wood et Johnson, 1999], ou par moyennage non
local (NL-means pour non local means) [Descoteaux et al., 2008, Wiest-Daessle et al., 2008].
Les résultats de ces méthodes obtenus par la prise en compte de la transformation non
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FIGURE 5.1: Fonction de densité de probabilité de la distribution de Rice, en fonction du rapport
signal sur bruit E0/σ, avec σ = 1. La moyenne des distributions σ

√
π/2 L1/2(−E2

0/2σ2) est notée
en pointillé. Noter le biais introduit par la transformation non linéaire des données entre cette
moyenne ricienne et E0/σ. Adapté de [Gudbjartsson et Patz, 1995].

linéaire du bruit dans les données IRM permet d’obtenir de bons résultats sur les images
brutes. Ces algorithmes s’appliquent en effet comme une étape de pré-traitement sur les
images brutes avant d’appliquer les méthodes de modélisation des profils de diffusion
évoquées aux chapitres 2 et 3. La qualité de la modélisation du signal de diffusion dans
l’espace Q n’entre cependant pas en compte dans l’étape de débruitage, de sorte que la
qualité finale de l’approximation n’est pas pas garanti.

Des méthodes prenant en compte cette problématique ont été proposées pour le dé-
bruitage et la régularisation de DTI [Tschumperlé et Deriche, 2005, Pasternak et al., 2005,
Ramirez-Manzanares et Rivera, 2003, Basu et al., 2006, Fillard et al., 2007], pour l’ADC [Chen
et al., 2004, Wang et al., 2004] et pour l’ODF [Cheng et al., 2009]. Elles proposent une for-
mulation qui inclut à la fois la modélisation du signal et le débruitage. Ce type d’approche
permet donc de garantir que le résultat final sera optimisé selon un critère arbitraire. Mais
il n’existe pas à notre connaissance de méthodes permettant l’approximation robuste du
signal en considérant à la fois le profil radial et angulaire de la diffusion.

Nous proposons ici un formalisme variationnel pour l’estimation robuste des don-
nées d’IRM de diffusion, adaptable à la loi du bruit des données considérées. La prise en
compte des dépendances locales et l’estimation conjointe de l’ensemble des voxels du vo-
lume de données permet une robustesse accrue au bruit et au faible nombre d’échantillons
de l’espace Q.

5.2 Formalisme variationnel d’approximation du signal

Notre contribution porte sur l’estimation des coefficients de la base SPF à partir d’un
signal IRM de diffusion en prenant en compte des contraintes non-linéaires d’estimation
robuste et de régularité du signal de diffusion. Le principe est d’estimer l’ensemble des
voxels du volume de SPF simultanément et de manière globale, par un processus de mini-
misation de fonctionnelle.
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5.2.1 Définition de la problématique

Notations

Nous rappelons brièvement quelques notations introduites à la section 1.6.1 et en
introduisons de nouvelles, utiles à l’introduction de la problématique de ce chapitre.
Dans les équations suivantes, nous proposons systématiquement l’écriture fonctionnelle
à gauche et la formulation vectorielle (ou matricielle) à droite.

Soit le domaine de l’image volumique Ωx ⊂ R3 et un voxel de ce volume désigné par
le vecteur x ∈ Ωx . Nous notons de manière similaire le domaine de l’espace Q par Ωq,
repéré par le vecteur q ∈ Ωq. Nous définissons l’image de diffusion normalisée E au voxel
de coordonnées (x, q) et sa version vectorielle Ex au voxel x par :

E :
∣∣∣∣ Ωx ×Ωq → R

(x, q)→ E(x, q)
et E =

(
E(x, q)

)
Ωx×Ωq

(5.4)

Nous introduisons la notation nlm pour signifier l’ordre de la base SPF utilisé pour
approximer le signal de diffusion :

nlm :
∣∣∣∣ N×N×Z→ Ωnlm ⊂N

(n, l, m)→ nlm (5.5)

Nous considérons ici que la base SPF composée des fonctions Ψnlm et sa version ma-
tricielle M de taille [nc, nq] sont indépendantes du voxel x et sont notées en conséquence
par :

Ψ :
∣∣∣∣ Ωnlm ×Ωq → R

(nlm, q)→ Ψnlm(q)
et M =

(
Ψnlm(q)

)
Ωq×Ωnlm

(5.6)

Le champ des coefficients ã d’approximation de l’image E dans la base SPF et sa ver-
sion vectorielle A pour un voxel x sont notés :

a :
∣∣∣∣ Ωnlm ×Ωx → R

(nlm, x)→ anlm(x)
et A =

(
anlm(x)

)
Ωnlm×Ωx

(5.7)

De manière similaire à l’Eq.(5.4), l’approximation Ê de l’image volumique E est définie
par :

Ê :
∣∣∣∣ Ωx ×Ωq → R

(x, q)→ Ê(x, q)
et Ê =

(
Ê(x, q)

)
Ωx×Ωq

(5.8)

avec l’image approximée Ê donnée par le développement de ã dans la base SPF :

Ê(x, q) = ∑
nlm∈Ωnlm

anlm(x)Ψnlm(q) et Êx,∗ = MA∗,x (5.9)

Soit ψ : R→ R une fonction à valeur réelle, nous introduisons l’équivalence de nota-
tions suivante :

ψ(Ê) =
(

ψ(Ê(x, q))
)

Ωx×Ωq
(5.10)
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Description du problème par énergie variationnelle

Nous proposons à la fois d’estimer et de régulariser le champ A de coefficients SPF
simultanément par la minimisation de la fonction d’énergie non linéaire E définie par :

min
A∈ΩA

{
E(A) =

∫
x∈Ωx

∫
q∈Ωq

ψ(Êx,q, Ex,q)dΩq + αϕ(||∇A∗,x||2)dΩx

}
(5.11)

avec le domaine de l’espace Q et le domaine spatiale du volume de l’image désignés
respectivement par les symboles Ωq et Ωx . Le premier terme sert d’attache aux données
en pénalisant les écarts importants entre l’image de diffusion E et son approximation Ê. Le
second terme permet de régulariser la solution en introduisant un a priori de corrélation
spatiale locale dans le domaine Ωx.

La fonction ψ : R→ R est une fonction croissante (on cherche à pénaliser les grandes
erreurs d’approximation), alors que la fonction ϕ : R → R une fonction décroissante (on
cherche à pénaliser les discontinuités peu marquées) où α ∈ R est un terme pondérant la
régularisation vis à vis de l’adéquation au signal.

Remarque. Dans le cas particulier où ψ : s → s2 et α = 0 dans l’Eq.(5.11), nous retrouvons
un problème de minimisation quadratique dont la solution est donnée par la méthode des moindres
carrés linéaires. La fonctionnelle E est convexe, elle possède en effet un seul minimum global calcu-
lable directement (c.f. Eq.(3.41)). Comme nous l’avons précisé dans la section précédente, ce choix
n’est bien entendu pas le meilleur puisque la loi de probabilité du bruit en IRM suit une loi de Rice.

5.2.2 Résolution de la problématique

Nous souhaitons trouver la fonction modélisée dans la base SPF par ses coefficients A
qui minimise la fonctionnelle E(A) de l’Eq.(5.11), réécrit sous la forme :

E(A) =
∫

x∈Ωx

F(x, A, nlm)dx (5.12)

L’équation d’Euler-Lagrange donne une condition nécessaire qui doit être vérifiée par A
afin d’atteindre ce minimum [Logan, 1977, Aubert et Kornprobst, 2006, Paragios et al.,
2006] :

∂F
∂A
−
(

∂

∂x
∂F

∂ ∂A
∂x

+
∂

∂y
∂F

∂ ∂A
∂y

+
∂

∂z
∂F

∂ ∂A
∂z

+
∂

∂j
∂F

∂ ∂A
∂nlm

)
= 0 (5.13)

avec les coordonnées du vecteur x = (x, y, z)T.
Il n’existe pas de résolution directe de l’Eq.(5.13) dans le cas général, c’est pourquoi

une méthode classique de la descente de gradient est utilisée. En effet, l’Eq.(5.13) peut être
interprétée comme le gradient de la fonctionnelle E(ã). Ce processus itératif est initialisé
par une fonction initiale At=0, puis l’itération suivante At+1 est calculée en suivant la
direction opposée au gradient de la fonctionnelle E évaluée en At. On obtient alors un
minimum local Amin de E(A) :

At=0 = A0

∂Anlm,∗
∂t = −

(
∂F
∂A −

(
∂

∂x
∂F

∂ ∂A
∂x

+ ∂
∂y

∂F
∂ ∂A

∂y
+ ∂

∂z
∂F

∂ ∂A
∂z

+ ∂
∂j

∂F
∂ ∂A

∂nlm

)) (5.14)
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La réécriture de l’Eq.(5.14) pour la fonctionnelle E définie à l’Eq.(5.11) nous amène à un
ensemble d’équations aux dérivées partielles couplées ; décrivant l’évolution du champ
de coefficients A :

At=0 = A0

∂Anlm,∗
∂t =

∫
q∈Ωq

M∗,qψ′(Ê∗,q, E∗,q)dΩq + α div
(

ϕ′(||∇A∗,x ||2)
||∇A∗,x ||2 ∇A∗,x

) (5.15)

où ψ′ = ∂ψ
∂A∗,nlm

= ∂ψ

∂Ê∗,nlm

∂Ê∗,nlm
∂A∗,nlm

.

Cette descente de gradient converge vers une estimée du champ de coefficients SPF A
respectant des contraintes d’estimation robuste et de régularité. La choix de l’estimée ini-
tiale A0 doit idéalement être proche de la solution à la convergence et il parait assez natu-
rel de choisir A0 comme la solution de l’Eq.(3.41), afin de réduire le nombre d’itérations
nécessaires à la convergence (typiquement pour ε ∈ R+, ε→ 0, || ∂A

∂t ||2 < ε).
La convexité de la fonction d’énergie E de l’Eq.(5.11) dépend du choix des fonctions ψ

et ϕ, et n’est en général pas vérifiée (d’où l’existence de minima locaux).

5.2.3 Choix de l’attache aux données ψ

Fonction ψ spécifique au bruit de Rice

Dans cette partie, nous nous attachons à la prise en compte du bruit de Rice (bruit de
l’IRM) dans la formulation variationnelle (5.11) proposée précédemment. La fonction ψ :
R→ R est une fonction d’attache aux données qui varie en fonction de la reconstruction
du signal estimé Ê. La fonction de densité de probabilité de Rice est la suivante :

FIGURE 5.2: Energie p(E|Ê, σ) associée respectivement aux fonctions d’attache aux données ψ
gaussienne et ricienne. Noter le biais introduit par la fonction de Rice sur des données possé-
dant un SNR faible. Dans ce graphique, le signal E = 1 et l’écart type du bruit est de σ = 0.5, tel
que le rapport soit SNR=2.

p(E|Ê, σ) =
E
σ2 exp

(
−(E2 + Ê2)

2σ2

)
I0

(
E · Ê
σ2

)
(5.16)
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avec σ l’écart-type du bruit et I0 la fonction modifiée de Bessel du premier genre. Nous
adaptons le filtre de correction de biais de Rice [Basu et al., 2006] des DTI pour la base
SPF. Il est basé sur une approche de maximum a posteriori qui reconstruit le volume Ê
maximisant la probabilité de Ê sachant E :

p(Ê|E) = p(E|Ê)p(Ê)
p(E)

(5.17)

où p(Ê) est le terme de régularisation, p(E) est la constante de normalisation, et p(E|Ê) le
terme d’attache aux données. Ceci revient a maximiser le logarithme de p(Ê|E) :

Ê = arg max
Ê

log p(Ê|E) = arg max
Ê

log p(E|Ê) + log p(Ê)− log p(E) (5.18)

En combinant les Eq.(5.16) et (5.18), on obtient le terme d’attache aux données :

ψ(Ê) = log p(E|Ê, σ) = log
E
σ2 −

(E2 + Ê2)

2σ2 + log I0

(
E · Ê
σ2

)
(5.19)

La Fig.5.2 illustre les différences entre les fonctions ψ d’attache aux données pour le
cas gaussien et ricien, e.g. la prise en compte du biais du bruit ricien et la non symétrie
de l’écart entre les données réelles et l’approximation . La combinaison de l’Eq.(5.15) et
de la dérivée de l’Eq.(5.19) par rapport à Anlm donne le terme de descente de gradient
spécifique au bruit de Rice :

∂Anlm,∗
∂t

=
∫

q∈Ωq

1
σ2 M∗,q

(
−Ê∗,q + E∗,q

[
I1

(
E∗,q · Ê∗,q

σ2

)
/I0

(
E∗,q · Ê∗,q

σ2

)])
dΩq

+ α div
(

ϕ′(||∇A∗,x||2)
||∇A∗,x||2

∇A∗,x

)
(5.20)

La variable σ doit être connu a priori, soit fixé comme étant un paramètre spécifique à
la machine ou alors directement estimée sur les données acquises [Gudbjartsson et Patz,
1995, Sijbers et al., 1998].

Il est intéressant de noter que des formalismes variationnels similaires ont été pro-
posés dans la littérature pour estimer des profils de diffusion en IRM (notamment dans
[Tschumperlé et Deriche, 2003] et [Chen et al., 2004]) mais ces méthodes se sont limitées
à des modèles de diffusion simples (respectivement DTI et ADC). Nous sommes capable
ici d’approximer un volume d’image de diffusion à profils radial et angulaire, à partir
duquel il est possible d’extraire des caractéristiques plus générales (c.f . chapitre 3).

Fonction ψ générique et robuste au bruit

Bien que d’un point de vue théorique, la distribution de Rice caractérise le bruit pré-
sent dans les images IRM, [Gudbjartsson et Patz, 1995] ont observé en pratique un très
faible écart entre le modèle de bruit de Rice et les données expérimentales. De plus, ce
modèle de bruit est validé pour des données acquises par IRM conventionnel, et ne tient
pas compte de l’imagerie parallèle développée récemment [Carlson, 1987, Carlson et Mi-
nemura, 1993, Heidemann et al., 2003, Constantinides et al., 1997]. Pour ces raisons, il est
intéressant d’envisager l’utilisation possible d’autres fonctions d’attache aux données ψ
que celle définie dans (5.19).

Notre formalisme défini à l’Eq.(5.11) permet facilement de considérer d’autre fonc-
tions ψ, ayant de bonnes propriétés d’estimation face au bruit. Dans la méthode d’esti-
mation aux moindres carrés du chapitre 3.3.3, la fonction ψ est une distance quadratique
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entre le signal original est le signal approximé, i.e. (Ê− E)2. Cette fonction possède un mi-
nimum global au point Ê = E ; et augmente de manière quadratique proportionnellement
à la distance entre l’échantillon et l’approximation |Ê− E|.

Avec cette fonction, une donnée aberrante (outlier en anglais) dont la valeur est très
éloignée du minimum pénalise de façon importante l’ensemble de l’approximation Ê. En
pratique, nous souhaitons être robuste à des données aberrantes et nous définissons une
fonction d’attache aux données ψ qui est fortement croissante lorsque |Ê− E| est petit, et
à croissance réduite ou nulle lorsque |Ê− E| est « trop » grand, où « trop » peut être défini
par une valeur arbitraire κ ∈ R (Fig.5.3).

FIGURE 5.3: Exemple d’énergie associée à une fonction générique robuste au bruit d’acquisition et
au bruit de mesure.

5.2.4 Choix de la fonction de régularisation ϕ

L’acquisition parcimonieuse de l’espace Q consiste à réduire très fortement l’échan-
tillonnage du signal de diffusion E. De part ce faible nombre d’échantillons et de l’in-
certitude des valeurs dû au bruit, le problème de l’estimation des coefficients A est un
problème fortement mal posé. Il est donc essentiel de le régulariser en introduisant des
informations supplémentaires de cohérence spatiale du champ estimé.

Nous estimons une distance (similarité) entre deux voxels voisins directement par la
différence des coefficients SPF A du signal Ê relatifs à chacun des voxels. Il existe au moins
deux avantages à cette approche :

1. la rapidité des calculs numériques ;

2. la possibilité de séparer facilement la distance radiale et angulaire, respectivement
∑lm ||∇Anlm,∗|| et ∑n ||∇Anlm,∗||, grâce à la propriété de rotation des harmoniques
sphériques de l’Eq.(1.53) et le comportement gaussien des fonctions Rn pour n faible.

Il est intéressant de noter que puisque nous nous plaçons dans le cas où le facteur
d’échelle ζ est le même pour tous les voxels, la norme du gradient du signal approximée Ê
est la même que son expression par les coefficients A dans la base SPF, i.e. ||∇Ê|| = ||∇A||
(démonstration à la section 3.3.2.2).
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Le gradient ∇A∗,x et ses composantes dans la base canonique de Ωx sont définis par
∂A∗,x

∂x , ∂A∗,x
∂y et ∂A∗,x

∂z au voxel x = (x, y, z)T. Nous utilisons la méthode des différences finies
centrées pour estimer numériquement le gradient :

||∇A∗,x|| =
NLL

∑
nlm=0

√√√√(∂At
nlm,x

∂x

)2

+

(
∂At

nlm,x

∂y

)2

+

(
∂At

nlm,x

∂z

)2

(5.21)

avec


∂At

nlm,x
∂x = 1

2 (At
nlm(x + 1, y, z)− At

nlm(x− 1, y, z))
∂At

nlm,x
∂y = 1

2 (At
nlm(x, y + 1, z)− At

nlm(x, y− 1, z))
∂At

nlm,x
∂z = 1

2 (At
nlm(x, y, z + 1)− At

nlm(x, y, z− 1))

(5.22)

Remarque. D’autres schémas numériques plus complexes peuvent être utilisés pour le calcul des
dérivées partielles [Deriche, 1990, Lucido et al., 1997, Scharr et Weickert, 2000].

Le processus de lissage est effectué par le terme de divergence suivant :

div
(

ϕ′(||∇A||)
||∇A|| ∇A

)
(5.23)

Le choix d’une fonction de régularisation ϕ doit respecter certaines contraintes comme
l’illustre la Fig.5.4 : elle doit être à valeur élevée dans les régions homogènes (valeur de
||∇A|| faible), et à valeur faible ailleurs pour préserver les contours entres les régions
dont l’anisotropie diffère (valeur de ||∇A|| élevée).

FIGURE 5.4: Allure de la fonction de régularisation ϕ en fonction de ||∇A||, la norme du gradient
des coefficients du signal dans la base SPF.

Nous proposons l’utilisation de quelques fonctions de régularisation ϕ définies à la
Tab.5.1. On se référera à [Charbonnier et al., 1997, Aubert et Kornprobst, 2006] pour diffé-
rentes fonctions ϕ de régularisations proposées dans la littérature.

5.2.5 Cas particulier : méthode QBI

Nous avons montré dans la section 4.8.2 que la méthode d’imagerie par Q-Ball (QBI)
s’écrit comme un cas particulier de notre méthode globale d’estimation de caractéristiques
proposé dans les chapitres 3 et 4. Ici, nous montrons que, dans le QBI, la base volumique
des fonctions Ψnlm pour approximer le signal de diffusion E serait équivalente au choix
de la base de fonctions SPF que nous avons introduit au chapitre 3 :

Ψnlm(q) = Rn(q) ym
l (u) = ||k||−2δ(||k|| − q)δn0 ym

l (u) (5.24)
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Nom de la fonction s→ ϕ(s), s ∈ R Référence

Tikhonov s2 [Tikhonov, 1963]
Perona-Malik 1− exp(−s2/κ2) [Perona et Malik, 1990]
Surfaces minimales 2

√
1 + s2 − 2 [Charbonnier et al., 1997]

German-McClure s2/(1 + s2) [Ganan et McClure, 1985]
Variation totale s [Rudin et al., 1992]
Green 2 log(cosh(s)) [Green, 1990]

TABLE 5.1: Liste de quelques fonctions de régularisation ϕ possibles pour l’Eq.(5.11). Tableau
adapté de [Tschumperlé, 2002].

Remarquons qu’avec l’écriture de l’Eq.(5.24), l’estimation variationnelle que nous avons
proposé à l’Eq.(5.15) reste valide pour la méthode QBI. De la même manière que pour la
base SPF (c.f . Eq. (5.6)), la matrice de base M s’écrit pour le QBI :

M =
(

Ψnlm(q)
)

Ωq×Ωnlm

(5.25)

où les fonctions Ψnlm sont définies par l’Eq.(5.24). L’utilisation de la matrice de base M de
l’Eq.(5.25) s’utilise alors directement dans la descente de gradient présentée à l’Eq.(5.15)
et permet d’avoir une estimation de la méthode QBI robuste au bruit.

5.3 Résultats

5.3.1 Modèle synthétique des données

Dans les expériences suivantes, nous avons utilisé :
– la fonction d’estimation de Rice ψ à l’Eq.(5.15) avec σ ∈ R.
– la fonction de préservation des discontinuités de German-McClure (c.f . Tab.5.1), car

elle assure un lissage isotrope dans les régions homogènes et anisotrope ailleurs
pour préserver les structures de l’image, ce que ne font pas les fonctions de régula-
risation de Tikhonov et de variation totale (la fonction de Perona-Malik est instable
mathématiquement [Weickert et Benhamouda, 1997]) ;

Comme pour les chapitres précédents, les données synthétiques ont été générées à partir
du modèle multi-tensoriel gaussien dont nous rappelons l’expression pour une direction
u ∈ S2 par :

E(q) =
n

∑
k=1

pk exp
(
−4π2τqTDkq

)
(5.26)

avec n le nombre de faisceaux de fibres, pk et Dk sont respectivement la pondération et
l’anisotropie donné par la matrice 3× 3 du ke faisceau de fibres dans le voxel.

5.3.2 Choix de l’approximation initiale A0

Protocole

Nous nous proposons d’analyser à la Fig.5.5 l’influence de l’approximation initiale A0
sur la qualité de l’approximation finale du signal de diffusion. Les résultats de la Fig.5.5
sont obtenus de la façon suivante :

1. les données de la diffusion non bruitées E0 sont générées sur une image de taille 64×
64× 64 de l’espace Q par le modèle multi-tensoriel pour un croisement de faisceaux
de fibres, dont l’expression est donnée à l’Eq.(5.26) ;
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2. nous générons les données bruitées E par l’ajout aux données E0 de bruit additif
suivant une loi de Rice, tel que le PSNR entre E0 et E soit de 19.5 dB ;

3. l’image de diffusion E0 est ensuite sous-échantillonnée dans l’espace Q en 5 sphères
de 42 directions chacunes (c.f . protocole « haute résolution » donné à la section 4.5.2) ;

4. nous estimons les coefficients A dans la base SPF par : (i) la méthode aux moindres
carrés linéaires ; (ii) 50 initialisations aléatoires de A0 pour la descente de gradient
avec attache aux données ricienne ; (iii) descente de gradient avec attache aux don-
nées ricienne et initialisation par l’approximation aux moindres carrés linéaires (LS),
pour différents pas d’évolution dt. Les ordres de troncatures de la base SPF utilisés
sont N = 3 et L = 4 ;

5. la qualité de l’approximation est analysée par le PSNR entre les données origi-
nales E0 et les données approximées Ê = MA, reconstruites sur une image de
taille 64× 64× 64.
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FIGURE 5.5: Influence de l’initialisation A0 sur la convergence de la méthode de descente du gra-
dient. Les données sont bruités telles que PSNR(Originale,Bruité)=19.5 dB. Le terme d’attache aux
données ricien fait référence à l’Eq.(5.20). (a) Qualité des résultats. De gauche à droite : EDP avec 50
initialisations aléatoires ; estimation LS Eq.(3.41) ; EDP avec initialisation LS. (b) Vitesse de conver-
gence. De haut en bas : initialisation LS Eq.(3.41) ; initialisations aléatoires 1 et 2 ; initialisation LS
avec un pas d’évolution dt deux fois plus grand.

Analyse des résultats

Le choix du champ de coefficients initiaux A0 est comme prévu important, car il in-
fluence la qualité de la reconstruction du signal en s’approchant plus ou moins près du
minimum global de la fonctionnelle (Fig.5.5). Les résultats de la Fig.5.5a montre que la
minimisation prenant en compte le bruit de Rice partant d’une initialisation aléatoire
donne une reconstruction du signal plus mauvaise (PSNR=20.40 dB) que l’estimation aux
moindres carrés linéaires (LS) (PSNR=26.04 dB).

En revanche, l’estimation aux moindres carrés pondérés linéaires présentée à l’Eq.(3.41)
semble être un choix raisonnable car elle est facile et rapide à calculer et se positionne vrai-
semblablement dans le voisinage d’un minimum local satisfaisant (proche du minimum
global). Nous observons en effet que le choix de l’estimée initiale A0 par la méthode LS
donne une meilleure reconstruction (PSNR=33.62 dB) que l’estimée LS et suggère ainsi
que la prise en compte du bruit de Rice permet d’accroître la précision de l’approxima-
tion du signal de diffusion.
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D’autre part une mauvaise initialisation, c’est à dire loin du minimum global, va ac-
croître le temps de calcul. Nous observons à la Fig.5.5b que la descente de gradient avec
l’initialisation de A0 par la méthode LS est plus stable qu’une initialisation aléatoire, et
cela même lorsque le pas d’évolution dt est deux fois plus important. Cela est intéressant
car la descente de gradient est un processus itératif relativement coûteux en temps et une
grande valeur de dt permet de converger plus rapidement vers la solution souhaitée.

5.3.3 Influence de l’attache aux données ricienne sur le profil radial de diffu-
sion

Protocole

Nous nous proposons à la Fig.5.6 d’examiner la qualité de l’approximation du signal
de diffusion sur des données bruitées en nous focalisant sur le profil radial de diffusion.

Les données de la Fig.5.6 sont générées par la procédure suivante :

1. nous simulons les données de diffusion réelles E sur une image de taille 64× 64×
64, par un modèle de signal multi-tensoriel ayant une forme bi-gaussienne isotrope
comme l’illustre la Fig.5.6a ;

2. nous générons les données bruitées E par l’ajout aux données E0 de perturbations
suivant la loi de Rice, tel que le PSNR entre E0 et E soit de 19.5 dB (Fig.5.6a) ;

3. l’image de diffusion E0 est ensuite sous-échantillonnée dans l’espace Q en 29 sphères
dans l’intervalle q ∈ [0, 30] de 1 direction chacune ;

4. nous approximons les coefficients A dans la base SPF par la descente de gradient
avec : (i) attache aux données gaussienne ; (ii) attache aux données ricienne. Les
ordres de troncatures de la base SPF utilisés sont N = 3 et L = 0 ;

5. nous reconstruisons l’image de diffusion Ê à partir des coefficients estimés A, res-
pectivement pour les attaches aux données gaussienne (Fig.5.6c) et ricienne (Fig.5.6d).
La diffusion radiale est montrée plus précisément à la Fig.5.6e le long d’une droite
de l’espace Q des Fig.5.6(a-d).

Analyse des résultats

La Fig.5.6 montre une comparaison entre les fonctions d’attache aux données ψ gaus-
sienne et ricienne dans notre formalisme variationnel présenté à l’Eq.(5.11), pour des don-
nées bruitées.

D’un côté, la fonction gaussienne est utilisée classiquement pour la minimisation aux
moindres carrées (Eq.3.41), pour sa simplicité et son faible coût de calcul. D’un autre côté,
la fonction d’attache aux données gaussienne n’est pas robuste au bruit et crée des oscil-
lations radiales non désirables pour de fortes valeurs de q (c.f . Fig.5.6c). Au contraire, la
fonction ψ ricienne n’a pas ce problème et donne une approximation Ê correcte de l’image
de diffusion originale E0 (c.f . Fig.5.6d).

La Fig.5.6e donne la reconstruction radiale de E le long d’une ligne de l’espace Q, si-
gnalée dans les Fig.5.6(a)-(d). Nous observons que la reconstruction par attache aux don-
nées gaussienne donne des résultats corrects pour de faibles valeurs de q, c’est à dire pour
des gradients de diffusion peu élevés. Toutefois, nous remarquons que pour des valeurs
de q plus élevées, et donc pour un rapport SNR moins élevé, la queue du profil radial de Ê
est surestimée par l’estimation à l’attache gaussienne. Notons que ce résultat, obtenu sur
des données synthétique est en concordance avec les observations de [Sijbers et al., 1998]
sur des données réelles. Au contraire, l’estimation par l’attache aux données ricienne est
en bonne adéquation avec les données originales non bruitées (Fig.5.6e).
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(a) E0(q) (b) E(q) (c) Ê(q) (Gauss) (d) Ê(q) (Rice)

(e) Profil radial de la diffusion le long de la ligne des Fig.(a-d).

FIGURE 5.6: Robustesse aux bruit de la reconstruction Ê du signal E pour un profil de diffusion
isotrope bigaussien. (a) Véritable signal E0 non corrompu par le bruit d’acquisition. (b) Signal E
simulant l’acquisition des données en condition réelle, corrompu par du bruit de Rice tel que
σ = 0.1, PSNR=18.3 dB. (c) Reconstruction du signal Ê par l’attache aux données gaussienne.
(d) Reconstruction du signal Ê par l’attache aux données ricienne. (e) Profil radial de Ê le long de
la ligne radiale signalée sur les Fig.(a)-(d).
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5.3.4 Régularisation

Protocole

Afin d’analyser les bénéfices de la régularisation spatiale, nous synthétisons un fan-
tôme numérique de données de diffusion représentant un croisement de faisceaux de
fibres nerveuses horizontales et verticales, larges de 4 voxels et entourés par des régions
de liquide céphalo-rachidiens.

Les données des Fig.5.7 et 5.8 sont générées par la procédure suivante :

1. nous simulons les données de diffusion réelles E sur une image de taille Ωx = 4×
4× 4 et Ωq = 64× 64× 64, par les modèles de multi-tensoriel gaussien isotrope, une
direction et croisement de fibres selon les paramètres de la Fig.3.7. Le propagateur P0
et le signal de diffusion E0 résultants sont illustrés à la Fig.5.7(a,b) ;

2. nous générons les données bruitées E par l’ajout aux données E0 de perturbations
suivant la loi de Rice, tel que le PSNR entre E0 et E soit de 18.5 dB ;

3. l’image de diffusion E0 est ensuite sous-échantillonnée dans l’espace Q en 5 sphères
de 42 directions chacunes (c.f . protocole « haute résolution » donné à la

4. nous estimons les coefficients A dans la base SPF par : (i) la méthode aux moindres
carrés linéaires ; (ii) descente de gradient avec attache aux données ricienne avec
l’ajout de régularisation spatiale par la fonction de German-McClure (c.f . Tab. 5.1),
pondérée par le coefficient αr = 0.1. L’initialisation A0 de la descente de gradient est
faite par les moindres carrés linéaires (LS). Les ordres de troncatures de la base SPF
utilisés sont N = 3 et L = 4 ;

5. l’indice d’Anisotropie Fractionel Généralisé (GFA), proposé par [Tuch et al., 1999]
et détaillé à la section 2.5.2.1, est une mesure calculé sur l’estimation LS (Fig.5.7d)
et EDP (Fig.5.7e). Ici, chaque image est normalisée indépendemment afin d’amélio-
rer le contraste visuel ;

6. nous reconstruisons l’image de diffusion Ê à partir des coefficients estimés A et
la Fig.5.8 montrent quelques statistiques de performance de l’estimation EDP pour
différentes fonctions d’attache aux données ψ et de régularisation ϕ. Nous montrons
l’influence du PSNR des données originales E0 sur le PSNR de la reconstruction
variationnelle Ê (Fig.5.8a), ainsi que l’influence de la valeur αr de pondération de la
régularisation spatiale (Fig.5.8b).

Analyse des résultats

Le GFA est un indice qui résume l’anisotropie du signal de diffusion en chaque voxel
par scalaire, ce qui en fait une mesure adéquate pour analyser l’effet de la régularisation
spatiale à partir d’un profil angulaire de diffusion (par exemple, ODF) comme illustré par
la Fig.5.7c.

La comparaison qualitative de la Fig.5.7 met en avant l’intérêt de la régularisation
spatiale dans le processus d’estimation de E. En effet, en présence de données bruitées,
cette forme de régularisation améliore significativement la cohérence du volume estimé Ê
(Fig.5.8(d) et (e)).

Il est intéressant de noter que la norme du gradient ||∇A|| est une mesure adéquate
pour distinguer les voxels appartenant à différentes structures (Fig.5.7c). La terme de ré-
gularisation (5.23) donne de bons résultats en ce qui concerne la restauration des zones
homogènes du volume E tout en préservant les discontinuités spatiales importantes du
signal.

Les résultats de la Fig.5.8 montre une amélioration nette de la reconstruction par l’at-
tache aux données prenant en compte le bruit de Rice, par rapport à l’attache aux données
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(a) P0 : Propagateur de diffusion (b) E0 : Signal de diffusion

(c) Non bruité.
PSNR : ∞

(d) Sans Regul.
PSNR : 12.8 dB

(e) Avec Regul.
PSNR : 16.6 dB

FIGURE 5.7: Effets de la régularisation spatiale sur l’indice d’Anisotropie Fractionel Généralisé
(GFA) [Tuch et al., 1999]. Les régions isotropes sont noires, celles anisotropes sont blanches. Le
PSNR des données bruitées est de 18.5 dB. (a) Le fantôme synthétique du propagateur de diffusion
est composé de deux faisceaux de fibres, vertical et horizontal, et entouré par de l’eau. (b) Le signal
de diffusion correspondant. (c) Le GFA des données non bruitées. (d) Le GFA de l’estimation aux
moindres carrés linéaires (LS) sur les données bruitées. (e) Le GFA de l’estimation par EDP sur les
données bruitées, avec de la régularisation αr = 0.1.
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(a) Fonctions d’attache aux données. (b) Fonctions de régularisation

FIGURE 5.8: Influence de plusieurs fonctions d’attache aux données et de régularisation spatiale
sur la qualité de la reconstruction. (a) Évolution du PSNR de la reconstruction Ê avec le PSNR des
données bruts E, pour différentes fonctions ϕ. (b) Évolution du PSNR de Ê avec le poids αr de la
régularisation spatiale, pour différentes fonctions de régularisation.

de Gauss. Cette amélioration majeure peut être expliquée par une estimation radiale de E
plus robuste au bruit (c.f . Fig.5.6). Concernant la régularisation spatiale, la Fig.5.8b illustre
l’influence de la fonction de régularisation ϕ sur les performances de la reconstruction.
Bien que les résultats indiquent une amélioration qui semble visuellement modeste sur
l’estimation de E, la régularisation spatiale permet en pratique d’assurer une stabilité nu-
mérique de l’estimation avec un faible nombre d’échantillons par l’ajout d’un a priori. Elle
apporte de plus de la stabilité aux algorithmes de trajectographie et permet de mieux es-
timer les faisceaux de fibres nerveuses dans la matière blanche du cerveau (détails dans
la prochaine section).

5.3.5 Estimation variationnelle QBI

Protocole

Les données synthétiques simulent un croisement de réseaux de fibres horizontales et
verticales, entourées par de l’eau (c.f . Fig.5.9).

La génération des données suit le même protocole pour la section précédente, à savoir :
1. synthèse de données de diffusion suivant trois formes de signaux (gaussien et iso-

trope, gaussien et anisotrope, bigaussien et isotrope) (Fig.5.9a) ;
2. les données E0 sont échantillonnées par une sphère de l’espace Q contenant 42 di-

rections ;
3. nous avons généré les données bruitées E par l’ajout au signal E0 du bruit de Rice

tel que le PSNR entre E0 et E soit de 20 dB ;
4. l’ODF bruité est approximée par : (i) la méthode aux moindres carrés linéaires (LS) ;

(ii) la méthode variationnelle par EDP dans la base de la méthode QBI (plus de
détails à la section 5.2.5) ;

5. afin d’améliorer la visualisation des profils, les contours de toutes les ODF sont ac-
centués par le même opérateur de Laplace-Beltrami ∆b (défini à la section 1.6.4.2).
Cet accentuation β ∈ R s’écrit directement dans l’espace des harmoniques sphé-
riques car les harmoniques sphériques sont les fonctions propres de l’opérateur ∆b,
il en résulte que les nouveaux coefficients Asharp correspondants à la représentation
du signal rehaussé s’expriment par Asharp = A− β∆bA. Les ODF correspondantes
sont illustrées à la Fig.5.9 ;
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6. comme pour l’estimation du signal dans la base SPF, nous montrons à la Fig.5.10
l’effet de la régularisation sur l’indice d’Anistropie Fractionnelle Généralisée (GFA) ;

7. nous proposons une étude quantitative des résultats précédents par des tests de per-
formance à la Fig.5.11 sur les estimations LS et EDP pour des données corrompues
par un bruit de Rice. La mesure de qualité est donnée par la différence de PSNR
entre les données estimées par la méthode LS et EDP, i.e. PSNREDP − PSNRLS. Les
conditions de l’expérience varient selon deux critères : (i) le niveau de bruit des
données simulées, avec un PSNR ∈ [5, 30] dB ; (ii) la valeur de pondération αr de la
régularisation dans notre formalisme variationnel, tel que αr ∈ [0, 1]. Chaque me-
sure est effectuée pour cinq tirages.

(a) Données synthétiques non bruitées représentant un croisement de fibres.

(b) LS (c) EDP (d) Zoom. LS/EDP

FIGURE 5.9: Simulation de croisement de faisceaux de deux fibres nerveuses entourées par de l’eau.
Ce figure compare l’estimation aux moindres carrées linéaires LS à notre formalisme variationnel
(EDP) sur des données bruitées, PSNR=20 dB. (a) Calcul de l’ODF sur les données non bruitées.
(b) Méthode LS. (c) Estimation EDP. (d) Zoom sur les différences : LS à gauche et EDP à droite.

Analyse des résultats

On remarque qu’une contrepartie de l’accentuation ad hoc par l’opérateur de Laplace-
Beltrami est qu’elle transforme les régions isotropes en région anisotropes, comme c’est
le cas dans la partie supérieure gauche de la Fig.5.9a. Cette accentuation est donc problé-
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(a) ||∇A|| (b) div
(

ϕ′(||∇A||)
||∇A|| ∇A

)

(c) Données non brui-
tées.

(d) Estimation LS. (e) Estimation EDP.

FIGURE 5.10: Norme du gradient et la divergence de la diffusion associée pour un exemple syn-
thétique. Plus le voxel est lumineux dans (a), plus la valeur de ||∇A|| est élevée et donc moins
la régularisation est forte dans (a). Comparaison de la méthode aux moindres carrés linéaires
(LS) [Anderson, 2005, Hess et al., 2006, Descoteaux et al., 2007] et de notre estimation variation-
nelle QBI. Influence sur l’indice d’anisotropie GFA [Tuch, 2004], les données sont bruitées telle
que le PSNR=20 dB.
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FIGURE 5.11: Influence de la pondération de la régularisation αr et de la qualité des données ac-
quises sur la précision des résultats des méthodes LS et EDP.
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matique sur des données réelles du cerveau humain, qui contient par exemple les zones
de liquide céphalo-rachidien, nous y reviendrons au chapitre 6.

Les résultats de la Fig.5.10a suggèrent que la norme du gradient ||∇A|| est une mesure
adéquate pour distinguer les régions de diffusion isotropes et anisotropes, car les pics
d’intensité correspondent à la frontière entre ces régions. Pour des données bruitées, la
régularisation augmente considérablement la cohérence spatiale du volume de diffusion
approximé comme l’illustre le GFA à la Fig.5.10.

L’analyse des résultats de la Fig.5.11 montre l’intérêt de la régularisation spatiale, spé-
cialement pour des données fortement bruitées (c.f . Fig.5.11 en bas à gauche). Nous obser-
vons qu’une valeur croissante de la régularisation influe également de manière positive
sur la qualité des résultats de reconstruction. Cela suggère que l’ajout de la régularisation
spatiale permet une meilleure estimation de manière quantitative.

Remarque. Le PSNR n’est pas une mesure optimale de la qualité de la reconstruction puisque
le bruit des données est ricien et non gaussien. Néanmoins, la qualité subjective donnée par les
résultats de la Fig.5.9 confirme la conclusion précédente et montre qu’un voxel corrompu peut être
reconstruit à l’aide de l’information des voxels pertinents avoisinants (Fig.5.9d).

5.3.6 Influence de la robustesse au bruit sur la trajectographie à partir d’ODF

Protocole

Comme nous l’avons précisé dans la section 2.4, une caractéristique intéressante de
l’IRM de diffusion est la capacité à être utilisé pour la reconstitution du réseau de fibres
nerveuses de la substance blanche du cerveau à l’aide d’algorithmes de trajectographie.
C’est une étape qui permet la reconstruction du réseau neuronal et par la suite l’analyse
des connexions entre les différentes aires cérébrales. Alors que de nombreuses méthodes
de trajectographie de la littérature se basent sur les modèles tensoriels DTI (état de l’art
des méthodes détaillé dans [Mori et Van Zijl, 2002]), relativement peu d’algorithmes tirant
parti des modèles d’ordre supérieur tels que les ODF ont été proposés jusqu’à maintenant.

Nous proposons l’algorithme de trajectographie suivant : à partir d’un voxel choisi par
l’utilisateur, l’algorithme de suivi va calculer la courbe (fibre) dont la tangente en chaque
point est donné par la direction dominante du modèle de diffusion estimé en ce voxel.
Une manière de faire du suivi de fibres sur les ODF est d’estimer le déplacement due a la
diffusion afin de calculer les directions dominantes, puis de n’en garder qu’une seule en
se basant sur un a priori sur la distribution de fibres.

À partir du calcul du champ volumique d’ODF O (obtenu par les algorithmes d’es-
timation détaillés dans la section 4.5.2), l’extraction d’un champ vectoriel V représentant
les directions potentielles des faisceaux de fibres permet à un algorithme de propager la
fibre le long d’une courbe C à travers le champ V. Les lignes de champs de V peuvent être
calculés par la méthode d’intégration de Runge-Kutta :

∂C
∂a

= V(Ca) (5.27)

Ca+h = Ca +
k1

6
+

k2

3
+

k3

3
+

k4

6
+O(h5) (5.28)

où ki est la pente estimée en a + i/4h.
Les données synthétiques représentent deux faisceaux de fibres horizontales et ver-

ticales qui émergent d’une seul faisceau horizontale (à gauche, Fig.5.12a). L’idée est ici
d’illustrer les effets de la robustesse au bruit de Rice dans l’estimation des ODF par le
suivi du réseau des fibres ascendantes.



154 Chapitre 5 - Robustesse au bruit de l’extraction de caractéristiques

Pour éviter le calcul de fibres dans les zones isotropes (liquide céphalo-rachidien),
nous calculons préalablement la carte de l’anisotropie fractionnelle généralisée (GFA) telle
que définie à la section 2.5.2.1. Cet indice est élevé dans les zones de fibres et faible pour
des profils de diffusion isotropes, elle permet donc de stopper la trajectographie si besoin
est (GFA plus petit qu’un seuil arbitraire).

(a) GFA (b) DTI

(c) LS (d) EDP

FIGURE 5.12: Simulation de deux faisceaux de fibres nerveuses en configuration Y : un faisceau ho-
rizontal qui va de gauche à droite et un faisceau allant de gauche vers le haut. (a) Indice généralisé
d’anisotropie fractionnelle (GFA) sur les données bruitées. (b) Estimation du champ de tenseurs
d’ordre deux par les DTI. (c) Estimation du champ d’ODF par la méthode QBI, estimation LS.
(d) Estimation du champ d’ODF par la méthode QBI, estimation par notre EDP.

Analyse des résultats

La trajectographie basée sur les DTI a déjà reçu de nombreuses contributions (état de
l’art dans [Mori et Van Zijl, 2002]) mais a des inconvénients dûs aux modèles tensoriel
sous-jacent. En effet, non seulement ce modèle ne peut pas représenter des structures
comme des croisements de fibres, mais il donne également des directions erronées lorsque
la distribution contient plus d’une fibre [Tuch, 2002]. A l’opposé, les ODF n’ont pas ce
genre de restrictions, mais le problème de la trajectographie robuste au bruit reste entier.

Le modèle tensoriel classique DTI (Fig.5.12b), est incapable de modéliser plusieurs
directions de diffusion simultanée dans un voxel et ne permet donc pas de suivre une
direction majoritaire qui représenterait pourtant une réalité physique. En effet, comme on
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l’observe à la Fig.5.12b, la direction estimée par le tenseur d’ordre deux correspond à une
trajectoire fictive, qui moyenne les directions horizontales et ascendantes des faisceaux de
fibres sous-jacents.

L’utilisation de modèles ODF sphériques n’a pas cet inconvénient, et permet de modé-
liser correctement les deux directions des fibres qui se croisent (c.f . Fig.5.12c). Cependant
en présence de bruit de Rice, la trajectographie sur les ODF estimée de manière linéaire
et voxel par voxel ne donne pas des résultats cohérents. Grâce à l’utilisation de notre mé-
thode variationnelle plus robuste au bruit, le champ estimée d’ODFs est plus cohérent et
amène à un suivi de fibres plus proche de la réalité (Fig.5.12d).

La précision de la trajectographie est alors limitée par la bande passante angulaire
de l’approximation du signal de diffusion dans la base SPF, problématique pour laquelle
l’ordre de troncature angulaire des harmoniques sphériques joue un rôle de premier plan.
On pourra se référer à [Alexander et al., 2002, Frank, 2002, Prckovska et al., 2008, Lenglet
et al., 2009] pour des études comparatives sur la résolution angulaire des harmoniques
sphériques dans le cadre de l’IRM de diffusion.

5.4 Résumé du chapitre

Dans un contexte de nombre d’échantillons réduits de l’espace Q, nous avons montré
qu’il était important de considérer la nature du bruit des données recueillies. Nous avons
proposé un formalisme variationnel pour l’estimation robuste de l’ensemble du volume de
l’image comprenant à la fois la prise en compte du bruit de Rice, spécifique au scanner
IRM, et une cohérence spatiale du volume estimée. Nous avons dérivé une formulation
spécifique pour le calcul de l’ODF, qui permet ensuite aux algorithmes de trajectographie
de reconstruire les faisceaux de fibres nerveuses du cerveau. Nos résultats sur données
synthétiques montrent qu’une telle estimation permet un gain de précision notable des
résultats obtenus.

Les contributions de ce chapitre sont les suivantes :

1. Un formalisme variationnel pour l’estimation de l’image entière de diffusion et non
voxel par voxel.

2. Un terme d’attache aux données spécifique au bruit de Rice, adapté pour la base
SPF présentée au chapitre précédent.

3. Un terme de régularisation spatiale qui permet d’assurer à la fois la cohérence et la
stabilité numérique de la reconstruction.

4. Une méthode de tractographie robuste qui utilise le formalisme variationnel adapté
à la méthode QBI. Cette capacité d’estimer les fibres du cerveau humain de manière
fiable et précise est prometteur et ouvre des nouvelles perspectives quant à l’étude
en profondeur des réseaux de fibres neuronales.

Nous aborderons dans le chapitre suivant la validation des méthodes proposées sur
des données de diffusion réelles, c’est à dire acquises in vivo sur un cerveau humain.
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Section 5.1
Bruit des

images IRM

Section 5.2
Formalisme variationnel

d’approximation du signal

Section 5.3
Résultats sur don-
nées synthétiques

FIGURE 5.13: Principales sections du cinquième chapitre.
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Nous avons présenté dans les chapitres précédents des schémas génériques de calcul
de caractéristiques variées du propagateur de diffusion P, ce qui nous permet d’extraire
des informations pertinentes sur la microstructure des tissus biologiques locales à chaque
voxel. Dans ce chapitre, nous appliquons ces méthodes sur des données acquises in vivo
d’un cerveau humain d’homme adulte. Nous considérons deux types d’échantillonnages
de l’espace Q : échantillonnage sphérique (HARDI) (section 6.1) et bi-sphérique (sec-
tion 6.2).

6.1 Échantillonnage sphérique de l’espace Q

Nous détaillons dans la suite le protocole d’acquisition des données d’IRM de diffu-
sion et l’influence du bruit de Rice dans ces images. Les résultats de traitement de ces
données sont finalement détaillées.

6.1.1 Protocole d’acquisition

Pour cette expérience, les données d’IRM de diffusion ont été acquises sur un cerveau
humain mâle, par un scanner « GE Medical Systems » 1.5 T située au CHU de Caen, en
France. Les paramètres d’acquisitions des données sont précisés à la Tab.6.1.
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Séquence Taille image Taille voxel (mm3) TE/TR (ms) Nb espace Q
EP/EPI-GMS 256× 256× 16 3× 3× 3 104/6859 31

∆/δ (ms) gmax(mT/m) bmax (s/mm2) pmin (µm) FOV (µm) Temps (min)
– 15 {0, 1000} 66.7 – ∼ 10

TABLE 6.1: Paramètres de la séquence d’acquisition sphérique (HARDI) de l’espace Q.

Quelques images brutes, i.e. sans traitement, sont présentées à la Fig.6.1 et nous pou-
vons remarquer visuellement la forte présence du bruit qui corrompt les données de dif-
fusion. Nous avons vu dans la section 5.1 que la nature du bruit joue un rôle important
dans la qualité de l’approximation du signal et nous nous proposons ici d’analyser les
propriétés statistiques de ce bruit sur des acquisitions réelles.

6.1.2 Histogramme du bruit des images acquises

Nous avons extrait une partie de l’image de diffusion située hors du cerveau, dans
une région homogène de taille 41 × 60 × 8 pour 62 valeurs de diffusion soit 1 220 160
valeurs, comme illustré dans la Fig.6.2. Cette région ne devrait pas contenir de signal de
diffusion (E0(q) ≈ 0) et les valeurs mesurée E(q) correspondent donc au bruit des images
IRM, qui suit théoriquement une loi de Rice. Nous illustrons ce fait dans la Fig.6.2 par
l’histogramme du bruit de cette région, regroupé en trente classes de valeurs.

Au vu des résultats de la Fig.6.2, la queue de droite de l’histogramme est légèrement
plus lourde que celle de gauche et la distribution des valeurs est asymétrique. Cela sug-
gère donc que la distribution du bruit est visuellement non gaussienne et qu’en consé-
quence l’attache aux données des moindres carrés n’est pas adaptée. Nous analysons dans
la suite l’influence de l’estimation robuste au bruit de Rice par comparaison à la méthode
des moindres carrés.

6.1.3 Extraction robuste au bruit de caractéristiques sphériques

Calcul des résultats

Nous évaluons les performances de notre formalisme variationnel d’approximation
robuste du signal de diffusion sur des données HARDI réelles, dans le cas de l’estimation
d’ODF approchées (section 5.2.5). Les résultats obtenus sont comparés avec la méthode
DTI et QBI linéaire et présentés dans la Fig.6.3. L’ordre de troncature angulaire utilisé
dans le QBI linéaire est L = 4, avec un facteur de régularisation λl = 6 10−3. Pour le QBI
variationnel, nous avons utilisé la fonction d’estimation robuste de Rice et la fonction de
régularité anisotrope d’hypersurface préservant les discontinuités.

Analyse des résultats

La région cérébrale illustrée dans la Fig.6.3a se situe à la périphérie du corps calleux
(en bas à gauche des Fig.6.3(c)-(f)) dans la partie antérieure du gyrus du cingulate. L’atlas
de [Gray, 1918] est montré afin de faciliter la location des différentes régions du cerveau
(Fig.6.3b), on se référera à la section 1.3 pour plus de détails sur la neuroanatomie du
cerveau humain.

Contrairement au corps calleux qui est composé de plusieurs millions de fibres struc-
turées dans une direction unique inter hémisphérique, la région sélectionnée dans la
Fig.6.3a est une région possédant des faisceaux de fibres qui se croisent. Comme attendu,
la méthode DTI ne permet pas de capturer la complexité de la structure sous-jacente et
donne des formes de tenseurs « arrondis » (c.f . Fig.6.3c).
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q = (0, 0, 0)T q = qmax(−0.40, 0.80, 0.44)T

q = qmax(−0.75,−0.66,−0.02)T q = qmax(−0.24,−0.91,−0.33)T

q = qmax(0.69, 0.48, 0.53)T q = qmax(−0.20,−0.44, 0.87)T

FIGURE 6.1: Quelques coupes de l’image de diffusion acquise par IRMd selon les paramètres de la
Tab.6.1. Remarquons la forte présence visuelle du bruit qui corrompt les données de diffusion.
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FIGURE 6.2: Histogramme du bruit dans les images d’IRM de diffusion. On remarque que la queue
droite de l’histogramme est plus lourde que la queue gauche, ce qui signifie que la distribution du
bruit est non gaussienne et que l’attache aux données aux moindres carrées n’est pas adaptée.

Au contraire, les ODF permettent d’estimer avec plus de précision les variations an-
gulaires de la diffusion et sont capables de capturer plusieurs maxima comme l’illustrent
la Fig.6.3d. Cependant, bien que les ODF représentent de manière plus précise le signal de
diffusion, elles sont également plus sensibles au bruit des images IRMd que les tenseurs
d’ordre deux car moins contraints par le modèle de diffusion. Il convient alors d’adopter
une méthode d’estimation des ODF robuste au bruit.

Notre formalisme variationnel présenté au chapitre 5 répond à cette problématique
et donne qualitativement des ODF à contours plus prononcés que l’estimation linéaire
(Fig.6.3e). Le terme d’attache aux données adapté au bruit spécifique des machines IRM
n’est pas étranger à cette amélioration, ainsi que le terme de régularisation par la prise
en compte des voxels environnants pertinents : la méthode EDP utilise le voisinage en
trois dimensions, en particulier des voxels d’autres coupes qui n’apparaissent pas à la
Fig.6.3. Cela permet d’estimer un champ d’ODFs plus cohérent aussi bien dans les régions
isotropes qu’anisotropes.

6.2 Échantillonnage bi-sphérique de l’espace Q

Nous nous proposons de démontrer la faisabilité de l’extraction de caractéristiques
locales des tissus cérébraux selon la méthode proposée au chapitre 4, sur des données
de diffusion réelles acquises par une machine IRM aux performances modérées. Nous
précisons dans la suite le protocole d’acquisition établi pour l’acquisition des images de
diffusion, suivi de l’analyse de l’extraction de caractéristiques scalaires et sphériques.

6.2.1 Protocole d’acquisition

Pour cette expérience, les données d’IRM de diffusion ont été acquises suivant deux
sphères de 32 directions chacune dans l’espace Q. Les paramètres d’acquisition de l’image
par IRM de diffusion sont précisés dans la Tab.6.2.

Il est important de remarquer l’échantillonnage éparse des données, en témoigne le
faible nombre d’échantillons de l’espace Q par comparaison avec d’autres échantillon-
nages parcimonieux de la littérature (par exemple Fig. 2.9). Cela montre que l’utilisation
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(a) Anisotropie (b) Atlas du cerveau

(c) DTI (d) LS

(e) EDP (f) Zoom LS/EDP

FIGURE 6.3: Estimation des faisceaux de fibres de la substance blanche, dans une région de croise-
ment de faisceaux : en haut à gauche se trouve le corps calleux, en haut à droite le gyrus du cyn-
gulum et bas à droite le gyrus frontal. (a) Anisotropie Fractionnelle colorée à partir de la méthode
DTI. (b) Atlas du cerveau tiré de [Gray, 1918]. (c) Tenseur d’ordre deux estimé par DTI. (d) ODF
estimé par LS. (e) ODF estimé par notre méthode EDP. (f) Agrandissement sur les différences : LS
à gauche et EDP à droite.



162 Chapitre 6 - Validation expérimentales sur données réelles

d’un échantillonnage parcimonieux de l’espace Q ne requiert pas systématiquement un
grand nombre de données et entraîne ici un faible surplus de temps d’acquisition (cinq
minutes) par rapport à l’acquisition HARDI proposée dans la section 6.1.

Séquence Taille image Taille voxel (mm3) TE/TR (ms) Nb espace Q
SENSE-2 112× 112× 60 2× 2× 2 85/11490 65

∆/δ (ms) gmax(mT/m) b (s/mm2) pmin (µm) FOV (µm) Temps (min)
42.2/26.3 – {0, 1000, 3000} – – ∼ 15

TABLE 6.2: Paramètres de la séquence d’acquisition bi-sphérique.

Quelques extraits de ce volume d’image sont montrés dans la Fig.6.4, pour différentes
valeurs du vecteur de diffusion q et plus précisément pour différentes normes q = ||q||,
et pour plusieurs orientations de u = q/||q||. Nous observons que le bruit est particuliè-
rement visible pour de grandes valeurs de la norme du vecteur de diffusion q.

Nous présentons dans la suite l’extraction de caractéristiques scalaires et sphériques du
propagateur de diffusion par l’algorithme que nous avons proposé au chapitre 4. Les
caractéristiques sphériques sont visualisées le long de 642 directions k définie par un
icosaèdre subdivisé.

6.2.2 Extraction de caractéristiques scalaires

Les caractéristiques scalaires sont intéressantes pour avoir une vue d’ensemble de la
diffusion dans le cerveau, puisqu’elles résument la diffusion locale de chaque voxel par
une valeur réelle. Dans la suite, chaque image est visualisée de manière normalisée, pour
en améliorer le contraste visuel.

6.2.2.1 Comparaison de l’anisotropie avec d’autres méthodes

Calcul des résultats

Les Fig.6.5 illustrent quelques indices de l’état de l’art pour la mesure de l’anisotropie
de diffusion angulaire :

1. l’indice anisotropie fractionelle (FA) sur l’imagerie du tenseur DTI [Basser et al.,
1994], basée sur la sphère de rayon b = 3000 s/mm2 (section 2.4.2) ;

2. l’anisotropie fractionnelle généralisée (GFA) sur l’imagerie par Q-Ball (QBI) [Tuch,
2004], basée sur la sphère de rayon b = 3000 s/mm2 (section 2.5.2.1) ;

3. l’indice de GFA calculé par « véritable ODF » (section 4.5.2) ;
Notons que toutes les caractéristiques précédentes peuvent se calculés dans le formalisme
commun que nous proposons au chapitre 4.

Analyse des résultats

Comme nous l’avons évoqué dans la section 2.4.2, la carte d’anisotropie FA calcu-
lée sur le DTI est devenue un outil standard pour établir des statistiques entre plusieurs
images de diffusion (Fig.6.5a), par exemple pour l’étude entre deux groupes de popula-
tion. Toutefois, le FA est basé sur le tenseur d’ordre deux et hérite donc des limites de la
modélisation locale de la diffusion de ce dernier, typiquement dans les régions de croise-
ment de faisceaux de fibres nerveuses.

Plusieurs de généralisation de l’indice FA ont été proposés (plus de détails dans la
section 2.5.2.1). Nous nous intéressons ici à l’indice GFA, dont le calcul sur la méthode QBI
est montré à la Fig.6.5b et qui permet d’outrepasser les limites de la méthode DTI.
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q = (0, 0, 0)T

q = qmax (−0.17, 0.15,−0.25)T q = qmax (−0.17, 0.19, 0.22)T

q = qmax (0.24, 0.02, 23)T q = qmax (−0.50, 0.44,−0.75)T

FIGURE 6.4: Quelques coupes de l’image de diffusion acquise par IRMd selon les paramètres de
la Tab.6.2. Première ligne : gradient de diffusion q nul. Deuxième ligne : sphère de l’espace Q
à b = 1000 s/mm2. Troisième ligne : b = 3000 s/mm2. Remarquons que la forte présence visuelle
du bruit particulièrement pour la sphère d’acquisition à fort gradient de diffusion (troisième ligne).
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(a) FA sur DTI (b) GFA sur QBI (c) GFA sur ODF

FIGURE 6.5: Calcul de caractéristiques scalaires du propagateur de diffusion. (a)-(c) Anisotropie
basée sur le DTI, le QBI et l’ODF véritable. Les régions isotropes sont signalées par une luminosité
faible (noir) et anisotropes par une luminosité forte (blanc).

Nous observons toutefois que le contraste du GFA sur la méthode QBI est très faible,
notamment à cause de l’hyperintensité dans les régions de liquide cérébro-spinal (LCS).
Il est nécessaire de faire un post-traitement qui pondère le GFA par détection des régions
de LCS, généralement à partir de l’image du cerveau sans diffusion (S(0)). Cette étape
ad hoc supplémentaire, soumise à des problèmes de fiabilité, complexifie l’obtention de
la carte d’anisotropie du cerveau. Ajoutons que puisque l’ODF approchée calculée par le
QBI (ou la caractéristique G = FRT) dépend de la norme du vecteur de diffusion q, le GFA
calculé par cette méthode dépend lui aussi de q (Fig.6.5b).

Nous observons que contrairement à « l’ODF approchée », le calcul de « l’ ODF véri-
table » par la caractéristique G = ODF de notre approche n’a pas ce problème (Fig.6.5c) :
les régions du liquide céphalo-rachidien (LCS) sont isotropes et représentées par une hy-
pointensité dans l’image d’anisotropie. Cela suggère que l’utilisation combinée de l’en-
semble des échantillons de l’espace Q combiné à l’adaptation de la base SPF au signal de
diffusion permet d’améliorer sensiblement la qualité de l’extraction de caractéristiques.

6.2.2.2 Influence de l’estimation robuste sur le GFA

Calcul des résultats

Nous effectuons dans la Fig.6.6 une comparaison de l’indice d’anisotropie GFA dans
les régions autour du corps calleux avec les méthodes suivantes :

1. attache aux données gaussienne et estimation linéaire aux moindres carrés avec une
régularisation fréquentielle λl = 6 10−3 (Fig.6.6b) ;

2. attache aux données ricienne et estimation non linéaire par descente de gradients
avec une régularisation fréquentielle λl = 6 10−3 (Fig.6.6c) ;

3. attache aux données ricienne et estimation non linéaire par descente de gradients,
avec régularisation spatiale pondérée par αr = 1 10−2 ;

4. idem que le cas (3), avec régularisation spatiale pondérée par αr = 1.2 10−2 ;

5. idem que le cas (3), avec régularisation spatiale pondérée par αr = 2.5 10−2 ;

Analyse des résultats

Nous observons visuellement peu de différences entre le GFA calculé par l’attache aux
données gaussienne (Fig.6.6) et l’attache aux données ricienne (Fig.6.6b). C’est un résultat
prévu par les expériences synthétiques de la section 5.3, qui prévoient une amélioration
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(a) S(0) (b) G=ODF (c) Rice

(d) Reg. Basse (e) Reg. Moyenne (f) Reg. Forte

FIGURE 6.6: Comparaison du GFA dans le corps calleux et les ventricules latérales d’un cerveau
humain. (a) Image de référence sans diffusion, S(q = 0). (b) Estimation aux moindres carrés li-
néaires du chapitre 3. (c) Estimation variationnelle par attache aux données ricienne. (d)-(f) Es-
timation variationnelle par attache aux données ricienne + régularisation par la fonction hyper
surface.
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essentiellement radiale de l’approximation du signal de diffusion. Il existe néanmoins une
différence quantitative dans les moyennes d’une valeur de 1.4 10−2 entre les deux images,
soit un écart de 1.4% entre les anisotropies moyennes qui suggèrent que l’anisotropie est
plus élevée avec l’estimation par attache aux données gaussienne. Cela confirme l’obser-
vation d’un gonflement de l’anisotropie, typiquement observé avec un a priori gaussien).

La régularisation spatiale améliore visiblement le GFA, et élimine le bruit tout en
conservant les structures « significatives » de l’images, où « significatives » dépend de
la force de régularisation spatiale (valeur de αr) (Fig.6.6(d)-(f))

6.2.3 Probabilité de non déplacement

L’utilisation d’un échantillonnage composé de plusieurs échantillons radiaux de l’es-
pace Q permet de calculer d’autres caractéristiques intéressantes de la diffusion, par ailleurs
inaccessibles aux méthodes DTI et QBI.

Nous illustrons à la Fig.6.7 par exemple le calcul de la caractéristique G = P(0), proba-
bilité de non-déplacement des molécules d’eaux dans le cerveau humain (plus de détails
sur cette caractéristiques dans la section 4.3.2). Le calcul de P(0) nécessite le signal de dif-
fusion sur l’ensemble de l’espace Q, c’est donc une caractéristique qui tire parti de la base
SPF d’approximation du signal que nous avons proposée au chapitre 3.

FIGURE 6.7: Probabilité de non-déplacement des molécules d’eau dans le cerveau humain. Les
régions de faible probabilité sont signalées par une luminosité faible (noir) et celles de forte pro-
babilité par une luminosité forte (blanc).

Nous observons que la valeur de P(0) est quasi constante sur l’ensemble du cerveau,
à l’exception des ventricules latérales qui contiennent du liquide céphalo-rachidien. Cela
s’explique par la faible restriction du mouvement des molécules d’eau dans cette zone, et
donc d’une faible probabilité de « rebondir » sur un tissu biologique et ainsi revenir à la
position de départ.

6.2.4 Extraction de caractéristiques sphériques

Contrairement aux caractéristiques scalaires du propagateur de diffusion, l’extraction
de caractéristiques sphériques de la diffusion permet d’observer localement avec préci-
sion le profil angulaire de la diffusion dans le cerveau. Nous nous proposons de comparer
l’estimation de ces caractéristiques angulaires par différentes méthodes.

Calcul des résultats

Quelques mesures de la diffusion angulaire locale autour du genou du corps calleux
sont présentées dans la Fig.6.8, qui est connue pour être le lieu de croisement de fibres.
Contrairement à notre approche, ces méthodes requièrent une acquisition HARDI et ne
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tirent pas avantage de l’acquisition parcimonieux de l’espace Q. Les résultats présentés
Fig.6.8(a,b) sont donc estimées avec les données de la sphère b = 3000 s/mm2 unique-
ment.

Les résultats de la Fig.6.8 sont calculés par les méthodes d’estimation suivantes :

1. méthode DTI (méthode proposée par [Basser et al., 1994]) avec la sphère de l’es-
pace Q b = 3000 s/mm2 ;

2. méthode QBI (estimation proposée par [Descoteaux et al., 2007]) avec la sphère de
l’espace Q b = 3000 s/mm2 ;

3. caractéristique G = FRT (notre méthode proposée dans la section 4.5.1) avec l’en-
semble des échantillons de l’espace Q ;

4. caractéristique G = ODF (notre méthode proposée dans la section 4.5.2) avec l’en-
semble des échantillons de l’espace Q.

Analyse des résultats

Nous observons que le DTI donne de bons résultats dans le corps calleux, mais échoue
dans les zones à multiple faisceaux intravoxels, comme illustré à la Fig.6.8a. Par contre, au
vu des résultats des Fig.6.8(b) et (c), le QBI permet de retrouver avec succès la distribution
de fibres nerveuses sous-jacente mais est sensible au bruit, spécialement dans les régions
du liquide cérébrospinal. En effet, le QBI donne une ODF approchée qui semble amplifier
le bruit : bien qu’en théorie, les régions contenant du liquide cérébrospinal suivent une
diffusion libre et donc isotrope, le champ d’ODF estimé par le QBI est anisotrope et peut
amener à des interprétations erronées de la structure du cerveau, comme nous l’illustrons
à la section 6.1. Au contraire, le calcul de la « véritable ODF » ne montre pas ce problème
et le profil angulaire de diffusion extrait est isotrope dans les zones du liquide céphalo-
rachidien.

6.3 Temps d’exécution de l’algorithme

6.3.1 Implantation

Nous présentons ici les temps d’exécution des trois étapes de l’algorithme proposé :
construction d’une caractéristique, estimation du signal et estimation d’une caractéris-
tique du propagateur de diffusion. Notre implémentation est écrite en langage de pro-
grammation C++ et parallélisé à l’aide d’OpenMP. L’ordinateur utilisé est composé de 16
processeurs cadencés à 2 GHz et les chiffres suivants donnent une indication moyenne
du temps d’estimation et permettent d’étudier l’influence relative des paramètres sur le
temps d’exécution.

Dans la suite, si leur valeur est non précisée, le domaine M = R3 est représenté par
une image de taille 64× 64× 64 et le domaine M = S2 par 642 directions le long des
sommets d’un icosaèdre subdivisé.

6.3.2 Construction d’une caractéristique dans la base SPF

Les Tab.6.3 et 6.4 donne le temps d’exécution du précalcul des caractéristiques dans
la base SPF pour respectivement un point k ∈ M et le domaine entier M. Les temps
sont donnés pour une unique valeur du paramètre d’échelle ζ, et l’utilisation de plusieurs
valeurs multiplie par autant les temps de calculs donnés. Il est important de préciser que
cette première étape est indépendante des données et ne doit être précalculée qu’une seule
fois. De plus, l’utilisation de la propriété de rotation des harmoniques sphériques pour
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(a) DTI [Basser et al., 1994] (b) QBI [Descoteaux et al., 2007]

(c) Notre méthode, G=FRT (d) Notre méthode, G=ODF

FIGURE 6.8: Imagerie in vivo du cerveau humain représenté par un champ d’ODF superposé à une
carte d’anisotropie GFA. Un agrandissement est fait sur la région autour du genou du corps cal-
leux, les faisceaux de fibres du corps calleux venant de la droite des images. (a) DTI, champ d’ellip-
soïdes. (b) QBI, champ d’ODF. (c) Notre méthode, simulation de (b). (d) Notre méthode, véritable
ODF. L’échantillonnage consiste en deux sphères de l’espace Q, avec b = {1000, 3000}s/mm2.
Pour les méthodes (a),(b) qui ne peuvent utiliser qu’une seule sphère d’échantillonnage, b =
3000 s/mm2.



6.3. Temps d’exécution de l’algorithme 169

des caractéristiques S2 permet un gain de temps considérable (facteur d’environ 4.3 104)
comme illustré dans la Tab.6.4.

Taille image (voxels) 8× 8× 8 32× 32× 32 64× 64× 64

Tps d’exécution 9 s 40 s 147 s

TABLE 6.3: Temps d’exécution de la construction d’un point k ∈ M d’une caractéristique hk
nlm

en fonction de la taille de l’image de modélisation. Étape indépendante des données, ne doit être
précalculé qu’une seule fois.

Domaine M R R3 S2

Tps d’exécution 9 s ∼ 360 h 22 s

TABLE 6.4: Temps d’exécution de la construction d’une caractéristique dans l’ensemble de son
domaine {hk

nlm, ∀k ∈ M}, en fonction du domaine de définition M. Étape indépendante des
données, ne doit être précalculé qu’une seule fois.

6.3.3 Estimation du signal dans la base SPF

Comme nous l’avons vu dans la section 3.2.4, la vitesse de convergence de l’estimation
du signal dans la base SPF dépend de l’adéquation entre la décroissance du signal et celle
des fonctions SPF. Idéalement chaque voxel possède son propre facteur d’échelle ζ, mais
pour des raisons de temps de calcul, nous proposons de réduire l’intervalle des valeurs
possibles de ζ. A nombre d’échantillons égal, un nombre suffisant de valeurs différentes
de ζ permet une meilleure estimation du signal.

Les temps d’estimation donnés à la Fig.6.5 ont été calculé pour l’estimation aux moindres
carrés pondérés linéaires de l’Eq.(3.41), en fonction de la restriction du nombre de valeurs
possibles pour le facteur d’échelle radial ζ. La parallélisation permet d’effectuer des esti-
mations sur seize voxels simultanément.

Nombre de valeurs de ζ 1 16 224

Tps d’exécution 12 s 21 s 5 min

TABLE 6.5: Temps d’exécution pour l’estimation du signal de diffusion ã dans la base SPF, en
fonction du nombre de valeurs du facteur d’échelle ζ. Implantation parallèle sur une machine à 16
processeurs.

Sur les données de l’acquisition sphérique de l’espace Q (section 6.1), le temps de
l’estimation de l’algorithme itératif par descente de gradient est d’environ une heure avec
un processeur cadencé à 3 GHz.

6.3.4 Extraction d’une caractéristique

La Tab.6.6 donne l’estimation d’une caractéristique G du propagateur de diffusion P.
Le calcul direct dans la base SPF est un processus linéaire très rapide qui n’implique que
le produit scalaire entre vecteurs de coefficients.
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Domaine M R R3 S2

Tps d’exécution 5 s 21 s 9 s

TABLE 6.6: Temps d’exécution pour l’extraction d’une caractéristique h̃kdu propagateur de diffu-
sion P, en fonction du domaine de définition M.

6.3.5 Analyse des résultats

Le temps d’estimation réel dépendant des données est la somme des temps des Tab.6.3
et 6.6 pour chaque voxel de l’image. Au vu des résultats, l’algorithme proposé au cha-
pitre 4 permet de calculer en quelques secondes des caractéristiques variées du tissu bio-
logique contraignant la diffusion. La spécialisation de l’algorithme Fig.4.2 pour les carac-
téristiques sphériques permet d’accélerer le précalcul des données de manière significa-
tive.

6.4 Résumé du chapitre

Dans ce chapitre, les résultats sur données d’IRM de diffusion dans le cerveau hu-
main ont montré la faisabilité de la méthode d’extraction robuste de caractéristiques du
propagateur de diffusion proposée dans les chapitres précédents. L’utilisation de l’ap-
proximation du signal de diffusion dans la base SPF s’est révélée performante pour des
contraintes matérielles modérées de la machine IRM.

L’utilisation d’un échantillonnage parcimonieux de l’espace Q, qui ne requiert qu’un
supplément de temps d’acquisition modeste par rapport à l’échantillonnage purement
angulaire, est particulièrement intéressante car elle ouvre la voix à l’extraction de nom-
breuses caractéristiques de la diffusion dans le cerveau, jusqu’alors réservées aux acqui-
sitions ex vivo.

Les contributions de ce chapitre sont les suivantes :

1. la comparaison entre les méthodes standards de la littérature pour une acquisi-
tion sphériques de l’espace Q (HARDI) : l’imagerie par tenseurs de diffusion (DTI),
l’imagerie par Q-Ball (QBI) estimée par moindres carrés linéaires et le QBI robuste
estimé dans notre formalisme variationnel. Les résultats montrent que la prise en
compte du bruit spécifique aux images IRM et de la corrélation spatiale locale de
la diffusion permet d’approximer de manière plus précise et plus fiable le signal de
diffusion ;

2. une comparaison sur données de diffusion bi-sphériques de l’espace Q entre les
méthodes DTI, QBI et notre approximation SPF. Les résultats sur caractéristiques
scalaires et sphériques montrent que l’approche proposée permet d’outrepasser les
problèmes de précision du calcul d’anisotropie de la diffusion par le DTI et le QBI,
grâce à une meilleure approximation du signal de diffusion dans la base SPF ;

3. le calcul de la caractéristique de la probabilité de non-déplacement des molécules
d’eaux, qui est un indice intéressant pour quantifier le degré de restriction de la
diffusion dans le cerveau. Puisque l’extraction de cette caractéristique nécessite une
estimation à la fois radiale et angulaire de la diffusion, elle n’est pas calculable pré-
cisément avec une acquisition uniquement sphérique de l’espace Q, et a fortiori pas
avec les méthodes de la section 2.5, dont le DTI et le QBI.
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Section 6.1
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Section 6.2
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Section 6.3
Temps

d’exécution

FIGURE 6.9: Principales sections du sixième chapitre.





CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Contributions et contributions

Dans le chapitre 1, nous avons vu que le cerveau peut être schématiquement repré-
senté comme un organe présentant des aires fonctionnelles. Elles sont situées dans le cor-
tex et sont « câblées » par les faisceaux de fibres nerveuses situées en grande partie dans la
substance blanche. L’imagerie par résonance magnétique de diffusion permet de sonder
indirectement la structure des tissus du cerveau humain, par la mesure du déplacement
des molécules d’eau parallèlement à un réseau de fibres.

Nous avons d’abord proposé dans le chapitre 2 un état de l’art des méthodes de la
littérature pour l’estimation locale de différents modèles (angulaires et radiaux) de la dif-
fusion. Nous avons classifié ces méthodes en fonction de l’échantillonnage de l’espace Q
de diffusion utilisé. Ces méthodes, exprimées dans un formalisme commun de l’espace
Q, nous a permis de mettre en évidence la problématique principale de notre travail :
comment estimer des caractéristiques quelconques du tissu cérébral à partir d’un échantillonnage
réduit et varié (radial et/ou angulaire) de l’espace Q, en IRM de diffusion ?

Dans le chapitre 3, nous avons apporté des contributions au sous-problème de l’ap-
proximation continue du signal d’IRM de diffusion et d’échantillonnage de l’espace Q :

1. la possibilité de reconstruire le signal de diffusion dans une base de fonctions SPF
volumique (i.e. à la fois angulaire et radiale), grâce respectivement à l’utilisation
d’harmoniques sphériques et des fonctions de Gauss-Laguerre. Cette reconstruction
est adaptable au nombre d’échantillons et à leur localisation dans l’espace Q, par
l’injection pondérée de connaissances a priori ;

2. l’étude de différentes répartitions d’échantillons dans un formalisme commun uni-
fie la plupart des propositions existantes de la littérature. Nous avons évalué l’in-
fluence de différentes stratégies d’échantillonnage de l’espace Q sur une reconstruc-
tion du signal effectuée dans la base SPF proposée. A partir d’expérimentations syn-
thétiques, nous avons proposé un sous-ensemble de répartitions d’échantillonnage
optimales pour un certain critère de la reconstruction des données IRMd.

Il est difficile de manipuler directement le champ volumique de propagateur de dif-
fusion P car chaque voxel de l’image correspond à nouveau à une image volumique. Au
contraire, nous avons proposée dans le chapitre 4 les contributions suivantes :

3. un algorithme pour l’extraction de caractéristiques variées des propriétés de dif-
fusion locale du tissu cérébral. Notre formalisme générique unifie de nombreux tra-
vaux précédents liés à l’estimation de caractéristiques du propagateur de diffusion
en IRM de diffusion (dont l’imagerie du tenseur de diffusion DTI, l’imagerie Q-
Ball QBI et la transformée de diffusion d’orientation DOT). En outre, l’algorithme
d’extraction proposé est rapide, ce qui rend envisageable son utilisation clinique ;
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4. la définition d’un ensemble de caractéristiques pouvant être extraites par l’algo-
rithme ci-dessus, qui permettent de reproduire et d’améliorer les résultats déjà connus
de nombreuses méthodes. Nous avons pu également définir de nouvelles caracté-
ristiques originales : probabilité de non déplacement, véritable ODF, moments.

Dans un contexte de nombre d’échantillons réduits de l’espace Q, nous avons ensuite
montré qu’il était très important de considérer la nature du bruit des données recueillies.
Dans le chapitre 5, nous avons donc étendu nos algorithmes généraux de la façon sui-
vante :

5. en proposant un formalisme variationnel pour l’estimation robuste de l’ensemble du
volume de l’image comprenant à la fois la prise en compte du bruit de Rice, spécifique
au scanner IRM, et un terme de régularisation spatiale du volume de l’image ;

6. en dérivant ce calcul robuste pour l’ODF approchée, modèle qui sert classiquement
de base en particulier pour les algorithmes de trajectographie multi-directionnels
des faisceaux de fibres nerveuses du cerveau. Nos résultats sur données synthé-
tiques montrent qu’une telle estimation permet un gain de précision notable des
résultats obtenus.

Dans le chapitre 6, nous avons appliqué toutes nos contributions théoriques pour
l’analyse de données réelles de cerveau humain acquises in vivo par une machine IRM.
Nous avons pu illustrer que :

7. les résultats sur données d’IRM de diffusion dans le cerveau humain ont confirmé
la faisabilité de nos méthodes d’extraction de caractéristiques du propagateur de
diffusion proposées dans les chapitres précédents. L’utilisation de l’approximation
du signal de diffusion dans la base SPF s’est révélée performante et bien adaptée à
des contraintes matérielles modérées des machines IRM.

8. malgré un échantillonnage épars des données mesurées, notre méthode parvient
à des résultats de qualité égales aux méthodes standards de la littérature. Mais
nous sommes aussi capable d’analyser les résultats sur des données possédant un
meilleur échantillonnage de la diffusion sans résumer l’information disponible.

Nos travaux présentés dans ce manuscrit ont ouvert de nouvelles problématiques que
nous présentons dans la suite. Les contributions permettent d’une part de s’affranchir
des limites théoriques des modèles de diffusion locaux les plus classiques de la littérature
(DTI, QBI, DOT, etc.). Leur formalisation ouvre d’autre part de nouvelles perspectives in-
téressantes pour l’optimisation de séquences IRM pour une ou plusieurs caractéristiques
à mesurer.

Perspectives

Nous proposons ici de regrouper les perspectives de ce travail en cinq sections, cor-
respondant aux cinq étapes de la « vie » d’une image IRM de diffusion.

Acquisition de l’image

Nous pensons que la façon de modéliser l’échantillonnage de l’espace Q que nous
avons proposée est une première étape intéressante dans la perspective délicate d’uni-
fier les différentes méthodes d’acquisition en IRM de diffusion. Les images de diffusion
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acquises dépendent de nombreux paramètres supplémentaires (e.g. temps de diffusion,
imprécision des gradients, etc.) qu’il serait bon de considérer dans notre modèle d’es-
timation de la diffusion afin d’identifier un sous-ensemble d’échantillonnages les plus
performants.

À plus long terme, on peut s’attendre à une amélioration technique des machines IRM
qui devrait permettre d’accroître de manière significative la vitesse d’acquisition et la ré-
solution des images. La base de fonctions volumique SPF permet de prendre en compte
ces évolutions futures sans modifications ultérieures de la méthode.

Modélisation locale

Dans un contexte où l’image de diffusion est fortement sous-échantillonnée dans l’es-
pace Q, la modélisation par la base de fonctions volumique SPF est prometteuse car nous
avons vu qu’elle permet d’approximer avec précision le signal local de diffusion avec peu
d’échantillons, tout en tenant compte de l’amélioration probable des machines IRM dans
le futur. Il serait cependant intéressant de rechercher une base (si elle existe), ou une frame,
plus optimale que la SPF pour la modélisation du signal local de diffusion et nécessitant
encore moins d’échantillons nous semble une piste de recherche intéressante à explorer
(ridgelets, wavelets, etc.).

Estimation du modèle

Nous avons montré qu’il est important de bien prendre en compte le modèle de bruit
de l’image dans l’estimation du modèle de diffusion local. Nous pensons qu’il est essentiel
de considérer ce bruit très présent dans les images acquises à forts gradients avec une
machine IRM. Simultanément à l’accroissement de la puissance du champ magnétique,
« l’imagerie parallèle » a permis d’accélérer la vitesse d’acquisition des images. Comme
l’ont montré [Constantinides et al., 1997], la prise en compte de cette technique dans le
modèle de bruit des images IRM amène à une généralisation de la loi de Rice par une
distribution de χ non centrée. Il nous paraît intéressant d’analyser ce problème difficile
par le calcul de l’attache aux données spécifique à cette loi et de l’ajouter ensuite dans
l’estimation robuste du signal que nous avons proposée.

Extraction de caractéristiques

Nous avons jusqu’à présent assez peu exploré l’aspect radial de la diffusion, qui peut
donner d’autres indications intéressantes et originales sur la microstructure du cerveau,
comme l’indiquent les nombreuses études de la littérature dans le domaine de l’analyse
radiale de la diffusion. Définir un ensemble de caractéristiques permettant d’extraire ce
type d’information constitue une piste de recherche prometteuse qu’il serait intéressant
d’approfondir.

Validation sur des données réelles

Nous croyons fortement en la validation intensive et rigoureuse de nos méthodes sur
de nombreuses images réelles du cerveau humain acquises dans des conditions variées.
Cela permettra de mieux appréhender l’ensemble des paramètres qui sont mis en jeu,
ainsi que les points faibles et les points forts de ces nouvelles méthodes d’estimation de la
diffusion locale. Rendre ces méthodes facilement accessibles aux cliniciens est une pers-
pective technique que nous souhaitons mettre en oeuvre rapidement.
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