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RésuméRésuméNous étudions l'in�uene des perturbations géométriques des parois d'un domaine surles solutions d'équations aux dérivées partielles à valeurs vetorielles, à travers un e�etgéométrique appelé l'e�et de rugosité. Cet e�et onsiste à transformer des onditions denon pénétration imposées sur une suite de parois osillantes onvergeant vers une paroilisse, en une ondition quali�ée de glissement dirigé ave frition, ou frition-driven, dontune formulation générale a été obtenue en 2009 par Buur, Feireisl et Ne£asová. Nousaratérisons l'e�et de rugosité produit par des parois périodiques ou ristallines à l'aidedes mesures de Young et de mesures apaitaires permettant de omprendre l'e�et desosillations des veteurs normaux. D'autre part, nous démontrons la stabilité de la traje-toire d'un solide déformable à faible nombre de Reynolds, par rapport aux déformationsqu'on lui impose, et proposons un shéma numérique de résolution du modèle. C'est unepremière étape vers la ompréhension d'un e�et de rugosité dynamique produit par unefamille ontinue de miro-déformations du bord. En�n, nous onsidérons le problème dela traînée d'un solide immergé dans un �uide visqueux, ave des onditions frition-drivensur la paroi solide. Après avoir montré que le problème est bien posé, nous dérivons leproblème de minimisation de la traînée en termes de miro-struture de la paroi assoiée àla ondition frition-driven. À l'aide d'outils de gamma-onvergene, nous montrons que eproblème de miro-optimisation de forme possède une solution. Nous validons es résultatspar des exemples numériques et mettons en oeuvre une méthode numérique d'optimisation.Mots-lefsE�et de rugosité, miro-optimisation de forme, minimisation de la traînée, Gamma-onvergene, ouplage �uide-struture.
In�uene of Geometri Perturbations of Domains on theSolutions to Partial Di�erential Equations



10AbstratIn this thesis, we are interested in the in�uene of geometri perturbations of the bound-aries of domains on the solutions to partial di�erential equations with vetor values, by ageometri e�et of the perturbations that is alled the rugosity e�et. This e�et onsistsin transforming non penetration onditions imposed on a sequene of osillating bound-aries, that onverges in a ertain geometri sense to a smooth boundary, into a so-alledfrition-driven boundary ondition, whih was introdued by Buur, Feireisl and Ne£asováin 2009. We haraterize the rugosity e�et produed by di�erent types of boundaries,periodi or not, relying on the use of Young measures and apaitary measures, that allowus to understand the osillations of the normal vetors by Gamma-onvergene tools. Weprove the stability of the trajetory of a deformable self-propelled solid, at low Reynoldsnumber, with respet to the deformation vetor �eld that is imposed on the solid, and pro-pose a numerial method to solve the model in dimension 2. We study the well-posednessof the problem of the drag assoiated to a solid with frition-driven boundary onditions.Using the rugosity e�et, we set the problem of drag minimization in terms of the miro-struture of the boundary, and prove that this problem admits a solution. We illustratethe theoretial results by numerial examples and arry out a numerial optimization al-gorithm.KeywordsRugosity e�et, miro-shape optimization, drag minimization, Gamma-onvergene, �uid-struture oupling.
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IntrodutionDe nombreux problèmes issus de la physique, de la himie ou de l'éonomie, peuventêtre dérits mathématiquement à l'aide d'équations aux dérivées partielles satisfaites àl'intérieur d'un ertain domaine d'étude, auxquelles il onvient d'ajouter des onditionsaux limites et, dans le as de problèmes d'évolution, des onditions initiales ou terminales.D'une manière générale, les équations traduisent ertaines propriétés onstitutives du mo-dèle étudié, tandis que les onditions aux limites sont plus naturellement assoiées à desontraintes imposées aux solutions du système sur le bord du domaine. Un exemple las-sique de modèle stationnaire de di�usion de e type est fourni par les équations de Poisson,dé�nies sur un ouvert borné, omplétées par des onditions aux limites de Dirihlet.Ces modèles sont souvent obtenus à partir de simpli�ations de phénomènes que l'onsouhaite dérire, dont le prinipe général onsiste à remplaer la desription exate desinterations omplexes ayant lieu au sein du système onsidéré, par la desription d'unetendane � moyenne �. Ainsi, en méanique des �uides, la notion de partiule �uide a étéintroduite pour dérire l'état moyen du �uide au voisinage de haque point du domaine.De même, dans le as d'un domaine physique délimité par des parois solides, les détailsmirosopiques des parois ne sont généralement pas pris en ompte dans les modèles,notamment pour des raisons de oûts de alul.La question de la justi�ation de es simpli�ations géométriques a susité l'intérêtde nombreux mathématiiens. Elle peut s'exprimer en es termes : des perturbationsgéométriques des domaines peuvent-elles modi�er les opérateurs et les onditions aux li-mites assoiées ? Certaines exemples lassiques ont apporté une réponse a�rmative. En1979, Cioranesu et Murat [27℄ ont proposé un exemple de perturbations géométriquesd'un domaine, onsistant à � perer � des ouvertures irulaires de même diamètre, dis-posées sur des grilles régulières. Ils ont montré que, pour un hoix astuieux des suitesdéroissantes dé�nissant le diamètre des ouvertures et leur éartement dans haque on�-guration, les solutions de problème de Poisson posés sur les domaines riblés onvergeaienten un ertain sens vers la solution d'un autre problème elliptique posé sur le domaine initialplein, et dans lequel l'équation de Poisson omportait un terme supplémentaire, dépendantde la taille des perforations onsidérées. Les auteurs l'ont appelé le terme étrange venud'ailleurs. L'apparition de e � terme étrange � peut s'interpréter à l'aide d'arguments de
Γ-onvergene, notion introduite par De Giorgi (voir [35℄, [34℄), et dont les propriétés sontdérites dans les ouvrages de Dal Maso [31℄ et Braidas [12℄.La question de la stabilité des solutions d'un problème par rapport à des perturbationsgéométriques des domaines peut être abordée sous un angle di�érent, qui onduit à laproblématique suivante : peut-on expliquer ertains phénomènes physiques marosopiquesen utilisant les propriétés géométriques mirosropiques des domaines ? Autrement dit, e



14 Introdutiontype d'instabilité peut-il fournir des arguments dans la modélisation de phénomènes maro-sopiques ? Dans le as de modèles de �uides visqueux, ette approhe a été suivie en 2003par Casado-Díaz, Fernández-Cara et Simon [22℄, a�n de justi�er la ondition d'adhérenegénéralement imposée aux �uides visqueux sur les parois des domaines. Leur démarherepose sur une analyse asymptotique basée sur l'observation que les parois lisses des mo-dèles mathématiques orrespondent dans la réalité à des parois physiques rugueuses, quiprésentent des aspérités mirosopiques du fait de leur struture moléulaire. En onsidé-rant une paroi plate, limite d'une suite de parois périodiques régulières, dont l'amplitudeet la période (équivalentes à une onstante multipliative près) tendent vers 0, es auteursont démontré qu'une suite de hamps de veteurs dé�nis sur les domaines perturbés, et sa-tisfaisant la ontrainte minimale de non pénétration sur les bords périodiques, onvergeaiten un ertain sens vers un hamp de veteurs satisfaisant la ondition plus forte d'ad-hérene totale sur la paroi limite. Ce résultat est valable dès lors que la suite de fontionsonsidérée est à énergie uniformément bornée dans les espaes de Sobolev orrespondants.En partiulier, e omportement asymptotique ne dépend pas de l'équation satisfaite parles hamps de veteurs à l'intérieur des domaines à paroi osillante, mais uniquement depropriétés géométriques de la suite de parois rugueuses.Ce phénomène a été baptisé l'e�et de rugosité, et a donné lieu à de nombreux travauxréents, parmi lesquels on peut iter les artiles de Buur et al . [19, 18, 16℄, de B°ezina [14℄et de Dalibard et Gérard-Varet [33℄. L'e�et de rugosité peut se dé�nir omme un proessusasymptotique par lequel des onditions de non pénétration d'un �uide sur une famille deparois imperméables, issues de perturbations géométriques d'une paroi limite régulière, setransforment en une ondition plus forte satisfaite par le �uide sur la paroi limite. Dans leas d'un �uide visqueux dont le mouvement est dérit par les équations de Stokes ou deNavier-Stokes, et e�et a été dérit réemment, sous une forme très générale, dans l'artilede Buur, Feireisl et Ne£asová [18℄, où le résultat suivant est démontré.Théorème 0.1. Soit N ∈ {2, 3} la dimension de l'espae et soit un réel T > 0. Soit
{Ωε}ε>0 une famille de domaines ontenus dans un ouvert D de R

N , qui satisfont uneondition de �ne uniforme. Soit u0 ∈ L2(D,RN ), g ∈ L∞(0, T ;L2(D,RN )), et
uε ∈ L∞(0, T ;L2(Ωε,R

N )) ∩ L2(0, T ;H1(Ωε,R
N ))une suite de solutions faibles du système de Navier-Stokes

∂tuε + div (uε ⊗ uε) − div D(uε) + ∇pε = g dans (0, T ) × Ωε,

div u = 0 dans (0, T ) × Ωε,

uε · nε = 0 sur ∂Ωε,

[D(u)n]tan = 0 sur ∂Ωε,

uε(0, ·) = u0,satisfaisant l'inégalité d'énergie
∫

Ωε

1

2
|uε|2(τ, ·) dx+

∫ τ

0

∫

Ωε

|D(uε)|2 dx dt 6

∫

Ωε

1

2
|u0|2 dx+

∫ τ

0

∫

Ωε

g · uε dx dt,pour presque tout réel τ appartenant à (0, T ). Alors il existe un triplet {µ,A,V}, indépen-dant de g, où



Introdution 15� µ est une mesure apaitaire à support dans ∂S,� A est une fontion matriielle symétrique et positive,� V = {V(x)}x∈∂Ω est une famille d'espaes vetoriels, où pour quasi-tout x dans ∂Ω,
V(x) est un sous-espae vetoriel de l'hyperplan tangent à ∂Ω au point x,et il existe une sous-suite de uε, noté ave le même indie, telle que

1Ωεuε ⇀ 1Ωu faiblement * dans L∞(0, T ;L2(D,RN )),

1Ωε∇uε ⇀ 1Ω∇u faiblement dans L2(0, T ;L2(D,RN×N )),où u est une solution faible du problème
∂tu + div (u ⊗ u) − div D(u) + ∇p = g dans (0, T ) × Ω,

div u = 0 dans (0, T ) × Ω,

u(x) ∈ V(x) p.p. x ∈ ∂Ω,

[D(u)n + µAu] · φ = 0 pour tout φ ∈ V(x),

u(0, ·) = u0,dans le sens où
u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω,RN )) ∩ L2(0, T ;H1(Ω,RN )),

div u = 0 dans (0, T ) × Ω,

u(t, x) ∈ V(x) pour quasi-tout x ∈ ∂Ω et presque tout t ∈ (0, T ),et u satisfait l'égalité intégrale
∫ T

0

∫

Ω
(u · ∂tϕ+ [u⊗ u] : ∇ϕ− D(u) : D(ϕ)) dx dt

= −
∫

Ω
u0 · ϕ(0, ·) dx−

∫ T

0

∫

Ω
g · ϕ dx dt+

∫ T

0

∫

Ω
Au · ϕ dµ.En général, il est di�ile de déterminer le triplet {µ,A,V} assoié à une famille ar-bitraire de parois. Une manière d'obtenir des informations à la limite est d'imposer desontraintes géométriques sur les parois osillantes. Certains auteurs imposent ainsi desontraintes de régularité et de périodiité ([4℄, [22℄, [16℄, [14℄), ou limitent à un nombre�ni le nombre de veteurs normaux à des familles de parois lipshitziennes (as des paroisristallines [16℄). Ils obtiennent alors que la ondition d'adhérene est satisfaite à la limite.Dans le as d'une paroi faiblement rugueuse, modélisée par une paroi périodique d'am-plitude très petite devant la période, Casado-Díaz, Luna-Laynez et Suárez-Grau [23℄ ontdémontré l'existene d'un rapport d'éhelles ritique, en-dessous duquel auun e�et derugosité n'est produit, et en-dessus duquel il est possible de générer à la limite une loide Navier aratérisée par un frottement onstant arbitraire, en ajustant le rapport entrel'amplitude et la période des osillations. L'e�et diretionnel, 'est-à-dire le as de �gureoù la dimension des sous-espaes V(x) est omprise stritement entre 0 et 2, a quant à luiété obtenu dans le as de parois de type riblets, 'est-à-dire de parois périodiques suivantune diretion et onstantes suivant la diretion d'un hamp de veteurs donné [17℄.



16 IntrodutionRésultats prinipaux de la thèse. Ce travail s'artiule autour de deux axes prini-paux :
• l'étude de l'e�et de rugosité produit par ertains types de familles de parois (hapitres2 et 3) ;
• l'appliation de l'e�et de rugosité à des problèmes de méanique des �uides :� stabilité des trajetoires d'un solide déformable par rapport aux déformations desa paroi, au ours d'un mouvement auto-propulsé à faible nombre de Reynolds(hapitre 1) ;� rédution de la traînée d'un obstale par l'e�et de riblets et de miro-rugosités surla paroi (hapitre 4).Dans le hapitre 1, on onsidère un modèle de mouvement auto-propulsé d'un solidedéformable, en dimension 2 d'espae, à faible nombre de Reynolds. À haque instant t,le solide est représenté par le domaine S(t), aratérisé par la position ξ(t) du entre degravité, par l'angle θ(t) dé�nissant l'orientation du solide par rapport à un axe �xe, et parla déformation imposée Θ∗(t) relativement à la on�guration de référene S0. À haqueinstant t, on note F(t) le domaine oupé par le �uide. On note m la masse (onstante)du solide et, à haque instant t, on note I(t) son moment d'inertie par rapport à un axeorthogonal au plan et passant par le entre d'inertie de S(t).On impose une déformation régulière du solide, aratérisée par un hamp de veteursvariable en temps Θ∗ appartenant à C1([0,∞), C3(S0,R

2)) tel que le hamp de déformation
X∗ du solide est dé�ni par

X∗(y, t) = y + Θ∗(y, t), (y, t) ∈ S0 × [0,∞).On suppose que la déformation satisfait les hypothèses suivantes :(H1) Pour tout t > 0, l'appliation y → X∗(y, t) est un di�éomorphisme de lasse C3 de
S0 dans S∗(t) := X∗(S0, t).Pour tout t > 0, on note Y ∗(·, t) l'appliation réiproque de X∗(·, t). Soit ρ0 la densitédu solide dans la on�guration de référene S0. La densite ρ∗ du solide déformé est dé�niepar

ρ∗(x∗, t) =
ρ0(Y

∗(x∗, t))det (∇X∗)(Y ∗(x∗, t), t)
t > 0, x∗ ∈ S∗(t).On dé�nit la vitesse de déformation du solide en oordonnées eulériennes par

w∗(x∗, t) =
∂Θ∗

∂t
(Y ∗(x∗, t), t) t > 0, x∗ ∈ S∗(t).On suppose que les w∗ satisfait les hypothèses suivantes :(H2) ∫

∂S∗(t)
w∗(x∗, t) · n(x∗)ds(x∗) = 0, t > 0 (préservation du volume du solide),où n(x∗) est le veteur normal unitaire à ∂S∗(t) au point x∗ et ds est la mesure de surfaesur ∂S∗(t) ;(H3) ∫

S∗(t)
ρ∗(x∗, t)w∗(x∗, t)dx∗ = 0, t > 0 (onservation de la quantité de mouve-ment) ;(H4) ∫

S∗(t)
ρ∗(x∗, t)x∗⊥ · w∗(x∗, t)dx∗ = 0, t > 0 (onservation du moment iné-tique),où pour tout point x = (x1, x2) de R

2, on note x⊥ le veteur x⊥ = (−x2, x1).



Introdution 17On suppose qu'à haque instant t > 0, la paroi du domaine solide S∗(t) génère unefrition aratérisée par un oe�ient de frition β∗(t) dans L∞(∂S∗(t)). On suppose qu'àhaque instant, β∗(t) est positif et que l'appliation t > 0 → β∗(t) ◦ X∗(·, t) ∈ L∞(∂S0)est ontinue. On note β(ξ(t), θ(t), t) le oe�ient de frition orrespondant sur la paroi
∂S(ξ(t), θ(t), t), dé�ni par

β(ξ(t), θ(t), t)(x) = β∗(t)(R−θ(t)(x− ξ(t))), t > 0, x ∈ ∂S(ξ(t), θ(t), t).Le hamp de vitesse eulérien du solide est dé�ni par
uS(x, t) = ξ′(t) + θ′(t)(x− ξ(t))⊥ + w(x, t), t > 0, x ∈ S(ξ(t), θ(t), t),où

w(x, t) = Rθ(t)w
∗(R−θ(t)(x− ξ(t)), t), t > 0, x ∈ S(ξ(t), θ(t), t).Le mouvement du solide est dérit par le système d'équations suivant :
mξ′′(t) = −

∫

∂S(t)
σ(u, p)nds, t ∈ (0, T ),

(Iθ′)′(t) = −
∫

∂S(t)
σ(u, p)n · (x− ξ)⊥ ds, t ∈ (0, T ),où pour tout t dans (0, T ), le ouple (u, p) dans H1(F(t)) × L2

0(F(t)) est la solution duproblème suivant :
−ν∆u + ∇p = 0 dans F(t),

div u = 0 dans F(t),

u = 0 sur ∂Ω,

u · n = uS · n sur ∂S(t),

[σ(u, p)n]tan + βu = βuS sur ∂S(t).La ondition aux limites imposée sur ∂S(t) à haque instant est une ondition de glissementde Navier :
u · n = uS · n sur ∂S(t)

[σ(u, p)n]tan + βu = βuS sur ∂S(t).Elle peut être remplaée par la ondition d'adhérene
u = uS sur ∂S(t).Dans le système préédent, ν > 0 est la visosité du �uide et u et p sont respetivementle hamp de vitesse eulérienne et le hamp de pression du �uide. n représente la normaleunitaire à ∂S(t) orientée vers le solide. Le tenseur des ontraintes σ est dé�ni par

σ(u, p) = 2νD(u) − pIdoù D(u) est la partie symétrique de ∇u et Id est la matrie identité dans M2(R). En�n,on a noté β le oe�ient de frition β(ξ(t), θ(t), t), dé�ni i-dessus.



18 IntrodutionLe système préédent est omplété par les onditions initiales
ξ(0) = 0, θ(0) = 0,

ξ′(0) = ξ̇0, θ
′(0) = θ̇0.SoitK ∈ (0, 1) une onstante �xée, telle que (H1) soit véri�ée pour tout Θ∗ appartenantà C1([0,∞), C3(S0,R

2)) satisfaisant la ondition suivante :
∀t > 0 ‖Θ∗(·, t)‖C3(S0,R2)) 6 K.L'ensemble D des déformations admissibles est dé�ni par

D :=
{

Θ∗ ∈ C1([0,∞), C3(S0,R
2)) | ∀t > 0

‖Θ∗(t)‖C3(S0,R2)) 6 K,

∫

∂S∗(t)
w∗(x∗, t) · n(x∗)ds(x∗) = 0,

∫

S∗(t)
ρ∗(x∗, t)w∗(x∗, t)dx∗ = 0,

∫

S∗(t)
ρ∗(x∗, t)x∗⊥ · w∗(x∗, t)dx∗ = 0.

}Les prinipaux résultats du hapitre sont les suivants.Théorème 1.1. Soit (ξ̇0, θ̇0) ∈ R
2 × R et Θ∗ ∈ D. Il existe Tmax > 0 tel que� pour tout T ∈ (0, Tmax), le système préédent, omplété par les onditions initialesi-dessus, admet une unique solution sur l'intervalle [0, T ] ;� l'alternative suivante a lieu :(i) Tmax = ∞ ; ou(ii) lim inft→Tmax dist(S(t), ∂Ω) = 0 ;De plus, si l'on impose la ondition d'adhérene à l'interfae solide-�uide, alors Tmax = ∞.Théorème 1.2. Soit (ξ̇0, θ̇0) ∈ R
2×R et Θ∗ ∈ D. Soit (ξ, θ) la solution maximale assoiéeà Θ∗, ave les onditions initiales dé�nies par (ξ̇0, θ̇0). Soit (Θ∗

n)n∈N une suite de déforma-tions onvergeant vers Θ∗ dans D, pour la norme C1([0,∞), C3(S0,R
2)). Pour tout n ∈ N,on note (ξn, θn) la solution maximale assoiée à Θ∗

n ave les mêmes onditions initiales.Alors :� il existe T1 > 0 tel que (ξ, θ), (ξn, θn) existent sur l'intervalle [0, T1] pour tout n ∈ N ;� la suite (ξn, θn)n∈N onverge vers (ξ, θ) uniformément dans C1([0, T ∗],R3), pour tout
T ∗ > 0 tel que la solution (ξn, θn) soit bien dé�nie sur [0, T ∗] pour tout n.La démonstration que nous proposons onsiste à réérire le système d'équations oupléesen un système d'équations di�érentielles ordinaires en les variables ξ et θ, dans lequel ladéformation Θ∗ joue le r�le d'un paramètre.Pour étudier la régularité de l'opérateur assoié à e système, il faut étudier la régularitéde la solution du problème de Stokes par rapport à la forme du domaine, mais égalementpar rapport aux onditions aux limites. Nous adaptons pour ela des tehniques de dérivéesde formes, introduites par Murat et Simon [65℄ et Sokoªowski et Zolésio [73℄. Pour traiterles onditions aux limites de glissement, il faut omprendre omme la déformation du solidetransforme le hamp de veteurs normaux, pour pouvoir mettre en bijetion l'espae deshamps de veteurs tangents au solide déformés et l'espae des hamps de veteurs tangentsau solide dans sa on�guration de référene. Ce type de problème est peu fréquent dansla littérature traitant des questions de régularité par rapport au domaine, qui onsidèrent



Introdution 19généralement des onditions de Dirihlet homogènes. Pour es dernières, la ompositiondes fontions de lasse C∞ à support ompat dans le domaine déformé, par le hamp dedéformation lui-même, dé�nit une bijetion naturelle entre les espaes de fontions testdans le domaine déformé et le domaine initiale.Le traitement de onditions aux limites non homogènes, et qui dépendent de la défor-mation du domaine, soulève également des di�ultés liées à la régularité de l'opérateur derelèvement, néessaire pour démontrer la régularité des solutions au voisinage du bord dusolide. Cette di�ulté a pu être levée grâe à un résultat réent de D. Mitrea, M. Mitreaet S. Monniaux [61℄.L'avantage de ette démarhe est qu'elle permet de déduire failement la stabilitéséquentielle des trajetoires du solide par rapport aux déformations qu'on lui impose. Pourobtenir e résultat, on adapte des tehniques lassiques de démonstration de la régularitédes solutions d'équations di�érentielles ordinaires par rapport à un paramètre, pour traiterle as où le paramètre appartient à un espae de dimension in�nie. Ce résultat onstitueune première étape vers la mise en évidene d'un e�et de rugosité dynamique, par lequeldes osillations rapides de la paroi d'un solide immergé dans un �uide pourraient engendrerdes onditions évolutives à l'interfae, permettant de ontr�ler la trajetoire du solide.Dans e hapitre, nous proposons en�n une méthode numérique de résolution du sys-tème préédent, qui nous permet de simuler deux exemples de déformations satisfaisantnumériquement les prinipes de onservation du volume et de la quantité de mouvementdu solide. Les résultats numériques que nous présentons illustrent ertaines propriétés desmouvements auto-propulsés à faible nombre de Reynolds, dérites par Purell [68℄, à savoir,l'ine�aité des yles de déformations réversibles et l'e�aité des mouvements ondula-toires. En�n, nous observons numériquement qu'à déformations identiques, la vitesse dedéplaement d'un solide dans un �uide de Stokes augmente si le oe�ient de frottementassoié à sa paroi diminue.Le hapitre 2 est onsaré à l'étude de onditions géométriques imposées sur des paroispériodiques ou ristallines, qui entraînent un e�et de rugosité uniforme, 'est-à-dire un e�etqu'on peut estimer indépendamment de la famille de hamp de veteurs non pénétrantsque l'on se donne. Cet e�et a été étudié réemment par et B°ezina [14℄ et par Dalibard etGérard-Varet [33℄.On note (Ωε)ε>0 la famille d'ouverts
Ωε =

{
(x1, x2, x3) | (x1, x2) ∈ (0, 1)2, −1 < x3 < ϕε(x1, x2)

}
,où (ϕε)ε>0 est une suite de fontions supposées au moins ontinues, qui onverge unifor-mément vers 0. On note (Γε)ε>0 la famille de parois dé�nies par

Γε = {x ∈ ∂Ωε : x3 > 0}.Si ϕε est seulement ontinue, on dira qu'une fontion v ∈ H1(Ωε,R
3) satisfait la onditionde non pénétration (au sens faible) sur Γε si la ondition suivante est véri�ée :

∀ψ ∈ C1
c (D)

∫

Ωε

[(div v)ψ + v · ∇ψ]dx = 0.On dit que l'e�et de rugosité est uniforme si l'estimation suivante a lieu :
∃C > 0,∃ε0 > 0,∀ε0 > ε > 0,∀v ∈ H1(Ωε,R

3) t.q. v · nε = 0 sur Γε
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∫

Γ
|v|2ds 6 C‖ϕε‖∞

∫

Ωε

|∇v|2dx.Le premier résultat fournit la aratérisation des parois périodiques ontinues quigénèrent un e�et de rugosité uniforme.On onsidère tout d'abord des strutures périodiques générées par des fontions ϕεdé�nies par
ϕε(x1, x2) = εϕ(

x1

ε
,
x2

ε
),où ϕ est une fontion ontinue dé�nie sur le tore bidimensionnel T 2 = [0, 1]2|{0,1}, étenduesur R

2 par périodiité.On dit qu'une fontion ϕ est un riblet s'il existe un ouple (c1, c2) dans R
2 \ {0} telque pour tout (x1, x2) dans R

2 et pour tout h ∈ R,
ϕ(x1 + hc1, x2 + hc2) = ϕ(x1, x2).Théorème 2.1 (Caratérisation de l'e�et de rugosité uniforme dans le as périodique).Supposons que ϕ est une fontion ontinue et stritement positive sur T 2. Les propriétéssuivantes sont équivalentes :(i) il existe C > 0 et ε0 > 0 tels que pour tout ε0 > ε > 0 et pour toute fontion vdans H1(Ωε,R

3) satisfaisant la ondition de non pénétration sur Γε (sous sa formeintégrale faible), l'inégalité suivante est véri�ée :
∫

Γ
|v|2ds 6 εC‖∇v‖2

L2(Ωε)
,(ii) ϕ n'est pas un riblet.Ce théorème fournit à notre onnaissane le résultat le plus général sur l'e�et de ru-gosité uniforme produit par des parois périodiques, dans la mesure où il supprime toutehypothèse de régularité sur les parois, qui sont supposées uniquement ontinues. C'est unrésultat tehnique qui améliore les résultats existant dans la littérature, démontrés en im-posant une ertaine régularité sur les parois périodiques onsidérées : graphes de fontionsde lasse C2 [22℄, lipshitziennes [19℄ ou � quasi-lipshitziennes � dans le sens où on peutles approher par une suite roissante de fontions lipshitziennes [14℄. La di�ulté ma-jeure de la démonstration de e théorème est la aratérisation géométriques des onditionsabstraites qui apparaissent lorsque l'on herhe à ontredire l'e�et uniforme. Pour y par-venir, nous avons interprété des onditions intégrales portant sur des familles de fontionstest, en termes de dérivées diretionnelles au sens des distributions. Cette approhe nousa permis de omprendre le r�le joué par les riblets, qui, dans le as des parois ontinues,sont les graphes de fontions dont la dérivée au sens des distributions est nulle suivant unediretion du plan.Nous abordons brièvement la question des parois semi-ontinues inférieurement, etproposons une formulation faible de la ondition de non pénétration qui prend en ompteles parois vertiales orrespondant aux points de disontinuités des graphes de fontionssemi-ontinues. Cette approhe, qui est nouvelle à notre onnaissane, pourrait mener àune ompréhension très générale de l'e�et de rugosité produit par des parois périodiques,même très irrégulières.



Introdution 21Le seond résultat de e hapitre onerne des parois ristallines arbitraires. Nous om-mençons par dé�nir les parois ristallines. Nous dirons qu'une fontion ϕ dansW 1,∞((0, 1)2)est admissible si, pour presque tout y dans (0, 1)2,
ϕ(y) ∈ [0, 1] et ∇ϕ(y) ∈ K.Pour toute fontion admissible ϕ, nous dé�nissons la paroi ristalline

Γϕ =
{
(x1, x2, ϕ(x1, x2)) | (x1, x2) ∈ (0, 1)2

}
,et le domaine orrespondant

Ωϕ =
{
(x1, x2, x3) | (x1, x2) ∈ (0, 1)2, −1 < x3 < ϕ(x1, x2)

}
.Théorème 2.2 (Cas des parois ristallines) Il existe k > 0 et ε0 > 0 tels que l'inégalité

∫

Γ
|v|2ds+

∫

Γϕ

|v|2ds 6 C‖ϕ‖∞‖∇v‖2
L2(Ωϕ)a lieu pour toute fontion admissible ϕ telle que ε0 > ‖ϕ‖∞ > 0, et pour toute fontion vdans Hb1(Ωϕ,R

3) satisfaisant la ondition de non pénétration sur Γϕ.Notre démonstration s'appuie sur un usage �n des familles de mesures de Young asso-iées à la suite des gradients des fontions renormalisées, qui nous permet de tirer parti desspéi�ités de la struture ristalline pour montrer l'existene de deux diretions normalesindépendantes possédant une in�uene asymptotique sur les hamps de veteurs non péné-trants sur les parois osillantes. Cette démarhe est un approfondissement de la démarheproposée par Buur, Feireisl et Ne£asová [19℄, qui ont introduit l'utilisation des mesures deYoung dans le ontexte de l'e�et de rugosité.Le hapitre 3 présente une approhe alternative à l'approhe développée au hapitre2, qui onsiste à mesurer l'e�et induit par une famille de parois dans la diretion d'unhamp de veteurs �xé, à l'aide d'une mesure apaitaire que l'on nomme une mesure derugosité.Soit Ω un ouvert lipshitzien inlus dans D, tel que
Ω ⊂⊂ D.Soit (Ωε) une suite de perturbations de Ω qui satisfait les propriétés suivantes :i) (Ωε) est une suite d'ouverts lipshitziens qui véri�ent une ondition de �ne uniforme ;ii) (Ωε) onverge au sens de la distane de Hausdor� omplémentaire vers Ω.Soit V ∈ W 1,∞(D,RN ). On note MV l'ensemble des mesures µ dans M0(D) telles quepour toute suite de fontions uεk

dans H1(Ωεk
,RN ), satisfaisant la ondition de non péné-tration

uεk
· nεk

= 0 sur ∂Ωεk
,et telles que

uεk
⇀ u faiblement dans H1

0 (D),



22 Introdutionalors la limite faible u satisfait l'inégalité suivante :
∫

D
|∇(u ·V)|2dx+

∫

D
(u ·V)2dµ 6 lim inf

k→∞

∫

D
|∇(uεk

· V)|2dx.Dé�nition 3.22. On appelle mesure de rugosité assoiée à ∂Ω dans la diretion du hampde veteurs V, la mesure µV dé�nie par
µV = sup{µ : µ ∈ MV}.Nous démontrons les propriétés fondamentales suivantes des mesures de rugosité, quidéoulent diretement de ette dé�nition.Proposition 3.23. Soit V un hamp de veteurs dans W 1,∞(D,RN ), qui est non nulquasi-partout dans D. Alors la mesure de rugosité µV est à support dans ∂Ω et ne dépendpas de l'ouvert D.Proposition 3.24. Si l'on note n = eN le veteur normal à Γ, alors la mesure µ(n) estin�nie sur Γ.Proposition 3.25. Soit V un hamp de veteurs dans W 1,∞(D,RN ), qui est non nulquasi-partout dans D, et tel que

∀ε > 0 V · nε = 0 sur ∂Ωε.Alors µV est nulle.Proposition 3.26. Soit K un sous-ensemble HN−1-mesurable de ∂Ω. S'il existe N hampsde veteurs V1,V2, ...,VN dans W 1,∞(D,RN ), qui sont linéairement indépendants enquasi-tout point x de K, et tels que
∀i = 1, ..., N, µ(Vi)⌊K= ∞K ,et s'il existe une fontion u dans H1(D,RN ) telle que

∀i = 1, ..., N, u · Vi ∈ L2(D,µ(Vi)),alors u est nulle quasi-partout sur K.A�n de pouvoir appliquer es propriétés dans des situations géométriques spéi�ques,nous introduisons une méthode de onstrution de mesures de rugosité approhées, notées
µa

v, qui repose sur les propriétés de la γ-onvergene des mesures apaitaires, démontréesdans [30℄ et [32℄.Dé�nition 3.14. On dit qu'une suite de mesures (µn)n∈N dans M0(D) γ-onverge versune mesure µ dans M0(D), et on note
µ = γ − lim

n→∞
µn,si la suite de fontionnelles (Fµn)n∈N de L2(D) à valeurs dans R ∪ {+∞}, dé�nies pourtout n ∈ N par

∀u ∈ L2(D) Fµn(u) =

∫

D
|∇u|2dx+

∫

D
u2dµn,
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Γ-onverge dans L2(D) vers la fontion Fµ, dé�nie par

∀u ∈ L2(D) Fµ(u) =

∫

D
|∇u|2dx+

∫

D
u2dµ.L'introdution des mesures de rugosité approhées est justi�ée par les propriétés sui-vantes.Proposition 3.27. La mesure µa

V
dé�nie i-dessus est à support dans ∂Ω.Théorème 3.28. L'inégalité suivante est satisfaite :

µa
V 6 µV.L'approximation des mesures de rugosité nous permet de fournir une nouvelle démons-tration de l'e�et de rugosité dans le as des parois périodiques.Théorème 3.29. Soit h : R

N−1 → R une fontion lipshitzienne et périodique de période
(0, 1)N−1. Pour tout n dans N , on dé�nit la fontion hn : (0, 1)N−1 → R par

hn(x′) =
1

n
h(nx′) ∀x′ ∈ (0, 1)N−1.On onsidère la suite (Ωn)n∈N de perturbations de Ω dé�nie par

∀n ∈ N Ωn = {(x′, xN ) ∈ R
N : x′ ∈ (0, 1)N−1, −1 < xN < hn(x′)}.Alors, pour toute diretion ξ dans R

N satisfaisant la propriété de densité suivante :
∀δ > 0 HN−1({(x′, h(x′)) : x′ ∈ (0, l1) × ...× (0, lN−1) : |ξ − n(x′, h(x′))| 6 δ},D) > 0,la mesure de rugosité µξ est in�nie sur Γ.Corollaire 3.31. Sous les hypothèses du théorème 3.29, si la fontion h est de lasse C1,alors� si x′ est un point �xé dans (0, 1)N−1 et si on dé�nit la diretion η = n(x′, h(x′)),alors la mesure de rugosité µη est in�nie sur Γ ;� si η est un veteur de R

N de la forme
η = η′ × {0}où η′ est un veteur de R

N−1 tel que la fontion h soit invariante le long de toutedroite parallèle à η′, alors µη est nulle.Nous donnons une démonstration détaillée de es résultats, qui s'appuie sur l'utilisationde ritères géométriques et apaitaires sur les familles d'ouverts {Ωε}ε>0, permettant dedémontrer la γ-onvergene des suites de mesures apaitaires assoiées. Cette démons-tration présente des di�ultés essentiellement tehniques, liées à la néessité d'établir desestimations �nes sur la apaité de ertaines régions des parois osillantes a�n de démontrerla γ-onvergene de la suite d'ouverts (Ωε) vers leur limite géométrique.



24 IntrodutionNous proposons ensuite un exemple d'e�et de rugosité dans le as de parois rugueusesprésentant une symétrie radiale. À titre de omparaison ave le théorème 2.2 démontrédans le hapitre 2, nous traitons également le as des parois ristallines.Nous introduisons pour ela une famille �nie F = {ξ1, .., ξk} de veteurs de SN−1,di�érents du veteur eN , et dont la N−ième omposante est positive. Soit hn : (0, 1)N−1 →
R une suite de fontions telle que pour tout n dans N, hn est ontinue et a�ne par moreaux,et en tout point où la normale au graphe de hn existe, elle appartient à la famille F . Onsuppose en�n que la suite (hn) onverge uniformément vers zéro. Nous démontrons lerésultat suivant.Théorème 3.33. En quasi-tout point x de Γ, il existe deux normales ξi, ξj dans F tellesque, à une sous-suite près, pour toute suite de fontions uε dans H1(Ωε,R

N ), satisfaisantla ondition de non-pénétration uε · nε = 0 sur Γε, et qui onverge faiblement vers unefontion u dans H1
0 (D) (au sens des extensions), on a u(x) · ξi = 0 et u(x) · ξj = 0.Nous rappelons ensuite un exemple tiré de [17℄, dans lequel la rugosité produit un e�etqui ne peut être mis en évidene à l'aide des mesures de Young, mais néessite l'utilisationdes mesures de rugosité. Les tehniques développées dans e hapitre permettent de justi�errigoureusement e résultat annoné dans [17℄.Soit q : (0, 1)2 → R la fontion dé�nie par
q(x1, x2) = min{|x1|, |1 − x1|} ∀(x1, x2) ∈ (0, 1)2.Pour tout k ∈ N, on dé�nit la fontion qk : R

2 → R par
qk(x1, x2) =

{ 1

k
q(kx1, kx2) si (x1, x2) ∈ [0, 1/k] × [0, 1/k],

0 sinon.Soit ξ1, ξ2 les deux normales assoiées au graphe de q. De même que dans le as ristallin,on montre que si k est �xé, les mesures de rugosité assoiées à la famille des graphes desfontions ϕk,ε dé�nies par
ϕk,ε(x1, x2) = εqk(x1/ε, x2/ε) ∀(x1, x2) ∈ (0, 1)2,sont in�nies dans les diretions ξ1, ξ2.Cet exemple illustre l'apport des mesures de rugosité dans ertaines situations où lesmesures de Young ne permettent pas de onlure à l'e�et de rugosité.Nous onluons e hapitre par un exemple d'e�et de rugosité omplexe, dans lequel l'u-tilisation des mesures de rugosité permet de mettre en évidene un e�et asymptotique nonseulement diretionnel, mais également d'orientation du �ot suivant un sens presrit à l'aidede singularités vertiales onvenablement distribuées sur la famille des parois rugueuses.La mise en évidene de e type d'e�et de rugosité omplexe est un résultat nouveau à notreonnaissane, et qui ouvre des perspetives de modélisation de phénomènes omplexes enméanique des �uides, tels que l'injetion ou l'aspiration de �uide à travers une paroi, pardes méanismes appelés syntheti jets.Dans le hapitre 4, nous analysons le problème de la rédution de la traînée d'un solidegrâe à des miro-strutures présentes à sa surfae. Nous formulons e problème en termes



Introdution 25d'e�et de rugosité assoié aux onditions aux limites de types frition-driven, introduitespar Buur, Feireisl et Ne£asová [18℄ (voir le théorème 0.1). Cette formulation nous permetde démontrer l'existene d'une miro-struture optimale qui, shématiquement, peut êtreapprohée par une suite de riblets présentant des aspérités.Le adre dans lequel on se plae est le suivant. Soit N ∈ {2, 3} la dimension de l'espae.On onsidère un obstale S, que l'on suppose un ouvert borné et lipshitzien de R
N . Soit

u∞ un veteur de R
N , qui orrespond à la vitesse du �uide loin de l'obstale. A�n dedé�nir la traînée de l'obstale dans la diretion u∞, on introduit un ouvert borné Ω, telque S ⊂⊂ Ω, et on dé�nit le domaine �uide F = Ω\S. Soit {µ,A,V} un triplet satisfaisantles propriétés du théorème 0.1 sur la paroi ∂S. On onsidère le problème suivant : trouver unouple (u, p) dans H1(F ,RN )×L2

0(F), solution du système de Navier-Stokes stationnairesuivant :
−div (σ(u, p)) + (u · ∇)u = 0 dans F , (1)

div u = 0 dans F , (2)
u = u∞ sur ∂Ω, (3)

u(x) ∈ V(x) p.p. x ∈ ∂S, (4)
[2νD(u)n + µAu] · φ = 0 pour tout φ ∈ V(x), x ∈ ∂S, (5)où σ(u, p) est le tenseur des ontraintes dé�ni par σ(u, p) = 2νD(u) − pId, ν > 0 étant lavisosité du �uide et D(u) la partie symétrique de ∇u. La relation [2νD(u)n+µAu]·φ = 0pour tout φ dans V(x) est une relation pontuelle formelle, dont le sens exat est le suivant :

2ν

∫

∂S
D(u)n · φ dx+

∫

∂S
Au · φ dµ = 0.Si A = Id et µ⌊∂S= ∞∂S , ou si pour quasi-tout point x sur ∂S, V(x) = {0}, lesonditions (4) et (5) orrespondent à l'adhérene totale sur ∂S. Si A ≡ 0, µ = βds pourune ertaine fontion positive β, et si V(x) est l'hyperplan tangent à S en quasi-tout point

x de ∂S, alors la ondition diretionnelle (4) orrespond à la ondition de non-pénétration
u · n = 0 sur ∂S, (6)et la ondition de frottement (5) s'érit sous la forme d'une loi de frition de type Navier

2ν [D(u)n]tan + βu = 0 sur ∂S. (7)Pour dé�nir les solutions faibles du système préédent, on dé�nit les ensembles suivants :
K = {v ∈ H1(F ,RN ) | div v = 0 dans L2(F), v(x) ∈ V(x) q.p. x ∈ ∂S, v = u∞ sur ∂Ω}et
V = {φ ∈ H1(F ,RN ) | div φ = 0 dans L2(F), v(x) ∈ V(x) q.p. x ∈ ∂S, φ = 0 sur ∂Ω}.Dans le as partiulier des onditions aux limites de type Navier, on note

Hτ = {v ∈ H1(F) | div v = 0 dans L2(F), v · n = 0 sur ∂S},



26 Introdutionet on dé�nit, omme préédemment,
Kτ = {v ∈ Hτ | v = u∞ sur ∂Ω}et
Vτ = {φ ∈ Hτ | φ = 0 sur ∂Ω}.Dé�nition 4.1. On dit qu'une fontion u dans H1(F) est une solution faible du système(1)-(5) si u appartient à K et si pour toute fontion φ dans V ,

2ν

∫

F
D(u) : D(φ) dx+

∫

F
[(u · ∇)u] · φ dx+

∫

∂S
Au · φ dµ = 0.On dé�nit ensuite la traînée assoiée au système de Navier-Stokes stationnaire aveonditions aux limites frition-driven.Dé�nition 4.2. Le veteur u∞ et la visosité ν étant �xés, on assoie à tout triplet

{µ,A,V} et à toute solution faible u du système (1)-(5) une traînée T (µ,A,V,u) dé�niepar
T (µ,A,V,u) = 2ν

∫

F
|D(u)|2 dx+

∫

∂S
Au · u dµ.Nous étudions l'existene et l'uniité des solutions faibles du système préédent.Théorème 1.1. Etant donnés un réel ν > 0 et un veteur u∞ dans R

N , il existe au moinsune solution faible du système (1)�(5). De plus, il existe une onstante M > 0 dépendantuniquement de ν, u∞, Ω et S, telle que toute solution faible u dansK satisfasse l'estimationsuivante :
‖u‖H1 6 M.Théorème 4.6. Il existe une onstante C = C(Ω,S) > 0 telle que, pour tout veteur u∞dans R

N , il existe un réel ν0 > 0 satisfaisant
ν0 6 C(|u∞| + |u∞|2)1/2et tel que pour tout réel ν > ν0, le système (1)�(5) ait une unique solution faible u dans

K. En outre, ette solution satisfait l'estimation suivante :
‖u‖H1 6 C ′(ν + |u∞|),où C ′ est une onstante positive dépendant uniquement de Ω et S.Pour démontrer es résultats, nous suivons une démarhe standard de la théorie deséquations de Navier-Stokes stationnaires (voir par exemple [46℄), que nous adaptons auxonditions aux limites frition-driven.Nous étudions également la di�érentiabilité de la traînée par rapport au frottement.Soit un veteur u∞ dans R

N et un réel ν0 > 0 satisfaisant les propriétés du théorème 4.6.On �xe un réel ν > ν0, de sorte que pour tout oe�ient de frition β dans L2(∂S), le



Introdution 27système (1)�(3), (6)�(7) admette une unique solution faible. À haque oe�ient de frition
β dans L2(∂S), on peut don assoier une traînée T (β) dé�nie par

T (β) = 2ν

∫

F
|D(u)|2 dx+

∫

∂S
β|u|2ds,où u est l'unique solution faible de e système.Soit le sous-ensemble ouvert suivant de L2(∂S) :

O = {β ∈ L2(∂S) | β > 0 q.p. sur ∂S},et l'appliation R : β ∈ O → u ∈ Hτ , où u est l'unique solution faible du système (1)�(3),(6)�(7). Nous démontrons le résultat suivant.Théorème 4.7. L'appliation
β ∈ O → R(β) ∈ Hτest di�érentiable, et pour tout oe�ient de frottement β dans O, sa di�érentielle DR(β) ∈

L(L2(∂S),Hτ ) au point β est dé�nie par
DR(β)h = w ∀h ∈ L2(∂S),où w est l'unique solution du système





−div (σ(w, p)) + (w · ∇)u + (u · ∇)w = 0 dans F ,
div w = 0 dans F ,

w = 0 sur ∂Ω,
w · n = 0 sur ∂S,

2ν [D(w)n]tan + βw = −hu sur ∂S,dans le sens suivant : w appartient à Vτ et pour toute fontion φ dans Vτ ,
2ν

∫

F
D(w) : D(φ) dx+

∫

F
[(w · ∇)u+ (u · ∇)w] · φ dx+

∫

∂S
βw · φ ds = −

∫

∂S
hu · φ ds.Nous démontrons le orollaire suivant, qui a des appliations intéressantes, notammentdu point de vue numérique.Corollaire 4.8. L'appliation

β ∈ O → T (β) ∈ Rest di�érentiable, et pour tout β dans O, sa di�érentielle DT (β) ∈ L(L2(∂S),R) au point
β est dé�nie par
DT (β)h = 2

(
2ν

∫

F
D(u) : D(w) dx+

∫

∂S
βu · w

)
+

∫

∂S
h|u|2 ds ∀h ∈ L2(∂S)où u = R(β) et w = DR(β)h est la solution du système (4.17). Pour tout β dans O,le gradient de T au point β, au sens de la topologie L2(∂S), est donné par la formulesuivante :

∇T (β) = (u + ψ) · u q.p. sur ∂S,



28 Introdutionoù u = R(β) et ψ est l'unique solution du système




−div (σ(u, p)(ψ, p)) + (∇u)Tψ − (u · ∇)ψ = 2(u · ∇)u dans F ,
div ψ = 0 dans F ,

ψ = 0 sur ∂Ω,
ψ · n = 0 sur ∂S,

2ν [D(ψ)n]tan + βψ = 0 sur ∂S,au sens où ψ appartient à Vτ et pour toute fontion φ dans Vτ ,
2ν

∫

F
D(ψ) : D(φ) dx+

∫

F

[
(∇u)Tψ − (u · ∇)ψ

]
·φ dx+

∫

∂S
βψ·φ ds = 2

∫

F
[(u·∇)u]·φ dx.La preuve du théorème 4.7 repose sur le théorème des fontions impliites et sur lesestimations d'énergie satisfaites par les solutions du système (1)�(3), (6)�(7), établies auxthéorèmes 1.1 et 4.6.Nous introduisons la famille des miro-strutures admissibles. Pour ela, on adapte leadre dé�ni par le théorème 0.1 au as du problème de la traînée.Théorème 4.14. Soit {uε}ε>0 une famille de solutions faibles du système de Navier-Stokes (1)-(3) dans Ω \ Sε, ave onditions de glissement parfait sur ∂Sε. On suppose quees solutions sont à énergies uniformément bornées, 'est-à-dire qu'il existe une onstante

M > 0 telle que
∀ε > 0 ‖uε‖H1(Fε) 6 M.Alors, il existe une sous-suite de (Sε)ε>0, que l'on note ave le même indie, telle que

1Fεuε → 1Fu fortement dans L2(R3,R3),

1Fε∇uε ⇀ 1F∇u faiblement dans L2(R3,R3×3),et il existe un triplet {µ,A,V} indépendant de u∞, tel que� µ est une mesure apaitaire à support dans ∂S,� A est une fontion matriielle symétrique et positive dé�nie sur ∂S,� V = {V(x)}x∈∂Ω, où pour quasi-tout x dans ∂Ω, V(x) est un sous-espae vetoriel del'hyperplan tangent à ∂Ω au point x,et u est une solution dans F des équations de Navier-Stokes ave onditions aux limitesfrition-driven (4.1)-(4.5).Par abus de langage, on appelle miro-struture un tel triplet {µ,A,V}.Dé�nition 4.15.On dira qu'une miro-struture {µ,A,V} est admissible si elle est obtenuepar e�et de rugosité, 'est-à-dire omme limite pour une suite (Sε)ε>0 dans le adre duthéorème 4.14.Puisque les matériaux parfaitement glissants n'existent pas, dans la pratique, ettefamille doit être restreinte à l'ensemble des γ-limites de suites de domaines rugueux satis-faisant une loi de frition déterminée par un oe�ient de frition β positif, dé�nie ommesuit :
Uβ =

{
{µ,A,V,S} : ∃(Sε)ε>0 tel que {βds, Id,R2,Sε} γ→ {µ,A,V,S}

}
.



Introdution 29On onsidère une suite d'ouverts {Sε}ε>0 onvergeant vers au S au sens de la topologiede Hausdor� omplémentaire.Dé�nition 4.16. Pour tout ε > 0, on onsidère une miro-struture {µε, Aε,Vε} as-soiée à ∂Sε. On dit que la suite ({µε, Aε,Vε,Sε})ε>0 γ-onverge vers une miro-struture
{µ,A,V,S} assoiée à un domaine S, si (Sε)ε>0 onverge vers S au sens des fontionsaratéristiques et de la topologie de Hausdor� omplémentaire, et si les fontionnelles
(Fε)ε>0 dé�nies par
Fε(v) =





∫

Ω\Sε

|D(v)|2dx+

∫

∂Sε

Aεv · vdµε si v ∈ H1
0 (Ω,R3), div v = 0 dans Ω \ Sε,

v(x) ∈ Vε(x) q.p. x ∈ ∂Sε,

+∞ sinon,
Γ-onverge vers F dans L2(Ω,R3), où F est dé�nie par
F (v) =





∫

Ω\S
|D(v)|2dx+

∫

∂S
Av · vdµ si v ∈ H1

0 (Ω,R3), div v = 0 dans Ω \ S,

v(x) ∈ V(x) q.p. x ∈ ∂S,

+∞ sinon.Nous démontrons les résultats suivants.Théorème 4.21. Les familles U et Uβ, munies de la topologie de la γ-onvergene, sontompates.Théorème 4.22. La traînée est γ-ontinue pour les équations de Stokes et de Navier-Stokes.En appliquant la méthode direte du alul des variations, nous en déduisons le théorèmesuivant.Théorème 4.23. Le problème de minimisation de la traînée sur U , respetivement sur Uβ,possède au moins une solution.La dernière partie de e hapitre est onsarée à l'étude d'exemples numériques visant àon�rmer les résultats théoriques que nous avons obtenus, et à justi�er la démarhe d'opti-misation. Dans es exemples, nous �xons la dimension de l'espae à N = 2, et onsidéronsle problème (1)�(3) omplété par la ondition de non pénétration (6) et la ondition deNavier (7) sur ∂S. À l'exemple 4.28, nous démontrons numériquement que pour ertainesformes d'obstale, la traînée est suseptible de déroître lorsqu'on augmente le oe�ientde frottement dans ertaines zones de la paroi. À l'exemple 4.29, nous mettons en oeuvre ladémarhe d'optimisation dérite au ours du hapitre 4. Nous �xons pour ela une valeurminimale du frottement autorisé sur la paroi, et nous appliquons un algorithme de gradientprojeté. À partir d'un frottement initial onstant, nous observons après quelques itérationsune augmentation du frottement dans ertaines régions de la paroi, qui onduit à une baissede la traînée de l'ordre de 3%. Ce résultat o�re des pistes nouvelles pour la rédution de latraînée grâe à des rugosités. Dans la pratique, ette augmentation loalisée du oe�ientde frottement pourrait être réalisée en s'appuyant, par exemple, sur le résultat réent deCasado-Díaz, Luna-Laynez et Suárez-Grau [23℄.





Chapitre 1Stabilité de la trajetoire d'un solideauto-propulsé par rapport à sadéformation1.1 IntrodutionLes méanismes de loomotion des organismes aquatiques ont susité l'intérêt des zoo-logues, des ingénieurs et des mathématiiens depuis de nombreuses années, et font l'objetd'une vaste littérature. Le leteur pourra se référer aux artiles de San Martín, Sheid, Taka-hashi et Tusnak [69℄ et de Munnier [64℄ ainsi qu'aux référenes qu'ils ontiennent pouravoir un aperçu des travaux qui ont été mené sur e thème. Réemment, des herheursont tenté de onevoir des véhiules sous-marins qui se déplaent en modi�ant leur formeet n'utilisent auun système de propulsion. À notre onnaissane, les premiers travauxen e sens ont été menés par Tryantafyllou et Tryantafyllou [76℄. Ce type de mouvementest appelé mouvement auto-propulsé. Le prinipe est le suivant : la déformation de l'objetentraîne une réation du �uide, e qui en retour modi�e la quantité de mouvement et lemoment inétique du véhiule et le met en mouvement.La modélisation du mouvement auto-propulsé néessite de oupler les équations dumouvement du orps immergé et les équations du mouvement du �uide. Le orps estmodélisé par un solide déformable et son mouvement est dérit par les lois du mouvementde Newton. Dans plusieurs travaux, les auteurs onsidèrent un �uide irrotationnel et nonvisqueux. Dans e as de �gure, après résolution d'un problème aux limites elliptique, lesystème ouplé se ramène à un système d'équations di�érentielles ordinaires impliquantuniquement les degrés de liberté du solide. Cette approhe a notamment été développéepar Bressan [13℄ et Munnier [64℄. Pour prendre en ompte les e�ets visqueux et les e�etsd'inertie du �uide, San Martín et al. [69℄ ont proposé de modéliser le mouvement du �uidepar les équations de Navier-Stokes stationnaires. Ils ont obtenu l'existene et l'uniitéglobales de la trajetoire d'un solide déformable sur lequel on impose des déformationsrégulières. Cependant, à faible nombre de Reynolds, les e�ets inertiels sont négligeables parrapport aux e�ets visqueux, et par onséquent les équations de Stokes sont bien adaptéesà la desription du �ot. Ainsi, les équations de Stokes onduisent à des modèles pertinentspour étudier le mouvement des miro-organismes tels que les batéries ou ertaines espèes



32 Chapitre 1. Stabilité de la trajetoire d'un solide auto-propulsé parrapport à sa déformationd'amibes. Initiée par les travaux de Taylor [75℄, Berg et Anderson [8℄ et Purell [68℄, l'étudede la nage à faible nombre de Reynolds a fait l'objet de plusieurs artiles réents. Dans[71℄, Shapere et Wilzek ont introduit un adre d'étude géométrique général, qui a par lasuite été développé par Cherman, Delgado, Duda, Ehlers, Koiller, Jair et Montgomery [25℄dans le as bidimensionnel. Mentionnons également les travaux d'Alouges, DeSimone etLefebvre [3℄, qui ont prouvé que le système onnu sous le nom de nageur à trois sphères,immergé dans un �uide de Stokes, est globalement ontr�lable.Dans e hapitre, nous onsidérons un modèle simpli�é de mouvement auto-propulséà faible nombre de Reynolds. Ce modèle onsiste en un solide déformable immergé dansun �uide de Stokes, en domaine borné. Le déplaement du solide est déomposé en unepartie rigide, orrespondant à un déplaement global, et une partie due a la déformation.Nous faisons l'hypothèse que nous pouvons imposer la déformation et déduire le déplae-ment rigide grâe à l'interation entre le solide et le �uide. Réemment, ette di�ultéa été surmontée dans plusieurs artiles, dans le as de solides rigides immergés dans un�uide visqueux inompressible (voir, par exemple, Desjardins et Esteban [37℄, San Martín,Starovoitov et Tusnak [70℄, Feireisl [40℄ ou Gunzburger, Lee et Seregin [48℄) et dans le asde solides élastiques ou visoélastiques (voir, par exemple, Coutand et Shkoller [28, 29℄,Chambolle, Desjardins, Esteban et Grandmont [24℄, Desjardins, Esteban, Grandmont etLe Talle [38℄, et Boulakia [10℄).Dans e hapitre, nous fournissons une preuve nouvelle de l'existene globale et del'uniité de la trajetoire d'un solide déformable, immergé dans un �uide visqueux inom-pressible à faible nombre de Reynolds, et sur lequel la partie non rigide de son déplaementest imposée. La preuve donnée dans [69℄ pour un �uide visqueux inompressible généralrepose sur la transformation d'un problème non ylindrique en un problème ylindrique,et sur un argument de point �xe. Le prinipe de notre preuve, quant à lui, est similaire àl'approhe adoptée par Munnier [64℄ dans le as d'un �uide potentiel : nous utilisons l'exis-tene, l'uniité et la régularité de la solution des équations de Stokes, pour érire le systèmed'équations ouplées issu de l'appliation des lois du mouvement de Newton, sous la formed'un système d'équations di�érentielles ordinaires. Pour établir la régularité de l'opérateurqui intervient dans l'ériture de e système, nous avons besoin d'établir la di�érentiabilitéde la solution faible du problème de Stokes, non seulement par rapport à la partie rigide et àla partie non rigide de la déformation du solide, mais également par rapport aux onditionsaux limites à l'interfae solide-�uide. Dans e but, nous utilisons des méthodes de dérivéesde forme qui ont été introduites par Murat et Simon [65℄ et Sokoªowski et Zolésio [73℄.Plusieurs di�ultés apparaissent ii, dues au fait que nous traitons à la fois des onditionsde type Dirihlet et des onditions de glissement, qu'il s'agisse du glissement parfait oud'une loi de frition de type Navier. En partiulier, es onditions de glissement ne sont pasfréquentes dans la littérature, et néessitent un soin partiulier pour prendre en ompte lesdéformations du hamp de veteurs normaux à la paroi du solide. En outre, pour traiter deonditions aux bords non homogènes et qui, de plus, dépendent de la déformation du solide,nous avons besoin de résultats de régularité d'ordre élevé pour l'opérateur de Bogovski�i,qui ont été démontrés réemment par D. Mitrea, M. Mitrea et S. Monniaux [61℄.L'un des intérêts majeurs de notre approhe est de permettre de démontrer la stabilitéséquentielle des trajetoires du solide par rapport aux déformations qui lui sont imposées,en traitant le hamp de déformation omme un paramètre dans le système di�érentiel. Lastabilité des trajetoires est une étape ruiale pour parvenir à un ontr�le dynamique de



1.2. Présentation du modèle 33forme du orps immergé. Bien que et objetif n'ait pas enore été atteint, il a onstituéla première motivation de e travail. Une manière de traiter e problème pourrait êtred'imposer une ondition de glissement parfait à l'interfae, de onsidérer de petites défor-mations du bord et de produire des onditions aux limites dynamiques grâe à l'e�et derugosité (voir Casado-Díaz et al. [22℄, Buur et al. [19℄).Ce hapitre est organisé omme suit. Après avoir présenté le modèle dans la setion1.2, nous énonçons les résultats prinipaux dans la setion 1.3. La preuve du théorème 1.1fait l'objet de la setion 1.4 et le théorème 1.2 est démontré à la setion 1.5. En�n, ladernière setion est onsarée à la desription d'une méthode numérique d'approximationdu modèle, qui est mise en oeuvre sur di�érents exemples.1.2 Présentation du modèleTous les résultats de e hapitre sont valables en dimensions 2 ou 3 d'espae. Par souide larté, nous présentons le modèle bidimensionnel, qui a été adapté de [69℄. Cependant,la dérivation de e modèle et son étude mathématique peuvent s'adapter au as de ladimension 3 sans faire apparaître de di�ulté mathématique fondamentale supplémentaire.1.2.1 Un modèle inématique de mouvement auto-propulsé dans un�uideSoit Ω ⊂ R
2 le domaine oupé par le système solide-�uide, que l'on suppose un ouvertborné et régulier. On appelle on�guration de référene l'état du système à l'instant initial.On note S0 ⊂ Ω le domaine oupé par le solide, et F0 := Ω \ S0 le domaine oupé parle �uide dans la on�guration de référene. On suppose que S0 est un ouvert de lasse C3.On suppose également qu'à l'instant initial, le solide se situe à une distane stritementpositive de la frontière du domaine, 'est-à-dire qu'il existe un réel δ > 0 tel que, si l'ondé�nit le sous-ensemble suivant de Ω :

Ω−δ = {x ∈ Ω |dist(x, ∂Ω) > δ} ,alors
S0 ⊂ Ω−δ.On onsidère un référentiel �xe, dont l'origine oïnide ave la position du entre d'iner-tie du solide à l'instant initial, ainsi qu'un référentiel mobile, dont l'origine oïnide ave leentre d'inertie du solide à haque instant. Dans la suite, on utilise la onvention suivante.Les lettres x, y sont réservées aux variables spatiales dans le référentiel �xe, tandis que x∗désigne une variable spatiale dans le référentiel mobile. De même, les hamps de veteursdont les omposantes sont exprimées dans le référentiel mobile sont signalés par une étoile.On impose une déformation régulière du solide, 'est-à-dire que l'on onsidère un hampde veteurs variable en temps Θ∗ appartenant à C1([0,∞), C3(S0,R

2)) tel que le hamp dedéformation X∗ du solide est dé�ni par
X∗(y, t) = y + Θ∗(y, t), (y, t) ∈ S0 × [0,∞). (1.1)On suppose que la déformation satisfait les hypothèses suivantes :(H1) Pour tout t > 0, l'appliation y → X∗(y, t) est un di�éomorphisme de lasse C3 de

S0 dans S∗(t) := X∗(S0, t).



34 Chapitre 1. Stabilité de la trajetoire d'un solide auto-propulsé parrapport à sa déformationPour tout t > 0, on note Y ∗(·, t) l'appliation réiproque de X∗(·, t). On dé�nit lavitesse de déformation du solide en oordonnées eulériennes par
w∗(x∗, t) =

∂Θ∗

∂t
(Y ∗(x∗, t), t) t > 0, x∗ ∈ S∗(t).On suppose que le volume du solide est préservé au ours de son mouvement, e qui setraduit par la ontrainte suivante sur w∗ :(H2) ∫

∂S∗(t)
w∗(x∗, t) · n(x∗)ds(x∗) = 0, t > 0,où n(x∗) est le veteur normal unitaire à ∂S∗(t) au point x∗ et ds est la mesure de surfaesur ∂S∗(t).L'hypothèse d'un mouvement auto-propulsé onduit à onsidérer des déformations X∗qui préservent la quantité de mouvement et le moment inétique du solide. L'expressionde ette propriété néessite de dé�nir la densité ρ∗ du solide. Soit ρ0 la densité du solidedans la on�guration de référene S0. La forme loale de l'équation de onservation de lamasse dans le solide onduit à l'expression suivante de ρ∗ :
ρ∗(x∗, t) =

ρ0(Y
∗(x∗, t))det (∇X∗)(Y ∗(x∗, t), t)

t > 0, x∗ ∈ S∗(t). (1.2)Puisque l'origine du système de oordonnées �xe oïnide ave le entre d'inertie de S0,la onservation de la quantité de mouvement et du moment inétique se traduit par lesontraintes suivantes sur w∗ :(H3) ∫
S∗(t)

ρ∗(x∗, t)w∗(x∗, t)dx∗ = 0, t > 0,(H4) ∫
S∗(t)

ρ∗(x∗, t)x∗⊥ · w∗(x∗, t)dx∗ = 0, t > 0,où pour tout point x = (x1, x2) de R
2, on note x⊥ le veteur x⊥ = (−x2, x1).Soit X le mouvement du solide. On suppose qu'il existe un déplaement rigide XR telque

X(y, t) = XR(X∗(y, t), t), t > 0, y ∈ S0.Le mouvement rigide XR : R
2 × [0,∞) → R

2 est dé�ni par
XR(x∗, t) = ξ(t) +Rθ(t)x

∗,où, pour tout t > 0, ξ(t) est la position du entre de gravité du solide à l'instant t, θ(t)est l'angle dé�nissant l'orientation du solide par rapport à un axe �xe dans le système deoordonnées de référene et Rθ(t) est la matrie de SO2(R) assoiée à la rotation d'angle
θ(t). On note S(ξ(t), θ(t), t) le domaine oupé par le solide à l'instant t, dé�ni par

S(ξ(t), θ(t), t) = Rθ(t)S∗(t) + ξ(t), t > 0.(Voir aussi la �gure 1.1.)On suppose qu'à haque instant t > 0, la paroi du domaine solide S∗(t) génère unefrition lors du ontat entre le solide et le �uide, qui est aratérisée par un oe�ient defrition β∗(t) dans L∞(∂S∗(t)). On suppose qu'à haque instant, β∗(t) est positif et quel'appliation
t > 0 → β∗(t) ◦X∗(·, t) ∈ L∞(∂S0)
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Fig. 1.1: Con�guration initiale du solide S0, solide déformé S∗(t) et position S(ξ(t), θ(t), t)du solide après déformation, rotation d'angle θ(t) et translation de veteur ξ(t).est ontinue. On note β(ξ(t), θ(t), t) le oe�ient de frition orrespondant sur la paroi
∂S(ξ(t), θ(t), t), qui s'exprime en fontion de β∗(t) selon la formule suivante :

β(ξ(t), θ(t), t)(x) = β∗(t)(R−θ(t)(x− ξ(t))), t > 0, x ∈ ∂S(ξ(t), θ(t), t). (1.3)Le hamp de vitesse eulérien du solide est dé�ni par
uS(x, t) = ξ′(t) + θ′(t)(x− ξ(t))⊥ + w(x, t), t > 0, x ∈ S(ξ(t), θ(t), t),où

w(x, t) = Rθ(t)w
∗(R−θ(t)(x− ξ(t)), t), t > 0, x ∈ S(ξ(t), θ(t), t).La densité du solide est dé�nie par

ρ(x, t) = ρ∗(R−θ(t)(x− ξ(t)), t), t > 0, x ∈ S(ξ(t), θ(t), t), (1.4)où ρ∗ est donné par (1.2). La masse m du solide et son moment d'inertie I(t) par rap-port à un axe orthogonal au plan du mouvement et passant par le entre d'inertie de
S(ξ(t), θ(t), t), sont dé�nis par

m =

∫

S(ξ(t),θ(t),t)
ρ(x, t)dx, (1.5)

I(t) =

∫

S(ξ(t),θ(t),t)
ρ(x, t)|x − ξ(t)|2dx, t > 0. (1.6)Remarquons que d'après les équations (1.2), (1.4), (1.5) et (1.6), les relations suivantessont véri�ées :

m =

∫

S0

ρ0(y)dy,
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I(t) =

∫

S0

ρ0(y)|X∗(y, t)|2dy, t > 0.En partiulier, omme X∗ appartient à C1(S0 × [0,∞),Ω), l'appliation t > 0 → I(t) ∈ Rest de lasse C1.1.2.2 Le système ompletS'il n'y a pas de risque de onfusion, on note
S(t) = S(ξ(t), θ(t), t)le domaine oupé par le solide à l'instant t, et

F(t) = Ω \ S(t)le domaine oupé par le �uide. On pose F0 = F(0). Pour k = 1, 2, on dé�nit
Hk(F(t)) = Hk(F(t),R2)où Hk(F(t),R2) désigne l'espae de Sobolev usuel d'ordre k. On note L2

0(F(t)) le sous-espae de L2(F(t)) onsitué des fontions à moyenne nulle.On onsidère le problème suivant : trouver un réel T > 0 et des fontions ξ dans
C2((0, T ),R2) ∩ C1([0, T ),R2) et θ dans C2((0, T ),R) ∩ C1([0, T ),R) solutions du système

mξ′′(t) = −
∫

∂S(t)
σ(u, p)nds, t ∈ (0, T ), (1.7)

(Iθ′)′(t) = −
∫

∂S(t)
σ(u, p)n · (x− ξ)⊥ ds, t ∈ (0, T ), (1.8)où pour tout t dans (0, T ), le ouple (u, p) dans H1(F(t)) × L2

0(F(t)) est la solution duproblème suivant :
−ν∆u + ∇p = 0 dans F(t), (1.9)

div u = 0 dans F(t), (1.10)
u = 0 sur ∂Ω, (1.11)

u · n = uS · n sur ∂S(t), (1.12)
[σ(u, p)n]tan + βu = βuS sur ∂S(t). (1.13)Dans le système préédent, ν > 0 est la visosité du �uide et u et p sont respetivementle hamp de vitesse eulérienne et le hamp de pression du �uide. n représente la normaleunitaire à ∂S(t) orientée vers le solide. Dans (1.7)-(1.8), une prime représente la dérivationpar rapport au temps. Le tenseur des ontraintes σ est dé�ni par

σ(u, p) = 2νD(u) − pIdoù D(u) est la partie symétrique de ∇u, dé�nie par
D(u) =

1

2

(
(∇u) + (∇u)T

)



1.3. Énoné des résultats prinipaux 37et Id est la matrie identité dans M2(R). En�n, on a noté β le oe�ient de frition
β(ξ(t), θ(t), t), dé�ni par (1.3).Soulignons que les intégrales (1.7)-(1.8) requièrent une régularité H1 de σ(u, p) auvoisinage de ∂S(t), pour que σ(u, p)n soit bien dé�ni dans L2(∂S(t)), au sens des traes.Cette régularité sera établie à la setion 1.4.Notons que les équations (1.12)-(1.13) expriment une ondition de glissement de Navierà l'interfae solide-�uide. Les théorèmes démontrés dans e hapitre restent vrais si l'onremplae (1.12)-(1.13) par la ondition d'adhérene

u = uS sur ∂S(t). (1.14)Le système (1.7)-(1.13) est omplété par les onditions initiales
ξ(0) = 0, θ(0) = 0,

ξ′(0) = ξ̇0, θ
′(0) = θ̇0.

(1.15)1.3 Énoné des résultats prinipauxNous reprenons les notations de la setion 1.2. Dé�nissons tout d'abord l'ensemble Ddes déformations admissibles Θ∗.Soit K appartenant à (0, 1) une onstante �xée. Comme C3(S0,R
2) est un espae deBanah, l'hypothèse (H1) est véri�ée pour tout Θ∗ appartenant à C1([0,∞), C3(S0,R

2))satisfaisant la ondition suivante :
∀t > 0 ‖Θ∗(·, t)‖C3(S0,R2)) 6 K. (1.16)Quitte à diminuer K, on peut supposer que pour tout Θ∗ dans C1([0,∞), C3(S0,R

2))satisfaisant (1.16), la propriété suivante est également véri�ée :
∀t > 0 S∗(t) ⊂ Ω−δ/2. (1.17)L'ensemble D des déformations admissibles est dé�ni par

D :=
{

Θ∗ ∈ C1([0,∞), C3(S0,R
2)) | ∀t > 0

‖Θ∗(t)‖C3(S0,R2)) 6 K,

∫

∂S∗(t)
w∗(x∗, t) · n(x∗)ds(x∗) = 0,

∫

S∗(t)
ρ∗(x∗, t)w∗(x∗, t)dx∗ = 0,

∫

S∗(t)
ρ∗(x∗, t)x∗⊥ ·w∗(x∗, t)dx∗ = 0.

}
(1.18)Le premier résultat onerne l'existene et l'uniité des solutions du système (1.7)-(1.13).Théorème 1.1. Soit (ξ̇0, θ̇0) un veteur de R

2×R et Θ∗ une déformation dans D. Il existe
Tmax > 0 tel que� pour tout T appartenant à (0, Tmax), le système (1.7)-(1.13), omplété par les ondi-tions initiales (1.15), admet une unique solution sur l'intervalle [0, T ] ;� l'alternative suivante a lieu :(i) Tmax = ∞ ; ou



38 Chapitre 1. Stabilité de la trajetoire d'un solide auto-propulsé parrapport à sa déformation(ii) lim inft→Tmax dist(S(t), ∂Ω) = 0.De plus, dans le as bidimensionnel, si l'on impose la ondition d'adhérene (1.14) à l'in-terfae solide-�uide, alors Tmax = ∞.Pour étudier la stabilité des trajetoires du solide par rapport aux déformations, onmunit l'ensemble D de la norme C1([0,∞), C3(S0,R
2)).Théorème 1.2. Soit (ξ̇0, θ̇0) un veteur de R

2 × R et Θ∗ appartenant à D. Soit (ξ, θ)la solution maximale du système (1.7)-(1.13) assoiée à Θ∗, ave les onditions initiales(1.15). Soit (Θ∗
n)n∈N une suite de déformations onvergeant vers Θ∗ dans D. Pour tout

n ∈ N, on note (ξn, θn) la solution maximale assoiée à Θ∗
n ave les mêmes onditionsinitiales. Alors :� il existe T1 > 0 tel que (ξ, θ), (ξn, θn) existent sur l'intervalle [0, T1] pour tout n ∈ N ;� la suite (ξn, θn)n∈N onverge vers (ξ, θ) uniformément dans C1([0, T ∗],R3), pour tout

T ∗ > 0 tel que la solution (ξn, θn) soit bien dé�nie sur [0, T ∗] pour tout n.1.4 Preuve du théorème 1.1Dans ette setion, on �xe une déformation Θ∗ appartenant à D est �xée. Pour prouverl'existene et l'uniité loale des trajetoires, nous allons réérire le problème (1.7)-(1.13)sous la forme d'une système d'équations di�érentielles ordinaires du seond ordre satisfaitpar les fontions inonnues ξ, θ, et appliquer le théorème de Cauhy-Lipshitz.1.4.1 Transformation du système ouplé en un système d'équations or-dinaires du seond ordrePour tout t > 0 et tout (ξ, θ) dans R
3, on note S(ξ, θ, t) le domaine

S(ξ, θ, t) = ξ +RθS∗(t).Rappelons que le oe�ient de frition β(ξ, θ, t) orrespondant, qui appartient à L2(∂S(ξ, θ, t)),est dé�ni par
∀t > 0, ∀x ∈ ∂S(ξ, θ, t), β(ξ, θ, t)(x) = β∗(t)(R−θ(x− ξ)). (1.19)D'après l'équation (1.17), il existe un ouvert W de R

3 ontenant 0, et tel que
∀t > 0, ∀(ξ, θ) ∈ W, S(ξ, θ, t) ⊂ Ω.Pour tout t > 0 et tout (ξ, θ) dans W, on note F(ξ, θ, t) le domaine

F(ξ, θ, t) = Ω \ S(ξ, θ, t).Dans la suite, on désigne par la lettre α un quadruplet (ξ, θ, ξ̇, θ̇) dans R
6, appartenant àl'ensemble des quadruplets admissibles U que l'on dé�nit par

U = W × R
3. (1.20)



1.4. Preuve du théorème 1.1 39Pour tout (α, t) dans U × [0,∞) on dé�nit (uα,t, pα,t) dans H1(F(ξ, θ, t)) × L2
0(F(ξ, θ, t))omme étant la solution du problème suivant :





−ν∆uα,t + ∇pα,t = 0 dans F(ξ, θ, t),
div uα,t = 0 dans F(ξ, θ, t),

uα,t = 0 sur ∂Ω,
uα,t · nξ,θ,t = uS

α,t · nξ,θ,t sur ∂S(ξ, θ, t),

[σ(uα,t, pα,t)nξ,θ,t]tan + βξ,θ,tuα,t = βξ,θ,tu
S
α,t sur ∂S(ξ, θ, t),

(1.21)où nξ,θ,t représente la normale unitaire à ∂S(ξ, θ, t) orientée vers S(ξ, θ, t). La fontion uS
α,test dé�nie par

uS
α,t(x) = ξ̇ + θ̇(x− ξ)⊥ +Rθw

∗(R−θ(x− ξ), t), x ∈ ∂S(ξ, θ, t),et L2
0(F(ξ, θ, t)) est le sous-espae des fontions à moyenne nulle de L2(F(ξ, θ, t)).Préisons le sens du système (1.21). Pour tout (ξ, θ, t) dans W × [0,∞), on dé�nit lesous-espae suivant de H1(F(ξ, θ, t)) :

H1
τ (F(ξ, θ, t)) = {ψ ∈ H1(F(ξ, θ, t)) : ψ · nξ,θ,t = 0 sur ∂F(ξ, θ, t), ψ = 0 sur ∂Ω}.(1.22)Le ouple (uα,t, pα,t) dans H1(F(ξ, θ, t))×L2

0(F(ξ, θ, t)) est solution du système (1.21) ausens faible, 'est-à-dire qu'il véri�e les propriétés suivantes :
div uα,t = 0 dans L2(F(ξ, θ, t)),

uα,t satisfait les onditions aux limites
uα,t = 0 sur ∂Ω, uα,t · nξ,θ,t = uS

α,t · nξ,θ,t sur ∂S(ξ, θ, t)au sens des traes, et pour toute fontion test ψ appartenant à H1
τ (F(ξ, θ, t)),

ν

∫

F(ξ,θ,t)
∇uα,t : ∇ψ dx−

∫

F(ξ,θ,t)
pα,t(div ψ)dx+

∫

∂S(ξ,θ,t)
βξ,θ,tuα,t · ψ ds

=

∫

∂S(ξ,θ,t)
βξ,θ,tu

S
α,t · ψ ds. (1.23)Pour exprimer la régularité H2 × H1 loale de (uα,t, pα,t) au voisinage de ∂S(ξ, θ, t), onintroduit un vosinage ouvert Ω′ de S0 dans Ω tel que

S0 ⊂⊂ Ω′ ⊂⊂ Ω.On dé�nit
F ′

0 = F0 ∩ Ω′. (1.24)Par des résultats lassiques de régularité pour le problème de Stokes ave onditions auxlimites de type Navier (voir par exemple [74℄, [6℄), pour tout t > 0 et tout (ξ, θ) dans
W, le problème (1.21) admet une unique solution faible (uα,t, pα,t) dans H1(F(ξ, θ, t)) ×
L2

0(F(ξ, θ, t)). De plus, ette solution satisfait
(uα,t, pα,t) ∈ H2(Xξ,θ,t(F ′

0)) ×H1(Xξ,θ,t(F ′
0)). (1.25)



40 Chapitre 1. Stabilité de la trajetoire d'un solide auto-propulsé parrapport à sa déformationOn dé�nit à présent les opérateurs
F : U × [0,∞) → R

2, G : U × [0,∞) → R, (1.26)par




F (α, t) = − 1

m

∫

∂S(ξ,θ,t)
σ(uα,t, pα,t)nξ,θ,t ds,

G(α, t) = − 1

I(t)

(∫

∂S(ξ,θ,t)
σ(uα,t, pα,t)nξ,θ,t · (x− ξ)⊥ ds+ I′(t)θ̇

)
.Ave es notations, le problème (1.7)-(1.13), omplété par les onditions initiales (1.15),peut se réérire de la manière suivante : trouver T > 0 et des fontions ξ dans C2((0, T ),R2)∩

C1([0, T ),R2) et θ dans C2((0, T ),R) ∩ C1([0, T ),R) solutions du système
(ξ′′(t), θ′′(t)) = (F,G) (ξ(t), θ(t), ξ′(t), θ′(t), t) , t ∈ (0, T ),

(ξ(0), θ(0), ξ′(0), θ′(0)) = (0, 0, ξ̇0, θ̇0).
(1.27)Remarque 1.3. Puisque la dépendane de S(ξ, θ, t), nξ,θ,t et (uα,t, pα,t) au paramètretemporel t apparaît uniquement à travers Θ∗(t) et (Θ∗)′(t) (par l'intermédiaire de S∗(t)et des onditions aux limites sur ∂S(ξ, θ, t) dans le système (1.21)), le système (1.27) peuts'érire sous la forme suivante :

(ξ′′(t), θ′′(t)) = (F,G) (ξ(t), θ(t), ξ′(t), θ′(t),Θ∗(t), (Θ∗)′(t)) , t ∈ (0, T ),

(ξ(0), θ(0), ξ′(0), θ′(0)) = (0, 0, ξ̇0, θ̇0). (1.28)Dans ette formulation, le ouple (Θ∗(t), (Θ∗)′(t)) apparaît omme une variable de ontr�lenaturelle pour le système (1.28). Cependant, puisque nous herhons à étudier la stabilitédu système solide-�uide par rapport aux déformations Θ∗ dans D, et pour simpli�er lesnotations, nous utiliserons la formulation (1.27) dans la suite du hapitre.1.4.2 Régularité de la solution du système de Stokes par rapport à (α, t)Pour démontrer que les fontions F,G sont ontinues et loalement lipshitziennes parrapport à α, il faut étudier la régularité de la solution du système (1.21) par rapport à (α, t).Pour ela, nous introduisons un di�éomorphisme Xξ,θ,t de lasse C3 de Ω dans lui-même.La onstrution de e di�éomorphisme est présentée dans le paragraphe suivant.Le prinipe est d'étendre la déformation X∗ sur un voisinage de S0, puis de transporterette déformation par le �ot d'un problème de Cauhy, dé�ni de telle sorte que la restritionde Xξ,θ,t à S0 oïnide ave la déformation e�etive du solide, 'est-à-dire :
Xξ,θ,t(y) = ξ +RθX

∗(y, t), y ∈ S0. (1.29)Pour tout t > 0, on dé�nit Θ∗(t) dans C3(S0,R
2) par

Θ∗(t) = Θ∗(·, t).On onsidère un opérateur d'extension
E : C3(S0,R

2) → C3(Ω,R2),



1.4. Preuve du théorème 1.1 41que l'on suppose linéaire et borné, et qui satisfait
(EΘ∗(t))(y) = Θ∗(y, t), Θ∗ ∈ D, y ∈ S0.L'existene de E résulte de la régularité de ∂S0. Soit ς une fontion de lasse C∞ à supportompat dans Ω−δ/2, et qui est égale à 1 dans un voisinage de Ω−δ. On dé�nit le hampde déformation étendu X∗ par
X∗(y, t) = y + (EΘ∗(t))(y)ς(y) t > 0, y ∈ Ω. (1.30)Par dé�nition de E et ς, et puisque Θ∗ ∈ D, l'appliationX∗ appartient à C1([0,∞), C3(Ω,R2)).De plus, par ontinuité de E , en supposant que la onstante K qui apparaît dans la dé�ni-tion de D est su�samment petite, pour tout t > 0, l'appliation X∗(·, t) est un di�éomor-phisme de lasse C3 de F0 dans F∗(t) := Ω \ S∗(t), qui véri�e
∀y ∈ F0 dist(y, ∂Ω) < δ/2 ⇒ X∗(y, t) = y. (1.31)Pour traiter la partie rigide de la déformation du solide, pour tout (ξ, θ) dans W, onintroduit la fontion χξ,θ dé�nie par le �ot du problème de Cauhy suivant :

{
dχξ,θ

ds
(z, s) = zξ,θ(χξ,θ(z, s), s),

χξ,θ(z, 0) = z, z ∈ Ω,
(1.32)où la fontion zξ,θ est dé�nie pour tout (x, s) dans R

2 × R+ par
zξ,θ(x, s) = (ξ + θ(x− sξ)⊥)ς(x).Puisque zξ,θ est de lasse C∞ et que pour tout s > 0, zξ,θ(·, s) est à support ompat dans

Ω, le problème (1.32) possède une unique solution sur l'intervalle [0, 1]. De plus, pour tout
z ∈ S0, ette solution est dé�nie par

χξ,θ(z, s) = sξ +Rsθz, s ∈ [0, 1]. (1.33)Puisque l'appliation
(x, s, ξ, θ) ∈ R

2 × R+ ×W → zξ,θ(x, s) ∈ R
2est de lasse C∞, l'appliation

(z, ξ, θ) ∈ Ω ×W → χξ,θ(z, 1) ∈ Ωest également C∞. La fontion zξ,θ étant à support ompat dans Ω, χξ,θ(·, 1) est undi�éomorphisme de lasse C∞ de Ω dans lui-même. Pour tout (ξ, θ, t) dans W × [0,∞), ondé�nit alors
Xξ,θ,t(y) = χξ,θ(X∗(y, t), 1) y ∈ Ω. (1.34)En appliquant la relation (1.33) ave s = 1, on véri�e que Xξ,θ,t satisfait la ondition(1.29). Par onséquent, pour tout (ξ, θ, t) dans W× [0,∞), la restrition de Xξ,θ,t à F0 estun C3-di�éomorphisme de F0 dans F(ξ, θ, t). Par omposition, l'appliation

(ξ, θ, t, y) ∈ W × [0,∞) ×F0 → Xξ,θ,t(y) ∈ R
2 (1.35)est de lasse C∞(W, C1([0,∞), C3(F0,R

2))).La proposition qui suit onsitue le point ruial de la démonstration du théorème 1.1.



42 Chapitre 1. Stabilité de la trajetoire d'un solide auto-propulsé parrapport à sa déformationProposition 1.4. L'appliation
(α, t) ∈ U × [0,∞) → σ(uα,t, pα,t) ◦Xξ,θ,t ∈ H1(F ′

0)
4est de lasse C1.Preuve de la proposition 1.4. La preuve repose sur des tehniques développées parSimon [72℄ et par Bello, Fernández-Cara, Lemoine et Simon [7℄, pour démontrer la dif-férentiabilité de la solution du problème de Stokes (resp.Navier-Stokes stationnaire), parrapport à des déformations lipshitziennes du domaine. Le prinipe est de transformerdes équations à oe�ients onstants, posées sur un domaine mobile, en un problème àoe�ients variables posé sur un domaine de référene �xé, par l'intermédiaire d'un hange-ment de variable onvenable et d'une transformation des fontions inonnues. Ensuite, onapplique le théorème des fontions impliites. L'une des prinipales di�érenes vis-à-visdes travaux préédemment ités est que nous imposons des onditions de frition de typeNavier, e qui nous oblige à prendre en ompte les variations de la normale à ∂S0 induitessous l'ation du di�éomorphisme Xξ,θ,t. D'autre part, les onditions à l'interfae sont nonhomogènes et dépendent des paramètres α et t. Pour traiter es onditions aux limites,nous utilisons un opérateur de relèvement a�n de transformer le problème non homogèneen un problème homogène ave terme soure. Une autre di�ulté apparaît alors : a�n depréserver la régularité H2 × H1 de la solution au voisinage du solide, nous avons besoind'un opérateur de relèvement à valeurs dans des espaes de Sobolev d'ordre plus élevé quel'opérateur usuel de Bogovski�i (voir par exemple [9℄ ou [43℄). L'existene d'un tel opéra-teur, dé�ni sur un sous-espae de H3/2 à valeurs dans H1, a été démontrée réemment parMitrea, Mitrea et Monniaux [61℄.Pour tout (ξ, θ, t) dans W × [0,∞), on note Jξ,θ,t ∈ C2(F0,R)4 la matrie jaobiennede la restrition de Xξ,θ,t à F0. En utilisant les propriétés (1.31) et (3.26) et les formulesde Taylor, on obtient le résultat suivant :Lemme 1.5. L'appliation

(ξ, θ, t) ∈ W × [0,∞) → Jξ,θ,t ∈W 2,∞(F0)
4est de lasse C1.Dans le paragraphe suivant, on utilise la restrition deXξ,θ,t à F0 pour érire le problème(1.21) dans le domaine de referene F0. On note Jξ,θ,t le déterminant de Jξ,θ,t. On peutsupposer sans perte de généralité que

Jξ,θ,t(y) > 0 ∀(ξ, θ, t, y) ∈ W × [0,∞) ×F0.Rappelons que F ′
0 est dé�ni par (1.24). Le hangement de fontions que nous allons utiliserest motivé par le résultat suivant :Lemme 1.6. Soit (ξ, θ, t) dans W × [0,∞) et (u, p) ∈ H1(F(ξ, θ, t))×L2(F(ξ, θ, t)). Soit

(U, P ) le ouple de H1(F0) × L2(F0) dé�ni par
U = Jξ,θ,t J

−1
ξ,θ,t(u ◦Xξ,θ,t), P = Jξ,θ,t(p ◦Xξ,θ,t).Les propriétés suivantes sont véri�ées :
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0(F(ξ, θ, t)) si et seulement si P ∈ L2

0(F0),(ii) (u, p) ∈ H2(Xξ,θ,t(F ′
0)) × H1(Xξ,θ,t(F ′

0)) si et seulement si (U, P ) ∈ H2(F ′
0) ×

H1(F ′
0),(iii) div u = 0 dans L2(Xξ,θ,t(F0)) si et seulement si div U = 0 dans L2(F0).Preuve du lemme 1.6. Pour démontrer la propriété (i), il su�t de remarquer que par lehangement de variable x = Xξ,θ,t(y),

∫

F(ξ,θ,t)
p(x)dx =

∫

F0

Jξ,θ,t(y)(p ◦Xξ,θ,t)(y)dy

=

∫

F0

P (y)dy.La propriété (ii) provient du fait que les oe�ients de Jξ,θ,t et J−1
ξ,θ,t appartiennent à

W 2,∞(F0) et que Xξ,θ,t appartient à C2(F0,R
2). Pour démontrer (iii), on e�etue le alulsuivant. Pour toute fontion ζ dans ∈ C1

c (F(ξ, θ, t)), en utilisant la formule de Green, lehangement de variable x = Xξ,θ,t(y) et la formule de dérivation omposée
∇(ζ ◦Xξ,θ,t)(y) = [Jξ,θ,t(y)]

T ∇ζ(Xξ,θ,t(y)), y ∈ F0, (1.36)on obtient les égalités suivantes :
∫

F(ξ,θ,t)
(div u)(x)ζ(x) dx = −

∫

F(ξ,θ,t)
u(x) · ∇ζ(x) dx

= −
∫

F0

(u ◦Xξ,θ,t)(y) ·
([
Jξ,θ,t(y)

−1
]T ∇(ζ ◦Xξ,θ,t)(y)

)
Jξ,θ,t(y) dy

= −
∫

F0

Jξ,θ,t(y)
([
Jξ,θ,t(y)

−1
]
(u ◦Xξ,θ,t)(y)

)
· ∇(ζ ◦Xξ,θ,t)(y) dy

=

∫

F0

(div U)(y)(ζ ◦Xξ,θ,t)(y) dy.Comme l'appliation
ζ ∈ C1

c (F(ξ, θ, t)) → ζ ◦Xξ,θ,t ∈ C1
c (F0)est bijetive, ela prouve l'équivalene (iii) par densité dans L2 des fontions de lasse C1à support ompat.Pour tout α = (ξ, θ, ξ̇, θ̇) appartenant à U et tout t > 0, on dé�nit le hangement defontions suivant :

Uα,t = Jξ,θ,tJ
−1
ξ,θ,t(uα,t ◦Xξ,θ,t), Pα,t = Jξ,θ,t(pα,t ◦Xξ,θ,t), (1.37)où le ouple (uα,t, pα,t) appartenant à H1(F(ξ, θ, t)) × L2

0(F(ξ, θ, t)) est la solution duproblème (1.21). Ce hangement de fontions a été introduit par Inoue et Wakimoto [55℄dans le as partiulier Jξ,θ,t ≡ 1. D'après l'équation (1.25) et le lemme 1.6, (Uα,t, Pα,t)possède la régularité suivante :
(Uα,t, Pα,t) ∈ H2(F ′

0) ∩ H1(F0) ×H1(F ′
0) ∩ L2

0(F0). (1.38)



44 Chapitre 1. Stabilité de la trajetoire d'un solide auto-propulsé parrapport à sa déformationNous allons montrer que (uα,t, pα,t) est solution du problème (1.21) si et seulement si
(Uα,t, Pα,t) est solution du problème suivant :




∑

i


−ν div (Li(ξ, θ, t)Uα,t) +

∑

j

∂j (Mij(ξ, θ, t)Pα,t)


∇X(i)

ξ,θ,t = 0 dans F0,

div Uα,t = 0 dans F0,
Uα,t = 0 sur ∂Ω,

Uα,t · n0 = US
α,t · n0 sur ∂S0,[

∑

i

[(Li(ξ, θ, t)Uα,t) · n0]∇X(i)
ξ,θ,t

]

tan

+ B(ξ, θ, t)Uα,t = B(ξ, θ, t)US
α,t sur ∂S0,(1.39)dans un sens qui sera préisé plus bas. Dans le système préédent, n0 est la normale unitaireà ∂S0 orientée vers S0. Pour tout (α, t) dans U × [0,∞), la fontion US

α,t appartenant à
C3(S0,R

2) est dé�nie par
US

α,t(y) = Jξ,θ,t(y)(DX
∗
t (y))−1

(
R−1

θ ξ̇ + θ̇X∗(y, t)⊥ +
∂X∗

∂t
(y, t)

)
, y ∈ S0,où DX∗

t désigne la matrie jaobienne de X∗(·, t). Remarquons que
Jξ,θ,t(y) = RθDX

∗
t (y), y ∈ S0.

M(ξ, θ, t) ∈W 2,∞(F0)
4 est dé�ni par
M(ξ, θ, t)(y) =

[
Jξ,θ,t(y)

−1
]T
, y ∈ F0. (1.40)Pour i = 1, 2, Li(ξ, θ, t) ∈ L(H2(F ′

0) ∩ H1(F0),H
1(F ′

0) ∩ L2(F0)
2) est l'opérateur bornédé�ni par

Li(ξ, θ, t)U = Jξ,θ,tJ
−1
ξ,θ,tM(ξ, θ, t)∇(J −1

ξ,θ,t∇X
(i)
ξ,θ,t · U) ∀U ∈ H2(F ′

0) ∩ H1(F0). (1.41)En�n, B(ξ, θ, t) ∈ L(H2(F ′
0) ∩ H1(F0), L

2(∂S0,R
2)) est dé�ni par

B(ξ, θ, t)U =
∣∣∣[J−1

ξ,θ,t]
Tn0

∣∣∣β∗(t) ◦X∗(t)
(
[Jξ,θ,t]

TJξ,θ,tU
)
|∂S0

∀U ∈ H2(F ′
0) ∩H1(F0).(1.42)Préisons le sens que l'on donne au système (1.39). On dé�nit le sous-espae suivantde H1(F0) :

H1
τ (F0) = {φ ∈ H1(F0) : φ · n0 = 0 sur ∂F0, φ = 0 sur ∂Ω}.Le ouple (Uα,t, Pα,t) satisfait (1.39) dans le sens suivant :

div Uα,t = 0 dans L2(F0),

Uα,t satisfait les onditions aux limites
Uα,t = 0 on ∂Ω, Uα,t · n0 = US

α,t · n0 on ∂S0



1.4. Preuve du théorème 1.1 45au sens des traes, et pour toute fontion test φ dans H1
τ (F0),

ν

∫

F0

∑

i

[
(Li(ξ, θ, t)Uα,t) · ∇

(
∇X(i)

ξ,θ,t · φ
)]

(y) dy

−
∫

F0

Pα,t(y)
∑

i

[(
M(ξ, θ, t)∇(∇X(i)

ξ,θ,t · φ)
)

(y)
](i)

dy

+

∫

∂S0

(B(ξ, θ, t)Uα,t) · ψ ds =

∫

∂S0

(
B(ξ, θ, t)US

α,t

)
· ψ ds. (1.43)Remarque 1.7. Le système (1.39) s'obtient formellement à partir des équations (1.43)par les aluls suivants. Si (Uα,t, Pα,t) est su�samment régulier, alors pour i = 1, 2, pourtout φ dans H1

τ (F0),
∫

F0

[
(Li(ξ, θ, t)Uα,t) · ∇

(
∇X(i)

ξ,θ,t · φ
)]

(y)dy

= −
∫

F0

[
(div (Li(ξ, θ, t)Uα,t)) (y)∇X(i)

ξ,θ,t(y)
]
· φ(y)dy

+

∫

∂S0

[
((Li(ξ, θ, t)Uα,t)(y) · n0(y))∇X(i)

ξ,θ,t(y)
]
· φ(y) ds(y) (1.44)et

−
∫

F0

Pα,t(y)
[(
M(ξ, θ, t)∇(∇X(i)

ξ,θ,t · φ)
)

(y)
](i)

dy

=

∫

F0

∑

j

[
∂j (Mij(ξ, θ, t)Pα,t) (y)∇X(i)

ξ,θ,t(y)
]
· φ(y)dy

−
∫

∂S0

P (y)
∑

j

[
Mij(y)n

(j)
0 (y)∇X(i)

ξ,θ,t(y)
]
· φ(y)ds(y). (1.45)En utilisant les dé�nitions (4.14), on obtient

∫

∂S0

P (y)
∑

ij

(
Mij(y)n

(j)
0 (y)∇X(i)

ξ,θ,t(y)
)
· φ(y)ds(y)

=

∫

∂S0

P (y)(M(ξ, θ, t)(y)n0(y)) · (Jξ,θ,t(y)φ(y))ds(y)

=

∫

∂S0

P (y)n0(y) · φ(y)ds(y)

= 0.Ainsi, en sommant les équations (1.44)-(1.45) sur i = 1, 2 et en injetant le résultat dansl'équation (1.43), on obtient le système (1.39).Pour montrer que les problèmes (1.21) et (1.39) sont équivalents via la transformation(1.37), on montre tout d'abord que les espaes de fontions test H1
τ (F0) et H1

τ (F(ξ, θ, t))(dé�nis par (1.22), p. 39) sont en bijetion.



46 Chapitre 1. Stabilité de la trajetoire d'un solide auto-propulsé parrapport à sa déformationLemme 1.8. Pour tout ψ dans H1
τ (F(ξ, θ, t)), si l'on dé�nit la fontion φ : F0 → R

2 par
φ(y) = Jξ,θ,t(y)

−1(ψ ◦Xξ,θ,t)(y), y ∈ F0, (1.46)alors φ dans H1
τ (F0), et l'appliation

ψ ∈ H1
τ (F(ξ, θ, t)) → φ ∈ H1

τ (F0)est une bijetion.Preuve du lemme 1.8. Soit ψ une fontion dans H1(F(ξ, θ, t)). Clairement, d'après larégularité de Xξ,θ,t, la fontion φ dé�nie par (2.10) appartient à H1(F0) et sa trae sur ∂Ωest nulle. Il faut démontrer l'équivalene suivante :
ψ · nξ,θ,t = 0 sur ∂S(ξ, θ, t) ⇐⇒ φ · n0 = 0 sur ∂S0. (1.47)Par densité de C1(F(ξ, θ, t)) dans H1(F(ξ, θ, t)), on peut supposer que ψ appartient à

C1(F(ξ, θ, t)). En introduisant une paramétrisation γ de ∂S0 et la paramétrisation orres-pondante Xξ,θ,t ◦ γ de ∂Sξ,θ,t, on peut exprimer la normale unitaire nξ,θ,t en fontion de
n0 et des dérivées partielles premières de Xξ,θ,t par rapport aux variables d'espae, de lamanière suivante :

nξ,θ,t(Xξ,θ,t(y)) =

[
Jξ,θ,t(y)

−1
]T

n0(y)

| [Jξ,θ,t(y)−1]T n0(y)|
, y ∈ ∂F0. (1.48)Par onséquent, pour tout point y de ∂S0,

(ψ ◦Xξ,θ,t)(y) · nξ,θ,t(Xξ,θ,t(y)) = 0 ⇐⇒ (ψ ◦Xξ,θ,t)(y) · (
[
Jξ,θ,t(y)

−1
]T

n0(y)) = 0

⇐⇒
(
Jξ,θ,t(y)

−1(ψ ◦Xξ,θ,t)(y)
)
· n0(y) = 0

⇐⇒ φ(y) · n0(y) = 0.Cela prouve l'équivalene (1.47).Montrons à présent que pour toute fontion φ dans H1
τ (F0), si l'on dé�nit ψ dans

H1
τ (F0) par (2.10), alors les relations (1.43) et (1.23) sont équivalentes. En remarquantque pour i = 1, 2,

ψ(i) ◦Xξ,θ,t = ∇X(i)
ξ,θ,t · φ (1.49)et en appliquant la formule (1.36) à la fontion ζ = ψ(i) ◦Xξ,θ,t, on obtient la formule dedérivée omposée suivante :

∇ψ(i)(Xξ,θ,t(y)) = (M(ξ, θ, t)∇(∇X(i)
ξ,θ,t · φ))(y), y ∈ F0.Par le hangement de variable x = Xξ,θ,t(y), on obtient

∫

F(ξ,θ,t)

∑

i

∇u
(i)
α,t(x) · ∇ψ(i)(x)dx

=

∫

F0

∑

i

(
Jξ,θ,tM(ξ, θ, t)∇(∇X(i)

ξ,θ,t · (J −1
ξ,θ,tUα,t))

)
(y) ·

(
M(ξ, θ, t)∇(∇X(i)

ξ,θ,t · φ)
)

(y) dy

=

∫

F0

∑

i

[
(Li(ξ, θ, t)Uα,t) · ∇

(
∇X(i)

ξ,θ,t · φ
)]

(y) dy
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∫

F(ξ,θ,t)
pα,t(x)(div ψ)(x)dx

=

∫

F0

Pα,t(y)
∑

i

[(
M(ξ, θ, t)∇(∇X(i)

ξ,θ,t · φ)
)

(y)
](i)

dy.Pour traiter les termes de frition apparaissant sous la forme d'intégrales sur ∂Sξ,θ,t et sur
∂Sξ,θ,t dans les relations (1.43) et (1.23), on utilise la formule de hangement de variabledans les intégrales urvilignes (démontrée, par exemple, dans [53℄ p. 190). On introduitpour ela le jaobien tangentiel de Xξ,θ,t sur ∂S0, noté Jtan(Xξ,θ,t), dé�ni par

Jtan(Xξ,θ,t) =

∣∣∣∣
[
J−1

ξ,θ,t

]T
n0

∣∣∣∣Jξ,θ,t. (1.50)En remarquant que, d'après la dé�nition (1.19) et la ondition (1.29),
β(ξ, θ, t) ◦Xξ,θ,t = β∗(t) ◦X∗(t),on obtient les égalités suivantes :

∫

∂Sξ,θ,t

β(ξ, θ, t)uα,t · ψ ds

=

∫

∂S0

β(ξ, θ, t) ◦Xξ,θ,t (uα,t ◦Xα,t) · (ψ ◦Xξ,θ,t)Jtan(Xξ,θ,t) ds

=

∫

∂S0

β∗(t) ◦X∗(t)
(
J−1

ξ,θ,tJξ,θ,tUα,t

)
· (Jξ,θ,tφ)

∣∣∣∣
[
J−1

ξ,θ,t

]T
n0

∣∣∣∣Jξ,θ,t ds

=

∫

∂S0

(B(ξ, θ, t)Uα,t) · φ ds.En remplaçant Uξ,θ,t par US
ξ,θ,t dans ette série d'égalités, et en utilisant le lemme 1.8, ononlut que les problèmes (1.21) et (1.39) sont équivalents.Pour prouver la régularité de la solution du problème (1.39) par rapport à (α, t), nousavons besoin de relever la ondition aux limites. Pour ela, on introduit le sous-espaesuivant de H3/2(∂S0)

2 :
G(∂S0) =

{
Γ ∈ H3/2(∂S0)

2 |
∫

∂S0

Γ · n0 ds = 0

}
.On onsidère un opérateur borné

Π : G(∂S0) → H2(F0)tel que pour tout Γ ∈ G(∂S0), si l'on dé�nit
K = ΠΓ,alors K satisfait les ontraintes suivantes :





div K = 0 dans F0,
K = 0 sur ∂Ω,
K = Γ sur ∂S0.



48 Chapitre 1. Stabilité de la trajetoire d'un solide auto-propulsé parrapport à sa déformationL'existene d'un tel opérateur Π est démontrée dans [61℄ (orollaire 1.4). Pour tout (α, t)dans U × [0,∞), on dé�nit la fontion Kα,t appartenant à H2(F0) par
Kα,t = ΠUS

α,t.Comme Π est borné et que l'appliation
(α, t) ∈ U × [0,∞) → US

α,t ∈ H3/2(∂S0)
2est de lasse C1, par omposition, on montre le résultat suivant :Lemme 1.9. L'appliation

(α, t) ∈ U × [0,∞) → Kα,t ∈ H2(F0)est de lasse C1.On dé�nit la nouvelle fontion inonnue
Vα,t := Uα,t − Kα,t.

Vα,t appartient à H2(F ′
0) ∩ H1

τ (F0) et (Uα,t, Pα,t) est solution du problème (1.39) si etseulement si (Vα,t, Pα,t) est solution du problème suivant :




∑
i[−ν div(Li(ξ, θ, t)[Vα,t + Kα,t]) +

∑
j ∂j(Mij(ξ, θ, t)Pα,t)] ∇X(i)

ξ,θ,t = 0 dans F0,div Vα,t = 0 dans F0,[
∑

i

[(Li(ξ, θ, t)[Vα,t + Kα,t]) · n0]∇X(i)
ξ,θ,t

]

tan

+ B(ξ, θ, t)Vα,t = 0 sur ∂S0.(1.51)En utilisant (1.51), on peut aratériser (Vα,t, Pα,t) omme le zéro d'un opérateur bornédépendant du paramètre (α, t) dans U × [0,∞). Pour dé�nir et opérateur, on introduitl'espae L2
τ (F0), dé�ni par

L2
τ (F0) =

{
b ∈ L2(∂S0) | b · n0 = 0 sur ∂S0

}
.On dé�nit alors les espaes de Banah suivants :

A = H2(F ′
0) ∩H1

τ (F0) ×H1(F ′
0) ∩ L2

0(F0),
B = L2(F ′

0)
2 ∩ (H1

τ )′(F0) ×H1(F ′
0) ∩ L2

0(F0) × L2
τ (F0),munis des normes :

‖(V, P )‖A = ‖V‖H2(F ′

0
) + ‖V‖H1(F0) + ‖P‖H1(F ′

0
) + ‖P‖L2(F0),

‖(f , g,b)‖B = ‖f‖L2(F ′

0
)2 + ‖f‖(H1

τ )′(F0) + ‖g‖H1(F ′

0
) + ‖g‖L2(F0) + ‖b‖L2(F0).Dans la dé�nition de B, (H1

τ )′(F0) désigne l'espae dual de H1
τ (F0) pour la topologie forte.On dé�nit en�n l'opérateur

H : U × [0,∞) ×A→ B
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H(α, t;V, P ) = (Q,R, T )(α, t;V, P ),

Q(α, t;V, P ) =
∑

i[−ν div (Li(ξ, θ, t)[V + Kα,t]) +
∑

j ∂j(Mij(ξ, θ, t)P )] ∇X(i)
ξ,θ,t,

R(α, t;V, P ) = div V,

T (α, t;V, P ) =

[
∑

i

[(Li(ξ, θ, t)[V + Kα,t]) · n0]∇X(i)
ξ,θ,t

]

tan

+ B(ξ, θ, t)V. (1.52)Remarque 1.10. Pour tout V dans à H1
τ (F0), div V appartient à L2

0(F0), e qui justi�ela dé�nition de B. En e�et, par la formule de Stokes,
∫

F0

div V dx =

∫

∂S0

V · n0 ds

= 0.Ave es notations, le système (1.51) peut se réérire sous la forme impliite suivante :
H(α, t;Vα,t, Pα,t) = 0. (1.53)L'étape �nale est de montrer que l'appliation

(α, t) ∈ U × [0,∞) → (Vα,t, Pα,t)solution de (1.53), est de lasse C1. Pour ela, on applique le théorème des fontions im-pliites. Soit (α∗, t∗) un point donné dans U × [0,∞), où α∗ = (ξ∗, ξ̇∗, θ∗, θ̇∗). On introduitles notations suivantes :
X = Xξ∗,θ∗,t∗ , J = Jξ∗,θ∗,t∗ , J = Jξ∗,θ∗,t∗ ,
M = M(ξ∗, θ∗, t∗), Li = Li(ξ

∗, θ∗, t∗),
β = β(ξ∗, θ∗, t∗),B∗ = B(ξ∗, θ∗, t∗),
F = X(F0), F ′ = X(F ′

0),
(V ∗, P ∗) = (Vα∗,t∗ , Pα∗,t∗).On applique le théorème des fontions impliites à la fontion H dé�nie par (1.52), aupoint (α∗, t∗, V ∗, P ∗) dans U × [0,∞) ×A.� H est une appliation de lasse C1 de U × [0,∞) ×A à valeurs dans B. En e�et,� omme les appliations (ξ, θ, t) ∈ W × [0,∞) → Jξ,θ,t ∈ W 2,∞(F0)

4 et (ξ, θ, t) ∈
W × [0,∞) → Jξ,θ,t ∈ W 2,∞(F0) sont de lasse C1, d'après le lemme 1.9 et parontinuité du produit W 2,∞(F0) × H2(F ′

0) ∩ H1(F0) → H2(F ′
0) ∩ H1(F0), pour

i = 1, 2, l'appliation
(α, t, V ) ∈ U × [0,∞) × H2(F ′

0) ∩ H1(F0)

→ J −1
ξ,θ,t∇X

(i)
ξ,θ,t · [V +Kα,t] ∈ H2(F ′

0) ∩H1(F0)est de lasse C1. Rappelons que pour i = 1, 2, Li(ξ, θ, t) est dé�ni par (1.41)(p. 44). L'inversion matriielle étant une opération C∞ de GL2(R) dans lui-même,



50 Chapitre 1. Stabilité de la trajetoire d'un solide auto-propulsé parrapport à sa déformationet omme la dérivation dans les espaes de Sobolev est un opérateur borné, onobtient que pour i = 1, 2, l'appliation
(α, t,V) ∈ U×[0,∞)×H2(F ′

0)∩H1(F0) → Li(ξ, θ, t)[V+Kα,t] ∈ H1(F ′
0)∩L2(F0)

2est de lasse C1. Par onséquent, l'appliation
(α, t,V) ∈ U × [0,∞) × H2(F ′

0) ∩ H1(F0)

→ (div (Li(ξ, θ, t)[V + Kα,t]))∇X(i)
ξ,θ,t ∈ L2(F ′

0)
2 ∩ (H1

τ )
′(F0)est de lasse C1. Par les mêmes arguments, l'appliation

(α, t, P ) ∈ U × [0,∞) ×H1(F ′
0) ∩ L2(F0)

→
∑

j

∂j (Mij(ξ, θ, t)P )∇X(i)
ξ,θ,t ∈ L2(F ′

0)
2 ∩ (H1

τ )
′(F0)est de lasse C1. Par onséquent, Q est une appliation de lasse C1 de U×[0,∞)×Aà valeurs dans L2(F ′

0)
2 ∩ (H1

τ )′(F0). De même, en utilisant la dé�nition (1.42), onmontre que T est de lasse C1 de U × [0,∞) ×A dans L2
τ (F0) ;� R est indépendant de la variable (α, t) et induit un opérateur linéaire ontinu dé�nisur A à valeurs dans H1(F ′

0) ∩ L2
0(F0). En partiulier, R est de lasse C1.� Par dé�nition, (V∗, P ∗) satisfait

H(α∗, t∗;V∗, P ∗) = 0.� Montrons que l'opérateur Λ := D(V,P )H(α∗, t∗,V∗, P ∗) est un isomorphisme bion-tinu de A dans B. Λ est dé�ni pour tout (V, P ) appartenant à A par




Λ(V, P ) = (Λ1,Λ2,Λ3)(V, P ),

Λ1(V, P ) =
∑

i[−ν div(LiV) +
∑

j ∂j(MijP )] ∇X(i),

Λ2(V, P ) = divV,

Λ3(V, P ) = [
∑

i [(LiV) · n0]∇X(i)]tan + BV.D'après e qui préède, Λ appartient L(A,B). Il faut prouver que Λ est inversible etque son inverse est ontinu. Soit don (f , g,b) dans B. Il faut montrer qu'il existe ununique ouple (V, P ) dans A tel que
(f , g,b) = Λ(V, P ),'est-à-dire, qu'il existe une unique solution au problème suivant :





∑
i[−ν div(LiV) +

∑
j ∂j(MijP )] ∇X(i) = f dans F0,div V = g dans F0,[∑

i[(LiV) · n0]∇X(i)
]
tan

+ BV = b sur ∂S0.

(1.54)Il faut également prouver que ette solution satisfait des estimations naturelles parrapport à (f , g,b). Dans e but, nous utilisons le hangement de fontions inversedu hangement (1.37), qui transforme le problème (1.54), posé sur le domaine deréférene F0, en un problème de Stokes posé sur F . L'existene et l'uniité de la



1.4. Preuve du théorème 1.1 51solution du problème (1.54) résultent alors de l'existene et l'uniité de la solutiondu problème de Stokes sur F , via la transformation (1.37). On utilise ensuite desestimations lassiques sur la solution du problème de Stokes ave onditions auxlimites de Navier, ainsi que la régularité du di�éomorphisme X, pour ontr�ler lanorme de (V, P ) dans A par la norme du terme soure (f, g) dans B.On dé�nit les fontions v, p, f̃ , g̃ et b̃ par les relations suivantes :




v ◦X = J −1JV,
p ◦X = J −1P,

f̃ ◦X = J −1M f ,
g̃ ◦X = J −1g,

b̃ ◦X = Jtan(X)−1
[
J−1

]T
b

(f̃ , g̃, b̃) ∈ (H1
τ )

′(F) ∩ L2(F ′)2 × H1(F ′) ∩ L2
0(F) × L2

τ (F) et (v, p) est solution duproblème suivant : trouver (v, p) ∈ H1
τ (F) × L2

0(F)tel que 



−ν∆v + ∇p = f̃ dans F ,
div v = g̃ dans F ,

[σ(v, p)n]tan + βv = b̃ sur ∂S. (1.55)D'après les résultats de [74℄, le problème (1.55) admet une unique solution, ettesolution possède la régularité
(v, p) ∈ H2(F ′) ∩ H1

τ (F) ×H1(F ′) ∩ L2
0(F)et il existe une onstante C > 0 dépendant uniquement de (α∗, t∗), telle que

‖v‖H2(F ′) + ‖v‖H1(F) + ‖p‖H1(F ′) + ‖p‖L2(F)

6 C
(
‖f̃‖L2(F ′)2 + ‖f̃‖(H1

τ )′(F) + ‖g̃‖H1(F ′) + ‖g̃‖L2(F) + ‖b̃‖L2(∂S)

)
.

(1.56)Par onstrution de X, les dérivées partielles de X (resp.X−1) jusqu'à l'ordre 2, sontuniformément bornées sur F0 (resp.F). Les domaines F0 et F étant bornés, il existedeux onstantes C1, C2 > 0 (qui dépendent uniquement de (α∗, t∗)) telles que
‖(V, P )‖A 6 C1

(
‖v‖H2(F ′) + ‖v‖H1(F) + ‖p‖H1(F ′) + ‖p‖L2(F)

)
, (1.57)et

‖f̃‖L2(F ′)2 + ‖f̃‖(H1
τ )′(F) + ‖g̃‖H1(F ′) + ‖g̃‖L2(F) 6 C2‖(f , g)‖B . (1.58)Finalement, d'après les inégalités (1.56)-(1.58), il existe une onstante C > 0 telleque

‖(V, P )‖A 6 C‖(f , g)‖B ,e qui prouve que Λ est inversible dans L(A,B).D'après le théorème des fontions impliites, l'appliation
(α, t) ∈ U × [0,∞) → (Vα,t, Pα,t) ∈ Asolution de (1.53), est de lasse C1 au voisinage de (α∗, t∗). (α∗, t∗) étant arbitraire, etteappliation est de lasse C1 sur U × [0,∞). En utilisant le lemme 1.5 (p. 42), la formule(1.37) (p. 43) et le lemme 1.9, on obtient le résultat suivant.



52 Chapitre 1. Stabilité de la trajetoire d'un solide auto-propulsé parrapport à sa déformationProposition 1.11. L'appliation
(α, t) ∈ U × [0,∞) → (uα,t ◦Xξ,θ,t, pα,t ◦Xξ,θ,t) ∈ H2(F ′

0) ∩ H1(F0) ×H1(F ′
0) ∩ L2

0(F0),où (uα,t, pα,t) est la solution du problème (1.21), est de lasse C1.La proposition 1.4 est une onséquene direte de ette proposition.1.4.3 Continuité de F , G et ondition de Lipshitz loale par rapport à
αRappelons que F,G ont été dé�nis par (1.26) (p. 40). En utilisant la formule de hange-ment de variables dans les intégrales urvilignes, on transforme les intégrales sur ∂S(ξ, θ, t)en des intégrales sur la paroi �xe ∂S0. On note à nouveau Jtan(Xξ,θ,t) le jaobien tangentielde Xξ,θ,t sur ∂S0, dé�ni par (1.50). Pour i = 1, 2,, on obtient les expressions suivantes :
F (i)(α, t) = − 1

m

∫

∂S(ξ,θ,t)
(σ(uα,t, pα,t))

(i) · nξ,θ,t ds

= − 1

m

∫

∂S0

(σ(uα,t, pα,t) ◦Xξ,θ,t)
(i) · (nξ,θ,t ◦Xξ,θ,t)Jtan(Xξ,θ,t)ds.Par la formule (1.48) (p. 46), la dernière égalité peut se réérire sous la forme suivante :

F (i)(α, t) = − 1

m

∫

∂S0

Jξ,θ,t

(
J−1

ξ,θ,t(σ(uα,t, pα,t) ◦Xξ,θ,t)
(i)
)
· n0 ds. (1.59)D'après le lemme 1.5 (p. 42) et la proposition 1.4, l'appliation

(α, t) ∈ U × [0,∞) → Jξ,θ,tJ
−1
ξ,θ,t(σ(uα,t, pα,t) ◦Xξ,θ,t)

(i) ∈ H1(F ′
0)est de lasse C1. L'opérateur de trae de H1(F ′

0) dans L2(∂S0,R
2) et le produit salaireave le hamp de veteurs n0 dans L2(∂S0,R

2) étant des opérateurs linéaires ontinus, onen déduit que pour i = 1, 2, l'appliation
(α, t) ∈ U × [0,∞) → F (i)(α, t) ∈ Rest de lasse C1. En partiulier, F est ontinu et loalement lipshitzien par rapport à α.La ontinuité de G et son aratère loalement lipshitzien résultent du même argument,et du fait que les appliations

ξ ∈ R
2 → (· − ξ)⊥ ∈ L2(∂S0)et

t ∈ [0,∞) → I(t) ∈ Rsont de lasse C1.



1.4. Preuve du théorème 1.1 531.4.4 Conlusion de la démonstrationLe problème (1.27) (p. 40) est équivalent au problème suivant : trouver un réel T > 0et une fontion α dans C2((0, T ),R6) ∩ C1([0, T ),R6) tels que
{
α′(t) = Aα(t) + H(α(t), t) ∀t ∈ (0, T ),
α(0) = α0,

(1.60)où α0 = (0, 0, ξ̇0, θ̇0), A ∈ M6(R) et H sont dé�nis par
A =




0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



, H =




0
0
0

F (1)

F (2)

G



.D'après les résultats de la setion 1.4, le système (1.60) satisfait les hypothèses du théorèmede Cauhy-Lipshitz. Cela prouve le premier point du théorème 1.1.Pour prouver le seond point, nous allons montrer que si Tmax est �ni, alors

lim inf
t→Tmax dist(S(t), ∂Ω) = 0. (1.61)Raisonnons par l'absurde et supposons que (1.61) n'a pas lieu. Par onséquent, il existe unréel δ∗ > 0 tel que

∀t ∈ [0, Tmax) dist(S(t), ∂Ω) > 2δ∗. (1.62)D'autre part, puisque la solution (ξ, θ, ξ̇, θ̇) ne peut pas être prolongée loalement au voisi-nage de Tmax,
lim

t→Tmax(|θ(t)| + |ξ′(t)| + |θ′(t)|) = ∞. (1.63)Les parois ∂S(t) étant uniformément lipshitziennes sur l'intervalle [0, Tmax), la norme dela trae de H1(F(t)∩Ω−δ∗) dans L2(∂S(t)) est bornée indépendamment de t. Le périmètredes parois ∂S(t) étant également borné, par l'inégalité de Hölder, il existe une onstante
C > 0 telle que
∀t ∈ [0, Tmax) ‖σ(u, p)‖L1(∂S(t),R4) 6 C

(
‖u‖H2(F(t)∩Ω

−δ∗ ) + ‖p‖H1(F(t)∩Ω
−δ∗ )

)
. (1.64)Puisque le hamp de déformations Θ∗ ∈ C1([0,∞), C3(S0,R

2)), les parois ∂S(t) sont uni-formément de lasse C3 sur l'intervalle borné [0, Tmax). Par onséquent, d'après les résultatsde [74℄ (théorème 2 p. 195), en haque instant t ∈ [0, Tmax), la solution (u, p) du problèmede Stokes (1.9)-(1.13) (p. 36) possède la régularité
(u, p) ∈ H2(F(t) ∩ Ω−δ∗) ×H1(F(t) ∩ Ω−δ∗),et il existe une onstante C > 0 telle que, à haque instant t ∈ [0, Tmax),

‖u‖H2(F(t)∩Ω
−δ∗ ) + ‖p‖H1(F(t)∩Ω

−δ∗ ) 6 C‖uS‖L2(S(t),R2). (1.65)



54 Chapitre 1. Stabilité de la trajetoire d'un solide auto-propulsé parrapport à sa déformationRappelons que le hamp de vitesse eulérienne du solide est dé�ni pour tout t ∈ [0, Tmax)par
uS(x, t) = ξ′(t) + θ′(t)(x− ξ(t))⊥ +Rθ(t)w

∗(R−θ(t)(x− ξ(t)), t), ∀x ∈ S(t),où w∗(·, t) est la vitesse lagrangienne déformation du solide à l'instant t, dé�nie par
w∗(x∗, t) =

∂Θ∗

∂t
(Y ∗(x∗, t), t) ∀x∗ ∈ ∂S∗(t).Les périmètres des parois S(t) étant uniformément bornés, ainsi que l'appliation ∂Θ∗

∂t , ilexiste une onstante C > 0 telle que, pour tout t ∈ [0, Tmax),
‖uS‖L2(S(t),R2) 6 C(1 + |ξ′(t)| + |θ′(t)|). (1.66)En ombinant les estimations (1.64), (1.65) et (1.66), on obtient l'existene d'une onstante

C > 0 telle que
‖σ(u, p)‖L1(∂S(t),R4) ≤ C(1 + |ξ′(t)| + |θ′(t)|). (1.67)En prenant le produit salaire ave ξ′(t) dans la relation (1.7) et en multipliant par

θ′(t) dans la relation (1.8), on obtient à haque instant t les relations suivantes :
1

2

d

dt
|ξ′(t)|2 = − 1

m

∫

∂S(t)
σ(u, p)n · ξ′(t) ds,

1

2

d

dt
|θ′(t)|2 = − 1

I(t)

(∫

∂S(t)
σ(u, p)n · (x− ξ)⊥ ds+ I′(t)θ′(t)

)
θ′(t).Les quantités 1/I(t) et I′(t) étant bornées, on déduit de es relations et de l'estimation(1.67) les estimations suivantes, uniformes par rapport à t :

d

dt
|ξ′(t)|2 ≤ C

(
1 + |ξ′(t)| + |θ′(t)|

)
|ξ′(t)|,

d

dt
|θ′(t)|2 ≤ C

(
1 + |ξ′(t)| + |θ′(t)|

)
|θ′(t)|.En utilisant les inégalités

|ξ′(t)||θ′(t)| ≤ 1

2
(|ξ′(t)|2 + |θ′(t)|2), |ξ′(t)| ≤ 1 + |ξ′(t)|2

2
, |θ′(t)| ≤ 1 + |θ′(t)|2

2
,on obtient l'estimation suivante :

d

dt
(1 + |ξ′(t)|2 + |θ′(t)|2) ≤ C(1 + |ξ′(t)|2 + |θ′(t)|2),où C est indépendant de t. On en déduit que pour tout t ∈ [0, Tmax),

(1 + |ξ′(t)|2 + |θ′(t)|2) ≤ (1 + |ξ̇0|2 + |θ̇0|2) exp(Ct).Par onséquent, ξ′ et θ′ restent bornés sur [0, Tmax). Puisque, en haque instant t,
θ(t) = θ0 +

∫ t

0
θ′(s) ds,la fontion θ est également bornée sur [0, Tmax). Cela ontredit la propriété (1.63). Paronséquent, la propriété (1.61) est satisfaite.En�n, le troisième point du théorème est une onséquene du résultat d'Hillairet [54℄.



1.5. Preuve du théorème 1.2 551.5 Preuve du théorème 1.2Pour étudier la stabilité des trajetoires par rapport aux déformations Θ∗, nous allonstraiter Θ∗ omme un paramètre dans le problème de Cauhy (1.60). On utilise les mêmesnotations qu'à la setion 1.4. On onsidère le sous-ensemble ouvert U ⊂ R
6 dé�ni par (1.20)(p. 38) et on dé�nit le problème de Cauhy suivant, à paramètre Θ∗ :

{
α′(t) = L(α(t), t,Θ∗),
α(0) = α0,où α0 est une donnée initiale �xée dans U et L est dé�ni par

L(α, t,Θ∗) = Aα+ H(α, t,Θ∗), (α, t,Θ∗) ∈ U × [0,∞) ×D.Ii, nous avons traité Θ∗ omme une variable dans la dé�nition de H donné à la setion 1.4.(Rappelons que Xξ,θ,t dépend de Θ∗ à travers les formules (1.30) et (1.34).) En adaptantla méthode utilisée à la setion 1.4, on peut montrer failement que L est ontinu sur
U × [0,∞) ×D.On peut à présent démontrer le théorème. Soit Θ∗ une déformation donnée dans Det (Θ∗

n)n∈N une suite de déformations qui onverge vers Θ∗ dans D. On note (CP )Θ∗ leproblème de Cauhy assoié à Θ∗ ave la donnée initiale α0, et α la solution maximalede (CP )Θ∗ . Pour tout n ∈ N, on note (CP )Θ∗

n
le problème de Cauhy assoié à Θ∗

n avela même donnée initiale α0, et αn la solution maximale de (CP )Θ∗

n
. Par un argument detopologie standard, l'ensemble

K = {Θ∗
n, n ∈ N

∗} ∪ {Θ∗}est ompat dans D. U étant ouvert, il existe r0 > 0 tel que
B(α0, r0) ⊂ U .Fixons ϑ > 0 et dé�nissons V0 ⊂ U × [0,∞) ×K par

V0 = B(α0, r0) × [0, ϑ] ×K.Par ontinuité de L, il existe M > 0 tel que
‖L(α, t, χ)‖ 6 M, (α, t, χ) ∈ V0. (1.68)Fixons à présent T1 > 0 tel que

T1 < min
(
ϑ,
r0
M

)
. (1.69)D'après (1.68)-(1.69) et d'après le théorème de Cauhy-Peano, pour tout n ∈ N, (CP )Θ∗et (CP )Θ∗

n
possèdent une solution dé�nie sur [0, T1]. D'après les résultats de la setion 1.4,haune de es solutions est unique sur [0, T1], et par maximalité de α,αn, haune d'elleoïnide néessairement ave α ou un ertain αn sur [0, T1]. Par onséquent,

α(t), αn(t) ∈ B(α0, r0) ∀n ∈ N, ∀t ∈ [0, T1].



56 Chapitre 1. Stabilité de la trajetoire d'un solide auto-propulsé parrapport à sa déformationCela prouve le premier point du théorème 1.2. Soit T2 > 0 tel que pour tout n dans N,les solutions (ξn, θn) sont bien dé�nies sur l'intervalle [0, T2]. La fontion L étant ontinuesur l'ensemble ompat K, elle y est uniformément ontinue. Il existe don une fontionontinue
η : R

+ → R
+,telle que

‖L(αn(t), t,Θ∗
n) − L(αn(t), t,Θ∗)‖ 6 η (‖Θ∗

n − Θ∗‖D) , t ∈ [0, T2]et limu→0+ η(u) = 0. Ainsi, pour tout n dans N, αn est une solution εn-approhée de
(CPΘ∗), où

εn = η (‖Θ∗
n − Θ∗‖D) .D'après les résultats de la setion 1.4, on peut supposer qu'il existe k > 0 (dépendant de

Θ∗) tel que l'appliation
(α, t) ∈ B(α0, r0) × [0, T2] → L(α, t,Θ∗) ∈ B(α0, r0)est k-lipshitzienne par rapport à α. Par onséquent, par le lemme de Gronwall (voir parexemple le livre de Demailly [36℄), on obtient l'estimation

‖αn(t) − α(t)‖ 6 εn
ekt − 1

k
, t ∈ [0, T2],et ainsi :

sup
t∈[0,T ∗]

‖αn(t) − α(t)‖ 6
ekT2 − 1

k
η (‖Θ∗

n − Θ∗‖D) .En passant à la limite quand n→ ∞, on obtient le seond point du théorème 1.2.1.6 Simulations numériquesDans ette partie, nous proposons une méthode numérique d'approximation des solu-tions du modèle d'interation �uide-struture dérit à la setion 1.2. En partiulier, notreobjetif est de générer des déformations admissibles au sens de la dé�nition (1.18), apa-bles de mettre en mouvement le solide, et de fournir quelques résultats numériques sur ladépendane de la trajetoire par rapport aux onditions aux limites à l'interfae.Pour garantir que l'évolution du système solide-�uide ne soit pas in�uenée par desdéplaements de masse à l'intérieur du solide, mais dépende uniquement de la déformationde sa paroi et de la loi de frition à l'interfae, on suppose que le hamp de déformation
X∗ dé�ni par (1.1) (p. 33) satisfait la propriété suivante :

∀(y, t) ∈ S0 × [0,+∞) det(∇X∗(y, t)) = 1. (1.70)Pour simpli�er, on onsidère un solide homogène, dont on �xe la densité initiale à
ρ0 ≡ 1. (1.71)D'après la propriété (1.2), les relations (1.70) et (1.71) onduisent à la propriété suivante :

∀t > 0, ∀x∗ ∈ S∗(t), ρ∗(x∗, t) = 1.



1.6. Simulations numériques 57D'autre part, on s'intéresse ii uniquement à la translation du solide dans une diretion�xée. Par onséquent, on néglige les e�ets de rotation induits par les déformations qu'onimpose aux parois du solide, e qui se traduit par :
θ′(t) = 0 ∀t > 0.Ainsi, le système d'interation �uide-struture que l'on onsidère est onstitué des équations(1.7)�(1.11), omplété par les onditions aux limites de frition (1.12)�(1.13) ou d'adhérene(1.14) sur la paroi du solide.1.6.1 Shéma numériqueSoit ν > 0 �xé. Soit ∆t > un pas de temps �xé et (tk)k∈N la suite dé�nie par tk = k∆tpour tout k dans N. On �xe la vitesse initiale du entre de gravité du solide à ξ̇0 = 0. Onprésente le shéma numérique dans le as des onditions de frition (1.12)�(1.13). Par souide larté, on se plae dans le as d'un frottement onstant dé�ni par la donnée d'un réelpositif β. On introduit le réel Tmax > 0 dé�ni par le théorème 1.1, et la solution maximale

ξ assoiée. Pour tout k, on introduit les approximations suivantes à l'instant tk :
ξk ≃ ξ(tk), ξ̇k ≃ ξ′(tk), Fk ≃ F(tk),

uS
k ≃ uS(·, tk), uk ≃ u(tk), pk ≃ p(tk).On dé�nit l'approximation du domaine solide Sk ≃ S(tk) par Sk = Ω \ Fk. On note wkl'approximation de la vitesse eulérienne de déformation du solide Sk, et on dé�nit uS

kpar uS
k = ξ̇k + wk. Le ouple (uk, pk) est dé�ni omme étant une solution approhée duproblème de Stokes dé�ni sur Fk par

−ν∆uk + ∇pk = 0 dans Fk, (1.72)
div uk = 0 dans Fk, (1.73)

uk = 0 sur ∂Ω, (1.74)
uk · nk = uS

k · nk sur ∂Sk, (1.75)
[σ(uk, pk)n]tan + βuk = βuS

k sur ∂Sk, (1.76)où nk est la normale unitaire à ∂Sk orientée vers Sk. En�n, on note fk la quantité vetorielle
fk = −

∫

∂Sk

σ(uk, pk)nk ds. (1.77)Si l'on est apable de dé�nir la déformation wk sur le bord du solide Sk, qui satisfasse lesontraintes de préservation du volume et d'invariane de la quantité de mouvement, alorson peut résoudre numériquement le modèle (1.7)�(1.13) en suivant l'algorithme suivant.On suppose ξ̇k, ξk et Fk onnus à l'instant tk. On proède selon les étapes suivantes :1. aluler (uk, pk), solution approhée du problème de Stokes (1.72)�(1.76), et la fore
fk dé�nie par (1.77) ;2. aluler la forme Fk+1 du domaine �uide ;



58 Chapitre 1. Stabilité de la trajetoire d'un solide auto-propulsé parrapport à sa déformation3. aluler la nouvelle position du entre de gravité ξk+1 du solide Sk+1, et la nouvellevitesse ξ̇k+1 par le shéma d'Euleṙ
ξk+1 = ξ̇k +

∆t

m
fk.Remarquons que ette approhe néessite uniquement de triangulariser le domaine�uide Fk. Cette triangularisation est obtenue par un algorithme de type Delaunay-Voronoi,mis en oeuvre en utilisant les fontionnalités du logiiel FreeFem++ [49℄.Dérivons plus en détail les étapes de l'algorithme. Supposons donnés un maillage dudomaine Fk, la position du entre de gravité ξk et une vitesse de translation ξ̇k.Résolution du problème de Stokes. Pour dé�nir la vitesse uS

k , il faut dé�nir unevitesse de déformation wk qui satisfasse les ontraintes de préservation du volume et duentre de gravité. Pour ela, on se donne une vitesse w̃k, dé�nie par une approximationd'un hamp de vitesse ontinu w satisfaisant la propriété
∫

∂S(ξk,0,tk)
w · n ds = 0.On alule la position qu'ouperait le entre de gravité du solide, si le bord ∂Sk étaitdéformé d'une quantité ∆tw̃k. Pour ela, on fait appel à la ommande movemesh du langageFreeFem++. On obtient un maillage �uide F̃k+1, sur lequel on peut aluler la position duentre de gravité ξ̃k+1 grâe à la formule suivante :

ξ̃k+1 =
1

m

(∫

Ω
x dx−

∫

eFk+1

x dx

)
. (1.78)On peut hoisir Ω retangle, de sorte que la première intégrale soit donnée par une formuleexpliite. La seonde intégrale est alulée par une méthode de quadrature sur le maillage

F̃k+1. On peut alors dé�nir la vitesse de déformation orrigée
wk = w̃k −

1

∆t
(ξ̃k+1 − ξk),qui préserve la position du entre de gravité entre les instants tk et tk+1.De manière lassique, la disrétisation des équations de Stokes est réalisée par deséléments �nis P2 pour la vitesse et P1 pour la pression (voir [46℄, [47℄). La ontrainted'inompressibilité (1.73) est traitée par un multipliateur de Lagrange, et la onditionde transmission des vitesses normales (1.75) est traitée par pénalisation (voir par exemple[59℄).Mise à jour du maillage. Pour mettre à jour le maillage du domaine �uide, on proèdeen deux étapes. Tout d'abord, on utilise la ommande movemesh pour déformer la paroi

∂Sk suivant le déplaement ∆tuS
k . Pour éviter que les déformations suessives des mail-lages n'entraînent des erreurs dues à des renversements de triangles, et pour onserverdes maillages réguliers, on proède ensuite à une adaptation du maillage déformé. Cetteadaptation est réalisée par la ommande adaptmesh, dérite dans [50℄, dont le prinipe est



1.6. Simulations numériques 59d'adapter maillage suivant les variations d'une fontion f donnée en paramètre. Le mail-lage obtenu sera très �n dans les zones de fortes variations de f , et plus grossier dans leszones où f varie peu. Pour obtenir un maillage très �n près du bord du solide, et s'assurerque le ontour ∂S soit �nement disrétisé, on détermine la fontion f en alulant uneapproximation d'une régularisée de la fontion indiatrie du solide. Plus exatement, onrésout l'équation de la haleur




∂tφ = ∆φ dans Fk,
φ = 1 sur ∂Sk,
φ = 0 sur ∂Ω,

φ(0) = 0,et on dé�nit f = φ(s) pour un instant s hoisi onvenablement suivant la qualité de maillagesouhaitée.Mise à jour de la position et de la vitesse du entre de gravité. Pour aluler laposition du entre de gravité du solide dans sa nouvelle on�guration Sk+1 (dé�nie ommele omplémentaire de Fk+1 dans Ω), on utilise le maillage �uide Fk+1 et une formuleanalogue à (1.78).1.6.2 Illustration de la réversibilité des équations de StokesComme nous allons le voir, une des prinipales di�ultés pour faire avaner un solidedans un �uide de Stokes en le déformant, est la néessité que la suite des déformations formeun yle irréversible, 'est-à-dire qu'il ne soit pas invariant par hangement de variabletemporelle t → −t. En e�et, les équations de Stokes étant réversibles, une déformationelle-même réversible entraîne un déplaement moyen nul du solide déformé. Dans le asd'un solide possédant un seul degré de liberté méanique, ette propriété est onnue sousl'appellation imagée de � théorème de la oquille Saint-Jaques �, ou sallop theorem dansla littérature anglo-saxonne (voir [68℄). Ce prinipe explique l'ine�aité, à l'éhelle desmiro-organismes, de ertains types de nage pourtant très e�aes à l'éhelle humaine (voir[26℄).Pour illustrer e phénomène, nous onsidérons une forme de � hariot �, obtenue àpartir d'un demi-disque dont la paroi plate a été reusée en son entre et bombée prèsde ses extrémités (pour onserver un volume onstant). Le mouvement qu'on impose ausolide onsiste à se gon�er pour expulser le �uide qui remplit sa avité, jusqu'à inverser laonavité de la paroi, puis à se reuser à nouveau. On a représenté à la �gure 1.2 di�érentesétapes de e yle de déformations, en tenant ompte de la orretion de la position duentre de gravité dérite plus haut.La �gure 1.3 représente la vitesse horizontale et l'absisse du entre de gravité du solidesur lequel on a imposé le yle de déformations représenté à la �gure 1.2, pendant inqpériodes suessives. On �xe t1 = 1, t2 = 2, t3 = 2.5 et t4 = 3. Le pas de temps hoisi estégal à 0.02 sur la période de poussée [0, t2] et et à 0.01 sur la période de retrait [t2, t4],de sorte que haune de es deux phases soit disrétisée par le même nombre de points.La boîte Ω est le retangle [0, 20] × [0, 15] et le rayon du demi-erle rigide est R = 1.5. Àl'instant initial, le solide est entré vertialement.On observe qu'après une première période d'initiation du mouvement, la vitesse hori-zontale et l'absisse du entre de gravité suivent une évolution pratiquement ylique, qui



60 Chapitre 1. Stabilité de la trajetoire d'un solide auto-propulsé parrapport à sa déformationentraîne un déplaement net très faible au terme de haque période. Cet exemple illustrel'ine�aité d'un mouvement réversible pour se déplaer dans un �uide de Stokes, et e,même si les phases de poussée et de retrait n'ont pas la même durée : l'e�et a lieu dès lorsque la famille des formes dérivant le solide peut être parourue indi�éremment dans lesens d'éoulement du temps ou dans le sens opposé.1.6.3 Exemple de mouvement ondulatoire e�ae à faible nombre deReynoldsL'une des méthodes proposées par Purell [68℄ pour se déplaer dans un �uide de Stokesonsiste à imposer un mouvement osillatoire sur un bras élastique. Ce type de mouvementa été étudié dans le as de batéries omme E . oli [60℄. Dans la nature, il est égalementutilisé par des animaux de taille plus importante, de l'ordre du millimètre. Citons parexemple l'espèe turbatrix aeti, plus ommunément appelée � anguille du vinaigre �(voirla �gure 1.4).Dans ette sous-setion, nous onsidérons un mouvement ondulatoire imposé à un solideen forme d'anguille (voir la �gure 1.5). Nous avons pu onstater que e mouvement on-dulatoire entraînait un déplaement du solide dans la diretion des ondulations et dans lesens opposé. Nous avons omparé la vitesse de déplaement du solide suivant la valeur duoe�ient de frition β. La tendane observée est que plus β est petit, plus la vitesse dusolide est élevée. Pour illustrer ette observation, nous avons représenté à la �gure 1.6 deuxétats du système solide-�uide, à l'instant initial t = 0 et à l'instant t = 1.5 ('est-à-dire auterme d'une osillation et demie), pour les oe�ients de frottement β = 0.01 et β = 100,et un pas de temps ∆t = 0.0025. Les ouleurs orrespondent à la norme de la vitessedu �uide aux instants onsidérés : les zones bleues indiquent les régions où le �uide estpratiquement au repos, et les zones rouges elles où la vitesse du �uide est la plus élevée.On peut onstater que pour β = 100, la vitesse du �uide au voisinage de la paroidu solide est beauoup plus élevée que pour β = 0.01, e qui, sur le plan méanique, peuts'interpréter de la manière suivante. Dans les deux as, la omposante normale de la vitessedu solide est transmise au �uide (du fait de l'équation (1.75)). Cependant, si β est élevé,alors l'équation (1.76) entraîne qu'une grande partie de la vitesse tangentielle du solideest également transmise au �uide. À l'inverse, lorsque β est petit, une faible part de ettevitesse tangentielle est transmise au �uide. Ainsi, de manière shématique, si le frottementest faible, l'ondulation du solide entraîne une moindre perturbation du �uide, et la réationdu �uide sur le solide est don moins importante. Ainsi, le solide se déplae à une vitesseplus grande.Ce résultat numérique doit être mis en relation ave le résultat de monotonie de latraînée générée par un solide dans un �uide de Stokes, par rapport au oe�ient de frot-tement, qui est démontré au hapitre 4.
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t = 0 t = t1/2 t = t1

t = t1 + (t2 − t1)/2 t = t2 t = t2 + (t3 − t2)/2

t = t3 t = t3 + (t4 − t3)/2 t = t4Fig. 1.2: Di�érentes étapes d'un yle réversible de déformations d'un solide.
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Fig. 1.3: Vitesse horizontale et absisse du entre de gravité d'un solide subissant la dé-formation dérite par la �gure 1.2, ave t1 = 1, t2 = 2, t3 = 2.5 et t4 = 3.

Fig. 1.4: L'espèe turbatrix aeti se déplae par un mouvement ondulatoire.
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t = 0 t = 0.125 t = 0.25

t = 0.375 t = 0.5 t = 0.675

t = 0.75 t = 0.875 t = 1Fig. 1.5: Di�érentes étapes d'un yle de déformations ondulatoires d'un solide.
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Fig. 1.6: Vitesses du �uide aux instants t = 0 (à gauhe) et t = 1.5 (à droite), pour desoe�ients de frottement β = 0.01 (en haut) et β = 100 (en bas).



Chapitre 2Étude de l'e�et de rugosité uniformedans le as des parois périodiques ouristallines
2.1 IntrodutionOn admet généralement que les �uides visqueux adhèrent aux surfaes rugueuses. Uneexpliation mathématique de e phénomène repose sur e qu'on appelle l'e�et de rugosité.Dans le as des équations de Navier-Stokes, des onditions de glissement parfait sur unesurfae rugueuse se transforment asymptotiquement en des onditions d'adhérene, quandl'amplitude des rugosités tend vers zéro, dès lors que l'énergie des solutions est bornéeuniformément et que les parois osillantes présentent une rugosité su�sante. Nous ren-voyons à l'artile fondateur de Casado-Díaz, Fernández-Cara et Simon, où e résultat estdémontré dans le as de parois périodiques auto-similaires et de lasse C2 [22℄. Dans leurdémonstration, les auteurs prouvent de manière impliite que l'e�et de rugosité revêt unaratère uniforme, au sens où le taux de déroissane de la vitesse moyenne du �uide surune ouhe �ne prohe de la paroi limite, peut être estimé uniformément.Des résultats réents obtenus dans [19, 18, 16℄ (voir aussi [56, 63℄) fournissent unedesription assez omplète de l'e�et de rugosité pour des parois arbitraires. Dans le as dedomaines équi-lipshitziens, si Ωε est une perturbation géométrique d'un domaine Ω (ausens où la distane de Hausdor� dH(Ωε,Ω) tend vers zéro), la suite des solutions (uε) duproblème de Stokes dans Ωε ave onditions de glissement parfait sur le bord, onvergevers la solution u du problème de Stokes dans Ω, omplété par des onditions aux limitesbaptisées onditions de glissement dirigé ave frition (frition-driven boundary onditionsdans l'artile [18℄). Ces onditions aux limites s'énonent de la manière suivante. Il existeun triplet {µ,A,V}, où� µ est une mesure apaitaire onentrée sur ∂Ω,� A est une fontion matriielle symétrique et positive,� V = {V(x)}x∈∂Ω est une famille d'espaes vetoriels, telle que pour quasi-tout x dans

∂Ω, V(x) est un sous-espae vetoriel de l'hyperplan tangent à ∂Ω au point x,et tel que la ondition aux limites véri�ée par u s'érive formellement de la manière sui-



66Chapitre 2. Étude de l'effet de rugosité uniforme dans le as des paroispériodiques ou ristallinesvante :
u(x) ∈ V(x) q.p. x ∈ ∂Ω, (2.1)

[2νD(u)n + µAu] · φ = 0 pour tout φ ∈ V(x), x ∈ ∂Ω. (2.2)Dans la ondition prédédente, n représente le veteur normal unitaire extérieur à ∂Ω, et
ν > 0 est la visosité du �uide.La ondition (2.1) exprime que le �ot est dirigé par la famille d'espaes vetoriels
{V(x)}x∈∂Ω. La relation (2.2) est une relation pontuelle formelle, qui doit être ompriseglobalement sur ∂Ω. Plus préisément, la ondition (2.2) a lieu si

2ν

∫

∂Ω
D(u)n · φ dx+

∫

∂Ω
Au · φ dµ = 0pour toute fontion φ dans H1(Ω) telle que

φ(x) ∈ V(x) q.p. x ∈ ∂Ω.En partiulier, la ondition (2.2) est une ondition de frition, aratérisée par la mesure
µ et la matrie A.On dit que l'e�et de rugosité a lieu en quasi-tout point de ∂Ω si, dans e qui préède,
V(x) peut être remplaé par {0} pour quasi-tout x sur ∂Ω, e qui implique que la vitessedu �uide u soit identiquement nulle sur ∂Ω. Cependant, même si la norme des vitesses uεest uniformément bornée dans H1(Ωε), l'estimation du taux de déroissane de la vitessedu �uide au voisinage de la paroi limite est déliate. Cette estimation onsiste à majorerla quantité suivante :

lim sup
ε→0

∫
∂Ωε

|uε|2ds
dH(Ωε,Ω)

. (2.3)Dans des situations générales, on ne peut pas s'attendre à e que ette quantité soit �nie.Si toutefois 'est le as, on dit que l'e�et de rugosité est uniforme. La plupart des résultatspréédents dans la littérature qui fournissent une borne supérieure pour (2.3) ont été énon-és dans le as de parois périodiques auto-similaires, en a�aiblissant l'hypothèse originalede régularité C2 utilisée dans [22℄. Nous renvoyons à l'artile réent de B°ezina [14℄, danslequel l'hypothèse de régularité C2 a été a�aiblie en une ondition de quasi-lipshitziannitédes parois (voir la dé�nition préise de ette notion dans [14℄). D'autre part, en 2010,Dalibard et Gérard-Varet [33℄ ont obtenu des estimations d'erreur dans le as de paroisrugueuses lipshitziennes, satisfaisant la ondition de non-dégénéresene introduite parbuur et al. [19℄ (voir également [5, 45℄). Pourtant, au moins intuitivement, des paroismoins régulières devraient renforer l'e�et physique des rugosités. Néanmoins, une baissede régularité des frontières génère de nouvelles di�ultés tehniques.Dans e hapitre, nous proposons une analyse de perturbations géométriques généralesd'un domaine à paroi plate, pour lesquelles une borne supérieure à la quantité (2.3) existe.D'une part, nous supprimons toute hypothèse de régularité et montrons que l'e�et de ru-gosité est uniforme pour des parois périodiques ontinues et auto-similaires qui ne sont pasdes riblets. Ce premier résultat est une amélioration tehnique des résultats préédents de[22, 19, 14℄ et met en jeu une interprétation faible des riblets assoiés à des parois ontinues,qui ne requiert pas l'existene d'un gradient. Dans une seonde étape, nous supprimons



2.2. Énoné des résultats prinipaux 67l'hypothèse de périodiité et démontrons que pour des parois ristallines arbitraires, satis-faisant une ondition de non dégénéresene peu restriive, l'e�et de rugosité est à nouveauuniforme. Ce résultat s'appuie sur une utilisation �ne des mesures de Young qui permet deomprendre les osillations du bord au seond ordre, 'est-à-dire les osillations des hampsde veteurs normaux après hangement d'éhelle loal. Généralement, des omportementsuniformes sont di�iles à mettre en évidene dans le as de strutures non périodiques.Dans le as de �gure que nous onsidérons, nous y parvenons en exploitant la spéi�ité desstrutures ristallines. Nous renvoyons également à l'artile [5℄ pour un résultat di�érentmettant en jeu un omportement uniforme dans le adre d'une répartition aléatoire de larugosité.2.2 Énoné des résultats prinipauxDans tout le hapitre, on �xe la dimension de l'espae à N = 3. Sans perte de généralité,on peut supposer que le domaine Ω est le ube (0, 1)2 × (−1, 0). On onsidère une suite
(ϕε)ε>0 de fontions semi-ontinues inférieurement (s..i.) dé�nies sur (0, 1)2 à valeur dans[0,1℄. On suppose que la suite (ϕε)ε onverge uniformément vers zéro quand ε tend verszéro. Pour tout ε > 0, on note Ωε la perturbation géométrique de Ω dé�nie par

Ωε =
{
(x1, x2, x3) | (x1, x2) ∈ (0, 1)2, −1 < x3 < ϕε(x1, x2)

}
. (2.4)La suite (Ωε)ε>0 est une suite d'ouverts qui onverge en un ertain sens géométrique vers

Ω, quand ε tend vers zéro (voir la �gure 2.1). Dans ette on�guration, il est ommode deremplaer dans l'expression (2.3) la distane de Hausdor� par l'amplitude des rugosités,dé�nie par ‖ϕε‖∞. Notons que les points de disontinuité des fontions ϕε sont a prioriadmissibles, et orrespondent à des points de très forte rugosité sur la paroi. On dé�niten�n le domaine D = (0, 1)2 × (−1, 2), de telle sorte que
Ωε ⊂ D ∀ε > 0.2.2.1 Condition de non pénétrationOn note H1(Ωε) l'espae de Sobolev usuelH1(Ωε,R

3). Pour une fontion v appartenantà H1(Ωε), la ondition de non pénétration v · nε = 0 sur
Γε = {x ∈ ∂Ωε : x3 > 0},doit être omprise en un sens faible, dès lors que la normale nε n'est pas bien dé�nie sur

Γε. Plus préisément, si la fontion ϕε est lipshitzienne, la trae de v sur Γε et la normale
nε sont dé�nies pontuellement, presque partout pour la mesure de surfae sur Γε. Enrevanhe, si ϕε est seulement ontinue, on dira qu'une fontion v dans H1(Ωε) satisfait laondition de non pénétration sur Γε si la ondition suivante est véri�ée :

∀ψ ∈ C1
c (D)

∫

Ωε

[(div v)ψ + v · ∇ψ]dx = 0. (2.5)Si ϕε est semi-ontinue inférieurement, ette forme faible de la ondition de non pénétrationest inomplète, et il faut prêter une attention partiulière aux points de disontinuité. La
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Fig. 2.1: L'ouvert Ω à paroi lisse Γ est approhé par des ouverts Ωε à parois rugueuses Γε.forme suivante de la ondition de non-pénétration s'avère équivalente à (2.5) dès lors quela paroi est représentée par le graphe d'une fontion ontinue, mais apture également del'information aux points de disontinuité :
∀ψ ∈ H1(Ωε)

∫

Ωε

[(div v)ψ + v · ∇ψ]dx = 0. (2.6)2.2.2 E�et de rugosité et taux de déroissane uniformesL'expression mathématique de l'e�et de rugosité est la suivante. Soit une suite de fon-tions (vε)ε>0, où pour tout ε > 0, vε appartient à H1(Ωε) et satisfait la ondition de nonpénétration sur Γε, et telle que (1Ωεvε,1Ωε∇vε)ε>0 onverge faiblement dans L2(D,R12)vers (1Ωv,1Ω∇v). Alors v = 0 sur Γ = (0, 1)2 × {0}.L'e�et de rugosité est dit uniforme si l'estimation suivante a lieu :
∃C > 0,∃ε0 > 0,∀ε0 > ε > 0,∀v ∈ H1(Ωε) t.q. v · nε = 0 sur Γε,∫

Γ
|v|2ds 6 C‖ϕε‖∞

∫

Ωε

|∇v|2dx. (2.7)Notons que dans ette inégalité, on n'impose pas que v soit nulle sur une autre partie de lafrontière de Ωε. Par ontinuité de l'opérateur de trae, l'estimation (2.7) montre que l'e�etde rugosité a lieu, en passant à la limite quand ε tend vers zéro.Si la famille de fontions {ϕε}ε>0 est équi-lipshitzienne, on peut remplaer dans l'es-timation (2.7) l'intégrale sur Γ par une intégrale sur Γε, pour obtenir l'inégalité suivante :
∫

Γε

|v|2ds 6 C ′‖ϕε‖∞
∫

Ωε

|∇v|2dx. (2.8)Cette inégalité fournit un majorant à la limite supérieure (2.3). Si les fontions ϕε ne sontpas régulières, la trae sur Γε n'est pas dé�nie. Dans e as, on peut uniquement herherdes estimations du type (2.7).



2.2. Énoné des résultats prinipaux 692.2.3 Cas des parois périodiquesOn onsidère tout d'abord des strutures périodiques générées par des fontions ϕεdé�nies par
ϕε(x1, x2) = εϕ(

x1

ε
,
x2

ε
), (2.9)où ϕ est une fontion ontinue dé�nie sur le tore bidimensionnel T 2 = [0, 1]2|{0,1}, étenduesur R

2 par périodiité. Nous allons aratériser les fontions ontinues ϕ telles que l'esti-mation (2.7) a lieu, en supprimant l'hypothèse de � quasi-lipshitziannité �onsidérée dans[14℄. De manière intuitive, on s'attend à e que des parois non régulières provoquent un e�etde rugosité plus important que des parois lisses. Cependant, pour des raisons tehniques,les résultats que nous allons démontrer onernent uniquement des parois ontinues. Nousdisuterons brièvement du as des parois singulières dans la dernière setion de e hapitre.Pour étudier l'e�et de rugosité provoqué par des parois périodiques, l'une des notionslés est la notion de riblet. On dit qu'une fontion ϕ est un riblet s'il existe un ouple
(c1, c2) dans R

2 \ {0} tel que pour tout (x1, x2) dans R
2 et pour tout h ∈ R,

ϕ(x1 + hc1, x2 + hc2) = ϕ(x1, x2). (2.10)Dans le as où ϕ est di�érentiable, ette ondition est équivalente à la ondition
∇ϕ(x1, x2) · (c1, c2) = 0 ∀(x1, x2) ∈ R

2.Théorème 2.1 (Caratérisation de l'e�et de rugosité uniforme dans le as périodique).Supposons que ϕ est une fontion ontinue et stritement positive sur T 2. Les propriétéssuivantes sont équivalentes :(i) il existe C > 0 et ε0 > 0 tels que pour tout ε0 > ε > 0 et pour toute fontion v dans
H1(Ωε) satisfaisant la ondition de non pénétration sur Γε (sous sa forme intégralefaible), l'inégalité suivante est véri�ée :

∫

Γ
|v|2ds 6 εC‖∇v‖2

L2(Ωε), (2.11)(ii) ϕ n'est pas un riblet.Dans le as de parois semi-ontinues inférieurement, e théorème peut être reformulé,mais fournit un ritère d'uniformité abstrait, dont l'interprétation géométrique paraît plusdéliate.2.2.4 Cas des parois ristallinesLe seond résultat de e hapitre onerne des parois ristallines arbitraires. En par-tiulier, l'hypothèse de périodiité est supprimée. Nous allons démontrer que l'estimation(2.7) a lieu sous une hypothèse de non-dégénéresene peu restritive, introduite dans [19℄.On onsidère un sous-ensemble K de R
2, qui est �ni et satisfait la ondition de non-dégénéresene suivante :

∀y1, y2 ∈ K, 0 /∈ [y1, y2]. (2.12)Cette ondition permet d'éviter la réation de riblets au sein d'une struture ristalline.On dira qu'une fontion ϕ dans W 1,∞((0, 1)2) est admissible si, pour presque tout y dans
(0, 1)2,

ϕ(y) ∈ [0, 1] et ∇ϕ(y) ∈ K.



70Chapitre 2. Étude de l'effet de rugosité uniforme dans le as des paroispériodiques ou ristallinesPour toute fontion admissible ϕ, on dé�nit la paroi ristalline
Γϕ =

{
(x1, x2, ϕ(x1, x2)) | (x1, x2) ∈ (0, 1)2

}
,et le domaine orrespondant

Ωϕ =
{
(x1, x2, x3) | (x1, x2) ∈ (0, 1)2, −1 < x3 < ϕ(x1, x2)

}
.Théorème 2.2 (Cas des parois ristallines). Il existe C > 0 et ε0 > 0 tels que l'inégalité

∫

Γ
|v|2ds+

∫

Γϕ

|v|2ds 6 C‖ϕ‖∞‖∇v‖2
L2(Ωϕ) (2.13)a lieu pour toute fontion admissible ϕ telle que ε0 > ‖ϕ‖∞ > 0, et pour toute fontion vdans H1(Ωϕ) satisfaisant la ondition de non pénétration sur Γϕ.Comme il a été démontré dans [19℄, les mesures de Young sont un outil e�ae pourtraiter le as des parois ristallines. Cependant, dans notre as de �gure, les argumentsutilisés dans [19℄ doivent être ra�nés pour permettre de omprendre les osillations loalesdes parois re-dimensionnées.2.2.5 Généralisation aux espaes W 1,pTous les résultats de e hapitre sont donnés dans les espaes H1, mais ils peuvent êtreétendus aisément aux espaes W 1,p. Par exemple, l'inégalité (2.13) devient

‖v‖Lq(Γ) + ‖v‖Lq(Γϕ) 6 C‖ϕ‖α
∞‖∇v‖Lp(Ωϕ). (2.14)Cette estimation a lieu pour toute fontion admissible ϕ dans W 1,∞((0, 1)2) telle que

ε0 > ‖ϕ‖∞ > 0 et pour toute fontion v dans W 1,p(Ωϕ,R
3) satisfaisant la ondition denon-pénétration sur Γϕ, où

1 < p < 3, 1 < q <
2p

3 − p
, α = 1 − 3

p
+

2

q
.2.3 Démonstration du résultat dans le as périodiqueAvant de démontrer le théorème 2.1, nous énonçons deux résultats plus généraux surles parois semi-ontinues inférieurement.Tout d'abord, nous rappelons le lemme de Poinaré suivant, qui ne requiert auunerégularité sur la frontière. La preuve de e résultat est standard, et s'obtient en intégrantsur des lignes vertiales.Lemme 2.3 (Lemme de Poinaré pour les parois s..i.). Soit ϕ : (0, 1)2 → [0, 1] une fon-tion semi-ontinue inférieurement. Il existe une onstante K > 0, dépendant uniquementde ϕ, telle que

∫

Ωϕ

|u|2dx 6 K

(∫

Ωϕ

|∇u|2dx+

∫

Γ
|u|2ds

)
∀u ∈ H1(Ωϕ) (2.15)où Ωϕ est l'ensemble ouvert dé�ni par

Ωϕ =
{
(x1, x2, x3) | (x1, x2) ∈ (0, 1)2, −1 < x3 < ϕ(x1, x2)

}
.



2.3. Démonstration du résultat dans le as périodique 71Lemme 2.4. On suppose que ϕ : T 2 → [0, 1] est une fontion ontinue. Pour tout ε > 0,on dé�nit la fontion ϕε par (2.9). Les énonés suivants sont équivalents :(i) la seule onstante c ∈ R
3 telle que
∀ψ ∈ C1

c (D)

∫

Ω1

c · ∇ψdx = 0, (2.16)est c = 0 ;(ii) il existe une onstante C > 0 et un réel ε0 > 0 tel que pour tout ε0 > ε > 0 etpour tout v ∈ H1(Ωε) satisfaisant la forme faible de la ondition de non pénétration(2.5), l'inégalité suivante a lieu :
∫

Γ
|v|2ds 6 εC‖∇v‖2

L2(Ωε). (2.17)Preuve du lemme 2.4. Supposons que la ondition (i) est réalisée, et montrons (ii). Enonsidérant une subdivision de (0, 1)2 en des arrés (Sε
i )i de �tés ε parallèles aux axes, ilsu�t de démontrer que pour tout i, l'inégalité suivante est véri�ée :

∫

Sε
i ×{0}

|v|2ds 6 εC‖∇v‖2
L2(V ε

i ) (2.18)où l'on a noté V ε
i l'ouvert
V ε

i = {(x1, x2, x3) | (x1, x2) ∈ Sε
i , −ε < x3 < ϕε(x1, x2)}(voir la �gure 2.2). En e�et, si (2.18) est véri�ée, alors en sommant sur les indies i et enremarquant que

∪iV
ε
i ⊂ Ωε,on en déduit l'estimation (2.17). Quitte à e�etuer une translation, on peut supposer quele arré Sε

i oïnide ave (0, ε) × (0, ε). En utilisant le hangement d'éhelle
Hε : (x1, x2, x3) ∈ R

3 → (
x1

ε
,
x2

ε
,
x3

ε
) ∈ R

3,on obtient que l'estimation (2.18) est équivalente à l'inégalité suivante :
∫

Γ
|v|2ds 6 C‖∇v‖2

L2(Ω1). (2.19)En e�et, d'après la dé�nition (2.9),
Hε(V

ε
i ) = Ω1.En partiulier, l'image de V ε

i par la dilatation Hε ne dépend pas de ε.Par l'absurde, supposons qu'il existe une suite (vk)k∈N de fontions H1(Ω1) satisfaisantla ondition de non-pénétration (2.5) et telle que
∫

Γ
|vk|2 = 1 ∀k ∈ N (2.20)
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Fig. 2.2: La partie de Ωε située à distane inférieure ou égale à ε de la paroi limite Γ, estpartitionnée en des ouverts V ε
i .et

lim
k→∞

‖∇vk‖L2(Ω1) = 0. (2.21)D'après le lemme 2.3, (vk) est bornée dans H1(Ω1), et par onséquent il existe une fontion
v∗ dans H1(Ω1) et une suite extraite de (vk), notée ave le même indie, telles que

vk ⇀ v∗ faiblement dans H1(Ω1).Par onséquent, d'après (2.21) et par uniité de la limite faible,
‖∇v∗‖L2(Ω1) = 0.Ainsi, il existe un veteur c ∈ R

3 tel que
v∗ = c p.p. dans Ω1.Par ompaité de l'opérateur de trae de H1(Ω1) dans L2(Γ), quitte à extraire à nouveauune sous-suite de (vk), on peut supposer que la trae de (vk) sur la surfae �xe Γ onvergefortement vers la trae de v∗ sur Γ, dans L2(Γ,R3). En passant à la limite dans l'égalité(2.20), on obtient don l'égalité suivante :
∫

Γ
|v∗|2 ds = 1,qui implique en partiulier que c est non nul. En passant à la limite dans la ondition denon pénétration (2.5) appliquée à vk, on obtient �nalement

∀ψ ∈ C1
c (D)

∫

Ω1

c · ∇ψdx = 0



2.3. Démonstration du résultat dans le as périodique 73Cela ontredit l'hypothèse (i).À présent, supposons (ii) et montrons (i). Par l'absurde, supposons qu'il existe unveteur c dans R
3 \ {0} satisfaisant la propriété (2.16). Alors, la fontion v dans H1(Ω1)dé�nie par

v = csatisfait la ondition de non pénétration sous sa forme faible (2.5), mais ontredit l'inégalité(2.11) pour tout k ∈ N et tout ε > 0.Preuve du théorème 2.1.Montrons que la ondition (i) implique la ondition (ii). Par l'absurde, supposons que
ϕ est un riblet au sens de la dé�nition (2.10). D'après le lemme 2.4, il su�t de montrerl'existene d'un hamp de veteurs onstant de la forme

v = (c1, c2, 0),où (c1, c2) est un veteur non nul de R
2, satisfaisant la propriété (2.16) (ou la propriété (2.5),qui lui est équivalente puisque v est à divergene nulle). Cela ontredirait immédiatementl'hypothèse (i).Puisque ϕ est un riblet, il existe une suite de fontions régulières (θn)n∈N qui onvergeuniformément vers ϕ sur R × {0} × {0}. À l'aide de es fontions, on peut onstruire unesuite de riblets réguliers, dans la diretion (c1, c2, 0), que l'on note (Θn)n∈N. Pour tout

n ∈ N, Θn est dé�ni par
Θn = {(x1, x2, x3) | (x1, x2) ∈ (0, 1)2, −1 < x3 < θn(x1, x2)}.Par onstrution, pour tout n ∈ N, le hamp de veteurs onstant v = (c1, c2, 0) satisfaitla ondition de non pénétration sur la paroi dé�nie par le graphe de la fontion θn. Enérivant ette ondition au sens faible, on obtient pour tout n ∈ N,

∀ψ ∈ C1
c (D)

∫

Θn

(c1, c2, 0) · ∇ψdx = 0. (2.22)En remarquant que
1Θn → 1Ω1

fortement dans L1(R3),on peut passer à la limite dans (2.22) et ontredire la propriété (i) du lemme 2.4.Montrons en�n que la propriété (ii) du théorème 2.1 implique la propriété (i). Pourela, on a besoin du résultat suivant onernant l'uniité de la struture en riblet assoiéeà une fontion ontinue, périodique et non onstante.Lemme 2.5. Soit ϕ ∈ C(T 2) une fontion non onstante, étendue sur R
2 par périodiité.Supposons qu'il existe (c1, c2, c3), (c∗1, c

∗
2, c3) deux veteurs non nuls de R

3 tels que pourtout (x1, x2) dans (0, 1)2 et tout h réel,
ϕ(x1 + hc1, x2 + hc2) = ϕ(x1, x2) + hc3,
ϕ(x1 + hc∗1, x2 + hc∗2) = ϕ(x1, x2) + hc3.

(2.23)Alors soit c3 est nul et (c1, c2), (c∗1, c
∗
2) sont olinéaires, soit (c1, c2) et (c∗1, c

∗
2) sont égaux.



74Chapitre 2. Étude de l'effet de rugosité uniforme dans le as des paroispériodiques ou ristallinesPreuve du lemme 2.5. Supposons qu'il existe un réel α tel que
(c1, c2) = α(c∗1, c

∗
2).Alors, d'après les relations (2.23), pour tout h réel, on obtient la relation suivante :

hc3 = hαc3Ainsi, soit c3 est nul, soit α est égal à 1.Supposons à présent que (c1, c2) et (c∗1, c
∗
2) ne sont pas olinéaires. Nous allons prouverque la fontion ϕ est onstante, e qui ontredit l'hypothèse du lemme. Soit don (x1, x2)dans (0, 1)2. Pour tous réels α, β stritement positifs, on dé�nit le veteur suivant :

(d1, d2) = α(c1, c2) + β(c∗1, c
∗
2). (2.24)D'après la formule (2.23), la relation suivante est véri�ée :

ϕ(x1 + d1, x2 + d2) = ϕ(x1, x2) + (α+ β)c3. (2.25)La fontion ϕ étant ontinue et périodique, et puisque le veteur (d1, d2) est arbitraire, larelation (2.25) entraîne que c3 est nul, 'est-à-dire que ϕ est onstante.Preuve du théorème 2.1 (suite). Raisonnons à nouveau par l'absurde, et supposonsque la ondition (i) du théorème 2.1 n'a pas lieu.Si ϕ est onstant, alors la relation (2.10) a lieu pour tout veteur (c1, c2) dans R
2 \{0}.Supposons à présent que ϕ n'est pas onstante. D'après la preuve du lemme 2.4, il existeun veteur c = (c1, c2, c3) dans R

3 \{0}, qui satisfait la relation (2.16). Nous allons prouverque pour tout (x1, x2) dans (0, 1)2 et tout h réel tels que
(x1 + hc1, x2 + hc2) ∈ (0, 1)2,la relation suivante est véri�ée :

ϕ(x1 + hc1, x2 + hc2) = ϕ(x1, x2) + hc3. (2.26)Soit ρ un noyau régularisant dé�ni sur R
3. Pour tout ε > 0, on dé�nit la fontion ρε parla formule suivante :

ρε(x) =
1

ε3
ρ
(x
ε

)
∀x ∈ R

3.Soit η une onstante �xée dans (0, 1). On introduit le sous-ensemble ouvert suivant de D :
Dη = {x ∈ D | dist(x, ∂D) > η} .Nous allons montrer que pour tout ε dans (0, η), tout x dans Dη et tout réel h tels que

x+ hc ∈ Dη,l'égalité suivante est satisfaite :
1Ω1

∗ ρε(x+ hc) = 1Ω1
∗ ρε(x). (2.27)



2.3. Démonstration du résultat dans le as périodique 75Soit ψ une fontion de lasse C1
c à support ompat dans D, telle que son support soitinlus dans Dη, et soit ε dans (0, η). La fontion ψ ∗ ρε étant C1

c à support ompat dans
D, on peut lui appliquer la propriété (2.16), pour obtenir l'égalité suivante :

∫

D
1Ω1

c · ∇(ψ ∗ ρε)dx = 0,qui entraîne ∫

D
(1Ω1

∗ ρε)c · ∇ψdx = 0.Après intégration par partie, on obtient la relation suivante :
∫

D

∂(1Ω1
∗ ρε)

∂c
ψdx = 0. (2.28)Comme l'égalité (2.28) a lieu pour tout fontion ψ de lasse C1

c à support ompat dans
Dη, et que la fontion 1Ω1

∗ ρε est de lasse C∞ sur Dη, elle entraîne la relation pontuellesuivante :
∂(1Ω1

∗ ρε)

∂c
(x) = 0 ∀x ∈ Dη.Cela montre l'identité (2.27).Notons Γ1 la partie supérieure de ∂Ω1, dé�nie par

Γ1 =
{
(x1, x2, x3) | (x1, x2) ∈ (0, 1)2, x3 = ϕ(x1, x2)

}
.Nous allons utiliser le résultat suivant.Lemme 2.6. Soit φ : R → R une fontion qui satisfait la propriété suivante :

∃b ∈ R, ∀x ∈ R, ∀y ∈ R φ(x) > y =⇒ ∀h ∈ R φ(x+ h) > y + hb. (2.29)Alors pour tout réel h,
φ(h) = φ(0) + bh.Preuve du lemme 2.6. D'une part, pour tout ε > 0, en appliquant la propriété (2.29)ave x = 0 et y = φ(0) − ε, on obtient la propriété suivante :

∀h ∈ R, φ(h) > φ(0) − ε+ hb.En passant à la limite quand ε tend vers 0, on obtient
∀h ∈ R, φ(h) > φ(0) + hb.Supposons par l'absurde qu'il existe un réel h0 tel que

φ(h0) > φ(0) + h0b.Il existe don un réel δ > 0 tel que
φ(h0) > φ(0) + h0b+ δ.



76Chapitre 2. Étude de l'effet de rugosité uniforme dans le as des paroispériodiques ou ristallinesD'après la propriété (2.29), on obtient don pour tout réel h :
φ(h0 + h) > φ(0) + h0b+ δ + hb.En appliquant ette dernière inégalité ave h = −h0, on aboutit à une ontradition.Dans la suite de la démonstration, nous allons montrer que pour tout x dans D et toutréel h tels que x+ hc appartienne à D, l'impliation suivante est vraie :
x ∈ Ω1 ⇒ x+ hc ∈ Ω1 ∪ Γ1,ou, de manière équivalente, que la propriété (2.29) est satisfaite par la restrition de ϕ àn'importe quelle droite parallèle à (c1, c2).Soit don x dans Ω1 et h dans R tels que x + hc appartienne à D. Il existe un réel

η > 0 tel que
x, x+ hc ∈ Dη.Ainsi, l'égalité (2.27) a lieu pour tout ε dans (0, η). ϕ étant ontinue, Ω1 est ouvert, don ilexiste un réel η1 > 0 tel que la boule B(x, η1) soit ontenue dans Ω1. En partiulier, pourtout ε > 0 inférieur stritement au minimum de η et η1,

1Ω1
∗ ρε(x) = 1Ω1

(x) = 1. (2.30)Pour montrer que x+hc appartient à Ω1∪Γ1, nous raisonnons par l'absurde. Supposons,au ontraire, que x+ hc appartienne à D \ (Ω1 ∪ Γ1). Comme ϕ est ontinue, l'ensemble
D \ (Ω1 ∪ Γ1) est ouvert, ainsi par le même argument que préédemment, on montre qu'ilexiste un réel η2 > 0 tel que

1Ω1
∗ ρε(x+ hc) = 0 ∀ε ∈ (0, η2).Cela ontredit les propriétés (2.27) et (2.30).En appliquant le lemme 2.6 à la fontion
h ∈ R → ϕ(x1 + hc1, x2 + hc2),on obtient l'égalité (2.26).Pour montrer que c3 est nul, nous allons reproduire les arguments préédents en onsidé-rant p périodes de ϕ, où p est un entier naturel non nul �xé. On introduit les sous-ensemblessuivants de R

3 :
Ω′

1 =
{
(x1, x2, x3) | (x1, x2) ∈ (0, p)2,−1 < x3 < ϕ(x1, x2)

}
,

D′ =
{
(x1, x2, x3) | (x1, x2) ∈ (0, p)2,−1 < x3 < 2

}
,

Γ′ =
{
(x1, x2, x3) | (x1, x2) ∈ (0, p)2, x3 = 0

}
.Comme préédemment, il existe un veteur c′ = (c′1, c

′
2, c

′
3) de R

3 tel que
∫

Ω′

1

c′ · ∇ψdx = 0 ∀ψ ∈ C1
c (D′), (2.31)que l'on peut normaliser en �xant la ontrainte suivante :

(
c′1
)2

+
(
c′2
)2

+
(
c′3
)2

= 1. (2.32)



2.3. Démonstration du résultat dans le as périodique 77Prouvons dans un premier temps que
c′ = ±c.D'après la propriété (2.31), pour tout (x1, x2) dans (0, p)2 et tout réel h tel que

(x1 + hc′1, x2 + hc′2) ∈ (0, p)2,la relation suivante est véri�ée :
ϕ(x1 + hc′1, x2 + hc′2) = ϕ(x1, x2) + hc′3. (2.33)Comme c′ et c ont la même norme eulidienne, il su�t de montrer qu'ils sont olinéaires.Rappelons les relations suivantes :
ϕ(x1 + hc1, x2 + hc2) = ϕ(x1, x2) + hc3, (2.34)
ϕ(x1 + h∗c′1, x2 + h∗c′2) = ϕ(x1, x2) + h∗c′3, (2.35)qui ont lieu pour tout (x1, x2) dans (0, 1)2 et tout réels h, h∗ tels que (x1 + hc1, x2 + hc2),

(x1 + h∗c′1, x2 + h∗c′2) appartiennent à (0, 1)2.Si c′3 est nul, alors on obtient immédiatement que c3 est nul. Supposons que c′3 est nonnul. En hoisissant h∗ = h c3
c′
3

dans la relation (2.35), on obtient pour tout (x1, x2) dans
(0, 1)2 et tout réel h su�samment petit,

ϕ(x1 + h
c3
c′3
c′1, x2 + h

c3
c′3
c′2) = ϕ(x1, x2) + hc3. (2.36)Le lemme 2.5 et les relations (2.34)-(2.36) impliquent que les veteurs ( c3

c′
3

c′1,
c3
c′
3

c′2) et (c1, c2)sont olinéaires, e qui onduit à l'égalité suivante :
c3
(
c1c

′
2 − c′1c2

)
= 0.Si c3 n'est pas nul, d'après les relations (2.34)-(2.35), on obtient que haun des veteurs

(c1, c2) et (c′1, c
′
2) est non nul. Il existe don un réel λ non nul tel que

(c1, c2) = λ(c′1, c
′
2).En hoisissant h∗ = λh dans la relation (2.35) et en utilisant l'égalité (2.34), on obtient�nalement

c3 = λc′3,et par onséquent c = λc′.Ainsi, pour tout entier naturel p non nul, la relation (2.33) a lieu ave le même veteur
c. La fontion ϕ étant bornée, ela impose que c3 est nul, et ainsi ϕ est un riblet.



78Chapitre 2. Étude de l'effet de rugosité uniforme dans le as des paroispériodiques ou ristallines2.4 Rappels sur les mesures de YoungLa théorie générale des mesures de Young, présentée par exemple dans [39, 66℄, fournitun outil préis pour omprendre l'e�et de rugosité. Par soui de larté, nous rappelons lethéorème fondamental des mesures de Young.Théorème 2.7 (Théorème fondamental des mesures de Young). Soit U un ouvert de Rnet K un sous-ensemble ompat de R
m. On onsidère une suite (fk)k∈N de fontions dans

L∞(U,K). Alors il existe une sous-suite (fkj
) et pour presque tout y dans U , une mesurede probabilité borélienne sur R

m, notée Ry, telle que pour toute fontion F dans C(Rm),
F (fkj

) ⇀ F faiblement ∗ L∞(U),où
F (y) =

∫

Rm

F (Z)dRy(Z) p.p. y ∈ U.La famille {Ry}y∈U s'appelle une famille de mesures de Young assoiée à la sous-suite
(fkj

).Remarque 2.8. Pour une suite (fk)k∈N donnée, la famille de mesures de Young {Ry}y∈Un'est pas néessairement unique. De plus, le support de la mesureRy, noté spt(Ry), satisfaitla propriété suivante :
spt(Ry) ⊂ K p.p. y ∈ U.En partiulier, dans le as ristallin où K est �ni, le support des mesures Ry est disret.Remarque 2.9. Soit (ϕk)k une suite bornée dansW 1,∞((0, 1)2, [0, 1]). Quitte à renommerles indies, on peut supposer qu'il existe ϕ ∈W 1,∞((0, 1)2, [0, 1]) tel que

ϕk → ϕ uniformément sur (0, 1)2, ∇ϕk ⇀ ∇ϕ faiblement- ∗ L∞((0, 1)2).Soit {Ry}y∈(0,1)2 une famille de mesures de Young assoiée à une suite extraite de
(∇ϕk)k∈N. Alors ∫

R2

ZdRy(Z) = ∇ϕ(y) p.p. y ∈ (0, 1)2.C'est une onséquene direte du théorème fondamental des mesures de Young, appliquéen hoisissant F égale à l'identité.Lemme 2.10. On reprend les notations de la remarque 2.9. Pour tout k ∈ N, on dé�nit
Ωk =

{
(x1, x2, x3) | (x1, x2) ∈ (0, 1)2, −1 < x3 < ϕk(x1, x2)

}
.On onsidère une suite de fontions uk dans ∈ H1(Ωk), satisfaisant la ondition de nonpénétration

uk · nk = 0 sur Γk = {x ∈ ∂Ωk : x3 > 0}et onvergeant faiblement dans H1(D) vers c = (c1, c2, c3) ∈ R
3.Alors, pour tout g ∈ C(R2,R), la relation suivante est véri�ée :

(c1, c2) ·
∫

R2

g(Z)ZdRy(Z) = c3

∫

R2

g(Z)dRy(Z) p.p. y ∈ (0, 1)2.



2.4. Rappels sur les mesures de Young 79Preuve. Soit ξ une fontion dans C(R2). Nous allons prouver que pour toute fontion ψdans C∞
c ((0, 1)2,R),

∫

(0,1)2
ψ(y)

[
(c1, c2) ·

∫

R2

√
1 + |Z|2ξ(Z)ZdRy(Z) − c3

∫

R2

√
1 + |Z|2ξ(Z)dRy(Z)

]
dy = 0.(2.37)Le veteur normal nk(y, ϕk(y)) étant olinéaire au veteur (−∇ϕk(y), 1), la ondition denon pénétration sur Γk peut s'érire

∫

Γk

ψ(y)ξ(∇ϕk(y))(−∇ϕk(y), 1) · uk(y, ϕk(y))ds = 0,où ds désigne la mesure de surfae sur Γk. Par le hangement de variable
(y, 0) ∈ T × {0} → (y, ϕk(y))de Γ sur Γk, en érivant uk = (u1

k, u
2
k, u

3
k), on obtient la relation suivante :

∫

(0,1)2
ψ(y)ξ(∇ϕk(y))∇ϕk(y) · (u1

k(y, ϕk(y)), u2
k(y, ϕk(y)))

√
1 + ‖∇ϕk(y)‖2dy (2.38)

=

∫

(0,1)2
ψ(y)ξ(∇ϕk(y))u3

k(y, ϕk(y))
√

1 + ‖∇ϕk(y)‖2dySans perte de généralité, par densité de H1(D) ∩ C∞(D) dans H1(D), on peut supposerque uk appartient à H1(D)∩C∞(D,R3). Alors, en intégrant sur des lignes vertiales et enappliquant l'inégalité de Cauhy-Shwarz, on obtient l'estimation suivante :
∫

(0,1)2
|uk(y, ϕk(y)) − uk(y, ϕ(y))| dy 6 ‖ϕk − ϕ‖∞‖∇uk‖L2(D).Puisque la suite (uk) onverge faiblement dans H1(D), elle est bornée dans H1(D). Commela suite (ϕk) onverge uniformément vers ϕ, en passant à la limite quand k tend vers l'in�nidans l'estimation préédente, on obtient

lim
k→∞

∫

(0,1)2
|uk(y, ϕk(y)) − uk(y, ϕ(y))| dy = 0.On peut alors passer à la limite dans la relation (2.38) pour obtenir l'identité (2.37). Lehoix de la fontion ψ étant arbitraire, on onlut la preuve en appliquant la relation (2.37)à la fontion ξ dé�nie par

ξ(Z) =
g(Z)√
1 + Z2

∀Z ∈ R
2.Lemme 2.11. Soit (ϕk)k∈N une suite bornée dans W 1,∞((0, 1)2). Soit (Ry)y∈(0,1)2 unefamille de mesures de Young assoiée à une suite extraite de (∇ϕk)k∈N, et soit N un veteurde K. On note par | · | la mesure de Lebesgue d'un sous-ensemble de R

2. Si l'hypothèsesuivante est véri�ée :
lim inf
k→+∞

∣∣{y ∈ (0, 1)2 | ∇ϕk(y) = N
}∣∣ > 0, (2.39)alors

|
{
y ∈ (0, 1)2 | N ∈ spt(Ry)

}
| > 0.



80Chapitre 2. Étude de l'effet de rugosité uniforme dans le as des paroispériodiques ou ristallinesPreuve. Par l'absurde, supposons que
|
{
y ∈ (0, 1)2 | N ∈ spt(Ry)

}
| = 0.Comme pour presque tout y ∈ (0, 1)2, le veteur N n'appartient pas au support de lamesure Ry, il existe un réel r > 0 tel que pour presque tout y dans (0, 1)2,

Ry(B(N, r)) = 0,où B(N, r) est la boule ouverte de entre N et de rayon r dans R
2. Soit ψ une fontion C∞

cà support ompat dans R
2, dont le support est inlus dans la boule B(N, r), et telle que
ψ(N) = 1, ψ(n) = 0 ∀n ∈ K \ {N}. (2.40)Par dé�nition des mesures de Young, quitte à extraire une sous-suite et à renommer lesindies, on peut supposer que

ψ(∇ϕk) ⇀ 0 faiblement ∗ dans L∞((0, 1)2).Par dé�nition de la onvergene faible * L∞, on en déduit que
lim

k→∞

∫

(0,1)2
ψ(∇ϕk)dx = 0.Comme ψ satisfait les propriétés (2.40), ette relation est équivalente à

lim
k→∞

∣∣{y ∈ (0, 1)2 | ∇ϕk(y) = N
}∣∣ = 0,e qui ontredit l'hypothèse (2.39).2.5 Démonstration du résultat dans le as ristallinPreuve du thérème 2.2. Puisque ϕ est une paramétrisation de Γϕ dans W 1,∞, dont lanorme est bornée indépendamment du hoix de ϕ parmi les fontions admissibles, il su�tde montrer qu'il existe une onstante C > 0 et un réel ε0 > 0 tels que

∫

Γ
|v|2ds 6 C‖ϕ‖∞‖∇v‖2

L2(Ωϕ) (2.41)pour toute fontion admissible ϕ dans W 1,∞((0, 1)2) telle que
0 < ‖ϕ‖∞ < ε0,et toute fontion v dans H1(Ωϕ) satisfaisant la ondition de non pénétration sur Γϕ.Soit un réel M > 0, dont la valeur ne dépend que du ompat K, et qui sera �xé auours de la preuve. On note ΓM le arré

ΓM = (0,M)2 × {0},et on introduit la fontion ϕ̃ : [0,M ]2 → R, dé�nie par
ϕ̃(x1, x2) =

1

‖ϕ‖∞
ϕ(‖ϕ‖∞x1, ‖ϕ‖∞x2) ∀(x1, x2) ∈ (0,M)2,
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Uϕ =

{
(x1, x2, x3) | (x1, x2) ∈ (0,M)2, −1 < x3 < ϕ̃(x1, x2)

}
.Par le même hangement d'éhelle que dans la démonstration du théorème 2.1 (formelle-ment, en remplaçant ε par ‖ϕ‖∞), il su�t de prouver l'existene d'une onstante C > 0telle que ∫

ΓM

|v|2ds 6 C‖∇v‖2
L2(Uϕ) (2.42)pour toute fontion admissible ϕ dans W 1,∞((0, 1)2) telle que

0 < ‖ϕ‖∞ < ε0,et toute fontion v dans H1(Ωϕ) satisfaisant la ondition de non pénétration
∫

Uϕ

[(div v)ψ + v · ∇ψ]dx = 0 ∀ψ ∈ C1
c ((0,M)2 × (−1, 2)). (2.43)Par l'absurde, supposons qu'il existe une suite de fontions admissibles (ϕk)k∈N et unesuite de fontions vk dans H1(Uϕk

), satisfaisant la propriété (2.43), telles que
∫

ΓM

|vk|2ds = 1 et ‖∇vk‖L2(Uϕk
) → 0. (2.44)La suite (ϕ̃k)k∈N étant uniformément bornée dansW 1,∞((0,M)2), il existe une fontionlipshitzienne ϕ̃ dans C((0,M)2) telle que, quitte à extraire une sous-suite si néessaire,

ϕ̃k → ϕ̃uniformément sur (0,M)2 et faiblement * dans W 1,∞((0,M)2).Dé�nissons à présent
U :=

{
(x1, x2, x3) | (x1, x2) ∈ (0, 1)2, −1 < x3 < ϕ̃(x1, x2)

}
.Clairement,

1Uϕk
→ 1U fortement dans L1(R3). (2.45)D'après le lemme 2.3, il existe une onstante C1 > 0 telle que
∀k ∈ N ‖vk‖H1(Uϕk

) 6 C1.Notons DM = (0,M)2 × (−1, 2). La famille d'ouverts {Uϕk
}k étant équi-lipshitzienne,il existe une famille d'opérateurs d'extension

Pk : H1(Uϕk
) → H1(DM )et une onstante C2 > 0 tels que

‖Pk‖ 6 C2 ∀k ∈ N.



82Chapitre 2. Étude de l'effet de rugosité uniforme dans le as des paroispériodiques ou ristallinesPar onséquent, la suite (vk) (identi�ée à (Pk(vk))) est bornée dans H1(DM ), et don ilexiste une fontion v∗ dans H1(DM ) et une suite extraite (vk) (notée ave le même indie),telles que
vk ⇀ v∗ faiblement dans H1(DM ). (2.46)D'après les propriétés (2.44), il existe c = (c1, c2, c3) dans R

3 tel que
v∗ = c p.p. dans Uϕ.Par ompaité de l'opérateur de trae de H1(U) dans L2(ΓM ), on obtient que

M2‖c‖2 = 1, (2.47)et ainsi c est non nul.Ainsi, d'après le lemme 2.10, pour toute fontion g dans C(R2), la relation suivante estsatisfaite :
(c1, c2) ·

∫

R2

g(Z)ZdRy(Z) = c3

∫

R2

g(Z)dRy(Z) p.p. y ∈ (0,M)2.D'après la remarque 2.9,
∫

R2

ZdRy(Z) = ∇ϕ̃(y) p.p. y ∈ (0,M)2. (2.48)Le veteur normal à la paroi supérieure de Uϕ étant olinéaire au veteur (−∇ϕ, 1), laondition de non pénétration sur ette paroi est équivalente à la relation suivante :
− (c1, c2) · ∇ϕ̃(y) + c3 = 0, p.p. y ∈ (0,M)2. (2.49)Finalement, pour toute fontion g dans C(R2),

(c1, c2) ·
[∫

R2

g(Z)ZdRy(Z) −
∫

R2

ZdRy(Z)

∫

R2

g(Z)dRy(Z)

]
= 0, p.p. y ∈ (0,M)2.(2.50)Nous allons utiliser ette relation pour montrer que (c1, c2) est orthogonal à deux veteursindépendants de R

2, et par onséquent
(c1, c2) = 0.Si en un ertain point y dans (0,M)2, le support de la mesure Ry ontient deux veteursindépendants de K, notés N1 et N2, alors (c1, c2) est nul. Pour le montrer, il su�t dehoisir des fontions test g de la forme
g = ag1 + bg2,où a, b sont des réels et pour i = 1, 2, gi est une fontion ontinue de R

2 à valeurs dans R,qui est égale à 1 au point Ni et nulle en tout point de K \ {Ni}. Par la relation (2.49), onobtient également que c3 est nulle, e qui ontredit la relation (2.47).On peut don supposer que pour presque tout y dans (0,M)2, le support de Ry on-tient uniquement des veteurs olinéaires dans K. Rappelons que l'hypothèse de non-dégénéresene implique que tous les veteurs olinéaires de K sont dans le même sens.



2.6. Quelques remarques sur les parois rugueuses singulières 83D'après la relation (2.48), pour presque tout y, il existe don un réel αy > 1 et un veteur
Ny dans K tels que

∇ϕ̃(y) = αyNy.On peut hoisir le veteur Ny omme le plus petit veteur dans haque famille de veteursolinéaires dans K.Si c3 est nul, d'après l'égalité (2.49), tous les veteurs Ny oïnident ave un veteur
N∗ �xé dans K, autrement (c1, c2) serait nul. Par onséquent,

∂ϕ̃

∂N∗
(y) > ‖N∗‖2 p.p. y ∈ (0,M)2.Puisque l'ensemble K est �ni, et que d'après la ondition de non-dégénéresene, il neontient pas le veteur nul, il existe un réel m > 0, qui ne dépend que de K, et tel que

∂ϕ̃

∂N∗
(y) > m p.p. y ∈ (0,M)2.Ainsi, en �xant une valeur de M su�samment grande, et qui ne dépend que de K, ononlut que

‖ϕ̃‖∞ > 1,d'où la ontradition.Supposons en�n que c3 est non nul. D'après la relation (2.49),
− 1

c3
(c1, c2)αyNy + 1 = 0 p.p. y ∈ (0,M)2.Cela implique l'existene d'un demi-plan ontenant presque tous les veteurs Ny. Ainsi, onpeut répéter l'argument préédent en onsidérant un veteur N∗ appartenant à e demi-plan, et tel que, pour presque tout y, le produit salaire N∗ · Ny soit minoré par uneonstante stritement positive qui ne dépend que de K.2.6 Quelques remarques sur les parois rugueuses singulièresSupposons que la fontion ϕ : T 2 → [0, 1] n'est pas ontinue mais seulement semi-ontinue inférieurement, et notons à nouveau ϕε la fontion dé�nie par

ϕε(x1, x2) = εϕ(
x1

ε
,
x2

ε
) ∀(x1, x2) ∈ (0, 1)2.Notons que pour tout ε > 0, les sous-graphes des fontions ϕε sont des ouverts de R

3.À ause de la semi-ontinuité inférieure, des rugosités singulières peuvent apparaître auvoisinage des points de disontinuité. Dans e as, la ondition de non-pénétration doitêtre a�aiblie, au sens de la ondition (2.6). En e�et, autour des points de disontinuitéde ϕ, des obstales vertiaux apparaissent. La ondition (2.5), dans laquelle les fontionstest sont de lasse C1 dans D, ne permet pas de traduire la non pénétration sur des paroisvertiales.Dans le as où ϕ est semi-ontinue inférieurement, une version adaptée du lemme 2.4,dans laquelle la ondition de non pénétration (2.5) est remplaée par la ondition (2.6),peut s'interpréter omme une aratérisation de l'e�et de rugosité uniforme. Cependant,
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Fig. 2.3: Exemple de paroi générée par un pro�l semi-ontinu inférieurement et produisantun e�et de rugosité uniforme.une di�ulté demeure : elle de fournir une interprétation géométrique orrete de lanotion de riblet pour les parois semi-ontinues, similaire à l'interprétation obtenue dans lethéorème 2.1.De fait, autour des points de disontinuité de ϕ, les surfaes vertiales dont la apaitéest stritement positive jouent un r�le ruial dans l'e�et de rugosité. Ce type de situationsort du adre de la dé�nition (2.10), et ne peut pas être prise en ompte, d'un point de vuetehnique, par les tehniques de démonstration du théorème 2.1. En e�et, les méthodesde onvolution que nous avons utilisées dans la preuve de e théorème, � ignorent � lesensembles négligeables par rapport à la mesure de Lebesgue, même s'ils sont de apaitéstritement positive.Si l'e�et de rugosité uniforme n'a pas lieu, on peut démontrer, en utilisant les tehniquesde onvolution du théorème 2.1, qu'en tout point x de Ω1, il existe un réel ε > 0 et unveteur c = (c1, c2, 0) non nul tels que, pour tout réel h,
|Ωc

1 ∩B(x+ hc, ε)| = 0.Si en tout point x0 dans T 2, la valeur de ϕ en x0 oïnide ave sa limite inférieure approhéeen e point :
ϕ(x0) = ap lim

y→x0

ϕ(y), (2.51)alors le lemme 2.6 s'applique, et on obtient que ϕ est un riblet. Le théorème 2.1 peut dons'étendre à e type de fontions semi-ontinues inférieurement. Un exemple de fontionsemi-ontinue inférieurement véri�ant en tout point la propriété (2.51) est donné par lafontion
ϕ : T 2 → R, générée par ∀(x1, x2) ∈ [0, 1)2 ϕ(x1, x2) = x1.La fontion ϕ1/3 est traée à la �gure 2.3



Chapitre 3Mesures de rugosité sur une surfae.Exemples et appliations à l'e�et derugosité3.1 IntrodutionComme nous l'avons vu au hapitre 2, les mesures de Young sont un outil puissantpermettant de aratériser l'in�uene asymptotique des osillations de ertains types deparois, notamment les parois ristallines. Plus préisément, elles permettent d'exhiber desdiretions normales partiulières, qui auront une in�uene, à la limite, sur le omportementdes hamps de veteurs non-pénétrants. Ces diretions sont elles qui appartiennent ausupport des mesures de YoungRy assoiées à la suite des gradients des fontions dé�nissantles parois osillantes, en tout point y appartenant à un ensemble de mesure de Lebesguestritement positive (voir le lemme 2.11). Si l'on montre l'existene de deux diretionsvéri�ant ette propriété, et qui forment une famille libre du plan, alors on peut onlure àl'e�et de rugosité.Il existe ependant dans la littérature des exemples de parois rugueuses dont les osilla-tions ne sont pas assez � visibles �à l'éhelle de la mesure de Hausdor� bidimensionnelle, etdont l'e�et asymptotique ne peut être mis en évidene à l'aide des mesures de Young. Untel exemple est fourni dans [17℄, et sera présenté dans la sous-setion 3.5.4 de e hapitre.Typiquement, en reprenant les notations du hapitre 2, si les parois Γε sont les graphes defontions ϕε telles que la suite (∇ϕε)ε>0 onverge fortement vers 0 dans L1((0, 1)2,R2),alors en presque tout point y de (0, 1)2, le support de la mesure de Young assoiée à unesous-suite de (∇ϕε)ε>0 est réduit à {0}. Pour s'en onvainre, il su�t de remarquer que,pour une sous-suite,
∇ϕε → 0 p.p. x ∈ (0, 1)2,et ainsi ∫

R2

ZdRy(Z) = 0 p.p. y ∈ (0, 1)2.Par onséquent, pour presque tout y dans (0, 1)2, le support de Ry est ontenu dans {0}.On onlut en notant que, puisque les mesures de Young sont des mesures de probabilité,leur support est non vide.



86 Chapitre 3. Mesures de rugosité sur une surfae. Exemples etappliations à l'effet de rugositéA�n de pouvoir prendre en ompte des phénomènes plus �ns, invisibles pour la mesurede Hausdor� bidimensionnelle, nous introduisons dans e hapitre des mesures apaitairesassoiées à un hamp de veteurs V, que nous appelons des mesures de rugosité. Sur leplan tehnique, les mesures de rugosité sont liées aux phénomènes de relaxation et à la
Γ-onvergene pour les problèmes salaires de type Dirihlet (voir [32℄, [30℄). L'idée est deonsidérer des suites de fontions vetorielles uε, non-pénétrantes sur Γε, et d'étudier leomportement de la suite de fontions salaires (uε ·V)ε>0, par des outils de Γ-onvergene.En partiulier, si l'on possède des estimations uniformes sur uε · V dans ertaines régionsdes parois osillantes, et que es régions satisfont ertaines ontraintes géométriques etapaitaires, alors es estimations seront satisfaites par la limite u ·V sur la paroi Γ.Un autre intérêt de l'introdution des mesures de rugosité est qu'elles permettent demettre en évidene des phénomènes de rugosité plus omplexes, dans lesquels des on-traintes non seulement diretionnelles, mais aussi sur le sens des hamps de veteurs uεsur les parois, peuvent passer à la limite. Ce type de phénomène orrespond par exemple àe qu'on appelle les syntheti jets, qui onsistent à éjeter ou aspirer du �uide grâe à desappareils életroniques, à travers de petites perforations de la surfae (voir [62℄).Après avoir rappelé quelques résultats utiles sur la topologie des ensembles et introduitl'espae des mesures apaitaires muni de la topologie de la γ-onvergene, nous dé�nironsles mesures de rugosité assoiées à un hamp de veteurs et donnerons une méthode d'ap-proximation de es mesures. Cette approximation nous permettra de retrouver des résultatsonnus sur les parois périodiques ou ristallines, et d'établir de nouveaux résultats dans leas radial et dans le as d'une rugosité � rare �évoqué préédemment. Nous onlurons ehapitre par un exemple d'e�et de rugosité omplexe.3.2 Di�érentes topologies sur les ensemblesSoit N ∈ {2, 3} la dimension de l'espae.Convergene au sens des fontions aratéristiques.Dé�nition 3.1. Soit (En)n∈N et E des ensembles mesurables de R

N . On dira que (En)n∈Nonverge au sens des fontions aratéristiques vers E quand n tend vers l'in�ni, si
1En → 1E fortement dans Lp

loc(R
N ),∀p ∈ [1,∞).Convergene des ouverts au sens de Hausdor� omplémentaire. Dans e para-graphe, on suppose que tous les ensembles onsidérés sont ontenus dans une boule fermée

B de R
N . On note d(·, ·) la distane eulidienne dans R

N . On onsidère l'ensemble KB desompats non vides ontenus dans B. Rappelons tout d'abord la dé�nition de la distanede Hausdor� sur KB .Dé�nition 3.2. La topologie de Hausdor� sur l'ensemble KB est générée par la distane
dH dé�nie par

dH(K1,K2) = max{ sup
x∈K1

d(x,K2), sup
x∈K2

d(x,K1)} ∀K1,K2 ∈ KB .
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dH est une distane sur KB , appelée distane de Hausdor�. Par passage au omplé-mentaire, elle permet de dé�nir une topologie sur les ouverts ontenus dans B.Dé�nition 3.3. La topologie de Hausdor� omplémentaire sur l'ensemble des ouvertsontenus dans B, est générée par la métrique dHc dé�nie par

dHc(Ω1,Ω2) = dH(B \ Ω1, B \ Ω2)pour tous Ω1,Ω2 ouverts inlus dans B.Remarque 3.4. La distane de Hausdor� omplémentaire ne dépend pas du hoix de laboule fermée B. En e�et, si B̂ est une autre boule fermée ontenant les ouverts Ω1 et Ω2,alors
dH(B \ Ω1, B \ Ω2) = dH(B̂ \ Ω1, B̂ \ Ω2).Nous utiliserons fréquemment la propriété suivante.Proposition 3.5. Soit (Ωn)n∈N une suite d'ouverts de R

N , tous ontenus dans une mêmeboule fermée B, et qui onverge au sens de Hausdor� omplémentaire vers un ouvert Ω.Alors, pour tout ompat K de R
N ontenu dans Ω,

∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N n > n0 ⇒ K ⊆ Ωn.Un résultat de ompaité. La dé�nition suivante est tirée de [53, dé�nition 2.4.1℄.Dé�nition 3.6. Soit y un point de R
N , ξ un veteur unitaire et h un réel stritementpositif. On appelle �ne épointé de sommet y, de diretion ξ et de dimension h, le �nenoté C(y, ξ, h) (privé de son sommet) et dé�ni par

C(y, ξ, h) = {z ∈ R
N : (z − y, ξ) > cos(h)|z − y| et 0 < |z − y| < h}.On dit qu'un ouvert Ω inlus dans D satisfait la propriété du �ne uniforme s'il existe unréel h > 0 tel que, pour tout x ∈ ∂Ω, il existe un veteur unitaire ξx tel que
∀y ∈ Ω ∩Bx,ε C(y, ξx, ε) ⊂ Ω.On note Ounif la lasse des sous-ensembles ouverts de D qui satisfont la propriété du �neuniforme.Rappelons le résultat de ompaité suivant, qui est démontré, par exemple, dans [53℄.Théorème 3.7. Soit (Ωn)n∈N une suite d'ouverts dans la lasse Ounif . Alors il existe unouvert Ω dans Ounif et une suite extraite (Ωnk

)k∈N qui onverge vers Ω à la fois au sensde Hausdor� omplémentaire et au sens des fontions aratéristiques. De plus, (Ωnk
) et

(∂Ωnk
) onvergent au sens de Hausdor� vers Ω et ∂Ω, respetivement.



88 Chapitre 3. Mesures de rugosité sur une surfae. Exemples etappliations à l'effet de rugosité3.3 Mesures apaitaires et γ-onvergene3.3.1 Quelques rappels sur les apaitésDé�nition 3.8. Soit D un ouvert borné de R
N . On dé�nit la apaité d'un sous-ensemble

E de D par
cap(E,D) = inf

{∫

D
|∇u|2 dx : u ∈ UE

}
,où UE est l'ensemble des fontions u dans l'espae de Sobolev H1
0 (D) telles que

u > 1 presque partout dans un voisinage de E.Si une propriété P (x) a lieu pour tout x dans E à l'exeption des élements d'un sous-ensemble Z de E de apaité nulle, on dit que P (x) a lieu quasi-partout (q.p.) dans E. L'ex-pression presque partout (p.p.) fait référene, de manière usuelle, à la mesure de Lebesgue.Un sous-ensemble A de D est dit quasi-ouvert si pour tout réel ε > 0, il existe un sous-ensemble ouvert Aε de D, tel que
A ⊆ Aε et cap(Aε \ A,D) < ε.Une fontion f : D → R est dite quasi-ontinue si pour tout ε > 0, il existe une fontionontinue fε : D → R telle que

cap({f 6= fε},D) < ε,où {f 6= fε} = {x ∈ D : f(x) 6= fε(x)}. D'après un résultat bien onnu (voir, par exemple,Ziemer [79℄), toute fontion u de l'espae de Sobolev H1(D) possède un représentant quasi-ontinu, qui est dé�ni de manière unique aux ensembles de apaité nulle près. Dans la suitede e hapitre, on identi�era toute fontion u dans H1(D) ave son représentant quasi-ontinu, de sorte qu'une ondition pontuelle puisse être imposée à u(x) en quasi-toutpoint x de D.Dé�nition 3.9. Si A est un sous-ensemble quasi-ouvert de D, on dé�nit
H1

0 (A) = {u ∈ H1
0 (D) : u = 0 q.p. dans D \ A}.D'après un résultat dû à Hedberg, [51℄, si A est ouvert, alors ette dé�nition oïnideave la dé�nition usuelle, à savoir la fermeture de l'ensemble des fontions de lasse C∞ àsupport ompat dans A, pour la norme H1.L'ensemble des quasi-ouverts de D n'est pas une topologie sur D. Cependant, à unensemble de apaité nulle près, tout sous-ensemble quasi-ouvert oïnide ave un sous-ensemble ouvert pour une ertaine topologie, appelée la topologie �ne, et dé�nie ommesuit.Dé�nition 3.10. On appelle topologie �ne sur R

N la topologie la moins �ne qui rendontinues toutes les fontions surharmoniques dé�nies sur R
N . Un sous-ensemble ouvertde R

N pour la topologie �ne est appelé un ouvert �n.La relation entre les quasi-ouverts et les ouverts �ns est étudiée dans [1℄, [42℄, [58℄.Retenons le résultat suivant.Proposition 3.11. Soit A un sous-ensemble de D. Alors A est quasi-ouvert si et seulementsi A est la réunion d'un ouvert �n et d'un ensemble de apaité nulle.



3.3. Mesures apaitaires et γ-onvergene 893.3.2 Topologie sur l'espae des mesures apaitairesDé�nition 3.12. On note M0(D) l'ensemble des mesures boréliennes positives µ, dé�niessur D à valeurs dans R ∪ {+∞}, telles quei) µ(B) = 0 pour tout borélien B ⊆ D tel que cap(B,D) = 0,ii) µ(B) = inf{µ(U) : U quasi-ouvert, B ⊆ U} pour tout borélien B ⊆ D.Une mesure µ dans M0(D) est appelée une mesure apaitaire. On dira qu'une mesuresatisfaisant la propriété i) est absolument ontinue par rapport à la apaité.Soulignons que les mesures dans M0(D) ne sont pas néessairement �nies, et peuventprendre la valeur +∞ sur des parties importantes de D.Un exemple important de mesures apaitaires est donné par la dé�nition suivante.Dé�nition 3.13. Étant donné un sous-ensemble arbitraire K de D, on note ∞K la mesuredé�nie pari) ∞K(B) = 0 pour tout borélien B ⊆ D tel que cap(B ∩K,D) = 0,ii) ∞K(B) = +∞ pour tout borélien B ⊆ D tel que cap(B ∩K,D) > 0.Étant donnée une mesure µ dans M0(D) et un sous-ensemble K de D, on note µ⌊K∈
M0(D) la restrition de µ à K, dé�nie par

µ⌊K(B) = µ(B ∩K) pour tout borélien B ⊆ D.Dans la suite du hapitre, on munit l'ensemble M0(D) de la topologie dite de la γ-onvergene.Dé�nition 3.14. On dit qu'une suite de mesures (µn)n∈N dans M0(D) γ-onverge versune mesure µ dans M0(D), et on note
µ = γ − lim

n→∞
µn,si la suite de fontionnelles (Fµn)n∈N de L2(D) à valeurs dans R ∪ {+∞}, dé�nies pourtout n ∈ N par

∀u ∈ L2(D) Fµn(u) =

∫

D
|∇u|2dx+

∫

D
u2dµn,

Γ-onverge dans L2(D) vers la fontion Fµ, dé�nie par
∀u ∈ L2(D) Fµ(u) =

∫

D
|∇u|2dx+

∫

D
u2dµ,'est-à-dire que les propriétés suivantes sont satisfaites :� pour toute suite de fontions (un)n∈N dans L2(D) onvergeant fortement vers unefontion u dans L2(D),

Fµ(u) 6 lim inf
n→∞

Fµn(un);� pour toute fontion u dans L2(D), il existe une suite de fontions (un)n∈N onvergeantfortement vers u dans L2(D), telle que
Fµ(u) > lim sup

n→∞
Fµn(un).



90 Chapitre 3. Mesures de rugosité sur une surfae. Exemples etappliations à l'effet de rugositéPour les prinipales propriétés de la Γ-onvergene, nous renvoyons à l'ouvrage de DalMaso [31℄.On munit l'ensemble M0(D) de la relation d'ordre suivante :
µ1 6 µ2 si ∀A ⊆ D, A quasi-ouvert, µ1(A) 6 µ2(A). (3.1)Remarquons que toute suite monotone de mesures est γ-onvergente (voir [15℄, [30℄).Le résultat suivant est démontré dans [32℄.Proposition 3.15. L'espae M0(D), muni de la topologie de la γ-onvergene, est unespae métrique ompat. De plus, l'ensemble des mesures de la forme ∞D\A, où A est unouvert (que l'on peut hoisir régulier), est dense dans M0(D).Notons que la γ-onvergene est métrisable par la distane dγ dé�nie par

∀µ1, µ2 ∈ M0(D) dγ(µ1, µ2) =

∫

D
|wµ1

− wµ2
|dx,où wµ est la solution variationnelle de l'équation

− ∆wµ + µwµ = 1 dans Ω, wµ ∈ H1
0 (D) ∩ L2(D,µ) (3.2)(voir [15℄). Le sens préis de ette équation est le suivant : wµ appartient àH1

0 (D)∩L2(D,µ)et pour toute fontion φ dans H1
0 (D) ∩ L2(D,µ),

∫

D
∇wµ∇φ dx+

∫

D
wµφ dµ =

∫

D
φ dx.Si A est un sous-ensemble quasi-ouvert de D, alors

H1
0 (D) ∩ L2(D,∞D\A) = H1

0 (A)(voir [15℄). D'après le résultat de Hedberg [51℄, si Ω est un sous-ensemble ouvert de D, lasolution assoiée à la mesure ∞D\Ω est préisément la solution au sens des distributionsde l'équation
− ∆wΩ = 1 dans Ω, wΩ ∈ H1

0 (Ω). (3.3)3.3.3 γ-onvergene et onvergene au sens de MosoDans la suite de e hapitre, on identi�e tout sous-ensemble quasi-ouvert A de D avela mesure ∞D\A. Le résultat suivant est démontré dans [15℄ :Proposition 3.16. Si Ω est un sous-ensemble quasi-ouvert de D et (Ωn)n∈N est une suitede quasi-ouverts, alors on peut établir l'équivalene suivante (voir [15℄) : la suite (Ωn)
γ-onverge vers Ω si et seulement si la suite (H1

0 (Ωn)) onverge au sens de Moso vers
H1

0 (Ω), 'est-à-dire qu'elle véri�e les propriétés suivantes :1. ∀φ ∈ H1
0 (Ω) ∃φn ∈ H1

0 (Ωn) tels que φn → φ fortement dans H1
0 (D) ;2. si φnk

∈ H1
0 (Ωnk

) est telle que φnk
⇀ φ faiblement dans H1

0 (D), alors φ ∈ H1
0 (Ω).Une manière d'obtenir la onvergene au sens de Moso des espaesH1

0 (Ωn) versH1
0 (Ω),est d'imposer des ontraintes géométriques et apaitaires sur les ouverts Ωn et Ω.



3.4. Mesures de rugosité sur le bord 91Contraintes géométriques. Si (Ωn) est une suite d'ouverts qui onverge au sens de latopologie de Hausdor� omplémentaire vers un ouvert Ω, on peut montrer failement quela première ondition de Moso est satisfaite. En général, la seonde ondition de Moson'est pas satisfaite, sauf si l'on impose des ontraintes apaitaires sur les domaines Ωn(voir [20℄, [15℄).Contraintes apaitaires. Pour tout x dans D et tout réel R positif, on note Bx,R laboule ouverte de entre x et de rayon R dans R
N . Pour tout sous-ensemble ouvert Ω de

D, on note Ωc son omplémentaire dans D.Dé�nition 3.17. Soit des réels c, r > 0. La lasse des domaines qui satisfont la onditionde densité apaitaire (c, r)-uniforme est onstituée par les sous-ensembles ouverts Ω de
D, tels que pour tout x dans ∂Ω, l'inégalité suivante est véri�ée :

∀t ∈ (0, r)
cap(Ωc ∩Bx,t, Bx,2t)

cap(Bx,t, Bx,2t)
> c. (3.4)Le résultat suivant est prouvé dans [20℄ (voir également Frehse [41℄).Théorème 3.18. Soit (Ωn) une suite d'ouverts satisfaisant la ondition de densité a-paitaire (c, r)-uniforme. Supposons que (Ωn) onverge vers Ω au sens de la topologie deHausdor� omplémentaire. Alors (Ωn) γ-onverge vers Ω.En partiulier, la seonde ondition de Moso est satisfaite pour la suite d'espaes

(H1
0 (Ωn)) et sa limite H1

0 (Ω).La ondition de densité apaitaire uniforme 3.18 peut être relaxée en une onditionplus faible, appelée ritère de Wiener.Dé�nition 3.19. On dit qu'un domaine Ω inlus dans D satisfait le ritère de Wieneruniforme si pour tout point x de ∂Ω,
∫ R

r

cap(Ωc ∩Bx,t, Bx,2t)

cap(Bx,t, Bx,2t)

dt

t
> g(r,R, x) pour tout 0 < r < R < 1,où g : (0, 1) × (0, 1) ×D → R+ est �xée, et véri�e

∀R ∈ (0, 1) lim
r→0

g(r,R, x) = +∞ loalement uniformément en x.Le ritère de Wiener permet d'obtenir un résultat analogue au théorème 3.18, démontrédans [21℄ :Théorème 3.20. Soit (Ωn) une suite d'ouverts satisfaisant le ritère de Wiener uniforme.Supposons que (Ωn) onverge vers Ω au sens de la topologie de Hausdor� omplémentaire.Alors (Ωn) γ-onverge vers Ω.3.4 Mesures de rugosité sur le bordSoit Ω un ouvert lipshitzien inlus dans D, tel que
Ω ⊂⊂ D.Soit (Ωε) une suite de perturbations de Ω qui satisfait les propriétés suivantes :



92 Chapitre 3. Mesures de rugosité sur une surfae. Exemples etappliations à l'effet de rugositéi) (Ωε) est une suite d'ouverts lipshitziens qui véri�ent une ondition de �ne uniforme ;ii) (Ωε) onverge au sens de la distane de Hausdor� omplémentaire vers Ω.D'après le théorème 3.7, es deux hypothèses impliquent une onvergene géométrique fortedes frontières des ouverts, au sens où ∂Ωε onverge également vers ∂Ω pour la métrique deHausdor�. De plus, les ouverts Ωε étant lipshitziens, le veteur normal unitaire extérieur
nε est dé�ni quasi-partout sur ∂Ωε. En�n, la ondition de �ne uniforme implique quela onstante de Lipshitz des frontières, vues loalement omme le graphe d'une fontionlipshitzienne, est uniformément bornée.Le paramètre ε peut être ontinu ou séquentiel.3.4.1 Dé�nition et premières propriétés des mesures de rugositéSoit V dans W 1,∞(D,RN ). Nous allons onstruire une mesure à support sur ∂Ω quidérit la rugosité asymptotique des parois ∂Ωε dans la diretion du hamp de veteurs V,quand ε tend vers 0. Rappelons tout d'abord la dé�nition du support d'une mesure.Dé�nition 3.21. Soit µ une mesure borélienne positive, dé�nie sur D. Le support de µ,noté spt(µ), est un sous-ensemble fermé de D, dé�ni par

spt(µ) = {x ∈ D : ∀O ⊂ D ouvert, x ∈ O ⇒ µ(O) > 0}.On onsidère la famille de mesures MV onstituée par les mesures µ dans M0(D) tellesque pour toute suite de fontions uεk
dans H1(Ωεk

,RN ), satisfaisant la ondition de nonpénétration
uεk

· nεk
= 0 sur ∂Ωεk

, (3.5)et telles que
uεk

⇀ u faiblement dans H1
0 (D), (3.6)alors la limite faible u satisfait l'inégalité suivante :

∫

D
|∇(u ·V)|2dx+

∫

D
(u · V)2dµ 6 lim inf

k→∞

∫

D
|∇(uεk

·V)|2dx. (3.7)L'égalité uεk
· nεk

= 0 a un sens pontuel, en tout point où la normale existe et pour unreprésentant quasi-ontinu de uεk
.Notons que l'ensemble MV n'est pas vide, puisqu'il ontient toujours la mesure nulle.On peut don introduire la dé�nition suivante :Dé�nition 3.22. On appelle mesure de rugosité assoiée à ∂Ω dans la diretion du hampde veteurs V, la mesure µV dé�nie par
µV = sup{µ : µ ∈ MV}.Dans ette dé�nition, le supremum est pris au sens de la relation d'ordre (3.1) surles mesures. Notons que, par passage au supremum, la propriété (3.7) est véri�ée par lamesure µV, pour toute suite de fontions uεk

et toute fontion u qui satisfont les propriétés(3.6)�(3.7). Cette propriété permet de démontrer le résultat suivant.



3.4. Mesures de rugosité sur le bord 93Proposition 3.23. Soit V un hamp de veteurs dans W 1,∞(D,RN ), qui est non nulquasi-partout dans D. Alors la mesure de rugosité µV est à support dans ∂Ω et ne dépendpas de l'ouvert D.Démonstration. Soit x ∈ D \∂Ω. Nous allons montrer que x n'appartient pas au supportde µV.
D \ ∂Ω étant ouvert, il existe un rayon R > 0 tel que la boule fermée de entre x et derayon R, notée Bx,R, soit inluse dans D \ ∂Ω. Puisque la suite de fermés (∂Ωε) onvergeau sens de Hausdor� vers ∂Ω, d'après la proposition 3.5 appliquée aux omplémentairesde es fermés dans D,

∃ε0 > 0, ∀ε > 0 ε < ε0 ⇒ Bx,R ⊆ D \ ∂Ωε.NotonsO la boule ouverte de entre x et de rayon R/2. Soit φ une fontion dansH1
0 (O,RN ),telle que

φ = V q.p. dans O. (3.8)On onsidère la suite onstante (uε) dé�nie par uε = φ pour tout ε > 0. D'après l'inégalité(3.7), ∫

D
(φ · V)2dµV = 0.D'après la relation (3.8), on obtient en partiulier
∫

O
|V|4dµV = 0.Ainsi, puisque V est non nul quasi-partout dans D,
µV(O) = 0,e qui montre que x n'appartient pas au support de µV.Le fait que la mesure de rugosité ne dépende pas de l'ouvert D provient du aratèreloal de la ondition de non-pénétration (3.5).En général, la onstrution des mesures de rugosité peut s'avérer di�ile. Cependant,nous allons voir que de notre point de vue, il importe avant tout de déterminer dans quelleszones la mesure de rugosité s'annule, et dans quelles zones elle prend des valeurs in�nies.Plus préisément, les propriétés fondamentales des mesures de rugosité sont les suivantes.Proposition 3.24. Si l'on note n = eN le veteur normal à Γ, alors la mesure µn estin�nie sur Γ.Démonstration. Soit un une suite de fontions dans H1

0 (Ωn,R
N ), satisfaisant la ondi-tion de non-pénétration (3.5) sur Γn, et onvergeant faiblement vers une fontion u dans

H1
0 (D,RN ). Montrons que u est nulle quasi-partout sur Γ. Soit ϕ une fontion de lasse

C∞ à support ompat dans D. Par intégration par parties, l'égalité suivante est satisfaitepour tout n dans N :
∫

D
(div un)ϕ dx =

∫

∂Ωn

un · nnϕ dHN−1 −
∫

D
un∇ϕ dx.Le résultat s'en déduit en appliquant la ondition de non pénétration (3.5) et en passantà la limite dans ette égalité.



94 Chapitre 3. Mesures de rugosité sur une surfae. Exemples etappliations à l'effet de rugositéProposition 3.25. Soit V un hamp de veteurs dans W 1,∞(D,RN ), qui est non nulquasi-partout dans D, et tel que
∀ε > 0 V · nε = 0 sur ∂Ωε.Alors µV est nulle.Démonstration. En e�et, en hoisissant pour tout k ∈ N

uεk
:= V,et en passant au supremum sur µ dans l'inégalité (3.7), on obtient l'inégalité suivante :

∫

D
|∇(|V|2)|2dx+

∫

D
(|V|2)2dµV 6 lim inf

k→∞

∫

D
|∇(|V|2)|2dx.Ainsi, ∫

D
|V|4dµV = 0.Par onséquent, la fontion |V|4 étant stritement positive quasi-partout dans D, la mesure

µV est nulle quasi-partout.Proposition 3.26. Soit K un sous-ensemble HN−1-mesurable de ∂Ω. S'il existe N hampsde veteurs V1,V2, ...,VN dans W 1,∞(D,RN ), qui sont linéairement indépendants enquasi-tout point x de K, et tels que
∀i = 1, ..., N, µVi

⌊K= ∞K , (3.9)et s'il existe une fontion u dans H1(D,RN ) telle que
∀i = 1, ..., N, u · Vi ∈ L2(D,µVi

),alors u est nulle quasi-partout sur K.Démonstration. Puisque u ·Vi ∈ L2(D,µVi
), ela d'après la propriété (3.26), la fontionpositive (u ·Vi)

2 est nulle quasi-partout dans K. En partiulier,
u ·Vi = 0 quasi-partout dans K.Les hamps de veteurs V1, ...,VN étant indépendants quasi-partout sur K, la fontion uest nulle quasi-partout dans K.3.4.2 Approximation des mesures de rugositéSoit V un hamp de veteurs dans W 1,∞(D,RN ). Dans ette sous-partie, nous pro-posons une méthode permettant de onstruire une mesure µa

V
qui approhe la mesure µVpar valeurs inférieures, 'est-à-dire

µa
V 6 µVau sens de la dé�nition (3.1). Pour ela, nous allons prendre en ompte les régions oùle hamp de veteurs normaux est prohe de V. L'intérêt de ette démarhe est de nous



3.4. Mesures de rugosité sur le bord 95permettre d'identi�er ertaines régions où la mesure de rugosité est in�nie : en e�et, si µa
Vest in�nie sur un ensemble K, alors, par monotonie, la mesure µV est également in�nie sur

K. Soit δ > 0. On introduit l'ensemble suivant :
U(V, δ, ε) = {x ∈ ∂Ωε : nε(x) existe et |nε(x) − V(x)| 6 δ}. (3.10)

U(V, δ, ε) est un sous-ensemble borélien de ∂Ωε, qui en général n'est pas fermé, sauf si Ωεest de lasse C1. Cet ensemble est dé�ni à un ensemble de apaité nulle près.Pour tous réels ε > 0 et δ > 0, on introduit la mesure
µδ

ε = ∞U(V,δ,ε) ∈ M0(D). (3.11)Remarquons que pour 0 < δ1 6 δ2, U(V, δ1, ε) est inlus dans U(V, δ2, ε), et par onséquent
µδ1

ε 6 µδ2
ε . (3.12)Pour tout δ > 0, on note Mδ(V) l'ensemble des valeurs d'adhérene de la suite (µδ

ε)ε>0dans M0(D), pour la topologie de la γ-onvergene. L'espae M0(D) étant ompat pourette topologie (voir la proposition 3.15), l'ensemble Mδ(V) est non vide. Le réel δ > 0étant �xé, on introduit la mesure suivante :
µδ(V) = inf{µ : µ ∈ Mδ(V)}. (3.13)l'in�mum étant pris au sens de la relation d'ordre (3.1).Notons que l'appliation δ → µδ(V) est déroissante et que, par onséquent, elle admetune unique γ-limite quand δ tend vers 0. En e�et, soient deux réels δ1, δ2 tels que 0 < δ1 6

δ2. D'après la relation (3.12), pour toute mesure µ2 dans Mδ2(V), il existe une mesure µ1dans Mδ1(V) telle que µ1 6 µ2. On onlut en prenant l'in�mum sur µ1 puis sur µ2 que
µδ1(V) 6 µδ1(V).Dans le as où la suite (µδ

ε(V))ε>0 γ-onverge quand ε tend vers 0, alors µδ(V) estpréisément sa γ-limite. Nous verrons des exemples dans la partie 3.5.On dé�nit la mesure µa
V

par
µa

V = γ − lim
δ→0

µδ(V).Proposition 3.27. La mesure µa
V

dé�nie i-dessus est à support dans ∂Ω.Démonstration. Soit x un point dans D \ ∂Ω. Montrons que x n'appartient pas ausupport de µa
V
. On reprend les notations de la démonstration de la proposition 3.23. Soitdon R > 0 tel que Bx,R ⊆ D \ ∂Ω, et on note O = Bx,R/2. On montre tout d'abord que

µδ(V)(O) = 0 pour tout δ > 0, e qui revient à montrer que
∀δ > 0, ∀µ ∈ Mδ(V) µ(O) = 0. (3.14)Fixons don un réel δ > 0 et une mesure µ dans Mδ(V). Il existe une suite extraite de

(µδ
ε), notée (µδ

εk
), telle que

µ = γ − lim
k→∞

µδ
εk
.



96 Chapitre 3. Mesures de rugosité sur une surfae. Exemples etappliations à l'effet de rugositéDe même que préédemment,
∃k0 ∈ N, ∀k ∈ N k > k0 ⇒ Bx,R ⊆ D \ Γεk

.En partiulier, puisque pour tout k, U(V, δ, εk) ⊆ Γεk
, d'après la dé�nition (3.11),

∀k > k0 µδ
εk

(Bx,R) = 0. (3.15)Soit u une fontion dans H1
0 (D), telle que

u > 0, u ≡ 1 dans O, u ≡ 0 dans D \Bx,R.Par dé�nition de la γ-onvergene,
∫

D
|∇u|2dx+

∫

D
u2dµ 6 lim inf

k→∞

∫

D
|∇u|2dx+

∫

D
u2dµδ

εk
.Ainsi, puisque d'après (3.15) ∫

D
u2dµδ

εk
= 0,en utilisant la positivité de u, on obtient �nalement que

∫

O
dµ = 0.La propriété (3.14) est démontrée. On montre de même qu'un point n'appartenant pas ausupport des mesures µδ(V) ne peut pas appartenir au support de leur γ-limite µa

V
, e quiahève la démonstration.Théorème 3.28. L'inégalité suivante est satisfaite :

µa
V 6 µV. (3.16)Démonstration. Soit une suite de fontions uεk

dans H1(Ωεk
,RN ) satisfaisant la ondi-tion de non-pénétration (3.5), et soit u ∈ H1

0 (D,RN ) véri�ant la ondition (3.6).En tout point x de U(V, δ, εk), on peut érire l'estimation suivante :
|uεk

· V(x) − uεk
· nεk

(x)| 6 |uεk
||V(x) − nεk

(x)|
6 δ|uεk

|,et puisque uεk
· nεk

(x) = 0, on obtient l'inégalité suivante :
|uεk

·V(x)| 6 δ|uεk
|.Par onséquent,

(|uεk
·V| − δ|uεk

|)+ ∈ H1
0 (D \ U(V, δ, εk)).Ii, la dé�nition de l'espae de Sobolev H1

0 (D \ U(V, δ, εk)) est prise au sens de Hedberg[51, 52℄. En passant à la limite quand k tend vers l'in�ni et en utilisant la γ-onvergenede la suite de mesures ∞U(V,δ,εk), on obtient l'inégalité suivante :
∫

D
|∇(|u·V|−δ|u|)+|2dx+

∫

D
|(|u·V|−δ|u|)+|2dµδ ≤ lim inf

k→∞

∫

D
|∇(|uεk

·V|−δ|uεk
|)+|2dx.



3.5. Appliations à l'effet de rugosité 97En faisant tendre δ vers 0 et en utilisant la γ-onvergene de (µδ)δ>0 assoiée à la onver-gene forte de (|u · V| − δ|u|)+ vers |u · V| dans H1
0 (D,RN ), on obtient que le premiermembre de ette inégalité est minoré par la quantité

∫

D
|∇|u · V||2dx+

∫

D
|u ·V|2dµa

V.D'autre part, on peut estimer le seond membre de l'inégalité en érivant
lim inf
k→∞

∫

D
|∇(|uεk

·V| − δ|uεk
|)+|2dx

6 lim inf
k→∞

∫

D
|∇(|uεk

·V| − δ|uεk
|)|2dx

6 lim inf
k→∞

∫

D
|∇|uεk

· V||2dx+ 2δM + δ2M,oùM est une onstante qui ne dépend que de la norme deV et de lim supk→∞ ‖uεk
‖H1

0
(D,RN ).Ainsi, en passant à la limite quand δ tend vers 0, on obtient l'inégalité suivante :

∫

D
|∇|u · V||2dx+

∫

D
|u ·V|2dµa

V 6 lim inf
k→∞

∫

D
|∇|uεk

·V||2dx.La fontion u et la suite (uεk
)k∈N étant arbitraires, le théorème 3.28 est démontré.3.5 Appliations à l'e�et de rugosité3.5.1 Cas des parois périodiquesLe résultat suivant est une appliation du théorème 3.28 au as de parois osillantespériodiques. En partiulier, il permet de démontrer un résultat plus général que le résultatdémontré dans [22℄, en supprimant l'hypothèse de régularité sur les parois osillantes.Comme nous l'avons fait au hapitre 2, on peut supposer sans perte de généralité que Ωest l'hyperube (0, 1)N−1 × (−1, 0), et que seule sa paroi supérieure

Γ = ∂Ω ∩ {xN = 0}est perturbée.Pour tout veteur ξ dans R
N , on note également ξ le hamp de veteurs onstant telque V(x) = ξ pour tout x dans D. Alors le résultat suivant est vrai :Théorème 3.29. Soit h : R

N−1 → R une fontion lipshitzienne et périodique de période
(0, 1)N−1. Pour tout n dans N , on dé�nit la fontion hn : (0, 1)N−1 → R par

hn(x′) =
1

n
h(nx′) ∀x′ ∈ (0, 1)N−1.On onsidère la suite (Ωn)n∈N de perturbations de Ω dé�nie par

∀n ∈ N Ωn = {(x′, xN ) ∈ R
N : x′ ∈ (0, 1)N−1, −1 < xN < hn(x′)}.Alors, pour toute diretion ξ dans R

N satisfaisant la propriété de densité suivante :
∀δ > 0 HN−1({(x′, h(x′)) : x′ ∈ (0, l1) × ...× (0, lN−1) : |ξ − n(x′, h(x′))| 6 δ},D) > 0,(3.17)la mesure de rugosité µξ est in�nie sur Γ.



98 Chapitre 3. Mesures de rugosité sur une surfae. Exemples etappliations à l'effet de rugositéIi, on a noté HN−1 la mesure de Hausdor� (N − 1)-dimensionnelle.Démonstration. A�n de prouver que
µξ⌊Γ= ∞Γ,nous allons évaluer la mesure de rugosité approhée µa

ξ et utiliser l'inégalité (3.16).Pour tout n ∈ N, on note Γn la paroi
Γn = {(x′, hn(x′)) : x′ ∈ (0, l1) × ...× (0, lN−1)},et, par analogie ave la dé�nition (3.10), on introduit pour tout réel δ > 0 le sous-ensemblesuivant de Γn :

Un(ξ, δ) = {x′ ∈ (0, 1)N−1 : n(x′, hn(x′)) existe et |n(x′, hn(x′)) − ξ| 6 δ}.En général, l'ensemble Un(ξ, δ) n'est pas fermé, mais d'après l'hypothèse (3.17), il est deapaité stritement positive. Quitte à le remplaer par sa fermeture pour la topologie �ne,qui est un quasi-fermé de apaité à nouveau stritement positive, on peut supposer que
Un(ξ, δ) ontient un sous-ensemble fermé noté Un, de apaité stritement positive (voir laproposition 3.11). On note Dn l'ensemble ouvert

Dn = D \ Un.Montrons tout d'abord que la suite d'ouverts (Dn) γ-onverge vers D \ Γ. On utilisepour ela le théorème 3.20. Puisque la suite de fontions hn est uniformément lipshitzienneet qu'elle onverge uniformément vers 0, on montre failement que (Dn) onverge vers D\Γpour la topologie de Hausdor�. Il reste à véri�er que pour tout n dans N, Dn satisfait unritère de Wiener uniforme. Il su�t pour ela de démontrer l'existene d'une onstante
β > 0, telle que, pour tout n dans N et tout point x0 appartenant à Γ,

lim inf
n→∞

cap(Un ∩Bx0,t, Bx0,2t)

cap(Bx0,t, Bx0,2t)
> β, (3.18)et d'appliquer le lemme de Fatou. En e�et, rappelons le résultat suivant, démontré dans[15, lemme 4.8.10℄ :Lemme 3.30. Il existe une onstante stritement positive c, dépendant uniquement de ladimension de l'espae, telle que pour entier naturel n, pour tous réels R > r > 0 et touspoints x1, x2 dans R

N tels que
d(x1, x2) 6 r/2,l'estimation suivante a lieu :

∫ R

r

cap(Un ∩Bx1,t, Bx1,2t)

cap(Bx1,t, Bx1,2t)

dt

t
> c

∫ R/2

r/2

cap(Un ∩Bx2,t, Bx2,2t)

cap(Bx2,t, Bx2,2t)

dt

t
.D'après e résultat, si le point x0 est su�samment prohe de Γ, on peut le remplaerpar un point de Γ et modi�er la onstante dans le seond membre de l'inégalité (3.18).Soit don un point x0 sur Γ. A�n de démontrer l'inégalité (3.18), on proède à unesymétrisation de Steiner par rapport à l'hyperplan {xN = 0} pour obtenir l'inégalité sui-vante :

lim inf
n→∞

cap(Dn ∩Bx0,t, Bx0,2t)

cap(Bx0,t, Bx0,2t)
> lim inf

n→∞

cap(Kn ∩Bx0,t, Bx0,2t)

cap(Bx0,t, Bx0,2t)
,



3.5. Appliations à l'effet de rugosité 99où on a noté Kn = {(x′, 0) : (x′, hn(x′)) ∈ Un}. Puis, en utilisant une symétrisation deShwarz par rapport à la droite orthogonale à l'hyperplan {xN = 0} et passant par x0, onmontre
lim inf
n→∞

cap(Kn ∩Bx0,t, Bx0,2t)

cap(Bx0,t, Bx0,2t)
> lim inf

n→∞

cap(Bx0,mt, Bx0,2t)

cap(Bx0,t, Bx0,2t)
:= β′ > 0,où m > 0 ne dépend que de la mesure HN−1 dans la relation (3.17).Puisque la suite d'ouverts (Dn) γ-onverge vers D \ Γ, on peut appliquer le mêmeraisonnement que dans la démonstration de la proposition 3.16 pour obtenir l'inégalitésuivante :

∞Γ 6 µξ.Cela onlut la démonstration du théorème 3.29.Le résultat de [22℄ est ontenu dans l'énoné suivant.Corollaire 3.31. Sous les hypothèses du théorème 3.29, si la fontion h est de lasse C1,alors� si x′ est un point �xé dans (0, 1)N−1 et si on dé�nit la diretion η = n(x′, h(x′)),alors la mesure de rugosité µη est in�nie sur Γ ;� si η est un veteur de R
N de la forme

η = η′ × {0}où η′ est un veteur de R
N−1 tel que la fontion h soit invariante le long de toutedroite parallèle à η′, alors µη est nulle.Démonstration. La première a�rmation résulte du théorème 3.29. En e�et, puisque h estde lasse C1, la ondition (3.17) est satisfaite par ontinuité du hamp de veteurs normaux,puisque tout sous-ensemble ouvert non vide de Γ est de apaité stritement positive. Laseonde assertion est une onséquene direte de la proposition 3.25.3.5.2 Cas radialÀ titre d'exemple, on onsidère un ylindre

Ω = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 < 1,−1 < z < 0}dont on perturbe la paroi supérieure Γ := ∂Ω ∩ {z = 0}. Pour tout n dans N, on note Γnla perturbation radiale dé�nie par

Γn = {(r cos θ, r sin θ,
1

n
h(nr)) : r ∈ [0, 1), θ ∈ [0, 2π]},où h : [0, 1] → R est une fontion de lasse C1. Si l'on dé�nit le hamp de veteurs V par

V(x, y, z) = (−y, x, 0) ∀(x, y, z) ∈ R
3,d'après la proposition 3.25, la mesure de rugosité dans la diretion de V est nulle. Àl'inverse, si l'on onsidère le hamp de veteurs

V(x, y, z) = (x, y, 0) ∀(x, y, z) ∈ R
3,



100 Chapitre 3. Mesures de rugosité sur une surfae. Exemples etappliations à l'effet de rugositépar un argument similaire à elui du orollaire 3.31 assoié à une ondition de densitéapaitaire, on obtient, omme au théorème 3.29,
µV⌊Γ= ∞Γ.Ainsi, sur la paroi supérieure Γ, on obtient une ondition d'adhérene dans la diretionradiale et une ondition de glissement parfait dans la diretion tangentielle.3.5.3 Cas des parois ristallinesSoit F = {ξ1, .., ξk} une famille �nie de veteurs de SN−1, di�érents du veteur eN , etdont la N−ième omposante est positive. Soit hn : (0, 1)N−1 → R une suite de fontionstelle que pour tout n dans N, hn est ontinue et a�ne par moreaux, et en tout point oùla normale au graphe de hn existe, elle appartient à la famille F . On suppose en�n que lasuite (hn) onverge uniformément vers zéro.Nous ommençons par énoner un résultat tehnique.Lemme 3.32. Il existe deux onstantes c1, c2 > 0 telles que c1 < 1 et pour toute fontion

h dans W 1,∞(Γ), a�ne par moreaux et dont les normales appartiennent à la famille F , etpour toute boule Bx′,R dans R
N−1 de rayon R > c2‖h‖∞, l'inégalité suivante est véri�ée :

∀i ∈ {1, ..., k} HN−1(Bx′,R ∩ {x′ ∈ (0, 1)N−1 : n(x′, h(x′)) = ξi}) 6 c1HN−1(Bx′,R).Démonstration. C'est une onséquene direte de l'argument unidimensionnel suivant.Soit un réel R > 0, qui sera �xé par la suite, et soit f : [0, R] → R une fontion ontinueet a�ne par moreaux, de pentes s1, ..., sk. Il existe une onstante c > 0, telle que
∀i ∈ {1, ..., k} H1({f ′ = si}) 6 cR. (3.19)On peut supposer que |sk| = maxi |si|, et quitte à hanger f en −f , on peut supposerque sk > 0. Remarquons tout d'abord que

∫ R

0
f ′(x)dx 6 2‖f‖∞,d'où

siH1({f ′ = si}) 6 2‖f‖∞ + |sk|(R−H1({f ′ = si})),et par onséquent,
H1({f ′ = si})(si + |sk|) 6 (2‖f‖∞/R + |sk|)R.Ainsi,

H1({f ′ = si}) 6
2‖f‖∞/R + |sk|

si + |sk|
R.On hoisit R tel que ‖f‖∞/R 6 |sk|/2. On obtient alors l'inégalité (3.19) où c est dé�niepar c = maxi

2|sk|
si+|sk|

.Pour démontrer le lemme 3.32, on applique et argument unidimensionnel sur des lignesde Γ ∩ Bx,R parallèles aux diretions ξi − (ξi · eN )eN et on intègre sur un parallélépipèdeontenu dans la boule Bx,R.



3.5. Appliations à l'effet de rugosité 101Théorème 3.33. En quasi-tout point x de Γ, il existe deux normales ξi, ξj dans F tellesque, à une sous-suite près, pour toute suite de fontions uε dans H1(Ωε,R
N ), satisfaisantla ondition de non-pénétration uε · nε = 0 sur Γε, et qui onverge faiblement vers unefontion u dans H1

0 (D) (au sens des extensions), on a u(x) · ξi = 0 et u(x) · ξj = 0.Démonstration. Pour tout i ∈ {1, ..., k} et tout ε > 0, on note wε
i := wD\{x:nε(x)=ξi}, eton dé�nit la fontion

f i
ε = Πk

j=1,j 6=iw
ε
j .On observe que f i

ε s'annule quasi-partout sur le graphe de hε, sauf dans les régions où lanormale est égale à ξi. Puisque
f i

ε ⇀ Πk
j=1,j 6=iwj faiblement dans H1,et que la région où f i

ε s'annule est dense au sens de la dé�nition 3.18 (d'après le lemme3.32 par les mêmes arguments que dans le as périodique), on obtient que
Πk

j=1,j 6=iwj = 0 q.p. sur Γ.Cette relation étant vraie pour tout i = 1, .., k, la onlusion du théorème en déoule.Remarque 3.34. Dans le as N = 2, ela implique que u est nulle quasi-partout sur Γ. Ene�et, le produit salaire de u ave e2 et ave l'une des diretions ξi, qui sont indépendantesde e2, s'annule quasi-partout sur Γ.Dans le as N = 3, si pour tout ouple ξi, ξj , la famille de veteurs {e3, ξi, ξj} est libre,l'argument préédent reste valable, et ainsi u est nulle quasi-partout sur Γ. S'il existe deuxveteurs ξi, ξj tels que la famille {e3, ξi, ξj} soit liée, alors u peut satisfaire une ondition deglissement parfait dans la diretion e3 × ξj et avoir une omposante nulle dans la diretion
ξi − (ξi · e3)e3.3.5.4 Exemple tiré de [17℄Soit q : (0, 1)2 → R la fontion dé�nie par

q(x1, x2) = min{|x1|, |1 − x1|} ∀(x1, x2) ∈ (0, 1)2.Pour tout k ∈ N, on dé�nit la fontion qk : R
2 → R par

qk(x1, x2) =

{ 1

k
q(kx1, kx2) si (x1, x2) ∈ [0, 1/k] × [0, 1/k],

0 sinon.Soit ξ1, ξ2 les deux normales assoiées au graphe de q. De même que dans le as ristallin(voir la setion 3.5.3), on montre que si k est �xé, les mesures de rugosité assoiées à lafamille des graphes des fontions ϕk,ε dé�nies par
ϕk,ε(x1, x2) = εqk(x1/ε, x2/ε) ∀(x1, x2) ∈ (0, 1)2,sont in�nies dans les diretions ξ1, ξ2. Par une proédure diagonale basée sur la métrisabilitéde la γ-onvergene, il existe une suite kn → ∞, une suite εn → 0 et une suite de fontions

ϕkn,εn qui génère également des mesures de rugosité in�nies dans les diretions ξ1, ξ2, sur



102 Chapitre 3. Mesures de rugosité sur une surfae. Exemples etappliations à l'effet de rugositéla paroi limite (0, 1)2 × {0}. Puisque la famille {e3, ξ1, ξ2} est libre, ela montre que l'e�etde rugosité a lieu. Cependant, puisque kn → ∞, la suite (∇ϕkn,εn)n∈N onverge fortementvers 0 dans L1((0, 1)2,R2). Ainsi, les familles de mesures de Young assoiées à ette suite seréduisent à des masses de Dira entrées en zéro, et ne fournissent don pas d'informationsur l'e�et de rugosité.3.6 Exemple d'e�et de rugosité omplexeDans ette setion, nous �xons la dimension de l'espae à N = 3. Nous nous plaçonsdans le adre des hapitres 1 et 4, 'est-à-dire que nous onsidérons des domaines solides,notés S ou Sε, immergés dans un �uide, et tels que le domaine solide-�uide oupe undomaine borné Ω de R
3.L'objetif de ette setion est de donner un exemple de phénomène de rugosité om-plexe, dans lequel une distribution de singularités vertiales onvenablement hoisie produitl'e�et suivant sur le �ot :� d'une part, le �ot est dirigé suivant la diretion des riblets, omme attendu dans leadre des onditions de glissement dirigé ave frition ;� d'autre part, le sens d'éoulement est également presrit sur la totalité de la paroilimite, et résulte de l'e�et asymptotique d'injetions de �uides à travers de miro-perforations de la paroi.Soit Ω un domaine borné de R

3 et (Sε)ε>0 une suite de sous-ensembles ouverts de Ωsatisfaisant une ondition de �ne uniforme, et qui onverge pour la topologie de Hausdor�omplémentaire vers un ouvert S. On suppose que les parois ∂Sε sont divisées en troisrégions : une � grande � région parfaitement glissante Gε et deux � petites �régions Iε et
Aε, qui orrespondent à des régions où du �uide est injeté ou aspiré. Ces régions sont on-stituées de miro-perforations distribuées arbitrairement sur les parois ∂Sε. On onsidèreune suite de fontions uε dans H1(Ω,R3) satisfaisant la ondition de non-pénétration

∫

∂Sε

uε · nεds = 0,qui onverge faiblement vers une fontion u dans H1(Ω,R3), et satisfait les onditionssuivantes :� uε · nε = ωε, sur Gε,� uε · nε > α, sur Iε,� uε · nε 6 −β, sur Aε.Ci-dessus, les fontions ωε sont dans L∞(Γε), et véri�ent
lim
ε→0

‖ωε‖L∞(Gε) = 0.Ces fontions orrespondent aux vitesses normales (éventuelles) de déplaement des paroisglissantes Γε, qui peuvent être générées par des mouvements de forme des solides. Suivantla manière dont les perforations sont distribuées sur les parois, à la limite, il est possibled'obtenir la ondition de non-pénétration u ·n = 0 sur ∂S et, par exemple, d'annuler l'e�etde l'aspiration du �uide pour rendre global l'e�et des injetions de �uide, en ontraignantle �ot à suivre une ertaine orientation sur toute la surfae ∂S. Plus préisément, on peut
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Fig. 3.1: Forme élémentaire de la rugosité.s'attendre à l'existene d'un hamp de veteurs tangents ξ : ∂S → S2, qui ne dépend quedu omportement asymptotique de la famille {Iε}ε>0, et tel que
u(x) · ξ(x) > α q.p. sur ∂S.Nous donnons un exemple en dimension trois, onernant des rugosités onstruites àpartir de pyramides élémentaires similaires à la pyramide ABCDE (voir la �gure 3.1), dontles sommets ont les oordonnées suivantes : A(L, 0, h), B(0, l

2 , 0), C(0,− l
2 , 0), D(L,− l

2 , 0),
E(L, l

2 , 0). Les parois rugueuses que l'on onsidère sont onstituées par une réunion arbi-traire de pyramides similaires à ABCDEε
i , où i dérit un ensemble d'indie noté Jε, quisont de tailles aléatoires (hε

i , l
ε
i , L

ε
i ), et qui s'aplatissent dans le sens où

sup
ε>0

max
i∈Jε

hε
i → 0 quand ε→ 0.Pour simpli�er l'exposé, nous hoisissons Aε = ∅ et α = 0. De même, sur les parois quis'aplatissent [ABC]εi ∪ [ACD]εi ∪ [AEB]εi , la omposante normale du �ot est donnée parla fontion ωε, tandis que sur les faes vertiales [ADE]εi , ette omposante normale estpositive.Plus préisément, pour tout ε > 0, on note Rε

i l'image par la projetion anonique sur
R

2 de la base [BCDE]i de la i-ième pyramide, dé�ni par la donnée de son oin inférieurgauhe (xε
i , y

ε
i ) suivant la formule

Rε
i = (xε

i , x
ε
i + Lε

i ) × (yε
i , y

ε
i + lεi ).On suppose que les retangles R

ε
i sont disjoints et ontenus dans le arré [0, 1]2. On note

σε la famille de points du plan dé�nie par
σε = {(xε

i , y
ε
i ), i ∈ Iε} ⊆ [0, 1]2.On suppose en�n qu'il existe deux onstantes 0 < c1 < c2 telles que c1 6

lεi
Lε

i
6 c2 et ondé�nit

‖σε‖ = max
i∈Aε

{
Lε

i +
∣∣∣[0, 1]2 \ ∪i∈JεR

ε
i

∣∣∣
}
.



104 Chapitre 3. Mesures de rugosité sur une surfae. Exemples etappliations à l'effet de rugositéSoit ϕε : [0, 1]2 → R+ la fontion semi-ontinue supérieurement dé�nie par
ϕε(x, y) = 0 pour x ∈ (0, 1) \ ∪i∈JεR

ε
i , ϕε = max

i∈Jε

ϕ̃i
ε pour x ∈ ∪i∈JεR

ε
i ,où ϕ̃i

ε R
ε
i → R est la plus petite fontion onave satisfaisant
ϕ̃i

ε(x
ε
i + δ1L

ε
i , y

ε
i + δ2l

ε
i ) = 0 ∀δ1, δ2 ∈ {0, 1}, ϕ̃i

ε(x
ε
i + Lε

i , y
ε
i +

lεi
2

) = CεLε
i .On introduit les domaines �uides Fε, dé�nis par

Fε = {(x, y, z)|(x, y) ∈ (0, 1)2, ϕε(x, y) < z < 1}.On note nε la normale extérieure à ∂Fε et on sépare la paroi inférieure de ∂Fε, notée Γε,omme suit :� Gε = Γε ∩ {(x, y, ϕε(x, y)|(x, y) ∈ ∪i∈IεR
ε
i}, est la partie glissante ;� Iε = Γε ∩ {(x, y, z)|x = xi +Lε

i , y ∈ (yi, yi + lεi ), 0 6 z 6 ϕε(x, y)}, est la partie où le�ot est injeté ;� Fε = Γε ∩ {z = 0} est la partie plate résiduelle de la paroi.Proposition 3.35. Supposons que ‖σε‖ → 0. Il existe Cε → 0 tel que pour toute suite defontions uε dans H1(Ω,R3) satisfaisant
uε ⇀ u,

uε = 0 sur Γε \ (Gε ∪ Iε ∪ Fε), ‖uε · nε‖L∞(Gε) → 0,uε · nε > 0 sur Iε,uε · nε = 0 sur Fε,alors
u · e3 = 0 sur (0, 1)2 × {0}, u · e1 > 0 sur (0, 1)2 × {0}.Démonstration. Tout d'abord, nous démontrons que pour toute suite Cε → 0, la ondi-tion de non-pénétration u · e3 = 0 sur (0, 1)2 × {0} est véri�ée. Dans une seonde étape,nous obtiendrons l'orientation du �ot u · e2 > 0 sur (0, 1)2 × {0}, par un hoix judiieuxde Cε.En e�et, supposons que Cε → 0, alors ‖nε − e3‖L∞(Gε) → 0. Pour presque tout (x, y)dans (0, 1)2, l'égalité suivante est véri�ée :

uε(x, y, ϕε(x, y)) − uε(x, y, 0) =

∫ ϕε(x,y)

0

∂uε

∂z
dz,ou, en multipliant par nε(x, y, ϕε(x, y)),

uε(x, y, ϕε(x, y))·nε(x, y, ϕε(x, y))−uε(x, y, 0)·nε(x, y, ϕε(x, y)) =

(∫ ϕε(x,y)

0

∂uε

∂z
dz

)
·nε(x, y, ϕε(x, y)).On obtient ainsi l'inégalité suivante, pour presque tout (x, y) dans [0, 1]2 :

|uε(x, y, 0) · e3| 6 |uε(x, y, εε(x, y)) · nε(x, y, ϕε(x, y))|+

|uε(x, y, 0)|‖nε − e3‖L∞(Gε) + |ϕε|∞
(∫ ϕε(x,y)

0
‖∂uε

∂z
‖2dz

)1/2

.



3.6. Exemple d'effet de rugosité omplexe 105Par onséquent,
∫

(0,1)2×{0}
|uε(x, y, 0) · e3|2dxdy 6 3|uε(x, y, ϕε(x, y)) · nε(x, y, ϕε(x, y))|2∞

+ 3‖nε − e3‖2
L∞(Gε)

∫

(0,12)
|uε(x, y, 0)|2dxdy + 3|ϕε|2∞

∥∥∥∥
∂uε

∂z

∥∥∥∥
2

L2(Ω)

.En faisant tendre ε vers zéro, par ontinuité de la trae de H1(Ω) dans L2((0, 1)2 × {0}),on obtient la ondition de non pénétration sur ∂S.Pour démontrer que le �ot est orienté si l'on hoisit la suite Cε de manière adéquate,nous allons employer les tehniques de densité apaitaire développées dans les setionspréédentes et utilier la métrisabilité de la γ-onvergene. Supposons dans un premier tempsque Cε = C est une onstante indépendante de ε. Par onséquent, les parois vertiales Iεsatisfont une ondition de densité apaitaire uniforme, et ainsi
Ω \ Iε(C)

γ−→ Ω \ [0, 1]2 × {0}.Par un proédé diagonal, il existe une suite Cε → 0 telle que
Ω \ Iε(Cε)

γ−→ Ω \ [0, 1]2 × {0}.Puisque uε · e1 > 0 sur Iε, alors (uε · e1)− = 0 sur Iε. On peut don passer à la limitequand ε tend vers zéro, pour obtenir (u · e1)− = 0 sur [0, 1]2 × {0}.Remarque 3.36. Si les régions Sε ont une sous-région Aε dans laquelle le �ot est aspiré,'est-à-dire que uε · nε 6 0, sans auun ontr�le sur la norme L∞ de uε sur Aε, mais si laapaité de Aε tend vers zéro, alors la onlusion de la proposition préédente reste vraie.Dans e as de �gure, l'e�et d'aspiration est omplètement annulé et l'e�et d'injetion setransmet asymptotiquement sur toute la paroi.





Chapitre 4Miro-optimisation de forme, ribletset minimisation de la traînée4.1 IntrodutionL'objetif de e hapitre est d'analyser le problème de minimisation de la traînée liéeà la miro-struture présente à la surfae d'une forme. La minimisation de la traînée parrapport à la forme d'un obstale est une question très ontroversée. Étant donnés un mo-dèle de mouvement du �uide et une loi de ontat à l'interfae (par exemple, les équationsde Navier-Stokes stationnaires ave adhérene totale sur la paroi du solide), on peut déter-miner des formes optimales qui minimisent la traînée grâe à des tehniques lassiquesd'optimisation de forme. Ces tehniques sont dérites, par exemple, dans le livre de Henrotet Pierre [53℄. La régularité de la traînée par rapport à des déformations lipshitziennes desdomaines a été notamment étudiée par Simon [72℄ et par Bello, Fernández-Cara, Lemoine etSimon [7℄. Pour des appliations de l'optimisation de forme à des problèmes d'optimisationde la traînée, nous renvoyons aux ouvrages de Mohammadi et Pironneau [62℄ et Plotnikov,Ruban et Sokolowski [67℄, ainsi qu'aux travaux de Jäger et Mikeli [57℄ et de Gao, Ma etZhuang [44℄. Dans e hapitre, nous abordons le problème de la minimisation de la traînéesous un angle di�érent. Notre problème est le suivant : étant donnés une forme �xe S etun matériau non parfaitement adhérent, peut-on réaliser une struture mirosopique à lasurfae de ette forme, qui fasse diminuer la traînée ? Pour situer ette question dans unadre mathématique, nous la formulons en terme d'e�et de rugosité assoié aux onditionsaux limites de glissement dirigé ave frition (ou frition-driven) introduites dans l'artilede Buur, Feireisl et Ne£asová [18℄. Cette formulation nous permet de démontrer l'existened'une miro-struture optimale qui, shématiquement, peut être approhée par une suitede riblets présentant des aspérités.De prime abord, l'idée de diminuer la traînée en réant de la rugosité sur la paroi d'unobstale paraît ontredire l'intuition selon laquelle un matériau lisse devrait engendrer unetraînée inférieure à elle produite par un matériau rugueux. Comme nous le verrons à lasetion 4.3, ette intuition se révèle exate si l'on se plae dans des onditions pour lesquellesle mouvement du �uide peut être dérit par les équations de Stokes. Pourtant, il existede nombreux exemples qui montrent que, dans le as où le �ot est régi par les équationsde Navier-Stokes, l'utilisation de surfaes rugueuses peut onduire à une rédution de latraînée. Un des exemples les plus frappants est peut-être elui de la peau du requin, dont le



108 Chapitre 4. Miro-optimisation de forme, riblets et minimisation de latraînéetouher est souvent dérit omme semblable à elui du papier de verre (voir la �gure 4.1).Ce type de struture a été exploité dans l'aéronautique pour diminuer la traînée des avionsgrâe à des sillons ou riblets reusés dans la oque (voir par exemple l'artile de Viswanath[77℄). Les aratéristiques de la peau du requin ont également inspiré ertains modèlesde ombinaisons de natation en polyuréthane, utilisés depuis 2008, et dont l'e�aité aonduit à l'interdition de leur utilisation en ompétition en 2010.Dans e hapitre, nous dé�nissons un adre mathématique pour e problème de miro-optimisation de forme, démontrons l'existene d'une miro-struture optimale et produisonsdes exemples numériques qui illustrent nos observations. Notre démarhe s'appuie sur uneobservation mathématique fondamentale : réer des miro-strutures sur un matériau par-faitement adhérent (grâe à des riblets ou des dentiles, par exemple) produit néessaire-ment une variation in�me de la traînée, puisque les variations de la solution des équations deNavier-Stokes sont elles-mêmes très petites. Ce résultat mathématique a pu être on�rmédans de nombreuses situations expérimentales, dont ertaines sont dérites dans l'ouvragede Vogel [78℄. À l'inverse, réer des miro-strutures sur un matériau glissant peut modi�ersigni�ativement la solution des équations de Navier-Stokes. Ainsi, de manière surprenante,il est possible de réduire la traînée en ajoutant de la rugosité. Ce phénomène peut se pro-duire dès lors que la traînée n'est pas une fontion roissante de la � quantité de rugosité �(dont nous verrons une dé�nition préise à la setion 4.3), e que nous avons pu observernumériquement dans le as d'un �ot régi par les équations de Navier-Stokes. À l'inverse, sile �ot est dérit par les équations de Stokes, nous démontrons rigoureusement que l'ajoutde rugosité ne réduit jamais la traînée de l'obstale.Le adre dans lequel nous situons le problème est le suivant. Nous supposons que laforme de l'obstale est �xée et que le matériau qui le ompose n'est pas parfaitement ad-hérent. Pour simpli�er l'exposé, nous onsidérons même un matériau parfaitement glissant.Nous dé�nissons l'espae de ontr�le omme la famille des onditions aux limites frition-driven, que nous appellerons plus simplement desmiro-strutures dans la suite du hapitre(voir la setion 4.3), et qui résultent du omportement asymptotique des rugosités à lasurfae de l'obstale. Nous étudions l'in�uene de es miro-strutures sur la traînée, etanalysons le problème d'optimisation de la traînée par rapport aux miro-strutures, à lafois dans le adre des équations de Stokes et de Navier-Stokes stationnaires. Nous démon-trons que, dans le as des équations de Stokes, la traînée satisfait une ertaine propriété demonotonie par rapport aux miro-strutures, de sorte que les riblets ne peuvent pas êtreutilisés pour diminuer la traînée d'un obstale dans un �uide de Stokes. À l'inverse, ettepropriété n'est plus véri�ée dans le as des équations de Navier-Stokes. Bien entendu, onpeut s'attendre à e que la traînée soit généralement plus faible si l'on impose des ondi-tions de glissement parfait que si l'on onsidère la ondition d'adhérene à l'interfae, et emême si le mouvement du �uide est régi par les équations de Navier-Stokes. Néanmoins,puisque les matériaux parfaitement glissants n'existent pas, il faut plut�t envisager la ques-tion sous l'angle suivant : étant donné un matériau satisfaisant une ertaine loi de frition,et reouvrant un obstale, est-il possible de réduire la traînée en modelant des rugositésonvenables à la surfae ? Puisque, en général, il n'existe pas de propriété de monotonie parrapport à la rugosité, on peut s'attendre à une réponse a�rmative. Dans la dernière partiede e hapitre, nous montrerons à travers des exemples numériques qu'il est possible deréduire la traînée en réant de la rugosité dans ertaines zones de la surfae de l'obstale.Même si nous ne sommes pas enore en mesure d'apporter une réponse omplète au
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Fig. 4.1: Photographie d'une peau de requin par mirographie életronique. La peau estreouverte de rangées d'éailles, appelées dentiles. Soure : Roky Mountain Laboratories,NIAID, NIH.
problème d'optimisation, les objetifs prinipaux de e hapitre sont les suivants :� introduire un adre mathématique pour le problème d'optimisation par rapport à lamiro-struture de la surfae. Pour ela, nous développons des outils de Γ-onvergeneet nous étudions la traînée omme une fontion de la miro-struture ;� démontrer que dans le as des équations de Navier-Stokes, le problème est bien poséet admet une solution formulée en termes de onditions aux limites frition-driven ;� montrer que dans le as des équations de Stokes, la traînée ne peut pas être minimiséeen utilisant l'e�et de rugosité ;� obtenir des résultats numériques pour onforter les résultats théoriques. Ces alulsjusti�ent l'approhe d'optimisation et on�rment la non monotonie de la traînée parrapport aux miro-rugosités dans le as des équations de Navier-Stokes.L'organisation du hapitre est la suivante. Dans la setion 4.2, nous dé�nissons le prob-lème de la traînée assoiée aux onditions aux limites de type frition-driven, introduitesdans [18℄. Nous étudions ensuite l'existene et l'uniité de la traînée dans le as d'un �ot deNavier-Stokes, ainsi que sa di�érentiabilité par rapport au oe�ient de frottement dansle as partiulier, utile pour les simulations numériques en dimension 2, des onditionsaux limites de type Navier. Dans la setion 4.3, nous dé�nissons le adre mathématique duproblème de minimisation de la traînée, démontrons l'existene d'un minimum et disutonsla monotonie de la traînée par rapport à la miro-struture. En�n, à la setion 4.4, nousdonnons des résultats numériques qui on�rment la non monotonie de la traînée dans leas des équations de Navier-Stokes, et mettons en oeuvre une méthode d'optimisation detype gradient projeté.



110 Chapitre 4. Miro-optimisation de forme, riblets et minimisation de latraînée4.2 Dé�nition de la traînée. Existene, uniité et di�érentia-bilité par rapport au frottement4.2.1 Dé�nition de la traînée d'un obstale ave onditions aux limitesde type frition-drivenSoit N ∈ {2, 3} la dimension de l'espae. On onsidère un obstale S, que l'on supposeêtre un sous-ensemble ouvert, borné et lipshitzien de R
N . Soit u∞ un veteur de R

N , quiorrespond à la vitesse du �uide loin de l'obstale. A�n de dé�nir la traînée de l'obstaledans la diretion u∞, on introduit un ouvert borné Ω inlus dans R
N , tel que S ⊂⊂ Ω, eton dé�nit le domaine �uide

F = Ω \ S.Soit µ une mesure apaitaire sur Ω, à support dans ∂S, A une fontion matriiellesymétrique et positive dé�nie sur ∂S, et V = {V(x)}x∈∂S une famille d'espaes veto-riels, telle que, en tout point x de ∂S où l'hyperplan tangent à S existe, V(x) soit unsous-espae de et hyperplan.On note
H1(F) = H1(F ,RN ),et L2

0(F) le sous-espae de L2(F) onstitué des fontions à moyenne nulle. On onsidère leproblème suivant : trouver un ouple (u, p) dans H1(F) × L2
0(F), solution du système deNavier-Stokes stationnaire suivant :

−div (σ(u, p)) + (u · ∇)u = 0 dans F , (4.1)
div u = 0 dans F , (4.2)
u = u∞ sur ∂Ω, (4.3)

u(x) ∈ V(x) q.p. x ∈ ∂S, (4.4)
[2νD(u)n + µAu] · φ = 0 pour tout φ ∈ V(x), x ∈ ∂S, (4.5)où σ(u, p) est le tenseur des ontraintes dé�ni par

σ(u, p) = 2νD(u) − pId,

ν > 0 étant la visosité du �uide et D(u) la partie symétrique de ∇u, dé�nie par
D(u) =

1

2

(
(∇u) + (∇u)T

)
.Dans la ondition (4.5), n représente le hamp de veteurs normaux à ∂S orienté vers lesolide.La ondition (4.4) exprime que le �ot est dirigé par la famille d'espaes vetoriels

{V(x)}x∈∂S . Ci-dessus, la relation [2νD(u)n + µAu] ·φ = 0 pour tout φ dans V(x) est unerelation pontuelle formelle, qui doit être omprise globalement sur ∂S. Plus préisément,la ondition (4.5) est véri�ée si
2ν

∫

∂S
D(u)n · φ dx+

∫

∂S
Au · φ dµ = 0



4.2. Définition de la traînée. Existene, uniité et différentiabilité parrapport au frottement 111pour toute fontion φ dans H1(F) telle que φ(x) appartient à V(x) pour quasi-tout xsur ∂S. En partiulier, la ondition (4.5) est une ondition de frition, aratérisée par lamesure µ et la matrie A.Pour dé�nir les solutions faibles du système (4.1)-(4.5), on introduit les sous-ensemblessuivants de H1(F) :
K = {v ∈ H1(F) | div v = 0 dans L2(F), v(x) ∈ V(x) q.p. x ∈ ∂S, v = u∞ sur ∂Ω}et
V = {φ ∈ H1(F) | div φ = 0 dans L2(F), v(x) ∈ V(x) q.p. x ∈ ∂S, φ = 0 sur ∂Ω}.Dans la suite, on supposera toujours que la famille V a été hoisie de sorte que V soit nonvide. En partiulier, V est un espae de Hilbert séparable pour le produit salaire H1. Onnote V ′ son dual pour la norme H1.Dé�nition 4.1. On dit qu'une fontion u dans H1(F) est une solution faible du système(4.1)-(4.5) si u appartient à K et si pour toute fontion φ dans V ,

2ν

∫

F
D(u) : D(φ) dx+

∫

F
[(u · ∇)u] · φ dx+

∫

∂S
Au · φ dµ = 0. (4.6)Dé�nition 4.2. Le veteur u∞ et la visosité ν étant �xés, on assoie à tout triplet

{µ,A,V} et à toute solution faible u du système (4.1)-(4.5) une traînée T (µ,A,V,u) dé�niepar
T (µ,A,V,u) = 2ν

∫

F
|D(u)|2 dx+

∫

∂S
Au · u dµ. (4.7)Remarque 4.3. Si u est une solution régulière du système (4.1)-(4.5), alors la traînée

T (µ,A,V,u) dé�nie par (4.9) oïnide ave la traînée physique T dé�nie par
T = −

∫

∂S
σ(u, p)n ds.En e�et, puisque u est régulière, d'après l'équation (4.1), la relation suivante a lieu dans

L2(F) :
div σ(u, p) = (u · ∇)u,et ainsi

T = −
∫

F
[(u · ∇)u] · u∞ dx+

∫

∂Ω
σ(u, p)n · u∞ ds. (4.8)En appliquant la formule de Stokes à σ(u, p) et u, on obtient

∫

∂Ω
σ(u, p)n · u∞ds =

∫

F
[(u · ∇)u] · u dx+

∫

F
σ(u, p) : D(u) dx−

∫

∂S
σ(u, p)n · u ds,d'où l'expression de la traînée :

T =

∫

F
[(u · ∇)u] · (u− u∞) dx+

∫

F
σ(u, p) : D(u) dx−

∫

∂S
σ(u, p)n · u ds. (4.9)
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−
∫

∂S
σ(u, p)n · u ds =

∫

∂S
Au · u dµ,et omme u est à divergene nulle,

∫

F
σ(u, p) : D(u) dx = 2ν

∫

F
|D(u)|2 dx.En�n, remarquons que

[(u · ∇)u] · (u − u∞) =
1

2
div

(
|u − u∞|2u

)
. (4.10)En e�et,

∂xi

(
|u − u∞|2ui

)
= 2(u − u∞) · ∂xi

(u− u∞)ui + |u− u∞|2∂xi
ui,d'où la relation (4.10) puisque u est à divergene nulle. Ainsi,

∫

F
[(u · ∇)u] · (u− u∞) dx =

1

2

∫

F
div

(
|u− u∞|2u

)
dx

= 2

∫

∂S∪∂Ω
|u − u∞|2u · n ds

= 0.L'expression (4.9) se simpli�e don en
T = 2ν

∫

F
|D(u)|2 dx+

∫

∂S
Au · u dµ.Remarquons que si A = Id et µ⌊∂S= ∞∂S , ou si pour quasi-tout point x sur ∂S,

V(x) = {0}, les onditions (4.4) et (4.5) orrespondent à l'adhérene totale sur ∂S. SiA ≡ 0,
µ = βds pour une ertaine fontion positive β dans L2(∂S), et si V(x) est l'hyperplantangent à S en quasi-tout point x de ∂S, alors la ondition diretionnelle (4.4) orrespondà la ondition de non-pénétration

u · n = 0 sur ∂S, (4.11)et la ondition de frottement (4.5) s'érit sous la forme d'une loi de frition de type Navier
2ν [D(u)n]tan + βu = 0 sur ∂S. (4.12)Ii, pour tout hamp de veteur v, dé�ni sur ∂S, on a noté [v]tan sa partie tangentielle,dé�nie par

[v]tan = v − (v · n)n.Dans le as partiulier des onditions aux limites de type Navier, on note
Hτ = {v ∈ H1(F) | div v = 0 dans L2(F), v · n = 0 sur ∂S},et on dé�nit, omme préédemment,

Kτ = {v ∈ Hτ | v = u∞ sur ∂Ω}et
Vτ = {φ ∈ Hτ | φ = 0 sur ∂Ω}.



4.2. Définition de la traînée. Existene, uniité et différentiabilité parrapport au frottement 113Dé�nition 4.4. On dira qu'une fontion u dans H1(F) est une solution faible du système(4.1)�(4.3) omplété par les onditions (4.11)�(4.12) si u appartient à Kτ et pour toutefontion φ dans Vτ ,
2ν

∫

F
D(u) : D(φ) dx+

∫

F
[(u · ∇)u] · φ dx+

∫

∂S
βu · φ ds = 0. (4.13)Remarquons en�n que si β ≡ 0, le système (4.1)�(4.3), (4.11)�(4.12) orrespond auxéquations de Navier-Stokes stationnaires ave glissement parfait sur ∂S.4.2.2 Énoné des résultats d'existene, d'uniité et de di�érentiabilitéde la traînée par rapport au frottementThéorème 4.5. Étant donnés un réel ν > 0 et un veteur u∞ dans R

N , il existe aumoins une solution faible du système (4.1)�(4.5). De plus, il existe une onstante M > 0dépendant uniquement de ν, u∞, Ω et S, telle que toute solution faible u dans K satisfassel'estimation suivante :
‖u‖H1 6 M. (4.14)Théorème 4.6. Il existe une onstante C = C(Ω,S) > 0 telle que, pour tout veteur u∞dans R

N , il existe un réel ν0 > 0 satisfaisant
ν0 6 C(|u∞| + |u∞|2)1/2 (4.15)et tel que pour tout réel ν > ν0, le système (4.1)�(4.5) ait une unique solution faible u dans

K. En outre, ette solution satisfait l'estimation suivante :
‖u‖H1 6 C ′(ν + |u∞|), (4.16)où C ′ est une onstante positive dépendant uniquement de Ω et S.Soit un veteur u∞ dans R

N et un réel ν0 > 0 satisfaisant les propriétés du théorème4.6. On �xe un réel ν > ν0, de sorte que pour tout oe�ient de frition β dans L2(∂S), lesystème (4.1)�(4.3), (4.11)�(4.12) admette une unique solution faible. À haque oe�ientde frition β dans L2(∂S), on peut don assoier une traînée T (β) dé�nie par
T (β) = 2ν

∫

F
|D(u)|2 dx+

∫

∂S
β|u|2ds,où u appartient à Kτ et satisfait (4.13).A�n d'étudier la di�érentiabilité de la traînée par rapport à β, on introduit le sous-ensemble ouvert suivant de L2(∂S) :

O = {β ∈ L2(∂S) | β > 0 q.p. sur ∂S},et on dé�nit l'appliation
R : O → Hτ

β 7→ u,où u appartient à Kτ et satisfait (4.13). On peut alors énoner le résultat suivant :
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β ∈ O → R(β) ∈ Hτest di�érentiable, et pour tout oe�ient de frottement β dans O, sa di�érentielle DR(β) ∈

L(L2(∂S),Hτ ) au point β est dé�nie par
DR(β)h = w ∀h ∈ L2(∂S),où w est l'unique solution du système





−div (σ(w, p)) + (w · ∇)u + (u · ∇)w = 0 dans F ,
div w = 0 dans F ,

w = 0 sur ∂Ω,
w · n = 0 sur ∂S,

2ν [D(w)n]tan + βw = −hu sur ∂S, (4.17)dans le sens suivant : w appartient à Vτ et pour toute fontion φ dans Vτ ,
2ν

∫

F
D(w) : D(φ) dx+

∫

F
[(w · ∇)u+ (u · ∇)w] · φ dx+

∫

∂S
βw · φ ds = −

∫

∂S
hu · φ ds.(4.18)Le orollaire suivant sera utilisé à la setion 4.4 pour mettre en oeuvre une méthodede desente de gradient visant à minimiser la traînée par rapport à β.Corollaire 4.8. L'appliation

β ∈ O → T (β) ∈ Rest di�érentiable, et pour tout β dans O, sa di�érentielle DT (β) ∈ L(L2(∂S),R) au point
β est dé�nie par
DT (β)h = 2

(
2ν

∫

F
D(u) : D(w) dx+

∫

∂S
βu · w

)
+

∫

∂S
h|u|2 ds ∀h ∈ L2(∂S)où u = R(β) et w = DR(β)h est la solution du système (4.17). Pour tout β dans O,le gradient de T au point β, au sens de la topologie L2(∂S), est donné par la formulesuivante :

∇T (β) = (u + ψ) · u q.p. sur ∂S, (4.19)où u = R(β) et ψ est l'unique solution du système




−div (σ(u, p)(ψ, p)) + (∇u)Tψ − (u · ∇)ψ = 2(u · ∇)u dans F ,
div ψ = 0 dans F ,

ψ = 0 sur ∂Ω,
ψ · n = 0 sur ∂S,

2ν [D(ψ)n]tan + βψ = 0 sur ∂S, (4.20)au sens où ψ appartient à Vτ et pour toute fontion φ dans Vτ ,
2ν

∫

F
D(ψ) : D(φ) dx+

∫

F

[
(∇u)Tψ − (u · ∇)ψ

]
·φ dx+

∫

∂S
βψ·φ ds = 2

∫

F
[(u·∇)u]·φ dx.(4.21)



4.2. Définition de la traînée. Existene, uniité et différentiabilité parrapport au frottement 1154.2.3 Preuve des théorèmes 4.5 et 4.6.Pour démontrer les théorèmes 4.5 et 4.6, nous suivons une démarhe standard de lathéorie des équations de Navier-Stokes stationnaires (voir par exemple [46℄), que nousadaptons aux onditions aux limites frition-driven.On dé�nit la forme bilinéaire a0 : H1(F) × H1(F) → R par
a0(v1,v2) = 2ν

∫

F
D(v1) : D(v2) dx+

∫

∂S
Av1 · v2dµ ∀(v1,v2) ∈ H1(F) × H1(F),(4.22)et la forme trilinéaire a1 : H1(F) × H1(F) × H1(F) → R par

a1(v,v1,v2) =

∫

F
[(v · ∇)v1] · v2 dx ∀(v,v1,v2) ∈ H1(F) × H1(F) × H1(F). (4.23)Soit une fontion u0 dans K telle que

‖u0‖H1 6 C0|u∞| (4.24)où C0 > 0 dépend uniquement de F . L'existene de C0 et d'une telle fontion u0 sontdémontrées dans [9℄. En notant ũ = u − u0, on obtient qu'une fontion u appartenant à
K satisfait la propriété (4.13) si et seulement si ũ appartient à V et satisfait la propriétésuivante :

∀φ ∈ V a0(ũ, φ)+a1(u0, ũ, φ) + a1(ũ,u0, φ) + a1(ũ, ũ, φ)

= −a0(u0, φ) − a1(u0,u0, φ). (4.25)Introduisons à présent l'appliation a : H1(F) × H1(F) × H1(F) → R, dé�nie par
a(v,v1,v2) = a0(v1,v2) + a1(u0,v,v1)+a1(v,u0,v1) + a1(v,v1,v2)

∀(v,v1,v1) ∈ H1(F) × H1(F) × H1(F),(4.26)et dé�nissons la forme linéaire f = f(u0) appartenant à V ′, par
〈f , φ〉V ′×V = −a0(u0, φ) − a1(u0,u0, φ) ∀φ ∈ V.Le problème que l'on onsidère est équivalent au problème suivant : trouver u0 dans K et

ũ dans V tels que
a(ũ, ũ, φ) = 〈f(u0), φ〉V ′×V ∀φ ∈ V. (4.27)Rappelons les résultats suivants, qui sont démontrés dans [46℄.Théorème 4.9 (existene). Supposons que les hypothèses suivantes sont véri�ées :(i) pour toute fontion v dans H1(F), l'appliation (v1,v2) → a(v,v1,v2) est ontinuesur H1(F) × H1(F) ;(ii) il existe une onstante α > 0 telle que

a(φ, φ, φ) > α‖φ‖2
H1 ∀φ ∈ V ; (4.28)



116 Chapitre 4. Miro-optimisation de forme, riblets et minimisation de latraînée(iii) l'espae V est séparable et, pour toute fontion φ dans V , l'appliation
v → a(v,v, φ)est séquentiellement faiblement ontinue sur V , 'est-à-dire que pour toute suite defontions (vm)m∈N dans V ,

vm ⇀ v faiblement dans V ⇒ ∀φ ∈ V lim
m→∞

a(vm,vm, φ) = a(v,v, φ). (4.29)Alors le problème (4.27) possède au moins une solution.Théorème 4.10 (uniité). Supposons de plus que(iv) la forme bilinéaire a(v, ·, ·) est uniformément V -elliptique par rapport à v, 'est-à-dire qu'il existe une onstante α > 0 telle que
a(v, φ, φ) > α‖φ‖2

H1 ∀(v, φ) ∈ V × V ; (4.30)(v) il existe une fontion ontinue et roissante L : R+ → R+ telle que pour tout réel
µ > 0,

|a(v1,v1,v2) − a(v2,v1,v2)| 6 L(µ)‖v1‖H1‖v2‖H1‖v1 − v2‖H1

∀v1,v2 ∈ V, ∀v1,v2 ∈ Sµ = {v ∈ V | ‖v‖H1 6 µ}. (4.31)Alors, sous la ondition
[‖f‖V ′/(α2)]L(‖f‖V ′/α) < 1, (4.32)le problème (4.27) admet une unique solution ũ dans V , et ette solution satisfait l'esti-mation suivante :

‖ũ‖H1 6 ‖f‖V ′/α. (4.33)Preuve du théorème 4.5. Fixons u∞ dans R
N et ν > 0. Il faut démontrer que la formetrilinéaire a dé�nie par (4.26) satisfait les hypothèses du théorème 4.9.D'après le théorème d'injetion de Sobolev (voir le livre d'Adams [2℄), H1(F) s'injetede manière ompate dans L4(F ,RN ) pour N = 2, 3. Ainsi, d'après l'inégalité de Hölder,l'appliation a1 dé�nie par (4.23) est ontinue. Puisque a0, dé�nie par (4.22), est égalementontinue, on en déduit que a est ontinue. Par onséquent, le ondition (i) du théorème4.9 est satisfaite.Pour démontrer la ondition (ii), nous allons démontrer la ondition plus forte (iv).Nous utilisons l'inégalité de Korn suivante, qui est démontrée par exemple dans [11℄ (voirla preuve du lemme VII.3.5, p. 329) :Lemme 4.11. Il existe une onstante C1 > 0 telle que, pour toute fontion φ dans V ,

‖∇φ‖L2 6 C1‖D(φ)‖L2 .Par onséquent, d'après l'inégalité de Poinaré, il existe une onstante C2 > 0 telle que,pour tout φ dans V ,
1

C2
‖φ‖2

H1 6 2‖D(φ)‖2
L2 . (4.34)



4.2. Définition de la traînée. Existene, uniité et différentiabilité parrapport au frottement 117Soit v et φ deux fontions dans V . Observons que
a(v, φ, φ) = a0(φ, φ) + a1(φ,u0, φ).En e�et, a1(u0, φ, φ) = 0 et a1(v, φ, φ) = 0, omme le montre le alul suivant :

a1(u0, φ, φ) =
1

2

∫

F
(u0 · ∇)(|φ|2) dx

=
1

2

(∫

∂S
|φ|2 u0 · n ds+

∫

∂Ω
|φ|2 u0 · n ds

)
. (4.35)Puisque φ appartient à V , sa trae est nulle sur ∂Ω, et omme u0 appartient à K, u0 ·n = 0sur ∂S. Ainsi, les intégrales de surfae préédentes sont nulles. En remplaçant u0 par v,on obtient le résultat annoné.Pour toute fontion u0 dans K satisfaisant (4.24), on note ρ(u0) la meilleure onstantepositive telle que

|a1(φ,u0, φ)| 6 ρ(u0)‖φ‖2
H1 ∀φ ∈ V. (4.36)Alors on peut énoner le résultat suivant :Lemme 4.12. Pour tout réel δ > 0, il existe une fontion u0 dans K satisfaisant (4.24)et telle que

ρ(u0) 6 δ. (4.37)Démonstration. On onsidère un opérateur d'extension, borné,
P : H1(F) → H1

0 (Ω,RN ).L'existene de P provient du aratère lipshitzien de S. Soit δ > 0. D'après la preuve dulemme 2.3 dans [46℄ (hapitre IV), il existe une fontion ũ0 dans H1(Ω,RN ) telle que




div ũ0 = 0 dans Ω,
ũ0 = u∞ sur ∂Ω,
ũ0 = 0 au voisinage de S,et telle que pour tout ϕ dans H1
0 (Ω,RN ),

∣∣∣∣
∫

Ω
[(ϕ · ∇)ũ0] · ϕ dx

∣∣∣∣ 6
δ

‖P‖‖ϕ‖H1(Ω,RN ). (4.38)Soit don φ dans V . D'après l'inégalité (4.38), on obtient
∫

Ω
[((Pφ) · ∇)ũ0] · (Pφ) dx 6

δ

‖P‖‖Pφ‖H1(Ω,RN )

6 δ‖φ‖H1(F).Puisque ũ0 s'annule sur S, et que
∫

Ω
[((Pφ) · ∇)ũ0] · (Pφ) dx =

∫

F
[(φ · ∇)ũ0] · φ dx,



118 Chapitre 4. Miro-optimisation de forme, riblets et minimisation de latraînéela fontion u0 dé�nie par u0 = (ũ0)|F appartient à K et satisfait l'inégalité (4.37).Soit u0 dans K telle que ρ(u0) < ν/C2, où C2 satisfait (4.34). D'après les onditions(4.34) et (4.36), pour toutes fontions v, φ dans V ,
a(v, φ, φ) >

(
ν

C2
− ρ(u0)

)
‖φ‖2

H1 .Par onséquent, la ondition (iv) est satisfaite ave α = ν/C2 − ρ(u0).Pour démontrer la ondition (4.29), le passage à la limite dans les termes linéaires étantimmédiat, il su�t de onsidérer le terme non linéaire a1(vm,vm, φ). En intégrant par partieset en utilisant la ondition d'inompressibilité, on obtient l'expression suivante :
a1(vm,vm, φ) = −

∫

F
[(vm · ∇)φ] · vdx+

∫

∂S∪∂Ω
(vm · φ)(vm · n) ds.Puisque φ et vm appartiennent à V , on onlut omme i-dessus que

a1(vm,vm, φ) = −
∫

F
[(vm · ∇)φ] · v dx.Par injetion ompate de H1(F) dans L4(F ,RN ), on onlut alors que

lim
m→∞

a1(vm,vm, φ) = a1(v,v, φ).Cela prouve que la ondition (iii) est satisfaite.À présent, soit u appartenant àK une solution faible du système (4.1)�(4.5). On dé�nit
ũ = u−u0. En appliquant la relation (4.27) à la fontion φ = ũ, et en utilisant l'inégalité(4.30), on obtient l'inégalité suivante :

‖ũ‖H1 6
1

α
‖f(u0)‖V ′ .Par l'inégalité triangulaire, l'estimation (4.14) a don lieu pourM = ‖u0‖H1+1/α‖f(u0)‖V ′ .Cela termine la preuve du théorème 4.5.Preuve du théorème 4.6. Fixons un veteur u∞ dans R

N .Pour montrer que la ondition (v) est véri�ée, remarquons que pour toutes fontions
v, ṽ,v1,v2 appartenant à V ,

a(v,v1,v2) − a(ṽ,v1,v2) = a1(v − ṽ,v1,v2).En introduisant
N = sup

v,v1,v2∈V \{0}

a1(v,v1,v2)

‖v‖H1‖v1‖H1‖v2‖H1

, (4.39)on véri�e ainsi que la propriété (4.31) est satisfaite si L est dé�nie par L(µ) = N pourtout µ > 0.Dé�nissons
ν0 = inf

{
C2

[
ρ(u0) + (N‖f(u0)‖V ′)1/2

]
, u0 ∈ K satisfaisant (4.24)} .



4.2. Définition de la traînée. Existene, uniité et différentiabilité parrapport au frottement 119L'estimation (4.15) résulte de l'existene d'une onstante C3 > 0 telle que, pour toutefontion φ appartenant à V ,
|〈f(u0), φ〉V ′×V | 6 C3‖u0‖H1(1 + ‖u0‖H1)‖φ‖H1 .Par onséquent, d'après l'inégalité (4.24), il existe une onstante C4 > 0 telle que

‖f(u0)‖V ′ 6 C4|u∞|(1 + |u∞|).Ainsi, l'inégalité (4.40) implique l'existene d'une onstante C5 > 0 telle que
ν2
0 6 C5(|u∞| + |u∞|2),e qui démontre l'estimation (4.15).Soit ν > ν0. Par dé�nition de l'in�mum, il existe une fontion u0 dans K qui satisfaitl'inégalité (4.24), et telle que

ν0 6 C2

[
ρ(u0) + (N‖f(u0)‖V ′)1/2

]
< ν. (4.40)Dé�nissons α = ν/C2 − ρ(u0). D'après l'inégalité préédente, α > 0 et par le mêmeargument que préédemment, α satisfait la propriété de V -elliptiité (4.30). À présent, soit

u appartenant à K une solution faible du système (4.1)�(4.5), et soit ũ = u − u0. Laondition (4.32) s'érit
N‖f(u0)‖V ′ < α2,e qui équivaut à

(N‖f(u0)‖V ′)1/2 < ν/C2 − ρ(u0). (4.41)D'après l'inégalité (4.40), ette inégalité est satisfaite. D'après le théorème 4.10, ũ estl'unique fontion dans V qui satisfait la propriété (4.27). En utilisant les estimations (4.15)et (4.41), on obtient l'estimation suivante :
‖ũ‖H1 <

1

N

(
ν

C2
− ρ(u0)

)
. (4.42)Par onséquent, d'après l'inégalité (4.24) et l'inégalité triangulaire,

‖u‖H1 6 C0|u∞| + 1

NC2
ν,e qui prouve l'inégalité (4.16).Pour ν > ν0, en prenant l'in�mum sur toutes les fontions admissibles u0, on obtientl'uniité de la fontion ũ appartenant àK et satisfaisant la propriété (4.25). Par onséquent,le système (4.1)�(4.5) admet une unique solution faible u0 + ũ ∈ H1(F).4.2.4 Preuve du théorème 4.7Dans ette sous-setion, on suppose que V(x) oïnide ave l'hyperplan tangent à ∂S enquasi-tout point x du bord, A ≡ Id et µ est absolument ontinue par rapport à la mesurede surfae sur ∂S, ave une densité β appartenant à L2(∂S).
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N . Soit ν0 > 0 omme dans le théorème 4.6, et ν > ν0. Soit unefontion u0 dans K satisfaisant l'inégalité (4.24) et telle que
ν0 6 C2

[
ρ(u0) + (N‖f(u0)‖V ′

τ
)1/2

]
< ν. (4.43)On utilise les formes bilinéaires et trilinéaires introduites à la sous-setion 4.2.3. On dé�nitla forme linéaire ontinue g = g(u0) dans V ′

τ par
〈g, φ〉V ′

τ×Vτ = −a0(u0, φ) − a1(u0,u0, φ) ∀φ ∈ Vτ .Le problème que l'on onsidère est équivalent au problème suivant : trouver une fontion
u0 dans Kτ et une fontion ũ dans Vτ telles que

a(ũ, ũ, φ) = 〈g(u0), φ〉V ′
τ×Vτ

∀φ ∈ Vτ . (4.44)Preuve du théorème 4.7. La démonstration est basée sur le théorème des fontionsimpliites. Nous allons prouver que l'appliation
β ∈ O → ũ ∈ Vτoù ũ satisfait la propriété (4.25), est di�érentiable. On introduit le sous-ensemble ouvertde Vτ suivant :

V0 =

{
ξ ∈ Vτ | ‖ξ‖H1 <

1

N

(
ν

C2
− ρ(u0)

)}
,et on dé�nit l'appliation

F : O × V0 → V ′
τpar

∀φ ∈ Vτ 〈F (β,v), φ〉V ′

τ ×Vτ = a0(v, φ) + a1(u0,v, φ) + a1(v,u0, φ) + a1(v,v, φ)

+ a0(u0, φ) + a1(u0,u0, φ). (4.45)L'appliation F est bien dé�nie et elle est de lasse C∞. D'après la preuve des théorèmes4.5 et 4.6, pour toute fontion β dans O, il existe une unique fontion ũ dans V0 satisfaisantla propriété (4.25). Il faut démontrer que pour tout ouple (β,v) appartenant à O × V0,
DvF (β,v) ∈ L(V0, V

′
τ ) est inversible et que son inverse est ontinu.Pour tout ouple (β,v) dans O × V0, DvF (β,v) ∈ L(H, V ′

τ ) est dé�nie par
∀ξ, φ ∈ Vτ 〈DvF (β,v)ξ, φ〉V ′

τ ×Vτ = a0(ξ, φ) + a1(u0, ξ, φ) + a1(ξ,u0, φ)

+ a1(ξ,v, φ) + a1(v, ξ, φ).Il faut montrer que pour tout (β,v) dans O × H, il existe une onstante C > 0 telle quepour toute forme linéaire h dans V ′
τ , il existe une unique fontion ξ dans V0 telle que
DvF (β,v)ξ = h, (4.46)et que ette fontion satisfait l'estimation
‖ξ‖H 6 C‖h‖V ′

τ
. (4.47)



4.2. Définition de la traînée. Existene, uniité et différentiabilité parrapport au frottement 121Fixons un ouple (β,v) dans O×H. Nous allons démontrer que la forme bilinéaire assoiéeà DvF (β,v) satisfait les hypothèses du théorème de Lax-Milgram. La ontinuité résultede la ontinuité de a0 et a1, et la oerivité est une onséquene de la dé�nition de V0. Ene�et, d'après le alul (4.35), pour toute fontion φ dans Vτ ,
〈DvF (β,v)φ, φ〉V ′

τ ×Vτ
= a0(φ, φ) + a1(φ,u0, φ) + a1(φ,v, φ).Par onséquent, en utilisant la propriété (4.34) et les dé�nitions (4.36) et (4.39), on obtient,pour tout φ dans V ,

〈DvF (β,v)φ, φ〉V ′
τ ×Vτ

>

(
ν

C2
− ρ(u0) −N‖v‖H1

)
‖φ‖2

H1 .Puisque v appartient à V0,
ν

C2
− ρ(u0) −N‖v‖H1 > 0.On en onlut que l'appliation
β ∈ O → ũ ∈ Vτ ,où ũ satisfait (4.44), est di�érentiable. Par onséquent, puisque pour toute fontion β dans

O, R(β) = u0 + ũ, R est di�érentiable sur O. De plus, pour tout β dans O, DR(β) ∈
L(L2(∂S),H) est dé�nie par

DR(β) = − [DvF (β,R(β) − u0)]
−1DβF (β,R(β) − u0).Puisque pour tout ouple (β,v) dans O × V0, DβF (β,v) ∈ L(L2(∂S), V ′

τ ) est dé�nie par
∀h ∈ L2(∂S),∀φ ∈ Vτ 〈DβF (β,v), h〉 =

∫

∂S
h(v + u0) · φ ds,en notant w = DR(β)h où h est une fontion �xée dans L2(∂S), on obtient que w appar-tient à Vτ et satisfait la propriété suivante :

∀φ ∈ Vτ a0(w, φ) + a1(u0,w, φ) + a1(w,u0, φ) + a1(w, R(β) − u0, φ)

+ a1(R(β) − u0,w, φ) = −
∫

∂S
hR(β) · φ ds.En utilisant la linéarité de a1 par rapport à la troisième variable, on obtient l'égalité(4.18).Démonstration du orollaire 4.8. En remarquant que pour toute fontion φ dans Vτ ,

[(∇u)Tψ] · φ = [(φ · ∇)u] · ψet
−
∫

F
[(u · ∇)ψ] · φ dx =

∫

F
[(u · ∇)φ] · ψ dx,



122 Chapitre 4. Miro-optimisation de forme, riblets et minimisation de latraînéela relation (4.21) peut s'érire sous la forme suivante :
∀φ ∈ Vτ 2ν

∫

F
D(ψ) : D(φ) dx+

∫

F
ψ · [(φ · ∇)u + (u · ∇)φ] dx+

∫

∂S
βψ · φ ds

= 2

∫

F
[(u · ∇)u] · φ dx. (4.48)Fixons β dans ∈ O et h dans L2(∂S), et notons u = R(β) et w = DR(β)h. Enhoisissant φ = w dans l'égalité (4.13), on peut exprimer DT (β)h sous la forme suivante :
DT (β)h = −2

∫

F
[(u · ∇)u] · w dx+

∫

∂S
h|u|2ds. (4.49)En outre, en hoisissant φ = ψ dans la relation (4.18) et φ = w dans (4.48), on obtient leségalités suivantes :

2ν

∫

F
D(w) : D(ψ) dx+

∫

F
[(w · ∇)u + (u · ∇)w] · ψ dx+

∫

∂S
βw · ψ ds

= −
∫

∂S
hu · ψ ds,

2ν

∫

F
D(ψ) : D(w) dx+

∫

F
ψ · [(w · ∇)u + (u · ∇)w] dx+

∫

∂S
βψ · w ds

= 2

∫

F
[(u · ∇)u] ·w dx.En soustrayant es égalités, on obtient

−2

∫

F
[(u · ∇)u] ·w dx =

∫

∂S
hu · ψ ds,et �nalement, d'après la relation (4.49),

DT (β)h =

∫

∂S
[(u + ψ) · u]h ds.Cela démontre l'identité (4.19).Remarque 4.13. La oerivité de la forme bilinéaire assoiée à la formulation faible (4.48)résulte de l'estimation suivante (voir la preuve des théorèmes 4.5 et 4.6) :

ρ(u) 6 ρ(u0) + ρ(ũ)

6 ρ(u0) + N‖ũ‖H1

<
ν

C2
.4.3 Optimisation de la traînée par rapport à la miro-strutureTout d'abord, nous introduisons la famille des miro-strutures admissibles. Pour ela,rappelons tout d'abord le résultat prinipal de [18℄. On onsidère une suite (Sε)ε>0 desous-ensembles ouverts équi-lipshitziens, et onvergeant vers un ouvert S au sens de la



4.3. Optimisation de la traînée par rapport à la miro-struture 123métrique de Hausdor� omplémentaire (dé�nie au hapitre 3, setion 3.2). Pour tout ε > 0,on note Fε := Ω \ Sε le domaine �uide orrespondant, et omme préédemment, on note
F := Ω \ S. En�n, soit u∞ un veteur de R

N , orrespondant à la vitesse du �uide loin del'obstale. Le résultat suivant est démontré dans [18℄.Théorème 4.14. Soit {uε}ε>0 une famille de solutions faibles du système de Navier-Stokes (4.1)-(4.3) dans Fε, ave onditions de glissement parfait sur ∂Sε. On suppose quees solutions sont à énergies uniformément bornées, 'est-à-dire qu'il existe une onstante
M > 0 telle que

∀ε > 0 ‖uε‖H1(Fε) 6 M.Alors, il existe une sous-suite de (Sε)ε>0, que l'on note ave le même indie, telle que
1Fεuε → 1Fu fortement dans L2(R3,R3),

1Fε∇uε ⇀ 1F∇u faiblement dans L2(R3,R3×3),et il existe un triplet {µ,A,V} indépendant de u∞, tel que� µ est une mesure apaitaire à support dans ∂S,� A est une fontion matriielle symétrique et positive,� V = {V(x)}x∈∂Ω, où pour quasi-tout x dans ∂S, V(x) est un sous-espae vetoriel del'hyperplan tangent à ∂S au point x,et u est une solution dans F des équations de Navier-Stokes ave onditions aux limitesfrition-driven (4.1)-(4.5).Soulignons que le triplet {µ,A,V} est de nature géométrique, et qu'il est indépendantde u∞. Par abus de langage, on appelle miro-struture un tel triplet {µ,A,V}.Dé�nition 4.15. On dira qu'une miro-struture {µ,A,V} est admissible si elle est obtenuepar e�et de rugosité, 'est-à-dire omme limite pour une suite (Sε)ε>0 dans le adre duthéorème 4.14.Pour des raisons tehniques, on suppose que la famille d'objets rugueux Sε ⊆ Ω possèdeun aratère lipshitzien uniforme, à savoir qu'elle satisfait une ondition de �ne uniforme(voir la dé�nition 3.6). On suppose également que la suite d'ouverts {Sε}ε>0 onverge ausens des fontions aratéristiques vers un ouvert S. D'après le théorème 3.7, à une suiteextraite près, la suite des domaines onverge également vers S au sens de la topologie deHausdor� omplémentaire.Dé�nition 4.16. Pour tout ε > 0, on onsidère une miro-struture {µε, Aε,Vε} asso-iée à ∂Sε. On dit que la suite ({µε, Aε,Vε,Sε})ε>0 γ-onverge vers une miro-struture
{µ,A,V,S} assoiée à un domaine S, si (Sε)ε>0 onverge vers S au sens des fontionsaratéristiques et de la topologie de Hausdor� omplémentaire, et si les fontionnelles
(Fε)ε>0 dé�nies par
Fε(v) =





2ν

∫

Fε

|D(v)|2dx+

∫

∂Sε

Aεv · vdµε si v ∈ H1
0 (Ω,R3), div v = 0 dans Fε,

v(x) ∈ Vε(x) q.p. x ∈ ∂Sε,

+∞ sinon,
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Γ-onverge vers F dans L2(Ω,R3), où F est dé�nie par

F (v) =





2ν

∫

F
|D(v)|2dx+

∫

∂S
Av · vdµ si v ∈ H1

0 (Ω,R3), div v = 0 dans F ,
v(x) ∈ V(x) q.p. x ∈ ∂S,

+∞ sinon.Remarque 4.17. Remarquons que la γ-onvergene dé�nie i-dessus implique la on-tinuité des solutions du problème de Stokes par rapport à la miro-struture. En e�et,onsidérons le problème de Stokes dans Fε ave onditions de type glissement dirigé avefrition, déterminés par le triplet {µε, Aε,Vε}, et qui s'érit
−div σ(u, p) = 0 dans Fε, (4.50)

div u = 0 dans Fε, (4.51)
u = u∞ sur ∂Ω, (4.52)

u(x) ∈ Vε(x) q.p. x ∈ ∂Sε, (4.53)
[
2νD(u)n + µAεu

]
· v = 0 pour v ∈ Vε(x), x ∈ ∂Sε. (4.54)La solution faible uε du système d'équations (4.50)�(4.54) est également l'unique minimi-seur de la fontionnelle Hε dé�nie par

Hε(v) = 2ν

∫

Fε

|D(v)|2dx+

∫

∂Sε

Aεv · vdµε ∀v ∈ H1(Fε), (4.55)sur l'ensemble
Cε :=

{
v ∈ H1(Fε,R

3)
∣∣∣ div v = 0 dans Fε, v(x) ∈ Vε(x) q.p. x ∈ ∂Sε,v = u∞ sur ∂Ω

}
.

Cε étant un sous-espae fermé de H1(Fε,R
3), le théorème lassique de Lax-Milgram etl'inégalité de Korn fournissent l'existene et l'uniité de la solution.Notons à nouveau u∞ une extension dans H1(Ω,R3) du hamp de veteurs u∞|∂Ω, quiest identiquement nulle dans un voisinage de S, et remarquons que pour toute fontion vdans H1(Ω,R3) telle que v = u∞ sur ∂Ω,

Hε(v) = Fε(v − u∞) − 4ν

∫

Fε

D(v) : D(u∞)dx+ 2ν

∫

Fε

|D(u∞)|2dx.Par onséquent, la suite (Hε)ε>0 Γ-onverges dans L2(Ω,R3) vers H, et don la suite desminimiseurs uε onverge également dans L2(Ω,R3) vers le minimiseur de H. C'est uneonséquene immédiate du fait que la suite des minimiseurs est uniformément bornée dans
H1(Ω,R3). Or pour tout ε > 0, le minimiseur de Hε est préisément la solution faible duproblème de Stokes (4.50)�(4.54).Remarque 4.18. En termes de γ-onvergene, le théorème 4.14 a�rme que

{0, 0,R2,Sε} γ→ {µ,A,V, S}.



4.3. Optimisation de la traînée par rapport à la miro-struture 125De fait, la preuve de e théorème est basée sur la Γ-onvergene des fontionnelles d'énergie,et sur le fait qu'une perturbation ontinue d'une suite Γ-onvergente est à nouveau Γ-onvergente, de telle sorte que la onlusion du théorème 4.14 demeure valide si la suite
({µε, Aε,Vε,Sε})ε>0 γ-onverge vers {µ,A,V, S} (voir le théorème 4.22). Soulignons quel'e�et géométrique des rugosités ('est-à-dire la γ-limite) est le même sur les équations deStokes et de Navier-Stokes.Remarque 4.19. La topologie de la γ-onvergene est métrisable. C'est une onséquenede la oerivité uniforme de la suite de fontionnelles (Fε)ε>0 (voir [31℄). En e�et, on peutformellement modi�er les fontionnelles pour les rendre équi-oerives en �xant la valeur de
Fε(v) à +∞ dès que la norme L2 de v dans Sε n'est pas équi-dominée par ∫Fε

|D(u)|2dx,'est-à-dire
‖u‖2

L2(Sε)
≥ C

∫

Fε

|D(u)|2dx,où C est une onstante bien hoisie, qui dépend de la borne uniforme des normes desopérateurs d'extension de H1(Fε) dans H1(Ω).Remarque 4.20. Étant donné un obstale S, la famille des miro-strutures admissiblesà la surfae de S est dé�nie par
U =

{
{µ,A,V,S} : ∃(Sε)ε>0 tel que {0, 0,R2,Sε} γ→ {µ,A,V,S}

}
.Cependant, les matériaux parfaitement glissants n'existent pas. Ainsi, dans la pratique,ette famille doit être restreinte à l'ensemble des γ-limites de suites de domaines rugueuxsatisfaisant une loi de frition déterminée par un oe�ient de frition β positif, dé�nieomme suit :

Uβ =
{
{µ,A,V,S} : ∃(Sε)ε>0 tel que {βds, Id,R2,Sε}

γ→ {µ,A,V,S}
}
.Théorème 4.21. Les familles U et Uβ, munies de la topologie de la γ-onvergene, sontompates.Démonstration. Puisque la γ-onvergene est métrisable, il su�t de démontrer la om-paité séquentielle. On fait la preuve pour U , la démonstration pour Uβ est similaire. Soit

({µn, An,Vn,S})n∈N une suite de miro-strutures appartenant à U . Par dé�nition de U ,pour tout n dans N, il existe un ouvert Sn tel que
dγ({0, 0,R2,Sn}, {µn, An,Vn,S}) + dH(Sn,S) ≤ 1

n
.D'après le résultat du théorème 4.14, et la remarque 4.18, il existe une sous-suite (Snk

)k∈Net un triplet {µ,A,V,S} tels que
{0, 0,R2,Snk

} γ→ {µ,A,V,S}.Finalement, on onlut que
lim

k→∞
dγ({µnk

, Ank
,Vnk

,S}, {µ,A,V,S}) = 0.



126 Chapitre 4. Miro-optimisation de forme, riblets et minimisation de latraînéeThéorème 4.22. La traînée est γ-ontinue pour les équations de Stokes et de Navier-Stokes.Démonstration. Pour le problème de Stokes, l'expression de la traînée assoiée à unquadruplet {µn, An,Vn,Sn} est la suivante :
T ({µn, An,Vn,Sn}) = −

∫

∂Sn

σ(un, pn)n · u∞ds.Par un alul semblable à elui dérit à la remarque 4.3, on montre que ette quantité estégale à deux fois l'énergie du système de Stokes, qui est dé�nie par
ν

∫

Fn

|D(un)|2 dx+
1

2

∫

∂Sn

Aεun · undµn,où un est la solution faible du système de Stokes (4.50)�(4.54). D'après la remarque 4.17,dans le as du problème de Stokes, le théorème 4.22 est une onséquene direte de laonvergene des minima dans le adre général de la Γ-onvergene.Comme la solution du système de Navier-Stokes stationnaire (4.1)�(4.5) n'est pas nées-sairement unique, l'a�rmation du théorème 4.22 doit être omprise de la façon suivante.Supposons que
{µn, An,Vn, Sn} γ→ {µ,A,V, S},et soit (un)n∈N une suite de solutions faibles du problème de Navier-Stokes stationnaireassoié au quadruplet {µn, An,Vn,Sn}. Pour tout n dans N, on note T ({µn, An,Vn,Sn},un)la traînée orrespondante. Si la ondition

sup
n
T ({µn, An,Vn,Sn},un) < +∞est satisfaite, il existe une sous-suite et une solution u du problème de Navier-Stokes limite,tels que

lim
k→∞

T ({µnk
, Ank

,Vnk
,Snk

},uk) = T ({µ,A,V,S},u).En e�et, puisque sup
n
T ({µn, An,Vn,Sn},un) < +∞, on peut supposer que la suite unest bornée dans H1(Ω,R3), et par onséquent, qu'il existe une sous-suite (notée ave lemême indie) telle que
un ⇀ u faiblement dans H1(Ω,R3).En partiulier,

1Fnun → 1Fu fortement dans L2(R3,R3),

1Fn∇un ⇀ 1F∇u faiblement dans L2(R3,R3×3).Pour tout n dans N, on dé�nit alors fn = −1Fn(un ·∇)un dans H−1(Ω,R3), et on remarqueque la suite (fn)n∈N onverge fortement dans H−1(Ω,R3) vers la fontion f dé�nie par
f = −1Fu · ∇u.Puisque (Hn)n∈N Γ-onverge vers H, la onvergene suivante a lieu :

1

2
Hn(·)− < fn, · >H−1(Ω)×H1

0
(Ω)

Γ−→ 1

2
H(·)− < f, · >H−1(Ω)×H1

0
(Ω) .



4.3. Optimisation de la traînée par rapport à la miro-struture 127Les fontions un étant des minimiseurs des fontionnelles modi�ées qui onvergent vers u,on obtient que u est un minimiseur de 1
2H(·)− < f, · >H−1(Ω)×H1

0
(Ω). Par onséquent, uest une solution faible du problème de Navier-Stokes stationnaire assoié au quadruplet

{µ,A,V,S}, puisqu'elle satisfait l'équation d'Euler assoiée au minimiseur.En hoisissant un − u∞ et u − u∞ omme fontions test dans les formulations faiblesrespetives, on obtient l'expression suivante :
T ({µn, An,Vn,Sn},un) =

2ν

∫

Ω\Sn

D(un) : D(u∞)dx+

∫

∂Sn

Anun · u∞dµ+ < fn,un − u∞ >H−1(Ω)×H1
0
(Ω) .Le seond membre de ette égalité passe à la limite ar (un)n∈N onverge faiblement dans

H1(Ω,R3), le terme de bord ∫∂Sn
Anun ·u∞dµ s'annule et (fn)n∈N onverge fortement vers

f dans H−1(Ω,R3).Le théorème 4.22 fournit deux informations. La première est d'ordre pratique : la traînéeassoiée à des onditions de glissement orienté ave frition est prohe de la traînée assoiéeaux domaines rugueux qui γ-onvergent. Ainsi, des onditions de glissement orienté opti-males peuvent être approhées par des domaines rugueux. D'autre part, du point de vuemathématique, si deux miro-strutures sont prohes au sens de la γ-distane, les traînéesassoiées sont également prohes.Théorème 4.23. Le problème de minimisation de la traînée sur U , respetivement sur Uβ,possède au moins une solution.Démonstration. C'est une onséquene direte des théorèmes 4.21 et 4.22.Monotonie de la traînée pour les équations de Stokes. On onsidère le problèmede Stokes ave onditions de glissement orienté (4.50)-(4.54) assoié à un obstale �xe Set di�érentes mirostrutures {µ,A,V}.Théorème 4.24. Supposons que {µ1, A1,V1} 6 {µ2, A2,V2} dans le sens suivant :
∀ξ ∈ H1(F)

∫

∂S
A1ξ · ξdµ1 6

∫

∂S
A2ξ · ξdµ2,pour quasi-tout x ∈ ∂S, V2(x) ⊆ V1(x).Alors

T ({µ1, A1,V1, S}) 6 T ({µ2, A2,V2, S}).Démonstration. La preuve est une onséquene direte de la formulation énergétique deséquations de Stokes et de l'inlusion des espaes d'énergies.Remarque 4.25. Puisque les onditions de glissement parfait orrespondent à
A1 = 0, µ1 = 0,V1(x) ∼= R

2,et l'adhérene, à
A2 = Id, µ2 = ∞⌊∂S ,V2(x) = {0},la traînée d'un obstale sur lequel on impose le glissement parfait est inférieure à elle quel'on obtient en lui imposant une adhérene omplète.



128 Chapitre 4. Miro-optimisation de forme, riblets et minimisation de latraînéeRemarque 4.26. Considérons une struture en riblets dé�nie par
A = 0, µ = 0,V(x) = ξ(x) · R,où ξ est un hamp de veteurs donné dé�ni sur ∂S à valeurs dans la sphère S2. Clairement,la valeur de la traînée assoiée à ette struture se situe entre les deux valeurs extrémalespréédentes. Cependant, la monotonie n'est pas strite ar un bon hoix des riblets peutfournir la traînée optimale assoiée au glissement parfait pour une vitesse u∞ donnée.4.4 Étude numériqueL'objetif de ette setion est de fournir des illustrations numériques des résultatsthéoriques de la setion 4.3, en partiulier de montrer onrètement qu'en ajoutant demanière adéquate de la rugosité à la surfae d'un obstale, dans un �ot dérit par leséquations de Navier-Stokes, la traînée est suseptible de baisser. On �xe la dimension del'espae à N = 2. Dans e as de �gure, la partie diretionnelle des onditions aux limitesfrition-driven est triviale puisque la dimension des sous-espaes V(x) ne peut valoir que

0 ou 1, e que l'on peut traiter simultanément par une loi de frition.On onsidère le problème (4.1)�(4.3), omplété par les onditions aux limites (4.11)�(4.12), que l'on rappelle ii :
u · n = 0 sur ∂S,

2ν[D(u)n]tan + βu = 0 sur ∂S.Ci-dessus, β est une fontion borélienne positive, à valeurs dans R∪{+∞}, et qui représenteune distribution du oe�ient de frition sur le bord du solide. Remarquons que si β ≡ 0,es onditions aux limites orrespondent au glissement parfait, et que l'adhérene omplèteest obtenue formellement en �xant β = +∞.Pour toute fontion β omme i-dessus, et toute solution faible u du problème (4.1)�(4.3), (4.11)�(4.12), on note T (β,u) la traînée orrespondante, dé�nie par
T (β,u) = 2ν

∫

F
|D(u)|2 dx+

∫

∂S
β|u|2ds.Dans les simulations numériques, le domaine Ω est le disque unité et on �xe u∞ = (1, 0)et ν = 10−3. On onsidère deux formes di�érentes pour le solide : une forme onvexe

S1, qui est simplement le disque de rayon R = 0.1 entré à l'origine, et une forme nononvexe S2, qui sera quali�ée d'arhe dans la suite de ette setion. Le bord de S2 estonstitué par la réunion de quatre demi-erles Γi de rayons ri, pour i = 1 . . . 4, dé�nis par
r1 = 0.1, r2 = r4 = 0.02 et r3 = 0.06 (voir la �gure 4.2). Le entre de Γ1 oïnide ave leentre de Ω.De manière lassique, la disrétisation des équations de Navier-Stokes est réalisée pardes éléments �nis P2 pour la vitesse et P1 pour la pression, sur un maillage triangulaireobtenu par un algorithme de type Delaunay-Voronoi. Dans les deux on�gurations, 120noeuds sont situés sur le bord de Ω. Dans la on�guration S1, la paroi du solide estdisrétisée en 50 segments, et le maillage omporte 9868 triangles. Dans la on�guration
S2, 80 noeuds sont situés sur le bord de l'arhe, et 9476 éléments sont utilisés. Les équationsde Navier-Stokes stationnaires sont résolues par un shéma de point �xe lassique (voir par



4.4. Étude numérique 129
Fig. 4.2: Deux formes di�érentes pour le solide : un disque et une arhe.exemple l'ouvrage de Girault et Raviart [46℄). La ontrainte d'inompressibilité est traitéepar un multipliateur de Lagrange, et la ondition de non pénétration 4.11 est traitée parpénalisation.Exemple 4.27 (omportement de la traînée par rapport à des oe�ients de frottementonstants). Dans et exemple, nous analysons la traînée orrespondant à des valeurs duoe�ient de frottement β que l'on suppose onstantes sur le bord des obstales S1 et S2.Les résultats sont représentés à la �gure 4.3. Nous remarquons que, dans les deux as, latraînée est roissante par rapport aux fontions β onstantes, e qui on�rme l'intuitionommune selon laquelle, en général, la traînée est plus élevée pour les matériaux adhérentsque pour les matériaux lisses (même si e résultat n'est pas démontré mathématiquementdans le as des équations de Navier-Stokes). Plus préisément, les deux ourbes ont l'aspetd'une sigmoïde : shématiquement, la traînée est pratiquement onstante pour β 6 0.001,puis elle roît pour atteindre sa valeur maximale et rester quasiment onstante pour β > 1.Exemple 4.28 (non monotonie de la traînée par rapport à β). Dans et exemple, ononsidère des oe�ients de frottement β onstants par moreaux. On impose di�érentesvaleurs onstantes du frottement sur Γ1 et on �xe β = 10 sur le reste de la frontière. Lesrésultats sont représentés à la �gure 4.4. Nous remarquons que la traînée est globalementdéroissante par rapport à la valeur de β sur ∂S1 \ Γ1 et ∂S2 \ Γ1. Ce omportement estplus marqué dans le as de l'arhe. Par exemple, dans ette on�guration, la valeur de latraînée pour β = 10 sur ∂S2 \ Γ1 est inférieure de 3.23% à sa valeur pour β = 0.001.Cet exemple montre que dans ertaines on�gurations, la traînée peut diminuer si l'onaugmente la valeur du oe�ient de frition dans ertaines régions spéi�ques de la paroidu solide.Exemple 4.29 (optimisation de la traînée par rapport à β). Dans et exemple, on onsi-dère la forme de l'arhe S2 (voir la �gure 4.2 p. 129). A�n de se rapproher de situationsréelles, on �xe une valeur minimale du frottement βmin > 0, et on onsidère le problèmed'optimisation suivant :

min {T (β,u) | β > βmin} . (4.56)Pour traiter e problème d'optimisation sous ontrainte, on utilise une méthode de gra-dient projeté. Pour e�etuer le alul du gradient de la traînée par rapport au frottement,on applique le orollaire 4.8. On �xe une valeur onstante du pas h = 6000 dans la desentede gradient et un ritère d'arrêt ǫ = 5 × 10−5 pour la norme L2 du gradient projeté. Le
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Fig. 4.3: Valeurs de la traînée pour des oe�ients de frottement onstants.
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Fig. 4.4: Valeurs de la traînée pour des valeurs de β onstantes sur ∂S2 \ Γ1 (en haut) etsur ∂S1 \ Γ1 (en bas), ave β = 10 sur Γ1.



132 Chapitre 4. Miro-optimisation de forme, riblets et minimisation de latraînéeItération Traînée Norme L2 (×10−5)
0 0.163521 33.0758
1 0.160299 10.4981
2 0.158421 9.6474
3 0.158398 5.33867
4 0.158383 4.17234Tab. 4.1: Traînée et norme L2 du gradient projeté au ours de la desente de gradient.oe�ient de frottement initial a une valeur onstante β ≡ 5, et on �xe la valeur minimaledu frottement à βmin = 0.5.Dans le tableau 4.1, nous donnons la valeur de la traînée et de la norme L2 du gradientprojeté au ours de la desente de gradient. La valeur minimale obtenue est inférieure de

3.14% à sa valeur initiale pour β ≡ 5. À titre de omparaison, la valeur de la traînéepour β ≡ βmin (que nous avons alulée pour traer la ourbe 4.3) est égale à 0.159271.Cela on�rme que la distribution uniforme β ≡ 0.5 n'est pas optimale pour le problèmed'optimisation (4.56).À la �gure 4.5, nous avons traé le oe�ient de frition de haque �té de la frontière del'arhe, 'est-à-dire, sur Γ2∪Γ3∪Γ4 (en haut) et sur Γ1 (en bas), en fontion de l'ordonnéedes points sur le bord, après une itération et à onvergene de l'algorithme. Le oe�ientde frottement optimal sur le bord du solide S2 est représenté à la �gure 4.6. À onvergene,on peut observer que le frottement a globalement augmenté sur les parties saillantes del'obstale, 'est-à-dire les demi-erles Γ2 et Γ4, pour atteindre entre trois et quatre fois savaleur initiale, à l'exeption d'une petite région autour des points de jontion ave Γ1 où,au ontraire, le frottement a diminué jusqu'à e que la ontrainte β > βmin soit saturée. Àl'inverse, la valeur du frottement dans la partie reuse de la paroi, 'est-à-dire le demi-erle
Γ3, n'a pas été modi�ée au ours du proessus d'optimisation. De l'autre �té de l'arhe,on observe une hausse signi�ative du frottement sur un large voisinage des extrémités de
Γ1, à l'exeption d'une région très réduite près de es points extrémaux, où le frottementa diminué pour atteindre à nouveau la valeur minimale βmin et oïnider ave sa valeurde l'autre �té des points de jontion ave Γ2 et Γ4. En�n, dans la région médiane de Γ1située au voisinage de l'axe y = 0, la valeur du frottement demeure prohe de sa valeurinitiale β = 5.Cet exemple on�rme que l'utilisation de rugosités pour augmenter la valeur du oe�-ient de frottement, sur ertaines régions spéi�ques de la paroi du solide, peut ontribuerà une rédution de la traînée.
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Fig. 4.5: Valeur du oe�ient de frottement sur Γ2 ∪Γ3 ∪Γ4 (en haut) et Γ1 (en bas), parrapport à l'ordonnée du point sur le bord de S2, à l'issue de la première et de la quatrièmeitération de la desente de gradient.



134 Chapitre 4. Miro-optimisation de forme, riblets et minimisation de latraînée

Fig. 4.6: Représentation du frottement optimal sur le bord de S2.



Conlusion et perspetivesCe travail de thèse s'est axé autour de deux thèmes prinipaux : la ompréhension del'e�et de rugosité produit par des parois ave une régularité minimale, et son appliationà des problèmes de méanique des �uides liés à des intérations �uides-strutures.Nous avons montré que des parois périodiques supposées uniquement ontinues pro-duisaient un e�et de rugosité uniforme, dès lors qu'elles ne possédaient auune diretiond'invariane. Nous avons pour ela eu reours à une formulation faible de la ondition denon pénétration et interprété la réation de riblet en termes de dérivée diretionnelle ausens des distributions. Nous avons également montré qu'une lasse de parois non pério-diques, quali�ées de ristallines dans le sens où les normales appartiennent à un ensemble�ni et �xé, produisait un e�et de rugosité uniforme, si les normales satisfaisaient une on-dition de non dégénéresene prévenant l'apparition de diretions privilégiées au sein dela paroi. La preuve repose sur l'utilisation de mesures de Young assoiées à la famille deparois re-dimensionnées, permettant de séletionner parmi les normales ommunes er-taines diretions partiulières exerçant une in�uene à la limite. Cette in�uene se traduitpar l'existene d'un ensemble non négligeable, au sens de la mesure de Hausdor� bidimen-sionnelle, de points de la paroi limite en lesquels la normale est donnée par une diretion�xée.D'autre part, nous avons donné une interprétation de l'e�et de rugosité d'un point devue variationnel, en nous appuyant sur des méthodes de relaxation et sur la Γ-onvergenedes fontionnelles d'énergie a�n de mesurer l'in�uene de la rugosité dans une diretion�xée. Ce adre permet de mettre en évidene le r�le de la apaité de Sobolev dans lephénomène de rugosité et de montrer que l'e�et de rugosité peut avoir lieu dans ertaineson�gurations à � faible � rugosité, 'est-à-dire mettant en jeu des phénomènes osillatoiresinvisibles pour les mesures de Hausdor� surfaiques, mais que les mesures apaitaires quenous onstruisons permettent de déteter. En�n, es mesures de rugosité diretionnellespermettent de dérire un e�et de rugosité que nous quali�ons de omplexe, lié aux jets desynthèse, qui montre qu'un hoix adapté de parois rugueuses, assoié à ertaines onditionsd'aspiration ou d'injetion du �uide à travers la paroi, permet de générer des onditionsaux limites nouvelles qui imposent non seulement la diretion du �ot, mais également lesens de l'éoulement.Sur le plan des appliations, nous nous sommes intéressés, d'une part, au problèmedu ontr�le de la trajetoire d'un solide déformable auto-propulsé, à faible nombre deReynolds, à l'aide de déformations de son bord et de variations de la frition générée parla paroi. La première étape de e travail a onsisté à montrer le aratère bien posé duproblème d'interation �uide-struture, ave des onditions au bord de type adhéreneou de type frition de Navier ave oe�ient β variable, dans lequel les déformations du



136 Conlusion et perspetivessolide sont presrites par une famille de di�éomorphismes qui préservent la quantité demouvement et le moment inétique du solide. Nous avons également démontré la stabilitéséquentielle de la trajetoire du solide par rapport aux déformations imposées. Nous avonsillustré le modèle étudié par des simulations numériques, qui nous ont permis de retrouverdes résultats onnus sur l'ine�aité des mouvements réversibles pour la nage à faiblenombre de Reynolds, et de mettre en évidene l'e�et de ralentissement du déplaementgénéré par la frition.D'autre part, nous avons onsidéré le problème de la minimisation de la traînée d'unobstale à l'aide de miro-rugosités plaées sur sa paroi, la forme marosopique de l'ob-jet étant �xée. Nous avons dé�ni l'ensemble des miro-strutures admissibles à l'aide dutriplet {µ,A,V}, qui détermine l'intensité de la frition, la diretion dans laquelle elle s'ap-plique ainsi que d'éventuelles diretions d'éoulement imposées le long de la paroi. Un teltriplet fournit une miro-struture admissible s'il est issu de l'e�et de rugosité. Nous avonsmontré que l'ensemble des miro-strutures admissibles est ompat pour la topologie dela γ-onvergene assoiée à l'e�et de rugosité, et que la traînée est ontinue pour ettetopologie, aussi bien pour le problème de Stokes que pour le problème de Navier-Stokesstationnaire. Nous en avons déduit l'existene d'un minimiseur de la traînée parmi l'ensem-ble des miro-strutures admissibles. En utilisant l'énergie assoiée au système de Stokes,nous avons démontré que la traînée minimale est obtenue en minimisant la frition sur laparoi du solide. Ainsi, les rugosités ne permettent pas de faire baisser la traînée dans leas d'un éoulement de Stokes. En revanhe, dans le as d'un éoulement de Navier-Stokesstationnaire, nous avons montré par des aluls numériques qu'une hausse du oe�ient defrottement dans ertaines zones spéi�ques de la paroi du solide, obtenue dans la pratiquepar l'ajout de rugosité, permet de diminuer la traînée subie par l'obstale.Les perspetives qu'ouvre e travail onernent, d'une part, la généralisation de l'ef-fet de rugosité à des parois enore moins régulières. Dans le as de parois périodiques,il s'agirait de traiter le as de parois semi-ontinues inférieurement, e qui suppose detravailler ave une ondition de non pénétration enore plus a�aiblie, permettant d'im-poser l'imperméabilité des parois vertiales orrespondant aux points de disontinuité desgraphes. Conernant les parois ristallines, il serait utile d'étudier la dépendane de laonstante de type Poinaré qui quanti�e l'e�et de rugosité uniforme, par rapport aux pro-priétés géométriques du ompat K dérivant les normales aux parois. Cela permettraitde mieux omprendre quelles propriétés de K déterminent le omportement asymptotiquedes hamps de veteurs non pénétrants sur les parois. En outre, dans la démonstrationque nous proposons, il apparaît que le aratère �ni de l'ensemble des normales pourraitêtre relaxé, pour lui substituer la ontrainte moins restritive que K soit un ensemble om-pat. Physiquement, ela permettrait de généraliser notre étude au as de ristaux dontles diretions normales subissent de petites variations autour d'une position moyenne, duespar exemple à ertaines imperfetions du ristal. Cela o�rirait également la possibilité deprendre en ompte d'éventuelles inertitudes expérimentales dans la mesure des positionsdes normales.Sur le plan des appliations, le plus grand dé� que soulève e travail est sans doute letraitement numérique du problème d'optimisation de la traînée, en dimension trois, parrapport à la miro-struture {µ,A,V}. L'une des di�ultés majeures liées à ette questionest la manipulation des ensembles V de sous-espaes vetoriels des plans tangents à la paroidu solide. En e�et, l'existene de tels sous-espaes admissibles résulte d'arguments abstraits



Conlusion et perspetives 137issus de la théorie de la Γ-onvergene, qui, en général, ne donnent pas d'information sur lespropriétés des ensembles V. Pour obtenir des informations supplémentaires, il est néessairede �xer des ontraintes géométriques sur les suites de parois perturbées, et de se plaer dansun adre plus spéi�que. Ainsi, la desription des ensembles V admissibles néessite à lafois de omprendre l'e�et loal de la rugosité, mais aussi quelles propriétés géoémétriquesmarosopiques des formes onsidérées peuvent ontraindre l'orientation des riblets ouimposer l'existene de zones d'adhérene totale. Une autre di�ulté majeure réside dans laompréhension de l'in�uene des diretions d'éoulement au bord sur le omportement dessolutions des équations de Navier-Stokes assoiées. Cette ompréhension est indispensablepour dé�nir une struture sur les ensembles V admissibles qui soit ompatible ave leséquations de Navier-Stokes. Cela permettrait de dérire des perturbations de V par rapportauxquelles la traînée est ontinue, et d'envisager la question de la di�érentiabilité de latraînée par rapport à V.
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